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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРОВ ПЕРЕВОДА

С именем известного американского инженера и ученого Габриэля Крона
связаны едва ли не самые острые научные споры и дискуссии нашего века.
Результаты последовательно развертывавшихся работ этого ученого, публико-
вавшиеся на протяжении почти 40 лет, постепенно принесли ему широкое при-
знание и выдвинули в ряды классиков науки, однако до сих пор многие идеи
Крона остаются до конца непонятными, а его методы не имеют достаточно
широкого применения.

Причина такого положения, как объективно объясняет сам Крон, заклю-
чается в том, что к построению своих математических концепций он подходит
с инженерных позиций, неизбежно допуская определенные неточности и нестро-
тие утверждения, тем самым навлекая на себя нарекания математиков.
-С другой стороны, математический аппарат, развиваемый Кроном, достаточно
сложный и может быть понят только инженером, имеющим специальную мате-
матическую подготовку. Поэтому при его жизни, да и в наши дни инженеры
в большинстве своем также не приняли на вооружение теорию Крона, очень
часто обвиняя его в математических излишествах.

Однако, как это стало понятно в последнее десятилетие, Крон заложил
определенные научно-технические основы нового специалиста, называемого
в наши дни инженером-математиком, который способен смело вмешиваться
в абстрактные математические теории, деформируя и развивая их применитель-
но к конкретным потребностям инженерной практики.

Начав с построения единой для всех типов электрических машин теории,
основанной на введении тензоров, понятия обобщенной машины и неримановой
геометрии, Крон в дальнейшем дал обстоятельный анализ использования тен-
зора преобразования при исследовании неподвижных электрических сетей.
В предлагаемой вниманию читателя книге подробно излагаются основы синте-
за теоретико-множественной и алгебраической (комбинаторной) топологий.
Этот синтез представляет собой объединение аналитического исследования
процессов, происходящих в системах, с изучением топологической структуры
систем, представленных электрическими моделями

Затем была создана методика представления самых различных систем,
я также фундаментальных уравнений теоретической физики (Максвелла, Шре-
дингера и т д ) с помощью моделей электрических цепей. На этой основе был
разработан метод исследования сложных систем по частям (диакоптика) раз-
делением на части модели исследуемой системы, решения этих частей отдель-
но с последующим объединением решений отдельных частей в решение всей
системы



Обобщением и объединением всех предыдущих работ явилась разработка
Кроном теории полиэдральных сетей и основанных на этих сетях «самоорга-
низующихся автоматов», которой он занимался в последние годы жизни. Поли-
эдр, погруженный в магнитогидродинамическую плазму, проявляет свойства
самоорганизации и, по мнению Крона, может служить теоретической основой
для создания «искусственного мозга». Такие системы, как электрические маши-
гы, представляют собой полиэдры 3-го порядка или совокупность 0-, 1 , и
2-сетей. Хотя большая часть исследований, проведенных Кроном, относится к
электротехническим и электромеханическим системам, общность введенных им
тензорных и топологических методов позволяет говорить также о большом
Bi «[аде в единую теорию динамических систем.

В СССР интерес к работам Крона проявился еще в конце 40-х годов,,
когда в Гроьковском госуниверситете под руководством академика А, А. Ан-
дронова разбирались и обсуждались идеи Крона в связи с исследованиям*!
возможности создания общей теории динамических систем; А. В. Гапоновым,.
ныне академиком, проводились исследования по применению его методов.
После смерти А. А. Андронова интерес к работам Крона несколько сни-
зился.

В 1965 г. была переведена монография Крона «Применение тензорного
анализа в электротехнике» [9], в послесловии к которой редактор, отдавая
должное изложенному в книге методу, поставил, однако, под сомнение необхо-
димость применения слишком, по его мнению, сложных тензорных методов.

Новый повышенный интерес к работам Крона возник в конце 60-х годов
в связи с развитием вычислительной техники и проблемами создания автома-
тизированных систем проектирования и автоматизированных систем управле-
ния организационными системами и технологическими процессами. В 1968 г,
в некрологе, посвященном Крону, в журнале «Электричество» [10] ученый ха-
рактеризуется как «основоположник тензорного и матричного анализа электри-
ческих цепей и машин, создатель обобщенной теории электрических машин».
Его идеи и методы получили развитие в трудах В. В. Хрущева, И. П. Копы-
лова и др. В 1972 г. вышел перевод одной из основных моно-
графий Крона «Диакоптика» [1], а в 1975 г. появилось учебное пособие для
втузов, в котором единая теория электрических машин излагается с позицией
американского ученого [16].

За рубежом работы Крона всегда привлекали большое внимание ученых
и инженеров. Начиная со статьи, опубликованной в 1930 г. [2], с последующей
дискуссией, результаты его исследований, представленные в пяти монографиях
и более ста статьях, были предметом горячих споров и обсуждений.

Профессор Б. Хоффман, один из сотрудников А. Эйнштейна, посвятил*
целый ряд обстоятельных статей разбору наиболее тонких понятий теории пре-
образований Крона. Рассмотрению работ Крона был посвящен специальный
выпуск журнала института Франклина [18], его теория развивается в многочис-
ленных статьях и монографиях [И—14]; памяти Крона посвящен сборник ста-
тей «Габриэль Крон и теория систем» [3]. Существуют два общества, которые
с начала 50-х годов занимаются разработкой и применением в науке и технике
идей Крона. В Японии под руководством профессора К. Кондо с 1954 г. дей-
ствует «Исследовательская ассоциация прикладной геометрии», выпустившая
уже четыре тома мемуаров [5], в которых работы Крона характеризуются как
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««эпохальные», являющиеся основой для создания в дальнейшем единой теории
конструирования инженерных систем. В Англии с 1950 г. действует «Тензор-
ное общество Великобритании» (Tensor Society of Great Britain), выпускаю-
щее журнал «Matrix and Tensor Quarterly».

Книга «Тензорный анализ сетей» [15], перевод которой предлагается совет-
скому читателю, вышла в свет в 1939 г., а спустя четверть века, в 1965 г.,
вышло второе издание, точная копия предыдущего. В книге подробно изла-
гается метод объединения структурных свойств сети, заложенных в диаграмме
соединения ее элементов и представляемых тензором преобразования, с функ-
циональными свойствами сети, заложенными в уравнениях ее поведения,
в единый аппарат исследования сетей. «Тензорный анализ сетей» — ключ к
изучению других работ Крона, в частности, метода диакоптики. По существу
эта книга является подробным изложением содержания первых двух глав
книги Крона «Применение тензоров к анализу вращающихся электрических
машин» [17], относящихся к неподвижным электрическим сетям.

Обстоятельное изложение этих вопросов потребовалось потому, что такие
понятия, как тензор преобразования, инвариантность мощности, примитивная
и ортогональная сеть были (да и сейчас еще остаются) необычными и
весьма трудными для восприятия. Даже очень образованные инженеры мало
знакомы с тензорным анализом и неримановой геометрией, в свою очередь
физики и математики редко интересуются теорией электрических машин. Вот,
например, как описывает Б. Хоффман свое первое знакомство с классической
статьей Крона «Нериманова динамика вращающихся электрических машин»:
«Я собирался не только разобраться в рассуждениях Крона, но и высказать
компетентное мнение относительно их справедливости. К моему удивлению я
обнаружил, что не понимаю статью. Я мог проследить за вводными рассуж-
дениями, но они вскоре кончались, а приложения относились к вращающимся
электрическим машинам, в которых я ни в коей мере не мог считать себя
экспертом. В то время я даже ничего не знал о продольных и поперечных
осях. Это может шокировать тех, для кого эти понятия стали второй натурой»
([3], с. 20). К сожалению, описанная ситуация, как правило, возможна при изу-
чении практически большинства оригинальных методов Крона. Определенная
незаконченность и нестрогость рассмотрения, которая характерна для инжене-
ра-математика, явилась причиной критики работ Крона как со стороны мате-
матиков (за недостаточную, по их мнению, строгость), так и со стороны инже-
неров, считавших излишним привлечение абстрактных математических дис-
циплин к исследованиям конкретных технических систем. Делались, например,
неоднократные попытки заменить его тензорные методы матричными, а элек-
трические модели — графами.

Приняв во внимание многочисленные неудачные попытки «исправить»
Крона, мы при переводе^ постарались максимально бережно отнестись к поня-
тиям и терминологии этой классической работы, вплоть до сохранения обозна-
чений. Это было достаточно трудно, поскольку большинство вводимых Кро-
ном понятий не имеют аналогов в русской научной терминологии. Некоторые
пояснения к тексту приведены в подстрочных примечаниях. Более подробные
комментарии даны в послесловии. Нельзя считать эти комментарии исчерпы-
вающими, поскольку подробный анализ работы Крона потребовал бы специ-
ального исследования.



В данной работе помещены два введения автора, в одном, написанном
в 1939 г., даны исходные предпосылки подхода и рекомендации для читате-
лей, а в другом (1965 г.)—ретроспектива и перспектива дальнейшего разви-
тия теории. Эти введения избавляют редакторов перевода от необходимости
написания более пространного введения. В заключение редакторы перевода
благодарят всех, кто способствовал появлению этой книги.

Перевод выполнен Б. И. Калюжным, В. М. Капустяном, И. В. Кузиной,
В. П. Мазуриком, А. Е. Петровым, В. И. Хрипуновым.



ВВЕДЕНИЕ (1939 г.)

В течение последнего столетия было установлено, что геомет-
рия Евклида, правившая 2000 лет, не является единственной пра-
вильной геометрией и что можно математически ввести неевкли-
довы пространства, имеющие большое число измерений и облада-
ющие свойствами, которые существенно отличаются от свойств
нашего трехмерного физического пространства. В процессе изуче-
ния этих новых типов пространств медленно возникала новая ма-
тематическая дисциплина, которая оформилась в действенный
аппарат благодаря Риччи и Леви-Чивитта. Этот новый аппарат
теперь принято называть «тензорным анализом».

Ощутимым толчком к применению нового математического
инструмента в изучении физических проблем послужило созда-
ние теории относительности, в которой Эйнштейн показал, что
наш физический мир сам по себе не является ни трехмерным, ни
евклидовым. Как только тензорный анализ стал хорошо известен
физикам, он с возрастающей частотой стал применяться при изу-
чении проблем классической динамики — в гидродинамике, тео-
рии электромагнетизма, теории упругости и, наконец, в квантовой
механике. Так как инженерные проблемы по самой природе ис-
пользуемых переменных не являются по существу трехмерными
и евклидовыми, возникла необходимость в создании инженер*
ного аппарата, ориентированного на любое число переменных
наиболее систематическим способом. Эта необходимость и выз-
вала применение тензорных методов к решению инженерных
проблем.

Содержанием этой книги является новый метод подхода к
анализу и синтезу сетей, которые особенно часто встречаются
в повседневной работе инженера-электрика. Метод подхода фор-
мулируется так, что может служить первым шагом к системати-
ческому анализу и синтезу вращающихся электрических машин,
с одной стороны, и передающих сетей — с другой. Последнее, в
свою очередь, будет служить вторым шагом в изучении излуче-
ния и электронных явлений с точки зрения инженера-электрика.

Аналитические исследования обычно строятся по-разному, при
этом используется высоко специализированный метод рассужде-
ния для каждой частной области электротехники, которая слу-
чайно вызвала интерес. Результаты такой работы обычно явля-
ются закрытой книгой для инженеров, специализирующихся в

9



другой области. Едва ли необходимо указывать, что язык, терми-
нология и методы рассуждения инженеров — специалистов по<
синхронным машинам, отличны от языка и методов рассуждения
специалистов по многообмоточным трансформаторам или па
электронным лампам. Любая информация, получаемая при изу-
чении индукционных двигателей, слабо используется инженером
при его попытке, скажем, изучить движение электрического заря-
да в магнитном поле.

Для выработки единой точки зрения, охватывающей широкую
область интересов инженера — от сетей до теории поля, от прямо-
линейных до криволинейных осей координат, от неподвижных си-
стем до систем, движущихся с ускорением, такой, чтобы знания,
полученные в одной области техники, могли быть использованы
в совершенно другой области техники, автор не пошел по изби-
тому пути, по которому идут другие, как в используемом анали-
тическом аппарате, так и в методе рассуждения. (Окончательные
результаты, естественно, получаются такие же, что и у других
авторов, если исследуемая проблема базируется на одинаковых
исходных допущениях.)

Аналитический аппарат, используемый при установлении об-
щей точки зрения на все разнообразие инженерных структур, та-
кой же, как и применяемый физиками в их поисках единой точки
зрения на классическую, релятивистскую и квантовую физику,
а именно, тензорный и спинорный анализ (известный также как
абсолютное дифференциальное исчисление). Метод рассуждения,
применяемый автором в инженерных задачах, очень близок ме-
тоду, используемому современной теоретической физикой, а
именно геометрическому методу рассмотрения одного из разде-»
лов геометрии, называемого дифференциальной геометрией.

Однако для решения инженерных проблем оказалось необхо-
димым расширить понятия дифференциальной геометрии и объе-
динить их с понятиями другого раздела геометрии, называемого
топологией. Этот раздел до настоящего времени не имел сущест-
венного значения для изучения физических явлений. Для реше-
ния инженерных проблем пришлось объединить с помощью тен-
зорных методов понятия, заимствованные из этих совершенна
различных разделов, превратив их в единый инженерный метод.

Отличительной чертой данной книги является то, что она на-
писана не математиком и не для математиков. Она создана ин-
женером для инженеров, интересующихся изучением организо-
ванного подхода к анализу и синтезу электрических сетей. Метод
тензорного анализа — это еще быстро развивающаяся структура,
поэтому среди представителей данного направления до сих пор
не достигнуто согласие как в системе обозначений, так и в тер-
минологии. В силу этого изучающему трудно решить вопрос, что
ему нужно и что не нужно для его специальной области. Опреде-
ления и физическая интерпретация всех понятий даны здесь на
языке, который, как мне кажется, наилучшим образом отвечает
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требованиям инженера, впервые знакомящегося с таким подхо-
дом. Книга не претендует на абсолютную математическую стро-
гость. Все, кто интересуется точными математическими и геомет-
рическими определениями, могут обратиться к книгам, перечис-
ленным в списке литературы, написанным специалистами по
математике и математической физике.

Ключевой идеей настоящей книги является «организация».
Книга организует очень разнообразные сети в соответствии с их
фундаментальными свойствами и ожидаемым назначением. При
организации они становятся послушными командам инженера,
как армия хорошо дисциплинированных солдат командующему
генералу. Эта организация реализуется введением «групп преоб-
разований», которые управляют развертыванием анализа подоб-
но тому, как офицеры различного ранга направляют движение
своих подчиненных.

Некоторые аспекты вводимой здесь организации уже извест-
ны инженерам-электрикам. Стенографическая процедура обозна-
чения групп членов с помощью одного символа используется ин-
женерами в процессе решения систем линейных уравнений с по-
мощью детерминантов или при манипуляциях с ними при помощи
матриц. Обозначение комплексных чисел r+jx с помощью одного
символа г является подобной организацией. Такой стенографиче-
ский способ обозначения использовался в электротехнике еще со
времен Кирхгофа. Позднее Штрекер и Фельдкеллер и их последо-
ватели систематически использовали матрицы с двумя строками
и двумя столбцами в анализе сетей из четырехполюсников; Кауэр
и его последователи использовали такие же матрицы для синтеза
сетей.

Дальнейший шаг в совершенствовании организации — обо-
значение одним символом не набора чисел, а физического объек-
та, действительно существующего в природе. Векторный анализ,
используемый инженерами-электриками со времен Максвелла,
является примером организации этого типа. Поскольку один
и тот же физический объект можно измерить по отношению к
бесконечному числу систем отсчета (координат) и каждое из-
мерение дает набор чисел, то теперь один символ представляв!
бесконечное количество таких наборов чисел вместо одного. Век-
торный анализ, однако, является весьма ограниченным типом ор-
ганизации, поскольку он представляет только физические объек-
ты, существующие в трехмерном евклидовом пространстве. По-
нятие «группа преобразований» уже присутствует в векторном
анализе, связывая значения компонент физического объекта в
различных системах координат трехмерного евклидова простран-
ства.

Более совершенный тип организации, используемый в физи-
ческих проблемах, требует ввести обобщенные координаты и ис-
пользовать новые типы пространств, имеющих более трех изме-
рений и более сложную структуру, чем евклидово пространство.
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Эти новые типы пространств наполнены новыми типами физиче-
ских (или геометрических) объектов, каждый из которых обозна-
чается своим символом. Эти пространства и объекты, существую-
щие в них, порождаются «группой преобразований» так, что име-
ется столько различных пространств, сколько соответствующих
им «групп преобразований». Структура этих основных прост-
ранств зависит от типа объектов.

Тензорный анализ занимается систематическим изучением
этих обобщенных пространств и объектов в них. С этой точю*
зрения тензорный анализ можно рассматривать как расширение
и обобщение векторного анализа от трех- до п-мерных прост-
ранете и от евклидовых до неевклидовых пространств. Конечно,
можно совсем отказаться от геометрической картины и рассмат-
ривать тензорный анализ как изучение новых типов математиче-
ских объектов.

Эти новые типы пространств радикально отличаются от обыч-
ного евклидова пространства, следовательно, для их изучения не-
обходимо отказаться от обычных интуитивных понятий прост-
ранства. Простейшие определения векторного анализа такие, как,
например, «вектор есть объект, имеющий величину и направле-
ние», следует отбросить, так же как и другие установившиеся
понятия и определения типа «величина», «направление», «парал-
лельность». При изучении тензорного анализа необходим с само-
го начала новый подход к определению геометрических или фи-
зических объектов и манипулированию ими.

Организация этим не ограничивается, n-мерные пространства
можно обобщать до бесконечно-мерных пространств. Кроме того,
вместо использования только четырех-, пяти- и вообще целочис-
ленно-размерных пространств можно использовать 2/3-, 4,375- или
я-мерные пространства, включающие все типы сложных струк-
тур. Эти пространства используются в исследовании более фун-
даментальных электродинамических явлений.

АНАЛИТИЧЕСКИЙ АППАРАТ

I. Подобно любому мощному аппарату тензоры могут быть
использованы в самых различных направлениях в зависимости
от индивидуальных взглядов и устремлений людей. Приведен-
ные ниже соображения могут пояснить некоторые стороны при-
менения тензоров в анализе и синтезе возникающих перед инже-
нером весьма различных взаимосвязанных проблем.

Использование тензорного анализа в решении инженерных
проблем можно сравнить с использованием стального каркаса 1)
при возведении небоскребов. Теперь стало возможно, по край-
ней мере теоретически, построить небоскреб высотой в сто этажей

*) В 30-е годы в США уже использовались стальные конструкции в строи-
тельстве. {Прим пер)
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простым укладыванием кирпичей. История зафиксировала такую
попытку при строительстве Вавилонской башни, но оставила в
тайне возможность успешного завершения этого предприятия 1К

Преимущества, открываемые использованием стального кар-
каса при возведении зданий, аналогичны преимуществам, откры-
ваемым использованием тензоров и спиноров в решении
инженерных проблем. Фундаменты занимают мало места, строи-
тельство здания ускоряется, и само здание становится более ус-
тойчивым относительно изменения его элементов. Инженер отва-
живается проектировать и строить новые типы структур не толь-
ко для старых, но и для новых применений; он бы даже не пы-
тался делать это, не имея стального каркаса. Когда установлен
стальной каркас, можно укладывать кирпичи сразу на шестиде-
сятом этаже, не затрагивая пятьдесят девять лежащих ниже, и
оставить этот этаж единственным построенным — возможность,
которой не было без стального каркаса. Подобные незавершен-
ные этапы могут быть в анализе инженерных проблем, где мож-
но исследовать подробно только требуемую часть. Нет никакой
необходимости последовательно в каждой частной проблеме пере-
писывать системы уравнений с одной страницы на другую, удер-
живая в памяти их физическое содержание. Все это можно оста-
вить в необработанном виде, в форме нескольких символов, дей-
ствующих, как каркас, поддерживающий части, представленные
детально. В любое время можно добавить новые «этажи» к уже
законченному «зданию» или убрать одну часть и изменить ее в
соответствии с новыми требованиями, не разрушая оставшегося.

Использование стального каркаса позволяет инженеру не
только строить небоскребы, но и сделать строительное производ-
ство массовым. Один и тот же стальной каркас можно использо-
вать для изготовления самых разнообразных зданий, изменяя
кирпичную кладку и располагая перегородки в соответствии с
требованиями и нуждами различных потребителей. Обнаружено,
что на языке тензорного анализа можно получить уравнения, по-
добные стальному каркасу, которые представляют поведение
(performance) 2) и характеристики самых разнообразных сетей
или вращающихся машин, или передающих систем. Будучи од-
нажды установлены3), эти тензорные уравнения позволяют нахо-
дить уравнения поведения или характеристик любой частной

*) Как известно, строительство Вавилонской башни не было закончено, так
как строители, говорящие на разных языках, не смогли договориться. Действи-
тельно осталось неизвестным, можно ли обойтись без каркаса при постройке
столь высокого сооружения. (Прим. пер)

2) Здесь и далее слово «performance» (действие, выполнение) переведено
как поведение. Крон подчеркивал этим, что поведение сети носит характер про-
цесса, а не, скажем, состояния. (Прим.^пер)

3> Крон везде использует слово Set up — устанавливать (уравнение, сеть,
систему). Мы сохранили этот термин, хотя чаще принято писать в этом зна-
чении составлять (Прим пер)
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сети или машины, или передающей системы рутинной подстанов-
кой частных констант.

II. Эта гибкость тензоров позволяет инженеру при изучении,
скажем, разнообразнейших вращающихся машин выделить одну,
которая имеет наиболее простую структуру, и изучать свойства и
уравнения только этой частной простой машины. Если инженер
изучает метод анализа и физические явления, свойственные этой
частной машине, используя тензорные понятия, он изучает в то же
время физику, метод анализа и решения сразу множества машин
вместо того, чтобы изучать новые приемы для каждой частной
машины, как это необходимо при других методах атаки 1\ кото-
рые даются во всех учебниках по машинам.

Эти две характеристики тензорных методов — возможность
возводить аналитические «небоскребы» и возможность вводить
массовое производство в анализ и синтез инженерных задач —
особо выделяются в книге. Первая характеристика тензорных
методов дает возможность инженеру атаковать и решать такие
проблемы, к которым он не может приблизиться либо из-за меха-
нических вычислительных трудностей, либо из-за трудности в на-
глядном представлении физической сущности проблемы. Вторая
характеристика дает возможность использовать рассуждения и
результаты одной решенной проблемы в решении многих других
проблем, сохраняя на будущее все или часть результатов одного
исследования в тензорной форме и расширяя или комбинируя их
разными способами при разнообразных новых исследованиях.

Это сохранение и повторное использование результатов пре-
дыдущих исследований аналогично хранению стандартных узлов,
таких как рамы, листы сердечников, валы и подшипники враща-
ющихся машин; их немедленно можно превратить в сложные ме-
ханизмы различного назначения сразу при получении заказа
вместо того, чтобы при необходимости создавать каждый раз
новую конструкцию. Метод тензорного анализа, имеющийся в
распоряжении инженера, позволяет ему комбинировать свои тен-
зоры, которые он создал раньше, и преобразовывать их в новые,
необходимые ему тензоры, не повторяя весь анализ всякий раз,
когда возникает новая проблема.

III. Архитекторы, использующие стальной каркас, и инжене-
ры, применяющие тензоры, должны помнить, что после того, как
возведен стальной каркас, надо уложить кирпичи и обеспечить
окончание строительства. С использованием стального каркаса и
без него следует установить определенное число окон, дверей,
перегородок и лестничных маршей. Для обеспечения строитель-
ства этими деталями можно использовать принцип массового

*) В оригинале: method of attack. Крон часто употребляет несколько не-
обычное в технике слово «атака», очевидно, чтобы подчеркнуть активный,
наступательный характер действий инженера по отношению к решаемым за-
дачам. (Прим. пер.)
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производства. Во всякой инженерной проблеме существует аб»
солютный минимум обязательного количества сложений, умно-*
жений, делений, нахождения корней, без вычисления которых
нельзя обойтись при любой организации подхода. Стальной кар-*
кас создает удобства для более систематического использования
вычислительных машин, и это позволяет инженеру передать боль*
шую часть своей работы вычислительной машине.

В то же время необходимо помнить, что использование сталь-*
ного каркаса при строительстве гаража для одного автомобиля
вряд ли будет хорошим инженерным решением. Нет общего пра-
вила, которое давало бы возможность определить минимальный
уровень сложности как для использования стального каркаса,
так и для использования тензоров.

IV. Очень важное преимущество «стального каркаса», кото-
рое было достигнуто впервые при изучении физических явлений,
заключается в том, что один и тот же «стальной каркас» (те же
тензорные уравнения) справедлив для нескольких типов различ-
ных физических явлений. Большинство тензорных уравнений гид-
родинамики, электродинамики, оптики и теории упругости имеют
одну и ту же форму. Они отличаются друг от друга только «кир-
пичной кладкой» и «отделкой». Тензорное уравнение ускоренно
раскручивающейся электрической машины идентично тензорному
уравнению ускоренного движения электрического заряда, рас-
сматриваемого в криволинейной системе координат; переход от
одной вращающейся машины к другой или от одной системы ко-
ординат к другой включает только формальные преобразования.

Количество типов балок, используемых в стальном каркасе
природы, крайне ограничено. Открытие нового типа тензора или
спинора, существующего в физических явлениях, аналогично от-
крытию нового строительного элемента в структуре атома.

Эта книга является введением в теорию и практику примене-
ния аналитического «стального каркаса» в технике. В ней гово-
рится о простейшем типе координатных систем, использующих
только «прямые балки» и ориентированных на организацию си-
стем линейных и алгебраических уравнений, встречающихся при
изучении асимметричных активных сетей с сосредоточенными па-
раметрами. В качестве «кирпичей» используются только сложе-
ние, умножение и деление. Дифференцирование (с его криволи-
нейными «стальными балками») вводится только эпизодически
для установления точек соприкосновения с дифференциальными
уравнениями, организация которых изложена в другой книге; эти
части могут быть опущены без ущерба для изложения.

МЕТОД РАССУЖДЕНИЯ

I. Для тех, кто интересуется, как метод рассуждения, исполь-
зуемый в двух расходящихся ветвях абстрактной геометрии (то-
пологии и дифференциальной геометрии), может использоваться
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-в анализе практических инженерных проблем, полезны следую*
щие замечания.

Дифференциальная геометрия изучает, грубо говоря, некото-
рые специфические свойства кривых и других конфигураций, вло-
женных в плоские или кривые пространства двух, трех и более
измерений. Наибольший интерес представляет изучение таких
свойств кривых, которые не зависят от выбора той или иной си-
стемы координат в пространстве. Тензорный анализ служит мощ-
ным аналитическим инструментом в изучении таких инвариант-
ных свойств, когда системы координат изменяются.

Топология имеет дело с еще более общими свойствами кри-
вых, расположенных на множестве взаимосвязанных я-мерных
пространств. Такой взаимосвязанной структурой является, на-
пример, куб, в котором 6 двухмерных плоскостей, 12 одномерных
линий и 8 нульмерных точек связаны в одну систему. В общем
случае каждое из этих пространств может быть как угодно ис-
кривлено или растянуто. Здесь также можно вводить различные
системы координат на той же самой структуре для изучения
кривых, расположенных, скажем, на кубе.

II. Итак, проблемы, которые допустимо рассматривать с по-
мощью произвольного выбора системы координат на той же
самой структуре пространства (что и содержится в большинстве
учебников и публикаций), оказываются недостаточно общими,
чтобы представлять реальную ценность для инженера. В этом,
возможно, и состоит главная причина того, что методы этих наук
до сих пор не применяются в технике. Этот недостаток общности
можно увидеть из следующих рассуждений.

Инженер имеет дело с набором нуль-, одно-, двух- и трехмер-»
ных структур, взаимосвязанных всеми возможными способами.
Например, передающая система содержит двух-, одно- и нуль-
мерные структуры в виде вращающихся машин, передающих ли-
ний и узлов между линиями и машинами, подобно тому, как мост
представляет собой набор быков, настила, балок и их соедине-
ний. Поршневой двигатель, кроме прочего, состоит из коленча-
Того вала, шатунов и подшипников. Наложение электромагнит-
ных явлений на всю передающую систему (наложение давлений
на мост или усилий, приводящих машину в движение) аналогич-
но наложению кривых на совокупность взаимосвязанных про-
странств различного числа измерений. Следовательно, свойства
и уравнения накладываемых кривых можно отождествить со
свойствами и уравнениями электрических или механических яв-
лений, накладываемых на подлежащую структуру; результаты
одного исследования могут прилагаться к другим исследованиям
простой переинтерпретацией символов.

Однако инженер весьма редко меняет систему координат на
одной и той же структуре. Но он особенно часто комбинирует
одно-, двух- и трехмерные структуры всеми мыслимыми способа-
ми и строит очень разнообразные новые структуры, к которым он
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снова прикладывает те же самые типы сил. Инженер интересует-
ся выбором из широкого набора этих новых структур такой струк-
туры, которая реагирует желаемым образом на приложенные
силы и является наиболее соответствующей нужной цели, но он
мало интересуется тем, как одна и та же структура выглядит с
различных точек зрения.

III. Эта наиболее общая проблема техники является главным
предметом настоящей книги; с геометрической точки зрения она
может быть сформулирована следующим образом.

Пусть мы имеем набор нуль-, одно-, двух- и трехмерных про-
странств. Эти пространства могут быть плоскими, криволинейны-
ми, с кручением и т. д. Пусть этот набор пространств связан друг
с другом самым различным образом подобно тому, как связаны и
взаимосоединены самым различным образом компоненты техни-
ческих систем, и пусть на каждую из таких структур наложены
некоторые типы конфигураций (такие, скажем, как кратчайшие
линии между двумя точками), подобно тому, как физические яв-
ления накладываются на инженерные структуры.

Конечно, каждая конфигурация может быть выражена урав-
нением, если на каждой структуре вводится та или иная система
координат. Одной из проблем, которая должна быть исследована,
является нахождение простого пути для установления уравнений
н а в с е х р а з л и ч н ы х т и п а х с т р у к т у р * п р и у с л о в и и , что
уравнение данной конфигурации на одной частной структуре уже
известно. Говоря геометрическим языком, проблема состоит в ус-
тановлении соответствия между конфигурациями, которые распо-
ложены на различных типах структур (или в нахождении группы
преобразований). На языке инженера проблема состоит в нахож-
дении формальной процедуры, позволяющей получить уравнение
поведения системы на всех возможных типах структур при усло-
вии, что это уравнение известно для одной структуры. Структуры
могут содержать различное число и разные типы пространств.

Формальная процедура изменяет значение компонент уравне-
ния поведения с помощью группы преобразований (называемой
«тензором соединения»), представляющей способ взаимосоедине-
ния различных пространств. При использовании этого метода
инженеру надо установить (из чисто физических соображений)
уравнение только одной системы (так называемой «примитивной
системы»), в то время как уравнения всех других систем полу-
чаются автоматически, без изучения этих систем каждый раз сна-
чала.

С этим процессом перехода от системы координат на одной
структуре к некоторой произвольной системе координат на другой
структуре связан также обычный процесс перехода от одной сис-
темы координат к другой на той же самой структуре, встречаю-
щийся очень часто как частный случай процесса первого типа.
Конечно, на каждой структуре можно вводить многочисленные
действительные или гипотетические системы координат.
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IV. Книга включает изучение структур, в которых взаимо-
соединяются только нуль- и одномерные пространства. Из-за про-
стоты соединяемых пространств не требовались понятия из обла-
сти дифференциальной геометрии, и большинство понятий было
заимствовано из топологии.

Интересно отметить, что основания топологии были заложены
Кирхгофом в его исследованиях потоков электричества через се-
ти. Однако наука об электричестве и топология скоро разошлись;
через 100 лет это расхождение стало настолько явным, что толь-
ко слабые следы одной науки удается заметить в другой. Пред-
ставляет интерес и тот факт, что основы современного тензорного
анализа и современной дифференциальной геометрии также про-
исходят в своей основе от изучения движения электрического за-
ряда в электромагнитном поле, требовавшего четырех- или пяти-
мерных пространств со сложной структурой для установления
геометрических аналогий. Неудивительно, что понятия и методы
тензорного анализа, топологии, дифференциальной геометрии и
теории электричества, при всем кажущемся различии их приро-
ды, тесно связаны и оказывают взаимное влияние друг на друга.

ТОЧКА ЗРЕНИЯ

Хотя в основном тензорный анализ применяется в теоретиче-
ской физике к проблемам непрерывных полей, настоящая книга
посвящена новому типу применений — к проблемам цепей. (Раз-
личие между проблемами полей и цепей более или менее подоб-
но различию между проблемами дифференциальной геометрии
и топологии.)

Особая точка зрения, выраженная в книге, должна быть под-
черкнута специально. Главная цель тензорного анализа и его
приложений к другим наукам обычно состоит в установлении
всеохватывающих уравнений, широких выводов, справедливых
для возможно большего количества случаев. Однако для техни-
ческих приложений эта точка зрения недостаточна. В инженер-
ной работе необходимо также получать конкретные ответы на
конкретные проблемы за минимальное время. В данной книге
сделана попытка развить эту сторону тензорного подхода, содер-
жащегося, конечно, в самом тензорном анализе, но которым пре-
небрегали другие авторы из-за отсутствия интереса к решению
конкретных проблем. Среди многочисленной литературы по тен-
зорному анализу, указанной в библиографии, имеется очень мало
книг, где решение одной конкретной проблемы с помощью урав*
нений доведено до конца, поэтому книги лишь случайно содер-
жат множество функций, расположенных в строку, в квадрат или
в куб, которыми заполнена настоящая работа.

Для облегчения решения конкретных проблем введено не-
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сколько новых понятий и точек зрения; к ним относятся: «прими-
тивные» системы, формулы редукции, «компаунд»-сети, правила
быстрого манипулирования с множествами чисел и постулаты
обобщения.

Содержащиеся в книге примеры достаточно элементарны и не
охватывают все типы сетевых проблем, которые могут быть ата-
кованы тензорными методами. Книга едва касается обширных
возможностей, пригодных для реализации при использовании
свойств «организации», вводящей во множество методов реше-
ния инженерных проблем. Сети фильтров, которые не рассматри-
ваются в книге, прекрасно рассчитываются организованными ме-
тодами и представляют собой широкое поле деятельности для
нового метода атаки с помощью тензорных понятий.

Сейчас еще не окончательно установлены обозначения, тер-
минология и определения, встречающиеся в данной работе. Они
будут служить только стартовыми точками для нового продви-
жения. Автор отчетливо видит, что за пределами протоптанных
тропинок лежит обширная, еще не нанесенная на карту терри*
тория, которая ожидает своих первооткрывателей.

УКАЗАНИЕ ДЛЯ ЧИТАТЕЛЕЙ

Большую часть книги смогут прочитать все, кто знаком с эле-
ментарной математикой и до некоторой степени с законами Ома
и Кирхгофа. Книга написана для самых различных читателей.
Инженеры, заинтересованные в получении быстрых и организо-
ванных ответов на свои вопросы, могут пропускать некоторые
главы и многие параграфы, разбросанные по разным главам, где
излагаются геометрические или другие не совсем инженерные
точки зрения (гл. 7, 8, 17 и 18). Многие главы, в которых опи-
саны специальные инженерные объекты (обмотки, электронные
лампы — гл. 12, 15, 20, 21 и 23), могут быть опущены теми, кого
не интересует эта область. Те, кто интересуется не инженерными
проблемами, а только способом применения тензорных понятий,
могут читать гл. 1—11, 13, 14, 16—18 и первую часть глав 19 и 21.
Многие параграфы, которые можно опустить при первом чтении
(они необходимы для более глубокой работы), помечены звез-
дочкой.

Книга полностью включает содержание первых двух частей
серии статей, печатающихся в настоящее время в «General
Electric Review» l\ Серия, в которой до настоящего времени поя-
вилось 17 частей, начала выходить в апреле 1935 г. под назва-

') В 1942 г. эта серия в расширенном виде вышла отдельной книгой: «The
applicption of tensors to the analysis of rotating electrical machinary». New
York, «General Electric Review».
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нием «Применение тензорного анализа к вращающимся электри-
ческим машинам». Некоторый материал вводного характера из
других частей также включен в книгу в расширенном виде. На-
деемся, что и другие части серии «General Electric Review» будут
со временем опубликованы.

БЛАГОДАРНОСТИ

Автор с благодарностью отмечает неутомимую поддержку
П. Элджера, который рано признал возможность использования
тензоров как нового инструмента техники, помогал его развитию
и применению в инженерной работе и способствовал публикации
некоторых результатов.

Автор весьма обязан д-ру С. Рамо за бесчисленные советы
относительно рукописи и Дж. Муру за внимательный ее просмотр.

ТЕНЗОРНЫЙ АНАЛИЗ СЕТЕЙ

ВВЕДЕНИЕ
КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 1965 ГОДА

Книга является перепечаткой без изменений работы, вышед-
шей в 1939 г. Она включает тензорную и топологическую орга-
низацию и анализ по частям электрических сетей, описываемых
уравнениями состояния ea = za$№ или /ае=УаР£р. Топологическая
организация использует только ветви, но не полюса или плоско-
сти над контурами. Матрица импеданса z рассматривается только
как оператор без разложения на компоненты R — L — С,

Одно из логических продолжений настоящей книги — решение
электрических сетей по частям — содержится в книге по диакоп-
тике («Исследование сложных систем по частям — диакоптика».
М., «Наука», 1972 г.). Другим логическим продолжением явля-
ется разложение оператора импеданса z на R — L — С-компонен-
ты. Упрощенные уравнения Лагранжа, даваемые здесь, представ-
ляют только динамическое разложение в отдельные электриче-
ские, магнитные и диэлектрические1) 1-сети, обладающие подоб-
ными структурами. Топологическое разложение z на R — L — С-
компоненты диктуется уравнениями электромагнитного поля

*> Наряду с электрическими и магнитными сетями и потоками в них Крон
рассматривает диэлектрические потоки и образуемые ими сети (см , например,
гл. 17), которые соответствуют понятию тока смещения, введенному Максвел-
лом. (Прим. пер.)
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Максвелла, а не уравнениями Лагранжа. Эта более общая —
двухфазная — топологическая структура обычной электрической
сети, которая включает не только два параметра (е и i)y но и все
параметры динамического электромагнитного поля, окружающего
R — L— С-сеть (е, b, h, dy р

е, pm, je, j m ) , будет развита в готовя*
щемся к печати втором томе «Тензорного анализа сетей» {\

Иначе говоря, в этом томе не рассматриваются ни временные*
ни пространственные изменения электрических параметров. Рас-
сматриваются только возможные открытые (ламинарные) и
замкнутые (соленоидальные) топологические конфигурации, ко-
торые могут принимать мгновенные трубки тока и напряжения
в присутствии ветвей. Также подчеркивается взаимозаменяемость
«открытых» и «замкнутых» путей, образуемых ветвями.

Организация употребляет геометрические понятия «алгебраи-
ческой топологии», а также недавно развитой «топологии диф-
ференцируемых многообразий» — они еще не существовали в та
время, когда писалась настоящая книга. Организация употреб-
ляет математические понятия из «тензорного анализа в малом»
и из «тензорного анализа в целом», который возник после того,
как была написана книга. Даже теперь эти новые геометрические
и математические научные направления скрыты в труднодоступ-
ных журналах и учебниках, написаны языком, который мало ко-
му понятен, кроме посвященных. Фактически автор, не являясь,
математиком, сам «изобрел» много новых геометрических и ма-
тематических понятий, приведенных здесь, опираясь на физиче-
скую и инженерную интуицию, так как испытывал потребность
в новых понятиях по мере развития изложения. В последнее вре-
мя он стал отдавать себе отчет в существовании связи между
этими научными направлениями, относящимися к его инженерной
деятельности, и с тех пор старался приводить в соответствие эту
новейшую математическую литературу с результатами своих
ранних исследований. Совершенно естественно, что математики л
инженеры преследуют различные цели — это делает установление
соответствия весьма трудным.

Во введении автор пытается интерпретировать новые инже-
нерные понятия текста в свете этих новых, более развитых гео-
метрических и математических дисциплин. В то же время он
показывает, как правильная тензорная и топологическая органи-
зация обычных электрических сетей, данная здесь, может служить
фундаментом для организации и применения многомерных по-
лиэдральных сетей, возбуждаемых электромагнитными, магнито-
гидродинамическими и еще более обобщенными типами волн. Эти
последние служат поворотным пунктом к естественному введе-

*) По неизвестным нам причинам Крон не опубликовал второй том книги
«Тензорный анализ сетей». (Прим. пер.)
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нию обобщенной кристаллооптики с возможной физической реа-
лизацией полиэдральных волн на базе кристаллов и их внутрен-
них электромагнитных, дипольных и более общих волн.

ОСУЖДЕНИЕ И ОДОБРЕНИЕ

Когда автор в начале 30-х годов выступил с тензорной и то-
пологической организацией вращающихся электрических сетей
и через несколько лет с организацией неподвижных электриче-
ских сетей, он столкнулся с очень неприятной неожиданностью.
В большинстве технических журналов совершенно непредвиден-
но новые понятия, введенные автором, были решительно объяв-
лены ненужными или ошибочными, + 1 , —1 и 0-компоненты его
«тензора соединения» С были осмеяны как «неработоспособные»
или как «приносящие тензорам дурную славу» и т. д.

С другой стороны, сотрудники института перспективных ис-
следований в Принстоне (Освальд Веблен, Герман Вейль,
Джон фон Нейман) и несколько бывших сотрудников этого ин-
ститута (Бенеш Хоффман, Поль Ланжевен и др.) настойчиво со-
ветовали автору продолжать дальнейшие исследования. Даже
Эйнштейн говорил автору, что он знает от своих сотрудников о
его работах (поскольку последний использовал в практических
задачах эйнштейновскую нериманову динамику общей теории
электрического и гравитационного полей). В многочисленных об-
суждениях с авторитетными учеными никогда не упоминались
намеки на крайне вздорные нападки этой группы инженеров.

«МНОГОЯЗЫЧНЫЙ ПАРАД С ФАЛЬШИВЫМ ОПЕРЕНИЕМ»

В течение нескольких лет понятия, введенные автором, посте-
пенно были распространены в нескольких странах и на несколь-
ких языках. Однако, чтобы прикрыть голый плагиат («парад с
фальшивым оперением»), все тензорные и топологические поня-
тия в этих перепечатках были завуалированы множеством новых
обозначений и терминов. Например, CtzC представляли в виде
a'za или заменяли слово «тензор» словом «матрица», или назы-
вали прямоугольную четырехугольную матрицу «соединений»
матрицей «редуцированной инциденции» или матрицей «множест-
ва разрезов» и т. д.

Заинтересованный читатель найдет в литературе по электро-
технике начала 30-х годов неисчерпаемый источник материала
для исторического исследования этой ситуации, при которой каж-
дая последующая перепечатка в искаженной форме устанавли-
вала другое научное (а не политическое или экономическое)
представление. Это старая история, которая бесчисленное коли-
чество раз встречалась и раньше. Единственный пострадавший
от этого — человек, введенный в заблуждение в процессе серьез-
ного изучения теории электрических сетей.
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ОБИЛИЕ РАЗЛИЧНЫХ «НЕЭЛЕКТРИЧЕСКИХ» СЕТЕЙ

На протяжении последующих лет инженеры-электрики начали
проявлять интерес к большому количеству разнообразных типов
неэлектрических сетей: логических и сетей связи, транспортных и
релейных сетей, схем и графов распространения сигналов. Поня-
тие «граф» или «линейный граф» с его полюсами (вершинами) и
ветвями (ребрами) оказалось полезным при изучении таких ти-
пов неэлектрических сетей; действительные числа в этих сетях
могут быть ассоциированы с вершинами, так же как и с ветвями.

Как результат внешнего сходства «мертвой» электрической
сети с линейным графом, а также применимости теории графов
к некоторым исследованиям неэлектрических сетей появились в
большом количестве различные школы «теории электрических
сетей», каждая из которых использует неэлектрические примене-
ния теории графов в изучении электрических сетей. Одной из
школ удалось заметить нарушение симметрии, связанной с нали-
чием вершин (полюсов), но вместо того, чтобы исключить поня-
тие «вершина», были добавлены плоскости над контурами, чтобы
сбалансировать структуру теории. Однако введение второй ошиб-
ки не делает теорию правильной. В решении практических задач
эта школа фактически использует только ветви, так же как и
тензоры 1\

ПРОЯВЛЕНИЯ МАССОВОЙ ИСТЕРИИ

Главным связующим звеном между всеми этими школами
была и остается их гипнотическая привязанность к слову «полюс»
или их неприязнь к слову «тензор», или и то и другое вместе.
Игнорируя публикации книг и статей, посвященных электриче-
ским сетям, которые не соответствуют их собственной графовой
и матричной терминологии, представители этих школ и их по-
следователи в течение последующих десятилетий постепенно за-
меняли (и успешно) корректно-организованную тензорную и то-
пологическую структуру теории электрических сетей, используе-
мую в настоящей книге, самыми неправдоподобными теориями.

На основании своей терминологии и представлений эта груп-
па инженеров предполагает, что электричество действительно пе-
реносится через сеть так, как будто оно находится в товарной
упаковке, или что электричество может накладываться на сеть
подобно многоцветной краске, наносимой на географическую кар-
ту. Ни один из этих авторов, использующих теорию графов в се-
тях, не задал себе ключевой вопрос: в чем состоит основное от-
личие электрической сети от всех возможных неэлектрических
сетей? Даже не специалист инстинктивно чувствует, что транспор-
тировка электрического тока через сеть требует другого механиз-
ма, чем транспортировка пакета масла через ту же самую сеть!

** Неизвестно, о какой школе идет речь. (Прим пер).
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ЧТО ТАКОЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ СЕТЬ?

Электрическая сеть отличается от всех других типов неэлект-
рических сетей тем, что она всегда окружена динамическим элек-
тромагнитным полем, создаваемым ею самой и простирающимся
до бесконечности во всех направлениях. Никакие другие типы
сетей, используемые в технике, не имеют такого невидимого, са-
мопорожденного динамического поля.

Электричество существует не только в видимых проводах, но
и в невидимом пространстве, окружающем провода. Граф и его
прямоугольная «матрица инциденций» может использовать толь-
ко вершины (полюса) для образования соединений ветвей. С дру-
гой стороны, «ортогональная» теория сетей-ветвей, представлен-
ная в настоящей книге, может рассматривать объемлющее
п-мерное пространство как сферу операций с помощью взаимо-
зависимых ортогональных сетей, а именно: видимой «первичной»
I-сети и невидимой «двойственной» (п—1)-сети. Обе сети опреде-

ляются одновременно посредством одной несингулярной (квад-
ратной) «матрицы соединений» С (или ее обратной матрицы
А = Ссх), устанавливаемой только при помощи ветвей.

ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ СЕТЬ
КАК ПАРА «МЕРТВОЙ» И «ЖИВОЙ» СТРУКТУР

Рассматриваемая электрическая сеть состоит из двух струк-
тур, а не из одной. Здесь всегда присутствует одновременно
«мертвая» подлежащая материальная сеть 1\ определяемая тен-
зором импеданса гар или обратным тензором адмиттанса уа р, на
которую накладываются два вида «живых» электрических пара-
метров : ia и еа. Обе структуры присутствуют одновременно. Свой-
ства «мертвых» сущностей зависят полностью от этих живых
сущностей и наоборот. Если одна из этих структур отсутствует,
другая может иметь радикально отличные характеристики. Это
положение — ключ ко всей книге.

Действительно, полная и корректная топологическая теория
электрической сети должна включать все параметры, следующие
из уравнений электромагнитного поля Максвелла. В книге уста-
навливаются минимальные контуры топологической структуры,
имеющей только два параметра: i и е. Более развитая теория бу-
дет дана в планируемом томе 2 «Тензорного анализа сетей»2).

*) Имеется в виду сеть, состоящая из проводников, емкостей, индуктивно*
стей, источников и соединяющих их проводов; она рассматривается до того,
как пущены токи и приложены напряжения. (Прим. пер.).

2) См. прим. на с. 21.
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КВАДРАТНЫЙ «ТЕНЗОР СОЕДИНЕНИЯ» И ЕГО РОЛЬ КАК «ТЕНЗОРА
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ»

Уже несколькими годами ранее, в связи с изучением вращаю-
щихся электрических сетей 1\ автор сформулировал абстрактные
понятия «разрывания» (tearing) и «взаимосоединения» как для
«мертвых» материальных проводов, так и для «живых» электри-
ческих нитей (трубок) в форме квадратного (несингулярного)
«тензора соединения» С^ и обратного ему Al (оба со-
держат только + 1 , —1 и О-компоненты). Это абстрактное поня-
тие не было известно в литературе по электрическим сетям до
того времени, и автор сомневается, сформулировано ли явно та-
кое понятие в каком-либо учебнике по алгебраической тополо-
гии. Последняя не имеет дела с электрическими сетями.

Поскольку это радикально новое понятие электротехники мо-
жет также играть роль «тензора преобразования», который появ-
ляется в тензорном анализе, автор увидел удобный случай для
того, чтобы ввести и использовать весь аппарат тензорного ана-
лиза и дифференциальной геометрии в полном объеме для изуче-
ния неподвижных и вращающихся электрических сетей.

Подобным образом тензор импеданса гар (или г/аР), содержа-
щий подлежащие «мертвые» материальные параметры сопротив-
ления, индуктивности и емкости, может играть роль симметрично-
го «метрического тензора» gap. Контравариантный вектор тока
i<z=dqa/dt и ковариантный вектор напряжения ea==d^aldt (оба
тензоры 1-го ранга), представляющие наложенные «живые»
электрические параметры, могут играть роль «векторов в каса-
тельном (тангенциальном) пространстве», скрепленном с подле-
жащим неримановым пространством qa и фа. Последние играют
фундаментальную роль как в неподвижных сетях переменного
тока, так и во вращающихся сетях.

ДВОЙСТВЕННЫЕ ПОНЯТИЯ «ОТКРЫТОГО» И «ЗАМКНУТОГО»
КОНТУРА

Классические теории сетей, как и их толкование «граф-теори-
ей», анализируют электрическую сеть в терминах одного из двух
множеств — независимых токов «замкнутых контуров» или не-
зависимых узловых токов. Эта асимметрия обусловлена тем, что
в литературе, появившейся до 1930 г., все узловые токи уходили
из сети к единственному узлу — заземлению.

Чтобы убрать эту асимметрию, автор заменил понятие «узло-
вой ток» понятием «открытая» нитка (трубка) тока, проходящего
через ветвь между узлом и землей. Затем он заменил общее за-
земление другими произвольными узлами. Таким образом, каж-

*) «Tensor analysis of electrical machinary. Winter issue». AIEE, Jan., 1933.
(Прим. ред.).
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дая независимая открытая нить (трубка) тока, проходя через
несколько незамкнутых ветвей, образует свой собственный «от-
крытый контур». С помощью такого представления мы устанав-
ливаем корректное двойственное понятие множеству замкну-
тых контуров, которое на первое время принимает форму множе-
ства открытых контуров. Граф-теоретики все еще сохраняют
асимметричные недвойственные понятия контурных и узловых
токов.

НЕУДАЧНОЕ ВЫРАЖЕНИЕ «УЗЛОВАЯ ПАРА», ИЛИ
«ПОЛЮСНАЯ ПАРА»

Автору не понравилось выражение «открытый контур», так
как оно абсурдно. Он ввел в качестве альтернативы более на-
глядное понятие «узловая пара», чтобы подчеркнуть наличие
двух различных узловых точек и отсутствие обычного для того
времени единственного заземления. С течением времени оказа-
лось, что выражение «узловая пара» неудачно, поскольку поня-
тие «узел» относится к 0-сети, а не к 1-сети.

Чтобы избежать недоразумения, читатель должен заменить
выражение «узловая пара», встречающееся время от времени в
книге, либо первоначальным — «открытый контур», либо более
современным — «открытый путь». Соответственно двойственное
понятие «замкнутый контур» должно быть заменено понятием
«замкнутый путь», а неудачное выражение «узловая сеть» — бо-
лее подходящим — «сеть открытых путей» (это то же самое, что
сеть — дерево).

«ГРУППА» СЕТЕЙ С п ВЕТВЯМИ И ИНВАРИАНТНОСТЬ МОЩНОСТИ

Для подготовки к использованию понятий тензорного анали-
за в более общем смысле предполагается, что все сети, встреча-
ющиеся в тексте, образованы одними и теми же п ветвями, а их
пхп матрицы соединений С или А, посредством которых можно
переходить от любой сети с п ветвями к любой другой сети с п
ветвями, образуют «группу». Это означает, что можно получить
уравнения любой сети с п ветвями из уравнений другой сети с п
ветвями с помощью яХя-матрицы соединения С (или А = Ссх).
Также предполагается, что мощность elt рассеиваемая любой
ветвью, как и рассеиваемая всей полной сетью, остается инвари-
антной (неизменной) при всех различных разрывах и взаимо-
соединениях.

«ПРИМИТИВНАЯ» СЕТЬ

Отправной точкой анализа любой частной сети является «при-
митивная» (простейшая) сеть, в которой все ветви изолированы
и образуют открытые или замкнутые пути, каждый из которых
состоит только из одной ветви. Поскольку уравнения такой сети
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установить очень легко, они преобразуются рутинными шагами,
предписываемыми тензорным анализом, в уравнения требуемой
сети с помощью матриц С или Л, которые также легко устанав-
ливаются.

ИЗБЫТОЧНОСТЬ ПОНЯТИЯ «УЗЕЛ» В «ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ» СЕТИ

Классическая теория сетей, как и теория графов, предполага-
ет, что понятием, двойственным замкнутому контуру, является
узел; отсюда двойственным замкнутому току является узловой
ток. Однако организация в настоящей книге устанавливает, что
правильными двойственными понятиями являются замкнутый
контур и открытый контур. Эта двойственность представляет до-»
полнительный аргумент для установления того, что понятие
«узел» или «вершина» является избыточным в электрической се*
'ги. Токи и напряжения признают существование только одномер*
ных ветвей (1-симплексы), а не узлов (О-симплексы) и не пло*
скостей над контурами (2-симплексы). Не существует такого по-
нятия электрической сети, как «ток, приложенный к узлу», или
«абсолютный потенциал узла».

Следует подчеркнуть, что в случае отсутствия тока «мертвая^
сеть может обладать и узлами, и треугольниками, и тетраэдрами.
(Число узлов может использоваться для определения числа от-
крытых и замкнутых контуров.) Однако в присутствии токов все
эти симплексы исчезают, кроме ветвей или 1-симплексов 1).

ПОНЯТИЕ «ОРТОГОНАЛЬНАЯ» СЕТЬ

В классическом анализе сетей применяются уравнения замк-
нутых путей e=zi или только уравнения открытых путей I—YE
(граф-теоретики называют последние «узловыми» уравнениями).
В настоящей книге они объединяются (в «ортогональную» сеть)
в форме e + E = z(i+I), порождая для каждой сети равно столь-
ко независимых уравнений, сколько имеется ветвей. Взаимные
импедансы соединяют уравнения открытых и замкнутых путей,
и они теперь не являются независимыми друг от друга.

Использование расширенного числа уравнений открывает воз-
можность не только анализировать, но и решать большие сети
по частям, малыми составляющими (диакоптика). Расширенное
число ортогональных уравнений дает возможность вводить «по-
лиэдральные сети», которые объединяют в одной структуре
иерархию 0-, 1-, 2- до я-сетей, возбуждаемую совместно с электро-
магнитными, магнитогидродинамическими волнами вместо обыч-
ного электрического тока.

*> Ни узел, ни плоскости, разумеется, не исчезают в присутствии токов,
просто их наличие несущественно при определении токов, протекающих в ветвях.
(Прим. пер.).
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Автор убежден, что все аспекты применения электрических
<*етей, такие как синтез, регулирование, микроволновая техника
и другие, могут и в конце концов будут получать огромный вы-
игрыш от использования большего числа «ортогональных» систем
уравнений.

Ограниченность теории графов только контурными или только
узловыми уравнениями вынуждает инженеров-электриков оста-
ваться в узкой, вытоптанной колее без всякой возможности выр-
ваться на широкий путь.

ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ «КВАДРАТНОГО» ТЕНЗОРА
СОЕДИНЕНИЯ С

Ветви электровозбужденной сети можно рассматривать как
«систему координат», охватывающую трех- или n-мерное прост-*
ранство. Как показано в книге, квадратную матрицу соединения С
можно разбить вертикальной чертой на две прямоугольные мат-
рицы С = СС + СО (или Сщ + Cj). Рассматривая формулу преобра-
зования i + / = C ( t ' + / ' ) , можно установить, что:

1) столбцы Сс перечисляют ветви, которые образуют замкну-
тые пути 1-сети; в этих путях текут «соленоидальные» токи i;

2) столбцы Со перечисляют ветви, которые образуют открытые
пути 1-сети; в этих путях текут «ламинарные» токи /.

«ДВОЙСТВЕННАЯ» (л-1)-СЕТЬ НЕВИДИМОГО
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

Когда ветви сети электровозбуждаются, то окружающее д-мер-
ное пространство заполняется многочисленными параметрамл
электромагнитного поля, такими как 6, Л, d, ey pe, pm, je, j m и т. д.
Чтобы представить невидимое поле, необходимо вообразить
плоскость (или (п—1)-гиперплоскость), ортогональную к каждой
ветви. Эти (п—1)-гиперплоскости также образуют открытые и
замкнутые пути1). Сумма последних дает «(п—1)-сеть», двойст-
венную видимой или первичной 1-сети.

Подобно тому как над каждой ветвью 1-сети возникает ли-
нейный интеграл тока i (функционал), так и над каждой гипер-
плоскостью (п—1)-сети возникает поверхностный интеграл на-
пряженности поля или напряжения е.

Когда обычная 1-сеть является неплоской (/г = 3), тогда
п—1=3—1=2 и двойственная сеть есть 2-сеть из плоскостей.
Электротехники до сих пор незнакомы с такими сетями. Однако
если 1-сеть плоская, то п = 2 и п—1 =2—1 = 1. В этом случае двой-
ственная сеть есть обычная 1-сеть, состоящая из одномерных вет-

*) ^Открытый гиперпуть» и «замкнутый гиперпуть». {Прим ред).
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вей. Электротехники применяют такие двойственные 1-сети толь-
ко как диковинку, но не как представление (модель) для элек-
тромагнитного поля, которое окружает первичную плоскую
сеть.

«ДВУХФАЗНАЯ» СТРУКТУРА ОБЫЧНЫХ СЕТЕЙ

Таким образом, из-за наличия видимой первичной 1-сети и
невидимой двойственной (п—1)-сети в каждой электровозбуж-
денной (переменным током) сети всегда имеется двухфазная
пространственная структура, в которой две фазы ортогональны
друг другу. (Каждая фаза сама состоит из двух множеств орто-
гональных путей.)

В двойственной сети все понятия, базовые векторы и индексы
снабжены звездочкой.

ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ «ОБРАТНОГО» ТЕНЗОРА

СОЕДИНЕНИЯ Л = С 7 1

Настоящая книга не дает никакой физической интерпретации
для столбцов Л, поскольку во время ее написания понятие (п—1)-
сети, ортогональной 1-сети, еще не было известно автору1). Бла-
годаря экспериментам с «полиэдральными» сетями, он теперь в
состоянии дать следующую интерпретацию формулы преобразо-
вания е + £ = А ( е ' + £ ' ) :

1) столбцы Лс перечисляют те (п—1)-гиперплоскости, которые
образуют открытые пути в (п—1)-сети. По этим путям текут «ла-
минарные» напряжения еа\

2) столбцы А° перечисляют те (п—1)-гиперплоскости, кото-
рые образуют замкнутые пути в (п—1)-сети. По этим путям те-
кут «соленоидальные» напряжения £ а .

Общепринятое обозначение приложенного напряжения еа

или Еа в ветви маленьким кружком является попыткой имитации
(п— 1)-пути еа или £а, окружающего ветвь. Стрелка, обозначаю-
щая ток ia или /а, имитирует 1-путь.

СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ С ИЛИ А

Компоненты квадратной матрицы соединения С и Л, содержа-
щие только + 1 , —1 и 0 (и подчиняющиеся только правилу неза-
висимости различных путей), можно рассматривать в виде самых
разнообразных частных форм. Они могут осуществлять преобра-
зование одного множества путей в другое при сохранении того же
способа соединения ветвей. Прямоугольные матрицы Со или Сс

могут содержать единичную матрицу. Даже обе прямоугольные
матрицы Со и Сс могут сохранять эти единичные матрицы одно-

*) Однако в гл. 8 напряжение уже представляется в виде плоскости, орто-
гональной протекающему в ветви вектору тока. (Прим. пер.).
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временно, так что С имеет треугольную форму. Однако было бы
ошибочно выделять из бесчисленного количества одну частную
матрицу и применять ее как отправную точку для основания тео-
рии электрических сетей, как это обычно делают граф-теоретики.
Все частные случаи должны вести только к частной или искажен-
ной теории.

«ТРИЖДЫ-ОРТОГОНАЛЬНАЯ» ОРГАНИЗАЦИЯ

Общие формы С и А предполагают существование не только
двух, но и большего числа видимых и невидимых сетей, так же
как и большего числа электрических параметров, а не только
двух (е и /). Фактически настоящая книга вводит уже «трижды-
ортогональную» организацию 1-сетей, в которой присутствует во-
семь (23 = 8) электрических параметров: i, /, e, Ef i*, /*, е*. £*
(на с. 484 V- и i2 вместо i и i* и т. д.)» В т , 2 (см. сноску на с. 21)
будет показано, что любая неподвижная однофазная электриче-
ская сеть может быть рассмотрена не как «двухцилиндровая»
машина (с двумя системами связанных уравнений), как это еде-*
лано в настоящей книге, а как «восьмицилиндровая» машина*
Электрическая сеть фактически обладает в восемь раз большим
числомГ независимых систем уравнений и параметров, чем это
принято использовать в обычных сетях из открьпых и замкнутых
контуров («одноцилиндровая» машина). Общие формы С и Л
могут использовать все параметры окружающего электромагнит-
ного поля, а не только два из них (ia и е а ) .

В итоге трижды-ортогональная (или трижды-двойственная)
организация 1-сетей предполагает различие между следующими
ортогональными (или двойственными) понятиями:

1) ковариантные и контравариантные понятия (с нижними и
верхними индексами) такие, как еа, ia (или ia и ia, или
еа и е«);

2) открытые и замкнутые понятия (обозначаемые заглавными
и маленькими буквами) такие, как / и i (или / а и ia) ;

3) первичные и двойственные понятия (без звездочки и со
звездочкой) такие, как i и i* (или ia и ( а А ) .

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ 1-СЕТИ

Из-за недостатка места отсылаем читателя к более ранней
статье автора «Замаскированные электрические 1-сети как гра-
фы» («Journal of Applied Mathematics», v. XX, № 2, July 1962,
pp. 161—174) для обсуждения других понятий электрической
I-сети и их всевозможных искажений граф-теоретиками. Эти поня-
тия упоминались в лекциях и опубликованы впервые в 1964 г.1).

*> «Invisible Sattelites of Electrical Networks» (Correspondence). Matrix and
Tensor Quarterly, v. 14, № 3 (March 1964), pp. 90—94.

30



Теперь обратим внимание читателя на безграничные возмож-
ности, открываемые расширением тензорных понятий 1-сети, ко-
торые даются в этой книге, для конструирования самоорганизую-
щихся полиэдральных сетей.

сСТАРЫй ТИП» ТЕНЗОРНОГО АНАЛИЗА И АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ
ТОПОЛОГИЯ

Сам факт, что автор не дал забыть понятия, введенные в этой
книге (а это старались сделать в течение десятилетий граф-тео-
ретики), и смог продолжить их развитие до высокого уровня,
красноречиво свидетельствует об их фундаментальной значимо-
сти и правильности. Развитие основных понятий было результа-
том многолетнего и мучительного процесса проб и ошибок, по-
скольку во время написания книги не было всех ключей от кор-
ректной топологической и тензорной организации обычной элек-
трической сети. Фактически две наиболее относящиеся к делу
науки — тензорный анализ и алгебраическая топология — 30 или
40 лет назад как бы нарочно вводили в заблуждение электротех-
ника в его исследованиях по фундаментальной научной теории
электрических сетей.

В 30-х годах тензорный анализ использовался в учебниках по
дифференциальной геометрии только для решения непрерывных
проблем теории поля (применялись локальные тензоры «в ма-
лом») . Для электрических сетей требуется дискретный подход (ис-
пользующий глобальные тензоры «в целом»). В 30-х годах алге-
браическая топология накладывала на свои подлежащие струк-
туры не специальные типы алгебр, которые могут представлять
интегралы физических сущностей (функционалы), а только ал-
гебры обобщенных произвольных чисел, которые (как автор ин-
стинктивно чувствовал) не могли представлять сильно связанные
явления, имеющие место в электрической сети (или даже в меха-
нической сети). В результате этого вывода он должен был в те-
чение нескольких десятилетий полагаться на собственную изобре-
тательность.

«НОВЫЙ ТИП» ТЕНЗОРНОГО АНАЛИЗА И АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ
ТОПОЛОГИИ

Только в течение последних нескольких лет автор случайно
обнаружил, что он больше не является одиноким путником
в джунглях. Оказалось, что с 30-х годов, пока он брел с таинст-
венными «тензорами в целом» и потоками электричества через
сеть, большая группа математиков-теоретиков открыла обширный
лабиринт путей в тех же джунглях. Благодаря наложению мно-
жества «внешних» дифференциальных р-форм (и их интегралов
по р-мерным объемам) на подлежащие структуры алгебраиче-
ской топологии возникла новая наука — «топология дифференци-
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руемых многообразий». Картан, де Рам, Ходж, Лихнерович, Уит-
ни, Стинрод, Эйленберг, Кодаира, Шевалле, Черн и другие ма-
тематики уже опубликовали много книг и статей под такими
абстрактными названиями, как «Гармонические интегралы»,
«Дифференциальные формы», «Пучки волокон», «Алгебра Грас-
смана», «Дифференцируемые многообразия», «Теория геометри-
ческого интегрирования» и других, включающих различные ас-
пекты центрального предмета дифференцируемого многообразия.

В то время как в алгебраической топологии старого типа не
подчеркивалась тензорная (инвариантная) точка зрения, в этих
новых типах топологий (алгебраической и дифференциальной)
понятие «тензор» оказалось в центре основания. Они исследуют
как локальные, так и глобальные (непрерывные и дискретные)
свойства многосвязных пространств интегрированием и диффе-
ренцированием функций, накладываемых (вложенных) на такие
пространства. Интересно, что в этих геометрических приложени-
ях упоминаются только «матрица инциденций» и «теорема Сток-
са». В них не упоминается «матрица соединений» или «законы
Кирхгофа» или их эквиваленты, поскольку последние понятия
требуются только для физических проблем ограниченного клас-
са, которыми занимаются инженеры. Геометры преследуют дру-
гие, более общие цели.

МОДЕЛИ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

Пытаясь понять различные работы по топологии дифферен-
цируемых многообразий, автор с приятным удивлением обнару-
жил, что его многочисленные публикации по моделирующим
электрическим сетям для дифференциальных уравнений в част-
ных производных математической физики (представляющим
теорию упругости, гидродинамику, уравнения Максвелла, урав-
нение Шредингера и т. д.) полностью отвечают этим современным
топологическим понятиям. Следует особо подчеркнуть, что во-
преки мнению отдельных лиц электрические модели автора ни-
когда не соответствовали уравнениям в «конечных разностях»,
которые используют узловые сети (0-сети). Он всегда старался
реализовать с помощью сетей из ветвей (1-сети) линейные, по-
верхностные и объемные интегралы физических сущностей, веду-
щие к тензорным понятиям градиента, дивергенции, ротора и
другим, так же как и теорема Стокса. Топология дифференцируе-
мых многообразий имеет дело с этими же тензорными понятиями
(интегральными инвариантами), но, конечно, на более высоко-
размерном геометрическом (но не физическом) уровне.

Приведенные рассуждения являются основанием того, что мно-
гочисленные типы электрических моделей, созданных автором
для уравнений математической физики, образуют твердый фун-
дамент для понимания возбуждаемых полиэдральных сетей.

32



«ПОЛИЭДРАЛЬНЫЕ» СЕТИ

Настоящую книгу с ее понятиями видимой 1-сети (квадрат-
ная С) и невидимой (/2—1)-сети (квадратная А = Сг1) следует
рассматривать как знакомство с одним из четырех опорных стол-
бов, на котором в настоящее время автором воздвигнут небоскреб
возбуждаемых полиэдральных сетей. Этот небоскреб состоит из
иерархии 0-, 1-, 2- и т. д. до /г-сетей и двойственных им
/г-, (/?—1)- (п—2)- до 0-сетей, взаимосвязанных в единственную
структуру, через которую распространяются электромагнитные,
магнитогидродинамические и еще более сложные ионные, хими-
ческие и другие волны.

«ТРИЖДЫ-ОРТОГОНАЛЬНАЯ» ПРИРОДА ВСЕХ р-СЕТЕЙ

Корректность всех «трижды-ортогональных» понятий обыч-
ных 1-сетей, развитых в настоящей книге, подтверждается также
тем, что каждая 0-, 2- или вообще р-сеть возбужденного полиэдра
обладает такими же трижды-ортогональной структурой и урав-
нениями, какими наделены в этой книге 1-сети. Таким образом,
нет никакой необходимости развивать новую теорию каждой
р-сети. Двойственная (п—р)-сетъ имеет такие же структуру и
уравнения, как и первичная р-сеть, что уже отмечалось для част-
ного случая (р= 1).

Читатель должен сам поработать с выражениями р-сетей вы-
сокого ранга по мере изучения 1-сетей настоящей книги.

ЧЕТЫРЕ ОПОРНЫХ СТОЛБА ПОЛИЭДРАЛЬНЫХ СЕТЕЙ

В то время как настоящая книга (а также и том 2) по одно-
фазным неподвижным 1-сетям представляет собой первый «опор-
ный столб» изучения полиэдральных сетей, второй «опорный
столб» — это двухфазные движущиеся сети («Применение тензо-
ров к анализу вращающих машин» — «Дженерал электрик»,
1938). Третий «опорный столб» представляет собой дискретную
сеть таких понятий непрерывного поля, как «градиент», «дивер-
генция», «ротор» 1\ Четвертый «опорный столб» — это внутренняя
организация «тиринга» (разрывания) 1-сетей2). Даже простейшие
полиэдральные структуры включают разнообразные понятия из
всех четырех опорных столбов.

J> См. «Tensors for Circuits» (и обширную библиографию в ней), London,
Dover, 1959. На русский язык переведено (довольно небрежно и с искажени-
ем) 1-е издание этой книги, имевшей название «A short course in tensor ana-
ysis for electrical engineers» (N. Y. Wiley; London, Chapman Hall, 1942),
как «Применение тензорного анализа в электротехнике». М., Госэнергоиздат,
1955. (Прим. пер.) ^ '

2MDiiaoRQpxtiCu T h e P i e c e w i s e Solution of Lagre Scale Systems (London, Me
Donald, lyod). На русский язык переведена как «Исследование сложных си-
стем по частям — диакоптика», М., «Наука», 1972. (Прим. пер.).
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«НЕПОДВИЖНЫЕ» ПОЛИЭДРАЛЬНЫЕ СЕТИ

Возбужденные полиэдральные структуры прежде всего мож-
но использовать во всех целях, для которых в настоящее время
используются обычные электрические сети, но в гораздо более
общем смысле. Например, при построении моделей (скажем, для
дифференциальных уравнений в частных производных) иерархия
р-сетей может представлять не только множество функций п-пе-
ременных, принимающих значение в вершинах полиэдра, но так-
же их первые, вторые, третьи и до п-х производных (или, скорее,
их конечные разности), принимающие значение на соответствую-
щих р-симплексах, причем все одновременно. Сами функции мо-
гут быть скалярными, векторными или тензорными, любого ран-
га в я-мерном пространстве. Важно заметить, что полиэдральная
модель имеет встроенный механизм интерполирования значений
функции и ее высших производных между вершинами, ребрами
(1 ̂ симплексы), треугольниками (2-симплексы), тетраэдрами
(3-симплексы) и так далее, до р-симплексов полиэдра. Для
уравнений Пуассона V2qp= (d6 + 6d)cp = p и Максвелла уже были
получены численные решения для множества различных случаев.

В отличие от обычных электрических моделей полиэдральные
сети могут моделировать распределения физических сущностей
не просто в отдельных дискретных точках, а непрерывно. Каж-
дый р-симплекс может представлять в деталях аналитическую
функцию р переменных с помощью «внешней дифференциальной
р-формы», ассоциированной с р-симплексом. Только после инте-
грирования по р-мерному объему р-форма дает конкретное чис-
л о — интеграл по р-объему. (Например, каждая ветвь 1-сети
фактически представляет линейный интеграл дифференциальной
1-формы.) Топология дифференцируемых многообразий преиму-
щественно имеет дело только с непрерывными функциями. Имен-
но автор, благодаря его инженерным интересам и потребностям,
подчеркнул эту дискретную (на р-объемный интеграл) точку зре-
ния, по крайней мере в настоящий момент.

«ДИНАМИЧЕСКИЕ» ПОЛИЭДРАЛЬНЫЕ СЕТИ

Погружением двухфазной (первичной и двойственной) поли-
эдральной структуры в я-мерную область, наполненную непод-
вижной или движущейся плазмой, можно распространять через
полиэдр магнитогидродинамические, ионные, химические и еще
более общие волны. Каждый р-симплекс и его двойственная
(п—р)-ячейка вместе становятся единой, двухфазной, «обобщен-
ной» вращающейся электрической машиной. Так, можно доба-
вить к электромагнитным параметрам большое число механиче-
ских, термодинамических и других параметров, которые удов-
летворяют как уравнениям Лагранжа, так и уравнениям
термодинамики необратимых процессов. ,Все они образуют само-
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согласованную структуру, которая, как доказывается уже факти-
чески найденными численными примерами, обладает способ-
ностью к самоорганизации.

Результирующая структура как более совершенный тип моде-
ли применяется для решения динамических проблем теории поля
и транспортных явлений, таких, какие имеют место в плазме.
Она может также служить для оптимизации многомерных нели-
нейных задач и для решения современных теоретико-информаци-
онных проблем, поскольку и детерминистская, и вероятностная
интерпретации могут быть извлечены из модели. Фактически все
тензоры, которые появляются в полиэдре, являются статистиче-
скими сущностями.

ОБОБЩЕННАЯ КРИСТАЛЛИЧЕСКАЯ ОПТИКА

Нерегулярно расположенные вершины полиэдра можно рас-
сматривать как атомы в многоатомной молекуле. Самоорганизу-
ющиеся электромагнитные волны, падающие и распространяю-
щиеся через полиэдр, удивительно похожи на самоподдержива-
ющиеся электромагнитные и дипольные волны, перемещающиеся
через молекулы кристалла, когда колеблющиеся атомы кристал-
ла возбуждаются рентгеновскими или оптическими волнами.

И в полиэдральных, и в кристаллических исследованиях мож-
но использовать понятия волновой или геометрической оптики.
Таким образом, возбужденный полиэдр может служить моделью
многоатомной молекулы или кристалла при соответствующих
ограничениях.

Наоборот, вполне возможно, что многоатомные молекулы
или кристаллы будут использоваться для моделирования поли-
эдральных структур. Возможность создания и использования
<чкристаллических компьютеров» для решения очень сложных
проблем является одним из стимулов для исследования полиэд-
ральных волн.

ЭЛЕКТРОВОЗБУЖДЕННЫЙ ПОЛИЭДР КАК РЕЛЯТИВИСТСКАЯ
МОДЕЛЬ

Абсолютная необходимость использования тензорных поня-
тий следует также из того весьма удивительного факта, что
уравнения Максвелла должны быть сначала выражены в их че-
тырехмерной тензорной форме для того, чтобы волны могли
распространяться через полиэдр. Это значит, что восемь па-
раметров классической волны (е, 6, /i, d, pe, pm, j e , jm)
должны быть выражены восемью параметрами релятивистской
волны (fap, ^ a P , 5 a P v , Sa№) и их двойственными формами
(^*Р, Fl\ ^арт, S!PT)> прежде чем эти параметры смогут удовлет-
ворять теореме Стокса. Независимые п пространственных пере-
менных должны быть также дополнены добавочной внешней
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переменной, представляющей время, что позволяет толковать
пространственные и временные переменные как равноправные.

Однако наиболее важным различием между этими перемен-
ными является то, что пространство входит как множество
«замкнутых путей» переменных х, в то время как время t входит
как переменная «.открытого пути». Таким образом, ортогональные
соотношения между временной и пространственными переменны-
ми полностью сохраняются в полиэдральной модели.

ЭНЕРГОВОЗБУЖДАЕМЫЙ ПОЛИЭДР КАК
КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Импедансоподобные и адмиттансоподобные матрицы ожив-
ленной двухфазной полиэдральной модели демонстрируют неко-
торые характеристики матричных операторов Гейзенберга. Эти
квантовые операторы, являющиеся смещением х, импульсом р,
энергией Е и временем t, одновременно представляют операторы,
используемые квантовой механикой. Это открывает область
множества применений полиэдра для моделирования квантовых
и квантово-механических явлений.

НЕФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ МНОГОМЕРНЫХ
АППРОКСИМИРУЮЩИХ КРИВЫХ

Самым первым нефизическим применением возбужденной
Полиэдральной сети было применение к многомерным функциям
распределения, аппроксимирующим экспериментальные данные.
Численные примеры двухмерных четырехтактных функций рас-
пределения в различных задачах уже опубликованы. Поразитель-
ным следствием осцилляторной природы полиэдральных волн
является то, что один и тот же полиэдр с высоким качеством
приближения может представлять не только одну произвольную
функцию в я-мерном пространстве (и ее высшие частные произ-
водные) , но и несколько функций, так же как и их высшие про-
изводные, все одновременно, без корректировки модели. Она
также может описывать случайное множество чисел. Более того,
та же самая модель может одинаково приближать любое число
скалярных, векторных или тензорных функций любого ранга,
заданных в м-мерном пространстве.

ВЗВЕШЕННЫЕ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Многообещающие возможности для системного анализа от-
крываются потому, что динамический полиэдр, погруженный
в плазму, также демонстрирует способность к самоорганизации.
Когда функция оценивается с приписанным ей определенным
весом, то скорости в плазме могут играть роль веса, приписы-
ваемого аппроксимирующей функции. В многочисленных уже
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решенных численно примерах полиэдр продолжает оценивать
с той же удовлетворительной точностью, что и в незавершенном
случае, любое число взвешенных функций (и их высших произ-
водных) без всякой корректировки модели. Аппроксимирующие
функции и приписываемые им веса были скалярными, векторны-
ми и тензорными функциями в ft-мерном пространстве в различ-
ных комбинациях. (Например, вектор-функция пространства
обладала в качестве веса скалярной функцией пространства
(пространства Вейля), где метрический тензор является взвешен-
ной скалярной функцией точки.) Другие типы весов могут быть
представлены другими параметрами плазмы.

Самоорганизующиеся характеристики возбужденного полиэд-
ра, как доказано в многочисленных публикациях, дают нам но-
вую более развитую картину физических явлений, чем колебания,
которые могут существовать в обычной 1-сети. Только колеблю-
щиеся в молекуле атомы и сопровождающие эти колебания резо-
нансные волны могут предполагать подобные динамические рав-
новесия.

ДАЛЬНЕЙШЕЕ РАЗВИТИЕ

Во время написания этого введения автор проводил экспери-
менты, вводя гидро- и термодинамические параметры как допол-
нение к электромагнитным и механическим параметрам. Он вво-
дил также «обратные» (или «волново-числозые») пространства
с фурье-преобразованиями, спектральной плотностью, авто- и
взаимокорреляционными функциями так же, как и с другими
статистическими понятиями. Картины отражения, преломления
и дифракции (Фраунгофера и Френеля) полиэдральных волн и
лучей должны следовать параллельно, но в более обобщенном
виде по сравнению с картинами обычной кристаллической
оптики.

Появление термодинамических параметров должно облегчить
развитие многомерной теории информации. Поскольку каждый
<чмертвый» р-симплекс и каждый «живой» параметр в полиэд-
ральных сетях является либо открытым, либо замкнутым путем,
го все компоненты многозначной да и нет логики имеются в на-
личии. Вероятностная структура также обладает встроенной
мерой вероятности или невероятности. Таким образом, оконча-
тельное конструирование аналогового или цифрового «кристал-
лического компьютера» и «искусственного мозга», который ис-
пользует иерархию полиэдральных волн, теперь стало реальной
возможностью.

ПРЕДПОЛАГАЕМЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ В ТЕРМИНОЛОГИИ

Так как предполагается ввести электровозбужденные полиэд-
ральные сети, необходимо использовать в исследовании электро-
возбужденных 1-сетей только такие понятия, которые в равной
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мере приложимы к каждой р-сети высшей размерности. Уже упо-
миналось, что выражения «узловая пара» и «узловая сеть», кото-
рые встречаются в этой книге, следует заменить их первоначаль-
ными — «открытый контур» (или «открытый путь») и «сеть
открытых контуров». Таким образом, в 2-сети существуют «от-
крытые 2-пути» и «замкнутые 2-пути».

В прямом обозначении мощность eai
a следует записывать как

ei*i, а не e*i, чтобы различать строчные и столбцовые векторы.
В последнее время слово «спинор» обозначает используемые

теорией относительности специальные виды тензоров с комплекс-
ными компонентами. Следовательно, в тексте слово «спинор»
следует заменить выражением «тензор с комплексными компо-
нентами» или просто словом «тензор», поскольку теперь тензор
понимается как объект, обладающий и действительными и комп-
лексными компонентами. Слово «катушка» должно выражать
понятие «ветвь с импедансом». Возможно, его следует заменить
этим более длинным, но более точным описанием.

НЕОБХОДИМОСТЬ
В ТРИЖДЫ-ОРТОГОНАЛЬНОЙ РЕОРГАНИЗАЦИИ

Полиэдральная сеть — это ненасытный исполин, который
должен питаться понятиями из всех физических (технических)
наук. Однако многие эти понятия должны будут пройти через
мельницу организации 1-сети, прежде чем смогут быть перева-
рены полиэдральной организацией.

Электротехники уже создали огромный завал 1-мерных наук
с помощью 1-сетей. Все эти дисциплины ожидают многомерного
обобщения с помощью полиэдральных сетей. Когда это обобще-
ние для цепей управления (детерминированных и стохастиче-
ских), сетей связи и фильтров, электрических 1-сетей дифферен-
циальных и интегральных уравнений, нейроноподобных сетевых
моделей и многих других детерминистских, стохастических и
адаптивных применений 1-сетей будет сделано, использование
их в полиэдральной модели окажется только вопросом
времени.

Автор убежден в том, что все электрические дисциплины
1-сетей должны быть сначала реорганизованы трижды-ортого-
нальным и восьмисложенным способом настоящей книги, прежде
чем 1-сетевые дисциплины смогут быть расширены систематиче-
ским, естественным (а не «силовым») приемом до многомерных
полиэдральных приложений. Каждая из этих наук должна скон-
струировать дополнительный 1-сетевой опорный столб к полиэд-
ральному небоскребу. Такая трижды-ортогональная организация
уже сама существенно расширит имеющиеся 1-мерные возмож-
ности этих наук.
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Но даже переформулировку 1-сети следует осуществлять на
основе умышленного «невежества» относительно теоретизирова-
ния граф-теоретиков, включая их «теорию графов линейных элек-
трических сетей».

Скеннектеди, Нью-Йорк, США
Габриэль Крон

Июнь, 1964 г.



Глава 1

АЛГЕБРА /г-МАТРИЦ

1. НЕОБХОДИМОСТЬ «ОРГАНИЗАЦИИ» В ПОДХОДЕ
К ТЕХНИЧЕСКИМ ЗАДАЧАМ

I. В работе инженера символ, подобный Л, может представ-
лять величины различного типа. Например, он может обозна-
чать:

1) постоянную величину, например Л = 5 или Л = 3,14159, или
Л = 3 + 4/;

2) переменную величину, например А=х9 или функцию пере-
менных A = cosx, или Л =x2jr3x + 4;

3) линейный оператор, например A = d/dt = p или А = р2 + р,
пли А = 1 — единичная функция Хевисайда и т. д.

Во всех этих случаях единственный символ Л обозначает одну
и ту же величину и поэтому во всех технических проблемах
в общем случае используется столько различных символов,
сколько имеется различных величин в рассматриваемой задаче.
Так как для описания даже простых технических структур тре-
буется много различных символов и необходима умственная
дисциплина для запоминания роли каждого символа на протя-
жении всего анализа, возникает потребность в таком аналитиче-
ском аппарате, который не требует большого числа различных
символов и сохраняет в ходе решения технической задачи абсо-
лютный минимум символов.

II. Перед инженером по существу стоят те же задачи, что и
перед физиком: оба они выражают физические явления с по-
мощью математических символов. Вообще говоря, физик стара-
ется свести природное явление к его простейшей форме, обычно
выражаемой малым числом уравнений, а чаще всего — одним
уравнением; при этом он вводит столько математических симво-
лов, сколько используется соответствующих делу физических
понятий. Иначе говоря, физик выводит уравнения прохождения
электрических зарядов между двумя электродами или для элек-
тромагнитной волны, распространяющейся вдоль одного провод-
ника, или для электродвижущей силы, возникающей в одном
проводнике, движущемся в магнитном поле, или для прохожде-
ния света через одну линзу и т. д. Как только уравнение данного
явления установлено, функция физика заканчивается.
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Затем открывается поле деятельности инженера. Он берет
двухэлектродную лампу и добавляет несколько дополнительных
электродов; для создания лучших измерительных приборов он
соединяет эти многоэлектродные лампы в различные сети или
строит передающие сети, покрывающие целые континенты, или
он берет множество движущихся проводников и конструирует
разнообразные сложные вращающиеся электрические машины,
или из нескольких линз конструирует оптический прибор и т. д.

Таким образом, инженер обобщает одно-, двух- и трехмерные
задачи физика до k-мерных. Именно здесь у него и возникают
трудности. Признано, что инженер в своих конструкциях не
создает дополнительных физических сущностей, а только вводит
дополнительные взаимосвязи между различными элементами;
сложность конструкции резко возрастает с увеличением числа
элементов и связел между ними. Большинство инженерных задач
требует не открытия новых законов, а изобретательности в орга-
низации взаимосвязанных явлений, для которых по каждой со-
ставной части системы, рассматриваемой отдельно, законы уже
известны. Например, закон движения проводника в магнитном
поле известен, и объединение множества проводников во вращаю-
щуюся электрическую машину требует только организованного
метода анализа, а не открытия новых законов. Закон, справед-
ливый для одного проводника, с необходимостью должен вы-
полняться и для движения любой сложной сети, состоящей из
любого числа проводников. Действительная проблема состоит
в том, как использовать этот факт при выполнении практических
расчетов.

Для организации множества инженерных задач в минималь-
ное число стандартных типов, подобных тем, которыми опери-
рует физик, необходимо ввести новые точки зрения, новые сим-
волы, новые абстрактные и физические понятия. То, что нужно
для унифицированного подхода и соответствующей точки зре-
ния,— это не дополнительная математика, а «организация» уже
используемой математики.

2. «ОРГАНИЗОВАННЫЕ» МНОЖЕСТВА

Будем производить действия с большим числом величин,
встречающихся в инженерных задачах. Первый логический шаг
«организации» заключается в том, что символ А может пред-
ставлять не одну величину (число, функцию, линейный оператор
и т. п., как показано выше), а целое множество величин, имею-
щих один и тот же физический смысл. Например, А может пред-
ставлять все токи ia, ib, ic, id

y ..., протекающие во всех контурах
сети, а не только один из токов.

Соответственно единственный символ А может представлять
следующие организованные «множества» величин:
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1) множество из k величин а, 6, с, ..., расположенных в строку,
называемую «одномерным множеством», или «1-множеством»:

А = f (1.1)

2) множество из k2 величин, организованное в квадрат и на-
зываемое «двухмерным множеством», или «2-множеством»:

А =

а

е

i

m

b

f

J

n

с

g

k

P

d

h

I

q

(1.2)

3) множество из k3 величин, организованное в куб и называе-
мое «трехмерным множеством», или «3-множеством» (рис. 1.1).
В общем случае эти множества называются «д-множествами».

Рис. 1.1. 3-миожество.

3. п-МАТРИЦЫ

I. Чтобы окончательный ответ не зависел от того, использо-
валось ли в анализе исходное большое число величин или малое
число представляющих их символов, с этими множествами раз-
личной размерности необходимо производить математические
операции, т. е. их суммировать, умножать, дифференцировать,
интегрировать и т. д.

Можно создать различные правила действия с этими множе-
ствами в зависимости от решаемой задачи. Однако найдено, что
в физических и геометрических проблемах полезен конкретный
вид действий, описываемый ниже. Когда множество величин
подчиняется конкретным правилам действий, которые вскоре
будут показаны, то множество называется «я-мерной матрицей»,
или кратко «/г-матрицей».

II. Чтобы можно было легко складывать, перемножать и вы-
полнять другие действия с ft-матрицами разной размерности,
в этой книге каждой строке, столбцу и слою /г-матрицы будут
приписаны определенные отметки или индексы:
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1) примеры одномерных или 1-матриц:
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Такие 1-матрицы называют «линейными матрицами». Компо-
нентами матрицы могут быть действительные или комплексные
числа или величины другого типа. Число компонент k может
быть любым — от двух до бесконечности. Когда число компонент
бесконечно, необходимы специальные методы, поэтому в данной
книге мы их не касаемся;

2) примеры двухмерных или 2-матриц:
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Двухмерную матрицу для краткости называют «матрица».
Встречаются 2-матрицы, в которых компоненты располага-

ются в прямоугольнике, а не в квадрате (например, матрица Dy

приведенная выше).
Имеются две важные матрицы:
1) единичная матрица, имеющая единицы на своей главной

диагонали и н\ли на остальных местах:

а
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1 = с

d

е
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0
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с
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0

0

0
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(1.5)

Иногда она называется «дельтой Кронекера» и обозначается б:
2) нуль-матрица, все члены которой — нули:

0 = с
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0

0

0
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0

0
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0

0

0

0

0

0
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(1.6)

3) пример трехмерной матрицы или 3-матрицы с 43 = 64 ком-
понентами— куб (рис. 1.2, а).

з^с:

a ь a b e d

.7 6

Рис. 1.2. Расчленение 3-матрицы на k 2-матриц.

На листе бумаги компоненты 3-матрицы можно представить
расчленением ее на k 2-матриц, каждая из которых содержит
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k2 величин, так как kz = fiXk2 (рис. 1.2, б). Существует три спо-
соба расчленения 3-матрицы на 2-матрицы.

Изображение «-.матриц размерностью более трех показано
ниже. Отдельную величину, например 5, можно назвать «нуль-
мерной матрицей» или «О-матрицей».

Следует подчеркнуть, что индексы или отметки, показанные
вне жирных линий, не принадлежат n-матрицам. Строго говоря,
они не рассматриваются в этом месте и будут введены лишь
в гл. 3.

4. ФИЗИЧЕСКИЙ ПРИМЕР ПОЯВЛЕНИЯ /г-МАТРИЦ

I. Пусть, например, даны четыре неподвижные катушки с вза-
имоиндуктивностью между ними.

Рис. 1.3. Сеть с четырьмя катушками.

Собственный импеданс обмотки а—<гаа, взаимная индуктив-
ность между обмотками Ь и с—ZbC и т. д.

Мгновенные напряжения, приложенные к каждой из них,
можно расположить в строку, образующую 1-матрицу:

а Ь с d

(1.7)е = \ е0 еЬ ес
ed

Мгновенный ток, протекающий в каждой из обмоток, также
можно расположить в строку, образующую другую 1-матрицу:

(1.8)

Собственные и взаимные импедансы между катушками могут
быть размещены в квадрате, образующем 2-матрицу:

1 1а
1» Iе

zba

*са

Zda

zab

?bb

*cb

zdb

Zac

zbc

Zee

Zdc

Zad

Zbd

Zed

Zdd

(1.9)
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Диагональные компоненты есть собственные импедансы, а
остальные — взаимные импедансы.

II. Вместо того чтобы говорить, что четыре напряжения еа,
eh% ec, ed приложены к сети, имеющей 16 импедансов, в которой
протекают четыре тока, с этого момента мы будем говорить, что
только одно напряжение е приложено к сети, имеющей импеданс
-г, в которой протекает ток i.

Таким образом, с любой неподвижной сетью, содержащей лю-
бое число импедансов, может быть связано по крайней мере три
понятия, которые определяют ее поведение:

1) матрица напряжения е, представляющая все приложенные
напряжения;

2) матрица тока i, представляющая все токи, протекающие
в различных катушках;

3) матрица импеданса г, представляющая все собственные и
взаимные импедансы различных катушек.

Эти же три понятия (е, i и г) связаны с простейшей цепью
постоянного тока, содержащей только одно сопротивление.

Если катушки движутся или вводится другая точка зрения, то
этих трех понятий оказывается недостаточно для представления
поведения сети и нужно определить дополнительные п-матрицы.

5. СИСТЕМА ОБОЗНАЧЕНИЙ

I. В книге для представления я-матриц используются два типа
обозначений.

«Прямое обозначение», в котором каждая /г-матрица незави-
симо от ее размерности представляется одним символом, назы-
ваемым базовой буквой. Обычно эти символы печатаются жир-
ным шрифтом, например е, i, z, чтобы отличить их от обычных
букв е, i, z, представляющих одну величину. При написаний над
базовыми буквами можно ставить черточку: е, Г, г. Конечно, если
есть уверенность, что недоразумений не возникает, то можно
обойтись и без жирного шрифта или черточек 1\

«Индексное обозначение», в котором каждая я-матрица так-
же обозначается одним символом А — базовой буквой, но к ней,
кроме того, приписываются еще индексы, представляющие на-
правления, по которым расположены компоненты матрицы.
В частности, 1-матрица имеет один индекс — Л а; 2-матрица имеет
два индекса—Л а р; 3-матрица — три индекса — Лар7; 0-матрица
не имеет индексов — А.

Базовая буква Л, представляющая д-матрицу, в общем слу-
чае имеет число индексов, соответствующее числу направлений,
по которым расположены ее компоненты.

*> Хотя, как отмечает и сам Крон, прямое обозначение практически не при-
меняется, оно, однако, сохранено при переводе, поскольку в противном случае
потребовалась бы значительная переработка книги. (Прим. пер).
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II. Будем придерживаться правила, что при представлении
n-матрицы с помощью нескольких индексов, скажем Л а Р т , в об-
щем случае (рис. 1.4) первый индекс обозначает строки; второй
индекс обозначает столбцы; третий индекс обозначает слои, па-
раллельные плоскости листа.

Ad- АсХР = АофУ =

л у

/ / /
s / /

/ / J
/ / /

/

/

/

/

)
J

/

/

/
1 /

/

f

Рис. 1.4. Расположение индексов.

Однако, поскольку индексы прочно связаны со стрелками, то
порядок представления при наличии стрелки не имеет особого
значения. Она показывает, относится ли первый индекс к строке
или столбцу.

6. «ФИКСИРОВАННЫЕ» И «СКОЛЬЗЯЩИЕ» ИНДЕКСЫ

I. Каждая катушка на рис. 1.3 имеет определенное обозна-
чение (а, 6, с, d), чтобы с ней можно было работать отдельно.
Аналогично каждая строка, столбец и слой я-матрицы, как пока-
зано, имеют присвоенные им отличительные наименования. Эти
индивидуальные наименования называются «фиксированными»
индексами и пишутся рядом со строкой, столбцом или слоем.

Чтобы обращаться ко всем катушкам вместе, в дополнение
к «фиксированным» индексам а, Ь, с, dy ... в индексные обозна-
чения вводится другой набор индексов, который представляет
все фиксированные индексы. Такие коллективные индексы назы-
ваются «скользящими» (или «текущими») и обозначаются гре-
ческими буквами (а, р, у, ...). Таким образом, скользящий индекс
обозначает все фиксированные значения а, Ь, с, d, ...; этим же
свойством обладают р и у. Например, Аа представляет все ком-
поненты 1-матрицы Л, тогда как Аъ — один компонент, а именно
второй в строке.

Как показано на рис. 1.4, для 2-матрицы в верхнем левом уг-
лу, рядом с наклонной чертой 1\ в соответствующем месте поме-
щаются два скользящих индекса. Для 3-матрицы вдоль ребер

1} По условиям полиграфического производства у матриц в некс
других случаях наклонная черта заменена вертикальной. (Прим. пер.).

некоторых
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куба изображаются три стрелки, а затем рядом с каждой стрел-
кой помещается скользящий индекс

II. Если все индексы скользящие, например для Лар, то они
представляют сразу всг компоненты я-матрчцы Если же одты
или более индексов фиксированные, как в Ас$ или Aady, то это
означает, что из /г-матрицы выделены отдельные стгока, стол б г д
или слой (рис. 1 5)

Например, Ааау представляет 2-матрчцу, вырезанною из 3 мат-
рицы Наличие трех индексов свидетельствует о том, что исход-
ная матрица А—это 3-матрица Два перемеьны\ индекса a n y
показывают, что вырезана 2 матрица и что ока перпендикулярна
плоскости листа (скользящие индексы—1- i 3 и) Постоянный

^o(j3 =

1

ггг
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Г

г

1 1.
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— ьаь

— ̂  за

Рис 1 5 Представление различных частей я-матрицы

индекс d показывает, что 2-матрица — последняя из четырех
2-матриц

Отдельные компоненты представляются присвоенными им
фиксированными индексами, например Ль = 5 или Л ^ = 7, при
этом показано, что число 7 принадлежит строке Ь и столбцу d.

Если используется прямое обозначение, то скользящие индек-
сы не указываются Однако фиксированные индексы а, Ь, с, d
еще сохраняются и выделяются жирным шрифтом (а, Ь, с, й)
рядом с компонентами Следовательно, 1-матрицу и 2-матрицу
запишем соответственно так

a b e d

е « 2 (1.10) а

b
1
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d
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7
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d

2

8

б

2

(1.11)

причем постоянные индексы выделены жирным шрифтом, а
скользящие опущены Частичные (неполные) /г-матрицы (рис.
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1 5) можно изображать в прямом обозначении только с помощью
обозначений, специально вводимых для каждого конкретного
случая

Таким образом, различие между прямым и индексным обо-
значением состоит в том, что скользящие индексы опускаются
при использовании прямых обозначений Для отличия их от
обычных величин вместо скользящих индексов используется вы-
деление жирным шрифтом

7. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЫУ1АТРИЦ БОЛЕЕ ВЫСОКИХ РАЗМЕРНОСТЕЙ1)

I С помощью фиксированных и скользящих индексов 4-мат-
рицу Лар7б, представляющую k4 величин, момно представить гра-
фически посредством k кубов (так как k4 = k\k3), если послед-
ний скользящий индекс заменить рядом постоянных индексов
a, b, cy d (рис. 1 6)

Поскольку каждый куб можно изобразить на листе в виде k
2-матриц, то Аа$Уб может быть изображена на листе в виде k2

2-матрчц (k4 = k2xk2) (рис 17)

a b e d a b e d а ь с da b e d

э

Рис. 1.6. Представление 4-матрицы Л а р Т 8 как строки из k 3-матриц,

ActjbYb ДсфУс!

П ——
— ^ / Ь

•^сфа! —

Ao(pbd -

Aapcd -

Ao(y3dd -

Рис 1 7. Представление 4-матрицы A an-j& в виде множества k2 2-матриц

¥1

4> Этот параграф мол^ет быть опущен при первом чтении
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Подобным образом 5-матрицу Аа$убе можно представить гра-
фически с помощью k2 кубов (так как k5 = k2xk3) (рис. 1.8).

Кроме того, ее можно представить в виде к3 2-матриц, рас-
членив каждый куб на к 2-матриц.

В этой книге все л-матрицы при п > 2 изображены на листе
в виде множеств 2-матриц, т. е. Аа$у будем представлять как к
2-матриц, Аа$у& — как k2 2-матриц и т. д.
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Рис. 1.8. Представление 5-матрицы А 0^ъг в виде множества k2 3-матриц.

II. Конечно, п-матрицу, подобную Лар7, можно представить
на бумаге не только в виде k 2-матриц, но и в виде k2 1-матриц
или k3 0-матриц простым выписыванием различных компонент
до тех пор, пока все компоненты не будут исчерпаны.

Так, 3-матрицу Лар7 можно представить двумя 2-матрицами:
Аа$а и Ларь (рис. 1.9) или как k3 = восемь 0-матриц:

А,^ааа ^ Ааъа — ^

лЬЬа~ Abab=0 Аьь= 1
1-матрица Аа

а а

cose

b

sin 6

с

0

d

1
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может быть представлена как k = 4 величины (0-матрицы)

Л = c a s l Л ^ = sin 1 А = 0 ; А , = 1.

Часто каждая компонента 1- или 2-матрицы и так далее со-
держит такие длинные выражения, что они сами должны быть
представлены в виде множеств из k или k2 величин. В литературе
по тензорному анализу каждая /г-матрица представляется выпи-
сыванием каждой компоненты отдельно, т. е. как множество
0-матриц. Цель или назначение этих книг заключается не в ре-
шении конкретных задач в численном виде, а в доказательстве
некоторых геометрических или физических теорем; поэтому в них
удобное для практики представление n-матриц не столь сущест-
венно. Однако в инженерной практике решение задачи в числен-

с* " \ а о } S \ a b
1 (Г I П i Ok О I.5

8

0

7

= Лофа + А<хрь

АсфУ

2

-5

и

3

bsp

Рис. 1.9. Представление 3-матрицы Ларт к а к множества k 2-матриц.

ном виде является чрезвычайно важным, а обычное представле-
ние неудобно.

Метод представления /г-матриц, подобных Лар7, в виде куба,
в виде k 2-матриц или в виде k3 чисел является делом вкуса.
Опыт показал, что расчленение я-матриц на 2-матрицы и такое
их представление на бумаге, найденное экспериментально, наи-
более удобно для быстрого и формализованного решения техни-
ческих задач. Могут быть использованы и другие способы пред-
ставления матриц. Предложенный здесь метод представления
л-матриц совершенно независим от изложенных ниже понятий и
методологии.

8. МАТРИЧНОЕ ОБОЗНАЧЕНИЕ

I. Главная цель книги состоит в том, чтобы выразить множе-
ство величин, соотнесенных некоторым целям или координатным
осям, так, чтобы эти величины могли изменяться от задачи к за-
даче. Поэтому совершенно необходимо идентифицировать каж-
дую цепь или координатную ось с помощью определенного
знака или наименования, называемого «фиксированным» индек-
сом. Однако n-матрицы интенсивно используются в задачах, где
они совсем не связаны с физическими системами координат.
В таких случаях фиксированные индексы становятся лишними и
могут быть опущены. Например, компоненты 2-матрицы можно
записать в виде
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z=

A

E

I

M

В

F

I

N

С

G

К

0

D

H

L

P

или Z =

А В С D

E F G H

I J К L

M N О Р

(1.12)

не приписывая имен ни строкам, ни столбцам. Поскольку такие
обозначения используются в матричном анализе, будем называть
их здесь «матричными обозначениями».

Во избежание путаницы фиксированные индексы, представля-
ющие различные координатные оси, всегда указываются, но,
если это не приведет к недоразумению, они могут быть опущены.

Итак, n-матрицы могут быть представлены: 1) в индексном
обозначении как Zap; 2) в прямом обозначении как z; 3) в мат-
ричном обозначении как z или [г] и т. д.

Компоненты /г-матриц представляются: 1) в индексном обо-
значении указанием как скользящих, так и фиксированных ин-
дексов; 2) в прямом обозначении указанием только фиксирован-
ных индексов; 3) в матричном обозначении ни фиксированные,
ни скользящие индексы не указываются.

В книге матричное обозначение используется лишь изредка.
П. Следует предостеречь читателя от возможной путаницы

из-за смешения понятий «способ обозначения» и «метод рассуж-
дения» 1\ Простой факт записи множества чисел в квадрате и
обозначение этого квадрата чисел одним символом не делает
этот квадрат «тензором», так же как не превращает метод ана-
лиза в тот, который используется в тензорном анализе.

Как будет показано ниже, выражение «тензорный анализ»
используется для указания «методологии», специальной «точки
зрения» при анализе решаемых проблем, и оно не имеет ника-
кого отношения к используемым обозначениям. Авторы выдаю-
щихся работ по тензорному анализу находят, что индексные
обозначения наиболее подходят для их целей, но отсюда не сле-
дует, что запрещается использовать какие-либо другие обозна-
чения, которые могут быть подсказаны воображением. Отсюда
также не следует, что если кто-то использует индексное обозна-
чение, то это превращает его рассмотрение в «тензорный анализ».

9. ДЕЙСТВИЯ С /1-МАТРИЦАМИ

I. Правила действий с л-матрицами, а именно: их счожение,
умножение и другие действия, с самого начала определены так,
что результат действий будет тот же самый, как если бы эти

]) «Метод рассуждения» здесь используется в смысле «методология систем-
ного подхода» в современном значении. (Прим. ред.).
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действия были произведены непосредственно над самими вели-
чинами (образующими компоненты л-матриц).

Приведенные правила действий с п-матрицами, которые ука-
заны ниже, не порождают никаких новых понятий; это эмпири-
ческие правила, которые ускоряют работу при механическом
выполнении вычислений. Можно изобрести еще более эффектив-
ные правила, ускоряющие вычисления, и даже создать техниче-
ские средства для механического выполнения указанных дейст-
вий. Эти правила приведены для того, чтобы отделить механиче-
скую вычислительную работу и сдвинуть ее на задний план,
освободив место для тех понятий, которые будут введены.

II. Рассмотрим следующие действия: сложение, умножение,
деление, дифференцирование, интегрирование.

При каждом действии между двумя n-матрицами появляется
знак равенства.

Две «-.матрицы размерности п равны, если равны их соответ-
ствующие компоненты. Например:

А = 2 О и В = 2 — 3 О

равны, т. е. А = В, поскольку каждый компонент первой матрицы
равен соответствующему компоненту второй.

10. СЛОЖЕНИЕ

I. Две п-матрицы одной размерности складываются суммиро-
ванием их соответствующих компонент.

Сумма двух 1-матриц определяется так:

a b e d a b e d

А =

В = С =

Другой

1 2

a b

2 + 3

пример:

a b

А = 1 *2 2 + Зу

А-В = С

3 *1
с d

3 + 0 4 + 5

с

0 | В

а

= 1 х2 — х

в .

с - |

а

-1 *
b

- 2 +

- 2

а

— 1

L

10/

3 0

b с

5 3

b

4-7у

с

— 3

d

9

с

3

(1.13)

(1.14)

| (1Л5)

(1.16)



Сумма двух 2-матриц равна

a b e d

а

b
А =

с

d

б

— 8

— 4

2

5

1

7

0

— 7

— 9

8

6

4

5

3

9

Г)

а

b

с

d

а

б

1

5

7

b

— 4

8

— 2

3

с

9

7

4

6

d

2

3

— 5

1

(1.17)

А + В=С =

6 + 6

- 8 + 1

-4 + 5

2 + 7

5 — 4

1 + 8

7 — 2

0 + 3

— 7 + 9

- 9 + 7

8 + 4

6 + 6

4 + 2

5 + 3

3 — 5

9 + 1

12

— 7

12

12

2

10

(1.18)

П. Две п-матрицы разной размерности складывать нельзя.
III. Часто встречается случай сложения двух 1-матриц или

двух 2-матриц и других, которые имеют, однако, различные фик-
сированные индексы. Например:

А = 2 — 3 (1.19) В = - 7 (1.20)

Вопрос состоит в том, какова их сумма.
В этой книге принято, что в таких случаях каждая из 1-матриц
А и В имеет 7 компонент и 7 фиксированных индексов: а, Ь, с,
d, e, f и g. Однако те компоненты, которые не показаны, равны
нулю. Таким образом, предполагается, что полные выражения
для матриц, приведенных выше, имеют вид

(1.21)

А -

г>

зльно, из

А + В = С

а b

— 3

с

5

d

1

е

0

f

0

g

•i
a b с d e f g

i» 0 0 0 Y 4 » i
. сумма равна

a b с d e f

= -
— 3 5 1 — 7 4

g

>\ (1.22)
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В случае сложения двух 2-матриц с различными фиксирован-
ными индексами

a b с

а

А = Ь

с

8

1

- 5

9

3

6

2

— 7

4
в =

3

1

— 2

5

(1.23)

предполагается, что они означают 2-матрицы, каждая из которых
в настоящем примере имеет 5 строк и столбцов с осями а, Ь»
с, d и е:

а

b

А = с

d

е

а

8

1

— 5

0

0

b

9

3

6

0

0

с

2

у

4

0

0

(1

0

0

0

0

0

е

0

0

0

0

0

а

b

В = с

d

е

а

0

0

0

0

0

b

0

0

0

3

1

с

0

0

0

0

0

d

0

0

0

0

0

е

0

0

0

2

5

(1.24)

Тогда их сумма есть матрица

а

b

А -1- В = С = с

d

е

8

1

— 5

0

0

9

3

6

3

1

2

7

4

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

— 2

5

(1.25)

Такое соглашение вводится в данной книге из-за специального
характера анализируемых задач.

IV. Может оказаться, что у двух данных матриц одни фикси-
рованные индексы одинаковые, а другие различные. В таких
случаях снова применяется процедура, приведенная выше; пред-
полагается, что по отсутствующим индексам компоненты равны
нулю и поэтому они вписываются до операции. Например, пусть
складываются две 2-матрицы
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А =

а

b
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а
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е
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с
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5
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(1.26)

Фактически они представляют две 2-матрицы, каждая из которых
имеет шесть фиксированных индексов: а, Ь, с, d, e, f:
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а

b

с

d

е

f

а

8

б
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(1.27)

Следовательно, их сумма равна

А 4-В = С =

а

b

с

d

е

f

а

8

6

2

0

3

0

b

— 5

2

4

0

1

0

с

3

— 7

9

1

11

8

d

0

0

б

2

— 4

5
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4

б

4

7
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б

f

0

0

— 7

2

5
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(1.28)

Каждый раз, когда компоненты д-матриц представляются в
записи на бумаге, рекомендуем фиксированные индексы писать
около соответствующих строк, столбцов или слоев, опускать их
нельзя. Только в случаях, исключающих всякие недоразумения,
их можно опустить. Однако необходимо помнить, что индексы
не являются составной частью п-матрицы.
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V. В индексном обозначении сложение (или вычитание) двух
м-матриц представляется следующим образом:

(1.29)

(1.30)

Таким образом, скользящие индексы остаются неизменными
(это указывает на то, что фиксированные индексы также не изме-
няются); меняются только базовые буквы.

11. УМНОЖЕНИЕ 1-МАТРИЦ

I. Чтобы научиться умножать п-матрицы различных размер-
ностей, достаточно запомнить, как перемножаются две 1-матри-
цы. Они умножаются перемножением соответствующих друг
другу компонент и последующего сложения полученных произ-
ведений. Результатом этой операции является 0-матрица
или скаляр.

Например, если

е = 2 (1.31) i = 1 (1.32)

то их произведение равно

e-i = (2X 1) + (Зх4) + (4Х2) + (5хЗ) = 2+12 + 8+15 = 37 (1.33)

Если е представляет мгновенное значение напряжения, при-
ложенного к четырем катушкам (см. рис. 1.3), a i — четыре
мгновенных тока, протекающих в них, то их произведение дает
мгновенную входную мощность всей системы, причем мощность
выражается одним числом (скаляр).

II. В индексном обозначении произведение двух 1-матриц еа

к ia представляется как сумма

e - i = у e*.L=P. (1.34)

где скользящий индекс а пробегает подряд значения всех фикси-
рованных индексов. Это суммирование эквивалентно приведен-
ному выше правилу. Таким образом, если

а

« . -

| «

2

ь
3

с

4

d

5 (1.35)

а 1 а

и >
Ь

4

с

2

d

3 (1.36)
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то

2 ^ '«=^Л + ^Л + ^Л + ^=(2Х1)+(ЗХ4)+(4Х2) + (5ХЗ) =

= 2+12 + 8+15 = 37. (1.37)

Необходимо подчеркнуть, что справа от знака суммы оба
скользящих индекса должны обозначаться одной и той же бук-
вой— а или р, которая появляется под знаком суммы, т. е.

е • i = 2 еЛл=2 e$h = 2 кел=Р. (1.38)

12. УМНОЖЕНИЕ 2-МАТРИЦ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ
«ПРАВИЛА СТРЕЛКИ»

I. 2-матрица умножается на 1-матрицу расчленением 2-матри-
цы на 1-матрицы и последующим умножением каждой из полу-
ченных 1-матриц поочередно на данную 1-матрицу.

Поскольку 2-матрица может быть расчленена на 1-матрицы
двумя различными способами, то вводится «правило стрелки»,
согласно которому стрелка будет указывать направление, по ко-
торому 2-матрица «разрезается» на 1-матрицы. Например, пусть
дана 2-матрица z и 1-матрица i

а

z = b

3

9

6

4

1

7

2

5

8

i = 2 (1.39)

Их произведение z-i находится после членения z на горизон-
тальные строки.

a b с

а

z = b

3 4 ч
1 9

1 5
-

а Ь

3

с

ч (1.40)

и затем каждая строка умножается на данную 1-матрицу:

(ЗХ2) + (4ХЗ) + (2х4) = 6+12 + 8=26
z-i = (9x2) + (l Х3) + (5Х 4)= 18+3 + 20=41

(6 X 2)+ (7 X 3) + (8 X 4)= 12 + 21 +32 = 65
(1.41)
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Каждое произведение дает обычное число, а всего три числа,,
которые могут быть расположены в первоначальном порядке, что
дает 1-матрицу:

a b с

2-1 = е ^= 26 41 65 (1.42)

Таким образом, произведение 2-матрицы на 1-матрицу есть
1-матрица.

Конечно, в фактических вычислениях нет необходимости пере-
писывать 2-матрицу в виде набора 1-матриц. Достаточно нари-
совать стрелку в направлении, в котором предполагается «разре-
зание» 2-матрицы.

II. Две 2-матрицы умножаются «разрезанием» каждой из них
на 1-матрицы, а затем каждая матрица первого набора перемно-
жается последовательно на каждую 1-матрицу второго набора.
Направление «разрезания» вновь указывается направлением
стрелки. Например, пусть перемножаются две 2-матрицы А и В:

3

1

4

6

........

7

8

5

а

В = Ь

7 || 5 j

1 !

9 1

3 |

8 1

2

4

6

Их разрезание по стрелкам дает

Ь са

а ("Г 7 I

А = b | 1 | 6 1 8 |

с | 9 5 I

(1.43)

а

b

с

а

т
1

b

т*
т
т

с

2

т
6

(1.44)

Теперь пусть каждая горизонтальная строка матрицы А по-
следовательно умножается на каждый вертикальный столбец
матрицы В, причем каждое произведение дает одно число. Всего
получим 3X3 = 9 чисел, которые нужно расположить в 2-матрицу
в том порядке, в котором они перемножаются.

Например, произведение второй горизонтальной строки на
третий вертикальный столбец помещается во вторую строку и
в третий столбец результирующей 2-матрицы:
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ппм

(1.45)

ибо 1x2 + 6X4 + 8X6 = 2 + 24 + 48=74.
Следовательно, после перемножения всех 1-матриц по порядку

и после размещения их произведений в нужном порядке резуль-
тирующая матрица произведения равна

a b с

АВ =
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(1.46)

2+3/

2/

3

0

— 4

0

1 + ;

- /

— 8 — 12/

- 8 /

— 1+2/

- 2 + 2/

Например, произведение 3-й строки и 2-го столбца равно
(9X5) + (2X3) + (5X8) =45 + 6 + 40 = 91, и это число помещается
в 3-й строке и 2-м столбце результирующей 2-матрицы С.

Другой пример:

(1.47)
1 -• - -

Например, произведение 1-й строки и 1-го столбца равно

(2 + Зу)(-4) + ( 3 ) ( 0 ) = - 8 - 1 2 у + 0 = - 8 - 1 2 / .

III. Если произведение 1- или 2-матрицы записывается в пря-
мом обозначении в виде Z i или i-Z, или Zi-Z2 и так далее, что
требует правильного расположения двух стрелок около матриц,
то 1-я стрелка всегда горизонтальная, а 2-я — всегда вертикаль-
ная. Конечно, матрицы размещаются на бумаге или предполага-
ются размещенными в том же порядке, в каком они входят в дан-
ное выражение. Этот порядок следования изменить нельзя. На-
пример,

e-Y

А В =
а

с

Ь

d

с

е

d

f

е

g

f

h

= i =

— С —

ас

ae

се

+

+

+

be

bd

dg

ad

af

cf

+ bf\

+ bh

+ dh
(1.49)
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Zi =
a j b

с d

e

f
= c

ae + bf

ce + df
(1.50)

Для 1-матрицы несущественно, размещаются ли ее компоненты
в строку или в столбец.

IV. Поскольку в произведении двух п-матриц А- В их порядок
изменять на В-А нельзя, т. е.

АВ^ВА, (1.51)

то алгебра п-матриц называется «некоммутативной алгеброй».
Например, если в приведенном выше произведении двух мат-

риц А-В их порядок изменить на В-А, то результирующая 2-мат-
рица С отличается от матрицы С, задаваемой уравнением (1.49):

В-А =
е

g

f

h

а

с

Ь

d

г> /

I

еа -f fc

ga + he

eb + fd

gb-hhd
(1.52)

13. УМНОЖЕНИЕ 2-МАТРИЦ ПО ПРАВИЛУ СУММИРОВАНИЯ

I. В индексном обозначении произведение матриц представля-
ется суммированием

А . В - 2 А а р . £ Р т = СаТ = С, (1.53)
Р

причем суммирование эквивалентно правилу стрелки для умно-
жения, описанному выше.

В индексном обозначении правило суммирования применя-
ется (в соответствии с расположением индексов суммирования)
точно таким же образом, как расслаиваются отдельные матрицы
по направлению стрелок.

Чтобы показать, что описанное суммирование дает тот же
результат, что и приведенное ранее правило стрелки, рассмот-
рим подробно следующий пример.

Пусть

(1.54)

Тогда в произведении ^Аа?.В?1 = С^ индексам а и у, которые

суммируются, можно придавать последовательно 2X2 = 4 раз-
личных значения:
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1. a = l , Y = 1

2iAi9Bei = An.Bn + A12-B2l=ae + bg=Cll;
P

2. а = 1 , Y = 2

^A19-B92=AnBa+Al2B22=af+bh = C12;
P

3. а = 2, у = 1

2^2p-5Pl = ^21-^ll+^22^21 = ^ + rfg" = C2i;
P

4. a = 2, Y = 2

2Л2р5р2 = Л 2 Г ^ 1 2 + Л 2 2 -5 2 2 = с / + ^ = С22.

p

Таким образом, записаны две суммы. В результате получаем

С.т =

a

1

2

Y
1

^11

С21

2

*12

a

= 1

2

Y

се

1

+

+ dg

af

cf

2

-\-dh
(1.55)

Процесс суммирования дает точно такой же результат, как
и приведенное ранее правило стрелки. Но процедура суммиро-
вания неудобная и «медленная» и поэтому должна применяться
лишь для проверки.

И. Из последних примеров следует, что правило суммирова-
ния эквивалентно изображению стрелок по направлению двух
индексов, по которым ведется суммирование. Два остающихся
индекса вновь появляются в конечной матрице.

Два одинаковых индекса р называются «немыми», а осталь-
ные индексы а и у — «свободными».

Поскольку в каждом члене выражения немые индексы появ-
ляются дважды, а свободные встречаются только один раз, то
излишне указывать знак суммы 21 и в третий раз писать под ним
немой индекс.

Общепринято соглашение, по которому знак суммы опускают
и пишут

21Лр-5р 7 = Лр-5рт, (1.56)
Р

ибо нет сомнения в том, что знак суммы (который опущен) отно-
сится к р, а не к а или у. Например,

2А,р.Я, = Л р - £ я и 2 А р - # р = Лр-#р. (Ь57)
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Правило опускания знака суммы известно также как «прави-
ло Эйнштейна», поскольку он ввел его первым. В теории я-мат-
риц это правило суммирования не используется. Оно приведено
здесь для использования в будущем.

Следует подчеркнуть, что сохранение или опускание знака
суммы — дело вкуса и никак не влияет на те понятия и идеи,
которые будут вводиться далее. То же можно сказать о про-
цедуре умножения либо постановкой стрелок и перемножением
1-матриц, либо суммированием компонент согласно обозначению.
В любом случае получаем один и тот же конечный результат.

III. Необходимо отметить, что в индексном обозначении су-
ществуют четыре различных способа перемножения двух матриц
в соответствии с положением немых индексов, а именно:

Аа§-В^\ Лар«Лтр; Лар-2?аТ; Лар«5Та.

В прямом обозначении можно представить только первое и
последнее произведения как А-В и В-А. Позднее будет введено
обозначение и для двух других произведений.

Какие индексы должны суммироваться (или в каком порядке
записываются матрицы), зависит от решаемой задачи.

IV. Позднее нам встретятся 2-матрицы со специальными ком-
понентами (содержащие главным образом нулевые компоненты).
Умножать такие матрицы можно значительно быстрее, если в
каждом отдельном случае вместо правила стрелки использовать
особое правило. Конечно, эти специальные правила действитель-
ны только в частных случаях, в то время как правило стрелки
всегда дает правильный ответ.

14. ПРОИЗВЕДЕНИЕ ЛЮБЫХ ДВУХ n-МАТРИЦ *>

I. Согласно выводам предыдущих разделов две я-матрицы
различной размерности умножаются расслоением на 1-матрицы
с последующим умножением каждой 1-матрицы первого набора
на каждую 1-матрицу второго, причем каждое произведение да-
ет просто число (скаляр). Результирующие величины после рас-
становки в нужном порядке образуют новую ^-матрицу. Немые
индексы дают направления, по которым расслаиваются исходные
^-матрицы на 1-матрицы.

Прежде чем расслаивать д-матрицы на 1-матрицы, необхо-
димо сначала расслоить их на 2-матрицы, чтобы можно было
изобразить их на бумаге. Затем каждую 2-матрицу мысленно
расслаивают на 1-матрицы, изображая стрелки по направлению
немых индексов, и, наконец, перемножают 1-матрицы. Таким об-
разом, перемножение n-матриц любой размерности сводится к
перемножению 2-матриц, из которых они состоят.

*> Этот параграф может быть опущен при первом чтении.
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II. Например, пусть дано произведение

2 Афт ' В*$ = <̂ЧРТ • ^«Р = = СаТ«, (1.58)

где Ларт — 3-матрица, а £5р — 2-матрица. Индекс р —немой, еле-
довательно, Аа^ и £8р нужно расслоить на 1-матрицы по на-
правлению индекса (5 (рис. 1.10).

1
1
1
1

1
1
1

Рис. 1.10. Расслоение 3- и 2-матрицы на 1-матрицу
по направлению немого индекса р.

Поскольку индексы а, у и б — свободные, в результате полу-
чим 3-матрицу Сау&.

Для быстрого выполнения умножения на бумаге удобно сна-
чала расслоить 3-матрицу по свободному индексу, например,

<*Ч а « <
3

2

Д

-f

а 5

6

0

7

а ь !*^JL
2

-5

4

3

= ^сфа + A<*j3b

Рис. 1.11. Умножение 3-матрицы на 3-матрицу.

в направлении индекса у, параллельном плоскости листа бумаги.
Затем каждую из /г-матриц Ларв, А^ь, -Аарс,.-. нужно умно-
жить на данную матрицу Вбр, расчленяя сомножители на 1-мат-
рицы по направлению немого индекса р, что и дает ^-матриц про-
изведений Сааъ, Саъь, Сась,.. • Последние матрицы эквивалент-
ны матрицам, полученным при расслоении результирующей
3-матрицы Сауб по Y-

Пусть, например, имеется только два фиксированных индекса
а и Ь. Три перемноженные матрицы показаны на рис. 1.11.

Пусть в-каждой матрице по направлению р изображена стрел-
ка, которая показывает, что матрицы расслаиваются на 1-матри-
цы по этому направлению.
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1. Произведение первой матрицы Аа$а на Вь$ дает Слаь-

\$а

a

а

b

Р
а

3

2

4

— 1

0

а

Ь

Р
a

2

— 5

4

3

В

3X2+4X4

2Х2-Ь(-1)Х4

3 X ( - 5 ) + 4 X 3

2Х(—5) + (—1)ХЗ

а

а

Ь

Ь

а

22

0

ь
— 3

— 13
=СааЬ. (1.59)

а Ь
Cdab CotbS

22

0

-э

-13

Рис. 1.12. «Сборка» результирующей 3-матрицы С afb •

2. Произведение второй матрицы Аа$ь на Лйр дает Саьь:

а

а

Ь

Р
a

5

8

ft

0

7

a

a

P
a

2

— 5

4

3

*opft Д'«p

5X2 + 0X4 5x (-5) + 0 x 3

8 X 2 + 7 X 4 8 X ( - 5 ) + 7 X 3

a

a

b

Ъ

a

10

44

b

— 25

— 19
= Cm. (1.60)

Две матрицы Сааь и Саьь образуют 3-матрицу CaTs (рис.1.12).
III. Подобная процедура применяется при умножении, ска-

жем, Л«рТ5 на Z?e7o по немому индексу у. В этом случае Ларт§
расчленяется на k2 матриц, а В^в — на & матриц. Потом матрицы
умножают друг на друга, расслаивая по направлению у.
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Следует подчеркнуть, что можно предложить некоторое чис-
ло конкретных процедур для выполнения умножения в зависи-
мости от специфики решаемой задачи. Во многих задачах боль-
шая часть компонент равна нулю и удобно представлять каждую
матрицу как совокупность отдельных чисел, проводя суммирова-
ние в соответствии с немыми индексами.

Свободными индексами являются все индексы, за исключе-
нием двух немых индексов. Следовательно, размерность п-матри-
цы — произведения — равна сумме размерностей исходных мат-
риц минус два. Например, произведение 3-матрицы на 2-матри-
цу дает (3 + 2)—2 = 3, т. е. 3-матрицу; произведение 2-матрицы
на 1-матрицу дает ( 2 + 1 ) — 2 = 1 , т. е. 1-матрицу; произведение
двух 1-матриц дает (1 + 1)—2 = 0, т. е. 0-матрицу.

IV. Любая п-матрица умножается на отдельное число умно-
жением каждой ее компоненты на это число. Размерность мат-
рицы не меняется.

Это видно из примера

(1.61)

V. В прямом обозначении произведение 3-матрицы на п-мат-
рицу более высокой размерности требует введения специальных
символов, которые здесь не рассматриваются. Вообще говоря,
прямого обозначения избегают все авторы работ по тензорному
анализу. Оно используется здесь только для простых задач и
даже в этом случае является вспомогательной ступенью до тех
пор, пока читатель не привыкнет к индексным обозначениям 1\

Немых индексов может быть и более одного, например, в про-
изведении Aa$v-B$y. Такой общий случай умножения рассмат-
ривается ниже.

Если компоненты /2-матриц-сомножителей не содержат линей-
ных операторов, таких как p = d/dt, то порядок записи сомножи-
телей при индексном обозначении можно изменять. Например,
A$'B$V можно записать как Вр7-Лрж

15. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

I. Чтобы изучать деление на 2-матрицу, надо знать, что такое
определитель 2-матрицы.

Каждой 2-матрице (множеству из k2 чисел) ставится в соот-
ветствие единственное число, называемое «определителем» (или
«детерминантом») 2-матрицы. Определитель образуется из ком-

о
— о X

а

а

Ь

Р
а

1

4

Ь

2

5

а

а

Ь

а

3

12

Ъ

— 6

15

*) См. примечание на с. 46.
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понент 2-матрицы посредством операций умножения и сложения,
выполненных в определенном порядке. Никакие другие п-матри-
цы не имеют определителя.

Когда матрица имеет только две строки и два столбца, ее оп-
ределитель находят следующим образом:

Z =
А

С

В

D
. Определитель Z = | Z | = Л £ — СВ. (1.62)

Например,

Z =
2

4

— 3

5
. Определитель Z = | Z | = 2 x 5 — 4 х ( — 3) = (1.63)

= 1 0 + 1 2 = 22.

Когда матрица имеет три строки и столбца, ее определитель
находится по следующей схеме:

z =
*
D

G

>

Е

Н

С

F

I

. Определитель =

/V-Y
К

X
X

-ж

х \\

Определитель = AEI + BFG -+• CDH — О ЕС — D 5 / — Л/^Я. (1.64)

Например,

z =

1

4

2

2

5

3

б

8 | 4

Определитель = 1 x 5 x 4 + 2 x 6 x 2 +
+ 3 X 8 X 4 - 2 X 5 X 3 - 4 X 2 X 4 - (\ GR\
— 1 х б х 8 = 2 0 + 24 + 9б —30 —32— ^#О°'1

— 48 = 140—110 = 30.

В гл. 10 дан упрощенный метод, который в большинстве за-
дач устраняет необходимость вычисления определителей матриц,
имеющих более трех строк.

П. С каждой компонентой матрицы связывается число, на-
зываемое «минором» компоненты. Минор любой компоненты оп-
ределяется после вычеркивания строки и столбца, которым при-
надлежит данная компонента, вычислением определителя остав-
шейся матрицы.
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Например, минор компоненты 3 в следующей матрице ра-
вен 22:

*т —_.

1

4

2

2

5

8

3

6

4

. Минор 3 = 4

2

5

8

= 4 x 8 - 2 x 5 = 22. (1.66)

Минор компоненты 5 равен — 2, т. е.

1

2

| ) 3

! 4

= 1 X 4 - 2 X 3 = — 2. (1.67)

компоненты, принадлежащей

.) минор умножается на — 1 ;
— 1 (нечетные умножаются на

III. Когда матрица имеет более трех столбцов и строк, ее оп-
ределитель можно найти различными способами. Один из них
состоит в следующем:

1) находят миноры каждой
первой строке (или столбцу);

2) каждый четный (2-й, 4-й ,
результат умножения миноров на
+ 1, четные на —1) называется «алгебраическое дополнение»;

3) каждое алгебраическое дополнение умножается на компо-
ненту первой строки (или столбца), от которой оно получено;

4) полученные произведения суммируются.
Результатом этих действий и будет искомый определитель.

Этот метод требует вычисления нескольких определителей, каж-
дый из которых имеет число строк и столбцов на единицу мень-
ше, чем исходный определитель.

Опубликована обширная литература по теории и вычисле-
нию определителей, к которой можно обратиться за дальнейшей
информацией.

16. ДЕЛЕНИЕ НА 2-МАТРИЦЫ

I. Только 2-матрицу (или простой скаляр) можно использо-
вать как делитель. Деление на другие n-матрицы не определено.
Деление на 2-матрицу Z = Z a p представляется как умножение на
«обратную» ей матрицу Z - 1 = ( Z a P ) - 1 , следовательно, вообще го-
воря, в алгебре n-матриц деления не существует. Единственным
его следом является «обратная» 2-матрица при условии, что оп-
ределитель 2-матрицы не равен нулю.

Вычисление «обратной» 2-матрицы эквивалентно решению си-
стемы п линейных уравнений с п неизвестными. Следовательно,
эти две задачи решаются одновременно.
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II. Обратная матрица находится с помощью следующих
шагов:

1) перестановки строк и столбцов (транспонирование);
2) замены каждой компоненты ее минором;
3) умножения, как показано на схеме, каждого минора на

— 1 , начиная с + 1 в верхнем левом углу:

(1.68)

Результатом этих преобразований является «алгебраическое до-
полнение»;

4) деления каждой результирующей компоненты на опреде-
литель исходной матрицы.

Вычисление обратной матрицы требует значительного време-
ни, и вообще говоря, когда матрица имеет более четырех строк
и столбцов, то ее обращение должно производиться только в том
случае, если компоненты являются известными числами. Если
компоненты матрицы Z — алгебраические символы, то ее обра-
щение должно быть обозначено чисто символически в виде Тг1,
а каждый численный пример обращения должен выполняться
отдельно. Тем не менее во многих задачах большинство компо-
нент матрицы, равно нулю, а в этом случае практически вы-
годно вычислять обратную матрицу в алгебраических символах.

Ниже показан эффективный способ нахождения обратной
матрицы для матриц с большим числом строк и столбцов,

III. В качестве примера найдем обратную следующей мат-
рице:

z =

1

4

2

2 | 3

5

8

6

4

(1.69)

Ее определитель (1.65) равен 30.
1. Переставив строки и столбцы, получим

1

2

3

4

5

6

2

8

4
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2. Заменив каждую компоненту ее минором, получим

— 28

4

22

— 16

2

4

— 3

— 6

— 3

3. Изменив знаки у соответствующих компонент, имеем

- 2 8

— 4

22

16

— 2

— 4

— 3

6

— 3

4. Поделив каждую компоненту на 30 (значение определи-
теля), имеем

z-l =

- I4/l5 | 8/l5

-2/15

U/l5

- V l 5

- 2 / 1 5

- V i o

3/15

- V i o

(1.70)

IV. Произведение 2-матрицы Z на обратную ей Z~l всегда
дает «единичную» матрицу. Таким образом,

ZZ" 1 = 1 или Z^-Z^I . (1.71)

Этот факт помогает контролировать правильность вычисле-
ний при обращении матрицы. Для приведенного примера

1

4

2

2

5

8

3

6

4

- 14/15

- 2 / 1 5

П /15

8 /l5

- V l 5

- 2 / l 5

- V i o

3/l5

— Vio I

1

0

0

0

1

0

0

0

1

• (1-72)

V. Матрица, содержащая только диагональные элементы, на-
зывается диагональной. Обратная ей матрица находится обра-
щением каждой из ее компонент. Например:

Z =

А

0

0

0

в

0

0

о
с

1/Л

0

0

о

0

о
0

1/С

(1.73)

Матрица, обратная диагональной, также диагональна.
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В индексном обозначении матрица, обратная Аар, обознача-
ется другой основной буквой (—fipa), а порядок индексов заме-
няется обратным.

17. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ1)

I. л-матрица считается продифференцированной по одной пе-
ременной, если продифференцирована каждая ее компонента
в отдельности. Размерность д-матрицы при этом не изменяется.

Пусть, например, дана 2-матрица, компоненты которой есть
функции от 9:

(1.74)

a

а

Z^== Ь

с

Р а

1

0

0

ь
»

cos 0

sin 0

с

0

— sin 0

COS0

Дифференцируя каждую компоненту по 8, получаем

dZ,a(3

дЬ

а

а

Ь

с

Р а

0

0

0

ь

•
— sin 0

cos 0

с

0

— cos 0

— sin0

(1.75)

П. n-матрица продифференцирована по 1-матрице, если каж-
дая компонента /г-матрицы продифференцирована по каждой
компоненте 1-матрицы.

Так как после дифференцирования каждая компонента л-мат-
рицы становится 1-матрицей, то размерность результирующей
матрицы увеличивается на единицу. Таким образом, 2-матрица
становится 3-матрицей и т. д.

Пусть, например, дана n-матрица, которую нужно продиф-
ференцировать:

и 1-матрица:

Найдем деа1дх$ = Аа$.

а

COSXm

х

m

b

3

п

с

sin Хь

k

(1.76)

(1.77)

Следующие два параграфа могут быть опущены при первом чтении.
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Дифференцируем каждую компоненту матрицы:
1) по

а а

хт = т I — sin х О О

2) по

3) по

хп = п j О

xk = k COSXfc

Следовательно, результирующая я-матрица равна

дх*

р

т

k

а

— s ; nx m

0

0

b

0

0

0

с

0

0

COS Xk

(1.78)

III. В общем случае любая n-матрица дифференцируется по
любой другой я-матрице дифференцированием каждой 1-й ком-
поненты по каждой 2-й компоненте. Размерность результирую-
щей д-матрицы есть сумма размерностей исходных матриц.

Например,
дЛарТ

дВ.
= С а № или

дЛ

дх„
••В*. (1.79)

В прямом обозначении дифференцирование записывается
в виде дъ/дх—А. Однако это обозначение не дает сведений о раз-
мерностях е, х и А.

18. ИНТЕГРИРОВАНИЕ

д-матрица считается проинтегрированной по одной перемен-
ной, если каждая из ее компонент проинтегрирована по этой
переменной. Например, если

А = sin I sin I
(1.80)
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то

АЛЬ = В„ = 26 + Л — cos0 -Ь £ sin 6 + С I
(1.81)

1-матрица считается проинтегрированной по другой 1-матрице,
если каждая компонента первой проинтегрирована по соответ-
ствующей компоненте второй и затем проведено суммирование
по немым индексам. Например, если

(1.82)А

•

cos ха

dxa

b

3

b

dxb

с

sin xc

с

dxc | (1.83)

то

j [ A ^ « = J Л arfjce -f J Л^л:й -f- J i4erfj:e = j cos xadxa + J 3rfxft +

-fj sinxcdxc=(smxa + A) + (3xb+B)-(cosxc + C). (1.84)

Детальный анализ этого и других случаев приведен ниже.



Глава 2

ПОСТУЛАТ ПЕРВОГО ОБОБЩЕНИЯ

1. ПОЯВЛЕНИЕ п-МАТРИЦ

I. я-матрицы встречаются во многих математических иссле-
дованиях, могут встретиться в алгебраических, дифференциаль-
ных и интегральных уравнениях, в частности, когда имеется
несколько уравнений с несколькими переменными; одно урав-
нение с несколькими переменными; одно уравнение с одной пере-*
менной, в котором переменная или ее коэффициент имеет специ-
альную форму.

Существует обширная доступная литература по использова-
нию я-матриц, особенно при решении дифференциальных и ин-
тегральных уравнений.

П. Одна из целей введения я-матриц— сокращение в процес-
се анализа числа уравнений и числа употребляемых символов
до допустимого минимума, обычно до одного. Это существенно
облегчает организацию, математические преобразования и ре-
шение задач, поскольку все несущественные детали (конкрет-
ные значения различных компонент я-матриц) исчезают из поля
зрения, когда на протяжении всего анализа один символ, напри-
мер Z, используется вместо я 2 или я 3 компонент.

После того как окончательный ответ выражен в я-матрицах,
в большинстве инженерных задач необходимо заменить я-мат-
рицы их компонентами и тем самым развернуть символические
выражения до обычной формы записи, а затем произвести ука-
занные числовые расчеты на логарифмической линейке, вычисли-
тельной машине (анализаторе сетей, дифференциальном анали-
заторе) или другим рутинным способом.

При использовании я-матриц экономится труд не за счет
количества завершающих сложений, умножений, дифференциро-
ваний или интегрирований, которые выполняются для получения
ответа в численном виде, а за счет уменьшения количества про-
межуточных этапов, необходимых для получения решения. Дру-
гими словами, употребление п-матриц эффективно в творческой
и интеллектуальной деятельности инженера, но не сокращает
количества вычислений, выполняемых вычислительной машиной.

III. Следует особо подчеркнуть, что экономия умственной и
физической работы имеет второстепенное значение по сравнению
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с более важными соображениями, которые воздействуют на са-
мые основания мысленных образов и математическую символику.
Эта символика построена так, чтобы она представляла физиче-
ские явления в том виде, в каком они воспринимаются органами
чувств или физическими приборами. Эти фундаментальные сооб-
ражения будут указываться по мере введения новых и более
глубоких понятий при дальнейшем изложении.

2. п-МАТРИЦЫ НЕПОДВИЖНЫХ СЕТЕЙ С СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ
ПАРАМЕТРАМИ

Пусть дана неподвижная
сеть (рис. 2.1), различные вет-
ви которой содержат сопротив
ления, собственные и взаимные
индуктивности, емкости, неко-
торые из которых равны нулю.
Пусть к сети приложены мгно-
венные напряжения и разные
токи текут в различных конту-
рах (а, Ъ, с и d соответствен-
но). Такой неподвижной сети
можно поставить в соответст-
вие следующие п-матрицы:

1. Значения различных при-
ложенных Напряжений МОЖНО Рис. 2.1. Неподвижная сеть,
расположить в строку, пред-
ставляющую «матрицу приложенных напряжений»:

е = \et
£b &с ed в„ = еь еа

Компоненты еа, еъ могут представлять мгновенные значения или
установившееся значение напряжения переменного тока, или
напряжение постоянного тока, или любую функцию времени. Та-
ким образом, еа может быть равно 5 или 2 + 3/, или 2 sin wt или
2/, где / — единичная функция Хевисайда и т. п.

2. Значения различных токов можно расположить в строку,
представляющую «матрицу токов»:

h /, ч Ч lb h Ч

Компоненты ia, ib могут представлять переменные, постоян-
ные, мгновенные и другие значения.
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3. Собственные и взаимные индуктивности катушек можно
расположить в виде квадрата «матрицы индуктивностей»:

L =

а

b

с

d

а

Laa

Mba

Мса

Mda

Ъ

Маь

L-ьь

Mcb

Mdb

с

Мас

Mbc

Lcc

Mdc

d

Mad

Mbd

Mcd

Ldd

Ы'

a

a

b

с

d

P
a

L>aa

Mba

Mca

Mda

b

Mab

1ьь

Mcb

Маь

с

Mac

Mbc

Lcc

Mdc

d

Mad

Mbd

Mcd

Ldd

Собственные индуктивности расположены на главной диаго-
нали, а взаимные индуктивности — по обеим сторонам от нее.
Например, на пересечении строки Ъ и столбца с стоит взаимная
индуктивность между катушками Ь и с: Мъс Если взаимная ин-
дуктивность между двумя любыми катушками, скажем cud,.
такая же, как между d и с, т. е. если MCd = Mdc, то матрица индук-
тивностей симметрична относительно главной диагонали.

Предполагается, что измерение собственной индуктивности
катушки или взаимной индуктивности двух катушек осуществля-
ется так, что при этом цепи всех остальных катушек разомкнуты.

Когда вместо фактической цепи вводится другая система ко*
ординат, то матрица индуктивностей неподвижной сети может
стать асимметричной.

4. Различные сопротивления можно расположить в квадрат —
«матрицу сопротивлений» /?ар, в данном случае не содержащую
взаимных сопротивлений. Подобным же образом эластансы
(величины, обратные емкостям) можно расположить в квадрат —
«матрицу эластансов» Sap, в данном случае не содержащую вза-
имных эластансов:

a

а

b

с

d

а

Raa

0

0

0

Ъ

0

Rbb

0

0

с

0

0

Re с

0

d

0

0

0

Rdd

а

а

Ь
S п —

С

d

Р
а

Saa

0

0

0

b

о

Sbb

0

0

с

0

0

Sec

0

d

0

0

0

$dd

* « * =

5. Сопротивление, индуктивности и эластансы различных ка-
тушек можно объединить в одно понятие — импеданс катушки
Z = R + Lp + S/p, где p=d/dt. Аналогично матрицы R, L и S
можно объединить в одну — «матрицу импедансов» Z:

Z = R + L/? + S//>, Zap = /?aP +Lap/>+ ЗД;
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z =

a

b

с

d

a

Zaa

Zba

Zca

Zda

b

Zab

Zbb

Zcb

Zdb

С

Zac

%bc

Zee

zdc

d

Zad

Zbd

Zed

Zdd

где Zaa^Raa + LaaP + SaJp, причем компоненты представляют
собой разные собственные и взаимные импедансы. Для неподвиж-
ных сетей матрица импедансов обычно симметрична, хотя и не
во всех системах координат.

Когда катушки имеют сосредоточенные параметры, приложен-
ное напряжение одной частоты и неподвижны, то нет необходи-
мости расчленять матрицу импедансов Z на составляющие ее
матрицы. В данной книге эти условия обычно выполнены и пото-
му матрица импедансов будет рассматриваться как целое.

3. ПОРЯДОК СЛЕДОВАНИЯ МАТРИЦ В ПРЯМОМ ОБОЗНАЧЕНИИ

I. Индексное обозначение является очень гибким и удобным
рабочим инструментом для указания порядка и способа дейст-
вия с /г-матрицами. Когда индексы опускаются (как в прямом
обозначении), их роль должны выполнять различные специаль-
ные символы и значки: точки, звездочки, крестики, штрихи
и т. д. В простых случаях достаточно иметь немного символов,
но с возрастанием сложности решаемых задач число специаль-
ных символов настолько возрастает, что весь символизм стано-
вится непригодным. «Индексное» обозначение можно рассматри-
вать как вид «прямого» обозначения, в котором сами индексы
играют роль специальных символов.

Выше уже был введен специальный символ для прямого обо-
значения— точка. Введем другой специальный символ — нижний
индекс t. Символом А* обозначают матрицу, транспонированную
по отношению к матрице А (символ А"1, представляющий обрат-
ную матрицу, используется как в прямом, так и в индексном обо-
значении).

И. Как показано в гл. 1, § 13, произведения Аа$Ву$ или
Аа$Вау не могут быть представлены в прямом обозначении. Что-
бы это стало возможно, вводится еще один дополнительный
символ.

«Транспонированная» матрица At получается из матрицы А
перестановкой строк и столбцов. Матрица, получаемая транспо-
нированием из матрицы А, обозначается через А*; таким об-
разом
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А =

а

Ь

с

d

а

1

7

3

9

Ь

— 2

8

— 4

0

с

3

— 3

б

5

d

0

5

1

8

А , = :

1

— 2

3

0

7

8

- 3

5

3

— 4

6

1

9

0

5

8

Следовательно, упомянутые выше произведения записывают-
ся так:

АрД тр=АВ, и ЛрД.т=А<В, (2.1)

поскольку, если в индексном обозначении А = Лар, то А,=Лр а.
Транспонируя транспонированную матрицу еще раз, снова полу-
чаем исходную матрицу, т. е.

(А,),=А. (2.2)

Аналогично, обращая обратную матрицу, снова получаем ис-
ходную

( А - Ч - ^ А . (2.3)

III. В индексном обозначений порядок следования ть-мат-
риц в каком-либо выражении не имеет значения. Например,
Дар£р можно написать как £рАар, a FapTgp/T — как /7£рГарт или
£рГвр7*"т и т. д. Если, однако, /г-матрицы содержат линейные
операторы, то их порядок не может быть нарушен.

В прямом обозначении порядок следования п-матриц в ка-
ком-либо выражении вообще нельзя изменять. В некоторых спе-
циальных случаях этот порядок можно изменить, но при усло-
вии, что компоненты не содержат линейных операторов. Это
можно сделать:

1) в произведении двух 1-матриц, например e-i, порядок мож-
но изменить, так как e-i = i-е;

2} в произведении 1- и 2-матрицы их порядок можно изме-
нить, если взять транспонированную от 2-матрицы, т. е. A-i =
= ЬА*.

Если 1-матрица е расположена между двумя матрицами, как,
скажем, в выражении А (е-В), то скобки должны показывать, на
какую из двух матриц должна быть умножена эта 1-матрица
в первый раз и на какую — во второй раз, так как результат в
этих двух случаях будет различным. Это означает, что

А.(е-В)#(А-е).В. (2.4)

Однако если 1-матрица стоит в начале или в конце такого
выражения, то скобки могут быть опущены:

А.(В.е) = А-В.е. (2.5)
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В выражении типа А (е-В) член в скобках есть 1-матрица и
с ним можно обращаться, как с 1-матрицей, т. е.

А(е-В)=(е-В)-А,=А-(В,-е) = А-Вге. (2.6)

В индексном обозначении эти предосторожности по отноше-
нию к порядку матриц вообще не нужны, так как индексы пока-
зывают правильный порядок действий безотносительно к порядку
следования базовых букв. Однако если компоненты некоторых
я-матриц содержат «операторы» (такие, как p = d/dt или \\р
и т. п.), то даже в индексном обозначении порядок п-матриц не
может быть изменен.

4. ПОРЯДОК УМНОЖЕНИЯ МАТРИЦ

I. Если нужно перемножить матрицы А, В, С и получить мат-
рицу М, то умножение можно выполнить двумя различными
способами.

1. Сначала матрица А умножается на матрицу В, давая
A-B = G, а затем матрица G умножается на матрицу С в порядке
G-C, давая G-C = M.

2. Сначала матрица В умножается на матрицу С, давая
В-С=К, а затем матрица А умножается на матрицу К в порядке
А«К, давая А-К=М. Таким образом, умножение может быть
выполнено в порядке

или в порядке

А В С = (А В) C = G C = M

А В С = А (В С) = А К = М

(2.7)

(2.8)

Однако порядок сомножителей изменять нельзя.
Пусть даны три матрицы

А —

а

d

•

Ь

е

с

f

1

в =

j k

m n

Р Ч

1

о

г

/̂
V

У

t

W

и

X

z a

перемножаемые в порядке А-В-С = М (AmnBnvCvq = Mmq).
1. Выполняя умножение в порядке (А-В)-С, получаем пер-

вое произведение

АВ =

а] -\-bm-\-cp

dj + m + fp

g] -\-hm-\- ip

ak + bn + cq

dk + en + fq

gk -f hn + iq

al -\- bo -f- cr

dl + eo + fr

gl + ho + ir
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Второе произведение есть (А-В) -С = М

м=

(aj -\-bm-\- ср) s +
4- (ak 4- Ьп + cq)v-f~
+ (al + bo-tcr)y

(dj + em + fp) s +
4- ( ^ + ея + /?) г>4-
+ (dl -\-eo-\- fr) У

(gj + hm + ip) s +
+(gk + hn + iq) v +

+ (gl + ho 4 /r) #

(ay 4-$*»+ */>)* +
4- (a^ + ^n + cq) w +

+ (лб 4- bo + cr) г

-f (rf/ + eo + fr) z

(gj + hm + ip)t +
+(gk + hn + iq) w +

+ (gl + ho + *>) .г

(ay 4- ̂ >/n 4- с/?) и +
+ (аЛ + *л 4-с^)д: +
+ (a^ + bo 4- cr) a

(dj + em + fp)u +
+{dk + en + fq)x +

+ (rf/ 4- ̂ o 4- //•) ^
(gj + hm + ip) и +
4- (gk 4- Ля 4- ̂ ) ^ +

4- (̂ / 4- До 4- ir) a

2. Выполняя теперь умножение в порядке А- (В-С), получаем
первое произведение

ВС:

Во втором произведении А • (В • С) = М

js 4- kv 4- ty\

ms 4- nv 4- ot/i

ps + qv + ry

jt +kw + lz

mt 4- nw 4- о,г

pt 4- #a/ 4- Г21

y# 4- ̂  4- /a

ma 4- njc 4- oa

/>M 4- ̂ JC 4~ ra

M =

a (У5 + Aw + /i/) 4-
4-* (т54-лг/4-сиг/)4-
+ с (/?5 4- ̂ ^ 4- ry)

rf (ys -h kv 4- /y) 4-
-\-e(ms 4- яг; 4-oy)4-

g(js + kv + ly) +
4- h(ms + nv 4-oy) 4

4- / (/?5 + ^ - f r#)

л (ŷ  4- ̂ w -j- Iz) 4-
4- ̂  (/rĉ  4 /гда 4- о<г) 4

4- с (pt 4- qw 4- г-г)

rf(y^4.*»+/2r) +
+ e(m/ 4- ли; 4- oz) 4-
+ f(pt-\-qw + rz)

q (jk 4- fo» + /2г) 4-
4- Л (m^ 4- nw 4- oz) 4-

4- «(̂ ^ + F + r^)

a (уи 4-^4- la) 4-
4- i (ma 4- nx 4- oa) 4-

4- с (pa 4- ?* 4- ra)

d (ju + kx + la) 4-
-\-e(mu -\-nx 4-oa)4-

+ f(pu 4-^x4 ra)

q (ju + to: + la) 4-
4- h (mu 4- njf 4- oa) 4-

4- / (pa 4- ̂  4- ra)

Каждая компонента этой матрицы совпадает с соответствую-
щей компонентой произведения (А-В) -С.

II. В общем случае, когда нужно перемножить любое число
п-матриц, например А-Г-В-С, то умножение можно начинать
с любых двух соседних матриц и продолжать далее, например
А-Г- (В-С) или А- (Г-В) -С, и т. д. Очень часто удачное объеди-
нение матриц в группы существенно ускоряет вычисление.

Если компоненты а, &, с, ..., /, Л, /, ... и т. д. матриц А, В, С
содержат «операторы», то их порядок в произведениях результат
рующей матрицы М, например ajs> aly и т. д., должен сохранять-
ся в соответствии с правилом стрелок.

80



5. ОПЕРАЦИИ С ПРОИЗВЕДЕНИЯМИ МАТРИЦ

I. Транспонированное произведение двух матриц А-В равно

(А.В),= ВГА,. (2.9)

Подобная формула применяется для обратной матрицы произ-
ведения двух матриц

(А.ВГ 1 = В-1-А-1. (2.10)

В общем случае транспонированная (или обратная) матрица
от произведения нескольких матриц находится транспонирова-
нием (или обращением) каждой матрицы сомножителя, эти мат-
рицы берутся в обратном порядке. Например,

( A . B - C ) , = C r B r A , f

(А В С ) " 1 = С" 1 В"1 А"1.

(2.11)

(2.12)

II. Произведение матриц дифференцируется дифференцирова-
нием каждой матрицы отдельно, подобно тому, как дифферент
цируется произведение скаляров. Например,

дАе _ ЗА • д де

~~д^~~ дх + А дх dxj дх] Р ~ а р dxj
(2.13)

В прямом обозначении порядок n-матриц изменять нельзя. Точ-
но так же дифференциал произведения находится взятием диф-
ференциала от каждой п-матрицы:

d (А - е)=(rfA) e + Atfe, dAa^ = (dA^) e$ + A^de%. (2.14)

III. Интегрирование произведений рассмотрено ниже.

6. «СИММЕТРИЧНЫЕ» И «КОСОСИММЕТРИЧНЫЕ» МАТРИЦЫ

I. Прямая, идущая из верхнего левого угла матрицы в нижний
правый угол, называется «главной диагональю».

II. Матрица называется «симметричной», если по обе сторо-
ны от главной диагонали стоят одинаковые компоненты, на-
пример:

А=,

\

8

-2

3

8

\

5

5

X
-Ь А

9

-6

4

\

Транспонированная симметричная матрица совпадает с исходной
матрицей. Например, если А симметричная, то А = А*.
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Матрица называется «кососимметричной», если по обе сторо-
ны главной диагонали стоят одинаковые компоненты, но с про-
тивоположными знаками, а компоненты на главной диагонали
равны нулю, например:

ь -

\

-8

-9

2

8

\ |

3

0

9

-3

X
-7

-2

0

7

\

А=

III. Любая матрица А общего вида может быть разложена на
сумму двух матриц В + С, где В — симметричная, а С — кососим-
метричная матрица.

Например:

А - В + С; Лр = Д.р + С.Р|

где симметричная матрица задается выражением

А 4- А,
В=-

2

а кососимметричная — выражением

Г А-А,

Например, матрица

А =

# а ( 3 = = » ^

Оар —

(2.15)

(2.16)

А

D

G

В

Е

Н

С

F

К

А , =

А

В 1 Е

С F

о

Н

К

может быть выражена как сумма двух матриц, одна из которых
симметричная, а другая — кососимметричная:

А=у

А + А

D + B

В-\- D

Е + Е

H + F

C + G

F + tf

К + К

+ •

0

D —

G -

В

В —

0

н —

D

F

С -

р

0

G

Н
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7. ОПЕРАЦИИ С МАТРИЧНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ

I. Уравнение, в котором каждый символ является п-матрицей,
будем называть «матричным уравнением». Каждая часть урав-
нения состоит из суммы нескольких членов, как например:

P=\U P = La$?i\ (2.17)

e=Ri + a^- + in, ea=Ra/+a^^ + T^ih\(2A8)

z' + z" = R + L ± , z^ + z^ = R^ + I.p JL- . (2.19)

П. Важно отметить, что в матричном уравнении каждый член
имеет одну и ту же размерность: каждый член есть 0-матрица,
как в уравнении (2.17), или 1-матрица, как в уравнении (2.18),
или 2-матрица, как в уравнении (2.19) и т. д. В индексном обо-
значении каждый член имеет те же самые свободные индексы.
В уравнении (2.17) ни один из членов не имеет свободных индек-
сов; в уравнении (2.18) в каждом члене свободный индекс есть
а; в уравнении (2.19) их два: а и р . Каждый член, с другой
стороны, может иметь любое количество немых индексов.

III. В операциях с матричными уравнениями нужно помнить,
что только 2-матрицы (или произведение матриц, образующее
2-матрицу) могут быть перенесены в другую часть уравнения
умножением обеих частей уравнения на обратную матрицу. Про-
изведения n-матриц, дающие в результате 1- или 3-матрицу, не
могут быть перенесены из одной части уравнения в другую его
часть. Кроме того, эта переносимая матрица должна иметь один
свободный индекс, что в прямом обозначении равносильно рас-
положению матрицы в начале или в конце члена, но не в сере-
лине его. Например, пусть

Объединяя 3-матрицу и 1-матрицу х в 2-матрицу, имеем

что позволяет перенести А в правую часть с помощью умноже-
ния обеих частей на обращение А, т. е.

Ai = e Лрт/р = ет;

i = A-1e /р = (ЛР тГ^т;

i = (xr)- Je /р = (ГвРтХаГ^т-

IV. При операциях с матричными уравнениями часто необхо-
димо заменить 1-матрицу или 2-матрицу А на AI или IA, где
I — «единичная матрица» (уравнение 1.5), имеющая единицы на
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главной диагонали, остальные же ее компоненты равны нулю.
(Заметим, что /* = / и I~l = I. Кроме того, умножение на / остав-
ляет любую /г-матрицу неизменной.) Такие случаи встречаются,
когда нужно вынести общую я-матрицу за скобки некоторого
выражения. Например,

А —1-Г-А = В Л«р—ГТвв/гЛвр = 5«р;

( 1 - 1 Г ) А = В (/««-Г7в8*7).;4«р = Д.р;

А=(1-1Г)- 1 .В i4sp = (/«4-rTerfT)"».i5.p.

8. ДЕЙСТВИЯ С ИНДЕКСАМИ

При выполнении действий с уравнениями в индексном обозна-
чении нужно иметь в виду следующее:

1. Свободный индекс в каждом члене должен быть одинако-
вым, но можно менять букву, обозначающую этот индекс. Так,
в уравнении

/а=А*р£р-{--МаРт£р£т

свободный индекс а можно заменить на со:

/ш = А <ор£р -(- М о>рт^т-

Заметим, что во избежание путаницы новый свободный индекс
не должен совпадать ни с одним из немых индексов.

2. Немые индексы можно менять в каждом члене отдельно.
Например, уравнение ia=Aa^e^-\-Ma^e^ можно записать
также в виде ia = Ааьеъ-{- Ма^в^-

3. Один и тот же немой индекс, например р, можно при
желании использовать в двух и более членах. В выражении типа
-Авр£р + Д»т*т вектор е$ можно вынести за скобку, изменив не-
мой индекс у во втором члене на |3; это дает

Ахрер + Дхр£р = (Лар + #*Р) еъ-

9. «ФОРМЫ»

I. В матричном уравнении каждый член является либо 0-мат-
рицей, либо 1-, либо 2-матрицей и т. д. Если каждый член есть
0-матрица (обычное число), то он называется «формой». Форма,
например А^хах^ состоит из компонентов двух типов:

1) «переменных» ха или ia, которые могут входить в форму
один или несколько раз. Может быть два или несколько видов
переменных, таких как ха или уа\

2) «коэффициентов» при этих переменных, таких как Лар. Ко*
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эффициенты формы могут представлять собой произведения
нескольких /г-матриц.

II. В зависимости от числа и типа переменных различают сле-
дующие виды форм:

e-i или eja — «линейная»,

i-L-i или 1арМр — «квадратичная»,

Aaftia'tQh — «трилинейная»,

Ва^ь. • -iJ$hh — «полилинейная».

Эти виды форм содержат только один тип переменной. Часта
встречаются формы с переменными двух типов, например «били-
нейная» форма: x-D-y или Da$xayfr-

ill. На месте переменных ia в приведенных выше формах мо-
гут стоять «дифференциалы» dxa> и тогда эти формы называют
дифференциальными. Формы с ia или ха называют алгебраиче-
скими. Наиболее важными типами дифференциальных форм яв-
ляются: линейная дифференциальная форма eadxa, квадратич-
ная дифференциальная форма a^dxadx^.

IV. В механических или электротехнических задачах приме-
ром линейной формы является входная мощность p = e-i = ea*V

Примерами квадратичных форм являются: запасенная маг-
нитная (или кинетическая) энергия 271 = i-a*i = aapia/p; функция
рассеяния 2F = i • г • i = /*армУ, запасенная электростатическая
(или упругая) энергия 2V = X-S-X=Sap-Xa^p. Если /« имеет вид
dxa/dt, то первые три формы из четырех, приведенных выше,
можно рассматривать как дифференциальные формы, а не как
алгебраические.

V. Если каждый член в матричном уравнении есть 1-матрица,
то каждый член можно рассматривать как множество форм. На-
пример, zi или 2api3 есть множество линейных форм; Та$уХаУ$ —
множество билинейных форм.

VI. Важность понятия «форма» объясняется тем, что количе-
ство различных матричных уравнений велико, а количество раз-
личных составляющих их частей (форм) мало. Создана обшир-
ная математическая литература по теории форм, содержащая их
характеристики, способы приведения к простым формам и т. д.
Все учебники современной или высшей алгебры посвящены пре-
имущественно теории «форм». Результаты этих теоретических
работ часто позволяют сократить необходимый объем численных
расчетов.

VII. В качестве примера упрощения можно рассмотреть сле-
дующую теорему о квадратичных формах. В § 7 было показано,
что любую матрицу можно представить в виде суммы симметрич-
ной и кососимметричной матриц. Теорема же утверждает, что
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в любой квадратичной форме i-G-i матрица G всегда может
быть заменена своей симметричной частью (G + G*)/2.

Это означает, что коэффициент квадратичной, алгебраической
или дифференциальной формы всегда является симметричной
матрицей, так как кососимметричная часть обращает форму
в нуль. Таким образом,

i
G — G,

Например, если

а Ъ

а
G =

А

С

В

D

•1 = 0 .

G , =

а«9 — °? .уЛц=о.

а

b

а

А

В

Ь

С

D
i =~~

а

la

Ь

h

U — Qt

0

-{B-o
2

(В-С)/2

0

— (G-G^i^l ib(B-C)!2 \-ia(B-C)I2\

±\{Q-QtW=±[lb{B-C)ia-ia{B-C)ib\=0.

Следовательно,

i .G. i = = i^±^L.i. (2.20)

10. «ПОСТУЛАТ ПЕРВОГО ОБОБЩЕНИЯ»

I. Следует обратить внимание на следующий интересный факт:
если одна катушка характеризуется величинами е, /, Ry L, С и Z,
то множество катушек характеризуется я-матрицами е, i, R,
L, С и Z.

Таким образом, множество катушек характеризуется тем же
числом символов того же типа, что и одна катушка, но отлича-
ется тем, что отдельные числа заменяются п-матрицами различ-
ной размерности.

Следовательно, нужно заметить, что я-матрицы — это совсем
не случайный набор каких угодно чисел. Компоненты каждой
п-матрицы соответствуют некоторому определенному физическо-
му (или геометрическому) понятию и в каждой задаче должно
использоваться ровно такое количество п-матриц, сколько име-



ется в ней физических (или геометрических) понятий. Количество
я-матриц может быть увеличено или уменьшено только в соот-
ветствии со строгими правилами, вытекающими из физической
природы решаемой задачи.

II. В дальнейшем будет показано, что вообще сложные систе-
мы не только описываются тем же количеством символов, что и
простые системы, но и весь метод рассуждения, используемый
в анализе их поведения, соответствует этапам анализа простей-
ших систем, отличаясь только тем, что вместо каждой величины
используется п-матрица.

Другими словами, прежде чем исследовать любую сложную
систему со многими переменными, необходимо сначала выпол-
нить анализ простой системы с одной (или более) степенью сво~
боды. После этого можно перенести все этапы этого анализа на
сложную систему, заменяя каждую величину соответствующей ей
п-матрицей. Далее будет также показано, что вид окончатель-
ного уравнения сложной системы с п степенями свободы совпа-
дает с видом окончательного уравнения простой системы с одной
(или более) степенью свободы, отличаясь только тем, что каждая
величина заменена ^-матрицей.

Этот рабочий прием, дающий экономию умственных усилий,,
называется «постулатом первого обобщения» и может быть вы-
ражен так:

Метод анализа и окончательные уравнения, описывающие
поведение сложной физической системы (с п степенями свободы),
могут быть найдены последовательно при анализе простейшего,
но наиболее общего элемента (unit) системы при условии, что
каждая величина заменяется соответствующей п-матрицей. Про-
стейший элемент системы может иметь одну или несколько сте-
пеней свободы.

Представляется логичным, что простое увеличение числа эле-
ментов не вводит никаких новых физических явлений, которые
не наблюдались бы в простейшем элементе, а следовательно,
ьовые символы, представляющие новые физические понятия, не
могут возникать при объединении нескольких элементов. И все
же не всегда очевидно, что же такое простейший элемент систе-
мы; не всякая формулировка метода анализа и не всякое уравне-
ние простейшего элемента пригодны для обобщения. Будет пока-
зано, что только самое короткое (но все еще общее) и в то же
время элегантное скалярное описание физического явления имеет
ту форму, которая пригодна для замены п-матрицей. Скалярная
формулировка может, конечно, содержать одно или несколько
уравнений.

Нужно помнить, что простейший элемент системы может со-
держать две или более переменных, а также то, что система
может быть образована из двух или более элементов существен-
но различного типа, так что для каждого из этих элементов не-
обходимо отдельное уравнение.
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III. В силу того что действия с я-матрицами почти не отлича-
ются от действий с обычными величинами, при параллельном
анализе обычные величины мы будем записывать в видоизменен-
ной форме: I) вместо деления на число, например 1/Z, будем ум-
ножать на Z"1, что соответствует матрице Z-1, являющейся обра-
щенной матрицей Z; 2) вместо возведения числа в квадрат, на-
пример Z2, будем записывать эту операцию как умножение
Z-Z, что соответствует матричной записи произведения матриц
Z-Z; 3) все величины, которые получаются в определеннохМ поряд-
ке в процессе анализа, должны записываться в том же строгом
порядке, если предполагается использовать я-матрицы в прямом
обозначении. Если используется индексное обозначение и в вы-
ражениях отсутствуют операторы (т. е. p = d/dt), то порядок за-
писи не играет роли.

Введенные правила обращения с обычными величинами почти
совпадают с правилами обращения с «операторами» типа р =
= d/dtl).

IV. Если анализ задачи осуществляется прямо в я-матрицах,
то исчезает необходимость выписывания со страницы на страни-
цу систем обычных уравнений. Следует подчеркнуть, что несколь-
ко типов действий и какой-то минимум вычислительных операций
остаются необходимыми и при использовании п-матриц.

Например: 1) в анализе системы линейных уравнений нельзя
избежать вычисления некоторого количества детерминантов;
2) при решении систем дифференциальных уравнений нахожде-
ние корней алгебраического уравнения п-й степени нельзя устра-
нить применением любой мыслимой символики.

Следует подчеркнуть, что каким бы методом не были полу-
чены окончательные уравнения, для получения решения в числен-
ном виде всегда требуется определенное количество сложений и
умножений. Однако часто наблюдается, что окончательный ответ,
получаемый с помощью я-матриц, имеет значительно более орга-
низованную форму, чем ответ, выраженный через обычные вели-
чины, а следовательно, требует меньшего количества вычислений
и благодаря организации данных численные расчеты могут быть
выполнены вычислительной или счетно-перфорационной маши-
ной. Кроме того, использование п-матриц предлагает новый под-
ход, который не вытекает из обычных соображений, и оконча-
тельный ответ получается в новой форме, требующей намного
меньше вычислительной работы. Примеры этого многочисленны
и встретятся в дальнейшем. Таким образом, использование п-мат-
риц в общем случае дает экономию в аналитической и вычисли-
тельной работе.

Отметим, что не всегда ясно, какие именно величины следует
сгруппировать вместе для получения п-матрицы. Часто имеется

*) Это естественно, так как сами я-матрицы в этом изложении являются
«обобщенными операторами». (Прим. ред.),
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несколько путей, но только один из них приводит к простейшей
формулировке задачи. Организация величин в /г-матрицу на пер-
вый взгляд кажется бесполезной. Одной из целей настоящей кни-
ги является установление фундаментальных принципов органи-
зации понятий электротехники с помощью я-матриц.

11. НЕПОДВИЖНЫЕ СЕТИ

Очень простым примером использования постулата первого
обобщения является анализ неподвижной сети. Соотношение
между приложенным напряжением е и е, токами i и i и импедан-
сами z и z в одной катушке и в сети с п степенями свободы в этих
двух случаях определяется законом Ома:

(2.21)e=zi. e = zi.

Если напряжения известны, а токи неизвестны, то эти урав-
нения можно разрешить с помощью умножения обеих частей на
обратную Z или Z:

z-le=z-xzi%
z~ 1e=z~ 1zi,

z~1e = i.

Таким образом, токи i находятся обращением матрицы Z
с последующим умножением ее на е. Если величину, обратную
импедансу, определить как адмиттанс *> и обозначить новым сим-
волом, то

(2.22)
i=Ye, ч i = Ye.

Например, обращение z, приведенной в § 2, имеет вид

a b e d

Y = z-i =

Это «матрица адмиттанса», которая представляет собственные
и взаимные адмиттансы различных катушек (рис. 2.1) при усло-
вии, что когда измеряется адмиттанс одной катушки, то все дру-
гие катушки короткозамкнуты. Если Z — симметричная матрица,
то матрица адмиттанса тоже симметричная. Токи, протекающие

Y аа

^Ъа

Уса

Yda

Yab

Ybb

Ycb

У db

Yac

Ybc

* cc

Ydc

У ad

Ybd

Ycd

Y dd

^Адмиттанс — полная (комплексная) проводимость. (Прим. пер.).
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в различных цепях (см. рис. 2.1) и обусловленные напряжением
е, данным в § 2, равны

i=Ye =

а

Ь

с

d

Уааеа

Yba?a

Yca^a

Ydcfia

4-

+

+

Yab^b

Ybb^b

УсъЧ

УаьЧ

+

+

*асвс

YbcCc

Гссвс

Ydcec

+

+

Yad^d

Ybded

Ycdtd

Ydd^d

12. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В МНОГОПРОВОДНОЙ ЛИНИИ

I. В качестве примера применения постулата первого обобще-
ния к системе дифференциальных уравнений рассмотрим движе-
ние электромагнитной волны по системе передачи.

Пусть для одиночного проводника сопротивление единицы
длины равно R, индуктивность — L, проводимость утечки — G,
а емкость — С. Тогда на бесконечно малом отрезке dx падение
напряжения равно

— de= ——dx=Ridx4-L — dx=(R + L —) idx9dx ~ dt \ x ~ dt)

а изменение тока

-di=- — dx=Gedx-\-C — dx=(G + C—)edx.
dx [ dt \ ' dt )

Если /? + Z , - ^ - = Z и O + C — = K, то, исключая dx, приво-

дим уравнения к виду

-deldx=Zi и -di\dx=Ye. (2.23)

II. Рассмотрим теперь систему передачи из п параллельных
проводников с электромагнитным и электростатическим взаимо-
действием между ними. Сопротивления, собственные и взаимные
индуктивности можно представить в форме матрицы

Z =

7

%Ьа

%ab . . .

Zbb . . .

Znb . . .

Zbn

Z nn
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где Zaa = Raa + Laad/dt. Проводимость утечки, собственные и вза-
имные емкости также можно представить в форме матрицы

Y==

* аа

*па

УаЬ

Уьь

УпЬ

. . .

* an

Ybn

...

У..

где Yaa=Gaa + Caad/dt. (Эта матрица не является обратной мат-
рице Z, поскольку она не зависит от нее.)

Пусть потенциалы различных проводников расположены в
строку и образуют 1-матрицу

е =

азун

' -

а

еа

b

ч ...

эт 1-матрицу

a b

и ...

п

„\

п

ч
Поскольку проводники параллельны, то расстояние вдоль каж-
дого проводника можно задать одной величиной х.

Всего вводится пять п-матриц, в частности, две 2-матрицы Z
и Y, две 1-матрицы е и i, одна 0-матрица х.

III. Выведем дифференциальные уравнения, содержащие толь-
ко напряжения, для одного проводника и для п проводников
в параллельных столбцах. Уравнения для п проводников запишем
как в прямом, так и в индексном обозначениях. Падение напря-
жения равно

дх

Изменение тока равно

де —7 \

-£=Y-e-

* ' 7 I

'dla'

*dx

Дифференцируя первое уравнение по х, получаем

dx2~Z

di

дх дх2

di

дх

д2е« _ 7

 di*
-Jx^~Z**1x~*
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Подставляя второе уравнение в последнее и изменяя знаки, по-
лучаем

дхъ
= ZYe.

а2е

д*2
= Z Y e .

дх*
•=Z*Ynev (2.24)

Полученное уравнение дает дифференциальные уравнения для
распространения волны напряжения е, которая является функ-
цией х и t. Отметим, что анализ можно продолжить вплоть до
решения дифференциальных уравнений в д-матрицах. Однако
использование /г-матриц не избавляет от необходимости находить
корни алгебраического уравнения п-й (или 2-й) степени. Исполь-
зование м-матриц избавляет от переписывания п обычных урав-
нений со страницы на страницу.

IV. Чтобы продемонстрировать систему п обычных уравнений,
представленных одним матричным уравнением (2.24), выполним
указанные операции:

ZY-

а

Ь

п

^ЪаУаа~^~

Zna*аа~^~

а

• • • ~^~ZanYna

• • • 4" ZbnY п а

. . .

• • • ~hZnnYna

ZbaYab + •

2>паУab~^~"•

b

• • ~\~ZanY nfy

. . + ZbnYnb

• •

• • ~b ZnnYпь

. . .

. . .

. . .

. . .

Zba

£*nn

у
1 an

* an

+ .

•

n

• • ~b Zan* nn

• • + ZbnYnn

••

• • 4* Znn*nn

Z Ye=-

a

b

••

n

+ {ZbaYab+-

. . .

+ (ZnaYabJr-

(ZaaYaa + . . . •+•

(ZbaYaa 4* • • • •+•
..+ZbnYnb) eb-{-.

. . .

ZarXna) ea 4"
• ~\~\ZaaYan~^~ •

Z-brX па) & a 4"
. .+(ZьаУап+•

. . .

\Znal a a 4* • • • 4" ^nn*na)sa 4~

>.+ZMYnb)eb+... +(ZnnYan+.

• • ~\~ZanYnn) en

. . -\-ZbnYnn) en

. . .

•. +ZnnYnn) en

die

dxi

д*еь

дх2
. . .

дх2

Приравнивая соответствующие компоненты двух последних
1-матриц в соответствии с (2.24), получаем представление мат-
ричного уравнения в виде системы п обычных уравнений:
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дЪ„•=(Zaaraa+---+Zanr'an1 na)ea\
д х 2 к-аа' аа

+ (ZaaYab+---+ZanVnb)eb+...
• • • "Ь (ZaaY'аПЛ~ - • • T" ̂ -агУ nn) en>

dieb <ZbaYaa+...+ZbnYna)ea+

+ (ZbaYab+...+ZbnYnb)eb+...
."+(ZbaYan + -..+Zbnynn)en,

— (Zna'aa\ • • • \ ZnnYna) ea~\-

(2.25)

+ (ZnaYab+---+ZnnVnb)eb+...
-..+(ZnnYan+...+ZnnYnn)en.

Дифференциальное уравнение для токов аналогично уравнению
(2.24):

дП
= YZi, дИ Y Z i .

Матрица Y-Z отличается от матрицы Z-Y.

•=rapZP T/T. (2.26)

13. РАЗЛОЖЕНИЕ В СТЕПЕННОЙ РЯД 1 )

I. Для иллюстрации использования постулата первого обоб-
щения в задачах, где встречаются 3- и n-матрицы более высоких
размерностей, рассмотрим разложение в степенной ряд несколь-
ких функций от нескольких переменных. Такие задачи встреча-
ются, например, когда существуют нелинейные соотношения
между величинами: между током и напряжением в электронной
лампе, между магнитодвижущей силой и магнитным потоком
в магнитных цепях с насыщением и т. д. Разложение переменных
в степенной ряд необходимо и тогда, когда система уравнений
не поддается решению другим способом.

Начнем с разложения в ряд одной функции от одной перемен-
ной, а затем шаг за шагом повторим этот процесс в п-матрицах
для нескольких функций от нескольких переменных.

II. Любая плоская кривая y = f(x) может быть представлена
в виде степенного ряда

y = A + Ax + Cjc2 + DJC8 + £jc4+ ... , (2.27)
где коэффициенты Af В, С, Д ... — известные или неизвестные
величины (предполагается, что некоторые условия, оговоренные
в учебниках, выполнены).

*) Этот параграф может быть опущен при первом чтении.
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III. Кривая в трехмерном пространстве задается пересечением
двух поверхностей:

Уа = /а{Ха, Хь),

(2.28)

Уь=/ь(ха, хь)-
Каждая из зависимых переменных уа и уъ может быть пред-

ставлена разложением в степенной ряд по независимым перемен-
ным ха и хь:

Уа=Аа + (Вааха + Ваьхь) +

~Г (РаааХа "Г ^aabXaXb Jr^abaxbXa Т" ̂ abb xb) ~Г

+ (DaaaaXa + ОаапЬх\хь -f Daabax\xb + DaabbXax\) +

+ (DabaaXbxl + ̂ ababXaA + £>abbaXaxt + £>a6W-4) +

+ (^aaaaa4+£1
af laa^ f t+ • • •) (2.29)

Коэффициенты переменных, такие как Dabaa, известные или не-
известные величины. Аналогичное уравнение можно написать и
для уъ:

Уь = Аь + (ВЬаха + Вььхь) +

I \РъааХа \ CbabXaXb "Г ^bbaXbXa Г СbbbXb) ~Г

Г \РъаааХа> ~\~ ^baabXaxb "Т ̂ babaXaXb ~Г ^babbXaXb +

+ U b b a a x b x a + Dbbabxaxb + Obbbaxaxb+£>6 ^*^) +
+ (^,^4i + ̂ w,4^+ ...) (2.30)

Если вместо двух функций от двух переменных имеется п
функций от п переменных (с действительными переменными), то

Уа=/а(Ха, ХЬ* • • •» -^Д

Уь — /ь(Ха> ХЬ>-->, Хп),

Ус = /с(Ха, *ь,--; Хп\ (2.31)

Ул — fnixa> xb,--; xn)

и мы получим /г таких степенных рядов, подобных рассмотрен-
ным выше, причем в каждой скобке вместо 21, 22, 23, ..., членов
будет п1, я2, п3, ... членов.

IV. Чтобы представить п обычных уравнений как одно матрич-
ное уравнение, определим следующие я-матрицы:

1) все зависимые переменные расположим в строку, образую-
щую 1-матрицу:
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а

» . -

а

, .

Ь

Уь

с

Ус

п

Уп | ;

2) все независимые переменные расположим в строку, обра-
зующую 1-матрицу:

а а Ъ с . . . п

хь

3) все коэффициенты А расположим в 1-матрицу:
а а Ъ с . . . п

л \ д Ль

4) все коэффициенты В при ха расположим в квадрат, обра-
зуя 2-матрицу:

а

а

Ь

п

а

Ваа

Bba

Вса

Впа

Ъ

Ваь

Вьь

Впь

С

Вас

Вьс

)
*СС

. . .

ВПс

. . .

. . .

. . .

п

Впп

Bbn

Ban

Впп

5) все коэффициенты С при хах$ расположим в куб, образуя
3-матрицу:

С а р 7 =

а

ъ
с

•
^ :

п

У

Сааа

сЬаа

ссаа

спап

СаЬа

сЬЬа

сгЬа

cnbQ

••

саса

Сьса

с сса

с п с а

' / / / /

' У У / X
/ / / / /
/ / / /

i

с апа

сЬпа

сспа

£ппа

/

у

у

П
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6) Все коэффициенты D при хах$ху располагаются в п кубов,
образуя 4-матрицу Ва$уь- Все коэффициенты Е образуют 5-мат-
рицу Еат& и т. д.

V. Через эти п-матрицы разложение п функций п переменных
в степенной ряд записывается в одно матричное уравнение

У*=Аа^Ва$х$-\-Са^х§х-1-{-Оа$чъх§ХчХь-\-Еа^ььХ$х-1ХьХв-\-.. .(2.32)

Это уравнение имеет тот же вид, что и ряд одной переменной
(2.27), но отличается от него тем, что каждая величина заменена
n-матрицей; п-я степень переменной, например х4, заменена про-
изведением п членов; х$хухьхе.

Заметим, что в этом уравнении:

1) каждый член является 1-матрицей, т. е. в каждом члене
имеется только один свободный индекс, все остальные индексы
являются немыми;

2) каждый свободный индекс в каждом члене уравнения сле-
ва и справа обозначается буквой а;

3) в каждом члене /г-матрица умножается на 1-матрицу ха

несколько раз; например, 3-матрица Capv умножается сначала на
1-матрицу Ху9 образуя 2-матрицу Ca$yXy = Fa$, затем 2-матрица
Fap умножается снова на 1-матрицу Хр, Fapx$ =[Са$уХу\х$, давая
1-матрицу Ga. Каждый член уравнения является такой 1-матри-
цей, как показано на рис. 2.2.

^ * /25
l i l l 1 r*g Щ 5 £

1 I

j

i

I Л

V

Cot/ЗУ

Рис. 2.2. Разложение в степенной ряд в форме п-матриц.

14. ОБРАЩЕННЫЙ СТЕПЕННОЙ РЯД1)

I. Для демонстрации операций с 3-матрицами рассмотрим три
члена приведенного выше ряда, заменяя у на е и х на i:

*«=Я«р/р + С.Рт/р/т+ . . . (2.33)

Предположим, что компоненты Ва$ и Capv известны, так же
как компоненты еа (которые представляют, например, приложен-
ные напряжения в нелинейной системе). Задача состоит в разре-

*) Этот параграф может быть опущен при первом чтении.
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шении этого уравнения относительно неизвестного £а, т. е. нужно
выразить ia как функцию от £ар, Capv и е«.

Неизвестную ip можно выразить через еа с помощью степен-
ного ряда (называемого «обращенным» рядом):

/р = /Гр.^+Жре в^а+ ..., (2.34)
где коэффициенты /Сре и Мреа являются неизвестными функциями
введенных ранее известных коэффициентов Ва$ и Capv. Задача
состоит в том, чтобы выразить К и М в виде явной функции от
В и С.

II. Следуя постулату первого обобщения, решим сначала эту
задачу для обычной скалярной величины. Другими словами, ре-
шим сначала следующую задачу: дано разложение в степен-
ной ряд

e=B-i + C-P+...9 (2.35)

надо найти неизвестную i, т. е. в обращенном ряде

i=Ke + Me2+... (2.36)
выразить неизвестные К и М как явную функцию от известных
В и С. Порядок действий состоит из следующих этапов:

1) Подстааить второе уравнение в первое:

е = В(Ке + Ме2) + С(Ке + Мё2)2 +.... (2.37)

Поскольку мы будем пренебрегать всеми членами, в которых сте-
пень больше двух, то уравнение приводится к виду

е=ВКе + ВМе* + СК2ё2 +..., (2.38)

е = ВКе + {ВМ + СК2)е2+ . ... (2.39)

2) Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях,
т. е. при в и в2 с каждой стороны уравнения, получим

l=BKt (2.40)

0 = ВМ + СК2. (2.41)

3) Решаем эти два уравнения относительно неизвестных
К яМ:

К=В~\ (2.42)

М= -С{В~^= -С/С 3. (2.43)

4) Таким образом, значение / через е, В, С выражается сле-
дующим способом:

i = B-1e-C(B-1)3e2 (2.44)
или

i = Ke-CK3e\ (2.45)
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III. Тот же самый порядок с теми же этапами мы повторяем,
заменяя каждую величину я-матрицей.

1. Подставим значение /р из уравнения (2.34) в уравнение
(2.33):

(2.46)

Следует заметить, что в процессе этой подстановки свободный
индекс обозначен сначала как |3, затем как у. Аналогично в по-
следнем случае, чтобы избежать путаницы при подстановке ip
два раза подряд, замена немых индексов сделана следующим об-
разом:

h = К^е^ + Мчт%е<ъе% (2.47)
(см. § 9 ) .

Пренебрегая степенями е& выше второй, приходим к урав-
нению

еа=Ва$ К^е, + Д*р М^е£ео + Са^К^К^е&еш. (2.48)

Выносим за скобку егео:

е*=Ва$ K^es + (ДьР М^ + С«рт/Срв/С7а) еге9. (2.49)

2. Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях еъ

и еееа в обеих частях уравнения (представляем еа в виде ег1Шу

где /Еа — единичная матрица):

Iga = BaiKtf (2.50)

0 = ВаЬМш +С«рт/Срв^7а. (2.51)

3. Решаем эти два уравнения относительно неизвестных
Д*ар и Мар7:

/Срв = /м(Д вр)-1 = (Дер)-1э (2.52)

Л̂ 5га == — (Cap-f/Cp£/Cfa)(5a5)~1 = — Ca^KbaK^eK^ (2.53)

Эти матричные уравнения такие же, как и соответствующие им
обычные уравнения (2.42) и (2.43). Таким образом, матрица i(ap
находится обращением матрицы Ва$, а 3-матрица Ма$у находится
умножением 3-матрицы CapY на матрицу /Сар три раза подряд
в порядке, указываемом индексами, и полученный результат бе-
рется с отрицательным знаком.

Поскольку (Ba$)~1 = JK$oL, т. е. при обращении матрицы поря-
док индексов изменяется, три матрицы /Сар в последнем выраже-
нии имеют свободный индекс на разных позициях. Таким обра-
зом, в /Саа свободным индексом является первый индекс, в то вре-
мя как в /Ср8 и КУо — вторые индексы,
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4. Следовательно, значение la как функции от Ва$ и
Са$у таково:

1а=Ка^е^ — С^еК^КькКеое%е^ (2.54)
где К^={В^)~\

Нужно заметить, что без применения понятия я-матрицы про-
цедура обращения системы уравнений, выраженных степенными
рядами, является чрезвычайно трудоемкой. Из-за отсутствия пра-
вила, которое дается в выражении (2.53), каждый раз, когда
нужно обратить систему уравнений, с начала и до конца должна
быть проделана вся аналитическая работа. Если обращение сте-
пенного ряда является только одним этапом в каком-либо иссле-
довании, то редко кто отважится провести этот анализ с исполь-
зованием обычной символики: после нескольких первых шагов
механические трудности при операциях с многочисленными чле-
нами становятся непреодолимыми, не говоря уже о том, что
в голове нужно держать физическое содержание задачи и ясно
обозревать весь анализ.

15. ИСКЛЮЧЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ

I. Для демонстрации применения постулата первого обобще-
ния в операциях с несколькими матричными уравнениями рас-
смотрим три линейных уравнения:

^i = ^ i + ^ 2 + ^ 3 , e1 = z1i1 + z2i2 + z3i3> )
е2—г41г-{- z5i2-\- zQi3i

 е 2 = 2 4 * 1 + 2з12 + 2б1з,

е3 = z7tx + zsi2 + zQi3y e3 = z7ix + z8i2 + z9i3.
(2.55)

Левый столбец представляет три обычных линейных уравнения
с тремя неизвестными / ь k, h- Правый столбец представляет три
линейных матричных уравнения, в которых три 1-матрицы е и
девять 2-матриц z известны, а три 1-матрицы i неизвестны. Каж-
дое матричное уравнение может представлять любое число обыч-
ных уравнений.

П. Предположим, что в рассматриваемой задаче не требуется
определять значение is; следовательно, можно исключить i3, оста-
вив только два матричных уравнения с неизвестными \\ и i2.
Исключение i3 будем проводить в параллельных колонках: сле-
в а — для обычных, справа — для матричных уравнений.

1. Из третьего уравнения выразим i3 через \\ и i2. Поместим
член, содержащий i3, в левую часть уравнения:

Z4z — ег — zih — zsh* Z9' *з ̂  е з — zTh — Z8 * h*

Умножая обе части уравнения на Zg"1, получаем

'а = z$l (ез — zih — % ) , i3 =
 Z9~! • (е3 - z7i! - z8i2).
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2. Полученное значение /3 подставим в два других уравнения:

e1 = zlil-\-z2i2-\- e1 = z1-i1 + z2.i24-

+ z3z^x {e3 - z7*! - z8i2) z 3 • zg""1 (e3 - z7ix - z8i2)

^ 2 = ^ 1 + ^ 2 + e 2 = z 4 i 1 + z 5i 24-

-f «ezi"1 (e3 - 27/x - z8/2) -f ZgZ^1 (e3 - z 7 i x - z8i2).

Вынесем /i и t2 за скобки:

e^— Z3ZQ

les= e1 = Z 3-Z 9

1-e' 3 =

^ ( Z a - Z a Z ^ Z e ) ^ , + ( Z 2 - Z 3 - Z 7 1 - Z 8 ) - i 2 >
(2.56)

e 2 — Z 6 Z 9

1 e 3 = e2 — Z 6 - Z 9

1 - e 3 =

= ( z 4 - ад~%) /x + = (z4 - z6 • zr1 • z7) • i x +
+ ( Z 5 - Z 6 Z 9 - 1 Z 8 ) ^ 2 ) + ( Z 5 - Z 6 - Z 9 - 1 . Z 8 ) - i 2 .

В этих двух матричных уравнениях есть только два неизвест-
ных: и и i2. Эти уравнения можно записать короче:

e'l = Z[il^rZ'2i2% ei = Zi.I 1 + Z2-l2> I

e2=Z3*'i + Z4/2, e2=Z3-ii + Z4-i2. J

Новые коэффициенты Ъг при неизвестных являются матри-
цами и определяются через исходные матрицы с помощью соот-
ветствующих преобразований:

Zi = Z1—-Z3Z9 Z7, Zi = Z ! ~ Z3Z9 -Z7.

III. Естественно, что операции с системами матричных урав-
нений лишь изредка связаны с нахождением неизвестных вели-
чин. Гораздо чаще целью является, например, установление не-
которого соотношения между известными величинами, удовлет-
воряющего некоторому критерию и обеспечивающему требуемое
поведение системы. Операции с системами матричных уравнений
могут быть направлены на поиск нового уравнения, содержащего,
скажем, меньше переменных или охватывающего более широкий
круг систем и т. п. Возможные операции над матричными урав-
нениями не менее разнообразны, чем операции над обычными
уравнениями. Фактически, привычка работать с матричными
уравнениями обеспечивает достижение более важных целей, чем
работа с обычными уравнениями, так как организация систем
величин в я-матрицы позволяет вводить новые дополнительные
понятия, само существование которых невозможно без этой орга-
низации.



Глава 3

ПОСТУЛАТ ВТОРОГО ОБОБЩЕНИЯ

1. СОЗИДАНИЕ НОВЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ

I. В предыдущей главе был введен постулат первого обобще-
ния, который гласит, что если множество обыкновенных уравне-
ний представить как одно матричное уравнение, то оно имеет
тот же вид для любого числа степеней свободы, что и простейшее
уравнение с одной степенью свободы. (В случае нескольких мат-
ричных уравнений они имеют тот же вид, что и соответствующее
число обычных уравнений, которые представляют простейшую
аналогичную или «подобную» систему.) Этот постулат сущест-
венно экономит умственную и техническую работу как при уста-
новлении исходных уравнений, так и при действиях над ними.

Однако коль скоро система исходных уравнений установлена,
но не случайным, а систематическим образом с помощью /г-мат-
риц, то полученное уравнение немедленно демонстрирует сущест-
вование трех новых взаимосвязанных понятий, наличие которых
маскировалось отсутствием системы в решении инженерных за-
дач. Эти понятия занимают ключевую позицию в современном
физическом и математическом анализе. Эти три понятия таковы:
преобразование, группа, инвариантность.

Система введения и использования этих понятий образует ос-
нову изучения теории, известной под названием «тензорный ана-
лиз», или «абсолютное дифференциальное исчисление». Идеи
и понятия, излагавшиеся в предыдущих главах, полезны для по-
нимания тензорного анализа, но взятые сами по себе они не явля-
ются тензорным анализом.

II. Будет показано, что организация множества величин в
одну /г-матрицу и представление последней с помощью одной базо-
вой буквы Л ар ? является чем-то несравненно большим, чем сте-
нографическое обозначение и эффективный рабочий прием. Ор-
ганизация множества величин в п-матрицу и одновременное вве-
дение понятий «преобразование», «инвариантность» и «группа»
означает творение принципиально новой математической сущно-
сти Аа$у, обладающей такими свойствами, которые отсутствуют
в образующих ее строительных блоках: в п-матрицах или их ком-
понентах. Созидание посредством «организации» новых сущ-
ностей из простого набора п-матриц и наделение этих новых
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сущностей новыми свойствами и составляет основную цель тен-
зорного анализа.

Это созидание имеет тот же характер, что и рождение моле-
кулы из отдельных атомов, наделяющее молекулу за счет орга-
низации такими новыми характеристиками и такими новыми
свойствами, которые отсутствовали у атомов до их соединения
в молекулу; это созидание имеет тот же характер, что и органи-
зация сообщества людей в государство, имеющее такие свойства,
которыми не обладали входящие в него отдельные личности.
Созидание этих новых математических сущностей и наделение их
новыми свойствами эквивалентно открытию в описываемых фи-
зических (или геометрических) явлениях новых физических (или
геометрических) сущностей, подчиняющихся новым физическим
законам.

III. Следует особенно подчеркнуть, что п-матрицы сами по
себе не являются новой математической сущностью. Таким обра-
зом, факт представления токов в системе одним символом \7

напряжений — символом е и импедансов — символом z не явля-
ется созиданием новых сущностей, так же как способ представ-
ления тока в виде точки в n-мерном пространстве. Сама п-матри-
ца— просто стенографическая запись и эффективный рабочий
прием, не обладает еще ни одним свойством, которого бы не име-
ли ее компоненты. И п-матрицы и их компоненты имеют одни и
те же правила действий над ними: их можно суммировать, умно-
жать, дифференцировать и т. п. Использование n-матриц можно
сравнить с использованием экскаватора там, где работало много
рабочих с ломами и лопатами. Один экскаватор делает ту же
самую работу, но более быстро и организованно (с меньшими
затратами ручного труда), которую делало много рабочих, ис-
пользуя лом и лопату.

Для того чтобы наделить я-матрицы новыми свойствами, кото-
рыми они не обладали, и тем самым создать новую математиче-
скую сущность, абсолютно необходимо ввести новое содержание
в матричное уравнение, которым не обладают обычные уравне-
ния. Это новое содержание вводится с помощью трех взаимосвя-
занных понятий: преобразование, инвариантность и группа.

IV. Следует подчеркнуть, что возможно введение новых поня-
тий и нового содержания и без обязательного использования
п-матриц. В самом деле, ни в одном учебнике и ни в одной публи-
кации по тензорному анализу не используется понятие п-матрицы
для начального ознакомления с тензорной методологией. В учеб-
никах просто используют выражение вроде «множество из 23 ве-
личин», которые записывают в виде восьми величин в ряд без
расположения их в виде куба с двумя строками, столбцами и
слоями. Конечно, для правильного выполнения операций нужно
уделять особое внимание фиксированным индексам.

Однако практически накопленный опыт в решении большого
числа инженерных задач с использованием нового подхода дока-
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зал преимущество систематического применения строк, квадра-
тов или кубов в конкретных вычислениях и именно поэтому они
используются в настоящей книге. Их использование имеет кос-
венное отношение к тензорному анализу; они содействуют пони-
манию и применению тензорной методологии.

2. ПОСТУЛАТ ВТОРОГО ОБОБЩЕНИЯ

I. Когда ток i протекает в одной неподвижной катушке (или
контуре), то закон Ома дает следующее уравнение напряжения:

e=zi. (3.1)

Количество связанных с этим уравнением физических понятий
равно трем, а именно: е, z, и

Если любое число неподвижных катушек с различными взаим-
ными импедансами между ними соединены в сеть с п контурами,
то постулат первого обобщения утверждает, что уравнение на-
пряжения для множества катушек имеет тот же вид, что и для
одной катушки, отличаясь только тем, что каждая величина е,
г и i заменяется я-матрицей соответствующей размерности
е, z и i, что дает окончательное уравнение напряжения для всей
системы с п степенями свободы

e = zi; е*=гф*. (3.2)

Предположим теперь, что электрическое соединение катушек
нарушено, а сами катушки соединены в новую контурную сеть
другим способом, что, однако, не может изменить их собственных
и взаимных импедансов. Возникает вопрос: какой вид будет
иметь уравнение напряжения для системы с новым способом
соединения в терминах п-матриц?

Фундаментальное предположение тензорного анализа состоит
в том, что:

1) новая система описывается тем же числом п-матриц и того
же типа, что и старая система (а именно, е', z' и Г), но отлича-
ется от нее численным значением компонент п-матриц; 2) уравне-
ние новой системы, записанное в п-матрицах, имеет тот же вид,
что и уравнение старой системы:

e' = z T ; ear = zar?d
r; (3.3)

3) п-матрицы новой системы могут быть найдены из п-матриц
старой системы с помощью рутинного преобразования. Эти по-
ложения (или их эквиваленты) мы будем называть «постулатом
второго обобщения».

Таким образом, переход от одного способа соединения к дру-
гому не требует введения новых п-матриц и изменения располо-
жения п-матриц в уравнении. Отличие состоит только в том, что
п-матрицы е' и ъг имеют компоненты, отличающиеся от компо-
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нент матриц прежнего уравнения, и переменная i теперь заме-
няется новой переменной V.

Операцию перехода от одного способа соединения к другому
назовем «преобразованием» или (используя словосочетание, ко-
торое часто употребляется, но звучит непривычно в описанном
нами случае) «преобразованием системы координат». Это можно
также назвать «заменой переменных», поскольку множество пе-
ременных i заменяется другим множеством переменных V.

Если теперь еще раз изменить способ соединения катушек
друг с другом, т. е. произвести еще одно преобразование, то урав-
нение новой системы, записанное в ^-матрицах, останется неиз-
менным: e " = z " i " ; ea"=za^4^\ где е" и z" вновь имеют ком-
поненты, отличающиеся от компонент е' и z', a \" представляет
собой новое множество переменных (использование верхнего
индекса в $" будет объяснено ниже).

II. В качестве другого примера использования постулата вто-
рого обобщения возьмем уравнение напряжения для одной дви-
жущейся катушки e = Rl-\ — 4-<]w где Ri— падние напря-

dt
жения на катушке; dyjdt — напряжение, индуцированное в
катушке в результате изменения магнитного потока ср (в предполо-
жении, что катушка неподвижна), a tyv — напряжение, генери-
руемое в катушке в результате ее движения в магнитном потоке
плотностью \j-> с мгновенной скоростью v (в предположении, что
поток не изменяется во времени). В этом обычном уравнении
имеется семь понятий, а именно: t, v> e, i, ф, г|), R.

Теперь вместо одной катушки возьмем несколько катушек
с взаимными индуктивностями между ними, движущихся с мгно-
венной скоростью v. Пусть это будут, например, катушки генера-
тора переменного тока (альтернатора). Постулат первого обоб-
щения утверждает, что уравнение, описывающее это движение,
содержит семь n-матриц (t, v, e, i, ф, if, R) и имеет тот же вид,
что и уравнение для одной катушки, а именно:

e = Ri + -J- + <K е.=/?.р*Ч^ + Ф.*-

Если теперь эти же самые катушки будут соединены любым
другим способом с помощью щеток, контактных колец или дру-
гим способом, образуя новую машину, например многофазный
коллекторный двигатель, то постулат второго обобщения утверж-
дает, что уравнение, описывающее новую машину, содержит те
же семь п-матриц и они находятся в том же взаимоотношении:

e' = R'I' + ̂  + $V; e.. = Ru.t.t''+ %+№>.

Новые п-матрицы е', Г, R7, ф7, \|/ имеют другие компоненты,
однако вид уравнения не меняется.
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Для третьего способа соединения форма уравнения останется
без изменения, за исключением того, что одинарные штрихи заме-
няются двойными. Существует огромное количество различных
способов взаимосоединения (преобразований) катушек, оставля-
ющих форму уравнений без изменения.

III. В качестве третьего примера возьмем дифференциальное
уравнение распространения электромагнитной волны вдоль оди-
ночного проводника d2e/dx2=ZYe, содержащее четыре физических
понятия: х, е, Z, Y*. Если волна распространяется вдоль несколь-
ких параллельных проводников, то постулат первого обобщения
утверждает, что уравнение, описывающее это движение, содержит
четыре д-матрицы х, е, Z, Y и имеет тот же вид, что и для одного
проводника:

-=ZYe; т т = £.рКР7*т.дх2 ' дх2

Если проводники соединяются последовательно или параллельно,
то в соответствии с постулатом второго обобщения дифференци-
альные уравнения распространения волны сохраняют неизмен-
ный вид:

д2е' д^е ,

—=Z'YV; _J.=Z..,r,,r,,,
Число подобных примеров неограниченно.
IV. Во всех описанных преобразованиях неявно предполага-

лось, что при переходе от одной системы к другой ничего не из-
менилось, за исключением способа соединения (осуществляемого
бесконечно короткими проводниками, не имеющими ни сопротив-
ления, ни индуктивности и т. д.). Это означает, что в процессе
преобразования не вводятся новые физические явления, такие
как движение, которое отсутствовало до нового соединения, или
электростатическое поле, которое ранее не существовало.

Именно благодаря тому, что количество физических понятий
и взаимоотношения между ними неизменны, оказывается возмож-
ным сохранить неизменным количество математических символов
и взаимные отношения между ними. Одной из целей тензорного
анализа в анализе любой физической проблемы является введе-
ние лишь такого количества символов, которое соответствует
количеству физических сущностей, участвующих в естественном
явлении, и такого количества связей (отношений) между ними,
которое имеется в наблюдаемом явлении. Таким образом, в урав-
нениях тензорного анализа каждый математический символ (ба-
зовая буква) соответствует физической или геометрической сущ-
ности; каждая операция над символами соответствует физиче-
скому или геометрическому отношению, имеющему место между
сущностями.
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3. ПОНЯТИЕ «ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ОБЪЕКТ»

I. Постулат второго обобщения -утверждает, что одному и
тому же символу А соответствует не одна п-матрица, а очень
большое количество п-матриц, каждая из которых имеет одну и
ту же размерность, одно и то же число осей, но отличаются зна-
чениями компонент.

Теперь каждый символ или базовая буква означает бесконеч-
ное число п-матриц, которые образуют новую математическую
сущность, называемую «геометрический объект». Каждая частная
п-матрица будет записываться со скользящими индексами (снаб-
женными одним-двумя штрихами), закрепленными за базовой
буквой. Это означает, что с каждым геометрическим объектом
в каждой частной системе координат связана п-матрица, которая
дает значение компонент одного и того же геометрического объ-
екта в этой частной системе координат. Если система координат
изменяется, то изменяются компоненты геометрического объекта
(идентифицируемые штрихами индексов), но сам геометрический
объект остается неизменным (что представляется неизменной
базовой буквой).

В физических явлениях «геометрический объект» соответст-
вует физическому объекту, такому как вектор скорости движуще-
гося тела или напряжения в деформированном теле. Выражение
«геометрический объект», используемое для Лар7, с таким же
успехом можно заменить на «физический объект» или на «мате-
матический объект». В литературе по тензорному анализу сохра-
няется геометрическая терминология, поскольку понятия тензор-
ного анализа возникли на геометрической почве при решении
геометрических проблем.

Следовательно, компоненты, скажем, вектора скорости v<*
некоторой точки, измеренные в одной частной системе координат,,
дадут значения va\ измеренные в другой системе—иа", а в
третьей — v®-"' и т. д. Хотя все эти компоненты могут быть раз-
личны, но сама скорость точки остается неизменной.

Представление «геометрического объекта» в частной системе
координат состоит не только из значений компонент, расположен-
ных в строку, квадрат или куб, но и из фиксированных индексов,
закрепленных по сторонам п-матрицы. Это означает, что, когда
даются компоненты геометрического объекта, абсолютно необ-
ходимо указать систему координат, в которой эти компоненты
имеют данные численные значения. Если фиксированные индек-
сы, указывающие оси этой частной системы, изображаемые рядом
с компонентами, опушены, то мы имеем дело с «/г-матрицей»,
имеющей заданные компоненты, а не с «геометрическим объек-
том». Например выражение «матрица» относится к множеству
величин, расположенных в виде прямоугольника, а не к фикси-
рованным индексам, расположенным вдоль сторон прямоуголь-
ника.
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II. С введением новой сущности — геометрического объект
та — вместо ^.-матрицы необходимо ввести новую терминологию
и новые обозначения. Причина каждого такого изменения уста-
навливается по мере непрерывного развития новых понятий,
в частности: 1) при использовании индексного обозначения будем
отличать я-матрицу от геометрического объекта путем заключе-
ния индексов n-матрицы в скобки: Z(a)(p>. Таким образом,
zap — геометрический объект, представляемый «-матрицами в бес-
конечном числе систем координат; 2(a)<p) — я- матрица, имею-
щая компоненты только в данной системе координат. При исполь-
зовании прямых обозначений такого отличия нет, поскольку
в простых задачах действия с этими понятиями одинаковы;

2) уравнение, в котором каждый символ представляет геомет-
рический объект, а не просто п-матрицу, будем называть инва-
риантным, а не матричным уравнением.

Это означает, что инвариантное уравнение ea = za$№ справед-
ливо для бесконечного числа физических систем, тогда как мат-

• (3)
ричное уравнение £(а) = <£(а)(р)Г справедливо только для од-
ной частной физической системы, имеющей п-осей;

3) /г-мерный геометрический объект будем называть «геомет-
рическим объектом валентности п»\

4) выражение «вектор тока» мы используем для i, «вектор
напряжения» — для е, «тензор импеданса» — для z и «тензор
адмиттанса» — для у;

5) вектор тока i a и тензор адмиттанса у а р будут иметь верх-
ние, а не нижние индексы.

4. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО
ОБЪЕКТА

I. Строго говоря, для того чтобы математически представить
один геометрический (или физический) объект, необходимо пока-
зать все его компоненты во всех возможных системах координат.
Это означает, что полное математическое описание геометриче-
ского объекта возможно лишь очень большим, обычно бесконеч-
ным числом п-матриц.

На практике это описание осуществляется следующим об-
разом:

1) из бесконечного множества n-матриц выбирают только од-
ну и полностью ее задают, показывая значение всех ее компонент;

2) кроме того, задают частную систему координат, в которой
определено значение всех компонентов этой /г-матрицы;

3) определяют все возможные системы координат, в которых
геометрический объект может представляться п-матрицей;

4) указывают формальную процедуру или «формулу», посред-
ством которой можно рутинными преобразованиями найти все
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компоненты n-матрицы данного геометрического объекта в лю-
бой из бесчисленного множества координатных систем.

Возможность найти значение компонент я-матрицы, представ-
ляющей геометрический объект в любой системе координат, если
в этом возникает потребность, эквивалентна полному математи-
ческому заданию самого геометрического объекта.

И. Подводя итоги сказанному, укажем, что геометрический
объект определен, если:

1) в одной из частных систем координат дана частная п-мат-
рица;

2) заданы все оси этой частной системы координат;
3) определены все возможные системы координат, в которых

может быть задан геометрический объект;
4) дана формула для нахождения различных я-матриц в раз-

личных системах координат, представляющих геометрический
объект.

5. ТЕНЗОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Когда задана n-матрица, представляющая компоненты
геометрического объекта в некоторой системе координат, то кон-
кретные оси показываются фиксированными индексами у каждой
строки, столбца или слоя и т. п. п-матрицы.

Каждая другая система координат определяется с помощью
2-матрицы С = Са', называемой «матрицей преобразования»
(ее подробный разбор дан в гл. 4), которая и показывает, чем
новая система координат отличается от исходной системы коор-
динат. Поскольку каждая новая система имеет свою собственную
матрицу преобразования О , связывающую ее с исходной
системой координат, то, следовательно, с каждым геометрическим
объектом ассоциируется целая группа матриц преобразования.
Полная совокупность всех матриц преобразования образует одну
сущность — «тензор преобразования» С%* 1\

Формулу, с помощью которой определяют компоненты геомет-
рического объекта во всех других системах координат, назовем
«формулой преобразования», или «уравнением преобразования»,
или «законом преобразования». Каждый геометрический объект
Аа$у имеет свой собственный закон преобразования, который
включает только Лар7 и тензор преобразования С«'.

!) Крон имеет в виду, что это справедливо для измеримых величин, пред-
ставляющих реальные физические явления. Рассматриваемые величины, как
правило, являются тензорами, и группы их матриц преобразования могут рас-
сматриваться как представляющие некоторую сущность — тензор преобразова-
ния. Но не всякий геометрический объект является тензором и не всякий тип
преобразования носит тензорный характер. Поэтому в общем случае можно
говорить только, что совокупность матриц преобразования представляет гео-
метрический объект преобразования, а не тензор преобразования (см. гл. 7,
§ 11, III). (Прим пер).
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Таким образом, понятие «геометрический объект» включает
в себя следующие новые понятия: я-матрицу (или множество
kn величин); группу матриц преобразования; закон преобразо-
вания.

II. В терминах этих новых понятий постулат второго обобще-
ния может быть сформулирован так:

Если известно матричное уравнение физического явления
с любым числом степеней свободы, имеющего место в частной
системе (или системе отсчета), то это же уравнение справедливо
для бесконечного разнообразия подобных систем (или систем от-
счета), в которых имеет место то же самое физическое явление,
если каждую п-матрицу заменить геометрическим объектом.
Компоненты каждого геометрического объекта в любой новой
системе координат находят по компонентам в исходной системе
координат формальной процедурой посредством «формулы преоб-
разования» с помощью «тензора преобразования» С*е9

III. Следовательно, согласно постулату второго обобщения
анализ любой новой системы состоит из следующих шагов (если
инвариантное уравнение для одной системы координат уже вы-
ведено): 1) найти матрицу преобразования С, показывающую
отличие новой системы координат от старой; 2) найти новые ком-
поненты геометрических объектов в новой системе координат
посредством формулы преобразования, соответствующей каждо-
му геометрическому объекту.

Если новая система координат или система отсчета сущест-
венно отличается от старой системы координат (например, тем,
что соединения, не остаются постоянными, а изменяются во вре-
мени или система координат не остается прямолинейной), то
уравнение в новой системе координат имеет другой вид. Далее
будут введены постулаты последующего обобщения, которые по-
зволят учесть и такие случаи нарушения подобия старой и новой
системы координат или систем отсчета.

IV. Чтобы сократить описания и изъять излишние повторе-
ния, что множество kn величин (/г-матрица) представляет «ком-
поненты геометрического объекта А в данной системе координат»,
будем говорить, что данная я-матрица представляет «геометри-
ческий объект А». (Если принимается, что фиксированные индек-
сы вдоль сторон я-матрицы представляют единичные векторы
осей, то n-матрица плюс единичные векторы представляют
геометрический объект.)

6. НАЗНАЧЕНИЕ ПОСТУЛАТОВ ОБОБЩЕНИЯ

I. Подведем итоги сказанному в предыдущих разделах.
1. Постулат первого обобщения заменяет обычное уравнение,

справедливое для одной (или малого числа) степени свободы,
на матричное уравнение, справедливое для п степеней свободы;
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таким образом, он обобщает явление, имеющее место для одного
(или малого числа) измерения, на любое число измерений.

2. Постулат второго обобщения заменяет матричное уравне-
ние, справедливое для одной частной системы координат, на ин-
вариантное уравнение, справедливое для бесконечного множества
координатных систем того же типа.

3. Последующие постулаты обобщения будут заменять инва-
риантное уравнение, справедливое для координатных систем того
же типа, на тензорное уравнение, справедливое для нескольких
координатных систем других типов (скажем, для прямолинейных
и криволинейных осей или для неподвижных и движущихся
осей и т. п.).

II. Эти постулаты мы ввели для того, чтобы свести умствен-
ную работу к нескольким рутинным стандартизованным этапам,
что необходимо для точного формулирования инженерных задач.
Вообще говоря, анализ инженерных задач на языке обычных
уравнений требует существенно новых процедур и новой физиче-
ской картины для каждой частной системы, причем с весьма
малым использованием опыта анализа других систем. Например,
каждая вращающаяся электрическая машина имеет свою теорию
(достаточно просмотреть любой учебник) и инженер, специали-
зирующийся на анализе асинхронных двигателей, мало что знает
о явнополюсном синхронном генераторе (альтернаторе) и наобо-
рот. Цель данной книги — показать, что разные типы вращаю-
щихся машин, неподвижных сетей или систем передачи фунда-
ментально подобны; их уравнения имеют различный вид только
потому, что в каждом случае выбраны различные системы коор-
динат. Следовательно, осваивая тензорный анализ некоторой
частной машины или системы, инженер в то же время осваивает
анализ бесконечного множества подобных ей машин и систем.

III. В книге показано, что неподвижные сети, вращающиеся
машины, линии передачи и тому подобное не представляют собой
изолированные типы структур, теория и уравнения которых (да-
же на языке тензорного анализа) независимы друг от друга.
Все технические структуры можно рассматривать как отдельные
звенья различной размерности одной общей цепи, которая следует
единственному закону, принимающему, однако, различные (мате-
матические) формы: или форму уравнений движения Лагранжа,
или форму уравнений электромагнитного поля Максвелла.

Попытка сохранить это единство всех уравнений поведения
технических и нетехнических систем будет подчеркиваться на
протяжении всего изложения. Сети — главный объект настоящей
книги, рассматриваются как простейшие возможные звенья в це-
пи многомерных звеньев, состоящие лишь из набора нульмерных

^ Ср. с полиэдральными сетями, описанными во «Введении», 1965 г.
(Прим. пер.).
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(узлы) и одномерных (катушки) звеньев. (Вращающиеся ма-
шины представляют собой двумерные звенья и т. д.) !>

IV. Следует подчеркнуть, что нахождение стандартных про-
цедур получения уравнений в новой системе координат по урав-
нениям, известным в исходной системе координат, не является
единственной целью тензорного анализа. Гораздо более важной
задачей тензорного анализа является получение уравнения в та-
кой форме, в которой каждый символ соответствует реальной
физической сущности, а не является плодом человеческого вооб-
ражения.

Другая важная задача тензорного анализа — составление
уравнений в такой форме или преобразование их в такую систе-
му координат, в которых они решаются проще всего с помощью
точных или приближенных методов. Другими словами, систему
уравнений нужно преобразовать в новую систему координат или
придать им другую форму не потому, что она соответствует новой
физической системе, а потому, что в этих координатах алгебраи-
ческие, дифференциальные или интегральные уравнения лучше
визуализируются или решаются.

V. Следует подчеркнуть, что постулат второго обобщения дает
матричному уравнению новое содержание, которого у множества
обычных уравнений нет. Иными словами, матричное уравнение
обладает дополнительным свойством оставаться справедливым
в большом числе систем и систем координат, а не только дейст-
вует в одной частной системе или системе координат. С другой
стороны, система обычных уравнений справедлива только в одной
частной системе или системе координат, но не обладает этим
новым свойством.

Например, обычные уравнения движения, написанные для
последовательного многофазного коллекторного двигателя, ника-
ким напряжением воображения нельзя наделить свойствами
одновременно представлять уравнения движения, скажем, явнопо-
люсного синхронного двигателя с демпферными обмотками. Од-
нако если их уравнения движения записаны сначала в я-матри-
цах, а затем с помощью тензора преобразования С получено
изменение соединений одной машины в соединения другой маши-
ны (что требует замены «-матриц на геометрический объект), то
те же самые уравнения являются уравнениями движения обеих
машин и обычные уравнения каждой из машин могут быть полу-
чены рутинным вычислением, без помощи какого-либо физиче-
ского анализа или других вспомогательных средств.

Ключом к созиданию этих новых сущностей (т. е. к наделе-
нию я-матриц новыми свойствами) является понятие «тензор
преобразования» С, изучение которого является главным назна-
чением книги. В процессе развития изложения геометрический
объект будет наделяться дополнительными свойствами, а инва-
риантные уравнения будут наполняться новым «содержанием».
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7. СЕТИ

Техническая структура простейшего типа состоит из одно-
мерных членов (кусков провода, тяг, трубок и т. п.), соединен-
ных в определенных точках; силы (напряжения, весовые нагруз-
ки и т. п.) накладываются вдоль этих членов на узлы. Системати-
ческое изучение таких структур, называемых «сетями», является
целью настоящей книги.

Мы рассмотрим только электромагнитные сети. Предполага-
ется, что накладываемые электромагнитные величины мгновенно
распространяются через всю сеть; иными словами, рассматривае-
мые сети имеют сосредоточенные, а не распределенные пара-
метры.

Хотя исследование сетей предпринято на языке электротех-
ники, следует подчеркнуть, что используемая методология имеет
отношение не только к методам электротехники. При изменении
соответствующих выражений (например, «сила» вместо «напря-
жения» и т. д.) эта методология может также применяться при
исследовании механических сетей. Метод рассуждения в основ-
ном заимствован из геометрии: из «топологии» и из дифферен-
циальной геометрии. Математический аппарат, применяемый
в рассмотрении технических задач, известен как «тензорная ал-
гебра» и «тензорный анализ». Изучение сетей предпринято таким
образом, чтобы сформировать логический фундамент для позна-
ния более сложных технических структур, составные части кото-
рых имеют более одного измерения, соединение частей не сохра-
няется, распространение воздействий не мгновенное и т. п.

8. СТРОИТЕЛЬНЫЕ БЛОКИ СЕТЕЙ

I. Пусть несколько катушек с сосредоточенными параметрами
и электромагнитным взаимодействием между некоторыми из них
соединены произвольно и имеют вид сети (рис. 3.1).

Наличие отводов от точек соединения катушек показывает,
что «сеть» не является
изолированной структу-
рой, а в общем случае об-
разует часть большей се-
ти, из которой она выде-
лена. Это означает, что от-
воды сами могут быть
соединены с другими ка-
тушками, которые, однако,
не показаны как часть
рассматриваемой сети.

Можно различать сле-
дующие компонента сети:

Zrnffi

'

Рис. 3.1
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которые, соединяясь между собой, образуют сеть. На рис. 3.1
показано 15 катушек;

2) два конца катушки, которыми она соединяется с другими
катушками, называются «узлами». Когда п катушек соединяются
в сеть, 2п узлов всегда соединяются, сокращая, следовательно,
их количество. Когда два или более узлов соединены с помощью
безымпедансного проводника так, как соединены узлы / и /, то
считается, что они образуют только один узел. На рис. 3.1 пока-
зано 12 узлов (узлы также называют «вершинами», «полюсами»
или «точками ветвления»).

Катушки и узлы являются строительными блоками сети с со-
средоточенными параметрами. С катушками связаны некоторые
величины (конструкционные константы) Zaa, Yaa и другие, тогда
как узлы рассматриваются как проводники, не имеющие ни со-
противлений, ни индуктивностей.

В книге ограничена физическая природа рассматриваемых ка-
тушек: их параметры не зависят от действия налагаемых электро-
магнитных величин. Подобное ограничение наложено и на форму
математических выражений Z a a , Yaa\ они могут быть действитель-
ными или комплексными числами R, R—jX или функциями вре-
мени R cos wt, или линейными операторами Ld/dt, или J и т. д.,
но не функциями электромагнитных величин.

Наложено ограничение и на физическую природу узлов меж-
ду катушками, оно состоит в том, что взаимосоединения не изме-
няются мгновенно во времени, т. е. узлы фиксированы, по край-
ней мере для момента рассмотрения.

Соединения предполагаются мгновенно неподвижными, но
проводники, образующие катушки, могут иметь мгновенную ско-
рость, как во вращающейся машине с неподвижными осями
координат.

II. В заданной сети важно определить количество независимых^
сетей-компонент или «подсетей», которые не имеют физической
связи друг с другом. Однако магнитные и емкостные связи между
подсетями могут существовать. На рис. 3.1 число подсетей равно
трем. Число катушек обозначим cti, число узлов — ао, а число
независимых подсетей — Ro.

9. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ЕДИНИЦЫ СЕТИ

Двух физических единиц сети (катушек и узлов) еще недо-
статочно для аналитического изучения сетей. Для анализа пове-
дения сети нужны некоторые комбинации этих единиц. Такими
новыми единицами являются:

1) замкнутые цепи, прослеживаемые в сети и называемые
<контурами» (например, BEF или BEHGF). Для нахождения
минимального числа контуров сети каждая катушка должна вой-
ти по меньшей мере в один контур. Число контуров на рис. 3.1
равно шести;
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2) два любых узла, расположенных в одной и той же незави-
симой подсети, называются «узловой парой» (например, В—Еу

F—Я, В—/, L—М и т. д.). При нахождении минимального числа
узловых пар каждый узел должен быть включен по меньшей мере
в одну узловую пару. Число узловых пар на рис. 3.1 равно девяти.

Термины «контур» и «узловая пара» включают понятие
«направление», в котором они просматриваются. Это означает,
что контур BEF имеет противоположное направление относитель-
но контура FEB; аналогично узловая пара Е—К отрицательно
направлена по отношению к узловой паре К—Е. Следовательно,
с каждым контуром и с каждой узловой парой связано понятие
«ориентация».

Число контуров сети обозначим через [х, а число узловых
пар — через р ь

Пять введенных понятий, а именно ао, аь #о> Щ рь не являются
независимыми друг от друга. Нужно помнить два соотношения !):

1) число узловых пар сети равно числу узлов минус число
подсетей

P l = a 0-/? 0; (3.4)

2) число катушек, образующих сеть, равно сумме числа кон-
туров и числа узловых пар

ai = f* + Pi- (3.5)
В сети на рис. 3.1

Pi = ао — ^о, ч т 0 Д а е т 9 = 1 2 — 3;

а1 = |А + Рь ч т 0 Д а е т 1 5 = 6 + 9.

До того, как начинается анализ любой сети, необходимо уста-
новить число контуров или число узловых пар или и то, и другое
вместе в зависимости от выбора переменных. В сложных сетях
проще всего найти сначала число узловых пар (число узлов
минус число подсетей), а затем определить число контуров (чис-
ло катушек минус число узловых пар).

10. ДРУГАЯ ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ

Обнаружено, что часто лучше заменить понятия «контур» и
«узловая пара» другой совокупностью понятий, им подобных,
обеспечивающих получение того же самого ответа, но представ-
ляющих другую физическую картину. Этими подобными поня-
тиями являются:

1. «Ветвь», представляющая такую часть сети, в которой про-
текает тот же самый ток. Ветвь может содержать одну катушку,
несколько последовательных катушек или проводник, соединя-

*) Доказательство этих соотношений см.: Veblen, «Analysis Situs». Am,
Math. Soc. 1931, p. 15, 18. (Прим. авт.).
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ющий два узла и заменяющий их на один узел. Число ветвей
может заменять соответствующее число контуров на протяжении
всего анализа.

2. «Открытый контур», представляющий любую цепь через
катушки, начинающуюся в одном узле узловой пары и заканчи-
вающуюся в другом узле. Цепь открытого контура включает
также отводы от узловой пары. Открытый контур в анализе мо-
жет заменять соответствующую узловую пару. На рис. 3.1 откры-
тый контур для узловой пары Е—F состоит из катушек Zkk, ZPPy

Zqq или из катушек Z//, Zgg, Zmmy Z n n , Zqq, или из одной катушки
Zrr И Т. П.

Подводя итоги, отметим, что теперь введены следующие поня-
тия для сетей: собственно сеть и ее подсети; катушки и узлы;
контуры и узловые пары; ветви и открытые контуры.

11. НАКЛАДЫВАЕМЫЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

I. Возникает вопрос, для чего необходимо вводить понятия
«контур» и «узловая пара»?

Действительно, пока сеть электрически не возбуждена, то
в этих понятиях нет необходимости. Они появляются тогда и толь*
ко тогда, когда на сеть накладываются электромагнитные вели-
чины, такие как напряжения или токи (или те и другие вместе).
Предполагается, что накладываемые величины бывают двух
типов:

1) «воздействующие» величины (impressed) l\ которые возни-
кают вне сети;

2) величины «отклика», представляющие собой реакцию сети
на воздействующие величины.

Как воздействующие величины, так и величины отклика мо-
гут быть напряжениями или токами или и теми и другими вместе.

II. Предположим сначала, что в сети с п катушками и k кон-
турами имеется только одно напряжение еа, приложенное после-
довательно с катушкой (рис. 3.2). В каждой из п катушек появят-
ся в качестве величин отклика различные токи ia, ib...

Эти п токов зависят друг от друга. Достаточно определить
только k из них путем установления и решения k уравнений с k
неизвестными; таким образом, достаточно определить столько

*) В тексте термин impressed переведен как приложенный или как воздей-
ствующий. Эта разница в переводе вызвана лингвистическими соображениями
и не носит принципиального характера. Impressed quantities переведено как
«воздействующие величины», реакцией сети на которые являются величины
отклика (response). Эти отношения характерны для любых типов сетей. Одна-
ко для электромагнитных сетей, на языке которых ведется изложение, impres-
sed voltage принято переводить как приложенное напряжение. В качестве
двойственного к последнему Крон вводит кроме того понятие приложенный
ток в узловых (гл. 14) и ортогональных (гл. 16) сетях, которое иногда пере-
ведено и как воздействующий ток. (Прим. пер.).
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Рис. 3.2. Приложенное напряжение e
Qf
 кон-

турные токи «отклика» i.

токов отклика \, сколько контуров имеет сеть (см. рис. 3.2). Все
остальные токи легко определяются через указанные йыше Оез
решения каких-либо уравнений.

III. Пусть теперь вместо напряжения ток Iй приложен к ка-
тушке той же самой сети (рис. 3.3). (Это означает, что ток 1а

поступает через один узел катушки и вытекает через другой ее
узел.) Откликом сети яв-
ляется возникновение на
всех катушках разностей
потенциалов Еа, Еъ и т. д.

Однако опять эти п
разностей потенциалов не
зависят один от другого.
Достаточно сначала оп-
ределить только п—k из
них путем установления и
решения только п— k урав-
нений относительно п—k
неизвестных. Это означа-
ет, что достаточно опреде-
лить столько разностей по-
тенциалов отклика, сколь-
ко имеется в сети узловых
пар (см. рис. 3.3). Осталь-
ные разности потенциалов

JJT легко определяются че-
рез найденные.

IV. Если вместо одно-
го напряжения е к сети
приложено п различных
напряжений е, включен-
ных последовательно с п
катушками, по-прел.нему
достаточно найти только
k токов отклика i путем
установления и решения
k уравнений. Не имеет
значения, где протекают

эти токи, но они должны быть независимы друг от друга.
Подобным же образом, если вместо одного тока Iй на сеть

воздействует п токов I, то достаточно определить только п—k
разностей потенциалов отклика Е путем составления и решения
п—k уравнений. Точно так же совершенно безразлично, где в сети
выбраны п—k потенциалов, но они должны быть независимы
друг от друга.

Следовательно, когда приложено напряжение е, включенное
последовательно с катушками, то для нахождения тока отклика
устанавливается ровно столько уравнений, сколько имеется кон-
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Рис. 3.3. Приложенный узловой ток 1°п разности
потенциалов отклика Е-



туров. Аналогично когда к сети приложен ток I, то для нахож-
дения разностей потенциалов отклика устанавливается ровно
столько уравнений, сколько имеется узловых пар.

Если к сети приложены и напряжение е, и токи / (рис. 3.4),
то (в общем случае) для нахождения величин отклика i и Е
устанавливается ровно столько уравнений, сколько имеется ка-
тушек.

V. Сделаем следующий вывод: для целей анализа предполага-
ется, что 1) воздействующие величины е и I возникают на физи-
ческих элементах сети, а именно: е — на катушках, I — на ее уз-
ловых парах; 2) вели-
чины отклика i и Е воз-
никают на аналитиче-
ских элементах сети:
i — вдоль контуров,
Е — на узловых парах.

Поскольку имеется
п реально воздействую-
щих величин е и толь-
ко k токов отклика i,
то при выводе k урав-
нений п приложенных
напряжений е заменя-
ются на k напряжений
вдоль контуров. Анало-
гично поскольку имеет-
ся п реально прило-
женных токов I и только п—k напряжений отклика Е, то при вы-
воде п—k уравнений п приложенных токов / заменяются на п—к
токов на узловых парах.

VI. Воздействующие величины е и I могут рассматриваться
как разрыв непрерывности, вводимый в величины отклика, а
именно, в потенциалы Е вдоль открытых контуров и в токи i
по замкнутым контурам.

С термодинамической точки зрения более логично использо-
вать выражение «изымаемые токи», а не «воздействующие токи»,
изменив соответственно их знаки, т. е. более подходит предполо-
жение, что компоненты I представляют токи, текущие во внешние
нагрузки. Однако выражение «воздействующий ток» будет ис-
пользоваться часто для согласования с выражением «приложен-
ное напряжение» без изменения знаков.

Рис. 3.4. Прикладывание к сети напряжений е
и токов /.

12. УСЛОВНОСТИ ТЕРМИНОЛОГИИ

I. В реальных задачах «воздействующие» токи I могут течь
во внешнюю нагрузку вне системы (не показанную на схеме се-
ти), тем не менее для аналитических целей мы будем их рассмат-
ривать как воздействующие токи. Аналогично разность потен-
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Рис. 3.5.
а — замена Е на е, б — замена е на Е.

циалов «отклика» в действительности может быть приложенным
напряжением, но она будет рассматриваться именно как напря-
жение отклика.

Это значит, что в операциях с уравнениями воздействующие
величины и величины откли-
ка можно сделать взаимоза-
меняемыми путем изменения
знака, но организованная ме-
тодология требует сохране-
ния этого различия между
величинами воздействия и
отклика.

II. Определение того, что
должно называться «узел» и
«катушка» тоже довольно
условно. Например, одна
катушка введением узла мо-
жет быть разделена на две

катушки, соединенные последовательно. Разность потенциалов
узловой пары можно рассматривать как катушечное напряже-
ние, если предположить последовательно с ним нулевой импе-
данс (рис. 3.5, а). Напряжение на катушке можно считать
разностью потенциа-
лов узловой пары,
полагая, что два за-
жима есть два узла,
образующие узловую
пару (рис. 3.5, б).

III. Можно также
превращать любой
узел в ветви с нуле-
вым импедансом и,
наоборот, простым
вытягиванием точки
в линию, как показа-
но на рис. 3.6. Это
означает, что коли-
чество ветвей, в ко-
торых текут токи,
можно произвольно
изменять, добавляя
или исключая безы-
мпедансные ветви.

Две сети, преобразуемые одна в другую растяжением, пока-
заны на рис. 3.6, б. Сеть слева имеет семь ветвей, а справа —
пять.

б
Рис. 3.6.

«вытягивание» узла в ветвь, б — «изменение» числа
ветвей «растяжением».
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13. ДВА ТИПА ПЕРЕМЕННЫХ

При установлении уравнения движения любой физической
системы на первом этапе вопрос о том, какие величины известны
и какие неизвестны, не имеет значения. Важно решить вопрос,
какие величины можно считать постоянными, а какие ~ перемен-
ными.

Только после того, как уравнения движения установлены,
возникает вопрос об известных и неизвестных величинах.

При установлении уравнений движения, представляющих по-
ведение сети, переменными могут считаться два различных мно-
жества величин (которые, однако, не обязательно являются не-
известными), т. е. каждое из множеств величин отклика сети:

1) токи i( i n ), протекающие в (замкнутых) контурах; 2) «раз-
ности потенциалов» Е(Еп), возникающие на узловых парах.

Максвелл в своей работе «Электричество и магнетизм» раз-
работал оба подхода, но, как правило, используется только пер-
вый метод. Второй метод применяется только эпизодически, и,
по-видимому, только один современный учебник Герцога — Фельд-
мана последовательно использует его.

Существует несколько причин пренебрежительного отношения
ко второму методу:

1. Максвелл получает уравнения относительно «абсолютных
потенциалов», возникающих в каждом узле, и таким образом вво-
дит на одну переменную и на одно уравнение больше, чем это
фактически необходимо.

2. Максвелл принимает потенциал одного из узлов за потен-
циал отсчета или «потенциал» заземления и вычисляет разности
потенциалов, возникающие между этим узлом и остальными уз-
лами (в сетях связи этот узел отсчета называют «опорной
точкой»).

3. Метод рассуждения, который используют при выводе этих
уравнений, радикально отличается от метода, применяемого, ког-
да в качестве переменных принимаются контурные токи. Окон-
чательные уравнения оказываются громоздкими; они не обла-
дают простотой и гибкостью уравнений при контурном подходе
и с трудом могут быть использованы на практике.

В данной книге все перечисленные ограничения устранены
путем введения понятия «узловая пара», которое позволяет вы-
бирать «разности потенциалов» между любыми двумя точками
сети в качестве переменных (известных или неизвестных), обе-
спечивая большую гибкость анализа и удобство приложений, а
также полный параллелизм с контурным методом анализа. Бу-
дет показано, что понятие «узловая пара» часто более полезно,
чем понятие «контур», ибо напряжения и токи на узловой-паре —
реальные физические величины, в то время как напряжение и
токи в контурах — гипотетические величины.
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14. ТРИ ТИПА ОПИСАНИЯ ПОВЕДЕНИЯ СЕТИ

I. Существует три способа рассмотрения любой сети:
1) Как совокупность контуров, когда переменными считаются

токи i, текущие в контурах. 2) Как совокупность узловых пар,
когда переменными считаются разности потенциалов Е, возни-
кающие на узловых парах. Следует ли в качестве переменных
рассматривать контурные токи или разности потенциалов,
обычно зависит от того, чего больше в сети — контуров или узло-
вых пар.

Рис. 3.7. Сеть из 15 катушек:
а — типичная контурная сеть; б — типичная узловая сеть.

Типичная контурная сеть из 15 катушек (рис. 3.7, а) состоит
из 5 контуров и 10 узловых пар (15 = 5+10).

3) В наиболее общем случае для упрощения анализа сети ее
нужно рассматривать как совокупность контуров и узловых пар,
а не как совокупность или контуров, или узловых пар. В этом
случае переменными являются и токи i, текущие в контурах, и
разности потенциалов Е, возникающие на узловых парах. Мак-
симальное число переменных, которое нужно иметь в виду, рав-
но сумме числа контуров и числа узловых пар, т. е. числу ка-
тушек.

Из-за ортогональных свойств, предполагаемых у контуров
относительно узловых пар такой сети, последнюю будем назы-
вать «ортогональной сетью».

Одна и та же сеть может рассматриваться как контурная,
или узловая, или ортогональная, в зависимости от выбора при-
ложенных напряжений или токов (рис. 3.8).

II. Для различения трех типов сетей применяются следующие
скользящие индексы:
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1) в контурных сетях т, k, n, ...;
2) в узловых сетях и, v> w, ...;
3) в ортогональных сетях из контуров и узловых пар а, р, у, ...

Все три типа сетей анализируются и решаются аналогичными
способами.

Рис. 3.8. Типы воздействующих величин:
а •— контурная сеть; б — узловая сеть; в — ортогональная сеть.

15. РЕЗЮМЕ ПО «УРАВНЕНИЯМ ДВИЖЕНИЯ»

I. Каждый тип сети имеет специфическое «уравнение движе-
ния», описывающее поведение сети.

1. При анализе сети как совокупности контуров сначала ус-
танавливается уравнение напряжения

e = zi; em=zmni\ (3.6)

где переменными являются токи i. Число обычных уравнений
равно числу контуров.

2. При анализе сети как совокупности узловых пар сначала
устанавливается уравнение тока

I = Y E ; Ia = YuvEV9 (3.7)

где переменными являются Е. Число обычных уравнений равно
числу узловых пар.

3. При анализе сети как совокупности и контуров, и узловых
пар сначала устанавливается или уравнение напряжения

E + e = z(i + I); E* + e*=zat (*'р + /р), (3.8)

или уравнение тока

i + I=Y(E + e); f + /«=ГР (£р + ер), (3.9)

где переменными являются i и Е. Количество обычных уравне-
ний в этих двух случаях не обязательно одно и то же. В самом
общем случае их количество точно определено: оно равно сумме
числа контуров и числа узловых пар.

II. Следует подчеркнуть, что выбор точки зрения на сеть
(либо как на совокупность только контуров, либо как на сово-
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купность только узловых пар) является произвольным и зависит
от конкретных предположений о природе воздействующих вели-
чин, которые известны, или величин отклика, которые нужно
найти. Каждая сеть содержит и контуры, и узловые пары и имеет
столько степеней свободы, сколько катушек и отводов от узлов
(см. рис. 3.1) имеется в исходной сети.

Кроме того, необходимо подчеркнуть, что уравнение движе-
ния, описывающее поведение сети, это не просто выражение за-
кона Ома e = zi, содержащее три понятия, а более общее уравне-
ние напряжения E + e = z(i + I), содержащее пять понятий; для
него закон Ома является лишь частным случаем. Общее уравне-
ние напряжения не может быть заменено упрощенной формой
e=zi ни в математическом, ни в физическом смысле, за исклю-
чением частных случаев. В сети общего вида появляются четыре
различных электрических понятия е, I, E, I, их число не может
быть сокращено.

III. В большинстве задач число переменных и неизвестных
не обязательно равно друг другу. Кроме того, число имеющихся
уравнений обычно не равно числу переменных. Различия в коли-
честве уравнений, переменных и неизвестных объясняют боль-
шое разнообразие возможных операций с множеством уравнений.

IV. Систематическое изучение сетей будет проведено в указан-
ной последовательности. В первую очередь изучаются контурные
сети, представляющие один крайний случай поведения; затем —
узловые сети, представляющие другой крайний случай поведе-
ния, и, наконец, ортогональные сети, в которых имеются как кон-
турные, так и узловые напряжения и токи.

Кроме того, сначала рассматриваются полные системы, т. е.
во всех трех случаях предполагается, что число неизвестных то
же, что и число уравнений; это ведет к простейшим операциям
над уравнениями. Затем предполагается любое число неизвест-
ных, что ведет к более сложным операциям над уравнениями.

16. ТИПЫ СЕТЕЙ

Существуют сети, которые по своему техническому примене-
нию могут рассматриваться либо как чисто контурные, либо как
чисто узловые.

1. Многообмоточные трансформаторы, линии электропередачи
и вращающиеся электрические машины являются преимущест-
венно «контурными» сетями. Конструкционными константами,
вычисляемыми по структуре этих сетей, являются собственные и
взаимные импедансы z, а их уравнение движения имеет вид
e = zi.

2. Многоэлектродные вакуумные лампы являются преиму-
щественно «узловыми» сетями. Их конструкционные константы —
это собственные и взаимные адмиттансы Y, а их уравнение дви-
жения имеет вид I —YE.
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3. Сети связи, распределительные и обобщенные сетевые
структуры могут рассматриваться как «контурные», «узловые»
или как «ортогональные» сети, поскольку большинство их элемен-
тов содержит сосредоточенные импедансы Z, адмиттансы кото-
рых y = i / z .

Далее показано, что рассмотрение сетей связи, распредели-
тельных и обобщенных сетевых структур как узловых сетей, от-
крывает гораздо больше возможностей для операций, чем рас-
смотрение сети как совокупности контуров. Кроме того, понятия,
связанные с узловой сетью, лучше соответствуют задачам, воз-
никающим на практике.

В общем случае можно установить, что: 1) чисто магнитные
(или электрокинетические) сети, взаимосвязанные с магнитными
сетями, бывают преимущественно контурными; 2) чисто электро-
статические (или электрокинетические) сети, взаимосоединенные
с ними, бывают преимущественно узловыми; 3) электрокинети-
ческие сети, взаимосвязанные одновременно и с магнитными и
с электростатическими сетями, бывают преимущественно орто-
гональными.

Ниже показано, что в задачах синтеза (где нужно сконстру-
ировать сеть с заданным поведением) все сети должны рассмат-
риваться как «ортогональные» для облегчения перехода от одной
сети к другой.

17. ПОНЯТИЕ ПРИМИТИВНОЙ СИСТЕМЫ

Постулат второго обобщения утверждает, что если компонен-
ты геометрических объектов, таких как еа, Zap, Гар7, известны для
одной частной системы координат, то для любой другой системы
координат того же типа (число которых, вообще говоря, беско-
нечно) компоненты этих геометрических объектов могут быть
определены рутинной процедурой с помощью тензора преобразо-
вания С. Уравнения поведения, записанные в терминах геомет-
рических объектов, имеют одинаковый вид для всех систем дан-
ного типа.

Следует заметить, что совершенно несущественно, какова та
частная система (и связанная с ней система координат), в кото-
рой заданы геометрические объекты и инвариантное уравнение.
С другой стороны, до того как постулат может быть использован,
абсолютно необходимо, чтобы уравнения поведения в терминах
геометрических объектов были уже известны по крайней мере
для одной частной системы (и связанной с ней системы коорди-
нат) и в этой же системе известны все компоненты всех геомет-
рических объектов. Тогда эта система может быть использована
как стартовая точка при расчете уравнений движения для всех
других систем (того же типа).

Далее, когда нужно анализировать уравнение движения боль-
шого числа систем, то представляется логичным из всего много-
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образия систем выделить одну частную систему (и связанную
с ней систему координат), для которой:

1) сравнительно легко определить компоненты различных
геометрических объектов еЛу Za,p, Га(3т и других, которые не-
обходимы для решения конкретной задачи в численном виде;

2) сравнительно легко установить различные тензоры преоб-
разования С а', показывающие, чем эта частная система (и свя-
занная с ней система координат) отличается от любой другой
системы (и связанной с ней системы координат);

3) сравнительно легко удается вычислять новые компоненты
различных геометрических объектов £«', Z«'p', Га'р'г и других
во всех других системах, которые должны быть проанализиро-
ваны.

Эта частная система (и связанная с ней система координат),
выделенная из большого числа подобных систем и используемая
как стартовая точка, будет называться в этой книге примитивной
системой.

Неизменные сетевые структуры, вакуумные лампы, вращаю-
щиеся машины, линии передачи — каждая из них имеет свою при-
митивную систему. Вообще говоря, существует столько различ-
ных типов примитивных систем, сколько имеется различных ти-
пов инвариантных уравнений. Другими словами, имеется столько
типов примитивных систем, сколько существует различных типов
фундаментальных систем, подлежащих анализу, и используемых
точек зрения. Кроме того, чем больше деталей системы должно
быть рассмотрено, тем более сложную форму принимает прими-
тивная система (так же, как реальная система).

Необходимо ясно понимать, что мы свободны в выборе одной
из множества подобных систем в качестве стартовой точки, т. е.
в качестве примитивной системы, и можно получать из ее харак-
теристик характеристики поведения всех других систем. Выбор
той или иной системы из множества подобных в качестве прими-
тивной системы достаточно произволен и определяется тем, спо-
собна ли выбранная система удовлетворять указанным выше или
другим условиям.

В дальнейшем нам встретится много случаев получения урав-
нений движения новой системы из уравнений движения некото-
рой другой системы, а не из примитивной системы, так как вы-
числения при таком выборе становятся более простыми, или
по какой-либо другой причине. Следовательно, использование
примитивной системы в качестве стартовой точки анализа не яв-
ляется абсолютно необходимым, а диктуется соображениями
удобства.

Однако, если система используется в качестве стартовой точки
для установления уравнений движения одной или нескольких
новых систем, во всех случаях вычисления носят один и тот же
рутинный характер и требуют применения одних и тех же про-
цедур для каждой новой системы, а именно: 1) установить тензор
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преобразования С; 2) вычислить новые компоненты различных
геометрических объектов с помощью «формул преобразования»;
3) сохранить неизменной форму уравнений движения, уже полу-
ченных для обобщенной системы; 4) преобразовать инвариант-
ное уравнение к виду, дающему требуемый результат; 5) решить
полученное уравнение относительно неизвестных, если таковые
имеются.

Этот последний шаг может, конечно, оказаться непреодоли-
мым из-за типа полученных уравнений. Однако довольно часто
случается, что система уравнений, которая кажется неразреши-
мой, легко решается, если введена новая, более подходящая си-
стема координат.

18. ПРИМИТИВНАЯ «КОНТУРНАЯ» СЕТЬ

I. В § 10 показано, что при составлении уравнений поведения
сети с сосредоточенными параметрами и неподвижными взаимо-
соединениями можно использовать три различных точки зрения
на каждую сеть, если в качестве переменных: 1) принять контур-
ные токи i; 2) принять разности потенциалов Е, возникающие на

Znn
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*" i
1 © 1

Zbb

1—©—

1 Z C C 2
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Рис. 3.9. Примитивная контурная сеть.

узловых парах; 3) принять и контурные токи i, и разности потен-
циалов Е.

С первой точки зрения сеть из п катушек рассматривается
как совокупность k контуров, со второй точки зрения — как сово-
купность п—k узловых пар, а с третьей, более общей точки зре*
ния — как совокупность и k контуров, и п—k узловых пар. Пер-
вые две точки зрения являются частными случаями последней.

В дальнейшем будет показано, что ортогональную сеть с п
катушками можно анализировать либо как контурную сеть с п
(или менее) контурами, либо как узловую сеть с п (или менее)
узловыми парами; следовательно, достаточно установить два типа
примитивных сетей, примитивную «контурную» сеть и примитив-
ную «узловую сеть», представляющих два крайних случая распо-
ложения катушек в сетях.

II. Возникает вопрос, какова простейшая сеть, состоящая из
п катушек и п контуров. Ответ в этом случае очевиден. Множе-
ство п отдельных катушек, каждая из которых короткозамкнута
ча себя (рис. 3.9), есть простейшая возможная совокупность п
контуров с п катушками.
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Следовательно, множество п отдельных катушек без каких-
либо гальванических соединений между ними выбирается в ка-
честве «примитивной контурной сети». Некоторые или все катуш-
ки могут иметь асимметричные взаимные импедансы.

Следует заметить, что введением примитивной сети из п
катушек с п контурами в качестве стартовой точки анализа сети
с п катушками и k контурами мы предполагаем, что число кон-
туров (или число узловых пар п—k) сети не является определя-
ющим моментом анализа. Единственным определяющим моментом
анализа является число катушек п, которое остается неиз-
менным как в реальной, так и в примитивной сети. Таким обра-
зом, когда дана физическая сеть, то в ней произвольно можно
одновременно менять и число контуров, и число узловых пар?

предполагая, например, существование узлов между генератором
и катушкой и т. д. (Число катушек п можно также изменить хотя
бы введением катушек с нулевым импедансом и расчленением
одной катушки на две и т. п.)

III. Следующим шагом после установления примитивной кон-
турной сети должно быть установление различных геометрических
объектов, которые играют определенную роль в физическом ана-
лизе, а затем составление уравнений движения сети в терминах
установленных геометрических объектов.

В выполнении этих шагов в качестве руководящего принципа
используется постулат первого обобщения, ориентирующийся
в первую очередь на анализ простейшего элемента примитивной
сети.

1. Принимаем, что простейшим элементом примитивной кон-
турной сети является один контур.

2. Понятия, необходимые для записи уравнений движения,
представлены е, i и г. Из § 6.1 вводятся ограничения на характер
величин е, i, z. Они могут быть переходными или установивши-
мися величинами, функциями времени, линейными оператора-
ми и т. п.

3. Уравнение напряжения имеет вид e = zt.
Теперь повторяем эти же шаги для примитивной сети.
4. Примитивная сеть установлена как совокупность п про-

стейших элементов.
5. Тремя геометрическими объектами примитивной контурной

сети из п контуров являются (см. также гл. 1, § 4):

(ЗЛО)

(3.11)
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Тензор импеданса z в общем случае несимметричен, и два
взаимных импеданса между двумя элементами Zab и Zba могут
быть различными в двух направлениях. Например, во вращаю-
щейся машине Zac есть нуль, хотя Zca не равно нулю, так что
форма тензора импеданса z для примитивной сети из четырех
катушек имеет вид

a b e d

z —

у

Zba

Zca
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Zbb
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Zee
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(3.13)

Еще раз подчеркнем, что компоненты различных геометриче-
ских объектов могут принимать много различных форм. Они мо-
гут быть постоянными величинами, функциями времени, линей-
ными операторами и т. д. Даже для катушек, обладающих только
собственными и взаимными индуктивностями, компоненты Zaa,
Zab не обязательно должны быть собственными и взаимными ре-
актансами, измеренными в омах. Они могут быть любыми гипо-
тетическими конструкционными константами, как это будет пока-
зано при изучении многообмоточных трансформаторов.

6. Уравнение напряжения примитивной контурной сети, вы-
раженное в геометрических объектах, имеет вид

e = z i ; em=zmf. (3.14)

Единственное инвариантное уравнение эквивалентно системе п
обычных уравнений напряжения:

ea=ZaJa + Zabi
b + Zaei

e+ • • • + Z f l / ,
:Ь

eb=Zbf+Zbbi°-\-Zbci
c + • • • +ZJьпУ >

ее =Zcai
a+Zc/+Zcci

c + • • • +Zcni\

en=Znr+Znf-\-Zn/ + • • • -\-Znf.

(3.15)
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IV. В большинстве задач единственное инвариантное уравне-
ние e = zi разными способами расчленяется на несколько инва-
риантных уравнений. Такое расчленение будет изучено в после-
дующих главах.

Если с уравнением обращаются как с одним целым (не чле-
нят его на части), то все действия и его решение производятся
так же, как с обычным уравнением (см. гл. 2, § 11). Это означает,
что токи, протекающие в катушках примитивной сети, находятся
по формуле \ = z-xz.

Более общая форма примитивной контурной сети и ее уравне-
ния движения даны в гл. 16.

V. В разобранном примере установление и анализ примитив-
ной системы предельно просты и почти очевидны. Однако если
анализируемая система или используемая точка зрения услож-
няется, то как установление, так и метод анализа примитивной
системы становятся все менее очевидными и более запутанными.
Но независимо от сложности примитивной системы указанные
выше шесть этапов или их эквиваленты должны следовать друг
за другом во всех случаях анализа.

19. ПРИМИТИВНАЯ «УЗЛОВАЯ» СЕТЬ

I. Если сеть из п катушек анализируется в предположении,
что переменными являются разности потенциалов, возникающие
на п—k узловых парах, то опять первым шагом будет установ-

Рис. ЗЛО. Примитивная узловая сеть.

ление примитивной «узловой» сети и ее уравнений движения че-
рез геометрические объекты. Контурная сеть (рис. 3.9) не может
быть использована для этой новой точки зрения в качестве при-
митивной сети, так как в ней нет узловых пар, а число контуров
то же, что и число катушек. Следовательно, для новой точки зре-
ния нужно по-новому установить примитивную сеть.

II. Теперь возникает вопрос: какова простейшая сеть, которая
состоит из п катушек и п узловых пар?

Примитивная узловая сеть состоит из п открытых катушек
(рис. 3.10).

Она содержит п независимых подсетей, имеющих 2п узлов, и,
следовательно, имеет 2п—п = п узловых пар. Два конца каждой
катушки образуют узловую пару, через которую ток входит и вы-
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ходит. Два узла двух разных катушек не образуют узловой пары,
так как принадлежат независимым подсетям.

III. Для установления уравнения движения примитивной уз-
ловой сети используется, как и в предыдущем разделе, постулат
первого обобщения.

1. Простейшим элементом примитивной сети является одна
открытая катушка (рис. ЗЛО).

2. Понятия, необходимые для описания ее поведения, есть
Е9 /, У, где / — воздействующий на катушку ток, Е — разность
потенциалов, возникающая на узловой паре под действием тока
/, протекающего через катушку, a У— адмиттанс катушки.

3. Уравнение движения для простейшего элемента представ-
ляет собой теперь не уравнение напряжения, а уравнение тока
/ = YE, где предполагается, что / и У имеют постоянные значения,
а Е — разность потенциалов, появляющаяся на узловой паре,—
переменное. Если Е неизвестно, то его можно найти по формуле
Е = Y-4.

Повторяем те же шаги для примитивной сети.
4. Примитивная узловая сеть из п катушек устанавливается,

как на рис. 3.10, где п может быть любым числом.
5. Три геометрических объекта, необходимых для получе-

ния уравнения движения:

Е = Еъ Ее ... ч (3.16)

/" (3.17)

а

b

п

а
уаа

уЬа

уса

упа

b

yab

ybb

ycb

•

ytlb

С

у ас

у be

усе

•

упс

. . .

. . .

П

у an

ybn

yen

уПП

(3.18)

Компонентами Е являются разности потенциалов, возникаю-
щие на узловых парах. Компоненты I — токи, входящие в узловые
пары и выходящие из них. Компоненты Y представляют собствен-
ные и взаимные адмиттансы отдельных катушек. Матрица может
быть асимметричной, а некоторые компоненты могут быть рав-
ными нулю.
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6. Уравнение тока для примитивной узловой сети имеет вид

I = YE; /a = YuvEv, (3.19)

где компоненты Е могут быть как положительными, так и отри-
цательными в зависимости от того, являются ли они приложен-
ными напряжениями или нет.

Единственное инвариантное уравнение представляет следую-
щую систему п обычных уравнений:

/а=уааЕа + УаЬЕь + УасЕс+ . . . +УапЕПу

1ь=УЬаЕа + УььЕь + УЬсЕс+ . . . +YbnEa,

Ic^YcaEa + YcbEb-\-YccEc+ . . . +УспЕп

r=Y™Ea + YnbEb + YncEc-\- . . . + YnnEn. }

(3.20)

IV. В большинстве задач прежде чем производить действия
с инвариантным уравнением, его расчленяют различными спосо-
бами на несколько уравнений. Эти способы расчленения будут
рассмотрены в последующих главах.

Если это уравнение решают как единое целое, то неизвестные
узловые потенциалы Е находятся по формуле

Е = Y-Ч; Ev={YUV)-4U. (3.21)

Возможность замены единственного инвариантного уравнения
несколькими уравнениями и различные преобразования возни-
кают тогда, когда не все узловые пары имеют напряжения или
токи, приложенные к ним.

Далее будут приведены более общие формы примитивной уз-
ловой сети и уравнения поведения.



Глава 4

ТЕНЗОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

1. ЭТАПЫ АНАЛИЗА

I. Анализ целой группы физических систем в терминах геомет-
рических объектов можно считать состоящим из трех этапов:

1) сначала устанавливается уравнение поведения (уравнение
напряжения или уравнение тока и т. д.), справедливое для каж-
дого члена группы;

2) над уравнением производятся преобразования, различные
для каждого случая. Для преобразования одно инвариантное
уравнение поведения обычно подразделяется на несколько инва-
риантных уравнений;

3) находятся, если они есть, неизвестные величины.
В первых главах будут установлены, преобразованы и реше-

ны уравнения поведения трех типов неподвижных сетей (контур-
ных, узловых, ортогональных). Однако инвариантное уравнение
не будет расчленяться, а сначала преобразуется как одно целое.

П. Для большинства практических проблем одно инвариант-
ное уравнение поведения должно разделяться на несколько инва-
риантных уравнений. Необходимость разделения может возни-
кать в различных случаях:

1) нет необходимости в некоторых неизвестных, следователь-
ьо, они могут быть исключены;

2) некоторые переменные или импедансы и т. д. могут быть
известны, другие могут быть неизвестны;

3) сама физическая система функционально делится на не-
сколько частей. Например, на некоторых зажимах токи могут
сставаться постоянными при всех нагрузках или могут оставать-
ся постоянными разности потенциалов, или они могут подчи-
няться некоторому заданному закону. В некоторых частях им-
педансы могут изменяться, в то время как в другой части токи
изменяются некоторым требуемым образом и т. д.;

4) импедансы или приложенные напряжения, или токи в оп-
ределенных частях или во всей системе можно заменить новыми
величинами, в то время как поведение системы все еще удовлет-
воряет определенным требованиям или критериям и т. д.

Расчленение инвариантных уравнений поведения изучается
в последующих главах.
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I I I . В этой г л а в е в ы в о д я т с я у р а в н е н и я н а п р я ж е н и я e ' = z ' V
контурной сети с п катушками и п контурами, если известны
уравнения e = z i примитивной контурной сети. После этого бу-
дет изучена произвольная контурная сеть с п катушками и менее
чем п контурами.

2. ЧИСТО-КОНТУРНЫЕ СЕТИ

I. При анализе любой сети как совокупности контуров снача-
ла предположим, что анализируемая сеть имеет столько же кон-
туров, сколько катушек; она будет называться «чисто-контурная»
сеть. Анализ контурных сетей с п катушками, но с менее чем п

р/1ЯГМ>-| г-ЛЯГМ>| рЛЛГЧ>1 К ' ^ - О ]

гллгч>глпгю| глятютлягчучягюп г^

Рис. 4.1. Семь различных способов соединения пяти
катушек в пять контуров.

контурами (имеющими большое практическое значение) является
частным случаем анализа сетей с п контурами, поэтому сначала
6} дут изучены последние.

Существует большое число способов соединения п катушек
в п контуров. Например, на рис. 4.1 показаны 7 различных спо-
собов расположения 5 катушек в 5 контурах, включая их общую
примитивную сеть. Все явно различные сети на рисунке обладают
следующим общим свойством.

При данном напряжении е, приложенном последовательно
к каждой катушке, токи i, протекающие в каждой катушке, од-
ни и те же, независимо от способа соединения п катушек в п кон-
туров.
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Токи в каждой катушке остаются неизменными, поскольку
в каждой сети каждая катушка короткозамкнута на себя. Раз-
личные соединения состоят в том, что берется примитивная сеть
с пятью независимыми контурами и ее узлы взаимосвязываются
различным образом посредством безымпедансных проводников.
Ни одна из сетей не содержит узловых пар.

П. Хотя токи в катушках остаются неизменными, токи, про-
текающие в различных соединительных проводниках, различны
для каждого типа соединений. Компоненты каждого геометри-
ч е с к о г о объекта в уравнениях напряжения e = z i к а ж д о й с е т и
одни и те же, если они выражены через токи, протекающие в ка
тушках, но компоненты принимают различные значения для каж
дои сети, если они выражены через токи, текущие также в безым-
педансных соединительных проводниках. Фактически найдено,
что даже для одной и той же сети может быть выведено несколь-
ко систем п уравнений, отличных одна от другой и от систем
уравнений для других сетей.

III. Одна из целей тензорного анализа — систематизировать
вывод этого большого разнообразия систем уравнений. Система-
тизация осуществляется проведением анализа всех возможных се-
тей одновременно-, 1) указываются те их характеристики, которые
тождественны для всех сетей, они обозначаются отдельными сим-
волами; 2) указываются те характеристики, по которым все сети
отличаются друг от друга, эти характеристики также обознача-
ются отдельными символами.

Чтобы сложность сети не мешала пониманию вводимых новых
понятий и метода рассуждения, сначала проанализируем наибо-
лее простую сеть, а именно, сеть, состоящую всего из двух ка-
тушек.

3. СОЕДИНЕНИЕ КАТУШЕК

I. Пусть даны две катушки Zaa и Zbb, не связанные между со-
бой (рис. 4.2). Пусть к ним последовательно приложены произ-
вольные напряжения и в них протекают токи. (В табл. 4.1 пока-

Zaa/ a Z b b /
fW^-Q- >

Рис 4.2. Примитивная -
сеть. L 1 D

гтяг^ф

зано также одно частное значение импедансов, токов и напряже-
ний.) Сеть эквивалентна примитивной контурной сети с двумя
контурами, и ее уравнения напряжения легко выводятся:

гу .Д I гу »f)

eb=Zbai
a+Zb/. (4.1)

Эту систему обычных уравнений можно записать в терминах
трех геометрических объектов е, i и z следующим образом:
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Т а б л и ц а 4.1

е = zi (4.2)

где

е* |. (4-3)

, (4-4)

. (4.5)

Токи находят из i = z ~ 1 e = y e ,

7
Liaa

^ab

%bb

Zaa — 2

га = 1/2

' -

a

b

a

1

a

1/2

a

2

0

P = e i

/»

b

b

2/3

b

0

3

= 11A

= 3

= 2

= 2/3

ZbblD

-Zba/D

-Zad/D

ZaalD I

ZbbealD — Zabeb!D

• Zbaea/D + Zaaeb/D

(4.6)

(где D = ZaaZbb—ZabZba) представляет токи ia и ib, протекающие
в каждой изолированной катушке.

II. Предположим теперь, что две катушки соединены, как
показано на рис. 4.3, снова образуя два контура, без изменения

напряжений, приложенных последовательно к
отдельным катушкам, и без изменения собст-
венных и взаимных импедансов катушек. По-
скольку после соединения катушек каждая из
них все еще короткозамкнута на себя, как и до
соединения 1\ ток, протекающий через каждую
катушку, также остается неизменным.

Однако теперь дополнительные проводники
вводят новые пути токов и уравнение напря-
жения может быть выражено через другие то-

ки, помимо тех, которые протекают в катушках. Новые токи вы-
бираются либо произвольно, либо в соответствии с требованиями
рассматриваемой задачи. Необходимо выбирать столько новых
токов, сколько имеется контуров, т. е. столько же, сколько ста-

Рис. 4.3. Новая сеть.

пер.)
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рых токов. Следовательно, поведение системы (см. рис. 4.3) те-
перь можно выразить, например, в терминах:

1) тока, протекающего через дополнительную безымпеданс-
ную ветвь;

2) тока, протекающего через катушку Z a a .
(Если поведение новой системы выражается в терминах двух

токов, протекающих через две катушки, то прежнее уравнение
напряжения остается неизменным.)

Две ветви, в которых протекают два новых тока, обозначим
буквами со штрихами а' и Ь', а токи, протекающие через них,
обозначим ia' и ib\

III. Целью анализа является вывод уравнения напряжения
новой взаимосвязанной системы, которое в терминах геометри-
ческих объектов имеет точно такую же форму, что и до соеди-
нения. Другими словами, целью анализа является нахождение
новых компонент трех геометрических объектов е', V и z/, входя-
щих в уравнение напряжения новой системы e' = z'-V.

В любой общей проблеме компоненты z' и е/ обычно извест-
ны, а значение V неизвестно. Независимо от того, какие величи-
ны предполагаются известными или неизвестными, при выводе
уравнений контурной сети токи V всегда выбираются в качестве
переменных.

IV. Примем за правило снабжать штрихами все переменные
индексы, принадлежащие новой системе (табл. 4.2). В прямом
обозначении сами геометрические объекты следует снабжать
штрихами, поскольку нет их переменных индексов.

Т а б л и ц а 42

Индексы и объекты

Фиксированные индексы

Переменные индексы

Геометрические объекты (индексное обо-
значение)

Геометрические объекты (прямое обозначе-
ние)

До

а,

k,

em

соединения

ь,

m9

, i

e,

с...

n...

m

i, z

После

a'

k',

em»

e '

соединения

, b\

m',

i"'9

c'...

n'...

zm'nz

г'

В индексном обозначении основная буква, скажем -г, остается
неизменной в любой системе, изменяются только связанные с ней
индексы (zmn на zm>n*) при переходе от одной системы к другой.

Кроме того, вектор тока будет иметь верхний индекс (/ т),
а не нижний. Причины такого обозначения будут вскоре указаны.
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Компоненты Vй будем называть «старыми токами», а компоненты
im>—«новыми токами», тогда как основную букву i будем назы-
вать «вектором тока».

4. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ СТАРЫМИ И НОВЫМИ ТОКАМИ

I. На первом этапе анализа новой сети (см. рис. 4.3) рассмот-
рим, какие токи должны быть новыми переменными. Из-за нали-

чия двух замкнутых цепей (контуров) в ка-
честве переменных нужно выбрать два то-
ка. Выбранные токи должны быть независи-
мы друг от друга, т. е. ни один из них не
может быть выражен через другие.

Пусть имеется два тока ia и / , проте-
кающие в катушке Zaa и в безымпедансной
ветви (рис. 4.4), т. е. поведение новой си-
стемы выражается через ia и / , тогда

РИС. 4.4. новые токи к а к поведение старой системы выражается
В КлТуillKclXe _ •*• •*•

через ia и ib.
II. Следующий шаг, после того как выбраны новые токи (пе-

ременные), состоит в том, чтобы выразить токи, протекающие
б каждой катушке, через новые переменные ia> и ib\ На этом
этапе используется первый закон Кирхгофа, утверждающий, что
сумма токов, входящих в узел, равна нулю.

Следовательно, ток Iх в катушке Zbb (см. рис. 4.3) находится
суммированием токов, входящих в узел, т. е. ia — ib -\- iv = Q>

откуда

i* =?'-?. (4.7)

Это значение тока, протекающего через катушку Zib, пока-
зано на рис. 4.4.

III. Следующий этап состоит в установлении соотношения
между старыми токами ia, ib и новыми токами ia\ ib' (т. е. меж-
ду старыми компонентами i вектора тока и новыми компонен-
тами Г).

В новой системе оба набора токов могут быть идентифициро-
ваны:

1) старый набор токов ia и ib — токи, протекающие в отдель-
ных катушках;

2) новый набор токов Iй и / может произвольно протекать
в любой части сети.

Следовательно, соотношение между старым и новым наборами
токов может быть получено при рассмотрении новой сети, содер-
жащей и старые и новые токи, текущие через каждую катушку:

1) токи, протекающие через катушку Zaa: старый ток равен,
ьа\ новый ток равен ia';
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2) токи, протекающие через катушку 1ьь'- старый ток равен
,ъ. ib'-ia'v'\ новый ток равен

Так как через каждую катушку до и после соединения про-
текают одни^ и те же токи, то соотношения между старыми и
новыми токами можно получить в виде

?=ia'

ib^ib'-f: — I ar

•f
(4.8)

Эти уравнения справедливы независимо от величины токов
до тех пор, пока не изменилась сеть. Следовательно, приведен-
ные уравнения являются также тождествами.

IV. Подчеркивается, что в общих проблемах невозможно уста-
новить соотношение между старыми и новыми переменными
простым рассмотрением только новой системы. Однако в неко-
торых случаях неподвижных сетей можно выделить старую си-
стему в такой простой форме, что ее можно представить связан-
ной в новую систему. В приведенном примере отдельные катуш-
ки новой системы образуют старую систему. Это, однако, не
Г5сегда так.

5. ТЕНЗОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Этап установления соотношения между токами {или ско-
ростями) старой и новой систем является центральным местом
в установлении законов поведения новой системы. Как только
это соотношение получено, оставшаяся работа — получение
уравнений поведения новой системы из известных уравнений ста-
рой системы (или нахождение любого другого свойства новой
системы) — является чисто автоматической.

Систему линейных уравнений (4.8) можно выразить в терми-
нах геометрических объектов аналогично системе линейных урав-
нений e = z i :

(4.9)

где

-

а

i = ia

а'

b

ib I
b'

(4.10)

(4.11)

Коэффициенты при новых переменных образуют матрицу, на-
зываемую «матрицей преобразования» (или, точнее, «компонен-
ты тензора преобразования по двум системам координат»).
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s>

b '

1

— 1

0

1

m a

*•

1

— 1

У

0

1
(4.12;

Эта двумерная матрица образует костяк тензорного анализа 1\
Она показывает соотношение между старыми и новыми перемен-
ными (токами). Причина использования верхних и нижних ин-
дексов будет указана ниже.

II. Процесс получения матрицы преобразования С%, для
новой системы состоит в таком случае из трех этапов:

1) принятие решения о том, что будет называться новыми
•ТП' о

токами i в новой системе;
2) получение линейных соотношений между старыми токами

im и новыми токами im , протекающими в каждой катушке.
Другими словами, старые токи пишем в левых частях урав-

нений, а некоторые линейные комбинации новых токов — в пра-
вых частях;

3) из коэффициентов при новых токах образуем матрицу, ко-
торая является требуемой «матрицей преобразования» С™/.

III. Следует отметить, что расположение индексов у тензора
преобразования Cm' отличается от их расположения в тензоре
импеданса zmn, так как в zmn оба индекса тип относятся к од-
ному и тому же набору старых фиксированных индексов а, 6, су

C ttl о

г _ . т' верхний индекс относится к старым индек-
сам а, 6, с, а нижний индекс т! — к новым индексам а', Ь', с\ т. е.
в гшп или zmrnr индексы, написанные около матрицы,
одинаковы, в то время как в матрице CZ> два набора
индексов различны.

IV. Определитель тензора преобразования чисто-контурной
сети С никогда не равен нулю, т. е. матрица, обратная матрице
(4.12), всегда может быть вычислена. Если определитель С ра-
вен нулю, то это означает, что новые переменные выбраны не-
корректно и не являются независимыми друг от друга (т. е. одна
из них может быть выражена через другие).

Тензор обратного преобразования находится вычислением
матрицы, обратной (4.12). Это обозначается заменой верхних
индексов нижними и наоборот, т. е.

!> Несмотря на то, что эта матрица содержит только + 1 , —1 и 0, они яв-
ляются значениями компонентов якобиана преобразования координат. Это
преобразование сохраняет неизменной мощность, но изменяет переменные
(токи). (Прим пер.)
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С " 1 =
b'

1

1

0

1

т\

т'

Ьт =
У

а Ъ

1

1

§

1
(4.13)

6. «ИНВАРИАНТНОСТЬ ФОРМ»

I. Подлежащая исследованию проблема состоит в следующем.
Дана «примитивная сеть» (см. рис. 4.2). С ней связаны сле-

дующие понятия:
1) геометрические объекты, такие как

е. z. Р Р Z Р

и переменная i = im (которая также является геометрическим
объектом);

2) инвариантные уравнения, такие как

e = z i ,

P=el Р — е 1т

(4.14)

(4.15)

Все эти геометрические объекты и уравнения известны.
Дана другая сеть (см. рис. 4.3). С этой сетью связаны точно

такие же понятия, как и с данной сетью, а именно:
1) геометрические объекты, такие как

e'f z', P', ёт', %т'п'Р ,

и переменная i =i
2) инвариантные уравнения, такие как

e' = z'.i',

P
r
 = e

r
-i' pr р ,j

m
'

(4.16)

(4.17)

Однако ни одна из новых компонент этих геометрических
объектов до сих пор не найдена (поэтому никакие новые уравне-
ния не могут быть установлены), за исключением единственного
соотношения, полученного между старыми и новыми перемен-
ными,

1 — 1-1 ,

i — ^ 1,
•Ttlr s~>TTlr 'fit

(4.18)

(4.19)

определяющего компоненты тензора преобразований, которого,
однако, недостаточно для определения новых компонентов гео-
метрических объектов, а следовательно, и новых уравнений.
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Необходимо еще найти «формулу преобразования» одного геомет-
рического объекта в другой.

II. Чтобы установить формулу преобразования геометриче-
ского объекта, необходимо найти по крайней мере одну физиче-
скую величину, которая одинакова для обеих систем, т. е. кото-
рая не изменяется при изменении системы координат. Матема-
тическое представление «инвариантности» этой физической вели-
чины служит вторым соотношением, необходимым для нахожде-
ния формул преобразования.

Это второе соотношение устанавливается, если принять, что,
когда катушки примитивной сети соединяются, полная мгновен-
ная мощность, потребляемая всей системой, остается «инвариант-
ной», неизменной, т. е.

Р = Р' (4.20)

или, на языке тензорного анализа, входная мощность Р есть ин-
вариант относительно преобразования С™', поскольку ток в каж-
дой катушке не меняется.

Подчеркивается, что это второе соотношение не является
допущением (каким является первое соотношение i = C-i/), но
выводится из физических соображений как следствие существо-
вания первого соотношения.

III. Следовательно, в дополнение к соотношению

i = C-i' im = CZ'im\ (4.21)

которое определяет компоненты тензора преобразования, между
старыми и новыми компонентами геометрических объектов лтож-
но установить следующее соотношение, представляющее инва-
риантность мощности на входе:

е.1 = е'-Г emim=emdm\ (4.22)

которое определяет формулу преобразования еще одного геомет-
рического объекта — вектора напряжения е.

Необходимо заметить, что входная мощность e i является
«линейной формой» (гл. 2, § 10).

IV. Итак, прежде чем определить уравнения новой системы
по уравнениям старой, необходимо сделать два шага:

1) установить соотношения между старыми и новыми перемен-
ными im и im'. Этот шаг определяет матрицу преобразования
Cm'. Его следует делать всякий раз, когда дана новая система;

2) выбрать «форму», «инвариантную» относительно преобра-
зования. Этот выбор следует осуществлять только для одной
новой системы и нет необходимости делать это для другой новой
системы.
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7. «ФОРМУЛА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ» ВЕКТОРА НАПРЯЖЕНИЯ еп

I. Из предыдущих рассмотрений двух соотношений, уравне-
ний (4.21) и (4.22), появляется возможность определить вели-
чины новых геометрических объектов е' и z'. Оба эти соотноше-
ния справедливы для любых значений переменных i и V или
приложенных напряжений е и е', или взаимосоединений С. Сле-
довательно, они скорее являются «тождествами», а не уравне-
ниями. Таким образом, возможны следующие тождества:

:т'

II. Подставляем i из первого тождества во второе

e C i ' ^ e ' i ' . рт .т' __ -я

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Так как эти тождества справедливы для любых значений пе-
ременных V, вектор V может быть исключен в обеих частях тож-
дества, остаются

е-С==е\ ^тп^т' — &тг* (4.26)

Следовательно, новые компоненты е' вектора напряжения на-
ходятся по старым компонентам е, по «.формуле преобразования»

е' = С,.е, &т' — ^т'ет'^т, (4.27)

т. е. умножением слева вектора е на транспонированный тензор
преобразования.

III. Вычисляем ег умножением транспонированной матрицы
(4.12) на вектор (4.3), получаем его компоненты

Ь'

е =

1

0

— 1

1

а

b

еа

= \еа~ еь еь (4.28)

т. е. при получении уравнения напряжения e/ = z/-i/ для новой
системы новые компоненты напряжения являются суммой напря-
жений, приложенных к двум контурам, а именно: еа—еь при рас-
смотрении левого контура и еь при рассмотрении правого.

IV. Обратное соотношение следует из уравнения (4.27) при
умножении обеих частей уравнения слева на СГ (или на С™ )

-.—1
М е' = СГЧ(.е, Cfem, = CtCZ'em. (4.29)

Но
•>—1

СГ-С, = 1, C m' s>m <\Ш (4.30)
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где l = 8km — «единичный тензор». Поскольку умножение любого
геометрического объекта на I оставляет его неизменным, I
может быть опущен, и мы имеем формулу обратного преобразо-
вания (заменяя свободный индекс k на т)

е=С7г-е\ ет=С%ет>. (4.31)

Сравнивая эту формулу с формулой для i

i = C-i\ im=cZ'im\ (4.32)

можно видеть, что е имеет формулу преобразования_ отличную
от \.

8. ФОРМУЛА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ zmn

I. Когда формула преобразования одного геометрического
объекта, принадлежащего уравнениям новой системы, опреде-
лена (из соображений инвариантности «формы»), формулы пре-
образования всех других геометрических объектов, входящих
в уравнение, могут быть получены автоматически из фундамен-
тального положения тензорного анализа, а именно, из постулата
второго обобщения; смысл его в том, что в терминах геометриче-
ских объектов форма всех уравнений, описывающих старую и
новую систему, остается одинаковой.

Это значит, что если уравнение напряжения старой системы

e=zi, em=zmni\ (4.33)

то уравнение напряжения новой системы имеет точно такую же
форму, а именно:

e' = z'.i', em, = zm,n4
n'. (4.34)

II. Из требования неизменности формы уравнения напряже-
ния формула преобразования z может быть выведена так.

Подставляем формулы преобразования е и i (уравнения
(4.31) и (4.32)) в старое уравнение напряжения (4.33)

e = z-i, em = zmni\ (4.35)

C^-e'^z-C-i', <%ек. = гтЛС1.Г'. (4.36)

Умножаем обе части уравнения слева на С, = Ст'

Qt.Q.J1.e = Ctz-Ci\ CZ'Ck^ = CZ'ZmnCn'in'.

Поскольку CfCT1 есть единичный тензор 1 = С , он может
быть опущен, останется

e' = C r z C i ' , em, = zmnCZ'Cn4"'. (4.37)
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Так как новое уравнение должно иметь форму

e' = z'.i', en, = zm,n4
n\ (4.38)

то, сравнивая последние два уравнения, получаем

z' = C rz-C, zm,n,=zmnCZ,Cn

n,. (4.39)

Другими словами, компоненты z' новой системы находятся
из компонент z старой системы умножением последних дважды
последовательно на тензор преобразования CJ£/.

III. Выполняем, как указано, умножение в два этапа. Пер-
вый этап

zC =
у

Zab

Zab

Zbb

1

— 1

0

1

Второй этап Ct • (z • С) =

1

0

— 1

i

zaa zab

Zab — Z

bb

Zab

Zbb

a

b

a'

Zaa — Zab

Zab — Zbb

Zaa — %Zab + Zbb

Zab — Zbb

b'

Zab

Zbb

(A

Zab — Zbb

Zbb

(4.40)

Следовательно, новые компоненты тензора импеданса для новой
сети

z =
а'

Ь'

а'

Zaa ^Zab

Zab-Z

+

bb

Zbb

b'

Zab~

Z

- Zbb

bb

(4.41)

9. НОВОЕ УРАВНЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЯ

I. Вектор приложенного напряжения новой системы дан урав«
нением (4.28)

Ь'

е -=\ ea — eb еь (4.42)

Следовательно, уравнение напряжения новой системы е '=
= z'-i' эквивалентно в терминах обычных величин следующему:

ea-eb = (Zaa-2Zab + Zbb)ia' + (Zab-Zbb)ib',

eb={Zab-Zn)i Л-ZJ . (4.43)
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Его можно переписать в более удобной форме:

*a-*b = Zaf ~Zbb(i° -ia)-ZJa + Zab(i> -/«),

eb==Zbb(ib'-ia') + Zabi
a\ (4.44)

образуя уравнения напряжения двух контуров.
II. В уравнении напряжения V еще неизвестен. Его величина

находится по формуле

•"' — т'-^.е'^у'.е',= z' *"' = {zm>n>)-lem' = yn'm'em> (4.45)

обращением ъ' и умножением его на е'.
Обратная ъ' есть у'

у =
Det

X
а'

Ь'

а '

%bb — Zab у

W

Zbb — Zab

— 2Zab + ^ьь
(4.46)

где Det = Z)= (Zaa—2Zab + Zbb)Zbb—{Zab—Zbb)2. Следовательно,

i' =y'.e' =
ZbblD

(Zbb-Zab)/D

(Zbb-Zab)/D

(Zaa-2Zab+Zbb)/D

ea — eb

еь

a'

b' (Zbb-
D

Zbb

D

Zab)
(ea-

-eb)

-eb)

(Zbb — Zab)

D

(Zaa — %Zab + Zbb)

D еь

:CLf

(4.47)

что выражает новые токи ia' и ib', текущие в системе, в терми-
нах напряжений еа, еь, приложенных к катушкам, и импедансов
каждой катушки.

III. Если численные значения, приведенные в табл. 4.1, под-
ставить в новые я-матрицы, получим численные значения, дан-
ные в табл. 4.3.

Следует заметить, что формулы преобразования е и z дают
только новое уравнение напряжения e / =z / -i / . Уравнение должно
быть преобразовано далее для нахождения неизвестных токов.

10. ТОКИ И НАПРЯЖЕНИЯ В ОТДЕЛЬНЫХ КАТУШКАХ

I. Когда новые токи V определены, часто бывает необходимо
знать протекающие токи и разности потенциалов, возникающие
на каждой отдельной катушке.
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Т а б л и ц а 4 3

Поскольку старая система (примитивная сеть) выбрана так,
что каждая из ее осей состоит из отдельной катушки, то компо-
ненты i и е представляют собой токи и напряжения, возникающие
в отдельных катушках. Следовательно, надо установить соотно-
шение между i и е и известными но-
выми токами V. Поскольку напряже-
ние е теперь приложено к катушке со
стороны всей сети, а не только после-
довательно с ней, обозначим его ес.
Как е, так и ес имеют одинаковое чис-
ленное значение в чисто-контурной
сети.

П. Соотношение между i и V дает-
ся уравнением преобразования i = CX
Xi'. Следовательно, токи, протекаю-
щие в отдельных катушках, находятся
из i = С • Iх. Это соотношение уже было
выведено при установлении матрицы
преобразования.

Соотношение между ес и V можно
получить при замене i в e = z i на С Г
и е на ес. Тогда ec = z-C-i /, где z-C уже
было вычислено при нахождении ъг по
формуле CfZ-C.

Следовательно, токи i в отдельных катушках находятся по
известным токам V:

а '

Ь'

е ' =

i' =-=

Р' = е'

а '

5

— 3

а '

а '

1/2

•i' =

b '

— 3

3

b '

»

b '

7/6

11/6

i = Cl\ • m s>m 'Tti' (4.48)

а падения напряжений ес на отдельных катушках находятся из
ec = z-i или

e c = z C i ' , тпУп'
(4.49)

Подчеркивается, что если старые токи i и напряжения е
представляют не примитивную сеть, а некоторую другую эталон-
ную сеть (ситуация, которая встречается, как будет показано
ниже, часто), то по приведенным формулам вычисляют токи и
напряжения не в отдельных катушках, а в некоторых совокуп-
ностях катушек. Следовательно, последние две формулы следует
использовать только в тех случаях, когда старая сеть — прими-
тивная.

III. Для рассматриваемой сети токи в отдельных катушках
ia и ib находятся из уравнения (4.8), так что ia=ia и i =1 — i a •

Разности потенциалов, возникающие на отдельных катушках,
находят из (z-C) -Г, где z-C определяют из уравнения (4.40):
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( z - C ) i =
a

b

a'

Z<xa

Zab—

Zab

%bb

b'

Zab

Zbb b'

{Zaa-Zab)ia + Zabi'

{Zab — Zbb)ia -{-Zbbi
= e,. (4.50)

В этом уравнении каждая компонента дает напряжения, возни-
кающие в соответствующей катушке в терминах новых найден-
ных токов.

11. СОГЛАШЕНИЕ О ЗНАКАХ

I. Две катушки с взаимоиндуктивностью можно соединить
последовательно двумя различными способами:

Рис. 4.5.
а — согласное соединение; б — встречное соединение.

1) поток идет от витков второй катушки к первой в том же
направлении, что и ее собственный поток (рис. 4.5, а). Соеди-
нение называется «согласное»',

2) поток идет от витков второй катушки к первой в направле-
нии, противоположном ее собственному потоку (рис. 4.5, б).
Соединение называется «встречным».

i 2 ^ 2 1

Рис. 4.6. Рис. 4.7. Соглашение Рис. 4 8. Напряжение в кон-
Zaa — Zdd —согласное сое 0 знаках в примитивной тУРе-
динение, Zaa~ Z ЪЪ — встреч с е т и #

ное соединение

При обходе замкнутой цепи в любом направлении две ка-
тушки рассматриваются как соединенные согласно, если
они соединены в порядке 1—2, 1—2 или 2—1, 2—1 (такими
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на рис. 4.6 являются катушки Zaa и Zdd или катушки Zbb и Zc c

и т. д.). Две катушки рассматриваются как соединенные
встречно, если они соединены в порядке 1—2, 2—1 или 2—1, 1—2.
Такими на рис. 4.6 являются катушки Zaa и Zbb или катушки
Л*сс И /jqg.

II. Предположим, что в «примитивной контурной сети»
(рис. 4.7) положительные токи текут в каждой катушке от 1 к 2
и положительные напряжения приложены в каждой замкнутой
цепи также от 1 к 2.

В новой сети в каждой отдельной катушке новые токи могут
протекать в любых направлениях; в каждой замкнутой цепи
положительные напряжения также могут быть приложены в лю-
бом направлении.

III. Рассматривая любой замкнутый контур (рис. 4.8) новой
системы, видим, что каждой отдельной катушке может соответ-
ствовать приложенное напряжение (батарея, генератор и т. д.).

Это индивидуально приложенное напряжение в новой системе
рассматривается как одна старая компонента вектора напряже-
ния е, имеющая тот же индекс, что и соответствующая катушка.
Новыми компонентами вектора напряжения е' являются полные
напряжения, существующие вдоль каждого замкнутого контура.
Следовательно, каждая компонента е' может содержать несколь-
ко приложенных напряжений.

IV. Конечно, могут быть введены любые другие соглашения
о знаках.

12. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ЭТАПОВ ВЫВОДА УРАВНЕНИЙ

I. Уравнения напряжения любой контурной сети выводят за
несколько этапов:

А. На первом этапе устанавливают примитивную контурную
сеть и компоненты трех геометрических объектов i, z и е, при-
надлежащих ей.

1. Примитивную сеть можно при необходимости начертить от-
дельно; она состоит из всех катушек данной сети, короткозамкну-
тых на себя; каждая короткозамкнутая цепь включает любое
напряжение, которое может быть приложено к катушке.

Если данная сеть содержит ветви, в которых нет импеданса,
а есть только приложенное напряжение, то в простейших задачах
можно допустить, что существует катушка с нулевым импедан-
сом в этой ветви, и эта катушка также включается в примитив-
ную сеть. Если ни импеданс, ни приложенное напряжение не су-
ществует в ветви (которая короткозамкнута), то эта ветвь не
включается в примитивную сеть.

(Вообще ветвь с приложенным напряжением, но без импедан-
са должна рассматриваться как узловая пара, а не как контур.
Такой метод анализа дан в гл. 16.)

2. Устанавливается тензор импеданса z примитивной сети,
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который имеет столько строк и столбцов, сколько имеется кату-
шек. Компоненты главной диагонали содержат все собственные
импедансы, остальные — все взаимные импедансы различных ка-
тушек. Эта матрица симметрична при анализе большинства не-
подвижных сетей.

3. Вектор приложенного напряжения е примитивной сети име-
ет столько компонент, сколько имеется катушек, и содержит
напряжения, приложенные к данной сети; предполагается, что
каждое приложенное напряжение принадлежит некоторой катуш-
ке. Обычно большинство компонент е равно нулю.

4. Токи i, протекающие в отдельных контурах, рассматрива-
ются как переменные.

Далее будет показано, что примитивную есть можно заменить
любой другой удобной сетью, используемой как исходная точка.

Б. На следующем этапе получают матрицу преобразования С,
преобразующую примитивную сеть в действительную.

1. Где-нибудь в новой системе выбираем столько новых, но
независимых токов V, сколько в нет" имеется за?лкнутых цепей
(контуров). Их порядок несуществен.

2. Записываем для каждой отдельной катушки токи, протека-
ющие через нее, выражая их через выбранные новые токи; ис-
пользуем первый закон Кирхгофа.

3. Приравниваем величины старых и новых токов, протека-
ющих в каждой отдельной катушке, т. е. устанавливаем соотно-
шения

! = С-Г, im = CZdm'. (4.51)

Существует столько уравнений, сколько катушек. Слева запи-
саны старые токи, справа — новые.

4. Коэффициенты при новых токах V образуют матрицу пре-
образования С.

В. Следующий этап заключается в нахождении новых компо-
нент z' и е' и уравнения поведения e/ = z/-i/ новой сети.

1. Новые компоненты тензора импеданса находят в два этапа
по формуле преобразования

z'=Ct z С, zm,nr = zmnCZ,Cn

n>\ (4.52)

сначала находят z C , затем C^(z-C) или сначала C,-z, затем
(<Vz).C.

2. Контурные напряжения находят по формуле преобразо-
вания

е' = С г е , em> = C£,em. (4.53)

3. Уравнения напряжения ковой сети

e' = z ' i ' , em> = zm,n4
n'. (4.54)
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Г. Как только уравнение напряжения системы получено, его
можно подвергнуть многим преобразованиям. Обычно для этого
его расчленяют на несколько инвариантных уравнений. О таких
расчленениях говорится в последующих главах.

Когда уравнение напряжения рассматривается как одно це-
лое, неизвестные токи находят в два этапа.

1. Производят обращение тензора импеданса z', дающее тен-
зор адмиттанса,

y'^z'-1, y*'m' = {zm,a,)-\ (4.55)

2. Неизвестные токи находят из

i' = y'< in'=y*'m'em>, (4.56)

что дает величины произвольно выбранных новых токов в терми-
нах, приложенных к катушкам напряжений и импедансов ка-
тушек.

Как только неизвестные токи V вычислены, то:
3. Токи, протекающие в отдельных катушках, находят из со-

отношения

i = C i ' , im=CZ>im\ (4.57)

которое уже установлено на этапе БЗ.
4. Напряжения, индуцируемые в отдельных катушках, нахо-

дятся посредством e c = z i или

e c = z . C . i \ em = zmaCUa\ (4.58)

где z-C уже вычислено на первом этапе при нахождении Q z C
на этапе В1.

II. Конечно, в простой сети без взаимных импедансов легче
получить уравнения напряжения для различных контуров про-
стым рассмотрением диаграммы сети и применением законов
Кирхгофа, чем следовать приведенным выше этапам. Однако,
как только сеть становится более сложной или нужно анализи-
ровать последовательность цепей, или вводятся новые коорди-
натные системы, описанные этапы сокращают количество умст-
ренного и физического труда пропорционально сложности сети.
Точное применение этих этапов необходимо, если уравнения
должны расчленяться для дальнейших систематических преоб-
разований. Их использование предполагает также новые методы
рассуждений, гычислительные устройства и т. д.

Одним из достижений этого метода рассуждений является то,
что не надо обращать внимания ни на существование взаимных
импедансов между различными обмотками, ни на направление
их связей и т. д. Величины и знаки взаимных напряжений авто-
матически учитываются при использовании тензора преобразо-
вания С.
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13. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ЭТАПОВ РАССУЖДЕНИЯ

I. Пусть п катушек соединены в /г-контуриые сети самыми
различными способами. При выводе п уравнений напряжения
каждой сети при помощи законов Кирхгофа обнаружено, что для
каждой сети: 1) система уравнений различна; 2) возможно уста-
новление большого разнообразия систем п уравнений, отличных
одна от другой и от систем уравнений для других сетей.

Цель организации метода анализа заключается в установле-
нии уравнений напряжения для каждой контурной сети для всех
способов выбора переменных в тождественной форме e = z i .

II. Чтобы сделать это, сначала следует выделить из многочис-
ленных сетей эталонную сеть так, чтобы анализ этой сети был
сравнительно прост. Эта частная эталонная сеть называется при-
митивной сетью. Уравнение напряжения этой примитивной сети
легко установить в виде e = z i . (В качестве эталонной сети
можно использовать любую другую сеть.)

Следующий шаг заключается в выяснении, чем отличаются от
примитивной сети все другие сети и чем сходны.

1. Поскольку сети отличаются от примитивной сети только
способом соединения катушек, то можно установить матрицу
преобразования С для каждой сети, компоненты которой пол-
ностью представляют все существенные характеристики (способ
соединения, способ выбора переменных и т. д.), которыми каждая
частная сеть отличается от примитивной сети (или от любой дру-
гой «эталонной» сети, выбранной в качестве исходной точки).

2. Независимо от того, чем являются п катушек или как они
соединены в п контуров, и независимо от того, какие токи выбра-
ны в качестве переменных, полная мгновенная входная мощность
е каждой сети e i (линейная форма) остается неизменной, «инва-
риантной».

Эти соображения определяют «тензор преобразования С»
и формулу преобразования одного геометрического объекта е.

Если компоненты С и формула преобразования одного геомет-
рического объекта е / ==Сге установлены, то формулы преобразо-
вания всех других геометрических объектов получаются автома-
тически из постулата, утверждающего, что все сети должны
иметь одинаковые уравнения поведения.

III. Следует заметить, что не для всех сетей матричные урав-
нения поведения будут одинаковыми. Они обладают этой харак-
теристикой только благодаря внутренне присущей им группе
матриц преобразования С и «инварианту» входной мощности при
всех способах соединений.

14. ВТОРОЙ ПРИМЕР

В качестве более сложного примера проанализируем контур-
ную сеть (см. рис. 4.1, б), которая снова воспроизведена на
рис. 4.9, а. Катушки Zaa и Zc c имеют асимметричные взаимные
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индуктивности, так же как и Zaa и Z//. Направление связей пред-
ставлено цифрами 1—2. Катушки обозначены в произвольном
порядке.

I. Согласно рассуждениям, изложенным в § 12, установим
сначала примитивную сеть и ее геометрические объекты.

\ФЩ
" i b

zff Ч

Рис. 4.9.
а — данная сеть; б — ее примитивная сеть.

А1. Примитивная сеть (рис. 4.9, б) содержит пять коротко-
замкнутых катушек.

А2. Тензор импеданса z примитивной-сети

a b с d f

Zaa

Хса

Zbb

£ ее

Zdd

Xfd

Xdf

Zff

(4.59)

Нулевые компоненты не показаны.
A3. Вектор приложенных напряжений примитивной сети

А4. Вектор токаока

i =

а

еа

а

ia

b

eb

b

с

ec

с

ic

d

d

id

" i

f

" i-

(4.60>

(4.61)
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II. Следующий шаг состоит в нахождении тензора преобразо-
вания, показывающего, чем соединения сети на рис. 4.9, а отли-
чаются от соединений примитивной сети на рис. 4.9, б.

Б1. Пусть предложены пять независимых токов (рис. 4.10, а).
Можно принять, что они текут в некоторых катушках или
в безымпедансных ветвях в любых направлениях.

Пять токов, выбранных в Б1, не являются полностью произ-
вольными. Они должны быть независимы друг or друга, т. е.
достаточны для определения всех токов, протекающих в остав-

Рис. 4.10.
а — выбранные новые токи, б — токи в каждой ка-

тушке.

шихся ветвях. Например, если предположить, что на рис. 4.10, б
ток i r протекает не в катушке Zdd, а в вертикальной безымпе-
дансной ветви между катушками Zaa и Zcc, то токи в катушках
Zcc и Zdd нельзя выразить через выбранные новые токи.

Б2. Новые токи, протекающие в каждой катушке, определя-
ются по первому закону Кирхгофа (см. рис. 4.10, б).

БЗ. Рассматривая рис. 4.10, б, приравниваем старые и новые
токи, протекающие в каждой катушке.
В катушках

Zbb

Zcc

zdd

zft

:C
> I/

— id=

- i a '

-f

f

-f

-id'

—

+if' -У

ia= -la'

ic=

id=

— r

— I
:d

+ r' + i-
• / '

— iJ

>d'
— I (4.62)

Б4. Коэффициенты при новых токах образуют компоненты
тензора преобразования
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a' b' с' d' Г

а

b

d

f

]

I

— 1

I

— 1

1

— 1

1

— 1

a'

b '

C, = c'

d '

Г

a

— 1

b

!

~ i

— 1

с

— 1

1

1

d

I

t

— 1

(4.63)

III. Следующий этап — вычисление новых компонент различ-
ных геометрических объектов.

В1. Новые компоненты тензора импеданса находятся в два
этапа.

Первый этап

а

b

zC = с

d

f

а'

•у

Ъ'

— Хас

-zcc

с'

— Zaa

— %ьь

— х с а

d '

— Zaa ~Ь Хас

— Xca 4" ZCc

— Xdf

| -zft

V

Xac

Zcc

— Zdd

~~ Xfd

(4.64)

Второй этап Cf • (z • C) =

Z i

a '

b '

c'

d '

Г

a

XCa

7

Zaa — ^ca

— XCa

X

h1

Xac

Zcc

Xac

7

-Zcc

c'

^ aa

Xca

Zaa ^ca

— XCa

7

XCa -

ZCa ~

c-aa "

— Xia Г

d '

- xa.

~zcc

— лас

XQc ~
Zcc Г

Zcc +

~zff

Xof

f

—

—

_

Xac

Zcc

Xac

— Xac +
Л-ZQC ~r Xfd

"г Zdd

(4.65)

Если взаимные индуктивности одинаковы в обоих направле-
ниях, т. е. если Хас^Хса и так далее, то эта матрица импедансов
симметрична. Симметричная форма окончательной матрицы слу-
жит проверкой правильности вычислений.
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а'

b'

е' =С/-е = с'

d'

Г

—

—

ес~

еа

ес

— еь

ec — ef

В2. Напряжения, приложенные в повой системе, находятся
следующим образом:

(4.66)

Каждая компонента е' дает напряжения вдоль замкнутого
контура. Например, e&* приложено вдоль контура через импе-
ДаНСЫ Zaa, Zcc И —Zff.

ВЗ. Уравнение напряжения e '=z / -i / представляет пять урав-
нений с пятью неизвестными.

IV. Последние этапы — решение относительно неизвестных то-
ков и напряжений на катушках, если только уравнение напряже-
ния не подвергается другим преобразованиям.

П . Чтобы найти неизвестные Г, вычисляется обратная z'
матрица по методу, указанному в гл. 1, § 13, или при помощи
экономящего труд метода, который описан в гл. 10. Тензор про-
водимости, обратный тензору z', имеет форму

a' ib' с' сГ Г

(4.67)

Его компонентами являются либо числа, либо комбинации
импедансов и т. д.

Г2. Неизвестные токи
i ' = у ' . е ' =

а'

Ь'

у ' = с

d'

Г

уаа

уЬа

уса

yda

у/а

упЬ

уЬЪ

ycb

ydb

yfb

yac

ybc

усе

ydc

у/С

у ad

ybd

ycd

ydd

yfd

у а/

yb/

ycf

yd/

yff

a

b'

d'

f
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-Yaaea-Yabec-Yac (ea+eb)±Yad{ec~ea-ef)+Yaf (ec-ed)

-Ybaea-,Ybbec~Ybc (ea+eb)+Ybd (ec-ea-ef)+Ybf {ec-ej)

-Ycaea-Ycbec-Ycc (ea+eb)+Ycd (ec-ea-ef)+Ycf (ec-ed)

-Ydaea-Ydbec-Ydc (ea+eb)+Ydd(ec-ea-ef)+Ydf (ec-ed)

-Yfaea-Yfbec-Yfc (ea+eb)+Yfd(ec-ea-ef)+Y"(ee-ed)

. (4.68)



Каждая компонента V представляет собой один из неизвест-
ных токов.

ГЗ. Когда неизвестные токи Iй , ib и другие найдены, тогда,
если необходимо, находят токи в каждой отдельной катушке
i°, ib и других из системы уравнений (4.62).

Г4. Напряжения, индуцируемые в каждой отдельной катуш-
ке, находят умножением z-C уравнения (4.64) на Г, т. е.

z - C i ' = e r =

а

b

: С

d

f

— *cal —

Xaci
b'

Zcci»'

— Zaai- + (Xac —

-zbbi
c'

— ^ccJ- + (Zcc —

— Xdfl — ZddlJ

7 ;d' у ; / '-— Zffl — Xfdt
J

-Zaa)id'

Xca)id'

+ XaJf'

+ Zeei'' . (4.69)



Глава 5

СИНГУЛЯРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

1. УРАВНЕНИЯ СВЯЗИ

I. В рассмотренных выше преобразованиях i = Ci' новая сеть
имела столько же контуров, сколько примитивная, а тензор пре-
образования С имел одинаковое количество строк и столбцов.

Однако в инженерной практике в большинстве сетей содер-
жится больше катушек, чем контуров. Один из способов рассмот-

рения сетей заключается
в предположении, что сна-
чала количество катушек
и контуров в них одинако-
во, а затем некоторые или
все их безымпедансные
ветви размыкаются, так
что токи по ним не текут.

Рассмотрим, например,
сеть на рис. 5.1, б, состо-
ящую из пяти катушек и
трех контуров. Ее можно
рассматривать как полу-
ченную из чисто-контур-
ной сети (рис. 4.10) раз-

рыванием двух безымпедансных ветвей, как показано пунктиром
на рис. 5.1. Размыкание ветвей эквивалентно приравниванию то-
ков в них нулю, т. е. раскрытие двух безымпедансных ветвей эк-
вивалентно введению следующих двух соотношений:

vv

Рис. 5.1. Введение связей:
а — катящийся шарик; б — контурная сеть

:с' | :dГ + ;а'-Г=о,

*»'=о.
(5.1)

которые должны существовать вместе с пятью новыми перемен-
ными (см. рис. 4.10).
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II. Уравнения, которые выражают некоторые соотношения, су-
ществующие между переменными, в динамике называют уравне-
ниями связи. Следовательно, разрывание ветвей эквивалентно
введению связей путем запрещения вектору тока im иметь компо-
ненты вдоль разорванных ветвей. Таким образом, вводится столь-
ко ограничений, сколько имеется разомкнутых контуров.

III. В динамике примером связи может служить падающее
тело, вынужденное катиться по наклонной плоскости. Введение
наклонной плоскости на пути свободно падающего тела запре-
щает вектору скорости vm иметь компоненту, перпендикулярную
плоскости. Это значит, что vm = 0 и есть уравнение связи (см.
рис. 5.1, а), или если vm выражена в терминах горизонтальной
и вертикальной составляющих vh и vv, то уравнение связи
имеет вид

i^cosa—~Ф sin a = 0,

представляя соотношение между vv и v}\ имеющее место в любой
момент времени.

Конечно, размыкание контуров — это только один из боль-
шого числа способов введения связей при анализе сетей. Ниже
приведены другие примеры, такие как пренебрежение токами
намагничивания и т. д.

IV. Наличие уравнений связи показывает, что исходное коли-
чество переменных может быть уменьшено на величину, равную
количеству уравнений связи.

(В гл. 16, § 2 показано, что на самом деле вместо исключен-
ных переменных должны быть введены другие переменные.
Здесь эта более общая точка зрения не рассматривается.)

2. МАТРИЦЫ СИНГУЛЯРНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

I. С помощью каждого уравнения связи можно исключить одну
переменную, выразив ее через остальные. В рассматриваемом
случае две переменные, скажем ib' и ic , можно выразить через
остальные

/*'=0.

f=-f
(5.2)

оставляя только три новых переменных (ia\ id' и V) вместо
пяти (в соответствии с новым количеством контуров), которые
не зависят друг от друга.

II. Как следствие, соотношение i = Ci', существующее между
старыми и новыми токами (4.62), после подстановки соотноше-
ний (5.2), введенных связями, принимает вид
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a' d' f
•d' :dl

_ /«' + Г — Г = — i1;<*'

i* =

i J =

// =

•d' /*'

id ' + if'

• if

id'

a

/"' + i/'C = c

/

— 1

1

1

I

1

I

, (5.3)

так что матрица преобразования имеет теперь три столбца вмес-
то пяти в соответствии с тремя новыми контурами. То есть мат-
рица преобразования С теперь не квадратная, а прямоугольная.

III. Прямоугольные матрицы преобразования С (не имеющие,
следовательно, обратной, СН) называются сингулярными матри-
цами преобразования, а соответствующие преобразования (пере-
менных) называются «сингулярными» преобразованиями. Квад-
ратные матрицы преобразования, для которых можно найти
обратные матрицы, называются «несингулярными», а соответст-
вующие преобразования переменных — «несингулярными» пре-
образованиями.

В гл. 16 будет показано, что все выведенные ранее формулы,
а также те, которые будут выведены, одинаково верны и для
сингулярных и для несингулярных матриц преобразования С
с той рзницей, что формулы с С"1 не могут использоваться для
сингулярных матриц преобразования С. Следовательно, если вы-
ведена сингулярная матрица преобразования С, то этапы опреде-
ления ?/ и е7 и этапы нахождения V и т. д. точно такие же, что и
для несингулярных матриц преобразования, так как не требуется
ЕЫЧИСЛЯТЬ С " 1 .

Ниже будет также показано, что все сингулярные (прямо-
угольные) матрицы преобразования являются частными случая-
ми несингулярных (квадратных) матриц преобразования, чьи
столбцы удаляются из-за отсутствия переменных тока вдоль
разомкнутых ветвей.

3. ЗАМЕНА СВЯЗЕЙ СИНГУЛЯРНОЙ МАТРИЦЕЙ С

I. Был использован окольный путь вывода приведенной
выше сингулярной матрицы преобразований:

1) сначала предположили, что существует пять новых пере-
менных (по числу катушек);

2) затем с помощью двух уравнений связи исключили две
переменные, оставив только три новых переменных.

Однако при взаимосоединении электрических сетей можно
избежать этого окольного пути установления сингулярной С,
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предположив с самого начала, что новая сеть имеет столько но-
вых токов, сколько имеется замкнутых контуров.

Например, полагая в качестве трех новых переменных
la\ id\ lf\ можно, как показано на рис. 5.1, б, выразить новые
токи, текущие в каждой отдельной катушке, через эти три тока.
Приравнивая старые и новые токи, проходящие через каждую
катушку, получаем сразу, без окольных рассуждений, систему
уравнений (5.3).

Конечно, вместо ia\ id\ if' можно было взять в качестве
новых переменных три других тока в ветвях. При этом матрица
преобразования будет отличаться от (5.3).

П. Итак, если п катушек соединяются в сеть с менее чем п
контурами, то весь метод анализа остается тот же, что и в слу-
чае новой сети с п контурами (см. гл. 4, § 13), за исключением
того, что число новых выбранных переменных совпадает с чис-
лом новых контуров. Иначе говоря, любую контурную сеть с п
катушками можно рассматривать как сеть с п контурами, но ток
в некоторых контурах делается равным нулю в результате раз-
рывания каких-либо ветвей.

Подчеркивается, что не всегда можно пренебречь установле-
нием уравнений связи, заменив их сразу сингулярной матрицей
С. Во многих случаях, особенно при введении гипотетических
токов, сначала необходимо установить уравнения связи и только
затем находить сингулярную С.

III. Следует помнить, что как только матрица преобразова-
ния установлена, в то же время вводятся и связи в системе. Име-
ется столько связей, сколько пропущено столбцов в С.

4. ВЫЧИСЛЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ СИНГУЛЯРНОЙ МАТРИЦЫ С

I. Примитивная сеть трехконтурной сети (рис. 5.1, б) и ее
геометрические объекты z, e и i являются теми же, что и для
первоначальной пятиконтурной сети (рис. 4.9, гл. 4, § 14).

Матрица преобразования С трехконтурной сети задается
уравнением (5.3).

П. Следовательно, новые компоненты тензора-импеданса z'
находятся из Q-z-C

а

Ь

z-C =^с

d

f

а'

у

dr

%ьъ

Zee

-zff

f

Zee

—Zdd

-xJd

(5.4; ct = d'

f

__ 1

1 1

1 I
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d' f

C,(z-C) = z' =d'

f

Zaa

— Xca

— XCa

— Xac

Zbb + Zee + £//

Zee + -̂ Trf/

— ^ac

Zee + ^dd

(5.5)

= e'

a'

= dr

f

?b + ec —

— ed

ef

Необходимо подчеркнуть, что тензор импеданса z' новой сети
имеет столько строк и столбцов, сколько контуров в сети. Если
взаимные индуктивности одинаковы в двух направлениях, то
матрица тензора симметричная.

Новый вектор приложенного напряжения

(5.6)

и представляет напряжения, приложенные к трем замкнутым
контурам. Например, ef есть приложенное напряжение к конту-
ру с импедансами Zcc и Zda, ed' — напряжение на контуре 1ььу
Zcc и Z//, а еа' — на контуре с Zaa.

Необходимо подчеркнуть также, что диагональные компонен-
ты ъг представляют сумму собственных импедансов каждого из
трех контуров, по которым суммируется напряжение. Остальные
компоненты ъг представляют взаимные импедансы трех контуров
относительно друг друга. В них входят собственные импедансы
катушек, принадлежащих одновременно двум контурам.

III. Чтобы найти токи V, надо сначала обратить ъ' с помощью
метода, описанного в гл. 1, § 23:

d' / '

уаа

yda

yfa

у ad

ydd

yfd

yaf

ydf

yff

У' =d'

/ '

Следовательно, вектор тока имеет вид

i' ^ - y ' . e ' =d'
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(5.7)

- Yaaea +

- Ydaea +

- Y'aea +

Yad(eb

Ydd{eb

Yfd(eb

+

+

+

ec

ec

ec

-ej)

-ej)

-ef)

+

+

Ya4ec-

YaUec-

Y"(ec-

ed)

•ed)

•ed)

(5.8)



и его компоненты представляют собой соответственно ia\ id\ if' i.)

Токи в отдельных катушках находят из системы уравнений
(5.3) в виде 1 = С-Г.

Напряжения, индуцированные в пяти отдельных катушках,
находят с помощью выражения z - C i ' , где z-C уже вычислено
в уравнении (5.4):

а

Ь

ec = Z'C-i' = c

d

/

•ZaiP'+Xac^'+i'')

Zbbi
u

Xcai
a' +Zcc(id' + /'')

• Xdfi — ZddH
f

-Zffl
d'-Xfdif'

(5.9)

Следует отметить, что хотя различные векторы и тензоры
имеют разное число строк и столбцов, однако правило умноже-
ния с помощью стрелок сохраняется, так как порядок геометри-
ческих объектов в различных формулах автоматически учитыва-
ет это различие.

5. РАСПРЕДЕЛИТЕЛЬНАЯ ЦЕПЬ

I. Чтобы привести пример, в котором несколько катушек
объединены в одну ветвь, рассмотрим трехфазную четырехпро-
водную распределительную цепь, которая питается от звездооб-
разной вторичной обмотки трансформатора. Нагрузка несиммет-
рична (рис. 5.2, а). (Более быстрый и систематичный метод
решения трехфазных несимметричных сетей приведен в гл. 19.)

II. Тензор импеданса примитивной сети (рис. 5.2, в) выглядит
так:

}) Сингулярные преобразования соответствуют геометрическим движениям
^-плоскости в /i-мерном пространстве. При этих движениях проекции k ком-
понент на n-k — подпространство равны нулю. Инвариантность мощности
имеет смысл для ортогональных сетей, которые описывают преобразование
/г-мерного пространства самого в себя. См. гл. 16 «Ортогональные сети».
(Прим. пер.)
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а

b

с

п

а'

У

с'

п'

а"

Ь"

с"

п"

а

7
**аа

Xba

Хса

ь
ХаЪ

Zbb

Xcb

С

Хае

Xbc

Zee

п

Znn

а'

*»'

а'

'а'

far

а'

Ъ

*а

*ь

*с

*п

'Ъ'

'bf

'bf

'Ъг

С

Zc'

С'

с'

с'

гс'

п

zn.

1

rnr

п'

гп'

п'

а"

Za'a-

Xbnan

Хс"а'

Ъ

zv

г

'Ьп

ьп

'Ьп

с"

zc-

'с"

'с"

с"

п"

Zn-n"

r^I U î_

hoUr^-

{h' a»

_l£j

t С 2 zi"i

п , п1 , i**i<f' л",

б

Нули в матрице не пишут,

( 5 . 1 0 ) р и с # 5.2. Распределительная сеть:
а — данная сеть; б — упрощенная диа.

1рамма; в — примитивная сеть.



Вектор приложенного напряжения

е =

а

еа

Ь

еь

с

..

п

•

а'

0

Ь'

0

с1

0

п'

0

а"

1 » 0

с"

0

11"

0 1 (5.11)

Поскольку имеется три замкнутых цепи, будем считать, что

новые токи есть три тока в линиях ih\ ik>\ im'. Нейтральный

ток есть гЛ' + г* '+Г ' .
III. Устанавливаем соотношение между старыми и новыми

токами, текущими в каждой катушке:

ib =

Iе =

in =

ia'

;C'

/" ' =

i e" =

i*" =

—

—

ih>

ih'

i"'

-i*'

- i * '

i*'

1 C = ;

i»' = _ ((»' + ,-»' + ,•»•')

С ==-

a

л

a '

b'

c'

n'

a"

Ъ»

с"

n"

h'

1

— 1

1

i

i

— 1

k'

1

1

1

1

I

m'

1

— 1

1

j

1

1

(5.12)

Коэффициенты перед новыми токами дают С.
IV. Новые компоненты тензора импедангов z' находятся пре-

образованием Crz-C = z/ =
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h'

= £ '

m'

h

+ Z
a>a>

+ Z
n,n,

+ Za'a-

xba

+ Xb'a'
-xVa.
"t- Xba"

+ Xc'a'
-*c'n>

+ xc,a.

+ znn

+ ZnV

+ znn

~Xn'a'
+ Zn'n'
+ Zn'n-

+ znn

+ Xn'a'
+ Zn'n'
+ Zn"n"

+
—
+

X

Xa

*a

ab

'b'

'n'

'b"

Zbb

+ zb,
+ Zn>

+ zb.

+

bf

n'

b"

Xo

Xc

Xc

b'

n'

"b"

-*n'b>

+ zn,,n*

+ znn

+ zn.n.

Л-Znn

~~ Xn'b'

+ Zn<n'

+ Zn*n"

—

+
—

+

Xac

Xa'c

*a>n

*a»c'

Xbc

Xb'c>

Xb'n'

Xb"c"

Zee

ZC'C

Zn'n'

Zc'c-

m'

+ znn

~Xn'c'
>+zn,n,

+ Zn,n,

+ znn

~Xn'C

-Zn'w
•+• zn«n'

+ znn

+ гй.„.

. (6.13)

Вектор приложенного напряжения Ct-e=

hr k' mr

= e' = ea eb
(5.14)

Токи находятся по формуле i'=z'-le'.
V. Токи в отдельных катушках находятся из i = C»i', а раз-

ности потенциалов, возникающие на отдельных катушках, — из
z-C-i'

6. МОСТОВАЯ СХЕМА

I. В качестве более сложного примера рассмотрим сеть на
рис. 5.3, а, содержащую восемь катушек.

Когда на рисунке катушки пересекают одна другую, не всегда
сразу понятно, сколько имеется контуров. В таких случаях лучше

„ Zbb .

> Zaa

De3

1 ее
2hh

екф

Z K S < ;

Zgg c

а

Рис. 5.3. Мостовая сеть:
а — данная сеть; б—ее примитивная сеть.

б
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всего сначала найти число узловых пар (количество узлов минус
количество подсетей; в данном случае 5—1=4), а затем найти
число контуров (число катушек минус число узловых пар; в дан-
ном случае 8—4 = 4). Итак, число контуров сети равно четырем.

И. Первый этап состоит в том, чтобы установить примитив-
ную сеть и ее геометрические объекты.

1. Примитивная сеть (рис. 5.3, б) показывает, что взаимных
индуктивностей между некоторыми катушками нет. Импеданс
Zdd вдоль приложенного напряжения еа равен нулю. Однако его
наличие следует учитывать в примитивной сети, так как импе-
данс и напряжение всегда связаны в каждом ее контуре. (В бо-
лее общей теории, которая будет развита в гл. 16, нет необхо-
димости вводить дополнительную ось d вдоль Zdd-)

2, Ее тензор импедансов имеет вид
a b c d f g h k

2 =

Zaa

0

Zac

0

Zaf

0

Zah

0

0

Zbb

0

0

Zbf

0

0

zbk

Zac

0

Zee

0

Zef

0

Zen

0

0

0

0

0

0

0

0

0

Zaf

Zbf

ZCf

0

Zff

0

Zfh

Zfk

0

0

0

0

0

Zgg

0

0

Zah

0

Zch

0

Zfh

•

Zhh

0

0

Zbk

0

0

0

0

Zkk

(5.15)

h

k

3. Вектор приложенного напряжения

e =

4. Вектор токов, представляющий старые переменные,
a b c d f g h k

а

\ -

b

0

с d f

ed | 0

g

0

h

0

k

- i (5.16)

ib ic if i* ih

III. Следующий шаг состоит в установлении матрицы преоб-
разования С.

1. Новая система имеет четыре контура, поэтому вводим че-
тыре произвольных новых тока (рис. 5.4, а)

а'

н ••••

Ь1 с'

i°f

d'

idf
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;d*
2. Токи в каждой катушке выражаются через ia\ i ', ic* и

/ (рис. 5.4, б).

tC

l a ' + t c ' - ( /

Рис. 5.4.
а — выбранные новые токи; б — новые токи в каждой катушке.

3. Приравнивая старые и новые токи в каждой отдельной ка-
тушке, получаем следующие восемь уравнений:

I = — i

:С
* —

id =

i ' =

i* =

iA =

i* =

-i*' -

+

i c ' -

ic'

ie'

I*'

_

idl

id'

c =

a

b

с

d

f

g

h

k

a'
1

I

0

0

— 1

0

1

0

b'

0

0

0

1

1

0

0

0

c'

0

— 1

1

0

1

1

1

0

d'

0

1

I

D

0

0

0

— 1

(5.17)

Коэффициенты при новых токах образуют матрицу преобра-
зования.

IV. Как только матрица преобразования С установлена, новые
компоненты геометрических объектов находятся автоматически^
а именно:

1. Новые компоненты тензора импеданса находятся из C^z-C:
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z =

a'

b*

c'

d'

a'

Zaa+Zaf—Zah
-\-Zbb-{-Zbf-\-Zaf
-\-Zbf+Zff—Zfh
—Zah—Zfh+Zhh

—Zaf — Zbf—Zff

+zfh

—Zac-\-Zaf—Zah
+Zbb-\-Zbf-\rZbf
—Zcf+Zff—Zfh
•i-Zcft—Zfh+Zfih

Zac—ZbbArZbk
—•Zbf-\-Zcf-}-Zfk

—ZCh

b*

—Zaf—Zbf
-Zff+Zfh

zff

—Zbf+ZCf
—Zff+Zfh

Zbf—Zcf—

-zfk

c'

Zbb+Zbf—Zac

+Zaf-\-Zbf+Zff
—Zfh—Zah—Zfh
-hZfth—Zcf+Zch

—Zbf+Zcf—Zff

+zfh

Zbb+Zbj-)rZcc

—Zcf+Zch-l-Zbf
—ZCf-\-Zff—Zfh
+Zgg-\-Zch—Zfh-\-Zhh

—Zbb+Zbk—Zcc

—Zbf-\-ZCf+Zfk

-zch

d'

—Zbb—Zbf + Zac

+Zbk+Zfk

-\-ZCf—Zcfl

—Zbf—ZCf

-Ztu

—Zbb—Zbf—Zcc

-\-ZCf—ZCh

+zbk+zfk

Zbb—Zbk+Zcc

—Zte-hZkk

(5.18)

Этот окончательный тензор импедансов можно записать так:

а' Ь' с1 d'

г' =

а1

Ь'

с'

d*

za>

Za

af

b'

cf

Za'd'

Za'b'

zb>

zb>
Zb>

b'

c'

df

Za'C

Zb'c>

Zee \

Zc'd'

za dr

Zb'd'

Z «

Zd <d'

(5.19)

2. Вектор приложенных напряжений е', представляющий кон^
турные напряжения, находится и Cte =

d'

e f = — е *d \ *с \ -ec-ek
(5.20)

Если предположить, что последовательно с каждой катушкой
существует приложенное напряжение, т. е. если ни одна из ком-
понент е уравнения (5.16) не равна нулю, то

Ь' d1

e'=\—ea—eb—ef-\-eh ed+ef — eb + ec — ef + eg H- eh eb — ec — e^. (5.21)

Эта формула показывает четыре контура рис. 5.5, уравнения
напряжения которых задаются в виде e' = z'-i'. Знаки при напря-
жениях е' показывают также направление обхода каждой
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замкнутой цепи. Уравнение напряжения можно подвергнуть раз-
личным преобразованиям.

V, Токи 1' находим обращением z' и умножением результата
на е', т, е. z'-^-e'.

Рис. 5.5. Напряжения в контурах.

Токи в отдельных катушках при необходимости находят вы-
числением i = C-i/, как в уравнениях (5.17). Напряжения в от-
дельных катушках находят из z«Ci'«

7. ПОТЕНЦИАЛЫ НА РАЗОМКНУТЫХ КАТУШКАХ

I. Если необходимо найти разность потенциалов на разомкну-
тых катушках, то примитивная сеть также должна включать ка-
тушки, которые оставлены разомкнутыми после взаимосоедине-
ния. Процедура является точно такой же, как в случае наличия
тока во всех катушках.

Zaa

Рис. 5.6. Разомкнутые катушки:
а — примитивная сеть; б —- данная сеть.

II. Проанализируем, например, цепь на рис. 5.6, б. Тензор
импедансов и приложенное напряжение для примитивной сети,
показанной на рис. 5.6, а, имеют вид
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а

b

с

f

g

h

- i

a

^aa

Xab

Xac

a

ea |

b

Xab

%bb

Xbc

b

с

Xac

Xbc

Zee

с

d

Zdd

Xdf

xdg

d

Cd

f

Xdf

zff

f

ef

g

Xdg

xfg

zgg

g

h

Zhh

h

.4

(5.22)

(5.23)

Во взаимосвязанной системе имеется только два замкнутых
контура, следовательно, вводим два новых тока, скажем i * и
ig'. Тензор преобразования имеет вид

ia = 0

р = а9 — ih'

;<* = о с = d о I о . (5.24)

/' = /*'

ih = ih'

Заметим, что в строках С, соответствующих разомкнутым ка«
тушкам a, b и dy все компоненты равны нулю.

Тензор импедансов г' находят из CtzC

а

b

с

С = d

f

g

h

g'

0

0

1

0

1

1

0

hr

0

0

J

0

0

0

1

z' =
Zee +zff

g

—

/

Zgg

Zcc

+ 2Xfg

hr

-zcc

ZCC + Zhh
(5.25)
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III. Токи находят по формуле i' = zf~le', где Cft =

g' h'

\ ; ••1 (5.26)

Токи i в отдельных катушках вычисляют из i = С • 1̂ . Напря-
жения, возникающие на всех отдельных катушках, открытых или
замкнутых, имеют вид

а

Ь

с

e r = z C i ' =d

Хьс (lg

Zcc {!*

(*df +

(Z// +

(Zgg +

— ih

' - i h

' - i h

Xdg)

Xfg)

Xfg)

Zhhi11'

')

')

')

is'

i«'

i*'

(5.27)

8. ТЕНЗОР АДМИТТАНСОВ ОТДЕЛЬНЫХ КАТУШЕК

I. Применяемый до сих пор метод рассуждения требовал
трех этапов для определения тока i в каждой катушке, обуслов-
ленного напряжением е, приложенным к другой катушке. Эти
три этапа, начиная с известного напряжения в катушке е, сле-
дующие:

1) найти контурное напряжение е' по формуле С^-е;
2) найти контурный ток V по формуле г'~х -е';
3) найти ток i в катушке по формуле С-Г.
Это значит: чтобы найти ток в катушке через известное на-

пряжение в катушке, в качестве промежуточных шагов нужно
вычислить две контурные величины.

II. Многие контурные задачи можно сформулировать следую-
щим образом: «Дано напряжение еау последовательное с катуш-
кой а. Каков ток ib в другой катушке 6?» Другими словами,
задача в следующем: каковы собственные и взаимные адмиттан-
сы отдельных катушек, когда они соединяются? Этот тензор
должен иметь столько строк и столбцов, сколько имеется ка-
тушек.

Конечно, до того как катушки соединены, их собственные и
взаимные адмиттансы находятся решением уравнения e = z-i,
которое дает y^z- 1 . Однако этот тензор адмиттансов не годится,
когда п катушек соединяются в сеть с менее чем п контурами,
даже если в нем столько же строк и столбцов, сколько катушек
в сети.
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Следует отметить, что если п катушек соединяются в контур-
ную сеть с п контурами, то два тензора адмиттансов (выражен-
ные вдоль отдельных катушек) одинаковы. Если контуров мень-
ше, чем п, то в системе имеются связи и, значит, две величины у
(вычисленные при наличии связей и без них) должны быть раз-

личны.
Собственные и взаимные адмиттансы отдельных катушек ус

могут быть найдены из одной формулы объединением описанных
выше трех этапов в один. При их объединении отпадает необхо-
димость в вычислении промежуточных величин: контурных на-
пряжений и токов е/ и V.

Пусть уравнение примитивной сети имеет вид

e = z-i, em=zmn4\

Заменяя е на Ct~l-e' и i на С-Г, получаем

Умножая обе части на С*, получаем контурное уравнение

р' Г УС\Г Р г cm'cn

ff
nf

Решая относительно V, получим:

i '=(C / zC)- 1 e', in' = yn'm>em,m (5.28)

Это уравнение уже было выведено ранее.
III Теперь заменим V на С~Ч и е / =С^е, чтобы выразить урав-

нение по осям отдельных катушек:

С—Ц (С 7C\~lC p Cn' in itn'mrrm p

Умножим обе части на С:

i = C(C,zCr1C,e, 1п=Уп'т'Сяп'С%еп.

Поскольку уравнение имеет форму

*=У*е, in=ynm^

то тензор отдельных адмиттансов имеет вид:

yc = C(CtzC)^Ct; (5.29)

У, = СуХ,, Упт = Уп'т'Сп

п,С™,. (5.30)

Таким образом, тензор адмиттансов отдельных катушек на-
ходится из тензора адмиттансов контуров у' (вычисленного обыч-
ным путем) простым преобразованием его с помощью С. Иначе
говоря, имеют место следующие этапы:

1) преобразовать z примитивной сети B Z ' C ПОМОЩЬЮ С как
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2) найти обратную г' величину у";
3) преобразовать у7 опять в у с помощью С как С «у'-С*.
Следует отметить, что в преобразовании Z B Z ' сначала появ-

ляется Си а затем С; а при преобразовании у/ в ус сначала появ-
ляется С, а затем С*.

IV. Если тензор преобразования С квадратный (т. е. если
новая сеть также имеет п контуров), то можно вычислить С~1 и
уравнение можно записать как

у^С^гСГ^С^СС"1 z-i.C^C^z-*. (5.31)

Следовательно, тензор адмиттансов новой сети такой же, как
и примитивной оси, о чем упоминалось выше.

9. ПРИМЕР у с ДЛЯ ОТДЕЛЬНЫХ КАТУШЕК

I. Пусть, например, тензор адмиттансов у' сети (рис. 5.7} (со-
держащий шесть катушек и три контура) имеет вид

с'

а'

у ' = Ь '

с'

уа'а'

yb'a'

ус'а'

уа'Ь'

уЪ'Ъ'

ус'Ь'

уа' с'

уЬ' С'

уС'С

(5.31)

с =

а

b

с

d

f

а'

— 1

1

b'

1

I 1

— 1

1

с'

1

1

— 1

— i

(5.32)

Уравнение i=y'-e / дает три
тока из токов катушек, если на-
пряжения контуров уже известны.
Однако мы хотим найти другой
тензор ус, который определяет лю-
бой из шести токов в катушкахг

если известно любое из отдельных напряжений, приложенных
последовательно к катушкам. Следует отметить, что одно и то же
приложенное к катушке напряжение может относиться к несколь-
ким контурам.

II. Искомая величина ус находится из вышеприведенной у'
посредством C-y/-Ci = yc
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Y c
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_yCC

+ yb'C

ya

_yb'
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a

a

a1

a
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a

a

a
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d
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__yCC
f
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'+yc'C

' + YC'C'

' yb' c'

f

ya'c'

ya' c'

yb' c'

__yCC

yb'C'

_yc'C

ya' c'

+ yCC>

yc'c'

yb'c'

ya'b1

ya'b'

4 Yb'b'

+ yc'b'

yb'b'
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у a'b'

yc'b'

yc'b'
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(5.33)

Например, ток i*' в катушке f, вызванный приложенным на-
пряжением еа в катушке d, есть if' — (Yc a -\-Ycc')ed.

10. СОЕДИНЕНИЕ НЕСКОЛЬКИХ СЕТЕЙ

I. Вместо того, чтобы соединять отдельные катушки в сеть,
можно несколько отдельных сетей соединить в одну более круп-
ную сеть с помощью тензора преобразования C = CZ' • Эта про-
цедура является весьма мощным инженерным орудием, поскольку
отдельные соединяемые устройства не обязательно однотипны.
Отдельные соединяемые устройства могут быть неподвижными
или вращающимися, а также электрическими, механическими,
акустическими и др. Результирующая система может быть ка-
ким-либо инструментом, прибором или машиной, использующей
энергию нескольких видов.

П. Соединение контурных сетей заключается в разрывании
одной (или более) ветви каждой сети и соединении двух точек
разрыва каждой сети (Л—А и В—В) в пары (рис. 5.8). Резуль-
тат соединения — замена двух токов катушек ia и ib одним при
неизменных остальных токах.

Соединение узловых сетей показано в гл. 14. Однако типы
соединения физических устройств гораздо более разнообразны,
чем показано здесь.

III. Часто систему можно анализировать обычным констру-
ированием с помощью соединения отдельных катушек. Однако
при симметрии частей системы тензоры импедансов этих частей
можно найти гораздо быстрее, если нет мешающих асимметрич-
ных частей. В таких случаях систему можно разбить произвольно
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на любое число симметричных и асимметричных частей разры-
ванием ветвей, а затем отдельно проанализировать каждую
часть и, наконец, снова соединить их с помощью С. Например,
при изучении неисправностей трехфазных систем различные
участки, где возникновение дефектов изменяет симметрию цепей,
можно удалить и тензоры импедансов системы и дефектов (при
любом их количестве) найги отдельно, а затем объединить
в действительную систему.

^

Рис. 5.8. Соединение контурных сетей:
а — до соединения, б — после соединения.

Случается также, что систему строят из нескольких частей,
причем компоненты геометрических объектов таких, как z, или
каждой из отдельных частей уже бывают вычислены
в предыдущих исследованиях. В таких случаях можно снова раз-
бить систему на уже встречавшиеся ранее и незнакомые части
или на отдельные знакомые части, а затем объединить их снова
с помощью С. Таким образом, многие полученные ранее при
анализе отдельных систем результаты можно снова использовать
уже при анализе результирующей системы.

При соединении сетей в одну большую систему тензор преоб-
разования снова представляет математическую фотографию спо-
соба соединения сетей. Поведение объединенной системы может
быть снова автоматически найдено с помощью рутинного преоб-
разования.

IV. При соединении полных сетей выполняются те же этапы,
что и при соединении отдельных катушек, а именно:

1) найти геометрические объекты еШу zmn и другие примитив-
ной системы (состоящей из отдельных сетей без соединения);

2) найти тензор преобразования С^', показывающий соеди-
нение отдельных сетей, с помощью которого примитивная систе-
ма преобразуется в действительную;

3) найти новые компоненты геометрических объектов вт,
Zm'n'% а затем утп\ f новой системы.
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11. ПРИМИТИВНАЯ СИСТЕМА

I. Совокупность отдельных сетей без какого-либо их соедине-
ния называется примитивной системой. Фиксированные индексы
в разных сетях отличаются друг от друга, поэтому количество
осей примитивной системы является суммой осей отдельных
систем.

П. Пусть, например, даны две независимые неподвижные сети
с тензорами импедансов

f

zi

Zaa

Zab

Zac

Zab

Zbb

1 %bc

Zac

Zbc

Zee

(5.34) Z2 —
Zdd

zd,

zdf

Zff
v5.35)

Если необходимо соединить две сети, то они рассматриваются
как части примитивной системы с тензором импедансов

Zi i~ Z 2 = Z = С

d

f

7

Zab

Zac

0

0

Zab

Zbb

Zbc

0

0

Zac

Zbc

Zcc

0

0

0

0

0

zdd

zdf

0

0

0

zdf

zff

(5.36)

который имеет 3-f-2 = 5 осей.
Следует отметить, что при сложении двух тензоров импедан-

сов Z\ и z2 (см. (5.36)) никакого изменения самой физической си-
стемы не было. Сложение ъх и z2 эквивалентно признанию, что
две сети являются независимыми частями более общей, так назы-
ваемой примитивной системы. Другими словами, сложение Ъ\ и z2

эквивалентно записи каждого из исходных тензоров гх и z2

с пятью столбцами и строками вместо двух и трех соответственно,
посредством заполнения компонент отсутствующих строк и столб-
цов нулями:
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d

0
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0

0

0

z r f /
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(5.38)

III. Аналогично, если приложенные напряжения в отдельных
сетях имеют вид

f

ei = Ч tr. (5.39) e2 = j ed | ef j ,

то вектор приложенных напряжений примитивной сети

a b с d f

ei = e2 = e = Ч ec ed

ef

(5.40)

(5.41)

полагая, что приложенные напряжения соответствующих сетей на
самом деле

b e d ! a b с d fа

ei = U< eb ec
0 | 0 | ; (5.42) е 2 - | 0 | 0 0 | ed \ ef I. (5.43)

12. РЕЗУЛЬТИРУЮЩАЯ СИСТЕМА

I. Как только геометрические объекты примитивной системы
установлены простым сложением, остальная работа тождествен-
на анализу любой другой системы.

Если способ соединения сетей-компонент задается с помощью
С, то тензор импедансов результирующей системы имеет вид

z' = C r ( Z i + z 2 ) C (5.44)

или в случае нескольких сетей-компонент

z' = C r ( Z l + z 2 + z 3 + . . . ) C . (5.45)
Вектор приложенного напряжения результирующей системы

е ' = С / . ( е 1 + е 2 + е , + ...), (5.46)
а уравнение напряжения для нее

е'= = z'i'. (5.47)
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II. Если уравнение не разделено на несколько составляющих
уравнений, его можно решить относительно неизвестных в виде
i/ = z/-1-e/, т. е. путем вычисления величины у', обратной z\

III. Подчеркнем, что этот метод рассуждения можно исполь-
зовать не только когда действительно даны две сети, которые
нужно соединить, но и тогда, когда необходимо анализировать
уже существующую сложную систему, которую трудно рассмат-
ривать как одно целое. Обычно сложную систему можно разбить
на несколько составляющих систем, которые в отдельности лег-
че исследовать и геометрические объекты которых z b z2 легче.
получить. После того как каждая составляющая система иссле-
дована в отдельности, объединить их в одно целое несравненно
легче, чем анализировать исходную систему.

Одним из примеров такой сложной системы является цепь
с электронными лампами, некоторые из многоэлектродных ламп
цепей соединены с неподвижными сетями. Их анализ проведен
в гл. 15. Другим примером является трехфазная линия передачи,
в которой многочисленные трехфазные устройства (генераторы,
трансформаторы, нагрузки и т. д.) соединяются различными спо-
собами. Они подробно рассматриваются в гл. 19.

IV. Если 2-матрица геометрического объекта Z1+Z2+Z3 имеет
слишком большое число строк и столбцов, то результирующая
z (см. (5.45)) может быть вычислена в несколько этапов, посколь-
ку ее можно представить в виде

z ' ^ C - Z ! -C + Crz2-C + C r z 3 C + • • -, (5.48)

который показывает, что окончательный тензор импедансов мож-
но представить в виде суммы нескольких тензоров, каждый из
которых есть вклад одной из составляющих систем.

13. ПРИМЕР СОЕДИНЕНИЯ ДВУХ КОНТУРНЫХ СЕТЕЙ

I. Пусть даны две контурные сети (рис. 5.9, а). Предполага-
ется, что их геометрические объекты уже установлены выделе-
нием в качестве переменных, показанных на рисунке, соответ-
ственно четырех и шести токов. В частности, тензоры импедансов
этих сетей имеют вид
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Zhk

Zkk

(5.49) Z 2 =

a

b
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d

f

a

Zaa

Zab

Zac

Zad

Zaf

Zag

b

Zab

Zbb

Zbc

Zbd

Zbf

Zbg

с

Zac

Zbc

Zee

Zed

Zcf

Zcg

d

Zad

Zbd

Zed

Zdd

zdf

zdg

t

Zaf

Zbt

Zcf

zdf

z}g

g

Zag

Zbo

Zcg

Zdg

Zfg

\zgg

а векторы приложенных напряжении
m n h k a b

e i = \em th еъ , (5.51) e2~\ea

f g

еь #d 4 eg

(5.50}

. (5.52)

Рис. 5.9. Соединение нескольких сетей:
а — примитивная система, б — результирующая система.

II. Если необходимо соединить в одну систему две сети (рис.
5.9, а), то их можно рассматривать, как будто они уже образуют
одну примитивную систему, для которой тензор импеданса явля-
ется суммой тензоров импедансов Ъ\ и z2 отдельных систем,
представленных в уравнениях (5.49) и (5.50). Иначе говоря,
Zj+Z2
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Zed
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ZCf
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Zag

Zbg

Zcg
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zfg
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(5.53)

Вектор приложенных напряжений примитивной системы есть
ei + e2

m n h k a b c d f g

е=\ е„ ей ей еа еь ес ed Ч eg j . (5.54)

III. Из рис. 5.9, б видно, что соединение двух систем заклю-
чается в соединении ih последовательно с ib, а также ik последо-
вательно с ia и, наконец, im последовательно с ic, оставляя все
четыре других тока (in, id, if и is) неизменными. Токи в последо-
вательных соединениях можно обозначить новыми буквами, а
четыре неизменных тока пометить штрихами.

Таким образом, соотношение между старыми и новыми тока-
ми 1 = С-Г и тензор преобразования С имеют вид

р' q' r' n' d' Г g'

~ir

Ж ;п'

id =

= iP'

= iP'

— Г

:d'

if =

m

n

h

k

a
/"V

С

d

f

1

1

1

1

- 1

1
1
1
1
1
- 1

1
11

1

1

1

(5.55)



IV. Тензор импеданса результирующей системы задается
формулой Cr (zi + z2) • С

р'

q'

г'

z ' = n '

d'

V

g'

Р'

Zhh+Zbb

Zhk+ Zab

—Zmh—Zbc

Znh

Zbd

Zbf

Zbg

q'

Zhb+Zab

Zkk+Zaa

—Zmk—Z a c

Znb

Zad

Zaf

Zag

r'

—Zmh—Zf)C

—ZmU—Zac

ZrnmJrZcc

—Zmn

—Zed

-Zcf

, -zcg

n'

Znh

Znk

— Znm

Znn

0

0

0

d'

Zbd

Zad

Zed

0

Zdd

Zdf

Zdg

V

Zbf

Zaf

-Zcf

0

zdf

zff

Zfz

g'

Zbg

zas

—Zcg

0

zdg

zJg

Zgg

(5.56)

Вектор приложенных напряжений результирующей системы
C r (ei + e2) имеет вид

d'

е ' = \eh + eb ел — ет — ес
£d Ч eg

"|. (5.57)

Токи находятся из i/ = z/~1-e/. При вычислении обратной zf

можно использовать сокращающую вычисления процедуру, опи-
санную в гл. 10.

14. ВЫБОР ПЕРЕМЕННЫХ

Соединение систем ясно показывает предпочтительность вы-
бора в качестве переменных при решении конкретных задач
именно токов в ветвях. В соединенных сетях те токи в ветвях
сетей-компонент, которые соединяются последовательно, должны
появиться в числе переменных.

Когда нужный ток не входит в число переменных, то сначала
переменные сети-компоненты следует заменить с помощью
1 = С-Г новым набором переменных так, чтобы среди них были
все нужные токи. При изменении переменных е и z системы, ко-
нечно, тоже должны измениться. (Такая замена переменных,
когда физическая система не изменяется, рассматривается
в гл. 6, § 4.)
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Другими словами, если г\ или z2 (или оба) не содержат
в качестве переменных токи, которые соединяются, то ъ\ или z2

(или оба) сначала заменяют с помощью Ci или С2 на z/ или z/
и только затем их соединяют в одну систему с помощью С.
В таких случаях тензор импеданса г' результирующей системы
находится следующим образом:

z' = C r [z ; + Z2-f . . .]-С, (5.58)

z / = = C r [ ( C i r z r C 1 ) + ( C 2 r Z 2 - C 2 ) + . . . ] . C . (5.59)



Глава 6

ПРИМЕРЫ ИНВАРИАНТНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

1. ВИДЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

I. Учет связей между катушками является только одним из
множества других изменений, которые могут быть математически
представлены тензором преобразования С. Идея преобразования
включает в себя лишь замену множества переменных (в данном
случае токов) другим множеством переменных независимо от
того, соответствует ли это физическим изменениям в системе или
нет. Приведем различные примеры, когда преобразования токов
влекут за собой изменения различных видов в физической струк-
туре системы или в подборе переменных.

В этой главе показаны следующие типы преобразований:
1) вместо примитивной контурной сети в качестве исходной

используется любая другая я-контурная сеть с п катушками,
которая должна быть преобразована к данной я-контурной я-ка-
тушечной сети;

2) система токов, текущих по ветвям сети, заменяется другой
системой токов, протекающих в других ветвях той же сети;

3) система токов, протекающих в ветвях сети, заменяется ги-
потетическими токами, которые должны протекать в контурах
сети;

4) система контурных токов заменяется системой токов
ветвей;

5) изменяется число витков нескольких катушек;
6) не учитываются токи намагничивания;
7) действительные токи заменяются системой гипотетических

токов «нагрузки» и «намагничивания»;
8) размыкание контуров рассматривается как преобразование;
9) порядок переменных изменяется преобразованием;
10) коммутатор машины переменного тока рассматривается

как преобразователь магнитного порядка проводников в их элек-
трический порядок.

Очень большое число допущений или экономящих труд прие-
мов, которые инженер вводит для организации и решения своих
проблем, может рассматриваться как «преобразование», пред-
ставимое тензором преобразования С™,. Следовательно, воз-
можно большое разнообразие преобразований и те из них, кото-
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рые приводятся в этой главе, являются только примерами про-
стейшего типа. Впоследствии их будет введено гораздо больше.

П. Эти многочисленные типы преобразований имеют, однако,
одну общую особенность: они оставляют инвариантной входную
мощность emim (линейную форму). В результате, несмотря на
использование такого множества преобразований, все действи-
тельные и гипотетические контурные сети имеют одно и то же
уравнение поведения, а именно:

e = z-i, em = zmni\

и для любого частного случая компоненты е и z находятся па
компонентам напряжения и импеданса любой эталонной сети
с помощью рутинных формул преобразования.

Преобразования i = C i / , которые оставляют «форму» инвари-
антной, будут называться инвариантными преобразованиями.
Позднее будут введены другие типы преобразований, которые не
оставляют «форму» инвариантной.

III. Можно упомянуть, что эти преобразования редко встре-
чаются отдельно, как представлено в этой главе. Большинство
инженерных проблем состоит в одновременном применении
нескольких преобразований, и часто бывает довольно трудно раз-
ложить результирующее сложное преобразование на последова-
тельное применение более простых преобразований.

Последовательное применение нескольких преобразований
приведено в гл. 11.

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ я-КОНТУРНОЙ СЕТИ В ДРУГУЮ
/г-КОНТУРНУЮ СЕТЬ

I. Чтобы быстро и как можно меньше рассуждая вывести
уравнение поведения сети, в качестве эталонной сети использу-
ется примитивная сеть. Однако для анализа п-катушечной сети
в качестве эталонной (исходной) может быть использована лю-
бая другая сеть. Довольно часто использование некоторой п-ка-
тушечной сети со специальной структурой в качестве отправной
точки приводит к более быстрому ответу, чем использование
примитивной сети.

В гл. 16, § 17 будет показано, что как данная, так и эталон-
ная сеть могут иметь различное число контуров и узловых пар,
пока они имеют одинаковое число катушек. Однако обе сети
должны рассматриваться как ортогональные, чтобы можно было
перейти от одной к другой и обратно с помощью тензора преоб-
разования С и обратного ему С"1.

II. Поскольку я-катушечная, /г-контурная сеть является также
ортогональной сетью (имеющей нуль узловых пар), разберем
пример, в котором и данная, и эталонная сеть имеют п катушек
и п контуров, но различное число подсетей и ветвей с нулевыми
импедансами. Например, пусть выводится уравнение напряже-
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ьия e' = z'-i' сети (рис. 6 1, а), если известно уравнение напря-
жения e = z i эталонной исходной сети (рис. 6.2). Последняя уже
вычислялась в гл. 4, § 14.

еее

'I*

мп

Zaa

\

/Zee

Zdd

i
2 / Л

r vJxJ2 U 1

Рис. 6.1. Данная сеть. Рис. 6 2. Эталонная сеть.

Так как данная сеть (рис. 6.1, а) имеет пять контуров, в ка-
честве переменных принимаются пять произвольных токов ветвей:

ih\ Г Г и /*'
III. Для определения тензора преобразования С первый

шаг — записать в обеих сетях токи, протекающие по каждой от-
дельной катушке (рис. 6.3, 6.4).

t m ' u n '

Рис. 6.3. Данная сеть Рис. 6.4. Эталонная сеть.

Следующий шаг — приравнять старые и новые токи, проте-
кающие в каждой катушке.

В катушке

(6,1)

Zaa-

Zbb

Zee

zdd

ia

e

—

+
— ic =

-i"=

- i f =

-i"=

r
igf

-im'

•m'

-im'-in

+?\
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Эта система уравнений всегда может быть разрешена относи-
тельно старых токов как линейная комбинация новых токов

g' h' k' m' n'

/*= ; Я * '

//= - / * '

a

b

C = c

d

f

1

1

1

— 1

— 1

— 1

— 1

2

1

1

1

(6.2)

Коэффициенты при новых токах представляют тензор преобра-
зования С, изменяющий сеть (рис. 6.3) на другую сеть (рис. 6.4).
Следует заметить, что одна из компонент С равна двум — также
целому числу.

IV. Новые компоненты тензора импеданса i! для данной сети
находятся из компонент исходной эталонной сети, заданной урав-
нением (4.65) с помощью Crz-C, как

g' h' к' ПГ

Zbb+Zdd

—Xfd —%аа—Хса

—%аа—Хса

— %df

7 У

ZaaJrZccJrZffJr
Л-Хас+Хса

— Zaa — Хае

ZaaJrZccJrXcaJtr

Zaa»^cc~T''*aci

h'

m1

(6.3)

Вектор приложенного напряжения е' будет С г е , где е дается
уравнением (4.66) как

g' h' k# m' n'

(6.4)e ' = eb *b + ed — ea — ec
ef — en — ec

3. ПРОВЕРКА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Правильность тензоров z' и е/ (см. рис. 6.3) может быть
проверена вычислением компонент этих тензоров из примитивной
сети рис. 6.1, б вместо сети рис. 6.2.
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Тензоры z и е примитивной контурной сети
a b с d f

а

b

z = с

d

f

- i

Xca

a

ea

1
\zbb

1
1

b

1
\zce

I
1

с

ec

\ \

\

1
| Zdd

\xfa

d

I
I

\ztf

f

eg .

(6.5)

(6.6)

Тензор преобразования С данной сети находится из рис. 6.3
приравниванием старых и новых токов на рис. 6.3 и 6.1, в

g' h' k' m' n'

(6.7)

/ * = ik'-

Lc= -

i d = £*'

/ / =

imr-

im'-

a

b

С - с

d

f

1 1

|

1

1

. i

i

— 1

i

II. Тензор импеданса z' есть (V-z-C7

g' h ' k' m'

h'

k'

m'

n'

Zbb

Zbb+Zdd

—Xfd

Zaa

—**aa—^ca

—Xdf

Zaa+Zcc+Zff+
-тглас-т-лса

Zaa-^rZcc^r
-\-Xac-\-Xca

—Zaa—Xac

Zaa+Zcc+Xac-tr

+xca

Zaa+Zc c+Xa c -f

Этот тензор проверяет уравнение (6.3).
Вектор приложенного напряжения е' будет С/-е

gr hT k' m'

еь еь + ed ea
-~ea-—ec—ef — ea — ec |

(6.8)

(6.9)

Этот вектор проверяет уравнение (6.4).
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4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ТОКОВ ВЕТВЕЙ

I. Примем, что для рис. 5.4 е', V и г' уже вычислены рассмот-
-а' -Ьг -с' -d'

рением в качестве переменных четырех токов: ь , i , i и t
(рис. 5.4 воспроизведен на рис. 6.5).

Предположим также, что по какой-то причине поведение си-
стемы требуется выразить в терминах четырех других токов, ска-
жем, i*\ ig\ ih' и ik' как переменных, показанных на рис. 6.6.
Применимы две процедуры:

Рис. 6.5. Четыре старых тока.

Zqq

Рис. 6.6. Четыре новых тока.

1) вычисление можно начать с самого начала устранением
всех соединений, чтобы установить снова первоначальную прими-
тивную сеть и новый тензор преобразования С;

2) уже вычисленные е/, z' и V заменить другим набором е'\
z", \П с помощью новой матрицы преобразования С, которая
устанавливает соотношение между i' и i", где

а ' Ь' с ' d ' f' g ' h ' k'

i ' H ia' :C' if i*' in k>

П. Следуя второй процедуре, роль отдельных катушек играют
ветви, в которых проходят старые токи. Этапы являются следую-
щими:

1) токи в трех ветвях, в которых проходят старые токи ia ,
/*', i°r и id\ выражаются через новые токи (рис. 6.7);

2) приравниваются старые и новые токи, проходящие в четы-
рех старых ветвях:

V gf h ' k'

+ ih'-ik'

i f f / =-(/^+ «•*')

id'*=-i*

«/^ _i*'
С ' =

1

1 i

1 1
— 1

— 1

— 1

— 1

(6.10)
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Коэффициенты при новых токах дают новый тензор преобра-
зования.

Zbb

7 1'4&W '"I

Рис. 6.7. Новые токи в отдельных катушках.

III. По известному С новые компоненты ъ" тензора импе*
данса находятся из C/«z'-C, где z' дается уравнением (5.19),
так что

г* h' kr
V

Г

Z" =

h'

k'

zb,bf)

Za>brJrZb'b'

—Zb'b'-~Zb'cf

—Zb'd'

Za'b'—Zb'C

Za'a'~~Za'cr

—Za'ctArZc'c'

Za'arJrZa'b'

—Za'cf—Zb'c'

~~Za'b'~~Zafcr

-~Za'd>

+Zb>c>+Zc>c>

+zc,d,

Za'b'+Zb'C

+Za'b'-~Zbfcf

2а'а'~^2а'Ь'
JrZafbfJrZbfbf

~~Za'd'

—Zb'b>—Zb>c'

-Zb>d'

~~Zb'a'b'^Zb'cli

~~Zb'df

—ZarbrJrZb'c*

~~Za'c»
JrZc'c'~~Za'd*

+Zc>d'

~~Za'b'~~Zbrbt)

~~Za'C

—Zb'c' — Za'df

~Zb>d'

Zb>b>+Zb'c>

+Zb'd>

+Zb>C+Zc'c>

+ZCd<
ArZbfd'J^Zc'd'

+Zd'd>

(6.11)

Значения Zu'a
r и другие в терминах Z a a , Хаъ и других могут

быть заменены по уравнению (5.18), чтобы выразить z" через
отдельные импедансы ZOo, Хаъ ...
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Вектор приложенного напряжения С/-е' =

_ f g h' k'

e" =

В терминах действительно приложенных напряжений, используя
уравнение (5.20), получаем

h' k'

е'а-е'с
e'a+e'b -e'b-ee,-ed,

f g

— еа — ес
— ea + ek \-

Уравнение напряжения e// = z//-i// выражает поведение сети (см.
рис 6.6) в терминах if\ ig\ i ' и ift', как это и требовалось.

Следует заметить, что имеется большое, хотя и не бесконеч-
ное, число способов выбора новых переменных i".

IV. Предполагая, что новые контурные токи V определяются
из V=C-V\ можно выразить напряжения е' на старой системе
контуров. В этом случае уравнение напряжения имеет вид:

e' = z ' - i ' = z ' . C ' - i " = z " ' . i " .

&mr — %тп'п''1 — % m'п'' L* п"'I — ^ m f n ' " ^ , (6.12)

где
zM,n, = zm,n,C%'% z'" = z' • С' (6.13)

представляет тензор импеданса сети, в которой напряжения и то-
ки выражаются в разных системах контуров.

Умножая матрицу (5.19) на (6.10), получаем

z r " =

а'

Ь'

с '

<Г

V

*а

Zb

zb

b'

'b'

c'

Zb'dr

g

Za'b'

Za'c>

Za'd

-zc>

'C'

C'

c'

d'

za

za

za

za

a

bf

rc

'd

h'

>+Za

+Zb>

'+Zb>

'b'

b'

cr

>+Zb>d>

-za

—Zbf

~ Z b

fb

b'

'c

~~Zbrd

k'

-zb>

•-Zc

>-zc

rc

C'

rC

rd

'~Za

-zb,

•-zc

'd'

d'

fd'

'—Zd'd'

(6.14)

Следует заметить, что z/x/ имеет два множества координатных
систем, контуры токов отличаются от контуров напряжений,

5. ГИПОТЕТИЧЕСКИЕ «КОНТУРНЫЕ» ТОКИ

I. Во всех до сих пор рассматривавшихся задачах новые токи
Г всегда были токами, действительно протекающими в некоторых
ветвях сети. Однако идея «преобразования» включает замену си-
стемы токов другой системой независимо от того, является ли
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система токов действительно существующей или только гипотети-
ческой. Иначе говоря, старая или новая или обе системы токов
могут быть гипотетическими токами.

Имеется, конечно, много путей, которыми гипотетические то-
ки могут быть введены в электротехнику. Фактически большин-

Рис. 6.8. Шесть контурных токов в каче-
стве переменных.

ство приемов анализа технических задач включает гипотетиче-
ские токи (метод симметричных составляющих, теории попереч-
ного и вращающегося полей, бегущих волн и фактически любое

Zaa Zbb Zee Zdd Zff Zgg Z^h ZJJ Zkk

Рис. 6,9. Примитивная сеть.

разложение результирующих токов на гармоники — пространст-
венные или временные).

II. При анализе неподвижной сети принято предполагать
наличие гипотетических «контурных» токов (или токов Максвел-
ла) в каждом замкнутом контуре, так что сумма этих гипотети-
ческих токов в каждой ветви является действительно текущим
в этой ветви током. Например, на рис. 6.8 из шести контурных
токов три являются действительно существующими токами вет-
вей, а именно ia\ ib' и ic\ три других контурных тока id\ i
и ig являются гипотетическими токами, не существующими фи-
зически.

Метод рассуждения является таким же, что и в случае с дейст-
вительно существующими токами. Примитивная сеть показана
на рис. 6.9. Ее тензор импеданса
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а

b

с

d

z = f

h

j

к

a

Xad

b

Zbb

Xbf

с

Zee

Xcg

d If

Xbf

|

Zdd

Xdf

Xdg

xdf

zff

xfg

|

g

Xcg

Xdg

xfg

zgg

h

Zfih

Xhj

xhk

J к

ZjJ

Xjk

xhk

Xjk

zkk

(6.15)

Вектор приложенного напряжения

a b с d f

e = 0 еь 0 -ed\ 0 eg —eh en

III. При установлении тензора преобразования первый шаг —
выразить действительные токи, протекающие через каждую ка-
тушку, через новые токи (рис. 6.10). Второй шаг — приравнять
старые и новые токи, протекающие через каждую катушку:

"А
Zbb

Рис. 6.10. Контурные токи в отдельных ка-
тушках.

191



- i * «

i" __ j<•b>

ic =

£ft =

i* =

if'-i»'

if'-i*'

a

b

с

d

C = f

h

j

к

a' b'
-j 1

— 1

— 1

c'

— 1

^

d'

1

1

^

r

1

1

1

1

1

. (6.16)

Коэффициенты при новых токах образуют тензор преобразо-
вания.

IV. Новые компоненты тензора импеданса определяются фор-
мулой C*-z-C = z/:

b' d' V В'

а'

b' Xdf

Xdg

—xad—
—Zdd

—Xdf

—Xdg

Xdf

2Xtjf-\- Хм,

+z/f

xfg

—Xdf

—Xbf—

-z/f

—Xfg

Xdg

Xfb

2Xcg-\- Xcc

+zgg

—Xdg

—xfg

—Xcg
—Zgg

—Xhd—Zdd

—Xdj

—Xdg

Zdd+Zj]
-Xjk-Xjk

+ZM

Xdf—Xhj
+xjk+xhk

-zkk

Xdg-\-Xhj
—Zjj—Xhk

+xjk

— Xdf

—Xbf—Zjf

—Xfg

Xdf—Xhj
+Xhk + Xjk

Z/f-i-Zhh
+ Xhk—Xhk

+zkk

Xfg—Zhh

+Xhj-{~Xflh

~Xjk

—xdg

—Xfg

—Xcg—Zgg

Xdg-hXhj
—Xhk—Zjj

Л-Zfr

Xfg—Zhh

+Xhk+Xhj
—Xjk

Zgg-rZfrh—
—Xhj—Xbj

+Zjj

= d ' - •

V —

g ; -
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Вектор п р и л о ж е н н о г о н а п р я ж е н и я из Ct-e р а в е н

Ь' d' Г gr

е = ed
—ed—ek eh+ek eg—eh

Контурные токи находятся по формуле i/ = z/~1-e/.

(6.18)

6. ЗАМЕНА КОНТУРНЫХ ТОКОВ ТОКАМИ ВЕТВЕЙ

Действительные токи ветвей i можно заменить гипотетиче-
скими контурными токами Г, но можно сделать и обратный шаг,
т. е. гипотетические контурные токи заменить действительными
токами ветвей.

Используя в качестве ис-
ходных контурные токи преды-
дущего параграфа Г, преобра-
зуем их в токи ветвей \" (рис.
6.11).

Будет обнаружено, что
вместо установления соотноше-
ния i/ = C/-i// легче установить
сначала обратное соотношение
i// = C/~1-i/. Затем уравнения
решаем относительно действи-
тельных токов или ищем С/"1.
(Если матрица С имеет много
нулей, то легче найти ее обра-
щение решением системы ли- t"1

НейНЫХ уравнений, Чем СЛеДО- р и с > 6 Л 1 > 3 а Мена контурных токов токами
вать стандартной процедуре.) ветвей.

Таким образом, отношение
между новыми (действительными) токами и старыми (контур-
ными) токами следующее:

= -/* '

^•«-i*

г =
/*" —
1 —

-ic'

i d ' -

if -

ig' —

ia'

ib'

ic'

c-i =

j "

k"

1"

m"

n"

a ' b '

-1 |

1

— 1

c '

h1

— i

1

d'

1

V

1 1 !

l

(6.19)
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Решая уравнения относительно старых токов, получаем

[/"—/*"

if—

=—i
•h"

— I r

— I

if= Г+Г =r-i} = -i

• ih'=-ih"

i" _

+ il (6.20;

;)• +У
t'Ttt"

it'- ii'

Г+f =Г _Г = .** + in'

Следовательно, тензор преобразования

С -

а'

b'

с'

сГ

V

1

— 1

Г

— 1

1

к"

— 1

— 1

1"

1

т "

1

п"

1

(6.21)

Новый вектор импеданса находится из z// = C/-z/-C/, а новый
вектор приложенного напряжения из е / / =С/-е / .

7. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ТОКОВ ВЕТВЕЙ И КОНТУРНЫХ ТОКОВ

I. Рассмотрим снова сеть (рис. 6.7), воспроизведенную на
рис. 6.12, в которой переменными являются четыре действитель-
ных тока ветвей: if, ig, ih и ik. Действительные токи в других
ветвях выражаются через эти четыре тока некоторым произволь-
ным образом.

II. Если каждый из четырех токов if, tf9 i
h и ih проходит в раз-

личных ветвях, то оказывается, что каждый из них образует
замкнутую цепь. Например, ih может проходить через катушки
Zfc, Zg, Zd и Zh, поэтому можно считать, что ih проходит через
этот контур.

Таким образом, ток ветви можно рассматривать как контур-
ный ток, который действительно существует в этой частной ветви.
Однако контурный ток не обязательно должен существовать как
независимый ток ветви, что показывает id' на рис. 6.11.
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При сравнении рис. 6.12 и 6.13 обнаруживается, что замкнутые
контуры, в которых напряжения складываются с помощью С г е ,
идентичны замкнутым контурам, в которых на рис. 6.12 долж-
ны, по предположению, протекать токи ветвей.

Следовательно, с математической точки зрения компоненты
V и е', найденные после соединения катушек, можно рассматри-
вать так же, как представление токов и напряжений, существу-

Рис. b.12. Токи, текущие в ветвях. Рис. 6.13. Токи, текущие в замкнутых
контурах.

Рис. 6.14. Токи и напряжения ветвей.

ющих в замкнутых контурах, и, значит, фиксированные индексы
f, g, h, k можно рассматривать как представляющие замкнутые
контуры. В частности, ef представляет сумму приложенных напря-
жений в контуре f, а V — гипо-
тетический ток, протекающий в
контуре /. Замкнутые контуры
сами могут быть или действи-
тельными (проходящими на
диаграмме сети вдоль кату-
шек), или фиктивными (не про-
ходящими через действитель-
ные проводники).

III. Подобно тому, как гипо-
тетический контурный ток V
можно заменить действительно
существующим током ветви, гипотетическое контурное напряже*
ние е', представляющее сумму напряжений, действительно при-
ложенных в контуре, можно заменить единственным напряже-
нием, действительно существующим в ветви, в частности, в той
ветви, в которой действительно существует контурный ток (рис.
6.14). Следовательно, контурные ток и напряжение можно также
физически представить как ток и напряжение в ветви. Матема-
тически оба физических представления имеют одинаковую фор-
му, и фиксированные индексы f, g> h, k можно рассматривать как
представляющие либо ветви, либо замкнутые контуры.

При решении большинства практических проблем токи ветвей
следует выбирать согласно требованиям данной частной пробле-
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мы, в то время как замкнутые контуры выбирают чисто случайно
при выражении токов, протекающих через различные катушкиу

в терминах требуемых токов ветвей (см. рис. 6.13). Следователь-
но, можно выбирать произвольно либо п ветвей, либо п замкну-
тых контуров; тогда выбор остальных становится ограниченным,
хотя некоторая свобода выбора еще остается из-за перехода от
ветвей к катушкам.

8. ИЗМЕНЕНИЕ ЧИСЛА ВИТКОВ

I. Другим примером инвариантного преобразования является
этап изменения числа витков катушек.

В задачах, связанных с сетями и вращающимися машинами.
реактансы отдельных катушек или обмоток обычно вычисляются
в предположении, что каждая катушка имеет одинаковое с дру-
гими число витков. В действительной соединенной сети имею-
щийся медный проводник используется для наматывания кату*
шек с различным числом витков, в результате чего изменяются
вычисленные собственные и взаимные индуктивности на отдель-
ных катушках.

Изменение реактансов, обусловленное изменением числа вит-
ков, можно учесть двумя различными способами:

1) предположением, что примитивная сеть сама содержит ка-
тушки с различным числом витков и ее компоненты Хаа> Хаъ и
другие вычислены при помощи катушек, имеющих различное
число витков;

2) предположением, что катушки примитивной сети содержат
одинаковое число витков (обычно один) и компоненты z, следо-
вательно, вычислены. Тогда устанавливается тензор преобразо-
вания, показывающий, как должно изменяться число витков от-
дельных катушек.

II. Пусть имеется тензор импеданса примитивной сети
(рис. 6.15)

QQUQ

ЛЬ1°

СП
1> Пд1

I I

сГ

б

а

Ь

с

d

а

^аа

Хаь

Хас

Xad

ь

Zbb

Xbc

Xbd

с

Хае

Xbc

Zee

XCd

d

Xad

%bd

Xcd

Zdd

(6.22)

Рис. 6.15. Изменение числа
витков:

а — примитивная сеть; б —
действительная сеть.

где каждая катушка имеет одинаковое число витков.
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Пусть теперь число витков катушек изменилось. В частности,
если число витков катушек а и с равно единице, то число витков
катушки b есть пь, а катушки d—rid. Изменение числа витков
в конкретном поперечном сечении медного проводника от одного
до п эквивалентно замене первоначального тока гъ, текущего
через все поперечное сечение, на 1/п-ю его величины при помощи
tb' = ib/n, текущего через меньшее поперечное сечение (рис. 6.16).
То есть, старые токи являются токами, протекающими через
большее поперечное сечение, а новые — через меньшее попереч-
ное сечение.

Подобно тому, как введение коротких проводников для соеди-
нения катушек не вносит каких-либо дополнительных сопротив-
лений или индуктивностей в систему, остав-
ляя, следовательно, входную мощность e-i
инвариантной, и введение тонкой изоляции
для разделения волокон медного проводника
не вводит каких-либо дополнительных ре-
актансов в систему и, следовательно, это
преобразование оставляет входную мощ-
ность инвариантной.

III. Соотношение между токами, проте-
кающими через большее поперечное сечение,
и токами, текущими через меньшее попереч-
ное сечение, можно установить выражением токов, протекающих в
каждой катушке, через новые токи (рис. 6.16) и приравниванием
старых и новых токов в одном и том же поперечном сечении в
каждой катушке:

Рис. 6.16. Введение изоля-
ции:

а — 1 виток; б — п^

витков.

ia = ia' = ia'

ьь=пь?'

id = n/' =

nbi"
С =

;С'

tldl
•А'

а

b

с

d

а'

1

Ь'

пь

с'

1

d'

"d

. (6.23)

Коэффициенты при новых переменных образуют матрицу пре-
образования С.

Матрица преобразования содержит только диагональные ком-
поненты, каждая из которых представляет число витков частной
катушки (или число витков катушки в терминах витков некото-
рой частной катушки). Следует особо подчеркнуть, что теперь
компоненты С могут быть не только целыми, но и дробными
числами.

IV. Тензор импеданса сети, содержащей катушки с различ-
ным числом витков, есть C*-z-C, равный
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z' =

a'

b'
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nb^ab
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Xac
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(6.24)

Вектор приложенного напряжения находится из Сге:

а' Ь' с ' d'

е = nbeb ес
nded | (6.25)

Настоящее преобразование изменения числа катушек редко
происходит самостоятельно, обычно в то же время происходит
соединение катушек.

9. ПРЕНЕБРЕЖЕНИЕ «ТОКАМИ НАМАГНИЧИВАНИЯ» КАК СВЯЗЯМИ

I. В многообмоточном трансформаторе несколько катушек на-
матываются на один железный сердечник (рис. 6.17). Большее

число линий потока, так называе-
мый поток сердечника, проходит
вдоль сердечника, пронизывая все
катушки, в то время как остав-
шиеся линии потока, так называе-
мые потоки рассеяния, замыкают-
ся в воздушном зазоре между ка-
тушками.

Магнитодвижущая сила М,
создающая поток сердечника,
обусловлена всеми токами, кото-
рые охватываются потоком сер-
дечника; например, в многообмо-

точном трансформаторе с четырьмя катушками МДС, создающая
поток сердечника,

M = n1i
l-\-n2i

2 + n3P=n,4i*.

Потоки рассеяния создаются МДС, обусловленной каждым то-
ком в отдельности и всеми токами вместе. Далее нас не будет
интересовать значение этих МДС.

Естественно предположить, что поток сердечника, пронизы-
вающий все катушки, вызван так называемым гипотетическим
«током намагничивания» im, протекающим в одной из катушек,
в то время как оставшиеся «потоки рассеяния» вызваны остав-
шимися токами — «токами нагрузки», т. е. искусственное разде-
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Рис. 6 17. Потоки в многообмоточ-
ном трансформаторе:

а — поток сердечника; б — поток
рассеяния.



ление линий потока на «поток сердечника» (путь в железе) и
«поток рассеяния» (путь в воздухе) ведет также к искусствен-
ному разделению токов на «ток намагничивания» и «ток на-
грузки».

II. Поскольку в трансформаторе магнитное сопротивление
(релактанс) пути потока сердечника мало, МДС, производящая
поток сердечника, может быть принята равной нулю или, выра-
жаясь инженерным языком, «током намагничивания» можно
пренебречь. Это допущение эквивалентно уравнению

nli
1 + n2P + nsi

3 + nAi
4=09 ( 6 - 2 6 )

т. е. сумма всех МДС вдоль магнитной цепи равна нулю.
Это последнее соотношение устанавливает уравнение между

токами многообмоточного трансформатора, следовательно, оно
является «уравнением связи» (гл. 4, § 19). В предыдущем случае
ограничения на токи были установлены при помощи воздействия
на электрическую цепь (разрыванием ее), теперь ограничения
на токи установлены при помощи воздействия на магнитную
цепь.

Когда сеть содержит несколько замкнутых магнитных цепей,
в которых можно пренебречь магнитодвижущими силами, созда-
ющими потоки сердечников, для каждой магнитной цепи может
быть установлено отдельное уравнение связи приравниванием
нулю МДС, действующих вдоль каждой магнитной цепи.

10. СВЯЗИ КАК ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. В предыдущем случае (гл. 5, § 1) уравнения связи были
введены размыканием некоторых цепей. Их учитывали двумя
различными способами:

1) уравнения были подставлены в уже установленное соотно-
шение i = C i ' , чтобы уменьшить число новых переменных, и ста-
рая С была заменена новой С, имеющей меньше столбцов, чем
строк. Число исключенных переменных равнялось числу урав-
нений связи;

2) уже установленная старая С была отброшена и с самого
начала была установлена другая, сингулярная С введением
меньшего числа новых переменных. Это общий метод, используе-
мый во всех сетях.

II. В данном случае будет использован третий метод учета
уравнения связи, поскольку второй метод слишком громоздкий
для данного типа связи. Будет установлен отдельный тензор пре-
образования С, такой, что соотношение i = С - ir будет эквивалент-
но самим уравнениям связи, т. е. введение связей будет рассмат-
риваться как отдельное преобразование.

В любой общей проблеме перед введением связи имеется п
переменных. Результатом использования тензора преобразования
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С, вводящего к уравнений связи, является введение п—k новых
переменных вместо п старых.

III. Когда дана система k уравнений связи, этапы установле-
ния тензора преобразования являются следующими:

1) выразить любые k переменных в уравнениях связи как
функции оставшихся п—к переменных;

2) оставить другие п—k переменных неизменными.
Приведенная система уравнений представляет соотношение

между «старыми» и «новыми» переменными («новые» перемен-
ные являются просто уменьшенными в числе «старыми» перемен-
ными), следовательно, тензор преобразования находится, как
обычно, по коэффициентам при новых токах.

IV. В качестве примера последнее уравнение связи дано
в форме

nxi
l + n2i

2 + щ£ + n4i
4=О, (6.27)

устанавливающей, что в четырехобмоточном трансформаторе ре-
зультирующая МДС равна нулю. Выражая, скажем, il через три
остальных (чтобы исключить i1), получаем

П\ Пх П\

оставляя оставшиеся три неизменными:

(6.28)

(6.29)

Результирующие четыре уравнения заменяют четыре первона-
чальных тока i1, i2, P и iA на три тока i\ i2 и t3. Чтобы избежать
любых возможных недоразумений, три тока в правых частях
уравнений могут быть со штрихами, так что система уравнений
i = C-i/ (представляющая уравнения связей):

2' 3' 4'

i4 =

_ а± р' _ ^з /3' _ л± р
пх щ пг

i2'

с -

Л2

1

0

0

«з

0

1

0

П4

0

0

1

(6.30)

Следовательно, роль уравнений связи (6.27) играет тензор
преобразования (6.30).
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11. МНОГООБМОТОЧНЫЕ ТРАНСФОРМАТОРЫ

Пусть тензор импеданса четырехобмоточного трансформатора

1 2 3 4

z =

Zn

Х\2

Хгз

Х\2

^ 2 3

^ 3 3

^ 3 4

Х14

^ 3 4

Z44

(6.31)

каждый импеданс вычислен для его действительного числа
витков.

Его током намагничивания пренебрегаем, преобразуя z
с помощью С (уравнение 6.30) и получая Q-z-C:

2'

3 '

4 '

2 '

Z22—2 Х\2

+ №
^ 2 3 — Л 1 3

"з Y П2П3

Щ ПХП\

Л24—~~ -л 14
«1

^4 „ ^ ^ 2 П 4
— — Л 12-+- -Ml

Л1 Л1 Я!

3 '

л 2 з— л 1 3

Л 1

ПЗ Y < П 2 П з 7

— — А 1 2 Н Z n

/Zi /Zi /22

Л34~ ~~ -л 14

" 4 ^ . % « 4 7— ~ " Л 13+ ^11
Л ! AljAZi

4'

^ 2 4 — — -^14
^1

ПА Y п2щ
— л\2~т -^11

/2i пгпг

У Щ У
Л з4— — Л и

/11
л 4 „ ,ПЗПА7

— — А 1 3 + Z n
/22 Л!Л1

Z44—2 А*14

\Я1/

(6.32)

Следовательно, в результате пренебрежения током намагни-
чивания многообмоточного трансформатора всегда уменьша-
ется число строк и столбцов его тензора импеданса на один по-
средством сингулярного тензора преобразования С, т. е. четыре
обмотки заменяются тремя другими (гипотетическими) обмот-
ками.

Вектор приложенного напряжения е' после пренебрежения
током намагничивания становится Q-e

2' 3' 4'

е ' =
Щ

" 1
е3 __ —& еА

п4 (6.33)
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Можно сказать, что разность потенциалов между двумя обмот-
ками, уменьшенная в отношении один к одному, получена. Ток
одной из двух обмоток должен быть исключен.

Нагрузочные токи V в обмотках 2, 3 и 4 находят посредством
z'-^e' . Токи в первоначальных катушках находят в терминах
Г из i = C i ' , а напряжения, индуцируемые в каждой катушке, из
e = z C i ' .

Детальный анализ цепей многообмоточного трансформатора
приведен в гл. 10.

12. ТОКИ НАГРУЗКИ И НАМАГНИЧИВАНИЯ

I. Предположим, что гипотетический ток намагничивания im

y

создающий поток сердечника, не равен нулю, а действительно
существует в одной из катушек, скажем, катушке, связанной
с линией.

В этом случае катушка рассматривается как обратная цепь
для других «нагрузочных» токов, создающих линии потока в воз-
духе, т. е. в четырехобмоточном трансформаторе «уравнение
МДС» следующее:

?iiil + щь1 + п^ + >V4 = >Mm = Ж, (6.34)

где im принимается текущим в катушке 1. Следовательно, il за-
меняется следующим соотношением:

/1 = Г - -21 /2 __ Ц± /з _ Ц± ц ( 6 > З 5 )
711 Пх П\

в то время как другие токи «нагрузки» остаются неизменными:

/2 = / 2 .

(6.36)

Эти четыре уравнения можно рассматривать как преобразо-
вание четырех первоначальных переменных ix, i2, f3 и i4 в четыре
других переменных: im, i2\ i3' и /4' Следовательно, система
уравнений преобразования i = C-i/ следующая:

Т 3 ' 4 '

п\ пг щ

/2 = ;2'

i*'

1

0

0

0

1

0

0

0

1

0

щ

0

0

1

(6.37)
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Коэффициенты при новых токах образуют несингулярный
(квадратный) тензор преобразования С.

II. Это преобразование изменяет не только токи, протекаю-
щие в катушках, но и физическую структуру сети, вводя фик-
тивные связи между катушкой im и другими катушками. Фиктив-
ные контуры могут быть установлены нахождением нового век-
тора напряжения e' = Ct-e

т 2' 3'

е ' = •
Щ

п\

щ
(6.38)

показывающего, что каждая нагрузочная цепь соединяется
встречно с током намагничивания.

III. Следует заметить, что сингулярная С, используемая при
пренебрежении током намагничивания, является частью несингу-
лярной С. Она получается из последней при отбрасывании столб-
цов, соответствующих токам намагничивания.

Вообще, когда устанавливается сингулярная С, представля-
ющая систему уравнений связи, всегда можно построить несингу-
лярную (квадратную) С, частью которой является сингулярная
С, введением дополнительных новых переменных (в данном слу-
чае im).

13. ДВУХОБМОТОЧНЫЙ ТРАНСФОРМАТОР

I. Пусть поведение двухобмоточного трансформатора выра-
жается через его токи «намагничивания» и «нагрузки», а не через
«первичный» и «вторичный» токи. Первоначальные компоненты
тензора импеданса z и нового тензора преобразования С соот-
ветственно буд^т

1 т ' 2'

z =

Z.2

, (6.39) с =
1

0 1

. (6.40)

Произведение Crz-C дает новые компоненты тензора импе-
данса

(6.41)

m

2'

m

Л 1 2 — Zii

п\

2'

У Щ 7
Л12— z l l

Z22-2^X12 + (^)2Zn

П\ \П\1
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Тензор адмиттанса

у =

где D = ZnZ22—{Хи)2- Вектор приложенного напряжения

m 2'

т

2'

[̂ 22 - 2 ~ 2

т Zu

m

+(-Г
~xl2)l ID

(H2

Ui

2'

Zn-X

Zn/D

n)JD
, (6.42)

Щ

nx

(6.43)

II. Если во вторичной обмотке отсутствует приложенное на-
пряжение, то £2=0 и

m Kz--S-*»)/"]••
{-ХпЮУех

(6.44)

при этом они дают токи «намагничивания» и «нагрузки».
III. Токи в двух обмотках в терминах V находятся из i =

1 2

(6.45)

Значит, первичный ток il равен сумме тока намагничивания im

и тока нагрузки — ^ ' ( ^ M i ) .
Напряжения, индуцированные в двух катушках, находятся

из z-C-Г

ес =

znim + (x12-^zuy>'

• (

Ai2^ + Z 2 2 — А12 N
/11 /

(6.46)

14. РАЗМЫКАНИЯ ЦЕПЕЙ КАК ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. В качестве другого примера, показывающего, что систему
уравнений связи можно заменить сингулярной матрицей преоб-
разования С, рассмотрим случай, когда в сети (уравнение
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e = z i которой уже установлено) часть контуров разомкнута, но
катушки не удалены.

Например, пусть рассматривается сеть (рис. 6.18), имеющая
шесть катушек с шестью переменными: /а, ib, ie, id, if и &. Ее тен-
зор импеданса дается уравнением (6.17).

II. Пусть теперь разомкнуты ветви, в которых протекают токи
£ь, ig—ic и if—ib, как показано на рис. 6.18. Эти разрывания экви-

Рис. 6.18. Разрывание ветвей. Рис. 6.19. Новые переменные.

валентны следующим уравнениям связи:

i*-ie = 09

if-ib=0.

(6.47)

В результате этих связей число переменных уменьшается на
три, а именно с шести до трех. Выбирая произвольно в качестве
оставшихся переменных ia

y i
c и id (рис. 6.19), получаем следующее

соотношение i = С • i между старыми и новыми переменными* экви-
валентное уравнениям связи:

ia

ib

ic

id

if

= 0

= ic'

=.id'

= 0

a

b

с

d

f

g

a f

1

c' d'

1 1

1

1

(6.48)

205



III. Следовательно, тензор импеданса уменьшенной сети на
рис. 6.19 находится из уравнения (6.17) посредством CfZ-C =

d'

z' = с'

d'

0

— Xad — %dd

0 — Xad — %dd

Zcc+Zhh + Zjj—ZXfij 1 Xhj—Xhk+Xjk—Zjj

Xhj—Xhk+Xjk—Zjj %dd +Zjj +Zkk—2Xjk

(6.49)

Такой же результат для рис. 6.19 может быть получен, если
исходить из примитивной сети вместо сети, изображенной на
рис. 6.18, и составить новую С, содержащую такие же три новые
переменные.

Рис. 6.20. Размыкание контура. Рис. 6 21. Размыкание ветвей и контуров.

IV. Вместо того чтобы полагать реально существующий ток,
протекающий по ветви, равным нулю, можно приравнять нулю
воображаемый контурный ток, такой как if (см. рис. 6.18). Это
эквивалентно исключению контура f посредством размыкания его
в некоторых узлах (рис. 6.20).

V. Когда уравнения связи имеют простую форхму /ь = 0, id = Q,
if = 0 (рис. 6.21), то операция Q-z-C состоит просто в отбрасыва-
нии строк и столбцов b, d, f из тензора (6.17).
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Тензор преобразования
а' е'

с =

1

1

1

(6.50)

Тензор импеданса ъг сети, изображенной на рис. 6.21, находится
из тензора (6.17), представляя (Vz-C как

а' с ' g'

Zaa ~^~^dd ^^^ad

Xdg

— Xdg

Xdg

Zcc+Zgg-\-2Xcg

— Xcg— Zgg

— Xdg

— Xcg — Zgg

Zgg+zhh+Zjj—2Xhj

a'

z ' = c '

g'

(6.51)

VI. Напряжения в отдельных катушках не могут быть найде-
ны посредством e = z-C-i/, так как z не является примитивной
сетью. Эта формула дает напряжения, индуцированные в контуре
независимо от того, замкнутый он или разомкнутый, так как
исходные уравнения, преобразованные с помощью С, представ-
ляют контурные уравнения сети, данной на рис. 6.18. Если тре-
буются напряжения, индуцированные в отдельных катушках
с разомкнутой цепью, то исходный импеданс z будет представ-
лять тензор импеданса примитивной сети.

15. ПЕРЕСТАНОВКИ КАК ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Преобразования с этой точки зрения представляют либо
перестройку физической системы, либо выбор других перемен-
ных. Во многих случаях преобразование состоит в простом изме-
нении порядка, в котором располагаются переменные,

Такое изменение порядка переменных называется переста-
новкой. Например, в некоторых трехфазных системах иногда же-
лательно расположить рядом те оси каждой системы, которые
относятся соответственно к первой, второй и третьей фазам; или
когда катушки обмотки постоянного тока соединены с коммута-
тором. В результате переключения изменится порядок, в котором
напряжения, наводимые в отдельных катушках, суммируются
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в напряжение на зажимах в любой момент времени; или поря-
док, в котором переключатель отпирает последовательность
ламп, представляет перестановку и т. д. Такие примеры переста-
новок, встречающиеся в инженерной практике, можно продол-
жить неограниченно.

II. В качестве простого примера пусть е, i и z некоторой систе-
мы вычисляются как

е =

j f

eg ea | ej ek \ eb ec e<i | tf (6.52)

i = J i*

1

/ '

a

ia

J k b

ib

h с

ic

d

id

i

if (6.53)

Z ^

i

a

j

k

b

h

с

d

f

Z!

z2i

•^28 I

Z49

1

zs

Zn

Z2i

•^39

Zm

a

z9

Zn

za

1

Z\o

Z14

Zl9

1

Z33

Z45

Z29

k

Zs

Zu

Z40 |

ZBi Z52

b

ZA

Z20

Z30

Zzb

Zib

h

Z26

Zn

Zr,

z41

Zs6

с

Zn

Zn

Zsi

•Z42

Z 5 4

d

Z i ,

z47

2 5 5

f

2e

zn

Z-n

Z2i

Zss

Z43

•Z48

Zob

(6.54)

III. Теперь пусть порядок осей изменится от g, i, a, j , k, b, h,
с, d, f к g, j , h, f, a, b, d, i, k, с, т. е. пусть каждые четвертые оси
будут соседними. Такое изменение порядка эквивалентно преоб-
разованию
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««=»*'

i' =

ia =

/* =

,•*'
(6.55)

/' = it'
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.(6.57)

Таким образом токи сами по себе остаются неизменными; только
порядок, в котором располагаются их оси сверху тензора преоб-
разования, изменяется, как показано. Заметим, что все компо-
ненты тензора преобразования С перестановки кроме одной яв-
ляются нулями в каждом столбце и в каждой строке.
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Новые компоненты вектора напряжения определяются из

У Ъ' v b ' d' к'

1" Ч en (6.58)

Новые компоненты тензора импеданса, найденные из C^z-C,
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Перестановку С применительно к z можно выполнить быстрее,
если сначала поменять местами столбцы z (получая z«C), а за-
тем поменять местами строки z-C, получая С*-z-C. Этапы
Ct-zC показаны лишь потому, что служат введением к более
сложным перестановкам.

16. ЗАМКНУТЫЕ ОБМОТКИ КАК ПЕРЕСТАНОВКИ

I. Более сложными примерами перестановок являются замкну-
тые якорные обмотки постоянного тока, в которых проводники
пересекаются потоком возбуждения в порядке, отличном от того,
в котором по ним протекают токи.

В качестве простого примера рассмотрим 16 проводников,
расположенных в 16 пазах (рис. 6.22). Нумерация проводников
указывает порядок, в котором они пересекают внешний поток
при их вращении.

II. Теперь 16 проводников соединим в непрерывную замкну-
тую обмотку, соединяя, скажем, каждый четвертый проводник
в противоположном направлении, в порядке 1, —4, 7, —10, 13,
—16 и т. д., пока не охватим все проводники (рис. 6.23).
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В результате такого соединения ток, начиная с проводника 1,
будет протекать по следующему проводнику —4 (минус потому,
что направление тока противоположно), затем по 7 и т. д. Таким
образом, в результате этого типа непрерывной связи изменяется
порядок проводников по отношению к току. Новая нумерация
проводников показана на рис. 6.23.

Следовательно, нумерация, соответствующая рис. 6.22, пока-
зывает, в каком порядке внешний поток пересекает проводники
при их вращении, а нумерация, соответствующая рис. 6.23, по-
казывает порядок, в котором ток протекает по проводникам.

III. Такое изменение в порядке проводников в зависимости от
того, рассматривать ли его с точки зрения потока или тока, мож-
но выразить как преобразование i = C-i/:
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(6.60)

Этот тензор преобразования превращает электрическую схему
проводников (номера со штрихом) в магнитную схему. Легко
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установить следующее: начиная с верхнего левого угла числа 1
и — 1 располагаются в соответствующих строках в таком же по-
рядке, в каком соединены проводники 1, —4, 7, —10, 13, —16 и
так далее, каждый раз передвигаясь на один столбец вправо.

Заметим, что в каждой строке и в каждом столбце имеется
только одна не равная нулю компонента. Так же, как обмотка
охватывает три раза окружность якоря, прежде чем замкнуться,
числа ± 1 заполняют матрицу три раза по косой линии, прежде
чем заполнят все столбцы.

Рис. 6.22. Магнитная схема замкнутой
обмотки.

Рис. 6.23. Электрическая схема замкнутой
обмотки.

17. НЕПРЕРЫВНЫЕ ОБМОТКИ ПОСТОЯННОГО ТОКА

I. В качестве еще более сложного примера обмоток постоян-
ного тока возьмем 16 пазов, содержащих 32 проводника, по два
в пазу, один сверху другого, как показано на рис. 6.24, где изоб-
ражены видимые концы проводников.

С точки зрения внешнего потока имеется только шестнадцать
проводников, так как верхний и нижний проводники паза пере-
секаются одним и тем же потоком в один момент времени.

II. Пусть 32 проводника соединены следующим образом: верх-
ний 1, нижний —3, верхний 6, нижний —8 и т. д. (рис. 6.25).
Рассматривая два соседних соединенных проводника как обра-
зующих катушку (скажем, верхний 1 и нижний —3), получаем,
что проводники соединены в катушки, а катушки в обмотку сле-
дующим образом:

1) два проводника катушки занимают два паза, т. е. «шаг
катушки» есть 1—3;

2) каждая шестая катушка соединена последовательно, т. е.
«шаг коммутации» есть 1—6.
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С точки зрения потока верхний и нижний проводники обра-
зуют наименьшую магнитную единицу (всего 16 единиц), а с точ-
ки зрения тока два проводника катушки образуют наименьшую
электрическую единицу (всего 16 единиц).

III. Поэтому тензор преобразования, преобразующий магнит-
ную схему в электрическую, состоит из 16 строк и столбцов:

il=il'-i7'

;2 _ Л4' у4'1=1 — i

^Hi"'-/1'

i 4 = 7 8 ' - 7 1 4 '

Л ;15' ,5'
I = I — I

i«W6'-i6'

^W8'_i»

/«=г 1 0 ' —i16'

* 1 5 = i 7 ' - i 1 3 '

/»=/*' _/l°'

(6.61)

Легко установить, начиная с верхнего правого угла, что 1 и
— 1 располагаются в соответствующих строках в том же порядке,
б каком соединяются проводники 1, —3, 6, —8, 11, —13 и т. д.,
сдвигая, однако, столбцы вправо только для +1. В каждом столб-
це присутствуют + 1 и — 1 , представляющие два проводника,
пересекаемые одним и тем же потоком (магнитные единицы). Та-
ким образом, теперь в каждой строке и в каждом столбце при-
сутствуют две компоненты, отличные от нуля.
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Рис. 6.24. Магнитная схема.

г1

12' #

Рис. 6.25. Электрическая схема.

Рис. 6.26. Матрица преобразования С петлевой обмотки с 70 катушками, показывающая»
в какой момент времени катушки короткозамкнуты щетками, и их мгновенное положение

относительно полюсов.
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Использование тензора преобразования С при расчете обмот-
ки постоянного тока показано в гл. 11, § 15. В обмотках посто-
янного тока С, конечно, принимает еще более сложную форму.

IV. Левая сторона С представляет действительную простран-
ственную схему катушек, так как они уложены в пазы. С можно
рассматривать как преобразование дискретных точек реального
пространства в воображаемое пространство, в котором эти
дискретные точки располагаются по другому порядку протекания
электрических зарядов. Можно оставить пустые строки в С,
чтобы представить зубцы на якоре, где не уложены проводники,
как показано на рис. 6.26 для петлевой обмотки с 70 катушками.
Теперь левая сторона еще более точно представляет пространст-
венную схему и положение проводников в пазах относительно по-
люсов.

V. Попутно интересно указать на то, что, если щетки изобра-
жены вверху С и охватывают несколько коммутирующих
пластин, они замыкают накоротко катушки, представленные + 1
и — 1 , расположенными прямо под ними. Действительное прост-
ранственное расположение коротко замкнутых катушек относи-̂
тельно полюсов показано в левой стороне рис. 6.26.

Вращение якоря можно представить одновременным движе-
нием щеток влево и полюсов возбуждения вверх. Перемещаясь,
щетки каждый раз то замыкают, то размыкают контакт со
столбцом, т. е. накоротко замыкают или размыкают катушку.
Таким образом, на тензоре преобразования можно наблюдать,
как катушки накоротко замыкаются движущимися щетками в
каждый момент времени, а также их мгновенное положение по
отношению к полюсам возбуждения, как показано на рис. 6.26
для одного фиксированного момента времени.

Коммутация здесь не рассматривается.

18. ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ТЕНЗОРА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Когда преобразование состоит из физического изменения
одной сети в другую взаимосвязыванием, компоненты тензора
преобразования С, содержащего только целые числа, полностью
определяют физическую сущность изменения. Иначе говоря, тен-
зор преобразования представляет математическую фотографию
диаграммы соединений. В частности:

1) столбцы С перечисляют старые контуры, из катушек кото-
рых строятся новые контуры;

2) строки С перечисляют новые контуры, из катушек которых
строились старые контуры.

Интересно, что некоторые контуры можно перечислить
несколько раз (см. уравнение (6.2)).

II. Когда «старая» сеть является «примитивной» и каждый
старый контур является отдельной катушкой, тогда и только
тогда:
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1) столбцы С перечисляют катушки, из которых строятся но-
вые контуры;

2) строки С перечисляют новые контуры, к которым принад-
лежит каждая катушка.

Эти соотношения оказывают большую помощь при определе-
нии контурной сети, если известен ее тензор преобразования,
В задачах синтеза сетей известен тензор преобразования С, даю-
щий сеть с требуемыми рабочими характеристиками, и надо найти
такую сеть.

III. Компоненты С полностью определяют также электромаг-
нитные соотношения между двумя сетями. В частности:

1) столбцы С перечисляют старые контуры, напряжения е
которых складываются, чтобы образовать новые контурные на-
пряжения е';

2) строки С перечисляют новые контуры, токи V которых скла-
дываются, чтобы образовать старые контурные токи i.

IV. Когда старая сеть является примитивной, тогда
1) столбцы С перечисляют катушки, напряжения е которых

складываются, образуя контурные напряжения е';
2) строки С перечисляют контурные токи Г, которые склады-

ваются, образуя токи катушки i.
V. Изучение такого тензора преобразования С, содержащего

только целые числа, предпринимается в разделе геометрии, на-
зываемом «топология».

Когда преобразование содержит изменения другого вида и
компоненты С могут быть также дробными, то компоненты С
интерпретируются по-другому. Вообще, каждая группа тензоров
преобразования ]) имеет свою физическую интерпретацию.

^Следовательно, имеются различные тензоры преобразования, геометриче-
скими объектами которых являются различные типы структур. (Прим. пер.).



Глава 7

КОВАРИАНТНЫЕ И КОНТРАВАРИАНТНЫЕ ИНДЕКСЫ

1. ВЕРХНИЕ И НИЖНИЕ ИНДЕКСЫ

I. В уравнениях (4.31) и (4.32) были введены следующие фор-
мулы преобразования векторов тока и напряжения:

r=c-1-i, г'=сГЛ (7.1)

e' = C,.ef e*' = C*a,ea. (7.2)

Необходимо заметить, что при замене старых компонент
вектора напряжения еа новыми компонентами ea

f тензором преоб-
разования является С«' (в индексном обозначении Си Q пред*
ставляются как С\ ). С другой стороны, при замене старых ком-
понент вектора тока новыми компонентами С тензором преоб-
разования является С\ , т. е. обратный С«'. Другими словами,
при переходе к новым, координатам (или системе) вектор тока
ведет себя иначе, чем вектор напряжения. Например, при соеди-
нении двух катушек последовательно токи через две катушки
остаются одинаковыми, в то время как напряжения суммируются.
С другой стороны, при соединении двух катушек параллельно
токи складываются, а напряжения на каждой катушке одина-
ковы.

II. Чтобы отразить это различие в поведении векторов тока
и напряжения при преобразовании, вектор напряжения в индекс-
ном обозначении всегда имеет нижний индекс, т. е. еа, а вектор
тока — верхний индекс, т. е. ia (в прямом обозначении различие
между двумя типами векторов не делается).

Нижние индексы называются ковариантными, а верхние —
контравариантными. Соответственно еа называется ковариантным
вектором, a ia — контравариантным. По соглашению переменная,
представляющая скорость, в данном случае /а, всегда имеет верх*
ний индекс.

Необходимо подчеркнуть, что вектор напряжения не является
«обратным» по отношению к вектору тока. Вектор напряжения
ведет себя как обратный по отношению к вектору тока только
тогда, когда вводится новая система координат. Когда уравнение
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относится к одной и той же частной системе координат, различие
между векторами тока и напряжения не проявляется.

III. Индексы других геометрических векторов, как и просто
векторов, также бывают верхние и нижние. В частности, так как
геометрический объект умножается на С«' или обратную
CJ* столько раз, сколько имеет индексов, то каждый индекс,
по которому идет умножение на тензор преобразования С =С*'
(или С*), пишется как нижний (ковариантный) индекс, в то вре-
мя как индекс, по которому идет умножение на обратную С~1 =
= С«" (или C f 1 ) , пишется как верхний (контравариантный)
индекс, чтобы сбалансировать индексы.

Например, так как формула преобразования z есть

z' = CrzC, za,t, = zatCiCl, (7.3)

то оба индекса za$ — нижние (ковариантные). В соответствии
с этим расположением один из немых индексов является верх-
ним, а другой — нижним.

IV. Чтобы найти формулу преобразования для y=z- 1 , рас-
смотрим уравнение тока

i = y.e, Г=у4е9. (7.4)

Заменяя i и е их значениями в новой системе координат, полу-
чаем

C-i'=y(CrV), Я.Г'=у9фу.

Умножая обе части на СН слева, получаем

i^C-'-yCr'-e', ?'=y*Cl'cl'ey.

Так как в новой системе координат уравнение (7.4) имеет тот
же вид, что и в старой систехме координат, а именно

i' = y'-e', i'WV, (7.5)

то отсюда следует, что формула преобразования у есть

у'^СГ'.у.СГ 1 , у*'*' = у*(%С\\ (7.6)

Следовательно, уа& записывается с двумя верхними (контрава-
риантными) индексами, показывающими, что в формуле преоб-
разования для уа$ матрица, обратная C = Cjo а именно С*', встре-
чается дважды.

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ

I. Все уравнения тензорного анализа устанавливаются так,
что они имеют силу для бесконечного числа систем отсчетов или
систем. Следовательно, имеется постоянная необходимость нахо-
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дить компоненты геометрических объектов в различных системах
координат с помощью их формул преобразования.

Таким образом, с каждым геометрическим объектом, исполь-
зуемым в тензорном анализе, ассоциируется постоянная формула
преобразования, остающаяся неизменной в течение всего анали-
за. Наличие постоянной формулы преобразования отличает
компоненты геометрического объекта от п-мерной матрицы и на-
деляет геометрический объект как математическим, так и физи-
ческим содержанием.

П. В тензорном анализе каждый отдельный символ (или
«базовая» буква) есть геометрический объект, т. е. «п-мерная
матрица» плюс «тензор преобразования», плюс «формула пре-
образования» С другой стороны, матричный анализ имеет дело
€ n-мерными матрицами, которым не присуща связанная с ними
формула преобразования. Другими словами, матричный анализ
имеет дело с п-матрицамщ которые справедливы только в одной
частной системе координат или для одной частной системы. Пре-
образования, которые использует матричная алгебра, не пред-
полагают существования «формы», остающейся инвариантной.
С другой стороны, тензорный анализ изучает только такие урав-
нения и такие свойства, которые остаются инвариантными отно-
сительно некоторой группы матриц преобразования С. Следова-
тельно, «тензорный анализ» и изучение «инвариантных преобра-
зований» — это одно и то же.

III. Если в тензорном анализе случайно появляются матрицы
различной размерности, которые не имеют ассоциированных
с ними формул преобразования, то их индексы заключаются
в скобки: Л (а) или Л(а)О). Это показывает, что индексы не име-
ют ни ко вариантного, ни контравариантного значения, но компо-
ненты n-матрицы расположены в строку или в квадрат и т. д.

Таким образом, до сих пор были введены следующие типы ин-
дексов: 1) фиксированные и скользящие (еа, еа)\ 2) свободные
и немые (Аа$№)\ 3) открытые и закрытые (Лар, Л(а)(р)); 4) верх-
ние и нижние (ia, ea).

IV. Подводя итоги ввода новых понятий, отметим, что до сих
пор были введены три различных типа обобщенных чисел:

1) множества — это множества чисел, расположенных в опре-
деленном порядке: в строку или в квадрат, или в куб и т. д.;

2) п-мерные матрицы — это множества плюс правила преоб-
разования. Объект изучения матричной алгебры и т. п.;

3) геометрические объекты — это п-мерные матрицы плюс
группы преобразований плюс формулы преобразования. Объект
изучения тензорного анализа.

п-мерные матрицы не имеют ничего общего с преобразова-
ниями; с другой стороны, геометрический объект создается
формулами преобразования, постоянно связанной с ним. Если
формулу преобразования убрать из определения геометрического
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объекта, то исчезнет его целостность и он распадется на свои
составные части, т. е. на бесконечное число я-мерных матриц.

Другими словами, существование группы матриц преобразо-
вания С показывает, что имеющаяся последовательность д-мат-
риц (скажем, последовательность вычисленных матриц импе-
данса большого числа сетей, образованных из тех же самых п
катушек) не представляет изолированные независимые объекты,
а является различными сечениями одной и той же физической
сущности — тензора импеданса zap. Взаимосвязь этих разтичных
матриц видна из того, что любую из них можно получить из любой
другой с помощью С»' по формуле преобразования гар. Если
группы матриц преобразования Cl>, показывающих способ
соединения катушек в различные сети, нет, то различные матри-
цы импеданса не зависят друг от друга и не являются частями
одного единого объекта.

Еще раз подчеркнем, что совсем не обязательно представлять
компоненты геометрического объекта в частной системе коорди-
нат в виде я-матрицы. Компоненты могут быть расположены про-
извольно, поскольку индексы так или иначе контролируют пра-
вильность производимых действий. Расположение компонент
геометрического объекта валентности п в я-мерную матрицу
оказалось удобным при конкретных расчетах, поскольку многие
действия с компонентами геометрического объекта и /г-мерных
матриц оказались идентичными.

V. Различие между геометрическим объектом и я-матрицей
имеет ту же природу, что и различие между 2-матрицей и ее
определителем. И 2-матрица, и ее определитель, на первый
взгляд, представляют собой одно и то же, на самом деле они
являются понятиями разного типа. Определитель — более огра-
ниченный тип, так как 2-матрица имеет определитель, но опре-
делитель не имеет матрицу. 2-матрица состоит из k2 сущностей,,
а определитель — только из одной.

Подобным же образом геометрический объект валентности п
и п-матрица, на первый взгляд, представляют одно и то же, а на
самом деле они являются понятиями разного типа, я-матрица—
более ограниченный тип, так как геометрический объект имеет
п-матрицу (различную для каждой системы координат), а п-мат-
рица не имеет геометрического объекта. Фиксированные индексы
не принадлежат я-матрице, но принадлежат геометрическому
объекту. Геометрический объект — это единая (целостная) сущ-
ность; я-матрица состоит из kn сущностей.

Таким образом, определитель, 2-матрица и геометрический
объект валентности два, на первый взгляд, выглядят одинаково:
все три состоят из множества величин, расположенных в квадрат^
но по своему содержанию они представляют понятия трех раз-
личных типов: они подобны грубому наброску статуи, фотогра-
фии статуи и самой мраморной статуе. Единственная сущность —
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статуя имеет большое число фотографий, каждая из которых
сделана со своей точки.

Вообще говоря, различие между геометрическим объектом и
п~матрицей имеет ту же природу, что и различие между самой
п-матрицей и одной из ее компонент. Сама п-матрица является
только одной компонентой геометрического объекта. Конечно,
вообще я-матрицы (в матричной алгебре) могут существовать
независимо от геометрических объектов.

VI. Было бы ошибочным не подчеркнуть важную роль матриц
в преобразовании и решении уравнений тензорного анализа, так
же как и роль определителей; любой ведущий инженер, который
знает теорию матриц и теорию определителей, гораздо лучше
подготовлен к тому, чтобы извлекать пользу из понятий и мето-
дов тензорного анализа.

3. ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ

I. Геометрический объект может содержать индексы, относя-
щиеся к двум или более различным системам координат, напри*
мер z«p/. Они называются «промежуточными геометрическими
объектами».

Примером такого геометрического объекта является тензор
преобразования С£,. Другой пример уже встречался при вы-
числении разностей потенциалов в отдельных катушках по фор-
муле e=z-C-i / . Комбинацию z«C = zm nCn' можно записать од-
ним символом

% mn' = z z щгс- nr, Z1 = Z-C, ('•'/

представляя новую форму записи тензора импеданса.
II. Подобно тому как геометрические объекты могут принад-

лежать к различным системам координат, уравнения тензорного
анализа также могут содержать различные геометрические
объекты, принадлежащие полностью или некоторыми индексами
к разным системам координат. Так, ет может принадлежать к од-
ной, а im' — к другой координатной системе, но оба присутствуют
в одном и том же уравнении. Таким примером является уравне-
ние, дающее напряжение по старым осям через новые токи:

em = zmn,i
n\ e = Z l i ' . (7.8}

Такое уравнение возникает всегда, когда приложенное напряже-
ние выражено в одной системе контуров, а токи — в другой систе-
ме, как показано в уравнении (6.12). Другим примером является
уравнение преобразования

im = d>iM\ i = C Г. (7.9)

Уравнения с промежуточными геометрическими объектами
играют важную роль в электротехнике, так как токи, напряже-
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ния, импедансы могут быть выражены несколькими типами
систем координат, отличных друг от друга, и довольно редко
возникает необходимость приводить их к одной системе коор-
динат.

III. Вместо того чтобы говорить, что za$
r есть геометрический

объект валентности два, говорят, что zap'—геометрический
объект валентности один в системе координат а и геометриче-
ский объект валентности один в системе координат а' (или р').

Эта точка зрения с необходимостью следует из того, что ког-
да система координат а заменяется системой координат а"
посредством С а \ система координат а' остается без изменения,
то zap/ умножается на Cl» только один раз: га§'СХ.% давая
za»§,. Подобная ситуация возникает при замене системы коор-
динат а'.

4. АССОЦИИРОВАННЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ

I. Так как геометрический объект может иметь верхние или
нижние индексы в зависимости от того, умножается он по индек-
су на С"' или на обратную ей С* , существует несколько типов
геометрических объектов одной и той же валентности, обозначае-
мых одной и той же базовой буквой. В частности, имеется:

два типа валентности один: Л а, Ла;
четыре типа валентности два: Лар; Ла!3; Л / . Л%;
восемь типов валентности три: -Дарт;Л ,Л«; Л | ; Ла«т; Л а

р

т;

^aV» Лар
т. Каждый из них представляет одну и ту же физи*

ческую сущность, но в различных проявлениях. Чтобы ясно
показать, какой индекс является верхним, а какой нижним, и ука-
зать правильный порядок индексов, принято ставить точку на
пустом месте напротив верхнего или нижнего индекса; например,
в ЛД, чтобы (3 не могла быть написана, например, над у, ибо
тогда невозможно решить, является р вторым или третьим ин-
дексом.

II. Геометрические объекты одной валентности, обозначаемые
одной базовой буквой, но имеющие индексы в различных пози-
циях, называются «ассоциированными» геометрическими объек-
тами.

Лар называется «дважды ковариантным» геометрическим
объектом валентности два, Аа$ — «дважды контравариантным»,
Л / — «одноковариантным и одноконтравариантным» объектом
и т. д. В общем случае геометрический объект с верхними и ниж-
ними индексами называется «смешанным».

Как только положение индексов зафиксировано требованиями
проблемы, их положение и порядок вообще не могут быть нару-
шены. Ниже даны правила поднимания и опускания индексов
в специальных случаях.
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III. Так как ассоциированные геометрические объекты одной
валентности, скажем Лар и Аа

 р, являются лишь различными
представлениями одной и той же сущности Л, ассоциированные
объекты нельзя суммировать несмотря на то, что они имеют одну
и ту же валентность. Например, Лар и А а не могут быть сло-
жены.

5. ЛИНЕЙНЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Наиболее важным геометрическим объектом является «тен-
зор преобразования» Cl'. Он является ключом к тензорному
анализу.

Тензор преобразования О во многих отношениях отличается
от других геометрических объектов валентности два. Он имеет
один верхний и один нижний индекс, но не указывает, является
а первым или вторым индексом. Кроме того, один его индекс а
принадлежит старой системе координат, а другой а '— новой си-
стеме координат. Таким образом, он является «промежуточным
геометрическим объектом». Индексы большинства геометриче-
ских объектов, введенных до сих пор, принадлежали к одной и
той же координатной системе; zap или га 'р'

П. Тензор преобразования С"' находится при установлении
соотношения между старыми и новыми контравариантными пере-
менными. При этом необходимо различать два случая:

1) между переменными можно установить линейное соотно-
шение (как во всех случаях, рассмотренных до сих пор), скажем,
i = C i ' ;

2) между переменными можно установить только функцио-
нальное соотношение i = f( i 7 ) .

III. Когда между старыми и новыми переменными можно ус-
тановить линейные соотношения, тогда тензор преобразования
находится по коэффициентам при новых переменных

х> = С'а'Х*' или f=CZ>i*'. (7.10)

Только в простых проблемах (таких, как сети, где перемен-
ными являются токи и напряжения) можно установить линейные
соотношения между старыми и новыми переменными. В этом
случае все компоненты Cl* являются постоянными (кон-*
станты).

IV. В более сложных задачах (проблемах теории поля в кри-
волинейных системах координат или во вращающихся электри-
ческих машинах, где переменные ха являются не токами, а заря-
дами и перемещением ротора) нет линейных соотношений между
старыми и новыми переменными. В таких случаях тензор преоб-
разования С£' находится при выводе соотношений между «диф-
ференциалами» dxa (или токами (dxaldt) переменных ха по
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коэффициентам при новых дифференциалах

dx«=C*a>dx*' или — = О dx%

dt dt
(7.11)

В этих случаях компоненты С*> являются не константами, а
функциями переменных. Таким тензором преобразования являет-
ся, например,

a' a b с d f

С« =

а
а
b

с

d

f

1

0

0

0

0

1 °
COS X?

sin x?

0

0

0

— sin x?

cos x?

0

о !

0

0

0

1

0

0

0

0

0

1

который встречается при изучении электрических машин. Неко-
торые компоненты являются функциями переменной х* (име«
ется пять переменных: ха, xb, x°, xd, x*).

6. ГОЛОНОМНЫЕ И НЕГОЛОНОМНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Соотношение между старыми и новыми дифференциалами
устанавливается двумя разными способами:

1) если соотношение между старыми и новыми переменными
xa = f(xa>) известно, то дифференцирование обеих частей
дает

dx*= д/(х*) dx«'=-^-dx«' (7.12)
дха' дха'

и тензор преобразования определяется так:

дх«
г*

дх*
(7.13)

Такие преобразования называются «голономными»;
2) если никакое соотношение между старыми и новыми пере-

менными ха и ха' не может быть установлено, то соотношение
между старыми и новыми дифференциалами dxa и dx*' обычно
устанавливается из самой задачи в виде

dx?=Cldx?'. (7.14)

Поскольку С«' не может быть записан как дха\дха\ такие
преобразования называются «неголономными». Как только
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в электродинамике появляются пространственные перемещения,
как во вращающихся электрических машинах, огромное число
задач включает в себя неголономные преобразования.

П. Хотя тензор преобразования определяется линейными со-
отношениями между старыми и новыми контравариантными пе-
ременными или между их дифференциалами, из этого, однако,
не следует, что в каждом случае Cl> должен определяться по
уравнениям (7.11) или (7.12). В некоторых задачах проще опре-
делить обратную С£' матрицу из соотношения

x*' = d'x* или dx*' = Cl'dx* 17.15)

или из соотношения между ковариантными переменными

Еа=С1'Еа> или dEa=CadEa'. (7.16)

В других задачах проще установить соотношение между ста-
рыми и новыми воздействующими напряжениями еа, а не между
токами отклика £а, причем тензор преобразования можно опре-
делить из системы уравнений

£a=Ca'£a' ИЛИ £a' —Ca'£a. (7.17)

III. Наиболее развитые понятия тензорного анализа появля-
ются только тогда, когда компоненты тензора преобразования
Cle являются функциями переменных ха.

7. ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Когда в анализ вводится новый геометрический объект, то
первым шагом является установление его формулы преобразова-
ния, определяющей число и расположение верхних и нижних
индексов и т. д. Как только индексы его установлены (нижний
для каждого С«' и верхний для каждого СЦ'), в любой момент,
если есть необходимость, формула преобразования находится
автоматически по расположению индексов, так как при умно-
жении геометрического объекта на Cl* или на &' один [из не-
мых индексов является верхним, а другой—-нижним. Например,

*a,p, = z.pC-Cg« zf = CrzC (7 Л 8)

Аа'$У=Аа$1&'С1'С]' А' —не может быть представлена.

Нужно заметить, что индексы новой системы координат — со
штрихами и в обеих частях уравнения свободные индексы оди-
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каковы и занимают одинаковое положение. Следует также отме-
тить, что прямое обозначение требует дополнительных символов
при использовании объектов с числом измерений три или более,
ПОДОбнЫХ Л арТ.

Вообще формулы преобразования геометрических объектов
бывают более сложными, чем приведенные, они содержат еще
дополнительные члены.

II. Количество индексов геометрического объекта совпадает
с числом измерений, в которых располагаются его компоненты.
Это количество индексов совпадает с числом тензоров преобра-
зования, на которые он последовательно умножается. Чтобы под-
черкнуть эту связь числа измерений, в которых располагаются
его компоненты, с числом применяемых тензоров преобразова-
ния, «тг-мерный геометрический объект» назовем «геометриче-
ским объектом валентности п»у используя аналогию с валент-
ностью химических элементов. Выражение «/г-мерная матрица»,
или ««-матрица» остается, поскольку n-матрица не связана ни
с какими тензорами преобразования.

III. В индексном обозначении порядок геометрических объек-
тов в выражениях не имеет значения при условии, если их ком-
поненты не содержат операторов. Точно так же С и С* представ-
ляются посредством С«', а С"1 и С*-1 — посредством С' .

В то время как в прямом обозначении нужно постоянно пом-
нить, было ли использовано С, С*, С"1 или Ct~

l и в каком поряд-
ке, этого не требуется в индексном обозначении. С другой сто-
роны, в индексном обозначении нужно запоминать положение
индексов.

8. ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ

L Если индексы геометрического объекта, скажем za$' или
С«', относятся к двум различным системам координат, то каж-
дую из систем или обе можно заменить новой. Поскольку каждая
старая система требует своей матрицы преобразования, то исполь-
зуются две разные матрицы преобразования, например, Cl» и
Са* (или Ci и С2), так что

z' = C i r z . C 2 , гач* = гауС1.-С$*. (7.19)

Первая Cj — Ca" заменяет координаты без штрихов на коорди-
наты с двумя штрихами, а вторая C2=Clm заменяет коорди*
паты с одним штрихом на координаты с тремя штрихами, так что
и после преобразования геометрический объект остается выра-
женным в двух различных системах координат. (Конечно, можно
преобразовать только одну систему координат, используя соот-
ветственно только одну матрицу преобразования.)
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II. Формула преобразования самого тензора преобразования
С1, принимает вид

С = C i ~ ~ • С * С2, £> а'" = = С а' * С а "C^ w . (7.z(J)

Эта новая матрица преобразования С может заменять индексы
с двумя штрихами системы координат на индексы с тремя штри-
хами, в то время как старая матрица С заменяет индексы без
штрихов на индексы со штрихами (или наоборот).

В индексных обозначениях формула преобразования получа-
ется автоматически из индексов. В прямом обозначении ее вывод
следующий.

Дано уравнение i = C-i'. (7.21)
Пусть оба тока i и V заменяются новыми:

i = C r i " , (7.22)

i' = C2-i'". 17.23)

Подставляя

C1.i
/f = C-CJ-i"/ (7.24)

или

Г ^ С Г ^ С С з - Г , (7.25)

поскольку

i"=C'-i'"f (7.26)

то

С/ = СГ 1 -СС 2 . (7.27)

9. ИНДУЦИРОВАННЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ

I. Если тензор преобразования О —сингулярный (не квад-
ратный), то новая система координат имеет другое число осей,
обычно меньшее, чем старая. Подобным образом геометрический
объект, найденный с помощью С«', имеет меньшее число строк
и столбцов, чем исходный. Геометрические объекты, получаемые
с помощью сингулярной матрицы С*" называются «индуциро-
ванными геометрическими объектами». Практически все геомет-
рические объекты контурных и узловых сетей (по не ортогональ-
ных) являются «индуцированными» геОхМетрическими объектами.

Всякий раз, когда тензор преобразования сингулярен, обычно
можно установить другой тензор преобразования, который не сии-
1улярен (квадратный, с детерминантом, отличным от нуля) при
использовании дополнительных координат (реальных или гипо-
тетических), причем так, что сингулярный Cl' образует часть
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от несингулярного. Подобным образом все индуцированные
объекты образуют часть других объектов, находимых с помощью
несингулярного С*', и поэтому имеют также компоненты по до-
полнительным координатам.

Необходимо заметить, что первоначальный геометрический
объект не может быть восстановлен по индуцированному.

II. Когда тензор преобразования Cl* сингулярен и его допол-
нительная часть (дополняющая его до несингулярного С»/)
неизвестна, геометрические объекты с контравариантными индек-
сами не могут быть преобразованы из старой системы координат
в новую, так как обратная Са' величина не может быть найде-
на. Аналогично, если обратная С"', а именно С"', известна и
является сингулярной, то геометрические объекты с ковариант-
ными индексами не могут быть преобразованы из старой системы
координат в новую. Обратная ситуация возникает при возвра-
щении от новых осей к старым. Тогда контравариантные
индексы, подобные уа 'р /, могут быть преобразованы как
у*'$'С1'-С1'у а ковариантные — не могут.

III. Большинство сингулярных тензоров преобразования С1>,
появляющихся в этой книге, могут быть дополнены до несингу-
лярных рассмотрением как контуров, так и узловых пар сети или
введением как токов нагрузки, так и токов намагничивания.
В синтезе сетей, однако, встречается много сингулярных тензо-
ров преобразования, которые не могут быть дополнены.

10. ИНВАРИАНТЫ

I. Одной из функций тензорного анализа является изучение
того, что происходит с системой уравнений, когда вводится новое
множество переменных. В частности, тензорный анализ ориенти-
рован на установление таких характеристик системы уравнений,
которые не изменяются при введении нового множества пере-
менных.

В этих исследованиях внимание фиксируется вокруг двух
центров: 1) системы уравнений, которая преобразуется; 2) систе-
мы уравнений, которая показывает, как именно преобразуются
переменные, т. е. на группе преобразований х а = /(;са/), исполь-
зуемой для замены переменных.

Теперь, если дана и «система уравнений» и «группа преобра-
зований», то все свойства системы уравнений, остающиеся неиз-
менными при замене переменных, называются инвариантами
системы уравнений относительно данной группы преобразований.

Конечно, «инварианты» системы уравнений являются также
^инвариантами» физической системы, которая описывается эти-
ми уравнениями. Следовательно, тензорный анализ изучает такие
свойства физических систем, которые не изменяются при пере-
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стройке системы или при рассмотрении ее с различных точек
зрения.

П. В рассмотренных до сих пор уравнениях встречались сле-
дующие типы «инвариантов»:

1) инвариантные уравнения, такие как уравнения напряже-
ния, тока и другие, форма записи которых остается инвариант-
ной относительно используемой группы преобразований;

2) инвариантные формы, такие как накопленная магнитная
энергия (7г) lmJmin или мощность emim и т. д., численное зна«
чение которых остается неизменным;

3) инвариантные геометрические объекты, чья базовая буква
остается неизменной во всех системах координат;

4) инвариантные правила для сложения и умножения геомет-
рических объектов и т. д.;

5) инвариантные свойства, такие как равенство суммы числа
контуров и числа узловых пар общему числу катушек и т. д.;

6) инвариантные преобразования, которые взаимосвязывают
катушки, и т. д.

III. В зависимости от типа уравнений, которые подвергаются
преобразованию, «инварианты» могут классифицироваться так:
1) арифметические; 2) алгебраические; 3) дифференциальные;
4) интегральные.

Другими словами, инварианты могут состоять соответственно
из арифметических, алгебраических, дифференциальных и инте-
гральных выражений.

Тензорный анализ есть изучение инвариантов. Он изучает те
характеристики систем уравнений, которые остаются инвариант-
ными относительно данной группы преобразований. Другие
методы, помимо тензорного анализа, также устанавливают ин-
варианты, но в физических проблемах, где каждая сущность оп-
ределяется только измерением, сделанным в некоторой системе
координат; способность тензорного анализа вычислять эту вели-
чину относительно любой другой системы координат является
мощным аналитическим инструментом.

Надо понимать, что не существует резкой границы между
арифметическими, алгебраическими, дифференциальными и ин-
тегральными инвариантами; их изучение накладывается друг на
друга

IV. Чем более ограничена используемая группа преобразова-
ний, тем большим числом инвариантов обладает система урав-
нений. Например, если тензор преобразования ограничен тем, что
все его компоненты — константы (как в сетях), то число инвари-
антов системы уравнений много больше, чем в случае, когда
тензор преобразования содержит также и функции переменных.

V. Установление инвариантов является преимущественно ма-
тематической процедурой. Как только инварианты установлены,
следующий шаг состоит в их физической или геометрической
интерпретации. Инварианты всегда представляют действительно
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существующие геометрические формы (линии, фигуры и т п.)
или соотношения, которые не зависят от выбора координатных
осей

Когда система уравнений интерпретируется физически инже-
нером или физиком, инварианты представляют только реально
существующие измеримые физические величины или соотноше-
ния между ними. Эти физические величины и соотношения меж-
ду ними являются общими для бесконечного разнообразия физи-
ческих систем (отличающихся только преобразованиями пере-
менных), а не являются атрибутом только одной частной
физической системы или одного множества координатных осей.

Для инженера, который имеет дело с огромным разнообра-
зием физически подобных проблем, знание инвариантов системы
является крайне важным. Для любой инженерной задачи (ме-
ханической, тепловой, электрической и т. п.), выраженной урав-
нением с несколькими переменными или системой уравнении
(арифметических, алгебраических, дифференциальных или инте-
гральных), теория инвариантов является мощным методом визу-
ализации, организации и упрощения.

11. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕНЗОРА

I. Было показано, что компоненты тензора преобразования
Cl' могут быть либо константы, либо функции переменных ла.
Также было показано, что при преобразовании одной системы
координат в другую каждый геометрический объект умножается
на С*/ или на обратную С£ столько раз, сколько он имеет
индексов.

Это последнее утверждение требует уточнения. В общем слу-
чае, когда тензор преобразования С а» есть функция переменных
ха, формулы преобразования геометрических объектов являются
более сложными, чем указанные в уравнениях (7.18). Они со-
держат еще дополнительные члены.

Таким геометрическим объектом является, например, za$,
когда соединения катушек не неподвижны, а движутся с одной
скоростью, как во вращающейся машине, работающей на посто-
янной скорости. Формула преобразования zap в этом случае при-
нимает вид (дается здесь без вывода)

za,r = zazCa

a>Cl,+aatC
aa> ~ф- dxv. (7.28)

В формуле преобразования za$ появляется еще один дополни-
тельный член. Этот дополнительный член исчезает, если тензор
преобразования не является функцией переменных ха (как в се-
тях, рассматриваемых в этой книге), поскольку dCl'jdx1' равно
нулю.
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В качестве другого примера рассмотрим формулу преобразо-
вания дифференциала ia, а именно dia, не равную dia—di*'-CZ,.
Она может быть получена следующим образом.
Пусть

i = ( M \ ia=Cl>ia'. (7.29)

Продифференцировав обе части, получим

di = d{C-V\ df=d(Clrf'). (7.30)

Поскольку произведение дифференцируется посредством диф-
ференцирования каждого сомножителя отдельно, получим

di = C - d i + d C . i ' f dia=Cl>dia'+dClriaf. (7.31)

Следовательно, в формуле преобразования di* возникает
дополнительный член dC\> • ia\

II. Теперь только те геометрические объекты, формула пре-
образования которых содержит столько С или С"1, сколько они
имеют индексов, и не содержит дополнительных членов, будут
называться «тензорами». Те же геометрические объекты, фор-
мулы преобразования которых содержат дополнительные члены,
кроме указанных в уравнении (7.18), сохраняют свое название
<унетензорный геометрический объект». Слово «тензор» ограничи-
вается определенным классом геометрических объектов, подчи-
няющихся простым правилам преобразования уравнения (7.18).
Дополнительные члены, возникающие в формуле преобразования,
обычно содержат производные или дифференциалы от С*'.

Является ли геометрический объект тензором или нет, не за-
висит от его характеристик только в одной данной проблеме. Это
зависит от того, как он ведет себя при введении новых систем
координат, т. е. зависит от его характеристик в большом числе
проблем.

И. Если компоненты тензора преобразования С"' являются
константами (когда преобразование линейное, а не функцио-
нальное), то все геометрические объекты преобразуются как тен-
зоры. В сетях, изучаемых в этой книге, все геометрические
объекты преобразуются как тензоры, поскольку компоненты всех
тензоров преобразования — константы. Этого не происходит при
изучении вращающихся электрических машин, где компоненты
тензора преобразования — функции переменных.

IV. «Тензор валентности один» называется «вектором», а тен-
зор валентности нуль — скаляром. Тензоры других валентностей
не имеют специальных названий.

V. Нужно подчеркнуть, что в определении тензора ничего не
сказано о природе его компонент. Компонентами тензора могут
быть числа, функции, операторы и т. д. Единственным критерием
тензора является его линейная формула преобразования относи-
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тельно данной группы преобразований. Его тензорный характер
не зависит от природы его компонент или от данной ему физиче-
ской или геометрической интерпретации.

12. ВАЖНЕЙШИЕ ТЕНЗОРЫ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОБЛЕМ

Одной из целей тензорного анализа является такая формули-
ровка физических проблем, при которой в их уравнениях все
геометрические объекты являются тензорами. Во всех возможных
системах координат, которые могут возникать в природе, все
введенные геометрические объекты должны иметь простые фор-
мулы преобразования, как в уравнении (7.18).

Требование, чтобы каждый геометрический объект во всех
уравнениях физического явления был тензором, обусловливается
тем фактом, что только сущности, представляемые тензорами?
образуют физическую объективную реальность природы. Нетен-
зорные геометрические объекты появляются в уравнениях только
за счет случайного выбора экзотических координатных систем
и могут быть удалены из уравнений разумным выбором системы
координат, как это происходит в случае воображаемых сил,
подобных центробежным. Количество тензоров, необходимых для
описания явлений природы, очень мало из-за небольшого коли-
чества различных сущностей, образующих объективную реаль-
ность известной до сих пор природы.

Важность методологии тензорного анализа в физических про-
блемах обусловливается способностью выступать в качестве точ-
ного критерия для установления факта, имеет ли набор матема-
тических выражений некую копию в физическом мире или явля-
ется только иллюзорным плодом человеческого воображения.
Этот критерий и дается «законом преобразования», или «форму-
лой преобразования» множества величин.

В дополнение к закону преобразования множества величин^
представляющих физическую сущность, важно также установить
группу преобразований С"*, относительно которой справедлив
закон преобразования. Физические сущности, связанные с сетя-
ми, определяются при помощи С«'э отличных от тех, которые
связаны с полями. Физические сущности квантовой динамики
также определяются группами преобразований, отличными от
групп преобразований классической динамики. Физические объ-
екты могут существовать относительно одной группы Cl* и не
существовать относительно другой группы С£/.

13. НЕОБХОДИМОСТЬ ПОСТУЛАТА ТРЕТЬЕГО ОБОБЩЕНИЯ

Введение п-мерных матриц позволяет установить постулат
первого обобщения, утверждающий, что уравнение с п степенями
свободы записывается в такой же форме, как и уравнение с од-
ной (или минимальным числом) степенью свободы.
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Введение геометрических объектов позволяет установить по-
стулат второго обобщения, утверждающий, что уравнения беско-
нечного числа подобных систем с п степенями свободы имеют
одинаковую форму записи.

Однако в физических проблемах возникают многочисленные
типы систем координат (каждая из которых содержит бесконеч-
ное число различных осей), которые радикально отличаются друг
от друга, а физические явления при рассмотрении их в различных
типах систем координат описываются уравнениями различного
вида. Например, электродинамические системы имеют разные
уравнения и представляют различную физическую картину в за-
висимости от того, движутся ли проводники, магнетики, диэлек-
трики, электрические заряды, магнитные заряды, наблюдатели
и т. д. Понятие «геометрический объект» недостаточно для объ-
единения уравнений этих различных типов систем. В их уравне-
ниях движения появляются производные и дифференциалы,
такие как dia, которые не преобразуются как тензоры (см. урав-
нение (7.31)), поскольку они зависят от типа движения частей,
образующих систему.

Для того чтобы объединить уравнения движения электроди-
намических систем независимо от относительного движения ма-
териальных или электрических составляющих, все производные
и дифференциалы (не являющиеся тензорами) должны быть
заменены тензорами так, чтобы каждый символ, каждый геомет-
рический объект в уравнениях стал тензором. Эта замена воз-
можна благодаря постулату третьего обобщения, который, одна-
ко, не изучается в этой книге.

14. ТРИ СТАДИИ ОРГАНИЗАЦИИ

[ Для лучшей визуализации этого развития простых понятий
на последовательных стадиях организации от обычных чисел
^ерез стадию 1) n-мерных матриц, 2) геометрических объектов,
3) тензоров, рассмотрим одну неподвижную катушку с собствен-
ной индуктивностью L, которая описывается уравнением e — zi
или

e=Ldijdty (7.32)

содержащим четыре понятия: е, i, L и оператор d/dt.
II. Первая стадия организации вводит в рассмотрение вместо

одной катушки множество из п взаимосвязанных неподвижных
катушек с собственными и взаимными индуктивностями L(axp).
Уравнение для этого множества имеет вид

e(a)=L{a)mdimldt, (7.33)

содержащее снова четыре понятия: £(«), ца), £(а)(р)И d/dt, каждое
из которых представляется /г-матрицей. Постулат первого обоб-
щения охватывает эту стадию организации.
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III. Вторая стадия организации вводит в рассмотрение все
возможные множества из п неподвижных катушек, где множест-
ва отличаются друг от друга способом взаимосоединения кату-
шек и т. п. Уравнение принимает вид

ea=L^di^dt (7.34)

и содержит четыре понятия: еа, ia, La§ и djdt. Хотя три первых
понятия являются тензорами, комбинация dia/dt не является
тензором. Постулат второго обобщения охватывает эту вторую
стадию организации с помощью введения понятия тензора пре-
образования Са' и понятия инвариантности формы (eai

a—eC'i
a).

IV. Третья стадия организации вводит в рассмотрение все
возможные движения всех возможных множеств из п катушек
(что встречается, например, в различных типах вращающихся
электрических машин, используемых в промышленности). Урав-
нение принимает вид

e*=Laibi*ldt (7.35)

и содержит четыре понятия: еа, *", L*v и б/dt, каждое из которых
является тензором. (6№ есть «абсолютный» дифференциал, пред-
ставляющий определенную комбинацию &Ч и других геометри-
ческих объектов, определяемый рутинными правилами тензор-
ного анализа.)

Развитие этой третьей стадии организации, еще более обшир-
ной по охвату явлений, чем первые две стадии, и образует основ-
ную часть тензорного анализа. Конечно, простые инженерные
структуры, введенные в этой книге, должны быть дополнены
более сложными структурами в процессе дальнейшего изучения,
Это означает, что нульмерные структуры (узлы) и одномерные
структуры (катушки) должны взаимосвязываться с двухмерными
структурами, такими как слои обмоток электрических машин,
прежде чем можно будет приступить к рассмотрению изменяю-
щихся соединений.

15. ВАЖНЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ ФИЗИКИ И ГЕОМЕТРИИ

I. Геометрические объекты, возникающие при изучении сетей»
а именно еа, ia, /"ap, h$, %а$ и другие, являются частными случая-
ми некоторых основных геометрических объектов, которые игра-
ют основную роль в анализе обобщенных динамических систем
и в геометрических исследованиях. Эти более общие геометри-
ческие объекты будут введены в следующем томе 1\ Бегло упо-
мянем здесь следующие геометрические объекты, встречающиеся
в общих динамических и геометрических исследованиях.

^ См. прим пер. на с. 21.
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II В физических проблемах важнейшим скаляром (тензором
нулевой валентности) является время, обозначаемое как Л
В геометрических проблемах его место занимает «перемещение»,
обозначаемое 5.

Другими важными скалярами являются «кинетическая энер-
гия» 7, «потенциальная энергия» V, «входная мощность» Р и т. д.
В геометрии их место занимает бесконечно малый элемент дли-
ны ds и т. п.

Ш. В любой общей проблеме контравариантные переменные
JC, у, z, ... обозначаются х\ х2, х3, ... или ха, хь, хс и представля-
ются как компоненты вектора

X :== Xй X» хс xd

«

х % = ха

Ь

хъ

с

хс

d

xd
(7.36)

Переменные могут быть известными или неизвестными, или
частично известными, частично неизвестными и т. д.

В проблемах механики контравариантные переменные пред-
ставляют мгновенные «перемещения», в электрических пробле-
мах они представляют «электрические заряды», проходящие по
проводникам. В геометрических проблемах ха представляют лю-
бую точку в /г-мерном пространстве.

Из переменных ха путем последовательного дифференцирова-
ния могут быть получены дополнительные векторы. Первым
из них является «дифференциал» переменных (дополнительное
множество п переменных)

dx 4 dx° dxc dxa

a I a
dxa = \dxa

b

dxb

с

dxc

d

dxd (7.37)

представляющий бесконечно малое изменение смещения или за-
рядов и т. п. В геометрии dxa представляет бесконечно малый
вектор, опирающийся на точку ха.

Если вектор dxa делится на бесконечно малый скаляр dt, то
мы получаем вектор «скорость»

dx*
dt

«1 а

dxa

dt

b

dxb

dt

с

dxc

dt

d

dxd

dt

«1 a

va

b

vb

с

vc

d

vd , (7.38)

представляющий «скорость» или «ток». В геометрии dxa/ds
представляет единичный касательный вектор, касающийся линии
и начинающийся в точке ха на этой линии.
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Если вектор скорости dxa/dt снова дифференцируется по вре-
мени, то ускорение представляется в виде

d2X

a

d&

dv«

dt

a

— a —:

1 a
d2X

a

d&

b

d^xb

dt*

с

d^xc

d&

d

d*xd

dt*

a 1 a

a

b

a

с

a

d

d
a

(7.39)

Другим важным ковариантным вектором, компоненты которого
обычно известны, является вектор «сила»

(7.40)

IV. Среди геометрических объектов валентности два наибо-
лее важным является так называемый «метрический тензор»
или «фундаментальный тензор»

а

/ .

а

| / .

Ь

fb

с

fc

d

fd\-

И
а

а

b
а г —

С

d

а

ааа

аьа

О-са

0-da

b

&bb

O'cb

&db

С

Лас

а>ъс

a-cc

&dc

d

&ad

a>bd

a-cd

&dd

(7.41)

представляющий «моменты инерции» и «произведения инерции»
относительно различных осей или собственные и взаимные ин-
дуктивности различных обмоток. В геометрических проблемах он
играет важную роль в определении понятия «величина» вектора.
В большинстве проблем он является функцией от ха. Этот тензор
подробно изучается в гл. 18.

Другим важным тензором валентности два является «тензор
сопротивления» гар, представляющий силы трения. В геометри-
ческих проблемах он играет роль в определении понятия «на-
правление» вектора.

V. Среди геометрических объектов валентности три наиболее
важен так называемый символ «аффинной связности» Гар

7-
В механических проблемах он появляется в вычислении центро-
бежных и других видов воображаемых сил; в электрических
проблемах — при вычислении генерируемых напряжений, обуслов-
ленных вращением, а также вращающего момента. В геометри-
ческих проблемах он встречается всякий раз, когда используются
криволинейные оси, и играет главную роль при определении по-
нятия «направление» вектора. Он не является тензором. В боль-
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шинстве проблем он является функцией а«р, но в общем случае
это не обязательно.

VII. Среди геометрических объектов валентности четыре наи-
более важным является так называемый «тензор» кривизны
Римана — Кристоффеля» Ка$уб- В динамических проблемах он
появляется в уравнениях, когда возникают малые осцилляции.
Он всегда является функцией Tv

ap.
VIII. С помощью упомянутых геометрических объектов мож-

но построить много других геометрических объектов различных
валентностей. Среди них наиболее важным является тензор ва-
лентности два, так называемый «тензор преобразования» С«',
изучение которого и является главной целью данной книги.

16. НЕИНВАРИАНТНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. В анализе инженерных проблем часто возникает необхо-
димость вводить матрицы преобразования С, которые обеспечи-
вают нужные изменения. Однако они обычно не образуют группу
и не оставляют «форму» инвариантной, т. е. понятия ковариант-
ности и контравариантности для них не имеют смысла. Такие
преобразования будут называться «неинвариантными преобразо-
ваниями».

п-матрица, подобная в(а) или £(а), или Z(a)w) преобразуются раз-
личным образом для различных типов матриц преобразования, и
формулы преобразования должны устанавливаться заново вся-
кий раз, когда используется новая матрица преобразования.

Такие преобразования обычно встречаются при действиях
с системой уравнений для приведения системы к удобному виду.
Это бывает при приведении матрицы импеданса 2(ахз) к диаго-
нальной форме, в которой все компоненты, кроме диагональных,
нули; или асимметричная матрица Z(a)o) приводится к симметрич-
ной форме для того, чтобы установить для нее эквивалентную
цепь. Примеры неинвариантных преобразований можно приво-
дить бесконечно.

П. Пусть рассматривается система линейных уравнений

e=zi, е<«>=*(«не>'<Р)- (7-42)

Они могут представлять уравнения напряжения некоторой сети.
Рассмотрим три примера неинвариантных преобразований.

1. Пусть напряжение е и ток i преобразуются с помощью двух
различных матриц преобразования А и В, т. е.

е=Ае', £(а) = Л(а)(а')£(а'), (7.43)

i = B i ' , /(a) = £(a)(a,)*V). (7.44)

Вопрос состоит в том, какова формула преобразования 2(ахр),
если требуется оставить новую систему уравнений в форме
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Подставляя уравнения (7 44) и (7.43) в (7.42), получаем

A e ' = Z В Г, Ао(оО£(0 = 2(«)(Р)#(Р)(Р/)*(Р')-

Умножаем обе части на А"1

Поскольку

e' = z'-i', 0(а') = г(«')(Р')*(Р').

то формула преобразования матрицы импеданса z есть

z f==A~1-z.B, z(*fw^^z(*){$)A[b){*')B{m$>). (7.45)

Во многих задачах А или В — единичные матрицы. Следует осо-
бенно подчеркнуть, что входная мощность e-i не является инва-
риантом при этом преобразовании, поскольку

e-i = (A.e')(B.i/)=A(e/-i/)B/

и, следовательно,

2. Пусть е и i преобразуются одной и той же матрицей пре-
образования А. Иначе говоря, пусть В = А. Тогда формула пре-
образования матрицы импеданса

z '=A" 1 -z-A, z{*'W')=z(*wA7*){*')B($W'V ( 7- 4 6)

Эта формула преобразования достаточно часто встречается в мат-
ричной алгебре, когда 2-матрица приводится к диагональной
форме.

3. Возможен случай, когда е преобразуется посредством А,
a i — посредством В, в то время как матрица импедансов z со-
вершенно независимо от е и i преобразуется двумя другими мат-*
рицами преобразования С и D по формуле

z' = C z - D , z(«')(r) = z(*mC(a)(a>)Dmir). (7.47)

В таких случаях физический состав системы обычно изменя-
ется: скажем, трехфазная система заменяется на однофаз-
ную и т. д.



Глава 8

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ

1. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ЯЗЫК

I. Большинство наук имеет дело с явлениями, которые можно
описать системами уравнений. Давно было замечено, что когда
казалось бы не связанные друг с другом явления описываются
в терминах фундаментальных понятий, то уравнения их имеют
один и тот же вид. Например, многие уравнения гидродинамики,
теории упругости, электродинамики и дифференциальной геомет-
рии имеют одинаковый вид несмотря на то, что различные члены
в этих уравнениях представляют разные понятия в разных
науках.

В течение последнего столетия появилась тенденция вводить
универсальный язык, на котором подобные уравнения различ-
ного происхождения интерпретируются и представляются нагляд-
но на общей основе. Таким языком является геометрия. Следо-
вательно, чтобы сказать: система уравнений описывает поведение
электрической машины или гироскопа, или движущегося элек-
трона,— на языке геометрии говорится, что система уравнений
описывает определенную геометрическую кривую в /г-мерном
пространстве или движение частицы по этой кривой. Свойства
различных типов кривых, поверхностей и пространств всегда со-
ответствуют некоторым свойствам исследуемой частной физиче-
ской системы. Например, сингулярность на поверхности соответ-
ствует наличию электрического заряда; кривизна пространства
в точке является показателем динамической устойчивости или
неустойчивости осциллирующей динамической системы.

Таким образом, если уравнения различных наук выражены
на геометрическом языке, то все результаты этих наук можно
объединить в один общий фонд и применять в других науках,
не развивая каждый раз ту же теорию заново, но на другом
языке.

II. Вообще говоря, ситуация для получения унифицированной
точки зрения в технике значительно менее благоприятна, чем
в фундаментальных науках. После развития в условиях изоляции
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в течение нескольких десятилетий эти дополнительные техниче-
ские знания настолько удалились от своих «родителей» — фунда-
ментальных наук, что новый запас знаний стал закрытой книгой
для всех, кроме специалистов, посвятивших ему жизнь, но поте-
рявших из-за этого всякий контакт с фундаментальной наукой.
Теория сетей и вращающихся электрических машин является
классическим примером такого роста технических знаний в усло-
виях изоляции со всеми присущими ему неудобствами, такими
как необходимость различных теорий для каждой машины.

Цель данной книги — переформулировать имеющиеся знания
в области электрических сетей в терминах фундаментальных
инвариантных понятий, используемых в современной электроди-
намике и геометрии, чтобы упростить их понимание и открыть
новые каналы исследования их анализа и синтеза, следуя воз-
можно ближе путям развития фундаментальных наук. Всегда
выявляется, что геометрическая формулировка технических задач
много проще, короче и элегантнее, чем способ, которым привык-
ли их выражать специалисты по электротехнике; геометрическая
формулировка дает лучшее и более ясное наглядное представле-
ние. Известно также, что большинство наиболее современных
математических инструментов, подобных тензорному анализу,
являются более простыми для понимания, более удобными для
применения к сложным проблемам и быстрее приводят к числен-
ному результату, чем элементарные средства, развитые наудачу
под давлением случайной необходимости.

III. В этой главе некоторые ранее введенные физические
понятия и аналитические процессы проиллюстрированы геомет-
рическим языком. Содержание главы не является необходимым
для понимания последующих глав. Однако каждый желающий
читать другие учебники по тензорному анализу должен быть хо-
рошо знаком с содержанием этой главы, поскольку практически
все книги по тензорному анализу используют геометрический
язык.

Некоторые части главы представляют собой утверждения, до-
казательства которых приводятся в книгах по тензорному ана-
лизу. Здесь не делается попытка дать точные определения.

2. ГЕОМЕТРИЗАЦИЯ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОБЛЕМ

I. Переход от физической проблемы к геометрической интер-
претации осуществляется с помощью следующего допущения:
«Система п уравнений с п переменными (с временем в качестве
параметра) может представлять либо поведение динамической
системы с п степенями свободы, либо движение точки по кривой,
расположенной в n-мерном гипотетическом пространстве и запи-
санной в некоторой частной системе координат».
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II Например, пусть даны две катушки, в которых уравнение
напряжения еа = га$№ имеет вид

(8.1)

N0 2

Пусть величины этих токов в двух катушках в определенный
момент времени будут Я = 1,5 А и i 2 = 1,765 А. В следующий мо-
мент п\сть эти токи будут I' = 0,87 А и t2 = 1,49 А. Еще позднее
г1 =0,763 и £2= 1,175 и еще позднее £1 = 1,105 и £2=0,235 и т. д.

Чтобы представить изме-
нение токов как геометриче-
скую задачу, допустим сна-
чала, что гипотетическое
пространство, которое долж-
но быть введено, является
хорошо знакомым «линей-
ными пространством, в кото-
ром оси координат — прямые
линии, расположенные под
произвольным углом друг к
другу. Если обнаружено, что
характеристики этого про-
странства недостаточны для
объяснения этапов, действи-
тельно выполняемых при
изучении сетей, то это про-
странство можно модифици-
ровать или заменить другим,
которое точнее соответствует
действительным шагам. Сле-
довательно, пусть в качест-
ве первого приближения да-
ны две пересекающиеся ли-
нии, называемые «координатными осями», или системой коорди-
нат, расположенные под произвольным углом друг к другу (рис.
8.1), и пусть вдоль них выбраны два произвольных отрезка О А
и 0 5 , длина которых принята за «единицу», представляющую
1 А. Пусть величина тока в катушке 1 отложена по линии 1 в
единицах ОА, а величина тока в катушке 2 — по линии 2 в еди-
ницах ОВ. Соединим две точки, которые измеряют ток в каждый
момент времени, вычертив параллелограмм, подобный OMKN,
где проекции точки К представляют два тока il = OM=ly5 и г2 —
= ОЛГ= 1,765 в некоторый момент времени. С течением времени
точка К описывает кривую КК&КзК*—* называемую «траекто-
рией», Компоненты точки К вдоль координатных осей дают

Рис. 8.1.

вектора

Представление контравариантного

в прямолинейной системе коор-
динат.
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мгновенные значения токов, текущих в двух катушках. Последо-
вательные изменения токов в двух катушках образуют траекто-
рию, описываемую точкой /С

Плоскость, в которой движется точка /С, называется «линей-
ным», или «аффинным» пространством.

III. Если имеются три катушки, то в качестве координатной
системы можно выбрать три взаимно пересекающиеся линии,
расположенные в пространстве, а не на плоскости, последова-
тельные изменения токов в трех катушках опять будут описы-
ваться движением точки /С

Если имеется более трех катушек, то, используя тот же побо-
рот речи», опять говорят, что точка К движется в /г-мерном аф-
финном пространстве и компоненты этой точки по п взаимно
пересекающимся осям представляют в каждый момент времени
мгновенные значения токов, протекающих в п катушках. Нужно
заметить, что не следует делать каких-либо попыток наглядного
представления п-мерного пространства.

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ КОНТРАВАРИАНТНОГО ВЕКТОРА

I. Линию, соединяющую движущуюся точку К с началом ко-
ординат О, называют «контравариантным вектором» и говорят.
что в п катушках протекает только один ток, представленный
вектором ОК, называемым «вектором тока», и что компоненты
этого вектора по осям координат представляют индивидуальные
токи, протекающие в катушках.

II. Возникает вопрос: если компоненты вектора ОК— это дей-
ствительно существующие токи, протекающие в катушках, то
чему соответствует сам вектор ОК в физической системе?

Ответ состоит в тОхМ, что сам вектор ОК в физической системе
ничему не соответствует. Вектор ОК является понятием, изобре-
тенным для того, чтобы существовало что-то, имеющее компо-
ненты. Таким образом, «вектор» является функцией; его компо-
ненты, однако, измеряемые физические величины.

Векторы, которые здесь используются, существенно отлича-
ются от обычных векторов, используемых инженерами. Векторы,
используемые инженерами, такие как «скорость» тела, физиче-
ски существуют, а их компоненты являются фикцией, тогда как
используемые в книге векторы являются фикцией (по крайней:
мере до сих пор), а их компоненты физически существуют.

Иначе говоря, векторы, которые описывают явления, имеющие
место в реальном трехмерном мире наших ощущений, отличны
от векторов, изобретенных для описания явлений, для которых
реальное физическое пространство является чуждой характери-
стикой.

III. Поскольку вектор ОК ничему не соответствует в частной
физической системе, то нет смысла говорить о его «величине» или
«направлении»; его «компоненты» представляют токи в катушках,
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FO < величина» и «направление» вектора ОК еще не определены
геометрически.

В гл. 18 показано, как можно приписать вектору О К некото-
рую физическую интерпретацию, а значит, приписать численные
значения тому, что называется «величина» и «направление» векто-
ра ОК. Однако эти понятия имеют мало общего с «величиной»
и «направлением» в их обычном значении. Они принимают обыч-
ный смысл только в частном случае, когда оси координат взаим-
но перпендикулярны, а единичные векторы осей имеют одина-
ковую длину. В неподвижных сетях такая ситуация встречается
лишь в тривиальном случае, когда катушки: 1) эквивалентны,
2) имеют единичную собственную индуктивность, 3) не имеют
взаимных индуктивностей. Только в этом случае можно сказать,
что точка К движется в ^-мерном обычном (евклидовом) про-
странстве и вектор имеет «величину ~Уi\2+\i<? + Н2 + ..., представ-
ляющую квадратный корень из удвоенной «запасенной магнит-
ной энергии» системы.

Еще раз подчеркнем, что в общем случае векторы не имеют
ни «величины», ни «направления». Вектор имеет только «компо-
ненты», которые действительно существуют. Он определяется как
множество величин, формула преобразования которых содержит
VAU C«t, или обратную С«'.

4. НЕДОСТАТОЧНОСТЬ ОБЫЧНЫХ ПРОСТРАНСТВ

I Может возникнуть вопрос, почему в качестве системы коор-
динат выбраны линии, пересекающиеся под произвольным углом,
и почему в качестве одного ампера в каждой катушке выбраны
два отрезка неравной длины. Более логично было бы выбрать
две (или больше) линии, пересекающиеся под прямым углом
(рис. 8.2), и два (или более) равных вектора в качестве единич-
ных векторов. В этом случае легче изобразить и интерпретиро-
вать движение точки, поскольку пространство является обычным
евклидовым пространством.

Существуют две причины введения прямолинейной (и не пря-
моугольной) системы координат и неравных единичных векторов.

Первой причиной недостаточности обычного пространства
является то, что выбранное представление должно быть справед-
ливо для произвольных систем координат. Если вектор тока О К
представляется только в прямоугольной системе с равными еди-
ничными векторами, то разрешенными преобразованиями могут
быть только вращения (и переносы), для которых детерминант
тензора преобразования С всегда равен единице. Однако тензоры
преобразования, используемые в исследованиях сетей, являются
гораздо более сложными; это значит, что системы координат и
единичные векторы должны быть более разнообразны.

Вторая причина состоит в том, что в дополнение к геометри-
ческой интерпретации токов и напряжений в дальнейшем пред-
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полагается нахождение геометрической интерпретации и других
электромагнитных величин. Например, если предполагается ин-
терпретировать величину вектора тока ОК как величину, кото-
рая в каждый момент пропорциональна запасенной магнитной
энергии la$ia$, то обнаруживается, что различные оси должны
располагаться под разными углами и единичные векторы долж-
ны быть неравными; это неравенство углов и величин единичных
векторов является функцией от собственных и взаимных индук-
тивностей. Другой пример: если предполагается представить

геометрически электрические
разряды, имеющиеся в об-
мотках вращающейся элек-
трической машины, то нель-
зя предполагать, что оси ко-
ординат располагаются в
«плоском пространстве», по-
добном плоскости; они долж-
ны располагаться в п-мер-
ном искривленном простран-
стве, подобном сферической
поверхности (в одномерном
случае), а сами координаты
оси должны быть кривыми
линиями. По мере того как
все большее и большее число
электромагнитных величин

Рис. 8.2. Прямоугольная система координат. требувТСЯ иНТерпретирОвпТЬ
геометрически, все простран-

ства и конфигурации, расположенные в них, становятся соответ-
ственно все более сложными.

II. В тех случаях, когда не предполагается вводить группы
новых координатных систем для представления новых систем
или новых точек зрения, а также не предполагается позднее
вводить геометрическую интерпретацию других величин, кроме
выбранных переменных, выбор прямоугольной системы коорди-
нат и равных единичных векторов в любой физической проблеме
независимо от сложности является совершенно правильным.
Таким представлением, например, является поверхность давле-
ние— объем — температура (р—v—Г), показывающая графиче-
ски уравнение состояния термодинамической системы. Однако на
таких диаграммах понятия «расстояние между двумя точками»
или «угол между двумя линиями» и другие не имеют эквивален-
тов в физической системе.

Геометрическое представление любой физической проблемы
является удовлетворительным тогда и только тогда, когда:

1) оно сохраняет силу для всех координатных систем, кото-
рые должны быть введены;

щ-
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2) оно представляет геометрически максимальное число физи-
ческих величин, относящихся к данной проблеме, и точно пока-
зывает их взаимоотношение в любой момент времени.

III. Большое разнообразие сложных координатных систем и
неевклидовых криволинейных пространств еще следует ввести
в современную физику, чтобы удовлетворить этим двум требова-
ниям корректного геометрического представления физических
явлений. Это особенно необходимо для представления электро-
магнитных явлений, с которыми сталкиваются инженеры-электро-
техники; здесь требуются очень сложные типы пространства, и
большая часть современного тензорного анализа и дифференци-
альной геометрии обязана своим развитием этим попыткам гео-
метрического представления электромагнитных явлений. Такое
представление совершенно необходимо для пояснения физической
сути явлений и определения пути атаки еще не решенных
проблем.

Подчеркнем, что нет необходимости иметь точное количест-
венное соответствие физической задачи ее геометрическому пред-
ставлению. Достаточно иметь качественное соответствие, т. е.
предложить грубое, но еще работающее наглядное представ-
ление.

IV. По мере того как растет сложность электромагнитных
явлений и координатных систем, необходимых для использова-
ния, пропорционально возрастает сложность геометрических
конфигураций, которые требуется ввести, и сложность про-
странств, в которых эти конфигурации располагаются.

С появлением распространяющихся электромагнитных волну

движущихся проводников, ускоренное движение которых вызы-
вается магнитным полем, геометрическое представление стано-
вится чрезвычайно сложным.

Даже представление, данное на рис. 8.1, фактически недоста-
точно для геометрического изображения поведения системы ка-
тушек при всех условиях. Например, если токи в каждой катушке
представлены не действительными, а комплексными числами, то
такие токи не могут измеряться единичными векторами по осям
У и 2. В этом случае координатные оси считаются расположен-
ными не в обычном пространстве, а в пространстве нового типа,
называемом «унитарным», его можно представить только мате-
матически. Следовательно, все диаграммы, все геометрические
выражения, такие как «координатные оси», «единичный вектор»,
«пространство», «плоскость», «пересечение», должны восприни-
маться инженером только как вспомогательное средство для на-
глядного представления математических шагов, для облегчения
запоминания их особенностей. Геометрический язык должен ис-
пользоваться только как «оборот речи», а не как точное описание
уравнения поведения.

V. Следует подчеркнуть, что /г-матрицу нельзя представить
геометрически. Чтобы представить математически посредством
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/^-матрицы геометрическую сущность, такую как линия, плоскость
или эллипсоид, рассматриваемую в некоторой системе координат,
необходимо, чтобы та же самая сущность могла быть представ-
лена посредством другой я-матрицы в другой системе коорди-
нат. Другими словами, геометрическая сущность представляется
целой последовательностью п-матриц, а не одной п-матрицей, ибо
каждая п-матрица представляет компоненты геометрического
объекта только в частной системе координат.

Такая последовательность n-матриц называется здесь «геомет-
рическим объектом», а именно /г-матрица с закрепленной фор-
мулой преобразования, которая позволяет геометрическому
объекту принимать ряд значений, каждое из которых представ-
ляется n-матрицей. Таким образом, как с геометрической сущ-
ностью, так и с «геометрическим объектом» связывается большое,
обычно бесконечное, количество n-матриц, по одной для каждой
системы координат.

Следовательно, каждая геометрическая сущность (линия,
плоскость и т. д.) представляется «геометрическим объектом», а
не просто п-матрицей.

5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ КОВАРИАНТНОГО ВЕКТОРА

В предыдущих параграфах было показано, что имеется два
типа векторов (контравариантные и ковариантные), причем каж-
дый из них при изменении системы координат имеет свою фор-

мулу преобразования. Из-за этого разли-
чия в формуле преобразования обнаруже-
но, что ковариантный вектор нельзя пред-
ставить геометрически, как контравари-
антный вектор, т. е. точкой в простран-
стве.

Пусть снова система координат задана
своими единичными векторами (рис. 8.3)
и мТновенное значение приложенного на-
пряжения в двух катушках равно 0,8 и
0,25 В, т. е.

Рис. 8.3. Представление ко-
се

вариантного вектора е • еа =

1

0,8 0,25
(8.2)

Для представления этих компонент по оси / измеряют обрат-
ную 0,8 величину, т. е. 1,25 единиц У, а по оси 2 обратную 0,25
величину, а именно 4 единицы W. Линия, проходящая через точ-
ки V и W, представляет ковариантный вектор еа.

В общем случае в п-мерном пространстве «ковариантный век-
тор» еа, имеющий п компонент, представляется (п—I)-мерной
гиперплоскостью. «Компоненты» вектора еа являются обратной
величиной отрезков, отсекаемых плоскостью от координатных
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осей. При изменении приложенных напряжений от момента к
моменту отрезки изменяются и плоскость движется из одной час-
ти пространства в другую.

Если ia используется в качестве переменной, то уравнение
плоскости (представляемой еа) есть

влГ=\ (8.3)

или 0,8ia + 0,25ib=l. Например, если tb = 0, то ia= 1/0,8= 1,25= OV.

6. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

Пусть вместо линий 1 и 2 в качестве координатных осей вве-
дена другая система линий V и 2' (рис. 8.4). Вдоль этих новых
осей пусть снова отложены два произвольных вектора О А' и ОВ\

еа

Рис. 8.4. Преобразование системы координат.

которые названы «единичными». (Можно считать, что фиксиро-
ванные индексы \, 2 или а, Ь, появляющиеся вдоль п-матриц, и
представляют эти единичные векторы.)

В этих новых осях компонентами контравариантного вектора
ia = OK является 0 М 7 = 0,635 и CW' = 3,46, измеряемые в терми-
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нах, заданных вектором ОА' и О В' соответственно. Таким обра-
зом, компонентами ia в старых и новых координатных осях яв-
ляются

1 V

/а = | 1,76 4,78 I, г а ' = | 0,635 | 3,46 | . (8.4)

Для того чтобы найти тензор преобразования C = Cl\ нуж-
но установить соотношение между старыми компонентами ОМ,
ON и новыми компонентами ОМ' и ON'ia в виде i=C-i / . Следо-
вательно, ОМ и ON должны быть выражены через ОМ' и ON'.

Проводя из точек М' и N' линии, параллельные старым осям,
можно выразить ОМ и ON через проекции ОМ' и ON' на старые
оси в виде

0 ^ = 0 ^ + 0 ^ = 0,494+1,266=1,76,

ON= -OM2 + ON2= -0,77 + 5,55=4,78.

(8.5)

Выражая проекции в виде ОМ' и ON' (где СШ'=0,634 и ON'—
= 3,46),

или через токи

ОМ=0J77OM' -f 0.366CW,

ON= — l,2WM' + lfiON'

а' | г

(8.6)

2'

Л = 0,777Л'+0,366/2',
/2= - 1,2Ш'+ 1,б/2',

С!,=
0,777

— 1,21

0,366

1.6

(8.7)

тензор преобразования определяют коэффициентами при новых
компонентах тока.

Как только тензор преобразования С установлен, компоненты
любого другого вектора или тензора в новых осях можно найти
посредством их формулы преобразовани. Компоненты ковари-
антного вектора еа в новых осях е'=С*-е или

£а' = С"' ва

г
0,777

0,366

—1,21

1,6

0,8

0,25

Г Т

0,32 0,692 (8.8)
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Отрезки 0V и 0W, отсекаемые плоскостью еа от новых осей
(рис. 8.4), равны 3,12 и 1,44. Обратные им величины (представ-

ляющие компоненты еа') равны 0,32 и 0,692, что является под-
тверждением значения еа, найденного с помощью формулы пре-
образования.

Нельзя не отметить, что единственным критерием того, что
множество величин (таких, как токи или напряжения в катушках
сети), расположенных в строку, называется величинами «компо-
нент вектора» (и представляется точ-
кой ИЛИ (П—1)-МерНОЙ ПЛОСКОСТЬЮ), No 2/
является то, что при переходе к новой I
системе координат эти величины пре- ' ^ к

образуются посредством умножения на
С или на обратную ей С-1. Не сущест-
вует никакого другого критерия, отли-
чающего систему величин, называемую
«компонентами вектора». Эти векторы
не имеют никаких других атрибутов,
они не имеют ни «величины», ни «на-
правления», ни «ориентации».

И З ТОГО ф а к т а , ЧТО ИХ ф о р м у л а Пре- Р и с ' 8-5' Преобразование точ-

образования содержит С или С""1 толь- к и * #

ко один раз, их компоненты располага-
ются в строку, а их базовая буква имеет один индекс. Если си-
стеме чисел С или С""1 требуется дважды, то тогда и только тог-
да эти числа располагаются в квадрат, а их базовая буква имеет
два индекса. Вполне возможно, что то же самое множество чи-
сел можно в одной задаче расположить в строку, а в другой —
в квадрат. В действительности даже в одной проблеме может слу-
читься, что в одном типе системы координат множество чисел
рассматривается как вектор и располагается в строку, а в другом
типе координатной системы это же множество чисел рассматри-
вается расположенным в квадрат. Единственным критерием
способа расположения множества величин является их «форму-
ла преобразования» или «уравнение преобразования».

7. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ТОЧЕК ПРОСТРАНСТВА

I. Наряду с тем, что рассматривается геометрически уравне-
ние преобразования i*=Cl*C или xa=f(xa') как преобразова-
ние системы координат, используется и другая точка зрения, а
именно, что система координат остается неизменной, а вместо нее
совершает движение к другой точке сама точка в соответствии
с уравнением преобразования i*=C\d*' •

Например, пусть ia, как показано на рис. 8.5, до преобразова-
ния представлена точкой К с компонентами ( Ж =1,76 и ON =
= 4,28. После преобразования ее компоненты становятся ОМ'=
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= 0,635 и CW=3,46; эти числа можно отложить в тех же осях,
которые были до преобразования, при этом образуется новая
точка К'. Вектор ОК можно теперь считать представляющим ia'.

Другими словами, результат преобразования / а=Са// а* за-
ключается в движении точки К в точку К'. Взяв различные ком-
поненты i'a, можно переместить все точки пространства в новые
положения.

Таким образом, имеются две точки зрения на геометрическое
представление преобразования ia = Ca'ia': 1) оно или преобразует
систему координат и оставляет точки пространства неизменными;
2) или преобразует точки пространства и оставляет систему ко-
ординат неизменной. Эти две точки зрения эквивалентны.

II. Сколь велико изменение, вызываемое преобразованием
точек пространства i* = Cl>? или х а = /(х а ' ) , зависит от вида
С"'. Каждый тип геометрии имеет свою собственную группу
С£'. В общем случае может быть установлено:

1. В евклидовой геометрии допустимы только такие С^,
которые могут любым способом переносить или вращать точки
пространства без изменения формы фигур.

2. В дифференциальной геометрии допустимы только такие
Q' , которые могут изгибать пространственные формы, однако
без разрыва и растяжения.

3. В топологии допустимы только такие С"', которые могут
растягивать и изгибать пространство-структуру без разрыва-
ния его.

4. Однако оказывается, что преобразования С"', встречаю-
щиеся в электротехнике, являются еще более общими, чем лю-
бые используемые в этих геометриях, поскольку они могут раз-
рывать на части представленное пространство-структуру и пре-
образовывать его в другие типы пространств-структур.

III. Хотя пространства движутся, изгибаются, растягиваются
или разрываются, определенные свойства, связанные с ними,
остаются «инвариантными», не зависящими от производимых
изменений. Например, при изгибании поверхности угол между
двумя линиями, нанесенными на поверхность, остается инвари-
антом, а при растягивании поверхности свойство двух линий
пересекать друг друга является инвариантным свойством. Тен-
зорный анализ является инструментом для открытия таких инва-
риантов.

8. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МОЩНОСТИ

Когда контравариантный вектор ia и ковариантный вектор е а

заданы уравнениями (8.2) и (8.4), их произведение (линейная
форма)

^/ а

=(0,8).(1,76) + (0,25).(4,78) = 2,61 (8.9)
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является скаляром, тензором нулевой валентности, представля-
ющим мгновенную мощность, поступающую в катушки. Это чис-
ло, скаляр, представлено на рис. 8.4 отношением двух длин

P=e*ia=OKIOP=2fil, (8.10)

причем отрезки можно измерять в любых единицах, поскольку
оба лежат на одном и том же направлении. ОР является линией,
отсекаемой плоскостью еа от вектора ia. Таким образом, произ-
ведение ковариантного вектора еа на контравариантный вектор
ia является скаляром, представленным отношением длины ia и
частью ia, отсекаемой плоскостью еа. Обе длины измеряются
произвольными единицами.

Когда вводится новая система координат, это отношение ос-
тается неизменным (это очевидно, если выбрана первая точка
зрения на С). Таким образом, линейная форма ада является ин-
вариантом относительно преобразования системы координат,

9. ПРОСТРАНСТВА И КОНФИГУРАЦИИ, НАКЛАДЫВАЕМЫЕ НА НИХ

I. Если дано множество из п катушек, а также токи, протека-
ющие в катушках, поведение системы можно представить дви-
жением точки (и других геометрических конфигураций) в я-мер-
ном пространстве. (Представленная геометрическая картина
является лишь первым приближением к точной картине, которая
будет дана в последующем изложении.)

Геометрическое представление физического явления, имеюще-
го место в катушках, можно сгруппировать в два главных направ-
ления.

1. Если даны п отдельных катушек, взаимосвязанных произ-
вольно, образуя k контуров и п—k узловых пар, но не испы-
тывающих воздействия в виде токов и напряжений, то геометри-
ческая ситуация представляется установлением факта: дано
п-мерное пространство.

С этим пространством связываются определенные свойства,
называемые его «структурой», которые ассоциируются с конст-
руктивными константами гар, /ар, Са$ и др. катушек и опреде-
ляются ими. Соотношение между конструктивными константами
и соответствующими «структурами» в n-мерном пространстве
рассматривается в гл. 18.

2. Если в катушках существуют токи и напряжения, т. е. ка-
тушки возбуждены, то мгновенные значения токов и напряжений
представляются геометрической конфигурацией, например точ-
кой или (п— 1) -мерной плоскостью, наложенной (или вложен-
ной) в данное п-мерное пространство. С течением времени, по
мере изменения мгновенных значений электрических величин
представляющие их конфигурации движутся, описывая опреде-
ленные кривые, называемые «путями».
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II. Следует подчеркнуть резкое различие, с одной стороны,
между невозбужденной системой катушек и возбужденной, содер-
жащей электрические конфигурации; с другой стороны, между
пустым пространством и пространством, которое содержит гео-
метрические конфигурации. В обычных электротехнических про-
блемах нетрудно отличить конструкционные константы матери-
альных конфигураций от электрических величин, наблюдаемых
в них. Однако по мере того как электрические явления, например
в электронике, становятся все более и более неуловимыми, воз-
никают трудности, достигающие кульминации в теории относи-
тельности, где различие между материальными конструкциями
и накладываемыми электрическими величинами само собой исче-
зает и электрические явления представляются не как наложен-
ными на пространство, а как «конструктивные константы» или
«структура» самого пространства. Если удалить электрические
величины (заряды, напряженности поля, плотность потоков
и т. д.), то и само пространство исчезает.

10. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА

Плоскость, лежащая в действительном пространстве, назы-
вается двухмерным «подпространством» трехмерного простран*
ства. Если в пространстве выбрана система трех осей, две из

которых лежат в плоскости, а третья
перпендикулярна ей (рис. 8.6), то лю-
бая точка, движущаяся в плоскости, не
имеет компоненты по третьей оси.

1. Если сеть из п катушек рассмат-
ривается как контурная сеть с k кон-
турами (т. е. с k переменными токами),
то движение точки ограничено только
k-мерным подпространством полного
п-мерного пространства сети. Компо-
ненты, представляющие движение точ-
ки по k координатным осям, представ^
ляют k контурных токов. Компоненты,
представляющие движение точки по ос-

тальным (п—k) координатным осям, равны нулю, что соответ-
ствует равенству нулю токов нагрузки, снимаемых с этих узло-
вых пар.

2. Точно так же, если та же сеть из п катушек рассматрива-
ется как узловая сеть, имеющая п—k узловых пар (где токи и
напряжения заданы только на узловых парах), то движение пред-
ставляющей точки ограничено (п—k)-мерным подпространством
того же п-мерного пространства, но точки которого не включены
в предыдущее k-мерное пространство. Это означает, что теперь
движущаяся точка не имеет отличных от нуля компонент по
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прежним k осям. Можно показать, что эти два взаимоисключаю-
щих подпространства ортогональны относительно друг друга.

Точки k и (п—k) -мерных подпространств полностью опреде-
ляют все точки n-мерного пространства сети.

3. Наконец, если сеть из п катушек рассматривается как орто-
гональная сеть, имеющая как контурные, так и узловые токи, то
точка описывает траекторию в п-мерном пространстве сети и име-
ет проекции на все п координатных осей.

Можно считать, что сеть из п катушек представляет гипоте-
тическое ^-мерное пространство независимо от числа контуров
и узловых пар в сети. В зависимости от способа соединения кату-
шек я-мерное пространство разделяется на два независимых ор-
тогональных подпространства с взаимоисключающими друг друга
точками, так что движущаяся точка может ограничивать свое
движение одним из двух подпространств в зависимости от спо-
соба возбуждения сети. Следовательно, токи, протекающие в кон-
турах, и токи, протекающие через узловые пары, ортогональны
друг другу.

11. ОГРАНИЧЕННОСТЬ ДАННОГО ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

I. В геометрической интерпретации электрических явлений,
возникающих в сетях, представляющее пространство, в котором
движется точка, не подразумевает существования каких-либо
границ. В начале координат этого пространства можно допу-
стить существование бесконечного числа координат систем, неко-
торые из которых соответствуют:

1) определенной /г-катушечной сети, выделенной из всех воз-
можных /г-катушечных сетей;

2) определенному множеству п осей, принятому в этой /г-ка-
тушечной сети;

3) определенной линейной функции от п токов, протекающих
в предполагаемых п осях данной сети (скажем, «намагничива-
ния» или «нагрузки», соответствующих п выбранным частным
токам).

II. Однако представление об /г-мерном пространстве, прости-
рающемся во всех направлениях до бесконечности, допускающем
бесконечное разнообразие координатных систем, связанных про-
извольным выбором линейного преобразования, не соответствует
представлению об /г-катушечной сети, поскольку для п-катушеч-
ной сети не все линейные преобразования возможны. Существует
ограниченное (хотя и большое) число способов соединения п
катушек. Существует ограниченное число способов, которыми
могут быть выбраны п осей, и ограниченное число способов,
которыми произвольные линейные отношения (гипотетические
токи) могут заменять действительные выбранные токи.
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Другими словами, в представленном n-мерном пространстве
все возможные значения токов, которые возможны в любой п-ка-
тушечной сети, всегда могут быть полностью показаны, но не
наоборот. В выбранном пространстве точка может следовать по
траекториям, которые нельзя воспроизвести действительными
или гипотетическими токами любой п-катушечной сети, а следо-
вательно, принятое пространство неточно воспроизводит все воз-
можные сети. Не существует взаимооднозначного соответствия
между введенным пространством и сетью, которое необходима
для дальнейшего использования геометрического представления.
Например, в представляющем пространстве нет ничего, что
оправдывало бы существование двойственных понятий «контур»
и «узловая пара», которые играют основную роль в анализе
сетей.

III. Чтобы найти геометрическое представление, в котором
физические понятия «контур», «узловая пара» и другие находят
точный геометрический эквивалент, характер представляющего
пространства, рассматриваемого до сих пор, следует ограничить
введением границ, удалением частей, добавлением областей проек-
тирования, пока представляющее пространство не приобретет ту
же форму, что и сама сеть.

IV. Исследование /г-мерных пространств, не ограниченных во
всех направлениях, является областью «дифференциальной гео-
метрии»; исследование /г-мерных пространств, ограниченных
в разных направлениях пространствами меньшей размерности
(таких, как куб или икосаэдр), является областью «топологии»
(«Analysis Situs») l\ где такие ограниченные пространства изве-

стны как «ячейки» разных размерностей.
Тензорная методология (т. е. использование «систем коорди-

нат», «преобразований», «инварианта» и «группы») используется
в исследованиях по дифференциальной геометрии уже более
50 лет, на эту тему имеется обширная литература; исследование
в топологии с систематическим использованием тензорной сим-
волики начали использовать год-два назад, но до сих пор лите-
ратуры по этому вопросу нет, если не считать нескольких рефе-
ратов и обсуждений.

12. ВЗАИМОСВЯЗАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА

I. Катушка может быть геометрически представлена одномер-
ным пространством (линией), которое ограничено двумя точками,
двумя узлами катушки. Узловая точка двух катушек также может
быть представлена как нульмерное пространство.

*> А именно алгебраической (комбинаторной) тополем ни в отличие от тео-
ретико-множественной топологии, изучающей непрерывные свойства геомет-
рических систем, дифференциальное и интегральное исчисление, теорию функ-
ций и т. д. (Прим. пер.).
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Следовательно, сеть из п катушек и k узлов можно предста-
вить геометрически как совокупность п одномерных пространств
и k нульмерных пространств, где нульмерные пространства обра-
зуют границы одномерных пространств. С геометрической точки
зрения безымпедансная ветвь должна считаться катушкой с ну-
левым импедансом. (Следовательно, ее нужно представлять одно-
мерным пространством (1-ячейкой), а два ее конца — нульмер-
ными пространствами (0-ячейки), что совершенно не соответст-
вует тому, что мы излагали выше. В нашем
описании безымпедансная ветвь образует один
узел.)

Когда вращающиеся машины со щетками
и контактными кольцами связываются в сеть,
но полная система еще остается невозбужден-
ной, представляющее пространство, в добавле-
ние к нуль- и одномерным пространствам, Р и с. 8.7. тор, или
пополняется двухмерными и вообще &-мерны- * б

п

у 1 л ^,1 д Т м

я

в ^"
* х А Ва.рИ<1НТНЫМИ 3d.MKHjr"
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II. Классификация и изучение свойств этих
сложных геометрических фигур и установление их общих свойств
слишком сложны, в помощь им требуется дополнительный гео-
метрический аппарат. Он состоит в наложении на такие совокуп-
ности пространств геометрических конфигураций различной раз-
мерности. Способ, с помощью которого эти дополнительные сетки
можно изображать на данных ячейках, служит исходной точкой
для их дальнейшего изучения и классификации. Эти дополни-
тельные геометрические конфигурации, накладываемые на дан-
ные «ячейки» для изучения их свойств, называются «цепями».

Например, тор (или «бублик», рис. 8.7) отличается от сферы
тем, что на нем можно изобразить две (и только две) замкнутые
кривые: одна параллельна отверстию (Л); другая перпендикуляр-
па отверстию (В).

Характерным для этих замкнутых кривых является то, что они
не могут исчезнуть с поверхности тора при деформациях, растя-
жениях, изгибании и перемещении (без удаления их с поверх-
ности тора).

С другой стороны, любая замкнутая кривая на сфере исче-
зает при стягивании сферы в точку.

Таким образом, различие между сферой и тором устанавли-
вается с помощью конфигураций («цепей»), накладываемых на
них. Из-за наличия этих двух инвариантных замкнутых кривых
тор называется «поверхностью 1-го рода», в то время как сфера
из-за их отсутствия называется «поверхностью 0-го рода».

III. Заметим теперь, что наложение «цепей» на «ячейки» со-
вершенно аналогично наложению «электромагнитных величин»
(токов, напряжений, потоков, МДС и т. п.) на «сеть». Изучать
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сети для инженерных приложении можно только наложением
электромагнитных величин.

Этот процесс классификации сетей или ячеек с помощью
накладываемых цепей или электромагнитных величин аналоги-
чен изучению задач статики как частного случая задач дина-
мики.

Процесс наложения цепей на ячейки и электромагнитьых
величин на сети является плодотворным аналитическим «инст-
рументом», так как этот процесс наложения цепей или электро-
магнитных величин позволяет обнаружить «группу» (см. гл I I ) .

13. АНАЛОГИ СЕТЕВЫХ ПОНЯТИЙ В ТОПОЛОГИИ

I. Топологические эквиваленты некоторых сетевых понятй,
основанные на номенклатуре Веблена, даны в следующей таб-
лице:

Сеть

Подсеть

Катушка

Узел

Контур

Узловая пара

Одномерный комплекс

Подкомплекс

1-ячейка

0-ячейка

1 -цепь

Ограничивающая
0-цепь

Сеть также известна как «линейный граф» топологии Веблена.
Когда указано направление для выражений левой части, то при-
лагательное «ориентированный» добавляется к выражениям пра-
вой части таблицы, например, «ориентированная 1-цепь».

Другими соответствующими понятиями являются

Чисто узловая сеть

Число контуров

Дерево

Циклом атическое
число

II. Наложение электромагнитных величин на сеть топологи-
чески эквивалентно наложению «цепей» на «ячейки». Некоторые
аналоги сетевых понятий в топологии даны в номенклатуре
Такера в следующей таблице:
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Контурный ток ia

Ток, входящий в узет

Абсолютный потенциал узча

Напряжение на катушке еа

Мощность eat
a

1-цепь

Граница 1-цепи

Двойственная 0-цепь

Граница двойственной 0-цепи

Индекс пересечения

Топологическая ыомеклатура в тензорном способе описания
до сих пор еще не установлена.

14. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВ-СТРУКТУР

I. Различные типы преобразований i = Ci/, используемые в кни-
ге, можно из физических соображений грубо разбить на два типа
преобразований:

1) действительных токов в действительные токи; 2) действи-
тельных токов в гипотетические токи.

П. Первые преобразования, использующие только действи-
тельные физически существующие токи, можно еще раз разде-
лить на два типа: 1) превращение токов, протекающих в одной
системе ветвей, в токи, протекающие в другой системе ветвей,
при сохранении самой сети; 2) изменение токов при переходе от
одного способа соединения ветвей к другому, т. е. при изменении
самой сети.

Первый тип преобразования можно рассматривать как обыч-
ное «преобразование координат». Однако второй тип преобразо-
вания включает в себя новое содержание, поскольку разрушаются
соединения катушек и одна сеть заменяется другой.

III. С геометрической точки зрения второй тип понятия «пре-
образование» С"', используемый в этой книге для изменения
взаимосоединений в сетях, может быть выражен в следующей
форме.

Дано множество из п пространств-компонент, взаимосвязан-
ных различным образом и образующих, следовательно, огромное
число новых пространств (или пространств-структур). Каждое
из этих пространств-структур имеет свое множество координат-
ных систем. Если на каждое из них наложена некоторая геомет-
рическая конфигурация (скажем, множество траекторий или «пу-
тей»), то можно установить систему уравнений (типа e = z i )
для каждого пространства-структуры, в котором расположена эта
конфигурация.

Рассматриваемая проблема состоит в установлении группы
матриц преобразования С"', которые преобразуют эти уравне-
ния конфигураций, различные в разных пространствах-структу-
рах, одно в другое. Другими словами, проблема состоит в на-
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хождении уравнения e' = z '-i ' некоторой конфигурации, если
уравнение конфигурации e = z-i известно для одного пространства-
структуры. Или, короче, проблема состоит в установлении соот-
ветствия между конфигурациями, которые наложены на различ-
ные пространства-структуры.

IV. С физической точки зрения эту же проблему можно сфор-
мулировать следующим образом.

Дано множество различных сетей, каждая из которых имеет
различное число подсетей, контуров и узловых пар (но то же
число тех же самых катушек). Если к ним приложены токи
и напряжения, то поведение каждой сети описывается системой
уравнений (скажем, e = z-i). Проблема состоит в установлении
группы преобразований С*', с помощью которой можно найти
уравнение каждой сети, если для одной сети оно уже установ-
лено.

Система уравнений Г = С а ' Г изменяет не только систему
координат а на а\ но и пространство-структуру, в котором рас-
полагаются системы координат, поскольку а и а' лежат в двух
различных пространствах-структурах. Или уравнение ia=CZ'ia

преобразует часть одного пространства-структуры в часть дру-
гого пространства-структуры (а именно те точки, которые лежат
на конфигурации).

V. Подводя итоги, отметим, что одной из задач инженера яв-
ляется установление и численный анализ уравнений движения
разнообразных динамических систем в различных условиях.
Обычный метод атаки состоит в анализе каждой возникающей
задачи и в установлении уравнений движения из фундаменталь-
ных физических принципов. В этом случае можно изменять оси
одной и той же системы, но нельзя заменять саму систему дру-
гой, так как обычный метод анализа не дает возможности пере-
ходить из одного пространства-структуры в другое с другим мно-
жеством координатных систем.

Основная цель книги и состоит в предложении новой процеду-
ры, которая включает одновременный анализ разнообразия физи-
чески подобных, но тем не менее различных систем. Здесь пред-
лагается делать первый шаг при анализе любой физической си-
стемы в направлении установления матрицы преобразования
С"/э которая определяет «соответствие» между уравнением дви-
жения исследуемой системы и уравнением движения другой
системы (примитивной), которое уже известно. Как только С\>
установлена, оставшаяся работа состоит из рутинных вычислений.
После того как найдена «группа» С«', анализ большого разно-
образия физических систем становится рутинной процедурой.

VI. Следует напомнить, что в большинстве инженерных задач
понятие «преобразование» / а = С а " Г ' включает «преобразова-
ние путей из одного пространства-структуры в другое», а не
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просто «преобразование системы координат» в том же простран-
стве.

Соответствие между различными типами сетей (пространств-
структур) устанавливается признанием того, что для всех чисто
контурных сетей существует одна и только одна система коорди-
нат, в которой уравнения движения различных сетей идентичны.
Эта система координат состоит из отдельных катушек сети.

Таким образом, если в двух я-катушечных, я-контурных сетях
(имеющих различное число подсетей) заданы п переменных в п
катушках, то п уравнений движения идентичны. Они не будут
идентичными, если в одной из сетей выбрано другое множество
ветвей.

VII. В главе о синтезе будет показано, что можно установить
преобразование между «путями», наложенными на пространства-
структуры, в которых каждая структура содержит различное чис-
ло и разные типы составляющих пространств при условии, что
на пути наложено определенное ограничение (скажем, все сети
питаются постоянным током).



Глава 9

КОМПАУНД-ТЕНЗОРЫ

1. КОМПАУНД-м-МАТРИЦЫ, ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ
И ТЕНЗОРЫ

I. Наиболее простое действие с системой п линейных уравне-
ний с п переменными, например e = z i , состоит в том, чтобы
трактовать все компоненты е, i, z как одно целое и предположить,
что все компоненты е и z известны, а все компоненты i неизвест-
ны. Однако в большинстве проблем не все компоненты геометри-
ческих объектов одинаково важны. Например, часть компонент
е и часть компонент i могут быть известны, а остальные неизвест-
ны; или некоторые компоненты е или i могут отсутствовать, или
знание их значений не нужно.

Чтобы учитывать отдельно компоненты геометрического объ-
екта, имеющие различную значимость, одно инвариантное уравне-
ние, такое как e=z-i, заменяется несколькими инвариантными
уравнениями, так что каждое частное инвариантное уравнение
представляет несколько обыкновенных уравнений, имеющих оди-
наковую общую значимость. Конечно, не только линейные, но и
всякие другие типы инвариантных уравнений можно заменить
несколькими инвариантными уравнениями.

Сначала будет показано, как геометрические объекты можно
расчленить на несколько частей; после этого инвариантные урав-
нения будут расчленены на несколько уравнений.

II. Геометрический объект, у которого каждая компонента
сама есть геометрический объект той же валентности, а не обыч-
ная величина, будет называться «компаунд-геометрическим
объектом».

Можно выделить несколько частных случаев. Исходная п-
мерная величина, которая расчленяется, может быть тензором
или геометрическим объектом, или я-матрицей. Компоненты
каждой части также могут быть тензорами, геометрическими
объектами или д-матрицами в зависимости от имеющихся тен-
зоров преобразования. Например, каждая компонента тензора
валентности 3 может быть 3-матрицей.

Чтобы избежать слишком длинных рассуждений, в этой гла-
ве, если противное не оговорено, будем предполагать, что все
основные буквы представляют тензоры. Однако во многих слу-
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чаях они могут рассматриваться как я-матрицы, если мы игно-
рируем систему координат, в которой они даны, поскольку при
помощи д-матриц многие результаты получаются в более простой
форме, чем это показано.

2. СПОСОБ РАЗДЕЛЕНИЯ ТЕНЗОРОВ

I. Вектор А можно разделить на сумму двух или более век-
торов. Например, вектор

f g h j k 1 m n

A = 2 3 0 - 8 9 5 — 1 4 0 - 3 6 9 7 (9.1)

можно разделить так: A = B + C + D, где

a b c d e f g h i j k 1 m n

В = 2 0 9 СИ 5 — 1 0 6 , D = 9 7 м-
так что вектор А можно выразить как компаунд-вектор

р q Г

А - В D ,

(9.2)

(9.3)

в котором каждая компонента является вектором, а не обычным
числом.

II. Для компаунд-тензоров необходимо ввести новый тип
фиксированных индексов, каждый из которых представляет не
одну ось, а несколько осей одновременно. Например, индекс р
является индексом отдельных осей а, Ь, с, d; индекс q — осей f,
g, h, i, j , k и индекс г — осей 1, rrs, n. Индексы, представляющие
несколько осей, будем называть «компаунд-индексами», обычные
индексы назовем «отдельными индексами». Как фиксированные,
так и переменные индексы могут быть отдельными или компаунд-
индексами, т. е. каждый фиксированный или переменный ком-
паунд-индекс может представлять несколько фиксированных
или переменных отдельных индексов.

Подобно тому как отдельные индексы компонент тензоров
можно преобразовать при помощи тензора преобразования С ь

составные (компаунд) индексы можно преобразовать при помо-
щи другого тензора преобразования С2. В гл. 20 будут приведены
примеры, в которых показано преобразование отдельных и ком-
паунд-индексов при помощи различных тензоров преобразования,

III. Тензор валентности два (2-тензор) можно разделить на
сумму нескольких 2-тензоров несколькими различными способа-
ми в зависимости от решаемой задачи. Его можно разделить

261



одной или более горизонтальными (или вертикальными) линия-
ми как A = Ai + A2, где
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Здесь исходный тензор А выражен как однострочный ком-
паунд-2-тензор, в котором каждая компонента есть 2-тензор.

2-тензор А можно разделить и горизонтальной, и вертикаль-
ной линиями на четыре или более 2-тензоров как A = Ai + A2 +
+ А3 + А4, где
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Так что А выражается как

А =
Ai

Аз

А
2

А
4

(9.6)

т. е. исходный 2-тензор представлен в виде квадратного компа-
унд-2-тензора, в котором каждая компонента сама есть 2-тензор,
а не скаляр.

В следующем примере 2-тензор разделен на 16 меньших
2-тензоров:
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IV. Аналогично тензор валентности 3 (3-тензор) можно пред-
ставить как 3-тензор, в котором каждая компонента есть 3-тен-
зор, если разделить его горизонтальными или вертикальными
плоскостями или и теми и другими одновременно (рис. 9.1).

V. Вообще говоря, компоненты имеют ту же валентность, что
и исходный тензор, поскольку 2-тензор можно разделить только
на 2-тензоры (например, на однострочный 2-тензор), 3-тензор
можно разделить только на 3-тензоры и т. д. Способ разделения
создает компаунд-тензор, который имеет ту же валентность, что
и исходный тензор.

В гл. 21 будет показано, что компаунд-тензоры, рассмотрен-
ные здесь (в которых исходный тензор, результирующий тензор
и составляющие тензоры имеют одну и ту же валентность), яв-
ляются частными случаями «мультитензоров» с более сложной
структурой.
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Рис. 9.1. Различные типы разделения тензора валентности три.

3. РАЗЛИЧИЕ МЕЖДУ ТЕНЗОРАМИ, ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ
ОБЪЕКТАМИ И п-МАТРИЦАМИ

I. При расчленении тензора на несколько меньших тензоров
часто требуется следить за тем, чтобы составные части были тен-
зорами, геометрическими объектами или ^-матрицами.

Необходимо напомнить, что с п-матрицей не связана никакая
система координат. Однако фиксированные индексы всегда дол-
жны быть у каждого геометрического объекта или тензора. Кро-
ме того, необходимо повторить, что геометрический объект, во-
обще говоря, имеет другую, чем тензор, формулу преобразования»
в то время как ^г-матрица не имеет никакой формулы преобра-
зования.
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Если каждая из частей, полученных в результате расчленения,
является геометрическим объектом или тензором, то можно ме-
нять каждую частную группу координатных осей без ущерба
для остальных групп осей. Примеры таких частных изменений
осей будут приведены в гл. 20.

II. Например, пусть компоненты компаунд-2-тензора, рассмат-
риваемого в некоторой системе координат, есть:
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Так как некоторые из меньших компонент идентичны, возни-
кает вопрос, можем ли мы представлять эти компоненты с по-
мощью одинаковых символов или нет, например:

z =
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G
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(9.9) или z =
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III. Если каждая компонента является тензором или геометри-
ческим объектом (т. е. если предполагается изменить их оси коор-
динат), то две компоненты
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(9.11)
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нельзя представить одной и той же буквой G, так как они выра-
жены в различных системах координат несмотря на то, что их
компоненты идентичны. Другими словами, два тензора G и F
случайно в этих частных системах координат имеют одинаковые
компоненты. Однако в общем случае в других системах коорди-
нат они имеют разные компоненты.

Но если G и F являются 2-матрицами и у них нет координат-
ных осей, то F можно записать как G*.

IV. С другой стороны, рассматривая В и D как

3 4 1 2

1
В = , D =

Е

G

F

Н

Е

F

G

Н

видим, что их можно представить одной и той же основной бук-
вой В и В*, если они тензоры, так как они имеют одинаковые ком-
поненты и выражены в одной и той же системе координат.
В любой другой системе координат они все равно имеют одина-
ковые компоненты.

Однако если В — тензор, a D — геометрический объект, т. е.
если В и D имеют различные формулы преобразования, то их
нельзя представить одним и тем же основным, символом, так как
в некоторых других системах координат они могут иметь раз-
личные компоненты.

Следовательно,
1) две п-матрицы идентичны (и обозначаются одной основ-

ной буквой), если они имеют одинаковые компоненты;
2) два тензора идентичны, если они имеют одинаковые ком-

поненты в одинаковых координатных осях;
3) два геометрических объекта идентичны, если они имеют

одинаковые компоненты, одинаковые координатные оси и одина-
ковые формулы преобразования.

Чтобы сделать формулы этой главы наиболее общими, пред-
положим, что каждая компонента компаунд-тензора имеет свою
основную букву (буквы zi, z2, z3 будем рассматривать как раз-
личные основные буквы).

4. ДЕЙСТВИЯ С КОМПАУНД-ТЕНЗОРАМИ

I. Компаунд-тензоры можно складывать, перемножать, диф-
ференцировать и так далее подобно обычным тензорам, но во
избежание путаницы следует проявлять дополнительную осто-
рожность.

Сумма двух компаунд-векторов есть компаунд-вектор:
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X - Ai A2 ^ з » Y - B i

(9.12)

X + Y = = Z = Ai + Bx A2~fB2 A3 + B3

Векторы, которые складываются как Ai-f В ь должны иметь
одинаковое число компонент и одинаковые отдельные индексы.

Транспонирование компаунд-2-тензора, в котором каждая
компонента также 2-тензор, производится, как обычно, заменой
столбцов на строки. Кроме того, транспонируется каждая ком-
понента, например:
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(9.13)

П. Два компаунд-тензора перемножаются так, как будто каж-
дая компонента есть скаляр. Однако порядок компонент тензоров
в произведении не может быть нарушен.

Например, произведение компаунд-2-тензора и компаунд-век-
тора дает компаунд-вектор
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(9.14)

Перемножения и сложения, указанные в каждой компоненте,
должны быть еще выполнены.

Произведение двух компаунд-2-тензоров является компаунд-
2-тензором
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В компонентах произведения, скажем А-К, нельзя писать К-А.
Важно отметить, что:

1) вдоль стрелок исходные тензоры X и Y должны иметь
одинаковые отдельные фиксированные индексы;

2) вдоль стрелок исходные тензоры должны быть разделены
одинаково, т. е. они, кроме того, должны иметь одинаковые
фиксированные компаунд-индексы.

"III. Если компоненты компаунд-тензоров идентичны, то окон-
чательный тензор содержит несколько одинаковых произведений,
в результате чего сильно уменьшается необходимое число пере-
множений, которые надо выполнить. Например
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(9.16)

Только шесть произведений из компонент-тензоров следует
далее вычислить, а именно: А-С, A-D, А-Е и В-С, B-D, В-Е/

Если исходные тензоры X и Y не заменены компаунд-тензора-
ми, как в данном случае, то перемножение X и Y требует коли-
чества работы, эквивалентного нахождению 27 таких произведе-
ний вместо 6. Если исходные тензоры имеют большое число
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столбцов и строк, выигрыш в вычислительной работе весьма зна-
чителен.

IV. Если исходные тензоры имеют большое число строк, столб-
цов, слоев, например 20 и более, то, даже если нет какой-либо
симметрии, имеет смысл разделить их на составляющие тензоры
и сначала вычислить их произведения, а потом каждое произве-
дение меньших тензоров.

Когда компаунд-тензор расчленен произвольно, чтобы умень-
шить количество вычислений, его компоненты являются д-матри-
цами, а не тензорами, так как нет никакой физической или гео-
метрической интерпретации, которая может быть связана с ком-
понентами.

5. ПРИМЕР ПЕРЕМНОЖЕНИЯ КОМПАУНД-2-ТЕНЗОРОВ

I. Например, пусть требуется найти произведение z/ = Ctz-C>

где 2-тензоры z и С имеют много составляющих, расположенных
с определенной симметрией. При расчленении z и С на состав-
ляющие 2-матрицы получим
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где составляющие 2-матрицы следующие:
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в то время как 2-матрицы О имеют все компоненты, равные ну-
лю. Необходимо отметить, что не существует компаунд-фиксиро-
ванных индексов, ассоциированных с 2-матрицами.

Необходимо также заметить, что вдоль стрелок (вдоль кото-
рых выполняется перемножение z-C) каждая составляющая
матрица имеет одинаковое число компонент в надлежащем по-
рядке, а именно 3—5—3—5 вдоль обеих стрелок. Вдоль других
двух направлений способ деления произволен.

II. Произведение Ct-z-C находится так же, как если бы ком-
поненты были обычными числами. Первый шаг:
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Окончательное произведение zr получилось компаунд-2-тен-
зором.

III. Чтобы представить z' в виде обыкновенного 2-тензора с
7X7 = 49 компонентами, следует выполнить указанные четыре
перемножения:

C J =

m

с

s

h

X

а

Я

f

V

k

п

d

t

i

b

r

g

w

I

p

e

a

j

z

1

— 1

1

1

1

m—p

с — e

s — a

h-j

a

4

f

n

d

x — z k У

b

r

g

w

I
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J/.C.J =

m — p— x -f z

с — e

s — it

a — k

q

f

V

n — y

d

t

i

b — l

r

g

w

(9.21)

J,-BrI =

k-p

I

m

n

q — u

r

s

t

V— Z

w

X

Кроме того, I f A - I = A PI I/-B-J = (J/BJ)/.
Следовательно, окончательное произведение-2-тензор Crz-C =

= z/ есть

= 4X

m — p — x -f z

с — e

5— a

h-j

q — и

V— Z

a — k

q

f

V

I

r

w

n — y

d

z

i

m

s

X

b — l

r

g

w

n

t

У

k-p

I

m

n

a

d

g

q — u.

r

s

t

b

e

h

v— z

w

X

У

с

f

j

(9.22)

6. МУЛЫИКОМПАУНД-ТЕНЗОРЫ

I. Так же, как исходный тензор можно расчленить на несколь-
ко компонент, каждую компоненту компаунд-тензора можно
расчленить на несколько компонент совершенно аналогичным
образом, при этом образуется дважды компаунд-тензор.

Например, компаунд-тензор z, который в действительности
содержит, скажем, 28 строк и столбцов, становится дважды ком-
паунд-тензором, если он снова расчленен следующим образом:
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р

q

z =

г

s

Zl

ZlO

Z2O

Z3fi

Z41

u

1 z 2

Z5

Z 21

Z25

Z29

Zl4

Z22

Z33

Z38

Zl l

Z26

z 30

V

4

> 1 5

Z42

Zl6

Z37

Z 3

Z 7

Z 23

Z 31

W

Zl2

Zl7

Z27

Z34

Z39

Z43

Z8

Zl8

Z 4

zn

Z24

Z32

2 40

t

Z9

Zl9

Z 28

Z35

Z44

P

q

r

s

u

All

A5

Ag

A13

V

A5

A10

A H

w

A3

A7

An

A15

t

A4

A8

A12

Аи

(9.23)

где Аь А2 и другие являются компаунд-тензорами. Индексы
u, v, w, ... являются дважды компаунд-индексами, каждый из
которых представляет несколько компаунд-индексов т , п, ...

/ > ' , V

/у

Рис. 9.2. Дважды компаунд-тензор
валентности три.

II. Другой пример—тензор валентности 3 можно выразить
как дважды компаунд-3-тензор (рис. 9.2); он содержит 8 компа-
унд-3-тензоров в качестве компонент (показаны на рис. 9.2 от-
дельно), и каждый компаунд-3-тензор содержит 2, 4 или 8 нерав-
ных 3-тензоров (показаны жирными линиями).
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III. Аналогично каждую компоненту «дважды компаунд-тен-
зора» можно снова расчленить на компаунд-тензоры. Такой
тензор можно назвать «трижды компаунд-тензором». Например,
приведенный выше исходный 2-тензор z можно представить как
«трижды компаунд-2-тензор»

г =

р

q

г

S

U

Ai

А5

А9

Aia

V

А2

А6

Аю

Аи

w

Аз

А7

А ц

Ais

t

А4

А8

А\2

Аи

X

У

X

Bi

В3

У

в2

в4

(9.24)

так что исходный 2-тензор из 28 строк и столбцов разделен, как
показано на рис. 9.3.

Это последовательное расчленение тензора можно продол-
жать до бесконечности в зависимости от роста сложности зада-
чи, образуя обобщенный «мультикомпаунд-тензор» любой слож-

Рис. 9.3. Трижды компаунд-тензор валентности
два.

иости; в каждом различные части тензора могут содержать не-
равное число составляющих тензоров и, кроме того, некоторые
комбинации из тензоров, геометрических объектов и я-матриц.

IV. Мультикомпаунд-тензоры важны потому, что любое рас-
суждение, любая формула, любое уравнение, полученные для
обычного тензора, также справедливы без всяких изменений для
«мулътикомпаунд-тензоров» любой сложности и наоборот.
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7. РАСЧЛЕНЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

I. В предыдущих параграфах показано, как геометрический
объект можно расчленить на несколько геометрических объек-
тов. Теперь покажем, как одно инвариантное уравнение можно
расчленить на несколько инвариантных уравнений; каждое со-
ставляющее уравнение будет представлять несколько обыкновен-
ных уравнений, которые при анализе ведут себя одинаково (или
играют одинаковую роль).

Расчленение инвариантных уравнений является очень гибким
орудием анализа и синтеза систем, в которых различные коор-
динатные оси имеют различный физический смысл. Более подроб-
но это рассмотрено в гл. 22 и 23.

II. Пусть дано множество линейных уравнений e = z i , пред-
ставленное в виде

1" /6 " 1
1

0

8

0

5

0

2

0

5

0

1

0

9

9

2

1

9

5

б

8

3

0

6

0

3

6

0

0

3

3

2

1

7

0

4

4

7

0

4

5

1

7

1 4

0

1

2

8

0

5

(9.25)

Единственное инвариантное уравнение можно разделить в со-
ответствии с требованиями задачи на два инвариантных уравне-
ния, при помощи, скажем, горизонтальной линии:

z2

иди
ei Zl

Z2

i (9.26)

Если произвести перемножение, как указано стрелками, то
получим

(9.27)
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Приравнивая каждую компоненту двум векторам отдельно,
ложно записать одно инвариантное уравнение e = z i как два
уравнения:

1 i l
i2

/4 А
1

0

8

0

5

0

2

1

9

0

б

0

3

3

2

4

7

0

4

0

1

ei = z r i

(9.28)

4

3

6

5

i

0

5

0

2

i2

1

0

9

9

i8

5

6

8

3

3

6

0

0

i*

1

7

0

4

4

5

1

7

2

8

0

5 )

e 2 = z 2 - i .

III. Ту же самую систему уравнений можно разделить гори-
зонтальной и вертикальной линиями на два инвариантных урав-
нения

е 2

i i1

z 3

i 2

Z2

Z 4

ИЛИ

ei

^2

Zl

z3

Z2

Z 4

•

i 1

i 2
(9.29)

Перемножив компаунд-тензоры, как показано стрелками, по-
лучим

zi-i1 + z 2 - i 2

xr\
l +z 4 -i 2

(9.30)
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Приравняв компоненты двух векторов отдельно, можно одно
инвариантное уравнение e = z i написать в виде двух инвариант-
них уравнений

ei = z 1.i 1 + z2-i2,
(9.31)

e 2 = z 3 . i 1 + z4.i2.

Надо заметить, что перекрестные произведения, такие как
Zi-i2, не входят.

IV. Ту же самую систему линейных уравнений e=z-i можно
разделить двумя горизонтальными и двумя вертикальными ли-
ниями на три инвариантных уравнения

i
1
i
2

е2

е 3

Zl

z
4

z
7

Z2

z
5

z
8

z
3

ИЛИ 62

e 3

z
4

z
7

Z2

^8

z
3

z
6

Z9

»

(9.32}

Перемножив, как указано стрелками, получим

ei

^ 2

Zi.i1 + z2-i2 + z3-i3

z4-i1 + z5-i2 + z6-i3

zyi 1 -|-z8-i2-f- z9-i3

(9.33)

Приравняв каждую компоненту двух компаунд-векторов от-
дельно, получим новую формулу записи одного инвариантного
уравнения в виде

e2 = z 4 .P+ Z 5 . i2+z 6 . i 3 , (9.34)

где каждое уравнение представляет несколько скалярных урав-
нений.

V. Аналогично e = z-i можно выразить четырьмя уравнения-
ми, если е и i разделить на четыре, a z на 16 компонент:

e1 = z 1 . i i + z2.i2 + Z 3 . i 3 + z 4 . H ,
e 2 = z 5 . i ' + z 6 . i2+z 7 - i 3 + z8-i4,
e 3 = z 9 . i i + z1 ( ri

2 + zu.i3 + z12.i\

e 4 =z 1 3 -i 1 + Zi4-i2 + Zi5-i3 + %-i4-

(9.35)
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VI. Как и уравнение e = z i , любое другое уравнение типа
х=А«у можно расчленить. Уравнение i = y e расчленяется на 3
уравнения следующим образом:

11 = У1-е1 + у2.е2 + уз.е3,

12=У4-е1+у5-е2 + Уб-е3, (9.36)

i 3=y 7-ei + y8-e2 + y9.e3.

Хотя ei и i1 в общем случае могут иметь различное число ком-
понент, так же как и е2 и i2 и другие, в большинстве проблем £\
и i1, а также е2 и i2 и другие будут иметь одинаковое число ком-
понент. Это эквивалентно тому, что диагональные компоненты
2-тензоров, скажем z b z6, Zn и z i 6 j будут квадратными, в то вре-
мя как для других компонент допустима любая прямоугольная
форма. Это допущение сделано для того, чтобы дать возможность
вычислять обратные Z\~l, ZQ~1 И другие диагональные тензоры.
Обращение недиагональных 2-тензоров возможно только в том
случае, если они квадратны.

VII. Уравнения составляющих (например, (9.35)) обычно
можно записать при рассмотрении компаунд z, e и i, т. е. без
перемножений, которые показаны уравнением (9.33).

8. КОМПАУНД-ТЕНЗОРЫ В ИНДЕКСНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЯХ1)

I. Действия с обычными тензорами при использовании прямо-
го обозначения просты до тех пор, пока их производят с тензо-
рами валентности один или два, т. е. с векторами и 2-тензорами
или пока действия носят элементарный характер. Как только
появятся тензоры валентности три или больше или более слож-
ные действия, необходимо обратиться к индексному обозначению.

Подобная ситуация характерна для компау нд-теязоров ва-
лентности 1 и 2, манипулировать с которыми в прямом обозна-
чении проще, так как индексы скрыты. Если прямых обозначе-
ний недостаточно, можно использовать следующее ниже индекс-
ное обозначение.

II. В случае обычных тензоров все «фиксированные» индексы
а, Ь, с, ..., / представляются при помощи некоторых переменных
индексов а, |3, у, ..., где а или р подразумевают все фиксирован-
ные индексы последовательности.

Если контуры делятся на две группы, то фиксированные ин-
дексы также делятся на две группы, например, все контуры от а
до е относятся к первой группе, а контуры от / до / — ко второй.
Каждой группе «фиксированных» индексов придается отдельное
множество «переменных» индексов. В настоящем случае исполь-
зуются два множества переменных индексов, скажем, k, /, m, я, ...

V Остальные параграфы этой главы (кроме последнего) можно опустить
при первом чтении.

278



для первой группы и и, v, w, ...— для второй, в то время как
а, р, у, ... еще сохранены, чтобы представлять все фиксированные-
индексы (табл. 9.1).

Т а б л и ц а 9.1

Группа

1-я

2-я

Обе

Индексы

фиксированные

ал Ь, с,...

g, К U...

а} Ъ, с,..., g, h, i,...

переменные

К 1 т,...

и, v, w,...

а, Р, Y>...

Компаунд-тензоры представляются в обоих обозначени-

ях так:

ei

62

Z2

Z 4

^ft

е\

Zkm

(9.37)

Таким образом, в прямом обозначении используется один
набор индексов I, 2, ..., в то время как в индексном обозначении
используются два набора символов: k, m, ..., и и, v, ...

С помощью трех множеств переменных индексов уравнение
полной системы в обоих обозначениях записывают

e = z-i, ea = Za$i*

и два уравнения систем составляющих

e1 = z1-l1 + z2-i\ ek = zkmim + zkJ
D,

e3 = z 3 - i 1 +z 4 - i 2 , eu—^ш^ I Zuv^ •

(9.38)

9. ГИБКОСТЬ ИНДЕКСНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ

I. Хотя при прямом обозначении используется меньше мно-
жеств переменных индексов, индексное обозначение обладает
гораздо большей гибкостью. Например, если система уравнений
e = z-i разделяется различными способами:
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i

k

и

••

Zka

у
(9.39)

их уравнения будут

e2 = z6-i,

Z »ot

(9.40)

В этом случае прямое обозначение нуждается в новых индек-
сах 5 и 6, а индексные обозначения этого не требуют.

Или пусть уравнение e = z-i разделено так

(9.41)
1" h |

•1е . | -

| . - г\

Zav\

В этом случае прямое обозначение нуждается в другой системе
новых индексов 7 и 8, а индексные обозначения этого не тре-
буют.

1 а

' 1

ь'•И4

--
1

1

L

1
г I _

•Л,

1,
i
/и

У
д b с d e f g h 1

п ^ ^

u |

АКША/

и—»—••-*
Аи* 7 !

AKVVv -

tttt
Д I V

И

РИС. 9.4. Расчленение компаунд-3-тензора.

II. Когда 3-тензор связан с системой, которая разделяется
на две группы, используется то же множество индексов. На
рис. 9.4 3-тензор Аа$у выражен как компаунд-3-тензор.
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Другие типы расчленений того же 3-тензора можно выразить
без введения новых переменных индексов (рис. 9 5).

т±±

-4-
I

I
1

f
1
¥

-A Kj3n
,Aupw

Рис. 9.5. Расчленение компаунд-3-тензора.

III. Когда требуется выделить какую-нибудь строку или стол-
бец для изучения, индексные обозначения легко позволяют это
сделать, как показано для 3-тензора на рис. 9 6.

Рис. 9.6. Различные расчленения компаунд-3-тензора.

10. РАЗЛИЧНЫЕ МНОЖЕСТВА ПЕРЕМЕННЫХ ИНДЕКСОВ

I. При расчленении системы уравнений более чем на две груп-
пы вводят столько множеств переменных индексов, сколько име-
ется групп.

281



Ряд фиксированных и переменных индексов для трех групп
показан в табл. 9.2. Конечно, индексы можно выделять и другим
способом. Например, фиксированные индексы можно обозна-
чать маленькими буквами, а переменные — заглавными буквами
или наоборот.

Т а б л и ц а 92

Группа

1-я

2-я

3-я

Все

Индексы

фиксированные

at b, с,...

е, f, g,...

h, t, j , . . .

а, Ъ, ..., i, j , . . .

переменные

k, 1, m,...

u, v, w,...

x, y, z,...

a, P, Y,«.

как
Систему уравнений e = z-i или e a =z a pi'P можно представить

т v у

k I

а I
еь Zkm

Z xm

Zuv

Zxv

zuy

*xy

II. Если систему уравнений следует разделить на четыре и
более групп, то букв алфавита может оказаться недостаточно,
чтобы обеспечить необходимое количество индексов. В этом слу-
чае каждый простой индекс имеет подындекс: аи а2, а3у ..., или
Ь\У Ь% &з> ••• и т- Д. Например, система из пяти групп может иметь
набор индексов, показанный в табл. 9.3.
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Т а б л и ц а 9 3

Группа

1-Я

2-я

3-я

4-я

5-я

Все

Индексы

фиксированные

1ь 12. 1а, •••

2 ь 2 2 , 2 3 > . . .

З ь ^2» Зз, . . .

4 ь 4 2 , 4з. . . .

5 ь 52, 5 3 , . . .

1 1 ( 1 2, . . . 2 Ь . . . 5 Ь . . .

переменные

« ь ^2, #з ...

Ь ь ^2, ^з •

Сь ^2, С3 ...

d\, d2, d$...

fl,/2,fs...

a, p, Y".-.

2-тензор, имеющий 20 фиксированных индексов и 5 наборов
переменных индексов и их различные расчленения, показан на
рис. 9.7.
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Рис. 9.7. Расчленение компаунд-2-тензора
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Когда необходимо выделить строку, принадлежащую двум
различным группам, ее представляют как сумму двух строк, каж-
дая из которых принадлежит своей группе: Zsa+Zse-

Аналогичные обозначения используются для расчленения
3-тензоров.

III. В случае дважды-компаунд-тензоров используются две
группы переменных индексов, как показано в табл. 9.4, где пять
групп уравнений разделены на две большие группы.

Т а б л и ц а 9.4

Группа

1-Я

2-я

3-я

4-я

5-я

Все

Индексы

фиксированные

ll» 12, 1з, . . .

2 ь 2г, 2 3 , . . .

Зъ $2, 3 3 , . . .

4 ь 4 2 , 4 3 , . . .

5 ь $2» 5 3 , . . .

li, . . . 2 Ь . . . 5i

переменные
малых групп

пи CL2i Яз—

Ь\, Ь2, Ьъ ..

Си с2, с3...

Ph P2, РЪ —

Яи Яъ Яъ-

а, Р, Y, -

переменные
больших групп

а, Ь, с...

Р, Я, г,..

Для трижды компаунд-тензоров вводится три группы пере-
менных индексов. Вообще вводится столько групп переменных
индексов, сколько есть систем подразделений.

11. КОМПАУНД-ИНДЕКСЫ

И в прямом, и в индексном обозначении можно вводить как
фиксированные, так и переменные компаунд-индексы, чтобы за-
менять различные отдельные индексы. Если компаунд-индексы
обозначить заглавными буквами, то компаунд-2-тензор уравне-
ния (9.42) запишем так:

D

z = B z4

z?

Z2

4

4

4

29

P

Л

с

Q
D

Zktr

Zvm

^ xm

E

^XV

F

^иу

Zxy

(9.43)
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где Л, В, С, ... фиксированные компаунд-индексы, каждый из ко-
торых представляет частный набор фиксированных отдельных
осей; Л представляет, скажем, оси а, Ъ, с\ В — d, e, f; С — g9 /z, i
и т. д. Соответствующие переменные компаунд-индексы Р,

<г,#,...
Фиксированные компаунд-индексы Л, В, С нельзя путать

с переменными отдельными индексами р, q, ..., и, v, ..., и х, г/, ...
в табл. 9.2, так как р или qf или г представляют любую одну из
осей а, 6, с, в то время как Л представляет все оси а, 6, с и ни-
какой другой индекс.

Оба символа гар и ZPQ представляют один и тот же тензор.
Однако za$ рассматривает его как обычный тензор, a ZPQ — как
компаунд-тензор.

Чтобы представить мультикомпаунд-тензоры в индексном
обозначении, необходимо ввести фиксированные и переменные
мультикомпаунд-индексы.

12. РАСЧЛЕНЕНИЕ КВАДРАТИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ

I. Пусть дана система квадратичных уравнений, в которых
в одном и том же члене уравнения переменная ia встречается
дважды, например в точной форме уравнения движения Ла-
гранжа

ea=a^di^dt-\-Ya^ih\ (9.44)

Это инвариантное уравнение содержит три вектора: еа, ia и
dialdt\ один 2-тензор, аар (так называемый «метрический тензор»)

Рис. 9.8. Уравнение движения Лагранжа в инвариантной форме.

и один геометрический объект валентности 3 rapv ( т а к называе-
мая «аффинная связность»). Инвариантное уравнение представ-
лено на рис. 9.8 в частной системе координат.

II. В электродинамической системе, скажем во вращающейся
электрической машине или группе ускоряемых электронов, оси
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разделяются на две группы: 1-я группа а, Ь, с представляет
электрические оси (скажем, контуры), 2-я группа /, g представ-
ляет геометрические оси (оси вращения).

Одно инвариантное у}>двнение движения (рис. 9.9) можно рас-
членить на два инвариантных уравнения расчленением каждого
вектора на два вектора, 2-тензОра — на четыре части и геометри-
ческого объекта валентности три на восемь частей.

Если переменные индексы первой группы k, m, я, ..., а второй
и, v, w, то два инвариантных уравнения будут

(9.45)

(9.46)

второе —Первое уравнение — «уравнение напряжения»,
«уравнение вращающего момента».

В классических динамических системах многие из этих состав-
ляющих геометрических объектов равны нулю, так как не су-
ществует взаимозаменяемости между электрической и механиче-
ской точкой зрения. Однако в релятивистских динамических си-
стемах физическая сущность в одной системе координат может
предстать перед нами как электрическая и как механическая
сущность (в других координатах), следовательно, ни один из
этих составляющих геометрических объектов не равен нулю.

Каждое из этих инвариантных уравнений можно вновь разде-
лить на несколько уравнений.
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13. РЕКОМБИНАЦИЯ ИНВАРИАНТНЫХ УРАВНЕНИЙ

I. Если дано единственное уравнение и определены различ-
ные типы осей, сравнительно легко решить, как разделить его
на несколько инвариантных уравнений. Однако если дано
несколько различных инвариантных уравнений, каждое из ко-
торых выражено в системах осей различного типа, то довольно
трудно найти единственное инвариантное уравнение, которое
поддавалось бы расчленению на несколько данных уравнений.

Например, во вращающейся электрической машине сравни-
тельно легко получить инвариантное уравнение напряжения и
инвариантное уравнение вращающего момента отдельно. Но тре-
буются совершенно новые математические понятия, чтобы соеди-
нить эти два уравнения в одно уравнение движения (9.44). Глав-
ная трудность заключается в том, что исходные уравнения не
имеют формы уравнений (9.45) и (9.46), так как все 3-тензоры
в них вырождаются в 2-тензоры (большинство их компонент
нули), векторы — в скаляры и т. д. Конечно, когда единственное
уравнение найдено, то вывод представляется очевидным.

II. Другим примером могут служить уравнения Максвелла
для полей, которые вначале были установлены отдельно для
электрического и магнитного полей. Своими успехами теория от-
носительности в значительной мере обязана открытию Минков-
ским способа объединения различных тензорных описаний двух
типов полей в компаунд-тензоры и объединению двух систем
тензорных уравнений в одну систему. В результате этого объеди-
нения магнитное и электрическое поля стали частями одной
физической реальности, а их отдельные электрические и магнит-
ные скаляры, векторы и 2-тензоры, использующиеся в старой
физике, стали компонентами компаунд-векторов и компаунд-
2-тензоров, используемых в современной физике.

При слиянии нескольких тензорных уравнений в меньшее
число тензорных уравнений возникают следующие изменения:
число уравнений уменьшается; число осей возрастает; валент-
ность используемых тензоров увеличивается; число вводимых
тензоров уменьшается.

Конечной целью упрощения является установление одного
тензорного уравнения, которое расчленяется на различные со-
ставляющие уравнения.

III. Так называемая «единая теория поля» в современной
физике представляет попытку физиков и математиков найти
единственное тензорное уравнение, состоящее из компаунд-тен-
sopoe, чтобы оно распадалось на различные тензорные уравне-
ния, представляющие, скажем, уравнения поля Максвелла, урав-
нение Эйнштейна, уравнения движения Лагранжа и волновое
уравнение Шредингера. Открытие такого тензорного уравнения
имеет большое значение для объединения представлений класси-
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ческой и квантовой динамики с одной стороны, классической и
релятивистской динамики — с другой.

Конечная цель при этом — установить одно тензорное уравне-
ние, которое не только распадается на перечисленные различные
фундаментальные уравнения, но и состоит из одного единствен-
ного тензора (неопределенной валентности), так что окончатель-
но единственное тензорное уравнение, включающее в себя, ска-
жем, уравнения Максвелла, ШредингерЬ, и другие, имеет форму

г?р:::=о.
Для этого единственного тензора были предложены различ-

ные формы, но они не включали квантовых явлений.
IV. Если способ установления компаунд-инвариантного урав-

нения известен, то в любой сложной проблеме всегда легче уста-
новить сначала окончательное компаунд-уравнение, а потом
расчленить его для установления отдельно составляющих урав-
нений. Несомненно, что наиболее важные проблемы сетей требу-
ют установления различных инвариантных уравнений и, чтобы
сделать это, во всех случаях устанавливаем сначала окончатель-
ное компаунд-уравнение e = z-i (или I = Y-E и т. д.), которое
потом только расчленяется на свои соответствующие уравнения,
с которыми оперируют в дальнейшем.
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Глава 10

ФОРМУЛЫ РЕДУКЦИИ О

1. УМЕНЬШЕНИЕ ЧИСЛА УРАВНЕНИЙ

I. Во многих задачах все контуры можно разбить на две
группы. Одна группа может содержать приложенные напряже-
ния, другая группа не имеет напряжений, но является постоянно
коротко замкнутой. Если для физического анализа не требуется
знать токи в постоянно закороченных контурах, то соответству-
ющие уравнения можно опустить.

В других задачах некоторые из контуров, возможно, не игра-
ют важной роли при физическом анализе, даже если к ним при-
ложены напряжения. В таких случаях и контуры и приложенные
к ним напряжения можно исключить из рассмотрения уменьше-
нием числа уравнений.

Уменьшение числа уравнений может быть вызвано не только
желанием игнорировать некоторые контуры и упростить физи-
ческий анализ, но и попыткой упростить решение системы урав-
нений. Обычные решения системы линейных уравнений с по-
мощью определителей или исключением переменных по-одному
требуют длительного времени.

II. В этой главе развивается прием, экономящий труд, так
называемые «формулы редукции». Цель его — ускорить процесс
уменьшения числа линейных уравнений или их решения и облег-
чить физический анализ, сопровождающий такое уменьшение.

2. ИСКЛЮЧЕНИЕ МНОЖЕСТВА ПЕРЕМЕННЫХ

I. Одно из важнейших применений компаунд-п-тензоров или
ко мпаунд-п-матриц состоит в быстром и организованном способе
решения систем п-линейных уравнений. Метод исключает много
промежуточных и ненужных шагов, которые присутствуют при
решении систем линейных уравнений, с помощью определителей
и метода последовательного исключения переменных по-одному.

*> Редукция (reduction) — приведение, уменьшение. Речь идет об уменьше-
нии числа элементов сети, а следовательно, и числа уравнений, ее описываю-
щих, т. е. о приведении сети (соответствующей ей системы уравнений), к более
простому виду. (Прим. пер.).
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Рассмотрим два случая: 1) напряжения, приложенные по
исключаемым осям, отсутствуют; 2) напряжения приложены по
исключаемым осям.

II. Рассматривая первый случай, зададим линейное инвари-
антное уравнение e=z»i в частной системе координат с шестью
осями в виде

(10.1)

(10.2)

можно записать e = z-i как два инвариантных уравнения, анало-
гичных двум уравнениям двухобмоточного трансформатора:

e1 = z r i
1 + z2i

2,
0=z 3 . i 1 + z4R

(10.3)

Поскольку такое разделение системы линейных уравнений
достаточно часто встречается на практике, рассмотрим его
теорию более подробно.

Если в исходных уравнениях e = z-i уравнения, содержащие
приложенные напряжения, не сгруппированы вместе, их всегда
можно переставить в нужном порядке с помощью тензора пре-
образования С или любым другим способом.

III. Шесть уравнений могут представлять, например, поведе-
ние шести катушек. Наличие или отсутствие приложенного на-
пряжения делит ьатушки автоматически на две группы так, что.

1) zi представляет тензор-импеданс тех катушек, в которых
есть приложенные напряжения, в предположении, что все другие
катушки разомкнуты;

2) z4 представляет* тензор-импеданс остальных трех катушек,
когда первые катушки разомкнуты;

3) z2 и z3 представляют взаимные индуктивности между дву-
мя группами катушек. Взаимные индуктивности в двух направ-
лениях в общем случае неодинаковы, т. е. z2 отличается от z%.
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Эти тензоры импеданса групп катушек можно назвать «тен-
зорами-импеданса размыкания», поскольку они измеряются при
условии, что все остальные группы катушек разомкнуты.

IV. Исключение г2 производится так же, как при действиях
с обычными уравнениями. Чтобы исключить i2 из второго урав-
нения, член, содержащий i2, переносится в левую часть:

zj2=-zj\ z 4 i 2 = - z 3 . i 1 .

Умножая обе части на z4~
!, получаем

zT1z4iP=—zT1z3i\ zT 1 -z 4 . i 2 =—гГ 1 -^- ! 1 ,

Подставляя это выражение для I2 в первое уравнение, получаем

ег = zxi
l — z2z^lzzi

l

y ег=z1 • i1 — z2z^z3 • i1.

Выносим i1

^i = (̂ i —z2zTlZb)il, el = (zl — z2zT1-z3)-i1 (10.5)

или

e1 = z[i\ e 1 =zl-i 1 . (10.6)

Таким образом, два инвариантных уравнения (10.3) сведены
к одному инвариантному уравнению, представляющему три
обычных уравнения и содержащему только три скалярных пере-
менных i1. Выражение в скобках Ъ\ есть 2-тензор, имеющий
столько же строк и столбцов, сколько и Zi.

3. ФОРМУЛА РЕДУКЦИИ ИМПЕДАНСА

I. Для электрических цепей или машин это последнее уравне-
ние можно сформулировать так:

Если в некоторых контурах нет приложенных напряжений, их
можно исключить, предполагая, что тензор собственных импедан-
сов оставшихся контуров заменяется на z/, называемый «тен-
зором импеданса короткого замыкания», по «формуле редукции»

z1=zl — z2z71z3, (10.7)

где z4 — тензор собственных импедансов исключенных контуров;
z2 и z3 — тензоры взаимных импедансов между исключенными и
оставшимися контурами.

Другими словами, z/ представляет собой тензор импедансов
первой группы катушек, измеренных при условии, что катушки
второй группы «коротко замкнуты». Его определение — уравнение
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(10.7), аналогично уравнению для «импеданса короткого замы-
кания» катушки

zl = Z i - ( O 2 / * 2 , (Ю.8)

измеренного при условии, что другая катушка с собственным
импедансом z2 закорочена.

II. Таким образом, исключение нескольких переменных за
один^шаг включает:

1) вычисления обратной z4 матрицы, в которой исключается
столько строк и столбцов, сколько неизвестных;

2) два перемножения 2-тензоров: ъсхъ% и z2(z4~1z3);
3) одно вычитание.
III. Если e = z i содержит много уравнений (скажем, 12), а е

состоит, например, из трех компонент, то уравнения этого пара-
графа можно повторить несколько раз.

Так, сначала 12 уравнений делят на две группы, так что z4

имеет три строки и ъх—девять. Исключая z4, снова делим остав-
шиеся девять уравнений на две группы, так что z4 имеет три
строки и Ъ\ — шесть. Исключаем z4, опять делим оставшиеся
шесть уравнений и исключаем три уравнения, так что оконча-
тельно остается только три уравнения.

Быстрейшей оказывается процедура с исключением трех
строк и столбцов за один шаг, поскольку сравнительно просто
вычислить детерминант матрицы с тремя строками и столбцами.

IV. После того как z/ найден, токи в 1-й группе катушек оп-
ределяют так:

il = z'r1eu iI = zi"1-e1.

Таким образом, вычисление обратной исходной матрицы z,
содержащей шесть строк и столбцов, заменено вычислением
обратных двух 2-тензоров (или 2-матриц) z4 и z/, каждый из
которых имеет три строки и столбца вместо шести. Однако при
этом должны быть выполнены некоторые дополнительные пере-
множения.

Исключаемый ток i2 во 2-й группе катушек находится через
Iх из уравнения (10.4) и имеет вид

Р= - * Г Ч ' \ i2= - z T 1 ^ - ! 1 , (Ю.9)

где z4-
!-z3 уже вычислялось на промежуточном этапе при опре-

делении z/.

4. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ДВАЖДЫ КОМПАУНД-ТЕНЗОРОВ

I. Когда исключение множества переменных должно повто-
ряться подряд несколько раз, работа значительно убыстряется
представлением исходного тензора импеданса как компаунд-
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тензора. Затем этот компаунд-тензор приводится как обыкновен-
ный тензор исключением одной строки за один шаг.

Преимущество этого метода в том, что исключается перемно-
жение матриц с большим количеством строк и столбцов. Любую
симметрию, которая возможна среди меньших матриц, можно
использовать для того, чтобы избежать повторений одинаковых
перемножений. Даже в случае отсутствия какой-либо симметрии
избегают повторения двойных перемножений.

II. Например, разделим тензор импеданса z с 11 строками и
столбцами на З2 компонент, представив его в виде компаунд-
тензора с тремя строками и столбцами:

. (10.10)

Уравнение e = z-i может описывать по-
ведение сети с 11 контурами, причем
контуры разбиваются на три группы,
а напряжения приложены только к кон-
турам 1-й группы. Частный случай та-
кой сети показан на рис. 10.1, где три
группы контуров даны как независи-
мые подсети, чтобы сделать физиче-
скую картину уравнений нагляднее.

Уравнение e = z-i может представ-
лять также поведение любой линейной
динамической системы, такой как груп-
па равномерно вращающихся или ос-
циллирующих электрических машин и т. д.
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III. Чтобы исключить последнюю строку и столбец, z подраз-
деляется на четыре меньших тензора, т. е. он становится дважды
компаунд-тензором с двумя строками и столбцами:

Z =

Zl

z
4

Z7

Z2

Ч

Ч

Ч

Ч

ч

=
Za

Ч

ч
(10.11)

В последнем тензоре вторые строку и столбец исключаем при
помощи уравнения (10.7), т. е.

z9

a=za — zbzd

1z^

где

2 Л =

Zl

z
4

Z
2

Z5
z& =

Z3

Z/ = Z7 z8 z^^

Выполняем указанные перемножения:

z9

После вычитания z f t—ZbZd~
1zc=

Zl

z
4

Z2

Z5 Z Z^-Zy

2
O
2

9

 l
 Z

8

ZcZ^-Ze

получаем приведенный тензор

Zl —Z
3
Z

9
 >

Z4—Z
6
Z

9
 Z

7

z
2
 — z

3
z

9

 x
z

8

z
5
--z

r
z

9

 !
z

8
Z
4

Z
2

Z
5

(10.12)

имеющий 4 + 3 = 7 столбцов и строк.
Опять исключаем последнюю строку и столбец с помощью

(10.7) и, находя обратный тензору в правом нижнем углу
zb—ZeZcf^Zs, получаем окончательно приведенный тензор

Zi=(Zl-Z3Z^1Z7)~(Z2-Z3Z9

1Z8)(Z5~Z6Z9

1Z8) ! (Z4-Z6Z9 Ч7) . (10.13)
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Это есть формула для приведения 2-тензора с 11 строками
(10.10) к 2-тензору с четырьмя строками. Использование этой
формулы избавляет от необходимости переписывать со страницы
на страницу большое число уравнений и выписывать их каждый
раз при исключении каждой следующей переменной при после-
довательном исключении. В случае отсутствия какой-либо сим-
метрии количество вычислений на логарифмической линейке,
возможно, будет одинаковым при любом методе решения, но
при использовании инвариантного уравнения (10.13) скалярный
эквивалент всех этапов вывода этого уравнения полностью ис-
ключается. Если компоненты 2-тензоров имеют какую-либо сим-
метрию, можно также избежать многих повторений вычислений
на линейке.

IV. Следует заметить, что эта формула для ъ\" вполне анало-
гична формуле для г\ уравнения (10/7), а именно: ъ\—z2z4~

lzZi

с той разницей, что каждый «тензор импеданса размыкания»
в ъ\ заменяется «тензором импеданса замыкания». Другими
словами, выражения в скобках в (10.13) представляют тензоры
собственных и взаимных импедансов 1-й и 2-й групп катушек
(см. рис. 10.1), измеренных при постоянно закороченных катуш-
ках 3-й группы.

Полное выражение Ъ\" представляет тензор импеданса 1-й
группы катушек, измеренный при постоянно закороченных ка-
тушках двух других групп. Индуктивность одной катушки в при-
сутствии двух постоянно закороченных катушек аналогична
(10.13):

l"=(Ln-MuMl3IL33)-

(L12 — M13M23/L3S) (L12 — МХЗМ23/133)] JQ ^

l22 __ M23M23/L33

V. Редуцированное уравнение имеет вид e ^ z / ' - i 1 , где Ъ\"
имеет столько же столбцов и строк, сколько их в z b а именно че-
тыре. Уравнение решается в виде i1 = zi//"1-ei.

Итак, решение 11 уравнений e = z i сведено к вычислению трех
обратных 2-тензоров, каждый из которых имеет столько строк,
сколько их в диагональных тензорах z9, Z5 и z b а именно: четы-
ре, три и четыре соответственно. Кроме того, надо выполнить
несколько умножений и вычитаний.

5. ПРИЛОЖЕННЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ИСКЛЮЧЕННЫХ ОСЯХ

I. В предыдущих параграфах предполагалось, что в исклю-
ченных осях нет приложенных напряжений. Покажем, что те же
формулы справедливы даже в присутствии приложенных напря-
жений, разница лишь в том, что наличие приложенных напряже-
ний в исключенных осях изменяет видимые значения приложен-
ных напряжений в оставшихся осях.
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II. Пусть снова дана система линейных уравнений e = Z'i>
и пусть они разделяются на две системы уравнений

e1 = z r i
1 + z2-i2,

(10.15)
e 2=z 3.i 1 + z4.R

Разделение системы на две группы может быть вызвано раз-
ными причинами: просто для облегчения вычислений или е*
может представлять напряжения в точках входа, а е% — какие-
либо внутренние напряжения (т. е. система считается «активной»,
а не «пассивной»). Могут быть и другие причины, например, ei
можно рассматривать как постоянную, а е 2 — как переменную
величину. Или z4 можно рассматривать как переменную нагруз-
ку, а остальные импедансы могут оставаться постоянными и т. д.

III. Следуя точно этапам § 2, исключаем i2 из второго урав-
нения:

(10.16)
i 2=zi- 1-(e 2~23-i 1).

Подставляем i2 в первое уравнение:

ei = zx • i1 + z2 • zr 1 • (e2 — z3 • i1);

выносим i1

e1=(z1~z2.zr1-z3)i1 + z2.zr1-e2,
(10.17)

(ex — z^J" 1 • e2) = (Zi — ърТ1 • z3) • i1

или

e^zi-i1.
Сравнивая эти уравнения с уравнениями (10.5) и (10.6), на-

ходим, что редуцированный тензор импеданса ъ\ получается так
же, как и в предыдущем случае, а именно с помощью «формулы
редукции импеданса»:

Zi = z1 — z2zj"1-z3. (10.18)

IV. Однако видимое значение приложенного напряжения в 1-й
группе катушек изменяется с ei на е/ по формуле редукции
напряжения

e; = e1-z2.zj"1-e2, (10.19)

где е2 — вектор приложенного напряжения исключаемой группы.
Произведение z^z^ 1 , необходимое при вычислении нового

приложенного напряжения е', уже вычислялось при определе-
нии z7.
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Физическая интерпретация нового приложенного напряжения
е' будет дана в § 8 с помощью теоремы Тевенина ').

V. Ток i2 исключенной группы из (10.16) имеет вид

- I
I2=zr-(e2-z8-l1)-

6. ЧИСЛОВОЙ ПРИМЕР

I. Даны пять уравнений с пятью неизвестными

10= Ua+2i6-3ic+4id+5if,

9 = 2ia+4i"+Sic + 5id-lif,

7=Ua + 2ib -4ic -3id -\-5if,

6=Ыа + li" - 3ic+3id+2if.

Если пять уравнений записать как e=z-i, то

(10.20)

Задача состоит в сведении пяти уравнений к двум. Три неиз-
вестных ic, id и # можно исключить за один шаг разделением
осей на две группы a, b и с, d, f, так что

1) В нашей литературе называется теоремой взаимности. (Прим. пер.).
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1

2
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1
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1
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П. Если исключаются три последние строки столбца, остав-
шийся тензор (имеющий две строки и два столбца) по (10.18)
имеет вид

Z = Z 1 — Z 2-Z4 *Z 3 ,

• - 1 .
~I82X

— 21

— 7

— 21
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0

0
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 l =
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b
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— 1,871

— 1

3
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,332
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z ' = z i — z2-z4 ^гз =

III. Новые приложенные напряжения в соответствии с (10 19}

е' = ех — z 2 .zr ! -e 2 .

Поскольку Z2-Z4"1 уже вычислялось, то

a b

Z2-Z4
1
'

- чч
1

.,-

е
2
 =

12,64

а
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2

6

,35 |

b

,65 |.
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IV. Таким образом, оставшиеся два уравнения с двумя неиз-
вестными e = z'-V имеют вид

- 2 , 6 4 = - 6 , 9 7 / * - 1,332/*,

6,65= -1,87/ л+3,0812\

7. ЗАМЕНА АКТИВНОЙ СЕТИ ПАССИВНОЙ СЕТЬЮ

Поскольку влияние любого приложенного напряжения ег
в исключаемых контурах заключается в сведении приложенного
напряжения ei оставшейся группы к е/, то наличие е2 можно
игнорировать, заменяя ei на е/ так, чтобы систему уравнений
(10 15) можно было записать в виде

ei — z 2 - z r 1 - e 2 = z 1 . i 1 — z2-i2,
(10.21)

0 = z 3 i 1 - z 4 . i 2 .

Таким образом, в любой активной, асимметричной, линейной
системе внутренние силы е2 (напряжения) можно исключить
(и систему сделать пассивной) заменой воздействующих на си-
стему сил t\ новым множеством сил ei' = ei—ъ^-ъс1-^ при не-
изменной структуре полной системы.

Токи i1, протекающие через зажимы, те же, что и при нали-
чии внутренних напряжений е2 Однако внутренние токи i2

в обоих случаях разные, поскольку при наличии внутренних на-
пряжений i2 находятся из i1 с помощью уравнения (10.20), тогда
как при отсутствии их i2 находится из i1 с помощью второго из
уравнений (10 21) по уравнению (10.9). Таким образом, экви-
валентность активной и пассивной сетей, у каждой из которых
различные напряжения на зажимах, справедлива только с точки
зрения зажимов (т. е. с точки зрения контуров первой группы).

8. ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ТЕВЕНИНА

I. В большинстве инженерных задач определенные перемен-
ные исключают до тех пор, пока уравнения не станут содержать
числа вместо конструктивных и контрольных констант. Напри-
мер, в синхронных машинах уравнения поля и демпфирующие
обмотки обычно исключаются, в асинхронных двигателях исклю-
чаются } равнения вращающихся обмоток и т. д. Переменные
в этих случаях исключаются, чтобы упростить физический ана-
лиз задачи.

Поскольку вряд ли найдется инженерная задача, в которой не
использовались бы формулы редукции (интуитивно или созна-
тельно) для упрощения физического или аналитического пред-
ставления задачи, следует отметить, что эти формулы можно
рассматривать как обобщение так называемой «теоремы Теве-*
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нина», которая иногда используется для упрощения анализа
в электротехнике. Ее можно сформулировать (среди других спо-
собов) итак (рис. 10.2).

Пусть сеть Z4, содержащая приложенные напряжения, ра-
зомкнута в точке А и мгновенное значение напряжения размы-
кания в этой точке есть ео> Если другая пассивная сеть 1Х при*
соединяется в точке А, то мгновенный ток, текущий через Л, будет

iA=-eol(Z1 + Zi\ (10.22)

где Z i + Z 4 — объединенный импеданс двух сетей, рассматривае-
мый с точки А.

Можно считать, что это последнее уравнение (10.22) является
частным случаем уравнения (10.17).

II. Редуцированные уравнения (из (10.17)) имеют вид

Iх={гг — z 2 zr ! • Z3)-1 (ei — z2- zi"1 • e2). (10.23)

Зажимы, относительно которых рассматривается сеть, явля-
ются контурами 1-й группы. Импеданс всей сети относительно

1-й группы есть Zi—Z2-zA~
l-z3, ток че-

рез него i1, и если к нему не приложено
напряжение е ь то ток обусловлен ис-
ключительно дополнительным напря-
жением— z2-z4~

1-e2, появляющимся в
Рис. 10.2. Теорема Теве- КОНТУ РаХ 1-й ГР УППЫ.

нина. Итак, дополнительное напряже-
ние— z2*z4~

1-e2, появляющееся в кон-
турах 1-й группы, представляет напряжение размыкания, возни-
кающее на зажимах 1-й группы, когда контуры 1-й группы ра-
зомкнуты и токи, протекающие в контурах исключенной 2-й груп-
пы, вызваны их вектором приложенного напряоюения е2.

III. Таким образом, когда возбуждаются только четыре ка-
тушки z4 2-й группы (катушки 1-й группы разомкнуты), в них
течет ток

iO^zT^ea. (10.24)

Напряжение, возникающее в трех катушках 1-й группы,
вызванное этим током, есть

e o = z 2 . i o = z 2 . z T 1 - e 2 , (10.25)

где z2 — взаимная индуктивность двух групп.
Если к катушкам 1-й группы не прикладывается напряжение

е ь то ток в них полностью обусловлен напряжением размыкания
ео, возникающим на них.

IV. Следовательно, «формулы редукции» представляют обоб-
щение «теоремы Тевенина» при:

1) замене скаляров (операторов импедансов и напряжений)
тензорами различной валентности;
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2) предположении, что существуют асимметричные взаимные
импедансы между двумя взаимосоединенными системами, кото-
рые делают теорему применимой также для движущихся илв
осциллирующих систем, таких как вращающиеся машины;

3) предположении, что приложенные напряжения есть в обе-
их системах;

4) использовании теоремы таким образом, что она не зави-
сит от электрических явлений, а применима к любому физиче-
скому явлению, которое можно описать системой линейных инва-
риантных уравнений.

9. ПРИЛОЖЕННЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ТРЕХ ГРУППАХ КАТУШЕК

I. Полное множество инвариантных уравнений трех групп
катушек имеет вид

e1 = Z l . p + z 2 . i 2 + Z3.i3,

e 2 = z 4 . i 1 + z 5 - i 2 + z6-i3, (10.26)

e s - z r F + Z g . P + v i 3 .

П. Разделение системы уравнений на три группы может быть
вызвано многими соображениями: просто для упрощения вычи-
слений или ei может представлять внешние напряжения на зажи-
мах, е2 — внутренние напряжения 2-й группы, а е3 3-й группы
может равняться нулю. В другом случае напряжения ei в 1-й
группе могут оставаться постоянными, во 2-й группе токи i2

9

а в третьей группе и е3 и i3 могут принимать любые значения.
Перечислять причины, приводящие к разделению системы на

две, три, четыре и большее число групп, можно до бесконечности.
Каждая причина требует поиска различных преобразований и
различных формул и критериев. В гл. 21 подробно обсуждаются
различные случаи.

Использование инвариантных уравнений этих параграфов
исключает необходимость повторять все стадии анализа каждый
раз при выводе новой системы уравнений или поиске нового
типа ответа. Выведенные здесь уравнения не зависят от метода
взаимосоединения сетей или расположения линейных динамиче-
ских систем и их координатных осей. Системы могут быть актив-
ными или пассивными, симметричными или асимметричными.
Каждый символ в уравнениях представляет определенную физи-
ческую сущность, связанную с системой, которая влияет на ее
поведение, в то время как все возмущения отсутствуют.

III. Задача заключается в том, чтобы исключить уравнения
2-й и 3-й групп контуров и выразить поведение всей системы
в терминах 1-й группы контуров и приложенных к ним напря-
жений. Другими словами, задача состоит в том, чтобы разре-
шить систему (10.26) относительно!1.
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По аналогии со случаем двух групп окончательные формулы
будут те же, что и раньше, с той только разницей, что тензоры
собственных и взаимных импедансов катушек 1-й и 2-й групп
измеряются при коротко замкнутых катушках 3-й группы.

IV. Исключаем i3 из третьего уравнения:

i ' - z g r ^ e a - z ^ - z e i * ) . (10.27)

Подставляем его в первое и второе уравнения

e1 = z1i
1 + Z2i 2 +z 3 zr 1 (e 3 -z 7 i 1 ~z 8 i 2 ) ,

e 2 =z 4 i i + z5i2 + z6z9-1(e3-z7ii-z8i2).

Выносим за скобки i1 и i2:

(ех - z3z9

 !е3) = (zx - z3z9 %) i1 + (z2 - z3z9

 !z8) i2,

(e2 - z6z9 *e3) = (z4 - z6z9

 !z7) i
l + (z5 - z6z9 \) i2.

(10.28)

Три системы уравнений (10.26) приведены теперь к двум
системам с двумя переменными — уравнениям (10.28), которые
можно переписать короче:

e; = z;i1 + Z2i2,

(10.29)

e'2=z'3V + z4V.

Эти уравнения представляют первые две группы катушек при
исключенной 3-й группе. Следствиями исключения группы явля-
ются: 1) замена тензоров само- и взаимоимпеданса размыкания
(разомкнутой цепи) на тензоры само- и взаимоимпеданса корот-
кого замыкания; 2) замена приложенных напряжений в остав-
шихся группах новыми значениями.

V. Дальнейшие преобразования могут вестись двумя спосо-
бами: либо в уравнение (10 29) подставляются результаты § 5,
либо продолжается преобразование уравнения (10.28) или
(10.29). Используя результаты § 5, получаем редуцированные
уравнения, содержащие только контуры первой группы:

е[=х[Л\ (10.30)

где

z[ = zi —Z2Z4-1Z3, (10.31)

e^ei-zsz^. (10.32)
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Подставляя значения величин со штрихами из уравнения
(10.28), получаем редуцированные тензоры

z[= (zt — ZgZ^̂ y) — (z2 — г3гГЧ) (zs — WT\)~~1 (z4 — г ^ Ч ) , (10.33)

el = (ex — z ^ e J ~ ( Z 2 — Z3z9~lzs)(zs — ̂ Ч ) " 1 ( е 2 — ^ Ч ) - (10.34)

Форма тензора импеданса короткого замыкания Z\" 1-й груп-
пы (которая уже приводилась в уравнении (10.13)) и форма но-
вого приведенного вектора напряжений е/7, которые приложены
к 1-й группе, аналогичны формам в уравнениях (10.18) и (10.19);
отличие их в том, что тензор импеданса размыкания заменяется
тензором импеданса короткого замыкания, а каждый вектор е
действительно приложенного напряжения заменяется эквива-
лентным вектором е'.

VI. Три множества токов, текущих в трех группах контуров,
находят из уравнений (10.30), (10 28) и (10.27):

p=zr-4
i 2 = ( z 5 ~ z 6 z 9 " l z 8 r 1 [e 2 -z 6 z^ 1 e 3 -(z 4 -z 6 z^ 1 z 7 ) i1], (10.35)

I8 = zr1(e8 —zyl1 —zsi2).

Чтобы вычислить эти токи, необходимо вычислить три обрат-
ных 2-тензора, а именно:

y'=(z 5 -z 6 yz 8 )-\ (10.36)

У" = ( z i - z

3 y z ? ) - (Z2 - Z3YZ8) У' (Z4 - z ey z

7 ) -

В терминах этих обратных 2-тензоров три уравнения токов
имеют вид

i[ = У" [ех - z3ye3 - (z2 - z3yzg) у' (е2 - z6ye3)],

12=У' [ e 2 - z 6 y e 3 - ( z 4 - z 6 y z 7 ) i1], (10.37)

i 8 = y ( e 8 - z 7 i i - z 8 i 2 ) .

VII. Каждая формула в этих параграфах верна, если каждый
тензор является компаунд-тензором любой сложности, т. е. каж-
дая из трех групп цепей сама может быть построена из несколь-
ких меньших групп цепей.

10. ПРОИЗВОЛЬНОЕ ПОДРАЗДЕЛЕНИЕ КОМПАУНД-ТЕНЗОРОВ

I. Если система обычных уравнений заменяется системой п
инвариантных уравнений, в которых каждая компонента явля-
ется 2-тензором (или 1-тензором), они упрощаются следующим
образом: 1) исключается одна строка и столбец одновременно по
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уравнениям § 5 в предположении, что это дважды-компаунд-
тензор с 22 = 4 компонентами; 2) исключаются две строки и два
столбца одновременно по уравнениям § 9, при этом объект рас-
сматривается как дважды-компаунд-тензор с 32 = 9 компонен-
тами.

Таким образом, когда предыдущие уравнения должны исполь-
зоваться с компаунд-тензорами, их подразделения, кроме пер-
вого, включают только одну строку и столбец:

ч

2 ц

216

221

z2

z7

212

217

Z22

Ч

213

218

Z 4

ч

214

219

Z24

Ч

210

215

Z20

Z 25

Z =

21

ч

2 Ц

216

221

Z2

Z 7

212

217

«22

Ч

Ч

213

218

Z 23

Z 4

zg

214

219

Z24

ч

ZlO

215

Z20

Z25

Этот тип подразделения был необходим, поскольку тогда
должен быть вычислен только тензор, обратный диагональному
2-тензору z25 или z19'.

II. Однако дважды-компаунд-тензор можно разделить с вклю-
чением двух или трех столбцов и строк в каждом подразделении:

z =

*1

ч

212

215

Z22

Ч

Ч

219

Z2

213

Z 23

z3

216

Z20

Z 7

ZlO

z4

Zl4

217

Z 24

Z8

211

218

221

=

z«

Zrf

z^

4

xf

z;

Zc

z^

2 *

(10.38)

с = e i ^ 2 e 4
^ 5 e 7 = 1-

= 11 12 *3 14 15 Ц 17 = Me ^

, (10.39)

. (10.40)

В этом случае полученные выше уравнения также можно ис-
пользовать для исключения нескольких групп переменных или
для решения уравнений e = z-i. Однако при этом требуется вы-
числить обратные компаунд-2-тензоры с двумя или тремя столб-
цами и строками. Эти формулы будут получены ниже.
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11. ОБРАЩЕНИЕ КОМПАУНД-2-ТЕНЗОРА С ДВУМЯ СТРОКАМИ

I. Один способ обращения z, где z —компаунд-2-тензор, за-
ключается в решении нескольких систем инвариантных уравне-
ний и вычислении i = z-1-e. В § 5 и 9 решены две и три системы
линейных тензорных уравнений, но решения не были доведены
до нужного вида, так как i2 и i3 были выражены через i1, тогда
как для обращения тензора требуется выразить i2 и i3 через
приложенные напряжения е ь е2 и е3.

II. Рассматривая сначала два уравнения из § 5, получаем
выражение для токов из (10.17) и (10.20):

i1 = (z 1 -z 2 zr 1 z 3 r 1 (ei —^гГЧ),

i2 = = z r
1 (e 2 -z 3 i 1 ) . (10.41)

Токи i1 и i2 должны быть выражены линейными функциями
от ei и е2, поэтому, подставляя значения i1 в i2, получаем

р = (Zl — z2zl1z3)~1el — (zx — z2zr1z3)~1z2zi"1e2,

i 2 = z r 1 {e2 - z3 [(Z l - z2z^1z3)-le1 - (Z l - z2z^1z3)~1z2z^1e2]},

J 2 = — z r ! z 3 (Zi - z2zllz^T1^ + [zr1 + zf\ {zx - z2zr1z3)~1z2zr1] e2.

Если (Zi—z2zi1z3)~~l = y' и гГ1 = у, обратная система
уравнений i = ye имеет вид

11 = y 'e 1 -y 'z 2 ye 2 ,

12 = ~ yz3y 'ei + (y + yz3y
 rz2y) e2

III. Таким образом, обращение двухстрочного компаунд-тен-
зора z есть

(10.42)

2 =

z3

z2
ж - 1 =

У

— yz3y'

— y'z 2 y

У + yz3y'z2y
(10.43)

где два обратных 2-тензора имеют вид

(10.44)У — z4

Этапы вычисления следующие:

1) ъ г = у; 2) yz3;

3) [Zi-zafy^j-^y';

y'-CZi-z.yz,)-! |. (10.45)

4) (yza)y
/; 5) y'z2y;

6) y + (yz3)(y'z2y).

Иначе говоря, нужно вычислить те же два обратных 2-тензо-
ра, что и в предыдущем параграфе. Эти вычисления обратных
величин входят в три первых этапа, причем этапы те же, что и
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в предыдущих параграфах. Оставшаяся работа состоит в трех
умножениях и одном вычитании.

Формулы остаются верными, если z — мультикомпаунд-2-тен-
зор любой кратности.

IV. Если компаунд-2-тензор является диагональным, его об-
ращение осуществляется обращением его диагональных элемен-
тов по отдельности, как для обычных 2-матриц:

z =
z2

z3

z4

-1 = : «г1

. (10.46)

Эти формулы справедливы также, если каждая компонента
компаунд-тензор а есть не 2-тензор или 2-матрица, а линейный
оператор, такой как d(cos (ot)/dt.

12. ОБРАЩЕНИЕ ТРЕХСТРОЧНОГО КОМПАУНД-2-ТЕНЗОРА

I. Обращение трехстрочного компаунд-2-тензора можно осу-
ществить, рассматривая его как двухстрочный дважды компаунд-
тензор:

z =

Za

zd

Zg

Ч

ze

Zh

zf

Z[

Z\

z3

Z2

Z 4

Zl

z3 =

Za

Zd

zb

Ze

Zg

z 2 =

z 4 =

ZC

zf

Z/ |

(10.47)

Обращение дважды компаунд-тензора дано в (10.43), где
каждый тензор есть дважды компаунд-тензор, т. е. у' имеет две
строки и два столбца и т. д. Четыре компаунд-тензора вполне
могут быть найдены, а именно: z2, z3, у и у7; z2 и z3 уже известны,
у легко вычисляется как Zi"1, так что остается найти у'.

Обращение у' вычислено сначала как z\—z2z4~
1z3, что дает

/ ' - 1 =
га — гсг1

 1zg

Zd — Zfzy zg

zb — zczt

 lzh

ze — zfz-rlzh

/
z l

4

4

4
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Обращение его находят с помощью уравнения (10.43):

У' =
У'"

-У'ЪУ'"

- У"'22У"

У" + У"*зУ"'22У"

(10.48)

где y ' ^ z r 1 и y-==( z;^z;zr 1z;r 1 = (z;-z2y^r 1 . (10.49)

II. Чтобы подставить у, у', z2 и z3 в (10.43), вычисляем

У z2 =
y»'(zc-z'2y»zf)

у"[*/-*зУ*(*'-*2У"*/)]

z3y = (zg ~ zhy»zz) y"r \zh — (zg — zhy"z'a) y'%] y"

W%=(^ - ^jTzi) у"% + [zh - (zg - г#«ъ) У'Х2] Г*г

Подставляя z~l в (10.43), получаем обращение трехстрочного
2-тензора из (10.47):

у'"

— У"ЧУ'"

- у (zg-zhy"z's) у"'

- У ' " 4 У "

У' '+У' '4У / / / 2 2У"

— У [Z/г — (Zg +

+z A y%)y w

z ; ]y"

-у" [Zf-z^y'" (zc-zf

2r
fzf)] у

У+У (zg—z/гу̂ з) у'%у+у[гЛ -

-(z^-z^y'^y-z^y'^y

(10.50)

Некоторые произведения встречаются много раз, так что дуб-
лирование вычислительной работы исключается, даже если ис-
ходный 2-тензор не обладал симметрией.

13. ВЫВОДЫ ПО РЕДУКЦИИ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Систему п линейных уравнений e = z-i можно свести к мень-
шему числу уравнений или решить полностью:

1) исключением трех, четырех или более строк одновременно
по (10.18) или (10.19). При этом требуется вычислить обращение
матрицы с тремя, четырьмя или больше строками на каждом
шаге исключения;
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2) исключением всех строк за один шаг разделением z на 22

или З2 компонент и вычислением редуцированной z с помощью
одной формулы по (10.18) или (10.33). Это опять требует вычи-
сления обращения двух или трех меньших матриц. Вместо 22 и З2

компонент z можно разделить на п2 компонент и можно вывести
формулы для немедленных вычислений редуцированного z, сле-
дуя рассуждениям § 9;

3) вместо вывода новых формул для исключения (п—1)-
групп, п2 матриц, на которые расчленяются z, снова можно раз-
делить на 22 или З2 компаунд-2-матриц (z при этом будет 2-ком-
паунд-2-матрица), а дальше повторяются действия предыдущего
параграфа в предположении, что каждая n-матрица в уравне-
нии является компаунд-/г-матрицей;

4) полностью избежав вычисления обратных матриц исклю-
чением одновременно одного столбца и строки, а не трех или че-
тырех по уравнениям (10.18) и (10.19). В этом случае матрица
Z4 становится скаляром Z4 и ее обратная равна просто I/Z4. Од-
нако z2z4~

1z3 — матрица, имеющая на одну строку и столбец
меньше, чем исходная.

Следует отметить, что если матрица z разделяется произволь-
но на несколько меньших матриц для исключения переменных
без какого-либо физического смысла подразделений, то при этом
вводятся только п матрицы, но не тензоры.

14. КОНТУРНО-УЗЛОВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Когда e = z i представляет уравнения контурной сети, то
исключение одновременно одной строки и одного столбца экви-
валентно исключению одного контура из сети с помощью кон-

турно-узлового преобразования.
Контур, который исключается, мо-
жет иметь взаимные индуктивности
с любыми другими контурами и в
нем могут быть приложенные напря-
жения. В обычных методах контур-
но-узловых преобразований исклю-
чаемый контур может иметь взаим-
ную индуктивность только с соседни-
ми катушками и не должен иметь
приложенных напряжений.

II. Пусть, например, 12 катушек
соединены в четыре контура (рис.
10.3).

До соединения компоненты вектора приложенного напряже-
ния е и тензора импеданса z имели вид

Рис. 10.3. Сеть, которая должна
быть редуцирована.
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е =
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еь

еб

eg

«10

, z =

1
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1 2

z2
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Z3

4

|

|
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z6

7
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8 9
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1

12

1

•^10

Zul

(10.51)

Тензор преобразования С есть

(10.52)

i1

i2

i 8

i 4

i5

Is

f

J8

Iго

in

i12

= ia

= i"

= ~ia

= i a -

= ib

— i<:_
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= — ic
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= Iй

= — ic

= — i d

c =
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5

6
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9
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a

1

— 1
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i

b

1

— 1

1

— 1
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|

1

— 1

1

— 1

1

— 1

1

— 1

(10.53)
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После соединения вектор приложенного напряжения е' и тен-
зор импеданса z/ находят по формулам С*е и QzC

е =

а

b

с

d

ei — e6

eQ — eQ

— eg + g1 0

, (10.54) * ' =

2 4 +Z 6

- z 6

0

-z 4

Z2+Z4+
Z5+Z7

0

-z 7

- z 6

0

Z 6+Z 8-b
Z9-I-Z13

~z9

0

-z 7

-z 9

Z7+Z9+
Z10+Z12

(10.55)

III. Исключая последнюю строку и столбец по (10.18), а
именно Ъ\—z2z4~

1z3, вычисляем

а

с

d

0

— Z7I{Z7 -Ь Z 9 + Z10 + Z 1 2 )

- Z9/(Z7 + Z 9 + Z l o + Z1 2)

0

0

0

(Z7)2/(Z7

Z7Z9/(Z7

0

+ z9

+ z9 + z10

+ Z1 2) Z 7 Z 9 / ( Z 7

+ Z 1 2)|(Z 9)2/(Z 7

0

+ z9

+ z9

+ z10

+ Z10

-f

4-

Z12)

Z12)

z2z4 % =

Таким образом, редуцированный тензор импеданса имеет вид

a b с

Zi + Zs +
Zi + Zfi

-z6

-Zi

Z2+Z4 + Z5 + Z7

Z7 + Z 9 4- ZIQ + Zi 2

Z7Z9

Z-J + Zg + ZJO + Z12

Zfa
Z 7 + Z9 + Z 1 0 + Z i 2

Z6 + 28 + Z9 + Zn

(Z9)2

Z-j + Z9 -г Zjo + Z12

. (10.56)
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Редуцированный вектор приложенного напряжения по урав-
нению (10 19), а именно ei—ъ2ъсх^ъ имеет вид

а

z2zj*1e2 = b

с

0

[-Z7/(Z7 + Z 9 + Z l o 4- Z12)] (ею - eg)

[-Zg/(Z7 + Z9 -}- Z l o -f Z1 2)] (*10 - fig)

a

e ' = b

с

£i — £ 6

e5 + [Z7/(Z7 + Z9 + Zio -f- Z12)]

e6+£94-[Z9/(Z7+Z9-f-Zi0-fZi2)]

(«io —

(£io —

«9)

«9)

£l —£6

5̂ + 6̂

£6 + 9̂ + 6̂

. (10.57)

сямAzh'z

Рис. 10 4. Преобразование
«звезда — контур».

Редуцированная сеть, соответствующая редуцированным зна-
чениям z/ и е', представлена на
рис. 10.4, где Z=Z7 + Z9+Zl0+

 z< e ' Z2
+ZX2.

IV. Если теперь ъ' рассмат-
ривать как компаунд-2-тензор,
то исключение одной строки и
столбца компаунд-тензора яв-
ляется эквивалентом одновре-
менного исключения несколь-
ких контуров многократным
контурно-узловым преобразова-
нием.

Одновременно исключаемые
контуры могут иметь взаимные
индуктивности относительно
друг друга и с остающимися контурами, к ним также могут быть
приложены напряжения.

15. ИМПЕД4НС МЕЖДУ ДВУМЯ ТОЧКАМИ

I. Довольно часто в я-контурной сети требуется определить
импеданс между двумя точками В таких случаях выгодно ввес-
ти дополнительный контур, приложив напряжение е\ между
двумя точками (или узлами), и считать ток i в этой безымпе-
дансной ветви первой переменной

В результате уравнение e = z-i содержит п+\ строк и столб-
цов. Если остальные п строк и столбцов z исключаются (за один
или несколько шагов), то остающийся скаляр является импедан-
сом сети между двумя точками.

II. Найдем, например, импеданс между узлами Л и В в пяти-
контурной сети (рис. 10 5). (В ней 12 катушек, 8 узлов, 8—1 = 7
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узловых пар; поэтому в ней 12—7 = 5 контуров.) Узлы А и В
соединяются, чтобы образовать шестой контур.

Токи, протекающие в каждой катушке, изображены на рис.
10.6 в предположении существования шести переменных (первая
из них — ток il в ветви, соединяющей А к В). Приравнивая ста-*

+2
+
3

+
4+5+S

5 ^

2+4+5+е

•7/

Рис. 10.5. Импеданс между двумя точками Рис. 10.6. Токи в отдельных катушках.
Л — В.

рые и новые токи в каждой катушке, получаем тензор преобра*
зования

1' 2' 3' 4' 5' 6'

ла = 1Ь

i * =

i ' =

-I =

+ i 5+ i6

+i6

i2

ip^ /1

a

b

с

d

f

C=h

j

k

1

m

n

P

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

. (10.58)
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Тензор импеданса z основной сети имеет 13 строк и столбцов»
причем последняя строка и столбец р состоят из нулевых ком-
понент. Полагая импедансы Z одинаковыми, а взаимные импе-
дансы отсутствующими, получаем для сети величину z/ по фор-
муле C/zC:

z ' = Z X

1'

т

3'

4'

5'

6'
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4

3

3

3

4

2'

4
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2
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3
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4
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6
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z
3
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(10.59)

Исключаем последние три строки и три столбца с помощью фор*»
мулы z 1

/ = zi = z2z4~1z3:

z* =

5

4

3

4

6

3

3

3

4

3

4

2

3

2

1

4

3

2

0,3 0

0 1 0,4
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1
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1,6
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3,2

1,6

1,6

1,6

3,2

Исключаем снова последние две строки и два столбца по той же
формуле:

1 Q
-1 ,У— 1,6 1,6 .

0

—0

,4165

,2083

0

о,

2083

4165
•

1

1

,6

,6

1,6

1,6
=0,8332= — Z.

6

(10.60)

Таким образом, если импеданс каждого ребра куба равен Zt

то импеданс всего куба, измеренный вдоль диагональной оси,
равен 5/6 Z. Конечно, благодаря симметрии в этом примере мож-
но было бы найти более быстрое и простое решение.

III. Если надо найти импеданс сети относительно нескольких
множеств «точек входа», то каждое множество точек входа зако-
рачивается и рассматривается в виде дополнительного контура.
Из вычисленного тензора импеданса ъ' исключаются все строки
и столбцы, кроме тех, которые относятся к добавочным осям.
Остающаяся часть ъ" представляет собственные и взаимные им-
педансы сети относительно «точек входа».
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16. СИСТЕМА п УРАВНЕНИЙ С k ПЕРЕМЕННЫМИ

I. В ранее рассмотренных уравнениях мы предполагали, что
z — квадратная; обратные диагональным матрицам z b z4 и дру-
гие можно вычислить.

Однако часто встречаются линейные уравнения e = z i , в ко-
торых

1) переменных больше, чем уравнений:

е = , е^х1\
г+х212Т (Ю.61)

2) переменных меньше, чем уравнений:

ei

^2

h 1

z3

£2 = х£1.
(10.62)

В этих случаях z — прямоугольная, а не квадратная;
3) как для квадратной, так и для прямоугольной z может ока-

заться, что только матрица — компонента х\ с меньшим числом
строк и столбцов — имеет обратную
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1 i1 1 1 1

z3

1
Z2

Z 4

ei = zii1 + z2\
2,

e 2 = z 3 i 1 + z 4 i 2 .
(10.6S)

П. Во всех таких случаях система тензорных уравнений может
быть решена только относительно i1 (поскольку только Z\ имеет
обратную). Даже когда она выражается через i2, компоненты i2

могут считаться произвольными величинами.
Если Zi содержит только то максимальное число строк и

столбцов, которое позволяет осуществить обращение Z\ (т. е. оп-
ределитель отличен от нуля), то это максимальное число назы-
вается рангом матрицы z. Уравнения надо перегруппировать так,
чтобы матрица Z\ с максимальным рангом находилась в верхнем
левом углу z.

III. Решение трех описанных выше случаев имеет вид

1.

2.

e = z ri
I+z2-i

i1 = z~1-(e — z2-i

e 1=z 1-i 1,

e a =z s . i 1 ,

2

2 )

>

(10.64)

(10.65)

3. e ^ z ^ + Vi2,
e2=z3.i

1 + z4.i
2;

i1 =zx

 1-(ei~Z2'i2) (10.66)

Если это значение i1 подставляют во второе уравнение, чтобы

найти i2={z4 — z3-Zi1-z2)
 l-{e2--zs-zi1-e1)—Z4 ^e^, в чис-

ленных расчетах z/ оказывается равным нулю. Конечно, могут
быть и другие случаи.
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IV. В качестве примера рассмотрим уравнение e=z-i :
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4

8

— 1

— 2

— 1

— 2

— 6

— 8

— 10

— 6

1 ll
i 2

Ч

Z2

Z 4

(10.67)

Определитель z равен нулю, так как равен нулю любой трех-
строчный определитель z. Однако определитель матрицы в левом
верхнем углу не равен нулю, следовательно, ранг г равен двум.
Поэтому по уравнению (10.66)

„—1i i = z r I - ( e 1 —z2-i2)
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У,

1

- 1 / 2

1

- 1 / 2

- 1 / 2

3/8

- 1 / 2
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1

2

— 1

— 2

1 + г + Qw

2 + 2* + 8w

— 6

— 8 да

I
}

2w

1/4 + 2Г/4
. (10.68)

Таким образом, решение есть x = 2w и #=(1+2:)/4, где w и г
могут принимать любые произвольные значения.



Глава 11

ТЕОРИЯ ГРУПП

1. СВОЙСТВА ТЕНЗОРА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Физическая интерпретация тензора преобразования С**
отличается от интерпретации всех других тензоров, встречаю-
щихся при анализе физических систем, таких как еа, £ар, № и т. д.
В то время как другие тензоры представляют некоторые конкрет-
ные свойства самой физической системы, тензор преобразования
представляет определенные операции, выполняемые над систе-
мой, т. е. некоторое изменение точки зрения. Тензор преобразова-
ния Cl' не является частью системы, как za$ или еа, и не вхо-
дит явным образом в уравнение системы. Некоторые тензоры пре-
образования можно представить физически посредством
проводников, соединяющих различные импедансы, но сами они
не имеют импеданса и поэтому не вносят никакого вклада в энер-
гию или мощность системы. Они только представляют систему
координат, вдоль которой текут токи.

II. Из-за этого физически особого значения различные типы
матриц преобразования образуют отдельный класс. Они отно-
сятся к новому типу совокупности, называемому «группой». Это
значит, что каждая матрица преобразования является элементом
«группы» матриц преобразования, одновременно являясь также
элементом «тензора преобразования».

Благодаря тому, что матрицы преобразования принадлежат
«группе», они обладают некоторыми свойствами, которых не име-
ет другое множество п-матриц (не принадлежащее «группе»).

Изучение этих особенных свойств и является главной темой
этой главы. Есть, конечно, и другие свойства тензора преобра-
зования, отличающие его от других тензоров.

2. ТЕОРИЯ ГРУПП

I. «Теория групп» — новая область алгебры, в которой сущ-
ности группы А, В, С ... могут подвергаться только одной опера-
ции. Результатом этой операции является сущность, также при-
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надлежащая этой группе. Эту операцию будем обозначать точ-
кой Л - 5 = С.

В обычной алгебре сущности а, &, с могут подвергаться
нескольким операциям, таким как сложение, умножение, деле-
ние и т. д. Из-за этого множество таких объектов оказывается
довольно «узким». Обычно это отдельные числа типа 5, 7, 2 + 3/,
Х\Ц\2, ах + у и т. д. В теории групп имеется только одна операция
и поэтому сущности Л, В, С значительно более разнообразны, чем
в обычной алгебре. Это могут быть, конечно, числа 5, 7 и дру-
гие, но могут быть и я-мерные матрицы или еще более абстракт-
ные сущности, как, например, «вращения», «перестановки», «пре-
образования» и т. д.

II. Отметим, что «алгебра я-мерных матриц», описанная
в гл. 1 и 2 книги, может рассматриваться как еще один тип ал-
гебры с множеством сущностей, более широким, чем в обычной
алгебре (являющимся «совокупностью» чисел, образующих стро-
ки или квадраты, или кубы и т. д.), но с меньшим количеством
операций, чем в обычной алгебре (деления нет, в произведении
А-В сомножители нельзя переставлять и т. д.). «Алгебра я-мер-
ных матриц» расположена между «обычной алгеброй» и «тео-
рией групп». Имеется, конечно, и много других типов алгебр.

Можно показать, что с уменьшением количества разрешенных
операций над сущностями расширяется поле понятий, из кото-
рых можно отбирать сущности. Если над сущностями вообще не
определены операции, то их разнообразие становится еще
больше.

Если сущностями группы являются всевозможные матрицы
преобразования С ь С2, С3 ..., то единственная допустимая опера-
ция для них — умножение Ci-C2 в том смысле, в каком говорится
в гл. 1, § 12. Помимо матриц преобразования образовать группу
могут и другие матрицы.

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРУПП

I. Не все совокупности сущностей, которые подвергаются
единственной операции, образуют «группу». Чтобы сущности и
операции, которым они подвергаются, составляли группу, они
должны удовлетворять четырем условиям, которым удовлетво-
ряют все матрицы преобразования.

1. Сущность С, являющаяся произведением Л -В двух любых
сущностей группы, должна принадлежать этой же группе. Это
так называемое «групповое свойство». Так, С3, образованная из
С\ • С2, принадлежит той же группе.

2. В произведении нескольких элементов А-В-С умножение
может быть сделано в любом порядке: А (ВС) или (АВ)С. Это
«ассоциативный закон».

3. Один из элементов группы является «единичным элемен-
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том», так что умножение на / оставляет любой элемент неизмен-
ным (см. уравнение (1.5), определяющее единичную матрицу I).

4. Каждый элемент А имеет некоторый «обратный» элемент
А~-1 = В, также принадлежащий группе, так что произведение А
на его обратный А~1 есть единичный элемент / (см. гл. 1, § 16—
вычисление матрицы обратного преобразования).

Когда элементы не имеют обратных, т. е. последнее условие
не выполняется, группа называется «полугруппой». Многие теоре-
мы теории групп справедливы также и для полугрупп.

II. Последним трем условиям удовлетворяют вообще все
квадратные матрицы и, в частности, квадратные матрицы пре-
образования. Ассоциативный закон применим ко всем умножени-
ям, единичная матрица I существует, и большинство квадратных
матриц А имеет обратную А"1, так что АА~1 = 1. Однако первое
условие удовлетворяется не для всех матриц, например, вообще
нельзя перемножать две матрицы импедансов Ъ\ и Z2. Первое
условие является главным, определяющим принадлежность сущ-
ностей группе, и поэтому говорят, что сущности, подчиняющиеся
первому условию, имеют «групповое свойство». Такими сущно-
стями являются матрицы преобразования С как несингулярные,
так и сингулярные. Задача этой главы — детально изучить пер-
вое условие, «групповое свойство»; три последних правила уже
изучены в связи с тензором преобразования С.

III. Имеется обширная математическая литература по теории
групп. В последнее десятилетие теория групп широко применя-
ется в кристаллографии, теории атомных структур, квантовой
динамике и во многих других областях науки. Важность поня-
тия «группа» вытекает из того, что матрица преобразования сети
С содержит неожиданно много информации о свойствах и пове-
дении сети даже без установления каких-либо других тензоров,
таких как вектор е или тензор z самой сети. В последующей главе
о синтезе сетей будет показано, как, зная матрицы преобразова-
ния С сети (и импедансы ее отдельных катушек), можно пред-
сказать, например, что сеть имеет желаемый отклик при всех
частотах или что сеть поддерживает постоянные токи при всех
нагрузках, или же постоянные потенциалы при различных токах
без установления ъг сети и выявления ее функциональных харак-
теристик.

Иначе говоря, основные характеристики, скелет динамической
системы полностью содержатся в тензоре преобразования С. Дру-
гие тензоры составляют кровь и плоть системы, но основные ка-
чества системы они не определяют. Исключительность тензора
преобразования С, его «аристократизм» в обществе тензоров ясно
видны еще из того, что он даже не появляется ни в одном из урав-
нений поведения динамической системы. Он стоит особклксм,
в стороне от «плебейской», грубой работы вычислительных про-
цедур.
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4. ПРИМЕРЫ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

I. Число элементов, составляющих группу, может меняться
от нескольких до бесконечности. По отношению к количеству
элементов группы делятся на два класса: «конечные» и «беско
печные».

Примером «конечной группы» является множество следующих
четырех сущностей: 1) поворот на 90°=А; 2) поворот на 180° = В;
3) поворот на 270°= С; 4) поворот на 360°=£). Четыре сущности
Л, В, С, D образуют «группу вращений», так как удовлетворя-
ются четыре правила:

1) произведение любых двух вращений, например В-С, есть
вращение А (поворот на 90°) или В-С=А\

2) вращение может быть выполнено в любом порядке, конеч-
ный угол вращения останется тем же;

3) имеется единичный элемент D, который оставляет все по-
вороты без изменения BD = B;

4) каждое вращение имеет обратное; например, обратным
для С является А, так как CA=D — единичный элемент.

II. Другой пример «конечной группы» — группа всех матриц
преобразования С ь С2, ..., которые оставляют неизменной я-кон-
турную сеть, но по-разному выбирают переменные из я-ветвей
(см. гл. 6, § 4). Имеется только конечное число способов, кото-
рыми п переменных могут быть выбраны в я-контурной сети.

Еще пример «конечной группы» — группа всех матриц пре-
образования Сь С2, С3, ..., преобразующих некоторую неподвиж-
ную п-контурную сеть в любую другую п-контурную сеть. Име-
ется много различных способов преобразования я-контурной
сети в другие я-контурные сети (но не бесконечно много).

III. Примером «полугруппы» является группа всех матриц
преобразования сети с я катушками в сеть с другим числом ка-
тушек. Ни одна из этих матриц не имеет обратной. Примеры
полугрупп встретятся в гл. 23 в связи с синтезом сетей.

5. ПРИМЕРЫ БЕСКОНЕЧНЫХ ГРУПП

I. Примерами наиболее важных бесконечных групп могут
быть процедура наложения электромагнитных величин на сеть,
суперпозиция геометрических конфигураций над пространством
(или цепей1) над ячейками). Имеется бесконечно много таких
процедур, но все они удовлетворяют четырем условиям группы,
если операцией, производимой над ними, является сложение.
Так, взяв в качестве примера приложенные напряжения, по-
лучим:

d) Здесь имеется в виду цепь топологическая — chain, а не электрическая—
circuit. (Прим. пер.).
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1) последовательное приложение двух напряжений также
эквивалентно приложению напряжения, ei + 62=e3;

2) результирующее напряжение не зависит от способа груп-
пирования, ei + e2 + e 3 = (ei + e2) + e 3 и т. д.;

3) имеется единичный элемент ео, оставляющий сеть неизмен-
ной, в этом случае е0 есть нуль;

4) каждое приложенное напряжение е имеет обратное — е,
так что их произведение (которое в данном случае является
сложением) е(—е) дает единичный элемент е0.

II. Другим примером «бесконечной группы» является группа
всех матриц преобразования С ь С2, ..., вводящих переменные
гипотетические токи вместо действительных токов в ветвях. Та-
кими гипотетическими токами являются «нагрузка» и «намагни-
чивающие токи». Хотя и можно ввести бесконечное разнообра-
зие различных гипотетических токов, однако уже соединение
между катушками налагает определенные ограничения на
отношения между ними 1\

6. ПОДГРУППЫ

I. Когда все элементы одной группы принадлежат другой
группе, то говорят, что 1-я группа является подгруппой 2-й груп-
пы. Например, элементы конечной группы замены переменных
в ветвях сети принадлежат конечной группе, изменяющей также
соединения в сети, так как являются лишь частным случаем
последней. Иначе говоря, группа матриц преобразования, ^изме-
няющих токи в ветвях, является «подгруппой» группы матриц
преобразования, изменяющих и соединения в сети.

Группа матриц преобразования, изменяющих соединения
в сети, является подгруппой группы матриц преобразования, из-
меняющих соединения вращающейся машины с неподвижной
системой координат. Последняя, в свою очередь, является под-
группой так называемой «группы линейных преобразова-
ний» и т. д.

II. Группы различных типов обозначают обычно буквой G
с индексом: G\, G2, ... и т. д. Индекс показывает, какая имеется
в виду конкретная группа. В этой книге мы уже определили
следующие группы матриц преобразования:

1. Gt = Bce С, изменяющие соединения различных катушек,
т. е. преобразующие одну сеть с п катушками в другую сеть с п
катушками. Эти С можно назвать «тензором соединений».

Эта группа матриц преобразования составляет основу изуче-
ния сетей, так как она выражает в зашифрованном виде законы
Кирхгофа.

4> Благодаря соединениям между катушками величины гипотетических то-
ков не являются совсем произвольными, а зависят друг от друга, (Прим. пер.)
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2. Gb = все С, оставляющие неизменными соединения в сети,
но преобразующие токи одной совокупности ветвей или контуров
в токи другой совокупности.

Компоненты всех матриц преобразования, принадлежащих
этим двум группам, всегда целые числа. Эти группы относятся
к так называемым «группам Бетти», используемым в топологии.

3. G p = Bce С, представляющие перестановки осей.
4. Gt = Bce С, изменяющие числа витков катушек. Их компо-

ненты •— рациональные числа.
5. Gm=Bce С, заменяющие действительные токи намагничи-

вающими и токами нагрузки. Все эти группы являются «подгруп-
пами» следующих групп:

6. Gn = все С, появляющиеся при исследовании сетей и име-
ющие только действительные компоненты.

Группа действительных преобразований, встречающихся при
изучении сетей, является ограниченной. Она образует подгруппу
более широкой группы, называемой:

7. Gi = группа «линейных преобразований»у или «аффинных
преобразований». Компоненты С, принадлежащие этой группе,
являются любыми действительными константами (целые, дроб-
ные, иррациональные числа).

Последняя группа, в свою очередь, является подгруппой:
8. Gf=группы всех функциональных преобразований, при ко-

торых компоненты С являются функциями переменных.
Группы Gi и Gm также включают «полугруппы» матриц С,

которые не имеют обратных. В Gi число контуров после соеди-
нения может быть меньшим, чем до соединения; в Gm пренебре-
гают током намагничивания. Полугруппы можно обозначать так
же, как и соответствующие группы. Каждая группа матриц пре-
образования образует тензор 1\

Важно заметить, что каждый раз, когда вводится группа дей-
ствительных преобразований, она является только подгруппой
группы действительных линейных или аффинных преобразова-
ний, т. е. имеется много аффинных преобразований, не сущест-
венных при изучении сетей.

Кроме групп действительных преобразований, при исследо-
вании сетей встречаются группы преобразований, С которых
имеют вместо действительных компонент комплексные. Эти пре-
образования показаны в гл. 13.

7. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ, ИНВАРИАНТНОСТЬ, ГРУППА

I. Вследствие того что существует много разнообразных
«групп» матриц преобразований, всякий раз, когда инвариантное

4> Таким образом, имеется целый ряд тензоров преобразования, одним из
которых является тензор преобразования С£/ (гл. 4). Крон не доказывает тен-
зорный характер групп преобразований. (Прим. пер.)
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уравнение выводится как инвариант относительно «группы» мат-
риц преобразований, крайне важно определить ту группу матриц
преобразований, которая при этом имеется в виду, так как урав-
нение, инвариантное по отношению к одной группе матриц пре-
образования, может быть неинвариантным по отношению к
другой. Например, уравнение еа=гф^ справедливо для сети
только в том случае, если соединения между катушками неизмен-
ны во времени. Если же они меняются, уравнение несправедливо
и неинвариантно относительно последней группы G/.

Следовательно, три понятия: 1) «преобразование», 2) инва-
риантность» и 3) «группа» в одной фразе всегда появляются
вместе; например: «Входная мощность еА — Р» инвариантна по
отношению к группе преобразований Gn*

Понятие «преобразование» не обязательно выражать при
помощи «матрицы преобразования С» как i = C-i/. Это более ши-
рокое понятие, чем С. «Преобразование», которое можно опреде-
лить с помощью матрицы преобразования С, является преобра-
зованием весьма специального типа. Поэтому в принятой фразео-
логии используется понятие «группа преобразований G» вместо
«группа матриц преобразования G», чтобы не ограничивать фор-
му преобразования. В этой книге «преобразование» будет озна-
чать «преобразование переменных» (ia или Еа) с помощью Cl
или Cl.

II. Можно определить множество матриц преобразования С,
оставляющих форму уравнения инвариантной, но не образующих
«группу». Можно также ввести множество матриц С, образую-
щих группу, но не оставляющих линейную или квадратичную
форму «инвариантной». В этих случаях одно из трех понятий
отсутствует и изучение таких преобразований не является тензор-
ным анализом, так как, кроме всего прочего, не могут быть вве-
дены понятия «ковариантность» и «контравариантность».

8. ГРУППОВОЕ СВОЙСТВО

I. В гл. 6 были введены тензоры преобразования С несколь-
ких типов, каждый из них изменял или изучаемую систему, или
используемую точку зрения. Для каждого изменения С при по-
мощи формул преобразования были отдельно вычислены различ-
ные тензоры.

Однако во многих инженерных задачах предполагается не од-
но, а несколько изменений одновременно. Например, в многооб-
моточном трансформаторе систему обмоток можно подвергнуть
одновременно четырем изменениям: 1) изменению числа витков;
2) соединению обмоток; 3) исключению намагничивающих токов;
4) введению симметричных составляющих.

Или, например, проводники в пазах в машине постоянного то-
ка подвергаются одновременно нескольким типам преобразова»
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ний, в частности. 1) проводники соединяются в катушки; 2) ка-
тушки соединяются с пластинками коллектора; 3) пластины кол-
лектора соединяются щетками; 4) щетки соединяются в цепи;
5) уравнительные кольца вводят дополнительные пути токов.

II. В обычном анализе инженерных задач подобные одновре-
менные изменения редки, а если и встречаются, то разделены
и выполняются каждое отдельно. Во всех нетензорных методах
анализа есть попытка изучать такие преобразования, как одно-
временные, без разделения их на последовательные этапы.

Итак, можно ввести матрицы преобразования С^ С& ..., Сп для
каждого из составляющих изменений и матрицу преобразования
С результирующего изменения, которая является произведением
всех отдельных изменений:

C = C i C2C 3 . . .С^, Сati' = C(l'Ca»C(l"'.. .Сап'. (1 !• 1)

Эта формула справедлива, так как каждая матрица преоб-
разования является элементом группы линейных преобразований
Gi и их произведение является матрицей преобразования, также
принадлежащей группе Gi. Можно показать, что эта формула
справедлива и в том случае, когда некоторые или все матрицы
сингулярные (прямоугольные, неквадратные), так как эта фор-
мула представляет так называемое «групповое свойство», кото-
рому удовлетворяют и элементы полугруппы.

Эта последняя формула дает эффективный способ экономии
труда при анализе сложных инженерных задач, так как она по-
зволяет разбить анализ на несколько шагов и осуществлять
каждый шаг так, как если бы остальных не было, а затем комби-
нацией отдельных шагов получить один результирующий.

III. Интересно отметить, что «групповое свойство» процесса
прикладывания напряжений, показанного в § 5.1 (т. е. возмож-
ность приложения нескольких напряжений и независимого под-
счета эффектов от них, как если бы других напряжений не было),
используется в электротехнике под названием «теоремы о супер-
позиции». Следовательно, разделение преобразования на ряд
последовательных преобразований эквивалентно другому типу
теоремы о суперпозиции.

9. РАСЧЛЕНЕНИЕ СЛОЖНЫХ ПРОБЛЕМ

Введенные нами ранее экономящие труд приемы, которые
позволяют инженеру расчленить сложную проблему на несколько
независимых более простых подпроблем, можно грубо разбить
на три класса, предполагая, что большое число подобных систем
следует анализировать одновременно:

1. Понятие геометрического объекта позволяет инженеру про-
извольно разделить полную физическую систему на несколько
независимых физических подсистем, каждая из которых имеет

324



или геометрические объекты различных типов, или поведение
совершенно разных типов. Например, некоторую часть сети мож-
но отделить и проанализировать отдельно. Или систему пере-
дачи можно произвольно разделить на вращающиеся машины,
многообмоточные трансформаторы, линии передачи и каждую
часть проанализировать отдельно, как если бы остальные отсут-
ствовали, а затем объединить их в первоначальную систему.

2, Понятие тензоров преобразования позволяет инженеру раз-
делить каждую из имеющегося большого числа подобных физи-
ческих систем на две аналитические части: идентичные для всех
систем, подобно za$, и различные в каждой частной системе, а
именно С\*.

У становление матрицы С\» для каждой частной системы
практически является единственным этапом анализа, на котором
требуется участие инженера для установления уравнений пове-
дения.

3. Понятие группового свойства позволяет инженеру разде-
лить аналитическую часть его работы, а именно: разделить вывод
CJ/ на несколько независимых шагов, каждый из которых имеет
свои собственные методы анализа.

Физическое и аналитическое разделение группы проблем в по-
следовательность более простых проблем и их объединение
в исходную группу проблем возможно только благодаря введе-
нию понятия «группа» матриц преобразования Cl*. Если их
яе использовать, то: 1) каждую физическую систему следует
анализировать отдельно, как если бы аналогичные системы не
анализировались; 2) физическую систему нужно анализировать
как целое, за исключением очень простых случаев, в которых
матрица преобразования С становится, как правило, единичной.

10. ТИПЫ РАЗДЕЛЕНИЯ С

Подразделение матрицы преобразования С на произведение
нескольких матриц преобразования С ь Сг, ... может быть под-
сказано различными способами рассмотрения.

1. Сама задача автоматически членит матрицу преобразова-
ния на два или более шагов. Например, в трансформаторной
системе происходит расчленение преобразования на два шага:
1) соединение катушек с помощью Ci и 2) пренебрежение тока-
ми намагничивания посредством Сг является очевидным из-за
глубокого различия природы этих преобразований.

Другим случаем автоматического разделения С является при-
мер якорной обмотки электрической машины постоянного тока,
рассмотренный в § 7.

2. Матрица преобразования может охватывать лишь один тип
преобразования, но он может быть столь сложным, что во избе-
жание ошибок матрица строится в несколько этапов.
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Например, в сложной сети можно соединить сначала, скажем,.
те катушки, которые образуют ветви последовательным соедине-
нием, и построить на этом шаге d . Затем ветви, представляемые
как отдельные катушки, соединяются в конечную сеть посредст-
вом С2. Произведение Ci • С2 эквивалентно построению С за один
шаг. Окончательные соединения можно сделать при желании за
три или более шага. Во вращающихся машинах такое разделе-
ние часто используется, чтобы избежать недоразумений.

3. Преобразование может быть однотипным, и матрица С
устанавливается за один шаг, но разделение С на Ci-C2 ... все же
проводится из аналитических соображений.

Например, может оказаться, что произведение Ct*z*C вы-
числяется значительно быстрее, если оно выполняется в несколь-
ко этапов:

C r z . C = ( C 2 r C 1 / ) . z . ( C 1 - C 2 ) = C 2 r ( C i r z . C 1 ) C 2 , (11.2)

т. е. z сначала дважды умножается на Сь так что CifZ-Ci=z' r

и затем дважды на С2. Такие случаи встречаются, например, при
вычислении реактансов якорных обмоток, когда нахождение
результирующей С довольно просто, но сама матрица z может
иметь несколько сотен строк и столбцов и ее совершенно необ-
ходимо быстро привести к матрице с небольшим числом строк и
столбцов.

Подчеркивается, что для анализа матрицу преобразования С
можно произвольно расчленить на произведение CiC2C3 ..., даже
если Ci или С2 и другие не соответствуют никакой физической
реальности или даже гипотетическому расчленению. Расчлене-
ние может быть чисто аналитическим.

11. МНОГООБМОТОЧНЫЕ ТРАНСФОРМАТОРНЫЕ СИСТЕМЫ

I. Примерами сетей, анализ которых требует применения по
меньшей мере двух тензоров преобразования, являются много-
численные типы трансформаторных систем. Их результирующий
тензор преобразования является произведением следующих двух
составляющих тензоров преобразования:

1) Сь показывающий способ соединения обмоток в контурную
сеть; он находится тем же способом, что и для любой контурной
сети;

2) С2, показывающий, что током намагничивания каждой
замкнутой магнитной цепи пренебрегают; способ построения опи-
сан в гл. 6, § 10.

Результирующий тензор преобразования С есть

С = С!С2. (11.3)

II. Чтобы пренебречь токами намагничивания, надо, во-пер-
вых, выразить уравнения связей в новых токах i', появляющихся
после введения соединений, полагая сумму магнитодвижущих
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сил каждой замкнутой магнитной цепи равной нулю; затем выра-
зить их как i/=C2i//, где С2 является сингулярной матрицей,
имеющей меньше столбцов, чем строк, на число уравнений связей.

Так как установить уравнения связей в терминах Г, появля-
ющихся после введения соединений, нелегко, проще сначала ус-
тановить уравнения связей в терминах старых токов \, существу-
ющих до введения соединений, и затем заменить старые токи но-
выми из соотношения i = C1i

/.
Следовательно, тензор преобразования С2, определяющий

пренебрежение токами намагничивания, выводится в три этапа:
1) уравнения связей выводятся в терминах старых токов i при

отбрасывании всех соединений;
2) старые токи заменяются новыми из соотношения i = C1i

/,
тем самым получаем уравнения связей в терминах новых токов;

3) результирующие уравнения связей заменяются соотноше-
нием i/=C2i//.

III. Анализ трансформаторных систем отличается от анализа
любой другой общей сети еще одним. В общих неподвижных
сетях конструктивными параметрами катушек примитивной сети
являются обычно собственные импедансы каждой группы Z a a ,
Zbb и взаимные импедансы 1аь, ZCd между любыми двумя катуш-
ками. Однако в сетях многообмоточного трансформатора, где
токами намагничивания пренебрегают, для примитивного транс-
форматора применяют параметры нового типа, так называемые
«импедансы потерь» между двумя катушками Za-b (их также
называют «проходными импедансами», или «компенсирующими
импедансами»). В терминах этих конструктивных параметров
конечные уравнения приобретают более простую форму.

Ясно, что и тип компонент тензора импеданса z примитивной
сети, и то, каким способом устанавливается результирующий
тензор преобразования С, не изменяют пользование формулами.
Тензор импеданса z' результирующей сети находится, конечно,
как CfZ-C; напряжения, индуцированные в отдельных обмотках,
как z-C-i" и т. д.

12. ТЕНЗОР ИМПЕДАНСА ПРИМИТИВНОГО ТРАНСФОРМАТОРА

I. Пусть имеются две катушки, соединенные встречно и со-
стоящие из одного витка каждая. Если £ц, z22 и гХ2— собствен-
ные и взаимные импедансы каждой катушки, результирующий
импеданс двух катушек, соединенных встречно, есть

^1-2=^11 + 2̂2 — 2г12. (11.4)

Этот импеданс называется «импедансом потерь» (leakage) меж-
ду двумя катушками.

Можно сказать, что «собственный импеданс потерь» каждой
катушки равен нулю, тогда как «взаимный импеданс потерь»
между двумя катушками равен —21-2/2. Отрицательный знак
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появляется из-за того, что поток каждой катушки направлен на-
встречу потоку другой катушки. Множитель 1/2 появляется из-за
того, что напряжение, индуцированное на одной катушке* равна
половине напряжения, индуцированного на обеих катушках.

II. Следовательно, если имеется п катушек на одном сердеч-
нике, каждая из которых имеет один виток, то тензор импеданса
многообмоточного трансформатора в терминах собственных и
взаимных импедансов потерь есть

1 2 3 . . . п

Z ! = -I/2X 3

1

2

3

п

0

2-1-2

*1-3

*1-2

0

*2-3

?2-п

*1-3

^2-3

0

гъ-п

. . .

. . .

*1-л

*2-л

^3-л

0

(11.5)

Следует заметить, что все диагональные компоненты равны нулю.
Заметим также наличие множителя— 1/2 у каждой компоненты.

III. Когда катушки имеют различное число витков, взаимный
импеданс потерь двух катушек определяется как

I Z<i—3 = —ЩЩ (Z22 + •З'ЗЗ—2^2з)/2 . (11.6)

Заметим наличие множителя —1/2.
В терминах этих реальных витков импедансов потерь тен-

зор импеданса многообмоточного трансформатора с изолирован-
ными обмотками («примитивный трансформатор») будет

1 2 3 . . . п

1

2

z=3

0

Zl-2

Zi-s

Zl—n

Z1—2

0

^ 2 — 3

Z1-3

^2—3

0

. . . | . . .

^ 2 — n

. . .

. . .

. . .

Zi-n

Z2~n

Zz-n

0

(11.7)

Он имеет нулевые компоненты на главной диагонали и содержит
несколько конструктивных параметров.

Этот тензор импеданса ъ, рассматриваемый далее как тензор
импеданса «примитивного многообмоточного трансформатора»,
предполагает, что токами намагничивания пренебрегают, Каж-*
дая компонента находится из уравнения (11.6).

328



IV. Реальный взаимный импеданс Z2$ между двумя катуш-
ками определяется в терминах импедансов отдельного витка как

Если эти реальные импедансы используются вместо импедан-
сов потерь, то z в уравнении (11.7) не содержит нулевые компо-
ненты, он также содержит на п больше конструктивных пара-
метров

13. ДРУГОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИМПЕДАНСА ПОТЕРЬ*)

I. Обычно в практике принято одну из обмоток рассматривать
как эталонную, скажем катушку с числом витков щ, и определять
взаимный импеданс потерь двух катушек как

Z'2__s = n1n1(z22-\-zss-2z2s). (И.8;

Следует заметить, что здесь предполагается одинаковое коли-
чество витков П\ у всех катушек.

В терминах этих импедансов потерь при равных числах витков
тензор импеданса

1 2 3 . . . п

Z 9 = " X

1

2

3

п

0

0

^ 2 — 3

... 1 ...
Z'l-n

0

. . .

. . .

. . .

. . . | . . . | . . .

Z's-я . . . 0

(11.9)

II. От тензора (11.9) можно перейти к тензору (11.7) при
помощи тензора преобразования

1

2
С =

3

п

1

1

0

0

0

2

0

0

0

3

0

0

0

. . .

. . .

. . .

. . .

0

п

0

0

0

Пп]П\

(11.10)

*> Этот параграф может быть опущен при первом чтении.
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,(11.11)

поэтому из уравнений (11.6) и (11.8) имеем

Z 2 _ 3 =-Z2_3f4) J ^ I « I H Z ^ - - Z M 2 2 1 « L . (Ц.12)

Следовательно, можно считать, что тензор импеданса г прими-
тивного многообмоточного трансформатора определяется равен-
ством (11.7) или (11.11). Первый тензор содержит импедансы
потерь Z2-3 при реальном числе витков, второй тензор содержит
обычные импедансы потерь 2'2-з при равном числе витков,
' III. Возможно использование вместо ZV-з и Z2_3 импедансов

потерь других типов. Однако мы здесь это рассматривать не
будем.

Разумеется, z может содержать также и обычные собственные
и взаимные импедансы Z22, Z23, ... и другие вместо импедансов
потерь Z2-3, ... и т. д. Но какие бы компоненты ни использова-
лись для z, последующий анализ равно справедлив для компо-
нент всех типов.

14. МНОГООБМОТОЧНЫЙ АВТОТРАНСФОРМАТОР

I. В качестве простого примера рассмотрим трехобмоточный
трансформатор (рис. 11.1, а); его три катушки а, Ь, с и нагрузка
d соединены в двухконгурную сеть, как показано на рис. 11.1, б.

Тензор импеданса примитивной сети, содержащий импедансы
потерь (рис, 11.1, в),

ззо



0

Za—b

Za-c

0

Za—b

0

Zb~c

0

Za-c

Zb~c

0

0

0

0

0

z

(11.13)

(можно использовать любые другие реальные импедансы или
импедансы потерь).

Рис. 11.1.
<я — многообмоточный автотрансформатор; б — диаграмма соединения; в — примитивная

Вектор приложенных напряжений

a b с

(11.14)

II, Тензор преобразования С ь представляющий соединения,
получается приравниванием старых и новых токов в каждой ка-
тушке (рис. 11.1, б):

Ь'

/«=*«'+/*'

Ci =
6'

/rf = /*'

1

1

1

— 1

1

(11.15)

III. Тензор преобразования С2, пренебрегающий токами на-
магничивания, получается следующим образом.
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1. МДС в сердечнике трансформатора полагаются равными
нулю. Вместо новых токов используются токи примитивной сети,
т. е. токи, существовавшие до введения соединений, так что

:Ьnj +nbi -\-nci = 0 . (11.16)

или

Это уравнение связи в терминах старых токов.
2. В уравнении связи старые токи заменяются новыми по

уравнению (11.15)

(11.17)

(11.18)

(11.19)

na(ia'+lb') + nb(ia') + ne(-ib')=0

(na + nb)ia' + (na-nc)ibt = 0.

Это уравнение связи в терминах новых токов.
3. Исключение одного (любого) из новых токов дает

Па + Щ

4. Оставляя другие токи неизменными, уравнение связи
(11.16) заменяем системой уравнений i ^ C ^ i " :

;п'
1 =

пс —
па —

Па

пь

1
Со =

Ь'

Ъ"
пс — па

Па Л- Щ

1

а' п

1

111.20)

IV. Результирующий тензор преобразования С есть

a' b' b"

с гс2 =

а

b

с

d

1

1

1

2

1

а'

Ь'

Ь"

п

1

а

b

с

d

л + 1

п

— 1

1

. Q (11.21)

QzC
Тензор импеданса многообмоточного автотрансформатора

Ь"

2 (л+1) nZa-b—2 (я + 1) Za-c~2nZb-c + Z (11.22)

действует, как простои импеданс.
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Вектор приложенных напряжений Cte есть

Ь"

е = (п -Ь 1) еа
(11.23)

Уравнение напряжений e'^z'i", из которого найдем токи

Ь"
с помощью z'-V:

(п + 1)еа

2(л + Ь) nZa-b — 2(п + Ща-с — 2nZb-c + Z
(11.24)

V. To/си, протекающие в каждой отдельной катушке i = C4 / /,

a b e d

' (11.25)i = |(« + l)i»° ni
bn

;b"

Напряжения, индуцированные в каждой отдельной катушке,
находятся как z-C-i", где z-C вычислялось при нахождении z/:

ес =

а

b

с

d

t"

ib

ib"(nZa-b-Za-c)

'[(n + l)Za_6-Z6_e]

"[(n + l)Za-.c + nZb-c]
(11.26)

15. ОТНОШЕНИЕ НАГРУЗОК БЛОКОВ
УПРАВЛЕНИЯ И РЕГУЛИРОВАНИЯ

I. В качестве примера нескольких соединенных многообмоточ-
ных трансформаторов рассмотрим четырехконтурную сеть (рис.
11.2), образованную одним трехобмоточным трансформатором,
двумя двухобмоточными и нагрузкой.

Рис. 11.2. Отношение нагрузок блоков управления и регулирования.
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II. Тензор импеданса примитивной сети

a b c d f g h k

Z =

а

b

с

d

f

S

h

к

Za-b

Za—c

Za-b

Zb^c

Za-c

Zb—c

Zd-j

|

ZA-J

Zg—h

Zg—h

z

(11.27)

и вектор приложенных напряжений

a b с d f

0 0 0 0 0 0 о . (11.28)

III. Тензор преобразования четырехконтурной сети находим,
приравнивая старые и новые токи в каждой катушке:

а ' Ь' с ' d

ia= ia'

/*=

is=

f f t =

-i»'

-ic'
Ci =

id'

1

1

— 1

— 1

1

1

1

1

. (11.29)

IV. Имеем три уравнения связи по одному для каждого транс-
форматора. В терминах старых токов, протекавших до введения
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соединений (полагая МДС в сердечнике каждого трансформато-
ра равной нулю (рис. 11.2)),

ngi
g+nhi

h=0.

(11.30)

Эти уравнения, выраженные через четыре новых тока, проте-
кающих после введения соединений, приобретают вид (подстав-
ляя уравнение (11.29))

.•<*' i „ „•*• :d'

-n/'-n/'=0, (11.31)

Три тока, скажем ia\ ib' и ic , можно выразить через чет-
вертый ток Iй

:dr

ie=-(nhlng)i\
•d'

i =—(nfitd)i ={nflnd){nhing)i , (11.32)

\na nd ng na j

Следовательно, три уравнения связи можно выразить преоб-
разованием i/=C2i//:

~~ \па nd ng па )

Г^^Г
п-d rig

ng

id'

id' = Г

a'

b '

с

d'

d'

nd

Uj

nd

nh nc \

ng na )

ng

nh

ng

1

a'

b '

c '

d'

d"

-nt

— Щ

1

a i.33)
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1
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1

f

1

Л

1

N t=(n2T?6+n3n5)/2)
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1
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1
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1

А

1

h

-1

Первая колонка — d , показывающая соединение катушек; вторая колонка — Сг, пренебре*
гающая токами намагничивания; третья колонка — С, представляющая их результирую-

щую (произведение).
а —схема для перехода с трехфазной системы на двухфазную; б — V — F-соединениез
в — Т — 7-соединение; г — двойная схема для перехода с двухфазной системы на трех-

фазную.
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V Результирующий тензор преобразования

CiC2 =

а

b

с

d

f

h

к

a'

1

b'

1

2

с '

— 1

1

|

d'

1

1

1

a'

b'

V
cT

d"

— nx

Щ

— n3

1

a

b

с

d

f

h

к

d"

— nx

Щ

1

— n2

пг

— пъ

1

1

= C. (11.34)

VI. Новые компоненты тензора импеданса находят как CtzC,
а новые компоненты вектора приложенных напряжений — как
С*е:

d"

z'=d'
— 2nln2Za-b — 2nlZa-c -f
-f- 2n2Zb-c — 2n2n3Zd-f —

d"

, (11.35) e '=|-/2 1 < ? a | . (Ц.36)

Ток id" находят из i// = z/~1e/.
VII. Токи в каждой катушке находят как i = Ci// (11.34)

a b с d f g h k

n2i
d" id" — n<iid" -n3i

d" id" ,•1i =

Падение напряжения на каждой катушке находят из zCi".
VIII. Таблица 11.1 показывает матрицы результирующего

преобразования и матрицы его компонент некоторых широко ис-
пользуемых несбалансированных соединений трансформаторов.

16. НЕСИММЕТРИЧНЫЙ ВПИСАННЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК

I. Пусть три трехобмоточных трансформатора (рис. 11.3) пи-
тают несбалансированную нагрузку. Для большей общности об-
мотки можно предположить различными (несбалансированные
трехфазные цепи многообмоточных трансформаторов будут рас-
смотрены с помощью более быстрой процедуры в гл. 19; настоя-
щий пример более медленной процедуры будет затем использо-
ван для проверки быстрой процедуры).
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4 ^ r ^ f ^ f ^

Рис. 11.3. Несимметричный вписанный треугольник:
т — диаграмма соединений; б — действительные соединения.

II. Тензор импеданса примитивной сети

a
l bl

 С
1
 а

2 ^2
 С

2
 а

З Ьз Сз d f g

ai

bi

ci

a
2

b
2

C2

2;—

a
3

b
3

c
3

d

f

Ш
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^ax—a<2.

Zbx-bz

Zcx-c2

z

Zaz—az

Zbx—b2

Zb2-b3

Zcx-c2

ZC~cs

ax—az

7
a2—a3

Zbx-b3

Zb2-[bs

Zcx-c3

Zc2-cs

Zdd

Zfa

Zgd

Zdf

zff

Zgf

Zdg

zgs

(11.38)



или, записывая как компаунд-тензор,

1 2 3

1

Zl-2

Zl-3

Zl-2

Z 2—3

Zl-3

Z2-3

Z4

(11.39)

где Zi_2 и другие являются диагональными матрицами.

III. Тензор преобразования соединений

а' Ь' с ' (Г Г g'

i * = *fl

<* =

/ s 2 _

/*»=

.'С 2

i».=

/e»—

i d =

^ =

; Г '

/«"

if

i«'

a1'-if

if'-iS'

Ci==

bi

Cl

b2

C2

a3

b3

c 3

d

f

g

1

1

3

i

i

1

— 1

1

1

1

1

1

I

— 1

1

Г 2 '

I

I

Ci

c 2

(11.40)

IV. Уравнения связи в терминах 12 старых токов

л»/1 + л»/1+«»/'=0,

л^' + л,/1+»,/•=().

(11.41)
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Они же в терминах новых шести токов

пь/' + пь/' + tibf=О,

neii
e' + neui

b' + nef'=0.

(11.42)

Исключая, например, ia\ ib\ ic\ уравнения преобразования
i'=z С2\" приведем к виду

d" f" g"

?'=-("*,!»*) id"-(naJ«ai)
 if° * '

ic'=-(nJnCi)i*"-(nJnCi)id" с'
С 2 =

d'

f

g'

-ncJne>

1

-V».

1

1

Г

2'

(1

4"

—n

I

1.43)

V. Результирующий тензор преобразования

CiC2=C=

bi

Cl

»2

b2

C2

аз

b3

c 3

d

f

g

-Пс91
псг

1

1

1

I

f"

-naJnax

1

1

Y

1

-nbJnbx

-ncJn

Cl

1

1

— I

1

4"

—n

Ci

c 2

(11.44)
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VI. Тензор импеданса С* zC находится как

4"

z ' = 4 " | — n/Zi_2~Zi_2n-n/Zi_3Ci~C1/Z1_3n+Z2-3Ci+CuZ2-34-C2^Z4C2

(11.46)

и является 2-тензором с тремя строками и столбцами. Произве-
дение их матриц еще должно быть выполнено.

Предполагая идентичность трансформаторов, т. е. Zai^at —
=Z$1_-e,a=Zc1-<:a = Z 1_ 2, имеем

z' = f"

- 2 Z i - 2 - +2Zdd-

— Zfd—Zgd

-2ZX-^ + 2Zf(r-

— Zgd—Zdd

-2ZX-S^+2Zgd-nx

—Zdd—Zfd

-2Z1-2- + 2Z2-3-

По

—Zff—Zgf

-2Z^+2Zfr-

—Zgf—Zdf

-2^-2^+22^-

-Zdf-Zff

-2гг-ъ^+2гае-

—Zfg—Zgg

~2ZX-2 - + 2 Z 2 - 3 -

~ 2 Z 1 _ 3 ~ 4 2 Z / ^ -

— Zgg—Zdg

Щ
—2Z\—2 4-2Z^^~

nx

—Zdg— Z/g§ "

(11.46)

VII. Если \" найдены, то индуцированные напряжения находят
как z-C-i" и т. д.

17. НЕСБАЛАНСИРОВАННЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ОБМОТКАХ
ПОСТОЯННОГО ТОКА

I. В качестве другого примера, когда для определения тен-
зора результирующего преобразования С необходимо привлечь
по крайней мере два тензора преобразования Ci и С2, рассмот-
рим вычисление напряжения, генерированного между шестью
щетками волновой обмотки (рис. 11.4), в случае, когда нет воз-
буждения на одном из полюсов.
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Т а б л и ц а 112
Расчет генерированных напряжений волновой обмотки на рис 114
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II. Тензор преобразования С для шести цепей щеток 1—6
{щетки предполагаются бесконечно тонкими) определяется в три
этапа: Сх в табл. 11.2 показывает соединение 126 катушек в одну

"Рис. 11.4. Шести полюсная волновая обмотка постоянного тока с 126 катушками.

замыкание катушек щетками в
тензор результирующего преобра-

яеирерывную обмотку1); Сг
шесть новых катушек; CiC2

зования.
III. Мгновенное генерированное напряжение вычислится как

Cte. Результаты однородного возбуждения и выключения одного
из полюсов показаны в последних столбцах табл. 11.2 (Некото-
рые компоненты вместо 0 содержат одновременно 1 п—1).

*) Поавую часть Q см. на стр.
(Прим. пер.)
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Глава 12

РАСЧЕТ РЕАКТАНСОВ ОБМОТОК

1. УНИВЕРСАЛЬНОСТЬ МЕТОДА

Расчет реактансов якорных обмоток является еще одним при-
мером, где тензор преобразования С определяется в несколько
этапов. На этом примере видно, как понятие «примитивная сеть»
раскрывает новый простой прием, который до сих пор не исполь-
зовался в расчетах обмоток.

Во всех расчетах реактансов, представленных в литературе^
используется прием анализа результирующего потока, который
образуется при реально соединенной обмотке. Для каждого ново-
го соединения катушек анализ должен начинаться заново. Также
Е общем случае для вычисления разных типов реактансов исполь-
зуются различные методы подхода. Для вычисления гармониче-
ских реактансов используется анализ Фурье; чтобы вычислить
реактанс в воздушном зазоре, предпринимаются пространствен-
ные измерения, еще один метод используется для расчета пазо-
вого рассеяния реактансов и т. д. Все методы требуют постоян-
ного физического анализа в конце, и никакая часть инженерной
работы не может быть передана вычислительным машинам.

В методе рассуждения, в выборе конструктивных параметров
и во внешней форме конечных получаемых формул метод, кото-
рый будет показан, существенно отличается от предыдущих про-
цедур. Конечно, этот метод дает тот же численный ответ, что и
другие. Конечные формулы появляются в табличной форме, так
что численные подстановки можно выполнить с помощью сумма
тора. Большую часть самих вычислений можно произвести с по-
мощью вычислительной машины, которая способна умножать
матрицы, но ничего не знает о реактансах.

Метод подхода совершенно универсален. Пазы могут быть
расположены неравномерно и включать различное количество
сторон катушек, катушки могут содержать различное количест-
во витков, иметь различную длину, могут быть соединены произ-
вольно в группы, группы в фазы и т. д. Фазы, в свою очередь,
могут быть соединены в линии любым желаемым способом.
Принимается, что воздушный зазор является равномерным, од-
нако и неравномерность воздушного зазора можно учесть при
обычных предположениях.
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Вычисляемые реактансы: главный реактанс воздушного зазо-
ра, гармонические реактансы воздушного зазора, полный реак-
танс воздушного зазора, реактанс пазового рассеяния, реактанс
лобового рассеяния.

Одни и те же конечные формулы справедливы для вычисле-
ния всех упомянутых пяти реактансов. Если длина, количество
витков отдельных катушек или формы пазов, воздушный зазор
меняются, то формулы все равно не меняются. Следовательно,
влияние любого изменения на реактансы обмоток можно быстро
оценить. Для разных типов обмоток, особенно если несколько
аналогичных типов анализируются одновременно, можно ввести
различные приемы, сокращающие вычисления. В этой главе да-
ется общий метод, в частных задачах много шагов может быть
опущено.

2. МЕТОД ПОДХОДА

I. Когда дается какая-либо якорная обмотка, то сначала пред-
полагаем, что все соединения катушек устранены, так что оста-
ются только отдельные катушки, представляющие «примитивную»
обмотку. Собственные и взаимные индуктивности (или ре-
актансы) различных катушек обозначим Л, S, С, Z), ... Предпо-
ложим, что эти реактансы катушек представляют любой из пяти
типов реактансов, упомянутых в предыдущем параграфе.

Как только реактансы катушек Л, 5, С, ... будут известны, вы-
полняют следующие три шага:

1) устанавливают компоненты тензора импеданса z для от-
дельных катушек;

2) устанавливают тензор преобразования соединений кату-
шек С;

3) находят компоненты тензора импеданса z' для действитель-
ных обмоток по формуле z' = QzC, используя, если необходимо,
сокращающий вычисления метод «компаунд-тензоров» или лю-
бой другой подходящий метод.

Конечные формулы реактансов обмоток в терминах А, В, С, ...
одинаковы для любого из пяти типов реактансов. Конечные фор-
мулы обмоток также остаются неизменными, если реактанс от-
дельной катушки меняется при использовании разного шага или
разного количества витков или разных конфигураций пазов, или
неравномерного воздушного зазора, или разной конфигурации
полюсов и т. д. Конечные формулы меняются, только если способ
соединения ксиушек С меняется.

II. Если обмотки с ъг снова объединяются при помощи нового
тензора преобразования С, то результирующие компоненты тен-
зора импеданса ъ" снова находятся по той же самой формуле
z" = C/z'C.

Можно предположить, что сами катушки состоят из провод-
ников (сторон катушек), объединяемых с помощью C ẑC (в рас-
четах реактансов пазового и лобового рассеяния)
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Когда обмотки являются сложными или когда они обнаружи-
вают определенное повторение в структуре, катушки можно объ-
единить в реальные обмотки за два или более шагов вместо од-
ново Другими словами, сначала предполагается, что катушки
объединяются в большее количество групп с помощью Ci и вы-
числяется соответствующий ъх. Затем эти группы объединяются
в меньшее количество групп при помощи С2 и вычисляется соот-
ветствующий z2. Эти шаги повторяются до тех пор, пока не полу-
чим реальную обмотку, причем каждый шаг уменьшает количе-
ство строк и столбцов С и z.

3. ОБЪЕДИНЕНИЕ СОСЕДНИХ КАТУШЕК

Из большого числа возможных кратчайших путей здесь пока-
зан один, поскольку он часто встречается в расчетах стандартных
обмоток. В стандартных обмотках обычно сначала две или боль-

V 2' 3' 4' 5' б'

Рис. 12.1. Объединение
соседних катушек.

1

2

3

4

5
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7

С = 8
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14

15

1

1

1

1

1

1

1

1

1 1

1

I

1

1

1

1

(12.1)

ше соседних катушек объединяются в группы (в полюсно-фазо-
вые группы), затем эти группы различными способами объеди-
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няются в фазы и т. д. В таких случаях выгодно получить С
в два этапа, что определяется структурой обмоток. Объединение,
скажем, групп из трех соседних катушек уменьшает число строк
и столбцов z до одной трети его прежнего значения. Из-за про-
стоты С это объединение можно выполнить очень быстро; сначала
установлением С без формальных шагов, затем нахождением
C r z C .

Например, пусть 15 катушек соединены в три обмотки (рис.
12.1). Первый шаг состоит в том, чтобы объединить их в шесть
групп (стр. 349, 12.1).

z отдельных катушек имеет вид

z =
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В
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В
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В
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С

В
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И
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С

В
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В
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Н

Н
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F

Е

D

С

В

А

В

13

D

Е

F

G
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С

В
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В
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112.2}

Поскольку матрица этого тензора симметрична, нет необхо-
димости заполнять другую половину. Ее можно разделить на
компаунд-матрицы жирными линиями в соответствии с числом
соседних катушек в каждой группе.

Если умножение Q • z • С выполнено, обнаруживается, что
каждая новая компонента тензора V состоит из суммы всех ком-
понент каждой малой матрицы:
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z' =

1'

2 '

3 '

4 '

5 '

6'

1'

a

b

с

d

с

b

2'

b

e

b

f

d

f

с

b

a

b

с

d

4'

d

f

b

e

b

f

5'

с

d

с

b

a

b

6'

b

f

d

f

b

e

(12.3)

a = ZA + 4B -f 2C

b = B + 2C +2D + E

с = D + 2£ -f- 3F -f 2G + Я

rf = 2G + 4Я

e = 2A+2B

f = E + 2F -fG

Поскольку первое умножение C*-z производит сложение ком-
понент каждого столбца в каждой матрице, а второе умножение
( ( V z ) ' C складывает компоненты каждой строки в каждой мат-
рице, то при соединении соседних катушек в группы достаточно
сложить буквы каждой компоненты матрицы г без формального
расчета C*-z-C.

Обмотка на рис. 12.2, представляющая собой обмотку на
рис. 12.1 после того как были соединены катушки, соединена сно-
ва в три фазы посредством С

*О

-*п
••ш

с =

г

2'

3 '

4 '

5'

6'

I

1

1

II

1

— 1

III

1

— 1

(12.4)

Рис. 12.2. Соединение
групп в фазы.

Эта вторая С идентична для всех машин* имеющих одинако-
вое число полюсно-фазовых групп, независимо от того, одинаковы
группы или различны, т. е. имеют обмотки целое или дробное
число пазов на полюсно-фазовую группу.

Окончательными компонентами тензора импеданса z" явля-
ются C/zC

(12.5)
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Такие приемы, сокращающие вычисления, можно внедрять
практически для всех типов обмоток.

4. РАСЧЕТ РЕАКТАНСОВ ОТДЕЛЬНЫХ КАТУШЕК

Типы реактансов. I. Для расчета полного реактанса отдельной
якорной катушки (или целой якорной обмотки) его разделяют
на три части:

1) полный реактанс воздушного зазора определяется всем
потоком, проходящим через воздушный зазор от статора к рото-
ру и наоборот (рис. 12.3);

РИС. 12.3. Волна плотности
потока, определяющая пол-
ный реактанс воздушного за-

Рис. 12.4. Поток, определяю- Рис. 12.5. Поток, ©преде»
щий реактанс пазового рас- ляющий реактанс л обо во-

сеяния. го рассеяния.

2) реактанс пазового рассеяния обусловлен потоками, пересе-
кающими пазы и не пересекающими воздушный зазор (рис. 12 4);

3) реактанс лобового рассеяния обусловлен потоками лобовых
частей обмоток (рис. 12.5).

Сумма этих трех типов реактансов составляет полный реак-
танс отдельной катушки или всей обмотки.

П. Полный реактанс воздушного зазора (рис. 12.3) в свою
очередь может быть разделен на два реактанса:

1) главный реактанс обусловлен первой гармонической со-
ставляющей поля, показанной на рис. 12.3 (это полезная состав-
ляющая потока);

2) реактанс дифференциального рассеяния обусловлен остав-
шейся частью полного потока воздушного зазора (поток, вызы-
вающий высокочастотные потери в зубцах). Этот реактанс опре-
деляется как реактанс дифференциального рассеяния, равный
полному реактансу воздушного зазора без главного реактанса.

Реактанс дифференциального рассеяния сам разделяется на
сумму реактансов п гармонических составляющих, т. е сумму
реактансов второй гармонической составляющей, третьей и т. д.

Реактансы воздушного зазора катушек. Табл. 12.1 дает фор-
мулы для расчета следующих собственных и взаимных реактан-
сов отдельных катушек:

1) полный реактанс воздушного зазора при двух катушках:
разнесенных друг относительно друга; катушек скрещивающих-
ся; одна внутри другой;
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Т а б л и ц а 12 I

Формулы взаимных реактансов двух катушек

2ТГ

JE&
к-"

27Т

2 / в Г х 2

JE а

Катушки разнесены

Х а р=-кссром

Катушка соединены

Х а р =-k[ap-ar(oc+p-2r)JoM

T = Y s T
2тг

fi 3-

2Ж

Обна катушка внутри другой

Х ^ =-k(oC]3-2^j3)0H

^

Собственный реактанс

Xaa^kU^tfa) ом

9 ^ СинусоиЗи/'ьныс реактансь1

S3
^ в

2Я

4
K»(Z9Tf)O.2No6N1|L-§r ^ Ю " 8

п-я бзаамная гармоника

Л ^ Й = 8 k - r s m ^ ос sin уj3cos n r ом

л-я собстбенная гармоника

X a a = « K - J - ( s i n ^ o 0 2 O M

« „ на/1ожвние катуы^к J
а ' г " злектрич радианах

У s радианы межбд центрами
катушек

Not, Np = Число виткоб катушек R = Радиус якоря
р= Сколько раз 2иГ умаЗыбается на ШЩ А = Ширина Ьоздушного зазора.
£ = Частота тока L = Толщина t/клаОка б см

12-3519 353



I I
I
J

Ib
1

f
i
I

tb
2

I
I

tb
3

I
I
i

tb
A

I
I
I

tb
5

I

I
I

t b
6

hI! i
t
i

h
г

i
I

iit b
3

I
i

I i
t b
4

I
I

I I
t b
5

!
t

I I
t b
6

2) реактанс гармонических составляющих. Случай п=\ дает
главный реактанс.

Самоиндуктивность катушки определяется в предположении,
что две катушки одинаковые и находятся на нулевом расстоянии
друг от друга.

Если обмотка повторяется после каждой пары полюсов, то
расстояние, покрываемое одной парой полюсов, принимается
равным 2я радиан. Если, однако, имеются также потоки с
несколько большим числом пар полюсов, чем главный поток, то
расстояние, покрываемое наибольшей длиной волны, принима-

ется равным 2я радиан. В
случае сомнения за 2я ради-
ан принимается вся окруж-
ность машины.

Число витков в катушках
Na и N$ можно точно учесть
в Ха$ вместо того, чтобы
включить их в константу k.

Поскольку в якорной об-
мотке многие катушки явля-
ются идентичными и устрое-
ны одинаково, следует вы-
числить только некоторые из

6 этих собственных и взаимных
реактансов катушек. Эти

РИС 12.6. различные реактансы обо-
а — проводники, лежащие в пазах; б — про- OTIQTTTXW Л R С П

водники, соединенные в катушки. оНаЧИМ / 1 , £), U, 1/ , ... .

Реактансы пазового рас-
сеяния катушек. Расчет собственных и взаимных реактансов па-
зового рассеяния проводников, расположенных в одном и том же
пазе, дается в соответствующих книгах. Этапы перехода от ре-
актансов проводников к реактансам катушек можно выполнить
с помощью «тензора преобразования» С, показывающего, как
проводники соединяются в катушки.

Иначе говоря, если z представляет тензор импеданса всех
проводников, а С — тензор преобразования, показывающий
соединение проводников в катушки, как в уравнении (12.6) для
рис. 12.6, тензор импеданса катушек находится посредством
QzC, показывающего их собственные и взаимные реактансы па-
зового рассеяния.

Поскольку проводники в разных пазах не имеют взаимных
индуктансов, реактансы катушек обычно можно взять с обмоточ-
ных диаграмм без установления тензора преобразования С.
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(12.6)

Реактансы лобового рассеяния катушек. Подобным образом
можно найти реактансы лобового рассеяния, если известны соб-
ственные и взаимные реактансы отдельных катушек.

5. СТАНДАРТНАЯ ТРЕХФАЗНАЯ ОБМОТКА

Типы реактансов. В качестве первого примера рассчитаем
реактансы стандартной трехфазной обмотки, поскольку их вели-
чину можно легко проверить другими методами или по таблицам.

Пусть дана обмотка (рис. 12.7), которая имеет 12 катушек
с шагом 1—6, соединение катушек показано на рисунке. Будут
рассчитаны следующие реактансы:

1) полный реактанс воздушного зазора; 2) главный реактанс;
3) реактанс пятой гармоники; 4) реактанс седьмой гармоники;
5) реактанс пазового рассеяния; 6) реактанс лобового рассеяния.

Полный реактанс воздушного зазора. Достаточно рассчитать
собственные и взаимные реактансы катушки 1 с катушками от 2
до 6, т. е. шесть различных величин (А, В, С, D, E, F), поскольку
реактансами других катушек являются те же самые шесть вели-
чин, повторяемые в различном порядке.

Шаг каждой катушки (рис. 12.8) есть а=|3 = 150°= (5/6)я ра-
диан. Расстояние у между катушками равно 0, я/6, 2я/6, Зя/6,
4я/6, 5я/6, 7я/6 радиан.
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1. Собственная индуктивность катушки 1

А = - k (а2 - 2яа) = - k [(25/36)д2 - (10/6) я2] = 9,583&.

2. Взаимная индуктивность катушки 1 с катушками 2—5, т. е.
€ теми катушками, которые скрещиваются с первой катушкой;
Л*ар=* (9,583—6,28у), где у равно 0,5236; 1,0472; 1,571 и 2,0944.

I ш п
Рис. 12.7. Стандартная трехфазная обмотка.

5тг

Л О2 „3 П 4 О 5

JLJ 1
Jf

6 7 8

х~т

9 10 11 12

И
jf

Рис. 12.8. Вычисление взаимных реактансов.

Подставляя различные значения уу получаем индуктивности, рав-
ные В = 6,29fe, C = 3,02£, D = — 0,28fe, £ = — 3,57&.

3 Взаимная индуктивность катушки 1 с катушками 6—8 есть
JF = —йар = —*6,85 = G = # .
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4. Взаимная индуктивность катушки 9 с катушой 1 та же са-
мая, что и катушки 5 с 1. Подобным образом индуктивность ка-
тушки 10 с 1 та же самая, что и индуктивность катушки 4 с 1
и т. д.

Следовательно, собственные и взаимные индуктивности ка-
тушки 1 со всеми остальными катушками можно расположить
в строку:

1 6 10 11 12

1\Л В с D Е F G F Е D ч
где значения Af Bf С и другие даются в первом столбце табл.
12.2, а постоянная k, являющаяся функцией числа витков, длины
воздушного зазора и других, определена в табл. 12.1.

Т а б л и ц а 12.2

Катушечные реактансы

А

В

С

D

Е

F

G

Воздушный
зазор

9,58&

6,29&

3,02&

-0,28&

—3,57£

—6,85&

—6,85&

Главный

7,47£

6,47&

3,73&

Ok

—3,73&

—6,47£

-7 ,47£

Пятой
гармоники

0,0216£

—0,0187^

0,0108&

Ok

—0,0108^

0,0187£

—0,0216&

Седьмой
гармоники

0,0294&

—0,0254£

0,0147&

0&

—0,0147£

0,0254£

—0,294^

Пазовое
рассеяние

L+N

0

0

0

0

— м

0

Лобовое
рассеяние

А'

В'

С

D'

Е'

F'

G'

Собственные и взаимные индуктивности катушки 2 образуют
аналогичную строку, за исключением порядка компонент, кото-
рый изменен, и, следовательно, все собственные и взаимные ин-
дуктивности воздушного зазора отдельных катушек можно орга-
низовать в тензор индуктивности х>

!) Точнее, в матрицу, представляющую тензор индуктивности для данного
типа соединения катушек обмоток. (Прим. пер.).
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Зтот тензор представляет также все другие типы реактансов
катушек, которые следует вычислить.

Синусоидальные реактансы. 1. Рассматривая главный реак-
танс синусоидальной волны, положим в формулах табл. 12.!
п = 1 . Тогда

8k sin — s i n — = y
2 2

^sin — я ) 2 = 8 ^ (sin 75°)2=7Д64&

N J

Рис. 12.9. Две сторо-
ны катушки в пазу.

и /пар=7,47 k cos у, где Y изменяется от 0 до 330° с шагами в 30°̂
давая для различных главных собственных и взаимных индуктив-
ностей отдельных катушек второй столбец табл. 12.2.

2. Рассмотрим собственные и взаимные
индуктивности пятой гармоники, где п = 5.
В этом случае 8^725 (sin 5/2-

5/бЯ)2 =
= 0,32fe(sinl5o)2 = 0,0216^HMccP = 0;0216&cos5Y,
где Y изменяется от 0 до 330° с шагом в 30°.
Различные собственные и взаимные индуктив-
ности пятой гармоники заданы в табл. 12 2.

3. Рассмотрим реактансы седьмой гармони-
ки, когда п = 7. В этом случае 8&74Э(sin 7/2X

X5/6tt)2 = 0,163&(sinl65°)2 = 0,0294£ и Map = 0,0294fccos7Y, где Y

изменяется от 0 до 330° с шагом в 30°. Различные реактансы да-
ются в табл. 12.2.

Реактансы пазового рассеяния. В одном пазу расположены
две стороны катушки (рис. 12.9). Пусть рассчитанные по мето-
дам, данным в учебниках, собственные индуктивности пазового
рассеяния будут для верхнего проводника L, для нижнего про-
водника N, а их взаимная индуктивность М.

Проблема состоит в нахождении реактансов пазового рассея-
ния различных катушек, если реактансы сторон катушек есть
I, N яМ.

Находить С не обязательно. При проверке можно уви-
деть, что каждая катушка имеет взаимную индуктивность только
с теми катушками, которые лежат в том же самом пазу, поэтому
ъ можно получить немедленно.

Реактансы пазового рассеяния катушек показаны в шестом
столбце табл. 12.2.

358



Пусть также предполагается, что реактансы лобового рассея-
ния отдельных катушек уже рассчитаны тем же способом; они
показаны в последнем столбце табл. 12.2.

Реактансы соединения обмоток. Из рис. 12.7 видно, что первый
шаг состоит в том, чтобы соединить соседние катушки в шесть
полюсно-фазовых групп разделением, z на малые матрицы
с двумя строками и столбцами. Произведение Ĉ zC находят про-

стым сложением компонент каждой малой матрицы z

Г 2' 3' 4' 5' 6f

V

2'

3'

4 '

5'

6'

а

Ь
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d
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Ь

а

h

с

d

с

с

Ь

а

Ь

с

d

d

с

Ь

а

Ь

с

с

d

с

b

а

Ь

b

с

d

с

b

а

а = 2А+2В

b = B + 2C + D

c=D + 2E + F

d = 2F + 2G

(12.8)

Следующий шаг состоит в том, чтобы соединить шесть полюс-
ио-фазовых групп в трехфазные обмотки (см. рис. 12.7). В трех-
фазных обмотках выгодно изменить на обратное направление во
второй обмотке так, чтобы три обмотки располагались симмет-
рично под 120°. В этом случае

С =

Г

2'

3'

4'

5'

6'

I

1

И

— 1

- l |

1

III

1

- 1

Компоненты z//-=C/z/C/ есть

I II III

I

z"= II

III

a'

b'

b'

У

a1

У

У

У

a'

af =;2a — 2d = 4(A + B — F — G),

У =2c-2b=2(F — B) + 4(E—C)f

(12.9)
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где af представляет собственную индуктивность каждой фазовой
обмотки, а Ьг — взаимную индуктивность между любыми двумя
фазовыми обмотками. Из девяти возможных реактансов только
два реактанса являются разными.

Теперь при подстановке значений Л, В, С, Д Е, F, данных
в табл. 12.2, табл. 12.3 дает различные однофазные реактансы
фазовых обмоток.

Т а б л и ц а 12.3
Однофазные реактансы

а'

Ь1

Полный

118,28*

-52,64&

Главный

111,52*

—55,76*

Пятой
гармоники

0,0232*

—0,0116*

Седьмой
гармоники

0,032*

—0,016',

Пазовое
рассеяние

—2М

Лобовое рассеяние

4(Л'+Я'—G')

2(F'-B')+4(E'-C')

Различные типы трехфазных реактансов можно вычислить
снова по формуле z// = C/z/C/, где С/ представляет собой соеди-
нения отдельных фазовых обмоток (см. рис. 12.13).

6. ОБМОТКА КОНДЕНСАТОРНОГО ДВИГАТЕЛЯ

I. В качестве примера обмотки, в которой катушки имеют
разные шаги, рассмотрим четырехполюсную с 36 пазами, не-
сбалансированную двухфазную обмотку (рис. 12.10).

i6±§*[ж З 121

1 2 5 4

Й Й П Й

|5Lf*LJSl—Л&]

infe ZT
Ч 6 7 е 9 Ю Is 12

й Й И Й Й Й й Й

2 З1

П 14 15 IS

л w m Fi

4'

* i ^ i T ~ ~ " t~^ "~T"
Рис. 12.10. Обмотка конденсаторного двигателя.
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Катушки главной обмотки имеют 16, 24, 18, 16 витков, а ка-
тушки конденсаторной обмотки—12, 9, 9, 4 витков. Поскольку
обмотка симметрична, то 18 пазов рассматриваются как 2я ра-
диан.

Так как половина катушек на протяжении 2я радиан имеет
разные шаги и число витков, то в z — тензоре обобщенной об-
мотки— строки различны. В качестве примера рассчитаем только
главный реактанс и реактанс третьей гармоники, для которых z
приводится к простой форме.

Главные реактансы рассчитывают по формуле Ха$= sin a/2 x
X sin Й/2 • cos yNaN$k.

Реактансы третьей гармоники рассчитывают как Ха$ =
= !/9 sin 3/2 sin 33/2 • cos Зу NaN$k.

Найдено, что между катушками главной и пусковой обмоток
нет взаимного реактанса (cos y = cos 90°=0), так что для обоих
типов реактансов тензор импеданса отдельных катушек

V Т 3' 4'

А

—А

в

И

д

А

-В

В

(12.10)

где для главного реактанса

1 2 3 4

1

2
А -

256

361

220,5

128

361

507

311

180,5

220,5

311

190

107,5

128

180,5

107,5

64

г>_

а для реактанса третьей гармоники
1 2 3 4 5

1

248

327

182

86,1

327

432

240

113,8

182

240

134

63,4

86,1

113,8

63,4

30

, (12.11)

А =

28,4

21,3

-16

—28,4

21,3

16

-20

-21,2

-16

-20

9

16

-28,4

-21,2

16

28,4

5

6
, В =

7

8

21,3

0

-24

-21,3

0

0

0

0

-24

0

27

24

-21,3

0

24

21,3

(12.12)

и каждое число умножается на постоянную k.
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Для полного реактанса воздушного зазора z имеет более
сложную форму.

II. Первый шаг состоит в том, чтобы соединить, как показано,
соседние катушки в четыре группы; z' такого соединения кату-

шек находится суммированием компонент каждой мат-
рицы z, а именно тех из А и В, которые дают матрицу>
подобную А и В, замененную числами А и В. Для глав-
ных реактансов Л = 3634, В = 3368,5. Для третьей гар-
монической составляющей А =—14,8, а В = 27.

Соединение четырех групп в фазы, как показано на
рис. 12.11, C/z'C дает z" (где z' — то же самое, что и

РИС. i2.li. z с А и В, замененными на числа А и В).

I И

с =

г
2'

3'

4'

1

1

—1

I II

. (12.13) z" =
II

4Л

0

0

4В
(12.14)

Для главных реактансов и реактансов третьей гармоники
они равны соответственно

I II I II

I

z"^=
II

14,536

0

0

11,474

I
, (12.15) г" =

II

-59,2

0

0

103
, (12.16)

причем каждое число умножается на постоянную k.

7. ПРИМЕР ДВОЙНОЙ ОБМОТКИ ДЛЯ ТУРБОГЕНЕРАТОРА

Тензор импеданса z примитивной обмотки. I. Пусть дана об-
мотка (рис. 12.12) с 42 пазами, покрывающими 2я электрических
радиан. Все катушки идентичны и имеют шаг из первого в девят-
надцатый паз (13/21 =6/7я). Всего имеется шесть идентичных
групп, причем каждая содержит семь катушек.

Катушка / будет иметь собственную индуктивность А и раз-
личные взаимные индуктивности с каждой из остальных катушек.
Катушки справа от / (2, 3, ...) имеют те же самые взаимные
индуктивности, что и катушки слева (42, 41, ...); следовательно^
имеется всего 42 различные взаимные индуктивности катушки 1,
показанные в первой строке z.
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Рис. 12.12. Диаграмма соединений и матрица преобразования двойной обмотки турбо-
генератора.

Катушка 2 будет иметь те же самые собственные и взаим-
ные индуктивности со всеми остальными катушками, как и ка-
тушка 1, за исключением того, что упомянутая выше строка
сдвинута вправо на одну клетку. Для катушки 3 упомянутая
строка сдвинута вправо на две клетки и так далее, так что для
42 катушек собственные и взаимные индуктивности равны
z = z14-z2, где ъ\ и z2 есть
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(z представлено в виде суммы двух тензоров из-за требования:
печатания).

Поскольку каждая строка сама повторяется, достаточно запи-
сать лишь первые несколько строк z.

II. Так как имеется шесть идентичных групп, причем каждая
группа содержит семь катушек, то тензор z, содержащий 42
строки и столбца, будет разделен на соответствующие матрицы,
причем каждая из них содержит семь строк и столбцов. Из
тридцати компонент матрицы различны только четыре. Следова-
тельно, z как компаунд-тензор можно записать

Z —

I

II

III

IV

V

VI

I

А

в,

с,

D

С

в

II

в

А

в*

с,

D
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в
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В/
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D
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D
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В

А

В/

с*

V

ct

D

С

В

А

В/

VI

В/

С;

D

С

В

А

(12.18)

где А, В, С и D являются первыми четырьмя малыми матрицами»
Тензор преобразования С. Имеется 42 катушки, соединенных

в шесть групп; следовательно, тензор преобразования С содер-
жит 42 строки и 6 столбцов (рис. 12.12). (Можно соединить ка-
тушки сначала в 12 групп, а затем только в 6.)

Первый столбец показывает, что катушки 1, 3, 5, 7 соединены
между собой встречно катушкам 23, 24, 27. Второй столбец по-
казывает, что катушки 2, 4, 6 соединены встречно катушкам 22,
24, 26, 28. Те же самые соединения повторяются.

Посмотрев на С, можно увидеть, что он записывается как
«компаунд-тензор»

/̂ »
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— N
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. (12.19)
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Т а б л и ц а 124

М*А =

М*АМ =

N.D:

N,DM -=

МД) =

M*DN =

ACEG
BDF
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BBDF
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След>ет заметить, что М содержит семь строк, т. е. ровно
столько, сколько и А, В, С, D в предыдущем разделе.

Тензор импеданса z/ обмотки находится по QzC

X

w,

Y

X

Y/

W

Y

X

X = (M/A + N/D) M + (МД) + N*A) N,

Y == — (M,B + NtCt) M + (M,C, + N,B) N,

W = (М/С + NtBt) M + (M,B, + N/C) N.

(12.20)

Оставшаяся работа состоит в вычислении трех матриц: X, Y
и W. Табл. 12.4 дает расчет X.

Поскольку каждая компонента в матрице состоит из суммы
букв (А, В, С, D, Е), то плюс в табл. 12.4 опускается, а знак ми-
нус ставится перед ними там, где появляются —А, —В, —С,
—£>, —Е. Следует заметить, что матрицы X, Y и W симметричны
и что некоторые компоненты их равны. Это равенство компонент
служит проверкой правильности вычислений. Следует также за-
метить, что в каждой компоненте в табл. 12.4 вдоль главной диа-
гонали буквы идентичны, что служит дальнейшей проверкой и
немедленно указывает на любую ошибку, сделанную при вычис-
лениях.

Следовательно, X, Y и W представляют собой следующие
матрицы:

Х =
а

Ъ

Ь

а
Y =

с

d

d

с
w =

При подстановке приведенных выше X, Y и W в z' оконча-
тельные компоненты тензора импеданса ъ' будут
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d
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(12.21)

где
a = 7A + 10C + 6£ + 2G —4# —8Г —12К;
Ъ = \2В + 8D+4F - 65 - 2Q -10£/ - 7W;
c = -(B-\-3D+5F + 7A + 3J-L-5N-QQ-4S-2U);
d^-{2C + 4E + 6G + 5I + K-SM-7P-5R-3T-V)
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и представляют собой собственные и взаимные реактансы шест
обмоток I и VI (рис. 12.12) в терминах реактансов А, В, С, ...
отдельных катушек.

Из возможных 36 реактансов различны только четыре.
Если эти шесть обмоток снова соединить любым способом,

представленным посредством С/, результирующий новый тензор
импеданса получится по C/z/C/ = z//.

Оценка реактансов. Будут оценены три типа реактансов: пол-
ный воздушного зазора, главный и реактансы пазового рассеяния.

I. Собственные и взаимные реактансы отдельных катушек,
рассчитанные по формулам табл. 12.1, приводятся в табл. 12.5.
Постоянная kr была подобрана так, чтобы главная собственная
индуктивность была равна единице.

А

В
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D

Е

F
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Н
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J

К

Полный

1,273&'
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Главный
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0,733
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0,500

0,366

0,2235
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L
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Q
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Полный

—0,088

—0,212

—0,336

—0,459

—0,583

—0,707

—0,829

—0,953

—0,953

—0,953

—0,953

T a 6 j

Главный

—0,075

—0,2235

—0,366

—0,500

—0,625

-.0,733

—0,825

—0,902

—0,955

—0,989

—1,000

i и ц а 12 5

Пазовый

0

0

0

0

0

0

0

—0,625

0

0

0

Поскольку шаг у всех катушек один и тот же, реактанс пазо-
вого рассеяния отдельных катушек можно записать без расчета
аналогично реактансу стандартной трехфазной обмотки, приве-
денному ранее. Иначе говоря, если собственная индуктивность
проводников в одном пазе есть Lt и Ьъ, а их взаимная индуктив-
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ность есть Itb, то: 1) собственная индуктивность каждой катушки
есть А = Ьг\-Ьъ\ 2) только те катушки имеют взаимную индук-
тивность, которые находятся в том же пазу. Величина этой вза-
имной индуктивности равна —Ltb-

Т а б л и ц а 126

Реактансы обмоток

а

Ь

с

d

По чный

46,76*'

45,96*'

—20,91*'

—20,96*'

Главный

44,77*'

44,77*'

-22,39*'

—22,39*'

Пазовый

18,1

0

—0

—1,88

Следовательно, катушка / имеет взаимную индуктивность
только с катушками 19 и 25, давая Т = — L i b , а все остальные
взаимные индуктивности В, С, D, Е, ... равны нулю. Реактансы по-
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Рис. 12.13. Различные соединения двойных обмоток:
а — однофазное прямое; б — трехфазное; 9 — трехфазное прямое.
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терь в пазах проводников принимаются равными L* = 0T5, Lb =
= 1,375 и Ltb = 0,625.

П. Четыре различных собственных и взаимных реактанса
шести соединенных обмоток, содержащихся в z', приведены в
табл. 12.6.

Соединения обмоток. Рассчитанные реактансы а, Ь, с, d явля-
ются однофазными реактансами обмоток. Сами обмотки могут
быть соединены различными способами по новой С, три соеди-
нения показаны на рис. 12.13; для этих случаев реактансы z"
соединения обмоток рассчитываются снова из однофазных ре-
актансов по C/zC' = z".

Собственные импедансы соединенных обмоток (рис. 12.13)
приведены в табл. 12.7.

Т а б л и ц а 12.7

Реактансы соединенных обмоток

Реактанс

1 — ф =а

1 — ф посредством = 2 (а — Ь)

3 — ф = 2(a — d)

3 — ф посредством = 4 (а — d — b + с)

Полный

46,766'

1,66'

135,446'

3,46'

Главный

44,776'

06'

134,346'

06'

Пазового
рассеяния

18,1

36,2

39,98

79,96

8. ПУСКОВЫЕ ОБМОТКИ СИНХРОННОГО ДВИГАТЕЛЯ

Реактансы катушек. I. Специальный 24-полюсный трехфазный
синхронный двигатель имеет 252 одинаковые катушки. Для за-
пуска катушки соединены в 24 группы (рис. 12.14). Во время за-
пуска некоторые группы соединяются и возбуждаются различным
образом. Поскольку две механически противоположные обмотки
всегда возбуждены, достаточно проанализировать только поло-
вину матрицы, содержащую 126 катушек в двух радианах. Диа-
грамма соединения 126 катушек в 12 обмоток показана на
рис. 12.15.
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Поскольку имеется 63 катушки, покрывающие 2я радиан,
взаимные индуктивности между 63 катушками в основном все
разные, что вызывает необходимость использования 64 разных
букв в тензоре импеданса z (см. рис. 12Л5).

Достаточно, как показано, заполнить лишь половину первых
семи столбцов, поскольку вторая половина повторяет первую
половину в обратном порядке и точно так же другие столбцы
повторяют первые семь столбцов.

'•я£

Щели
на полюс
но сразу

Рис. 12.14. Соединение 252 катушек обмотки синхронного двигателя в 24 группы при за-
пуске.
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II. Первый шаг состоит в том, чтобы соединить только сосед-
ние катушки в чередующиеся группы по три и по четыре ка-
тушки. Результирующие z' благодаря такому соединению нахо-
дятся без C ẑC разделением z на 36X36 блоков и сложением
компонент каждого блока. Результирующий ъ'', диаграмма со-
единения и тензор преобразования 36 результирующих групп
локазаны на рис. 12.16.
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Рис. 12.16. Диаграмма соединения и матрица преобразования обмотки рис. 12.15, после
того как соседние катушки соединены.

1. Тензор преобразования С можно представить как компа-
унд-тензор, в котором единственной компонентой является мат-
рица М, имеющая шесть строк:

г> г

м

м

м

м

м

м

М =

1

1 1

1

1

1

1

. (12.22)
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2. Тензор импеданса групповых реактансов ъ' можно подраз-
делить на составляющие матрицы, каждая из которых имеет па
шесть строк и столбцов (т. е столько же, сколько строк в М),
так что z/ можно записать как компаунд-тензор

2 =—:

А

в,

с,

D

С

В

в

А

в,

с,

D

С

С

В

А

в*

с,

D

D

С

В

А

в,

с,

с>

D

С

В

А

в,

В/

с,

D

С

В

А

(12.23)

Только четыре разные матрицы А, В, С, D, каждая из кото-
рых имеет по шесть строк и столбцов и показана на рис. 12.16,
необходимы для полного представления тензора г'', имеющего
36 строк и столбцов.

Реактансы обмоток. При определении C/z'C тензор импе-
данса 20 обмоток равен

Z rr

2Р +

Qt

2S-

Q

Q + Q/

+ Rt

i-R+Kt

+ R

Q

Qt

+

p

+

s

R

R<

2S +

Q

2P +

Q/

R +

+ R

Q +

+ R<

R*

Qt

Qt

Q

+ R<

s

+ R

P

(12.24)

где

P = M,AM; R = M,CM;

Q = M^BM; S — МДШ.

Использование компаунд-матриц уменьшает умножение мно-
жества матриц с 36 строками и 12 столбцами (рис. 12.16) до ум-
ножения четырех множеств матриц, имеющих только 6 строк
и 3 столбца. Экономия труда значительная.

При подстановке значений Р, Q, R и S в ъ" получим оконча-
тельные компоненты тензора импеданса
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где

ar =
b1 =
€' =

d' =
e' =
/ ' =
A' =
B1 =
С =
D\=
Er =

F* --

G' =

H'

Г

I1

= 2(Л' +Е')
--2B' +F' + / '
= 2C +G' + / '
= 2D' -f-Я' +Л:'
= 2(Г' +Mf)
= 2U' -\-L' -fQ'

g' =2V +N' +R'
h' =2Z' + P ' + S '
/' = £ ' +Mf

j ' = f +L'

Г =Hr +P'

m' = / '
n' = / '
Pr =K'
qr =Ar

r' =B'
s' =C

+ 0'
+ Rf

+ S'

V =
U' :

V' :

w'
Z' :

= D'
= Г'
= f/'
= F '

= 7Л + 10Б + 6C + 2D — 2/ — 4/ — 6/C — QL — 4M — 2iV
= 2B + 4C + QD + 5Я + 2F — G — ЛГ — 2N-3P—4H—3I-2J—K—2Q—R

= f + 40 + 7Я + 5/ + 3/+"Л—5—2C—3D—2^—Q—2iR—35—ЗГ—2^—К
= 2B + AC + 6D + 6Я + 3/7 — ЗЯ—2/ — /—L—2M—3N—4P—3Q—2R-5

= Г+з^+57+71^+5;5$:+зг-ь2—I—2J-3K—3L-2M—N~e— 2/ — 3^ —
— 3h — 2i — j

= 2X— 4Г+ба+46+2с—i:—2M—3iV—4P—3Q—2/?— 5— г—12/—3^— 2/— m
= a-\-3b-\-5c+7d+5e+3f+g-Q-2R - 35-ЗГ-26Г-К-/-2/тг—3/г—3^-

-2^-r
= 2X-\-4Y-\-QZ+Sa+4b+2c — M — 2N—3P— 2Q — R— h—2i—3j—4k —

— 3/ — 2m — n
= 2Q+4iR-}-6S+6r+4^7+2K-/?-2G--3^-2/-/-a-2^-3c— 4rf — 3g —

-2f-g
= L +3yH-f5iV + 7 P + 5 Q + 3R + S — B — 2C — 3D — 3E — 2F — G —

_ ^ _ 2 F — 3Z— Зя — 2^ — с

= 2Q + 4tf + 6S + 6Г + 4^ + 2K — E — 2F — 3G — 4tf — 3/ -» 2/ — /f —
__£_2<> — 3̂ / — 2 e - ~ /
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L' =*2t+ 4^4-6t/ + 6a + 4p + 2у — h — 21 — 3y — 4k — 31 — 2m — n — в —
— 22 —3<p —20 —/?

Af' = /> 4- Ц + 3r 4- 75 -f- Ы + Зм + t; — г — 2 / — 3^ — ЗА — 21 — ]—X—2a —
— Зтз — Зя — 2/? — 0

JV' = a -f 3p + 5Y 4- 76 + 5X -b 35 + % — I — 2m — Sn — Ър — 2q—r—y — 2p —
— За)—Зт) —2e — Q

P' = 2t + 4a + Qv 4- 6a 4- 4p + 2y — / — 2j — 3^ — 2/ — m — л — 2/? — 36 —
—4ф — 32 — 2e — 7)

Q' = 2/ 4- 4/и 4- бл 4- 6^ 4- Aq 4- 2r — ^ — 2<? — 3rf — 2e — f — a — 2p — 3y —
__ 45 _ зх — 2a — -o

# ' = h' 4- 3/ 4- 5j 4- 7£ + 5/ 4- Zm + я — x — 2щ — 3z — 3a — 2b—c—t—2u —
— Sv — 3a — 2p — Y

5 ' = 2/ 4- Am 4- 6л -f 6/? + 4^ + 2r — a — 2b — 3c — Ad — 3e — 2 / — g — p —
__2Y — 3 5 — 2X — a

T' = 7ф 4- 10<p 4- 6fx -f 2a> — 28 — 4p — 6л— бтз— 4a — 2X
U' =2<р4-4(х4-6а>4-5гз4-2£ — Q — 4ф — 30 — 2p — я — a— 2X — 35 — 2 у ~ Р
К' = £ 4- 42 4- 7ф 4- 58 4- Зр 4- я—<р—2{л—Зсо~2т] — у — 2р — За — 3t?—2u—t
Z' = 2<р 4- 4(х 4- бсо 4- 6т] 4- Зе — 3? — 26 — /> — тз — 2а — ЗХ — 45 — 3Y — 2р—а

Каждая из строчных букв (а их 23) со штрихом представляет
собственные и взаимные импедансы одной из 12 обмоток. Из 144
возможных импедансов имеется 23 разных импеданса.

Импедансы отдельных катушек (буквы без штрихов) могут
представлять любую из гармонических составляющих полного,
пазового рассеяния и так далее, рассчитанных по изложенному
методу. Численные подстановки в формулы обмоток, данные вы-
ше, можно сделать вычислительной машиной.

Двенадцать обмоток могут быть соединены в группы посред-
ством С различным образом во время пуска. Значение нового
ъгп находят из приведенного выше ъ" по C/ /z / /C / /=z / / /, что дает
различные типы собственных и взаимных реактансов соединен-
ных обмоток.

Если это требуется, то расчеты от ъ' к ъ" можно выполнять
в два или даже три этапа.



Глава 13

СПИНОРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

1. СОПРЯЖЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ

I. Все тензоры преобразования С, рассмотренные ранее, со-
держали только действительные числа (константы), такие как
1, — 1 , я. Во многих технических задачах тензор преобразования
С содержит также комплексные числа (константы), такие как
a+jb. В таких случаях все уравнения и все формулы преобразо-
вания можно записать в более общей форме.

Примечательно, что эти более общие формулы, которые мы
получим, будут лишь частным случаем еще более общих формул,
получаемых, если компоненты тензора преобразования С не дей-
ствительные или комплексные константы, как 5 или a+jb,
а функции переменной ха.

II. Если n-матрицы геометрического объекта некоторой ва-
лентности содержат комплексные компоненты, то из него мож-
но построить еще один геометрический объект, «Сопряжение»
геометрического объекта образуется при замещении каждой ком-
поненты (a+jb) каждой п~матрицы сопряженной комплексной
величиной (а—jb). В прямом обозначении сопряжение геомет-
рического объекта А обозначается звездочкой: А*. (Индексное
обозначение дано ниже.) Например, если в некоторой частной
системе координат

е = \ а + jb с — jd Jf (13.1)

его сопряжение имеет вид

j a — jb jd e+Jf (13.2)
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или, если

а

b

с

(1

а

a + jb

-jc

-f

0

b

~jc

d— j e

0

JP

с

0

/

0

k + ]l

d

0

0

g + ]h

m — jn

(13.3)

его сопряжение

a

b

с

d

a

a — jb

jc

*

0

b

+ Jc

d + je

0

~JP

с

0

/

0

X

n

d

1 °
0

g —

m +

Jh

jn

(13.4)

III. При сопряжении сопряженного геометрического объекта
восстанавливается оригинал

(А*)*=А. (13.5)

Сопряжение произведения получается сопряжением каждого
сомножителя

(А.В)*=А*.В*. (13.6)

Сопряжение обратного геометрического объекта то же самое, что
и обращение сопряженного, т. е.

(A-ir=(A*)-i. (13.7)

Другими словами, можно сначала сделать обращение тен-
зора валентности 2, а потом сопряжение или, наоборот, сначала
сопряжение, а потом его обращение. Конечный тензор будет тот
же самый.

2. БОЛЕЕ ОБЩЕЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОЩНОСТИ

1. Комплексное число i — a + jb представляется на плоскости
(плоскость времени) линией с координатами а и Ъ (рис. 13.1).
Произведение комплексного числа самого на себя (i) (i) дол-
жно быть определено так, чтобы оно было равно квадрату его
абсолютной величины, т. е. а2 + Ь2. Этот результат можно полу-
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чить только в том случае, если произведение i на себя произволь-
но определено как

{lin^a + jb){a-jb)=a* + b\ (13.8)

т. е. как произведение комплексного числа на свое сопряжение.

Рис. 13.1. Комплекс-
ное число, как вектор

времени.

II. Вообще произведение двух векторов (дающее скаляр) оп-
ределяется посредством сопряжения одного из векторов. Таким
образом, если

а =

Ь = Р

а

+ jb)

1ч

с

г

b

+

4-

Jd

Js

е

t

с

+ Jf

+ ju

d

v +

то их произведение определяется как

ab*=(а + jb\p - jq) + (c + jd)(r - js) + (e + jf){t - ja) +

+ {g + Jfl){v--jz)=:{ap + bq-\-cr + ds + et + fu-{-gv + hz)-\-

+ j {bp — aq-\-dr — cs-\-ft—ea-\-hv — gz).

III. В соответствии с определением, данным выше, мощность
входа в системе переменного тока

Я = е Ч = (е.)Г. (13.9)

Эта «воображаемая» мощность имеет реальную и мнимую ком-
поненты. По соглашению сопряженным будет вектор напряже*
ния, а не вектор тока, потому что реактивная мощность, вызван-
ная отставанием тока, должна быть отрицательна. Это сообра-
зуется с практикой выбора вектора приложенного напряжения
как оси отсчета времени. Например, если токи в двух цепях m
и п отстают, т. е.

m n m n

е = \а + ;0 O + jb i= \o-jc ;</ + уо-|,

то, представляя реактивную мощность, обусловленную запазды-
ванием токов, отрицательной, имеем: полная мощность входа
равна

P=e4 = {a)(-jc) + (-jb){d)=-j(ac + bd).
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Если не делать сопряжение е, то ответ Р = —j(ac—bd)
ее верен.

В частном случае, когда компоненты — действительные числа,
произведение двух векторов сводится к обычной форме.

3. ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Пусть вектор тока системы i преобразуется в V формулой
преобразования i = Ci/, где некоторые компоненты С — комплекс-
ные числа.

Предположим снова, что линейная форма, мощность входа—-
инвариант, и исследуем формулы преобразования различных
тензоров е, z и др., когда компоненты С — комплексные числа:

P=e4 = e*'i'=P'. (13.10)

Эта формула, однако, более общая, чем аналогичная форму-
ла (4.22).

II. Чтобы найти формулу преобразования е, подставим снова
issCi' в уравнение (13.10): е*СГие*Т.

Это тождество, поэтому V можно опустить: е*С = е*'.
Взяв сопряжение от обеих частей, получим

eCW,

е' = с;е, (13.11)

e = C^~V. (13.12)

Следовательно, если тензор преобразования С содержит
комплексные компоненты, то в формулах преобразования также
появляется сопряжение с С, т. е. С*.

III. Установим теперь формулу преобразования z, следуя ме-
тоду рассуждения гл. 4, § 8. Уравнение напряжения e = zi. Под-
ставляя i и е через их значения со штрихами, получаем

c;-v=zcr,
e' = C*zCi'.

Так как по постулату второго обобщения форма уравнения на-
пряжения не зависит от выбора системы координат e / =z / i / , то,
следовательно, формула преобразования z

z' = C*zC. (13.13)

4. ТЕНЗОР «ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ»

I. Простой пример матрицы преобразования С, имеющей ком-
поненты в виде комплексных чисел, появляется при рассмотре-
нии трех «операторов последовательности» в методе симметрич-
ных составляющих.
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Пусть даны три различные катушки с неравными взаимными
импедансами. Их тензор импеданса, векторы приложенного на-
пряжения и тока

a b с

z = b

II. Пусть теперь действительные токи ia, ib, ic заменены дру-
гим множеством гипотетических токов i°, il и i2 (называемых
токами нулевой, положительной и отрицательной последова-
тельности фаз соответственно) следующим образом:

Zac

Zab

%bb

Zbc

Zac

Zbc

Zee

-

a

i -
a

D

e b

b

h

с

. . i
с

4

^ = - ^ ( / 0 + ^1+ /2), 0 1

i » =
1

(iO + aW+aP),

Уз"
1

Iе = —zr(i° + a*1 + я2''2),
]/3

1

1

1

1

a

1

a

at

(13.14)

где операторы a = [-у866=гУ 120 е

, a2=—±--/866=е'-/120°

вращают вектор времени (a+/6) против часовой стрелки (или
по часовой стрелке) на 120° соответственно. Они удовлетворяют
соотношению 1 + а + а2 = 0.

Сопряженный с а есть а2 и сопряженный с а2 есть а. Кроме
того, а 3 = 1 и а4 = а. В дальнейшем этот частный тензор преобра-
зования С будем называть «тензором последовательности».

Множитель 1/^3 вводится здесь из тех соображений, что мощ-
ность e*i должна быть инвариантом относительно преобразова-
ния последовательности (см. § 19). Таким образом, тензор по-
следовательности можно использовать в сочетании с другими
тензорами инвариантных преобразований на равных основаниях.

Компоненты тензора последовательности С являются коэф-
фициентами при новых токах. Обращение сопряженного и со-
пряжение обратного (или их транспонирование) имеют вид

С-1 --*•
/ 3

1

1

1

1

а

1

Я2

а
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VI

1

1

1

1

а

Д 2

1

са
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с* = / з

1

1

1

1

а

1

Д 2

а

с ; -
/ 3

1

1

1

1

а

а2

1

а2

а

(13.15)

c*-i =
/ з

1

1

1

1

Д2

а

1

tf2

р*—1 ___,
/ з

1

1

1

1

а2

а

1

а

а2

1

1

1

1

Д2

а

1

а

а*

1

1

1

1

а

а2

1

а2

Представленные здесь семь тензоров образуются только дву-
мя различными видами матриц

1
— — 1 а* | а и
J/3 У%

с различно расположенными индексами. Детерминант первой
матрицы равен УЗ (а—а2), а второй f3 (а2—а).

III. Три строки тензора преобразования С являются тремя
так называемыми «операторами последовательности», а именно:

1) оператор нулевого сдвига фаз S ° = ( l , 1, 1); 2) оператор
положительного сдвига фаз S 1 = ( l , а2, а) ; 3) оператор отрица-
тельного сдвига фаз S 2 = (1, а, а 2 ) .

Таким образом, обычный метод симметричных составляющих
использует три различных матрицы преобразования (каждая
матрица состоит из одной строки), в то время как данный метод
использует тольку одну матрицу преобразования из трех строк,
что ускоряет вычисления и упрощает метод рассуждения.

IV. Вектор приложенного напряжения есть е' = С/е
О 1 2 0 1 2

1 "
еа + &ъ + есеаЛ-аеь-\- аЧс еа + а?еъ + аесе' =

Новые компоненты вектора тока i /=C~ 1i
О 1 2

1 " "
i = -

Уз
ia+ib+ie ia+aib+a2ic ia+a2ib+aic

0

/о

е\

1 2

(13.16)

(13.17)

Новые напряжения и токи находятся из старых по той же фор-
муле, поскольку С̂  = С~1.
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5. ТЕНЗОР ИМПЕДАНСА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

I. Рассматривая более общую формулу тензора импеданса
трех неодинаковых катушек

%аа

%Ьа

%ab

Zbb

Zcb

Zac

%bc

Zee

(13.18)

получаем, что его компоненты относительно последовательности
сдвинутых по фазе осей находятся по формуле Cj*zC. Первый
шаг:

жС =

Уз

а

b

с

Zaa

Zba

ZCa

+

+

+

а

Zab

Zbb

Zcb

Л-Zae

+ zbc

+ ZCC

Zaa

Zba

ZCa

b

- <#Zab

+ a*Zbb

+ &Zcb

+ aZac

+ aZbc

+ aZcc

Zaa

Zba

ZCa

+

4-

+

с

aZab

aZbb

aZcb

+ aZZac

+ cazbc

+ a^Zcc

Промежуточный тензор обычно записывается как

О 1 2

a J

z C

где

а

b

с

ZaO

zb0

ZCQ

Zal

aZcl

Za2

aZb2

a2Zc2

(13.19)

ZaQ^(VVmZaa+Zab+Zac);

Zal=(W3)(Zaa+a*Zab+aZac);

Za2=(UV3)(Zaa+aZab + a*Zac).

(13.20)

Этот тензор представляет импедансы каждой фазы, вызван-
ной токами последовательности фаз, согласно уравнению е =
=zCi /, как показано в гл. 4, § 10. Он используется, когда токи
выражены в осях последовательности, а напряжения — относи-
тельно реальных осей цепи.

Второй шаг Q ( z C ) =

sse



«' = l l

ZaQ -f- ZbQ 4- Zco

Z*Q + ^Z^o -b # 2 Z c o

Za\ + a*Zbx + aZcX

Za\ + Zbi -f Zci

2 й 0 + a2Zft0 + aZcQ \ Za\ + aZbl + aZZcl

^«2 + aZb2 + a2ZC2

Za2 + 0 2Z$2 + ^^c2

^д2 -f î>2 4- -^c2

О

z ' = 1 2*10

^20

ZQ\

Zn

Z2i

ZQ2

Zn

Z22

(13.21)

(13.22)

II. Когда взаимные индуктивности трех неодинаковых кату<=
шек нули, тензор импеданса равен

a b с 0 1 2

а

z = b

с

Za

0

0

0

zb

0

0

0

Zc

о
z ' = 1 Zi

Zi

z2

Zo

Zi

Zi

Zi

Zo

(13.23)

где
Z0=(l/3)(Za+Z,+ ZJ;

Z1=(l/3)(Z,+aZ,+a2ZJ;
Z2=(l/3)(Zfl + ̂  + aZ,)

(13.24)

Они называются соответственно реактансами нулевой, поло-
жительной и отрицательной последовательности фаз.

Необходимо заметить, что тензор импеданса последователь-
ности ъг не является симметричным даже в случае неподвижных
катушек. Вообще симметричный тензор импеданса перестает
быть симметричным после преобразования с помощью матрицы
С с комплексными компонентами.

III. Уравнение e/ = z/i/ дает три последовательных напряже-
ния, когда приложены три последовательных тока. В общем слу-
чае, когда три катушки неодинаковы, каждый приложенный ток
последовательности генерирует все три последовательных напря-
жения. Например, ток нулевой последовательности i° генерирует
напряжение обратного порядка следования фаз, равное t°Z20=
= i°(Z a 2 +Z b 2+Z c 2 )/3.

Уравнение решается в виде i/ = z/~1e/. Решением являются
три тока порядка следования фаз, порожденных тремя напряже-
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киями последовательности. В случае неодинаковых катушек
каждое приложенное напряжение последовательности генерирую
ет все три тока последовательности и форма z' (уравнение
(13.22) или (13.23)) не имеет никакого преимущества перед пер-
воначальной формой z уравнения (13.18).

6. ПРИВЕДЕНИЕ К ДИАГОНАЛЬНОЙ ФОРМЕ

I. Когда три катушки одинаковы, тензор импеданса после«
довательности ъг можно привести к специальной форме, которая
уменьшает количество вычислений.

Предположим, что тензор импеданса первоначальных трех
катушек имеет форму

z=b

Z

х2
Z

х2

х2

Хх

Z

(13.25)

где три катушки имеют равные собственные импедансы Z и две
(не три) различные взаимные индуктивности Х\ и Х2. Такая си-
туация возникает в трехфазных синхронных и индукционных
машинах с равномерными зазорами. Тензор импеданса последо-
вательности уравнения (13.21) становится диагональным 2-тен-
зором:

О 1 2 0 1 2

0

2 '=т 1

Z+Xx + X2

0

0

0

Z+a?X1+aX2

0

0

0

г+аХг+аХ2

о
= 1 0

0

0

Zi

0

0

0

z2

(13.26)

где Zo, Z\ и Z2 — реактансы нулевого, положительного и отрица-
тельного порядков следования фаз соответственно.

II. Когда две взаимные индуктивности Х\ и Х2 равны, то тен-
зор импеданса порядка следования фаз становится равным
(поскольку 1+а + а2 = 0)

0

2

0

Z + 2X

0

0

1

0

Z—X

0

2

0

0

2-Х

0

== 1

2

0

Zo

0

0

1

0

Zx

0

2

0

0

Zi

(13.27)
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Иначе говоря, при одинаковых взаимных индуктивностях реак-
тансы положительного и отрицательного порядка следования
фаз равны.

III. Тензор адмиттанса у' также имеет диагональную форму

VZQ 0

0 | 1/Zi

0 0

0

0

1/22

(13.28)

указывая, что каждое напряжение последовательности генери-
руется только своим собственным током последовательности
и наоборот.

IV. Одной из наиболее важных проблем в теории матриц яв-
ляется нахождение матрицы преобразования, которая приводит
данную матрицу к диагональной форме. Интересно, что метод
симметричных составляющих дает матрицу преобразования С
(уравнение (13.14)), которая приводит определенные симмет-
ричные матрицы к диагональной форме. (Конечно, в теории
матриц линейная форма не обязательно инвариантна при пре-
образовании.) Несомненно, что существуют и другие группы
С-матриц, которые приводят к диагональной форме еще более
сложные z'.

V. Если тензор импеданса имеет п строк и столбцов, матрица
преобразования С в методе симметричных составляющих име-
ет вид

0

1

п — I

0

1

1

1

. . .

1

1

1

а"1

а~2

а-<*-1>

2

1 1 :

аГ2

. . .

а-2(*-1)

• : •

п— 1

1

a-K«-i)

а-2(л-1)

. . .

Л-(л-1)(л-1)

(13.29)

где а — корень п степени из единицы. Когда /г = 3, С определяем
ся уравнением (13.14).
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1

а

<&

1

b

Ъп-Х

1

С

<?2

1

/

. я

Определитель С называется «определителем Вандермонда»>
общая форма которого имеет вид

(13.30)

Здесь а, й, с, ..., / заменяют п различных корней п-й степени
из единицы.

7. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ТЕНЗОРА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

I. Трехфазные сети состоят из различных типов трехфазных
устройств, соединенных различными способами, параллельно
или последовательно, как отдельные катушки. Компонентами
трехфазных устройств могут быть генераторы, трансформаторы,
линии передач, нагрузки.

Использование тензора последовательности, описанного
в предыдущем параграфе, сокращает анализ, если выполняются
следующие два условия:

1) каждое отдельное трехфазное устройство сбалансировано,
т. е. если его тензор импеданса имеет форму уравнений (13 25)
или (13.27); 2) связь каждого устройства с другими сбаланси-
рована.

II. Если одно или больше устройств или их связей не сбалан-
сированы, то полная сеть разбивается на две части: 1) содержа-
щую несколько сбалансированных устройств; 2) содержащую
несколько несбалансированных устройств.

Анализ первой части упрощается при использовании тензора
последовательности, второй части —нет. Анализ часто становит-
ся фактически более сложным.

В большинстве трехфазных сетей несбалансированная часть
появляется из-за аварии или несбалансированной нагрузки, в то
время как сбалансированные части содержат несколько
устройств. Очевидно, в этом случае имеет смысл использовать
тензор последовательности.

Анализ взаимосвязи трехфазных устройств систематически
изложен в гл. 19. Несколько простейших примеров будут рас-
смотрены здесь.

III. Во всех рассматриваемых до сих пор задачах осями
«примитивной» сети всегда были оси реальных катушек. Однако
в трехфазных устройствах конструктивные параметры могут
быть известны вдоль осей последовательности. Следовательно,
тензор импеданса z примитивной сети каждого трехфазного
устройства может быть выражен:
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либо вдоль реальных фазовых осей а, Ь, с; либо вдоль осей
последовательности 0, 1, 2.

Аналогично приложенные напряжения е или токи i выража-
ются относительно этих двух типов осей.

Однако тензор преобразования С, показывающий способ
соединения катушек, должен быть выражен сначала по реальным
осям цепи а, Ь, с и только после этого его следует преобразовать
к осям последовательности 0, 1, 2.

При нахождении различных геометрических объектов резуль-
тирующей сети они могут быть выражены либо по фазным осям
а, Ь, с, либо по осям последовательности 0, 1, 2, либо по тем
и другим.

8. ГЕНЕРАТОР, ОПИСАННЫЙ В ОСЯХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

I. Пусть трехфазный генератор задан своим тензором импе-
данса ъ' и генерируемым напряжением е', выраженными по осям
поел едов ательности:

О 1

2

(13.31) е\
(13.32)

Пусть зажимы генератора соединены с любой нагрузкой по-
средством С. Если нагрузка и С выражены по реальным осям
цепи, удобно заменить оси последовательности у z и е генерато-
ра на оси а, Ь, с.

II. Из уравнения (13.13) z' = C/zC получим

z=C*- 1 z 'C- 1

и из е' = С*е получим

e=crV,

(13.33)

(13.34)

где величины со штрихами выражены по осям последователь-
ности. Следовательно, компоненты геометрических объектов ге-
нератора в реальных контурных осях цепи находятся с по*
мощью C^z 'C"" 1 :

г = ? ь

zQ + zx н- z 2

Zo + cazx + aZ2

ZQ + uZ\ -\- U%Z2

Zo + aZi 4- a^Z2

ZQ + Z\ + Z2

ZQ + a?Zi + aZ2

Zo + a?Zi + aZ2

Zo H- aZx + a2Z2

ZQ + Zi + Z2

, (13.35)
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е = е\ а?е\ ае\ I. (13.36)

При использовании этих компонент геометрических объектов
как отправной точки метод анализа генератора является таким
же, как и метод анализа любой другой асимметричной непод-
вижной сети из трех катушек.

9. ГЕНЕРАТОР, ПОДСОЕДИНЕННЫЙ К НАГРУЗКЕ

I. Пусть генератор присоединен к нагрузке (рис. 13.2). Име-
ется два контура, следовательно, выбираются две переменных^

Рис. 13.2. Несимметричная нагрузка генера-
тора.

например ib и ig. Тензор импеданса примитивной сети имеет вид

a b e g

с

g

Приравнивая старые и новые токи, протекающие в каждой
катушке, получаем

Zo + Zx + Z2

Zo + cflZx + aZ2

Z o + aZx + a2Z2

0

Z o + aZx + a^Z2

Z0 + Zi+Z 2

Zo + c&Zi + aZ2

0

z 0 + cazx + ^z2

Zo + aZi + a2Z2

Zo + Zi + Zg-

0

0

0

0

3Zg

b' g'

i f l - 0

^ =

— Г — г
rg"

/fi"

a

c = ь

С

g

1

—1 —1

1

(13.37)
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Коэффициенты при новых токах образуют матрицу С. Отсюда
по формулам CjzC и Cje находим

z' =

Ь'

g'

z

О2)

b

1 -т

+

-z2

z2(i ~ e)]/3

lZi{l-a)

(Zo + Zx

-r

+

g'

z,

Zi

(1-в2)]/3

+ 3Zg)/3

b' 8Г'

e ' = ( л 2 — Л)в — ш? ,

b'

У ' -
(Zo + Zj + Z2 + 3Zg-)/3Z>

tZ 1(a2-l) + Z2(a-l)]/3D

[г!(а-1) + г2(а2-1)]/ЗД

(Zj + Z2)/D

, (13.38)

(13.39)

(13.40)

где D = [Z 1 Z 2 +(Z 1 + Z 2)(Z 0+3ZJ]/3;

Зе[(а2 _ a) (Zo + 3Z?) + ((ft - 1) Z2]/£»

3e[2aZ1+(i — 2a2)Z2]/D
(13.41)

И. В качестве второго примера рассмотрим короткозамкну*
тый нагруженный генератор (рис. 13.3). Геометрические объек-

12" #1*"

I I I 4

13^ {Щ*1

Рис. 13.3. Короткое замыкание на генераторе.

ты примитивной сети

g 1
g I

z =
1 0

0

Z/

e = e^ 0 (13.42)

где z
g
 задается уравнениями (13.55), а ъ\ — уравнениями (13.22)

и (13.23).
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Тензор преобразования есть

Г 2' 3 ' 4 '

*1 = Л' 1

**з =

*4 =

*5 =

/6 =

/2'

Л'

—/3

С

- / 4 '

2

3

4

5

6

1

+ i

1 |

+ i

1

| - i

— 1

+ 1

g' г

I

- I А
(13.43)

Геометрические объекты реальной сети определяются по QzC
и С*е:

*' v

2'

Г

—Z/A

A*z/A
, е' =

&' Г

0 (13.44)

10. ГРУППА «СИММЕТРИЧНЫХ СОСТАВЛЯЮЩИХ» Gsc

1. Матрица преобразования, возникающая в методе симмет*
ричных составляющих, а именно С и С""1, вместе с двумя други-
ми матрицами, определяемые как СС~"1=1 и CC = S, образуют
«группу», состоящую из четырех элементов:

С =
уг

а

b

с

0

1

1

1

1

Д 2

а

2

1

а

а*
/3

2

1

1

1

1

а

а?

1

а2

а

а

S = b

с

а

1

0

0

ь
0

0

1

с

0

1

0

а

, I = b

с

а

1

0

0

b

0

1

0

с

0

0

1

(13.45)

Эти четыре матрицы удовлетворяют четырем условиям, кото-
рым подчиняются элементы группы, данным в гл. 11, § 3̂
а именно:
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I. Произведение любых двух элементов есть элемент груп-
пы. В этом можно убедиться, образовав «таблицу умножения»,
в которой каждая компонента — произведение двух окаймляю-
щих элементов, соответствующей строки и столбца:

С

S

С-1

I

с
S

I

с

S

с-1

I

с

S

С-1

*

с

S

С-1

I

с

S

с-1

I

(13.46)

2. Выполняется ассоциативный закон, т. е.

C(SC-1) = (CS)C-1.

3. Каждый элемент имеет себе обратный (обратный для S
есть S).

4. Существует единичный элемент I.
Примечательно, что эта группа из четырех элементов есть

подгруппа большого числа других групп, имеющих более четьь
рех элементов. В частности, Gsc является подгруппой группы ли-<
нейных преобразований с комплексными компонентами.

II. Эти четыре матрицы С, S, С-1 и I обладают свойствами,
аналогичными свойствам четырех чисел \, —/, —/ и 1, которые
также образуют группу, т. е. абстрактные свойства С аналогич-
ны свойствам комплексного оператора j , свойства С-1 — анало-
гичны —/, S аналогичны — 1 , а I аналогичны — I . Подобие
свойств этих групп иллюстрируется подобием их таблиц умно*
жения:

j

-1

•J

1

J
— 1

-J

1

J

— 1

-J

1

j

— 1

- j

1

J

— 1

j

1

J

— 1

j

1

(13.47)

В этих двух таблицах аналогичные элементы возникают
на тех же местах.

Так как матрица S представляет замену фазы вращения об-
ратной от а—b—с к а—с—b (аналогично — 1 , которая представ-
ляет обращение направления), то матрицу последовательности
С можно считать представляющей изменение фазы вращения
на мнимый угол (аналогично числу /, которое представляет по-
ворот направления на мнимый угол).
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В гл. 19, § 14 будет показано, что матрица преобразования
С используется в анализе многообмоточных трансформаторов,
соединенных зигзагом, когда взаимосвязаны три фазы. Следо-
вательно, матрица последовательности представляет собой так-
же мнимую взаимосвязь трех фаз.

И. ТРАНСФОРМАТОРЫ СО СДВИГОМ ФАЗ

I. В качестве другого примера преобразований, где тензор
преобразований содержит комплексные компоненты, возьмем
сбалансированный трехфазный многообмоточный трансформатор,
в котором электрическая фаза порождает несколько магнитных
фаз.

Пусть даны три одинаковых многообмоточных трансформа-
тора и пусть на каждом сердечнике имеется, скажем, четыре
различные обмотки. В терминах реактансов утечки Ха~ъ тензор
импеданса первого трансформатора есть:

0>[а2

a i Cl

a i

. _ bi

ci

a 4

0

Xfl_£

^a-b

0

^b-c

Xb-d

*a-c

Хь-с

0

^c~d

^a-d

xb_d

^c-d

0

. (13.48)

Рис. 13.4. Трехфазные четы-
рехобмоточные трансформа-

торы.

Тензор импеданса каждого трансформатора имеет ту же
матрицу, в которой оси а, Ь, с, d имеют другие индексы.

Если катушки этих трех трансформаторов (рис. 13.4) взаимо-
связаны каким-либо способом, образуя сбалансированную трех-
фазную сеть, и подсоединены к сбалансированным импедансам,
то в каждой электрической фазе протекает тот же ток, что
и в других двух фазах, только сдвинутый по времени на 120
или 240°. Подобным образом в обмотках второго трансформатора
протекают те же токи, что и в соответствующих обмотках пер-
вого, но сдвинуты по времени на 120°, т. е. на а = е ^ 2 0 ° . В обмот-
ках третьего трансформатора токи сдвинуты относительно тока
первого на a2 = ej24C°. (Конечно, в каждой обмотке а ь b b Ci и d]
первого трансформатора токи находятся не в фазе во времени.)
Следовательно, если в первом трансформаторе протекают токи
ia, ib, ic, id, то во втором трансформаторе — aia, aib, aic, aid

r

в третьем — a2ia, a2ib, a2ic и a2id.
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Обычно каждую обмотку представляют прямой линией,
в частности, обмотки первого трансформатора, скажем, верти-
кальными линиями (или горизонтальными), второго трансфор-
матора— линиями, повернутыми на 120° относительно вертика-
ли, третьего — на 240° (рис. 13.5). Когда две обмотки соединены

ц

i a a z

Рис 13.5. Представление фаз.

Согласное Встречиоз

\ 1 | 1uZ

2иЗо
Рис. 13 6. Последовательное

соединение.

Рис. 13.7.

любым способом

последовательно, их соединение аналогично соединению
на рис. 13.6.

Так как в сбалансированных системах нет нейтральных то-
ков, то токи, протекающие при соединении звездой или тре-
угольникам, могут быть приняты, как
показано на рис. 13.7. При опреде-
лении числа контуров можно пола-
гать, что в соединении звездой име-
ется нейтральный провод.

Следует заметить, что каждый
раз, когда ток поворачивается на 120°
по часовой стрелке, он умножается
на а.

II. Пусть теперь 12 обмоток соединены
в трехфазную обмотку, например:

1) а-обмотки — звездой; 2) d-обмотки — треугольником;
3) с-обмотки — звездой; 4) 6-обмотки— встречные с-обмоткам;
в частности, 6-обмотки третьего трансформатора соединены
встречно с-обмоткам первого трансформатора (рис. 13.8) (такое
соединение называется «зигзаг»); 5) 6-обмотки соединены после-
довательно с симметричной нагрузкой, соединенной звездой.

12. ПОЛУЧЕНИЕ НОВЫХ ТОКОВ

I. Число новых токов, которые надо рассмотреть, составляет
одну треть от числа контуров, поскольку остальные токи явля-
ются теми же самыми, только умноженными на а или а2. Следо-
вательно, достаточно установить соотношение между старыми
и новыми токами, протекающими только в одной трети обмоток,
скажем, в обмотках первого трансформатора и в одном из импе-
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дансов нагрузки. Аналогично было бы достаточно пренебречь
токами намагничивания только в первом трансформаторе.

II. На рис. 13.8, а и б показаны старые и новые токи, проте*
кающие в одной трети обмоток в звездно-треугольном трансфор*
маторе, соединенном зигзагом. Так как число контуров девять,
число выбираемых новых токов 9/3 = 3, а именно ia\ ic\ id\
Предположим, что они текут в трех вертикальных обмотках.
В четвертой вертикальной обмотке Zb течет ток ш с ' , повернутый

Рис. 13.8. Фазосдвигающий, соединенный зигзагом трансформатор:
а — старые токи; б — новые токи; в — действительные соединения.

на 120° относительно ic\ Он протекает через Z& в направлении,
противоположном первоначальному ib, через один из потоков
нагрузки от ic\. Отсюда следует, что безразлично, какой нагру*
зочный импеданс рассматривать.

Чтобы определить новые токи во всех других вертикальных
линиях, часто необходимо в качестве промежуточного шага оп-*
ределить новые токи в тех или других обмотках, как показано
штриховыми линиями в табл. 13.1 и 13.2.

Вообще новые токи должны быть установлены во всех ли*
ниях, имеющих одинаковое направление (или во всех вертикаль*
ных, или во всех горизонтальных и т. д.), и б одной трети на-
грузок.

13. ТЕНЗОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. При выводе тензора преобразования повторяются те же
шаги, что и при анализе неуравновешенного трансформатора,
а именно: 1) способ соединения представляется с помощью Сх\
2) пренебрежение токами намагничивания представляется че-
рез С2;

3) окончательный тензор преобразования C = CiC2.
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Т а б л и ц а 13.1
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Симметричные трехфазные многообмоточные трансформаторы и их матрицы преобра»
зования: первая колонка — С ь показывающая соединение катушек; вторая колонка •— Cit
пренебрегающая токами намагничивания; третья колонка — С, представляющая их ре*

зультирующую (произведение).
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Т а б л и ц а 13,2.
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Симметричные трехфазные многообмоточные трансформаторы и их матрицы преобра*
зования: первая колонка — С ь показывающая соединение катушек; вторая колонка — С2,
пренебрегающая токами намагничивания; третья колонка — С, представляющая их ре-

зультирующую (произведение).
а — обращенный двойной зигзаг; б — автотрансформатор шлейф-треугольник; в — диамет-

ральная звезда; г — двойной треугольник; д — зигзаг-автотрансформатор.
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Учетверенный зигзаг — трансформатор и его матрица преобразования С.
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Различие между симметричным (уравновешенным) случаем,
рассматриваемым здесь, и несимметричным, рассмотренным
в гл. 11, заключается в том, что в симметричном случае исполь-
зуется только одна треть обмоток и одна треть уравнений.

II. Рассматривая старые и новые токи, протекающие, скажем,
в четырех вертикальных линиях (в обмотках первого трансфор-
матора) (рис. 13.8, а) и в одной (любой) из нагрузок, получаем

ia=ia'

ib =

id =

/' =

-ar
iC'

bi

C i = ci

h

a'

1

0

0

0

0

c '

0

— a

1

0

1

d'

0

0

0

1

0

(13.49)

Соединение обмоток уменьшает число переменных на фазу
с пяти до трех.

Вместо четырех обмоток первого трансформатора, конечно,
можно рассматривать любые другие четыре обмотки (но обяза-
тельно обозначаемые разными буквами), например, с^ вместо
С\ и т. д.

III. Уравнение связи, исключающее токи намагничивания
в первом трансформаторе, до соединения есть

nja + nbi
b+ nci

c + ndi
d=0. (13. 50)

При замене старых токов новыми оно становится

nja' — tibaic' -f rici
cr + ndi

d'=0.

Предполагая, скажем, что id' в соединении треугольником
есть ток намагничивания, который должен быть исключен, урав-
нение связи можно заменить системой уравнений, определяющих
тензор преобразования:

ic' —

ide =
_ Пд

nd

Iй"+ (
f nba

, па

iC"

C 2 = c

1

0

Nx

0

1 (13.51)
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Следовательно, окончательный тензор преобразования С ^
равен

а» л»

1

0

0

мг

0

0

— а

1

N2

1

с;=
а"

с"

1

0

bi

0

— а2

0

1

h
0

1
(13.52)

ai

bi

di

f2

14. ТЕНЗОР ИМПЕДАНСА

Если тензор преобразования С установлен, остается выпол*
нить те же самые операции, что и в случае любой контурной
сети.

I. Тензор импеданса первого четырехобмоточного трансфер*
матора и одной из нагрузок до соединения есть

ai bx ci dx f2

ai

= ci

di

h

Вектор приложенных напряжений
ax bi ci dx f2

Za-d

Za-b

Zb-c

Zb-a

Z.-c

Zc-d

Za-d

Zb-d

Zc-d

z

(13.53)

e = \ ea
0 0 ed 0 (13.54)

где ea — напряжение между фазой и нейтралью.
П. После соединения и исключения тока намагничивания но*

вые компоненты тензора импеданса, найденные по формуле
Q*zC, есть

а" с"

z =
-a*Za_b+Za_c + N*2Za_d

-(fiNiZb_d + N1Ze_d

-aZa_b + Za_c+N2Za_d

-aN\Zb_d + N\Zc_d

Zb_c-Zb_d(N2a> + Nla)
+ Zc_d(N2 + N*2) + Z

(13.55)
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муле i/ = z/~1e/, где
III. Новые токи (т. е. токи в обмотках а и с) находят по фор-

Ь "

(13.56)е ' = С,е = I ea + N\ed N*2ed\

IV. Если V вычислен, то:
1. Токи, протекающие в отдельных обмотках первого транс-

форматора, находят по формулам i=Ci / , т. е.
*i bi ci di f2

;a"
—ar Nila" + N2i

c" ;C" (13.57)

2. Напряжения, индуцированные в отдельных обмотках пер-
вого трансформатора, находят по формуле e = zCi/ (где zC была
уже вычислена при нахождении z')

(13.58)

ai

bi

zCi'=C!

h

N,Za_di
a" + {

(Za-C

Za-d

Zic'

- aZa~b

+ NxZb_d)ia

+ NXZC_

ia° + ( - aZb_

+ Za-c

" + (Zb_c +

+ (

-d +

+ N2Za_d)ic"

N2Zb_d)iC

- aZb_c + N2Zc_d) ic"

Zc-d) il
i f f

15. ШЕСТИУГОЛЬНЫЙ СДВИГАЮЩИЙ ФАЗУ
АВТОТРАНСФОРМАТОР

В качестве другого примера рассмотрим автотрансформатор,
изображенный на рис. 13.9.

zg
i b--a4 a <

Рис. 13.9. Шестиугольный фазосдвигающий автотрансформатор.

404



Чтобы учесть падение напряжения на подводящих проводах,,
необходимо предположить, что последовательно с ними соеди-
нен импеданс Zg нулевой величины. Двенадцать обмоток, на-
грузки и проводящие провода образуют шесть контуров, следо-
вательно, достаточно ввести 6/3 ==2 новых тока, скажем, ia'
и ib'. Предположим, что они протекают в двух горизонтальных
линиях. Новые токи в оставшихся горизонтальных линиях
и в одной нагрузке и подводящем проводе (составляющие одну
треть обмоток) также показаны. Соотношения между старыми
и новыми токами в обмотках первого трансформатора (горизон-
тальные линии) есть

ib =

ic =

jd _

ia

a4a'

-aia>

ia'

-аПа>

ib

- i b

+ i"

a

b

d

e

f

a'

1

0

— a

1

b'

0

1

0

0

— i

1

(13.59)

Уравнения связи для первого трансформатора до соединения
имеют вид

В терминах новых токов

nai
a' + nbi

bf -f nca4a' — ndaia' = О

(13.60)

или

{na + a4e-and)ia' + n^ = 0.

Исключив, скажем, ib', получим следующие уравнения преобра-
зования:

ia = — nbi(na + a?nc — and) i°

ib' =
C2 =

a'

b'

b"

N

1
(13.61)
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Окончательный тензор преобразования
Ь"

а

b

с
CiC2=C —

d

f

N

1

No?

— Na

N—l

(13.62)

сводящий четырехобмоточный трансформатор к одной эквива^
лентной катушке.

Тензор импеданса z примитивного трансформатора и нагруз-
ки дается уравнением (13.53) с дополнительной строчкой и стол-
бцом g, с нулевыми элементами. Оставшаяся работа состоит
в вычислении C*zC = z/, нахождении V и т. д.

Несколько примеров С сбалансированных трехфазных транс*
форматоров даны в табл. 13.1 и 13.2, а для девятиобмоточных
трансформаторов — в табл. 13.3.

16. «НАДЧЕРКНУТЫЕ» И «НЕНАДЧЕРКНУТЫЕ» ИНДЕКСЫ

I. Было показано, что, когда тензор преобразования содержит
комплексные компоненты, формулы преобразования различных
геометрических объектов оказываются более сложными. В част-
ности, формулы преобразования кроме С содержат и обратную
величину С"1, а также их сопряжения С* и С"1*.

В индексном обозначении введено соглашение, которое ис-
пользуется для отличия С от ей сопряженной.

Индексы, преобразуемые сопряжениями от С", или С*', сле-
дует писать с чертей сверху (е~), они называются «надчеркнуты*
ми» индексами. В противном случае индекс остается неизмен*
ным и будет называться «ненадчеркнутым» индексом (ia). Сле*
довательно, в соответствии с формулой преобразования (13.13)
za$ следует записать как z-p , а уа$ как у-р ,

(Обычно вместо черты используют «точку» (еа),но для печа-
ти и написания черта предпочтительнее.)

II. Когда проводится сопряжение геометрического объекта,
все «надчеркнутые» индексы становятся «ненадчеркнутыми»
и наоборот.

Например:

(«,)• = <£ или (еГГ=еа,

(*«-*)* = *.? и л и {У*)*=Г*

(13.63)

(13.64)
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III. Иначе говоря, в индексном обозначении различаются друг
от друга не только верхние и нижние индексы, но и надчеркну-
тые и неподчеркнутые, что необходимо для указания формул
преобразования различных геометрических объектов. Следова-
тельно, формулы преобразования некоторых тензоров, получен-
ные к настоящему времени, в случае, если тензор преобразова-
ния имеет комплексные компоненты, есть

i=Ci'

е=С;е'

z'=C*zC

y'=C-iyCri*

с = с г с с 2

* . - Р - = * Л Ф ; ? ' (13-65)

Нужно заметить, что формулы преобразования для тензоров
следуют автоматически из их индексов. Можно также заметить,
что везде, где возникает Си он возникает как сопряжение от С/,

Эти формулы сводятся к формулам, приведенным в уравне-
нии (6.17), где О не содержит комплексных компонент. Фор-
мулы преобразования ia и С*# остались теми же самыми, так
как они не содержат надчеркнутых индексов.

Следует особенно подчеркнуть, что каждый член каждого
уравнения сбалансирован не только по верхним и нижним ин-
дексам, но и по надчеркнутым и ненад черкну тым, т. е. 1) сво-
бодный индекс в каждом члене есть либо надчеркнутый, либо
ненадчеркнутый; 2) два немых индекса являются либо надчерк-
нутыми, либо ненадчеркнутыми.

Инвариантные преобразования, в которых некоторые компо-
ненты тензора преобразования —комплексные числа, будут на-*
зываться «спинорными преобразованиями».

17. ТЕНЗОРНЫЕ И СПИНОРНЫЕ ИНДЕКСЫ

I. Тензоры, в которых могут появляться надчеркнутые и не-
надчеркнутые индексы, называются также «тензорами Эрмита»
(по имени математика Эрмита). Они также называются «спино-
рами» 1). Сами индексы (которые могут быть надчеркнутые и не-
надчеркнутые) называются «спинорными индексами».

Существуют геометрические объекты, индексы которых не за-
висят от наличия или отсутствия комплексных компонент в тен-
зоре преобразования. Такие индексы называются «тензорными
индексами». Один и тот же геометрический объект может иметь
как тензорные, так и спинорные индексы. Все индексы, исполь-

V См. замечания Крона о терминологии во введении 1964 г. (Прим. пер.).
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зуемые в этой главе, являются спинорными индексами. Индексы,
используемые в предыдущих главах, были тензорными. Когда
оба типа индексов возникают в одном и том же тензоре, спинор-
ные индексы могут быть обозначены заглавными, а тензорные —
прописными буквами.

II. Таким образом, к настоящему времени введены следую-
щие типы индексов: фиксированные и переменные, свободные
и немые, ковариантные и контравариантные, открытые и закры-
тые, индивидуальные и сложные (компаунд-индексы), надчерк-
нутые и ненадчеркнутые, тензорные и спинорные.

Каждый из этих индексов связан с различным типом тензора
преобразования.

III. Уравнения поведения (в терминах спинорных индексов)
контурных, узловых и ортогональных сетей следующие:

ег=*ъ1*> (13.66)

1<=у*Щ, (13.67)

£.- + ^ = * ; Р ( ' р + 1р). И3-6 8)
1а+1.=уЯ(Ет+ет)т ( 1 3 .69)

Когда не предполагается использовать тензоры преобразова-
ния с комплексными компонентами, спинорные индексы заменя-
ют тензорными (просто опуская черту).

IV. Уравнение мощности в терминах спинорных индексов

p=ezia=P=eJ« или P=EJ*. (13.70)

Надо помнить, что е^ и £г первоначально имеют надчеркну^
тые индексы. Следовательно, если они появились без черты, это
означает, что они взяты с сопряжением. Следовательно, если ин-
дексы в последнем уравнении являются спинорными, они пока-*
зывают, что при вычислении мощности должно быть сделано со-
пряжение е* и Еа

18. ВЗВЕШЕННЫЕ ТЕНЗОРЫ1)

В предыдущих параграфах тензор был определен как геомет-
рический объект, формула преобразования которого содержит
только С\* или обратную СГ по одной на каждый индекс.

Когда формула преобразования тензора содержит в дополне-
ние к Са

а, и С<Г также скаляр (скажем, число или функцию),
то он называется «псевдотензором». Например, если

za,t,=zafiC*a,Cl,k, (13.71)

где k может быть 5 или log*, то zap есть не тензор, а псевдо-
тензор.

*) Два следующих параграфа могут быть опущены при первом чтении.
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Важен специальный случай псевдотензоров. Если скаляр И
равен детерминанту с матрицы С"/, возведенному в степень р,
то псевдотензор называется взвешенным тензором, или тензором
веса р. В физических проблемах «тензор веса один» называется
также «тензорной плотностью» и имеет особую важность. Таким
образом, если:

k = какая-либо функция-мгсевдотензор,
k = cp -^тензор веса р,
И=с -^тензорная плотность.

Взвешенные спиноры в своих формулах преобразования име~
ют также с*, возведенную в степень q.

В задачах электротехники взвешенные тензоры возникают
тогда, например, когда делается переход от трехфазных к одно-
фазным или двухфазным величинам, вообще всякий раз, когда
временно ограничиваются рассмотрением части системы.

19. ВЗВЕШЕННЫЕ СПИНОРЫ

I. Взвешенный спинор вводится, когда используется перво-
начальное определение метода симметричных составляющих,
т. е. когда новые переменные последовательности i°, il и i2 пред-
ставляют фазовые токи без множителя]^3. Часто такое опреде-
ление удобно. В этом случае

с = ь

1

1

1

1

а

1

а

а?

3 1

1

1

1

1

а

1

а

(13.72)

т. е. в определении С опущен множитель 1/]/~3.
Благодаря этой разнице в определении С первоначальное

выражение для мощности в терминах величин последователь-
ности

^ ' = ^ • 0 + ^ 1 + ^ 2 (13.73)

представляет собой входную мощность одной фазы, а не всей
системы. С другой стороны, мощность в терминах фазовых
величин

P=eJ*+eJ>+e(i< (13.74)
представляют входную мощность всех трех фаз. Следовательно,
в первоначальном определении уравнения инвариантности мощ-
ности

P=ej* = 3ea>ia' = ea>ia'k=P' (13.75)

содержится скаляр k = 3.
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Так как линейная форма для мощности содержит скаляр,
формулы преобразования различных спиноров будут содержать
этот скаляр в какой-либо форме.

II. Первоначально предполагалось, что переменная ia преоб-
разуется с помощью данной С*, как / в = С ^ / а * и не содер-
жит скаляр. Подставляя ее в уравнение (13.75), получаем

eaCUa'^ea>i«'k, e*Ci'=e'*i'k.

Сокращая на ia', получаем

eaCl>=ea>k, e*C=ef*k.

Умножая обе части на обратную С^ матрицу, имеем

eA=ea,C?k, e*=CrW.
Производя сопряжение обеих частей, получаем

er=ke-C^ e=kC7l*e';

*__ (13.76)
ег=Зег,С£9 е=ЗС,~1*е'.

Следовательно, ет — взвешенный спинор. _
Детерминант матрицы преобразования Cfil=C""1* равен

ос

а—а2=/]/гЗ = с. Следовательно, скаляр # = 3 равен ее*. Надо за*
метить, что величина ЗСГ1* в точности равна С, следователь-
но, в первоначальном определении вектор напряжения преобра-
зуется так же, как и вектор тока.

III. Чтобы найти формулу преобразования zi$ как взвешен-
ного спинора, используют рассуждения § З^Дано е-=г-^;

заменяем t'P с помощью C\*ft' и ер на ez?C£k*

(13.77)

Так как в новой системе координат ez?=zF$fi* формула пре-

образования имеет вид z~i§
zT'r=^fbcl'k*-~^ ( 1 3 - 7 8 )

показывая, что z$ является взвешенным спинором.
IV. Следовательно, если сохраняется первоначальное опреде*

ление метода симметричных составляющих, то все спиноры ста-
новятся взвешенными спинорами, поскольку в трехфазных зада-
чах внимание ограничено только одной фазой.



Глава 14

УЗЛОВЫЕ СЕТИ

1. ДУАЛИЗМ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОБЛЕМ

{. При анализе физических явлений обнаруживается, что
многие (если не все) измеримые величины, законы и методы
рассуждений встречаются парами, т. е. находятся в определен-
ных взаимных отношениях. Электрическое и магнитное поле,
волны и частицы, материя и энергия и пр. — все это проявления
двойственной стороны природы. В электротехнических задачах
также существуют двойственные отношения, например между
напряжением и током, импедансом и адмиттансом, параллель-
ным и последовательным соединениями и т. д.

Преимущество признания таких двойственных свойств состо-
ит в том, что все уравнения, все рассуждения можно продублиро-
вать в терминах двойственных величин без того, чтобы приво-
дить те же доказательства еще раз, и в том, что новые отноше-
ния можно легко обнаружить простой аналогией.

II. Будет показано, что, как только методы рассуждения
и уравнения установлены для контурных сетей, их можно повто-
рить в двойственной форме для узловых сетей. При рассуждениях
и в уравнениях нужно поменять местами следующие двойствен-
ные выражения:

1) контур и узловую пару (не узел); 2) катушку и узел;
3) короткозамкнутую и открытую цепь; 4) последовательное
и параллельное (соединение); 5) напряжение и ток; 6) импе-
данс и адмиттанс; 7) ковариантность и контравариантность.

III. Среди введенных геометрических объектов существуют
следующие двойственные величины:

1) двойственным для е является 1(е-—»/а);

2) двойственным для i является Е(га—->Е~);

3) двойственным для z является Y(^-p—*КаР);

4) двойственным для С является С^^С^—*C£l).
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2. ЧИСТО УЗЛОВЫЕ СЕТИ

I. Сначала детально проанализируем случай, когда п кату-
шек расположены в п узловых парах. Анализ п катушек, объеди-
ненных менее чем в п узловых пар, является частным случаем
(хотя гораздо более важным практически) чисто узловой сети.

Снова на физическую природу соединенных вместе катушек
налагается единственное ограничение: они являются линейными

©-/•tfyv-a «-ППГ^в «-^гТчр е-ЛГТ4-* Ф-ТТ^-» &-ОГ5Ч-®

1

XiAu

А I * ~

6 Л '

, u
7

Рис. 14.1. Различные типы соединений шести катушек в шесть узловых пар.

и\ не есть функция от I или Е. На природу их взаимосоедине*
ний устанавливается ограничение: они в рассматриваемый мо*
мент времени не изменяются. Иначе говоря, компоненты тензо-
ра преобразования С являются константами, а не функциями
времени.

II. На рис. 14.1 показаны семь различных способов располо^
жения шести катушек, образующих сети с шестью узловыми
парами.

Следует вспомнить, что число узловых пар равно числу узлов
минус число независимых подсетей.

Узловая пара состоит из любых двух узлов, выбранных про-
извольно в одной и той же подсети. Предполагается, что между
этими двумя узлами возникает разность потенциалов Ег и что
ток V поступает в сеть через первый узел и тот же ток Г поки-
дает сеть во втором узле узловой пары.

III. При изучении контурных сетей было показано, что «ток
в ветви» можно заменить гипотетическим «контурным током»,

412



если предположить, что токи ветвей продолжают свое течение
в замкнутой цепи.

Эта замена не изменяет уравнений, а меняет лишь физическую
интерпретацию тока i.

Подобное изменение физической интерпретации I можно сде-
лать в узловых сетях, если предположить, что «узловой ток»,
поступающий в сеть в узловых парах, продолжает свое течение
через сеть. Гипотетическая цепь, проходящая в сети от одного
из узлов узловой пары к другому, называется «открытым кон-
1уром».

Так же, как гипотетический «контурный ток» имеет физиче-
ский смысл потока, протекающего в соответствующей ветви, так
гипотетический «ток открытого контура» имеет физический
смысл только на концах соответствующей ему узловой пары.

Способ определения открытого контура, принадлежащего уз*
ловой паре, будет показан при изучении ортогональных сетей.

IV. При выводе уравнений предположим, что известные тока
I приложены к отдельным катушкам, собственные и взаимные
адмиттансы Y которых также известны. Будут исследованы раз-
ности потенциала Е, которые возникают на катушках из-за
приложенных токов I. Для этого необходимо вывести уравнение
тока ! = ¥ '£ ' , выраженное через узловые пары; тогда его можно
решить относительно Е' (если не понадобится никаких других
манипуляций). Значит, «переменными» теперь вместо контурных
токов V являются напряжения на узловых парах Ef.

Хотя имеется п катушек и п известных приложенных к ним
токов, тем не менее п неизвестных разностей потенциалов, воз-
никающих на п катушках, не являются независимыми друг
от друга. Достаточно вывести и решить уравнение для стольких
разностей потенциалов, сколько имеется узловых пар, а осталь-
ные можно через них немедленно определить. Ситуация анало-
гична той, которая возникает в контурных сетях, где имеется п
катушек и п известных приложенных напряжений, а п неизвест-
ных токов можно найти выводом и решением уравнений лишь
для стольких токов, сколько имеется контуров.

V. Вместо того чтобы рассматривать I как приложенный ток,
а Е — как обусловленную им разность потенциала, задачу мож-
но поставить таким образом, что I — ток, протекающий через
два узла различных катушек под действием напряжения Е
на каждой катушке. Или же задачу можно поставить так, что
I — ток, протекающий в некоторых внешних нагрузках ZL или YL

(которые, однако, не появляются в уравнении или на диаграм-
ме), а Е — разность потенциалов, появляющихся на нагрузках,
Чтобы подчеркнуть аналогию с контурным анализом, где е рас-
сматривается как воздействующая величина, a i — как величина
отклика при выводе уравнений, предпочтем первый способ по-
становки. Поэтому в узловых сетях I является воздействующей
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величиной, а Е — величиной отклика. Конечно, при манипулиро-
вании с уравнениями возможен любой вариант воздействующих
и откликающихся величин.

3. ИНВАРИАНТНОСТЬ МОЩНОСТИ

I. Следует заметить, что если одинаковые токи / приложены
к двум узлам каждой из соответствующих катушек различных
сетей (рис. 14.1), то на соответствующих катушках возникают
одинаковые разности потенциала Е, поскольку через каждую ка-
тушку может протекать лишь приложенный к ней ток, тогда как
остальные катушки являются разомкнутыми цепями. Поэтому
входная мощность \Е, линейная форма, остается «инвариантной»
при различных взаимосоединениях п катушек в п узловых пар:

1Е = ГЕ', l»Elt=1»'Еи,. (14.1)

II. Точно так же, как в чисто контурных сетях, все различ-
ные типы сетей на рис. 14.1 имеют одно и то же уравнение
I = YE, если разности потенциалов Еи, возникающие на каждой
катушке, рассматриваются как неизвестные переменные. Но как
только другие Еи выбираются как переменные, уравнения стано-
вятся разными для каждой сети.

Другими словами, ключом к возможности преобразования
уравнения поведения любой сети, скажем первой (см. рис. 14.1),
в уравнение любой другой чисто узловой сети является то, что
каждая сеть имеет одну и только одну систему координат,
в которой уравнение наложенных электромагнитных величин яв-
ляется одним и тем же.

Таким образом, все сети различны, но уравнения наложенных
электромагнитных явлений одинаковы для разных сетей, если
одна частная система координат выбрана для каждой сети. Эти
частные координатные системы (узловые пары в отдельных ка-
тушках) служат теми «мостами», по которым можно перейти
от одной сети к любой другой.

4. ТЕНЗОР АДМИТТАНСА Y'

I. Пусть дана чисто узловая сеть (рис. 14.2, а), в которой
к каждой катушке приложен разный набор токов I. Ее прими-
тивная узловая сеть показана на рис. 14.2, б, она имеет асим-
метричные взаимные адмиттансы между, скажем, УЬ6, Ydd

и Fcc, Y^g.
Метод анализа узловых сетей повторяет шаг за шагом анализ

контурных сетей с той разницей, что взаимно заменяются двой-
ственные величины (показанные в § 1).

II. Первый шаг состоит в установлении геометрических объ-
ектов и уравнения поведения примитивной узловой сети.
Ее уравнение тока

I = Y E , I* = YttVEv, (14*2)
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Рис. 14.2.
a — заданная узловая сеть; б •— ее примитивная сеть.
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III. Эффект взаимосоединения катушек заключается во вве-
дении дополнительных узловых пар, в которых могут быть при*
ложены токи или с помощью которых могут быть соединены на*
грузки.
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Следует заметить, что в примитивной сети (рис. 14.2, б)
токи нельзя приложить ни в одной из точек, кроме тех, которые
показаны.

В новой сети (см. рис. 14.2) имеется огромное число спосо-
бов, с помощью которых можно выбрать шесть новых узловых
пар; к ним приложены новые токи Г. Выбор зависит от требо-
вания задачи. Пусть произвольно выбраны шесть независимых
узловых пар (рис. 14.3). Следует заметить, что каждый узел ох-
ватывается по крайней мере один раз.

I*

Еа' E d " E f

ybb

w

Рис. 14.3. Введенные узловые пары.

Ед-Еа.-Еь-Е<;

Рис. 14.4. Разности потенциалов на от-
дельных катушках.

Необходимо помнить, что если два узла каждой катушки
выбраны как узловые пары новой сети, то уравнение тока при-
митивной сети I = Y-E можно использовать для новой сети
без каких-либо изменений.

IV. Чтобы установить отношение между старыми и новыми
напряжениями Е и Е', сначала необходимо найти разности по-
тенциалов, возникающих на каждой отдельной катушке, в тер-
минах новых приложенных напряжений.

Для этого шага используется второй закон Кирхгофа: сумма
напряжений по замкнутому контуру равна нулю.

Разности потенциалов, возникающие на каждой катушке,
рассчитаны на рис. 14.4 следующим образом:

1) сначала между узловыми парами изображают предпола-
гаемые новые напряжения Е' с соответствующими знаками;

2) затем, предполагая, что сумма разностей потенциала в лю-
бой замкнутой цепи равна нулю, находят напряжение между
двумя концами каждой катушки через новые напряжения Еа,
Еь и т. д. Замкнутая цепь не обязательно проходит через катуш-
ки (т. е. замкнутые цепи не образуют контуров).
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V. Приравняв разности потенциалов, возникающие на каж-
дой катушке до и после взаимосоединения, можно установить
следующие уравнения:

а' Ь' с ' d' Г g '

Еа = -Eb, + Ec,-Ed,+Ef,

Еь= -Enr-Eh,

Ес =

£<* =

Ef =

-Edf

+ Ed,

+ Ed,

+ Eg,

-Ef

+ Eg,

—1

—1

—1

1

1 —1

—1

1

1 1

1

—1

1

1

1

(14.6)

представляющие собой уравнение преобразования переменных

Е = С71Е\ Еи=СииЕи>. (14.7)
Следовательно, коэффициенты при новых переменных пред-

ставляют собой транспонированный обратный тензор преобра-
зования Q"1. Определитель его матрицы не равен нулю.

VI. Как только установлен обратный тензор преобразования
С-1, находят новые компоненты геометрических объектов новой
сети Y' и V.

Новые компоненты тензора адмиттанса находят следующим
образом:

Y' -C-1YCJ-1 , yu'v' YUVCU'' Cv'

а '

b '

с'

d'

Г

а '

уЬЪ

уЪЪ ydb

0

ybb ydb

0

-.уьь

b '

ybb ybd

yaa_±_ybb ybd

ydb \_ydd

yaa

yaa\ybb ybd

ydb ! ydd

yaa

ybb > ybd

c '

0

yaa

yaa

yaa

yaa

0

d'

ybb ybd

yaa _[_ ybb ybd

ydb i ydd

yaa

yaa_^_ybb__ybd
_ycc+ydb +

+ ydd

Yaa ycc\

ybb ! ybd

Г

0

yaa

yaa

yaa ycc

+ ycg

yaa i ycc
ycg ygc
+ygg

0

— ybb

+ ydb

0

+ ydb

0

ybb^yff

14—3519

(14.9)
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Если взаимные адмиттансы одинаковы в обоих направлениях,
эта матрица — симметричная.

5. ВЕКТОР ТОКА Г

I. Новые компоненты вектора тока V находят как

г = с - ч , iu'=cuuiu,

_ а ' b ' c ' d ' f/

(14.10)

1 - у .

••-

а '

d ja

b '

/ 6 '

_ fa_jb+fc+ jd

с' d' Г

Iе'

/a_fc+fg

g '

/* ' | .

(14.11)

(14.12)

Значит, если к отдельным катушкам приложены /а, /ь, то че-
рез различные узловые пары (вход в один узел и выход из дру-
гого узла) протекают —/ь, —1а—Ib + Id и т. д.

Т

Iе

\

а

Рис. 14.5.
а — ток, приложенный к катушке; б — ток через катушку в терминах токов узловых пар.

Адмиттансы тех катушек, токи которых встречаются в узле,
образуя узловой ток, формируют диагональные составляющие
адмиттанс-тензора Y7. Например, согласно уравнению (14.12)
/^'построен из /а, —Iе и U\ следовательно, три адмиттанса
Yaa, Усс, YSB (и любой взаимный адмиттанс между ними) образу-
ют f'f диагональную компоненту Y'. (В контурных сетях импе-
дансы тех катушек, приложенное напряжение к которым добав-
ляется к контурному напряжению, образуют диагональные ком-
поненты импеданса z'.)

II. Этот последний шаг вычисления Г из I используется вся-
кий раз, когда ток приложен (или нагрузка присоединена)
не через узловую пару, а через катушку. Например, может слу-
читься, что единственным приложенным током в данном приме-
ре (рис. 14.5) будет ток Iе. Однако два узла катушки Усс не рас-
сматриваются как узловая пара, напряжение в которой выбрано
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а'

Г = - | 0

b'

0

с'

0

d'

Iе

V

— Iе

г1

0

в качестве переменной, поэтому Iе не может рассматриваться
как компонента Г. Значение Г с одним приложенным Iе есть
С-Ч, т. е.

а' Ь' с' (Г Г g '

(14.13)

Иначе говоря, 7е образует часть из двух различных приложен-
ных узловых токов аналогично контурным сетям, где одно при-
ложенное последовательно с катушкой напряжение может обра-
зовать часть из нескольких контурных напряжений. На рис.
14.5, б показано, как Iе образует приложенные токи в двух уз-
ловых парах d' и V. Результирующий ток через узел Л, конечно,
равен нулю.

III. Если два узла, через которые протекает приложенный
ток, не образуют узловую пару и не соединены вместе катуш-
кой, то предполагается, что два узла соединены катушкой с ну-
левым адмиттансом так, что в примитивной сети имеется одна
дополнительная катушка. Это предположение аналогично тому,
которое используется в контурных сетях, где при отсутствии
действительной катушки предполагается катушка с нулевым
импедансом, последовательно соединенная с приложенным на-
пряжением. (Можно предположить, что два узла, не связанные
катушкой, но имеющие воздействующие на них токи, образуют
«безадмиттансную ветвь» или «кажущуюся катушку».)

IV. Уравнение тока, представляющее шесть обычных уравне-
ний, устанавливается и записывается как

I' = Y'E', I*' = Y"'V'EV>. (14.14)

Во многих практических задачах это уравнение подразделя-
ется по крайней мере на два инвариантных уравнения.

V. Когда известны токи Г, протекающие через узловые пары,
разности потенциала Е', возникающие на узловых парах, нахо-
дят по формуле

E' = Z T , Ev, = Zv>u>iu\ (14.15)

где Z' — обратная Y'.
Как только известные разности потенциалов в узловых па-

рах Е/ найдены, с их помощью можно рассчитать величины, су-
ществующие в каждой отдельной катушке.

VI. Разности потенциала, возникающие на каждой отдель-
ной катушке, находят по уравнению преобразования Е

Е = СГ !Е', Еи=С*Еи>, (14.16)

уже приведенному в уравнении (14.6).
Токи I, протекающие в отдельных катушках, находят из

I = YE заменой I на 1С и Е на С7"!Е, получая

1с=\СТгЕ\ I» = YU'V'CZ,EV,, (14.17)
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где матрица YQ г была уже рассчитана в уравнении (14.9)
(в чисто узловой сети I и 1С численно равны). Следовательно,

1 С =

YbK-

Ydd(Eb>

Yaa(-Eb>

Yc\Ed,

•Ea, + Eg')

- Ef.) + У

+ Ed,) + Yd\-Ea>-

YSSEf, + Y*c(Eg, -

,, + Ej,)

+ YbdiEb

cgp

-Ef,)

+

+

ЕЛ.)

Eg.)
(14.18)

— 1VII. Если тензор преобразования Ct * является сингуляр-
ным, собственные и взаимные импедансы отдельных катушек Z
находят по импедансам узловых пар Z' из соотношения

Z = C7XZ'C • 7 Си С [(14.19)

6. СВОДКА ЭТАПОВ

Этапы установления тока любой узловой сети параллельны
этапам вывода уравнения напряжения контурной сети, за ис-
ключением того, что каждое понятие заменяется «двойственным»
ему понятием.

I. Сначала устанавливаются примитивная узловая сеть и ее
геометрические объекты Y, I и Е.

1. Примитивная сеть состоит из всех разомкнутых катушек
данной сети.

2. Установлен тензор адмиттанса Y примитивной сети, содер-
жащий собственные и взаимные адмиттансы отдельных катушек.

3. Вектор тока I содержит поступающие и покидающие каж-
дую катушку токи.

4. Вектор напряжений Е содержит неравные разности по-
тенциалов (известные и неизвестные), возникающие на каждой
катушке.

II. Следующий шаг состоит в получении транспонированного
обратного тензора преобразования QT , превращающего прими-
тивную сеть в действительную.

1. Выберем в системе столько независимых разностей потен-
циалов Е' между разными узлами, сколько имеется узловых пар.
Две концевые точки каждого напряжения представляют узловую
пару.

2. Запишем вдоль каждой катушки разности возникающих
на них потенциалов, выраженных через выбранные новые Е',
используя второй закон Кирхгофа.
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3. Приравняем старые и новые напряжения, возникающие
на каждой отдельной катушке. Имеется столько уравнений,
сколько катушек. Левая часть содержит старые напряжения,
а правая — новые напряжения.

4. Коэффициенты при новых напряжениях Е' образуют транс-
понированный обратный тензор преобразования ^Г 1 ' матема-
тически представляющий второй закон Кирхгофа.

III. Следующий шаг состоит в том, чтобы найти новые ком-
поненты геометрических объектов Y' и V и уравнение тока но-
вой системы.

1. Тензор адмиттанса Y' находят по формуле преобразования

Y' = С-1 YC71, Yu'v' = YttVCuCv . (14.20)

2. Токи, приложенные к новым узловым парам, находят
по формуле преобразования

\' = СгЧ, 1*' = Сии1*. (14.21)

3. Уравнение тока новой сети устанавливают как

Г = Y'E', Iй' = Ya'v'Ev,. (14.22)

IV. Однажды установленное уравнение поведения пригодно
для всех типов манипуляций в зависимости от имеющейся
задачи.

Когда с уравнением тока работают как с единым целым,
не подразделяя его, неизвестные разности потенциалов, возни-
кающие на выбранных узловых парах, находят в два этапа:

1) рассчитывают обратный тензор адмиттанса, который явля-
ется тензором импеданса:

Z' = Y'"i, Zv>a> = (Y*'vTl; (14.23)

2) неизвестные разности потенциалов находят как

E ' = Z T , E* = ZV>U>IU'. (14.24)

Неизвестные величины для отдельных катушек можно найти
с помощью Е' следующим образом:

3) разности потенциала на отдельных катушках Е нахо-
дят как

Е = СТгЕ\ EV=C'EV>\ (14.25)

4) токи, протекающие в отдельных катушках, находят как

I c = Y C r 1 E / , I» = YU'V'CV

V'EV<, (14.26)

где YCr1 уже были рассчитаны при нахождении Y7;
5) собственные и взаимные импедансы отдельных катушек

суть

Zc = C7xTC-\ Zuv = Zurv>Cu;C%. (14.27)
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V. При прямом обозначении значительно удобнее заменить
С*"1 во всех уравнениях новым символом, скажем А. В терми-
нах А все формулы преобразования контурных сетей можно ис-
пользовать для соответствующих двойственных величин узловых
сетей, если С*"1 везде заменена на А и точно так же С-1 на к]
и т. д. Например:

z' = C;zC-*Y' = Â YA,

y c = C y ' C ^ Z , = A Z ' A ; ,

e' = c ; e - . I ' = Ajl,

i = Ci' — E = AE\

7. УРАВНЕНИЯ СВЯЗЕЙ

(14.28)

(14.29)

(14.30)

(14.31)

I. Теперь предположим, что в предыдущей сети (см. рис.
14.3) три узловые пары коротко замкнуты, как показано на рис.
14.6, так что вместо шести имеется три узловые пары. Короткое
замыкание узловых пар приводит к тому, что разности потенци-

Рнс. 14.6. Короткое замыкание трех узловых
пар.

Рис. 14.7. Разности потенциалов
перед коротким замыканием.

ала, возникающие на них, равны нулю. Это значит, что корот-
кое замыкание трех узловых пар эквивалентно введению следую-
щих трех уравнений связи, которые должны существовать между
шестью новыми узловыми парами (рис. 14.7):

Ес, = 0,

Ее, + Ег - Еь> -Ed, + Eg, = 0,
р р , р., и

(14.32)
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При помощи трех уравнений связи три переменные, скажем
ЕС', Eg> и £ / ' , можно исключить

£> = 0,

Eg,=Ea>+Eb>, (14.33)

Efr = Ed> — Еач

сохраняя в качестве новых переменных Еп', ЕЬч Е&*.
При подстановке этих уравнений в уравнение преобразова-

ния (14.6) соотношение между старыми и новыми переменными
становится

Ь'

Еп — Еп, Ей

Е„ =

Ес =

Е„ =

Ef =

•Е,,

Е* г-1

Eb. + Ed,

Еа' + ЕУ

Eg=~Ea, + Е,dl

—1

1

1

—1

>

1

- 1

1

1

(14.34)

Коэффициенты при новых переменных дают сингулярный об^
ратный тензор преобразования, имеющий столько столбцов,
сколько новых переменных, а именно — три.

Метод анализа с этого момента точно такой же, как и в слу*
чае несингулярного (квадратного) обратного тензора преобразо-
вания. Однако новый тензор адмиттанса Y7 будет иметь три стро-*
ки и три столбца вместо шести и т. п.

II. Новые компоненты тензора адмиттанса находят по ком-
понентам тензора примитивной сети (уравнение (14.5)) из со*

отношения С^УСГ1:

а'

Y ' = b '

d'

а

уаа _j_ усе ycg _|_

„ у8° + Ygg

уаа +

ygc

yff

ygg

yff

b'

уаа _j_ yff

yaa _|_ ydd + yff

ybd i ydd

d'

ycs _ ygg

ydb _|_ ydd

ybb ybd ydb

ydd + ygg

(14.35)
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Новые компоненты вектора токов, входящих и выходящих
из узловых пар, равны С"1!:

d' a' b ' d'

Г = _/a+/^_|-//-_/5-_/«+/f l+//--/&+/rf+/^|=|/f l/ / H / d ' | . (14.36)

Уравнение тока новой сети есть I' = Y'E' и т. д.

8. СИНГУЛЯРНЫЙ ТЕНЗОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. Снова вместо того, чтобы для представления коротко
замкнутых узловых пар выводить уравнение связи, можно с са-
мого начала выбрать столько новых переменных, сколько име-
ется узловых пар, и следовать анализу § 4, как если бы обрат-
ный тензор преобразования СГ1 был несингулярным.

Рис. 14.8 Узловая сеть.

Следует помнить, что число узловых пар любой сети равно
числу катушек минус число замкнутых контуров.

Подобным образом любая формула, полученная через О 1 ,
справедлива как для сингулярного, так и для несингулярного
С-1. Однако не следует использовать формулы, в которых при-
сутствует сингулярный, обратный С"1.

II. В качестве примера пусть 15 катушек соединены в сеть
(см. рис. 14.8), имеющую пять узловых пар и десять контуров.
В предположении, что в последовательном соединении с катуш-
ками нет приложенного напряжения, сеть является первоначаль-
но узловой сетью, поскольку она имеет гораздо меньше узловых
пар, чем контуров.

Предположим, что к сети приложены два тока. Первый, /7,
входит в сеть через узел А и выходит через узел С.
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Второй ток, /5, поступает в сеть через узел Е и покидает ее
через узел F. Другими словами, предположим, что два узла
катушки У5 являются, скажем, входными клеммами, а два узла
катушки У7— выходными клеммами сети. Вопрос заключается
в том, какие разности потенциалов возникают на входных и вы-
ходных клеммах.

III. Этапы вывода уравнения тока следующие:
1) примитивная сеть состоит из 15 разомкнутых катушек;
2) тензор адмиттанса примитивной сети есть

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

Y = 8

9

10

11

12

13

14

15

Г 1

уз

УП

Г95

Г47

У8

Y59

ую

уп

1
угг

уи

У1Б

(14.37)

сюда входят асимметричные собственные и взаимные адмиттан-
сы, скажем, между У4 и У7 и между У5 и У9. Этот тензор несим-
метричный;

3) вектор тока, приложенного к примитивной сети, есть / =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 /5 —П

(14.38)
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IV. Для установления тензора преобразования делаются сле-
дующие шаги:

1) на рис. 14.9 показаны выбранные пять узловых пар;
2) на рис. 14.9 показаны так-

же разности потенциалов, возни-
кающие на каждой катушке;

3) приравнивая старые и но-
вые разности потенциалов, возни-
кающие на каждой катушке, мож-
но записать следующие 15 урав-
нений (сравнивая рис. 14.8 и
14.9):

Рис. 14.9. Разности потенциалов
на отдельных катушках.

Е1=Е1,

£ 2 =

£ 3 =

£ 4 =

£ 5 =

EQ=EV

E7=EV

E8=EV

Е9=Е1?

Ею—

£ U =

£12=

£13=

£ 1 4 =
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1

1

1

1
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1

3'

1

1

1

1
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1

1
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1

1

1
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1
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4) коэффициенты перед новыми переменными дают транспо-
нированный обратный тензор преобразования СГ1.

V. Следующий шаг состоит в том, чтобы найти уравнение
тока.

1. Тензор адмиттанса находится по С^-У-СГ 1 или по
AfY-A как

1' 2' 3' 4' 5'

1'

2'

Y' = 3'

У6 + Г7 + Г8

Г6+Г8+Г9

Г474-Г6 + Г9

Г59+Г6

Г6+Г7+Г8
+ Г9

Г 9 + П 2

Г47 + Г6 + Г9

У17+Г6 + Г9

КБ9 + Г6+Г12

У6_|-Г8+Г9

Г6+Г8+Г9
Ч-ПО-f-rii

+Г12

Г6+Г9 + П1
^3^.^12 + ̂ 13
ГЮ + ГН + Г8

+Г12+Г13
+ ГН

У59-[-У6 + Г12
+ Г14

Г6 + Г74+Г9

Г6-|-Г74+Г9
+ГП+Г12

Г6+Г9 + ГИ
+ У12+У13

+Г14

Г4 + Г6+Г9
+ Г И + П 2

+Г15

}^59+Г6+Г12
+Г14+П5

Г6+Г95

Г6+Г95

К6+Г95 + К12
+Г14

Г6+Г95
+Г12+ГМ

+Г15

Г5+Г6+Г12
+Г14+П55'

(14.40)

2. Новые компоненты вектора приложенных токов, входящих
и выходящих через узловые пары, согласно С~11==А^1:

Г 3' 5'

1 ' = —/7 —11 /5 (14.41)

Ток, приложенный к катушке F7, является частью двух при-
ложенных к узловым парам токов Iй и /2/. Результирующий ток
через узел В (принадлежащий обеим узловым парам) равен
нулю.

3. Уравнение тока, представляющее собой пять уравнений
с пятью переменными Е7, есть I/ = Y/E/.

VI. Если даны токи Г, протекающие в узловых парах, напря-
жения, которые следует приложить к узловым парам Ег, чтобы
произвести ток V, находят по E/ = Y-1F, т. е. вычислением обрат-
ного Y7.

В большинстве задач инвариантное уравнение I/ = Y/E/ под-
разделяется на несколько инвариантных уравнений для дальней-
ших манипуляций.
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9. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ УЗЛОВЫХ ПАР

I. Точно так же, как для контурных сетей (если уравнение
поведения узловой сети было записано вдоль некоторых выбран-
ных узловых пар), посредством нового тензора преобразования
С^"1 можно ввести новую систему узловых пар.

Необходимость введения новой системы переменных Е" воз-
никает довольно часто. Когда сеть используется в нескольких

Еа«

£ь»

Рис. 14.10. Преобразование узловых пар:
а — заданная сеть; б — старые переменные; в — новые переменные.

различных типах задач, разные геометрические объекты, вычис-
ленные для задач одного типа, можно использовать в некоторых
других задачах, просто вводя новый тензор преобразования вме-
сто того, чтобы каждый раз начинать все вновь с примитивной
сети.

II- Рассмотрим пример такого преобразования (см. рис.
14.6). Предположим, что один из узлов является заземленным
и разность потенциалов между землей и другими узлами будем
рассматривать как переменные, т. е. три узловые пары Еа>, Еу
и Ed* (см. рис. 14.6) заменим другим набором трех узловых
дар Ear, Eb* и Ed" (рис. 14.10, а) .

Поскольку несколько катушек соединены безадмиттансными
ветвями, имеется только четыре узловые точки (см. рис. 14.10, б
и в), между которыми можно предположить существование раз-
кости потенциалов. Из этих упрощенных диаграмм можно полу-
чить соотношение между старыми и новыми разностями потен-
циалов:
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Еа>=*-Е#

E,t = - Е„„ + Eh

-Ес„ С'Г^Ь'

d'

—1

1

—1

0

0

1

0

1

0

(14.42)

Коэффициенты при новых переменных дают С* х.
III. Если требуется тензор адмиттанса Y" сети в этой второй

системе координат, его можно найти по C'^Y'C'*""1, где Y7

задан уравнением (14.33):

а" Ь"

у = Ь''

уЬЪ 1 усе

ygc ybbj^ydb

__ydb

у eg ybb \ ybd

ybb ybd ydb
j^yddj^ygg

ydb ydd

ybd

ybd ydd

yaa+ydd+yff

(14.43)

IV. Новый вектор тока согласно С/-1 Г равен
а" Ь" с"

> 1* = | /*_/* | _ / ^ + / ^ + / ^ ja_fd_If (14.44)

представляя собой токи, выходящие из разных узловых пар
и входящие в общее заземление (рис. 14.11).

Рис. 14.11. Токи, приложенные к узловым парам.

Если токи I", входящие в узлы, известны, разности потенциа-
лов, возникающие между землей и другими узлами, находят
по E / /=Y / /- iI / / вычислением «обращения» Y".
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10. ЧИСЛОВОЙ ПРИМЕР

I. Пусть для числового примера адмиттансы будут чистыми
проводимостями Уаа = 2, УЪЪ = Б, Y<*=6, У** = 7, У# = 8, У«*=9
и три тока узловых пар

а" Ь"

I " - 1 3 4 1 (14.45)

Тогда при подстановке в уравнение (14.43) тензор адмиттанса
Y" и обратный ему будут

а" Ь" с"

а"

Y" = Ь"

с"

11

-—5

0

—5

21

—7

0

7

17

(14.46) Y"-i == Ь"

0

0

0

а"

,1094

,02368

,01181

0

0

0

b"

,02868

,06311

,023

0

0

0

с"

,01181

,026

,06952

(14.47;

Разности потенциалов относительно земли согласно Y/ /-1I/ /=

Е" = 0,23725 0,32137 0,36987 (14.48)

II. Разности потенциалов на отдельных катушках нельзя
найти по Е/ = С^"~1Е//, поскольку разность потенциалов на от-
дельных катушках есть Е, а не Е'. Однако Е можно найти
по Е = С )dt lE", поскольку E = Ct1E\ где С/* дана в урав-
нении (14.34). Произведение двух тензоров преобразования
уравнений (14.34) и (14.42) есть

0

1

J

0

0

0

0

2

0

1

0

1

1

0

0

—1

—1

0

(14.49)
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и дает разности потенциалов на отдельных катушках по фор-
муле Е = С/~1Е//

a b с d f г
Е = 0,36787 -0,08471 -0,23725 -0,04590 -0,36787 0,32197 (14.50)

Токи 1С, протекающие в каждой отдельной катушке, опреде-
ляются по формуле IC = YE=YC* *E"

a b с d

1^= 0,73574 -0,42356 -1,42356 -0,321295-2,94296 2,89774 (14.51)

0 23725

Рис. 14.12. Токи в отдельных катуш- Рис. 14.13. Падение напряжения на от-
ках. дельных катушках.

III. Правильность Е и 1С можно проверить, проставляя на схе-
ме около каждой катушки значения вновь найденных токов
и разностей потенциалов (рис. 14.12 и 14.13). Эти значения удов-
летворяют законам Кирхгофа.

11. ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ОБРАТНОГО ТЕНЗОРА
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. В гл. 6, § 17 было показано, что при соединении сети
с другой сетью компоненты С приводят в соответствие контуры
двух сетей. Подобным образом обратный тензор преобразования
СГ1 (содержащий только целые числа) приводит в соответствие
узловые пары двух сетей.

В частности:
1) столбцы С7"1 перечисляют старые узловые пары, узлы

которых образуют новые узловые пары;
2) строки СГ1 перечисляют новые узловые пары, из узлов

которых строятся старые узловые пары.
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II. Когда старая сеть является примитивной, то:
1) столбцы СГ1 перечисляют катушки, два узла которых

образуют новые узловые пары;
2) строки СГ1 перечисляют новые узловые пары, которым

принадлежат узлы каждой катушки.
Эти физические интерпретации играют важную роль в син-

тезе сетей, где СГ1 задан и необходимо получить саму сеть.
III. При рассмотрении электромагнитных величин:
1) столбцы СГ1 перечисляют старые узловые пары, токи ко-

торых I добавляются, чтобы образовать новые токи узловых
пар Г;

2) строки СГ1 перечисляют новые узловые пары, напряже-
ния которых Е' образуют напряжение Е старых узловых пар.

IV. Когда старая сеть примитивная, то:
1) столбцы СГ1 перечисляют катушки, токи которых I об-

разуют токи новых узловых пар Г;
2) строки СГ1 перечисляют новые узловые пары, напряже-

ния на которых Е' добавляются к напряжению Е на отдельных
катушках.

Физическая интерпретация для каждой группы матриц пре-
образования разная.

Настоящая интерпретация применима только в группе Gf
(гл. 11, § 6), представляющей взаимосоединение катушек и со-
держащей только целые числа.

Следует напомнить, что при получении тензоров преобразо-
вания С или СГ\ содержащих целые числа, используются толь-
ко первый и второй законы Кирхгофа.

12. ВЗАИМОСОЕДИНЕНИЕ СЕТЕЙ

I. Вместо того, чтобы соединить отдельные катушки в систе-
му, можно взять несколько независимых узловых сетей и соеди-
нить их в одну результирующую сеть с помощью СГ1- И снова
отдельные системы, подлежащие взаимосоединению, могут быть
неподвижными или движущимися, электрическими, механиче-

скими, акустическими и другими система»
ми. Взаимосоединение узловых сетей сос-
тоит из короткого замыкания узловых пар
(А—А') каждой сети с другой парой (рис.
14.14). При взаимосоединении две узло-
вые пары заменяются одной.

Вместо того, чтобы взаимосоединить
несколько независимых сетей, одну систе-
му можно разделить на несколько состав-
ляющих систем разделением изловых пар

Рис. 14.14. Взаимосоедине- и г

ние узловых пар. и каждую компоненту сети можно проана-
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лизировать отдельно и затем соединить вновь в одну систему пос-
редством C r 4 .

II. При взаимосоединении целых систем выполняются те же
этапы, что и при взаимосоединении отдельных катушек,
а именно:

1. Находят I, Y и другие геометрические объекты примитив-
ной системы, состоящей из отдельных систем.

Тензор адмиттанса примитивной системы есть

Y = Y1 + Y2 + Y 3 + . . . (14.52)

Результирующий Y имеет столько осей, какова сумма осей
составляющих координатных систем.

Вектор тока примитивной системы есть

I = I1 + I2 + I $ + . . . (14.53)

2. Находят тензор преобразования С* = С«, показываю-
щий способ взаимосоединения составляющих систем.

3. Находят новые компоненты геометрических объектов ре-
зультирующей системы

Y'-C-1(Y1 + Y2 + Y3+...)Cr1,
i'=c-4i1+b+ie+...)-

(14.54)

(14.55)

Уравнение тока результирующей системы есть I/ = Y/E/. Если
оси некоторых составляющих систем Yi или Y2 и других не со-
держат некоторые узловые пары, которые являются взаимо-
соединенными, то сначала вводят новое множество переменных,
которое включает необходимые узловые пары.

13. ПРИМЕР СОЕДИНЕНИЯ ДВУХ СЕТЕЙ

I. Пусть две узловые сети (см. рис. 14.6 и 14.8) соединены,
как показано на рис. 14.15.

Е 5 \ )К-
И
А Е

)

i

, / | ПЯТ

|

f
d

L

Рис. 14.15. Взаимосоединение узловых сетей.
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Соединенные узловые пары следующие: от Е$> к Еп' и
от Ег' к Ed'- Остальные узловые пары остаются несоеди-
ненными.

Тензоры адмиттанса составляющих систем задаются уравне-
ниями (14.35) и (14.40). Их сумма Y! + Y2 является адмиттанс-
тензором примитивной системы (каждая компонента заменяет-
ся одним символом)

Y =

Г "

учх

уъ\

ум

У51

У12

У22

У32

У42

Г52

Г13 !

Г23

угз

УАЪ

уьз

уи

К24

УЗА

уи

У5\

У1Б

У25

У35

УАЬ

У55

уаа

уЪа

yda

уаЪ

уЪЪ

ydb

yad

ybd

ydd

(14.56)

Вектор тока в примитивной системе

I:

1

- \ "

2 3

/з

4

/4

5

/5

а

/а
ь
1Ъ

d

Id (14.57)

П. Тензор преобразования можно получить, если учесть, что
соединение двух сетей состоит из: 1) замены Еъ и Еа одной уз-
ловой парой, скажем Ет^ и замены £3 и Еа одной узловой
парой, скажем Епг\ 3) неизменности других узловых пар обеих
сетей.

Устанавливая соотношение между старыми и новыми узло-
выми парами, получаем
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Г 2' 4' b ' m' n'

E1=El

£ 2 = E'2

£3 =

£4 =

£5 =

fia =

£* =

£d =

En'

E'4 + Bb,

Em'

Em'

Ey

ЕП'

p - l _

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

(14.58)

— 1
Коэффициенты новых переменных образуют С/ .
III. Тензор адмиттанса результирующей системы находят

по формуле C-l\CJl = At4k

Y' =

Г

2'

4 '

Ь'

т '

п'

Г

у п

У2\

Г41

Г51

2'

У12

У22

YA2

Y52

Y32

4 '

У14

Y24

YAA

УЪА

ум

W

уьь

уаЪ

yab

т '

Г15

К25

уъъ -[- у^^

Г13

Г23

Г43

УСЗ ц. у ad

уъъ _|. у ^

(14.59)

Вектор тока I /=C~ 1I=A/I равен

Г 2' 4' Ь' ш'

Г = /1 / 2 / 1 / * / 5 .+ 1а /3 + /^ | (14.60)

IV. Если составляющие системы выражены вдоль осей, по ко-
торым происходит соединение (как в настоящем примере), го
можно обойтись без установления С/ , а результирующий Y'
может быть найден как Yj-f^ при условии, что оси, по которым
происходит взаимосвязь, обозначены одними и теми же фикси-
рованными индексами как в Yb так и в Y2.
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14. ДВОЙСТВЕННЫЙ ВИД ФОРМУЛ РЕДУКЦИИ

I. Как и в контурных сетях, где одно тензорное уравнение
e = zi можно заменить системой п тензорных уравнений, в узло-
вых сетях одно тензорное уравнение I = YE можно заменить си-
стемой п тензорных уравнений:

11 = Y11E1 + Y12E2 + Y 1 3 E 3 + . . . Y 1 ^ ,

12 = Y21E! + Y22E2 + Y23E3 + . . . Y 2 ^ ,

I 3 = Y 3 1 E 1 + Y 3 2 E 2 + Y 3 3 E 3 + . . . Y 3 ^ , (14.61)

I« = Y»1E1 + Y*2E2 + Y« 3 E 3 + . . . Y«"E.

Преобразования этих уравнений обсуждались в гл. 9 и 10.
Все уравнения, и теоремы, выведенные в гл. 10 для системы

линейных уравнений e = zi, равно справедливы для системы ли-
нейных уравнений I = YE при простой замене величин уравнений
e=zi на дуальные, а именно: е на I, i на Е, z на Y и т. д.

П. Например, если через некоторые узловые пары не проте-
кают токи, то соответствующие напряжения Е2 можно исклю-
чить из двух тензорных уравнений

P = Y1E1 + Y2E2,
(14.62)

0 = Y3E! + Y4E2

заменой коротко замкнутого собственного адмиттанса Y1 первой
группы узловых пар «собственным адмиттансом открытой цепи»:

Y1' = Y1 - Y2( Y4)-1 Y8. (14.63)

III. Если через вторую группу узловых пар протекают токи
I2, наличие их все равно можно прогнозировать, заменив входя-
щий в первую группу узловых пар ток I1 на эквивалентный
ток I 1 ' , где

I1/ = I1 — Y2(Y4)-42. (14.64)

Дополнительная часть этого тока —Y2«(Y4)"1»!2 — ток закоро-
ченной цепи, протекающий в первой группе узловых пар под воз-
действием 12 узловых пар второй группы. (Поскольку (Y 4) - 1I 2 —
напряжения между узловыми парами второй группы и коротко
замкнутыми узловыми парами первой группы, то Y2, умножен-
ный на это напряжение, есть ток, индуцируемый в узловых па-
рах первой группы.) Это уравнение является обобщением двой-
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ственной формы теоремы Тевенина 1\ Разность потенциалов
на исключенных узловых парах

E^-IY4)-^^!. (14.65)

IV. Всякий раз, когда используются формулы редукции, что-
бы из системы уравнений I = YE исключить несколько ковари-
антных переменных Еи за один шаг, исключение переменных
физически эквивалентно исключению нескольких узловых пар
при помощи преобразований типа контур-звезда. Исключение
возможно даже при наличии взаимных адмиттансов между все-
ми узловыми парами и наличии приложенных к исключаемым
узловым парам токов.

V. Адмиттанс сети между любыми двумя (или более) точка-
ми можно найти, если предположить, что эти две точки — одна
из узловых пар, затем получить I = YE и, наконец, исключить
все оси, кроме необходимых.

*> Теорема взаимности. (Прим. пер.)



Глава 15

ЦЕПИ С МНОГОЭЛЕКТРОДНЫМИ ЛАМПАМИ

1. НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ

До сих пор при рассмотрении различных сетей предполага-
лось, что существует линейная зависимость величины «отклика»
от величины «воздействия», т. е. уравнение поведения имеет
вид e=zi или I = YE, где коэффициент пропорциональности z
или Y не является функцией от i или Е.

Однако в общем случае соотношение между величинами воз-
действия и отклика является нелинейным. Например, оно можег
иметь вид e — zi+wi2 для каждой катушки, так что линейное
соотношение e = zi для всей сети использовать нельзя и уравне-
ние поведения, рассматривавшееся ранее, следует обобщить.

Если изменения электромагнитных величин в нелинейных си-
стемах достаточно малы, то соотношение между величинами
воздействия и отклика (когда изменения малы) —линейное
и уравнение поведения остается в силе. Такие случаи часто
встречаются, например, в цепях на многоэлектродных лампах,
когда они работают в усилительном или генераторном режиме,
а напряжения и токи изменяются в небольших пределах.

2. ЭЛЕКТРОДНАЯ ЛАМПА

I. я-электродную лампу можно рассматривать как чисто-
контурную или как чисто-узловую сеть. Соединенные с нею
цепи могут быть контурными, узловыми или ортогональными.
В большинстве практических приложений ламповые цепи содер-
жат меньше узловых пар, чем контуров, поэтому детально здесь
будет представлен только узловой метод анализа.

II. Если рассматривать лампу как чисто-узловую сеть, то она
имеет п узлов, считая каждый электрод за узел (рис. 15.1).
Катод действует как общий узел, от которого ответвляются ос-
тальные электроды, так что каждая «катушка» чисто-узловой
сети — это путь электронов между катодом и остальными элек-
тродами. Катод служит источником электронов.

Один из электродов служит анодом, а все остальные — сетка-
ми. Нос аналитической точки зрения нет никакого различия меж-
ду анодом и сетками, все они рассматриваются как узлы. Ток
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накала не фигурирует в сети, так как его значение в анализе
не играет никакой роли. Катод рассматривается только как вы-
вод в общей узловой точке.

III. Чисто-узловая сеть имеет п—1 узловую пару (число уз-
лов минус число подсетей). Два узла каждого из п—/ путей
электронов («катушек») будем рассматривать как узловую пару,
так что I представляет собой мгновенное значение тока, проте-
кающего от катода к различным электродам, а Е — мгновенную
разность потенциалов между различны-
ми электродами и катодом. g,g2g-p

IV. Если к одной узловой паре (к /\ i I i D
электродам) приложено постоянное
напряжение Еа, то во всех узловых па-
рах возникают постоянные токи 1а, 1Ь,
Iе, . . . Когда Еа изменяется, токи /а, а &
/ь, /с, . . . также изменяются, но непро- Р и с 15 х

ПОрциОНаЛЪНО. И х Изменение ЗавИСИТ а-пентод; б - эквивалент-
от значений напряжений Еь, Ес, . . . на н а я Узловая сеть-
других электродах или на самой лам-
пе. Зависимости типа / а = / а ( £ а ) , Ib = fb(Eb) и другие называют-
ся «статическими характеристиками» лампы.

Для каждого электрода можно получить п таких зависи-
мостей при каждом заданном значении тока катода и при каж-
дом заданном значении постоянных напряжений на других элек-
тродах. Далее будем предполагать, что все эти зависимости
/ = / (£) известны.

V. В дальнейшем в качестве примера /г-электродной лампы
будем рассматривать уравнения пятиэлектродной лампы (пен-
тода).

3. УРАВНЕНИЕ ЛАМПЫ

I. Пусть к четырем узловым парам приложены четыре по-
стоянных напряжения

и a b с р

E w - | Ea | ЕЬ | Ес | Ер | . (15.1)

Тогда через узловые пары будут протекать четыре постоянных
тока

и а Ь с р

Iй = Iй 1* I Iе 1р \. (15.2)
i

Предположим теперь, что одно из напряжений на зажимах
лампы, скажем Еа, изменяется на малую величину от Еа

до Еа + &Еа. Тогда все четыре тока также изменятся. Один из то-
ков, например Iй изменится от Iй до 1а + А1а. Если пренебречь
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кривизной кривой Ia = f(Ea) в окрестности данных значений Еа

и /а, то А/а по данному АЕа можно найти по формуле

А/"=^-АЕа, (15.3)
Ока

где д1а/дЕа — наклон кривой Ia=f(Ea) при данных значениях
1а и Еа. Этот наклон предполагается известным (рис. 15.2).

Аналогично при изменении Еа остальные токи изменяются
в соответствии с величинами наклона кривых в зависимости
от АЕа и наклона частной кривой Ia = f(Ea). Величины этих из-
менений:

дЕа дЕа

 а дЕа

П. Если изменяются все четыре напряжения, то изменение Iй

равно
;)та лга р\га лга

дЕа

 а~ дЕь

 Ь~ дЕс

 с~ дЕр

 р

поскольку каждое малое АЕ вызывает соответствующее измене-
ние А/, которое не зависит от других малых изменений напря-
жения.

III. Аналогичные уравнения характерны для остальных токов,
так что можно записать следующие четыре уравнения, показы-
вающие изменения токов в зависимости от изменения напря-
жения:

д 1 а

 д с . , д ! а

 д с . , д/а

 АЖ? , д!"
дЕа

 а ' dEb

 b~ дЕс

 с П Г дЕр

 р"

Д/с =
д1с

дЕа

д/Р

дЕа

ЬЕа

+

Т

+

д!»
дЕь

Ыс

дЕь

д/Р
дЕь

ЬЕЬ +•

+

д/»
дЕс

д/с

дЕс

д/Р
дЕс

ЬЕс

ЬЕС

•АЕС

+

+

+

д/»
дЕр

д/с

дЕр

д/Р

дЕр

АЕ

АЕ

АЕ

(15.4)

4. «БАЗОВЫЕ» И «ПРОИЗВОДНЫЕ» ТЕНЗОРЫ

I. Появление производных в приведенных выше фундамен-
тальных уравнениях лампы требует более подробного обсужде-
ния дифференцирования геометрических объектов.

Все рассмотренные ранее геометрические объекты е, i, z
и I, E, Y были введены по определению. Это значит, что они
не были произведены из других геометрических объектов, но, на-
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I+Al-

оборот, сами образуют минимальное число базовых геометриче-
ских объектов, необходимых для определения электромагнитных
явлений, возникающих в линейных сетях.

Когда определили минимальное количество базовых геомет-
рических объектов в физических системах, используя различные
приемы, можно получить множество других геометрических объ-
ектов, называемых «производными геометрическими объектами».
Одной из целей тензорного анализа является нахождение фор-
мальных процедур, с помощью ко-
торых можно получить «производ-
ные тензоры», пользуясь данными
«базовыми тензорами».

II. Для физических систем,
матрицы преобразования С кото-
рых содержат только константы,
одним из путей нахождения но-
вых тензоров является дифферен-
цирование различных базовых
тензоров по переменным, если они
являются функциями этих пере-
менных.

Следует подчеркнуть, что если
компоненты тензора преобразова-
ния С не являются константами,
то метод обычного дифференциро-
вания не дает новых тензоров.
(В таких случаях тензорный анализ предусматривает новый вид
дифференцирования, называемый «абсолютным дифференциро-
ванием», или «ковариантным дифференцированием», который
приводит к образованию новых производных тензоров из задан-
ных базовых тензоров. Поскольку в этой книге все тензоры пре-
образования С имеют постоянные компоненты, нет нужды вво-
дить абсолютное дифференцирование.)

Базовыми тензорами, которые были введены в линейных
ламповых сетях, являются Е и I (в уравнениях (15.1) и (15.2)),
где Е = £ и — ковариантная переменная. Поскольку I является
функцией Е, новые тензоры можно получить последовательным
дифференцированием I no E.

5. КОНСТРУИРОВАНИЕ НОВЫХ ТЕНЗОРОВ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕМ

Повторяя сказанное в гл. 1, § 17, можно сформулировать сле-
дующие положения:

1. Производную от п-тензора по вектору находят дифферен-
цированием каждой его компоненты по каждой компоненте
вектора.

Например, если 2-тензор имеет п2 компонент и каждая из них
по очереди дифференцируется по каждой из п компонент векто-
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pa (предполагается, что вектор имеет п компонент), то получаем
тензор с пъ компонентами.

2. Если тензор валентности п дифференцируется по вектору,
то валентность результата равна п+\.

3. Если вектор, по которому дифференцируется тензор, явля-
ется ковариантным, т. е. имеет ниоюний индекс, то результирую-
щий объект1"* будет иметь один дополнительный контравариант-
ный (верхний) индекс и наоборот. Например,

dVuvldEw = MttVW. (15.5)

Это положение можно доказать так. Продифференцируем
вектор Еи по Iv. Если и, v, w являются индексами старых осей,
а индексы и\ t/, w' представляют новые оси, то

дЕа = дЕи dlv'

дГ ~~ дГ' dlv

Однако по (6.12)

д/*'/д1*=С1\ (15.6)
откуда

УЕЦ дЕа f^y' у pV' у /1Р 7\

Следовательно, новый тензор, полученный из Еи дифферен-
цированием по Iv

9 имеет 1 + 1 = 2 индекса. При этом одним кова-
риантным индексом является и (тот же индекс, что и у исход-
ного вектора), а вторым (нижним) является v.

Дополнительно можно сформулировать также следующее по-
ложение.

4. Если тензор дифференцируется по вектору, то результат
в общем случае не является тензором.

Продифференцируем, например, тензор Еи- То, что Еи — тен-
зор, выражается его формулой преобразования:

Еи=Еа,С
ии. (15.8)

Дифференцируем обе части этого равенства по Iv:

^ L . = i £ £ l C + ^ ^ , (15.9)
dlv dlv ^ дГ

поскольку произведение геометрических объектов дифференци-
руется посредством дифференцирования каждого геометрическо-
го объекта в отдельности.

дЕи

dlv

дЕа,

дГ' дГ
+

dlv

*) Вообще говоря, не являющийся тензором (см. ниже). (Прим. пер.).
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Используя (15.6), получаем

дЕи _ дЕи> п*пи> , п

 dQUu
— L>v L>it - p CU'

дГ дГ dlv

и из (15.7)

: zL ц' у ' С у С/ ц —J— С ц
дСи'

дГ
(15.10)

Следовательно, формула преобразования dEu/dIv = Zuv отлич-
на от формулы преобразования тензора валентности два, так как
она содержит дополнительный член.

Для дальнейшего сформулируем следующие правила.
5. Если преобразования линейны, т. е. тензор преобразования

имеет постоянные компоненты, производные от всех тензоров яв-
ляются тензорами, поскольку все дополнительные члены в их
формулах преобразования содержат dCu

u'/dIv, которые обра-
щаются в нуль.

Последние два положения справедливы не только для про-
изводных тензора, но и для дифференциалов тензора. Например,
дифференциал вектора (1-тензора) (гл. 7, § 10, I), вообще гово-
ря, не является тензором, так что

дСи

U* = U*'Cu"\ —IU'LIV\
dl V'

(15.11)

Поскольку в данном случае последний член исчезает, так
как dCUu>\dlvr = 0 , то А1и преобразуется здесь как контрава-
риантный тензор валентности один.

6. ТЕНЗОР АДМИТТАНСА

I. Преобразования, которые будут рассмотрены, имеют толь-
ко постоянные компоненты, благодаря чему различные А/ в че-
тырех линейных уравнениях (15.4) можно рассматривать как
компоненты контравариантного вектора AI = A/U:

д/и = д/« иь А/ МР . (15.12)

Различные АЕ можно рассматривать как компоненты кова-
риантного вектора АЕ = АЕи, так что

Д£„ = АЕа
ЬЕЬ ЬЕГ Л£« (15.13)

443



Коэффициенты при Еи образуют дважды контравариантньш
тензор Y = YUV, называемый «тензором адмиттанса», поскольку
они являются производными от вектора Iй по вектору Ev:

v \ а Ь с р

yuv

дЕа

д/ь

дЕа

д/с

дЕа

д/Р

дЕа

д/а

дЕь

д/ь

дЕь

д/с

дЕь

д/Р

дЕь

д/а

дЕс

д/ь

дЕс

д/с

д1с

д/Р

дЕс

д/а

дЕр

dlb

дЕр

дЕс

дЕр

д/Р

дЕр

(15.14)

и теперь уравнение (15.4) можно записать в индексных обозна-
чениях

LIU = V"VAEV. (15.15)

II. Yuv можно записать в виде

так что уравнение (15.15) принимает вид

Д/" =
dEv

ДЯ„.

(15.16)

(15.17)

Это тензорное уравнение представляет собой п линейных
уравнений (15.4) с п переменными и по своей форме подобно
простому уравнению (15.3) с одной неизвестной.

III. Каждый член тензора адмиттанса представляет крутиз-
ну кривой I = f(E) в заданной точке и является действительным
числом (не комплексным). Эти константы называются собствен-
ными и взаимными проводимостями различных катушек (отра-
жением (reflex) и крутизной характеристик (transconductances)
соответственно) и обозначаются Gmn. Тензор адмиттанса записы-
вается через проводимости (кондуктансы) как

V |

и а

Ъ
Yuv—

с

р

\ а

Qaa

Qba

Qca

Qpa

b

gab

Qbb

QCb

Qfb

С

Qac

QbC

QCC

QPC

P

Gap

Qbp

G°P

GPP

(15.18)

Многие компоненты могут, разумеется, иметь нулевые значения.
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IV. Удобно определить величину, обратную собственной про-
водимости, как сопротивление, т. е. Gmm=l/rmm. Отношение
взаимной проводимости к собственной определяется как коэф-
фициент усиления

_ ^ = dia,dE> *В± ( 1 5 1 9 >

Qaa

« = •

д1а/дЕа

Gba dEb

Gbb ~ ~ dEn

dEb

так что

(15.20)

(15.21)Qba—иб/г

Следовательно, в терминах коэффициентов усиления и сопро-
тивления тензор адмиттанса пентода есть

V

и а

Ь
yuv —

с

р

а

Vraa

\^blrbb

Ь

\^al
rab

Vrbb

V-е'Гее

С

\^CJraa

9-CJrbb

l/Гсс

^rPP

P

фгъь

tf/Гсс

l'rPP

(15.22)

Тензор адмиттанса тетрода можно получить, опустив одну
строку и столбец. В общепринятых обозначениях

v \ a t p

(15.23)

где \х — анодный коэффициент усиления; v — коэффициент усиле-
ния по сетке; т] — коэффициент взаимного усиления. Тензор ад-
миттанса триода можно получить, опустив строки и столб-
цы Ъ и с:

V

а а

yuv __ Ь

р

1 а

Ль1гь

ь

l/rb

Vb/fp

Р

vb/rb

а а

Ь

Р

Gaa

Qba

Qpa

Gab

Qbb

GPb

Qap

Qbp

GPP

V

a g

P

8

\lrg

ЫГР

p

Urp

V

a g

P

g P

Qgg

GPS

GSP

GPP
(15.24)

445



Если многоэлектродная лампа работает в режиме усиления
или генерации, она, как правило, рассматривается как триод.
Дополнительным сеткам как бы отводится роль регуляторов
проводимости триода до нужных значений.

V. Если сеточный ток триода равен нулю, т. е. rg — бесконеч-
ная величина, то тензор адмиттанса такого триода

(15.25)

Тензор адмиттанса тетрода в отсутствии сеточного тока име-
ет вид

V

и g
yuv .

Р

g P

0

V-Plrp\

0

Vrp

V

и
i

g

P

g

0

GPS

P

0

GPP

V

a a

Yuv= b

P

1 «

0

0

ы1г

Р

b

0

0

P

0

0

V

и а

= b

P

a

0

0

GPa

b

0

0

Qfb

P

0

0

GPP

(15.26)

7. МНОГОЭЛЕКТРОДНЫЕ ЛАМПЫ И МНОГООБМОТОЧНЫЕ
ТРАНСФОРМАТОРЫ

Так как тензор адмиттанса Y несимметричен, п-электродная
лампа представляется п—1 катушкой с односторонней проводи-
мостью (кондуктансом) между ними. Катушки соединяются
в общем узле, соответствующем катоду (рис. 15.3, а).

ч92 ГЬ

л1 3 1 AJ92 Л Ч л 1 Р

j,4£91 UE9 2 UE S 3 UEp

V V
, 9 S > , pp,

Л1^

л£9:
Г

^£n
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Рис. 15.3.
a — реальная лампа, б — примитивная сеть лампы,

в — триод, г — триод без сеточного тока.



На рис. 15.3, в показан триод с катушкой сетки, а на рис.
15.3, г — без катушки сетки. Интересно заметить, что изолиро-
ванная узловая пара образует часть сетки.

Представление я-электродной лампы в виде узловой сети
с п—1 катушками с взаимными проводимостями между ними
подобно представлению я-обмоточного трансформатора в виде
контурной сети с п катушками и взаимными индуктивностями.
Однако имеются различия в аналитической форме их представ-
ления. Например:

1. В многообмоточном трансформаторе как тензор импеданса,
так и тензор адмиттанса являются симметричными, т. е. столб-
цы и строки взаимозаменяемы. В лампе с нагретым катодом
взаимные проводимости различны в различных направлениях.
Другими словами, Gab отличается от Gba и влияние изменения
анодного напряжения на сеточный ток отличается от влияния
такого же изменения сеточного напряжения на анодный ток.

2. В трансформаторах, в условиях стационарного режима ра-
боты, каждый компонент тензора является или действительным,
или комплексным числом. В лампах каждый компонент тензора
является действительным числом, характеризующим проводи-
мость. (Следует упомянуть, что в высокочастотных лампах, где
приходится учитывать время пролета электронов в межэлектрод-
ном пространстве, действительные числа в тензоре адмиттанса
также уступают место комплексным числам.)

3. В трансформаторах z- и у-тензоры одинаково применимы
в широкой области изменения входных и выходных напряжений,
в то время как в лампах и других нелинейных системах они при-
меняются лишь в области малых изменений напряжений и токов.

8. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ УЗЛОВЫЕ СЕТИ ДЛЯ ЛАМП

I. Уравнение тока для триода AI=YAE, пользуясь (15.25),
можно записать так:

д / * = ~ 1 _ д£ -| И - LE =G**LEg+G*PbJ£p,
rs rg

(15.27)

LlP=*L-t£g-\—
1—LEP=QP*LE+ GPPLEP.

rp rp

Таким образом, мы видим, что сеточный ток протекает
не только при появлении потенциала на сетке, но и при появле-
нии анодного потенциала AEV (и наоборот), так как между ни-
ми существут взаимные проводимости.

П. Вместо представления сети и анода с помощью двух ка-
тушек с асимметричными взаимными адмиттансами \ig/rg

и \хр/гр и собственными адмиттансами \\rg и 1/гр стало обычным
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Рис. 15.4:
*а —- триод с сеточным
током; б — взаимные
проводимости как ге-
нераторы тока; в —
взаимная проводи-
мость как приложен-

ный ток.

представлять эти катушки без взаимных адмиттансов. Роль
асимметричных взаимных адмиттансов выполняют два генера-
тора тока, подающие на сетку ток (ixg/rg)AEp и на анод
{\ip/rp)AEg, как следует из уравнений и как показано на рис.
15.4, б.

В терминологии узловых сетей однонаправленные взаимные
адмиттансы между двумя

0 _.. _̂  узловыми парами заменя-
ть ^Sl^V] ЮТСЯ токами, воздейству-

дЕд |дЕр ющими (impressed) на
рр| две узловые пары (рис.
•^~ 15.4, в). Конечно, одновре-

менно к этим же узловым
парам приложены также
AEg и АЕР соответст-
венно.

В /г-электродной лампе
взаимные адмиттансы
между п — 1 катушками
(см. рис. 15.3, а) можно
заменить на п — 2 различ-
ных множеств токов через
каждую катушку.

III. Если сеточное соп-
ротивление rg бесконечно,
то сеточный ток отсутст-
вует, AIg=0 и эквивалент-
ная узловая сеть триода
приобретает вид, показан-
ный на рис. 15.5.

Г
дЕа

а —

Рис. 15.5:
триод без сеточ-

ного тока; б — взаим-
ные проводимости как
генераторы тока; в —
взаимная проводи-
мость как приложен-

ный ток.

9. ВЗАИМОСОЕДИНЕНИЕ ЛАМП В СЕТИ

I. Если сеть в качестве элементов содержит лампы, то каж-
дую лампу можно представить двумя (или более) дополнитель-
ными катушками, имеющими какие-либо собственные и взаим-
ные адмиттансы, по уравнениям (15.22) — (15.26). Это означает,
что примитивная узловая сеть должна содержать все катушки
внешней сети и по две (или более) катушки на каждую лампу.
Тензор преобразования устанавливается точно так же, как это
делалось для узловых сетей в предыдущих главах, и точно так
же проводится весь анализ полной сети.

II. Иногда выгодно сначала разделить полную систему на две
подсистемы: одну — содержащую только лампы, другую — пред-
ставляющую неподвижную сеть, провести анализ отдельно и уже
затем объединить их в исходную сеть по уравнению (14.59). Это
значит, что если тензор адмиттанса лампы (или ламп) есть Y2,
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а статической сети (или сетей) Yi и две подсистемы взаимо-
соединяются с помощью Ct~l = K то тензор адмиттанса резуль-
тирующей сети есть

Y^A^Yx + YJA. (15.28)

Они взаимосоединяются при размещении узловых пар парал-
лельно друг другу.

Неподвижную сеть можно разделить на части и затем объ-
единить снова в единое целое. Например, обратную связь меж-
ду сеткой и анодом можно проанализировать отдельно, посколь-
ку анализ оставшейся части неподвижной сети обычно весьма
прост. Аналогично ламповую сеть можно разделить на несколь-
ко частей в зависимости от способа их взаимодействия. В не-
подвижных сетях множество катушек можно заменить простой
эквивлентной катушкой.

III. Так как каждая узловая пара лампы соединена с соот-
ветствующей узловой парой внешней сети, действие тензора пре-
образования С*-1 сводится к простой замене осей лампы g{ и р2

и осей сети gi и pi на g и р. Это изменение эквивалентно про-
стому суммированию тензоров Yi и Y2.

Значит, если узловые пары сети включают сеточную и анод-
ную оси, то результирующий Y/ находят как Yi + Y2 без выполне-
ния процесса преобразования. Другими словами, действие пре-
образования сводится к тому, что оси g и р утрачивают свои
индексы.

IV» После того как результирующий Y', а следовательно,
и уравнение F=Y /E / получены, уравнение можно подвергнуть
всем типам преобразований, некоторые из которых будут позд-
нее показаны в гл. 21.

Во многих задачах приложенный ток Г известен лишь для
одной узловой пары, а разность потенциалов Е' необходимо
найти для другой узловой пары. В таких случаях все ненужные
строки и столбцы Y7 следует исключить по формулам редукции
(гл. 10) и оставить лишь два столбца и две строки по направле-
нию входной и выходной осей. (Одновременное исключение
одной строки и одного столбца эквивалентно обычному упроще-
нию сети путем преобразования контур-звезда.)

В результате получим два уравнения

Ua=YaaLEa + Yab LEb,
(15.29)

где Д/а известно, a AEb неизвестно.
Исключая АЕа из второго уравнения, получаем

LEa=—{Yba)-lYbbLE1h

k{a=[(YabYba —YaaYbb)lYba\ &Eb.
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Следовательно, входное напряжение через входной ток запи-
шем как

LEb = [YbaI{YabYba -YaaYbb)] Ma. (15.30)

В других задачах требуется найти отношение выходного на-
пряжения к входному. В этом случае из второго уравнения
(15.29) имеем

гЪа

(15.31)
ЬЕЬ

АЕа
тЪЬ

10. УСИЛИТЕЛЬ ПРОМЕЖУТОЧНОЙ ЧАСТОТЫ

I. Проанализируем сеть (рис. 15.6, а), представляющую со-
бой один каскад усилителя промежуточной частоты приемника,
в которой нужно определить эффект влияния сеточно-анодно-ем-
костной обратной связи У5.

t£ i Р 2 1Еъ t E * 1 Е б
 I Е ' :ь ?ЕВ ТЕ Р

?

Рис. 15.6. Усилитель промежуточной частоты:
а — заданная сеть; б — катушки и узлы сети; в — соответствующая примитивная сеть»

Если лампу заменить двумя катушками, то получится резуль-
тирующая узловая сеть из девяти катушек (рис. 15.6, б). В ней
имеется пять узлов и две подсети, а также соответственна
5—2 = 3 узловые пары и 9—3 = 6 контуров. Следовательно, удоб-
нее анализировать эту сеть как узловую.
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II. Чтобы найти тензор адмиттанса Y примитивной сети, не-
обходимо найти адмиттансы катушек. Однако обычно известны
лишь их импедансы

1

2

3

Z = 4

5

6

7

1 2

z2

3

•Z23

|

4

Z 4

5

z5

6

z6

7

z7

Тензор адмиттанса можно найти, вычислив тензор, обратный
Z, имеющий диагональную форму. Поэтому его можно рассмат-
ривать как диагональную компаунд-матрицу, в которой каждая
составляющая матрица имеет единственную компоненту, кроме
одной матрицы, имеющей четыре компоненты, представляющие
трансформатор из катушек 2 и 3. Обратная диагональной ком-
паунд-матрице находится вычислением обратных матриц отдель-
но для каждой диагональной компаунд-компоненты (уравнение
(10.46). Следовательно, тензор адмиттанса внешней сети равен

Z-I - Y :

1

2

3

4

5

6

7

1

1/Zi

2

Z3/D

-Z23/D

3

-Z23/D

Z2/D

4

I/Z4

5

I/Z5

6

yz6

7

1/Z7

где D = Z 2 Z 3 — ( Z 2 3 ) 2 .
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Тензор адмиттанса примитивной сети (рис. 15.6, в) имеет
девять строк и столбцов:

1

2

3

4

У = 5

6

7

g

Р

1

Л

2

У2

К23

3 4

1
723

уз

У4

5 6

76

7 Р

|
1

GPP

; 15.32)

Следует заметить, что согласно уравнению (15.25) нулевые
компоненты содержит лишь строка g, но не столбец.

Вектор приложенных токов

AI = I А/1

III. Если предположить, что имеются три узловые пары, то
они должны по возможности включать входные и выходные уз-
лы, а также катушки катод — сетка и катод—анод. Три выбран-
ные узловые пары показаны на рис. 15.7, а; разности потенциа-
лов на всех катушках показаны на рис. 15.7, б.

la1 УМ If.1

Еа' ч\ АР' 1 Ф 4 гф Е 9 ' E 9 ' i | / E p i E pipt|

Рис. 15.7.
а — новые узловые пары; б — напряжения на отдельных катушках.

Тензор преобразования получается приравниванием старых
и новых напряжений на каждой катушке (АЕ заменяется при
этом на Е):
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g '

£2 =

£3 =

£4 =

E5 =

£ 6 =

£ 7 =

Ea'

Ea>

—

E
e>

E
&'

Egl

E
g'

+ E>
EP>

EP'

EP'

• > - l .

1 1
1

1

1

1

1

I

1

1

1

(15.33)

Коэффициенты при новых напряжениях дают обратный
транспонированный тензор преобразования Q- 1.

IV. Результирующий тензор адмиттанса сети находят
из A rY-A:

Г

V = g '

Р'

Вектор приложенных токов находят из С-'А/ = АгА/:

a' g ' p'

71 + Г2 }/23

уз + у 4 + Г5

_ уъ 4- Ĝ 7 "̂

0

__ уз

75 -f Гб + 77 + б**

(15.34)

А Г = Д/ Л О о ; 15.35)

Разности потенциалов (ковариантные переменные) равны

а' Г р ' _

(15.36)AE' = Л £ Л А£„ А^,

и уравнение токов принимает вид ДГ=У'ДЕ7.
V. Если необходимо найти разность потенциалов на выходе

&ЕР', то оси g' несущественны и соответствующую строку и стол-
бец можно исключить с помощью формулы редукции. Распола-
гая ось g' в последней строке, имеем
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g'

Y' = p '

g '

Г2+ Г2

0

723

0

75 + ye + Г7 + GPP

7 2 3

— 75 _f G ^

73 + K4 + Г5

(15.37)

Исключим g' по формуле редукции адмиттанса:

Y1' — Y 1 Y2-Y4—x *Y3 (15.38)

Yi' = Y1 —
У23

.ys-^GPS
. I 1/(73 + y4 + У5) I . I K23 _ y 5 I I

>Yi —

К 23 723
КЗ + Г4 + F5

(_Г5+О^) Г23
уз + F4 -f- У5

723 у5
УЗ-f 74 + Г5

(_754С^)Г5
734.744-У5

р '

Yi =

71+72—
(723)2

734-Г44-Г5

(75—GPZ) Г23
73+744-Г5

72375

73+744-Г5

(QPg-_75)75
+ 7З4-Г44-Г5

(15.39)

Р '

а' 7#«

7/?«

7 « Р

урр

Разность потенциалов Д£у находят по формуле (15.30)*

11. УСИЛИТЕЛЬ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ

Рассмотрим сеть (рис. 15.8, а), которая состоит из 14 кату-
шек и имеет 8 узлов, 3 подсети и, следовательно, 8—3 = 5 узло-
вых пар и 14—5 = 9 контуров.
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Рис. 15.8. Усилитель с обратной связью:
а — заданная сеть; б — напряжение на отдельных катушках; в — выбранные узловые

пары.

Y=

Тензор адмиттанса сети до соединения равен

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 gt рг g2

1 ! ' ! ' ' ' "

2

3

4

5

6

7

8

9

10

ffi

Pi

£2

Р2

Р2

К12

УП

У12

i Г2

|Г23

! yi3

Г23

1

1
1
1

Y4

I

1
1

!

Кб

1
1
|

Г?

Г78

Y78

У8

j

1

| ут

1

1

1

| | G^^2 GPPZ

(15.40)
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Чтобы найти Y для внешней сети при известном Z, необхо-
димо вычислить обратную матрицу от двух- и трехмерных мат-*
риц, представляющих собой тензоры импеданса двух трансфор*
маторов.

Разности потенциалов на катушках показаны на рис. 15.8, б,
а выбранные напряжения пяти узловых пар — на рис. 15.8, в.

Приравнивая старые и новые напряжения на каждой катупь
ке, получаем тензор преобразования (Д£ заменены на Е):

a ' g ' P2/ Рк b

Ei =

Е2 =

Е3 =

£ 4 =

£5 =

£ 6 =

Е7 =

Es =

£9 =

£10 =

Egi =

£,1 =

Eg2 =

Еа,

Es-

EZ'

'рЧ>

-pV

*PV

Eb

A =

-pi'

*pv

*pV

Ep2 = -P2*

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Si

Pi

g2

P2

1

1

1

1

1

1

1

I

| |

1

1

1

1

1 I

1

1

(15.41)

Тензор адмиттанса результирующей сети по Â YA есть
a f gf p 2 , Pi/ Ь

а '

Y' = p 2 /

Р Г

b

П - Ы 4

Г2 + Г5

|^23

^ 23

GPS2

Y7+Y9+GPP1

I Y78

Y7S

Y8+YW

(15.42)
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Если ток Ia/ известен, а Еь необходимо определить, исключают
ipu строки и три столбца (g\ P21, pi1) и получают уравнения,
аналогичные (15.29).

12. ДВУХТАКТНЫЙ УСИЛИТЕЛЬ

В качестве иллюстрации раздельного анализа сети и лампы
рассмотрим мощный радиочастотный усилитель (рис. 15.9, а),
в котором внутренняя межсеточная емкостная связь скомпенси-
рована внешне приложенной емкостной связью.

Неподвижная компонента сети (рис. 15.9, б) имеет 14 кату-
шек и семь узлов, а следовательно, шесть узловых пар и восемь
контуров. Тензор адмиттанса до соединения имеет 14 строк
и столбцов и содержит лишь диагональные компоненты.

Тензор преобразования этой сети (&Е заменен на Е) (по рис.
!5.9, б, г) есть

gi Pi Ё2 Р2 а Ь

1

2

3

4

5

6

7

! __

8

9

10

11

Е
а
 12

13

Е
Ь
 И

ЕХ =

Ei =

£3 =

£4 =

£5 =

^6 =

£7 =

£8 =

£ 9 =

£, 0 =

£п =

Еи =

Еи =

£„ =

Egi

Egi

Eg\

-Egi

Egi

Epi

+ Epi

Ep\

Epi

Ep\

— EP2

-Eg2

— Eg2

Ego

— Ego

—- Eg2 -f EP2

+ Ea +

-Ep,

Ep2

- EP2

Eb

i

1

1

—i

1

— .

—

1
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1

I

I

— i

1

—1

— 1

— .

1

1
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1

\

1
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1

—

1

1

.(15.43)
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42 4$%Ч Е Р 2

к2'/ \£Р2
Еь

EprEgi Еа

fgf-EQ2
EPt"Ep2 Eb

EP2'Eg2 Epi ^Ea + Eb-Ep2

Рис. 15.9. Двухтактный усилитель:
а — заданная сеть;1 б —напряжения на отдельных катушках двух компонент сети; в — вы*

бранные узловые пары; г — разности потенциалов.
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Результирующий тензор адмиттанса получаем по A/YA

gi Pi Р2

gl

Pi —

Y i = g 2 -

P2

4-Г5 + Г8

— У*

— YI — Y2

— Г8

0

0

— Yro

Г5+Г6+Г9
+УП + Г13

„ уп _ учз

yi3

У"13

— F i — Г 2

— Г 6

Г1 + Г2 + Г4
+ Г6+Г7

— Г7

0

0

— Г8

_ yn _ yi3

— Г7

Г7+Г8+ГЮ

+ ГП -f Г13

„Г13

— K13

0

Г13

0

— Г13

Г12+Г13

yi3

0

y\s

0

У13

Г13 + Г14

Тензор адмиттанса двух ламп на рис. 15.9, б есть

gl Pi £2 Р2

Pi
Y2 =

P2

GPP i

GP82 GPP2

(15.44)

(15.45)

Следовательно, новые компоненты тензора адмиттанса ре-
зультирующей сети Y! + Y2=Y:

gi Pi £2 Р2

gl

Pi ~

Y'-g2

У1+Г2 + ГЗ
-1-Г5+Г8

„ ys+GW

— Y\ — Y2

— Г8

+ ГН+ Г13
+GPPI

— Г6

_ y n _ yi3

Г13

Г13

— У\ — Г2

_ Г 6

П+Г2+Г4
+Г64-Г7

__ yil _ у 13

yi

К7+Г8 + ГЮ
+ П1+К13

+ GPP2

-_Г13

_ Г 1 3

Г13

— Г13

ГИ+Г13

У13

Г13

_ yi3

у is

угг+уи

P2 —

(15.46)

(тензор Сг1, соединяющий лампу с сетью, имеет единичную
матрицу).
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Вектор токов AI приложен не к узловой паре, а к двум узлам,
принадлежащим разным узловым парам Её\ и Eg2. Это означа-
ет, что Д1 можно выбрать как вектор, приложенный к ка-
тушке ¥г:

(15.47)

(15.48)ДГ

. . .

1

АЛ

2

0

= 1 А/1

i

| 0

Pi g2

—A/l

14

0

Р2

1-
а

|

b

1
Следовательно, имеются два приложенных тока.

Шесть уравнений ДГ = ¥'ДЕ' можно свести к трем с помощью
формулы редукции. Три оставшихся уравнения легко разрешить
относительно ДЕ&.

13. КРИТЕРИЙ ВОЗНИКНОВЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ

Если в узловой сети происходят колебания, хотя отсутствует
приложенный ток Д1, на некоторых узловых парах наблюдается
разность потенциалов ДЕ. Причина появления ДЕ заключена
в существовании (физических )контурных токов Ai, которые, од-
нако, не включены в уравнение.

I. Возникает вопрос: если в уравнении I = YE (или Д1 = УДЕ)
приложенный ток равен нулю, то может ли быть Е отличным
от нуля?

Решая уравнение, имеем E=Y~1I. Если 1 = 0, E=Y~10. Так
как Y"1 имеет вид дроби, в числителе которой стоит матрица Yc>

состоящая из всех алгебраических дополнений Y, а в знамена-
теле— детерминант D от Y, то последнее уравнение можно пере-
писать так:

E = Y ~ 1 0 = ^ . 0 .
D

(15.49)

Чтобы не все компоненты Е равнялись нулю, необходимо,
чтобы детерминант D от Y равнялся нулю. В этом случае Е = 0/0,
что может равняться и конечному числу, и соответственно в сети
будут наблюдаться колебания.

Следовательно, если детерминант тензора адмиттанса Y равен
нулю, в сети могут наблюдаться колебания. Приравнивая детер-
минант тензора адмиттанса нулю, можно получить необходимое
соотношение между параметрами сети, при котором в ней будут
наблюдаться колебания.
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II, Другой метод состоит в разделении системы на усилитель-
ную сеть и оставшуюся сеть обратной связи, имеющие общие
входные и выходные узловые пары, и нахождении затем соот-
ветствующих тензоров адмиттанса Yi и Y2. Если отношения вход-
ного и выходного напряжений каждой компоненты системы най-
дены по уравнению (15.31), то, обозначая отношение напряже-
ний усилительной сети через jx, а сети обратной связи через р,
критерий возникновения колебаний записывается как

tf=l. (15.50)

14. СЕТИ С ТЕТРОДАМИ

В качестве примера, в котором существенными являются два
сеточных напряжения АЕ, рассмотрим сеть избирательного ав-
томатического регулирования (рис. 15.10, а).

tfd-Едг Шй'

Рис. 15.10. Сеть с тетродом:
•П — заданная сеть, б — напряжения, в — выбранные >зло

вые пары.
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Сеть имеет 14 катушек, 9 узлов и 2 подсети, а следовательно,
9—2 = 7 узловых пар и 14—7 = 7 контуров. Выбранные семь уз-
ловых пар и соответствующие напряжения на отдельных катуш-
ках показаны на рис. 15.10, б я в.

Тензор адмиттанса примитивной сети равен

Y =

1

2
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8
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' Л
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Г4 [
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Гб

7

ГС7

г?

8

Г68

Г78

Г8

9
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!

10 11

у\\

S\
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р
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(15.51)
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Приравнивая старые и новые напряжения на каждой катушке,
получаем тензор преобразования

a gi g2 P Ь с d

Ei = Ea

Ег=Еа

£4 =

£5 =

£ 6 =

Е7 =

£ 8 =

£ 9 =

Ею =

£„ =

% =

Eg2 =

Ер =•

igi

i g i

Eg2

Eb

Eb

A =

Ed

zg2

1
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7

8

9

10

11

gi

g2

P

1

1

1

1

1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

l

1

(15.52)

Результирующий тензор адмиттанса определяется формулой
A*YA

a gi £2 Р b e d

gi

£2

У = P

^1 + ^2 ^23

Г8

У78

Г8

K68

Г67

У68

Y78

Y67

Г9 + Г7

K78

yio

Г8

K68

Г78

Г8 + YU

(15.53)

Нанесенные жирные линии ускоряют умножение.
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Так как входным зажимом является а, а выходным Ь, то ос-
тавшиеся пять осей можно исключить с помощью формулы ре-
дукции. Два уравнения, соответствующие осям а и Ь, разрешают
относительно Еъ, пользуясь уравнением (15.30).

15. ТЕНЗОР ИМПЕДАНСА ЛАМПЫ

Может случиться, что ламповая сеть будет иметь намного
меньше контуров, чем узловых пар. Тогда сеть удобнее анали-
зировать как контурную.

Тензор импеданса z лампы находится обращением тензора
адмиттанса Y, данного уравнениями (15.22), (15 26). Следова-
тельно, тензор импеданса тетрода имеет вид

» |
m

а

t

= о

р

а

гьГрО

РаУь — Ъ
rbrpD

№& — V-a
rbrpD

Ь

ПьУа — 1а
ГаГрО

1 — У-аУа

rarpD

Ma — Pb
rarpD

р

rarbD

rlbva — ^b
rarpD

I — Г}а7}Ь

rarpD

(15.54)

где

ГаГъГр

Тензор импеданса триода имеет вид

л J s Р

m

Zmn —

1

1

— V-gPp

-V-pTg

— PgV-p

-№р

1 — PgV-p

ГР

1 - WP

n

m

== g

P

Я

Zpg

p

Zgp

zpp

(15.55)

Это означает, что в контурной сети я-электродную лампу
можно представить п—1 катушками с односторонними собст-
венными и взаимными импедансами точно так же, как я — / —
обмоточный трансформатор. Следовательно, тетрод можно пред-
ставить тремя катушками, а триод — двумя, их соединения пред-
ставляют катод (рис. 15.11).

Анализ контурной сети, содержащей лампы, ничем не отли-
чается от анализа любой другой контурной сети. Так как сеточ-
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ное сопротивление бесконечно, то в конце вычислений в тензоре
адмиттанса y = z~1 все rg следует заменить бесконечно больши-
ми величинами, что позволит уменьшить число уравнений.

Рис. 15 11.
а — тетрод б — эквивалентная контурная сеть; в—примитивная сеть.

16. УСИЛИТЕЛЬ С ВЫРОЖДЕННОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ

Рассмотрим сеть (рис. 15.12, а), представляющую усилитель
с вырожденной обратной связью. В ней имеется 14 катушек,
9 узлов, 8 узловых пар и 14—8=6 контуров. Выбирая шесть но-
вых токов (рис. 15.12, б) (четыре из них в четырех катушках

2 7

1 i Y91'

1 JTL2 _Zg^i5. Z1O

Рис. 15Л2 Усилитель с вырожденной обратной связью:
а — заданная сеть; б — выбранные токи в ветвях, в — токи в отдельных катушках.

лампы), получаем результирующие токи в каждой катушке
(рис. 15.12, в). Приравнивая старые и новые токи, протекающие
в каждой катушке (и используя обозначение ia вместо Aia), имеем
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Г3' + /"
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с =
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В (15.57) тензор импеданса примитивной сети имеет вид
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(15.58)

Чтобы найти некоторые токи, оставшиеся строки и столбцы
можно исключить с помощью формулы редукции. В тензоре ад-
миттанса у7 нужно представить rg бесконечно большой величи-
ной, тогда матрица существенно упростится.

17. УПРОЩЕННОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТРИОДА

Если нет необходимости определять сеточный ток триода
Д*'£ (практически его значение, как правило, равно нулю), оси
g в тензоре импеданса триода можно исключить с помощью
формулы редукции z' = Z\—Z2Zf~lZs, так что эквивалентным им-
педансом анода будет

гР

D D

D

rg D 1 - txplig
рщ

(15.59)
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Итак, катушку, соответствующую сетке, можно опустить в
эквивалентной сети триода при замене собственного импеданса
анода rp/D на гр.

Если напряжение eg приложено последовательно с катушкой
сети или разность потенциалов eg — падение напряжения на
этой катушке, то эквивалентное внешне приложенное напряже-
ние на анодной катушке получают по формуле редукции

е=е, •Z2Z4 С 2 ,

ер=ер- ^U):-.+*r (15.60)

Следовательно, напряжение Eg, появляющееся на катушке
€втки, оказывается включенным последовательно с катушкой

Рис. 15.13.
а — триод как двухконтурная сеть; б — триод как ортогональная сеть (I контур, 1 узло-

вая пара).

анода с коэффициентом \iPEg (рис. 15.13, б). Значит, катушкой
сетки и ее взаимными импедансами можно пренебречь.

Рис. 15.14. Сеть триода как ортогональная сеть,

Однако сеть, содержащая лампу, на рис. 15.13, б является
не контурной, а ортогональной (рис. 15.14), поскольку напряже-
ние на узловой паре Eg должно быть предварительно известно,
чтобы найти приложенное контурное напряжение \xvEg. Ортого-
нальные сети таких типов изучаются в гл. 21,



Глава 16

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ СЕТИ

I. НАПРЯЖЕНИЯ И ТОКИ В КОНТУРНЫХ И УЗЛОВЫХ СЕТЯХ

I. В контурной сети п катушек образуют k контуров. В общем
случае имеется п известных приложенных напряжений е, каж-
дое из которых предполагается последовательно соединенным
с отдельной катушкой. Поскольку известно только k токов откли-
ка Г, при получении k уравнений e' = z'i' n известных напряже-
ний катушек е заменяются посредством k приложенных контур-»
ных напряжений е' с помощью e'—Cte.

Обычно предполагается, что k новых переменных V протека*
ют в k ветвях. В гл. 6, § 7 было показано, что k новых компонент
приложенного напряжения е' можно считать сконцентрирован*
ными в тех же самых k ветвях, в которых предполагается нали-
чие новых компонент V. Таким образом, все приложенные к кон-
турам напряжения можно сконцентрировать в единое напряже-
ние е\ приложенное к ветви, в которой протекает ir.

Когда приложенное напряжение имеется в безымпедансной
ветви, то полагают, что эта ветвь имеет импеданс нулевой вели-
чины, так что ветвь считается катушкой и рассматривается как
катушка в примитивной контурной сети. Такую безымпедансную
ветвь с известным приложенным напряжением будем называть
«.воображаемой катушкой». Присутствие «воображаемых кату-
шек» требует большего числа координатных осей, чем это абсо-
лютно необходимо. Эти дополнительные оси должны быть вве-
дены для того, чтобы можно было обращаться с сетью, как с
контурной, а не как с ортогональной, имеющей более сложное
уравнение напряжения.

II. В узловой сети п катушек образуют п—k узловых пар»
В общем случае имеется п известных приложенных токов I (или
токов, отбираемых внешними нагрузками), каждый из которых,
как предполагается, приложен к узлам отдельной катушки. По*
скольку имеется только п—k напряжений отклика Е', п извест-
ных приложенных катушечных токов I при получении п—k
уравнений I' = Y'E' заменяются на п—k приложенных узловых
токов посредством преобразования 1/=С~11,

469



И п—k новых переменных Е', и п—k новых приложенных то-
ков Г рассматриваются на одних и тех же п—k узловых парах.

Если воздействующий ток (внешняя нагрузка) проходит че-
рез два узла, между которыми нет катушек, предполагается, что
два узла соединены безадмиттансной катушкой. В примитивной
узловой сети эта катушка появляется и вводит дополнительную
координатную ось. Такая безадмиттансная ветвь с известным
действующим током называется «воображаемой катушкой».

III. Одна из задач последующего анализа состоит в том, что-
бы перейти от примитивных сетей, катушки которых имеют ну-
левой импеданс или адмиттанс, так, чтобы сеть полностью опи-
сывалась только теми катушками, которые имеют действитель-
ный импеданс или адмиттанс. Таким образом, все воображае-
мые катушки и, следовательно, все лишние координатные оси
исчезнут из анализа ортогональных сетей.

IV. «Контур» и «узловая пара» (или их эквивалент «ветвь»
и «открытый контур») в общем случае будут называться «коор-
динатной осью».

2. НАПРЯЖЕНИЯ И ТОКИ В ОРТОГОНАЛЬНЫХ СЕТЯХ

I. Каждая ^-контурная сеть из п катушек содержит также
п—k узловых пар, на которых возникают измеряемые разности
потенциалов Е' и присутствие которых до сих пор не принима-
лось во внимание при написании уравнений напряжения. (Раз-
ности потенциалов, возникающие на всех отдельных катушках,
рассчитанные посредством вспомогательного уравнения е г =
^zCi', не являются напряжением узловых пар.) Для завершен-
ности картины можно также предположить, что через п—k уз-
ловых пар воздействуют токи Г, имеющие нулевые значения.

Таким образом, любую контурную сеть можно фактически
рассматривать как ортогональную сеть, на которую воздействую
Ю1 е и I и в которой как отклик возникают i и Е. Из-за отсутст-
вия I и из-за того, что не нужно находить Е, оси узловых пар
до сих пор не принимались во внимание.

II. Аналогично каждая узловая сеть с п—k узловыми парами
содержит k контуров, в которых протекают контурные токи V
и наличие которых до сих пор не принималось во внимание при
записи уравнения тока. (Токи, протекающие во всех отдельных
катушках, вычисляемые с помощью вспомогательного уравнения
Ic = YCf-

1E/, представляют собой полный ток, но не ток отклика.)
Для завершенности картины можно также предположить, что*
имеются приложенные контурные напряжения е, значение кото-
рых равно нулю.

Таким образом, любую узловую сеть можно фактически рас-
сматривать как ортогональную сеть, на которую воздействуют
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I и е и отклик которой есть Е и i. Из-за отсутствия е и из-за того,
что не нужно находить i, контурные оси до сих пор игнориро-
вались.

III. В общем случае ортогональная сеть из п катушек обра-
зует k контуров и п—k узловых пар. В общем случае п напря-
жений приложены последовательно с каждой катушкой и п то-
ков I воздействуют (отбираются) параллельно каждой катушке.
При замене 2п воздействующих величин е и I для отдельных
катушек их значениями е' и Г вдоль контуров и узловых пар
согласно е' = С*еи Г = С~11 можно видеть (если С несингулярна),
что (вместо k) имеется лишь п известных приложенных величин
напряжения е/ и п (вместо п—k) известных воздействующих
величин тока I. Таким образом (на узловых парах открытых
контуров), существуют теперь известные приложенные напряже-
ния е\ а около контуров (закрытых контуров) — известные воз-
действующие токи Г.

В результате приложенных п катушечных напряжений е и
катушечных токов I возникают k токов отклика i в контурах
и п—k напряжений отклика Е на узловых парах. Всего имеется
п величин отклика, действующих как я переменных.

IV. Представленный ниже метод анализа ортогональных се-
тей основывается на двух соображениях:

1) число переменных и уравнений должно быть равно числу
катушек независимо от способа их соединения или возбуждения
или числа воображаемых катушек;

2) входная мощность e*i и выходная мощность Е*1 должны
оставаться инвариантными при всех способах соединения и воз-
буждения п катушек.

Эти постулаты делают возможным построение несингулярно-
го тензора преобразования С, имеющего п строк и столбцов для
всех п катушечных сетей. Это позволит при анализе и синтезе
переходить от любой п катушечной сети к любой другой п
катушечной сети без проверки метода возбуждения каждой сети
для существования воображаемых катушек.

Поскольку несколько катушек можно объединить в одну
эквивалентную катушку, всегда будет предполагаться, что рас-
сматриваемая сеть представляет собой редуцированную исход-
ную сеть.

3. КОВАРИАНТНЫЕ И КОНТРАВАРИАНТНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ

I. В ортогональной сети имеются переменные величины двух
типов: 1) k контравариантных переменных im, протекающих
в замкнутых контурах; 2) п—k ковариантных переменных Еи,
возникающих на открытых контурах или узловых парах.

Между контравариантными и ковариантными переменными
существует интересная взаимосвязь, которая открывает простой
метод анализа ортогональных сетей.
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II. Когда ветвь, по которой протекает контурный ток ia, рас-
крывается, эта частная контравариантная переменная обращает-
ся в нуль. Вместо нее возникает другая переменная, которая?
однако, является ковариантной, а именно, разность потенциалов
Еа на открытой ветви.

Подобным образом, когда узловая пара с разностью потен-
циалов Еа замыкается накоротко, эта частная переменная обра-
щается в нуль. Вместо нее возникает другая новая переменная,
являющаяся ковариантной, а именно, контурный ток ia, проте-
кающий в новом контуре.

В общем случае в любой динамической системе, когда конт-
равариантная переменная (скажем, скорость va по некоторому
направлению) редуцируется в нуль при введении некоторой свя-
зи, вместо нее немедленно появляется ковариантная переменная
(скажем, сила реакции fa связи). Аналогично, когда ковариант-
ная переменная (скажем, сила реакции fa) обращается в нуль,
вместо нее появляется новая контравариантная переменная
(скорость va по направлению исчезнувшей силы).

Во время добавления и устранения связей структура динами-
ческой системы не изменяется, а наличие связей только изменяет
относительное число ковариантных и контравариантных пере-
менных, сумма которых при этом остается постоянной.

4. ИЗВЕСТНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ ОТКЛИКА

I. Переменная вдоль определенной оси до возникновения
двойственной величины не обязательно должна обращаться в
нуль. Если переменная V (или Е') по некоторому направлению
известна, то двойственная ей переменная Е' (или i) все еще
проявляется по этому же направлению. Конечно, известная V
(или Е') не является теперь переменной величиной и имеется по
каждой оси еще одна переменная (ковариантная или контрава-
риантная). (В динамике такие случаи встречаются при «движу-
щихся связях».) Следовательно, вдоль каждой оси существуют
величины отклика V и Е', одна из которых имеет известное зна-
чение, а другая является переменной.

II. Воображаемые катушки представляют собой такие коор-
динатные оси, вдоль которых возникают два типа величин от-
клика. В частности: 1) если известное напряжение существует
в безымпедансной ветви, то известное приложенное напряжение
обозначается через Е, а неизвестный ток через £; 2) если извест-
ный ток воздействует на безадмиттансную ветвь, то известный
ток обозначается как i, а неизвестная разность потенциалов как
Е.

Таким образом, при наличии воображаемых катушек число
величин отклика i и Е может быть равно 2п так же, как и число
воздействующих величин е и I мооюет быть равно 2п. Однако
число переменных величин во всех случаях равно п.

472



III. Следовательно, вдоль каждой оси из п координатных
осей может существовать четыре величины: два напряжения е
и £ и два тока / и и Два напряжения нельзя объединить в одно
выражение, поскольку одно из них известно, а второе неизвест-
но. Точно так же не могут быть объединены два тока / и £, про*
текающие в одной и той же катушке.

5. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ЧИСТО-КОНТУРНЫЕ И ЧИСТО-УЗЛОВЫЕ СЕТИ

I. Поскольку можно вводить воображаемые катушки без на*
рушения режима работы сети, то с помощью воображаемых ка-»
тушек «закрытый контур» можно превратить в «открытый кон-

Рис. 16.1. Замена открытого контура закрытым:
а — открытый контур, б — закрывание открытого контура.

тур» и наоборот. В частности: 1) можно считать, что любой от«
крытый контур закрыт воображаемой катушкой, имеющей неиз*
вестное воздействующее Е и нулевое i (рис. 16.1, а, б); 2) любой

Е=0

Рис. 16 2. Замена закрытого контура открытым:
а — закрытый контур; б — открывание закрытого контура.

закрытый контур можно рассматривать как открытый, в разры*
ве которого имеется воображаемая катушка с неизвестным i
в узлах и нулевое Е (рис. 16.2, а, б). (Считается, что два узла,
полученные при открывании контура, не соединены вместе обыч*
ной катушкой, но, поскольку в этих узлах протекают идентичные
токи, два узла можно рассматривать как соединенные вообра^
жаемой катушкой.)
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II. Следовательно, предполагается, что любая ось представ-
ляет либо узловую пару, либо контур в зависимости от значения
переменных i и Е, существующих на этой оси: 1) если Е неиз-
вестно, ось является «узловой парой»; 2) если i неизвестно, ось
является «контуром».

III. Поскольку каждую узловую пару ортогональной сети
можно рассматривать как закрытую неизвестным напряжением
Е, то после введения при этом воображаемой катушки каждая
ортогональная сеть становится эквивалентной чисто-контурной

Рис. 16.3. Эквивалентность контуров и узловых пар:
а — закрывание узловых пар; б — открывание контуров.

сети, в которой напряжение приложено не только последователь-
но с действительными катушками (как показано на рис. 16.3, а)?
но и последовательно с некоторыми из воображаемых катушек.

Подобным образом, поскольку каждый контур ортогональ-
ной сети можно рассматривать как контур, открытый посредством
приложения неизвестного тока i в каждом разрыве, всякая орто-
гональная сеть эквивалентна чисто-узловой сети, в которой токи
воздействуют не только параллельно (in shunt) каждой действи-
тельной катушке (как показано на рис. 16.3, б), но и параллель-
но некоторым воображаемым катушкам.

IV. Каждая закрытая узловая пара связывает воображаемую
катушку с чисто-контурной сетью, а каждый открытый контур
связывает воображаемую катушку с чисто-узловой сетью.

Напряжение, появляющееся на воображаемой катушке,
обозначается Е. В примитивной сети воображаемые катушки не
появляются.

Суммируя, можно заметить, что:
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1) воздействующие векторы е и i ассоциируются с действи-
тельными катушками;

2) векторы отклика I и Е ассоциируются с воображаемыми
катушками.

6. ИНВАРИАНТНОСТЬ ВХОДНОЙ И ВЫХОДНОЙ МОЩНОСТИ

I. В чисто-контурной сети, содержащей только е и i (см.
рис. 4.1), входная мощность e*i остается инвариантной незави-
симо от того, как соединены катушки, поскольку в любом взаи-
мосоединении каждая катушка является короткозамкнутой на
себя и ток через нее остается неизменным. Когда в чисто-контур-

Zj Е Г Е 1

Е? U

е,

РИС. 16.4. Различные типы соединения трех катушек, образующих три контура (одно
и то же Е приложено к каждой катушке).

нои сети с заданными е я i воздействующими являются также
токи I в параллельном соединении с каждой катушкой, входная
мощность e*i остается еще инвариантной в любом взаимосоеди-
нении. Однако, когда п катушек образуют й-контурную сеть,
токи в катушках становятся различными и e*i не является боль-
ше инвариантной.

Если вместо двух понятий е и i с сетью ассоциируются четы-
ре электромагнитных понятия, а именно е, \, Е и I, то при любых
приложенных напряжениях и токах все сети (контурные и орто-
гональные) можно рассматривать как чисто-контурные сети,
следовательно, при любом соединении катушек в сетях входная
e*i и выходная Е*1 мощность остается инвариантной.

Это утверждение верно, поскольку можно предположить, что
на каждой катушке при любом взаимосоединении существуют
лишь одинаковые разности потенциалов Е (рис. 16.4, где три
катушки образуют четыре разные чисто-контурные сети).

(Способ преобразования напряжения Е последует автомати-
чески из уравнений, которые будут получены в этом параграфе.)
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Необходимо заметить, что напряжение Е, приложенное последо-
вательно с безымпедансной катушкой, также последовательно
и с некоторыми другими катушками, поэтому инвариантность
Е*1 не так уж очевидна.

II. Аналогичные соображения относятся и к чисто-узловой
сети. Если вместо двух электрических понятий (Е и I) с сетью
ассоциируется четыре понятия (е, i, E и I), то при любых при-
ложенных напряжениях и токах все сети можно рассматривать
как чисто-узловые и при любых соединениях катушек входная
мощность e*i и выходная Е*1 все же остаются инвариантными.

Это действительно так, поскольку можно предположить, что
при любых взаимосоединениях (рис. 16.5) через каждую катуш-

г ,..,гт.

Ш -Ч_5!

—nsh-

LJ

h-ЛИГ1 • *-•

Z 2

t 1 * t 2 - l 3

z? Л

1L£IT 4 - -

Рис. 16.5. Различные типы соединения трех катушек, образующих три узловые пары
(один и тот же / протекает в каждой катушке).

к> протекает один и тот же ток i. (Следует заметить, что ток £,
действующий в безадмиттансной катушке, протекает через не-
которые другие катушки, следовательно, инвариантность exi не
является совершенно очевидной.)

III. Итак, при взаимосоединении п катушек в сети различных
типов входную мощность e*i и выходную E*F можно сделать
инвариантной:

eAi = e ' i ' , eoi* = ea'i
a\ (16.1)

ЕЧ = Е'Т, EJ* = E0'I*'9 (16.2)

(е + Е)и(1-М)= (e. + Eo){I° + i')=

= (е/ + Е7(Г + П. = ( ^ + ЯаО(/''+П. (16.3)
Для этого при любом способе соединения катушек вводят че-

тыре электрические величины (е, i, E и I) вместо двух величин
(е, i или Е, I), причем любые три из четырех величин сохраня-
ются неизменными в каждой катушке, в то время как взаимо-
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соединения могут изменяться. При взаимосоединении п катушек
изменяются значения п из An электрических величин или любых
их линейных комбинаций.

В общем случае каждую сеть можно рассматривать как
чисто-контурную, чисто-узловую или ортогональную сеть и так
далее, в зависимости от того, какие компоненты i и Е считаются
переменными. В частности, сеть: 1) чисто-контурная, если все I
переменные; 2) чисто-узловая, если все Е переменные; 3) орто-
гональная, если некоторые Е и некоторые i переменные; 4) кон-
турная, если некоторые i переменные; 5) узловая, если некоторые
Е переменные.

7. УРАВНЕНИЯ НАПРЯЖЕНИЯ И ТОКОВ

I. Хотя на каждой координатной оси имеется два типа на-
пряжений е и Е и два типа токов / и i (некоторые из которых
известны, а некоторые неизвестны), в каждый момент времени
результирующие токи и напряжения удовлетворяют закону Ома.

Следовательно:
1. Уравнения напряжения ортогональной сети при рассмотре-

нии ее как чисто-контурной имеют вид

E + e = z(i + I), ET + e-=z-9(it + I>). (16.4)

2. Уравнения токов ортогональной сети при рассмотрении ее
как чисто-узловой имеют вид

i + I=Y(E + e), /* + /. = К-Р(7?г + * г ) . (16.5)

При выводе уравнений все компоненты е и I предполагаются
известными, а компоненты i и Е частично известными, а частич-
но неизвестными. На каждой оси можно задать только одну пе-
ременную величину (i или Е). Однако при манипулировании
с уравнениями любые п из 4я величин могут быть неизвестными.

Известное воздействующее напряжение можно рассматривать
произвольно как компоненту Е или е (в зависимости от того .̂
считаются ли зажимы генератора узловыми парами или нет).
Это отражается лишь на перераспределении известных компо-
нент напряжения между Е и е, a z сохраняется неизменным. Ана-
логично эффект произвольного рассмотрения известного воздей-
ствующего тока как компоненты i или I (в зависимости от того*
считается ли катушка, соединяющая два узла, за две последова-
тельные катушки или нет) также состоит лишь в перераспреде-
лении известных компонент тока между i и I при сохранении Y
неизменным.

II. В общем случае каждый вектор имеет столько компонент,
сколько имеется координатных осей. Два вектора е а и Еа (или
(а и /а) нельзя сложить, поскольку в таком случае каждая ком-
понента результирующего вектора разделяется на две части,
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одна из которых известна, а другая неизвестна. Чтобы получить
решение для неизвестных компонент, результирующий вектор
необходимо разложить на его известный и неизвестный состав-
ляющие векторы.

8. ЭТАПЫ ВЫВОДА УРАВНЕНИЯ НАПРЯЖЕНИЯ

I. Уравнение напряжения ортогональной сети получено при
рассмотрении ее как чисто-контурной сети, в которой все узловые
пары закрыты воображаемыми катушками.

Точно так же, как и во всех первоначально рассмотренных
сетях, величины отклика V и Е' определяются на п произвольных

L b + I b
* с * г с t d . j r d l n * I n

21 I 2J | I1 I 2 |

Рис. 16.6. Общая форма примитивной контурной сети.

осях, а воздействующие величины е' и V — преобразованием из
€ и I примитивной сети.

Поскольку воображаемые катушки в примитивной сети не
появляются, все известные воздействующие величины, ассоции-
рованные с воображаемыми катушками, следует рассматривать
как известные величины отклика V и Е' (т. е. они не могут по-
явиться в Г или е', которые происходят от I и е примитивной
сети). Вдоль различных катушек произвольно выбирают п ко-
ординатных осей.

Из предосторожности все воображаемые катушки должны
рассматриваться как координатные оси.

II. Когда сетевая диаграмма соответствует действительной
физической структуре (рис. 16.7), для известных величин ис-
пользуются следующие обозначения (предполагается, что ве-
личины со штрихами относятся к действительной сети, а без
штрихов — к примитивной):

1) все известные напряжения в последовательном соединении
с катушками обозначаются через е\

2) все известные напряжения в последовательном соедине-
нии с безымпедансной ветвью обозначаются через Е' (первона-
чально они также обозначались через е);

3) все известные токи, приложенные к катушке, обозначаются
через /;

4) все известные токи, воздействующие на безадмиттансную
ветвь, обозначаются через Г (первоначально они также обозна-
чались через / ) .
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Рис. 16.7. Обозначение известных токов
и напряжений.

III. Примитивная контурная сеть для сети, изображенной на
рис. 16.7, показана на рис. 16.6. Она теперь содержит четыре ве-
личины вместо двух: два последовательных напряжения (е и Е)
и два тока (i и I).

Компонентами е являются известные напряжения, приложен-
ные последовательно с каждой действительной катушкой сети,
а компонентами I известные токи, воздействующие (или отби-
раемые нагрузками) в каждой действительной катушке сети.

IV. Несингулярный тен-
зор преобразования С орто-
гональной сети получается
тем же способом, как и для
любой чисто-контурной сети
(см. гл. 4, § 12).

При выводе соотношения
i=Ci / не существенно, яв-
ляются ли компоненты V из-
вестными величинами или
переменными.

V. Если С один раз полу-
чен, то новые компоненты
тензора импеданса ъ' сети
находят по QzC.

Новые компоненты вели-
чин отклика частично изве-
стны, а частично нет. В частности:

1. Предполагается, что компоненты V заданы в следующем
виде: 1) на осях действительных катушек они равны нулю (из-
вестны); 2) на осях безадмиттансных катушек они обычно из-
вестны; 3) на всех остальных осях (в контурах) они обычно не-
известны (т. е. на осях узловых пар они известны, а на контур-
ных осях неизвестны).

2. Предполагается, что компоненты Е' заданы в следующем
виде: 1) на действительных катушках они равны нулю (т. е. из-
вестны); 2) на безымпедансных катушках они обычно известны;
3) на всех других осях (узловых парах) они обычно неизвестны
(т. е. на всех контурных осях они известны, на осях узловых пар
они неизвестны).

Новые компоненты воздействующих величин рассчитывают
исходя из величин примитивной сети.

В частности:
3. Компоненты е' рассчитывают по соотношению е'=С*е,

в котором компоненты е обычно известны.
4. Компоненты Г рассчитывают по соотношению Г — О 1 ! ,

в котором компоненты I обычно известны.
Если оси узловых пар выбираются по тем же катушкам, по

которым действуют токи I, то компоненты Г заранее известны
без всякого расчета.
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В сетях на рис 16.4 компоненты Е' не задаются, а рассчитываются из
компонент Е примитивной контурной сети по соотношению Е'=С*Е. Эта про-
цедура продемонстрирована на примере (рис. 16.4), чтобы показать, как
определить Е' для различных сетей, сохраняя неизменным Е на каждой ка-
тушке и поэтому сохраняя мощность инвариантной. Для всех остальных се-
тей в этой главе Е примитивной сети можно рассчитать по выбранным зна-
ченияхД! Е/ действительной сети обратным шагом Е^Сг^Е', однако такой рас-
чет не сделан, поскольку при анализе действительной сети в этом нет необ-
ходимости).

VI. В окончательной системе уравнений E / + e ' = z /(i / + I/)
имеется столько же токовых переменных V, сколько контуров,
и столько же переменных напряжений Е', сколько узловых пар
s сети. Полное число переменных равно числу действительных
катушек.

Воображаемые катушки действительной сети нигде больше
не появляются, следовательно, они не увеличивают число коор-
динатных осей. Их роль состоит в том, что с их помощью вводят-
ся известные компоненты Е' и V.

9. ПРИМЕР ОРТОГОНАЛЬНОЙ СЕТИ

I. Допустим, что уравнение напряжения ортогональной сети
"(рис. 16.8, а) уже получено. Все токи и напряжения, показанные
«а рисунке, известны; некоторые напряжения и токи являются

<?а

I*"

Рис. 16.8. Ортогональная сеть с приложенными е, I, E', i ' :
а — заданная сеть; б — ее примитивная контурная сеть.

воздействующими для воображаемых катушек, и поэтому они
обозначены как Ег и ir вместо е и i.

В сети имеется пять катушек и три контура и, следовательно,
две узловые пары. Одну из узловых пар следует выбирать на
узлах, через которые проходит ток # ' , другую — произвольно на
катушке Zaa. В эквивалентную чисто-контурную сеть (рис. 16.9)
введены как воображаемые катушки еще две узловые пары.
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II. Примитивная контурная сеть заданной сети показана на
рис. 16.8, б. Компоненты геометрических объектов:

a b с d f b с d f

a b

0

0

с

Iе

0

d

0

f

»

» a

b

г =
с

d

• •

Zaa

Zee

Zdd

ZCf

Zffl = \

В общем случае сеть предполагается асимметричной, так что
ZCf не равно Z/c. Все компоненты е и I являются известными ве-

Рис. 16.9. Эквивалентная сеть.

личинами. Компоненты i и Е не представляют интереса при рас-
чете новой сети, поскольку V и Е' не являются производными от
них, а выбираются произвольно (как в контурных сетях, так
и в узловых).

III. Матрица преобразования чисто-контурной сети (см.
рис. 16.9) устанавливается заданием первых пяти новых токо-
вых переменных V. Предполагается, что три из новых токов про-
текают в трех воображаемых катушках.

Токи, протекающие по отдельным катушкам, получают с по-
мощью первого закона Кирхгофа (рис. 16.10).
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Приравниваем старые и новые значения токов, протекающих
в каждой катушке:

я' b' p' q' r'

ia= i:а'

i» =

tc =

id =

- ia'

i"

-i"

-f iP' + iqf + ir>

if = ^ + p

tfr

+ ipr

C =

a

b

с

d

f

1

— 1

1

1

— 1

1

1

1

1

— 1

1

(16.6)

Коэффициенты при значениях новых токов дают несингулярную
матрицу преобразования С.

iaI

+ipU*+CVii

Рис. 16.10. Токи в катушках чисто-кон-
турной сети.

IV. Контравариантными величинами отклика являются

a' b' p' q' r'

Г = / 1° о $' irr

Компонента № на оси р' узловой пары известна и равна нулю*
Воздействующий ток i<*' в первоначальной воображаемой катуць
ке q' также известен. Следовательно, контравариантными пере-
менными являются переменные трех первоначальных контуров,
а именно ia\ ih' и ir\
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Ковариантные величины отклика записываются как

a' b' p' q' r'

Е' = 0 0 Ет,

По контурным осям а/ и Ъ' известными и равными нулю величи-
нами являются компоненты Еа,иш Еь, , а для первоначальной
воображаемой катушки г' известной величиной является прило-
женное напряжение Ет,. Следовательно, ковариантными оказы-
ваются переменные двух первоначальных узловых пар, а именно
Е'риЕ'ь.

Полное число переменных (неизвестных) равно пяти, по од-
ной на каждой координатной оси.

V. Как только несингулярный тензор преобразования полу-
чен, геометрические объекты z', Г и е' новой сети устанавлива-
ются автоматически.

Новые компоненты тензора импеданса находят по формуле
QzC

a' b' p' q' r'

Zaa+Zbb+Zff

Zbb + Zff

Zbb — ZCf

Zbb

Zcc+Zc

Zfc+Zff

'f+Zdd+ZfC

Zfc + Zff

— Zcc — ZCf

0

Zbb+Zff

+Zff\zCf+Zff

zbb+ Zff

Zbb—ZCf

Zbb

Zbb — Zfc

—ZCC"—ZfC

Zbb — ZfC

Zbb + Zcc

Zbb

Zbb

0

Zbb

Zbb

Zbb

z'=p'

q '

(16.7)

VI. Новые компоненты вектора е' приложенного напряжения
по С*е равны

Ь'

ef =\ea + eb + ef ef eb + ef Ч (16.8)

Все эти компоненты известны.
Чтобы найти вектор Г воздействующего тока, нужно рассчи-

тать матрицу, обратную С, решая систему уравнений (16.6) от-
носительно величин со штрихами.
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I =

ib' =

i*' =

i u

ia

—

ib +

ic

ic

— id

— id

-if

a

b '

= p

q'

r'

a

1

__ i

b

1

г

- 1

d

- >

-•

•

— 1

(16.9)

Новые воздействующие контурные токи на С"1. I равны

a ' b ' p ' q ' r ' a ' b ' p ' q' r '

Г = о о о /* = 1 /й'

Все эти компоненты являются известными величинами.
VII. Уравнение напряжения сети имеет вид

E' + e' = z'.(i ' + I'j, £V + * v = z e ^ ( Z f + /i>')-

(16.10)

(16.11)

Все компоненты е/ и V — известные величины, в то время как
компоненты Е/ и V частично известны, а частично нет. В таком
виде уравнение относительно неизвестных решить нельзя.

10, «ОРТОГОНАЛЬНЫЕ» УРАВНЕНИЯ НАПРЯЖЕНИЯ

I. Чтобы решить уравнение напряжения ортогональных сетей,
необходимо подразделить их на два инвариантных уравнения
вдоль осей контуров и узловых пар. Тогда, подразделив е на
ei + e2 и другие (см. гл. 9, § 2) и опустив штрихи у индексов,
«ортогональное» уравнение напряжения можно представить
в виде

Ei + e^Zxtii + PJ + ZaCis + P).
E2 + e 2-z 3(i 1 + I1) + z4(i2 + F),

(16.12)

Эти уравнения можно подвергнуть различным преобразова-
ниям.

II. Можно различить следующие специальные случаи:
1. Если к безымпедансным ветвям не приложены известные

напряжения, то Ei = 0.
2. Если известные токи через два узла, которые не связаны

катушкой, не являются воздействующими (или связанными с на-
грузкой), то 12 = 0. Таким образом, в случае отсутствия вообра-
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жаемых катушек приведенные выше уравнения приобретают
вид

e ^ z ^ F + n + ZsP, em = zmn(in + ln) + zmvl^

E2 + e2 = z3(I1-fl1) + z4F, Eu + eu=zun(i« + I«) + zav/v.
(16.13)

Переменными являются i1 и Е2.
3. Если в качестве новых узловых пар выбрать все нагрузоч-

ные клеммы, то не будет существовать ни одного воздействую-
щего контурного тока 11 = 0.

Если все три случая представлены одновременно, уравнения
приобретают вид

e 1 = z 1 i + z2l, em=zmitn + zmvlv>
(16.14)

Е + е2 = z3i + z4l, Еи ~\- еи = zuni
n + zuvl*.

Переменными являются I и Е.
4. Если известные напряжения воздействуют только на за-

крытые контуры, но не на открытые, то е2 = 0.
Следовательно, если воображаемых катушек нет и если все

известные напряжения приложены к закрытым контурам, а все
известные действующие тока — к узловым парам, то ортогональ-
ные уравнения напряжения упрощаются,:

e = z 1 i+z 2 l , em = znJn + zmvJv>
(16.15)

Е - z3i + z4l, Eu=zuni- + zavl*.

Переменными являются I (контурные токи) и Е (напряжения
узловых пар).

III. Если неизвестными являются контурные токи i1 и разно-
сти потенциалов узловых пар Е2, неизвестное i1 можно найти из
одного первого ортогонального уравнения

z1i' = E1-be1 —z2(i2 + P ) _ Z l i i ,
(16.16)

iI = zr1[E1 + e 1 -z 2 (F + I2)]-I1-
Подстановкой значения i1 во второе ортогональное уравнение

находим неизвестное Е2 без вычисления обратных матриц

E2 = z3(i' + V)+zt(P + P)-c2. (16.17)

Эту величину только через одни известные воздействующие ве-
личины Е ь е ь е2, i

2 и I2 можно также выразить как

E 2 = z 3 z r 1 ( E i + e i ) ~ e 2 + (z4-z 3 zr 1 z 2 )( i2+I2). (16.18)
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IV. Следует заметить, что, хотя число неизвестных равно чис-
лу катушек (в данном примере пяти), только матрица гъ обрат-
ную которой необходимо рассчитать, имеет число строк и стол-
бцов, равное числу закрытых контуров. Никаких других обрат-
ных матриц при нахождении неизвестных рассчитывать не
нужно.

Следует также заметить, что хотя для расчета контурных то-
ков необходимо столько уравнений, сколько в сети имеется кон-
туров, но, чтобы найти z2, необходимое для определения i1, сле-
дует все же принять во внимание наличие узловых пар.

Значит, знания z\ (которое можно найти с помощью сингу-
лярного тензора преобразования С, игнорируя узловые пары)
недостаточно для расчета i1, если имеются воздействующие
токи I.

В специальном случае уравнения (16.15) неизвестные нахо-
дят по соотношениям

i = z r 1 ( e — z2l),

E = z3i + z4I, (16.19)

E = z 3 z r 1 e + (z4 — z3z71z2)l.

11. «АКТИВНЫЕ» УЗЛОВЫЕ ПАРЫ

I. Если некоторые узловые пары не имеют воздействующих
на них токов Г и не обязательно знать разность потенциалов Е'
на них, то в расчете z можно не принимать во внимание наличие
этих узловых пар и учитывать лишь столько узловых пар, сколько
имеется известных V или необходимых Е'. Это происходит, если
тензор импеданса z', содержащий все оси узловых пар, получа-
ется каждый раз, когда одной из узловых пар пренебрегают.
Соответствующие строку и столбец можно вычеркивать до тех
пор, пока наконец ъ' будет иметь столько же строк и столбцов,
сколько имеется контуров. Однако нельзя опустить ни одной
строки или столбца, oiносящихся к контурной оси, поскольку
при этом уничтожается соответствующая переменная.

Таким образом, для ортогональных сетей число необходимых
уравнений может быть меньше числа катушек. В общем случае
число полученных уравнений напряжения равно числу контуров
и «активных» узловых пар. «Активной» будем называть такую
узловую пару, для которой воздействующий ток Г или напряже-
жение Е' является известной величиной, в случае ее отсутствия
по некоторым соображениям нужно рассчитать разность потен-
циалов Е/.

II. Ортогональная сеть, в которой принимаются во внимание
все координатные оси (следовательно, она имеет несингулярную
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С), будет упоминаться как «полностью ортогональная сеть», или
«полная сеть». Выражение «ортогональная сеть» используется
всякий раз, когда существует два типа переменных (или два
типа воздействующих величин), если не предполагается, что С
несингулярная.

Следовательно, в общем случае считается, что для ортого-
нальной сети число координатных осей равно числу контуров
и «активных» узловых пар и сеть рассматривается как контур-
ная сеть с сингулярной матрицей С.

Во многих случаях, особенно в задачах синтеза, все сети сле-
дует рассматривать как полностью ортогональные независимо от
типа воздействующих величин, чтобы можно было получить для
них несингулярную матрицу С. Когда каждая сеть определена
несингулярным тензором преобразования С, переход от одной
сети к любой другой сети при исследовании требуемого состоя-
ния является легкой рутинной процедурой и не требует приме-
нения методов проб и ошибок для нахождения диаграмм.

12. ЧИСЛОВОЙ ПРИМЕР

I. Предположим, что импедансы сети (см. рис. 16.8) имеют
значения, показанные на рис. 16.11. Определенные значения ука-
заны также для приложенных к катушкам напряжений е и воз-
действующих токов I. Неизвестны-
ми величинами являются контур-
ные токи V и напряжения узловых
пар Е', а именно: два контурных
тока ха> и ib' и три предварительных
напряжения узловых пар Ер\ Eq'
и Е/. Ни одна из известных величин
V или Е' не является воздействую-
щей.

Следует заметить, что, хотя сеть
подает ток на две внешние нагруз-
ки, соединенные через Zaa и Zcc, за-
жимы лишь одной из нагрузок рас-
сматриваются как узловая пара.
Другие две узловые пары нагрузки
не включают. Такой выбор узловых
пар может потребоваться во многих
типах задач.

П. Если сеть рассматривается как чисто-контурная (см.
рис. 16.9), то геометрическое объекты z, е й I соответствующей
примитивной сети равны
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III. Новые компоненты геометрических объектов z', e и Г для
чисто-контурной сети можно найти подстановкой компонент z
в уравнение (16.7), a e/ = Qe и Г==С"11 по уравнениям (16.6)
и (16.8), откуда
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IV. Чтобы получить решение для неизвестных компонент V
и Е', каждый вектор разделяется на две составляющие, а ъг —
на четыре составляющие по каждой контурной оси (а', Ъ')
и осям узловых пар (р', qr, гЛ):

i 1 ' ^ ' lb' i2' = \ 0 0 0 е ; = | 11 6 в 2 = 6 - 1 2

Е 1 = 0 Е 9 = ^ п ^ ЕпГ ^ 1 1 1 ' = 1 2 - 2 4
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Из-за отсутствия воображаемых катушек все известные ком-
поненты V и Е' (а именно i2 ' и Ег) равны нулю.

Zo

(16.22)
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Из уравнения (16.16) найдем неизвестное
что Ei и i2' равны нулю) \

i1' = zj- 1 (ei — zal2') — I1 '.

(учитывая,

Следовательно,

z 2 i —
—7X2+2X4—2X4

—5X2—3X4—0X4

— 14

—22

Р ' у 7 ! 2 ' —
11+14

6+22

25

28

, Zi~~ —
0,169014

—0,070423

2,253521—2

1,39437—0

a '

b '

-0,070423

0,112676

0,253521

1,39437

(16.23)

Неизвестные разности потенциалов Ег найдем из уравнения
(16.17)

E 2 = z 3 ( i 1 ' + F ) + Z4l 2 / -e 2 :

Е 2 -

(7х160+99х5)/71

(2Х160-99 хЗ)/71

2Х160/71

—7x2+2x4—2x4

—2x2+5x4—2x4

—2X2+2X4—2X4

— 1

р '

= q '

г'

2,7464

9,3239

— 1,4930

(16.24)

V. Правильность полученных результатов можно проверить
подстановкой численных значений токов и напряжений в схему
сети, как показано на рис. 16.12. Они должны удовлетворять
двум законам Кирхгофа: сумма всех токов в любом узле равна
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нулю и сумма всех напряжений по замкнутым контурам равна
нулю. Отметим, что в катушке Zaa и во всех отдельных катушках
протекают токи t a + / a = 0,25 + 2 = 2,25.

13. ЭТАПЫ ВЫВОДА УРАВНЕНИЯ ТОКА

I. Уравнение тока для ортогональных сетей устанавливается
поэтапно аналогично тому, как это было выполнено для уравне-
ния напряжения, с той лишь разницей, что двойственные величи-
ны взаимозаменяются.

2.25352

/

5 5775

25352
7816Э

Рис. 16.12.
а — распределение токов; б — распределение напряжений.

Уравнения тока ортогональных сетей i + I = Y(E+e) можно
получить, рассматривая их как чисто-узловые сети, когда каж-
дый контур открывается и вводятся воображаемые катушки.
Для величин, значения которых известны, используются те же
обозначения, что и для чисто-контурной сети (см. рис. 16.7).

Если некоторые контуры не имеют приложенных к ним на-
пряжений е' и нет необходимости знать некоторые контурные
токи i', присутствие их можно не принимать во внимание. Таким
образом, в общем случае число полученных уравнений токов
равно числу узловых пар и «активных» контуров, если сеть
рассматривается как узловая сеть с сингулярной матрицей СГ1 е

II. Примитивная узловая сеть (рис. 16.13) также содержит
четыре величины, причем е, I известны, а i, E неизвестны.

Тензор преобразования С71 этой сети находится точно так
же, как и для любой другой чисто-узловой сети (гл. 14, § 6, II).
Однако .необходимо все воображаемые катушки (т. е. оси откры-
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тых контуров и безадмиттансные ветви с известными воздей-
ствующими токами) также рассматривать как новые координат-
ные оси. При выводе соотношения Е = СТ^Е'безразлично, явля-
ются ли компоненты Е' известными или неизвестными величи-
нами.

III. После того как матрица СГ1 ==А получена, Y' находят
по соотношению A ŶA. Известные и неизвестные компоненты пе-
ременных V и Е' и компоненты известных величин е' и Г находят
точно так же, как для чисто-контурных сетей (см. § 8).

1 П М П

2$ t n

Рис. 16.13. Общая форма примитивной узловой сети.

IV. Окончательное уравнение тока имеет вид

i' + I' = Y'(E' + e'), *''-f/«'==Ke/P'(£p'+*P')- (16.25)

Компоненты е' и Г являются известными величинами, а ком-
поненты V и Е' частично известны, а частично неизвестны.

В системе уравнений число переменных V равно числу «ак-
тивных» контуров, а число переменных Е ' — числу узловых пар.

«Ортогональные» уравнения токов для заданной сети запи-
сывают как

ii + Ii = Y1(e1 + E 1 )+Y2(e 2 +E 2 ) >

i 2 + I 2 = Y 3 ( e i + E 1 ) + Y 4 ( e 2 + E 2 ) ,
(16.26)

imJrIm = Ymn{enJrEn)JrYmv{evJrEv)s

i« + /u = Van{en + En) + ruv{ev + Ev). j

Эти уравнения можно преобразовать различными способами.
Если в сети нет воображаемых катушек, то Ei и i2 равны

нулю. Когда приложенное напряжение задано только в конту-
рах, то е2 = 0, а когда воздействующие токи заданы только на
выбранных новых узловых парах, то V = 0. При выполнении
всех этих специальных условий ортогональные уравнения токов
упрощаются:

i = Y 1 e + Y2E, tm=Ymnea+VmvEv9

(16.27)
I = Y3e + Y4E, Iu=Yunen+YuvEv.

Здесь переменными являются Е и i.
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V. Если неизвестными являются разности потенциалов узло-
вых пар Е2 и активные контурные токи i1, то неизвестную Е2

можно найти из второго уравнения как

Y ^ a ^ + P-Ysfo + E^-Y^e2,
(16.28)

E2=(YV [i2 + i 2-Y 3(e 1 + E 1)]-e 2 .

Подставляя значение Е2 в первое ортогональное уравнение, най-
дем неизвестную i без каких-либо вычислений обратных матриц

i1 = Yi.(e1 + E1) + Y2(e2 + E 2 )~F. (16.29)

Через известные воздействующие величины она выражается
как

4 i _ Y 2 Y 4 - 1 ( i 2 + ! 2 ) - I 1 + (Y1-Y2Y4-1Y3)(e1 + E1). (16.30)

И опять здесь число строк и столбцов тензора Y4, обратный ко-
торого нужно рассчитать, равно числу узловых пар.

В частном случае уравнения (16.27) эти выражения упроща-
ются:

E = (Y4)-1(I — Y3e),

i = Y1e + Y2E, (16.31)

i=^Y2Y4-1I + (Y1-Y2Y4-1Y3)e.

14. СВОДКА ОСНОВНЫХ ЭТАПОВ

I. Итак, если число контуров ортогональной сети меньше чис-
ла узловых пар, то (если это возможно) при выводе уравнения
напряжения сеть рассматривается как контурная. Если число
узловых пар меньше числа контуров, то при выводе уравнения
тока сеть рассматривается как узловая. При таком рассмотрении
количество вычислений обратных матриц сокращается. Конечно,,
это не всегда легко выполнить, иногда могут быть известны
только одни импедансы сети или одни адмиттансы и т. д.

II. Определяя z ортогональной сети, следует помнить, что:
1) неактивные узловые пары можно просто игнорировать и ана-
лизировать сеть как контурную с сингулярной матрицей С;
2) наличие контуров можно игнорировать, только применяя
формулы редукции гл. 10 после того, как z' уже найдено.

III. Рассчитывая Y ортогональной сети, следует иметь в виду,
что: 1) некоторые контуры можно не учитывать, анализировать
сеть как узловую с сингулярной матрицей СГ\* 2) число узло-
вых пар можно сократить только с помощью формул редукции
после того, как Y' уже рассчитано.
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15. НЕСИНГУЛЯРНАЯ МАТРИЦА С ДЛЯ СЕТИ ПРОИЗВОЛЬНОГО

ТИПА

I. Если несингулярная матрица преобразования С получена
для полностью ортогональной сети и какая-либо ось узловой
пары не является необходимой, то соответствующий столбец
матрицы С можно вычеркнуть. Все оси узловых пар можно опу-
стить, так что окончательно число столбцов матрицы С равно
числу контуров. Это соответствует уже известной нам сингуляр-
ной матрице контурной сети (рис. 16.14). Например, если оси
узловых пар р', q', г' (см. рис. 16.3) не являются необходимыми,
то матрица преобразования уравнения (16.6) упрощается:

a ' b ' р' q' r'

С =

1

1

1

1

1

1

1 1 1 1

1 : f

У:,
^1' '"£ -ff

(16.32)
-за

Рис. 16.14. Контурная сеть.

Оставшиеся столбцы нельзя опустить, не разрушив саму сеть.
После получения несингулярной матрицы СГ1 столбцы, со-

ответствующие контурным осям, можно вычеркивать до тех пор,
пока не останется узловая сеть (рис. 16.15) с матрицей преобра-
зования СГ1 (см. уравнение (16.9)):

а ' Ь' р ' q ' r '

ydrf

Ct = с

у СС

1 1

\ — 1

i

— 1

1

1

1

— 1

— 1

1

1

— 1

V
Рис. 16.15. Узловая сеть.

(16.33)

Здесь также все остальные столбцы опустить нельзя.
Итак, следует помнить, что: 1) при формировании z-сети су-

ществованием неактивных узловых пар можно пренебречь, од-
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нако ни один из контуров опустить нельзя; 2) при формировании
Y сети можно пренебречь наличием неактивных контуров, одна-
ко ни одну из узловых пар опустить нельзя.

В предельных случаях пренебрежение всеми узловыми пара-
ми приводит к г контурной сети, а пренебрежение всеми конту-
рами приводит к Y узловой сети.

II. Чтобы сделать более ясной физическую суть исключения
из рассмотрения узловых пар и контуров, нужно помнить, что
любая сингулярная (прямоугольная) матрица преобразования
контурной или узловой сети, приведенная в предыдущих главах,
представляет собой только часть несингулярной (квадратной)
матрицы, которую можно получить для любой контурной илиг
узловой сети простым добавлением отсутствующих ортогональ-
ных осей, если рассматривать узловые пары закрытыми или
контуры открытыми.

В уравнении (16.16) показано, что для определения контур-
ных токов i1 достаточно найти только одну обратную матрицу от
Ъ\. Итак, если нет воздействующих токов I (и i2), то определять
значения z2 не нужно. Теперь необходимое значение ъ\ можно
найти из примитивной сети с помощью сингулярной матрицы С,
в которой нет осей узловых пар. Таким образом, обоснованием
использования сингулярной матрицы С в анализе контурных се-
тей является то обстоятельство, что для нахождения контурных
токов \х значения z2, z3 и z4 в уравнении (16.16) не требуются.
Исключение составляют только Ъ\. А значение Y можно найти,
даже если нет осей узловых пар в С.

Такое обоснование используется в анализе узловых сетей,
для которых с помощью сингулярной матрицы СГ1 нужно рас-*
считать только значение Y4.

III. Поскольку любую сеть можно рассматривать как пол-
ностью ортогональную, и если предположить, что она содержит
четыре электрические величины, то можно найти компоненты
тензоров импеданса или адмиттанса ъ' или Y' любой сети из п
катушек, исходя из известных компонент z или Y любой другой
сети из п катушек, а не из компонент для примитивных сетей.
Координатная (эталонная) сеть может иметь любое количество
контуров и узловых пар. Однако обе сети следует анализировать
как полные.

Примитивная сеть используется как координатная сеть, по-
скольку легко: 1) установить компоненты ее геометрических
объектов; 2) получить тензор преобразования, соотносящий но-
вую сеть с примитивной сетью.

IV. Чтобы найти матрицу преобразования, заменяющую част-*
ную сеть 1 сетью 2, часто бывает проще ввести в качестве коор-
динатной сети примитивную сеть. Пусть: 1) С? преобразует
примитивную сеть в сеть 1; 2) С° преобразует примитивную
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сеть в сеть 2; 3) С\ преобразует сеть 1 в сеть 2. Тогда, исполь-
зуя их групповое свойство, получаем

С?С2=С2. (16.34)

Отсюда матрица преобразования, переводящая сеть 1 в сеть 2,
равна

с\-=(С?)-> С>2, (16.35)

где С? и d—матрицы преобразования двух сетей, для кото-
рых используются примитивные сети в качестве координатных
сетей.

V. Следует помнить, что сингулярный тензор преобразования
C2t используемый при исключении намагничивающего тока, яв-
ляется также частью несингулярного тензора преобразования,
который разделяет действительные токи на гипотетические «на-
грузочные» и «намагничивающие» токи (см. гл. 6, § 12).

16. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ДВУХ СЕТЕЙ ПРОИЗВОЛЬНОГО ТИПА

I. Чтобы показать, что сеть из п катушек можно использо-
вать в качестве координатной сети при анализе любой другой
я-катушечной сети, в качестве примера рассмотрим пятикату-
шечную сеть (рис. 16.16, а) (воспроизведенную с рис. 16.8), ко-

Z bt»

Рис. 16.16. Преобразование сетей:
а — координатная сеть; б — производная сеть.

торая содержит два контура и три узловые пары. Тензоры С и С-1

сети уже были получены раньше, в § 9. Предположим, что
пять катушек пересоединены так, что образуют другую сеть
с тремя контурами и двумя узловыми парами (рис. 16.16, б). За-*
дача состоит в том, чтобы 1) установить С, переводящую пер-*
вую сеть во вторую; 2) с помощью С найти е", I" и z" второй
сети по е', Г и ъг первой сети (см. § 6).
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Метод анализа тот же, что и в случае, когда в качестве коор*
динатной сети используется примитивная сеть.

II. Предположим, что обе сети являются пятиконтурными,
а узловые пары рассматриваются как воображаемые катушки.
Тогда:

^

Рис. 16.17. Переход к чисто-контурной сети:
а — координатная сеть; б — производная сеть.

1. Выберем пять новых переменных i" для новой сети, две из
которых на узловых парах, а остальные в контурах (рис. 16.17).
В старой сети (рис. 16.17, а) выбраны три переменные узловых
пар и две контурные переменные.

2. С помощью первого закона Кирхгофа запишем токи в каж-
дой катушке обеих сетей (рис. 16.18, а).

2СС

*ьь \/АЧ'\?
./"
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Рис. 16.18. Токи в отдельных катушках:
а — координатные сети; б — производная сеть.



3. Приравниваем старые и новые токи в каждой катушке
(рис. 16.18, а, б)

ia' = i°>" — V>9 — /<*' — / г

ia> _]_//>'_/*'_{_/r' = 1С

V>' —iQr

 =iar (16.36)

ia' + ib' + ipf = —ib".

Эту систему уравнений всегда можно преобразовать так, что
в левой части каждого уравнения окажется только один старый
ток:

- / r f * -if"

. Г _ ? - i^

,-Р ' = - Iй" + i6" + /с" + 2idn+if" С ' =- р ' -

/^' = - ia" - $" _ Г'? _ id"

a '

b '

P '

r'

a "

1

0

i

— 1

1

b "

^

— i

1

—1

1

c"

0

— 1

1

1

—1

d"

— 1

— 1

2

— 1

0

f"

— 1

0

1

0

0

(16.37)

Следует отметить наличие целого числа 2.
4. Коэффициенты при новых токах дают матрицу преобра-

зования С, превращающую сеть на рис. 16.18, а в сеть на рис.
16.18, б.

III. Новые компоненты тензора импеданса новой сети найдем
ло формуле C/z'C

А" f"

а"

d"

f"

7

^ аа
+ zcc

0

* Z-aa

у
^aa —

Zaa + ^Jd

Zdd

Zaa + Z

Zaa

Zcf

+zff

dd

•

Zdd

Zbb+Zdd

Zdd

0

— Zaa

ZCia+Zdd

Zdd

Zaa^-Zdd

Zaa

у

0

Zaa

(16.38)
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Новые компоненты напряжений, воздействующих на катуш*
ки, равны С/е' = е":

Ь" d" f"

е" = \ еа + ес — ea + ed — ef — eb + ed — ea + ed ~еп
(16.39)

Вектор \" можно найти, рассчитав сначала матрицу, обратную
С .

17. ПРОВЕРКА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Правильность вычислений С, z", е" и I" сети на рис. 16.16, б
можно проверить, получив их не из рис. 16.16, а, а из примитив-
ной сети.

Матрица преобразования С" на рис. 16.8, б (если использо-
вать ее примитивную контурную сеть) равна

а" Ь" с" А" V

(16.40)

ia = ia"

ib =

*<* =

// =

-Г

ib"

-Г

— ic"

+ i°"

C"=

+ *"'

a

b

с

d

f

1

1

— 1

1

— 1

— 1

— 1 i

| |

1 1

|

Эта матрица С" должна быть произведением матриц С (16.6) и
С (16.37), т.е. СС^С":

1 1
1

1

1 • 1

1

1

1

—1

1

1

—1

—1

1

—1

—1

1

1

1

—1

— 1 1 — 1

1

—1

2

I - 1

— 1

1

1

1

—1

1

— 1

1

— 1

1

1

i
(16.41)
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Матрицы (16.40) и (16.41) одинаковы. Матрица импедансов
имеет вид

а"

Ь"

C^zC" = с "

й"

f"

а"

Zca ~Ь ZCc

— Zaa—Zfc

0

— Zaa

— Zaa

b"

Zaa+Zdd+Zff

Zdd

Zaa + %dd

Zaa

C"

0

Zdd

Zbb Л-Zdd

Zdd

0

d"

7

**аа

Zaa+'Z'dd

Zdd

Zaa+Zdd

Zaa

— % aa

Zaa

0

Zaa

Zaa

(16.42)

Эта матрица соответствует уравнению (16.38). Итак, С/'е = е":

Ь" f"

е" = — еа + ^ — «/ —eb+ed
—еаЛ-еа — еп

(16.43)

Эта 1-матрица также соответствует уравнению (16.39).
Следовательно, нет никакой разницы в том, какая сеть из п

катушек используется в качестве координатной сети для расчета
любой сети из п катушек. Конечные п-матрицы и уравнения оди-
наково независимы от выбора исходной координатной сети.

18. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ВСЕХ n-КАТУШЕЧНЫХ СЕТЕЙ

I. Таким образом, было показано, что можно найти несингу-
лярную матрицу преобразования С", для любых двух я-кату-
шечных сетей независимо от того, сколько контуров, узловых
пар и подсетей имеет каждая из них. Это следует из того, что
связанные с каждой сетью шесть я-матриц, а именно £(«), Е(а),

i(a)i /(а), 2(а)(Р) и К(а)(р), не являются независимыми одна от
другой, а представляют различные совокупности компонент шес-
ти сущностей или «геометрических объектов», а именно
еа, Еа, la, / a, za$ и ГаР, по различным координатным си-
стемам.

Такое большое разнообразие я-матриц связано вместе в
шесть понятий посредством группы несингулярных матриц пре-
образования С*/ благодаря тому факту, что каждую из них
можно найти из любой другой исключительно с помощью неко-
торой частной матрицы О , не используя никакой другой п-
матрицы. Компоненты всех матриц преобразования этой группы
содержат только целые числа. Эту группу можно назвать «груп-
пой соединения».

Подобным образом различные уравнения поведения всех п-
катушечных сетей не являются независимыми и могут быть пре-
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образованы друг в друга с помощью С1>. Следовательно, если
различные типы уравнений однажды получены для примитивной
сети (или для любой другой сети), то аналогичные уравнения
можно получить для всех асимметричных, активных сетей с по-
мощью рутинных преобразований.

Следует, однако, подчеркнуть, что между сетями, имеющими
различное число катушек, группы матриц преобразования все
же не были получены. Такие группы будут введены в связи с за-
дачей синтеза сетей.

II. Подведем итог. При исследовании характеристик, урав-
нений или поведения сетей нет необходимости рассматривать
только одну частную сеть, часто можно одновременно рассмат-
ривать аналогичные сети, устанавливая инвариантные уравне-
ния. Это возможно только благодаря существованию группы
несингулярных матриц преобразования С^, с помощью кото-
рых можно привести уравнения одной сети из п катушек к урав-
нениям любой другой сети из п катушек. Матрицы преобразова-
ния можно получить между любыми п-катушечными сетями из
группы (группы соединений), поскольку они удовлетворяют че-
тырем групповым условиям (гл. 11, § 3), а именно:

1) произведение любых двух матриц С также является эле-
ментом группы, т. е. если С\ преобразует сеть 1 в сеть 2 и Cl
преобразует сеть 2 в сеть 3, то их произведение СгСз—Сз
преобразует сеть 1 в сеть 3; 2) справедлив ассоциативный закон:
(С2Сз)С4=С2(С3 €4), т. е. несколько последовательных преоб-
разований можно выполнить при любых группировках; 3) сеть
остается неизменной при преобразовании ее посредством единич-
ной матрицы I; 4) каждая матрица преобразования С имеет
обратную С"1, так что уравнения ортогональной сети можно по-
лучить вновь из уравнений новой сети с помощью С"1.

Следует помнить, что существование этой группы матриц С
возможно потому, что с каждой сетью ассоциируются четыре
электромагнитные величины (е, Е, i и I), а не две (е, i или Е, I) .



Глава 17

ВЗАИМОСВЯЗАННЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ
И МАГНИТНЫЕ СЕТИ

1. МАГНИТНЫЕ И ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СЕТИ

I. При установлении уравнений поведения сетей, скажем
e = zi, не уделялось внимания компонентам различных геометри-
ческих объектов. Было принято, что они могут быть константа-
ми, функциями, линейными операторами и пр.

Исследуем теперь подробно определенную специальную
форму z и Y. Пусть ее матрица будет симметричной, т. е. сеть
неподвижная и симметричная, и пусть сеть содержит только
сосредоточенные сопротивления, индуктивности и эластансы 1\
Задача настоящей главы состоит в том, чтобы выразить тензо-
ры z и Y этих специальных сетей в терминах более фундамен-
тальных тензоров.

II. При изучении таких сетей выделим три типа непрерывных
путей, каждый из которых вносит свой вклад в конструктивные
параметры, определяющие значение z и Y. Эти пути следующие:
1) описываемые электрическими зарядами; назовем их «элект-
рической сетью»; 2) описываемые линиями магнитного потока,
называемые «магнитной сетью»; 3) описываемые линиями ди-
электрического потока, называемые «диэлектрической сетью».

Каждая из этих трех сетей построена из «катушек» и «узлов»
(1- и 0-ячеек). (Во вращающихся электрических машинах эти
три типа сетей обобщаются, включая также электрические, маг-
нитные и диэлектрические «слои» (2-ячейки). Имеются также
механические сети, принимаемые во внимание при анализе вра-
щающихся машин или других электромеханических систем.)

III. Теперь будем считать, что электрическая сеть содержит
только взаимосоединенные непрерывные медные проводники,
которые не имеют других конструктивных параметров, кроме
сопротивлений гар, представляющих собой сопротивления проте-
кающему в сети потоку электрических зарядов. Индуктивности
/ар катушек обусловлены линиями магнитного потока, идущими
совершенно другими путями и не по направлению проводника,

*) Эластанс — величина, обратная емкости (см. гл. 2). (Прим. ред.).
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как для электрических зарядов. Эти пути лежат в окрестности
непрерывного медного проводника. Подобным образом эластан-
сы sap, обусловленные линиями электростатического потока, ло-
кализованы частично в конденсаторах (в разрывах, вводимых
в проводники). Конденсаторы не будут считаться частью элект-
рической сети, поскольку электрические заряды не проходят
через разрывы между обкладками.

IV. Следовательно, когда предполагается, что тензор импе-
данса zap в сети из катушек содержит другие конструктивные
параметры, помимо сопротивления га$, тогда молчаливо пред-
ролагается, что существуют другие сети, взаимосвязанные с ос-
новной электрической сетью, а именно, магнитные и диэлектри-
ческие, присутствие которых, однако, замаскировано тем, что
отдельные катушки искусственно наделяются собственными и
взаимными индуктивностями и эластансами.

Однако компоненты га$, а именно собственные и взаимные
индуктивности и эластансы отдельных катушек, можно изменить
при изменении способа соединения различных членов, составля-
ющих магнитные и диэлектрические сети, не изменяя взаимосо-
единения самой электрической сети. Таким образом, при уста-
новлении конструктивных параметров za§ электрической сети
необходимо изучить взаимосвязанные магнитные и диэлектриче-
ские сети.

В то же время магнитные и диэлектрические сети исследуют-
ся в электротехнике, но без взаимосвязи с электрическими сетя-
ми. Однако их инженерное значение как независимых сетей го-
раздо меньше, чем электрических. Их анализ как независимых
сетей был дан в предыдущих главах.

2. УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ ИЗОЛИРОВАННЫХ КОНТУРНЫХ СЕТЕЙ

I. Если рассматривать изолированные электрические, магнит-
ные и электростатические поля, то соотношения между интен-
сивностями полей (воздействующая величина) и результирую-
щими плотностями потоков (величина отклика) вдоль выбран-
ного направления в каждой точке неподвижной однородной
среды определяются так:

1) в электрическом поле e=ri или i = ge; (17.1)

2) в магнитном поле h = pb, или b = ph; (17.2)

3) в электростатическом поле e=sd, или d = ce. (17.3)

Различные символы определены в табл. 17.1.
П. В неподвижной неоднородной среде интенсивность поля,

действующая в одном направлении, порождает потоки, которые
имеют составляющие по другим направлениям. Поэтому коэф-
фициент пропорциональности двух величин не может быть ска-
ляром. Рассматривая воздействующие и ответные величины
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Т а б л и ц а 17.1

Символы

электрические

е — напряженность электрического по-
ля

h — напряженность магнитного поля

з — напряженность электростатическо-
го поля

i — плотность тока
Ь — плотность магнитного потока
d — плотность электростатического

потока

1 Величина, обратная удельной емкости.

г —

Р -

S —

[X-

с —

удельное

- удельное
ние;

-эластанс
тическая

- удельная

вещественные

сопротивление

магнитное сопротивле-

— удельная «электроста-
жесткость» *)
проводимость

- магнитная проницаемость
диэлектрическая постоянная

в каждой точке как векторы, параметры среды вместо скаляров
будем считать тензорами валентности два, а приведенные выше
соотношения для неоднородной среды примут вид

1) £а = гар*р или ia = gaQe$;

2) Аа = р«Р*р, *« = |*.РАР;

3) ea=sa^d\ d«=c«Vep.

(17.4)

(17.5)

(17.6)

Позиции индексов следуют из соображений, которые приве-
дены ниже.

III. При изучении сетей вместо интенсивности поля в точке рас-
сматривается интеграл интенсивности по линии между двумя
точками (узловая пара) или по замкнутой цепи (контур). Точ-
но так же вместо плотности потока в точке рассматривается
ее поверхностный интеграл по площади поперечного сечения ка-
тушки.

Сеть с несколькими контурами и узловыми парами рассмат-
ривается как неоднородное поле, в котором предполагается
только конечное число направлений (во всех других направле-
ниях поле равно нулю).

В такой интерпретации уравнения (17.4)—(17.6) остаются
неизменными и представляют уравнения поведения контурных
сетей трех типов. Каждый тип при этом является изолированной
сетью.

IV. Вначале изучим изолированные магнитные и диэлектри-
ческие сети, а затем эффекты взаимоотношения их с электриче-
ской сетью.
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3. МАГНИТНЫЕ СЕТИ

I. Магнитная сеть состоит из магнитных проводников (обыч-
но железо и воздух) и их соединений (рис. 17.1, а).

Аналогичная электрическая сеть показана на рис. 17.1, б.
Такие магнитные сети играют важную роль в многообмоточ-

ных трансформаторах, вращающихся машинах, измерительных
приборах и т. д. Конструктивными параметрами их являются

hr

Чь

IMT-^bf

$3LZ

EEL

-bd

Sdd
h9

-o-

чс
?ъъ* >rcc

?ud

a 6

Рис. 17.1.
a — магнитная сеть; 6 — ее электрический аналог.

магнитные сопротивления (релактансы) р а а , p b b различных маг-
нитных компонент или их проницаемости \iaa, \льъ и т. д. Между
отдельными членами нет взаимных релактансов раЪ или прони-
цаемостей \каъ точно так же, как нет взаимных сопротивлений
между отдельными катушками электрической сети.

Магнитную сеть можно также рассматривать как контурную,
узловую или ортогональную в зависимости от точки зрения.

II. Наложенные электромагнитные величины бывают двух
видов:

1) силы намагничивания ha обычно создаются токами, проте-
кающими в катушках, намотанных вокруг магнитных путей
в изолированных точках (магнитодвижущие силы — МДС); по-
стоянные магниты также имеют МДС, однако здесь они не рас-
сматриваются;

2) плотность магнитного потока Ьа. Каждая из этих двух ти-
пов величин может быть и приложенной и ответной величиной.

III. По своему физическому действию МДС аналогична на-
пряжению, а плотность потока — току. В частности:

1) в контурной сети МДС h приложены в разных точках,
а плотность потока b возникает в замкнутых контурах как от-
клик, подобно приложенному е и отклику i;

2) в узловой сети плотность магнитного потока В приложена
в узловых парах, и в ответ в узловых парах возникают МДС Н
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(или, скорее, разности магнитных потенциалов) подобно прило-
женному I и ответу Е.

Из-за определенной взаимозависимости, существующей меж-
ду векторами электрических и магнитных сетей во взаимосвязан-
ной системе (как показаио в § 8, III), магнитные потоки, связы-
вающие различные катушки, представляются ковариантным
вектором Ъа, тогда как физически подобный ток является кон-
травариантным вектором ia. Подобным образом МДС катушки
является контравариантным вектором /га, в то время как физи-
чески подобный вектор напряжения — ковариантным еа-

В соответствии с этим изменением тензор релактанса —р0^
(физически подобный гар), а тензор проницаемости — »л*р (фи-
зически подобный Кар).

Различные уравнения поведения подобны уравнениям элек-
трических сетей, за исключением того, что позиции индексов ока-
зались измененными, т. е.

1) для контурной сети уравнение МДС имеет вид

h ^ p b , hm = pmnbn;

2) для узловой сети уравнение потока

В={хН, Bu=puvH";

3) для ортогональной сети уравнения МДС и потока

H + h = P ( b + B), #«+Л«=Р«е(*р + Др),

b + B=t*(H + h), b* + B = М # Р + Л р ) -

4. ПРИМЕР МАГНИТНОЙ КОНТУРНОЙ ЦЕПИ

(17.7)

(17.8)

(17.9)

(17.10)

I. Пусть дана сеть (рис. 17.2), в которой электрическая сеть
взаимосвязана с магнитной и в которой состояние электрической
сети известно.

Поскольку ковариантные и контра-
вариантные индексы физически подоб-
ных величин взаимозаменяемы, то
между электрическими и магнитными
сетями существует такая же двойст-
венность, как между контурными и
узловыми сетями.

Во всех рассматривавшихся до сих
пор задачах электрических сетей пред-
полагалось, что собственные и взаим-
ные индуктивности отдельных катушек
(z примитивной сети) известны. В на-
стоящем примере предполагается, од-
нако, ЧТО ИЗВеСТНЫ ТОЛЬКО релаКТаНСЫ Рис. 17.2. Взаимосвязанная
р а Р ОТДеЛЬНЫХ ЭЛемеНТОВ МаГНИТНОЙ электрическая^ магнитная

^т
ш
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сети. Следовательно, чтобы найти поведение электрической сети,
необходимо удалить все электрические соединения и найти соб-
ственные и взаимные индуктивности (проницаемости) отдельных
катушек (показанных еще раз на рис. 17.3, а) из отдельных ре-
лактансов магнитных членов. Подобные случаи встречаются во
всех многообмоточных трансформаторах.

b b ' i

h ' i

be 11

h a paa

-ba,

pbb

таг
CC hCnj2dL-lipec hcpud

p°g йь| +ьс-

fbb

a

e a >aa

4 d

r b b

в

Рис. 17.3.
a — магнитная сеть, б — примитивная магнитная сеть; в — эквивалентная электрическая

сеть, г — примитивная электрическая сеть.

Проблема нахождения собственных и взаимных проницаемо-
стей (или индуктивностей) отдельных катушек, входящих в маг-
нитную сеть, аналогична нахождению собственных и взаимных
адмиттансов отдельных катушек электрической сети после того,
как катушки соединены в несколько контуров (см. гл. 5, § 8).
Итак, вычисление идет в два этапа:

1) прежде всего находят собственные и взаимные релактан-
сы магнитных контуров, образуемых отдельными элементарны-
ми магнитными составляющими;

2) затем находят собственные и взаимные проницаемости
отдельных магнитных членов (или катушек, навитых вокруг них).
В этом параграфе дается первый этап вычислений, второй этап
дан в § 9.

II. Электрическая сеть, подобная магнитной сети
(рис. 17.3, а), показана на рис. 17.3, в. Их анализ ведется парал-
лельно. Примитивная магнитная контурная сеть показана на
рис. 17.3, б.
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Ее тензор релактансов равен

п

т а

Ь

с

v v d

f

g

a b С

|

d f

0

g

pgg

(17.11)

Компоненты этого тензора, представляющие релактансы раз-
личных путей, обычно вычисляют с помощью методов теории
поля.

Вместо релактансов ра а..., конечно, можно использовать про-
ницаемости \Хпа .-, ГДе p a d = l/[iaa-

В магнитной сети с каждой МДС ассоциируется отдельный
магнитный релактанс, в том числе и равный нулю, а с каждым
релактансом ассоциируется МДС, величина которой также мо-
жет быть равна нулю. Как следствие, примитивная магнитная
контурная сеть содержит равное число электрических и магнит-
ных элементов. Введение дополнительных катушек и релактан-
сов аналогично введению добавочного напряжения еа вместе
с импедансом Zaa и дополнительному импедансу с напряжением,
т. е. в примитивной электрической сети каждому новому члену
соответствует дополнительный импеданс Zaa и связанное с ним
дополнительное напряжение еа.

Приложенная МДС представлена вектором

m а ь
0

с

hc

d

0

/

hf

g

(17.12)

III. Поскольку имеется три контура, любые три магнитных
потока могут считаться переменными (см. рис. 17.3, а). Там же
показаны потоки, проходящие через каждое магнитное сопро-
тивление.

Уравнение преобразования bm=Cr£ bm? или Ь = С"~^1Ь/ по-
лучается приравниванием старых и новых потоков, проходящих
через каждое магнитное сопротивление p a a , p b b как
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ft» =

be =

bc =

bf =

bg =

V + V
bb'+bc,

bb'

by

be

С-=А =

a

b

с

d

f

a '

i

1

b '

1

1

1

1

c'

1

1

(17.13)

Коэффициенты при новых токах образуют С*-1. Если Q- 1

заменить А, то можно использовать все формулы, выведенные
для контурной электрической сети и для магнитной контурной
сети простой заменой в них (в прямом обозначении) С на А.

IV. Новые компоненты тензора релактанса р находят посред-
ством АфА, а компоненты h' — посредством Ajh как

РА =

а

b

с

d

f

g

а Ъ'

9ьь

9cc ?cc

^m'nr

 = b '

c '

a

0

b '

9cc

C'

0

f c

m' b'

W =--hmr = \ ha hc + hf hc + Л«

(17.15)

(17.16)

(17Л4;

V. Если приложенные МДС предполагаются известными, то
магнитные потоки в контурах находят с помощью b/=p/~1h/==
= \№.

Если три компоненты W вычислены, то потоки через отдель-
ные релактансы можно найти как Ь = АЬ/. Падение магнитного
потенциала (МДС) на каждом отдельном релактансе находят
из hc=pAb /, где рА уже было вычислено в уравнении (17.14),
так что

g

h , = | P a f l * f l ' ^Kba'+bb') ?CC(bb<+bc<) ?ddbb' ?ggbr, (17.17)
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5. ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СЕТИ

I. Диэлектрические сети состоят из электрических проводни-
ков и изоляторов (скажем, медь и воздух), образующих пути
для линий электростатического потока. Эти пути играют важ-
ную роль во всех электрических устройствах, использующих вы-
сокое напряжение.

Конструктивными параметрами здесь являются эластансы
$аау $ъъ, . . • различных элементов или обратные величины — ем-
кости Саа, Сьь и т. д. Предполагается, что они сконцентрированы
в воздушном зазоре между проводниками. Они всегда вычисля-
ются методами теории поля. Снова не существует взаимных
емкостей СаЪ между отдельными членами.

Диэлектрическая сеть может быть контурной, узловой и орто-
гональной.

II. Наложенными электромагнитными величинами являются:
1) электродвижущие силы еа, т. е. те самые силы, которые уско-
ряют электрические заряды в электрической сети; 2) линии элек-
тростатического потока da (также называемые «смещением»).

Вместо того, чтобы говорить, что электрический заряд + q
помещен в точке Л, а заряд — q в точке В, скажем, что d линий
электрического потока входят в точку А и выходят из точки В,
т. е. что d линий электрического потока протекают от Л к В
по путям, которые соединяют А и В. Если это требуется, элек-
трические заряды q и электростатический поток d могут быть
в дальнейшем взаимозаменяемы. Каждый из них может быть
воздействующей или ответной величиной.

III. Существует двойственность между диэлектрической
и магнитной сетью, но не существует двойственности между ди-
электрической и электрической сетью. Это значит, что линии аа

электрического потока (или заряда qa) и физически эквивалент-
ный ток ia являются контравариантными векторами.

Различие между электрической и диэлектрической сетью за-
ключается в способе, по которому в их уравнения поведения
входит время.

IV. Различные уравнения поведения для трех типов диэлект-
рических сетей аналогичны соответствующим уравнениям элект-
рической сети, т. е.
контурное e = sd, em = smn;d

n; (17.18)

узловое D = CE, Da = CuvEv\ (17.19)

(E + e = s ( d + D), £« + e« = Sap(rfe + £>p); (17.20)
ортогональное|(d + D ) = = C ( E + e ) f d . + z* = C»P(£p + sp). (17.21)

В этих уравнениях d может быть заменено q.
V. В инженерных задачах магнитные сети обычно появляются

как контурные, в то время как диэлектрические сети обычно по-
являются как узловые.
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Электрический заряд, возникающий в точке, эквивалентен
линиям электрического потока, входящим в эту точку, как если
бы это была узловая точка нескольких диэлектрических состав-
ляющих. Можно сказать, что магнитные потоки, появляющиеся
в технических задачах (создаваемые электрическими токами),
рассматриваются как замкнутые линии, в то время как линии
электростатического потока рассматриваются как открытые ли-
нии. (Они начинаются у положительного заряда и заканчивают-
ся у отрицательного.) Линии магнитного потока образуют замк-
нутые контуры, в то время как линии диэлектрического потока —
открытые контуры.

Подобным образом в магнитных сетях приложенные МДС
обычно концентрируются в точке, последовательно соединенной
с каждым магнитным членом; с другой стороны, в диэлектриче-
ских сетях приложенные разности потенциалов обычно появля-
ются в диэлектрических членах, но не в последовательном соеди-
нении с ними.

6. ПРИМЕР УЗЛОВОЙ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СЕТИ

1. Пусть задана узловая диэлектрическая сеть (рис. 17.4, а),,
состоящая из четырех проводников А, В, С и D (скажем, четы-
рех электродов лампы или трех проводников линии передачи
и заземления и т. д.). Имеется три контура и три узловые пары

И1 В2 В 3 Б 4 D 5 D6

isV-Vi'V'V'
D p i D * + D r l

Рис. 17.4.
a — диэлектрическая узловая сеть; б — ее примитивная узловая сеть.

А—D, А—С, А—В (узел А может быть заземленным). Пусть ли-
нии потока входят в узлы и выходят через узел А (т. е. пусть
предполагается наличие зарядов на проводниках В, С и D, если
рассматривать проводник А как заземление).

Разность потенциалов между любыми двумя проводниками
и должна быть исследована.
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II. Тензор емкостей примитивной узловой сети на рис. 17.4, б
V

и г

2

3

4

5

6

1 2 3

С2 |

4 5 б

Л0-/

(17.22)

Рис. 17.5. Разности по-
тенциалов.

На рис. 17.5 показаны три выбранные разности потенциалов
Ер-, Eq> и Ег> , а также разности потенциалов, возникающие на
каждом элементе.

Приравнивая старые и новые разности потенциалов, возни-
кающие на каждом элементе, имеем

Ei = Ер, - Eq,

Ег= -Ер,

£ 3 =

£ 4 = Ер.

Е5 =

Е6 =

+ ЕГ,

-Е-. +ЕГ ' С=А =

ЕС

Ег,

р'

1

1

1

q'

— 1

i

1

г'

1

1

1

(17.23)

III. Тензор емкостей найдем с помощью А 4СА=С
V'

"V
Cu'v' =q'

г'

Ci

Р'

+ С2 +

- C i

с4

Ci

q'

-d

_c 3

c5

c2-

r

-c2

-c3

+-C3 + C6

(17.24)

В уравнениях потока Du'=CU'V>'Ey линии потока Da*
в узловых парах задаются как

р'

Dp'

9'

& ' •

г'

Dr'
(17.25)
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(нет необходимости находить их как Dtt' =DuCu

a ).
Неизвестные разности потенциалов на любой узловой паре

находят как Ev» —SvU'Dtt/, т. е. нахождением обратной
матрицы от Cu'v'

и р

Stt,v,-=q*

р

Spp

Spq

Spr

q

Sqq

sqr

r'

spr

Srr

(17.26)

IV. Умножение S на А по ASA^ дает собственные и взаимные
эластансы различных конденсаторов SUVy которые взаимосвя-
заны как

V

а

1

2

3

Sav==

4

5

6

1

Spp~2Spq-\-

+ $qq

Spr — Spp—

— ^qr + &pq

Spr — Spg—

Spp Spq

Spq — Sqq

Spr — Sqr

2

Ьрг ^qr

~~SppJrSpq

Srr- 2Spr +
+ Spp

Srr—Sqr —
—Spr—Spg

Spr — Spp

Sqr — Spq

Srr — Spr

3

Spr~Sqr +

+ Sqq—Spq

Srr — Spr —
Sqr~\~Spq

Srr — %Sqr

+ S99

Spr — Spq

Sqr Sqq

Srr — Sqr

4

СOpp
с
^pq

Spr-

— spp

Spr —
— Spq

Spp

Spq

Spr

5

Spq —

Sqq

s q r -
— Spq

v-
— Sqq

Spq

Sqq

Sqr

6

Spr —
— Sqr

Srr-
— Spr

Srr-
— Sqr

Spr

Sqr

Srr

(17.27)

так что Eu=SaVD
v,rjxe Dv — воздействующий поток (заряды)

через каждый конденсатор; Еи— разность потенциалов, воз-
никающая между пластинами каждого конденсатора.

7. ВЗАИМОСВЯЗАННЫЕ СЕТИ

I. В большинстве проблем три типа сетей, а именно электри-
ческие, магнитные и диэлектрические, не изолированы одна от
другой, а некоторым образом взаимосвязаны. В исследовании
сетей можно рассмотреть два следующих типа взаимоотношений:

1) электрическая и диэлектрическая сети взаимосвязаны так>
что между ними существует физический контакт (рис. 17.6);
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2) магнитная сеть взаимосцеплена как с электрической, так
и с диэлектрической сетью, так что между ними нет физического
контакта (рис. 17.7).

II. Следует подчеркнуть, что эти два случая являются совер-
шенно противоположными, предельными и между ними есть мно-
го других возможностей. Например, путь в магнитном железе
может представлять собой часть электрической сети, но при этом
возникает новая проблема. В каждом случае должно быть сде-
лано различие между 1) материальными частицами, образую-

Рис. 17.6. Взаимосвязанные электрические Рис. 17.7. Магнитная сеть, сцепленная
и диэлектрические сети. с электрической и диэлектрической сетью.

щими подлежащую основную сеть (материальную)] 2) нало-
женными на эту сеть электромагнитными величинами, которые
также образуют сеть {геометрическую).

Таким образом, сеть, образованная наложенными электро-
магнитными величинами (сеть «цепей» — chains), отличается от
сети, которая образована основной материальной сетью (сетью
«ячеек» — cells). В неподвижных симметричных сетях эти два
типа сетей полностью совпадают, но этого не происходит во вра-
щающихся машинах.

Следует заметить, что в диэлектрической сети путь электри-
ческих зарядов является разрывным, поскольку предполагается,
что заряды не проходят между двумя пластинами конденсатора.
Таким образом, в диэлектрической сети оба пути (материальный
и геометрический) имеют разрывы для электрических зарядов.
Следовательно, в нашем случае можно предположить, что диэлек-
трическая сеть есть то же самое, что и электрическая сеть, име-
ющая разрывы.

Однако магнитная сеть принципиально отличается от элек-
трической, поскольку в ней не протекают электрические заряды.
Она является двойственной сетью для диэлектрической сети.
Теоретически можно допустить существование магнитной сети,
по которой протекают магнитные заряды, производящие рассея-
ние тепла, являющейся двойственной электрической сети. Одна-
ко такого магнитного явления пока наблюдать не удавалось.
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8. ВЗАИМОСВЯЗАННЫЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ЯВЛЕНИЯ

I. Так же, как связаны между собой три типа физических се-
тей, связаны и наложенные на них электромагнитные явления
(еа и ia, ha и ba, ea и da). Эти взаимосвязи даются уравне-
ниями электромагнитного поля Максвелла. Взаимосоединение
между магнитными и диэлектрическими сетями в настоящей ра-
боте не рассматривается.

II. Рассматривая лишь один элементарный контур каждого
типа сети, когда электрическая цепь N раз обвита вокруг маг-
нитного сердечника, имеем:
Nb = (p — потокосцепление (вектор-потенциал), (17.28)
Ni=im — магнитодвижущая сила. (17.29)

В терминах этих новых величин отношения между тремя ти-
пами контуров будут

1) магнитный -»- электрический dyldt = e, (17.30)
2) электрический -> магнитный m = h, (17.31)
3) диэлектрический —>• электрический dq/dt=i. (17.32)

III. Когда несколько диэлектрических и электрических кон-
туров соединены с магнитными контурами, количество взаимо-
связей представлено тензором N, содержащим число витков
в каждой катушке, а приведенные выше соотношения для кон-
турных сетей принимают следующий вид:

1) магнитная ->- электрическая dtp/dt = e, dq>m/dt = em', (17.33)
2) электрическая —>• магнитная m = h, mm = hm\ (17.34)
3) диэлектрическая ->• электрическая dq/dt = i, dqm/dt = im,

(17.35)
где

cp = N,b5 <?m=Nr

mbr; (17.36)

m = Ni, mm=Nnir. (17.37)

IV. Вектор потокосцепления ср можно выразить через вектор
тока i:

cp = N<b = N/|ih = N/ji.m = N ^ N i . (17.38)

Если тензор индуктивности определяется через тензор прони-
цаемости как

l = N,i*N, 1тп=?рчЫЖ, (17.39)

то вектор потокосцепления в терминах тензора индуктивности

? = И. ? » = W - (17.40)

Обратное соотношение может быть записано как

i = kcp, im = kmn<pr. (17.41)
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9. СОБСТВЕННЫЕ И ВЗАИМНЫЕ ИНДУКТИВНОСТИ

I. Знание собственных и взаимных проницаемостей JJ/ маг-
нитных контуров, вычисленных в § 4, является лишь первым ша-
гом в расчете I ̂ отдельных катушек. Необходимо сделать шаг
дальше и вычислить собственные и взаимные проницаемости от-
дельных магнитных членов, которые с помощью уравнения
(17.44) позволяют найти собственные и взаимные индуктивности
отдельных катушек, связывающих отдельные магнитные эле-
менты.

Переход от контурной проницаемости к проницаемости кату-
шек точно такой же, как переход от контурных адмиттансов
к адмиттансам отдельных катушек (см. гл. 5, § 8). Это значит,
что если контурная проницаемость \х' была вычислена с помощью
обращения р', то проницаемость катушек подобна уравнению
(5.30):

И ^ С Г У С - 1 , Ып = Ы>п>С%Сп

п; (17.42)

^=А|* 'А, . (17.43)

II. Если известны только собственные и взаимные релактан-
сы р примитивной магнитной сети, то после соединения магнит-
ной контурной сети посредством Ct~l = A собственные и взаим-
ные проницаемости отдельных катушек магнитной сети по урав-
нению (5.29) (если электрические цепи еще не взаимосоединены)
будут

1хс = А(А/рА)-1А,; ц ^ С Г Ч с - ^ С Г 1 ) - 1 С"1. (17.44)

Если отдельные катушки имеют различное число витков,
представляемых диагональным тензором числа витков N = Nwpy

го собственные и взаимные индуктивности 1 можно найти из про-
ницаемостей \1С с помощью уравнения (17.39).

III. Следовательно, собственные и взаимные индуктивности 1
примитивной электрической контурной сети находят из релак-
^ансов р примитивной магнитной контурной сети как

I = N,[A(A/ PA)-1A/]N, (17.45)

где А = С7* показывает способ взаимосоединения магнитной
сети, а N — число витков катушек примитивной электрической
контурной сети. В 1 имеется столько строк и столбцов, сколько
катушек.

Когда некоторые элементы релактансов не имеют катушек,
то соответствующие строчки и столбцы 1 автоматически исклю-
чаются при использовании N.
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IV. При рассмотрении примера (см. рис. 17.3, а) тензор ре-
лактанса уже был вычислен в уравнении (17.15). Его обраще-
ние (тензор проницаемости) есть

Ь'

а'

ц' = Ь'

Раа

Pab

Рас

P<ab

Рьь

Pbc

Рас

Pbc

Рсс

(17.46)

Дважды последовательно умножая его на тензор преобразо-
вания СГ = А (данный в уравнении (17.13)), находим тензор
проницаемости отдельных катушек как AJA'AJ, т. е.

Рс~-

а

b

с

d

f

S

Раа

Paa-rPab

Pab+Pac

Pab

Pab

Рас

Paa+Pab

Paa+^Pab+Pbb

Pab+Pac+Pbb+Pbc

Pab+Pbb

Pab+Pbb

Pac+Pbc

Pab+Pac

Pab+Pbb+V-ac+Pbc

Pbb+^Pbc+P-cc

Pbb+Pbc

Pbb+Pbc

Pbc+Pcc

Pab

Pab+Pbb

^bb^rpbc

Pbb

Pbb

Pbc

V-ab

Pab+Pbb

Pbb+Pbc

Pbb

Pbb

Pbc

Рас

Pac~\~Pbc

Pbc+Pcc

Pbc

Pbc

Pec

Тензор отношения числа витков равен

a b e d f |f

N =

a

b

с

d

f

na

nc

1
nf

ng

(17.47)

(17.48)
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Следовательно, собственные и взаимные индуктивности четы-
рех обмоток находят из N*jicN =

1 =

{na)
2V<aa

naflciP-ab+V-ac)

ПаПраЪ

ПаПс{\>-аЪ+\*-ас)

П2

с($*-ъЬ+1Ис+\>-сс)

ncng(\>.bc+V-cc)

nanft*-ab

ncTlfobb+V-bc)

(n/Wbb

nang^ac

ncng(pbc+\><zz)

TlfTlg^bc

nfTlgp.bc j (ngy^cc

(17.49)

10. БАЗОВЫЕ И ПРОИЗВОДНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ

I. В уравнениях электрической сети были введены два типа
переменных: 1) контравариантная переменная i = im, использу-
емая в контурных сетях; 2) ковариантная переменная Е=Еиу

используемая в узловых сетях.
Когда электрическую сеть связывают магнитные и диэлектри-

ческие сети, вводится два дополнительных множества перемен-
ных: 1) контравариантные переменные q = qm, представляющие
электрические заряды в контурных сетях; 2) ковариантные пе-
ременные Ф = ФМ, представляющие потокосцепление в узловых
сетях.

II. Первичные переменные i и Е можно получить из допол-
нительных переменных q и Ф с помощью дифференцирования
как im = dqmldt и Eu=d(&u/dt; следовательно, qm и Фи можно на-
звать «базовыми переменными», a im и Еи — «производными пе-
ременными».

Нужно заметить, что базовой переменной является не Ф и ,
а фи — понятие, отличное от Фи, поскольку одно из них относит-
ся к контурной сети, а другое — к узловой сети. Подобным об-
разом другая базовая переменная есть qm

y а не Qm.
Уравнения поведения сетей можно выразить через эти четыре

типа переменных в различных комбинациях.

11. ДВОЙСТВЕННЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

I. В гл. 14, § 1 было показано, что понятия «контур» и «узло*
вал пара» двойственны, и все величины, ассоциируемые с ними,
также двойственны друг другу. В предыдущих главах были вве-
дены следующие двойственные тензоры:

1) приложенные величины e=>e^->I = /w;

2) ответные величины i = i™'-^E = E—;

3) константы сети z = Zmn ->Y= Yuv;

4) тензоры преобразования C = Cl>->- С*Г1==С— *
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II. При наличии взаимосвязанных электрических, магнитных
и диэлектрических сетей появляются следующие дополнительные
двойственные тензоры:

5) ответные величины \ т #

6) электрические константы r = r-n-^-G = Guv ;

7) магнитные константы \=l— -+Y< = \KUV \

^uv8) диэлектрические константы $ = s~n-^-C = Cu

Существуют также следующие двойственные скаляры:
1) кинетическая энергия =T->-Vr — потенциальная энергия;
2) скорость излучения тепла =D-+D' — скорости излучения

тепла;
3) входная мощность = Р-+Р'— входная мощность.
Если «воздействующий» ток I интерпретировать как «отводи-

мый» (ток, снабжающий внешнюю нагрузку), то Рг— выходная
мощность.

12. УРАВНЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЯ

I. Уравнение напряжения e = z\ во взаимосоединенной элек-
трической и диэлектрической контурной сети, связанной с маг-
нитной сетью, согласно уравнениям (17.14), (17.18), (17.33)
принимает вид

e = ri+tf<p/d* + sq, em = rmni» + d?Jdt + Smnq». (17.50)

Электрическая сеть вносит ri, взаимосвязанная магнитная
сеть — dq)/dt, а взаимосоединенная диэлектрическая сеть — sq.
По закону Кирхгофа напряжения суммируются вдоль контура.

В терминах производной переменной i (поскольку ф = Н
и q=t J idt) уравнение напряжения в контурной сети

e=ri + l- |- + s j i^ , em = rmni» + lmn-^- +5 т я |/»Л;

(17.51)

e = r i - f lpl + (slp)i, em = rmni" + lmnpi" + (smnP)i». (17.52)

II. Следовательно, тензор импеданса z для неподвижных сим-
метричных сетей принимает следующую специальную форму:

z=r + Uldt + s$di, zmn=rmn + Lndldt + smJdt, (17.53)

z = r4-lp + slp, zmn = rmn-{-lmnp + smn!p. (17.54)
518



Электрическая сеть вносит г, магнитная сеть—1р, а диэлек-
трическая — s/p.

III. В терминах базовой переменной q получаем уравнение

(17.55)

Оно представляет столько дифференциальных уравнений вто-
рого порядка, сколько имеется контуров.

Это уравнение подобно уравнению напряжения отдельной
катушки, имеющей сопротивление г, индуктивность / и эластансз:

e=lJ%L + rjL + sq, (17.56)

за исключением того, что согласно первому обобщающему посту-
лату каждый скаляр заменяется соответствующей /г-матрицей,
а каждая /г-матрица — геометрическим объектом валентности п.

IV. В ортогональной сети появляется также Е и I, так что
уравнение напряжения в ортогональной сети (с использованием
спинорных индексов) принимает вид

E + e = (r + \p+slp)(i + l),

E7 + ^=(ra-?-\-l^p+s-Jp)(iV + It). (17.57)

Уравнения этого параграфа, используемые для формализо-
ванного анализа сетей, представляют собой точную форму урав-
нений динамики Лагранжа с контравариантными переменными
(см.§ 16).

13. УРАВНЕНИЕ ТОКА

I. Уравнение тока I = YE взаимосвязанной электрической
и диэлектрической узловой сети, соединенной с магнитной сетью,
согласно уравнениям (17.4), (17.35) и (17.41) будет

dt dt
(17.58)

Электрическая сеть дает GE, взаимосвязанная магнитная
сеть — КФ, а взаимосвязанная диэлектрическая сеть — dQ/dt.
По закону Кирхгофа токи суммируются в узлах.
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В терминах производной переменной Е (поскольку Q=CE
и ф = J Edt) уравнение тока в узловой сети следующее:

I = G E + C — + K СЕЛ, I"=Guf>Ev + Cu*^ + Kav [ Evdt;
dt J dt J

(17.59)

I = GE+C/?E+(K//?)E, I» = G""Ev + C»*pEv + (K»*lp)Ev.
(17.60)

П. Следовательно, тензор адмиттанса Y принимает для не-
подвижных симметричных сетей следующую специальную форму:

Y = Q-j-C — +Kfrf/ Yuv=Guv+C»v — -\-KttVldt, (17.61)

Y=G+C/?+K//>, Ke*=G«* + Cw/> + A>*Ap. (17.62)

Сама электрическая цепь дает G, диэлектрическая цепь — С/?,
магнитная — К/р.

III. В терминах базовой переменной Ф уравнение прини-
мает вид

(17.63)
dfi ' ~ dt ' ' " ' " " Л2 ' " Л ' • •

и представляет столько дифференциальных уравнений второго
порядка, сколько имеется узловых пар.

Это уравнение подобно уравнению для отдельной катушки

/ ^ С - ^ + О-^+ЛГФ, (17.64)

в котором каждый скаляр заменяется соответствующим геомет-
рическим объектом.

IV. В ортогональной сети появляются также е и i, так что
уравнение тока в этой сети (используются спинорные индексы)
есть

i + I = ( Q + C/7 + K//?)(E + e),

/«+/«=(G«q-C«P>+/CeP//;)(f- + e r ) . ( 1 7 .65)

Уравнения этого параграфа, используемые при нормальном
анализе сетей, представляют собой точную форму уравнений ди-
намики Лагранжа с ковариантными переменными (см. § 16).
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14. УРАВНЕНИЕ МОЩНОСТИ

I. Если уравнение напряжения умножить на i (см. (17.52)), то
каждый член будет представлять собой мощность:

ie = iri + il/?j + is//?i,

ejm=rmni
min+Ln (Pin) im + smn ((1 jpe)i") im.

Поскольку i = dq/dt = pq, то уравнение мощности есть также

ie = iri + ̂ ^ i ! i j + /7^qsqj, (17.66)

emim = rmJmin + P (~LJm^ + P {^3тпГдпУ (17.67)

где ie = P — полная мощность, поступающая в электрическую
контурную сеть; in = D — скорость рассеяния тепла в электриче-
ской сети Ш/2 = Г — кинетическая энергия, запасенная в магнит-
ной сети; qsq/2=V — потенциальная энергия, запасенная в ди-
электрической сети.

Следовательно, уравнение мощности контурной сети есть

P=D + dT/dt + dVldt. (17.68)

П. Умножая уравнение тока (17.60) на Е, получаем

Ef = EGE + EC/>e + EK//?E,
(17.69)

EJ* = G**EaEv + C**(pEv)Ea+K«'({llp)Ev)Ea.

Поскольку Е = ЛХ>/Л=<рФ, то уравнение мощности

Е1 = ЕОЕ^р(^-ЕСЕ) + р(^-ФКф),

EJU = G^EUEV + Р[\ C*°EUE^ + p(-j ^ Ф * Ф * ) . (17-70)

где Е1 = Р' — полная мощность, поступающая в узловую элек-
трическую сеть; EGE=fD/ — скорость рассеяния тепла электри-
ческой сетью; ЕСЕ^^У 7 — потенциальная энергия, запасенная
в диэлектрической сети; Ф К Ф ^ ^ Г 7 — кинетическая энергия, за-
пасенная в магнитной сети. Через Р', D\ V', Т уравнение мощ-
ности узловой сети записывается так:

P W y + ^ + ^ ( I 7 7 1 )
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15. КВАДРАТИЧНЫЕ И ЭРМИТОВЫ ФОРМЫ

I. Различные выражения для мощности и энергии

Ш = 2Г

qsq = 21/

EGE = D'

ФКФ = 2 Г

ЕСЕ = 2К'

гтп1 1 — и

1м4*ч*=яг

Sn»am4n=w

G™EJ£V = D\ (17.72)

КтФпФъ = 2Т\( 17.73)

Cw£"B£1
v = 2Vr/ (17.74)

являются квадратичными формами. С другой стороны, полная
входная мощность i e = P и Е1 = Р' является линейной формой.

Когда компоненты — комплексные числа, то соответствую-
щие квадратичные формы заменяются билинейными:

iri* = D

\\\* = 2Т

qsq* = 2I/

E*GE = D'

Ф*КФ = 2 Г

Е*СЕ = 21/'

G™EUE- = D\ (17.75)

К™ФаФ^ = 2Т\ (17.76)

CairEaE^ = 2Vr

J (17.77)

т. е. берутся сопряженные с соответствующих переменных.
Поскольку компоненты г, 1 и другие являются действительны-

ми числами, г = г* и т. д. Из-за этого свойства коэффициентов
шести билинейных форм последние называются далее «эрмито-
выми формами». Значение эрмитовой формы (скаляра) всегда
действительное, а не комплексное число.

Когда любой тензор преобразования С в этой книге исполь-
зуется для неподвижных симметричных сетей, все эти шесть
квадратичных (или эрмитовых) форм остаются инвариантными
при всех преобразованиях, так же как и две линейные формы
(инварианты мощности).

П. Нужно подчеркнуть, что предположение об инвариантно-
сти входной мощности является более общим, чем предположе-
ние об инвариантности различных квадратичных форм, посколь-
ку в асимметричных сетях в общем случае не существует квадра-
тичных форм, их z или Y — асимметричные тензоры, но линейная
форма существует.

16. ДВОЙСТВЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЛАГРАНЖА

I. Уравнения (17.52) и (17.60), имеющие точный вид уравне-
ний Лагранжа, используемые в изучении сетей, можно привести
к исходной основополагающей форме, которую им дал Лагранж,
заменив выражения, содержащие тензоры валентности два г, 1
и другие эквивалентными выражениями, содержащими векторы
и скаляры. Эти исходные основополагающие уравнения не явля-
ются, однако, лучшей формой для стандартных расчетов большо-
го разнообразия систем.
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Возьмем уравнения напряжения (17.52) и произведем следу-
ющую замену (помня, что матрицы г, 1 и s — симметричные мат-
рицы во всех системах координат и не являются функциями пе-

ч . 1 din dF

ременных и времени): п = = .
2 д\ д\

Здесь F=— iri = Z5/2 —функция дкссиципации; lpi = pll =

( 1 д\\\ \ дТ s I dqsq dV

2 di ) д\ pi 2 dq dq

В терминах этих скаляров и векторов уравнение напряжения
(17.52) принимает вид

е___ d дТ д(-У) • dF _ d дТ д(-У) , dF

(17.78)

Эта форма уравнения напряжения, содержащего скаляры Т,
V, F есть частный случай уравнений движения Лагранжа, выра-
женный в терминах двух контравариантных переменных qm и im.

II. Подобным образом пусть в уравнении тока (17.60) будут
сделаны следующие преобразования:

G E = — dEGE = - ^ - ; здесь F' = —EGE = D'I2 — двойствен-

ная диссипативная функция;

СрЕ = рСЕ = р — - Н / 7 -
2 dE ) dE

2 ^Ф <̂Ф

В терминах этих скаляров и векторов уравнение тока (17.60)
принимает вид

l _ d дУ д{-Тг) , dF'

~~ dt дЕ дФ dE '

/u = jLWL-*i-T')+KL (17.79)
dt dEa d<btt ' dEu'

 v ;

Эта форма уравнения тока — частная форма уравнений движе-
ния Лагранжа, выраженная в терминах двух ковариантных пе-
ременных Фи и Еи.

III. Двойственные уравнения движения Лагранжа можно
представить в более симметричной форме определением

функции Лагранжа L~T—V; (17.80)

двойственной функции Лагранжа L! = V — Т'\ (17.81)
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В частности, в терминах контравариантных переменных

L=(i\i-qsq)l2, L={lmni"4«-smnq™qn),2 (17.82)

и в терминах ковариантных переменных

// = (ЕСЕ-ФКФ/2), L' = (Ca»EaEv-Kuv<f>a<f>v)l2. (17.83)

В терминах функций Лагранжа L и V двойственные уравне-
ния движения принимают вид

d dL dL , dF d dL dL , dF

Л di ^q ' di ' " w ^ dim dqm l a/m

(17.84)

, _ d Ы1 dL' j dP^ ju—jL dL' dL' I a / "

(17.85)

Таким образом, двойственные уравнения движения Лагранжа
дают или уравнения напряжения в «контурной» сети, или урав-
нения тока в «узловой» сети в зависимости от того, выбираются
ли контравариантные переменные qm и im или ковариант-
ные переменные Фи и Еи-

Следует еще раз подчеркнуть, что контравариантные и кова-
риантные переменные не зависят друг от друга, поскольку пер-
вые появляются в контурах, а вторые — в узловых парах.



Глава 18

МЕТРИЧЕСКИЙ ТЕНЗОР

1. СЕТИ С НУЛЕВЫМИ КОНСТРУКТИВНЫМИ КОНСТАНТАМИ

Известно, что в неподвижных сетях z и Y можно разделить
на три составляющих тензора-компоненты, это позволяет ввести
новые типы конструктивных констант (состоящих только из от-
ношений) и новые типы уравнений. Прежде чем вводить новые

(Р. I *

Рис. 18.1. Сеть с нулевыми импедансами. Рис. 18.2. Сеть с нулевыми адмиттансами.

типы конструктивных констант, кратко рассмотрим сети без этих
констант. Такие сети играют важную роль в релейном, переклю-
чательном, управляющем и другом оборудовании.

Простейшая электрическая сеть состоит из набора соединен-
ных ветвей, имеющих нулевые сопротивления (см. рис. 18.1) пя-
ти ветвей, на которых нет падения напряжения. Единственное
электрическое понятие, связанное с сетью, — это текущие через
нее токи. Рассматривая рис. 18.1 как чисто-контурную сеть, мож-
но с помощью первого закона Кирхгофа установить для нее не-
сингулярный (квадратный) тензор преобразования С«', в кото-
ром заложены все абстрактные свойства сети. Теорией этой про-
сюй сети является теория тензора С*'.

Двойственная рассмотренной сеть состоит из набора соеди-
ненных непроводящих ветвей (рис. 18.2) и имеет равные нулю
токи ветвей.
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Единственное электрическое понятие, связанное с сетью,—-
это напряжение на узловых парах. С помощью второго закона
Кирхгофа можно установить обратный тензор преобразования
С1 , в котором заложены все абстрактные свойства такой сети.

Элементарная топология изучает свойства таких сетей, с ко-
торыми не связаны никакие конструктивные константы. Сеть
полностью описывается с помощью тензора преобразования.

Геометрически сеть с нулевыми конструктивными константа-
ми (но с СаО эквивалентна пространству, в котором не зада-
ны ни «величина», ни «направление» введенных векторов.

2. БАЗОВЫЕ ИНВАРИАНТЫ

I. Первый шаг в наделении сети конструктивными констан-
тами состоит во введении сопротивлений r = rmn, что дает урав-
нение напряжения для контурной сети е=Т1.

Если с электрической сетью связана подлежащая магнитная
сеть, то катушки наделяются дополнительными конструктивными
константами, индуктансами l = lmn, что дает уравнение напряже-

ния е = п + 1 .
1 dt

Если электрическая контурная сеть связана также с диэлект-
рической сетью, то требуется еще одно множество конструктив-
ных констант — эластансов s = smn, так что уравнение напряже-
ния принимает вид

e = ri + l/;i+(s//>)i = l - ^ + r-^.+sq.

II. Три вида независимых конструктивных констант сети:
1) тензор резистанса r = rmn, 2) тензор индуктанса l = lmn и
3) тензор эластанса s = s m n называются «базовыми инварианта-
ми» сети. Они определяют «структуру» сети.

Наложенные электромагнитные величины являются перемен-
ными; в частности, определим их как: l)q = qm — базовая пере-
менная, 2) \ — im— производная переменная, 3) е=ет — пара-
метр. Есть еще также независимая переменная t.

Все другие инварианты контурной сети выводят из этих базо-
вых инвариантов дифференцированием или их комбинацией
друг с другом или с переменными.

Хотя в общем случае компоненты структурных базовых
инвариантов г, 1 и s являются функциями переменной, в этой
книге предполагается, что их компоненты — константы. В общем
случае базовые инварианты не обязательно являются тензорами.

III. Одной из целей тензорного анализа является получение
других инвариантов из данных базовых инвариантов и перемен-
ных геометрической или физической системы. Получение новых
инвариантов из базовых инвариантов дифференцированием была
показано в гл. 15, § 4.
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Другой путь получения новых инвариантов — образование
произведений базовых инвариантов и переменных. Такие геомет-
рические объекты называются «мгновенными инвариантами».
Например, ими являются четыре скалярные «формы»

P = ie, D = i n , Т = Ш'2 и l/ = qsq 2.

IV. Узловая сеть обладает двойственными инвариантами по
отношению к инвариантам контурной сети. В уравнении тока

1 = ОЕ + С/?Е + (К//7)Е = С(^ 2Ф/^ 2) + О(^Ф/Л) + КФ

базовыми инвариантами узловой сети являются: тензор прово-
димости G=GUV; тензор восприимчивости K = KUV; тензор емко-
сти C = CUV.

Переменными узловой сети являются: базовая переменная
Ф = Фи\ производная переменная Е = Еи\ параметр \ = 1и.

Мгновенными инвариантами для нее являются те же, что
и выше, но выраженные в терминах узловых базовых инвариан-
тов и переменных, а именно P ' = E I ; Z)'=EGE; Г = ФКФ/2; V'=
= ЕСЕ/2.

3. ОБОБЩЕНИЕ (НОРМИРОВКА) СИСТЕМЫ «НА ЕДИНИЦУ»

I. При изучении многих физических явлений или геометриче-
ских отношений или при конструировании любой инженерной
структуры одним из первых шагов в упрощении проблемы явля-
ется исключение каким-либо образом из рассмотрения понятия
«величина». Это достигается построением маломасштабных мо-
делей или выражением проблемы в терминах отношений вели-
чин вместо самих действительных величин.

II. Первый шаг во введении отношений в задаче состоит
в выборе какой-либо удобной величины — напряжения, тока
и других в качестве единицы и выражении всех остальных по-
добных величин через их отношение. Например, ток при полной
нагрузке можно принять за 1; величину тока и все другие токи
выражают как дроби или целые числа от тока при полной на-
грузке. Можно выбрать аналогичные единицы для выражения
напряжений, реактансов и т. д.

Вместо обозначения условной величины через 1 принято
также считать ее за 100% и выражать все другие количества
в процентах. Это так называемая система, нормированная «на
единицу», которая используется в электротехнических задачах.

С помощью таких отношений можно сравнивать два устрой-
ства различной величины и видеть, какое из них имеет, скажем,
больший или меньший реактанс короткого замыкания, сопротив-
ление и т. п.

Все формулы в этой книге остаются верными, если все коли-
чества выражены в системе «на единицу». Другими словами,
когда речь идет о формулах книги, неважно, в каких единицах

527



измерены компоненты соответствующих геометрических объ-
ектов.

III. Этот первый шаг не вполне удовлетворительный, посколь-
ку он не связывает количественные величины различного типа,
такие как резистансы и реактансы. Второй шаг в проектирова-
нии различных устройств состоит в выражении их свойств в тер-
минах отношений двух величин различного типа, таких как г/Х
(резистанс/индуктанс). При сравнении двух устройств, свой-
ства которых выражены в терминах таких отношений, они явля-
ются мерой качества устройств по относительной эффективности,
стоимости и т. п.

IV. Тензорный анализ представляет систематическую проце-
дуру, в которой поведение физических систем выражается в тер-
минах отношений двух различных типов конструктивных кон-
стант, а не в терминах их действительных значений. Таким об-
разом, тензорный анализ дает стандартную процедуру, с по-
мощью которой действительные «значения» физических величин
можно по желанию исключать и снова вводить в рассмотрение.
При исключении LX заменяют отношениями физических величин?

которые играют решающую роль в анализе. Эта стандартная
процедура называется «поднятием и опусканием индексов».

4. МЕТРИЧЕСКИЙ ТЕНЗОР a m n

I. Базовым инвариантом, который играет основную роль
в исключении и возобновлении понятия «величина», является
тензор индуктивности 1 = /шп, представляющий собственные
и взаимные индуктивности различных контуров. Из-за этой
роли тензор индуктивности lmn называется в тензорном анализе
«метрическим тензором» и обозначается атп (в литературе по
геометрии gmn).

Метрический тензор атп представляет дополнительные харак-
теристики, приобретенные электрической сетью благодаря ее
связи с соответствующей магнитной сетью. Это симметричный
тензор валентности два. (Следует заметить, что в присутствии
постоянных магнитов тензор индуктивности lwn не является сим-
метричным, так как нет потока в магнит и связь является одно-
направленной, и его нельзя считать метрическим тензором атп.)

Например, метрический тензор двухобмоточного трансформа-
тора (рис. 18.3) имеет вид

Рис. 18.3. Двухобмоточный
трансформатор.
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В проблемах механики компоненты метрического тензора
могут быть моментами инерции и произведениями инерции раз-
личных масс.

II. Метрический тензор — один из нескольких тензоров ва-
лентности два, у которых инверсия обозначается той же базовой
буквой апт. (Другими тензорами являются, например, ££,

и его инверсия С"'; то же характерно и для единичного тензора
/р, инверсия которого /f.)

Инверсия тензора двухобмоточного трансформатора имеет
вид

(18.2)

т
п

р
пт

S

р

LSID

— M/D

s

-M/D

LPIDa =

где D = LVLS—M2. Поскольку индуктивность короткого замыка-
ния первичной обмотки Lp' = lp—M2/LPLS, то D = LPLP' = LSLS'.
Поскольку коэффициенты рассеяния есть KP=M/LP и XS=M/LS,
инверсия метрического тензора может быть представлена в виде

(18.3)

III. Поскольку индуктивности пропорциональны проницае-
мостям (уравнение (17.39), а инверсия магнитной проницаемо-
сти есть релактанс), можно сказать, что:

т\
п

р
а п т -

s

Р

> « ;

S

-lPIL'p

УК

Рис. 18.4.
а —• магнитные пути с максимальной проницаемостью; б — магнитные пути с минималь-

ной проницаемостью.

1) метрический тензор атп представляет собственные и взаим-
ные магнитные проницаемости подлежащей магнитной сети, из-
меренные при условии, что цепи всех катушек электрической
сети разомкнуты;

2) инверсия метрического тензора апт представляет собст-
венные и взаимные релактансы подлежащей магнитной сети,
измеренные при закороченных катушках электрической сети.
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Другими словами:
1) при измерении компонент метрического тензора атп ли-

нии магнитного потока следуют по пути максимально возмож-
ной магнитной проницаемости (рис. 18.4, а); 2) при измерении
компонент инверсии метрического тензора линии магнитного
потока следуют по пути с минимально возможной магнитной
проницаемостью (рис. 18.4, б).

5. ПОДНЯТИЕ И ОПУСКАНИЕ ИНДЕКСОВ

I. Метрический тензор атп имеет следующие важные свой-
ства:

1. Если верхний (контравариантный) индекс любого тензора
умножается на метрический тензор атп, верхний индекс стано-
вится нижним (ковариантным). Например,

Kmnank = Km

k или ATakp=Alp. (18.4)

Все другие индексы тензора и базовая буква остаются теми же.
Индексы также сохраняют надлежащий порядок:

Km

n%
qcLhT = KmnrP

4. (18.5)

Здесь третий верхний индекс k стал третьим нижним индексом
г. Аналогично:

2. Если нижний (ковариантный) индекс любого тензора ум-
ножается на инверсию метрического тензора апт, то нижний ин-
декс становится верхним:

Km

n

k

p

qa™^Kmrk

p

q или imamn=in. (18.6)

Эти правила изменения индексов не имеют силы для геомет-
рических объектов, они верны только для тензоров. (Следует
помнить, что индексы я-матриц не являются ни ковариантными,
ни контравариантными, и эти правила для них не имеют смыс-
ла.) За один шаг можно поднять или опустить несколько ин-
дексов:

Km

n%
q^'aqtaUs^KmT

spl. (18.7)

П. Тензоры, имеющие одинаковые базовые буквы и одинако-
вое количество индексов, но на разных позициях, называются
«.ассоциированными тензорами» (см. гл. 8, § 4). Следовательно,
ассоциированные тензоры могут преобразовываться друг в дру-
га при помощи метрического тензора.

III. Если поднимается один индекс самого метрического тен-
зора, то смешанный метрический тензор является единичным

тензором 1%:

amna"*=aa-i = l=ak

m=Ik

m. (18.8)
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Как следствие, два немых индекса, верхний и нижний, могут
меняться местами:

RmJn = Rm-in, (18.9)

так как Rmni
n=RmkInin и 1п = а^апр\

следовательно, Rmni
n = {Rm^kp){^nPi

n) = Rmlp=Rm'in-

6. АССОЦИИРОВАННЫЕ ТЕНЗОРЫ КОНСТРУКТИВНЫХ КОНСТАНТ

I. Три конструктивные константы, или базовые инварианты
контурной сети, определены как дважды ковариантные 2-тен-
зоры rmny amn, smn. Если их умножить на инверсию метрическо-
го тензора, они становятся смешанными 2-тензорами:

гтпа»*=г*, (18.10), amna«* = I*m, (18.11), snna* = S-*. (18.12)

И. Смешанный тензор резистанса г'£ содержит такие от-
ношения, как

р е з и с т а н с •— = — = 8 = декремент затухания.
индуктанс короткого замыкания L'

(18.13)

Для двухобмоточного трансформатора

гпг —

ГР
l'L'p

\IL'S

n

m

P

s

P

rp/L'P

D

s

~Xp(rp/L'p)

(18.14)

Через «декремент затухания» бр смешанный тензор резистан-
са выражается как

Р s

г'п==
m

ьР

— X S 5 5

(18.15)

Если катушка с сопротивлением г не имеет взаимных индук-
тивностей с другими катушками, индуктанс короткого замыкания
для нее тот же, что и ее собственная индуктивность L, и соответ-
ствующий член в r'm есть r/L.

III. Смешанный тензор эластанса S'£ содержит такие отно-
шения, как
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эластанс 5 1 „ -

= — = = г = частотныи фактор.
-индуктанс короткого замыкания Lr CL'

(18.16)
Если катушка с емкостью С не имеет взаимных индуктивно-

стей с другими катушками, то соответствующий член в С'^ есть
HLC.
7. АССОЦИИРОВАННЫЕ ТЕНЗОРЫ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВЕЛИЧИН

I. Если вектор тока Iм умножают на метрический тензор a m n ,
го получают вектор потокосцепления фп

imamn=in = 9«. (18-17)

Таким образом, вектор потокосцепления срп может быть
записан как ковариантный ток im. Аналогично вектор тока im

может быть записан как контр^вариантный вектор потокосцеп-
ления

ymamn=4n = i*. (18.18)

В задачах механики «скорость» vm и «количество движения» Мт

(масса X скорость) находятся в том же отношении, что и «ток»
и «потокосцепление» в электротехнических задачах. Это значит,
что vm = Mm и Mm = vm.

II. Если вектор воздействующего напряжения ет умножить
на инверсию метрического тензора, то получим

етатп = ел. (18.19)

В электротехнике не встречается понятие, которое соответство-
вало бы величине ет. Ее компоненты содержат такие выраже-
ния, как e\U. Она представляет собой ускорение электрических
зарядов. В задачах механики «ускорение» ат и «приложенная
сила» fm (масса X ускорение) находятся в том же отношении,
что и ет и ет в задачах электротехники.

Точно так же нет электрического эквивалента для qn = qma<mn.
(Однако в узловых сетях Еи и Q u имеют физическую интерпре-
тацию, тогда как 1и и Фи не имеют ее, см. § 15.)'

8. СМЕШАННЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

I. Уравнение напряжения неподвижной симметричной контур-
ной сети

em=(rmn + lmnP + smn/p)i" (18.20)

можно выразить в терминах смешанных тензоров изменением
позиции двух немых индексов п:

em^(C+In

mP+s-M9n. (18.21)
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Таким образом, если в уравнении напряжения ток im заменя-
ется новой переменной — потокосцеплением срт, то в уравнении
остаются только два вида конструктивных констант: декременты
затухания б и факторы частоты v. Имеем

Zm=r'J!-\-ImP"\-s'mlp. (18.22)

Новая величина z'J? находится из обычного zmn умножением
на инверсию тензора индуктивности или метрического тензора.

П. Представляют интерес два специальных случая.
1. Если диэлектрическая сеть отсутствует,

•П -П | тП

Zm — ' т \ * ту* (18.23)

Матрица z'£ содержит оператор дифференцирования р
только в диагональных элементах:

(18.24)

Эта матрица называется «характеристической матрицей»,
а соответствующее дифференциальное уравнение em=z'm^n

называется «характеристическим уравнением», или «вековым,
уравнением». Существует обширная литература по свойствам
и методам решения уравнений такого типа.

2. Если можно пренебречь сопротивлениями, как это можно
сделать в колебательных цепях, смешанный тензор импеданса
принимает вид

m

z'
n

п

а

с

а

Ъаа +

§ab

Ьас

Р

ь
ЪаЪ

hb + Р

С

^ас

Ъъс

Ъ
С
с +Р

z^ = In

mp+s^lp, (18.25)

а если нет приложенных напряжений, дифференциальное уравне-
ние собственных колебаний системы

0=(l№+s£)ia (18.26)

содержит р2 в каждой диагональной компоненте. Это и есть «ха-
рактеристическое уравнение».

III. Вместо замены тока im потокосцеплением срт смешанные
конструктивные константы можно вводить заменой ет на ет

с умножением каждого члена на атп:

akmem = akmzmni
n,

ek=zk

nin^(rk

n + Ik

np + sk

nlp)in.
(18.27)
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IV. Лучше всего вывести сначала смешанный тензор импедан-
са zm для примитивной контурной сети, а затем преобразовать
его для реальной сети. Формула преобразования z£ имеет
вид

zf = CtzCj\ z^ = zXZ'Cn;, (18.28)

9. ПРЕИМУЩЕСТВА ИСПОЛЬЗОВАНИЯ СМЕШАННЫХ ТЕНЗОРОВ

Для конкретных расчетов и операций с числовыми значения-
ми предпочтительно заменить уравнение для гшп на z'£ и для
Ynm на Yn

m, т. е. перейти от резистансов, индуктансов и зла-
стансов к их соотношениям, а именно к коэффициентам затуха-
ния б и частоты v. Преимущество их применения многопланово:

1) их значения для данного вида устройств незначительна
меняются от одного устройства к другому; следовательно, окон-
чательный численный результат можно оценить более просто,
меньше будет ошибок в постановке десятичной запятой и т. д.;

2) одни и те же результаты верны для нескольких аппаратов
различных размеров;

3) когда количество меди, железа или изоляции изменяется^
смешанные расчетные константы меняются пропорционально;

4) эти отношения мало подвержены влиянию насыщения;
5) при составлении графиков и номограмм для быстрого оп-

ределения поведения устройств определенного типа, но разных
размеров смешанные конструктивные константы являются наи-
более логичными параметрами, поскольку их меньше, чем обыч-
ных конструктивных констант;

6) при определении корней алгебраических уравнений отно-
сительно р для решения дифференциальных уравнений корни яв-
ляются функциями только смешанных конструктивных констант;

7) при графическом исследовании поведения системы соответ-
ствующие кривые можно построить легко, если используются
смешанные конструктивные константы.

Есть возможность заменить смешанные конструктивные кон-
станты, описанные в предыдущих параграфах, новыми и менее
многочисленными конструктивными константами. Однако их
изучение здесь не предусматривается.

(Последующая часть главы относится к геометрическим пред-
ставлениям и может быть опущена без вреда для дальнейшего
изложения.)

10. ЕДИНИЧНЫЙ ЭЛЛИПС

I. Когда вводится метрический тензор, то вектор тока im

и вектор потокосцепления срт можно обозначать одной базовой
буквой i или ф, выражая этим, что и ток i и потокосцепление
im — два различных представления одной и той же физической
сущности L
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Возникает вопрос: какую же физическую сущность представ-
ляет базовая буква i? Напомним, что в гл. 8, § 3 этот вопрос
остался без ответа.

Чтобы на него ответить, дадим сначала геометрическое пред-
ставление метрического тензора атп на плоскости с прямолиней-
ной системой координат и вектором тока на ней (см. гл. 8). Сле-
дует понять, что представление вектора тока im, лежащим
в п-мером обычном пространстве (аффинном), является слишком
общим (как объяснялось в
гл. 8, § 11), но оно служит
для уяснения геометрическо-
го понятия «величины».
Пусть, например, дан вектор
тока

m ,

1,340 0,772| (18.29)

Рис. 18.5. Контравариантный вектор i

Предположим, что на
плоскости (рис. 18.5) любые
два отрезка ОА и ОВ вдоль
осей а и b являются единич-
ными. Тогда, измерив ОМ =
= 1,34 ОА по оси а и ON = 0,772 ОВ по оси Ь, определим по пра-
вилу параллелограмма точку К. Длина ОК представляет дан-
ный вектор тока im, так как его компоненты ОМ и ON равны
соответственно 1,34 и 0,772.

II. Возникает вопрос: что такое «величина» вектора ОК (или
что такое «расстояние» между точками О и /С»)? Теоретически
допустимо связать с вектором ОК любое произвольное число
и назвать его «величиной» вектора (или «расстоянием между О
и К)- Практически, однако, имеется следующий механизм припи-
сывания «величины» любому вектору, изображенному на плоско-
сти с началом в точке О.

Изобразим на плоскости произвольный эллипс с центром
в точке О. По определению, любой контравариантный вектор,
проведенный из точки О до пересечения с эллипсом, имеет еди-
ничную величину. Если вектор не касается эллипса, его величина
измеряется с помощью этой единицы.

Например, величина вектора ОК (рис. 18.6) есть ОК/ОР =
= 1,73, где Р — точка пересечения вектора О К с эллипсом.

Таким образом, в каждом направлении единицей величины
служат разные отрезки и один и тот же вектор ОК имеет разную
величину, когда он вращается вокруг начала координат, так как
эллипс отсекает различные его отрезки в зависимости от направ-
ления.

В я-мерном пространстве эллипс становится (п—1)-мерным
эллипсоидом или «квадратичной поверхностью».
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III. Это сложное определение «величины» вектора (или рас-
стояния между двумя точками) упрощается до обычного опреде-
ления в частном случае, когда (рис. 18.7): 1) оси перпендику-

Рис. 18.6. Представление метрического тензора а тп.

лярны; 2) два единичных вектора ОА и ОВ равны; 3) эллипс
есть окружность; 4) окружность проходит через точки А и В.

IV. Отметим, что не сущест-
вует связи между введенными
измеряемыми векторами ОМ и
ON и введенным эллипсом, они
совершенно независимы друг от
друга. Введение измеряемых
векторов определяет «компо-
ненты» im, а ведение эллипса
определяет «величину» im.

Отметим также, что нет не-
обходимости определять «вели-
чину» вектора, когда заданы его
«компоненты». Например, в об-
щем случае тензора импеданса
zmn метрический тензор атп мо-

жет не определяться, но тем не менее ет и im существуют гео-
метрически и физически.

Таким образом, при использовании уравнения em^=zmni
n по-

нятие «величина» вообще не рассматривается.
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11. ВЕЛИЧИНА ВЕКТОРА

т

атп —

п

а

Ь

0

0

а

,6

,547

0

1

b

,547

,32

\.Единичный эллипс, служащий шкалой для определения
«величины», может также служить геометрическим представле-
нием метрического тензора атп. Так, если заданы компоненты
метрического тензора, то можно построить единичный эллипс.
Если

(18.30)

то единичная квадратичная поверхность определяется как

amnW«^h (18.31)

где im может принимать любые значения. Для заданного значе-
ния аТап это уравнение имеет вид

0,6(^)2 + 2Х0,547/ а / & +Ь 3 2 (^) 2 = 1 -
Если ia принимает различные значения и уравнение решается

относительно ib, точка описывает эллипс, изображенный на
рис. 18.6. Таким образом, метрический тензор amn определяет
квадратичную поверхность с помощью уравнения (18.31), так
же как ковариантный вектор еш определяет плоскость с помощью
уравнения (8.3) (emim=l).

II. Если задан вектор Ат, его «величина» определяется с по-
мощью метрического тензора следующим образом:

(Величина Amf = \ A \2 = amnA
mAn. (18.32)

Эта формула является обобщением для прямолинейных осей тео-
ремы Пифагора для прямоугольных осей.

Например, если Ат — вектор, заданный в уравнении (18.29)
и изображенный как О К на рис. 18.5, то квадрат его величины
есть АаА или

1,34 0,722
0,6

0,547

0,547

1,32

1,226

1,752

1,226 1,752
1,34

0,72
= 3. (18.33)

Следовательно, величина Ат есть ^3=1,73. Рис. 18.6 задает
также ОК/ОР =1,73.
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Поскольку атпА
т=Ап, величина Ат также есть

(Величина Amf = \A \2=АтАт=атпАтАп. (18.34)

12. ПОЛЮС И ПОЛЯРА ЭЛЛИПСА

Контравариантный вектор Ат представляет точку К на
рис. 18.6. Если он умножается на атп, то становится ковариант-
ным вектором атпА

т=Ап\

а ь

Лп =
0,6

0,547

0,547

1,32

1,34

0,722
= | 1,227| 1,752| (18.35)

Он представляется прямой ST на рис. 18.6, отрезки пересечения
которой с осями равны ОК= 1/1,227 и ОН= 1/1,752.

Существует интересное соотношение между прямой Ат и точ-
кой Ат. Если заданы 7очка Ат и эллипс атп, прямая Ат нахо-
дится построением касательных из точки Ат к эллипсу атп. Ка-
сательные обозначены KS и КТ. Прямая Ат соединяет точки
касания касательных с эллипсом. Точка К называется «полюсом»
а прямая ST — «полярой» эллипса. Если одна из величин зада-
на, другая однозначно определяется. Итак, точка Ат есть «по-
люс», а прямая Ат — соответствующая «поляра» эллипса атп.

В /2-мерном пространстве (где Ат имеет п компонент) атп

есть (п—1)-мерная квадратичная поверхность (эллипсоид),
Ат — точка, а Ат—(п—1)-мерная гиперплоскость, «полярная
плоскость» этого «полюса» относительно квадратичной поверх-
ности. Если задан эллипсоид (атп), для каждой точки Ат я-мер-
ного пространства имеется одна и только одна (п—1)-мерная
полярная гиперплоскость Ат и наоборот.

13. НАКОПЛЕННАЯ МАГНИТНАЯ ЭНЕРГИЯ

I. Контравариантный вектор im представляет токи в конту-
рах. Его «величина» равна

(величина imf=\i \2=amni
min = 2T. (18.36)

Следовательно, квадрат «величины» вектора тока im равен
удвоенному значению накопленной магнитной энергии в сети.

Ковариантный вектор im = tym представляет потокосцепление
контуров. Его величина

\<?\2 = amn?mVn = Vjm- (18-37)

Таким образом, квадрат величины вектора ф т потокосцепления
также равен удвоенной накопленной магнитной энергии.

Следовательно, вектор тока im и вектор потокосцепления
ф т —два различных представления одной и той же физической
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сущности: «накопленной магнитной энергии» или «кинетической
энергии» системы.

II. Фундаментальная физическая сущность, присутствующая
в сети или где-либо в природе, — есть «энергия». Любая форма
энергии обладает свойством быть измеримой приборами в двух
различных проявлениях: 1) как «интенсивный фактор», подобно
току im или скорости vm, которые представлены как контра-
вариантные компоненты энергии; 2) как «экстенсивный фактор»,
подобно потокосцеплению ф т или импульсу Мт, которые пред-
ставлены как ковариантные компоненты энергии.

Произведение интенсивных и экстенсивных величин есть
энергия, т. е. произведение контравариантного вектора и кова-
риантного есть энергия, подобно тому как 2T = imq)m = vmMm.

Таким образом, если известны только одни «компоненты»
вектора тока tm, то невозможно определить, как много накоплен-
ной магнитной энергии они представляют. Их наличие указывает
только на наличие физической сущности магнитной энергии.

То же самое происходит, если известен только вектор ф т .
Если, однако, известен также метрический тензор атп, то из
одного вектора тока или из одного вектора потокосцепления
можно получить количество накопленной магнитной энергии
(т. е. «величину» im или срт).

Другими словами, со многими контурными сетями связана
реально существующая физическая субстанция — накопленная
магнитная энергия i. Эта сущность имеет два вида компонент
в сети, которые можно измерить приборами двух различных ти-
пов. Контравариантные величины im измеряются амперметрами,
ковариантные компоненты im — измерителями потока (флюксо-
метрами).

Нет таких физических величин в сети, как «результирующий
вектор тока» или «результирующий вектор потокосцепления».
Есть, однако, физически существующая «величина» — «общая
накопленная магнитная энергия», i, которая имеет «контрава-
риантные компоненты» im и «ковариантные компоненты» £m = qpm.

Компоненты i могут принимать различные значения в разных
системах координат, но величина i не зависит от выбора системы
координат.

14. ТЕРМОДИНАМИКА СЕТЕЙ

I. Для простоты рассмотрим ортогональную сеть только
с накопленной магнитной энергией; скажем, сеть многообмоточ-
ного трансформатора, в котором будем пренебрегать сопротив-
лением обмоток.

В любой ортогональной сети из п катушек k контуров с k воз-
действующими напряжениями е могут рассматриваться как
входные клеммы, а п—k узловых пар, дающих п—k токов на-
грузки I на внешних нагрузках, как клеммы выхода. Другими
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словами, любую ортогональную сеть можно рассматривать как
обобщенный трансформатор, в котором контуры являются вход-
ными клеммами, а узловые пары — выходными. Энергия течет
в контуры и покидает сеть из узловых пар, а сама сеть играет
роль устройства, преобразующего величину, фазу и число на-
пряжений и токов. i

Следовательно, ортогональная сеть преобразует одну форму
электрической энергии в другую.

II. В ортогональных сетях метрический тензор & = аа$ (пред-
ставляющий собственные и взаимные индуктивности) может
принимать два экстремальных значения:

1) если узловые пары разомкнуты и в нагрузке нет тока I,
то а равно той же величине для контурной сети ai и имеет
k строк и столбцов;

2) если узловые пары закорочены и на нагрузках нет напря-
жения Е, то а становится равным

а' = аг — а 2а^ ! а3. (18.38)

В первом случае накопленная магнитная энергия в сети ми-
нимальна и линии потока идут по пути с максимальной магнит-
ной проницаемостью. Во втором случае накопленная магнитная
энергия максимальна и линии потока идут по пути с минималь-
ной магнитной проницаемостью. Когда сеть нагружена, накоп-
ленная энергия принимает промежуточное значение между дву-
мя экстремальными значениями. Поток энергии существует при
постоянной температуре («изотермический» процесс).

Минимально возможная накопленная энергия называется
«связанной энергией» сети, а разность межу максимальной и ми-
нимальной накопленной энергией называется «свободной энер-
гией» (или «термодинамическим потенциалом»).

Энергия, которая покидает систему, всегда образуется за
счет свободной энергии. «Свободная энергия» характеризует
способность сети выделять энергию во внешнюю нагрузку.

III. «Эффективность» сети в смысле обеспечения энергией
внешних нагрузок можно представить одним числом

свободная энергия

максимальная накопленная энергия

максимальная энергия—минимальная энергия ,^о O Q \

максимальная накопленная энергия

В двухобмоточном трансформаторе это отношение характе-
ризует «коэффициент связи». Таким образом, величина ц пред-
ставляет также меру связи между контурами и узловыми
парами.

IV. Этим закончим интересные и важные термодинамические
рассуждения.
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15. ДВОЙСТВЕННЫЙ МЕТРИЧЕСКИЙ ТЕНЗОР

I. Предыдущие рассуждения можно повторить слово в слово
для узловых сетей, если все «контурные» величины заменить
соответствующими «двойственными» величинами.

Тензор емкости Cuv играет роль двойственного метрического
тензора Аих>, который повышает и понижает индексы тензоров,
встречающихся в уравнении тока. Так, смешанные тензоры
имеют вид

nuv А Г}п pav А Ти Ifuv А ]{и (Л Q ЛС\\

Смешанный тензор проводимости Gu

w представляет

проводимость G q,p (~\R A~[\

емкость «открытой цепи» С

а смешанный тензор восприимчивости Ku

w представляет

восприимчивость К 1 С\ЯА.9\

емкость «открытой цепи» С LC

П. КонтраЕариантная переменная напряжения Еи

EUA™ = EV = QV (18.43}
эквивалентна электрическому заряду Qu, так что EU = QU-

Однако теперь IU = IVAVU и ф^^ф^Л^^ не имеют физической
интерпретации так же, как в контурных сетях ее не имели вели-
чины еш и qm.

В терминах смешанных тензоров уравнение тока имеет вид

/«=(G?* + /S P+/Cy/0Q*=K?*Q*. (18.44).
III. Квадрат «величины» вектора напряжения Еи (или век-

тор заряда Qu) равен удовоенной запасенной электростатиче-
ской энергии в сети

\E\z = \Q\z=A™EuEv = AuvQ«Q«=EuQ"=:2V. (18.45)

Следовательно, вектор напряжения Еи и вектор заряда Qu

являются двумя видами представления одной и той же «физиче-
ской сущности» — «запасенной электростатической энергии», или
«потенциальной энергии» системы.

IV. Следует отметить, что с теоретической точки зрения нет
причин предпочитать употребление amn = lmn вместо AUV = CUV.
Во всех книгах по тензорному анализу только атп считается
единственным метрическим тензором, так как не вводится двой-
ственная точка зрения. Однако двойственная точка зрения в се-
тях (и в топологии) приводит к необходимости введения двой-
ственного метрического тензора^ а также и других двойственных
понятий и уравнений.
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16. «ПОДЛЕЖАЩИЕ» ПРОСТРАНСТВА И «ЛОКАЛЬНЫЕ»
ПРОСТРАНСТВА

I. В гл. 8 контравариантная переменная im геометрически
представлялась (в первом приближении) точкой в я-мерном
аффинном пространстве, проекции которой (измерены относи-
тельного общего начала) представляли компоненты im. Однако
когда im становится переменной dqmjdt, полученной из базовой
переменной qm, то даже это приблизительное представление

требует дальнейшего развития. Только ба-
зовая переменная qm представляется векто-
ром, проведенным из фиксированного на-
чала в переменную точку.

Чтобы сделать более наглядным предста-
вление производной переменной im

y предпо-
ложим, что точка qm лежит на изогнутой
поверхности вроде сферы с закрепленным
началом, относительно которого измеряют-
ся все компоненты qm в некоторой криво-

РИС. 18.8. искривлен- линейной системе координат. Чтобы пред-
ст^нТт^ТТколПьРзя: ставить i™ = dq™/dt, рассмотрим в точке q™
щее локальное про- касательную плоскость (рис. 18.8). Если

странство. ц \г /
точка qm движется, то эта касательная пло-
скость движется вместе с ней,

В касательной плоскости для каждой точки qm можно ввести
множество систем координат, оси которых касательны к осям на
подлежащей криволинейной поверхности. Другими словами, точ-
тса qm — точка соприкосновения плоскости и поверхности — слу-
жит началом системы координат в касательной плоскости.
В общем случае и поверхность и плоскость /г-мерны.

II. Теперь производная переменная im представляется точкой
на касательной плоскости, в то время как базовая переменная
qm представляется точкой на подлежащей поверхности. Так как
точка qm служит началом im, то можно заметить, что начало qm

закреплено, тогда как начало im не закреплено. Когда значение
4 т изменяется, локальное пространство движется по подлежа-
щему пространству вместе с im. '

Криволинейная поверхность, геометрическое место точек ба-
зовой переменной qm, называется «подлежащим пространством»,
а плоскость, геометрическое место точек, изображающих произ-
водную переменную dqm или dqm/dt, называется «локальным
пространством» или «касательным пространством». При изуче-
нии сетей подлежащее пространство не криволинейное, а пло-
ское, так что в двух измерениях оно становится плоскостью
и два пространства соприкасаются на всем протяжении. В этом
случае im представляется вектором, проведенным между двумя
точками qm=OA и qm + dqmldt = OB (рис. 18.9).

Когда значение qm изменяется до ОА\ im изменяется до А'В'.
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III. Переменная точка qm служит началом не только для dqm

или dqm/dt, но и для любого другого определенного тензора. Дру-
гими словами, все ранее введенные тензоры полагаются распо-
ложенными в касательном пространстве, точка соприкосновения
которого с подлежащим пространством изменяется всякий раз,
когда изменяется qm.

Например, центр эллипсоида, представляющего метрический
тензор атп, также движется рместе с точкой qm (рис. 18.10).
Если атп — функция, то в каждой точке подлежащего простран-
ства эллипсоид атп имеет различную форму. Таким образом,

0

А'

Г
//; /Л

/ Т

m

/

~^А Я

Рис. 18.9. Вектор q с фиксированным на-
чалом. Вектор i с переменным началом.

О/

Рис. 18.10. Изменение метрического тензора
от точки к точке.

в общем случае измерение единицы «длины» вектора не только
различно по разным направлениям, но и изменяется от точки к
точке в подлежащем пространстве.

IV. В этой главе исследовался вопрос о том, что является
величиной вектора. Он вызвал рождение сущности в виде пер-
вого фундаментального инварианта тензорного анализа — «мет-
рического тензора» аа$.

Поскольку положение всех векторов изменяется с изменением
qm, то такой вектор, как АВ (рис. 18.9), также изменяется до
А В'. Перемещение векторов из одного положения в другое вы-
зывает вопрос: когда вектор А'ВГ параллелен вектору АВ1 Этот
вопрос рождает второй фундаментальный инвариант тензорного
анализа — «аффинную связность» Г1р, которая, однако, не вво-
дится в этой книге. Тензор резистанса гар также будет играть
свою роль в определении паралеллизма двух векторов.



Глава 19

КОМПАУНД-СЕТИ

1. БАЗОВЫЕ УРАВНЕНИЯ АКТИВНЫХ АСИММЕТРИЧНЫХ СЕТЕЙ

I. После того как уравнение поведения сети получено, обыч-
но предполагают дальнейшие действия. Для этого единое тен-
зорное уравнение делят на два, три, четыре и более уравнений
в зависимости от решаемой задачи. В частности, можно сделать
следующие разбиения:

1. Уравнение напряжений контурной сети e = zi разделяют на

ei = z u i 1 + z12i
2 + z l 3 i 3 + .. . +zlni

n,
e2 = z21i

1 + z22i
2 + z 2 3 i 3 + . . . +z2ni

n,
e 3=z 3 1 i i+Z32i 2 + Z33i3+ . . . + z3/zi",

en=znlV + zn2P + zn3P+ . . . +zMl". (19.1)
Эта система п тензорных уравнений аналогична системе п обыч-
ных уравнений, представляющих уравнение напряжения /г-кон-
турной сети.

2. Уравнение токов узловой сети I = YE разделяют на

11 = ¥11E1 + Y12E2 + Y1 3E3+ . . . + ¥1ЛЕЛ,

12 = Y21E1 + Y22E2 + Y23E3 + . . . +Y2nEn,

| 3 r = = Y

3 1 E 1 + Y32E2 + Y 3 3 E 3 + . . . +Y 3"E / Z,

1« = ¥л 1Е1 + Y«2E2 + Y^ 3 E 3 + . . . +¥ Я Я Е Л . (19.2,

Эта система п тензорных уравнений аналогична системе п
обычных уравнений, представляющих сеть с п узловыми парами.

3. Уравнение напряжений ортогональной сети E + e = z(i + I)
.сначала разбивают на ортогональные уравнения напряжений

E m + e m = z m m ( i " + I m ) + z m ; . ( ^ + i a
(19.3)
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каждое из которых можно также разбить на два или более урав^
нений, например:

Eml + e m l ^z m l m l ( i- i+I^) + zOTlm2(i'n2+I're2)+ • • •

. . . W i > 1 + l>1)+ze, iy2(i>4-l^)+...,
E m 2 +e m 2 =z m 2 m l (i- 1 + I'«1)+Zm2m2(i-2+l'"2)+ • •.

. . . + z m 2 . 1 ( i ; i + lii) + Z m 2 . 2 ( i ; 2 + i ; 2 ) + . . .

E / 1-|-e / 1 = z; i lI,1(i»i + I»i) + z y i l B 2 ( i '»2 + i»2 ) + . . .

• • • W i ' : + I;1) + W i / 2 + I i 2 ) (19-4)

Эта система т + п инвариантных уравнений является обоб-
щением обычного уравнения напряжений для ортогональной сети
с т контурами и п узловыми парами.

4. Уравнение токов ортогональной сети i + I = Y(E+e) снача-
ла разбивают на ортогональные уравнения токов

I»+i»=Y»»(E
/I
, + eJ + Y^(E

y
+e

/
),

(19.5)
I/+i>=Y*»(E

m
+eJ + Y"(E,+e

y
),

каждое из которых можно разделить затем на два или более
уравнений, например:

imi + I- 1 =Y-^(E m l + eml)+Yml'«2(Em2 + e/K2)+ . . .

. . . +Y«W(E;Vf e;.1)+Y^2(E/2 + e;-2)+. • -,
iw 2+Im 2=Ym 2 'B l(Em l + eml)+Y"'2'»2(Em2 + e m 2 ) + . . .

+ Y^4E / 1 + e;-1)+Y^2(E/2 + e ; . 2 )+...

i/1 + i ; i = Y ^ ( E m l + em l)+Y^ 2(Em 2 + em 2)+ . . .

. . . + ^ ( Е д + ел) + ^ 2 ( Е ; 2 + е;.2)4- . . . .

i ; 2 + ! ; 2 = Y ^ 4 E m l + em l)+Y^ 2(Em 2 + em2)+ . . .
.. . + у ^ ( Е д + ед)+У^2(Е;2+е;2)+ . . . (19.6)

Эта система m + n тензорных уравнений также аналогична
системе обычных уравнений токов для ортогональной сети, имею-
щей m контуров и п узловых пар.
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II. Перечисленные четыре типа систем тензорных уравнений
представляют собой полный набор базовых уравнений для актив-
ных асимметричных сетей и служат отправной точкой для их
анализа и синтеза. Каждое тензорное уравнение соотнесено си-
стеме осей, функция которых неизменна на протяжении всего
анализа.

В дальнейшем не будем специально подчеркивать, что эти
четыре типа систем тензорных уравнений не являются матрич-
ными уравнениями. Они являются тензорными уравнениями,
представляющими поведение большого разнообразия сетей, а не
только одной конкретной сети. В предшествующем изложении
был установлен механизм, с помощью которого можно опреде-
лить компоненты этих тензоров для некоторой части cein из п
катушек в том случае, если они известны для некоторой другой
сети из п катушек. Различные группы преобразований, которые
оставляют эти уравнения инвариантными, являются подгруппа-
ми группы «линейных преобразований», или «группы «аффин-
ных преобразований» Gu. Некоторые группы преобразований
определены в гл. 11, § 6.

2. КОМПАУНД-СЕТИ

I. Система тензорных уравнений аналогична по форме ^:сте-
ме обычных уравнений, представляющих некоторую физическую
систему. Для визуализации системы тензорных уравнений гред-
ставляется довольно логичным построить физическую систему,
в которой каждый составной элемент сам по себе уже яглчется
системой, так что он характеризуется не обычными чисзми,
а тензорами. Такую фиктивную физическую систему, в которой
составные элементы сами являются некоторыми системами, мы
будем называть «компаунд-системой» (по аналогии с «комгт^л-д-
текзорами», в которых каждая компонента сама по себе уже
является не обычным числом, а тензором).

Чтобы физически обосновать системы тензорных уравнений
предыдущего параграфа, введем фиктивную «компаунд-сеть»,
в которой собственные и взаимные импедансы катушек являют-
ся тензорами валентности два, а токи и напряжения в отдельных
катушках — не простыми величинами, а векторами. Такие ком-
паунд-катушки в отличие от обычных катушек будем изображать
жирными линиями. Каждая компаунд-катушка на самом деле
представляет собой целую сеть.

Фиктивные компаунд-сети, уравнения которых были приве*
дены в предыдущем параграфе, показаны на рис. 19.1 для слу-
чая, когда число тензорных уравнений равно четырем. Это зна-
чит, что в контурной компаунд-сети токи и напряжения опреде-
лены только в контурах, в узловой компаунд-сети — только на
узловых парах, а в ортогональной компаунд-сети — как в конту-
рах, так и в узловых парах.
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Каждая компаунд-катушка представляет некоторую сеть,
базк: которой может быть физически определенным или может
иметь гипотетические оси аналогично случаю с симметричными
составляющими.

Компонентами каждого z могут быть реальные индуктансы
или же другие гипотетические константы, такие как реактансы
потерь. Это означает, что отдельные координатные оси каждой

»—-ЛДР—

!§ 7> й

^ С ^ £=> чЛ' ^К
J O

^ £ ;4
1Уг.

I > *ИР
\ \

Рис. 19.1. Три типа компаунд-сетей:
а — ксрт^рная компаунд-сеть; б — узловая компаунд-сеть; в — ортогональная компаунд-

сеть.

компаунд-катушки можно выбирать несколько произвольно
с помощью тензора отдельного преобразования без каких-либо
изменений в самой компаунд-сети. Каждая компаунд-катушка
имеет свой собственный тензор преобразования.

Компаунд-сети вводятся как основное понятие в рамках эф-
фективного метода, позволяющего составлять уравнения слож-
ных сетей, манипулировать ими и решать эти уравнения так же
просто, как обычные уравнения для простых, несложных сетей.

II. Все теории, законы, уравнения, соображения, развитые
для обычных сетей в предыдущих главах книги, справедливы
и для компаунд-сетей с той лишь разницей, что простые величи-
ны надо заменить в них соответствующими тензорами, а, простые
тензоры — соответствующими компаунд-тензорами.
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Например, можно соединять компаунд-катушки (каждая из
которых представляет сложную сеть) в компаунд-сеть с помощью
компаунд-тензора преобразования С, в котором каждая компо-
нента является не целым числом, а тензором валентности два,
или с помощью последовательности таких компаунд-тензоров
преобразования. Можно исключить отдельные контуры или узло-
вые пары, которые не участвуют в анализе сети, исключить токи
намагничивания и т. д. Метод анализа и действия с компаунд-
сетями с известными оговорками аналогичны методу анализа
обычных сетей,

3. ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ РАЗБИЕНИЕ СЕТЕЙ

I. Существует множество способов изображения сети в виде
некоторой компаунд-сети. Наиболее очевидным путем является
разбиение сетей физически на составные части, при этом пред-
полагается, что сеть составлена из них, как из элементов, со-
единенных друг с другом различными способами. Наименьшими
составными частями могут быть, например, трехфазные транс-
форматоры, генераторы, линии электропередачи и т. д. Другой
менее очевидной, но более важной точкой зрения является раз-
деление контуров и узловых пар на более мелкие единицы в со-
ответствии с их функцией.

II. Узловые пары сети могут выполнять различные функции,
например:

1) некоторые узловые пары выполняют роль зажимов для
приложенных напряжений Е или воздействующих токов I; такие
узловые пары будем называть входными клеммами;

2) некоторые из них могут служить зажимами для нагрузок
или для присоединения внешних сетей, не учитываемых в урав-
нениях или схемах сети; в этом случае I представляют собой
токи в нагрузках, а Е — разность потенциалов в нагрузках; та-
кие узловые пары будем называть выходными зажимами;

3) узловые пары могут быть управляемыми; например, раз-
ность потенциалов Е на них может поддерживаться с помощью
регулятора постоянного напряжения или изменяться по задан-
ному закону;

4) некоторые узловые пары могут подвергаться определен-
ным изменениям-, например, к ним можно присоединить катуш-
ку с заданным импедансом Z или замкнуть их накоротко, или
изменять приложенное напряжение на данной узловой паре
и т. д.;

5) узловые пары могут оказаться вообще постоянно разом-
кнутыми, так что через них не протекает ток; знание разности
потенциалов Е на таких парах необязательно, так как соответ-
ствующие им координатные оси можно исключить из Y.

III. Различные контуры в сети могут выполнять аналогич-
ные функции. Однако функции контуров обычно не так очевид-
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ны, как функции узловых пар. Например, контурное напряже*
ние еа может играть роль входного напряжения лишь в том
случае, если вдоль всего контура (состоящего из многих кату-
шек) оно является единственным приложенным напряжением
(рис. 19.2, а), а также если это приложенное напряжение еа

существует в ветви, которая не является общей с другими кон-
торами. Подобные оговорки можно сделать и по поводу других
контурных величин, таких как нагрузка в контуре (рис. 19.2, б)
и т. п.

а

Рис. 19.2. Контурные величины как величины на зажимах сети:
а — контурное напряжение как напряжение на зажимах; б — контурная катушка как на-

грузка на зажимах.

IV. В некоторых сетях может оказаться любое количество
типов узловых пар и контуров, функционально отличных друг
от друга. Как следствие этого, единое уравнение поведения
сети разбивается на столько тензорных уравнений, сколько в ней
имеется функционально различных типов узловых пар и кон-
туров.

Функциональное разбиение сетей детально разбирается в
гл. 22 и 23. В последующих нескольких параграфах обсуждают-
ся общие сетевые теоремы, применяемые для уменьшения числа
тензорных уравнений в ходе анализа сети.

4. ИСКЛЮЧЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ

I. Уравнение поведения сети разделяется на столько тензор-
ных уравнений, сколько функционально различных типов узло-
вых пар и контуров имеется в сети. Однако часто случается, что
некоторые из узловых пар или контуров не требуются при ана-
лизе. Например, узловые пары, через которые не идет ток I, или
контуры, в которых нет приложенных напряжений е в ходе ана-
лиза, являются «пассивными», и соответствующие тензорные
уравнения выступают в качестве балласта как в процессе вьн
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кладок, так и в окончательном результате. Такие ненужные
уравнения следует исключать еще перед началом анализа.

Нужно помнить, что если уравнение напряжений (z) состав-»
лено, пассивными узловыми парами пренебрегают, но пассив-
ными контлрами — нет. Чтобы исключить их из рассмотрения,
уравнения следует подвергнуть редукции по формулам гл. 10.
Точно так же, если уравнение токов (Y) составлено, то игнори-
руются лишь пассивные контуры. Пассивные узловые пары
можно исключить из рассмотрения лишь редукцией уже состав-
ленного уравнения

П. Компаунд-сети и их тензорные уравнения можно упро*
шатъ точно так же, как простые сети и их уравнения. Это озна-
чает, что число контуров в них можно сократить преобразова-
нием контур-звезда, число узловых пар — преобразованием
звезда-контур и т. д. Эти редукции (упрощения) выполняются
исключением одной или более переменных из систем тензорных
уравнений по формулам, приведенным в гл. 10.

Редукцию излишних осей следует проводить по возможности
до операций с уравнениями.

5. РЕДУКЦИЯ (УПРОЩЕНИЕ) УЗЛОВЫХ КОМПАУНД-СЕТЕЙ

I. В качестве примера рассмотрим узловую сеть (рис. 19.3),
имеющую три типа узловых пар. К первой соьокупности узло-
вых пар приложено напряжение Ei(£i, £2, Е$)9 вторая совокуп-
ность соединена с нагрузками, имеющими разности потенциалов

2Г*1

~ J _ 1 _ .

*J-.]r*

' -3 — >1

I 2

О

-.. JJL
6*2

Рис 19.3. Замена обычной узловой сети узловой компаунд-сетью:
а--«заданная }з 1озая сегь б — два типа узловых компаунд сетей, в — эквивалентная
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£2(i?4, £5, Ев, E7, Е8). Оставшиеся узловые пары Е3(£*9, Ею, Ец)
являются постоянно-разомкнутыми и не играют роли в задаче,
но их наличие учитывается при составлении уравнения токов.

Соответственно уравнение токов системы I = YE, содержащее
11 обычных уравнений, необходимо разделить на три тензорных
уравнения:

11 = Y1E1 —Y2E2 —Y3E3,

12 = Y 4 E 1 -Y 3 E 2 -Y 6 E 3 , (19.7)

0=Y 7 E! —Y8E2 —Y9E3.

В предположении, что приложенное напряжение EL — поло-
жительное, разности потенциалов Е2 нагрузки и Е3 на откры-
тых узловых парах следует считать отрицательными.

Ток 13 = 0. Входным током является 1Ь нагрузочным током —
I2. Первое тензорное уравнение представляет три обычных урав-
нения, второе — пять, а третье — три. Эти тензорные уравнения
справедливы для множества сетей, имеющих такие же три типа
узловых пар.

Узловая компаунд-сеть, представленная тремя тензорными
уравнениями, показана в двух различных формах на рис. 19 3 б.
Эти сети имеют три узловые пары (по одной узловой паре на
уравнение) и, следовательно, четыре узла. Число выбираемых
компаунд-контуров не играет роли, так как контуры не присут-
ствуют явно в тензорных уравнениях. Для облегчения анализа
сложную действительную сеть (рис. 19 3, а) заменяют простой
компаунд-сетью (рис. 19.3, б). (Следует упомянуть, что тем са-
мым простое тензорное уравнение I = YE представляется пво-
стой открытой катушкой, имеющей одну узловую пару )

II. Теперь, если для анализа важны лишь входные величины
Е ь I1 и выходные Е2, I2, переменную Е3 можно исключить. При
этом число тензорных уравнений уменьшается с трех до двух.
Результатом исключения является то, что узловая компаунд-сеть
(рис. 19.3, б) упрощается (рис. 19.3, в) и имеет две узловые
пары вместо трех. Катушки упрощенной сети соединяются в
я-сеть.

III. Уравнение новой сети (рис. 19.3, в) находят исключени-
ем Е3 из третьего уравнения системы (19.7) с помощью формул
редукции (14.63 )и (14.64), что дает

P = Y1'E1 —Y2'E2,
(19.3)

12=Y 3 / E 1 -Y 4 T 2 ,

где совокупность адмиттансов открытых цепей

yi'^Y1 Y3Y9~-Htf7 Y 3 ' —Y4- YPY9~ !Y7

(19.9)
Y 2 ' = Y2 Y3Y9 — 1Y8 Y4 ' = Y5 Y^Y^^Y0
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представляет тс-сеть (сеть с двумя узловыми парами), имеющую
лишь входные и выходные зажимы. Постоянно разомкнутые уз-
ловые пары исключены из рассмотрения. Их место заняли ад-
миттансы Y1', Y2\ Y3', Y4', представляющие собственные
и взаимные адмиттансы входа и выхода, измеренные при усло-
вии, что остальные узловые пары разомкнуты.

IV. Если бы исключенные узловые пары не были постоянно
разомкнутыми и на них воздействовал ток I3, соответствующее
уравнение было бы исключено, а система приведена к я-сети.
Однако воздействующие токи I1 и I2 меняются при этом на но-
вые токи I1 ' и I2 ', определяемые по формулам приведения как

]2' _ [2 ! Y 6Y 9~4 3 .

(19.10)

Следует напомнить, что для исключения k узловых пар из
системы необходимо обратить матрицу Y9, имеющую k строк
и столбцов.

Анализ упрощенного уравнения (19.8) гораздо проще анали-
за исходного уравнения (19.7).

V. Такие этапы анализа выполняют и в том случае, если
нужно исключить два или более уравнений, а число уравнений
исходной системы больше трех.

6. РЕДУКЦИЯ КОНТУРНОЙ КОМПАУНД-СЕТИ

I. Рассмотрим контурную сеть (рис. 19.4, а), которая содер-
жит систему входных контуров с током il(il, i2) и систему выход-
ных контуров с током i2(i3, t 4), а также третью совокупность кон-»

L_r

Рис. 19.4. Замена обычной контурной сети компаунд-сетью:
а — заданная контурная сеть; б — контурная компаунд-сеть; в — эквивалентная Г-сеть.

552



туров с током i3(i5—i12), не играющую в анализе никакой роли.
На рис. 19.4, б показана соответствующая контурная компаунд-
сеть с тремя контурами.

Запишем три тензорных уравнения, представляющих систему
обычных уравнений e = zi контурной сети с контурами трех
типов:

ei = z1i
1 + z2i2 + z3i

3,

e2 = z4V + z5¥ + zbP, (19.11)

e3=z7 i1 + z8l2+z9i3.

Третья совокупность контуров исключается по формуле ре-
дакции (10.28) или с помощью такой процедуры, которая при-
меняется к обычным уравнениям. При этом получаем

ei = ^iix-f-^2 i2,
(19.12)

e2=Z3i1 + zii2,
где

ei = ej — Z3Z9 е 3 ,

e2=e2 — z6z9

le3;

Zi = zl—zsz'i1z7i zs = z4 — z6zi1Zj,

Z2 = Z% — ZSZ9 \ ; Z4 = Z5 — Z6Z9 \

(19.13)

(19.14)

Импедансы со штрихами z[, z2, Z3 и z'$ являются собст^
венными и взаимными импедансами входных и выходных кон-
туров, измеренными при наличии токов в остальных контурах.
Новые приложенные напряжения ei и е2 включают напряже-
ние е3> приложенное к исключенным контурам.

Если же исключенные контуры не содержат приложенных
напряжений, то ei и е2 равны соответственно в] и %2.

П. Аналогичные этапы упрощения пригодны и в том случае,
если исходная система уравнений содержит более трех тензор-
ных уравнений и исключается больше одного из этих уравнений.

7. УПРОЩЕНИЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ КОМПАУНДСЕТЕЙ

I. Предположим, что задана ортогональная сеть с двумя ти-
пами контуров и двумя типами узловых пар (рис. 19.5, а).
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Уравнения этой сети в (Ш.4) записаны как

e ^ z ^ + z ^ + z^ + ^I 2,
e2 = z5i

1 + z6i
2+z7P + z8P,

(19.15)

Е^ъР + ZnP + ZnV+ZnV,

Е 2 = z 1 3 i 1 + z14i
2 + Z15I1 + z16l

2.

II. Предположим, что один из контуров и одна из узловых
пар для анализа лишние. Поэтому исключим, например, второе
и четвертое тензорные уравнения. Тогда сеть будет содержать
один контур и одну узловую пару (рис. 19.5, б).

и
 е.'

El Ш
1 h_

а 6
Рис. 19.5. Упрощение ортогональной компаунд-сети:

а — перед упрощением; б — после упрощения.

Заметим, что исключенный контур имеет приложенное на-
пряжение е2, а исключенная узловая пара подает т о к — I 2 в на«
грузку (или, что то же самое, имеет воздействующий ток I 2 ).

Исключив I2 из последнего уравнения, получим

F = -zr6 1(z l 3i I + Zi4i2 + z 1 5 I i-E 2 )

и подставим в оставшиеся три уравнения

ei=(z i — z4z^1z13) i1 + (z2 — Z4ZTQ1 Z1 4) i2

+ (z3 — z4zli1z15) I1 + z 4z^ 1E 2,

e 2 = (z5 — Zgzli1 z13) i1 + (z6 — Z8ZTQ1 Z 1 4 ) i2

+ (z7 — ZgZ-^eZxg) I1 + z 3z^ x E2,

Ei = (Z9 ~ Z12ZTQ1Z1S) i1 + (z1 0 — z 1 2zl^ z14) i2

-f ( z u — z 1 2zl^ z1 5) I1 + z 1 2 z ^ E2.

Это может быть также записано как

e^ziF + z^+z^ + WEs,

e 2 = z 5 i 1 + z;i2 + z;i1 + z8zr6

1E2, (19.16)

E1 = Z9i1 + Zioi2 + ziiI1 + z12zIi^E2.
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III. Исключим i2 из второго уравнения

i 2 = - z r 1 ( z 5 i 1 + 27l1 + W E 2 ~ e 2 )

и подставим в оставшиеся два уравнения

ех — z2 z V 1 е 2 — (Z^TQ1 — £2 Ч~1 z8zJG

l) E 2 =

= (zi — z2^~~l Zb)il -\-{ъ1~- ъ2й~1 zi)l\

Ег — zio ze" 1 e 2 — (z 1 2 z^ ! — zio ze" 1 ZgZ^1) E2 =

= (Z9 —zioZ6™"1Z5)i/ + (Zi1 — Z I Q Z ^ ^ J ) ! 1 .

Эти два уравнения можно записать как

e i = z'ii1 + Z2l2,
(19.17)

El=Z3i ] + 4 •

Импедансы, помеченные двумя штрихами, представляют
собой собственные и взаимные импедансы оставшегося контора
и узловой пары, измеренные в присутствии исключаемых конт\ -
ров и узловых пар. Аналогично ei и Ei — изменившиеся входные
напряжения, отличные от действительных ej и Ei из-за наличия
исключаемых е2 и Е2.

8. ТЕРМИНОЛОГИЯ КОМПАУНД-СЕТЕИ

Концепция компаунд-сети (каждая катушка представляет
целую сеть) предполагает, что вся терминология для импедан-
сов обычных сетей может быть перенесена на компаунд-сети с за-
меной обычных числовых значений компонент соответствующими
тензорами.

Назовем некоторые термины и их устойчивые сочетания, ко-
торые будут употребляться при анализе компаунд-сетей.

1. Собственные и взаимные импедансы zn, z\2 й адмиттаысы
Yn, Yi2, называемые также импедансами и адмиттансами «точ-
ки движениям и «переноса» в обычных сетях.

2. Собственный импеданс короткого замыкания zn (равный
zn—znz'22 z2i) и собственный адмиттанс размыкания ^ Ч 1 (рав^
ный Y11—Y^Y22-^21).

3. Взаимный импеданс короткого замыкания (переноса) zu
и взаимный адмиттанс размыкания Y/12, существующий между
различными совокупностями зажимов, которые приведены, на-
пример, в уравнениях (19.12) и (19.9).

Другими понятиями являются также
4. Коэффициенты потерь %= (взаимный импеданс/собственный

импеданс) или = (взаимный адмиттанс/собственный адмиттанс)
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то есть zl2Ziil или Y^Y11-1. Они являются тензорами ва-
лентности два, каждая компонента которых есть отношение двух
импедансов или адмиттансов.

Такие коэффициенты потерь были уже введены в уравнениях
(ШЛО) и (19.13), где показано, что любое приложенное напря-
жение е или воздействующий ток I одной совокупности зажимов
можно преобразовать в напряжение и ток другой совокупности
зажимов умножением их (е и I) на соответствующие коэффи-
циенты потерь. Произведение представляет собой напряжение
размыкания на второй совокупности зажимов.

Например, в уравнении (19.13) приложенное напряжение е3

можно «перенести» на входные зажимы как — z3z9"1e3, где Z3Z9"1—
коэффициент потерь. Аналогично в уравнении (19.10) воздей-
ствующий ток 13 переносится на выходные зажимы как — Y6Y9~43,
где УД9-1 — его коэффициент потерь. Произведение представля-
ет собой ток короткого замыкания на выходных зажимах.

5. Импедансы потерь Zi = zn—z 1 2 — собственный импеданс
минус взаимный импеданс, а адмиттанс потерь Y1 = Y11—Y12.
Например, тензорные уравнения симметричной двухконтурной
компаунд-сети

ei = z u i 1 + z 1 2 i 2 ,

e2 = z12i
1 + z22i2

(19.18)

можно определить на Г-сети (рис. 19.6, б); эта сеть не имеет вза-
имных импедансов между тремя катушками, a zi = Zn—z i 2 и z2==

ZM~Zf2 Z 22" Z i2

Рис. 19.6

a — двухконтурная сеть; б — эквивалентная Г-сеть

= z22—Z12 аналогично эквивалентной Г-сети для двухобмоточных
трансформаторов.

9. ФИЗИЧЕСКОЕ РАЗДЕЛЕНИЕ СЕТЕЙ

I. В предыдущих параграфах предполагалось, что сеть обра-
зована компаунд-катушками, различающимся функциональным
предназначением. Другим способом является физическое разде-
ление исходной сети на компаунд-катушки, каждая из которых
сама по себе является сетью, так что действительная сеть состо-
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ит из этих составляющий сетей, соединенных последовательно
или параллельно и т. п.

Примером такого разделения может служить трехфазная
сеть электропередачи, состоящая из совокупности линий элект«
ропередачи, трансформаторов, генераторов, нагрузок и т. д.

Другой пример — цепи вакуумных ламп, состоящие из уси«
лителей, модуляторов, трансформаторов, неподвижных сетей,
соединенных различными способами. Можно назвать также ком-
муникационные сети, состоящие из передающей и приемной ап-
паратуры, линий передачи, фильтров, корректирующих цепей,
взаимосвязанных четырехполюсников и т. д.; силовые установки,
состоящие из различных типов вращающихся электрических
машин, соединенных с неподвижными сетями, а также управ-»
ляющих сетей, релейных систем и т. д. Практически все элект*
рические сети и электромеханические системы можно разделить
физически на множество меньших единиц, каждая из которых
затем анализируется отдельно, и результаты анализа вновь
объединить для исходной системы.

Определенные общие принципы идентичны и справедливы
для анализа всех сложных систем. Некоторые из них описаны
при более детальном анализе трехфазных линий электропередач.

П. Метод анализа компаунд-сети подобен методу анализа
обычной сети, разница лишь в том, что каждая обычная величи-
на заменяется тензором, а каждый тензор — соответствующим
компаунд-тензором. Например, если компаунд-сеть является
контурной сетью, то:

1) составляют примитивную компаунд-сеть и определяют ее
геометрические объекты z, е й i (компаунд-тензоры);

2) определяют токи, протекающие в компаунд-сети;
3) тензор преобразования компаунд-сети С получают прирав-

ниванием старых и новых токов в каждой катушке;
4) геометрические объекты действительной сети определяют

как z' = CjzC, e' = € / e , i' = z'~lef. Величины, характеризую-
щие отдельные катушки, находят как i = C i ' , ec=zCV, ус = Су'С/
и т. д.

Естественно, компаунд-сеть можно анализировать как кон-
турную, ортогональную или узловую в зависимости от существа
проблемы.

III. Будет установлено, что второй из перечисленных шагов,
а именно определение токов через компаунд-сеть, уже не явля-*
ется такой простой процедурой, как для обычной сети, так как
приходится учитывать способы соединения отдельных катушек
в каждой компаунд-катушке.
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10. ТРЕХФАЗНЫЕ УСТРОЙСТВА КАК КОМПАУНД-КАТУШКИ

I. В трехфазных компаунд-сетях для простоты можно пред-
положить, что тензор импеданса z каждой компаунд-катушки
перед их объединением определен тремя отдельными катушками
(в отдельной примитивной сети), т. р. число столбцов равно или
кратно трем (конечно, в компаунд-сетях общего вида отдельные
катушки можно представлять относительно любых произволь-
ных осей). Индивидуальный тензор преобразования каждого
устройства также находят заменой его примитивной сети дей-
ствительным устройством.

II. Тензор импеданса неслабансированного трехфазного гене-
ратора линии электропередачи или трехфазной нагрузки можно
представить как

а

2 = Ь

С

Zi

z4

z7

z2

z5

zs

Zz

zb

z9

(19.19)

Этот тензор в общем случае несимметричен. Компаунд-сеть та-
кого устройства изображается в виде простой катушки (рис»

19.7, б). Некоторые специальные
случаи приведены в первом столбце
табл. 19.1.

III. Тензоры импеданса трехфаз-
ных многообмоточных трансформа-
торов имеют три, шесть, девять.
двенадцать и т. д. строк столбцов
в зависимости от числа степеней
свободы трансформаторов. Их ком-

понентами могут быть действительные реактансы или реактан-
сы потерь, как показано в гл. 11, § 11. Выраженный через реак-
тансы потерь тензор импеданса двухобмоточного трехфазного
трансформатора выглядит так же, как для трансформатора, со-
стоящего из трех однофазных трансформаторов, если пренебречь
намагничивающими токами:

Рис. 19.7.
а — трехфазное устройство; б — ком

паунд-катушка
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Тщрорн импедансов трехфазных ттушек разных типов
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Это означает, что каждый компаунд-реактанс потерь имеет
диагональную матрицу. Если три однофазных трансформатора
отличаются один от другого, то все три диагональные компонен-
ты также отличаются друг от друга.

Тензор импеданса трехфазного трехобмоточного трансфор-
матора через реактансы потерь представляется в виде

1

z = 2 Z l — 2

Zl-3

zl-2

Z 2—3

Z l — 3

Z 2—3
(19.21)

Каждая компонента этого тензора сама является диагональным
тензором валентности два.

Если все три фазы задействованы в одной и той же магнит-
ной сети и если пренебречь намагничивающим током, то между
разными фазами появляются взаимные индуктивности, тогда
тензор импеданса двухобмоточного трансформатора равен

z =

1 2

1

2

z i-i

Zl-2

zl-2

z2-2

ai

bi

Cl

~~a2

b2

C2

a i

za-b

z12

*a—a

-12
za-b

bi

-и

и

zb-a

-12
zb~b

z 1 2
zb-c

Cl

г11

- И

*с—а

Z12

Z12
za—c

12
zb^-a

z12
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-12

-12
Zb-b

-12

-22

222 1
za~b 1
z22 22

C2

za—c

-12
^ ^ - ^

12

22
*«—с

«22
Zb-c

(19.22)
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В примитивной компаунд-сети двухобмоточный трехфазный
трансформатор представляется двумя катушками, а я-обмоточ«
ный трансформатор — п катушками (рис. 19.8 и 19.9).

Рис. 19.8.
а — двухобмоточный трехфазный трансфор-

матор; б— двухобмоточный компаунд-
трансформатор.

Рис. 19.9.
а — трехобмоточный трехфазный трансформатор; б — трехобмоточный компаунд-трансфор-

матор.

IV. Если между двумя трехфазными устройствами, например
между двумя линиями электропередачи, имеется взаимная ин-
дуктивность, то тензор импеданса примитивной компаунд-сети
равен

Ъ\ С\ 3.2 Ь2a i С2

Z =

1

Z12

2

Zl2

Z22

a i

bi

Cl

32

b 2

C2

z2

z3
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z5

z6

z2

z7

zs

z9

Zio

Zn

Zz

Zs

Zn

Zia

Zu

Zl5

z4

z9

z13

Zi6

Zn

z5

ZlQ

Zu

z17

Zi9

Z20

z6

Zn

zi5

Zn

Z20

z2i

(19.231

V. Если трехфазные устройства представлены компа-
унд-катушками, то последовательные и параллельные соедине-
ния различных трехфазных устройств представляются аналогич-
ными последовательным и параллельным соединениями соответ-
ствующих компаунд-катушек. Диаграмма компаунд-сети несим-
метричных трехфазных систем полностью идентична однолиней-

561



ной диаграмме симметричных трехфазных систем Незначитель-
ное отличие состоит в том, что здесь контуры замкнуты для
того, чтобы сделать применимыми методы анализа обычных кон-
турных сетей.

11. ТЕНЗОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КОМПАУНД-СЕТИ

I. Рассмотрим сначала простой пример, в котором отдельные
катушки каждого трехфазного устройства еще не соединены
в схему, т. е. не существует отдельных тензоров преобразования

С??]х C^w [1!ТГ

LLTI'

« _ J

^ПЮ^

4 V Ч?̂
.AV У~±

-5 г-тжтетщ;

JL Г ^ 1 ^ I

Рис. 19.10.
a ~~ действительная примитивная сеть; б — действительная сеть; в — компаунд-сеть; г —

примитивная компаунд-сеть

(или же все отдельные тензоры преобразований являются еди-
ничными тензорами). Такая сеть показана на рис. 19.10, б. Соот-
ветствующая компаунд-сеть и примитивная контурная сеть по-
казаны на рис. 19.10, в, г.

Индексы I—5 компаунд-сети являются компаунд-индексами
(гл. 9, § 11, II), каждый из которых представляет три отдель-
ных индекса. Например, 1 стоит вместо а ь bi и сь
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Тензор импеданса примитивной сети равен z

1 2 3 4 5

1

2

z = 3

4

5

zn

Z22

233

234 Z44

255

вектор приложенного напряжения

1 2 3 4 5

е = ex О О О О

(19.24)

(19.25)

II. Определим теперь С с учетом компаунд-сети на рис*.
19.10, в, представляющей действительную сеть на рис. 19.10, б.

Эта компаунд-сеть имеет два контура, следовательно, предпо-
лагается существование двух новых контурных токов i1' и I2 '.
Эти же токи протекают через все последовательные катушки.
Примитивная сеть показана на рис. 19.10, г.

Приравнивая старые и новые токи в каждой компаунд-ка-
тушке,

Г 2'

г =

12 =

i l =

п =

— \2

г>

I

I

- I

I

1-1

(19.26)

получаем, что коэффициенты при новых токах представляют
тензор преобразования С.

III. Для проверки правильности записи этого тензора С
определим обычный тензор преобразования С для исходной сеты»
показывающий способ соединения 15 катушек сети на рис.
19.10, б в шесть контуров:
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(19.27)

Теперь С можно подразделить и представить как компаунд-
тензор, каждая компонента которого есть 0 или единичный тен-
зор 1. Компаунд-тензор С показывает, что системы 1,2,3 соедине-
ны последовательно, так же как системы 4 и 5, что в явном виде
изображено на рис. 19.10, в.

IV. Тензор импеданса и вектор приложенного напряжения
леей сети находятся по соотношениям CtzC и С е̂ соответственно

V

2'

Z l l -

V

hZ 2 2

z i 4

Z 33

2 '

Z34

Z44 + 255

Г 2'

, (19.28)
в! О 1.(19.29)

Токи можно найти как i / =z'~ 1 e / =yV. Собственные и взаим-
ные адмиттансы отдельных систем (или компаунд-катушек) на-
ходят по формуле СуХ*. Токи в отдельных системах через из-
вестные V находят как i = Ci/, а напряжения в отдельных систе-
мах— как zCi\
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Вторую строку и второй столбец можно исключить с помощью
формулы редукции, оставив

Г

г' = Г Zll + Z22 + Z33 + Z34 (Z44 + Чъ)~1 ч\ (19-30)

V, Подчеркнем, что трехфазную сеть можно анализировать
так же, как и любую другую контурную сеть, не вводя компа-
унд-тензоры, т. е. используя в три раза большее число перемен-
ных. Применение компаунд-тензоров и компаунд-сетей просто
ускоряет анализ, сокращает число переменных в три раза
и делает более ясной физическую картину, но ни в коей мере не
уменьшает общее количество окончательных вычислительных
операций, необходимых для получения числового ответа, исклю-
чая случаи повторяющихся операций.

Главное преимущество применения компаунд-тензоров со-
стоит в полной свободе, допускающей замену отдельных коорди-
натных систем одного или нескольких трехфазных устройств пу-
тем стандартных автоматических операций, при этом не затра-
гиваются остальные части сети. Этот вопрос о свободе введения
симметричных составляющих или других трехфазных осей бо-
лее детально разбирается в следующей главе,

12. ПРОХОЖДЕНИЕ КОМПАУНД-ТОКОВ ЧЕРЕЗ КОМПАУНД-СЕТИ

I. В этом параграфе определяется способ, с помощью которо-
го отдельные оси каждого устройства можно заменить «отдель-
ными тензорами преобразования».

Когда обычная катушка z\ соединена последовательно с дру-
гой обычной катушкой z2, один и тот же ток i течет как в той,
так и в другой катушке, а также через соединяющий их провод-
ник, Однако, когда мы имеем дело с компаунд-катушками, тен-
зоры импеданса Z\ и z2 можно выразить в различных системах
осей, а ток i еще в какой-нибудь системе осей так, что в Ъ\ будет
протекать ток Cii (вместо i), в z 2 — ток C2i, а в соединяющей их
системе — ток C3i (рис. 19.11). Изменение отдельных координат-
ных систем проявляется как поступление или выход тока из
компаунд-катушек.

II. Имеется два варианта появления тока в катушке: 1) он
порождается в катушке, т. е. является новой переменной, беру-
щей начало из этой катушки; 2) входит в катушку из других ка-
тушек через зажимы.

В любом случае появления тока в катушке и выхода его из
катушки его можно изменить преобразованием осей с по-
мощью С.

III. Следовательно, ток i приобретает отдельный тензор пре-
образования С в трех случаях:
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1) при появлении тока в "катушке в качестве новой перемен-
ной, если катушка имеет тип осей, отличный от выбранных для
тока;

2) при попадании в катушку через зажимы, если ток также
имеет тип оси, отличный от типа осей катушки;

3) при выходе тока из катушки через ее зажимы в соединяю-
щую систему, имеющую оси, отличные от осей, принятых для
этого тока.

Значит, ток приобретает тензор преобразования С каждый
раз при появлении системы координат, отличной от выбранной
для этого тока.

— - ^ Я Н Т 4 — ПЩ^—

Рис. 19 11. Рис. 19 12. Компаунд-узлы:
а — поток в обычных катушках, б— а — ток, возникающий в катушке, б — ток».

поток в компаунд-катушках. поступающий в катушку

IV. Если это происходит из-за выбора новых переменных,
соответствующий тензор С будем называть «катушечным тензо-
ром». Если же ток приобретает тензор преобразования при по-
явлении его в сети или при выходе его из сети, то соответствую-
щий тензор преобразования С будем называть «узловым тензо-
ром». (В общем случае их можно назвать «отдельными тензо-
рами преобразования» и «трехфазными тензорами»). Более де-
тально эти два типа тензоров рассматриваются в последующих
параграфах.

Подчеркнем, что если ток i проникает в компаунд-сети, то
выполняются все законы Кирхгофа, сформулированные для
компаунд-узлов. Катушечный и узловой тензоры не меняют ве-
личины токов; они изменяют лишь отдельные системы коорди-
нат каждого устройства, и непрерывность тока сохраняется во
всей компаунд-сети так же, как и в обычной сети.

Следовательно, единственным отличием анализа обычных
сетей и компаунд-сетей является способ определения тока в се-
ти Это означает, что если i заменяют на I с помощью индиви-
дуального тензора преобразования, следует также задать от*
дельною систему координат.
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la УЗЛОВОЙ ТЕНЗОР

I. Если координатные оси изменяются так, что ток V претер*
девает изменение CV при входе или выходе через зажимы ка-
тушки, то оба этих узла зажимов мы будем отмечать на схеме
маленькими крестиками (рис. 19.12).

В табл. 19.2 показаны некоторые виды часто встречающиеся
узловых тензоров. Следует подчеркнуть, что существует множе-
ство других трехфазных устройств, для описания которых тре-
буются катушечные тензоры. После того как такой тензор опре-
делен для некоторого конкретного устройства, нет нужды вычи-
сляло его снова в другом случае. Если устройство используется
в некоторой трехфазной системе, этот тензор берут из таблицы
и снова используют без каких-либо изменений

II. Наиболее важным примером компаунд-узла, изменяющего
оси координат, является узловое соединение треугольника с ли-*
нией передачи.

Если ток в трех катушках треугольника равен Г, ток в линии
равен 1 = СдГ, где

1' 2' 3 '

г = I'
1е to

l> I **

Рис 19 13. Соединение тре-
угольником:

а — "o-v в треугольнике б —
то< в компаунд-треугочьнчке

j = \ 1 2 — I* I i ° > — i\\ l\ — i2\

С — 2

i ' Т 3'

1

1

1

_ 1

— 1

1

(19.31J

(19.32)

(19,331

Преобразование СА заменяет токи в треугольнике на токи
в линии.

Если компаунд-катушка представляет собой соединенное
треугольником устройство, то приходится считать, что в тре-
угольнике образуются новые компаунд-переменные.

III. Можно предположить, что все компаунд-узлы приводят
к изменению системы координат, но тензор преобразования
в узлах, не помеченных маленькими крестиками, является еди*
ничным тензором I.
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Т а б л и ц а 19.2*

Отдельные тензоры преобразования для различных типов трехфазных
соединений

Ь' О' 1 '

СА = Ь -1

1

1

-1

-1

1

Сй'Ь

@7*ь

Ск--1

Л сц

6 s с'

1

1

Он - 1

а2-а

•

1
а - а ̂  |

и"1

а" !
1

i

!
а

1

_ |

С,н

t

1

1

-1

а

С С д г b

а
?

f

t

1' 2"

О1

1

7

о'

hA • 1

Первая колонка — в фазных осях; вторая колонка — в последовательных осях; а — узл*^
вые тензоры, б — катушечные тензоры.
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14. УЗЛОВЫЕ ТЕНЗОРЫ КАК ПЕРЕСТАНОВКИ

1« Поскольку компаунд-узел может порождать преобразовав
ние системы координат С, это преобразование системы коорди-
нат может быть самым различным. В предыдущем примере С
представляет картину действительных взаимосвязей. Рассмот^
рим теперь другой пример, в котором С характеризует пере-
становку.

В трехфазных сетях обычно соединяют соответственные фаз-
ные обмотки. В многообмоточных трансформаторах часто соеди-
няют разнофазные обмотки (рис. 19.14). При зигзагообразном

Рис. 19.14 Соединение зигзагом:
а — действительная сеть; б — представление, в — компаунд-сеть.

соединении три катушки вторичных обмоток соединены после*
довательно с тремя катушками первичных обмоток, но не фа*
за с фазой.

Если V проходит через вторичную катушку, то через первич-*
ную должен проходить ток Czi' = i, где Cz

' Г

Pi

/2

Р2

п

«•I
Рз

/2

Si S 2 S 3

Pi

C* = P 2

Рз

1

1

1

(19.34)

показывает способ соединения фаз.
II. Вместо того чтобы подсоединить третью фазу к первой,

можно подсоединить вторую фазу, как в двойном треугольнике
на рис. 19.15, где

« l

Pi

i =

«2

*"2

P2

« 3

Рз

Si S 2 S 3

Pi

Crf = P2

Рз 1

1

1 (19.35)
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Когда i/ тет*ет в первичной катушке, а не во вторичной, тен-
зоры С2 и Са меняются ролями

h
U->

б 3
Рис 19 15 Соединение зигзагом

а —дей^тви е ьяое соединение б — представление в — ко ша> 1Д катушк

15 УЗЛОВОЙ ТЕНЗОР ИМПЕДАНСА ЗАЗЕМЛЕНИЯ

I Компаунд узел может ввести сингулярное преобразование?
сокращающее число осей (В треугольнике число осей не меня-
ется ) Примером является импеданс заземления при отсутствии
токов замыкания В вершине звезды три внешних тока V заме-
няются одним током i (текущим через импеданс заземления)
рри помоши CgVy где

^У u п 3

<о *

5^у\—>^^ГОз>

С^ = ,
Рис 1916 Заземление

а — импеданс заземления о —
компаунд катушки

1 =

1 •—

1

л

1

1

2

2

g

-12-т

2

1

3

-гЗ

3

• i

Следует отметить, что при соединении треугольником ток V
в катушках треугольника предполагается известным Для
лмпеданса заземления (в случае оасутстзия токов заземления)
ток предполагается известным вне импеданса заземления

^ i

Рис 19 17 Детьта-ток через заземление
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II Интересно, что ток V, порождаемый в треугольнике, обра-
щаете® в нуль, проходя через импеданс заземления, так как в нем
ток равен С^СдГ (Сд действует, когда V покидает треугольник,
а С^ действует на входе в заземление (рис 19 17)) и

так как

1 1 1

СоСл = 0,

]

1

1

— 1

— 1

1

(19.37,

0 0 ч

III Как показано на рис 19 17, в ко^/паунд-сетях импеданс
заземления и звезда всегда соединены последовательно Две
компаунд-катушки, соединенные последовательно, можно заме-
нить одной катушкой, тензор импеданса которой равен сумме
импедансов катушек

Найдем решение для сети из этих двух последовательно соеди*
ненны\ катушек (рис 19 18), рассматривая ее как обычную сеть
{илтж как компаунд-сеть).

(Г>

Рис 19 18 Заземленная звезда

Тензор импеданса z примитивной сети равен

a b с g

z =

Zaa

Zba

Z a

Zab

%bb

%cb

Zbc

<£-cc\

Zg

__ ш

g

in g

Z2

(19.38)
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а тензор преобразования

а ' Ь' с '

;€'
С -=

1

1

1

1

1

1

т '

Результирующий тензор импеданса равен CtzC

а ' Ь' с '

z' -Zi + C^C^-b'

Zaa

Zba

ZCa

+ zg

+ zg

+ zg

Zab

Zbb

Zcb

+

+

Zg

Zg

Zg

Zac

Zbc

Zee

+

zg

zg

(19.39)

(19.40)

Следовательно, импеданс звезды и импеданс заземления
можно заменить одной компаунд-катушкой с тензором импедан-
са zf. Эта компаунд-катушка представляет эквивалентную за-
земленную звезду без импеданса заземления, собственные и
взаимные импедансы которой увеличены на Zg из-за наличия
импеданса заземления (рис. 19.19).

•Zob + Zg - B z 1

Zcc+Zg

Рис. 19.19.
а — заземленная звезда; б — эквивалентная звезда; в — компаунд-катушка.

IV. Если имеется несколько проводов заземления, соединен-
ных параллельно (рис. 19.20, а), то один из них выбирается как
импеданс заземления с узловым тензором Cg, а остальные рас-
сматриваются как одна компаунд-катушка, соединенная парал-
лельно с импедансом заземления.

В этой параллельной цепи вводится новая переменная — ток
I1 с компонентами № и #, протекающий в дополнительном ком-
паунд-контуре (рис. 19.20, б). Предполагается, что в остальной
части системы шунтирующий ток i1 не проходит.
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16. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ УЗЛОВЫХ ТЕНЗОРОВ

L В качестве примера узлового тензора рассмотрим сеть, со^
держащую семь трехфазных устройств (рис. 19.21, а).

i2+l

bnC L - / W ^ = - ^ iAt b

+ i c

Hi -*- .Cg t+t 1

Cg t W- Cgt

Рис. 19.20.
a — три провода заземления; б — компаунд-сеть

заземления.

Примитивная компаунд-сеть (рис. 19.21, б) имеет семь кату-
шек (по числу трехфазных устройств), соединенных в одну об-
щую.

Геометрическими объектами сети являются

(19.41)

1

2

3

2 = 4

5

6

7

1

1 °
1

2

0

2

Z2

3

0

3

Z 3

Z.37

4

0

4

Z4

5

0

5

Ч

6

0

6

7

0

7

Z37

ч |
\ Z?

(19.42)
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Между линией передачи 3 и проводом заземления 7 предпо-
лагается наличие индуктивной связи.

II. В компаунд-сети имеется три закрытых контура, поэтому
выбирают три новых тока. Два из них i1' и i2' проходят, на-
пример, через устройства 1 и 2, соединенные треугольником, а

"J^m^t——^

c.i'1

vfi*.
Z4

Ш

25 27|C,.1*

4

6

i3'

Рис. 19.21.
a -«• трехфазная сеть; б — компаунд-сеть

третий ток i3' молено произвольно приписать любой ветви, на-»
пример 3.

Соответствующие девять токов исходной сети показаны на
рис. 19.21, а как ia\ ib\ ic' в сети 1; id\ if, № в сети 2;
ih\ W, ik' в сети 3. Предполагается, что эти девять токов
проходят во всех катушках трех устройств,
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Токи во всех катушках компаунд-сети показаны
IV S 2 ' тл 1 3 '

на рис.
19.21, б. Они выражены через новые токи i1', i2' и i3 ', а также
через узловые тензоры преобразования Сд и Cg. В импедансе за-
земления z7 ток равен С^-Сд-i1', т. е. равен 0.

III. Получим теперь тензор преобразования С компаунд-хети,
приравняв старые и новые токи в компаунд-катушках:

ii =

И = СД i 1 '

р = С д i 1 '

16 = c A i 2

+ i*

с \v

1

2

3

С=4

5

6

i

I

Сд

2'

Сд

3'

V

1

1

1

cg

(19,43)

Правильность записи этого компаунд-тензора преобразова-
ния можно проверить, построив обычный тензор преобразования
(см. рис. 19.21, а), имеющий 19 строк и 9 столбцов.

Короче говоря, различные Сд и \, появившиеся в компаунд-
тензоре С, не эквивалентны друг другу, поскольку каждый из
них имеет различные компаунд-индексы, а также отдельные
индексы.

Этими признаками они и различаются между собой.
Так как единственной операцией, выполняемой при участии

С, является умножение (С сам по себе не преобразуется), от-
личающиеся индексы можно опустить. Если же тензоры Сд при-
ведены к разным типам отдельных сетей, обсолютно необходимо
отличать тензоры Сд и I, относящиеся к разным устройствам.

IV. Результирующий тензор импеданса z' найдем по соотно-
шению CtzC

I' 3'

г

3'

21 + Сд^4Сд

+ с д ^ 5 с д

0

2 5 С Д

0

z 2 -bC^z 6 C A

Z3+Z5-rZ6+Z37Cgr
~j-C^Za7-fC*fZ7Cg.

(19.44)
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Вектор приложенных напряжений по Ct-e равен

Г 3'

е ' = О •"дГ (19.45)

Токи находят из i/ = z / " 1 -e 1 . Токи в отдельных катушках равны
СГ, а индуцированные напряжения — z - C i ' ,

17. «КАТУШЕЧНЫЙ» ТЕНЗОР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

I. В предыдущем примере новые переменные i1', i2 ' и i3 '
выбирались в соответствующих обмотках новой сети, при этом
повторялось распределение токов в обмотках примитивной сети.
Это означает, что три компоненты тока i1', а именно ia', Ьы и
Iе', проходят в тех же катушках, что и ia, ib и ic в примитив-
ной сети.

*\ь

= -ПЯР-

Lta1 J— Си L'
РИС. 19.22.

35
Незаземленная
везда.

II. Однако часто для нового тока i1' необходимо выбрать
другие компоненты, например, в незаземленной звезде (рис.
19.22). Новый ток V, рассматриваемый как переменная, имеет

шлишь две компоненты Iй и г вместо трех iid' ib\ ic

Другими словами, новая переменная V имеется не во всех
обмотках компаунд-катушки, а лишь в части их. Поэтому
в трех катушках компаунд-катушки протекает ток CU*Y=\ вме-
сто выбранной переменной V, причем

1 /

1 =

а'

ia'

а

V"

Ь'

•'•\

ъ
1Ь'

С

-ta'-ib'\

си= ъ

1

—1

1

— 1

(19.46)

Таким образом, при выборе новых переменных одной из них
часто должен быть ток в компаунд-катушке, соответствующей
незаземленной звезде, как и для случая соединения треуголь-
ником. Однако в соединении треугольником новая переменная —
ток V проходит через все катушки треугольника (и в том же
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порядке), как в примитивной сети, тогда как в незаземленной
звезде новая переменная V покрывает лишь часть звезды. Сле-
довательно, во всех катушках звезды протекает ток С-Г. Этот
же ток проходит в отводах звезды, поэтому ее узлы не помечают
крестиками.

III. Частным случаем незаземленной звезды является откры-
тый треугольник (рис. 19.23). Его можно рассматривать как не-
заземленную звезду, у которой импеданс Zcc равен нулю.

пт^-

t a

 Lb

= -w-

Рис. 19 23. Открытый треугольник. Рис. 19.24. Закрытый треугольник.

IV. Другим примером катушечного тензора является закры-
тый треугольник в преобразователе (рис. 19.24), где новая пе-
ременная V имеет лишь одну компоненту ia\ и, следовательно,
в трех катушках компаунд-катушки есть ток Ссд •i/=iJ где

а'

I I

i =

1 "
а

V"
Ъ

ia'

с

а

С,д= b

с

1

1

1

(19.47)

В следующей главе будут более подробно рассмотрены сети
с катушечными тензорами преобразования.

Если все сети рассматриваются как полные, то катушечные
тензоры не являются сингулярными.

18. ПРЕНЕБРЕЖЕНИЕ НАМАГНИЧИВАЮЩИМ ТОКОМ

I. Любой прием, экономящий время анализа и введенный для
простых сетей, обычно можно применить и для компаунд-сетей.
Например, если в компаунд-сеть включены многообмоточные
компаунд-трансформаторы, их намагничивающим током можно
пренебречь, повторяя точно те же шаги, которые были предпри-
няты для обычного многообмоточного трансформатора (см. гл.
И), а именно:
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1) составляют тензор импеданса z примитивной компаунд*
сети, применяя импеданс потерь zi_2 для компаунд-трансформа-
тора, как показано в уравнении (19.21);

2) составляют тензор преобразования Ci для компаунд-сети
так же, как в предыдущем разделе;

3) пренебрегают намагничивающим током, учитывая это
с помощью тензора преобразования С2;

4) их произведение CiC2 дает окончательный тензор преобра-
зования С;

5) тогда C^zC дает тензор импеданса z' новой компаунд-
сети и т. д.

II. Второй тензор преобразования С2, учитывающий прене-
брежение намагничивающим током, составляется следующим
образом:

1) уравнение принуждающих связей через старые токи мож-
но записать так:

n1i
1 + n 2 i 2 + . . . = 0, (19.48)

где ni — диагональный тензор валентности два, задающий
число витков каждой катушки первой сети и т. д.;

2) старые токи в уравнении принуждающих связей заменяют-
ся новыми токами из i = Cii1;

3) исключают столько токов, сколько имеется уравнений
принуждающих связей;

4) соотношение i = C2i' дает С2.



Глава 20

СИММЕТРИЧНЫЕ СОСТАВЛЯЮЩИЕ

1. УНИВЕРСАЛИЗМ КОМПАУНД-СЕТЕЙ

I. Если импедансы трехфазных устройств сбалансированы, TOV
как показано в гл. 13, их тензоры импеданса можно привести
к диагональной форме тензором последовательности Cs. Поэто-
му при соединении сбалансированных трехфазных устройств
в одну сеть сбалансированным способом результирующее z сети
принимает более простой вид, если отдельные z выражены в по-
следовательных осях.

Таким образом, при получении компаунд-сети любой трех-
фазной системы нет никакой разницы в том, относительно каких
осей представлены отдельные трехфазные устройства: осей а,
Ь, с цепи или последовательных осей О, 1, 2. В любом случае
сама компаунд-сеть и полный анализ компаунд-сети одинаковы*
Разница лишь в значениях отдельных ъ и С (катушечных и уз-
ловых тензоров) на осях обоих типов.

Поэтому содержание гл. 19 в равной степени относится к уст-
ройствам, которые рассматриваются относительно фазных и
последовательных осей.

II. Тензоры импеданса трех катушек (сбалансированных или
несбалансированных), выраженные в последовательных осях
О, 1, 2, уже приводились в гл. 13.

В дополнение к тензорам, выраженным в осях фаз а, Ь, с,
необходимо лишь получить z других типов трехфазных устройств
и различных катушечных и узловых тензоров относительно по-
следовательных осей 0, 1, 2.

Следует заметить, что нет необходимости однажды получен-
ные тензоры импеданса ъ и тензор преобразования С для от-
дельного устройства частного типа относительно частной систе-
мы координат получать заново всякий раз, когда устройство ис-
пользуется в какой-либо трехфазной системе. По этой причине
устройство рассматривается как единая компаунд-катушка, а
внутренние соединения совершенно не принимаются во вни-
мание.

Поэтому при наличии таблиц для z и С анализ трехфазных
систем сводится к анализу контурных (узловых или ортогональ-
ных) компаунд-сетей, а частные трехфазные системы коорди-
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нат (скажем, симметричные составляющие или любые другие
системы координат) исчезают из поля зрения. Они снова появ-
ляются при стандартных действиях, которые, однако, может вы-
полнить тот, кто даже не знаком с симметричными составляю-
щими.

III. Если сеть сбалансирована и для отдельных устройств
используется последовательность осей, результирующий ком-
паунд-тензор z/ целой системы имеет несколько строк и столб-
цов, причем каждая компонента является тензором с тремя
осями по 0, 1 и 2 (см. гл. 19). Если перестроить результирующую
матрицу ъ' таким образом, чтобы все одинаковые последователь-
ные оси были собраны вместе (т. е. все 0-оси вместе и т. д.),
можно обнаружить, что тензоры, содержащие одни и те же по-
следовательные оси, не зависят друг от друга и не содержат ни
одного взаимного члена. Эквивалентные сети, соответствующие
каждому независимому тензору, называются «сетями последо-
вательностей», (Устройство сетей, эквивалентных тензору ва-
лентности два, в этой книге не рассматривается.)

2. ТЕНЗОРЫ ИМПЕДАНСА В ОСЯХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

I. Тензор z трех различных катушек в осях фаз и осях после-
довательности дается соответственно уравнениями (13.18) и
(13.21). Для трех одинаковых катушек с симметричными вза-
имными импедансами уравнения приводятся к более простой
форме. Например, некоторые из таких более простых форм урав-
нений представлены еще раз во втором столбце табл. 19.1.

И. Когда трехфазные многообмоточные трансформаторы сба-
лансированы, а намагничивающие токи пренебрежимо малы,
тензор zp_g потерь на сопротивлениях имеет диагональную мат-
рицу с идентичными компонентами. Следовательно, по соотно-
шению C*stZp-gCs

a b с 0 1 2

V-* = b

ZP~4

гР-а

2Р-Я

0

= 1

2

ZP-1

гР-ч

ZP-Q

(20.1)

Точно так же тензор виткового отношения по Cs прСу равен

а

Пр~Ъ

с

а'

Пр

Ь'

Пр

с'

Пр

0

2

0' 1'

пр |

Пр

2'

Пр

(20.2)
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В общем случае п р содержит комплексные компоненты относи-
тельно последовательных осей.

III. Для многих трехфазных устройств тензоры импеданса
относительно последовательных осей не рассчитывают по соот-
ношению CstzCs для тензоров, представленных в фазных осях,
а определяют в отдельных испытаниях или исходя из конструк-
тивных констант устройства. Для вращающихся или неподвиж-
ных устройств соответственно они обычно имеют следующий
вид:

0

z = l

2

0

Zo

1

Zi

z2

0

, 2 = 1

2

1

Zo

Zi

3

1 Zl
(20.3)

3. УЗЛОВЫЕ И КАТУШЕЧНЫЕ ТЕНЗОРЫ В ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ
ОСЯХ

L Поскольку узловые тензоры Cj— несингулярные (квадрат-
ные), к последовательным осям они преобразуются по формуле
C7lCjCs. Для треугольника и двух типов зигзагообразных
соединений они приведены в табл. 19.2, а. Отметим, что ток ну-
левой последовательности не может выйти из треугольника.

Интересно также обнаружить, что при симметричных соеди-
нениях трехфазных устройств соответствующий тензор преобра-
зования, выраженный в последовательных осях, также имеет
диагональную форму. Таким образом, можно установить, что
последовательный тензор Cs приводит к диагональному виду:

1) z сбалансированного импеданса;
2) тензор С симметричного соединения.
II. Катушечные тензоры Сс — сингулярные, поэтому не допу-

скается неразборчивое употребление соотношения С Г ^ С ^ .
Одним из способов преобразования сингулярного катушечного
тензора к последовательным осям является следующий:

1) выразить сингулярное преобразование i = CF как систему
«уравнений связей», содержащих фазные токи;

2) в уравнениях связей заменить все фазные токи последова-
тельными токами;

3) заменить уравнения связей (содержащие теперь последо-
вательные токи) преобразованием i = Ci/.

Коэффициенты дают искомый катушечный тензор, выражен-
ный в последовательных осях.

581



III. В качестве примера рассмотрим катушечный тензор He-
заземленной звезды (уравнение (19.46))

а' Ь'

ia =

/* =

ia'

ib'

-t"'

а

= b

с

1

— 1

1

1

(20.4)

Преобразование i = Cui/ подставляется в следующее «уравне-
ние связи»:

ia+ib+ic = 0. (20.5)

Заменяя фазные токи токами последовательности, имеем

_J_[(/o + /i + *2) + (/o+a41 + ^
/3

или У~31° = 0. Отсюда получаем уравнение связи в терминах
токов последовательности

/о=0, (20.6)

что эквивалентно следующему преобразованию i = Cui/:

V 2 '

/0 = 0 0

п = iv
С « = 1

/2 =

1

1

(20.7)

Этот новый Си является последовательным эквивалентом
фазному Си уравнения (19.46).

Следует заметить, что наличие тока нулевой последовательно-
сти, протекающего в заземленной звезде (или открытом тре-
угольнике) , не предполагается.

IV. Катушечные тензоры закрытого треугольника в фазных
и последовательных осях приведены в табл. 19.2.

Особо следует подчеркнуть, что в последовательных осях вво-
дится такое же число новых переменных, как и в фазных осях.
Поэтому катушечные тензоры имеют одинаковый вид и в тех
и в других осях. В обычных методах анализа практически всегда
вводится более длинная последовательность переменных, чем
это действительно необходимо, отчего анализ становится лишь
более запутанным.
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4. ПРИМЕР С ОСЯМИ ДВУХ ТИПОВ

I. Возьмем для примера z' (рис. 20.1, а), выраженный в осях
обоих типов. Компаунд-сеть (рис. 20.1, б) и ее анализ одинако-
вы для трехфазных осей обоих типов.

i"'-ifi

zp{ Ч ir4

if-i9'

Cv.i
r '

J __iJ

^_ i*
Рис. 20.1.

a — данная сеть; б — компануд-сеть.

II. z и е примитивной сети равны

р q r s

Z —
г

гр

zc-r

Ъ4-т , (20.8)
е = е,

Тензор преобразования можно записать как

q ' Г'

\ч = V"

с1 =

i* = Сд!"

1

I

[(20.9)

(20.10)

Чтобы исключить намагничивающие токи, устанавливается
уравнение связи

n4i«? + n r i r = 0 . (20.11)
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Заменив старые токи новыми из уравнения (20.10)

и исключив №, имеем

| в ' = — n 7 1 n , i ' " = — Ш ' \

q '
С 2 =

—п
, С1С2 = С =

р

q

г

S

г

- С д п

—— t i

1
(20.12)

Окончательный тензор импеданса z' находят по соотношению
C?zC

г'

г' = т'\ n;c;,Z CAn - nV_, -z q _ T n + CltzsCA | , (20.13)

е' = | -nJC^e^ (20.14)

Если витковое отношение для каждой фазы одинаково, т. е.
п = л1,

z ' = r ' Clt(n2*P+*s) CA-2nz (20.15)

III. Предположим теперь, что заданы следующие величины:

a b с 0 1 2

а

2 ^ = Ь

С

а

z 5 — b

с

а

zP

b с

Zc

0

= 1

2

= 1

0 1

Z2

Zi Zx

Zi

Zo

(20.16)

(20.17)
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а

С

а b

Vr

С

0

= 1

2

0 1 2

(20.18)

a

с

a'

—1

1

b'

1

—1

c f

—1

1

0

= 1

2

0' V 2 f

a—a?

(20.19)

о l

eD = \ e a^er, aeo = Vsep\ | (20.20)

IV. Тогда тензоры импеданса по уравнению (20.15) равны

Ь' с'

а '

г9 = Ь '

с '

Zb+Zc+2ntZp—
-2nZq_r

-zc-zp

-zb-zp

-zc-zp

Za+Zc+2n2Zp—
—2nZq_r

-za-zp

-zb-zp

-Za-Zp

Za+Zb+2rflZp—
-2nZq._r

 p

0' 2'

—2nZ q-T

3ZQ+3n2Zp—2nZq^r - 3 Z 2

3Z0+3n^Zp-2nZ(j^r

0'

z' = r

2 '

а векторы приложенного напряжения по уравнению
равны

а'

е ' ^ Ь '

с'

п (сР—а) ер

п(а—\)ер

п(1—а2)ер

0'

— 1'

2'

3 (a—at) пер

(20.21)

(20.22)

(20.14)

(20.23)
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5. МНОГООБМОТОЧНЫЕ КОМПАУНД-ТРАНСФОРМАТОРЫ

I. Рассмотрим сеть (рис. 20.2, а), содержащую вписанный
треугольный трехобмоточный трансформатор (см. рис. 10.3).
Компаунд-сеть содержит трехобмоточный компаунд-трансфор-
матор.

i
€ cu2'

«<z
i1 cd.t24

t24
\Cb.i< + i* Z q l t i 3 '

Cui2' g z n

««If ip

Рис. 20.2.
a — данная сеть; б — компаунд-сеть, в — примитивная компаунд-сеть

А1*

Примитивная компаунд-сеть (рис. 20.2, в) содержит семь ка*
тушек. Тензор импеданса и вектор приложенного напряжения
этой сети равны
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m

P

s

z = t

n

к

q

m P

Zp—s

Zp-t

s

Zp-s

zs-t

t

Zp-t

ZS-t

n

Zn

к

Zk

q

e = I e

(20.24)

m p t n к q

(20.25)

Отдельные трехфазные устройства zm и другие можно пред-
ставить как в фазных а, Ь, с, так и в последовательных 0, 1, 2
осях.

II. Заметим, что в компаунд-трансформаторе:
1) вторичная zs и третичная zt обмотки соединены последо-

вательно;
2) компаунд-узлы третичной обмотки показывают, что фаз-

ные соединения взаимно заменяются с помощью С ;̂
3) вторичная и третичная обмотки вместе образуют треуголь-

ник, поэтому в каждой из них имеются скрещивающиеся компа-
унд-узлы треугольника (три скрещивающихся линии на рис.
20,2, б).

III. Поскольку имеются три компаунд-контура, выбирают три
новые переменные: одна переменная СгЛ1' — в любой из незазем-
ленных звезд, вторая i2' — в одной из двух катушек треугольни-
ка, третья i3' выбирается произвольно. Катушечные и узловые
тензоры можно выразить как в фазных, так и в последователь-
ных осях, в зависимости от компонент примитивной компаунд-
сети.

587



Приравнивая старые и новые токи в каждой катушке, имеем

- C e i r

i* =

+i2 '

+ C^i2'

+ СД12' + !3

+ Сд!
2' + i3

+ i3'

m

P

s

Ci = t

n

k

q

-c«

cu

2'

I

Q

Сд

Сд

3 '

I

I

I

(20.26)

IV. Тензор преобразования С2, исключающий намагничи-
вающие токи катушек р, s и t трансформатора, находят за четы-
ре этапа следующим образом:

1. Запишем уравнение связей через старые токи. Оно выра-
жает равенство нулю сумму МДС по замкнутому контуру ком-
паунд-трансформатора примитивной сети (рис. 20.2, б):

n^'+iy+n^O. (20.27)

Здесь п р — число витков трех первичных катушек:

Pl P2 Рз

Pi

п , = ра То% (20.28)

Рз

Аналогичные матрицы записывают и для n s и щ.

2. Заменим старые токи новыми из уравнения (20.26)

" Л

ПР,

или

(20.29)

что является уравнением связей, выраженным через новые токи.
3. Исключим i2':

При исключении одного из токов нужно следить за тем, что-
бы каждый коэффициент имел обратный. Например, нельзя
исключить i1', поскольку Си (уравнение (20.4)) не имеет обрат-
ного. Таким образом, поскольку i1' имеет две компоненты, a i2''—
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три (по числу закрытых магнитных контуров), i2 ' следует исклю-
чить.

4. Отсюда получаем уравнения преобразования i / =C 2 i / /

i 1 ' - i 1

i2'= - n i 1 " C 2 =

V

2'

3 '

1" 3"

Г 1

— n

I

(20.30)

Произведение двух тензоров преобразования равно CiC2 =

1" 3"

m

Р

s

n

k

q

c«
— n

— Cdn

- С д п

— Сдп

I

I

I

c ; = i1"

3"

m p

c'rf

s t

— n*tC*dt

n

— п*сд/

1

k

— п ^ с д /

1

q

i

(20.31)

V. Окончательный тензор импеданса находят по формуле
C*,zC

1" 3"

1"

z' =

3"

^utzmCu + п^Сд^СдП + n*tCAtzkCAn

— 2 : л С д п — z f e C A n

* /->*
— М^ 1> д ^ Z^

" " Л / С Д/ 2 ^

z« + ẑ  + ẑ

(20.32)

Поскольку Zp_s и другие имеют диагональную матрицу, его по-
зицию в соответствующем члене можно изменить.

Последний столбец и последнюю строку можно исключить
по формуле редукции zl — z2zZ1zs.
При этом остается компонента, представляющая два обычных
уравнения с двумя неизвестными ia' и ^ ' ( i 1 ' ) .

Если токи У определены, токи в отдельных компаунд-катуш-
ках равны i = Ci/, а индуцированные напряжения ec = zCi'.
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6. ЗАМЫКАНИЯ

I. Если одна или несколько фаз линии электропередачи зако«
рачиваются или заземляются в некоторых точках через импедан-
сы, то каждое замыкание можно рассматривать как компаунд-
катушку, присоединенную в двух точках параллельно компаунд-
сети (рис. 20.3), как катушечный тензор С/ и узловой тензор
C/j, но в большинстве практических случаев достаточно пред^
положить наличие катушечного тензора С/. Каждая катушка за-
мыкания привносит новую переменную if, поскольку она вводит
в компаунд-сеть новый внешний контур.

Рис. 20.3.
а — замыкание в сети; б — компаунд-замыкание.

Компаунд-сеть, содержащая одну или несколько катушек
замыкания, анализируется точно так же, как и любая другая
контурная (узловая или ортогональная) компаунд-сеть, т. е.
количество переменных i выбирается по числу контуров и т. д.
Отдельные замыкающие устройства могут быть представлены
как в действительных осях фаз, так и в последовательных осях.

II. Чтобы иметь возможность подставлять несколько типов
замыкания в двух точках и т. д., можно получить тензор импе-
данса сети без замыканий, временно заменив катушку замыкания
генератором. Как показано в гл. 10, § 15, эта процедура экви-
валентна измерению импеданса сети через замыкание (или не-
сколько замыканий). Тогда подстановкой разных z для разных
типов замыканий получают тензор импеданса сети, последова-
тельно соединенной с замыканием.

Этот последний метод (отдельного расчета сети и замыканий)
используется особенно в тех случаях, когда можно вводить сим-
метричные составляющие, т. е. когда не сбалансированы только
замыкания, а оставшаяся часть сети сбалансирована.

7. ТЕНЗОРЫ ИМПЕДАНСА И КАТУШЕЧНЫЕ ТЕНЗОРЫ ЗАМЫКАНИЙ

I. Каждое замыкание можно рассматривать как присоеди-
ненное к системе несбалансированное трехфазное устройство.
В таком случае Z/ замыкания является Z/ для трех изолирован-
ных катушек, причем некоторые из них, как показано в первых
пяти рисунках табл. 20.1, имеют нулевые импедансы. Они явля-
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Т а б л и ц а 203-

Отдельные тензоры импеданса г f замыканий различных типов

alb с

1
а г
а с

1
а dl с

I•И1.
1

а ос

:

I
!
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Ш $
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с
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с
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с
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с
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с
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с
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с
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Первая колонка — z . в фазных осях, вторая колонка — гув последовательных
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Т а б л и ц а 20.2.

Отдельные тензоры преобразования С/ замыканий разных типов

а ь C, = b

1 0

= 1

г

i

1

1

1

alb

L ^

С

V-

— a

С

a
1

-1

0

= 1

2

f

1

-a

аГьГ^

a

C f = b

c.

b1

1

0

= 1

2

11

a2

1

a t С

5

— a

C f = b

с

-1

1

0

= 1

2

1'

1

-a2

ajb G,= b

с

.1

0

= 1

2

11

a

1

a2

a|D с

6

— a

Cf = b

с

с'

-1

1

Q

= 1

2

1 l

1

-1

1' 21

C / = b = 1

b ! c1

C f = b 1

1

-a

1

-a2

1

1 1 21

a b

a

Cf = b

с

1

1

a' b' c1

1

1

1

1' 2'

-\

0

= 1

2

01

1

-a2

1

1'

1

-a

f

2 l

1

Первая колонка — С* в фазных осях; вторая к о л о н к а — - С , в последовательных осях!

а — линия на заземление; б — линия на линию; в — двойная линия на заземление; г —
три фазы на заземление.

ются частными случаями уравнений (13.18) и (13.21) соответст-
венно.

Импеданс заземления для замыкания (см. рис. 19.16) обра-
зует другую компаунд-катушку, соединенную последовательно
с компаунд-катушкой замыкания. Для экономии можно считать,
что импеданс заземления Zg объединен в три изолированные ка-
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тушки замыкания (см. рис. 19.19), поэтому их Z/ также вклю-
чает Zg аналогично тому, как это сделано в уравнении (19.40)
(см. последние рисунки табл. 20.1). На этих рисунках каждая
катушка замыкания все еще изолирована; влияние катушки за-
земления состоит лишь в изменении собственных и взаимных
импеданс&в тех катушек замыкания, с которыми она соединена,
т. е. при новом значении z/ можно игнорировать присутствие им-
педанса заземления.

II. Катушечный тензор замыкания показывает способ соеди-
нения импеданса замыкания с сетью. Катушечные тензоры замы-
кания различных типов даны в табл. 20.2 как в фазных, так
и в последовательных осях. В каждом замыкании столько же
новых токов, сколько и действительно текущих токов (чаще
всего существует один действительный ток).

Когда замыкание состоит из треугольника, его нужно рас-
сматривать как и любое другое соединенное треугольником трех-
фазное устройство.

8. ПРИМЕР ОДИНОЧНОГО ЗАМЫКАНИЯ

I. Рассмотрим сеть (рис. 20.4, а), в которой есть замыкание
двойной линии заземления с фазами Ь и с. В компаунд-сети за-
мыкание представлено шунтирующей катушкой Z/ по этой линии.

Ил9Ча' 1 Z^jk9'-i~dnjl

fcu.ia ' ib1 j !

cA.ib! c A i b '*c f . i f l

fr ZfjfCf.t''~%Zs

Рис. 20.4.
a — одиночное замыкание в сети; б — компаунд-замыкание.

По числу контуров выбираются три переменные. Через за-
мыкание протекает ток Cyif (где j/'имеет две компоненты:
V и /*'), в треугольнике — ток \ь' (с тремя компонентами),
а в заземленной звезде— Cui

f i/ (где \а' имеет две компоненты:
ia' и ib').
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После того как построена компаунд-сеть и обозначены проте-
кающие токи, последующий анализ полностью соответствует
анализу обычной контурной сети.

П. Тензор импеданса и вектор приложенного напряжения
примитивной компаунд-сети с пятью катушками равны

р

q

г = г

f

s

Р q Г

Ъ
Ч-т

f s

p q r f s

(20.33) e = |*pЫ
(20.34)

где значение z/ из табл. 20.2 равно

a b с

а

Zf = Ь Zj\ Zj

z
t

AZ
f

-2Z
f

-1Z,

-1Z
f

Zf

z
f

Zf

(20.35)

Трехфазные тензоры импеданса z p и z s имеют по три строки
и по три столбца из собственных и взаимных индуктансов трех
катушек каждого трехфазного устройства без их взаимосоеди-
нения.

III. Установим соотношение между старыми и новыми тока"
ми, протекающими в каждой катушке (рис. 20.4, б):

iP= -си\
а'

iq = Са\
а'

C / i ' '

р

q

С
1=
:Г

f

S

а'

-с
а

Ь'

I

Сд

V

с
/

С/

(20.36)

где трехфазные тензоры преобразования Си, С/ и Сд из табл.
19.2 и 20.1 равны соответственно
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а

Си = b

с

а '

1

1

Ь'

1

— 1

0

= 1

2

Г

1

2 '

1

(20.37)

Г к' Г 2'

C/ = j 1

1

_ 1

— 1 | — 1

1

1

(20.38)

d' г г' 0' Г 2'

С* = 1 — 1

1

1

— 1

— 1

1

0

1

2

а? —а

а — а

(20.39)

Коэффициенты при новых токах дают тензор преобразования
цепи Сь

IV. Для исключения намагничивающих токов трансформато-
ра уравнение связи трансформатора записывается до взаимо-
соединения

iU* + n r i r = 0 (20.40)

С учетом уравнения (20.36) уравнение связи после присоеди-
нения записывают как

Исключаем i&':

n,C
e
i

e
' + n

r
i*' = 0.

i*'=-n7X
c
J
a
'-

(20.41)

(20.42)

Таким образом, уравнение связи заменяется преобразованием
1 = L«2l

a" f"

- n i a ' f C 2 - b '

I

— n

I

(20.43)
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V. Результирующий тензор преобразования С1С2 равен

f"

С=г

f

Са

— П

- С д п

—

С/

С/

с;-
1"

f"

р

-с
q

С
Г

*

f S

— ntLAt

Г*
(20.44)

VI. Тензор импеданса всей системы по соотношению C/zC
равен

a" f"

а"

z" =

CUtZPC" ~ CutZq-rn

— ntzq__rCa +

^// 2 ^ ^ д п C^ (z r + xs) Cf

(20.45)

и имеет 2-матрицу с четырьмя строками и столбцами. Ось а"
можно исключить по формулам редукции (гл. 10), при этом
остаются лишь две переменные для замыкания.

Токи находят как i / /=z / /~1e / /, где е// = С*е:

!"

е" — C*uteP 0 (20.46)

После того как токи \" определены, напряжения на отдель-
ных катушках каждого трехфазного устройства находят по со-
отношению

(20.47)

р

q

ес = zCi" = г

f

s

*q-rCui
a"

- zsC^nla" + zsCfi
f"

где zC уже определены в уравнении (20.45). Токи в отдельных
катушках находят как i c =Ci". Собственные и взаимные адмит-
тансы отдельных компаунд-катушек определяют через Су"С*.
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9. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РАСЧЕТЫ ДЛЯ ОДНОВРЕМЕННЫХ
ЗАМЫКАНИЙ

I. Рассмотрим сеть (рис. 20.5, а), в которой имеются два за-
мыкания в точках /i и /2. В примитивной компаунд-сети (рис.
20.5, б) имеется восемь закрытых электрических контуров и два
магнитных контура. Поскольку возможны несколько типов за-
мыканий, временно следует допустить замену замыканий в этих
точках трехфазными генераторами e/i и е/2. Метод анализа оста-
ется прежним, как для любой другой компаунд-сети.

ер$w "
Cu'tmUf'-nhHv+l'2' Г ц iniiCib1

!Н< ±
С,л.1г'

Ifivl

f—T
i ] t c C A i w l

lCA

Ы«^Ф!;.tfi1

%l

if

Рис. 20.5. Многократные замыкания:
а — сеть с двумя замыканиями; б — компаунд-сеть.

После нахождения ъг компаунд-сети, содержащей шесть строк
и столбцов (две из восьми исходных переменных исключены, так
как намагничивающие токи двух трансформаторов не принима-
ются во внимание), будут также исключены четыре строки и че-
тыре столбца так, чтобы в ъ' остались лишь строки и столбцы за-
мыканий \\ и %2. Результирующий z', состоящий из двух строк
и двух столбцов, будет подставлен на место еп и е/2 последова-
тельно с импедансами z/ замыканий разных типов.
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II. Тензор импеданса z примитивной сети равен
р q r s t f 2 t i v w k h f i m

р

q

г

S

t

h

z = u

V

w

к
h

h

m

zq-s

Z<l-r

zr-s

ZQ-b

ZTS

1

1

ztm

Z ti—v

zu—w

zu—v

zv—w

zu—w

zv-w

Ztm

Zm

(20.48)
Следует заметить, что ветви, представляющие замыкания fi

и f2, не имеют импедансов. Для них зарезервированы лишь соот-
ветствующие строки и столбцы. Предполагается, что между дву-
мя линиями передачи t и m существует взаимный импеданс ztm-

Вектор приложенного напряжения равен
p q r s t f 2 i i v w k h f i m

ер ел е Д
(20.49)

(Если компаунд-сеть с несколькими одновременными замыка-
ниями рассматривается как ортогональная компаунд-сеть, то до-
полнительные генераторы замыкания не вводят в примитивную
сеть дополнительных воображаемых катушек. Генераторы замы-
кания в этом случае проявляются как компоненты Е7, а не е.
Однако в любом случае результирующий тензор импеданса ъ'
имеет такое же число строк и столбцов.)

III. Для получения тензора преобразования Ci выбирается
столько новых переменных, сколько имеется контуров, а именно
восемь. Предполагается, что две из них, токи i-̂  и i-̂ 3, протекают
через генераторы замыкания. (Наличие катушечного тензора С/
будет предполагаться в том случае, если генераторы заменяются
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импеданса-ми замыкания.) Другие переменные, как обычно, вы-
бираются в треугольниках и незаземленных звездах.

После нахождения токов, протекающих в каждой катушке
(рис. 20.5, б), между старыми и новыми токами в катушках уста-
навливается соотношение i = Cii/

i* = CA i*'
i* = \я'
• г

i* =

i' =

i'- =

i" =

jo»

ik =

i A =

i^ =

\m =
q' r'

+

+

iv'

{* + \h' +

iA ' +

i f t '

w' h ' f; m '

q

r

s

t

h

Ci==u

v

w

k

h

fi

m

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

Ca

Си

Сц (20.50)
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Коэффициенты при новых токах образуют Сь
IV. Уравнения связи двух трансформаторов для исключения

намагничивающих токов, записанные через старые токи, имеют
вид

n ^ + nri' + n,F=0,
(20.51)

n B i « + n ^ + i i w i « ' = a

Заменяя старые токи новыми, получаем

n ^ / + nrC,Air/ + n,(i / 2 +i^ + iA/ + i / l+Cei
l» /)=0 f

(20.52)

пи {ihf + i l + С Я К ) + п „ 1 * ' + nwCCAiw/ = 0.

Исключив, скажем, W из первого уравнения, а \h' из второго,
имеем

K^-n^InAAi^ + n^i/g+r + iA' + î  + c^JL

Подставив ih' в первое уравнение, получим

V*' = - Щ1 n rC c Ai r / - i^1 n, [ i / 2 + ( I ~ ni n v) i^ - n^1 nwC t f A i w / ] .

Определим

пх=—щ nn n 2 = — Щ n s, n 3 = — (n7 п 5 ~ п 7 n5n^ n v),

и подставим в выражения для i« и i«Л'

Оставив другие токи без изменений, получим два уравнения
связей в виде преобразования i

/
=C

2
i

//
, где
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f2 v" w" fj m"

C 2 =

q'

r'

V

v'

w '

h'

' I
m'

I

П2

I

«3

I

I

п ? С с Д

j

I

I

(20.53)

V. Результирующий тензор преобразования равен CiC2:

р

q

г

s

t

h

C = u

V

w

к

h

fi

m

r"

С А П 1 С С Д | С д п 2

| n 2

I

I

I

!

СдП3

Щ

H-n6

Пб

n6

w"

С Д П 4 С с Д

п 4 С с Д

" 7 С с Д

« 7 с с Д

п 7 с с Д

ссД

% с с Д

" 7 С с Д

1

— I

— I

I

-си

—с#

Са

(20.54)
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VI. Тензор импеданса z' сети по соотношению C**zC, где z
дается уравнением (20.48), равен

w" т "

г' =
w"

т л

zru

zrv

zrw

Zrh

гтт

Zrf,

Z/,f>

zfs

Zf*w

zf f

Zf*m

2rv

Zf,v

zvv

%vw

V.
zvm

Zrw

zf>w

zvw

2
zvw

Zwfx

zwm

Zrfl

zf*h

ZvU

Zwfx

If f

Zhm

zrm

Zf*m

zvm

wm

Zh-n

zmm

w " m"

vw

W'1

m'

JlJl

zf,ft

Zf>r

Zhv

Z/lW

zftm

Zhh

Zf,f*

ZUr

Zf>v

zf*w

Zf%m

Zhr

ZU

zrr

zrv

zrw

zrm

Zhv

zrv

zvv

zvw j

zvm

Zf^

Zf*w

zrw

zvw

7
LSDW

Zwm

Zhm

Zf*m

zrm

Zvm

zwm

Zmn

(20.55)

а вектор приложенного напряжения по соотношению Q*e равен

w" т"

е =

* ГУ*

n2tCAtep
USt^Atep ^cAtu4t^Mep

-Ь сшп*иек
— е Л

(20.56)

е' =

h V"

ev
ew

h
e / i

h X"

er ev

VJ"

^ w

m"

(20.57)

VII. Из zf и е' по формулам редукции (см. гл. 10) можно
исключить все строки и столбцы, кроме i/' и f2". Сначала, как
было показано, нужно изменить порядок осей так, чтобы оси
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fi" и I/ были первыми двумя осями. В этом случае ъ' и е' мож-
но записать как дважды компаунд-тензоры

z =
g

zdd

zdg

*dg

zSg

, (20.58) e' = | ed | eg | (20.59)

Исключив вторую строку и столбец по формулам редукции,
получим

^ = zdd-zd,z~l

gzdg, (20.60)

e"=ed-zdgz~'eg, (20.61)

где z" имеет полные шесть строк и столбцов, представляющих
собственные и взаимные импедансы трехфазных линий с двумя
замыканиями, а е" имеет шесть компонент, представляющих
напряжения открытой цепи, возникающие на двух замыканиях,
т. е. эквивалентные приложенные напряжения. Следовательно,

Z/2

zn

Zl2

Zl2

Z22
е" = е л = ei ^ 2 (20.62)

10. ОДНОВРЕМЕННЫЕ ЗАМЫКАНИЯ В СБАЛАНСИРОВАННОЙ СЕТИ

I. В тех случаях когда ъп и еп сети с замыканиями рассчита-
ны отдельно, эту сеть можно представить двойной компаунд-ка-
тушкой zn, а два (или больше) замыкания — соединенной с ней
последовательно дважды компаунд-катушкой (рис. 20.6). Импе-

Рис. 20.6. Многократные за-
мыкания как дважды ком- ̂ П

паунд-катушки. |

дане дважды компаунд-катушек — тензор, в котором каждая
компонента сама является тензором.

II. Тензор импеданса ъ' сети и замыканий можно найти из
рис. 20.6 обычным способом. Тензор импеданса примитивной сети
равен

z =

f

, (20.63) е = | е„ | |. (20.64)
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Тензор преобразования С сети и замыканий согласно рис. 20.6
равен

Г

р
п

f

С/

С/
(20.65)

Тензор импеданса результирующей системы по соотношению
C'*zC можно записать как

z'= C)t{zn+zf)Cf,

а вектор приложенного напряжения по С] е

е' = С},ея,

(20.66)

(20.67)

где каждый тензор является компаунд-тензором, выраженным
в фазных или в последовательных осях.

Эти два уравнения пригодны для расчета любого количества
замыканий.

III. Для двух замыканий эти уравнения принимают вид

Zn =

С/ =

Z l l

Z12

Z12

Z22

с / .

62 1

(20.68)

Выполним операции, указанные в уравнениях (20.66) и (20.67):

z' =
fl

h

C*/it (
z n+ z /i) C A

C/,<Z12C/,

n

c/»*z«c/,
C } 2 < ( Z 2 2 + z A ) C / 2

C}3.e2

(20.69)

(20.70)

Следует заметить, что z' — несимметричный тензор.

11. ПРИМЕР ОДИНОЧНОГО ЗАМЫКАНИЯ В СБАЛАНСИРОВАННОЙ
СЕТИ

Пусть даны тензор импеданса zn, а также еп сбалансиро-
ванной сети относительно замыкания
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0 I

2 « = 1 Zx

Zi

0 1

e i (20.71)

Предположим, что замыканием является соединение двойной
линии с землей (рис. 20.7).

4 к *w zW*iZ>

Рис. 20.7. Замыкание двойной линии на за- Рис. 20.8. Эквивалентная цепь сети
земление. рис. 20.7.

По табл. 20.1 и 20.2 определяем тензор импеданса и кату-
шечный тензор

0 1 2 1' 2'

0

z = T x l

2Z + *Zg

— Z — 2Zg

-Z — 2Zg

— Z-2Zg

2Z + Zg

-Z + Zg

-Z-2Zg

-Z+Zg

2Z + 2Zg

0

, C , = l 1

—1

1

(20.72)

Из уравнений (20.66) и (20.67) получаем z' и е/ целой системы

1' 2'

V

г' =
2'

Z0+ZX+2Z+3Z5.

Z0+Z4-3Zg.

Z0+Z+3Z^

Z0-bZ2+2Z+3Zg-

V 2*

е' = ei (20.73)

Уравнения e/ = z'i/ можно представить эквивалентной цепью
(рис. 20.8), имеющей два контура.

12. ПРИМЕР ДВОЙНОГО ЗАМЫКАНИЯ В СБАЛАНСИРОВАННОЙ СЕТИ

Допустим, что тензор импеданса zn, а также еп сбалансиро-
ванной сети относительно двух замыканий равны
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Oi ll 21 o
2

h 2
2

z
n
=
h

h

Zl l

Z12

h

Zl2

Z22

u
2i

~ 02

I2

2 2

|

Z2 + X2

x2

XQ

ZQ+XQ

XI

Z'j+Xt

x2

Z2+X2

h h Oi h 2j 0
2
 l

2
 2

2

e « = ei e
2
 = «2

(20.74)

(20.75)

Предположим, что одно из замыканий — замыкание двух ли-
ний, а второе — замыкание линии на землю (рис. 20.9).

1
тт

-I
Xi

1 1

Zff Z f 2

J J
h ьДс 2

Z'f2

Рис. 20.9. Пример двойного замыкания:
а — до замыкания; б — после замыкания.

Из табл. 20.1 и 20.2 тензор импеданса и катушечный тензор
замыканий (непосредственно перед замыканием) равны

z =
fl

к

fi h i i

2i

~ o2

12

22

0i

гЛ/з

aZfJ3

a2ZfJ3

h

a2ZfJ3

ZfJ3

aZfJ3

2i

aZfJ3

a^ZfJ3

ZfJ3

02

aZfJ3

a*ZfJ3

h

atZfj3

ZfJ3

aZfJ3

2 2

aZfJ3

a2ZfJ3

Zfj*

(20.76)
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Импедансы замыканий соединены с сетью через свои кату-
шечные тензоры

iv l2,

С , =
fl

h

h>
сл

h'

Oi

ll

2i

~ o2

12

22

0

1

— 1

a"-

1

a

(20.77)

Из уравнений (20.66) и (20.67) (или из уравнений (20.69)
и (20.70)) находим z' и е' всей системы

1
7' -

1

V

2'

+ Z2-r хх + xx+zft

-сах2
+ z; + z 2

1

+ ^o

aX<2,

+ +

1,, lo/

e ' = e x e 2

(20.78)

(20.79)

cr,

13. СМЕШАННЫЕ КООРДИНАТНЫЕ ОСИ

I. Как было показано, при построении компаунд-сети для
трехфазных систем безразлично, относительно каких осей (фаз-
ных а, Ь, с или последовательных 0, 1, 2) представлены отдель-
ные устройства. Это различие координатных осей компонент z
существенно для катушечных и узловых тензоров, причем каж-
дому типу z соответствует отдельная система осей.

II. Однако нет необходимости представлять все устройства
одной системы в осях одинакового типа. Компаунд-сеть и ее
анализ без всяких изменений подходят к системам, в которых
различные трехфазные устройства представлены в осях разных
типов. Некоторые оси могут быть фазными, другие — последова-
тельными. Некоторые компоненты z могут иметь даже два типа
индексов: первый — индекс фазной оси, а второй — последова-
тельной оси или наоборот.

Это различие отдельных координатных осей компонент z
следует вновь принимать во внимание при получении различных
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совокупностей отдельных тензоров преобразования (катушечных
или узловых тензоров), имеющих два типа индексов, когда одна
система имеет фазные оси, а другая — последовательные, т. е,
в дополнение к двум системам катушечных и узловых тензоров,
приведенных в табл. 19.2 и 20.2, нужно получить дополнительные
системы тензоров. В первой системе вертикальными индексами
являются 0, 1, 2, а горизонтальными — а, Ь, с; во второй системе
позиции индексов меняются местами.

Подобную серию таблиц можно получить для различных
устройств и замыканий.

III. Возможно также введение для некоторых или для всех
трехфазных устройств координатных систем других типов, от-
личных от а, Ь, с и О, I, 2. Однако отдельные тензоры импеданса
и тензоры преобразования должны быть выражены в новых от-
дельных координатных осях.

Кроме того, возможна замена некоторых или всех трехфаз-*
ных устройств двух- или четырехфазными и другими устройства-
ми без изменения компаунд-сети.

IV. Следует подчеркнуть, что поскольку каждую компаунд-
катушку компаунд-сети можно представить отдельно в коорди^
натных системах разных типов, то каждая компонента z b z2

компаунд-импеданс-7ензора z примитивной оси является тензо-
ром соответствующего порядка, а не 2-матрицей.



Глава 21

МУЛЬТИТЕНЗОРЫ

I. ФОРМИРОВАНИЕ ЕЩЕ БОЛЕЕ СЛОЖНЫХ СУЩНОСТЕЙ

Когда организация совокупности атомов образует новую сущ-
ность — молекулу, то результатом организации является возник-
новение у молекулы новых свойств, которыми не обладали со-
ставляющие молекулу атомы. Процесс организации, однако,
продолжается по нескольким направлениям, формируя все более
и более сложные сущности. Группа молекул может быть органи-
зована в коллоидную частицу, фильтрующийся вирус, кристалл,
и каждая из этих сущностей имеет свойства, которых не имели
образующие их молекулы. Коллоидные частицы могут быть
организованы в клетки, клетки — в органы, органы — в растения
или организм животного.

Организация совокупности математических выражений в «гео-
метрические объекты», в «тензоры» различной валентности яв-
ляется только первым шагом в организованном формировании
еще более сложных математических сущностей. Второй шаг сде-
лан в гл. 9, где совокупность тензоров одной и той же валент-
ности организована в «компаунд-тензор». В этой главе совокуп-
ность тензоров, имеющих различную валентность, организуется
в сущность с еще более сложной структурой, которая называет-
ся <амультитензором».

<Компаунд-тензоры» и «мультитензоры» являются только от-
дельными звеньями в различных цепях математических сущно-
стей возрастающей сложности. Эти математические сущности
представляют более сложные реальные физические сущности,
обнаруживаемые в природе при помощи измерений, выполняе-
мых относительно координатных систем различного типа.

2. МУЛЬТИСИСТЕМЫ КООРДИНАТ

I. В каждой проблеме, рассмотренной ранее, возникало только
одно множество систем координат, причем каждая система ко^
ординат имела п осей. Эти п осей были непосредственно связа-
ны с катушками или являлись такими п гипотетическими осями,
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что для Аа$у} например, каждый индекс, а, р или у относился ко
всем /I осям. При введении компаунд-тензоров п осей были рас-
членены на несколько групп так, что для Аи$р, например, индекс
и относился к одной группе осей, р — к другой и р — ко всем
осям,

II. В электротехнике возникает огромное количество задач,
в которых используются различные множества систем координат,
причем система координат, принадлежащая одному множеству,
может содержать п осей, в то время как другая система коорди-
нат, принадлежащая ко второму множеству, содержит k осей,
третья система может содержать h осей и т. д. Каждое множе-
ство систем координат имеет свой собственный тензор преобра-
зования, так что для Aa,$pq, например, тензор преобразования
множества осей а, р есть О , в то время как тензор преобра-
зования множества осей р, q есть Cp

pf. Два тензора С^ и Ср

р>
представляют различные группы матриц преобразований.

В частном случае с одной из систем координат можно не
связывать ни одного тензора преобразования, так что соответст-
вующие индексы являются закрытыми индексами, например
A«V(P){Q)-

До сих пор предполагалось, что с каждой ветвью каждой
сети связана только одна компонента еа или ia> т. е. предпола-
галось, что в каждой ветви существует только одно известное
напряжение или один известный ток. Однако в каждой ветви
может существовать несколько наборов токов или напряжений,
каждый из которых влияет на другие несколькими способами.

Например, в каждой ветви могут существовать токи и напря-
жения с различными частотами шь сог, ..., соь, так что в каждой
ветви ток представляется как №, где р принимает последователь-
но значения соь ©2, — » <*>ь- Если существует п независимых вет-
вей, вектор тока представляется как iav, где а представляет вет-
ви, в которых течет ток, а р представляет различные частоты.
Вектор С*? имеет nXk составляющих. _

Если в сети имеется конверсия частот, представленная тен-
зором преобразования Ср>, то вектор iav требует два различ-
ных типа тензоров преобразования: С1* взаимосвязывает ка-
тушки, оставляя частоты неизменными; Ср? изменяет частоты,
оставляя взаимосвязи катушек неизменными, т. е. iaP является
контравариантным вектором валентности один в р-координат-
ьой системе и в а-координатной системе. Несмотря на свои два
индекса, iav не является тензором валентности два.

III. В технике очень много мультисистем координат. Напри-
мер, вращающиеся электрические машины с постоянными и пе-
ременными приложенными напряжениями или с малыми коле-
баниями, накладывающимися на устойчивое вращение; пере-
дающие линии, вдоль которых распространяется несколько
волн с различными скоростями и т. д.
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3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МУЛЬТИТЕНЗОРОВ

I. Тензор, содероюащий два или более множеств индексов
(каждое множество индексов относится к различным .множе-
ствам систем координат), будем называть «мультитензором».

Основная буква может иметь различное число индексов в
различных координатах. Например, гЦт является ковариант-
ным тензором валентности два в а-координатах, но он является
контравариантным тензором валентности три в /?-координата\.
Матрицы преобразования С\* и Ср

р» принадлежат к различным
группам.

*л

я —

Рис. 21.1. Несколько представлений мультитензора:
мультитензор АаРЯ; б — набор k 2-тензоров К^РЧ\ в — набор k? векторов А^Р^Я) t

Кроме того, основная буква может быть тензором в одних
координатах, геометрическим объектом в других и я-матрицей
в третьем множестве координат. Например, Аа(р){д) — вектор
в а-координатах и в то же время 2-матрица в /7-координатах.
Это значит, что Aa(P)(q) представляет множество из k2 векторов
Аа. Альфакоординатная система может быть преобразована
к аг при помощи О , но закрытые индексы не преобразуются.

II. Мультитензоры представляют так же, как и обычные тен-
зоры (см. гл. 1, § 7), отличие их в том, что вдоль различных на-
правлений число фиксированных индексов различно. Например,
если для A^w существует семь осей в а-координатах и пять осей
в р-координатах, то число компонент AaPQ равно 7X5X5=175
(рис. 21.1,а).

Когда а-координаты временно не меняются, т. е. когда а —
закрытый индекс (A^Pq), тогда тензор является совокупностью
семи 2-тензоров АР?, расположенных в столбец (а) (рис. 21.1, б).

Когда индексы р, q рассматриваются как закрытые индексы
{А*{р){я))у тогда тензор — множество из 52 = 25 векторов (рис.
21.1, в).
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Точно так же мультитензор Аа$уРч можно представить вре-
менно как множество 3 3 = 27 2-тензоров Д<а)(£>("П/*г (рис.21.2, а)
пли как совокупность 4 2 = 1 6 3-тензоров А а Р т < ^ > (рис. 21.2, б),

III. Мультитензор также можно расчленить на составляющие
тензоры, так что мультитензор становится компаунд-мультитен-
зором. Например, если в А " ^ ^ ^ индексы а, р, у представляют

W
а

Рис. 21,2 Представление мульгитензора

а — совокупноста >
3
 2 тензоров А(

а
)(Ф)(1)РЯ б — совокупность k 3 тензооов \^^1{р){ч)

как контурные оси, так и оси узловых пар, то, скажем, индекс
а можно расчленить на контурные оси m и оси узловых пар иу

о б р а з о в а в А " 1 ^ ^ и А'/ ? т (^ ) (^ (рис. 21.3). Или m может пред-
ставлять активные, aw — неактивные узловые пары и т. д.

(Р)

\

Р?з иш
1! 1 7

14)

Рис, 21.3, Компаунд-мультитензор Ы*§№){<1).
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4. 3\МЕН\ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ

Простой пример мультитензоров можно найти в проблемах
устойчивости, где компоненты некоторых тензоров — комплекс-
ные числа. Расчет показывает, что всякое комплексное число
r-^jx, представляющее импеданс, можно заменить матрицей
с двумя строками и столбцами, содержащей только действитель-
ные числа,

г -+- jx = —
г

X

— X

г

так, что, например, тензор импеданса za$ контурной сети с п2

комплексными компонентами можно заменить мультитензором
Za$(P){q)i имеющим вдвое большее количество строк и столбцов
со всеми действительными компонентами:

a b
Р)

{г)

(Оa+jb

— d

jc

-e-jf

a r

a*

br

ь,

a r

a

b

— d

— b

п

— d

br

с

—— в

-f

ь,

f

— e

(0
a

b

— d

0)
— b

a

— d

с

-f

— * P

— с

f

— e

(21.1)

где а и р представляют // осей цепи а и Ь, в то время как р и д —
две ога времени г и £.

Теперь предположим, что вдоль каждой координатной систе-
мы (контурной или узловых пар) существуют две новые гипоте-
тические оси времени (действительная и мнимая оси г и i)9 так
что векторы напряжения и тока выражаются через их совпадаю-
щие и находящиеся в противофазе составляющие. Например,
если вектор тока двухконтурной сети

a b а г a/ b r bj

i = 2 + 3/ 4-5/ = 2
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вектор напряжения е находят по zi как

2а — ЗЬ + 5с + у (За Т 2 ^ г 4с)

_2rf — 4е—5/+jf (~3d+5e—4f)

a*

b,

ь,

2a-

За-

~2d

-3d

r2b -

— 4e

-*- oe

-be

-r4c

— 5/

- 4 /

5. СЕТИ МНОГОЭЛЕКТРОДНОЙ ЛАМПЫ

I. Простым примером сетей, в которых возникают мультитен-
зоры, является сеть многоэлектродной лампы с маленькими при-
ложенными напряжениями Ае или токами AI. Из-за нелинейно-
сти ламп напряжение одной частоты coi генерирует в каждой ка-
тушке токи с несколькими частотами соь со2, ..., соп и наоборот.
В результирующих мультитензорах один набор индексов т , пу

kf ... относится к катушкам, в которых протекают токи, в то вре-
мя как другой набор индексов а, (3, у, ... относится к различным
частотам.

Поскольку в этой главе ле предполагается никаких частот-
ных преобразований, индексы а, р, у, ... являются закрытыми
индексами.

Уравнения напряжения и тока для контурных и узловых се-
тей будут получены в форме рядов Тейлора, аналогичных сте-
пенным рядам (см. гл. 1, § 13 и 14). Нелинейную сеть, так же
как и линейную, можно представить как контурную, узловую или
ортогональную сеть.

Сначала получают нелинейные уравнения многоэлектродной
лампы без внешней линейной сети, а затем рассматривают со-
единение лампы или нескольких ламп с линейными сетями»

II. Так как группа матриц преобразования О > которая бу-
дет использоваться, не является функцией переменных, все гео-
метрические объекты, введенные в этой главе, являются тен-
зорами.

6. БОЛЕЕ ОБЩАЯ ФОРМУЛИРОВКА «ПОСТУЛАТА
ВТОРОГО ОБОБЩЕНИЯ»

I. Чтобы физическая картина была ясной, нелинейные урав-
нения получим в четыре шага, предполагая, что существует:
1) один электрод, имеющий один ток; 2) один электрод, имеющий
ток с несколькими частотами; 3) несколько электродов, имекь
щих различные частоты токов; 4) несколько систем электродов,
каждая из которых имеет различные функции.

Шаг от 1 к 2 вводит набор закрытых индексов (а), (р), ...;
шаг от 2 к 3 добавляет дополнительный набор открытых индек-
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сов mf n, ... (для контурных сетей) или и, i\ ... (для узловых
сетей); шаг от 3 к 4 добавляет несколько множеств открытых
индексов.

На протяжении всего этого «развертывания» подчеркивается,
что при возрастании сложности физической системы число тен-
зоров, образующих уравнение, и содержание, вложенное в них,
не изменяются, только возрастает множество индексов. Каждое
увеличение сложности физической структуры прибавляет допол-
нительное множество индексов к каждой основной букве.

Таким образом, какие бы теории, законы, уравнения не уста-
навливались для обычных сетей, они все остаются справедливыми
для мультисетей благодаря простой замене скалярных величин
тензорами и простых тензоров соответствующими мультитензо-
рами. Они одинаково справедливы и для компаунд-мультисе-
тей при замене каждого мультитензора соответствующим ком-
паунд-мультитензором.

Это утверждение можно рассматривать как более общую
формулировку «постулата второго обобщения», в котором слово
«тензор» может означать компаунд-тензоры, мультитензоры и
компаунд-мультитензоры произвольной сложности.

II, Ряды Тейлора, соответствующие уравнениям физической
системы, вводятся поэтапно: 1) функции действительных пере-
менных, одной переменной и нескольких переменных; 2) функ-
ции комплексных переменных, одного множества переменных и
нескольких множеств переменных. После этого в таком же по-
рядке вводятся обратные ряды.

7. РЯДЫ ТЕЙЛОРА

Пусть дано уравнение y = f(x) (рис. 21.4), Для данной вели-
чины переменной х, скажем хОу величина у известна и равна у0,
но величина у не известна ни для какого другого значения х.
Предположим также, что для данно-
го значения х известна не только у,
«о и все ее производные.

Задача заключается в том, чтобы
найти, если это возможно, значение
у в другой точке Х\, лежащей в ок-
рестности XQ, если величина у из-
вестна только в точке х0.

Ряды Тейлора дают значение у
в точке х\ через значения у в х0 и
всех ее производных в XQ И на рас-
стоянии х\—£о = Д#, которые извест-

при выполнении различных ус-

Й<

ны,

Ш ^

ловий, устанавливаемых в учебниках. Рнс. 21.4. Кривая уравнения y-f(x).
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Величина у в точке Х\ равна

yo+^y = yo+~^+±J^(^f + ±J^-(^f-

где все производные взяты в точке уо. Так как необходимо най-
ти только величину Ду, а не сам характер изменения в у, урав-
нение принимает вид

by = f-LX+J-J^{bXy+^-fL{^T+... (21.2)
дх 2! дх2 З 1 ch; 3

Если наклон кривой в окрестности |/0 постоянен, кривизна
и д2у/дх2 равны нулю и остается Ау= (dyfdx)Ax.

8. РЯДЫ ТЕЙЛОРА В ИНВАРИАНТНОЙ ФОРМЕ

L Пусть каждая из двух переменных есть функция дв\\ дру-
гих независимых переменных, т. е. пусть ya = fa(xa, хь) ч уь =
=-fb(Xa, Хь)* (Позиции индексов меняются в различных пробле-
мах в зависимости от того, что представляют переменные у в х.)
Если каждая из независимых переменных изменяется на величи-
ну Аха и А#5, зависимые переменные изменяются следующим
образом:

L дх
а

 а
 дх

ь

^ д^
а
+-^-д^

&
+-^-д^

а+' 2 [ дх
а
дх

а
 "

а
 "

и
 ' дх

а
дх

ь
 ""

и и
 ' дх

ь
дх

а

дх
ь
дх

ь
 J b L дх

а
дх

а
дх

а
 J

(21.3)

A^f^ + f^U
L дх

а
 дх

ь
 J

2 L дхадха дхадхь дхьдха

+ J ^ A ^ + A - f - f ^ А*вАхвДхв+ . . .1+ ...
дхьдхь J б L дхадхадха J

II. Если вместо двух функций двух переменных имеется п
функций п переменных, то существует п таких уравнений, кото-
рые приведены выше, каждые скобки содержат п, п2 или я 3

членов вместо 2,22 или 23. В индексном обозначении п уравне-
ний записывают одним инвариантным уравнением
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кут =
дхп

 п ' 21

дЧ" LxnLxk+

1

3!

dW
дхпдхфхп

дхцдхк

Д* яДл: 4Дл; д+ (21.4)

где индексы яг, /г, /г, ... могут принимать значения а, Ь, с, ...
Это уравнение аналогично своей скалярной форме — уравне-

нию (2L2) за исключением того факта, что /г-я степень Ах, т. е.
(Ах)п, заменяется на АхаАхь ...Ахп.

9. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ БОЛЕЕ ВЫСОКОЙ ВАЛЕНТНОСТИ

I. В инвариантном уравнении (21.4) Аут есть контравариант-
ыый вектор, а Ахп — ковариантный вектор; дут1дхп есть дважды
контравариантный тензор (см. уравнение (15.16)) и представ-
ляется, например, посредством Ymn.

Выражение Мтпк — (—)d2ymjdxndxk есть тензор валент-
ности три, в котором каждый член — частная производная ком-
поненты в Ушп. Оно представляется в каждой частной системе
координат пъ членами, расположенными в кубе (см, рис. 1.2).
На бумаге для я = 4, скажем, его можно представить четырьмя
матрицами, каждая из которых содержит 42 компонент, в пред-
положении, что в Mmnh переменный индекс m принимает фикси-
рованные индексы а, &, с и d последовательно. Одна из четырех
матриц (когда m принимает значение а) есть

k \ а Ь с d

2Mank =

д2уа

дхадха

дхьдха

дхсдха

dxddxa

дхадхь

дЦа

дхьдхь

дхсдхь

д^а

dxddxb

д^уа

дхадхс

дъу?

дхадхс

дЧа

дхсдхс

дЦа

дхадхс

дЧа

дхадха

дхфх^

dxcdxd

дЧуа

dxddxd

(21.5)

В матрице 2Mbnk в каждом числителе стоит уъ вместо у°\
аналогично в остальных случаях появляются ус и yd соответст-
венно. Вместо т , конечно, п или k могут иметь фиксированные
индексы a, fc, с, d, образуя матрицы, которые представляют раз-
личные части первоначального куба, или те же 43 компонент
можно расположить двумя другими способами.

II. Выражение Dmvkh= (1/6)d2>ymldxndxhdxh есть тензор ва-
лентности четыре. Он имеет в каждой частной системе коорди-
нат. л4 компонент, каждая из которых — частная производная
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компоненты в Mmnh по Хи. На бумаге (рис. 1.7) эти компоненты
можно представить п2 матрицами, каждая с п2 компонентами,
последовательно заменяя два переменных индекса их фиксиро-
ванными значениями. Для я = 4 одна из 16 матриц (когда т=Ь и
п = с) есть

h \ а Ь с d

k
п

ь
ctpJbdlh
OU =—

С

и

<V
дхсдхадха

дхсдхьдха

d*vb

дхсдхсдха

д*уЬ

дхсдхадха

д*уь

дхсдхадхь

дхсдхфхь

дЬь

дхсдхсдхь

dzyb

дхсдхадхь

дхсдхадхс

д^ь

дхсдхфхс

дЪ>ь

дхсдхсбхс

д3уь

дхсдх^дхс

dxcdxadxd

дхсдхфхС1

д хс0хсдХ(1

дхсдх$дх^

(21.6)

III. В терминах этих тензоров ряды Тейлора можно записать:

Lym=YmnLxn-\-Mmnnbjcnkxk-\- DmnmLxnLxnLxh-\-... (21.7)

Заметим, что свободным индексом в каждом члене является т .
IV. Индексы Ау и Ах могут быть верхними или нижними в

зависимости от проблемы. Соответственно позиция индексов дру-
гих тензоров также меняется в различных проблемах, как будет*
показано ниже. Например, когда ряды представляют преобразо-
вания переменных (Аут представляют переменные в старой ко-
ординатной системе, а Ахт — в новой, тип преобразования, кото-
рый часто возникает в тензорном анализе), как у, так и х имеют
верхние индексы и уравнение (21.7) становится следующим:

кхт=У%&х« + Мт

0^хах$ + О%кх«кх$Ах1-

10. ТЕНЗОР МОДУЛЯЦИИ

(21.8)

I. Если малые напряжения приложены к различным узловым
парам многоэлектродной лампы в дополнение к постоянному
напряжению батарей, малое изменение тока дается уравнением
(21.7), где у заменяется на / и х на Е, т. е.

Uu = YuvbEv^Muvwt£vtJEw^DuvwzLEvLEw^Ez+ . . . i21.9)

4-тензор Duvwz вводит токи, причиной которых является кру-
чение; следовательно, его можно назвать «тензором кручения».

Обычно бывает достаточно рассмотреть первую кривизну
кривой /—Е; следовательно, последним членом можно прене-
бречь и получить уравнение тока многоэлектродных ламп (рас-
сматриваемых здесь как узловые сети)

AI—YAE+ДЕМАЕ, £J» = Y*vbEv + M*™&Evt&w. (21.10)
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Так как 3-тензор Muvw определяет модуляционные характе-
ристики ламп, его можно назвать «тензором модуляции». Если
кривизна пренебрежимо мала, уравнение ^упрощается: А1и —
= YU*\EV (см. уравнение (15.15)). Тензор адмиттанса нелиней-
ных сетей можно назвать «тензором усиления»,

Д я всякой лампы

дЕ„

J\/fuvu 1

~2\

0UVWZ ___ 1
3!

дМи

d¥lw

dEw

I

1 дУа

2! дЕцдЕ.

dWltv 1

(21.11)

дча

dEz 3! dEwdEz 3! 6EvdEwdEz

П. Для пентода четыре матрицы тензора модуляции даны
уравнением (21.5), если заменить у на / и х на £*. Для ламп
с экранирующей сеткой три матрицы тензора-модулятора имеют
вид

W

V

а

2Mavw =

w

V

а

2Mbvw = £

Р

w

V

а

2jy[Pvw= b

Р

а

1 дга

г\ дЕа

dGab

дЕа

dGaP

дЕа

ь
1 дга

~ r2

a dEb

dGab

дЕь

dGap

дЕь |

Р

1 дга

~~ Г 1 д Е Р

6Gab

дЕР

dGap

дЕр

a b p

dGba

дЕа

1 дгь

г\ дЕа

dGbp

дЕа

dGba

дЕь

1 дгь

г! дЕь

dGbp

дЕь

dGba

дЕр

1 дгь

Л дЕР

dGbp

дЕр

a b p

dGpa

дЕа

dGpb

дЕа

1 дгр

dGpa

дЕь

дСрЬ

дЕь

1 дгр

Г1 дЕь

dGpa

дЕр

dGpb

дЕр

1 дгр

г\ дЕр

(21.12)
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При отсутствии сеточных токов все компоненты первых двух
матриц Mavw и Mbvw равны нулю.

Так как Muvw=l/2dYuv/dEw, компоненты Yuv дифференциру-
ются по третьему индексу, данному над столбцами. Например,
Мера должно быть равно половине частной производной от Ус^
ПО Еа.

III. Для триода две матрицы тензора модуляции

V

g
gvw

р

r\ dEg

dOgp

dEg

J_drg

r\ dEp

dGgp

dEp

w
V

0"
&

2Mpvw =-

P

\ «

d()Pg

dEg

i drp

r\ dEg

0

0

1

r

p

e $EP

(21.13)

При отсутствии сеточного тока все компоненты первой мат-
рицы равны нулю.

IV. Уравнение напряжения лампы, рассматриваемой как кон-
турная сеть, выводят из уравнения (21.7)

Ae = zAi + AihAi, ^ л = гЯ1Яд/« + Лда1йД|«Д|*, (21.14)

где
__ дет .

т п ~ din '
h ~ ] dZnm — 1

тпк~~ 2 dt* ~ 2 '

&еа

dtnd, l

11. КОМПЛЕКСНЫЕ РЯДЫ ТЕЙЛОРА

I. В этом параграфе исследованы ряды Тейлора, в которых
переменные и коэффициенты являются не действительными чис-
лами, а комплексными.

Пусть множество из п синусоидальных напряжений прило-
жено к нелинейной узловой сети, скажем, к кристаллическому
детектору, соединенному последовательно с импедансом, каждое
напряжение имеет различную частоту; т. е. пусть

(а) (1) (2) (п)

АЕ{а) = ^АЕ(щ) | | Д £ ( с о 2 ) | . . . | д £ ( а > я ) | , (21.15)

каждое АЕ является комплексным числом

д/fj = Afj -}- j&E\ = У 2 {Ех cos <V — E\ sin a\t).

Так как в этой главе не рассматриваются преобразования
частот, закрытый индекс а в £(а) показывает, что компоненты
организованы в строку, но нет никакой формулы преобразова-
ния, связанной с этим индексом.
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Благодаря тому что приложены п напряжений с п различны-
ми частотами, в нелинейной цепи будут течь следующие множе-
ства токов;

1. Множество п токов А/^а), каждый ток имеет частоту, соот-
ветствующую частоте напряжения:

(а) (1) (2)_ (п)

(21.16)A / ( f f ) - | Д / ( с й 1 ) I Л / ( Ю 2 ) . . . Д/<шл>

2. Множество из п2 токов ДЛа)^), каждый из которых имеет
частоту, равную сумме двух частот приложенных напряжений,
включая случай а = р. Эти токи можно расположить в квадрат.
Они являются причиной кривизны кривой Е—/.

3. Множество из п2 токов Д/СО<8), каждый из которых имеет
частоту, равную разности частот двух приложенных напряже-
ний. Две предшествующие матрицы обозначаются как

( - 3)| (1) (2) (я)

(1/)

(1)

(л)

^/(ш1-">2) \/(Ш1-°>Я)

ду(ша-гсо2) | ^ / ( ^ - ^ l l21.17)

д/(%,««) Д / ( ш л ш /^

Подобная матрица существует для Д/(а>(-Р>- 2/г2 токов назы-
вают токами комбинированных частот, а Д/^К L^) — набором
из п2 упорядоченных в квадрат величин.

4. Множество из 4пг токов д/(а)(±Р)(±т) организуется в четы-
ре куба, каждый имеет частоту, равную сумме или разности трех
приложенных частот.

5. Множество из 8п4 токов д/(°г)(±Р)(±т)(^8) и т. д. Здесь
учитываются только множества ДЯа>, д / М Р>, образующие
п + 2п2 компонент тока.

II. Первое множество из п токов ДЛ°° рассчитывают по
формуле

Д/(.) = Г(а)(Р)Д^ ( р ) ? (21.18)

где у(*)($) — обычно матрица, имеющая только диагональные
элементы. Каждую компоненту рассчитывают для частоты при-
ложенного напряжения, следовательно, в уравнении (21.18)
а = (1. В более общем случае такое равенство, однако, не обяза-
тельно справедливо.

Второе множество из 2п2 токов рассчитывают по формуле

д/(О(±Р) = Л1(О( + Р)(т)(«)д£1
(7)Д£1,«), (21.19)
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где обычно Y = a и 6 = р — две 4-матрицы. Вычисления будут
приведены ниже.

Матрица АЕ(у)АЕф) представляет 2п2 комплексных чисел (две
матрицы), образованных всеми возможными произведениями
компонент АЕ(У), образующими суммы и разности частот.

III. При перемножении двух комплексных чисел AE\=A + iB
и AE2=C + jD, каждое из которых представляет синусоидальную
функцию различных частот coi и о)2, необходимо заметить сле-
дующее: 1) произведения с a>i + 0)2 частотами находятся из
(A + jB)X(C + jD); 2) произведения с coi—0)2 частотами нахо-
дятся из (A + jB)X(C—jD)\ 3) компоненты комплексных чисел
представляют квадратные корни от квадратов средних значений,
а их произведения — пиковые значения.

IV. Уравнения (21.18) и (21.19) (1-матричное и 2-матричное
уравнения) можно скомбинировать как

Д/(О + д/(«)(±Р) = у(О(«)д£'(8) + ЛГ(в)^Р)(т)(«)Л£§
(т)ДЯ(6)> (21.20)

представляющее п + 2п2 уравнений. Так как компоненты 1-мат-
рицы Д/(е) и 2-матрицы д/^НР) нельзя складывать, различ-
ные наборы токов сохраняются раздельными.

12. КОМПАУНД-РЯДЫ

I. Допустим теперь, что дополнительные множества напря-
жений с ( a ± p ) , (a±p±v)> ••• частотами также приложены к си-
стеме. Множество из 2п2 напряжений с комбинированными часто-
тами генерируют в этом случае 2п2 токов такой же частоты:

Гд/(-)(±Р) = ^(а)(±Р)(т)(±5)д£'а)(±5). (21.21)

Здесь обычно у = а> 6 = р и компоненты К ( о г ) ( ± ( 3 ) ( т ) ( ± 8 ) рассчиты-
ваются при различных производных частотах. Дополнительные
токи, обусловленные кривизной кривых Е—/, здесь вычислять
не будем.

2-матрица Д£"(т)(±«) содержит 2п2 комплексных чисел, пред-
ставляя производные частоты приложенных напряжений, но они
образованы не за счет основной частоты приложенных напря-
жений, как компоненты д£*(Т)Д/?(8), а независимо от них.

Следовательно, если приложены напряжения как с основной,
так и с производной частотами, результирующие токи с основной
и производной частотами суть

Д/(£)+ д/(*>(±Р>-|- . . . =у(*К°) Д£"(,, + Л!(«)(±Р)(Т)(8) Д £ ( т ) Д£ ( 8 ) +

+ . . . +К<«Х±е><т><±«> д £ " ( т ) ( ± 8 ) + . . . + . . . (21.22)

Это есть матричная форма тейлоровских рядов для каждого
множества приложенных напряжений, т. е. одна для Д/?(а>, а
другая для Д̂ "(<г)(±р)» каждое множество напряжений генери-
р>ет бесконечное множество токов. Такие ряды называются
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компаунд-рядами. Если приложено напряжение только с основ-
ной частотой, последние члены уравнения (21.22) исчезают.

II. Наоборот, если текут токи как основной частоты, так и
производных частот, результирующее напряжение основной
частоты и производных частот есть

Д Я О + ДЯ(«)(±р)+ • • •=£<•><*) Д ' ( в ) +̂ <а)<±Р)<7><»> А/(1) A/ ( 5 )i" . . .

. - • +£<«>(±РХТ)<±*> Д/<™±*>+ . . . + . . . : (21.23)

здесь обычно у = а> б = Р, г = а.
III. Надо отметить тот важный факт, что переменные А/ не

обязателыю всегда расположены в строку, образуя 1-матрицу
А/(аК Здесь некоторые переменные расположены в квадраты,
а некоторые в кубы. В современном матричном аппарате пере»
менные располагаются в форме квадрата, образуя матрицу.

13. КОМПЛЕКСНЫЕ РЯДЫ В ИНВАРИАНТНОЙ ФОР\!Е

I. Пусть теперь вместо кристаллического детектора к сети,
содержащей катушки, подсоединена многоэлектродная лампа.
Если к различным узловым парам приложен набор основных
напряжений Д£\а),то в каждой цепи текут различные наборы то-
ков с различными частотами.

В этом случае следует вводить два набора индексов: I) от-
крытые индексы и, о, w, представляющие различные цепи систе-
мы a, h, с, g, p и 2) закрытые индексы (а), (|$), (\), представ-
ляющие различные приложенные частоты соь сог, ... , со,г.

В прямом обозначении открытые индексы не указываются.
Когда напряжения как основной, так и производных частот при-
ложены к различным цепям, токи имеют вид (см. уравнения
(21.10) и (21.22))

ДЦО+ Д1(«)(±Р)+ . . . =Y<0<<0 ДЕ(„) +ДЕ(7)М<в>< LWW8>AE«i)+ . . . -1-

+ Y(«x±e)U)(±s) Д Я ( 7 ) ( ± 8 ) + . . . + . . . (21.24;

Порядок тензоров тот же, что и в уравнении (21 10), а поря-
док закрытых индексов тот же, что и в уравнении (21.22).

В индексном обозначении

A/«(s)_j_ Д/«(а)(±Р)_|. . . . =К/«,(е)(8) Д ^ ( : г ) +

+ Жй^вХ±Р)(т)(«) kEv{1) ЬЕМъ)+ . . . +

+ К«*<«Х±Р><т)(±«> А ^ ( т ) ( ± § ) + . . . + . . . (21.25)

Порядок «открытых» индексов тот же, что в уравнении (21.10),
а порядок «закрытых» индексов — как в уравнении (21.22).

II. Открытые индексы имеют ковариантный и контравариант-
ный смысл, но закрытые индексы не имеют такого значения, сле-
довательно, для более компактной записи позиции закрытых ин-
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дексов можно изменить и записать предыдущее уравнение:

д/(".,+д/(", К , Р ) + . . . =>Т ) (3 ) u%>+Mffi±m)w А * # ) Л / # ) + • • •
• • • + Г < " ° > ( т Ш ) { ± в > Д £ « ) ( ± < ) + . . . + . . . (21.26)

111. Вместо того чтобы писать п2 различных 2-тензоров для
представленияY^W, в расчетах применяется метод записи сна-
чала одного 2-тензора Y, каждая компонента которого содержит
закрытые индексы (Л<аН^); при этом операции, представленные
открытыми индексами, удаляют, оставляя переменные закрытые
индексы. Отныне считается, что закрытые индексы меняются,
принимая значения ряда фиксированных индексов.

14. СПИНОРНЫЕ ИНДЕКСЫ

I. Если компоненты тензоров преобразования содержат комп-
лексные числа a+jb, выгодно использовать спинорные индексы
вместо тензорных, т. е. индексы с чертой над некоторыми из них.
Черта над некоторыми индексами помогает также сохранить
правильный порядок перемножения нескольких тензоров раз-
личной валентности. Спинорное обозначение справедливо, одна-
ко, если все комплексные члены представляют величины одной
и той же частоты.

Допуская, что открытые индексы — фиксированные, а закры-
тые— переменные (в случае, когда в одной частной цепи рас-
сматриваются все возможные токи), получаем, что каждое
комплексное число представляет величины различной частоты.
Следовательно, в данном анализе закрытые индексы не могут
быть спинорными.

Допуская, что закрытые индексы — фиксированные, а откры-
тые— переменные (случай, когда рассматриваются токи одной
частоты во всех цепях), получаем, что каждое комплексное чис-
ло представляет величину одной и той же частоты. Таким обра-
зом, открытые индексы можно рассматривать как спинорные.

В терминах спинорных индексов тензоры, введенные до сих
пор, следующие:

z?_ jm Ар— Aim утл 7 - Mrnnk Г)__ ТЛтпЫет" 1 ' ^ет' Ш > Г ' ^ ш ' 1П ' Чили' U

II. Когда место индексов с чертой в ет и im определено из ин-
вариантности emim, их позиция в других тензорах автоматически
следует из уравнений по правилу: два немых индекса должны
быть либо оба с чертой, либо оба без черты.

В терминах спинорных индексов предыдущие уравнения бу-
дут выглядеть так:

Л/(О + Л/(»Х±Р>+ • • • = ^ ( . ) ^ ) + ^Т±Р)(т)(.) Л££>д£1!>+ . . .

• • • + К Й ± Р ) ( Т , ( ± 8 ) Л£1гТ ) ( ± 5Ч . . . + . . . (21.27)
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15. ОБРАЩЕНИЕ ТЕЙЛОРОВСКИХ РЯДОВ

В предыдущих параграфах были установлены различные
формы рядов Тейлора. В следующих параграфах будут найдены
обратные ряды.

Так как ряды Тейлора являются степенными рядами, а их
обращение уже рассмотрено в гл. 2, § 12 для случая полного от-
сутствия индексов и наличия одного набора индексов, расчеты
здесь повторять не будем. Для рядов Тейлора с одним набором
индексов

A e - z l i - f AihAi, Le-=z-n№ + h-nk№Mk, (21.28)

обратные ряды по уравнению (2.54)

Д1 = уДе-}-ДетДе, Мт^ушТке--^-тт^е-Ае-9 (21.29)

где
у = 2-ь Утп = Ы~г1 (21.30)

т= — y,(yhjy; mm^= — h^fgy
mIyf^K (21.31)

Там, где 3-тензор h и 2-тензор у заключены в скобки (yh),
это означает, что свободный индекс при h следует умножить на
второй индекс при у: (yh) =ymdhdfg, так что первый индекс при
у становится свободным.

Следует заметить, что в уравнении (21.31) свободный индекс
d величины hd?£ умножается на второй индекс ymd, в то время
как другие два индекса hdjg умножаются на первые индексы уш

и y&h. При таком порядке перемножения спинорные индексы
учитываются автоматически.

16. ОБРАЩЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ РЯДОВ

I. П}сть дано уравнение напряжения

А^(е) + А^(,)(±Р) = 2:(£)(а)А^с) + ^(7)(±р)(т)(а)А/(т)А/(сг)4-

+ ^)(±?)(T)(±6)A^T)(±S) (21.32)

и пусть рассчитывается ему обратное

Д/(0^Д/(О(±Р) = ^(0(')Де ( а )-|-т(О(±Р)(Т)(«)Д^ ( т )Д^ ( г ; )-{-

+0<'>(±е>(т)<±«)Де(т)(±8), (21.33)

где у и m — неизвестные функции от z и h.
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Следуя предыдущему, подставим второе уравнение в первое.
Пренебрежем членами более чем второго порядка:

+ А(«){±Р)(т)(»)^<1г)(')4'<'){')Д^«)Д«(О +

+ ^<«)(±P)(7)( j : e)^ ( a H ± S ) ( a ) ( ± v ) ^(^(±v).

Приравняем соответствующие коэффициенты при \е в обе-
их частях уравнения:

/{e4±V)=y(.)(±P)(T)(±o» ( T ) ( ±* ) ( e ) ( = v >.
0=А(.)(±р)(7) ( в)^ т ) ( в>К<^) + ^)(±Р)(т)(=8)тП)(±»)(«)СО.

Решим относительно i/ и т:

у^)(Р) = обра1ная от 2((J)(or); (21.34)

^ ) ( = Р)(т)(±8) = 0брааная от ^(т)(±§)(^)(±Р)' (21.35)

OT(,}(±PJ(T)(8)=_//(a)(±v)(£)(ti))i/(,)(±P)(a)(±v)^(.)(-r)|/(a>)(a)? (2L36)

где Y = a и 6=р.
II. Так как в ^e^) = zi<&)^) Шд) матрица %(с)(о) обычно со-

держит только диагональные компоненты (один ток генерирует
только одно напряжение своей собственной частоты), обратная
ей матрица у(в)(°) рассчитывается в этом случае обращением
каждой компоненты отдельно.

Аналогично, так как в уравнении

A * ( * ) ( ± P ) = *(«>(±I*><T)(±8) Д * ( т ) ( ± 8 )

каждый ток обычно генерирует только одно напряжение своей
собственной частоты (так как у = а и 5 = р), обращение
<г(»)(±Р)(7)(±») рассчитывается обращением каждой компоненты.

17. ОБРАЩЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ИНВАРИАНТНЫХ РЯДОВ

I. Пусть дана система инвариантных уравнений

^(e) + e ( a ) ( ± p ) = z(£)(a)Ai^)+Ai(T)h(cO(±p)(T)(5)Ai(8) +

+ Z(a)(±P)(7)(±«) Д*(Т)(±о) (21.37)

и пусть рассчитываются обратные ей уравнения

д|(е)^д;(«)(±р) = у(£)(,)Д е ( а )_|_А е ( т ) т(а)(±р)(т}(а)д е ( & Г г

+ у(О(±Р)(т)(±8)Де(т)(±8), (2L384

в которых у и m — неизвестные функции z и h.
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Подсгавлярм второе уравнение в первое:

Ae
(
.) + Ae(«)

(±(i
)=z

(=
)

(
,)yC«')Ae(,)-L

+ Де
(
,

) У
7«

в
>Ь

(
,

) ( ±
р

) ( т ) ( в )
у(«к*)Де

(
„-}-

+ Ae
( a )

(z
{ a ) ( ±

p
) ( T ) ( ± 6 )

m")(±
8
)(

j
-K'))Ae

( v )
4-

+ Z(*)(±P)(T)(±») у«к±«к«к±') Де ( в) ( =„.

Приравниваем соответствующие коэффициенты при Ае:

i (

(:j=z (. ) { e ) yc)e),

С(Гр > )=2 ( . ) ( ± р ) ( т ) ( ± 8 ) У (т)(±«)СК±'),

O=yi T ) ( e ) h ( e ) ( ± P ) ( T ) ( , ) y(»)(v) + (z (, ) ( ± P M T ) ( ± 8 )m(TK±«)(.)(.0.

Решаем относительно неизвестных у и т :

у(«Ш = г^1

т; (21.39)

y(')C±PKT)(±») = z(l}(±p)(T)(±a); (21.40)

m (^(±P)(T)(a) = _ y (=)(T)( y ( .)( ± p)(a)( ± v) t l ( C T ) ( ± v ) ( e ) C w ) ) y (o ) )(5) # ( 21^U

II. В спинорных обозначениях последнее уравнение при заме-
не позиций закрытых индексов и использовании спинорных ин-
дексов таково:

*V»m"* £,(<*)(±v)(e)(a>) mh~ /К gk /Of AC))
m(»)(±P)(T)(«) = ~~%fe l/(O(±13)(^)(±v)^(s)(T)^(co)(5). \llAl)

III. Необходимо заметить, что последнее уравнение представ-
ляет наиболее сложную инвариантную форму, однако оно со-
держит то же число основных букв, что и уравнение (2.43),
представляющее простейшую возможную скалярную форму.

18. УПРОЩЕНИЯ В ЛАМПОВЫХ ЦЕПЯХ

В термоэлектронных цепях ламп описанные выше мультитен-
зоры принимают специальные формы, и можно ввести следую-
щие упрощения.

L Для лампы без внешней сети \(*)W и М ( а ^ ( ± р ^ т ^ 5 ) содер-
жат только действительные числа; следовательно, для них
можно опустить закрытые индексы, их компоненты не зависят
от частоты входных напряжений АЕ.

Уравнения лампы (или ламп) записываются как

Ae(a) + Ae ( a )(± P ) = zAi(a)-f Ai(a>hAi<P) + z A * ( a ) ( ± P ) ; (21.43^

А1(а) + д,(а)(±р) = у д Е ( а ) + ДЕ(а)МАЕ(Р) + уАЕ(а)(±р); (21.44)

их рассматривают как контурную или как узловую сеть соответ-
ственно. Уравнения, получаемые при рассмотрении лампы как
ортогональной сети, аналогичны.
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Обратным к Y является Z и обратным к М (из уравнения
(21.31)) является Н = —Z*(ZM)Z. Так как Y не имеет закрытых
индексов, обратная к М, содержащая Y, не вызывает появления
закрытых индексов, так же, как и при умножении на Y.

II. В тензорах импеданса и адмиттанса внешней сети все
компоненты, за исключением случая, когда два закрытых индек-
са совпадают, равны нулю. Например:

(«)(?)
( а )

(1)

<О<3> = <2>

(л)

(1)

1 °

1 °

1 1»

•-.I

1 » 1

(21.45)

Следовательно, для внешней сети Z(ff)(p) можно рассматривать
как совокупность я 2-тензоров, расположенных в строку:

(а) I (1)

z < « ) = И -

(2) (я)

(21.461

Подобным образом уОХ"), обратную к z(0)(i3), можно рассмат-
ривать как совокупность п 2-тензоров, расположенных в строку:

(«) 1 (1) («)

-К1 (21.47)

Для внешней сети М есть нуль.
Необходимо заметить, что обращение z(ff)(p) рассчитывает-

ся нахождением обратного для каждого из своих компонент-
тензоров. Все они, за исключением частот, в свою очередь имеют
одинаковую форму.

Таким же образом Y(Cf)(±i3)(T)(-5), где у = а и б = Р, можно за-
менить на Y(°)(±Vh

Каждая компонента этих двух матриц содержит Z^+cj, все
они имеют одинаковую форму, если не вычисляются для различ-
ных комбинаций частот. Эти упрощающие замечания ис-
пользуются, когда лампы соединяют с сетью.

Уравнения сети без ламп, с приложенными напряжениями
или токами основной и производных частот имеют вид

Ae(a) + Ae(a)(±p) = Z(a)(p)Ai(P) + z(O(±P)(7)(±«)Ai<7)(±8)» 121.48)

AI(O + AI ( 7 ) ( ± P ) = Y<')(P>AE(3) + Y^><^S^>^8)AE(7)(±8). (21.49)
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19. СОЕДИНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

I. В ламповой цепи соединены два физически разных типа
структур: нелинейная сеть, содержащая одну или более изолиро-
ванных ламп, и линейная сеть, соединяющая лампы. Их можно
рассматривать как контурные, узловые или ортогональные сеть

Две нелинейные сети или одна линейная и одна нелинейная
сеть соединяются способом, аналогичным способу соединения:
двух линейных сетей (см. гл. 5, § 12 для контурных сетей и гл. Н,
§ 12 для узловых сетей).

Этапы соединения сетей следующие:
1) устанавливаются геометрические объекты Y и М (или z

и h) каждой составляющей части; некоторые из них могут быть
нулями;

2) их соответствующие суммы Y = Y! + Y 2 +... и М = МХ —
т М 2 + ... представляют геометрические объекты примитивной
системы;

3) тензор преобразования С или С 7 1 у с т а н а в л и в а е т с я и з Р а с~
смотрения способа перестройки примитивной системы в дейст-
вительную систему; зажимы ламп всегда образуют часть новой
системы координат\

4) новые компоненты Y' и W (или ъг и h') находят при по-
мощи соответствующих им формул преобразования.

II. Уравнения напряжения или тока результирующей систе-
мы (опуская штрихи) имеют вид

Ae(a) + Ae (.) ( ± 9 ) = z( O ( P )Ai(P) + z(e)(±p ) (7)(±«)Ai(T)(±») + Ai(Ohi(P);
(21.501

AI(«) + Al(a)<±?) = Y<^^>AE(p) + Y(ff)(±P)(f)(±8)AE(7)(=8) +

+ ДЕ (.)МЕ ( Р ). (21.51)

В этих уравнениях (где h и М не имеют закрытых индексов)
допускается, что зажимы лампы (или ламп) рассматриваются
как координатные оси, в которых течет Ai или на которых воз-
никает АЕ.

III. Вместо того чтобы использовать приведенный выше метол
нахождения уравнений (21.51) или (21.50), первый член Y(ry)(3

можно найти точно таким же способом, как показано в гл. 15,
в то время как М результирующей системы находят умножени-
ем М лампы на А три раза, изменяя, однако, только ее индексы,
Свободные индексы модуляционного члена относятся только к
зажимам лампы g и р, в то время как свободные индексы члена
усиления включают также другие узловые пары.

IV. Для удобства манипулирования их можно разделить на
несколько тензорных уравнений] например, в уравнении (21.51)
можно ввести три типа узловых пар:

1) АЕЬ представляющее все узловые пары лампы;



2) ДЕ2, представляющее активные узловые пары с известны-
ми приложенными напряжениями;

3) АЕ3, представляющее оставшиеся неактивные узловые
пары.

В этом случае уравнение (21.51) разделяется на три, первое
содержит член с М. Исключение Е3 влечет только введение ад-
миттансов разомкнутой сети Y'(a)W, тогда как исключение не-
активных узловых пар Ei лампы требует обращения ряда.

V. Устанавливая уравнение напряжений как контурную сеть,
необходимо сначала обратить ряд, так как лишь z2 и h2 лампы
фигурируют в уравнении, тогда как обратные константы у2 и т 2

лампы обычно известны.
Попытка найти уравнения, обратные (21.50) и (21.51), или

некоторую подсистему этих уравнений, содержащую 3-тензор,
потребует введения закрытых индексов и для 3-тензора.

20. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ

I. Уравнения напряжений и токов (21.50) и (21.51) можно
решить без подразделений относительно неизвестных (если не*
которые из приложенных величин известны).

Для контурных сетей при нахождении уравнения, обратного
(21.50), обратный h должен был бы быть (согласно уравнению
(21.31)) т = —y*(yh)y, если бы y = z~1 не содержало закрытых
индексов; но, поскольку z содержит закрытые индексы (а)(р),
обратный h из уравнения (21.41)

m(a)(±P)(T)(8)= _y^T)(y(*)(±?)h)y(8), (21.52)

где половина индексов у опущена в соответствии с упрощением
§ 16.

Поскольку h найдено при известном m как h = —z^(zm)z,
уравнение (21.52) для контурных сетей приобретает вид

m(a)(±P)(T)(8)= _ y(,T)z,(y(a><±P>zm)zy<8\ (21.53)

где m — тензор модуляции лампы до соединения с сетью, а
1и(*)(±(3)(т)(5) — е е тен30р модуляции после соединения. Точно так
же z — тензор импеданса только лампы, а уМ — тензор адмит-
танса соединенной системы.

Следовательно, для контурной сети обратное (21.50) урав-
нение

A i(a)_[_Ai(,)(±p)=:y(O(P)Ae(p) + Ae(T)m(a)(±P)^K8)Ae(8)? (21.54)

показывающее изменения токов основных и производных час-
тот, обусловленные изменениями напряжений основных частот
Ae(ff), приложенных к контурам.

Следует отметить, что наличие приложенных напряжений
производных частот Де(«)+(р) не предполагается.

$30



II. Для узловых сетей тензор, обратный известному М, по
аналогии с уравнением (21.52) есть

н(а)С±Р)(7)(«)= -~z/(T)(2(a)(±p)M)Z(a) (21.55)

и уравнение напряжения

AE(., + AE(.)(±p, = Z ^

где AI<®) — известные приложенные токи основных частот.
III. Мультитензорт<а><±е><ш> (или, скорее, т<а><±™Т><±8Н-*

содержит 4я4 3-тензоров т . Из них отличными от нуля являются
2п2 3-тензоров, поскольку в них a=Y и р = б, остальные 3-тензо-
ры равны нулю. Их можно расположить в два квадрата, каждый
из них содержит п2 3-тензоров; один — дающий токи a + р ча-
стот, а в другой — а—р частот. Каждый 3-тензор содержит токи
одной частоты, текущие в различных цепях.

Если k цепей имеют приложенный вектор напряжений АеШ),
то каждая цепь содержит п напряжений различных частот, каж-
дое из возможных Ь? произведений дает 2п2 токов производных
частот в каждой цепи; это значит, что в каждой цепи течет 2n2k2

токов производных частот и nk токов основных частот.

21. ПРИМЕР КОНТУРНОЙ ЦЕПИ ТРИОДА

I. Пусть сетка и анод триода соединены последовательно
с двумя катушками (рис. 21.5) и пусть в сеточном и анодном
контурах приложено множество напряжений различных частот.

АХ* ^

Рис. 21.5. Контурная сеть триода.

Чтобы найти тензор модуляции соединенной сети с помощью
уравнения (21.53), надо установить следующие два 2-тензора
и один 3-тензор. Тензор адмиттанса у соединенной системы мож-
но найти по методу, описанному в гл. 15, § 15, а Z\ одной лампы
дается уравнением (15.55), так что

%\ '===-
1 — pplJg

1 — ILp^g

rT

1 — Pppg

a

с

h

d
(21.57)
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Y =

rP

1 — V-tf-g
-rZ.j/Det

1 - а д ^ /Det

1 — Wg-
/Det

\ 1 — \Lp\Lg
Zg\ /Det

e

g

f

h
(21.5»)

где Y*t\.=\{rg + Zg)\rp+Zp)-ZpZppg\ (1-tyV-
Тензор модуляции mi лампы дан уравнением (21.13) как

m%"w = mlg -

w

v g

p

k

m

P

I

n \
m

w

v g

P

1 g P

P

r

q

s

(21.59)

II. На первом этапе определяются три произведения матриц
из уравнения (21.53). Заменив (а) (±Р) на (со) и оставив закры-
тые индексы прикрепленными к каждой компоненте у(а\ у(р) и
У ( а»)

получим

р

ae?j
Л / р

р

+ И
А

С

В

D
= р .

(W')t =
«в» + •

в/, -г ЙЛа

се„ ^ .

cfv-dha

Е

G

F

Н
= s,

г

У Ш 2 1 =

с̂о̂  -Ь / < /

^ - Ь Лл,с

с̂о̂  + fj

gj + hd

К

м

L

N
= Г .

Теперь значения m находят по уравнению (21.53), т. е.

m«
3l
P=(z

1
y^[(y

e
z

1
)m

1
](z

1
yP)=s(rin

1
)p. (21.60)

III. Центральное произведение rnii есть rzum
uvw.

Умножая куб muvw на квадрат rzu no направлению и, как по-
казано на рис. 21.6, имеем, что произведение по первой строке г
дает

(rmi)^ =

S

Р

§

Kk-r

Кт 4-

Lp

Lr

Kl-

Кп

Р

\-Lq

-hLs

mi



а произведение по второй строке г

(rmi)^ =
Р

?

Mk + Np

Aim f JVr

P

Ml + Nq

Mn + Ns

Эти две матрицы образуют часть куба г т ь (Умножать мож-
но и другим способом, отличным от показанного.)

1

Е Й V!
V j V | |

л *

У'
'Г

/

1

п

У

m*vw

Рис. 21.6. Вычисление произведения r

 zu

mUVW*

IV. Каждую из этих матриц следует умножить на s:

s (tm{)g =

s (rmOp =

p

p

p

Е(Кк-л-

0 (Kk +

G (Afife -f

!I

I/?) + /" (Km -f /:r)

^ ) -

- Я(^т + Ir)

!-F (Mm+7Vr)

Np)+H(Mm+Nr)

G(A:/

E(Ml

G{Ml

+

+

JL

P

1^) + Z7 (/(n + Z.5)

Lq) + H (Kn-h Ls)

P

Nq) + F(Mn+Ns)

Nq)+H(Mn + Ns)

V. Две последние матрицы умножают на р, как s(rmi) gp
что дает матрицы-компоненты окончательного куба:

*| g р

m s

[E(Kk + /̂?) -f /7(/Ст+£г)]Л+
+ [Д(А:/ + I ^ + ^ C ^ + I s ) ] С

[G (Kk+Lp) +Н(Кт+Ьг)} А +
+[О (Kl+Lq)+ H (Kn +Ls)] С

[E(Kk + £/>) + F(/<-m+i:r)]5+
+ [£(ffl + Z>̂ ) -r F(Kn +Ls}]D
[G(Kk + Z./04- Я (/<m+^r)}B+
+[G (Kl+Lq) + H(Kn+Ls)]D

(21.61)

С помощью этой матрицы выражают компоненты производных
частот сеточного тока Aî  = Aem^Ae. Другая матрица куба есть
s = ( r m i ) p p =
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р !

g

P

*

[E(Mk +Np)+F(Mm +Nr)) A +

4-[E(Ml + Nq)+F (Mn+Ns)]C

[6(Mk+Np)+H(Mrn+Nr)]A+

+ [G(Ml+Nq)+Hl(Mn+Ns')] С

P

[E (Mk+Np)+F(Mm+Nr)]B+
+ [E(Ml + Nq)+F(Mn+Ns)]D

[G(Mk+Np)+H{Mm +Nr)] 5 +
+ [G(Ml+Nq)+H (Mn+Ns))D

(21.62)

С помощью этой матрицы находят компоненты производных ча-
стот Ai^^AemPAe.

Последние две матрицы т^ищр™компоненты 3-тензора т ,
дающие все токи производных частот (если о> = а ± р ) :

Ai(^ = Ae(a)m^)Ca)(P)de(P)j (2L63)

обусловленные напряжениями основных частот Ае&у
VI. Оценим одну из восьми компонент 3-тензора гп, скажем,

МР88, Т. е. компоненту верхнего левого угла в матрице (21.62):

M' = M(AEk+AFm + CEl + CFn)-{-

+ N(AEp + AFr + CEq+CFs),
МО

М= —

Q—

А =

р

_ rgZ'p9

Da

F rzrz

DD
pa

D .

где
D=(rg+ Zg)(rp+ Zp)-ZpZg^g;

Z' = r + Z; (o = o ± p.

Следовательно, одна из восьми компонент есть

- -• дге 2 2 ^ 7 dGgp 1 i
— V-pZptZp* — г^р Zpa. Zp? —^— -f

+
r"Z'e- Г 4

2O.^pOe [ Гр

TT'V'pZpuZpt

7 7' ^rp

^ p

. 2 - ' 7 ' ^ G ^

deD

2 «, - ' d G ^

дея

} (21.64)
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Каждый Z вычисляется для частоты, соответствующей его
нижним индексам. Если сеточное напряжение — сумма п напря-
жений различных частот, то имеется 2/г2 различных компонент
М(*К*)Ш9 дающих 2/г2 различных анодных токов:

A/p(«±P)==m^^a±^(a)(P)A%(a)A%p) (2L65

в предположении, что а и р пробегают диапазон частот 1, 2,
(или ооь ©г, ..., (оп). В уравнении р и g— фиксированные откры-
тые индексы.

Когда аналогично уравнению (21.63) рассчитывают все в>
семь компонент т , каждой частоте тока Д1<ш>== Aj(a±P) соот-
ветствует куб. В общей сложности имеется 2/г2 кубов, каждый
из которых дает частный ток одной производной частоты, теку-
щий во всей цепи. Все токи, данные в кубе, имеют одну частоту



Глава 22

АНАЛИЗ СЕТЕЙ

1. ТИПЫ СЕТЕВЫХ ЗАДАЧ

I. Задачи, возникающие при изучении сетей, молено разбить
на две основные группы: 1) дана сеть, нужно установить ее свой-
ства, а именно: различные токи, напряжения, мощности, импе-
дансы данной сети; такие задачи встречаются в «анализе сетей»;
2) даны свойства сети, требуется найти саму сеть; например,
нужно определить, каковы должны быть импедансы сети, чтобы
сеть обеспечивала постоянные токи на некоторых нагрузках;
такие задачи встречаются в «синтезе сетей».

II. Анализ сетей может включать простые или сложные дей-
ствия с тензорными уравнениями в зависимости от рассматри-
ваемой задачи. Простыми действиями являются:

1) при заданной сети и некоторых токах и напряжениях най-
ти токи, напряжения, мощность в других частях сети;

2) изменено значение некоторых токов, напряжений или им-
педансов сети, найти изменения в различных частях сети.

Более сложными действиями являются:
3) сделаны такие изменения, что отклик сети в некоторой

узловой паре или контуре является максимальным или мини-
мальным, например, могут изменяться некоторые импедансы так,
чтобы выходная мощность на определенных нагрузках была мак-
симальной;

4) изменения, которые надо сделать, зависят от данных, ко-
торые еще надо найти.

Хотя во многих задачах геометрические объекты преобразо-
вать легко, решения уравнений могут стать неуправляемыми или
невозможными и тогда нужно прибегать к аппроксимации и по-
шаговому решению. Такие случаи, например, встречаются в ана-
лизе при наличии абсолютных значений или фазовых углов на-
пряжений, токов или импедансов.

Все рассматриваемые сети будем считать активными и асим-
метричными, следовательно, в них могут входить многоэлектрод-
ные лампы, вращающиеся электрические машины и другие ли-
нейные электрические и механические сети.

III. Огромное преимущество формулировки и решения (если
возможно) сетевых задач в терминах тензорных уравнений за-
ключается в том, что каждый тип задач можно изучить раз и
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навсегда независимо от количества контуров или узловых пар,
от способа соединения катушек или способа их возбуждения.
Анализ нужно провести только однажды, и конечный результат
можно использовать для каждого конкретного случая одним и
тем же способом автоматически.

При обычном способе анализа как вывод уравнений, так
и весь метод анализа следует повторять для каждого отдельного
случая, возникающего в инженерной практике. Поскольку в
обычном анализе огромное количество катушек, огромное раз-
нообразие соединений и гипотетических координатных систем
затрудняют задачу, очень часто для каждого конкретного случая
требуется отдельный метод решения. Во многих случаях анализ
просто прекращается уже после первых шагов из-за механиче-
ских трудностей оперирования с огромным числом уравнений.

2. МЕТОД РАССУЖДЕНИЯ

I. Задачи анализа систем можно сформулировать так: дана
сеть, найти ее свойства. Неисчислимое множество задач, возни-
кающих при исследовании сетей, не позволяет указать общий
способ решения. Во многих случаях предпринимаются следую-
щие шаги:

1) устанавливается, будет ли рассматриваться сеть как кон-
турная, узловая или полная;

2) выводится уравнение поведения сети;
3) устанавливается количество типов контуров и узловых

пар, однотипные контуры или узловые пары выполняют одина-
ковые функции;

4) уравнение поведения разделяют на столько инвариантных
уравнений, сколько есть типов контуров или узловых пар, как
показано в уравнениях (19.1) и (19.6);

5) система тензорных уравнений преобразуется аналогично
обычным уравнениям в соответствии с требованиями задачи,

6) неизвестные, если они есть, находят точными или прибли-
женными методами.

II. При анализе ортогональных компаунд-сетей следует пом*
нить, что:

1) при выводе компаунд z наличие неактивных компаунд*
узловых пар просто игнорируется; неактивные компаунд-конту-
ры исключаются по формулам редукции (см. гл. 10);

2) при выводе компаунд Y наличие неактивных компаунд*
контуров просто игнорируется; неактивные компаунд-узловые
пары исключаются по формулам редукции (см. гл. 10).

Таким образом, исключая или игнорируя неактивные контуры
и узловые пары, анализ сетей можно проводить только в тер-
минах акшвных контуров и узловых пар.
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III. Будут разработаны два типа задач как примеры этого
метода исследования: 1) дана приложенная величина, найти
отклик; 2) даны изменения величин, определить отклик.

При анализе обычно нужно провести такое количество обра-
щений матриц, сколько есть типов контуров и узловых пар.
Аналогично каждая матрица будет иметь только столько строк
и столбцов, сколько осей имеется в соответствующей группе кон-
туров или узловых пар.

Отметим, что каждый тип контуров или узловых пар может
содержать любое число отдельных контуров или узловых пар.

При операциях с уравнениями нужно постоянно помнить,
что даже в качестве промежуточного шага можно использовать
обращение только квадратного 2-тензора, Такие тензоры явля-
ются обычно только диагональными компонентами компаунда-
тензора.

3. АНАЛИЗ я-СЕТЕЙ

I. При заданном входе Ei и выходе I2 следует найти входной
ток I1 и разность потенциалов Е2 на нагрузке.

Узловые пары сетей бывают трех типов: входные, выходные
и неактивные; последние включают все остальные узловые пары
(рис. 22Л, а). Если неактивные узловые пары исключаются из

Рис. 22.1.

I1

if
6

к
а— данная узловая сеть (3 узловые пары); б — редуцированная (уменьшенная) сеть

(2 узловые пары). Дано: Е ь I2; найти: I1, Е2.

уравнения тока методами, описанными в гл. 10, § 9, остаются
только входные и выходные узловые пары (рис. 22.1, б), урав-
нения для которых заданы в (19.2):

I^YHEj-Y^Ea,
(22 Л)

F = Y 2 1 E 1 - Y 2 2 E 2 .

Штрихи опущены.
IL Напряжения нагрузки Е2 находят из второго уравнения

E 2 =Y 2 *- 1 lY 2 1 Ei~P) (22.2)

вычислением тензора, обратного Y22, имеющего столько строк
и столбцов, сколько имеется осей нагрузки.
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Входной ток Г! находят подстановкой Е 2 в первое уравнение:

Ii = Y u Ei - Y12Y22-X (Y21EX ~~12),

l t_ : (Yn_Y 1 2 Y 2 2 ™ 1 Y 2 1 )E I +Y 1 2 Y 2 2 - 1 I 2 . (22.3,

4. НАПРЯЖЕНИЯ ОТКРЫТОЙ ЦЕПИ

I. При заданном входе Ei и выходе I2 найти разность потен*
циалов Е3 на нескольких (не всех) из оставшихся узловых пар*

Имеется четыре типа узловых пар (рис. 22.2, а): входные,
выходные, зажимы открытой цепи и неактивные. Компа-
унд-сеть должна иметь соответственно четыре узловых пары
(или пять узлов).

Рис, 22,2.
«—-данная узловая сеть (i узловые пары); б — редуцированная сеть (3 узловые парык

Дано: Е ь I2; найти: Еа.

Уравнение тока I = YE узловой сети должно быть разделено
на четыре уравнения. Если неактивное уравнение не исключа-
ется, эти четыре уравнения имеют вид

I* = Y » E X ~ Y1 2E2 - Y13E3 - Y14E4»

p = Y 2 1 E x - Y22E2 - Y23E, — Y24E4?

(22.4J

0 = Y 3 1 E X - Y3 2E2 - Y33E3 - Y34E4,

0 = Y 4 1 E t — Y42E2 - Y43E3 - Y44E4,

Все диагональные тензоры Y11, Y22, Y33 и Y44 имеют квадратные
матрицы и обратные им могут быть найдены,

Задача состоит в том, чтобы найти Е3, если известны Е{ и I2.
II. Первый этап — исключить неактивное Е4 из последнего

уравнения;

Е 4 = Y 4 4 - 1 (Y41E t - Y42E2 - Y43E8).

Подставив в остальные уравнения, получим

I i ^ Y U — Y ^ Y 4 4 - ^ 4 1 ) Ei—(Y12~- Y^Y 4 4-^ 4 2) E 2—(Y 1 3—Y^Y 4 4-^ 4 3) E 3 5

\2 _ (Y2i — Y24Y44~XY41) Ei — (Y22 — Y24Y44-i Y42) E 2 —

_ (Y23 - Y ^ Y 4 4 " ^ 4 3 ) E3, (22.5)

0 = (Y31 - Y^Y44-1 Y41) Ex — (Y32 — Y^Y 4 4 "^ 4 2 ) E2 —
— (Y33 — Y 3 4 Y 4 4 T O 1 Y 4 3 ) E 3 .
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Если требуется, заменяем их на

I1 = Y 1 1 / E 1 -Y 1 2 / E 2 -Y I 3 / E 3 ,

F = Y 2 1 / E 1 - Y 2 2 / E 2 - Y 2 3 / E 3 , (22.6>

O ^ Y ^ E i - Y ^ E s - Y 3 3 ^ ,

представляющие собой эквивалент двойной ж-сети с тремя узло-
выми парами (рис. 22.2, б). Адмиттансы со штрихами это собст-
венные и взаимные адмиттансы первых трех узловых йар,
измеренные при разомкнутой четвертой узловой паре, аналогич-
но адмиттансам уравнения (22.1).

III. В последней системе уравнений Ei и I2 известны, а Ез
следует найти. Получая Е2 из второго уравнения

Е2 = Y22'-1 (Y2 1 '^ - Y23/E3 -1 2 )

и подставляя его в третье

0=Y 3 1 /Ej - Y^'Y22'-1 (Y21/E!—УИ'Ез — I 2 ) - Y33'E3,

получаем уравнение, содержащее только известные Ei и Р и не»
известное Е3. Приведем подобные члены

0 = / у 3 1 / Y 3 2 'Y 2 2 / ~ 1 Y 2 1 )E (Y 3 3 ' уз2/^22'~~гУ2У)Е -4- Y32'Y2~ ~~Ч2

ш, разрешая относительно неизвестной Е3, получаем

£ _ /у33' Y32'Y22'—-^Y23')—} f(Y31' — у32/У22/*™^2г)Е 4-

-fY^'Y22'-1!2]. (22 Л)

IV. При вычислении Е3 нужно найти три обратные матрицы
1) обратную Y44, содержащую столько строк и столбцов,

сколько имеется неактивных узловых пар (Е 4);
2) обратную Y22/ = Y22~Y24Y44-1Y42, содержащую столь-

ко столбцов и строк, сколько их в Y22, т. е. столько, сколько име-
ется узловых пар нагрузки;

3) обратную Y33' —Y^Y2 2 '-^2 3 ', имеющую столько строк и
столбцов, сколько их в Y 3 3 / =Y 3 3 —Y^Y44-^43 или в Y33, т, е,
столько, сколько имеется зажимов разомкнутой цепи.

5. КОНТУРНЫЕ ТОКИ В ОРТОГОНАЛЬНОЙ СЕТИ

I. Чтобы получить пример задачи с ортогональной сетью?

предположим, что ток Р, проходящий через некоторые (не все)
узловые пары сети во внешней нагрузке, известен (рис. 22.3, а) .
Найдем все токи контуров i w .

Поскольку напряжения роли не играют, пишем уравнение
для напряжения E + e = z(i + I), содержащее столько уравнений,
сколько всего имеется контуров и требуемых узловых пар. В дан-
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ном примере число известных токов то же, что и число требуе*
мых узловых пар.

Ортогональные уравнения напряжения можно вывести из
уравнения (19.3) в виде

0=zmJ™-zmjV,
(22.8)

"ГТЗ ЕЗ
Рис. 22.3.

а — данная узловая сеть (1 контур, 2 узловые пары); б — пренебрежение неактивной

узловой парой. Дано: 1^; найти: i .

поскольку нет приложенных напряжений в катушках е т . В этих
уравнениях Ь известны, a i m (и Ej) неизвестны. Неизвестные токи
контуров находят из первого уравнения

i'« =
1

- JLrnm A*— "Г *mm *myV. (22.9)

Матрица zm m, обратную которой нужно найти, имеет столько
строк и столбцов, сколько есть контуров. Числовой пример был

Рис. 22.4.
а —данная ортогональная сеть (2 контура, 1 узло-
вая пара); б — пренебрежение активным контуром

при полученииУ, Дано: Bji найти i m .

рассмотрен в гл. 16, § 11 с приложенными в контурах напряжен
ниями еш.

II. Пусть вместо I известно Е (рис. 22.4) и пусть некоторые
(не все) контурные токи i m найдены. В этом случае пишем урав*
нение тока i + I = Y(E + e), в котором столько уравнений, сколько
всего узловых пар и контуров. (Если нужно найти только неко-
торые контурные токи, количество контуров берется меньше, чем
количество всех контуров.) При получении Y неактивными кон*
турами можно пренебречь, рассматривая только требуемые кон-*
туры.
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Ортогональные уравнения токов из уравнения (19.5) (где
e w = ej = I m = î  = E m = 0) имеют вид

im = ymJEj9 V = VJEj. (22.10)

Токи i m находят, не вычисляя обратные матрицы.
III. Пусть вновь известен ток I, проходящий через некоторые

узловые пары, и пусть требуется найти только некоторые из
контурных токов im. Теперь контуры следует разделить на два
вида, в то время как из узловых пар используются только иссле-
дуемые (рис. 22.5).

f^f^
а и

Рис. 22.5.
а — данная ортогональная сеть (2 контура, 2 узловые пары); б — пренебрежение неактив-

ными узловыми парами.

Таким образом, в ортогональном уравнении напряжения пер->
вое уравнение (представляющее контурные оси) делится на два:

Zmlmli"11 + Zmlm2im2 ~ ^mlnV
l = 0 = Z ^ + ZX2V - Z l gI,

zm2mli
ml + zm2n2i^~zm2jl\n = 0^z21V + z22P-z23l, (22.11)

Z ;. l m li
m l + W * 2 - W 1 = E = Z 3 i i ! + z

3 2i 2 - % I .
где i1 представляет те контурные токи, которые нужно найти;
i2 — остальные контурные токи; I3 — токи узловых пар (рис.
22.5, б). В этих уравнениях I3 известен, a i1 требуется найти
(Ез — неизвестно).

Исключая i2 из второго уравнения, получаем

i2 = z 7 2

1 (z 2 3 F-z 2 1 i 1 ) . (22.12)

Подставляя в первое уравнение, имеем

0 = zni1 + z ^ 1 (z23l
3 — z21i

2) — z l3l
3.

Перегруппируем и получим

(zn — z^zii1 z21) i1 = (z13 — znzn z23) I3.

Отсюда контурные токи \1, выраженные через узловые токи I3,

i1 = (z11 ~ г12гГ2! z^)" 1 (z13 — z^zii1 z23) I3. (22.13)

Две обратные матрицы, которые надо вычислить, имеют
столько строк, сколько имеется неактивных и активных конту-*
ров соответственно.
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Токи i2 в неактивных контурах можно найти из уравнения
(22.12), а разности потенциалов Е на узловых парах— при под-
становке значений i1 и i2 в третье уравнение (22.11).

6. ТРИОДНЫЕ ЦЕПИ

I. В гл. 15, § 17 было показано, что триод можно заменить
одной анодной катушкой с сердечником и импедансом rv с по-
следовательно приложенным напряжением \ipEg, где Её — раз-
ность потенциалов между сеткой и като-
дом. Следовательно, если сеточная ка-
тушка исключается и количество конту-
ров уменьшается на один, его заменяют в^
узловой парой. При нескольких лампах
исключается несколько контуров и их
МеСТО ЗаНИМаеТ СТОЛЬКО Же УЗЛОВЫХ Пар. Рис. 22.6. Ламповая сеть как

При замене сеточной катушки на pvEg

 орт~йтТ1*™' Д а н° : е ' ;

количество уравнений, которые надо на-
писать, не уменьшается, поскольку контурная сеть заменяется ор-
тогональной. Однако ранг матрицы, обратную которой надо вы-
числить, уменьшается. Ранг этой матрицы равен числу контуров.

II. Рассмотрим ортогональную сеть (рис. 22.6) и рассчитаем
ее тензор импеданса z, временно закорачивая сеточные узловые
пары.

Все другие узловые пары неактивные, и при получении z их
можно не учитывать.

После того как найдено z для данной сети, которая рассмат-
ривается как ортогональная, контуры сети можно разделить на
два типа — содержащие \xEg и все остальные. Таким образом,
соответствующая ортогональная сеть имеет два контура и одну
узловую пару (рис. 22.6) и для нее уравнение напряжений имеет
вид

e1 = zni^ + z12p9

(22.14)
— Eg=z2si

l-{-z32i
2

при нулевом токе узловой пары I3.
Следует отметить, что имеется два приложенных контурных

напряжения ei и \xEg (где \х имеет диагональную матрицу), но
из них известно только одно ei; другое является функцией раз-
ности потенциалов Eg на компаунд-узловой паре.

III. Eg можно исключить, подставляя третье уравнение во
второе:

— Н'(гз111 + г3212) = z2li
l + z22i

2,

(^z31 + z21) I
1 + ( ^ z 3 2 + z22) i 2 = 0 .
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Тогда оставшиеся два уравнения имеют вид

e 1 = z n l 1 + z12i
2,

(22.15)

0=z^i i 1 + Z22i2,
где

Z2i=^Z 3 l + Z2i И Z22=^Z32+Z22. (22.16)

В этих двух тензорных уравнениях сеточные узловые пары
отсутствуют. Второе уравнение представляет собой анодные, а
первое уравнение — остальные контуры, причем некоторые из
них имеют приложенные напряжения.

С этого момента анализ становится таким же, как и для
любой другой компаунд-контурной сети. Контуры, представ-
ленные первым уравнением (22.14), можно подразделить далее
на контуры с приложенными напряжениями и без них или конту-
ры эти можно разделить на входные, выходные и неактивные,
или по любому другому признаку.

7. ОБЩИЕ ПАРАМЕТРЫ ЦЕПИ

I. В задачах линий передач часто получается, что входные
величины Ei и I1 или (ei и i1) известны, тогда как выходные ве-
личины Е2 и I2 (или е2 и i2) неизвестны. Систему передачи будем
рассматривать как узловую сеть.

Рис. 22.7:
а — данная узловая сеть (3 узловые пары); б — редуцированная сеть (2 узловые пары)-

Дано: Ei, 71; найти Е2, I
2.

В рассматриваемом случае имеется три вида узловых пар:
входные, выходные и неактивные (рис. 22.7). Исключая неак-
тивные оси по методу, описанному в гл. 10, § 9, получаем урав-
нения входных и выходных узловых пар (рис. 22.7, б):

F = Y n E ! - Y1 2E2, Im = YmnEn — YmvEv,

(22.17)

I2 = Y 2 1 E 1 -Y 2 2 E 2 , Iu = YunEn-YavEv,

где Ei и I1 известны, а Е2 и I2 — неизвестны.
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II. Исключая Е2 из второго уравнения, получаем

E 2 =Y 2 2 - 1 (Y 2 1 E 1 -I 2 ) . (22.18)

Подставляем в первое уравнение

Р = Y^Ex - Y^Y2-2-1 (Y21EX — I2).
Преобразуем

P = ( Y n — Y^Y22-^21) Ex + Y12Y22~42. (22.19)

В последнем уравнении неизвестной является I2. Разрешаем
его относительно I2:

j 2 = Y 2 2 Y i 2 - i [[1 — (Y1! — Y1 2Y2 2-XY2 1) Ex],

I2=Y 2 2Y 1 2~ 1I 1 Y22Y12~1Y11E + Y 2 1 E .

Таким образом, выходной ток выражений через входные вели-
чины имеет вид

Р = ( Y 2 1 - Y^Y1 2-^1 1) Ег + Y^Y12-1!1. (22.20)

Так как нужно найти обратный Y12, заметим, что Y12 являет-
ся квадратным тензором, когда выбранное число входных и вы-
ходных узловых пар одинаково.

Если компаунд-входные и выходные зажимы имеют разное
количество узловых пар, уравнение (22.20) представляет для
каждой отдельной сети систему обычных линейных уравнений,
в которой число неизвестных (компонент I2) меньше или боль-
ше числа уравнений (компонент I 1). Такие линейные уравнения
можно решать по методу, описанному в гл. 10, § 16.

Подставляя найденные выше значения I2 в уравнение (22.18),
получаем

Е 2 = Y 2 2 - ^ 2 ^ ! — Y22-1 (Y21 — Y^Y12-^11) Ei — Y1 2-43,

Таким образом, выходные напряжения выражаются через вход-
ные в виде

E2 = Y1 2-1Y1 1E1-Y1 2-1I1. (22.21)

Два приведенных выше уравнения можно записать так:

Е 2=АЕ 1 + ВГ, Ea=Au

mEm+BamI'»,
(22.22)

I 2 =CE 1 + DF, / » = C « £ m + D > ,
где коэффициенты при выходных величинах называются «общи-
ми параметрами цепи» и определяются выражениями

A=Y 1 2 -iY ! 1 Au

m = ZunY™,

B=-Y^i, Bm=-Zan, (22.23)
C = Y21 Y^Y 1 2 -^ 1 1 , Cum —yum yuvg ynm

D = Y22Y12-l ) DUm^YuvZvm,
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Следует особо отметить, что каждый из общих параметров
цепи имеет индексы в различных позициях.

III. Эти параметры не являются независимыми друг от друга,
если сеть симметрична.
В этом случае Y12—Y?1, a Y 1 1 = Y11 И A t y - B C ^ Y 1 2 - ^ 1 1 X
XYj2-1 Y f + Y12-1 (Y2-1-Y!1 Yj2~!Yf) = Y^ Y? 1 ^ I -единичный
тензор.
Таким образом,

AD,-BC,-I, A?DZ-BmC«»=bl. (22.24)

С помощью этих уравнений выходные величины можно найти
путем измерений на входе.

Аналогичные соотношения можно установить для контурной
сети с заменой z на Y.

8. РАСПРЕДЕЛИТЕЛЬНЫЕ СЕТИ

I. В распределительной сети узловые пары, как правило, под-
держиваются при постоянной разности потенциалов Е с помощью

регулятора напряжения. Точнее, абсолютное значение У Е\-\-Е\

каждой компоненты Ei+jE2 величины Е остается постоянным,
тогда как другие величины меняются.
Соответствующее I равно нулю.

В качестве простого примера зада-
чи на распределительную сеть рассмот-
рим узловые пары, разделенные на три
части (рис. 22.8):

1) одна часть содержит генераторы
Ei; абсолютное значение каждой ком-
поненты Ei неизвестно, но их фазовые
углы даны;

2) другая часть содержит регулято-
ры напряжений Е2; абсолютное значение каждой компоненты Е2

известно, а их фазовые углы неизвестны;
3) остальные узловые пары с разностью потенциалов Е3 не-

активны.
Уравнения тока узловой сети I = YE разделяются на три тен-

зорных уравнения:

I1 = Y11E1 —Y12E2 —Y13E3,

0 = Y 2 1E 1-Y 2 2E 2-Y 2 3E 3, (22.25)

0 = Y 3 1 E 1 - Y 3 2 E 2 - Y 3 3 E 3 .

П. Исключая неактивные Е3 из третьего уравнения, получаем

E3 = Y3 3-1(Y3 1E1-Y3 2E2).
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Подставляем его во второе уравнение

О=Y 2 1 E X — Y22E2 — Y^Y33-1 (Y31Ei — Y32E2)

и получаем следующее соотношение между напряжением гене-
ратора и напряжением регулятора Е2:

(Y21 ~ Y^Y33-^31) Ех = (Y22 — Y^Y33-^32) E2. (22.26)

Матрица Y22 является квадратной, как и матрица
Y22—^2зузз-1уз2 Решая относительно Е2, получаем

E2 = (Y22~Y23Y33~1Y32)-1(Y21 — Y^Y 3 3 -^ 3 1 ^, (22.27)

E2 = Y22/"1Y21T1 = Yi1E1. (22.28)

Это уравнение дает соотношение между напряжением гене-
ратора Ei и напряжением регулятора Е2. Неизвестными являют-
ся абсолютные значения Ei и фазовый угол Е2. Матрица Y5"
имеет столько столбцов, сколько есть регуляторов напряжения,
и столько строк, сколько генераторов. Точный способ решения
таких уравнений здесь не рассматривается.

III. В частных случаях можно найти приближенное решение;
например: если число генераторов совпадает с числом регуля-
торов; если все генераторы и регуляторы напряжения работают
в фазе.

Поскольку компоненты Ei и Е2 — действительные числа, урав^
нение (22.28) можно разрешить с использованием только дейст-
вительной части Y2\ а именно Yr, где Y2

1 = Yr-j-/Y/, так что
уравнение E2r = Y rE l r можно решить в виде

E l r = Y r-1E2r. (22.29)

Оно задает неизвестные генерированные напряжения | E i | .
IV. Если предполагается, что в фазе находятся только генери-

рованные напряжения (Ех = Е1 г), то действительные и мнимые
компоненты E2 = E 2 r + / E 2 i можно найти методом последователь-
ных приближений, если абсолютные значения каждой компонент
ты известны.

Таким образом, если Ei имеет только действительные значе-
ния, уравнение (22.28) можно записать в форме

E2 r = Y'E l r, E2/ = Y'E l r. (22.30)

Далее делаем следующее:
1) находим Eir из первого уравнения, полагая абсолютное

значение каждой компоненты Е2 равным действительной компо-*
ненте Е27>;

2) подставляя Е1г во второе уравнение, получаем мнимые
компоненты Е2;

3) при известном абсолютном значении каждой компоненты
Е2 и их мнимых частей из уравнения (Е) 2 = ( Е г ) 2 + (Ег-)2 можно
рассчитать вещественные значения каждой компоненты Е2.
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Если известны более точные значения описанных выше Е2г>

действия можно повторить несколько раз, улучшая последова-
тельно точность определения Е2г и E2j.

Генераторные токи I1 находим при подстановке значений
Е ь Е2 и Е3 (данных в уравнении (22.29)) в первое уравнений
(22.25).

9. ИЗМЕНЕНИЯ В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИНАХ

I. Если токи и напряжения в цепи подвержены возмущениям
ДЕ и AI, то в силу линейности системы каждое возмущение вы-
зывает собственный отклик независимо от наличия Е и I в мо-
мент возмущения. Это можно видеть из рассмотрения контурной
сети, для которой уравнение напряжения до возмущения есть
e = zi.

При изменении е до е+Де и i до i+Ai (при неизменном z)
уравнение напряжения после изменения есть e + Ae=z(i+Ai).

Вычитая исходное уравнение e=zi, получаем уравнение для
изменения напряжения Ae = zAi.

Таким образом, для Де, ДЕ, Ai и Д1 для е, Е, i и I применяют
одни и те же уравнения. Следовательно, для изучения изменений
в сети при условии, что сама сеть неизменна, применяют следую-
щие уравнения:

Ae = zAi, (AE + Ae)=z(Ai + AI),

(22.31)

AI=YAE, (Ai + AI)=Y(AE + Ae).

II. При наличии нескольких типов контуров и узловых пар
результирующие уравнения разделяются на несколько тензорных
аналогично уравнениям (19.1) — (19.6). Например, Де = гД1 раз-
деляется на

Ae1 = z11A|i + z 1 2 A i 2 + z 1 3 A i 3 + . . . ,

Ae2 = z21Ai1+z22Ai2 + z2 3Ai3+
(22.32)

Аез = гз1М
1 + %А12 + гззА! 3 +.. .

III. Изменения могут быть любой величины, большими или
малыми. Изменение, скажем, ДЕ может заключаться в уменьше-
нии некоторых компонент Е до нуля.

В нелинейных сетях, например в цепях многоэлектродных
ламп, изменения ДЕ и Д1 могут быть только небольшими.
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10. ИЗМЕНЕНИЕ В я-СЕТИ

I. Пусть дана сеть с узловыми парами трех видов: входными,
выходными и неактивными (рис. 22.9, а) . Будем исследовать два
вида изменений.

1. Пусть изменяется нагрузка. Ток нагрузки I2 изменяется на
AI2, а приложенное напряжение Ei остается постоянным. Вопрос

I—^з -

Рис. 22.9.
а — данная узловая сеть (3 узловые пары), б — редуцированная сеть (2 узловые пары).

Дано Л12, ЛЕЬ найти АЕ2, AI1.

заключается в том, насколько изменится напряжение на нагруз-
ке Е2 и входной ток I1.

Исключая неактивные оси АЕ3, получаем уравнение эквива-
лентной зт-сети (рис. 22.9, б):

AI1 = Y11AE1-Y12AE2,

AP = Y21AE1 —Y22AE2.
(22.33)

Поскольку приложенное напряжение Ei не меняется, та
AEi = 0 и уравнения принимают вид

Л11= - Y12AE2, Д12= - Y22AE2.
Изменение напряжения на зажимах нагрузки (из второго

уравнения)

АЕо=— Y22-^!2. (22.34)

Подставляя ДЕ2 в первое из уравнений (22.33), получаем из-
менение входного тока

AI1 = Y12Y22-1AI2. (22.35)

2. Пусть вновь нагрузка меняется, но теперь входное напря-
жение Ех изменяется на АЕЬ а напряжение на нагрузке Е2 оста-
ется постоянным (ДЕ2 = 0). Тогда уравнение (22.33) можно запи-
сать в виде

AIi = Y11AE1,

AI2 = Y21AEi,

(22.36)

(22.37)

что дает явные выражения для приращений токов (рис. 22.10).
Эту последнюю задачу можно сформулировать в виде вопро-

са о том, каково должно быть АЕЬ чтобы обеспечить постоянст-
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во Е2 при заданном AI2. Поэтому в последнем уравнении будем
считать, что AEi неизвестно, a AI2 известно (рис. 22.11).

Если число входных и выходных зажимов Ьдинаково, то
Y2 1— квадратная и необходимое (для поддержания постоянства
напряжений нагрузки (Е2)) изменение приложенного напряжения

A E ^ Y 2 1 - ^ 2 (22.38)

для данного изменения тока в нагрузке.

Г

J

1>ис. 22.10. Данная узловая сеть (2 узловые Рис. 22.11. Данная узловая сеть (2 узло-
пары). вые пары).

Дано: АЕЬ АЕ2; найти AI1, AI2. Дано. АР, АЕ2; найти: АЕЬ

Если число входных и выходных зажимов разное, следует ис-
лользовать метод, изложенный в гл. 10, § 16.

11. ИЗМЕНЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ ОТКРЫТОЙ ЦЕПИ

I. Пусть ток в нагрузке меняется на AI2, а входное напряже-
ние Ei остается постоянным. Каково изменение АЕ3 на части
неактивных узловых пар?

Имеется четыре вида узловых пар (рис. 22.12, а). Исключая
неактивное Е4, оставляем три типа узловых пар (рис. 22.12, б),

Рис. 22.12.
<& —данная узловая сеть (4 узловые пары), б — редуцированная сеть (3 узловые пары).

Дано Д12, АЕЬ найти ДЕ3

уравнения для которых даны в (22.6). Опуская штрихи, выписы-
ваем те же уравнения для изменений:

AI1 = Y11 AEi - Y12AE2 - YI3AE3,

AI2=Y21AEi - Y2 2AE2- Y23AE3,

0 = Y31AEi —Y^AEa — Y 3 3 ^ .

(22.39)

П. В этих уравнениях Д12 дано, a AEi = 0. Задача состоит
в том, чтобы найти АЕ3 в терминах AI2.
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Приравниваем AEi нулю:

A F = - Y 1 2 A E 2 - Y 1 3 A E 3 ,

Д1 2= - Y 2 2 AE 2 - Y23AE3, (22.40)

0 = - Y 3 2 A E 2 - Y 3 3 A E 2 .

Находим АЕ2 из второго уравнения

Д Е 2 = -У^-^У^АЕзН-AI 2),

подставляем в третье уравнение

0 = Y^Y22-1 (Y23AE3 + AF) — Y33AE3.

Преобразуем

/•узз y^Y22""^23) AE = Y32Y22~-^I2.

Таким образом, изменение напряжения открытой цепи,
вызванное изменением тока в нагрузке на величину AI2, есть

АЕ3 = (Y33 — Y ^ Y 2 2 - ^ 2 3 ) - ^ 3 ^ 2 2 - 1 AI2. (22.41)

12. ОБОБЩЕНИЕ «ТЕОРЕМЫ О КОМПЕНСАЦИИ»

I. В предыдущих параграфах изменялись электрические ве-
личины при неизменной электрической сети. (Конечно, нагрузка
на сети могла меняться.) Теперь пусть импедансы ъ или адмит-
тансы некоторых или всех катушек тоже изменяются до z + Az
или до Y+AY, но без изменения количества или способа соедине-
ния катушек. Например, могут изменяться собственные импедан-
сы некоторых катушек или взаимные индуктивности между ка*
тушками и т. д.

Рассматривая уравнение напряжений всей сети до изменения

E + e = z(i + I), (22.42)

будем считать, что z изменяется до z + Az, путь также меняются
все электрические величины. После изменения уравнение имеет
вид

(E+AE) + (e + Ae) = (z+Az)[(i + Ai)+(I+AI)]. (22.43)

Вычитаем исходное уравнение (22.42) и получаем

AE-f Ae = (z+Az)(Ai + AI)+Az(i + I), (22.44)

так что уравнение изменения напряжения есть

(AE + Ae)-Az(i + I)=(z + Az)(Ai + AI). (22.45)

Таким образом, если импеданс z сети изменяется на Az, то
это изменение эквивалентно приложению к новой системе на-
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пряжения, равного —Az(i+I), где (i + 1)—полные токи, теку-
щие в системе до изменения.

Если приложенные напряжения Е + е не меняются, то послед-
нее уравнение принимает вид

- A z ( i + I)=(z+Azf(Ai + AI) (22.46)

и показывает, что все изменения токов обусловлены этим кажу-
щимся дополнительным приложенным напряжением. В контур-
ной сети без приложенного тока I уравнение (22.45) становится
следующим:

Де — A z i = ( z + Az) Ai. (22.47)

II. Аналогичные рассуждения применяются к уравнению тока
полной сети, в которой так же адмиттансы изменяются на AY.
Уравнение изменения тока

(Ai + AI) — AY(E + e)=(Y+AY)(AE + Ae). (22.48)

В узловой сети без приложенного е это уравнение принимает
вид

AI - AYE=(Y + AY) AE, (22.49)

задавая кажущийся дополнительно приложенный ток в виде
—AYE.

Уравнения (22.45) и (22.48) являются обобщениями так на-
зываемой «теоремы о компенсации», утверждающей, что единич-
ное изменение импеданса Az эквивалентно приложению напря-
жения — Azi, где i — ток, текущий через z до изменения.

III. Каждое из приведенных выше тензорных уравнений для
изменений можно разбить на столько тензорных уравнений,
сколько есть видов контуров и узловых пар. Изменение сети Az
или AY обычно встречается только в одном типе контуров или
узловых пар, значит, только одно из уравнений содержит Az или
AY, в то время как остальные содержат только z или Y и, конеч-
но, AiAE и т. д.

Например, в контурной сети с тремя видами контуров, в ко-
торой только Z33 изменяется до z33+Az33, уравнение (22.47) при-
нимает вид

Ae^ZnAP + ZuAP+ZuAi3,

Ае2 = z21 Ai1 + z22 Ai 2 +z 2 3 Ai3, (22.50)

-Az33i3+Ae3-Z31Ai1 + z32Ai2 + (z33-f AzS3)Ai3.

Следует отметить, что величины изменений Az, Ai и других
могут быть любыми: большими или малыми.
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13. ИЗМЕНЕНИЕ ИМПЕДАНСА

I. В качестве простого примера рассмотрим двухконтурную
компаунд-сеть (рис. 22.13, а), для которой уравнение напряже-
ния

e i = z a i 1 + z12i
2,

(22.51)

e 2 =z 2 1 i I +z 2 2l 2 .

Рис. 22.13.
а—-данная контурная сеть (2 контура); б — добавление Д222.Дано: Az2a; найти Ai1» д**»

Пусть импеданс z22 изменяется на Az22 (рис. 22.13, б), а при-
ложенные напряжения ei и е2 остаются неизменными. Требуется
найти приращения токов Ai1 и Ai2.

Уравнение изменения напряжения в контурной сети (22.45)
без I и Ае

— Azi=(z+Az)Ai (22.52)

разделяем на два составных уравнения

0=z 1 1 Ai I + z12Ai2,
(22.53)

— Az2 2F=z2 1i
14- (z22 -f Az22) Ai2.

Исключая Ai1 из первого уравнения

A i 1 = - z u 1 z 1 2 A i 2 (22.54)

и подставляя его во второе уравнение

— Az2 2i
2= — z21zriX z 1 2 Ai 2 +(z 2 2 + Az22) Ai2,

получаем изменение токов в зависимости от изменения импе-
данса

Ai 2= — ( z 2 2 + Az22 — z21zTil zn)-x Az22i
2. (22.55)

Подставляя Ai2 в уравнение (22.45), получаем уравнение изме-
нения остальных токов

A i ^ z u 1 ^ (z22 + Lz22-z2lzTi1z12)-1 Az22i
2. (22.56)
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П. Значение i2, необходимое при вычислении Ai2, находим и^
уравнения (22.51)

i 1 = z r i 1 ( e 1 - z 1 2 i 2 j ,

e 2 = z 2 1 z r i 1 ( e 1 - z 1 2 i 2 ) + z 2 2 i 2 , (22.57)

i 2 = ( z 2 2 — z21zri ! zl2)~l (e2 — z2lzTi ег).

Если это значение i2 подставить в уравнение (22.55), то по-
лучим Ai2, выраженный через приложенные напряжения ei и е2,
и изменение импеданса Az22 в виде

Ai2 = — (Az22 -f z2 2 — z^zu 1 zn)-x Az22 X

X (z 2 2 ~z 2 l zTi zl2)~l ( e 2 - z2lzTil ег),
(22.58)

Ai 2 = — {E&22^z22y
iLz22zwlt2.

14. НЕИЗМЕННЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ И ТОКИ НАГРУЗКИ

I. Пусть узловая сеть имеет четыре типа узловых пар: вход»
ные, выходные, нагрузочные, адмиттансы которых Y изменяются
на Д¥, остальные неактивные узловые пары (рис. 22.14).

AY33 Б 3

Рис. 22.14:

а —данная узловая сеть (4 узловые пары); б — редуцированная сеть (3 узловые пары).
Дано. AY33, AE2, AI2; найти АЕЬ

Если исключить неактивные узловые пары, то уравнения то-
ка трех узловых пар имеют вид

Ii=Y 1 1 E 1 ~Y 1 2 E 2 -Y 1 3 E 3 ,

{2 = Y 2i E l _Y 2 2 E 2 -Y 2 3 E 3 , (22.59)

0=Y 3 1 E 1 ~Y 3 2 E 2 -Y 3 3 E 3 .

В этих уравнениях Е] и Е2 можно считать известными.
II. Предположим теперь, что 1) Y33 изменяется до Y33 + AY33;

2) напряжение на входных зажимах Е2 изменяется до Ei + AEi;
3) напряжение Е2 и ток I2 в нагрузке не меняются, т. е. АЕ2 = 0
и Д12 = 0.

Надо найти, каково должно быть изменение АЕ , при котором
для данного AY33 поддерживается АЕ2 = 0 и А12 = 0.

654



III. Уравнение изменения тока

Л 1 - AYE = (Y + AY) АЕ (22.60)

можно разбить на три составных уравнения:

AI1 = Y11AE1-Y18AE3,

0=Y 2 1AE!-Y 2 3AE3, (22.61)

AY33E3 = Y31AEi - ( Y 3 3 + AY33) AE3,

где AEi следует определить через Е3, значение которого известно
из уравнения (22.59).

Исключаем АЕ3 из третьего уравнения

A E 3 = ( Y 3 3 + AY33)"1 (Y31AEi - AY33E3).

Подставляем его во второе уравнение

0=Y 2 1AE! — Y 2 3(Y 3 3+ AY^J-^Y^AEi - AY33E3),

0=[Y 2 1 -Y 2 3 (Y 3 3 +AY 3 3 )- 1 Y 3 1 ]AE 1 + Y23(Y33+AY33)-1AY33E3.
(22.62)

Таким образом, для данного AY33 изменение приложенного
к входным зажимам напряжения Ех имеет вид

АЕХ = — [ Y21 — Y23 (Y33 + AY33)"1 Y3 1]"1 Y23 (Y33 + AY33)"1 AY33E3,

[(22.63)

где Е3 вычисляется из уравнения (22.59) через известные величи-
ны Ei и Е2 (или I 2 ).

Хотя матрица тензора Y33 квадратная, матрица Y21 в общем
случае неквадратная\ следовательно, матрица тензора в квад-
ратных скобках тоже неквадратная. Они квадратные только в
случае равенства числа входных и выходных узловых пар.

Когда матрица Y21 неквадратная, уравнение (22.62) пред-
ставляет в любой системе координат систему обычных линейных
уравнений, в которой число неизвестных AEi не равно числу урав-
нений. Метод решения таких систем изложен в гл. 10, § 16.

15. ПОТОК МОЩНОСТИ В НАГРУЗКАХ

I. Рассмотрим вновь предыдущую сеть и будем теперь счи-
тать, что при изменении адмиттанса Y33 на AY33 входящая в на-
грузку мощность Ell2 остается неизменной, хотя Е2 и I2 меня-
ются (нагрузка может состоять, например, из синхронных дви-
гателей). Задача состоит в том, чтобы найти изменение напря-
жения на нагрузке, а именно АЕ2.
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В настоящей задаче вместо Е2 и I2 постоянным напряжени-
ем остается EY на входном зажиме, поэтому уравнение для из-
менения тока имеет вид

AF=,-Y 1 2AE 2-Y 1 3AE 3,

Д12 = - Y22AE2 - Y23AE3, (22.64)

AY33E3 = - Y32 AE2 - (Y33 -f AY33) AE2.

В дополнение к этим уравнениям верно также то, что мощ-»
лость, входящая в нагрузку до изменения Ег12, та же, что и
после изменения (Е2-}-АЕ2)(12 + Д12). Другими словами, имеет
место также уравнение Е212=(Е2+ДЕ2)(12-|-Д12)* Упрощая, по-
лучаем четвертое уравнение, представляющее мощность:

(Е2 + АЕ2)Л12= - ДЕЗ!2. (22.65)

Два последних уравнения из (22.64) и уравнение мощности
{22.65) содержат три неизвестных: АЕ3, АЕ2 и Д12.

II. Исключаем ДЕ3 из последнего уравнения (22.64)

АЕ3 = - (Y33 + AY33 Г 1 (Y32 АЕ2 + AY33E3).

Подставляем его во второе уравнение

AI 2 =-Y 2 2 AE 2 + Y23(Y33+AY33)-1(Y32AE2+AY33E3),

AI 2= -[Y 2 2 -Y 2 3 (Y 3 3 +AY 3 3 )-^ 3 2 ] AE 2+

__[_ Y2 3(Y3 3+ A Y 3 3 ) - ^ 3 ^ . (22.66)

Это последнее уравнение и уравнение мощности содержат два
неизвестных: ДЕ и AI.

Подставляем AI2 из последнего уравнения в уравнение
(22.65)

- ( Е з + ЛЕ2) {[Y22- Y2 3(Y3 3+ AY33)-!Y32] AE2 +

+ Y23(Y33+AY33)-1AY33E3}= - AE2I2

или, приведя подобные члены при АЕ2 как неизвестном, получаем

AE2[Y22- Y2 3(Y3 3+ AY33)-^32] AE2,

— АЕ2 [I2 + Y 2 3 (Y 3 3+ AY 3 3 )-^ 3 ^],
(22.67)

+ AE2 [Y22 - Y23 ( Y 3 3 + AY3 3)-^3 2] AE2,

— E2 Y 2 3 (Y 3 3 + AY33)"1 AY33E3 = 0.

Это инвариантное квадратное уравнение относительно неиз-
вестного вектора АЕ2. Метод решения его здесь не рассматрива-
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ется. Если есть только один зажим нагрузки, то ДЕ2 является
скаляром и это уравнение является обычным квадратным урав-
нением относительно АЕ2, оно легко разрешимо.

16. ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ТЕВЕНИНА

I. Пусть дана полная компаунд-сеть с двумя контурами и
двумя узловыми парами (рис. 22.15, а).

Задача заключается в следующем: если нагрузка (рис.
22.15, в) присоединяется к разомкнутым узловым парам при на-

Рис. 22.15.
а — данная ортогональная сеть (2 контура, 2 узловые пары); б — редуцированная сеть

(1 контур, 1 узловая пара); в — добавление г . Дано: Ео, zj найти. 1^.

пряжении на зажиме Ео, то каким будет ток I в нагрузке в тер-
минах напряжения Ео, существующего до присоединения на-
грузки?

Рассматривая контур с i4 и узловую пару с Е2 как неактив-
ные, можно упростить сеть так, что она будет иметь один контур
и одну узловую пару (рис. 22.15, б).

Уравнение напряжений редуцированной полной сети (рис.
22.15, б) получаем из уравнения (22.8)

Р 7 \т — Z *V

(22.68)

Первое инвариантное уравнение выражает столько обычных
уравнений, сколько имеется активных контуров, а второе —
сколько имеется активных узловых пар.

П. До введения нагрузки (рис. 22.15, б) ток нагрузки Р' ра-
вен нулю и уравнение (22.68) принимает вид

em = W™, -E<, = z M i«.

Решаем первое уравнение относительно im (контурный ток)

(22.69)1 — &тт ^гп'

Подставляя во второе уравнение напряжение на зажимах ра-
зомкнутой цепи, получаем для Ео на нагрузке

Ео= 2
zZjmZmm^m'

22—3519

(22.70)
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III. Теперь введем z (рис. 22.15, в) (другими словами, пусть
импедансы со взаимными индуктансами между ними будут со-
единены несколькими узловыми парами). Эффект воздействия
нагрузки z заключается в установлении напряжения на зажиме
Е, равном zl. Следовательно, при наличии z уравнение (22.68)
становится равным

em = zmim~zw;.y,
(22.71)

zV=ZjJm-zJfV.

Снова разрешая первое уравнение относительно \т

i">=z-Uem+zmjV) (22.72)
и подставляя во второе уравнение

z V = ZjmZmlt (em + Zmjlj) ~ ZjjV>

получаем ток в нагрузке V

(z + zjj - zjmz-l

m zmj) V=zMz~^ en.

Но из уравнения (10.7)

Z / ; - V ^ Z m / = Zii С 2 2 ' 7 3)

представляет импеданс короткого замыкания сети, измеренный
на нагрузке. Следовательно, (zJ

rZjj)V = zfmz^ltem и ток в
нагрузке

V = {z+z)^zjmz-l

mzm. (22.74)

Но выражение за скобками ZjmZmm em представляет собой
по уравнению (22.70) напряжение разомкнутой цепи на
нагрузке Ео, так как напряжение ет, приложенное в контуре,
одно и то же до и после присоединения нагрузки z. Следователь-
но, ток в нагрузке z

l = (z + zjj)^EQ, (22.75)

где z — тензор импеданса нагрузки; zff —тензор импеданса ко-
роткого замыкания сети, измеренный на зажимах нагрузки;
Ео — напряжение разомкнутой цепи на зажимах нагрузки до
присоединения z.

Контурный ток \т находят из тока нагрузки 1̂ ' по уравнению
(22.72) или из уравнения

i^-z^fe^+z^fz+z^Eo], (22.76)

где первый член z ^ e
m
 представляет собой контурные токи

до присоединения нагрузки.
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IV. Уравнение (22.75) представляет обобщение теоремы Те-
еенина, которая задает единственный ток нагрузки /, текущий
в единственной нагрузке Z, в виде

/ ; = ( 2 + 4 - ) - 1 £ 0 , (22.77)

где Z)j —импеданс сети со стороны нагрузки, а Ео — напряже-
ние на зажиме разомкнутой цепи (рис. 22.16).

Следует отметить, что сети ZJJ и Z могут быть асимметрич-
ными и, кроме того, могут содержать при- j
ложенные напряжения е т и токи 1̂  в исклю- _̂̂ >™™т_й> *^=
чаемых контурах и узловых парах. Други- д* й1^ 2<
ми словами, сети являются асимметричными, , 5f~*~ ~ i
активными сетями с любым количеством ———-*-—<• •—*
контуров и зажимов.

V. Эта теорема может быть также разви- р и с ' т12вен'ин1еорема

та в предположении, что существуют два
компаунд-контура вместо одного контура и одной узловой пары;
можно использовать

ei = z n i 1 + z12i
2,

(22.78)
e2 = z2ii

1 + 2:22i
2

вместо уравнения (22.68) с заменой е2 на —zi2 (рис. 22.17). Ре-
зультаты будут те же. Однако этот метод рассуждений не явля-

f Р | Р Г12

Р и с . 22.17.

о — д а н н а я к о н т у р н а я с е т ь (2 к о н т у р а ) ; б — з а м е н а е н а — z - i 2 . Д а н о : t,4,t\ н а й т и ; i 2

ется законченным, так как каждый контур е2 должен содержать
только одно приложенное напряжение.

17. ТОКИ КОРОТКОГО ЗАМЫКАНИЯ

I. Частный случай теоремы Тевенина, когда z = 0, представ-
ляет закорачивание разомкнутых узловых пар (рис. 22.18).

Из уравнения (22.77) ток короткого замыкания

V = z;3

lEb, (22.79)

где Ео — разность потенциалов на узловых парах до их закора-
чивания, a Zjj —импеданс сети при короткозамкнутых за-
жимах.
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Контурные токи в закороченных цепях определяются по урав-
нению (22.76)

i™=z^n(em+zmjZj7 Е,\ (22.80)
— 1где первый член zmmem представляет контурные токи, сущест-

вующие до закорачивания. Следовательно, дополнительные кон-

бтб
s

Рис. 22.18.
а — данная ортогональная сеть (1 контур, 1 узловая пара); б — короткое замыкание.

Дано: Ео, найти 1^.

турные токи, обусловленные закороченными цепями, равны

im = z^nznJz]}1EQ. (22.81)

18. ТЕОРЕМА, ДВОЙСТВЕННАЯ ТЕОРЕМЕ ТЕВЕНИНА

I. Любой способ рассуждения, любую теорему можно выра-
зить в двойственной форме, заменив z на Y (см. гл. 14, § 1).

Вместо сети, двойственной по отношению к полной сети, возь-
мем сеть, двойственную к контурной сети (рис. 22.17), а именно

v i<

Т
Е 2 ^ V

Рис. 22.19.
а — данная короткозамкнутая цепь с током Is, б — включена нагрузка Y. Дано: Is, Y;

найти: Е2.

узловую сеть (рис. 22.19), имеющую две узловые пары (после
упрощения).
Для нее уравнение тока

I 1 =Y 1 1 E 1 — Y12E2,
(22.82)

I2=Y2iE1-Y2 2E2.

Пусть параллельно с закороченной узловой парой, по кото-
рой идет ток короткого замыкания Is, присоединена нагрузка Y.
Надо найти разность потенциалов Е2 на нагрузке в терминах
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тока короткого замыкания Is, существующего до введения на*
грузки. Будем считать, что входные токи I1 остаются теми же
как до введения Y, так и после (так же, как в* остается постоян-
ной при введении z).

II. До введения Y (рис. 22.19, а) напряжение на нагрузке Е2

равно нулю, и уравнение (22.82) становится следующим:

I^Y11^,

(22.83)
J2 = Y 2 1 E 1 .

Решая первое уравнение относительно В! и подставляя его
во второе, получаем ток короткого замыкания

15=у21уи-Ч1. (22.84)

III. Цель введения Y — сделать ток нагрузки I2 равным YE2*
Следовательно, в присутствии Y уравнение (22.82) становится
равным

Ii = Y11E1~Y12E2,
(22.85)

YE 2=Y 2 1E 1~Y 2 2E 2.

Решая первое уравнение относительно Е ь получаем

E 1 = Y 1 1 - 1 ( F + Y12E2)

и подставляя его во второе уравнение

YE2 = Y21Y11-1(I1 + Y12E) — Y22E2,

получаем для напряжения на нагрузке

(Y -f Y22 — Y^Y11-^12) E 2=Y^Y 1 1- 1 ! 1, (22.86)

но Y22—Y21Y11~1Y12 = Y22/ представляет адмиттанс разомкнутой
цепи со стороны нагрузки, а правая часть уравнения (22.86) по
уравнению (22.84) —ток короткого замыкания Is, существующий
до нагрузки (так как I1 остается постоянным). Таким образом,
напряжение на нагрузке

E2 = (Y + Y 2 2 /)- 1F. (22.87)

Это уравнение является двойственным уравнению (22.75).
IV. Частный случай, когда Y = 0, представляет размыкание

короткозамкнутой узловой пары. Напряжение разомкнутой цепи

E 2 = Y 2 2 / - ! F (22.88)

и выражается через ток короткого замыкания, существующего
до размыкания цепи.



Глава 23

СИНТЕЗ СЕТЕЙ

1. ТИПЫ РАССМАТРИВАЕМЫХ ЗАДАЧ

I. В задачах, которые рассматривались в предыдущей главе,
посвященной анализу сетей, предполагалось, что:

1) конструкционные константы z или Y всех катушек изве-<
стны;

2) соединение С или С/"1 катушек между собой также из-
вестно.

При синтезе сетей одно из этих условий или оба считают не-
выполненными. Вместо них выступают некоторые требования
к поведению сети.

II. В этой главе рассмотрим три проблемы общего типа.
1. Даны определенные требуемые характеристики поведения

(скажем, сеть должна давать неизменный ток I на зажимах,
заданных независимо от величины подсоединенной нагрузки),
и задача состоит в нахождении соотношения, которое должно
существовать между импедансами или адмиттансами контуров
или узлов сети, чтобы сеть работала требуемым образом. Эти
соотношения между компонентами z' или Y (а также е и i) бу-
дем называть «критериями поведения». Каждый тип поведения
имеет свой «критерий». В дальнейшем будет установлено не-
сколько таких критериев для множества типов поведения.

2. Когда дана сеть, в которой контурные импедансы ъг (или
Y') известны и удовлетворяют требуемому «критерию поведе-
ния», то следующая проблема состоит в автоматическом нахож-
дении импедансов (приложенных напряжений) среди множества
других произвольных сетей, имеющих другие соединения и импе-
дансы катушек, которые ведут себя так же. Тензор импеданса
(или адмиттанса) z' или Y7 (а также е' и V) этих сетей находят
с помощью тензора преобразования нового типа — так называе-
мого «тензора синтеза» С .̂ Для каждого критерия поведения
следует получить свой «тензор синтеза», который оставляет кри-
терий (или множество китериев) инвариантным.

3. Если «тензор синтеза» С ,̂ меняющий ъх на z2 (без выхо-
да из области согласия с критерием), известен, то следующая
задача заключается в определении «примитивного тензора син-
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теза» Са, меняющего z\ (или Yl) отдельных катушек одной сети
на z2 (или Y2) отдельных катушек любой другой сети без опре-
деления %i и Z2 результирующих сетей.

Это значит, что С'3 устраняет необходимость установления
«критерия поведения» каждой сети и С^ устраняет даже необхо*
димость получения тензора импеданса ъг (или Y/) каждой сети»
Следовательно, в задачах синтеза для рассмотрения существен-
ны: 1) собственные и взаимные импедансы изолированных ка-
тушек; 2) тензор соединения рассматриваемой сети.

Тензоры синтеза Са и Са представляют новый тип «групп
преобразования», которые устанавливают соответствие между
сетями, имеющими вообще различное число катушек.

III. Рассмотрим подробно следующие примеры и найдем в
каждом случае «критерий поведения» и «тензор синтеза».

1. Как, сохраняя постоянным напряжение на входных зажи*
мах и изменяя внешнюю нагрузку Y, поддерживать в сети ток
нагрузки I2 постоянным; входной ток I1 постоянным; оба тока I1

и I2 постоянными; напряжение на нагрузке Е2 постоянным; раз*
ность потенциалов Е3 на множестве пассивных зажимов посто*
янной?

2. Как поддерживать входной импеданс ẑ  или адмиттанс Y*
постоянным в некоторой сети, если сеть пассивная; сеть активная
с напряжениями (или токами), приложенными к некоторым или
всем замкнутым (или открытым) контурам; сеть питает постоян*
ную нагрузку?

Конечно, количество примеров, встречающихся в инженерной
практике, не ограничено.

В случаях, исключающих недоразумения, штрих, отмечающий
действительную физическую сеть, не указывается.

2. ОБЩНОСТЬ МЕТОДА

I. Рассматривая каждую сеть как полную, имеющую несин^
гулярную С, можно определить новую сеть, имещую требуемые
характеристики поведения, без установления тензора импедан-
са z (или Y) каких-либо сетей, критерия поведения любых сетей.

Таким образом, можно получить большое количество новых
сетей, рассматривая только: 1) собственные или взаимные импе-*
дансы (или адмиттансы) их отдельных катушек (даже без уста-*
новления импедансов контуров); 2) тензор преобразования се-*
тей, который показывает их соединение С и тензор их синтеза
Са.

Это значит, что в указанных задачах синтеза нет необходи-
мости находить тензор импеданса z всей сети или даже какой-
либо ее части.
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II. So всех задачах синтеза будем предполагать, что синтеза*
руемые сети являются активными асимметричными сетями; сле-
довательно, они могут содержать вакуумные лампы, электриче-
ские машины, вращающиеся или колеблющиеся около посто-
янной скорости, и другие линейные электрические и механиче-
ские сети.

IIL В задачах синтеза часто возникает вопрос: является ли
катушка с необходимым значением импеданса или адмиттанса
физически реализуемой? Или если она физически реализуема, то
является ли она наиболее практичной? Эти вопросы в данной
главе подробно не обсуждаются.

Поскольку особенностью подхода, описываемого в этой гла-
ве, является то, что определяемые окончательные собственные
и взаимные импедансы могут, если требуется, относиться к от-
дельным катушкам, а также поскольку импедансы отдельных
катушек всегда могут быть пересчитаны по известным импедан-
сам, комплексным коэффициентам линейных операторов, то вы-
яснение физической реализуемости сетей можно осуществить,
рассматривая только изолированные катушки, которые являют-
ся функциями произвольных параметров. Нет необходимости
усложнять анализ рассмотрением еще и способа соединения ка-
тушек и ограничиваться лишь вещественными параметрами.

IV. Подчеркивается, что демонстрируемый подход не являет-
ся наиболее общим даже для рассматриваемых случаев. Он
представляет лишь одну из многих возможностей.

3. КРИТЕРИЙ ПОСТОЯНСТВА ТОКОВ В НАГРУЗКЕ

I. Пусть дана сеть с любым числом контуров и узловых пар,
с несколькими генераторами с постоянным напряжением Е.

Пусть сеть дает ток I2 в не*
ji I—-Ез-̂ н г2 сколько внешних нагрузок

-ИПР--4---т̂ " (скажем, в трехфазную нагруз^
€» с J; ку), адмиттансы Y которых не
С* ^ -^] показаны на диаграмме сети.

-* ——__ _ 1 * ~ - _ 1 Задача такова: определить, ка-

Рис. 23.1. При постоянном E l поддержи- KlW СООТНОШвНиЯ доЛЖНЫ быТЬ
вать постоянным р. между ад миттансами сети, что-

бы ток \ оставался неизменным
независимо от того, как меняются адмиттансы нагрузки Y.

II. Независимо от того, как устроена сеть, предположим, что
она рассматривается как узловая сеть и ее узловые пары разде-
лены на три функционально различные группы (рис. 23.1):
1) содержащую все те узловые пары, которые имеют постоянные
приложенные к ним напряжения Еь 2) содержащую узловые
пары, которые выходят на нагрузку и через которые протекает
I2, на них же возникает Е2; 3) в которой находятся пассивные
узловые пары с возникающей на них разностью потенциалов Е3.
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Следовательно, если эту сеть рассматривать как узловую с
тремя узловыми парами, то уравнения тока будут

I i = Y n E 1 - Y 2 E 2 - Y l s E 3 ,

I 2 =Y 2 1 E X - Y22E2 - Y23E3, (23.1)

0=Y 3 1 E 1 -Y 3 2 E 2 ~Y 3 3 E 3 .

В этих уравнениях Ei — константа, а I2 необходимо поддержи-
вать постоянным.

III. Исключаем пассивное Е3 из третьего уравнения

E 3 =Y 3 3 - 1 (Y 3 1 E 1 -Y 3 2 E 2 ).

Подставляя его в два других уравнения, имеем

[1 = (уП — Y1 ЗуЗЗ-1у31) E i — (Y12 _ у13уЗЗ~1у32) £ ^

(23.2)
I2 = (Y21 у23уЗЗ—1уЗП£ (у22 у^зуЗЗ— 1у32) J?

Ток нагрузки I2 — функция генерируемого напряжения Е ь

которое всегда постоянно, и Е 2 — напряжение, возникающее на
нагрузке, значение которого зависит от нагрузки.

IV. Теперь для того чтобы I2 был функцией постоянного Ei
и не зависел от переменного Е2, необходимо и достаточно, чтобы
коэффициент при Е2 во втором уравнении равнялся нулю. Следо-
вательно, если адмиттансы катушек удовлетворяют «критерию
постоянства тока в нагрузке» (в котором все «адмиттансы раз-
мыкания», такие как в уравнении (23.2), будут отличаться дву*
мя штрихами вместо одного)

у22" = у22 __ у23уЗЗ-1¥32 = Q, (23.3)

то постоянные токи в нагрузке

12 = (у21-.у28у83-1у31)Е1. (23.4)

Так как компоненты Ei — константы, то компоненты I2 — также
константы независимо от того, каковы нагрузки. (Если компо-
ненты Ei изменяются, то компоненты I2 следуют за этими изме-
нениями пропорционально множителю Y22".) Таким образом,
если адмиттанс Y22*, рассматриваемый со стороны нагрузки,
равен нулю, то в любой сети токи нагрузки постоянны. Адмит-
танс может удовлетворять этому условию на одной частоте либо
на всех частотах, либо в некоторой полосе частот в зависимости
от других условий, которые должны быть установлены.

V. Левая часть уравнения (23.3) является матрицей в каж^
дой частной задаче. Матрица является нулевой, если каждая ее
компонента равна нулю. Следовательно, приравнивая нулю ком-
поненты матрицы в уравнении (23.3), получаем, что критерий
поведения выражается системой k2 соотношений между конст-
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рущионными константами сети, которые должны быть выпол-
нены (где k — число токов и их надо поддерживать постоянными).

Следует заметить, что, если сеть рассматривается как полная,
а не узловая, ее тензор адмиттанса содержит 16 компонент Y
вместо 9, остальные семь Y представляют контуры, которыми
мы пренебрегали. Этим дополнительным Y можно придавать
любые значения, так как они не фигурируют в критерии. Следо-
вательно, из 16 компаунд-тензоров сети 15 имеют произвольные
значения, тогда как один из них (Y22) должен быть равен
у2зузз-|уз2> конечно, для того чтобы удовлетворять этому по-
следнему требованию, используя физически реализуемые катуш-
ки, три других тензора — Y23, Y32, Y33 — не могут иметь произ-
вольные значения.

VI. Если вместо постоянства тока нагрузки I2 стабилизирует-
ся ток генератора I1, то коэффициент при Е2 в первом уравнении
(23.2) приравнивается нулю. Значит, если

Y ^ ^ Y ^ — Y ^ Y ^ Y 3 2 ^ , (23.5)

т. е. получаем «критерий постоянства тока генератора» и ток ге-
нератора

11 = (уи_у^зз-1уз1)Е1.

VII. Если уравнения (23.3) и (23.5) удовлетворяются вместе,
то при всех нагрузках I1 и I2 будут постоянными.

VIII. Если необходимо поддерживать постоянными лишь
часть токов нагрузки или токов генератора, то тензорное урав-
нение тока сети I = YE разбивается более чем на три тензорных
уравнения, дальнейшие действия с которыми аналогичны.

IX. Снова надо обратить внимание на то, что все рассмотрен-
ные уравнения (и их следствия) применимы к любым асиммет-
ричным сетям, которые можно разбить на указанное число групп
узловых пар или контуров. Каждая группа может содержать лю-
бое число узловых пар или контуров — от 1 до оо.

4. КРИТЕРИЙ ПОСТОЯНСТВА РАЗНОСТИ ПОТЕНЦИАЛОВ

I. Пусть необходимо поддерживать постоянными разности
потенциалов Е3 на некоторых пассивных узловых парах сети,
тогда как Е4 остальных пассивных узловых пар и Е2 нагрузоч-
ных узловых пар меняются вместе с нагрузкой (рис. 23.2). При-
ложенное напряжение Ei также постоянно.

Разбивая узловые пары на четыре группы, составляем урав-
нения токов

II = ynEi _ Y 1 2 E 2 - Y13E3 - Y14E4,

Р = Y21EX - Y22E2 - Y23£3 - Y24E4,

0 = Y31EX - Y32E2 — Y33E3 — Y34E4,

0=Y4%~Y42E2--Y43E3---Y44E4. (23.6)
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II. Исключаем Е4 из последнего уравнения

Е 4 = Y 4 4 - i ( Y 4 i E 1 - Y 4 2E 2 - Y 4 3E 3).

Подставляем в третье уравнение

0=(Y 3 1 Y34Y44^1Y41)E (Y32 y^Y44""^42) E

_ ( Y3 3 — Y^Y44-^43) E3.

Напряжение Е3 будет постоянным, если коэффициент при Е2

равен нулю. Это и есть «критерий постоянного напряжения»

Y32" _ у 3 2 _ у34у44-1у^2 _ Q. (23.7)

Рис. 23.2. При постоянном Е2 поддерживать постоянным Е3.

Постоянные напряжения на зажимах равны

E 3 = = (Y 3 3 — Y^Y4 4-^4 3)""1 (Y31 — Y 3 4Y 4 4- 1Y 4 1)E 1=Y 3 3"- 1Y 3 1 i rE x . (23.8)

5. КРИТЕРИЙ ПОСТОЯНСТВА НАПРЯЖЕНИЙ НА НАГРУЗКЕ

I. Пусть теперь необходимо выдерживать постоянными раз*
ности потенциалов Е2 на некоторых переменных нагрузках при
постянстве некоторых других нагрузок. Это значит, что сеть

3.----WV--

а б

Рис. 23.3. При постоянном Ei поддерживать постоянным Е2.

разделяется на четыре типа узловых пар (рис. 23.3): 1) с посто*
янным входным напряжением (Ei); 2) с постоянным напряже-
нием на переменной нагрузке (Е2); 3) с переменным напряже-
нием на постоянной нагрузке (Е 3); 4) пассивные узловые пары
(Е 4).
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II. Исключаем пассивные узловые пары (с помощью формул
редукции) и получаем уравнения для активных узловых пар

, i = Y i i f f E 1 - Y 1 2 V E 2 - Y 1 3 " E 3 ,

р = Y2i" ЕХ - Y22" Е2 - Y23* Е3, (23.9)

j3 = Y 3i" Ег - Y32" Е2 - Y33"E3.

Пусть величина постоянных нагрузок Y, так что I3 = YE3.
Подставляем это в третье уравнение (Y4- Y33")E3 = Y31''E1 —

Y32"E 2.
III. Потенциалы Е2 на переменных нагрузках постоянны, если

коэффициент при Е3 равен нулю — это есть «критерий постоян-
ного напряжения на нагрузке»:

Y-fY33" = 0. (23.10)

Постоянный потенциал на нагрузке равен

B2=Y3 2"-1Y3 1"E1- (23.11)

Для существования матрицы, обратной Y32", необходимо, что-
бы число зажимов постоянной нагрузки выбиралось равным чис-
лу зажимов переменной нагрузки. Любую катушку сети можно
рассматривать как постоянную нагрузку Y, считая два узла ка-
тушки за узловую пару.

IV. Интересно, что для поддержания постоянных токов I2

в нагрузке адмиттанс сети следует рассчитывать с учетом толь-
ко переменных нагрузок. Однако для поддержания постоянны-
ми нагрузочных напряжений Е2 адмиттансы сети нужно рассчи-
тывать с учетом как переменных нагрузок, так и равного числа
других зажимов.

6. КРИТЕРИЙ ПОСТОЯНСТВА ВХОДНОГО ИМПЕДАНСА

I. Пусть дана сеть (рис. 23.4), в которой известны входные
импедансы гг некоторых ветвей. Сеть может иметь, например,

некоторую требуемую характеристику
^ ^ % _ ^ ^ ч зависимости импеданса от входной

* * ^ л 7 ~ ^ $© ~$~ 8 частоты. Необходимо теперь сконст-
а^Л" г > 9 * jo I руировать другие сети, имеющие тот

' —' — ' же самый входной импеданс z2- во всем
диапазоне частот.

Рис. 23.4. Поддерживать по- KOHTVObI СеТИ МОГУТ быТЬ ДВУХ ТИ^
«тоянным входной импеданс ixuniy^bi t c i w iviui у i и ь п ь д ь у л 1И-*

z/. пов: 1) входные с приложенным на-
пряжением е; 2) пассивные. Наличием

узловых пар (третьей группой открытых контуров) пренебрегаем.
II. Первый шаг состоит в том, чтобы найти «критерий пове-

дения», т. е. соотношение, которое должно существовать между
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импедансами сети (zi должен иметь исходное значение). Урав-
нение напряжения

ei=z 1 1i 1==z 1 2i 2,

(23.12)

0=z 2 1 i i + z22R

Для нахождения входного импеданса исключаем i2 из второго

уравнения i 2 = — Ъп z^i1- Подставляем его в первое уравнение

ei=(Zu — z l 2zS1z2 1)i1.

Выражение в скобках — входной импеданс сети, и он должен
быть равен данному значению ẑ . Следовательно, «критерий по-
стоянства входного импеданса»

zi=zn — z 1 2 z^ z21. (23.13)

7. КРИТЕРИЙ РАВЕНСТВА ВХОДНОГО ИМПЕДАНСА
АКТИВНЫХ СЕТЕЙ

I. Предположим, что сеть имеет требуемые входные характе-
ристики, когда к бывшим пассивным контурам приложены на-
пряжения е2 (рис. 23.5). В этом случае
данная сеть имеет определенное экви- р ^ ^ — р ^ ^ ™ ]
валентное входное напряжение е, ко- z^—^0^ 1 к lZ oe 2

торое должно быть таким же во всех g ^ J
других сетях. Следовательно, нужно
иметь дополнительный критерий, кото- Р и с 23.5> в а к т и в н о й с е т и п о д .
РЫИ ДОЛЖеН ВЫПОЛНЯТЬСЯ ВО ВСеХ ЭК- держивать постоянным г/Ф

вивалентных сетях.
Уравнение сети

(23.14)

e 2 =z 2 i i 1 + z22i
2.

П. Исключаем i2 из второго уравнения и подставляем его
значение в первое уравнение

ег=zn\
l + z12z^2 (e 2 - z21i

l),

(23.15)

(ех - znzT2 e 2 ) = ( z u - z^zn z21) IK

(Это такое же уравнение, что и (10.17).)
Левая часть его представляет эквивалентное входное напря-

жение сети, которое должно сохраняться во всех сетях. Следо-
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вательно, дополнительный «критерий постоянства входного на-
пряжения»

ef. = ег — z12Z22! e2. (23.16)

III. Если только часть из ранее пассивных контуров содержит
приложенные напряжения (рис. 23.6), то предполагаются три
группы контуров:

ei = z11i
1 + z 1 2 i 2 +zi 3 i 8 ,

e 2 = z 2 1 I 1 + z 2 2I2+z 2 3i 3, (23.17)

0 = z3 li
1 + z32I

2 + Z33l3-

Zi~~&>o t E l fe l I Р и с # 2 3 # 6 # в активной сети поддержи-
v 40 JO Jo I вать постоянным z^.

Исключаем i3 и i2 по уравнениям (10.33) и (10.34), получаем два
критерия

zi = zn — ZtfZ^zli, (23.18)

e f = e x — z12Z221e2, (23.19)

где величины со штрихами — импедансы короткого замыкания.

8. КРИТЕРИЙ РАВЕНСТВА ВХОДНОГО ИЛИ ВЫХОДНОГО

АДМИТТАНСА

I. Пусть дана сеть (рис. 23.7), в которой входной адмиттанс
Yi и выходной Y0 известны. Задача состоит в конструировании
другой сети с теми же входным и выходным адмиттансами.

Узловые пары сети де-
. 1~ с̂  „{ ^ лим на три группы: вход-

-—y-^-—r5^v-T^^^-^-_L^ ные, выходные и пассив-
r t ^ Ei d Q й*У о н ы е - Наличием контуров

М? V ^ ~2 *"Г (дополнительной группой
*^-~J~~~~^ замкнутых узловых пар)

. пренебрегаем.
Рис. 23.7. Поддерживать постоянными Y* и Y°. JJ ОеОВЫЙ Ш а г СО*

стоит в установлении со-
отношения, которое должно существовать между адмиттансами
сети, чтобы Y2' и Y0 были постоянными. Таким образом, первым,
шагом является нахождение «критерия поведения».

Уравнения токов сети
I i = Y 1 1 E 1 - Y 1 2 E 2 - Y 1 3 E 3 ,

Р = У 2 1 Е Х - Y22E2 — Y23E3, (23.20)

0 = Y 3 1 E 1 - Y 3 2 E 2 - Y 3 3 F 3 .
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Так как Y° постоянный, то I2 = Y°E2. Находим входной импеданс
сети, исключая Е3 из третьего уравнения и подставляя его в два
других; получаем (23.2) уже как

{1 = (yll — У13у33-1у31 ) £x _ ( у 1 2 — У13у33-1у32) Ц^

(23.21)

Y0E2=(Y2 1 — Y^Y88-1 Y31) EX — (Y22 — Y^Y33-^32) E2.

Эти уравнения можно записать так:
11 = у11" Е 1 _у12"Е 2 )

(23.22)

Y0E2 = Y 2 1 i r E 1 -Y 2 2 "E 2 .

Исключим Е 2 из второго уравнения: E 2=(Y 0-|-Y 2 2 ' r)~ 1Y 2 1 ' rE l, под*
ставим его в первое уравнение:

I1 = [Y11" — Y^^Yo+Y 2 2 " )-^ 2 1 "]^- (23.23)

Выражение в квадратных скобках — входной адмиттанс сети,
который должен быть равен заданному Y*. Следовательно, «кри-
терий постоянства адмиттанса» есть

у/ = yil" _ у12" (уо _|_у22»j-1 у21"# (23.24)

9. ОПРЕДЕЛЕНИЕ «ТЕНЗОРА СИНТЕЗА» С а

I. Предположим, что для данной сети (имеющей несингуляр-
ный Ci) собственные и взаимные импедансы или адмиттансы от-
дельных катушек уже выбраны так, что сеть удовлетворяет тре-
буемому «критерию поведения» и, следовательно, работает так,
как требуется. Предположим также, что тензор импеданса
Zi (или Y1') сети также известен.

Представим теперь некоторую другую произвольную сеть С2,
имеющую другое число катушек, соединенных произвольно. За^
дача состоит в нахождении z2 (или Y2') второй сети из z/ (или
Y1') таким преобразованием, чтобы вторая сеть при этом ра^
ботала точно так же, как первая сеть. Таким образом, z2 (или
Y r) второй сети нужно найти, минуя метод проб и ошибок, и
установленное z2 должно удовлетворять «критерию поведения».

II. Тензор преобразования, который переводит z[ данной
сети в г<2 некоторой другой сети и автоматически учитывает
«критерий поведения», будем называть «тензором синтеза» С .
Вместо сохранения скаляра e*i инвариантом Са оставляет ин*
вариантом некоторые другие комбинации тензоров, а именно
«критерий поведения».
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Тензоры преобразований, применявшиеся до сих пор, выпол*
няли несколько видов подсобной работы: соединяли катушки,
меняли число витков, вводили гипотетические токи, выполняя
это за один шаг. Тензор преобразования Са, вводимый теперь,
будет выполнять другую работу: менять импедансы отдельных
катушек, выполняя, впрочем, и другие функции, преимуществен-
но соединение катушек.

Так как в нескольких следующих параграфах примитивные
сети не рассматриваются, штрихи будем опускать.

10. УСТАНОВЛЕНИЕ ТЕНЗОРА СИНТЕЗА

I. Тензор синтеза Са или dj1 — Ао будет установлен отдель-
но для каждого «критерия поведения» как компаунд-тензор сле-
дующими шагами. Эти шаги определяются требованием, чтобы
«критерий поведения» имел одну и ту же форму как до преобра-
зования посредством Са, так и после него. (Вместо преобразова-
ния самого критерия найдена более быстрая процедура, заключа-
ющаяся в предварительном преобразовании z и в последующем,
восстановлении формы преобразованного критерия.)

1. Составляем тензор импеданса ъ\ (или Y1) первой сети как
компаунд-тензор, содержащий столько строк и столбцов, сколь-
ко типов контуров и узловых пар.

2. Получаем несингулярный компаунд-тензор преобразования
Са (или СаГ1), каждая компонента которого — пока не опреде-
ленный 2-тензор.

3. Определяем тензор импеданса z2 (или Y2) новой сети,
как произведение С ^ С а (или С7гЧ}С*71)-

4. Составляем выражение «критерия поведения», пользуясь
компонентами нового тензора импеданса Z2.

Этот критерий содержит те же импедансы, что и исходный
критерий; кроме того, он содержит все тензоры — компоненты
компаунд-тензора синтеза Са.

5. Некоторые (но не все) тензорные блоки тензора Са прирав-
ниваются нулю или единичным тензорам I (или изменяются не-
которым другим образом), так что все компоненты Со выпадают
из выражения «критерия поведения».

II. Таким образом обнаруживается, что если тензор синтеза
С(у принимает простейшую форму после приравнивания его ком-
понент нулю или единице, оставляя другие компоненты совер-
шенно произвольными, то последующее умножение z\ сети на
3iy специальную форму оставляет «критерий поведения»
без изменения, так как все компоненты С^ выпадают из рас-
смотрения. Следовательно, импедансы катушек, взаимосоедине-
ния между катушками и число катушек — все может изменять-
ся под действием Со, при этом критерий поведения не изменяет-
ся. Новая сеть будет работать точно так же, как исходная сеть,
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Так как некоторые компоненты CG содержат произвольные
величины (действительные или комплексные числа или линей-
ные операторы), то существует большое число сетей, каждая
с большим разнообразием импедансов катушек, которые имеют
одинаковые характеристики поведения. Выделение частной сети
с конкретными импедансами катушек определяется физически-
ми и экономическими соображениями.

11. ТЕНЗОР СИНТЕЗА ДЛЯ «ПОСТОЯННОГО ВЫХОДНОГО ТОКА»

I. Тензор адмиттанса узловой сети, выходной ток которой вы-
держивается постоянным, из уравнения (23.1) есть

Y - 2 Y21

Y31

Y12

Y22

Y32

Y13

Y23

Y33

(23.25)

Подчеркивается, что Y полной ортогональной сети содержит
одну дополнительную строку и столбец, соответствующие отбра-
сываемым контурам.

«Критерий поведения», оставляемый инвариантным, соглас-
но уравнению (23.3)

Y 2 2 _ Y 2 3 Y 3 3 ~ 1 Y 3 2 = 0 . (23.26)

Следует заметить, что в критерии не встречаются компоненты
первой строки и столбца Y (входные оси) и компоненты четвер-
той строки и столбца Y, представляющие отбрасываемые конту»
ры и не показанные в уравнении (23.1).

II. Задача состоит в установлении тензора преобразования Аа

(«сопряженный транспонированный обратный тензор преобразо-
вания» С*^1, обозначенный через Аа), изменяющего Y данной се-
ти в Y/ некоторой другой сети так

1' 2' 3 '

1'

Y' = Aa,YAe = 2'

3'

уИ'

уИ'

у31'

у12'

Y 2 2 '

у32'

у 13'

у23'

уЗЗ'

(23.27)

что критерий поведения остается неизменным, инвариантным.
Таким образом, после преобразования

у22' у23'Y33'"~ 1Y32' = Y 2 2 Y23Y33""!Y32 (23.28)
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причем компоненты Аа выпали. Бели это условие удовлетворе-
но, то даже после преобразования

у22' Y 2 3 / Y33'""1 Y32' О (23.29)

и выходные токи новой сети являются постоянными. Тензор
синтеза имеет вид

1' 2' 3' 1

1

А а = 2

3

А{

А*

А*

А?

А|

Аз2

А̂

А|

А!

1'

д * О'

3'

А,1;

А?;

А?;

AS

А 2*
A2t

AS

А3:

А^

А£

, (23.30)

где все компоненты пока полагаем произвольными.
III. После преобразования Y по формуле А*ДА а новое зна^

чение Y" по (23.27) имеет вид Y' =

A£(YIIA1 +

+ Y'2A^ + Y13A')

+ Ag(Y2iAj +

+ Y22Â  + Y23A )̂

+ A5J(Y3iA} +

+ Y32A| + Y33A )̂

AS(YiiA} +

+ Yi2A| + Yi3A )̂

+ A|;(Y2iA} +

+ У22Д1 + Y23Â )

+ A3

2;(Y3iA} +

+ Y32Â  + Y33A )̂

A?;(YUA} +

+ Y12A^+Y13A^)

+ A£ (Y21A} +

+ Y22AJ + Y23Â )

+ Ai;(Y3.Al +

+ Y32Â  + Y33A )̂

AS(YiiA» +

+ Y12A| + Y13A2)

+ A I ; ( Y 2 . A 2 +

+ Y22A| + Y23A )̂

+ A^(Y31A? +
+ Y32Â  + Y33A2)

A* (TilA»+

+ Yi2A| + Yi3A )̂

+ Ag(Y2iA? +

+ Y22A| + Y23Ag)

+ A3
2*(Y3.A? +

+ Y32A| + Y33A|)

A?;(YHA2 +

+ Yi2A^ + Y13A )̂

+ A|*(Y2iA2 +

+ Y22A| + Y23A2)

+ A3
3;(Y31A2 +

+ Y32A2, + Y33A2)

A};(Y"A» +

+ Yi2A| + Yi3A|) +

+ A^*(Y2lAf +

+ Y22A| + Y23A|)+

+ Ag(Y8iA» +

+ Y32A| + Y33A|)

A?;(YHAf +

+ Yi2A| + Y13A3,)

+ A2;(Y2iAf +

4- Y22A| + Y23A|)

+ A3
2;(Y3.Af +

+ Y32A| + Y33A3,)

A?HYUAi +
+ Yi2A| + Y13AJJ)
+ Ai;(Y2iA3 +

+ Y22A| -)- Y23A3)

4-A3*(Y3iA3 +
4- Y32A| 4- Y33A|)

(23.31)
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IV. Для получения критерия необходимо обратить нижний
правый 2-тензор Y33/, содержащий девять различных Y. Посколь-
ку в критерии (уравнение (23.26)) фигурирует лишь обратный
Y33, то все члены в правом нижнем тензоре Y33', кроме Y33, будут
обращены в нуль, если предположить, что Ai3 и А23 равны нулю.
(Конечно, другие более сложные предположения приводят к
тому же результату.)

Точно так же, чтобы в центральном 2-тензоре Y22' член Y22

имел вид Y22 без дополнительных сомножителей, надо положить
А2

2 равным единичному тензору I. (Возможны другие предполо-
жения; данное предположение сделано только для упрощения
результата.)

Следовательно, если Ai3 = 0, А2

3 = 0, А2

2 = 1, то Y' приобретает
вид

2' 3'

1'

Y' = 2'

3'

AjJ(YiiAj + Yi2Aj+Yi3Aj)

+ Ag(Y2iAj+Y22A|+Y23Aj)

-\ Aj;(Y3iA|+Y32Ai+Y32Aj)

A u ( Y U A l l + Y 1 2 A 2 + Y 1 3 A 3 )

+ (Y2iA1

1+Y22A^+Y23A^)

+ Af;(Y3iA1

1+Y32A^+Y33A3)

A3;(Y3iAl+Y32A^+Y33Aj)

Aj*(YiiA2 + Yi2-|-Yi3A2)

+ A £ (Y21A2+Y22+ Y23A2)^

+A\*t (Y31A2 + Y32+Y33A?,)

A2*(YHA^ +Y12 +Y13A2)

+ (Y2iA^ +Y22 +Y23A2)

+ A3^ (Y31A2+SY32+Y33A3
2)

A3J(Y3iA2 + Y32 + Y33A^)

(А!>З +

A^Y23 +

A^Y33) A 3

(A?;YI3 +

+ Y23 +

+ A2;Y33)A^

A1JY33AI

(23.32)

У. «Критерий поведения» у 2 2 '-Y^'Y 3 3 '-^ 3 2 ' , ; вычислен^
ный из этого тензора, принимает вид

А 2 ; ( Y nA? + Y 1 2 + Y13A3

2) + (Y^A? + Y22 + ;Y23A3

2) +

+ Aft (Y31A? + Y 3 2 + Y3 3A^)-(A?;Y1 3 + Y23 +

+ A^Y33) Y33"1 ( Y 3 1 A ? + Y 3 2 + Y33As). (23.33)

Упрощая, критерий приводим к виду

А

2; ( у " А ? + Y12) + Y2 1A?+ Y22 - (A?;Y13 + Y23) Y3*-^ Y 3 1A?+Y 3 2) e

(23.34)

Если Ai2 также положить равным нулю, то критерий примет

eug Y 2 2 — Y ^ Y 3 3 " ^ 3 2 . Это и есть требуемая форма критерия.
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VI. Следовательно, если тензор синтеза имеет вид
Г 2' 3'

1

А = 2

А}

А!

0

I

Аз2

0

0

дЗ

(23.35)

и существует обратная А3

3, то «критерий постоянства тока в на-
грузке» по уравнению (23.26) остается инвариантным.

Другими словами, если Y умножается на AG для нахождения
Y' и если критерий устанавливается в терминах Y', то все ком-
поненты Ао, определенные равенством (23.25), выпадают из вы-
ражения критерия независимо от природы, которую имеют раз-
личные компоненты А.

Компоненты А могут содержать действительные и комплекс-
ные числа или линейные операторы и т. д. Не имеет значения,
что они собой представляют, так как они не влияют на постоян-
ство тока в нагрузках. Однако матрица, обратная А3

3, должна,
существовать, поскольку она присутствует при получении крите-
рия в уравнении (23.33).

12. СИНГУЛЯРНЫЙ ТЕНЗОР СИНТЕЗА

I. Следует отметить очень важный факт, заключающийся в
том, что, поскольку обратный Ах

1 не требуется, его матрица мо-
жет иметь любую прямоугольную форму, так что количество осей
в группе Г можно варьировать от нуля до любого числа. Следо-
вательно, новая сеть может иметь как меньше, так и больше
узловых пар-, чем исходная. Однако имеется абсолютный лшни-
мум числа узловых пар, которые должны иметься в новой сети,
он равен сумме узловых пар в группах 2 иЗ.

Так как матрицы большинства Аа прямоугольные, то обрат-
ные им не могут быть вычислены и все множество матриц А<у
образует только «полугруппу» (см. гл. 1, § 3), а не «группу».
В то время как все предыдущие тензоры преобразования пере-
водили друг в друга только сети с одинаковым числом катушек,
тензор синтеза переводит сети с разным числом катушек.

Тензор синтеза Аа = Л* можно рассматривать как муль-
титензор с одним индексом а, принадлежащим системам коор-
динат всех возможных /z-катушечных сетей, и с другим индек-
сом а, принадлежащим системам координат всех ^-катушечных
сетей. В предыдущих исследованиях /г-катушечные сети и их
координатные оси были независимы от А-катушечных сетей и их
осей.
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II. Преобразование Аа, помимо других изменений, может
включать следующие три изменения: 1) может измениться спо-
соб соединения сети; 2) могут измениться импедансы катушек
сети; 3) может измениться число катушек сети.

III. Следует подчеркнуть, что данный Аа является не только
тензором преобразований, оставляющих инвариантным выход-
ной ток. Зная значение Y, можно подобрать другие, ненулевые
значения А?, А? и А | так, что критерий все же будет инвари-
антным. Эти другие формы Аа здесь не рассматриваются.

13. ВЛИЯНИЕ ПАССИВНЫХ УЗЛОВЫХ ПАР НА А а

I. Было упомянуто, что критерий Y22—Y^Y33"^32 не включает
элементов первой строки и столбца Y уравнения (23.1) и поэто-
му достаточно вычислить вторую и третью строку и столбец Y'
с помощью уменьшенного AG

2' 3' 3'

Y22

Y32

Y23

узз
А =

1

А3

2

0

дЗ
А з

Y' .
2' Y2 2'

у32'

Y 2 3 '

Y3 3 '
(23.36)

Влияние дополнительной строки и столбца в Y (которые не
используются в критерии) заключается в добавлении столбца
к Аа (содержащего произвольные компоненты A\l

f A2

l и Аз1),
так как умножение на этот дополнительный столбец Ао не ме-
няет необходимых компонент Y7. Таким образом,

2 3 V 2' 3' Г 2 ' 3 '

1 JYiij

Y = 2 \ Y21

3 \ Y31

Y12J

Y22

Y32

Y13

Y23

Y33

1

. Аа = 2

3

А}

А^

А̂

0

1

Аз2

0 1

0

l 'JY 1 1 '

у _2'| у21'

3'j Y31'

Y1 2'

Y2 2'

Y32'

Y1 3 ' |

Y23'

уЗЗ'

(23.37)

Следует повторить (см. гл. 16, § 16), что добавление в С
столбцов вдоль дополнительных осей узловых пар (с соответст-
вующим добавлением к z) не меняет компонент z' вдоль других
контурных осей. Подобным образом здесь добавление столбца Г
к Aff (и соответствующего добавления столбца и строки 1 к Y)
не изменяет компонент Y' вдоль других осей 2' и У. Так как Аа

может иметь дополнительные ненулевые компоненты только
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вдоль добавленных столбцов, то добавочные компоненты вдоль
других столбцов равны нулю.

Следовательно, при расчете тензора синтеза достаточно пре-
образовать лишь те компаунд-оси Y (или г), которые играют
роль в критерии. Остальные компаунд-оси добавляют в тензор
синтеза то же число произвольных столбцов.

II. Так как в приведенном примере Y содержит еще другие
компаунд-оси 4, представляющие игнорируемые контурные оси,
то тензор синтеза содержит еще один произвольный столбец

Y =

4

1

2

3

4

Y44

Y14

Y24

Y34

1

Y41

Yii

Y21

Y31

2

Y42

Y12

У22

Y32

3

Y43 \

Y13

Y23

узз

А_ —

(23.38)

4'

А*

At

А|

А^

1'

AJ

А{

А^

А3

Т

0

0

I

Аз2

3'

0

0

0

дЗ

(23.39)

При использовании этого тензора сеть надо рассматривать
как полную.

Так как А^ может не иметь обратного, то новая сеть может
иметь произвольное число контурных осей 4'.

III. Другими словами, если некоторая сеть имеет уравнение
(23.38) в качестве тензора адмиттанса и при этом поддерживает
постоянный ток в нагрузке I2, то тензор адмиттанса можно ум*
ножить на Аб (из (23.39)), который поменяет соединения, число
катушек и адмиттансы катушек, но новая сеть также будет под-*
держивать постоянный ток I2' в нагрузке.

Однако этот ток F уже не равен току I2, так как из уравне-
ния (23.4) I2=(Y 2 1 —Y^Y^-^^Ei и коэффициент при Е{ не
остается инвариантным после преобразования Y с помощью Аа

из уравнения (23.39).

14. ТЕНЗОР СИНТЕЗА ДЛЯ «НЕИЗМЕННОГО ВЫХОДНОГО ТОКА»

I. Предположим теперь, что необходимо не только поддер-
живать постоянным I2' при переменной нагрузке, но и сохранить
новое значение I2' после преобразования таким же, каким оно
было до преобразования. Другими словами, пусть Аа сохраняет
не только коэффициент при Е2 во втором уравнении (23.2),
а именно инвариантным Y22—Y^Y33-^32, но и коэффициент при
Е ь а именно Y21—Y^Y33"^31.

В этом втором критерии все три оси Y имеют компоненты,
следовательно, только оси, которыми пренебрегают, являются
контурными осями 4.
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II. Из уравнения (23.32) (где теперь также Ai2 равно нулю)
этот последний критерий есть

Y21A} + Y22A^+ Y23A^ + A32; (Y31A} + Y32A^+ Y33A^) -

_ (Y^A 3 ,+A 3

2 ;Y 3 3 A^) At^Y 8 8 - 1 A&-1 Aft{ Y31 A} + Y32A^ + Y33Aj).

(23.40)

Упрощая, получаем критерий

Y22A} + Y22As - Y^Y33-1 (Y31A} + Y32A2).

Если A2

l положить равным нулю и Ai1 — равным \, то полу»
чим критерий Y21—Y^Y33-^31.

III. Следовательно, величина I2 остается одинаковой при всех
преобразованиях, если AG имеет вид

Г 3'

1

А = 2

3

I

I

Аз2 AI1

(23.41)

Влияние опущенных контурных осей сводится к добавлению
произвольного четвертого столбца к Аа, следовательно, полный
тензор синтеза

4

1

2

3

4 '

А4

4

At

А|

А^

1'

•

2'

I

3'

А3

(23.42)

где А4

4 может иметь прямоугольную форму.
IV. Простые вычисления показывают, что этот последний А^

оставляет коэффициенты при Ei и Е2 в первом уравнении (23.2)
неизменными.

Таким образом, А^ уравнения (23.42) оставляет неизменными
все явления, происходящие на входных и выходных осях
I и 2. Следует заметить, что вдоль этих инвариантных осей Аа

содержит только единичные тензоры I.
V. Вычисления также показывают, что приведенный выше

тензор синтеза был бы найден, если критерием был бы отдельно
у21 Y^Y 3 3 ""^ 3 1 или Y12 Y^Y33-^32
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Этот последний критерий оставляет постоянным генератор-
ный ток I1. Его необходимо поддерживать постоянным, посколь-
ку требуется поддерживать постоянным в то же время и выход-
ной ток I2. Это нужно потому, что некоторые компоненты А были
без особой необходимости приравнены нулю. Их можно опреде-
лить как функции некоторых Y. Для упрощения результатов
здесь это не сделано.

15. ТЕНЗОР СИНТЕЗА ДЛЯ «ПОСТОЯНСТВА РАЗНОСТИ
ПОТЕНЦИАЛОВ»

I. Критерием постоянства разностей потенциалов Е3 на неко-
торых пассивных узловых парах является равенство нулю неко-
торой комбинации компонентов компаунд-тензора адмиттанса Y,
имеющего четыре строки и четыре столбца, а именно
уз2_¥з4¥44-1¥42 = о (уравнение (23.7)).

Так как в этом критерии не участвуют компоненты первой
строки и столбца Y, то достаточно изучить изменения в остав-
шихся трех строках и столбцах Y, а именно в

2 3 4 2 3 4 2' 3' 4'

2

Y = 3

4

Y22

У32

Y42

Y23

узз

Y43

Y24

Y34

Y44

2

->3

4

уп

Y21

Y31

Y12

Y22

Y32

Y13

Y23

узз

2

Аа = 3

4

А!

AJ

А?

4

А!

А!

(23.43)

П. Поменяем индексы подстановкой (см. (23.43)), чтобы ис-
пользовать некоторые результаты § 11. Критерий становится
Y2i Y^Y33""1 Y31 = О

Произведение A*/YAa показано в уравнении (23.31). По-
скольку необходимо, чтобы обратная Y33 оставалась неизменной,
здесь также Ai = 0 и А2=0.

Для сохранения тензора Y21' равным Y21 положим А | = 1 И
A I = I. С этими значениями уравнение (23.31) переходит в
(23.32), в котором также Ai1 = I.

III. Критерий Y2*—Y^Y^'-iY3*' из уравнения (23.32) будет

A ? J ( Y " + Y12Aj + Y13A^) + Y21 + Y22A^ +
+ Y23A^ + A32; (Y31 + Y32Al + YMA J) -

- ( A S Y 1 3 + Y 2 3 + A 2

8 * / Y 8 8 ) Y 3 3 - 1 ( Y 8 1 + Y 8 2 AJ + Y 8 8 A 5 ) . (23.44, a)

Упрощая, получаем критерий

A?J(Y1X + Y12A^) + Y 2 1 + Y22A^~-

- (A^Y1 3 + Y23) Y33-1 (Y3J + Y32A^). (23.44,6)
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Если А!2 = 0 и Аз^О, ?о получаем Y21—Y^Y33-^31. Следова-
тельно, тензор синтеза имеет тот же вид, что и в уравнении
(23.41).

Изменим штрихи у компонентов Аа и добавим два произ-
вольных столбца вдоль опущенных осей узловых пар 1 и вдоль
игно(рируемых контурных осей 5; тогда тензор синтеза

5' 1' 2' 3' 4'

1

К = 2 к\ к\ I (23.45)

3

4

16. ТЕНЗОР СИНТЕЗА «ПОСТОЯНСТВА ВХОДНОГО ИМПЕДАНСА»

I. Чтобы импеданс относительно нескольких входных зажи-
мов оставался постоянным, критерий (уравнение (23.13))

z n — z12 Z22i2\ должен оставаться инвариантным, хотя взаимо-
соединения катушек или импедансы изменяются под действием
Са. Задача состоит в нахождении вида Са. Пусть

1 2 Г 2'

А!

А5х

А§

AS

AJ

Ai

А5

Aj

Ai

I

I

A |

1

Z21

Z12

Z22

c,=
1

c2

pi
^2

U 2

(23.46)

После преобразования C**zCa импеданс сети будет

l ' 2'

Г

z' =

2'

( С ^ ц + С*Ы с\ +
+ (C1

i;zi2 + c2;z22)C?

+ (&l*tzl2 "Г C2iZ22) Cx

(Ci;zn + C?;aB2i)Cj +

+ (CjfZi2 + Cjz22) Cg

( c i ; z n - f c 2

2 ; z 2 1 ) c i

(C 2 / z i 2 + C2/z22) C2

(23.47)

П. Для нахождения обратной матрицы в правом нижнем
углу предположим, что С21 = 0. Чтобы оставить неизменным
верхний левый тензор, предположим, что Ci1 = I. Следовательно,
принимая
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Г 2'

С =
I

с2

0

г2 (23.48)

в качестве тензора синтеза, имеем тензор импеданса после пре-
образования

Г

1'

г' =
2'

zii + z12C? + C^z2i + С ^ С 2

С2^21 + С2^2гС1

Zi2C2 + CUZ22C2

C 2/ Z 22C 2

(23.49)

III. Входной импеданс относительно осей Г по формулам
редукции равен

z n — z^z^i"1^! = (z n -f z12Ci [- Ci/z21 + C?/z22Ci) —

— (z12C2-j-Ci/Z22C2)(C2/Z22C2) (C2/Z21-|- Сг/г^С!).

Упрощая, получаем

zn — z'i2Z22lZ2i = Zn — z12zj2

1z2i. (23.50)

Следовательно, входной импеданс (критерий поведения) и по-
еле преобразования, и до пребразования одинаков. Компоненты
Со выпадают из рассмотрения.

Вместе с опущенными осями узловых пар З7, тензор синтеза,
сохраняющий неизменным входной импеданс асимметричной се-
ти, равен

Г 2' 3'

1

Са = 2

3

I

Г 2

Г 1

Г 2

Г 3

(23.51)

где Сз3 может иметь любую прямоугольную форму.
IV. Подобным образом CG используется, если вместо входно-

го импеданса z n — z12Z221z2i надо поддерживать инвариантным
входной адмиттанс Y11—Y12Y22-1Y21. Например, чтобы оставить
неизменным одновременно и входной и выходной адмиттансы
(уравнение (23.24), содержащее адмиттансы размыканий) вдоль
осей 1 и 2, тензор синтеза должен иметь вид
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V. Приведем другой пример. Чтобы поддерживать напряже-
ние Е2 на нагрузках постоянным, необходимо в уравнении
(23.10) иметь постоянный адмиттанс на группе осей 3, а именно
Y33", при наличии пассивных узловых пар группы 4. Следова-
тельно,

V Т 3' 4' 5'
Г 2'

А =

А}

А̂

AJ

Al

А?

А
4

2

I

А̂ At

или А„ = .

А{

А5

А̂

Ai

А̂

А?

Ai

А̂

А̂

I

A3

А?

Al

д5

А|

(23.53)

где 5 — отброшенные контурные компаунд-оси.
VI. Допустим, что все пассивные контуры предыдущей сети

содержат приложенные напряжения ег, так что вектор напряже-
ния е до и после преобразования С^ (уравнение (23.48))

e i
(23.54) е — Чг* 6

Г

2'

ei + C£e2

С£е2

(23.55)

VII. Второй критерий (уравнение (23.16)) с использованием
(23.54) и (23.49)

e 4 =ei — z ^ z ^ e ^ e x + C ? ^ —

- (z12Cl + C2uz22Cl) C 2

2 -Wclr 1 (Ci;e2) = ex ~ z^z^e,. (23.56)

Следовательно, предыдущие тензоры синтеза пригодны для
случая, когда пассивные контуры или узловые пары содержат
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приложенные напряжения или токи, так как они оставляют ин-
вариантными как входной импеданс, так и входное напряжение
активной сети.

VIII. Частный случай упрощенного тензора синтеза (23.48)
(без включения осей узловых пар группы 3) был установлен
Кауэром. В тензоре синтеза Кауэра:

1) компоненты Са, а именно Ci2 и С2

2, могут содержать толь-
ко действительные числа;

2) сеть симметрична и содержит только сосредоточенные со-
противления, индуктансы и эластансы;

3) сеть пассивна.
Ограничения тензора синтеза Кауэра происходят от того, что

при его определении не использовалось понятие «критерия пове-
дения», а именно, что входной импеданс z n — z12Z221z21 не изменя-
ется, но он был установлен в предположении одновременной не-
изменности трех действительных квадратичных форм. Эти три
действительные квадратичные формы есть iri, iIi/2 и isi/2 кон-
турной сети.

Следует заметить, что вообще с рассмотренными в данной
главе сетями не ассоциировались никакие квадратичные (или
эрмитовы) формы, поскольку не обязательно предполагать, что
сети неподвижны и симметричны.

17. «ПРИМИТИВНЫЙ» ТЕНЗОР СИНТЕЗА

I. Тензор синтеза С</ изменяет z\ (или Y1') сети на z/ (или
Y2/) другой сети, имеющей тот же характер поведения. Так как
компоненты и z\, и z/ представляют собственные и взаимные им-
педансы различных катушек, соединенных в замкнутые или от-
крытые контуры, то было бы весьма трудоемко определять им-
педансы отдельных катушек.

Тензор синтеза Са можно установить между отдельными ка-
тушками, вместо того чтобы определять его между их контура-
ми и узловыми парами. Это значит, что с помощью CG можно
найти непосредственно собственные и взаимные импедансы от-
дельных катушек второй сети через собственные и взаимные
импедансы отдельных катушек первой сети. Этот дополнитель-
ный шаг очень важен, поскольку намного легче иметь дело
с собственными взаимными импедансами отдельных катушек
с точки зрения, например, их физической реализуемости, чем
это делать с собственными и взаимными импедансами целых
контуров как замкнутых, так и открытых.

П. Са отдельных катушек можно найти из С</ контуров (опре-
деленного в предыдущих параграфах) с помощью следующих
шагов:

1) Ci — тензор преобразования исходной сети, изменяющий
z\ (на ъ\ с помощью C ^ z ^ ^ z i ;
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^2) С 2 — тензор преобразования новой сети, изменяющий z2

на z/ с помощью C2/z2C2=z2;
3) С</— тензор синтеза сети, преобразующий ъ\ в z/ с по-

мощью C^z'iCa = Z2; предполагается, что он известен. В общем
случае это сингулярная матрица.

4) C a — примитивный тензор синтеза (который надо найти),
преобразующий Z\ в z2 с помощью Ca <z1Cc r=z2.

Га/с как две сети имеют разное число катушек, С\ и С2 имеют
разное число строк и столбцов.

Подставляем 1 и 2 в 3: С** ( С ^ С ^ С ^ С ^ С ^ . Переносим
С2/ и С2 в левую часть уравнения: С̂ Г С^С^г^СС^" = z 2 .

Сравнивая с 4 отдельный тензор синтеза Со, преобразующий
ъ\ в z2, находим его из исходного тензора С/ с помощью

Са = С1С;с^1, (23.57)

где Ci — Тензор преобразования первой сети; С2 — тензор преоб-
разования второй сети.

Так как для вычисления Сд необходимо существование мат-
рицы, обратной С2, то при определении С</ каждая сеть рассмат-
ривается как полная ортогональная сеть.

III. При изменении Y1 в Y2 каждая С заменяется на СГ
так что

'~lClt или Acr = A1AaA2~
1.

-,*-!

г

л -1 p*-ip
'at (23.58)

IV. Если имеется в виду изменение не самой сети, а лишь им-
педансов отдельных катушек, то С 2 =Сь Это значит, что импе-
данс ы отдельных катушек некоторой сети можно изменить тен-
зором преобразования

Са = С1С:СГ1, (23.59)

не изменяя при этом характеристики поведения сети.
Конечно, каждая катушка сама может быть компаунд-катуш-

кой, представляющей целую сеть.

18. ПРИМЕР ДВУХ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ СЕТЕЙ

L Пусть даны три катушки с асимметричными взаимными
импедансами, образующие два контура и одну узловую пару
(рис. 23.8, а). Рассматривая их как полную сеть, имеем С и С~1

Ч- 2V Sy Ц 2i 3i

li

Ci = 2x

3i

1

1

1

i

(23.60)

l v

== 2V

3V

1

1

1

- 1 I

(23.61)
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Относительно е\ эта сеть имеет определенный импеданс Z\*

L, ^
\iin\ г

\2±ж

б В

Рис. 23.8. Первая сеть с тремя катушками.

v4v

II. Пусть дана другая сеть (рис. 23.9), в которой соединены
четыре катушки, образуя два контура и две узловые napj>i (каж-

Рис. 23.9. Вторая сеть с четырьмя катушками.

дая катушка может представлять эквивалентный импеданс целой
сети). Так как это полная сеть, С и С"1 можно выразить так:

12, 2 2 , 3 2 , 4 2 ,

С 2 =

12

2 2

3 2
1

1

1

1

1

1

— 1 1

! 1

г-1 —ь 2 —

32

h

— 1

2 2

— 1

1

1

з2
1

— 1

42

1

(23.62)

Задача состоит в том, чтобы найти собственные и взаимные
импедансы четырех катушек второй сети z 2 в терминах трех ка-
тушек исходной сети ъ\

_ l i 2
2
 3

2
 4

2

li 2j 3i "~

li

«1 = 2,

3!

z21 Z22

Z33

(23.63)

12

z
2
 = 2

2

3
2

4
2

^ 1 2

^ 2 2

7' I Z'
^ 3 1 1 ^ 3 2

Z'l3

^ 2 3

2 ' 1 4

-^24

(23.64)
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так, чтобы при этом обе сети имели один и тот же входной им-
педанс относительно приложенного напряжения е\.

III. Тензор импеданса Ъ\ исходной сети (не полученный)
можно умножить на тензор синтеза CG из уравнения (23.51)

с:=

I

с2 г2

г1

с2

С 3

= 2 ;

1

*2

*8

£4

*5

£7 (23.65)

где компоненты k — действительные или комплексные числа или
операторы, дающие тензор импеданса ъ^ новой сети (неуста-
новленный).

Пусть теперь С</ — отдельный тензор синтеза, с помощью Са

изменяющий импедансы примитивной сети (а именно, изменяю-
щий zi на z2) по уравнению (23.58). Следовательно, СхСаСг"^

1

1

1

1 1

1

h

h

h 1 h
— 1

— 1

1

1

|

1 |

1

-h-

- * 8

-k4

~k4—^5

h~ 1

ki + £4 — k\

kz+ki+k5+k2—kl—l

1 —

kl~

k2

-k7-kS +

k7

k7+ks

h

3i

12

Ki

K5

K9

22

K2

Кб

/Сю

3 2 4 2

^ 4

^ 8

K12

(23.66)

где k — произвольные величины.
IV. Тензор импеданса z2 примитивной сети (рис. 23.9) найдем

как CltZxCa = z2 (см. (23.67) на стр. 688).
Эта матрица представляет значения собственных и взаимных им-
педансов четырех катушек (рис. 23.9) через соответствующие зна-
чения для трех катушек сети (рис. 23.8).
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Различные k следует выбирать так, чтобы четыре катушки
были физически реализуемы. Конечно, некоторые k в С* мож«
но положить равными нулю, в то время как диагональные k —
равными единичным значениям.

Следует особо заметить, что вторая сеть (имеющая тот же
входной импеданс, что и исходная сеть) была определена без
расчета матрицы импеданса или критерия поведения, или вход^
ных импедансов сетей.

Из простого значения отдельного тензора синтеза Са урав-
нения (23.66) можно предсказать без дополнительных расчетов,
что две сети (рис. 23.8 и 23.9) имеют один и тот же входной им-*
педанс относительно ех.

19. ФИЗИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗУЕМОСТЬ КАТУШЕК

В качестве предварительных шагов в определении произволь-
ных k можно упомянуть следующие:

1) первым условием физической реализуемости катушек яв-
ляется то, что взаимные индуктивности в уравнении (23.67), а
именно недиагональные компоненты, должны иметь вид jX\ это
условие налагает некоторые ограничения на значения k в тер-
минах Z;

2) можно потребовать, чтобы некоторые или все взаимные
индуктивности равнялись нулю; это требование еще более огра-
ничивает возможный произвол k\

3) еще одним условием является то, что взаимные индуктив-
ности должны быть меньше собственных индуктивностей; это
условие устанавливает верхние и нижние границы значений k.

20. ТРИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ МНОЖЕСТВА ВЕЛИЧИН В СИНТЕЗЕ СЕТЕЙ

I. Когда определен критерий поведения требуемых характе-
ристик сети, но еще нет сети, константы которой удовлетворяют
критерию, удобно выбрать примитивную сеть с некоторым про-
извольным числом катушек в качестве исходной точки и устано-
вить ('на бумаге) параметры примитивной сети, не уделяя вни-
мания ее физической реализуемости. Большинство ее параметров
можно выбрать произвольно, а остальные выбрать так, чтобы
удовлетворить критерию. Если работа сети не должна зависеть
от частоты, примитивная сеть, служащая стартовой точкой, мо-
жет содержать только сопротивления.

Например, для поддержания постоянного тока в нагрузке
критерий, которому удовлетворяют катушки, выбирается из
уравнения (23.3)

У 22 = ¥2зузз-1¥з2. (23.69)

Следовательно, тензор адмиттанса Y примитивной сети раз-
делен на 4 2 = 16 тензоров-компонент (одна из четырех групп —
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игнорируемые контуры), 15 тензоров можно выбрать произволь-
но, и в то же время диагональный тензор Y22 будет удовлетво-
рять последнему условию.

II. На множестве этих произвольных тензоров можно опреде-
лить две операции: 1) катушки могут быть взаимосоединены
в произвольно выбранную сеть с помощью несингулярного С;
2) тензоры могут быть умножены на тензор синтеза Са, компо^
ненты которого в большинстве случаев произвольны.

III. Следовательно, для нахождения сети с предписанными
характеристиками поведения необходимо выделить конечные
значения из трех произвольных множеств значений:

1) произвольные компоненты тензора импеданса исходной
предполагаемой примитивной сети, удовлетворяющие «крите-
рию поведения»;

2) компоненты тензора преобразования произвольно выбира*
емой сети, показывающие способ взаимосоединений и т. д.;

3) произвольные компоненты тензора синтеза.
Значения этих произвольных величин фиксируются из усло^

вий физической реализуемости катушек и экономических фак-*
торов.



«ТЕНЗОРНЫЙ АНАЛИЗ СЕТЕЙ» Г. КРОНА И ЕГО РОЛЬ
В ПРОЕКТИРОВАНИИ СИСТЕМ

В настоящее время стало банальным говорить о необходимо*
сти применения математики к решению технических проблем.
Остается не очень ясным вопрос о том, что значит «использовать
математику» в техническом проектировании. Принимая, что роль
математики очень велика, нужно понять ее «историческое назна-
чение». В этом вопросе точка зрения инженера-пользователя не
совпадает с точкой зрения математика-разработчика. Эта точка
зрения инженера-пользователя и представлена в настоящей
книге. Г. Крон пишет, что эта книга написана инженером для
инженеров, т. е. тем, кто конструирует большие технические
системы, для тех, кто будет конструировать большие технические
системы.

То, что в книге Г. Крона называется «геометрическим объект
том» — это известный инженеру «объект», который в различных
системах координат имеет «различный вид». В этом смысле ин-
женер, использующий математику, не нуждается в «теоремах
существования» искомого решения: решение существует всегда.
Поэтому обращение инженера к математику за консультацией
всегда имеет смысл и он не натолкнется на ответ математика
типа: «Не вижу задачи».

В этой книге не используются «криволинейные» системы ко-
ординат», т. е. не вводятся операции ковариантного дифферен-
цирования, столь характерные для тензорного анализа. Здесь
инженер знакомится с алгеброй тензоров. Для желающих озна^
комиться с нарастанием широты обобщений, даваемых Г. Кроном
в виде постулатов первого и второго обобщений, можно реко-
мендовать классические книги О. Веблена («Инварианты диф-
ференциальных квадратичных форм» М., ИЛ, 1948) и О. Вебле-
на и Дж. Уайтхеда («Основания дифференциальной геометрии»,
М., ИЛ., 1949). Г. Крон дал инженерную интерпретацию этих
работ, используя переход к аффинным координатам и аффинным
нормальным тензорам.

«Тензорный анализ сетей» —это фактически введение к дру-
гим работам Крона, в том числе к диакоптике. В тензорной тео-
рии электрических машин показано, что для любой вращающей**
ся электрической машины можно построить эквивалентную не-
подвижную цепь; эквивалентные электрические цепи были
построены для многих фундаментальных уравнений физики, а
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также для самых различных технических систем. Диакоптика
основана на том, что анализируемая система может быть пред-
ставлена эквивалентной цепью. Поэтому данная книга не явля-
ется законченным и логически замкнутым изложением формаль-
ной теории, а построена так, что наряду с развитием тензорного
анализа неподвижных сетей в ней содержатся многочисленные
«перекидные мостики», указывающие путь перехода к другим
работам Крона.

Чем же отличаются тензоры сетей Крона от обычных тензо-
ров? Главное отличие заключается в том, что в то время как
обычные тензоры обозначают одной буквой набор величин, опи-
сывающих некоторую сущность, расположенную в изотропном
пространстве топологии, тензоры сетей Крона обозначают одной
буквой набор величин, описывающих некоторую сущность, рас-
положенную в анизотропном пространстве совокупности сетей,
отличающихся друг от друга способом соединения их элементов,
т. е. тензоры Крона относятся к дискретной структуре системы.

Традиционные тензоры суть геометрические объекты, компо-
ненты которых, записанные в некоторой системе координат, при
переходе к некоторой другой системе координат преобразуются
по определенным правилам.

А"*~"« = С / . . . CaJCh . . . &т А"1-*л,
P l - p « ei 2 Pi Р« а' R'т рг..р

где
дх*г

сг,=.
' дхг

— матрица преобразования, элементы которой составляют яко-
биан перехода от старой системы координат к новой системе
координат.

Роль системы координат играют всевозможные виды осей
{прямолинейные, криволинейные и т. д.), расположенные в не-
прерывном пространстве. Роль осей систем координат в дискрет-
ном пространстве сетей играют пути, образуемые элементами
сети (катушками). Пути бывают двух видов — замкнутые и от«
крытые. Первые Крон называет контурами, вторые — узловыми
парами. Эти два вида путей образуют два ортогональных и взаи-
модополняющих друг друга подпространства в пространстве
сети, поэтому существует два вида систем координат — контур-
ные и узловые. Все величины в сети записываются в терминах
координатных осей двух подпространств: т — контурных осей
и k — узловых пар, между которыми существует соотношение
к + т^п, где п—-число катушек, задающее размерность прост-
ранства сети.

Преобразование систем координат в этом пространстве за-
ключается во всевозможных пересоединениях п катушек в сети
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различными способами, что приводит к взаимному изменению
числа контуров и узловых пар, а также к тому, что вместо старых
путей в качестве системы координат выбираются новые пути.
В этом смысле все сети, состоящие из одних и тех же п катушек,
могут рассматриваться как одна и та же сеть, но представленная
в различных системах координат. Поэтому различные сети, от-
личающиеся друг от друга лишь соединением своих элементов,
описываются уравнениями поведения одного типа при условии,
что эти уравнения тензорные.

Собственно сеть, состоящую из катушек и соединительных
проводов, Крон рассматривает как «мертвую», невозбужденную.
Когда сеть возбуждается электромагнитным полем, то на «мерт-
вую» подлежащую сеть накладываются токи и напряжения.
В контурах токи являются величинами отклика, а приложенные
напряжения — воздействующими величинами, при этом уравне-
ние поведения сети ea=Za$№. В узловых парах, наоборот, воз-
действуют токи, а напряжения — отклик; уравнение поведения

В качестве «единичных векторов», расположенных по осям
координат (путям в сети, выбираются величины отклика, т. е.
т контурных токов ia и k узловых напряжений Е^.

Для контурной части сети при преобразовании от одной сети
к другой контурные токи в старой сети записываются через токи
в новой сети (новой системе координат). Коэффициенты при но-
вых токах образуют матрицу преобразования С", и з ! а = Са', ia*.

Для узловой части сети формула преобразования записыва-
ется для узловых напряжений Ер = Ар Ер/.

Матрицы С«' и Ар' представляют вид тензора преобразова-
ния в данной системе координат. Именно тензор преобразования
является инструментом, с помощью которого записывается
структура исследуемой системы. Функции тензора преобразова-
ния значительно шире, чем просто соединение катушек сети. На
протяжении книги появляются тензоры преобразования, изме-
няющие число витков в катушках, вводящие гипотетические
токи — все это в рамках пространства одной и той же сети.
В гл. 23 вводится тензор синтеза, который, помимо других функ-
ций, меняет также импедансы и, что самое существенное, — ко-
личество катушек, следовательно, изменяет размерность прост-
ранства сети. Таким образом, тензор синтеза осуществляет пе-
реход от одного пространства сети к другому.

Тензор преобразования дает величины отклика при переходе
от одной сети к другой. Чтобы получить закон преобразования
других величин сети, необходимо еще одно соотношение. Таким
соотношением в случае, когда мы имеем дело с одним и тем же
пространством сети, является мощность на входе eai

a или на вы-
ходе сети 1аЕа. При преобразованиях сети, состоящей из п кату-
шек, мощность остается инвариантной. Сам по себе этот факт
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достаточно очевиден. Дело в том, что геометрическая модель
Крона любой системы представляет собой ортогональную сеть,
потоки энергии в единицу времени на входе и выходе которой
должны быть равны — закон сохранения потока в сети. Единст-
венные изменения, происходящие в сети, заключаются в том, что
тс же самые катушки соединяются по-другому, и ни мощность
источников, ни нагрузки, ни импедансы катушек не меняются.
Поэтому суммарный поток энергии Е через сеть (а это и есть
мощность P = dE/dt) должен оставаться тем же самым. Потоки
энергии лишь перераспределяются между путями открытыми
и замкнутыми, что и служило источником всех недоразумений.
Критики Крона заявляли, что мощность не является инвариан-
том при контурных (узловых) преобразованиях, когда число кон-
туров (узловых пар) новой сети отличается от их числа в старой
сети, и были правы. Однако мощность в ортогональной сети,
рассматриваемой как совокупность открытых и замкнутых путей,
остается той же самой.

Отметим, что в самой первой работе Дж. К. Максвелла
(1855 г.) «О фарадеевых силовых линиях» уже используется ин-
вариантность мощности. Максвелл, построив геометрическую
картину эквипотенциальных поверхностей, рассекаемых трубка-
ми тока на объемные «клетки», отмечает:

«Поверхности равного давления вырезают из единичных тру-
бок элементы объема длины / и поперечного сечения К. Все эти
элементы объема единичных трубок мы назовем единичными
клетками. В каждой из них единица объема жидкости переходит
в единицу времени от давления Р к давлению Р—1 и потому
преодолевает за это время единицу сопротивления, Работа, из-
расходованная на это жидкостью за единицу времени для каж-
дой единичной клетки, также равна единице» (Дж. К. Максвелл.
«Избранные сочинения по теории электромагнитного поля». М.,
ГИТТЛ, 1954, с. 25—26).

Достаточно заметить, что в стационарном поле общее число
клеток постоянно; мы получим в этом утверждении Максвелла
закон постоянства величины рассеиваемой мощности.

Если из «трубок тока» Максвелла образовать сеть, то инва-
риантом такой сети и будет мощность.

Инвариантность мощности тесно связана с несингулярностью
тензора преобразования. Контурная и узловая матрицы преобра-*
зования сингулярны, поскольку, вообще говоря, при изменении
сети меняется число контуров и узловых пар. Однако, если рас-
сматривать преобразование всей сети в целом как ортогональной
(пространство которой состоит из двух ортогональных подпрост-
ранств контуров и узловых пар), то матрица преобразования
этой сети во всех случаях остается несингулярной, пока преобра-
зования остаются в пределах одного пространства сети.
Следовательно, матрица преобразования всегда имеет обратную
и совокупность матриц преобразования образует группу.
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Тензор синтеза, как было сказано, осуществляет преобразо-
вание одного пространства сети в другое, а не только внутри
того же пространства. При этом остается инвариантным крите-
рий поведения сети, а мощность уже более инвариантом не
является.

Обратим внимание на физику книги, т. е. на ее физическое
содержание. Еще в 1944 г. А. А. Андронов и Г. С. Горелик поста-
вили вопрос о разработке «общей динамики машин», как дина-
мики неконсервативных систем. Фактически книга Г. Крона
может рассматриваться как введение в общую динамику машин,
использующую двойственные уравнения Лагранжа второго
рода. Ее можно было бы написать и на языке аналитической ди-
намики, но Г. Крон сознательно выбрал язык электротехники.
Это произошло потому, что в аналитической механике нет меха-
нического аналога индуктивной и емкостной связи. Кроме того,
для машин и механизмов, которые являются передающими се-
тями, оказалось необходимым использовать инвариант мощ-
ности.

Общая динамика машин выделяет в машинах их основное
назначение: выполнять процесс внешней работы. Скорость вы-
полнения рабочего процесса характеризуется полезной мощ-
ностью машины. Мы можем искать «структуру» соединения час-
тей такой машины или сеть с конечной целью — выполнить ра-
боту с той же скоростью и иметь минимальную входную мощ-
ность. Но можно фиксировать входную мощность и искать такую
«структуру» соединения частей машины или сеть, которая мак-
симизирует полезную мощность на выходе конструкции. В этом
смысле переход от конструкции одной машины к другой при ин-
варианте входной мощности можно рассматривать как преобра-
зование координат.

Здесь и находится ключевая идея Г. Крона, весьма важная
с точки зрения автоматизации проектирования технических си-
стем, идея, что изменение конструкции есть преобразование ко-
ординат.

Для современного состояния теории больших систем и
кибернетики в работе Крона важны прежде всего концеп-
ции моделей систем в виде обобщенной машины и полиэдраль-
ных сетей, которые исследуются методами тензорного исчис-
ления.

Это представляет интерес для появившихся в последнее время
так называемых интеллектуальных систем, в частности, интел-
лектуальных вопросно-ответных систем (ИВОС), интеллектуаль-
ных банков данных (ИБД), интеллектуальных сетей связи, тео-
рия которых разрабатывается специалистами по искусственному
интеллекту.

Методы принятия решений, которые исследуются специали-
стами по искусственному интеллекту, так или иначе связаны
с решением задач оптимизации. Наиболее общую формализацию
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эти задачи находят в уравнениях Лагранжа И-ого рода, связь
которых с сетями Крон исследует в гл. 17 и устанавливает опре-
деленную эквивалентность их с уравнениями Максвелла для
электромагнитного поля. Если не связывать уравнения Максвелла
с электромагнитным полем, то в некотором смысле их можно
рассматривать как более детальную формальную запись закона
оптимальности любых процессов управления.

Представляя эти уравнения в виде геометрического образа
(полиэдральной сети) и исследуя его, Крон, по существу, исполь-
зует тот же метод, что и в качественной теории колебаний Анд-
ронова, где нелинейные дифференциальные уравнения (в обыч-
ных производных) качественно исследуются (решаются) геомет-
рически с помощью фазовой плоскости и пространства.

Так же, как в теории колебаний, где исследуются различные
траектории в фазовом пространстве типа предельных циклов,
в полиэдральной сети рассматриваются пути и циклы, состоящие
из дискретных ребер. Каждый «кристалл», полиэдр полиэдраль-
ной сети обладает своей автономией, замкнутостью через свою
«двойственность» и в то же время (через ту же двойственность)
имеет связь с соседними полиэдрами.

Вот именно в этом смысле полиэдральные сети Крона пред*
ставляют собой универсальную среду для задач принятия ре-
шений, что сейчас называется интеллектуальным банком данных*

Далее, современные методы моделирования больших систем
переживают определенный этап кризиса. Дело в том, что опыт
проектирования таких систем, как автоматизированные системы
управления (АСУ) и проектирования (АСП), а также систем
принятия решений искусственного интеллекта показал, что все
эти системы обладают свойством индивидуальности, т. е. одно
предприятие и его АСУ, один профессиональный человеческий
интеллект не похожи на другие. Поэтому появилась концепция
в теории больших систем о невозможности создания общих мо-
делей, т. е. модели каждой большой системы следует создавать
под конкретную, реальную систему со всеми ее индивидуальными
свойствами. Однако, используя модель Крона в виде обобщен-
ной машины и полиэдральной сети, и методы их интерпретации,
конкретизации (или настройки) на конкретную систему (в част*
ности, с использованием тензора преобразования С), представля-
ется возможным сохранить для кибернетики методологическую
концепцию моделей, очень важную для любой науки.

В гл. 8 книги, где Крон разбирает различие между «геомет-
риями» с точки зрения групп, характеризующих эти преобразо-
вания, он рассматривает группу евклидовой геометрии, группу
дифференциальной геометрии и топологическую группу. Но этих
групп ему мало, и он вводит группу преобразований, которая
включает топологическую группу лишь как частный случай. Мы
назвали эту новую группу Г. Крона «тиринг-топологией». Если
топологию называют «резиновой геометрией», т. е. геометрией
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линий, нанесенных на растяжимую резиновую пленку, которые
при всех деформациях сохраняют точки взаимного пересечения,
то Крон предлагает еще «разрывать» такую пленку на «куски».
Что же здесь может служить инвариантом группы? Оказывает-
ся, что в «резиновой» топологии взаимосвязаны два понятия:
«принадлежность» и «непрерывность». Принадлежность точки
двум пересекающимся линиям сохраняется лишь благодаря «не-
прерывности» этих пересекающихся линий. Г. Крон «отпрепари-
ровал» понятие «принадлежность» от понятия «непрерывность».
В группе «тиринг-топологии» сохраняется «принадлежность»
и не сохраняется «непрерывность».

Возьмем лист бумаги. Этот лист имеет площадь. Введем опе-
рацию «разрезания» листа бумаги ножницами (без изменения
площади!) и операцию раскладывания обрезков на плоскости.
Каждая операция изменяет число обрезков и их расположение
на плоскости, но все эти операции тем не менее образуют груп-
пу, сохраняющую площадь исходного листа бумаги. Более того,
это преобразование является линейным — оно сохраняет «линей-
ную форму», численно равную площади листа бумаги, но число
компонент этой линейной формы равно числу обрезков. Число
компонент в этой сумме и есть ранг линейного пространства.

Эта новая группа преобразований позволяет вводить квази-
изоморфизм для линейных пространств, которые отличаются
размерностью, но эквивалентны по численному значению линей-
ной формы. Обычные линейные пространства изоморфны тогда
и только тогда, когда они имеют одинаковую размерность.

В этой и других книгах Крона роль величины, которая
остается неизменной при всех преобразованиях, играет величина
мощности: сети 'считаются эквивалентными, если они рассеивают
одинаковую мощность. Такие сети преобразуются друг в друга
с помощью тензора преобразования.

Это отличие «линейных» преобразований Г. Крона имеет ти-
пично тензорный характер: одна и та же величина мощности
представляется различными электрическими схемами или сетя-
ми, что соответствует тому, что ее компоненты различны в раз-
ных системах координат, а она сама остается неизменной или
инвариантной величиной.

Л. Кузин
П. Кузнецов

А. Петров
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— ряды 622
— сети 18, 546

ортогональные 553, 555
, универсализм 579
фиктивные 546

— тензоры 260, 565
, действия с ними 267
в индексных обозначениях 278
, пример перемножения 269
, произвольное подразделение

303
— 2-тензор с двумя строками 305
— 2-тензор трехстрочный 306
Комплексные ряды в инвариантной

форме 623
, их обращение 625

Константы сети 517
Контурная цепь триода 631
Контравариантные переменные 517
Контурные токи в ортогональной се-

ти 640
Контуры 113
Короткое замыкание трех узловых

пар 422
Коэффициент потерь 555
— связи 540
— трансформации 333
Критерий постоянства входного им-

педанса 668
входного напряжения 670
тока генератора 666
тока в нагрузке 664
разности потенциалов 666

— постоянного напряжения 667
— равенства входного или выходного

адмиттанса 670
импеданса активных сетей 669

Ламповая сеть как ортогональная
сеть 643
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Линейная форма 251, 522
Линейное (аффинное) пространство

242
Локальные (касательные) простран-

ства 542

Магнитная контурная сеть 505
— энергия накопленная 538
Магнитные константы 518
— сети 501, 504

, сцепленные с электрическими
и диэлектрическими 513

Математический аппарат Крона 5, 9
Матрица диагональная 70
— обратная 68
— преобразования 137

петлевой обмотки 214
, преобразующая примитивную

сеть в действительную 148
— транспонированная 77
— характеристическая 533
Матриц произведение 63
Матрицы, действия с ними 52
— неподвижных сетей 75
— , представление различных частей

48
— симметричные и кососимметричные

81
— сингулярных преобразований 157
— , физический пример их появления

45
Матричные уравнения 83
Мгновенные инварианты 527
Метод симметричных составляющих

385
Методы атаки (method of attack) 14
Метрический тензор (тензор индук-

тивности) 285, 528
двухобмоточного трансформа-

тора 528
Минор компоненты 67
Многомерные полиэдральные сети

21
Многообмоточные компаунд-транс-

форматоры 586
— трансформаторные системы 326
— трансформаторы 201, 446
Многообмоточный автотрансформа-

тор 330
Многоэлектродные лампы 446
Множества 219
— переменных индексов 281
Мостовая схема 164
Мощность 381
— входа в системе переменного тока

382

Мультикомпаунд-тензоры 272
Мультитензоры 609, 611
Мультисистемы координат 609
Накладываемые электромагнитные

величины 115



Направление 114
— вектора 236
Напряжения и токи в контурах и уз-

ловых сетях 469
нагрузки неизменные 654
в ортогональных сетях 470

—холостого хода 639
Недостаток общности 16
Недостаточность обычных прост-

ранств 243
Незаземленная звезда 576
Некоммутативная алгебра 61
Нелинейные системы 438

, соединение 629
Неподвижная сеть 75, 89
Непрерывные обмотки постоянного

тока 212
Несбалансированные напряжения в

обмотках постоянного тока 341
Несимметричные трехфазные много-

обмоточные трансформаторы и их
матрицы преобразования 399

Несимметричный вписанный треуголь-
ник 337

Несингулярная (квадратная) матрица
соединений 24

•—матрица для сети произвольного
типа 493

Нетензорный геометрический объект
231

Неэлектрические сети 23
я-матрицы 42, 49, 102
п-множества 42
iV-мерные матрицы 219
Нуль-матрица 44

Обмотка конденсаторного двигате-
ля 360

Обобщение (нормировка) системы «на
единицу» 527

Обобщенная кристаллооптика 22, 35
Обобщенные координаты 11
Обобщенный мультикомпаунд-тензор

274
Обратный тензор преобразования 431
— соединения 29
Обращение комплексных инвариант-

ных рядов 626
Общая динамика машин 695
Общие параметры сети 645
Объединение соседних катушек 349
Операторы последовательности 385

в методе симметричных состав-
ляющих 383

Операции с матричными уравнениями
83

— с произведениями матриц 81
Определение уравнения новой систе-

мы по уравнениям старой 140
Определители 66
Ортогональная компаунд-сеть 553

— сеть с двумя типами контуров и
двумя типами узловых пар 553

— теория сетей-ветвей 24
Ортогональные подпространства 252
Организация 21
— множества величин в п-матрицу

101
— в технических задачах 40
Организованные множества 41
Оси двух типов 583
Отдельные индексы 261
Ответные величины 517
Открытая нитка (трубка) тока 25
Открытый гиперпуть 28
— контур 26, 413
— путь 26
— треугольник 577

Переменные 119
Перестановка 207
— замкнутые обмотки 210
Переход к чисто контурной сети 496
Поведение (performance) 13
Подгруппы 321
Подлежащее пространство 542
Полугруппа 319
Поднятие и опускание индексов 528
Подразделение матрицы преобразова-

ния на произведение нескольких
матриц 325

Полиэдральные волны 37
— сети 27, 33, 38

динамические 34
неподвижные 34

Полиэдр как квантово-механическая
модель 36

— кагг релятивистская модель 35
Полюсная пара 26
Полюс эллипса 538
Поляра эллипса 538
Постулат второго обобщения 101,

111, 614
— первого обобщения 86, 93, 101
— третьего обобщения 232
Постулаты обобщения 109, 19
Правила быстрого манипулирования

с множествами чисел 19
Полная компаунд-сеть с двумя кон«

турами и двумя узловыми парами
657

Поток мощности в нагрузках 655
Правило стрелки 58, 62
Представление мощности 250
Преобразование 101
— /г-контурной сети в другую сеть 183
— звезда-контур 311
— , перестановки 207
— , размыкание цепей 204
— сингулярного катушечного тензора

к последовательным осям 581
— системы координат 104, 247
— токов ветвей 187

707



— точек пространства 249
Преобразования голономные 224
— контурно-узловые 308
— линейные 223
— неголономные 224
— неинвариантные 237
— сингулярные 159
— , проверка 498
— пространств-структур 257
— сетей 495
— спинорные 407
— точек пространства 249
— узловых пар 428
— функциональные 223
Приложенные напряжения в исклю-

ченных осях 295
в трех группах катушек 301

— величины 517
Приложенный ток в узловых и орто-

гональных сетях 115
Примитивная сеть 26, 190, 478, 491

контурная 125
узловая 128

— система 17, 175, 123
Примитивные системы 17
Примитивный тензор синтеза 684
Принцип массового производства 14
Полный реактанс воздушного зазора

355
Принадлежность и непрерывность 697
Производные геометрические объек-

ты 441
— переменные 517
Пространства взаимосвязанные 254
— и конфигурации, накладываемые на

них 251
— м-мерные и другие 12
Пространство унитарное 245
Прямое обозначение матриц 46, 78
Псевдотензор 408
Пусковые обмотки синхронного двига-

теля 370
Пути 251

Разложение в степенной ряд 93
Разомкнутые катушки 168
Разрывание (tearing) 25
Распределительная цепь 161
Распространение волн в многопровод-

ной линии 90
Расчленение квадратичных уравне-

ний 285
— компаунд 2-тензора 283
— компаунд 3-тензора 280
— линейных уравнений 275
— сложных проблем 324
Реактанс воздушного зазора катуш-

ки 352
— гармонических составляющих 352
— главный 352
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— дифференциального рассеяния 352
— полный 352
Реактансы катушечные 357
— лобового рассеяния 352, 355
— отдельных катушек 352
— пазового рассеяния 352
— синусоидальные 358
— соединения обмоток 359
— , типы 355
— якорных обмоток 347
Редукция, двойственный вид формул

436
— контурной компаунд-сети 552
— линейных уравнений 307
— (упрощение) узловых компаунд-

сетей 550
Результирующая система 176
Ряд Тейлора 615

комплексный 620
, обращение 625

Самоорганизующиеся полиэдральные
сети 31

Свободная энергия (термодинамиче-
ский потенциал) 540

Связанная энергия 540
Сетевые задачи 636
Сети ПО, 122
— коммуникационные 557
— и лампы 457
— многоэлектродной лампы 614
— с нулевыми импедансамн 525
— , описание поведения 120
— ортогональные 469, 475
— , последовательностей 580
— распределительные 646
— , синтез 662
— с тетродами 461
— узловые 122, 411
— , физическое разделение 556
— чисто контурные 132, 473
Сеть, в которой имеются два замыка-

ния 597
— с любым числом контуров и узло-

вчх пар с несколькими генератора-
ми с постоянным напряжением 664

— , состоящая из пяти узловых пар
девяти контуров 454

— триода как ортогональная сеть 468
Силовые установки 557
Символ аффинной связности 236
Симметричная форма окончательной

матрицы 153
Симметричные составляющие 579
Сингулярные матрицы 159
—преобразования 156
Синусоидальный реактанс 358
Система нормированная «на 1» 527
— п уравнений с k переменными 314
— передачи из п параллельных про-

водников 90



Скользящие индексы 48
Скорость 235
Смешанные координатные оси 607
Смешанный тензор восприимчивости

541
проводимости 541
резистанса 531
эластанса 532

Собственные и взаимные импедансы
и адмиттансы 555

Соединение катушек 133
обмотки синхронного двигателя

в группы при запуске 371
встречное 146

-согласное 146
— сетей 173
Собственный импеданс короткого за-

мыкания 555
Спинор 38
— взвешенный 409
Спинорные индексы 624
— преобразования 380
Спинорный анализ (абсолютное диф-

ференциальное исчисление) 10
Способность к самоорганизации 36
Способы соединения пяти катушек в

пять контуров 132
«Стальной каркас» при изучении фи-

зических явлений 15
в технике 15

Стадии организации 233
Стандартная трехфазная обмотка 355
Статические характеристики лампы

439
Стенографический способ обозначений

11
Степенные ряды 93

обращенные 96
Строительные блоки сетей 122
Структуры 17
— пространства 251

Тензор адмиттанса 107, 443
пентода 445

— адмиттансов отдельных катушек
445

— базовый 440
— валентности два 237

нуль (скаляр) 231
один (вектор) 231
три 617
четыре 617

— импеданса лампы 464
примитивного трансформатора

327
примитивной обмотки 362
лампы 464

— импедансов результирующей си-
стемы 176

— кривизны Римана — Кристоффеля
237

— метрический 236
— модуляции 618
Тензорная плотность 409
Тензорный анализ сетей 20, 31, 101

, искажения 22
, нападки и осуждения 22
, применение к вращающимся

электрическим машинам 19
, его роль в проектировании си-

стем 691
Тензор обратного преобразования 138
Тензоров гибкость 14
Тензор отдельный 556
— преобразования 25, 108, 111, 131У

137, 243, 365, 517
, свойства 317

— синтеза 662, 671
для постоянного выходного тока

673
постоянства входного импедан-

са 681
примитивный 662
для неизменного выходного тока

678
для постоянства разности потен-

циалов 680
— последовательности 384

, использование 390
— релактанса 505
— соединения 17
— узловой 556

импеданса заземления 570
перестановки 569
, пример применения 563

Тензоры взвешенные 408
— , геометрические объекты и п-мат-

рицы 265
— импеданса в осях последователь-

ности 580
трехфазных многообмоточных

трансформаторов 580, 558
размыкания 291

— катушечные в последовательных
осях 581

замыкания 590
— Крона 692
— и спиноры в решении инженерных

задач 13
— , способ разделения 261
— узловые 587

в последовательных осях 581Р

587
Теорема о квадратичных формах 85
— о компенсации 651
— Тевенина (взаимности) 297, 299^

437, 657
Теория групп 317
— динамических систем 6
— Крона 12
— относительности 9
— полиэдральных сетей 6
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— электрических сетей 23
Термодинамика сетей 539
Тиринг-топология 696
Токи короткого замыкания 659
Топологическая структура электриче-

ской сети 21
Топология 10, 16, 254
— и электричество 18
— дифференцируемых многообразий

231
Трансформаторы со сдвигом по фазе

396
Трехмерная матрица 44
Траектория 241
Трижды компаунд-тензор валентно-

сти два 274
— ортогональная организация 30, 38

природа сетей 33
Триод 467
«Узел» 113
узловая пара 26, 38, 114, 119

активная 486
пассивная 548

Узловой ток 25
Узловые пары сетей 638
Умножение матриц 57, 79
• с использованием «правила

стрелки» 58
по правилу суммирования 61

Упрощения в ламповых цепях 627
Уравнение движения Лагранжа в

инвариантной форме 285
— мощности 521
-—напряжения 286, 518, 630

лампы, рассматриваемой как
контурная сеть 620

любой контурной сети 147
новой системы 143
ортогональной сети 477, 519

— тока 519, 630
• многоэлектродных ламп 618

ортогональной сети 477, 519, 490
• в узловой сети 520
Уравнения связи 156, 422

двух трансформаторов для ис-
ключения намагничивающих токов
600

— состояния изолированных контур-
ных сетей 502

Усилитель промежуточной частоты
450

— с вырожденной обратной связью
465

— с обратной связью 454

Фазосдвигающий соединенный зиг-
загом трансформатор 398

Физическая реализуемость катушек
689

Формулы преобразования 225, 108,
142

вектора напряжения 141
импеданса 296
промежуточных геометрических

объектов 226
редукции 18, 289

Формы 84
Функциональное разбиение сетей

548

Характеристическое (вековое) урав-
нение 533

Цепи 255
— вакуумных ламп 557
— с многоэлектродными лампами 438
— , общие параметры 644
— триодные 643

Четырехконтурная сеть из трехобмо-
точного трансформатора, двух двух-
обмоточных и нагрузки 333

Шестиполюсная волновая обмотка
постоянного тока со 126 катушка-
ми 346

Шестиугольный фазосдвинутый авто-
трансформатор 404

Эквивалентная цепь 691
Эквивалентность токов ветвей и кон-

турных токов 194
— я-катушечных цепей 499
— контуров и узловых пар 474
Эквивалентные сети 685
— узловые сети для ламп 447
Эластансы 76, 501
Электрическая лампа 438

, уравнение 439
— сеть 24, 501
Электрические константы 518
Энергия 539
Эталонная (примитивная сеть) 150
Этапы восстановления любой узло-

вой сети 420
Эффективность сети 540
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Благодарности 20
Тензорный анализ сетей • • 20
Осуждение и одобрение 22
«Многоязычный парад с фальшивым оперением» 22
Обилие различных «неэлектрических» сетей 23
Проявление массовой истерии 23»
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1 . . 29
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«Трижды-ортогональная» организация 30
Дополнительные понятия 1-сети 30
«Старый тип» тензорного анализа и алгебраическая топология . . . . 31
«Новый тип» тензорного анализа и алгебраической топологии 31
Модели электрических цепей для дифференциальных уравнений в част-

ных производных 32
«Полиэдральные» сети 33»
«Трижды-ортогональная» природа всех р-сетей 3 3
Четыре опорных столба полиэдральных сетей 33*
«Неподвижные» полиэдральные сети 34
«Динамические» полиэдральные сети 34
Обобщенная кристаллическая оптика 35
Электровозбужденный полиэдр как релятивистская модель . . . . . . . 3 5
Энерговозбуждаемый полиэдр как квантово-механическая модель . . . 3 6
Нефизические приложения многомерных аппроксимирующих кривых . . 36
Взвешенные функции распределения 36
Дальнейшее развитие 37
Предполагаемые изменения в терминологии 37
Необходимость в трижды-ортогональной реорганизации . 38
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чам , , . , ! . . * i ,1 • , . . • - » « • • 40

2. «Организованные» множества 41
3. /г-матрицы 42
4. Физический пример появления /г-матриц 45
5. Система обозначений 46
6. «Фиксированные» и «скользящие» индексы 47
7. Представление /г-матриц более высоких размерностей 49
8. Матричное обозначение 51
9. Действия с /г-матрицами 52

10. Сложение 53
11. Умножение 1-матриц 57
12. Умножение 2-матриц с использованием «правила стрелки» . . . 58
13. Умножение 2-матриц по правилу суммирования 61
14. Произведение любых двух /г-матриц 63
15. Определители 66
16. Деление на 2-матрицы 68
17. Дифференцирование 71
18. Интегрирование 72

Г л а в а 2.

Постулат первого обобщения , 74

1. Появление /г-матриц 74
2. /г-матрицы неподвижных сетей с сосредоточенными параметрами 75
3 Порядок следования матриц в прямом обозначении 77
4. Порядок умножения матриц 79
5. Операции с произведениями матриц 81
6. «Симметричные» и «кососимметричные» матрицы . 81
7. Операции с матричными уравнениями 83
8. Действия с индексами 84
9. «Формы» 84

10. «Постулат первого обобщения» 86
11. Неподвижные сети 89
12. Распространение волн в многопроводной линии 90
13. Разложение в степенной ряд *) 93
14. Обращенный степенной ряд1) 96
15. Исключение переменных 99

Г л а в а 3.

Постулат второго обобщения 101

1. Созидание новых математических объектов 101
2. Постулат второго обобщения 103
3 Понятие «геометрический объект» 106
4. Математическое представление геометрического объекта . . . . 107
5. Тензор преобразования 108
6. Назначение постулатов обобщения 109
7. Сети . 112
8. Строительные блоки сетей 112
9. Аналитические единицы сети 113

10 Другая физическая интерпретация .114
11. Накладываемые электромагнитные величины 115
12. Условности терминологии 117
13. Два типа переменных 119
14. Три типа описания поведения сети 120
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15. Резюме по «уравнениям движения» 121
16. Типы сетей 122
17. Понятие примитивной системы 123
18. Примитивная «контурная» сеть . . , 125
19. Примитивная «узловая» сеть 128

Г л а в а 4.

Тензор преобразования 131

1. Этапы анализа 131
2. Чисто-контурные сети 132
3. Соединение катушек 133
4. Соотношение между старыми и новыми токами 136
5. Тензор преобразования . 137
6. «Инвариантность форм» 139
7. «Формула преобразования» вектора напряжения^ 141
8. Формула преобразования i m n 142
9. Новое уравнение напряжения 143

10. Токи и напряжения в отдельных катушках 144
11. Соглашение о знаках 146
12. Последовательность этапов вывода уравнений . 147
13. Последовательность этапов рассуждения 150
14. Второй пример 150

Г л а в а 5.

Сингулярные преобразования 156

1. Уравнения связи 156
2. Матрицы сингулярных преобразований 157
3. Замена связей сингулярной матрицей С 158
4. Вычисления с помощью сингулярной матрицы С . . . . . . . . 159
5. Распределительная цепь 161
6. Мостовая схема 164
7. Потенциалы на разомкнутых катушках 168
8. Тензор адмиттансов отдельных катушек 170
9. Пример ус для отдельных катушек 172

10. Соединение нескольких сетей 173
11. Примитивная система 175
12. Результирующая система . , 176
13. Пример соединения двух контурных сетей 177
14. Выбор переменных 180

Г л а в а 6.

Примеры инвариантных преобразований 182

1. Виды преобразований 182
2. Преобразование я-контурной сети в другую я-контурную сеть . 183
3. Проверка преобразования . . 185
4. Преобразование токов ветвей 187
5. Гипотетические «контурные» токи 189
6. Замена контурных токов токами ветвей 193
7. Эквивалентность токов ветвей и контурных токов 194
8. Изменение числа витков 196
9. Пренебрежение «токами намагничивания» как связями . . . . 198

10. Связи как преобразования 199
11. Многообмоточные трансформаторы . . . . 201
12. Токи нагрузки и намагничивания . . 202
13. Двухобмоточный трансформатор 203
14. Размыкания цепей как преобразования 204
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15. Перестановки как преобразования 207
16. Замкнутые обмотки как перестановки 210
17. Непрерывные обмотки постоянного тока 212
18. Физическая интерпретация тензора преобразования 215

Г л а в а 7.

Ковариантиые и контравариантные индексы 217

1. Верхние и нижние индексы 217
2. Геометрические объекты 218
3. Промежуточные геометрические объекты 221
4. Ассоциированные геометрические объекты 222
5. Линейные и функциональные преобразования 223
6. Голономные и неголономные преобразования 224
7. Формулы преобразования 225
8. Формулы преобразования промежуточных геометрических объ-

ектов . ~ 226
9. Индуцированные геометрические объекты 227

10. Инварианты 228
11. Определение тензора 230
12. Важнейшие тензоры физических проблем 232
13. Необходимость постулата третьего обобщения 232
14. Три стадии организации 233
15. Важные геометрические объекты физики и геометрии 234
16. Неинвариантные преобразования 237

Г л а в а 8.

Геометрические интерпретации 239

1. Геометрический язык 239
2. Геометризация физических проблем 240
3. Представление контравариантного вектора 242
4. Недостаточность обычных пространств 243
5. Представление ковариантного вектора 246
6. Преобразование системы координат 247
7. Преобразование точек пространства 249
8. Представление мощности 250
9. Пространства и конфигурации, накладываемые на них 251

10. Ортогональные подпространства 252
11. Ограниченность данного геометрического представления . . . . 253
12. Взаимосвязанные пространства 254
13. Аналоги сетевых понятий в топологии 256
14. Преобразование пространств-структур 257

Г л а в а 9.

Компаунд-тензоры 260

1. Компанауд-п-матрицы, геометрические объекты и тензоры . . . 260
2. Способ разделения тензоров 261
3. Различие между тензорами, геометрическими объектами и

п-матрицами 265
4. Действия с компаунд-тензорами 267
5. Пример перемножения компанаунд-2-тензоров 269
6. Мульти-компаунд-тензоры 272
7. Расчленение линейных уравнений 275
8. Компаунд-тензоры в индексных обозначениях 278
9. Гибкость индексных обозначений 279

10. Различные множества переменных индексов 281
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11. Компаунд-индексы 284
12. Расчленение квадратичных уравнений 285
13. Рекомбинация инвариантных уравнений 287

Г л а в а 10.

Формулы редукции 289

1. Уменьшение числа уравнений 289
2. Исключение множества переменных 289
3. Формула редаукции импеданса 291
4. Использование дважды компаунд-тензоров 292
5. Приложенные напряжения в исключенных осях 295
6. Числовой пример 297
7. Замена активной сети пассивной сетью , 299
8. Обобщение теоремы Тевенина 299
9. Приложенные напряжения в трех группах катушек 301

10. Произвольное подразделение компаунд-тензоров 303-
11. Обращение компанаунд-2-тензора с двумя строками 305
12. Обращение трехстрочного компаунд-2-тензора 306
13. Выводы по редукции линейных уравнений 307
14. Контурно-узловые преобразования 308
15. Импеданс между двумя точками 311
16. Система «-уравнений с k переменными 314

Г л а в а 11.

Теория групп , 317

1. Свойства тензора преобразования 317
2. Теория групп 317
3. Определение групп . . . 318
4. Примеры конечных групп 320
5. Примеры бесконечных групп 320
6. Подгруппы 321
7. Преобразование, инвариантность, группа 322
8. Групповое свойство 323
9. Расчленение сложных проблем 324

10. Типы разделения С . . 325
11. Многообмоточные трансформаторные системы 326
12. Тензор импеданса примитивного трансформатора 327
13. Другое определение импеданса потерь . 329
14. Многообмоточный автотрансформатор . . 330
15. Отношение нагрузок блоков управления и регулирования . . . 333
16. Несимметричный вписанный треугольник 337
17. Несбалансированные напряжения в обмотках постоянного тока 341

Г л а в а 12.

Расчет реактансов обмоток 347

1. Универсальность метода 347
2. Метод подхода 348
3. Объединение соседних катушек 349
4. Расчет реактансов отдельных катушек 352
5. Стандартная трехфазная обмотка 355
6. Обмотка конденсаторного двигателя -360
7. Пример двойной обмотки для турбогенератора 362
8. Пусковые обмотки синхронного двигателя 370
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Г л а в а 13.

Спинорные преобразования i 380

1. Сопряжение геометрических объектов 380
2. Более общее определение мощности 381
3. Формулы преобразования 383
4. Тензор «последовательности» 383
5. Тензор импеданса последовательности 386
6. Приведение к диагональной форме 388
7. Использование тензора последовательности 390
8. Генератор, описанный в осях последовательности 391
9. Генератор, подсоединенный к нагрузке 392

10. Группа «симметричных составляющих» G s c 394
11. Трансформаторы со сдвигом фаз 396
12. Получение новых токов 397
13. Тензор преобразования 398
14. Тензор импеданса 403
15. Шестиугольный сдвигающий фазу автотрансформатор . . . 404
16. «Надчеркпутые» и «ненадчеркнутые» индексы 406
17. Тензорные и спинорные индексы 407
18. Взвешенные тензоры 408
19. Взвешенные спиноры 409

Г л а в а 14.

Узловые сети 411

1. Дуализм физических проблем ш 411
2. Чисто узловые сети 412
3. Инвариантность мощности 414
4. Тензор адмиттанса Y' 414
5. Вектор тока У 418
6. Сводка этапов 420
7. Уравнения связей 422
8. Сингулярный тензор преобразования 424
9. Преобразование узловых пар 428

10. Числовой пример 430
11. Физическая интерпретация обратного тензора преобразования . 431
12. Взаимосоединение сетей 432
13. Пример соединения двух сетей 433
14. Двойственный вид формул редукции » 436

Г л а в а 15.

Цепи с многозлектродными лампами 438

1. Нелинейные системы * 438
2. Электродная лампа 438
3. Уравнение лампы 439
4. «Базовые» и «производные» тензоры , 440
5. Конструирование новых тензоров дифференцированием . . . . 441
6. Тензор адмиттанса 443
7. Многоэлектродные лампы и многообмоточные трансформаторы 446
8. Эквивалентные узловые сети для ламп 447
9. Взаимосоединение ламп в сети 448

10. Усилитель промежуточной частоты 450
11. Усилитель с обратной связью 4£4
12. Двухтактный усилитель 457
13. Критерий возникновения колебаний 460
14. Сети с тетродами . , . л 461
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15. Тензор импеданса лампы 464
16. Усилитель с вырожденной обратной связью 465
17. Упрощенное представление триода . 467

Г л а в а 16.

Ортогональные сети 469

1. Напряжения и токи в контурных и узловых сетях 469
2. Напряжения и токи в ортогональных сетях 470
3. Ковариантные и контравариантные переменные 471
4. Известные величины отклика 472
5. Ортогональные чисто-контурные и чисто-узловые сети 473
6. Инвариантность входной и выходной мощности 475
7. Уравнения напряжений и токов 477
8. Этапы вывода уравнения напряжения 478
9. Пример ортогональной сети 480

10. «Ортогональные» уравнения напряжения 484
11. «Активные» узловые пары 486
12. Числовой пример 487
13. Этапы вывода уравнения тока 490
14. Сводка основных этапов 492
15. Несингулярная матрица С для сети произвольного типа . . . . 493
16. Преобразование двух сетей произвольного типа 495
17. Проверка преобразования 498
18. Эквивалентность всех n-катушечных сетей 499

Г л а в а 17.

Взаимосвязанные электрические и магнитные сети 501

1. Магнитные и диэлектрические сети 501
2. Уравнения состояния изолированных контурных сетей . . . . 502
3. Магнитные сети 504
4. Пример магнитной контурной цепи 505
5. Диэлектрические сети 509
6. Пример узловой диэлектрической сети 510
7. Взаимосвязанные сети 512
8. Взаимосвязанные электромагнитные явления 514
9. Собственные и взаимные индуктивности 515

10. Базовые и производные переменные 517
11. Двойственные величины 517
12. Уравнение напряжения , . 518
13. Уравнение тока 519
14. Уравнение мощности 521
15. Квадратичные и эрмитовы формы 522
16. Двойственные уравнения движения Лагранжа 522

Г л а в а 18.

Метрический тензор 525

1. Сети с нулевыми конструктивными константами 525
2. Базовые инварианты 526
3. Обобщение (нормировка) системы «на единицу» 527
4. Метрический тензор атп # 528
5. Поднятие и опускание индексов * , . 530
6. Ассоциированные тензоры конструктивных констант 531
7. Ассоциированные тензоры электромагнитных величин 532
8. Смешанные уравнения движения 532
9. Преимущества использования смешанных тензоров 534

10. Единичный эллипс . , » 534
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11. Величина вектора 537
12. Полюс и поляра эллипса 538
13. Накопленная магнитная энергия 538
14. Термодинамика сетей . 539"
15. Двойственный метрический тензор 541
16. «Подлежащие» пространства и «локальные» пространства . . . 542

Г л а в а 19.

Компаунд-сети 544

1. Базовые уравнения активных асимметричных сетей 544
2. Компаунд-сети 546
3. Функциональное разбиение сетей 548
4. Исключение переменных 549
5. Редукция (упрощение) узловых компаунд-сетей 550
6. Редукция контурной компаунд-сети 552
7. Упрощение ортогональных компаунд-сетей 553
8. Терминология компаунд-сетей 555
9. Физическое разделение сетей 556

10. Трехфазные устройства как компаунд-катушки 558
11. Тензор преобразования компаунд-сети 562
12. Прохождение компаунд-токов через компаунд-сети 565
13. Узловой тензор 567
14. Узловые тензоры как перестановки 569
15. Узловой тензор импеданса заземления 570
16. Пример применения узловых тензоров 573
17. «Катушечный» тензор преобразования 576
18. Пренебрежение намагничивающим током . 577

Г л а в а 20.

Симметричные составляющие 579

1. Универсализм компаунд-сетей 579
2. Тензоры импеданса в осях последовательности 580
3. Узловые и катушечные тензоры в последовательных осях . . . 581
4. Пример с осями двух типов 583
5. Многообмоточные компаунд-трансформаторы 586
6. Замыкания . 590
7. Тензоры импеданса и катушечные тензоры замыканий 59&
8. Пример одиночного замыкания 593
9. Предварительные расчеты для одновременных замыканий . . , 597

10. Одновременные замыкания в сбалансированной сети 60S
11. Пример одиночного замыкания в сбалансированной сети . . . 604
12. Пример двойного замыкания в сбалансированной сети . . . . 605
13. Смешанные координатные оси 607

Г л а в а 21.

Мультитензоры 609

1. Формирование еще более сложных сущностей . . 609
2. Мультисистемы координат 609
3. Представление мультитензоров 611
4. Замена комплексных чисел 613
5. Сети многоэлектродной лампы . 614
6. Более общая формулировка «постулата второго обобщения» . . 614
7. Ряды Тейлора * . « . 615
8. Ряды Тейлора в инвариантной форме . . . . 616
9. Геометрические объекты более высокой валентности 617
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10. Тензор модуляции ^ о
11. Комплексные ряды Тейлора ^ о
12. Компаунд-ряды 2™
13. Комплексные ряды в инвариантной форме "ZO
14. Спинорные индексы ~ ^
15. Обращение тейлоровских рядов ^
16. Обращение комплексных рядов j^o
17. Обращение комплексных инвариантных рядов OZD
18. Упрощения в ламповых цепях ^27
19. Соединение нелинейных систем °29
20. Решение уравнений ^зи
21. Пример контурной цепи триода bdl

Г л а в а 22.

Анализ сетей 636
1. Типы сетевых задач 636
2. Метод рассуждения 637
3. Анализ я-сетей 638
4. Напряжения открытой цепи 639
5. Контурные токи в ортогональной сети . 640
6. Триодные цепи 643
7. Общие параметры цепи 644
8. Распределительные сети 646
9. Изменения в электрических величинах 648

10. Изменение в тс-сети 649
11. Изменение напряжений открытой цепи 650
12. Обобщение «теоремы о компенсации» 651
13. Изменение импеданса 653
14. Неизменные напряжения и токи нагрузки 654
15. Поток мощности в нагрузках 655
16. Обобщение теоремы Тевенина 657
17. Токи короткого замыкания 659
18. Теорема, двойственная теореме Тевенина 660

Г л а в а 23.

Синтез сетей 662
1. Типы рассматриваемых задач 662
2. Общность метода о . . . . , , 663
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