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ПРЕДИСЛОВИЕ К НЕМЕЦКОМУ И3ДАНИЮ 

Когда Феликс Клейн задумал опубликовать важнейшие ив 
своих автографированных лекций, он решил начать с неевкли
довой геометрии и с помощью молодого геометра д-ра Роземана 
предварительно подвергнуть старый текст основательной пере
работке в целом и в деталях. Эта работа оказалась много про
должительней, чем ожидалось сначала. Самому Клейну уже 
не довелось дожить до ее окончания. Правда, он в ежедневных, 
более года продолжавшихся совещаниях со своим :молодым: 
сотрудником продумал, пересмотрел и привел в порядок весь 
материал вплоть до мельчайших подробностей; но самую раз
работку текста он должен был предоставить д-ру Розем:ану. 
К :моменту смерти Клейна первые главы :книги были уже в гран
ках; все же потребовалась многолетняя и сам:оотв�рженная ра
бота со стороны д-ра Роземана для того, чтобы на основе перво
начальной программы подготовить к печати рукопись и провести 
ее через печать. Поэтому в этой книге участие и заслуги, а такжf\ 
и ответственность д-ра Роземана должны оцениваться гораздо 
выше, чем это обычно делается по отношению R сотрудникам:. 

Наряду с д-ром 3ейфарто:м:, который с тонким: пониманием: 
прочитал рукопись и корректуру, надлежит принести особую 
благодарность проф. Гопфу за окончательную отделку книги; 
он не то.лько помогал своими критическими замечаниями при 
просмотре значительной части рукописи и корректур, но даже 
взял на себя окончательную разработку некоторых важных 
отделов, близких к обласrn его работы. Далее, проф. Сал
ковский любезно согласился прочитать большую часть послед
ней корректуры. Наконец, нельзя не поблагодарить иадательство, 
терпение и предупредительность КО!!'орого существенно помогли 
преодолеть все возникавшие трудности. 

Нвдате.п,ь. 
Геттинген, ов:тлбрь 1927 г. 

Из первоначальнЫх автографированпых лекций (появившихся 
в 1892 г. в обработке Шиллинга и в 1893 г. в почти неизм:енен
ном виде вторым паданием) опущены м:цогие параграфы. Но 
аато здесь прибавлено "Введение в основы проективной геомет
рии" (гл. I и П). Далее и в остальной части книги пришлось 



ввести много нового материала в связи с новейшим развитием 
:u:атематики, таR что лекции получили ·совсем новый вид. 

Обе первые главы изложены весьма подробно для того, чтобы 
облегчить понимание дальнейших отделов книги; читатель, уже 
знаRомый с проективной геометрией, может начинать чтение прямо 
с § 6 второй глч.вы. Глава III дает теорию проективних: преобразо
ваний, оставляющих инвариантным некоторый образ второй сте
пени, теорию, которая необходима для понимания неевклидовых 
движений и может быть пропущена начинающим: при первом 
чтении. Читатель, который хочет изучать неевклидову геометрию 
в объеме, выходящем за пределы этой книги, найдет исчерпы
вающие литературные указания в книге 3оммервиля 11ВiЫio
graphy of non-eu·нblean geometry, including the theorie of pa
rallels, the foundat.ioп of geometry and space of п dimensions", I.un
don 1911. Далее ·::тк�жем еще на книгу Клейна • Vorlesuпgen 
Uber die Entw·icklung der Mathematik im 19. Jahrhundert" 1), Бер
лин 1927, в Rачестве дополнения к иt:торическим аамечания.м, 
встречающимся во многих местах в этих лекциях. 

Ради: наrл.ядвости в книгу введено много чертежей. Черт. 31 
и 236 заимствованы: из "Теории функций" Гурвица-Куранта, 
черт. 62-6! из "Теории автоморфных функций" Фрике ·Клейна. 

В. Роземан. 
Ганновер. оп.ябрЬ 1927 г. 

1) Руссв:ий перевод &той книги выходит из печатк в 1931 г. в издании 
онти. 
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ПЕР ВАЯ ЧАСТЬ 

ВВЕДЕНИЕ В ПРОЕКТИВНУЮ ГЕОМЕТРИЮ 
Гл а ва 1 

ОСНОВЫ ПРОЕКТИВНОЙ ГЕОМЕТРИИ 

§ 1. Аффинные, однородные и проективные координаты 

А. Аффинные координаты. При изложении геометрических со
отношени:й .мы будем поль:зоватьс11 аффинными, однородны:ми и 
проекти�шы�ш координат 1 ми. Простейшую координатную систему 
на прямой линии мы: по 1уqим, если будем определять точку 
посрt>.дством: ее положительного или отрицательного расстоя
ния х от начала координат; при этом :мы устанавливаем: единиц1 
расстояния посред
ством точки с коор
динатой 1. На пло
скости и в про
странстве мы будем 
пользоваться декар-
товыми координата- --------,Е 
МИ, оси которых МО-
ГУТ обрмовывать 
между собой произ- Черт. 1. 
DOJIЬHЫe УГЛЫ, И бу-
дем определять точку посредством значений координат соответ
ственно х, у или х, у, z. 

Мы получим непосредственное обобщение этого определения, 
если единицы расстояния на осях коорциват возьмем произволь
ными (черт. 1, справа); следов,�тельно, они не будут уже хоя
груэнтны:ми, как на черт. 1, слева. Одно�начно установить это 
новое коор.щю1тоопределение мы можем тем, что выберем произ
вольную точку Н"- примой, на плоскости или в проr:травстве в 
каqестве единичной, точки и припишем ей соответсNенно коор
динаты х= 1, Х= У= 1 или x�y=z= 1. Эта тuчка определяет 
тогда, например в случае ш1осr�ости, с помощью двух паралле
лей к осям: единичные отрезки и одновре �енно положительные 
направления .ia ь.оорд:з:е:атных о�ях. Мы j�·дем н ::��:ы:вать ЭТ.i! 
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координаты аффинны.ми паралле.аьиы.ми координата.ми 1). Они 
были введены в геометрию Декартом: (Descartes, 1596-1650) 
и Ферма (Fermat, 1608-1665) 2) и получили в XVIII столетии 
всеобщее распространение в особенности благодаря работам 
Эйлера (Euler, 1707-1783). 

В. Однородные координаты. В геометрии выяснилась на прак
тике полеаность введения 6ес1'оне'Чно удаленных или иесобствен
н1w.с элементов. Именно, мы приписываем всякой паре параллель
ных прямых (как на плоскости, так и в пространстве) беско
нечно удаленную (несобственную) точку пересечения. В этой 
фра3е не содержится никакого утверждения; :мы вводим тол.hко 
новый оборот речи, позволяющий значительно упростить многие 
предложения, потому что теперь, например, на плоскости нам 
уже не приходится делать различия :между пересекающимися 
и не пересехающимися между собой прямыми, так как на 
основании нашего ус.r�:овия всякая пара пр.яА�ыд; на плоскости 
имеет (собственную или несобствеНН;\'Ю) тй'Ч1'У пересе'Чения. 

Несобственные геометрические образы не могут быть 3а
'даны с помощью аффинных коорди�ат. Поэтому мы введем но
вое координатоопределение, положив прежде всего для .случая 
прямой линии. аффинную координату: 

· · 

так что всякой определенной точке соответствует уже не одна, 
а. две координаты х1 и х2• При этом всякой точке соответствует 
бесчисленное множество систем значений, которые все могут 
быть представлены в виде (рх1, рх2), где р обозначает произвольную 
не равную нулю постоянную. Мы устанавливаем, что х1 и х2 при
нимают все конечные значения за единственным исключением: 
системы значений х1 =0, х2=0; всякой дозволенной системе зна
чений соответствует тогда определенна.я точка х прямой, которая, 
в частности для значений х1 = х., х2 =О, .является несобственной: 
точкой. Та:ким обравом введенные координаты называются одно
родными 1'оордината.ми. В то время как аффинные коорди
наты охватывают только собственные точки, однородные ко
ординаты доставляют также и бесконечно удаленную точку. 
Следовательно, при пользовании однородными координатами 
область собственных точек расширяется путем присоединения 
бес:копечно удаленной точ:ки. Мы будем навыв;.ть прямую аф
финной пр.ямой, если :мы ограничиваемся рассмотрением ее соб
ственных точек, в то время как пряиую, расширенную присое-

1) Слово .аффинный" было введено впервые Эйлером, а затем вновь 
Мебиусом. Ср. Е u 1 е r, Introductio in analysin infinitorum, Лозанна 1748, 
т. 11, гл. XVIII, разд. 442. Далее, М о е Ь I u s, Der barycentrische Calcul, 
Лейпциг 1827, стр. Х и 195� 

2) Ср. Е. М U 11 е r, Die verschiedenen К.oordinatensysteme, Enzyklopadie 
«. math. Wiss., т. III, АВ 7, стр. 609. 
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динением бесRонечно удаленной точки, будем иааивать проех;
тивной прямой. 

На плосRости положение вещей совершенно аналогично�. 
Положим именно: . 

Всякой системе значений (х1 : х2 :х8) за единственным исключе
нием системы (О : о: О) соответствует однозначно иеRоторая точ
ка плоскости; в частности при х8 =о :мы получаем несобственные 
точRи. Обратно, всяRая точка достав.лqет бесчисленное множе
ство систем: значений, которые все млг 1· быть представлены в виде 
(рх1: рх2: рх3). Совершенно так же, к• к 11 в случае пря:м:ой линии, 
мы назовем плосRость аффинной п.tос1'остью, если мы огра
ничиваемся рассмотрением лишь собственных точек, а после ее 
расширения путем: присоединения бесконечно удаленн".iх точеR -
проех;тивной п.п,ос-х:остью. 

Аналогичным образом: :м:ы получаем однородные координаты 
пространства, полагая: 

Та:кже и здесь :мы будем: различать аффинное и прое-х:тивног 
пространства. 

Наглядным: рассмотрением: проективных Qбразов м_ы займем:с.я 
в следующих параграфах. 

При полы1овании однородными координатами уравнения 1�ря
.мих и плос-х:остеu получают особенно простой вид. Уравнением 
прямой на плосRости в аффинных координатах .является урав
нение: 

и�х + U2Y + Ua=O (и. или U2::\=0). 

При пользовании однородными координатами оно принимает 
однородный вид: 

3 

и1х1+и2х2+и8Х3= � UлХл=О. 
1 

В частности уравнение О·х1 + о. х2 + и8Хn=О (и3 =1= О) удовлетво
ряется координатами всех бесконечно удаленных точек; сле
довательно, уравнение u3x3=0 или, проще, х8=0 представляет 
собою уравнение бесконечно удаленных точек. TaR каR это -урав
нение линейное, то целесообразно сово-х:упность всех бесконечно 
удаленних то-че-х: плос-х:ости с-читать пр.я.мой линией. Легко 
видеть, что тогда не только всях;ая пара прямых определяет 
одноанд'ЧНО mо'Чку их пересе-чения, но также и всякая пара 
mо'Че11; одноана"tно определ.яет соединяющую их пр.ямую. Так как 
при пользовании однородными координатами уравнение х8 =О 
также имеет определенный смысл, то нужно лишь требовать, 
чтобы в уравнении и1х1 + u2x2+ u8х3=;:Л все Ui одновременно не 
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равнялись нулю. Совершенно та:к же обстоит дело для плос
кости в пространстве. 

В заключение этих рассуждений :мы приведем некоторые 
элементарные формулы, которые выявляют соотношения между 
аффинным и однородным спvсобами ваписи. При этом :м:ьt будем 
писать приводимые формулы слева в аффинных, а справа 
в однородных координатах. На плоскости уравне,шем прs1.мой, 
проходящей черf'В две данные точки y!J у2 и z1, z� (аффинные 
координаты) или соответственно у,: у2: у3 и 21: 22 : 23 (однородные 
координаты), является с�1едующее уравнение в текущих коор
динатах х., х2 или соответственно х1 : х2 : х3: 

Х1 Х2 1 Х1 Х2 Х8 1 
У1 У2 1 =0, У1 Уз Уз =0. 

Потому что, Ео-первых, эти уравнения, будучи линейными отно
сительно переменных х,, х2 :или х1 : х2: х3, изображают прямую; 
во-в1орых, координаты обеих данных точек удовлетворяют урав
нению, так как при подстановке этих Rоординат две строчки 
в определителе совпадают. Аналогичным образом получаем, что 
в пространстве уравнение плоскости, проходящей через три 
данные точки Ун у2, у8, 2н 2l, Z8 и t1, t2, t8 или соответственно 
1/1: У2: У1: у4; z1 : z2: z3: z. и t1: t2: t8: t4, будет: 

Х1 Х2 Х3 1 Х1 Х2 Хз ;х·, 

У1 У2 Уз 1 У1 У2 Ув у� =0, =0. 
z, Z2 2а 1 Z1 Z2 23 z, 

tl t. ta 1 t, t2 tз t. 

При пользовании однородными: координатами прямая на 
плоскости, проходящая через две данные точки у1: у2: Уз и 
21 : z2: 281 иожет быть изображена также в следующей пара
м:етрической форме: 

РХ1 =А1У1+ A2Z1• 1 
РХ2=: 1У2+ A2Z2, 1 
рхз= "�Уз+ Л22а 

' 
(i=l, 2, 3). 

l1 и ).� обо:шачают вдесь два параметра, которые принимают 
всевозможные действительные вначения за единственным исклю
чением систt>МЫ о: о. Всякому отношению Л.1 : А.2 соответствует 
не1tоторая определенная точка х1 : х2: ;х·8; совокупность всех таких 
точек образует прямую линию. Дщtазательство этого'получаетс.я 
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посредством подстановки параметрических формул в вышепри
веденное уравнение рассматриваемой пр.ямой: 

:li1 х, Ха Л1У1 +A2Z1 A1Y2+).2z2 Л1Ys+l2Za 
У1 У2 Уз = У1 У2 'Ув = 

Z1 Z2 Za Z1 z, Za 

У1 У2 Уа Z1 Zz Zs 
=Л1 У1 У2 Ys +12 У1 У2 У:! =l1· О+Л.1·0=0. 

Z1 Z2 Zз Z1 Z2 Za 
Аналогичным образом получаем: с помощью однородных. 

координат плоскость, проходящая через три данные точки в 
пространстве у1: у2: у3 : у4, z1: z2: �8 : z4 и t1: t2: t8: t4, может быть 
J!(ЗО6ражена следующими параметрическими уравнениями: 

рх, = A1Yi + A2Zi + Л9t, (i = 1, 2, 3, 4). 
Точно так же пр.яма.я в пространстве, проход.яща.я через две данные 
точки У1: у2: Уа: У4 и z1: z2: z8: z4, может быть представлена JJ виде: 

pXi =Л1уt.+ l2z, (i=l, 2, 3, 4); 
потому что все 'lакие точки лежат в плоскостях, проходящих 
через дво данные точки у1: у2 :у3: у4 и z1: z2: z3: z4 и произволь
ную третью точRу пространства. 

Приведенные формулы показывают преимущество, Rоторое по
лучается вследствие применения теории определителей в гео
метрии. Заслуга систематического введения определителей в гео
метрию принадлежитГРссе •) Шesse, 1811-1874). Он познакомилс.я 
с теорией определителей у своего учителя .НRоби (JacoЬi, 
1804-1851), сделавшего много существенного в этой области2). 

С. Проективные координаты. Проективные Rоординн.ты, ко
торые (каrе мы сейчас увидим) являются дальнейшим обобще
нием Qднород rых К()Ординат, мы рассмотрим прежде всего для 
случая прямой. Мы будем исходить из аффинной координаты :z; 
·прямой: и введем: проективные координаты, которые обозначим 
х 1 и :х2, как целые линейные функции :х: 

РХ1 = анх + а12• 
РХ2=а21х+а22' 

р =1= о. 

1) Ср. Hessqs Ges. Werke, в хотором геометричесхие теоремы систе
vатически доказываются с помощью определителей. В :качестве примера 
можно укRзать J)ber Determinanten und ihre Anwendung in der Geometr1e, 
insbesondereaufKurven vierterOrdn\lng·, .Crelles Journal", т. 49, стр. 243, 
264 1S55· вновь перЕ>издлно в NHes�es Ges. Werken ", 1891, стр. 319. . '2) Ср. J а с о Ь i, 'Ober die Bildung und die Eigenschaften der Deterпн
nanten, Journal f reine un<J 11ngew. Math., т. 22, 1841, стр. 285-318. Вновь 
переиздано Штекхелем в "Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften•, 
№ 77, 1913. 
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В силу этого вс.яхой собственной точке х без исключения 
ставите.я в соответствие определенное отношение х1 : х2• Обратно, 
чтобы выразить аффинную Rоординату а; как функцию проек
-rивних координат х1 : х2, мы образуем уравнение: 

1 Xt at2 I 
Х2 а:а2 

1 ан Х1 1- · 

i a2t Х2 

(Если бы D равнялось нулю, то правая часть этого уравнения 
не зависела бы от х1 и xl.) Следовательно, мы приходим к выводу, 
что всякой системе значений х1: х2, аа единственным исключением 
системы о: о, соответствует однозначно некоторая точках, которая, 
в частности для системы значений х1: х2 = а11: а21, является 
несобственной точкой нашей прямой. Значит, проективные 
координаты дают, так �е как и однородные, все точки проек
тивной прямой. 

Важную роль играют те точки, в которых одна из двух про
ективных координат обращаете.я в нуль. Это происходит с коор
динатой х1 в точRе х=-а12: а11, а с координатой х2 в точке 
х=-а22 :а21• Эти_ точки не могут совпадать, так как определи
тель D ::f: о. Мы их назовем фунда.ментадьн/ыми точка.ми А1 и А2 
11ашего проективного 'l>Оординатоопредедеиия; по-предыду
щему они имеют координаты х1: х2= о: 1 и х1 : х2= 1 : о. Непо
средственно видно, что новое определение координат .являете.я 
<>бобщением того определения координат, Rоторое нас привело 
()Т аффинных координат к однородным; потому что эти послед
ние координаты получаются, если четырем хоэфициентам: а", 
дать значения а12=а21 =0, а11=а22=1. Геометрически в этом спе
циальном случае первая фундаментальна.я точка А1 является 
началом: 1�оординат: х=-а12:а11=0: 1, в то время как вторая 
фундаментальная точка .А2 становится несобственной точкой: 
х = - а22 : а21=1 : о. Поэтому можем· сказать следующее: одио
родними 'l>оордината.ми пря.ной .яв.ляется тот специадьний 
сдучай прое,,.тивиих 1'оординат, при котором одна иэ фунда
ментадьних точе1' сдвигается в бес-х;оне'Чио удадеииую mо'Чку. 

Проективная система координат еще не определяется одно
значно посредством задания обеих фундаментальных точек А.1 
и А2• Для однозначного определения нужно еще к фуида.меи
тальним точкам А1 и .А2 присоединить таR называем,ую едини'Ч· 
ную mo'Ч'l>Y Е, которая определяете.я уравнением: Х1=х2; в аф� 
финных координатах эта точка дается уравнением:: 

3адание:м этих трех точек проGктивные координаты определя
ются уже однозначно (черт. 2). 
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Уравнения, посредством которых осуществляете.я переход 

-от одной проективной системы координат к другой, мы получим 

следующим: образом. Пусть две проективные системы коорди-

нат х, :х2 и х, :х2 определяются уравнениями: 

рх1 =а, ,х + а12, 

РХ2=а21Х + а22• 

ах1 = а11Х + аа, 

ах2= а21 х + а221 

Е 

Черт. 2. 

:причем: определители D и 15 обеих подстановок отличны от 
нуля. Искомые преобразования мы получим путем исключения 
переменного х в следующем: виде: 

ах1= {а11а22 - а12ан } Х1+ { ai2a11 -а21 а12}Х2, 
ох2= { а21а22 - а22а21} х1+ { а22ан -а� а,2 } х2. 

-Определитель этой подстаношш является произведением опре

делителей D и ]J и, значит, отличен от нуля. Следовательно, 
переход от одной проективной систем�ь 1'Оординат � другой 

осуществляется с помощью .линейной однородной подстанов1'u с 
<Jт.Ли'Чны.м от нуля определителем. Обратно, всякая подобная 
подстановка переводит данную проективную систему координат 
в некоторую другую проективную систему координат. 

На плоскости мы определим проективные Rоординаты х1: х2 : х2 
"ЮЧНо так же, как линейные функции аффинных Rоординат х, у: 

РХ1 =a11x+a12Y+a1s• ан ai2 а13 

РХ2=а21х+а22У+а2а• D= а21 а22 a2s =!=о. 
РХз= аs1х+аа2У+азз• аа1 as2 ass 

Посредством приравнивания нулю этих трех функций мы полу
чю.r три прямые А1, .А.2, .А8, которые мы назовем фундамента.ль
'hМАt�t пр.я.ми.ми рассматриваемого проективного определения 
!�оордипат (черт. 3). Так как определитель D =!=О, то эти три 
прямыu не проходят через одну точку, а определяют некоторый 
греуrоJ1ьник. Вершины этого треугольника Р1, Р2, Р8 имеют 
:координаты 1 : о: о, о: 1: о и о: о: 1. Далее, путем разрешения 
системы уравнений , рассматривая р, х, у :как неизвестные, а xi 
и aik как данные, получаем: 

2 КлеJ!я 

/ Х1 а12 а�з / 
1 Х2 а22 а2а 1 

Хз аз2 азs 1 
х = / а11 а i 2 Х1 / ' 

1 а21 а22 Х2 1 
aJt as2 Ха 

а11 Х1 а1з j 
а21 Х2 а2з 1 
аз1 Хз .ass_ • 
а11 а12 Х1 / 
а21 а22 Х21 
аа1 аз2 Хз 
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В силу приведенных формул каждой собственной точке пло
скости ставите.я в соответствие определенна.я система значе
ний х1 : х2 : х8; обратно, посредством: всякой системы значений 
х1: х2: х8 (причем не все три Rоординаты равны нулю) определяется 
некоторая собственна.я или несобственная точка плоскости. Урав
нение прямой линии принимаеr следующую однородную форму: 

U1Xi + U2X2 + U8X8=0, 
причем мы предполагаем, что не все коэфициенты ut равны ну
лю. В частности уравнения х1=0, Х2=0, Х8=0 .явл.яютс.я урав-

нениями фундаментальных прямых А1, А2, 
Р. А8• Если :мы возьмем: в Rачестве прям.ой А8 

А, 

Черт. 3. 

бесконечно удаленную прямую, то :мы по
лучим 9днородную систему координат, 
что доказывается таким же образом, Rак 
и в случае прямой линии. Следовательно, 
системой однородных 1'Оординат на пло
С1'ости является та система проектив
ных 1'оординат, в 1'оmорой одна из фунда
меtипальн'ЫХ прямих совпадает с бес11:0-
нечно удаленной прямой плосrюсти. 

Для однозначного геометрического определения прое:ктив
ной системы координат нужно помимо фундаментального тре
угольни11:а, соетавленного из трех прямых А1, ..42, ..48, задать 
еще единичную точ11:у Е с координатами х1 =х2=Х3 (черт. 3). 
Единична.я точка :может лежать :ка:к внутри, так и вне фун
даментального треугольника, она не должна только принадле
жать самим фунда:мента.льны:м: прямым:. Итак, система щюек
тивных координат на плоскости однозначно определяете.я зада
нием четырех точек, именно, трех вершин фунда:м:ентальног<> 
треугольника и единичной точ:ки Е. Две различные проектив
ные системы координат переходят одна в другую посредством 
линейного однородного преобразования переменных; обратно, 
вся:кое такое преобразование переводит данную прое:ктивную 
систему в некоторую другую; также и здесь доказательство 
совершенно аналогично доказательству дл.я олучая прямой. 

В пространстве в основу проеRтивной системы Rоординат 
кладете.я. тетраэдр и некоторая точ:ка, принята.я за единичную; 
следовательно, пространственна.я система :координат опреде
ляется заданием: пяти точек, из Rоторых ни:какие четыре не долж
ны лежать в одной плосRости. Все остальное совершенно аналогич
но случаю плос:&ости. Посредством: введения проективныхкоорди
нат устраняется бывшее до сих пор особым: положение несобствен
ных элементов, :которые при пользовании однородными :коорди
натами все же известным: образом выделялись. Выяснением: 
наглядного смысла этого факта :м:ы займемся ближе в§ 2. 

Легв:о видеть, что установленные на стр. 14 и 15 формулы ДJIЯ 
однородных координат остаются в силе и для произвольных 
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проективных координат. В заключение м.ы отметим, что с про
еRтивны.ми координатами на прямой и на плоскости :мы уже встре
чались. Именно, при пара.метричес1'о.м аадапии прямой, про
ходящей через две точки у и z: 

pa;i= Л1У1 + A2S1 
(стр. 14), всякой точке прямой линии соответствует система 
значений 1..1: 12; эти системы значений совпадают с введенными 
нами проективными координатами на прямой. Аналогичное имеет 
место и в случае параметрического задания плосхости: 

pxi= l1Y1+Л2z,+lat1. 
О. Связь между аффинными и проективными координатами. 

Будем рассматривать систему значений тернарной области 
(х, у, z) как аффинные хоординаты в пространстве. Далее, про
ведем прямую через каждую точку х, у, i аффинного простран
ства и начало хоординат. На этой пр.ямой лежат все точки 
с координатами: 

и только они, причем#.- переменный параметр, изменяющийся от 
- оо до+ оо . Следовательно, отношения трех координат х: у: i 
однозначно определяют одну и только одну такую пр.ям:ую; 
в то же время, обратно, вся�ая пряма.я такого рода дает одну 
и только одну систему значений 
х : у :  z. Поэтому .мы можем рассма
тривать аффинние 1'Оординаты то
чех; пространства 1'а1' однородние 1'0-
ординати пр.я.мых липий, проходящих 
через на'Чало 1'оордипат. Здесь :мы 
имеем расширение понятия 'Коорди
нат, так как до сих пор мы поль
зовались координатами только для 
определения точек, но не прямых 
(ер. стр. 44). Чтобы перейти от коор
динм· прямых к точечным коорди-

Черт. 4. 

натам, мы пересечем рассматриваемый пучок прямых плос
костью, не проходs1щей через начало координат. Каждой· точхе 
этой плосхости мы припишем те однородные :координаты, кото
рые по-предыдущему имеет проходящая через нее пр.яма.я. Возь
мем сначала в хачестве плоскости сечения плоскость z = 1 
(черт. 4). Точка этой плосхости, имеющая аффинные простран� 
ственные координаты х,у, 1, получит тогда следующие оцнород
ные координаты: а;:�: �з=Х: у: 1. Вместе с тем: :мы получим: 
в рассматриваемой плоскости нехоторую аффинную параллель
ную систему координат (оси которой изображены: пунктиром ва 
черт. 4), так хак отношения х1 : Ха и х2 : х3 дают аффинные хо� 
ординаты этой ПЛОСRОСТИ. 

2• 
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Если :мы придадим: плоскости сечения другое положение, то 
:мы получим: в ней, как это легко показать, проективную систему 
хоординат, фундаментальными прям:ым:и которой .являются линии 
пересечения с координатными плоскостями пространства (черт. 5). 
Совершенно аналогичным: образом :мы :мо.жем: получить проектив

ную систему координат на прямой из аф
финной системы координат на п.лоскости. 

Е. Обзор развития геометрии. Приве
денный ход идей исторически осуществ
л.ялс.я следующим: образом:. Древние и сре
дние века знали только синтеmи'Ческую 
геометрwю, которая ограничивалась непо-�������'// средственны:м рассмотрением: геометричес
ких образов. В сиитетичеш�ую геометрию 
несобственные точки были введены Дезар-

Черт. 5. гом (Desargues, 1593-1661). Он рассмат-
ривал в 1639 г. параллельные прямые как 

прямые, проходящие через одну и ту же бесконечно удален
ную точку, и уже прим:еи.ял метод проекций для доказатель
ства геометрических теорем: 1). 

Около 1600 г. появляется аналитическая геометрия (см. 
стр. 12), которая широчайшим: образом: пользуется вспомога
тельным средством - понятием: координат. (Было бы лучше гово
рить не об аналитической и синтетической геометрии, а об 
аналитических и синтетических методах; потому что опреде
ленные части геометрии, как, например. проективная геометрия, 
:могут излагаться с одинаковым �·спехом как аналитически, 
так и синтетически. ) Так как новые :методы дали возможность 
решить с помощью анализа :многочисленные задачи, которые пред
ставляли непреодолимые трудности для синтетических :методо в, 
то аналитические :методы получили большой перевес над синте
тическими. Все эти аналитические исследования относились 
х аффинным: соотношениям. 

· 

Около 1800 г. произошел новый сдвиг. В 1794 г. в Париже 
в связи с французской революцией была основана Политехни
ческая школа (Ecole Polytechnlque). Ор ганизатором: математи
ческой части в этом учебном: заведении был геометр Монж (Monge, 
1746-1818), который, делая упор прежде всего на технические 
при.110.жения, дал систематическое изложение начертательной гео
метрии. Из его учеников выдел.яле.я Повселе (PonceLet, 1788-1867). 
который должен быть назван основателем синтеmи'Ческой 
npoe'Jl>muвuoй геометрии. Он учился в Политехнической школе 
и во время русского похода попал в плен. В 181 3 г. в Са
ратове он читал :математические лекции офицерам, своим то
варищам по плену. В этих лекциях ему удалось дать пора
зительно простые доказательства старых теорем с помощью 

1) D е s а r g u е s, Oeuvres, т. I, Париж 1864, стр. 105; об этом и о по
следующем развитии геометрии см. К о t t е r, Die Entwicklung der synte
tischen Geometrie, Jahresber. d. D. М. V" т. 5, 1901, особенно стр. 5 и 6. 
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lllетодов проехтивной геометрии. Свои исследования он собрал 
в книге "Трактат о проективных свойствах фигур" ("Traite des 
proprletes projectives des figures"), первое издание которой по.яви
лось в Париже в 1822 г. i) . Эта работа, :многочисленные новые идеи 
которой положили основание дальнейшему развитию геометрии, 
осуществляет переход от старой синтеmи'Чесwоu геометрии 
w новой 2 ) . Правда, "Трактат " :местами не всегда логически безупре
чен, так как Понселе иногда пользуете.я инстинктивно з ахлю
чениями, которые вообще не могут быть обоснованы логиче с:ки 8 ). 
Тем более поравителыю, что он всегда получает правильные 
результаты:. В своей дальнейшей живни Понселе занялся техни
чесхой :механикой, творцом: :которой он собственно и .является. 
Так, например, в 1851 г. он был представителем Франции на 
Первой всемирной выставхе (в Лондоне). К :концу св оей жизни 
он опять вернулся :к проективной геометрии, которую тем вре
менем Шаль (Chasles, 1793-1880) продвинул вперед не вполне 
в направлении Понселе. Их расхождения выразились в острой 
переписке, которую Понселе приложил ко второму изданию 
своего "Трактата", вышедшему в 1865 г. _ 

Начавшееся с "Трактата" Понселе движение перебросилось 
в Германию и раввивалось далее, с одной стороны, аналитиками 
Мебиусом (MoeЬius, 1790-1868) и Плю:к:керо:м: (Plticke1-, 1801-1868) 
и, с другой стороны, си нтетиками Штейнером (Steiner, 
1796-1863) и Штаудтом (von Staudt, 1798-1867). Оба первых 
исследователя придали аналитическое оформление синтетическо
му ходу идей Понселе (ана.аитu'Чвс�аяпрое�тивная геометрия). 
Так, в частности, Мебиус 4) в своей работе "Барицентрическое 
исчисление, новое вспомогательное средство длJJ аналитического 
изложения геометрии" ("De1· baryzentrische Calcul, ein neues 
Hilfsшittel zur analytischen Behandlung de1· Geometrie'', Leipzig 
1827) установил специальный случай проективных :координат. 
Эта работа принадлежит :к числу чрезвычайно легко написанных 
:математи-ческих :книг, и уже по одному этому ее чтение следует 
настоятельно рекомендовать . Мебиус снабжает три неподвижные 
точ:ки плоскости не:которым:и определенными :массами. При надле
жащем распределении этих масс (которые могут быть также и отри
цательными) центр тяжести системы :может находиться в любой: 
•rочке плоскости. Есля мы увелячим: или уменьшим все три 

1) Предисловие к первому изданию начинается следующими словами: 
�Эта работа .является результатом исследований, произведенных мной 
весной 1813 r. в плену у русских; лишенный каких бы то ни было книг 
и пособий и угнетенный несчастьями своей родины и своими собствен
ными, .я не мог придать этой работе желаемого совершенства•. 

2) Ср. К о t t е r, стр. 127. 
3) В качестве примера мы укажем на .принцип непрерывности•, кото· 

рым нар.яду с другими Понселе пользовался при разработке проектив· 
ной геометрии в комплексной области; ер. К о t t е r, стр. 121 и по· 
следующие. 

') Жизнеописание и оценка работ Мебиуса имеется в .Moeblus Ges. 
Werke", 1885, т. 1, предисловие Бальцера. 



22 ВВЕДЕНИЕ В ПРОЕRТИВНУЮ ГЕОМЕТРИЮ 

:массы в одинаковое число раз, то центр тяжести будет нахо
диться в той же точке, что и раньше. Следовательно, каждой 
точке плоскости однозначно соответствует определенное отноше
ние этих трех :м:асс, которые :м:ы можем рассматривать как одно
родные точечные координаты. Эти координаты являются специ
альным случаем: проективных координат, так как в них уравнением: 
бесконечно удаленной прямой: всегда будет уравнение х1 + х2 + 
+х,=О. Совершенно аналоrич11Ым образом: Мебиус устанавливает 
координаты: для случая пространства с помощью четырех данных 
точек. Мебиус по.11ьзуется для установления своих координат 
'Чисто .ме:х;аничес1шм принципом, который отличается большой 
наглядностью.  Подобные физические представления СЫl.'рали 
исключительную роль в качестве эвристического средства во 
многих област.ях математики. 

Общие проективные координаты были впервые введены Плюк
кером в 1 829 г.1). В той же работе он дает также простой прин
цип, посредством: которого осуществляется переход от аффинных 
Rоординат к однородным: координатам: отношений. Плюккер, ко
торый и в области физики составил себе и:мя2}, задержался в конце 
своего курса обучения (1823-1824) в Париже и там позна:комился с 
исследованиями француаских геометров. Его отношение к другим: 
математикам: нелегко выяснить, так, как он весьма мало сле
дил за современной е:м:у литературой. Так, например, ему осталось, 
повиди:мому, неизвестным барицентричес:кое исчисление Мебиуса. 

В дальнейшем развитии проективной геометрии принимали 
участие кроме немцев еще англичане (стр. 31) и итальянцы: 
(стр. 44). Научные успехи не свяаани с 1'а1'ой-нибудь одной стра
ной, по с течением времени переходят от одного народа 'х: дру
гому, который затем уже с новой точки зрения продвигает 
вперед старые проблемы:. 

§ 2. Соотношения связности проективных образов; 
односторон ность проективной плоскости 

Мы перейдем теперь :к :выяснению наглядной стороны наших 
предыдущих рассмотрений о проективных многообразиях. Аффин
ная прямая является неограниченной в обоих направлениях; ках бы 
далеко :м:ьr по ней ни продвигались в одном из двух направлений, 
скажем, направо, мы: никогда не ;щютигнем та:кой точки, :которая 
лежала бы в противоположн:о:м направлении, значит, налево, от 
исходной точRи нашего движения. Наоборот, на проективной 
прямой бесконечно удаленная точRа соединяет обе стороны пр.я
мой линии так, что она становится уже за:м.Rнутой линией. В са
мом: деле, если :мы будем: двигаться по проективной прямой, 

1) Pl ii с k е r, Uber ein neues Koordinatensystem, .Crelles Journal•, т. 5, 
стр. 1-36, 1829. Вновь переиздано в .Pliickers Ges. Math. Abh.", 1895, 
стр. 124-158. 

2) .Жизнеописание и научная оценка работ Плюккера имеется в Got
tinger Abh" т. 16, 1872, С 1 е Ь s с h, Zum Gedii.chtnis an Julius PНicker. Вновь 
переиздано в "Pliickers Ges. Math. Abh. ", 1895. 
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например, все врем.я направо, то мы перейдем за бесконечно уда
-Jiенную точку и вернемся оп.ять в исходную точку с другой сто· 
роны, значит, слева (черт. 6). Мы у.ясни:м это проще всего, 
·если пересечем пр.ям:ую линию пучком пр.яkых, центр которого 
не лежит на самой пр.ямой. Тогда каждой, то'Чке прямой линии, 
вк.rио'Чая и оесконе'Чно удаленную то'Чку, соответствует одна 
и толь1'о одна прямая пу'Чка; при этом: мы здесь говорим: 
о прямых, а не о полупр.я:мых. Если :мы будем вращать хакую
нибудь прямую линию пуч
ка, то после поворота на 
180° мы вернемся к исход
ной прямой. Совершенно 
такое же перемещение мы 
имеем: и на проективной 
пр.ямой. Поэтому ясно, что 
проективная прямая .явл.я
-ется замкнутой линией. Ес
ли мы опишем около центра 
пучка окружность, то mо'Ч-
1'и проективной прямой от

Черт. 6. 

тJрааятся на точки полуокружности (черт. 6); при этом: беско
нечно удаленной точке пр.ямой соотве-:rствуют две концевые точки 
полуокружности. Мы :можем поэтому получить на полуокруж· 
ности те же соотношения, что и на проективной пр.ямой, если 
·будем считать тождественными обе ее концевые точки, что можно 
представить себе осуществленным, например, так: путем надле
жащего искривл·ения полуокружности концевые точки наuа
дываются одна на другую. 

Совершенно аналогичным образом аффинная плоскость и 
.аффинное пространство неограниченно простираются во всех 

Черт. 7. 

направлениях, в то врем.я как про
ективная плоскость и nроективное 
пространство .являются замкнутыми 
в себе вследствие присоединения 
несобственных элементов. В случае 
плоскости :мы можем сделать более 
наглядными имеющиеся здесь соот
ношения, ставя в соответствие 
точ'Х:а.м rмоскости прямые св.я,;ти, 
центр которой не лежит на самой 
плоскости; также и здесь имеет 
:место взаимно однозначное соответ

·Ствие между точками плоскости и прямыми связки. Описав около 
центра этой связки шаровую поверхность, ми можем отооразит.,ь 
то11,ки прое1'тивной пдос'Х:ости на mо'Чки одного иа подушарии; 

на черт. 7 нами выбрано для этого нижнее полушарие. При 
.этом: всякой бесконечно удаленной точке плоскости соответствуют 
две краевые точки вашего полушария, друг другу диаметрально 
противоположные, вследствие этого :мы должны, как и выше 



24 ВВЕДЕНИЕ В ПРО ЕRТИВНУЮ ГЕОМЕТРИЮ 

в случае прямой, вся:кие две та1ше �раевьrе точRи считать тож
дественными. Разумеете.я, в отличие от с.uучая прямой теперь 
у.же не удастся путем наложения осуществить попарное совме
щение всех этих тоЧек; но для всех рассуждений достаточн0> 
пользоваться следующим соглашением:: если мы попадем в Rа
Rую-нибудь Rраевую точRу полушария, то одновременно :мы на
ходимся и в диаметрально противоположной точRе. После отож
дествления диаметрально противоположных точеR полушария :мы 

а ь с 

Черт. 8. 
d 

г 
10 1 

е 

получаем замRнутую поверхность, таR RaR ведь уже нигде не'!"' 
храАвых точеR поверхности. 

3ам:Rнутая в себе проеRтивна.я плоскость обладает следую
щими замечательными свойствами. Будем: исходить из неRото
рого Rруга, взятого с определенным: направлением обхода, и 
переведем его с помощью :Еj:епрерывной дефор:м:ацяи через бес
конечно удаленную прямую. Для этого :м:ы прежде всего пере
ведем круг, изображенный на черт. 8, а, в эллипс и, оставив 

неподвижной его левую вершину, будем: 
неограниченно удал.ять направо его пра
вую вершину. В результате :мы полу11им 
параболу, касающуюся бесконечно уда
.ценной прямой (черт. 8, Ь). 3атем мы 
эту параболу переведем в гиперболу, 
которая, каR известно, пересекает бес
Rонечно удаленную прямую в дв ух точ-

Черт. 9. ках; путем деформации мы приближаем 
левую ветвь гиперболы к исходному 

кругу (черт. 8, с). Далее мы проделываем: все эти операции 
в обратном: порядке с правой ветвью гиперболы, которую :мы 
переводим через бесконечно удаленную прямую, причем полу
чаем: последовательно опять параболу, эллипс и, наконец, круг 
(черт. 8, dи 8, е). Подробное рассмотрение чертежей поRазывает , 
'Что при этой операции направление обхода на 'Круге изменилось 
иа обратное. 

То же явление :можно наблюдать, рассматривая на полушарии 
с отождествленными диаметрально противоположными точками 
:края движение через этот Rрай достаточно :малого круга с 
определенным направлением обхода (черт. 9); притом здесь имеется 
то преимущество, что этот круг не обязательно нужно искри
влять, как на проективной плоскости. Мы будем: исходить ив 
небольшого :круга, находящегося на передней стороне нашего 
полушария вблизи точки 1 (черт. 9), и будем передвигать этот-
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хруг через границу полушария. В силу нашего соглашения об 
отождествлении диаметрально противоположных точех храя мьr 
получим: при этом передвижении две отдельных части хруга, из 
хоторых одна лежит на передней части полушария, а друга.я 
на задней части (М 1 на черт. 9). Далее, передвинем весь этот 
круг через край (М 2) и будем его постепенно передвигать 
опять на переднюю часть полушария (М 3, 4). Мы непосредственно 
видим, "tmo при этой операции направ.п,ение обхода на tх;руге 
измени.лось па обратное. 

Н а  привычных для нас поверхностях в пространстве мы не 
наблюдаем подобного явления ; так, например, если мы будем 
передвигать ва  шаре достаточно :малый круг с определенны!II 
направлением обхода, то мы получим, вернувшись в исходное 
положение, всегда прежнее направление обхода . Простейшей 
поверхностью, на хоторой имеет место то же самое явление, хак 
и на проективной плоскости, является .лист (или пояс) JJ1eбuyca. 
Чтобы получить эту поверхность, нужно вырезать из бумаги 
длинный и узкий прямоугольник, согнуть его, сб.11изив концы, 
повернуть один из них на 180° и в таком положении их схлеить 
(черт. 10). Если мы будем передвигать небольшой хруг по листу 
Мебиуса, то :м:ы получим изменение направления обхода на. 
обратное, как и в случае проективной плоскости. 

Мы можем также охарактеризовать рассматриваемую разницу 
:между шаром и листом Мебиуса еще следующим образом . 
Именно, ш аровая поверхность имеет две стороны, внутреннюю и 
внешнюю, в то врем.я как лист Мебиуса имеет только одну сторону. 
Действительно, если мы будем красить последнюю поверхность, 
начиная с какого-нибудь места, и будем 1 
все время увеличивать закрашенн-ую об- lf 

ласть, то в конце концов вс.я: поверхность 
окажется закрашенной полностью, в то 
время как в случае шаровой поверхности 
окажется закра:rденной тольRо внешняя 
сторона. Поэтому шаровая поверхность на- г 
:зывается двусто понней поверхностью, а ч 1о 1:' ерт. . 
лист .Мебиуса - односторонней. На всех од-
носторонних поверхностях можно путем надлежащего перемещения 
круга изменить направление его обхода на .обратное ; напротив. 
на двусторонних поверхностях это невозможно . Пользуясь этой 
новой терминологией, мы :можем с1еазать, что прое'ХJтuвная п.лос
пость .яв.п,яетс.я односторонней поверхностью. 

Всякой односторонней поверхности можно поставить в соот
ветствие некоторую определенную двустороннюю поверхность 
путем: наложения на первую такой двусторонней поверхности. 
хоторая покрывала бы данную поверхность подобно слою краски. 
Читатель может сделать это построение для листа Мебиуса. При· 
этом: покрывающая поверхность будет двусторонней, потому что 
одна ее сторона все время обращена и прилегает к одно
сторонней поверхности, в то врем.я хак друга.я лежит свободно 
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в пространстве 1). В соответствии с этим :м:ы можем: наRрыть про
еRтивную плосRость очень плосRим: двуполостным гиперболоидом:, 
обе полости Rоторого примыкают с обеих сторон в: плоскости 
(черт. 11) . Прито14 двуполостный гиперболоид .является дву
-сторонним:; потому что, если :м:ы его переведем: путем: непрерывной 
деформации черев бесконечно удаленную плоскость, то мы смо
жем: его деформировать в обычную шаровую поверхность. 

Тот фаRт, что существуют поверхности, имеющие только одну 
-сторону, был установлен, невависим:о друг от друга, Мебиусом: 
и Листингом: (Listing) в 1858 г. 2); в то время Rав: Листинг опубли
ховал это отRрытие в 1862 г. 3}, Мебиус сделал это только в 1865 г.,  
н о  подробнее 4) . Вследствие этого последняя работа оRазалась 
эффеRтивнее, она впервые вызвала интерес к односторонним по
верхностя.111. Односторонность проеRтивной плосRости была уста
новлена в процессе переписRи :между Шлэфли (Schlafli) и Клей
ном (Klein) 11). 

Односторонность проективной плоскости находит свое выра-
.жение в том, что мы можем двумерную фигуру путем непре

рывной деформации перевести 
через бесRонечво удаленную 
область в зеркальное изобра
жение исходного положения 
этой фигуры. Рассмотренное 
выше ивменение направления 
обхода Rруга на обратное явля-

Черт. 11. eтcsr специальным случаем: 
этого свойства; для выявления 

·ивменения ориентации достаточно проделать уRазанную опера
цию над треугольвиRо:м:. На проективной прямой и в проеR
тивном пространстве уже нет подобного положения вещей. 
Проще всего в этом убедиться, рассматривая для случая пр.я
мой отрезоR, ограниченный дву:мsr точками, а для слvчая про
·странства- тетраэдр. Поэтому прое1'тивная прямая и проектив
ное пространство являются• двустороини.ми в противопо.аож
,WJсmь проективной плоскости. 

В ваRлючение этих соображений сделаем еще следующее 
замечание. После введения проеRтиввых Rоординат бесконечно 

1) На этом основании в старой литературе односторонние поверхности 
назывались двой'Н!Ьшu, а двусторонние поверхности-простьtми поверхnо
стями; эта терминология исходит как раз из того обстоятельства, что 
из односторонней поверхности м:ожно получить обыкновенную посредством 
двойноrо накрывания. 

1) Ср. S t а с k е l, Die Entdeckung der einseitigen Flachen, "Math. Ann. •; 
т. 52, стр. 598, 1899. 

3) L i s t i n g, Der Census der rii.umlichen Komplexe, Oбttinger Abh., 
т. 10, 1862. 

') М о е Ь i u s, 'l)Ъer die Bestimmung des Inhaltes eines Polyeders. Sach
.sische Ber., Math.· Phys. Кlasse, т. 17, стр. 31, 1865. Вновь переиздано 
в Moeblus Ges. Werke, т. 2, стр. 473. 

5) Ср. Klein, "Math. Ann.•, т. 7, 1874. Вновь переиздано в Кlein 
•Ges. Abh., т. II, 1922, стр. 64, 65. 
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удаленные точки становятся равноправными с собственными 
точками. Тем: не менее для наrJiядного представJiени.я бесконе
чно удаленные элементы играют особую poJiь. Поэтому мы дол
жны стараться до тех пор пользоваться наглядными представле
ниями проективных соотношений, пока, например, перевод какой
нибудь фигуры через бесконечно удаленную область не пред
ставит для нас слишком: больших затруднений. Чем больше :м:ы 
разовьем в себе эту способность, тем лучше мы будем: мыслить 
проек-:rивно. 

§ 3. Линейные однородные подстановки 

А. Линейные однородные подстановки; понятие группы. Для 
рассмотрения проективных преобразований в § 4 нам понадобятся 
некоторые свойства линейных однородных подстаново:к. 

Будем исходить от п переменных Хн х2, х8, • • • , х", которые 
:могуть принимать всевозможные конечные значения, за ис:ключе
нием одновременного обращения в нуль всех переменных. Для 
большей общности :мы будем допускать для этих переменных не 
только действительные, но и произвольные комплексные значе· 
ни.я. Смотря по тому, равно ли п числам 1, 2, 3 или 4, :мы бу
дем говорить об унарной, бинарной} тернарной или -кватернар· 
ной ооласти. 

Мы охватим все эти случаи, если число переменных п 
оставим неопределенным. Линейные однородные подстановки п 
переменных имеют вид: 

Ж1 =С11Х� +с12х;+ ... +с1"Х�, 

. . . . . . . . . . . . . . 

п 

ИЛИ Хх= �СхдХ� (x=l, 2, . . • ,п). 
A=l 

. 
Определитель подстановки :мы предполагаем отличным от нуля: 

1 С11С12• •• С1"' 
D = 1 Схд 1= 1 С21С22. ' , Cz" =1= О. 1 • • . . • • 

i с"1с"2 • • • с"" 

В настоящей 1ениге ника:кой роли не будут играть те 
11ате:м:атические задачи, 1еоторые приводят к подстановкам: 
-с определителем: D =О, :ка:к, например, отображение Щ)Остранства 
па плоскость, что имеет место хотя бы при фотографировании 1). 

1) Ср. К 1 е i n, Elementarmathematik vom Mheren Standpunkt аuв, т. II 
Геометрия, 3-е изд.. Бер.пин 1925, стр. 86 и 101. Есть русский перевод: 
Ф. К JI ей и, :Элементарная математика с точки зрения высшей, ГТТИ, 1933 г. 
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Постоянные Сх>.. :могут иметь, :ках и переменные х, произволь
ные комплексные значения. В силу предыдущей подстановхи 
:каждой системе значений (х�, a;z, • • •  , х�) соответствует одно
значно друга.я система значений (х1, х2" • •  , хп), и так как по 
условию D=!=O, то и, обратно, всякой системе значений {х1, х2, • • •  , хп) 
однозначно соответствует некоторая систем а  (х�, х� •. . .  , х�). 

Совокупность всех линейных однородных псдстаново:к обладает 
те:м свойством, что всякие две такие подстановки, произведенные 
одна за другой, дают в результате некоторую третью подста
новку такого же типа, т. е. принадлежащую :к рассматриваемой 
совохупности подстановок. Для примера рассмотрим случай 
n=2. Две подстановки : 

, - " - " 
Х2= С21Х1 +с22Х2, 

будучи произведены одна за другой, дают: 

Х1 = (с11 ·С11 +с12·ё°;1)·х'� +(с 11 :С12+ С12· ё;2)·х'�, 
Х2=(С21 ·С11 +с22·ё; 1) ·х; + (С21·С12 + С22·�2)·х", 

следовательно, оплть-та:ки линейную однородную подстановку. 
Ее 1'оэфициеити виражаются через 1'оэфициентъь обеих исход
иых подстаиово1' известным образом с по.мощью правила умноаюе
uия .матриц (стро'Ки первой подстанов1'и иа стмбцы второй). 

Отсюда следует, что определитель полученной: подстановки 
равен произведению определителей исходных подстаново:к. Так 
:как оба эти определителя по условию отличны от ну л.я, то 
определитель полученной подстанов:ки также не равен нулю. 
Эти соотношения имеют место и в случае п переменных. 
Напишем обе исходные подстановки в виде : 

п 

Хх=� Сх>..Х�, 
1..=1 

Произведя одну подстанов:ку�за другой, получим: 

от:куда по.nучаетс.я то же аа:ключение, что и в случае п=2. 
Далее, совохупяость всех линейных однородных iIO,l.(CTalioвo.к 

с не равным нулю определителем обладает тем: свойством:, что 
в ней для :каждой подстановки имеете.я соответствующая так 
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называемая обратная подстановRа, которая, будучи сRомбиниро
вана с первой подстановRой, дает тождественную подстановRу: 

" " . 
Z1 =Х1, Z2 =Жз, • • ·, Хп = Zn· 

Если данная подстановRа имеет вид: х = �с"л · х�, то обратной . ). u • � Ол" 0� подстановRои .являете.я а;" = "'°' -r; а:л ; при этом л" .является 
). 

минором �элемента ел" в определителе D. 
ИтаR, линейные однородные подстановки с отличным от нуля 

определителем обладают следующими двум.я свойствами: в со
воRупности таких подстановоR содержатся, о одной стороны, 
все подстановки, Rоторы:е :могут быть получены путем комби
нирования каRих-нибудь двух подстановок нашей системы, 
и, с другой стороны, подстаяовRи, .являющиеся обратными 
по отношению R подстановRам нашей системы. ВсяRая система 
подстановок, обладающая этими двум.я свойствами, назыпаетс.я 
2[Jуппой подстановоR. Что второе свойство не .являете.я следствием 
первого, видно на примере системы подстановоR, Rотора.я при
бавляет в: произвольному пело:му положительному числу любое 
другое целое положительное число; эта система по нашему 
определению не .являете.я группой, таR RaR хотя первое свой
ство здесь выполнено, но второе не выполнено. В процессе раз
вития .мате.матu1'u понятие группы получило основн,ое значе
ние и теперь имеет та1'ую же важность, JКа1', напри.мер, поня
тие фу1шции. 

Понятие группы появилось впервые в :математике в теории 
подстановок, в частности в теории алгебраичесRиХ уравнений 
Галуа (Galois), а затем в теории инвариантов линейных под
�тановоR. Понятие группы было поставлено в центр геометри
ческих исследований примерно в 1871 г. работами Клейна и Ли 
(Lje), которые ознаRомились с важностью понятия группы 
у К. Жордана (Camille Jordan) в Париже 1). 

В. Когредиентность и контраrредиентность. Разнообразные 
ряды переменных, встречающихся в геометрических исследо
ваниях, различаются по роду подстановок, с помощью которых 
они преобразуются. Два особенно простых случая представляют 
для нас выдающийся интерес. Прежде всего назовем два ряда 
переменных: 

Z1X2• • . Хп, У1У2· • ·Уп 
когредиентны:м:и, если они всегда преобразуются с помощью 
подстановRи с одинаковы.ми Rоэфициентами: 

(x=l, 2,. ",п). 

1) Ср. Math. Enzyklopiidie, III, АВ 4 Ь, G. F а n о, Kontinuierliche geo· 
metrische Gruppen, стр. 292. 
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Второй тип св.язи :между двум.я рядами переменных :мы полу
чим: следующим образом: если :мы в билинейной форме: 

tJ 

F=tЦX1 + U2Xa + . . .  + UnXn = � ир.а;.,., 
..,...1 

сделаем: следующую подстановку над пере:м:енными х: 
tJ 

:.lii= � Ck>.X�, 
Л=-1 

ТО :МЫ ПОЛУЧИМ: 

F=�1и.,.{�1 с.,.>.х� } =�1�1с.,.>-и.,.х� 
= �J�1с�и ... } �-

Если :м:ы обозначим новые коэфициенты через и�: 
tJ 

.l!'- u;x; + и�х; + . . . + и�х� = � и�х�, 
Л=l 

, 
то :мы получим для U>. следующие уравнени.я: 

или, подробнее: 
U� =C11U1 + C21U2 + • • .  + Cn1U", 

u;=C12U1 + C22U2 + . . .  + C"2Un> . . . . . . . . . . . . . . 

U�=C1"U1 + C2nU2 + . . . + C""un. 

(l=l, 2" . .  ,п) 

В этих формулах дл.я ui в противоположность соответствующим 
формулам для х, (см. стр. 27), во-первых, переменены :местами 
новые и старые переменные,  во-вторых, переставлены столбцы 
и строки. Мы ставим: теперь в соответствие всякой данной подста-
новке х" = � 

с
"лх' >. другую, так называемую "онтрагредиеитную 

). 
подстаиов'Ку и'" = � C)."U>. , которая лишь дл.я специальных с"л 

>. 
может совпадать с данной подстановкой. Если в процессе вы
числений переменные и, всегда преобразуются с помощью под
становки хонтрагредиентной по отношению R той подстановке" 
с помощью которой преобразуютс.я переменные х" то :мы будем: 
называть два ряда переменных: 

Х1Х2 • • •  Хп, UtU2 • • • Uп 

взаимно 1'онтрагредиеитии.ми. С примерами подобных перемен
ных :мы скоро встретимся. Следует особенно подчеркнуть, что 
:можно говорить лишь о взаимной :контрагредиентности двух, 
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рядов переменвнх., но не о хонтрагредиентности одного ряда. 
в себе; то же замечание относите.я и R понятию хогредиент
ности рядов переменных. 

Понятия когредиентности и хонтрагредиентности были заим
ствованы из теории инвариантов, хотора.я охазала большое влия
ние ва геометрические иsюледовавия.  Теоретико-инвариантное· 
оформление геометрии сделано в основном: двум.я англичанами:, 
Кэли (Cayley, 1821-1895) и Сильвестром (Sylvester, 1814-1897)" _ 
из которых последнему и принадлежит введение терминов: 
инвариант, когредиевтность и хонтрагредиентность. Воззрения 
этих исследователей получили широRое распространение с по
мощью учебниRов Сальмона (Salmon, 1819-1904), а затем после 
перевода Фидлера (в новейшее врем.я Дингельде.я и Ко:м::мерел.я} 
нашли себе всеобщее распространение и в Гер:маJilИИ. Далее 
следует отметить не:мецRую теоретиRо-инвариантную школу, 
основанную Клебше:м: (Clebsch, 1833-1872). Позднее Клейн. 
в своей ЭрланrенсRой программе (1872) определил геометрию 
прямо RaR применение теории инвариантов 1). 

В заключение мы дов:аже:м следующее предложение, Rоторое 
нам понадобится в дальнейшем (стр. 54 и 160). Если сделать.. 
линейную однородную подстановку, то определитель, составлен
иий из п когредие'({,тНы:Jj рядов переменных, умножится иа 
01�ределитель этой подстановки. :В случае п = 2 определитель,. 
о Rотором идет речь, имеет вид: 

D=\x,1 x
2 l =X1Y2-X2Y1· 

У1 Y2I 
причем х11 х2 и у1, у1 .являются когредиентными переменными. 
Если произведем линейную однородную подстановку, то получим: 1 Х1 Х4 /-1 СнХ� + С12Х�, С21Х; + С22Х; 1 = 1 С11 С12 \ • \ х� х; 1 

У 1 Yi - С11У� + С12У�, С21У� + С22У; С21 C22 I У� у; . 
Совершенно так же доRазываетс.я это и в случае произволь

ного п: 
�С1л Х� • • • �СплХ� 

l �l 
�Сtл У� · · · �СтУ: 

Л l 

че:м: и доRазано наше утверждение. 

Сн • • .  С1" = С21 • • .C2n 

Сп1 • • • с"п 

, , 
Х1 • • •  Хп ' , ! У1 · • · Уп , 
t� . . .  t� 

1) К 1 е i n, Vergleichende Betrachtungen Uber neuere geometrische For� 
schungen (Эрлапгеиспая программа), Ges. Abh., т. I, стр. 460. Имеется рус
ский перевод Д. М. Синцова, напечатанный в Известиях Ф.·М. о-ва при 
Ка2анс1tом университете (2-.я серия, т. 5, 1896), под названием: "Сравни
тельное обозрение новейших геометрических исследовапий". 
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§ 4. Проективные преобразования 

А. Проективные, свободно-аффинные и центрально-аффинные 
прео6разования. Для нас представляет большой интерес вы
·.яснить геометричесRий смысл рассмотренных в предыдущем 
параграфе линейных подстаново:к. Рассмотрим х1 : х2, х1 : х2 : х8 и 

.х1 : х2 : х3: х 4 каR однородные координаты соответственно на пря
мой, на плосRости и в пространстве. Подстановки мы будем: 
.:писать в виде : 

п+1 , • РХх = � Сх1.Х1., D= 1 Сх>. 1  ф О, 
Л=l 

причем п обозначает размерность (n=l, z или 3), а х прини
мает значения от 1 до n+ 1 .  Мы ввели :множитель пропорцио
нальности рфО для того, чтобы отметить, что мы имее:м дело 
с отношениями х1: х2 : • • •  : хп, а не с самими значениями пере
менных. Преобразования, определенные такими подстановками, 
называются "о.11линеациями 1) или прое1'mивними преобразовани
ями. Они обладают тем свойством, что все точRи, лежащие на 
'<>дной прямой или плоскости, преобразуютса таR, что после 
преобразования опять образуют прямую или соответственно пло
скость, т .  е. прямая или плосRость переходит в силу этих пре
образований опять же в прямую или соответственно в плоскость. 
Можно показать, что коллинеации (в действительной области) 
явлаются найболее общими преобразованиями, обладающими 
эти:м свойством; напротив, в :комплексной области :мы имеем 
несколько иное положение вещей (см. стр . 62). 

Теперь выявляется непосредственно смысл определенных в 
предыдущем параграфе Rогредиентных и контрагредиентных 
переменных. Именно: координаты двух точек являются когре
диентными пере:менны:ми; напротив, коэфициенты их, которые 
входят в уравнение любой прямой или плоскости: 

и�Х1 + и2х2+ ... +ип+1Хn+1=О (n=2 или 3), 

:контрагредиенты по отношению :к Хх. Смысл этого заключается 
в следующем. При проективном преобразовании, например, про
странства всакая плосRость Е переходит в некоторую новую 
плоскость Е'. В силу изл оженного в третьем параграфе коэфи-
циенты и: плоскости Е' получаются из коэфициентов и" пло
скости Е посредством: подстановки, которая :контрагредиентна 
подстановке, преобразующей переменные Хх. Поэтому :м:ы можем 
весьма просто вычислять новые :коэфициенты с помощью этой 
подстанов:ки. 

Чтобы установить уравнения проективных преобразований 
в аффинных координатах (мы ограничимся случаем прострая-

1) Слово .холлинеаци.я" Мебиус ввел в геометрию по совету своего 
друга филолога Вейсхе. Ср. М о е Ь i u s, Der barycentrische Calcul, 1827, 
предисловие, стр. XII. 
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ства), м:ы исключим: прежде всего множитель пропорциональ 
ности р иа .;шнейной. однородной подстановки: 

Обозначим: далее соответственно через х, у, z и х', у', z' ' ' 
Х1 Хз Х3 Х1 Х2 Xs аффинные координаты -, , ,..,.4, и -, , -. , -. , тогда м:ы 
Х4 Х4 JJ Х� Х4 Х4 

получим: 

_ с11х' +с121/ +с13е' +с14 х- '+ '+ '+ . С41Х С42У C43Z С44 
У=···, С31Х1 -1�-Сз·1У1 +csзZ' +сзt 

Z= c,11x'+c42y'+c43z'+c4• · 
Следов1тельно, в аффивных RОордипатах проективные преобразо
вания изображаются дробными неоднороднь. ми линейными под
становRами. причем знамен11тели у всех дробРЙ одинаковы. 

Особую роль играют те проективные преобразования, которые 
переводят бесконе'lно удаленную область самое в себя. В случае 
пространства такие  преобразования получаются из общего проек
тивного преобразования посредством условия: 

с41=0, с42=0, с43=0, С44=1, 
как поRазывает рассмотрение вышепривел:�нных формул. Эти 
преобразования, которые называются аффинни.ми преобразова
ни.я.ми изображаются в аффинных 1еоордиватах �которые мы дл.я 
удобства письма здесь обозначим: Тё:1RЖе через х1, х2 • • • • хп). по
средством линейных (вообще говоря, неоднородных) подстаново1е: 

x,=c�1x;+c"2x�+ . . . +cxnai�+cx, D=\c"{l=l=O (п=l, 2 или 3). 

Аффивное преобразование, у Rоторого все свободные члены с" 
равны нулю, и Rоторое поэтому переводит начало Rоординат 
само в себя, нмываетс.я централ,ьно-аффинни.м. В протинном 
случае преобразование называется свооодно-аффинни.м. Легко 
видеть, что всякое свобоцно-аффивное п реобразование может быть 
составлено из центрально-аффинного преобразования и парал
лелF>ного перениса. 

Проективние преобрааов�ния данной размерности образуют 
группу, так как ли.1ейные однородные подстан овки, посредством: 
Rоторых они моrут быть изображены, обладают этим свойством: . 
Точно так же аффиннш пре.обрааования образуют группу. Группа, 
Rоторая це.п:иком содержитця в другой груrше, на:шваетс.я ее 
подгруппой. Следовательно, можно сказать, что аффинные преоб
разованuq, оtjращ;ют подгруппу группи проективни;; преобразо
ваний. Аффинные преобразования могут быть выделены ив всех. 

а lt:reй11-12• 
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проективных преобразований посредством требования переводить 
бесконечно удаленную о бласть самое в себя. Легко видеть далее, 
что центрально-аффинные преобразования в свою оче ре.'lь образуют 
подгруппу группы аффинных преобразований. Эта группа .может 
быть охаракте ризована те.м:, что ее преобразования переводят 
н ач ало координат само в себя. 

В. Знак определителя подстановки. Определитель подстановки 
проективного преобразо вания :может быть как положительным, 
так и отрицательцым. При четном п, сле:цовательно, в частности 
в случае плоскости, это различие не существенно, потому что 
в этом случае определитель меняет знак, если м:ы помножим все 
постоянные с",_ на-1; са.м:о же проективное преобразование пт 
этого не изменитсн, так как дело идет только об отношениях 
переменных х". Следовательно, при четном п мы :можем одно и 
то же проективное преобразование с одинаковым правом изобра
зить xa!t подстановкой с положительным определителем, так и 
с отрицательным. Напротив, при нечетном п (следовательно, 
в частности в случ:аях прямой и. пространства} определитель 
проек т ивного преобразования имеет однозначно-определенный 
BJiaR, так что нам: приходите.я дел ать различие между проек
тивными преобразованиями с положительным: определителем и 
с отрицательным. На пр.я.мой линии и в пространстве прое'К
тивние преобразования распадаются на два различних семейства, 
'Коmорие нмьзя непреривно перевести одно в дrугое; напротив, 
в случае плоскости прое"тивние преобразования образуют одно
связное .многообразие, так как в этом: случае мы можем всякую 
данную подстановку непрерывно перевести в тождественную 
подстановку та:к, чтобы определитель при этом никогда не 
обратился в нуль. . 

Геометрически это различи е означает следующее. Проективное 
преобразование на прямой линии либо изменяет направление 
всех отрезков на обратное, либо сохраняет его без изменения; 
притом: это происходит у всех отрезков одновременно, так как 
проективное преобразование .являете.я вза.liмно однозначным: и 
непрерывным преобразование;м:. Может ·поRазаться, что анало
г�чным о бразом и на плос:кости следует различать два типа 
проеRтивных преобразований, смотря по тому, :меняют ли они 
или не меняют направление обхода контура, выходящего из 

начала координат в положительном направлении a:i_ -оси и воз-
Хз 

х 
вращающе гося по положительной части -2 -оси в начало :коор-

Хs 
динат (черт. 12); но проективная плоскость .является односто
ронней повер:хвоспю (с:м. стр. 25), и на ней оба различных 
направления обхода могут быть не прерывно переведены друг 
в друга, так что в действительности: здесь нет никакой раз
ницы между двум.я рассмотренными типами проективных пре
образований. В пространстве мы имеем опять такое же положе-
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ние вещей, Rак и на прямой. О.ледовательно, свойство прое'К
тивних преобразований распадаться для мучая прямой и про
странства на два раз.личных семейства, а для случая rмоско
сти, напротив, оорааовивать одно связное .многообразие, нахо
дится в связи с тем, что плоскость явдяется 
односторонней в противоподожность двусторон-

L
"' 

ним пр.я.мой и пространству. х, 

Если мы перейдем от проективных преобразо-
ваний R аффинным, то мы получим: и для слу- "') 

.чая плоскости распадение всех аффинных преоб- � 
разований на преобразования с положительным 
определителем: и преобразования с отрицательным Черт. 12. 
определителем:. Это происходит потому, что при 
аффинных преобразо ваниях геометрические фигуры уже не 
могут быть передвинуты через бесконечно удаленную пря:м:ую; 
плоскость, так сказать, разрезана вдоль бесконечно удаленной 
пр.ямой, вследствие чего нарушена ее односторонность.  Мы :м:о
жем следующим образом: сформулировать различи е  между аф-

x,-..r 
,.. _____ _....;_..,_ 

... 

.х, •.Х 

Черт. 13. 
.х,-х 

финными преобразова
ниями с положитель
ным и отрицательным 
определителем. Мож
ио иавестиым обра
зом раз.личать как .на 
пр.я.мой, та'К и иа пло

-&__..:�--_;;:.хz+·У скости и в простран
стве два типа систем 
аффиинw.е 'Координат, 
хоторые изображены 

Черт. 14. 

рядом: на черт. 13-15. 
При аффинном преоб

:r,�g 

разовании оси старой 
системы координат пе
реходят в новые пря
мые, точно таR же пе
ресекающиеся в одной 
точке (при этом в слу-

.z,-.r 

Черт. 15. чае прямой линии по-
ложительное направ

Jiение переходит либо опять в положительное н аправление, либо 
в прежнее отрицательное). При аффинных преобразованиях с 
по.ложите.льни.м определителем старал система 'Координат 
принад.лежит к тому же типу, 'Ка'К и система, образованная из 
нових осей; напротив, пrи преобразовании с отрU'цатедь'Н/ЫМ оп
ределителем эти системы принадлежат f> раз.личным типам. 

С. Наглядное изображение проективных преобразований . 
.tiачнем с рассмотрения аффинных преобрааовапий, причем 
ограни1ш:мс.я преобразованиями центрально-аффинными, так как 
свободно-аффинные преобразования получаются из них путем 
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добавочного Параллельного переноса: · ПО'средством элемента ряых 
рассмотрений мы получаем: ПрИ цептральпо-аффинных преобраао
·ваниях прямой линии х1 = с11 xf 1, с11 ::j:: о все отре:-Jк и:, выходя щие 
из начала :координат, увеличиваются и.тrи уменьшаются в оди
наковое число раз. ( При Этом:, е сли с11 положительно, то поло
жительное направление не · меняется, а при: отрицатель ном: cu 
оно переходит в прежнее отрицательное напр авление.) Пр и це а
тральво-аффинных преобразованиях плоскости семей ст во кон цен
трических о:кружностей с центром в начале координат пе 1ехо
дит в семейство подобньtх и подо бно расположенных эллипсов 
( черт. 1 6 ; на нем G1 и G1 изображают о бразы старых :коо рди н атных 
осей). Аналогичным: об разо м  в про странстве семейство кон цен
тричес:ких шаров с це нтром в начале коорд и нат переходит в се 
ме йство подобных и подобно расположенных: эллипсоидов. 

Черт. 16. 

О братимся теперь к р ассмотрению прое-ктивних пргобразова
ний, которые, ка:в: :м:ы увидим, могут быть получены геометр ически 
очень простым способом: посредством проекций. Для этого мы 
проведем через какую-нибудь точку данной прямой G вспомога
тельную прямую G' и спроектирув:м: все точки прямой G на 
прям:ую G' посредством центральной проекции иа произвольной 
точки ПJ1ОсRости Р1 (черт. 1 7 ). Далее произведем еще второе  
проектирование, посредство м Rоторого точ:ки прямой G '  спроекти
ру ютс.я опять на пр.я:м:ую G. В силу этого :каждой точке прям ой G 
будет поставлена в соuтветствие некоторая другая точка э гой же 
прямой. Легко показать, что две та:кие прое:к ции дейст вительно 
определяют проек�:ивное преобразование. Это преобразование 
обяза1 ельно имеет действительную не подвижную то чку, чего, 
:как это мы скоро увидим, в общем случ ае может и не быть. 
Если мы хотим полу чить общее прое:ктивное пр еобразов ан ие. 
то вам придете.я пользо ваться уже не двум.я, а тремя проекци я м и, 
причем мы сначала спроектируем fJ на G' из точки Р1 , затем G' 
па вторую вспомогательную пр ямую G" из точ:ки Р2 и, наконец, 
G" с прое:ктируем назад на G из точки Р3•  li:il 

Есл и  мы будем пользоваться только параллельными проекция
ми, то :м:ы получим: указанным пу тем аффинные преобразования 
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прямой G (черт. 18) .  Если, в частнооти, точха пересечения пря:мых 
G и G '  совпадает с нач.алом: координат пр.ям.ой G, то мы получим: 
центрально -афф инные преQбразования; если же она совпадает 
с бесконечно удаленной точкой прямой q' т. е. если G и G' 
параллельны, от проективное преобразование вырождается в кон
груэнтное скольжение прямой G по самой себе (черт. 1 9). 

" 

Черт. 17. Черт. 18. 
Проективные преобрааоваnия плоскости :могут быть получены 

посредством проекций авалоги:чным образом. 
U помощью этого построения мы :можем: рассмотреть наглядные 

свойства проективных преобразований для случаев прямой 
и плоскости. В первом 
случае мы построим 
на прямой шкалу из 
равноотстоящих то
чек и отобразим про
ективно эти точки. 

. G 

Черт. 20. 

Для этого мы прежде всего спроектируем укааанны:й ряд точек 
с помощью параллельной проекции на прямую G' (черт. 20); 
тогда мы полуqим на G' также шкалу из равноотстоящих точек, 
кото '>Ые мы спроектируем: с помощью центральной проекции 
опять на прямую G, вследствие чего и получим желаему:ю шкалу.  
Ле гко вицеть, чт:> при этом бесRонечно удаленная точка (в общем 
случае) отобразите.я в собственную точку. По :мере того вах :мы 
приближае мся к образу бес:конеч:но удаленной точки, образы 
точек нашей равномерной шкалы все более и «;)олее сгущаются; 
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наконец отдельные точки ложатся настолько близко друг :к другу, 
что мы уже не в состоянии изобразить их на чертеже. Эта 
проективная ш:кала будет играть основную роль в гл. V. - В слу
чае плоскости аналогичные соображения показывают, ч·rо проек���-�-�------ - - - тивное преобразование плосRости '� � переводит бесконечно удален-� --------- ную прямую , вообще говоря; в 

� ---------- собственную прямую. На черт. 21 
-1 изображены проективные об

разы семейства концентрических 
кругов. Круги достаточно малого 
радиуса отображаются в эллип
сы, переходящие затем в пара
болу и далее в гиперболы , ко 
торые все более и более приб
лижаются с обеих сторон :к пря
мой, являющейся образом бес
конечно удаленной прямой, та:к 
что в пределе обе ветви дают 
эту прямую. - В случае прост
ранства соответствующие рас
смотрения приходится прово
дить аналитически, причем полу

----� чаются следующие результаты. 
Черт. 21 .  Семейства конц�нтрических ша-

ров при проективном преобразо
вании отображаются в семейство эллипсоидов, которые затем 
переходят через эллиптичес:кий параболоид в двуполостные 
гиперболоиды; обе полости этих гиперt5олоидов все более и более 
приближаются к образу бесконечно удаленной плоскости, давая 
его в пределе (ер. черт. 11 на стр. 26). 

D. Неподвижные точки проективного преобразован ия. Мы: 
называем неподвижной точкой данного преобрааов.tния та:кую 
точ:ку, которая переходит сама . в  себя. В случае центрально
аффинного преобразования всегда существует подобная точ:ка, 
именно начало координат. Мы покажем, что и в случае свобод
но-аффинного преобразования в сегда существует неподвижная 
точка; иногда, впрочем, она :может быть бесконечно удаленной. Для 
случая прямой свободно-аффинные преобразования имеют вид: 

Х1 = С1 1 х; + С1 , С1 1 ф 0, 
Следовательно, искомая неподвижная точка определяется урав
нением: 

Если с1 1 ф 1 , т. е. если преобразование не вырождается в чистый 
перенос, :мы получаем собственную неподвижную точку. 
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Н слуqае плоскости неподвижная тоqка определяется ур ,IВ· 
нения:м:и: 

(с1 1 - l) x1 + С1 2 Х2 = - С1 , 

С2 1 Х1 + (C22 - l) X2 = - С2 • 

Следовательно, координаты неподвижной точки будут: 
l'i 

1 - С1 С12  1 
1 - с2 C22 - l Х1 = -- - ' 
1 C1 1-l С12 1 
1 С2 1 C22-l 

Если знаменатель равен нулю и по крайней мере один из 
двух числителей отличен от нуля, то  неподвижная точ:ка явля
ется несобственной.  Если же оба числителя и знаменатель равны 
нул ю, то неподвижная точка будет неопределенной ; мы имеем 
в этом случае либо целую прямую из неподвижных точе�е, либо 
даже тождественное преобразование, которое оставляет непод
вижной всю плоскость. Совершенно аналогичные рассуждения 
можно провеr.ти также и для пространства. 

Мы не будем приводить соответствующих исследованлй для 
проективных преобразований во всех подробностях, но дадим 
тольRо общий метод. Ис:ком:ые неподвижные точки определ.яются 
следующими уравнениями: 

или 

п+1 
р х.,. = � Схл Х1.. 

Л=l 

(С1 1 - р) Х 1+ С1 2 Х2 +  • • •  + 
С2 1 Х1 +Сс22 - р)х2 + · • • + 

(n= 1 ,  2 или 3), 

С1, п+1 Хп+1 =О, 
С2, п -г 1  Хп+1 =О, 

Сп+1, 1 Х1 + Сп t-1,2 Х2 + . . .  + (сп+ • ,  п+1 - р) Хп+t = О. 
Эта система однородных уравнений толь:ко тогда имеет реmе11ие, 
отличное от тривиального о : о : . . . : о, когда определитель системы 
равен нулю: 

(сн - р) С 1 2 С1, п+1 
С21 (С22 - Р) • · • С2, п+1 = О. 
Cn+l.  1 Сп+l, 2 • • • ( Сп+l, п+1-р) 

Мы получим для неизвестного р уравнение (п + 1)-й степени; 
именно, :коэфициент п ри pn+i равен (- 1 )п+1 , т. е . заведомо отли
чен от нуля. Рассматриваемое уравнение имеет не более п + 1  
разли чных корней р 1 ,  р2, • • • , Рп+ 1 ·  После подстанов:ки :каждого из 
этих знаqРний в исх одную систему уравнений мы получим опре
деленную систему значений х1 : х2 : • • . : Хп+1· При этом здесь :может 
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встретиться тот исключительный случай, что для некоторых из 
хорней Рт. имеется не одна, а бесqислен1юе множество таких 
систем, линейно зависимых :м ежду собой. Но в обще м слу чае 
для хаждого pk получается одна и только одна с истема значений 
х1 : :.1· 2 : • • • : Xn -1-1· Следовательно,  вообще говоря, проект ивное пре
образование np.ЯMfJй, плоскости или пространства имеет соот 
ветствеппо 2, 3 или 4 неподвижных тоqки. Но в частных 
слу чаях некоторые из неподвижных �чек могут :между собою 
совпадать или им еть хомплексно сопряженные координаты (если 
мы огр шичиваемся рассмотрением действительной области, 
то эти неподвижные тоqхи приходится с читать несуществую
щими ) .  

Наконец, возможны еще случаи вырождения, когда неподви
жные точ:ки заполняют целые прямые или даже плоскости, все 
точки которых остаются неподвижными • ) . Из свой ств действи� 
тельности корней хубического уравнения следует, что действи
тельное проективное преобразование плоскости всегда имеет по 
крайней мере одну н еподвижную точку. На.против, на прямой 
линии и в пространстве все неподвижные точки могут быть 
комплексными. 

Эти рассмотрения нуждаются еще в существенном дополнении, 
ибо на стр. 38 мы видели, что аффинные преобразования, кото
рые являются специальным случаем проективных преобразо 
ваний, имеют только единственную неподвижную точку. Это 
различие в получе нных результатах обусловливается тем:, что 
аффинные преобразования имеют еще н еподвижные точки, :кото
рые, однако, всегда являются несобственными и потому при 
пользовании аффинными координаtами остаются незамеченными. 
В самом деле, на пря мой линии все аффинные преобразования 
переводят бесконечно удаленную точку самое в себя; она, сле
довательно, и .является искомой второй неподвижной точкой. 
Если в общем случае собственная непо.!Iвижная точка также 
удаляется в бесконечность, бес:конечнu удаленная точка стано
вится двойной неподвижной точкой проективного преобразования. 
Аффинные преобразов ания плоскости или пространства п ере
водят  бесконечно удаленную nрямую, или соответственно плос
хость, самое в себя и поэтому определяют на этой прямой или 
плоскости некоторое проективное преобразование, которое по
предыдущему, вообще говор.я, имеет две или соответственно три 
неподвижные точки. Но это дает вместе с (вообще говоря) соб
стве нной неподвижн ой точкой, найденной нам и  для всякого 
аффинного п реоб 11азования, как раз три или соответственно че 
тыре неподвижных точк.я, хоторые в общем: случае должно 
иметь всякое проективное преобразование. 

1 )  Из произведенного перечисления мы видим:, что число различных 
типов проекти вных п реобразований весьма вел и ко; точную классификацию 
можно получить с помощью веl!ерm rрассовой теории элементарных делите
лей. Нагл.ядные при меры проективных преобразований будут даны в гл. III. 
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§ 5. п-мерные многообразия 

В процессе предыдущих исследо ваний мы познако мились 
с целым ря::�:ом существенных разли чи й в геометрической при
роде прямой:, плос кости и п ростр анств а . Так, нап р и м ер, про ек
тивная пр я мая и п рое кти вное прост ранство оказались двусто
роннимА';  прое ктивная плоскость, в прот и в о положность им, одно
сторою 1ей. М ы  л у q ше всего у.ясни 'vl себе внутре нн ю ю пр иq ину 
этого з а �1 е qа т е л ь н о го р азл ич и я, если перейдем от с пе циальных 
разм:е рностt1 й:  1 ,  2 и 3 к слу qаю п -ме рно rо м н о rооб раз ия.  

Прежде всего :мы н азо вем то.,,кой . аффипного п-.мерпого 
.многооор �зи r� в с я к у ю  с истему ко неч ных значени й:  пере ме нных 
х1 х2 • • •  Xn. С э rи м: по нятие м: мы не связ ывае м uux;ax;ux н,агляд
uы.х; предстамений. Ведь, о кр ужаю щее н а с  пространство в не ш
него мира и меет только три взаимно пер пе ндикулярных на пр ав
л е н и я ,  и н и  один человек не может воепри нять с п о м о щью 
своих о ргано в чувств боль ш е е  число взаимно пе рпе ндикулярных 

направлений:.  Точнее го воря , мы исходим из анал итических: ос нова
ни й  и тол ыtо н а з ы в а е м  отдельные о перац ии геометрическими тер
минами аналогично тому, как мы это при " ыкли делать в геометрии 
в слу qае 1 ,  2 и 3 измерений. В результате этого мы пo Jiyqaeм: то 
преимущество, ч т о  аналит и ч е с кие операции оживляются б:1агода
ря аналuги и  с наглядными соотно шениями , существующими в ок
ружаю ще м нас внешнем мире. В настоящее время этот прием нахо

дит ши роко е при мене н ие во многих дисци п л и нах; в качест ве при
мера укаже м на :мате м:ат и qескую фи.шку, в Rотор ой с о воRупно сть п 
Rо м п о не нт, о п и с ы в аю щих состояния (фа з ы) фи зической системы, 
рассм11три вается R<lK точка n· :мерного фазового п ространст ва. 

Пос г рое ние п-мерной аф .р и нно й геоме r р и и  пр ои з в одится сле
дующ и м  абстрактным путем ;  прежде все го мы назы ваем:, каR это 
было с казанQ выше, точкой п-м:ерного афф ин ного :много о б р азия, 
которое мы буде м обозн аqать М.�• всякую систему значе н и:й 
::i;1 :J'2 • • • ::lin 1) .  Совокупность всех точек, координаты: которых 
удо1шетворяют линейно му уравнению : 

U1X1 + U2X2 + · • •  + Un Xn + Un +1 = 0, ' 

в котором не все первые п коэфициентов и ... равны нулю, пред
ставляt1т собой (n - 1 )-мерное :многоо бразие Мп - 1 . которое мы 
будем назы вать гиперплосх;остью; при этом :мы считаем: тожде
ственными два уравнения, у которых: все коэфицие нты пропор
ционал ь ны м е ж;:�.у собой. 

Есл и два различны х: линейных уравнения (две гиперплос
кости) не и меют ни од ной об щей систе мы конеч ных значений, 
т. е. есл и эти два уравнения противоречивы, то мы бу дем назы
вать эти ги перплоскости параллельными . В противном случае 
они имеют оо n - 2 общих систем: зна че ня:й, которые образуют 

1) Не1иторые авторы вместо n·мерного многообразия говорят •·мерно• 
пространство; но мы, следуя Риману,  слово пространство будем применять 
только R трехмерным многообразиям (ер. гл. Х, § 5). 
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(п - 2)-:мерное многообразие Мп-2 . Если три различные гипер
плоскости, иа которых: никакие две не .являются параллельными, 
.являются линейно независимыми t(т. е. все три гиперплоскости 
не проходят через одно и то же многообразие Мп-2 ), то их общие 
системы значений образуют Мп-з и т. д., пока мы не получим, 
наконец, в резул:Ьтате пересечения п непараллельных гиперплос
:костей М п _ 1, не проходящих через одно и то же М1 одну един
ствЕ>нную точку, т. е .  М0 • Полученные таким образом п раз
личных: типов :м:ноrообрааий Мп - 1, • . . , М1 , М0 мы назовем 
осповн1ьь.ми геометрически.ми образа.ми. Итак, м:ы видим, как 
с помощью этих представлений, благодаря аналогии с геометри
ческими  отношениями, оживляете.я теория .аинейн,и.Jj уравнений 
с п пеиавестн,ы.ми. 

Аналогично аффинной п-мерной геометрии может быт.ь пос
троена с помqщью однородных :координат проеu;тивная п-.мерная 
геометрия. 

Мы назовем точкой п-.мерного проективного многообразия Р" 
всякую систему значений х1 : х2: • • • : Хп+1 за единственным исклю
чением системы о : о : . . .  : о . Далее, :м:ы назовем совокупность 
систем значений, удовлетворяющих линейному однородному 
уравнению: 

в котором не все и" равны нулю, проективной гиперплоскостью 
Рп - 1 и т. д. 

Полученные таким путем основные образы п-мерной гео
метрии мы можем представить также в параметрическuй форме. 
Именно: М0, т. е .  отдельная точка, определя ется координатами A.1Xi ; прямая лини.я состоит из точек, :координаты которых имеют 
вид J.. 1x, + 1.. 2yi , где х и у - две р азличные точки этой прямой; 
:координаты точек ПJiоскости :могут быть изображены в виде Л1Х; + 
+1.·iY; + >..3zi , где х, у и z - три точки этой плоскости и т. д. ;  нако
нец, гиперплоско сть может быть изображена аналогичным образом 
посредством п лежащих: на ней: точек. Читателю рекомеадуется 
сравнить эти факты с аналогичными фактами на стр. 1 5 . 

Если м ы  хотим перейти от проеRтивноrо п-мерного :многооора
зия к соответствую щему аффинному многообразию, нам: доста
точно положить nоследню�u переменную Xn+i равв'ой единице, т. е . 
исключить все с истем ы  значений, у которых последняя перемен
ная равна нулю или, выражаясь геометрически, считать несоб
ственными все точки некоторой определенной гипер11 лоскости. 

И rак, мы о пределили совершенно абстрактным путем а ффин
ные и проективные п-мерные :многообразия. Они резко отлича
ются в этом отношении от 1 -, 2- и 3-мерных многообразий, 
таR как для этих последних возможно и наглядное представле
ние. Современно й аксиоматихе по необходим ости приходится 
иметь дело исключительно с абстрактными определениями; на
;значевием этой дисциплины как раз и .являете.я выявление логи
ческих связей, поэтому из нее по возможности изгоняете.я все 
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наглядное, чтобы не просмотреть никаких логических связей, 
обладающих наглядной очевидаостью. Однако не подлежит 
никакому сомне нию, что геометрия сверх того имеет целью 
наглядное понимание геометри. ческих соотношений. " Геометра 
создает именно радость фор мы" , говорит :Клебш в своем некро
логе Плюккеру 1 ) .  Но развитие геометрии в последние десятиле
тия привело к тому, что в Германии на передний план высту
пили исследования абстрактно логические, в то время как созда
ние соответст вующих: наглядн:ых представлений отступило на 
задний план. Именно поэтомJт в настоящей Rниге совершенно исRлю
чительное внимание обращается на нагл.ндну ю  сторону геометрии. 

Предыдущие СО')бражения :могут быть непосредственно рас
пространены, что читатель легко может сделать сам, на случай 
п-м:,·р н:оrо многооора шя. При этом, в 'Частности, полу'Чаетс.я 
тот ваме'Чаmельнъьй результат, 'Что 'Четно-мерные .многообразия 
существенно отличаются от нечетно-мерных. Так, например, 
проективные многооб разия четного числа измерений являются 
однооторuнними ;  напротив  того, многообразия нечетного ч исла 
измерений - двусторонними 2) (ер. стр. 25 и 26).  Далее проеR
тивные преобрааования многообразия при четном ti образуют 
одно  единственное семейство, в то время R"l.R при нечетном п они 
распадаются на два различных семейства (стр. 34 и 35) .  НаRонец, 
действительное проективное преобра:Jование при четном п имеет 
все гда по Rр tйней мере одну действительную неподвижную точку, 
в то время Rак в случае нечетнuго п проективное п реобразо
вание может не и.меть ни одной действительной неподвижной 
точки (стр .  40) . Это различие мы еще проследим: в будущем 
на дальне й ших примерах. 

В последующем мы ограничимся по преимуществу размер
ностями 1, 2 и 3, так RaR большинство теорем непосредственно 
сбобщаются на случай любого п. Лишь тогда мы будем рас
сматривать случай про извольного п, Rогда без этого не удается 
выявить различие исследуемых свойств для первых трех раз-
мерностей.  

, 

С истемати:ческое рассмотрение п-м.ерных многообразий было 
впе рвые п ро 1�едено Гр 1 ссманом (Grassmann) в 1 844 г. в его Rниге 
"наука об экстенсивных вел ичина х:  или у1еЕiие о протяженности, 
нова11  математическая дисциплина", пер вая часть: Линейное 
учение о протяже нности (Die Wlssenschaft de1· extensiven Grossen 
oder die Ausdehnungs ,eh1·e, eine neue mathematische Disziplin, 
Erster Teil: Die lineale Ausde1шungslehre ). 

Грассман в этой книге рассматри вает в очень абстрактной 
форме п-мерные аффинные :многообразия. Впрочем: отдельные 

1 )  С 1 е Ь s с h,  Zum Gedachtnis a n  Julius Plticker, Gбttinger Abh" т.  15. 
Вt:lовь переиздано в �Pliickers Ges. Math. Abh.", 1!;95, стр. XIII: 

2) Это означает: Еслд мы п-:мерную фигуру переведем через беско· 
вечно уда r�:енную гиперплоскость п-мерного проективного многообразия, 
то мы :можем при нечетном п совме�тить ее с ее исх одным положением, 
а при четном п - с ее зеркальным образом. 
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предложения, относящиеся к тому же кругу идей, встречались 
уже и до Грассмана у различных авторов 1 ). В 1 862 г. появи
лось второе переработанное издание книги Грассмана под более 
простым заглавием: "Учение о протяженности" ,  в которой рас
сматривались дальнейшие (нелине йные) задачи, но которое было 
написано столь же абстрак·1 но, так "!ТО потребовалось :много вре 
мени для того, чтобы полный глубокого значения ход мыслей, 
изложенных в этой книге ,  полуqил всеобщее ра . :пр1 1странение. 
Между тем основы п-мерной геометр ии р11зра6атывались само
стоятельно д руги 'd и  последователями 2 ) .  Прежде всего мы назо
вем эдесь английского м атемат и ка Кэли, занимавшегося этим 
с 1 844 г., которому мы о()J1 ааны также введением в геометрию 
теоретико-инвариантной точки зрения (см. стр. 3 1 ). Больших 
успехов, достигнутых итальянскими математиками в теории 
п-мерных :многообразий, мы в этой книге касаться не можем. 

§ 6. Проективные координаты прямой и прqективные 
координаты плоскости; прин цип дво йстве� но сти 

А. Проективные координаты прямой на плоскости. Введем: 
на плоскости систему проекти вных координат х1 : х2 :  х8• Тогда 
уравнением: любой прямой на этой плоскости будет: 

U1 Х1 + U2 X2 + U8 Х8 = 0. 

Всякая прямая определяется однозначно заданием отношений 
коэфиuиентов, входящих в ее уравнение и1: иl :  и8. Поэтому мы 
.можем эти величины рассматривать как однородн.ие 'КoopiJuнamu 
пр.ямой, линии на пл,ос'/Сос ти. В самом деле, всякая система зна
чений и1 :  и� :  u8, за едивстве 1шым исключением: системы о : о :  о . 
дает единственную прямую, и обратно, всякая прямая опреде
ляет однозначно систему значений и1 : и2 : и8 при Зdданвой си
стеме координат. В частности ·три фундаме нтальные прямые 
:7i1 = О, Х2 = 0 и х3 = 0 имеют соответственно координаты 1 : о  : О, 
о : 1 : о и о :  о :  I ;  прямая линия, проходящая через вершину Р1 
и определд нная ураинением и2 х2 + и3 х3 = о, име�т  координаты: 
о : и2 : и8 и т. д. Отметим особо, что при линейной однородной под
становке переменных з;, т. е. при проективном преобразовании, 
переменные и всегда преобразуются посредством контраrреди
ентной подстанов1ш (см. стр. 32) .  

Мы б уде м называть введенные нами координаты и1 : и2 : и3 
координата.ми прямой. Координаты пр.ямой дают нам первый 
пример совершенно нового понимания координат, введенного 
в геометрию Плюккером в 1 8 .! 9  г. В то время как до Плюккера 
л�шь точки о пределялись координат11 ми, Плюккер рас сматриваJI 
дл.я произвольных геометрических образов любые постоянные, 

1) Ср. Math. Enzyklopii.die, П, С. S е g r е, Mehrdimensionale Ralime. 
стр. 773. 

8) Ср. Math. Enzyklopiidi e, 1 1, С. S е g r е, :Мehrdimensionale Ralime, 
стр. 774. 
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однозначно их определяю щие, RaR Rоордипаты этих образов. 
В каче стве таких обр азов п режде в сеrо брал ись прямые, плос
кости, окружности и ш аровые поверхности. Поэтому :мы полу
чаем: наряду с до сих пор рассмотренной то че qной геометрией 
еще геометрии прямых и плоси:остеu и аате.м геометр ии окруж
ностей, utapo'IUX повер.rлистей и т. д., в�.п�дствие чего возни
Rает множе uтво з адач совершенно но вого типа. Но в настоя ще й:  
Rниге мы буде м рассматривать в Rачестве элементо в простран
ства кроме точек тол1:�ко пря мые, плоск о Jт и  и гиперплосhости. 

Вер н емся теперь к координатам: прям о й  и рассмотр им сово
и:упиость все с прямых .n,uuuu, и:оордииатьt и:оторих удов.п,етво
ряют уравиеиию : 

U1 X1 + U2 X2 + U3 X8 = 0 . 

В этом уравнении мы рассматриваем и; Rак переменные, а х, 
как данные постоя н ные. Мы утверждае м, что все  прямые, коор
динаты которых уд,> влетворяют это му уравнени ю, проходят 
через точку, и м еющую в з аданЕой си стеме точечных коор...1.и
нат коорди наты i1 : х2 : х8 • в сам о м деле, всяка:я пря мая U. : ii2 : u�, 
:коорд инаты которой удовлетворяют уравнению, имеет в теку 
щих то чечных координатах. е 1 : Z2 : ез уравнение: 

u1e1 + u2Z2 + uaea = 0. 

Но это уравнение по условию удовлетворяется значени.яки: 

е1 =Х1 , е2 =�. es =xa, 
что и требовалось доказать. Следовательно, :мы получаем два. 
друг др угу соответствующих предложения : 

Если мы рассматриваем 
!i 1 : Х2 : Ха как проективные .ко
ординаты точки, то уравнение 

U1X1  + UzX2 + U3Хв = о 
изобра:кает при данных по
сто я н ных i, 1 ,  и2, и3 все точки, 
.лежащие ю1. прямой и1 : U2 : U8 
(черт. 22, слева). 

, 
/ 

'Iерт. 22. 

Если :мы рассматриваем: 
и1 : и2 : и3 как проективные 
координаты прямой, то урав
нение 

U1X1 + U2X2 + UaXa = о 
изображает при данных по
стоя нных х1 , х2 , Ха в с е  пря
мые, проходящи.е через Т(IЧКУ • 
::z:1 : х2 : :z·3 (черт. 22, спр ава) .  
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Иным:и словами: если прямая и 1 :  u2 : и3 проходит через точ
Rу х1 :  Ха : х8, то непременно удовлетворяется уравнение: 

и1Х1 + и�Х2 + U3X3 = 0. 

Для уравнений .аюоой п-й степени, Ra1c и для линейных 
уравнений, можно привести подобные же соображения. Именно 
мы получим : 

Если м:ы свяжем то qные ко
ординаты плоскости х1 : Ха :  Х3 
уравнением п-й спепени, то 
получим: непрерывную сово
Rупность точек, которую бу
дем на зывать и:ривой п- го по
ря дк а  (черт.  23, слева). 

Если мы свяжем: Rоорди
наты прямой и1 : и2 : и8 урав
не нием: п-й степени, то пu.пу
чим непре рывную совоr�уп
ность прямых, которую будем 
называть npu1Joй 1ню 1"Ласса 
(черт. 23, справа) . 

Черт. 23. 
Всякой кривой какого-нибудь порядка соответствует опреде

ленная кривая неRоторого класса, и, обратно: именно: сояокупность 
касательных.  к кривой данного поря.Jка образу ет кривую неко
торого класса, в то время Rак, с другой стороны, о гибающая 
кривой данного класса я вляется кривой некоторого порядка. 
Но мы должны остерегаться отождествлять кривые некото рого 
порядка с кривым:и некоторого класса. Правда, мы можем рас
сматривать данную плоскую кривую и как точечный образ и 
Rак образ, составленный из прямых, по при этпм в первом: слу
чае образ составлен только из точек, а во втором только из 
прямых. Число, дающее порядок .панной пл'оской кривой, вообще 
говоря, не  совп адает с числом, дающи�1 ее класс. 

В. Проекти вные координаты плоскости. Уравнением плос
кости в пространстве в проективных :координатах .явл яется 
уравнение: 

U1X1 + U2X2 + U8X3 + U4X4 = 0. 
Из соображений, подобных приведенным: на стр . 45, следует, что 
:мы :можем рассматривать отношения и1 : и2 : и8 : и" ка:к одн,о rод
иые и:оординаты плоси:ости. Совокупность плоскостей,  коорди
наты которых удовлетворяют данному линейном у  ур:�в н · ·пию, 
образует связку плоскостей, т. е. мы получае v� все плос кости, 
прохо.дящие через данную точку простра нства. Сле 'lовшпе. 1 ьно, 
11р иведенное выше уравнение изо бражает при переменных х 
уравнение п.аоскости в то•tечнъьх координата.r,, а nptt пере.мен-
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'Н/ЫХ и - уравнение mo'Ч1'U в n.1ioc1'ocmnux 1'Оординатах. Соответ
ствующим образом мы получаем: для уравнения п-й степе!iи: 

Если :мы: свяжем точеч- Если мы свяжем плосRост-
ные Rоордиваты пространства ные Rоордиваты пространства 
х1 : х2 : х8 :х4 уравнением п-йсте- и 1 : и2 :  и8 : и4 уравнением п-й 
пени, то мы полу qим вепре- сте пени. то :мы получим не-
рывную сово купность точек, прерывную совокупность пло-
кото рую бj·дем вааывать по- скостей, Rоторую будем назы-

верхностыо п-го порядка. вать поверхностью п-го класса. 
При этом касательные плоскости к поверхности данного 

порядка образуют соответствующую поверх ность неRоторого 
RЛасса; в то время Rак, наобо рот, огибсJ.ю щая поверхности 
данного класса образует соответствующую поверхность l'leRo
тopoгo порядRа 1). 

Эти: рассуждения лег«о переносятся на случай п-мерного· 
многообра� ия. EcJI И  уравнением данной гиперш1оскости явля
ется уравнение: 

U1W1 + U2W2 + . . . + Un+l Х n + i  = О, 
то мы можем рассматривать отношения и 1 : и2 : • • •  : иk+1 , хак 
однородные координаты этой гиперплоскости. 

В процессе развити я: геометрии координаты прямой появи
лись впервые у Плюккера в его "Аналитическо-геом:етрических 
исследованиях" ,  т. П, 1 83 1 г. 2) .  Уже в предисловии R этому тому 
он у:ка1ывает также и на плоскостные координаты. Но опери
рование с плоскостными координатами доставляло Плюккеру 
значительные затруднения, так как в его распоряжении не име
лось вспомогательных средств теории опреде лителей. Подробнее 
он останавливается на плоскостных координатах:  в своей "Си
стеме пространственной геометрии" 1846 ("System der Geometrie 
des Raumes") .  

С . Двойственность на плоскости . В предыдущих рассу.ж
ждениях мы писали рядом (слева и справа) некоторые предло
жения, обладающие замечательной симметрией. В случае плос
t;ости мы можем перейти от одного иа таких предложений к 
другому путем замены переменных х переменными: и, а пере
менных и переменными х и, кроме того, путем надлежащей 
перестановки слов "точка" и " прямая " .  Сло во "над.лежащая" 
здесь означает, что, например, выражение "тоqкя, лежащие на 
данной прямой",  должно быть заменено выражением "прямые, 
проходящие через данную точку" (ер. предложение стр.  47). 

1) Нашему нагл.ядному представлению, которое основано по преиму
ществ у на зрен ии, точечный об раз в:�жется первичным, тогда как плоско
стной об раз - вто ричным построением. Напротив, сд е п о м у, который полу
чает представдение о форме п о в е рхности путем наложена.я на нее р ук, 
т. е. путем построения касатедьных плоскостей, понятие плоскостного 
образа должно казаться более пер вичным. 

2) Р 1 ti с k е r, Analytisch-geometrische Entwickluno;en, т. П, Эссен 1831 . 
Первая часть: О новом способе изображения кривых с Помощью у равнений. 
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Чтобы избавитьс.я от необходимости делать "надлежащую " пере
становку, некоторые авторы пользуются словом "инцидентиыu" 
и формулируют оба приведенные вышf\ выражения следующим: 
образом:  "то чки, инцидентные данной прямой" и соответствен
но "прямые инцидентные данной точке". Если польаuваться 
этим способом выраже.dия, то у помянутая симметр,ия п ре;�ло
жений вы н вится особенно отчетливо. Пары подuб ного рода соот
ветствующих друг другу предлuжений, которые вuзываются 
взаимно двойствеиними, могут быть приведенны в бu.11ьшом ко
личест с е. Мы ограничи мся в качестве пр имера 1пеоре.мой Ласкал.я. 
(Pascal) и теоремой Ври аишона (Briancholl): 

Теорема Врианшоиа о ше- Теорема Ласкал.я. о шес ти-
сmиУ,гольнике, описанном око- угольиике, вписаино.м. в кони-
.ао конического се 'Чеии.я. : ческое се'Чеиие: 

В шестиугольнике, обра
ао ванном: какими- н !i будь ше
стью прямыми кривой второго 
Rласса, т р и  прямые, соединя
ющие противоположные вер
шины, переt:е:каются в одной 
точRе (черт. 24). 

Черт. и. 

В шести угольнике, образо
ванном Rакими-вибудь ше
стью точками Rривой ьторого 
порядка, три ТО '!КИ пересе
чения противоположных сто
рон лежат на одной прямой 
( черт. 2 5). 

Черт. 25. 

Дальнейшее развитие этих :мыслей примдит нас к столь 
же замечательному 1 ) ,  :как и важному "npuuцuny двойствеп
нос ти" : В проеRтив,rой геqметрии на плоскости путем надлежа
щей пере становки слов: 

точка --+ прямая, 
прямая --+ точка, 

мы можем: веnосредственно получить ив всякой rеоы:етрической 

1) У становление привuипа двойственности, ll'Оторый с нишей тепе
решней точки зре н ия «казы вается н е  так и м  уж гл убоким, представляп:о 
в свое врt>мя суще ственное нау ч н о е  дости же н и е . :Это J> ИJ.H(), нап J1И м е р , из 
того, что п рошло окол о 150 лет п п сле отыска н и я  тео р е м ы  П я скал.я,  п режде 
чем была ус·1 а новл ена теr1рема Бр и 11 н ш она , которая с помощью принципа 
двойственности из нее щщосредственно вытекает. 

· 
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теоремы новую, совершенно другую теорему. Читатель должен 
приобрести известный навык в подобных " переводах", чтобы 
в дальнейшем: легRо осуществлять переход к двойственному 
предложению. В евклидовой геометрии (в противоположность 
проективной геометрии) принцип двойственности имеет :место 
далеко н всегда. 

Так, например, в евIСлидовой геометрии из двух следующих 
взаимно двойственных предложений: 

Через две различные точ
ки проходит одна и тольIСо 
одна прямая. 

Две различные пр.я:м:ые пе
ресеIСаютсн в одной и только 
в одной точке. 

левое выполнено, в то врем.я IСак правое не выполнено. 
Обоснование принципа двойственности :может быть осущест

влено различными путями f ). Са:мый принцип был установлен 
в 1 822 г. французсIСик геометром Понселе 2). Он исходил из того, 
что с помощью данного конического сечения каждой точке 
плоскости (рассматриваемой как проеRтивна.я плоскость) :может 
быть однозначно поставлена в соответствие некоторая опреде
ленная прямая, именно ее  пол.яра, и обратно, вс.яRой прямой 
будет однозначно соответствовать определенна.я точка - соответ
ствующий ей полюс (эти полярные переобрааовани.я :мы будем: 
еще рассматривать в гл. II). Если теперь доказана геометриче
ская теорем.а, в которой идет речь только о точRах пересечения 
прямых, или о прямых, соединяющих точки, т. е. выражаясь 
современным: .языком, теорема проективной геометрии, то из нее 
следует с помощью полярных преобразований друга.я теорема, 
двойственна.я первой. В противоположность Понселе Жергон 
(Gergonne) дал а-ксио.матичес-кое обоснование принципа двой
ственности. Для этого достаточно показать, ч:то все аRсиомы про
ективной геометрии взаимно двойственны; потому что тогда, 
�ели неRоторое предложение вытеRает из этих аRсиом, то одно
временно из ни-х вытекает также и соответствующее двойствен
ное предложение. Наконец ПлюIСкер обосновал принцип двой
ственности ана.аитичес-ки следующим образом 8). Если :мы, на
пример, доRазали теорему Паскаля посредством: аналитических 
выкладок, то :мы можем произвести те же выRладки, заменив 
всюду пере:м:енные х пере:мевны:ми и, и наоборот, и затем ис
толRовать результат этих выкладоR новым способом:. Следова
тельно, мы получаем из всякого аналитического вычисления 
два различных геометричесRих предложе ния: одно из них яв
ляете.я истолкованием этого вычисления в точечных Rоординатах, 
другое - истолкованием соответствующего вычисления в хоор-

1) Ср. К о t t е r, Die Entwicklung der synthetischen Geometrie, J ahresber . 
.d. D. м. V. ,  т. 5, стр. 1 60 - 1 69, 1\Ю l .  3акон двойственности. 

2) Р о n s е 1 е t, Traite des proprietes p r oj ecti ves des figures, 1822. 
8) Р 1 ti с k е r, Analytisch-o;eometrische Entwi1: klungen, т. П, Эссен 1831 . 

Вторая часть: Принцип двойственности, § 1, стр. 242-251. 
• Клеnв-124 
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динатах прямой. Все эти методы доказательства не применимы 
в евклидовой геометрии, так как в ней вследствие отсутст вия 

несобственных: элементов отсутствует, симметрия.  
D. Двойственность в пространстве. Подобно тому как был 

установлен принци11 двойственности на проективной плоскости� 
мы можем: установить принцип двойственности и в проективном: 
пространстве. Тав как адесь точке х1 : х l : х8 : а;4 соответствует 
плоскость и1 : и2 : и8 : и., то пространственная двойственность 
дается схемой : 

точка � плоскость, 
пр.яма.я: � прямая, 

ПJIOCROCTЬ � ТОЧRа. 

Прякая линия .яв ляется двойственной самой себе, так как о н а 
может рассматриваться и как линия, соединяющая две точки. 
и двойственным образом: как пересечение  двух плоскосте й. 
Обоснование принципа двойственности может б.ы:rь произведе н() 
совершенно так же, как и на плоскости. В качестве примера 
мы приведем два следующих эле:м:ентарн.ы:х предложени�: 

Три ПЛОСRОСТИ, не прохо
дящие все чере3 одну пряиую, 
пересекаются в одной и толь
ко в одной точке. 

Три точхи, не л ежащие все 
на одной прямой, определяют 
собой одну и только одну 
ПЛОСRОСТЬ.  

Аналогичным обраао:м устанавливается принцип двойствен· 
ности и для высших размерностей. В случае п-:мерного про· 
ективного многообразия точке Р0 соответствует гиперпл оскость 

Р"_1, прямой Р1 соответствует Р"-2, плоскости Р, соответствует 
Р"_3 и т. д. В четно-мерных многообрааи.ях не существует обра.
аов двой ственных самим: себе; наоборот, в нечетно-мерных они 
всегда имеютс.я (например пряма.я лини.я в пространстве). 

Е. Двойственное в себе построение проективной геометрии. 
3пачепие плюю�еровых Rоординат прямой, плоскости и гипер
плоскости заключается в то.м, что они позволяют построить ана
литическую геометрию вполне двойственным: образом:. В каче
стве примера мы приведем: следующее. Пря.молинейНiЫU p r:it1 
mо'Че" состоит из всех точек, лежащих па некоторой пр.ямой .  
Его можно представить (см:. стр. 14) в параметричесRой форме : 

pxi = A 1Yi + A2Z;· 
На плоскости прямолинейному ряду точек соответствует nу'Чо� 
прямых, состоящий из всех пр ямых, проходящих через неRото
рую точку. Если две таких прямых имеют Rоординаты соот
ветственно ui и v" то мы :можем уравнения всех прочих прямых 
пучRа написать в виде: 

P1li = л . и ,  + A2V;, 
причем rp; обозначают координаты отдельных прямых пучка. 
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В самом: деле, уравнения в точечных хоординатах обеих пр.я
:кых и и v будут: 

U1 Z1 + U2 Ха + Ua Ха == О, V1 Z1 + V2 Z2 + Va Zs =о 
(причем х, являются пере иенными, и, и v, посто.янны:ии) .  Тогда 
те значения х1 : х2 : х8, которые одновременно удовлетворяют обо
им уравнениям и, значит, дают точку пересечения обеих пр.я
v:ых, будут также удовлетвор.ять уравнению: 

0· 1  U1 + А2 V1) Х1 + (А1 U2 + А2 f.12) Xz + Р·1 Us + А2 Va) Ха = О. 
Но изображаемая этим уравнением прямая имеет ухааанн:ы:е 

.выше хоординаты: ptp1 = >.. 1и1 + l2v, 1). В пространстве пр.я:коли
нейвому ряду точек соответствует пучок плосхостей, который 
состоит ив всех плосхостей, проходящих через некоторую пр.s
иую. Аналитически :м:ы :можем изобразить пучок плоскостей 
таким же образом, ках и пучок прямых., только и1 и v, будут 
теперь ш1оскостны:ми координатами. Последовательное двой
ственное противопоставление рассмотренных здесь образов (впро
чем чисто синтетическое) впервые было проведено Штейнером 
в его работе "Систематическое исследова:sие взаимной зависи
мости геометрических образов" и т. д" (S t е i n  е r, Systematische 
Eп twi cklung der Abhangigkelten geometrischer Gestalten vonei
nander . . . , 1 882). 

§ 7. Двойные отношения 

А. Элементарные свойства. В наших дальнейших рассуж
дениях важную ро.1ь будут играть двойные отношения. Иа еле
иентарвой :математики известно, что двойным отношением -че
тырех точек Х, У, Z, Т, лежащих на одной прямой, нааывавтсл 
•tастное: 

xz хт 
D V  {X YZT} = yz· : УТ ' 

причем XZ, YZ и т. д. обозначают взятые с надлежащими вна
:ками  длины различных отрезков, определяемых на пр.ямой че
тырьмя точками Х, У, Z, 1 '. 

Если в частности двойное отношение имеет значение -1, то 
говорят, что четыре точки находятся в отношении гармони
ческом. 

Если даны четыре точки Х, У, Z, Т без установления порядка 
их следования, то их можно расположить 24 различными спо
собами. 

Легко доказать следующие предложения: 
Двойное отношение остаетея неизменным:, если поменять :мес

тами первую и вторую пары точек: D V {X YZT} = D V  {Z TXY } . 

1) Доказательство :можно тахже провести двойственно к соответ
ствующему доказательству на стр. 14-15. 
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Двойное отношение остается пеизм:енны:м, если переставить 
обе точки каждой из двух пар : D V {XYZT} D V { YXTZ}. 

Двойное отношение привииает обратное значение, если пере
ставить точки только одной пары ; D Y'l{XYZT} = l : DV I YXZT} = 
= 1 : D V  {XYTZ } и т. д. 

С помощью подобных предложений :моzв:о показать, что 24 
возможных распоJ1ожения четырех точек распадаются по четыре 
на группы, дающие одну и ту же величину двойного отноше
ния, так что четыре течки (взятые без определенного порядка) 
определяют только шесть, вообще говоря, различных, двойных 
отношений 1). Если же мы еще укажем, как должны эти четыре 
точки распадаться на пары, то мы :можем образовать только 
восемь расположений, которые имеют следующеt\ значение: 

D V { X YZГ } = Л : \J., DV { ZТХУ } =Л :  µ, 
D V  { X YTZ } = tJ. : l, D .V { ZTYX } = 11- :  Л, 
D V{ YXTZ } = l : 11-, D V{ TZYX } = Л : !'-, 

D V { YXZT } = tJ. : Л, D V { TZX Y \ = tJ. : l , 

причем через ). : \J. :м:ы обозначили: D V I  XYZT}. Сдедовате.л,ьно 
двойное отношение двух пар точе1' .может принимать тодь1'о 
два значения, именно ). : 11- и обратное е.му µ : l. 

Далее, :м;ьr напомним о том, что двойное отношение четырех 
прямъиli иди четырех n.11ос1'остей, входящих в пучо1', равно 

Черт. 26. 

двойному отношению четырех точек, являю
щихся точками пересечения прямой (не про
ходящей через центр или соответственно 
через ось вашего пучка) с четырьмя рас
сматриваемыми элем:ентам:и этого пучка 2) 
(черт. 26).  

Двойные отношения рассматривались уже 
в древности, например у Паппа (Pappus). 
Особенное значение они получили в новей
ших исследованиях, в которых приходится 
иметь дело с проективным.и преобразова-
ниями, так как двойные отношения остаются 

инвариантными при этих преобразованиях (ер. стр. 54). Систе
матически их расматривали в частности Понселе 3) и Мебиус 4). 
rч1 В. Двойное отношение четырех точек на прямой. Для 
дальнейших исследований нам понадобится следующее анали
тическое представление двойных отношений. Введе � на прямой 
линии проективную систему координат и возьмем: две точки 

1) Ср. таблицу: М о е Ь i u s, Der barycentrische Calcul. стр. 249, 1 827 . 
1) Теорема Паппа. Ср. К 1) t t е r, Die Entwicklung der synthetischen 

Geometrie, Jahresber. d. D. М. V., т. 5, стр . J 2, 1 90 1. 
3) Р о n с е  l е t, Trai te des proprietes proj ectives des figures, 1822. 
') М о е  Ь i u s, Der barycentrische Calcul, 1827, 
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Х и У с воордината:ми х1 : х2 и у1 : Уа· Тогда прочие точки пря
мой могут быть представлены в виде : 

pS1 = А1Х1 + А2У11 Р�2 = А1Ха + А2У2· 
Вместо этого, мы :можем: написать: 

pSJ = Х1 + 'ГУ1, Р�2=Ха + 'ГУ21 
тав вак дело идет только об отношениях е" " Вследствие это
го каждой точке прямой поставлено в соответствие значение 
r=Л2 : л" которое в частности для точRи Х равно нулю, а для 
то чки Уравно оо .  Воаь:ме:м теперь еще две точки Z и Т на этой пря
хой, т. е. дадим: r два опредеJ1 енных значения ). и р.: 

Zt : Z2 = (Х1 +l y1 ) : (х2+Лу2), 
соответственно 

tt : t2 = (x1+ F-Y1) : (х2 +11-У2)· 
Тогда частное ). : р. будет равно двойному отношению четырех 
mо'Че-к, Х. У, Z, Т, взятых в- у1'аJшнно.м порядке: 

� = D V{XYZ T } .  
!'-

Чтобы доRазать это утверждение, выразим рассматриваемое отно
шение через Rоординаты четырех точеR Х, У, Z, Т. Из вышепри
веденных уравнений 

с.т�:едует : 

Z1 Х1 + Лу 1 
Za = Х2 + Лу2 ' 

л 1 :
1 

- - 2 
!'- 1 �1 

Х2 

Z1 \ 
Z2 
t1 \ 
t2 

ti Х1 + !'-У1 
- = --- ,  t2 Х2 + 11-Ув 

: У1 t1 1 1 
i УА t2 
i У1 Z

1 1 r 
1 Уа Za 

Это выражение :может быть составлено известным: способом из 
четырех миноров :ы:атрицы : 

� Х1 У 1 Z1 ti 11 · � Х2 У2 Z2 ta , 
Рассмотрим прежде всего тот случай, Rогда вторая фундамен
тальная точка х2 = о  нашего хоординатоопределения .является 
бесконечно уда ленной точ:Rой прямой (рассматриваемой вак 
аффинная прямая). Если :мы перейдем R аффинным: Rоординатам 
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X = X1 : a:z, у =  У1 = У2· Z = z1 : Z2, t =  ta : t2, то 
отношение примет вид: 

рассматриваемое 

. 1 Х1 : Х2 Z1 : Z2 I · \ Yi : У2 ti : t2 I ). 1 1 1 ' 1  � = 1 X1 �Xz t1 �t2 i · \ Yt �Y2 Z1 :;2 t (x - z) (y - t) z - x .  t - x 
(z - t) (у - 2) = z - i / t - y · 

Но это выражение равно частному : 
�- = XZ · Х Т  =D V{XYZT } р. YZ . УТ , 

так что в этом: специальном случае наше утверждение доказано. 
Дал.ее, при линейных однородных подстановках перед Rаж

ды:м: из четырех о пределителей, посредством: которых выражается 
паше двойное отношение, появится в качестве множителя опре
делитель подстановки (см:. стр. 31), и эти :множители сокра
тятся. Если мы будем: рассматривать подстановки как проек
тивные преобразования, то из предыдущего получится, что 
двойное отношение четырех точе" остается неизменным, если 
ми произведем прое1'mивное преооразование прямой и затем: вы
числим двойное отношение образов наших четырех точек. Если 
же .м:ы: будем: истолковывать подстановки, как введение повой 
системы координат, то получим, что двойное отношение четырех 
точек на прямой, будучи вычислено в дtiYX различных проек
тивных системах координат, дает одно и тоже значение; следо
вательно, зпачение двойного отношения не зависит от выбора 
прое1'mивной системы 1'Оординат. Этим: наше предложение до
казано в общем случае. 

Всякая вели чина, остаюша.яся неизменной при преобразова
ниях данной Группы, называется инвариантом этой группы. 
Следовательно, двойное отношение четырех точе1' на прл.мой 
является инвариантом группы,,,,прое1'mивных преобразований 
этой прямой. Большой интерес предс тавляет аналитическое 
строение этого инварианта. Именно, казалось бы, что уже отно
шение двух определитмей является инвариантом; но подобное 
выражение при пользовании однородными координатам:и не пред
ставл.я ет собой геометр ической величины:, так как оно при рав
нозначущих координатах Xt, х2 и рх0 p.Zi2 имеет, вообще говоря, 
разное з начение. Вследствие этого приходите.я пере itти к двuй
ному отношен ию 'Четырех о пределителей, которое уже не зави
сит от выбора про извольвого множитtшя п ропорциональности р. 

Д.ля случая многоме рных многообразий  мы: :можем вычислить 
двойное отношение четырех точек на.. прямо й: совершенно анало
гичным образом. Двойное отношение четырех точек с координа
тами: х,, у,, (х1+>.у1), (x,-t-f!-Y,) будет также и здесь равно ). : !-'-·  
Легко показать, что это д во йное отношение будет также инва
риантом: по отношению R группе проективных преобразований 
п-:мерного многообразия. 
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С. Двойное отношение в пучке прямых и плоскостей. Те же 
соображения, хак и для прямолинейных рядов точех, :могут быть 
приведены и для двойственных образов, именно для пучко! пря
мых и плоскостей. Следовательно� четырем прямым: или, соот
ветственно, четырем плоскостям: U, V, W, О пучка. с хоор
динатам:и: 

и,, V;, pw, = и,+1 v,, pw, = u, + � v, 

нужно приписать двойное отношение DV{ U V WO � = Т :  ""?. С по
мощью координат рассматриваемых прямых и плоскостей кы 
:можем: выразить это двойное отношение, например, в следую
щей форме: " 

l 1 :21 WW: 1 1 Vi wl i' 
- = D  V{ UV WO} • v2 w2 

� l :: :: l 1 :: ::1 · 
Точно тате же и здесь двойное отношение являете.я инвариантом 
группы проективных преобразований и не зависит от выбора 
проективной системы координат. 

Чтобы доказать, что это определение двойного отношения 
четырех прямых или соответственно плосхостей пучка совпадает 
с элементарным определением, достаточно показать совпадение 
двойного отношения четырех точек Х, У, Z, Т, лежащих на од
ной пр.ямой, с двойным отношением: четырех прямых или, соот
веrственво, плоскостей пучка, проходящих через эти точки 
(черт. 26): D V  {X YZT } = D V  { U V WO }, при этом двой ное отноше
ние понимается в нашем: смысле. �ЬI ограничимся доказатель
<1твом для случая пучка прямых, так как оно переносит ся  без 
всяких затруднений на случай пучRа плоскостей. Пусть хоор
дипатами четырех точек Х, У, Z, Т будут: 

х,, у,, z,= x, + ).у,, t. = x, + �у,, 

а координатами четырех прямых U, V, W, О: 
и,, v" w, = и, +k v,, w, = и, + �v •. 

Так как пря:мые U и V проходят соответственно черев точки Х и У, 
то (стр. 4б-46) должны удовлетворяться следующие уравнения : 

� U,.X" = 01 � V"y" = 0. 
r .  r 

Далее, пpm.IЬie W и О тогда и тольRо тогда проходят соответ
.ственно черев точки Z и У, когда удовлетворяются два уравнения : 

� (ur+lv,.) (xr+).y") = � u,.x"+).�u"y,.+IL vrx, +fi.� v,.y,.= 0. 
r r r r r 

� (и, + �v,.) (Х, +�у,.) = � urx, +� � и"11. � � v,.xr +� L v,y" =0. 
r r r r r 
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Так :как � urx,. = 0, и точно так же � v,y, = о, то отсюда 
r r 

получаем: 

r , ,  

11-L u,.y� = -�L vrx, , 
или - = -=--

r r 

ИтаR, действительно оба рассматриваемых двойных отяошения 
равны :между собой, как бы ни были расположены: относительно 
друг друга четыре точки и четыре прямые. 

D. Определение проективных координат с помощью двойных 
отношений. В заключение мы от.метим, что двойними оrпноиtе
ния.ми .можно воспо.льаоваться для очень простого опреде.леии.Ft 
прое-ктивних -координат т01(,-кu; дл.я случая пло1�кости расс �ю

трим это ближе. Для этого случан 
Р, проективная система :координат опре -

\ деляетс.я тремя прямыми А1, А3, А3 
� и единкчной точкой Е (стр. 1 8). Что-
lх бы определить проективные коорди-

',, паты произвольной точки Х, соединим: 
1�-'----��---=' ��1: каждую вершину фундаментального 

А, треугольника с двум.я остальными 
Черт. 27. вершинами и затем с точRа:ми Е и Х 

( черт. 27). Тогда из хаждой вершины 
будут выходить четыре прямые, из :которых три .являются не
подвижными, в то врем.я RaR четвертая меняется с изменепие:м 
положения точки Х. Эти прямые определяют следующие три 
двойных отношения: 

т1 = D V{AzAa (Р1Е) (Р1Х)}, 
т2 =D V{A8A1 (Р2Е) (Р2Х)}, 
m3==D V{A1A2 (Р8Е) (Р8Х)}, 

которые переходят друг в друга при циклической подстановке 
ипдексов. 

ТаRим образом для Rаждой точки Х :мы получаем: три числа 
m1, m2, m8, и в то же врем.я, обратно, два любых из этих чисел 
однозначно определяют неRоторую точку. Числа m1, m2, т1 свя
заны, каR легко показать, следующим уравнением: 

m1·m2 ·m8 = 1 . 

Соотношениями, которые связывают три двойных отношени.я 
о проективными хоординатами х1 : х2 : х8, имеющими тот же фун
даментный треугольних, .являются соотношения: 

Ха m1 = X2 , 
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ИтаR, мы убеждаемся, что теория двойных отношений дает воз
иожность ввести прямым геом етричесхим: путем проективные 
координаты, не  nрибега.я к обходному пути использования аф
финных хоординат. 

§ 8. Мнимые элементы 

Введение хомплехсных чисел в алгебру имеет своим основа
нием ту наглядность, которую приобретает при этом теория 
уравнений. Именно, если ограничиваться тольRо действительными 
числами, то мы можем утверждать лишь то, что всякое уравне
ние п-й степени имеет не более п корней; вследствие этого мьr 
вынуждены во всех исследованиях делать различие :между 
уравнения.ми с о, 1, 2, . . •  , и наконец с п  корнями. Напротив, если 
допустить комплеRсные числа, то мы можем утверждать, что 
( п р и  надлежащем подсчете  Rратных корней) всяRое уравнение 
п-й степени имеет в точности п корней. Это же самое основание 
говорит за то, чтобы допустить RомплеRсвые  Rоординатьr тахже 
и в геометрию. Тогда всяха.я крива.я п-го порядка будет иметь 
всегда п точек пересечения (при условии надлежащего подсчета 
кратных точек} с любой прямой. Так, например, окружность 
и ме ет со  своей хасательной две общие слившиеся точхи, а с 
п р н мой, не  пересеRающей ее в обычном смысле, - две общие 
то чк и с RuмплеRсны:ми Rоординатами. Далее, предложение: 
"прое ктивное преобразование  п-мерного многообразия имеет, 
вообще говоря, (п+ 1 )  неподвижную точку" будет верно лишь 
при допущении точек с комплексными Rоординатами (стр. 43}. 
Итак, основание R в ведению в геометрию мнимых элементов 
оRазываетс.я тем же,  что и R введению бесконечно удаленных 
или несобственных элементов - именно, достижение единства 
геометрических теорем и доказательств. 

· 
А. Введение мнимых точек. Мнимые точRи мы вводим аб

страктно ; именно, мы рассматриваем: всяRую с истему значений 
(Xt , Х21 • • • , Хп) ИЛИ (Х1 : ai2 : • • • : Хп+1} RaR :МНИМУЮ ТОЧRУ СООТБеТ• 
ствевно в аффинном или в проективном п-мерном многообразии, 
если эти значения или соответственно отношения этих значений: 1 ) 
не все являются действительными. Конечно, таким: образок 
введенные мнимые элементы дают абстраRтное, ненаглядное р ас
ширение геометрии, но их введение вполне оправдано тем, ЧТ() · они доставляют упрощение и придают единство геометричесRИМ: 
предложениям и доRазательствам. Всего мы получаем на  прямой 
линии, на плосв:ости и в пространстве 002, оо «  и 006 точеR, среди 
Rоторых действительными .являются соответственно 00 1, 00 2 и 00 3  
точек. Эта сокращенна.я запись и меет следую щий смысл. На 
прямой линии все действительные точки определяются посред
ством одного действите.пышго параметр�, все мнимые точки 
посредством двух действительных параметров. Мы подчерRиваем, 

1) 'Гав:, например, отношения i :  i : i : . . . : i определяют действительную 
ТОЧRУ 1 : 1 :  1 :  . . .  : 1 .  
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�то при таком подсчете параметров :мы будем всегда расс:матри
!Вать то.11ько действите.nы1/ые (а не комплексные) параметры. 
Среди чисел обычно различают действительные, (чисто) мникые 
и комплексные числа. В геометрии этого различи.я :мы: делать 
не будем, и будем называть :мни.мыи всякий геометриt:(ес
кий образ, у которого не все координаты .являются действи
тельяым:и. 

Дл.я случая пр.ямой линии (п= 1) вся :мнимая область раз-
6иваетс.я совокупностью действительных точек на две части, 
которые взаимно комплексно сопряжены. Если же размерность 
�ольmе единицы, то мнимая область .являете.я связным м ноже
ством:. Так, например, мы можем: уже в случае аффинной плос
Rости непрерывно перевести точку х = i, у = i в "комплексно 
'°опряженную" точку x=- i, y = - i, не вступая в действительную 
-область; дл.я этого достаточно, например, заставить пробежать 
все чисто мнимые Значения от +i через нуль до-i снача11а 
первую координату х, а затем: вторую у. 

В. Мнимые элементы на плоскости. Основные образы мы опре
,1;ел.яем, так же как на стр. 4 1- 42, посредством: линейных урав
нений, только теперь все величины могут принимать и ко:мп
. .лексвые значения. Мы расс�ютрим по порядку имеющиеся здесь 
'°оотношения для всех действительных и :мнимых основных 
образов плоскости и пространства. 

1. На rмоскости 1) иа вся1юй действительной прямой лежит 
00 1 действительных и ос..2 мнимых точек. 

2. На плос1'ости 'Через 1'аждую действите.n,ьную точ1'у про
жодит 00 1 дей ствительных и 002 мнимых прямых; пото:м:у что 
-если мы про ведем: через действительную точку какие-ниб.vдь 
,1;ве действительные прямые и и v, то все остальные прямые, про
ход."ящие через эту точку, могут быть представлены в виде: P�t== 
== и1:+лvk, причем: при де йствительных #.. мы по.11учим действи

-тельные прямые, при комплексных l - мнимые прям ые. 
З. На плос'Х:ости на вся1'ой мнимой пр.ямой лежит 002 :мни

:иых точек, но только одна единственна п действите.n,ьная mо'Ч1'а, 
именно та точка, Rоторая .является общей для данной пр.ямой 
и дл.я соответствующей Rо:мплексно-сопряженной пр.ямой. 

4.  На плос1'ости 'Через всякую мнимую точку проходит 00 2  
:ини:мых прямых, но только одна адинственная действительная 
пр.ямая, именно прям ая, соединяю щая данную точку с соответ
-ствующей комплексно-сопряженной точкой. 

При доказательстве теорем: з и 4 мы можем ограничиться 
доказательством: только теоремы 4, так как из нее посредством 
принципа цвойственности получается доRазательство теоремы 3 .  
Прежде всего заметим, что если через :м1:1имую точку Р�1: = 
= :r1:+iY1: вообще проходит какая-нибудь пря мая, то на этой 
прямой обязательно лежит также ·комплексно-сопряженная точка 

1) В этих предложениях дело идет о действительной, а. не о мнимой 
п.посв:ооти в пространстве. 
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р�" = Х1 - iyt; но две точхи определяют единственную пр.яы:ую. 
Следовательно, остается только показать, что полученная таким: 
образом: прямая всегда является действительной. Точки этой 
прямой могут быть представлены в виде: 

Р�1: = Z11 + iy" + ).. (2:1 - ig.) = (1 + Л) Z1 + i (1 - l) 'Ut· 
В частности для аначеяий парам:етра 'А= 1 и 'А = - 1 :м:ы получаем: 
точки: 

Р�.= 2Х1 И p�1 = 2iy1• 
Так как дело идет тольхо об отношениях е", то обе эти точки 
являются действительными и могут быть представлены также 
в виде: 

р":"=Х1 и Р�. = у". 
Далее, эти точки ие :могут совпадать, таR как в противном: слу
чае им:еJiо бы м:еото соотношение: 

ау1= ж", 
из котороr() следует, что исходная точка: 

p�1 = ai1: + iY1;= ay" + iy1;= (a + i) у11 
не .ям.яется м:яим:ой, а .является действительной. Этим: наше 
доказательство приведено к концу. 

С. Мнимые элементы в пространстве. Аналогичным образом 
в пространстве имеют место следующие предложения: 

1 .  В пространстве на вся1'оit действительпоu плос"о сти 
мжит оо' действительных и 00 4 инимы:х точек; далее, на всякой 
действительной плоскости лежит 00 1  действительных и 00 4  м:ни
иых прямых. 

2. В прострапстве на вся"ой действитмьпой пря.моu лежит 
001 действительных и 00 2 :мнп:м:ы:х точек; далее, через всякую 
действительную прямую проходит oo t  действительных и оо• 
мнимых плоскостей. 

3 . В пространс тве 'Через вся1'ую действительную mOЧ1'1J 
tipoa:oдum 001 действительRЫ Х: и оо• мнимых плоскостей; далее , 
чер�з всякую действительную точку проходит 00 3 действитель
ных и 004 мнимых прямых. 

4. В пространстве на вся1'оu мнимой плос1f:ости лежит оо •  
:м:ним:ых и 001 де йствительных точе к; далее, н а  всякой мнимой 
плоскости лежит оо •  мнимых прямых, но только одна единст
венная деuствитмьпая пр ��мая; эта пр.яма.я содержит все дей
ствительные точки рассматриваемой мнимой плоскости и я вля
ется линией пересечения этой плоскости с соответствующей: 
Rомплексно-сопряженной плоскостью. 

5. О .мнимыми прямыми в пространстве положение сложнее, 
так :как к пространuтве приходится различать два рода мнимых 
прям ых. Эта классификация связана с определением: пар комп
лексно-сопряженных пр.ям:ых:. Прямой комплексно-сопряженной 
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по отяошевию R данной прямой, проходящей через две задан
ные точки у и z: 

(x = I ,  2, 3, 4)" 
называется прямая, проходящая через две точки, .являющиеся 
комплексно-сопряженными по отношению к точкам у и z: 

РХх = Л1ух + л;zх = Л1 (y; - iy: )  + >.2 (2·� - iz:) (х = 1, 2, 3, 4). 

Легко видеть, что тогда также и все прочие точ1ш обеих прямых 
будут попарно :комплеRсно-сопряженными. :Можно определить 
Rом плексно - сопряжевные прямые также двойственным образом. 
как оси комплексно-сопряженных пучков плоскостей. Вся кая 
действительная прямая сама себе комплексно сопряжена. Что 
Rаса.ется :мнимых п рямых, то среди них следу ет различать два 
типа. Име нно, всякая данная мнимая прям ая имеет со своей 
Rомплексно-сопряженной прямой либо одну, либо ни одной 
общей ·rочки. В первом случае мы будем: называть пря мую 
сла6омнuмой, так RaR она имеет  одну действительную точку, во 
втором  CJJ yчae - сильномни.моu; примером слабомвимой прямой 
.является всякая мнимая прямая, проходящая через действитель
ную точку. В качестве прим ера сильномнпм:ой прямой :м ы  при
Е едем прямую, проходящую через две :мнимые точки 1 :  i :  о : о и 
о :  о :  1 : i. В самом деле, эта прямая не может иметь ни одной 
деl!ствительной тuчRи, потому что в противном случае прямая. 
проходящая через компле1есно-сопряженные точки 1 : - i : о : о 
и о : о : 1 : - i, также проходила бы: через эту действительную 
точку и четыре мнимые точки, приведенные выше, лежали бы 
в одной плосRости, что невозможно, так RaR определитель 
составленный из их Rоординат, отличен от нуля: 

1 i о о 
1 - i = 1 � т о о i_ = - 4 :f: O. 
о о 1 i - i  
о о 1 - i  

На основании предыдуще:rо мы: :можем классифицировать пр.я• 
кне линии в пространстве по числу их действительных точек; 
так RaR прямая в прос·гранстве .является действительной, слабо
:иним:ой или сильномнимой в зависимости от того, имеет ли она 
00 1, одну или ни одной действительной точки. в силу двойствен
ности эти прямые принацлежат соответственно 00 1 , одной или 
ни одной действительной плоскости . В пространстве имеете.я 
оо "'  дейuтвительных, оо 1 ела бомнимых и 008 сильномнимых прямых. 

6. В пространстве через всякую мнимую точку проходит оо"' 
:мни:м:ых и 001 действительных плоскостей : далее, чepfla всякую 
:м:нимую точRу проходит 004 мнимых прямых, но тольхо одна 
единетвенная действительная прямая; эта прямая .являете.я 
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линией пересечени.я оо 1 действительных плоскостей и, с другой 
�тороны:, линией, соединяющей рассматриваемую мнимую точку 
с соответствующей ей комплеRсно-сопряженной точRой. 

D. Наглядное изображение мнимых точек пря м ой пинии на 
ЧИСJIОВОЙ пл оскости и на  ЧИСЛОВОЙ сфере. До сих пор мы рас
сматривали мнимые элементы тольRо аналитически. Дл.я случая 
прям.ой линии :мнимым точкам :можно дать также наглядное 
истолкование следующим образом: :мы опре-
деляем: точRи прямой линии с помощью аф- _ _  в. _ _  -�'ь финной координаты :z; + yi и известным: обра- " 1 
зом: истолковываем это комплексное пере- 1 ь  

1 � 7 • 
менное на гауссовой числовой плоскости, -----9-__ _.. _ _., 
изображая на одной из координатных осей 
значения х, а на друго й - значения у (черт. 
28). Та"им п11тем ми по,п,учае.м взаимно од· 
ноапачное отображение всех действите,п,ьниа; 
и .мнимиа; точе" прямой на действите,п,ь

- i  

Черт. 28. 
ные то-чки п,п,ос1'ости, так что мы можем: наглядно истол:ковы
вать на гауссовой числовой плоскости всякий факт, касаю
щийся мнимых точек прямой линии. Так, например, всякие четы-

Черт. 29. 

ре точки прямой определяют действитель
ное или комплексное двойное отношение 
с по.мощью выражения, приведенного на 
стр. 53. Имеет место следующее пред
ложение: Двойное отношение 'Четырех 
mо'Че1' прямой ,п,инии тогда и то,п,ь"о тогда 
.лв.аяется действитмьни.м, 1'огда четыре 
соответствующие то-ч1'и на гауссовой 'Чис
ловой п.аос1'ости лежат на одной окруж
ности; при этом прямая линия рассматри
вается здесь ка:к специальный случай · окружности. Если четыре точки лежат на одной о:кружности, 

то искомое двойное отношение равняете.я двойному отношению 
четырех лучей , соединяющих произ воль
ную пятую точку окружности с этими че
тырьмя точками (черт. 29). Если в чаетности 
эти че'l·ы:ре точки находятся в гармо
ническом отношении, то пря:ман, соеди
няющая точки одной из пар, всегда про
ходит через полюс прямой, соединяющей 
точки: другой пары (черт. 30). (О понятии 
полюса см. гл. П, § 1 . )  

Так как в области ком:плеRсных 1;1исел 
существует только одно единственное бес
хонечно большое число, то · на�1 приходится 

Черт. 30. 

присоединять к гауссово й числово й nлосRости только одну 
беско не qно удаленную точку, в то время как в случае проек
тивно й плоскости н ам: приходилось присоединять целую беско 
нечно удаленную прямую. Мы здесь еще раз подчеркнем, что 
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введение оес1'онечно удаленных элементов не явл.я.ется воспроиз
ведением действитмьности, но явл.я.ется (в известнш предедах) 
произвольным соглаше1'tие.м. Различие обеих трактовок обуслов
ливается тем, что в проективной геометрии бесконечно удален
ная область плоскости переходит при ранее рассмотренных 
вами проективных преобразованиях в прямую линию, в то врем.я 
:как в областях, в которых приходите.я иметь дело с комплекс
выки числами, как, например, в теории функций, на первом 
плане стоят преобразования посредством обратных радиусов-век
торов, отображающие бесконечно удаленную область плоскости 

_,.,?�:::-:-- в одну точку. Чтобы наглядно пред
ставить рассмотренное положение 
вещей, вообразим себе сферу, каса
:ющуюс.я гауссовой числовой плос
:кости в начале координат, и спроек-- - _ - -r -.L-- - - - тируем точки числовой плоскости 

/t \ ! посредством стереографu41,ес1'ой 

�--1J'-· ·_:1 nfJOeЯfuu на эту сферу (черт. 3 1). 
\ \ � Вследствие этого каждой точке а. 

' :.< - -- -г : . ·(. q--- числовой плоскости будет постав-
-< _ _ : � - tx. лена в соответствие определенна.я - - --

точка сферы, которая на черт. 31  
а. также обозначена через а. В частно-"------"-----

сти, бесконечно удаленной точке 
Черт. 31· гауссовой qисловой плоскости будет 

соответствовать точка" именно северный полюс N нашей сферы. 
Если приходится иметь дело с вычислениями, то целесообразно 
радиус сферы вз.ять равным t /2, потому что в этом случае 
окружность единичного радиуса отобразите.я как раз на экватор 
сферы. В силу предыдущих соображений мы пол,учиАи взаи.мн& 
однозначное отображение всех действительных и мнимых точе11; 
пр.ямой иа действительные точки сферы. На этой числовой 
сфере м:ы :можем воспроизвести те же рассуждения (например 
о двойных отношениях), как и на гауссовой чясповой плоскости � 

Е. Антиколлинеации. Вследствие введения мнимых элементов 
иы можем теперь надлежащим образом обобщить все прежние
рассуждения. Но для этого необходимы: еще некоторые модифи
Rации. Так, например, теорема о том, что проективные преоб
разования .явл.яютс.я наиболее общими преобразо вакиями, пере
водящими всякий основной образ опять же в основной oбpait 
такого же типа, не будет справедлива в комп.11ексной области. 
потому что здесь этим свойством обладают также так называемые: 
антикоминеации: 

Хх =� Си.Х�= � c"л (y� - iz�), 
Л Л 

в которых. а:" являются линейными функциями не величин х� = 

= у� +iz�. но соответствующих им ко.м:плексно-сопряженны:х вели-
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"'IИЯ x�= y�-iz�. Анти:коллинеацию :можно получить, сделав сна
'!а.ла обычное проективное преобразование, а затеи заменив :каж
,11;ую точку ее комплексно-сопряженвой точкой (в действительной 
области последнее преобразование .являете.я тождественным). От
сюда сразу получаете.я, что анти:коллинеации переводят всякий 
осно вной образ оп.ять в основной образ такого же типа. 

F. Исторические замечания . Повиди:мо:му, вп ервые :ком:плекс
ньте числа встр�чаютс.я у Кардана (Cardano) при решении :куби
ческого уравнения 1) .  В 1 748 г. Эйлер находит известное соотно
шение: e'x = cos x + sin ro и выясняет основное знаqевие :комплекс
ных чисел для теори и функций. В начале XIX столе rия уста
навлиRается геометрич еская интерпретация комплексных чисел 
на гауссовой числовой плоскости, благодаря чему с ко:u:плекс
ных чисел снимается до тех пор присуща.я им миrтичес:кая окрас
ка. Интерпретация ва числовой сфере впервые встречается у 
Римана 2) .  

В геометрии :мнимые элементы рассматривались впервые
Повселе в 1 8 22 г. 8) . Но для их введения он не пользуете.я :коор
динатами, как это делаем теперь :мы, а пользуется "принципом 
непрерывности• ,  плохu• поддаI<Jщи:мся логическому обоснованию
(ср. стр. 21 ). Наглядное истолкование :мни:мьтх элементов было 
впервые дано Штаудто:м в 1 856 г. 4); это истолкование было обоб
шено позднее в одной из работ Клейна s). 

1) Ср. К l е i n, Elementarmathematik vom h!>heren Standpunkte aus , 3� 
изд., т. 1, стр. 61 и ел. 1924. 

2) N е u m а n n (!., Vorlesungen uber Riemanns Theorie der Abelschen 
lntegrale, 1865. Ср. К l е i n. Gев. Math . Abh , т. III, стр. 518. 

8) Р о n с е  l е t, Traite dев proprietes proj e ctives dев fig ures, 1822. 
•) S t а u d t, Beitrage zur Geometrie der Lage, первая тетрадь, Нюрн

берг 1856. 
6) К 1 е i n, Zur Interpretation der komplexen Elemente in der Geometrie� 

. Yath. Ann. " ,  т. 22 или Ges. Abh., т. I, стр. 40:&. 
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ОБРАЗЫ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ 

§ 1.  Полярные преобразования относительно образов второго 
порядка и класса 

А. Определение образов второго порядка и класса. Для 
построения неевклидовой геометрии теория образов второго по
рядка имеет основное значение. Эти геометрические образы: 
.определяются требованием, чтобы однородные координаты их 
точек удовлетворяли данному уравнению второй степени: 

причем: здесь х и 1 пробегают независимо друг от друга все 
sначения от 1 до п + 1, где п - размерность расс:м:атривае:мого 
многообразия. Эти уравнения и:м:еют для n= 1 и n=2 следующий 
вид: 

и, соответственно, 

а1 1Х� + 2а12х1х2 + 2а13Х1Х3 + а22Х� + 2а28Х2Х8 + а38х: = О. 
Для n= 1 образ второго порядка .является парой точек; для 
n =  2 - кривой, которую обычно называют коническим сечением:; 
дл я n = 3 - поверхностью. Коэфициентъr а..>.. :могут принимать · 
любые значения, только они не должны все одновременно рав· 
пяться нулю. Могущие здесь встретиться случаи вырождения 
:м:ы ближе рассмотрим в § 3. (/ / 

Наряду с образами второго порядка мы будем рассматри
вать также 1'puвue и поверхиости второго 1'дасса 1) (ер. стр. 46 
и 47) :  

Та:к как мы допускаем: для коэфициентов СХх>.. все системы значе
ний за единственным исключением системы о, о, . . .  , о, то и здесь 
также :могут встретиться :многочисленные случаи вырождения. 
Образы второго :клаеса мы рассмотрим ближе в § 2 и § 4; в 
частности, :м:ы увидим там, что, вообще говоря, 'l'>асате.аьн/ые -к 

1) На пр.ямой образы второго пор.ядв:а и вто рого класса совпадают. 
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teptюou второго поряд1'а образуют кривую второго класса и "а
еатмьние п.аос1'ости " поверхности второго поряд1'а о6раауют 
поверхность второго 11:.п,асса. 

Если все отношения :коэфициентов ах). или txx). имеют дейст
вительные значения, то м ы говорим о действите.льиом образе 
второго порядка или соответствеиио второго 11:ласса; если же, 
напротив , эти отношения хотя бы частично :комплексны, то :мы 
называем соответству ющий образ мни.мим. 

В. Нолярное п реобразование относительно данного образа 
второго порядка. Перееече:м кривую или поверхность второго 
порядка 

пря:иой линией 
рх, = х/ + �у;, 

проходящей через две данные точки ');' и у'. Точки перооечения 
определяются уравнением: 

� ах). (х: + 11-У:) (х� + 11-rA) =O  
х,). 

или 
� � х:Х� + 11 � ах). (х:у� + у:Х�) + 11-2� axi у:у� = о. 

Та:к ка:к, далее, 
� а"). (х:у; + у:х�) = 2� а"). х:у�, 

причем: в обоих случаях х и л пробегают все значения от 1 до 
п + 1 ,  то :мы получаем: окончательно: 

� а"). х:х;. + 211- � а"). х:у; + 11-2� а"). у:у� = о. 

Это уравнение , :квадратное;} относительно 11-, о пределя ет два зна
чения 11-1 и 11-2, которые после подстановки в параметрическое 
уравнение прямой дают координаты: искомых точек пересечения. 

Особый интерес представляет тот елуч ай, когда две пары 
точек о координатами: 

Х1, у,, х/ + !11У/, х.
' + !'-2У/ 

находятся в rармоuu'{еском отношении. Так как двойное отно
шение этих четырех точе:к, взятых в указанном порядке, рав
няется 11-1 : 11-2, то в рассматривае мом: слу чае 11-1 : 11-2=- 1 , откуда 
р.1 = - !'-2 ·  Но это может иметь место тогда и только тогда, когда 
воэфициент при первой степени !'- в хвадратвом уравнении, 
установленном: для 11-. обращаете.я в нуль: 

� ах). х:у� = о. 
Следовательно, это уравнение является условием, хоторому дол· 
жны удовлетворять координаты обеих точек х и у, если ;эти 
то чки находятся в гармоническом отношении с точками пере· 
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сечр,ни.я соединяющей их прямой и рас сматриваемого хониче
сRого сечения. 

Будем: теперь рассматривать у RaR данную неподвижную 
точку и построим на Rаждой прямой, проходящей через у, 
четвертую гармоническую R дву:м: точкам: пересечения с кривой 
или поверхностью и R са:мой точке у. Совокупность этих четвер
тых: rармоничесхих точек х определяется: уравнением: 

� а"л х"ул = о; 
в этом уравнении ахл и ул рассматриваются как постоянные, а 
хх - ха.к переменные. Далее, это уравнение .являете.я линейных 
в переменных х" ;  для случая пространства мы его :можем на
писать, например, в следующем виде: 

� ati, Ул·х1 +  � lZ2л Ул ·х2+ � азл Ул ·хs+ � а,л ул ·Х4 = 0. 
А А А А 

Вследствие этого четвертые гармонические точки х при непо
движной точке у образуют в случае Rоничесхого сечения на 
плос1tОС'tИ прямую, а в случае поверхности второго порядка в 
простраflстве - плосRость. Эта пр.я.мая .аиния назшается по
.а.ярой то'Ч'КU у по отношетио 11: данному кони'ftеско.му се'Чению, 
а плос'Х:ость - по.ая.рной п.аос'Костью (или также полярой) точ'Ки у 
по отношению " данной поверхности второго пор.я.дка; сам:а 
точRа у называется соответствующим ей по.аюсо.м. Уравнение 
поляры :можно получить непосредс·rвенно из уравнения соответ
ствующего образа второго порядка. TaR, например, для случая 
плосRости Rоничесхо:му сечению: 

а1 1х� + а22х= + а88х: + 2а 1 2Х 1Х2 + 2а18Х1Х8 + 2а28Х2Х3 = О 

соответствует полярное уравнение: 

а1 1Х1У1 + а22Х2У2 + aaaXaYs + ан (XtY2 + Х2У1) + 
+ аtа(Х1Уз + ХзУ1) + азs(Х2Ув + ХвУа) = О. 

Совершенно таRой ж е  закон образования имеет :место и дп:.я 
высших размерностей. Мы можем изобразить полярные преобра
зования в легко обозримом: виде, если будем пользоваться прямо
линейными или соответственно плоскостными координатами по
л.яр; потому что в силу приведенного выше уравнения � ахл ХхУ'А = о. 
в :котором х ... являются теRущи:ми :координатами, точке у ставится 
в соответствие пол.яра с координатами: 

@ Uх =�а"л у1.. . 
/,. 

В предыдущих рассуждениях предполагалось, что точка у 
не выбрана так, что все Rоординаты н" поляры обращаются 
в нуль . 
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В пространстве подобное положение вещей: 

� а1л ул =� а2л Ул = � as>.. YJ.В=� a"л '!J>. = О, 
:м:ожет случиться по теории линейных 
лишь тогда, когда определитель: l :1 1 

, D= 1 21 

аа1 
1 а41 

а111 а1а 
а22 а2а 
as2 аза 
а4� а. а  

однородных 

ан 1 
а2• 
аз• 
а." 

67 

уравнений 

рассматриваемого образа равен нулю; точно такая же законо
:uервость имеет место и для других размерностей. Образ вто· 
puro порядка, для которого опрrделитель D равен нулю, м ы  
будем называть вирождающи.мсл . Сначала :мы 6,удем иметь де
ло исключительно с невщ юждающ:имися образ . 1:ми и лишь поз
днее перейдем R рассмотрени ю вырождаюшихся образов . В за
хлючение :мы можем сформулировать сJiедующее п редложение: 
Относительно .любой невиrо:ждающейся 'Кривой (coomвem cmвPuuo 
поверхност��) второго n()рЯд'Ка 'КШж дой точке плоскости ( соотв� т
ственно пространства) соответствует, опреде.леиная пол.яра 
( соответстве,нно поллрная плоскост ь ) .  

С. Полярн ые прео браз ован ия относитt'льн о о браз ов второ го 
класса. Ан11логичные рассу ждеви.н  могут быть проведены дво й
ственным: обра�ом: для 'КрUВ'ЫХ и поверхностей вто� ого 'К.Ласса: 

� а.хлUх Uл = О. 
х,Л 

Пересечем образ второго класса пучком прямых или соответ
ственно плоскостей : 

ри, = и,' +µv/. 
Те прямые или плоскости, :которые П)>ИНадлежат одновременно 
и пучку и данному образу второго :класса, определяются урав
нением : 

или 

Если :мы, в частности, выберем и' и v' та:к, чтобы 

� a.uи:v{ = 0, 
х,). 

то двойное отношение и', v' и двух выделенных прямых кривой 
второго :класс а  или плоскостей поверхности второго класса бу . 
дет равняться - 1 . Следовательно, если :мы возьмем прямую или 
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соответственно плоскость v неподвижной, то координаты четвер
тых гармонических эпе:м.ентов и будут удовлетворять уравнению: 

� a.x).Uxfh = 6 ;  
например, в случае пространства оно может быть написано 
следующим образом: 

� !Xa'/Jk • и1 + L !X:!k vл • и2 + � азлV� • и3+ � a,u. Vл · и 4 = О. 
). ). ). ). 

В случае плоскости последняя сумма отсутствует. Это уравне
ние .является линейным: в пере:м:енвых и" и, следовательно, опре
деляет собой соответственно все прямые или плоскости, прохо
дящие через некоторую определенную точку. Итак, Rа.iкдой: 
nр.я:м:ой или плоскости v ставите.я в соответствие относительно 
рассматриваемого образа второго класса некоторая точка с ко
ординатами : 

котора.я называете.я полюсом этой прямой и.ли п.лоскости; С'ама 
же пр.яма.я или плоскость называете.я соответств�·ющей ей по� 
.ляроu или полярной п.лоскостью (или тоже пол.ярой).  

Также и вдесь :мы должны . предполагать, если хотим, чтобы 
tБаждой пр.ямой или ппоскости соответствов ал определенный 
полюс, что определитель д&вной кривой или поверхности вто
рого кш\сса не равен кулю или, другими словами, что не 
имеет :места случай вырождения. 

Так кав: :мы :можем: рассматривать вс.який невырождающийс.я 
-образ второго порядка также и как образ второго масса (ер. § 2), 
то, переход.я от точек к рассмотрению соответствующих каса
тельных к этому образу, :мы получаем: дл я всякого такого образа 
два различных пол.ярных преобразования. Но :можно показать 
е помощью формул § 2, ·что оба эти пол.ярные преобразования 
совпадают между собой. 

D. Основные теоремы о полярных преобразованиях. Теперь :м:ы 
установим: НРкоторие предложения о по.лярwых преобразова
ниях. При этом: м ы  ограничим:с.я ·образами второго порядка; 
дл.я пол.ярных преобразований относительно образов второго 
хласса имеют :место двойственные предложения. Прежде всего 
им:еем:: еми точка у лежит. на сам:ой кривой или поверхности: 

� а._лУхУ>- = О, 

то уравнение с оответствующей поляры: 

� а-..лх"ул = О 

необходимо удовлетворяется, если подставить вместо теRущих 
хоордпват х" величины у". С.ледоватедьно, поляра точки 11ри
.вой или соответственно полярная п.лос'Кость то'Чки поверхио
�ети проходит череэ эту самую т�"У· Из формул стр. 65 
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еледует, что такая пол.яра не пересекает кривую или поверх
ность, а касается е е  1). Итак, пол.ярой точки 1'ривоu или поверх
ности является соответственно 'Касательная или 1'асате.льная 
tz.аоскость в этоu то'Чке. 

Далее, установим основное предложение о полярных преобра-
зованиях: Есди _точка у лежит на '}{-Z' 
по.п,.яре то'Ч'КU х, то то'Ч1'а х ,л,е
жит на поляре mо'Чки у (черт . 3 2) ;  
потому что, в самом деле, есJ1и_то ч 
ка х лежит на поляре точки у :  

1 ' 1 ' 1 ' ' ' ' 
--"'!--- �� --- ----- у .,,. 

то имеем: 

Черт. 32. 

причем х" и Ул .являются постоявны:м:и; тогда точ�tа у должна также 
.лежать на noJ1яpe точки х: 

� адх" хл = О, 

т aR _как уравнение этой поляры удовлетворяете.я значениями 
х" = Ух .  

Из этого предложения можно получить простой способ по
строения поляр и полярних п.1tос'Костей. Для этого в первом 
случае мы проводим из  данного полю са Р обе Rасательные к 
коническому сечению; тогда искомой полярой будет прямая, 

Черт. 33. 

соед иняющая точки прикоснове ния (черт. 
33) .  Это построение для расоматриваемого 
на чертеже эллипса может быть только 
тогда осуще ствлено в действительной об
ласти, когда полюс лежит вне конического 
сечения. Если же он лежит внуrри кони
ческого с ечения, то обе касательные бу
дут Rомплексно • сопряженными и будут 
о предел.я.ть собой также комплексно- сопря

женные точки прикосновения ; но соединяющая их прямая .я.вл.я 
ется уже действительной и изображает искомую пол .яру. Для 
этого случая мы ниже дадим построение, также осуществимое 
в действительной области (см. сноску на стр. 70). В простран� 
()Тве для построения полярной плоскости мы, аналогичным 

1 )  Именно, если х{ - координаты точки на. кривой и у;' - кпордиваты 
какой-нибудь другой точки на соответствующей поляре, то в уравнении: 

� ахд х: m;+2 1'- S  а.,.,_ х� у�+ !'-2 � ах>. у� у; = О 
(стр. 67) первая сумм а обращаете.я в нуль, так как точка х лежит на 
самой кривой, а вто µая сумма обраща ется в н уль, так как у' л е ж и т  на 
поляре точки х'. Приведенное уравнение, :которое о пределяет то чки пере
сечения прямой, соединяющей х' и у', с нашей кри в1 1 й, сводится, сл едо
вательно, 1t уравнению !J-2 = о. так что .х '  .являете.я единственной точ1tой: 
пересечения обоих образов. 



70 ВВВДЕНИЕ В ПРОЕКТИВНУЮ ГЕО М ЕТРИЮ -------� ____ :::.__ ______ ::::____�::__�--- ----

образом, проводим через данный полюс всевозможные Rасательные 
пло�Rости к поверхности второго порядка. Все то чк и  при�tосно
вения :этих п лоскостей находятся в одной плоскости, которая 
и я вляется искомой полярнuй плоскостью. · Наконец, отметим: следующе е предложение: Еми мы на 
плос-кости будем передвигать по.аюс по прямой .аинии G, то 
с оответствующая по.аяра будет вращаться о-к Jд,О ие,,.оторой 
точ-ки Р; при атом Р яв.аяется полюсом пр.ямой G 1 ) (черт. 3 4) .  

Черт. 34. Черт. 35. 

Ее.аи, мы в пространстве будем передвигать пол1ос по прямой G1, то соответствующая по.п,лрная плос-кость оудет вра1цаться 
оkоло не-которой, другой прямой G2 ( черт. 35) ,  В с амом деле, 
точRам: прямой: 

соответствуют поляры: 

риj= � а1'- (zл+ху ) = � аiл Хл + х  � аАул. 
л л л 

Следовательно, мы получаем на плоскости все прямые пучRа, 

определяемого точкой пересе чения обеих прямых � а;л Хх = о и ).. 

� аА Ул= О; а в пространстве все плоскости пучка плоскостей, 
" 

определяемого линией пересечения обеих плоскостей �a,"(l;�= о 

и � а;лул = О. Читатель легко может доказать са:м:, что в cJJ.y-).. 
чае плоскости точка Р .является полю.сом: прямой G. В случае 
пространства обе друг другу соответствующие прямые G1 и G2 
называются сопряженными поляrами. Если :мы будем передви
гать полю с  не по пр.ямой G" а по прямой G,, то соответствую
щая плоскость будет вращаться около G1• Аналогичными рас
суждениями мы можем: установ ить: Ее.аи мы в пространстве 
будем передвигать пол,юс по п.аос"ости Е, то соответствую
щая по.аярная плос-кость будет вращаться о'/Содо то-ч,,.и Р; 
при этом Р .яв.аяется полюсом плос,,.ости Е. 

1) И з  этого предложения можно получить действительное построение 
поляры, соответствующей точке, лежащей внутри в:оиического сечения. 
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На плоскости в силу полярного преобразования относительно 
вевырождающегос.я конического сечения каждой точке ставит.с.я 
в соответствие ее поляра, и Rаждо й пр.ямой - ее полюс. В про· 
странстве в силу полярного преобразования относительно не
вырождающейс.я поверхности второго порядRа Rаждой точке 
ставите.я в соответствие полярна.я плоскость, каждой прямой -
сопряженная прямая и Rаждой плосRости - полюс. Аналогич
ные соотношения имеют место и дл.я п-:мерного многообразия. 

Основные с.11ойства пол.яр конического сечения (для случая 
точки, находящейся вне его) были известны у.же Апполлонию 
(Appollonius). Дальнейшее развитие теории поляр связано прежде 
всего с именами французских геометров Дезарга (Desargues, 
1593-1 661 ) ,  Хира (De la Нire, 1 640-1 7 18) и Мон.жа (Monge, 
1 746-1 8 1 8) 1). 

§ 2. Соответствие между невырождающимися образами 
второго порядка и второго класса 

Не вырождающуюся поверхность втррого порядка: 

� а'-л Х'-Хл == О (D = l axл i =t: O) 
х,Л 

мы можем рассматривать каR поверхность второго Rласса, если 
буде:м ее :мыслить порожденной не ее точRами, а. ее Rасатель
ными плоскостями. Естественно возниRа'ет задача о получении 
из уравнения данной поверхности второго пор.ядRа уравнения 
соответствующей поверхности второго Rласса. Возьмем К().кую
нибудь Rасательную плоскость и и обозначим Rоординаты при
Rосновения через xi. Тогда прежде всего должно удовлетворя
ться уравнение: 

U1X1 + и2Х2 + U3X3 + и,х,= 0, 
пото1Ч что точRа прикосновения лежит на Rасательной плоско
сти. Далее, плоскость и .является полярной плоскостью точRИ :r;, 
так как она касается поверхности в этой точRе (см. стр. 68_-69'). 
Следовательно, имеют :м:есто соотношения (см. стр. 66): 

pui = � an. Xi. (i= l, 2, 3, 4). 
л 

Ив этих пяти уравнений исключим четыре величины р, x1 :::r;1:x3::z;4• 
Д.ля этого напишем наши уравнения в следующем виде: 

а1 1 Х1 + а12Х2 + а13Х3 + а14Х4 - U1p = O, 

a21Z1 + a22::ri2 + а,аха + а2,х4 - U2p = O, 
аз1Х1 + аа2Х2 + аазХз + аз,Х4 - Uap = O, 

а4 1х1 + а42Х2 + а43х3 + а44х4 - и4р = О, 

U1X1 + U2::ri2 + U3X8 + U4X4 = 0. 

1) Ср. К б  t t е r, Die Entwicklung der synthetischen Geometrie, Jahresber. 
d. D. М. V., т. 5, стр. 45, 1001. 



72 ВВЕд'ЕНИЕ В ПРОЕRТИВНУЮ ГЕО М ЕТРИЮ 

Эти уравнения .являются линейными и одвородвым:и отно
сительно х1, х2, х8, Х4, р, и потому только тогд а  имеют реше
ния, отличные от тривиального о, о : о : о :  о, Rогда определитель 
системы равняете.я нулю : 

ан a i 2  ai a аа U1 
а21 а22 а2а а2• И2 D1 = а а а = О. а 1 82 вs а34 Us 
ан а.2 а.а а44 и. 
U 1 U2 U3 U4 0 

Этот оп:Vеделитель :м:ы будем: вавывать о-кайм.ленным с rюмo
UfblO ui определителем из -коэфициентов ахл . Если мы его раз
вернем: по переменным: ui, то получим: : 

D1 = A 1 1ui + A12U1U.1 + A18U1U8 + A14U1U4 + 
. . . 

+ AнU4U1 + A42U4U2 + .A43u4u3 + А44и� = � Ахди"ил; 
хЛ 

при этом Ахл обозначают взятые с надлежащими знаIСа:ми :миноры 
элементов ахл в определителе D из Rоэфициентов аи . Получен
ное уравнение .являете.я условием, хоторому должны удовле
твор.ять Rоординаты и; плосхости, если эта пщюхость хасаетс.я 

данной поверхности � axл Xx:Ii>. = 0. Придавая и, всевозможНЬlе 
х , Л  

значения, удовлетворяющие этому уравнению, мы получим 
совоRупность всех Rасательных плосRостей . Следовательно, ура- ,  
внение D 1 = о .являете.я ис-ко.мым уравнением поверхности вто
рого -класса. Итак, действительно, данной невырождающейс.я 
поверхности второго порлдка соответствует поверхность именно 
второго же хласса 1). По известному предложению теории опре
делителей 2) (для определителей п-го порядка) определитель, 
составленный из миноров Ахл , равняете.я (п - 1)-й степени ис
ходного определителя; следовательно: �1 1 . • .А.:2 • �1з. �1.4 = 1 �1 1

. 
�·� 

.
а1

.
з • а: •  3 

.А.41 А.42 А4а Ан i ан а.2 а4з а,4 
Отсюда вытекает, что если данная поверхность второго поряд
ка не .являете.я вырождающейся, то также и соответствующая 
повер х:ность второго :класса не будет вырождаться 8). 

Та:кие же рассуждения :могут быть проведены с надлежа
щими. видоиз:м:енени.ями и для плоскости. Окаймленный опре-

1) Цля поверхностей более высокого порядка подобное совпадение 
между порядком и клА ссом, вообще говор я ,  уже не имеет места. 2) См., напри м ер, К о w а 1 е w s k у, Einftihrung in die Determinanten
theorie, 2. Aufl., Лейпци г 1 925. (См. т1:1кже Ф. В. К а г а  н,  Основания: теории 
определителей, стр 191 ,  Одесса 192�. Ред.) .  

3) Это предложение вытекает из доиазываемой на стр. 87 теоремы беs 
применения указанной теоремы об определителях. 
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делитель, обращение в нуль которого да.ст уравнение соответ" 
отву.ющей :кривой второго :класса, в этом: случае и:м:еет вид: 

а11 а12 а13 u1 

D а2 1 а22 а2а U2 � " О 1 = = � .й.х). Ux U). = • ' а8 1 а82 ааа Ua х,А 
, U1 U2 u1 0 

Аналогично атому вс.я:ка.я невыроzдающаяс.я поверmоста. 
второго :класса: 

(Л= l «хА l ::f:: О) 
двойственным образом определяет собой соответствующую по. 
верхность второго порядка. Пусть х .явJiяется точ:кой поверхно ... 
сти второго поряд:ка; она ле.жит в неRоторой плосRости и поверх
ности второго Rласса. Тогда пре.жде всего должно удовлетво•. 
ряться уравнение: 

и1х1+ U2X2+ U3Хз+ U4X4= 0, 
пото:иу что плосIСость и содержит точку х. Далее, точка х .яв-. 
ляется полюсом плосRости и, та:к :ка:к она лежит на поверхности 
второго порядка. Следователь но, имеют :место соотношения {си.  
стр. 68) : 

рх,=�
а..).и,_ (i= I , 2, 3, 4-). 

Иа этих пяти уравнений ис:ключим: Ч'етыре величины р, и1 : 112 : и8� 
: и4; так же R aR и па стр. 71 :мы получим: 

а.1 1  '1 1 2  а.13 а.14 Х1 
а.21 а.22 «2з Gt:!4 Х2 

Л1 = '1а1 о; з 2  а.аз Gtзa Ха = О. 
'141 '1 4 2  «аа ан Х4 
Х1 Х2 Ха Х4 0 

Этот определитель :мы будем называть сжаu.млеины.м с помощь• 
х, определит елем из а."д. Мы его ио.же:м представить в следую" 
щем виде: 

Л1 = � .АuХхХ1. , 
х,А 

причем .d,... обозначают в зятые с надлежащими зна:ка:ми :минор.ы 
элементов а,.,_ в определителе Л из :коэфицие нтов а"),. Уравнение 
А1 = о  является uс?Сомым уrавнением поверхности вто т ого r�оряд-ка. 

Указанный способ окаймления определителя :может быть 
прим енен два раза: первый раз для. перехода от певырождаю� 
щейся поверхности второго порядRа :к поверхности второго хлас
са и второй - для перехода от полученной пове рхности второго 
Rласса опять :к соответствующей поверхности второrо порядка. 
ГеометричесRИ(;} соотношения, имеющиеся :между поверхвостям:ц 
второго порядка и :класса, внушают предпо.пожение, что :мьт при 
это:м вернемся :к исходной поверхности второго порядка; это. 
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действительно имеет место, как мы аналитически докажем 
в § 4. Напротив, в случае вырождающегося образа положение 
вещей у� другое, как это поRазывает в случае пространства 
ttoнyc, а в случае плоскости пара . действительных прямых 
(ер. схему в § 4). 

Уравнение конического сечения в Rоординатах прямой встре
чается впервые у Плюккера в его "Аналитико-геом:етрических 
исследованиях:", 1829 г. Само же понятие кривой некоторого 
Rласса было установлено уже в работах школы Монжа. В 1832 г. 
Плюккер и Гессе одновременно установили уравнение поверх
ности второго класса, соответствующей данной поверхности 
второго порядка. 

§ 3. Классификация образов второго порядка 

А. Классификация поверхностей второго порядка по рангам 
'ifx определителей.  До сих пор мы огран:ичивались рассмо
трением лишь тех образов второго порядка: 

� axi-Xx Хл = О, 

у которых определитель D не равнялся нvлю. Теперь же мы 
ДОПУСТИМ ДЛЯ RоэфициеНТОВ ахл любые дейсmвumел,ьн,ъье или КО.М
·rtле-кснъье значения за исключением с истемы значений (О : о : . . .  : О ). 
Вследствие этого получается целый ряд новых воа:можностей, 
которыми мы сейчас и ваймемся. Мы будем рассматривать лишь 
случай пространства; перенесение наших рассуждений на слу
чай любых размерностей не представляет никаких затруднений 
(ер. раздел D).  По стр. 66 полярная плос1tость точки у имеет 
в текущих координатах xi уравнение: 

ai1 • � а1х Ух + Х2• � а2х Ух + Ха ·� аах Ух + Х4• � а4х Ух =(). 
Точки у, для :которых: соответствующая полярная плосRость .я в 
.л.яетс.я неопределенной, даются четырьмя уравнениями: 

� а1х 1/х = О, � а2х 1/х = 0, �аах Ух = 0, � а4хУх = 0, 

'Где ахл-данные постояняы:е, а у" - искомые неиввестные. При 
решении этой системы надо различать, согласно теории линейных 
однородных уравнений, в зависи:м:ости от свойств опреде.11:ите.JI.я 

ан а1а а1а а1, 
D = . а21 а22 azs а2, 

аз 1 а112 ааа ав, 
а,1 , а42 a•s ан 

'Следующие пять случаев: 
1. Определитель D не равен нулю. В этом случае вообще не 

"существует ии одиой точ'IШ, хоординаты которой удовлетворяли 
�ы: нашим четырем уравнениям. 
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2. Определитель D равен нулю, но существует по храйней 
мере один :минор третьего порядка, отличный от  нуля. В этом: 
случае существует одна единственная точ-ка, хоординаты ROTQ
poй удовлетворяют нашей . системе. 

3 . Определитель D равен нулю, и все :миноры третьего по
рядка также, но существует по храйней :м:ере один :минор вто
рого порядка, отлиqный от нуля. В этом случае существует 

целая пр.я.мая из то'Чек, координаты Rоторых удовлетворяют 
нашей системе уравнений:. 

4.  Определитель D равен нулю, и все миноры второго по
рядка также, но существует по Rрайней мере один минор пер
вого порядка (т. е. один И3 элементов а"�) . отличный от пул.я. 
В этом случае существует целая п.юс1'ость из точе1', хоорди
наты которых: удовлетворяют нашим уравнениям. 

5. В пятом слу qае все миноры первого порядха равны нулю, 
т. е. все коэфи:Циенты уравнения поверхности равны нулю; во 
этот случай мы исключаем, так хак он не имеет яикахого гео
метрического смысла. 

В теории линейн ых уравнений наивысший порядок отличного 
от ну.1я минора нааывается рангом соответствующего определи
теля. Слздовательно, в четырех интересующих нас случаях 
опрtщелитсль рас с � атрива е:мuй поверхности имеет ранг, соот
ветственно равный 4, 3, 2 и 1 . С помощью теории определителей 
можно дока зать , что 'lipu прое'Кmuвних преобразованиях ранг 
данной повер.JJности остается иеиз.менни.м. Это предложение 
можно усм отреть и непосредственно  геометриtJ:ес1ш, так как 
характер изуе мые рангом: различные вырождения полярного пре 
образования не :могут переходить друг в друга при проективных 
преоб разова ниях. 

Итак, ранг определителя являете.я характеристическим: чис
лом рассматриваемого образа второго порядка, инвариантным: 
при проективных преобра зованиях. 

Отмеченные точки, дл.я которых полярная плоскость .явл.яется 
неопределенной, лежат на саиой рассматриваемой поверхности. 
В самом деле, уравнение поверхности можно написать в виде: 

:х1 ·� ан :x1i + :х2• � az). ::li). + :Х8 • �a.� Xk + X4 ·�a.� xk == 0; 8 
так как для от.меченных точеR все четыре суммы обраща
ются в нуль, то это уравнение удовлетворяется коордияатам:и 
отмеченных точек. Вместе с тем вся'Кая точ'Ка, ие .лежа
ща.я на поверхиости, всегда имеет опреде.леиную полярную 
п.аос'Кость. 

В. Отнесение поверхности второго порядка к полярному 
тетраэдру. Чтобы определить вид различного типа поверхностей 
с рангами определителей 4, 3, 2 и 1 , мы прежде всего отне сем: 
уравнение поверхности к координатному тетраэдру, у которого 
одна из вершин Р 1 не лежит на поверхности, а противоположная 
координатная плосхость Е1 .является полярной плоскостью точки 
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Р1 (которая, по-предыдущему, всегда существует) (черт. 36). 
Мы утверждаем, что при таком: выборе системы координат �ео

эфициенты: 

в уравнении поверхности будут равняться нулю, 
тах что координата х1 будет входить только в один 
ч.пен, именно в a 1 1Wi. ·В са.мом деле,  в рассмат-

Черт. 36. ривае:мой qи:стеме �еоординат точка Р1 с коорди-
натами 1 : () : о : о должна иметь полярную плос

:кость х1 = о. Но уравнение полярной плоскости точки Р 1 в те
�еущих координатах х, имеет вид: 

и, следовательно, .я вляется дважды взятой координатной плос
костью Е1, то :мы это уравнение б ольше не преобразуем:. Если, 
напротив, в уравнении имеются еще другие члены, следовательно, 
оно имеет вид: a1 1x�+F (х2, х8, х4) = 0, то обя
зательно существу ет в плоскости Е1 точка 
Р 2, не принадлежащая поверхности, так как 
уравнение ве всегда удовлетворя ется при 
х1 = о. Мы вводим: новый координатный тет- . Pq 
раэдр, имеющий точки Р 1 и Р 2 своими верши
нами, а соотв етствующие им полярные пло
скости - противолежащими координатными 
плоскостями х1 = 0  и х1= 0 (черт. 37.)  Это все
гда возможно, так как по теорем е  на стр. 70 полярная пло
скость Е1 содержит точку Р2, а полярная плоскость Е2 -
точку Р1•  Посредством таких же рассуждений, как и выше, мож
но убедиться в том, что  в полученной системе координат урав
нение поверхности :может содержать та:кже и координату 3'2 
толь:ко в члене а22х�. 

Если, в частности, уравнение принимает вид :  

а11Х� + а22Х� = О  (a11 ::f O, a22::f O), 

то поверхность .является парой плоскостей, пересе:кающихсл по 
координатному ребру х1 = 0, х2 = 0, т. е .  по  линии пересечения 
двух :координатных плосRостей Е1 и Е2• В этом: случае :мы 
уравнение больше не преобразуем:.  Если, н апроти в, в уравнении 
имеются еще и другие члены: а11х� + а22х� + F (x3, x4) = 0, то на. 
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Rоординатном ребре х1 = 0, х2== 0 обязательно существует точха Р,, 
не принадлежащая поверхности. Мы: вводим тогда новый в:оор" 
динатный тетраэдр, имеющий точки Р1, Р2 и Р1 своими верши. 
нами, а соответствующие попярвы:е плоскости Е1, Е, и Е8 проти
волежащими координатными плоскост.я:ми з;1= 0, 
Х2 = 0 и Х3 = 0 (черт. 38). Из этого вытекает, что 
также и четвертая вершина Р4 координатного 
тетраэдра должна .являться полюсом: противо
лежащей Rоординатной плоскости Е4• В полу
ченной таким: образом: системе Rоординат урав
нение поверхности содержит также и коорди
наты х8 и х. только в квадратах. Следовательно, ,с, 
получается либо уравнение: 

<i11Xi + а22Х� + tJsaX: = О (а1 1  ф О, а112 ф О, а88 * О), 
либо 

Черт. 38. 

а11х� + а22Х� + аа ах: + а44х:= о (а11 ф О, а22 ф О: а83 ф О, а,4 * О}. 
В первом: слуqае :мы получаем: конус с вершиной в точке 
о : о : о : 1 • В самом дeJJe, поверхность имеет с плоскостью ai4 = о 
общие ТОЧIСИ : 

х, = О, a1 1xi + а12х: + а88Х: = О. 
Возьмем одну из этих точе:к х1 : х2 : х8 : о, ее  координаты, следо" 
вательно, удовлетворяют уравнению: 

а11х� + а2;х: + а88�: = о. 
Всякая точка, лежащая на пр.ямой, соединяющей две точки 
о : о :  о :  1 и х1 : х2 : Ха : о, имеет :координаты: lx1 : >.х2 : Лх8 : 1. Но все 
эти значения координат удовлетворяют уравнению расс:м:атри
вае:мой поверхности, которая, следовательно, действительно .явля
ется конусом. Второе из полученных уравяеиий определяет 
невырождающуюся поверхность второго порядка, таR как соот
ветствующий определитель отличен от нуля, а именно равняете.я 
ан а22аааа 44 Ф О· 

Определители рассмотренных четырех типов поверхностей 
имеют С()ответственво ранги 1, 2,  3 и 4: 

' а1 1  О О О j а11 О О О а 1 1 О О О 
О о · О о О а22 о О О а22 О О 
О 

О О 
О 

' 1 О О О 

О ' 

О О а38 
О ' 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 

а11  О О О 
о а22 о о 
О О а33 О 
О О О ан 

Та:к ка:к ранг определителя не :меняется при проективном: пре
образовании и уравнение вс.яв:ой поверхности второго пор.ядв:а 
может быть приведено :к одному из выше перечи<.;ленных видов. 
то мы полу'Iае:м: следующую важную теорему: Уравнение про· 
иаводьной поверхности второго порядк:а: 

� ахл Хх Хл = О 
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можмо привести посредством введения надлежащей систе.мw · координат 1' одному и толь1'о одному из следующи.r, 'Чemure'Jj 
1'анонич,ес1Ш'Jj видов в зависимости от ранга соответствующего 
определителя: 

Ранг опре
делителя: 

4 

3 

2 

1 

Канонический вид уравнения: поверхности 

а11 х� + а12 ж: + а83 х: 
а11 ж� + а82 ш: 
"11 Ж� 

= 0  

= 0  
ax. ::j:. O  

Соответствующие поверхности в указанном порядке .являются : 
невирождающейся поверхностью второго порядка, конусом вто
рого порядка, парой плоскостей и дважды взятой п.лос.оостыо. 
Относительно этих поверl'ностеu каждой точке пространства 
ставится в соответствие определенна.л по.л.ярная п.лоскость, за 
исключением: вершины конуса, точек динии пересе'Чения пар 
п.аоскостеu и, наконец, mо'Чек самой дважды в �ятой п.лоскоrти; 
для этих иск.люч,ите.льних то'Чек соответствующая nод.ярна.я 
rмоскость иеопреде.ленна. 

Координатный тетра�щр, при отнесении х Rоторому уравнение 
поверхности при нимает Rанонический вид, ;называете.я, по ха
рактеру его построения, полярним тетраэдром, . соответствую
щим: данной поверхности. 

Далее, четыре Rановические формы иожно преобразовать 
к сумме :квадратов:  

-з -- 2 -2 -2 Х1 + Х2 + Хз + х, = 0, 
xf + ж: +х� = о, 

= '°· 
- 2  - 2  Х1 + Х2 
-2 Х1 = О 

посредством (вообще говор.я, комплексного) проективного преоб· 
раsования: 

� х1 =х1, у'" а22 х2 =Х2, у а83 х8 = х8 , у а4, х, =х., 

сводящегося R введению новой единичной: точки. 
Оледовате.льно, две произво.л,ьние поверхности второго пор.яд-

1'а, детер.минанти которых имеют одина1>овыu rанг, всf!гда мо
гут Qыть преобразованы друг ·в друга посредвтвом про е1СтШJ
них (воооще говоря, 1Сомп.лексних) преобразований; напротив, . 
ес.л,и опреде.л,ите.л,и имеют различный ранг, это невозможно. 
Итак, относительно комп.лексных проективны.с преооразоваиий 
существует то.ль"о четире раа.лични.х типа поверхностей вто� 
рого порядка. 

· 
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С. Дальнейшая классификация .действите.11ьных поверхностей 
второго поря.дка. Мы сейчас уточним: рассмотренную классифи. 
кацию. При этом :мы ограничимс.я только действитедь'Н/ыми по� 
верхиостями:� а.л Хх хл = О, т. е. случаем, когда все а.л - действи" 
тельные числа. Из предыдущих исследований следует, что 
уравнение такой поверхности :можно всегда привести посред· 
ством: действительиых преобразований к каноническому видv � 
указанному в таблице на стр.  7 8. Напротив, вообще говор.я, оказы" 
вается невозможным привести его посредством действительны.�; 
преобразований к указанной далее су:м:ме квадратов ; но его легв:о. 
:можно преобразовать посредством этих преобразований к урав ... 
нениям следующего вида. 1) :  

± :z·� ± х� ± х: ± х� = о, ± х� ± х� = о , 

= о, ± х: 
= О. 

Посредством: надлежащего введения новых переменных: хх = х 'л , 
что сводится :к перестановке индеRсов и умножению в случае. 
нужды всех членов уравнения на - 1 ,  :мы можем свести эти 
уравнения R следующим восьми случаям: 

х� + х� + х: + х: = о, х� + х% + х: = о, ' х� + х� = о, х� = о. 
xf + .с; +  х: - х: = о, х� + х� - х; = о, х� - х� = о, 
х� + х� - х� - х: = о, 

На стр. 82 мы дох:аже.м ге,,р.метри'Чесх:и, 'Что соответствующи(} 
поверхности не .могут оыть преобразованы одна в другую по" 
средством действительных проех:тивных преобразований. Следо�
вательно, уравнение данной действительной поверхности вто
рого порядка может быть преобразовано посредством действи" 
тельных линейных подстановок в одно и только в одио из выше-. 
перечисленных восьми уравнений. 

Абсолютную величину разности между числом положитель ... 
пых и отрицательных · членов назовем сигнатурой расе:м:атрива" 
е:мой поверхности. Наприvер, в случа.ях: 

х� + х� + х: + х: = о, 
х� + х� + х: - х: = о, 
х� + х� - х: - х: = о 

сигнатура равняете.я соответственно 4, 2 и о. TaR RaR поверх" 
вости с разными сигнатурами не :могут быть преобразованы 
друl' в друга посредством: действительных проективных: преоб
разований, то это число .являете.я инв ариантом: группы действи
тельных проективных преобразований, точно так же :как ранг 
определителя .является инвариантом всех (и комплексных) про-. 
еRтивных: преобразований. 

1) При э·.гом могут встретиться всевоз:м:оzные комбинации знаков. 
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�-r Это положение вещей находит свое аналитическое выраже
ние в за1'оне инерции 1'вадратичныJ; форм 1 ) . Этот закон утвер· 
ждает, что две чисто 1'вадратичние фор.мы от п пере.меннъш;: 

F 1 = ± х� ± Х: ± . . . ± х�, F2 = ± х'� ± х': ± . . . ± х'� 

тогда и тольt>о тогда могут быть преобразованы одна в другую 
посредством действительной, линейной однородной подстановпи 
xi = � ci" х ... ' с отличным от нуля определитедем, 'Когда в обеих 

х 
формах совпадает чиr..ло по.ложите.льных (а, значит, mа1'Же 
и отрицате.льних) членов. Поэтому всякая данная :квадратич-
ная форма � аи. х ... Х) от четырех переменных может быть пре
образована посредством: действительной линейной однородной 
подстановки в одну из следующих. 14  форм: 

Равг= 4  Равг=3 Равг=2 Равr = 1  

х�  + х� + х: + х: Wi + х= + х: х: + х: х� 
х� + х� + х: - х: Wi + ::r: - :z:: х� - х� - х� 
х� + х: - х: - х: х�- х= - х: - х� - х: 
х� - х� - х: - х: - х: - � - х: 

- х� - � - х: - ж: 
liевы:роzдающа.яся квадратична.я форма, .которая :может быть 
преобразована в сумму квадратов со сплошь положительными 
или сплошь отрицательными знаками, .является, соответственно, 
по.ложительио или отрицательно определенной, т. е. она может 
принимать только положительные или только отрицательные 
значения, если переменные принимают действительные значения 
и не все одновременно о6ращаются в нуль. Прочие формы назы
ваются неопреде.ленны.ми. Если :м:ы опять вернемся от квадратич
ных форм: R хвадратичным уравнениям, то некоторые из рае
·смотренных случаев совпадут между собой, Rак, например: 

х� + х� + х; + х:= о и - х� - х� - х: - х� = О, 
так что из 1 4  случаев останется только восемь, рассмотренных 
ранее. 

В следу ющей таблице мы приводим поверхности, соответ
ствующие различным видам: уравнения. В таблице привод.яте.я 
также и дальней шие подразделения уже с точки зрения аффин
ной геометрии, именно: принимаете.я во внимание характер пе
ресечения разл ичных поверхностей с бес:конечно удалtJнной 
плоскостью. Читатель может легко провести сам относящиеся 
сюда раuсуждения. НаЗВ<iНИЯ различных типов поверхностей 
будут оправданы ниже. 

1) Доказательство зав:ова инерции имеете.я во :многих учебниках; см., 
например, К о w а 1 е w s k у, Einfiihrung in die Determinantentheorie , 2-е изд., 
Лейпциг 1 925. Мы предпочитаем дл.я инте ресующих нас здесь уравнений 
провеет.в: доказательство геометрически (ер. стр. 82 и 95). 
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, Классификация деАствите.пьных поверхностей второго порядка 1)  

1 .  Ранг опреде.�wтеля равен 4: Собствеnп'Ью поверхпости второго 
поряtта. 

1. х� + х: + х: + х:-о. 
2. ж� + х: + х� - х:=о. 

а) :Эллипсоиды. 
Ь) :Эллиптичес:в:ие параболоиды. 
с) Двуполостные гиперболоиды. 

Ну.л,ев'Ью поверх-кости. 
Оваль'нiые noвepm1I0cmu. 

3. х�+:с: - х: - х:-о. Rольч еобрааи'Ь�е поверх'IЮетu. 
а) Однополостные гиперболоиды. 
Ь) Гиперболические параболоиды. 

11. Рапе определwтеля равен 3: 

1. х� + х: + х:=о. 
а) Нулевой :в:онус. 
Ь) Нулевой цилиндр. 

2. х� + ж� - х:=о. 
а) Конус. 
Ь) Эллиптв11ес:в:ий цилиндр. 
с) Параболи11еский цилиндр. 
d) Гиперболический цилиндр. 

Rокические поверхпости еторог• 
поряtта. 

Нулев'Ью копусы. 

ПI. Ран.г определителя равен 2: Пa]Jf>t п.л,оскостей. 

Rомп.мкспо-сопржнсепнь�е 
п.л,оскостей. 

а) Пересекающиеся мнимые плоскости. 
Ь) Параллельные :мнимые плоскости. 

2. ж� - Ж�=О. Действительпые пары плоС1fостей. 

а) Пересекающиеся плоскости. 
bJ Параллельные плоскости. 
с) Одна плоскость конечная. другая бесконечно удаленная, следо

вательно, не существующая с точRи зрения аффинной геометрии. 

IV. Рапг опреде.л,ите.л,я равек 1 :  Дважды вэят'Ьtе плоскости. 

1. х:=о. 
а) Дважды взятая конечная плосRость. 
Ь) Дважды взятая бесконечно удаленна.я плосв:ость; с точки зреви.я 

аффинной геометрии не существует. ' 
1) Эта RЛассифиRаци.я содержит три рубрики. 
Римские цифры - классификация относительно группы комплексных 

npoe,.,тuвi-tiЫ JJ преобразовапий: инвариантное свойство поверхности - рапе 
соответствующего определителя. 

Арабские цифры - дальнейшая Rлассифвкацвя относительно группы 
действительиых проективкых преобразований: инвариантное свойство 
повеJ>ХНОСТИ - сигнатура. 

Латинские буквы - дальнейшая RлассифвRаци.я относительно группы 
аффинных преобразований: инвариантное свойство поверхности - харак
тер nepeceч.enu.q, поверхпости с бесконечл-ю удалеипой п.11оскостмо. 

�-:К.Uейи-124 
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В настоящей таблице, :которая будет иметь основное знаqе
ние для дальнейших рассуждений, мы различаем: среди: невы
рождающихся поверхностей второго порядка нулевые, овальные 
и :кольцеобразные поверхности. Прилагательное "ну.левая" от
мечает то обстоятельство, что подобная поверхность не содер
жит ни одного действительного куши; невырождающаяся ну
левая поверхность не содержит вообще ни одной действитель
ной точки, нулевой же конус - только одну, именно вершину, 
:которая при указанном: виде уравнения имеет координаты 
о : о : о : 1 t ) .  Смысл термина ова.льна.я поверхность сделается .нс
ным: сам: собой, если .мы подумаем, например, об эллипсоиде, 

который принадJiежит .к это
му типу. Наконец, термин 
1'о.льцео6разная поверхность 
оправдывается те:м, что подоб
на.я поверхность имеет такую 
же связность, как и кольц() 
(поверхность тора) ;  это :мы 
сейчас выясним на примере 
однополостного гиперболоида. 
Если :мы разрежем однополо
стный гиперболоид вдоль бес
конечно удаленной плоскости� 
приблизим оба возникших 

Черт. 39. вследствие этого края на ко-
нечное расстояние и склеим 

их опять (после надлежащего скручивания поверхности) таким 
же образом, как они примыкали друг к другу раньше, то :мы 
получим хак раз кольцо (поверхность тора) ( черт. 39) . Ми 
еще не приве.ли до'!>азате.льства того важного фа1'mа, 'Что fеанони
-чес,;ие уравнения, приведенные в тао.лице, не .могут бить пре
образованы друг в друга посредством действите.льнъы .линейных 
подстаново,;. 

Это утверждение геометрически непосред�твенно очевидно� 
именно: невырождающа.яся нулевая поверхность не содержи'!" 
ни одной действительной точки и потому яе может быть пе
реведена посредством действительных преобразований в оваль
ные или хольцеобравные поверхности. Далее, утверждение верно 
и для двух последних типов поверхностей, так как на кольце
образных: поверхностях имеются действительные прямые (ер. § 5 ), 
а на овальных их нет.  Аналогичным образом :мы поступаем и 
в случае :конусов и пар плоскостей, заметив, что нулевой ко
нус имеет только одну действительную точку, а пара ко:м:
плехсно-сопр.яженных плоскостей содержит только одну един
ственную действительную прямую. 

1) Термином "мнимые поверхности• мы здесь ве можем пользоваться" 
тu как под ним мы понимаем (стр. 65) поверхности, уравнения которых. 
ве :могут быть написаны в действительной форме. 
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D. Соответствующая классификация кривых и систем точек 
второго порядка . Совершенно тахим .же образом, как в про
странстве, мы :може� классифицировать образы второго порядка 
.4ЛН случаев плоскости и прямой. Мы получаем: в результате 
следующие две таблицы:  

Классификация действитепьных кривых второго порядка 

I.  Рапе -()nреде.ллtте.л,я равен, 3: 
I .  х: + х; + ..v;=o. 
2. х� + х; - х:=о. 

а) Эллипсы. 

Ь ' Параболы. 
с) Гиперболы. 

II. Ранг оnределите.л,я равен, 2:  
1 .  х� + х;=о. 

Собственные кривъ�е второго порядка. 

Нулевъtе 'КОНu'Чеекие сечения. 
Ова.л,ьт�е 'КОUU'Че•:кие сечения. 

Пары пря.кых. 

Парь� 'КО.мn.л,ексно-соnрлжентн; 
пря.wых. 

а) Пересекающиеся :мнимые прямые. 
Ь) Параллельные мнимые прямые. 

2. Х� - х�=О. Пары действ�tте.�ьиых r�рямых. 

а) Пересекающиеся прямые. 
Ы Параллельные прямые. 
с) Одна пр.яма.я конечная, другая бесконечно удаленная, следо

вательно, ие существующая с аффинной точки зрения. 

Ш. Ранг определите.л,я равен, 1:  Дважды в3яmъ�е 1�ря.мые. 

1. Х�=О. 
а) Дважды взята.я конечная прлмая. 
Ь) Дважды взята.я бесконечно удаленная прямая; с аффинной точки 

зрения не существует. 

Н.11ассификация д ействительных систем точек второго порядка 

I. Рапе ипределителя равен 2: 
• . . 1 �+.r� =- О. 
2. х� - Х==О. 

а) Обе точ:ви конечны. 

Пар'Ы точек. 

Пары 'КО.мnле'Ксно-сопряжент&х точек. 
Пары действительных точ8". 

Ь) Одна точка конечная, друга.я бесконечно удаленная, следо
вательно, с аффинной точки зрения не существует. 

II. Ранг опреде.л,ите.л,я равен 1:  Дважды взятые точки. 

1. Х�=О. 
а) Дважды взятая хонечная точка. 
Ь) Дважды взятая бесконечно удаленна.я точка; с аффинной точки 

зреввя не существует. 
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Е. Исторические замечания о классификации образов 
второго порядка. Теория образов второго порядка развивалась 
следующим путем:. Для случ ая плоскости ураввени.я второго 
порядRа рассматривались уже основателями метода Rоординат. 
Соответствующие исследования в пространстве были произведены 
(в прямоугольных декартовых координатах) в 1 748 г. Эйлером: 
в его "Introductio in analysin infinitorum". Значение теории опре
делителей для классификации образов второго порядка было 
в первые выяснено Коши (Cauchy, 1 829), .Якоби ( 1833) и Гессе 
( 1833); классификация поверхностей по их рангу была сделана 
Плюккеро:м в 1 832 г. В 1 842 г. Плюккер относит поверхность 
второго порядка к полярному тетраэдру ; само же понятие 
полярного тетраэдра имеется уже в "ТраRтате"  Понселе. В 1 846 г. 
Плюккер ввел классификацию поверхностей второго порядка 
на основании закона инерции квадратичных фори, который 
в общем виде был установлен Сильвестром только в 1852 г. 

§ 4. Классификация образов второго класса; связь 
с классификацией о бразов второго перядка 

А. Классификация поверхностей второго класса. Совершенно 
таким: же образом, как поверхности второго порядRа, мы сейчас 
будем RЛассифицировать поверхности второго кл1:1.сса: 

� а"ли"ил = о. 
На:м приходится различать в зависимости от ранга соответ
ствующего определителя четыре типа полярных преобразований. 
Если ранг определителя равняется 4, то не существует ни одной 
плоскости , у которой полюс являлся бы неопределенным;  
если ранг равняете.я 3, то существует одна единственная плос
хость такого рода, если ранг равняется 2 - целый пучок плос 
костей и, наконец, если ранг равняете.я 1 - целая связка плос
хостей. Притом: эт:а отмеченные плоскости принадлежат самой: 
поверхности второго класса. Посредством отнесения поверхности 
к полярному тетраэдру мы можем привести уравнения четырех 
указанных типов поверхностей. соответственно к следующим: 
формам: 

r:i1 1u� + ri22u� + 1Ха8и: + r�ни: = 0 
cx1 1U� + CX22U= + r:L83u: = 0 
rL11U� + a22U� = 0 

= О 

Первое из этих уравнений изображает невырождающуюс,q, 
поверхность второго 'Кдасса, так :каR соответствующий опре
делитель д= cxнri22cx33ri44 отличен от нуля. Второе уравнение 
изображает сово'Куmюсть плос"остей, охватывающих коническое 
сечеиие, лежащее в п.лоскости и1 : и2 : и8 :  и4 = О :  о : О : 1. Доказа 
тельство проводите.я двойственно к тому доказательству (стр. 77 ) ,  
в котором мы доказывали, что уравнение а1 1х�+ а112х�+а13� = 9 
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изображает конус. Плоскости, принадлежащие одновременно и 
расuматриваемой поверхности второго пор.ядRа и связRе nлос
Rостей и4 = 0  (одна из таких плоскостей изображена в тетраэдре 
на черт. 40), определяются уравнениями : 

U4 = 0; a11U� + CX22U� + 1XaaU: = o. 

Возьмем одну из таких плосюостей u1 : u2 : u3 : о (например плос
кость, указанную на чер1'. 40); ее координаты, следовательно, 
удовлетворяют уравнению: 

tХ 1 ;и� + tX22u� + a38"il:= o. 
Всякая плоскость, проходящая че рез линию пересечения двух 
плоскостей u1 : u2 : u3 : 0 и 0 : 0 : 0 : 1  (эта последняя плоскость на 
черт. 140 изображается гранью тетраэдра 
Р1Р2Р8), имеет координаты t.U. : lU: : lUз :  1 .  
Н о  все такие значения координат удовле
творяют уравнению рассматриваемой по
верхности второго класса, Rоторая, сле
довательно, состоит из  всех плоскостей, Рч 
проходящих через определенные прямые 
илоскости о :  о : о :  1 .  Эти прямые охваты
вают некоторое невырождающееся кониче
ское сечение, являясь er.o касательными, 
чем: и доказано наше утверждение. Этот 

Черт. 40. 
образ можно называть просто коническим сечение.м, рассматри
вая его при: этом как совокупность плоскостей, проходящих 
через все касательные к кривой. 

Третье из рассматриваемых уравнений: а 1 1и� + IX22U� = O  изоб-

ражает пару связок плоскостей 
и1 = ± -- r - t122 . Этот образ :МОЖ• 
U2 V ан 

.н о  назвать парой точек, рассматривая каждую из этих двух 
точек как совокупность проходящих через нее плоскостей. 
Наконец, Ч"етвертое уравнение а11и� = О изображает дважды взя
тую связку плоскостей или, как мы еще будем говорить, 
дважды, В<Jяmую точку. 

Множество особых плоскостей, полюсы которых являются 
неопределенными, в случае конического сечения состоит лишь 
из одной плоскости, именно из плоскости са:мого конического 
сечения, в случае пары точек - из пучка плоскостей, прохо
дящих через линию, соединяющую обе эти точки, а в случае 
дважды взятой точки - из связRи плоскостей, проходящих через 
эт у ТОЧRу. 

Ограничимся теперь действительными поверхностями второго 
кла сса и буде:м классифицировать их, далее, по их сигнатурам:. 
Мы получим тогда следующую таблицу, в которой одновременно 
приводятся и дальнейшие подразделения уже с аффинной 
точ ки зренил. 
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Кпассификация действитепьных поверхно стей второго к.11асса 

1. Ранг о пределиmе.1tя равен 4: Собсmвепнь�е повер.тюсти второго 
"ласса. 

1. и� + и� + и: + и:=о. Нулевые поверхности второго кла сса. 
2. и� + и� + и: - и: =0. Овальпые поверхпости второго кла сса . 

а) Эллипсоиды. 
IJ) :Эллиптические параболоиды. 
с) Двуполостные гиперболоиды. 

Rо.л,ь'lfеобразные поверхиости 1miop•JiIO 
к.л,асса. 

а) Однополосr аые гиперболоиды. 
Ь) Гиперболич �ские параболо иды. 

П. Ранг определите.л,я равеи 3'. 

1. и� + и� + и:=о. 
Кривые в торого класса. 

Ну.л,евые кривые второго к.л,асса. 

а) Соответствующая кривая второго порядка лежит в .1tонечной 
ПЛОСIСОСТИ. 

Ь) Соответствующая кривая второго порядка лежит в GесIСОнечно 
удаленной плоскости. 

2. и� + иg - и:=о. Ова.л,ьные кривые второго класса. 

а) Соо'1.'ветствующая кривая второго порядка лежит в бесконечно 
удаленной плоскости. 
Соответствующая кривая второго порядка лежи1' в конечной 
плоскости и являетсл 

Ь) эллипсом, 
с) параболой , 
d) гиперболой. 

111 .  Рапг определителя равен 2: Лары точек. 

1.  и: +  и�=О. Пары комп.юксuо-сопряжеппь•х точек. 

а) Обе точки конечны. 
Ь) Обе точп лежат в бесконечно удаленной плосв:ости. 

2. и� - и�=О. Пары действите.1tьпы�: точек. 
а) Обе точв:и конечны. 
Ь) Обе точки лежат в бесконечно удаленной плосв:ости. 
с) Одна точка конечная, друг� бесконечно удаленная. 

1\1'. Ранг опредмителя равеп 1: Дважды взятые точки. 

1. и� =0. 
а) Дважды взятые конечные точки. 
Ь) Дважды взятые бесконечно удаленные точки. 

Эта таблица построена совершенно так же, как и таблица 
дл.я действительных поверхностей второго порядка на стр . 81 .  
М ы  имеем и здесь три руори11:и, 11:оторые дают кдассификацию 
отиосите.аьно 1'0Mnдe1'CH'Ьll.li прое1'тивиых, действитедьны:х; про
еr&тивны:х; и, н,а11:онец, аффинных преобразоваиий. В обеих таб
лицах число различных вовм:ожных случаев всюду одинаково. 
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В. Соотношения между различными типами поверхностей 

второго порядка и класса. В приведенной таблице содержите.я 
утверждение, что нулевые, овальные и хольцеобразные по
верхности, рассмотренные , как образы второго хласса, имеют 
ту же сигнатуру, что и соответствующие образы второго порядRа. 
Докажем это; в самом деле, поверхности второго хласса: 

а.11и� + а22и= + a.33u� + а.4,и: = о  

по стр. 7 3  соответствует поверхность второго порядка: 

а.1 1 О О 0 Х1 
О СХ.22 О О :Ii2 
0 О а.83 О Ха 
о о о а44 х4 
Х1 Х2 Х8 Х4 0 

Так хах :мы сейчас рассматриваем невыроzдающиес.я поверх
ности (следовательно, Rоэфициенты а1 1,  �2, а38, а44 отличны от 
нуля), то :мы можем. предыдущее уравнение разделить почленно 
на произведение 11i1a.l2a.s8a0: 

х� + х= + х:_ + х: = о. а 1 1 СХ.22 а.за а,, 

Из этого уравнени.я непосредственно следует, что, например, 
поверхности второго хласса и� +  и� + и: - и: = о  соответствует 
овальная поверхность второго порядха и т. д., что и требовалось 
дохазать. Если мы от предыдущего уравнения поверхности 
второго порядка опять перейдем х уравнению поверхности вто
рого Rласса, то мы получим: : 

1 a22CX.asa4, 
1 о 

! о 

1 о U1 

о о о 

IX1 1G1.s saн о о 
() a.11a22Gtн 

о 

U2 
Us 

о о а.1 1а.22аза и, 

U2 Uв U4 о 

2 2 2 2 { 2 +  2 .J_  = анапllззан СХ.нU1 CX.22U2 , 

+ а.ази:+а.4и: } = О, 

т. е. то самое уравнение, иа хоторого :мы исходили. Этим: иы 
одновременно доRазали предложение, сформулированное на 
стр. 74. 

Дл.я вырождающихся поверхностей второго порядка и хлас
са захоя соответствия не тах прост. Из установленного выше 
уравнения следует, что Rривым второго хласса (для случая 
«44 = 0) соответствует в качестве точечного образа дважды взятая 
ш1осRость х:= о ;  эта плосRость является хак раз той, в хоторой 
лежит соответствующее хоничес1tое сечение (рассматриваемое 
Rа.к точечный обраа). Для пар точех и для дважды взятых 
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точек получается аналогичным: образом тождество О = О; следо
вательно, в этих случаях соответствующий точечный обраа 
остается неопределенным. 

Если, с другой стороны, :мы будем исходить из поверхно
стей второго порядка, то мы получим, что конусу соответствует 
дважды взятая точка и: == о, изображающая вершину :конуса. 
:Мы хотим: особенно подчеркнуть, что конусу соответствует не 
совокупность его касательных плоскостей, но совокупность 
всех плоскостей, проходящих через его вершину (ер. стр. 1 03). 
Дл.я пар плоскостей и дважды взятых плоскостей в качестве 
уравнения поверхности второго класса также получаете.я 
тождество о = о. 

Эти соотношения :можно иллюстрировать следующей схемой :  

СобмвевJ11'lе поверхвооти второго 
�ОJ>ЯДRа _ _ _ _ _ _ __ 

ltовусы второго порядка 

Пары пnоскостей 

- - -
Дважды в а.ятые DJIOOEOCTИ 

Тождество 

Собственные ловерхностн kторого 
масса 

Кривые второго масса 

Пары точех 

Дважды взятые точки 

Тождество 

Следовательно, :между вырождающимися поверхностями вто
рого порядка и второго :класса уже нет взаимно однозначного 
соответствия. Поверхность второго класса, соответствующая 
данной поверхности второго порядка, уже не приводит опять 
R исходной поверхности второго поряд:ка, но приводит к то
ждеству. Это несовершенство будет устранено на стр. 100 и 1 0 7  
путем введепи.я новой точки зрения. 

С. Соответствующие иссл едо ван ия для случая плоскости. 
Классификация образов второго порядка дл.я случая других 
размерностей производится совершенно так же.  Мы приведем 
еще таблицу для кривых второго класса па плоскости. (На 
пря:иой линии нет различия между образами второго порядка 
и класса.) 

Классификация действительных кривых второго класса 

I. Рамг опредмwпiмя равеп 3: 
1. и� + и= + и:=о. 
2. � + и= - и:=о. 

а) Эллипсы. 
Ь) Параболы. 
с) Гиперболы. 

Собствеwнiые 'Крив'Ьtе второго класса. 

Ну.л,ев'Ь&е 'Крив'Ь�е второго 'Кдасса . 
Овадьn'Ьtе 'l>pUвt>te второго к.л,асса. 

П. Рапг определите.ля равен 2: Лар'ьt точек. 

1. и� + и:=о. Пары комплекспо-сопр.ооюенм,ыж t11011 e& 

, а) Обе точки конечны. 
Ь) Обе точки лежат на бесконечно удаленной прямой. 
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Пары действительн,'Ьt С точек. 

а) Обе точки :в:оне11иы. 
Ь) Обе то11хи лежат на бес:в:оне11во удаленной пр.ямой. 
с) Одна точка конечна.я, другая бес:в:оне11но удаленная. 

ПI. Ранг определиmе.АЯ равен, 1: Двшнсд'Ьt взяm'Ьtе точки. 

1. иi=О. 
а) Дважды взятая :в:онечнм точ:в:а. 
Ь) Дважды взятая бес:в:онечно удаленная точка. 

Соответствие между кривыми второго порядка и второг() 
класса изображается следующей схемой: 

1 Собственные кривые вторего п:;:;;;- ---э- Собственные кривые второго кnасса. 

Пары ПР"МЫХ IIapы точе к  

Дважды взятые прямые >< 

>< 
Дваа:ды в зятые точки 

ТождеС'l'во Тождество 

§ 5. Прямые линии на невырождающихся поверхностях 
второго порядка 

На поверхностя х второго порядка им:еютс.я действительные 
и :мнимые прямые, с теорией которых нам: нужно познакомиться 
для дальнейшего. Начнем с кольцеобразных поверхностей, на. 
которых, как это уже должно быть известно из аналитической 
геометрии, имеются два семейства действительных прямых. 
Уравнение кольцеобразной поверхности, будучи отнесено к над
.1ежаще:му действительному полярному тетраэдру, имеет вид: 

х� + � - х: - х: = о. 
Это уравнение мы можем: написать также в виде : 

(Х1 + Xs) (:1i1- Xa)+(x2 + Х4) (Х2 - Х4)= О. 
Введем: теперь новый действительный координатный тетраэдр 
посредством: подстановки: 

РУ1 = Х1 + Ха, РУа = Х2 + Х4, 

PYa = X1- Zs, РУ. = - Х2 + Х4 ,  

о 1 1 1 
D = I о 1 о 

1 1  о -1 

1 о -1 о 

� 1  1 = - 4; 

� 1  
в новой системе координат уравнение поверхности примет еле· 
дующий простой вид :  
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'Такой координатный тетраэдр :мы будем называть 1'асате.льним 
тетраэдром данной поверхности. Прежде всего отметим, что 
четыре его ребра, именно: 

р р · { У 1 = 0, р р · {У1 = О, р р . f  Y2= 0, р р · { Уа= О, 
з • · 2 8 •  1 4 · 1  1 2 • у2= 0, у,= О, \ у3 = 0, у" = О, 

принадлежат поверхности, так как уравнение поверхности удо
.влетвор.яетс.я указанными значениями. (Эти ребра на черт. 4 1  
изображены более толстыми линиями. ) Далее, его вершины 
лвл.яются по.ч:юсами его граней; именно: уравнение полярной 
плоскости точки у в текущих координатах ех (относящихся 
·к касательному тетраэдру) имеет теперь вид: 

Уз · е1 - у" . е2 + У1 . �8 - У2 · е"= о, 
.и; отсюда вытек ает, что, например, точке Y1 : y2 : y8 : y" = l  : о : о  : О  
·соответствует полярна.я плоскость е8 = 0  и т. д. Так как верши
.вы тетраэдра лежат на самой рассматриваемой поверхности, 
то его грани касаются ее, и притом грань Р2Р8 Р" - в  точке 
Р8, грань Р1Р8Р" - в Р4, грань Р1Р2Р" - в Р, и грань Р1Р2Р3-
в Р2• Отсюда выт екает, далее, что ребра Р1Р3 и Р2Р" являются 
пол.ярно сопряженными относительно рассматриваемой поверх
ности (черт. 41 ) .  

Положив 

:м:ы удовлетворим уравнению поверхности, каково бы ни было 
значение >.. При фи:ксированном. л. первое уравнение изображает 
плоскость, проходящую через линию пересечения плоскостей 
111 == о и у4 = о, т. е. череа ребро Р 2Р а· Аналогичным: образом вто
рое уравнение изображает плоскость, проходящую через ребро 
Р 1Р 4•  Обе эти плоскости пересекаются по прямой, имеющей 
общую точ:ку как с ребром: Р2Р8, таR и с ребром Р1Р,. Если мы 
заставим #. прuбегать все действительные значения от - оо  до 
+ оо, то :мы получим целое семейство действительных прямых 1 ), 
ив которых каждая принадлежит нашей поверхности и пересе
кает оба ребра Р2Р8 и Р1Р, (черт. 42). Если :мы придадим: Л. хом
плексное значе ние, то  получим: :мнимую пр.ям:ую, обладающую та
кими же свойствами. 

Точно так же :можно удовлетворить уравнению нашей по
верхности, положив: 

У1 = \J.Ys• J1Уз =У4· 
Эта система уравнений дает нам второе семейство пр.я:мых, 
ив которых каждая принадлежит поверхности и пересекает 
ребра Р3Р4 и Р1Р2 (черт. 43) .  Ив четырех ребер тетраэдра, 

1) Эти прямые, лежащие на поверхности второго порядка, называются 
'Также образующими этой поверхности. 

· 
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лежащих н а  поверхности, два, именно Р1Р2 и Р3Р4, принадлежат 
первому семейству пр.я:м:ых, а два. - Р1Р4 и Р2Р3- второ:м:у семей
ству. Этими двумя семействами прямых исчерпываются все 
пр.ямые, лежащие на кольцеобразной поверхности, так каR легко 
показать, что поверхность должна вырождаться в пару плоскос
тей, если на ней имеются еше другие прямые. Оба эти семей-

Р, Р, 

Черт. 41.  Черт. 42. Черт. 43. 

ства обладают тем свойством, что вс.якие две пр.я:м:ые, принад
лежащие одному семейству, не пересекаютс.я, в то  время как, 
наоборот, всякая прямая первого семейства пересекает всякую 
прямую второго семейства. Через каждую точку поверхности 
проходит по одной прямой из каждого семейства ; tдля действи-
'Тельных точек обе � --
эти прямые действи- , 
'Тельные, для :мни
мых точек - мни
мые; в обоих слу
чаях дело идет о 
паре прямых, по ко
-торым касательная 
плоскость в рассма
триваuм:ой точке по
верхности пересека
ете.я с самой по
верхностью. Доказа-
тельство этих пред- Ч0рт. 44. Черт. 45. 

положений известно 
из элементов аналитической геометрии в пространстве. Все эти 
фаRты наглядно изображены на черт. 44 (однополостный гипер
болоид) и черт. 45 (гиперболический параболоид) . 

На овальных и нулевых поверхностях точно так же и:м:еютс.я. 
два семейства прямых, обладающи х теми же свойствами, что 
и семейства прямых на кольцеобразных поверхностях; это непо
средственно вытекает из того, что овальные и нулевые поверх
.кости .могут быть переведены в кольцеобразные посредством: 
комплексных проективных преобразований. Разумеется, все эти 
прямые .являются уже не действительны.ми, а :мнимыми. Чтобы 
рассмотреть этот случай блиzе, мы отнесем овальные и нуле-
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вые поверхности R соответствующему действительному полярному 
тетраэдру : 

х� + х� + х: - х�= О, х� + х: + х: + х: = о, 
и напишем эти уравнения в форме: 

(Z1 + iX3)  (Х1 - iхз)+ 
+(х2 + Х4) (Х2 - х.) = О, 

(х1 + ix8) (х1 - ix8) + 
+ (Х2 + iX4) (Х2 - iX4) = 0. 

Затем введем новый (уже ч астично :мнимый) координатный 
тетраэдр посредством подстановки: 

PYt = 
РУ2 = 
?Ys = 

Х1 + ix3, 

Х2+Х4, 
X1-iX3, 

D= - 4i· ' ' 

РУ1 = х1+ ix9, 
РУ2 = х2+ ix4, 

х1- ix3, 
D = 4; 

РУз = 

·1огда уравнения обоих типов поверхностей примут вид: 

УtУз - У2У4 = О . 

По этим: уравнениям :мы :можем: заключить, Rак и раньше, ЧТС). 
соответствующие поверхности имеют два семейства прямых, 
обладающих известными свойствами. В частности, отметим особо, 
11то на овальных поверхностях через каждую действительную 
точку проходят две комплексно-сопряженные прямые, получаю
щиеся в результате пересечения поверхности соответствующей 
Rасательной ПЛОСRОСТЬЮ. 

Чтобы сделать это более наглядным, рассмотрим ближе 
:касательный тетраэдр, к которому мы после указанной подста
вовв:и отнесли овальные и нулевые поверхности. В случае 
овальных поверхностей касательный тетраэдр состоит иа двух 
действительных плоскостей у2 = 0 и у4 = 0  и двух в:омплексно
сопряженных плоскостей у1 = о и Уз = о. Вследствие этого два 
ребра PtPs и Р2Р., по которым пересе1еаются обе пары плосRо
стей, являются также действительными; эти ребра на основании 
стр. 90 полярно сопряжены относительно нашей поверхности. 
Далее, вершины Р2 и Р,,,, в которых действительное ребро Р2Р, 
пересекает обе действительные плосв:ости, также являются 
действительными; обе эти точв:и лежат на самой поверхности 
и .являются точками прикосновения обеих действительных плос
в:остей. Иа этих рассуждений вытекает простое построение 
искомого тетраэдра. Мы берем: на овальной поверхности две 
произвольные действительные точки Р2 и Р, и проводим: соот
ветствующие действительные Rасательные плоскости у,= о и 
у2= О (черт. 46). Эти плосRости nересев:аютс.я по второму дей
ствительному :ребру тетраэдра Р1Р3• Чтобы получить также и 
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мнимые элементы тетраэдра, рассмотрим: четырехсторонник из 
обеих пар RомплеRсно-сопр.яженных прямых, лежащих на по
верхности и выходящих соответственно из действительных то
чек Р2 и Р4 ; эти пары пр.ямых r:.являютс.я линиями пересечения 
Rасательных плоскостей у4= 0  и у2 = 0  с нашей овальной поверх
ностью. Полученные прямые пересеRаютс.я попарно в :мнимых 
точRах Р1 и Р8, лежащих ... ва втором действительном ребре тет
раэдра. 

Теперь исRом:ый тетраэдр определен полностью. 
В случае нулевых поверхностей все плосRости Rасательног• 

тетраэдра являются мнимыми. Два ребра Р2Р,.. и Р1Р8, по которым: 
пересеRаются обе пары Rом:
плеRспо-сопряженных пло
скостей, будут действитель
ным:и; эти пр н:мые полярно 
сопряжены относительно 
рассматриваемой поверхно
сти. Напротив, остальные 
четыре ребра тетраэдра и 
все его вершины являются 
мнимыми, так RaR они ле
жат на самой нулевой по· 
верхности. 

Выясним: теперь, Rакого 
типа прямые лежат на трех 
различных поверхностях 
второго порядка. На коль
цеобразных поверхностях 
через каждую действитель
ную точку проходят две 

Черт. 4:6. 

действительные прямые. Из уравнений стр. 90 следует, что доJiж
ны иметься еще :мнимые прямые. Так Rак ни через одну точку не 
:может проходить более двух прямых, то эти :мнимые прямые. не 
имеют ни одной действительной точки и, следовательно, являются 
сильв:омни:мым:и (см. стр. 60). НаRопец, Rо:м:плексно-сопряженные 
сильномнимые прямые всегда принадлежат R одному и тому же 
семейству, таR как прямые различных семейств всегда имеют 
общую точку. 

На овальных поверхностях через  :Каждую из 002 действи
тельных точек проходят две комплексно-сопряж.енные, слабо
:мнимые прямые. Ими и исчерпываются все прямые; следовательно, 
на овальных поверхностях нет ни действительных, ни сильно
:мни:мых прямых. (В случае Rольцеобразных поверхностей со 3  
действительных точек определяют только два однопара::метри
ческих семейства прямых, - так что в этом случае должны 
существовать еще другие прямые.) Далее, в случае ова.в:ьных 
поверхностей Rомплексно-сопряженные прямые принадлежат к 
различным семействам, так Rак две прямые из одного и того же 
семейства не пересекаются. 
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Наконец, на пулевых поверхностях имеются только сильпо
:м:ни:м:ы:е прямые, таR как на этих поверхностях нет пи одной 
действительной точRи. Далее, по тем же причинам:, как и в 
случае 1еольцеобразных поверхностей, комплексно-сопряженные 
прямые принадлежат к одному и тому же семейству. 

Эти результаты, которые легRо получить также путем ана
литических выкладок, :мы сведем вместе в следующей таблице: 

Действи- 1 Слабо- Сильно· 1 Комплексно-
мнимые мнимые 1 сопряженные 

тельные прямые прямые 1 прямые лежат 

Кольцеобразные ПО· 
верхности • • • • Имеют ся Имеются В одном и том 

Ова.пьные поверхно- же еемей:стве 
ети . . . . . . . Имеются Н разных се-

мействах 
Нулевые поверхности Имеются В О)(НОМ И ТОМ 

же семействе 

Из этой таблицы: видно, что 1еольцеобразные поверхности 
и:м:еют много общего с нулевыми, в то время 1еак овальные по
верхности стоят особня1ео:м:. Причина этого заключается в том. 
что в уравнении овальной поверхности имеется нечетное число 
отрицательных членов, в то время как в случае остальных по
верхнос'rей их - четное число (именно: два или нуль). Различ
ные типы мнимых прямых на поверхностях второго порядRа 
были впервые рассмотрены Штаудто:м в 1856 г. 1). 

Аналогичные рассуждения могут быть проведены также и 
для многообразий высших размерностей 1). Если число изме
рений п четно : п = 2q, то основные образы 3) высшей размер
ности, лежащие на невырождающейся гиперповерхности второго 
порядка, имеют раз.мерность q - 1 ; эти основные образы:, кото
рые могут быть и :мнимыми, образуют только одно единствен
но� семейство. Наглядным примером для этого с.луча.я может 
служить толь1ео п = 2, т. е. плосRость, где на конических сече
ниях лежит одно единственное семейство точеR. Если же, на
против, п нечетно: п = 2q + 1, то основные образы высших раз
:мерностей указанного рода имеют размерность q; но эти основные 
образы образуют уже два различных семейства, как это мы 
видели на примере поверхностей в трехмерном пространстве. 

Если перейти :к исследования:м: в действительной области" 
то получается, что размерности действительных образов, лежа
щих на гиперповерхности, равняются целым числам, :меньшим 
вак числа положительных, так и числа отрицательных чхенов в со
ответствующем уравнении гиперповерхности � ± х� = о. Так" 
например, на нулевых поверхностях вообще не ииеется никаких 

1) ,_Beitrage zur Geometrie der Lage•. 
8) up. Enzyklopii.die, 1П С 7; S е g r е, Mehrdimensionale Riiume, стр. 851. 
8) Основные обрааы n·м:ервоrо м:воrообра.вия были определены на 

стр. 41-42. 
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действительных основных образов; на овальных поверхностях 
имеются действительные точки и на кольцеобразных поверх
ностях - как действительные точки, так и прямые . Эта теорема 
является геометрическим эRвивалентом закона инерции квад
ратичных форм, :как это мы видели для случая пространства 
на стр .  82. 

§ 6. Превращения образов второй степени при непрерывном 
изменении коэфициентов; классификация этих образов 

Различные образы второго порядка не являются изолирован
ными один от другого, но могут быть превращаемы друг в друга 
многочисленными способами. Так, например, кольцеобразную 
поверхность: 

(где все а являются положительными числами) можно превра-о 
·---0-- --- 0--- о 

Черт. 47. 

тить посредством: непрерывного изменения параметра а44 в конус: 

а1 1х� + а22Х� - а38х: = О, 
а, затем, посредством дальнейшего непрерывного изменения, 
в овальную поверхность:  

а11х� + а2�; - а83х: + а44х: = О. 
Далее, :мы можем обратить в нуль два коэфициента, например 
а22 и а44, и, таким образом, превратить кольцеобразную поверх
ность в пару действительных плоскостей: 

а1 1х� - а33х: = О, 
а затем оп.ять вернуться к кольцеобразным поверхностям. Анало
гичным образом :можно поступать с соответствующими уравне
ниями образов второго класса. 

А. Превращения на прямой линии .  В случае прямой линии 
воз-можно только одно "единственное превращение, именно: пре
вращение пары действительных точек: 

a1 1Wi - а22х; = О 

через лважды взятую точку 

а1 1х� = О  
в пару комплексно-сопряженных точек: 

а1 ,х� + а22� = о 
(ер. таблицу на стр. 83 ). Это превращение иллюстрирует 
черт. 47, причем в:омплексно-сопр.яжевяые точки :м:ы изображаем 
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ва гауссовой числовой прямой. Мы получаем такое превращение, 
например, тогда, :когда переводим: секущую окружности через каса
тельную в прямую, не имеющую с окружностью общих действи-
1ельных точек. 

в" Превращения на плоскости. На плоскости будем: ИСХОДИТlt 
из овального конического сечения:  

ai 1X� + а22Х= - а88х: = О, 
1tоторое превратим в пару действительных прямых: 

анх� - а88х: = О, 
.а затем опять в овальное коническое сечение:  

а1 1х� - а22Х� - а33х: = о . 
.Это превращение иллюстрировано черт. 48. Проще всего его 
получить посредством: небольших параллельных сдвигов в обе 

v 
/\ 

Черт. 48. 

стороны касательной плоскости к однополостному гиперболоиду, 
который, как :м:ы знаем, пересекается этой касательной плос
Rостью по паре действительных прямых. Проделаем, далее,  
опять то же преврашение, рассматривая при этом Rривую уже 
как :кривую второго класса. На черт. 49 мы видим, как сначала 
действительные прямые овальной кривой второго класса пере
ходят в часть (обозначенную на черт . буквой А) того пучка 
прямых, центром: которого является точка пересечения пары 
прямых. Но овальные кривые второго класса имеют также и :мни
мые прямые ; некоторые из этих прямых становятся при рассмат
риваемом предельном переходе действительными и составляют 
част:Ь В пучка прямых, изображенную на нашем чертеже отделью� 

- (справа) от части А. Остальные прямые остаются м11имыми и со
ставляют :мнимую часть С нашего пучка пnямых. Следовательно, 
паре действительных прямых соответствует в качестве образа вто
роrо класса целый пучок прямых, проходящих через точку пере
сечения данной пары прямых . При дальнейшем изменении, ка:к 
раз наоборот, прямые частей пучка А и С превращаются в :мни
мые прямые кривой второго класса, в то врем.я как пря
мые линии части В переходят в ее действительные прямые. 
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Это рассмотрение отчетливо показывает те преимущества, кото
рые приносит с собой применение :мнимых элементов, потому 
что при ограничении только действительными элементами мы бы 
получили совершенно непонятный скачок от прямых части А 
R прямым: частя В. 

Теперь рассмотрим превращение овального RоничесRого се
чения: 

в пару комплеRсно-сопряженных прямых: 

а1 1х� + а22х� = О, 
и, далее, в нулевое коничес:кое сечение: 

а11х� + а22х� + а83х: = О. 
Это превращение происходит таR, что овальное Rоническое сече
ние -стягивается в точку (черт. 50); при этом: мнимые части кривой 

Черт. 49. 
все более и более. приближаются к паре определенны� комплек
сно-сопряженных прямых, проходящих через эту деиствитель
пую точку. Следовательно, при проведении предельного пере
хода овальная кривая превращается в эrу пару прямых. 3атем 
эти прямые превращаются в нулевую кривую, причем действи
·r елы�ая точка исчезает. Рассматриваемое � 
превращение можно получить так 11tе, пе ре- '-....__/ ,.-� водя плоскость, пересекающую некоторую 
сферу, сначала в касательную плоскость, Черт. 50. 
а затем в плоскость, не пересе кающую 
сферы по действительной кривой; при этом касательная плоо
Rость пересеRает сферу по паре Rомплексно-сопряженных пря
мых, проходящих через точку прикосновения. Читатель может 
продумать это превращение сам для соответствующей Rривой 
второго класса. 

До сих пор мы рассматривали только превращения, получа
ющиеся при непрерывном изменении коэфициентов уравнения 
'Кривой второго порядка (но притом мы рассм·1 тривали это 
превращение как для кривой второ го по рядка, так и для Rри
вой второго класса). Теперь же мы рассмотрим соответствующие 

К.пей 7 1 2  
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превращения для уравнений кривой второго 1'.аасса. Ву дем ис
ходить прежде всего из овальной хривой второго масса: 

:которую превратим в пару действительных точеR: 

а затем опять в овальную кривую: 

На черт. 5 1  это превращение изображается длл соответствующей 
:кривой второго порядRа. Овальная Rрив�я сначала дел'1.етсл 
все более и более сжатой, пока ее  действитР-льная часть� не, 

о 
Е 

Черт. 51. 

сплющится в дважды взятый отрезо:к, :который мы обозначим 
буквой А.; остальные действительнь. е  точки этой прямой (часть В) 
являются предельным положением :мнимых точеR нашей кривой. 
Затем именно часть В превращается в действительную часть 
овальной кривой, в то время RaR часть А. превращаете.я в ее 
мнимую часть. Превращения соответствующей кривой второго 
:класса изображены на черт. 52. Мы из него видим, как при 
предельном переходе :крива.я второго Rласса вырождается в два 
пучка прямых. 

В зн Rлючение рассмотрим превращение овальной кривой вто
рого класса: 

в пару хомплеRсно-сопр.яженных точеR: 

а затем в нулевую кривую: 

а.ни� + CX22U� + IX33U� = о. 
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При этом: превраЩевии соответствующая хривая второго порядка 
все теснее и теснее прилегает с обеих: сторон R дважды взятой 

Черт. 52. 

действительной прямой, определяемой двум.я :комплексно-сопря
женными точками ( черт. 5 3), пока, наконец, в пределе с ней не 
сливаете.я. В дальней-
шем эта дважды взя- � ..: .,._ , 
та.я прямая превра- ..,............ _____ :::::==:::_ - .-----
щаетс.я в нуле вую кри
вую. Превращения <10-
ответствующей кривой 

Черт. 53. 

второго класса происходят соответствующим образом. Эти по
следние превращения представляют д.п,я да.п,ьнейшего особую 
важность, ma1' ка1' с w.z; по.мощью можно обе пеев"лидовы 
геометрии непрерывно перевести в ев1'дидову геометрию. 

С. Соединение понятий кривой второго порядка и класса 
в понятие кривой второй степени. При наших превращениях: 
мы получали для каждого вырождающегося образа второго по
рядr�а впоJше определенный соответствующий образ второго 
к;rас са и обратно, в то врем.я :каR раньше (стр. 89) таRое соот
ветствие осуществлялось не всегда. Тав:, например, :мы полу
чили при пре вращении, изображенном на черт. 5 1 ,  вырождаю
щийся образ, который в качестве :кривой: второго порядка 
состоит из прямой линии, в то время RaR соответствующая 
:крива я второго класса являете.я парой пучRов прямых с цент
рами на ра1�сматриваемой прямой. Совершенно такое же поло
жение ве щей мы имеем и в случае превращения, изображенного 
на черт. 53, только здесь центры обоих пучков являются комп
лексно-сопряженными. Этот выродившийся образ :мы будем 
называть для краткости прямой линией с двумя отм:е qенными 
де й ствительными и.ли комплексно-сопряженными точками.  Мы 
огранич ил ись рассмотрением превращений при изменении одного 
коэфициента. Если :мы таким же образом будем изменять два 
хоэфициепта, то мы сможем получить также и прямую с дважды 
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взятой отмеченной точкой. Для этого достатоЧно, например, на 
черт. 48 проивводить превращения так" чтобы пара прямых сли-
лась в одну прямую . · 

До сих пор :мы рассматривали данную Rривую либо как 
кривую второго порядка, либо как кривую второго Rласса. 
Теперь :мы будем объединять оба  эти способа возникновения 
Rривой, рассматривая кривую порожденной как ее точками, так 
и ее :касательными, и будем называть этот ' Образ кривой второй 
степепи. Тогда виродившийся образ второй степени иа плоскости, 
дудет .аишь тогда одиоана-чпо определен,, когда будет уrоазаио, 
'lfaк этот образ рассматриваете.я., с одиой стороны, в 'Jfа'Честве 
кривой, второго пор.ядка, а с другой - в ка-честве кривой второго 
'Класса. Мы получим все возможные случаи, рассмотрев , какие 
иа вырождений совместимы друг с другом:. Этим путем :мы при
ходим: R 'СJIМующе:му объединению понятий Rривой второго 
порядка и второго Rласса: 

Классификация действительных кривых второй степени 

' 
Общие Rривые (5) 

1. Нулевые хривые 

2. Овальные хривые 

2 Прямые, 1 точха (4) 

3. Действительны:е прямые 

4. Комплехсно-сопряженные 
прямые 

·---------- - -- -
1 прямая. 2 ТОЧRИ (4) 

5. Действительные точ.ки 

6. Ко:мпле.ксно-сопр.я.жеввые 
точки 

1 Прямая, 1 точка (3) 

7. Все действительно 

При этом: отмеченные точRи лежат на соответствующих пря
мых, и обратно . Читателю рекомендуется сравнить эту RЛасси
фикацию с обеими таблицами на стр. 83 и 88-89. Дальнейших 
подразделений с аффинной точки зрения мы не даем, так как 
мы будем: рассматривать только проектиRвые свойства. Числа, 
стоящие в таблиц� в сRобках, обозначают число параметров, 
определяющих на плоскости соответствующий образ . Общие 
кривые второго порядка мы называем иевирождающимис.я,· об-
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разы, стоящие во втором: ряду и определяемые четырьмя пара
метрами - однократно вырождающимися; нав:онец, образы:, сто
ящие в третьем ряду, - двукратно В'Ырождающи.мися. В случае 
вырождающегося образа соответствующее уравнение, связыва
ющее его точечные координаты:, как и уравнение, связывающее 
его прямолинейные координаты:, имеют определитель, равный 
нулю (эти-то уравнения и определяют рассматриваемую кривую 
1еак определенную кривую второго порядка или второго масса). 
Следовательно, введенные здесь определения вполне согласу
ются с определениями вырождающихся и невырождающихся 
образов, данными на стр. 67. 

Общая кривая второй степени однозначно определяется за
данием ее уравнения либо в точечных, либо в прямолинейных 
в:оординатах, потому что от одного из этих уравнений мы можем 
непосредственно перейти к другому по § 2 (ер. также стр. 87). 
В случае вырождающихся образов :мы: имеем иное положение 
вещей. Так, например , пара хомплексно-сопряженных точек на 
плоскости определяется в прямолинейных Rоординатах ·одним 
уравнением : 

и� +и�= о, 

в то время как при пользовании точечными координатами необ
ходимы два уравнения: 

х� + х= = о; х8 = о. 

Следовательно, здесь пара точе:к фигурирует как пересечение 
пары: :комплексно-сопряженных пр.я:м:ы:х с действительной пря
мой. Двойственное положение вещей имеет место для случая 
пары прямых с действительной точкой пересечения. Наконец, 
для определения дву:кратно вырождающихся обравов нам не
обходимы два уравнения хак в точечных, так и в прямолиней
ных координатах. 

Вознюеает задача об установлении полученного вваимного 
соответствия между в:ривым:и второго порядка и :класса также 
и аналитичес:ким путем:. Ведь на стр. 89 :мы: получили при 
определении хривой второго класса, которая соответствует 
дважды взятой прямой, тривиальное равенство о = о, а не урав
нение пары: действительных или комплексно-сопряженных точек 
или, наконец, дважды взятой точки. Но прежний результат 
обусловливаете.я тем, что мы: тогда не делали надлежащего 
предельного перехода. Чтобы: получить указанное соответствие, 
будем: исходить из невырождающейся кривой второго порядRа: 

причем а33 :может быть каR' больше, так и :меньше нуля; ей 
соответствует, как :мы знаем:, :кривая второго :класса: 

а22а33и� + а11а38и= + а11а22и: = О. 
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Ограничимся рассмотрением: толь:ко невырождающихся кривых: 
а31 = ха21, х =t= о. Их уравнения имеют вид: 

или 

Если мы в системе этих Rривых перейдем R пределу: lim а88 == 
== l1m. xa2i = О, а11 =t= О, то :мы получим:: 

'X.U: +и:= 0. 
Эта пара точеR .является в зависимости от хараRтера предель
ного перехода, т. е. от значения х, парой действительных или 
:ком:пле:ксно-сопряженных точеR, J1ежащих на рассматриваемой 
дважды вз.ятой прямой. Если мы хотим: получить дважды взя
тую точку, то нам нужно исходить из невырождающейся пря
мой с :коэфициентом а83 =а:,: 

а�.и: + а11а:�и: + а11а22и: =О 
или 

Если мы в системе этих кривых перейдем R пределу lim а83 = 
= lim a=z = О, то получим: 

и: = о, 
следовательно, дважды взятую точку. ИтаF., мы видим, что дей
ствительно уравнению дважды взятой прямой в точечных коор
динатах соответствует в прямолинейных координатах уравнение 
пары точек или дважды взятой точки. 

Совершенно такие же рассуждения можно провести таюiсе 
и для кривых второго класса и показать, что дважды взятой 
точке соответствует пара прямых или дважды взятая прямая, 
причем: пр.ямые проходят через эту точку. 

Эти результаты можно объединить вместе следующим: обра
зом: ес.аи задан не"оторый определенный предельний переход, 
привод.я.щий " данному вырождению, то вс.я.коu вирожда10щейс.я 
'lfpuвou второго порядка соответствует ne'!fomopaя кривая вто
рого к.ласса, и наоборот; вместо этого преде.л,ьного перехода .ми 
можем mа'К:же с самого на'Чада по.лыюваться несколькими урав
нения.ми, однозначно опреде.аяющи.ми кривую второго поряд'!fа 
и соответствующую ей кривую второго 1'.Ласса, т. е . кривую 
второй степени. 

D. Превращения в пространстве. В пространстве число воз
}IОЖных превращений уже весьма велико. Мы ограничимся 
тремя превращениями, причем будем исходить от кольцеобраз
ных поверхностей (в этом случfl,е оба однопараметрические 
семейства прямых являются действительными) и в заключение 
затеи рассмотрим еще одно превращение, имеющее большую 
важность дл.я дальнейшего. 
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Вуде:и исходить из кольцеобразной поверхности: 

а11Х� + а12х:-а113х:-анХ: =О, 
которая превращаете.я в Rонус: 

а11Х� + а12Х:- lJsвX: = 0, 
а затем в овальную поверхность: 

а11х� + а22х: - a33Wa + а"х: = О. 

103 

При этом: сначала горловой эллипс кольцеобразной: поверхности 
стягиваете.я в одну точку, вершину Rонуса, после чего хонус, 
разрываясь в вершине, превращаете.я в овальную поверхность 

9 -
"' 

' 

z 

Черт. 54. 

(черт. 54). Пря:том: оба семейства пр.я:м:ых Rольцеобразной поверх
ности переходят в образующие Rонуса, именно : прямолинейные 
образующие кольцеобразной поверхности сливаютс.я попарно 
(одна из первого семейства, другая из второго) в некоторую 
образующую кпнуса. В дальнейшем Rаждая из образующих RО
н,уса о пять распадается на пару прямых, но теперь уже эта 
пара яв:1яется парой Rомплексно-сопряженных прямых. 

Если рассмотрим: это же превращение для соответствующего 
обра:щ второго Rласса, то получим сначала из Rольцеобразной 
поверхности всю связку плоскостей, проходящих через вершину 
конуса; при этом действительные п.тюскости переходят в те плос
Rости связRи, Rоторые перееt�кают внутренность Rонуса, в то вре
и.я как часть мнимых плоскостей переходит в остальные действи
тельвые плоскости связки, а другая часть - в :мнимые плоскости 
связки; при дальнейшем превращении именно действительные 
плоскости последнего типа из вашей связки распадаются в 
действительные плоскости овальной поверхности второго класса. 

До сих пор мы рассматривали поверхности только как об
разы, составленные из их точек или из их касательных плоскостей. 
С таким же успехом мы можем рассматривать их как образы 
из их касательных и вы.яснять, что будет происходить с этими 
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касательными при рассматриваемом: превращении. Рассмотрение 
черт. 54 показывает, что при этом: получается, с одной стороны, 
совокупность касательных к конусу, а с другой - пучок пря
мых, проходящи� через вершину конуса. Этот пучок образ3·ет 
двумерное :многообразие, остальные пр.я:м:ые- трехмерное; пр.ямые 
пучка М::Q[ :можем рассматривать как касат�львые в вершине конуса. 

'fерт. 55. 

В качестве второго превращения :мы рассмотрим следующее. 
Будем: исходить из кольцеобразной поверхности: 

а.11и� ·+ а22и� - а33и:-ани: = О, 
:которую превратим: в плоскую кривую второго класса: 

а11и� + a.22U� - CX93U: = о, 
а затем: в овальную поверхность : 

IX11U� + a22U=- а;ззи: + CX44U: = о. 
На черт. 55 это превращение изображено для случая соответ
ствующей поверхности второго порядка. Кольцеобразная поверх
ность второго порядка все более и более сплющивается, пока, 
наконец, ее действительна.я часть не переходит в дважды взя
тую внешнюю часть овальной кривой. Далее, как раз внутренняя 
часть овальной кривой, раздваива.ясь, превращаете.я в действитель
ную часть некоторой овальной поверхности. При этом превраще
нии оба семейства пр.ямых кольцеобразной поверхности переходят 
в касательные к плоской кривой, причем две прямые из различ
ных семейств сливаютс.я попарно в одну касательную. В дальней
шем при переходе к овальной поверхности касательные опять 
распадаются, но уже в пары комплексно-сопряженных прямых. 

Если :мы рассмотрим это превращение для соответствующей 
поверхности второго класса, то получим из кольцеобразной по
верхности второго класса все возможные пучки плоскостей, 
проходящих через все касательные к плоской кривой. Каса
тельные к .кольцеобразной поверхности переходят, во-первых, 
во всевозможные :µр.я:мые пространства, пересекающие овальную 
кривую или касающиес.я ее, и, кроме того; во-вторых, во все 
пр.ямые, лежащие в плоскости кривой. 

Третье превращение :мы сначала опишем вагл.ядно. Будем: 
исходить из однополостного гиперболоида;  одну из осей горло
вого эллипса оставим неизменной, в то время как другую ось 
будем: все время уменьшать (черт. 56), так же как и мнимую 
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ось гиперболоида. Тогда обе ветви Rон'l\урной гиперболы, дающие 
на нашем чертеже очертание однополостного гипербо.irоида, б удут 
делаться все уже и уже, пока, наRонец, не превратятся в две 
полупрямые, Jrежащие на линии пересечения двух плосRостей 
на черт. 56, справа. Мы получаем вследствие этого пару плос
костей, на линии пересечения Rоторых отмечены две точ:ки, 
именно: обе вершины горлового эллипса, лежащие на :концах 

Черт. 56. 

неиаменной оси. Этот геометричес:кий образ :мы будем назыв ать 
двойной парой. Превращение однополостного гиперболоида: 

а11х� + а22Х� - азах: - а44х: = О 
в двойную пару аналитически осуществляется путем: стремле
ния :к нулю коэфициентов а22 и а,4: 

а11х� ..:._ а83х: = О. 
Посредством непрерывного продолжения этого превращении 
:мы получаем снова кольцеобразную поверхность: 

а11х� - а22х: - а33х: + а44х: = О. 
Двойпая пара еще не определяется однозначно своим уравне
нием в точечных :координатах, если не дано одновременно со
ответствующее уравнение в плосRостных координатах. При 
превращении соответствующей поверхности второго :класса :мы 
получаем две  связ1ш плоскостей, проходящих через обе отме
ченные точ1ш; среди этих плос:костей, в частности, находятся 
все плоскости, проходящие через линию пересечения обеих 
п.лоскостей. Следовательно, двойная пара не определяется одно
значно ни как точечный, ни как плосl(остной образ, но лишь 
Rак соединение этих обоих образов. Для ее определения необхо
димо Rак уравнение в точечных, так и уравнение в плосRо
стных координатах. В качестве образа, составленного из прямых, 
двойная пара представляет собой, как это легко видеть, сово
купность прямых, пересеRающих отмеченную прямую. 

Особый интерес представляет образ, Rоторый возникает при 
этом: превращении из обоих семейств прямых :кольцеобразной 
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поверхности. Лоха поверхность еще не выродилась, прямоли
нейные образующие на черт. 56 представляютс·.я Rасательными 
:к Rонтурной гиперболе. При переходе .же R двойной паре м:ы 
получаем: четыре пуч.ка прямых. Если обозначить обе плоскости 
цифрами I и 11, а обе точRи двойной пары цифрами 1 и 2, то 
изображенное на черт. 56 семейство прямых переходит в пуч:ки 
I 1 и II 2, а другое семейство - в пучRи I 2 и 11 1. Подобные 

� 
� 

Черт. 57. 
"с1'рещенние пуч1'и" играют важную роль в линейных геомет
рических исследованиях. Для дальнейшего нам особенно важно 
следующее превращение, переводящее  овальную поверхность: 

CX11U� + а22и� + IZ33U: -cxaи: = о 
в нулевое коничесRое с�чение :  

ани� + сх22и� + '133u: = О, 
а затем в нулевую поверхност.ь: 

'111и� + cx22u: + a33u: + а44и: = О. 
Овальная поверхность, которую мы будем себе представлять 
RaR двуполостный гиперболоид, прижимаете.я при этом с обеих 
сторон вое теснее и теснее к плоскости нуле вого :конического 
сечения, пока, наRонец, не превращается в нее (черт. 57); 
в дальнейшем он а, раздваиваясь, превращается в нулевую по
верхность. Это превращение .является мнимым образом превра
щения, изображенного на черт. 55. В да.льиейшем с его rим�ощью 
ми tfyfJe.м пеrеводить неев1'лидовьь геометрии в ев1'лидову. 

Е. Объединение понятий поверхности второго порядка и 
класса в понятие поверхности второй степен и . В силу преды
дущих: соображений мы объединим в случае пространства (1�ак 
раньше в случае плоскости) понятия пов ерхности второго по
р.ядка и второго :класса и соответствующего образа, составлен
ного ИЗ RаСаТеЛЬНЫХ, В ПОНЯТИе ПОВерХНОСТИ второй степени. 
При этом вырождающаяся поверхность второй степени рассма
тривается однозначно оп;-�еделевной лишь тогда, когда указано, 
RaR вырождается этот образ в качестве точечного, прямолиней
ного и плоскостного образа. Мы получ11ем вследствие этого 
следующую Rлассифи:кацию образов второй степени в про
странстве (с:м:. таблицу на стр. 107). 



ГЛА ВА II. О БРАЗ Ы В ТО РОЙ СТЕПЕН И  107 

К•ассификация действитепьиых поверхностей ·второй степени 

1 Конусы (8) 
1 1 4. Вершина действиi тепьная, конус ну-
1 Jl0BOЙ 

\ !). Вершина действи
: тельная, в:онус дей-

ствительный 

: _________ 1 

ll 2 плосв:ости, 1 прЯмая, 
1 'l'ОЧКа (7) 

1-
-

j 12. Плоскости дейст-
1 витель:ные 

13. Плоскости комп
J1ексно-сопряжен

вые 
j ___ -- --- - --

Общие поверхности (9) 

1. Нулевые поверх
ности 

2. Овальные поверх
ности 

3. Кольцеобразные 
поверхности 

2 плоскости, 1 прямая, 
2 точки (8) 

6. Плоскости действи
тельные, точки дей
ствительные 

7. Плоскости действи-

Коничес:в:яе 
сечения (8) 

10. Плоскость дейст
вительная, кониче
ское сечение нуле
вое 

11. Плосв:ость дейст-
тельные, точки комп- вите.пьная, кониче-
лексно-сопряженные ское сеч.ение оваль-

l�
ное ______ _ 8. Плоскости в: о м п

л е к с н о-сопряжен
ные, точки действи
тельные 

9. Плоскости к о м п
л е к с н о-сопряжен
ные, точки комп
лексно-сопряжен
вые 

1 плоскость, 2 прямые, 
1 точка (7) 

14. Пр ямые действи
тельные 

15. Прямые комплекс
но-сопряженные 

1 плоскоrть, 1 прямая, 
1 точка (6) 

18. Все действительно 

1 плоскость, 1 пр.я:м:ая, 
2 точки (7) 

16. Точки действи
тельные 

17. Точки комплексно· 
сопр.яженные 
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Эта таблица не требует ника1шх дальнейших пояснений 
ввиду обсто.ятелъных объяснений, сделанных к соответствующей 
таблице для случая плоскости. Отметим только, что образы, 
опредtJляемые 9, 8, 7 и 6 параметра:ми, называются соответственно 
иевирождающимися, одно-, двух- и трех'Кратно вы,рождающи.мися. 
Для однозначного определения вырождаю,цихся образов прихо
дится пользоваться вообще несколькими уравнениями: так, .на
пример, нулевое коtiическое сечение прострd.нства имеет следу
ющие уравнения соответствен�о в fочечных и плоскостных коор
динатах: 

х� +а-·=+ х:=о; х4=0, соответственно и� +и�+ и:= о. 
Аналогичным: образом: обстоит дело с другими вырождающимися_ 
образами t ). 

1) Приведенная здеl&Ь классификация образов второй степени, имею· 
ща.я основное значение для последующих рассмотрений, была в сущест
венном извес rна уже Rлебшу (С 1 е Ь s с h - L 1 n d е m а n n, Vorlesungen tibe1· 
Geometrie). Полный обзор всех случаев имеете.я у S о m m е rv i 11 е, Clas
sification of Geometries with. Projective Metric, Proceedings of the Edin'
burgh Math. Soc., т. 2, 1910. 
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Гл а в а  III 
ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ, ПЕРЕВОДЯЩИЕ ОБРАЗ 

ВТОРОЙ СТЕПЕНИ САМОГО В СЕБА 
Мы введем в гл. VI некоторое ме роопреде.ттение па  основе 

Rаждогu из образов второй степенп, при веде1 ных в трн таб
лицах на стр 83 (прямая линия), на стр. 100 rп.лоскость) и на 
стр. 107 (простр;шство). Среди этих мероопределений в качестве 
специальных СЛj1чаев найдут место евклидово и неев:клидовы 
:мероопределения ( r·еометрии) . При этом проективные преобразо
вания, переводящие са�юго в себ.я положенный в основу меро
определени.я образ второй степени, окажутся (Rообще говоря) 
твfрдыыи перемещениями отноuительнс этого мероппределf'ния-. 
По:это�у мы разовьем сей•1ас теорию этих прое1�тивных преобра
зований, чтобы в свое время иметь ее под рукой. 

§ 1. Одномерный случай 

А. Комплеuсные проективные преобразования, 'переводящие 
невырождающиАся образ самого в себя. Пр�жде В<'его р;;ссмот
рим проективные преобразования, переводяшие на прямой линии 
пару дt:1:й.стьительных и.1и комплексно-сопрsпкенных точеR : 

Х�-Х�=О, 
самое в себя; проеRтивные преобразовани!I могут быть как дей
ствите.1ьвыми, таr: и· :комплексными. Мы будем писать рядом 
(сJ1ева и спра1н1 ) формулы для обеих пар точек, чтобы иметь 
liОзможность проводить оба выqислепия одв:озре:.1енно. 

Нам приходится здесь различать два возможных случая в зави
СИ\iости от того, переходит ли каясдан точка пары сама в себя или 
же обе точки меж_�:у f'Обой перестав.л.яютс.н. Соответствующие типы 
прРективных преобразований мы будРМ на:шn�ть собствениы 1tu 
и несобственными проr>кmивны.ми преобрааовани.я.ми данной пары 
тоqек в себя 1 ) . С аналитической стороuы уравнение пары точек: 

х� - х= = (.r4 +х2) (х1 -х2) = о, х� + х= = (.li1 +ix2) (:ю1 + ix2) = О, 

1) В даJ1ьнейшем мы будем ЧАС.То говорить прос.то о собственных и 
несобственных проективных преобразованиях; но необходимо подчеркнуть, 
чго это выражение имеет смы".л только по отношению к д·tююму квадра
тичном�' Otjтuющeмycsi инварнантным образу; различие между прое&тив· 
пыми преобрааованиями с положительными и с отрuцательвы111и оцредtt·, 
втем1ми (IYrp'. 34} иvе� �·ем дpyl'yIO ир'и'раду. 
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будет переходить само в себя в первом случае тогда, когда· 
:каждое из уравнений: 

будет преобразовываться само в себя, а во второ'll случае тогда, 
хогда будет переходить: 

:li1 +Ха= 0 В Х1 -Х2 ==О, Х1 + iX2 = 0 В Х1 -iX2 =О, 
Z1 -Х3 = 0 В Х1 + Х2 = 0, Х1 - iX2 = 0 В Х1 + iX2 = О . 

После элементарных выкладок получаем следующие уравнения: 

Собственные прое-ктивние 
преобрааоваии.я пари дейс�пви
те.n,ьных точе-к в себя: 

Собствrпи-1ы,е проективные 
прео6разовп:ния пари ко.и
пле-ксно-сопряженн:ых mо'Чек 
в себя: 

рх1=с11х; +с21х;, \ с11с21 \ РХ1=С11х;-с21х� . /c11-c21I . , D= =\=О. • ·+ . D= 1::to. рх1 = Ca1.1i1 +с11х1, С21С111 1 рх2 = С21Х1 снт2, С21 Сн 

Несобствениие прое-ктив- Несобствеиние проектив-
'НiЫе преобразован��я пари дей- иие преобразования 'tinpu ко.м-
ствительни.li точек в себя: плексно-сопряаюенних точе-к 

в себя: 
РХ1 = с11х�-с:11Х�, 

D = 
1c11-C:11/::to. рх1 = снх� +с21х� . D = 1с11 c21\::to. p:r 2 = С�1х1 -с11х2, С21-С11 РХ2 = С21Х1 -с11х2, jc21-C11 

Так как дело идет то"'Iы�о об отношениях величин Хх и Сх;, 
то Rак собственные, так и несобственные проеRтивные преобра
зования образуют о.:шопараметрическое семейство. Проективные 
преобразования первого типа обраауюr группу, в то время как 
второго типа- не образуют (так как дRа несобственных преобра
ЗОВё:.1..-IИЯ, пр1 изведенные одно за другим, дают в результате соб
етвенное проективное преобразовааие). Напротив, оба типа 
проективных преобразований, взятые вместе, также оuразvют 
группу, которая содержит в качестве подгруппы группу соб
ственных проективных преобразований и которая может быть 
названа вследствие своего строепия смешанной группой. 

Несобственные проектив�ые преобразова.шя могут быть по
лучены па собствениых пуrем: комбинирования последчих: с ка
ким-вибу.1ь специальным несобственным прnективным преобра-
3, ванием, например с �х� = х;, рх�= - х; . Поэтому во многих 
случаях мы можем ограничиться рассмотрением: только собствен
ных проективных преобразований. В. Действительные проективны е преобразования. В преды
дущих рассуждениях все к11эфициенты Схх могли иметь произ
вольные комплексные значения. Теп•·рь :мы обрати�юя к дей�тви
те.льни.м проективнъ�.м преобраао1Jаиuя.м и, сшщоватедьно, будем 
nредuuлага.ть, ч:ю вое IЮ0фнциооты д<&йотвитмъНЪI. Тогда, 
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в случае пары Rо:м:плексно-сопряженных точеR, определители 
соб ственных проективных преобразований всегда будут положи
тельными, несобственных:- всегда отрицательными. Напротив, 
в случае пары действительных точек определители в:ак соб
ственных, так и несобственных: проеRти вных преобразований 
.могут быть и больше и :меньше нуля. Следовательно, :мы полу
чаем: в случае пары компле1tсно-сопряженных точеR два, а в 
случае пары действительных точеR четыре различных типа 
действительных проекти вных пре�бразований. 

Геометрически эти типы различаются, каR легв:о поRазать� 
следующим образом. В слу"tае пари r.омп.п,ексно-сопряжен/н,uх 

/ fJ р '{! -
а) Собст8енные проектu6ные 
прербра:;о6они11· Or.p.6ceгau >О 

Черт. 58. 

- .-t 

h/Несо5сm8енньщ лрошnи6нЬJе 
прео6розо8анан' Олр. 6сегuа<:.8 

mo•ter. собственные проективные преобразования переводят 
всякий отрезок Р в отрезок Q, направле!Iный точно таким же 
образом (черт . 58, а), в то время Rак при несобственных проек
тивных преобразованиях имеет :место изменение направления 
на обратно�' (черт. 58, Ь). В с.лу"tае пары действительных mo"ter. 
прямая лини.я разбивается обеими неподвижными точками на 
два с точки зрения проективной геометрии равноправных отрезка . 

..!!._ .fL р L. 
а} Собст8ен прое1rти8.•ь•е 
преобразо8ания Опр >О 

р 
� 

Ь)СобстВе• прос-нтибные 
преобразоВаниР Опр <(О. 

Черт. 59. 

с) ttecoбcm6 проекти6ные 
преобразо8анин. Опр >0. 

d)Несо6ст8 проектиВные 
прео5розо8анин Опр <О 

При собствен . r ых проективных преобразованиях с по.wожи
тельным: определителем каждый из этих отрезков переходит сам: 
в себя; при этом направ.цение сохраняется (черт. 59, а). При соб
ственных проективных преобразовани ях с отрицательным: опре
делителем: оба отрезка :меняются местами и направление меняется 
на обратное (черт . 59, Ь). При несобственных проективных преоб
разованиях с положительным определителем: оба отрезка точно 
так же меняются местами, но направление сохраняется (черт. 59, с). 
Наконец, при несобственных прое ктивных преобразо ваниях 
с отрицательным определителем: каждый из двух отрезr�ов 
переходит сам в себя, а направление меняется на  обратное 
(черт. 59, d). Доказательство этих предложений получаете.в: из 
того, что во-первых, проективные преобразования с положи-
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тельны.\4: или отрицательным: определителем соответственно оста
вляют неизменным или изменяют направление отрезRа ('стр. 34); 
во вторих, мы знаем, что собственные проективные преобразования 
переводят Rаждую неподвижную точку самое в себя, в то врем.и Rак 
несобственные меняют их :местами. Отсюда в силу непрерывности 
непосредственно получаются приведенные выше результаты. 

С. Проективны е  преобразования, переводящие дважды взя
тую точку самое в себя. Аналогичным образом рассмотрим еще 
проективные преобразования прямой линии, переводящие дважды 
взятую (следовательно, действительную) точRу: 

Х�=О 
самое в себя. Общее проективное преобразование: 

РХ1 = С11Х� +с12Х� , 1 С11 С12 1 =!=о, 
РХ2 = С21Х� +с22Х�, ,,С21 С22 

переводит ее в с11х� + с12х�= о. Поэтому для того, чтобы дважды 

взятая точRа оставалась неподвижной, необходимо, чтобы с12 =о. 
Наиба.лее общее прое"тивное преобразование дважди ва.ятой 

то'Ч'КU са.мой в себя: 

РХ1 = C1tX�, 
РХ2 = С21Х� + С22Х�, 

Мы, следовательно, получаем: в этом случае двухuара:метри
чесRую группу, в то врем.я xaR в случае двух пар точеR мы по
лучали тольк о однопара:метричесRую группу. Вообще, ее.ли 'Чи
сло пара.метров положенного Р основу квадрати'Чного образа (ер. 
стр . 100-101 и 107-108) у.меиьшается на eduuuцy, то 'Число 
пара.метров соответствующего прое'Кmивиого преобразования уве· 
личивается на единицу. 

Чтобы получить наглядное представление о проективном пре
образовании, переводящем дважды взятую точRу х� = о самое 
в себя, примем за эту точку бесконечно удаленную точку пр.я
мой и перейдем R аффинным Rоординатам х = х2 : х1 и х

' 
= х� : х�. 

Тогда уравнение рассматриваемых преобразований принимает вид: 

При с11 = ± с22 эти преобразов ания предс.тавл.нют собой обычные 
евклидовы движения и зеркальные отображения на прямой линии: 
для с11 = + с22 каждая точка смещаете.я на некоторый постоян
ный отрезок, для с11 =- с22 имеет м е<.:то еще зеркальное отображе
ние точек прямой. Если .же сн =!= ± с22, то :мы получаем преоб
разования подобия, которые, кроме того, соответственно увеличи
вают или уменьшают Rаждый отрезок в определенное число раз . . 
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D. Непреры вное превращение различных случаев друг в друга. 
Системы формул, :которые :мы получили для случая пары дей
ствительных и комплексно-сопряженных точек, могут быть объ
единены в одну единственную систему. 

Собствен/Н/Ые проективиые 
преобразования: 

рх. = С11Х� - е С21Х� , 
РХ2 = С21Х� + С11Х�; 

Несобственные проектив
ные преобразования: 

рх1 = с11х� + е с21х; , 
рХ2 = С21Х� - С11Х� ; 

причем е мы полагаем равным - 1 для пары действительных 
точек и + 1 для пары :комплексно-сопряженных точек . Эте 
объединение вполне согласуется с те.м, что уравнения рассма
триваемых образов второго порядка :могут быть написаны в сле
дующем, общем для обоих образов виде: 

х� + ех� = о, 
где е имеет то же значение, что и -выше; легко по�еазать. что 
вышеприведенное прое�етивное преобразование оставляет это 
уравнение  инвариантным. 

Теперь :мы :можем пару действительных точек непрерывно 
перевести в дважды взятую точ�еу, а затем в пару компле:к
сно-сопряженных точеи: посредством непрерывного изменения 
е от -1 до О, а затем до + 1 (черт. 47, стр. 95). При этом соот
ветствующие проективные преобразования точно так же непре
рывно переходят друг в друга. 

При е =о мы получаем:: 

рХ1 = С11Х�, РХ1 = с11х;, 
РХ2 = С21Х� + с11х; , РХ2 = С21Х� - Снх;, 

следовательно, однопара.метри.,,ес"ую подгруппу рассмотренной на 
c'l'p. 112 двухпараметрической группы, оставляющей инвариант
ной дважды вэятую точ�еу х� = о; эту подгруппу мы :можем: вы
делить из всей группы с помощью требования с11 = ± с22• Итак, 
:мы получаем при предельном переходе только часть проектив
ных преобра.юваний, оставляющих инвариантной дваждJ:i[ взятую 
точку, именно евклидовы параллельные сдвиги и зери:альные 
отображения, во не самые общие преобразования подобия. При 
этом: при предельном переходе от пары действительных точек 
к дважды взятой точке из четырех типов действи1'ельных проек
тиввых преобразований два типа пропадают, та.к как один из 
двух отрезков, на которые пряма.я: была разбита парой действи
тельных точек, теперь исчезает. 

При дальнейшем превращении в пару комплеи:сно-сопря
женных точек оба оставшиеся типа проективных преобразова
ний сохраняются. 
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§ 2. Двумерный случай 

А. Комплексные проективные преобразования, переводящие 
невырождающийся образ сам в себя.  Овальные и нулевые кри
вые на плосRости, будучи отнесены к надлежащему полярному 
треугольнику, определяются уравнениями: 

Ова.л,ьиая 'Кривая: Нулевая 'КJ ива.я: 

х� + х: - х: = .z;� + х� + х: = 

= х� + (Х2 + Х8)(х2 -х3) = О. = х�+(х2 + ixsHX2-iXa)= О. 
Последующие выRладRи приобретут особо простой вид, ес.тш 
посредством преобразования: 

РУ1 = Х2 + Xg, РУ1 = Х2 + iX3, 

РУ2 = Х1, D = - 2, РУ2 = Х1, D = - 2i, 
PYs = -Х2 +Ха, PYs = -х + ixs, 

привести эти уравнени.н :к следующей форме: 

y:-Y1Ys = О, 
Rоторую мы будем называть таи�еициальиоu формой уравиеиил 
:конического сечения. 

При указанном преобразовании криван оказывается отнесен
ной к так называемому 'J>асательио.му (или тангенциа.льио.му) 

Черт. 60. 

!Jз=О//" 
(ннинан) 

' " 

� ,,' 
-_�:*- - ----!;;=-tГ ____ -

(11ни11ан) 
Черт. 61. 

треугольнику, состоящему из двух :касательных к кривой и 
линии, соединяющей точки прикосновения (черт. 60). В самом 
деле, :крива.я имеет с прямой у1 =0 общую дважды взятую точку 
у1:у2:у3=0 :0: 1 и точно так .же с прямой у8=0 общую 
дважды взятую точку у1 : у2: у3 = 1: о: о. Следовательно, обе пря
мые у1=0 и У2=0 .являются касательными :к Rривой, в то время 
:как прямая у2 =о проходит через указанные точки при:косвове
пи.я. В случае овальной поверхности таким образом определен
ный треугольник .является целиком действительным (черт. 60). 
В случае нулевой кривой он состоит из одной действительной точки 
.и одной действительной пр.ямой, не проходящей через эту точку; 
эта точка и прямая .являются полюсом и полярой относительно 
расс:матриваt}мой нулевой :кривой. Две другие точки (а также и пря
мые) являются взаимно :комплексно-сопряженными (qерт. 61). 



ГJIABA III . •  ПРЕОБРАЗОВАНИЕ. ОБРАЗА 2-Й СТЕПЕНИ CA!VIOГO В СЕБЯ 115 -------- -·--- ---
Чтобы установить уравнения проеRтивных преобразований, 

переводящих Rоническое сечение у:-у1у3=0 са:м:о в себя, мы 
употребим следующий прием:. Прежде всего эа:м:ети:м:, что урав
нение: у� -у1у3 =О удовлетворяете.я, если положить 

пли, иначе, 

?У1 =Л�, РУ2=l1Л2, РУз= Л� . 
В силу этого параметрического представления Rаждой точке 
конического сечения ставите.я во  цзаимно однозначное соответ
ствие некоторое значение Л= 11 : >.2; если придавать л все дей 
ствительные и комплексные значения, то мы получим все точки 
Rоничес:кого сечения. В частности, в случае овальной Rривой 
мы будем получать при действительных значениях параметра 
действительные же точRи кривой (черт. 60). 

Если Rоническое сечение при некотором проективном преоб
разовании переходит само в себя, то Rаждо:му значению пара
)Iетра l= 1.1: 1.2 соответствует некоторое новое значе ние параметра 
). ' = 1.;: Л�. Мы утверждаем, что ато соответствие выражаете.я 
.rrлtнейной псдстаиов1'ой: 

А= al-' +� 
1Л'+() (а.8-�у =J=O). 

До:казательство этого мы получаем следующим образом. При 
общем проективном преобразовании РУх = � Схл ул' крива.я 

У�-У1У3=0 переходит в: 

(С21У� +с22?/; +с2зУ�)2 - (С11У� --ГС12У;+с1аУ�) (Сз1У; +сз2У;+ СззУ�) =0. 

Следовательно, рассматриваемая Rривая остается инвариантной 
тогда и толь:ко тогда, т. е. вышеприведенное уравнение тогда 
п толь:ко тогда принимает вид: у=- у�у; =-0, Rогда Rоэфици. 
енты Сх). проективного преобразования удовлетворяют следую
щим пяти услови.я:м: 

С�з = С1нС33, 2С22С2а = C12Cs3+C1нCs2, 
С�2+2с21С2а = С11Сзз+С12Сз2+С13С,н. 

).1 )..' 
Далее, значение параметров Л=- и 1.'= /2;- определяются урав

Л2 
нениями: 

РУ1=Л�, РУ2=),1)..2, РУз=Л�, 
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и претерпевают, следовательно, при рассматриваемом проектив

ном преобразовании РУх = � СйУ� конического сечения подста-
новку: л 

рЛ.� =с11Л.'�+с12>.� >.�+c13
l'�, 

p).1l2=С21Л'�+С22).�1; + C2s>-':, 

рЛ.� =C31l'�+c82l� #.�+с33Л'�, 

причем: CxJ. удовлетворяют приведенным выше пяти условиям. 
Путем: почленного деления :мы получаем из первых двух 
уравнений: 

Аналогичное уравнение :можно получить путем почленного де
ления последних двух уравнений; легко видеть, что обе таким: 
образом: полученные подстановки для }. в силу установленных 
выше условий для коэфициентов являются тождественными 
:между собой. Вообразим: теперь числитель и знаменатель вы
шеприведенной дроби разложенными на линейные множители и 
предположим сначала, что дробь нельзя сократить ни на какой 
линейный :множитель. Но тогда обеим точкам >:, для которых 
обраща�тся в нуль один иа линейных множителей числителя 
и для которых по нашему предположению не обращается в нуль 
знаменатель, будет соответствовать точка #.=О, что невозможно , 
так как проективное преобразование ставит в соответствие каж
дой точке J.. одну и только одну точку #.'. 

Из этого противоречия следует, что дробь всегда :можно 
сократить на линейный :множитель, чем и доказано наше ут
верждение 1) .  ,тrинейную подстановRу 

l = о:Л.' +� 
ул'+о 

при пользовании однородными координатами: Л=Л]: l2 и 1..' = 
=="-�: л� :можно записать в виде: 

аЛ.1=аl;+�1.;, 
аl..2=уЛ�+о).; 

ECJIИ же теперь мы оп.ять вернемся с помощью формул, приве
денных на стр. 115, от значений параметров l и l' к точечным: 

· 1) Этот результат с точки зрения теории функций может быть полу
чен следующим образом: преобразование является аналитическим и вза
имно однозначным для всех действительных и компJiексных значений Л, 
и, следовательно. линейным. 
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координатам у" и у:, то мы получим следующую подстановку: 

Р�2У1=��л� =(а>-;+�1.;)2 =р {а.2у� +za�y; + �2у�}. 

ра2у2= a2J.1J.2=(r.й� +��) (1l� +81.�)= р {а. i у� +(a.o+�i)Y;+�8y;}, 

Установленные здесь формулы ставят в соответствие каждой 
точке конического сечения у�-у1у3=0 некоторую другую 
точку этого же конического сечения. Итак, проективные преоб
разования, оставляющие инвариантным: коническое сечение: 
у;-у1у3=0, имеют вид: 

· 
Проеr;;тивние преобрааовани.я r;;они'Чес'Wого се'Чения у� -y1yR = О 

tJ самого себя: 
РУ1=а2у;+2а.�у; +�2у�, 

РУ2= а.1у� +(аа+�У)У�+�ау;, (а.о -�"t =1= О}. 

Так как дело идет лишь об отношениях а: � : i: 8, то эти проектив
ные преобразования образуют группу, зависящую от шести 
действительных или трех комплексных параметров.  Определи
тель этой подстановки, как показывает простое вычисление, 
равен ( (la- �1)3 и н икогда не :может равняться нулю в силу 
соотношения ао - �у =1= о. 

В. Действительные проективные преобразования.  До сих 
пор в этом: параграфе мы рассматривали действительные и 
:мнимые элементы как равноправные. Если мы теперь захотим 
принять во  внимание различия в отношении действительности,  
то мы должны рассматривать овальные и нулевые кривые от
дельно. Поэтому прежде всего установим, какие проективные 
преобразования переводят овальную кривую х� + х� -х� =о са
иое в себя. Если мы вернемся опять с помощью формул, при
веденных на стр. 114, от у" к х", то мы полуqи:м преобразования: 

р(х2+х3)=а.2(х;+х�)+2а�х�+�2(-х;+х;) и т. д. 

Отсюда получаются , после приведения членов в надлежащий 
порядо:к и введения множителя 2 в :коэфициент пропорцио
нальности: 

Прое11:тивние преобразования овального r;;онu'Ческого се'Чения 
х�+х:-х:=о в себя (первая форма): 

p.v1= 2(аа+ �1)х�+ 2(ау-�а)х�+ 2(ч+�а)х;, 
p.r2=2 (ll� -уо) х�+(!Х2-�2-у11 + а11) х;+<а2+�2 - 12-а2)х;, 

PXs=2 (а�+ уо)х�+(а2- �2+ i2-02)x�+(a2+�2 + у2 + 82)х�. 
D= 8 (а� -�1)3 =1= о. 
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Для дальнейших исследований (стр. 1 26-1 27) нам понадо
бится еще другая форма этих уравнений, которая получается 
с помощью подстановки: 

a = d + c. � = а - Ь, 1 = а + Ь, a = d - c  
(после отбрасывания множителя 2).  

Прое10тивные преоорааоваиия ова.льиого 'КОНU'Чес'lt:ого се'Ченил 
х� + х� - х: = 0 в себя (вторая форма):  

p:1it = (a2- b2- c2+d2) x� +  2 (ac +bd) x� + 2 (ad+ bc) x' , 

рХ2 = 2 (ac - bd) x� +(- a2-b2 + c2+d2) x� + 2 (- ab+cd) x;, 

рХ� = 2 ( ad - Ьс) х� + 
D = (- a2 + b2- c2 +d')8 =1= 0. 

Для нулевых кривых посредством таких же рассуждений 
(или же посредством: замены х3 и х3' на ix8 и ix3 ' )  получаем: 

рх1 = 2 (ао + �1) х�+ 1 2 (ау - �а) х� + --�- ,-� 2i (a1+�a) x;, 

РХ2 = 2 (а� + 1a)1x�+J] (112- �2- ·{' + а2) х; + i(a2 +�2- y2 - а2) х�, 
РХз = 2i (- a�-1a) x�+i ( - а2+�2- 12+а2) х� + (а2 +�2+12+а2) х�. --- , . . ....-

Определитель преобразования равняете.я D = 8 ( аа -�"f )8 ::\= о; это 
проще всего установить путем: сравнения с определител·ем 
проективного преобразования овальной кривой в себя. Если мы 
хотим: добиться того, чтобы действительные проективные пре
образования, содержащиеся в предыдущих формулах, получа
лись бы при действительных значениях параметров, то на:м 
приходите.я сделать еще подстановки: 

a-== d - ic, � = - b - ia, "f = b - ia, a = d+ic. 

После отбрасывания :множителя 2 :мы получаем: 

Прое'Ктuвные преобрааоваиия нулевого 'Конического сечени.<� 
x�+ W.+x:= o в себя t )  

рх1 = (- а2- Ь2 +  с2 + d2) x�+ 2 (- ас + Ьd) х; + 2 (ad + Ьс) х� . 

rxa= 2 (- ac- bd) x� + (a1-b2-c2+d2) x� + 2 (- аЬ + cdJ х�. 

2 (- ad +  Ьс) х;+ 2 (- ab - cdl,.x; + ( - a2+b2-c1 + d� ) x;,  
D = (а2 + Ь2 + с2 + d2)" ::\= о. 

Вм:есте с тем мы получаем следующий результат : л:аждое 
пулевое и 10аждое ова.льиое 1'ОНU'Чес1'ое се'Чеиие определяет cooou 

1) :Эти подстановки играют в математике очень важную роль; они ва
ываютс.я тройпичлt1ь�.ми ортогона.аьп-ы.ми подстановками. 
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гру1�пу из 00 6  .мнимых и 003 действительных проективных пре
образований t ), оставд.я,ющих его инвариантним. Группа из оо 6 
мни.мих проективнъш; преобразований образует в о6оих случалх 
одно св.язпое семейство. Группа из 00 8  действительных проек
тивнъьх преобразований иулевого конического сечения в себя 
така1ее обладает этим свойством (так как для иулевой кривой 
определитель всегда положителен при действительных а, Ь, 
с, d), в то время как соответствующая группа дл.я, овальиого 
конического сечения распадается иа два отдельнw.Jj многообра
аи.я: D = (- a2+ ь2- c2+d.2)�> 0 и <О 2) . 

ГеометричесRи о6а типа действительных проективных пре
образований овальной кривой различаются следующим обраао:м. 
Проективная плоскость .являете.я односторонней поверхностью, 
на которой группа всех действительных проективных преобра
зований образует одно св.язное семейство (стр. 3 4) .  При преоб
разованиях из подгруппы тех действительных проеRтивных 
прео6ра аовавий, которые оставляют инвариантным: овальное 
Rоническое сечение, ниRака.я точRа, лежащая вну три Rониче
еRого сечения, не может перейти в точку, лежащую вне его; 
потому что через внутренюю точку проходят две Rом:плеRсно
сопряженные касательные R овальной кривой, через в нешнюю -
две действи·rельные, и эти хасательные, тах же как и соответ
ствующие точки. не :могут перейти друг в друга при рассмат
риваемых действительных проективных преобразованиях. Но 
внутренняя об.ласть овального конического сечения .являете.я 
обыкновенным, простым образом ограниченным куском плоско
сти, хоторый уже отнюдь не я вляется односторонним:, R ак вся 
проективная плоскость 8) . Поэтому мы здесь можем: различать 
(как и в случаях прямой линии и пространства) два типа про
еRтивных преобразований, так как два противоположных на
правления обхода здесь уже не могут быть непрерывно переве
дены друг в друга. Позднее (ер. гл. VI, § 4) :мы будем называть 
полученные таким: образом два типа проективных преобразова
ний движениями или зеркальными отображения.ми, в зависи
мости от того, сохраняете.я ли при этих преобразованиях на
правление обхода. или же оно меняется на обратное. 

В противоположность этому действительная проективная 
п.�юскость не разбивается нулевым коничесхим сечением, вслед
ствие чего в этом случае односторонность сохраняется, и соот
ветствующие проективные преобразования образуют одпо св.явное 

1) :Это означает (стр. 57-58), что подобные проективные преобразования 
зависят от шести или, соответственно, от трех действите.н,ьнiых пара
метров. 

2) Определители D, знаки которых здесь фигурируют, относятся к при
веденному в тексте специальному параметрическому изображению; если 
мы допустим также и другие параметрические изображения, то знак опре
делителя D, соответствующего данному проективному преобразованию, 
согласно стр. 34 будет неопределенным. 

3) Внешняя область точно так же, как и вс.я проев.тивная плоскость, 
является односторонней. 
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семейство. В. смысле тольRо что введенной терминоло гии зто 
означает, что всяrюе прое'Ктuвиое преобразование нулево го 1'оuи
'Чес1'ого се'Чеиия в себя является движением; зеркальные отобра
жения здесь отсутствуют. 

С. Инвариантные элементы. Дл.н наглядного понимания про
ективных преобразований, переводящих данное коничесRое сече
ние само в себя, :мы б удем классифицировать эти преобразования 
прежде всего по элементам, о ставляемым: ими инвариантными .  
Н ачнем с доказательства следующего предложения : 

При прое'Кmивио.м преобразовании 'КО'НU'Ческого се'Чения в себя 
остаются иивариаитиыми либо все то'Ч'Ки, либо две то'Чки, лидо, 
'Нд'Коиец, одна дважды взятая то'Ч'Х:а 1'Оuиц,еского се'Чения. В с а
мом дале, при таком проективном преобразовани и значен и я  
параметра l = Л1: >..2 то че к кр ивой претерпевают линейную под
становку (см. стр. 1 1 5): 

l = �-Л' +� 
yl' + <> 

так что искомые неподвижные точки определяются уравнением: 
Л '=}, или yl. ' - (ci - a) l - � = O. Но исследов ание этого урав
нения, которое читатель легко может произвести сам, дает: 
приведенная линейна.я подстаиов'Ка определяет два разли'ЧuиJ; 
зишчеиия 1.. , переходящих са.ми в себя,, ее.ли ( ci - 0)2 +4�у .:j:: о. Ее.ли 
(ci - <>) 2 + 4 �1 = 0, но � или 1 =1= 0, то существует одно единственное 
(дважды взятое) зи 'l1tеиие та'Хlого рода. Если же, иа'Конец, � = "{ =  
= а  - а = о, то подстанов11:а является тождеством l= 1', переводя
щим все зишчения ). са.ми в себя 1 ) .  Этим наш е  предложение доказано. 

Если, в частности, проективные преобразования, оставляющие 
·инвариантными овальн()е или нулевое :коничесRое сечение дей
ствительны, то в случае двух инвариантных точеR конического 
сечения обе эти точ:ки должны быть либо комплексно-сопря
женными, либо обе действительными, в то время как дважд ы 
взятая точка обязательно должна быть действительной. В случае 
овальной :кривой при действительном проентивном преобразо
в ании а, �. у, <> будут т акже действительными, и потому вдесь 
:могут встретиться в се три слуqая. Напротив, в случае нулевой 
кривой никаких действительных неподвижных точек не может 
быть (следовательно, в частности, и дважды взятой неподвижной 
точки), так :как нулевая крива.я не имеет ни одной действи
тельной точки. Сопоставим все вместе: действительное проек
тивное преобразование овального 'КОНи'Ческого се'Чения в себя, пе 
.являющееся тождеством, имеет либо две действительные, .либо 
две 1'о.мnле1'сно-сопряжениие, либо, иа11:онец, одну дважды взя
тую неподвижную то'Ч11:у на инвариантном "они'ЧеС'КО.М се'Чении. 
Напротив, дейс1}'tвительиие прое1'mивние преобразования нулевого 

1) При этом мы отметим, что в случае т=О значение Л=оо переходит 
само в себя; это значение необходимо считать допустимым, так как oтilo· 
mение Л=Л,1 :  л1- 1 : О опре�еляет точ:ку Rривой, .являющуюся равноправной 
с другими точками кривой. · 



ГЛ · Ш А  III. ПРЕО БРАЗ О В АНИЕ О БРАЗА 2-й СТЕПЕ?И САМ ОГО В С Е БЯ 1 21 

1>онического сечения, не являющиеся тождеством, всегда имеют, 
две комплексно-сопряженные неподвижные точки. Никак:их дру
гих неподвижних точек: на коническ:о.м сечении нет. 

В обще м случае,  в котором имеютс я две различные непод
вижные точ ки на кривой, касательные в этих точках и соеди
няющая их прямая должны переходить сами в себя. Эти три 
прямые определ яют собой так называемый инвариантный тре
угольник: проективного преобразования, который ч астично :может 
состоять и из мнимых элем е нтов 1) .  Точка пересечения обеих: 
касательных: .является третьей неподвижной точкой, :которую, 
вообще го воря, должно иметь всякое проективное преобрааование 
плоскости (см. стр. 40). Если при проективном преобразовании 
на коническо м сеч ении о·стается неподвижной дважды взя
тая точка, то инвариантный треугольник вырождается в (трижды 
взятую) прямую с лежащей на ней (трижды\ ваятой) точкой. 

При рассматриваемых: про е ктивных преобразованиях к:роме 
ztсходного -к;онU'ческ:ого сечения остаются инвариантни.ми еще и 
другие -к;ривие. Что бы их определить, в ведем прое ктивные коор
.:щнаты, относящиеся к юшариантному треугольни:ку, причем 
предположим, что этот треугольни к не вырождается. В этой 
uисте:ме :коорд инат наши проективные преобразования принимают 
следующий простой вид: 

РУ1 = С1 1У1 1• РУ2 = С22У2'. РУз = СнgУз' (D = С11С22Сз з ::f: О), 

так Rак только в этом случае каждая ив трех прямых: у1 = О, 
//2 = 0, у3 = 0 переходит сама в себ я. С помощью обращения 
приведенного на стр. 1 1 4  доказательства мы получаем, что п ри 
уRазанной системе Rоординат инвариантное коничес:кое сечение 
должно иметь уравнение у� - 1i у 1у3 = о, где k- - определенна.я 
постоянная, з11вис я щая от выбора единичной точки .  При ука
занном прое :ктивно:м преобр азовании эта крива.я переходит 
в с:2У' � - k с1 с83у�у� = О. Следов ательно, она о стается инвари
антной тогда и только тогда, когда коэфициенты проективного 
преобразования удовлетворяют еще условию: с�2 - с1 1с33 = 0. Но 
тог да не только рассматриваемая кривая у� - k у1у3 = о · перехо
дит сама в себя, но и вс.якая Rривая вида y: - ky1y8 = 0. Все эти 
конические с ечения Rасаются обеих :координатных прямых: 
в тех же точках, как исходная инв ариантная Rривая. Это се
мейство кривых выглядит весьма различно в зависимости 
от свойств действительности инвариантного треугольника 
(ер. чер т. 62 и 63) .  

Если в случае овального конического сечения о б е  лежащие 
на нем не подвижные точки действительны, то  все составные 
ч асти инвариантного треугольника также будут действительными 

1)  Инвариантный треугольних проехтивного преобравовани.я .являете.я 
касательным треугольником данного конического сечения, который, однако. 
в случае овальной кривой может обладать другими свойствами действи
тельности, чем рассмотренный на стр. 1 1 4  касательный треугольних 
(ер. стр. 122). 
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(черт.  62, на котором овальное коническое сечение и рассмат
риваемый инвариантный треугольник изображены более тол
стыми линиями).  Семейство кривых здесь выглядит так: исход
ное инвариантное коническое сечение (ивображенное на чертеже 
в виде эллипса), расши ряясь все более и более, переходит в па
раболу, а затем: в гиперболы, которые в конце концов вырожда
ются в пару прямых, именно в пару инвариантных касательных 
нашего проективаого преобравования. В остальных двух вер
тикальных углах, образованных парой касательных, опять 
имее){ гиперболы, которые, делаясь все fже и fже, дают 

� 

Черт. 62. Черт. 63. 

в пределе своими действительными точками часть прямой, сое
диняющей обе  инвариантные точки конического сечения 1 ) . Да
лее, другая часть этой прямой, раздваиваясь, превращается 
в эллипсы, которые, расширяясь, переходят в исходную инва
риантную кривую. R выяснению смысла других прямых, приве
денных на чер'l'. 62, :мы перейдем в равделе D. 

Если обе неподвижные точки овальной кривой являются ком
плексно-сопряженн ыми, то :мы получаем семейство кривых, изоб
раженное на черт. 63. В этом случае в инвариантном тругольнике 
действительными являются только пр.яма.я, соединяющая обе 
хо:мплексно-сопр.яженные неподвижные точки конического се
чения, и противолежащая ей вершина, .являюща.я:ся ее  полюсом. 
Рассматриваемое семейство состоит прежде всего из эллипсов, 
которые окружают неподвижную точку, лежащую внутри овальной 
кривой;  дале е  эллипсы переходят в параболу, а затем: в гипер
болы, которые все теснее и теснее прилегают к пр.ямой, соеди
няющей обе комплексно-сопряженные неподвижные точки, пока, 
наконец, в пределе с ней не сливаются. 

11 Остальная часть прямой линии является предельным: положением для мнимых точек кривой. 
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Между рассмотренными случаями находится случай ,ц в ажды 
в зятой неподвижной то чки. Посрtщством надлежащего изменения 
предыдущих рассуждений можно получить тот результат, что 
все проективные преобразования , оставляющие инвариантны м  
овальную кривую с дважды взятой неподвижной точкой, одно
временно оставляют инвариантными также и в се хоничесхие 
сечения, касаю щиеся в рассматрива емой неподвижной точке 
овально й: кривой. Это семейство хривых имеет вид, указанный 
на черт. 64, не требующем никаких дальнейших пояснений 
вследствие предыдущих рассуждений:.  Если уравнением исход
ного конического сечения является 
уравнение у� - у1у3 = 0, а дважды 
взятой неподвижной то чRой - точка 
1 : о : о, то эти кривые определяются 
уравнением 1Л - у1у3 + kу: = о; потому 
что единственной о б щей точкой каж
дой из этих кривых с данным Rони
ческим сечение м является точка 
Уз = О, У2 = О. 

В слуq ае де йствительных проек
тивных преобразований нулевой хри
вой в себя, не являющихся тождест
вом, всегда имеете.я пара комплексно
сопряженных неподвижных точек (см. 
стр. 1 20 - 12 1 ). Рас зматривае:мое се-
мейство Rривых всегда и меет вид, Черт. 6 4 .  
указанный 1;на черт. 63;  тольRо в этом 
случае все действительные хривые равносrравны: н икаRая из 
них не являете.я отмеченной. 

D. Проективные преобразования как вращения . О помощью 
рассуждений предыдущ�го раздела можно легко выяснить 
нагJ1ядный смысл рассматриваемых: проективных преобразований. 
Исслед vем сначала проеRтивные преобразования овальной: кри
вой с дв�тмя действительными неподвижными точками на ней. 
jТравне ния этих преобразований, будучи отнесены к соответ
ствующему инвариантному треугольнику, имеют следующий вид: 

РУ1 = С11У�· РУ2= С22У�. РУз = СsаУ; (D = C1 1C22Caa =l= O, С=2 = СнСsз) . 

Без ограничения общности мы :можем предположить, что с21 = 1 .  
1 

Тогда для с11 > 1, с88 = - получается множество проективных 
С11 -

преобразований, непрерывно переводимых в тождественное с 1 1 = 1 , 
с33 = 1 ;  аналогично этому второе :множество получается при 

1 
О<с1 1 < 1 , с88 = - . Напротив, в случае с1 1<0- проективные пре-С1 1  
образования уже не могут быть переведены не прерывно в тож
дественное, так как значение с 1 1 = 0 исRлючено. Два первых 
типа проективных преобразований можно получить, заставляя 
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непр ерывно скользить точки плоскости из их исходного ПОЛО· 
жени.я вдоль :кривых рассмотренного семейства либо в направ
лении стрелок (черт. 62), либо в противоположном направлении, 
при ч ем в каждый :момент дв ижения :мы будем иметь некоторое 
проективное преобразо вание рассматриваемого типа. Напротив, 
если С н  <О, то мы получаем зеркальные отображения (ер. стр. 1 1 9), 
кото рые мы сейчас ближе рассматривать не будем. 

Чтобы выяснить, насколько сдвигаются отдельные точки при 
данном прео5разовании, м:ы проведем: через точку пересечения 
обеих касательных прямую и будем к ней применять все врем я  
одно и то же преобразование. Если эта пря м ая пересекает внут
ре ннюю часть конического сечения, то она при последовательвом: 
применении этого преобразования будет неограниченно ттрибли
жатьс.я (например, в направлении, указанном стрелкой, черт. 62) 
к одной из касательных, никогда ее не достигая. (На чер·rеже 
те прямые, кот(JрВiе уж слишком близки к касательной, не 
изображены. ) Ес.11и :мы затем будем применять обратное проек
тивное преобразование, то пр н м а.я будет при ближаться анало
гичным о бразом к другой касательной. При этом в случае 
действительных проективных преобразований . точки пр.ямой 
никогда не выйдут из угла, в котором лежит внутренняя часть 
овального конического сечения. Чтобы выяснить, :как будут 
преобразовываться точки в смежном ;углу, проведем в нем вто
рую прямую, также проходящую через точку пересе чения ка· 
сательных, и б удем к ней применять, как и в предыдущем 
случае, одно и то же проективное преобразование сначала в од
н п м ,  а затем в другом направлении; при этом оп.ять прямая 
будет неог раниченно приближатьс я  к одной из двух к асатель
ных. Следовательно, при рассматриваемых проективных пре
о бразова ниях всякая такая прямая вращаетси либо в на
правлении стрело:к, либо в противоположно м  направлении, нео
граниченно приб.лижаясь к одной из касательных, вследствие 
чего м:ы можем составить себе примерное представление о дви
жении всех точек плос:кости. 

Соответствующие рассмотрения можно провести и в других 
случаях. Получающиеся результаты изображены на черт. 63  
и 64. Мы особенно подчеркнем, что в случа.е проективных преоб
разован.ий с дважды взятой действительной неподвижной точкой 
(ч ерт. 6 !) имеетс я лишь одна единственна.я касательная, которая 
и является предельным положением для рассматрив аемых пр.я
:мых . Напротив, в случае проективных преобразований с комплек
сно- сопряженными неподвижными точками (черт. 63) в к ач естве 
предельного положения прямых :мы полу чаем две ко:мплексно
сопр.яженные к асательные; здесь действительные точки Плоско
сти двигаются по замкнутым кривым, которые ими пробегаются 
при достаточно большом числе повторений данного проективного 
преобразования как угодно много раз. Поэтому такие проектив
ные прео бразования заслуживают название вращений вокруг 
неподвижной то чки, не лежащей на инвариантной кривой. 
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В переносном смысле это название :можно применя ть также и 
R другим типам проективных преобразований, хотя эти послед
ние, казалось бы, не имеют никакого сходства с евклидовыми 
вращениями (см., однако, примечание 1 на стр. 1 63 ) .  Теперь 
сопоставим вместе последние результаты следующим: образом: 
Действительное прое'l>тивное преобразование овального 'КОНu
ческ:ого сечения в себя является либо движением, либо зеркаль
ным отображением; можно различать три различные вида 
движений в зависимости от того, .ле{)юит ли центр вра
щения внутри, на 'Контуре или вне овального 1f:оничес1"ого 
се"tения. Напротив, действительное проективное преобразо
вание нулевого конического се'Чения в себя всегда яв.ляетс.q, 
движением, 'Которое может быть рассматриваемо, 'l>a'J> вращение 
во"Руг действительной неподвижной mо'Ч'Ки прое'Кmивного пре
образования. 

Е. Проективные преобразован ия, переводящие данн ый вы
рождающийся образ в себя .  Такие же рассмо·rрения как для 
невырождающихс.я конических сечений, могут быть проведены 
таRже и для всех: вырождающихся образов таблицы на стр. 1 оо. 
Но :мы ограничимся рассмотрением только пары ко:мпле1есно
сопряженных точек: 

и� + и� = О  или х� + х� = О, х8 = 0 , 
так Rак в этом случае соо тветствующие проективные преобр&.
зовани.я находятся, Rак мы это сейчас увидим:, в замечательном 
отношении :R евклидовой геометрии. 

1I роективные преобразов ани.я, оставляющие инвариантной 
данную пару комплексно-сопряженных точек, определяются сле
дующими уравнениями: 

Собственние прое'Ктивние 
преобразования пари ко.мп
ле'Ксно-сопряженних то'Че1' в 
се6.ч.: 

Р:7'1 = С 1 1Х� - С21Х�+ С1 3Х�, 

РХ2= С2 1Х� + С 1 1Х� + с2зХ�, 

Несобственние 1�рое'h�mив
ные преобразован и.я пары 'Комп 
.аексно-сопряжениых mо'Чек (1 
себя:  

рх1 = СнХ� + С2 1Х� + С 1 а·(1• 

РХ2 = С21Х� - C11X� + c2a.r;, 

РХз = Сззх;, рХ3= .Сзч;r,��. 
как это получается путем сравнения с формулами на стр. 1 1 0. 
Следовательно, мы получаем две четырех параметричес1ше груп
пы, что соответствует тому факту, что пара комплеRсно-сопр.я
женвых точеR требует для своего определения одним: параметром 
меньше, чем не вырождающа.яся :кривая (см. стр . 1 1 2). 

Чтобы выяснить наглядное значение э тих пре образований,  
удобнее перейти к аффинным: координатам:, приняв прямую,  
соединяющую обе компле ксно-со пряж енные точки . пары, 3 а  
бесконечно удаленную прямую. Если м ы  образуем: отношения 
х. :  Хз и х2 : Х3 и введем аффинные :координ аты Х = Х1 : .z·a и 
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у= Х2 : х3, для :краткости обозначив 
получим : 

с 1 3  : С33 = т, С23 : с83 = n, то 

с с 
х = _!!_ х' - _!.!_ у' + т, 

С 3 3  С � 3 

с с 
Х =  __!t Х' + _!! у' + m, 

С33 С33 

с с 
У = �"- х' + _!! у'+п; 

С3 3  С 33 

О пределитель из коэфициентов при х' и у' имеет значение : 

1 
Следовательно, дл.я действительных з начений параметров опре
делитель собственного прое�етивного преобразования всегда по
ложителен, н есобственного - всегда отрицателен. Е сли, в част
ности, определитель собственного прое ктивного преобразования 
равен + 1 или же несобственного - 1 :  

� = �+� 1 � = �+ �  
т о  м ы  получаем относительно прямоугольной системы �еоординат 
х' , у' или движения, или зеркальные о тображения евклидовой 
геометрии. Их мы привы кли изображать в следующем виде: 

х = cos rp • х' - sin q1 • у'+ т, х = cos rp • х' + sin � · у'+ т, 
у =  sin rp • х' + cos rp • у'+ п, у = sin rp • х' - cos t{' • у'+ 1i. 

Непоср едственно ясно, что эти формулы р авносильны предыду
щим. Если определитель D не равен -+- 1, то мы получаем преоб 
р азования подобия евклидовой плос�еости, которые оставляют 
неизменными углы между двумя прямыми, но умножают рас· 
стояния между всякими двумя точками на не зависящий от 
пары точек множитель l"ТVI . Следовательно, евкл�tдови дви
жени.я и зеркальние отображения плоскости обладают те.м, 
свойством, 'Что они оставляют инвариантной пару комп.лексно
сопр.яженнъtх mо'Чек х� + х�= О, х3 = 0  на бесконе'Чно удалеииой 
пр.ямой. Самые общие проективние прео6разоваии.я, обладающие 
ятим свойством, .являются прео6рааовани.ями подобия. Позднее 
м ы  увидим, что про ективные преобразования вевырождающегося 
конического сечения - дают аналогичным о бразом движения 
в неевклидовых геометриях. 

F. Превращение различных случаев друг в друга. По § 6 
гл. П мы можем превратить овальную �еривую в пару �еомп
лексно-сопряженных точек, а затем в нулевую кривую (ч ерт. 53), 
путем непрерывного изменения параметра s в уравнении 
и� + и� + su� = о  или, что сводится :к тому же, в уравнениц: 

1 
х�+ х� + - х: = о от его отрицательных значений до нуля и, далее. 

Е 
:к его положительным: значениям. При это:м соответствующие про
ективные преобраз,ования будут также непрерывно переходить 
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друг в друга. Чтобы проследить за этим аналитически, мы введем 
также и в уравнения проективных преобразований параметр е, 
положив его соответственно равным - 1, о и + 1 для исходной 
овальной хривой, пары ко:м:плексяо-сопряженных точек и конеч 
ной нулевой кривой. Тогда мы можем проективные преобразова
ния овальной кривой (стр. 1 1 8, вторая форма) и нулевой кривой 
(стр. 1 1 8) изобразить вме сте в следующем виде: 

рх1 = ( - еа2 - ь2+sc2 +d2) x�+2  (- eac+bd) х�+2  (ad+ bc) х�, 
рх2 = 2  (- еас - bd) х� +(sa2 - b2 - ec2+d2) x; + 2  ( - ab +cd) x;, 
p.1i8 = 2e (- ad +bc) x� +2s (- аЬ- сd) х�+(- еа2 +ь1 - sc2+d2) х�, 

D= (sa2 +ь2 +ec2+d2)3 =1= о. 

Определенные этими уравнениями преобразования оставляют 
1 

инвариантным коническое сечение х� + х=+- х:= о также и при е 
лю бом действительном s =1= о, потому что достаточно обозначить 
величину а IТSТ оп.ять через а и с vTs\ через с, чтобы пу
тем сравнения с формулами для проективного преобразования 
нулевого (е > О) или овального (е <О) кониче ского сечения в с еб.я 
(стр. 1 1 8  и 1 1 7 ) убедиться, что таким образом полу qенные 
подстанов ки действительно оставляют инвариантным: уравне-

ние х� + � + 2- х� = 0 . е 
При s = о получаются проективные преобразования :  

рх1 = (- Ь2 + d2) x� + 2 bdx2' + 2 (ad + Ьс) х;, 

рХ2 = - 2bdx� + (- Ь2+ d2) х� + 2  (- аЬ+сd) х;, 

РХз = (Ь� + сl2) х�, 

D = (b2 +d2)1 =1= 0, 

кот<,рые, как легко видеть, оставляют инвариантной пару комп
.тrе ксно-сопряженных т о чек х� + х� = о, х8 = о. В аффинных коорди
натах эти уравнения имеют вид : 

- ь2 + а2 , 2ьd 
х = ь2 + d2 х + ь2 + d2 У'+т, 

_ - 2ьd , - ь2 + а2 , • 
У - т;2 + d2 х + ь2 +а2 У +п, 

они изображают движения е вклидовой гео:м"трии, отнесенные
к прямоугольной системе координат х', у' .  Вместе с те:м мы 
одновременно получ аем: рациональное представление евклидовых 
движений. 

Надо от.метить, что при произведенном: предельном переходе 
s � o  для достаточно блv:аких к нулю отрицательных зн ачений е. 



128 JI В ЕДЕН ИЕ В П РОЕRТИВПУЮ ГЕО МЕТРИЮ -- - --- ------------------- · 
определитель D = {еа2 + Ь2 + ec2 +d2)3 положителен (:мы предпо.11а
гаем, что либо Ь, либо d =!= о, вс ледствие чего проективное преоб 
разование при предельном: переходе е --+ о не де.1ается неопр е 
деленным) .  Следовательно, мы объединили движения овальной 
кривой в себе с проективными преобразованиями кривой и 
можем: теперь пер е водить их непрерывно друг в друга через 
движения евклидовой геометрии. 

Если мы хотим аналогичным обра�ом получить также и зер
:кальные отображения евклидовой геометрии, то иа:м нужно 
проективные пребразования овальной и нулевой к ривой объеди-
нить вместе следующим образом: . 

рх1 = ( - а2- еЬ2+с2+еd2) х� +2  (-ас+ еЬd) х�+2 (- ad - bc) х;, 

рх2 = 2 (- ac - eЬd) x�+(a2- eb2- c2+ed2) х; +2 (ab - cd) x;, 

px8 = 2e (ad - bc) x�+2e (a b+cd) :r�+ (- a2+eb2- c2 +ed2) х�, 

D = (a2 +eь2 +c2+r:d2) 3  =!= О. 

При отрицательных е мы полу чаем из :этих формул зер 
кальные отображения овальной кривой в себя (вторая фор:ма), 
при е = О-зеркальные отображения евклидовой геометрии, а при 
положительных е - проективные преобразования нулевой кривой 
в себя. Только теперь пар аметры обозначены и наче, чем на  
стр. 1 1 7  и 1 18, именно: в первом случае р заменено через - р 
(значит, теперь мы получаем: зеркэ:льное отображение уже с по
ложитеJ1 ьным определителем), а в последнем: случае а и с заме
нены через - а и - с. 

§ 3. Трехмерный случай 

А. Комплексн ые проективные преобразования, переводящие 
невырождающийся образ сам в себя; сдви ги.  Уравнения трех 
невырождающихс.я поверхностей второй степени относительно 
соотв етствующего полярного тетраэдр а имеют вид :  

Б:о.льцеобразна.я 
rповерхность: 

х� +х� - х: - х: = о. 

Овальная поверх
ность: 

х�+ х� + х: - х: = о. 

Нулевая 1�оверх-
1юсть: 

х� +х:+х�+х: = о. 

Произведем теперь таR же, как и на стр. 89 и 9 2, пр еобразо
вани я :  

РУ1 = Х1 + Х3, РУ1 = а·1 + iX3, 1 РУ1 = .r1 + ixa. 
РУ2= .Т2 + Х4, РУ2 = Х2 + Х4, РУ2 = J'2 + i.T4, 

D = - 4; 
х1 - ix8, 

Л = - 4 i; .1'1 - iXa, D = 4. 
РУа = Х1 - Ха, РУа= РУз = 
ру4 = - .r2 + :т,, ру4 = - Х2 + Х4 , Р//4 = - :  2 + i.r,. 
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Вследствие этого уравнения трех поверхностей примут общий 
для всех трех поверхностей вид: 

У1Уз- У2У4= 0. 
Этому уравнению :мы: :може:и удовлетворить, положив 

и 
'Y_i_ = Р. 1  = р., У4 = Р.1 = р. 
У2 Р.2 '!/.а Р.2 • 

или ze объединяя вместе эти формулы: следующим си:м::мет" 
ричесRи:м: образом: 

PY1 = k1P.1 •  PY2 = A1!J.21 PYs = k2P.2• py,= l.2P. 1 ·  

С гео:метричесRой стороны задание величин }. и р. определяет 
неRоторую определенную о бразующую ив первого семейства 
прямых и неRоторую определенную о1равующую из второго. Обе 
эти прямые пересекаются в некоторой точке, которая, следова. 
тельно, однозначно определяете.я значениями парам етров l и р.. 

Если те перь рассматриваема.я поверхность остается инвариант
ной при проеRтивво:м преобразовании, то всякая пряма.я, лежа
щая на поверхности, должна переходить в некоторую прямую 
тав:ого же рода. Так Rак на поверхности имеете.я два непре
рывных семейства прямых. то с самого начала мы :можем раз
личать два типа проеRтиввых преобразований: сооствеииые 
11рое�тивиые преобразования, которые переводят каждое из двух 
семей ств прямых само в себя, и иесобствениие прое�тивиые 
преобразования, Rоторые переставляют :между собой оба семей
ства 1) .  Как в случае сqбственных, так и в случае несобственных 
проективных преобразований каждой действительной или :мнимой 
прямой l первого семейства ставите.я во взаимно однозначное 
соответствие неRоторая пряма.я }.' из первого семейства или 
соответственно пряма.я р.' 

из второго семейства. Посредством: 

--;:) Та�-;;-; здесь I азличие между соб'с�rвенными и несобственными 
проекти вными преобра зова н и я ми им еет смысл только относител ьно дан. 
ного инвариантного .квадратпчного образа (ер. сноску на стр. 109). tlообще 
мы можем всегда в н ечетно-м ерных м ногообразиях (например на пр.ям ой 
и в п ростран1.:тве) разл и ч ать подQбн ы е  собьтвенные и несобственные 
проект ивные преобразования,  тогда как в четно-м ерных м 1 юrоо()ра зи.ях 
( н а п ри м е р  на плоскости ) в 1tомпл 9ксной обл асти п ол у ч1:1 е тс.я тплько одно 
еди н ственное связное семей ство п ро ект и в �< ых преобразо ван и й  даQ:ного 
квадратичного образа в себя ; потому ч то основные обра� ы  высшей раз
м е рности, лежа щ и е  на невырождающt-йс.я гипер п о в е рх ности второ й сте· 
пени,  о б р а з у ют в сл уча е  четно- мерн ых многQобразий одно еди нст венное 
сем е йство, в то врем.я как в слу ч 1:1 е  н ечетно-м ерных - два I· а з л и чных с е ·  
мейст ва (ер. стр. 94) ;  поэтому в последн ем случ ае оба сем ейства могут 
при расс м атри ва емых проективных п реобразован и я х  л и бо о ереста влятьс.я 
между собс,й, либо нет, тогда как в случае четной размерности эта воз· 
можность различи.я отпадает. 

It.ueйя-12t-9 
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таких же рассуждений, как и в случае плоскости (стр. 1 1 5 ), 
получаете.я, что эти значения выражаютс я с помощью линейной 
фуmщии с отличным: от нул.я определителем. Следовательно, 
:м:ы имеем: 

Уравнения собственного прое'К:тивного преобразования: 

a.l' +� а11
' +Ь ( " i:i ::j: О) 

Л = ,� ' + "' ' 11 = 
с11

'+а 
ao - r'C • 

,... u (ad - Ьс =1= о). 
Уравнения несобственного прое1'тивного преобразовани.я: 

а.Л' +� а11
' + Ь 

11 = '(Л' + о ' . l= с11
'+ а  

(С1о - �1 =1= 0), 
(ad - Ьс i- 0). 

На стр. 1 3 1  и 132  мы увидим, что всякое подобное преобразо
вание поверхности в себ.я однозначно определяет соответствую
щее проективное преобразование всего пространства. 

Рассмотрим сначала собственные проеRтивные преобразования. 
Всякое преобразов ание этого вида :мы можем составить из двух 
особенно построенных проективных преобр азований, именно: 

al' +r-i  ап" +Ь t.. - --r u. = u.' и l' = l", u.' г - 1Л' +о • г г г 
с11

" +d . 
При первом из проективных преОбразований Rаждая из обр а
зующих второго семейства переходит сама в себя, тогда как 
образующие первого семей ства сдвигаются таR, что их точ

Черт. 65. Черт. 66. 

ки скользят по образующим: 
второго семейства (ер. черт. 65� 
на котором: изображена одна 
и з  образующих первого семей
ства и ее образ). Анало1'ич
ны:м: образом при втором из 
проеRтивных преобразований 
все точки поверхности сколь
зят по образующим: первого 
семейства, все прямые Rото.: 
рого переходят сами в себ.я 
(черт. 66). Оба эти типа проек
тивных преобразований мы 
буде,м: называть сдвига.ми со
ответственно первого и вто
рого рода. Итак, вся'К:ое собст

венное прое'К:тивное преобразование .,,.ожет быть по.лу"tено посред
ство.м одного сдвига первого рода и пос.ледующего за ни.м одного 

сдвига второго рода. 
Из определения сдвигов непосредственно следует, что два 

сдвига, произведенные в обратном порядRе, дают тот же самый 

результат. Вследствие этого безразлично, каRой из сдвигов :мы 
произведем сначала. Две операции, обладающие этим свойством:, 

называются между собой перестановочл-1,-ыми (ко.л1'.мутативнь�.ми) . 
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.13 противоположность этому два сдвига, принадлежащие одному 
и тому же роду, вообще говор.я, между собой не nерестано:вочны, 
потому что, если :мы произведем два сдвига: 

а/..' + � , а.')." + �, л=1).' + 1 ·  л = ·(/.." + а" 
сначала в укаванном порядке, а з атем в обратном 1 ), то мы по
лучим, вообще говор.я, различные ре зультаты. 

Несобственные проеRтивные преобразования :м:ы можем ближе 
не рассматривать, таR как они непосредственно полу 11аются из 
собственных: 

путем 1еомбивации с Rаким-нибудь специальным несоб ственным 
проективным преобразованием:, например с таким: :  

/..' = р.", t'-'= ).". 

До сих пор проективные преобразования невырождающейся 
поверхности в себя :мы рассматривали только на сам uй пове рх
ности. Распространение их на все простv анст во произ водится 
таки'4 же путем, как и в случае плоскости (стр. 1 1 6- 1 1 7). Соб
ственные проективные преобра;ювани.я : 

а>.' + � а11-1 + Ь ). = "(А' + f ' р. = с{+ d 
( аВ - �'У =t= О), 
( иd - Ьс =t= О). 

определяются в однородных ,координатах: ). = ).1 : >-2 и !'- = Р.1 : !'-21 
-у:равнени.ями : . 

al.1 =а>-;+ �·�· tJJ.1= ap.�+ Ьр.�, 
аЛ2="(А�+ а).;, tp.2 = Ср.�+ d11-�. 

Пользуясь формулами стр. 1 29,  отсюда получаем: 
Общее собствеиное прое1'mивное преобразование 

у1у11- у2у4= 0 в себя: 
�у1 = аау; +аЬу�+ �Ьу� +�ау�, 
py2= acy;+ ady�+�ay;+ �cy�, 
РУз = "fсу� +уау;-+ аау�+ осу�, 

ру4 = уау; +уьу; +вьу�+Вау�, 

D = (aB - �y) 2 (ad - bc)2 =t= O. 

поверхности 

Что определитель действительно имеет указ анный в ид, проще 
всего показать следующим о бр азом .  Пр:и: сдвиге первого рода 
мы имеем : 

р.=р.', следовательно, Ь = с = О, a = d  ф о. 

1) тт ля этого в вышеприведенной формуле надо заменить а : � : т : iJ 
через � :  �· : 1' : о', и наоборот. 
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Точно так же при сдвиге второго рода: 

l = Л', следовательно, � = "( = О, ti== 8 ::J:: O. 

Если :мы эти специалья1 е зна чевия подставим: в вышеприве
денное уравнение, то полу""Iим: 

Сдвиги первого рода поверх-
ности у1у8- у2у4. = О в себя: 

РУ1 = ау�+ �У�, 
РУ2 == ау�+�у�, 
РУв = i'Y;+ay;, 
РУ, = тУ;+0У�. 

D1= (a.8 - �j')2 ::J:: O; 

Сдвиги второго рода поверх-
ности у1у 3-у2у, =О в себя :  

ру1= ау;+ьу�. 
РУ2 = су� +dy;, 
PYa=dy;+cy�, 
ру, =Ьу�+ау�1 

D2= (ad - Ьc)2 ::j:: O. 

Если оба эти сдвига :мы произведем: один за другим, то получим: 
приведенное выше проехтивное преобразование. В самом: деле, 
хоэфициеяты реау.nьтативного преобразования по стр. 28 по
лучаются посредством правила умножения детерминантов (стро· 
RИ первого преобразования на столбцы второго): 

1i о о � а Ь о о /ia 1ib �Ь  �а 
О /i � О с d о о ас tid �d �с 

== 
0 j' а 0 0 0 d С j'C j'd td ос 
i' о о о о о ь а. 1а j'b аь оа 

Но отсюда следует, что определитель общего проективного пре
образования имеет выm еприведеввый вид [так 1шк определитель 
первого сдвига равен D1=(a.o - �i')2, а второго D2 = (ad - bc)2] . 
Аналогичным: образом можно получить уравненил несобствен
wьv.�; прое1'mивн'Ь11.l; преобразований в точе'Чwьtх 1'Оординатах. Но 
их )южно получить также путем: комбинирования собственных 
проективных преобразований со специальным несобственным 

преобразованием: :  

аЛ1= р.;, al2 = p.�, 'tp.1= A�, 'tr-2 = A�. 

В точечных координатах эти ура внения уже известным в ам 
образом принимают следующий вид: 

Спецшмьное несобственное прое1'mивное преобразование по
верхности у1у8- у2у, = О : 
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Освовны� результаты этого раздела :могут быть реаюмированы 
следующим образом: Всякая uе8'Ырождающаяся поверхность 
второй, степени определяет 0012 собственних и 0012 несобствен
ных (вообще говоря комп.аексних) преобразований, 1), переводящих 
поверхность са.мое в себя. Всякое собственное прое1'mивное пре� 
образование .моJюет быть разложено одним и толь'IСо одним 
спосо!'iо.м на два сдвига. Несобственные прое1'mивние преоораао
вания могут бить получени путем 1JС0.мбинирования со_бственних 
преобразований с 'IСШr>и.м-нибудь специа.r�ьним иесобственнмм 
прое'Кmивни.м преооразоваиием. 

В. Действительные проективные преобразования. До сих 
пор все п�рем енные и Rоэфициенты :м:оrли иметь произвольные 
Rомплексные значения. Для исследо ваний в действительной 
области нам приходится принимать во внимание рамичия :между 
отдельными невьrрождающимися поверхностями второй степени 
с точки арени r� группы деuствительии:х; прое'Ктивн,ы;х; преобра
аовач,иu. Док11жем теперь предложение: ооа сдвига, иа 1JСоторие 
.мо,жет оыть рааложен,о всякое (не являющееся тождественным) 
собственное действительное проективное преобразование, в слу
'Чае кольцеооразноu и нулевой повер.сности всегда являются дей
ствительны ки, в случае же овальной поверхности, напротив.
всегда комплексно-сопряженными. 

Докааательство получается с помощью того, установленного 
на стр. 93 факта, что каждое из двух семейств пр ямолинейных 
обрааующих нулевой или кольцеоб разной поверхности :комплексно 
сопряжено само себе, тогда как в случае овальной поверх
ности оба семейства взаимно комплексно сопряжены. Именно 
из определения сдвига вытек:ает, что это соотношение :между 
обоими семействами прямых на поверхности существу�т та:кже 
и между семействами сдвигов. Пусть теперь А являете.я проек
тивным преобразованием" �юставленным: из сдвигов 81 и 82 
соответственно первого и второго типа, следовательно, в сии-
1юлиqеской: ааписи А = 81 82• Тоrда А = 81 '{; причем А, 81, 
82 обозначают комплексно-сопряженные преобразования по 
отношению :к А, 81, 82• Но А .является действительным преобра�ованием; поэтому 

А = А  и, СJiедовательно, 8/�2 = 81 92 . Отсюда в силу однозначно
сти разложения А. вытекает, что 

или 81 = 81. 82 =82, или 8 1 =82, 82 = 81 . 

Для нулевых и :кольцеобразных поверхностей Rаждое из 
обоих семейств сдвигов :комплексно сопряжt:1но само себе, тait 

1) То-есть проективные преобразования з ависят от 12 (существенных) , 
па раметров; в самом деле, при определении проекти вных преобразований 
дело идет только об отношени нх а : Ь : с :  d и а :  � : т :  о, так что проективные 
преоб разования зависят от 2 · 3  Rомплексных, следовательно. от 12 дей
ствительных параметров. 
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что для них должен иметь место первый случай;  дл.я оваль
ных же поверхнuстей оба семейства сдвигов взаимно Rомплексно 
сопряжены, поэтому для них имеет  место второй случай; 
этим: наше утверждение доказано полностью. 

Разумеется, это докааательство могло быть проведено таюRе 
и аналитически с помощью ранге (стр. 1 32) установленных 
формул для сдвигов. Но при этом: получились бы громоздRие 
формулы, с Rоторы:ми мы вследствие этого не хотим имеrь дела, 
тем: более, что поз:�нее в интересующих нас случаях мы полу
чим гораздо более простые формулы ( ер .  стр. 26 1 и след;ующие, 
а также гл. IX, § 1 и гл. Xl, § 1 ) . При этом: нам потребуются 
уравнения обоих семейств сдвигов только в случае н� л е вых 
по�ерхностей. Чтобы их получить, мы переходим: (соверш�нно 
так же, Rак и и в случае плоскости) от введенных в предьщу -
щем: разделе А координат Yt к координатам х, с помощью под
становоR, приведенных на стр. 1 28, и соответствующим образои 
полагаем:, например, в случае сдвигов первого типа: 

а1=а. + а, а2 = � - у. a8 = i (- a..+ a), a4 = - i @ + 1). 

Вследствие этпго :мы получаем 1): 
Прое-к;тивные преооразования нулевой поверхности х�+ х:+ 

+х:+х:=о в самое свбя: 

Сдвиги первого типа: 
рх1 = а�х� - а2х; - а3х� - а4х�. 

рХ2 = а�х� + а1х� + а4х; - а3х�. 

рх3 = а�х� - а4х; + а1х� + а2Х�, 
рх4 = а�х� + а3х� - а2х� + а1х�. 

D = (a� 1-а=+ а:+а:)2 =1= 0; 

Сдвиги второго типа: 
рх1 = a�.li� - а�х� - а;х� -а;х�. 
рх2= а2х� + a�x; - a�1i; +а;т� 
p1i8 = a�x� + а�х; + а�х� -a;JI�, 
рх4=а�х� - а:х� + а�х� + а�х�. 

D = (a�2 + a;2 + a;2+a�2) 2  =1= о. 

Так Rак дело идет тольRо об отношения:к: xi, то каждое из 
двух семейств сдвигов зависит от трех параметров; путем же 
комбинирования этих сдвигов мы получ�tем 006 действи'теJ1ьных 
проективнь.х преобразований нулевой поверхности в себя. 

Несобственные действительные проектиjjвые преобразования 
мы можем: получить посредством комбиниро нания собственных 
преобразований с каким-нибудь специальным несобственным 
проективным преобразованием (например с приведенным на 
стр. 1 3 2) . Это проективное преобразование всегда действительно, 
таR как во всех трех случаях оно имеет приведенные ниже 
уравнения. 

1) Проективные преобраэования нулевой поверхности в себя имеют 
{)Собую важность и называются также еще 1'ватерпарн1ыми ортогона..�ь
"ы.ми подстановка.ми (ер. сиос:в:у на стр. 118). 



ГЛАВА .III.  ПР ЕОБРАЗОВАНИЕ О БРАЗ А 2-Й СТЕПЕЦИ САМ: ОГО В С ЕБЯ J 135 

Специа.ль'Ное несобстве'ft'ftое прое1'тивное преобразова'ftие 1'О.rtь
цеобразноu, оваль'Ной или нумвоu поверх'Ности: 

х� + х� ± х: ± х: = о; 
РХ1= Х�, РХ2= - х�. ?Хз = Х�� рХ�= Х� (D =- 1). 

Во всех т��ех случаях собственные действительные проек
тивные преобразования имеют всегда положи тельный определи-
1ель, несобственные же-всегда отрицательный. Первые мы будем 
в дальнейшем называть движе'Ниями, вторые-аерка.льни.ми отоо
раже'ftu.ями. В случае проективных преобразований ова.ль'Ноu 
или ну.левой поверхности этим и исчерпываются все различные 
возможности. В частности, отметим, что внутренняя область оваль
ной поверхности никогда не может перейти при действительном: 
прое&тивно.м: преобразовании во внешнюю область (ер. соответ
ствующее доказательство для случая плоскости). Напротив. 
ко.r�щеобраание поверх'Ности разбивают действительное про
ективное пространство на две равноправные части; существуют 
действительные проективные преобразования поверхности в себя 
как переводящие каждую из этих частей в себя, так и перестав
ляющие обе эти части между собой.  Каждое из этих проектив
ных преобразований может иметь и положительный и отрицатель
ный определитель, вследствие чего (совершенно так же, как 
и в случае пары действительных точек на пр.ямой) всего по
лучаются четыре разли'Ч'Н'ЫХ типа прое11:тив'ft'ЫХ преобраао
ваний. Но подробное рассмотрение этого завело бы нас сли.шхо:м: 
далеко. 

С. И нвариантные элемен ты. В этом pdaдe.rte ми ограничимся 
coбcmвe'ft'ftu.мu действите.аь'Ны.ми прое11:тив'Н'ЫМU преобрааова'Ни
я.ми, при которых каждое из двух семейств прямолинейных 
образующих переходит само в себя. По теореме, приведенной 
на стр. 1 20, при всяком определенном проективном преобразо
вании в каждом семействе остаются инв11риантными либо две, 
либо одна 1 ) , либо, наконец, все :цр.ямолинейные образующие. 
:-3десь ми огр'а'Ничи.мся рассмотрением лишь оощего с.r�учая, 11:огда 
в 11:аJJ(:дом семействе остаются имариа'Нmними две обрааую
щие. Uстальные случаи могу т быть рассм.атривае:мы как :нырож
дени.я этого. 

В указанном общем случае четыре, остающиеся инвариант
ными прямые поверхности образуют косой четыре;сторонник, 
который мы дополним до тетраэдра, присоединив две прямые, 
сuединяющие противоположные вершины; при .этом присоеди
ненные прямые являются полярно сопряженными относиrе.льно 
поверхности. Вследствие этого мы получаем: инварuа'Нтний 
тетраэдр, вершины, ребра и грани которого при расс:матривае
:м.ом проективном: преобразовании переходят сам.и в себя. 

1) Этот случай может встретиться (по причине действительности) 
-то.11ы�:о на коJiьцеобрааной поверхности. 
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Теперь мн (точно та:& же, хак и в случае плоскости) отнесем: 
уравнения данного собственного проективного преобрааовани.я 
:к соответствующему инвариантному тетраэдру. Прежде всего 
уравнение рассматриваемой инвариантной поверхности в подоб. 
вой системе координат ;имеет вид: у1у3- ky2y 4 = о, где k - зави
сящая от выбора единичной точки постоянна.я. Проективное пре
образование, оставляющее Инвариантной каждую J.'рань инвари
антного тетраэдра, должно иметь следующий специальный вид: 

�У1 = С11У�1 РУ2 = С22У�, РУз = СазУ�· ру4 = СнУ� (D = C11C22CзsC44 =f:; O), 
так ка.к только в .этом: случае �оординатные плоскости 6удут 
переходить сами в себ.я. Подобным: же образом, как и в случае 
плоскости, мы можем, далее, заключить, что проективное пре
образование тогда и только тогда оставляет инвариантной дан
ную поверхность, когда его коэфициевты удовлетвор.нют условию 

Черт. 67. Черт. 68. Черт. 69. 

с11С3а- С22С44 = 0. Но в этом: случае проективное преобразование 
оставляет инвариантной не только положенную в основу всего 
рассмотрения поверхность, но и всякую поверхность вида : 
У1Ув-kУ2У4 = О. 

Перейдем теперь к рассмотрению различных возможностей, 
:могущих здесь представиться. Д,л,.я, 11:олщеобразных поверхно
стей иам приходится разди'Чаmь три сдуча q; потому что, 1 во
первых, при действительных проективных ·преобразованиях обе 
инвариантные образующие как в первом, так и во втором се
мействе могут быть действительными; во-вторых, эти образующие 
:могут быть действительными в одном: семействе и комплексно
сопр.яженными в другом; наконец, в-третьих, обе пары обра
зующих могут быть комплексно-сопряженными. В первом случае 
вое составные части соответствующего тетраэдра будут дей
ствительными (черт. 67), во  втором случае действительными 
будут только образующие одного �з сем�йств (черт. 68) и 
в третьем - действительны будут толь:ко полярно сопряженные 
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прямые (первая и вторая поляры на черт. 69), Вид соответствую� 
щего семейства ПоР ерх,юстей м ы  приведем тольRо для послед
него случая (черт. 70). Мы получаем сначала тесно прилегающие 
к первой поляре однополостные гиперболоиды, Rоторые затем. 
расширяясь, переходят в основную поверхность и, далее, В - ГИ� 
перболический параболоид. С дру
гой стороны R этому параболоиду 
примыкают также ·однополостные 
гиперболоиды (на черт. 70 не изоб
раженные) ;  мы можем их получить 
посредством та:кого преобразования 
пространства, Rоторое поменяло бы 
:местами первую поляру и вторую, 
оставляя при этом инвариантным: 
гиперболический параболоид. Сле
довательно, эти гиперболоиды ок
ружают вторую поляру таким: же 
образом, RaR ранее рассмотренные
первую ;  именно: они становятся все 
уже и уже, по:ка, наконец, не пре
вращаются во вторую поляру. 

В случае ова.льних поверхнос

тей все инвариантные тетраэдры 
обладают одинаковыми свойствами 

Черт. 70. 

действительности; потому что в этом случае при действительных: 
проективных преобразованиях инвариантными остаются всегда 
две мнимые прямые из одного семейства и соответствующие 
комплексно-сопряженные прямые, лежащие в другом семействе 
(стр. 93). Вид соответствующего инвариантного тетраэдра мы 

уже выяснили на стр. 92: он j имеет два действительных реб� 

�( J.�' 
ра� две лежащие на поверхности 

/ / деиствительных вершины и две 
___ { _ _  , действительные грани, касаю-

l - - ------ __, щиеся поверхности в этих верши\ -----\ -��-- ------ нах (черт. 7 1 ) . Соответствующее 

"'- \ семейство поверхностей ииеет 

""'-�-'-/ следующий вид. Прежде всего 
отметим, что поверхности семей

Черт. 71. 
ства Rасаются обеих действи� 
тельных граней инвариантного 
тетраэдра в двух действ и тельных: 

неподвижных точках первой поляры. Далее, лежащий внутри 
поверхности отрезок поляры, раздуваясь, превращается в эл� 
липсоид, который, постепенно расширяясь, переходит в исход
ную поверхность. 3атеи задняя часть эллипсоида, изображенного 
на черт. 7 1 , все более и более отодвигается от наблюдателя, 
в результате чего получается эллиптичесRий параболоид, кото� 
рый потом превращается в двуполостные гиперболоиды. Эти же 
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последние превращаютс.я в пару плосхостей, опре.ц,ел.яемую вто
рой пол.ярой и обеими действительными точками на первой 
поляре. Далее, мы получаем: оп.ять двуполостные гипербо
-Jiоиды, Rоторые, делаясь все уже и уже, превращаются, на
хонец, во вторую часть первой пол.яры, лежащую вне исходной 
поверхности. 

Инвариантный тетраэдр ну.левой поверхности всегда обладает 
ТаRими же свойствами действительности, xaR тетраэдр в третьем 
"Случае кольцеобразных поверхностей, т. е. действительны.ми у 
него .явл.яютс.я только обе сопряженные пол.яры (черт. 72) . Соот
.ветствующее семейство поверхностей всегда имеет вид, при-

веденный на черт. 70, только теперь никакая Пед8а1поп»fJа. из действительных поверхностей не являете.я 
отмеченной, тогда каR в прежнем: случае тако

' вой была исходна.я хольцеобразная поверхность. 
6f11°P'1 В предыдущем разделе мы доказали, что оба 

сдвига, на которые разлагаете.я всякое собствен-

/ ное действительное проективное, преобразование 
невырождающейс.я поверхности, в случае Rоль
цеобразной и нулевой поверхности .явл.яютс.я 
действительными, в случае .же овальной поверх

Черт. 12• ности, напротив, мнимыми. Это мы можем: сде
лать сейчас геометрически наглядным. В случае 

сдвига первого типа все образующие второго семейства (стр. 1 30) 
и (вообще говор.я) две образующие первого семейства (стр. 1 35) 
'Остаются на .месте. Отсюда следует, что и точки послед
них двух образующих (каждая в отдельно<;ти) остаются на 
:месте. 

· 
Вследствие этого при таком: сдвиге всяRая точRа пространства 

должна двигаться по прямой, опреде.пяе:м:ой самой рассматри
ваемой точкой и обеими неподвижными образующими t) . Совер
шенно так .же обстоит дело и со сдвигами второго типа. Но 
непосредственно ясно, что в случае кольцеобразной и нулевой 
поверхности в соответствующем семействе инвариантных по
верхностей имеются действительные прямые таRого рода 
(ер. ,  например, черт. 70), тогда RaR в случае овальных поверхностей 
(черт. 7 1 )  этого нет, так что в этом случае не может оыть дей
'Ствительных сдвигов. Далее имеем: рассматриваемые проек
'.Гивные преобразования, соответствующие черт. 70, можно uолу
чить, сдвигая точки пространства сначала вдоль прямых одного 
семейства образующих нашей поверхности, а затем вдоль 
прямых другого семейства. Каждое из этих семейств ха
рактеризуете.я тем, что оно содержит все прямые, пересе
ttающие две определенные сопрлжеввые сильномнимые прямые 
пространства. 

1) В линейчатой геометрии совохупвость этих пересекающих прямых 
называете.я линейпой копгруэпцией; обе соответствующие неподвижные 
nрям:ые называются ведущи.ми прямы.ми этой коигруэпции. 
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D. Вращения и винтообразные движения. Приведенные на 
стр. 1 3 6  собственные проективные преобразования поверхности: 

у1у1- k у2у, = О в себ.я могут буть также написаны в следующем: 
простом виде :  

потому что тогда будет выполнено условие с11с33 - с22с4, = о ,  
:которому должны удовлетворять :коэф ициенты проективного пре
·образования. Это прое:ктивное преобразование может быть рас
членено па два этапа; именно: 'Сначала мы будем :мен.ять толь
.ко ер, полагая при этом ф = О, а затем будЕ::м :менять ф, полагая !f = O: 

1 
ру1 = ei'P у�, 
РУ2 = У2• 

I . , РУа = e-irpyз, 

ру" =  у�, 

ру; = у�, 

ру� = еiФ у;, 
ру;= у;, 
ру� = е-iФу�; 

потому что, с одной стороны, путем Rомбинировапия этих двух 
проективных преобразований получаете.я общее собственное 
проекти вное преобразование, а, с другой стороны, :каждое из 
них оставля ет инв1:1риантной исходную поверхность. 

При проективном преобразовании I всякая плоскость у2 : у4 = l 
переходит в у2' : у1.'= "А, т. е. сама в себя, так что :каждая точка 
ос rается в плоскости, определяемой 
самой рассматриваемuй точкой и коор
ди натной осью Р1Р8 ,  уравнениями :кото
рой .я:ел яются уравнения у2 = 0, у4= 0. 
Да'1ее, кажпая точка прямой Р2Р 4 ос-. 
•rается инвариантной. Эти проективные 
преобразования  схематически изображе
н ы  на черт. 73. При этом проективные 
пр�образова ния, получающиеся в плос
ко�тях,  про.ходf1 ЩИХ через Р1Р8, сов-
падают с преобразовани я ми, рассмотрен- ч 73 ерт. . 
ными на стр. 1 24 и названными там 
вращениями, причем центром вращения является точка пере
сечения плоскости с прямой Р2Р4• Поэтому мы будем на зывать 
рассм атриваемые проективные преобразования: (простраиствеи
иими) вращеииями во11:руг оси Р2Р4• 

При этих проективных преобразованиях прямая Р1Р8 пе
реходит сама в себя. В окрестности этой прямой точки про
странства представляюrся дввгающи:м:ис.я почти параллельно 
.этой прямой. Поэтому проективное преобразование I может быть 
с таким: же правом наз�ано не вращением вокруг Р 2Р 4 , а ПО· 
ступательным: движением вдоль Р1Р8• В самом деле, :каждое 
:из этих названий отмечает определенное свойство рассматри
ваемого проективного преобразования, так как в окрестности 
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Р2Р4 оно выглядит, ка�с вращение, в окрестности Р1Р8, на· 
против, :как поступательное движение. 

Аналогичным образом проективное преобразование П можно 
назвать вращением воRруг прямой Р1Р8, либо поступательным 
движением вдоль прямой Р2Р4• 

В разделе А :мы показали, что всякое проеRтивное преобра· 
зование общей поверхности второй степени с невырождающимся 
инвариантным: тетраэдром:, может быть получено путем Rомби· 
яирования двух сдвигов, из которых один происходит вдоль 
прямых инвариантного тетраэдра Р1Р2, Р8Р4, а другой -
вдоль прямых Р1Р4, Р2Р8 (черт. 74), причем эти четыре прн
:мые лежат на самой исходной поверхности. Теперь же :мы 
выяснили, что всякое таRое преобразование иожет быть получено 
путем вращения вокруг прямой Р1Р8 (т. е. поступательного 

движения вдоль прямой Р 2Р 4) и последую
щего за ним вращения воRруг прямой Р2Р, 
(т. е. поступательного движения вдоль пря
:мой Р1Р8); при этом прямые Р1Р8 и Р2Р4 
являются полярно сопряженными относи
тельно исходной поверхности. 

в. • • 

/ 

\_ 1 
Черт. 74. 

Разложение собственного проеRтивного 
преобразования на два вращения (точно так 
же, хах и на два сдвига) является всегда 
выполнимым: только в комплексной облас'l'и. 

Теперь :м:ы будем учитывать свойства в действите.льной области 
и выясним прежде всего, в хахих случаях действительное проек
тивное преобразование может быть разложено на два действитель
ных вращения. Обе сопряженные поляры: инвариантного тетраэдра, 
.являющиеся осями наших вращений, будут (см. стр. 1 3 6) для 
кольцеобразных поверхностей в первом и в третьем случае 
действительными (черт. 67 и 69), напротив, во втором случае 
:мни:мыми (черт. 68) ;  дл.я овальных и нулевых поверхностей эти 
обе оси всегда действительны (черт. 7 1  и 72). Далее, легко 
поRазать, что рассматривм1<1ые вращения будут действитель
инми или :мни:м:ы:ми в зависимости от того, являются ли соот
ветствующие оси действительными или :мнимыми. Итак, :мы 
получаем :  При действите.п,ьних прое'!Стивних преобрааованилх 
1'ольцеобрааиой поверхности в себя оба соответствующих вра
щения в зависимости от типа прое'/Сmuвного преобрааовани.я 
будут либо действительни.ми, либо .мни.л�и.ми; напротив, при 
действительних преобразованиях овальной и нулевой 1zоверхно� 
сти они всегда дeiicm6umeльнu. 

Пути, по которым двигаются точки пространства при опр е
деленном вращении, :могут быть легко получены. Мы произведем 
соответствующие исследования только для случаев овальных и 
нулевых поверхностей. При определенном собственном: проектив
ном преобразовании овальной поверхности в себя остаются 
инвариантными две сопряженные поляры: (черт. 7 1 ) . При этом 
:мы: в соответствии со стр. 1 35 исключим тот предельный случай:. 
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когда эти поляры касаются поверхности. Тогда внутри овальной 
поверхности существуют остающиеся инвариантны.ми определен
ные эллипсоиды, Rоторые касаются исходной инвариантной 
поверхности в обеих точках пересечения поверхности с первой 
полярой. (стр. 1 3 7) .  При вращениях воRруг этой поляры точки 
двигаются (как это изображено на черт. 75) по эллиnсам, ко
торые получаются от пересечения указанных поверхностей 
плоскостями, проходящими через вторую поляру. Аналогичным: 
-образом: при вращении вокруг второй поляры точки двигаются 
по эллипсам, которые получаются при пересечении указанных 
поверхностей с плоскостями, проходящими через первую поляру 
(черт. 76); при этом отдельные точки неограниченно приближают
ся R одной из двух неподвижных точек на первой поляре, никогда. 

- ПepDJ поляр". 

--Щ� .. rv� 
Черт. 75. Черт. 76. 

ее не достигая. В рассматриваемой части пространства первое 
вращение носит характер евклидова вращения, тогда как второе 
вращение, напротив, носит характер поступательного движения. 

Соответствующие результаты получаются и в случае проек
тивных преобразований нулевой поверхности в себя. При от
дельном вращении каждая поверхность семейства, изображен
ного на че рт. 70 , переходит сама в себя. При вращении вокруг 
первой по�11яры точки пространства двигаются по :коническим: 
сечениям, получаю щимся от пересечения рассматриваемой по
вер х ности пучком плоскостей, проходящих черев вторую пол.я
ру. Одедовательно, в окрестности пер вой поляры точки двигаютс.я 
по эллипсам, о кружающим эту пол.яру. На гиперболическом: па
раболоиде получаются параболы, а на uледующих ва  ним: ги пербо
лоидах - гиперболы. Наконец, мы получаем вторую поляру, кото
р . 1 я  при рассматриваемом вращении остает ся инвнриантной. При 
вращении вокруг второй поляры получается обратная картина; 
в окрестности первой поляры точ:ки двигаются по гиперболам, 
в окрестности второй - по эллиnсам . При этом особенно .ясно 
видно, что в окрестности одной поляры рассматриваемое вра. 
щение имеет характер евклидова вращения, тогда как в охре. 
стности другой поляры, напротив, оно имеет характер евклидо
ва поотупательного движения. 
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Эти рассуждения могут быть продолжены еще следующим: об 
равом. Всякое собственное преобразование овальной и нулевой по
верхности кожно получить, произведя сначала вращени е  вокруг 
первой, а затем: вокруг второй пол.яры ( т. е .  поступательное дви
жение вд.оль первой пол.яры). Мы можем: этот результат полу
чить та1еже при одновременном !  выполнении обоих вращений, 

Черт. 77. 

вследствие чего возникает так 
называемое винтообразное дв·и
жение (аналогично тому, как в 
евклидовой геометрии комбина
ция вращения вокруг неRоторой 
оси с поступательным: движе
нием вдоль этой оси дает вивто
образвое движение). Отдельные 
точки пространства двигаются 
при этом по винтовым: линиям:, 
лежащим: на соответствующих 
инвариантных поверхностях. 

В сду'Чае овальной поверхности 
эти винтовые линии обегают эллипсоиды бесчисленное :множество 
раз, приближаясь неограниченно R обеим неподвижным тоqкам, 
во никогда их не достигая {черт. 77) .  Непосредственно ясно, :каR 
можно получить эти кривые путем: комбинации кривых черт. 75  
и 76. В случае нулевых поверхностей точки пространства дви
гаются аналогичным: образом по винтовым: лини.ям, лежащим на. 
кольцеобразных поверхностях черт. 70. Эти z 
винтовые линии могут быть, в частности, 
вамкнутыми Rривыми, . каю это показано на 
черт. 78 для одной из них. Притом эта вин
товая линия асимптотически пр:цближается 
R отмеченной гиперболе и обра:Iует вследст
вие этого с точки зрения проективной геомет
рии замRнутую кривую. К этой винтовой 
линии мы еще вернемся на стр. 2 7 1 ,  где мы 
позваЕомимся с удобным способом: ее изоб
ражения. 

Е. Проективные преобразования, остав
ляющие инвариантным вырождающийся об
раз. На стр. 1 26 :мы видели, что евRлидовы 
движения плоскости оставляют инвариант1юй 
определенную пару �ео:мплексно-сопряженных 
точек на бескщ1ечно удаленной пр.ямой. 

г 
Черт. 78. 

Аналогично этому евклидовы движения в пространстве обладают 
свойством: оставлять инвариантным некоторое определенное ну
левое Rоническое сечение. Дл.(1 доказательства. найдем те прое�е
тивные преобразования, Rоторые перевод.ат нулевое коническое 
сечение: 
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в себя. Путем сравнения с соответствующими формулами дл.я 
случая плоскости (стр. 1 18) мы: находим, что эти проективные, 
преобразования имеют следующий вид 1 ): 

рх1 = (- а11- ь2+с2+d2) х� + 2 (- ас + Ьd) х� + 2 (аd+Ьс) �+с14х� , 
РХ2 = 2 (- ac - bd) х�+ (а2- Ь2 - с2+d2) .х�+ 2 (- аЬ+сd) х�+с24х� , 
PX8 = 2 (- ad+ bc) x�+2(- ab-cd) �;+(- a2+ b2-c2 +d2) х;+с34х4 , 
f1X4= C44X4'· 

Если мы перейдем: к аффинным: хоординатам: х =х1 :  х4'" 
у=х2 : х4, z =Х3 :  х41, и :положим:, далее, 1 :  с44=р(с44 всегда =t= О), то ПО· 
лучим: уравнения этих преобразований в виде: 

х= р (- а2-ь2+ с2 + d2J x'+ 2р (-ас + bd) y' + 2р (ad + bc) z'+ с-;:4• 

у = 2р (- ас - Ьd) х'+р (а2- Ь2- с2 + d11) y' + 2p (- ab + cd) z'+ ё;4" 

z= 2p (- ad+bc) х' +2р (- ab - cd) у' +Р (- а2+Ь2- c2+d2) z'+ C";4 • 
Определитель из &оэфициентов при х', у' и z' имеет значение: 

D =p3 {а11+ ь2+с2+ а2}а . 
Если этот определитель равен 

1 

+ i или - 1 , то 

- 1 

и преобразования. как легко видеть, дают соответственно ев ... 
клидовьт движения или зеркальные отображения относительно 
пря:м:оугольной системы: координат х', у', z' ;  если же опреде
литель имеет произвольное значение, то :мы получаем: преобра" 
зование подобия. 

Итак. евклидовы движения и зер'Х:альные отображения про� 
странства обладают свойством оставлять ииварианmн'ЫМ ко
ни-чес'Х:ое сечение х� +х:+х:= о, х4 = о, лежащее на бес1'оиечно удален
иоu п.пос1еости. Са.ми.ми общи.ми проективными преобразова
ния.ми, обладающими этим свойством, являются преобразования 
подобия. (Ср. соответствующее предложение дл.я случая плос· 
кости, стр. 1 26). 

Совершенно таким же образом: можно было бы рассмотреть 
проективные преобразования, оставляющие инвариантным: ка
кой-нибудь другой из вырождающихся образов, приведенных 
на стр. 107 .  Но эти исследования для дальнейшего имеют лишь 
второстепенное значение. 

1) Девять коэфициенто в  при х;, х� и х� определяют •rройничвую орто" 
rональную подстановку. 
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F. Превращение различных случаев друг в друга. На стр. 106 
ыы видели, что овальные поверхности могут быть непрерывно 
превраща.е:м:ы в нулевое коническое сечение, а затем: в нулевые 
поверхности. При этом соответствующие проективные преобра
зования будут также переходить друг в др;уга. Аналитически 
мы :можем: это похазать таким: же образом, как и в случае 
плоскости (с:м:. стр. 126 и следующие), объединяя вместе все 
соответствующие формулы посредством: введени� параметра в 
в одну единственную формулу. Если :мы положим: в= о, то по
.лучим оп.ять лишь движения и зеркальные отображения евми
довой геометрии, а не общие преобразования подобия, которые 
оставляют инвариантным: соответствующее нулевое :кониче
ское сечение. 

Интересно выяснить геометрически, каким: образом проектив
·ИЫе преобразования овальной и нулевой поверхности в себ.я 
·превращаются в движения и зеркальные отображения евклидовой 

гео·'метрии; :мы это сделаем 
для движений, соответст
вующих трем: образам. Об
щее собственное проектив
ное преобразование нуле
вой поверхности в себя :мы 
можем: всегда в действи
тельной области разложить 
:кmк на два сдвига, так и 
на два вращения, в то вре
мя :как в случае овальных 
поверхностей возможно раз
ложение только на два вра
щения. Для движений ев-

ч 79 клидовой геометрии суще-ерт. . 
ствует также тоJ1ько эта 
последняя возможность раз

Jiожения. Здесь мы известным г образом: можем: каждое движе
ние пространства получить посредством: JJИНтового движения, 
т. е. посредством: вращения вокруг определенной оси & и одно
временного поступательного движенил вдоль этой оси. С проек
тивной точки зрения :мы :можем рассматривать поступательное 
движение тоже как вращение вокруг лежащей в бесRоне чно 
удаленной ПЛОСRОСТИ оси G', определяемой ПЛО СRОСТЬЮ, пер
пе нди кулярной к G. Обе эти прямые G и &1 полярно сопряжены 
-относительно нулевого хонического сечения (т. е. точка, в ко
торой Rонечная прямая G пересека ет бесконечно удаленную 
плоскость, .явля ется полюсом прямой G' относительно ну.Тiевого 
конического сечения) . Относительно этих двух осей имеют место 
такие же ф акты, хак и в случае невырождающихс.я поверхно
стей. Вращения вокруг прямой G могу т рассматриваться также, 
как сдвиги вдоль беск(\нечно удаленной оси G', и вращении 
вокруг бес:rеонечно удаленной оси G, - как сдвиги вдоль конеч-
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ной прямой G. Единственное отличие от случая невырожда
ющихс.я поверхностей заuючается в то:м:, что теперь в силу 
вырождения исходного образа пол.яра всегда лежит в о.flреде
ленной плосRости. Вследствие этого и происходит, что группа 
евклидовых движений имеет более простое строение, че.м со
ответствующая группа для невырождающихс.я поверхностен; 
.именно: каждое из 00 6  евклидовых движений с самого начала 
распадается на вращение воRруг точки J! на поступательное 
движение.- свойство, Rоторым проективные преобразования не
вырождающихс.я поверхностей не обладают. 

При винтовых движениях евRлидовой геометрии точки про
странства двигаются по винтовым лини.ям, лежащим: яа цилиндрах 

{) обшей осью. Сначала винтовые линии вьются весьма близко 
от оси, затем их расстояние от оси делаете.я все больше и больше 
tчерт. 79 ) .  Отчетливое представление о :характере этого дви
жения в окрестности бесконечно удаленной плоскости :мы полу
чим, сделав преобразование, переводящее бесRонечно удаленную 
плосRость в Rонечную (черт. 80). Теперь винтовые линии лежат 
уже на Rонусах, Rоторые сначала весьма тесно прилегают 
1t винтовой оси, затем все более и более расширяются и наконец 
в пределе превращаются в дважды взятый образ бесконечно 
удаленной плоскости. Отдельные винтовые линии , лежащие на 
Rонусах, неограниченно приближаются к вершине конусов, ни
когда их не достигая. 

При чисто поступательном движении точки пространства 
двигаются по образующим: конусов (эl"И: образующие могут быт1. 

J>з:еi!я 10 -124 
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получены посредством: пересечения пучком: плоскостей, прохо
дящих через первую поляру);  при чистом вращении точки 
пространства двигаются по зам кнутым эллипсам (именно эллип
сам:, которые могут .быть получены посредством пересечения 
пучком: плоскостей, проходящих черев вторую поляру). Следо
вательно, :м:ы получаем положение вещей, совершенно аналогич
ное тому, которое имеется в случае овальных и нулевых по
верхностей. Читатель может сам преобразовать инвариантные 
эл.липсоиды на черт. 75-77 в двуполостные гиперболоиды н 
убедиться в том, что эти фигуры постепенно могут . быть пере
ведены в фигуры черт. 80 и двух соответствующих. Чтобы осу
ществить такое же превращение для черт. 70, нужно горловые 
эллипсы, изображенных слева гиперболоидов, стянуть в одну 
точку, именно - в  вершину будущих конусов ; но эт о превра
щение не  столь нагляд но, как предыдущее. 



В Т О Р А .Я  Ч А С Т Ь  

ПРОЕКТИВНОЕ МЕРООПРЕДЕЛЕНИЕ 
Г л а в а  IV 

ВНЕСЕНИЕ ЕВКЛИДОВОЙ МЕТРИКИ В ПРОЕКТИВНУЮ 
С ИСТЕМУ 

§ 1 .  О сновные метри ческие формулы евклидовой геометрии 

В первой части этой Rниги мы повнаком:ились с основами 
проективной геометрии. В ней совсем не фигу рируют метри
ческие понятия, как, например, понятие длины или угла, так 
как они не являются инвариантными по отношению к группе 
проективных преобравований, которые там рассматривались. 
Настоящая глава покавывает, Rаким образом в проективную 
систему могут быть внесены поняти я евRлидовоir геометрии. 
:Мы начнем с установления некоторых метрических формул, 
которые нам: понадобятся для дальнейшего. 

А. Формулы расстоян ия .  Мы введем на прямой линии '8.ф· 
финную систему �соординат, в которой единичный отревок равен 
t>дини це длины. Тогда расстояние между двумя точками х 
и х' будет r=x - x,' или, если :мы введем однородные коорди
наты: х = х1 : х2 и х' = х; : х;, 

Х1 Х� Х1Х� - Х2Х� r - - - - - -----
- X2 Х� - Х2Х� 

На плоскости и в пространстве мы будем польвоваться пря
моугольной декартовой системой Rоординат, в которой единич
ные отрезки по всем осям: равняются единице длины (ер. стр. 1 1 ). 
Тогда расстояние :между двумя точками х, у и х', у' на пло-
скости будет: r = ± -.f(x - x' )2 + (у - у')2 • Если ввести однород
ные координаты: Х= Х1 : х3, у= х2 : Х3 , то мы получим: 

-( (х1х� � х-;х�)2 + (х;х; = х8х� )2 
-

r = +  , . - ХsХз 
Аналогично этому в пространстве расстояние между двумя 

точками х, у, z и х', у', z' выражается так :  



148 ПРОЕRТИВНО Е :МЕРООПРЕДЕЛЕНИЕ 

При введении: однородных Rоорди:нат х =х1 :  х,, u== x2 : х4 ,  
2 = х8 : х,, мы отсюда получаем : 

В элементарной геометрии r всегда рассматривают, хак 
положительное. Но такой выбор одного значения корня в 
комплексной области плоскости и пространства, которую м:ы 
теперь будем рассматривать, не  :может быть сделав, так что 
в этом случае :мы будем рассматривать r как двузначную 
функцию. 1 В. Формулы угла. Аналогичным: образом: :м:ы установим: фор
мулы угла м:ежду двумя прямыми на плоскости или: двумя 

< 
Черт. 81.  Черт. 82. Черт. 88.  

плоскост.я:ми в пространстве . В сJ1учае плоскости :иы: будем 
· определять прямые уравнени.я)(и: 

и 

или координатами : 
U1 : Ua : U3 и и; : и� : и;. 

При определении угла w между двум.я прямыми нужно иметь в виду, 
что мы будем это делать для прямых, а ве для полупр.ям:ых; 
следовательно, угол между двумя прямыми имеет вид, указан
ный на черт. 8 1 ,  а не на черт. 82 и 8 3 .  3а положительное вращение 
на евклидовой плоскости мы принимаем вращение против ча
совой стреЛIШ и определяем: угол между двумя прямыми и и и' 
как величину положительного вращения, совмещающего пр.н
мую и с прямой и'. Если :мы после выполнения этого вращения 
прямую и еще повернем: на угол 'lt, то обе прямые оп.ять-таки 
совпадут; следовательно, по нашему определению угол опреде 
ляется лишь с точностью до числа, кратцого 'lt. Далее, искомый 
угол w равняется углу между прямыми и1х+и2у= о и и�х+ 
+и2у' = о, проходящими череа начало координат и параллель
ными данным: пр.ям:ым. Следовательно, в формулу угла обе 
хоординаты и3 и и� не входят. После простых выкладок мы 
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получае:к дл.я тригонометрических функций угла следующие 
выражев11я :  

и1и; - и2и; 
sin w= + ,1 

V 
, 

- и�+и� · и'�  + и';  

U1U� - U2U� 
U1U� + UzU� • tg w= 

В выражениях для cos Ф и sin Ф знак остается неопределенным:, 
тах каR в противном случае угол определялся бы с точностью 
до числа, Rратного 2'!t, что противоречит нашему определению 
угла. ОднаIСо знаRи перед cos Ф и sin Ф должны выбираться согла
сованным образом; т. е. если задана определенна.я система 
значений cos w = р, sin w = q, то Rро:м:е этой системы допустима лишь 
система значений соs Ф = -р, sin Ф = - q. Получающиеся вслед
ствие этого в области о -< Ф  < 2'1t два значения для w отличаются 
друг от друга на 'lt, что согласуется с нашим определением: угла. 
Две системы значений: cos Ф = -р, sin Ф = q и cos Ф = р, sin Ф = -q, 
дают величину смежного угла. Для tg Ф неопределенности в 
знаке у.же нет; и в самом деле, Ф определяется значением: тан
генса лишь с точнос'l'ЬЮ до числа, Rратного 'lt. 

Аналогичным: образом в пространстве для угла между двумя 
ш10с1Состям:и и1 : и2 : и8 : и4 и ii� : и; :  и� : и� получаются формулы: 

U1U� + U2U� + UзU; 
eos Ф = + _ 

- - fи2 + и2 + и2 • , ,  и' 2 + и'' ·+ и' 2 ' У 1  2 3 r 1 z , 3 

. Ji(U1U� - U2U�)2 + (U1U� - U3U�)2 + (U2U� - иаи�)2 stJl. tU= + _ _ , -
v и�+ и: +  и: . v u�2+u;2+u�2 

.! ( ' , 2 _J_ ( ' ')2 + ( , ' )2 ta w = + r U1U2 - U2U1) , U 1U3 - U3U1 U2U3-U3U2 
ь -- , , , • , U1U1 + U2U2 + UaU3 

В выражение для tg w входит квадратный Rорень, таR что в про
странстве и для тангенса приходится брать двойной знаR. Геомет
рически это соответствует тому, что в пространстве нельзя поло
жить никакое определенное направление вращения в основу исчи
сления углов, потому что, если мы выберем: для этого на :какой
нибудь плос1Сости положит ельное направление вращения 
(черт. 84, слева) и перевернем: эту плоскость так, чтобы она оп.ять 
совпала со своим: прежним: направлением (черт. 84, справа),  то 
направление вращения при новом: положении плоскости будет 
как раз противоположно направлению вращения при старом: 
положении. Поэто:му при определении угла между двум.я пло-
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скос·rями приходится рассматривать как равноправные оба на
правления вращения, указанные на черт. 85,  т. е. уже нельзя де
лать различия между данным углом и его смежным:. Этой не 
определенности как раз и соответствует двойной знак при tg w 

Черт. 84. 

В соответствии с этим мы можем произвольно распоряжаться 
знаRами при cos ш и sin w; следовательно , теперь мы получаем: в 
интервале о --<  w < 2r., вообще говоря, четыре различных значе 
ния для ш, а не два, как в случае плоскости. Расстояниями 

между двумя точками и 
углами между двумя пря
мыми или плоскостями 
еще не исчерпываются 
все метрические понятия. 
В :качестве  дальнейших 

Черт. 85. примеров укажем: на рас-
стояние точки от прямой 

или от плоскости или же на угол между пр.ямой и плоскостью ; 
вообще всякий раз, когда даны два каких-нибудь основных 
образа , :мы можем всегда образовать соответствующее метри
ческое понятие. Но все эти понят.1:1я можно свести к рассмотрен
ным двум основным понятиям, так что мы можем для наших 
пелей ограничиться приведенными выше формулами. 

§ 2. Исследование метрических формул; круговые точки 
и шаровой круг 

В элементарной геометрии при рассмотрении расстояний и 
углов ограничиваются только действительными элементами. Вве
дение мнимых элементов вносит совершенно новые взаимоотно
шения, которые будут иметь для нас основное значение, так 
как с их помощью особенно просто осуществляется переход 
к неевклидовым геометриям. 

А. Рассм отрени е формул расстояния. На плоскости :мы по
лучили для расстояния между двумя точками формулу : 

r =  + Y(X1X� - XsX�)2 + (Х2Х� - Х3Х�)2 -
::цz;; 

. 

Ее числитель обращается в нуль, если (Х1х; - ХзХ�)2 + 
+ (х2х� - x8X�J2 = о. Возьмем определенную точку Р с :коорди

ватам:и: х1 : х2 : х3, (.1·3 ф О) . Тогда все точки х; : х� : х� (х; ф О) 
плоскости, координаты которых удовлетворяют этому уравнению , 
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будут находиться на нулевом: расстоянии от точки Р. Но это 
уравнение распадается на 

{ Х1Х� - Х3Х� = i (Х2Х� - ХзХ�). {-ХзХ� + ixsx; + (Х1 - iX2)X� = о , 
' ' ' ( ' ') и.ли , . ' + ( + . ) ' о Х1Х3-Х3Х1 = -t Х2Х8-Х3Х2 , -Х3�\ - ZX3X2 Х1 tX2 Х3 = ; 

так кэк величины х1 : х2 : х3 являются постоянными, то каждое 
из этих уравнений линейно относительно текущих :координат 
х� : х� : х� и изображает прямую, проходящую через точку Р. Если 
:мы перейдем к аффинным координатам х' = х� : х� и у' = х; :  х;, 
то эти уравнения примут следующий вид: 

- х' + iy' + const. = о, - х' - iy ' + const. = о. 
Полученные прямые называются иаотропни.ми прями.ми или: 
мини.мал,ьними прями.ми 1 ) .  Итак, на плоскости -через каждую 
�обственную 2) действительную или мнимую точку Р проходят 
две особенные прямые линии, все собственные точки которых 
находятс я на нулевом расстоянии от точки Р. Отсюда следует, 
далее, что и для всякой другой пары собственных точек на 
минимальной прямой расстояние между ними также равно нулю, 
так что измерение длин на та:Jtой пр.ямой невозможно. 

Совокупность минимальных прямых р аспадается (:ка.к это 
вытекает из соответствующих аффинных уравнений) на два се
мейства параллельных между собой прямых. Следовательно, 
� проективной точки зрения мы можем рассматривать два се
мейства как два пучка прямых, центры которых лежат на 
бесконечно удаленной пр.ямой. Оба эти центра называются мни
М'Ы.Ми 'К:руговими mо'Ч'К:ами плос'К:ости 3) . Проще всего их опре
деJIИТЬ как точки пересечения прямых х + iy = о и х - iy = о 
с бесконечно удаленной прямой. В однородных координатах 
х = х1 : х3; у = х2 :  х3 они могут быть определены уравнениями: 

х� + х� = о, х3 = о 
или :координатами 1 :  i : о и 1 : - i : о. Мы хотим: особенно под
черкнуть, что (как это видно из формулы расстояния) все соб
стве'Н/Н/ые mо'Ч'К:и п.аос"ости находятся на неопределенном (а не 
на бес'К:онечно большом) расстоянии от обеих 'К:руговых, mо'Че'К:. 
Поэтому, когда круговые точки называют, как это часто случа
ете.я, " бесконечно удаленными" круговыми точками, это ве 
должно вводить в заблуждение. 

1) Термин . изотропные• отмечает то обстоятельство, что оба семей· 
�тва этих прямых остаются инвариантными при движениях евклидовой 
геометрии ( ср. стр. 155), следовательно, их направлени.я остаются неиз
менными (Тао; 'tро1tо;-равное направление). Второе вазванне, "минималь
ные прямые• отмечает то обсто.ятельство, что вс.який конечный отрезок 
такой прямой имеет нулевую длину. 

2) Точка, пряма.я или плоскость называется собствеп,,.,,ои, если она не 
является бесконечно удаленной (ер. стр. 12). 

3) Как это мы увидим на стр. 156, все круги плоскости проходят че· 
рез обе эти точки. 
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Приведенное выше определение ивотропных прлмых теперь 
:ы:ожно сформулировать следующим образом: прямая является 
изотропной, еми она проходит через 1'руговую точ1'у. С точ ки 
врени.я этой формулировки нужно рассматривать оес1'онечно уда
ленную прямую тоже 1'а'Н: изотропную,· она отличается от 
остальных пр.ямых тем:, что проходит черев обе (а не через. 
одну) круговые точRи. 

В пространстве имеет :место аналогичное положение вещей:. 
Формула расстояния между двум.я точками вдесь имеет вид: 

·{(Х1Х� - Х4Х; )2 + (Х2Х� - х,х�)2 +(xRx� - х,х;)2 
,.. = + , -

Х4Х4 

Координаты точек, находящихся на нулевом расстоянии от дан
ной собственной точки х1 : х2 : х3 : х4 (а4 :f: О), удовлетворяют сле
дующему уравнению: ' 
(Х1::г, - х.х�)2 + (Х2Х� - Х4х;)2 + (xsX� - Х4Х�)2 = о, х. :j:: о, х, : 1  0-. 

В аффинных координатах это уравнение имеет вид: 

(х - х')2  + (у - у') 2 + (z - z')2 = о  

и, следовательно, изображает нулево й Rонус с вершиной в рас
сматриваемой точке. Итак, в пространстве через 'Кажд11ю 
собственную точ'Ку проходят не две, а оо 1 мини.ма.льны."h прямых, 
именно, обравующих указанного конуса. Вс.якие два таких ко
нуса, соответствующие равличны:м: точкам: пространства, могут 
быть совмещены друг с другом посредством параллельного 
перенесения. Поэтому все они пересекают бесконечно удален
ную плоскость по одному и тому же нулевому коническому 
сечению, которое называе'l'СЯ мними.м шаровым 'Кругом простран
ства 1}. Проще всего его определить как сечение конуса 
х2 + у2 + z2 = о бесконечно удаленной плоскостью. В однород
ных координатах его уравнениями .являются: 

х� + х� + х: = о, х4 = о. 

Совершенно rqi.к же, как и на плоскости, расстояние между 
вс.якихи двум'1t собственными точками на любой минимальной 
пр.ямой равняете.я нулю, в то врем.я как расстояние любой точки 
шарnвого круга от собственных точек пространства неопреде
ленно. С точки зрения проективной: геометрии мы можем теперь 
навывать прямую ивотропной:, если она имеет по крайней: мере 
одну общую точку с шаровым кругом:; тогда, в частности, все 
бесконечно удаленные прямые будут расс:матриваться как 
изотропные. 

1) Это нулевое :коническое сечение может быть определено тем:, что 
через него проходят все шары пространства .  
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В. Исследование формул углов. Аналогичныи образом, как 
для расстояния, :м:ы сейчас рассмотрим формулы дл.я угла. На 
плоскости угол ш :между двумя прямыми и1 : и2 : и8 и и� : и; : и� 
определяется формулами: 

Ui и; + U2U� • Ui и; - U2U� 
cos (1) = + - sш (1) = + --===-==----===-== 

- 11 и� + и� 1/ и�2 + и �2 --v и� +  и� v и·�+ и' ;
. 

Если числитель cos ш равен нулю, то обе прямые, как легк0о 
видеть, находятся в гармоническом: отношении с обеими изо-
тропными прямыми, соответствующи:r�ш их точке пересечения. 
Если же обращается в нуль числитель sin ш, то имеет место 
и1 : и2 = и� : и;, и обе прямые окавываются параллельными. На
конец, если в нуль обращается знаменатель, то дл.я случая 
и� + u;2 = о прямая и является изотропной, а для случая 
и'� + и'� =  О - прямая и', потому что по стр. 1 0 1  приведенные
условия представляют собой уравнение пары круговых точек 
в прямолинейных координатах ; та из прямых, координаты кото
рой удовлетворяют этому уравнению, должна проходить через.. 
одну из двух круговых точек, т. е. должна быть изотропной. 

Дальнейшие исследовани.я будут протекать несколысо иначе, 
чем в случае формул расстояния, так R'aIC величина угла ш да
ете.я тригонометрическими функциями. Мы ограничимся рассмо
трением: случая, когда ни одна из двух прямых не являете.я 
бесконечно у да ленной. Прежде всего, если обе прямые изотропнЬI! 
и параллельны между собой: 

то как числитель, так и знаменатель cos ш и sin ш равняются 
нулю. Следовательно, параллельние изотропние прямые обра
зуют .между собой иеопределеиныu угол. Напротив, если обе 
прямые изотропны и различного рода, т. е. если одна прямая 
проходит через первую, а другая через вторую круговую точку:· 
и1 = siu2, и; = - еiи�. е= ± 1 , то получаем: cos ш = оо , sin ш = оо ; 
отсюда ив теоретико-функциональных соображений (мы ведь сей
час не ограничивае:мс.я действительной областью) следует ш = оо 1 ) .  
Итак, две непарал.лельние иаотропние (собственные) прямые 
образуют .между собой бесr;;он,ечно большой угол. Аналогичным 
образом: находим::  угол между (собственной) изотропной пр.я.мой 
и неизотропной прямой бес1'онечно велиr;. Напротив, если ии 
одна из двух прямых неиаотропиа, то .мы всегда получаем 
определенный конечный угол. В частности, угол равняется нумо· 
тогда и только тогда, 11:огда обе прямые параллельны; далее" 

1) cos ш и sin ш .являются целыми трансцендентными функциями, не 
обращающимися, следовательно, 'в бесконечность ни при каком конечном 
зяачении w; поэтому ecJiи cos w и sin w неограниченно возрастают прк 
некотором: измеяении ю, то аргумент (J) при этом изменении должен стре
миться в: бесконечности. 
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прямые вааи.мно перпенди1'улярни, если они находятся в гармо
иичес1'о.М отношении "'  обеим иаотропним прямим, проходящим 
'Череа их точ1'у пересечения. 

В пространстве формулы угла между двум.я плоскостями 
имеют вид: 

и�и� + U2U� + UaU� 
cos w == + , 

- -{и� + и� + и: • -{и '� + и '� +и'�  

Если числитель c o s  ш равняется нулю, то обе рассматриваем ы е  
плоскости находятся в гармоническом отношении с двумя пло
скостями, проходящими через их линию пересечения касательно 
R шаровому Rругу, потому что уравнение, о котором идет речь. 
может быть получено посрtдством приравнивания нулю полярной 
·Формы шарового круга и� + и� + и: = о (ер. стр. 67 ) .  Если рав
няется нулю числитель sin w, то обе плоскости пересехаются 
{если они вообще не совпадают) по изотропной прямой. Дока
зательство получается следующим образом. Если прежде всего 
либо все ut, и2, и8, либо все и�, и�, и� одновременно равняются нулю, 
т. е .  одна из двух плоскосте й совпадает с бесконечно удален
·Яой плоскостью, то паше утвержnепие очевидно; если же этого 
нет, то лини.я пересечения двух расс матриваемых плоскостей па
·раллельна линии пересечения проходящих через начало коорди
'Нат плоскостей: utxt + и2х2 + u3x8 = О и и�х1 +и�х2+и;х8 = О, парал
..лельных исходным плоскостям. Последние дв е плоскости, в част
ности, могут совпадать; тогда исходные плоскости параллельны 
между собой и, значит, пересекаются по бесконечно удаленной 
пр.ямой. Если и этого пет, то проходящие через начало коор
динат плоскости пересекаются по  конечной прямой, точки ко
торой удовлетворяют условию: 

. . 1 U2 Uз \ . 1 U1 U3 \ • 1 U1  U2 \ Х1 • Х2 • Ха = ' , . - , , . , , • 
Ut Uз U1 Us U1 U2 

Вследствие обращения в пуль числителя sin w отсюд��. получа
ете.я: х� + х= + х: = о, т. е .  точки прямой пересечения лежат на 
изотропной прямой. Наконец, если знаменатель равняется нулю, 
то  координаты одной или обеих плоскостей удовлетворяют урав
нению шарового хруга; следовательно, рассматриваемые плоскости 
либо явл.яютс.я бесконечно удаленными, либо касаются шаро
.вого хруга: та1'ие плоскости нааиваются иаотрот�и.ми. 

Для величины w отсюда получаются следующие предложе
ния: две параллельные иаотропние ( сооственние) плос1'ости обра
зуют .между собой неопределенниu угол. Непараллмьние иао
.тропние (собственные) плос1'ости и, точно та1' же, иаотропная 
( собственная) плос1'ость с неиаотропноu плос1'остью образуют 
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между собой бесконечно большой угол. Напротив, ее.аи никака.с� 
из двух плоскостей иеизотропна, мы всегда получаем опреде.аеи
иый конечный угол. В частиости, угол равняется нумо тогда 
и только тогда, 1'огда плоскости, ие будучи са.ми изотропными, 
пересекаются по изотропной прямой. Далее, две п.аоскости 
взаимно перпендикулярны, ее.аи они находятся в гармоничес'l>ом 
отношении " двум изотропным п.аос'l>остям, проходлщи.м через 
ttx линию пересечения. Мы особенно подчеркнем, что в ко:м:
плекеной области пространства обращение в нуль угла не .явля
ется критерием параллельности двух плоскостей. 

С. Круговые точки и шаровой круг. Предыдущие рассужде
ния пока1али, что ев.,..аидовы формулы расстояния на плоскости 
и в пространстве тесно свлзаны с не.,.оторым одно'Кратно вырож
дающимся 'Квадратичным образом, именно или с парой круговых 
точек или с .мнимым шаровым круг0м: t ) . На прямой линии соответ
ствующую роль играет (считаема.я дважды) бесконечно удаленная 
точка, которую мы так.же :можем рассматривать как вырождающий
ся квадратичный образ (ер. таблицу на стр. 8 'i). Эти так пазы · 
вае:мые "фундаментальные образы" имеют основное значение для 
всей евклидовой :метрики. Так, например, уже в гл. III мы ви
дели, что евклидовы: движения и преобразования подобия остав
ляют инвариантными эти фундаментальные об разы. Это предло
жение мы можем теперь доказать следующим, очень простым 
способом. Именно, так хак при движениях и зеркальных ото
бражениях все длины сохраняются, то при них совокупность 
минимальных прямых (на которых, ведь, каждый отрезок имеет 
нулевую длину) должна переходить сама в себя. Это же имеет 
:место и в случае преобразований подобия, при которых все 
длины умножаются на постоянный множитель. Но тогда и эле
менты, являющиеся общими для всех :минимальных прямых, 
должны переходить сами в себя при рассматриваемых преобра
зованиях: эти элементы как раз и образуют пару круговых точех 
и шаровой круг. 

В ааключение :мы хотим еще оправдать термины ":мнимые 
.круговые точхи плоскости" и "мнимый шаровой хруг простран
ства." . В обычных прямоугольных дехартовых координатах урав
нения круга и шаровой поверхности имеют вид: 

:Круг: х2 + у2 + 2Ах + 2Ву + С = о. 

Шар: х2 + у2 + z2 -;+- 2Ах + 2 Ву + 2Cz + D = о. 
\ 

В однородных :координатах эти уравнени.я принимают следую
щий вид: 

Круг: х� + х: + 2АХ1Х3 + 2Вх8Х3 + сх: = О. 
Шар: х� + х� + х:+ 2Ах1х4 + 2Вх2х4 + 2СХ3Х4 + Dx: = о. 

Точки пересечения круга с бесконечно удаленной прямой Х8 = о 

1) Читатель может с ам найти место, :которое эти квадратичные образы 
з анимают в таблицах на стр. 1 00 и 107. 
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и.ли, соответственно, линия пересечения шара с бесRонечно уда
ленной плосRостью х4 = о определяются уравнени.ями: 

Ха = О, х� + х; = о, или Х4 = О, х� + х: + х: = О. 

Итак, вся-киu 10руг n.aoc1'ocmu проходит череа оое 1'руговые точ10и 
и вся1'uu шар пространства проходит череа шаровой 10руг. Это 
предложение еще раз поRазывает нам, что фундаментальные 
образы находятся на неопределенном расстоянии от всякой соб
ственной точки: потому что, проведем ли мы вокруг собственной 
точки окружность или шар радиусом 0,001 мм, или 1 см, и:IИ 
1 1'.Af, всегда эта крива.я или поверхность пройдет RaR раз чере:� 
фундаментальный образ. 

Приведенное предложение можно обратить следующим: обра
зом: всл1'аЯ 1'ривая второго порядх;а, проходящая череа обе х;ру
говые точ1'u является х;руго.м, и всях;ая поверхность второго 
поряд1'а, содержащая шаровой круг, J�влл.ется шаро.м. Потом.у 
что, как легко показать, уравнения этих образов второго порядка 
должны иметь приведенный выше вид. При этом: круги или 
шары могут еще вырождаться, если мы ограничимся тольхо 
действительными кривыми или поверхностями, в пару ко:м:
плеRсно-сопряженных прямых или в нулевой конус, проходящие 
через отмеченные элементы. Эти обр1шы, которые имеют только 
одну единственную действительную точку , :можно рассматри
вать так же, как круг или шар нулевого радиуса . Наконец, мы 
:м:оже:м: получить еще бесRонечно удаленную прямую или плос
кость (т.  е .  круг или шар бесRонечно б ольшого радиуса). 

§ 3. Евклидова метрика как проективно е  отношение 
к фундаментальны м образам 

Исследования § 2 поRазывают, что метрические формулы 
св.язавы с проеRтивными отношениями R фундаментальным: об
разам. Тэ R, например, обращение в ну ль числителя в выражении 
расстояния между двум.я точRам:и на плоскости: 

_ -+- V (Х1Х� - Х8Х�)11 + (X2:i.i - Х3Х�)2 r - - , 
1 Х3Хз 

овна.чает, что обе точки лежат на одной прямой с одной из 
двух круговых точеR и т. д. Эти важные свойства метрических 
формул мы хотим еще более подчеркнутn, написав их в виде, 
непосредственно выявляющем уRазанные отношения. 

А. Выражение евклидового угла с помощью двойного отно
ш е н иs� . Начнем с преобразования формулы угла между двум 
прямыми и и и' на плоскости; новое выражение дл.я угла по
служит основой да льнейших исследований в неевклидовой гео
метрии. Проведем через точку пересечения данных прямых 
и и и' соответстнующпе минимальные прямые J и J' и опреде

лим: двойное отношение таRим образом полученных четырех 
пr ямых. По стр.  5 1  уравнение пучка прямых, проходящих 
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через точку пересечения и и и' в текущих координатах х, 
имеет вид: Еи"х" + i.r.u�x • .  = о. Обе прямые этого пучка, проходя
щие череа обе круговые точки 1 : i : о и 1 : - i : о, определяются 
уравнениями: 

u1 • .1 + и2 • i + и3 · О + 11 (и; ·  1 + и� ·  i + и� ·  О) = О 
и 

U1 • 1 - U2 • i + U3 • о + Лz(U� • 1 - и� . i + и� . О) = о. 

Но отсюда для двойного отношения четырех рассы:атриваемых: 
прямых получается выражение: 

D v { 
'JJ '} - 1 1 _ и1 + iиz u; - iu� ии - - - . . 

А2 и� + iu� Ui - iU2 
С другой стороны, для: угла из формул, приведенных на 
стр. 1 49, поJiучается: 

-ioo • . + U i u; + и2и; - i(u1u; - u2u�) е = COS .i> - i s1n w =  = 
- у и� + и� . у и12 + и�" 

(и1 + iu2) (и� - iu�) vu� +iи2 .  у' и. - iu2 = ± - 1::2 + 2 J '2 ·2 :::о 
+ 

J у 
. 

r "i и2 У и1 + и2 у и1 -iu2 • и� + iu� 
Следовательно, :мы получаем: e-2i00 = D V, или - 2iw = ln D V, ИJI I 

i w = 2 InD V .  
Лтшк, ев'Клидо� угол между двумя прямы.ми па nJЮс-кости J1Wжem 

рассматриваться 'Ка'К по.млюжеииыu па ; логарифм двойного от-
11,ошеиия, определяемого стороиа.ми угла и обеими проходящими 
череа их mо'Ч'КУ пересе'Чения иаотропными прямыми. Этот пре 
красный результат был впервые получен Лагерром (Laguerres) 
в 1 8 53 г.  в одной его юношеской работе t ) .  Но он долго остава.лся 
незамеченным:, вероятно,  потому, что геометры привыкли к той 
мысли, что метрика и проективная геометрия никак не связаны 
друг с другом:. Значение предложения Лагерра заключается 
в том, что с его помощью можно легко распространить метри
чеuкие понятия евклидовой геометрии на случай неевклидово:il 
геометрии (ер. гл. VI) . 

Сравним полученный результат с некоторыми известными 
свойствами угла. Прежде всего, покажем, что полученная форму.па 
дает дл.я случая действительных прямых всегда действительное 
значение. В самом деле, двойное отношение двух действитель
ных элементов с двум.я комплексно-сопряженными по абсолютной 
величине равняется , единице. Поэтому мы можем положить 
D V = е1'Р , где ер - действительное число. Но отсюда получаете.я, 

1) L а g u е r r е, Note sur la theorie des foyers, . Nouvelles Annales de 
Math." ,  т. 12, стр.  64. 
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что w = ; ln (еiч> )= - � .  т. е . .является действительным: числом, 

что и требовалось доказать. Далее, полученная форму.li! а пра
вильно дает период угла: потому что логарифм числа определен 

лишь с точностью до 2kiтr, таR что w = ; { lnD V  + 2ki тr }, где 

k - произвольное положительное или отрицательное целое чис.'Iо. 
Но отсюда вытеRает, что и само w определяете.я лишь с точностью 
до числа Rратного те, что и требовалось доRааать. НаRонец, мы 
еще хотим доказать, что обе прямые :нзаимно перпендикулярны, 
если рассматриваемое двойное отношение равно - 1 . В само�� 

деле, в этом случае :мы получаем w = : ln ( - 1) = ; (2k + l) itt, 
тr т. е .- 2 ,  увеличенное на произвольное число, Rратное n". 

Из найденного выражения для евRлидова угла w непосред
ств енно получается, что при евRлидовых движениях и преобра
зовани.ях подобия w остается инвариантным; потому что при 
этих преобразованиях обе круговые точки переходят сами в себя, 
таR что рассматриваемые минимальные пр.ямые опять переходят 
в минимальные прямые. Поэтому, если мы будем: определять 
величину угла, образованного двумя данными прямыми до 
и после преобразовави.я, то мы полуqим одно и то же значение, 
так каR двойное отношение остается инвариантным при проек
тивных преобразованиях. 

Совершенно ·rмше же рассуждения, как для угла между 
двумя прямыми на плоскости, можно произвести для угл а  
между двумя плосRост.ями в пространстве. При этом поJ1учается 
предложение: ев11:лидов угол .11tежду двумя плоскост.ями равня-

ется у.множеино.л�у иа � логариф.л�у двойного отио�иени.я, опреае-

ляе.лtого обеими рассматриваеми.л�и плоскостями и двумя изотроп
ными плоскостл.пи, проходящими через и.х; линию пересечеии , 1 .  

В. Соответствующее преобразование формулы евклидо вого 
расстояния1) . Формула расстояния плоской евклидовой геометрии: 

- + 1/(х1х; - ХзХ�)� + (Х2Х� - Х3Х;)2 r - - - ------�------x3x; 
не :может быть выражена таRим элегантным образом с помощью 
двойного отношения, каR формула угла. Но чтобы и здесь 
получить таRое ее  написание, которое подчеркивало бы проек
тивное отношение ион.яти.я расстояния к Rруговым точкам, мы 
изберем следующий путь. Обращение в нуль числителя в фор
муле р асстояния означает, что обе точки ro и х' лежат на одной 
прямой с одной из двух Rруговых точеR. TaR как Rруговые 

1) Для построения неевклидовой геометрии этот раздел .яв.11.яется из
JJ иmним. 
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точки имеют однородные координаты 1 : i : о и 1 : - i :  о, то эти. 
условия можно также написать в виде : 

Х1 Х2 Х8 1 Х1 Х� Xs 1 
х� х� х; = о и 1 х� х� х; 

1 1 i о 1 -i о 1 =
о
. 

Точно так же, обращение в нуль знаменателя означает, что одна. 
или �бе точки лежат на бесконечно удаленной прямой, следо
вательно, на прямой, соединяющей обе вруговые точки. Эти 
условия можно также написать в виде: 

1 
Х1 Х2 

х3 1 
1 х� х; х; 

1 i о = о и 1 1  i е = о
. ! 1 - i о 1 1 -i о 

Так как обращение в нуль этих выражений имеет тот же смысл. 
как и обращение в нуль числителя и знаменателя в формуле<· 
расстояния, то естественно предположить, что 

{1 �: �; �; 1 · 1 
r = + с . 1 1 1 

- Х1 :li2 Ха 

1
1 i 

о 
\ • 1 1 - i  о 

х� х� 
1 i 

1 - i 
Путем перемножения определителей и сравнения со отарой фор
мулой расстояния :мы убеждаемся в справедливости нашего . 
предположения; при этом мы находим, что неизвестный ранее 
)!НОжитель с имеет значение - 4. 

Но таким образом полученное выражение еще ne вполне при
способлено к введению однородных координат; ведь если 
мы возьмем координаты круговых точек в форме, равноправной 
прежней k1 : ik1 : о и k2 : - ik2 : О, то :мы получим вместо множи
теля -� 4 другой множитель . Это происходит по той причине, 
что в выражении для r координаты круговых точек входят не  
в нулевом измерении (как входят, например, координаты 
х 1 : х2 : Хз и х/ :  х2': х8' ) .  Чтобы определить этот множитель, обозна 
чим координаты круговых точек через el : е. : ев и е/ : е.' : es' и н а  
пишем формулу расстояния в предполагаемом нами виде : 

r = + cl"{x?[)� , 
- (х�е')(х'е�' ) 

где (("L ? т) обозначает определитель : 

/ ai а2 аз 1 j �1 �2 �з j 
� 1 1  °f'? 1 ; 
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Далее, раССМОТрИ:М две ТОЧКИ а1 :  а2 : tza И а1 ' : az' : аз' , RОТОрЫе ОТ
•СТО.ЯТ друг от друга на расстоянии, равном: единице; тогда м:ы 
получим : 

После подстановRи поJiучаю щегося отсюда значения дJiя с :мы 
.находим окончательную фор.мулу : 

• -( (хх'е) (ххТ) • (аее')  (а'е�') 
r - -+- --;:::=============----=-----' 

- - v (аа'е) (аа'е') • (х�е') (х'ее') 

В этом выражении у же все тройки переменных входят в нуле
'ВО:М: иа:м:ерении, так что различные равноправные между собой 
-системы значений дают одно и то же число в качестве рас
стояния r. 

Если :м:ы выполним произвольное проективное преобразование, 
'ТО все определители в выражении для r умножатся на опреде
литель СО(\ТВетствующей подстановки (стр . 3 1} .  Но эти множи
тели попарно сокращаются, так что полученное выражение 
· остается инвариантным при произвольном: проективном: преобра
зовании . Гео:м:етрически этот результат означает следующее. 
В основании ваших соображений лежало шесть точек: во-первых, 
две круговые точRи; во-вторых, две точки, ограничивающие 
.единичный отрезок, и, наконец, в-третьих, две точки, :м:ежду ко
торыми определяется расстояние. При произвольном: проектив
ном: преобразовании эти точки перейдут, вообще говоря, в шесть 
других точек. Если мы полученное выражение r составим: сна
чала для первых шести точек, а затем для вторых шести точек, 
то мы получим в силу инвариантности э rого выражения одно 
.и то же значение дл.я r. Особенно просто обстоит дело, если :мы 
<>граничиваем:ся проективными преобразованиями, оставляющими 
инвариантными обе круговые точки, и как до, так и после 

преобразования рассматриваем: эту пару точек как фундамен
тальный образ. Легко видеть, чrо при этом в общем: случае мы 
получаем преобразовалие подобия (единичные отрезки могут 
перейти в произвольные другие отрезки) ;  если же мы потре
буем еще, чтобы единичные отрезки переходили бы в отрезки 
той же длины, то мы полу чим движения и зеркальные отобра
жения евклидовой геометрии . 

§ 4. Замена круговых точек и шарового круга 
действительн ыми образами 

В евклидовой геометрии :мы до сих пор не можем вагJiядно 
рассматривать те замечательные метрические отношения, :кото
рые господствуют относительно изотропных элементов, так как 
эти последние являются мнимы.ми элементами. Чтобы: все же 
,сделать наглядными имеющиеся здесь с оотношения, :мы про-
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изведем на плоскости или, соотвl'тственно, в пространстве сле
дующее :мнимое проективное преобразование : 

в аффинных координатах оно имеет вид: 

х == х', у ==  iy', или, соответственно, х = х', у = у', z = iz '. 
При э,то:м проективном преобразовании обе круговые то чки 
xi + х= = о, Х8=0 переходят в ш ру деn ствительных точек: 
х� -х� = о, х3 = О, а :мнимый шаровой круг х� + х� + х: = о, 
х4 = о П«>реходит в овальную кривую х: + х� - х: = о, щ, = о. 
Следовательно, изотропные прю 1ые и плоскости евклидовой 
геометрии (частично) отоб ражаются на действитеJrьные прямые 
и плоскости, т ак что мы теперь МОЖ!'М наглядно раС'сматривать 
господствующие относительно них :м етрические соотношения. 
Рассматриваемое мнимое отображение евRлидовой геометрии, 
1tоторое в действительной области определяет соверm«>нно новую 
метрику, :мы будем называть псевдоевклидовой геометрией: она 
получает особенное ЗНd.чени е  вследствие ее применения в спе� 
uиал&ной теории относительности (ер. гл. XI, § 5) .  

Мы займемся сначала плоской псевдоеRклидовой геометрией. 
Для этого введем прямоугольную декартову систему координат 
х. у; вместо нее будем частично польвоваться однородными 
:координатами а; = х1 : х8, у = х2 : х9• 

Формула расстояния в евклидовой геометрии имеет вид :  

r = ± -{(х - х')2 + (у - у')а · 
При указанном преобразовании из нее получаете.я формула 

расстояния псевдоевклидовой геометрии: 

" =  ± .,i(х ..:..=.--х'т2-_ <1/ - у')2 .  

Спвершенно такой же результат :м:ы получим, е С'ли в формуле 
расстоячия, выведеннnй на стр. 160, :мы: П()дставим вместо 
1еоорди.нат круговых точек следу ющие значения: е1 : е2 : �8 = 1 : 1 :  о 
и \ :  е2 • ев = - 1 : 1 :  о. Из . приведенной формулы расстояния 
�ледует (таким же образом, как и в случае евклидовой геомет
рии) ,  что через всякую собственную действительную то чку плос
:кости проходят дЕе действите.аьние и:ютро пные прямые, на 
которых все пары собственных точек имею r нулевое расстояние. 
Совокупность всех изотропных прямых состоит из двух семейств 
прямых,  паралл ельных биссектри сам координатных углов . С про
ективной точки зрения мы можем рассматрив ать оба эти семей
ства как два пучка прямых; проходящих через фундаменталь
ные тоqки 1 : 1 : о и 1 : - 1 : о. 

Точки плоскости, имеющие в псевдоевклидовой геометрии 
одно и то же расстояние от начала координат, определяются 
·уравнением: х2 - у2 = const. и образуют, следовательно, равно-
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сторонние гиперболы (черт. 86) .  Плоскость разбиваете.я на че
тыре части (обозначенные на черт .  86 через I, П, III и IV) 
обеими изотропными, проходящими через начало координат 
прямыми и бесконечно удаленной прямой. Точки в I и II част.ях 
имеют действительное расстояние от начала координат (так ках 
здесь х > у); напротив, точки в III и lll' час:rях имеют мнимое 

11. 
1/асть JU 

расстояние от начала 
:координат (так как 
здесь х < у). Грани ца
ми :между этими ча с 
тями являются обе изо
тропные прямые, про
ходящие через нача.�:ю 
координат. На них рас
стояние всех коне чных 
точек от начала коор
динат равняется Н�'лю. 
В самом деле, че:м мень
ше мы будем брать 
абсолютную величину 
расстояния (будет ли 
оно действительным 
ИЛИ ЧИСТО :МНИМЫМ) ,  
тем теснее б удут при
легать гиперболы к 
изотропным прям ым. 

Оооственние преоб
разования, оставляю
щие инвариантной каж

дую из двух фундаментальных точек псевдоевклидовой геометрии, 
определяются в аффинных координатах (1шк в этом легко убе
диться путем сравнения с формулами на стр. 1 10) следующими 
уравнениями: 

Черт. 86. 

Х = С11Х' + С21У' + р, 

у = CnX' + С11У' + q, 
Мы: здесь рассмотрим: только соответствующие центрально
аффинные преобразования, переводящие начало коордиш1т само 
в себя, т. е. положим: п араллельные сдвиги р и q равными 
нулю. Полученные таким образом преобразования, вообще говор.я . 
.являются преобразованиями подобия; если м ы  хотим поJiучить. 
твердые преобразования, то мы должны, сверх того, п ол ожить 
определители равными + i или - 1. ТаRие собственные проек
тивные преобразования с определителем + 1 :мы будем называть 
1Jращениями; они определяются уравнениями: 

1 

Х = С11Х' + С21У' 1 
у = С21Х' + С11У' ' 
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В литературе по теории относительности предпочитают пользо 
ваться следующим видом этих уравнений : 

х = __ _1 =- - а::' + __ и у' , У = _и х ' + ---_1 у' ; 
т/1 - и2 v1 - u2 v1- u:.i v1 - и2 

та.\1 эти преобразования называются преобразованиями Лоренца 
(Lorenz) (ер. гл. XI , § 5). 

Таким образом полученные вращения геометрически имеют 
следующий характер :  отдельные точки двигаются по изобра
женным на черт. 86 гиперболам, при этом кажда.я из указанных 
на чертеже прямых при некотором определенном: вращении 
переходит, например в направлении стрелок, в следующую за 
вей прямую ; эти прям ые тем: более сгуща-
ются, чем ближе :мы подходим к обеим изо- �-� 
тропным: прям ым, и поэтому" начиная с не- '< ._-·�--___, 
которой прямой , уже не  мог:Vт быть изобра- ·. _ � жены на чертеже . Отсюда отчетливо видно, \ \ что вращения евхлидовой геометрии вблизи \ · изотропных прямых совершенно теряют ха- · 
рактер действительных вращений, потому 
что, как бы долго мы ни вращали прямую, 
мы нико1•да не перейдем определенного по
.'южения, именно изотропной прямой 1) . Итак , 
точки ив 1 или lI части никогда не перейдут 
в точки III или ГV' части. 

Из этих соображений получаете.я также, 
что изотропна.я прямая образует с неизотроп-
ной прямой бесRонечно большой угол, пuто- Черт. 87. 
му что, в самом деле, мы можем вращение 
вокруг точки пересечения производить сколь угодно долго б е з 
того, чтобы неивотропная прямая перешла в изотропную. Далее , 
мы видим, что угол :между двум.я парал.1ельными изотропными 
прямыми является нео пределенным, так как две такие пр.ямые 
:мы можем: перевести одну в другую посредством любого враще 
ния,  сопровождаемого надлежащим параллельным: перенесением: . 

Ав.алогичным: образом может быть рассмотрена пространствен
ная псевдоевклидова геометрия . Через каждую конеч 1:1ую тоqку 
:щесь проходит целый действительный конус изотропных прямых.  
Поверхност.нми постоянного ра сстояния o r  данной точки .являются 
внутри · соответствующего изотропного конуса двуполостные 
гиперболоиды , а вне изотропного конуса - однополостные ги
перболоиды (че рт . 87). Изотропный конус вместе с бесконечно 

1) На стр. 124 мы на::�вал :И проективные преобразовани я ,  оставляющи е 
инвари антным овальное коническое сечение плосв:оети, также вращениями, 
если на этом коническом сечени и и м еются при этом две действительные 
неподвижные точки, хотя казалось бы, что такие вращения не имеют ни
какого сходства с е в:клидо вым и вращения ми. Однако мы видим теперь, 
что в комплексной области евклидо вы движения об наруживают подобные 
же отношения, так что указанное названи е может считаться оправданным. 



164 ПРО ЕRТИВН О Е  МЕРООПРЕДЕЛЕНИЕ 

удаленной плоскостью разбивает все пространство на три об 
ласти (в случае п 11оскости м:ы получ tJill четыре о6ласrИ). Точ
ки внутри конуса име ют чисто ини\lое рассNянне от верш•
яы конуса, напротив, точки sне ко нус l. - де й ст в ительное. Сле
довательно, обР, области не могут быrь пе реведе ны друг в друга 
посредством: действительных вращений вокруг вершины конуса.. 

§ 5. Метрика в с вязке прямых и в связке плоскостей; 
сферическая и эллиптическая геометрии 

А. Метрика в связке. Для дальнейших исследований м:етри
ч:еские соотно шения в связке п рямых и плоскостей будут 
играть важную роль. Будем исходить из обыч ной прямоуголь
ной декартовой си:стем: ы коорди:flат х1' х2 • х3 и рассмотр им сово
купность всех плоскостей и п рямых, п роходящих через на11ало 
координат. Две такие плоскости и 1 : и2 : и 8 : о и и�' : и2' : и9

' : О обра.
зу.ют между собой угол ш, определяемый по стр. 1 49 формулами: 

U 1 и, ,  + U2 U2' + Uв и' s cos (1) = ± --;;;::===.:,.= 
-V и� + и� + и: -V и'1� + и

': + и
': ' , 

у1" (U1 U/- U2 и ,
' )2 + (U1 Uз' - U э  и / J 2 + (U2 ftэ'-Uз u,' )z sin ш = ± 

-V и� + и= + и: -V:Z:'i+ и': +  и': 
- - - - . 

Дл.я дальнейшего мы, кроме-- того, вычисл им: еще угол, образо
ванный дву '<lя прямыми, пр�ходящими через начал�> коорд и: нат. 
Прямую подобного ро i:a проще всего о аределить аадани�м ко
ординат х1, х2, х3 какой- нибудь лежаще й на ней точки , потому 
что по стр. 19 отно ше 11и я:м:и эт их: точечЕiых: координат мо лшо 
пользоваться как пднороднымп координатами расс:.1атриваемой 
П f 'ЯМОЙ. Далее , угол между двумя пря мым и ..с1 : х2 : х8 1 1  х1' : х2' :  х8' 
равняетс я углу между дв.vмя плоскост н м и, пе ре аендикуляр
ными R эти м  прЯ\IЫМ и П р()ХО .'J; Я Щ И М И  череd начало коордИЕI -tТ. 
Из элем:ен rо в  аналит ячеекой ге •>:мtJтрии иавестЕiо, что обе эrи шюс
хости имеют плос костные кооrдинаты и1 : и2 : и8 : и. =  х1 : x2:.i:1 :о и 
и,' : и/ : u3' : и; = xi' : Jj/ : х8' : о. Следовател ьно, искомый  угол ме млу 
двум.я прямыми J'1 : х2 : х3 и х1' :  .r 2' : х3' определяется формулами: 

а-1 i:1' + х� х.' -1- тR xR' cos w = + · • · · 
- -V х� + х; + х: v ;.r;'1 + х': + х'; ' 

. -V(.r1 X2'..:... x� x, ' )2 _J.. (..С1 Хs'-Хз Х1 ' )2 .!- (..С2 .Гя'- Х11 Х/)2 
Slll ro = + - - -- - ---=-· ------ · -

-V х� + х: + х: { х'� +- .1. '= + х'; 
Таким: образом полученные фо рмуо11ы можно исследовать 

привычным для наf1 еп н �обо 11, qто м:ы прелоста вляем: с��елать 
ш1.мому читателю.  П р и  э rпм corл<tCllO прежне м у  о прел;е.ж ' Н И Ю  
(стр. 154) ,  мы будем нмы в:tть изо rропными т е  плоско 1J 1• и с 11 я з 1щ, 
Rоторые Rасаютс.я: мнимого шарового круга. евклидова простр,н1 -
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ства; далее, согласно стр. 1 52, изотропными прямыми будут  
пааываться те прямые, которые проектируют тuч.ки шарового 
:круга из центра связки. 

Фундам ентальное коническое сечение еюелидова простран
ства изображается в геометрии св.яши тем ВJ-'Левым конусом, 
:который п роходит через :конич еское сечение, име.я вершину в 
деВ'Гре св.паки; его уравнением в указанной пр.я мо}!гольной де
картовой системе координат .явл.я етс.я ур11ннение: 

х� + х� + х: = о. 
Этот ну.левой коиус ми будем иааивать фуидамеита.льны.м 06-
разо"1·� .метрики св.явки . Ле1 :ко видеть, что он переходит сам в 
себя при всех евклидовых движени.ях свл зки вокруг своего 
цен1 ра. Аналогичным образом, как и в случае е вклидовой геоме
трии плоскости и пространства fcp. стр. 1 57- 158), мы можем от
носител1 но фундамtнтальв ого конуса определить угол между дву
:м .н  плоскост.я ми (соответственно, двум я nр.ямымв) св.язки пuсред
ство:м двойного отношения. Именно имеют место предложения: 

У гол между двумя плос- 1 У гол :между двумя пр.я:мы-
:костями связки равняется :ми связки р<:1вняется умно-

i i умноженному на 2 лога риф- женному на - 2� л о г а р  и ф :м У 
м.у двойного отношения, опре- двойного отношения, опреде-
деляемого обеими рассм атри- .ляе1\\ого обеими рассматрива-
ваемыми плоскост.ями и про- е:мыми прямыми и лежащими 
ходящими через их линию пе- в их плоскости изотропными 
ресечения изотропными плос- прямыми. 
:костя ми. 

В приведенных формулах и предложениях сейчас же броса
ется в глаза полная симметрия. Она .являете.я следствием прин
цип а  двойстЕенности, и меющего место в с вя зке, по которому, 
как легко видеть, прямая линия (в связке) я вляется двойствен
ной плоскости. В то врем.я ка1' за1'он двойственности не имеет 
.,места в ев'Х:.лидовой .метри1'е на плоскости и в пространстве, 
ои существует в евк.лZt довой .метr u?>е связки. Внутренняя при
чина этого заключается в том, что в первых двух случаях :мет
рика  основана на недвойственнно выродившемся фундаменталь
ном: образе 1), тогда как фундаментальный образ м етрики связки 
вообще не вырождается (для геометрии св.язl\'и конус .является 
самым общим квадратичным образом; напротив, в геометрии 
пространства он .является однократно вырождающимся). 

1) Обе круговые точки или соответственно шаровой круг взобража• 
ются одним уравнением в прямолинейных или плоскостных кооrдинатах• 
но диу.мя уравнениям и  в точечных: координатах: (ер. стр. 101  и 108). Отсюда 
непосредственно вытекает, что указанные образы не я вляются двойствен
ными самим себе. На плосв:ости паре круговых точек соответствует в силу 
двойетвенности пара прямых; в пространотве шаровому кругу соответ
ствует конус. 
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В. Связь с геометрией на сфере. В элементарной геометрии 
ПрЯМЪiе СВЯЗКИ ОбЫЧНО оnредеЛЯЮТ не TaR, KaR ОНИ определены 
в предыдущем разделе А. Именно: для этого описывают вокруг 
центра связки сферу единичного радиуса и определяют прямые и 
плоскости связки посредством: соотве1 ствующих точек и больших 
кругов на сфере. Таким образом метр ика связки заменяется меро
определением: сферы, т.  е .  сфери'Чес"'ой геометрией и сферической 
тригонометрией. При этом отображении каждой прямой с:�fязки 
соответствуют две точки сферы:, тогда как, обратно, каждой 
точке сферы соответству ет одна и только одна прямая. Следо 
вательно, отображение прямы! на точки сефры не является одно

одновпачным:, но одно -
двузначным, в то врешr 
как отображение плоско
стей связки на большие 
круги сферы является 
вааимно одноаначпым. 

Вследствие этого угол 
между двумя проходящи
ми через центр шара пря-

Черт. 88. Черт. 89. мыми определяется ина-
че, чем в геометрии свяа

ки, потому что в сферической геометрии мы имеем дело с по
лупр.ямыми (черт. 8�J. а не с прямыми, как в геометрии связRп 
(черт. 88); но угол между полупрямым:и определяется у.а.:е не 
с точностью до знака и числа, кратного r., т. е .  ± ш + n'lt, а с тuч
ностью до знака и числа, кратного 21t, т. е .  ± w + 2nr.. Напротив ,  
угол между дву.м:я плоскостями остается определенным: лишь 
с точностью до знака и числа, кратного 'It, т. е.  ± ш + пт:, 
так как нормаль к плоскости является прямой, а нt:1 полупрямой.  
Другое определение угла между двумя полупрямыми получает 
свое аналитическое выраzение с помощью координат точек сферы 
xi + х; + а:: =  1 . Вследствие этого приведенные на стр . 1 64 фор · 
:мулы для угла :между двумя прямыми теперь принимают сле
дующий вид: 

Н формуле для cos ю мы можем ваять либо поJюжительный, 
JIИбо отрицательный знав:. Ив р ассмотрения специального слу
чая, в котором о б е  полупрямые Xi :  х2 : х8 и х� :  х; : х; совпадают :  
cos (1) = ± (.r� + х� + х:) = ± 1 ,  следует, что мы должны выб рать 
положительный знав:. Напротив, в формуле д.JI.я sin (1) фигурирует 
квадратный корень, так что здесь знак остается неопределенным. 
Но эти:м:и фор мулами (1) определяется с точностью до знака и 
числа, кратного 2'It, т. е. ± w +mt, что и тр�6овалось доказать . 
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С. Эллиптическая геометрия.  Прямые и плосfости связки 

можно определять не только посредством: пересечения с концен
трическим шаром, но и посредством пересечения с проективной 
плоскостью Е, не проходящей через центр связки. Тuгда во.яка.я 
пряма.я связки будет определяться одной и толь-ко одной точкой 
па Е и точно так же вс.яка.я плоскость связки будет опреде
�1.ятьс.я одной и только одной прямой на Е, так что здесь в обоих 
случаях мы имеем взаимно однозначное соответствие. Мы будем 
понимать, так же как и в сферической геометрии, под расстоя
нием :между д вум.я точками 
на Е величину угла, опреде
ляемого соответствующими 
прямыми связки. Этим в пло · 
скости Е устанавливаете.я но
ва.я метрика, которая имеет 
совершенно другие заRоны, 
чем: евклидова :метриRа. По 
причинам, с которыми мы по- х7 знакомимся позднее, эту :мет
рику нааывают аллипти"tес1"ой 
геометрией на п.лос1"ости. х3 Из этого простого отобра-
же ния :мы :можем уже сейчас ч 90 ерт. . 
получить целый ряд предло-
жений элJIИП'l'ической гf\оме•rрии, которые будут иметь важное 
значение для дальн�йшего. Прежде всего, мы видим, что в эллип
тичес ЕСой геометрии нет бес'Коне'ЧНО удаленных то'Че'К, потому что 
все действительные точки проективной плосRости находятся 
друг от друга на конечном расстоянии, таR каR соответствующие 
прямые связки образуют конечный угол. Далее следует, что 
u эллиптической геометрии не существует парадлельниж пря
мых,  т. е. прямых, не пересекающих друг друга, так каR в сякие 
две прямые (так же, как и в проеRтивной геометрии) всегда 
имеют общую точку. 3ате:м: эллиптичесRая плоскость имеет такую 
же св.явность, как и проектщша.я плоскость, и .является по
этому односторонней поверхностью. Пр.я.мие линии яв.л.r�ются 
за.м/кнут'ыми линия.ми, длина которых при однократном обходе 
равняетс я 'lt' (но не 21t, т. е. она не равна длине большого круга 
на сфере). Мы напишем рядом: два предложения: 

В эллиптической геометрии 
дJшна пути, Rоторый должна 
пройти точка, чтобы вернуть
ся в свое исходное положение, 
равняется 'lt. 

В эллиптической геометри и 
величина вращения, Rоторое  
нужно проиавести, чтобы со
вместить прямую с ее исход
ным: лоложением, равняете.я 'lt. 

Следовательно, длина отрезка в эллиптической геометрии 
<Jnределена лишь с точностью до знака и числа, кратного 'lt', со
вершенно так же, как и величина угла. 
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Чтобы установить формулы расстояния и угла в эллипти
ческой гео:мотри и, :мы будем: исходить иа простравотв�нной 
прямоугольной декартовой системы координат х1, х�, х3 с нача
лом: в центре с в.яа ки. Плоскость, в которой мы строим эллипти
ческую геометрию, пусть определяется S'равне нием: х8 = 1 .  
Отдельные точки это!!_ пло�кости м:ы будем о пределять аффин-
ным:и координатам!I ..t:1 и х2, которые могут  просто совп адать 
с соответствующими прежяи:ми пространственными координа-
тами х1 и х2 этой точки: х1 = х1, х2 = х2 (черт. 90). Отсюда сле
дует, что две точки х1, х2 и х�, х; в эллиптической геометрии 
имеют расстояние: ' 

+ х1 х/ + -Х2 х/ + 1 сов w == _ _  r _ _ , 
v х� + а::+ 1 Ух? + х;2 + 1 

. v (х1 а.:2'-х2 xi')2 + (.т1 - xi' ) 1 + (х�::_-х�;) » SJ ll IO  = + - -- =-- - --- -- . -
Y-:r� + x� + 1  -v-x� + x: + 1 

Если :мы для того, чтобы охватить все точки проективной плос
кости, перейдем к однородным координатам, то  :мы опять полу
чим старые формулы. Следовательно, .мы получаем, отбросив 
черту н анерху: 

Рассто.яиие двух точе1' х1 : х2 : х3 и х/ : :r 2 ' : х3' в плос1'о й 
эллиптичесrооu геометрии: 

х1 х'1 + х2 х' 2 + х3 х' 3 сов (1) = + --- -- - ---- -- --- --- --
- у а;� + -хт+-х: у х'� +· х'� +7: ' 

Siil W = + У  (Х1 Х'-;- X��1 X';��-XRX1�)2 -+(X2X's-_::-X-;x�J�
. -

Ух� + х� + х� · v х'� + х'; + х': 
Аналогичным образом получаетu.я: 
Уго.л, .между двумя прямими и1 : и2 : u3 и и� : u; : и; в плосrюu 

эллиптичес1'ой геометрии: 

и1 и'1 + и2 и'2 + U3 U '3 
cos w = + -.;; - г ·-�-- --_ -_ ' -

у и� + и� + и: v и'� + и'� + и': 

При отображении связки ва эллиптическую плоскость фун
да:м:ентальный Rовус а;� +- х: + х: == о связки (х1, х2, Ха обозна
чают декартовы пр.я:моугольные координаты) отображаете.я в 
нулевое коническое сечение х� + х: + 1 = о плоскости. Если 
:мы перейдем: R однородным: координатам Х1 = ;;-� : :r; и Ха = х; : х� - - - , 
то его у равнение примет вид: :.с'� + х'� + х '; = о. Оледователмю, 
:{Jуида.ментальны.м образом плос'Кой эллиптичес-кой геометрии 
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является, нулевое 1'0НU'ЧеС1'Ое Се'Чение х� + -.1:� + ?з = о. Мы пазы -
вае:м пря:.1ую эллипти qес кой плос кости ивотропной, если она 
касается нулевого R оничесь.ого сечения, - точку, если она ле
жит на самом. нулевом кони qеском сечении, потому что т.�ка.я 
прямая или точка .является обрааом изотропной плоскости и л и, 

соответс·rвенно, изотропной прямой св.явки. Путем: непосредст
венного перенесения из евклидовой геометрии получаются СJiе
дующие предложения : 

В э ллиптической геометрии 
расстояние между двумя раа
лиqными точками обраща ете.я 
в нуль тогда и только тогда, 
когда обе точки лежат на 
одной изотропной пр.ямой, но 
ни одна из точек сама не .яв
ляется изотропной. 

В эллиптической геометрии 
угол между двумя различны
ми прям:ь.ми обращается: в 
нуль тогда и только тогда, 
когда обе прямые nересеRа
ются в изотропной точке, но 
ни одна из прямых сама не 
являете.я изотропной. 

Евклидовы движения связки вокруг своего центра отобра
жаются в движения эллипmи'Чес'Коu геометрии, Rоторые облада
ют свойством оставлять и нвариантными все эллиптически из-
меренные расстояния и углы плоскости. Далее, эти движения 
переводят фундаментальное коничесRое сечение само в себя 
аналогично тому, как евклидовы движения свявRи оставляют 
инвариантным нулевой Rонус. 

Так как фундаментальное коническое сечение, будучи рассма
триваемо как плоский образ, являете.я невыро.ждающей ся Rри
вой второй степени, которая двой ственна самой: себе, то эллип
тическая метрика должна быть таRже двойственна самой себе, 
как это уже, впрочем, следует из рассмотрения приведенных 
выше формул (ср. стр. 1 6 5  и 204 и след. ) . Вследствие этого в эллип
тической гt1ометрии мы можем: говорить пе только о взаимно пер
пендикулярных прямы:Х: по также, двойственным образо м:, и о
точках с взаимно перпендикулярным расстоянием. ТаRие точки 
еоответству ют взацмно перпендиRул.ярным прямым: св.явки ; они 

'lt находятся друг от друга_ на расстоянии 2 и дел.ат замкнутую 
прямую на два равных отрезка. Легко можно получить сле-
дующие предложения (ер. стр. 1 54):  

' 

То чки с взаимно перпен
дикулярным расстоянием: на
ходятся в гармоническом от
ношении с обеими точRами 
пересечения соединяющей их 
пр.ямой и фундаментального 
конического сечени.я. 

Прямые с взаимно перпеп· 
дику.аярным углом находятся 
в гармоническом: отношении 
с обеими касательными фун
даментального конического 
сечения, проходящими через. 
точку их пересечения. 

Путем сравнения с соответствующими предложениями гео
wетрии св.явки {стр. 165) мы находим, что в эллиптической 
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геометрии угол между двум.я прямыми и расстояние между 
двумя точками выражаются посредством: двойных отношений 
следующим: обрааом:: 

В эллиптической геометрии 
расстояние между двумя точ
ками равняется умноженному 

i 
ф 

u на 2 логари му двоиного от-
ношения, определяемого этими 
точками и двумя иаотропным:и 
точками на соединяющей их 
прямой. 

В эллиптичесRой геометрии 
угол между двумя прямыми 
равняете.я умноженному на 
i 2 логарифму двойного отно-

шения, определяемого этими 
прямыми и двумя изотроп
ными прямыми, проходящими 
через точку их пересечения. 

Теперь на основании этих соотношений мы можем: опреде
лить эллиuтичесRую геометрию абстрактным: образом, отметив 
в в:аRой-нибудь плоской прямоугольной декартовой системе 
:координат х = х1 : х3, у = х2 : :t3 нулевое коническое сечение 

х� + х� + х: = о  
в хачестве фундаментального образа и положив угол :между дву
м.я прямыми, а также расстояние между двумя точками, равным 
вышеприведенному выражению через двойное отношение .  
Обобщ1::ние этого определения на случай проиавольного квадра
тичного образа приведет нас в гл. V'I к общему проектив
ному мероопределению. 

В заключ е ние мы хотим еще раа подчер1шуть, что эллипти
ческая г1::ометрия может быть получена с помощью элементар
ных соображений из евклидовой: геометрии пространства. Эта 
связь :междv обеими геометриями осуществляется тем, что 
.эллиптическая геометрия изображает мероопределение в беско
нечно уда.ленной плоскости евклидовой. геометрии: потому что, 
в то время как всякая собственная плоскость евклидовой 1ео
:метрии имеет тольRо две общие точки с мнимым шаровым кру
гом пространства, именно две соответствуюпwе круговые точки, 
6есконечно удаленная плоскос·1ъ содержит весь шаровой круг 
целиком, так что фундаментальный обраа этой плоскости со
стоит иа нулевого конического сечения, которое и служит дJIЯ 
определения эллиптической геометрии. Так Rак в евклидовой 
геометрии обычно не имеют дела с б есRонечно удаленными точ
ками, то мы здесь определяли бес1tонечво удаленные точки 
посредством: выходящих из  начала :координат лучей, т. е. пере
шли от эллиптической геометрии к :метрике связки. 

D. Связь между эллиптическо й  и сферической геометриями .  
Сферическая геометрия на  шаре и эллиптическая геометрия 
на плоскости должны быть тесно связаны друг с другом, так 
как обе о ни явл.nются отображением метр ики связRи. В самом 
де.ле, мы можем: получить из сферической геометрии шара 
эллиптическую геометрию на плоскости, спроектировав точки 



1'.'IAB .\ T V. B IH� CI O { И I� !� В НЛИДО В О й М l ПР ИН И  В ПР О JШ.Т ИВНУЮ С ИСТВ11: У 171 

сферы из ее  центра на плоскость (черт. 9 1 ) . При этом две диа
:w:етрально противоположные точRи сферы будут соответство
вать одной и ТОЛЬRО одной ТОЧRе ПЛОСRОСТИ, что объясняете.я 
тем обстоятельством, что отображение прямых связю1 на точки 
сферы.является одно-двузначным:, тогда RaR на точRи плоскости

одно-однозначным: отображением. Чтобы, 
обратно, из эллиптической геометрии 
на плосRости получить сферическую 

�,.,,,...,,,.....,,....,,_..,, геометрию на шаре, мы прежде всего 

Черт. 91 .  

одностороннюю эллиптическую плос
кость наRроем: соответствующей двусто
ронней поверхностью (см. стр. 26) . Эту 
наRрывающую поверхность :мы: мыслим: 
с ебе состоящей из двух связанных 

Черт. 92. 

между собой листов, из Rоторых один расположен непосред
ственно над эллиптичесRой плосRостью, а другой - непосред
ственно� под ней. Таким образом полученную двустороннюю 
поверхность мы .можем теперь без всяRих затруднений отобра
зить взаимно однозначно на сферу. Другим способом .мы можем 
получить это отображение эллиптичесRой плосRости на сферу, 

' • • • \ . 

, '• :_//' '  ... � � " 
......_�· " '  

.Черт. 93. Черт. 94:. 

рассматр ивая всякие две диаметрально противоположные точRи 
сферы :как тождественные; еще проще - ограничиться рассмотре
нием: нижнего полушария и сделать из него замRнутую поверх
ность, отождествив диаметрально противоположные точки края 
(ер. черт. 7 ,  стр. 24). 

Существенное отличие эллиптической геометрии от сфери· 
'Ческой заключаете.я в следующем. В сферичесRой геометрии 
на шаре большие Rруги пересе каются всегда в двух точках; 
в соот ветствии с этим: две прямые линии на дважды накрытой 
эллиптической плосRости имеют также две общие точки, из 
.которых одна лежит на ее  верхнем листе, а друга.я на нижнем: 
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(черт. 92) .  Напротив, в эллиптической геометрии плоскости обе 
эти то чки совпадают в одну, так что в элли п тическо й геом1· т· 
рии (так ж е ,  как и в проективной) две прямые пересекаются 
в одной и тодь'/Со в одной точ-ке. Далее, с указанным различием: 
связано то, что в сфериqеской геометрии шар разбивается зам
кнутой линией на две части, тогда как в эллиптической гео
м:етр:ии существ.vют замкнутые линии, например прямые, не раз
бивающие плоскости. В самом деле, на п олуш арии с отожде
ствленными диаметрально противоположными крае1�ыми точка?vJИ 
обе части поверхности, лежаmие по разные стороны полукруга, 
связаны между собой посредством отождествленных краевых 
точек (черт. 93) .  То же самое имеет :место и на замкнутой 
элли пт и ческой плоскости. Н апротив, на дважды похрытой про
ективной плоскости опять имеет место распадение (черт. 94) .  
Дважды пробегаемая производящая ра3биение прямая части чно 
идет по верхн ему, частично по ни жнему листу; вследствие 
этого рассечения пол у чаются две части: во-первых, правая часть 
верхнего листа, связанная с левой чьстью нижнего листа, и, 
Jю-вторых, лева.я часть вер:х вего листа, сР.язанная с правой 
частью нижнего листа (ер. ч ерт. 94). Относительно этих разли
чий раньше господствовала полна я не.ясность; поэтому в соот
ветствующей литературе имеется :много неверных предложений. 
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ВВЕДЕНИЕ ПРОЕКТИВНЫХ КООРЛИНАТ, НЕЗАВИСИМОЕ ОТ 
ЕВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИ И 

На стр. 1 7 0  :мы определили эллиптическую геометрию ,  отке
т и в  особо некоторое ко ническое qечение и введ я о тносительно 
него :мероопределе..Iие. Прежде че м о б о б щ ить этот прrщесс , яа:м: 
придется преодолеть сле .'{vю щсе затруд 11ение . При о пределении 
нуле вого кони ческого се'lения и в веден ии осно в анного п а  не м: 
:м:е ро()п ределе п и я  м:ы: пользов ал ись коордипат ам:и:. Но эт и:  коо р
динаты: о пре делял и:сь в гл. I с ПОМ() ЩЬЮ е вкл и до в о П: гео:м:е rрии, 
тав: что элли птическая гео мет рия при ук азанном в ведР- пии: 
:м:е роо пр1щелепи:я: ок ·1зы ваетс я пост р()енной: па осно ве е вкл идово й: 
гео 'dетрии:. Чтобы избав иться от этой зависимо ст и:, :мы: хотим: 
пок азать, что прое'Х:muвн,ие 11:оординати .м?гут быть о•р'!де
лены чисто проективно, совершенно иезависи.мэ от ев1'лидоюfl 
.метр ики. 

При этом :мы придаем: особенное зю�чепие тому фаttту, что 
при введении 'Координат нам не npu roдumrJя обя .1аmР-льно иметь 
дело со всем проективным проrJmранство.м, ио, папрптив, qo �се:х; 
исr..аедовшния.t мы можем ограни•1,иться любоi'J, 1'fJНечной частью 
t�рос транства, например 11:омнатой, в 'Которо й мы нахо
димся. 

Подобное ограничение представ.ч: я ет прежде всего припцппи
а.льн ы й:  ин·rер Р-с, так как оно ука�ы в ает н а  то, что,  примен яя 
гео м е т рию к э мпир и qескому п р 1 с r рitнст ву, м ы  не в п раве де.лать 
:каки х�л и:бо утве ржд�ни:й о п ро и 1 вольно д1t rre1tи:x:  ч а ст я: JС про
странст в а; в частности, спо ры о существован и и  или несу щество
вании пар аллельных с самого наqала лишены всн:кого смые.в:а 
(ер. стр. 227). 

§ 1 .  Построение четвертых гармонических элемен тов 

Для решения поставленной з ·� пачи нам потребуется тах :на
зываемое построение 'l(,P.mupe.hcm?poнни'X:a. Буде м исходит• e'f 
трех да,шых прямых А, В и О какого-нибудь пучка и возьмем: 
на прямой О � и грающей среди э rих т рех п ря \fЫХ особую ро.ль) 
произ вольную точку Р, через которую про вРдем: лве нпвых пря
мых а. и � ( черт. 95 ) .  Э rи. п рямыд вы:есте с прюшм и А и В еп: ре
.целяют uетыре точки пересечени я :  а. А, �А. а. В, �в. которые мы 
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соединим попарно (а.А с �В и ГJ.В с �А) прямыми "{ и а.  
Точка их пересечения 1а определяет тогда в нашем пучке пря
мую D, 1t:оторую .ми будем называть 'Четвертой 2ар.мони'Чес-кой 
-к пря.моu О относите.льио прямых А и В 1 ). 

Черт. 95. 

С' 

Мы утверждаем, что пр.я:мая D одно
:значно определяется прямыми А, В и О 
и, следовательно, не 3ависит от того, 
лав: именно проведено построение (т. е. 
не зависит от выбора Р, ГJ. и �). 

Прежде всего ясно, что приведенное 
построение :может быть полностью в ы 
полнено внутри выбранной нами конеч
ной части пространства, если только 
точка О взята в этой части. Читатель 
может легко убедиться сам:, что и в 

� о  последующем доказательстве мы будем 
польвоваться лишь элементам.и, лежа
щими внутри этой части. Вообравим: 
себе в данной плоскости два различных 

построения четвертого гармонического луча: ОАВСР ll�y8D и 
ОАВСР'а.'� 'у''О' D' (черт. 96).  Мы сейчас докажем, что D всег
да совпадает с D'. Для этого предположим, что оба построения 
не перекрываются друг другом, а располагаются так, как это 

Черт. 96. 

ука:зано на черт. 96,  и что точка Р лежит между О и Р'.  Далее, 
возьмем на произвольной пр.ямой G, проходящей черев О и не 
лежащей в плоскости А, В, О, две точки S и S' так, чтобы S' 
·лежала между О и S, и будем проектировать первое построение 
из точки S, а второе из точки S'. Вознюеающие при этом плос
кости :м:ы будем обозначать, так же как и соответствующие 

1) Га.рмоничесв:ие элементы были нами определены аналитически 
в § 7 г.JI. I; легко показать, что оба эти определения совпадают. 
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прямые, через а., �. 1, 8 и а.', � ', '(, 8'. В силу нашего предпо
ложения о расположении точек Р, Р', S, S' проектирующие 
прямые и плоскости пересекаются внутри части пространства 
между пр.ямой G и плоскостью А, В, С. С помощью этого приема, 
который был указан Рейе (Reyes у Pros per) 1 ) (впрочем, в не
сколько другой: форме), .мы добиваемся того, что все элемента 
нашего доказате.льства лежат внутри имеющейся в нашем рас
порнжении части пространства. 

Пр.ямые SP и S' Р' пересекаются в некоторой точке 1'1, 
лежащей в пределах нашей :комнаты. Через эту точку прохо 
дят четыре плос:кости а, �. а.' , � · . Вследствие этого в ней пере
секаются таRже и прямые аа.' и �� · .  �\налогичным: образом мы 
получаем, что и четыре следующие прямые та к же по парно 
пересекаются в соответствующих точRах: а.а.' и п' в Т2, a'J.' и 80' 
в Т3, �?' и П' в Т4, ��, и оо' в Т5• Пересекаются ли прямые 
11' и оо', мы еще не знаем. 

Далее, три точки Т1, Т2 и Т8 лежат на прямой а.а' ,  а три 
точки Т1, т. и 1'6-на прямой ��' .  Следовательно, эти п.ять точек 
лежат в одной плос1tости, проходящей через точку Т1• В этой же 
плоскости лежат также четыре прямые а.а.', ��', 1 1' и 88', обра
зующие четырехсторонни:к. Отсюда следует, что :мы м ожем: рас
сматривать первое построение четвертого гармонич еского луча 
как проекцию этого четырехсторонпиRа из точки S и точно так 
.же второе построение-как проекцию того /же четырехсторон
ника из точки S'; но отсюда тотчас получается, чт о прямые 
18 и 1'8' должны пересеRиться, вследствие чего, как и утвер
жда лось, обе пр.ямые D и D' должны между собой совпадать. 

Наша теорема пока доказана л и шь в том предположении, 
что оба построения К и К' не  перекрываются в указанной об
ласти. Если это предположение не выполнено, то :мы проекти
руем построение К' из какой-нибудь точки 8, не лежащей в 
плос:кости А , В, О, затем пересек11ем проектирующую связку 
произвольной ш1ос:костью и, наконец, проектируем фигуру, по
.11учившуюсл в этой плоскости, из новой 'Гочки S' оп.ять на 
исходную плоско сть; пол vченную в результате этого построе 
ния фигуру назовем К". Посf едством надлежащего выбора то
чек S и S' мы всегда :можем добиться того, чтобы обе фигуры 
К и К'', лежащие в плоскости А, В, С, уже больше не перекры
ва.лись; тогда пре;�:ыдуще е доказате�1ьство применимо к построе
ниям К и К", откуда следуt}т, что наше утверждение с праведливо 
также и д.л.я построе ний К и К'. Этим наша теорема доказана 
в самом общем случае. 

Аналог v1 чным образом: можно доказать, что три плосRости 
пучка А, В и С позволяют одпозю1.чно построить ·•tетвертую 

гар.мони'Чес1'ую 1мос7'ость. Для этого достаточно спроектировить 
приведенное на стр. 1 74 построение из какой-нибудь 
точки, не лежащей в исходной ПЛОСRОСТИ. 

1) .Sur la geom1itrie non· euclidienne" ,  "Math. Annalen" ,  т. 29. стр. 154. 
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Все последующее доказательство также непосредственно пере
носите.я на этот случай. 

НаRонец, мы хотим: еще сформулировать соответстБующую 
теорему для прямолинейных рядов точек. Пусть заданы 
три точки А, В и О, лежащей на одной прямой О ;  проведем: 
через О произвольную прямую (черт. 97 )  и возьмем на ней две 
новых точки а и �. Эти точки определяют вместе с точками 
.А и В четыре прямые аА и �А. аВ и �В. из которых аА и �В пе
ресекаются в точке 1. а а.В и �А в точке 8. Соединяющая их прямая 

Черт. 9i. 

18 определяет тогда на прямой О точку 1 ) ,  :ко
торую мы будем: называть 'Четвертой ?арм?нu
чесr.:оu 1' mo'Чr.:e О относите.льно точы• .А и 
В 1) .  Точка и не завис кт от выбора пр.ямой а,З 
и точек а. и �. но за.висит тоJ1ько от по.11ожени.я 
точек А, В и а. Необходимо подчеркну ть , 
что четвертая гармоническая точка может 

с оказаться и вне рассматриваемой конечной 
области, - неприятное обстоятельство, :кото
рое не могло иметь места при соответствую
щих построениях для пучков прямых и 
ПЛОСRостей. 

Далее, из наших рассмотрений следует: 
о четыре гармонически е  то с1ки прямой при 

проектировании из не лежащей на этой пря
мой точки (или, соответственно, из не пере-
секающей эту прямую оси) дают четыре гар

монических элемента соответствующего пучка прямых (и.ли плос
Rостей), потому что черт. 95 (построение четвертых гармонических 
прямых) и черт. 97  (пос·rроение четвертых гармонических точек) 
тождественны. 

Для дальнейшего будет существенным: тот факт, что соот 
ветствующие друг другу элементы А и В разделяются другой 
парой элементов С и D. 1 

Для доказательства наших трех теорем нам: приходилось 
во всех случаях выходить из плоскости в пространство. Во
обще невозможно доказать теорему о четвертых гармони
ческих точках или четвертых гармоничесRих п рямых только 
с помощью плоских проективных аксиом, следовательно, вы
ход в пространство отнюдь не .является искусетве.шы:м: при
емом, но безусловно необходим: для проведения доказате.ль
ства. На этот замечательный факт впервые указал К.л ейн 

·в 1 873  г. 2}; он был особенно подчеркнут Гильберто� (НHbert) 
в 1899 г. 3). 

1) Ср. cвor�v на стр. 174. 1 
2) К l е i n, -Ober d i e  sogenannte nichteuklidisch e Geometrie, "Math. Ann. • ,  

т. 6, стр. 1 36; вновь переиздано в . Ges. АЫ1. • ,  т. 1 ,  стр. 334. 
•) Н i l Ь е r t, Grundlagen der Geometr1 e,  5-е изn" 1923, стр. 83 (рус

ский перевод: д. Г и .11 ъ б е р  т. Основания геометрии, Изд. "Сеятель•, lleт
porpaд 1923). 
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§ 2. Введение координат в одн омерной области 

В евRлидовой геометрии строят метрическую шкалу, т. е .  
последовательность равноотстоящих точек на прямой линии, 
путем выбора определенного отрезRа и последовательного откла
дывания этого отрезка с помощью циркуля па пр.ямой. Тот же 
результат мы можем: получить таRже ( Rак это показывает при
веденное па черт. 98 построение) ис
ключительно посредством проведения 
параллельных линий; следовательно, 
метрические представления для ус
тановления подобной шRалы не обяза
телыш. Чтобы освободиться, далее, 

,.. 1 ' 

/ \ также и от применения паралJiеле:й: : . 
и дать чисто проективное построе- �'-�--<>--1>----"--
ние, :мы подвергнем черт. 98 проек- - 1  
тивном:у отображению. Для этого 
возьмем на прямой линии три точRи 
(например лежащие в пределах пашей 

о 

Черт. 98. 

г J 

хомнаты), которым припишем значения о, 1 и оо так, чтобы 
точка с значением 1 лежала между двумя другими точками 
(черт. 99) . Через точку оо проведем произвольную прямую, хо
торая будет являться° образом бесконечно удаленной пр.ямой 
черт. 98; вследствие этого наjуказапной пр.ямой будут пересе-

- ?  - 1 

Черт. 99.  

ваться образы параллельных прямых черт. 98. Да.лее, проведем: 
через точку оо еще третью прямую, Rоторая будет соответ
ствовать верхней горизонтальной пр.ямой на черт. 98. Осталь
ные построения черт. 99 получаются путем проведения прямых 
сначала через точку Р ,  а затем через точку Q. ТаRи:м: образом 
:мы можем поставить в соответствие каждому целому положи
тельному числу веRоторую определенную точRу между исходны
ми точками о и оо ;  эти точки все более и более сгущаются по 
мере того, каR :мы приближаемся к точке оо . Если мы продол-
К..ейя- 12'-1! 
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жи:м: соответствующие построения та:кже и по другую сторону 
прямой (на черт. 98 и 99  это сделано пунктиром), то и целым 
отрицательным числам будут поставлены в соответствие опре· 
деленные точки. Но этот процесс с некоторого момента должен 
оборваться, если ограничиваться ваданной частью пространства 
та:к :как соответствующие прямые уже не будут пересекаться 
внутри имеющейся в нашем: распоряжении части пространства 
(на черт. 99 это и:меет место уже для точки - 3). Ре:комен
дуем читателю са:мо:му проделать подобное построение для 
того, чтобы он :мог проследить постепенное возникнове

ние проективной точечной 
ш1еалы. 

Мы утверждаем, чтu у.ка
ванное построение точек 
ш:калы зависит ·rоль:ко от 
положения трех исходных 
точе:к о, 1 и оо ,  а не от спе
циального проведения по 
бочных построений. В са
мом: деле, точ:ка п + 2 я вля
ется четвертой гар:мониче-

п � z  СКОЙ ДЛЯ ТОЧКИ n ОТНОСИ· 
Черт. 100. теlьно двух точек п + 1 

и оо, как это непосредствен
но получаете.я путе:м сравнени.я трех черт. 99, 100 и 97. Вслед
ствие этого мы можем: вывести следующее заключение: точка 2 
является четвертой: гармонической 'для то qки о относительно 
точек 1 и оо; следовательно, точка 2 не вависит от вспомога
тельных построений. Точка 3 .является четвертой гармонической 
дл.я точки 1 относительно точек 2 и оо и вследствие этого тоже 
не вависит от вспомогательных построений и т. д. Аналогичный 
способ доказательства мы можем: применить также и к точкам, 
соответствующим целым отрицательным числам. Из этих сооб
ражений :м:ы може:м, далее, ваключить, что точки о, 1 , 2, . • . не 
лежат в беспорядке на рассматриваемой пр.ямой, а, напротив, 
упорядочены точно таким же обраво:м:, как соответствующие им: 
числа упорядочены по своей величине (ер. с расположением: гар
монических элементов, указанным: на стр. 1 76). 

На черт. 99 вследствие наших построений возникает целая 
сеть петель. Первый ряд узловых точек лежит на пр.амой R0R1R2, 
проходящей через точку оо. Мы утверждаем, что остальные 
узловые точки, :как, например, S0, S1 , 82 , • •  " точно так же лежат 
на пр.ямой подобного рода 1 ) .  Именно, если мы одну из этих 
узловых точек соединим: прямой линией с точкой оо, то точки 
пересечения этой пр.ямой с изображенными на черт. 99 прямы
ми линиями, проходящими через точку Р, определят таким: же 
образом, каR и на первоначальной шкале, ряд следующих друг 

1) Читатель может сам отыскать соотв етствующие прямые на черт. 98. 
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за другом гармонических точек. Но этим же свойством обла
дают таRже прямые черт. 99, проходящие через точку Q. 
Отсюда следует, что эти прямые, проходящие череа Р и, соот
ветственно, через r), должны пересекаться на рассматриваемой 
прямой, что и требовалось доказать. На нашем черт. 99 име
ются еще :мноrоqисленные точки пересечения прямых; для них 
можно доказать аналогичным образом аналогичные факты. 

Числовая шкала, построенная нами на прямой линии/'обла
дает тем недостатком:, что :мы ее не :можем: продолжать произ
вольно далеко, так каR не все точки прямой лежат в имеющейся 

Черт. 101. 

в нашем распоряжении части пространства. Этой неприятности 
:мы можем избегнуть путем перехода в: пучку прямых, напри
ме р, спроектировав нашу точечную шкалу из какой-нибудь 
то чки части пространства, имеющейся в нашем распоряжении. 
Посредством этого мы полvчаем в указанном пучRе прямых 
также гар:моничесRую шRалу, так как соответствующие построе
нш1 тождественны. Но в пучке прямых :мы :може:м: построения 
четвертых гармоничес:Rих прямых продолжать произвольно да
Jiеко также и дли целых отрицательны х чисел, вследствие чего 
каждому целому положительному или отрицательному числу 
будет поставлена в соответствие некоторая пряма.я пучRа 
(черт. 101 ) .  Мы видим, как при возрастании соответствующих 
чисел прямые линии неогрRниченно приближаются к прямой оо .  • 
На черт. 10 1  это пос·rроение nереносится вновь на прямолиней
ный точечный ряд, причем точки с большими по абсолютной 
величине числами опять попадают в рассматриваемую нами 
область. Соответствующие рассуждения :можно провести также 
и для случая пучка плоскостей. 

Да.лее, возникает аадача поставить во взаимно однозначное 
соответствие элементы нашей шкалы не только целым, но и 
произвольным действительным числам. При этом :мы сначала . 

111 . 
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ограничимся пр.я:молинейны:м рядом точек. Начнем с того, что 
"разделим: пополам:" (посредством: уRааанного на черт. 102 спо-

соба) отрезки между числа:м:и п и п + 1 , причем точ.r:tа п + _...!_ 2 
является четвертой гармонической для т о чRи оо относите.nьно 
точеR п и п + 1 1). Из факта, уRааанного на стр. 1 76  следует, что 

точка п + � .п�жит :между точками п и п + 1 .  Таким же обрааом: 

:мы: можеи "рааделить пополам:" отрезок между п и  п +_!_ и отре-
2 

1 
аок между п + 2 и п + 1  (черт. 102), всJiедствие чего полу-

1 3 
чим ТОЧRИ n+4 и n +4 ' 

Если мы будем продол
жать этот процесс, то мы 
поставим в соответствие 
всяRой дроби со знаме
нателем:, равным степени 

двух: �"(где р и п -целые 
�-#.::._.,.._...<f,,._....;.....Ж--�--���---�--=�ь-

m f " "  "" числа), определенную точ-

"}( " . �  RY нашей числовой пря-
Черт. 102. :мой. Эти дроби нааывают

ся двоичпи.ми дробя.ми. 
Теперь уже не предстамяет ни:ка:кого затруднения распро

странить ваше соответствие таRже и на все прочие действи
тельные !числа. Пусть дано определенное действительное число 
а;, Rоторое не является ни целым: числом:, ни двоичной дробью. 
Будем исходить прежде всего иа двух целых чисел, :между 
Rоторым:и содержится х; затем рааделим: этот интервал пополам 
и вы:яовим:, R Rако:м:у из двух новых полученных интервалов 
принадлежит а;, Если мы: будем: неограниченно продолжать этот 
процесс, то :мы получим: две бесRонечные последовательности 
двоичных дробей, неограниченно приближающихся сверху и 
сииву к данному числу а;. Далее, :мы определяем: на нашей чи
словой пр.ямой две бесконечные последовательности точек, соот
ветствующие указанным: числовым: последовательностям. Обе 

·эти последовательности точек сход.яте.я R одной и той же точ
Rе 2), которой мы:, естественно, приписываем: Rоординату а;. 

Посредством: вашего процесса, Rоторый распадался на три 
этапа (целые числа, двоичные дроби, произвольные действитель-

1) Читатель :может произвести сам соответствующее построение на 
черт. 98. 

1) Совпадение предельных точе:в: обеих последовательностей .явл.яетс.я 
еледствием а:в:сиомы непрерывности в rео:метрии; мы эдесь ве хотим вхо· 
дить в разбор тех воа:можностей, :в:оторые получаюrс.я при отв:аае от этой 
аксиомы. 

' 
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ные чис.11а), мы ввели на пр.ямой ."Iинии некоторую систему 
Rоординат. Леrко видеть, что подобный процесс можно приме
нять также к пучку прямых и к пучку плос:костей. Все эти 
:координатоопредеJiения однозначно определяются заданием трех 
элементов, которым :м:ы приписываем: числа о, 1 и со 1). 

§ 3. Введение координат на плоскости и в пространстве 

Ооответству�щее координатоопределение на плоскости и в 
пространстве теперь может быть произведено уже известным 
обрааом. На плоскости мы проводим через некоторую · точк у Р 
(нулевую точку системы координат) две прямые (ось Х и о сь У) 
и на каждой .из этих пря
мых выбираем по точке оо 
(черт. 1 03).  Наконец, мы 
выбираем: внутри полу
чившегося треугольника 
точку Е в качестве еди
ничной точки, которая 
определяет посредством: 
прямых, соединяющих. ее 
с обеими точками оо ,  еди
ничные точ:ки на осях, и 
производим на обеих осях 
указанное в предыдущем 
параграфе построение Черт. 103. 
метрической m:калы. Про-
извольпа.п точ:ка, лежаща.я внутри треугольника, определя
ете.я тогда значениями координат х и у, которые в свою оче
редь определяются на ос.я:х: посредством проведения соответ
ствующих пр.ямых, соединяющих ее с точками со .  Мы хотим: 
еще отметить, что черт. 103 .явл.яетс.я проективным отображе
нием 1tвадратной сети} например шахматной доски, что сделает
ся особенно наглядным, если мы выкрасим отдельные пол.я по
переменно в черный и белый цвет (черт. 104) .  

Аналогичным образом: мы поступаем: в пространстве, выбрав 
кы�ой-нибудь тетраэдр с лежащей внутри него единичной точ
:кой за координатный и определяя отдельные точ:ки простран
ства значениями координат, которые в свою очередь определя
ются на осях путем проведения плоскостей, проходящих через 
эту точку и две точки оо на осях (черт. 105) .  • 

Введенные здесь координаты обладают тем: свойством, что -коор
динатъ� то'Че-к, лежащих на пр.я.мой · линии n.rtoc"ocmu (и.аи, со
ответственно, на п.аос-кости пространства), удов.аетвор.я,ют ли
нейному уравнению. До:казательство этого получается без всяких 
затруднений и поэтому может быть здесь опущено. Вследствие 

1) Построение, которое мы производим в этом параграфе, тесно связано 
с та1с называемыми сетя . ..�и Мебиуса (М о е Ь i u s, Der Ьarycentriвche Cal.
cul, 1827). 
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этого свойства иовие 'Jl>oopдuuamu яв.л.ялотс.я, тождествеииими 
с расс.мотреииы.ми ранее прое'f>mивними "оординатами. 

С помощью этих соображений мы :можем: теперь нашу гео
метрию заданной конечной области, например нашей :комнаты, 
расширить до общей проективной геометрии, :как это мы сейчас 
сделаем: подробнее для случая плоскости. Для этого мы назо
вем "идеальными точками" две системы значений координат, 
которым не соответствует никакая точка нашей комнаты. Далее, 
мы: поставим: в соответствие двум прямым, не пе}1есекающимся 
в нашей области, в качестве точ ки пересечения ту идеальную 
точку, координаты которой :Получаются путем: совместного ре
шения уравнений обеих прямых. Наконец, мы назовем идеальной 
прямой линейное уравнение, которое не удовлетворяется коорди
натами никаких точек, лежащих внутри нашей комнаты, и т. д.  

z 

у 

Черт. 104. Черт. 105. 
Если :мы введем однородные координаты, то получим вследствие 
этого проективную геометрию, :которая непрерывно продолжает 
геометрические отношения, существующие в нашей комнате. 

В заключение мы хотим еще рав подчеркнуть тот основной 
результат наших рассуждений, что наше 'Х:Оординатоопреде.ле
ние би.ло введено без прив.ле'Ченu.я, метри'ЧеС'Х:UХ представлений 
и иеаависимо от а'Ксио.м о пара.л.ле.льних. :Этот принципиально 
важный шаг был подготовлен уже Штаудтом. в его "Геометрии 
положения" .  Однако, несмотря на то, что в этой работе имеются 
все вспомогательные cpeдcrna для чисто проективного введения 
:координат, Штаудт все же возвращаете.я: П,РИ определении :ко
ординат к :м:етричесJШМ представлениям:. Чисто проективное 
в ведение :координат было произведено оRончательно Клейном в 
1 8 7 1  г.; правда, в то время Клейн не думал, что он вводит не
что но вое, так :как все материалы: он нашел у Шта.удта и пред
полагал, что этот последний сделал и окончательный шаг, что 
на самом деле не подтвердилось 1). 

1) Ср. К л е й н, . G es. Abh. •, т. J, стр. 241 и далее стр. 251, 303, 306, 330. 
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П РОЕКТИВНЫЕ МЕРООПРЕДЕЛЕНИЯ 1 )  
§ 1 .  Невырождающиеся мероопределения 

Проективной геометрии, которую :мы :можем мыслить постр()
енной так, 1tак это было сделано в предыдущих главах, :мы мо
жем навязать евклидово мероопределение, отметив в качестве  
фундаментального образа на плоскости нулевую пару точек: 
х� + х= == о, х8 = о, а в пространстве - нулевое RоничесRое сече
ние: х� + х� + х: = о, х4 = о и определив относительно :этих обра
зов метрические понятия согласно гл. IV 2) . 

Аналогичным: образом естественно можно строить :метрику на 
основе произво.льпого образа второй степени, который, в частности, 
:может вырождаться. Вс.ледствие та11:их построеиий .ми по.ау
'Чае.м бо.аьшое 'Чис.ло новых .мероопреде.аепu,й, 11:оторие .ми будем 
називать вирождающи.мис.я и.аи певирождающи.мися в зависи
мости от вида по.аожепного в основу 11:вадрати'Чного образа ( .фун
да.мента.аьного образа").  Все эти :м:ероопределения с логичесRой 
точки зрения .являются равноправными с евклидовой геомет
рией. Но :мы их сначала будеы намеренно называть лишь .меро
о·преде.лени.ями, а не геометриями, таR как не все они приме
няются R измерениям во внешнем мире. Позднее же мы выделим: 
среди них те, которые применяются на практиRе, и будем их назы
� 1ать геометриями ;  мы, значит, следуем здесь первоначальному 
о:rювоупотреблению, по которому геометрия означала землемерие. 

" 1) Ддя этой главы мы укажем в качестве литературы на работы Клейна, 
"Uber die  sogenannte nichteuklidische Geometrie• ,  "Math. Ann.", т. 4, 1871; 
вновь переиздано в " Ges. Math. Abh. • ,  т. I, стр . 254. Краткое изложение 
развития проективной метрики имеете.я на стр. 303 и ел.; ер. также К л е й н, 
"Ges. Math. Abh. •,  т. I, стр. 50. · 

2) Правда, при этом :мы получаем только проективный образ привыч
ной нам евклидовой геометрии, т . е. той евклидовой геометрии, котора.я .  
соответствует отношениям предметов внешнего :мира. Однако, так как 
этот проективный образ соответствует взаимнооднозначным образом соб
ственно евклидовой геометрии, то мы будем называть получающееся 
нашим способом мероопределение также евклидовым. Далее, мы еще раз 
укажем на то, что при введении евклидова мероопределени.я пользование 
комплексной областью .являете.я лишь аналитическим вспомогательным 
средатвом, потому что, например, двум действительным точкам всегда 
соответствует действительное расс'!•о.яние, которое только устанавлива
ется с помощью вычислений в комплексной области. 
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Теперь отчетливо выявляется строение геометрии с авалитиче
СRой стороны. Чисто npoe'l>muвнue свойства полу'Чаются при 
иэу'Чении линейных соотношений, тогда 'l>a'I> следующее за ними 
еведеиие ';;а;;ой-нибудь метри10и .л�ожно представить 1'а1> виделе
ние ue1JOomopoй 'l>вадраrпи'Чной форми. 

А. О пределение расстояний  и углов с помощью двойных 
отношений. На пр.я.мой дuнии невырождающимся Rвадратичным 
образом: является (стр. 83)  пара точеR, Rоторую мы в Rачестве 
фундаментального образа Rладем в основу мероопределения на 
прямой. Две точRи Р 1 :е: Р 2, :между которыми нужно установить 

А 

Черт. 106. 

в 
расстояние, определяют вме
сте с двумя фундаментальны
ми точками двойное отно
шение D V. В соответствии С() 
стр. 1 5 7  и 1 70 мы определим 

расстояние Е между двумя точками Р1 и Р2 как логари фм этого. 
двойного отношения, �:множенный на неRоторую постоянную с: 

E = c · ln D V. 
1 

Постоянная расстояний с при данном: :м:ероопределении 
одинакова для всех пар точек. 

Убедимся в том:, что из этого определения вытекают извест
ные нам: свойства расстояний. Прежде всего при у1tазанном 
определении знак расстояния остается неопределенным, потому u 1 
что двоиное отношение двух пар точек кроме значения --

µ. 
:может принимать еще только обратное значение r (стр. 52), но 

ln i = - ln � . Так Rак, далее, логарифм любого числа опре

делен лишь с точностью до числа кратного 21ti, то наше рас
стояние имеет период 2C1ti, - :многозначность, с которой мы уже 
встречались в случае евклидова угла. Далее, мы находим, что 
длина отрезка 1 2, увеличенная на длину отрезRа 23, равняется 
длине отрезка 1 3, т. е.: 1 2  + 23 = 1 3, потому что, как легко по
казать, D V {P1P2AB} ·D V {P:eP3AB} = D V  {Р1Р8АВ} ,  причем чере3 
А и В :мы обозначаем о бе фундаментальные точки (черт. 106) . 
Далее, расстояние точки от самой себя (вообще говоря) рав-
няете.я нулю; 1 1 = 0 , та-к как D V {P1P1AB} = 1, если Р1 не совпа
дает ни с А, ни с В. НаRонец, отметим еще, что 1 2 = - 2 1 , так 
как имеет место соотношение: D V {P1P2AB} = 1 : D V  {Р2Р1АВ} . 
В этих теоремах ввак расстояния определяете.я указанным по
рядком следования точек; периоды входят таюw же образом, 
Rак и в случае евт.�лидова угла. 

Рассмотренное двойное отношение четырех точек обладает 
свойством оставаться инвариантным: при произвольных проектив
ных преобразованиях . В частности, значит, оно остается неиs:м:ен
ным при таких проективных преобразованинх, которые переводят 
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основной образ сам в себя. Подобные преобразованЕ:.я мы будем. 
называть "твердыми" преобразованинм:и рассматриваемого :м:еро
определения , так юш при них остаются неизменными все длины, 
а фундаментальные точки переходят сами в себя. В с;ущество
вании этих со 1  твердых преобразований :м:ы и усматриваем: осно
вание того, что наши новые :мероопредеJ1енин в известном: смысле 
равноправны с евклидовой геометрией. 

Аналогичные соображения могут быть приведены для пу'ч/ков 
прямых и плоскостей. Также и здесь мы выделяем два элемента 
пучка в качестве фундаментальных. Два других элемента, угол 
:между которыми подлежит определению, вместе с двумя фун
даментальными элементами определяют двойное отношение D V. 

Черт. 107 .  Черт. 108. 

Углом: W :между двум.я рассматриваемыми элементами мы назы
ваем тогда умноженный на постоянную с ' логарифм этого двой
ного отношения: 

W= c' · lp. D V. 
Посто.яiнная углов с' также) .являете.я: неизменной для данного 
мероопределения. 

На плоскости в качестве фундаментального образа :мы поль
зуемся :коническим сечением, которое сначала будем предпола
гать невырождающимся. Расстояние между двумя точками а; и у 
мы опреде.ляем путем нахождения двух точек пересечения ео
един я ющей их прямой с фундаментальным: образом (черт. 107) .  
Случай, когда эта прямая касается конического сечения, - этот
случай мы будем называть изотропным - мы сначала исключим 
из рассмотрения. Мы рассматри.1$аем: теперь обе точки пересече
ния как фундаментальные и устанавливаем: расстояние между 
исходными точками точно так же, как и раньше, посредством: 
логарифма двойного отношения, определнемого этими четырьмя 
точками. При этом постоянна.я: расстояний с, стоящая множите
лем при логарифме, должна быть при данном мероопределевии 
одинакова для всех прямых. 

Двойственным образом мы определяем угол между двум.я 
прямыми и и v путем проведения из точки их пересечения двух 
хасательных к коническому сечению (черт. 108) .  Случай, когда 
точка пересечения ЛР.ЖИТ на самом коническом: сечении, - его 
:мы будем называть изотропным, - :мы пока тоже исключим:. Вы
делив эти две касательные в качестве фундаментальных, мы 
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:можем: определить угол :между исходными прямыми совершенно 
так же посредством логарифма двойного отношения. Постоянная 
углов с' должна быть при данном :м:ероопределевии одинакова 
для всех пучков прямых; от постоянной с , фигурирующей в 
формуле расстояния, она совершенно не зависит. 

Эти определения вполне созвучны с приведенными на 
стр. 1 70 предложениями эллиптической геометрии на плоскости. 

В про странстве в качестяе фунда:ментаJ1ьного образа :мы 
берем какую-нибудь невырождающуюс.я поверхность второй сте
пени. Расстояние между двум.я точками :мы определяем: путем 
нахождения двух точек пересечения соединяющей их пр.ямой 
с фундаментальной поверхностью, после чего искомое расстоя
ние находите.я по возникшему на этой пр.ямой мероопределению. 
Аналогичным: образом определяете.я угол между двум.я плоско
стями путем проведения через линию их пересечения двух каса
тельных плоскостей R фундаментальной поверхности, после чего 
искомый угол . находится по возникшему в пучхе плоскостей 

. :м:ероопределению. Случай, когда пряма.я, соединяющая две точки 
(или соответственно лини.я пересечения двух плосхостей), каса
ется нашей поверхности, нами пока исключаете.я. 

Таким же способом получаются невырождающиес.я проектив
ные мероопределения и в случае :многообразий произвольной 
размерности. . 

Среди этих :м:ероопределений евклидова геометрия не нахо
дите.я. В самом деле, :м:ы уже видели на стр. 155 и ел" что е е  
фундаментальный образ однократно вырождается;  поэтому мы 
с ней встрети:мс.я лишь в следующем параграфе. Но уже сейчас 
интересно отметить следующее :  фундаментальный образ плоской 
евклидовой геометрии, как образ второго порядка, состоит из 
одной дважды взятой прямой, а ках образ второго класса -
из пари точек. Вследствие этого евклидовы углы определяются 
так же, как и в случае невырождающихс.я мероопределений, 
так :как из всякой (собственной ) точки выходят две фундамен
тальные прямые , тогда как выражение для расстояния име ет 
совершенно другой характер, в соответствия с тем фактом, что 
на всякой (собственной) прямой лежит только одна единствен
ная фундаментальная точка. Аналогичные вырождения имеют 
:место и в пространственной евклидовой геометрии и (как это 
показывают таблицы на стр.  100 и 107 )  также во всех других 
случаях вырождающихся мероопределений . 

В .  Аналитические выражения расстояний и углов. Теперь 
нам предстоит выразить приведенные определения расстояний 
и углов с помощью координат соответствующих точек, прямых 
или плоскостей. Начнем со случая пр.я.мой .линии, на которой 
:мы вводим (гл. V) проективные координаты х1 : х2 и выбираем 
невырождающийся образ второй степени: 

Q..," = :Е lix>. Хх Хл = а1 1х� + 2а; 2Х1Х2 + а22х: = О, ( D = 1 ах• 1 ::f:: О} 
в качестве фундаментального образа, причем ах). = а).-.. Это урав-
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ненш� определяет пару точек, имеющих следующие координаты: 
х� а12 1 _ r -,.. , = - -а + а v а�2 - all а22 ' "' 2  1 1  11 
Обозначим координаты точек, между которыми определяете.я рас
стояние, через у1 : у2 и z1 : z2• Тогда это расстояние относительно 
данного фундаментального образа по стр. 1 84 равняете.я: 

Е (у, z)= c · ln D V {у, z, х', x"} = c · ln D V {x', х", у, z}. � 
Чтобы определить величину указанного двойного отношени.я, 
выгоднее исходить из выражени.я двойного отношени.я, приве
денного последним, которое по стр. 5 2  имеет такое же значе
ние, :как и· первое. Определим точку пр.ямой линии координатами 
pxi = Yt + JJ.Zi. Тогда оба значения параметра µ.' и µ", соответ
ствующие фундаментальным точкам х' и х", найдутс.я путем 
подстанов1ш в фундаментальное уравнение : 
� а.,_л (у.,_ + r-z.,_) (Ул + JJ.Zл) = 

= а11 (У1 + 11-z1) 2_+ 2  а12 (У1 + 11-S1) (У2 + JJ.Z2) + а2� (У2 + 1'-22)2 = О . 

Если мы расположим члены по степеням: 11-. то получим, как 
и на стр. 65 : 

� а..л у.,. ул + 211-� а"л у.,. zл + µ.2 � а"л Zх Zл = О . 
Это уравнение мы можем: также написать в виде: 

01111+ 2µ 011• + 11-'О •• = о; 
величины !J .являются постоянными, та:к :как а .... , Yi и Zt заданы. 
Если мы вычислим оба :корн.я µ' и 11-" приведенного уравнения 
и составим частное 11-" : 11-", �оторое по стр. 53 равно ис:ко:м:ому 

войному отношению, то получим: 

) 1 D 
11-' 011, + у'" O�z - 011110 •• E (y, z = c· n V= c · ln ,,. = c · ln - - - - - - . µ 011. - v  o�z - 011p .. 

Если: мы переставим: оба корн.я 11-' и µ.", то двойное отноше
ние примет обратное значение, и вследствие этого расстояние 
изменит знак. Фигурирующие в двойном отношении :корни :мы 
можем в случае прямой линии преобразовать к следующему 
простому виду: 

g�z - 011110.,= (Y1Z2 - Z1Y2)2 (а�2 - а11а22), 

:которым мы воспользуемся на стр. 1 99 . 
Такие же рассуждения, :как для пр.ямой линии, могут быть сде

ланы также и дл.я nу'Чков пр.я.мих и п.лосrюстей. Если уравнения 
{)беих фундаментальных прямых или плоскостей имеют вид: 

(Л= 1 а.л 1 =!= О), 
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то угол :между двумя эле.ментами v и w определяеТСJI соот
ношением: 

, фvw+ -{Ф�w - Фvv · Фww 
W (t1, w) = c  · ln -{ . 

фvw- ф�w - фvv. фww 
В мучае плос-кости мы получаем такие же ф')р:м:улы, хак 

и в случае прямой линии или: хак в случае пучка прямых. 
Мы вдесь тахже вводим: проек rивные координаты Xi : х2 : х3 и вы 
деляем определенное невырождающееся коническое сечеuие: 

0"rе= � ахл Хх Х>. = 0  (D= l au / ::f= O) 
в качестве фундаментального образа. Обозначим координаты точек , 
:между воторыми определяется, расстояние, через Yi и zi. rrогда 
точки соединяющей их прямой будут иметь координаты Y;+p.z,. 
Расоужде::шя, аналогичные прежним:, приводят опять R тому же 
выражению для расстояния :между двумя точками у и z: 

О + V &!2 - О  О 
Е (у, Z) = c ·In 11• r yz 1111 •• • о - у  g2 _ g  g 11• vz 11!1 • •  

Если прямая, соедин яющая обе точки, ивотропна, т. е . 
если она хасается фундаментального конического сечения, то  
O�z - 011110 •• = о (так как в этом случае р.'  = tL'), так что 

g11• Е (у, z) = с • ln ·-g� . Следовательно, расстояние между двум.я 
11• точками, лежащими на изотропной прямой, равняется c · ln 1 = 0, 

если ни одна ив точек у или z не совпадает с точкой прикосно
ве ния; напротив, если это имеет место, следовательно если 011, обращается в нуль, то расстояние является неопределенным. 

Формулы для угла между двумя прямыми получаются двой
ственным путем. Пусть уравнением •фундаментального хониче
ского сечения в прямолинейных координатах является уравнение: 

Ф"и= � СХх>. Ux U). = О. 

Тогда :мы получаем для угла между двумя прямыми v и w 
следующую формулу: 

Ф + j/Ф2 - Ф  Ф W (v w) = c' • ln  "'" vw _:о"--��· . ' Ф --{Ф2 - Ф Ф 'U'ID 'lJUI 'Vi1 to'D 

Если обе прямые пересехаютс.я на самом коническом: сечении, 
то угол :между ними обращается в нуль (в предположении, что 
ни одна из прямых сама не .явл.яется изотропной). 

Также и в пространстве для расстояния между двум.я точ 
Rами или соответственно для угла между д вумя плоскостями 
получаются в точности такие же форму..'lы, только теперь все 
индексы пробегают значения от 1 до 4 .  
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Полученные формулы мы можем написать еще в другом: 

виде. Как известно, имеет место соотношение: 
1 . а + 1 
n а = 2z arccos ---;::= . 

2 v' а 
Из него вытеRает, RaR это легRо поRазать, что 

. gy• Е (у, z) = 2zc· arccos 
-{ 

_ . . 
0

1111
0 •• 

Наконец, :мы еще :можем написать расстояние в виде арксинуса: 
-{ - 02 + 011f/o •• 

Е (у, z) = 2ic · arcsin _ yz • 
у 011/12 ••  

Такие же преобрааовани.я мы можем сделать и для формул углов i ) .  
В дальнейшем во многих случаях мы будем предполагать, 
что уравнения фундаментальных образов даны пе в общем виде: 
� ti,,). Xx X). = 0, а в виде сум:мы: Rвадратов (стр. 79-83). Тогда 
полученные формулы чрезвычайно \упрощаются. В случае пря
мой для пары хо:мплеRсно-сопр.яжепных или пары: действитель
ных точек мы будем иметь уравнение: 

(е = ::±: 1 ). 
Тогда 

та:к что для расстояния между двум.я точками получаются 
следующие формулы:: 

Y1Z1 + ey,z2 Е (у, z) = 2ic · arccos -г========= 
-{(у� + еу�) (z� + ez=) 

= 

(Y1Z2 - Z1Y•J Ге 
-{(у� + ау�) (z� + ezg) • = 2ic · arcsin 

Аналогичным образом па плосRости для нулевой: или оваль-
ной Rривой: имеем уравнение: 

· 

Тогда, например, аркRосинус-формула принимает вид: 

Е (у, z)= 2ic • arccos Y1Z1 + Y2Z2 + eyRza • 
-{(у� + у: + ау:) (z� + z: + ez:) 

(• = ± 1 ). 

Мы особенно отметим, что полученная формула имеет такое же 
строение, Rа:к рассмотренное в гл. IV выражение дл.я евклидова 
угла :между двумя прямыми или плосхост.я:м:и. Далее, если мы 
положим 2ic =  1,  то она совпадает с формулой рассто.яния :между 
двум.я точками х и х" в плосRой евRлидовой геометрии (стр. 168). 

1) Читатель может убедиться сам, что эти формулы расстояви.я или 
соответственно угла определены также лишь с точностью до внава и 
'Числа, кратного 2спi (ер. стр. 184). 
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С. Эллиптическое и rиперболическое мероопределения на. 
прямой линии. Мы теперь обратимся к нагл.ядно.му расс.мотре
пию установленных мероопределений. При этом: :м:ы с самоl'о 
начала будем принимать во внимание свойства действитель
иости фуида.мента.льних образов. Мероопределение на прямой ли-

. нии называют эллипmи'Чес-х;и.м или гипер6о.ли'Чес-х;и.м 1) в зави
симости от того, поло.жена ли в основу пара Rо:м:плексно- сопря
женных или действительных точеR. Промежуточное :мероопреде
ление :между дву:м:я названными (при Rотором фундаментальным: 
образом является дважды взятая точка) называетсн парабо.личе
С1'u.м; это вырождающееся мероопределение мы будем рассма
тривать на стр. 1 98 .  

Начнем с рассм отрения эл.липmи'Ческого .мероопределенил, 
фундаментальные точки Rоторого RомплеRсно сопряжены. Двой
ное отношение дву х  действ ительных точеR R двум Rомп.�1еRсно
сопряженным фундаментальным точкам, RaR лerRo вычислить, 
по :модулю равно единице, таR что соответствующий логарифм 
является чисто :м:·нимым 1 ) . Поэтому, если мы хотим, чтобы дейст
вительным точкам соответствовали действительные же рассто
яния, мы должны приписать постоянной с 'Чисто мнимое зпа
чеиие ic., где с. - дейс.твительное отличное от нуля число. Тогда 
две любые дей(· твительные точки на проеRтивпой прямой будут 
находиться друг от друга на дей ствительном Rонечном расстоя
нии. Притоl\I это расстояние определено лишь с точностью до 
знаRа и числа, Rратного 2'1tic = - 2'1tc.; э�от период Rак раз 
равняется общей длине пр.ямой линии при · одноRратном ее об 
ходе, вследстви е  чего становится понятным смысл многознач
ности расстояния в эллиптической геометрии. 

Соответствующий двумерный случай нами уже рассматри
вался в гл. IV, где :м:ы путем проеRтирования получали плосRую 
эллиптичесRую геометрию из евклидовой геометрии связки или 
ив сферической геометрии. Соверш енно так .же :мы :можем полу
чить эллиптическую геометрию пря мой путем проектирования 
точек окружности радиуса r = 2c, из ее центра на прямую линию, 
причем в Rачестве длины отрезRа на этой пр.ямой рассматрива
ете.я евклидова длина соответствующей дуги ов:ружности. На 
черт. 109 этим простым способом построена шкала из рав
ноотстоящих точен: на эллиптически из:м:ер.яемой пр.ямой. 3десь 

1) Эти введенные R.мйном названия примыкают R обычному слово
употреблению в геометрии. Tait, например, точки поверхности называются 
гиперболическими, эллиптическими или параболическими в зависимости 
от того, являются ли соответствующие главные касательные действи
тельными, мнимыми ил и  совпадающими. Таким же образом Штейнер 
:классифицирует инволюции и т. д. К 1 е i n, "Ges. Math. Abh.", т. 1 .  
стр. 258. 

2) Потому что имеет мес1•0 формула: log (x+ iy) = log l r \ +i·p, причем 
r и r.p обозначают модуль и аргумент числа x+yi: 

r = l :r: + iy J =  У х2 + у2 и r.p= arg (x+iy) = arctg � .  
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наглядно видно, что длина всей аам:кнутой прямой при одно
кратном обходе как раз равняете.я r'lt = 2'1tc,. 

При гиперболичес1'о.м .мероопреде.п,ении обе фундаментальные 
точки А. и В являются действите.льным:и. Две действительные 
точки У и Z относительно точек А. и В имеют всегда дей
ствительное двойное отношение, притом: это двойное отноше
ние отрицательно или положительно в зависимости от того, 
разделяется ли пара точек У, Z парой точек А., В (черт. 1 1 1 } 
или нет (черт. 1 1 0). Во втором случае логарифм двойного 
отношения (не считая мнимого периода) .являете.я действи-

Черт. 109. 

А У Z В 

Черт. 1 10. 

v в 

Черт. 1 1 1 .  

z 

тельным, в первом же, напротив, комплексным. Следователь
но, если мы хотим, чтобы расстояние между двумя точками на 
прямой, лежащими в одном из двух отрезков А.В (черт. 1 10), 
было действительным, то :мы должны ваять п остоянную с 
таRже действительной: с =  с", где с" - действительное отлич
Н6е от нуля число. Тогда расстояние между двумя рааличны:м:и 
действительными точRами У и Z, не совпадающими ни с одной 
из двух фундаментальных точек, будет действительным: или 
комплексным, смотр.я по тому, лежат ли они обе в одном иа 
отреа:ков А.В (черт. 1 10) или же нет (черт. 1 1 1 ) .  

Если мы будем откладывать в смысле гиперболического 
:мероопределения один и тот же отрезоR в обе стороны от про
изнольной действительной точки Р, не совпадающей: ни с одной 
иа двух фундаментальных точек, то мы получим: нижнюю mRaлy 
черт. 1 1 2.  TaR :как подобные последовательности равноотстоя
щих (в смысле гиперболического :м:ероопределени.я) точек часто 
встречаются, то мы на черт. 1 1 2  приводим соответствующее 
простое построение. При этом А.. и В обозначают фундаменталь
ные точки нашего мероопределения, Р1 и Р2 - концевые точRи 
данного отрезка. Мы проводим через одну из фундаментальных 
точек, например через В, прямую (на чертеже она обозначена А.' В) 
и проектируем четыре данные точки из произвольной точки S 
на эту прямую; тoгдa D V {P1P2A.B} = D V {.P;P;A.1B}. Прямая, со
единяющая точки Р2 и Р;, пересекает прямую A.S ,в неRоторой 
точке М. Мы проектируем теперь четыре получившиеся точки 
из М опять на исходную прямую. Тогда :мы получаем: 

и, следоватеJ1ьно, 
D V  {P�P;.A.'B} = D V {Р2Р8.А.В}, 
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откуда непосредственно следует, что отрезки Р1Р2 и Р2Р3 кон
груэнтны в смысле рассматриваемого гиперболического меро
определени.Я. Построение дальнейших точек производится анало
гичным образом и изображено, на чертеже пунктиром. 

в 
Черт. 112.  

Из этого построения видно, что гиперболически конгруэнтные 
отрезки делаются все меньше и меньше (в смысле евклидовой 
геометрии) по :мере приближения к обеим фундаментальным 
точкам: .А. и В и никогда не достигают этих точек. Поэтому 

1.т расстояние фундаментальных точек от 
исходной точки Р в смысле гиперболиче
ского :мероопределени.я бесконечно ве
лико. Все точки, лежащие вне рассматри · 
ваемого отрезка А.В, имеют комплексное 
расстояние от точки Р. Если мы будем 
проходить в единицу времени всегда 
одно и то же в смысле гиперболического 
мероопределени.я расстояние по прямой, 
то ми ни1'огда не достигнем фунда.мен
та.льн'Ьl/.Jj то'Че1'. Поэтому все mott1'U вне 
рассматриваемого отрежа могут рас
сматриваться 1'а1' недосягае.мие и.ли 

ч несобственние. При это м:  мы еще раз ерт. 113. подчеркнем, что расстояние между дву-
м.я несобственными точками, ив Rоторых 

ни одна не совпадает с фундаментальной, .являете.я действи
тельным конечным расстоянием:. Далее, в гиперболическом: 
:м:ероопределении действите.льное расстояние между собствен
ными точками (в противоположность эллиптической геометрии) 
определено однозначно с то чностью до знака, потому что период 
расстояния являете.я здесь кратным 2i'ltc., так что мы имеем 
только одно единственное действительное значение .  
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Гиперболическое :мероопредеJ.Iение на прямой линии :мы: м:о

жеи сделать наглядным, подобно тому как м:ы это сделали длSI 
:эллиптического (черт. 109), следующим способом:, пригодность 
которого легко установить аналитически. Мы проектируем точки 
гиперболы из центра М на прямую G (черт. 1 13)  и р�1 ссматри
вае:м в качестве гиперболически измеренной Длины urрсзка PQ 
на пр.ямой G евклидову площадь треугольника MP'Q' (на черт. 1 13 
заштрихованного). При этом обе фундаментал:Ьные точки гипербо
лического мероопредеJ1ения .являются точками пересечения пря
мой G с асимптотами гиперболы. Соответствующим образом: и 
в случае эллиптической геометрии :мы :могли бы пользоваться не 
длииою дуги окружности, а площадью соответствующего сектора, 
которая отличается лишь множителем от длины дуги; в слу
чае же гиперболичесхого мероопределения приходится пользо
ваться только площадью и нелыш воспол:ызоватьс.н дщшой дуги. 

В заключение :мы хотим: еще раз подчеркнуть, что, нес.м:отр.я 
на различие между эллиптическим: и гиперболичесхим :меро
о пределепи.ями в действительной области, с алге6раичес1Коu точ:ви 
зрения эти мероопределевия .являются тождественными. Мы: по
ложили в случае э.ллиптического мероопределени.я c = ic., а в 
случае гиперболического с = с1" следовательно, обе постоянные 
связаны соотношением: 

c. = - ic". 
О. Эллиптическое и ги перболическое мероопределения в 

пу чке прямых и плоскостей. 3десь опять :мы назовем мероопре
деление эллиптическим или гиперболическим: в зависимости от 
'!'ОГО, будут ли оба фундаментальных элемента хо:мплехсно-сопр.я
женными или действительными. Притом: эти мероопределеяи.я .яв
ляются непосредственно 
проекциями соответству
ющих мероопределений 
на пр.ямой линии (черт. 
109-эллиптическое меро
определение, черт. 1 14-
гнnероолическое :меро
определР-ние ). При этом 
в случае эллиптического 
иероопределени.я м:ы м:о- ,Черт. 114. 
жем: сделать :как угодно 
:много обходов вокруг центра пучха (в действительной области) 
путем: пов1·орного откладывания одного и того же угла, 
тогда как в случае гиперболичесхого :мероопределеяи.я при 
таких же повторных откладываниях мы будем неограниченно 
приближаться :к фунда:меитальны:м пря:м:ы:м. Если мы бу
дем исходить из прямоугольной системы :координат и возь
мем: уравнение фундаментальных элементов в виде и�+и: == о, 
то мы получим: при ·  с' = �" :в:ак раз евхлидову метрику yгJia. 
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Е. Эллиптическое и гиперболическое мероопределения на 
плоскости.  Невырожда ющеес.я мероопределение на плоскозсти бу
дем называть аллиптически.м или гиперболическим в зависимо
сти от того, будеr ли соответствующее фундаментальное кони че
ское сечение нулевым или овальным. Е в:клидово мероопределение 
рассмотрим позднее, так :кав: оно .является вырождающимся. 

Начнем: с плос-х:ого эллиптического мероопределения, при ко
тором: фундаментальное коническое сечение является нулевыы:. 
В этом случае мы припишем постоянным с и с' чисто мнимые 
значения для того, чтобы расстояние между двумя действите.11ь
ными точками (или Gоответственно угол между двум.я действи
тельными прямыми) было действительным (ер. стр. 1 90j. В част 
ности, постоянную рассто.яния мы положим: равной c = ic.; на-

i 
против. постоянную углов мы положим: равной 2 .  чтобы изме-

рение углов совпадало с евклидовым. Все расстояния между 
действительными точками проективной плоскости будут тогда 
действительными и :конечными, таR что в действительной об
ласти не будет никаких бесконечно удаленных точеR. Uo всеми 
этими  обстоятельствами мы уже познакомились в § 5 гл. IV. 

Н аоборот, если фундаментальное коническое сечение является 
овальным. то мы получаем плоское гиперболическое .мероопреде
ление, с .которым :мы до сих пор еще не встречались. Овмьная 
:кривая разбивает действительную проективную плоскость на 
две различных области, которые мы :можем: назвать внутренней 
и внешней; при этом :мы: называем внешней ту область, из всех 
точек которой .можно провести: две действительных :касательных 
R Rовичес:кому сечению, в то время каR Rасательные из тuчеR 
внутренне й области являются RомплеRсно-сопряженными. На 
прямых линиях плоскости получается гиперболическое,  выро
дившееся или. на:конец, эллиптическое :м�роопределение в за
висимости от того, пересекает ли прямая коническое. сечение 
в двух действительных точках, в одной действительной или ни 
в одной действительнuй точке. По'3тоянную с мы берем: также 
дей�тЕительной, как и при гиперболическом :м:ероопределении 
на прямой: с = с11• Если мы !'!аходимся внутри Rонического сече
ния, то :мы можем неограниченно много раз откладывать (в смысле 
нашего :мероопределен.w1) данный отрезоR по любой прямой, 
викогда не "Выходя за пределы :конического сечения. Следова
тельно. точки: фун_цаментального Rоничоского сечения ведости
жииы при Rонечной скорости (ер. стр. 193)  и играют ту же роль, 
что и бесконечно удаленные точки в плоской евклидовой геомет
рии. Точки внешней области фундаментального Rонического сече
ния находятся на Rом:плексном расстоянии от точек внутренней 
области и потому также могут рассматриваться как идеальные 
точки. Мы: отметим еще, что расстояние :между двумя идеа.ль
ными точ ками вне шней области явл иется действител�-ным. Если 
:мы находимся в этой области. то иы можем, наоборот, расс:м:а
тривать точки внутренней области и границу как идеальные, но 
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в дальнейшем .мы огрс�пичимся тем , сл 11чаем, когда мы находимся 
во внутрепнеu оо.ласти, так как толь ко э rот слу чiiй (как выяс· 
вится в дальнейШt' М) .явл }1 ется существ�нным для приложений. 

Пу сть теперь заданы две пря м ые и и v, пересекuющие вну
треннюю область о вального кони ческого сечения. Метрюш углов 
в определяемом ими пучке будет элли птической, вырождаю
щейся или гипербuли ческой, смотря по то .\i у, лежит JШ центр 
пучка М внутри, на самом коническом �ечении или же вне его. 
В первом случае мы можем воRруг центра пучка сделать как 
угодно м ного обходов п у тем повторного откладывания  одного 
и того же угла, произведецого достаточно много раа (черт. 1 15, 

11: 
в котором: угол между двумя прям ыми и и v взят равным 8 . 
так что после восьмиRратного откладывания мы опять nриходи:м 

м 

Черт. 1 15 .  Черт. 1 16. 
к первой прямой ). Напротив, во втором случае прямые неогра
ниченно приближаютrя R ка сательным фундаvентальпого Rони
ческого сечения (черт. 1 1 6;  пр я м ы е  в непосредственной близости 
R касательным на н е м:  уже не изображены), при этом все эти 
прямые пересекаю:r достижи м ую вами область. Накопf'Ц, в пре
дельном случае, в котором точка пересечения М п ря м ыr лини й  · 
лежит на са:ио:м коническом сечении, соответству юши й  у гол 
всегда равен нулю (ер. стр. 1 88 и затем соответствуюшее до
казате льет во на стр. 188 для двух точе к, лежащих н а  изотропной 
пря мой;  неопределенным угол не :иожет быть, та к  как .мы пред
полагаем, что обе пр ямые пересекают внутреннюю область ко
нич еского сечения) . Так Rак в этом случае также и все осталь
ные (в �мысле гиперболичесRой геометрии собст nf'нн ые ) пр.я:мые, 
проходящие через точку М, образуют м ежду собою нулевые 
углы, то �десь .vже ве во1можн1> пострсение, подобное построе
ниям в двух других случаях (но оно  воз '1 ожно� если положить 
в основу движения, ер. черт. 1 1 8) .  Если мы находимся во внеш
ней облас rи фундаментального Rовичес,коrо сечен и я, то имеют 
место ана.11 огичнь е факты; этот случай ч итатРль может разобра ть 
са:м:. Мы должны вз 1 ть постоянную угл• •В чисто мнимой,  е сл и  хо
тим, чтобы угол м ежду двум.я п ря м ы м и ,  пе ресекаю щи м ися внут1,и 
хони 11еско�·о сечения, бL л дейст в ител ьным; в дальней шем мы ее 
возьмем (в соответствии с евRJшдовым иа.м�рением. углов) 

i 
равной 2 ·  
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Мы получим особенно 

�спое представление о рас
смотренных нами :мероопре
делениях, если изобразим 
на чертеже кривые постоян
ного расстояния от данной 
mо'Чки 2; эти Rривые мы 
будем рассматривать как 
оRру,кности относительно 
данного мероопределения. 
TaR Rак расстояние между 
двумя точками у и z на ос
новании арккосинус-фор
мулы (стр. 1 89)  зависит толь-
ко от выражения О , :У" о о-:_, 

Черт. 1 17. Овружв:ости-в BJJJIBПТИ'leoiroй rеоиетрии Т /1 llU · -
Соботвеииые овружв:ости в rипербо>Iичеов:ой reo� О МЫ ПОЛУЧИМ уравнение 

1Iметрии. -�! RрИВОЙ. приравняв ЭТО ВЫ-
ра.жение поr.тоянной k: 

0;z= k2QllUO•z (Q•• :.J:O) , 
причем: zi рассматривают1;я 
xaR постоянные, а у, как 
переменные. Если :мы рас
смотрим точки пересечения 
конического сечения, опре
деляемого этим уравнением, 
с фундаментальным кон:ц
ческим сечением 01111 = о 
(у1 - пере:м:енные), то мы най
дем, что их Rоординаты удов-
летвор.яют уравнени;ю Оу�=О. 
Это уравн ение .является 

Черт. 118. Преде>Iьвые окружности (rороцив:.uьr) урав:аением: д важды ВЗЯТОЙ 
в rипербодичесвой rеоиетрии. поляры точки z относитель-

но фундам ентального кони
ческого сечения. Следова
тельно, четыре точки пересе
чения , которые, вообще гово
р.я, имеют два конических 
сечения, в нашем случае по
парно совпадают; указанные 
окружности с центром в точ
кеz касаются фундаменталь
ного :&онического сечения в 
двух точках, именно в точ
ках пересечения с полярой. 
ТОЧRИ z (ер. черт. 1 1 9, на ко-

'lерт. 119. Сверuруrи (rиперциuы) в гипербОJIВ- тором точки пересечения яв-
чеов:ой rеоиетрив. л.яютс.я действительными) . 
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В э·rих расс:мотрениях мн предполагали, что точRа z не лежит на 

самом фундаментальном: Rо1шческом сечении, потому что иначе о •• 
равнялось бы нулю, таR что все точRи плосRости, не лежащие 
на. Rасательной в точке z, имели бн одно и то же, и:м:енно бес
конечно большое расстояние от точки э. В этом: случае :м:ы об
общим: определение окружности следующим образом. Мн м:оже:м: 
написать приведенное выше уравнение окружности o;z= k'O,.,o •• , 
вследствие того, что zi являются постоянными, в виде o;z= �Ouu • 
причем: это уравне1ше изображает семейство кривых также и 
в случае о •• = о. Поэтому :м:ы будем говорить, что Rривая, опре-
дел.яе:u:а.я уравнением 02 = k2 . о yz 1 1111' 
во всех случаях .являете.я "окружностью с цеFтро:м: в точRе z " .  
Если в частности о •• = о, то каждой точке z будет соответство
вать опять-таки однопара:метрическое семейство Rривых. При 
этом обе точки ,прикосновения, хоторые, вообще говор.я, имеет 
окружность с фундаментальной Rривой, в данном случае сли
ваются в одну точку, именно в точRу z (ер. черт. 1 1 8). 

На стр. 122 мы уже рассматривали вид уRа3анного семейства 
Rривых. В случае эллиптического мероопределени.я. Rонцевтри
чесRие окружности вокруг данной точки всегда имеют вид, 
указанный па черт. 1 1 7, тольRо отмеченное на нем толстой ли
нией хоническое сечение не играет нихакой особой роли 1). 
В случае гиперболи:ческого мероопределения концентрические 
круги, напрот:riв, имеют различный вид в зависимости от того, 
лежит ли их центр во внутренней области (черт. 1 17), на са:м:ом: 
фундаментальном коническом: сечении (черт. 1 18) или во внеш
ней области (черт. 1 1 9) ;  в первом случае мы имее:м: круги с цен
тром в собственной точке, в последних двух - в несобственной 
точке. Обычно эти три типа хругов в случае гиперболического 
:мероопределени.я называют собственно круга.ми (черт. 1 1 7), 
предедьними r.:pyгa�tu или гороци1ела.ми (черт. 1 1 8) и сверх1еру

гами или гиперциr.:ла.ми (черт. 1 1 9 ) .  Семейство предельных кру
гов (черт. 1 1 8) может быть получено посредством наглядного 
предельного перехода из черт. 1 1 7  и 1 1 9  путем постепенного 
приближе ния центра кругов R фундаментальной хривой. 

Среди рассматриваемых Rривых во всех случаях имеете.я 
некоторая прямая, именно поляра соответствующего центра, RО
торую :м ы получаем при значении k=O  или k1= 6. Так :как 
определяемая постоянной k окружность (как это видно из ар:к
косИ:нус-формулы, стр. 1 89) имеет радиус 2ic · arccos k, то :мы по
лучаем: в случае 12z• =1= о для радиуса этой выделенной окруж
ности значение iТtc (при сделанном вами выборе значения дл.а: 
постоянной с мн полу•1и:м, следовательно, в случае эллиптиче
ской геометрии действительный радиус nc. и, напротив, в случае 
гиперболичеСI{ОЙ: геометрии - :мнимый радиус iТtc"). Если :мы 

1 ) Это :коническое сечение отмечено толстой линией, потому что тот 
же самый чертеж служит одновременно дJI.я наглядного взображени.я 
положения вещей в случае гиперболического :м:ероопределени.я. 
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положии в уравнении рас.}матриваемых окружностей k= 1, то 
:мы получим круг нулевого радиуса .(ер. стр. 1 56), т. е. геомет
рическое место точек, отстоящих от z на нулевом расстоянии; 
этот круг состо�т из двух, проходящкх черев точку z ком
плексно-сопряженных или действительных прямых, касающихся 
кони ческого се чения и, следовательно, изотропных. Далее, :мы 
получаем при k =  о:;, круг бесконечно боль шого радиуса, именно 
само фундаментальное ftони ческое се чение (ер. снос.ку на стр . 1 53). 

Дальнейшие геометрические предложения плоской эллиптичес
кой и гиперболической геометрии будут рассм атриваться в гл. VIII. 

f. Эллиптическое и гиперболическое мероопределения в 
пространстве. В пространстве  нам: приходится разJшчать в слу
чае невырожда юrr..ихся мероопределений три разли чных возмож
ности в зависимости от того, будет ли фvндаментальная поверх
ность нулевой, ова льной или кольцеоб разной.  В nервом: случае 
мы получаем амиптичес1'ую геометрию ?�ространства, в ко·rорой 
все точки проективного пространства наход.я.тuя на ко1; ечном рас
стоянии друг от друга. Во втором случае мы получае м  гиперболи
ческую геометрию, причем: обычно м ы  будем счита1-ь себя нахо
дящимися внутри овальной поверхности; тогда точки самой этой 
поверхности и точки вне ее мы будем рассматрива1 ь как идеаль
ные, т. е .  как недостижимые. Наконец, в 1 ретьем: случае мы полу
чаем некоторое :м:ероопределевие, не имеющее особого наэвания 
и для дальнейщего имеющее лишь второстепенное значение. , 

Посредством: таких же рассуждений, ка1t и в случае пло
скости, получается, что в ЭJiлиптической геометрии прос1 ранства 
существует тoJILкo один тип шаровых поверхнос1 ей.  Напротив, 
в гиперболической геометрии приходктся ра шичать три ра:тич
ных типа в зависимос'I·и от того, лежит ли центр внутри фунда
ментальной поверхности, на ней самой или, нuконец, вне ее; эти 
три типа кы будем: назы вать собственно шарами, пrедельны.ми 
шара.ми и.л,и горосфера.ми и сверхшара.ми и.л,и гиперсферами. 

§ 2. Вырождающиеся мероопределения 

Аналогично случаю певырождающихся образов можно обосно
вать проективное мероопределение на  одном из произволью,х 
вырождающихся образов, перечисленных в трех таблиц11х на 
стр. 83 ( прямая ЛИНИЯ) ,  стр. 1 00 ( ПЛОСКОСТЬ) и стр. 1 0 7  (про
странство). Если мы будем: принимать во внимание различия 
с точки зрения действительности получающихся образо в, Т6 
вместе о невырождающим:ися :м:ероопределениями всего мы полу
"tим на прямой .аинии 3, на плос1'ости 7 и в пространстве 18 
рав.л,ичных .мероопреде.п,ений 1). 

1) Подробна.я классификация всех этих мероопределений, а также ме
роопределений дл.я случая п-мерноrо :м ногообразия и м еете.я в работе 
S о m m е r v i l l е.  Classi fication of Geometries with Projektive M etric, Pro
ceedings of the Edinburgh Mathematical  Society, т . 2, 1 9 10 .  П ринимая во 
внимание дальнейш ие возможные разделения на собственные и несоб 
ственные области и т. д., Самм:ервиль получает в случае n-мерноrо ино
rообразия вс�rо 3" различных :м.ероопределенвй. 
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А. Пря мая линия. На прямой линии, RaR это видно из таб
лицы на стр. 83, существует только один единственный выро
ждающийся образ, именно дважды взята.я точка, Rоторую :мы 
и положим: в основу :мероопределени.я в Rачестве фунда.м:ен" 
таль в ого образа. Так RaR в этом случае обращающий с.я в ну ль 
определитель уравнения: 

имеет вид : D = a11a21 - a�2 = 0, то по стр. 189 D�z - 0""01, = 0. По
этому выражение, хоторое мы установили для расстояния на 
стр. 1 87, принимает значение c · ln 1 = 0. Нес:.м:отр.я на это :мы и в этом: 
случае можем получить пригодное R употреблению .м:ероопреде" 
ление. Для этого мы начнем с рассмотрения м:ероопределения, 
основанного на паре точек о"" = � ах). Хх Х). = о, D = 1 ах). 1 =1= о. в этом 
случае выражение для расстояния между двумя точками 11 и z 
(с:м. стр. 1 89) :может быть написано в ви�е : 

Е (  ) 2 · 1 (Y1Z2 - z1Y2) -f а11а22 - а:2 у, z = zc arcs n _ r  
у ы,,о • •  

Теперь :м ы  сближаем обе фундаментальные точки, причем: а�2 не
-ограниченно приближаете.я R значению а11 · а22. Тогда выражеQе 
о""= а11х� + 2а12х1х2 + а22.х� превращаете.я в Rвадрат линейного 
выражения f aa ·x1+V а22 ·Х3, так что 

-fo1111= -f a11 ·Y 1 + -f  a22 "Y2 и -{o •• = -f a1 1 · z1+ -f a22 ·z2. 

Далее, таR Rак при предельном: переходе аргумент арксинуса 
становите.я сколь угодно :малым, то :мы м:оже:м заменить арксинус 
этим: самым: аргументом. Тогда :мы получим:: 

Стремящийся R нулю множитель 2i -{ а11а211 - а�: мы объединяем 
с постоянной с (Rоторой :мы приписываем все большие и большие 
значения) в новую конечную постоянную k. Вследствие этого 
:м:ы получаем: для расето.яни.я следующую формулу: 

Е (у z) - k - - Y1Z2 - Z1Y2 
' - (-{ а11· У1+ -{ a22 ·Y2H-f a11 · Z1+ -{ a22 · Z2) · 

При этом: дважды взятая точка, положенная в основу нашего .м:еро
определения, определяете.я уравнением: о"" { у  а1 1 ·х1 +-{ а21· х2 } 2=0 
и ,  следовательно, имеет координаты : х1 :  х2 = --f а22 : у а11 •  
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Если мы: в качестве фундаментальной точки возь:м:е:м беско
нечно удаленную точку нашей прямой, т. е. положим: ai.1 = О, то 
:м::ы: получим: 

Е (  ) k Y1Z2 - Z1Y2 y, z = - · , а22 Y2Z2 
следовательно, Rак раз то выражение, посредством ко'Iорого 
определяется (см. стр. 147) расстояние в евRлидовой геометрии 1) . 

В. Пучок прямых и плоскостей. Такие же рассмотрения, Rак 
и для случая пр.ямой линии, :м::ы: може:м: произвести также и для 
пучка прямых и пJ1оскостей и тем самым установить в нем пара
болическое :мероопределение. Если :мы: в смысле этого мерооп
ределени.я будем повторно откладывать в пучке один и тот же 
угол, то :мы: будем неограниченно приближаться к фундамен
тальной пр.ямой, которая в этом случае всегда .являете.я дей
ствительной (черт. 120, Rоторы:й получается посредством пере-

.s 

Черт. 120. 

несения евклидова мероопределения прямой G на пучок прямых 
с центром в точке S). Аналогичные обстоятельства имеют :ме
сто и в пучке плоскостей. Теперь нам становится понятной вну
тренняя причина того, что в евклидовой геометрии расстояния 
иаооражаются алгебраическими выражения.ми, умы же, напро
тив, трансцендентными. Именно: для расстояния мероопреде
ление .является в:ы:рождающим:ся, тогда как для углов этого 
нет; трансцендентность в первом случае устраняется с помощью 
произведенного выше предельного перехода. 

С. Пло скость. На плоскости, как это видно из таблицы на 
стр. 100, существуют семь различных :квадратичных образов; 
мы: сейчас рассмотрим по порядку соответствующие :м:ероопре
деления. 

Случаи 1 и 2 таблицы: (нулевая и овальная 1'ривые) :м:ы: уже 
рассмотрели раньше. 

В случае 3 фундаментальный образ состоит из двух, деu
ствительных прямых и соответствующеu точr.:и пересечения S 

1) Этот результат мы :могли бы получить тахже путем применени11: 
:канонических уравнений фундаментальных образов непосредственно из 
аркси нус-формулы стр. 189, заставляя е стремиться к нулю (читатель дол
жен еще принять во внимание, что тогда фундаментальным образом .явля
лась точка ..v�=O. теперь же точка ж�-0). Мы избрали в те:в:сте общий 
путь, а не этот, чтобы получить формулу для случая проиаволъного фун· 
дамевтадьноrо образа. 
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(черт. 121). На прямых линиях плоскости, не проходящих через S, 
мы получаем гиперболическое :м:ероопределение. Прямые, прохо
дящие через точку S, нужно рассматривать RaR изотропные; 
в самом деле, в прямолинейных Rоординатах фундаментальный 
образ изображается уравнением: пучка этих прямых. 

Если :мы находимся в верти1tальвых углах А, образованных 
фундаментальными прямы.ми (черт. 121), то точRи верти1tальных 
углов В для нас недостижимы; их р асстояния от точек, находя
щихся в углах А, являются хомплехсными. ТОЧRИ самих фунда
ментальных прямых находятся на бесховечно большом: расстоя
нии от точек, взятых в углах А и В. Для всех пучков прямых 
плоскости, за исмючение:м: пучRа с центром: в точRе S, полу
чается :qараболичеСI�ое :мероопределение; фундаментальным: эле-

в 

Черт. 121. 

А 

р 

ЗI 1 О 123 

Черт. 122. 

в 

ментом является прямая, соединяющая центр пуЧRа с точ1tой S. 
Семейство концентрических 01tружностей вокруг какой-нибудь 
·rочки Р (черт. 121) вырождается в пучок прямых, проходящих 
через точку S. В частности, точки пря:мой PS имеют нулевое рас
стояние от точки Р, за единственным исключением точки S, дл.я: 
которой расстояние PS является неопределенным. На черт. 121 
и:sображены окружности вокруг точки Р с радиусами О, 1, 2, 3, 4; 
окружности больших радиусов неограниченно сгущаются (с ев
клидовой точки зрения) около обеих фундаментальных прямых. 
Интересен также чертеж, который :мы получии, если возьмем за 
точку 8 какую-нибудь бесконечно удаленную точку аффинной 
плоскости. Тогда мы получим некоторое мероопределение внутри 
параллельной полосы (черт. 122); точки на краю и вне этой полосы 
для нас недостижимы. На черт. 122 изображены Rонцевтрические 
оRружности воRруг точки Р с радиусами О, 1, 2, 3 дл.я: этого случал. 

В случае 4 :мы имеем две ко.мп.лексно-сопряженние прямые 
с действитмьной точкой nepeceчeuu.i:i S. Соответствующее :м:е
роопределение определено для всех действительных точек про
ективной ПJiоскости за единственным: исключением точки S. 
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На всех де�ствительных пр.я:мых, не проход.Ящих черев точку S, 
имеет иесто эллиптическое мероопределение; прямые, проходя
щие через са:иое точку S, надо рассматривать как иаотропные. Для 
пучков прямых (за исключением: пучка с центром в точке S) 
получаете.я парабо.пическое мероопределение: фундаментальным 
элементом .является прямая, соединяющая центр пучка с точ
кой S. Это мероопределение потому заслуживает быть отмечен
ным особо, что оно дает двойственный образ ев-клидовой геомет
рии; в С!t:мом дeJie, ·в таком двойственном обраве все прямые 
имеют :конечные длины, тогда как все углы вокруг любой точки 
.являются бесконечно большими. Посредством: дуаливаrщи евкли
довых предложений :м:ы :можем непосредственно получить теорию 

Черт. 123. Черт. 124. 

этого кероопределени.я в развернутом: виде. Так, например, в 
ев1елидовой геометрии окружность определяется как геометри
ческое :место точек, равноудаленных от данной точки. Двой
ственный образ должен быть кривой второго класса, которая опре
дел.яется как геометрическое :место прямых, обравующях один 
и тот же угол с данной прямой. В евклидовой геометрии первый 
образ .является обычной окружностью, тогда как второй образ -
кривой первого класса, т. е. вырождается в пучок прямых, центр которого лежит на бесконечно удаленной прямой. Наоборот, в 
рассмотренном здесь двойственном: образе евклидовой геометрии 
вырождающимися являются каR раа "1'руги расстояний"; именно: 
они являются теми кривыми первого порядка, т. е. прямыми, которые проходят через действительную точку пересечения S обеих комплексно-сопряженных фундаментальных прямых: (черт. 123). 
Напротив, "'Круги умов" не вырождаются и имеют вид, указанный 
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на черт. 1 24; при этом :м:ы изображаем кривые второго клас
са посредством: соответствующих им: кривых второго порядка. 

Рассмотрим: теперь ближе черт. 123. Точки прямой PS (за 
единственным: исключением: точки S) имеют нулевое р асстояние 
от точки Р. Если мы будем: переходить от прямой PS к другим 
прямым:, то расстояние ·1очен: этих прямых от точки Р будет 
все увеличиваться, пока оно, наконец, не достигнет своего 

'lt' 
максимального значении 2 для точек прямой, отмеченной на 

черт. 123 более толстой линией. С "круга:м:и углов" дело обстоит 
иначе. На черт. 1 24 изображены. "круги углов", соответствую
щие прямой G. Прямая G образует сама с собой угол, равный 
нулю. Если мы будем увеличивать этот угол, то сначаJrа мы 
получим гиперболы, которые затем превратятся в параболу и 
далее в эллипсы, все теснее и теснее ОRружающие фундаменталь
ную точку S. Прямые, проходящие через самое.. точку S, образуют 
бесконечно большой угол с прямой G. Аналитически можно легко 
установить, что черт. 124 .является проективным образом семей
ства концентрических евклидовых кругов. Пусть читатель ясно 
,зебе представит, что все приведенные выше отношения .являются 
как раз образом двойственным евклидовой геометрии. 

В случае б фундаментальный образ состоит иа действитель
ной прямой с двумя лежащими на ней действите.лы-tiьм�и точ
ками. На всех прямых плоскости, за исключением: самой фун
даментальной пр.ямой, имеет место параболическое мероопре
деление, в то время как углы, вообще говоря, измеряются 
гиперболически. Это мероопределение мы уже рассматривали 
в § 4 гл. IV и назвали его там: псевдоевклидовой геомеrп,рией; 
в частности мы там: попутно рассмотрели сист�му соответст
вующих кругов (черт. 86, стр. 162J. 

В случае 6 мы исходим: из действительной прямой с двум.я 
лежащими на ней 100.мплексно-сопр.яженными точка.ми. Мы 
получаем евклидову геометрию, в которой длины измеряются, 
вообще говоря, параболически, а углы, напротив, эллиптически. 

НаRонец, в случае 7 мы имеем действительную прямую с .ttе
'Jюащей на ней действительной же точ10ой. В этом елучае мы 
получаем каR дл.я прямых, так и для пучRов прямых, вообще 
говоря, параболическое :мероопределение. 

D. Пространство; заключительные замечания. Подобные же 
рассмотрения, RaR и на п.тюскости, могут быть произведены также 
и в пространстве. Но продумать эти :м:ероопределения мы предо
ставляем самому читателю, потому что дл.я: дальнейшего паи изо 
всех :многочисленных: вырождающихс.я: мероопределений понадо
бится только одно единственное, именно - хорошо нам: известная 
евклидова геометрия (ер. стр. 209). Напротив, для более глубоких 
исследований, касающихся обобщения римановых ге9метрий (ер. 
гл. Х, § б ) , изучение вырождающихс.я: проективных мероопреде
лений представляет совершенно особый интерес; но в рамках этой 
книги мы не можем входить в указанные· исследования. 
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§ З. Двойственность 
В проеRтивной геометрии принцип двойственности имеет 

место без всяких ограничений. Мы уже знаем, что при: введе
нии евклидова :м:ероопределени.я он тер.яет свою силу, в то 
время RaR в эллиатической геометрии, рассмотренной нами 
в гл. IV, он сохраняете.я (ер. стр. lf19). Ках же обстоит дело 
в случае других проехтивных :м:ероопределений'/ 

Прежде всего рассмотрим еще раз эллиптическое :мероопреде
ление, в основу Rоторого кладется данное в проективной плоскости 
нулевое Rоническое сечение. При этом :мы должны положить 

посто.янную рассто.яни.я c==ic. равной постоянной углов с'=; 
(ер. стр. 193)1), если хотим: получить полную двойственность, 
потому что в противном случае формула расстояни.я :между 
двум.я точха:м:и не будет д13ойственно соответствовать форм:уле 
угла :между дву:м:.я прямыми. Так как, далее, выражение для 
угла и выражение дл.я рассто.яни.я получаютс.я совершенно 
двойственным: образом ив заданного фундаментального кониче
ского сечения, то ясно, 'Что принцип двойственности в эллип
ти-чесtсом .мероопреде,п,ении дожжен иметь .место без всяtсих 
ограничений, точно так же, хак и в проективной геометрии. 
Положение вещей будет особенно наглядным, если :мы введем 
проехти.вную систему хоординат таким: обраво:м:, чтобы уравне
ние фундаментального конического сечени.я имело вид х�+х:+ 
+х: ==о. Именно в этом случае соответствующее уравнение 
в прямолинейных Rоординатах получается просто посредством: 
того, что мы х1 заменяем через иi, - обстоятельство, которое не 
и:м:еет :места при употреблении другой системы координат. 
Вследствие этого мы :можем, например, при условии пользования 
уRаванной системой координат получить из формулы расстояния 
форм:у.u:у угла, заменив х. через и,, в то врем.я как при поль
зовании другими системами Rоординат предварительно еще 
надо перейти от уравнения фундаментального конического се
чени.я в точечных координатах (по стр. 73) R соответствующему 
уравнению в хоординатах прямой (ер. формулы рассто.яния и 
угла на стр. 188 и 189). 

В случае гиперболического м:ероопределеви.я :мы находим 
в Rом:плексной области такие же соотношения двойственности, 
хак и в случае эллиптического :иероопределения, так как оба 
эти мероопределени.я в комплексной области тождественны 
:между собой:. Напротив, если мы ограничимся действительной 
областью, то :мы получим далеко идущие различия, потому 
что эдесь мы уже не :можем постоянную расстояния с взять 

1) В гл. IV, на стр. 167, мы взяли радиус r=2c, шара, ва котором: :мы 
построили эллиптичесв:ую геометрию, равным единице, т. е. действнтел:ьно 

1 ПО.ПОЖИJIИ с,=2. 
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равной постоянной углов с', так :как здесь :мы и:м:ее:м: с=с• и 
с'= : (стр. 194 - 196). Вследствие этого в гипербо.1и"чес1Кой 

метрике двойственность полностью разрушена. В са:м:о:м деле, ее.ли 
:иы, возьмем, например, уравнение фундаментального :конического 
сечения в виде х:+ж=-Х:=О или в виде и�+и,�-и:=о и поло-

1 
жи:и с"'= 2, то :мы излучим: для расстояния Е между двумя: 

точками у и z или соответственно для угла W между двум.я 
прям:ы:м:и v и w (ер. ст1). 1 89) следующие выражения: 

ио отсюда вытекает, что значения Е и W будут совершенно 
рааличными, даже если :мы возьмем: Yi=v, и z,=w;• 

В ев'IСлuдовой геометрии фундамента.rtь'Н/ЫU образ уже не яв
л.r�ется дв(,Jйственным са:м:о:м:у себе, так как он в точечных коорди
натах изображаете.я двум.я уравнениями, а в прямолинейных :коор
динатах лишь одним: уравнением, например, в случае плоскости 
уравнениями: 

-

и соответственно 

х�+:ю:=е, 
и�+и:=о. 

Поэтому и основанная на этом образе :метрика с самого начала 
пе является двойственной. Посредством дуализации евклидовой 
геометрии :мы получаем совсем другое :мероопределение, в основу 
Rоторого положен двойственный аналог пары ком:плексно-со
прлженных точек, именно - пара :комплексно-сопряженных 
прямых; это :мероопределеяие мы уже рассматривали на 
стр. 201-202. . 

Соответствующие рассуждения :могут быть проведены также 
и в случае других :м:ероопределений. Охватывая вместе все эти 
случаи, :мы можем сю1.вать следующее: дJtЯ того чтобы .меро
определение било двойственно в себе, нужно, во-первых, чтоби 
его фундаментальный образ бил сам себе двойственным, и, во
втор-ых, чтобы его постоянная расстояния совпадала с его по
стоянной углов. Если это не выполнено, то существует другое 
мероопределение, 1'omopoe двойственным образом соответствует 
рассматриваемому мероопределению . 

1) Оцределевие chE находится ва стр. 216. 
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§ 4. Твердые преобразования 

А. Твердые преобразования и преобразования по.11.обия. 
В предыдущих рассмотрени.ях мы позна:ко.\lились с большим 
числом различных мероопределений. Теперь возникает задача 
о нахождении твердых преобразований этих :мероопределений, 
т. е. тех преобразований, при :которых вс.я метрика остается 
неизменной. 

Прежде всего эти преобразования должны переводить пр.я
:мые оп.ять в пр.ямые и плоскости оп.ять же в плоскости, следо
вательно, они должны быть п рое:ктивными преобразовq,ни.ями. 
Так как, далее, для рассматриваемых мероопределений все бес
конечно удаленные точки должны переводиться также в бес· ' 
:конечно удаленные точки, то твердив преобразования .являю

тся проективными преоорааованил.ми фунда.мента.льпого обрааа.. 
в сеоя. 

Теперь читателю становится понятной причина подробного 
рассмотрения этих проективных преобразований в гл. III: бла
годаря произведенному нами введенцю метрических понятий на
ходящиеся там иссJ1едовани.я теперь значительно ожив.пяютс.я 
и станов.яте.я более наглядными. 

В дальнейших исследованиях будет наблюдаться существен
ное различие между вырожд:iющимис.я и невырождаюшимис.я 
мероопределениями. Именно, в случае невырождающихся :м:еро
определений всякое проективное преобразование, оставляющее 
инвариантными фундаментальный образ, .является твердым пре
образованием, потому что при этих мероrпределени.ях расстояния 
и углы оr1редел.яютс.я посредством двойных отношений. инвари
антных относительно группы проективных преобразований. На
против, в случае вырождающихся мероопределений существуют 
еще другого типа проективные преобразования фундаменталь
ного образа в себя, при :которых длины и углы умножаются на 
определенный постоянный множитель. Эти преобразования, ко
торые нам уже хорошо знакомы из евклидовой геометрии, назы
ван те.я преобразования.ми подобия. 

Как мы видели на стр. 112, число параметров проективных 
преобразований выrождающегос.я :квадратичного образа в себ.я 
возрастает на единицу, если степень вырождения образа повы
шаете.я на единицу; по.являющиеся при этом преобразования 
(чего мы не будем доказывать) как раз и .нвл.яютс.я преобразо
вави.ями подобия; вследствие этого число параметров всех 
твердь.х преобразований в случае различных :мероопределений, 
отвос.ящихся к одной и той же размерности, одинаково для 
всех этих мероопределений. Так, на прямой линии :wы полу
чаем 001, на плоскости: 008 и в пространстве- 006 твердых 
преобразований; в случае п-:мерного :многообразия это число 

n (n+l) 
параметров равняется 

2 
, :как это легко установит• по-

средством надлежащего подсчета. 
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В. Движения и зеркальные отображения . При более подроб
ном: рассмотрении твердых преобразований нужно различать дви
жени.я и аер1'а.льние отоr�ражени.я: движения могут быть сведены 
посредством непрерывного видоизменения к тождественному 
преобразованию; для зеркальных отображений это невозможно. 
В соответствии с рассмотрени.ями гл. 111 мы сформулируем еще 
следующие предложения (причем: :мы ограничиваемся действи
тельной _областью). 

В случае эллиптического :м:ероопределеви.я на прямой линии 
ИJIИ в пространстве существует соответственно oot или 006 .дви
жений и столько же зеркальных 01ображений. Напротив, в пло
ском эллиптическом :мероопределенuи существует оо� движений, 
но совсем отсутсгвуют аеркальные отобрмжения. Вообще первый 
случай имеет местu при нечетном числе измерений, второй
при четном числе измерений. О юутствие зеркальных отображе
ний в случае плоского эллиптического иерооnределения было 
впервые 11амечено Штуди (Study) 1). 

В случае гиперболического мероопределения на nряиой линии. 
как :мы видели на стр. 111, имеются четыре различных типа 
преобразований. Если мы ограниqимся теми преобразования1r1и, 
которые перевод.ат соб1;твевные точки опять же в собственные 
точки, то тогда останутся только два типа, именно движев:Ия 
и зеркальные 0106ражения (собствРнно) гиперболического :м.еро
определения на прямой линии. В случае гиперболического 
:мероопределения Ра плоскости и в пространстве существует 
соответственно 008 и 006 движений и столько же зеркальных 
отображений. 

Третье невырождающееся мероопределение, возможное в про
странстве, оснuванное на кольцеобразно� поверхности :как на 
фундаментальном обраае, :мы здесь разбирать не будем. 

В качестве примера отношений, JJозникающих в случае вы
рождающегося :мероопределения, мы укажем: на евклидову гео
метрию (ер. гл. ПI, стр. 112, 125 и 142). Выделение движений 
и зеркальных отображевий из общих преобразований подобия 
при аффинном споаобе письма производится путек приравви
вани.н определителей +1 или соответственно - I. Аналогичные 
обстоятельства имеют место и в случае осталЕных однократно 
ВЬ1рождающихся мероопре;�елений. Если же фундаментальный 
образ явл.яется :многnкратно вырождающимся образо:�t, то тогда 
появляется не одно, а несколько подобных уравнений. 

С. Порождение движений с по мощью специал ьных преобра
зований. Иа гл. lll нам известны, далее, следующие предJiож.е
ни.я о движениях. 

Каждое движ"ние плоского эллиптического :м:ероопределени.и 
5IВЛЯеТС.Я Вращением. В�.якое движение ПЛОСКОГО ГИПерболиче
СRОГО мерu(Jпреде.ления можно также рассматривать как враще
ние; только теперь уже приходите.я различать три разлiчных 

1) .Math. Ann.", т. 39, 1891. Ср. К 1 е i n, .Ges. АЬЬ.", т. l, стр. 282. 
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случая, смотр.я по то:му, лежит ли центр вращения внутри, на 
самом или вне фундаментального хонического сечения. Во всех 
случаях точки плоскости. двигаются по окружностям (черт. 117-
119, стр. 196}. 

Каждое движение пространственного эллиптического меро
определения :может быть щшучено посредством двух следующих 
один за другим сдвигов; это разложение на сдвиги определено 
однозначно. Далее, всякое движение мы можем получить посред
ством двух следующих друг за другом вращений вокруг двух 
прямых G 1 и G2, которые полярно сопряжены относительно фун
даментальной поверхности; эти вращения :могут рассматриваться 
также :как параллельные перенесения вдоль прямой G2 или: G1• 
Наконец, всякое движение :может рассматриваться RaR винтовое 
движение вдоль О 1 или G2• В случае пространственного гипер
болического мерооnределения имеют место такие же Gбстоятель
ства, только там: разложение движения на два (действительных) 
сдвига уже невозможно. 

Дальнейшие предложения о твердых преобразованиях мы 
будем рассматривать в гл. VIII. . 



Глава Yll 

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ, ЕВКЛИДОВОЙ 

14 ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИЯМИ 

§ i. Особое пояожение трех геометрий 

В предыдущей главе :мы познакомились с целым рядом: ме
роопределений, Rоторые все .п,оги,чес'Х:и равиоправиы с евклидовой 
геометрией. Однако большая часть этих мероопределений обла
дает строением, делающим их непригодными 'К пра'Кmи'Чес'Х:им 
при.меиения.м во внешие.м мире. В самом: деле, :мы, естественно, 
будем требовать, чтобы движения в применяемом к внешнему 
миру мероопределении совпадали с хорошо нам известными 
движениями твердого тела. Вообразим 
себе подобное тело, ограниченное двумя 
пересекающимися плоскостями (напри
мер деревянный Rлин), в некотором 
определенном: исходном положении по
RОЯ, изображенном на черт. 125 штрихов
кой. Будем теперь вращать это тело во:к
руг линии пересечения обеих ограничи
вающих плоскостей так, чтобы втора.я 
плоскость совместилась с положением 
первой плоскости до вращения. Опыт нам 
показывает, что мы всегда после конеч- Черт. 125. 
наго числа вращений таRого рода воз-
вращаемся в положение, близкое R исходному положению, 
а затем даже переходим через него. Но это свойство не имеет 
места в случае гиперболичес:кого или параболического измерения 
углов, так как в этих случаях мы никогда не можем перейти через 
некоторое предельное положение при повторном отRладывании 
равных между собой углов (ер. черт. 114 и 120). Следоватмьио, 
в случае .мероопреде.п,еии.я, при.меии.мого 'К виешиему миру, 'Ка'К 
1�ространствеииа.я, так и плос'Х:а.я .метри'Х:а умов должна бъ�ть 
эллиптичес'Х:ой. Но это требование выполняется лишь в случае 
трех мероопределений, :которые мы в предыдущих рассмотревиях 
назвали эл.липти•tесии.м, параболическим или ев'/Слu.довым и гиnep
бoлit•tec'l'OtiM .мероопределеиил.ми; при этом: в случае гиперболи
ческого ме роопределенил :мы должны ,9Граничиться виутренией 
областью фундаментальной кривой или, соотв етственно, поверх-

U КлеJiв 
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ности, а в случае параболического :мероопределевия - теми точ
ками, которые не принадлежат самому фундаментальному образу� 

Вследствие указанного различия эллиптическое и гипербо
лическое :мероопределения обычно противопоставляются евкли
довой геометрии в качестве иеев"лидов'ЫХ .мероопрf!делеиий. Так 
как эти три мероопределени.я играють весьма важную роль, то. 
во всем IIоследующем: мы ограничимс.я изучением только их 
одних. В настоящей главе мы будем говорить исключительно об 
общих соотношени.ях, связывающ�х друг с другом эти три :меро
определени.я, а затем:, в гл. VIII, будем изучать отдельно свойства 
эллиптического и гиперболического :м:ероопределений. 

Возникающий, далее, вопрос о том, какое из трех таким обра
зом: выделенных :м:ероопределений "и:м:еет :место во внешнем мир�", 
мы рассмотрим в § 6 этой главы. От�ет будет гласить, что раз
решение этого вопроса невозможно при помощи средств, п:м�ю· 
щихс.я в нашем распоряжении в настоящее врем.я. Именно: изме
рения во  внешнем мире так же хорошо совместимы с неевюшдо
вы:ми :м:ероопределевия:ми, как и с евRлидовой геометрией. В силу 
этого :мы :можем назвать неевклидовы :мероопределени.я, в согла
сии со стр. 183, также веевклидовы:ми геометрия.ми. 

§ 2. Превращение эллиптической геометрии в евклидову и далее 
в гиперболическую геометрию 

Квадратичные образы, на которых основываются: проективные 
:мероопределения, :могут быть непрерывно превращаемы дµуг в 
друга {с:м. § 6 гл. П); тогда и соответствующие :мероопределенюI
будут превращаться друг в друга. Мы ограничимся рассмотре
нием превращения плоской эллиптической геометрии в е ВРШИ· 
дову и затем в гиперболическую геометрию. Для этого :мы будем. 
исходить от нулевого конического сечения: 

1 
и�+ и=+ а38и: =о или Wi + х: + -х:=о, asa 

превратим его в пару комплексно-сопряженных точек:' 

и� + и� = О или х� + х: = О, х8 = О, 
и, далее, в овальное коническое сечение (ер . стр. 99, черт. u3): 

2+ 2 2 - о и 2 + 2 1 2_0 иl U2-a33Ua-"' ил Х1 Х2-- Х3- . 
а:33 

Для того чтобы однозначно установить данное :мероопреде·· 
ление, :мы должны задать кроме фундаментального образа. еще 
значение соответствующей постоянной расстояний с и постолн·· 
ной углов с

'
, которые являются множителями перед логарифмамu 

двойных отношений. В эллиптическом мероопределении посто
янная расстояний с .является чисто мнимой, именно, она равна ic, 
(стр. 194); в евклидовой геометрии с бесконечно велико (стр. 20UJ; 
наконец. в гиперболическом: :мероопределении о,1а действи
те.11ьна, именно равна с", (стр. 194). Следовательно, если :мы 
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заставим стремиться постоянную а83 от положительных значений 
х нулю и затем заставим: ее пробегать отрицательные значения, 
то :мы должны одновременно постоянную расстояний с превра
тить из чисто мнимой в бесхонечно большую и затем в действи-

1 
тельную. Это проще всего сделать, положив 2с= v=-;,;;; и.тти 

-СХ.33 
-1 а33 = � .  В самом деле, тогда для положительных и отрица-

тельных значений а38 получаются соответственно :м:ни11rые и дей · 
ствительные значеви.Я: с, тогда RaR для а83=0 nолуqается беско
нечно большое с. Множитель 2 мы вводим по причине, с Rоторой 
мы nовна1еоми:мся дальше (стр. 213). 

С подобными затруднениями не приходится встречаться при 
установлении постоянной углов с', та:к 1еак она всегда .являете.я 
чисто. мнимой. Поэтому мы :м:оже:м выбрать с' постоянной; осо-

бенно удобно значение с'= ; , так каR тогда сумма углов во 

всех пучках лучей будет равняться 21t. Это различие :между 
обеими постоянными с и с' связа1Iо с тем, что промежуточный 
образ обладает разными свойствами в зависимости от т ого, рас
сматриваем ли :м:ы его как хривую неRоторого поряд1еа или Rак 
кривую не1еоторого :класса. И:м:енно: в первом случае он состоит 
ив одной дважды взятой пр.ямой, во втором случае - ив двух ком
пле:ксно-сопряженных точеR; вследствие :этого при: рассматри
ваемом: превращении мероопределение для расстояний вырож
дается (т. е. становится параболичее1си:м:), в то время 1еак :м:еро
определение для углов остается :эллиптическим. 

Так как евклидова геометрия :может быть непрерывно превра
щена у1еазанным образом: в эллиптическое и гиперболическое 
:мероопределения, то теоремы ев".аидовоu геометрии образуют 
·переход от теорем э.а.аиптического мероопреде.аения к соответ
ствующим теоремам гипер6о.аичес1'ого .мероопреде.аеиия, с чем 
мы уже познакомились на :многочисленных примерах. Так, напри
мер, в действительной :эллиптической геометрии существует 
·rол.ько один род точек, в евклидовой геометрии - два рода 
(именно: собственные и бес:конечно удаленные точки) и в гипер
болической геометрии - три рода (именно: точки, лежащие 
внутри, на самом и вне фундаментального конического сечения) . 
В связи с этим в этих трех мероопределениях имеются соот
ветственно один, два и три рода кругов, которые различа
ются по роду точки, являющейся их центром (см. стр. 197 и ел.). 
В евклидо вой геометрии :эти два рода кругов являются кругами 
конечного и бес:конечно большого радиуса; в последнем: случае 
:мы получаем: пр.ямуЦ> линию, т. е .  круг, центром которого .явля
ете.я бесконечно удаленная точка. Мы скоро познакомимся еще 
с другими группами предложений подобного рода, выявляющими 
промежуточное положение евклидовой геометрии :между эллип
тическим и гиперболическим мероопреде.11ени.ями. 

, '* 
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§ 3. Истолкование эллиптической и гиперболической 
геометрий как геометрий на евклидовой сфере действительного 

и мнимого радиусов 

Эллиптическое :м:ероопределение на плоскости, как :мы уже 
это видели на стр. 1 67, находится в тесной связи с геометрией 
на сфере, потому что если мы спроектируем: точки сферы ра
диуса 2с. и господствующее на ней мероопределение из центра 
сферы на касательную плосRость (ер. черт. 91, стр. 171), то мы 
получим в результате эллиптическое мероопределение с по
стоянной расстояния, р авной ic., и с постоянной углов, равной 

� . Так как в эллиптич�сRой геометрии постояную углов :мы 
i 

полагаем вообще равной 2, то эллиптическая геометрия одно-

значно определяется заданием величины 2с" которую вслед
ствие указанной выше связи называют радиусом 'Кривизны· рас-

сматриваемого э.rzлипти'Чес'Х:ого .меро
опреде.rzения. 

Но с алгебраической точки зрения 
эллиптическое и гиперболическое ме
роопределения тождественны. При 
этом: постоЯJi!НЫе расстояний с. и с1, 
эллиптической и, соответственно, ги
перболичесRой геометрии связаны 
между собой соотношением с.= - ic1, -.т?-, --...()�"'"""· --...()IJ,..,..,----��- (стр-. 193  и ел.). Вследствие этого 

Черт. 126. возникает предположение, .'Что гипер
бодu'Чес'Х:ое мероопределепие с постожн-
ной расстояния с" тождественно с 

геометрией па ев'Клuдовой сфере мнимого радиуса- 2ici.. 
Это предпо.тrожение действ ительно оправдывается . Пусть 

уравнением: мнимой сферы является уравнение: 
:z;I! + у2 + z2=-4ch; 

спроектируем точки этой сферы из ее  центра на касательную 
ПЛОСКОСТЬ: Z= +2ic •. 

Фун.'{а'dентальным: образом: евклидовой геометрии связки (на 
которой основывается метрика сферы) является изотропный 
:конус x2+y2+z2 =0 с вершиной: в центре сферы. Этот конус 
пересе кает касательную плоскость по фундаментально:мv кругу 
х2+у2=4с� с радиусом 2с •. Далее, сферическое расстояние между 
двумя точками Р1 и Р2 на мнимой сфере равно умноженному на 
радиус сферы - 2ic,, углу а, под которым: эти точки видны из 
центра сферы (ер . схематический че рт. 1 26, изображающий пере
сечение нашего построения плоскостью Е, проходящей через 
три точки О, Р1 и Р2; при этом мнимые элеме..Iты изображены ка:к 
действительные ;  горизонтальная прямая .является линией пере 
сечения плоскоста Е с касательной плосRостью к сфере) . Рас
сматриваемый угол е (который: измеряется в смысле евклидов():й 
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геометрии) равняете.я .i ln DV, притом под DV понимаете.я двой

ное отношение двух лучей ОР1 и ОР2 с дву:м:.я изотропными пря
мыми i1 и i2, получающимися от пересечения плоскости Е с изо
тропным конусом. Но двойное  отношение этих четырех прямых 
равно двойному отношению, определ.яемо:м:у двум.я лежащи:ми в 
:касательной плоскости образами Р�, р; точек Р 1 и Р 2 и двумя 
изотропными точками J1, J 2 ,  являющимися точками пересечения 
пр.ямой Р; Р; с указанным выше фундаментальным кругом. Сле-

до1:1ательно, измеренное на сфере расстояние - 2ic1, � ln [, V = 
= + с" ln D V между двумя точками Р 1 и Р 2 совпадает с расстоя
нием между их образами Р� и Р;, Rоторое получается, если по
ложить в основу гипербо.шческого 
мероопределени.я с постоянной рас· 
стояния ch фундаментальный круг 
х,2 + у2=4С�. 

Получившиеся соотношения по
ле зно сделать более наглядными 
путем их отображения на действи- . 
тельную область. Для этой цели 
:мы произве�ем преобразование Rо
ордиват Z=iz и рассмотрим полу
чившийся вследствие этого дей
ствительный образ только что ра
зобранной проекции. Сфере теперь 
будет соответствовать двуполост
ный гиперболоид: 

- 2 х,2 +y2-z2 = -4ch 

( Rоторыйметризовануже не в смысле 
ев1шидовой геометрии); рассматри: Черт. l27. 
ваемая Rасательная плоскостьz= 2с11 
Rасается верхней полости нашего гиперболоида (черт. 1 27). Фун
даментальное коничесRое сечение х2+у2=4с� будет теперь полу
чаться путем пересечения асимптотического конуса zD+y2-z2=0 
гиперболоида с вашей касательной плоскостью. Из 004 мнимых 
точек сферы при нашем изображении 0011 точеR отображается в 
действительные точки, и притом это будут каR раз те точки� 
которые проектируются в действительные точки, лежащие внутри 
фундаментального Rонического сечения х2+у2=4с�. 

Вследствие описанного поло.жени.я вещей в гиперболиче.ской 
геометрии, так же как и в случае эллиптичесRой, величину - 2ich 
обычно называют радиусом 1>рuвизиы. Если :мы будем неограни
ченно увеличивать радиус кривизны эллиптической или гипер
б оличесRой геометрии, то сферы непрерывно преврат.ятс.я в (дей
с твительную) плоскость; при этом рассмотренное вами мероопре-
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деленй:е на сфере превращается в евклидову геометрию, что 
лишний раз выявляет промежуточное положение евклидовой 
геометрии. Вместо постоянной c=ic,=c" можно хара:ктеризовать 

1 1 1 
различные геометрии также заданием величины -4 2 = -42 =- -42. с се сч 
Последнее выражение :можно назвать (ка:к это обычно делают 
в теории поверхностей- ер. гл. Х, § 3) fq)ивианоu и.аи мерой 
'Кривианирасс.матриваемоu геометрии. Одна:ко вследствие такого 
названия у многих математиков и в особенности у философов 
составилось ошибочное представление, что эллиптически или ги
перболически меrриаов�нная плоскость и лежащие на ней прям:ые 
Rак-то "искривш вы"; при избранном: нами прое:ктивпом введении 
эллиптического и гиперболического :м:ероопределения ставовитен 
непосредственно ясной несостоятельность этого представления. 

п u 1 
о этои причине выражение - -4-3 лучше называть просто .мете \ 

ричес�ои постоянной рассматриваемой геометрии. С помощью 
этоr·о термина :мы можем коротко сформулировать следующее 
предложение: .метричесt1:ая постоянна.я а.а.аиптичес�оu геомет
рии по.аожите.аьна, ев�.аидовоu геометрии-равна ну.аю и гипер-
60.аичес�ой геометрии - отрицате.аьна. 

В заключение мы у:кажем: еще на то, что истолкование ги:
перболичес:кой геометрии как геометрии на сфере :мнимого 
радиуса является лишь абстрактным: приемом. Именно в гл. 1 :мы 
распространили (действительную) геометрию на комплексную 
область путем рассмотрения аналитических операций, соответ
ствующих различным: геометрическим: понятиям, также и в :ком
плексной области. СледоватеJiьно, при таком понимании в геоме
трии не существует никаких сфАр мнимого радиуса; скорее этот 
способ выражения .является лишь сокращенным обозначением: 
определенных аналитических операций. Однако в следующем: 
параграфе :мы покажем, что, несм:отр.п на это, с помощью подоб
ных  выводов (в основу Rоторых положены все; же определенные 
аналитичес:кие соотношения) мы можем получить новые предло
жения о действительных образах, но при этом:•всегда требуется 
.величайшая осторожность (ер. замечани.я на стр. 219 о площади 
в гиперболической геометрии). 

§ 4. Вывод формул эллиптической и ги перболической 
геометрий из формул геометрии н а  евкл идовой сфере 

Теперь нам: предстоит вывести наиболее удобным: обрааом: 
:многочисленные формулы обеих неевRлидовых геометрий. 
Путь, Rоторым :мы :восполмуемся, заключается в следующем· 
Известные теоремы сферической геометрии на евклидовой сфере 
радиуса 2с. можно непосредственно перенести (ер. начало преды
дущего параграфа) на плоскую эллиптическую геометрию с ради
усом кривизны 2с,. Если принять во внимание, что с алгебраиче
ской точки арения эллиптическая и гиперболическая1геометрии: 
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между собой тождественны - свя:зь, Rоторую в предыдущем: 
параграфе :мы пояснили более наглядным образом посредством 
истолкования гиперболичесRого мероопределения RaR геометрии 
па сфере :мнимого радиуса,-то можно ожидать, что формулы, 
доRаэанные для эллиптичесRой геометрии, сохраняют свою силу 
и для гиперболической, если только параметру с =ic. теперь 
приписать значение с =с1• Что это дей(}твительно имеет :место, :мы 
покажем: прежде всего посредством строгих выводов тригоно
:метрических формул. 

А. Тригонометрические формулы. Рассмотрим: на евк.лидовой 
-сфере радиуса 2с. сферичесRий треугольниR; чтобы избежать 
необходимости рассматривать различные случаи, возниRающие 
вследствие того, что три точки на сфере определяют несRольRо 
треугольников, м:ы ограничимся рассмотрением: достаточно :малой 
.области сферы. В сферичесRой тригонометрии обычно характери
эуют длины ..d., В, С сторон треугольника посредством: углов 
а, Ь, с, под Rоторыми эти стороны видны из центра сферы; следо
вательно, А=2с,а, В=2с,Ь, 0=2с,с. Поэтому, е сли 11, �. у- углы 
треугольника, то "сферическая теорема синусов" sin а: sin Ь= 
= sin а: sin � при переходе R длинам: А, В, С приним:ае:r вид: 

. А . В . . r;i SШ -2- : Slll -2-= Slll а: Slll 1' · с, с, 
Если теперь мы спроеRтируем точRи сферы и господствую

щее на  ней мероопределение из  центра сферы на  Rакую-ви
будъ ПЛОСRОСТЬ, то мы получим на ЭТОЙ последней эллипти
чесRую геометрию. Она основываете.я на нулевом коническом: 
сечении, Rоторое получаете.я в результате пересечения пло
СRости: с изотропным Rонусом, имеющим вершину в центре 
сферы; при этом: постоянная расстояний c = ic, и постоянна.я 

. i 
углов с'=2. Так RaR при этом: проеRтировании все :иетричесRИе 

соо·rношения на сфере перенос.яте.я без изменения на плоскость, 
то между сторонами А, В и противолежащими углами а, � тре
угольниRа в рассматриваемой эллиптичесRой геометрии таRже 
им:еет :место указанное выше соотношение. Что означает этот 
факт аналитически? Чтобы определить фунда:ментальное кониче
�кое сечение эллиптическои плосRости, :мы введем на плоскости 
проективную систему координат, относительно Rоторой фунда
ментальное RоничесRое сечение (как на стр. 210) имеет уравнение: 

,,. - 2+ 2+4 2 2 ,..2 + 2 4 2 2 �.,,, - Х1 Х2 СеХв = .v1 Х2 - С Хв. 

Если, далее, вершины е, "f/, С треугольника имеют коорди
наты е1 : е2: е8, "fJi: "fJ2: "fJ3, С1 : С2: С8, то А, В, а, � зависят в соответ
ствии с фор:м:уJ1а:ми расстояния и угла от е,, "fj,, с. и с= ic,; так, 
например (ер. стр. 189): 

е ..,, +е ..,, - 4с2� ..,, A=2ic · arc cos 1·•t 2·•2 �a·is F(e "fJ С; с}. v (��+е� - 4c2�:H"fJ�+"fJ� - 4c2"fJi) ' ' 
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Аналогичным образом В, rz, � .являются некоторыми функ
циюш z, 'lj, с. с: 

В= G (Z, 'lj, � ;  с), 
a.=f(Z, 7l, С ; с), 
� = g (�. 7l• С; с) . 

Между этими функциями, как :мы видели выше, для вся'кого 
чисто мнимого значения c=ice имеет место соотношение: 

sin 21 . F (Z, 'lj, С; с) : sin ___!.,__ G (е, 'lj, �; с) =  zc �zc 
=sinf(�. 7j, С; с) :sing(Z, т,, С; с) . 

Все эти функции .являются анллиmи'Ческими, как почти nee 
функции, встречающиеся при обычных ограничениях в геомет
рии. Известна.я из теории аналитических функций теорема, кото
рую можно назвать "принципом: аналитического постоянства", 
утверждает, что уравнение между аналитическими функци.я_ми, 
имеющее место в некоторой произвольной ооласти из:м�нени.я 
переменных, будет иметь место и для всех значений перемен
ных, коль скоро функции для этих значений еще .являются 
аналитическими. Поэтому наше последнее уравнение будет спра
ведливым, если :мы (не мен.я.я е, 7j, С) припишем величине с дей
ствительные значения. Введем теперь известные гиперболиче-
ские функции sh Чi и ch qi с помощью соотношений: 

· 
1 qi2 <!14 'fG 

chrp=-z(e"+e-'P)= cosiч-=1+
2! +

4 ! + 6 !- +  . . .  

1 , . . . ер � 1 qiS 
sh qi = - te'f - е-'Р) == -ZSШZ(f = ,+,+,+ . . •  

2 1 .  3. б. 

В силу определения эти функции удовлетворяют условию; 

ch2 qi - sh2 qi= cos2 iqi+sin2i�=1, 

которым: мы часто будем пользоваться. Теперь мы можем при
веденное выше уравнение в случае действительного с= с" на
писа·rь в следующем виде: 

1 1 sh -')- F (Z, 7l· С; с.) : sh-2 - G (е, 71, С; ci.) = 
... с1, Ci. 

= sin f (Z, 71, С; с") : sin g (�, 7l· С; с11) . 
Но это уравнение имеет простой геометрический смысл. 

Рассмотрим тот же треугольник е, 71, С, как и раньше, но оп
ределим теперь гиперооли'Ческое иероопределение на проектив
ной плоскости, выделив на ней овальное воническое сечение: 

:t� + х= - 4с�х: = х� + х� - 4с2х: =о, 

в качестве фундаментального образа и взяв с11=с в :качестве 
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постоянной расстояния; тогда F (�, "lj, С; ch), G (е, "lj, С; с.), f (е, У1, �; с 1.) , 
g (е, "lj, �; с") будут давать как раз величины соответствуюших 
сторон и углов треугольника, измеренных в смысле этой ги
перболической геометрии, потому что формулы расстояний u: 
углов (например, приведенное для F выражение) имеют место 
одновременно и в эллиптической и в гиперболической геомет
риях. Вместе с тем, если А, В, а., � в только что введенной 
гиперболической геометриn имеют 't'e же значения, как и рань-
ше в эллиптической, то / 

sh 2А : sh _:О_ =  sin а : sin �-
с8 2с1, 

Этот пример вывода одной из формул гиперболической три
гонометрии достаточен, чтобы сделать ясным указанный в на
чале этого параграфа принцип. Всякая формула сферu'Ческоu 
тригонометрии одновременно изображает формулу э.л.литnи'Че
с'Кой тригонометрии; если же в ней заменить величину 2с8  
радиуса мнимым числом - 2ic., то полу""Iитс.я формула гипер
бо.ли'Чес'КоU тригонометрии. 

Отсюда, между прочим, непосредственно вытекает замеча
тельное свойство формул сферической тригонометрии оставаться 
действительными при чисто мнимых значениях радиуса. Это 
было уже давно замечено, и поэтому нар.яду с обычной (дей
ствительной) сферической тригонометрией рассматривали (дей
ствительную) "псевдосферическую " тригонометрию Rак триго 
нометрию на евклидовой сфере мнимого радиуса (ер. гл. Х, § 4)" 

Наряду с только что рассмотренной теоремой синусов !IЫ 
рассмотрим еще не1tоторые другие тригоно:метричесRие формулы. 
"Теорема косинусов" сферичес1tой тригонометрии: 

cos a=cos b · cos c + sin b · sin с ·  cos а 

в случае эллиптической геометрии имеет вид: 

А В О +  . В . О 
cos -- = cos - · cos - sш - · sш - · cos а, 

2с. 2с. 2с, 2с. 2с. 
а в случае гиперболической: 

А В О В О ch - = ch - · ch - - sh - · sh - · cos а. 
, 2cr. 2ch 2с. 2с. 2с. 

'it 
В частности, для прямоугольного треугольника с углом "J.= 2 

отсюда следует аналог пифагоровой теоремы : 

или, соответственно : 

А В О 
cos - = cos - ·  cos -

2c, 2с, 2с, 

А В О ch - = ch - · ch -. 
2ch 2с• 2с• 
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Цалее, :м:ы получаем (в прямоугольном треугольнике) в со
()Тветствии с евклидовым: определением: синуса: 

·ИJIИ : 

• Q • В . А 
SШ l' = Slll - : SШ ---2с. 

2с, 

sin � = sh _!!_ : sh �.  
2с" 2Ci. 

Вообще .ми получаем из вс.я:к:Q u фор.мт;ли сферической, тригоно
.метр�tи соответствующую фор.мулу э-ллиптической или гипер
.Оолическоit тригонометрии, заменив величины, а, Ь, с соответ-

А В С iA iB iG 
ственно через 2 - -, 2-, -2- или 'Через -2 , 

2
-, 9 и оставив буквы 

с. с. с. с" с" �с. 
а, �. '{ пеизменнъ�ми. В. Предельный переход к евклидовой геометрии. Эллипти
·ческое или гиперболическое м:ероопределение непрерывно пере
ходит в евклидову геометрию, если неограниченно увеличивать 
постоянную с, или, соответственно, с. (ер. стр. 2 10  и 2 1 3). При 
.этом: формулы: эллиптической и гиперболической тригонометрий 
превращаются в форму.ды евклидовой тригонометрии. В самом 
деле, если :мы, например, в теореме синусов эллиптической три
гоном:етрии разложим в степенные ряды стоящие в левой части 
-СИНУСЫ, ТО МЫ ПОЛУЧИМ:: { А А s А s } { В вв в0 } 

1 ! 2с. - 3! 23с:
+

5! 2 5с� - · · ·  : 1 ! 2с. - 3 ! 23с: + 5!25с: · · ·  = 

= sin а. :  sin � . 

Если мы, далее, помножим делимое и делитель в левой части 
уравнения на 2с. и затем перейдем: к пределу при с,= со ,  то 
:мы:, действительно, получим: : 

А :  B=sin а. : sin �. 

Аналогичные предельные переходы можно произвести также 
и в случае других формул, например в случае аналога пифа
горовой теоремы. 

С. Формулы длины окружности и площади круга . Рассмот
ренный в этом параграфе метод может быть приме11ен также 
и к другим формулам:, отличным от чисто тригонометрических, 
что приводит к новым теоремам: эллиптической и гипербо
лической геометрий. 

В �еачестве примера :мы прежде всего выведем формулы длини 
.окружности и площад и 1'J)уга. Будем: опять исходить ив сферы 
"радиуса 2с, в ев�елидовом: пространстве и проведем на ней круг, 
радиус �еоторого яа сфере равняется r, тогда как в евклидовом: 
пространстве радиус этого Rруга будет равняться длине Z 
;(черт. 128 изображает сечение через центр сферы, пер-
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пендикулярное к плоскости рассматриваемого круга). Тогда 

l = 2r. sin 2
"

, поэтому дл.я длины окружности L :мы получаем: Се 
L . r = 41t'Ce Slll -

2 
• Се 

Далее, :мера площади J рассматриваемого шарового сегмента 
J = 41tCeh, причем h обозначает высоту этого сегмента. Но мы 

r 2с - h  . r 
имеем cos -

2 
= ; или h = 4c. sш2 4-. Отсюда следует: Се Се Се 

J = l611:c2 sin2 !.__, в 4Сс 

Если мы спроектируем известным уже образом сферу на 
эллиптическую плоскость с радиусом Rривизны 2с., то наш круг 
перейдет в некоторый :круг радиуса r эллиптичес:кой плос:кости. 

Итак, в эллиптической геометрии дли- r 
на L о1'ружности и площадь J 'Круга ра- 1 , }h 
tiuyca r имеют следующие аиачеиия : 

(' / 
r r �с. 2ce - k  � 

L = 41t'Ce · Sin
2c/ J= l67tC: · sin2 4ce/ �"' 

Чтобы отсюда получить дл.я гипербо 
лической геометрии значение L,  м ы  при
мем во внимание то, что L определяется 
известным образом как предел периметров Черт. 128. , 
вписанных в окружность правильных п-
уrольников и что вычисление этих периметров элементарным 
образом сводится к тригонометрическим формулам:. Поэтому 
наш старый процесс может быть применен и здесь. Мы просто 
заменяем: с. через ic" и получаем, таким образом, дл.я длины ок
ружности в гиперболической геометрии следующее выражение: 

r L = 41tC1o · Sh - .  
2С1о 

Аналогичным: образом: :м:ы получаем, пока формально, для пло
щади круга выражение :  

r 
J = 161'С� · Sh2 -

4 
; 

с" 

.относительно справедливости этой последней формулы возникает 
некоторое затруднение; м:ы еще совсем не знаем, как в гипер
болической геометрии определяется "площадь" фигуры. В то 
врем.я как в случае эллиптической геометрии это определение 
�стественно получается на основе ее св.яви со сферической 
геометрией, для случая гиперболической геометрии :мы познако
:мимс.я с подобной вовм:ожностью значительно позже (в гл. Х ив 
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диференциально-геом:етрических соображений)1). Вследствие этого 
мы еще не в состоянии сейчас выяснить, дает ли переход череs 
:мнимое в этом случае желаемый результат (ер. стр. 2 1 4) .  Но 
можно показать, что позднейшее определение допускает тольRо 
что примененный способ вывода и что поэтому полученная 
j>ормула площади Rруга справедлива. 

Если :мы опять оба неевклидова мероопределения превратим 
в евклидову геометрию, заставив с. или ст. неограниченно воз
растать, то  :мы получим ив этих формул длину евклидовой окруж
ности и площадь евклидова круга, потому что, например: 

L = lim [4r.c · sin _r_ = 
с.-. оо • 2С8 = lim 47tc • •  (-1 ,'1'2 - -3 , 2r: з + " . 1 =  

с.---') 00 l . с. . се J 
= lim 41t {-1 �2- - -3�s8 -2- + " . } = 2rr.. 

с:.---') оо • • Се 
В евклидовой геометрии производная плоiцади круга 1tr2 по ра · 
диусу равн,яетс.я длине окружности 2 1tr ; это же соотношепие
имеет место и в случае эллиптического и гиперболического ме
роопределений, хак это непосредственно видно иа полученных 
формул. Далее, мы хотим еще отметить, что в эллиптическом: 
мероопределении длина окружности и площадь круга радиуса r 
меньше, а в гиперболическом определении больше, чем длина 
окружности и ш1ощадь круга того же радиуса r в евклидовой 
геометрии ; поэтому :можно в известном смысле сказать: в эллип
тическом :мероопределелии вокруг любой точки имеете.я меньше 
площади, а в гиперболическом: :мероопределении больше пло
щади, чем в евRлидовой геометрии. 

§ 5. Сумма углов треугольника и его площадь 

А. Эллиптическая геометрия. Вся эллиптическая плоскость 
имеет конечную площадь, которая, как это видно из св.яви :между 
сферической и э ллиптической геометриями, равняется S'ltc;· 
Рассмотрим теперь треугольник с углами а, � и 1 (черт. 1 2 9); . 

1) В гл. Х, § 4 мы увидим, что (и в случае c=ch)  хусок неевRЛидовой 

плос:в:ости с мерой кривизны - 4�2 :может быть :конгруэнтно отображен на 
действительный :кусов: поверхвости в ев:в:лидово:м: пространстве, которая 

1 
та:в:.же имеет хривизну К= - 4с2 ; известны:м: обраао:м: определенная: ва этой 

поверхности "площадь• фигуры, зависящая: авалитичес:в:и от К, м ожет 
быть перенесена не толь:в:о в эллвптичес:в:ом случае (К > О), но также 
и в гиперболическом: (К < О) на рассматриваемую неев:в:лидову плоскость. 
Относительно элементарного определени я  пон.ятия площади в неевклвдо
вой геометрии с:м:.,  например, D е h n, Ober den Inhalt spharischer Dreiecke. 
"Math. Ann. • ,  т. 60, 1905. 



ГЛА В .\ YII.  С О О ТН О Ш Е П П fI  l\I E/I{ДY TPE )IfI Г}� 0 11IETPIIЯ3I И 221  

при этом мы рассм:атривае:м а ,  � и i RaR абсолютные величины 
углов) следовательно, как положительные числа. Площадь 
двуугольника, обраэованного обеими сторонами угла а (на 
черт.  129 этот двуугольник заштрихован), имеет вели-

а чину Л, причем Л обозна-'lt 
чает площадь всей эллипти
ч е ской плоскости, потому что 
искомая площадь двуугольни
Rа относится ко всей площади 
плоскости, как а :  'lt. Совершен
но таким же обраэо:м оба других 
двуугольника, образованные 
сторонами углов � и "{, имеют ве-

личины 1- Л и J_ д. Pacc:мo-'lt 'lt 

Черт . 129 .  

тренные три дву угольниRа поRрывают внешнюю область треу
гольника однократно, а внутреннюю трехвратно. Следовательно, 

выражение � Л + i_ д + l Л - д дает двойную площадь pac-'lt 'lt . 1t 
см:атриваемого треугольника. Иmа'К, площадь треуго.льииt;а 
с углами а, � и i имеет в э.л.липmu'Чесt>ой геометрии ве.лu'Чииу: 

J = � ( а + � + "( - 'lt ) = 4с� ( а  + � + 1 - 'lt ) . 
Так :как :мы рассматриваем только абсолютные величины 

углов и площаде й:, то отсюда вытекает, что в эллиптической 
ге�:шетрии для всякого действительного треугольника величина 
� + � + 1 - r. всег,'J.а больше нуля, или, другими словами: сумма 
умов треуго.льниrоа в э.алипmи'Чесwой геометрии всегда больше 7t ,  
Выраже ние а + �  + 1 - 'lt в эллипти ческой геометрии, как и в сфе
рической, называется иаоuтко.м рассматриваемого треугольника . 
.13месте с тем :мы получил я следующее предложение : в э.л.аип
mи•�еской геометрии площадь треугольии�а равна его избъtm'Ку , 
у.лtноженно.1t�у на квадрат радиуса rоривu3'Ни. 

В. Гиперболическая геом етрия .  Если мы, Rак и в предыду
щем параг рафе, заменим: с, черев - ic", то мы получим для слу
чая гиперболической ге ометрии: 

!= - 4с� (-х + � + 1 - 'lt)= 4c� ('lt - а - � - 1) .  
Но при этом опять возни кает такое же затруднение ,  ка:к и в слу
чае площади :к руга (стр. 219) .  Мы еще совершенно не внаем, 
:как опреде ляется площа 1ь в гипербол ичес:кой геометрии, и по
Т()�rу не :можем выяснить, дает ли . переход через :мнимую область 
нужные нам формулы. Но :можно покавать, что этот переход 
действительно д�tет то, что требуется, так что из приведенной 
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выше формулы (так как и в гиперболическом случае площадь. 
положительна) можно вывести следующее заключение: в гипер
бо.аичесrюй геометрии су.м.ма углов треугольnи'Ка всегда меиьше 'lt. 
Выражение r. - а - � - у, пропорциональное площади, называете.я 
иедостатко.м рассматриваемого треугольнюtа. Далее, из нашей 
формулы для J получается предложение: в гиперболи,чес'Коu 
геометрии площадь треугольии'Ка пе может превзойти 4ck'lt. 
В треугольнике, имеющем: такую :максимальную площадь, все 
углы должны равняться нулю, что возможно только тогда, 
:когда этот треугольник вписан в фундаментальное kоническое
сечение гиперболической геометрии (ер. стр. 1 95} ; подобные: 
треугольники, вершины которых в смысле гиперболическо"!t гео
метрии являются бесконечно удаленными точками, называются 
аси.мптотичес-ки.ми треугольниками. 

Так :ка:к предложение о сумме углов треугольника гипербо
лической геометрии играет ис:ключитеJ1ьно важную роль, то :мы 
приведем еще д_ругое его доказательство, независимое от площади 
треугольни:ка. Для этого достаточно показать, что для произ
вольного треугольника, вершины :которого являются собствен
пы:м:и точками в смысле гиперболической геометрии, и:м:еет :мес
то соотношение: 

S = вin (a + � + у)> О, 
потому что тогда сумма углов должна лежать в одной из бесчис
ленного :множества попарно иепере'Крuвающихся областей 2n'lt<!X + 
+ � + У < (2п + 1)  'lt, где п - целое число. Но та:к как все рассмат
риваемые треугольники, а� следовательно, также и суммы их углов" 
могут быть непрерывно переведены друг в друга, то прихо
дится рассматривать {при обычном: измерении углов) только одну 
из этих областей: и притом, как это легко показать, именно об
ласть :между о и it, что и требовалось доказать. 

Далее: 

8= sin(!X+� +Y) = sin rx · cos �·  cos"y+ вin � · cos !X · cos У+ 
+ sin y · cos rx· cos � - вin a: · вin � · Sin у. 

Выразив вin � и sin т при помощи теоремы синусов (стр. 2 1 7} 
через sin a 1): • r.i • вh В . . вh О 

мы получим: 

вш 1' = вш а .  вh А , вш '{ = sш а:· вh А , 

S= sin !X·  {cos � · сов у +  :��\ соs !Х сов т+ 

вh С . вh В · вh О  l + вh .d сов � ·  сов � - sш2а sh2.A Г 

1) Постоянную расстояния сп мы без ограничения общности м ожем: 
пол ожить равной 1/2• 
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Заменим: в скобках - sinz a через cos2 а. - 1 (тогда а., � и '( 

будут фигурировать в них только под знаком :косинуса) и вос
пользуемся теоремой :косинусов (стр. 2 1 7) :  

ch B · ch O - ch A  COS !X = sh B· sh O , COS � = · · · · COS )' = . • .  ; 
:м:ы получим: 

sin а. 
8 =  sh2A · sn B ·S1l O { (ch A· ch C -- ch B) (ch A · ch B - ch O) + 

+(ch B· ch O - ch A) (ch A · ch B - ch О) + 
+ (ch B · ch O - ch.A) (ch A· ch O - ch B) +  
+ (ch B · ch O - ch A)2 - sh2B · sh2C }. 

Заменив в скобках sh2B на ch2B -1, sh20 на ch20 - 1 и восполь
зовавшись тождеством:: 

(xz - y) (xy - z) + (yz - x) (xY - z) +(yz - x) (xz - y)+ 
+ (yz - x)2 - (y2 - 1) (z2 - l ) = 
= (х - 1) (у - 1) (z - 1 ) (x+Y+z+ l), 

:мы получим формулу: 

S= s�n a. . (cl1 .A - l) {ch B - l ) (ch 0 - 1) (ch A + ch B + ch C+ l) . -sш A sh A· sh B · sh О 
Но из нее непосредственно вытекает, что S > о (так как при
х > о, :ка:к известно, sh х> о и ch х > 1 ), что и требовалось доказать� 

С. Евклидова гео метрия . В то время как в эллиптической гео
метрии сумма уrлов больше 'lt, а в гиперболической геометрии: 
меньше 'It, в ев:кJшдовой геометрии она ха:к раз р авна 'lt' ,  чем
опять подтверждается промежуточное положение евклидовой 
геометрии. Формула площади треугольника становится в пре
дельном: случае евRлидовой геометрии неопределенной, та:к 
как в nреде.тrе с. и с. бесконечно велики, так что избыток и.ли, 
соответственно, недостаток равен нулю. Тем не менее, при усло
вии исRуснuго выполнения предельного перехода. можно полу
чить из неевклидовой формулы площади евRлидову формулу. 

D. Обобщение на случай высших размерностей . Ава.логич
ные и сследования длл слу чая трехмерных геометрий приводят 
к совершенно другому резуJ1ьтату. Рассмотрим тетраэдр и опре
деJшм величины его трехгранных углов при вершинах а� .  о.�, :7.�" 
а� и его двугранных углов при ребрах а�, . . . , а� следующим обr,а� 
зом. Построим вокруг вершины или, соответственно, вокруг ка-; 
Rой-ни будь точRи ребра сферу достаточно малого радиуса; тог
да искомой величиной угла назовем меру площади части сфе
ры, лежащей 1шу1ри измеряемого угла, дел енную на меру пло
щади всей сфе.1:1ы. Т<J.к, например, прямой трехгранный угол 
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имеет величину 1/8, тогда Rак две взаи:м:но перпендИiеулярные. 
плосRости образуют двугранный угол при нев:отором ребре 
величиной в 1 /4• Если в эллиптичесв:о:м: пространстве рассмо
треть разбиение пространства на части. плос.костями граней 
тетраэдра (которое соответствует указанному на черт. 1 29 на 
стр. 221  'разбиению плоскости), то мы получим после вычисле
ния, аналогично проведенному для случая плосRости, следую
щее соотношение: 

причем объем тетраэдра из этой формулы выпадает. Эту фор
мулу можно перенести на случай гиперболической геометрии 
(так Rак сформулированный для двумерного случая принцип 
перехода от эллиптичесRой к гиперболической геометрии сохра
няет свою силу т акже и для :многообразий высших размерно
стей ) ,  а посредством предельного перехода - и да случай евкли
довой геометрии; так Raie постоянна.я расстояния с. не входит 
в эту формулу, то эта последняя остается при этом неиз:м:енной 1). 
С.ледовате.льно, в пространстве не существует пред.лооюенил, ана
логичного предложениям, связывающим на плоскости площадь 
треугольнюеа с его сферичесв:и:м: избытком или с его гипербо
лическим недостатком; напротив, в пространстве "обобщенная 
сумма углов" W = � а� - � а� во всех геометриях имеет одну 

i i 
и т-у же величину -1. 

Интересно выяснить, как эти предложения - впрочем, без 
изменения элементарного :метода доказательства ---::l<Qбобщаются 
на случай п-�еряой геометрии и как при этом получается уста
новленная нами разница между случанми n = 2 и n = 3  2). Мы про
водим через п + 1 точеR п-меряого многообразия все гиперпло
скости, проходящие через :каждые п из этих точек, и называем 
получившийся образ п -мервым симплексом. Если через ai обо
значить подобно предыдущему определенные углы при r-мерных 

1) Проще всего доказать эту формулу для каждой из трех геометрий , 
в частности и для евклидовой, построением сфер вокруг каждой из че
тырех вершин; для всех четырех сфер надо написать формулы, связы
ваюmи е избытки треугольников с их площадями, и с:в:омбинировать по
лученные таким образом формулы. Удивительно, что эта простая теорема 
о сум"'е углов тетраэдра почти неизвестна даже в случае евклидовой 
геометрии, несмотря ва то, что уже в 1 783 г. она была доказана де-Гюа 
(de G на) в его J?або,те "Pro-positions neuves et non moins utiles que cu
rieнses ,  sur le tetraccJ.re, . H1st . Acad. R. dеэ Sc. • ,  Париж 1 783 ( по.явилась 
в 1 786 г. ) ,  а в 18:37 г. Брианшон ( Bria11chon) распространил ее на случай 
пплющро в в своей работе ., Theoreme nouveau sur les palyectres, "Journ. de 

I 'Ec Polyt.", т. 25, 1837. 
2} р о i n с а r е, S ur la geш'-ralisation d'un th0oreme elementaire de Geo

mt;trie, С. R , т. 140, 1905, D е h n, Die Eulersche �'ormel in Zusamm enhang 
шit dem lnhalt in de1· nicht�uklidisch e n  Geo m e tri e ,  � Math. Ann.", т. 6 1 .  
1905. Н о р  f, Die curvatura integra Cllifford-Кleinscher Raumformen, "Nachr, 
v. d. Ge�. d. Wiss. Gotti ngen:, M atl1.-phys. Кl" 1925. 
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гранях таRого симплекса, то в сду'Чае ие'Чеmиого п тольхо что 
указанное для п = 3 предложение оооощается таким образом:, что 
:во всех трех геометриях для обобщеиноu сум:м:ы: углов: 

n-2 • 
W=� (- 1)' � а�=� а1- � >; + . . .  + (- 1 )п - 11� аf - 2 , 

r=O i i i 

имеет место формула: 
п - 1 

W=- -2 - · 
Еми же п 'Четно, то обобщением дохазанной дл.я n = 2  ва 

стр. 221 форм улы .является в эллиптич еской геометрии с по
-етоянной расстояния с, следующая формула: 

J =(2с )n J W - п - 1 } . К.,, 
• \ 2 2 ' 

причем через К.,, обозначена мера площади п-мерной евRлидовой 
единичной сферы 1), а через J-объе:м рассм атриваемого симплекса. 
Отсюда получается ш1средством предельного перехода с,--? оо для 
евклидовой геометрии: 

п - 1  
W=-2- · 

и, далее, посредством (также и здесь дозволенной) подстановки 
с,=iсь для гипербоJiичесхой: геометрии: 

J= in (2cь)n {w n -; J } · �n = (- 1) : (2cь)n {w - n 2 1} �n . 

Так хак J всегда больше нуля, то при четном п в эллиптиче· 
п - 1  

ской геометрии должно бъ..ть всегда: W> -2- .  Напротив того, в ГИ· 

перболической геометрии приходится различать два случая: 
п п-1 

если п имеет вид 4 т  + 2, следовательно, 2 нечетно, то W<-2• 
п n - 1  

-если же п = 4m, следовательно, 2 четно, то W > -2- . Итак, мы: 
получаем следующий результат: при четном п обобщенная сумма 
у 1 лов W п - м е р ,1ого сим ш1е кса в е вклидовой геомет рии п осто
янна ; в элли птическ о й  гео м етр и и она  имеет "избыто к";  ваl\о нец, 
в г и пе р б ол и q е с к о й: ге о м е т р ии о на имеет "недостн ток " или "избы
то к." , смо тря по тому, имеет ли п вид n = 4m + 2 или. n = 4m. 

2 n� 
1) Для нечетного п: К.,,= -(п _ 1- 1t 2 ; дл.я четного п :  

-2-) ' 
' 2 " (� - 1) 1 п 
К.,, = (п2- l )  1- 'lt 2; ер. Р. Н. S с h о u t е, Mehrdimensionale Geometri& П 
(Sammlung Scliubert 36), стр. 288 и ел. 
ltJleйн-15- 1 2  • 
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§ 6. Евклид ова и обе неевкпидовы геометрии как системы 
мероопредепений, применимых к внешнему миру 

В заключение этой главы мы хотим заняться выяснением: того" 
:какое из установленных в предыдущей главе мероопределений 
допусхает практические применения к окружающему нас внР.ш
ие:му :миру. По этому вопросу существует огромная, полная 
вваим:ных противоречий философская и всякая другая литера
тура. Но мы в рамках этой книги оставим в стороне все эти 
философские рассуждения и будем рассматривать поставленный 
вопрос как чисто естествен/нонаучнiЫ/й физичес1'ий вопрос сле
дующим образом. Геометрия образует сеть понятий, с Rоторыми 
она затем оперирует логически. Правда, побуждение R установ
лению этого образования понятий исходит из непосредственного. 
рассмотрения внешнего мира; но раз :мы уже испытали такое 
побуждение, дальше мы уже :можем развивать гео:ме·rрию на акси
оматических основах совершенно независимо от окружающего. 
нас внешнего :мира. Вопрос о том:, хакая именно определенная 
геометрия имеет место во внешнем мире, равносилен вопросу 
о том, :можем ли мы указать в мире опыта чувственно воспри
нимаемые предметы, которые таким образом: поставлены в соот
ветствие геометрическим понятиям:, что все соотношения, суще
ствующие между этими понятиями, изображались бы ими с до
статочной точностью. Следовательно, дело идет просто о том: 
вопросе, в какую именно сеть понятий укладывается охружаю-
щий вас :мир опыта. · 

С этой точки зрения под прямой линией лучше всего. 
понимать путь достаточно тонкого светового .луча, который на 
своем пути не наталкивается ни на какое :материальное пре
пятствие ; плосхость же пусть определяется те.ми световыми 
лучами, которые все выходят из одной точки и пересекают 
другой, иепроходящий через эту точку световой луч. Впрочем" 
эти наши соглашени.я усеяны неточностям�; так, например, 
световой луч нихогда не бывает точной прямой, но являете.я 
целым световым: пучком, в хоторо.м происходят сложные холе
бания по законам физики.  

Но подобные :в:еточности никогда не  :могут быть совершенн0с 
устранены в мире опыта. 

Мы знаем, что световые лучи в достаточно :малой области 
удовлетворяют с достаточной для наших целей точностью всем 
предположениям: о прямых проективной геометрии. Чтобы пе
рейти, далее, к метрической геометрии, мы воспользуемся поня
тием твердого те.ла и потребуем:, чтобы движения практически
применииого мероопределения совпадали с хорошо известными 
движениями этого тела во внешнем мире. По § 1 настоящей 
главы это требование удовлетворяете.я кроме евклидовой геомет
рии еще эллиптическим и гиперболическим мероопределениями" 
которые вследствие этого выделяются среди всех прочих меро
определений. 
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Сюда же примыкает затронутый уже в § 1 вопрос о том, 
в:акое из трех тахим: образом: выделенных мероопределений 
имеет :место во внешнем мире. Мы там подчерхнули (впрочем, 
не обосновыва я  этого, что :мы сделаем сейчас), что на этот 
вопрос невозможно ответить, тах как все три :мероопределения 
одинаково хорошо изображают имеющиес.я во внешнем мире 
соотношения; или, другими словам и :  с наши.ми теп ерtшии .ми 
знания.ми ми не можем ви.яснить, имеет .аи .место во внешнем 
мире э.а.аипти'Чес'Кое, ев1'.лидово и.ли гипер6о.аи'Чес'Кое .мероопре
де.аение. 

Это утверждение энергично оспаривалось чногими а вторами 
и продолжает оспариваться и сейчас. Большей частью ему 
противопоставляются различные философсвие рассуждения, 
как, например, такое, что из чисто априорного воззрения изве
стно, что в мире опыта для данной пр.ямой должна существо
вать одна и тольв:о одна параллельная прямая, проходящая 
через данную точку, так что  во  внешнем мире должна иметь 
место евклидова геометрия. Эти возражения :мы с самого на чала 
вкорне униqтожаем тем:, что исходим: при прим:енени.ях  геоме1·
рии ко внешнему миру из физических предетавлений. Вслед
ствие этого наш вопрос не может быть разрешен с помощью 
чистого воззрения, но только с помощью надлежащих физи 'lе
ских опытов. 

Так как три рассматриваемые геометрии имеют совершенно 
различное строение, то на первый взгляд каже1 с.я возможным 
искомую разницу получить н а  ос,нове изм ерtний в мире опыта. 
Так, например, в эллиптической, евклидовой и гип ерболи ческой 
геометриях сумма углов треугольника соответственно больше, 
равна и меньше  1 80° ( §  5), во вследствие несоверш енства ваш и х  
изм ерительных приборов мы никогда не  можем установить, что 
сумма углов треугольника в точности равв.я етс.я 1 8u0;  мы :мо
жем: лишь установить, что она, наприм ер, заключена м ежду 
1 7 9°59'  и 180 с 0 1 ' - результат, Rоторый ос1·авляет совершенно 
отRрытым вопрос о том:, какая из  трех геометрий имеет :место 
во внешнем мире . Правда, посредством продолжаюшнося улуч
шения наших измери тельных приб9ров мы можем все более 
и более уменьшать интервал ошибок ваших измерений, однако 
мы никогда не получим точной величины, хот.я бы интервал 
ошибок и был очень мал. Так в:ав: :мы, как мы это у же видели 
на стр. 2 1 0, можем как угодно приблизить эллиптическое и ги
перболическое мероопределени я  к евклидовой геометриЕ ,  то м ы  
по лучаем следующее замечательное предложени е. Ее.аи 6и во 
внешнем .мира и.ме.ла .м есто ев".аидова гео.метrия, то .ми 'Нико
гда 6и не .мог.ли этого стrого до'Казат ь, потому что неизбежный 
интервал ошибок нашего изме рения в этом случае оставл.я ет 
еще возможноt:ть наличия как эллиптического, так и ги пербо
лического мероопределений .  Напротив, ее.ли во внеите.м .мире 
имеет .место э.а.аипти'Чес-кое и.ли гипер6о.ли'Чес1'ое .мероо преде.аеиuе, 
то это 06.явате.льио о6наруж:итсл, с помощью достаточ'Но то'Ч'Н'ЫJi 
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средств наблюдения, потому что если бы мы сделали интервал 
ош и бок дость точво :малым, то возможность двух других меро
определений была бы  исключена. 

Подобные сооfiражени.я были известны уже основоположни
Rа:м ш е вклидовой геометрии (ер. гл. Х). TaR, говорят, что Гаусс 
во время произведенного им: иамерени.я Rоролевuтва Ганновер 
с наивозможной точностью измерил сумму углов наибольшего 
имевшегос.я в его распоряжении треу гольника, образованного 
горами Большой Г11ген, Брш�ен и Инзельсберг. Однако ему не 
удалось найти интересующее нас отклонение от 1so0 t ). Лоба
чавс1шй привлекает уже астрономические соображения дл.я 
разрешени.я этого вопроса 2). Наконец, Боль.ни, (Johann Bolyai) 
.анализирует эти соображения ЛобачевсRого 8). 

Подробное изложение этих обстоятельств с учетом более новых 
достижений астрономии Е:меетс�. в очень интересной работе Шварц· 
mильда (S с h w а r z s с h i 1 d, Uber das zulassjge KrUmmungs
m ass des Raumes 4), которую :мы здесь вкратце изложим. Рас
сто.яиие неподвижной звезды от Земли определяете.я с помощью 
надлежащего астрономического из:мерени.я угла, под которым: 
видна с :этой звезды земная орбита. Эту величину, называемую 
па раллаксо:м рассматриваемой звезды, мы находим в предполо
жении, что имеет :место евклидова геометрия. 8на.я параллакс, 
мы :можем при наличии того же предположения легхо вычис
лить искомое рассто.явие от звезды J-.O Земли. Но в этом способе 
-содержите.я произвольное допущение, так хак :мы совершенно 
не знаем, справедлива ли гипотеза Евклида; некоторые отклоне-
111ия от нее, которые еще полностью ускользают от наших наблю
.дений при из:мер1ши.ях в солнечной системе, в случае расстояний 
до неподвижных звезд :могут оказаться весьма значительными. 
Поэтому :мы должны в порядке проверки произвести вычисления 
расстояния до звезды, положив в основу произвольную геометрию, 
и только тогда :мы сможем выяснить с пом9щью надлежащих. 
'Рассуждений, какая из геометрий имеет место и вместе с тем, 
каково истинное расположение звезд. 

Мы уж е видеJ1 и на стр. 212 и 2 14, что рассматриваемые гео
:м етр.11 и одноsначво определ.я:rр'Iсл заданием радиуса кривизны 

1 )  \ б этпм и змерении в гауссовом наследстве не осталось прямых сви
дете " ьств. Однако о возм()жнос1 и подобного и з м ерения Гаусс п и ш ет 
в п и с ь м е  от 8 ноябр.я 182-l г. R Тауринусу : . Если бы неевклидова гео м ет
р и я  был а ист и н ной и соответств �  I<Jщая е й посто.янная находилась бы в из
вест н о м  от ношени и к вел и ч и н 11 м ,  л ежащи м в обл асти наших и з м е р е н и й  
J1 a  з е м .1 е  и л и  н а  н е r> е ,  то ее можно бы.1 0  6ы ощ,еделить из о п ыта�. tGнuss 
Werke,  Bd. Х, 2; S t а с k е l, G11 uss als Geoшcter, < тр. 33.) Дальij ей m и е  с ве
)l е н и .я  и �1 еют1·.я в к н иге S a r t o r i u s von W a l t e r s h a u s e n, Gauss zum 
·Gedachtniss, Ле й п ци г  1 856, стр. 53 и � 1 .  

2 )  д о б  а ч е в  с к и й , О н'tчалах геометрии. 1829- 1930. 
3) U p. S t а с k е l, Wol fga ng u n d  J o hann Bolyai м Geometrische Unter 

such u n q e n • .  п�>р ва.я час 1 ь, Лtlй п ц и г  1 9 1 3, ст р. НН - 157. 
') V 1 ert elj 1J h rsschrift der A !:'tronomischen Gesellschaft . 1 899, стр. 337. 

И м еете.я 11:у сtRий  перf'вод: К. Ш в а р ц ш и л ь д, О д <1 пусти м о й  м ере кри
в и з  ны nространотва, • Новые идеи в математике · .  Сб. 111, изд . •  Образоваш1е " 
снв, 191 J. 
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R = 2c, и.ли - 2ic"; в случае евклид()вой гмметрии рациус :кри
визны: становится бесконечно большим:. Н.этрудно по�саааrь, что 
в случае гиперболиtJес�сого строения внешнего :м ара в се з веады 

'Г должны иметь параллаксы, превышающи е величину р = -;;- , 
.:с" 

причем т обозначает р�ди:ус зем:аой о рб иты. Н > су ществует 
много звезд, имеющих: параллакс, меньший, че м 0,05". О гсюда 
вытекает: если во вн.еии-�ем .мире имеет .мес то гипероодич,еская 
геом'!трия, то ее ради.цс кривизны (вJ.яmыu па абоодютн.оu ве 
личине) должен быть больше четыре.Jj миллионов радиусов зем
ной, орбиты или 6· 1019 см. 

Если же, напротив, приписать внешнему :миру эллиптиче
скую структуру, то пространство придется рассматри вать ка& 
хоне чное и замкнутое в себе; световой луч будет описывать 
тогда замкнутую :кривую дл ины тtR. Если мы в виде пробы п ри
дадим радиусу кривианы R небольшое значе ние, например в 
30 000 радиусов земной орбиты, то в силу имеющихс я измерений 
параллаксов вокруг Земли оказалось бы бедное з вездами про
странство, в то врем.я как на более далеком: расстоянии: от нее 
звезды скопились бы исключительно густо, и некото рые из них 
отстояли бы друг от друга лишь на рассто.явии 40 радиусов зем
ной орбиты. Но тогда в этой части пространства происходили бы 
столкновени.я гораздо чаще, ч е м:  :мы это наблюдаем. Если м ы  
в противоположность этому сделаем весьма  правдо подоб ное до
пущение, что все звеады в среднем: находятся друг от дру га 
на одинаковом расстоянии, то мы получим для радиуса хрививны 
значени.я п римерно в 160 миллионов р адиусов ве.мной орбиты. 
При тахом радиусе хривианы световой луч употреr� ил бьt 
около 8 ООО лет на путь вокруг вселенной (дли на пути равняется 
7tR). Мы :можем радиусу криви3ны приписать и несколько 
:меньшее значение, не впадая в противоречие  с опытом, как это 
бы:ло выше, и можем утве рждать, чrо, сделав предположение 
об эллиптическом строении внешнего мира, .мы не придем ни 
к какому противоречию с опытны.ми д'lнни.ми астрономии и 
физики, если .мы возьмем радиус кривизны не .мене е чем в 100 
миллионов радиусов ве.мноu орбиты, или 1,5 ·  10 5 см. 

Но допущению эллиптического строени.я внешнего :мира 
противоречит на первый взгляд следующее обстоятельство. Так 
как свет через коне чный промежуток времени (при нашем: до
пущении: примерно череа 8 ООО лет) опять возвращается в исход
ную точку, то мы должны видеть, наприм ер, наше Сол . ще с про
ти воположной стороны в качt1стве так на зывае мого антисолнца. 
Это последнее не уступало бы в .яркости вастоящему Солнцу. 
Чтобы сде.п ать более наглядным наше утве рждение, обрати мс.я 
к аналогичным: обстоятельствам в случае д вумерной эллипти
ческой геоме трии, которую мы будем рассматри вать обычным 
обрs rю:м на полушарии с отождествленными диаметрально противо
положными точками храя. Пусть на черт. 130 тuчка 8 изобра
жает Солнце, а Е - Землю. Лучи, исходящие из Солнца, от его 
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не обращенной к нам сторона, сначала .являются расходящимися, 
т.  е . .я ркость Солнца все время уменьшаете.я. Но по истече
нии некоторого определенного промежутка времени лучи стано
вятся сходящимися, так что яркость Солнца возрастает. Следо
вательно, .яркость Солнца и антисолнца должна быть одинако
вой, так как малая дуга ( азображаю щая зрачок наблюдателя), 
перпендикул1Jрная направлению лучей, совер шенно одинаковым: 
образом осве�е Еiа узким пучком лучей, расходящихся от Солнца, 
и пучком: сходящихся лучей, идущих с противоположной 
сто роны: 1). 

Чтобы преодолеть эту трудность, Шварцшильд допускает по
мощение света в мировом пространстве, :которое ослабляе't' 
си:лу света при о,r;,нократно:м: обходе вокруг все.11енной примерно на 

40 :классов звездных величин. Это 
допущение весьма вероятно с фи
зической и астрономической точек 
зрения и .я влялось бы 

'вполне до
статочным для того, чтобы сделать 
невозможным наше наблюдение ан
тисолнца. Но в противоположность 
этому .Гарцер (Harzer) 2) указывает 
еще на то, что Солнце и мы не 
остаемся в пространстве неподвиж-
ными, но движемся примерно со 

Черт. 130. скоростью 30 10м/се10. Если бы свет 
по истечении 8 ООО лет снова вер

нулся 1t исходному положению, где в свое время находилось 
Сол нце, то мы были бы уже очень удалены от этой точки и 
п отому видели бы е е  с .н ркостью лишь в 2,7 ( э то примерно .яр
кость Сир иуса), даже d СЛИ бы не бы.110 никакого поглощения света 
пр и е го обходе вокруг вселенной. Антисолнце все время д вига
лос ь бы за нами с такой же скоростью, :как и наша солнечная: 
система. Но так как подобная з везда до сих пор еще не обна
ружена, то Гарцер принимает потерю .яркости в 1 3  :классов звезд
ных величин при одном обходе вокруг вселенной, что является 
достаточным для того, чтобы мы не :могли видеть антисолн.ца. 

Все э rи соображения, хотя и интересны, но весьма нена
де жны. Э rо в полне естественно, так :как мы лишь в последнее 
вре\1.я вышли со своими: изме рен иями за тесные пределы нашей 
солнечной системы. При этом Гарцер  пользуется следующим 
сравнением:. Пока геодезисты измеряют лишь малые куски зем
ной поверхности, они не приходят R противоречию, делая пред
положения, что 3ем:ля .является плоскостью; если же приходите.я 

1) Особенно .ярв:о эту мысль выразил Гельмгольц, в:оторый по этому 
поводу говорил, что в эллиптичесв:ой геометрии мы должны были бы 
видеть перед собой свой собственный затылов:. 

2) Н а r z е r, Die Sterne und der Raum, Jahresber. d. D. М. V., т. 17, 
стр. 237, HIOS. Имеется руссв:ий переьод: П. Г а  р ц е р, Звезды и простран
ство, " Новые идеи в математике •, Сб. 111, изд., "Образование" CIIB, 19 13. 
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иметь дело с измерением: больших Rусков, то необходимо рас
сматривать 3е:м:лю (во втором: приближении) как сф еру. В старые 
годы людям Rазалось сначала очень удивительным:, что :м:ожно 
вернуться в ту же самую точRу, если итти по земной поверх
ности все время вперед, - представление, сделавшееся в настоя
щее время для нас вполне привычным:. Совершенно таRое же 
Qбстоятельство :м:ожет представиться, если :мы перейдем от изме
рений в солнечной системе R измерениям: в системе неподвиж
ных звезд. Впрочем, необходимость этого (RaR это было в случае 
измерения на земной поверхности) до сих пор еще не предста
вилась ;  но очень легко себе вообразить, что подобный момент 
:может наступить не в очень отдаленном будущем. 

Во всяRо:м случае, эти рассуждения показывают нам, что :ко 
внешнему :миру евклидова геометрия подходит с такой: большой 
степенью точности, что ми на земной поверхности и в об.ласти 
нашей со.лнечной системы .можем без всяких сомнений исходить 
из предпо.ложения о справед.ливости гипотезы Ев'К.лида, не впа
дая в противоречие с опитом, потом.у что, например, чтобы по
строить на пр.ямой линии согласное с nредыдущи:м эллиптическое 
:мероопределение, :мы должны взять евRлидов :круг, :касающийся 
вашей прямой, с радиусом, не :м:еньшим чем 1,5 · 1021 см, и зате:м: 
спроеRтировать :мероопределение этого круга из его центра на 
пр.я:м:ую ( ер. черт. 1 91 стр. 1 9 1 ) ;  во этот Rруг уRлояяетс.я от 
нашей прямой на расстоянии 1 70 ооо r;м всего лишь на 1 мм! 



Г л а в а VIII 
СПЕЦИАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОБЕИХ НЕЕВКЛИДОВЫХ 

ГЕОМЕТРИЙ 

В настоящей главе кы р ассмотрим: особо обе неевклидовы 
геометрии, которые мы выделили как единственные (кроме евкли
довой геометрии), применимые ко внешнему миру, из большого 
числа возможных мероопределений. Евклидову геометрию мы 
будем: привлекать сюда лишь для того, чтобы ее (предполагае
мые известными) теоремы сравнивать с соответствующими тео
ремами эллиптической и гиперболической геометрий. В этих 
последних нас в первую очередь будет интересовать де'й стви
тельная собственная область, так как, ведь, только о вей одной 
идет речь при :могущих встретиться приложениях к онружа-
10щему нас пространству; если :мы все-таки будем: пользоваться 
несобственными или даже :мнимыми элементами, то мы 
будем делать это ис:ключительно для того, чтобы ва этом 
обходном: пути более удобным образом: достигать желаемых 
результатов, касающихся действительных собственных обра
зов. При этом: частично дело будет итти лишь о том:, чтобы 
собрать вместе уже известные нам теоремы, доказательств 
:которых :мы не будем приводить, так как многие сюда от
:восящиеся вещи нам уже сделались привычными вследствие· 
наших прежних исследований . 

§ 1 .  Эллипти ческая и гиперболическая геометрии на 
прямой линии 

А. Элли птическая прямая. Прямая эллиптической геометрии 
.являете.я аамкиутоu линией длины 2Ce'lt (ер. стр. 1 90).  Расстояние 
E (Ji, у) между двум.я точками х и у определяется, во-пер вых, 
лишь с точностью до числа кратного 2c.'!t и, во-вторых, лишь с 
точностью до знака, тав: что наряду с ч и слом а, содержащимся: 
:между О и 2C,'lt, рассматриваемое расстояние будет давать также 
число 2c,'lt - а, лежащее в этом же интервале. Для каждой точки � 
существует одпа и только одна точка i, для: которой оба эти 
числа, даю щие расстояние , равняются друг другу; для этих точек 
Е (х, x) = c,'lt, поэтому двойное отношение точек х, х и_ двух фун� 
даментальных точек равняется - 1,  т. е. точки х и х находятся 
в гармоническом: отношении к фундаментальным точкам; точки � 
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и ;IO называются вааимно "перпенди-куд.ярными" или "ортого� 
на.пьнiы.ми" (ер. с.тр. 1 69) .  Арккосинус- формула для Е (ер. стр. 1 89) 
показывает, что в этом случае Ожж= О. 

Всякие две точки определя ют два отрезка. Каждый и:в этих 
отрезков имеет одну и только одну центральную точку. При 
этом центральные точки обои х  отреаков взаимно пер r: епдику
л.ярны. Эти предложения :мы :можем (как и все свойства эллип� 
тической пр.ямой) получить из геометрии евклидова пучка. 
прямых, если и:меющуюr.я там :метрику перенесем посредством: 
проектирования из центра пучка па :эллиптическую прямуD 
(ер. черт. 109, стр. 1 9 1 ) . Для дальнейших п ри ложен и й  вам по" 
надобятся еще координаты обеих центральных точек. Пусть :v
и у - данные точки; найдем те точки lz + 11-у, для которых 
E fa;, >.. Ii + 11-Y) = E (lx + p.y, y) . Это требование равносильно (если 
:мы нормируем координаты Xt : х2 и у1 :  у2 точек а; и у посредством 
умножения на соответствующие постоянные множители Кж. К" 
таки \1 образом, чтuбы о"" = 01111= 1 ), как это видно из арккоси
нус-формулы па стр. 189, с уравнением: 

Qlll, >.111 + Р.У = ± 0>.ar + 1'-У· у t 

т. е. 

ло""+ 11-0",= ± ло111, ± 110", 
или, так как о""=О,11 =1 , 

(). ± !") Щr, ± 1) ==0. 
Второй множитель не может обратиться в нуль, так как в про" 

тивном случае из Ожu= -+- 1 в соединении с Or111 = 9w = 1 следовало 
бы, что обе исходные точки совпадают. Значит, l =  ::!:::: р., т. е. 
искомыми точками я вляются т = х + y, m' = x - y. Если мы отка" 
жемся от нормирования, то, так как при произвольн ых а;4 и у, 
нормирующими множителями .являются : 

1 1 
Кж =  vo:: 

и К11 = У-о-:, , 
получим: следующее предложение: центральные точRи от� 
резков, определенные точками с координатами а;, и у1, имеют
коордипаты: 

и 

Группа :эллиптических твердых преобразований распадаетс.11 
па два однопара�етрических семейства: движения, которые оСТdВ
л.яют направление прямой неизменным и сами образуют группу, 
и веркальные отображения, Rоторые меняют направление пря� 
· мой на обратное (ер. стр. 207). Группа движений изоморфна. 
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группе вращений 01еружности 1 ) . Вс.я1еое движение не имеет ни 
одной неподвижной точки; напротив, вс.яRое зер1еальное отображе
ние имеет дне неподвижные точRи А и А', взаимно ортогональ
ные друг IC .nругу (черт. 1 3 1) ,  что читатель легRо может доказать 
·сам каR аналитическим:, таR и геометрическим: способом:. Всякое 
веркальное отображение может быть рассматриваемо RaR "зер
:кальное отражение" от хаждой из двух неподвижных точек, по
'Тому что если Р - произвольна.я точха, а Р' - ее образ, т. е. точка, 

в Rоторую переходит Р при нашем: 
А '  Р д Р '  отображении, то отрезхи АР и АР' 

:между собой равны; точно так же 
Черт. 131.  А'Р = А'Р'. Примером: этого слу-

жит (при положенной в основу 
в качестве фундаментального образа паре точек х�+х�= О) преобра
вование: рх1 =х;, рх2 = -Х� с неподвижными точками 1 : о и о :  1 .  

В. Гиперболическая прямая. Пр.яма.я гипербодu"Юс1'ой геометрии 
.является om1'J)ъvmou (т. е. неограни11евной, незамкнутой) линией 
·бесконечно большой длины; при этом :мы: эдесь, естественно, 
понимаем: под "гиперболической пр.я.мой" тольRо один из двух 
'Отрезхов, на :которые разбивается проективная (замкнутая) пря
ма.я фундаментальными то чками рассматриваемого гиперболиче
-ского :мероопределени.я. Действительное расстояние Е (х, у) :ме 
жду точками х и у определя ется одноаначно с точностью до 
знака. В собственной области не имеется ортогональных пар 
точеR, так Rак эти последние должны разделятьс я фундаменталь
ными точха:м:и. Две точхи определяют один единственный отре
-ЗоR. Воякий: отрезох имеет одну и только одну лежащую на нем: 
центральную точку. Это доказывается тах же, Rак и в случае 
�эллиптической геометрии; другая встречающаяся здесь цен
тральная точка, равно удаленная от а; и от у, .является несоб
-ственной точкой, так хак она ортогональна собственной централь
ной точке. 

Группа твердых преобразований собственной области в себя ра
·спадается на два семейства так же, ках и в случае эл.uиnтичес:кой 
геометрии (см. стр. 206-207 ). Всяхое движение не имеет ни одной 
неподвижной точки; всякое веркальное отображение имеет одну 
неподвижную точку. Группа тверди� преооразований иаоморфиа 
·еруппе евкдидових твердых перемещений; вообще гиперболиче
ская и евхлидова геометрии несущественно отличаются друг от 
друга на (действительной, собственной) прямой, потому что обе 
·вти геометрии, �ак читатель может убедиться сам, могут быть ото
бражены друг ·на друга посредством точечного взаимно однознач
ного отображения, сохрав.яющего длины. 

1) Две группы подстаново к: �  и � называются иаоморфнiыми, если под
становкам: ..41, ..42, • • • из � поставлены во взаимно одноэнач:ное соответ

·ствие подстановв:и В1, В2, • • •  из � посредством: такого вахона А1 --> В1 [ i= 1, 
2, . . . ], ч:то из А", -+ В,,. и At1 -+ Bt1 всегда следует A..At1 -. В,,.В.., т. е. 
-если э'l'и группы являются тождественными с точ:в:и врения абстраzтноl 
'rеории групп. 
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§ 2. Эллиптическая геометрия пло скости 

А. Общие замечания; двойственность. Местом действия эллип
·rической геом етрии .является вся проективная плоскость; "бес
:конечно удаленных" элементов совершенно не существует (стр. 
1 6 7). Так как в прое1•тивной плоскости во.якая пара  прямых 
имеет точку пересечения, то пара.лледьн/ьr,;; прямых не сущест
вует. На всякой прямой господствует оаисанное выше :м:еро
определение, причем все прямые имеют одинаковую длину 
2c;r.. Все точки, ортогональные к точке Р (т. е. точ:ки, удален
ные от точки Р ва расстояние c,1t), образует прямую, пол.яру 
точки Р относительно фундаментального конического сечения 
(стр. 1 97) .  Так как в эллиптичесRой геометрии существует по 
стр. 204 полная двойственность между измерениями углов и от-

резков (если постоянной расстояний приписать значение :. 

равное посто.янной углов), то  здесь можно для всякого предложе
ния построить двойственное е:м:у предложение, переставив слова 
"точка" и "отрезок" со словами "пряма.я • и "угол".  В Rачестве 
примера приведем прежде всего следующие предложения: 

Прямые, перпендикуляр
ные к прямой р, прnходят 
через полюс Р этой прямой р. 

Иа всякой точки А ф Р  
МОЖНО ОПУСТИТЬ ОДИН И ТОЛЬ
КО один перпендикуляр на р, 
именно прямую, соединяющую 
'ТОЧКИ А и l'. 

Всякие две прямые имеют 
общи й перпендикуляр, именно 
поляру их точки пересечения. 

Точки, перпендикулярные 
к точке Р, лежат на поляре 
р ЭТОЙ ТОЧКИ Р. 

На всякой прямой афр 
существует одна и только од
на перпендикулярная :к Р 
точка, именно точка пересе
чения прямых а и р. 

Всякие две точки имеют об
щую перпендикулярную точ
ку, именно полюс соединяю
щей их прямой. 

С дальнейшими подобными примерами :мы еще познакомимся. 
В. Движения . Твердые преобразования образуют одно един

ственное семейство; имеются тольRо движения, зеркальные 
отображения отсутствуют (стр. 207) .  При всяком движении (по 
�крайней :мере) одна точка остается неподвижной; движения 
.являются вращения.ми вокруг этой точки (стр. 125  ) . Если :м:ы 
ближе рассмотрим подгруппу вращений вокруг данной: непо
движной точки А и буде:м: производить вращения непрерывно, то 
получим: Rаждая точка двигаете.я по "оRружности" с центром: 
в точке А (черт. 1 3 2, изображенное более толстой линией кони
ческое сечение не играет здесь никаRой особой роли); при этом: 
окружность определяется ка:к гео:м:етрическое :место точек, 
равно удаленных от точки .А; :мы видели на стр. 1 2 1  и 196 ,  что 
эти окружности .являются теми Rонически:ми сечени.я:м:и, которые 
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касаются (нулевого) фунда:м:ентального конического сечения 
в точках прикосновения выходящих из точки А ка сательных. 
К о:кружностя:м, в частности, принадлежит по стр. 197  дважды 

взятая поля ра а точки А. Этот 
факт получает теперь следую
щее :кинематическое значение. 
При рассматриваемом: движении 
точе:к всякая точка Р после вра
щения на угол 1t попадает в не
которую точку Р', которая распо
ложена на прямой Р А. таким обра
зом, что отревки Р А и АР' меж
ду собой равны (черт. 133 } .  На 
этом чертеже изображено, как 
точка Р1 при вращении на угол -.. 
перемещается по дуге эллип
са (если мы на :мгновение ради 
наглядности будем рассматри
вать этот чертеж с евклидовой Черт. 132 . точки зрения) в точку .Р;; соот-
ветствующим обраво\1 точка Р1 

переходит в точку Р� по дуге гиперболы. Напротив, точка Р5 дви-
гается по поляре а точки А и, выполнив вращение, опять воввра
щаетс.я к своему исходному положению. Совершенно то же самое 
имеет :место и для всех прочих точе:к поляры, так что все точ
ки этой последней уже после вращения на угол 'lt пере
ходят сами в себя. Если иы 
повторим это перемещение еще 

Г раз, то после вращения на 2'1t 
также и другие точки плос
кости придут в исходное поло
жение. Наблюдающееся здесь 
свойство движения переводить 
прямую, но не всю ПЛОСRОСТЬ, 
точечно самое в себя пред
ставляет для нас нечто не
обычное; в евклидовой, и, 
как это мы увидим: дальше, 
в гиперболической геометрии 
такое обстоятельство не :мо- Черт. 133. 
жет иметь места. В этих по-
следних геометриях только зерr;альиие отооражеии.я (которые в е  
:могут быть непрерывно получены ив исходного положения 
покоя) обладают а;�алогичным: свойством:. И де й ствительно, наше 
эллиптическое вращение на угол 'lt имеет большое сходство 
с зеркальным отображением: именно - вс.якая прям ая, прох одя
щая чере з точку .А, переходит сама в себя, при этом: точки 
:каждой из этих прямых таким образом: :между собой перестав
ляются, что результатом этого является верв:альное отображе-
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вие пр.я.мой на себя, вав мы его описали на стр. 234; то обсто.я
тельство, что мы его теперь :можем непрерывно полу чить ив 
положения пово.я, обусловливаете.я тем, что точви во время 
движения по:кидают рассматриваемую прямую. Поэтому мы: 
:можем наше вращение на угол 'lt назвать также зерr;;а.1шн/Ы.М от
о6ражение.м и только должны иметь в виду, что в эллиптичес.кой 
гео метрии плоскости зеркальные отображения .я:вл.яются соб
·ственными движени ями. 

С. Некоторые предложения из теории кругов. Мы восполь
sуемся свойством зеркального отображе-
ния переводить точечно одну и тольво 
·одну прямую самое в себя, чтобы дока
sать одно простое предложение и, тавим: 
-образом, показать на примере, как изу
чение твердых преобразований спо
собствует выяснению геометрических 
свойств фигур. Это предложение зав
лючается в следующем: "всякая .каса-
тельная к окружности перпендикул.яр- Черт . 134. 
на к радиусу, проведенному в ее 'l'очку 
прикосновения". Доказательство: при зеркальном: отображении 
относительно пр.ямой Ь, соедин.яющей цею р окружности с тuчкой 
прикосновения В касательной t {черт. 134), каждая точ.ка пр.ямой Ь 
остается неподвижной; следовательно, овружность с центром: 
в точ:ке М переходит, вав лини.я постоянного рассто.яни.я от 
неподвижной точки М, сама в себя, так вак зервальвое отобра
жение сохраняет длины. То же самое имеет место и дл.я пр.ямой 
.t, так вак она .являете.я единственной прямой, проходящей через 
неподвижную точку В, которая не имеет других общих точек 
-с окружностью. Оба смежных угла, образованных пра.м.ыми МВ 
н t, меняются местами, так как в прот ивво:м: случае все '!'ОЧКИ 
пр.ямой t оставались бы неподвижными, и, следова'Iельно, оба 

'lt 
угла равняются -, что и требовалось доRазать. 

2 . 
На основании указч.нвого свойства касательных к окруж

ности получается, что семейство концентрических окружнuuтей 
с центром: в точке А може r быть охар актер изовано 'l'акже :как 
семейство ортогональни.r, mpaer;;mopuu к пр.я.мы.м, перпендиr>u
.л.ярнu.J� r;; пр.я.мой а, .явл.яющейе.я полярой uе нтра А отно"и
тельно фунд<tментального вонического сечения. Далее, полу чаем: 
если мы восставим: к какой-н ибудь пр.�Jмuй а перпевдику л.яvы. 
-(которые все проход.ят через по 'IЮС А. пр.ямой а) и юt всех ьтих: 
nерпенди:кулярах отложим равные м ежду собuй отрезки в 
(черт. 1 3 5), то мы получим круг с центром в точ:ке .А, или, корuче: 
ох:руаюности с центr ом в mо'Чке А являются r;;рuвыми постоян
ного рассто.яни.я, от пр.я.мой а. Пр и этом здеt.:ь надо иметь в 
виду след у ю щее:  если откл1� дь..ва:rь на перпендикуJiярах к пря
мо й а отрезки длины s по обе сто ро ны от а, то 110J1 у <J.итс.я не 
.две линии, а только одна единственная, именно окружность с 



238 ПР О ЕКТИВН О Е МЕРО ОПРЕДЕЛЕН ИЕ 

центром в точке А и радиусом: c;tt - s, Rоторая превращается в 
дважды взятую прямую а, если s заставить стремиться к нулю 
(ер. черт. 1 35) .  Посредством обоих указанных свойств в евкли
довой геометрии определяются не круги , а прямые, параллель
ные прямой а. Это различие играло важную роль в истории 
неев:в:лидовой геометрии (ер. гл. l, § 1) . Приведенный на черт. 1 31) 
вид он:ружности, которая при :малом: s тесно прилегает с 
обеих сторон н: прямой а, делает очевидным тот факт, что а 

А 

Черт. 1 35. Черт. 136. 

эллиптической геометрии два круга :могут иметь четыре дей
ствительные точки пересечения. Достаточно рассмотреть две 
прямые а и Ь (черт. 1 3 6), чтобы убедиться, что две окружности 
с центрами в полюсах А и В этих прямых с радиусами c.'lt -s 
(причем s достаточно мало) пересекаются в четырех точках в 
окрестности точки пересечения О прямых а и Ь 1) .  

В зан:лючение отметим еще следующее предложение : все ка
сательние к окруоюности образуют посто.ян'Н/ЫU угол с некото
рой определенной пр.я.мой а; эта прямая, которая может рассма
триваться как выродивший ся круг, .является полярой центра 
оRружности А относительно фундаментального конического се

чения. Подобный "круг углов • :м:ы уже рассматривали на
стр. 202-203 при дуализации евклидовой геометрии; в эллипти
ческой геометрии круг углов является просто совокупностью 
касательных к Rругу расстояний . 

D. Теоремы о конгруэнтности. Предыдущие несколько за
путанные факты делают тяжеловесными формулировку и до11:а
зательство теорем о rюнvруэнтности треугольников. 3десь. 
нужно прежде всего принять во внимание, что три точки вслед
ствие замкнутости прямых определяют всегда четыре треуголь
ника. Но из них, вообще говоря, всегда можно (именно, если 
ни одна из вершин не ортогQнальна двум другим вершинам) 

1) В евклидовой геометрии два круга всегда имеют общими обе кру
говые точки (ер. стр. 1�6). Э то обстоятельство, лежащее в основе тог(} 
факта, ч:то два круга пересекаются не более, ч:ем в двух действительных. 
точках, в эллиптической геометрии не имеет места. 
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выделить тот "отмеченный" треугольник, стороны которого мень ... 
ше с,тr.. После этого вводят следующее определение: два ( отме ... 
ченные) треугольника называются конгруэнтными, если одиц 
из них посредством твердого преобразования можно наложить... 
на другой. 

Тогда :можно доказать следующие ч етыре тоере:мы о хонгру
а,нтности: 

Два треугольника конгру
энтны, если у них две сторо 
ны и заключенный между 
ними угол одинаковы. 

Два треугольника конгру
энтны, если у них все три 
стороны соответственно оди
наковы. 

Два  треугольника хонгру" 
энтны, если у них два угла и 
общая сторона этих углов. 
одинаковы. 

Дв а треугольника конгру
энтны, если у них все три:. 
угла  соответственно одина ... 
ковы. 

Для доказательства достаточно произвести исследования,_ 
аналогичные ис следованиям на стр. 237, где :мы определяли 
угол между ка сательной к окружности и радиусом; но здесь 
всегда надо соблюдать осторожность, так как (как это мы виде•. 
ли на стр. 238) может при случае оказаться четыре точRи, 
имеющие от двух данных точек А и В заданные расстояния 
соответственно а. и � и так как две точки всегда определяют· 
два отрезка. 

Мы уRажем таRже еще на то, что через три точки проходит 
четыре круга (ер. стр. 242). 

Е. Теоремы о точках пересечения в треугольнике 1). Изуче
ние этих теорем особенно интересно, так как в них очень хоро
шо проявляется двойственность эллиптической :метрики. М:ы; 
начнем с теорем о биссектрисах и середииах сторои: 

В эллиптической геомет
рии шесть биссеRтрис сходят
ся по 'l'РИ в четырех точRах; 
эти ТОЧRИ являются центра
.ми вписанного и трех вневпи
сшнпих к:ругов. Шесть точек, 
в которых биссектрисы тре
угольника пересекают его 
стороны, лежат по три на че
тырех прямых. 

В эллиптической геомет
рии шесть серединных точек 
сторон треугольника лежат· 
по три на четырех прямых;. 
эти пря:м:ы:е образуют постоян
ные углы с хасательными 
каждого из чооырех описан· 
ных: кругов. Шесть медиаR 
сходятся по три в четырех. 
точках. 

Мы можем сделать обе группы: теорем более наглядными с 
помощью схематичес:кого черт. 1 37,  который, разумеется, в хаждои 

1 )  Ср. С о о l i d g е, The elements of non- euclidean geometry, O:xford, .  
Olarendon Press, 1909. 
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ив двух случаев должен расс:матриватьс.я по - разному 1). Мы: 
ограничимся доRааательством: групаы теорем, написан ных слева,  
так каR доRааательство теорем:, написанных. справа, происходит 
двойственным образом. 

Возьмем: рассматриваемый треугольник за Rоординатны:й 
треугольник проекти tlной системы координат. Тогда три сто
роны Р2Ря, Р1Р8 и Р1 Р2 будут иметь прямолинейные коорди
наты 1 : о :  о соответственно о :  1 : о и о :  о :  1 . 

" ; / 

/ " ; 

Черт. 137. 
Пусть фундаментальное 

:уравнением: 

Черт. 138. 
Rоническо е сечение определяется 

Тогда по стр. 233 шесть биссектрис будут иметь координаты') :  

1) Во.лее толстые линии изображают сl'ороны тре угольника. В тео· 
реме о 6иссех:трuсах мы р а ссмат р и ваем вся к и е  д R е  п у нкт и р н ые л и н и и, 
п рп х о д я щи е  ч е р е а  верш и ны т ре угол ь н и ка, как б и с с е кт р и с ы .  че 1 ы ре ч � р н ые 
точ ки-как ц е н т р ы  в п и са н н ы х  и не в п и с а н н ы х к р у го в, шес1 ь б е л ы х  точ е к
к а к  тuч к и  п е µе е е ч е н и я  б и.се е к т р и с  со сто р о н а м и  т ре у го.;; ь н и ка и ч е т ы р е  

п ре р ы в и с т ы е  п р я \I Ы0 - как с о ед и н я ю щ и е  и х  r1 р .н,1ые. В теоре"ие о середи· 
иах сторон, ш есть б е л ых Т () Ч е к  мы р аl:с м а т р и в ал и как с е (Jед и н ы стu рон, 
"J е 1 ы ре п µ е р ы в и стые п ря м ые - ка к  соt-д и ня ю щ и е  и х  п р н м ы е, шесть п �· н к· 
т и рны х п ря мых-ка& мед и а ны и четыре че рные тuч11и-как их точки пе-
р е 1: еч е н ия. 

· 
2) 1 1  р и  в е денное на стр. 23 � доказат е л ь с т в о  для случая се редины от

резка м ожет быт f, рас п µ о <' т р а н е н о  на сЛу ч а й  высш и х  р 1:1 з м е р н ос1 ей .  IJо
с р е д ст во м дуал и з а ци и то гда пол у чается соuтветствующее доказатеJ1ьство 
длн сл учая биссектрис углов. 
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о 1 

= -v�� 
Биссектрисы, проход.я· Р2 

щи:е через 

1 61, z 2  и 68 равняются 
_ r - , + 1 или -1.  
У aas 

1 . е8 • у а1 1 • vr а22 • о. 

Определенные этими формулами прямые будут проходить через 
одн у  точку, если опреде· 
литель 

равняется нулю; это будет 
иметь место, е сли е 1е:2е3 = -1 , 
-требование, Rоторое вы
полнено как раз для четы
рех возможных ком бинаций . 
Координаты получаю щихся 
вслед1�твие этого точек пе
ресечения им еют вид : 

,r- _ ;- - _ r-6 1 1· ан :  E2V а22 :  Ез V Оtаз •  

, 
Далее, мы получаем 

Черт. 139. 

" 
,1/ / / 

в качестве точечных координат точек пересечения, которые по
лу чаются от пересечения биссектрис с противолежащими сто
ронами,  следующие выражения :  

Точм 
пересечения биссек

трис со с·rоронами IP2P3\ О : V�� : - е:1Уазв· 
Р 1Р8- •2У а1 1 : О : у а33, е1, •2, и еа равня-

ются + 1  или-1. 

Р1 Р2 Ya11 : - esva22 : 0,  

Такое ж е  рассмотрение определителя, RaR и выше, показывает, 
что эти точки по три лежат на одной прямой. 

Мы: заметим, что эти теоремы при надлежащем употреблении 
" бесконечно  удаленных " элемен1 ов мог,ут  fiыть пе ренесены на 
случай евклидовой геометрии 1 ) .  Так, нап риме р, в теuреме о ме 
дианах приходится рассматривать бес1tuнечно удаленную точку 

1) Ср. также статьи Шульке (ScЫilke) в журнале "Zeitschгift fiir math. 
und natпr,viss. Unterricht aller SchuJgattungen", стр. 201 ,  1923 и стр. 12 ,  1926. 
JС:кей п-16-12• 
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стороны треугольника как вторую серединную точку этой сто
роны (черт. 1 39) .  Это соображение дает нам прекрасный пример 
того, как при переходе к евклидовой геометрии от двой ственных 
предложений элJшптической геометрии остаются одни развалины. 
(Отметим еще, что указанные предложени н будут выполнены 
так.же и в гиперболической геометрии, если :мы привлечем 1� 
рассмотрению несобственные элементы.) 

Далее укажем еще на  то, что мы получим особенно правиль
ную фигуру, если удалим из черт. 1 3 7  три стороны треуголь
ника (черт. 1 3 8). Именно, тогда через каждую ука3анну ю выше 
ТО"!КУ пересечения будут проходить три прямые лини и , тогда 
как, обратно, на каждой прямой будут лежать три точки пе ре
сечения. Подобную фигуру :мы будем называть п.лос11:ой 1.:011-
фигурацией. 

Далее, мы приведем теорему о перпепди�ул.ярах, восставлен
пих иа середин сторон треугольни�а, и ее двойственпий аналог, 
которые могут быть до казаны таким .же способом, как и теорема 
о биссектрисах и медианах: 

В эллиптической геометрии 
перпендякуляры, восставлен
ные из шести серединных 
точек сторон треугольн и 11· а, 
сходятся по три в четырех  
точках; эти точки равноуда
лены от всех трех вершин 
треугольника  и лв.ллются, 
следовательно, центра.ми опи
санных �ругов. 

В эллиптической геометрии 
шесть точек биссектрис, орто
гональных к соответствующим 
вершинам треугольника, ле
жат по три на четырех прямых; 
эти прямые образуют со всеми 
тремя сторонами треугольни
ка равные углы. 

Теорема о выcomaJj евк лидовой геометрии в эллиптической 
геометрии выглядит uледующим образом: 

Во всяком треугольниRе 
эллиптической Геометрии, в 
котором: н и  одна иэ вершин 
не является полюсом: проти
волежащей стороны, три вы
соты пересекаются в одной 
единственной точRе. 

Во всяком треуголпнике 
эллиптической геометрии, в 
котором ни одна из сторон не 
.является полярой противоле
жащей вершины, три точки 
Hft сторонах, ортогональные к 
противолежащим: вершинам, 
лежат на одной прямой. 

F. Заключительные замечания .  Наиболее удобным: вспомо
гательным: средством для нахождения соотношений в эллипти
ческой геометрии плоскости является указанная на стр. 1 67  и ел. 
связь :между эллиптической геометрией и хорошо нам: изве
стной геометрией на поверхности шара; для этого .в;остаточно, 
повторим это еще раз, отождествить всякую пару диаметрально 
противоположных точек сферы, чтобы получить конгру энтный 
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образ эллиптической плосRости. В св.язи с этим .мы напомним 
о предложениях, RОторые мы получили в § 4 гл. VII посред
ством использования этой свяаи. Далее мы подчеркнем еще тот , 
полученный на стр . 2 2 1 ,  результат, что в эллиптичесхой гео м ет
рии сумма углов тре угольника всегда больше 'rt; теорема, кото
рая имеет очень большое значение RaR с историчесхой, таR и: 
с принципиальной стороны (ер. стр. гл. Х, § 1 ) .  

§ 3 .  Гиперболическая геометрия плоскости 

А. Общие замечания; параллельные л инии. В то время хак 
в :мнимой области эл.липтичесRая и гиперболическая геометрии 
являются тождественными (ер. стр. 1 93), в действительной об
ласти между ними обнаруживаются интересные и важные раз
личия. При этом: гиперболическая геоме"rрия в некоторых отно 
шениях проще, так как в противоположность эллиптичесRой 
геометрии, :местом действия Rоторой являете.я вся сложная с 
точки зрения связности прое1'mивная плоскость, - собственная 
область ги перболической геометрии (следовательно, внутренняя 
область овальной фундаментальной кри
вой) имеет такую же простую связ
ность, как и ПЛОСRОСТЬ еВRЛИДОВОЙ гео
метрии. Но, с другой стороны, то об
стоJ1тельство, что нам: приходится теперь 
рассматривttть лишь 'Часть плос1'ости 
как собственную, привносит с собой не
Rоторые усложнения, таR Rа:к в свяаи с 
этим приходится рассматривать теперь 
:множество различных частных случаев, 
проходящих через всю гиперболичес-
кую геометрию и совершенно не ветре- Черт. 140. 
чающихся в :эллипти ческой геометрии 1) . 
Мы начнем с выяснения важнейшего относящегося сюда вопроса о 
точке пересечения двух пр.ям:ых. Здесь приходится различать три 
слу ча.н: точка пересечепия двух прямых (которая на проективной 
uлос:ксст.и всегда имеется) может лежать либо внутри фундамен 
тал ьного Rонического сечения, либо вве его, либо, наконец, на  
нем  самом . В пврво.м слу'Чае с точки зрения собственной дейст
вительной гиперболической геометрии прямые имеют одну общую 
точку; во втором слу'Чае они не имеют ни одной общей точки, 
6 третьем случае они имеют общую точку, которая в р ассма
триваемом :мероопределении должна считаться "бесконечно уда
ленной/'; поэтому мы такие прямые будем называть параллель
ными ;  угол .между ними равняется нулю (см. стр. 1 95).  Следова
тельно, в противоположность евклидовой геометрии здесь 
имеетсJI еще новая возможность, именно существование пар пря-

1) Но эллиптическая геоvетрия проще в том отношении, что в 
(действительной) гиперболичес:кой :метри:ке принцип двойственвоети не 
имеет меета (ер. стр. 204). 

·18" 
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.м:ых, указанных во втором случае. Но также и в третьем слу
чае имеется существенное отличие от е вклидовой геометрии: 
д.п,я вcя'lf:ou пр.я.мой g имеются всегда две пара.1ме.л,ьн/ые nr'ямие, 
проходящие череа любую даин,ую, не .п,ежq,щую на ней то-ч,ку Р 
(черт. 140). Они .являются (ана логично евклидовым параллелям) 
предельным: положением прямых, проходящих через точку Р и 
пересекающих прямую g. Обозначенные чере<J а на черт. 140 углы, 
которые, R&к легко видеть, ра вны :между собой, называются угла.ми 
параме.л,ьности. Их величину легь о вычи слить, потому что в 
прямоугольном треугольнике на черт. 140 (как это получается 
по стр. 2 1 8  путем сравнения с соответствующими предложениями 
сферической тригонометрии) имеет место следующая форму.па: 

ch _!!_ = cos � 
2с" si11 а ' 

или, так как здесь � = О: 
sin a. 1 

ch 1!_ 
2с" 

Следовательно, угол параллельности а зависит толыю (не считая 
зависимости от заданной константы с.) от расстояния р точки Р 
от пр.ямой g. Эта теор�ма играла важную роль в истории неевкли
довой rеометрии. 

В. О п ерпендикулярных п рямых. Несколько большее соответст
вие с евклидовой геометрией, чем в случае пары параллельных 
прямых, мы получим: в случае пары перпендикулярных пр ямых. 
Перпендикулярными прямыми ::мы назовем, :как и в элли птической 
геометрии, всякие две  прямые, из которых каждая проходит 
чере3 полюс другой'). Отсюда следует: в каждой точке любой 
пр.ямой можно восставить один першндикуляр ; два перпен
дикуляра, восставленные в дв vх точках одной и той же пря
мой, не пересеRаются; из RажДой точки, лежащей вне данной 
прямой, .можно опустить один и�олько один перпендику.ляр; 
при этом: основание этого перпендиRуляра будет таRже собствен
ной точкой, та:к как  она и лежащий вне кривой полюс нашей 
пряыой (гармонически) разделяются парой точек фундаменталь
ной кривой. 

Все же и здесь имеются отличия от евклидовой геометрии. Две 
иепересе:кающиеся п рямые имеют в точности один общий перпен
дикуляр, именно поляру их общей несобственной точки (черт. 141 ,  
на котором поляра построена как прямая, соединяющая полюсы 
обеих прямых для того, чтобы выявить соответствие с двумя поме
щенными рядом чер rежчш). Напротив, д.ТJ..я дв;у·х параЛJ1ель
ны:х и для двух пересекающихся прямых не существует ни 
одной (собственной) прямой, одновременно перпендикулярной 

1 )  Следовательно, обе прямые на черт. 32, стр. 69, взаимно перпен
дикулярны в смысле метрики, определенной изображенным на. чертеже 
ковичесв:им сечением. 
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к обеим данным: прямым 1 ); именно, в первом случае пол.яра 
точки пересечения .являете.я :касательной R фунда:м:ентально:му Rо
ничеекому сечению (черт. 142), в то время как во втором: случае .  
она находите.я целиком вне Rонического сечения (черт. 143) . 

1 1 1 1 , 
\ 1 
\ 1 \ /  /:\ 

Черт . 141. Черт. 142. Черт. 143. 

С вопросом: об общем перпендикуляре тесно свЯзан 'вопрос 
о 'Кратчайшем расстоянии между двумя непересекающи:мися 
в собственной области прямыми; если эти последние не парал
лельны, то, как легко можно показать, это кратчайшее расстоя 
ние существует, и . притом оказывается Rак раз отрезком, пер
пендикулярным: R обеим данным прямым:; напротив, если итти 

� \ 
\ \ 1 , 

\ 1 / 
\ 1 1 \ , ,  \ 1 1  

'11 
Черт. 145. 

1 
1 

1 1 / 
\ 1 . , � 

Черт. 146. 

в одном из двух направлений по :ка�tой-нибудь прямой, то 
расстояния от тех параллелей, которые проходят через соответ
ствующую этому направлению бес конечно удаленную точку, :м:о
вотонно уб ывают , аси м птоти чески приближаясь R пулю, что 
опять-таки находится в противоречии с евклидовой геометрией. 
В заключение отметим: еще один в такой же степени непривыч
ный для пас факт. Ортогональная проекция прямой g 1 на пря
мую g2 только тогда имеет бес:конечяую длину, если g1 и g2 па-

1) Поэтому в старых (элементарно-геометрических) учебниках гипер
б олической геомет рии, авторы которых не  пользуются в своем изложении 
понятием проективной плuс в:ости, три типа пар прямых в:лассвф и циру
ютс.я следую щи м образом: 1) пересекающиеся прямые, 2) параллельные 
прямые, 3) прямые с общим перпендикуляром. 
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раллельны; но даже и в этом случае проекция одной из полу
прямых, на которые прямая g1 р11.збивается произвольной точ 
RОЙ Р, будет всегда Rонечной длины; доRазательство этого 
фаRта непосредственно получается из черт. 1 44-146. 

С.  Зеркальн ые отображения. Перейдем теперь R рассмотре
нию твердих, преобразовании; по стр . 207 они ра спадаются на 
два семейства: движения и зерка.льные отображения. Среди 
этих последних, Rоторыми мы сейчас вкратце и займемся, важ
нейшими являются зер1'адьние отражения; при всяRо:м зер
Rально:м отражении некоторая точв:а Р, лежащая вне фундамен
тальной кривой, и ее поляра р (ось нашего зерRального отра
жения) остаются точечно неподвижными, и всякая точка А 
переставляете.я с той '(очRой А', Rоторая гармонически разде
ляет вместе с точ1..:ой А точку Р и точку перес ечения пол.яры р 

Черт. 147. 

с прямой РА ; тогда А.А' будет перпен
дикулярно р, и отрезRи Ар и А'р бу
дут равны между собой. (черт. 14  7). 
Этим: название " зерRальвое отраже
ние" вполне оправдывается. То об
стоятельство, что в противоположность 
эллиптичесхому случ&ю, зеркальные 
отражения не могут быть получены 
непрерывно (в действительпоtt обла
сти) из исходного положения поRоя, 
геометричесRи ясно из того, что при 
зеркальном отражении направление 

обхода фундаментальной Rривой меняется на обратное. ВсяRое 
зеркальное отображение :может быть составлено из одного зер
кального отражения и одного движения. Комбинация двух аер
Rальных отражений: .является некоторым движением ; иногда 
бывает полезно сводить изучение движения R изучению соответ
ствующих зеркальных отражений. 

D. Движения; их классификация по неподвижным элемен
там; окружности. Для более близкого изучения движений це
лесообразно их Rлассифицировать (RaR это уже делалось на 
стр. 125) по их неподвижным элем:ентам:. Мы имеем: либо 

1) во внутренней области некоторую неподвижную точку, во 
внешней - неподвижную прямую (поляру неподвижной точки), 
на самой кривой - неподвижную пару RомплеRсно-сопряженных 
точеR (черт. 148); или 

2) во внутренней области - неRоторую неподвижную прямую, 
во внешней - неподвижную точRу (ее полюс), на самой кри
вой неподвижную пару действительных точек (черт. 149) ; или 

3 ) некоторую дважды считаемую •rочку на самой кривой, оста
ющуюся неподвижной вместе со своей касательной, причем боль
ше уже пе имеется ни одного неподвижного элемента (черт . 150). 

Рассмотрим: прежде всего (случай первый) всю группу дви
жений, остсtвл.яющих инвариантной некоторую данную лежащую 
во внутренней области точRу ,Р: она состоит из вращений воRруг 
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точки Р, приче м  всякая окружность 
с центром в Р, т. е .  всякая кри
вая постоянного расстояния от 
точки Р, переходит сама в себя; 
общий вид этого семейuтва окру
жностей 6ыл обстоятельно рассмот
рен на стр. 1 2 2 1 ) ;  они покрывают 
собственную гипdрболическ.vю пло
скость точно таким: же образом, как 
семейство концентрических окру
жностей евклидовой геометрии 
евк.пидову плоскость, и вообще рас
сматриваемые вращения ни в 
чем не отличаются от евклидовых 
вращений. 

Во втором: случае мы получаем 
также некоторую однопараметри
ческую группу. При дв кженаях 
зтой группы: точки движутся по 
гиперциклам: с (несобственным:) 
центром Р (см:. стр. 197 )  или (если 
говорить только о собственных эле
ментах) по "линиям: постоянного 
р<1.сстояния" от двигающейся по 
самой себе пря:м:ой р; и менно: ги
перциклы: с центром в Р .являются 
одновременно линиями постоянного 
расстояния от поляры: р точки Р 
(qто доказывается так же, как в 
эллиптической геометрии), и они в 
то же время являются ортого
нальными траектория.ми R прямым, 
перпендикулярным R пр.ямой р. 
От.1:шчи.е от эллиптичесхого случая 
за1шючается в том, что те перь точ
ки, удаленные от прямой р на по
стоянное расстояние а, образуют 
две линии, потому что хот.я для 
нас всякий гиперцикл является за
мкнутым коническим сечением:, но 
для жителей гиперболичесхо.й пло
скости он распадается па две от
дельные открытые линии, так как · 
он имеет две бесконе чно удален
ные точки. Расс:м:отренные здесь 
движени.я имеют большое сход
ство с параллельными переносами 

Черт. 148. 

Черт. 150. 
1) 3десь мы интересуемся только окружностями, .и:ежащими внутри 

фундаментального конического сечения. 
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евклидовой геометрии, только здесь траектории, за одним един
ственн:ым исRлючением, являются  не прямыми, а кривыми лини
ями. Полного аналога евRлидо вым движениям не существуf'т. 

В предельном •rретьем случае, при котором: неподвижная 
точка движения лежит на са.мой фундаментальной кривой, :мы 
укажем прежде всего на возможность следую щег о  не слишком 
глубоко лежащего заблуждения. В то время как в о боих пре
дыдущих случаях в силу инвариантности (действительных и 
:мнимых) расстояний при рассматриваемых движениях само со
бой раэ-умелось, что всякий круг с центром в неподвижной точке 
переходит сам: в себя, теперь еще далеко не ясно, не может ли 
круг с центром, · являющимся бесконечно удаленной точкой Р 
(стр. 1 9 7 ), т. е . коническое сечение, четырежды каеающеес.я в 
точке Р фундаментальной пр.ямой, пере й:ти в другой горо цпк.�: 
такого же рода, так как все подобные горо циклы имеют бе с rtо
нечно большие радиусы. И в самом деле, среди движений, остав
ляющих инвариантной точку Р, имеются и такие, которые остав
ляют и нвариантной еще и вторую точку Q, а вместе с тем и 
всю прямую PQ, следовательно, движения, которые принадле
жат к вашему второму случаю и которые, разумеется, сдвигают 
всякий соответствующий точке Р гороцикл из его исход ,юго 
положения. Чтобы iiолучить вр ащения рассматриваемого горо
цикла в себе, нам надо из группы всех движьний, оставляющих 
инвариантной точку Р, выделить подгруппу, преобраз о в аний, 
соответствующих третьему случаю, при которых точка Р является 
единственн.оu неподвижной точкой фундаментальной кривой. Что 
при этих: преобразованиях всякий гороцикл о центром в точке Р 
действительно переходит сам в себя, проще всего доказать с 
помощью того обстоятельства, что всякое подобное преобразо
вание :может быть составлено из двух зеркальных отражений: 
с ося:м:и , проходящими через точку Р t ) ; но при всяком подобном 
зеркальном: отражении каждый из наших гороциклов является 
своим: собственным образом, так как его отличная от точrш 
Р точка пересечения с осью остается неподвижной вместе с 
этой осью . 

Итак, в то время как группа движений с неподвижной точ
кой Р зависит только от одного параметра, если точка Р 
лежит внутри или вне фундаментальной кривой, в предельном 
случае (когда точка Р лежит на самой фундаментальной кривой) 
эта группа зависит от двух параметров. Это повышение числа 
параметров не .является для нас новы::м; именно : nу'Чо� пр.я.мьи:, 
с центром в точке Р претерпевает в первом и во втором случае 
соответственно эллиптическое и гиперболическое преобразование 
с парой касательных в качестве фундаментального образа; в пре-

1) Именно, если А и А'-две отличные от Р точки фундаментальной 
кривой, то существует как единственное движение этой криво й  в с ебе, 
пере водящее А в А'  и оставляющее инвариантной только точку Р, так 
и единственное проективное преобразование, составленное из двух зер 
кальных отображений указанного вида, которое вызывает это движение.  
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дельном: случае остающиеся неподвижными прямые пучка об
разуют дважды с<tитае.мую касательную в точке Р; преобразо
вани.я пу чка соотве 1 ств уют евклидовым: движениям: прямой со 
вrолю<tение.м преобразований подобия; но среди этих последних 
тольRо твердые е вклидовы перемещения пучка дают преобразо
вание фундаментнльной Rривой в себя, при которых точка Р 
.явл.яется единственной неподвижной точкой. Всего .нснее вы.яв
л.яютс.я эти обсто.ятельства, если Еыразить проективные преоб
разования Rривой в себя посредствu:м: л инейных подстановок 
действительного переменного Л (ер. стр. 1 1 5);  если тогда точRа Р 
принадлежит знач1::нию параметра l = оо, то :мы выделим из группы 

всех подстановок l = al' + b  (которая кроме точRи Р о�тавляет 

инвариантной еще точку, соответствующую значению Л=-Ь- ) 
1 - а  

желаемую подгруппу посредством равенства а =  1 .  
Е.  Закл ючительные замечания. Мы лишь ВRратце остано

вимся на целом р нде даJ1ьнейших предложений, которые дока
зываются аналогично тому, как это делалось в эллиптической 
геометрии. В гиперб9лической геометрии две окружности также 
могут пересекатьсil в четырех точках, как это видно на примере 
двух гиперциклов, являющихся линиями постоянного расстояния 
от двух пе ресекаю щихся прямых; но все же если ни один 
из двух кругов не .является гиперциклом:, то они пересекаются 
не более чем в двух точках. Это следует из тuго факта, что в 
случае собственного круга или пр"'дельного круга перпендику
ляр, восставле1Iный из середины хорды, всегда проходит через 
центр, как это читатель может доказать сам с помощью зеркаль
ного отражения относительно перпендикуляра, опущенного из 
центра на хорду. 

Далее, теоремы о конгруэнтности доказываются без всякого 
труда, так как встречающиеся в эллиптическом случае затру
днения здесь отпадают, как это было уже упомянуто на стр. 242. 
Также и здесь имеет место теорема, что два треугольника 
с одинаRовыми углами конгруэнтны. Теоремы о точках пересе
чения в треугольнике точно так же легко переносятся на 
гиперболический случай ; тольRо расс:м:атриваем:ые элементы 
:могут частично оказаться несобстве нными. В заключение мы 
уRажем еще на су щественное отли ч ие гиперболической гео
метрии от эллиптической и евклидовой. В то время как т ам: 
сумма углов треугольника больше 'lt или соответственно равна 'lt, 
в гиперболической геометри она всегда :меньше 'lt (стр. 2ll -222) .  
В частности, здесь имеются треуголь ники с Rак угодно малой 
суммой углов, потому что в асимптотическом треугольнике 
с по парно параллельным: � сторонами (етр. 222) все углы равны 
нулю, так что сумма уrл.ов собственного треугольника может 
быть кв к угодно мала, если только стороны ваять достаточно 
большими. 
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§ 4. Теория кривых второй степени в плоской неевклидовой 
гео метрии 1) 

Единств енные образы, хотор:ые мы до сих пор рассматрива
ли на неевв:лидовой плоскости, были точки, прям ые и окруж
ности. Теперь мы рассмотрим: вкратце следующие по сложно
сти о бразы, именно кривые второго порядка. 

Образы второго порядка :мы будем определять независимо 
от положенного в оснону мероопределения посредством того 
тре бования, чтобы проективн ые координаты их точек удовл е 
творяли однородному ураRнению второй степени. Вместо этого 
можно дать также соответствующие геометрические опреде.лени.я .  

М:ы начнем с к.11ассификации кривых второго порядка в рас
сматри ваем ых трех геометриях, причем мы будем: предполага·rь. 
что кривые не вырождаются ни в пару прямых, ни в дваж::�.ы 
взятую прямую. Эта класс ификация получмтся с помощь1t1 
вейерштрассовой 'Геории элементарных делителей. Мы огр ани 
чимся лишь наг.11.я:дным изложением резу.пьтатов,  причем в скоб
ках мы будем указывать число тех. точек и касательных рас
сматриваемых хривых, которые принадлежат одновременно и 
фундаментальному образу. 

В эллипти'Чесrюй геометрии существу ет два 'l'Иna кривых 
второго порядка: 

1 . Эллипс (четыре мнимые точхи, четыре мнимые касательные). 
2.  Окружность (две дважды взятые мнимые точки и каса

тельные) . 
В еtтлидовой геометрии существует четыре различных типа 2) . 
1. Гипербола (две дважды считаемые действительные точки 

и четыре мнимые касательные). 
2. Эллипс (д ве  дважды считаемые мнимые точки и четыре 

:м:нимые касательные) .  · "' 

3 .  Парабола {четырежды считаемая действительная точка 
и каеательная). 

4. Окружность (две  дважды взятые мнимые точки и две 
дважды взятые мнимые касательные). 

В гипероолиу,ескоu геометрии мы поJJучае:м 11 р авличных 
типов 3 ), изображенных на черт. 1 5 1  - 1 6 1 ;  при это:м: фундамен
тальный образ изображаете.я всегда окружностью одного и того 
же радиуса (если на одно мгно вение рассматривать эти чt-рте 
жи с евклидовой точки зрения). 

После этих сопоставлений мы можем кривые второго поряд
ха в обеих неевкл в:довы.х: геометриях распределить по трем. 
различным классам: 

1 )  Ср. (; о  о 1 i d g е, The element of non-euclidean geom etry, Oxford, Cla
rendon Press, 1 909. 2) Мы должны напомнить, что беско нечно удаленная пряма я считаете.я 
дважды вз.я'l'ой ,  так что всJ1кая ее точка пересечения с рассматриваемой 
кривой должна и м t1ть кратность или 2, или 4.  

В) i:Jд есь пр и вод.яте.я лишь те кони ч еские сечения, которые по крайней 
:мере частично содержат собственные то'lки .  
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Черт. 151. 
1 .  Выпу&дая гиперб ола 
(четыре действитель 
ных т очки, четыре мни-

мых 1tао ательных). 

Черт. 1 54· 
4.:- эЛЛипс (четыре мни
мых точки, четыре мни

мых 1tаоательных). 

Черт. 157. 1 .  Эл.rшп1 пt:ескз.я napa
<) 11 JJ a  две совп авших и 
.ane мнн,1ых точки , две 
совпавших и две мни-

мых рtасо.·rельвых). 

Черт. 152.  
2. Вогнутая гипербола (четыре 
действительных точки, четыре 
д ействите .uън ых 1t асательных). 

Черт. 155. 
5. Вогнут ан гиперболнчес�tая 
парабол а (две совпавших и две 
)J азличных д е йствительных то
чки, две с о в п ав ш и х  и две раз
личных действительных каса-

тельных). 

Черт. 1 58. 
8. Сопри�tасающанся параб ол а 
(три с о в п авших точки и каса
тельных, одна дейс 1 в и тельн ая 
точка и одна. действительная касательнан).J 

@ 
Чер·г. 1 60. 

Черт. 153. 
3.  Полугипербола (две дей
ствительных и две мнимых 
точки, две действительных н 

д в е  мнимых Еасательяых) . --" w� . 
... " : 

. ,  . ,  / � . 1 ' 1 1 • 
'··) 

Черт. 1:J6. 
6. Выпуклая гипер болическая 
параб олR (дв е  совпавших я две 
р азли ч н ы х  дРйствителъны х  то· 
чкиt две со впавших и' две раз
личны х  м нимых кас,ательвых). 

Черт. 159. 
9. О кружност ь о центром вне 
фунда м е нтального кон ическог� 
сече н ия 1две пары совпав ших 
дей стввтелъв ы х  точек пересе-

че н ия и касательных). 

Черт. 1 6 1 .  
10. Окrужноrть с центром вну
три фунда "' е RТ d. ТIЬН ого кониче
�1tого сече нии (дв е  пары сов
аавш их мни "1Ых точ ек пересе-

чения и кас ательны х).  

1 1 .  Окружность с центром па 
фунда м ентал ь н о м  хояическои 
с е чени и  четы р е  совпавших 
действительных точек пересе
чения и четыре совпавших дей-

ствительн ы х  �tас ател.ьных). 
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А. Кривые с четырьмя различными фундаментальными точ
ками и касательными. Эти кривые мы будем называть цент
ра.п,ьными 11:оничес1'u.ми сечениями, так как они, :как это мы 
сейчас увидим, им еют определенные центры. 

В. Кри вые, имеющие либо одну дважды считаемую и две 
различные, либо одну трижды считаемую фундаментальную 
точку или соответственно касательную. Эти образы мы будем: 
называть параболами. 

С. Кривые, им еющие либо две дважды считаемые, либо 
одну четырежды считаемую фундаментальную точку или соот
ветственно касательную. Эти образы, которые :мы будем назы
вать о'К:ружностя.ми, точно так же име ют один центр, но, кроме 
того, обладают еще и другими свойствами симметрии. (Мы 
их не б,vдем причислять к "центральным" коническим сечеuиям:.) 

Сейчас :мы пр иведем неRоторые предложения из теории 
центральних кон��чески.с сечений, так как мы здесь получаем. 
особенно простые соотношени я. Следовательно,  мы ограuичива
е:мся в эллиптической геометрии лишь эллипсами, а в гипер
боличесRuй геом етрии - выпуклыми гиперболами, вогнутыми 
1 ипе рбола:ми, полугипербола:ми и эллипсами. Для теории этих 
коничес1еих с ечений основное значение имеет тео рема о том, что 
рассматриваемое 1'оничес1'ое сечение и фундаментальная кри
вая всегда однозншчно определяют треугольни'К:, который отно
сительно этих кривых является полярнъ�м треугольни'К:ом. 
Исследования в действительной области показывают, что этот 
пол ярный треугольник в случае эллиптической геометрии всег
да действителен; в гиперболической же геометрии в случае 
выпу1елой или вогнутой гиперболы он также действителен, тог
да Rак в случае полуги11ерболы он ч астично является мнимым. 
В системе координат, ос;но ванной на этом: полярном треугольни
ке, уравнения фундаментального коничес1еого сечения или, соот
ветственно, центральной кривой второго порядка принимают сле
дующий простой вид: 

Теперь рассмотрим следующие взаимно двойственные пред
ложения: 

В эллиптичесRой и гипер
болической: геометр и:.ях вер
шины полярного треуголь ни
:ка, кото рый: це нтральное ко
ническuе  сечени:е имеет об
щим: с фундаментальной кри
вой, являются центрами цен
трального 'К:ОНи'ЧеС'К:ого се'Чения. 
Каждый из таких центров де
лит пополам все  отрезки, оп- _ 

В эллиптической и гипер
болической геометриях сторо
ны полярного треугольника, 
который центральное :кони
ческое сечение имеет общим: 
с фунд5'.м:ентальной :кривой. 
являются осями центрально
го 'КОНU'Чес'К:ого се'Чения. Каж
дая из таких осей делит по
поJiа:м все углы, образованные 
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ределяем:ые проходящими че 
рез него прям ыми и в ониче
с1шм сечением; соот ветствую
щая вто рая серединная то ·� Rа 
лежит все гда на противолежа
щей стороне полярного тре
уголь аика. 

:касательными R RоничесRому 
сеч ению, вых одя щими ив ле
жащей на ней точRи; соответ
ствующая вторая биссеR
триса  в с е гда прuходит через 
противоположную вершину 
полярного треугольниRа. 

Доказательство мы приведем TOJJЬRO для предложения, стоя
щего сле ва. Всякая прям ая, проходя щая через верш и ну 1 : о : о 
полярного треугольника. имеет уравнение х, : х3= А. Две точки 
пересечения с коническим сечением. Ъ1 1х� + Ь22:1 �  + ь11х: = о  
имеют координаты : 

Х1 : Х2 : Ха= + У - (1.2Ъ22+ Ьзз) : ЛуЬ1 1 : УЪ11 
и 

У1 : У2 : Ys = - V  - (Л2/J22 + bзa) : lyb1 1 : УЬш 

причем Rорни всюду берутся положительные. Но середина 
отрезка х, у по стр. 233 имеет координа.ты: 

о :  2Л.угЬ 1 1 : 2vЪ1 1=О : ). :  1 и 2 1/ - ( A ' b22+ Ъss) : о :  О = 1 : о :  о ,  
так Ra R в этом случ ае O"" = Ouu· Следовательно, эти точRи им еют 
Rак раз то самое положение, вах это утверждается в нашей 
теоре:'r!е .  

qтобы сделать более на
глядны ми обе рассматривае 
мые теоремы , мы изоб ражаем 
на черт. 1 62 фундаменталь
ный о браз в В\Ще окруж· 
ности (на одно :мгновение мы 
рассматр ивае \1 этот чертеж 
с евклидо в о й  точки зрения), 
а централ ьное Rон и ческо е се
чение - в виде вогнутой ги
перболы:. Общий полярный 
треугольник со стоит из двух 

• 

взаимно перпендикулярных Черт. 1 62. Три центра и три оси 
прямых черт. 1 62 и из (с ев- вогнутой гиперболы 
влидов о й  то чки зрения) бес-
коне чно уда 1 е н н о й  прямо й . Из центров лишь один лежит внутри 
фунд·tмента.льного кu н и ческо го сеч ения; два др;\'ГИХ являются 

несобственными точ:ка'dИ. А н алогич н ым об ра: ю \f  выпу клая ги пер
бола и элл ипс ги перболической геометрии и м еют также один 
единственный со6 . · твеннь й центр. В э лли пт и ческой геометрии, 
напроти в ,  все тр и центра .являются собстве н ными точками. 

Далее, мы хотим обратить внимание на то, что це нтр и про
тиволежащая ось .являются полюсом и полярой относительно 
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фундаментального :конического сечения; следовательио, все mо'Чки 
оси ортогоиальиы противолежащему 'Цеитrу. 

В евклидовой геометрии фокусы конического сечения могут 
быть определены как точки пересечения обеих пар касательных, 
проведенных к коничес кому сечению иа обеих криговых 'rочек. Эти 
:касательные определяют четыре точки пересечения, из Rоторых, 
однако, только две .являются действительными; обе мнимые точки 
пересечения при элементарном рассмотрении не принимаются 
во внимание . Это нас приводи.т :к следующим двум определени.я:м: 

Центральное коническое се
чение эллиптической и гипер
болической геометрий опре 
деляет вместе с фундамен
тальным образом четыре каса
тельные (их общие касатель
ные). Шесть точек пересечения 
этих четырех касательных на
зываются фокусами (черт. 1 6 3 ). 

/ 

Черт. 163. Шесть Фокусов вогнутой 
гиперболы. 

Центральное коническое се
чение эллиптической и гипер
болической геометрий опре
деляет вместе с фундам ен
тальным образом четы ре точ1ш 
(их точки пересечения). Шесть 
прямых, соединяющих эти че
тыре точки пересечения, назы
ваются фокусними линия.ми 
(черт. 1 64) . 

Черт. 164. Шесть фокальных 
линий вогнутой гиперболы. 

Далее, мы приведем без доказательств� следующие предло
жения : 

В эллиптической и гипер
болической геометриях на  
всякой оси центрального ко 
ничесхого сечения лежат два 
фокуса. 

В эллиптической и гипер
Сiолической геометриях сумма 

В эллиптической и гипер
болической геометриях через 
всю�ий центр центрального 
конического сечев:ия проходят 
две фокусные линии. 

В эллиптичесRОЙ или ги
перболической геометрии сум-
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расстояний действительных 
точек ал,дипса от двух дей
ствительных фокусов, лежа
щих на одной и той же оси, 
.является постоянной. 

В гиперболической геомет
рии разность расстояний дей
ствительных точек каждой из 
mpe:v гипербол, от двух дей
ствительных фоRусов, лежа
щих на одной и той же оси, 
являете.я постоянной. 

ма углов, образованных дей
ствительными касательными 
ал,дипса или соответственно 
випу-кдой гипербоди с двумя 
действительными фокусными 
линиями, проходящими через 
один и тот же центр, я вляется 
постоянной. 

В гиперболической геомет
рии равность углов, образо
ванных действительными ка
сательными вогнутой гипер
боды или подугипербоди с 
двумя действительными фо
кусными линиями, проходя
щими через один и тот же 
центр, .является постоянной. 

§ 5. Эллиптическая геометрия пространства 

А. Общие замечания.  Пространственная эллиптическая гео
метрия во многих пунктах столь сходна с плоской эллиптиче с
кой геометрией, что мы лишь бегло коснемся некоторых вопросов.  
Таковы, например, предложения об опускании перпендикуляра ; 
·rолько теперь полярой точки .является уже плоскость. ТаRже и 
общий вид се!'.н�йства концентрических шаров совершено ана
логичен общему виду соответствующего семейства кругов на 
плоскости: шары с центром: в данной точке неограниченно при
ближаются с возрастанием радиуса к полярной плоскости этой 
точки и, наконец, поRрывают ее дважды; при этом: сама пол.ярна.я 
ш1оскость рассматриваете.я как шаровая поверхность радиуса 
с.-г.. Группа вращений, переводящих Rаждый ив шаров этого 
семейства в себя, выглядит совершенно так же, как и евклидова  
группа вращений, потому что подстановки переменных Xt, х2, 
х8, преобразующие форму х� + х� + х: в себ.я, изображают (если 
:мы будем истолковывать х1, х2, Ха Rак декартовы прямоугольные 
координаты) евклидовы вращения вокруг точRи о, о ,  о, в то 
врем.я Rак те же подстановки (если мы х1 : х2 : Ха : х. будем рас
сматривать как проективные коорл инаты) изображают эллипти
ческие вращения вокруг точки о :  о :  о :  1 ;  при этом фундамен
тальный. образ имеет уравнение х� + х: + х: + х: = о. В самом: деле, 
оче видно, что подстановки, Rоторые переводят в себя первое 
уравнение, обладают тем же свойством и относительно В'l'Орого 
уравнения, если мы дополним: их подстановкой х4 = х•'· 

Отличие от случая плоскости заключаете.я: в том, что здесь 
существуют зеркальные о·rображения (ер. стр. 206); в частно
сти (определенные аналогично тому, RaR на стр. 236), аер.каJiь
ные отображения здесь уже не .являются движениями. 



256 ПРО ЕКТИВНО Е :МЕРООПРЕДЕЛ JШ ИЕ 

В. Клиффордовы параллели и сдвиги. Важное обстоятельство 
отличает пространственную эллиптичесRую геоме1 рию от обеих 
плосRИХ неевRлидовых геuметрий и также от простр1-нственной 
гиперболичесхой геом етрии. Оно  касается появл ен и я  известного 
рода пара.л.ле.льных пр.я.мих. Правда, в гиперболичесRой гРомет
рии можно определить параллельность двух действительных 
прямых, называя параллельными всяRи е две пр51мые, про
ходящие через одну и ту же точRу фундам�н тальноrо образа 
(ер. стр. 243- 244) , во при этом оп1'едел ении Gудет nонряво  самое 
преRрасное свойство евклидовых па�. алле.чей. Это свой ство, нали
чие  хоторого позволяет построить евкл идову геометрию с такой 
исключительной простотой, заключа ется в том, что существ.iJют 
движения пространства - парал.ледьние сдвиги, - аастав.ллю·щие , 
одиовре.менио все пр.я.мыв .любого данного семейства пара.лделеu 
ско.льаить по себе. В пространственной эллиптической геометрии 
возможно таRое определение параллельности, Rоторое также 
о бладает этим важным свойством. 

Обратимся R § 3 гл. III. В соответствии с приведенными 
там соображевш1ми вс.яRое (дей ств�тельвое) движение эллип
тичесхого пространства может раrсматри.ваться I\aR результат 
двух однозначно определенных (дей ствительных ) сдвигов, из 
которых один является сдвигом первого рода, а другой второго 
рода 1 ). При этом: сдвиг первого ( второго) рода определяется как 
движение, при Rотором всякая прямая второго ( первого) семей
е1ва образующих нулевой фундаментальной поверхности пере
ходит в себя, в то врем.я как в первом (втором) семействе оста
ются инвариантными две Rомплексно -сопряженные прям ые, и 
притом точечно. Эти две мнимые п рямые определяют собой ли
нейную конгр�· энцию дей ствительных прямы х, т. е .  через вс.я
хую действительную точку пространства проходит в точности 
одна действительная прям ая, пересекающая обе фиксированные 
пр.ямые; вследстви е этого всяRа.я подобна.я действительная пря
ма.я переходит при сдвиге сама в себя. в�е сдвиги подобной 
:конгруэнции прямых в себя о/1ра зуют непрерывное семей ство, 
чрезвычайно похожее на группу пара.ллельиъ�х сдвигов евклидо
ва пространства в некотором определенном направлении. На эту 
аналогию впервые указал ангiЛийский :математик Клиффорд 
(Clifford) в 187 3 г. в сборнике БритансRой ассоциации; поэтому 
прямые у казанной Rонгруэнции в азь:ваютс.я к.лиффордови.ми 
пара.л.ле.лями, а соответствующие сдвиги - к.лиффордови.ми сди
гами. При этом две прямые называют параллелSJ:м:и " первuго или 
второго рода" в зависимости от того, принадл ежат ли обе пере
сехающие их хом плеRсно-сопрs�женные • образующие фунда� ен
тальной поверхности R первому или втор1 1м у семейству обра
зующих, следовательно, в заьиси м ости от того, возможен ли 
вдоль обеих параллелей сдвиг первого ил и второго рода. 3на-

1) Оба рода сдвигов совершенно равноправны, поэтому их нумерация 
прои::�вольна. 
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чит, чтобы получить Rлиффордову параллель R пр.ямой а, пер
вого (второго) рода, проходящую чере3 точRу Р надо определить 
обе точки пере.сечения S и S' пр.ямой а с фундаментальной ш; 
верхностью (черт. 1 65) и найти обе образующие первого (второ
го) сем ейства, Rоторые проходят через точRи S и S'. Тогда 

Черт. 165. 

исRома.я параллель однозначно оп
ределите.я RaR та пр.яма.я, про
ходящая через точку Р, Rоторая 
пересеRает обе эти образующие 
первого (второго) рода. Итак, вооб
ще говоря, через точ-ку Р проходят 
две 'К.Лиффордо8'Ы пара.л.ле.ли 'К пря
.моu а; тольRо если точка Р лежит 
на сопряженной поляре а' прямой а 
(на черт. 165 это была бы та пр.яма.я, 
Rоторая соединяет точRи пересече
ния прямых g1 и g2' с точкой пере 
сечения прямых g/  и g2), обе 
проходящие через точRу Р парал
лели сливаются вместе, именно в 
прямую а' . Далее, из при'Веденного 
построения непосредственно выте
Rа ет, что 'К.Лиффордова пара.л.ле.ль 
" пр.я.мой а иикогда ие .лежит в 
одиоu п.лос'Х:ости с прямой а, но всегда сRрещиваетс.я с этой. пр.ямой. 
f� i  Пусть теперь а, Ь будут двум.я параллелями первого рода и .А, 
В-двумя точка:ми на них,которые соединены отрезRом а (черт. 1 66) ;  
·будем непрерывно проиаводить сдвиг первого рода, причем точ
хи А и В, будут пробегать отрезки а. и � до точек А' и В', 
а отрез оR а перейдет в отрезок а' ; тогда отрезки а и а' бу-

s' дут одинаковой длины. Так каR ТОЧRИ, в 
8 А '  Rоторых содержащая отрезок а пряма.я s 

�.L.--�«'----rГ а. пересеRает фундаментальную поверхность, 

Черт. 1 66. 

перемещаются по образующим второго се
мейства, то пр.яма.я s', содержащая от
резок а' , будет параллелью второго рода 
в: пр.ямой s. Если, с другой стороны, мы те
перь произведем: сдвиг второго рода вдоль s 
так, чтобы точка А перешла в точку В, то  
отрезок а', в Rоторый переходит отрезок а, 
должен лежать своими Rонцам:и на прямых 

s и s' и быть параллелью первого рода R пр.ямой а, т. е. принад
лежать пр.ямой Ь, следовательно, а.' должен совпадать с �  и, значит, 
а. и � должны быть также одинаRовой длины. Далее, из вы
полнимости обоих сдвигов видно, что всякие два угла на
шего четырехугольника АВВ' А', прилегающие R одной и той 
же стороне, дополняют друг друга до 'lt, потому что отме
ченные на черт. 166  углы при сдвиге второго рода прихо
дят в совпадение и, следовательно, .являются Rонгруэнтными 

'!tпейя-17-124 
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Итак, рассматриваемый четырехугольник обладает всеми 
rвойства:ми параллелогра:ма евклидовой геометрии: всякая 
, 1 ара противоположн/ЫХ cmo rou и.меет оrJинаковую длину и па
раллельна ( но необходимо отметить, что одна пара сторон оора
<Jована пар1:1Ллелями первого рода, другая же - параллелями 
второго рода) ; вс.я:кие два сосFдних угла дополняют друг друга 
до х, поэтому сумма всех угло в  равняется 21t. Существенное 
отличие от евклидова случая заключается в том, что клиффордов 
! ! араллелогра:м: ие .является плос1'U.м. Тем не менее яс но, 
что наш термин "параллельность" все же оказывается в полне 
оправданным. 

Далее, из только что доказанного равенства а·=� след�·вт, 
11,то при всяком сдвиге длины отре�ов, проходимъtх люби.м•и 
точками пространства, одинаковы - совершенно так же, как и 
в евклидовой геометрии. Дальнейшая аналогия получается 
следующим образом. В нашем параллеJiограме АВВ' А' мы :м о
жем прежде всего угол при вершиI:Jе А ввятъ прямым; тогда� 
ках это легRо :можно дохазать, угол при вершине В будет 
также прямым; отсюда следует: две ?Слuффордовьь параллели 
имеют, вообще говоря, со 1 общих перпенди".'JЛЯров. Мы :можем. 
также с1еазать, если по.:J; расстоянием: O'I' точки до прямой будем: 
понимать длину перпендикуляра, опущенного иs эrой точки на. 
пр ямую, что две 1'Лиффордовьь пара.л.лели находятся на посто.ян · 
но.л� расстоянии друг от друга. При этом здесь особую рuль 
играют пары сопряженных поляр, которые всегда параллельны; 
все, т. е . со 2, пересекаю щие их прямые являются общими 
пер пендикулярами к ним, и каждая точка первой из них на
ходится о т  каждой точки второй: на одном: и том же расстоянии. 
Ce1t. Пусть читатель сам: убедится в том:, что две непараллель
ные пря:м:ы:е имеют всегда в mo 14.iocmи два общих перпендику
.тrяра 1 ), так что относительно общих перпендикуляров следует 
разJшчать три случая возможных пар прямых: 1) непараллель
ны е прямые, 2) параллельные, но не полярно-сопряженные 
прямые, 3) сопряженные поляры. 

Н аконец, :мы отметим: следующие важные факты, которые по
л у чн.ютс.я непосредственно из определений. Всегда существует 
tr точности один сдвиг первого и один сдвиг второго рода, пе 
ревиrJящие данную точку в другую данную точку. Вся?Сиu сдвиг 
не илtеет пи одной неподвижной то11,ки.  Комбинирование двух· 
с деu.Jов одного и того же рода дает оп.ять сдвиг того ;же рода. 

1 )  Пусть а и Ь - две непараллельвые пря мые; а '  и Ь '  - их сопр.я;кен 
вые нол.яры. Рассмотрим кол ьце образную поверхность, на котор6й л е ж и т  
се мейство прямых, пе ресекаю щих п р.ямые а ,  Ь и а'. :Эта поверхность пе· 
ресе кается пря мой Ь' в двух точках ;  проходя щие через них прямые рас
сматр и ваемого семейства и я вляются искомым и перпендикуля рам и. При 
этом эти перпенди кул я ры действите 1 ьны, так как дл.я точек обеих пр.я · 
мых а и Ь должн ы иметься два э кстремальных значения расстояния . 
посредство м которых оба перпендикуляра определяются как деitст ви 
тедъные пр.ямые. 
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Не предстаВJI.яет ни:каRих затруднений определить Rлиф
фордовы параллели посредством: формул. Тогда с их помощью 
рассматриваемые прямые можно определить также и в ко:мп
де.ксной области. TaR RaR эллиптичесRа.я и гиперболичесRа.я 
геометрии в комплехсной области между собой тождественны -
ведь различие :между ними по.являете.я лишь при учитывавии 
соотношений: действительности, - то вследствие этого хлиф
фордовы параллели определяются также и в гиперболической 
геометрии, но, разумеется, здесь :клиффордовы параллеJiи дл.я 
пействительных прямых всегда. мнимы. с.ледовательно, в то 
время .к аR обычные параллели для действител ьной прямой, 
т. е. те прямые, которые имеют одну и ту же бесконечно уда
.;rев ную точку, . в  гиперболической геометрии действительны, а 
в эллиптической геометрии, напротив, мнимы, :мы находим, что, 
наоборот, Rлиффордовы параллели дл.я действительных прямых 
в зллиnтичес:кой геометрии действительны, а в гиперболической 
геом етрии - мнимы. Если мы эллиптическую или гиперболи
ческую геометрию будем непрерывно переводить в евклидову 
геометрию, то оба типа параллелей перейдут в евклидовы па
раллели; поэтому в этих последних соединяются: свойства обоих 
рассматриваемых типов параллелей. 'Гак каR :мы, вообще говоря, 
ограничиваемся дей ствительными соотношениями (ер. стр. 57-58), 
то обычные параллели играют роль лишь в гиперболичес:кой 
геометрии, клиффордовы же параллели, напротив, лишь в 
::1ллиптической геометрии. Обе геометрии можно построить сни
·1·етически, основываясь на теории этих параллелей 1 ). 

С. Произво.пьные движения, в частности вращения.  Рас
С}ютрим теперь общее движение $, не явл.яющеес.я сдвигом:. Оно 
:может быть составлено (ер. стр. 130  и 133) иа сдвига 61 первого 
рода вдоль семейства параллелей А1 и сдвига 68 второго рода 
вдоль семейства пара ллелей А2• Семействам А1 и А2 соответ
ствует по паре о�рааующих g1 , g1 ' и а2, g/ фундаментальной 
поверхности (черт. 1 6 7) .  Обе действительные диагонали Ь и с 
пространственного четырехугольника, образованного пр.ямы:м п 
!/1 ,  a i ' ,  У2· g:1.', являютс.я сопряженными пол.ярами и принадле
жuт обе :как семейству А1, таR и семейству А2• Они .явл.я ются 
tтак как прямые g1 , g/,  g2, g2

' суть единственные неподвижные 
прямые на поверхнос1•и) единстве'Н/НiЫМи действительными пр.я
.пи.ми, переходящими при на�аем движении са.ми в себя. Мы их 
назовем: "осями" движения. 

В случае если существует действительная неподви�1шап 
точка, то она должна лежать на одной иа осей. Как же может 
возни кнуть неподвижна.я точка Р1 1'очка Р при сдвиге 61 вдоль 
проходящей через нее прямой из конгруэнции А1 передвигается 

1) Н i l Ь е r t, Neue Begriindung der Bolyai·Lobatschefskyschen (d. 11. 
hyp�rbolischen) Geometrie, " Math. Abh." ,  т . .  57, 1 903 ; вновь переиздано в Н i lb е r t, . Grundlagen der Ger•metrie, Anhang III. V о g t, Synthetische Theorie 
der Ullffordschen ParalleJ en u nd der linearen Linienorter des elliptis1 ·hen 
Raшnes, Habilitationsschrifft, Карлсруэ 1909. 
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в некоторую точку Р1; при сдвиге 62 точка Р1 должна 
возвратиться вдоль той же прямой опять в точку Р; но это 
означает: прямые, проходящие через точку Р и принадлежащие 
семействам: А1 и А.2, совпадают, следовательно, точка Р лежит 
на одной из осей:. Но так как эта ось имеет теперь уже три 
неподвижные точки, то она должна оставаться mо"tечно непо
движной; движение является вращением вокруг нее, потому что 

е 

всякая перпендикулярная к ней плоскость 
переходит сама в се6я и в каждой из этих 
плоскостей движение является вращением 
вокруг точки пересечения с осью враще-
ния. При этом: Во:f.Орая ось, которая принад
лежит всем: этим: плоскостям, переходит сама 
в себя, - как мы знаем из эллиптической гео
метрии на плоскости (см. ст р. 235 - 236), · 
только тогда точечно, когда угол вращения 
.является кратным 'lt. Объединим: вместе по-
лученные результаты: вс.яiкое движение, не 
лвляющееся сдвигом, имеет две взаимно по
лярно-сопряженные оси; они являются един
ственными прямыми, переходлщими caмit 
в себя. Если существует неподви;;юн,ая то'Чка, 
то одна из осей остается то'Чечио непод
вижной, и .мъt имеем вращение вокруг эrпой 

ч оси. Если угол повор01па равен 'lt, то также ерт. 167. 
и втора.я ось остается точе'Чио непо двишс-
ной, и ми можем ' получить тот же резуль-

тат посредством вращения во"руг этой второй оси . 
Как всякое движенИ:е, таR и враще ние может быть состав

лено из двух сдвигов. Имеет место следующее предложение : 
в ращение имеет место тогда и только тогда, 1'оzда отрезки, 
проходимые то'Чками при обоих сдвигах, на кото рие разлагается 
движение, имеют одинаковую длину. То, что два сдвига 61 и 62, 
при которых: точки проходят отрезки одина1ивой длины, всегда 
порождают вращение, получается следующим: образом. Если бы 
это утверждение не било выполнено, то каждый из двух: сдви
гов 61 и 62 до пжен был бы сдвигать обе оси в одном и том же 
направлении на одинаковые отрезки (потому что, с од ной с1·0-
роны, при всяком сдвиге по стр. 236 о·rрезки, проходимые 
всеми точками пространства, имеют одинаковую д.лину; с другой 
стороны, каждый из двух сдвигов каждую ось сдцигает в 
одном и том же направлении, так как в прот ивном: случае 
:комбинация сдвигов наверное даваJiа бы вращение). Вместе с 
тем комбинация сдвига 6 1  и сдвига 62-1 , об ратного сдвигу 62, 
должна бы оставлять обе оси точечно неподвижными, так что 
движение � = 6 1 - 62-1 бы r10 бы вращением: на угол 'lt. Но это не
возможно, так как рассм:нри:ваем:ое дв ижение непрерывно 
изменяется с изменением: отрезка, проходимого точками при 
сдвиге 61• 
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Движение беа неподвижных точек, не .являющееся сдвигом, 
м ы  наавали на стр. 142 винтообрааны:м движением. Двухпара
метрическая группа всех движений с двумя неподвижными осями 
переводит в себ.я каждую иа ранее рассмотренных (на стр. 1 36-
1 37) хольцеобразных поверхностей, имеющих с фундаменталь
ной поверхностью общий танген
циальный тетраэдр, соответствую
щий этим ос.ям 1 ) (черт. 1 68). Эти 
поверхности, Rоторые назывпются 
'Х:Лиффордовыми поверхностл.ми 
(Клиффорд первый обратил на них 
внимание матем атиков). по многим 
причинам вызывают особый инте
рес, так что мы посвятим им осо
бый па раграф (§ 6) .  

О. Гам ильто н овы кватернионы 
и группа эллиптических движений 
пространства. В этом разделе :мы \ 
вкратце займемся одним иаящ- \ \ 
ны.м вспомогательным средством \ 
для аналитичесRого иаображения \ 
пространственных эллиптических '-----
движений, Rоторое особенно удобно 
при изучении 'Х:омбинаций не
скольRих движ ений, т. е. теорети

Черт. 168. 

ко-групповых свойств. Оно захлючается в использовании гами.льтоновых кватернионов. Мы предполагаем: их теорию уже 
известной �) и тольRо напомним их определение и важнейшие 
свойства. 

Кватернион: 

а = а1 + a.2i + a3j + a4k 
.явлаетс.н гиперкомплексным числом: с четырьмя единицами 1 ,  i, 
j, k, :между .которыми имеются соотношени.н: 

i2 = j2 = k2= - 1, ij = -ji = k, 

jk = - kj= i, ki = - ik=j; 

эти:ми соотношениями определяются все действия над .кватер
нионами, так RaR имеет :место ассоциативный и дистрибутивный 
ааRопы. Компоненты а.1,  а.2, а.8, а4 .явл.яютс.я действительными чис
лами . .Комму тативный заRон умножения здесь не имеет места, 
т. е., вообще говорн, 

ab ::J= ba. 

1) На черт. 168 обе оси обозначены как первая и втора.я пол.яра. 
2) Подробноз и� 'Тоже·1ве ее имеете.я в т. I •. �lementarmathematj к" 

Глейна. Берлин, Ju1 ius fipringe:-, 1924. · 
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Для всякого кватерниона а = 0: 1  + a.2i + a3j + a4k существует в 
точности один кватернион 1 :  а = а-1, удовлетворяющи:И уравне
нию а· а-1 = а-1 . а = 1 ;  он с точностью до действительного ыно-
жителя совпадает с кватернионом: a= o:1 - 0:2i - 11.8j - a.4k, назы 
ваемым: кватернионом "сопр.яженdЫМ" с а. Относительно сопря
женных кпатернионов имеет :место формула (аЬ) = Ь • а: 

Пусть х = Е1 + e2i + esj + e4k, х' = �; + e;i + e; 'i + e�k и а = 
= а 1 + a2i + a.8i + a4k. Рассмотрим теперь уравнение х = ах', вы
полни11i умножение в пра�ой части и заменим получившееся 
та-ки.м образом кяатерниональное уравнение четырьмя соответ
ствующими уравнениями в :компонентах. Тогда :мы получим, 
что е� являются линейными однородными комбинациями e·i. ; мат
рицей этой подстановки являете.я матрица: 

1 1 t1 1 - CL2 - CLв - f1.i 1 1 
IX2 a l  - а. fl.3 / 1 · 
fl.3 CL4 IX1 - (1.2 
t14 - !l.\I '12 IX1 

11;сли же х = х'а, то е'л претерпевают подстановку с матрицей: 

IXI - (l.2 - '13 - '14 1 1 а2 fl.1 !l.4 - аз 1 
о:з - а. '11 !l.2 

11 114 '13 - CL:i IX1 1 

llo о6а типа этих подстановок являются -как; раа теми иод
стано8'1Са.мu, 'Которые по стр. 1 34 иаображают сдвиги э.лдишпu.
'Ческого простраиства соответствеиио второго и первого рода, если 
фундамеитальиыu о6раа имеет уравпение х� + х= + х:+ х: = о. 

Это приводит нас R следующему способу аналитического изо
бражения эллиптических движений. Каждой точке х1 : х2 : :r 3 : х4 
эллиптического пространства ставим в соответствие кватернион: 

Х = Х1 + X2i + Хзf + X4kj 
следовате.льно, каждой точке соответствует бесчисленное :мно
жество кватернионов, которые получаются один из другого по
средством у множения на действительный отличный от нуля 
:множитель и которые мы будем называть иесуществеино от.ли 
-tающи.мися друг от друга. Далее, :мы мож�м вс.яком:у сдвигу 
первого или второго рода поставить в соответствие (определен
ный точно так же лишь с точ ностью до действительного мно
жителя) кватернион а = а1 + 1J.".i + авj + tl.4k; 3начение компонент 
получается непосредственно путем сравнения установленных на 
стр. 1 3 i  уравнений сдвига с тольRо что найденными :матрицами . 
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При этом компоненты кватерниона: 
х = ах' или х* = х' а 

будут являться координатами точки, в хоторую переходит точRа,  
соответствующая кватерниону х ' ,  при сдв и ге второго или первого 
рода, соответствующем кватерниону а. Ид Ьх = Ь (ах') = (Ьа) х' 
явствует, что при в:о:мбинировании двух сдвигов одного и того же 
рода соответствующие хватерниuны перемножаются. Итак, сдвиги 
первого и второго рода .мо:J1Сно таким ооразо.м поставить во вза
имно однозна:чное соответствие с существенно различны.ми ква
терниона.ми, что соответствующая группа сдвигов первого и 
второао рода будет соответствовать группе правого и левого 
умношсения этих 10ватернионов. Далее, на основе того, что всякое 
движение :может быть разложено на два сдви га, :можем высказать 
следующую теорему: всякое произвольное движение может быть 

изобраJюено посредством кватерниона.аьного уравнения х =  ах'Ь. 
Вместе с те:м: мы получили такое представление груп пы 

сдвигов, хоторое дает нам: воз:можярсть очень удобным образом: 
проследить аналитичесв:им путем хомбинирование нескольких 
движений. Но мы :можем: таR.же иаобрааить наглядно геометри
чески эту группу, установив простую св.язь с группой евклидо
вых вращений шара. 

Именно, рассмотрим среди всех наших движений, изобража
емых уравнениями х = ах' Ь, те движения, которые оставляют 
неподвижной точху 1 :  о :  о :  о; это будут те движени.я, для кото 
рых а · l · Ь = аЬ .являете.я действительным, так ч·rо Ь = 1а, причем 
т действительно. Поэтому вращеяи.я вохруг  точки 1 :  о :  о :  о изо
бражаются уравнениями вида х = ах'а; вместе с тем: им по
ставлены во взаимно однозначное соответствие существеннv 
различные между собой кватернионы а, а комбинированию этих 
движений соответствует кватеJ1Яиональпое умножение, так как 
1к1; Ь = Ь (ах'а) Ь

-
= (Ьа) х' ( Ьа) (см:. стр. 26 1 ). Но по стр. 255 эллип

тиqеские вращения вокруг данной точки ничем не отличаются 
от t:'Вклидовых вращений шара; поэтому мы получаем следующе(
прt;дложение: вращениям шара в евклидовой геометрии .можно 
'поставить во вааи.мно однозначное соответствие существенно 
рааличнме .между собой кватернионы и сд1Juги -каждого из обоих 
родов так, что соответствующие группы будут .меоюду собой 
изоморфны. В изоморфизме группы сдвигов и евклидовой группь1 
вращений и ;:�аключаетс.я упомянутая выше ге-ометрическая воз
можность наглядного изу чения комбинаций эллиптических дви
жений. 3нание этого изоморфизма весьм а  полезно, потому что 
с его помощью, например, легко о пределцть -конечные, т. е. со 
сто ящие лишь из :конечного чи:сла движений, группы движе
пий пространственной эллиптической геометрии 1 ) .  

1 )  Эти группы играют важную роль в вопросах, рассматриваемых 
в г.ТJ:. IX. Ср., например,  Н. Н о  р f, Zum Clifford-Kleinschen RaumproЫem, 
" Math. Ann." , т. 95, 1925. 
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§ 6. Кпиффордовы поверхности 

А.  Их простейшие свойства. Упомянутые на стр. 26 1 клиф
фордовы поверхности, имеющие с фундаментальной поверхно
стью общий касательный тетраэдр, обладают целым рядом: весьма. 
интересных и важных свойств, которые открывают совершенно 
новый круг проблем. Прежде всего резюмируем е ще раз то, что 
нам: уже известно о клиффордовых поверхностях из наших преж
них рассм:отрений, и то, что из них непосредственно вытекает. 

Rлиффордовы поверхности являются Rольцеобразны:м:и по
верхностями второго порядка ; прямые Rаждого из двух семейств 
прямолинейных образующих на них параллельны между собой; 
прямые из одного семейства являются пар::tллелями первого 
рода, прямые из другого семейства - параллелями второго рода . 
Две любые пары подобных параллелей образуют клиффордов 
параллелограм: . Поэтому прямые обоих семейств пе р есекаются 
между собой под постоянным: углом О; нетрудно видеть, что 
если положить в основу фундаментальный образ х� + х� + х: + 
т х: = о, то уравнение 

х2 + x2 - :z.2 - x2 
1 2 в 4_ = cos о х� + а·� + х: + х: 

определяет как раз такую к.ииффордову поверхность . В сам:о:м: 
деле, прежде всего, определенная этим: уравнением поверхность 
действительно являете.я клиффордовой поверхностью, так 1tак 
она имеет с фундаментальным образом общий касательный тет
раэдр, образованный четырьмя прямыми х1 ± i.x;2 = о, х8 ± ix4 = о  
(причем возможны все комбинации знаков) .  Чтобы убедитьr.я 
в том:, что ее образующие пересекаются под углом в, возьмем 
на поверхности произвольную точку Р, например точку с коорди-

натами о, cos : , о, sin : . Так как уравнение поверхности можно 

написать в виде : 
. в в (х� + х:) sш2 2 - (х: + хП cos2�2 = о, 

а следовательно , уравнение ПОЛЯрНОЙ ПЛОСКОСТИ ТОЧRИ Е 1  : Е2 : �з : е. 
в виде : 

то уравнение 
. в в Х2 Slll - - Xi COS - = 0 

2 2 

изображает :касательную плоскость в точке Р. Поэтому коорди 
наты точе:нt n t>Оходящей через точку Р пары образующих :клиф
фордовой поверхлостп, т. е. линии: n Jреr ечrши.я ее с :касательнсй 
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плоскостью, удовлетворяют (как это получается посредством 
комбинирования уравнений пове рхности и :касательной hПЛос-
:кости) уравнению: 

кот�рое можно также переписать в виде: 

Теперь нам: остается только вычислить угол, образовавныir 
етими прямыми в рассматриваемой эллиптической геометрии. 
Для этого найдем прежде всего обе изотропные прямые i1 и i2v 
лежащие в рассматриваемой касательной 
плоскости и проходящие чере::� точку Р 
(ер. схематический черт. 1 69 ) .  Если рас
сматривать значения х1, х2, х8, которые 
принимают первые три из четырех про
странственных координат х1 1 х2, Х8, Х4 
в нашей касательной плоскости, как 
координаты в этой плоскости, то урав
нением: линии пересечения ее с фунда
ментальной поверхностью х� + х� + х: + 
+ х: = о  будет у равнение: 

в в 2 cos2 - + х2 + :z·2 cos2 - = о · 
l 2 2 3 2 ' 

так как, далее, точка Р им:еет в рас
сматриваем.ой плоскости координаты 
о : 1 : о, то ее пол.яра относительно этого 

Черт. 169. 

конического сечения определяете.я уравнением х2 = о, а поэтому 
пара касательных из этой точRи к :коническому сечению оп-
ределяется уравнением: 

х� + х: = (Х1 + ix11) (х1 - ix8) = О. 

Подлежащий: определению угол равв.яетс.я умноженному на � 
логарифму двойного отношения четырех прямых : 

о в 
:Z:1 + ctg 2·Ха = О; :Z:1 - Ctg 2 · Хз = О; Х1 + iXa = О; Х1 - iХз = 0.v. 

т. е. равняете.я: 

i. · ln D V f ctu- _о._ - ctg ..О. i - i) 
2 \ 1::> 2 ' 2 ' ' • 
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Но ьто выражение RaR раз равно б, что можно либо вычислить, 
либо также выяснить без вычисления, если вдуматься в проек
тивное определение угла в эвклидовой х1 , х3-плоскости, потому 
что там :мы будем: иметь дело с величиной угла :межлу двум.я 

в 
образует с осью х1 угол 2 ,  а дру-прп:мыми, из которы х одна 

6 
·.rа я  угол - 2 .  

Клиффордова поверхность :может двигаться сама по себе 00 2  
спuсобами; при это:м существует в точности одно движение, 
:ш•реводящее любую данную точку в любую другую запанную 
точку. Среди этих движений существует однопараметрическое 

семейство вращений с теми nр�1:мыми 
G1 и G2 (черт. 1 70} в качестве осей, 
принадлежащими обеим конгруэнциям 
параллелей, R которым: принадлежа·�· 
образующие. Поэтому всякую клиф
фордову поверхность :можно рассма
тривать двояким: образом как поверх
ность вращения. На ней лежат два 
семейства кругов ; те круги, которые 
.являются Rруга:м:и вращения относи
тельно одной из осей, :могут быть по
лучены путем пересечения поверхности 
плоскостью, проходящей через другую 
ось. На черт. 1 70 изображены два по
добных Rpyra. Круг, изображенный на 
чертеже (расс:матривае:м.ыr1 с евклидо
вой точки зрения) в виде эллипса ,  
возникает при вращении вокруг пря
мой G t и лежит в одной плоскости 
с прямой G2; наоборот, круг, который 

G, 

Черт. 170. 

·на чертеже имеет вид гиперболы, возникает при вращении 
вохруг прямой G2 и лежит в одной плоскости с пря
мой G1• 

Следовательно} поверхность :может быть получена дво 
s1хи:м образом поорецство:м: вращения круга вокруг поляры 
.его центра, лежащей в его плоскости; при этом траектория 
центра будет второй осью врашения. 

Всеми этими свойствами хлиффордовы поверхности сильно 
напоминают 'Круг.11/Ыiй ци.л,индр евклидовой геометрии, потому что 
этот по�ледний также может быть получен двояким образом 
посредством: вращения круга воRруг некоторой прямой; 
именно: он :может быть получен каR посредством вращения 
его образующей вокруг оси цилиндра (т . е. бесконечно боль
шого круга), так и посредством nараллельного перенесения 
какого-нибудь из его широтных кругов, причем это перенесение 
может рассматриваться как вращение вокруг бесконечно уда
_'!енной прямой. 



С ! .\ ! ' .\ V I II .  С П IЩ f ! .\Л ЫfО Е ИC CJI ЕЩО В ЛН IШ I Ш Е В l·Ш ИДО В Ы  Х l '1Ю l\Ш'l' P lfй: 267 

В. Диферен циальная геометрия клиффордовой поверхности • 
. \н>�.тrогия :между евклидовым цилиндром и клиффордовыми по
верхностями будет еще полнее, если :мы рассмотрим геометрию 
на са:ш1х этих по верхностях. Как известно, цилиндр является 
поверхностью, -кот орая .может быть развернута на ев-клидову 
·плис1'ость; это означает следующее: если мы вырежем: иа 
цилиндра (например сдела:нного из бумаги) небольшой односвяз
ный хусок, то этот хусок посредством: изгибания (т. е .  без рас
т яжения, следовательно, без изменения длин находя щихся на 
не'� кривьтх )  :можно так деформировать, чтобы он без складок 
наложился на плоскость или, :как говорят, развернулся на пло
скость. Посредством такого развертывания устанавливаете.я 
сохраняющее длины отображение куска поверхности на :кусок 
плоскости; следовательно, господствующее на поверхности :меро 
оттределение полностью совпадает с :мероопределением куска 
евклидовой плоскости, т. е .  геометрия на самой поверхности 
.с�в.rtяется ев1'.лидовой. По крайней :мере это имеет место, если м:ы: 
ограничиваемо.я достаточно малыми кусками повf'рхности; о раз
личиях, которые возникают, если отбросить это ограничение , и 
о его значении будем: подробно говорить в следующей главе. То, 
что м:ы сейчас собираемся докавать, заключаете.я в том, что 1'.11,Uф
фор Jова поверхность, :мероопределение которой пока установлено 
с помощью геометрии эллв:птическоrо пространства, точно так же 
об.ла&rtет ев1'лидовой геометрией, •r. е. Ч'l'О ее можно в малом (im Klei
л t'!n )  отобразить с сохран1:1нием д.лин н:t евклидову плоскость. 

Сначала :мы проведем д0Rааате.:r1ьuтво с помощью понятий .я 
предложений: теории поверхнос•rей (ер. гл. Х и приведенную 
та м литературvJ ; таR как Rлиффо рдова поверхность :может 
двигаться сама по себе таким образом, что произвольная ее 
точка может быть переведена в любую другую точку, то гауссова 
хривиаиа К этой поверхн ости должна бq�ть на всей поверхности 
1юсmояниой, так Rак кривизна .явл.яетс.я инвариантом отображе
ний, сохраняющих длину. Чтобы вычислить ее значение, рас
смотрим на нашей поверхности четырехугольник, составленный 
иэ геодезических линий : в подобном четырехугольнике сумма 
v гJ нн1 > 2tt, = 2r. :вли < 2'1t в зави симости от того, будет ля 
К >  о .  = о и..пи < о. Но клиффордов па раллелограм как раз 
и .яв.;з:.я{:)тс.я та11:им четырехугольником, та:к :как нс.яка.я лежащая 
н а  поверхности пряма.я .являете.я геодезичес:кой линией повf'рх
вости; в это:м параллелогра:ме сумма углов равна 2'1t, следова
те.1 ыю  К = 0. Но всякая поверхность нулевой кривизны: всегда 
:иожет быть отображена в малом (im Kleinen) с сохранением длив 
на евклидову плоскость. Так :как это доказ<�тельство предпо.ла
гает извf'стным:и много фактов из теории поверхностей, то :мы 
до кажем эту теорему, вследств ие ее важности, еще раз элемен
тарны� и прямым путем, п ричем: :мы будем предполагать 
и3 вестным: только обычное определе ние длины дуги :к ри вой:. 

Введем на поверхности св:стему координат и, v в окрестности р 
произвольной точRи Р нашей поверхности; пусть Р будет нулевой: 
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точ:кой, а проходящие через нее прямолинейные образующие и 
и v - ос.я:ми, :которым :мы припишем определенные направления 
в качестве положительных {чер1• .  1 7 1) .  Если r.tоч:ка А принадлежит 
окрестности р и если проходящие через эту точку А образующие 
пересекают обе оси в точках, расстояния Rоторых равны (с учетом 

положительных направлений осей) соответст
венно числам и и v, то мы называем и, v ко
ординатами точки А. 

Пусть теперь С - дуга Rривой на поверх
ности внутри р и пусть она задана уравне
ниями в параметричесRой форме: ·и = и (t), 
v = v (t), tt -< t < t2• Тогда длина s этой дуги 
определяете.я следующим образом: еели !:· s
длина хорды :между точвами кривой, соот
ветствующими значени.нми t и t + Лt и 
lim P,s _ ' (t . 

дt -+ о  л t - 8 ), то. 

s =  lim � Лs = lim � ;: ·Л t= Js' (t) dt. 
Черт. 171 .  

Введем теперь обычные обозначения: 

и (t + Лt) -- и (t) = Ли, v (t + лt) - v  ( t) = Лv, 
причем 

tim л:ti = ii' (t) и 
д t -+ о и 

li Лv , (t' m Лt = V  ) . 
Дt -+ о 

Тогда (ер. черт. 1 72, воторый схематически изображает соот
ношения на рассматриваемой :клиффордовой [поверхности) по 
•rеореме косинусов ал.липmи'ЧеС1Ъой геометрии (стр. 2 1 7) имеет 
:место следующее равенство : 

дs Ли дv . Ли . Лv 
COS -- = COS - · COS - - SШ - � • SШ - - · COS 0 

2с, 2с, 2с. zc. zc, 

При этом в .являете.я здесь углом между образующими U 
и V :кл:иффордовой поверхности; следовательно, хорда Лs лежит 
против угла 'lt - 0. С помощью разложения в ряд по степеням 
Лs, Ли и Лv, деления на Лt2 : 8с,2 и предельного перехода 
лt � о отсюда получаете.я : 

s'2 = и'2 + 2 cos O · u'v' + v'2, 
следовательно: 

t, 

8=  Jv' и'' + 2 cos 0 ·u'v' + v'1 dt. 
'· 

Пуст: , с дру1 ой с:орс ·ш, на ев1Ъди6 овоu пдижос 'llи взята 
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система Rоорди:нат u, !J, при11ем оси пересеRаютс.я между собой 
под углом 6. Длина f дуги Rривой, определенной уравнениями 
u = u ( t), !J = !J (t) и t1 -<. t -<. t2, даете.я фор�улой: 

->! 
t,  

f = f f' (t) dt, 
t, 

причем i' (t) = lim Л
Лft ' а Лf, Лt имеет уRазаняый выше смысл. Да-

дt-+о 
лее,  по теореме Rосинусов евклидовой тригонометрии имеем: 

дf2 = Лu2 + 2 cos 6 ° Лu Л!J + д!J2, 
следовательно: 

f ' 2  = u' 2 +  2 cos 6 · u'tJ' + !J '2 
и 

ta 

f = J tf u'2 + 2 cos 6 · u' · !J ' + !J-,, . 

t, 

Если мы теперь отобразим кусоR поверхности р с помощью 
соотношений u = и, !J = V  на плосRость, то из предыдущего еле-

1 

v 

, 
- - - - � 

/ L1и. ,' 
, ,' / , / , / , ' , 

Е "  
. 

.'iJu 

___..>-----6---- t) 
Черт. 172. 

о о 

1 

Черт. 173. 

дует (если f обозначает длину образа дуги С ),  что f = s, т. е. что 
-отображение сохраняет длину, что и требовалось доказать. 

При этом доказательстве мы ограничились отображением 
.лиш ь некоторой области, теперь мы перейдем к тому, чтобы это 
отображение распространить на·1всю поверхность. При этом нужно 
принять во внимание следующее: если мы возращаемсл после 
пробега и-оси оп.ять в точRу Р, то образ движущейся точRи в 
евRлидовой плоскости на u-оси не возвратите.я в свое исходное по
ложение, во попадет в точRу, отстоящую от исходного поло
жения на длину 2c.'lt, так как это число .являете.я длиной и· оси. 
Вообще в силу определенного равенствами u = и, !J = v  отображе
ния Rлиффордовой поверхности на плоскость каждой точке по
верхности соответствует бесчисленное :множество точек плоскости; 
эти последние получаются одна из другой посредством увели
чения или уменьшения u и !J-координат на число, кратное 2c,'lt. 
Если т и п произвольные числа, то внутри ромба (черт. 173), 
определенного нер авенствами: 

т • 2c,'lt 4 u 4. (т + 1 ) • 2c.'lt, п .  2c.'lt 4 !J 4 (п + 1 ) · 2c.'lt, 
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лежит, вообще говор.я, в точности один образ произвольной точf; и ;  
тольRо в случае, если эта то"'fка. поверхности лежит на п или v · o t· п ,  
она имеет два образа в ромбе и притом эти образы явл.яются: 
соответствующими точками на nрот:ивопоJюжных сторонах. Мы 
:иожем: уетановить соответстви1:1 :м ежду ромбом и клиффордовой 
поверхность ю еще с помощью того, что мы ра зрежем: эту Rо.11ь
цеобразную поверхность вдоль обеих осей (черт. 1 7 4 , слева) и 
после ва:�;лежащего изгибания так ее наложим на ромб, чтобн 
оба берега Rаждого разреза лежали на противоположных сторо
нах ромба (черт. 1 7 4, справа). 

С. Геометрия н а  всей (im Orossen) клиффордовой по
верхности. Наше отображение клиффордовой поверхности ни. 
евкоТiидову плоскость облегчает бол ее близкое изучение гео
метрии на ,Jmoй поверхности. При этом: мы прежде в с е г о  
доJ1жвы уяснить себе следующее 
обсто.ятельство. ·Правда, JIЫ дока
за .ли, что геометрия на клиффордо
вой поверхности в малом: совпа
дает полностью с геометрией ев
клидовой ПЛОСRОСТИ. Но ЭТО сов
падение распространяете.я - это 
мы еще раз подчеркнем: - только 

Черт. 1 74. 

Jfa о1'рестность пrоизвольной точ'Кu поверхности. Обе гео.мет-· 
рви в целом существенно отличаются друг от друга. Если 
это разJiичие уже очевидно дл.я случая геометрий плоскости и: 
цилиндра, то оно сделается еще отчетливее при сравнении обеш". 
этих геометрий с геометрией клиффордовой поверхности, потом ;; 
что клиффордова поверхность в противоположность двум пер
вым поверхностям .является за.мкпутой поверхностью, она им еет 
'Конечную п.аощадь, равную 4c2e11:2 sin в, как это показывает отоб 
раже н�е на евклидов роиб. Отсюда видно, что простирающаям 
по всеи поверхности по .мали.м r;уси;а.м "ев'Кдидова• гeoмempu.rr. 
все же не простирается " в  6ес1'онечность",  а отсюда можно за
ключить обр�тно, что не тольr.о аллиптичес1'ое .лtероопреде.ление: 
.может господствовать в и;оне'Чно.м пространстве. В этом порази
тельно м: на первый взгляд фаRте и заключаете.я основное зна
чение клиффордова открытия. Это-то открытие и побудило Клейна 
рассматривать все типы связности, которые совместимы с нали
чием евклидовой или одной из двух неевклидовых геометрий . 
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Этой интересной и неисчерпывае:мой в немногих словах проблеме 
пространственных форм :мы посвятим особую главу . (гл. JX) .  

Сейчас .мы . при ведем только неRоторые предложения, от
носящиеся к геометрии клиффордовой поверхности в цедом:, 
которые весьма легко получаются с помощью нашего отобра
жения на плоскость. Из сохрав:ения длин следует, наприме р, 
что геодезические линии на поверхности, т. е .  кратчайшие 
линии, соединяющие две точки, отображаются в прю�:ые 
JIИНИИ. 

Наше отображение пока�швает, что через каждую точку прохо
д нт  бесчисленное м:ножество аа.м/r;нути:r; геодеа шчес'J'Оих лиииu� 
од!fако, без того, чтобы все геодезические линии были заю: ну
тыми, потому что прямая плоскости тогда и только тогда .явля
ется образом замкнутой геодезической линии, когда она с о е ди
няет между собой две точки, являющиеся образами одной и той 
же точки поверхности. Подобными прямыми будут, например, 
параллели сторонам ромба; им соответствуют обрааую·щие иер-
вого или, соответственно, второго рода клиффордовой поверхности . 
Далее, этим свойством обладают параллели диагоналям ромба; 
с соответствую щими им геодезическими линия.ми мы уже встре
ча.11ись по другому поводу; они образуют оба семейства кругоб 
вращения; это следует из того доказанного на стр. 260 факта, 
что вращения .являются те ми движениями:, :которые могут быть 
СQставлены из двух сдвигов одина'J'Оовой д.аины вдоль образу
ющих семейств прямых. Длина этих окружностей (как пока-

) . о 
аывает теперь евклидова тригонометрия равна tc.r. · sш 3 ,  

6 
соответственно 4c:r: cos 2; их радиус, т. е. радиус враще н пя 

поверхности, поэтому равняется (ер. формулы на стр. 2 19) : c/j 
ил и, соответственно, Се (n: - 6). 

Другие геодезические линии :клиффордовой поверхности . 
нам также известны; это будут винтовие .аииии, по которым, как 
riы 110 указано на стр. 1 42, движутся при винтообразном движении 
точки э.ллиптического пространства. Если мы изображенную там 
винтовую линию (черт. 1 75, тождественный с ч ерт. 78 на стр. 142)  
01  образи:м н а  евклидов ромб, то  получим фигуру, изображенную 
на черт. 176 .  Прерывиста.я пряма.я АС .являете.я образом: изображен
ного на клиффордовой поверхности круга К1 , который (будучи 
рассматриваем с евклидовой точки зрения) имеет вид гиперооJ1ы; 
совершенно аналогично этому прямая DB .являете.я образом гор
до вого эллипса, который в положенной здесь в основу эллиптиче
ской геометрии изображает некоторы:it круг К2 второго семейства 
li"ругов. Наконец, сплошная пр.я.мая внутри ромба, которая состоит 
и& трех кусков, .является образом: винтовой линии S. При этом :мы 
,J,олжны мыслить соответствующие точки сторон АВ и DC, равнu · 
к1tк и сторон AD и ВС, отождествле):lными, вследствие чего вес 
четыре вершины сольются в одну единственную точку. Поэтом,\' 
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три рассмотренных отрезRа прямых станут одной замкнутой 
линией. Теперь легко сравнить течение винтовой линии на обоих 
чертежах. :Круги К1 и К2 имеют на Rлиффордовой поверхности 
две общие точRи, через Rоторые проходит также и винтовая 
линия S; в ромбе им соответствуют точки A = B = G= D и F. , 

А 

2 
Черт. 175. Черт. 176. 

Далее, обе (с евклидовой точки зрения) бесRонечно удаленные 
точки круга К1 отображаются в точки Е и G. Эти: примеры 
поRазывают, насr�олько облегчаете.я изучение Rлиффордовой по
·верхности рассмотренным нами сохраняющим длины отображе
нием ее на плосr�ость. 

§ 7. Гиперболическая геометрия пространства  

А. Общие замечания. Читатель без труда может установить 
сам :многие геометрические свойства гиперболического про
странства, если он вспомнит о наших прежних исследованиях 
гиперболичесRой плоскости (§ 3 ) ,  потому что в пространстве 
положение вещей совершенно аналогично положению вещей 
па плоскости. Важное различие прямых, пересекающихся 
внутри, вне или на фундаментальной кривой может быть 
перенесено непосредственно на случай плос�остей ; в част
ности, две плоскости будут называться парал.л,ельн/ы.ми, 
если они пересеRаютс.я по касательной R фундаментальной 
пов ерхности. Теоремы об опускании перпендикуляра и прое�
тировании полностью сохраняются. Аналогично трем: типам: 
хругов здесь существуют три типа шаровых поверхностей, 
которые мы будем называть собственно шара.ми , гиперсфе
рами и горосфера.ми или предельними сферами (ср. стр. 1 98) 
и Rоторые при заданном центре расположены совершенно 
подобно тому, каR расположены соответствующие семейс·rва 
::кругов. 



:ГЛАВА VIII. СПЕЦИАЛЬНО Е  ИССЛЕДОВАНИЕ НЕЕВRЛИДОВЫХ ГЕО:МЕТРИй 273 

В. Движения. В противоположность эллиптичесRой геометрии 
действительные движения здесь уже не могут быть разложены 
на действительные "сдвиги" вдоль Rонгруэнции прямых (ер. 
стр. 133 и 208 ) . Все же и теперь целесообразно Rлассифицировать 
движения с точки зрения поведения прямых линий. Мы уже 
знаем из гл. III, что хаждое из двух взаимно комплеRсно-сопря
женных семейств образующих овальной фундаментальной по
верхности при всяRо:м: движении линейно преобразуется в себя 
и потому, вообще говор.я, имеет дв е  неподвижные прямые; обе 
взаимно хомплехсно - сопряжен
ные пары неподвижных прямых 
пересекаются Rроме двух Rо:мп
леRсно-сопряженных точеR еще 
в двух действительных неподви
жных точRах на самой поверх
ности; две действительные пря
мые, соединяющие обе пары то
чеR (обозначе..нные на черт. 1 7 7  Rак 
первая и вторая поляры), перехо
дят при движении са:ми в себя. 
При этом пряма.я, соединяющая 
-обе действительные точRи пересе
чения, .явл.я:ется единственной соб-

Черт. 177. 

ственной переходящей в себ.я пр.ямой, "осью " этого движения. 
Вторая иs рассматриваемых прямых, пересеRающая поверхность 
в :мнимых неподвижных точRах, с точки зрения гиперболичесRой 
геометрии должна рассматриваться ка:к несобственная. Нар.яду 
с этим имеется еще предельный случай, в :котором каждое из 
двух семейств образующих имеет дважды взятую неподвижную 
прямую 1) ;  обе эти взаимно Rомплексно-сопряженные прямые 
пересекаются в единственной неподвижной точке поверхности, 
:которая всегда действительна. Та:к как определенный ею пучок 
прямых, касающихся поверхности, имее т  при надлежащем под
счете -четыре неподвижных элемента, то вся'IСая из этих прямых: 
переходи·r сама в себя; более же нет ни одной действительной 
прямой и такж� ни одной действительной точRи, которые оста
вались бы неподвижными. 

В общем слу чае :мы рассмотрим группу всех движений, со
·ответствующих неRоторой неподвижной оси. Это будет двухпар а
:метричесRое семейство, Rоторое (ер. стр. 1 40 -141 и 208 ) мож ет 
быть получено посредством: вращений как вокруг этой оси, так 
и вохруг сопряженной с ней пол.яры. При этом к аждая из = 1 
овальных поверхностей второго порядка, имеющих с фундамен
тальной поверхностью общи� тетраэдр из  соответствующих 
неподвижных прямых (ер. стр. 1 3 7), переходит са:ма в с ебя ;  в се 
эти поверхности Rасаются фундаментальной поверхности в двух 

1) Возможность того, что в одном из семейств имеются две различные 
неподвижные пр.ямые, а в другом две совпадающи е, исключается по со
ображениям действительности. 
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точках пересечения с (с обственной) осью. Они во многих отно
шениях соответствуют хлиффордовым поверхностям эллипти
ческой геометрии: они допусRают 002 движений, они двояхи:м: 
образом: могут быть рn.сс:м:атриваемы хах поверхности вращения, 
причем: теперь одно из семейств хругов вращения состоит из 
гипердиRлов; их уравнения можно привести R подобному же 
виду, xaR и в случае Rлиффордовых поверхностей (стр. 264)� 
именно R виду: 

х� + х� - х: + х: = const · (х� + х� + х: - ;.ф. 
Естественно возниRает предположение, что геометрия самих 
этих поверхностей таRже будет ев'Кдидовоu геометрией, и дей
ствительно можно похазать различными способами, ч то это таR 
и есть. Все же этот фахт не  столь замечателен, xaR в случае 
.клиффордовых поверхностей, потому что поверхность рассмат
риваемого теперь типа является от'Критоu поверхностью и 
имеет бес'КоНе'Чио бодьшую площадь; ведь опа является оваJ1ь
ной поверхностью с двумя бесхонечно удаленными точRа:ми и, 
следовательно (с точRи зрения гиперболичесRой геометрии), 
выглядит RaR Rруглый цилиндр евклидовой геометрии, так что 
ее евRлидова :м:етриRа не представляет для нас ничего особенно 
поразительного. 

В предедьно.м сду'Чае, в Rоторо:м: ни одна собственная прямая 
не переходит сама в себя, но все прямые не.которого, касающе
гося поверхности, пучка остаются неподвижными, все соответ
ствующие центру пучRа горосферы при .каждом иа 002 движе
ний переходят сами в себя t). 

Разумеется, группы движений :можно получить также, рас
сматривая вместо неподвижных прямых неподвижные точRи или 
неподвижные плоскости. Движения, оставляющие неподвижной 
неRоторую · собственную точку, .являются вращения.ми сферы и 
образуют трехпараметричесRую группу; они ничем: не отлича
ются, так же RaR и в случае эллиптической геометрии (стр. 255 ) , 
от е вклидовых вращений сферы. ТаRже и движения с непо
движной точRой вне фундаментального образа или, что сводится 
R тому же, с неподвижной собственной плосRостью (полярной 
плоскостью этой неподвижной точки) зависят от трех парамет
ров ;  Rажда.я из "поверхностей постоянного расстояния" от не
подвижной плосRости, т. е .  гиперсферы вокруг неподвижной 
точRи, переходит сама в себя. Эта группа устроена совершенно 
так же, 'Ка" группа пдос'Ких гипербоди'Чес'Ких движений, потому 
что если фундаментальная поверхность определяется уравне
нием х� + х� + х: - ro: = о и если 1 : о :  о : о - неподвижная точка 2)� 

1) Ре:комендуетс.я перенести соображения, относящиеся к плоскому 
случаю (стр. 248, сноска), сначала на первое семейство образующих 
вашей поверхности, а затем на второе; зеркальные отображения будут 
теперь мнимыми. 

2) Эта точка .являете.я теперь несобственной точкой, так как содер
жащая ее плоскость х, = О не имеет действительного пересечения с фун
даментальной поверхностью. 
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то переменные х2, х3, х4 претерпевают все те и только те под
становки, которые преобразуют форму х= + � :  - х: самое в себя. 
Связь с плоскими гиперболическими движениями выявится 
столь же отчетливо, если рассмотреть связху прямых, прохо
дящих через неподвижную точку: в вей господствует гипербо
лическое мероопределение, сохраняющееся при движения х; 
фундаментальным: образом является проходящий через непо
движную точку касательный хонус к поверхности. Неподвижная 
плоскость будет по-предыдущему совершенно свободно дви
гаться в гиперболическом смысле. 

В предельном же случае, т. е. при рассмотрении всех дви
жений, оставляющих неподвижной некоторую точку на самой 
поверхности, вырождение опять приносит повышение числа па
раметров (ер. случай плоской гиперболической геометрии, 
стр. 248) ; мы получаем четырехпараметричесхую группу. Она 
совершенно так же организована (как это показывает опять-таки 
рассмотрение связки прямых, п�ходящих через неподвиж
ную точку), хак и группа евклидовых преобразований пл,ос'Кости 
со в'Кдю'Чение.м преобразований подобия. ТрехпараметричесRой 
подгруппе, не содержащей преобразований подобия, т .  е. ев
клидовой плоской группе движений, соответствуют те движе
ния гиперболи'Чесхого пространства, хоторые оставляют инва
риантной всяхую соответствующую неподвижной точке пре
дельную сферу; это, подо бно случаю плоскости (стр. 248), 
следует из того, что подобные движения являются как раз теми 
движениями, которые могут быть составлены из двух зеркаль
ных отображений относительно плоскостей, проходящих через 
неподвижную точку. Упомянутые выше двухпараметрические, 
лишенные неподвижных точек группы движений горосфер в 
себе соответствуют, как легко видеть, группе плоских ев'Кдuдовъьх 
парал,.1имьных сдвигоfJ. 

С. Шаровые поверхности. Параллелив:м :между движениями, 
классифицированными по их неподвижным точкам, с одной 
стороны, и между тремя плоскими геометриями, с дру го:\t сто
роны, сделается особенно отчетливым, если м:ы ближе рассмот
рим. гео.лtетрию иа сферах всех трех типов. Исключим на одно 
мгновение случай предельных сфер, тогда .мы будем иметь дело 
со сферами конечного радиуса, причем в случае собrтвенно 
сферы этот радиус будет действительным, а в случае гипер
сферы - комплексным. Длина дуги большого круга, т. е. (соб
ственного или несобств енного) круга, лежащего в одной плос
кости с центром шара, будет равняться соответствующему 
центральному углу, умноженному на число, зависящее только 
от постоянной рассматриваемой метрики и от радиуса. Далее, 
угол между двумя большими кругами равняется углу между 
соответствующими проходящими через центр шара плоскостями. 
Следовательно, мероопределение на сфере совпадает (с точ
ностью до по.являющейся при измерении длин пос1·оянной) с 
:мероопределением связки с центром в центре шара. Так каR 
18� 
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это :м:ероопределение .являете.я соответственно эллиптичесхи:м: 
или гиперболичесRи:м:, то  на сфере и:м:еет место таRая же гео
:м:етри.я, при этом: большие круги играют роль прямых линий 
совершенно таR же, ках и в привычной нам: сферической гео
)(етрии. Посредством: предельного перехода отсюда получается 
такая же св.явь :между геометриями на горосфере и на евкли
довой плоскости. Итак, мы получаем следующий ревуль

., 
' ...... ........... 

А>· - А3 · · · · . , • •  Ач 

тат: геометрии на соб
ствеииоu сфере, горосфере 
и гиперсфере яв.ляютс.q, 
соответствеиио э.л.л�т -
тичес"оu, евк.лидовой и 
гипербо.лическоu. При 
этом ВСЯКИЙ раз, в про 
тивоположность, напри
мер, клиффордовы:м: по
верхностям, мы им:ее:м мо
дель рассматриваемой 

Черт . 178. геометрии на всем протя-
жении поверхности, если 

тольRо :мы будем пренебрегать здесь несущественным различием 
между геометриями сферы и эллиптической плосRости. 

# На этих сферах особенно хорошо можно изучать непрерыв
:пые превращени.я трех геометрий друг в друга. Выберем, на
пример, определенную точRу Р и ваставим точку А двигаться 
от точRи Р пр.ямоливейно, пересека.я поверхность, во внешнюю 
область. На черт. 1 78 ивображены четыре положения .4.1, • • • , .А4 
точки А. (Чтобы получить соответствующую пространственную 
фигуру, достаточно вращать чертеж вокруг горивонтальной 
пр.ям:ой; сфера, получu.ющаяс.я при этом из большого круга 
черт. 1 78, будет и:юбражать фундаментальную поверхность.) 
Построим: теперь проходящие через точRу Р сферы, имеющие 
в качестве центра одну из точек пр.ямой РА4 t). Если теперь 
:мы будем двигаться ив  положения А1 в положение А2, а затем 
в положение Ап, то, ках мы только что доказали, геометрия на 
рассм атриваемых сферах будет непрерывно превращаться 
из эллиптической в евклидову, а затем в гиперболическую 
геометрию. 

При этом: постоянная метрики этих геометрий, т. е. (ер. стр. 
1 2 1 1  и 2 1 4) обратна.я величина - -4 2 квадрата радиуса кри-

. с 

1) Сфера, описанная:, например, вохруг точ1tи А1 (если мы на одно 
:мгновени е будем :рассматривать нашу фигуру с евклидовой точки зрения), полу�:ается посредством вращения маленького эллипса, сфера вокруг 
(в смысле гиперболической геом етрии бесконечно удал енной) точки А2 
получается из эллипса, который четырехкратно касается фундаменталь
ного круга, в то время :как элли пс , соответствующи й сфере вокруг точки 
Аз. дважды касает1�.я этого круге ; наконец, сфера вокруг точки А, вы- - 
рождается в дважды вз.ятую плоскость. 
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:визны - 2ic, разумеется , зависит от радиусов сфер. Если обо
значить через а радиус сферы, а через R (а) - радиус Rривизны 
ее геометрии, то найдем: после небольшого вычисления в слу-
11э.е" хогда а действительно, т. е. Rогда сфера собственна.я, что 

а 
R (a) = 2c8· sh -2- . 

с. 

Если сфера являете.я гиперсферой, следовательно, точха А ле
жит вне фундаментальной поверхности, то а будет хом:плехсным: 
с мнимой частью с. 1'i; если а1 - его действительная часть, то 

R (а) = i · 2с" • ch 2
ai • 
с"  

В обоих случаях lim R (а) = оо ,  хак это и следовало ожидать 
а �оа 

для предельных сфер с их евклидовой геометрией. Итах, если 
центр сферы А удаляется описанным образом: от точки Р, то 

1 постоянная вz метрики сферы монотонно убывает, начина.я с 

очень больших положительных значений, дл.я сферы с центром 
в точке А2 делается равной нулю и затем: продолжает  убывать 
далее, поха не достигает, нахонец, своего наи:м:еныnего зна-

1 
чения - -4 2 в тот момент, хогда. сфера выродится в плосхость; ch 
это :минимальное значение равно метрической постоянной самого 
пространства. Если же центр сферы заставить тахим же обра
зом двигаться дальше за точху А4, то весь этот процесс повто
рите.я в обратном порядке. 

D. Об аналити ческом изображени и  движений. Движения э.r�лип
mи'Ческого пространства :мы смогли особенно удобно изобразить 
аналитически с помощью кватернионов. Дл.я действител.ьuой 
г�терболu'Чес'Кой геометрии это уже невозможно ; тем: не менее и 
здесь существует аналитическое вспомогательное средство, 
применение которого доставляет хорошее общее обозрение дви
�кений и их -комбинирования, т. е. их теоретико-групповые 
свойства; это вспомогательное средство :м:ы найдем (гл. Xl) 
в линейних nocmauo81'ax 'J>о.мпле'Кс'Ного пере.меuного. 



Г л а в а  I X  

ПРОБЛЕМА ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ФОРМ 
§ 1 .  Пространственные формы плоской евклидовой геометрии 

А. Постановка задачи; геометрия цилиндра и конуса. Проблема 
пространственных фор:м проистекает из того фаRта, что посред
ством :метрических соотношений, господствующих в ограничен
ном: кусRе пространства, гео:м:етри.я всего пространства еще не 
определяете.я однозначно. Например, если :м:ы вырежем: из евRли
довой плосRости полосу, ограниченную двум.я параллельными 
пр.я:мым:и, и совместим лежащие друг против друга точRи двух 
ее Rраев, то получим: в результате цилиндр. При этом :метриRа 
достаточно :малого 1eycRa поверхности совершенно не изменится ; 
напротив, геометрия в целом ("im Grossen") сделается совер 
шенно иной. 

Займемся этой "геометрией цилиндра "  несRОЛЬRО глубже .  
При изгибании в Rруглый цилиндр всяRа.я пряма.я нашей по 
лосы переходит в зависимости от своего положения по отноmе·· 
нию R ограничивающим прямым либо в образующую цилиндра, 
либо в винтовую линию, либо, наRонец, в широтный Rруг. Эти 
Rривые, являющиеся "геодеаичесRими линиями" 1) цилиндра, 
:м:ы будем рассматривать Ralt прямые линии геометрии цилин
дра. Во вс.яRом достаточно :малом Rуске поверхности они удо
влетворяют всем аRсио:мам евклидовой геометрии ; если же мы 
будем производить рассмотрения "im Grossen" ,  то :м:ы получим: 
совершенно новые соотношения; Потому что две прямые линии, 
например, образующая и винтовая линия, могут иметь бесчис
ленное множество точ:еR пересечения ; другие же пары прямых, 
как например образующая и широтный круг, напротив, имеют 
только одну единственную точку пересечения. Далее, на ци
линдре существуют особые прямые линии, имеющие конечную 
длину, именно широтные круги, тогда как все прочие пря:r.ше 
имеют бес1еонечно большую длину. 

Рассматриваемую геометрию мы :можем получить еще сле
дующими способами. Во-первых, мы :м:оже:м: полосу, ограничен
ную параллельными прямыми, превратить в за:м1енутую по
верхность, не выреза.я ее и не производя с1елеивания Rраев, 
а лишь рассматривая как тождественные те Rраевые точки, 
Rоторые лежат друг против друга на обеих ограничивающих 

1) Ср. гл. Х, стр. 302. 
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прямых (черт. 1 79, на Rотором: соответствующие друг другу 
точки обозначены одинаковыми буква:м:и). В самом деле, посред
ством этого отождествления можно представить ЩJязность и 
геометрию цилиндра; при этом мы имеем то преимущество, что 
мы можем всю рассматриваемую поверхность оставить лежащей 
на плоскости. Чтобы получить второй способ изображения, во
обр!1зим себе евклидову плоскость неограниченно иавертываю
щеис.я на цили;!Iдр, таR что она превращается в "накрывающую 
поверхность" (Uberlagerungsflache) цилиндра 1) . Тогда мы видим:, 
что рассматриваемая геометрия может быть получена путем раз
биения плоскости на конгруэнтные полосы и отождествления 
.соответствующих точек этих полос (например, на черт. 180 точек, 

Черт. 179. Черт. 180. 

обозначенных буRвой А). При первом способе изображения пр.яма.я 
линия (вообще говор.я) изображается системой равноотстоящих 
параллельных отрезков (черт. 1 79) ; потому что прямая лини.я, упи
рающаяся в краевую точRу, опять вступает в эту полосу через 
соответствующую краевую точку другого Rрая. При последнем: 
способе изображения прямая лини.я (вообще говоря) изобража
ется системой бесчисленного множества равноотстоящих пря
мых (черт. 180), таR RaR все эти прямые наRрывают одну и ту 
же кривую на цилиндре. 

Предыдущие соображения поRазывают, что мы можем гео
метрию, господствующую в неRотором ограниченном: куске 
плоскости неограниченно продолжить, вообще говоря, различными 
способами. Следовательно, задача отыскания целой фигуры по 
заданному на малом куске мероопределению решается неодно
значно, в противоположность задаче об  аналитическом продол
жении функции, которое всегда можно производить только един
ственным образом.  Различные геометрии, которые мы получаем 
при решении нашей задачи, мы будем: называть простраиствеи

иими формами рассматриваемого мероопреде.леиия. В частности, 
рассмотренную выше геометрию мы будем называ�ь двусторон-

1) При этом здесь особенно отчетливо выявляется, в:ав: прямые евкли
довой плоскости переходят в различные типы прямых цилиндричесхой 
формы. 
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ueu ев1'лидовоu цилиидри'Чес1'оu формой 1) .  Разумеете.я, пробле
ма пространственных форм: существует для всех :м:ероопределе
яий; но мы ограничимся в наших исследованиях лишь случаем 
евклидов ой. и обеих неевклидовых геометрий. 

Рассмотрим: нар.яду с цилиндрической формой евклидов 
1'onyc, на котором "im Кleinen"  также имеет место геометрия 
евклидовой плоскости. Дл.я этого вырежем: из евклидовой плос
кости хусок, ограниченный двум.я выходящими из одной точки по
л.vпрям:ыми, и согнем его тах, чтобы полу чился Rруглый конус. 
Соотношения в случае этой пространственной формы .мы можем: 
исследовать таким: же образом, Rак и в случае цилиндрической 
.формы. Но в то врем.я ках последняя пространственная форма 
всюду регулярна, в случае конической формы мы получаем 
одну особую точку, именно вершину. В соответствующей гео
метрии эта особенность находит свое выражение в том, что. 
су:м:ма углов вокруг таRой точхи равняете.я не 2-rt, а некоторой 
другой величине. ТочRу, хотора.я выделяете.я таким образом 
среди других точек в силу стру1tтуры соответствующей гео
метрии, :мы будем называть стигмой. Ее охрестность не может 
быть отображена "с сохранением: длин", т. е. с сохранением 
всех :метрических соотношений на полную окрестность точки 
евклидова пространства, следовательно, в ней не имеет :места 
евклидова геометрия. Так ках подобные "неоднородные" про
странственные формы, обладающие стигмами, едва ли имеют 
значение в приложениях геометрии, то • .�ы ограничимся "одно
родными" пространственными формами, в 1'оторых ни одпа 
mо'Чка 'НU'Че.м ие выделяется среди других, В). 

Пространственная форма плосхой евклидовой геометрии 
(соответственно эллиnтичес1tой или гиперболической геометрий) 
:может быть окончательно определена следующим: образом: опа 
яв.л.яется определенным иа пеограни'Чеnноu поверхности .меро
определеиием такого рода, 'Что 1) в окрестностях любой mо'Чки 
она совпадает с геометрией 'JJ7YC1'a евклидовой (соответствен.но 
эллипти'Чес1'ой 'lMU гиперболической) плоскости и 'Что 2) иа 
всяrюu из ее прямых можно откладывать произво.аьиые отрез'Х:и 
от .аюбоu точ1'и в любом из двух направлений. Посредством: 
второго требования ис1tлючаются неинтересные случаи; так, ,на
прим ер, в силу этого требования полученная путем выкидывания 
Rакой-нибудь пр.ямой из эллиптической плосRости, всюду регу
лярная в аффинной х - • у-плоскости в ОRрестности каждой точки 
'эллиптическая геометрия не .являете.я эллиптичесхой простран
ственной формой. Наличие замкнутых прямых со вторым тре
бованием вполне совместимо. 

1) Мы называем эту пространствеявую форму "двусторонней• ,  тs:к 
ках несущая: е е  поверхность .явл.яетс.я двусторонней; на стр. 287 мы по
авакомимс.я еще с одпостороппей цилиндрической формой, принадлежащей 
соответствующей односторонней поверхности. 

1) Многочисленные дальне йшие примеры неоднородных пространствен
ных форм привод.яте.я в книге К i 1 1 i n g, Einfiihrung in d1e Grundlagen der G eometrie, т. 1, Падербон 1893. 
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В. Пространственная форма клиффордовой поверхности. 
Наряду с цилиндром: и самой евклидовой плоскостью (которую 
также следует рассматривать как определенную пространствен
ную форму) нам встретилась еще третья двумерная евклидова 
пространственная форма: клиффордова поверхность (стр. 27 0) .  
Ее  открытие послу.жило Клейну поводом заш1ться проблемой 
пространственных форм, которую поэтому обычно называют 
rолиффорд-rо.лейновой проо.лемой пространства. Все только �что 
сказанное о представлении цилиндрической формы :може т быть 
непосредственно перенесено на случай пространственной форl.lы 
клиффордовой поверхности. Во-первых, :мы :можем эту простран
ственную форму представить в виде ромба (стр. 269), при
чем всякие две :краевые точки, соответствующие друг другу 

{' 

с о 
Черт. 181. Черт. 182. 

указанным на черт. 181  образом, должны рассматриваться KP,R 
тождественные; при этом: все четыре вершины дают одну един
ственную точку. Во-вторых, мы :можем получить Rлиффордову 
пространственную фор:м:у путем разбиения евклидовой плос
кости сетью ромбов (стр . 269), рассматривая соответствую
щие точки (ер. черт. 182) как тождественные. И наRонец, эта 
пространственная форма может быть изображена клиффордовой 
поверхностью эллиптичесRого пространства совершенно так же, 
в:аR мы изображали двустороннюю цилиндрическую форму 
цилиндром евклидова пространства. Так как клиффордова по
верхность имеет связность Rольца (стр. 82), то мы будем 
наз ывать рассматриваемую пространственную форму также 
дзусторон1ней r>о.льцевой форм.ой. 

С. Связь с теорией групп. Естественно возникает задача о 
нахождении всех пространственных форм: плосRой евRлидовой 
геометрии 1) . Решение этой задачи весьма облегчается связью 

1) Эта общая задача исследовалась :Клейном и :Килливгом; К 1 е i n, Zur 
nichteuklidischen Geometrie, Math. Ann, т. 37, 1890. Нновь переиздано 
в К l е i n, Ges. Math. Abh., т. I, ст:о. 37 1;  К i 1 1  i n g, см. выше. Далее, она 
рассматривалась Гопфом; Н о р  f, Zum Clifford-Kleinschen RaumproЫem, 
Matb.,  Ann., т. 95, 1925. Но :Клейн не обратил внимание на существование 
односторонней цилиндрической формы, а В:иллинг даже - обеих односторон
них форм. Результат Киллинга часто излагался также и в современной 
литературе, ер., н апример, С о о l i d g е, The elements of non-eucl 1dean 

_geometry, Clarendon Press, 1909, стр. 240, Р а s с h-D е h n, Vorlesungen iiber 
neuere Geometrie, Берлин 1926, стр. 208. Относительно того ф акта, что 
существует пять пространственных форм указанного рода, см., напри
мер, Гопфа. 
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между теорией пространственных форм: и теорией групп. Для 
вы.яснени.я этого обратимся R представлению цилиндрической 
формы с помощью наRрывающей поверхности (стр.  279 ) .  Мы раз
били плосRость на конгруэнтные полосы и объявили соответ
{jтвенно расположенные в них точки тождественными. При 
зтом под соответственным расположением точек надо по
нимать следующее: если (черт. 1 80 )  полосы ограничены пря
мыми параллельными оси у и имеют ширину а, то две 
точRи расположены соответственно, если они могут быть 
приведены в совмещение посредством перенесения плоскости 
параллеJ1ьно оси х на длину, Rратную а. Совокупность 
'Таких движений, называемых преобразования.ми иаложеиил 
цилиндра, образует группу; она называется фун.да.inенлпа.льной 
2руппой цилиндра; каждая из полос называется фун.да.дtенталь
иой областью. 

Совершенно аналогично положение вещей и в случае клиф
фордовой поверхности, как это показывает рассмотрение черт. 1 8 2 .  
Также и здесь преобразованиями наложения .являются па
раллельные перене сения плоскости, которые образуют груп
пу; фундаментальной областью здесь .11Вл.яетс.я каждый из 
ромбов. 

Получившиеся здесь группы являются дuс'Кретними груп
пами, т. е. они не зависят непрерывно � в противоположность 
рассмотренным: в гл. IП непрерывным группам движений - от 
непрерывно изменяющихся параметров. Далее, они во всей ев
клидовой плоскости .являются собственно дисRретными, т. е. 
не существует ниRаRой предельной точRи для точек плос
Rости, соответствующих друг другу в смысле рассматриваемой 
группы. 

Вообще между подобными группами и пространственными 
формами имеется следующая связь: вс.я'Ка.я сойственио-дис'Крет
на.я группа твердих преобразоваиий, .лишенних неподвижиих 
mо'Че1' (т. е. группа, состав.ленная из 'Не'Коmорих движений и 
вер'Ка.льних отображений) ев1'.лидовой п.лос1'ости определяет 
ие1'оторую (однородную) п.лос1'ую ев1'.лидову пространственную 
форму посредством того требовшни.я, 'Чтоби друг другу соот
ветствующие то'Ч1'и рассматривались 1'а1' тождественние. 
Условие собственно-дискретности является необходимым, таR как 
в случае несобственно-дискретных групп в :местах скопления: 
друг другу соответствующих точе:к нельзя построить никакой 
фундаментальной области. Далее, условие относительно отсут
ствия неподвижних mо'Че1' необходимо для того, чтобы исклю
чить возможность появления особенностей (стигм) ; так, напри
мер, группа четырех вращений на угол в 90° вокруг не:кото
рой точки определяет Rонус, вершина которого соответствует 
центру вращений и является стигмой. 

D. Установление всех евклидовых пространственных форм" 
Путем нахождения групп указанного рода :мы, следовательно, 
приходим к различным пространственным формам; iJa,f[,ee, имеет "-
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.место предложение, 'Что mа1'и.м образом можио по.лучить все 
п.лос1'ие ев1'лидови пространственние фор.ми 1). Вместе с тем 
задача об отысRании всех таRих пространственных фор:м: в 
принципе разрешена. ОтысRать все эти группы нетрудно, так 
Rак группы, содержащие вращения, исключены о самого на чала 
требованием: отсутствия неподвижных точеR. Движения, при
надлежащие возможным: группам:, - за исRлючением состоящей 
только из одного тождественного движени.я группы, соответ
ствующей самой плосRости, - могут быть изображены (Rа:к в 
этом: легко может убедиться читатель) в неRоторой прямоуголь
ной системе х, у - Rоординат при употреблении надлежащей 
единицы длины следующим: образом: 

Гуппа "двусторонней ци- Груriпа "д6устороиией 
.линдричес1'ой фор.ми".  1'олщевоu фор.ми''. 

1 .  х' = х + п, 

у' = у. 

Группа " односторонней ци
.линдричес'Кой фор.ми"' .  

3 .  х' = х + п, 

у' = ( - 1 )'' у; 

2. х' = х + та +  п, 

у' = у + ть 
(Ь =1= о). 

Группа " односторонней 
'Колщевой фор.ми" . 

4. х' = ( - l)п х + ат., 
(а =1= о) ; 

у' = у + п  

причем а и Ь .являются заданными постоянными, тогда RaR т и п  
пробегают все целые числа, вследствие чего и получаются раз
личные движения группы. 

Отсюда следует, что всего имеется пять однородних про
(;mранственних форм плос1'ой ев1'лидовой геометрии. Мы уже 
зnаRом:ы с оби•tной евr;л,идовоu плос1'остью, с двусторонней ци
.ЛUiндричес-кой фор.мой и со специальным сл:учае:м: двусторонней 
кольцевой фор.ми. Впервые здесь по.являете.я односторонняя ци
.;�иuдрическая форма и односторонняя 'Кольцевая форма, которые 
:мы сейчас и рассмотрим. 

Дл.я того чтобы охараRтеризовать Rаждую из рассмотренных 
групп движений, удобнее всего пользоваться оп.ять-та.Rи фунда
..ментал,ьной областью соответствующей группы. Под этим: по 
нимается, RaR :м:ы это уже видел:и на двух примерах, часть 
плоскости, Rотора.я таким образом: воспроизводите.я при движе
ниях группы, что вся плоскость оRазывается поRрытой в точ
ности один раз. Равум:еето.я, фундаментальна.я область еще 
ниRои.м: образом: не определяете.я однозначно соответствующей 

1) Доказательство этого мы здесь опускаем. Впервые оно было дано 
Rиллингом (К i 1 1  i n g, см. выше); новое изложение имеете.я у Гопфа. 
(Н о р  f, см. выше). 
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группой: так, например, из полосы с одной ее стороны можно 
вырезать совершенно произвольный кусок, если одновременно 
прибавить в соответствующем месте с другой стороны такой 
же RycoR (черт. 1 83). Но естественно искать наиболее про· 
стой вид, который можно придать фундаментальной области. 
Дл.я рассмотренных групп фундаментальные области легко оп
ределяются. Для групп 1 и 3 :м:ы можем их вз.ять в виде полосы, 
для групп 2 и 4 в виде параллелограм:а (на черт. 184-187 каждая 
из этих областей изображена штриховкой) . Дл.я того чтобы 

/ о- 7 
,__ _ ___,�---' ..-.-/ 

/ о-

Черт. 183. Черт. 184. Двусторонняя 
цидиндрическая форма. 

Черт. 185. Двусторонняя коль· 
цева.я форма. 

!k 

1 6 / -/ / 1 , , 
Черт. t86. Односторонняя ци

цивдрическа.я форма. 
Черт. 187. Односторонняя 

кольцевая форма. 

получить соответствующи� Группы твердых преобразований, 
достаточно переводить друг в друга фундаментальные об
ласти черт. 1 841-87 посредством евклидовых преобразова
ний. Соответствующие пространственные формы мы получим 
если будем: рассматривать ка:к тождественные те точки, хоторые 
получаются одна из другой при этих евклидовых преобразова
ниях (ер. аналогичные рассмотрения в случае двусторонней 
цилиндрической формы на стр. 279) . Так как среди движений 
черт. 186 и 187  имеются зеркальные отраженил, то соответст
вующие пространственные формы должны быть односторон
ними. В самом деле, например, оба изображенные на черт. 1 88 
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направлени.я вращения 1 и 2 .являются по-предыдуще:м:у тож
дественными; если же :мы сдвинем направление вращени.я 2 
в оRрестность направления вращения 1, то :мы получим: друг 
другу противоположные вращения, чем: и определяете.я одно
сторонность поверхности. 

Различные пространственные формы :мы 
м:оже:м: получить тахже путем: отождествле- !А'\ 
ни.я Rраевых точек фундаментальной области, \!_,; 
поставленных в соответствие друг другу с 
помощью группы движений, вследствие чего 
фунда:м:ентальнаа область сделаете.я замкну-
той поверхностью (черт. 1 89-1 92, в которых 
соответствующие краевые точки соединены 
Прерывистыми лини.я:м:и). В случае двусто
ронней цилиндрической формы мы :можем 
также, посредством надлежащего видоизмене

Черт. 188. 

ния фундаментальной области, добиться того, что соответствую. 
щиыи будут .явл.ятьс.я те краевые точки, которые лежат друг 
против друга. Далее, :мы еще отметим, что четыре вершины 

1 
Черт. 189. 
Двусторон
няs1 ЦИЛИН· 
дричес:кая 

форма. 

, ( ' / ' / . " \ / " "  ... :\ , ,,, · - -�:, _ _  ",... " ' '  , : \ ' ,  1 , / \ 

3 
Черт. 191 .  
Односто

ронняя ци 
линдричес
:кая форма. 

2 
Черт. 190. Двусто
ронняя :кольцевая форма. 

4 
Черт. 192. Одно
сторонняя :коль цевая форма. 

обоих параллело гра
:мов, изображенных на 
ч ерт. 190  и 192, будут 
отождествлены в одну 
единственную точку. 
Читатель легко:может 
убедиться сам:, что эта 
точка не являете.я стиг
мой; в самом деле, сум
ма углов во1tруг этой 
точки равняете.я 360° 
(черт. 1 93, на котором 
соответствующие друг 
другу краевые точки 
фундам:ента льной об
ласти черт. 1 90 от.мече
ны одинаковыми циф-
рами). 

Наконец, краевые точки фундамеJJ:тальных областей могут 
быть действительно отождествлены указанным выше образом, и 
1·огда пространственные формы будут изобра- 7 з 
жаться насто.ящими аа:мквуты:м:и поверхно- 7 7'4 
стями. Начнем с двусторонней 'Хюдщевоu фор-
мы. Если фундаментальная область .являете.я z z прямоугольником: (черт. 1 94), то мы получаем 1 7  .г 
при указанном: выше совмещении сторон 1, 2 и Черт. 193. 3, 4 открытую с обоих концов трубку (че рт.  
1 9 5  ). ТаRую же операцию мы можем применять таюке и :к па
раллелогра:м:ам; при этом эдесь обе склеенные стороны паралле
лограма перейдут в винтовую линию на трубке, как в этом: 
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проще всего наглядно убедиться посредством: соотв етствующего 
сRJiеивани.я сторон параллелограм:а, сделанного из бумаги. Даль
нейшее совмещение двух оставшихся сторон невозможно в трех-

. :мерном евRлидовом пространств е без нарушения :метрики 1 ) .  

Черт. 194. Черт. 195. Черт. 196. 

ОднаRо :мы :можем помочь своему воображению тем, что, искри
вив трубку, согнем ее в :кольцо (поверхность тора), но при этом 
все метрические соотношения исказятся (черт. · 1 96). Следова
тельно , :мы уже не должны на полученном :кольце приписывать 
одина:ковую длину Rривыи равной 

", -.: '-- - - - - '  
(с евклидовой точки зрения) дли
ны, но лишь тем Rривы:м, хоторые 

Черт. 197. Черт. 198. 

обладали этим: свойством до произведенного нами исхажающего 
:метрику исRривлени.я. Если фундаментальный параллелограм 
.являете.я ромбом, то получающаяся таRи:м образом геометрия 
.являете.я Геометрией хлиффордовой поверхности. 

1) В четырехмерном евклидовом :многообразии подобное склеивание 
возможно без нарушени.я метрических соотношений. Путь х1, Х2, х3, х,
пря:моугольные декартовьт координаты :многообразия, тогда подобна.я по· 
верхностt> будет изображаться уравнениями: 

X1= COS 11 ,  :V1 = Sin 11 ,  X9 =COS �. ro, = sin �· 

Следовательно, евклидова плоскость может быть положена без складох 
и разрывов на некоторую определенную копеч,ную поверхность четырех
мерного евuвдова :многообразия аналогично тому, как :мы ее :можем на
ложить на цилиндр в трехмерном евклидовом пространстве. Ср. К i 1 1  i n g, 
F..infuhrung in die Grundlagen der Geometrie . т. 1, Падерборн. 
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В случае одиосторопней 1'о.льцевой формы .мы получаем после 
скJ1еивави.я двух одинаково направленных сторон параллело
гра:м:а трубку, края которой должны быть отождествляемы про
тивоположно то:му, как это было сделано в случае двусторонней 
:кольцевой. фор.мы (черт. 1 97 ) .  Чтобы эти краевые точки совмес
тить указанным образом, нам придете.я сначала 
пропустить труб:ку через ее собственную стенку 1 ) 
(черт. 1 98) ;  при это:м по.является кривая самопересе
чения поверхности , которая неизбежна в слуqае од
носторонних поверхностей без края в трехмерном: 
евклидовом пространстве. 

Края фундаментальной области односторонней tfU· 
линдршчес1'ой формы можно точно так же посредством 
над.лежащего искривления совместить указанвы.м: вы
ше способом; при этом оп.ять необходимо по.явите.я кри -
вая самопересечения. Полученная поверхность пред- Черт. 199. 
ставляет собой простирающийс.я в бесконечность лист 
Мебиуса, как в этом легче всего убедиться, если при склеива
нии краев ограничиться заштрихованной на черт. 1 99 частью. 

Е. Связь между соответствующими друг  другу одно- и дву
сторонними пространственными формами .  В заключение мы ука
жем на то, что каждая из двух односторонних пространств�нных 
форм может быть получена также из соответствующей дву
сторонней формы путем: надлежащего отождествления соответ-

1 1 1 1 1 , b{J' � 

Чер1•. 200. Черт. 201. 

ствующих друг другу пар то 
чек. Начнем с цилиндрической 
формы. Фундаментальную об
ласть мы выберем таким: образом, 
чтобы всякие две краевые точки, 
лежащие на перпендикулярах 
к ограничивающим прямым, со

в· л• ответствовали друг другу, а за-
тем будем рассматривать как 
тождественные такие точки Р и 
Р' фундаментальной области, для 
которых АВ = А' В' и ВР = В' Р' 

(черт. 200). Непосредственно ясно, что вследствие этого из дву
сторонней цилиндрической формы получится одностороння.я 
цилиндрическая форма. - В случае кольцевой формы :мы исхо
дим из прямоугольной фундаментальной области, которую :мы 
прежде всего (чтобы получить соответствие с черт. 1 8 7  и 1 9 2) 
посредством вырезания равнобедренного треугольника и при
бавления этого треугольника в соответствующем месте противо
положного края превращаем в фигуру, изображенную на черт 201 . 

1) Эта поверхность была приведена Клейном в качестве первого при
:u:ера односторонней замкнутой повер;ности; поэтому мы будем ее  назы-• вать бутылкой Клейна. Ср. К 1 е i n, "Ober Rimanns Theorie der alg ebraischen Funktionen und ihre lntegrale, Лейпциг 1882; вновь переиздано 
в К 1 е i n, Ges. Math. Abh" т. Ш, стр. 571 .  
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Далее, :мы оп.ять рассматриваем RaR тождественные тахие точки 
Р1:и Р', для которых А.В = А' В' и ВР = В' Р', благодаря чему мы 
действительно получаем одностороннюю кольцевую форму. 

Из этих соображений следует, что мы можем также следую-
. щи:м образом представить односторонние пространственные фор
мы. В случае цилиндрической формы возьм�м на оси цилиндра 
некоторую определенную точку Р и будем рассматривать как 
тождественные такие пары точек цилиндра, которые лежат на. 

Черт. 202. 

одной пр.ямой, проходящей через точку 
Р. Легко видеть, что тогда цилиндр 
превратите.я в одностороннюю поверх
ность, потому что оба направления 
вращени.я 1 и 2, определяемые двойным 
ховусо:м: черт. 202, являются тождествен
ными; во с помощью сд'Вига направления 
вращени.я 2 в направлении враще
ния 3 :мы получаем на цилиндре на
правление вращения, противоположное 

Черт. 203. 

первому. Для того чтобы перейти от двухсторонней хольцевой 
формы к односторонней, достаточно попарно отождествить точки 
по способу, указанному на черт. 203, вследствие чего также 
получается односторонняя поверхность 1 ) . - Эти рассмотрения 
.nото:м:у еще представляют особый интерес, что они показывают 
на:м, что хорошо известна.я св.язь :между эллиптической и сфе
рической геометриями (стр. 1 7 1 )  не .является чем-нибудь не
обыкновенным, но что аналогичное обстоятельство имеет место 
также и в случае евклидовых пространственных форм. 

§ 2. Пространственные формы плоских эллиптической и 
ги перболической геометрий 

Аналогично случаю евклидовой геометрии ставите.я проблема 
однородных пространственных форм: и в случаях эллиптической 
и гиперболической геометрий. Также и здесь можпо пока3ать, 
что задача об  отыскании всех пространственных форм равно-

1) При этом необходимо исходить из такой двусторонней кuльцевой 
формы, которая в хачестве фундаментальной области имеет пря.моугольпш;. 
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сильна с задач ей нахождения всех собственно дискретных групп 
тве рдых преоб разований, не им еющих неподвижных точек. При 
этом в эллиптическом случае дело идет о преоб разованиях 
сферы 1 ) ,  в гиперболическом же - о преобразованиях гипербо
лической плос кости . 

А. Эллипти ческие пространственные формы. Особ енно про
стые соотпошения получаются в случае плос�ой эллипmи'Чес1'ой 
геометрии, в 'Которой воз+�ожни толь1'о две различные простран
.ственние фор.ни, именно: оби'Чная эллипmи'Ческая геометрия и 
сфери'Чес1'ая геометрия, взаимоотношения :между которыми :мы 
уже рассмотрели на стр . 1 70-1 7 2 .  Мы еще раз ув:ажем: на то ,  
что эти пространственные формы могут быть получены друг 
из друга таким: же образом, как соответствующие друг другу 
одно- и двусторонние пространственные формы: евклиJJ;овой 
геометрии. Обе пространственные формы эллиптической 
геометрии имеют Rонечную площадь; аналога неограничен
ной евклидовой и гиперболической плоскости здесь не 
.существует. 

ЭллиптичесRая геометрия получается из сферической по
сре дством отождествления Rаждой пары: диаметрально противо
положных точев: сферы. То утверждение, что эллиптическая и 
сферическая геометрии являются единственными существуЦ>
щими здесь пространственными формами, вследствие упомяну
тых выше предложений равносильно с утверждением, что един
-ственная группа твРрдых преобразований, обладающих выше
указанными свойствами, является именно той группой, которая 
кроме тождественного преобразования содержит еще только пре
образовани е,  переводящее каждую точRу сферы в диаметрально 
противоположную ей точку сферы.  Справедливость этого послед
него утверждения :может быть обнаружена следующим образом. 
Всякое движение сферы в себе имеет обязательно неподвижные 
точк и ;  поэтому группа, о которой идет речь, может содержать 
(Rроме тождественного преобразования) только зе}J'К:альние отоб
ражения; так как :комбинация двух зер:кальных отображений 
.нвлнется движением, то рассматриваемая группа может содер
ж ать только одно единственное зерк альное отображение U, по
вторРние которого U2 должно б ыт а  уже тождественным преоб
разованием. KaR легко видеть, существуют только два типа по
добных зеркальных отображений: во-первых, зеркальные отобра
жения  от прохо.д.цщих через центр сферы плоскостей, Rоторые 
должны быть исключены из р ассмотрения вследствие наличия 
неподвижных точек, и, во-вторых , уRаЗанное выше преобразование . 
Этим наше утверждение о существ ов ании всего лишь двух 
проuтранственвых форм плоской эллиптической геометрии 
доказано. 

1) Что приходится брать сферу, а не эллиптическую nJ1оскость, видно 
-уже из того, что полученная из эллиптической плоско сти сфера не может 
быть представлена указанным образом к а 1t  ЭJlлиnтическа.я пространствен· 
вая форма. 
а Клейя-12t-19 
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1 В. Гиперболические пространствен ные формы. В гиперболи
ческом случае ответ на вопрос о пространственных форм<lх не 
так прост, как в случаях евклидовой и эллиптической ге омет
рии. Именно, в то время как в последних геометриях суще
ствует только по одпой замкнутой двусторонней простран 
ств енной форме (именно кольцо и сфера), в гиперболической 
геометрии существует бесчис.аеппое .мпожество зам1'нути х  
двустороипих, дву.мериих простраиствен/н:ы.r, фор.м. 

Чтобы это доказать мы прежде всего напомним важнейшие 
факты из топологии замкну тых поверхностей 1). Сфера с при
деланными к ней р ручками называется (двусторонней) поверх
ностью "рода " р; посредством топологических преобразований 
:мы можем придать этим поверхностям вид, указанный на черт. :2U4;  
в
· 

частности сфера и кольцо (поверхность тора) по наш ему 
определению имеют род, равный о и 1 .  Всякая поверхность 
рода р (р :;;;.. 1 )  :может быть превращена в односвязный кусок 
плоскости (двумерный элемент; пу тем разрезания вдоль 2р надле-

p- l 

Черт. 204. 

жащим образом выбранных, выходящих ив некоторой фиксиро
ванной точки А, простых замкнутых кривых, которые нигде не 
пересекаются кроме точки А. Эти кривые изображены на черт. 20& 
для случаев р = 1 ,  2 и 3; для случая р = 2 стрелками ука
зан тот путь, который надо проделать, если все время итти 
вдоль линии разреза. Если мы ука1анную поверхность распра
вим, то из точки А получим: 4р различных краевых точек, а 
из всякой другой точки кривой разреза - в  точности две крае 
вые точки полуqившегося двумерного элемента. Этот последний 
можно так растянуть в плоский 4р- угольник, что каждой И3 
линий разреза поверхности будут соответствовать две стороны 
:многоугольника, точке А будут соответствовать все вершины, 
тогда как в остальном: отображение поверхности на мноrоуrоJJЬ
ник будет вваимно однозначным. На черт. 206 эти многоуголь
ники изображены для слуqаев р = 1, 2 и 3.  Посредством: срав
нения с че рт. 205 можно убедиться, что стороны :многоуголь
ника соответствуют друг другу следующим: образом. Выберем 

1) Для ориентировки М О Г \'Т служить, например, следующие книги : 
К 1 е i n, Elementarmath ematik, II; Н u r w i t z-C о u r а 11 t, Funktionentheorie 
(2. Aufl.); v. К е r е k j  а r t 6, Vorlesungen tiber To pologie, I; W е у 1, Die ldee 
der Riemannschen Flache. 
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на Rоптуре 4р-угольниRа определенное направление обход� 
и обозначим: стороны: :мноrоугольниRа по пор.ядку буквами 
ан Ь 1 ,  а�. Ь� ,  а2, Ь2, а;, ь;, . . " а", Ь ",  а�, Ь�; тогда для всякого v 
стороне а. ставите.я в соответствие сторона а: таким образом, 
что соответствующими направ лениями на них .являются проти
вопо.1южнiые направления, и то же самое. имеет место для сто-

P = t Р = 2 
Черт. 205. 

рон ь: и ь: (черт. 206). Рааумеетс.я указанный процесс может 
быть произведен та&же и в обратном порядке. Можно исхо
дить из 4р-угольника и превратить его в замхнутую поверх
ность рода р посредством склеивания его поставленных друг 
другу в соответствие сторон, как :ъц;�: это уже привы:кди делать 
для случая р = 1 (ер. черт. 1 9 4-196 на стр. 286J.  _ 

Теперь :мы утверждаем, -что вся'/Сая поверхность рода р :;;;.- 2 
.пожет быть расс.матривае.ма '/Ca'IC гипероо.п,и..,,еская простран-

" 
Черт. 206. 

ственная форма, т. е. ..,,то ее .можно снабдить всюду регу.п,яр
Нiьwп гunep6o.n,u'ЧeC'ICUM .Мерооnреде.ление.м COBepmeHHO аНаЛОГИЧНО 
то:му, как в случае поверхности рода р = 1 мы имели евкли
дову пространственную форму. 

Для того чтобы доказать это, рассмотрим: прежде всего про
извольный: правильный 4р-угольник гиперболичесхой плос
кости. Вырежем его из плоскости и склеим попарно его сто 
роны укааанным выше образом; при этом м ы  счи·rа ем, что ги
перболическ11я метрика не изменя ется. Следовательно, она пере
носится на поверхность рода р; но надо еще выя?нить, будет 
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JIИ она регулярна в точRах линий разреза, вдоль RОторых раз
личные стороны .многоугольни.ка теперь приклеены друг к л.ру
гу. В случае точек, отличных от точек А, это, рааумеется, 
имеет :место. Критичес.кой являете.я лишь сам:а точка А: здесь 
надлежащее измерение углов 1) будет воз.можно тогда и только 
тогда, когда сумм:а углов многоугольпика равняется Z 'lt. 3на11и·r 
нам остается только по.казать, что в гиперболической плоскости 
существует правильный 4р-угольник с суммой J' глов, равной 2r..  

Для этого мы построим вокруг произвольной точки, лежа
щей .внутри фундаментального конического сечения правильный 
(в смысле гиперболической геометрии) 4р-угольник: радиус 
круга, описанного около этого 4 р-угольника, пусть буд�т 
(с точки зрения гиперболической геометрии) равен r. Еслn мы: 

Черт .... 207. Черт. 208. 

возьмем r достаточно малым, то сумма углов будет как угодно 
близка к числу 2'1t (2р - 1) ,  так как ее отличие от суммы 
углов евклидова 4 р-уГОЛЬПИКа убывает ПрО LIОрЦИОНаЛЬНО ме
ре площади (ер. стр. 22 1 ). Если :мы радиус будем увели чивать, 
то сумма углов будет уменьшаться. Если, наконец, r взять б13с
конечно большим: (следоватеЛI,но, тогда 4р-угольв:ик будет 
вписанным в фундаментальное коническое сечение), то с умма 
углов сделаете.я равной н;rлю. Так как сумма углов  непре рыв
но з'tвисит от радиуса r, то для всякого р > 2 существчет 
определенное значение r, д.11.я которого сумма углов в точности 
равняется 2'1t 2). Этим наше утверждение полность ю док� за110. 

Рассматриваемые гиперболические пространственные Ф• >рмьr 
могут быть представлены Т'l.&же с помощью введенных выше 
понятий фундаментальной группы и фундаментальной обл<tети. 
Как раньше мы покрывали евклидову плоскость сетью парал-

1) Измерение длин не представх.яет никаких аатруднений.  
2)  Поверх ности рода нул ь здесь выа•щ11ют из рассм отрения, та�с как 

их нельзя представить с помощью 4 р- угольн ика; о н а  не допускают ни · 
какого г 1 ш е рболического мерооп 1 1еде�1 0ния. Поверх ности: пер ого род:t 
также иск.11юч1tются и з  расемотрения,  'Га !\  как ни одп н  четы р н х у го ; н, ник 
гиперболической плоскости не может иметь сумму углов равной 2 л:. 
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лелогра:м:ов, точно так же мы можем теперь покрыть гипербо
лическую плоскость сетью 4р-угольников (р > 2), Roтopшil 
все :между собой конгруэнтны и имеют CJ' MMY углов, равную 211:. 
Каждый из этих 4р-угольниRов .является фундамента.льной 
областью собственно-дисRретной группы гиперболических дви
жений б ез неподвижных точек, Rоторые перевод.ять сеть в себя 
и определяют соответствующую пространственную форму (ер. 
стр . 341 ) .  Возможность построения подобной сети и соответствую
щей группы непосредственно следу ет из элементарно геометри
ческих соображений. 

Посредством легкого видоизменения :мы можем получить 
также односторонние аамкиутие простраиствеииие фор.м'ы ги-
11ерболu'Ч;еской геометрии рода р. Для этого нам надо только 
:какие-нибудь две дру г другу соответствуюшие (черт. 206) 
стороны склеить в направлении, про
тивоположном тому, как это мы де
лали раньше (черт. 207). Это .явля
ется в точности таким же процессом, 
Rоторый мы применяли на черт. 190 
и 1 92 для того, чтобы перейти от 
двусторонней Rольцевой формы к 
односторонней Rольцевой форме. В том, 
что поверхность в силу этого видо-
изменения становите.я односторонней, >� 
можно убедиться путем передвигания Черт. 209. 
окружности с определенным направ-
Jiе ни ем обхода через подвергнутую изменению сторону. Если мы 
рассматриваемый односторо tШИЙ 4р -угольниR склеили в замкну
тую поверхность, то  одна из прежних ручек должна будет сам а  
себя пронизывать (черт. 208) подобно тому, как это мы имели 
в случае бутылки Клейна (черт. 198). 

В случае п.лоски:х; гиперболu'Ч;ес1'иХ пространстве'НiН/ЫХ форм 
бес1'оие•tиой прот.яженности мы ограничимся одним особенно простым: примером. Проведем 2n прямых линий, все точки пересе 
чения :которых лежат вне фундаментального :конического сечения 
(черт. 209) и надлежащим обрааом поставим друг другу в соот
ветствие точки таким образом полученных (в смысле гиперболи
ческой геометрии)  бесконечно длинных отрезков. Посредством 
надлежащего отождествления краевых точеR мы тогда получим, 
в зависимости от харак1 ера закона отождествления, двусторон
нюю или односторо ннюю п ространственную форму. Эта послед 
няя в некоторых направлениях неограниченно простирается в 
бесконечность, тогда Ita{t в других направлениях,  возвращаете.я 
обратно сама в себя (аналогично цилиндрической форме евкли
довой геометрии).  Посредством присоединения гиперболически 
Rонгру:энтпых Rусков к рассматриваемой простирающе йся в бес
конечность фундаментальной области :мы получим разбиение всей гиперболической плоскости на RОнгруэнтные :куски, :которое 
может быть продолжено :как угодно далеко. 
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§ 3. Пространственные формы трехмерных геометрий 
Пространственные формы трехмерных геометрий аналогичны 

формам: уже определенным для двумерного случал. ТаRже и 
дл.я них имеют место сформулированные в § 1 и 2 предложе 

ния о св.язи с груiiпами твердых преобразований в евклидо
вом, гиперболическом и "сферичеи�ом" пространстве. К этому 
последнему :мы сейчас вернемся и скажем, что оно собой 
пред ставл.яет. 

С помощью представлышя посредс'l'вом: · фунда:мептальной 
области все рассмотрения могут быть проведены элементарным 
образом: т акже и в трехмерном случае . 

В качестве примера однородных пространственных фор:м 
трехмерной евклидовой геометрии :мы приведем: пространс·rнен
ную форму, которая получается, если рассматривать как тож

Черт. 210. , 

дественные лежащие друг против дру
га краевые точки куба (как, например , 
обе точки, отмеченные на черт. 210 
буквой А). Эта пространст11енвая фор:ма 
имеет коиечную .меру, подобно кольце
вой фор:м:е плоской евклидовой гео
метрии. 

На рассмотрении однородных прос
транственных форм трехмерных неев

клидовых геометрий мы остановимся 
только вкратце . "Сферическое простран
ство" ,  о котором мы говорили, .является 
обобщением: шаровой поверхности. По

ложим: в основу евклидово четырехмерное  многообразие и введем 

прямоугольную деRартову систему координат х1, х2, «:3, х4; 
тогда сферичесRое пространство определяется Rак совокупность 
тех точек многообразия, координаты которых удовлетворяют 
уравнению х�+х�+х:+х: = о. Если отождествить каждую точку 

сферического пространства с ей диаметрально противоположной 
точкой, т .  е. с точкой: с противоположными по знаку координа
тами, то :мы получим эллиптическое простра1 ютво.  Следова
тельно, связь между обоими пространствами аналогична связи 
между сферой и эллиптич еской плоскостью; долгое время господ
ствовала не.ясность о необходимости различать эти два простран
ства 1 ) .  Кроме них в противоположность двумерному случаю, 
существует еще бесчисленное :множество других трехмерных 
эллиптических пространственных форм 2) ; все они являются з ам
кнутыми и имеют кон.ечную :меру объема. В отнош ении гипербо 
личесRой геометрии мы только подчеркнем, что з амкнутая трех
мерная гиперболическая пространственная форма с конечной 
:мерой объема до сих пор повидимому еще не найдена. 

1) См. К 1 е j n, Zur njctheuklidjschen Geometrie, Math. Ann" т. 37 1890 или Ges. Abh" 1, стр. 353. 
2) К i 1 1  i n g, см. выше, стр. 28G; Н о р  t', см. выше, стр 2 63. У Киллинга 

пе речисленне неполно. 
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При применениях геометрии ко внешнему миру (гл. VII, § 6) 

следует принять во внимание возможность существования раз
личных однородных прост ранственных <f'орм. Напротив, неодно
родные пространственные формы мы исщдЬчаем из рассмотрения, 
так как неоднородность пространства влечет за собой услож
нения, :к которым нас отнюдь не принуждают произведенные 
до сих пор опыты и наблюдения. При этом :мы здесь особенно 
подчерRнем следующее: из того предпо.пмнсения, 'Что окружаю
щий нас .мир имеет ев'Кдидову и.п,и гиперболическую структуру, 
ии'Коuм образом еще не с.п,едует, что этот .мир неограниченно 
простирается в бесконечность; потому что, например, евRлидова 
геометрия вполне совместима с предположением , о конечности 
:иира,- фа:кт, которого раньше не замечали. Эта возможность при
писать вселенной при произвольной стру:ктуре Rонечный объем 
особенно ценна, таR каR представление о бес:конечной ее про
тяженности, которое uначала рассматривалось RaR существенное 
достижение человеческого разума, приносит с собой многочис
..ленвые затруднения, например, в задаче о распределении :масс. 
Из Э1'ОГО видно, :ка.к глубоRо прони.кают все эти иссJiедоваяи.я 
в :кос:u:ологические проблемы. 



Т Р Е Т Ь Я  Ч А С Т Ь  

ОТНОШ ЕНИЯ НЕЕВКЛИДОВО Й ГЕОМЕТРИИ К ДРУГИМ 
ОБЛАСТЯМ 

Г л а в а  Х 
ИСТОРИЯ НЕЕВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ ; ОТНОШЕНИЯ 

К АКСИОМАТИКЕ И К ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ 

§ 1 . Начала Евкл ида и попытки доказательства аксиомы о 
параллельных 

В двух первых част.ях этой книги мы развили веевхлидову 
геометрию на основе проеRтивной геометрии. Этот путь .явл.яетсл 
наиболее удобным, но исторически неевклидова геом:етри.я раз
вивалась отнюдь не таким образом:. Поэтому в настоящей гл аве 
:мы займемся историей веевклидовой геометрии, причем одно
временно познакомимся с :многочисленными отношениями неев
хлидовой геометрии к другим облает.ям :математики. 

Историю неевклидовой геометрии :мы начнем с Евклида, жив
шего примерно за 300 �'Jет до н. э. 1). В первой книге своих 
.,,На'Чад геометрии" он дает следующее о пределение: Парал
лельн/ые прямие суть та11:ие, которие, находясь в одной плоско
сти и буду'Чи продолжени в обе стороны ках: угодно далеко, 
ни'Х:огда не всmре'Чаютсл. 

Самой аксиоме о параллельных Евклид придает следующий 
вид: Если две прямые линии встре'Чаются с третьей так, 'Что 
сумма внутренних углов, лежащих по одну сторону третьей, 
меньше двух пр.я.мих углов, то две первие прямые при до· 
статочно.м продолжении встрет.я.тс.я. по ту сrпорону третьей 
прямой, на 'Которой сумма внутренних углов меньше дву:с 
пр.я,��их. 

1) Из изданий Евклида мы укажем на следующее :  Н е i Ь е r g, Euklidis 
Elementa, Teubner, 1883 (это издание содержит то.пько греческий и латин· 
ский тексты) ; далее, в случае предложений, о которых здесь будет итти 
р ечь, можно пользоваться немецк и м  изложен ием в .книге Е n g е 1 und 
S t а с k е 1 ,  Die Theorie der Parallellini en von Euklid Ьis auf Gauss, Лейп· 
циг 1895. Д дя общей ориентировки об Евклиде, роли аксиом и т. д., см . 
К l е i n, Elementarmathematik, П. 
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В противоположность другим аRсиомам ЕвRлида, Rоторые 
приведены в чрезвычайно простом виде, формулировRа аксиомы 
о парал.11ельных представляется неестественно сложной. Вслед
ствие этого, начина.я с глубокой древности и до новейшего 
времени, делались многоRратные попытки построить геометрию, 
не пользуясь аксиомой о параллельных. Следовательно, во всех 
этих работах аксиому о па:раллельных пытались вывести из 
других аксиом евклидовой геометрии. Теперь :мы знаем, что 
эти попытки с самого начала были обречены на неудачу, по
тому что в гиперболической геометрии выпоп:нены все аксиомы 
евклидоJlОЙ геометрии за исключением аксиомы о п араллельных; 
по отсюда. следует, что аксиома о параллельных пе :может быть 
выведена из прочих аксиом, так как в противном: случае в ги
перболическоii геометрии содержалось бы противоречие. По-
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этому все подобные "доказательства" покоились на  оши
бочных заключениях, в которых в более или менее .явном 
виде вместо докавываемой аксиомы вводилась равносильна.я ей 
аксиома. 

При этом особенное значение имеет следующее обстоятель
ство. Если опустить аксиому о параллельных:, то вовможными 
окаэываютс.я три различных г�ом:етрии, именно: эллиптичес:ка.я, 
евклидова и гиперболическая геометрии. Но ЕвRл�д и его по
следователи всегда пользовались тем .явно не высказанным 
предположением, что прямая лини.я имеет бесконечную длину и, 
;3Начит, не явл.яется замRнутой в себе 1 ) . Вследствие этого яв1uJ 
иевиr аж:енного пред положения воз.можиость э.л.липтичес'Коu ге
ометрии ис-к.лючалась даже и без применения а'Ксио.мы о пара.л
.ле.льиых. Это обстоятельство имеет место, например, при дока
зательстве теоремы о том, что внешний угол треугольника всегда 
больше, чем: каждый из двух нес:межных с ним внутренних 
уг.лов - теоремы, не имеющей места в эллиптической геометрии. 
Доказательство этой теоремы Евклид дает с помощью простого 
геометрического построения -tAE=EO, BE = EZ, черт. 2 1 1), от
кладывая внутренний угол B.d.0 = 11 от стороны АО внешнего 
угла ACD.  В самом деле, отсюда (наглядным обравом) непосред
ственно следует, что вн�шний угол больше, чем внутренний. 

1) В гильбертовых � Основаниях геометрии• возможность эл.и:иптиче
ской геометрии исключается посредством аксиом поряд1"а. 



298 О ТНО ШЕН ИЕ Н ЕЕВIШИДО В О Й  ГЕОМ ЕТРИИ R ДР УГИМ О БЛАСТЯМ 

Но тав: как еще не доказано, что пря мая линия не являете.я 
замкнутой, то (логически) остается открытой возможность притти 
в о к рестность точки В с другой стороны при откладывании 
отрезка EZ = ВЕ (черт . 2 1 2), вследствие чего предыдущие 
заключения отпадают. Однако это последнее построение на
столько противоречит наивному воззрению, что оно полностью 
лежат вне задач, которые поставил себе Евклид при напи
сании своих "Начал".  

Из многочис ленных попыток доказать аксиому о параллель
ных на основе других евклидовых аксиом мы приведем две осо
бенно интересные 1 ). Прокл (Proclos), написавший около 400 г. н. э. 
комментарий R "Началам" Евклида, предлагает отказаться. от 
евRлидова определения параллельных и заменить его определе
нием с помощью р авных рассто.ян:цй от данной прямой. Этот 
способ о пределения перешел в большинство учебников XVl 
и XVII столетий. Но при этом: молчаливо предполагается, �tmo 
точ'fi:и одиuа'fi:ового расстояиия от даиной прямой образуют 
опять-та'fi:и ие'Н:оторую прямую, утв ерждение, которое не может 
быть доказано без применения аксиомы о параллельных, так Rак 
оно несправедливо :в эллиптичесRой и гиперболической геомет
риях (ер. стр. 238 и 247), и которое поэтому должно было бы 
быть сформули ровано как особая аксиома. Эта аксиома рав
носильна аксиоме о параллельных, так Rак опа, также :как 
и эта последняя, исключает случаи эллиптической и гипер 
боличесRой геометрий:. 

Английский математик Валлис (WaШs, 16 1 6-1 703) доказывает 
аRсиому о параллельных, исход.я из того предположения, что 
для вся1'ого т rеугольнu'Н:а .можио построить в произвольио боль
шом масштабе подобиий ему треугольии'fi:. При это:м он придер
живается того мнения, что это предложение не является новой 
ав:сиом:ой, а может быть выведено из других ав:сиом: ЕвR
лида; но на стр . 206 :мы видели, что в обеих неев:клидовых 
геометриях не существует преобразования подобия , так что 
предположение В аллиса точно тав: же равносильно аксиоме 
о параллельных. 

Новое отношение R аRсио:ме о параллельных мы ' находим: 
у ита.тrьянсRоrо математика иезуита Сакьери (Saccneri, 1 66 7-1 733) .  
Его книга носит хараRтерное название: "Euclides, аЬ omni naevo 
vindicatus, sive conatus geometricus quo stabЩuntur prima ipsa 
universae geometriae principia" 2 ). В этой Rниге Сакьери дает сле 
дующее новое напр авление вопросу о параллельных . Если бы 
аRсиом:а о параллельных не .являлась следствием д ругих аксиом: 
евклидовой геометрии и если бы, следовательно, ее справедли- . 

1) Читателю, желающему ближе познакомиться с этими исследова
ниями, мы укажем на книгу Е n g е 1 und S t а с k е l ,  Die 'Гheorie der Pa
rallellinien von Euklid Ьis auf Gauss, Лейпциг 189 5 ;  в этой книге относя
щиеся сюда работы приведены в немецком переводе. 

1) . Евклид. освобожденный от всякого пятна, или геометрическая по
пыт1tа обосновать предположения всей геометрии". 
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вость оставалась открытой, то углы в прямоугольнике ABCD, 
Rоторый имеет прямые углы А и В и :в котором, далее, AO = BD, 
могли бы быть либо оба острыми, либа оба тупыми (черт. 2 1 3) .  
Если сделать одно из этих предположений, Rоторые Сакьер:я: 
называет гипотеза.ми острого и тупого угла, то из них :можно 
получить дальнейшие геометрические следствия. Для того чтобы 
доказать справедливость аксиомы о параллельных, в Rоторой 
Сакьери повидимому не сомюэваJIСЯ, надо показать, что каждое 
из этих двух предположений приводит к противоречию. Это 
ему удается сделать без затруднений в случае ги-
потезы тупого угла, которая соответствует эллипти- с D 
ческой геометрии {так Rак в эллиптическом: слу-
чае сумма углов треугольника больше, чем 1t) . В 
случае же гипотезы острого угла ему приходится 
весьма дол го заниматься выведением: различных 
следствий из этой гипотезы, п ричем он получает 
целый ряд предложений, которые обычно приписы-
вают Лежандру (Legendre), Н. И. Лобачевскому и Черт. 213. 
Боль.яи (J. Bolyai) . 

На том: же пути, как и Сакьери, позднее работал Ла:u:берт 
(Lambert, 1728- 1 7 7 7), причем ем:у удалось продвинуться значи
тельно дальше. Его относящаяся сюда работа "Теория парал
лельных линий" впервые появилась в печати в 1786 г., уже 
после его смерти. 

Особое значение д.ля дальнейшего развития имел геттинген
СRИЙ математик Кэстнер (Kaestner, 1 7 1 9-1 800). При его участии 
появилась еще и теперь имеющая значение диссертация его 
ученика Клюгеля 1 )  (Klfigel, 1 7 39-1 8 1 2) " Conatuum praecipuorum 
theoriam parallelarum demonstrandi recensio " 3), в Rоторой обна
ружены ошибки примерно в 30 попытках доказательства аксио 
мы о параллельных. В конце Rонцов, он приходит :к следующему 
выводу : 

" Что аксиома о параллельных выполнена, :мы узнаем: не пу
тем строгих выводов, а скорее путем опыта и приговора на
ших rлаа•. 

§ 2. Аксиоматическ�е обоснование гиперболической геометрии 

В процессе описанного в предыдущем п�tраграфе ра:звития 
теории параллельных пришли, в конце Rонцов, к предположе
нию, что аксиома о п �раллельных не может быть д оказана на 
()снове других евклидовых аксиом. Решающий шаг вперед, ко
торый был сделан в начале XIX столетия, заключается в том: 
открытии, Ч'l'О наряду с евклидовой геометрией имеется еще 
другая геометрия, именно гиперболичесRая геометрия, в Rоторой 

1) :КJiюгель издал широко изв е стный в то время математический сло
варь, которы й тогда я влялся " Э н циклопедией м атеыатических наук•.  

2)  . нритиха важнейших по пыток доказать аксиому о параллельных". 
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для каждой пр.ямой через данную точку проходят две парал
лели. В то врем.я как Сакьери и Ламберт еще пытались найти 
поотиворечие в геометриях, в основу которых полагаете.я видо
изменение аксиомы о параллельных, ныне, наоборот, стараются 
полностью построить подобные геометрии и показать , что онп 
так же лишены противоречий, как и евк.ц:идова rеометри н. 
Доказательство этого равносильно установлению -" ТОГО, что 
е вклидова ав:сиома о параллельных не .является следствием 
прочих аксиом:. Следовательно, дальнейшее развитие теории 
параллельных приводит к полному изменению ьоззрений, ко · 
торые господствовали ранее. Если отчетливо уяснить себе 
противоположность этих воззрений, то станет совершенно 
.ясным, почему открывшие неевклидову геометрию :мате 
матики остались сначала абсолютно непонятыми своими совре-
менниками. . 

Этот период неевклидовой геометрии отмечен тремя круп
нейшими им:ена:ми - именами Г а у с с а, Н. И. Л о б а ч е в  с к о г о  
и Б о л ь .а и. 

Гаусс (1 7 7 7  - 1855), им.я которого �ы: ставим во главе, 
говорит о своих исследованиях только в письмах, так как он 
по сделавшемуся классическим: выражению опасался ,,крика 
беотийце:в " .  Из гауссова наследства твердо установлено 1 ), что 
Гаусс уже в своей :молодости занимался между прочим и ак
сиомой о параллельных и после долгих колебаний и сомнений, 
но во всяком случае уже начиная с 1 8 1 7  г., составил себе 
.ясное предста11ление о гиперболической геометрии. В воспо
минании о Гауссе "Gauss Zum Gediichtгis" ,  написанном: непо
редственно после смерти Гаусса Сарториусом фон-Вельтерс
сгаузеном, были опубликоваuы: первые короткие  сведения о 
воззрениях Гаусса; но они остались сначала совершенно 
незамеченными. 

Два других исследователл - руссRий математик Н. И. Лоба
чевский ( 1 793-1856) и венгерец Иоганн Больяи (Jonann Bolyai, 
1 802-1860) подробно изложили свои исследования по неевкли
довой геометрии в нескольких работах, которые , однэ ко, сначала , 
также оставались совершенно незамеченными. Н. И. Ло бачевс1шй 
был профессором :Казанского университета и публиковал свои 
раб<Jты о теории параллельных, начина.я с 1829 г.2) .  Отец Иоганна 

1) S t а с k е 1, Gauss als Geometer; G ass'Werke, т. Х, 2, Abh. 4. 
2) Н. И. Лобачевским были опубликованы следующие работы о теории 

параллельных: 
1 .  Ряд работ па русском яз'Ьtке в 3аписках Казанского университета 

(начиная с 1829 г.) ; две из этих работ перевРдевы на немецкий я з ык: 
N. I. L о Ь а t s с h е f s k i j, Zwei geometri sche Abh a n dlungen, Лейпциг 1898-99;  
в этой книге им еете.я т аRже биография Н. И. Лобачевского. 

2.  " Geometrie imaginaire", " Crelles J ourn • ,  т. 1 7 . Одновременно по.явив
шееся русское издание пере ведено на нем е цк и й  я з ы к ,  так как о ба текста 
не вполне тождественны " N. I. Lobatschefskij s i maginare Geometrie und 
Anwendung der imaginaren Geometrie auf einige Integral e " ,  Лейпциг 190 1 .  
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Болыrи, Вольфг::�.нг Больаи (1775-1856), был другом юности 
Гаусса и позднее находился с ним в переписке. Вольфганг 
Больяи посвятил всю свою жизнь изучению параллельных ли
ний, не достигнув, однако, существенных результатов. Не
смотря на то, что он очень отговаривал своего сына :заниматьс я 
этой проблемой, молодой Больяи с пламенны м: рвением занял
ся ею и уже R 1823 г. ему удалось построить гиперболи
ческую гео.llетрию. Его исследования были: опубликованы в 
:качР-стве приложения R написанному по-латыни учебнику его 
отца1). ВсеобµJ;ее вни:мание вперв ые было привлечено R проблеме 
нееюшидовой геометрии: в 1860 г. и в следующие эа ним годы, 
когда бьrла опубликована. переписка между Гауссом и Шума
хером, астрономом из Альтоны. Там среди прочего имеется .во 
второ� томе на стр. 268 письмо от 12 июля 1831 г., в Rотором: 
Гаусс подробно излагает свои воззрения на гиперболическую 
rео:метрию и, кроме того, сообщает три следующие реаультата. 
Н гиперболической геоме трии существуют треугольники, сумма 
углов :которых произвольно мала (ер. стр. 221). В гиперболиче
ской геометрии не существует подобия фигур, но тольRо Rон
груэптность фигур (ер. стр. 206). Наконец,  он устанавливает 
выражение для длины окружности .в Гиперболич:ес:кой геоме rрии 
(ер. стр. 219 }. После издания этой переписки широRие :круги 
:математиRов познакомились с тем, что Гаусс был убежден 
в отсутствии противоречий в гиперболической геометрии. Вслед
ствие этого совершенно изменился взгляд на  неевRли:дову гео
метрию; было собрано все, что имелось в гауссовом наследстве 
uo этому поводу, и были извлечены работы Н. И. Лобачевского 
и Иоганна Боль.яи из забвения, в :которое они уже начали по
гружаться. При этом было установлено, что Rром:е Гаусса , 
'Н. И. Лобачевского и Иоганн а Больяи следует отметить еще 
двух других исследователей, и менно Швейкарта и Тауринуса 2). 
-------

3. �Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Pa.rallellinien•, Бер
:нш 1810: совсем небольшая книжка. 

4 . •  Панrеометрия" ( Pangeoшetrie) 1855, одновременно появилась на 
-русском и французском .языках. В этой раб оте Н. И. Лобачевский дае'l' 
�истем�:rпчески построенную обрА.ботку своих исследований. На немец ком 
.языке издано в" Ostwalds Кlassikern der exakten Wissenschaften•, т. 130. 

Далее, см . • Полное собрание сочинений Н. И. Лuбачевского•, Казань 
1883 и 1836. Первый том содержит работы на. русском языке, второй--на 
немецком и французском. 1) \V о l f g а n g В о l у а i, Tent!lmen juventutem studiosam in elementa 
Matheseos pur11e introducendi. (Попытка ввести изучающую молодежь 
в э.1ементы чистой математики ), с приложением: l о h а n n В о 1 у а i, 
Appendix scient!am aЬsolute veraш exhibens (11риложение, содержащее 
абсо·1ютно истинное учение о проетранстве), 18'32-1833. 

Дftлее. мы здесь укажем на двухтомныfi: труд: S t а с k е l, Wolfgang 
und Iohann llolyni: Geometrische UntersuclJungen, Лейпциг 1913; в первом 
томе имеюте.я биогрuфии обоих ма·гематn.и:ов. 2) Ср . •  Gauss We1·ke," т. Х, 2, Abh., 4, S t а с k е 1, Gauss als Geometer, 
·СТр. 31. 
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ШвейRарт был юристом и занимался геометрией в часы досуга. 
При этu:м он уже в 1816 г. пришел к независящей от аксиомы 
о параллельных "астральной (звездной ) геометрии"; само название 
должно было уRазывать на то,  что эта геометрия, быть :может, 
имеет :место в области неподвижных звезд. 3аметRа об исследо
ваниях Швейкарта была посла.на через Гердинга Гауссу, RO·· 
торый оказался весьма сведующим в этой области. r.гауринус 
(Taurinus, 1794-1874) был племянником Швейкарта и также 
занимался с 1824 г. развитием гиперболической геометрии. Его 
путь :мысли аналогичен пути мысли Сакьери и Ламберта; но 
под конец он становится на почву евклидовой геометрии и пы
тается доказать ее справедливость. Это тем более удивите.1ьно. 
что он ясно понимал отсутствие против,оречий в гиперболичесttой 
геометрии, развивая соответствующую ей тригонометрию и при
менял ее с успехом к целому ряду задач. 

Аксиоматические исследования этого периода весьма нена
глядны и крайне трудны для понимания, так что вполне можно 
гонорить о "дебрях дремучего леса исчислений Лобачевского". 
Проективное мероопределение, с которым мы познакомились 
в первой части этой книги, пролагает удобную просеку через 
этот дремучий лес, так что для понимания неевклидовой гео
метрии и, в частности, также для доказательства ее непротиво
речивости изучение трудных исследований того периода ста
новится совершенно излишним. Тем более :мы должны изумляться 
глубокому уму исследователя, Rоторый пробился R ясному 
конечному результату, не имея перед собой наглядной картины 
отношений , о Rоторых идет речь. 

§ 3. Основы теории поверхностей 

Дальнейшее разв�тие неевклидовой геометрии определяется 
появлением диференциально-геометричесRой точRи зревия. В на
стоящем парагvафе мы приведем некоторые предложения из 
теории поверхностей, необходимые для понимания этой связи. 

На вс.яRой поверхности в евклидовом пространстве выделяются 
некоторые Rривые, Rоторые называются геодеэи'Чесu;ими линия.ми. 
Они определяются тем свойством, что длина подобной Rривой 
между всяRими двумя достаточно близкими точками поверхности 
:меньше, чем: длина всех соседних Rривых поверхности, соеди
няющих эти две точRи 1). 3адача о нахождении геодезических 
линий :методами вариационного исчисления сводится :к решению 
системы весь:ма сложных диференциальных уравнений. Н случае 
плоскости геодезические линии, .как это видно из их опреде
лений, .являются прямы�и этой плос:кости. Под расстоянием, 
из.меренным по поверхности, мы ;понимаем длину дуги соо·rвет
ствующей геодезической линии. 

1) "Im Urossen• геодезические линии могут и не обладать этим свой
ством; пример - сфера и ее большие круги. - Подробнее об этом: cw., на
пример, В l а s с h k е, Differentialgeometrie, I, § 83. 
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Мы будем говорить, 'Что две поверхности изгибаемы друг иа 
друга, если можно поставить в соответствие точкам одной И3 
них точки другой таким образом, чтобы (измеренные по поверх
ности) рассто.яния между соответствующими парами точек рав
нялись между собой; следовательно, изгибание одной поверхности 
на другую является со:rрап.ялощим длuн/ы отображением первой 
п оверхности на вторую. Если м:ы вообразим небольшой кусок 
одной поверхности сделанным из вераст.яжим:ого, но идеально 
гибкого :материала, то мы сможем его пocJie надлежащего изги
бания положить без складок и разрывов на соответствующий 
кусок второй поверхности, которую мы мыслим себе абсолютно 
твердой. Если бы мы это попытались сделать в случае двух 
проызвольных поверхностей, то  первая поверхность, вообще 
говор.я, либо разорвалась бы, либо образовала складки. 

Особое значение имеют поверхности, которые могут быть 
изгибае.мы иди развертываемы на плос-кость и которые для 
:краткости называют просто развертывающимися поверхностями. 
:К их числу, в ЧhСТности, принадлежат цилиндр и конус. Вс.я:ка.я 
фигура, нарисованная на развертывающейся поверхности, м ожет 
быть посредством развертывания наложена на соответст вующую 
фигуру евклидовой плоскости; следовательно, с двумерной 

• точки зрения (т. е., если рассматривать только господствующее 
на поверхности мероопределение) обе  эти фигуры .являются 
:конгруэнтными. Поэтому на развертывающижся поверхностях 
mо'Чно rпак же, -как и иа плос-кости, имеет .место ев1'дидова 
геометрия, только теперь вместо прямых линий плоскости при
ходите.я говорить о геодезических линиях поверхности, так каR 
эти последние переходJ1т при развертывании в прямые линии 
плоскости. При всех этих исследованиях мы всегда должны 
ограничиваться достаточно малыми кусками поверхности, по
тому что "im Grossen" развертывающиеся поверхности, как, 
например, круглый цилиндр, обладают совсем д ругой связ
ностью, чем евклидова плоскость (ер. гл. IX). 

Мы получим необходимые и достаточные условия того, что 
две повfJрхности могут быть изгибаемы одна на другую, если 
рассмотрим эле.мент длины дуги (линейный элемент) nоверхно
·сти. Пусть поверхность определяете.я в прямоугольной декар
товой си'стеме координат х, у, z уравнениями: 

x=F1 (и, v), y=F2 (и, v), z=F8 (и, v), 
причем все три функции предполагаются непрерывными и по 
Rрайней мере дважды диференцируемыми. Мы выделим: на этой 
поверхнос•rи некоторую определенную кривую, если свяжем па
раметры или " координаты на поверхности" и и v каким-нибудь 
уравнением: ф (и, v)=U. В частности, мы назовем оба семейства 
R}ИВЫХ и=const. и v=const. координатными -криви.ми избран
uоzо нами представления поверхности. Если мы произведем 
преобразование : 

и' = IPi (и, v), v' =tp2 (и, v), 
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с яеобращающимся в нуль фун:rщиональныы определителем, 
'ГО МЫ получим: 

x=F1 (и', v'), Y-:-F2 (и', v'), z=F3 (и', v') . 

.Эти уравнени.я изображают ту же самую поверхность, толь:ко 
мы теперь перешли R некоторой другой системе :координат. 

Длина дуги :кривой rp (и, v)=O или и=f (v) на поверхности 
-с :концам.и в точках и1, v1 и и2, v2 дается интегралом: · 

fv�v ( dи)2 du 
= Е d +2Fd+G · dv, 

• " v v 

причем веJ1ичины Е, F, G являются следующими однознач 1 
.определенны:мв: функциями от и и v: 

Е=( дF1 )2 +( дF2 )2 +( дF8 )2 
ди ди аи ' 

F= дF1 • дF1 + дF2 � дF2 + дF3 • дFз 
сJи дv ди дv ди дv ' 

G=(�) 2 +(дF2 )2
+ (�) 2 

дv дv дv 
. 

.Выр ажение ds называете.я соответствующим данной поверх
нос ти линеiim/Ы.М элементом,· он изображается квадратним 11:орие.м из функции второй степени от диференциа.лов 11:оординат. 
Линейнь;й элемент .является однозначно определенным, коль 
с:коро задано определенное представление поверхности. Сущест
венным .является то обстоятельство, что -квадратичная форма 
ds2=Edu2+iFdи·dv+Gdv2 всегда бывает положительно определенной (ер. стр. So), потому что она по само�у своему опреде-

.лению :может быть преuбразована :к чистой сумме :квадратов 
dв"=dx"+dy2+dz2• 

Теперь мы можем сформулировать условие наложимости: двух 
п о верхностей следующим образом: Две поверхности с дипейпи.ми аде.ментами: ' 
ds'= Е dи2 + 2F du dv + G dv2 и ds'2 = Е' du'2 + 2F' du' dv' + G' dv'2, 

тогда и толь-ко тогда изгибае.м:ы одна в другую, -когда существуют та-кие две фующии: и'=!fi1(и, v), v'=qi2('u. v), с по.мощью r;;ото
рих второе диференциальное в'Ььражение преобразуется в первое: 
ds2=ds'2• 

Ддя наших дальнейших рассузэщений особенное значение 
.будет иметь понятие "кривизна". Если 111ы проведем через три 
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точки какой-нибудь плоской кривой окружность и затем: заста
вим эти три точки неограниченно сближаться, то построенный 
круг будет приближаться к некоторому определенному пре
дельному положению, к так называемому кругу ?>ривизии; его 
радиус называется радиусом 'Кривиани, а обратная величина 
радиуса кривизны называется 'Кривизной кривой в рассматри
ваемо ii точке. 

Если мы проведем через какую-нибудь не особую точку по
верхности нормаль к нашей поверхности, то всякая плоскость, 
проходящая через эту нормаль, будет перес екать поверхность 
по некоторой плоской Rривой, которую называют нор.ма.льним 
се'Чение.м. Возьмем теперь на поверхности Rакую-нибудь опре
деленную точRу Р и рассмотрим все проходящее через нее 

Черт. 214. Черт. 215. 

нормальные сечения. Может случиться, что кривизны всех этих 
нормальных сечений в точке Р будут одинаRовыми, 1шк это, 
например, имеет место для всех точек шаровой поверхности; 
подобную точку мы будем назыв ать mо'Ч-кой о?>руг.леиия поверх
ности. В противоположном случае существуют два выделяю·· 
щихся взаимно перпендикулярных нормальных сечения, Rри
визны которых в точке Р имеют маRсимальное и минимальное 
значения. Соответствующие радиусы кривизны R1 и R2 наэы
ва.ются мавними радиусами кривиани, а их обратные величины 
1 1 д и R- г.лавними 'Кривизнами поверхности в рассматриваемой 

1 J 
точRс. R'ривианоu же 1�оверхности в рассматриваемой mо'Ч'Кf! 
называется произведение обеих главных кривизн: 

1 
К=----. R1·R2 

Цен тры обоих главных Rругов кривизны для рассматривае
мой точки могут лежать как н а  одной и той же полувормали 
(черт. 214), так и на различных полунор:м:алях 1) (черт. 215 J. 

1) На 'lерт. 214 и 215 главные нормальные сечения изображеньi лежа
щими в вертикальной и горизонтальной плоскостях. На черт. 215 главный 
радиус кривизны, соответствующий: вертикально:му нормальному сечению, 
идет направо, а соответствующий: горизонтальному н<>рмальному сече
нию, - налево. 

:к.1ейн-1н-20 
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Если мы припишем расстоянию точеR одной полунормали от 
точRи Р положительный знак, а расстоянию точек другой по
лувормали от точки Р -отрицательный знаR, то в первuм случае 
Rривизна будет положительной, а во втором - отрицательной. 
Пvэто.му подобные куски поверхности различают 'Х:ак полож1 -
телыю искривленные и отрицательно ис1'ривленные; вместо 
этих термино в употребляют также термины: эдлитnи"tес1'а.я 
и гиперболи"tес'Х:ая 10ривизна. KycoR поверхности с положитель
ной кривизной может быть таким обрааом приложен R плоскости, 
что эта плоскость будет касаться по верхн ости ; 'напроти.tJ, в слу
чае кусRа поверхности отрицательной криви:iНЫ .это невозможно, 
так как в этом случае Rасательная плоскость имеет с поверх
ностью действительное пересечение.  

Переходным случаем между точками поверхности, в которых 
кривизна положител ьна или отрицатt>льна, являются точки, 
в которых один из главных радиусов кривизны обращаете$! 
в бесконечность; в этих точках аовt>рхность имеет нулевую 
кривизну и на:�ывается в них параболи"tески ис1'ривденной. Про
стейшие примеры этого дают плоскости, цилиндры и конусы, 
которые параболичесхи искривлены во всех регулярных точках 
поверхности. 

Если мы будем изображать поверхности уравнениями, при
веденными на стр. 303, и будем пользоваться обозначениями 
Е, F, G, указанными на стр. 304, то мы получим следующее 
.аналwmи'Чесr;;ое выражение для 1'ривизни1): 

1 
К= 4(EU-F�y� ·{E(E.G.-2FuGv+G�)+ 

+ G(EuG"-2F�Eu+E;)+ 

+ F(E" G. -Е0 Gи+4F"F11-2F" G"- 2F. т�.) t 

Следовательно, им:еет место важная теорема (так называемая 
"theorema egregium" теории поверхностей), что кривизна К за
висит только от величин Е, F, G и их производных. Если" 
далее, две поверхности :могут быть отображены друг на друга 
с сохранением метрики, то по стр. 304 величины Е, F, G дл.я 
обеих ;этих поверхностей должны тождественно совпадать при 
надлежащем выборе с,истемы координатных кривых; но тогда
и кр ивизны этих поверхностей должны тождественна- совпадать 
в соотве rствующих точках, так как кривизны зави сят только 
от величин Е, F, G. Та'Ким образом равенство кривизн в соот-
813mствующих тоц,ках являете.я необх·оди.мы.м (но, вообще говор.я,, 
недостаточ,'Н/Ы.М) условием для изгибае.м:Jсти одной псверхности 

1) "Gauss W erke", т. IV, Disquisitiones generales circa superficies curvas, 
s. 236. 
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на другую. Иэ это й  теоремы, в частности, получается, что fJce 
поверхности, могущие бить развернутыми на плос'Х:ость, �еют -кривизну, всюд.11 равную нулю 1). 

Исторически теория хривых поверхностей начинаете.я с Эй
.ч:ера (Euler, 1707-1783) и Монжа (Monge, 1746-1818) 2). В своей 
работе "Application de l'analyse а la geometrie" ("Применение 
анализа к геоиетрии" ), впервые появиншейся в 1807 г. , Монж 
исс.педует прежде всего вопрос о раэвертываемости поверхности 
на ш10скость. Дальнейшие теоремы этого параграфа восходят 
к Гауссу, знаменитая работа Rоторого "DisquisitiJnes generales 
circa supe1·ficies curvas" :i} по.явилась в 1828 г. в шестом томе 
"Gottinger Abhandlungen". 

§ 4. Связь плоской неевклидовой геометрии с теорией 
поверхностей 

Те поверхности, хоторые во  всех своих точках имеют одну 
и ту же кривизну, называются поверхностями постоянной 'КривизН/Ы. Так Rак онк находятся в Т6СНОЙ св.язи с неевклидовой 
геометри ей, то нам нужно познакомиться с ними ближе. Эти 
поверхности определяются сложными диференциальными урав
нениями, решения которых до сих пор удалось найти только 
для простейших специальных случаев 4). TaR, например, могут 
быть найдены все поверхности ну.левой 1'ривизны; мы получаем 
эдесь четыре типа: плоскости, цилиндры, конусы и те поверх
ности, которые могут быть получены движением: касательной 
к данной пространственной к�ивой. Далее Миндинг (Minding) 
определил все поверхности вращения постоянной кривизны s ). 
Из гауссова наследства мы знаем:, что уже в 1827 г. Гаусс на
шел эти поверхности; но он ничего о них не опубликовал, по
добно тому каи: ничего не опублиховал и о неевклидовой 
геометрии 6). Сейчас мы вкратце прореферируем: результаты 
Миндинга. 

Если мы воаьмем в качестве оси вращения ось Z и обозна
чим расстояние точки поверхности от этой оси через r, то 

1J В этом случае (как и вообще всегда в случае поверхностей по
стоянной кривизны, ер. стр. 310) совпадение кривизн .является тахже и 
;:�:r)статuчным условием для развертываемости рассматриваемых поверхно
стей. Значит, все поверхности, имеющие во всех точках нулевую кри-
визну, могут быть развернуты на плоскость. 

· 
2) Ср. замечания о школе Монжа на. стр. 20. 3) Общие исследования о кривых поверхностях. Вновь переиздано 

в "Gauss Werke" т. IV, стр. 217. Ср., далее, "Gauss Werke",т. Х, 2, Abh.4; 
S t а с k е 1, Gauss als Geometer, стр. 103 и ел. 

'i Литература о поверхностях постоянной кривизныуказана в .Enzyk· 
lopadie d. Math. Wiss. ", т. III, 8, 1; v. L i 1 i е n t h а 1, Besondere Flachen, 
стр. 3:�3-3Н. 0) М i n d i n g (профессор в Дерпте)," Crelles Journ. ", т. 19 и 20,1839-1840. 

6) Ср. "Gauss Werke•, т. Х, 2, АЫ1. 4; S t а с k е 1, Oauss als Geometer, 
стр. 109. 
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:кривая, .являющаяся меридианом: некоторой  поверхности чоото-
1 .янной положительной :кривизны 2 , должна иметь уравнение: . а . JVat (1-u2) + r2-z= 2ь2 2 dr, а �r 

причем Ь обозначает произвольную постоянную. В зависимости 
от выбора произвольной постоянной Ь получаются три различ
ных формы меридианных Rривых, изображенные на черт. 216. 
В первом: случае соответствующая поверхность состоит из сле
дующих друг за другом веретенообразных частей, в последнем: -

6'=1 Ь'>. 
qерт. 216. 

из расположенных друг под другом подушек, соединяющихся по 
ребрам: возврата 1). Во втором промежуточном. случае соответ
ствующая поверхность состоит из цепи· следующих друг за 
другом ш аровых поверхностей 2). 

1) Надо отметить, что части поверхности "Образуют между собой угол 
при каждом ребре возврата. 1) Ь2 должно быть всегда положительным, так как в противном слу
чае для всех значений r подкоренное количество был о бы отрицательным 
(а1 положительно). Для Ь2=1 получается элементарный интеграл. На 
черт. 216 а2=1, а Ь2=0,64, Ь2=1, И Ь2=1,44; единичный отрезок равняется 
радиусу круr:а. 
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Аналогичное положение вещей :мы: имеем и в случае поверх-
й й u 1 ноете вращения посrоянно отрицательнои кривизны - а2 • 

Эти поверхности: (при тех же предположениях, как и выше) 
удовлетворяют уравнению: · 

- j-. f а2 (1 - Ь:4) - r"' Z- V а2Ь2 + r2 dr. 

Опять-таRи в зависимости от выбора Ь получаются три различ
ных формы (черт. 217). Первая форма состоит из ряда отдель-

" � 

Ь'=О Ь'<о 
Черт 217. 

ных частей, примыкающих друг к другу в Rонической точке, 
каждая ив этих: частей, кроме того, имее'l' посредине ребро 
возврата. Последняя форма состоит из  ряда поставленных друг 
на друга �.9лец, причем каждые два следующие друг за другом 
кольца см�::каются между собой вдоль ребра возврата. Вrорая 
форма .являете.я промежуточной :между двумя уже рассмотрен
ными; она имеет только одно ребро возврата, от которого обе ее  
часrи простираются в ,бесконечность, причем они асимптотически 
приближаются к оси вращения. Эта последняя поверхность ,  мери
дианной кривой которой является хорошо известная т рактриса, 
называется также псевдосферой. Мы будем называть эти три 
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типа (черт. 217) 1юпичесюим, апериодичес1'им и 1'одщеобраапим 
типамиt). 

Далее, Миндинг доRазал в своих работах, цитированных на 
стр. 307, что все пмерхиости одиой и той же посто.я.ппой кри
виаuи могут бить путем иэгибани.я. паложени друг иа друга; 
следовательно, здесь одинаRо вость криви�ны является не только 
необходимым-, но и достаточным условием: изгибаемости (ер. 
сноску 1 на стр. 307). Так, в частности, все поверхности посто-
янной положительной Rривизны К= -;. :могут быть наложены 

а 
на сферу радиуса а. Отсюда следует, что иа всех поверхностлх 
посто.я.ииой 'КрU6UЗН/М (в достато'Ч'НО малом 'Куске поаерхностщ 
имеет .место аллиптичес1'аЯ геометрия, подобпо тому, 1'а11: это 
происходит на сфере; при этом большим кругам сферы соответ
ствуют геодезические линии поверхности. Это утверждение надо 
понимать в таком же смысле, каR и аналогичное утверждение 
о наличии ев�лидовой геометрии на развертывающихся поверх
ностях (стр:- 303). 

ЕслИ мы аналогичным образом будем изучать геометрию на 
поверхностях постолнной отрицательной Rривизны, то нам прежде 
всего придется рассматривать треугольниRи, образованные из 
геодезичесRих линий. Из результатов Миндинга следует, что 
формулы, устанавливающие св.язь :между угла:м:и и сторонами 
в подобном треугольниRе, могут быть получены просто путем 
замены в формулах сферической геометрии радиуса r величиной 
ir ( если кривизна нашей поверхности К= - :2} Отсюда по 

стр. 217 непосредственно получается, что иа поверхностях по
сто.яиной отрицательной 'Кривизны имеет .место гипербоди'Че
С'Кая геометрия. Миндинг опублиRовал это предложение в 1839 г. 
в 19-:м томе "журнала Крелля"; в том же сам:о:м: журнале 
Н. И. Лобачевский в 1837 г. в 17-м томе опубликовал соответ
ствующие замечания в своей "Geometrie imaginaire"; но на 
связь между этими двум.я результатами впервые было у:казано 

1) 3десь Ь2 ДОЛЖВО быть меньше едИНИЦЫ (а2 ОП.ЯТЬ ПОJIОЖИТеЛЬНО) . 
Дл.я Ь1=0 мы получаем элементарный интеграл: 

z=/ -Y� dr=a(lntg � +cosqi), 

причем мы положили r=a �in qi; постоянная интеграци и  определена так, 
что при r=a, z=O. На черт. 217 а2=1, а Ь2=0,25, соответственно Ь2=0 .и 
Ь2=0,25; единичный отрезов: равн.яе·rс.я расстоянию вершин трактрисы от ·линии симметрии. Далее, мы отметим замечательную св.язь между по
верхностями вращения постоянной положительной и отрицательной кри
визн +а и - а, установленную Бельтрами в 1�64 г. Рассмотрим семей
ство пс2ерхностей, получающееся путем всевозможных трttнсл.яций вдоль 
оси враще1ш.я некоторой опр еделен ной поверхности вращения с неравной 
нулю кривизной п. Тогда всякая поверхность вращения, ортогuна;rьно 
пересекhюща.:r Есе отдельные поверхности полученного семейства, и меет 
постоянную кривизну - а. Из сферы таким образом г.:олучается псевдо
сфера. 
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только в 1868 г. итальянским :мате:матико:м Бельтрами Шeltram1) 1;. 
Впроч ем эта связь была известна уже Риману, который в своей 
диссертационной лекции 1854 г. (ер. стр. 314) исходил из этой: 
<Jвязи; но эти римановы исследования были опубликованы только 
после его смерти одновременно с работой Бельтрами. 

Чтобы наглядно рассмотреть связь :между гщтерболической 
геометрией и поверхностями постоянной отрицате.льной кри
визны, мы будем отображать р ассматриваемые поверхности 
с сохранением метрики на гиперболическую плоскость; при 
этом рааумеется измерения на поверхностях производятся в смысле 
пространственной евклидовой геометрии. Начнем с изучения 
конического типа и рассмотрим: ту часть этой поверхности, 

'которая простир�ется от ребра возврата до коничеСJеой точки 
(черт. 218, слева). Этот кусок поверхности мы разрежем вдоль 
какой-нибудь :меридиональной кривой для того, чтобы устранить 
ту особенную связность, которая присуща нашей поверхности 
в Rачестве поверхности вращения, и вообразим себе таRим об
разом полученный Rусок наложенным на гиперболическую 
плоскость. Тогда широтные круги (параллели) нашей поверх
ности будут изображаться дугами концентрических кругов 1-ro 
рода на гиперболической плоскости, так как все их точки равно 
У,Z!Ji.Лены от некоторой дос�ижи:мой: точки, именно от конической 
точки поверхности. Меридианы .же перейдут (в качеств е  орто
гональных траекторий к широтным: кругам:) в прямолинейные 
лучи, выходящие из центра кругов на гиперболической пло
скости; в самом: деле, все :меридианы встречаются в Rонической 
точке поверхности. Вследствие этого мы получаем на гипербо-. 
лической плосRости образ рассматривае:мо1'0 Rуска поверхно
сти, соответствующий образу конуса на евRлидовой плоскости 
(черт. 218, справа). После того как :мы перенесли систему ши
ротных Rругов и меридианов, уже нетрудно произвольную 
фигуру поверхности отобразить на соответствующую фигуру 
гиперболической плоскости, и наоборот. Кналогичным: образом: 
:мы поступаем при отображении 11;периодического и кольцеоб
р азн()го типа на гиперболичесRую плоскость, вообра�ив себе 
lЮЯRИЙ раз 11зображенные на черт.  219 и 220, слева, куски по
верхности разрезанными вдоль одного из меридианов.  При этом 
сами :меридианы отображаются в прямые линии гиперболичесRой 
плоскости, таR как они яв.nяются геодезическими линш1ми рас
<Jматр иваемой поверхности. Широтные же Rруги отображаются 
в систему концентрических кругов, описанных в первuм случае 
из некоторой бесконечно удаJ1енной точки, t! во втор·ом слу
чае - из некоторой идеальной точки гиперболической плоскости 

1 

1) .Saggio di Interpretazione delle Geometria non-euclidea• (Попытка 
интерпретации неевклидовой геометрии) . Giornale di Matematiche", т. 6, 
1868. Вновь переиздано в .Opere Mat. di Beltrami•, Милан 1902, т. 1, стр. 374. 
Характерно, что Бельтрами в начале своей работы защищает занятия 
неевклидовой геометрии и ссылается при этом на .всепревышающий авто
ритет" Гаусса (намек на переписку Гаусса с Шумахером, ер. стр. 301). 
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Черт. 218. 

Черт. 219. 

Черт. 22� 

Черт. 221. 

-- - - """ 
f--J---1-.LI� - �� �\\����� 

Черт. 222. 

--::..-=-- -- .-; 
"""· 
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(черт. 219 и 220, еправа). Следовательно, три типа поверхностей 
вращения постоянной отрицательной кривианы соответствую·r 
как раз тем трем типам .Rругов, которые воаможны в гипербо
лической геомегnии. 

Совершенно так же, как и в случае развертывания круглого 
:конуса на евк.пидову плоскость, мы можем: и здесь все далее 
и далее  продолжать развертывать данный :кусок поверхности 
на гиперболичесr�ую плосRость. При этом: в случае :конического 
типа уже после Rонечноrо числа развертываний возникнет 
вторичное покрытие лежащего в гиперболической плоскости · 
раtсматриваемого нами куска этой плоскости. В случае апери
одического шш кольцеобразного типа мы должны, напротив, бес
численное мпожество раз развертывать поверхность вращения, 
прежде чем будет покрыт весь соответствующий кусок гипербо
лической плоскости (черт. 221 и 222); о многократном покрытии 
этого последнего здесь не может быть и речи. ПосJ1едний род. развертывания может быть сравниваем: с качением: Rруглого 
цилиндра по евклидовой плоскости. 

Из приведенного выше отображения видно, что всю гипер
болическую геометрию в целом невозможно воспроизвести на по
верхности вращения постоянной отрицательной Rривизны; это 
происходит потому, что обязательно имеющиеся ребра возврата 
став.ят неопреодолимую преграду. Можно было бы думать, Ч'J.'О 
существуют другие поверхности постоянной отрицательной крр
вианы, на которых было бы возможно изображение всей гипел
болической геометрии в целом. Но возможность этого быяа 
исключена в 1901 г. Гильбертом в его работе "О поверхностях 
постоянной гауссовой :кривизны 1 ), в которой он показал, что · 
всякая поверхность постоянной отрицательной кривизны должна 
иметь в евклидовом пространстве ребро возврата или какие-ни
будь другие особенности. В.месте с тем изображение гипербо.11и
'Ческ:ой геометрии на поверхностях постоянной отрицателыюй 
кривизны .является зншчите.11ьно .менее по.лни.м, 'Че.м прое'Кmивное 
изобраоюение, из которого мы исходим в нашем: изложении. 

В заRлючевие мы обратим внимание еще на следующее 
обстоятельство. Во всех трех: цлоских геометриях возможны оо� 
движений (ер. стр. 207). В соответствии с этим кусочек жести, 
в точности прилегающий R некоторой определенной поверхности 
постоянной кривизны, щшускает 00 3  движений по поверх
ности, не переставая все время полностью прилегать R рассмат
риваеыо.й поверхности. При этом. ваш кусочек жести, вообще 
говор.я, не будет уже ос·rаваться твердым телом, а будет изве
стным образоы изгибаться, однако, не иаменяя своих внутренних 
\Iетричсских свойств. Поверхности постоянной 1'ривизны лв.л.я
ютс.я единственнъ�.ми поверхностями, на 1'omopux .можно про
изводить указанни.м образом 003 движений. 

1) "Transactions of tl1e American Math. Soc.", т. 2, 1901. Вновь пере
издано в Н i l Ь е i· t, Grпndlagen der Geometr.6 в качестве приложения У 
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. Расширение диференциально-ге ометрической точки зрения, 
произведен ное Риманом 

Связь между геометрией на поверхности постоянной отри
цательной Rривизны и гиперболичесRой геометрией, установлен
ная в 1868 г. Бельтра:ми (ер. стр. 310), тесно связана с значи
тельно далее идущим:и мыслями, Rоторые были развиты уже 
в 1854 г. Риманом в его знаменитой диссерrационной лекции 
"О гипотезах, лежащих в основ11.нии геометрии". Эта работа, 
имеющая исключительное значение для современного развития 
математики, не предназначалась Риманом для опубли1tования 
и потому была напечатана впервые лишь после его смерти в 
1868 г. 1) . Из всех присутствовавших на диссертационной ле1щии 
Римана, вероятно, Гаусс был единственным, Rто вполне понял 
значение изложенных в ней новых мыслей. Говорят, что хот.я 
он и не высказался по поводу этой лекци:и, но в глубоRом раз
µумьи отправился домой. 

Риман кладет в основу своих исследов аний п переменных 
х1, х2, • • •  , х", из Rоторых каждая :может принимать все действи
тельные значения. Совокупность этих систем значений Риман 
называет '!!:!:1-tог!!_обрааи_!!М п измерений; систему фиксированных 
значений х., х2,· · · , х" он рассматривает как точку в этом мно
гообразии. При этом Риман намеренно избегает слова "простран
ство", потому что позднее он рассматривает данное нам наг.1ядно 
пространство как специальный случай трехмерного многообразия. 

Далее, пусть в рассматриваt-мом нами многообразии задан 
.линейный элемент посредством формулы: 

as2= sa"�dx"dxл, а"л,=алх, 
причем а..л могут быть произвольными функциями переменных 
xi, для которых (в соответствии со стр. 304) квадратичная форма 
должна являться положительно определенной. Посре дство:м ли
нейного элемента метрическ;ие отношения в соответствующtJм 
многообразии устанавливаются следующим образом. Если дана 
Rакая-ни:будь Rривал xi = fi(u) (i= 1, 2, . . . ,1i), то длина ее дуги, 
заключенной: между двумя точками u1 и и2, определяется RaR 
-выражение: 

и и. 

L= J V�а"л dx"dxл = rv � а." fJ�du, 
U1 Ut 

которое, после подстановки приведенных выше функций в а",_, 
превращается в интеграл от однозначно определенной функции 
переменной и. Геодезические линии рассматриваемого :многообра
зия определ.яются посредством: того требования, что для геоде-

1) Издано Дедев:индом в тринадцатом томе Gottinger Abh.; вновь пе
реиздано в иRimmanns Werke•, стр. 272; недавно переиздано вновь Вейдем 
2-е изд., Берлин 1921. 
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зической линии L имее'f меньшее значение, чем для любой 
другой кривой, соединяющей те же точRи и1 и и2• Следовательно, 

и, 

они определяются вариационным: условием а J V �а-.). dx" dx). = О, 
и, 

из :которого с помощью :методов вариационного исчисления по
лучаются соответствующие диференциальные уравнения системы 
геодезических линий. Из каждой точки рассматриваемого много
образия выходит (п-1)-мерна.я связка подобных геодезических 
линий, которые соответствуют прямым: лини.ям п-мерной евкли
довой геометрии. 

Для пояснения изложенного мы вычислим лииейний элемент 
в иеев�лидових геометриях. Для этого мы будем: исходить из 
прямоугольной декартовой системы :координат Х=х1: х3, у=х2: х3• 
В :качестве фундаментельного о�раза в случае эллиптической 
геометрии м ы  возьмем :коническое сечение xi +х� -1--4с�х� =о. По
стоянную расстояния, стоящую перед логйрифм:о:м двойного 
отношения при проективном: :мероопределении, мы принимаем 
равной с • .  Если мы в приведенную на стр. 189 арксинус-фор
мулу для расстояния между двум.я точками у1 : у2: у3 и z1 : z2 : z3 
введем аффинные координаты у1:у3=х, у!:у1=У и z1 :z8 =X� 
z2 :z3= y, то эта формула примет следующий вид: 

_ /" 2 2 
Е 2 

. У 4Св (х-х)2 + 4с6(у-у)2 + (xy-y.r,)2 
= с arcsш -- ----. • у х2 + у2 + 4с� У х2 + у� + 4с: 

_ Если мы возьмем обе точки близкими друг к другу и положим 
x=x+dx, y=y+dy, то получим следующее выражение для 
линейного э"1е:мента: 

ds1=2с. arcsin -.! 4c;dx2 � 4c�d�2-!- (x
_
dy �-'!' dx)2 

-.! х2 + у2 + 4с� J' (х + dx)2 + (у + dy)2 + 4с; 
Во втором из корней, стоящих в знаменателе, :мы :можем пренеб
речь диференциалами по сравнению с конечным выражением 
х2+у2 + 4с;. Далее мы можем, так каR дело идет о произвольно 
малых величинах, заменить синус его аргументом. BcJieД<Yl'BИe 
этого мы получим для линейного элемента эллиптической гео
метрии выражение: 

d У 4c:dx2+4c�dy2 + (х dy-y d.t)2 
81 = 2с, 2+ 2+4 z = 

= 

:Х у Се 
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Если мы всюду заменим величину с. величиной - iсь, то мы 
получим соответствующую формулу гиперболической геометрии. 
Следовательно, линейный элемент гиперболичес:кой геометрии 
и:меt>т следующий вид: 

lld ' + d 2 (.г dу - ц dх)2 
х у - , 

d 4ch s. = ------------" х2 + у :А  1 - - ·-
4с� 

Если мы будем неограниченно увеличивать �. или сь , то мы в 
обоих случаях получим евклидов линейный элемент : 

d�2= У dx2+dy�. 
Полученный результат :мы :м:оже:м также сформулировать сле

дующи м образом: ес.rеи .ми будем рассматривать х, у 'Х:а'Х: прл
.моугольние де'Х:артови 'Х:Оор динати ев'Х:лидовой плос'Кости и буде.м 
опреде.л.ять длины 'Кривых с по.мощью 'Каждой иа трех выше
приведенных фор.мул для линейного эле.мента, то .мы во всех 
трех случаях получим в 'Х:Шчестве геодеаи'Ческих линий определе·н
ного наши.ми фор.мула.ми риманова многообр азия систему прямых, 
и все. метри'Чес'Х:uе соотношР.ния тогда совпадут соответственно 
с эллиnти'ЧеС'Х:оij,, гиперболи'Чес'Х:ой и ев'Х:,//;идоtюй геометрией. 

В теории поверхностей для наших рассуждений особое зна· 
чение и мело понятие :кривизны, так :как эта последняя остается 
инвариантной: при произвольном изгибании поверхности. Для 
того чтобы перене е1ти это понятие на случай п-:кратного много
образия, Риман прежде всего определяет систему геодези.чески х 
линий, соответствующих данному многообразию (ер. стр . 3 1 4 - 3 1 5 );  
затем он рассматривает некоторую определенную точку Р много 
образия и две произвольные проходящие через нее геодезичес 
кие линии, положительные направления которых в этой точк е  
:могут быть о пределены с помо щью диференциалов dx/ и dx;" 
(i= l, 2, . . . , n); соответствующий пучок геодезических линий, 
исходные направления которых в точке Р даются посредством 
dxi = Л'dx/ f- 1.."dJ.:/, образуют тогда некоторое двумерно е  многооб
разие, и м еюще е в рассматриваемой точке некотор ую определенную 
кривиану. Далее,  Риман объединя ет вместе кривизны всех: 
подобных проходящих череа точку Р цучков геодезических линий 
в весьма сложное аналитическое выражение, которое называет 
'Кривизной п-.мерного многообразия в расс.матривq,е.мой mо'Ч'Х:е 1). 

Понятие пове рхностей постоянной кривизны Ркман следующим 
образом распространяет на случай п-мерного многообразия. При 
определении р имановой кривизны, во -первых, играет роль выбор 

1) В современном тензорном анал и зе римановых многообразий это 
выражение называется тенаоро.н tеривизп-ы. Между прочим, ер. стр. 214 . 
ГД{J указано на те недоразумения, которые возними, особенно в философской литературе, из-за выражения . кривизна•. 
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точки Р, а,  во-вторых, выбо р двумерного м ногообразия :\еодеаи
ческих ли ний, проходящих через точку Р. Риман называет 
многообразиями постоянной кривизны те п-мерные :м:ногообра:шя , 
у которых кривизна этого двумерного :многообразия остается 
неизменной, если, во- первых, прои звольным об разом: вращать 
пучок геодезических лини:й вокруг точки Р и, во-вторых,  если 
произвольно перемещать точку Р по р ассматриваемому м ного
образию. Это понятие п-.мерного .многооорааия постоянной 'Кри
визны

' является особенно важным р е.зу.ттьтатом рассматри вае м ой 
работы Римана. Р и ман приводит без  доказател ьст ва выражение 
для линейного , элемента подобного многообразия, с :которым мы 
познакомимся на стр. 3 3 3 .  

В дальнейше м ходе своей р аботы Риман показывает, что 
r.усо'К п-.мерного .м ногообразия посто.янной -кrивизни допус-кает 
ровно сто.л,ь'Ко же движений -ка1' и п-.мерная г�; nерплос1'ость; , 
в обоих случаях число пара.метров, от  :которых зависят движения , 
равняете.я п (п

2
+ l )  (ер. стр. 206). Напротив, п-мерные многооб

разия непостоянной криви зны либо совсем н е  допускают л виже
вий, либо допускают их в меньшем: чи сле (ер. стр. 3 1 3) .  Исхпдн 
из этой новой точки зрения , Риман nерехuдит к Т1 Jму, чтобы 
привлечь. :к рассмотрению и обычное пространство. Так к аR наше 
пространство допускает шести п ара м е'I'рич еску ю гру ппу движе
ний, посредством которых, во-первых, вс �: :ка я точка :может быть 
переведена во всякую другую тuчку и, во -вторых, вс.яки й  пу чок 
геодезических линий ·- во всs1 ки й  другой та кой п учок, то Ри.маи 
ус.матривае т в оомчно.м пространстве трех.мерное .многообrазие 
постоянной -кривudны. Далее, пе ред Римано м  в озникае r вопрос, 
:какое именно значение имеет эта п остоянная кр и визн а. Вели она 
равняете.я нулю, то получи етея обычна.я е нюш дова геометрия;  
если она отрицательна, то мы получаем гипе рболическJ- ю гео
метрию Гаусса, Н. И. Лобачевского и Боль я и. О случае .же 
положительной кривизны до Римана еще не  думали , или скорее  
эту возможность с самого начала отбрасыва,'ш, т а :к  к а :к  nро
с'Гранство (как это казалось само собой разумеющи:мся)  рас
сматривалось бесконечно простирающимся. Риман указывает на 
то, что хот.я пространство и неограничен н о ,  но и з его не01 ·рани
ченности отнюдь не  следует е го бесконечность .  Бл агоµарл этому 
о н  получает возможность нарлflу со случаем о тр иц ательной 
и нулевой кривизн расс.матривать т акже и слу'Чай 1юложu те.1tь
ной кривизны и m а'Кu.м ооразо.м 'На р.яду с евк.ли f!овоiJ, и гипер6о 
ли'Чес'Кой гео.метрu.ями пост авить еще эллипm и'Чесt>у10 геометрию. Дvмм ли при этом Ри м ан о сфе р иче скuй и л и  уже о сам <:lй эл
ли птической пространственной фор:ме (ер. стр. 170 и ел. гл. IX), 
из текста его р аботы u у веренностью сказать н ельзя . 

Вполне пон ятно ,  что г и м анова диссертационн ая Ji екция тотчас 
по ее опу бликовании  вы:шала всеобщее вн и м а н и е  математиков 
и что весьма  б 1 ,  етро п о.яви .1 оrь бо .пьшое чисJю работ, Iiосв.ящен
.ных разбирае:мым  в ней в о н р о с а м .  :М ы  здесь оt обе нно укажем 

' 
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на р аботы, :которые посвящены в о просу о то:м, nо'Че.му .1tинейниu 
ал е.мепт ds до.лжеп быть квадратным корнем иа по.1tожительпо
опреде.ленной квадраmи'Чноu фо т  .ми. В са:мом деле, :можно б;ь.tло 
бы попытаться соверш енно таки м  же образом исх одить, на п ри- , 
:мер, и:з :корня четвер:rой степени и з  какого-нибудь выражения 
че твертой степени или даже из еще более сложной фушщии. 
Этим важным в о просом: вперв ы е  с успехом занимался выд ающи й 
ся :как в области физи:ки, так и в облас1 и физиологии исследо
ватель Гельмгольц (Нelmholtz) 1 ) .  TaR :каR Гельмгольц н е был про
фессиональным: математиком, то понятно, что его исследования 
не были вполне :корректны с математической стороны, на ч1·0 
сильно н�падал в особенности Ли (Li e) 2 ). 3н ач ение работ Гельм
гольца заключается прежде всего в том:, что они были про
читаны гораздо бо.аее широ:ким: Rругом публиRи, чем какая
либо друга.я робота того времени о в еев:клидовой геометрии. 
Так, вскор е после этого развернувшаяся в Rругу нематемати:кuв 
(например , в философсRом кругу) поп_у лярная дисRуссия о неев
клидовой геометрии основhвал ась почти исRлючительно на рабо
тах Гельмгольца. В новейшее врем.я гельмгольце в а  проблема 
вновь начинает разрабатываться различными исследователями 
о новых точе:к зрения 3). 

§ 6. Конформные отображения неевкпидовой плоскости 
Если две поверхности можно отобразить одну на дру гую с 

сохранепие.м д.1tип, то лине йный элемент ds одной поверхности 
в :каждой ее точке равняется линейному элементу ds' в соответ
ствующей точке другой поверхности. Особое значение имеет 
зате м  так называемое конформное ил,и сохраняющее уг.ли ото
оражепие, при Rотором еоответствующие друг другу кривыа 
всегда пересекаются под оди н·аRовыми углами. Две поверхности 
только тогда могут быть :конформно отображены друг на друга. 
Rогда в соответствующих точках обеих поверхностей ds= M · ds', 
причем М .являете.я :какой-нибудь функцией точки; это условие 
одновременно .является и необ.ходимым и достаточным:. 

1) ;O ber die tatsaehlichen Grundlagen der Geometrie", лекция, прочи
танная  в 1868 г • .. на съе зде немецких естествоиспытателей и врачей 
в Гейдельберге; • Uber die Tatsachen die der Geometrie z ugrunde liegen • ,  
Gбtti nger N achrichten, No 9,  1868. Обе работы переизданы в "Wiss. A bh. 
von Helmholtz", ·r. П, стр. 61U, соответственно стр. 6 1�. Лей пциг 18ь3. 
В . свя з и  с этим мы укажем на третью и нтересную работу Гел ьмгольца 
"Uber den Ursprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome" ,  тетрадь 
3 попум1рво-научных лекций Гел ь ldгольца, стр. 2 1, Б р а уншв е йг 1 876. 

2) Ср. ,  например, L i е, Theor i e der Transformationsgruppen , т. III, 
стр. 437, Лей п циг 1893. Далее, К l е i n, Gutachten zur Verteilung  des Lobats"chewsky- Prei ses, "Math. Ann. • , т. 50, вновь переиздано в "Кleins . Ges. 
Math. Abh. " ,  т. I, етр. 384. 3) Например, W е у l, Mathematische Ana1yse des RaumproЫems, 1923. 
Физическое условие, влекущее за собvй поя вление квадратичной дифе
ренциальной формы, имеется в работе С о u r а n t, Uernhard Riemann und 
d i e  Mathematik der letzter hundert Jahre, "Naturwissenschaften", 1926, тетр. 
Ь2,  стр. 1 275 и 1277.  
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А. Конформное отображение эллипти ческой и гиперболи
ческой плоскостей на сферу. В § 4 мы видели, ч'то -:эллипти
че скую и гиперболи ческу ю плоскости нельзя отобразить с сох 
ранением длин на одну и ту же поверхность . В противополож
ность _э гому конформное отображение .являете.я более гибким, 
так R ак можно обе п.лоскости отобрааить �еонформно на одну и 
ту же поверхность, в качестве �еоторой :м ы  вдесь воаь:ме:м сферу. 
При этом мы подчеркнем следvющее существенное отличие от 
обычного конформного отображения. В т о  врем5I как вообше 
две друг на дру га отоб ражаемые поверхности рассма три в аются: 
в евклидовой метрике, здесь обе поверхности мы будем рассмат
ривать в различных метриках, именно: неевклидову плоскость 

!:; 

Черт. 223. Централу.,ная проехци.я 
эллипти чесхой плоскости от цен

тра шара на поверхность шара. 
Черт. ?24. Ортогональна.я проекция 
гиперболичесхой плоскости на по

верхность шара. 

в метрике, соответствующей иеевклидовой теометрии, а сферу
в евRлидовой метрике. 

Для того чтобы получить искомое Rонформноf\ отображение, 
}Ш будем исходить ив плоской прямоугольной декартовой си
стемы координа т х, у и возьмем уравнение фундаментальной 
кривпй эллиптической или соответственно гиперболической 
геометрии в виде: 

х2 + у2 + 4с� = о, или соответственно х2 + у2 - 4с� = о.  

Далее , возьмем сферу радиуса 2с. или 2съ, Rасаюшуюся нашей 
1ыоскостп в начал ,е координат, и спроектируем точки сферы с 
помощью центра.льной проекции из центра сферы или с помощью 
ортогонально й:  проекции на нашу плоскость (черт. 223 и 224 ) .  
Тогда нижнее полушарие в первом: случае отобравится н а  всю 
э.'1.дп птич ескую плоскость, а во втором случае - на внутреннюю 
обJ� асть ф у н дам ентальной кривой гиперболической геометрии. 
Мы 3' Твер;"- даем, ч т о  отображения .являются конформными в ука
занном выше смысле. 
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В с.лучае э.л.аиптической геометрии наше утве рждение непо
{}редственно вытекает из рассуждений, приведенных на стр. 16 i 
и ел. (ер. также стр. 2 1 2 ) ,  где мы определяли эллиптич ескую 
геометрию именно таким способом:, поэтому рассматриваемое от
ображение .является сохраняющим длины, а знач ит и конформным . 
Свя зь между точками х, у эллиптической плоскости и соответ
ствующими точками е, 'Yj, С дается следующими уравненю1ми :  

" 2с,х 
� = -= == ,  У 4с: + :z;2 + у2 

2 

С = - - 4 Се __ У 4 с� + х2 + у2 ' 

причем всюду берете.я положительное значение корн.я, так как 
мь'J: плоскость отображаем на нижнее полушарие. 

В с.п,учае гипероо.личес'Кой геометрии мы проводим доRа 
за тельство 1tонформ:ности путем вычисления соответствующего 
линейного элемента. В пространственной декартовой системе 
Rоо рдинат е, '11 · � (ер. черт. 224)  уравнением: нашей сфере .являет
е.я уравнение: �2 + '112 + �2 = 4с�. При рассматриваемом проеюи
р овавии лежащая в гиnербо.личесRой плоскости точка х, у отоб
ражается в следующую точку е, 'Yj, � сферы: 

е - х, '1j = у
, 

Здесь надо брать отрицательное значение корня, так Rак мы от
ображаем гиперболич ескую ш1ос1tость на нижнее полушарие. По 
стр. 3 1 6  линейный элемент рассматриваемой гиперболической 
геометрии имеет  следующий вид: 

" / dx2 + dy2 (х dy-:y dx)2 
V 4ch ds8 = ------х�2 _,--1-.._.,у"--- - · 

1 - --2 �  4 ch 
Для линейного элемента сферы мы получаем: 

da2 = d�2 + d'Yj2 -1- dC2 = 4c� ( dx2+dy2) - (x d.1:, - y_dx)2• 
4ch - X2 - y· 

Поэтому 
_ r4 2 � 2 r da = v  ch - x  - у d - - -"- d 2 Ss - 2 Ss · , Ci. Ci.  

Следовательно, рассматриваемое о·rображение дей ствительно 
явл}l ется конформным.  

Дл я даJ1ьнеj1шего существенно, что известна.я сrпереографи
-чес'Кал прое'Кцu.я ев'Клидовой плоскосrп и  на сфегу (ер. черт. 225)  
-также .я вш1 ет<' я  конформ н ым отобра.жени е:м. При этом си стема 
пр.я мых -и к ру гов на шюскос'l и переходит  в f'И стему хругов на 
сфере. Обою.шчим , Rак это :у казано на черт. 225,  nространствен-
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ные :координаты буквами е, 71, С, а Rоордииаты евклидовой плоо
Rости буквами i: у•). В силу стереографической проекции Rоор-
дина1 ы соответствующих точек 'i::" 
на сфере и на плоскости связа
ны :кежду собой следующим: об
ра3о:и: 

или 

1j = z:4 + у9 + 4а2 ; 
а (Х1 + у3 - 4а2) С = --- -----х2 + У' + 4а" 

Черт. 225. Стереографическая про-
2а'; 

- 2а11 ев:ция евклидовой пл оскости иа х = а - С' У = а - С  · по в ерхность шара. 

Линейным элементом евклидовой плоскости .являете.я ds� = 
= а}:,2 + dy3• Дл.я соответствующего линейuого элемента на сфере 
мы получаем: 

или 

da2 = а;2 + d'YJ2 + ас2 = 1 �а4 ( dx2 + dy2) 
(xs +. у2 + 4а2)2 

1 
4а2 а - С  

da = ;vs + у +  4а' ds2 = 2� - ds2. 

СледоватеJ1ьно, рассматриваемое отображение .является Rон
формным. 

В. Конформное отображение эллиптической и гиперболи
чес кой плоскостей на ев клидову плоскость. Из рассмотренных 
отображений неевклидовых плосRостей на сферу м ы  можем не
посре цствевно получить конформное 'отображени е на  евRлидову 
п"11Jскость путем :конформного отображения указанным образом 
сначала неевклидовых плоскостей на сферу, а затем - путем 
конформного отображения с помощью стереографической про
екци и - сферы на евклидову плоскость (черт. 226 и 22 7}. В обоих 
случаях образ экватора сферы .мы будем называть г.лавни.м ti:P,l/· 
гqм; при наших усJ1овиях он имеет радиус 4с. или 4сь. Из 
черт . .  2!6  и 227 видно, что, в силу двух следующих друг за 
другом проектирова.ний, вся эллиптическая плоскость, а таRже 
и собст венная облаtJть гиперболической плоскост и, отобразятся 
на внутре ннюю область главного круга, причем в случае эллип
тической: геометрии диам ет f ' альяо противо 1юложные точRи пе
риферии главного круга должны рассматриваться как тожде-

1) .Мы вводим черточки над координатам и  х, у, чтобы иЗбежать в даль
нейшем смешен ия их с координатами х, у неевклидовой плоскости. 
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ственные. Прямые линии эллиптичесRой геометрии при первом 
проеRтироваяии переходят в большие Rруги сферы, Rоторые в 
свою очередь при втором: проеRтировании переходят в круги 
евRлидовой плоскости, · пересекающие периферию главного · круга 

Черт. 226. Центральна.я проекци.я эллиптической плоскости. Следующая 
з а  ней стереографич:еска.я проекция. 

в -'двух диаметрально противопо.аожиих точках. Напротив, пря 
:м:ые линии гиперболичесRой геометрии при первом: проеRтиро
вании переходят в ортогонально пересеRаюшие эRватор сферы 
:малые Rруги сферы, воторые sате:м при стереографической про-

Черт. t227. Ортогональна.я проекци.я гиперболической плос:кости. Следующая 
за ней стереографическая проекция. 

еRции переходят в Rруги евRлидовой плоскости, ортогона.льнш 
О'Кружности г.лавиого 1'руга. 

Простое вычисление 1 )  поRааывает, что благодаря произведен
ным проеRтировани.я:м точRа х, у эллиптичt:>сRой или гиперболи-
ческой плосRости отобразится в сл_едуюmую точку х, у евкли
довой пло скости: 

Эллиптическая геометрия: 

i'- 4с.х ( - 2с, + v 4с: + х2 + у ) 1Х2  + у2 ' 
_ 4с.у ( - 2 с, +- ,lщ+:l;-2 + у�-
у = -х2 + у2 

- - • 

'гиперболичес'Ка.я геометрия: 

4с11х ( 2с11 -·v'4C�-=x2-=- у.2) 
х = :z;2 + у2 

4Ch1/ ( 2С •  -y4c�---=xi -- y2) 
У = -----х2 + yi 

1) Комбинирование вышеnриведевных формул для отде.nьных проекц и it  .. 
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Соответствующий линейный элемент проще всего вычислить 
следующим образом:. При отображении эллиптической плоскости 
на сферу м:ы имеем: dcr1 == dcr; при слецующей за ним: стереогра-

2с - � · фичес.кой проекции: da=-
t-

- ds2= ds1• Если мы подставим в 
- с • 

. �то выражение координаты х, , у евклидовой плоскоqти, то '
мьt 

получим :  

Аналогичным образом в , случае ГJ!Перболической геометрии м ы  
получаем: 

С 2�" - �  � - 2с 
dcr = -

2C1;
ds3 ,  da = -- 4С1;- ds2, ds3 = -2� _!!. ds2 • 

' Отсюда, после подстановки евклидов ы х  координ ат х, у, полу 
чается: 

У-ах-2 + afi2 dsз = . 
х2 + у� 1 - -- -

1 6с� 

Риман показал в своей диссертационной лекции, что вообще ли
нейный элемент п-мернQго многообразия постоянной кривизны мо
жет быть приведен к следующему простому виду (стр. 3 1 7 ) : 

ds= У �x� -t+dx�2-:-+_. ·__:__ +
+

d
�; . 

l ± �i_ Х2 • ,\ • Хп 
х2 

По<:Jтому полученное выражение мы будем называть римановой фор
. .  ной иеев10 .. 1 и  · ова линейного эле.л�ента; при этом постоянна.я. х в дву -
:1 t ерном слу ,1ае является радиусом 4с. или 4с" главного круга. . 

Вместе с тем мы получаем следуюц(ее предложение. Если мu 
6уае.м рассматривать х, у -ка"· пР..ямоугольиuе де-карто6'Ьt -ко
ординаты евк.л,иrJовой плоскости и будем определять с помощыо 
римановой фор.мu неев-клидова линейного эле.мента длинu -кри
вu.г, то мu полу'Чим в nа'Честве геодеаичес-ких линий воаникшего 
вследствие · этого риманова многообразия те -круги, которъtе 
пересекают главны й -круг радиуса 4с. в двух диамет'JfUльио про
тивоположнuх то•tках, или те -круги, 'ltoтopue ортогональн1м 
главному кругу радиуса 4с". 

Бл!iГодарн этому :мы получаем новое истолкование неевrши_
дов ой геометрии. При этом в противоположность предыдущем� 
изложению мы отказываемс.я от изображения :Еiеевклидовых пр.н
мых посредством прямых · проективной плоскости, но сохраня ем 
евклидово измерение у1·лов . . Поэтому наше новое истолкование 
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имеет наглядное преимущество перед истолкованием на про
ек rв вной плоскости для интерпретации тех теорем, в ко'!'о
рых особую роль играют углы. В качестве примера мы отоб
разили конформно на черт. 228 и 229 треугольник эллиптичес
кой и соответственно гиперболичесхой Гtю.м:етрии на евRлидову 
плоскость. Наглядно видно, что в первом: случае сумка угло.в 

че·рт. 228. Черт. 229. Черт. 230. 

больше, во втором: :меньше, че:м 180°. На черт. 2 30 :мы таким же · 
образом: иаобрааили гиперболический треуголъниR, вое углы 
кo roporo равны нулю. 

Особое значение имеет то обстоятельство, что измерение 
длин в этих :конформных образах на евклидовой плоскости 
:ио.жет производитьс.я также с помощью двойных отношений, 

Черт. 231. Черт. 232. Черт. 233. 

как мы покажем для случая ГИ'Перболической геометрии. В ги
перболичее-кой геометрии длина отрезка АВ по стр. 1 84 равня-
ется (ер. черт. 2 3 1 )  c" · ln DV { ABOL , } .  Но четыре плоскости, про
ходящие _через перпендюсул нр, восставленный из центра фун
даменталв.l}оrо круга, и через рассматриваемые четыре точки 
(черт. 232), определяют в точноrти такое же двойное отношение. Так 
:Rа-к п р_и стереографическом проекти ровании образы точек А, В, О, D 
опять-та ки леж1:1.т в этих плtюкост.ях, то мы получаем : в конфор.м
но.м обра.Jе ги1�ер6оличес'Кой геометрии на ев'Клuдовой плоскости 
длина отрезка А�В' равняете.я c11 · ln lJ V{abcd}, прu'Че.м а, Ь, с, d 
обозначают пр.я.Jи,'ме) . проход.ящие все через -цеитр главного круга 
и с_оответстве11но 'Через 'Чеmире mо'Ч'КU А',  В',  О', D' черт. 2 3 3 .  
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Рассмотренные факты :могут быть непосредственно распро
странены на случай более высоких размерностей. Поэтому :мы 
:можем получить конформный образ пространственной гипер()о
ли'Чес-кой геометрии, если будем исходить из главного шара и 
если в качестве прямых линий и соответственно плоскостей 
будем ' рассматривать те дуги окружностей и куски шаровых 
поверхностей, .которые ортогонально пересекают периферию 
глакпого шара и лежат внутри этого шара. П ри этом у глы 
должны измеряться в смысле евклидовой геометрии, а в основу 
измерения кривых, напротив, следует шшожить риманову форму 
линейного эле.мента; вместо этой последней для измерени.я длин 
на "прямой линии" :можно также пользоваться: соответствующими 
двойными отношениями. Соверш�нно таким же путем: мы по
лу чим образ пространqтвенпоu эллипmи'Чес-коu геометрии, если 
бу,:�;ем рассматривать диаметрально противоположные точки 
сферы как ТОЖДеСТВеННЫе И будем рассматривать В качестве 

прямых линий и плоскостей те дуги окружности и куски ша
ровых поверхностей, которые лежат внутри главной сферы и 
пересекают ее соответственно в диаметрально противоположных 
точках или по большому кругу. 

С. Ко нформные отображен ия гиперболической геометрии 
на гауссову числовуКt плоскость. Для: теоретико-функциональ
ных исследований целесообразно рассматривать прив еденное 

'l!ыше отоб ражение гиперболической геометрии не как отображе
ние Htt евклидову плоскость, но как отображение на гауссову 
чис.µовую плоскость (ер. стр. 61). Тогда тoqica х, у гипербо· 
лической ш1оскости будет отображаться в следующую точку 
х +iy числовой плоскости: 

х + iy = 4с11 (х + iy) {2с" - v4c� (J+Yi)} 
а;2 + у2 

(ер. соответствующие формулы для случая отображения: на 
евклидову плоскость на стр. 322). Так �сав: главный круг имеет 
:ра.диу� _ 4с1, �-о �ы до3l_жны еще произвести преобразование по
добия х=�с11х, у= 4с11У, если хотим получить отображение па 
ввутреннюю часть единиqного в:руга. Для того чтобы опреде.: 
лить длину :какого-нибудь отрезка, нам надо воспользоваться 
пр иведенным на стр.  324 двойным отношением. В.место этого, 
ис:ко.мую длину :мы можем определить та:кже посредством ве
личины 2c1 ln D V/A'B'O'D' } ,  причем А', В',  О', D'  означ ают Rо:мп- ' 

.11ексные числовые значения изображенных н а  черт. 233  соот
ветствующих точе:к (надо принять во внимание, что двой ное 
отношение по стр. 61 nсегда действительно), потому что, RaR 
это :мы докажем на стр. 328 и ел., оба таким образом получен
ные вначения равны между собой. 

В дальнейшем: в теоретико-функциональных исследованиях 
будет применяться еще другое отображение, получающееся 
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вследствии того, что внутренняя область главного 1сруга с но
мощью линейного преобразования конформно отображается на 
полуплоскость 1 ). Мы :можем полу чить / это отображение также 
следующим: образом: Прежде всего отобразим точки гипербо-

Черт. 234. 

лиqеской плоскости с помощью ортогональной. прое:кции на 
нижнее полушарие (черт. 2 34, сл�ва} : 

� = х, -YJ = Y, � = - V4c� - x� - y2• 
Затем повернем сферу на 90° вокруг 11-оси (черт. 234, справа ) ;  

вследствие этого точ:ки сферы � .  11 .  С и соответственно точ:ки х, 
у гиперболической плоскости отобразятся в следующие точки 
е', r{, С ' :  " 

е1 = -с =  + 114-с-�-"-х-"-_-у-2, ·'1 ' = 'Yj = у, � ' = ;. = х. . , 
Наконец, спроектируем опять точки сферы стереографически 

из северного полюса на числовую плоскость. При этом по 
стр. 321 точка сферы �. 711 � отобразится в следующую точку 
х' + iy' числовой плос:кости : ' 

4 " ,  4 _ /4 2 :.1 2 4с ' , ch:.  c 1, v  ch - x  - у  . п11 х = --- = -- - ---- "'----· у = - ---2с. - � 2ch - х  2ci. --' �· 2с" - �z; 
Непосредственно ясно, ·что при рассматриваемом отображении 

прямые линии гипербол.а:ческой плоскости перейдут в те полу. окружности, которые ортогqнальны :к прямой, ограничивающей 
рассматриваемую полуплоскость. Фундаментальный круг гипер

. tsолической геометрии отобразите.я в эту самую пр.ямую. Точка 
.х = 2ci., у = о отобразите.я в бесконечно удаленную точку число
вой· плос:кости . . 

1) Этим отображением; которое было известно уже Бельтрами, в част
ности пользовался Пуанкаре в своих теоретико-функциональных работах. 
В гл. XI мы ближе рассмотрим эти возможные применения неевклидовой 
геометрии. 
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Соответствующий линейный элемент мы вычислим следую
щим образом. При ортогональном проехтировании i:: 

с 
на сферу мы и:мее:м: da= - - ds3 •  При вращении " 

2С 1, 
вокруг 11-оси линейный элемент не претерпевает д'll'---.....___.iio\ 
никаких изменений : da = da' . При с�:ер еографи
ческом проектировании мы получаем : 

2с . - С' а.�· = 4с ds2, 
k 

следовательно, 

ds = 2�-�-�' ds = ��,•ds2 = 2c.v w.r,•2 + dy'2 
� 2�' 2 х х' 

Эта чрещшчайно простая форма линейного эле- Черт. 235. 
ме,нта делает рассматриваемое отображение гипер-
болической геометрии особенно удобным для многих исследо
ваний 1 ) .  

1 )  Мы уRажем н а  то, что рас_с.матриваемое отображение гипербо.л,ической 
геометрии па по.л,уп.л,оскость тооюдественпо с координатоопреде.л,епие.м, 
которое определяет точки гипербо.н,ической геометрии с по.мощью аначепий 
параметра иа фундамепта.л,ьпой кривой. Изобразим фундаменталь ную 
Rривую относительно прямоугольной декартовой системы координат е, Yj 
следующими уравнениями: 

� = 2ch (А.2 - 1) 
� 12 , 1 ' 

Посредством этих уравнений каждой точке фундамента.пьной кривой ста 
витс.я однозначно в соответствие определенное значение Л. Через каждую 
точRу х ,  у плоскости, не л.ежащей на самой фундаментальной кривой, 
проходят две касательные к этой Rривой, которые касаются ее в точках 
А.1 и Л2. Так каR пол.яра точки а:, у относительно фундамента.пьной кри вой 
имеет уравнение х е+у Yj=4ch и так как, далее, точками пересечения этих 
прямых с нашей кри вой являются точки прикосновения проведенных из 
точки .д,  у касательных, то Л1 и Л1 о пределяются из уравнения: 

2с11 (А.2 - 1 ) ..v + 4ch l у =  4с71 (Л2+ 1 ) ; 
сл13дова·rельно, точке х, у став.яте.я в соответствие следующие значения 
). 1 и Л2: 

у + V :z:2+y2 - 4c� у - V;;;+:y2 - 4c� л1 = - ---2ch - x-- Ла = , 2с11 - х  

() помощью этих соотношений мы можем определять точки гиперболи
ческой плоскости посредством соответствующих значений параметров 11 
и А.2 Для точек, лежащих внутри фундаментальной :кривой, значения 
Л1 и Л2 будут ко мпл ексно-сопряженными, что очевидно т1:1в:же и геометри
чески. Если мы для этого случая вьtдели:м: действительную и мнимую 
часть Л1 и л2: 

- V 4.ck -h:• - ya 
11-= --2С71 - Х -- ' 
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Если соответствующая гиперболическая прямая отоб ража
ется па окружность, то :мы :можем определить длину отрезка .А.В 
посредством выражения c11· ln D V (A 'B'OD; ,  причем: А', В', С, D 
являются указанными па черт. 235 точками прямой, ограничи
ваю щей  нашу полуплоскость. доказательство этого получается . 
следующим образом. При отображении гиперболической гео
метрии па нижнее полушарие мы можем: определить длину от
резка посредством двойного отношения четырех прямых, .явля
ю щихся па черт. 232  перпендикулярами к горизонтальной пло
скости в точках А, В, О, D. После вращения вокруг 11-оси мы 
:можем пользов11.тьс.я тем: же приемом, так как при этом: движе
нии все  длины остаются пеив:мепными. Но при стереографической 
проекции отсюда получается как раз приведенное выше изме
рение длин. Напротив, если соответствующая отрезку АВ пря
мая переходит ве  в окружность, а в прямую линию чис.ловой 
плоскости, то длины удобнее всего вычислять из линейного 
элем(jпта, потому что в этом случае dy' = о  мы получаем для изме
рения длин на рассматриваемой прямой следующую форм:улу: 

и, следовательно, 
dsз = 2c11d<r: 

х' 

L =Jx'�c� dx' = (2c11 ln x' ] х, = 2с� ln -:CL. 
Х х, Хо 

х. 

Вместо этого мы можем (в обоих случ аях) определять длину 
отрезка АВ посредством выражения 2с" · ln D V {ABOD}, причем: 
А, В, С, р обоаначают ком:плексвые числа указанных на ч:ерт. 235 
соответствую щих точек. Если соответствующая прямая отоб
ражается о пять же на прямую, то доказательство проводится 
без всяких затруднений; поэтому :мы ограничимся тпльRо слу
чаем, когда гиперболическая прямая отображается на оRруж
ность. Двойное отношев:ие рассматриваемых четырех чисел 

,.,_ А - С  В - С равняется: D V =  А . D : Jз _:.jy Представим наши четыре числа 
в известной форме A=r" · e"" , . . .  , тогда А - О = r" eia. - е - ет1• Так 

то :мы получим систему формул, которая с точностью до несущественного 
:множителя 4сь совпадает с формулами, определяющими отображение ги
перболическо й геометрии на полуплоскость. В координатах Л ,  и Л1 ги
перболически й линейный элемент прини м ает следующий простой вид: 

d 4iст. V аЛ1 • dЛ8 
S3 = А1 - А2 

-
В са:мо:м: деле, если мы положим Л1 = const.,  следовательно, dЛ1 -= О, то ли
нейный элемент ds8 обратится в нуль, так как определяе мые равенством 
A1 == const прямые .являются изотропными; то же самое имеет место и для 
"2 == const. Но отсюда следует, что в выражении дл.я линейного элемента 
ds2 - Ed Л� + 2F dЛ1 dЛ.+ G dд.; величины Е и G должны равняться нулю. 
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хах наши четыре комплексные точки лежат на одной окружно
сти, то их двойное отношение будет дейетвительны.м (ер. стр. 6 1 ); 
значит, оно пе измените.я, если :мы всюду заменим число i чи-

. А- О В - д слом - z; следовательно, :мы получаем: D V = . : =---------=- · 
A - D  B - D  

причем А обозначает число комплексно-сопряженное ч ислу А 
и т. д. Далее, мы образуем D V2 посредством: пе ремножения 
обоих выражений, оно состоит из членов следующего вида: 

(A - C) (.A - C) = r:+r� - 2r" · r1 • cos (ii -1). 
По т�ореме косинусов евклидовой трщ·.онометрии это выраже
ние равняется квадрату отрезха АС. Но в пр ямоугольном тре
угольнике A02 = DG·A'C (ер. черт. 235):  Если мы поставим это 
выражение и аналогиqные ему выражения в D V2, то :мы получим: 

А ' С  В'С D v2 _ • 
- A'D . B'D " 

Но это хак раз и есть то двойное отношение, посредством Rо
торого :мы на стр. 328 определяем длину АВ; путем: сравни
вания обоих результатов и получается высказанное утвержде
ние. Так Rак двойные отношения остаются инвариаятными при 
лине йных преобразованиях, то отсюда не посредственно выте
кает соq•rветствующее у rверждение для конформного отображе
ния гиперболической плоскости на  внутренность единичног0 
круга (ер. стр. 3 25).  

Рассматриваемые отGбражения гиперболической геометрии 
на числовую плоскость имеют особенное значение для теории 
авто.морфних фун'l'Vциu, так как в ней посредством введени я 
этого мероопре целени.я получаются существенные упрощения 
(ер. гл. XI, § 3). 

§ 7. Внедрен ие проективн ой геометрии 1) 
Новейшее и окончательное развитие нее вхлидовой геометрии: 

опирается на те соображения, на которых построена настояща'1 
. Rнига. Это развитие связано uрежде всего с именем англ ийского 
:математика Кэли, опубликовавшего в середине  прошлого сто
летия в "Philosophical Transactions" ряд работ под  названием: 
"Memoirs upon Quantics", в которых он собрал вместе все ре
зультаты того времени по теории инвариантов. В шестой из 
этих работ, появив шейся в 1859 г., он положил в основу своих 
исследов аний вместо евклидовой пары круговых точек произ
вол1?ный образ в торой степени и определил относительно этого 

1) Относительно и�тории этого вопроса ер. К 1 е i n, Vorlesungen Uber 
8.ie Entwicklung der Math. im 19. Iahrhundert. т. 1, 1 926, стр. 174 и ел. 
Далее ер. соответст вую щие замечания в "Кleins Ges. Math. Abh.," т. 1 ,  
:а которых также напечатаны относящиеся сюда работы Клейна. 
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последнего расстояния и углы таким образом:, что ес.тrи, в част
ности, в качестве фундаментального образа взять пару круго
вых точек, то получатся евклидовы формулы. Следовательно, 
Кэли поступил значительно оригинальнее, .чем: представители 
французской школы (ер. стр. 20) ;  в то врем.я как эти послед
ние анализирdвали данные соотношения евклидовой геометрии 
(ер. гл. IV), Кэли включил ее понятия в более широкую логи
ческую систе му. 

Связь его исследований с неевклидовой геометрией в том: ви
де, в каком она была создана Гауссом, Н. И. Лобачевским и Иоган
ном Больяи, от него ускользнула, так как ему не были известны 
относящиеся сюда работы. Эта св.язь впервые была замечена в 
1 869 г. Клейном; ему прм: этом пришлось произвести некоторые 
видоизменения и обобщения соображений Кэли, дл.я 'l'ОГО чтобы 
получить полное совпадение с неевклидовой геометрией. 

§ 8. Дальнейшее построение неевклидовой геометрии, 
в частности диференциальн ой геометрии 

В заключение этой главы мы хотим указать еще на неко 
рые дальнейшие обстоятельства, уже выходящие ив рамок: на
сто ящей к:uиги. Прежде всего Дэн (Dehn) по предложению 
Гильберта исследовал те возможности, которые возникают, если, 
отбросив аксиому о параллельных, ограни'Чить в то же врем.я 
и предположения о непрерывности ; при этом он пришел к уста
новленной весьма интересной "неар кю1едовой" геометрией 1 ). 

Далее, :мы укажем на результаты, св язанные с именем: Штуди (Stпdy) 2) . Этот последний начиная с 1 900 г. пользовался про
екти вным мероопределением как орудием дл.я дальнейших ма
тематических исследований; ' под его влиянием различные e ro 
ученики продолжали работать в этом направлении. Его работы 
вщ·речалис� с интересными диференциально-геометрическими 
исследованиями, начатыми несколько ранее итальянским :ма
тематиком Бьянки (Bianchi) 3) .  Так Rа:к эти исследования явля
ются непосредственным обобщением изложенных в этой главе 
диференциально-геометрических вопросов, то мы вкратце проре
ферируем: некоторые особенно интересные результаты. 

Кривизна поверхности в евклидовом: пространстве может быть 
. опрвделена следующими тремя различными способами: 1) каR 

внутренний инвар иант линейного элемента ds2 ,  2) как произве
де·ние обеих главных Rривизв (ер. стр. 305) и 3) посредством 
отношения (полученного с покощью параллелей нормалям по
верхности) сферичес:коrо образа элемента поверхности к этому 
последнему. Н евклидовой геометрии ]}Се эти три определения 

1) D е h n, Die Legendreschen Satze iiber die Winkelsumme im Dreieck 
"Math. Ann. " ,  т . 5 3, 1900 (см. особенно р езюме результатов на стр. 439). 

2) Ср. далее указанную литературу. 3) В i а n с h i - L u k а t, Vorlesungen Uber Differentialgeometrie, 1-е изд. , 
гл. ххп, 1899. 
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:между собой vавносильны. При их обобщении на случай не
евклидова пространства это уже не имеет :места. 

Получающаяся по определению 1} величина для по верхности, 
/ лежащей в неевRлидовом пространстве и рассматриваемой в 

метрике, соqтветствующей этой геометрии, называется абсо.лют
ной 'Кривизной к". 

Для того чтобы распространить определение 2) на случай 
неевклидова пространства, мы, каR и в случае евклидовой гео
метрии, проводим нормаль к поверхности в рассматриваемой 
точке и исследу�м сечения поверхности плоскостями, прохо
дящими через нормаль. Кривизна этих кривых (которая опре
деш1ется аналогично тому, как и в евRлидовой геометрии), вообще . ' ' ' 1 1 говоря, имеет два экстремальных значения - - и - . Их произве

r 1 r2 
v v к 1 дение назы:ваетс.f! оm'l-tосите.льнои 'Кривизн,ои " = --. • 1 r1r2 

1 1 Если теперь k = 4- или k = - -2 будет метричесRой кон-
, с. 4ch 

стантой (ер. етр. 2 1 4) или (абсолютной) кривизной пространства, 
т о  имеет  место простое соотн�mение : 

Ка= К"+К. 

Обобщение же 3) определения кривизны опять приводит :к 
величине Ка 1). 

Мы приведем еще некоторые теоремы, относящиеся к поверх
ностям с абсолютной в:ривианой, равной нулю, следовательно, 
:tc поверхностям с евклидовqй диферщщиальной геометрией. Мы: 
уже знаем не:которые из подобных поверхностей: в эллиптичес
кой геометрии - клиффордовы поверхности (стр. 26 7), в гипер
боличес1�ой 1•ерметрии - горо9феры (ер. стр. 2,7 6 ), равно как 
и известные "цилиндрообразные" поверхности (стр. 274) . Сле
дующие две теоремы дают полное · обозрение всех поверх
ностuй с Ка = о: 

Ее.ли мм в а.л.липтичесн:ом пространстве с 'Кривизной !:_ про-4с� 
utЗrk.:.м, две 'Кривив К и К' с постоянны н) но противопо.ложн'ЫМ 

1 . 1 1z o ынаку 1Кручение.11� - -- и - - -- та'Ким образом, 'Что они в общей 
2с. 2с. 

точке имеют общую соприкасающуюся, п.лоскость, а затем 
заставим К претерпевать непрер11вние -к.лифjjордовы сдвиги 
в до.ль К', то в' резу.льтате возни-кает поверхность с постоянной 
'А:р uвизной, равной ну.лю; и обратно : вся'Кая подобная поверхность 
может бить подучена та'Кu.м образом 2). Легко видеть, что среда 
этих поверхностей содержатся :клиффордовы по.верхности. 

1 )  S t u d у, Nachtrag zu dem Aufsatz : (Jber nichteuklidische und Linieц
geometrie, Iahresber. d. D.  М. У., Ц, 1902. 2) В i а н с h i - L u k а t, см. выше. " 
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В гиперболическом: пространстве поверхности, для которых 
Х.== о, :м:огут быть охарактеризованы следующим образом. Во
обра:зи:м: себе фундаментальную поверхность в виде римановой 
-числовой сферы и в некоторой ее области вообразим себе за
данной хакую-нибудь аналитичесRую функцию. Прямые гипер
болического пространства, соединяющие точкli этой области с 
образами этих точек, получающимися в силу заданной функции, 
вазNваютс.я сине-х;тическоu линейной конгруэнцией. Имеет место 
теорема, ,что под1,бна.я конгруэнция допуск�т ортогональные 
поверхности и что дл.я этих последних Ка = о; обратно, нормали 
:к поверхности с абсолютной кривизной, равной нулю, всегда 
об разуют сине:ктичесRую линейную :конгруэнцию 1 ) .  

1)  В i а n с h 1 - L u k а t, сы.  выше, равно ttaк и S t u d у, Uber nichteuk!i
d.ieche und Linien�eometrie, Iahresber. d. D. М. У., 11 ,  19U2. 
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ОБЗОР ПРИМЕНЕНИЙ НЕЕВ КЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ 

В этой заключительной главе мы хотим показать, что нее1-
клидова геом етрия пр�дставл.яет большой интерес не только благо
даря толкованиям систематической и аксиоматической природы, 
кото�ые она допускает, но также и из-за того, что она тесне 
связана с другими областям и  математики, так что при их рас
смотрении она явл.я ется полезным орудие1!1_и ссл'едования и на ходит 
себе в этих областях плодотворные применения. При этом :мы 
углубимся лишь настолько, чтобы вы.явить эти связи, а в осталь
ном отошлем к легко доступной относящейся сюда �читературе. 

§ 1 .  Гип ерболичес кие движения пространства и плоскости и 
линейные подстановки комплексного переменного 

Наиболее в ажной из этих связей .являете.я св.язь между 
гиперболической геометрией и теорие й фvющий. Пусть фунда
ментальна.я поверхность гиперболической геометрии в про
странстве изображаете.я уравнением:: 

тогда одно из семейств ее прямолинейных образующих будет 
.изображаться уравнениями: 

Х1 + iX2 =>- (ai4 - Хз), 
А (Xt - ix;) = Х4 + Х3 

(ер. стр.  89 и ел. ); при этом: через л обозначен параметр, про
оегающий все комплексные значения (включая и со). Следова
тельно, всякому компл ексному значению соответ�твует некоторая 
прямая рассматри ,  аемого семейства, а в месте с тем и некоторая 
действительная точка поверхности, именно точка пересечения 
этой прямой с соответствующей комплексно-сопряженной прямой. 

Рассмотрим ближе таким о бразом о пределенное в3аим но
одно;�пачное соответстви е  м ежду всеми комплекс ными числами 
и точками нашей овальной поверхности. Если мы перейдем: 
.к ,неоднородным координатам: , 
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и будем рассматривать х:, у, z-щюстранство Rак евклидово про
странство с прямоугольными декартовым:И' координатами х, у, z ,  
т о  наша поверхность будет сферой в этом: пр�ютранстве. Иа при
веденных выше уравнений видно, что Rаждой TQ!l:Re этой сферы 
поставлено в соответствие комплексное число: 

Если :мы спроектируем: сферу сте.реографичесRи из 'ее север
ного пощоса х = у = О, z= 1 на экваториальную 'плоскость z = O, т о  
точка сферы с координатами х,  у, z перейдет в точку плоскост и 
с координатами а, Ь, о, где 

следовательно, 

х у а = -- Ь = --1 - z '  1 - z '  

1 = а + ib. 

ИтаR, :мы видим: о6ы/Ч/ное в теории фуН/К'ЦUй распределение х:о.м.
пле1JСсних 'Чисел па 'Числовой сфере fJ mо'Чности совпадает с рас
пределепием аиаченир, пара.метра; вUдuвае.ми.м одним из семейств 
пр.я.молинейних обра$ующих 1 ) . . 

Далее, ·при движении гиперболиqеского .• пространства, имею
щего в качестве фундаментальной поверхности числовую сферу, 
л претерпевает (ер. стр. 1 30) некоторую линейную подстановку 
с комплеRсным и  коэфициентами и отличным · от нуля опреде-
лителем :  

. ,  rй + �  t. = ул + о (ао - �1 ф о). 
Обратно, всякой подобной подстанов_�.е соответствует одно и только 
одно действительное движение, потому что преобразование, 
претерпеваемое вторым семейством образ ующих, однозначно 
оп�. еделяется преобразованием rrервого сем ейства образующих 
и тем условием, чтобы движение было действит ельным. В подоб
ном же отношении находятся зеркальные отображения гипербо
лической геометрии к .  несобственным подстановкам, котор:ы:� 
ставят в соответствие Rаждому значению l значение 

).' = а� .+� , 
yl + о 

причем i является цомплексно-сопряжевным числом по отн u 
шению R числу л .  

1) Другое семейство образующих, при вадлежащеы введении соответ
ствующего параметра, ставит в соответствие каждой точке сопряженное 
значение Л-= а - iЬ. 
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Этим связь :между гиперболической геометрией и теорией 
функций уже установлена. Вся1&ое гиперболи'Чес1'ое движение 
(соответственно аерrоальное отображение) дает на фундамен
тальной сфере некоторую собственную (соответственно несобст
венную) линейную подстановку; обратно, вся1'ая собственная 
{соответственно несобственная) линейная подстановка на этой 
сфере может бить дополнена одноана'Чнu.м образом до гипербо
ли•tеского Dвижения (соответственно аер1'адьного отображения). 
Посредством этой связи гиперболичесхие двJ;Iжения пространства 
и (собственные) линейные подстановки Rо:мплексного переменного 
поставлен� друг к другу во вва.и:мно однозначное соответствие 
таким образом, что обе групп ы:  в силу этого соответствия ока
зываются изоморфными 1). Далее мы видели на стр. 274, что 
существуют подгруппы груп п ы  пространственных гиперболи
ческих движений, которые изоморфны: группе движений плоской 
эллиптической, евклидовой или: гиперболической геометрии; они 
получаются, если оста�ить неподвижной какую-нибудь точку 
внутри, на самой или · вне фундаментальной поверхности. На 
основе указанной выше св.язи мы знаем, что до.лжни существо
вать соответствующие подгруппи группи собственних линей-' 

них подстаново1'; ими :мы еще займемся ближе в следующем 
параграфе. 

Но сначала мы еще покажем, каким образом из существова
ния той подгруппы группы л инейных подстановок, Rоторая со
ответствует группе движений плоской гиперболической гео
метрии, :можно получить модель плоской гиперболической гео
метрии, имеющую особую геометрическую и теоретико-функцио
нальную важность. К этой модели :мы уже были приведены на 
стр. 325 и ел. посредством рассмотрения совершенно дру гих, 
именно диференциально-геометрических соображений. Мы нахо
дим здесь следующее. Подгруппа, соответствующая плgской 
гиперболической группе движений, в пространственной гипер
болической геометрии получалась, Rогда м ы  оставляли непод
вижной некоторую точку вне фундаментальной поверхности 
(стр. 2 7 5  ). В связке, проходящей через эту точку, имеет .место, 
как это мы подчеркивали, гиперболическое :мероопределение ,  
которое мu на стр. 276  проектировали на  соответствующу ю не
подвижной точке гиперсферу. Но :мы :можем та1tже перенести . 
это гиперболичt::ское мероопределение на· самое фундаментальную 
поверхность, которую мы теперь принимаем за евк.ттидову сферу. 
Если, в частности, мы выберем за неподвижную точку беско
нечно удаленную точку оси z,  то лучи и плоскости нашей св.язRи 
будут паралле"'Iьны оси z. Прямым лини.ям рассматриваемой 
двумерной гиперболической геометрии, следовательно плос
костям наше й связки, будут тогда соответствовать те круги на 
сфере, которые ортогон ально пе�;есекают экватор; движениям 
будут соотµетствовать те линейные подстановки переменного л, 

1) Определение изоморфизма см. на стр. 233, .сноска 1. 
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при хоторых экватор переходит сам: в себ.я. Это отображение 
гиперболи11еской связки юl сферу прежде всего .явJiяется дву
значным; мы его сделаем однозначным: тем, что будем рассмат
ривать только нижнее полушарие. Если :м:ы это последнее спро· 
ехтируем теперь стереографически на экваториальную плоскость, 
то мы полу-чим mутри едини-чного 1'руга х, у·nлос-кост�� вза
.и.мно однозна-чный образ плоской гиперболической геометрии,  
при-чем роль прямых б 1дут играть окружности, ортогоналыю 
пересекающие единичный круг, а роль движений будут играть 
те линейные подстановки переменного x+iy, которые переводят 
.этот круг в себя ] ) . Если мы в качестве центра гиперболиче' схой связки возь мем: не бесконечно удаленную точ«у оси z, а 
.бесконечно уда.ленную точку оси у, и затем стереографичес.ки 
спроектируем полушарие, определяемое неравенством: у> о из 
се верного полюса на плоскость х, у, то мы полу чим соверш енно 
таRой же образ гиперболической геометрии на полуплоскос1·и 
g>O, вместо о браза внутри единичного круга. Теперь движени
.я м и  буд у т  те линейные подстановки переменого x+iy, при ко
торых действительна.я ось У =  о переходит сама в себя, т. е .  
подстановки с действительными Rоэфициентами. То обстоятель
ство, что с помо щью этих подстановок можно изображать uliпер
болические движения на плuскость, мы уже установили ранее 
(стр. 1 15), но совершенно другим путем. 

Рассмотренная здесь модель плоской г.иперболичесхой гео
иетрии, которая быJiа известна уже Бельтраии, получила осо
,бенно боль шое значение для нове й ш ей теории фувRций благо
даря работам Пуанкаре; этим: мы ближе зай:иемс.я в § 3. Здесь 
иы тольRо хотим показl',ть, в хаRом направлении надо искать 
связи между действительной неевклидовой геометрией и теорией 

,фу нхций RОМПлехсного переменного. 

§ 2. О применениях пространственной гиперболической 
геометрии к теории линейных подстановок 

На основе установленной в предыдущем параграфе связи 
между линей ными подстановкам:и и движениями гиперболиче
ского пространства мы можем применить наши позна ния об 
этих последних (ер. стр. 273 и ел.) к рассмотрению отображений 
римановой числовой сферы на себя, осуществляемых с помощью 
линейных фувRций. Эти отображения мы можем классифици
ро вать т ак же, как и соответст вующие движения 2), и тогда 
придем к следующему их разделению: 1 .  При данном гипербоJiичесRом движении все точки прямой 
g, лежащей внутри фундаментальной поверхности, переход.ять, в 

1) Относ:и::rельно измерения длины углов в этой модели см. стр. 324 и ел. 
2) Пустр ч и тател ь  сравнит э 1 у классификацию с классификацией 

гиперболических движений на стр. 273 и ел. ' 
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себя таR же, :каR и всяRая плоскость перпендикулярная (в смыс
ле  гипербоJiичесRой геометрии) R прямой g, в то время как 
п;учок плоскостей, проходящих через прямую g, претерпевает 
не-которое прое:ктивное преобразование. Со(Jтветств vющее ли
нейное преобразование фу ндаментальной сферы выглядит сле
дующиу образом :  две точки (точки пересечения с прямой g) 
являютl:я неподвижными точками; всякая ОRружность того се
мейств i окружностей, :&оторое получается в результате пере
-сечения сферы плоскостями, перпендикулярными R прямой g, 
является "линией тока", т. е .  преобразуете.я сама в себя; се
мейство окружностей, ортогональное предыдvщему семейству 
·Оitружностей (сечени е с пучком плоскостей, проходящих черев 
прямую g), переходит :ка:к целое само в себя. Подобна.я линейная 
подстановка называется эллиптической. 

При данном: гиперболи·ческом движении остается точечно не
подвижной некоторая прямая g, лежащая вне фундаментальной 
поверхности; тогда пучок плосRостей, проходящих через прямую 
g, претерпевает  некоторое проективное преобразование;  всякая 
.ж:е nлос1tость, проходящая через пол.яру g' прямой g, переходит 
сама в себя. При соответствующей линейной подстановке на 
сфере имеются опять две неподвижные точки (точки пересе
че ния с прямой g' ) ; " линиями тока" .являются здесь окруж
ности пучRа окружностей, определенного этими двумя непод
вижными точRами (линии пересечения с плоскостями, прохо
дя щими через прямую g' ) ;  семей ство оRружностей, ортогональ
ное этому семейству (сечение пучхом: плосхостей, проходящи х  
через прямую g) , п ереходит в:ак целое само в с ебя. Следова
тельно, здесь роли обоих ' семейств окружностей поменялись 
местами отно<.штельно того , :как это было в случае эллипти
ческой подстановRи. Подобную линеtвую подстановку называют 
.гипероолшческоu. _ 

3 .  При данном: гиперболичесRом движении кажда.я из двух 
взаимно полярных прямых g и g' переходит сама в себя, но 
боJ1ьше нет ни одной неподвижной точки ни внутри, ни вне 
ф ундаментальной поверхности. Такое движение м ожно р ассмат
ривать Rак комбинацию 1 -го и 2-го случая. Точки двигаются 
по винтовым лини.ям. На сфере существуют опять две непод
.ви.жные тuч:ки (точки пересечения с той из неподвижных пря
мых, которая пересекает сферу в действительных точRах); 
"Jiиниями тока" здесь являются спирали вокруг обеих непод
вижных точек. Подобную линейную подстановку навывают ло1'
.содро.мической. 

4. НаRонец, еще остается предельный случай, в :котором об е  
неподвижные прямые пересекаются и Rасаются сферы в этой 
точRе пересечения. В этом cJiyчae рассмотрение гиперболиче
·св:ого пространства показывает ( ер. стр.  273),  что существует 
·только одна единственна.я неподвижная точка на  сфере (именно 
точка прюсосновени.я неподвижных прямых); каждое семейство 
в этой точке касающихся друг друга окружвост�й переходит 
:22 Клейн 
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RaR целое само в себя ; окружности одного "отмеченного " и3 
этих семейств являются "линиями тока".  Подобна.я линейна.я 
подстановка называется пара6одической. 

Подробно<:> рассмотрение различных линейных отображе
ний сферы на с ебя и меется во :многих учебниRах по теории 
фующий 1) .  

Прекрасное применение гиперболичесRой геометрии дал :Клейн 
при рассмотрении следующей задачи: " Найти все конечные 
групп ы  (т. е. группы, состоящие из Rонечного числа элементов) 
линейных подстановок одного комплексного пе ременного " 2 J. 
Ход его :мысл и: закл ючался в следующем:. Надо отысRать все 
конечные гру ппы движений гиперболическаго пространства. 
Всякое движение, принадлежащее к одной из таких групп, .яв
ляется "периодическим", т. е .  после несRольких повторенF�й 
этого движения всяRая точRа возвраЩается в свое исходн о е  
положение. Периодичесхое движение, как легхо видеть, всегда 
имеет неподвижную точку внутри фунда ментальной поверхности 
(следовательно, является " эллиптичесхи:м"). Но все движения 
какой-нибудь конечной группы имеют даже общую непод
вижную точку внутри поверхности 8) .  Поэтому рассматриваемая 
группа .является: подгруп п ой группы всех гиперболичесRих 
зращений вокруг Rакой-нибудь НРПодвижной действительной 
собственной точки, которая (ер. стр. 274)  виче:м не отличается 
от группы евклидовых вращений шара. Поэтому наша хонечная 
группа изоморфна неRоторой Rонечной подгруппе группы вра
щения шара, т. е. одной из таR называемых " групп :м:пого
гранников"  4) .  

§ 3. Автоморфные фун кции, ун иформизация и неевклидово 
мероопределен ие s) 

В этом параграфе мы вRратпе познакомимся с теореmи1Ко-фу'Н1К
циона.льным значением .модми Пуан"аре плоской гипербо.пической 
геометрии (ер. стр. 335 таR же, Rак и стр. 3 24 и ел.), в Rоторой линей
ные · подстановки, преобразующие единичный круг сам в себ.я" 
истолковываются хак неевклидовы движения плосRости. 

1) См.. например, Н u r w i t z - С о u r а n t, Funktionentheorie 2-е изд . •  
1925.  Есть русский перевод Р. К у р а н  т, Геометрическая теория функций 
комплексного переменного, ГТТИ, 1934. 

2) Uber Ьiniire Formen mit l i n earen S uQsШutionen in sich, Math. Ann.";. 
т. 9; вновь переиздано в . Кleins Ges Math. Abh.", 1 1 ,  стр. 245. 

З) () боснование см.  в пр едыдущей сноске. 
') Груп пы м ногоrранщшо в р ассмат р и ваются, например, в книге К l е i n,  

Elemen tarmathemati k, т. I ,  стр. 129  и ел. ,  1924 .  Также и бесконе'tные группы 
подстановок могут классиф и ц иро ваться с помощью рассмотренно й свяэи, 
см . К 1 е i n - F r i � k е, Automorphe Fu nkt 1 onen , J.  5) В качестве литерат у ры к этому параг рафу (для понимания Itото
рого н е обходи м ы  некоторые сведени.я из теори и  функций) м ы  у каже \! на 
K l e i n - F r i c k e, Automo rphe Funktionen; H u· r w i t z - C o u r a n t, P unk· 
tionentheorie (3-.я часть); W е у l, Die ldee der Riemannschen FШ.che. 
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Под автоморфной фун1'цuеu мы понимаем некоторую одно
значную аналитическую функцию, инвариантную относительно 
некоторой группы линейных подстановок аргумента этой функ
ции; если f (t) .является подобной функцией, то следовательно, 
существует некоторая группа подстановок: 

такого рода, что 

ал t + �л tл (ал ал - �А "{л =1= о; А = о, 1 , 2, • . •  ) 
"{лt + ол 

f (tл) = f (t) 
для всех значений t, лежащих в области суп�ест�оьания функ
ции f. Простейшими примера.ми могут служить слздующие: 

f (t) = tn 
с группой, состоящей из п подстановок: 

и 

с бесконечной группой 

21ti • � 
tл = е п t 

f (t) = et 

(Л. = О, 1 , . . .  , n - 1) 

tл = t + }.  · 21ti (Л = О, 1, 2 ,  . • .  , - 1 , - 2, . . .  ), 
далее, кро:м:е этой просто-периодической функции et примером 
могут служить также известные дважды- периодические функции. 
В э1·их примерах областью dуществования функции f (t) явля
ете.я: либо - в  случае f (t) = tn - вcя числовая сфера, либо - в слу
чае периодических фун1щий - числовая плоскость без бесконечно 
удаленной точRи. 

Но наряду с этим существуют также автоморфные функции 
с другими областями существования. Нас теперь будут особенно 
интересовать те из них, областью существования которых явля
ется внутренность единичного круга. Поэтому соответствующие 
.пинейные подстановRи будут переводить единичный Rруг сам 
в себя и, следовательно, могут рассматриваться каR движени.я 
ги нерболической плосв:ости. Тав: в:ак, далее, для изучения авто
:морфных фунRций весьма большое значение имеет знание соот
ветствующих групп подстановоR, ro отсюда видна вся важность 
гиперболичесв:ой геометрии для этой ветви теории фунв:ций. 

Простейшей из этих автоморфных функци й " с  предельным 
кругом" является .модулярная фун1'цuл, т. е. та фунв:ция, Rото
рая отображает конформно на одну из полуплосRостей, ограни
ченных действительной осью, в писанный в единичный Rруг и 
пересекающий его ортогонально своими сторонами треугольнив:, 
образо ванный дугами ОRружнсстей (следовательно, в смысле мо
дели гиперболичесRой геометрии ПуанRаре прямолинейный тре
угольнив: с нулевыми углами) . Эта фунRци.н it -:;=  f ( t), определенная 
сначала только внутри треугольнив:а, может быть аналитически 
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продолжен а на всю внутреннюю область единичного круга, 
но нигде не может быть продолжена за пределы этого :круга. 
Аналитическое продолжение выполняется с.ттедующи:м: образом: 
рассма:rриваемый треугольник зерRально отражают относИ'!ельно 
одной иа его сторон; вместе с этим своим зерRальным образом оп об
рааует четырехугольник; этот последний опять отражают зерка.11ь
но относите льно одной из его сторон; подобный процесс продолжают 

все дальше и дальше и по:крывают 
все большие и большие облас·rи вну
треннего круга, которые в пределе 
стремятся ко всей внутренней области 
Rруга. Тогда, по известному принципу 
теории функций, аналитиче<;кос про
должение определяется посредством 
того требования, чтобы двум точкам: 
t1 и t2, из которых Rаждая в указ11н
но:м выше смысле .являетсл зеркаль
ным образом другой, соотвстствова.пи 
Rомпле�сно-сопр.яженные внu.ченnя it 1 
И U2 = U1• 

При это:м: существенным являет
ся тот фаRт, что при неогранИчен

ных повторениях зеркального отображения все точ1ш вJiут
ренней области хруга действительно :могут быть покрыты. Д.тrя 
доказательства этого фаRта с большим успехом можно применить 
неевклидово :мероопределение, потому что, в то время как с ев
клидовой точки зрения образы исходного треугольниRа при 
вызванном повторными зеркальными отображениями приближе
нии к периферии круга становятся все :меньше и меньше 
(ер.черт. 236) ,  с точки зрения гиперболической геометрии они все 
одинаковой величины, так как зеркальные отражения .являются 
твердыми преобразовани.я:м:и. 

Дву:м: точкам, получающимися одна иа другой посредством 
четного числа зеркальных отр1:1жений, в силу вышеприведен
ного nринципа аналитического продолжения соответствуют всег
да одинавовые значения функций. Зеркальное отражение явля-

1 Черт. 236. 

ется несобственной подст�новкой (т. е. имеет вид t' = �I�1); ко:м:-
1 t +а  

бинация же четного числа зеркальных отражений дает всегда 
собственную подстановку. Вместе с тем фунRци.я f (t) действи
тельно .являете.я. авто:м:орфной функцией. , 

Под фунда.мент.альноu областью функции f (t) мы понимаем 
такую область, в которой каждое из значений, принимаемых 
вообще функцией f (t), встречается в точности один раз .  Выше
упомянутый четырехугольник, получающийся после однократ
ного зеркального о·rражени.я, .явл.яется фундаментальной областью,  
если только из него исключить две надле.жащи:м образом выб
ранные стороны. Этот четырехугольник при подстановках вашей 
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группы: переносите.я в различные места внутренности круга 
таким о брааом:, что при этом Rажда.я �очка покрываете.я в точ
ности один раз. Подобные фундаментальные области и преобра
зования наложения уже встречались при рассмотрении про
странственных форм (гл. IX) . Сейчас дело идет о том же 
самом, RaR и тогда, потому что также и теперь преобразования 
наложения .являются гиперболическими движ аниями и таRже 
и теперь они лишены неподвижных точек (что, Rак это можно 
покааать, имеет место дл.я в сех авто:морфных функций с пре
дельным: Rруго:м:). Следовательно, мы видим : всякая авто.морфная 
ФУ'Н/кци.я с пределы1iы.м круго.м, - например, модулярная фунR
ци.я- опреде.л,яет некоторую гипербо.л,ическую простраиствеииую 
форму. 

Этот факт находите.я в тесной связи с проблемой уииформи
аации миогоаиачиих функций. Если два переменных z и w свя
заны между собой поср едством аналитического уравнения 
F'(z, w) = о, то всJiедствие этого w определяется, вообще го
воря, RaR м ногозначн а.я функция переменного z. Задача уни
формиаации заRлючаетс.я в том, чтобы свести изучение этой 
:многозначной функции к изучению однозначных фунRций, т. е. 
требуе тся найти две однозначные фунRции ер ( t), � (t), для Rото
рых тожд�ственно F [!f (t), ф (t)] = о, другими словами, требуется 
для да ннои :многозначной функции w = f (z) дать некоторое пред
ставление Z = ер (t), W =  ф (t) с уиифор.миаирующи.м параметром t. 
Геометрически это сводите.я R нахождению Rонфор:много и вааимно
однозначного отображения на неRоторую область t-плосRо сти 
надлежащим образ.ом разрезанной риманов о й  поверхности, соответ
ств;у ющей уравнению F (z, w) = о; при этом взаимную одноанач
ность здесь надо понимать в том смысле, что rоэа Rраевых Rуска 
области- образа , соответствующие двум берегам одного и того 
же разреза на поверхности , следует рассматри вать RaR тождест 
венные. К этой а адаче :можно приступить следущщи:м образом : 
д л я  данной римановой поверfности F надо построить универ
са.льную накрывающую поверхность F', т. е .  одиосв.лзиию ,рима
нову поверхность, Rотора.я наRрывает ,  поверхность F. Далее, 
поверхность F' надо отuбразить конформно и взаимно однозначно 
(в обычном смысле) на некоторую часть t-шюскости . В теории 
униформизации доказываете.я, Ч'-fО тако е отображение всегда 
возможно . 

Если мы ограничимся аа.мкнутими р имановыми поверхно
стями, т. е. адгебраичес-ки.ми фуи-кци.я.ми w = f (z) и притом по
верхностями рода р> 1 ,  то поверхность F' может быть отобра
жена на внутреннюю область единичного круга в t-плосRости; 
введенные выше фунRции z = r.p (t), w = ф (t) будут тогда авто.мор
фи1ыми фун1.-�fия.ми с преде.льним 1Круго.м. Двум т_очRа:м t1 и t2, 
переходящим друг в друга при подстан оЕRах соответствующей 
гру ппы, соответствуют две точRи поверхности F', лежащие над 
одной и той ·  же точRой поверхности F; · следовате.льно, обеим 
:'\тим т1Jчкам соответствует одна и 'l'a же точRа поверхности F 



342 О ТНОШЕНИЕ НЕЕВRЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ R Д РУГИМ О БЛАСТЯМ 

фундаментмьвой областью и .является хах раз взаимно однознач
ный образ поверхности F. Так RaR преобразования наложения 
:мы можем рассматривать ка:к гиперболические движения, то 
поверхность F можно истолковать RaR гиперболичесRую простран
ственную форму. Измерение углов на ней с самого начала бы:ло 
за.дано римановой поверхностью, а описанное униформизирующее 
о тображение определило на ней таRже и измерение расстояний; 
обратно, знание этой метрики на F то тчас доставляет искомое 
отображени� на плоскость. Следовательно, возможность рассмот
рения римановой поверхности Rак пространственной фор:мы не 
евRлидовой гео:м:е:·рии Rак раз составляет содержание теоремы 
об униформизаци:1 . 

Из различных способов разрешения проблемы унифор:мизации 
один непосредственно сводится к ·вахождению неевхлидова меро
определения, соответствующего поверхности F. 

Пусть риманова поверхность рода р > 1, хоторую надо ото -
, бразить на час·ть t-плоскости, расположена с ветвлениями на 

z-плоскости. 3адача об отображении будет решена, если будет 

найден .моду.ль, т. е. Rоэфициент увеличения \ ;�\: ( в наших 

прежних обозначениях 1 1/(t)j 2) . ках функция z .  Но таR каR t не 

является однозначной фунхцией переменного z - ведь некото
рому значению z соответствуют все те значения t, которые 
при подстановках группы: переходят друг в друга, - то и этот 
модуль будет также не однознаqным, что значительно затруд
няет его нахождение. Это затруднение �страняется следующим 
образом:. Вместо упомянутого здесь модуля , являющегося отно
шением квадратов евRлидовых линейных элементов t- и z-плос
кости, в хачестве искомой фунхции, берут отношение квадрата 
неевRлидова линейного элемента, Rоторый соответствует гипер· 
болическому мероопределению, господствующему в единичном 
круге t-плоскости, к 1 dz / 2• Эта функция является однозначной, 
так как те подстановки, которые претерпевает t при обходе не 
:которого пути в t-плосRости, сохраняют длины в смысле гипер
болической геометрии. Логарифм этой однозначной фующии (ко
торый мы обозначим через и), как в этом легко убеди1'ъся 
путем вычисления, будет удовлетворять диференциалыюму 
уравнению ди = е"; при этом пезависимы:м:и переменными .являют 
ся х и у, причем z = x + iy. Вследствие этого задача униформи
зации сводится R интегрированию приведенного выше диферен
циального уравнения с известными :краевы:м:и условиями, Rото 
рые должны быть выполнены в точках разветвления римановой 
поверхности 1 ) . 

1) См. подробнее К l е i n, Ober lineare Dlfferentialgleichungen der zweiten 
Ordnung, автс.графированные лекции, 1894; В i е Ь е r Ь а с h, Ли = е" und die 
automorphen Irunktionen, "Math. Ann.," т. 77, 1916. 
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До сих пор род рассматриваемой римановой поверхности был 
всегда больше единицы. Но и поверхности рода р = 1 и р = О  
также могут быть унифор:мизированы. Все же имеете.я существен
ное различие в отношении области регулярности соответствую
щих автоморфных функций. Теперь у.же эта область не .явл.яет
<ея внутренностью Rруга. Если р= О, то она состоит из всей чис
ловой сферы, следовательно, униформизирующие функции 
.я вляются рациональными. Примером :может ' служить параметри
ческое ПР.едст авление: 

Z = ip (t) = t2, W = ф (t) = t� 

:многозначной фу1,1кции 

W= f (z) = zз1 •. 

Если р = 1 ,  то ip ( t) и ф (t) .являются мероморфными функция
ми, следо вательно , их областью существования будет вся п.лос<Хость без бесконечно удаленной точRи. Известнейшим примером 
являете.я униформивация функций W= f (t) = -{  a0z3+a1.zi+a2z+a11 
с помощью эллиптических функций. При этом фундаментальной 
<1бластью здесь будет параллелограм t-плоскости, Rак мы уже 
видели при рассмотрении сохраняющего длины отображения 
кольцеобразной поверхности, снабженной клиффордовым меро
<>пределением, на евклидову плоскость (ер. черт . 185 на 
стр. 284). 

Вообще здесь имеет место следующая заслуживающая вни· 
мани.я св.язь. Одно и то же распределение всех замкнутых по
верхностей по трем классам, в зависимости O'r того, будет ли 

р ,,,;, О, Р = 1, р = 2, ' 

получ аете.я как в проблеме пространственных форм, так и в 
проблеме у,:виформизации :  поверхности этих трех Rлассов могут 
быть снабжены соответственно эллиптичесRим, евклидовым: и 
гиперболическим :м:ероопределением и затем могут быть отобра
жены с сохранением длин соответственно на сферу, евклидову 
плоскость и на гиперболическую плоскость, представленную 
внутренностью некоторого круга, совершенно аналогично кон 
формным отображениям римановых поверхностей различного 
рода на однолистные области. 

§ 4. Замечания о применении неевк.11идова мероопреде.11ения 
в топологии 

Для чисто топологических исследований замкнутых поверх
ностей имеет большое з ,rачение возможность рассматривать их 
как евклидовы и неевRлидовы пространственные формы и свя
занное с этим рас пределение их по трем: :классам. 
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Мы уRажем на относящиеся сюда работы 1 ), не входя в бли
жайшее их рассмотрение; в этих работах на изучаемой с топо
логической точки зрения поверхности вводят :мероопределение 
Клиффорда-Клейна и пользуются простыми свойствами этого 
мероопределени.я, RaR, например,�наглядным течением его геоде
зических линий . .Ясно, что из всех способо в метризации поверх
ности: :м:ероопределепие Клиффорда-Клейна должно рассматри
ваться как самое естественно� и наилучшим образом отвечаю
щее топологическому строе�ию поверхности. 

§ 5. Приложения дроективноrо мероопределения 
в специальной rеории относительности 2) 

В новейшее время проективное мероопределение нашло себе 
применение также и при физических рассмотрениях, именно 
в специальной (частной) теории относительности. Пространствен
но-временное положение Rакой-нибудь материальной точRи Р 
определяется четырьмя величинами: тремя пространственными 
:Р.оординатами х, у, z некоторой прямоугольной декартовой сис
т емы :координат и тем соответствующим: моментом: времени t, в 
RОторый :материальная точка Р занимает это :место. Поэтому мы 
:можем всякое положени е  точRи Р изображать неRоторой точкой 
четырехмерного многообразия х, у, z, t, Rоторое в отличие от 
физического пространства х, у, z называется .миром. Далее, 
всяRое движение :материальной точк,и Р изображается тремя 
уравнениями вида Х = f1 (t) , у= f2 (t) z = fs (t). В трехмерном: мно
гообразии эти уравнения определяют некоторую хривую, · кото
рую называют .мировой .ttиnueu :материальной точRи Р. Всякая 
точRа этой линии изображает некоторое определенное положение 
материальной точки Р в пространстве и во времени, и осуще 
ствленвое с по:м.ощью :мировой линии объединение этих положений 
и дает рассмjlтриваем:ое движение. Аналогй.чным образом система 
из п материальных точек изображается: совоRупностью ив ti от
дельных :мировЫх линий. 

При изучении евклидовой геометрии и проективного меро
определения: мы уже видели, что существенные свойства гео
метрии особенно .ясно и просто обнаруживаются в закономер
ностях, управляющих соответствующими твердыми преобразо
ваниями. При их исследовании мы пришли к рассмотрению 

1) Например, D е h n, Uber unendliche di skontinuierli che Gruppen, :Мath. 
Ann. • , т. 7 1 ,  1912. G i е s е k i п g, Analytische Untersuchungen i.i ber topolo
gische Gruppen, Diss., Мюнсте р 1912. N i е l s е п, Zur Topo logi e dег geschlos
senen Flachen, Saertryk af Kongresberetningen, Копенгаген 1 926. В r о н
w е r, Aufzahlung der Abblldungsklassen en dlichfach zusammenhangender 
Flachen, " Math. Ann.", т. 82, 1921. 2) В качестве литературы к этому параграфу мы укажем на К l е i n.  
Uber d1e  geometrischen Grun dlagen der Loren tzgru ppe, Jahresber. der D. 
М. V" т. 19, 1910; вно вь переиздано в . Кleins Ges .  Math. Abh.", т.  I .  Далее, 
см. К l е i n, Vorlesungen tiber die Entwicklung der Mathematik ,  im� 19. 
Jahrhundert, т. 1 1, 1927. 
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фундаментального обра за, Rоторьтй при всех этих движениях 
переходит сам в себя. Исход.я из теории этого фундаментально
го образа, мы получили возможность и�учить простейшим обра
зом: все свойства соответствующего мероопределени.я. 

Теперь оRазываетс.я возможным перенести соответствующие 
рассуждения таRже и на случай рассмотренного здесь мира; 
именно: мы можем приписать :миру определенную геометрию 
или, говоря точнее, определенную пространственно-временную 
структуру. Но при этом оказывается, что мы приходим R совер 
шенно различным струRтурам в зависимости от того, исходим 
ли мы из 1'.1tассиttеской .механики или .же из электродинамики. 
Отправно к точкой Rлассической механики .являются ньютоновы 
диференциальные уравнения, в то время RaR в основе элеRтро
динамики лежат уравнения Максвелла. Теперь :мы будем искать 
те проективные преобразования мира, при Rоторых Rаждая иs 
обеих систем уравнения остается неизменной, совершенно ана
логично тому, RaR мы раньше определяли все проективные пре
обрааовани.я, при которых расстояния :между вс.яRими двум.я 
точками и углы между вс.яRими двум.я прямыми оставались 
неизменными. 

Известно, что ньютоновы диференциальные уравнения оста
ются инвариантными при группе следующих подстановок: 

х = с1 1х' + с 1 �ш' + c18z' + c14t' +с 1 , , 
У = С21Х' + с22У' +с2зz '  + cJ.it' + c2s• 

z = Св1Х' +са2У' + сззZ' +cs4t' +сз5 •  

в которых дев.ять Rоэфициентов Сх>. {х, l= 1 , 2, 3 )  образуют орто
гональну ю матрицу с определителем +1 или -1 . Эта группа сос
тавляете.я иа подстановоR следуюптих трех типов: 

1 )  из евклидовых преобразований физиче ского пространства 
х, у, z ;  

2 )  из  преобразований, получающихся, �бли отс 'Iитывать от 
другого момента времени; 

3 ) из преобразований, возниRающих при введении новой сис
темы Rоординат х, у, z, Rоторая относительно старой системы 
координат х', у', z' перемещаете.я с постоянной (каR по величи
не, так и по направлению) скоростью. Рассматриваемая группа 
называется группой Галилея-Ныотона класси'Ческой .механики. 
В ней имеется 16 Rоэфициентов, из Rоторых первые девять 
связаны шестью (независимыми) условиями; поэтому группа 
зависит тольRо от десяти независимых параметров и вследствие 
этого .явля ете.я десяmи'Членной. 

Совершенно аналогичным образом можно говорить о группе 
проективных преобразований, при Rоторых инвариантными оста
ются уравнения Максвелла. Более глубокие исследования: 
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(которыми :мы здесь зани:м:аться не будем) показывают, что эта 
группа имеет следующий вид: 

:li = Cн:li' + С12У' + CisZ' + C · C14t' + C i ;; •  
у = С21Х' + С22У'.+ C23Z' + C · C a4t' + С25• 
z = С31Х' + СзаУ' + CssZ ' + C • Cai' + Сзr. •  

с с с t = _Ч х' + _!!_у• + ___!O__ z' + с t' + с  
с с с 44 4 5 1  

причем первые шестнадцать Rоэфициентов с"л (х, l= 1 ,  2, 3,  4) 
связаны следующими десятью соотношениями: 

• " { 1 для х = л, Сх1 Сн + Сх2 Сл2 + Cxs Слз - С"4 Сл4 = О для х =!= Л ;  
букиа с в прИведенных формулах обозначает скорость света. 
Следовательно, в этой группе, Rоторую :мы по примеру Пуан
к аре будем: нааы вать группой Лоренца, фигурируют 20 Rоэфи
циен'l'ОВ, связанных десятью (независимыми) соотношениями; 
значит эта группа точно таR же, Rак и группа Галилея-Нью
тона, .являете.я дес.яmи'Члениоu. 

06е эти группы мы :можем определить очень простым обра
зом геометричесRи, если мы расширим аффинное :многообразие 
переменных х, у, z, t до проеRтивного :многообразия ПJ! Тем при
соединения бесRонечно удаленных элементов. Именно: при под
отановRах группы Галилея-Ньютона неRоторый определенный 
квадратичный образ переходит саи в себя, причем этот образ 
состолт из бесконечно удаленного пространства с лежащей в 
в нем nлосRостью, на Rоторой выделена веRотора.я нулевая Rри
вая 1 ). Совершенно аналогичным образом при преобразованиях 
группы Лоренца инвариантной остается некоторая нулевая по
верхность, Rоторая вырезается нулевым гиперконусо:м: 

x2 + y?+z2 - c2t2 = 0, 
из б есRонечно удаленного пространства. В смысле теории квад
ратичных образов в четырехмерном :многообразии фундаменталь
ный образ группы Галилея-Ньютона должен рассматриваться. 
каR дважды вырождающийся, а фундаментальный образ группы 
Лоренца, напротив, каR однократно вырождающийся 2). 

С геометрией, соответствующей группе Лоренца, мы уже 
познз 1tо:мились раньше, хак с псевдо-евwлидовоu геометрией 
(стр . 1 6 1  и ел.) . 

1) Этот образ 
'
.явл.яется пересечением бесRонечно удаленного простран

ства с гиперплос:костью t=O и гвпер цилиндром: ..v2 +y2+ z1=0. 2) Вследствие этого вырождени.я фундаментальные образы переходят 
в с ебя еще при преобразовани.ях подобия (ер. стр. 206), которые все же 
здесь не будут приниматься во внимание, таR Rак они не оставляют ин
вариантными �оложенные в основу уравнения. 
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Ради наглядности отбросим z-хоординату и будем рассмат
ривать соответствующие предложения лишь дл.я случая трех 
и3мерений х, у, t. Из Rаждой точки пространства выходит Rонус 
изотропных прямых, Rоторый мы изобразили на схематическом 
черт. 237 1 )  для начала Rоординат; все эти конусы параллельны 
между собой. Так Rак скорость света с, будучи измерена в обыч
ных единицах (сантиметрах и секундах), изображается чрез
вычайно большим числом с = 
= 3 • H J10 

�.м/се-х:, то этот конус J чрезвычаино тесно прилегает R 
Х-, У - плоскости. Если бы мы 
стали приписывать с все боль
шие и большие значения, то наш 
хонус все теснее и теснее при
легал бы к этой ПЛОСRОСТИ и 
наконец в предел� при с =  оо пре
вратился бы в нее (притом дваж
ды считаемую). 

При атом предельном перехо
де фуида.меитальимй образ груп
пм Лоренца превращаете.я в фуи
дамеитальиий образ груnп'ы 
Галилея-Ньютона. Именно в слу
чае группы Лоренца мы можем 
0тот образ (если мы введем од
нородные точечные Rоординаты: 

Черт. 237. 

= а:1 : Х5, у = х2 : х5; z=x4 : Х5, t = x6 :  х5) представить с помощью 
следующих двух уравнений: х�+х�+х: - с2х: = о, х5 = 0. В одно
родных пространственных Rоординатах: и1 : и2 : u8 : и4 : u5 мы по· 
лучим: вместо этих уравнений тольхо одно единственное урав-

1 
пение: и�+и�+и: - 2 · и:= о. Но если :мы здесь будем неограничен

с 
· ло увеличивать с, то мы получим в пределе: и�+и�+и: = о, а это 

ка.в: раз и является уравнением: фундаментального образа группы 
Галилея-Ньютона в однородных пространственных Rоординатах. 
Следовательно, между �:руппой Галилея-Ньютона и группой 
Лоренца имеется такая же связь, каR между евRлидовой и не-
евклидовой геометрией. _ - �  

Эти отношения между обеими группами имеют важные фи
зические следствия. По RлассичесRой механиRе мир должен 
иметь струхтуру группы Галилея-Ньютона, а по :;�леRтродина
:мической теории - струRтуру группы Лоренца. Необходимо 
сде.тrать выбор :между этими двумя группами; историческое раз
витие поRааало, что предпочтение нужно отдать группе Лорен
ца. В самом деле, если бы :мы отдали предпочтение группе 
Галилея-Ньютона, то нам пришлось бы втиснуть теорию влек-

1) В действительности этот конус .является еще более плоским, чем 
как он изображен на чертеже. 
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тричества  в рамки эт6й 'По существу соверше:uно чуждой ей 
группы, что, хах показывает опы� (вапример извЕ> стный экспе
римент Майкельсона), просто невозможно. Е сли же мы Q:r'дадим 
предпочтение группе Лоренца, то нам хотя и придется внести 
в законы классической :механики некоторые и зменения для того, 
чтобы эти законы сделать инвариантными относительно группы 
Лоренца, но, так Rак группа Лоренца превращается в группу 
Галиле я-Ньютона, если рассматривать скорость света бесконечно 
большой, эти изменения будут иметь значение только для тех 
явлений, при Rоторых встречаются скорости 'I ого же порядка, 
каR и скорость света. Вследствие этого в огромном боль
шинстве .явлений физики и в особенности в астрономии мы 
:можеи предполагать справедливыми законы классичес1tой мехэ.
ни:ки, не опасаясь сделать сколько-нибудь ощутительной ошибкч. 
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в евклидовой геометрии 305 

- поверхности 307, 33 1 
- риманова многообразия 316-31 7 

- эллиптической и гиперболичес
кой геометрии 21 3-214, 228-230 
33 1 

' 

Кривые второго порядка 46 , 64-10�; ItЛассификация 83 
- второго порядка в эллиптичес· 

:кой и гиперболической геомет
риях 250-255 

- второго масса 46, 44-108; клас
сификация 88-89 

- второй степени 99- 1 02; класси
фикация 1 00 

- вырожлающиес.я и невырождаю· 
щиес.я 67, 68, 100-101 

- действительные и м нимые 65 
- нулевые и овальные 8 1 - 83 
- п-го порядка и п-го класса 46 
� постоянного расстояния 237, 247, 

298 
Круг в вырождающихся мероопре-

делени.ях 161-162, 201 -203 
- гиперболической геометрии 
122-123, 1 96-198, 218, 220 ,  246-252 
- евклидовой геометрии 155-1 56. 

220 
� эллиптической геометрии 1 22-

123, 196 - 198, 2 18-220, 235-239, 
242, 25 1 ,  252, 266, 271 

- вписанный, вневписанный и опи-
санвБ!й 239-240, 242 

- кривизны 305 
- расстояний 202 
Круговые точки 1 55-156 

Линейна.я конгруенция 138 
- однородна.я подстановка 27-3:1: 
Линейные подстановки комплексно

го переменного 120, 277, 333- 336 
Линейный элемент в евхли цовой 

геометрии 304 
- - - неевхлидовой геометрии 

315-3 1 6, 333 
- - - рима.новом многообраз:с:и 

314, 317-318 
Лини.я тоха 337 
Лист Мебиуса 25 
Локсодромическая подстановха 337 

Мероопределение параболическое 
190, 200-203, 209 

- проективное 183 -188, 3 _ 9-330 
- проективное вырождающееся и 

невырождающееся 183 
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- эллиптическое и гиперболичес
:кое, см. эллиптическая и гипербо
лическая геометрии 

Минимальные прямые , см:. изот
р опные прямые 

Мнимые образы второй степени и 
класса 65 • 

- элементы 57-60 
· 

Многообразие п-м:ерное 41-44, 47, 
94,  1811, 1 98, 2 2 .3-225, 29!-295, 
3 1 4-3 1 8, 344-347 

- риманово п-мерное 314-315 · 
- риманово постоянной кривизны 

316-317 
Модель Пуанкаре гиперболической 

геометрии 326-335 
Модулярная функция 339 

·неархимедова геометрия 330 
Невырождающеес.я проективное 

мероопределение 183-1 98 
Невырождающие ся образы второго 

порядка, класса и степени 67, 68, 
100, 107 

Недостаток 222, 225 
Неевклидова диференциальная гео

метри я  267-270, 830 -332 
Неевклидов линейный элемент 333 
Неевклидова геометрия; история 

296-332 
Неопределенная форма 80 
Неподвижные точки проективного 

преобразования 38-40, 120 -123, 
1 35-138 

Несобственные (бесконечно дале
кие) элементы 1 2  

- проективные преобразования 
109- 110, 129-130 

Несобственные п-мерные много
образия 4 1-44, 47, 94, 186, 198, 2 �3 
-225, 294-295, 3 1 4-318, 344-347 

Нормальное сечение поверхности 
305 

Нулевые поверхности и кривые 
81-82, 83 

Образы второго порядка, клаеса и 
степени, см. кривые и, соответст
венно, поверхности второго по
рядка, класса, степени 

Обратные преобраз ования 28 
Овальные поверхности и кривые 

8 1-83 

·Однородные ttоординаты плоскости 
46-47 

Однородные координати прямой 
1 9, 44-47 
- - ТОЧКИ 11- J 5  
- линейные подстановки 
- пространственные формы 281 , 

294 
Одн осторонние поверхности: 25-26 
Окаймленный о пределитель 72 - 73 
операции перестановочные 130 
Ортогональные подстановки 1 18, 

1 34, 143 
- тра1::ктории (круги каR ортого-

н альные траектории) 237, 24:7 
Оси движения 2 59, 273 
- зерка льного отражения 246 
- клиффордовой поверхности 266 
- центрального :конического Cf.'· 

чения 252, 253 

Основые образы 41-42, 50, 9'1: 
Относительная кривизна 33 1 

Отображения :конформные 3 1 8-329 

- сохран яющие длины 267, 303-
-304, 3 18 

Отрицательно искривленный ку
сок поверхности 306 

- определенная форма 80 

Пара точек :ка:к образ некоторого 
класса 85 

П араболические подстановки 337-
338 

Параболическое м:ероопределение 
190, 200-203, 209 

Параболы в гиперболической г е о ·  
метрии 250, 252 

Параллельные плоско сти 272 

- прямые 16 7, 1 7 3, 227-228, 256-
259, 272, 2!)6-302 

Параметр, зависимость от него 
57-68 

Параметрическая форма уравне
ния прямой, плоскости. О СНОВ· 
ного об раза 14, 1 5, 19, 42 

Перестановочные операции 1 30-
131 

Плоскости взаимно перпендику
лярные 155 

- и зотропные, см. изотропные пло 
скости 

- мнимые и комплексно-сопря 
женные 59-60 

Площадь круга и длина окр ужно
сти 2 18 -2 20 
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- треуго.11ьника 8u 
Поверхность вращения nоетоянной 

отри цательной кривизны 307-
313 

Поверхности второго порядка 47, 
64- 108; классификация их 81 

-- второго класса 47, 64-108; клас
сификация их 85-Ьб 

- второй степени 107-1 08; клас
сификация их 107 

- вырождающиеся и невырожда-
ющиеся 6 7, 68, 108 

- действительные и мнимые 65 

-- п -го поря дка и ·п-го класса 47 
-- нулевой кривизны 307, 33 1 

--- нул евые, овальные и кольцеоб -
разные Ь2 

- - односторонние и двусторонние 
24-26 

- постоянной кривизны 307-31 3 ,  
33 1 -332 

- - род 290 
i Iодгруппа; определени е 33-34 

-- ; установление всех конечных 
подгрупп линейных подставок 
3.)8 

Нодстановки линейные однород
НЪlе 27 - 29 

- обратные 28 

- элл ипт и ческие, параболические, 
гиперболические и л оксодроми
ческие 337 

Политехническая школа 20 

Положительно искривленный ку
сок поверхности 306 

l lоложатедьно определенная фор-
ма 80 

l �олярные преобраз ования 65 -7 1 
! Iодярный тетраэдр 78 

! lоляры сопря женные 70 

l lолюс, поляра, полярная плос
кость 66, 6 7 - 68 

! lостоянная расстояний 184, 190-
191, 192- 19 !, 2 1 2, 2 13-214 

1 1оетоя нной кривизны поверхности 
307 

- -- р иманово многообразие .317 
i Jоетроение четырехсторонника 

173-176 
Превращение эллиптической , па

раболической и гипербо,1ичес
кой геометрий друг в друга 99, 
106, 2 1 0-2 16, 218, 220, 2:12,  276 

- образов второго порядка 95- 1 06 
Предельный круг (гороцикл) 197 , 

248 

- - автоморфной функции 3'39 
- шар (горосфера) 1 98, 272, 276 
Преобразования аффинные, свобо

дно-аффинные и центрально-аф
финные 33-40 

Преобразования наложения 282, 34 1 
- подобия в е вкл идовом простран

стве 1 12, 126, 146 
- -; отсутствие преобразован и й  

подобия в н еевклидовой геомет-
, рии 206, 298, 301 

- проективные; см. коллинеации 
- твердые 206 
Проблема пространственных форм 

281 

Проективная пряма.я, плоскость , 
пространство 13, 22-27 

- шкала 37, 177-38 1  

Проективное мероопределение 
183-208 

- п-мервое многообразие, см. мно 
гообразие п-мерное 

Проективные ко ординаты прямой 
и плоскости (прямолинейные и 
плоскостные координаты) 44 - 45, 
46-47 

--- координаты точки (точечны е 
координаты) 15-20 

- преобразования 32-40 
- - Ш}реводящие в самого себя 

образ второ й  степени 109-146, 
155, 165, 169, 185, 206-208 

- - собственные и несобствен
ные 128 - 130 

Прямолинейный ряд точек 50 

Прям ые взаимно перпе.ндикуля р
вые, см. взаимно перпендикуляр 
ные прямые 

- изотропные, см. взотропныt• 
nр.нмые 

- :мнимые и комплексно-сопряжен
ные 58-60 

- сильномнимые и сл
.
абомнимы('· 

60, 94 

Псевдоевклиnова гоометрия 161-· 
164, 203, 346-347 

Псевдосфера 309-310 

П у чок 23, 50- 51, 55-56, 200· 
Пучки скрещенные 106 
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Радиус кривизны ?.12-213, 229, 27 7, 
305 

Р азвертывающиеся поверхности 
267' 303-307 

Р азвит�е геометрии 20, см. также 
исторические замечания 

Ранг детерминанта 75 
Р асстояние в евклидовой геомет

r�ии 147- 148, 150 -152, 158-160, 
199-200 

- :в проективных мероопределе
ни.ях 161 - 162, 184 - 189, 198-
203 

- кратчайшее между двум.я пря
мыми 245 

- перпендикулярное 169, 232 - 235 
242, 254 -

Риманова числовая сфера 62 
Риманово многообразие п измере-

ний 314- ; 15 
Род поверхности 290 
Ряд точек прямолинейный 50 

Сверхкруги (гиперциклы) 1 97, 247 
Оверхmары (гиперсферы) 198, 272, 

276 
Свободно- аффинные преобразова-

ния :!3 
Связка 23, 165-170 
Сдвиги 1 30-134, 208, 254-263 
Сеть Мебиуса 1 81 
С ильно.мнимые п рямые 60, 94 
Сивектическа.я л инейча•rа.я конг-

руенци.я 332 
Слабрмни мые прямые 60, 94 
Смешанные группы 1 10 
Собственные проективные преоб -

разования 109, 129-130 
- - точки, прямые и плосв:ости в 

евв:лидовой геометрии 151 
Сопряженные мнимые точки, пря

мые, плоскости 57-60 
- поляры 70 
Сохраняющее углы (в:онформное) 

отображение 3 18-329 
Ст ереографическая проекции 62, 

320 
Сферическая геометрия 166 
- - ; отношение к эллиптической 

геометрии, см. эллиптическая 
геометрия 

Сумма углов треугольника 220-
223 

Твердые преобразования 206-208 
Тензор кривизны 316 
Теорема о высотах 242 
- - перпендикулярах 242 
- - конгруентности 238-23&, 249 
'Георема о точках пересечения в 

треугольнике 239--242 
Т еория инвариантов 29, 3 1  

- поверхностей 302-311,  330-33 1 
- относительности 344-348 
- элементарных делителей 40, 250 
Топологические применения н11е в 

в:лидовой геометрии 344 

Точка как образ некоторого клас
са 45-46, 85-86, 88-89 

Точки изотропные, см. иэотрон
вые точки 

- мнимые и комплексно-сопряжен
ные 57-60 

- округления 305 
- ортогональные (взаимно пер-

пенди:в:улярвые) 169, 233-235, 
242, 254 

-- пересечения кругов 238, 249 
Тригонометрические формулы эл

липтической и гиперболической 
геометрий 215-218 

Угловая посто янная 185, 1 93, 195-
196 

Угловой круг 202 
Угол в евклидовой геометрии 

148-150, 153-155, 156-158, 165, 
193, 200 

Угол параллельности 244 
Угол в проективном :мероопределе

нии 185-189, 193-1 95, 20Q-203 
Уяиформизация 341 
Уравнение касатмьной 1 1 4  

Фокусы и фокусные линии цен · 
трального конического сечения 
254-255 

Форм&, положительно и отрицэ 
тельно определенные , неопреде 
ленные 80, 314 

Фундаментальная группа 283 
Фундаментальная область 282, 

283, 340 
Фундаментальные образы евкли

довой геометрии 1 55, 165, 186 
- проективных мероопреде 

лений 183-1 86,  1 98-203 
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Фундамеяталъиы е  образы эллип
тической и гиперболичес1tой гео
метрий 168-169, 190, 1114, 197-1 98 

Фундаментальные прямые 17  
- - точки 16 
ФундамеятаJiьный треугольни1t 18 
Функции автоморфные 329, 338-343 
- - гиперболические 2 1 6  

Центры вписанного, вневписаниого 
и описанного кругов 239, 242 

Центр центральяо1•0 конического 
сечения 251 -253 

Центрально-аффинное преобразо
. ваиие 33 

Центральное коническое сечение 
252-253 ' 

Цилиндрическая форма 278-279, 
283-288 

Числовая (гауссова) плоскость 6 1  
Числовой круг Римана 62 
Четвертая rармоническа.я точка, 

прямая плоскость 51, 173-176 

Шар евклидов; эллиптическая и 
гиперболическая геометрия на 
евклидовом шаре действитель-
ного илк мнимого радиуса 170-
- 1 73, 21 2-220, 242-243 

Шаровой круг 155 -156 
- - мнимый 152, 156 
Шары в евклидовой геометрии 

- - эллиптической и rяпербо.в:в-
11еской геометриях 198, 255, 272, 
275-277 

Ш1tала проективная 37, 177-1 81 
Эллипс в эллиптической и гипер

болической геометриях 250-255 
:iллиптическая геометрия (эллип

тическое мероопределевие) на 
прямой 190- 1 91,  232-234 

Эплиптhческа.я геометрия на пло
скости 167-173, 194, 197--198, 
204-208, 212. 2 1 4-22 1, 250-255, 
288-289, 297,310, 315, 318-324 

- - в пространстве 198, 203-21 1 ,  
226-231, 255-272 , 294, 317-318, 
330-332 

- - ; переход к евклидовой и 
гиперболической геометриям 99, 
106, 210-21 1 ,  218, 220, 24 1 -242 , 
275 -277 

- - ; св.язь со сферической гео
метрией 171-173, 2 12, 214-219', 
221 , 242, 289, 294 

Эллиптическая кривизна 306 

Эллиптические движения, см. дви
zеяв.я в эллиптической геомет -
рии 

Э ллиптические подстановки 337 
пространственные формы 

289-294 
Эллиптическое измерение углов 

в пучке 193- 194 
:i.цлвптвчес1tое мероопреде.цевие . 

см. эллиптическая геометрия. 
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