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ОТ ПЕРЕВОДЧИКА
И РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Книга Дж. Марри стоит особняком в литературе, посвященной приложе-
ниям математики к решению биологических проблем. Она не является ни
учебным пособием по математике для биологов, ни курсом лекций для матема-
тиков с примерами из биологии, ни монографией по математическим пробле-
мам, возникшим в биологии. Уже в предисловии автор делится с читателем
своим глубоким убеждением, что математик, серьезно интересующийся биоло-
гией, должен видеть свою цель в том, чтобы всеми доступными ему средствами
способствовать решению биологической проблемы. Эта простая истина далеко
не так очевидна и популярна, как можно было бы подумать; изучение литера-
туры показывает, что примеры из биологии используются зачастую лишь как
повод для проведения математического исследования или для иллюстрации ма-
тематических результатов. Конечно, такие работы могут иметь математическую
ценность, а иногда и потенциальное прикладное значение, способствуя накопле-
нию интуиции и аппарата. Однако думается, что математик-прикладник спосо-
бен и на большее. На протяжении всей книги Дж. Марри старается продемонстри-
ровать, что математик, глубоко проникший в суть изучаемых процессов, не только
открывает в тесном сотрудничестве с биологом новые стороны и закономерно-
сти явлений, но и получает в качестве награды свежие постановки задач и кра-
сивые математические построения.

На первый взгляд выбор тем в книге Дж. Марри кажется случайным и
в лучшем случае отражающим, как указывает в предисловии сам автор, его
личные вкусы. Однако это не совсем так: есть две «красные нити», проходящие
сквозь разноплановые главы книги. Первая-биологическая-это целеустрем-
ленный поиск возможных зависимостей между механизмами переноса и хими-
ческими реакциями, т.е. попытка решения одного из ключевых вопросов совре-
менной биологии. Вторая-математическая-это последовательное применение
асимптотических методов в различных нелинейных задачах, благодаря чему су-
щественно повышается эффективность исследований и наглядность результатов.

Темы, затронутые в разных главах книги, в различной степени отражены
в отечественной литературе. Так, по ферментативной кинетике и колебаниям
в химических и биологических системах есть много хороших книг и обзоров (см.
литературу к гл. 1 и 4), отчасти перекрывающих содержание этих глав книги
Дж. Марри. В то же время читатель найдет много нового в описании явлений
и моделей облегченной диффузии (гл. 2), понижения размерности диффузии
(гл. 3), возникновения пространственных структур, лежащих в основе раскраски
животных (гл. 6). Главы 6 нет в английском оригинале, она представляет собой
препринт, любезно присланный автором для русского издания, и несомненно
вызовет большой интерес. Глава 5 посвящена нелинейным волновым явлениям
(по отечественной терминологии «автоволновым процессам»), центральное ме-
сто в ней занимает интересная модель подобных явлений в реакции Белоусова —
Жаботинского. Эта область сейчас развивается наиболее бурно.

По сравнению с английским оригиналом в русском издании расширен би-
блиографический список (наименования, добавленные нами, отмечены звездоч-
кой), несколько новых ссылок добавлены автором. Здесь и работы, вышедшие
после 1977 г., и литература на русском языке, в особенности математическая.
Хочется отметить, что несмотря на отдельные глубокие работы, в целом биоло-



От переводчика и редактора перевода

гическое и биохимическое направления недостаточно популярны в работах оте-
чественных математиков. Пока еще очень мало лиц, систематически работаю-
щих в этой области. В то же время она уже сейчас весьма обширна и сулит
необозримые перспективы открытий, новых задач и прямых приложений. Хоте-
лось бы, чтобы перевод данной книги послужил толчком к развитию этой
области.

Мы сочли целесообразным сделать к книге краткое дополнение, посвящен-
ное математическим моделям биологических явлений, связанным с учетом по-
следействия. Здесь отражены результаты как советских, так и зарубежных авто-
ров, в частности самого Дж. Марри.

К достоинствам книги Дж. Марри следует отнести весьма квалифицирован-
ное изложение биологической (или химической) сути описываемых явлений. Ав-
тор прекрасно понимает, что решающим звеном прикладного математического
исследования является правильно выбранная математическая модель, одновре-
менно достаточно адекватная и не слишком сложная. Поэтому он многократно
возвращается к неформальному обсуждению постановок задач, анализу воз-
можных значений параметров, сравнению результатов с натурными и численны-
ми экспериментами и т.д. Это, конечно, значительно повышает прикладную цен-
ность его работы.

При работе над русским изданием мы пытались устранить замеченные по-
грешности и неточности английского издания. Однако мы не стремились дово-
дить рассуждения автора (даже математического характера) до уровня «чистой
математики»: хотя в большинстве случаев это можно сделать без особого труда,
такая переделка противоречила бы всему стилю книги. Отметим, что автор
принял участие в обсуждении дополнения и в решении отдельных вопросов, воз-
никших при переводе и редактировании, любезно прислал список опечаток и ис-
правлений; мы благодарны ему за это.

Книга рассчитана на читателей, интересующихся проблемами математиче-
ской биологии. Для ее понимания достаточно простых сведений из теории диф-
ференциальных уравнений (обыкновенных и с частными производными); другие
необходимые математические результаты, а также сведения из биологии автор
приводит по ходу весьма подробного изложения, подводя читателя к современ-
ному состоянию рассматриваемых вопросов.

Надеемся, что читатель получит от этой интересной книги такое же удо-
вольствие, которое испытали мы при ее переводе и редактировании.

В. Г. Бабский
А. Д. Мышкис



ПРЕДИСЛОВИЕ

Использование математики в попытках сформулировать биологические за-
коны имеет длительную историю. Леонардо Пизанский, более известный как
Фибоначчи, еще в 1202 г. имел ясное представление о росте популяций. В упраж-
нениях к своей книге по арифметике 1 ' он приводит анализ простой модели попу-
ляции кроликов и в результате получает число пар кроликов по истечении каж-
дого следующего месяца, отправляясь от одной пары и некоторой модели
воспроизведения. Эти числа хорошо известны как числа Фибоначчи. Более серь-
езную и систематическую попытку введения в биологию математического фор-
мализма сделал Джованни Борелли в 1680 г.2). Он предложил геометрический
подход к механике движения животных, включая человека. Его анализ, осно-
ванный на статике, является количественным. Эта работа, кстати, была опу-
бликована за несколько лет до «Начал» Ньютона. В XIX в. отмечается вспышка
интереса к междисциплинарным исследованиям у некоторых крупных математи-
ков и естествоиспытателей того времени. Д'Арси Томпсон под влиянием устрем-
лений XIX в. к более строгому формализму в биологии опубликовал в 1917 г. фун-
даментальной важности труд «О росте и форме»3 '. Эту книгу можно в той или
иной степени считать началом создания современной теоретической биологии.
Она охватывает невероятно широкий круг биологических вопросов, объединенных
возможностью применения к ним математики. С 1920 г. число значительных ра-
бот в этой области возрастает, и в этой книге мы будем ссылаться на многие из
них. В связи с замечательными успехами теоретической генетики особенно сле-
дует отметить книги Холдейна4 ' и Фишера5 ' . Последние 15 лет наблюдалось
широкое распространение математических методов в биологических науках, од-
нако их положительная роль признана далеко не всеми. Эта книга является вве-
дением в некоторые современные проблемы математической биологии. Мой
подход является в основном практическим. Я глубоко убежден, что составной
частью любого теоретического исследования должна быть его связь с экспери-
ментом и наблюдением, проявляющаяся как в предсказующей роли этого иссле-
дования, так и в его корреляции с существующими экспериментальными данны-
ми и фактами.

Биологические науки по сравнению с физическими, конечно, намного слож-
нее и с точки зрения формализма намного менее развиты. Хотя математика
и модели могут быть исключительно полезны для биологических наук и во мно-
гих случаях сделали важный вклад в развитие этих наук, их применение ограни-
ченно и не является панацеей, как иногда считают. Если окончательная цель за-
ключается в том, чтобы внести вклад в биологическое исследование, то

" Leonardo Pisano (Fibonacci), 1202, Liber abaci.
2 ) Giovanni Borelli, 1680, De motu animalium, vol. 1, Bernabo, Rome.
3 ) D'Arcy Wentworth Thompson, 1917, On growth and form, Cambridge

University Press, Cambridge.
4 ) J. B. S. Haldane, 1924, A mathematical theory of natural and artificial selection,

Cambridge University Press, Cambridge.
5 ) R. A. Fischer, 1930, The genetical theory of natural selection, Clarendon Press,

Oxford; 1949, The theory of inbreeding, Oliver and Boyd, Edinburgh.



Предисловие

я убежден, что для математика, физика, инженера и т.д. абсолютно необходимо
самому заняться биологией, прежде чем пытаться сконструировать модель или
теорию. За очень небольшим числом исключений, увлеченность строгими или аб-
страктными теориями или анализом гипотетических моделей, как бы они ни бы-
ли интересны математически, не только почти бесполезна практически для био-
логии, но и может отрицательно влиять на продуктивность междисциплинарных
исследований. С другой стороны, точка зрения некоторых биологов, что мате-
матики могут быть полезными техническими работниками, но неспособны оце-
нивать биологические проблемы и не должны пытаться это делать, также мало-
продуктивна. Когда научная деятельность оказывается подлинно междисципли-
нарной, она может быть захватывающей и благодарной, и эта книга является
отчасти попыткой представить избранные проблемы и результаты, которые мне
кажутся интересными для математиков и одновременно полезными и суще-
ственными для биологов.

Все основные области прикладного анализа могут быть непосредственно ис-
пользованы в биологических науках. Материал, представленный здесь, пол-
ностью посвящен детерминистическим моделям, основанным на дифферен-
циальных уравнениях, так что вопросы статистики и теории вероятностей не
затрагиваются. Хорошо известно, что статистика и в меньшей степени теория
вероятностей имеют огромную важность для биологии и медицины и широко
в них применяются. Одна из целей этой книги заключается в том, чтобы пока-
зать, что детерминистические модели столь же широко распространены и по-
лезны для развития теоретической биологии.

Выбор тем из достаточно большого числа детерминистических моделей, су-
ществующих в настоящее время, был затруднительным и отчасти отражает мой
личный вкус. Единственной общей чертой является нелинейность моделей. Я пы-
тался представить здесь те из них, для которых и сама модель, и ее приложения
являются нетривиальными и интересными. Я пытался также показать на приме-
рах, как развивается модель реальной биологической ситуации. Выбранные кон-
кретные примеры показывают, как математика приносит пользу при планирова-
нии и интерпретации эксперимента и способствует пониманию сути процесса.
Рассмотрение многих тем не является исчерпывающим. Даются подробные ссыл-
ки, однако для предварительного понимания к ним нет необходимости обра-
щаться, поскольку я стремился изложить биологическую подоплеку достаточно
подробно, чтобы каждая тема и каждая задача построения модели были по-
нятны для неспециалиста. С другой стороны, изложение математических вопро-
сов, я надеюсь, достаточно подробно для биолога-теоретика; описанные в при-
ложениях аналитические методы подскажут ему, какого рода математику
следует применять в том или ином случае. Каждая глава более или менее авто-
номна; между ними, однако, существует некоторая взаимосвязь (но не взаимоза-
висимость).

В главе 1 рассмотрены некоторые аспекты ферментативной кинетики, зна-
ние которых является необходимым условием понимания любого макроскопиче-
ского биохимического явления.

Глава 2, посвященная облегченной диффузии,-это разбор конкретного слу-
чая, иллюстрирующий плодотворное сочетание теории и эксперимента для раз-
решения противоречий и выявления некоторых общих биологических принци-
пов. Среди прочего она демонстрирует также, как необходимость в общении
между неспециалистами вызывает к жизни простые и практичные аналитические
методы, которыми могут легко пользоваться биологи-нематематики. В гл. 3
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вводится прием понижения размерности диффузии, который применяется к прак-
тической задаче, связанной с функционированием антенных рецепторов при об-
мене информацией с помощью запахов между самцами и самками тутового
шелкопряда. Главы 4 и 5, составляющие основную часть книги, посвящены
очень важной области биологических колебаний. Эта область относится к био-
логии развития и связана с механизмами образования макроскопических биоло-
гических структур. В последние 20 лет наблюдается увлечение молекулярной
биологией в ущерб биологии развития. Несмотря на впечатляющие успехи пер-
вой, она не может объяснить многие из давно поставленных макроскопических
проблем последней. Имеются признаки того, что ныне равновесие восстанавли-
вается. Эти главы служат введением в современную теорию образования про-
странственных структур на основе систем реакций с диффузией.

Настоящая книга является, по существу, курсом лекций по математической
биологии, математическому моделированию и методам прикладного анализа,
требуемым для решения реальных биологических проблем. Везде, где это умест-
но, разбор проблемы начинается с биологических фактов, затем следуют
этапы моделирования и математического исследования модели и в конце концов
обсуждение возвращается к биологии; цель состоит в том, чтобы заинтересовать
и физиков-прикладников, и биологов.

Эта книга написана на основе курсов лекций, прочитанных математикам
и биологам (студентам и аспирантам) в Национальном университете Цинхуа на
Тайване, где я провел несколько месяцев в 1975 г., Флорентийском университете
в 1976 г. и Оксфордском математическом институте. Математические методы
нигде не являются слишком сложными, и для их понимания достаточно средне-
го университетского курса по дифференциальным уравнениям.

Я надеюсь, что приведенный здесь материал убедит прикладных математи-
ков в том, что в биологических науках есть математически интересные, ждущие
своего решения проблемы, и в то же время покажет некоторым биологам, что
в раде областей математика (причем не только статистика) может приносить ре-
альную пользу и вносить существенный вклад в понимание сути биологических
процессов. Непосредственное сотрудничество математиков и биологов, обла-
дающих общими интересами, должно привести к наиболее ценным результатам
и, по моему собственному опыту, поставить наиболее интересные математиче-
ские задачи. Мои взгляды на предмет в целом до некоторой степени отражены
в цитате из «Анналов» Конфуция, помещенной на стр. 10 и особенно подходя-
щей, как мне кажется, к применению математических методов в теоретической
биологии. Ее можно перевести примерно так: «Учение без размышлений-тщет-
ный труд; размышления без учения пагубны».

Я хотел бы выразить здесь мою признательность многим студентам как
в Великобритании, так и в Университете Цинхуа; особенно полезны были заме-
чания, которые сделали Жань Кочжан и Ван Чжун. Я хочу поблагодарить также
д-ра К. Э. Кейслинга, который прочитал и конструктивно и подробно прокоммен-
тировал первый вариант главы по антенным рецепторам у бабочек. Наконец,
я хотел бы поблагодарить проф. Дж. Уаймена, подход которого к теоретической
биологии, а также личная дружба и поддержка оказали столь большое влияние
на мое увлечение биологическими науками.

Оксфорд, 1977 Дж. Марри
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ГЛАВА 1

ФЕРМЕНТАТИВНАЯ КИНЕТИКА

1.1. Введение

Живые организмы представляют собой весьма сложные систе-
мы, наиболее важными химическими составляющими которых явля-
ются, по-видимому, белки - органические вещества с большой моле-
кулярной массой: величины порядка 105 довольно обычны. В частности,
белки являются основными компонентами крови, кожи, мышечных во-
локон и т.д.; некоторые гормоны и антитела также представляют собой
белки. В красных кровяных клетках перенос почти всего кислорода осу-
ществляется белком гемоглобином, молекулярная масса которого равна
приблизительно 68 000. В гл. 2 подробно обсуждаются важные функцио-
нальные свойства гемоглобина. Практически все химические реакции
в организмах протекают с участием белков в качестве катализаторов,
т. е. веществ, которые либо ускоряют реакцию, либо необходимы для ее
протекания, но не входят в конечный продукт реакции. Белки-катализа-
торы называются ферментами. Ферменты в роли катализаторов
чрезвычайно эффективны-они работают в очень низких концентрациях
и при обычных температурах и давлениях. Ферменты реагируют весьма
избирательно с определенными соединениями, называемыми субстрата-
ми; иначе говоря, ферменты обладают высокой специфичностью. Моле-
кула, которая связывается с ферментом, называется лигандом; это слово
используется наряду с термином субстрат. Краткое определение фер-
мента таково:

Фермент-это органическое соединение, обычно белок, которое уско-
ряет или вызывает путем каталитического действия изменение суб-
страта, к которому оно специфично.

Ферменты, как мы увидим, играют важную роль в регуляции биоло-
гических процессов. Они, например, могут участвовать в реакции как
активаторы или как ингибиторы (вещества, тормозящие реакцию).
Чтобы понять их роль, мы должны изучить кинетику 1) их реакций. Фер-
ментативная кинетика-это, по существу, исследование скоростей фер-
ментативных реакций и условий, влияющих на них. К ней относится на-
хождение концентраций ферментов, их субстратов, фермент-суб-

11 Это слово происходит от греческого «кинетикос», означающего «движу-
щийся».
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стратных комплексов и продуктов реакции как функций времени. Эта
тематика весьма обширна, однако вполне доступные (для небиологов)
введения в нее имеются, например, в первых главах книг Лайдлера
(1958) и Диксона и Уэбба (1964). Книга Уонга (1975) является хорошим
введением в предмет в целом. Вводное изложение ферментативной ки-
нетики с более математической точки зрения приведено также у Руби-
ноу (1975)4

При моделировании многих биологических процессов часто необхо-
димо, как мы увидим ниже, предложить правдоподобные ферментатив-
но-кинетические механизмы для той или иной части исследуемого
процесса. В этой главе рассматриваются некоторые важные и простые
ферментативные системы, встречающиеся весьма часто, а также неко-
торые способы определения конкретных механизмов реакций по экспе-
риментальным данным. Будет также продемонстрировано, что матема-
тическая формулировка может оказаться чрезвычайно полезной на
практике при интерпретации экспериментальных данных, выработке
и модификации рабочих гипотез и классификации условий, при которых
они могут применяться. Мы начнем с широко используемой теории
Михаэлиса - Ментен.

1.2. Теория Михаэлиса-Ментен
и гипотеза псевдостационарного состояния

Одна из наиболее простых и в то же время основных фермента-
тивных реакций, широко встречающихся в практике,-это реакция, в ко-
торой субстрат необратимо превращается в продукт одним ферментом.
Изложенная ниже теория такой реакции известна как теория Михаэли-
са-Ментен (1913). Придерживаясь, по сути, варианта Бриггса и Холдей-
на (1925), мы фактически отчасти следуем более строгому математиче-
ски описанию Хайнекена, Цучия и Ариса (1967)2).

Михаэлис и Ментен (1913) основывали свой анализ на предположе-
нии, что свободные фермент и субстрат сначала образуют в ходе обра-
тимой реакции фермент-субстратный комплекс, который в свою очередь
необратимо распадается, образуя вновь свободный фермент и продукт.
Эта реакция может быть схематически представлена в виде двух стадий

*i

S + Е ^± SE, (1.1)

кг
SE -> Р + Е, (1.2)

1( На русском языке имеются также книги В. А. Яковлева (1966)*, И. В. Бе-
резина и С. Д. Варфоломеева (1979)*, Уэбба (1966)*, Уолтера (1969)*, Брюса
и Бенковича (1970)*, Дженкса (1972)*, Корниш-Боудена (\919)*.-Прим. перев.

2) См. также Корниш-Боуден (1919)*.-Прим. перев.
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или более просто:
к, к2

S + E ^ ± S E -> Р + Е, (1.3)

где S, E, SE и Р обозначают соответственно субстрат, фермент, фер-
мент-субстратный комплекс и продукт; смысл констант скорости fcx и
/с_! будет указан ниже. Теоретически все реакции могут идти и в пря-
мом, и в обратном направлении, как в (1.1). Однако во многих случаях
обратная реакция может быть настолько мала, что ею можно прене-
бречь, и тогда мы говорим, что реакция необратима 1(, как в (1.2). Систе-
му реакций, представленную формулами (1.1), (1.2), иногда называют
стехиометричесшми уравнениями или просто механизмом реакции.
Эти формулы показывают баланс состава молекул реагентов, участвую-
щих в реакции. Например, в (1.1) одна молекула S соединяется с одной
молекулой Е, образуя одну молекулу комплекса SE.

Фундаментальный закон, выражающий скорость, с которой происхо-
дит реакция, в терминах реагирующих веществ,-это закон действующих
масс, который гласит, что скорость реакции пропорциональна ак-
тивным концентрациям реагентов. Под активным понимается только
такое количество реагентов, которое фактически участвует в реакции.
Это уточнение может быть важным, поскольку, например, некоторые
ферменты могут существовать как в активной, так и в неактивной фор-
ме. Чтобы проиллюстрировать этот закон, рассмотрим необратимую
реакцию вида

А + В - С. (1.4)

Если мы обозначим концентрацию реагента квадратными скобками, то
закон действующих масс утверждает, например, что

^ 1 ~ [ А ] [ В ] = - к [А] [В],

где t означает время, a k > 0 называется константой скорости реакции

к
(1.4) и обычно ставится в уравнении реакции над стрелкой: -». Размер-
ность величины к определяется формой реакции. Для реакции (1.4)
к имеет размерность (концентрация)"1 (время)'1. Из закона действую-

11 По-видимому, наиболее простой пример, иллюстрирующий это утвержде-
ние,-когда водород Н2 и кислород О2 соединяются, образуя воду согласно ре-
акции 2Н2 + О2 <=s 2H2O. Обратная реакция возможна, однако ее скорость пре-
небрежимо мала, пока температура не составляет около 1500°С. Поэтому при
обычных температурах и давлениях мы говорим, что рассматриваемая реакция
необратима, и пишем 2Н2 + О2 -> 2Н2О.
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щих масс следует также, что

if! i£l (1.5)
поскольку скорость реакции может измеряться скоростью изменения
концентрации любой из участвующих компонент11. Фактически имеется
столько же уравнений, сколько реагентов; уравнения, конечно, не все не-
зависимы. Если реакция обратима и константы скорости прямой
и обратной реакций равны соответственно fct и k_t, то

ki ^ ГД"|

А + В ^ С : — ^ - = -fei[A][B] + ^ [ С ] . (1.6)
*_, dt

Эта реакция и обозначения имеют тот же тип, что в (1.1).
Тот факт, что в (1.4) одна молекула А соединяется с одной молеку-

лой В для образования С, объясняет, почему эта реакция называется би-
молекулярной; такие реакции, пожалуй, наиболее распространенные.
Простейший обратимый механизм А ^ В мономолекулярен, тогда как,
например, 2А + В ^ С-это тримолекулярная реакция, которая проис-
ходит крайне редко, и т.п. Для этих реакций из закона действующих
масс следует, в частности21,

kl d ГА1
2А + В ^ C : - ^ L = -2fc,[A]2[B] + 2fc_,[C].

Ясно, как закон действующих масс можно применять и к реакциям бо-
лее общего вида.

Отметим, что для этих реакций могут быть просто получены неко-
торые законы сохранения. Например, для реакции (1.6) мы имеем также

1 ( Существенно, что концентрация измеряется в молях (не граммах!) на еди-
ницу объема -Прим. ред.

2 1 Иногда числовые коэффициенты, стоящие перед константами скорости,
включаются в определения fcj и к_1. Следует, однако, проявлять осторожность
при написании других уравнений для скоростей реакций. Например, при перво-
начальном определении к1 и /с_, получаем
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что после почленного сложения с уравнением (1.6) дает

^ ^ 1 (1.7)

Это означает, что сумма концентраций А и С сохраняется во времени:
она определяется из начальных концентраций при запуске реакции.

Вернемся теперь к системе Михаэлиса-Ментен (1.1), (1.2) с констан-
тами скорости ки /c_j и к2. Обозначив переменные концентрации суб-
страта S, фермента Е, комплекса SE и продукта Р соответственно буква-
ми s, е, с и р, получим из закона действующих масс скорости изменения
этих четырех концентраций в виде

ds
— = - V е + k~iC (1-8)
at

de
— = -k.se + (k_l + k2)c, (1.9)
at

dc
— = k^e - (fc_j + k2)c, (1.10)
at

dp
-£ = k2c (1.11)

Естественные начальные условия для (1.8)—(1-11) соответствуют тому,
что в начальный момент концентрации субстрата s и фермента е даны
и отличны от нуля, а концентрации комплекса с и продукта р равны ну-
лю, т.е.

s(0) = s o > 0 , e(0) = e o > 0 , с(О) = р(О) = О. (1.12)

Уравнения (1.8) — (1.12) образуют корректно поставленную математиче-
скую задачу.

Если мы сложим (1.9) и (1.10), проинтегрируем и воспользуемся соот-
ношением (1.12), мы получим закон сохранения (сравните с (1.7)) для е й с,
а именно

е + с = const = е0. (1.13)

Таким образом, если с известно, (1.13) дает е, а из (1.11) интегрирова-
нием находим р:

p{t) = k2\c(t)dt'. (1.14)
о

Тем самым наряду с (1.13) и (1.14) нам нужны только два уравнения из
системы (1.8) — (1-11)- Выбирая (1.8) и (1.10) и исключая е с помощью
(1-13), получаем для s и с два уравнения:

^-= -к,е0з + (klS + k.Jc, (1-15)
dt
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dc
— = k^os - (k,s + k_1 + k2)c (1.16)

с начальными условиями (1.12).
Решения уравнений (1.15), (1.16) с указанными начальными условия-

ми для этих простейших реакций нельзя найти аналитически, но они
могут быть, конечно, достаточно просто подсчитаны численно. Их ха-
рактер может быть выяснен из элементарных соображений: s монотон-
но убывает от s0 до нуля, а с возрастает до максимума, а затем вновь
убывает до нуля. С помощью анализа фазовой плоскости (изложение
этого метода имеется, например, у Минорского (1974) или Сансоне
и Конти (1964)Х)) также можно совсем просто выяснить это поведение.
Есть, однако, несколько причин провести описанный ниже анализ. Он не
только показывает, как можно относительно легко получить биологиче-
ски осмысленные приближенные аналитические решения системы (1.15),
(1.16), но и описывает общую процедуру, пригодную для более сложных
систем. Этот метод широко применялся в последние годы для анализа
более сложных биохимических моделей, особенно таких, поведение ко-
торых носит колебательный характер. Мы обсудим некоторые из них
в гл. 4 и 5. Столь же важно, по-видимому, что он ставит широко упо-
требляемую теорию этой фундаментальной реакции на строгую мате-
матическую основу и указывает (в биологических терминах) условия ее
практической применимости.

Для вывода кинетического закона Михаэлиса - Ментен (см. (1.17)) из
уравнений (1.15), (1.16) часто используется следующее крайне неудовле-
творительное рассуждение. Поскольку фермент присутствует лишь
в малых количествах, то de/dt X 0, и тогда, согласно (1.13), та часть гра-
фика с (t), на которой с убывает во времени, является почти горизон-
тальной и, таким образом, на протяжении почти всей реакции dc/dt X 0.
Поэтому из (1.16) можно выразить с через s, в результате чего после
подстановки этого выражения в (1.15) и простых преобразований систе-
ма (1.15), (1.16) сводится к виду

ds — k2eos eos k_l + k2

л = ~тг' C = TTY'
 K= k, • (L17)

Это и есть кинетический закон Михаэлиса - Ментен, который в форме
(1.17) известен как гипотеза псевдостационарного состояния. Он весьма
широко используется и дает отличное совпадение с большим числом
экспериментов. Однако имеются экспериментальные ситуации, когда (на
первый взгляд необъяснимо) гипотеза не выполняется и получаются па-

u См. также на русском языке книги Лефшеца (1961)*, Рейссига, Сансоне,
Конти (1974)* и Н.Н. Баутина и Е.А. Леонтович (1976)*.-Прим. ред.
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радоксальные результаты. Математический анализ, представленный ни-
же, покажет точно, когда такая гипотеза является верным приближе-
нием полной системы, и будет дан конкретный пример, как подобный
анализ разрешает кажущийся парадокс в некоторых экспериментальных
результатах.

Признаки трудностей с соотношениями (1.17) возникают при интег-
рировании первого уравнения и использовании начального условия
s (0) = s0. Это дает для 5 (t) выражение в неявной форме

s{t)-so + K\n—= -k2e0t. (1.18)
so

При таком s(t), однако, c(t) из (1.17) не удовлетворяет начальному усло-
вию (1.12) (с(0) = О)1'. Такого рода трудностей следовало ожидать, по-
скольку, пренебрегая dc/dt, мы понижаем порядок системы, что обычно
означает отказ от возможности удовлетворить граничному условию.

Прежде чем приступить к анализу системы (1.15), (1.16), следует запи-
сать уравнения в безразмерной форме. Этот шаг имеет особую важ-
ность при анализе любой модели биологической системы2'. В книге
Лина и Сиджела (1974) по прикладной математике, обладающей под-
линной практической ценностью, этот вопрос обсуждается подробно,
а теория Михаэлиса-Ментен поясняется с помощью примера. При
дальнейшем чтении настоящей книги причина приведения уравнений
к безразмерному виду станет очевидной. Можно с уверенностью ска-
зать, что практически все реалистичные модели биологических явлений
приводят к уравнениям, которые не допускают очевидных решений. По-
этому, чтобы получить математически (и биологически) корректные ап-
проксимации, должна быть выяснена относительная величина раз-
личных членов в уравнениях. Это можно сделать с уверенностью только
в том случае, если все величины приведены к безразмерному виду, ина-
че понятия «малый» и «большой» не имеют смысла3). К тому же сама
процедура обезразмеривания часто показывает слабое место всей моде-
ли или ее части. Она также показывает, какую размерность должны
иметь различные параметры. Например, в (1.15) каждый член в уравне-
нии должен иметь размерность (концентрация)-(время)"1. Поэтому /q
должна иметь размерность (концентрация)"1-(время)"1, тогда как k_t

должна иметь размерность (время)"1. Безразмерная модель не зависит
от выбранной системы единиц. Результаты анализа легко представимы
в размерной форме для любой совместимой системы единиц.

11 Противоречие с н а ч а л ь н ы м и условиями сразу видно и из в т о р о г о уравне-
ния (1.17), без интегрирования.- Прим. ред.

2) И не только биологической \-Прим. ред.
3) П р и э т о м существенно, что при обезразмеривании м ы пользуемся не ка-

кими-нибудь, а характерными значениями величин (длины, массы, времени, кон-
центрации).- Прим. ред.
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Введем безразмерные величины

х = kieot, X = k2lkxs0, х = {k_l + /c2)/k1s0,

n sit) n c(r) .
x(x) = , J>(T) = , e = eo/so,

где е0 и 50-начальные концентрации фермента и субстрата в (1.12). Все
величины х, у, х, X, х и Е В (1.19)-ЭТО просто числа, не зависящие от вы-
бранной системы единиц. Подстановка (1.19) в систему (1.15), (1.16) с на-
чальными условиями (1.12) приводит к следующей безразмерной систе-
ме уравнений для х (т) и у (х):

^ L = - x + {x + yi-x)y, (1-20)
ах

-е^- = х-(х + к)у, (1.21)
ах

х ( 0 ) = 1 , у(0) = 0. (1.22)

В большинстве биологических ситуаций отношение начальных кон-
центраций фермента и субстрата очень мало, так что s = eo/so « 1, и си-
стема (1.20) —(1.22) представляет собой задачу с сингулярным возмуще-
нием, поскольку, полагая е = 0, мы понижаем порядок системы, и тогда
граничные условия (1.22) не могут быть выполнены одновременно. Но
фактически мы так и поступали, чтобы получить (1.17) и (1.18), которые
в безразмерной форме следуют из (1.20) и (1.21) при 8 = 0:

у = , —— = г> х + xlnx = 1 - Хх. (1.23)
х + х ах х + х

При этом выполняется первое из начальных условий (1.22), но не вто-
рое. Таким образом, на этой стадии мы можем сказать, что для спра-
ведливости гипотезы псевдостационарного состояния значение eo/so по
крайней мере должно быть мало.

Приложение 1 в разделе математических методов представляет со-
бой элементарное введение в методы сингулярных возмущений и содер-
жит все сведения, необходимые в этой книге. Более полное и весьма до-
ступное введение в теорию сингулярных возмущений применительно
к обыкновенным дифференциальным уравнениям дано в книге О'Мал-
лея (1974):); другой подход можно найти у Марри (1974, гл. 6). У Лина

11 См. также книги А. Б. Васильевой и В. Ф. Бутузова (1973)*, С. А. Ломова
(1981)* и указанную там литературу.- Прим. ред.
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и Сиджела (1974) также имеется вводная глава на эту тему. Примени-
тельно к уравнениям в частных производных есть, например, полезные
книги Коула (1968), Ван-Дайка (1975) и Найфэ (1973).

Система уравнений (1.20), (1.21) принадлежит к общему классу сингу-
лярно возмущенных систем, которым посвящена работа А. Н. Тихонова
((1952); см. также работу А. Б. Васильевой (1963)), где строго доказано,
что решение системы (1.20), (1.21) стремится при больших значениях
времени к решению (1.23) (это сделано и в приложении 1). Однако здесь
мы приведем эвристический вывод процедуры сингулярного возмуще-
ния не только с педагогическими целями, но и для достижения более
глубокого понимания биологической системы. В дальнейшем мы будем
предполагать 0 < е « 1. Система (1.20)-(1.22)-это конкретный пример
общего класса систем, подробно обсуждаемого в приложении 1, однако
читать его предварительно нет необходимости, так как последующее из-
ложение вполне автономно. Читатель, все же прочитавший приложение,
может перейти непосредственно к уравнениям (1.37), (1.38).

Поскольку е « 1, а х и у имеют порядок О(1)1(, сделаем наивное
предположение, что х(х, е) и у(х, г) в (1.20) и (1.21) можно разложить
в простые ряды Тейлора по степеням е; иными словами, предположим,
что они являются аналитическими функциями 8 вблизи 8 = 0. Таким
образом, будем искать решения вида

х (х, е) = х0 (х) + гху (х) + Е2Х2 (Х) + О (Ё3),

у (х, s) = у0 (х) + еУ1 (х) + г2у2 (х) + О (е3), (1.24)

хо(0) + ех^О) + О(е2) = 1,

Это регулярные решения, соответствующие несингулярному возмуще-
нию, в которых все х,- (х) и у, (х) для i > 0 имеют порядок О (1). Подста-
новка (1.24) в (1.20)-(1.22) и приравнивание членов при одинаковых сте-
пенях 8 дает следующую рекуррентную последовательность уравнений:

— ~ = - х0 + (х0 + х - 1)у0, х0 - (х0 + х)у0 = 0, (1.25)
ах

x i CVo ~ 1) + [х0 + (х —

—— = х, (1 - у0) - (х0 + х)у1ах
и т.д. Однако система (1.25) соответствует гипотезе псевдостационарно-
го состояния и эквивалентна (1.23), если потребовать выполнения уело-

Определения символов порядка «О» и «о» см. в приложении l.-Прим. ред.
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вия х0 (0) = 1, и мы видим, что решение этой системы не может удовле-
творять обоим начальным условиям (здесь х0 (0) = 1 и у0 (0) = 0
согласно (1.24)). Члены более высокого порядка в (1.24), т.е. О(е) и мень-
шие, не могут устранить эту трудность, поскольку они дают лишь по-
правку порядка О(е) к первому члену. Мы вынуждены сделать вывод,
что решение (1.24) не является равномерно справедливым для всех т ^
> 0; в частности, оно неприемлемо при т = 0. Как указывалось выше,
этого следовало ожидать, поскольку, согласно предположению (1.24),
член zdy/dx имеет порядок О(Е) и в первом приближении-порядка
0(1)-им приходится пренебрегать.

Трудность, возникающая при т = 0, вынуждает нас сделать вывод,
что по крайней мере одно из решений системы (1.20)-.(1.22) вблизи т =
= 0 не является аналитической функцией е, когда е -> 0. Предполагая,
что решение имеет вид (1.24), мы фактически подразумевали, что
zdy/dx = О (г). Так как граничные условия при т = 0 должны выпол-
няться уже в первом приближении, нам нужно включить edy/dx в при-
ближение 0(1) системы (1.20)-(1.22). Таким образом, вблизи т = 0 более
приемлемым масштабом времени будет

а = т/е, (1.27)

для которого получается edy/dx = dy/da. Преобразование (1.27) озна-
чает, что масштаб времени в окрестности т = 0 увеличен в 1/е » 1 раз,
и тогда с ст в качестве независимой переменной мы сможем исследовать
более подробно область вблизи т = 0: эта окрестность увеличивается,
как под микроскопом. Заметим, однако, что если х мало, но 0 <
< s « х « 1, то ст » 1. Это означает, что малые ненулевые т соответ-

ствуют большим ст; мы далее воспользуемся этим фактом.
После преобразования (1.27) уравнения (1.20), (1.21) превращаются

в уравнения для х = X (ст, е), у = У(ст, е):

Л V

-1— = - гХ + е {X + х - X) У, (1.28)
da '

— =X-(X+K)Y. (1.29)
ост

Если мы теперь положим е = 0, то не понизим порядок системы (1.28),
(1.29), так как обе производные сохранятся, и уже в приближении поряд-
ка 0(1) мы сможем удовлетворить обоим начальным условиям (1.22).
Теперь целесообразно попытаться найти решения X (ст, е) и Y (ст, е) си-
стемы (1.28), (1.29) с условиями (1.22) в виде обычных рядов Тейлора по
степеням е для е « 1. Напишем

X (ст, Е) = х0 (ст) + ех1 (ст) + г2х2 (ст) + О (г3),
(1.30)

У(ст, е) = у0 (ст) + ЕУ1 (ст) + в2у2 (ст) + О (е3)
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и подставим эти выражения в уравнения (1.28), (1.29) и начальные усло-
вия (1.22); после приравнивания членов при одинаковых степенях е по-
лучим рекуррентную систему

хо(0) = 1, (1.31)

dy~n _ _
-~- = x0 - (x0 + x)y0; y0 (0) = 0, (1.32)
do

dx1 = -.xo + (xo + x-A,)yo; x1(0) = 0,

= (1 - yo)xt - (x0 + x)y t; y1(0) = 0

do
(1.33)

dy,

do

и т.д. Единственное решение задач (1.31), (1.32) имеет вид

-(- X
(1-34)

и позволяет после подстановки в (1.33) найти 3cj (а) и у\ (а). Эту проце-
дуру нетрудно осуществить и для членов более высокого порядка, хотя
алгебраические трудности возрастают. Потребности биологии редко
требуют приближений порядка выше 0(1), поскольку 8 обычно очень
мало.

Выражения для х0 (а) и уо{а) в (1.34)-это приближения порядка 0(1)
к решению в форме (1.30) для 0 < г « 1. Однако, как мы указывали вы-
ше, когда 6 -» 0, то а -» со для любого малого ненулевого времени т.
Поэтому, хотя (1.34) имеет порядок 0(1) для всех 0 < ст < оо и удовле-
творяет начальным условиям, мы не можем ожидать, что это решение
справедливо для всех 0 < х < оо. Если бы это было так, это означало
бы, что dy/do = edy/dx = 0(1), или dy/dx = 0(l/s) для любого момента
времени х. Когда мы пренебрегали членом edy/dx, то решение порядка
0(1) системы (1.25), которое мы получили, не могло удовлетворять на-
чальным условиям при т = 0. Таким образом, за исключением значений
х, близких к х = 0, разумно ожидать, что zdyjdx = О (е) и решение х0 (х),
У0(х) системы (1.25) пригодно как приближенное решение для диапазона
х, удаленного от х = 0. Все дело, однако, в том, что специфические
формы решений в (1.24), приводящие к системам (1.25), (1.26) и т.д., и
в (1.30), приводящие к системам (1.31) — (1.33) и т.д., представляют одно
и то же решение при двух различных масштабах времени: последнее
для малых времен, т.е. при 0 < т « 1, а первое для времен, отграни-
ченных от нуля, т.е. при 0 < х ^ оо. Решение в форме (1.30), для кото-
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рого соответствующий масштаб времени есть а = Т/Е И которое удов-
летворяет начальным условиям при ст = т = О, называется внутренним
решением, или погранслойным решением, или сингулярной частью реше-
ния, тогда как решение в форме (1.24), соответствующее значениям 0 <
< т ^ со, называется внешним решением или несингулярной частью ре-

шения. Разумно ожидать, что одна форма гладко переходит в другую.
Предположим, таким образом, что внутреннее решение X (ст, Е)
и У(ст, е) в форме (1.30) и внешнее решение х (т, Е) И у (т, Е) В форме (1.24)
имеют область перекрытия, в которой ст велико, т.е. а = Т/Е» 1, но
т мало, т. е. 0 < т « 1. Для решения исходной задачи мы должны сшить
эти две формы и в качестве первого шага решить систему (1.25), но те-
перь с константой интегрирования, определенной путем сращивания
внешнего (несингулярного) решения (1.24) при х -> 0 с внутренним
(сингулярным) решением при ст -> со. Решения системы (1.25) имеют
вид

х0 (т) + х In х0 (т) = А - Хх, у0 (т) = * о ( Т? , (1.35)
хо w + х

где А-постоянная интегрирования, которая должна быть определена
путем сращивания. Сращивание осуществляется последовательно для
каждого порядка по Е. ДЛЯ ТОЧНОСТИ 0(1) потребуем

lim [хо(ст), у0(о)~\ = lim [хо(т), уо(т)],
о -» со т -> 0

что с учетом (1.34), (1.35) дает

хо(ст) = 1 ^ хо(аэ) = 1 ==• хо(0) = 1 =*•

=> А = хо(0) + xlnxo(O) = 1. (1.36)

Заметим, что условие сращивания для у0 и у0 выполняется, поскольку

Можно получить и члены более высокого порядка, однако процедуру
сращивания следует проводить тщательно: в приложении 1 она пред-
ставлена в общем виде.

В данном конкретном примере решение для х (т, Е) С ТОЧНОСТЬЮ О (1)
не требует внутренней формы, поскольку при А = 1 х0 (т) удовлетворяет
заданному начальному условию; это также отражается тем фактом, что
внутреннее решение имеет вид х0 (ст) = 1. Для у (т, Е), однако, только
внутренняя форма у0 (ст) + О (е) с у0 (ст) из (1.34) удовлетворяет заданно-
му начальному условию и плавно переходит во внешнее решение
уо(т) + О (г), где у0 (т) приведено в (1.35).
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Как упоминалось выше, в большинстве практических ситуаций в си-
лу малости 8 (часто О(10~3) и меньше) приближения вида 0(1) доста-
точны для всех биологических целей. Эти приближения, согласно (1.24),
(1.30), (1.34) и (1.35) при /1 = 1, имеют вид

х (т, е) = х0 (т) + О (г), х0 (т) 4- х In х0 (т) = 1 - Хх, (1.37)

1 г ,

у о (т) + О (е) =
хо(т)

х0 (т) + х

+">^}+О(е),

+ О (е), е « т.

1, (1.38)

(1.39)

Внутреннее решение справедливо для 0 ^ Т/Б < оо, т.е. для времени т
(О < т « 1) порядка е/(1 + х), когда экспонентой ехр{— (1 + х)т/е} нель-
зя пренебречь по сравнению с 1. При х = 0(1) и е « 1 это действи-
тельно очень короткое время. В плоскости (т, у) это очень узкая по

0.5 -

Внутреннее решение
(сингулярная область)

Внешнее решение
(пеебдастационарная область)

0.5 1 1.5

Рис. 1.1. Безразмерные концентрации субстрата х(т) и фермент-субстратного
комплекса у(т) для уравнений (1.20) —(1.22) при х = 1, X = 0.5, Е = 0.1.

т область, где концентрация фермент-субстратного комплекса изменяет-
ся очень быстро: действительно, согласно (1.21), (1.22), \_dy/dx]x = 0 =
= 1/Е » 1. В математике эта узкая область называется сингулярным
слоем. Рис. 1.1, построенный с использованием формул (1.37) —(1.39), по-
казывает х(т) и у (т.) для х = 1 и X = 0.5-биологически типичных значе-
ний-при 8 = 0.1, что, конечно, слишком велико, но принято просто для
того, чтобы наглядней проиллюстрировать сингулярную область. Для
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меньших s сингулярный слой тоньше, так как ширина т-слоя имеет по-
рядок 0(е), и анализ до порядка 0(1) еще точнее. Таким образом, на
практике сингулярный слой намного тоньше, чем показано на рис. 1.1.
В этом слое, согласно (1.36), будет выполнено хо(а) = 1, т.е. х(т, е) = 1 +
+ О (Е). МЫ ДОЛЖНЫ отметить на этой стадии, что вклад в производ-

ную dx/dx от £х1 (а) в сингулярной области будет порядка 0(1). Факти-
чески этот вклад будет равен — 1, поскольку, как следует из (1.20),
[dx/dil _ 0 = - 1.

Если мы обезразмерим концентрацию р продукта в (1.14), записав
z ( x ) = P(0/So> T 0 (1-14) примет вид

z(x) = x\y(x')dx'.
о

Характер функции z(x) можно легко увидеть из рис. 1.1, поскольку она
пропорциональна площади под графиком у{х).

Возвращаясь к биологическому смыслу проведенного выше анализа,
повторим, что то, что биолог называет гипотезой псевдостационарного
состояния (1.17),-это после обезразмеривания по формулам (1.19) есть
применение внешнего решения (1.37), (1.39), пригодного, когда х не нахо-
дится в непосредственной близости от т = 0. Быстрые изменения вбли-
зи т = 0, несомненно, происходят прежде, чем начинаются какие-либо
экспериментальные измерения. В большинстве биологических систем
этого типа Е « 1 (в обсуждаемом ниже биологическом примере е =
= 0(1СГ6)) как следствие того факта, что фермент присутствует в очень

малых количествах по сравнению с субстратом. Это-решающее биоло-
гическое условие для гипотезы псевдостационарного состояния, кото-
рая, за исключением времен, очень близких к т = 0, приводит к степени
аппроксимации О (1). Для того чтобы гипотеза не выполнялась, экспери-
ментальные измерения должны проводиться для очень малых времен
порядка О(Е), ЧТО соответствует размерным временам t = О(\/к^0), где
s0, т.е. начальная концентрация субстрата, и kv т.е. константа скорости
прямой реакции в (1.1), могут быть выражены в любой совместной
системе единиц. Например, s0 может быть в моль/см3, a /ct —в
см3-моль"1 -с" 1 . Практически для всех реакций Михаэлиса-Ментен
это время порядка нескольких секунд, а большинство эксперимен-
тальных измерений проводится на временах от нескольких минут до ча-
са. В замкнутой системе, где концентрация фермента и начальная кон-
центрация субстрата сравнимы, т. е. Е = О (1), теория Михаэлиса- Ментен
не является приемлемым приближением полной системы (1.20) —(1.22),
которую в этом случае нужно решать численно.

Первоочередной интерес с точки зрения биологии всегда представ-
ляет скорость реакции, обычно измеряемая как производная по време-
ни от концентрации субстрата s(t), или (в безразмерной форме) dx/dx.
Экспериментально обычно измеряется х(т) в различные моменты време-
ни, намного превышающие те, для которых имеет силу внутреннее ре-
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шение, т. е. на временах г > О (Е), а затем полученная скорость экстра-
полируется назад к т = 0. Эта скорость часто ошибочно называется
начальной, и ее величина v называется скоростью реакции. Однако из-
меренная таким образом скорость не является правильной начальной
скоростью, хотя, что более важно, это и есть та начальная скорость,
которую надо найти из эксперимента. Подобные измерения в свете прове-
денного выше анализа, конечно, относятся к внешнему решению, и по-
нимаемая таким образом скорость реакции представляет собой предел
производной внешнего решения при т -> 0. Он может быть найден
в безразмерной форме из (1.25) при г = 0, откуда скорость реакции
v равна

v =
dx0 (т)

+ 0(8] = v0 + О (б) =
dx

_ j •

Ьс0 (0)
™_ь +О(е) т ^

х0 (0) + к 1 + х
(1.40)

где v0-приближение, соответствующее порядку точности 0(1). Это-
значение «начальной» скорости, соответствующее гипотезе псевдостацио-
нарного состояния. Точное (но не то, которое хотят найти из экспери-
мента) значение начальной скорости получается немедленно, если про-
сто положить т = 0 в (1.20), что дает с использованием начальных
условий (1.22) |[^х/^т]т = 0 | = 1. Для фермент-субстратного комплекса
точная начальная скорость его образования равна на основании (1.21),
(1.22) [dy/dx]T = о = 1/е, в то время как из внешнего решения, т.е. по тео-
рии псевдостационарного состояния, она равна с точностью до 0(1)

dyo(x)l Г d Г хо(т) Л Хк

dx

Фермент-субстратный комплекс имеет весьма высокую начальную ско-
рость образования, а именно О (1/е), и очень быстро достигает состоя-
ний, где его образование имеет скорость порядка 0(1), т. е. скорость,
соответствующую внешнему решению.

Обозначим скорость реакции с точностью до 0(1) в размерной
форме через Vo; она получается из выражения для v0 (из (1.40)) с по-
мощью (1.19):

0 = с 4- К = 9 4- К
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где V— максимальная (при заданном е0 и s0 -» со) скорость реакции, а
Кт-константа Михаэлиса. Отметим, что максимальная скорость реак-
ции V = к2е0 зависит от константы скорости для реакции (1.2), т.е.

SE Р + Е;

поэтому последняя называется скоростъ-лимитирующей стадией в по-
следовательности реакций (1.1), (1.2). Реакция называется реакцией Ми-
хаэлиса - Ментен, если ее скорость выражается формулой (1.41); график
V0{s0) представляет собой равнобочную гиперболу, показанную на
рис. 1.2. Отметим, что если s0 = Кт, то Vo = V/2, т.е. половине макси-
мальной скорости. Для фиксированного К кривая Михаэлиса-Ментен
тем более пологая, чем больше константа Михаэлиса.

Следует подчеркнуть, что уравнение Михаэлиса - Ментен (1.41) дает
скорость реакции безотносительно к концентрации фермент-субстратно-
го комплекса, существование которого подвергалось сомнению некото-

о к„

Рис. 1.2. Реакции Михаэ-
лиса-Ментен при двух
различных константах

Михаэлиса К' > Кт.

рое время спустя после того, как Михаэлис и Ментен (1913) опубликова-
ли свою работу. Понадобилось более 30 лет, пока были получены
количественные кинетические измерения истинного фермент-субстратно-
го комплекса для реакции Михаэлиса-Ментен.

График скорости реакции Михаэлиса-Ментен V0(s0) на рис. 1.2 изо-
бражен для всех значений начальной концентрации субстрата s0, в том
числе вблизи s0 = 0. Однако мы видели выше, что теория Михаэлиса-
Ментен верна, только когда отношение е = eo/so мало. Для достаточно
малых s0 получаем е = 0(1), и скорость реакции нужно брать как точ-
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ную начальную скорость, т.е. она, как указывалось выше, находится из
(1.20), (1.22) в_виде |[dx/dt]T = 0 | = 1. В размерной форме эта скорость

(обозначим ее V) дается, согласно (1.19), выражением

V = (1.42)

Это линейная зависимость, которая справедлива при малых s0. Она от-
личается от линейной зависимости, полученной из (1.41) для малых s0 (и
соответствующей псевдостационарному состоянию)

v ~уо — к2 (1.43)

Итак, мы получили более точное значение скорости реакции, когда
s0 мало, а именно (1.42), которое больше, чем значение (1.43), получен-
ное из теории Михаэлиса-Ментен. Под малым s0 мы понимаем здесь

Рис. 1.3. График Лайнуи-
вера-Бэрка для реакции

Михаэлиса - Ментен.

1/VO

1/SD

s0 порядка концентрации фермента е0, т.е. для которого е = 0(1). Су-
ществует немало практических ситуаций, когда это имеет место. В по-
следующем изложении, однако, мы вернемся к более обычным
ситуациям, в которых е « 1.

Часто результаты для фермент-субстратных реакций изображают,
как на рис. 1.3, т.е. строят график зависимости l/V0 от l/s0, поскольку
при этом получают прямую линию

(1.44)
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в силу (1.41), если реакция соответствует кинетике Михаэлиса - Ментен.
Продолжая эту линию до пересечения с осью l/s0, т. е. полагая 1/% = О,
определяем немедленно константу Михаэлиса Кт. Этот метод представ-
ления экспериментальных результатов, иногда называемый графиком
Лайнуивера-Бэрка (1934), иллюстрируется рис. 1.3.

Хотя гипотеза псевдостационарного состояния была и все еще
является чрезвычайно полезной, часть информации неизбежно теряется,
когда экспериментальные результаты применяются к теории, которая
не может удовлетворить всем обычно задаваемым начальным усло-
виям. Все, что можно найти из эксперимента, пользуясь теорией Михаэ-
лиса-Ментен (рис. 1.3),-это максимальная скорость реакции V( = k2s0)
и константа Михаэлиса Кт(= (к_1 + к2)/к1), в то время как в системе
(1.1), (1.2) три константы ки /с_., и к2. Чтобы определить все три, тре-
буются экспериментальные измерения для очень коротких времен т =
= О (Е), когда фермент-субстратный комплекс описывается, например,
выражением (1.38).

1.3. Система фермент-субстрат-ингибитор
и экспериментальный пример

Система Михаэлиса - Ментен (1.1), (1.2) представляет собой простей-
шую реалистичную фермент-субстратную реакцию. Широко распро-
странены, конечно, намного более сложные системы, однако если от-
дельные стадии могут быть описаны стехиометрически, то закон
действующих масс приводит к системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений типа (1.8)-(1.11) для концентраций участвующих
веществ. Ясно, что системы реакций могут очень быстро становиться
и математически достаточно сложными. Как мы увидим ниже, есть си-
стемы реакций, которые ненамного сложнее реакции Михаэлиса-Мен-
тен, но тем не менее дают неожиданные результаты. Позже мы будем
обсуждать класс реакций, порождающих колебательные явления и тесно
связанных с реальными биологическими колебательными системами.

В этом разделе рассматривается реакция, представляющая собой
первое усложнение системы (1.1), (1.2) и часто встречающаяся на практи-
ке; одна такая реальная система будет приведена ниже. В реакции уча-
ствует фермент Е с одним связывающим центром (многие ферменты
имеют несколько таких центров), за который конкурируют два субстра-
та; фермент образует один из двух комплексов, каждый из которых рас-
падается, давая один из продуктов и исходный фермент. Когда один
субстрат связывается с ферментом, это фактически означает, что он ин-
гибирует (т. е. подавляет) реакцию другого субстрата с этим ферментом.
Схематически эти реакции могут быть представлены в виде

ki к2

S + Е ^ ES -> P s + Е, (1.45)
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I + Е ^± EI - Р, + Е, (1.46)

где S и I-два субстрата, которые конкурируют за один и тот же фер-
мент, a P s и Р,-продукты двух фермент-субстратных реакций.

Когда два субстрата конкурируют за один и тот же центр фермента,
то систему реакций типа (1.45), (1.46) называют полностью конкурент-
ной. В таких реакциях один из субстратов может быть выбран для из-
мерения скорости его реакции в эксперименте. При этом только он на-
зывается субстратом, а другой-ингибитором. Однако, как мы увидим
ниже, этот выбор может иметь решающее значение при интерпретации
экспериментальных результатов. Мы выбрали в качестве ингибитора I;
его реакция описывается уравнением (1.46).

Ингибирование ферментов очень важно, и в гл. 4 и 5 мы увидим,
что это явление может играть ключевую роль в управлении и регуляции
биологических процессов. Значение ингибиторов в фармакологии, по-ви-
димому, более очевидно.

Хотя один из поводов рассмотрения этой конкретной системы (1.45),
(1.46)-продемонстрировать применимость описанных выше процедур
к более сложным реакциям, чем реакция Михаэлиса - Ментен, главная
причина состоит в том, что это пример полезности математики для по-
нимания результатов некоторых биологических экспериментов. В част-
ности, он показывает, как намеченная выше теория сингулярного возму-
щения разрешила кажущийся парадокс в биологическом эксперименте.

Миллер и Бейлис (1969) исследовали реакции фермента ь-аспарагин-
амидогидралазы, выделенного из кишечной палочки Escherichia coli,
с двумя субстратами-аспарагином и глютамином-вместе и по отдель-
ности. Эксперименты показали, что реакция была полностью конку-
рентной. Когда аспарагин использовался в качестве субстрата, т. е. ско-
рость его реакции измерялась при различных концентрациях глютамина
в качестве ингибитора, результаты соответствовали теории Михаэли-
са-Ментен, и теория псевдостационарного состояния была применима
в момент времени t = 0. Однако когда глютамин рассматривался как
субстрат и скорость его реакции измерялась в присутствии различных
концентраций аспарагина в роли ингибитора, результаты не согласовы-
вались с теорией Михаэлиса - Ментен, несмотря на ожидавшуюся сим-
метрию реакции. Следует подчеркнуть, что при измерении скорости ре-
акции эксперимент организуется таким образом, чтобы концентрация
субстрата была почти постоянна во время проведения измерений. Кажу-
щийся парадокс проявился в графиках Лайнуивера-Бэрка (рис. 1.3):
с аспарагином-субстратом и глютамином-ингибитором получились
прямые линии, в то время как с глютамином-субстратом и аспараги-
ном-ингибитором прямые линии не получились, хотя в последнем слу-
чае в отсутствие ингибитора график также представляет собой прямую
линию. Рубиноу и Лебовитц (1970) разрешили этот кажущийся пара-
докс: их анализ является интересным приложением метода сингулярных
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возмущений описанного выше типа, или, что в данном случае одно и то
же, правильным использованием теории псевдостационарного состоя-
ния. Мы будем следовать ниже их анализу при обсуждении конкретной
реакции фермент-субстрат-ингибитор (1.45), (1.46), использованной
ими. Из этого анализа вытекает довольно важный общий практический
принцип для полностью конкурентных ферментов в такой реакции.

Применение закона действующих масс к (1.45) и (1.46) дает кинетиче-
ские уравнения для концентраций реагентов, как в разд. 1.2 для (1.1)
и (1.2). Как мы видели, там концентрация продукта при известной кон-
центрации фермент-субстратного комплекса выражалась с помощью
(1.11) или (1.14). Здесь концентрации продуктов также могут быть легко
найдены, если известны концентрации комплексов ES и EI. Поскольку
мы в первую очередь будем интересоваться скоростями реакции ве-
ществ S и I, нам в действительности нужны не уравнения для продук-
тов, а только константы скорости к2 и fe4, входящие в (1.45) и (1.46). Та-
ким образом, нам необходимо рассмотреть кинетические уравнения для
субстрата, ингибитора и комплексов фермента, концентрации которых
как функции времени обозначены следующим образом:

s(t)= [S], i(t) = [I], e(t)=[E],
(1.47)

c,(t)=[ES], Ci(t) = [EI].

Кинетические уравнения для этих концентраций в реакциях (1.45) и (1.46)
имеют следующий вид (сравните с (1.8)—(1.11)):

^-= -k,se + k_lCs, (1.48)
at

dc
-+ = Kse -(fc_ t + k2)ct, (1.49)

di
— = -k3ie + fc_3c=, (1.50)
dt

~= k3ie - (fe_3 + kA)Ci, (1.51)

de
—- = -kyse - k3ie + (k_t + k2)cs + (/c_3 + kA)cv (1.52)
dt

Соответствующие начальные условия для уравнений (1.48) —(1.52) со-
стоят в том, что начальные концентрации ферментных комплексов
равны нулю, a s, i и е заданы:

s (0) = s0, i (0) = i0, e (0) = е0, cs (0) = с, (0) = 0. (1.53)
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Как уже указывалось, после того как cs(r) и с;(г) найдены, концентрации
продуктов определяются из их кинетических уравнений

Уравнение сохранения для фермента е получаем немедленно,
складывая (1.49), (1.51) и (1.52) и учитывая (1.53):

— (с, + с, + е) = 0 => cs + С; + е = е0. (1.54)

Исключая е из (1.48)—(1.51) с помощью подстановки, вытекающей из
(1.54), получаем четыре уравнения для s, i, cs и с;. Заметим, что одна ре-
акция Михаэлиса - Ментен типа (1.3) может быть сведена к двум кинети-
ческим уравнениям (1.15), (1.16), в то время как две такие реакции, со-
пряженные, как в (1.45), (1.46), могут быть приведены только к четырем
уравнениям.

Здесь мы введем безразмерные переменные с помощью обозначений

х{х) = s(t)/s0, z (т) = i(t)/i0, ys(т) = cs(t)/e0,

уДт) = Ci(t)/<?0, t = kxeot, s = eo/so,

л-i/s у - к Ik К -

fc.3 + /c4
Л-: = ; • , L. =

K i s o

/c4

( L 5 5 )

к i ' s к <; ' fe г '
«•3*0 K l * 0 л 3 1 0

и четыре уравнения для s, i, cs и с{ приобретут безразмерный вид

- ^ = - х + (х + К% - Ls) ys + хк, (1.56)
ат

е - ^ - = х - {х + Ks)ys - ху-„ (1.57)

^- = у [ - z + zys + (z + К{ - Ц)у,1 (1.58)
ах

£^=Pl[z- z.Vs - (z + Х,)У1]. (1.59)
ax

Начальные условия для х, ys, у, и z получаем из (1.53) с помощью (1.55):

х (0) = z (0) = 1, ys (0) = у, (0) = 0. (1.60)
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Как отмечалось выше, величина s = eo/so в экспериментах обычно
очень мала. В экспериментах Миллера и Бейлиса (1969) е = О (10~6). Та-
ким образом, поскольку 0 < Е « 1, задача (1.56)—(1.60) представляет со-
бой задачу сингулярного возмущения и подобна рассмотренной
в разд. 1.2. Отсюда аналог теории псевдостационарного состояния дает
член порядка О (1) во внешнем решении, полученном из несингулярного
анализа; иными словами, мы ищем решение в виде рядов Тейлора по
Е для малых Е аналогично (1.24). Так как в рассматриваемых экспери-
ментах £ = О (10~6), то для любых практических целей нам потребуют-
ся только члены порядка О (1), обозначенные х ( 0 ) (т), z ( 0 ) (т), У°> (т) и
У?' (т). С точностью до О (1) уравнения (1.57) и (1.59) алгебраические, так
как во внешней области левые части имеют порядок О (Е), И, следова-
тельно, ими можно пренебречь по сравнению с членами порядка О (1).
Эти уравнения дают выражения для У°> и y(f' через х ( 0 ) и z ( 0 )

К z(0>

которые после их подстановки в (1.56) и (1.58) приводят к двум обыкно-
венным дифференциальным уравнениям для х ( 0 ) и z<0):

- Г

- Y&,y °>

Эти уравнения легко интегрируются и дают решения в неявном виде.
А именно разделим второе уравнение на первое и выразим z ( 0 ) через
х<0), а затем после подстановки этого выражения в первое уравнение по-
лучим из него в неявном виде решение для х<0):

z ух) = л |_х (T)J , о = = ———•- - — - }
1 S - 3 + 4 1 2 ^ ^ ^

Здесь А и В-постоянные интегрирования, которые должны быть опре-
делены путем сращивания этого внешнего решения с внутренним, спра-
ведливым при т = 0 и в его О (е)-окрестности.
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Как и выше, мы видим из (1.57) и (1.59), что соответствующей вну-
тренней независимой переменной вновь служит ст = т/е, в результате че-
го edyjdx и edyjdx превращаются в dyjda и dyjda, a dx/dx и dz/dx-в
s~l dx/da и е " 1 dz/do. Если мы обозначим внутренние решения соответ-
ствующими прописными буквами, то внутренняя (сингулярная) форма
решения будет иметь вид

х (т, е) = Хт (ст) + О (е)

z(x, е) = Z<0)(cr) + О(е)

уДт,е) =

О < ст < оо

( 0 < т « 1 ) . (1.64)

Преобразование а = т/е и внутреннее решение в форме (1.64) таковы,
что подстановка их в систему (1.56)—(1.59) и предельный переход при
е -> 0 не понижают порядка системы; поэтому могут быть удовлетво-
рены все начальные условия и, следовательно, определены все решения
(1.64) порядка 0(1)- Таким образом, заменяя т на ест, подставляя (1.64)
в систему (1.56)-(1.59) и полагая е -» 0 при фиксированном ст, мы по-
лучим, что члены порядка 0(1) внутреннего решения удовлетворяют
уравнениям

dxm - о

v(°) /"v(0) _L v \ v(0) v(0) v(0)
— y\ ^.Л ~г -^s/ s i '

= 0,

- z ( 0 1 y<°> - ( z ( 0 ) + к,)

d o

ЙУ|О)

dCT

решения которых должны удовлетворять начальным условиям из (1.60):

Х<0> (0) = Z < 0 ) (О) = 1, У<0) (0) = У!0) (0) = 0. (1.66)

Для сращивания, из которого мы определим Л и В в (1.63), нам нужны
в (1.65) только Хт и Z ( 0 ) . Решения первого и третьего уравнений из
(1.65) с условиями (1.66) имеют простой вид:

а) = Z ( 0 ) (CT) = 1. (1.67)
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Теперь можно легко решить остальные два уравнения из (1.65) и най-
ти У^0)(<т) и У'0)(ст)> удовлетворяющие условиям (1.66); они имеют экс-
поненциальные решения и сингулярные слои, как у0 (ст) в разд. 1.2. Ког-
да а -> оо, они переходят в решения (1.61) и (1.62) при т -» 0. Для
наших целей эти решения не нужны.

Сращивание внутренних решений (1.67) порядка 0(1) при ст -• оо
с внешними решениями (1.63) порядка 0(1) при т -» О требует просто,
чтобы х<0)(0) = z ( 0 )(0) = 1, откуда следует, что А и В в (1.63) должны
быть следующими:

А = 1, В = 1 + LJyL-v

Тогда внешние решения порядка 0(1) для х ( 0 )(т) и г ( 0 )(т) полностью
определяются указанными постоянными А к В к имеют вид

- L,x.

Заметим, что эти решения удовлетворяют начальным условиям (1.60);
в х ( 0 ) (т) и z ( 0 ) (т) нет быстрых изменений, порожденных сингулярным ха-
рактером возмущения в (1.56)-(1.59). Это напоминает поведение суб-
страта х (т) в разд. 1.2. Решения (1.68)-это решения системы
(1.56)—(1.59), соответствующие теории псевдостационарного состояния.

Обозначим теперь скорости реакции в безразмерных переменных
для субстрата х и ингибитора z соответственно через US(T) И РДТ), т.е.

dx

Их
(1.69)

Как описывалось выше, эти скорости рассчитываются эксперимен-
тально на основании измерений х (т) и z (x) для различных т, которые
соответствуют реальному времени t вне сингулярной области вблизи
t = 0. Измеренные таким образом х (х) и z (т) отвечают внешнему реше-
нию и, если Е достаточно мало (что, конечно, выполняется, если е =
= О(10"6)), членам порядка 0(1) этого решения, т.е. (1.68). Скорости,

вычисленные по экспериментальным данным, не зависят от времени,
так как это скорости, определенные формулами (1.69), но экстраполиро-
ванные назад к х = 0. Тем самым экспериментально определяются ско-
рости из внешнего решения при х = 0, т. е. vs (0) и vt (0).

Если мы подставим (1.68) в (1.69), то получим зависящие от времени
скорости реакций порядка 0(1) (обозначим их v{0) (x) и v\0)(x)), связанные
с внешними решениями порядка 0(1) следующим образом:

1
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1 х ( 0 )(т) 1
(1.71)

у ! 0 ) ( т ) 8 Z ( 0 > ( T ) У < 0 ) ( Т ) '

Мы пишем скорости в знаменателе для удобства построения графика
Лайнуивера - Бэрка. Экспериментально вычисленные скорости, осно-
ванные на теории Михаэлиса-Ментен,-это скорости при х = 0, ко-
торые находим из (1.70) и (1.71) с учетом того, что х(0)(0) = z(0>(0) = 1:

( L 7 2 )

В размерных переменных, если мы обозначим через F^0' и К-о) скорости
Михаэлиса - Ментен, которые, согласно (1.55), связаны с безразмерными
величинами формулами

1/(0) _ I р „ „(0) /п\ т/(0) _ г. • (0) /п\
' s 1 0 0 s V47/? i 1 0 0 i \v/»

то (1.72) даст с использованием (1.55) и (1.63)

$0

я = ^! L V = k e V = к е (113)

_ fc_! + fc2 _ fc_3 + fc4
Л |П5 ,. i Лга1 i

В (1.73) Kms и К т 1 -это константы Михаэлиса для реакций (1.45) и (1.46)
соответственно, a Ks и Vt-максимальные скорости, точнее Fs =
= max ̂ 0 ) , V., = max V\0).

so io

Если мы построим график Лайнуивера - Бэрка зависимости 1/K(

S

O) от
l/s0 при различных значениях г0 для первого из уравнений (1.73), то по-
лучим типичный набор прямых линий, представленный на рис. 1.4.

Рассмотрим теперь более подробно, что именно предполагается при
получении скорости Михаэлиса - Ментен в экспериментах. Для этого
вернемся к зависящим от времени скоростям (1.70). Мы видим, что если
в экспериментальных измерениях х(0>(х) меняется незначительно, так
что х ( 0 )(т)х:1, и эксперименты организованы таким образом, что
s (t) ~ s0 (начальной концентрации субстрата), и если z<0) (т) меняется не-
значительно в том же интервале времени, т. е. z<0) (т) х 1 и i0 (t) x i0

(i0-начальная концентрация ингибитора), то (1.73) действительно дает
очень хорошее практическое приближение к скоростям Михаэлиса-
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Ментен (1.70). А теперь посмотрим, какой смысл вкладывается в пред-
положение, что z0 (х) « 1.

В случае, когда х(0)(х) близка к постоянной во время эксперимен-
тальных измерений скоростей реакции, вопрос о том, близка ли z(0) (х)
к постоянной, существенно зависит от значения 5 в (1.68), поскольку
2<°>(х) = [х(0)(х)]6. Если 5 < 0(1), то Z ( 0 )(T) % 1 при х(0)(х) % 1 (при этом
всегда х(0)(х) ^ 1), и, таким образом, в этой ситуации теория Михаэли-
са-Ментен, приводящая к формулам (1.73), справедлива и дает хорошее
приближение для скоростей: на графике Лайнуивера - Бэрка получаются

-7/

ц > > 0

10=0

О 1/5 о

Рис. 1.4. Графики Лайнуивера-Бэрка для уравнения (1.73).

прямые линии. Однако если 8 » 1, то независимо от того, насколько
близко х(0)(х) к 1 (но так, что х(0)(х) < 1), имеет место неравенство
z ( 0 )(x)« 1, и в этой ситуации равенство (1.73) не выполняется практиче-
ски во всем диапазоне времени х. В действительности z(0) (x) очень бы-
стро падает для времен х = О (.1), которые находятся в диапазоне экспе-
риментальных измерений. Рис. 1.5 иллюстрирует влияние S на z(0|(x)
как функцию от х(0) (х). В этом случае 8 » 1 и соответствующие скорости
реакции должны получаться из (1.70) при х(0'(х) ~ 1 (что обеспечивается
условиями эксперимента), но с z(0)(x), изменяющейся согласно первому
из уравнений (1.68). Согласно (1.70), размерная скорость реакции суб-
страта (обозначим ее V[0)(t)) такова, что (сравните с (1.73))

1

s0 (О
1 + (1.74)
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где s{0)(t) и im(t)- размерные члены порядка 0(1), отвечающие х(0)(т)
и z{0)(x) в (1.68). Таким образом, даже при s(0)(f) 5: s0 графики Лайнуиве-
ра-Бэрка для зависимости l/V[0)(t) от l/s0, получающиеся из (1.74),
сильно зависят от времени из-за быстро изменяющейся функции i(0)(£).
Рис. 1.6 иллюстрирует типичную ситуацию при 8 » 1. Заметим, что если
i(r) = O, то независимо от значения 8 графики Лайнуивера-Бэрка при
5 < 0 ) (0~ s o будут, согласно (1.74), представлять собой прямые линии.

Мы можем теперь объяснить кажущийся парадокс в эксперимен-
тальных результатах Миллера и Бейлиса (1969). Эмпирические значения

0.5

1.00

S - 50

0.99

Рис. 1.5.

0.98 x""(rl

различных констант, определенных в (1.55) и (1.73), соответствующие
экспериментам Миллера и Бейлиса (1969), для глютамина-субстрата
и аспарагина-ингибитора равны

Fs = 8-Ю"5 моль/(л-мин), Xms = 1.3 • 10 2 моль/л,

Vt = 1.3 10"3 моль/(л-мин), Kmi = 1.3-10~3 моль/л,

5 =
(к_ъ + к4)к,к2

т^= 1.62-102.
KmiV,

Поскольку б » 1, это как раз ситуация, когда ; (О)(0 быстро изменяется
при малых изменениях s(0)(r) вследствие соотношения (1.68), и она про-
иллюстрирована рис. 1.5. В результате графики Лайнуивера-Бэрка для
заданного г'о изменяются во времени, как показано на рис. 1.6. Конечно,
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если ! 0 = 0, то, как указывалось выше, получаются обычные прямые ли-
ний, как это было и в экспериментах. С другой стороны, если участвую-
щие реагенты поменять ролями, т.е. аспарагин считать субстратом,
а глютамин ингибитором, то значение 5 получится обратным указанно-
му выше, т.е. 5 = 1/162 « 1, а в этом случае z{0) (т) ^ 1 согласно (1.68),

так что > ( f ) : и (1.73) дает приемлемое приближение, приводящее
к прямым графикам Лайнуивера-Бэрка. Таким образом, здесь нет ни-
какого парадокса. В одном случае, когда аспарагин является субстратом
с точки зрения экспериментов, т. е. именно его концентрация поддержи-
вается близкой к постоянной, скорость реакции в форме Михаэлиса-

(0),1/Vs

iu'lt)

t Возрастает

1/s0

Рис. 1.6.

Ментен (1.73) является хорошим приближением к псевдостационарной
форме (1.74), поскольку 5 « 1. В этом случае из s(t) 5; s0 следует i(t) 5: /0

для интервала времени проведения экспериментов. С другой стороны,
когда глютамин считается субстратом, эффективное значение параметра
5 » 1, и необходимо пользоваться скоростью реакции (1.74), соответ-
ствующей псевдостационарному состоянию, но зависящей от времени,
так как даже очень малые изменения s (r) приводят к быстрым измене-
ниям i(t) -> 0.

Важный общий вывод из работы Рубиноу и Лебовитца (1970) заклю-
чается в том, что если реакция фермента и двух субстратов полностью
конкурентна, то-хотя, конечно, теоретически имеется произвол в том,
что считать субстратом, а что ингибитором - экспериментальные резуль-
таты могут весьма существенно зависеть от этого выбора. Конкретнее,
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результаты эксперимента решающим образом зависят от параметра
5 = (k_l + /с2)/с3/с4/ [(/с_3 + k4)klk2]. Причина этой зависимости со-
стоит в том, что эксперименты организуются так, чтобы концентрация
субстрата, скорость реакции которого измеряется, поддерживалась
близкой к постоянной. В результате мы приходим к выводу, что при
5 = 0(1) теория Михаэлиса - Ментен для скорости реакции субстрата,
т.е. псевдостационарная форма (1.73) при t = 0, справедлива, и графики
Лайнуивера - Бэрка представляют собой прямые линии. При 5 » 1 нуж-
но пользоваться теорией псевдостационарного состояния: для этого
случая скорость реакции субстрата записывается в форме (1.74), завися-
щей от времени.

1.4. Аллостерические ферменты
и модель Моно-Уаймена-Шанже

Имеется очень много белковых молекул, в особенности ферментов,
которые имеют более одного связывающего центра для лиганда (моле-
кулы субстрата). Например, гемоглобин (важный белок-переносчик
кислорода в красных кровяных клетках) имеет четыре связывающих
центра для лиганда (кислорода). Реакция между ферментом и субстра-
том называется кооперативным явлением, если одна молекула фермента
после связывания лиганда в одном активном центре может затем
связывать другой лиганд в другом центре. Есть множество примеров
таких кооперативных явлений.

Опираясь на опыт предыдущих разделов, нетрудно разработать
в качестве примера теорию для случая, когда фермент имеет два связы-
вающих центра, и рассчитать эквивалент теории Михаэлиса - Ментен,
который может быть представлен кривой скорость - концентрация суб-
страта. Такая модель включает в себя молекулу фермента, которая мо-
жет связывать один лиганд, образуя один комплекс, а затем связывать
другой лиганд, образуя второй комплекс. Первый комплекс распадается
с образованием свободного фермента и продукта, тогда как комплекс
с двумя лигандами распадается с образованием комплекса с одним ли-
гандом и продукта. Если мы обозначим свободный фермент Е, ком-
плекс фермента с одним лигандом С1 ; двойной комплекс С2, а продукт
Р, то реакции для этой модели будут иметь вид

S + E ^ Q -> Е + Р,

S + С, ^ С2 -» С, + Р.

Оставим читателю в качестве упражнения составить кинетическую си-
стему уравнений для этого кооперативного явления и разработать для
него эквивалент теории Михаэлиса-Ментен. При некоторых обстоя-
тельствах в зависимости от констант скорости график зависимости на-
чальной скорости от концентрации субстрата имеет вид, показанный на
рис. 1.7. S-образный характер этого графика существенно отличается от
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простого случая фермент-субстрат теории Михаэлиса-Ментен, рас-
смотренного в разд. 1.2. Кривая, представленная на рис. 1.7, типична
для кооперативных явлений, и график скорость-субстрат служит для
определения того, является ли данная реакция кооперативным явле-
нием.

Для некоторых ферментов с несколькими связывающими центрами
связывание лиганда одним центром может влиять на активность друго-
го центра. Считается, что этот кооперативный эффект вызван конформа-
ционным изменением молекулы фермента. Это косвенное взаимодействие

Реакции Михаэлиса -Ментен

Рис. 1.7.

между различными специфическими связывающими центрами называет-
ся аллосгперическим эффектом, а фермент, проявляющий это свой-
ство,- аллостерическим ферментом. Таким образом, основная концеп-
ция аллостерического поведения заключается в том, что связывающие
лиганд центры макромолекулы, например фермента, взаимодействуют
только косвенно в результате лиганд-сопряженных конформационных
состояний макромолекулы. Такая кооперативность между центрами
является свойством макромолекулы.

Имеется значительное число систем, проявляющих аллостерические
эффекты; некоторые из них были рассмотрены Моно, Уайменом и Шан-
же (1965), которые предложили также одну из основных теорий аллосте-
рического поведения. Гемоглобин является, по-видимому, наиболее из-
вестным и глубоко изученным примером белка, которому присущи
такие косвенные взаимодействия между различными специфическими
связывающими центрами. Это хорошо известные (биологически) гем-
гем-взаимодействия гемоглобина.
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В настоящее время есть две основных теории аллостерических пере-
ходов, а именно Моно-Уаймена-Шанже (1965) и Кошланда-Неме-
ти-Аймера (1966) 1). Уаймен (1972), обсуждая и сравнивая обе эти моде-
ли, показал, что они, в сущности, представляют собой частные случаи
некоторой более общей «родительской» модели. Имея в виду важность
аллостерических эффектов, мы описываем в этом разделе основную мо-
дель аллостерического перехода Моно-Уаймена-Шанже (1965).

Терминология и суть модели следующие. Предполагается, что алло-
стерический белок содержит конечное, относительно небольшое число,
скажем п, идентичных субъединиц, называемых протомерами; такой бе-
лок называется олигомером. Термин «мономер» применяется по отно-
шению к белку, который имеет только одну субъединицу или вообще не
имеет идентичных субъединиц. Считается, что белок построен из этих
протометров таким образом, что они занимают эквивалентные положе-
ния на аллостерической макромолекуле; это означает, что есть по край-
ней мере одна ось симметрии. Предполагается, что олигомер суще-
ствует по крайней мере в двух активных состояниях, которые обратимо
достижимы. Таким образом, сродство одного из специфических центров
к лиганду меняется, когда происходит переход от одного состояния
к другому; это связано, как мы предполагаем, с конформационным из-
менением, сопровождающим переход.

Здесь мы рассмотрим простейшую модель, когда аллостерический
фермент имеет два достижимых состояния, которые взаимодействуют
с различной степенью сродства с одним лигандом, обозначенным S.
Два состояния белка без какого-либо лиганда мы обозначим Ro и То

и предположим, что переход Ro ^± То является равновесным с констан-
к-

* +

той равновесия L. Это означает, что реакция Ro ^± То соответствует
к -

стационарному состоянию, причем к_ [То] = к+ [Ro], т.е. [То] =
= L[R0], где L=k+/k_. Эта конкретная константа равновесия назы-
вается аллостерической константой. Белок может образовывать ком-
плексы с присоединением к нему г лигандов, обозначенные Rr и Тг, где
г — 1, ..., п. Учитывая симметрию и считая здесь, что связывание лиган-
да с одним активным центром не зависит от связывания другого
лиганда с другим центром, предположим, что микроскопические кон-
станты равновесия (иногда называемые константами диссоциации) ли-
ганда S с центром в состояниях R и Т всегда равны соответственно
.KR и КТ. Представим процессы, включенные в модель, следующим

1( См. также на русском языке книги И. В. Березина и С. Д. Варфоломеева
(1979)* и Б. И. Курганова (1978)*; из последних работ отметим также статью
Филлипсона и Уаймена (1980)*.-Лр[ш. перев.
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образом:

Ro - То, (1.75)

S + Rr — R r + 1 , S + T r - T , + 1, r = 0, 1, ..., п - 1. (1.76)

Хотя в этом случае нетрудно записать зависящие от времени кинетиче-
ские уравнения, мы рассмотрим здесь только стационарную ситуацию,
когда все реакции находятся в равновесии. Тогда для (1.75), (1.76) имеем
(используя для концентраций те же буквы, что и для веществ)

?i = nR0S, KjT, = nT0S,

2KRR2 =(n - \)RtS, 2KTT2 = (n - 1)7;S, d-77)

«KRRn = Д„ _ ,S, «КТТ„ = Tn _ ,S.

Заметим, что в (1.77) константа равновесия для любого состояния отра-
жает тот факт, что здесь участвует вероятностный фактор. Например,
для реакции R[-R 2 мы имеем в состоянии равновесия эффективные
константы скорости

<" ~ П h ~)lr *)
K l + 5 ^ ~ K 2 ^ K j i — — K2 = -KRK2,

2k \ n — 1 ) ^ 1 П — 1

/ C ,

поскольку имеется возможность того, что будут освобождены 2 лиганда
и для каждого R, есть п — 1 возможных комплексов R2.

Заметим, что аллостерический эффект в этом случае не является
прямым в том смысле, что присоединение молекулы субстрата, скажем
к R,, непосредственно не влияет на реакцию Т; с субстратом. Здесь ал-
лостерический процесс должен идти по R-цепи до Ro, повлиять на То,
а затем вдоль Т-цепи до Т;.

Важная величина, называемая функцией насыщения или просто насы-
щением У,-это число, определенное как доля центров, связанных
в данный момент с лигандом. Таким образом, 0 ^ У < 1, причем.У = О
соответствует состоянию, в котором все центры свободны, а У =
= 1-состоянию, в котором все центры связаны, т.е. насыщенной ма-

кромолекуле. Это число У является вообще важным параметром для
многоцентровых белков, а не только для аллостерических ферментов.
Оно оказывается, как мы увидим в гл. 2, важной характеристикой неко-
торых ситуаций при облегченной диффузии.
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Для равновесной аллостерической системы (1.77) насыщение У опре-
деляется формулой

(R, + 2R2 + ... + nRn) + (Г, + 2Г2 + ... + пТн) _

п [(Яо + R, + ... + RJ + (То + Т, + ... + TJ]
(1.78)

= £ г(Я,+ Тг)/[и £ (Rr + Tr)l
г = 1 г = О

Обозначив

и заметив из первого уравнения (1.77), что L = To/Ro, получим из (1.78),
(1.79) (используя (1.77) при выводе рекуррентных соотношений для Rr и

Л Л

0
 I (И г)! (г 1)! °(И - г)! (г - 1)! ° IJ (п - г)! (г - 1)!

V осгп! V
и /_^{п - г) !г! Z J (" " г ) ! г !

г = О г = О

и в результате

<х(1 + а)" ~ 1 + Lcce(l + ас)" ~ i

У (1 + а ) " + L ( l + ас)" • ( Ш ) )

Типичные кривые, полученные Моно, Уайменом и Шанже (1965) для на-
сыщения Утетрамера (п = 4) при нескольких значениях Ьи с, показаны
соответственно на рис. 1.8, а и б. Заметим, что при малых с, чем больше
L, тем более S-образна кривая насыщения. Большое L означает, что есть
сильный сдвиг в сторону То в равновесии Ro ^ То. Специальный слу-
чай L = 0 соответствует наличию лишь одного активного состояния и,
следовательно, отсутствию аллостерического эффекта. В этом случае
насыщение в обозначениях (1.79) имеет вид

У=ТТо-=;НЬг (L81)

Это обычная форма, которая возникает, как мы увидим, при облегчен-
ной диффузии комплекса гемоглобин - кислород.
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Рис. 1.8. Кривые насыщение-субстрат (уравнение (1.80)) из работы Моно, Вай-
мана и Шанже (1965).

Выражение (1.80) для насыщения У-один из важных результатов мо-
дели Моно-Уаймена-Шанже (1965). В своей статье они применяют
также описанные здесь принципы к другим системам и обсуждают воз-
можные свойства структуры и симметрии конкретных олигомерных
белков. Они также связывают свою теорию с экспериментальными
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данными по различным аллостерическим системам. S-образный харак-
тер кривых насыщения, как на кривых рис. 1.8, а, является сильным сви-
детельством в пользу аллостерических эффектов. Уаймен (1972) предста-
вил другие результаты для кривых насыщения при соединении
кислорода с гемоглобином у форели: они также обнаруживают явные
S-образные характеристики и согласуются с приведенной выше аллосте-
рической моделью.

Есть связь между насыщением У и безразмерной скоростью реакции
v0, объясняющая тот факт, что рис. 1.7 и 1.8 имеют схожие S-образные
характеристики и оба указывают на аллостеричность. Рассмотрим кине-
тику Михаэлиса-Ментен, обсуждавшуюся в разд. 1.2, для которой ско-
рость реакции по Михаэлису v0, равная, согласно (1.40) и (1.41), XV0/V,
имеет вид

Xs0 M J S Q С

= к -k2 e0k2

на основании (1.17), где s0-начальная концентрация субстрата s. Однако
с/е0 - это безразмерная концентрация (т. е. у) фермент-субстратного ком-
плекса ES в (1.3), являющаяся мерой степени насыщения фермента суб-
стратом, что, по сути, соответствует насыщению У. В специальном
случае отсутствия аллостеричности L = 0, и для У получаем выра-
жение в форме (1.81), совпадающее с выражением для vofk из по-
следнего уравнения.

1.5. Парциальное давление

В экспериментальных результатах, особенно относящихся к взаимо-
действию газообразного лиганда с белком, концентрация лиганда обыч-
но дается в терминах парциального давления (или напряжения) газа
в миллиметрах ртутного столба, или торр. Если единицы измерения
опущены, что часто случается, то подразумевается, что давление дано
в миллиметрах ртутного столба. Например, количество кислорода О 2

в крови почти всегда измеряется его парциальным давлением и записы-
вается как ро2- В приведенном выше безразмерном анализе концентра-
ции относились к единицам измерения вида моль/см3 или моль/л. Важ-
но знать соотношения между различными единицами.

Парциальное давление некоторого газа в смеси-это давление, кото-
рое создавалось бы только этим газом. Например, кислород О 2 зани-
мает около 21% объема воздуха при комнатной температуре и атмос-
ферном давлении, поэтому парциальное давление кислорода в атмос-
ферном воздухе приблизительно равно 0.21 • 760 мм рт. ст., т. е.
Pq, ~ 160 мм рт. ст. Здесь атмосферное давление принято за
760 мм рт. ст. В артериальной крови, например, ро2 х 90 мм рт. ст., а
в венозной крови ро2 х 40 мм рт. ст. Основные причины использования

парциального давления в качестве измеряемой величины заключаются
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в том, что оно может измеряться непосредственно и, кроме того, для
многих биологических и особенно физиологических систем более удоб-
но измерять давления, чем молекулярные концентрации.

Измерения парциального давления в мм рт.ст. могут быть переве-
дены в молярные концентрации, например в моль/см3, если известны ус-
ловия для газа в среде, в частности растворимость газа в ней. Посколь-
ку температура влияет на это явление, измерения парциального
давления обычно проводятся при заданной температуре. Так как 1 моль
газа, занимающий 22.414 х 103 см3 при 0°С, создает давление 1 атм,
т. е. 760 мм рт. ст., переход к моль/см3 осуществляется следующим
образом:

3 р(мм рт.ст.)-а((моль/см3)/(760 мм рт.ст.))
с(моль/см ) = 2 2, 4 1 4 хЮ3-760 ' ( ° 2 )

где а относится к адсорбции, которая также зависит от температуры.
При повышении температуры а обычно падает, как и следовало ожи-
дать. Например, в крови при 37°С ро2 ~ 90 мм рт. ст., а = 2.35 х
х 10"2 ((моль/см3)/760 мм рт.ст.), и из (1.82) следует, что сх 1.24 х
х 10"7 моль/см3.
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ГЛАВА 2

ОБЛЕГЧЕННАЯ ДИФФУЗИЯ

2.1. Физиологические основы
и наблюдаемые явления

В большом числе физиологических процессов диффузия играет ос-
новную роль. Здесь мы обсудим один ее важный аспект, связанный
с внутриклеточным транспортом. Конкретнее, мы будем заниматься
облегченным диффузионным транспортом субстратов через мембраны,
происходящим благодаря взаимодействию субстратов с некоторыми
компонентами мембран. Общая идея состоит в том, что мембрана со-
держит макромолекулы-«носители», облегчающие прохождение суб-
страта через нее. Существует, по-видимому, несколько возможных меха-
низмов этого явления. Сейчас общепризнанно, что важным и широко
распространенным является механизм, при котором субстрат соеди-
няется с носителем, и комплекс субстрат-носитель осуществляет диф-
фузию субстрата через мембрану. Такой процесс называется облегчен-
ной диффузией 1(.

Уиттенберг (1959) и Шоландер (1960) независимо исследовали облег-
ченную диффузию кислорода через растворы, содержащие гемоглобин
(НЬ), белок, обратимо соединяющийся с кислородом 2). Позднее Уиттен-
берг (1966) провел серию экспериментов для выяснения истинного моле-
кулярного механизма явления. Облегченная диффузия оценивалась ко-
личественно путем измерения избыточного потока кислорода через
раствор при наличии гемоглобина по сравнению с потоком кислорода
при его отсутствии. Первоначально эксперименты проводились с целью
изучить функциональную роль миоглобина (Mb) в мышечных волокнах.
Миоглобин - это белок, присутствующий в красных мышцах и обрати-
мо соединяющийся с кислородом.

1( Употребляется также термин индуцированный транспорт; об облегченной
диффузии см. книгу Лайтфута (1977)*; модель транспорта кислорода см. также
в книге «Методы математической биологии» (1981)*. Следует отметить, что
облегченная диффузия может представлять собой искусственный химико-техно-
логический процесс, используемый для разделения некоторых веществ с приме-
нением специальных носителей и жидких пленок-мембран; см. статью Матуле-
вичюса и Ли (1975)*.- Прим. перев.

2) В работе Строва, Смита и Колтона (1976)* рассмотрена более реалистич-
ная ситуация переноса кислорода посредством облегченной диффузии в гетеро-
генной среде, состоящей из плазмы крови и красных кровяных телец.- Прим.
перев.
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Тот факт, что миоглобин обратимо соединяется с кислородом,
чрезвычайно важен физиологически. В течение долгого времени счита-
ли, что первоочередная роль миоглобина состоит в том, что он служит
резервуаром кислорода в сердечной и красной скелетной мышцах, удов-
летворяющим потребность в кислороде при повторной активности зна-
чительной силы. Нет сомнения, что эта роль, вообще говоря, существен-
на. В этом заключается основная функция миоглобина в мышцах таких
животных, как кит и тюлень, при продолжительном нырянии которых
внешний доступ кислорода прекращается: их мышцы могут запасать
весьма значительное количество кислорода. У китов около 10% мышц
состоит из миоглобина. В действительности мышцы китообразных не
могут запасти достаточно кислорода на весь период ныряния, который
для кашалотов составляет около 1 ч, тогда как для тюленей - около
5 мин. Мышцы китов потребляют весь свой кислород, а затем переходят
в гак называемое состояние кислородной задолженности с сопутствую-
щим образованием молочной кислоты. Мы обсудим модель потребле-
ния кислорода мышечными волокнами и возникновения в них кисло-
родной задолженности в разд. 2.6.

В результате исследований по облегченной диффузии кислорода,
проведенных в последние несколько лет, теперь общепризнанно, что бо-
лее общая и распространенная функция миоглобина состоит во внутри-
клеточном транспорте кислорода. Исчерпывающий (на момент опубли-
кования) обзор по облегченной диффузии кислорода в мышцах
посредством миоглобина дал Уиттенберг (1970), которому принадлежит
основная заслуга в широком признании этой более общей роли
миоглобина.

Когда транспорт субстрата осуществляется с помощью носителя,
возможны, вообще говоря, два процесса. Чтобы рассмотрение было
конкретным, а также учитывая наличие детальных экспериментальных
данных, будем вначале считать субстратом кислород, а носителем гемо-
глобин. Однако теория, которую мы изложим, носит вполне общий ха-
рактер и справедлива для любого субстрата, связывающего белок ана-
логичным образом. Мы будем заниматься в основном случаями, когда
субстратами служат кислород и окись углерода, а в роли белков высту-
пают гемоглобин и миоглобин. Один из возможных процессов
здесь-это механизм «бригадной цепочки», когда центр, связывающий
кислород, не перемещается, а транспорт осуществляется переходом ли-
ганда-кислорода от одного связывающего центра к следующему. Для
такого механизма фиксированные связывающие центры должны быть
расположены весьма близко друг к другу. Подобный механизм облег-
ченного транспорта хорошо известен для ионообменных мембран. Дру-
гой механизм заключается в том, что диффузия осуществляется переме-
щающимися носителями. Другими словами, существует диффузионный
перенос оксигемоглобиновых молекул. Одной из причин изучения мате-
матической модели явления облегченной диффузии послужило стремле-
ние выяснить, какой из этих двух механизмов реализуется при переносе
кислорода гемоглобином и миоглобином.
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Шоландер (1960) предложил механизм бригадной цепочки для пото-
ка кислорода с участием гемоглобина через раствор, содержащий гемо-
глобин. Однако Уиттенберг (1966) показал, что в действительности по-
ток кислорода, переносимого гемоглобином, уменьшается с ростом
концентрации гемоглобина в растворе, что говорит не в пользу такого
механизма. Уиттенберг (1966) предложил молекулярный механизм, при
котором облегченная диффузия кислорода является следствием обрати-
мого соединения кислорода и гемоглобина и трансляционной диффузии
оксигемоглобиновых молекул. Уаймен (1966) предложил математиче-
скую модель реакции с диффузией, отражающую молекулярный меха-
низм Уиттенберга, и получил ad hoc приближенные решения, которые,
по-видимому, подтверждают этот механизм, альтернативный механиз-
му бригадной цепочки. Если в модель Уаймена внести небольшие изме-
нения, то она даст аналитические решения (Марри (1971)), которые хо-
рошо согласуются количественно с экспериментами Уиттенберга (1966);
см. также рис. 2.3. Решающий шаг в «доказательстве» этого молекуляр-
ного механизма сделали Риверос-Морено и Уиттенберг (1972), когда
они измерили экспериментально коэффициенты самодиффузии гемо-
глобина и миоглобина в растворе. Величина коэффициентов диффузии
падала с ростом концентрации гемоглобина и миоглобина. Вполне до-
казательные экспериментальные данные, показывающие роль миогло-
бина в облегчении диффузии в красных скелетных мышцах, привели
Уиттенберг и др. (1975).

Одной из причин, почему указанный молекулярный механизм под-
вергался некоторое время сомнению, был тот факт, что даже при нали-
чии диффузии носителя его коэффициент диффузии должен быть очень
мал по сравнению с коэффициентом диффузии лиганда (он действитель-
но меньше-приблизительно в 100 раз), так что носитель, казалось бы,
не может внести заметный вклад в поток субстрата. Приведенный ни-
же анализ показывает, что в действительности этот вклад существен,
даже если комплексу лиганд- белок требуется много времени (по срав-
нению с лигандом) на пересечение мембраны, поскольку в мембране
очень много белка. Уаймен (1966) проводит эффектную аналогию с му-
хами (субстрат), переносимыми на спинах многочисленных черепах (бел-
ковые носители).

Кройзер и Хуфд (1970) и Кучай, Жак и Мазер (1970) также рассмо-
трели модель Уаймена (1966) и решили уравнения численно. Жак, Кучай
и Дэниэльс (1972) учли сопротивление межфазной границы потоку кис-
лорода. Они использовали существенно другие граничные условия, чем
в работе Марри (1971). Их результаты также в целом согласуются
с экспериментом.

В разд. 2.2 и 2.3 строится математическая модель Уаймена (1966)
и Марри (1971), приводятся аналитический метод и решение, а также
производится сравнение с экспериментом. Математическая процедура,
развитая здесь, является нестандартной и отражает дух тех корректиро-
вок, которые часто приходится применять, чтобы учесть в модели жест-
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кие биологические факты и присущие экспериментам ограничения.
В приложении 2 мы обсуждаем интересную математическую задачу,
связанную с двумя различными типами граничных условий для данной
модели. Этот анализ иллюстрирует, каким должен быть более строгий
подход к задаче. Он также подтверждает адекватность намного более
простого эвристического подхода, легкодоступного нематематикам. По-
лученные здесь выводы имеют фундаментальное значение для общего
случая аналогичных биологических ситуаций, связанных с облегченной
диффузией. В разд. 2.4 мы приводим результаты Марри и Уаймена
(1971) для облегченной диффузии окиси углерода, опосредованной мио-
глобином. Здесь объяснено также одно явление, которое в то время ка-
залось биологическим парадоксом. Разделы 2.3 и 2.4 показывают, как
математическое исследование таких проблем приводит к общим биоло-
гическим принципам, применимым для любого лиганда и любого ма-
кромолекулярного носителя; они обсуждаются в разд. 2.5. Наконец,
в разд. 2.6 мы возвращаемся к роли миоглобина в мышцах и описы-
ваем модель облегченной диффузии, которая дает количественные вы-
ражения для облегченного потока кислорода, простую оценку критиче-
ского мышечного метаболизма, при котором в мышечных волокнах
начинается кислородная задолженность, и величину «долговой зоны»,
когда метаболизм превышает критическое значение.

По-видимому, следует отметить здесь, что есть другие белки, ко-
торые также обратимо связываются с кислородом и являются физиоло-
гически важными. Отметим среди них дыхательные пигменты гемоциа-
нин, гемэритрин и хлорокруорин. Наиболее известным является,
конечно, гемоглобин: это единственный дыхательный пигмент у позво-
ночных, и он имеется в избытке в красных кровяных клетках.

Эта глава представляет собой подробное описание успешного меж-
дисциплинарного сотрудничества.

2.2. Стационарная- модель
и описывающие ее уравнения

В экспериментах Уиттенберга (1966) мембрана, содержащая гемогло-
бин (с тем же успехом это мог быть миоглобин) в растворе, разделяла
две газовые камеры, в одной из которых поддерживалась заданная кон-
центрация кислорода, в то время как в другой концентрация кислорода
поддерживалась как можно более близкой к нулю. Поток кислорода че-
рез мембрану измерялся для некоторого диапазона разностей давлений
кислорода поперек мембраны. Для того чтобы оценить количественно
вклад, который вносил гемоглобин в диффузию кислорода, измерялся
и необлегченный поток при отсутствии в растворе гемоглобина, связы-
вающегося с кислородом. Некоторые экспериментальные результаты
для гемоглобина и кислорода приведены на рис. 2.3; на этом же рисун-
ке и на рис. 2.4 и 2.5 приведены также результаты последующего
анализа.
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Имея в виду упомянутые выше эксперименты, рассмотрим слой рас-
твора толщиной / см, через который происходит диффузия кислорода
(рис. 2.1). В растворе имеется белок, для конкретности гемоглобин (НЬ),
который обратимо соединяется с субстратом, здесь с кислородом (О2).
Пусть с0 и с,-концентрации кислорода, выраженные, например,
в моль/см3, соответствующие высокому давлению (х = 0) и низкому
давлению (х = /), причем ось х выбрана перпендикулярно поверхностям
мембраны. Рассмотрим одномерную стационарную модель (нетрудно
применить эту модель и к дву- и трехмерным системам). Пусть
(с = с (х))- концентрация свободного кислорода в слое, с р - концентрация
белка, а сс-концентрация гемоглобин-кислородного комплекса.

Реакция гемоглобина с кислородом может быть адекватно описана

с = с л

Рис. 2.1. Схема одномер-
ной модели мембраны.

мембрана

С= С,

двумя константами скорости, а именно, fct и fc^:

О, + НЬ ^± НЮ,. (2.1)

В случае, когда белком-носителем является миоглобин (Mb), схема (2.1)
точно описывает реакцию с кислородом (или окисью углерода): мио-
глобин имеет только один центр, связывающий кислород. Для гемо-
глобина, имеющего четыре связывающих центра на молекулу кислоро-
да, формула (2.1) достаточно хорошо описывает кинетику, за исключе-
нием того случая, когда гемоглобин почти полностью насыщен
субстратом. Значение к_1 можно, безусловно, считать постоянным. Кон-
станта скорости /с, -прямой реакции-зависит от насыщения гемогло-
бина, но эта зависимость заметна лишь при почти полном насыщении.
Уаймен (1966) предположил, что в качестве fe, можно принять некото-
рое среднее значение, так что в (2.1) мы считаем к1 и к_1 постоянными;
надежные экспериментальные значения для этих констант в схеме (2.1)
были даны Уиттенбергом (1970) и приведены в табл. 2.1.
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Таблица 2.1

Гемоглобин Миоглобин

с,, моль/см3

Ор, см2/с
/, см
Dc, см2/с
к{, см3/(моль • с)
к-, . С"1

с0, моль/см3

(Ро, = ЮО м м рт. ст.)

1.2-10 - 5

2.45 10- 7

2.2-Ю- 2

1.2-10~ 5

2.85-109

40
1.56-10" 7

1.2-10 ~ 5

4.35 Ю - 7

2.2-10" 2

1.2-10"5

1.4-1010

11
1.56-10"7

Молекулярный механизм, предложенный Уиттенбергом (1966), со-
стоит в том, что молекулы белок-субстратного комплекса в (2.1) диф-
фундируют и вследствие обратимости реакции усиливают тем самым
диффузионный поток кислорода. Поэтому при построении модели мы
будем предполагать, что НЬ и НЬО 2 диффундируют в мембране. Разум-
но также предположить (хотя это и не обязательно для формулировки
модели), что они имеют одинаковый коэффициент диффузии, поскольку
молекула гемоглобина чрезвычайно велика по сравнению с молекулой
лиганда. Пусть общий коэффициент диффузии НЬ и НЬО 2 равен Dp

с м 2 - с " 1 , а свободного кислорода Dc с м 2 - с " 1 ; экспериментально они
были тщательно измерены Риверос-Морено и Уиттенбергом (1972) для
Z)p и Уиттенбергом (1970) для Dc и приведены в табл. 2.1.

В рассматриваемой модели различные компоненты непрерывно ре-
агируют и в то же время диффундируют. Приведем краткий вывод 1 '
уравнения, которому удовлетворяют такие системы реакций с диффу-
зией. Если реагент (например, с) диффундирует с коэффициентом Dc, то
его поток есть J = — DQ Vc. Будем предполагать, что скорость реакции
с описывается некоторой кинетической константой р (обычно согласно
закону действующих масс). Рассмотрим теперь произвольный объем V,
ограниченный поверхностью S, полностью лежащей внутри области, где
происходит реакция с диффузией. Из баланса реагента с следует

0С J T ' ' ' J_-ndS + I pdV = Q.
J

V S V

Здесь первый интеграл описывает скорость изменения с в К; второй ин-
теграл-поток (за единицу времени) с из К через поверхность S; третий

11 Полный вывод уравнения диффузии см., например, в книге Кранка (1975).
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интеграл-скорость уменьшения е в Кв результате реакции; п- единич-
ная внешняя нормаль к S. Применяя ко второму интегралу формулу
Остроградского, приводим последнее уравнение к виду

J F + - J +

v
Поскольку это равенство должно выполняться для произвольного объе-
ма V, подынтегральная функция должна обратиться в нуль. Если пред-
положить, что О с- величина постоянная, то получаем следующее урав-
нение реакции с диффузией для любого реагента с в случае одной про-
странственной переменной х:

^ - = - p + D c 4 ^ . (2.2)

Для удобства в дальнейшем мы выбрали в качестве р скорость реакции
(2.1) в направлении слева направо.

В стационарном случае уравнения реакции с диффузией для схемы
(2.1) с одной пространственной переменной х имеют, согласно (2.2), вид

D c — ~ = р, (2.3)

оЛ%= -р, (2.4)

(2.5)

где, как указывалось выше, р-это скорость реакции (2.1) слева направо.
При сделанных выше предположениях (см. также гл. 1) это означает,
что

р = /cjCpC - /c-jcv (2.6)

Система (2.3)-(2.5) с соотношением (2.6) требует для определения реше-
ний, вообще говоря, по три граничных условия на каждом краю мем-
браны, а именно при х — 0 и х = /.

С математической точки зрения было бы естественно задать с, сс и
ср при х = 0 и х = /. Однако они не могут быть все определены из экс-
перимента, и краевые значения сс, которые в первую очередь пред-
ставляют биологический интерес, должны быть определены путем тео-
ретического анализа. Можно задать другие граничные условия, которые
также биологически корректны. Поскольку молекулы белка остаются
в мембране, поток величин ср и сс на границах при х — 0 и х — I равен
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нулю. Естественно было бы ожидать, что с может быть задано на
краях, но биологически даже это нельзя сделать достаточно точно на
стороне низкого давления х = I. Давление кислорода можно задать точ-
но только на стороне высокого давления х = 0. Таким образом, для
сравнения с экспериментом математическая задача недостаточно четко
сформулирована. Ниже мы покажем один из путей преодоления этих
трудностей. Как указывалось выше, математическое обоснование приве-
дено в приложении 2.

Примем формально с равным с0 при х = 0 и равным с, при х = /.
Сделаем также согласующееся с экспериментом предположение, что со-
противление потоку субстрата через поверхности мембраны отсутствует
(Жак, Кучай и Дэниэльс (1972) включили поверхностное сопротивление
в численные решения уравнений). Если мы зададим нулевой поток для
белка и его комплекса с субстратом при х = 0 и х = I, то получим фор-
мально в качестве граничных условий для задачи (2.3)-(2.6)

с = с0, -^- = 0, — = 0 при .х = 0,
dx dx

(2.7)
dc dcc

с = с,, —~- = 0, —-— = 0 при х = I.
dx dx

Если мы сложим (2.4) с (2.5) и дважды проинтегрируем, используя
(2.7), то получим закон сохранения количества белка в виде

ср + cQ = ct = const, (2.8)

где константа с,-это заданная общая концентрация белка. Система
(2.3)-(2.6) с условием (2.8) может быть сведена к системе двух обыкно-
венных дифференциальных уравнений для с и сс, а именно

D — -

J2C

Величина cjct представляет долю белка, связанного с субстратом, в лю-
бой точке области. Это функция насыщения Y, обсуждавшаяся
в разд. 1.4. Здесд, У-функция от х, такая, что 0 < У< 1. Уравнения (2.9)
могут быть, таким образом, записаны в форме

Dc-^x = Р = fcic,(l - У)с - fc-iC.Y,

(2.10)
d2Y

с.Яр-^р- = - Р, Y= cjct.
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Уравнения (2.10) по существу и представляют собой модель Уаймена
(1966); его вывод этих уравнений был несколько иным. Заметим, что
с,У(х)-это также концентрация связанного кислорода в любой точке
х раствора. Насыщение У(х) и концентрация свободного кислорода
с(х)-наиболее биологически важные функции в рассматриваемой зада-
че, и далее мы будем обсуждать эффекты облегченной диффузии с по-
мощью этих функций.

Таким образом, одномерная стационарная модель облегченной диф-
фузии белка имеет вид (2.10) с граничными условиями, вытекающими из
(2.7):

dY
с = с0, —— = 0 при х = 0,

ах
(2.11)

dY
с = с,, —— = 0 при х — I,

dx

или условиями, первоначально использованными Марри (1971):

с = с0, Y = Yo при х = 0,
(2.12)

с = с,, Y = Y, при х = I.

При условиях, реализуемых в экспериментах, Митчел и Марри (1973)
доказали, что для всех практических целей эти два набора граничных
условий дают эквивалентные решения (см. приложение 2).

Реальная трудность при решении задач (2.10), (2.11) или (2.10), (2.12)
для последующего сравнения с экспериментом заключается в том, что
с, не может быть задано точно, а в случае (2.12) Уо и У,-это величины,
которые мы в действительности хотим, определить и которые зависят
от с0 и с,. Как мы увидим, с, очень мало, но, что важно, отлично от ну-
ля. На основании эксперимента можно точно задать с0, т. е. концентра-
цию на стороне высокого давления, и общий поток, задание которого,
как мы увидим, равносильно заданию Уо — Y,.

Кучай и др. (1970) решали уравнения (2.10) с условиями (2.11) числен-
но при заданном с,. Если оставить в стороне проблему с„ их процедура
дает требуемые решения, в частности Уо и У,. Чем толще мембрана, тем
сложнее численный анализ. Такой метод не может дать, конечно, анали-
тической функциональной зависимости Уо и У, от граничных концентра-
ций с0 и с,. Марри (1971) независимо рассматривал систему (2.10) с гра-
ничными условиями (2.12); его результаты обсуждал Уиттенберг (1970)
в связи с экспериментальными данными и нашел, что они удовлетвори-
тельно согласуются количественно. Марри (1971) получил очень про-
стые асимптотические аналитические решения, которые дают необходи-
мую биологам функциональную зависимость Уо и У, от с0 и с,. Мы
приводим этот анализ в следующем разделе, а в приложении 2 доказы-
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ваем его пригодность в широком диапазоне биологических условий; та-
ким образом, вопрос о двух типах граничных условий (2.11) и (2.12) ре-
шается полностью, а сама задача представляет собой интересную
задачу сингулярного возмущения. Недавно Рубиноу и Дембо (1977) про-
должили этот анализ; их результаты согласуются с экспериментальны-
ми данными, которые здесь не обсуждаются.

2.3. Асимптотические решения
и сравнение с экспериментом

Мы рассмотрим здесь задачу, поставленную уравнениями (2.10)
и граничными условиями (2.12). Предположим, что с0 и с, или Уо — У,
заданы, т.е. известны из эксперимента, и задача состоит в том, чтобы
найти с(х), Y(x), Уо, У, и функциональную зависимость Уо и У, от с0 и с,
и параметров задачи. Сформулированная таким образом задача мате-
матически не вполне определена. Будем, однако, продолжать, считая Уо,
У, и с, неопределенными постоянными. Этот раздел является примером
выгодного объединения математических и биологических концепций
для изучения модели, математически плохо сформулированной из-за ис-
ходного очевидного отсутствия достаточной биологической информа-
ции.

Удобно вывести одно дифференциальное уравнение для с{х). При
сложении обоих уравнений (2.10) правые части взаимно уничтожают-
ся, и после однократного интегрирования имеем

D-£+D*£=-F- (2ЛЗ)

где F - постоянная интегрирования, равная общему потоку кислорода,
свободного и связанного. Заметим, что вклады от чистой диффузии,
Dcdc/dx, и от облегченной диффузии, DpctdY/dx, просто складываются.
Именно этот поток был тщательно измерен Уиттенбергом (1966; см.
также 1970). При последующем анализе этот общий поток приводится
на рис. 2.3 для кислорода и гемоглобина и на рис. 2.4 для миоглобина
в зависимости от концентрации с0 на стороне высокого давления.
В свою очередь, интегрируя (2.13) и используя граничные условия (2.12),
мы определим F и вторую постоянную интегрирования, что позволит
нам получить следующее соотношение между с(х) и Y(x):

Dc(c - с0) + Dpct(Y- Уо) = j [ D c ( c , - с0) + Dpc,(Y, - Уо)]. (2.14)

При этом выражение для общего потока оказывается равным

, ~ - D?c{^- = jF = - D,~ - D?c{^- = j[Dc(c0 - с,) + Dpct(Y0 - У,)]. (2.15)
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Знак минус в (2.13) и (2.15) связан с тем, что поток направлен против
градиента концентрации, т.е. от высокой концентрации к низкой. Если
с0. С;. Yo, У, могут быть заданы, поток немедленно находится из (2.15).
Заметьте, что поток не зависит от удельной скорости реакции р
в (2.3)-(2.5).

Выражая из (2.14) У через с и подставляя в первое уравнение (2.10),
мы получаем единственное уравнение для с. Аналогично получается
единственное уравнение для У. Именно, решая (2.14), находим

Y= Yo + 7 ^ - { y [ D ^ c ' - со) + С . З Д - уо)] - Dc(c - co)\, (2.16)

что после подстановки в первое уравнение (2.10) и простых преобразова-
ний дает

d2c k

(2.17)

+ -^-[Dc(c0 - с,) + Dpct(Y0 - У,)] j +

+ ^ [ D c ( c 0 - с,) + Орс,(У0 - Yl)]-fc + ^ с \

Нам нужно решение, удовлетворяющее условиям (2.12). Следует по-
мнить, конечно, что в (2.17) и (2.12) входят Уо, У, и с,, которые пока не
определены.

Как всегда, приведем теперь задачу к безразмерному виду, вводя
в (2.17) безразмерные переменные

Cj = с/с0, х, = х/1; 0 ^ с1 ^ 1, 0 < х, < 1. (2.18)

Умножая (2.17) на 12/C0DC, получаем уравнение для CJ(XJ)

fh ух,) + (Р + 5х,)с, + Хс\ (2.19)= (
ах,

с безразмерными постоянными

kxl\V c0Dc

[ Г 1 +
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+

X = —-——.

Поскольку Су, xy, ос, p, y, 8 и А,-это просто числа, для величин, входящих
в (2.20), может быть использована любая совместная система единиц.
Условия для (2.19), полученные из (2.12) с учетом (2.18), имеют вид

Су = 1 при Ху = 0 , Су = с,/с0 при Xj = 1. (2.21)

В некотором смысле условия (2.21) не являются граничными, поскольку
мы использовали их при выводе единственного уравнения (2.19) с а, Р, у,
5 и А, из (2.20); это фактически соотношения совместности.

Чтобы продолжить исследование, мы должны иметь типичные зна-
чения параметров в (2.20). Мы взяли их из работы Уиттенберга (1970),
и они приведены в табл. 2.1 для гемоглобина и миоглобина. Для этих
значений все параметры а, Р, у, 8 и X велики, порядка 0(106). Мы не мо-
жем точнее указать их значения, поскольку Уо, Y, и с, в (2.20) неизвестны,
но мы знаем, что ct/c0 « 1 и Уо — У, < 1. Если мы введем теперь по-
стоянные a, b, d, e, f и е с помощью соотношений

а = а/е, Р = b/е, у = d/г,
(2.22)

5 = е/г, X = //Е, S = 10" 6 « 1,

то а, b, d, e и / будут все порядка 0(1). Уравнение (2.19) приводится
к виду

d2c
Е — - j - = {а + dxy) + (b + еху)су + fc\. (2.23)

dye i

Так как 0 < Е « 1 и a, b, d, е, /, Су{ху), xt все порядка 0(1), уравнение
(2.23) является сингулярным при е -> 0, потому что, если положить
в (2.23) £ = 0, порядок уравнения понижается и мы, вообще говоря, не
можем удовлетворить граничным условиям. Как и в гл. 1, следует ожи-
дать, что решения порядка 0(1), которые мы получим, полагая zd2Cyjdx\
всюду порядка О(е), не будут удовлетворять граничным условиям (здесь
при х, = 0 и Х[ = 1). Таким образом, следует ожидать, что существуют



2.3. Асимптотические решения и сравнение с экспериментом 61

узкие сингулярные области вблизи границ, где ed2c1/dxj = 0(1), позво-
ляющие внешнему решению уравнения (2.23) с £ = 0 сращиваться с вну-
тренним решением, удовлетворяющим граничным условиям. Соответ-
ствующие внутренние переменные для (2.23) здесь следует выбрать
в виде

1 - х
Ь, = xje1'2 вблизи х1 = 0; г| = — щ ± - вблизи Xj = 1, (2.24)

в результате чего zd2cjdx\ переходит в d2cl/dt,2 вблизи хг = 0, т. е. £, =
= 0, и в d2c1/dr\2 вблизи х1 = 1, т. е. ц = 0. Преобразования типа (2.24)

позволяют растянуть сингулярные области (здесь с коэффициентом
1/е1/2 » 1), после чего они могут быть исследованы детально. Согласно
(2.24), толщина каждой из этих сингулярных областей вблизи границ
имеет порядок О(£1/2). Таким образом, если функция c^x j должна изме-
няться столь быстро, чтобы внешнее решение сопрягалось с внутренни-
ми, эта область быстрого изменения по переменной х1 в размерных
единицах имеет порядок O(s1/2/), что для / из табл. 2.1 и е = 10 ~ 6 со-
ответствует толщине порядка О(10 ~ 5 см)-практически очень малой ве-
личине. В действительности эти сингулярные слои настолько узкие, что
крайне невероятно биологически, что концентрация с(х) и У(х) может ре-
зко изменяться в этих слоях. Поэтому, опираясь на такое естественное
биологическое ограничение, мы приходим к выводу, что здесь не может
быть сингулярных слоев с резким изменением с и У и, следовательно,
внешнее решение до порядка 0(1), полученное из (2.23) при е = 0, дол-
жно удовлетворять граничным условиям (2.21). На этой основе мы мо-
жем определить соотношения между Уо, У, и с, через параметры задачи.
Следует еще раз подчеркнуть, что этот вывод обусловлен тем фактом,
что £ достаточно мало, т. е. по крайней мере один из параметров а, (3, у,
5, X должен быть достаточно велик, чтобы сингулярная область была
достаточно узкой для использования практического биологического
ограничения. В экспериментах Уиттенберга (1966) и большом числе дру-
гих практических ситуаций соответствующее е достаточно мало.

Обозначим c^^xj внешнее решение (2.23) порядка 0(1). Это озна-
чает, что мы ищем решения уравнения (2.23) в форме

Cl(Xl) = сНх,) + 0(1), е ^ О1», (2.25)

что после подстановки в (2.23) и удерживания членов порядка 0(1) по-
зволяет найти c'/^Xj) как соответствующее (повсюду неотрицательное)

Через о(1) обозначен член, стремящийся к нулю при е -> 0.
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решение простого квадратного уравнения

(а + dxy) + (b + eXl)c[0) +fc[0)2 = О,

или с учетом (2.22)

(а + ух,) + (р + bXl)c[0) + Хс[0)2 = 0. (2.26)

Неотрицательный корень этого уравнения имеет вид

40 )(*i) = ~ [ - (Р + 8x0 + {(Р + 5хх)
2 - 4Ца + ух,)}1 '2]. (2.27)

2.К

Однако из приведенных выше рассуждений вытекает, что это решение
должно удовлетворять условиям (2.21), так что cf\O) = 1 и ^"'(l) =
= cjco. И З (2.26) получаем

с<°Щ = 1 = > а + Р + у = 0,

что после подстановки а, Р и у из (2.20) приводится к виду

Уо = T ^ V - (2.28)
кхс0 + к_1

Из (2.26) следует также

с<°>(1) = cjco^ а + у + (Р + 5)с,/с0 + Х(с,/с0)
2 = 0,

что с учетом выражений из (2.20) приводит к соотношению

к, с,
Y' = VTTE7- (129)

Таким образом, если с, или Уо — У) дано, все остальные неопределенные
постоянные находятся из (2.28) и (2.29). Отсюда определяются все пара-
метры а, Р, у, § и X в (2.20), и, следовательно, c'̂ 'fXi) в (2.27) полностью
находится, удовлетворяет граничным условиям (2.21) и представляет со-
бой решение порядка 0(1) уравнения (2.19) для малых г. Подстановка
cf '^ i) в (2.16) немедленно дает У(хх) с точностью до 0(1) для малых е.
Мы должны добавить здесь, что в действительности не погрешили про-
тив математики, найдя решение порядка 0(1) для малых е с помощью
лишь двух из четырех граничных условий (2.21). Вместо этого мы ис-
пользовали биологическое ограничение, т.е. выбрали тип допустимых ре-
шений. Это позволило нам найти весьма легко очень простое аналити-
ческое решение.

Предположение, подсказанное биологическим смыслом задачи и дока-
занное в приложении 2, состоящее в том, что для малых е сингулярные
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слои отсутствуют, равносильно утверждению, что zd2c\/dx] = О(г) по-
всюду и, следовательно, скорость реакции р % 0 также повсюду. Это оз-
начает, что реакция (2.1) находится в равновесии по всей мембране.

Размерный поток F из (2.15) с учетом (2.28) и (2.29) имеет вид

F = - ^ 4 1 - с,/с0) + ^ Ч У 0 - Y , ) = (2.30)

coDc .. c,D/с,/с_1с0(1 - с-,/с0)
= — : — (1 - ф0) + 77;—~Г7—п"; Г Т ~ Т = f d + F f > ( 2 3 1 )

где Fd~чисто диффузионный поток, a F r-вклад от облегченной
диффузии.

Вернемся к экспериментальным результатам и сравним их с матема-
тическими. Как уже указывалось выше, это не совсем просто из-за труд-
ностей точного измерения с, со стороны низкого давления (хг = 1).
Предположим, мы примем с, = 0, что на первый взгляд кажется ра-
зумным. Из (2.29) следует тогда, что У, = 0. Далее, согласно (2.28), если
с0 велико или, лучше, если кхс0 велико по сравнению с к-{ (как
в табл. 2.1), то Уо ^ 1, и, таким образом, Уо — У, % 1 для широкого диа-
пазона с 0 > 0. Однако Уо — У, в эксперименте не очень близко к едини-
це, а, как указывает Уиттенберг (1970), составляет 0.85 для НЬ и 0.45 для
Mb, причем эти значения отличаются замечательным постоянством
в широком диапазоне с0. Это именно то, чего следовало ожидать, так
как при больших с0 облегченный поток1 ', согласно (2.31), близок к по-
стоянному. Мы приходим к выводу, что с, может быть очень мало, но,
что важно, не равно нулю и в действительности является, по-видимому,
функцией с0.

Биолог ожидает получить из математических выкладок значения
концентраций и насыщения внутри мембраны и на ее поверхностях.
В качестве исходных данных из эксперимента находится с 0 и из выраже-
ния для облегченного потока (2.30) определяется Уо — У, в ситуации,
когда с 0 велико. Положим для удобства Уо — У, = s. Приравнивая два
выражения для облегченного потока в (2.30) и (2.31), имеем

(k + k)(k + k ) ' * ( & M -

" Здесь и далее, следуя автору, мы называем «облегченным потоком» вклад
в общий поток от облегченной диффузии.- Прим. перев.
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Если с0 и s = (Yo — У,) даны из эксперимента, то с, находится из (2.32),
и, следовательно, У,-из (2.29) и У0-из (2.28). После этого могут быть
определены безразмерные параметры а, (3, у, 5 и X в (2.20), и, следова-
тельно, решения порядка 0(1) для малых е полностью задаются форму-
лами Ci^xJ из (2.27) и У 1 0 ' ^ ) из (2.16), если с здесь заменено размерной
концентрацией cocf\ Для значений, приведенных в табл. 2.1, и данных
Уиттенберга (1970) Уо — У, = 0.85 для гемоглобина и Уо - Y, = 0.45 для
миоглобина, концентрация свободного кислорода и насыщение даны на
рис. 2.2 для НЬ и Mb. Как указывалось выше, CJCQ весьма мало, но от-
лично от нуля. Для значений из табл. 2.1 и Yo — У, для НЬ и Mb на
рис. 2.2 имеем из (2.32) с,/с0 « 0.013 для НЬ и cjco « 0.006 для Mb. Для

умеренных значений с0 практически невозможно измерить с, с такой
точностью.

Для биологов представляет также интерес соотношение между пото-
ком и с0 для значений с0 от умеренных до малых. Приближенную фор-
му этого соотношения мы можем получить следующим образом. Для
/CJCQ » /C_I И S > 1, как в случае с 0 ф с,, формула (2.32) дает качественно
справедливое соотношение между с, и с 0

/ с ^ О - s)
< с0 для s > 0, 2.33с, *

cosk1 + /c_t(l + s)

где мы оставили /с.^1 + 5) в знаменателе, чтобы сохранить в (2.33)
предельное соотношение с, -> 0 при с0 -> 0; в этом случае также s -> 0.
Если теперь выбрать фиксированное s (обозначим его s), представляю-
щее собой значение Уо — У, для больших с0, то, используя (2.33) в (2.31),
мы получим качественное описание облегченного потока F( в следую-
щем виде:

ctDpklCos Г ktc0 + 2k_1 I з

f ~ / ( k l C o + fc_,) L / c i C o + k_l(l + s )

Это выражение дает нам F f как функцию с 0; из него получаем F{ = 0,
когда с0 = 0, и F f -> c{Dps/l для больших с0. На рис. 2.3 и 2.4 проиллю-
стрированы эти результаты для облегченного потока F( из (2.34) в срав-
нении с чисто диффузионным потоком Fd из (2.31) в двух случаях: гемо-
глобина (s = 0.85) и миоглобина (s = 0.45) при значениях параметров,
приведенных в табл. 2.1.

Для изучения дыхания мышц представляет интерес сравнение облег-
ченного потока с диффузионным во внутренних точках мембраны, по-
скольку оно показывает, насколько существенным становится вклад
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Рис. 2.2. Концентрация свободного кислорода и насыщение для гемоглобина
и миоглобина. Значения параметров соответствуют табл. 2.1.

облегченной диффузии по мере удаления от поверхности высокого дав-
ления. Используя (2.27) для с^Хх^ и соответственно У' 0 *^) из (2.16), по-
лучаем из (2.13) доли общего потока:

диффузионный поток

общий поток

облегченный поток

общий поток

(2.35)

cfi/Y^/dx,

На рис. 2.5 показаны эти относительные потоки для случая миоглобина
с учетом табл. 2.1 при Уо — Y, = 0.45.

Если иметь в виду роль миоглобина в мышцах, рис. 2.4 показывает,
насколько важен вклад облегченной диффузии в общий поток, особенно
при низком давлении кислорода, т.е. при малых с 0.
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облегченный

V

)еайлегченный

2 Со[моль/см3]х107

Рис. 2.3. Полный поток кислорода F как функция давления кислорода с0 для ге-
моглобина по экспериментальным данным Уиттенберга (1966). Значения параме-

тров соответствуют табл. 2.1.

Р[моль/(см2С)]х1010

Рис. 2.4. Полный поток кислорода F как функция давления кислорода с0 для
миоглобина. Значения параметров соответствуют табл. 2.1.
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Таким образом, можно сделать вывод, что приведенная выше анали-
тическая процедура особенно пригодна для рассмотренных конкретных
ситуаций, связанных с облегченной диффузией, из-за трудностей задания
граничных условий. Для своего успешного применения эта процедура
требует следующего:

(i) По крайней мере один из параметров а, (3, у, 5 и X должен быть
достаточно велик, чтобы е « 1 и размер е1/2/ оказался настолько

Рис. 2.5. Доли полного потока для различных точек мембраны. Случай миогло-
бина.

малым, чтобы не могло произойти биологически реальных изменений
в значениях с и У на таком расстоянии. Это требование, как видно из
выражений (2.20), соответствует тому, чтобы времена релаксации моле-
кул с лигандами и без лигандов были короткими по сравнению с време-
нами диффузии белка, т.е. в терминах (2.20) 1/к_г « 12/Dp, l/k1 « cJ2/Dp.

(ii) На стороне высокого давления должно быть задано с0.
(ш) Должен быть задан общий облегченный поток, т.е. задана раз-

ность насыщений Yo — Yt для разумных значений концентраций с0.
Практически достаточно большими являются значения порядка 10"7

моль/см3 или парциальные давления порядка 100 мм рт. ст. С дру-
гой стороны, если с, может быть задано с достаточной точностью, по-
ток не требуется.

Наиболее легко изменяемая величина, влияющая на е, это, согласно
(2.20), толщина мембраны /. Чем меньше /, тем менее точной становится
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приведенная выше асимптотическая процедура. (При е » 1 асимптотика
находится очень просто. В этом случае малый параметр-теперь уже
1/Е-умножается на правую часть уравнения (2.23) и решение находится
из задачи с несингулярным возмущением, причем вклад порядка 0(1)
относится к чистой диффузии. В этом случае Cj(xj) = [1 + (CJCQ —
— l)xj] + O(l/s). Согласно (2.20), это та ситуация, когда времена диф-

фузии белка короткие по сравнению с временами реакции l/k_l и l/k1cv

Этот вопрос обсуждался в работе Смита, Мелдона и Колтона (1973).)
Из (2.20) мы видим, что имеются различные диапазоны параметров,
в которых е может быть велико или мало. Когда е = 0(1) или даже е =
= 0(10 ~ 2 ), для получения количественных результатов следует исполь-
зовать численное решение. Жак, Кучай и Дэниэльс (1972) привели чис-
ленные результаты, иллюстрирующие, как толщина мембраны влияет
на различные представляющие интерес характеристики. В их работе,
как указывалось выше, учтено поверхностное сопротивление и исполь-
зованы граничные условия, соответствующие (2.11). Подробнее вопрос
о граничных условиях обсуждается в приложении 2 с помощью строго-
го анализа сингулярных возмущений''.

2.4. Облегченная диффузия
и случай окиси углерода

Явление облегченной диффузии, проявляющееся в усиленном потоке
кислорода через растворы гемоглобина, миоглобина и других дыха-
тельных белков, привело к пониманию того, как миоглобин может вы-
ступать в роли носителя кислорода. Как указывалось во введении
в разд. 2.1, это был один из основных мотивов изучения данного вопро-
са в этой главе. После работы Уиттенберга и др. (1975) имеются очень
сильные экспериментальные доводы в пользу того, что наиболее важная
общая функция миоглобина-служить механизмом внутриклеточного
транспорта кислорода. Асимптотический анализ для малых е, прове-
денный в приложении 2, доказывает корректность полученных
в разд. 2.3 результатов, один из которых состоит в том, что с точ-
ностью до порядка 0(1) макромолекулярныи носитель находится в рав-
новесии с растворенным кислородом повсюду в растворе; это означает,
что скорость реакции носителя и субстрата равна нулю в качестве пер-
вого (и обычно достаточного) приближения.

Случай окиси углерода СО кажется аналогичным, однако, хотя, по-
добно кислороду, это вещество соединяется с миоглобином и гемогло-

" Укажем здесь на недавнюю математическую работу Недельмана (1981)*,
в которой для уравнений стационарной облегченной диффузии доказано суще-
ствование и единственность положительных решений этих уравнений, а также
строго обоснованы применяемые для нахождения приближенных решений (в
том числе и в этой книге) асимптотические разложения.- Прим. перев.
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бином в тех же связывающих центрах, ни в одном из экспериментов
с окисью углерода не обнаруживается заметной облегченной диффузии.
Фундаментальное различие между двумя лигандами, СО и О2, в отно-
шении облегченной диффузии должно быть связано с различиями в ки-
нетических константах, описывающих их реакции с белком-носителем,
будь то гемоглобин или миоглобин. Константы диссоциации (эквива-
лент к^1 в (2.1)) СО для обоих белков приблизительно на три порядка
меньше этих констант для О2. Сродство СО к миоглобину приблизи-
тельно в 40 раз больше, чем у О2, и в 250 раз больше, чем у О 2 в случае
гемоглобина. Анализ, проведенный в настоящем разделе, посвящен об-
суждению различий между этими двумя лигандами и частично следует
работе Марри и Уаймена (1971).

Физиологически в нормальных обстоятельствах окись углерода на-
много менее важна, чем кислород, для процесса облегчения диффузии
с помощью миоглобина. Однако большое число происходящих в про-
мышленности случаев отравления окисью углерода требует тщательно-
го изучения роли миоглобина и, что еще более важно, гемоглобина
в этих процессах. Некоторые предварительные результаты по влиянию
на человека очень малых доз СО содержатся в работе Бриттона и Мар-
ри (1977). Одно из следствий этого анализа, приводимое здесь, заклю-
чается в том, что предлагается общий принцип внутриклеточного транс-
порта любого лиганда любым макромолекулярным носителем; эта
проблема имеет большое значение для клеточной биологии.

Мы предполагаем, что реакция окиси углерода с белком, в качестве
которого для определенности принимается гемоглобин, хотя могут
быть приведены результаты и для миоглобина, описывается константа-
ми скорости к1 и /c_j в форме (2.1), т.е.

ti

СО + НЬ ^± НЬСО. (2.36)

Для миоглобина - молекулы с одним связывающим центром-механизм
реакции (2.36) является точным. Для гемоглобина он является достаточ-
но хорошим описанием кинетики, за исключением того случая, когда
насыщение близко к 1, как и в случае НЬ и О 2.

В стационарном состоянии с постоянными коэффициентами диффу-
зии Dc для свободной окиси углерода и Dp для белка и его комплекса
соответствующие уравнения в одномерном случае имеют такой же вид,
как (2.3)-(2.5). Используя, как и ранее, функцию насыщения белка У
(сравните с (2.10)) и те же приближения для реакции (2.36), что и
в разд. 2.2, мы получим искомые уравнения в форме (2.10), где теперь
фс)-это концентрация свободной СО. Ожидая появления малого пара-
метра е при обезразмеривании (а именно этот случай имеет место, как
мы увидим), рассмотрим граничные условия (2.12) для системы диффе-
ренциальных уравнений (2.10). В этом случае непосредственно приложим
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Таблица 2.2

Гемоглобин Миоглобин

с„ моль/см3

Dp, см2/с
(при 37°С)
/, см
Dc, см2/с
(в 20%-ном растворе)
fej, СМ3/(МОЛЬ-С)

k-i, с
с0, моль/см 3

(Ро, = 100 мм рт. ст.)

1.2-10" s

2.5-10" 7

2.2-10" 2

9 - Ю " 4

2-Ю 8

8 - Ю " 3

1.56-10 " 7

1.2-10" 5

4.4-10" 7

2.2-10- 2

9-10" *
2-Ю 8

1 7 - Ю " 2

1.56 • 10 " 7

анализ разд. 2.2, и мы выводим единственное безразмерное уравнение
(2.19) для c^Xj) (теперь СО) с а, (3, у, 5 и X, приведенными в (2.20), и с
с,(0) = 1, C l(l) = C l/c0, как в (2.21).

Значения различных постоянных параметров в правых частях фор-
мул (2.20) для окиси углерода приведены в табл. 2.2. Они основаны на
данных Уиттенберга (1970) и (для ку и к_х) Гибсона (1959) и Брунори
и др. (1966). Полагая Уо и У, порядка 0(1), с помощью табл. 2.2 по-
лучаем значения а, (3, у, 5 и X, приведенные в табл. 2.3, которая показы-
вает, что (3, S и X не только велики, но и намного больше, чем а и у, не
менее чем на три порядка. Таким образом, как мы и ожидали, мы вновь
можем ввести малый параметр е, основанный на больших значениях ве-
личин (3, 8 и X. Здесь мы выберем е = 10" 5 и, как и ранее (ср. с (2.22)),
введем новые постоянные a, b, d, e и / с помощью соотношений

(X =

8 = - ,
£

£

£

(2.37)

£ = 10" 5 « 1.

Как следует из табл. 2.3, для гемоглобина и миоглобина b, e и / порядка
0(1), в то время как and малы, порядка О(10" ' ) . Используя (2.37)
и данные табл. 2.3, из (2.19) получаем вместо (2.23)

ex,) с, +fc\ + О(10 - 3 ) , (2.38)
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поскольку здесь and порядка О(10 ~ 4 ); все другие члены в правой части
последнего уравнения имеют порядок 0(1). В (2.38) фактически есть вто-
рой малый параметр, основанный на членах 0(10 " 4 ) , однако с точ-
ностью до членов порядка 0(1) ими можно пренебречь, так как более
точное решение, учитывающее эти члены, будет представлять собой
просто регулярно возмущенное по этому второму параметру решение.

Опираясь на строгое аналитическое обоснование (приложение 2) про-
стого метода, изложенного в разд. 2.3, мы немедленно получаем, что
ed2cjdx\ = 0{г) повсюду, и решение порядка 0(1) для концентрации СО
(обозначим ее cfXxJ) в мембране должно обращать в нуль правую
часть уравнения (2.38).

Два возможных решения имеют вид

c<°>(*i) = 0; c\°\Xl) = - j(b + ex,). (2.39)

Очевидно, что первое из этих решений непригодно; во-первых, потому,
что оно физически нереалистично, так как указывало бы на отсутствие
какой-либо диффузии, и, во-вторых, математически, так как оно не удо-
влетворяет граничным условиям (2.21) для с'/"^). Тогда второе реше-
ние (2.39) должно быть искомым, и, так как сингулярный слой отсут-
ствует, оно должно удовлетворять граничным условиям (2.21):

с < ° > ( 0 ) = 1 = > 1 = - 1 = - 1

(2.40)

с(0)(1) = iL^. i L = _ } (Ъ + е) = - 1 ( Р + 5).
с 0 с 0 / X

Используя в выражениях для (3, 5 и X в (2.20) значения, приведенные
в табл. 2.2, получаем из первого соотношения (2.40), что Уо х 1, в то вре-

Таблица 2.3

Гемоглобин Миоглобин

а - О (10)
Р - О ( 1 0 5 ) - О ( 1 0 5 )
Y 0(10) 0(10)
5 О(105) О(104)
X 0(10 4 ) О(105)
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мя как из второго следует точное равенство У, = Уо. Заметим, что здесь
У, не зависит от с,. Поэтому из (2.40) следует, что облегченного транс-
порта СО нет, и белок повсюду насыщен. С учетом (2.40) второе реше-
ние (2.39) приводится к простому виду

с?)((х1)= 1 - Л - y - W (2.41)

что, конечно, совпадает с решением, которое было бы получено при от-
сутствии образования комплекса гемоглобин-окись углерода (НЬСО),
т.е. при доминировании простой диффузии.

2.5. Биологическая интерпретация результатов
и общие принципы облегченной диффузии лиганда
с помощью макромолекулярного носителя

В этом разделе мы кратко обсудим физическую интерпретацию по-
лученных выше результатов. Анализ, приведенный в разд. 2.4, формаль-
но в точности совпадает с анализом, осуществленным для кислорода
в разд. 2.3. В обоих случаях из того факта, что членом zd2cxjdx\ можно
пренебречь, поскольку в (2.23) и (2.38) он повсюду порядка О(е), следует,
что скорость реакции р в (2.6) пренебрежимо мала, и, по существу, си-
стема везде находится в равновесии. Для обоих лигандов приведение
основного нелинейного дифференциального уравнения второго порядка
к простому алгебраическому, на параметры которого наложены такие
ограничения, чтобы удовлетворялись граничные условия с^О) = 1 и
сх(У) = с{/с0 из (2.21), приводит к двум соотношениям (см. (2.19)):

а + Р + X = 1,
(2.42)

а + у + (Р + 5)с,/с0 + X(Cl/c0)
2 = 0.

Глубокое различие в поведении двух лигандов вытекает из того, что
в случае кислорода все параметры а, р, у, 5 и X имеют одинаковый по-
рядок, а именно 0(106), в то время как в случае окиси углерода две кон-
станты ос и у имеют порядок О(10) по сравнению с 0(104) и 0(105) для р,
8 шХ; это вызвано прежде всего сильно пониженным значением кинети-
ческой константы диссоциации /с_! и повышенным значением кон-
станты сродства. Это позволяет в случае окиси углерода пренебречь а
и у в (2.42), и по этой причине насыщение У остается равным 1 повсюду,
что видно после подстановки выражения (2.41) в формулу (2.16) для Y
при У, = Уо и Уо * 1.

С практической точки зрения следствием этого является то, что на
стороне низкого давления слоя {х1 — 1) насосная система, использован-
ная в экспериментах, была не в состоянии поддержать парциальное дав-
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ление окиси углерода на достаточно низком уровне, чтобы снять лиганд
с молекул носителя в сколь-нибудь заметной степени. Если мы посмо-
трим на ситуацию с этой точки зрения, то разница в поведении кисло-
рода и окиси углерода может быть объяснена намного большим срод-
ством белка к окиси углерода, чем к кислороду.

С этим рассуждением согласуется тот факт, что в случае кислорода
значение Уо — У,, найденное Уиттенбергом (1970), составляло около 0.45
для миоглобина по сравнению с 0.85 для гемоглобина. Миоглобин
имеет приблизительно в 14 раз большее сродство к кислороду, чем
гемоглобин.

Метод сингулярных возмущений, использованный здесь, применим
только при условии, что по крайней мере один из параметров а, р, у,
5 и X велик и, следовательно, параметр е в уравнении (2.23) очень мал,
так что член ed2c1/dxf мал по сравнению с другими членами; тем не ме-
нее из анализа вытекают общие принципы, применимые к любому ли-
ганду и любому макромолекулярному носителю. Наиболее важный из
этих принципов состоит в том, что (i) молекула носителя может внести
значительный вклад в поток субстрата только в том случае, когда его
сродство к лиганду по отношению к активности окружающего лиганда
таково, что он лишь частично насыщен лигандом в некоторой части
системы. Это немедленно следует из выражения (2.15) для полного по-
тока, откуда видно, что если Уо = У, (что, вообще говоря, верно, лишь
когда с, = с0) или если У, -> Уо -> 1 при достаточно высоких значениях
с0, то макромолекула не вносит вклада в поток. Второй принцип, уже
затронутый в конце разд. 2.3, заключается в том, что (ii) лишь в том
случае, когда времена жизни молекул с лигандом и без лиганда, опреде-
ляемые значениями к_у и fcj, достаточно малы по сравнению со време-
нем (порядка 12/Dp), требуемым молекуле для диффузии на расстояние I,
будет иметь место облегчение диффузии. Этот второй принцип, ко-
торый, как и первый, более или менее интуитивно очевиден, следует
из (2.20), где а, Р, у, 6 и А. пропорциональны одному из безразмерных
отношений k_il2/Dp, kJ2c0/Dp или fe1/

2c1/Dp. Если отношения велики, то е
мало, и в случае окиси углерода это приводит к функции с(х), линейной
по х, и к возможности, что Уо -» У,, даже если с0 ф с,. Эта ситуация
может быть описана и с помощью времен релаксации.

В заключение следует отметить, что миоглобин ввиду его особого
сродства к кислороду хорошо приспособлен для того, чтобы играть су-
щественную роль в транспорте кислорода при условиях, характерных
для клеток. С другой стороны, гемоглобин с его низким сродством
к кислороду хорошо приспособлен к своей функции переносчика кисло-
рода от легких к тканям, работающего в широком диапазоне давлений
кислорода. В следующем разделе мы вернемся к роли миоглобина
в облегченной диффузии кислорода и обсудим модель мышечного ды-
хания, в которой мышцы потребляют кислород с постоянной ско-
ростью.
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2.6. Модель мышечного дыхания: роль миоглобина

На основании экспериментальных данных, особенно из работы Уит-
тенберга и др. (1975), и анализа, приведенного в предыдущих разделах,
мы приходим к выводу, что миоглобин, несомненно, может действовать
как макромолекулярный носитель кислорода. Исходным поводом для
изучения облегченной посредством белка диффузии кислорода было
стремление понять роль миоглобина в красных мышцах. В этом разде-
ле мы обсуждаем модель, показывающую роль миоглобина в облегче-

г - а

Рис. 2.6. Цилиндрическая
модель мышечного во-

локна.

нии транспорта, с помощью рассмотрения диффузии кислорода в мы-
шечном волокне, в котором происходит равномерное потребление кис-
лорода. Заметим прежде всего, что эта его роль в красных мышцах не за-
ключается в том, чтобы просто служить резервуаром кислорода. У че-
ловека потребление кислорода живой мышечной тканью в состоянии
покоя составляет приблизительно 5 10~8 мольДсм3 • с). Поскольку в жи-
вой ткани приблизительно 2.6 • 10 ~ 7 моль/см3 миоглобина, который мо-
жет соединяться с таким же количеством кислорода, то кислорода, за-
пасенного миоглобином, хватит только на 2.6-10~7/5-10~8 с « 5.2 с.
Обсудим здесь простую модель мышечного волокна, предложенную
Уайменом (1966) и подробно проанализированную в работе Марри
(1974). Мы выведем выражения, зависящие от различных параметров,
для критического потребления, выше которого мышцы переходят в со-
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стояние кислородной задолженности, и укажем размер зоны кислород-
ной задолженности, когда метаболизм превышает критическое значение.
При этом прояснится количественная характеристика роли миоглобина
в облегчении потока кислорода, поступающего в мышцы.

Здесь следует, пожалуй, добавить, что предположение об однород-
ности и постоянстве потребления является сильным, но в то же
время разумным первым приближением. В работе Тейлора и Мар-
ри (1977) подробно обсуждается случай, когда потребление ме-
няется по закону Михаэлиса - Ментен. Показано, что в условиях, свой-
ственных человеческому организму, обсуждаемая здесь модель с по-
стоянным потреблением достаточна для практических целей.

Физиологически длина мышечных волокон обычно намного больше
их толщины, и, таким образом, нам необходимо рассматривать только
изменения в радиальном направлении. Поэтому мы представляем здесь
мышечное волокно, как на рис. 2.6, в виде бесконечно длинного круго-
вого цилиндра радиуса а (типичное значение около 2.5-10" 3 см), внутри
которого находится раствор миоглобина с общей концентрацией с, (ти-
пичное значение около 2.8 • 10 ~ 7 моль/см3). Обозначим постоянное по-
требление кислорода (метаболизм) в волокне через q (эта величина ме-
няется в зависимости от мышечного усилия, однако типичное значение
составляет 5 -10 ~ 8 моль/(см3-с)), концентрацию свободного кислорода,
как и раньше, с [моль/см3], а степень насыщения миоглобина У(0 ^
^ i ^ 1); с и У-функции различных параметров и радиального рас-

стояния г-независимой пространственной переменной. Как и
в разд. 2.2, концентрация связанного кислорода равна с, У. Волокно
окружено кислородом с постоянной концентрацией с0 (типичное значе-
ние около 3.5-10"8 моль/см3 при 37°С, что соответствует парциально-
му давлению р02 % 20 мм рт. ст.) Ч

Предполагается, что реакция между миоглобином и кислородом
в мышце адекватно описывается схемой, соответствующей (2.1),

к\
О 2 + Mb ^± МЬО2, (2.43)

к-1
где к1 (приблизительно 2.4-1010 см3/(моль-с)) и к_^ (приблизительно
65 с"" ^-константы скорости. Для стационарной скорости р реакции
(2.43) получается выражение, соответствующее (2.10):

р = fc,c,(l - Y)c - k_lCtY. (2.44)

г> В работе Флетчера (1980)* рассмотрен центральный капилляр, по которо-
му поступает кровь, окруженный мышечными волокнами в виде концентриче-
ского цилиндра, при этом вся система имеет конечную длину и концентрация
кислорода вне мышечного волокна не считается постоянной. В такой постановке
с помощью метода возмущений выясняется роль погранслоя, примыкающего
к капилляру.- Прим. перев.
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Для цилиндрической модели (рис. 2.6) имеет место радиальная сим-
метрия, так что стационарные уравнения, которым удовлетворяет диф-
фузия свободного и связанного кислорода, получаются аналогично (2.9)
и имеют следующий вид (включая член, соответствующий потребле-
нию):

Здесь Dc (порядка 10 5 см2/с при 37°С) и Dp (согласно Уаймену (1966),
порядка 5-Ю" 7 см2/с при 37°С)-соответственно коэффициенты диффу-
зии свободного кислорода и комплекса МЬО2. Эти коэффициенты диф-
фузии очень трудно измерять внутри клетки; приведенные величины —
лишь разумные приближения, основанные на значениях для миоглоби-
на в воде и учитывающие влияние вязкости внутриклеточной жидкости.
Эта модель предполагает, что в метаболическом процессе непосред-
ственно используется лишь свободный кислород.

Что касается граничных условий для (2.45) и (2.46), в силу осевой
симметрии имеем

dc dY
— = — = 0 при г = 0. (2.47)
dr dr

Это эквивалентно требованию конечности значений с и У при г = 0 (на
оси волокна). Если с -> 0 и (или) У-> 0 для некоторого г > 0, условия
(2.47) больше неприменимы и должны быть заменены так называемыми
условиями Стефана. Мы вернемся к этому ниже в связи с условиями,
которые достигаются, когда волокно переходит в состояние кислород-
ной задолженности; там будут обсуждаться условия Стефана. На на-
ружной границе г = а мы имеем с = с0 и для У выбираем, как
в разд. 2.2 и 2.4, У = Уо, где Уо будет определено. Вновь мы ожидаем,
что при приведении к безразмерному виду множителем при второй про-
изводной в соответствующих уравнениях будет малый параметр s, так
что мы сможем использовать простую процедуру разд. 2.3. Таким обра-
зом, мы имеем

с = с0, У = Уо при г = а. (2.48)

Продолжим теперь аналогично разд. 2.3, т. е. сложим (2.45) и (2.46), про-
интегрируем дважды, используя (2.47) и (2.48), и в результате получим
выражение У через с:

Y=Y0 + -^—\±-q(r2-a2)-Dc(c- co)l. (2.49)
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Подставляя это выражение в (2.44) и затем в (2.45), получим единствен-
ное уравнение для с, соответствующее (2.17):

4 ) = q - k_drl
\\Y0

(2.50)

Граничными условиями служат первое условие в (2.47) и первое условие
в (2.48), которое, как и ранее, является в некотором смысле условием
совместности.

Соответствующие безразмерные переменные суть

<Ч = с/с0, rt = г/а; (2.51)

в этих переменных уравнение (2.50) приводится к безразмерному виду
(аналог (2.19))

где безразмерные параметры даны следующими выражениями:

2 1 2 т/ I 4 1 2

да к_1а с,У0 к_^а к_1а

с./с^2 Г да2 со/)с"| к l f l

2

В = — — 1 - Уо + — — + — - — , (2.53)

Типичные значения для различных параметров в правых частях
(2.53), взятые из работ Уиттенберга (1970) и Риверос-Морено и Уиттен-
берга (1972), представлены в табл. 2.4 вместе с оценками порядков вели-
чин Dc и Dp, а соответствующие значения для а, В, у, 8 и Х-в табл. 2.5
с использованием, например, Уо = 0.9; истинное значение здесь по-
прежнему не является решающим.

Все безразмерные параметры в (2.53) вновь велики, хотя и не так, как
в предыдущих разделах. Так же как мы делали в (2.22), введем новые
параметры b, d, е, /, д и малый параметр е:

а = d/z, В = b/г, у = е/е,
(2.54)

5 = //Е, X = д/е, е = 10 " 3 .
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Здесь dag порядка 1, е порядка 10" 1, а Ь и / порядка 10. С учетом
(2.54) уравнение (2.52) приводится (сравните с (2.23)) к виду

s — (rl~p-) = {d + er\) + {b + gr\)cx + fcj (2.55)
rx drx \ drv )

с граничными условиями из (2.47), (2.48) и (2.51)

dc
с1 = 1 при г, = 1, — - = 0 при г1 = 0. (2.56)

dr1

Значение е, а именно 10" 3, примерно такой величины, которая допу-
скается в методе разд. 2.3 при точности, достаточной на практике для

Таблица 2.4

с,
Со

DP

Dc

а

к_
q

(при

(при
(при

1

37°

37°
37°

С)

С)
С)

2.8-10
3.5-10
(Ро2 ~
5-10"'

7 моль/см3

Я / Я

моль/см
20 мм рт. ст.)

7 СМ2/С

Ю-5 см2/с
2.5-10 '
65 с^ 1

2.4-10
5-Ю"1

см

10см3/(моль-с)
' моль/(см3-с)

а «
Р х
у ^

5 ^
/\. «

- 9.3-
- 7.0-
- 1.81

1.05
- 2.3-

102 = -
103 = -
•102 = -

•10* =

103 = -

Таблица 2.5

О(103)
О(10*)

- О(102)
О (10*)
О(103)

качественного анализа. Вновь последуем процедуре разд. 2.3 и получим
решение c'^Vi) порядка 0(1) как приемлемое решение, обращающее
в нуль правую часть уравнения (2.52), т. е. (сравните с (2.26))

8с1!0»2 + (Р + Хг1)с[0) + (а + jrj) = 0. (2.57)

Потребуем теперь, чтобы с'/*' удовлетворяло первому из условий (2.56);
полагая в (2.57) сх = г1 = 1, получаем

5 + (р + X) + (а + у) = 0,

что после использования (2.53) определяет насыщение Уо на границе
в виде

Уо - llC° + ?' - (258)
k + /
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Согласно табл. 2.4, (q/c^/ik^o) * 2.1 • 1СГ4, так что, за исключением тех
случаев, когда с0 очень мало, мы можем пользоваться приближенной
формулой для (2.58),

Yo = kll\ , (2.59)

дающей равновесное насыщение на периферии волокна. Для типичных
значений, приведенных в табл. 2.4, Уо х 0.93.

Заметим, что решения с*!0' уравнения (2.57) удовлетворяют также вто-
рому из условий (2.56), поскольку после дифференцирования (2.58) по г,
и разрешения относительно dcf)/dr1 мы получаем

^ Г = Р + Хг? + 28с"» =

Концентрация свободного кислорода выражается теперь с ошибкой
порядка О(е1/2) (здесь 0(10 ~3/2)) положительным решением простого
квадратного уравнения (2.57), а именно

с«0) = _ (Р +^r\) + J _ [ ( p + Хг])г _ 4 § ( а + yr\)Y12- (2.60)

Имея решение 4°' в форме (2.60), из которой мы получаем размерную
концентрацию кислорода с = сос

{°\ мы можем найти приближение по-
рядка 0(1) для насыщения У как функции г, используя (2.49), и, наконец,
размерный поток F из соотношения

F = De^ + c t D v ^ .
dr p dr

На рис. 2.7 представлена концентрация кислорода в мышечном волокне,
найденная с помощью выражений (2.60), (2.59), (2.53) и табл. 2.4 для не-
скольких значений потребления кислорода q. Для сравнения приведены
также профили концентрации кислорода при отсутствии облегченной
диффузии. Эти простые (необлегченные) профили описываются точным
решением

С 1 = ! - ^ - ( 1 - гЪ (2.61)

первого из уравнений (2.45) при р = 0 и граничных условиях с:(1) = 1,
dc1/drl = 0 при г1 = 0. Уравнение (2.61) справедливо для всех 0 < r1 ^
^ 1 до тех пор, пока qa2/{4c0Dc) < 1; при достижении равенства полу-

чаем критическое значение q, после которого в случае простой диффу-
зии возникает кислородная задолженность.
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Мы можем теперь вывести условия возникновения кислородной за-
долженности. Согласно (2.60) и прежде всего биологическому смыслу
задачи, наименьшее значение концентрации cf] достигается на оси мы-
шечного волокна (при г, = 0). Критическая величина метаболизма
q (обозначим ее д)-это такое значение q, при котором с1]0' = 0 в точке
г1 = 0. Тогда из (2.57) следует а = 0, что позволяет получить из (2.53)
с заменой q на q

(2.62)

и, следовательно, при использовании выражения (2.58) для Уо критиче-

ОЛ .

0.2 -

0.2

Рис. 2.7. Концентрация
кислорода в мышечном
волокне при различных
значениях метаболиче-
ской активности q моль/
/(см3 • с). Сплошные ли-
нии-диффузия, облегчен-
ная миоглобином; штри-
ховые линии - простая

1.0 диффузия. Условия ука-
заны в табл. 2.4.

ское потребление кислорода описывается соотношением:

с,к,5 = -Ц^ц + ^

х 1 +

с (fclCo + k - r

fc-1 n ~ '
4Dp ( fc l C o

(2.63)
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Для типичных значений, приведенных в табл. 2.4, уравнение (2.63)
дает достаточно точное приближение:

4c0D. Г c.Dk, 1
q х — ~ \ 1 + ^ - ^ . (2.64)

a2 I Dc(fc,Co + * - i ) J

Вновь используя табл. 2.4, получаем q х 3.07-10" 7 мольДсм3 • с), что
примерно в 6 раз превышает метаболизм в состоянии покоя. Это значе-
ние сравнимо с критическим метаболизмом без облегченной диффузии,
равным, согласно (2.61), 4c0DJa2 х 2.24• 10~ 7 моль/(см3-с), что прибли-
зительно в 4 раза превышает потребление кислорода в состоянии покоя.
Это немедленно следует и из (2.64), если положить Dp = 0.

Для значений q > q зона кислородной задолженности распростра-
няется от оси мышечного волокна, откуда следует, что концентрация
с(г) и насыщение Y(r) должны обращаться в нуль для некоторого г = г,
где 0 < г ^ а. В этой ситуации мы должны сформулировать задачу как
задачу Стефана. Определяющие уравнения по-прежнему суть (2.45)
и (2.46), а граничные условия с = с0 и У = Уо при г = а, как и в (2.48).
Однако вместо условий симметрии (2.47) при г = 0 мы должны вос-
пользоваться условиями Стефана, имеющими здесь вид

dc
с = — = 0,

лу Г при г = г, 0 < г < а.

dr

Физический смысл условий (2.65) очевиден. Он заключается в том, что
если концентрация кислорода с стремится к нулю в некоторой точке
г = г, то поток кислорода (т. е. Dc dc/dr) в область г < г равен нулю. Ре-
шение с условиями (2.65) должно с необходимостью удовлетворять
условиям

с (г) = Y(r) = 0 для 0 «: г «S ?. (2.66)

Дифференциальное уравнение применимо только для г < г < а.
Предположим теперь, что q > q, т.е. превышается критическое зна-

чение метаболизма (2.64), при котором возникает кислородная задол-
женность. Начнем, как и выше, со сложения (2.45) и (2.46) и после дву-
кратного интегрирования получим

Dcc(r) + DpctY{r) = xUqr2 + Llnr + М, (2.67)

где L и М-постоянные интегрирования, подлежащие определению. При
г = а имеем из (2.48) с = с0 и У = Уо, так что

Dcc0 + £>рс,У0 = 'Uqa2 + Lin я + M. (2.68)
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Условия Стефана (2.65) дают

О = l/4qr2 + Ыпг + М,

(2.69)

О = l/2qr + - .
г

Уравнения (2.68) и (2.69) позволяют теперь выразить три неизвестные
постоянные L, М и г через параметры DQ, Dp, ct, a, q(> q), c0, Yo:

L = - \/2qJ-2, M = ll2qJ-2(\nf - V2), (2.70)

где г в неявной форме дается уравнением (2.68) после подстановки L
и М из (2.70). После перегруппирования и применения формулы (2.58)
для Уо получаем

1 - 1 п | - | 1 = 1 1 -

1
1 —

q

D c ( f e l C o

a2(/cxc0 +

Для значений из табл. 2.4, т.е. для 4Dpa~2(k1c0 + /(-л)"1 = О(10"4)
и критического потребления q. заданного формулой (2.64), последнее
уравнение с высокой степенью точности может быть заменено сле-
дующим упрощенным уравнением:

! ) • [ , . ь ( 1 Л - . - 4 . , > *

Для каждой метаболической скорости q > q существует единственное
значение г, для которого 0 < г < а, удовлетворяющее этому уравнению.

В отсутствие облегченной диффузии (2.71) сохраняет силу, только
в качестве критического значения метаболизма нужно взять величину
q = 4c0DJa2, получаемую из (2.64) при Dp = 0. На рис. 2.7 для одного
значения q > q показан размер зоны волокна, перешедшей в состояние
кислородной задолженности; для сравнения приведен и случай необлег-
ченной диффузии. В этих «стефановских» случаях вместо (2.49) нужно
использовать (2.67), (2.70). На рис. 2.8 показан размер зоны кислородной
задолженности в зависимости от характеристики метаболизма q (> q).

В предположении что какие-либо другие биохимические процессы
отсутствуют, рост зоны, переходящей в состояние кислородной задол-
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женности при q > q, легко рассчитать на основании (2.71). Однако дру-
гие процессы, конечно, происходят, так что размер зоны кислородной
задолженности, получаемый из (2.7!) для данного q, является оценкой ее
максимально возможного размера. Эта характеристика и не может
быть истинно количественной, пока не будут известны с достаточной
точностью значения Dc и Dp внутри волокна.

Концентрация Cj0) как функция гх и параметров дается выражением
(2.60), из которого следует, что с'/" = 0 при гх = 0 для q-q. Когда
q > q, c(i0)(''i) следует находить, используя (2.67) и выражения для L и М

г/а
0.6

0.5

0Л

0.3 -

0.2 -

0.1 -

Простая диффузия
{необлегченная)

Облегченная диффузия

Рис. 2.8. Область кислородной задолженности г в зависимости от метаболизма
q(>q); значения параметров приведены в табл. 2.4.

из (2.69) с г из (2.71); эта процедура применима для г/а ^ г1 < 1.
В случае необлегченной диффузии

q > q , r<r<a.

На рис. 2.7 показаны некоторые профили концентрации кислорода для
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различных q, включая то, при котором q > q, т.е. превышает значение,
критическое для возникновения кислородной задолженности в ситуации
с облегченной диффузией. Вклад миоглобина в облегчение диффузии
действительно существен. Экспериментальная работа Уиттенберга и др.
(1975) ясно указывает зону кислородной задолженности, и имеется оче-
видное качественное соответствие между экспериментом и теорией. Ко-
личественное сравнение будет возможно, когда будут получены более
точные значения некоторых существенных параметров, а именно £>с и
Dp. Учитывая, насколько хорошо согласуется теория и эксперимент,
особенно в разд. 2.2 и 2.3, целесообразно попробовать, используя тео-
рию этого раздела, подогнать ее к экспериментальным результатам
и таким образом найти значения DQ и Dp внутри волокна.

Проведенный здесь анализ вместе с экспериментальной работой
Уиттенберга и др. (1975) подтверждает важность миоглобина в облегче-
нии притока кислорода в мышечные волокна. Весьма простая процеду-
ра разд. 2.3 приводит к аналитическим выражениям для зависимостей
критического потребления и размера зоны кислородной задолженности
от параметров. Для значений метаболизма, больших критического, мо-
гут вступать в игру другие факторы, и рис. 2.7 и 2.8 представляют в не-
котором смысле оптимальное для заданных значений DQ и Z)p влияние
диффузии, облегченной посредством миоглобина.

Моделирование и анализ, продемонстрированные в настоящей главе
(и приложении 2), являются примером того, как подлинное взаимодей-
ствие между теорией и экспериментом позволяет с уверенностью выяс-
нить молекулярный механизм важного физиологического явления. Об-
наруживается также косвенный путь определения коэффициентов
диффузии свободного кислорода и миоглобина в красных скелетных
мышцах.
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ГЛАВА 3

ПОНИЖЕНИЕ РАЗМЕРНОСТИ
В ДИФФУЗИОННЫХ ПРОЦЕССАХ:

АНТЕННЫЕ РЕЦЕПТОРЫ БАБОЧЕК

3.1. Введение

Для многих видов животных, и в частности насекомых, важным
и часто решающим способом коммуникации является испускание хими-
ческих сигналов. Химические вещества, выделяемые животным и вызы-
вающие специфический отклик у других представителей того же вида,
называются феромонами или одорантами: это обычно очень летучие ве-
щества. Такое явление называют обонятельной связью.

Есть много причин испускания пахучего химического сигнала неза-
висимо от того, является или не является он феромоном. Среди зверей
распространено, например, провозглашение прав на ту или иную терри-
торию. Лев применяет для этого свою мочу, обладающую сильным за-
пахом. Иногда одорант используется для прокладывания следа: у му-
равьев, идущих по следу, таких, как муравей-листорез Atta, след ведет
к пище. У некоторых насекомых одорант, применяемый для проклады-
вания следа к пище, действует ограниченное время, чтобы на небольшое
количество пищи не претендовало слишком много насекомых. Другой
пример: муравей-жнец Pogonomyrmex badius секретирует очень летучее
вещество в качестве сигнала тревоги. Когда другой муравей обнаружи-
вает это вещество, он приходит в умеренно возбужденное состояние
и движется по направлению к источнику сигнала; он явно может рас-
познавать градиенты концентрации. При достаточно высокой концен-
трации он сам испускает химический сигнал тревоги и тем самым обес-
печивает его передачу. Эксперименты с муравьями-жнецами, прове-
денные с целью количественных измерений этого типа связи, описаны
в интересной статье Боссерта и Уилсона (1963). В поразительной книге
Уилсона (1974) описаны среди прочего разнообразные проявления связи
у насекомых.

Очень важный класс феромонов, особенно распространенный среди
насекомых, это группа половых аттрактантов. Химическое вещество,
являющееся половым аттрактантом, обычно выделяется самкой для
привлечения самца. Некоторые из этих одорантов были идентифициро-
ваны химически, например половой аттрактант одомашненной бабочки
тутового шелкопряда Bombyx mori, названный бомбиколом. Одна из при-
чин возрастающего интереса к феромонам и механизмам их дей-
ствия-это надежда, что их можно будет использовать для борьбы с на-
секомыми-вредителями. В настоящей главе прежде всего рассматри-
вается, как самец бабочки тутового шелкопряда обнаруживает (и
в особенности-как его антенны улавливают) бомбикол, испускаемый
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самкой, на невероятно больших расстояниях. Популярное описание ре-
цептора полового аттрактанта этой бабочки (Bombyx топ) приведено
в статье Шнайдера (1974). Подробный обзор по этой проблеме в связи
с бабочкой тутового шелкопряда принадлежит Кейслингу (1974), ко-
торый также выполнил большинство экспериментальных исследований
с этим насекомым. Статья Кейслинга (1971) представляет собой более
общий обзор по обонятельной связи у насекомых.

Самец бабочки одомашненного тутового шелкопряда не может ле-
тать, поэтому ему не очень-то просто искать самку. У него на голове,
однако, имеется пара больших перьеподобных антенн'>, структура
одной из которых схематически показана на рис. 3.1. Длина их состав-
ляет около 0.6 см. Эти антенны собирают бомбикол, который в конце

А нтенна

ВетЬи

Обонятельные долоски

Порь

Жидкость

Ветвь

.Обонятельный волосок

Дендриты

Кутикупа

Рис. 3.1. Рецептор для
бомбикола самца тутово-
го шелкопряда (схема):
см. фотографию антенны

на стр. 88.

11 См. фото 3.1.
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Фото 3.1. Антенный рецептор культивируемой бабочки тутового шелкопряда
Bombyx mori (воспроизводится с разрешения д-ра К.-Э. Кейсслинга, Институт

сравнительной физиологии им. Макса Планка, Зеевизен).

концов достигает обонятельных рецепторов к данному феромону. Наи-
более замечательным свойством этих антенн является их невероятная
собирательная способность по отношению к молекулам бомбикола.
Каждая антенна имеет главный стержень, поддерживающий ветви, на
которых расположено большое число маленьких волоскоподобных ор-
ганов чувств, среди которых есть и обонятельные волоски. Каждый обо-
нятельный волосок (см. рис. 3.16) иннервирован двумя клетками-рецеп-
торами, одна из которых соответствует бомбиколу. Волосок вместе
с рецептором и вспомогательными клетками называется сенсиллой. Та
из сенсилл, которая реагирует на бомбикол, называется sensilla trichodea
(волосковая), и их на каждой антенне около 17 000; они имеют прибли-
зительно 100 мкм в длину и 2 мкм в диаметре. Эти рецепторы могут
улавливать ничтожно малые концентрации бомбикола в воздухе. Досто-
верно показано, что самка способна привлекать самцов на расстояниях,
достигающих километра.

Рассмотрим теперь физические характеристики волосковой сен-
силлы. По всей длине каждого волоска (рис. 3.1) проходят два воло-
конных окончания, или дендрита, клетки-рецептора. Эти дендриты за-
щищены от воздуха оболочкой из кутикулы; контакт с наружной средой
осуществляется только через поры оболочки. Поры, диаметр которых
составляет около 150 А, равномерно распределены вдоль сенсиллы с ин-
тервалами около 4500 А. На каждом волоске около 3200 пор, так что
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они занимают только приблизительно 1/1000 площади поверхности сен-
силлы. Общая площадь поверхности волосков составляет менее 1/5 пло-
щади антенны.

Во время эксперимента (см., например, Шнайдер (1974)), когда в по-
токе воздуха имеется около 103 молекул бомбикола в 1 см3, самец ба-
бочки обнаруживает его в течение 1 с, что несколько больше времени
его реакции, называемого иногда латентностью порогового уровня.
Шнайдер (1974) высказывает предположение, что рецепторы фактически
считают молекулы, возбуждающие клетку у основания дендрита, и, ког-
да количество импульсов от антенны превышает 200 в 1 с, бабочка ре-
агирует и движется к источнику бомбикола. Шнайдер отмечает инте-
ресный факт, что рецепторные клетки антенны спонтанно возбуждаются
с частотой около 1600 раз в 1 с. Из теории информации известно, что
для преодоления этого фонового шума необходим сигнал с частотой
импульсов около 3|/l60O, т.е. 120 с" 1 .

Как мы увидим, если бы обонятельные волоски собирали бомбикол
только за счет обычной конвективной диффузии к имеющимся порам,
то практически бабочка не могла бы собрать достаточного числа моле-
кул для получения того отклика, который наблюдается в биологических
экспериментах. Цель этой главы-показать, как сочетание трех- и дву-
мерной диффузии с высокоэффективной фильтрацией в антеннах может
объяснить этот замечательный обонятельный процесс. Изложение
разд. 3.2-3.6 основано главным образом на важной и фундаментальной
теоретической работе Адама и Дельбрюка (1968). Важный аспект их ра-
боты, называемый собственно понижением размерности диффузионных
процессов, обсуждается в разд. 3.2. Проведенный этими авторами ана-
лиз рецепторов бабочки тутового шелкопряда, содержащийся
в разд. 3.3-3.6, существенно использует тот факт, что коэффициент диф-
фузии бомбикола очень велик. Поэтому в разд. 3.7 мы обсуждаем дру-
гую возможную биологическую ситуацию, в которой коэффициент диф-
фузии на порядок меньше. Здесь математическая модель и анализ
совершенно отличны от модели и анализа Адама и Дельбрюка. Не-
сколько неожиданный результат, представленный в разд. 3.7, заключает-
ся в том, что в широком диапазоне значений коэффициента диффузии
собирательная эффективность антенны практически нечувствительна
к истинному значению коэффициента диффузии или, если выразиться
точнее, к числу Пекле, определенному ниже формулой (3.48). Антенны
можно представить себе как оптимальный фильтр для собирания моле-
кул полового аттрактанта бомбикола. В разд. 3.8 мы применяем эти
аналитические результаты к экспериментам по пороговому обонятель-
ному восприятию бомбикола.

Бокх и др. (1965) предположили другую возможную причину высо-
кой собирательной эффективности, а именно наличие отражения моле-
кул от поверхности волосков между порами и их повторной адсорбции
порами. Мы не обсуждаем здесь эту возможность, но соответствующую
модель нетрудно проанализировать.
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3.2. Понижение размерности
в диффузионных процессах

Диффузия играет главную роль в очень большом числе физиологи-
ческих процессов. Часто расстояния, которые должно пройти вещество
между своим источником и пунктом назначения, велики: от размеров
клеток до метра у человека и до километра в случае половых аттрак-
тантов. Часто характерное время чисто диффузионного переноса моле-
кул намного больше физиологических времен, представляющих интерес,
и в таких случаях обычно вносят вклад другие процессы переноса.
В гл. 2, например, мы видели, как диффузия субстрата может быть
облегчена белковыми носителями. Когда расстояния порядка метра,
как, например, у человека, где кислород из легких должен попасть во
все другие части тела, другим важным фактором является конвекция.
Здесь диффузия имеет первостепенную важность при обмене в легких,
затем циркуляция крови путем вынужденной конвекции разносит кисло-
род к другим частям тела, где диффузия, или облегченная диффузия, как
в гл. 2, вновь становится доминирующим механизмом переноса. В на-
стоящем разделе мы исходим из предположения, что другим очень
важным фактором облегчения диффузии является так называемое пони-
жение размерности. Для этого явления будут получены количественные
результаты.

В основном понижение размерности заключается в сопряжении двух
диффузионных процессов, один из которых происходит в пространстве
меньшей размерности, чем второй. Например, имея в виду волосковую
сенсиллу бабочки тутового шелкопряда, представим себе небольшую
двумерную мишень-пору, расположенную на большей поверхности (во-
лоске); если пренебречь упомянутой выше возможностью отражения ",
молекула может достигнуть мишени путем 1) чисто трехмерной диффу-
зии к этой мишени и 2) трехмерной диффузии к большой поверхности
и затем двумерной диффузии вдоль этой поверхности к мишени. Пред-
полагается, что при таком процессе молекула, диффундирующая на
большую поверхность, удерживается достаточно сильно для осуществ-
ления адсорбции, но не так сильно, чтобы препятствовать ее диффузии
вдоль поверхности к малой мишени. В зависимости от различных фак-
торов, таких, как коэффициенты диффузии в трех- и двумерном про-
странствах, это понижение размерности диффузии может заметно спо-
собствовать захвату молекул мишенью за требуемое время благодаря
уменьшению среднего времени (формальное определение дано ниже),
нужного молекуле для достижения мишени от заданного источника.
Как мы увидим в разд. 3.8, это является решающим для собирания до-

u Хотя это предположение кажется нам вполне разумным, для его обосно-
вания можно, по-видимому, получить и количественные результаты, анализируя
достаточно реалистичную модель.



3.2. Понижение размерности в диффузионных процессах 91

статочного количества бомбикола самцом тутового шелкопряда. Во-
истину замечательное свойство антенн самца тутового шелкопряда - их
эффективность в качестве собирательных фильтров для полового ат-
трактанта бомбикола: она столь высока, что преодолевает фактиче-
скую задержку диффузии по направлению к сенсорным клеткам, вы-
званную понижением размерности. Эффективность такого фильтра
и его количественные характеристики обсуждаются в разд. 3.5-3.8.

Трурнит (1945) и Бюхер (1953) предположили, что двумерная поверх-
ностная диффузия может быть важным фактором в существенно трех-
мерных задачах. Адам и Дельбрюк (1968) впервые получили количе-
ственные результаты для проверки пригодности понижения размерно-
сти в качестве механизма облегчения диффузии; конкретно они
обсуждают применение этого механизма к системе антенных рецепто-
ров самца тутового шелкопряда Bombyx топ.

Предварительно мы должны определить, что подразумевается под
средним временем в диффузионной ситуации. Среднее время-это осред-
ненное время, необходимое частице для достижения данной мишени из
данного источника. Мы будем интересоваться здесь ситуациями, когда
область мишени мала по сравнению с пространством, в котором проис-
ходит диффузия; это означает, что источник частиц находится на боль-
шом расстоянии от мишени. Обозначим с (г, t) концентрацию молекул,
которые испытывают диффузию, а возможно, и конвекцию, причем кон-
центрация измеряется в молекулах в 1 см3, а г, {-пространственная
и временная координаты соответственно. Число молекул p{t), которые
находятся во всем диффузионном пространстве V в момент времени t,
дается формулой

$ (3.1)

v

Доля молекул, собранных за время t, равна

а среднее время пребывания т молекулы в диффузионном пространстве
определяется выражением

Л* [Л*
dt J dt

[/(f)]? J dt
Ц-dt
dt

(3.3)

о

Для детального рассмотрения антенного рецептора тутового шелко-
пряда нам потребуются результаты для чистой диффузии, поэтому
в следующем разделе мы выведем средние времена диффузии для одно-
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мерного случая и симметричных ситуаций для двумерного и трехмерно-
го случаев. Стандартный предварительный анализ приведен в приложе-
нии 3.

3.3. Средние времена диффузии

Здесь нас будет интересовать чистая диффузия, так что с (г, г) удовле-
творяет уравнению диффузии

— = D(i)V2c, (3.4)

где D(l), i = l , 2, 3,-коэффициенты диффузии, предполагаемые по-
стоянными, для 1, 2 и 3 измерений соответственно, а V2-обычный опе-
ратор Лапласа. Соответствующие граничные условия для (3.4) заклю-
чаются в том, что поток, задаваемый выражением — D(l)Vc (где
V- обычный оператор градиента), через наружную границу В рассма-
триваемой области отсутствует, а концентрация на поверхности мишени
S равна нулю, т.е. эта мишень идеально адсорбирующая; кроме того,
задано начальное распределение. Таким образом, в общем случае гра-
ничные условия имеют вид

с(г,Г) = О, reS; n-Vc = О, геВ; (3.5)

с(г,0)=/(г), (3.6)

где /(г) задано, а п - единичная нормаль к наружной граничной поверх-
ности В. В последующем мы будем задавать однородное начальное рас-
пределение, т.е. выберем /(г) = с0 = const. Решения уравнения (3.4)
в симметричных случаях получаются непосредственно, например, с по-
мощью преобразования Лапласа, разделения переменных или функций
Грина. Мы продемонстрируем здесь подробно лишь одномерный слу-
чай; детальный анализ двух- и трехмерной ситуаций дан в разд. А3.1
и A3.2 приложения 3.

(i) Одномерная диффузия в области а < х < Ъ

Пусть мишени соответствует х = а, внешней границе х = Ь, а одно-
родное начальное распределение равно с0. Тогда задача (3.4)-(3.6) имеет
вид

с = Dwc

8с
с (a, t) = 0, —- = 0 при х = b, t ^ 0, (3.7)

ох

с (х, 0) = с0 , а < х < Ь.
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Здесь стандартным приемом получения решения является разделение
переменных или преобразование Лапласа1', которым мы и восполь-
зуемся.

Если s- переменная преобразования, то преобразование Лапласа
определяется выражением

GO

£f с (х, t) = с (х, s) = { e ~ s'c (x, t) dt, (3.8)
о

а обратное к нему - выражением

а + ioo

1 Г
&-1c(x,s) = c(x,t) = -— e"c{x,s)ds, (3.9)

2л i

где а > 0 такое, что все особенности функции с (х, s) в плоскости s нахо-
дятся слева от линии интегрирования. Применяя преобразование
к уравнению (3.7), получаем задачу

- sc + с0 = 0, c(a,s) = \~\ = О,

решение которой имеет вид

Мы интересуемся числом частиц p(t) в диффузионном пространстве
в момент t, определенным формулой (3.1), и средним временем диффу-
зии т, определенным в (3.3). Интегрируя (3.10) по х от а до Ъ, получим
изображение p(t), т.е. p(s) в виде

^ g a - b), X2 =

откуда с помощью (3.9) получаем

1 1 См., например, в книге Майлза (1971) очень доступное, практичное
и краткое описание преобразования (на русском языке см. книгу Г. Дёча
(1965)*.- Прим. ред.).



94 Гл. 3. Понижение размерности в диффузионных процессах

где верхний индекс (1) означает просто одномерный случай. Как легко
проверить, точка s = 0 не является особенностью для функции p(s), так
что ее особенности-это простые полюсы в нулях функции
ch \/s/D(i) {a — b), т. е. в точках

- (2и + 1) 2 TT 2 D ( I )

° 1 2 (312)

вычеты в которых суть

~ a) -z
" ta-b)sn

 u v 'n2(2n+l)2'

Окончательно из (3.11) с помощью (3.12) и (3.13) получаем

п2(2п + I ) 2

(3.14)

Ь2 Г 4(1 - alb)2

" Dm |_я2(2и + I)2

Величины т„ в (3.14)-это времена релаксации. В обонятельных процес-
сах нас интересует главным образом максимальное время релаксации,
которое разно т0. Это время, которое мы получаем из первого прибли-
жения для (3.14) при t/xn » 1; как видно из последнего уравнения в (3.14),
это соответствует ситуации, когда i>2/D(1) значительно меньше характер-
ного времени рассматриваемого процесса. В этом случае

(3.15)
Я" " я" D'1'

Осредненное время жизни молекулы в одномерном диффузионном
пространстве обозначим т(1). Оно определено выражением (3.3), где доля

/ собранных молекул вычисляется по формуле (3.2). С помощью (3.14)
получаем

- a l b ) 2 у 1 _ Ъ2 ( 1 - а / Ь ) 2

= I А«\ =
« = о
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ОС

поскольку £ (2п + I ) " 4 = п4/96. Среднее время, найденное с помощью
л = О

только (3.15), т.е. только первого члена в (3.14), и обозначенное т
(

0
",

равно

что с точностью 3% соответствует точному среднему времени (3.16). За-
метим, что в этой ситуации независимо от значения величины b2/D(1)

первый член в выражении для p(t) в (3.14) дает очень точную оценку т'о1

в (3.17) для среднего времени т ( 1 ) в (3.16). При рассмотрении обоня-
тельных процессов мы обычно имеем b » а; это означает, что источник
феромона находится очень далеко от мишени.

(ii) Двумерная диффузия в области а ^ г ^ Ь

Из (3.4) -(3.6) в осесимметричном случае получаем двумерную зада-
чу, сходную с (3.7):

с(а, t) = 0; 4 ^ = 0 при г = Ъ, О 0, (3.18)
or

с (г, 0) = с 0 , а < г < Ь.

Здесь также решение получается непосредственно, но алгебраически
процедура более сложна и приведена в разд. А3.1. В результате для
доли частиц, оставшихся в пространстве, имеем (сравните с (3.14))

где

= а/Ь

а уп-корни уравнения

y) = 0; (3-21)
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здесь Jn, Yn-функции Бесселя порядка п1).
Подстановка (3.19) в (3.3) дает среднее время т ( 2 ) в виде

т<2> = £ Л<2>и„, (3.22)
п= 1

где А*-2) и \in приведены в (3.20).
Для малых к = а/b (к ^ 10 ' ') доминирующим членом ряда (3.22)

является /li2Vi- Используя в (3.20) разложения в ряды для бесселевых
функций Jo и J j , получаем

= -; т у - Г~^ТТ^ = 1 + 0 ^ 2 ) ' к м а л о ^ i ~*.° П Р И к~*°)-
1 - к1 1 - у\/4 - к1у\/2 + ...

Таким образом, из (3.22), используя (3.20), получаем первое приближение
для т(2) (сравните с TQ1' В (3.17))

, fe^lO"1. (3.23)

Адам и Дельбрюк (1968) подсчитали т(2) по формуле (3.22) с помощью
(3.20) и нашли, что приближенное выражение т(

0

2) по (3.23) соответствует
х<2) с точностью 6%. Таким образом, для практических целей, когда к =
= О(10"') или меньше, как это имеет место в случае обонятельного

процесса бабочки тутового шелкопряда, среднее время диффузии можно
определять согласно (3.23). Для к^Ю'1 ух будет порядка 0(1) или
меньше. Некоторые значения ух были подсчитаны Адамом и Дельбрю-
ком (1968) и приведены в табл. 3.1. Для к ^ 10 " 2 из (3.21) можно полу-
чить простое приближенное соотношение между уу и к, если в это урав-
нение подставить следующие разложения для бесселевых функций:

O(k2y2),Y0(kyi) =

1 + 0{к

% °
2

Y)

)(ш

2

л

у =

+ ..,

/CV!

2

0.57у = 0.5772 (постоянная Эйлера).

" См., например, книги Ватсона (1952) и Абрамовица и Стиган
(1965).-Л рил*, ред.
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В результате (3.21) аппроксимируется уравнением

-j- = 21П/С"1 - 1, (3.24)
Л

откуда получается значение у1, отличающееся при к ^ 10" 3 от точного
корня не более чем на 2%. Если к « 1, например меньше чем 10" 4, (3.24)
достаточно точно аппроксимируется уравнением

которое

к
У\

может

10 " '
1.103

быть

5 1 0
0.927

1

~УЛ
. / с " 1 , i

использовано для

- 2 2-10 " 2

0.792
10 " 2

0.726

к« 10" \

подстановки в

5 - Ю ' 3

0.660
1 0 " 3

0.568

(3.23).

Таблица

10 ~ 4

0.485

(3.

3.1

(ш) Трехмерная диффузия в области а < г ^ Ъ

Рассмотрим центрально-симметричную задачу с однородным на-
чальным распределением с 0; задача (3.4)-(3.6) тогда приводится к виду

)К '

8с

~дг

1 (
2

1И f

дс
~дг

' =c(a,t) = 0, — = 0 при г = 6, f > 0, (3.26)
or

с (г, 0) = с0, а < г < Ъ.

Здесь анализ, более детально проведенный в разд. А3.2 приложения 3,
дает следующее выражение для доли частиц, остающихся в диффузион-
ном пространстве (сравните с (3.14) и с (3.19), (3.20)):

р<з>(г) = р(3)(0) ]Г ^ 3 ) e" ' / v % (3.27)
л = 1

где

р<3>(0) = с0 — п(Ъъ - a3), vn = ( 3 ) 2 , к = а/Ь,

(3.28)

6 [sin {(1 - к)х„} - xncos{(l - к)хп} + kxnf

(1 - /с3)х*[(1 - к) - (1 + х„2Г Ч
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а хп - положительные корни уравнения

xctgftl - к)х) = 1. (3.29)

Среднее время диффузии т<3) получаем из (3.3), используя (3.27),
в виде

J (3.30)

с выражениями для А^ и vn, приведенными в (3.28). Для данного к кор-
ни х„ уравнения (3.29) легко вычисляются. В табл. 3.2 представлены не-
которые значения для малых к из книги Карслоу и Егера (1959). Под-
становка этих значений для х„ в (3.30), где (3.28) вычислены при к < 10"',
показывает, как и следовало ожидать, что первый член в (3.30),
а именно A^v^ дает хорошую аппроксимацию для т(3). Для fc^ 10"'
Xj достаточно мало (см. (3.33)), что дает возможность разложить У4(

Х

3)

в (3.28) в ряд по Xj; в результате получаем А^ х 1. Таким образом, пер-
вое приближение т(

0

3) для среднего времени диффузии т<3) в (3.30) при
дается выражением

^ ^ - . (3.31)

Это, конечно, достаточно точная аппроксимация среднего времени для
большинства практических целей при к < 10" 1.

Таблица 3.2

к

ю- 1

5 - Ю " 2

5 - Ю " 3

0.603
0.406

0.123

х2

5.02
4.74

4.52

*з

8.60
8.14

7.77

*<

12.13
11.48

10.96

Приближенные решения для х„ при к < 10 х получаются простым
разложением левой части уравнения (3.29) в ряд Тейлора в окрестности
соответствующего х. Первый корень Xj получается из разложения
около х = 0 в виде

(1-к)2(2
6к -, (3.32)
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что для к =% 10 ~ ' отвечает точному значению с погрешностью в не-
сколько процентов. Для к « 1

V ~ l/'U" И ^̂ "1
1 ^ V ~^^* yj,jj/

В итоге имеем из (3.16), из (3.23) с учетом (3.25) и из (3.31) с учетом
(3.33) перечисленные ниже зависимости.

а/Ь ^ 10-1 а/Ь« К Г 1

Одномерный случай

Ь2 , , п а \ _ Ь2 V Ь . Ь2 1
D ( 1 ) V Ь I Dw 3 D ( 1 ) 3

Двумерный случай 1( (3.34)

b) D'2' у2 D'2' 2 в "

Трехмерный случай 2 )

А ~ £»(3) 3 а '

Заметим, что в общем виде средние времена диффузии т(1) при i = 1,2,3
можно выразить одной и той же формулой

т = -^-/(а/Ь). (3.35)

Здесь b2/D-диффузионное время частицы, проходящей расстояние Ъ по-
средством диффузии с коэффициентом диффузии D. Функция f(a/b) су-
щественно зависит от размерности. Адам и Дельбрюк (1968) назвали
эту функцию коэффициентом прослеживания (tracking factor); как мы
увидим ниже, это очень важная функция. Они предположили, что пере-
ход от трехмерной к двумерной диффузии может быть решающим фак-
тором в сокращении среднего времени диффузии, необходимого для за-
хвата частицы (в данном случае молекулы) на малых двумерных порах
сенсиллы самца тутового шелкопряда. В следующем разделе мы ис-
пользуем полученные результаты для изучения комбинированного двух-
и трехмерного диффузионного процесса.

11 Адам и Дельбрюк (1968) пользовались десятичными логарифмами, в то
время как мы всюду используем натуральные.
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3.4. Сопряженные процессы трехмерной
и поверхностной диффузии

Представим себе область, захватывающую частицы, в виде неболь-
шого круглого диска радиуса а, расположенного в центре сферы радиу-
са Ь, как показано на рис. 3.2. Рассмотрим диффузию к этому двумерно-
му диску в виде комбинированного процесса, состоящего из обычной
трехмерной диффузии к диску с коэффициентом диффузии D(3) и дву-
мерной поверхностной диффузии к нему, совершаемой частицами, ко-
торые в результате диффузии попали на экваториальную плоскость, со-
держащую диск, а затем диффундируют к нему с коэффициентом

Собирающая
область

ЭкЬаториальная
плоскость

Рис. 3.2.

диффузии £>(2), как показано на рис. 3.2. Мы хотим сравнить этот ком-
бинированный процесс с чисто трехмерной диффузией к диску.

Математически эта ситуация описывается линейной задачей
(3.4)-(3.6), которая может быть решена аналитически. Это связано, од-
нако, с довольно громоздкими выкладками. Что нас действительно ин-
тересует, это в самом ли деле комбинированный трех- и двумерный
процесс может заметно повлиять на среднее время диффузии и, в част-
ности, сделать его меньшим, чем при чисто трехмерной диффузии. По-
этому мы рассмотрим более простую задачу, которая легко решается
аналитически и дает оценку сверху для среднего времени диффузии при
комбинированной трехмерной и поверхностной диффузии.

Рассмотрим верхний полушар на рис. 3.2 и заменим его круговым
цилиндром радиуса Ь и длины Ь, основанием которого служит эквато-
риальная плоскость, содержащая собирающую область (рис. 3.2). В этой
модели боковая поверхность цилиндра и верхнее основание абсолютно
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отражающие, т.е. поток через них равен нулю (n-Vc = 0). На дне ци-
линдра экваториальная плоскость идеально адсорбирующая (с = 0). Час-
тицы, диффундирующие на экваториальную плоскость, затем диффун-
дируют к малому собирающему диску в центре этой плоскости. В этой
модели в момент времени t — 0 частицы равномерно распределены
в цилиндре, и им нужно пройти большее расстояние, чтобы достигнуть
экваториальной плоскости, чем при соответствующем распределении
в полушаре, так что среднее время диффузии частиц к экваториальной
плоскости будет больше, чем в случае полушара. При этом и больше
частиц будет диффундировать к внешней части плоскости основания,
чем для полушара. Оба эффекта приведут к большей продолжительно-
сти диффузии, так что среднее время диффузии для цилиндрической мо-
дели будет оценкой сверху для диффузии к диску.

Описанная цилиндрическая модель диффузии к плоскости основа-
ния-это просто одномерный случай, обсуждавшийся выше в разд. 3.3 (i)
с D<3) вместо Da) и с Ь вместо Ь — а. Поэтому из первого выражения
(3.34) мы получим среднее время диффузии для цилиндра на рис. 3.2;

т(

ц

3)

л, где

т(3) = Ъ1 (3.36)
1цил 3 £ ) ( 3 ) • V '
1цил

Эту величину можно сравнить с вычислениями для точной задачи с по-
лушаром, т. е. со средним временем диффузии к основанию, которое, со-
гласно Адаму и Дельбрюку (1968), есть

*полуш=

Таким образом, т̂ ил для цилиндрической модели в 1.8 раза превышает
истинное среднее время диффузии.

Рассмотрим теперь частицы на плоскости основания, диффундирую-
щие с коэффициентом D ( 2 ) по направлению к малому собирающему ди-
ску радиуса а. На сенсилле мы ожидаем Dm « D<3), так что время диф-
фузии т(2> на плоскости будет намного больше, чем время т<3). Таким
образом, оценка сверху для среднего времени диффузии при комбини-
рованном трехмерном и поверхностном диффузионном процессе-это
просто время поверхностной диффузии, которое, согласно (3.34), равно

т(

0

2) = — ( 2 ) 2 . Поэтому отношение р средних времен трехмерной плюс

поверхностной диффузии (обозначено т<3'2)) и чисто трехмерной диффу-
зии находится по формуле

у2 ' -

3 а Ъ
2~¥ a

(3.38)
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где использованы формулы (3.34) для /<2)(а/Ь) и /(3)(а/Ь). Функция
p(D(3)/D<2), a/b), определенная выражением (3.38), и представляет собой
тот коэффициент, который показывает, насколько для частицы, удален-
ной на расстояние b от захватывающего центра диаметра а, изменяется
время достижения мишени при наличии комбинированной трехмерной
и поверхностной диффузии в области, примыкающей к мишени11. При
р = 1 уравнение (3.38) дает критическое b/а (выраженное через Z)(2)/Z)(3)),
выше которого комбинированные процессы приводят к снижению вре-
мени сбора частиц по сравнению с чисто трехмерной диффузией. Крити-
ческое значение b/а {{Ь/а)кр) представляет собой решение уравнения

(Ь/а)кр 3 Z)<3>
(3.39)

для b/а « 10 ~ х. Для больших значений b/а принцип, конечно, остается
тем же, и уравнение в общем случае имеет вид

где / ( 2 ) и /(3>-коэффициенты прослеживания в случаях двух и трех
измерений.

Для обонятельных волосков р в действительности очень велико (по-
рядка О(103) или более, как мы увидим), и, следовательно, среднее вре-
мя диффузии заметно возрастает. Для данной концентрации возрастает,
конечно, и окончательное количество собранного материала. Как упоми-
налось выше и будет показано ниже, антенная система является столь
эффективным коллектором, что это перекрывает недостатки ее геоме-
трии, а именно большую длину волосков и относительно малое число
пор, что приводит к значительной задержке диффузии бомбикола к сен-
сорной клетке. Хотя р велико, этот недостаток скорее кажущийся, чем
истинный, поскольку т(2) само по себе весьма мало-порядка 1 мс,
а именно это время имеет решающее значение.

1( На самом деле здесь вычисления относятся к среднему времени, если рас-
стояние <Ь; для расстояния, равного Ь, время достижения мишени равно

соответственно изменяются и остальные формулы.- Прим. ред.
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3.5. Применение метода понижения размерности диффузии
к рецепторам полового аттрактанта
бабочки тутового шелкопряда

Как мы упоминали в вводном разд. 3.1, области захвата, т.е. поры,
для каждой волосяной сенсиллы антенн бабочки-самца составляют
лишь около 1/1000 площади поверхности сенсиллы. При этом возникает
важный вопрос: что происходит с молекулами бомбикола, которые
диффундируют на сенсиллу, но не непосредственно к порам? Предполо-
жение о возможности того, что молекулы бомбикола могут достаточно
прочно прикрепляться к сенсилле, чтобы оставаться на ней, и в то же
время настолько свободно, чтобы могла иметь место поверхностная
диффузия, усиливающая поток молекул к порам, было впервые высказа-
но Локке (1965). Данные, изложенные в статье Шнайдера (1974), суще-
ственно подтверждают это предположение Ч Интересно поэтому под-
считать число молекул, диффундирующих к сенсилле, и число молекул,
участвующих в поверхностной диффузии. Это связано с оценкой эффек-
тивности антенн как молекулярных фильтров, что в свою очередь тре-
бует решения соответствующих уравнений конвективной диффузии,
описывающих данную физическую ситуацию. Нам необходимо рассмо-
треть только стационарный случай, поскольку можно предположить,
что концентрация бомбикола в потоке воздуха вдали от антенных филь-
тров постоянна. Путем такого анализа нам нужно найти поток (число
молекул бомбикола в 1 с) к сенсилле.

Уравнение конвективной диффузии можно вывести аналогично то-
му, как это делалось в разд. 2.2. Если с (г, ^-концентрация, выраженная
в соответствующих единицах, например в молекулах на 1 см3, то поток
молекул J имеет диффузионную составляющую J ^ = — D^c, где
D—коэффициент диффузии, и конвективную составляющую JK0HB = cv,
где v-скорость жидкости, которая также является функцией г и t. Тогда
общий поток равен

J = cv - DVc. (3.41)

Рассмотрим теперь произвольный объем V, фиксированный в простран-
стве, ограниченный поверхностью S и полностью лежащий в той части
пространства, где имеется концентрация с. Тогда jJ-ndS (где п-единич-

ная внешняя нормаль к поверхности S) представляет собой общее число
частиц, покидающих объем V в единицу времени. Эта величина в сумме
со скоростью изменения числа частиц в рассматриваемом объеме дол-

1 ( Как упоминалось выше, есть еще возможность отражения, указанная Бок-
хом и др. (1965), которая здесь не моделируется и не анализируется.
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жна, согласно закону сохранения массы, равняться нулю:

8с ,,,
^ — a t 7 •
8t

v s

это соотношение после применения формулы Остроградского прини-
мает вид

Поскольку оно справедливо для произвольного объема V, подынте-
гральная функция должна равняться нулю:

8с
— + V(cv - DVc) = 0. (3.42)
8t — - —

здесь вместо J подставлено его выражение (3.41). Если жидкость, уча-
ствующая в конвекции, несжимаема, а воздух можно считать несжи-
маемым до скоростей порядка 200 м/с, то V • v = 0 (см., например, учеб-
ник Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица (1954)). Если коэффициент диффузии
можно считать постоянным, как в рассматриваемой нами ситуации, то
(3.42) принимает вид

8с
—- + (v-V)c = DV2c, (3.43)

что и представляет собой уравнение конвективной диффузии со ско-
ростью конвекции v(r, t). Значительная часть книги В. Г. Левича (1959)
посвящена процессам конвективной диффузии.

Вернемся теперь к задаче расчета фильтрующей эффективности ан-
тенных рецепторов. Это требует изучения отложения частиц на поверх-
ности сенсиллы в результате конвективной диффузии. Для этого рас-
смотрим единичный волосок сенсиллы в виде кругового цилиндра
с осью, перпендикулярной стационарному потоку воздуха, скорость ко-
торого равна v0 (например, в см/с), а бомбикол в потоке распределен
равномерно с концентрацией с0 (в молекулах на 1 см3). Требуемое урав-
нение для концентрации с (г)-это стационарная форма уравнения
(3.43), где у (г)-поле скоростей потока воздуха, обтекающего ци-
линдрическую сенсиллу и содержащего бомбикол. Конкретный
вид v(r) зависит от числа Рейнольдса Re течения. Это безразмерное чис-
ло Рейнольдса составляется следующим образом: Re = vo-2a/v, где voi
(i-единичный вектор положительного направления оси х)- скорость
воздуха далеко вверх по течению перед цилиндрическим волокном, как
на рис. 3.3, а-радиус волоска, a v (в см2/с)-кинематическая вязкость
воздуха при нормальных температуре и давлении. Число Рейнольдса
является мерой отношения конвективных (инерционных) эффектов к вяз-
ким (подробнее см., например, у Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица (1954)).
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В экспериментах Бокха и др. (1965), в которых определялся порог по-
ведения самца тутового шелкопряда, использовалось значение
v0 ~ 100 см/с. При диаметре волоска сенсиллы 2а ^ 2 • 10 ~ 4 см и кине-
матической вязкости воздуха v = 0.15 см2/с число Рейнольдса Re « 0.13,
что с точки зрения гидродинамики считается малой величиной. Когда
Re < 1, течение жидкости является ламинарным вязким течением Сток-
са, т. е. в нем доминируют вязкие эффекты. Довольно подробное введе-

vni

Рис. 3.3.

ние в гидромеханику малых чисел Рейнольдса содержится в книге, вы-
шедшей под редакцией Розенхеда (1963)1]. Для наших целей здесь нам
необходимо поле скоростей у (г), соответствующее стационарному (сток-
совому) обтеканию кругового цилиндра (рис. 3.3). Задача нахождения
v(r) для всех а ^ г ^ со нетривиальна в отличие от обтекания сферы.
Это решение выражается следующим образом (см., например, главу Ил-
лингворта по течениям при малых числах Рейнольдса в упомянутой вы-
ше книге Розенхеда (1963)):

дг
(3.44)

1( На русском языке см., например, учебник Н. Е. Кочина, И. А. Кибеля
и Н.В. Розе {1963).-Прим. ред.



106 Гл. 3. Понижение размерности в диффузионных процессах

Здесь vr, ye-составляющие скорости в полярных координатах г, 9 на
плоскости, а функция тока \(/ (г, в) имеет вид

( — -±)+-£-\smQ + O(Re) для —=0(1), (3.45)

\|/ ~ yorsin9 для — » 1, (3.46)
а

где

Re=^, . . i - , t k ± , (3.47,

у = 0.5772 (постоянная Эйлера).

Решение в форме (3.45) справедливо вблизи цилиндрической поверхно-
сти сенсиллы и удовлетворяет условию прилипания v = О при г = а,
тогда как (3.46) описывает свободное течение, для которого у = voi
(рис. 3.3). Решение в форме (3.45) неприменимо на большом удалении от
обтекаемого тела1'. Эта гидродинамическая задача представляет собой
еще один пример более сложной ситуации с сингулярным возмущением.

Введем теперь безразмерные величины

(3.48)

Vj = aV, Pe = -уг-,

где с0 и и 0 - соответственно невозмущенные концентрация в свободном
потоке и скорость воздуха (рис. 3.3). Безразмерная комбинация Ре-это
число Пекле; оно играет для процессов конвективной диффузии роль,
сравнимую с числом Рейнольдса для вязкого течения. В переменных,

/ дс \
введенных в (3.48), стационарная форма —— = 0 уравнения (3.43)

\dt )
имеет вид

(Vi-YiJc, = — V?clf (3.49)

11 Цилиндрический (или скорее плоский) случай отличается от сферического
(трехмерного), где течение Стокса, аналогичное (3.45), применимо при всех г,
а ^ г < оо.
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где Vi находится из (3.44)-(3.47). Граничные условия для (3.49) соответ-
ствуют предположению, что молекулы, диффундирующие на цилиндри-
ческий волосок, прикрепляются к нему:

Cifei)-» 1. гг -> со,
(3.50)

Ci(L) = 0, г, = 1.

Следующим шагом после определения q (гд) является оценка скорости
адсорбции на поверхности цилиндра, т.е. нам требуется вычислить раз-
мерный поток FL молекул на длине L цилиндра за 1 с:

Безразмерный поток Ft на длине L цилиндра может быть определен
в форме

о
В дальнейшем для удобства мы опускаем индекс 1 при обозначении

безразмерных величин, однако следует помнить, что, если не указано
противное, имеются в виду только безразмерные переменные.

Точное аналитическое решение уравнения (3.49) с у (г) из (3.45)-(3.47)
в безразмерной форме и граничными условиями (3.50) в какой-либо
простой форме не найдено (и вряд ли может быть найдено), так что мы
должны пытаться найти приближенное решение. Величина числа Пекле
Ре в (3.49) определяет выбор используемого для этого метода. Число
Пекле, приведенное в (3.48), является мерой отношения конвективного
переноса к диффузионному. Когда Ре « 1, распределение концентрации
обеспечивается прежде всего чистой диффузией. Когда Ре » 1, суще-
ственна конвекция. В этом случае задача, образованная уравнением
(3.49) с граничными условиями (3.50), представляет собой еще один при-
мер сингулярного возмущения, поскольку малый параметр 1/Ре являет-
ся множителем у старшей производной.

На основании экспериментов Бокха и др. (1965) v0 x 100 см/с и ра-
диус волоска ах 10~* см. Трудность состоит в уточнении значения
коэффициента диффузии D; пока что его невозможно было измерить.
Адам и Дельбрюк (1968) приняли значение D = 2.5-10"2 см2/с, проэк-
страполировав1} его от известных значений для паров некоторых орга-

u Для сравнения укажем, что коэффициент диффузии кислорода в воздухе
равен О(10"') см2/с, в то время как в растворе гемоглобина в экспериментах,
описанных в гл. 2, его величина составляет 0(10" 5) см2/с.
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нических соединений в воздухе на молекулярную массу бомбикола. Для
этогй значения D число Пекле Ре = 0.4; это означает, что диффузия
вносит более существенный вклад, чем процесс конвекции, но послед-
ним нельзя пренебречь. С другой стороны, если D = 0(10" 3) см2/с, то
Ре = О(10), что с точки зрения асимптотики может считаться большой
величиной. Значение D в диапазоне от О(10~2) до 0(10" 3) является
вполне реалистическим.

Уравнение (3.49) с различными v(r) изучалось в исследованиях по
фильтрации аэрозолей. Здесь упор делается на определение числа ча-
стиц, которые могут быть отфильтрованы из потока воздуха с по-
мощью системы волокон, обычно идеализируемых в виде круговых ци-
линдров. В большинстве практических задач волоконной фильтрации
число Пекле очень велико, главным образом из-за малости коэффициен-
та диффузии D для аэрозолей. Если оставить пока в стороне вопрос
о величине числа Пекле, задачи фильтрации аэрозолей, очевидно, имеют
отношение к рассматриваемой здесь ситуации, а именно к фильтра-
ционным свойствам антенн. Можно указать две книги, посвященные аэ-
розолям,-монографию Н. А. Фукса (1964) и сборник обзорных статей
под редакцией Дэвиса (1966). Эти вопросы обсуждаются также в упомя-
нутой выше книге В. Г. Левича (1959).

Рассмотрим теперь отдельно случаи малого (Ре < 1) и большого
(Ре » 1) чисел Пекле.

3.6. Собирательная эффективность изолированной сенсиллы:
число Пекле Ре < 1

Если число Пекле очень мало, то 1/Ре » 1, и можно предположить
(как оказывается, ошибочно), что асимптотическая форма уравнения
(3.49) соответствует чистой диффузии, т.е. конвективным переносом
можно пренебречь, и уравнение принимает вид V2c = 0. Однако с гра-
ничными условиями (3.50), т.е. с(1) = 0, с(оо) = 1, эта задача не имеет
решения. Таким образом, даже для очень малых чисел Пекле в стацио-
нарном случае конвективными членами нельзя пренебречь повсюду. Это
задача сингулярного возмущения, относящаяся к важному классу задач,
в которых малый параметр не является множителем при старшей про-
изводной; математические задачи для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений такого типа подробно обсуждаются в приложе-
нии 1, посвященном методам сингулярных возмущений. Этот особый
класс задач конвективной диффузии достаточно подробно освещен в ли-
тературе по гидромеханике; здесь мы приведем модификацию метода,
изложенного в книге под редакцией Розенхеда (1963).

Поскольку конвекцией нельзя пренебречь, сразу же возникает задача:
как аппроксимировать конвективные члены (v-V)c в (3.49) с полем ско-
ростей у, заданным в (3.44)-(3.47)? На поверхности цилиндра (г = 1)
у = 0, в то время как v -> i при г -> оо. Если в качестве первого ша-
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га мы заменим v на ш, где и-некоторое среднее значение скорости по-
тока в рассматриваемом пространстве, т.е. 0 < v < 1, то мы как-то
учтем влияние конвективного переноса. Это напоминает метод Озеена
в теории течений вязкой жидкости (см. книгу под редакцией Розенхеда
(1963)). В действительности такая процедура равносильна тому, что поле
скоростей считается состоящим только из возмущения однородного те-
чения на бесконечности. Таким образом, конвективный член (v • V) с ап-
проксимируется членом вида (tn-V)c, и уравнение (3.49) приводится
к виду

где и-пока еще не определенная положительная постоянная, удовлетво-
ряющая условиям 0 < v < 1. Решение уравнения (3.53) должно удовлет-
ворять граничным условиям (3.50).

Введем новую зависимую переменную ф(г) с помощью замены

с (г) = 1 - e"xq>d), Х = ~Ред, (3.54)

в результате чего уравнение (3.53) запишется в виде

V2cp = Х.2ф. (3.55)

Решения уравнения (3.53) и, следовательно, (3.55) должны быть симме-
тричны относительно линии у = 0, т. е. симметричны по 0. Тогда после
разделения переменных имеем

00

ф(г,9) = X В„Кп(Хг)cosпв, (3.56)
п = 1

где Кп (Хг) - модифицированные функции Бесселя второго рода, а
Вп - неопределенные константы. Решения (3.56) уравнения (3.55) не содер-
жат модифицированных функций Бесселя /„, поскольку они неограни-
ченны при г —> оо.

Граничные условия (3.50) требуют, чтобы с -> 1 при г -> оо. При г ->
-» оо асимптотическая форма функций Бесселя такова (см., например,
справочник Абрамовица и Стиган (1965)), что

поэтому в (3.54)

е>-хК„(Хг) ~ ( - ^ - ) eX r ( c o s e" " -> 0 при г -* оо. (3.57)
\2XrJ
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Рассмотрим теперь граничное условие с = 0 при г = 1. Поскольку
мы рассматриваем случай Ре < 1, то X = (1/2) Ре и < 0.5, причем выше
мы приняли оценку Ре = 0.4, т.е. максимальное значение X составляет
0.2, так как 0 < v < 1. Если мы теперь воспользуемся разложениями
К„(Хг) для малых Хг (см. руководства Абрамовича и Стиган (1965) или
Ватсона (1952)), то получим

К0{Хг)= - М п ^ г + у | | 1 + ОС ^ N A

Кп(Хг) = О

Хг мало, (3.58)

где у-постоянная Эйлера, приведенная в разд. 3.3. Видно, что при г -* 1
функции К„(Х) с ростом п становятся все более сингулярными, т.е. не-
ограниченными при стремлении X к нулю. Наименее сингулярный член
в (3.56)-это В0К0(Хг). Поэтому положим B n S 1 = 0, а Во выберем таким,
чтобы (3.54) с учетом (3.58) удовлетворяло условию с (1,0) = 0 как мож-
но точнее. При В„&1 = 0 в (3.56) решение с (г) уравнения (3.54) имеет вид

С (г) = 1 - ех'™°В0К0(Хг),

откуда следует, согласно (3.58), что при г = 1

с(1,9)= 1 - ex<°seB0K0(X) =

ВЛпу In у + У X м а л о " .

[ х п^1

In 1- у , то получим

с (1,9) = Ос ошибкой порядка О (А/) для малых X; при этом мы рассма-
триваем случай X ^ 0.22). Тогда (3.54) превращается в приближенное
решение

J.rcos6 if (у

с (г) « 1 -

НЧ'
1 \

Х( = у Ре»| мало. (3.59)

Поток частиц на длину L цилиндра для малых X есть, согласно (3.52)
и (3.59),

11 В оригинале было О(X2)-автор не учел, что eXcost> = 1 + XcosG + ...,
и членом Xcos в-В0К0(\) нельзя пренебречь.-Прим. ред.

2) При 9, близких к 90°, точность повышается и становится порядка
О ((X/2)2).-Прим. ред.
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2и

1 Г X e X c o s B

Ре Г. 2

(3.60)

(1 +

Р е
Ре<1,

в силу малости величины X = (1/2) Ре v, а также известных соотношений

—-К 0 (Х) = - К{ (X), ХК0(Х) ХЛпХ., ХК, (X) ~ 1 при X-у 0.
аХ

Если v0 -> 0, то Ре ->• 0 и поток F в (3.60) имеет особенность вида
О ((Ре | In Pe fl)"1). Это сингулярное поведение отражает тот факт, что
в случае цилиндра, как и любой конечной двумерной области, уравне-
ние Лапласа с граничными условиями (3.50) не имеет решения.

Размерный поток FL (т. е. число молекул за единицу времени на дли-
ну L волоска)-это, согласно (3.52), с учетом (3.60)

F _ 2naLc0v0 _ 2nLc0D

Ре In —=r - у
L Pec

где у = 0.5772-постоянная Эйлера, 0 < и < 1 и Ре = voa/D. Поток_ в
(3.61) не очень чувствителен к выбору осредненной скорости и1 '.
Если мы выберем у = 1, 0.5 и 0.25, то FL/2Lc0D при Ре = 0.4 рав-
няется соответственно 0.58, 0.41 и 0.32. Существует систематическая про-
цедура, разработанная Марри (1967) для получения конкретного значе-

11 Более точная оценка показывает, что этот член в действительности ~
~Х2\п(Х/2).-Прим. ред.

1' Если только не взять v слишком близким к нулю или In (4/Pe v) близким к у;
впрочем, последнее невозможно, поскольку при 0 < Р е < 1 и 0 < и < 1 будет
In (4/Pe v) - у > т 4 - 0.5772 « 0.81 > 0.
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ния осредненной скорости v, но для наших целей требуется лишь
порядок величины, поэтому достаточно взять любое значение, не очень
близкое к нулю.

3.7. Собирательная эффективность изолированной сенсиллы:
число Пекле Ре » 1

В этой ситуации конвективный перенос молекул более существен,
чем чисто диффузионный, но последний, как мы увидим, совершенно
необходим. Здесь уравнение (3.49) имеет малый параметр 1/Ре « 1 при
старшей производной, и с граничными условиями (3.50) задача вновь,
как мы увидим, является задачей сингулярного возмущения. Для полу-
чения количественных результатов из последующего анализа число Пе-
кле может быть не слишком большим, хотя приближения первого
порядка, как мы покажем, имеют ошибку 0((Ре)~1/3). Во всяком случае,
удовлетворительные качественные результаты получаются для Ре ^ 10.

Здесь удобно ввести малый параметр е = 1/(Ре)1/3 и привести мате-
матическую задачу к виду

(v-V)c = e3V2c, s3 = = « 1,
- Ре voa

(3.62)
с(г)->1, г->оо; с (г) = 0, г = 1.

Сингулярный характер возмущения в (3.62) при £ -> 0 очевиден, если по-
ложить £ = 0, после чего уравнение сводится к виду (v-V)c = 0, откуда
получим

с (г) = const (3.63)

в качестве единственного разумного решения. Оно может удовлетво-
рять условию с = 1 при г -* оо, но не может одновременно удовлетво-
рять условию с = 0 при г — 1. Этого следовало ожидать, поскольку
пренебрежение членами с е в (3.62) понижает порядок уравнения на еди-
ницу. Решение с = 1 или (3.63) играет здесь роль подходящего внешнего
решения. (См. приложение 1, где обсуждается на примерах этот тип за-
дач сингулярного возмущения.)

Класс уравнений с частными производными вида (3.62) с е « 1 широ-
ко изучался в связи с погранслойными течениями при больших числах
Рейнольдса; см., например, книги Голдстейна (1960) или под редакцией
Розенхеда (1963).

Мы вновь приходим к уже знакомым рассуждениям для этого типа
задач сингулярного возмущения. Поскольку решение (3.63), а именно
с = 1, не может удовлетворять граничному условию на поверхности ци-
линдра г = 1, то правой частью (3.62), т.е. £3V2c, нельзя пренебречь
вблизи цилиндрической поверхности, поэтому необходимо исследовать
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уравнение в непосредственной близости к г = 1. Вблизи цилиндра, где
с -> О при г -* 1, должна быть тонкая сингулярная область (в данном
случае диффузионный слой), в которой с (г) изменяется достаточно бы-
стро, чтобы £3V2c было сравнимым с конвективным вкладом (v-V)c.
Диффузионный слой позволяет сшить решение, справедливое вблизи
г = 1, с внешним решением с = 1. Заметим, что в этой двумерной си-
туации диффузионные члены не могут в диффузионном слое настолько
доминировать, чтобы можно было пренебречь конвективными членами,
поскольку в противном случае мы имели бы уравнение V2c = 0 с гра-
ничными условиями с = О при г = 1 и условием сращивания с -> 1, ког-
да растянутая переменная г стремится к бесконечности; эта задача, как
упоминалось в начале разд. 3.6, не имеет решения. Таким образом,
в сингулярном (диффузионном) слое должно быть равновесие между
диффузией и конвекцией.

В плоских полярных координатах г, 9 (рис. 3.3) уравнение (3.62) при-
обретает вид

8с ve дс J 82с I 8с 1 д2с\
v | 2_ _ £з | _| | i /j ĝ \

\ /

где компоненты скорости жидкости ur, i>e в направлениях г, 9 соответ-
ственно даны в (3.44), поскольку число Рейнольдса нашей задачи мало
(Re < 1). Для внутреннего (сингулярного или погранслойного) решения
вблизи цилиндра мы должны растянуть переменную г в окрестности ци-
линдра, чтобы исследовать этот тонкий слой. Для этого произведем за-
мену переменной

% = , с о 0 (е«1), (3.65)

где а следует определить таким образом, чтобы правая часть (3.64) вно-
сила вклад в член (или члены) в первом приближении такого же поряд-
ка, как наибольший член в левой части уравнения.

Поскольку в сингулярной (внутренней) области г = 0(1), то соответ-
ствующее поле скоростей v получается из (3.44), (3.45) после приведения
к безразмерному виду с помощью (3.48), причем нижний индекс
1 опускается:

И . 1 1

(3.66)

Re '
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С учетом преобразования (3.65) это дает

vr = -j{s2"£,2 + О ( Е 3 ^ 3 ) } COS 9,

(3.67)
1 1

Так как 8/дг — Е~"8/81,, то для функции с(£,9) из (3.64) с помощью (3.65),
(3.67) получаем следующее дифференциальное уравнение в сингулярной
области вблизи цилиндра для Е « 1:

у| £2cos9—г - 2^sin9 —- + 0(z2a) = г3"2*-^- + 0(Е3~"). (3.68)

Чтобы доминирующий член в правой части (3.68), а именно О (Е3 ~ 2а),
был при Е —> 0 того же порядка, что и доминирующий вклад левой ча-
сти, степени Е ДОЛЖНЫ быть одинаковыми, т. е. Е" = Е3 ~ 2а, откуда сле-
дует а = 1, и, следовательно, преобразование (3.65) окончательно опре-
делено. При а = 1 доминирующие члены одного порядка в (3.64)
образуют следующее уравнение, полученное из (3.68) и (3.65) при а = 1:

1 Г., 8с 8с 1 82с
2с sin 9 — = — = - ,

8с, 8Q J дс\

(3.69)
г - 1

Фактически мы использовали в (3.69) для поля скоростей v приближен-
ную безразмерную функцию тока ^\il = ty/voa из (3.45), проделав пре-
образование £, = (г — 1)/е и сохранив только основной член (вновь для
удобства опущен нижний индекс 1); эта функция имеет вид

- О(£3). (3.70)

Отсюда нетрудно найти компоненты скорости

(3.71)

Видно, что ошибка в (3.69) по сравнению с (3.64) порядка О(Е) ДЛЯ Г,
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близких к г = 1. Условия для с(£, 9) состоят в том, что это решение
должно сращиваться с внешним решением с = 1 при Ъ, -> оо и удовле-
творять граничному условию с = 0 при ^ = 0 (т.е. г = 1); тем самым
для (3.69) имеем

с(оо,в) = 1, с (0,0) = 0. (3.72)

Задача (3.69), (3.72) исследована в работе Г. Л. Натансона (1957). Приве-
денный ниже анализ, достаточно стандартный в гидромеханике, следует
в основном этой работе.

Для решения уравнения (3.69) удобно воспользоваться независимыми
переменными 1) 9 и Ч* = \(//е2 вместо 9 и !;, где \|/ как функция Ь, и 9 при-
ведена в (3.70), т.е.

(3.73)

Ч» = — ^2sin9, 9 = 9

(для простоты можно считать, что это преобразование применяется
только в положительном квадранте).

Для этого преобразования

59 59 ffV ' 59 S^ дЧ> ' 50 " ь ffV ' 5 0 '

5 2 _ 4

и уравнение (3.69) принимает вид

S1'2 8с _ В ( ш дс \
2sin1/20 50 дЧ>\ 54*)'

Если ввести теперь новую независимую переменную

п-в

Ф = - ^ г | sin1'2 в Ж , (3.76)

о

11 В теории движения вязкой жидкости к решению уравнения (3.64) приме-
няется эквивалентное этому преобразование Мизеса, при котором функция тока
\|/ принимается за одну из независимых переменных; см., например, Розенхед
(1963).
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то (3.75) примет еще более простую форму:

(3 77)

представляющую собой уравнение «диффузии», в котором эффективный
«коэффициент диффузии» является функцией одной из независимых
переменных.

Граничные условия для с ^ б ) в (3.77) получаются из (3.72), (3.73):

с -+ 1 при Ч* -» оо; с = 0 при Ч» = 0. (3.78)
Форма уравнения (3.77) и граничных условий (3.78) подсказывает, что
можно попытаться найти автомодельное решение вида

cOF,<p) = м(л), Л = Ч"/Фь, (3-79)

где а и b должны быть определены из требования, что подстановка
(3.79) в (3.77) приведет к обыкновенному дифференциальному уравнению
для u(r|). В результате мы находим, что Ъ = 1/3, а = 1/2, и уравнение
для и(г\) есть

h ^ - (3.80)3 rfr| dri2

Граничные условия для и определяются из (3.78) в виде

м(оо) = 1, «(0) = 0. (3.81)

Краткое общее описание того, как выяснить, существуют ли автомо-
дельные решения, дано в разд. АЗ.З приложения 3.

Интегрируя (3.80), получаем решение

удовлетворяющее второму условию в (3.81). Чтобы удовлетворялось
первое условие, постоянную А нужно найти из соотношения

\=А
31/3.41/3 '

о

1 'где Г-это гамма-функция1'. Таким образом, определены постоянная

1) См., например, Абрамовиц и Стиган (1965).
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и тем самым решение и(г\). С помощью преобразований (3.76) и (3.73)
выписываем решение уравнения (3.69) с граничными условиями (3.72):

4"«/фш

(12) 1 / 3 Г
e-^'9da (3.82)

, ф =

о

Размерный поток молекул, диффундирующих на длину L волоска за
единицу времени, дается теперь формулой (3.51) в виде

О О

где с и г-размерные вличины. В безразмерной форме

где с и г безразмерны (т.е. они фактически равны сг = с/с0, г1 = г/а, но
нижние индексы опущены, как это делалось повсюду в разд. 3.6 и 3.7).
В (3.84) {8c/8r\ = i зависит от 9, и, следовательно, мы должны произвести
интегрирование по цилиндрической поверхности; при малых числах Пе-
кле этого не требовалось и F получалось немедленно в виде (3.60).

Из (3.82) находим

8с\ 1 /дс\ 1 6 1 / 3 s in 1 / 2 6

L (385)

о

Для (3.84) нам необходимо вычислить интеграл

я я-6 я

0
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Тогда из (3.84)-(3.86) для е = ( Р е ) " 1 / 3 находим из (3.62) безразмерный
поток

F = 6J = 0.581 „ g 7

7iPe e r ( l/3)S 1 / 3 (Pe) 2 / 3S 1 / 3 ' '

где S выражено в (3.66) через число Рейнольдса. Размерный поток моле-
кул за единицу времени на длину L волоска, согласно (3.87) и (3.84), есть

F 2naLcovo-0.581 _ 2кио{уоа)11ЪD2tb• 0.581
L / V ' V l 8 У ' 3 / 1 8 \ 1 / 3

{IT
В книге Н. А. Фукса (1964) и обзорной статье Пича (1966) обсуждает-

ся общая теория фильтрации аэрозолей; предыдущий и последующий
разделы отражают только часть диффузионного аспекта этой тео-
рии.

3.8. Применение к антенному фильтру
и экспериментам по порогу
обонятельного восприятия бомбикола

Число молекул в 1 с, диффундирующих на каждую сенсиллу длиной
L и радиусом а, выражается соответственно формулами (3.60) для чисел
Пекле Ре < 1 и (3.87) для чисел Пекле Ре > 10 (например) или в размер-
ной форме соответственно формулами (3.61) и (3.88). Эти значения полу-
чены в предположении, что молекулы представляют собой точечные
массы, а волосок перпендикулярен направлению потока. Однако моле-
кулы обладают хоть и очень малыми, но конечными размерами,
и включение этого факта в анализ несколько повышает собирательную
эффективность волоска. Кроме того, случайная ориентация сенсиллы на
ветви антенны означает, что волоски не перпендикулярны потоку. Одна-
ко диффузионный поток на длину L кругового цилиндра радиуса а
с осью, параллельной однородному потоку, имеет тот же порядок, что
и для волоска, перпендикулярного потоку. Таким образом, в качестве
первого приближения для количественных оценок мы можем считать
все сенсиллы перпендикулярными потоку.

Намного более существенное влияние на фильтрующую эффектив-
ность единичного волоска оказывают соседние сенсиллы. Влияние со-
седних волосков носит простой качественный характер: они понижают
скорость жидкости между ними (одновременно повышая сопротивление
течению), и, следовательно, молекулам требуется большее время для
диффузии на сенсиллы. Н. А. Фукс и И. Б. Стечкина (1963) рассмотрели
эту задачу, используя фактически анализ такого же типа, как и выше, но
с приближенным полем течения, соответствующим потоку сквозь слу-
чайно расположенную систему параллельных круговых цилиндров
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с малой плотностью упаковки. Здесь плотность упаковки-это доля еди-
ничной площади, занятая поперечным сечением цилиндров, находящих-
ся в этой площади. Можно использовать и такую альтернативную, до-
статочно распространенную характеристику, как пористость е, которая
легче поддается измерению. Тогда 1 - Е определяется как доля единич-
ного объема, занятая волосками. Н. А. Фукс и И. Б. Стечкина (1963) при-
водят вместо выражения, эквивалентного (3.87), соотношение

0.581
F = —r~i w (3-89)

ре2/з 1 п ( 1 _ е) _ 0.5

справедливое для Ре ^ 10 и е ^ 0.65. (Заметим, что число Рейнольдса
здесь не фигурирует; подразумевается, однако, что оно меньше еди-
ницы.) Отсюда мы видим, например, что для пористости 0.83 собира-
тельная эффективность отдельного волоска в системе волосков, соглас-
но (3.89), приблизительно в два раза превышает собирательную
эффективность изолированного волоска, вычисленную на основании
(3.87) с числом Рейнольдса, равным 0.13 (как предполагалось в разд. 3.5).
Таким образом, эффективность единичной сенсиллы, описываемая фор-
мулами (3.60) и (3.87), должна быть модифицирована с учетом влияния
соседних волосков. Сделать это с достаточной точностью, однако, не
так легко, так как мы не знаем пористости в окрестности ветвей
антенны.

Общая площадь волосков составляет около 18% общей площади ан-
тенны (Шнайдер (1974)). Однако на каждой ветви антенны сенсиллы рас-
положены с интервалом лишь в несколько диаметров волоска. Таким
образом, пористость сенсилл на ветвях существенно меньше, чем можно
было бы судить только по тому факту, что волоски занимают около
18% площади поверхности проекции антенны. Как указывалось выше,
при пористости 0.83 эффективность при больших числах Пекле (напри-
мер, больших чем 10) почти удваивается, так что имеет смысл предпо-
ложить, что при той пористости, которая должна иметь место для сен-
силл на антенне, например порядка 0.7, коэффициент увеличения
эффективности, вызванный пористостью, может достигать 3-4; возмож-
но, что это предположение даже слишком осторожное.

Рассмотрим теперь ширину полосы воздуха, очищенную от молекул
единичным волоском, по сравнению с шириной такой полосы в свобод-
ном потоке, равной диаметру волоска 2а, т.е. сравним FL в (3.61) или
(3.88) с v0c02aL. Отношение этих величин является, по определению, эф-
фективностью Г волоска как фильтра. В точности такой же форме это
понятие было использовано Кейслингом (1971) и названо им коэффи-
циентом адсорбции. Эти отношения Г = FL/2aLvoco для (3.61) и (3.88)
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соответственно суть

Г = , р е < 1, (3.90)
Г 4

Ре In у

г

Для Ре = 0.4 (как в разд. 3.5) из (3.90) следует

Г а; 4.6 при v = 1; Г х 2.5 при v = 1/4,

в то время как для Re = 0.13 (как в разд. 3.5) 1/2 - у + ln(8/Re) = 4.04,
и из (3.91) следует

Г х 1.15/Ре2/3 х 0.25 для Ре = 10.

В случае Ре < 1 собирательная эффективность, измеряемая значением
Г из формулы (3.90), показывает, что от молекул очищена площадь,
в 2.5-4.5 раза превышающая площадь, ограниченную контуром волоска.
В этом случае влияние соседних волосков заключается в том, что антен-
на в целом более или менее эффективно очищает всю площадь, ограни-
ченную ее контуром. С другой стороны, в случае Ре » 1 собирательная
эффективность индивидуального волоска как фильтра меньше: он очи-
щает только около 1/4 площади профиля волоска. Однако в этой си-
туации соседние сенсиллы играют важную роль в повышении филь-
трующей способности индивидуальной сенсиллы с коэффициентом
порядка 3-4, что было обоснованно предположено выше для плотности
упаковки или пористости, реальной для антенн. Таким образом, и
в этом случае можно считать, что антенна очищает воздух на почти
всей площади своего профиля. Тем самым мы приходим к выводу, что
с точки зрения фильтрации антенны более или менее очищают весь воз-
дух, проходящий через площадь их профиля, от молекул бомбикола.
Этот вывод, который мы проверим ниже, справедлив для довольно ши-
рокого диапазона коэффициентов диффузии, например от 10"2 до
10" 3 см2/с, или, что более существенно, для довольно широкого диапазо-
на чисел Пекле, по крайней мере для диапазона О(10 ~') < Ре г£ О(10).

На бабочку могут оказать воздействие только те молекулы бомби-
кола, которые осаждаются на самой сенсилле; мы не ожидаем, что
понижение размерности диффузии играет какую-либо роль для ветвей.
В самом деле, рассмотрим улавливание молекул волосками по сравне-
нию с ветвями антенны. Поскольку число Пекле Ре = voa/D и в (3.60)
поток F пропорционален Ре" 1 , а в (3.87)-(Ре)~2/3, поток примерно
обратно пропорционален радиусу коллектора. Поэтому собирательная
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способность ветвей на порядки слабее, чем сенсилл. Следовательно,
большая часть молекул бомбикола, улавливаемая этим замечательно
эффективным фильтром, осаждается на собственно сенсиллах. Это со-
гласуется с экспериментальными результатами, сообщенными Шнайде-
ром (1974), согласно которым адсорбция бомбикола всей антенной и во-
лосками, сбритыми с антенны, показала, что по крайней мере 80%
молекул диффундируют на волоски.

Теперь мы попытаемся ответить на несколько естественных вопро-
сов. Сколько молекул осаждается на сенсилле в секунду и какова эта ве-
личина по сравнению с содержанием молекул в потоке воздуха в поло-
се, ширина которой равна ширине профиля антенны? Если каждая из
17000 волосковых сенсилл настроена на бомбикол (каждая имеет одну
клетку, чувствительную к бомбиколу), то как много молекул достигнет
пор сенсиллы за секунду? Это включает в себя, конечно, учет пониже-
ния размерности диффузии, и, следовательно, нам необходимо найти
какой-то нижний предел для коэффициента поверхностной диффузии
бомбикола на волосках. Наконец, какова должна быть концентрация
бомбикола в свободном потоке, чтобы были зарегистрированы тре-
буемые 200 молекул в 1 с - приблизительно минимальное число, необхо-
димое для того, чтобы вызвать реакцию у самца тутового шелкопряда
(Шнайдер (1974))?

Рассмотрим последовательно два случая, например Ре = 0.4 и Ре =
= 10, и вычислим количество молекул, адсорбируемых сенсиллой за
1с.

Случай Ре < 1.

Используя выражение (3.61) при D = 2.5-10" 2 см2/с, а= 10" 4 см
(радиус волоска), L = 10" 2 см (длина волоска), и0 = 102 см/с и два до-
статочно осторожных значения для ь, получим

FLx 6.5-10"*с0 см3/с на сенсиллу, v = 0.5,
(3.92)

FL ш 5 • 10 4 с 0 см3/с на сенсиллу, v = 0.25.

Поскольку каждая из 17000 волосковых сенсилл настроена на регистра-
цию бомбикола, это означает, что число молекул, адсорбируемых в се-
кунду антенной на ее регистрирующих волосках, равно

n s = 17000FL,

или

ns а; 11с0 см3/с, v = 0.5J),
(3.93)

ns х 8.6с0 см3/с, v = 0.25.

11 Концентрация с0 в молекулах/см3, a ns в молекулах/с.
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Число молекул, переносимых воздухом через площадь, равную про-
филю антенны, есть пА, где

пА = v0Ac х 6с0 см3/с; (3.94)

здесь мы приняли А х 6-10"2 см2 (см. Бокх и др. (1965)) и v0 =
= 102 см/с. Значение пА следует сравнить с ns из (3.93), чтобы проверить
гипотезу, что антенна очищает всю площадь своего профиля от моле-
кул. Эта гипотеза явно реалистична, так как пА и ns получились срав-
нимыми по величине; ns даже слишком велико. Два возможных источ-
ника числовой ошибки в (3.93)-это, во-первых оценка, использованная
для v (осредненной скорости при линеаризации конвективного вклада
в дифференциальное уравнение, примененной в модели (3.53)), и, во-
вторых, значение D = 2.5-10" 2 см2/с, принятое Адамом и Дельбрюком
(1968) для коэффициента диффузии бомбикола. Хотя для Г; может быть,
по-видимому, найдена более обоснованная оценка, и так очевидно, что
описанный механизм может обеспечить весьма эффективный процесс
фильтрации воздуха антенной для чисел Пекле, близких к 0.5.

Случай Ре » 1.

Здесь мы используем формулу (3.88) для размерного потока к сен-
силле. Если мы примем для a, v0 и L те же значения, что и в случае
Ре < 1, и положим Re = 0.13, как в разд. 3.5, то при D = 10"3 см2/с и
Ре = 10 получим

FL = 0.85 • 10 ~ 4 с 0 см3/с на сенсиллу. (3.95)

В этом случае общее число ns молекул, улавливаемых за 1 с 17000 воло-
сковыми сенсиллами, настроенными на регистрацию бомбикола, дается
(сравните с (3.93)) формулой

и, « р-17000-0.85- 10"4с0 см3/с « р- 1.45с0 см3/с, (3.96)

где р-коэффициент пористости или упаковки, показывающий влияние
соседних волосков на собирательную эффективность индивидуального
волоска. При плотности упаковки, достигаемой в антенне, значение
коэффициента, близкое к 3-4, является, как обсуждалось выше, вполне
разумным. Даже значение коэффициента, равное 4, является, по-видимо-
му, заниженным. Для этого значения ns x 5.8с0 см3/с согласно (3.96), т. е.
сравнимо со значением пА, приведенным в (3.94).

Таким образом, в обеих ситуациях, т. е. для коэффициента диффузии
из диапазона 10" 2 ^ D (см2/с) ^ 10" 3, фильтрующая эффективность
всей антенны приблизительно равна единице, т. е. антенна, по существу,
очищает воздух от молекул бомбикола по всей площади своего
профиля.
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Согласно Шнайдеру (1974), самец бабочки реагирует, когда каждая
антенна адсорбирует около 200 или более молекул бомбикола в 1 с.
Этот пороговый уровень был отмечен им при концентрации
с0 « 103 молекул/см3. В экспериментах, описываемых Шнайдером (1974),
такая концентрация создавалась источником бомбикола массой
3 • 10~6 мкг. При этом значении с0 число молекул, улавливаемых в секунду
регистрирующей сенсиллой, равно 11-103 или 8.6 • 103 согласно (3.93)
и р-1.45-103 согласно (3.96). Таким образом, даже при коэффициенте
упаковки р = 1 это дает величину, надежно превышающую пороговое
значение. Довольно трудно, однако, измерить истинную концентрацию
в воздухе (хотя бабочка тутового шелкопряда делает это с замечатель-
ной точностью), и в экспериментах Бокха и др. (1965) значение с0 =
= 2 -102 молекул/см3 было гипотетическим. Но и для этого зна-
чения количество пъ улавливаемых молекул уверенно превышает по-
роговый уровень.

Что было продемонстрировано аналитически, так это то, что в до-
вольно широком диапазоне переменных параметров (а в природе это
прежде всего скорость воздуха, поскольку коэффициент диффузии
D имеет определенное значение, даже если он еще не измерен) антенны
самца бабочки тутового шелкопряда могут собирать на волосках более
чем достаточное количество молекул, чтобы вызвать реакцию, если все
они в конечном счете движутся к порам на сенсилле. Если мы не при-
знаем явления понижения размерности диффузии, считая, что регистри-
руемые молекулы-это только те, которые адсорбируются непосред-
ственно порами, то их число будет по крайней мере на четыре порядка
меньше, чем значение ns, приведенное выше в (3.93) или (3.96). Во всех
экспериментах это означало бы, что оценки для концентраций, спо-
собных вызвать реакцию у бабочек, должны быть по крайней мере на
три порядка больше! Поэтому не подлежит сомнению, что понижение
размерности в процессе диффузии (или другой столь же эффективный
процесс) абсолютно необходимо для объяснения экспериментальных
данных и наконец для выживания тутового шелкопряда Bombyx топ.
Поэтому мы должны допустить наличие какого-либо процесса улавли-
вания молекул, первоначально сталкивающихся с поверхностью волоска
вне пор. Кандидатом на этот процесс, обсуждавшимся здесь, является
поверхностная диффузия молекул по сенсилле к порам. Вопрос теперь
состоит в том, получится ли реалистичное значение для минимального
коэффициента поверхностной диффузии, при котором молекулы, адсор-
бированные на сенсилле, окажут воздействие за время, не превосходя-
щее известного времени пороговой реакции (оно немного меньше 1 с).

Воспользуемся результатами, полученными в разд. 3.3, в частности,
для двумерного случая. Здесь отношение площади мишени (поры)
к площади области диффузии, а именно сенсиллы, мало: оно равно, как
следует из разд. 3.1, приблизительно а/b ~ 75 А/2250 А = 0.03 = к. По-
этому нам достаточно приближения первого порядка для среднего
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времени диффузии, т.е. т(

0

2) в (3.23):

-
(3-97)

Воспользовавшись формулой (3.24), получим ух « 0.82. При Ъ fa 2252 А =
= 2.25 • 10~5 см среднее время диффузии будет менее 1 с, если, со-
гласно (3.97), коэффициент поверхностной диффузии

D<2> > &!_ « 7.5 • 10" 1 0 см2/с, (3.98)
у\

что, конечно, не очень ограничительно.
На основании своих экспериментов с обонятельным рецептором ба-

бочки-самца Штейнбрехт и Казанг (1972) получили нижний предел для
значения коэффициента поверхностной диффузии D ( 2 ) = 5 -10 ~ 7 см2/с,
что вполне соответствует ограничению (3.98).

В заключение отметим, что в этой главе мы продемонстрировали,
какую важную роль играют исключительная фильтрующая эффектив-
ность антенн и понижение размерности диффузионного процесса в спо-
собности самца тутового шелкопряда обнаруживать на больших рас-
стояниях очень малые концентрации бомбикола- полового аттрактанта
самки. Эти сенсорные антенные рецепторы являются замечательным
продуктом эволюции: в качестве фильтрующего механизма они факти-
чески проявляют максимальную собирательную эффективность по от-
ношению к частицам молекулярного размера в широком диапазоне су-
щественных параметров. Другое следствие анализа этой главы
и обсуждавшихся здесь результатов-это то, что возможность пониже-
ния размерности диффузии до поверхностной была убедительно проде-
монстрирована как факт, имеющий место в природе11. Существование
этого процесса, почти наверняка, не ограничивается обонятельной
связью. Различие в геометрии подобным образом функционирующих
антенн насекомых отражает, по-видимому, их оптимальную фильтрую-
щую эффективность в условиях, типичных для этих видов.
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ГЛАВА 4

БИОЛОГИЧЕСКИЕ ОСЦИЛЛЯТОРЫ I.
ОДНОРОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ВО ВРЕМЕНИ

4.1. Введение: модель Жакоба и Моно
и практические примеры

Живые биологические системы чрезвычайно сложны как на микро-
молекулярном, так и на макромолекулярном уровне. В то же время они
высоко упорядочены, компактны и фактически представляют собой за-
мечательно эффективные молекулярные машины. Такие системы яви-
лись результатом длительного эволюционного процесса, и они спо-
собны хранить невероятно эффективным образом информацию, тре-
бующуюся для воспроизведения, организации, управления и других про-
цессов жизнедеятельности клетки. Чтобы сравнить эффективность хра-
нения для биологических машин и машин, сделанных руками человека,
достаточно сравнить, например, отношение массы к количеству инфор-
мации для наиболее сложного и компактного блока ЭВМ и молекулы
информационной рибонуклеиновой кислоты (мРНК), являющейся ма-
трицей памяти для живых существ (мРНК передает информацию для
образования белка в клетке).

Большая часть молекулярной биологии направлена на исследование
биологических функций и структур и их взаимодействия в живых клет-
ках. Хотя бурное и волнующее развитие (микро) молекулярной биоло-
гии позволило ответить на многие фундаментальные вопросы, но до
сих пор не объяснены даже качественно многие важные процессы био-
логии развития, легко наблюдаемые на макромолекулярном уровне. Не-
которые последние тенденции показывают, что этот чрезмерный уклон
в (микро) молекулярную биологию осознается. Вслед за успешными ис-
следованиями в некоторых областях биологии развития и достижением
понимания некоторых явлений, имеющих первостепенное значение, ин-
терес к этой области вновь сильно возрастает. В этой и последующей
главах мы будем заниматься колебательными явлениями, их ролью
в клеточном воспроизведении, регуляции и биологии развития, а также
их математическим моделированием и анализом. В теоретической био-
логии это одна из наиболее быстро развивающихся областей. Здесь мы
дадим введение в предмет и частичный обзор некоторых полезных ма-
тематических моделей пространственно однородных колебаний во
времени. Следует подчеркнуть, что эта глава ни в коей мере не претен-
дует на исчерпывающее изложение этой весьма обширной области
исследований.

Важное общее и чрезвычайно подходящее для наших целей обсужде-
ние некоторых клеточных явлений содержится в статье Моно и Жакоба
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(1961). Она посвящена главным образом регуляторным механизмам
в клеточной физиологии и в меньшей степени важным комплексным
управляющим воздействиям, участвующим в функционировании и диф-
ференцировке 1( клеток высших организмов (например, образующих тка-
ни). Вследствие отмеченного выше увлечения микромолекулярной био-
логией эти механизмы, по-видимому, больше изучены для микроорга-
низмов. Моно и Жакоб (1961) предложили целый ряд модельных
взаимодействующих систем, которые применимы как на межклеточном,
так и на внутриклеточном уровне. Все их модели таковы, что меха-
низмы содержат средства саморегуляции или управления, которые из-
вестны у бактерий. Имеется много возможных способов повлиять на
регуляцию и управление синтезом и активностью фермента. Мы приве-
дем здесь два примера, почерпнутых из упомянутой статьи. В разд. 4.7
мы подробно обсудим другую модель управления синтезом фермента,
предложенную Гудвином (1965), а в разд. 4.8-некоторые ее модифи-
кации.

На простейшем уровне мы можем иметь две метаболические си-
стемы, взаимосвязанные таким образом, что продукт метаболизма
одной из систем является репрессором или индуктором другой2'. Мо-
дель Моно и Жакоба (1961) для такой схемы представлена на рис. 4.1.
Здесь две последовательности ферментативных реакций имеют метабо-
литы а,-Ь, с, d и А, В, С, D соответственно. Делается предположение, что
фермент-катализатор первой реакции каждого пути метаболизма инги-
бируется конечным продуктом другого пути. В этом механизме влияние
ингибирования путем перекрестной обратной связи таково, что имеется
два возможных стационарных состояния, когда тот или иной путь мета-
болизма постоянно ингибируется другим. Какое стационарное состоя-
ние в конце концов достигается, зависит от того, какой путь имеет ме-
таболическое преимущество. Можно осуществить переключение из
одного такого стационарного состояния в другое, например временно
ингибируя один из ферментов активного пути метаболизма. Какой путь
метаболизма в итоге будет доминировать, зависит от целого ряда фак-

11 Под дифференцировкой здесь понимается процесс развития специализи-
рованных морфологических форм или функций.

21 Метаболизм-совокупность всех химических реакций, происходящих
в живой клетке; метаболический путь-ряд. последовательных ферментативных
реакций, с помощью которых в клетке происходит превращение одной моле-
кулы в другую; индукторы - молекулы, вызывающие образование больших коли-
честв ферментов, участвующих в их потреблении и метаболизме, по сравнению
с количествами, которые содержатся в клетках, растущих в отсутствие индукто-
ра. Все эти определения цитируются по книге Уотсона (1978)* (раздел «Словарь
терминов»); содержащееся там точное определение репрессора (грубо говоря,
белка, подавляющего ту или иную реакцию) требует в свою очередь дополни-
тельных пояснений и здесь не приводится.— Прим. перев.
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торов, таких, как фактические ферментативные реакции на каждой ста-
дии, степень ингибирования, начальные концентрации метаболитов
и т.д.

Другие модели, предложенные Моно и Жакобом (1961), демонстри-
руют другой регуляторный механизм, а именно связанный с действием
регуляторного гена. Этот тип взаимосвязи не зависит от метаболической
активности. В некотором смысле это примеры генетической передачи
информации. Механизм такого типа должен, например, существовать

Рис. 4.1. Каждый из фер-
ментов с и Е, катализи-
рующих первые реакции,
ингибируется конечным
продуктом другого мета-

болического пути.

*""" D

в какой-либо форме при эмбриональном развитии. Такая передача ин-
формации должна иметь место на макроскопическом уровне, причем за
конечные времена. Пример такого генетического регуляторного меха-
низма представлен на рис. 4.2. Здесь синтез фермента Е каждой системы
генетически осуществляется структурным геном SG. Синтез фермента
Е] блокируется опероном1' Oj с помощью регуляторного гена RGj, ко-
торый активируется продуктом Р2 другого метаболического пути2).
Продукт Р : реакции, катализируемой Е 1 ; активирует регуляторный ген
RG2, который действует в качестве индуктора для синтеза фермента Е2.
Это в свою очередь повышает выход продукта Р 2, который ингибирует
синтез Е1. Это приводит к снижению выхода продукта P t и, следова-
тельно, Е2 и т.д. Как указывали Моно и Жакоб (1961), существует воз-
можность, что в такой сопряженной системе будут возникать колебания
во времени от одного состояния к другому.

Суть этих моделей в том, что они показывают, как биохимические
системы могут обладать свойетвом саморегуляции благодаря управле-

1( Оперон- это, вообще говоря, система примыкающих генов, один из ко-
торых (регуляторный ген) действует таким образом, что он управляет актив-
ностью других структурных генов системы.

2) См. также книгу Уотсона (1978)*; подробная классификация генов с опи-
санием их функций имеется в книге В. А. Ратнера (1975)*, краткое введение в ге-
нетические регуляторные механизмы в связи с их математическим моделирова-
нием содержится в книге Ю. М. Романовского, Н. В. Степановой и Д. С. Чернав-
ского (1975)*.- Прим. перев.
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нию типа обратной связи. Пример индукции и репрессии фермента на
рис. 4.2 показывает, что механизмы самоорганизации могут приводить
к колебательным явлениям. Джагил Дж. и Джагил И. (1971) описывают
несколько таких наблюдаемых систем с регуляторным геном и сравни-
вают экспериментальные результаты по конкретному механизму управ-
ления синтезом фермента с моделью, основанной на схеме Жакоба
и Моно; сравнение подтверждает реалистичность указанной схемы.

Очень важно здесь отметить, что такая регуляция осуществляется
внутри клетки, а не обязательно из какого-либо внешнего источника.

о, SG,

ог
SB2

Рис. 4.2. Регуляторный
механизм с участием ге-

на-регулятора.

Согласно традиционной точке зрения, развитие клетки происходит рав-
номерно до некоторого конечного стационарного состояния, определяе-
мого окружением. В настоящее время в свете экспериментальных
данных считается, что многие клеточные процессы носят колебательный
характер и присущее им ритмичное поведение обеспечивает устойчивую
основу динамической самоорганизации развития клетки; некоторые
примеры описаны в разд. 5.1. Сюда примыкают важные ранние работы
Гудвина (1963, 1965), которые мы частично обсуждаем в разд. 4.7. В них
указывается, что деление клеток, по-видимому, управляется некоторым
автономным колебательным сигналом. Мы описываем в гл. 5 неко-
торые аспекты роли колебаний в экспериментально наблюдаемом про-
цессе регенерации морской гидроидной медузы Tubularia и в жизненном
цикле миксомицетов Dyctyostelium discoideum.

Возможно; здесь следует упомянуть о существующем предположе-
нии, что такие сопряженные системы, как показанная на рис. 4.2, имеют
отношение к первичному процессу, приводящему к росту злокаче-
ственных клеток. Злокачественный рост означает, что клетки потеряли
чувствительность к процессам, управляющим увеличением числа клеток
в здоровой клеточной ткани. Сейчас, по-видимому, признано, что в ос-
нове злокачественных нарушений лежат генетические механизмы; ис-
ходное событие, ведущее к злокачественности, может быть вызвано ви-
русами, канцерогенами и целым рядом других агентов.
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Последние годы, как упоминалось выше, отмечены повышением ин-
тереса к исследованию биологических и биохимических систем, в ко-
торых появляются незатухающие колебания - временные или простран-
ственные. Отчасти это связано с тем фактом, что ферментативные
реакции, обладающие этим свойством, могут играть фундаментальную
роль в регуляторных процессах в клетке и в информации, относящейся
к расположению, например, в эмбриогенезе. Здесь, конечно, очень суще-
ственны пространственно-временные эффекты, мы обсуждаем их в гл. 5.
Это связано также с тем, что многие такие колебательные системы те-
перь обнаружены экспериментально. Некоторые из них мы обсудим ни-
же. Иногда роль колебаний не ясна; мы опишем один из таких приме-
ров. Биологические колебания охватывают широкий диапазон частот
и волновых явлений. Периоды колебаний, сопровождающих, например,
некоторые явления в нервных клетках, измеряются секундами или доля-
ми секунд, тогда как на другом конце шкалы они могут измеряться го-
дами-для генетических процессов, эпидемий и колебаний численности
некоторых биологических популяций. Между ними расположены цир-
кадные (околосуточные) ритмы, например в биологических часах чело-
века, и биохимические колебания с периодами порядка минут.

Литература по биологическим колебаниям в настоящее время весь-
ма обширна. Труды двух симпозиумов по биологическим и биохимиче-
ским осцилляторам, собранные и изданные под редакцией Чанса и др.
(1973), труды Фарадеевского симпозиума 1974 года и конференции
Европейской организации молекулярной биологии (1976) по колеба-
тельным явлениям указывают на то, насколько широк интерес к ним.
В книге Павлидиса (1974) обсуждаются явления, связанные с циркадны-
ми ритмами, и некоторые их модели. Обзорные статьи (отчасти напи-
санные на одном и том же материале) по колебательным химическим
и биохимическим реакциям опубликовали Николис и Портнов (1973),
Нойес и Филд (1974), Грей (1974) и Гольдбетер и Каплан (1976) Ч
В статье Дейна (1972) описаны некоторые конкретные реакции. В этих
обзорных статьях содержатся также перечисления многих практических
примеров колебательных явлений, которые здесь не обсуждаются, на-
пример митоз, агрегация миксомицетов, колебания в мембранах и т. д. 2 )

Одна из целей этой и следующей глав-описать некоторые основные
химические и биохимические процессы, которые представляются необ-

11 См. также обзор Гесса (1971)*.-Прим. перев.
21 К сожалению, автор не ссылается на основополагающие и широко из-

вестные работы советских авторов, среди которых особенно важное место зани-
мают два сборника «Колебательные процессы в биологических и химических си-
стемах» (1971)*, книга A.M. Жаботинского (1964)*, работы Е.Е. Селькова (см.
книгу Г. Р. Иваницкого, В. И. Кринского и Е. Е. Селькова (1978)*). Кроме того,
на русском языке с учебными целями эти вопросы представлены в монографиях
Ю. М. Романовского, Н.В.Степановой и Д. С. Чернавского (1975)*, а также
А. Б. Рубина, Н.Ф. Пытьевой и Г. Ю. Ризниченко (1977)*.- Прим. перев.
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холимыми для возникновения колебательных явлений. Биологические
колебания, вообще говоря, сильно отличаются от колебаний в физиче-
ских науках тем, что в последних существенные переменные и уравнения
или законы, которым подчиняются колебательные явления, обычно из-
вестны, однако это редко имеет место в случае колеблющихся биологи-
ческих и биохимических систем, хотя некоторые их главные черты мо-
гут быть известны. Это не означает, что в физических науках, когда
уравнения известны, их решения легко найти. Например, уравнения,
описывающие конвекцию Бенара (см., например, книгу Чандрасекхара
(1961)'^-явление возникновения периодической системы упорядо-
ченных гексагональных ячеек в тонком слое несжимаемой жидкости, на-
греваемом снизу,-известны давно, однако анализ этой проблемы весь-
ма сложен и занимает гидромехаников уже много лет.

Не существует общей теории колебательных реакций. Если бы даже
такая теория имелась, она в любом случае была бы очень сложной
и обладала ограниченной практической полезностью. Однако в резуль-
тате различных экспериментов и анализа моделей был достигнут значи-
тельный прогресс в накоплении практического опыта, что способствова-
ло лучшему пониманию предмета в целом. Ниже будут более или менее
подробно обсуждаться различные примеры, в том числе имеющие педа-
гогический характер, и в соответствующих местах будут отмечены неко-
торые общие принципы. Некоторые интересные особенности колеба-
тельных явлений охарактеризованы Франком (1975), который сравни-
вает несколько конкретных осцилляторов и делает ряд обобщающих
выводов. Более математически разработанные подходы, особенно
к управлению биохимическими путями метаболизма посредством
обратной связи, содержатся в работах Хастингса, Тайсона и Уэбстера
(1977) и Тайсона и Отмера (1977).

Широкое признание существования колебательных биологических
и биохимических реакций приходится лишь на последние 20-25 лет.
В важной, но почти не привлекшей внимания статье Лотки (1910) пред-
лагалась теоретическая реакция, которой свойственны затухающие ко-
лебания. Позднее Лотка (1920, а, Ь; см. также 1956) модифицировал
свою исходную схему реакций и предложил новую модельную систему,
которая обсуждается в разд. 4.2; в ней возникают уже незатухающие
временные колебания. Эта работа послужила отправной точкой для
большинства последующих теорий. Модель, порождающая пару диффе-
ренциальных уравнений, математически идентична экологической моде-
ли Вольтерры (1926), описывающей ситуацию хищник-жертва в Адриа-
тическом море для двух видов рыб.

Наиболее ранние экспериментальные исследования были проведены
Бреем (1921), который ссылается на первую работу Лотки (1910) по ко-
лебаниям. Он обнаружил, что при реакции между перекисью водорода

См. также книгу Г. 3. Гершуни, и Е. М. Жуховицкого (1972)*.- Прим. перев.
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и йодистым калием в разбавленной серной кислоте возникают вре-
менные колебания концентрации иода и скорости образования кислоро-
да. Дейн (1972) обсуждает эту конкретную реакцию и ряд других более
подробно.

Более свежий и зрительно впечатляющий пример, вызвавший боль-
шой интерес и поток исследований,-это реакция Белоусова-Жаботин-
ского1). Б. П. Белоусов (1959) наблюдал продолжительные временные
колебания при окислении лимонной кислоты броматом в присутствии
иона церия в качестве катализатора. Он заметил, что отношение кон-
центраций трех- и четырехвалентных ионов церия колебалось во вре-
мени. При использовании соответствующего красителя колебания про-
являются во впечатляющем изменении окраски. Один из рецептов для
визуальной демонстрации этой реакции можно найти у Уинфри (1972)
(см. также Филд (1972)); здесь катализатор-церий заменяется феррои-
ном, и окраска изменяется из оранжево-красной в голубую2>. Если рас-
положить реагенты тонким (в несколько миллиметров) слоем, то из слу-
чайных центров будут двигаться кольцевые химические волны; впервые
об этом явлении сообщили А. Н. Заикин и А. М. Жаботинский (1970).
Эти волны голубого цвета распространяются по оранжево-красному
фону; они изображены на рис. 5.1 в следующей главе, где обсуждаются
бегущие волны. Одна из причин широкого исследования этой реакции
заключается в том, что, хотя химическая кинетика сложна, она намного
проще биохимических реакций и является кандидатом на роль универ-
сального химического осциллятора. Мы подробно изучим эту реакцию
вместе с реалистической моделью временных колебаний в разд. 4.4
и 4.5, а также в связи с моделью пространственных колебаний, т.е. хи-
мических концентрационных волн, в гл. 5.

Наиболее важные колебательные реакции-это, конечно, биологиче-
ские и биохимические; они также намного сложнее химических. Мы уже
видели выше, как появляется возможность колебаний на клеточном
уровне в модели Моно и Жакоба (1961). В разд. 4.7 мы опишем и де-
тально проанализируем модель, предложенную Гудвином (1965) для

11 Реакции Белоусова-Жаботинского посвящена прежде всего монография
А. М. Жаботинского (1974)*, по-видимому, неизвестная автору. Результаты, по-
лученные при исследовании этой и родственных химических реакций, вошли
в цикл работ «Обнаружение нового класса автоволновых процессов и исследова-
ние их роли в нарушении устойчивости распределенных возбудимых систем», ав-
торы которого (Г. Р. Иваницкий, А. Н. Заикин, А. М. Жаботинский, В. И. Крин-
ский, Б. П. Белоусов (посмертно)) получили в 1980 г. Ленинскую премию
в области науки и техники. Кроме того, химические автоволновые процессы бы-
ли зарегистрированы как открытие (см. об этом в научно-популярной литерату-
ре: «Наука и жизнь», № 2 (1980), с. 62-64; «Химия и жизнь», № 11 (1980),
с. 30-33).- Прим. перев.

2) См. также заметку А. М. Жаботинского «Часы в стакане» («Химия
и жизнь», № 7 (1973), с. 42^8) и там же, № 9 (1981), с. 69.-Прим. перев.
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управления синтезом фермента, а в разд. 4.8-две ее модификации,
в одной из которых возникают колебания, а в другой-иное важное
явление. Колебания на молекулярном уровне существуют в различных
ферментативных реакциях. Одно из наиболее известных явлений такого
рода, по-видимому, наиболее широко изученное экспериментально,-это
колебательное поведение концентраций продукта и некоторых промежу-
точных веществ в цепи реакций, называемой гликолитическим путем
метаболизма. Здесь биологический смысл колебаний неясен и, конечно,
возможно, что они вообще никакой роли не играют.

Гликолиз-это физиологический процесс, заключающийся в расще-
плении глюкозы для обеспечения энергией клеточного метаболизма.
Когда параметры процесса таковы, что колебания не возникают, то слу-
жащий источником энергии конечный продукт все равно образуется. Се-
рия реакций, обеспечивающая его синтез, называется гликолитическим
путем. Колебания концентраций некоторых метаболитов, т.е. веществ,
образуемых в процессе метаболизма, регистрировались количественно.
В сущности, гликолитический путь-это серия ферментативных реакций
расщепления глюкозы с образованием АТФ (аденозинтрифосфата).
Часть энергии запасается в химических связях АТФ. Гидролиз АТФ
до АДФ (аденозиндифосфата) и фосфата обеспечивает энергией, напри-
мер, мышечное сокращение. Часть функций гликолиза заключается
в регенерации АТФ. Это очень сложный путь, но основные его свойства
могут быть промоделированы, и результаты хорошо согласуются с экс-
периментом. Экспериментально было найдено, а теперь общепризнано,
что наиболее важный фермент в этой цепи с точки зрения колеба-
тельных явлений-это фосфофруктокиназа (ФФК). Колебания с перио-
дом 2-5 мин вызваны, по-видимому, аллостерической активацией
и инактивацией ФФК продуктами ее реакции в пути метаболизма.
Имеются различные обзоры по гликолитическим колебаниям, например
Буато и Гесса (1975) *', а также в книге о биохимических и биологиче-
ских колебаниях под редакцией Чанса и др. (1973), которая в основном
посвящена этому явлению. В статье Буато, Гольдбетера и Гесса (1975)
показано, что у гликолитического осциллятора могут проявляться суб-
гармоники. Первоначальный модельный механизм, на котором осно-
ваны все последующие модели, принадлежит Е. Е. Селькову (1968). По-
следние общие результаты по метаболическим сетям были представ-
лены Рейхом и Сельковым (1974)2). Возможно, конечно, что колебания
здесь являются средством регуляции конечного продукта и промежу-
точных веществ в метаболическом пути. По этому конкретному меха-
низму есть, действительно, несколько моделей, согласующихся с экспе-
риментом. Есть надежда, что они помогут разрешить одно из

11 См. также статью Е. Е. Селькова (1971)*.- Прим. перев.
2 ) См. также книгу Г. Р. Иваницкого, В. И. Кринского и Е. Е. Селькова

(19П)*.-Прим. перев.
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биохимических противоречий, связанных с этим процессом: речь идет
об аллостерическом поведении.

В следующем разделе мы обсудим систему Лотки - Вольтерры, в ко-
торой возникают колебания. Хотя эта модель не является эксперимен-
тально реалистичной (и мы увидим, почему), тем не менее она указы-
вает на некоторые важные принципы и требования, выполнение
которых необходимо для существования реальных колебательных явле-
ний. Она является также базовой для различных модификаций модели,
находящих практическое применение. Работы Лотки и Вольтерры
являются основополагающими в развитии предмета вообще, и есте-
ственно, что на них все еще часто ссылаются в литературе.

4.2. Система Лотки — Вольтерры

Интерес Вольтерры (1926) к описываемому здесь механизму возник,
как упоминалось выше, из наблюдения экологической ситуации, связан-
ной с взаимодействием популяций. Модельные уравнения, предло-
женные им, совпадают с уравнениями Лотки (1920, а, Ь; см. также 1956)
для механизма гипотетической химической реакции

ii

А + X -> 2Х, (4.1)

X + Y - 2Y, (4.2)

Y Л В, (4.3)

где X, Y-промежуточные вещества, к р к2 и къ-константы скорости ре-
акций, а концентрации исходного реагента А и продукта В поддержи-
ваются постоянными. Эти условия постоянства А и В означают, что си-
стема (4.1)-(4.3) открыта и здесь тем самым должен происходить
обмен веществом с окружением. Мы вернемся позднее к этому важному
суждению об открытых системах. На практике, если А и В имеются
в столь больших количествах, что их уменьшение или производство
в механизме реакции (4.1)-(4.3) оказывает пренебрежимо малое влияние
на их концентрации, то, за исключением долгих времен, концентрации
А и В можно считать постоянными.

Если обозначить концентрации веществ А, В, X и Y для удобства те-
ми же буквами, то из закона действующих масс (гл. 1), примененного
к (4.1)-(4.3), следуют кинетические уравнения для X (г) и Y(t)

А V

X = — - = k,AX - k2XY= X(k^A - k2Y), (4.4)
at

Y= — = k2XY- k3Y= Y(k2X - k3), (4.5)
at
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в которых А, ку, к2 и к3-постоянные. Для решения этих уравнений нам

нужны начальные условия, которые мы примем в виде

Х(0) = Хо, У(0)=У о , (4.6)

где реалистично потребовать Хо > О, Уо > 0. Система (4.4), (4.5) имеет
два стационарных состояния, для которых X = У= 0:

Х= У = 0 ; X = ^-, У = М

к 2 ' s k2

Теперь естественно ввести следующие безразмерные переменные:

X кгХ У k2Y

(4-7)

В этих переменных система (4.4), (4.5) принимает вид

-^-= u(l - v\ ~ = av(u - 1) (4.8)
dx dx

и имеет два стационарных состояния

„ = „ = 0, и = и = 1. (4.9)

Эти точки являются особыми точками в фазовой плоскости (к, у) си-
стемы (4.8), которая в этой фазовой плоскости записывается в форме

du и (1 V)

Анализ с помощью фазовой плоскости является важным методом при
исследовании систем химических реакций, сводящихся к двум уравне-
ниям первого порядка. Такой анализ в случае большего числа измере-
ний заметно хуже разработан, хотя во многих случаях (особенно трех
измерений) он может оказаться полезным. Исчерпывающие описания
методов фазовой плоскости имеются, например, в книгах Сансоне
и Конти (1964) и Минорского (1962).

Исследуем вначале устойчивость стационарных состояний (4.9), по-
скольку это практически важно для любой модели. Особая точка в на-
чале координат плоскости (и, v) является неустойчивой седловой точкой,
поскольку вблизи точки и = v = 0 (4.10) при |м| « 1, \v\ « 1 принимает
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ВИД
dv ^

du~~

av
==>

и
vu" = const, (4.11)

т.е. вблизи начала координат в плоскости (и, v) получаются линии ги-
перболической формы (рис. 4.3). Вблизи ненулевой особой точки и —

н2 < н3

Рис. 4.3. Замкнутые траектории, отвечающие решениям системы Лотки-Воль-
терры (4.8), даваемые формулой (4.13).

= v = 1, т.е. второй точки (4.9), запишем

и = 1 + п, v = 1 + v, |п « 1, \v\ « 1,

и (4.10) с точностью до членов первого порядка по Л и Г; принимает вид

dv_

du
аи— ^ аи2 + v2 = const, (4.12)

так что и = v = 1 представляет собой центр, откуда следует, что по
крайней мере в окрестности этой точки имеются замкнутые траекто-
рии Ч Из (4.12) ясно, что это эллипсы; см. также рис. 4.3.

11 Еще не следует, так как отброшены члены более высокого порядка. Впро-
чем, если укороченная система имеет центр, а полная-фокус, то относительная
скорость затухания или возрастания колебаний стремится к нулю при прибли-
жении к особой точке,- Прим. ред.
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Уравнение (4.10) может быть, конечно, проинтегрировано точно:

аи + v - In (ifv) = H = const. (4.13)

Конкретное Н для любой данной задачи определяется начальными ус-
ловиями (4.6) в безразмерной форме с помощью (4.7). Таким образом,
единственное решение задачи (4.4)-(4.6) в безразмерной форме имеет,
согласно (4.13), (4.6), (4.7), вид

а (и - и0) + (v - v0) = In ( — ) I — I,

(4.14)

и (0) = uo = ^Xo, v (0) = v0 = - А - Уо.
k3 kiA

Для данного Я, т.е. при предписанных начальных условиях, (4.13)
описывает замкнутую траекторию в плоскости (и, v), как показано на
рис. 4.3, и, следовательно, решение системы (4.4)-(4.5) имеет колеба-
тельный характер, поскольку с течением времени решение в плоскости
(и, v) вновь пройдет через любую точку, которая была принята за исход-
ную при t = 0. Направление на орбитах задается уравнениями (4.8): для
этого просто нужно найти знак dujdx или dv/dx в любой точке. Кон-
кретные колебательные решения получаются путем численного интегри-
рования системы (4.8) для данных начальных условий и имеют ти-
пичный вид, показанный на рис. 4.4; точки поворота для v всегда
находятся при и = 1 (поскольку, как следует из (4.8), здесь dv/dx = 0)
и для и при v = 1. Отсюда следует, что концентрации двух зависимых
переменных и и у в общем случае не в фазе одна с другой; при а = 1
и (х) получается из v (т) простым сдвигом по т.

Конкретная система (4.1)-(4.3) представляет собой консервативный
механизм: это просто означает, что уравнения (4.4), (4.5) имеют констан-
ту движения Н, заданную здесь в (4.13) и определенную начальными
значениями. Из этого закона сохранения следует, что ни и, ни v не мо-
гут никогда обратиться в нуль или бесконечность для любого конечно-
го Н''. Для каждой орбиты на рис. 4.3, определяемой заданным Н, и,
таким образом, для пары компонент каждого колебательного решения
на рис. 4.4 существует период Т, т.е. и(х + пТ) = и(х) и v(x + пТ) =
= v(x) для всех целых п.

Производя осреднение по этому периоду, мы получим, согласно (4.8),

1

~т

т +

гj
т

г
1

и

du

~аЧdx'
1

~ "г

т +

гj
т

Т

(1 - f)rfx',
1

~Т

т +

гJ
т

Г
1

f

dv

~dVdx' =
a

T +

Г

J
r

(«

1 ( Это станет яснее, если первый интеграл (4.13) системы (4.8) записать в ви-
де а(и — In и) + (v — In v) = Н, т.е. af{u) + f(v) = Н, где f(s) -* оо при s = 0 и
s -> оо и min/(s) =/(l) = \-Т1рим. ред.
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т.е. т + Т + Т
^ [In и (т')]? + Г = 1 - ~ { ~[lni>( i ' ) ]? + / =~ J udx'-a.

Отсюда вытекает в силу периодичности и и v, что

| t + T j Г

J t in

4г J
(4.15)

Хотя для различных Я в (4.13), т.е. различных и0 и v0 в (4.14), период
Т различен, из (4.15) следует, что среднее по времени для всех концен-

Рис. 4.4. Колебательные решения системы Лотки-Вольтерры (4.8).

траций и и У по периоду равно стационарным значениям u = v = 1, т. е.
второму значению в (4.9), для всех орбит.

В этой модели конкретное периодическое решение зависит непосред-
ственно от начальных данных, что указывает на одно из нескольких ее
несоответствий требованиям практики. В следующем разделе мы рас-
смотрим некоторые из необходимых свойств практической модели,
описывающей колебания Ч

11 Заметим, что иногда под системой Лотки - Вольтерры понимают также
обобщение (4.8) на системы n-го порядка (и > 2). Поведение таких систем может
носить колебательный характер и без каких-либо дополнительных требова-
ний-см. работы Ю. А. Пыха (1981)* и Со (1979)*.-Прим. перев.
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4.3. Некоторые общие принципы
для реальных биологических осцилляторов

Рассмотрим для начала более детально устойчивость системы (4.4),
(4.5) в безразмерной форме (4.8). Во-первых, заметим, что, когда мы воз-
мутили стационарное состояние и = v = 0 в (4.8), линейный анализ
устойчивости привел к (4.11), откуда следует, что начало координат не-
устойчиво (см. также рис. 4.3). Линейный анализ не всегда позволяет по-
лучить полную картину устойчивости, если задача существенно нели-
нейна; конкретные примеры этого будут показаны ниже. Однако
в системе Лотки - Вольтерры полный нелинейный механизм неустойчив
по своей сути в том смысле, что любое малое возмущение и или v пере-
водит систему на другую орбиту с иной частотой11. Это особенно за-
метно для орбит, проходящих вблизи начала координат, поскольку
здесь малое возмущение приводит к тому, что орбита возмущенного
решения далеко отходит от исходной невозмущенной орбиты вдали от
начала координат, как ясно из рис. 4.3. В системе (4.4), (4.5) (или (4.8)) нет
механизма, который может вызвать затухание любого возмущения и,
следовательно, привести решение на некоторую фиксированную орбиту;
другими словами, нет стабилизирующей силы какого-либо рода. Поэто-
му с практической точки зрения система, порождающая уравнения (4.4),
(4.5), как возможная модель реальных колебательных явлений в биохи-
мии должна быть отвергнута. Для получения воспроизводимых биоло-
гических и биохимических колебаний должен существовать некоторый
стабилизирующий механизм, возвращающий систему на устойчивую за-
мкнутую орбиту. Такое требование носит общий характер и не ограни-
чивается системами с двумя компонентами. Это есть физическая форму-
лировка условия, состоящего в том, что модельные уравнения системы
реакций для описания колебательного явления должны иметь по край-
ней мере одно не равное константе решение типа устойчивого предель-
ного цикла в смысле Пуанкаре (1892-1899). Предельный цикл-это про-
сто замкнутая орбита, такая, что в ее достаточно узкой окрестности
нет никакой другой замкнутой орбиты. Тривиальный пример: в по-
лярных координатах г, 9 уравнения

имеют решение типа устойчивого предельного цикла г = 1, 8 = 9 0 + t,
где 90-константа, в то время как уравнения

dr . dQ

" Для (Xs, У5) это называется отсутствием асимптотической устойчивости
(см. определение (i) на стр. 141). Малое возмущение мало меняет частоту, но дли-
тельное малое возмущение может сильно изменить и орбиту, и частоту,- Прим.
ред.
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дают неустойчивый предельный цикл г = 1, 9 = 90 + f. Предельные
циклы подробно обсуждаются в упомянутых выше книгах. Таким обра-
зом, важным моментом является здесь то, что наблюдаемые воспрои-
зводимые биологические колебания должны представлять собой устой-
чивые предельные циклы. Мы еще вернемся к этому в дальнейшем.

Уточним теперь наше определение устойчивости в общем случае
и рассмотрим это понятие для общей системы кинетических уравнений,
которая может быть записана в форме

—J- = / i(x1, х2 х„), i = 1, 2, ..., п,

или (4.16)

где х(t)-вектор концентраций реагентов в рассматриваемой системе.
Такие системы уравнений, причем не только относящиеся к классу авто-
номных (т.е. таких, что t не входит явно в f(x), как в (4.16), обсуждаются
с достаточной степенью общности во многих книгах, например в моно-
графии А.А.Андронова и др. (1959). Классические работы по нели-
нейным уравнениям этого класса-это по-прежнему работы Пуанкаре
(1892-1899).

Есть два главных аспекта устойчивости, которые нас интересуют.
Рассмотрим вначале более строгий из них:

(i) Если х0 (t) (т < t < со)- решение системы (4.16), то мы говорим,
что х0 (t) устойчиво, если для любого 8 > 0 и t0 > x существует такое
8(е, г0) > 0, что если x^t)-любое другое решение системы (4.16),
удовлетворяющее

j|xi (fo) - хо(£о) || < 5(е), то |xj (t) - хо(0 | < е для всех t > t0.

(4.17)

Такая устойчивость иногда называется устойчивостью по Ляпунову. Ес-
ли, кроме (4.17), решение x(t) -> xo(t), когда t -> оо, то мы говорим,
что решение хо(г) асимптотически устойчиво. Устойчивость таких си-
стем обсуждается в упомянутых выше книгах, а также в монографии
Чезари (1959) Ч

(ii) Если совокупность всех траекторий x(t) системы (4.16) сохраняет
в том или ином смысле структурное подобие, когда правые части этой
системы подвергаются достаточно малым возмущениям, то мы гово-
рим, что система (4.16) в рассматриваемом смысле структурно устой-

1 ( См. также книгу Е. А. Барбашина (1967)*.-Прим. ред.
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чива. При этом траекторией или орбитой системы (4.16) называется ли-
ния, которую описывает точка х = x(f) в фазовом пространстве х, где
х (t)-какое-либо решение этой системы. Можно говорить о структурной
устойчивости системы (4.16) и в какой-либо интересующей нас области
фазового пространства х. Требование структурной устойчивости мате-
матической модели реального процесса представляется естественным
в связи с тем, что правые части системы (4.16) не могут быть известны
совершенно точно, а общий характер процессов, описываемых данной
системой, не должен зависеть от этой неточности.

Рис. 4.5. Пример решения типа предельного цикла.

Возвращаясь к системе Лотки - Вольтерры (4.4), (4.5) и соответствую-
щему рис. 4.3, мы видим, что малое изменение правых частей (происхо-
дящее, например, из-за неучтенных в (4.1)-(4.3) малых взаимодействий)
может превратить замкнутые траектории в спирали и тем самым каче-
ственно изменить общую картину. Поэтому данная система не является
структурно устойчивой. Все консервативные системы структурно не-
устойчивы.

С точки зрения устойчивости предельный цикл автономной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений-это траектория, отвечаю-
щая периодическому решению, не принадлежащая непрерывному семей-
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ству замкнутых траекторий и обычно обладающая структурно устойчи-
вой окрестностью. Типичный устойчивый предельный цикл в двумерной
фазовой плоскости показан на рис. 4.5. Предельный цикл может быть
и неустойчивым: пример этого содержится в приложении 4, где доказа-
на важная теорема существования предельных циклов; другой, три-
виальный пример был указан на с. 140.

Во многих задачах, сводящихся к системе дифференциальных урав-
нений, например (4.16), система сохраняет структуру для некоторого
диапазона какого-либо параметра X, но в момент перехода X через не-
которое критическое значение Хс ее структура меняется. Это значение Хс

называется точкой бифуркации системы. Может быть несколько пара-
метров X, между которыми имеются критические бифуркационные соот-
ношения, а также несколько значений Хс для одного параметра, когда,
например, предельный цикл переходит из устойчивого состояния в не-
устойчивое и обратно. В разд. 4.5 и 4.6, где мы обсуждаем реакцию Бе-
лоусова-Жаботинского, мы увидим практический пример бифуркации
и ее важности. Простая иллюстрация приведена в разд. 4.4 и вновь
в разд. 4.8 и 4.9. Понятие бифуркации решений широко используется,
например, в нелинейной теории гидродинамической устойчивости.

Для двумерных систем имеется хорошо разработанная теория, и ме-
тод фазовой плоскости является основным орудием получения аналити-
ческих результатов; см. упоминавшиеся выше книги. Однако в случае
большего числа измерений (это означает, что в изучаемой системе реак-
ций участвуют по крайней мере три промежуточных вещества, а в био-
логии это, как правило, именно так) математическая задача сложна,
и часто каждый случай должен быть исследован отдельно. Фазовый
анализ для трех или более измерений намного труднее и обычно может
быть использован только в некоторых конкретных случаях. Иногда си-
стемы более высокой размерности могут быть сведены к двумерным
с достаточным практическим обоснованием; так, реакция Белоусова —
Жаботинского, обсуждаемая нами в разд. 4.5, представляет собой при-
мер с тремя промежуточными реагентами, однако при определенных ус-
ловиях этот случай сводится к двумерному. В разд. 4.9 рассмотрен
другой пример.

Здесь мы хотим сделать несколько общих замечаний о требованиях,
необходимых для того, чтобы реалистическая модельная система пред-
ставляла биологический осциллятор, или, выражаясь конкретнее, реак-
цию, при которой возникают незатухающие колебания.

(i) Система должна быть структурно устойчива. Это автоматически
исключает консервативные системы. Структурно устойчивые системы
допускают траектории типа устойчивого предельного цикла, которые
являются аналитическим признаком устойчивых и воспроизводимых
колебаний.

(ii) Для наличия колебаний модельный механизм реакции должен
быть открытым. В случае системы (4.1)-(4.3), если бы система была за-
мкнутой, т. е. имелось бы лишь ограниченное количество реагента А, то
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в конце концов оно бы истощилось и, следовательно, согласно (4.4), (4.5),
конечным стационарным состоянием было бы X = У = А = О, В # 0.
Это, конечно, ясно и из (4.1)-(4.3), так как после сложения всех реакций
получаем просто А —> В. Хотя это требование открытости интуитивно
очевидно, оно может быть получено из стандартных термодинамиче-
ских рассуждений (см., например, Нойес и Филд (1974)). Это не означает,
что мы должны теперь включать во все модели термодинамические ас-
пекты. Практически для всех моделей об этом нет необходимости даже
упоминать. Хотя в основе модели (как и большинства реальных ситуа-
ций) лежат термодинамические факты, они не фигурируют ни в форму-
лировке биологической модели, ни в математическом анализе, ни в био-
логической интерпретации или понимании результатов Ч Нойес (1976)
специально обсуждает применимость замкнутых систем к колеба-
тельным механизмам с двумя и тремя переменными.

(iii) В механизме должна быть по крайней мере одна обратная связь
или автокаталитическая реакция. В (4.1), (4.2) X и Y соответственно
являются продуктами автокаталитических реакций. Лучше представлять
себе колебательные процессы как механизмы обратной связи. Напри-
мер, то, что в (4.1) X активирует свое собственное производство, являет-
ся своего рода обратной связью. Сопряженная модельная система Мо-
но и Жакоба (1961), изображенная на рис. 4.2, служит более очевидным
примером управления с помощью обратной связи. С этой точки зрения
наше утверждение фактически означает, что должна существовать замк-
нутая цепь реакций, вдоль которой может проходить информация акти-
вирования или ингибирования. Если S l5 S2, ..., Sn-реагенты в общей по-
следовательности реакций, то мы имеем, например, одно из следующих
управлений типа обратной связи, предложенных Дейном (1972):

активирование активирование

-> Si -> S
2
 - > . . . - > S

n
 -> -> Si *± S

2
 ?± ... <=• S

n
 ->

ингибирование ингибирование

r ]
 !

-
 S l

 - S
2
 - > . . . - S

B
 - -» Si *± S

2
 * ... *± S. -

" Здесь автор вступает в полемику с брюссельской школой Пригожина, ко-
торая много и успешно занимается возникновением колебаний и упорядоченных
пространственных структур в химических и биологических явлениях в рамках
термодинамики необратимых процессов. В этих работах, хорошо известных со-
ветскому читателю, применяется разнообразный математический аппарат, в том
числе теория ветвления решений нелинейных уравнений (см. книгу Николиса
и Пригожина (1979)*, а также приведенные там ссылки на более ранние работы).
В то же время автор, которому эти работы, несомненно, известны, ссылается на
них скупо. Такая точка зрения автора представляется спорной-заметим, что уже
после выхода в свет книги Марри Пригожий получил за эти работы Нобелев-
скую премию по химии.- Прим. перев.
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В последних двух механизмах необходима обратимость, чтобы про-
являлась обратная связь. Будут ли в таких системах колебания, решаю-
щим образом зависит, как мы увидим, от фактического типа реакции
в последовательности.

Вообще говоря, автокатализ распространен в химических колеба-
ниях, но редко встречается в биологии. Таким образом, непременное ус-
ловие колебательного поведения в биологии-наличие какой-либо
обратной связи. Значительные усилия были направлены на создание
теоретических моделей метаболических систем управления с обратной
связью; см., например, работы Гудвина (1963, 1965), Гриффита (1968),
Уолтера (1972) и в последнее время Раппа (1975, а, Ь), Хастингса и др.
(1977) и Тайсона и Отмера (1977), а также приведенные в них ссылки ".

(iv) Если механизм реакции может быть представлен двумя обыкно-
венными дифференциальными уравнениями первого порядка, то, как
упоминалось выше, можно использовать хорошо разработанный метод
фазовой плоскости. Даже если реалистическая модель требует трех или
более промежуточных реагентов, как это обычно имеет место, она часто
может быть аппроксимирована двумерной системой; в разд. 4.5 и 4.9
имеются соответствующие практические примеры. Чтобы модельная
система была в состоянии отражать реальный колебательный процесс,
она должна иметь решение в виде устойчивого предельного цикла. Дву-
мерные кинетические уравнения для концентрации х и у в автономной
ситуации имеют следующий общий вид:

x=f(x.y), y = g(x,y). (4.18)

Хотя уравнения (4.4), (4.5) относятся к типу (4.18), они не имеют решения
в виде предельного цикла. Читатель может обратиться к упомянутым
выше книгам Сансоне и Конти (1964) и Минорского (1962). Здесь мы
просто приведем некоторые основные результаты (большинство из них
принадлежат Пуанкаре), имеющие отношение к биологическим колеба-
ниям, т.е. основные свойства, которыми должна обладать система (4.18)
для наличия у нее предельного цикла; любую модель легко проверить
на эти свойства.

(а) Система должна иметь по крайней мере одну физически реали-
стичную (т.е. с положительными концентрациями) особую точку, окру-
женную замкнутой периодической траекторией.

(б) Если траектория окружает только одну особую точку, то эта точ-
ка не может быть седловой; это означает, что якобиан в этой точке
положителен:

J = ~ ~ = tey - f>g* > о. (4.i9)
8 {х, у)

" См. также Сингх (1977)*, Гласе и Пастернак (1978)* и Ю. М. Романов-
ский, Н.В.Степанова и Д. С. Чернавский (1975)*.- Прим. перев.



146 Гл. 4. Биологические осцилляторы I. Однородные колебания

(в) Если траектория окружает несколько особых точек, то среди них
общее число фокусов, узлов и центров должно превышать на единицу
число седловых точек.

(г) Отрицательный критерий Бендиксона (см., например, Сансоне
и Конти (1964) или Минорский (1962)) утверждает, что если величина

V-(f.9)=f* + (ly (4-20)

не меняет знака в некой односвязной области фазовой плоскости (на-
пример, для всех х > 0, у > 0), то в этой области не может быть ни од-
ного предельного цикла. Отсюда немедленно следует, что кинетика реак-
ций для возникновения колебаний должна быть нелинейна, поскольку ди-
вергенция линейной формы равна просто постоянной. В ситуации, когда
существует предельный цикл, этот отрицательный критерий дает неко-
торую информацию о поведении периодического решения и его значе-
ниях. Это связано с тем, что предельный цикл должен в фазовой пло-
скости (х, у) пересекать кривую, заданную уравнением V • (/", д) = 0, так
как в противном случае величина V-(/", g) не будет менять знака.

(д) Если траектория системы (4.18) всегда остается внутри конечной
области фазовой плоскости для всех ( -» да и не приближается к ка-
кой-либо особой точке, то эта траектория является предельным циклом
или стремится к нему при t -* со. Это теорема Пуанкаре-Бендиксона.
Если В-простая замкнутая линия в фазовой плоскости с единичной
внешней нормалью п, то условие того, что траектория, начавшаяся вну-
три В, всегда там останется, имеет вид

г п = (х, у)-п < 0 для (х, у)еВ, (4.21)

поскольку это означает, что для всех точек В скорость г направлена
внутрь области, окруженной В. Обычно такую линию В строят непос-
редственно, однако зачастую для этого требуется большая изобрета-
тельность. Глобальная устойчивость ' ' является, конечно, необходимым
условием для устойчивого предельного цикла и в пространствах более
высокого числа измерений.

В качестве примера применения этой теоремы укажем, что если вну-
три линии В имеется только одна и притом неустойчивая особая точка,
а линия В удовлетворяет условию (4.21), то внутри В должен быть
устойчивый предельный цикл; эта ситуация иллюстрируется рис. 4.6.

С помощью условий (а)-(д) и реалистических биологических ограни-
чений можно непосредственно доказать, что для двумерной системы ре-
акций, содержащей только бимолекулярные реакции, предельных ци-
клов не существует; этот интересный результат был получен Хануссе
(1972).

11 Здесь и далее «глобальная устойчивость» понимается как вхождение
траекторий в конечную область. В математической литературе этот термин
имеет другой смысл (устойчивость в целом).- Прим. ред.
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(е) Пусть система двух уравнений первого порядка (4.18) может быть
записана в форме уравнения Льенара

x + cp(x)i + i|/(x) = 0, (4.22)

где функции ф(х) и \|/(х) удовлетворяют следующим условиям:

ф(х) четная, v|/(x) нечетная, x\J/(x) > 0 для всех х # О и ф(0) < 0;

Замкнутая пиния, на которой
' 0

Неустойчивый
''фокус

Л .

'дельный
цикл

Рис. 4.6. Пример граничной кривой Пуанкаре-Бендиксона, охватывающей
предельный цикл.

Ф (х) и \|/ (х) непрерывны и \|( (х) на каждом конечном интервале удов-
летворяет условию Липшица1';

X

Ф (х) = J ф (х') dx' -> ±оо при х -» + оо;
о

функция Ф (х) имеет единственный положительный нуль х = а и для
х ^ а она монотонно возрастает.

Тогда (4.22) имеет единственное устойчивое периодическое решение. Бы-
ли получены некоторые полезные обобщения этого результата, напри-
мер для ф (х, х); их можно найти вместе с результатами Льенара в кни-
гах Минорского (1962) и Чезари (1959).

Проверяя, приводится ли данная биологическая система реакций
к уравнению Льенара, обычно сначала для удобства преобразовывают

11 Функция/(х) удовлетворяет в некоторой области условию Липшица, если
существует такая постоянная к > 0, что для любых х1 и х2 в этой области будет
\f(xi)-f(.x2)\ < к\х, -
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зависимые переменные таким образом, чтобы соответствующая точка
равновесия совпала с началом координат фазовой плоскости.

(v) Для случая, когда система дифференциальных уравнений (4.16)
имеет размерность больше двух, теория периодических решений, как
уже упоминалось, разработана хуже. Один очень важный результат,
обладающий действительной практической ценностью, это бифурка-
ционная теорема Хопфа (1942), доказанная в приложении 4. В силу этой
теоремы, если точка бифуркации Хс системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений такова, что при переходе от X < Хс к X > Хс точка
равновесия из устойчивого фокуса превращается в неустойчивый, т.е.
возникает неустойчивость с возрастающими колебаниями, то при неко-
торых предположениях существует периодическое решение в виде пре-
дельного цикла, по крайней мере для X (> Хс) в окрестности Хс. Кроме
того, эта теорема указывает период предельного цикла для малых X —
— Хс. В приложении 4 приведено несколько иллюстративных примеров

ее использования; мы применим ее также в следующем разделе.
(vi) Если f(x) в системе уравнений (4.16) таково, что dfjdxj = dfj/dxt

для любых U j = 1, 2, ..., п, то можно построить скалярный потенциал
F(x) для f(x), т.е.

f(x) = VxF(x). (4.23)

При этом (4.16) может быть записано в форме

^ (4.24)

которая называется градиентной системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Градиентная система не может иметь решений
типа предельного цикла. Чтобы доказать это, воспользуемся следующи-
ми энергетическими соображениями.

Предположим, что x(f)-периодическое решение с периодом Т. Ум-
ножим (4.24) скалярно на dx/dt и проинтегрируем обе части по времени
за период Т:

1 + Т I + Т

dx\2 С dx

)d' J W'

x(t)

= F(x(t + T))-F(x(f)) = 0,

поскольку x(f) = x(t + T). Так как {dx/dt)2 > 0, то из уравнения (4.25)
следует, что dx/dt = 0, а это противоречит предположению, что х(t)-пе-
риодическое (не постоянное) решение.
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Теорема Пуанкаре - Бендиксона, результаты по уравнению Льенара,
проверка на градиентность системы и теорема бифуркации Хопфа
являются мощными средствами исследования и нахождения предельных
циклов. В двумерном случае они дополняют друг друга, так как теоре-
ма Пуанкаре - Бендиксона дает информацию о расположении предель-
ного цикла, его существовании и единственности, сюда же примыкают
результаты по уравнению Льенара и его модификациям, в то время как
бифуркационная теорема дает информацию о существовании и периоде
предельных циклов в окрестности точки бифуркации. Следует при этом
отметить одно важное достоинство бифуркационной теоремы - она при-
менима также к системам с числом измерений больше двух и, следова-
тельно, может быть использована для систем реакций с более чем дву-
мя промежуточными реагентами. Это замечание распространяется так-
же на градиентные системы, определенные в пункте (vi).

Тематика теории колебательных решений систем обыкновенных
дифференциальных уравнений весьма обширна. Мы лишь кратко затро-
нули ее здесь и в приложении 4, чтобы указать некоторые основные для
наших целей требования, которые должны выполняться при моделиро-
вании реальных биологических колебаний. В конце разд. 4.7 приведем
важный общий результат по существованию периодических решений
у одного класса механизмов обратной связи для п видов. Теперь, после то-
го как мы установили некоторые элементарные общие принципы, мы по-
святим остаток этой главы в основном конкретным механизмам реакций,
проявляющих в какой-либо форме колебательное поведение, и их де-
тальному анализу.

4.4. Простая гипотетическая модельная химическая реакция,
имеющая предельный цикл

Гипотетическая модельная реакция только с двумя промежуточными
веществами, имеющая периодические решения, была предложена При-
гожиным и Лефевром (1968). Однако эта система содержит нереали-
стичные реакции третьего порядка, как, конечно, и должно быть вслед-
ствие результата Хануссе (1972). В связи с относительной простотой
этой системы она активно использовалась в педагогических целях, и за
последние годы ей было посвящено много статей математического ха-
рактера. Тайсон и Кауфман (1975) пытались использовать эту модель
в приложениях Ч Существование предельного цикла объясняется здесь
наличием автокаталитической стадии; как упоминалось ранее, это
является редкостью в биологии, где преобладают активирование или

11 В честь брюссельской школы Пригожина эту модель называют «брюссе-
лятором». О «брюсселяторе» см. также статью Тайсона (1973)*, книгу Николиса
и Пригожина (1979)*, обзор В. Г. Бабского, Г. С. Маркмана и А. Л. Уринцева
(1981)* и приведенные там ссылки,- Прим. перев.
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ингибирование типа обратной связи, и две такие модели обсуждаются
ниже в разд. 4.7-4.9.

В этом разделе из педагогических соображений мы рассмотрим эту
гипотетическую модельную систему реакций в безразмерной форме
с упором на временные колебания, поскольку это позволяет проиллю-
стрировать некоторые из перечисленных выше общих принципов. Здесь
мы покажем существование предельных циклов иначе, чем сделали ука-
занные выше авторы; мы используем теорему о бифуркации, доказан-
ную и проиллюстрированную в приложении 4.

Рассматривается система реакций

(4.26)

(4.27)

(4.28)

X ^± Е, (4.29)

где все константы скорости /с,- предполагаются постоянными; реакция
(4.28) является тримолекулярной. Концентрации А, В, D и Е поддержи-
ваются на постоянном уровне, так что система открыта, и промежу-
точными реагентами являются только X и Y.

Хотя эта схема реакций гипотетическая и не соответствует какой-ли-
бо известной химической системе, это один из простейших механизмов
с двумя промежуточными реагентами, обладающий некоторыми харак-
теристиками, свойственными реальным биохимическим осцилляторам.
В качестве модели реального биологического осциллятора эта система
обладает некоторыми серьезными недостатками, отчасти указанными
выше; еще один важный недостаток связан с предположением, что кон-
центрации реагентов «пула» А и В в (4.26) и (4.27) постоянны; мы обсу-
дим это ниже. В статье Грея (1974) вопрос о постоянстве химикалиев
пула рассматривается более полно. Он указывает также, насколько важ-
ной может быть роль температуры при возбуждении колебаний в ре-
альной ситуации. Грей и Аароне (1975)1) обсуждают как общую пробле-
му химикалиев пула, так и некоторые конкретные примеры. Один из ин-
тересных результатов состоит в том, что система Лотки - Вольтерры
(4.1)-(4.3) может иметь предельный цикл, если к ней добавить уравнение
для реагента А, входящего в (4.1), которое соответствует постоянному

11 См. также Аароне и Грей (197'5)*.-Прим. перев.
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потоку. В разд. 4.9 мы увидим, что привлечение членов, связанных с по-
током, во многих отношениях более практично, чем требование по-
стоянства концентраций химикалиев пула.

Рассмотрим систему (4.26)-(4.29) в ситуации, когда все константы
скорости обратных реакций к..х, /с_2, /с„3

 и ^_ 4 равны нулю, и система
дифференциальных уравнений для X (f) и У (г) на основании закона дей-
ствующих масс имеет вид

X = к,А - к2ВХ + къУХ2 - кАХ, (4.30)

У = к2ВХ - k3YX2. (4.31)

Когда обратные реакции отсутствуют или ими можно пренебречь, D
и £ из (4.27) и (4.29) не входят в уравнения. В безразмерных переменных,
определенных формулами

кхА к^А
(4.32)

к3 {кгА)2 к2В

(4.30) и (4.31) принимают вид

и' = — = 1 - (Ь + 1)м + au2v, (4.33)

v' = — = bu — au2v. (4.34)
dx

Эти уравнения мы теперь и проанализируем.
Особые точки в плоскости (и, v)-это точки равновесия для системы

(4.33), (4.34), заданные соотношениями

v = 01 и = и = 1
( ' )

и' = 0

t/

s> 1

= 0
- ( Ы
^ Ьи

- \)и

-аи
+

2v

au2v =

= 0 Г
и =

V =

"о = J

ь
а

Таким образом, в квадранте и > 0, v > 0 имеется единственная точка
равновесия. Мы должны теперь исследовать ее устойчивость или, что
в сущности то же самое, определить тип особой точки (м0, v0) в фазовой
плоскости. Здесь будет проанализирована именно устойчивость, по-
скольку это более важно практически.

Как и в разд. 4.2, исследуем устойчивость по линейному приближе-
нию с помощью замены

и = и0 + х(х), v = v0 + у(х), х « 1, у\ « 1. (4.36)
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Подставляя эти выражения в (4.33) и (4.34) и пренебрегая членами более
высокого порядка с ху, х2у и х2, получим в матричных обозначениях

(4.37)
_ 2auovo - Ь - \ ащ \ _ / b - 1 а \

b — 2auov0 —au\) \ —b ~aJ

где мы воспользовались выражениями (4.35) для и0 и v0. Задача
(4.37) имеет решение вида (см., например, книгу Коддингтона и Левин-
сона (1955))

г(т) = Re*"'1 + Se'"-\ (4.38)

где R и S-постоянные (векторы) интегрирования, a Xlt Х2-собственные
значения матрицы М, т.е. корни уравнения

X2 - (SpM)X + Д = 0 ЕЗ> М = i-SpM ± — [(SpM)2 - 4Д]1/2.
л2 J 2 2

(4.39)

Здесь на основании (4.37)

SpM = Ь - а - 1,
(4.40)

= | м | = ь - * й

— о — а
Если хотя бы одно из собственных значений Хх или Х2 имеет положи-
тельную действительную часть, точка равновесия неустойчива, так как
г(т) при т -» оо будет неограниченно возрастать. Из (4.39) мы видим,
что в общем случае, если выполняется хотя бы одно из неравенств

SpM > 0 или Д < 0, (4.41)

то (м0, v0) - неустойчивая точка равновесия. Но из (4.40) следует, что Д =
= а > 0, так что условие неустойчивости имеет вид

SpM = Ъ - а - 1 > 0, т.е. Ь > Ьс = 1 + а, (4.42)

где Ьс для данного а определяется формулой (4.42). Для данного а при
увеличении b точка равновесия устойчива до тех пор, пока b не достиг-
нет бифуркационного значения Ьс, после которого она становится
неустойчивой.

Для любого заданного а имеется диапазон значений b > bc в окрест-
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ности Ьс, такой, что

(SpM) 2 -4A = (b-a- I)2 - 4 a < 0 , (4.43)

поэтому точка равновесия не только неустойчива, она неустойчива по
способу возрастания колебаний, поскольку Xt и Х2-комплексные числа
с положительными действительными частями. В точке бифуркации

Ъ = Ьс, XltX2 = + *А1/2 = ±i]/a; (4.44)

решения уравнения (4.39) в этом случае задаются формулой (4.44)
и являются чисто мнимыми. Поэтому мы можем немедленно приме-
нить теорему Хопфа о бифуркации (см. приложение 4) и утверждать, что
для значений Ь > Ьс в окрестности бифуркационного значения Ьс, задан-
ного формулой (4.42), существует решение вида предельного цикла".
Для значений Ь, близких к Ьс, период То дается приближенной формулой
(см. приложение 4)

То х 2я/1/Д = Inly a, b> I + а. (4.45)

Из последнего уравнения с помощью (4.32) его можно выразить через
константы скорости в размерном времени:

То 2я / к\ \1/2 2л
период = — и —

Лефевр и Николис (1971) провели численный анализ для схемы реакций
(4.26)-(4.29), когда она представлена уравнениями (4.30), (4.31), т.е. когда
А, В, D и Е постоянны, и получили решение вида предельного цикла для
значений а и Ь, удовлетворяющих условию b = bc = 1 + а.

Рассмотрим теперь подробнее предположение, что А и В в (4.26),
(4.27) поддерживаются постоянными. С точки зрения колебаний в прак-
тической ситуации (например, в реакции Белоусова-Жаботинского, об-
суждаемой в следующих двух разделах) подразумевается, что А и
В имеются в достаточно больших количествах по сравнению с X и Y
и что их концентрации не меняются существенно за период колебаний.

Допустим теперь изменение А и В, т.е. добавим к (4.30), (4.31) два

11 Строго говоря, приведенное рассуждение недостаточно, так как при пере-
ходе от устойчивого фокуса к неустойчивому может либо исчезнуть неустой-
чивый предельный цикл, либо появиться устойчивый. Более подробное рассу-
ждение, применяющее построение типа рис. 4.6, показывает, что здесь имеет
место второй случай.- Прим. ред.
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уравнения для А и В как функций времени:

В = - к2ВХ, (4.46)

Y — L Л lr RY о. i- VY2 Ъ Y

V — t ВУ b YY2

1 — к^ол — /с̂  / л .

Пусть Ао, Во, Хо и Уо обозначают начальные концентрации реагентов
А, В, X и Y. Введем следующие естественные безразмерные переменные:

л0 а0 л 0

(4.47)

1 о ло
Разумно предположить, что е « 1, и (только для удобства) выбрать
Ао = Во, Хо = Yo. Система (4.46) принимает вид

da /cj db zk2A0

dx kA dx kA

= ——a 2—^-bx H ^—°-yx2 — x, (4.48)
dx е к 4 /с4 fe4

dy k2A0 8 k3A0— = bx yx .
dx кл kA

В пределе s -* 0 (4.48) сводится к системе (4.30), (4.31) в безразмерных
переменных (4.47), если только

к А2

К^п - • - - - -•• (4.49)

При таких порядках величин получаем da/dx = db/dx = О (г) и, пока пе-
риод колебаний имеет порядок 0(1), величины а и Ь, т.е. А и В, можно
считать постоянными, как и требовалось. В этом случае необходимое
условие для существования предельного цикла задается неравенством
(4.42); выраженное через константы kt и А, оно имеет вид

к к2А2

к2А >кА + Щ^~. (4.50)
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Если мы воспользуемся оценками (4.49), заменив порядки на знаки ра-
венств, и положим А = Ао, то условие (4.50) превращается в неравен-
ство 1 > 2. Конечно, (4.49)-это соотношения порядка, поэтому все-таки
возможно, что константы скорости могут удовлетворять критерию не-
устойчивости (4.50), но даже в этом случае придется ввести сильные
ограничения, состоящие в том, что если k1 и к2 не велики (в противном
случае An В будут быстро уменьшаться), то къ и к4 должны быть очень
велики, поскольку е « 1. Это кажется неправдоподобным химически1'.

Если в уравнения для А и В включить члены типа потоков, то, как
показали Грей (1974) и Грей и Аароне (1975), необходимые условия для
существования предельного цикла в этой тримолекулярной модельной
системе с двумя промежуточными реагентами (4.30), (4.31) все еще край-
не маловероятны для любой практической ситуации.

Этот гипотетический механизм реакций (4.26)-(4.29) частично иллю-
стрирует характер анализа двумерных моделей на наличие временных
колебаний типа предельного цикла. Механизм «обратной связи» пред-
ставляет собой здесь автокаталитическую стадию в реакции (4.28). Реак-
ция, конечно, нелинейна. Однако в реальных биологических и биохими-
ческих колебательных реакциях система, подлежащая анализу, или
намного сложнее, если она включает только два промежуточных ре-
агента (поскольку она аппроксимирует систему более высокого порядка,
как в примерах разд. 4.9), или, что более правдоподобно, она включает
в себя по крайней мере три промежуточных реагента, как в анализируе-
мой в следующих двух разделах модели важной колебательной химиче-
ской реакции Белоусова-Жаботинского.

Моделирование реальных биологических осцилляторов-трудная за-
дача. Если мы хотим, чтобы модель поддавалась математическому ис-
следованию и в то же время была биологически актуальна, нужно тща-
тельно следить за аппроксимациями биохимических процессов и за
сделанными предположениями. Обычно (но, конечно, не всегда) более
полезно для биологии изучать модели реальных осцилляторов, когда
их можно построить, чем тратить чрезмерно большие усилия на гипо-
тетические системы, как бы интересны они ни были математически.

4.5. Реакция Белоусова-Жаботинского
и ее модельный механизм

Реакция Белоусова-Жаботинского, кратко описанная выше
в разд. 4.1, по-видимому, является наиболее детально изученной за по-
следние годы колебательной реакцией. Ее важность объясняется тем,

11 Это рассуждение непонятно. Например, соотношения (4.49) и (4.50) выпол-
нены при е = 10 ~ 2, если положить к1 = к2 = 10 ~ 2, к3 — 0,1, кА = 1, А = 250.
Может быть, дело не в том, что fc3 и к4 велики, а в том, что трудно удовлетво-
рить всем условиям, т.е. попасть в нужную область.-Прим. ред.



156 Гл. 4. Биологические осцилляторы I. Однородные колебания

что, несмотря на свою химическую сложность, она все еще очень проста
по сравнению с биологическими осцилляторами. Было предпринято не-
мало попыток сформулировать ее детальный химический механизм, на-
чиная с Б. П. Белоусова (1959), который фактически первым сообщил об
этой реакции. Дальнейшая работа осуществлялась главным образом
А. М. Жаботинским (1964, а, Ь) Ч Использовав накопившиеся с тех пор
данные по этой реакции, Филд, Кёрёс и Нойес (1972) в конце концов
разработали детальный механизм реакции, который в настоящее время
общепризнан, и дали значения констант скорости конкретных реакций;
иногда на этот механизм ссылаются как на ФКН-механизм. В обзорной
статье Тайсона (1976) подробно обсуждается сама реакция и ФКН-меха-
низм для нее вместе с некоторыми результатами анализа различных
моделей. Здесь мы достаточно полно опишем основные моменты реак-
ции, а механизм в целом дадим в приложении 4А1 в конце этой главы.
Затем мы приведем вывод, детальный анализ и сравнение с эксперимен-
том реалистичной пятистадийной модели, предложенной Филдом
и Нойесом (1974).

В среде с серной кислотой малоновая кислота2' окисляется брома-
том при комнатной температуре, если используется соответствующий
катализатор. Если в качестве катализатора взят церий, наблюдаются пе-
риодические изменения желтой окраски четырехвалентного иона Се IV.
Период колебаний меняется в зависимости от начальных концентраций,
но продолжительность его порядка минуты. Когда церий находится
в своем трехвалентном состоянии Се III, раствор прозрачен. Если вме-
сто церия используется ферроин, изменения окраски более драматичны,
поскольку небольшое количество краски фенантролина позволяет заре-
гистрировать оранжево-красную окраску, когда ион железа находится
в двухвалентном состоянии Fe II, и голубую, когда он находится в окис-
ленном состоянии Fe III. Конкретный количественный рецепт для де-
монстрации этой реакции можно найти у Уинфри (1972) и Филда
(1972). Вкратце рецепт Уинфри (1972) состоит в том, что к хорошо
перемешанному раствору серной кислоты, содержащему первоначально
некоторое количество бромата натрия (и немного раствора бромида
натрия), добавляются малоновая кислота, сульфат железа и краска
фенантролин.

Конечно, колеблется во времени не только отношение двух ионных
состояний Се IV/Ce III, но и концентрации других компонентов реакции.

" См. также книги А. М. Жаботинского (1974)*, Николиса и Пригожина
(1979)* и приведенные там ссылки и статьи Гайзелера и Фёлнера (1973)*, То-
миты и Китахары (1975)*, Марека и Свободовой (1975)*, Маклапа (1977)*, Ма-
клапа и Слуцкина (1980)*, Кёрёса, Бургера, Надя и Орбана (1978) и Кёрёса и Ор-
бана (1978)*.-Ярил*, перев.

2 1 Б. П. Белоусов (1959) использовал лимонную кислоту.
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С помощью ионоспецифического электрода Филд, Кёрёс и Нойес (1972)
смогли измерить концентрацию иона бромида (Вг"); на рис. 4.7, вос-
произведенном из их статьи, показан тип колебательного поведения, об-
наруженный в этой реакции.

Реакцию можно грубо разделить на две части (I и II), и доминирова-
ние той или иной из них в данный момент времени зависит от концен-
трации Вг ", записываемой в виде [Вг ~ ]. Когда величина [Вг ~ ] доста-
точно велика, доминирует процесс I, и в ходе его Вг " поглощается; во

900 1200

Рис. 4.7. Потенциометрические экспериментальные кривые lg[Br ]
и lg([Ce IV]/[Ce III]) из работы Филда, Кёрёса и Нойеса (1972) для типичных
временных осцилляции в реакции Белоусова-Жаботинского (воспроизведено
с любезного согласия авторов работы). По оси абсцисс - время в секундах; f Вг~~]

в молях х 10 ~ 7.

время этой части реакции Се III не изменяется. Когда [Вг " ] падает ни-
же некоторого критического значения, процесс II начинает доминиро-
вать над процессом I. Но в процессе II, во время которого Се III пре-
вращается в Се IV, побочным продуктом является Вг ~, и, когда [Вг ~ ]
вновь переходит через критическое значение (в этот раз снизу), процесс
I реакции снова становится доминирующим. Эта последовательность
непрерывно повторяется, отсюда и колебания.

Чтобы описать реакцию более подробно, рассмотрим рис. 4.7. Нач-
нем с точки А, где [Вг ~ ] превышает критическое значение, и обратимся
к реакциям (4.51)-(4.60), (4.62), (4.63). В процессе I ион бромата ВгО3

(образующийся из бромата натрия в кислом растворе) поглощает Вг ~,
и в качестве промежуточных реагентов появляется бром Вг2 и броми-
стая кислота НВЮ2. В ходе процесса I малоновая кислота
СН2 (СООН)2 быстро бромируется Вг2, и Се III в основном остается не-
изменным. Когда [Вг"~ ] падает до нижнего значения С на рис. 4.7, ста-
новится доминирующим процесс II, и происходит регенерация Вг " . Это
связано с тем, что ион бромата BrOj теперь соединяется с бромистой
кислотой НВгО2 с образованием радикалов, окисляющих Се III до
Се IV, причем НВгО2 производится автокаталитически. Когда ион це-
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рия полностью находится в окисленном состоянии, Се IV реагирует
с броммалоновой кислотой ВгСН (СООН)2, и вновь образуются Вг"
и Се III; концентрация бромистой кислоты НВгО2 резко падает. Таким
образом, [Вг"] проходит вдоль пути CD А на рис. 4.7, и цикл на-
чинается снова.

Основными реагентами с точки зрения модели являются ион броми-
да Вг ~, бромистая кислота НВгО2 и окисленный ион церия Се IV. Со-
гласно механизму ФКН, основные реакции для процесса I (см.
(4.А1.1)—(4.А1.3), (4.А1.7) в приложении 4.А1) следующие:

къ

Вг" + ВгОз" + 2Н + -• НВгО2 + НОВг, (4.51)

кг

Вг" + НВгО2 4- Н + -» 2НОВг, (4.52)

Вг~ + НОВг + Н + -I Вг2 + Н2О, (4.53)

Вг2 + СН2(СООН)2 -> BrCH(COOH)2 + Br" + Н + . (4.54)

Здесь к{-константы скорости реакций. В (4.54) не указана конкретная
константа скорости; это, по существу, fc5, т.е. константа скорость-лими-
тирующей вспомогательной реакции (4.56), указанной ниже. Умножая
(4.53) и (4.54) на 3 и складывая с (4.51) и (4.52), получим для всего про-
цесса I

2Вг" + ВгО3- + ЗН + + ЗСН2(СООН)2 -»• ЗВгСН (СООН)2 + ЗН2О.

(4.55)
Для процесса II превращение Се III в Се IV обеспечивается реакция-

ми (4.А 1.5), (4.А1.6) из приложения 4.А1:

ВгОз" + НВгО2 + Н + Л 5 2ВЮ21' + Н2О, (4.56)

Се III + ВЮ2 + Н + -> Се IV + НВгО2, (4.57)

что после сложения удвоенного (4.57) с (4.56) дает

2Се III + ВгОз + НВгО2 + ЗН + -> 2Се IV + 2НВгО2 + Н2О.

(4.58)

Скорость этой реакции контролируется скоростью реакции (4.56) с кон-
стантой к5; (4.57)-быстрая реакция. Заметим, что здесь НВгО2 регене-
рируется автокаталитически. Однако часть процесса II, согласно (4.А 1.4),

ВгО 2-свободный радикал (см. А.М. Жаботинский (1974)*).-Прим. перев.
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заключается также в восстановлении бромистой кислоты, а именно

2НВгО2 -1 НОВг + ВгО3~ + Н + . (4.59)

Таким образом, весь процесс II описывается реакцией, получаемой пу-
тем сложения удвоенного (4.58) с (4.59), (4.53) и (4.54):

BrOj + 4СеШ + СН 2(СООН) 2 + 5Н + ->

-»• 4CeIV + BrCH(COOH)2 + ЗН 2 О. (4.60)

В этом механизме реакции отметим следующие важные моменты:
(i) конкуренцию Вг" и BrOj за НВгО2 (согласно (4.52) и (4.56)) и (ii) автока-
талитический характер (4.58) в процессе П. Для достаточно высокой
концентрации Вг~ почти вся НВгО2 реагирует с Вг", как в (4.52). По
мере израсходования Вг" в процессе I реакция (4.56) становится все бо-
лее важной в конкуренции за бромистую кислоту НВгО2. Когда НВгО2

производится в реакции (4.58) с такой же скоростью, как расходуется
в реакции (4.52) процесса I, концентрация Вг" является критической,
и затем процесс II берет верх над процессом I.

Критическая концентрация Вг ~ получается из формул (4.52) и (4.58),
поскольку из них можно вывести с помощью закона действующих масс
уравнение для [НВгО2]

— [HBrO2] = ks [BrOj] [Н + ] [НВЮ 2] -

- к2 [Вг"] [Н + ] [НВЮ 2] = {к5 [ВгО3"] - к2 [Вг"]} [Н + ] [HBrO2] J ),

откуда

4 [НВгО2] § 0, когда [Вг~] ^ [В Г -] к р и т ,
at (4.61)

к2

Это критическое значение [Вг~] приблизительно соответствует точке
В на рис. 4.7. Если взять /с5 и к2 из табл. 4.1 и [BrOf] « 6 • 10~2 М (экспе-
риментальное значение из (4.74), см. ниже), эта величина [Вг"] к р и т «
« 3-Ю"7 М, что согласуется с экспериментальным значением, найден-
ным Филдом, Кёрёсом и Нойесом (1972).

Когда доминирует процесс II, НВгО2 производится в избытке авто-
каталитической реакцией (4.58), Се III окисляется до Се IV и остаток
Вг~ быстро потребляется НВгО2 согласно (4.52). Это точка С на
рис. 4.7. На этой стадии Се IV реагирует в соответствии со схемами

Первое слагаемое в правой части получается из (4.56).-Дргш. ред.
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(4.А1.8), (4.А1.9) приложения 4.А1, а именно
6CeIV + СН2(СООН)2 + 2Н2О ->

-* 6Се III + НСООН + 2СО2 + 6Н + , (4.62)

6Се IV + ВгСН (СООН)2 + 2Н2О ->

- 4СеШ + НСООН + 2СО2 + 5Н + + Br". (4.63)

В последней реакции (4.63) Вг" производится в достаточном количе-
стве, так что реакция (4.52) в процессе I вновь становится доминирую-
щей в потреблении НВгО2, концентрация которой быстро падает, а
Вг~ возрастает, и процесс I доминирует. Весь цикл теперь должен на-
чаться снова, что происходит, когда концентрация Се IV существенно
уменьшается в результате реакций (4.62) и (4.63).

Константы скорости /с, — /с5 для этих реакций были определены
Филдом, Кёрёсом и Нойесом (1972) и приведены в табл. 4.1.

Таблица 4.1

fc, = 8 • 1 0 9 м о л ь "2 - с " 1 , к2 = 2 - Ю 9 м о л ь " 2 - с " 1

к ъ = 2.1 м о л ь " 3 - с " 1 , к4 = 4 - Ю 7 м о л ь " ' - с " ', к5 =

Теперь мы в состоянии сформулировать простую пятистадийную
модель, предложенную Филдом и Нойесом (1974). Пять наиболее
важных реакций-это (4.51), (4.52), (4.58), (4.59) и (4.63):

Вг~ + ВгО3" + 2Н + Д' НВЮ 2 + НОВг,

2СеШ + BrOj + НВЮ2 + ЗН+Л 5 2CeIV + 2НВгО2 + Н 2 О,

Вг" + НВЮ2 + Н + Л 2 2НОВг,

НВгО2 + Н 2

(4.64)
4CeIV + ВгСН(СООН)2 + 2Н2О -> 4СеШ + НСООН +

+ 2СО2 + 5Н+ + Вг ' .

Напомним, что скорость третьей из этих реакций лимитируется реак-
цией (4.56), которая имеет константу скорости к5, поэтому эта константа
и используется в (4.64). Первая из реакций (4.64) лимитирует скорость
процесса I, вторая переводит механизм с процесса I на процесс II,
третья-это автокаталитическое производство НВгО2 и окисление Се III
до Се IV, четвертая ограничивает количество НВгО, и, наконец, пятая
регенерирует вновь Вг " , превращая в то же время Се IV в Се III. Для
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этой модели обозначим

А = ВгО3, Р = НОВг, X = НВЮ2, (4.65)

Y = Вг " , Z = Се IV

и промоделируем (4.64) в рассмотренном порядке последовательностью
пяти необратимых реакций:

А + Y -> X + Р, (4.66)

к?

X + Y -> 2Р, (4.67)

А + X -» 2Х + 2Z, (4.68)

2Х -> Р + А, (4.69)

Z '̂/Y, (4-70)

где /-стехиометрический коэффициент, подлежащий определению, а
К1} ..., К5 соответствуют ки ..., к5. Эта форма, несколько отличная от
использованной Филдом и Нойесом (1974), идентична схеме Тайсона
(1976). Первые авторы обозначают Z = 2Се IV, и их коэффициент / ра-
вен удвоенному нашему. Недавно Нойес, Филд и Джву (1975) пришли
к выводу, что в (4.70) целесообразно выбрать / = 0.5.

Если влиянием температуры и давления можно пренебречь (а здесь
это можно сделать) и концентрация BrOj (А) не изменяется заметно за
времена порядка минут (см. конец разд. 4.4), как это показано Нойесом
(1976), то применение закона действующих масс к (4.66) - (4.70) дает
только скорости изменения трех промежуточных компонентов X, Y и
Z (продукт Р не влияет на реакции). Система кинетических уравнений,
где концентрации веществ обозначены теми же буквами, что и сами ве-
щества, имеет вид

^ = К,АY - K2XY + КЪАХ - 2КАХ\ (4.71)

= -KYAY- K,XY+ fK5Z, (4.72)
at

— = 2К3АХ - K5Z. (4.73)

Теперь мы хотим исследовать, могут ли в модельной системе
(4.66)-(4.70), приводящей к системе из трех обыкновенных дифферен-



162 Гл. 4. Биологические осцилляторы I. Однородные колебания

циальных уравнений (4.71)-(4.73), существовать незатухающие периоди-
ческие колебания типа предельных циклов в предположении, что А по-
стоянно, для типичных значений А и Kt, определенных эксперименталь-
но. Конечно, решение будет иметь реальный смысл только для неотри-
цательных X, Y и Z. Поскольку это система третьего порядка, мы не
можем воспользоваться хорошо разработанной теорией систем второго
порядка. Имеющиеся теоретические результаты довольно сложны
и возможности их ограничены; исключение составляют результаты,
приведенные в разд. 4.8 для механизмов обратной связи и-го порядка
при синтезе фермента.

В следующем разделе мы увидим, что колебательное поведение кри-
тическим образом зависит от значений / и К5. Так, если К5 = 0, то Y,
согласно (4.72), падает до нуля, и поэтому в такой ситуации колебания
не возникают. Если/ = 0.5, а К5 очень велико, т.е. реакция (4.70), реге-
нерирующая У, очень быстрая, то (4.68) и (4.70) превращаются в одну ре-
акцию А + X -> 2Х + Y. Но в получающейся системе только два
промежуточных реагента, она бимолекулярна, а потому в ней, как сле-
дует из общего результата Хануссе (1972), не могут возникать колеба-
ния. Ниже мы получим в плоскости (/", К5) область, в которой должны
лежать значения/и Ks, чтобы были возможны колебания типа предель-
ного цикла.

Из экспериментов Эдельсона, Филда и Нойеса (1975) имеем

[Н + ] л 1 моль/л, [BrOj] = А^с 6 • 10 2 моль/л, (4.74)

[ВгСН (СООН)2] х 10"3 моль/л

и, сравнивая (4.71)-(4.73) с реакциями (4.64), получаем с помощью
табл. 4.1 следующие значения, типичные для практики (см. также обзор
Тайсона (1976)):

Таблица 4.2

к, =
К7 =

к,=
К 4 =

/с3[Н + ] 2

2̂ [Н + ]
/с5[Н + ]

^4

0.4 [ВгСН
[ВгСН

X 2.1 моль '
« 2•109 моль
ж 10* моль ' '
»4-10 7 моль

•с

- 1 .

•с"
- 1

(СООН)2] моль^
(СООН) 2 ]«2- 10

1

с" 1

- 1

с * 1

1 •с" ' для
1 моль

Для приведения системы (4.71)-(4.73) к безразмерному виду введем
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переменные

х(х) = ~~Х ъ 1.61010 (моль/л)"1 [НВЮ2],

у (т) = — - - Yл 3.3 • 106 (моль/л)"1 [ВТ ~ ],
Л. э /т.

Z W = -*г2г\г Z ~ 5 - 3 - 1 0 3 (моль/л)-1 [СеIV], (4.75)

т = KyAt* 1.3-101 {c-^t, £ =

в которых модельные уравнения принимают вид

dxdx
s —— = ex' = x + у — ху — фг, (4.76)

ат

- ^ = / = 2/z - у - ху, (4.77)

dz
р — = pz' = х - z, (4.78)

ах

где штрих означает дифференцирование по т. Эту систему мы подробно
рассмотрим в следующем разделе. Заметим мимоходом, что из того
факта, что в (4.76) е « 1, следует, что соответствующая реакция большую
часть времени находится практически в равновесии. Так как s = К{/К3,
то условие е « 1 означает, что в модельном механизме (4.66)-(4.70)
третья (автокаталитическая) реакция является быстрой по сравнению
с первой.

4.6. Линейный и глобальный анализ
модельной системы

Мы будем следовать в основном элементарному анализу, приведен-
ному в работе Марри (1974).
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Удобно записать (4.76)-(4.78) в векторной форме:

/ (х -I- V — XV — HY2}

г = Ь , i = F(r; s, p, q,f), F =

-(x + у — xy — qx

2/z — у — xy

\-(x-z)

.(4.79)

Возможность колебательных решений почти всегда связана с суще-
ствованием у рассматрираемой системы уравнений по крайней мере
одного неустойчивого ненулевого стационарного состояния. Эта точка
в r-пространстве окружена траекторией периодического решения и . Ста-
ционарные состояния системы (4.79) нетрудно найти, положив г' = 0, от-
куда находим две точки

zn = хп
Уо = +2f-qx0), (4.80)

2qx0 = (1 - 2/ - q) + [(1 - 2/ - qf + Aq{\ + If)} 112

Есть еще одно стационарное состояние, для которого х0 < 0, но оно,
конечно, лишено физического смысла. В (4.80), если q > 0, / 3= 0, то
*о Ss 0, у0 > 0, z0 ^ 0.

Устойчивость стационарных состояний исследуется путем линеари-
зации системы (4.79) около г = 0 и г = г0. Рассмотрим сначала равно-
весное состояние г = 0. Линеаризованную форму системы (4.76)-(4.78)
получаем, просто пренебрегая квадратичными членами:

= м\ м =

1_
e

- 1

1
\р

0\

2/

0 - 1

Собственные значения X матрицы М являются решениями уравнения

\М - U\ = 0 ^ zpV - >.2 (р - е - sp) - X (р + 1 - е) - (1 4- 2/) = 0.

" Речь идет о возникновении предельного цикла при малом е; при этом
можно приближенно считать, что цикл содержится в плоскости, проходящей че-
рез точку покоя.-Ярыти. ред.
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Три решения Xlt Х2 и Х3 этого уравнения удовлетворяют соотношению
XtX2X3 = (1 + 2/)/ер > 0, так что есть по крайней мере один корень
с положительной действительной частью, и состояние равновесия г = О
неустойчиво. Колебательное решение, окружающее г = 0, физически не-
интересно, так как оно с необходимостью захватывает область отрица-
тельных значений для х, у, z, т.е. отрицательных концентраций.

Для равновесного состояния г = г0 запишем

и = х - х0, v = у - у0, w = z - z 0

и система (4.76)-(4.78) превращается в систему уравнений для возмуще-
ний

ей' = — аи — bv — uv — qu2,

v' = 2/w — си — dv — uv,

pw' = и — w,

(4.81)

где для q ^ 0 и / > 0

a = - 1 + 2qx0 + y0 = qx0 + — > 0 u ,
x0

b = x0 - 1 > 0, если q < 1, с = y0 > 0, d = x0 + 1 > 0.
(4.82)

Линеаризованную систему получаем из (4.81), пренебрегая нелинейными
„2.членами uv и и

IU'\ 1Л
= N

\w W

0

N = — с

1

Р

-d 2/

0
Р

Собственные значения X находятся из уравнения \N — Xl\ = 0. В раз-
вернутом виде после простых преобразований оно записывается так:

А.3 + АХ2

ВХ +

1

р

с = о,
1

р

u Второе равенство получается из выражения (4.80) для у0 и квадратного
уравнения для определения хо.-Прим. ред.
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В = ~ + — + — = — Е + — \_2qxi + х0 (q - 1) + 2f],

S p pS 8 р 8

С = —(ad- be + 2fb) = —(2qx0 + q + 2/ - 1), (4.83)
sp ep

E = —5- •
8 8 8X 0

Здесь a, b, с и d даются выражениями (4.82), a x0 и уо-(4.80).
Чтобы стационарное состояние г = г0 было неустойчивым, по край-

ней мере один корень (4.83) должен иметь положительную действитель-
ную часть. Необходимые и достаточные условия того, чтобы все реше-
ния (4.83) имели отрицательную действительную часть, вытекают из
критерия Гурвица

А > О, С > О, АВ - О 0. (4.84)

Поскольку, согласно (4.83) и (4.80),

А = Е + — > 0,
Р

С = — (2qx0 + q + 2f- 1) = — [(1 - 2 / - q)2 + 4<j(l + 2/)]1/2 > 0,

то для неустойчивости должно нарушаться третье условие (4.84).
Подстановка А, В и С из (4.83) в условие ЛВ — С > 0 приводит

к квадратичному по 1/р выражению в левой части:

+ -5-[2,4 + х„<«- 1) + ЭД>0;

здесь Е и х 0 не зависят от р (а только от/, q, e). Поскольку физический
смысл имеют лишь значения р > 0, последнее условие нарушается для
тех значений р, для которых u

(4.85)

11 Здесь используется тот факт, что Е = О ( — ), поэтому при малом Е будет

Е2 + (2//е)(1 - х0) > О.-Прим.
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Ненулевой диапазон положительных р существует только в том слу-
чае, если правая часть (4.85) положительна, а это означает, что

2qx2

0 + xo(q - 1) + 2 / < 0 . (4.85*)

Отсюда мы находим критическое бифуркационное значение для / (обо-
значим его /с), определяемое путем приравнивания нулю левой части
последнего неравенства, в котором х0 выражается через / и q с по-
мощью (4.80). В результате получаем

Aq{\ + 3/с) = (4/с + q - 1) [(1 - 2/с - q) +

+ {(1 - 2/с - qf + 4<j(l + У,)}1'2]. (4.86)

Если взять q х 8.4-10~6 из (4.75), последнее уравнение дает два значения
для j c , а именно приблизительно 0.25 и 1.206, так что /должно лежать
между ними:

0.25 « Jc < / < 2fc я 1.206 " . (4.87)

Граница области устойчивости в плоскости (f, 1/р) получается из
(4.85) в виде

2Е

Е2 ) 1 / 2

- 4 — [2qx2

o + xo(q- 1) + Щ , (4.88)

причем / принимает значения из диапазона ,/,. < / < Jc, где xfc,
•Jc-решения уравнения (4.86), Е приведено в (4.83), а х0, у0 вычисляются
по формуле (4.80) для каждого /. 2 ) Эта граница приведена на рис. 4.8.

Для данного р из диапазона 0 < 1/р < 1/ркрит (здесь 1/ркрит * 104)
точка г0 устойчива, когда / возрастает от нуля, пока оно не достигнет
критической бифуркационной точки, лежащей на кривой, заданной урав-
нением (4.88). Для достаточно больших / и, конечно, для всех / > Jc

(здесь 2/с ~ 1 -206) точка равновесия г0 вновь устойчива. С другой сто-
роны, для данного / из области неустойчивости при достаточно боль-
шом 1/р, и во всяком случае при 1/р > 104, точка г0 вновь устойчива.

Теперь мы должны для р и / из области, в которой состояние равно-
весия г0 неустойчиво относительно малых возмущений, рассмотреть
глобальную нелинейную устойчивость.

Как и в случае двумерных систем, первым шагом доказательства су-
ществования колебательных решений конечной амплитуды будет про-

'* Это легко обосновать, рассматривая знак dx/dz при х < ху и х > х2, за-
тем знак dz/dx при х1 ^ х $ х 2, z < zl и z > z2 и Т.Д.-Прим. ред.
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верка того, что система глобально устойчива к конечным возмущениям.
Это означает, что должна существовать такая замкнутая поверхность В,
что любое решение, находящееся внутри В в момент времени т0, остает-
ся там при всех т > т0. Для этого нужно, чтобы у любого решения г, ле-
жащего на В, dxjdx было направлено вовнутрь; если мы обозначим че-
рез п единичную внешнюю нормаль к В, то это условие глобальной
устойчивости будет иметь вид (сравните с (4.21))

di
п < 0 для г на В.
~ dx

(4.89)

Проверка того, что г0 неустойчиво и что существует конечная замк-
нутая поверхность В (лежащая, конечно, в положительном квадранте),

1/Р

10

10"

10'

10

10
-1

Устойчивая область

0.25 0.5 0.75 1.0 1.25 f

Рис. 4.8. Кривая линейной устойчивости в плоскости параметров /, р для си-
стемы (4.79).

на которой г удовлетворяет условию (4.89), недостаточна для доказа-
тельства существования периодического решения, как это имеет место
в двумерном случае, если неустойчивая точка соответствующего типа
и применима теория Пуанкаре-Бендиксона. Однако эта проверка под-
сказывает, как продолжать исследование дальше. Поэтому мы найдем
такую поверхность В и покажем, что она окружает, как это и должно
быть, предельный цикл, вычисленный Филдом и Нойесом (1974). Стро-
гое доказательство того, что система (4.79) имеет по крайней мере одно
периодическое решение, основанное на теореме Брауэра о неподвижной
точке, вместе с анализом поведения траекторий в окрестности этого цик-
ла было дано Хастингсом и Марри (1975).
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Рассмотрим здесь одну из простейших поверхностей В, а именно
прямоугольный параллелепипед, окружающий г0, с ребрами, парал-
лельными осям х, у и z. Рассмотрим вначале плоскости х = х1 и х =
= х2, где 0 < xt < х 0 < х2. Пусть i, j и к-единичные векторы положи-

тельных направлений осей х, у и z. Тогда на х = х, п = — i, и из (4.89)
следует, что

° ^ ^ 0

При 0 ^ q « 1 в силу (4.75) и того, что х1 = О (1), последнее неравенство
требует (приближенно)

x i + у(1 — x i ) — 9 x i ~ *i + >"(1 — x i ) > 0 Д л я в с е х У > 0.
Таким образом, естественной границей для х < х 0 может быть х1 = 1,
которую мы выберем в качестве первого приближения для ограничи-
вающей поверхности. Тогда

dx
= (1 — q) < 0, если q < 1.

На х = х 2 имеем n = i, и условие (4.89) требует теперь

dx dx Г .^
1 - ~ = - ^ < 0 s> [х + ;-• - ху - ^ х 2 ] х = Х 2 < 0 .

Если мы выберем х 2 = 1/q, последнее выражение даст

dr
= — у [ \ ) < 0 , если q < 1, для всех у > 0.

о

Для типичных значений f a q в (4.75) просто показать, что

1 = X; < Х0 < Х2 = — ,

и, таким образом, на плоскостях х = х1 и х = х 2 условие (4.89)
выполняется.

Рассмотрим теперь плоскости z = zl и z = z2, где 0 < z t < z0 < z2.
Ha z = zt n = — k, и (4.89) означает, что

dx dz 1
- ^ = - — - = — ( z - x)
ат ах р

< 0;

так как х > Xj = 1 на В, мы имеем естественную нижнюю границу z =
= z1 = 1. Строго говоря, она должна быть несколько меньше единицы,
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так как Xi = 1. Далее, на z = z2 n = к, и здесь мы потребуем, чтобы

< 0.
dx 1

k - — < 0 = ^ — ( x - z )
~ dx p

Поскольку х < l/q, естественной границей для z является z = z2 = l/q;
здесь мы должны взять z2 несколько большим l/q.

Рассмотрим теперь ограничивающие плоскости у = yt и у = у2, где
^1 < Уо < У г- На у = У! n = - j , и (4.89) требует, чтобы

другими словами,

2/2 , 1
y-i < -j для всех 1 ^ х, z ^ —,,

1 + X Q

Соответствующей нижней границей для у является, таким образом,

У\ — -. ~ 2jq для q « 1.
1 + q

Когда у = у2, n = j , и теперь мы требуем, чтобы

dr
V— < 0 ^ [2/2 - у(1 + хЦу = у < О,

т.е.

2/2 , 1
у2 > для всех 1 < х, z ^ — ,

так что мы можем выбрать

у2 =
1 + * m i n q

Вновь просто показать, что для q « 1 будет 2fq < у0 < f/q.
Итак, мы показали, что на поверхности прямоугольного параллеле-

пипеда В, ограниченного плоскостями

х = 1, x=l/q, y = 2fq, у =f/q,
(4.90)

2 = 1 , z = l/q, при q « 1
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для системы (4.79) выполняется условие глобальной устойчивости (4.89).
Эта поверхность В ограничивает область, в которой содержится любое
решение типа предельного цикла задачи (4.79)1(. В ходе анализа мы ниг-
де не ограничивали область изменения р (> 0), поэтому решения си-
стемы (4.79) при любом р глобально устойчивы в этой конечной обла-
сти, окружающей £д. Эту ограничивающую поверхность В можно,
конечно, уточнять, чтобы получать более тонкие оценки решений. Одна-
ко, поскольку в таких задачах предельный цикл обычно в конце концов
находят численно, все, что требуется,-это выбрать г в момент т = 0
внутри В. На рис. 4.9 показаны границы, соответствующие (4.90), вместе

, Границы

-5 -3 -1 3 1д[Вг~]+Ъ.Ъ2

Рис. 4.9. Сравнение границ глобальной устойчивости для реакции Белоусова —
Жаботинского с расчетным предельным циклом.

с одним из предельных циклов, вычисленным Филдом и Нойесом
(1974): мы приняли f — 0.5 и q из (4.75). На рис. 4.10 показаны периоди-
ческие по времени решения для НВгО2(х), Вг~ (у) и CeIV(z), полу-
ченные Филдом и Нойесом (1974) опять же д л я / = 0.5 и значений пара-
метров из (4.75). Они использовали уравнения в несколько иной
форме-иначе приводили их к безразмерному виду. Вычисленный пе-
риод имеет порядок 1 мин, что находится в хорошем количественном
согласии с экспериментом. Процесс I доминирует во всей длинной вре-
менной области рис. 4.10, где все концентрации меняются медленно,
а концентрация бромистой кислоты НВгО2 (х) низкая, тогда как процесс
II преобладает при появлении острых пиков НВгО2.

11 Это легко обосновать, рассматривая знак dxjdx при х <
знак dz/dx при jq < х ^ х2, z < zx и z > z2 и т. ц.-Прим. ред.

и х > х2, затем
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Тайсон (1976) получил аналитически приближенное выражение для
периодического решения, когда е « 1, q « 1, р » 1, а / (и р) находится
в таком диапазоне, чтобы г0 было неустойчиво.

В пределе при е = 0 система (4.76)-(4.78) сводится к системе второго
порядка. При 8 = 0 уравнение (4.76) квадратично по х, поэтому прибли-
женная схема имеет вид

у' = 2fz- y[l

pz' = U(y) - z,

2q

U(y)l

AqyY'2,

(4.91)

где мы выбрали для х решение квадратного уравнения, имеющее ре-
альный смысл. Эта система также имеет предельный цикл в качестве ре-
шения, но теперь это может быть доказано аналитически с помощью
теории Пуанкаре-Бендиксона и анализа особой (равновесной) точки

Lg[HBrO2]+ 4
+ 10.30 2

0

+ 5.52

lg[CeB?]

X

100 200
t* 6.21 с

300

Рис. 4.10. Расчетные периодические решения для концентраций НВгО2, Вг
и Се IV в реакции Белоусова-Жаботинского из работы Филда и Нойеса

(1974) (воспроизведено с любезного согласия авторов работы).

{у0, z0) в плоскости (у, z); этот непосредственный анализ оставляется чи-
тателю в виде упражнения.

Трои и Филд (1977) использовали модель (4.66)-(4.70) и последую-
щие уравнения (4.76)-(4.78) для обсуждения интересной пороговой зада-
чи, когда/и р на рис. 4.8 находятся в устойчивой области. Они показа-
ли, что если s достаточно мало и л: и г равны первоначально своим
стационарным значениям х0 и z0, заданным выражениями (4.80), то
малое возмущение у относительно у0 приводит к сильному возраста-
нию всех трех переменных, прежде чем они возвратятся в конце концов
к своим устойчивым значениям х0, у0 и z0.
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Следует отметить экспериментальные исследования Марека и Штух-
ла (1975) по реакции Белоусова. Они изучали сопряженные колеба-
тельные реакции Белоусова и обнаружили интересные свойства «захва-
та». Математический анализ такой системы может оказаться весьма
полезным и интересным, имея в виду такие замечательные эксперимен-
тально наблюдаемые явления, как синхронизация, усиление амплитуды,
расщепление частоты и т.д.

Модельный механизм (4.66)-(4.70) сделало достойным такого глубо-
кого изучения то, что он вполне адекватно отражает практически на-
блюдаемые колебания, широко изученные экспериментально. Он содер-
жит только бимолекулярные стадии, а потому это должна быть
подлинно трехкомпонентная модель. Приближенная система (4.91) на
самом деле представляет собой двумерный механизм, но он, конечно, не
бимолекулярный. Как мы увидим в гл. 5, модельный механизм
(4.66)-(4.70), в котором допускается пространственная диффузия реаген-
тов, приводит к интересным утверждениям о бегущих волнах, которые
также хорошо согласуются с экспериментом.

4.7. Модельная система управления
синтезом фермента

Гудвин (1963, 1965) высказал предположение, что клеточное деление
связано с автономным колебательным сигналом, и обсудил несколько
аспектов процессов управления типа отрицательной обратной связи.
В частности, он предложил модели синтеза белка, которые могут про-
являть колебательные свойства. Здесь мы обсудим один из простейших
предложенных им механизмов генетического управления. Основная мо-
дель, которую мы опишем, в действительности не имеет периодических
решений. Мы обсудим ее как важный пример моделирования и
в разд. 4.8 покажем, как модификация этой модели приводит к перио-
дическому поведению. В разд. 4.8 обсуждается также совсем другая мо-
дификация, которая приводит к иной концепции моделирования. В по-
следующем будет полезно обращаться к рис. 4.11, поскольку математи-
ческая модель будет трехкомпонентной.

В этой модельной схеме регулирующий ген G производит информа-
ционную рибонуклеиновую кислоту (мРНК), концентрацию которой мы
обозначим через X. Затем мРНК взаимодействует с рибосомами'>,
и образуются молекулы фермента, концентрацию которого мы обозна-
чим через У! Фермент в свою очередь катализирует реакцию с неко-
торым субстратом с концентрацией S. Часть продукта этой реакции
представляет собой репрессор, концентрацию которого мы обозначим
через Z. Репрессор поступает назад к регулирующему гену, подавляя

11 Рибосомы-это небольшие внутриклеточные органеллы, состоящие из ну-
клеиновой кислоты и белка и представляющие собой центры синтеза белка.
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его генетическую активность, так что мРНК не может производиться.
Этот процесс представляет собой простую цепь управления с замкнутой
петлей обратной связи.

Мы должны теперь вывести уравнения, описывающие динамику кон-
центраций трех главных реагентов, а именно мРНК, фермента и репрес-
сора, обозначенных соответственно X, Y и Z, и проанализировать эту
систему уравнений.

Рассмотрим вначале мРНК (X). Скорость ее распада мы примем
просто пропорциональной ее концентрации. Скорость образования най-
ти не так просто. Обозначим число генов G через п, а долю генов, не

G (Геи-регулятор)

Субстрат

Рис. 4.11. Модель упра-
вления синтезом фермен-
та посредством гена-регу-

лятора.

соединенных с молекулами репрессора, через /; таким образом, fn и
(1 — J)п-соответственно число генов без присоединенного репрессора
и с ним. Предположим, что скорость, с которой молекулы репрессора
отделяются от генов, пропорциональна (1 — ])п, а скорость, с которой
молекулы репрессора присоединяются, пропорциональна произведению
fn на концентрацию Z молекул репрессора. С биологической точки зре-
ния естественно считать эти реакции достаточно быстрыми по сравне-
нию с другими реакциями системы, чтобы они все время находились
в равновесии; это означает, что

(1 - f)n = afnZ,

где а-константа равновесия реакции. Последнее уравнение дает долю
/генов, не подверженных действию репрессора, в виде/= (1 + aZ)~l.
Предположим теперь, что скорость образования мРНК пропорциональ-
на/. Тогда кинетическое уравнение для концентрации мРНК X можно
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записать в виде

X = = сХ, (4.92)
dt I + aZ

где а, Ъ и с-положительные константы. Уравнение (4.92) согласуется
с тем, что скорость образования мРНК высока, если молекул репрессо-
ра мало (Z мало), и низка, если молекул репрессора много (Z велико).

Если мы предположим, что рибосомы имеются в достаточном коли-
честве, так что их концентрация существенно не меняется, то кинетиче-
ское уравнение для концентрации фермента Y разумно взять просто
в виде

Y=-^- = dX-eY, (4.93)
at

где d и е-положительные константы. Это означает, что скорость обра-
зования фермента пропорциональна концентрации мРНК (X), а ско-
рость распада пропорциональна его собственной концентрации Y.

Фермент-катализатор (Y) соединяется с субстратом (S) с образова-
нием промежуточного продукта, который затем распадается, образуя
вновь фермент, репрессор (Z) и продукт реакции. Если субстрата доста-
точно, промежуточный продукт образуется быстро, и общая реакция
образования репрессора лимитируется по скорости более медленным
процессом перехода от фермент-субстратного комплекса к репрессору
плюс фермент плюс продукт. Таким образом, если субстрат имеется
в достаточном количестве, большая часть фермента будет присутство-
вать в комбинации с субстратом, и скорость образования репрессора (Z)
будет пропорциональна концентрации фермента Y. Отсюда мы полу-
чаем кинетическое уравнение для Z в виде

dZ
Z= = hY-gZ, (4.94)

dt

где h и g -положительные константы. В (4.94) мы приняли скорость рас-
пада репрессора пропорциональной его концентрации Z, как мы делали
это в (4.92) и (4.93).

Система уравнений (4.92)-(4.94) представляет собой модель механиз-
ма управления синтезом фермента посредством обратной связи, пред-
ставленного схематически на рис. 4.11. Чтобы проанализировать эту си-
стему, мы должны, как обычно, записать уравнения в безразмерной
форме. Константы а, Ь, с, d, e, g и h все размерны; их размерность оче-
видна из уравнений, в которые они входят. Например, если время t вы-
ражено в секундах, а концентрации X, Y и Z в молях на литр, то с, d, e,
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h и # - в с " 1 , b-ъ моль/с, а а - в моль" 1 . В безразмерных переменных

^ W , (4-95)

у = (habd)113

модельная система принимает вид

х' = ах, у' = х — fly, z' = у — yz, (4.96)
1 + z

где штрих означает дифференцирование по т, а а, Р и у-положительные
постоянные.

Из педагогических соображений вновь проведем элементарный ана-
лиз системы (4.96), следуя процедуре разд. 4.6, поскольку он позволяет
получить достаточно убедительные доводы за или против существова-
ния периодических решений. Есть очень специальный класс интересных
исключений из этого правила, о котором мы упомянем в конце
разд. 4.9.

Как и ранее, удобно записать (4.96) в векторной форме (ср. с (4.79)):

t - ~г~ = Z d ; а> Р\ 7).

ii--ax\

У - 7Z /

Для существования колебательного решения система (4.97) должна
иметь по крайней мере одно неустойчивое стационарное решение г0, ко-
торое лежит в положительном квадранте пространства (х, у, z); обычно
его называют положительным стационарным состоянием. Такое ста-
ционарное состояние окружено предельным циклом J). Для решения ти-

(4.97)

1) Категорически этого утверждать нельзя; кроме того, что такое «окруже-
но», если нет малого параметра (см. примечание на с. 164)? В этой ситуации до-
пустимы лишь слова «естественно ожидать», но не более.- Прим. ред.
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па предельного цикла должна быть также глобальная устойчивость, т. е.
должна существовать такая замкнутая поверхность В, что г' • п < 0 для г
на В, где п - внешняя нормаль к В (ср. с аналогичным условием (4.89)
и двумерным вариантом (4.21)).

Сначала покажем существование ограничивающей поверхности В.
Естественно испробовать прямоугольный параллелепипед, ограни-
ченный плоскостями х = 0, у = О, z = 0 и х = х, у = у, z = z, где х, у
и /должны быть найдены. Пусть i, j и к-вновь единичные векторы на-
правлений х, v и г соответственно. Тогда

0 =х = 0, n = - r ' - n = — х'
1 + z

< 0 д л я 2 Js О,

у = О, n = - j ^ > r ' - n = — у' у = 0 = - х < 0 д л я х > О,

2 = 0 , n = — k ^ r ' - n = ~ z '

Н а плоскостях

z = 0 = — у <0 д л я у > 0.

х = х,

п = к
n = j

n = i

Г' • п < 0

r' -n < 0

г' • п < 0

у — y~z < 0 ,

х - (Зу < 0 ,

ах < 0.

(4.98)

Теперь в первом из условий (4.98), если yz > у, требуемое неравен-
ство выполняется, поскольку максимум у достигается в у. Аналогично,
используя второе и третье неравенства (4.98), находим, что достаточные
условия для г' • п > 0 на трех сторонах параллелепипеда х = х, у = у,
z = z суть

1 < ах, х < у < yz. (4.99)

Ясно, что возможно последовательно найти х, у и z. удовлетворяющие
условиям (4.99). Тем самым мы показали, что для системы (4.97) имеет
место глобальная устойчивость, так как мы нашли конечную замкну-
тую поверхность В, на которой г' • п < 0 й .

Стационарные состояния (4.97) получаются как решения

'' Легко проверить, что равенство г ' п = 0 при х = у = 0 и у = z = 0 не
нарушает глобальной устойчивости.- Прим. ред.
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F(r; а, Р, у) = 0, и единственное положительное решение г 0 - э т о

1о = (*о> У О' zo)> У о =
(4.100)

4
2

+ -4-) -11 > о.
а(3у /

Легко проверить, что z0 < 1/сфу < г, >'о < 1/оф < >>, х 0 < 1/а < х, так
что мы должны ожидать, что стационарное состояние устойчиво.

Для исследования линейной устойчивости удобно перенести начало
координат в пространстве концентраций в г0 с помощью замены

и = х - х0, и = у - у0, w = z - г 0 .

и

= 1 v

Подставляя в (4.97) и оставляя только линейные члены около R = О,
получаем

/ - «

R' = MR, M =

О
(1 + Ч)

1 - Р О

\ 0 1 -У

Собственные значения матрицы М удовлетворяют уравнению

М -XI = 0 ^ Х3 + (а + Р + у)А,2 + (а(3 + (Зу

1
+ = 0, (4.101)

которое имеет три решения: Xt, Х2 и Х3. Так как все коэффициенты
в (4.101) положительны, то действительных положительных собственных
значений не может быть. Чтобы R = 0 было неустойчиво в линейном
приближении, по крайней мере одно из значений Х1У Х2, Х3 должно
иметь положительную действительную часть, т.е. должно нарушаться
одно из следующих необходимых и достаточных условий Рауса -Гурви-
ца для отрицательности действительной части у всех корней Xt:

1
а + (3 + у > 0, офу +

(а + р + у)(аР + ру + уа) - ару -

0.

(4.102)

— > о.
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Поскольку а, (3, у и z0 все положительны, единственная возмож-
ность-это нарушение последнего неравенства в (4.102). С помощью
уравнения (4.100) для z0 это неравенство упрощается и сводится
к утверждению

ос2 (Р + у) + Р2 (а + у) + у2 (а + |3) + офу (1 + aPyz0) > 0,
которое выполняется всегда. Таким образом, R = 0, или г = г0-устой-
чивое стационарное состояние, и, следовательно, у модельной системы
(4.92) - (4.94) не может быть периодических решений типа предельного
цикла Ч В следующем разделе мы опишем модификации этой модели,
дающие периодические решения.

4.8. Системы управления синтезом фермента более высокого
порядка, модели с запаздыванием и некоторые общие резуль-
таты

Поскольку наша последняя модельная система управления синтезом
фермента не обладала требуемым колебательным поведением, то, сле-
дуя общей схеме моделирования, мы должны вновь исследовать модель
разд. 4.7; если возможно, необходимо реалистично ее модифицировать,
вновь проанализировать и, наконец, найти ей биологическую интерпре-
тацию.

Одна из возможных модификаций заключается в допущении, что
нужна более чем одна молекула репрессора (Z) для инактивации регуля-
торного гена G, как предположил Гриффит (1968). Слагаемое b/(\ + aZ)
в (4.92), описывающее скорость образования мРНК (X), соответствует
предположению (опирающемуся на экспериментальные данные), что од-
на молекула метаболита-репрессора (Z) соединяется с одним геном для
получения его неактивной формы. Если для этого необходимы т моле-
кул репрессора, то анализ, аналогичный проведенному в предыдущем
разделе, приводит нас к кинетическому уравнению для концентрации
фермента (X)

X = r J ^ r - cX (4.103)

взамен (4.92). Число т называется коэффициентом Хилла. Безразмерная
система, заменяющая теперь (4.97), имеет вид

r' = F ( r ; a , P , y , m ) =

\ У ~ yz

Глобальная устойчивость вновь имеет место, но теперь единственное

11 См. примечание на с. 164,-Прим. ред.
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положительное стационарное состояние г0 определяется соотношениями

х0 = Р.Уо, Уо = Yzo>

(4.105)

1
= 0,

"и ару
где z0-единственное положительное решение последнего уравнения.
Собственные значения линеаризованной задачи удовлетворяют (вместо
(4.101)) уравнению

X3 + (а + р + у)Х2 + (ар + Ру + уа)л + а|3у [1 + т (1 - аРуг0)] = 0.

Поскольку 1 + т (1 — aPyz0) > 0, положительные действительные кор-
ни вновь отсутствуют. Условие Рауса - Гурвица, которое должно быть
нарушено для существования комплексного собственного значения с по-
ложительной действительной частью,-это (ср. с третьим условием
(4.102))

(а + Р + у) («Р + Ру + уа) - аРу [1 + т ( 1 - аРуг0)] > 0, (4.106)

где z0-положительный корень уравнения (4.105). Так как a, P и у поло-
жительны, применяя соотношение между средним арифметическим
и средним геометрическим, мы имеем общее неравенство

1 Г1 I 1 ' 2

у (а + р + у) $= у (ар + Ру + уа) =s (аРу)1/3,

так что

(а + Р + у) (ар + Ру + уа) > ]/з (ар + Ру + уа) 3 ' 2 ^ 9аРу,

и из (4.106) следует

8аРу - аРуш(1 - aPyz0) = аРу(8 - т) + ma 2 p 2 y 2 z 0 > 0.

Итак, мы получили результат Гриффита (1968), а именно что по край-
ней мере для т > 8 всегда существуют положительные (бифурка-
ционные) значения a, P и у, такие, что нарушается последнее неравен-
ство, и стационарное состояние г0 из (4.105) становится неустойчивым 1(.

Так как собственные значения X служат решениями кубического
уравнения, «неустойчивые» собственные значения Х{ и Х2 должны быть
комплексно сопряженными: Х12 = Ц ± |СУ> *"Де И и а положительны. Таким

11 Хотя z0 зависит от офу, но при офу -> 0 будет г0 ~ (ару)" 1""1 + 1)

и Т.Д.-Прим. ред.
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образом, точка г0 неустойчива по типу колебаний возрастающей ампли-
туды. Из теоремы Хопфа о бифуркации (приложение 4) следует, что по
крайней мере в окрестности бифуркационных значений а, р и у суще-
ствуют предельные циклы малой амплитуды, делающие г0 неустой-
чивым; речь идет о значениях, для которых д = О, так что есть два чис-
то мнимых собственных значения. Эта конкретная система (4.104) была
изучена Тайсоном (1975), который доказал, что если а, (3, у и т таковы,
что точка г0 неустойчива, то существует периодическое решение; он ис-
пользовал метод, разработанный Хастингсом и Марри (1975) в связи
с реакцией Белоусова-Жаботинского.

1.5

1.0

Рис. 4.12. Решения типа
предельного цикла для
системы (4.104) при m =
= 9, C X = P = Y = 0.4; х, у

и z-концентрации мРНК,
фермента и репрессора

соответственно.

0.5

г ipenpeccop)

10 2С

В качестве примера положим а = (3 = у; тогда (4.106) и (4.105) при-
мут вид

2о (4.107)

Если а 3 мало, то 1/сх3 » 1, и из уравнения для z0 следует

l/lm + 1)

поэтому первое неравенство (4.107) приобретает вид a

3 m ' ( m + 1 » > i _
— 8/m и может легко нарушаться при любом т > 8 и достаточно

малом ос > 0. Например, если т — 9, то для неустойчивости достаточно
а < 0.4. Тогда для (4.104) существует решение вида предельного цикла;
этот случай проиллюстрирован на рис. 4.12. Заметим, что концентрации
не в фазе, и, как и следовало ожидать, максимум фермента (у) идет за
максимумом мРНК (х), а репрессора (z) идет последним.
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Итак, для модельной системы (4.104) мы нашли периодическое пове-
дение модели управления синтезом фермента, изображенной на
рис. 4.11. Однако кооперативность, требуемая для репрессии метаболи-
том и измеряемая коэффициентом Хилла т в (4.103), т.е. числом моле-
кул, необходимых для инактивации гена, настолько высокого порядка
(т > 8), что в высшей степени невероятно достигнуть ее в какой-либо
практической ситуации. Как указывалось выше, эксперимент показы-
вает, что т = 1. Таким образом, мы должны рассмотреть альтерна-
тивные модификации исходной модели разд. 4.7, более соответствую-
щие биологической реальности.

Разумно, по-видимому, предположить, что синтез фермента и меха-
низм управления содержат более чем одну катализируемую ферментом
реакцию, предшествующую образованию репрессора. Если есть серия
реакций первого порядка типа (4.93), то мы имеем модельную систему
с п компонентами, концентрации которых мы обозначим х =
= (х1, х2 х„). Тогда обобщение исходной модели Гудвина (1965)

(разд. 4.7), в котором продукт х„ последней реакции в последовательно-
сти ингибирует первую, может быть записано в безразмерной форме
(сравните с (4.104)):

(4.108)

xr

= x r _ ! - A>xr, r = 2, ..., n.

Здесь к-положительные постоянные, а /(*„)-ингибирование посред-
ством обратной связи, соответствующее члену (1 -Hz)"1 в (4.97). В коо-
перативной модели (4.104) член /(х„) имел вид (1 + х™)"1.

Система (4.108) была исследована детально многими авторами. Мак-
дональд (1977), например, использовал теорию бифуркации, в то время
как Рапп (см. (1976) и указанные там более ранние работы) разработал
среди прочего метод поиска предельных циклов для заданных диапазо-
нов параметров.

Дальнейшее обобщение модели (4.108), в котором катализируемые
ферментом реакции не обязательно первого порядка, исследовали Хас-
тингс и др. (1977). Они доказали важную теорему о существовании пе-
риодических решений конечной амплитуды для общего класса уравне-
ний с п компонентами

- ^ - = /. (*.- *i). -~ = ft (*r - v хг), 2^г^п. (4.109)

Этот класс представляет общую систему внутриклеточного управления,
основанную на отрицательной обратной связи, если скорости реакций /;,
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i = 1, 2, ..., п, удовлетворяют критериям (i)-(vi), приведенным ниже.
Теорема утверждает, что существует непостоянное периодическое реше-
ние системы (4.109) в ограниченной области D, если выполнены следую-
щие условия:

df df
(i) — < 0, — — > 0, 2 < г < п;

дхг дхг _ j

(ii) %- < 0;

дх„

(ш)/ г (0, 0) ^ 0, г = 1, 2, . . , п ,

/4(л:„, 0) > 0 для х„ ^ 0;
(iv) система (4.108) имеет в D единственное стационарное состоя-

ние х* = (х*, ..., х*), такое, что /х (х„, х{) < 0, если х„ > х* и ,хх > х*, но
/, (х„, xj > 0, если х„ < 4 и зс, < х?;

(v) dfjdxn для х в В ограничена сверху;
(vi) якобиева матрица

J =

/ dxi дх„ дх.,

д(хи...,.

\ dXl

не имеет кратных собственных значений, и существует по крайней мере
одно собственное значение с положительной действительной частью.
Доказательство теоремы довольно длинное и сложное. Следует указать
еще одну общую работу по системам управления с отрицательной
обратной связью-Тайсона и Отмера (1977).

В приведенных выше моделях система (4.97) удовлетворяет всем тре-
бованиям, кроме (vi): в этом условии требуется, чтобы стационарное со-
стояние было неустойчивым. Система (4.104) при т > 8 удовлетворяет
всем условиям, так что для нее решение типа предельного цикла су-
ществует; оно иллюстрируется рис. 4.12.

Рассмотрим теперь, следуя замечанию Гудвина (1965), другую воз-
можную модификацию исходной модельной системы, которая приводит
к механизму реакции (4.92)-(4.94), или, в безразмерной форме, (4.97).
Обращаясь к исходной схеме рис. 4.11, разумно, вообще говоря, ожи-
дать некоторого запаздывания (вызванного, например, диффузией в ци-
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топлазме), т. е. временного интервала между моментом образования
мРНК (X) и моментом достижения ею рибосом, активно участвующих
в синтезе фермента (Y). Влияние такого запаздывания выражается
в том, что в (4.93) член dX (t) заменяется на dX (t — td), где td-время за-
паздывания между образованием мРНК и моментом достижения ею
центров синтеза фермента. В безразмерной форме модельная система
с запаздыванием, заменяющая (4.97), имеет вид

1

г' = F (г; а, р, у, Т) = х(т — Г) - Ру (т.) , (4.110)

где Т-безразмерное время запаздывания. Физически второе уравнение
в (4.110) означает, что скорость образования фермента (у) в данный мо-
мент времени т зависит от концентрации мРНК (х) в более ранний мо-
мент времени х — Т. Альтернативная модель может иметь запаздыва-
ние в регенерации активных генов после образования молекул мРНК;
это привело бы к появлению времени запаздывания в первом члене
в первом уравнении из (4.110). Очень кратко рассмотрим вообще эффект
запаздывания Ч

Запаздывание часто оказывает дестабилизирующее влияние, хотя во
многих ситуациях его эффект противоположный, и есть случаи, когда
запаздывание может стабилизировать стационарное состояние, которое
без него неустойчиво. Даже если запаздывание не делает устойчивое
стационарное состояние неустойчивым, оно часто вызывает явление
«проскакивания», так что возвращение к стационарному состоянию про-
исходит колебательным образом. Пример, просчитанный для (4.110)
и проиллюстрированный ниже на рис. 4.14, представляет как раз такой
случай. Часто дестабилизирующее влияние на стационарное состояние
выражается в возникновении устойчивых предельных циклов.

Чтобы выработать эвристическое чутье к эффекту запаздывания,
рассмотрим простое логистическое уравнение2) -с временем запаздыва-
ния Т в квадратичном члене, а именно

=n(t)[ln(t-T)-], (4.111)

где Т > 0. Если Т = 0, решение имеет простой ьид

и (Г) = - ^ г - г ? , п (0) = я 0 (Т= 0),
«о + (1 - по>е

" Подробное см. дополнение редактора и переводчика.-Ярим. ред.
2) Это простая популяционная модель, приводящая к уравнению (4.111) с

Т = 0. Она основана на предположении о простом линейном росте для малой
популяции п и квадратичном эффекте перенаселения, отраженном членом — п2.
Конечное стационарное состояние при ( —> оо-это просто п = 1.



4.8. Системы управления синтезом фермента более высокого порядка 185

показанный на рис. 4.13,а. Решение с Г > 0 не так просто получить ана-
литически. Здесь мы дадим его физическое описание, полученное непо-
средственно из уравнения (4.111) и показанное на рис. 4.13,6. Если Т =
= 0, то ясно, что п -* О, когда п -» 1. Независимо от того, будет ли

начальное значение п0 > 1 или п0 < 1, n(t) -> 1 монотонно. Однако,
обращаясь к рис. 4.13,6 при Т > 0, предположим, что в некоторый мо-
мент времени t = tl будет п = i ; тогда, поскольку n(tl — Т) < I (мы
считаем Т < tt), будет п t = t>0>, так что по крайней мере для t, близ-
ких к t t , будет n(t > ft) > 1. Рост решения n(t) будет продолжаться, по-
ка n(t - Т) < 1, т.е. »( t)[ l - "(г - Л ] > 0. После t = tt + Гначнется

Рис. 4.13. Решения уравнения с запаздыванием (4.111): а-при Т — 0 для /70 > 1
и и0 < 1: б-при Т > 0.

убывание n(t), и если Т не слишком мало, то, начиная с некоторого t =
= t2, вблизи t2 будет вновь п (t) < 1.

Возможность колебательного поведения, таким образом, правдопо-
добна. И действительно, в некотором диапазоне Т > 0 для уравнения
(4.111) существуют периодические решения в виде устойчивого предель-
ного цикла.

Тривиальный аналитический пример можно дать, если сравнить сле-
дующие два уравнения и их решения:

x(t) = xoe
 Ш/2Т,

(4.112)

~x(t-T) m> x(t) = x0cos-~

(здесь х0-постоянная интегрирования). Первое решение проявляет
простое экспоненциальное затухание, в то время как второе является
чисто колебательным благодаря запаздыванию. Для получения решения
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второго уравнения, конечно, требуется нечто большее, чем задание х(0),
а именно знание поведения х для — Т < t ^ 0. Колебательное решение
в (4.112) только нейтрально устойчиво. Если вместо л/2Т во втором
уравнении мы напишем а, то решение будет неустойчиво (устойчиво) по
способу возрастающих (затухающих) колебаний, если а>к/2Т (1/еТ<
< а < п/2Т). При 0 < а < 1/еТ решение устойчиво по способу экспо-

ненциального затухания.
В целом предмет теории уравнений с запаздывающим аргументом

с математической точки зрения в настоящее время весьма обширен, как
и применения этой теории к экологическим моделям: см., например,
книгу Мея (1973), исследования модели хищник-жертва Стирзакера
(1975) и Макдональда (1976). В этих работах рассматриваемые уравне-
ния нелинейны, и, как и в случае дифференциальных уравнений без за-
паздывания, это необходимо для существования в качестве решений
устойчивых предельных циклов. Пример в (4.112) линеен и, конечно, не
имеет предельного цикла. Можно указать вводную книгу Драйвера
(1977) по обыкновенным дифференциальным уравнениям и уравнениям
с запаздывающим аргументом, написанную на элементарном уровне1'.
Аналитическое исследование систем с запаздыванием в отличие от оди-
ночных уравнений с запаздывающим аргументом намного менее разви-
то, и общих теоретических результатов здесь получено немного.

Вернемся теперь к модели (4.110) управления посредством обратной
связи с запаздыванием. Система была решена численно; пример реше-
ния приведен на рис. 4.14, где эффект запаздывания отчетливо виден по
сравнению с соответствующей моделью без запаздывания ( Т = 0). Здесь
явление проскакивания очевидно. Колебания, вызванные проскакива-
нием при запаздывании, быстро затухают. Увеличение запаздывания
приводит к возрастанию амплитуды проскакивания и увеличению числа
колебаний. Заметим, что, как и на рис. 4.12, основные колебания компо-
нент находятся не в фазе, и расположение их максимумов имеет такой
же порядок, как на рис. 4.12. Для системы (4.110) нет решений типа
предельного цикла. Но если во втором уравнении заменить х(т — Г) —
— Ру(т) на х(т) — (Зу(т — Г), т.е. ввести запаздывание в процесс распа-

да фермента (у), то предельные циклы возникают; однако биологически
это нереалистично.

Концепцию запаздывания в модельной системе рис. 4.11 можно ин-
терпретировать в явной форме как результат диффузии, и в таком слу-
чае диффузионные члены следует включить во второе уравнение (4.97);
это, конечно, влечет за собой пространственные эффекты. Диффузия
и пространственные явления обсуждаются в гл. 5.

См. также Л.Э. Эльсгольц и С Б . Норкин (1971)*.-Прим. ред.
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Рис. 4.14. Решения модели (4.110) управления синтезом фермента с запаздыва-
нием при а = р = у = 0.5 для значений времени запаздывания Т = 1 (сплош-
ные кривые) и Т = 0 (штриховые кривые). Видны явление «проскакивания»
и переход к стационарному состоянию посредством затухающих колебаний, вы-

званные запаздыванием.

4.9. Модельный осциллятор
с субстратным ингибированием

Интересная новая модель универсального осциллятора была предло-
жена Зеелигом (1976). Она основана на ингибировании субстратом, ко-
торое особенно распространено во многих ферментативных реакциях.
Модель не включает нереалистичного тримолекулярного автокатализа
простой иллюстративной модели предельного цикла разд. 4.4 (реакции
(4.28)), но по-прежнему сводится к двухкомпонентной системе. Схема ре-
акции иллюстрируется рис. 4.15. Общая реакция имеет вид X + Y ->
-> Р + Q и подвержена воздействию катализатора М, который может,
например, быть ферментом. При формулировке модели полезно обра-
щаться к рис. 4.15 и к кинетическим уравнениям (4.114), выписанным
ниже.

Субстраты X и Y подаются постоянными потоками j l и j 2 . Имеется
убыль X в результате реакции первого порядка с константой скорости
к0. Это не переполнение, поскольку в этом случае оно распространялось
бы и на Y. Катализатором является М. Субстрат X осуществляет суб-
стратное ингибирование путем извлечения части активного катализато-
ра с образованием инертного комплекса МХ2. Тогда схема реакций, со-
ответствующая рис. 4.15, имеет вид
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Рис. 4.15. Модель осциллятора на основе ингибирования субстратом (Зеелиг
(1976)); см. систему реакций (4.113).

h - X,

h - Y,

X

м + х ^ мх, (4.113)

MX + X ^± МХ2,

MX + Y ->• M + P + Q.

Быстрые реакции считаются обратимыми, а медленные-необратимы-
ми. Кинетические уравнения вытекают из закона действующих масс:

dt
= Л - к0 [X] - fc, [M] [X] + fe_! [MX] -

- к2 [X] [MX] + к_2 [МХ2],

dt = h
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= - /с, [м] [х] + к., [мх] + к3 [мх] [У],

= к, [М] [X] - k_t [MX] - к2 [MX] [X] +
dt (4.114)

+ k_2[MX2]-k3[MX][Y],

d [MX2]
dt

= k2 [MX] [X] - k_2 [MX2],

где [ ], как обычно, обозначает концентрацию, а к{-константы скоро-
сти. Последние три уравнения, конечно, не являются независимыми, по-
скольку, складывая их, мы получаем уравнение сохранения для катали-
затора

[М] + [MX] + [МХ2] = Мо = const, (4.115)

где Мо-общее количество катализатора М.
Введем безразмерные переменные

х = —. , У = —. , Zj =

[MX] _ [MX2]
2 2 = M o ' * 3 = ~~Л^~' T ~ o t '

(4.116)

j = kl j t , J 2 = ^3 j g = ^ 2 ,
kok_l kok^i Ki

в которых система уравнений (4.114) примет вид

A — i/ 1 — Л UAZ i ~\~ M^2 ULUA^>2 ' г 3 '

/ = J 2 - Yj,z2,

zz[ = - x Z l + z 2 + yz2, (4.117)

£z2 = xzl — z2 — ocxz2 + 5z3 — yz2,

EZ3' = axz 2 - 8z3,
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где штрих означает дифференцирование по т. Уравнение (4.115) при-
нимает следующий простой вид:

zi + z2 + z3 = 1. (4.118)

Теперь, как упоминалось выше, будем считать необратимые реакции
очень медленными по сравнению с обратимыми, так что к0 « к_1, т.е.
параметр е « 1; е стоит при производной в каждом из последних трех
уравнений в (4.117). Поскольку нас здесь интересует не задача с на-
чальными данными (сравните с гл. 1), а скорее возможные предельные
циклы в качестве решений, естественное первое приближение получает-
ся, если в (4.117) положить 8 = 0. Это то же самое, что сказать, что про-
цессы, в которых участвует катализатор и его комплексы (см. последние
три уравнения в (4.114)), находятся в равновесии. Таким образом, пола-
гая правые части трех последних уравнений из (4.117) равными нулю
и используя также уравнение сохранения (4.118), мы получаем выраже-
ния для z l f z2 и z3 через х и у. После подстановки их в первые два урав-
нения из (4.117) получаем следующие два уравнения для х и у-безраз-
мерных концентраций субстратов:

х' = J , - х - р>(х, у), у' = J2 - yr{x, у),

(4.119)
ху

г (х, у) - -J-+ х + у + (а/8)х2 '

В любом фактическом механизме, соответствующем рис. 4.15, един-
ственными фиксированными параметрами будут те, в которые входят
константы скорости, т.е. а, 6 и s из (4.116). Другие параметры, т.е. J,,
J 2 , P и у, включают величины, которые в эксперименте можно изменять,
а именно общее количество катализатора Мо и потоки субстратов /\ и

h-
После примеров, обсуждавшихся в разд. 4.4-4.8, здесь достаточно

только наметить основные пункты анализа, показывающего существо-
вание предельного цикла.

Из (4.119) получаем, что равновесное состояние (х0, у0) выражается
соотношениями

< (4.120)

так что стационарное состояние лежит в положительном квадранте, ес-
ли Jl > J2 (P + 1)/у, поскольку при этом условии у0 > 0 и х0 > 0.
В размерном виде это дает /\ — /2 > j2k0/k1M0 > 0, т.е. поток субстра-
та X должен быть больше потока субстрата Y.
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Линейная устойчивость стационарного состояния (х0, у0) получается
теперь уже привычным образом путем линеаризации уравнений (4.119)
около (х0, у0), что приводит к квадратному (так как система двухкомпо-
нентная) уравнению для собственных значений X. Затем получается ус-
ловие бифуркации для значений параметров, при которых одно из соб-
ственных значений становится положительным (или, если они комплекс-
но сопряженные, становится положительной их действительная часть);
это простое алгебраическое упражнение мы оставляем читателю (при
желании его можно найти в статье Зеелига (1976)). Анализ показывает,
что точка равновесия является не седловой (в противном случае реше-
ние в виде предельного цикла было бы невозможным), а неустойчивым
фокусом или узлом.

Рис. 4.16. Решение типа предельного цикла (жирная кривая) и ограничивающая
поверхность (штриховые линии и линия у = 0) для модели осциллятора (4.113);

см. также рис. 4.15.

Остается только продемонстрировать глобальную устойчивость.
Удобный графический метод определения замкнутой линии, на ко-
торой г ' -п<0 (условие (4.21)),-это записать (4.119) в виде

х' =/(х, у), у' = д(х,у)

и изобразить нулевые линии/(х, у) = 0 и д (х, у) = 0 на фазовой плоско-
сти (х, у). На рис. 4.16 схематически показаны эти линии. Точка равно-
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весия, являющаяся пересечением нулевых линий, лежит в положитель-
ном квадранте, поскольку в силу одного из приведенных выше условий
х0 > 0 и у0 > 0. Тем самым определяются области, в которых х' > 0 и
х' < 0, и аналогичные области для /, поэтому легко найти (сначала
графически, а затем аналитически) ограничивающую линию. При вы-
бранных параметрах положение (х0, у0) неустойчиво, и, согласно теории
Пуанкаре-Бендиксона, существует предельный цикл. Пользуясь вновь
рис. 4.16, можно представить себе траекторию этого решения. Напри-
мер, если мы начнем с точки А, где х' > 0 и у' > 0, типичным будет
движение вдоль кривой вида ABCDEA. Детальный анализ был здесь
проведен Зеелигом (1976), который построил типичный предельный
цикл для редуцированной системы (4.119).

Возможные химические приложения колебаний вообще и химической
реализации рассмотренной модели обсуждались в работе Зеелига (1976).
Он также высказал предположение, что в этой модели могут обнаружи-
ваться пороговые явления; они должны быть подобны тем, которые
Трои и Филд (1977) обнаружили в реакции Белоусова (разд. 4.6), когда
стационарное состояние устойчиво, но концентрации претерпевают
большие изменения, прежде чем вернуться в стационарное состояние.
Это указывает на возможность разработки химического переключателя
на основе порогового поведения. Можно также, по-видимому, использо-
вать такие реакции как модели лавинных реакторов.

В следующей главе мы обсудим колебательные явления с простран-
ственными эффектами. Мы рассмотрим, например, бегущие концентра-
ционные волны в системах реакций. Такие волны могут возникнуть из
гетерогенных колебательных состояний, поэтому существование поро-
говых явлений, упомянутых выше, имеет определенное биологическое
значение для распространения одиночных химических сигналов.

Наконец, мы должны упомянуть здесь о существовании модельных
систем реакций, которые проявляют колебательное поведение, не
являющееся периодическим. Это означает, что нет такого периода Т,
что х(Г + Г) = х(г), но тем не менее колебания сохраняются. Такие ко-
лебания называются хаотическими. Возникают множества сложной
структуры-так называемые «странные аттракторы», которые притяги-
вают к себе все соседние траектории, но сами состоят из неустойчивых
траекторий, перепутанных друг с другом. Поэтому колебательная
картина никогда точно не повторяется. В двух статьях Рёсслера
(1976, а, Ь) обсуждаются модельные системы реакций, в которых возни-
кает хаос, и представлены численные результаты '>.

11 О возникновении хаоса в системах реакций см. также статьи Рёсслера,
Вегмана (1978)* и Ольсена, Дейна (1977)*, а в популяционных моделях-статьи
Мея, Остера (1976)* и Б.Г. Заславского (1981)*. Эти вопросы рассмотрены так-
же в книге Г. Хакена (1980)*, а в научно-популярном изложении- в журнале
«Природа», № 2 (1981).- Прим. перев.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4.А1

Детальная последовательность реакций для колебательной химиче-
ской реакции Белоусова-Жаботинского имеет, согласно Филду, Кёрёсу
и Нойесу (1972), следующий вид:

НОВг + Br~

HBrO2 + Вг"

f Н +

' + Н

BrO3- + Вг" + 2 H + -»•

2HBrO2 -> В

ВгОз" + НВгО2 -

ВгО2 + Се III +

СНЛСООН), -*

f Н +

н + -,

ВгСН

-> Вг2 + н2о,
f -* 2HOBr,

НВгО 2 -(

НОВг +

-> 2 В Ю 2

• Н В Ю 2

(СООН),

- НОВг,

н + ,

+ н2о,

+ Се IV,

+ Вг ~ + Н +

(4.А1.1)

(4.А1.2)

(4.А1.3)

(4. А 1.4)

(4. А 1.5)

(4. А 1.6)

, (4.А1.7)Вг2

6CeIV + СН 2 (СООН) 2 + 2Н 2 О -> б С е Ш + Н С О О Н + 2 С О 2 + 6Н + ,
(4. А 1.8)

4CeIV + BrCH(COOH)2 + 2 Н 2 О -> 4 С е Ш + В Г + Н С О О Н +

+ 2 С О 2 + 5Н + , (4.А1.9)

Вг2 + Н С О О Н -> 2Вг" + С О 2 + 2Н + . (4.А1.10)
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ГЛАВА 5

БИОЛОГИЧЕСКИЕ ОСЦИЛЛЯТОРЫ П.
ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ СТРУКТУРЫ

И НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ЯВЛЕНИЯ

5.1. Введение и биологические примеры

Биологический морфогенез, т. е. эволюция и развитие форм, уже дав-
но занимает ученых. В этом столетии классический труд Д'Арси Томп-
сона (1917) «О росте и форме» внес основной вклад в разработку теоре-
тических аспектов проблемы и даже теперь, спустя шестьдесят лет,
представляет собой захватывающее чтение. Для нас здесь интерес со-
средоточен вокруг пространственных структур с точки зрения их проис-
хождения и роли в развитии организмов. По-видимому, после труда
Томпсона первая важная теоретическая работа по развитию структуры
и формы-это статья Тьюринга (1952), который показал, что комбина-
ция химических реакций и диффузии может приводить к возникновению
пространственной структуры; теория формирования пространственных
структур в системе химических реакций с диффузией, по существу, нача-
лась с этой работы Тьюринга. Теперь общепризнанно, что простран-
ственные эффекты играют существенную роль в тонкостях развития
живых систем. Это признание в большой степени было обусловлено ра-
ботой Вольперта (1969). Его феноменологический подход заключается
в приписывании специфических состояний совокупности клеток (более
или менее подобных первоначально) таким образом, что полученный
ансамбль состояний клеток образует пространственную структуру. Этот
подход, однако, сильно отличается от теории реакций с диффузией, ко-
торая показывает математически, что реакции между компонентами
и диффузия (и то и другое, несомненно, имеет место в развивающейся
системе) могут, вместе взятые, приводить к возникновению устойчивых
пространственных структур и волновых явлений.

В развивающихся живых системах должна быть какая-либо межкле-
точная (наряду с внутриклеточной) связь для управления простран-
ственным развитием. Волновые явления, обсуждаемые здесь, пригодны
для передачи биохимической информации в виде концентрационных
волн на макроскопические расстояния за времена, которые на несколько
порядков меньше, чем характерные времена диффузии; последние
имеют порядок L2/D, где L и D -соответственно преодолеваемое рас-
стояние и коэффициент диффузии. В типичных случаях D = 0(1O~5)
см2/с и L=O(1) см, так что характерное время диффузии имеет по-
рядок 0(105) с, что с точки зрения биологии развития слишком боль-
шое время. Поэтому разумно предположить, что биологические волны
важны для установления морфогенетических полей; как мы увидим,
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данные, обсуждаемые в настоящей главе, на это отчетливо указывают.
Работа Гудвина (1976) по регенерации цветкоподобной головки во-

доросли Acetabularia и по гидроиду Tubularia дает убедительные экспе-
риментальные доказательства того, что волновые явления играют здесь
основную роль. Acetabularia -это замечательное одноклеточное растение
длиной несколько сантиметров с ядром (ризоидом), стеблем и цветкопо-
добной головкой; оно обитает в водной среде. Головка после ампута-
ции регенерирует в течение недели. У этого растения наблюдаются
электрические волны, распространяющиеся по нему вверх со скоростью
порядка 400 мкм/с, т. е. около 2.4 см/мин.

Непрерывное развитие и поведение миксомицетов Dictyostelium disco-
ideum является удобным для наблюдений примером важности колеба-
тельных (во времени и пространстве) явлений в их морфогенетическом
жизненном цикле. Хотя конкретные детали последовательных процессов
здесь еще являются предметом споров, общая картина, которую мы
сейчас опишем, общепризнанна.

Амебы, выходящие при благоприятных условиях из созревшего пло-
дового тела, вначале равномерно распределяются в доступном им про-
странстве и вегетативно воспроизводятся до тех пор, пока не исчерпает-
ся имеющаяся пища. Первая стадия развития организма - это агрегация.
Здесь клетки-ведущие центры (или «водители ритма»-pacemakers)-пе-
риодически испускают химические импульсы циклического аденозинмо-
нофосфата (цАМФ), что заставляет соседние клетки двигаться по направ-
лению к ведущим центрам и в то же время (также периодически)
испускать цАМФ. Таким образом, распространяется химический сигнал,
вызывающий агрегативное движение всей популяции, которое служит
примером явления, известного как хемотаксис,- движение, вызванное
градиентами концентрации химических веществ. Период испускания
цАМФ ведущими центрами составляет несколько минут, а скорость вол-
ны химического сигнала-несколько микрометров в секунду. Когда
несколько тысяч амеб собираются вокруг ведущего центра, они обра-
зуют плотную массу, имеющую вид слизневого плазмодия, который на-
чинает двигаться; это движение также носит периодический характер
с волновыми сжатиями, распространяющимися вдоль тела плазмодия.
Через некоторое время движение агрегата клеток (плазмодия) прекра-
щается и начинается формирование стеблеподобного плодового тела
с головкой, содержащей споры. В благоприятных условиях споры поки-
дают плодовое тело и распространяются в имеющемся пространстве,
после чего весь процесс повторяется; полный цикл занимает около
8-10 ч. Коэн и Робертсон (1971, а, Ь) дают полное описание процесса.
Теоретическая работа Келлер и Сиджела (1970, 1971) (см. также обзоры
Келлер (1975) и Сиджела (1976)) с подробными списками литературы по
хемотаксису или агрегации миксомицетов является хорошим примером
успешного и полезного моделирования, осуществлявшегося в тесном
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контакте с параллельным экспериментальным исследованием этого
явления ".

Интересный и особенно важный момент в агрегации миксомицетов
заключается в том, что периодическое испускание импульсов одного хи-
мического метаболита, а именно цАМФ, из организующего ведущего
центра ответственно за образование пространственно структурирован-
ного морфогенетического поля и последующее пространственное движе-
ние слизнеподобных колоний клеток. То, что существенна именно перио-
дическая природа испускания цАМФ, было продемонстрировано Дар-
моном и др. (1975). Они показали, что если подвергать равномерно
распределенные амебы воздействию периодических (с периодом 5 мин)
импульсов цАМФ, то они начинают агрегировать, тогда как при не-
прерывном сигнале этого не происходит. Во многих задачах клеточной
организации вообще следует рассматривать возможность существова-
ния синхронизирующего ведущего центра. На эту тему есть интересная
статья Гудвина (1976).

Драматический пример периодических и пространственных вол-
новых явлений на фоне непрерывного развития и поведения при реге-
нерации гидранта (щупальца) морского гидроида Tubularia описан Гуд-
вином (1976). Здесь после ампутации гидранта сначала происходит
медленная миграция клеток к тому концу гидроида, где был ампутиро-
ван гидрант; это продолжается около 5 ч. Затем наступает 8-часовая фа-
за, во время которой происходят периодические сжатия (с периодом
8-10 мин) и из области колебаний распространяются волны сжатия. Эти
волны сначала распространяются нерегулярно из нескольких центров,
но в конце концов становятся регулярными и когерентными и исходят
из одного ведущего центра. Затем в течение пассивного периода, про-
должающегося около 5 ч, происходит медленное накапливание клеток
в области, где появится новый гидрант. После этого наступает следую-
щая фаза периодических сжатий и волн, за которой следует вновь спо-
койный период; эта картина повторяется, по-видимому, несколько раз.
Драматической кульминации, во время которой образуется полностью
сформированный гидрант, предшествует последняя стадия периодиче-
ских сжатий с периодом 4-5 мин.

В этом процессе регенерации гидранта, по-видимому, также происхо-
дит периодическое испускание метаболита, которое создает морфогене-
тические организующие центры, управляющие биологическим разви-
тием. Представляется, что вообще ведущие центры с периодом

" Укажем читателю несколько работ, посвященных моделированию этого
явления и опубликованных после выхода в свет данной книги: статьи Гольдбе-
тера, Сиджела (1977)* и Гольбетера, Эрнё, Сиджела (1978)* по кинетике выделе-
ния цАМФ и статьи Маккея (1978)* и Сперба (1979)* по исследованию собствен-
но процесса агрегации, а также содержащиеся в них ссылки на другие
работы.- Прим. перев.
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в несколько минут и метаболические волны возбуждения со скоростями
порядка микрометров в секунду тесно связаны с переносом веществ (т. е.
морфогенетической информации) и клеток и что вместе они приводят
к хорошо упорядоченной пространственной организации.

Мы привели только два из нескольких примеров распространяю-
щихся концентрационных волн, найденных экспериментально. По-види-
мому, наиболее впечатляющими визуально (и в то же время простыми
с точки зрения механизма по сравнению с приведенными выше биоло-
гическими примерами) являются волны, возникающие при реакции Бе-
лоусова-Жаботинского, подробно описанной в разд. 4.5. В этом случае
волны появляются, если реагенты (в сочетании, приводящем к вре-
менным колебаниям во всем объеме) распределены тонким (около
2 мм) слоем в чашке Петри. Общее описание реакции, прекрасные фото-
графии этих волн, а также некоторые их замечательные трехмерные ха-
рактеристики можно найти в статье Уинфри (1974а). Для реагентов,
описанных в гл. 4, голубые волны движутся по красновато-оранжевому
фону со скоростью, которая зависит от концентраций реагентов, но
обычно составляет около 5-10 мм/мин (рис. 5.1). Уинфри (1972) дает
удобный количественный рецепт состава смеси для простой демонстра-
ции колебательного во времени и пространстве характера реакции. Под-
робное и доступное для неспециалистов описание реакции, ее механиз-
ма, предложенного Фиддом, Кёрёсом и Нойесом (1972), частичное
изложение анализа модели, проведенного Филдом и Нойесом (1974) (см.
разд. 4.5) и обширная библиография содержатся в обзоре Тайсона
(1976)1). Существование и форма незатухающих бегущих волн конечной
амплитуды для реалистичной модели, основанной на модели Филда
и Нойеса (1974), показаны Марри (1976, а); основная часть этого анали-
за воспроизведена в разд. 5.5 и 5.6, где аналитические результаты срав-
ниваются с экспериментом.

Существование незатухающих бегущих волн конечной амплитуды
как решений соответствующего уравнения реакции с диффузией было
впервые показано Фишером (1937)2). Его уравнение появилось совер-
шенно в другом контексте, как детерминистическая аппроксимация мо-
дели распространения благоприятного гена в популяции. Это уравнение
имеет педагогическое значение и называется теперь уравнением Фише-
ра. Оно подробно рассматривается в разд. 5.3 и 5.4, так как иллюстри-
рует некоторые трудности и ловушки, которые могут встретиться при
математическом анализе систем реакций с диффузией.

Имеются два широких класса распространяющихся пространственно

1) См. также книгу A.M. Жаботинского (1974)*.-Прим. перев.
2 1 Одновременно и независимо эта задача была рассмотрена в известной

работе А. Н. Колмогорова, Г. И. Петровского, Н.С. Пискунова (1937)*.-Прим.
перев.
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неоднородных концентрационных волн, а именно тех, в которых диффу-
зия не играет роли, и волн, где наличие диффузии существенно. Первые
называются кинематическими волнами, и в некотором важном классе
ситуаций такие волны распространяются благодаря локальным вариа-
циям фазы и (или) частоты, вызванным начальным пространственным
градиентом концентрации (или температуры) в неперемешиваемой сре-
де, которая способна к колебаниям во всем объеме. Такие волны, ко-
торые не зависят от диффузии, конечно, не разрушаются непрони-

Рис. 5.1. Экспериментально наблюдаемые волны в реакции Белоусова-Жабо-
тинского. Светлые волновые фронты-голубые, темные области-оранжево-
красные. Параметры процесса: толщина слоя реагентов 1.5 мм, частота 1-3
кольца в минуту, скорость волны 8 мм/мин. Интервалы времени между последо-
вательными снимками 1 мин. (Воспроизведено с любезного разрешения

А. Т. Уинфри; снимки предоставлены фирмой «Поляроид».)
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цаемым (для диффузии) барьером. Как показал Буссе (1969), реакция
Белоусова-Жаботинского может служить отличной демонстрацией это-
го типа волн; его результаты могут быть объяснены на чисто кинемати-
ческой основе. Такие кинематические волны подробно обсуждаются
в разд. 5.2.

Концентрационные волны, которые зависят от сочетания диффузии
и химических реакций, по-видимому, намного более важны биологиче-
ски и, конечно, намного сложнее для математического анализа. Класс
таких волн намного шире, чем кинематических. В рамках общего класса
есть два подкласса - уединенных волн, т.е. с одной волной или вол-
новым фронтом, и периодических последовательностей волн. Эти два
типа волн имеют совершенно различный математический (и биологиче-
ский) смысл. Математически существование решений типа уединенных
волн конечной амплитуды у параболических уравнений без конвек-
тивных членов является (или скорее было) маловероятным на первый
взгляд, в то время как появление периодических последовательностей
волн кажется менее удивительным. Что касается последних, если меха-
низм реакции вызывает устойчивые периодические колебания во всем
объеме, т.е. соответствующая система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, полученная из закона действующих масс, имеет
предельный цикл (гл. 4), то такой механизм может рассматриваться как
ведущий центр. Если компоненты могут диффундировать, разумно
предположить, что каждое колебание вызывает волну, распространяю-
щуюся в пространстве вследствие диффузии. Таким образом возникает
непрерывная последовательность волн. В действительности именно это
и происходит при соответствующих условиях. Некоторые математиче-
ские результаты в этом направлении получили Копелл и Хоуард
(1973а); мы дадим здесь краткое изложение этих результатов, а
в разд. 5.7 остановимся на них несколько подробнее.

С помощью теоремы Хопфа о бифуркации (см. приложение 4) Ко-
пелл и Хоуард (1973а) доказали, что система уравнений реакций
с диффузией

dc
- ^ = F ( c ) + DV 2 c 1 ) (5.1)
ot — — ~

обладает решениями типа периодической последовательности бегущих
волн малой амплитуды, если (i) диффузионная матрица D такова, что
перекрестная диффузия мала, а коэффициенты самодиффузии (диаго-
нальные элементы) достаточно близки друг к другу и (ii) редуцирован-
ная система, в которой нет пространственной неоднородности,

^ (5-2)

1 1 Вывод таких уравнений реакций с диффузией см. в гл. 1.
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имеет особую точку с = 0 (для нормировки), которая или неустойчива
по способу возрастающих колебаний (например, неустойчивая спираль
в двухкомпонентном случае), или сопровождается предельным циклом.
Они обсуждают также устойчивость таких волновых решений: волны
малой амплитуды неустойчивы, в то время как устойчивость волн боль-
шей амплитуды зависит от типа нелинейности F(c). Эта работа была
продолжена Хоуардом и Копеллом (1977), которые исследовали медлен-
но меняющиеся решения (типа последовательности волн) для указанно-
го класса уравнений реакций с диффузией.

Если в механизм реакций с диффузией включены другие способы
переноса, то существенно возрастает возможность более широкого раз-
нообразия волн, переносящих химическую информацию. (Хорошо из-
вестные конвективные ячейки Бенара в гидромеханике, кратко упомя-
нутые в гл. 4, служат примером устойчивой пространственной струк-
туры, которая зависит от присутствия в уравнениях нелинейных
конвективных членов.) Статья Отмера (1975) представляет собой первый
шаг в попытке классифицировать существующие типы процессов пере-
носа по их важности. В этой статье одномерный массив клеток рассмат-
ривается как двухфазная смесь, в которой одна из фаз неподвижна и со-
держит различные клеточные органеллы, а другая-жидкая подвижная
фаза, содержащая реагенты. Химические реакции происходят в каждой
фазе и между ними и сопровождаются активным транспортом между
фазами. В жидкой фазе перенос осуществляется диффузией, конвекцией,
миграцией ионов и т. д. В модельных системах найдены различные типы
незатухающих волновых решений. В разд. 5.7 мы обсудим в качестве
иллюстрации один пример, где конвективный перенос входит в меха-
низм реакции с диффузией.

Следует также упомянуть работу Ортолевы и его сотрудников
(1974), посвященную распространению волн в системах химических ре-
акций с диффузией; в ней имеются ссылки на более ранние статьи. Мы
коснемся этой работы в разд. 5.7.

Другая статья, которая должна быть здесь отмечена в связи с моде-
лями управления развитием,-это работа Гудвина и Коэна (1969); их мо-
дель включает в себя распространяющиеся волны с фазовым сдвигом
в качестве механизма управления клеточными процессами.

Другой класс уравнений, математически родственных системам реак-
ций с диффузией, но, как правило, больше связанных с некоторыми эко-
логическими моделями типа «хищник-жертва», в которых могут возни-
кать явления типа бегущих волн,-это уравнения с временным
запаздыванием в членах, описывающих реакции. В статье Марри (1976b)
рассмотрено одно такое нелинейное уравнение реакции с диффузией
и запаздыванием и получены решения типа последовательности волн,
устойчивых к определенному классу возмущений. Как мы видели
в предыдущей главе, эффекты запаздывания биологически осмысленны
в моделях синтеза ферментов, и соответственно то же должно быть для
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систем реакций с диффузией и запаздыванием. Теория, рассматриваю-
щая влияние запаздывания на поведение решений систем уравнений ре-
акций с диффузией и запаздыванием, пока разработана слабо 1(.

Особенно важный вывод, который можно сделать на основании со-
держания этой главы, заключается в том, что сочетание химической ре-
акции и биологически приемлемых механизмов переноса, наиболее
важным и распространенным из которых является, по-видимому, диф-
фузия2', может образовывать очень эффективную и гибкую систему
передачи химической информации от одной части биологической си-
стемы к другой. Биологическая важность водителей ритма, генерирую-
щих волны с периодом порядка минут и скоростями распространения
порядка сантиметров в минуту, наглядно продемонстрирована выше.
В связи с этим в разд. 5.7 мы кратко обсудим также важную модель Ку-
рамото и Ямада (1976).

Хотя механизмы переноса информации несомненно актуальны для
биологии, фундаментальную важность для биологии развития имеет
также способность механизмов реакции-диффузии порождать устой-
чивые пространственно неоднородные структуры в конечной замкнутой
области с нулевым потоком веществ на границах. Поэтому в разд. 5.8
и 5.9 мы обсудим некоторые общие результаты по системам реакций
с диффузией в конечных замкнутых областях в связи с существованием
пространственных структур.

В разд. 5.9 обсуждается также упомянутая ранее важная концепция
диффузионной неустойчивости. Диффузия, влияние которой обычно рас-
сматривается как стабилизирующее, играет, как показано здесь, важную
дестабилизирующую роль: такая диффузионная неустойчивость суще-
ственна при возникновении устойчивых пространственно неоднородных
структур. Описывается специальный класс уравнений реакций с диффу-
зией, связанных с экологией, для которых характерны такие простран-
ственные структуры, и указываются некоторые общие критерии суще-
ствования последних.

Число опубликованных работ по математической теории систем ре-
акций с диффузией в настоящее время довольно велико. Эта глава не
претендует на исчерпывающее изложение имеющейся литературы; она

" См. наше дополнение.- Прим. перев. и ред.
2) По мере развития биологии все большую важность приобретают меха-

низмы направленного переноса, обеспечивающие перемещение в популяциях кле-
ток и организмов к лучшим условиям обитания (таксис), в частности хемотак-
сис. Хемотаксис присущ многим клеткам, обладающим амебоидной подвиж-
ностью (см. примечание на с. 201), а также клеткам и организмам, имеющим
специальные органы передвижения; особенно хорошо изучен хемотаксис у бак-
терий-см., например, обзор В.Г. Бабского (1978)*.-Прим. ред.
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скорее имеет характер практического введения с более глубоким анали-
зом некоторых тем и примеров 1].

5.2. Кинематические волны:
пространственные структуры без диффузии

Если смесь реагентов в реакции Белоусова-Жаботинского, подроб-
но описанной в разд. 4.5, оставить в вертикальном цилиндре без переме-
шивания, то, как отметил Буссе (1969)2), образуются горизонтальные
полосы. Для описанных конкретных реагентов это горизонтальные по-
лосы голубого цвета, перемежающиеся с оранжево-красными. Обычно
они появляются на дне цилиндра и медленно движутся вверх, причем
последующие полосы движутся все медленнее и медленнее, пока весь
цилиндр не будет ими заполнен, причем они располагаются тем плот-
нее, чем ближе к дну цилиндра. Диффузия при образовании и распро-
странении таких полос играет пренебрежимо малую роль. Бек и Варади
(1972)3) (есть их более ранняя статья на венгерском языке) первыми да-
ли правильное кинематическое объяснение наблюдаемому явлению. То-
нес (1974) и Копелл и Хоуард (1973b), анализу которых мы в основном
следуем ниже, также обсуждали образование таких полос с кинематиче-
ской точки зрения. Эти специфические кинематические волны в корне
отличаются от тех, которые мы будем обсуждать в последующих разде-
лах, где диффузия играет решающую роль. Хотя в дальнейшем мы
имеем в виду волны, наблюдаемые в реакции Белоусова-Жаботинско-
го, наш анализ имеет непосредственное отношение к любому биологи-
ческому осциллятору, в котором возникают временные колебания.

Будем считать каждое поперечное сечение вертикального цилиндра
независимым осциллятором с периодом колебаний Т, который может
зависеть или не зависеть от положения осциллятора. Если эти незави-
симые осцилляторы имеют различные частоты или не находятся в фазе,
то пространственные изменения будут проявляться просто как последо-
вательность таких пространственных изменений фазы или частоты. Ис-
ходной причиной пространственного изменения частоты или фазы мо-
жет быть градиент концентрации одного из реагентов или (в случае
реакции Белоусова-Жаботинского) градиент температуры, поскольку

'' Автор не употребляет для пространственно-временных структур, спонтан-
но возникающих в системах реакций с диффузией, общепринятый термин дисси-
пативные структуры, идущий от Пригожина (см. примечание на с. 144); о дисси-
пативных структурах (стационарных и автоколебательных) см. книги Николиса
и Пригожина (1979)*, Ю. М. Романовского, Н.С. Степановой и Д. С. Чернавско-
го (1975)*, Эбелинга (1979)* и обзор В.А.Васильева, Ю.М. Романовского
и В. Г. Яхно (1979)*.-Прим. перев.

2) См. также Гершковитц-Кауфман (1970)*.-Прим. перев.
31 См. также Варади и Бек (1975)*.-Лр1ш. перев.
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температура влияет на период колебаний. В неперемешанной среде гра-
диент концентрации образуется вполне естественно почти всегда. Для
реакции Белоусова-Жаботинского эти горизонтальные полосы легко
и наглядно демонстрируются по рецепту Уинфри (1972). Если все ком-
поненты, кроме одного (например, раствора церия), перемешаны в вер-
тикальной пробирке, а раствор церия добавляется последним, но без
тщательного перемешивания, то образуется вертикальный градиент.
Вертикальный градиент концентрации одного из реагентов порождает
градиент периода колебаний, и горизонтальные полосы очень быстро
появляются. Через несколько минут они заполняют цилиндр и медлен-
но движутся вверх Ч Очевидно, что барьер, непроницаемый для диффу-
зии, не повлияет на существование таких волн. Эти волны на самом де-
ле представляют собой только псевдоволны. Истинного переноса
каких-либо реагентов не происходит.

Пусть z-пространственная координата, измеренная вертикально
вверх от дна цилиндра, принятого за начало координат z = 0; высота
цилиндра нормирована так, что на верхнем конце z = \. Предположим,
что благодаря начальному градиенту концентрации осциллятор в поло-
жении z(0 ^ z < 1) имеет период T(z). Представим состояние осцилля-
тора 2л-периодической функцией фазы cp(z, г). В реакции Белоусова-Жа-
ботинского волну можно различить по резкому голубому фронту.
Обозначив начальное распределение фаз ф0 (z), можно представить фазу
ср (z, i) в виде

ср (г, г) = v|/ (z, t) + Ф о (z), i|/ (2, 0) = 0, (5.3)

где \|/(z, t) просто возрастает на 2л, если время t увеличивается на пе-
риод T(z):

cp(z,f + T(z)) = 2л + v|/(z,t) + Фо(4

Определим теперь t (z) как время, при котором фаза в положении z рав-
на нулю, т.е. выполняется условие

cp(z,t(z)) = *|ф,Ф)) + <PoU) = °- (5-4)

Тогда для любого целого числа п и времени t = tiz) + tiT(z) получаем
с помощью (5.3) и (5.4)

cp(z,r + пТ) = \|/(z,t + пТ) + (po(z) = 2пл + \|/(z,t) + cpo(z) = 2птс. (5.5)

Это означает, что в плоскости (z, f) точка (z, f), соответствующая фазе

' ' Зрелище получается еще более эффектным, если использовать УФ-облуче-
ние пробирки.
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2пп, движется по кривой, заданной уравнением

г = r(z) + nT(z). (5.6)

Чтобы избежать ненужной общности, для конкретности выберем
T(z) в виде, например, дифференцируемой возрастающей функции z
(0 < z < 1). Для простоты рассмотрим такое начальное распределение
фаз, что q>0(z) = 0: согласно определению t(z) в (5.4), это означает, что
I (z) = 0. Определим теперь

tn(z) = nT(z); (5.7)

тогда из (5.5) следует

ф(г,Г„(г)) = 2шг. (5.8)

Тем самым г„(г)-это момент времени, когда n-й волновой фронт прохо-
дит точку z цилиндра. Скорость vn этого n-го волнового фронта опреде-
ляется как скорость изменения положения фронта, т.е. (используя (5.7)
и (5.8))

dz

~dt

dtn(z)

dz I nT'(z)
(5.9)

Поскольку T(z) - возрастающая функция, то T'(z) > 0; поэтому n-я вол-
на (гребень или скорее ведущая кромка ее) начинается в z = 0 в момент
времени t = пТ(0) и, согласно (5.9), распространяется вверх по цилиндру
со скоростью, равной 1/п от скорости первой волны. Эта п-я волна до-
стигает вершины цилиндра z = 1 в момент времени t = нГ(1). Так как
мы приняли, что T(z)-возрастающая функция z, с течением времени
в отрезке 0 < z ^ 1 будет все больше и больше волн, поскольку при па-
дении скорости пропорционально 1/п за один и тот же интервал вре-
мени больше волн входит в точке z = 0, чем покидает точку z = 1
(рис. 5.2). Это ожидалось и интуитивно.

В качестве конкретного примера положим фо(г) = 0, T(z) = 1 + z,
т.е. фаза 2пп достигается при t - п{\ + z), (p(z,t) - 2nt/T(z)l). Согласно
(5.9), скорость n-й волны равна и„ = 1/п. Пространственно-временная
картина волновых фронтов, задаваемая значениями (р = 2пп, показана
на рис. 5.2. Он показывает, что в момент времени t = 1 волна ср = 2я
входит в цилиндр при z = 0 и движется вверх со скоростью vx = 1.

'' Формула q>(z, () = 2nt/T(z), строго говоря, относится только к значениям
Ф = 2ли (кстати, только это и нужно), Здесь проведена интерполяция, т. е. счи-
тается, что весь процесс при разных z различается только масштабом времени,—
Прим. ред.
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В момент времени t — 2 волна с фазой <р = 4тс входит в точке г = 0
и движется со скоростью v2 = У2 и т.д. Первой волне нужно время t =
= 1, чтобы пересечь цилиндр, тогда как второй нужно t = 2 и т. д. По-

этому ясно, что с течением времени в цилиндре 0 < z < 1 будет все
больше и больше волн: например, при t = 4 две волны, а при t = 8
четыре. Заметим также, что волны более плотно упакованы вблизи дна
(z = 0), причем эта упакованность прогрессирует со временем.

Если начальные фазы cpo(z) ф 0, то t(z) ф 0, и из (5.6) следует T(z) =
= [t — t(z)~\/n. Таким образом, для больших t асимптотически T(z) ~
~ t/n, и проведенный выше анализ случая ср0 (z) = 0 асимптотически

II
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Рис. 5.2. Волновые фронты при распределении периода T(z) = 1 + z и началь-
ном распределении фазы cpo(z) = 0.

сохраняет силу. В биологической ситуации именно этого следует требо-
вать для реалистичности картины.

Чтобы проверить кинематическое объяснение полос, наблюдавшихся
Буссе (1969), Копелл и Хоуард (1973b) провели эксперимент с опреде-
ленным градиентом концентрации одного из реагентов в реакции Бе-
лоусова-Жаботинского. Их постановка эксперимента дает простран-
ственно-временной график областей постоянной фазы (фактически —
волн), и картина качественно подобна изображенной на рис. 5.2.

Явление, описанное в этом разделе, может быть очень просто проил-
люстрировано физически с помощью ряда простых маятников, длины
которых монотонно меняются вдоль ряда. Если все они начинают коле-
баться одновременно, то вскоре развивается волновая структура, и длина
волны быстро уменьшается.

Следует отметить здесь биологически важные выводы, вытекающие
из существования таких кинематических волн. Было четко продемон-
стрировано, что из однородной вначале смеси реагентов биологическо-
FO осциллятора как естественное следствие небольших градиентов одно-
го из реагентов (или любого другого эффекта, вызывающего локальные
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изменения периода колебаний) может возникнуть хорошо определенная,
зависящая от времени пространственная структура 1}.

Описанные здесь кинематические волны, возникающие в колеба-
тельных механизмах с устойчивым предельным циклом, обычно очень
устойчивы в том смысле, что малое возмущение не вызывает больших
пространственных изменений. Другой тип механизма, также порождаю-
щего кинематическую волновую структуру и бегущие волны, но без ука-
занного выше свойства устойчивости, это тот, в котором схема реакции
допускает, например, по меньшей мере два стационарных состояния,
одно из которых неустойчиво, а другое устойчиво. Это, конечно, тре-
бует нелинейной кинетики. В качестве простого иллюстративного при-
мера рассмотрим скалярную функцию u(t;x), удовлетворяющую урав-
нению

du 1
_ = и, = м(1 - и), ц(0;х) = 1 + e_iX , (5.10)

где s-положительная постоянная; пространственная переменная х рас-
сматривается здесь просто как параметр. Уравнение (5.10)-логистиче-
ское уравнение роста популяции, применимое, например, к росту попу-
ляции бактерий, плодовых мушек и т.д. Здесь стационарными
состояниями служат и = 0 и и = 1; нетрудно проверить, что и = 0 не-
устойчиво, а и=\ устойчиво. Начальное значение и(0; х) просто
дает неравномерное пространственное распределение, и решение имеет
вид

() z = sx + t. (5.11)
1 + е

11 Для объяснения механизма возникновения кинематических (или так назы-
ваемых фазовых) волн в реакции Белоусова-Жаботинского и других подобных
системах Смоэс и Дрейтлейн (1973)* рассмотрели модельную систему реакций,
описываемую уравнениями

dX/dt = 2У + Х[Е1 - (X1 + У2)],
(•)

dY/dt = -2ЛГ + У[£2 - (X2 + У2)],

где колебания концентраций X и У возникают при некоторых значениях парамет-
ров Ei и Е2, которые зависят через указываемый авторами механизм от кон-
стант скоростей и концентраций компонентов в промежуточных стадиях реак-
ций (*), а также от температуры. Система (*), допускающая относительно
простое аналитическое и численное (с учетом диффузии X, У и других компонен-
тов) исследование, была впервые рассмотрена в работе Н. Н. Баутина (1939)*
(см. А.А. Андронов, А.А. Витт, С.Э. Хайкин (1959)* и Смоэс (1976b)*). Модели
Смоэс-Дрейтлейн и ее обобщениям посвящены также работы Дрейтлейн
и Смоэс (1974)*, Розена (1975)*, Рубина (1976)*, Смоэс (1976 а)*, Физелла и Ру-
бина (1976)*.-Лрмл). перев.
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Оно представляет собой волну, которая движется влево с постоянной
скоростью, так как если начало координат х = 0 движется так, что
sx + t = 0, то волна не изменяет своей формы; ее скорость равна с =
= 1/s. В системе отсчета, движущейся влево со скоростью с = 1/s, z = О
всегда служит началом координат, и решение качественно подобно изо-
браженному на рис. 5.3. Такое волновое решение, конечно, структурно
неустойчиво: ясно, что форма и скорость существенно зависят от на-
чальных данных.

Хотя такие волны, как (5.11), т.е. решения уравнения (5.10), неустой-
чивы, существование устойчивых пространственных волновых явлений
представляет собой физическую реальность, как, например, на рис. 5.1,

Рис. 5.3. Типичное решение уравнения Фишера в виде бегущей волны.

и мы должны искать реалистические механизмы, порождающие их.
В предыдущей главе наблюдаемые периодические явления требовали
существования у уравнений химических реакций, описывающих эти
явления, устойчивого предельного цикла. Здесь мы должны искать си-
стемы, приводящие к устойчивым пространственным структурам. По-
скольку реагенты, вообще говоря, могут диффундировать, естественно
рассмотреть воздействие диффузии на механизм реакции и исследовать
ее роль и влияние на распространение кинематических волн.

Как уже отмечалось, хорошо известно, что диффузия может часто
иметь стабилизирующее действие, и ниже мы увидим подтверждения
этого. Пожалуй, менее хорошо известно, что включение простой диффу-
зии в системы кинетических уравнений может часто вызывать дестаби-
лизирующее действие. Мы увидим в разд. 5.9, что это может приводить
к очень важным последствиям: именно диффузионная неустойчивость
предлагается в качестве механизма, порождающего пространственные
структуры конечной амплитуды.

В следующем разделе мы рассмотрим важное уравнение Фишера,
обычная форма которого имеет вид (5.10) с включением диффузионных
членов. Хотя мы получаем решения типа бегущих концентрационных
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волн, они все еще, по существу, представляют собой кинематические
волны, так как их распространение вызывается именно нелинейными
«реакционными» членами в правой части (5.10).

5.3. Уравнение Фишера
и решения типа распространяющейся волны

Основное изучаемое здесь уравнение-это частный пример класса
скалярных уравнений реакций с диффузией (5.1) в одномерном про-
странстве

и, = ки{\ - и) + Duxx, (5.12)

где скалярная функция и (х, t) удовлетворяет заданным начальным и гра-
ничным условиям, а к и D-положительные постоянные. Это уравнение
является важным с исторической и педагогической точек зрения. Оно
было предложено (так же как уравнение с кубической нелинейностью
вместо квадратичной в правой части) Фишером (1937) в качестве детер-
министической версии стохастической модели распространения благо-
приятного гена в диплоидной популяции. Он подробно рассмотрел
уравнение и получил ряд полезных результатов, вывод и применение
которых мы продемонстрируем ниже. Эвристический и основанный на ге-
нетике вывод уравнения привели также А. Н. Колмогоров, И. Г. Петров-
ский и Н.С. Пискунов, классическая работа (1937) которых послужила
основанием для более строгого аналитического подхода к уравнению
Фишера. В последние годы Аронсон и Вайнбергер (1975), Маккин (1975),
Файф и Маклеод (1975, 1977) и Ларсон (1977)1) рассмотрели более ши-
рокий класс уравнений, в котором член ки(1 — и) заменен скалярной
функцией F(u), принадлежащей к некоторому естественному классу
функций. Уравнение Фишера-одно из простейших нелинейных уравне-
ний реакций с диффузией, в котором возникает по крайней мере один из
интересующих нас типов волн, а именно уединенный фронт, поэтому
оно так важно педагогически и поэтому ему уделяется здесь так много
места.

Уравнение (5.12) является простейшей диффузионной моделью для
логистической модели роста популяции, которой мы коснулись в конце
предыдущего раздела и которая дает (неустойчивые) решения типа ки-
нематической волны. Поэтому основная цель исследования уравнения
(5.12)-определить, какое влияние оказывает диффузия на кинематически
распространяющиеся волны, наблюдаемые в отсутствие диффузии. Вол-
новые решения уравнения (5.12), в сущности, еще кинематические.

Мы хотим исследовать существование и форму решений уравнения
(5.12) типа бегущей волны, для которых 0 < и =% 1 2), и найти скорость

1 ( См. также Стоке (1976)*, Роте (1978)*, а также книгу Файфа
(1979)*.-Ярим, перев.

2) В уравнении Фишера (1937) w-фактически вероятность.
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распространения таких волн. Если решение типа бегущей волны суще-
ствует, оно может быть записано в форме

u{x,t)=f(z), z = х + ct, (5.13)

где с-скорость волны. Поскольку уравнение (5.12) инвариантно относи-
тельно замены х на — х, скорость с может быть положительной или от-
рицательной; для определенности будем считать с положительной, так
что (5.13) представляет волну, движущуюся в отрицательном направлении
оси х. После подстановки (5.13) в (5.12) функция /(z) удовлетворяет
уравнению

Df" - cf + kf(l - / ) = 0, (5.14)

где штрих означает дифференцирование по z. Так как (5.12) инвариантно
относительно постоянного смещения по х и t, к z в (5.13) может быть
добавлена произвольная постоянная. Мы хотим теперь найти собствен-
ное значение или значения с, такие, что у уравнения (5.14) существует не-
отрицательное решение, для которого

ton /(z) = 0, lim/(z) = 1. (5.15)
Z - * — GO Z - • 00

Важный дополнительный вопрос заключается в следующем: если такое
решение существует, то для любого ли начального профиля, для кото-
рого 0 < и{х,О) ̂  1 при каждом х, соответствующее решение уравнения
(5.12), удовлетворяющее граничным условиям ы(— оо,£) = 0, u(co,t) = 1,
с ростом t переходит в решение (5.14) типа бегущей волны, удовлетво-
ряющее условиям (5.15)?

Фишер (1937) нашел, что уравнение (5.14) имеет бесконечное число
решений типа бегущей волны, для которых 0 < и < 1, с волновыми
скоростями

с > cmin = 2]/fcD. (5.16)

Мы покажем это ниже. А. Н. Колмогоров, И. Г. Петровский и Н. С. Пи-
скунов (1937) доказали, что при

. „' или и(х, 0) = "\ h(x), х2<х<х^, (5.17)
I, х > и, ) п

X < Х2,

где * ! и х2 конечны, a h(x) монотонна и непрерывна, (5.12) имеет един-
ственное решение и это решение развивается в решение (5.14) вида мо-
нотонной бегущей волны, удовлетворяющее (5.15) и обладающее ско-
ростью с = cm i n. Типичное волновое решение показано на рис. 5.3.

Вообще говоря, поведение u(x,0) при х -> ± оо является решающим
для эволюции бегущих волн во времени. Этим вопросом специально за-
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нимались Маккин (1975), Ларсон (1977) и Файф и Маклеод (1977). Мы
укажем на трудности, которые при этом возникают, когда будем кратко
обсуждать устойчивость решения типа бегущей волны.

Чтобы показать, что для с ^ cmin существуют волновые решения
в форме (5.13), воспользуемся для анализа уравнения (5.14) методом фа-
зовой плоскости (см., например, книги Минорского (1962) или Сансоне
и Конти (1964)) и будем искать условия, при которых существует не-
прерывное решение, удовлетворяющее условиям 0 < / ^ 1 и граничным
условиям (5.15). Тем самым для с мы получаем задачу на собственные
значения в бесконечной области.

Мы можем записать (5.14) в форме

/ ' = F, DF' = cF - fe/(l - / ) ,

тогда траектории в фазовой плоскости (/, F) будут решениями уравне-
ния

dF c f f c / d / )
Т ~ DF ' ( 5 Л 8 )

которое имеет в плоскости две особых точки: (0,0) и (1,0). Волновое ре-
шение уравнения (5.12) типа показанного на рис. 5.3 соответствует
траектории из (0,0) в (1,0), остающейся в полосе 0 ^ / < 1 с производ-
ной F > 0.

Вблизи точки (0,0) уравнение (5.18) можно линеаризовать, что дает

dF ^ cF - kf

откуда (0,0) представляет собой неустойчивый узел, если и только если
с ^ cmin = 2\/kD, т.е. (5.16). Если 0 < с < cmin, особая точка (0,0)
является неустойчивым фокусом, в то время как при с = 0 это центр;
в этих случаях решений /, удовлетворяющих требуемым условиям, не
может быть, так как вблизи (0, 0) на любой траектории найдутся точки,
на которых / < 0.

Другое необходимое условие заключается в том, что особая точка
(1,0) седловая. Вблизи (1, 0)/х 1, и линеаризованная форма (5.18) здесь
имеет вид

dF ^ cF + k(f- 1)

~dj~ ~DF '

ч т о с о о т в е т с т в у е т с е д л о вой т о ч к е д л я всех с ^ 0, т а к как к и D- п о л о -
жительные постоянные. Траектории в фазовой плоскости качественно
показаны на рис. 5.4. Мы видим, что для каждого с 5= стт = 2 \fk~D есть
единственная траектория, начинающаяся в точке / = 0 и движущаяся к
/ = 1 в полосе 0 ^ / < 1, у которой F > 0, за исключением точек / = 0
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и / = 1, где F = 0. При с = cmin узел в точке (0, 0) вырожденный с двумя
наклонами [с + (с2 — 4/tD)1/2]/2D, сливающимися в cmin/2D = ]/k/D.

А.Н.Колмогоров, И.Г.Петровский и Н.С. Пискунов (1937) нетри-
виально доказали, что cmin-естественная скорость распространения вол-
нового решения уравнения Фишера (5.12), если начальные данные имеют
вид (5.17). Под «естественностью» мы понимаем, что решение при таких
начальных данных будет эволюционировать в бегущую волну, каче-
ственно показанную на рис. 5.3 и имеющую скорость с = cmin = 2|/fcD.
Как упоминалось выше, поведение решения на большом промежутке

Рис. 5.4. Траектории вол-
новых решений уравнения
(5.14) в фазовой плоскости
при с > 2\/~kD ; ХиХ2 =

= [с ± (с2 - 4kD)ll2]/2D.

времени решающим образом зависит от поведения начальных данных
на бесконечности.

Простое эвристическое рассуждение, иллюстрирующее, что на-
чальные данные, выражаемые фактически первым из начальных условий
(5.17), будет эволюционировать в волновое решение с с = cm i n, принад-
лежит Фишеру (1937). Идея, обладающая намного более широкой при-
менимостью, состоит в том, что решение и (х, t) прежде всего предпола-
гается развивающимся в волновое решение постоянной формы,
схематически показанное на рис. 5.3. В любой момент времени t общая
площадь под кривой слева от точки х = — R < 0 равна

-R

U = j u(x,t)dx, R > 0. (5.19)

В схеме реакции с диффузией U дает общее количество реагента и слева
от х = - R. Для конечного t и достаточно большого R значения и слева
от — R будут малыми; для первого варианта начальных данных (5.17)
и первоначально здесь даже равно нулю. Идея Фишера (1937) состояла
в том, чтобы зафиксировать некоторое произвольно малое значение
U и определить R как функцию времени так, чтобы U оставалось
равным этому предписанному значению. Таким образом, при фиксиро-
ванном U функция R(t) определяется из (5.19) и, следовательно, может
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быть найдена скорость распространения dR(t)/dt. Для малого и и боль-
шого R мы находимся в области, где 0 < и « 1, поэтому и2 можно пре-
небречь по сравнению с и, и уравнение (5.12) аппроксимируется ли-
нейным уравнением

и, = ки + Duxx. (5.20)

Решая это уравнение для первого варианта начальных условий (5.17)
и оценивая R(t) или лучше dR/dt из (5.19), можно определить скорость
волны.

Однако математические выкладки намного упрощаются, если мы бу-
дем следовать тому, что фактически делал Фишер (1937). Он рассмотрел
двумерную симметричную задачу с г ^ 0 в качестве радиальной коор-
динаты и функцией и = u(r, t), удовлетворяющей вместо (5.20) уравнению

и, = ки + D(urr + — иХ u(r,0) = 5(r), (5.21)

где 5(г)-обычная дельта-функция Дирака1 '. Теперь вместо (5.19) мы
требуем, чтобы площадь под и вне круга г = R была постоянной, т.е.

со

2п f u(r,t)rdr = U = const. (5.22)
r = R(t)

Чтобы решить (5.21), (5.22), запишем

u(r,t) = ек'ц>, ф, = йЫ„ + — ф Л ф(г,0) = 5(г);

эта задача имеет фундаментальное решение (см., например, книгу Ку-
ранта и Гильберта (1962))

Таким образом, R(t) может быть получено из (5.22) после подстановки
и из последнего уравнения, т.е. как решение уравнения

К (г)

" Это не функция в обычном смысле слова. Если /(х)-функция от х, не-

прерывная при х = 0, 6(х) определяется «оператором» J 5 (x)f(x) dx = /(0) для

любого г > 0. Эвристически 5 (х) равна нулю, кроме точки х = 0, где она беско-
нечно велика, причем последний интеграл имеет смысл. Аналогично вводится
5 (г).
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что после интегрирования дает

R(t) = ]/AkDt2 - 4D(ln U)t ~ 2]/kDt^R(t) = dR/dt ~ 2]/kD .

Следовательно, скорость распространения волны устанавливается рав-
ной 2|/feZ), т.е. cmin из (5.16).

Вместо того чтобы принять (5.22) как определение R(t), мы можем
определить положение R (t) волны как положение, где и принимает неко-
торое фиксированное значение п, не обязательно малое; естественный
выбор п — У2. Тогда R(t) находится из уравнения

п p

AnDt

а именно

R2{t) = 4kDt2 - 4Dt\n4nuDt.
Скорость распространения dR/dt для больших времен находится диффе-
ренцированием :

= 2]fkD + О[ —) (для больших t), (5.23)
dt v \t,

что указывает порядок асимптотической поправки к волновой скорости.
Аналогичный анализ, примененный к (5.19) и (5.20), с начальными

данными, соответствующими первому варианту условий (5.17), требует
применения к интегралам'стандартных асимптотических методов (см.,
например, Марри (1974)). Вновь для больших |х | и t получаем

dR(t)
dt

Вопрос о существовании волновых решений со скоростями с > cmin

многократно обсуждался с тех пор, как возможность этого была указа-
на Фишером (1937) и А.Н.Колмогоровым и др. (1937). В последние
годы значительно возрос интерес к асимптотическому изучению реше-
ний типа бегущей волны и их устойчивости; выше мы дали ссылки на
соответствующие работы. В статье Моллисона (1977) среди прочего рас-
сматривается детерминистическая модель Фишера в связи с моделями
пространственного контакта; эта модель рассматривалась только как
аппроксимация более реалистичной стохастической. Хотя статья Мол-
лисона (1977) посвящена прежде всего стохастическим явлениям, он вы-
сказывает интересные суждения о детерминистических диффузионных
моделях и о их отношении к стохастическим. Он показывает достаточ-
но простым способом, как волновая скорость установившегося решения

" Этот результат получается и при втором варианте условий (5.17), даже ес-
ли не требовать от h(x) монотонности и непрерывности.-Прим. ред.
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типа бегущей волны зависит от начальных условий; мы приведем здесь
основное содержание его анализа.

Как мы видели, предположение Фишера (1937) о том, что скорость
волны зависит от ведущей кромки волны, где и мало, было использова-
но для определения этой скорости. Вновь будем считать и2 пренебрежи-
мо малым и начнем с линейного уравнения (5.20). Рассмотрим выраже-
ния

и{х, 0) = е"х, и(х, t) = е°<* + с", (5.24)

второе из которых представляет решение в форме волны, движущейся
влево со скоростью с. Отметим фронт или ведущую кромку волны как
зону, в которой и мало, т. е. х + ct < 0 и | х + ct \ велико. Подставив
выражение для формы бегущей волны (5.24) в уравнение (5.20) и вычерк-
нув экспоненты, получим дисперсионное соотношение са = к + Da2 для
зависимости с (а), причем минимальная скорость по-прежнему равна
cmin = 2|/feD; это та скорость, при которой а = а0 — \/k/D. Для значе-
ний а из диапазона 0 < а < а0 волновая скорость с > cm i n.

Рассмотрим теперь min {еах, еа°х} при х < 0 и заметим, что для ли-
нейного уравнения (5.20) решения монотонно зависят от начальных ус-
ловий. Если а < а0, то для х < 0 еах > еа°х, так что скорость распро-
странения с начальным условием (5.24) и с таким а будет зависеть от
фронта или передней кромки волны. С другой стороны, начальные ус-
ловия с а > а0 требуют, чтобы еах было ограничено сверху функций еа°х

при х < 0, и поэтому скорость распространения будет зависеть от хвос-
та волны. Иными словами, если для уравнения Фишера (5.12) и(х,0) ^
< еах при х -* — оо для некоторого а ^ а = ]/kJD, то и (х, г) ограниче-
но псевдоволной со скоростью cmin, а именно е

а°(х + с™»" д л я всех f^
^ 01 (. Эти доводы распространяются и на случай больше чем одного

пространственного измерения.
Приведенные здесь результаты могут быть обобщены на класс урав-

нений реакций с диффузией вида

и, = F{u) + Duxx, (5.25)

где и-скаляр, a F{u) непрерывна для 0 ^ и < 1 и

1

\F(u)du>Q, F(0) = F(l) = О, F' (\) ф Ъ. (5.26)
о

Эти уравнения подробно обсуждали Аронсон и Вайнбергер (1975), Хаде-
лер и Роте (1975), которые применяли традиционные методы фазовой

11 Эти рассуждения остались для редактора загадкой. Мы все же решили
дать их точный перевод в надежде на то, что кто-нибудь из читателей окажется
более сообразительным.- Прим. ред.



220 Гл. 5. Биологические осцилляторы

плоскости, Файф и Маклеод (1977) и Ларсон (1977); там же можно най-
ти ссылки на волны эпидемий и ранние обобщения уравнения Фишера,
особенно на некоторые задачи горения и на модели распространения
нервного импульса, в которых также возникают решения типа бегущей
волны1'. В последней модели F(и) = и{\ - и) (ос - и), где 0 < а < 1.
Для (5.25), (5.26) с помощью простого развития продемонстрированного
выше анализа с использованием метода фазовой плоскости можно по-
казать, что имеющие смысл волновые решения существуют, только ес-
ли с > cmin = 2]/DF'(0).

Как упоминалось выше, поскольку уравнение Фишера (5.12) инва-
риантно относительно изменения знака х, имеется решение типа волны,
бегущей направо: и(х, t) = f(x - ct), с > 0, где теперь / ( - оо) = 1 и

ио t>0 t велико

Рис. 5.5. Развитие во времени типичного решения уравнения Фишера (5.12), по-
казывающее постоянство волновых фронтов.

/(со) = 0. Поэтому естественно, что если мы начнем с конечного поло-
жительного возмущения, в котором и (х, 0) = 0 вне конечной области, то
волны будут двигаться в обоих направлениях, как показано на рис. 5.5.
Заметим, что если для тех х, где и(х, 0) > 0, выполняется и(х, 0) < 1, то
член fcu(l - и) приводит к росту решения, так что lim u(x, t) = 1 для

всех х. Можно просто считать /ш(1 — и) положительным источником
в уравнении диффузии, когда и > 0, как бы мало оно ни было.

11 О роли уравнения Фишера и работы А. Н. Колмогорова, И. Г. Петровско-
го и Н.С. Пискунова (1937) в развитии теории горения см. монографию Я. Б.
Зельдовича, Г. И. Баренблатта, В. Б. Либровича, Г. М. Михваладзе (1980)* (мате-
матические результаты приведены также в статьях И. М. Гельфанда (1959)*
и Г.И. Баренблатта и Я.Б.Зельдовича (1971)*).-Лр1ш. перев.
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5.4. Асимптотическая форма и устойчивость
волновых решений уравнения Фишера

Эволюция во времени соответствующего начального профиля и (х, 0)
для уравнения Фишера (5.12) в решение типа бегущей волны существен-
но зависит от начальных данных. Если выберем и (х, 0) согласно перво-
му условию (5.17), то результатом эволюции будет волна со скоростью
cm i n. Здесь мы получим асимптотический профиль полностью развитой
волны аналитически; в основном мы следуем процедуре, изложенной
Канозой (1973): этот метод выбран из-за его потенциально широкой
применимости.

Если мы запишем

Г = kt, х' = х ]/k/D,

то в (5.12) постоянные к и D больше не будут входить в уравнение явно,
поэтому без потери общности мы можем рассмотреть уравнение

и, = и(\ - и) + ихх. (5.27)

Тогда решения типа бегущей волны и (х, t) = f(x + ct) удовлетворяют
уравнению

Г-с/'+/(1-/) = 0, (5.28)

для решений которого, как и раньше, должны выполняться условия
(5.15) и 0 < / < 1. Результаты применения метода фазовой плоскости,
изложенные в разд. 5.3, показывают, что для каждого с ̂  стт = 2 су-
ществует единственное волновое решение, удовлетворяющее (5.28)
и (5.15) (сравните с (5.16)). Уравнение в фазовой плоскости для (5.28)
имеет вид (сравните с (5.18))

dF_ = cF - / ( ! - / )
df F К

Введем

£ = \/с2, ф = cF (5.30)

и заметим, что для всех волновых решений s ̂  em a s = l/c^in = 0.25.
Уравнение в фазовой плоскости (5.29) в переменных (5.30) принимает
вид

^Ф Ф - / ( 1 - Л
df Ф

его можно рассматривать как возмущенное, считая е малым, поскольку
е < 0.25. Однако это не задача сингулярного возмущения, как можно
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было бы ожидать исходя из того, что в (5.31) при старшей производной
стоит малый параметр Ч

Будем искать решения уравнения (5.31) в форме

ф(/;е) = <7о ( Я + • * ! ( / ) + - , (5.32)

что после подстановки в (5.31) и приравнивая членов с одинаковыми
степенями е дает

0(1): 0 O ( / W ( 1 - Л

О(е): 9l(f) = go^-=f(i-Я(1 - 2/), (5.33)

е2): д{Л0(е2): д2{Л = ~r9i + ^9о = ^Р^У - Я 2 ( 1 - 2/)] и т.д.

Теперь на основании (5.30), (5.32) и (5.33) можно записать асимптотиче-
ское решение для 0 < £ « 1 в терминах F и /:

) = е | /2/(1 - / ) + е3<7(1 - / Ш - 2/) +
(5.34)

+ £ 5 / 2 -^[ / 2 (1 - Я 2 ( 1 - 2/)] + О(е7'2).

Заметим, что F(O;s) = F(\;e) = 0 до любого порядка по г112, как, ко-
нечно, и должно быть. До членов порядка О(е1/2) график F(f) представ-
ляет собой просто параболу, симметричную относительно / = 1 V

Мы можем теперь получить качественную меру того, как скорость
волны зависит от крутизны волнового фронта. Максимум фазовой
траектории, проходящей через (0,0) и (1,0), т.е. точка, где dF/df = 0, со-
ответствует в физической плоскости (/, z) точке перегиба, где /" = 0.
Мерой физической крутизны волны может быть величина s наклона
в точке перегиба. Из (5.34) координаты (/, F) точки максимального на-
клона решения в сингулярных точках задаются выражением

Таким образом, для малых е крутизна

„1/2 . / 1

4с
. (5-35)

11 Это связано с тем, что единственное решение, которое получается как
сумма ряда вида (5.32) по степеням е, удовлетворяет требуемым граничным ус-
ловиям ф(0) = ф(1) = О.-Прим. ред.
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откуда следует, что чем быстрее волна, тем менее она крутая. Посколь-
ку крутизна волны обратно пропорциональна толщине /, этот послед-
ний результат означает, что скорость волны с прямо пропорциональна
ее толщине, и, следовательно, в первом приближении для всех волн, ка-
кой бы скоростью они ни обладали, требуется одно и то же время для
прохождения мимо неподвижного наблюдателя. Для s и /, опреде-
ленных формулами s = 1/4с = 1/1, эти результаты иллюстрируются
рис. 5.6.

Чтобы получить асимптотический профиль волны для малых е, под-
вергнем растяжению непосредственную окрестность фронта волны. По-
скольку множество решений инвариантно относительно любого сдвига

Рис. 5.6. Крутизна s и ширина / волновых решений уравнения Фишера для двух
значений скорости волны, c t > с2.

вдоль оси г, примем для определенности, что г = 0-точка, в которой

/ = ' /2. Введем переменные

Z) — п ((,], Ц = Z/C = £ Z , (J.JOJ

в которых уравнение (5.28) и граничные условия (5.15) принимают со-
ответственно вид

(5.37)

h(- со) = 0, /t(oo) = 1 , 0 < е
^-111)11

= 0.25.

Вновь, хотя е стоит множителем при старшей производной, задача (5.37)
при s -> 0 не является задачей сингулярного возмущения, так как

" Это преобразование непосредственно связано с (5.30), так как ф =
= dh/d^.-Прим. ред.
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в пределе s = 0 решение, полученное для h(Q, пригодно для всех £; но,
конечно, задача сингулярна по координате г. Будем теперь искать реше-
ния задачи (5.37) в виде

что после подстановки в (5.37) и объединения членов с одинаковыми
степенями е дает

0(1)- ^ - = h (I -h ) Е» h (С) = (1+е^Г1

0(е): ^ - ( 1 - 2 / ^ = ^ ^ (5.38)

и т.д.'

Тогда через исходные переменные /, z для с ^ cm i n = 2 асимптотическое
(при с -> оо) решение уравнения (5.28) типа распространяющейся волны
можно на основании (5.36) и (5.38) записать в виде

f(z;c) =
1 е " г / с

^ " ( 1 + е " г / с ) 2 Х

4e" z / c

( 5 3 9 )

Асимптотическая форма (5.39) наименее точна при с = 2. Тем не ме-
нее это решение совпадает всюду с решением, вычисленным Фишером
(1937), с точностью в несколько процентов. Первый член + е~'1с)~1-
это, в сущности, кинематическая волна (5.11) с иначе определенным г;
диффузия просто ограничила диапазон s в этом уравнении.

Мы должны теперь рассмотреть важный вопрос об устойчивости
этих бегущих волн, т. е. решений уравнения (5.27) вида и = f(x + ct) с
с > cmin' удовлетворяющих условиям (5.15). Для более широкого класса
(5.25) эта проблема рассматривалась в работах, упоминавшихся
в разд. 5.3, а также в работах Канозы (1973) и Хоппенстедта (1974)2). Ос-
новной результат этих исследований заключается в том, что асимптоти-
ка по времени решений уравнения Фишера очень чувствительна к пове-
дению начальных данных и{х,0) при | х | -»оо. Это, в сущности,
означает, что решения типа бегущих волн неустойчивы к малым возму-
щениям при \z\ -» оо.

Одно из интересных для практики свойств уравнения Фишера (5.27)
состоит в том, что, когда решение при начальных условиях (5.17) под-

11 Здесь использовано, кроме (5.37), условие нормировки /i(0) = i/2-Прим.
ред.

2 ) См. также статью Сеттинджера (1976)*.-Ярыл<. иерее.
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считывается численно, оно всегда эволюционирует в волну, бегущую со
скоростью 2. Дело в том, что любые случайные эффекты, связанные
с вычислительным процессом, ограничены конечной областью. Поэтому
рассмотрим здесь устойчивость волн, когда возмущения равны нулю
вне конечной области, включающей в себя волновой фронт. Для этого
класса возмущений мы покажем аналитически, что волновые решения
устойчивы. Мы сделаем это с помощью стандартного анализа устойчи-
вости, приведенного в работе Канозы (1973).

Уравнение (5.27) в независимых переменных z( = х + ct) и t прини-
мает вид

и, = ы(1 - и) - сиг + игг. (5.40)

Рассмотрим с > cm i n = 2 и обозначим uc(z) волновое решение, удовле-
творяющее (5.28) с граничными условиями (5.15), как и ранее. Рассмо-
трим теперь малое возмущение решения uc(z), т.е.

u(z, t) = uc(z) + si'(г, t), 0 < £ « 1. (5.41)

Подставляя в (5.40) и удерживая только члены первого порядка по s, по-
лучаем уравнение для v (z, t)

vt = [1 - 2uc (z)] v - cv: + vzz. (5.42)

Решение uc(z) устойчиво, если для v выполнены условия

lim v(z, t) = 0 или lim v{z, t) = const c-— . (5.43)
dZ

Тот факт, что uc(z) устойчиво при выполнении второго условия (5.43),
объясняется тем, что такое v (г, г) означает просто малый сдвиг волны
вдоль оси z, поскольку

uc(z + bz)*uc(z) + te^r--

Стандартным образом ищем решения уравнения (5.42) в виде

v(z, t) = g(z)e~", (5.44)

что после подстановки в (5.42) дает уравнение для g(z)

д" - сд' + [X + 1 - 2«c(2)]ff = 0. (5.45)

Заметим мимоходом, что если X = 0, то g(z) = duc(z)/dz является реше-
нием, но, как указывалось выше, это просто означает, что решение типа
бегущей волны инвариантно относительно переноса вдоль оси z.

Поскольку мы ввели ограничение, что v(z, t) отлично от нуля только
в конечной области, задача на собственные значения для g(z) в (5.45)
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имеет граничные условия, например, вида д ( + L) = 0. Если мы теперь
введем функцию h(z) с помощью замены

g(z) = h(z)eC7'2,

то получим задачу на собственные значения

h" + | X - (2uc(z) + ~ - 11 \h = 0, h(±L) = O, (5.46)

где
с1

2uc(z) + — - 1 ^ 2u{z) > 0,

поскольку с 5= 2 и MC(Z) > 0 в этой конечной области — L =$ z =g L.
Стандартная теория (см., например, книгу Морса и Фешбаха (1953))
утверждает, что все собственные значения X задачи (5.46) вещественны
и положительны, поэтому v(z,t) в (5.44) при t -> со стремится к нулю.
Таким образом, волновое решение uc(z) устойчиво относительно всех
малых возмущений в конечной области. Теперь можно понять, почему
численно найденное решение устойчиво и всегда дает с = 2. Как указы-
валось выше, в эквивалентной задаче устойчивости в бесконечной обла-
сти волновое решение неустойчиво.

Итак, мы показали, что уравнение Фишера (5.12) имеет решения
и (х, t) типа бегущей волны со значениями в интервале от 0 до 1 и с вол-
новыми скоростями с ^ cmin = 2]/~kD. Когда начальные данные 0 ^
^ и (х, 0) < 1 равны 1 и 0 вне некоторой конечной области, т. е. соответ-

ствуют второму варианту условий (5.17), то решение и(х, t) развивается
в решение типа бегущей волны с минимальной скоростью cm i n; оно
устойчиво, как и все другие с с > стш, только относительно возмуще-
ний, отличных от нуля в конечной области. Эти результаты показы-
вают, что следует тщательно обдумывать и чисто численную проверку
устойчивости. Для рассматриваемых практических задач она может,
однако, оказаться достаточной.

5.5. Модель бегущей волны для реакции
Белоусова - Жаботинског о

В разд. 4.5 подробно обсуждалась реакция Белоусова -Жаботинско-
го в связи с ее ролью потенциального универсального осциллятора, при
этом модельная система Филда и Нойеса (1974) была выведена из из-
вестной химической кинетики реакции (см. Филд, Кёрёс и Нойес (1972)).
Опираясь на результаты этого раздела, мы опишем здесь модель, пред-
ложенную Марри (1976а) и основанную на системе Филда и Нойеса
(1974); с помощью этой модели делается попытка дать количественное
описание фронта бегущих концентрационных волн, которые наблюда-
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лись и широко исследовались экспериментально (см., например, Уинфри
(1972, 1974а)1'). На рис. 5.1 представлена временная последовательность
картин волн, типичная для этой реакции, когда реагенты распределены
тонким слоем на плоской поверхности, как описано в разд. 5.1. В этом
разделе мы обсудим некоторые аспекты модели, а в следующем полу-
чим некоторые конкретные свойства решений типа бегущих волн
и сравним результаты с экспериментом. В работе А. М. Жаботинского
и А. Н. Заикина (1973) обсуждается поведение волн в других, более фено-
менологических моделях механизма реакции.

Следует упомянуть здесь, что это только первый шаг в попытке най-
ти реалистическую модель, которая дает уединенные бегущие волны
(т. е. волны, для которых области далеко впереди и далеко позади вол-
ны одинаковы) и позволяла бы количественно описать всю волну, а не
только ее фронт. В статьях Ортолевы и Росса (1974, 1975), хотя и не по-
священных непоредственно реакции Белоусова- Жаботинского, обсуж-
даются различные аспекты теории таких волн в системах реакций
с диффузией2'. Математическая работа Копелла и Хоуарда (1975) также
связана с общей задачей исследования решений типа уединенных волн.
Для таких уединенных волн, а также для волновых явлений, демонстри-
руемых здесь и в следующем разделе, мы должны, чтобы задача имела
химический и биологический смысл, рассматривать системы по мень-
шей мере из двух уравнений, что обычно труднее поддается математи-
ческому анализу, чем единичные уравнения типа уравнения Фишера.
Здесь следует отметить, что модель Филда и Нойеса (1974) имеет, ко-
нечно, решения в виде последовательностей бегущих волн малой ампли-
туды, если в нее включить диффузию. Это немедленно следует из ре-
зультата Копелла и Хоуарда (1973, а, Ь), тогда как в отсутствие
диффузии, как мы видели в разд. 4.5 и 4.6, для этой модели существует
предельный цикл.

Что касается основных деталей реакции (см. разд. 4.5), главные пред-
положения, которые мы делаем теперь, таковы: волновой фронт зави-
сит прежде всего от концентрации бромистой кислоты (НВЮ2), кото-
рую мы обозначим через X, и от концентрации иона бромида (Вг"),
обозначенной У Предположим далее, что компоненты диффундируют
с постоянными коэффициентами диффузии Dx и DY соответственно;
кроме того, будем для простоты рассматривать пространство только
одного измерения. Итак, мы считаем X и У функциями только двух не-
зависимых переменных х и t. Предположение о постоянных (и даже
равных) коэффициентах диффузии приемлемо, поскольку в эксперимен-
тах концентрации X и У малы. Будем считать также, что на фронте вол-

11 См. также книгу A.M. Жаботинского (1974)*.-Прим. перев.
2) См. также обзор В. А. Васильева, Ю. М. Романовского, В. Г. Яхно (1979)*

и статью Вильгельма и Ван дер Верфа (1977)*.-Лр1ш. перев.
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ны доминирует часть I всей реакции, т.е. последовательность реакций,
в результате которых (i) концентрация иона бромида понижается до
малой, (ii) концентрация бромистой кислоты повышается от малой кон-
центрации до максимальной и при которых (iii) ион церия находится
в состоянии Се III. В силу последнего Z = 0, где Z обозначает концен-
трацию Се IV.

Таким образом, рассматриваемая модель получается из системы
уравнений (4.66)-(4.69) при Z = 0, т.е. имеет вид

А + Y -> X + Р,

К-2

X + Y -» 2Р,
(5.47)

кз
А + X -v 2X,

К.4

2Х -> Р + А,

где теперь X(х, t) = [HBrO2], Y(x, t) = [Br "]-функции от х и Г. Закон
действующих масс, примененный к (5.47), с учетом диффузии реагентов
X и Y дает

дХ , о2Х
= KyAY - K2XY+ K3AX - 2КЛХ2 + D——,

(5.48)
8Y d2Y

где мы положили Dx = DY = D, следуя Филду и Нойесу (1974). Приве-
дем теперь (5.48) к безразмерному виду с помощью замены переменных

2КАХ K2Y
и = „ . , v = -КЪА ' К3Аг '

х' = (K3A/D)ll2x, t' = K3At, (5.49)

где г-просто параметр, который можно менять. Специальная форма за-
мены (5.49) дает возможность рассматривать в качестве практически ин-
тересных те решения, для которых

О < и < 1, 0 < t> «S 1. (5.50)

Введение параметра г отражает тот факт, что концентрация иона бро-
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мида далеко впереди волнового фронта может меняться. Мы можем,
конечно, просто положить г = 1, но тогда верхнее предельное значение
для v в (5.50) будет меняться как граничное условие; проще сделать си-
стему более гибкой, включив параметр в уравнения. В переменных (5.49)
система уравнений (5.48) принимает вид

ди
dt'

dv

dt'

Lrv +

- Mv

м(1 - и

— buv +

- rv) +

dx12 •

d2u

dx'2

Если взять А х 6 • 10 " 2 моль/л из (4.74), К1,..., Х4 из табл. 4.2 разд. 4.5
и типичный экспериментальный диапазон г от 10 до 50, то в (5.49) будет

г = 0(10), L%8.4-10~6, M^2.1-10" 4 , ft «2.5-10. (5.51)

Поскольку и к v имеют порядок 0(1), мы можем в дифференциальных
уравнениях в качестве первого приближения пренебречь членами Lrv
и Mv, так как они оба много меньше единицы. Для удобства опустим
также штрихи при х' и f. Тогда модель, предлагаемая для описания бе-
гущих волновых фронтов в реакции Белоусова-Жаботинского, будет
представлять собой систему

ди д2и ,, ...
- = „ ( 1 - « - п 0 + ^ , (5.52)

£ = - Ьш> + I ? - , (5-53)
d д2

где г и b - положительные параметры и 0 ^ и ^ 1, 0 ^ i; ^ 1. Мы ищем
волновые решения, удовлетворяющие граничным условиям

и(- оо. t) = v{oo, t) = 0,
(5.54)

u ( o o , t) = v(— o o , t) = 1.

Уравнения (5.52) и (5.53) инвариантны относительно замены х -> — х,
так что 0 и 1 в (5.54) можно поменять местами. На основании условий
(5.54) можно ожидать появления волны, движущейся влево, и это со-
ответствует эксперименту, так как концентрация бромида (У) высока
впереди волны; для v это означает v = 1.

Следует отметить здесь, что волновые решения системы (5.52), (5.53),
как и в случае уравнения Фишера, являются в основном кинематически-
ми волнами. Диффузия вновь оказывает стабилизирующее, точнее гово-
ря, ограничивающее влияние, результатом которого являются, по край-
ней мере с вычислительной точки зрения, определенные устойчивые
волновые решения с волновыми скоростями, однозначно определенны-
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ми параметрами задачи. Такие решения не зависят от начальных усло-
вий, если они типа (5.17) для и и аналогичные для v.

В приложении 5, разд. А5.1, стандартными методами показано, что
система (5.52), (5.53) с соответствующими начальными условиями имеет
единственное ограниченное решение. Следует подчеркнуть здесь, что да-
же если решение существует, то, как мы увидим ниже для системы урав-
нений (5.52), (5.53), относящейся к общему классу, обсуждаемому в при-
ложении 5, разд. А5.1, это не дает никакой информации относительно
существования и устойчивости (в математическом смысле) какого-либо
решения типа бегущей волны.

Рассмотрим теперь возможность появления решений типа бегущей
волны у системы (5.52), (5.53), удовлетворяющих условиям (5.54) при
X -> + 0 0 .

В специальном случае, когда « = 1 — и и Ь = 1 — г, где г < 1, оба
уравнения, (5.52) и (5.53), сводятся к уравнению Фишера (5.12) с D = 1,
к = Ъ. Тем самым имеются решения типа бегущей волны со скоростями
с ^ cmin = 2j/l — г = 2\/b, г < 1. Если, однако, и(х,0) типа (5.17), то
скорость волны при t -> оо равна с = cmin = 2|/l — г = 2\/Ъ, г < 1.
Такое волновое решение, как мы видели в разд. 5.4, устойчиво только
относительно возмущений, которые отличны от нуля в конечной обла-
сти. Поэтому можно ожидать, что численно найденное решение будет
устойчиво, и это соответствует действительности.

Покажем теперь, что любое волновое решение, для которого а ^ Он
v ^ О, развивающееся при росте t из начальных условий типа (5.17), дол-
жно иметь волновую скорость c(r,b) ^ 2 для всех Ь > 0 и г ^ 0. Для
этого введем функцию п (х, t), удовлетворяющую условиям

п, = п(1-п)+пхх, п(х, O) = h(x),
(5.55)

и(- оо) = 0, ы(оо, £) = 1,

где h(x) = u(x,0) принадлежит к классу функций (5.17). Решение уравне-
ния (5.55) эволюционирует в бегущую волну со скоростью 2. Напишем
теперь

w(x,t) = u(x,t) - u(x,t). (5.56)

Вычитая (5.55) из уравнения (5.52), с помощью (5.56) получаем

wxx — w, + [1 — (и + u)]w = ruv. (5.57)

Хотя ruv ^ 0, мы не можем сразу воспользоваться принципом максиму-
ма для параболических уравнений (см., например, книгу Проттера
и Вайнбергера (1967) по параболическим уравнениям): для этого нужно,
чтобы коэффициент при w был отрицательным. Однако, если мы поло-
жим W = we~ ', где К > 0 есть постоянная, (5.57) принимает вид

wxx - Щ + [1 - (м + и) - К] W = ruve~Kc > 0.
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Выберем теперь К > 1; тогда 1 — (и + п) — К < О, и к уравнению для
W можно применить принцип максимума: он утверждает, что W имеет
максимум при t = О или при \х\ = со. Но wmax = (и — п) т а х = 0 при t =
= 0 и х = ±оо, так что W ^ 0, а потому и w < О, т. е.

и (х, t) ^ и (х, f) для всех х и для t > 0. (5.58)

Однако u (х, t) эволюционирует к решению типа бегущей волны f(x +
+ 2t). Отсюда следует, что если и (х, t) эволюционирует к решению типа

бегущей волны со скоростью с, то с < 2: если бы скорость волны была
больше чем 2, то нарушалось бы условие (5.58). Эвристически волновую
скорость с < 2 от любого решения типа бегущей волны уравнения (5.52)
следовало ожидать, поскольку ruv ^ 0, а член — ruv можно рассматри-
вать как дополнительный сток в уравнении Фишера, препятствующий
распространению возмущения и, в частности, волны, монотонно изме-
няющейся от 0 до 1.

Мы можем получить предельные значения для волновой скорости
с (г, Ь) как функции г и Ъ в предположении, что решения типа бегущей
волны задачи (5.52)-(5.54) существуют. Если Ъ = 0, то (5.53) превращает-
ся просто в уравнение v, = vxx, которое не может иметь волновых реше-
ний; тем самым их не имеет и уравнение (5.52) для и. Таким образом,
с{Ъ -> 0, г) = 0 при г > 0. Если Ъ -* со, то из (5.53) следует, что v = О
(мы исключаем тривиальное решение и = 0). Отсюда с(Ь-»оо, г) = 2
для г ^ 0. Если г = 0, то (5.52) и (5.53) расцепляются, и (5.53) превра-
щается в уравнение Фишера в форме (5.27), которое с аналогичными на-
чальными условиями имеет волновые решения со скоростью с = 2,
а потому то же относится и к и , если Ъ > 0. Тем самым c(b,r -> 0) = 2
для Ъ > 0. Если г -> со, то и = 0 или v = О1', и в любом из этих слу-
чаев здесь не может быть волнового решения, поэтому с (b, r ->
-» со) = 0. Таким образом, мы получили следующие предельные слу-
чаи (см. также ниже, рис. 5.8):

с (0, г) = 0, г > 0; с (со, г) = 2, г ^ 0,

с(Ь, 0) = 2, Ь > 0; с(Ь, ос) = 0, b ^ 0.

5.6. Решения типа бегущего фронта волны
для реакции Белоусова-Жаботинского
и сравнение с экспериментом

Волновые решения системы (5.52), (5.53), перемещающиеся со ско-
ростью с, могут быть записаны в виде

и (х, t) = f(z), v (x, t) = g (z), z = x + ct, (5.59)

" Это рассуждение непонятно. Если г -» оо, a v -• 0 быстрее, то из (5.52) по-
лучается уравнение Фишера, имеющее решение типа бегущей волны.-Прим. ред.
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что после подстановки в (5.52), (5.53) дает следующую систему уравне-
ний и граничных условий:

f-cf'+f(l-f-rg) =

д" - сд' - bfg = 0,

/(оо) = д{-со)=

(5.60)

(5.61)

(5.62)

Если решения этой задачи существуют, нетрудно показать (Марри
(1976а)), что если/(г) ^ 0, TO/(Z) И д (z) - монотонные функции с д' ^ 0 и
/ ' ^ 0 для всех z; их типичный вид показан на рис. 5.7.

В приложении 5, разд. А5.2, показано, что скорость распространения
с волновых решений системы (5.60)-(5.62) удовлетворяет условиям

-20 -10 10 20

Рис. 5.7. Волновые решения постоянной формы при b = 1.25 для двух значений
г; с-скорость волны.

(уравнение (А5.21))

гу 2 \1 / 2 1
(г 2 + у Ь - г [2(Ь + г г ) ] " 1 ' 2 ^ ^ 2. (5.63)

Уравнения (5.52), (5.53) с типичными начальными условиями для
и(х, t) и v(x,t) (например, и(х, 0) = h(x) в (5.17) и v(x, 0) = 1 — h(x)) были
решены численно. Развитие решений типа бегущей волны происходило
быстро. Проверка того, действительно ли достигается постоянная ско-
рость бегущей волны, потребовала оценки волновой скорости с из ее
интегрального выражения, получаемого, например, путем интегрирова-

00

ния (5.61) от — оо до со и использования (5.62), что дает с = Ъ J fgdz.
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Типичный вид фронта волны показан на рис. 5.7; скорость волны как
функция Ь при данном г показана на рис. 5.8. Заметим, что аналитиче-
ская кривая с2 = 4Ь(= 4(1 — г), г ^ 1) является границей для имеющих
смысл решений, при которых и и v неотрицательны; вычислительная
схема становится все более и более чувствительной по мере того, как
г и Ь приближаются к этой кривой.

Рассмотрим теперь экспериментальную ситуацию и соотнесем с ней
полученные результаты. Согласно рис. 5.7, влияние возрастающего
г при фиксированном Ь заключается в том, что кривая v(z) становится
более пологой. Экспериментально это означает, что влияние увеличения
концентрации иона бромида (Br ~) впереди волны состоит в том, что
волновой фронт становится толще, т.е. его крутизна уменьшается. Воз-
растание b при фиксированном г делает фронт круче. Из этих рисунков
волновых фронтов трудно, конечно, точно определить толщину / фрон-

г = О

О 1 2 3 b

Рис. 5.8. Зависимости скорости волны с от b при разных значениях г.

та: в масштабе, используемом для х, значение / можно принять равным
от 10 до 30. Возвращаясь к размерным переменным, получаем, что типич-
ная толщина ld в силу (5.49) выражается по формуле

D

К3А)

, 1/2

' см,
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где мы использовали типичное значение D х 10 ~ 5 см2/с коэффициента
диффузии для достаточно малых молекул (в частности, для реакции Бе-
ло усова-Жаботинского) в разбавленных системах и значения А и К 3 из
равенства (4.74) и табл. 4.2 соответственно. При / = 10, например, полу-
чается /d х 1.3-10" 3 см, что соответствует порядку толщины крутых
фронтов, найденной экспериментально (Нойес (1975)).

На рис. 5.8 (и из численных расчетов вплоть до Ъ = 50) видно, что
для фиксированного значения г, т.е. для фиксированной концентрации
бромида перед фронтом волны, ее скорость с почти не зависит от Ъ
в широком диапазоне изменения этой величины. Этот результат также
наблюдался экспериментально (Нойес (1974)).

Теперь можно с помощью (5.49) найти размерную волновую ско-
рость cd по формуле cd = (K3AD)ll2c(r, b), где b = К2/2К4, а г-пара-
метр, связанный с концентрацией иона бромида (Br ~) впереди волны.
Для значений К2, К} и Х4 из табл. 4.2 и Л из (4.74) находим, что D =
= 10"5см2/с, Ьх25; если, скажем, г = 10 (приблизительно наимень-

шее экспериментальное значение этого параметра; Нойес (1974)), то
с(10, 25) « 0.5, так что типичное значение сй « 4- 10"2-с(10, 25) см/с &
s; 2-10~2 см/с « 1.2 см/мин. Экспериментам Филда и Нойеса (1974)
более отвечало значение b як 6.25. Для экспериментального значе-
ния г трудно указать что либо более точное, чем диапазон 10-50.
При численном интегрировании уравнений с b = 6.25 и г = 35 (зна-
чение из середины диапазона) была найдена размерная волновая
скорость сй = 0.6 см/мин; это значение совпадает с экспериментально
найденным Филдом и Нойесом (1974). Для широкого диапазона b и
г скорость находится в диапазоне наблюдаемых экспериментальных
значений.

Возвращаясь к краткому обсуждению в разд. 5.1 значения волн, по-
рождаемых химическими реакциями с диффузией, как быстрого (по
сравнению с чистой диффузией) механизма передачи информации, мы
можем теперь дать количественное сравнение для реакции Белоусова-
Жаботинского. Здесь время, необходимое, чтобы волна прошла расстоя-
ние в 1 см, порядка 1-2 мин, тогда как в случае чистой диффузии для это-
го требуется время порядка 1000 мин, что следует из оценки O(L2/D) =
= 0(1 см2/(10 ~ 5 см2/с)).

Необходимо помнить, что обсуждаемая здесь модель реакции Бе-
лоусова-Жаботинского описывает распространение волны только для
фронтов экспериментально наблюдаемых волн. Толщина волнового
фронта, как показано выше, составляет О(10~ 3 см), что также согла-
суется с экспериментом, поэтому волна имеет очень крутую ведущую
кромку. Из хорошего совпадения экспериментальной и теоретической
скоростей волны вытекает предположение, что скорость распростране-
ния в основном определяется ведущей кромкой фронта бегущей волны,
а не его диффузной хвостовой частью.

Согласно рис. 5.8, скорость волны для данного b падает с ростом г.
Для реального механизма реакции осциллятора Белоусова-Жа-
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ботинского, детально описанного в разд. 4.5, параметр г = К2 х
х [Br~]0/{K5 [BrOj]}, где [Вг~]0 означает концентрацию иона бромида
в невозмущенной области впереди волны. Равенство г = 1 фактически
определяет критическую концентрацию иона бромида [Вг " ] к р и т . В про-
странственно однородной ситуации, если г > 1, доминирует последова-
тельность реакций I, а если г < 1, доминирует последовательность II.
Таким образом, ясно, что если г < 1, часть II общей схемы реакции не
подавляется, так что физически реализуемые волны существовать не
могут. В основном волны распространяются за счет диффузии броми-
стой кислоты НВгО2 в область с высокой концентрацией Вг ~ ; этот ион
при наличии даже малых количеств НВгО2 неустойчив, и его концентра-
ция падает до тех пор, пока не начинает доминировать часть II реакции.
Следует отметить кинематический характер распространения волн. Та-
ким образом, скорость волны с должна падать с ростом г, что и предска-
зывалось, так как это согласуется с ростом количества диффундирующей
НВгО2, необходимого для снижения более высокой концентрации Вг".

Достаточно хорошее качественное (а в некоторых аспектах и количест-
венное) согласие между экспериментом и полученными здесь результа-
тами применения модельной системы (5.52), (5.53), т.е. химической моде-
ли (5.47) с диффузией реагентов X и Y, является дополнительным обо-
снованием механизма, предложенного Филдом, Кёрёсом и Нойесом
(1972). Математически задача теперь состоит в том, чтобы попытаться
найти реалистичную модельную систему, которая дает наблюдаемые
устойчивые уединенные волны, распространяющиеся без изменения
своей формы. Отметим работу, которую выполнили Филд и Трои (1979)
по уединенным волнам в реакции Белоусова-Жаботинского.

Такие уединенные волны существуют во всех реалистичных моделях
распространения нервного импульса, берущих начало с модели Ходжки-
на-Хаксли (1952). Они обладают интересными пороговыми характе-
ристиками. С тех пор на эту тему опубликовано много математи-
ческих работ; см., например, статью Ринцеля (1975) и содержащиеся там
ссылкиJ). В этих моделях член, соответствующий кинетическому для
химической реакции, является кубическим, а не квадратичным, как в рас-
смотренных здесь моделях.

5.7. Бегущие волны в системах реакций с диффузией

В этом разделе мы кратко коснемся некоторых математических ас-
пектов распространения волн вообще, без обращения к какому-либо
конкретному механизму реакции, чтобы показать, какого поведения сле-
дует ожидать.

" См. также, например, обзор В.А.Васильева, Ю. М. Романовского,
В. Г. Яхно (1979)*.- Прим. перев.
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Хотя включение диффузионных членов в механизмы реакции в моде-
лях, обсуждавшихся в разд. 5.3-5.6, оказывало существенное влияние на
решения типа бегущей волны, сам факт распространения таких волн вы-
зван прежде всего кинематическо-волновым характером решений, зави-
сящих от пространственной переменной, а не диффузионными членами.
Примером подлинных волновых решений в системах реакций с диффу-
зией могут быть решения, кратко описанные в разд. 5.1 для определен-
ного класса уравнений вида (5.1), а именно для уравнений

д\х
-=- = F(u) + DV2u, (5.64)
ot

где F-нелинейная кинетика реакций, D матрица коэффициентов диф-
фузии, а и-вектор компонентов реакции. Такие волновые решения для
u (r, t), где г-вектор точки пространства, имеют вид

u (r, t) = {(at - а-г) = f(z), z = at - а-г, (5.65)

где ст>0 есть угловая частота, а а-волновой вектор. Для периоди-
ческой последовательности волн f является 2я-периодической функцией
фазы z. Волны распространяются в направлении ос со скоростью
с = ст/|а|.

Подстановка (5.65) в (5.64) дает

af = F(f) + cx2Z)f", (5.66)

где штрих означает дифференцирование по z. Если ввести функцию g
формулой f = g, то система (5.66) превращается в систему первого
порядка

f' = g, a2Dg' = CTg-F(f).
~ ~ (5-67)

Если и в (5.64) состоит из п компонент (концентраций), то система (5.67)
содержит In автономных уравнений первого порядка. Для уравнения
Фишера (5.12) в пространстве одного измерения с одной компонентой
уравнение (5.64) становится скалярным (ср. с (5.14)), и (5.67) принимает
вид

/ ' = g, a2Dg' = ад - /с/(1 - /),

т. е. превращается в систему двух уравнений, изученную в разд. 5.3 с по-
мощью методов фазовой плоскости. Для модельной системы Белоусо-
ва-Жаботинского (5.52), (5.53) эквивалентом (5.66) являются уравнения
(5.60), (5.61), что дает систему четвертого порядка. Все реалистичные мо-
дельные системы порождают систему как минимум третьего порядка;
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это может быть, например, двухкомпонентная модель, в которой одна
из компонент не может диффундировать; такое часто бывает в экологи-
ческих моделях.

С помощью теоремы Хопфа о бифуркации (см. приложение 4) Ко-
пелл и Хоуард (1973, а, Ь) доказали, что если система (5.64) с D = О
имеет предельный цикл около стационарного состояния, получаемого
из F(u) = 0, или по крайней мере одно из собственных значений линеа-
ризованной формы около стационарного состояния имеет положи-
тельные действительную и мнимую части, то при D = О существует
однопараметрическое семейство 2л-периодических решений вида (5.65).
Другими словами, для системы 2п обыкновенных дифференциальных
уравнений (5.67) существует семейство периодических решений. В силу
характера теоремы Хопфа о бифуркации эти волновые решения имеют
малую амплитуду в отличие от волн конечной амплитуды, обсуждав-
шихся в разд. 5.5 и 5.6.

Задача, связанная с уединенными волнами, вытекает из общей сис-
темы (5.67). Уединенной волне отвечает траектория решения, которая
начинается в положении равновесия (критической точке), т.е. решении
уравнения F(u) = 0, и в конце концов возвращается к этой точке. Такие
траектории называются гомоклиническими орбитами; некоторые ре-
зультаты по возникающей здесь математической проблеме можно най-
ти в работе Копелла и Хоуарда (1975). С практической точки зрения рав-
новесие должно быть устойчиво относительно малых возмущений, но
не относительно достаточно больших; поэтому здесь необходимо что-
то вроде порогового эффекта. Весьма важной является задача об устой-
чивости уединенных волн, даже если их существование доказано.

Ортолева и Росс (1975) выбрали также достаточно общий подход
к изучению распространения волн, используя теорию возмущений,
в частности различные масштабы для временной переменной (см., на-
пример, книги Найфэ (1973) и Коула (1968)). В своей предыдущей общей
статье Ортолева и Росс (1974) (см. также указанные там ссылки)
рассмотрели волновые явления и общие модели; среди прочего они об-
суждают теорию длинных волн. В статье Ортолевы (1976) обсуждаются
локальные фазовые сдвиги и перенормировка частоты, вызванные взаи-
модействием реакций с диффузией; при этом вновь применяется теория
возмущений.

В разд. 5.1 мы кратко упомянули статью Отмера (1975), в которой
рассмотрен вопрос о процессах переноса, возможных при развитии тка-
ни, состоящей из дискретных клеток, причем ткань моделируется как
двухфазная сплошная среда. Одна фаза неподвижна и представляет кле-
точные органеллы, такие, как ядра, рибосомы и т.д., равномерно рас-
пределенные в жидкой фазе. Другая, подвижная фаза представляет ци-
топлазму, которая может течь сквозь клеточные стенки. Химические
реакции протекают в обеих фазах, причем транспорт в жидкой фазе осу-
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ществляется диффузией, конвекцией и другими приемлемыми механиз-
мами, например миграцией ионов ".

Здесь мы кратко коснемся только влияния конвекции на системы ре-
акций с диффузией и в качестве иллюстрации главного эффекта, ко-
торый она может вызвать, рассмотрим простейшее нетривиальное урав-
нение реакции с диффузией, а именно уравнение Фишера (5.27)
с нелинейным конвективным потоком Я (и) в положительном направле-
нии оси х. Тогда уравнение для и (х, t) принимает вид

«(1 -и) + и„. (5.68)

Поскольку Я-функция от и, то ёН/дх = Н'(и)их. Возьмем для иллюстра-
ции простейший нетривиальный случай Я' (и) = — ки, где к - положи-
тельная или отрицательная константа. Тогда уравнение (5.68) записы-
вается в виде

и, - киих = м(1 - и) + ихх. (5.69)

При к = 0 решения типа волнового фронта существуют, как показано
в разд. 5.3 и 5.4 с помощью анализа фазовой плоскости. При /с # О
вновь ищем решения типа бегущей волны в форме

u{x,t)=f(z), z = х + ct, (5.70)

где волновая скорость с должна быть найдена. Подстановка (5.70)
в (5.69) дает

/ " - (с - kf)f + /(1 - /) = 0,

т.е. систему (ср. с (5.67))

f' = F, F' = (c-kf)F -/(I-/), (5.71)

которая в фазовой плоскости (ср. с (5.18)) приводится к виду

dF (c-kf)F -/(1-Я

df
(5.72)

11 Результаты по возникновению уединенных волн в системах двух и более
уравнений типа обобщенного уравнения Фишера можно найти в обзоре В. А. Ва-
сильева, Ю. М. Романовского, В. Г. Яхно (1979)* и цитируемых там работах,
а также в статьях Анана, Го (1979)* и Такуэлла (1979)*. Интересно отметить,
что в последнее время эта теория, причем с использованием асимптотических
методов, нашла свое применение в математическом моделировании явления
агрегации миксомицетов (см. примечание на с. 201) в работах М.И. Фрейдлина,
С.А. Сивака (1979)* и А.П. Коростелева, М.И. Фрейдлина (1980)*.-Прим. перев.
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Особые точки в плоскости {F, /)-это (0, 0) и (0, 1), как и выше (разд. 5.3)
в случае к = 0, и мы хотим найти условия, при которых существует та-
кое решение типа волнового фронта, что 0 < / < 1 и / ' ^ 0. Анализ фа-
зовой плоскости, аналогичный разд. 5.3, приводит к требованию, что
должно быть с > 2, чтобы точка (0, 0) была неустойчивым узлом, в то
время как (0, 1)-всегда седловая точка (рис. 5.4).

Доказательство существования волновых решений не такое простое,
как в случае к = 0. Р. Г. Гиббс и автор показали, что решения типа бе-
гущей волны (5.70) существуют для всех с > с (к), где

{
2, если — оо < к < 2,
к 2 (5-73)

1 , если 2 ^ к < оо.
2 к

Хотя в проблеме устойчивости этих волн при х -> ± оо, вообще гово-
ря, возникают те же трудности, что и для уравнения Фишера, вычис-
ленные решения устойчивы по тем же причинам. Для удобства числен-
ного анализа (5.69) записывалось в форме

к > 0: и, - ииу = гиуу + и(1 - и), х = ку, е = к ' 2 , (5.74)

к < 0 : и, + и и у = г и у у + и ( 1 - и), х = \ к \ у , г = к ~ 2 . ( 5 . 7 5 )

На рис. 5.9 показано решение уравнения (5.74) типа бегущей волны,
имеющее скорость с = 0.741>, для различных Е, а на рис. 5.10-волны,
бегущие с минимально возможной скоростью, для (5.75) при различных е.
Заметим, что на рис. 5.9 волна становится круче при е -> 0, и в пре-
деле (при 8 = 0) получается разрыв решения. Волна на рис. 5.10 так-
же становится круче, но такие разрывы не возникают.

При наличии эффектов конвекции важно правильно выбрать безраз-
мерные переменные. Если отношение конвективных эффектов к диффу-
зионным велико, то соответствующее обезразмеривание должно приво-
дить к малому параметру е (отражающему это отношение), который
стоит множителем при диффузионном члене, как в (5.74) и (5.75). Тогда
концентрации в первом приближении удовлетворяют уравнению, вклю-
чающему в себя только конвекцию и химическую кинетику,

и, + дН/дх = _f(u), (5.76)

где f(u) описывает кинетику реакций, а Н-конвективный поток компо-
нент реакции. Такие уравнения служили предметом достаточно общего
исследования в работах Марри (1968, а и Ь, 1970а, 1973); там же указаны

u Имеется в виду скорость су в переменной у, связанная со скоростью с = сх

формулой с = кс .-Прим. ред.
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Рис. 5.9. Решения уравнения (5.74) типа волны, бегущей со скоростью с = 0.74,
для двух значений е. Виден разрыв производной в случае е = 0. В начальной

точке и — 0.5.

£ = 10

С к 50
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£ - 1 0 " '
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Рис. 5.10. Решения уравнения (5.75) типа волны, бегущей с минимально возмож-
ной скоростью с = к/2 + 2/к, Е = l/к2, для двух значений г. В начальной точке

и = 1 - 1 0 " 6 .
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и другие области применения таких уравнений. Если СлН(и)/сЬс строго
нелинейно, то появляются решения с разрывами; такие решения из-
вестны как слабые решения. Влияние малого диффузионного члена, та-
кого, как еиуу в (5.74) и (5.75), сводится просто к тому, что математичес-
кий разрыв устраняется и заменяется областью быстрого изменения
(рис. 5.9).

С другой стороны, если отношение конвективных членов к диффу-
зионным мало, то в соответствующем приближенном уравнении кон-
вективными членами можно пренебречь, но не на протяжении всего
времени. Малая нелинейная конвекция после достаточно длительного
промежутка времени оказывает существенное влияние (это связано с эф-
фектами сингулярного возмущения, при котором малый параметр не
стоит множителем при старшей производной; см. приложение 1). Упо-
мянутые выше статьи делают это ясным, по крайней мере для ска-
лярных уравнений. Изучение систем реакций с диффузией и конвекцией
развито намного меньше; некоторые результаты по роли конвективного
механизма в системе хищник -жертва получены Хасимото (1974) и Ёси-
кава и Ямагути (1974).

Наиболее часто встречающимся механизмом переноса для систем
реакций является, конечно, диффузия, а именно член V£>Vu в уравне-
ниях реакций с диффузией. В случае постоянного коэффициента диффу-
зии это просто обычный член DV2u, как в (5.64). Если, однако, D не по-
стоянно, то решения системы реакций с диффузией будут сильно
отличаться от случая постоянного коэффициента диффузии. Появление
таких непостоянных коэффициентов диффузии в системах ферментатив-
ной кинетики рассматривалось в работах Марри (1968, 1969), где также
обсуждаются решения стационарных, но пространственно неодно-
родных диффузионно-кинетических систем, в которых D непостоянное.

Чтобы продемонстрировать основной эффект непостоянства коэффи-
циента диффузии, можно просто рассмотреть в нестационарной ситуа-
ции скалярное одномерное уравнение диффузии, в котором коэффи-
циент диффузии D ~ и. Рассмотрим уравнение

с фундаментальным

\ _L
u(x,t) = < * i

( 0

и,

решением

{l - (±-"

0

дх

J

1 = (601

^,)

ДЛЯ

для
/3

t

t

>

>

0,

0,

|х

\х

(5.77)

(5.78)

в противоположность решению и = l/-2(nt)~ 1 / 2 e x p [ - x2/4t] простейше-
го уравнения диффузии и, = ихх. Решение (5.78) ведет себя как волна, хо-
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тя это и не волна постоянной формы. Ведущая кромка этой «волны»,
т.е. точка, где и — О, находится в х = х1 = (6г)1/3, и скорость распро-
странения пропорциональна t ~2/3. Волновой характер поведения
является следствием обращения коэффициента диффузии в нуль при
и = 0. Уравнение и, = ихх не имеет таких волновых решений.

Выше при обсуждении систем реакций с диффузией мы фактически
интересовались только одним пространственным измерением. Когда
число измерений больше одного, математические рассуждения значи-
тельно усложняются, но обнаруживаются новые явления. Хотя для
очень многих практических задач одномерные пространственные моде-
ли могут дать требуемую информацию, во многих ситуациях задачи су-
щественно двух- или трехмерны.

Рассмотрим волновую картину, показанную на рис. 5.1 для волн,
возникающих в реакции Белоусова-Жаботинского. Развитие этих волн
во времени вначале обычно похоже на образование спирали. Именно
эти вращающиеся волны в данной реакции служат предметом работ
Уинфри (1972, 1974а). Рассматривая трехмерную структуру отдельной
волны, Уинфри (1973, 1974с) показал, что она напоминает свернутый
свиток. В обзоре Тайсона (1976) также обсуждаются эти волны наряду
с другими двух- и трехмерными пространственными эффектами. Таким
образом, мы видим, что эти специфические волны в реакции Белоусо-
ва-Жаботинского представляют собой очень сложные структуры-свое-
го рода спиральные свитки. Они служат примерами (пространственно)
циркулирующих волн ". Такие циркулирующие волны имеют отноше-
ние к сердечным ритмам и, в частности, к некоторым болезням сердца;
краткий обзор этих явлений можно найти у Уинфри (1974 b)2 ).

В серии важных статей Курамото и Ямада (1976) исследовали про-
блему образования структуры в пространстве более чем одного измере-
ния для различных механизмов реакций с диффузией. В своей первой,
основной статье они прежде всего рассмотрели феноменологическую
двухкомпонентную модельную систему, которая может быть проще
всего записана в алгебраически удобной форме:

w, = (k - g\w\2)w + DV2w, (5.79)

где w = и + iv- комплексная концентрация, состоящая из вещественных
концентраций и и и, а X, д и D - постоянные, которые в силу формы
(5.79), вообще говоря, комплексны. Затем влияние диффузии в (5.79) рас-
сматривалось как медленно изменяющаяся в пространстве модифика-

11 См. также Даффи, Бриттон, Марри (1980)*, Ларсон, Марри (1980)*, Тай-
сон, Файф (1980)*, А.С. Михайлов, И.В. Упоров (1979)*.~Прим. перев.

2> См. также монографию Г. Р. Иваницкого, В. И. Кринского, Е. Е. Селькова
(1978) *.-Прим. перев.
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ция пространственно однородного поведения типа предельного цикла,
существующего при D = 0. С помощью теории возмущений со многи-
ми масштабами и численного анализа полученной системы они очень
четко продемонстрировали упомянутые выше круговые волны и спи-
ральные картины; диффузия действительно играет решающую роль.

5.8. Системы реакции с диффузией в конечных областях:
поведение на больших интервалах времени
и пространственные структуры

Происхождение пространственных картин и структур-одна из наи-
более важных проблем в биологии развития, постоянно привлекающая
широкий интерес. Ее простейшая формулировка такова: как простран-
ственная картина развивается из первоначально однородного стацио-
нарного состояния. В теории Вольперта (1969), упомянутой выше
в разд. 5.1, группе клеток, первоначально более или менее идентичных,
предписываются некоторые специфические состояния; это делается так,
что полученный в результате ансамбль состояний образует хорошо
определенную пространственную структуру. Теория формирования про-
странственной структуры, называемая теорией систем реакций с диффу-
зией, принципиально отличается от теории Вольперта (1969), и в этом
и следующем разделах мы будем заниматься ее математическими ас-
пектами. Одна из основных идей, впервые сформулированная и разра-
ботанная Тьюрингом (1952), состоит в том, что первоначально однород-
ное состояние реагирующих компонент может стать пространственно
неустойчивым, если имеется соответствующее взаимодействие между
реакциями и диффузией Ч

Математические, биологические и экологические задачи, рассматри-
ваемые здесь и в разд. 5.9, связаны с системами реакций с диффузией,
которые в ограниченной замкнутой области порождают устойчивые не-
однородные стационарные состояния, возникающие из исходного про-
странственно однородного состояния. Обычно мы будем рассматривать
систему, замкнутую в том смысле, что потоки реагирующих компонент
через границу отсутствуют. Только недавно было признано (и то далеко
не всеми), что такая замкнутая система действительно может поро-

11 Идеи Тьюринга непосредственно развили Лакалли, Харрисон (1979)*, Эр-
нё, Хиерно, Николис (1978) *, а также многие авторы, фактически или идейно
связанных со школой И. Пригожина (см. примечания на с. 144, 207); среди них,
в частности, непосредственно относятся к проблеме морфогенеза статьи
Эдельштайна (1972)*, Мартинеса (1972)*, Баблоянц, Хиерно (1974, 1975)*. Инте-
ресную модель морфогенеза предложили Гирер и Мейнхардт (см. Мейнхардт
(1977, 1978)*, Мейнхардт, Гирер (1980)*, Хакен, Ольбрич (1978)*-некоторые ре-
зультаты по этой модели приведены в книге Хакена (1980) *.-Лртш. перев.
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ждать устойчивые пространственные структуры-обычно против такой
концепции выдвигались псевдотермодинамические аргументы.

Отмеру (1977) принадлежит отличный краткий обзор отдельных
проблем формирования биологических структур с изложением неко-
торых математических результатов. В статье Файфа (1976)" обсуждает-
ся класс уравнений реакций с диффузией, которые могут давать про-
странственные структуры в конечных областях. Поведение общих
систем реакций с диффузией на больших интервалах времени со строго
математической точки зрения рассматривается в статье Конвея и др.
(1978). Более элементарный и очень удобочитаемый обзор по популя-
ционным моделям, имеющий непосредственное отношение к обсуждае-
мому здесь предмету, написал Левин (1977).

Начнем с элементарного рассмотрения простого одномерного урав-
нения Фишера (5.12)

и, = ки{\ - и) + Duxx, t > О, 0 < л - ^ L, (5.80)

где и-безразмерная переменная, но х, t, к и D пока размерные. Введем
безразмерные переменные

D
t' = kt, x' = x/L, D' = -,-, (5.81)

I: к

подставим их в (5.80) и для удобства опустим штрихи; в результате мы
получим безразмерное уравнение Фишера в конечной области

и, = м(1 - и) + Duxx, t > 0, 0 «с х < 1. (5.82)

Заметим, что здесь коэффициент диффузии не может быть включен
в новую безразмерную пространственную переменную, если мы хотим,
чтобы ее значения по-прежнему находились в области 0 < х < 1. Таким
образом, коэффициент диффузии D, вернее, безразмерная комбинация
D/l3k, является истинным параметром задачи.

Пусть нас интересует положительное решение и уравнения (5.82),
удовлетворяющее заданным начальным и граничным (нулевой поток)
условиям

ди
- = и при х = и, 1 для всех с ^ и,

(5.83)

.— = 0 при х = 0, 1 для всех t > 0,
ох

и(х,0) = h(x) для 0 < х гс 1,

где h(x)-некоторая непрерывная неотрицательная функция, удовлетво-
ряющая условию h'(x) = 0 для х = 0, 1. Без всяких математических вы-
кладок из (5.82) ясно, что решение и(х, t) для больших значений времени
просто стремится к решению и = 1, так как и(\ — и) представляет со-

11 См. также Файф (1979)*.- Прим. перев.
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бой источник или сток в зависимости от того, будет и < 1 или и > 1;
сравните с рис. 5.5 для конечной замкнутой области.

Если вместо нулевого потока на границе мы рассмотрим условия

и = 0 при х = 0, 1 для всех t ^ О,
(5.84)

и(х, 0) = h(x) для всех 0 ^ х ^ 1,

где й(0) = h(\) = 0, то задача станет менее тривиальной, но по-прежне-
му в грубых чертах интуитивно ясной. Член и(\ — и) будет способство-
вать приближению и к 1 всюду, кроме приграничных областей, где воз-
никнут переходные слои, в которых и -> 0 при х = 0 и х = 1. Если
параметр D очень мал, мы получим задачу сингулярного возмущения,
и эти слои будут иметь толщину порядка O(D 1 / 2 ); см. приложение 1
и аналогичные задачи в гл. 1.

Предположим теперь, что D в (5.82) велико, и рассмотрим это урав-
нение с условиями (5.84). Теперь имеется поток вещества из области
(и = 0 вместо их = 0), и величина его растет с ростом D. Член и(1 — и)
является источником, но поток из области создает стокоподобный эф-
фект. Интуитивно ясно, что если D -> оо, то влияние стока домини-
рует, и и -* 0, когда t -> оо. Что, быть может, не столь очевидно на
первый взгляд, это то, что существует конечное критическое, или бифур-
кационное, значение D = Dc, после которого и -» 0 при t -> оо. Это
можно видеть из следующего рассуждения.

Для достаточно большого D величина и(х, t) мала, так как большая
часть вещества диффундирует из области, и (5.82) аппроксимируется
уравнением

и, = и + Duxx, и = 0 при х = 0, 1. (5.85)

Если искать решение в виде ряда Фурье

u(x,t) = YJ an(t)sinnnx, (5.86)

то нулевые граничные условия для и выполняются автоматически. Под-
ставляя этот ряд в (5.85) и приравнивая коэффициенты при sin пкх, полу-
чаем обыкновенные дифференциальные уравнения для а„(£):

^ = (1 - D n V K , n = 1 , 2 , . . . . (5.87)
at

Таким образом, если D > D m i n = Д. = 1/л2, то 1 - Dn2n2 < 0 и а„(г) ->
-> 0 для всех п ^ 1 при t -> оо и, следовательно, u(x, f) -> 0 при t ->
-> оо.

Этот результат имеет важное физическое следствие. Если мы выра-
зим значение критического коэффициента диффузии в размерных пара-
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метрах из (5.81), то получим DKpKT = kL?/n2. Тем самым, если для данной
популяции известны линейная скорость роста к и коэффициент диффу-
зии D, то существует такой критический размер пространственной
области, равный, согласно приведенному соотношению, величине

(5.88)

что популяция вымрет, если размер области L< Lc.
Розен (1974, а, Ь) получил полезные оценки максимальной численно-

сти популяции или концентрации молекулярных компонент для некото-
рого класса уравнений реакций с диффузией, включающего в себя (5.82).
Его результаты применимы для более чем одной пространственной
переменной, но область в отличие от рассматриваемого здесь случая не-
ограниченна. В другой статье Розен (1975) рассматривает задачи в ко-
нечной области, используя в основном энергетический метод, подобный
применяемому ниже; он привлекает некоторый класс систем уравнений,
охватывающий диффузионный вариант системы Лотки - Вольтерры, ко-
торый мы обсуждаем (и отвергаем) ниже, пользуясь другим методом.

Из этого простого введения мы видим, что существование устой-
чивых пространственных структур в ограниченной области с нулевым
потоком на границе требует механизма реакции с диффузией, включаю-
щего как минимум два уравнения, за исключением тех случаев, когда
кинетика носит патологический и биологически нереальный характер;
последнее, конечно, оправданно, если это вытекает из биологически обо-
снованных аппроксимаций систем более высокого порядка, подобно то-
му как это делалось в гл. 4.

Пространственная неоднородность в экологии известна как пятнис-
тость, и именно вокруг экологических исследований сосредоточена сей-
час большая часть теоретических работ. Тип систем уравнений подобен,
конечно, обсуждавшимся в гл. 4. В экологических ситуациях причиной
пятнистости является диффузия и нелинейные взаимодействия видов,
как, например, в некоторых ситуациях типа хищник-жертва1'. С точки
зрения биологии развития последнее эквивалентно нелинейной кинетике
реакций. Не все здесь, однако, так прозрачно, как можно было бы ожи-
дать после обсуждения уравнения Фишера. Мы увидим ниже, что отно-
сительная величина коэффициентов диффузии видов может оказаться
принципиально существенной для появления пространственных струк-
тур.

В 1974 г. было высказано предположение, что простая система Лот-
ки - Вольтерры, имеющая в безразмерной форме вид (4.8), с дополни-
тельными членами, описывающими диффузию видов, могла бы в огра-
ниченной области с нулевым потоком на границе порождать простран-

11 См., например, работы А. Д. Базыкина, Г. С. Маркмана (1980)*, Коэна,
Марри (1981)*, Мимура, Марри (1978а)*, Хирата (1980)*.-Лр!ш. перев.
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ственную структуру. Интуитивно это кажется неправдоподобным,
поскольку система без диффузии структурно неустойчива, как было по-
казано в разд. 4.2. Из педагогических соображений мы покажем, следуя
частично работе Марри (1975), что это все же так, по крайней мере
в простом случае равных коэффициентов диффузии видов. Мы делаем
это в основном для того, чтобы в итоге показать практическую неадек-
ватность системы Лотки -Вольтерры, надеясь, что теперь столь же глу-
боко будут изучаться более реалистичные модели.

Рассмотрим систему Лотки - Вольтерры (уравнения (4.8)), когда
каждый вид имеет коэффициент диффузии D, и в этом случае (только
для простоты) рассматриваем и (х, t) и v (х, t) как функции одной про-
странственной переменной х и времени t, определенные в области 0 <
< х ^ 1. Модельная система тогда имеет вид

и, = «(1 - v) + Duxx, v, = av{u - 1) + Dvxx, (5.89)

где а-положительная постоянная. В краевой задаче заданы нулевой по-
ток на границе и начальные значения и и v:

их (О, t) = их (1, г) = vx (О, Г) = vx (I, t) = О, t > О,
(5.90)

u(x,0), v(x,Q) даны, 0 < х < 1,

где и(х,0), v(x,0) удовлетворяют первому условию (5.90). Поскольку для
уравнений с D = 0 после интегрирования получается соотношение (4.13)
между и и v, целесообразно рассмотреть левую часть этого соотноше-
ния как новую функцию

S = аи + v - \nu°v. (5.91)

Если умножить первое уравнение (5.89) на а (и — \)/и, второе на (v — l)/v
и затем сложить, мы получим

S, = DSXX-Da2, а2 = а(—\ + I —) S* 0, (5.92)

где S(x,t) определено в (5.91) через u(x,t) и v(x,t). Согласно (5.90) для
S (x, t) выполняются условия

Sx(O,t) = Sx(\,t) = 0,
(5.93)

S{x, 0) = аи{х, 0) + v(x, 0) - In u"(x, 0)v{x, 0) =f(x) > 0.

Покажем теперь, что при t -> оо обязательно и2 -> 0, откуда, как бу-
дет показано, следует их -> 0 и с х -» 0, так что н(.х, f) и v(x, t) при t ->
-> оо становятся пространственно однородными. Наши рассуждения
при этом в основном эвристические, но их нетрудно сделать математи-
чески строгими.
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Чтобы и(х,0) и v{x, 0) имели смысл, они должны быть положи-
тельны для всех 0 < х < 1. Тогда для уравнений (5.89) элементарные со-
ображения об источниках и стоках (и(1 — v) и av(u — 1) или принцип
максимума для параболических уравнений (см. Проттер и Вайнбергер
(1967)) показывают, что и(х, t) > 0 и v(x, t) > 0 для всех ! ^ Ои 0 ^ х ^
^ 1. Если мы определим

М = max S(x, 0) < оо,
O S x S l

то, поскольку сг2 ^ 0, из принципа максимума, примененного к парабо-
лическому уравнению (5.92) с условиями (5.93), следует, что S < М для
всех ( > 0 и 0 < х < 1 , так что и и v всегда ограничены и отграничены
от нуля.

Простое вычисление показывает, что для всех и > 0, v > 0 выпол-
няется S(u,v)^ a + 1, поэтому

а + 1 ^ S (к (х,«), и (х, 0) «S Л/ (5.94)

для всех t ^ 0, 0 ^ х г£ 1.
Проинтегрируем теперь обе части уравнения (5.92) по х от 0 до 1

и учтем граничные условия (5.90); это даст

i l l 1
АС Г Г Г

— I S(x, t)dx = D I Sxx(x, t)dx - D \ u2{x, t)dx = - D\ o2(x, t)dx, (5.95)
dt

(в левой части мы переставили знаки дифференцирования по t и инте-
грирования по х в силу известного правила Лейбница). Если теперь про-
интегрировать обе части равенства (5.95) по t от f = 0, получим

1 1 i 1

J S (х, Г) dx = f S (x, 0) dx - £> | (f a2 (x, t) dx) rfx, (5.96)
О О 0 0

т.е.
ii i i i

\ 1 Г 1 Г 1 Г
<j2{x,z)dx)dx = — S(x,0)dx \S(x,t)dx < — S(x,0)dx.

/ j j
0 0

Отсюда видно, что при t -> со интеграл в левой части имеет конечный
предел, т.е.

СО 1

j (|ст2(х, t)dx) < ос,
о о

а это практически равносильно тому, что а2 -* 0 при ( —> со. Значит,
согласно (5.92), ux(x,t) -» 0 и t'x(x, f) -> 0. Таким образом, через боль-
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шой промежуток времени эти решения пространственно однородны;
иными словами, система Лотки - Вольтерры с равными коэффициентами
диффузии не может порождать пространственные структуры в конечной
области с нулевым потоком на ее границе. Эти результаты применимы
к пространству более чем одного измерения и могут быть распростра-
нены на систему п видов и форму Ферхюльста роста популяции (г. е.
форму, включающую в себя максимальный размер популяции).

Рассмотрим теперь более общую задачу, связанную с системами ре-
акций с диффузией вида

u, = f(u) + DV2u, (5.97)

где У2-оператор Лапласа, u(r, t)-вектор концентраций п компонент,
С(и)-нелинейные члены, описывающие реакции, г - радиус-вектор,
a D- матрица коэффициентов диффузии компонент. Если перекрестная
диффузия отсутствует, то D- просто диагональная матрица с элемента-
ми dt, i = 1, 2,..., п, где d{-коэффициент диффузии компонента и{: вооб-
ще говоря, все dt различны. Нас будут особенно интересовать замк-
нутые ограниченные области с нулевым потоком через границу. Для
уравнения (5.97) зададим начальные и граничные условия

u(r,O) = uo(r), (n-V)u = 0 на дВ, (5.98)

где дВ- граница конечной области В, п- единичная внешняя нормаль
к дВ (поэтому последнее условие соответствует нулевому потоку), а
и0(г)-начальное распределение компонент. В последующем мы будем
предполагать, что f(u) такое, что система (5.97), (5.98) обладает решени-
ем, ограниченным для всех г ̂  0; это предположение разумно для ре-
алистически выбранной кинетики реакций f(u). Оно заведомо выпол-
няется, в частности, если можно показать, что в пространстве и
существует охватывающая все значения uo(r) конечная замкнутая выпук-
лая поверхность, на которой вектор и, указывает вовнутрь (сравните
с условием глобальной устойчивости (4.21)); мы воспользуемся этим
в разд. 5.9.

Если f(u) = 0 и перекрестная диффузия отсутствует, то система (5.97)
является обычным линейным уравнением диффузии для каждой компо-
ненты и при условиях (5.98) любое неоднородное начальное распределе-
ние uo(r) просто сглаживается, в пределе до однородного. Когда
f(u) ф 0, эвристически естественно ожидать того же результата, если
коэффициенты диффузии достаточно велики, т.е. если сглаживающий
эффект диффузии достаточен, чтобы преодолеть влияние членов f (и) ти-
па источников или стоков; мы покажем это ниже математически. Имея
в виду приведенный выше пример (5.82), (5.84), где мы нашли критиче-
ский коэффициент диффузии, ниже которого решение не стремится к ну-
лю с ростом времени, мы можем ожидать, что существуют некоторые
критические условия, до выполнения которых не все начальные про-
странственные неоднородности сглаживаются. Мы обсудим подробнее
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некоторые аспекты этой более интересной (чем пространственно одно-
родные случаи) ситуации в разд. 5.9; интерес к этой области исследова-
ний непрерывно возрастает.

Метод, который мы здесь используем, чтобы исследовать поведение
решений задачи (5.97), (5.98) с ростом времени и установить простран-
ственную однородность решения для достаточно больших коэффициен-
тов диффузии,-это энергетический метод (см., например, книгу Куранта
и Гильберта (1962)). Суть этого метода ясна из нижеизложенного. К за-
даче (5.97), (5.98) его применяли также Отмер (1977) и Конвей и др.
(1978).

Для иллюстрации метода мы сначала рассмотрим одномерную
двухкомпонентную систему и получим для нее указанный выше резуль-
тат: если диффузия достаточно сильна, все пространственные неодно-
родности сглаживаются. Затем мы докажем его в общем случае.

Пусть система (5.97) для и = (и, v) имеет вид

«, = /(«, 1') + diuxx, vt = g(u, v) + d2vxx (5.99)

с условиями, которые следуют из (5.98)

ux{O,t) = «,(1,0 = 0,(0,0 = vx(l,t) = 0,
(5.100)

u{x,0) = ио(х), о(х,0) =

где UQ(X) И VQ(X) равны нулю при х = 0 и х = 1.
Определим функцию энергии ср(О формулой

ф ( 0 = l/2](u2

x + v2

x)dx; (5.101)
о

тогда

ф(0 = \(ихих, + vxvx,)dx,
о

что после использования дифференциальных уравнений (5.99) для полу-
чения uxt и vxt приводится к виду

. .. (Т д ( Of df
ф(0 = их (d,uxx) + их\ —их + ~^-\

дх х\дих 8v
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1

г
= [Mi«хх + vxd2vxx]

l

0 ~ W\ulx + d2v
2

x)dx
J

0

1

_ J ^ dg
ди

0

dx

с помощью интегрирования по частям. Внеинтегральные члены равны
нулю в силу условий (5.100), соответствующих нулевому потоку на гра-
нице. Определим теперь

d = min(dl,d1), m = max

(5.102)

где max означает максимум по всем значениям и, v для рассматривае-
мого решения. Во втором выражении (5.102) можно было определить
норму га иначе:

га = max
Н. V

При любом из этих определений нормы последняя формула для ф(£)
дает

df
Ikt

of
dv

dg

du +

dg

dv

- d\(u2

xx + vxx)dx + т\{и2

х + v2

x)dx ^ (2m - 2n2d)q>, (5.103)
о о

где мы использовали результат
1

\ulxdx
о

я 2 juxdx
о

и аналогичное неравенство для v (см. приложение 5, разд. А5.3) и то, что
для любых вещественных чисел а и Ъ выполняется аЬ ^ 1 /2(а2 + Ь2).

Из (5.103) мы видим, что если минимальный коэффициент диффузии
d достаточно велик, так что га — n2d < 0, то ф(с) < 0 и (поскольку
ф(г) ^ 0 по определению (5.101)) cp(t) -* 0, когда t -> оо; следователь-
но, их и vx в этом процессе обе стремятся к нулю для всех 0 ^ х ^ 1,
когда г -> х•; отсюда следует пространственная однородность. Мы, та-
ким образом, показали, что достаточное условие пространственной
однородности по истечении большого времени для решений системы
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реакций с диффузией (5.99), (5.100) имеет вид

т < пЧ, (5.104)

где mud определены в (5.102); как указывалось, при этом есть некото-
рая гибкость в определении нормы т. В любой конкретной задаче зна-
чение т должно быть найдено (это не всегда легко); эта норма и d пред-
писываются конкретной ситуацией и участвующими компонентами.
Результат (5.104) ни в каком смысле не является столь точным, чтобы
из него можно было получить конкретное критическое значение коэф-
фициента диффузии £>с и тем самым критический размер области, как
в оценке (5.88) для уравнения Фишера (5.82) с условиями (5.84). Он
указывает только на качественное поведение. Мы вернемся к практиче-
ской важности условия (5.104) в конце этого раздела.

Рассмотрим теперь общую трехмерную задачу с п компонентами м;,
< = 1, 2, ..., п, описываемую системой (5.97), (5.98). Анализ здесь прово-
дится в точности по той же схеме, что и в более простом частном слу-
чае (5.99), (5.100), которую, читая дальнейшее, нужно все время иметь
в виду.

Пусть

(5.105)) |

Bi=\

где интегрирование проводится по объему области В. Пусть d- наи-
меньшее собственное значение симметрической матрицы коэффициен-
тов диффузии D = (Д-j); если перекрестная диффузия отсутствует, то
d — просто наименьший коэффициент диффузии для всех компонент.
Определим

где и принимает все возможные значения на рассматриваемом решении,
a Vu-оператор градиента относительно и.

Дифференцируя (5.105) по г, получаем

q>(t)= (5.107)
В i = 1

Используя систему уравнений (5.97) и формулу Остроградского, приво-
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дим последнее равенство к виду

г
DV2u,{u-Y)uid(8B)- \DV2uV2udB

' ' В i.j = I

| 2шФ, ( 5 1 O 8 )

В

г д е м ы и с п о л ь з о в а л и в т о р о е у с л о в и е в (5.98), а и м е н н о ( n - V ) u = 0 д л я и
н а дВ, а т а к ж е о п р е д е л е н и я d a m и з (5.107).

В п р и л о ж е н и и 5, р а з д . А 5 . 3 , м ы д о к а з ы в а е м , ч т о е с л и ( n - V ) u = 0 н а
дВ, то

u^dB; (5.109)

здесь X.-наименьшее положительное собственное значение уравнения
V2\|/ + Х\|/ = 0, где \|/- скалярная функция в области В с нулевым пото-
ком n-V\|/ = 0 на границе 5В. С помощью (5.109) окончательно полу-
чаем из (5.108)

ф < (2т - 2 Ы ) ф ^ Нтф(Г) = 0, если т < Xd. (5.110)

Уравнение (5.103)-это просто частный случай (5.110). Таким образом,
и в общем случае для достаточно большого d будет ф(Г) -* 0, поэто-
му Vu -> 0 и, следовательно, _ все пространственные неоднородности
стремятся к нулю для больших t. На основании этого результата могут
быть получены асимптотические оценки для решений u (r, t) при боль-
ших значениях времени-это сделали Конвей и др. (1978). Их анализ ох-
ватывает более широкий класс уравнений, чем (5.97); они включают так-
же конвективные члены и получают соответствующий аналог оценки
(5.110).

Отмер (1975) отметил, что величина т, определенная формулами
(5.102) и (5.107), представляет собой меру чувствительности скоростей
реакции к изменениям концентрации участвующих компонент в том
смысле, что l/m-это мера кратчайшего времени кинетической релакса-
ции рассматриваемого механизма реакций. С другой стороны, величина,
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обратная Xd, является мерой наиболее длительного времени диффузии.
Поэтому из результата (5.110) следует, что если наиболее короткое вре-
мя релаксации больше, чем наиболее продолжительное время диффузии
(т.е. 1/т > \/(Xd)), то с течением времени все пространственные неодно-
родности будут стремиться к нулю, и решения будут вести себя так, как
если бы диффузионные эффекты отсутствовали.

Рассмотрим одномерное условие (5.104) в размерных переменных,
приняв, например, что длину L области мы выражаем в сантиметрах.
В результате получаем условие n2d/l3 > т, где теперь d-в см2/с,
а 1/т-в секундах. Если L = О(10 " 3 см), что типично для клеток, то
пространственная однородность достигается, если наиболее короткое
время кинетической релаксации удовлетворяет неравенству 1/т >
> О(10~7 cM2/d). При d = O(10~6 см2/с) это дает время порядка
10"1 с. На практике затруднения вызывает именно оценка 1/т.

Если не зависящая от пространственных переменных система (5.97)
имеет при D = 0 единственное стационарное состояние, обладающее и
локальной, и глобальной устойчивостью, то при т < Xd все решения си-
стемы (5.97), (5.98) с D ф0 стремятся к этому стационарному состоянию
независимо от начальных условий и0 (г). С другой стороны, если систе-
ма с D = 0 имеет предельный цикл, то условие т < Xd, как заметил От-
мер (1977), достаточно для возникновения глобально синхронизиро-
ванных колебаний, которые не зависят от начальных условий.

Следует здесь вновь повторить, что вышеприведенные результаты
дают только односторонние оценки и не позволяют точно охарактери-
зовать количественное поведение решений системы реакций с диффу-
зией. В следующем разделе мы получим некоторые количественные ре-
зультаты для физически (и математически) интересной ситуации, когда
условие т < Xd не выполняется.

5.9. Диффузионная неустойчивость и пространственные структуры
в системах реакций с диффузией
в конечных областях

В разд. 5.8 мы видели, что для системы реакций с диффузией в ко-
нечной области с нулевым потоком через границу диффузия, если она
достаточно велика, может быть сильным стабилизирующим механиз-
мом. В такой ситуации решения по истечении длительного времени
стремятся к пространственно однородному состоянию, которое может
быть или устойчивым равновесием, или устойчивым предельным цик-
лом. Этот раздел будет вновь посвящен классу (5.97) уравнений реакций
с диффузией с нулевым потоком через границу (см. (5.98)), но теперь мы
рассмотрим ситуацию, когда бездиффузионная система (D = 0) имеет
устойчивое стационарное состояние, которое становится неустойчивым
в линейном приближении, когда компоненты могут диффундировать:
это диффузионная неустойчивость по Тьюрингу (1952). Мы увидим, как
такая линейная диффузионная неустойчивость может порождать устой-
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чивые пространственные неоднородности конечной амплитуды в огра-
ниченных областях при условии нулевого потока через границу. Как го-
ворилось выше, такая пространственная неоднородность известна
в экологии как пятнистость. Имеется несколько статей, посвященных
возможности появления пространственно неоднородных решений си-
стем реакций с диффузией. Среди них следует особо отметить работу
Файфа (1976)1).

Заметим прежде всего, что диффузия в скалярном уравнении реакции
с диффузией не может привести к диффузионной неустойчивости в ли-
нейном приближении. Это нетрудно увидеть, рассмотрев скалярное
уравнение и, = f(u) + duxx, линеаризованное около решения уравнения
/(«) = 0. Если стационарное состояние и = и0 устойчиво при d = 0, то,
обозначив и = и — и0 и линеаризуя около и0, получим и, = f'(uo)u +
+ duxx, где /'("о) < 0. Поэтому при d Ф 0 решения п -> 0, когда t ->
-> со. Таким образом, с практической точки зрения, чтобы продемон-
стрировать диффузионную неустойчивость, мы должны иметь по мень-
шей мере двухкомпонентную систему реакций с диффузией.

Рассмотрим двухкомпонентную одномерную систему

и, =f1(u,v) + d1uxx, vt =f2(u,v) 4- d2vxx. '

Нас интересует поведение неотрицательных решений u{x,t) и v(x,t)
в ограниченной области 0 < х ^ L с нулевым потоком на границе, т. е.

ux(x,t) = vx{x,t) = 0 для х = 0,L. (5.112)

Предположим, что существует положительное решение п > 0, v > 0 си-
стемы уравнений

/, (п, v) = / 2 (и, Щ = 0. (5.113)

Линейно возмутим систему (5.111) около решения и{х, t) = и, v(x,t) = Ъ.
Введем обозначения

1 («, V)\

= Mw + о (w),
2 KU, V)J - -

t • (5-114)

dv u = U],,, = -

11 См. также Файф (1979)*; укажем еще несколько статей по системам реак-
ций с диффузией, непосредственно примыкающих к тематике данной книги:
Бриттон, Марри (1979)*, Назареа (1974)*, Мимура, Марри (1978 b)*, Роте
(1979)*, Эванс (19Щ*.-Прим. перев.
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Подставляя (5.П4) в (5.111) и пренебрегая нелинейными членами, полу-
чаем линейное векторное уравнение относительно w

w, - D w u - Mw = О, D=( l ]. (5.115)
V 0 d2 J

Теперь запишем

w = W (х) е " " ^ DWXX 4 AW 4- MW = 0. (5.116)

Условия (5.112)-равенство нулю потока на границе-позволяют запи-
сать W(x) в виде ряда Фурье

W(x)= Y, §-COSCTX, <т = -^-, (5.117)

для которого условия Wx(x) = 0 при х = 0 и х = L выполняются авто-
матически. Подставляя этот ряд в дифференциальное уравнение (5.116),
получаем, что собственные значения X служат решениями уравнения

ди dv

df2 , 2 V 2 | „ = п
си dv

= 0,

или

где производные /, и f2 взяты при « = П и v = v.
Нас интересует здесь случай, когда (и, Г') устойчиво при dt = d-, = 0,

т.е. когда собственные значения, определенные из (5.118), имеют при та-
ких d положительные действительные части, так что в (5.116) w(x, () -+
-> 0 при t -* со. Согласно (5.118), это означает, что решения уравне-
ния

Щ.о
ди dv J \ ди dv dv ди

при и = и, v = v имеют положительные действительные части, и, следо-
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вательно, /, и /2 должны удовлетворять условиям

dll OV \ и = и

(5.119)

5Д df2 ад df2

ди 8v ov ди

где | М | - определитель матрицы М, приведенной в (5.114).
Если/! и/ 2 удовлетворяют условиям (5.119), но при D ф 0 сущест-

вует по крайней мере одно положительное целое число N, такое, что со-
ответствующее а 2 ( = N2n2/l3) в (5.118) приводит к существованию ре-
шения X с отрицательной действительной частью, то из формулы (5.116)
мы видим, что решение w = 0, т. е. и = п, v = п, неустойчиво в линей-
ном приближении. Эта неустойчивость является, таким образом,
прямым следствием ненулевой диффузии.

В качестве примера рассмотрим модель хищник-жертва

Щ = (/(») - v)u + d^u^,
(5.120)

V, = (« - #(l>))l> + ^ х .

которая была недавно исследована Мимурой и автором ((1978а)*); эта
работа частично излагается ниже. Сравнивая с (5.111), мы видим, что
здесь/, (и, v) — u(f(u) — v) nf2(u, v) = {и — g{v))v. Эта конкретная форма
является реалистической моделью хищник-жертва, которая проявляет
то, что известно в экологии как эффект аллеи, если f(u) имеет общий
вид, показанный на рис. 5.11; тот факт, что /(и) имеет определенный
максимум при конечном и > 0, является типичным эффектом перенасе-
ления. Мы рассматриваем функцию g(v) вида показанной на рисунке,
где точка А пересечения кривых и = g (v) и v = f(u) находится слева от
максимума /(«); мы вернемся к этому ниже.

Стационарные решения системы (5.120)-это решения системы
{/(и) — v)u = {и — g(v))v = 0; они обозначены на рис. 5.11 буквами А,
В и С. Интерес здесь представляет точка равновесия А, так как она со-
ответствует решению (й, v) системы (5.113). Когда d^ = d2 = 0, мы тре-
буем, чтобы стационарное состояние А было устойчивым, а это, соглас-
но условиям (5.119), означает, что /(и) и g(v) в (5.120) удовлетворяют
условиям

f'(Ti)u - g'(v)v < 0, 1 -f'{u)g'(v) > 0, (5.121)

где штрихи означают дифференцирование по аргументу.
Собственные значения X для анализа устойчивости в линейном при-
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ближении (см. (5.116)) удовлетворяют уравнению (5.118), которое с уче-
том (5.120) принимает вид

X2 + X[f'(u)u - g'(v)v - {dl + d2)u2] +

+ [с1^2а
4 - o2(d2/'(u)u - dig'(v)v) +

+ Hv(l-f'(u)g'(v)]] = 0. (5.122)

Из первого условия (5.121) ясно, что коэффициент при X всегда отрица-
телен. Поэтому для того, чтобы X могло иметь отрицательную действи-
тельную часть, последняя квадратная скобка в (5.122) должна быть для

Рис. 5.11. Качественные особенности членов, описывающих взаимодействие
в модели (5.120): прямоугольник BDEFB есть поверхность глобальной устойчи-

вости для (5.120) при d1 = d2 = 0.

некоторого значения а 2 ( = n2n2/l3) отрицательна. В силу (5.121) един-
ственный член, с помощью которого можно добиться этого, это коэф-
фициент при а2, т.е. d\ и d2 должны быть такими, что d2f'(u)v.>
>d1g'(v)v. Ввиду первого условия (5.121) это последнее неравенство
требует неравных коэффициентов диффузии, точнее, J, < d2. Поскольку
/'(«) > 0, очевидно, существуют dx > 0, d2 > 0 и наименьшее положи-
тельное N, такие, что член с а 2 (= n2N2/l3) делает последнюю квадрат-
ную скобку в (5.122) отрицательной. Отсюда в свою очередь следует,
что одно из решений X уравнения (5.122) имеет отрицательную действи-
тельную часть, и, следовательно, стационарное состояние (п, у) неустой-
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чиво в линейном приближении; это и есть диффузионная неустойчи-
вость. Как бы ни был мал коэффициент d1 > О, в спектре Фурье
существует только конечный диапазон значений п (так как член </,<:/,а4

доминирует), минимальное из которых N, делающих последнюю квад-
ратную скобку в (5.122) отрицательной.

Возможность появления в примере (5.120) диффузионной неустойчи-
вости существенно зависит от стационарного состояния (п, г), а именно
от расположения точки А на рис. 5.11 слева от максимума /(к), так что
/ ' (и) > 0. Если бы точка А лежала справа от максимума, то /' (») < 0,
последняя квадратная скобка в (5.122) никогда не могла бы быть отри-
цательной для любых dl > 0 и d2 ^ 0 и, следовательно, (», v) было бы
устойчиво.

Предположим теперь, что точка А на рис. 5.11 диффузионно не-
устойчива. Немедленно возникает вопрос, является ли система (5.120)
глобально устойчивой, и если это так, то что происходит с решениями
и и v при большом t. Естественно ожидать, что система является гло-
бально устойчивой, если на некоторой простой замкнутой кривой
в плоскости (u,v) вектор ([/(«) — v~\u, [и — g(v)~\v) указывает вовнутрь;
при ix = d2 = 0 это просто вектор (ut, vt). Это напоминает процедуру,
продемонстрированную в разд. 4.6 и условие (4.21) с рис. 4.6 в гл. 4.

Рассмотрим на рис. 5.11 прямоугольник BDEFB, образованный ли-
ниями и = 0, v = vB (значением с в В ) и двумя другими штриховыми ли-
ниями, обозначенными DE и EF. Легко видеть, что на линии DE вектор
([/(и) — v~\u, [и — g(и)]и) указывает внутрь прямоугольника, поскольку
на ней v > f(u). На линии EF и < g{v), а на линии v = ив, т.е. ВВ, и >
> g (у), так что на этих линиях вектор также указывает вовнутрь. На ли-
нии и — 0, т. е. BF, [/ (и) — и] и = 0 и [и — g (vj] v < 0, а значит, вектор
вдоль этой линии указывает строго вниз. Следовательно, любая точка
на ней (в отсутствие диффузии) движется к В и не может покинуть пря-
моугольник. Итак, на границе прямоугольника вектор ([/(и) — v\u,
[и — g (v)~\ v) никогда не указывает наружу, что указывает на глобальную
устойчивость системы (5.120). Этот вектор в типичных точках прямоу-
гольника показан стрелками. Выбор прямоугольника BDEFB допус-
кает определенный произвол; например, линия BD может быть опущена
и совпадать с OD. В очень многих случаях глобальная устойчивость
в бездиффузионном случае достаточна для того, чтобы можно было по-
казать глобальную устойчивость и в соответствующем диффузионном
случае; это можно сделать и в рассматриваемом примере.

Таким образом, система (5.120) с граничными условиями (5.112), со-
ответствующими нулевому потоку на границе, глобально устойчива
и обладает стационарным состоянием с положительными значениями
компонент, которое диффузионно неустойчиво. Такая система может
порождать устойчивые пространственные структуры.

В качестве конкретного численного примера мы взяли

/(и) = (35 + 16« - м2)/9, g(v) = 1 + 2г/5 (5.123)
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и исследовали систему (5.120), (5.112), численно найдя для больших
f устойчивые пространственные структуры конечной амплитуды.
Рис. 5.12 иллюстрирует одну из таких структур; здесь мы приняли L =
= 2.5, d2 = 1 и d1 = 0.0125. Такая модель имеет непосредственное отно-

шение к некоторым ситуациям типа хищник-жертва для планктона;
при этом жертва (и), т.е. фитопланктон, по существу статична с малым
коэффициентом диффузии, а хищник (v), зоопланктон, имеет намного
больший эффективный коэффициент диффузии. Число волн тесно связа-
но с анализом спектра Фурье, точнее с наименьшим значением п = N,

10

о 2.5

Рис. 5.12. Пространственные структуры (пятнистость) в замкнутой области с ну-
левым потоком на границе для системы хищник-жертва (5.120), (5.123) при L =
= 2.5, d2 = 1, dl = 0.0125; штриховые линии показывают начальные условия.

придающим собственному значению X из (5.122) отрицательную дей-
ствительную часть. Детальный характер волн зависит от относительной
величины коэффициентов диффузии.

Математическая теория, связанная с пространственно неоднородны-
ми решениями уравнений реакций с диффузией в ограниченных облас-
тях с нулевым потоком через границу, порожденными диффузионной
неустойчивостью, разработана еще недостаточно. Мы дали здесь толь-
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ко самое краткое введение Ч Материал, приведенный в этом разделе,
позволяет предположить, что в таких системах, если они глобально
устойчивы и имеют по крайней мере одну диффузионно неустойчивую
положительную точку равновесия, будут получены пространственные
структуры.

Пространственные структуры возникают также в случаях большего
числа пространственных измерений 1 ( и многокомпонентных систем; не-
сомненна их важность в биологии развития и в экологии-эти системы
математически подобны. Математические задачи, связанные с ними,
представляют захватывающее поле исследований. С точки зрения фило-
софии этой книги наиболее волнующим аспектом этих исследований
были бы подлинно междисциплинарные попытки, в которых модельные
системы основывались бы на экспериментально обоснованной кинетике
реакций и предсказанных или наблюдаемых пространственных структу-
рах. Итак, представляется, что теория систем реакций с диффузией мо-
жет служить по крайней мере отправной точкой для обоснованных
предварительных реалистических объяснений происхождения простран-
ственных структур в биологии.
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ГЛАВА 6

МЕХАНИЗМ ФОРМИРОВАНИЯ
ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ,

ОПРЕДЕЛЯЮЩЕЙ ОКРАСКУ ШКУР
ЖИВОТНЫХ

6.1. Введение. Общие сведения и меланогенез

Общепризнано, что окраска животных генетически определена, но
механизм этого явления неизвестен. Мы считаем, что должен существо-
вать некий единый механизм, способный обеспечить бесконечное раз-
нообразие структур. Конкретнее мы полагаем, что за образование пред-
варительной структуры окраски шкур животных может отвечать
система реакций с диффузией, проявляющая диффузионную неустойчи-
вость.

С иллюстративной целью мы подробно рассматриваем один кон-
кретный практический механизм реакции с ингибированием субстратом
и показываем, что геометрия и размер соответствующей области инте-
гумента " в ходе развития эмбриона решающим образом определяют
возникающие структуры. Для геометрически различных областей полу-
чены картины, обладающие ограниченной вариабельностью и имеющие
непосредственное отношение к распределению окраски у пятнистых
представителей семейства кошачьих, у зебр и других животных.

Основные обзоры по окраске животных-это книга Фокса и Веверса
(1960), где обсуждаются различные типы окраски у животных; Сирла
(1968) по сравнительной генетике окраски шкур у млекопитающих2';
Багнара и Хедли (1973), посвященная прежде всего изменению окраски
у животных; в обзоре Макларена (1976) речь идет о химерах млекопи-
тающих. Сирл (1968) высказал гипотезу, что окраска шкур у млекопи-
тающих связана с механизмом реакций с диффузией.

У млекопитающих окраска вызвана главным образом присутствием
гранул пигмента меланина в эпидерме и (или) шерсти. Гранулы нахо-
дятся в специализированных пигментных клетках, называемых мелано-
цитами. У млекопитающих есть в основном только два вида мела-
нина-эу меланин (черный или коричневый) и феомеланин (желтого или
красновато-оранжевого цвета). Меланины-это полимеры большого мо-
лекулярного веса. Синтез меланина в организме-это сложный процесс,
по поводу которого все еще нет единого мнения. Согласно теории Рей-
пера -Мэзона, изложенной у Николау (1968) (хотя она в настоящее вре-

" Наружный покров, оболочка; по отношению к плоду-покровная ткань
плода, плодная оболочка.- Прим. перев.

2) См. на русском языке книгу «Физиологическая генетика» (197'6)*.-Прим.
перев.
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мя несколько модифицирована), тирозин-предшественник меланина-
окисляется в присутствии фермента тирозиназы до ДОФА. Дальнейшее
окисление завершается полимеризацией до меланина.

Считается, что меланоциты позвоночных происходят из эмбрио-
нальных клеток нервного гребешка (ганглионарной пластинки), откуда
последние в виде меланобластов мигрируют (диффузно) в дерму и пре-
вращаются в меланоциты, лежащие в базальном слое эпидермы. Мела-
ноциты в эпидерме распределены неравномерно, и в настоящее время
считают, что вариации окраски связаны с активностью меланоцитов.
Исследования над мышами (Багнара и Хедли (1973)) показывают, что
меланобласты мигрируют также и в непигментированные участки, но не
претерпевают там дифференцировки. Эксперименты с трансплантатами
указывают, что меланогенез, по-видимому, вызван или связан с нали-
чием некоего субстрата. В модельном механизме, предложенном
в разд. 6.2 и 6.3, мы фактически используем такую концепцию в форме
некоторого (генетически контролируемого или переключаемого) отрица-
тельного или положительного ингибитора, в результате воздействия ко-
торого рассматриваемая реакция приводит к формированию структур.
Как меланоциты реагируют на эти структуры, не является предметом
настоящей главы.

Несмотря на огромное разнообразие раскрасок эпидермиса у позво-
ночных, было проведено очень мало детальных экспериментальных ис-
следований. Эксперименты того типа, который нам кажется полезным,
а именно не с трансплантатами, а с внешними воздействиями, по-види-
мому, не проводились систематически. Эксперименты с трансплантата-
ми производились Мейером (1967) на пестрых мышах и Минцом (1967,
1971) на мозаичных и аллофенных (химерных) мышах. Мейер (1967)
предположил, что именно локальная способность меланобластов обра-
зовывать пигмент, а не их распределение определяет картину окраски;
выводы этой главы в общем согласуются с его точкой зрения. Минц
(1967) в серии экспериментов получил взрослых аллофенных мышей пу-
тем экспериментального агрегирования пар генотипически различных
эмбрионов на стадии дробления. Макларен (1976) подробно обсуждает
эту работу.

Имея в виду морфогенез, Бард и Лаудер (1974) рассмотрели одну из
гипотетических моделей Тьюринга (1952)х) с обратной связью-модель,
основанную на совокупностях индивидуальных клеток, взаимодей-
ствующих друг с другом предписанным образом,-по существу, типа
дискретной диффузии. Они провели численное исследование для раз-
личных правильных прямоугольных и цилиндрических областей и ука-
зали некоторые общие свойства пространственных клеточных структур,
которые могут быть получены таким образом. Они указали на зависи-
мость окончательной картины от начальных условий для двумерной

См. примечание на с. 243.- Прим. перев.
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области и пришли к выводу, что теория Тьюринга (1952) пригодна для
моделирования структур, если точность геометрических характеристик
не требуется (это как раз случай, рассмотренный ниже), и непригодна,
если она существенна. Хотя для того класса практических механизмов
реакций, который мы рассматривали, в общем случае окончательная
картина зависела от начальных условий, но эта зависимость была почти
непрерывной. Поэтому, на наш взгляд, теория реакций с диффузией для
дискретного, например для двоичного, распределения может оказаться
приемлемой. При этом общие характеристики (такие, как число и рас-
пределение пятен) часто получались одинаковыми для целого ряда раз-
личных начальных условий, по существу, случайных. Применительно
к раскраске млекопитающих, которую мы имеем в виду, это, конечно,
достоинство механизма. Как правило, качественная структура зависит
прежде всего от геометрии и размера области.

Бард (1977) предположил, что за возникновение полос на шкуре
у зебр отвечает единый механизм, пока еще неизвестный, и что видовые
различия связаны с особенностями формирования предварительных
структур, происходящего на различных стадиях эмбрионального разви-
тия. Анализ и результаты для предложенного ниже механизма
подтверждают эту точку зрения и согласуются с некоторыми критерия-
ми, которым, согласно Барду (1977), должен удовлетворять любой по-
рождающий механизм.

В последние годы было выполнено много работ по системам реак-
ций с диффузией, как экспериментальных, так и математических, ко-
торые разрешили многие кажущиеся противоречия механизмов Тью-
ринга. Некоторые практически важные и успешные приложения теории
систем реакций с диффузией, уравнения которых формально подобны
моделям взаимодействующих популяций, описаны в гл. 5. В недавно
опубликованных лекциях Файфа (1979) содержится обзор полученных
в этой области наиболее важных математических результатов.

Одна из целей настоящей главы-показать, что теория систем реак-
ций с диффузией может предсказывать устойчивые воспроизводимые
картины окраски мехового покрова (которая по сути своей представляет
двумерную поверхностную структуру), подобные тем, которые обнару-
живаются в пятнах и полосах расцветки многих млекопитающих. При-
веденные ниже результаты представляют собой первые попытки прове-
рить, могут ли механизмы ингибирования в системах реакций
с диффузией порождать предварительные структуры раскраски жи-
вотных. Замечательное разнообразие структур, которые способны воз-
никать в реалистичных и практичных системах реакций с диффузией,
позволяет предположить, что эти системы способны порождать боль-
шинство наблюдаемых раскрасок позвоночных. Аналогичная точка зре-
ния была высказана Финдлеем (1979), который много работал с зебрами
и жирафами. Он считает, что «окончательная картина объясняется толь-
ко второстепенными различиями в деталях», и убежден в существова-
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нии «простого основного плана с бесконечным разнообразием его
выражения».

С эволюционной точки зрения единый простой механизм, способный
производить огромное разнообразие раскрасок шкур у млекопитающих,
намного более эффективен, чем генетический механизм, который по не-
обходимости должен быть весьма сложным.

В разд. 6.2 описан рассматриваемый механизм; в разд. 6.3 обсуж-
даются его потенциальные возможности образовывать структуры.
В разд. 6.4 продемонстрирована важность геометрии и размеров для
полученных пространственных структур. В разд. 6.5 мы связываем най-
денные структуры с конкретными животными. В разд. 6.6 описан метод
оценки размера плода в период беременности и приведены основные
данные для ряда животных. Технические детали изложены в приложе-
ниях.

6.2. Модель механизма ингибирования субстратом
в системе реакций с диффузией

Механизм, который порождает предварительную структуру ", пока
неизвестен. Мы рассмотрим здесь достаточно общую систему, обла-
дающую некоторыми ключевыми свойствами, общими для многих
практических механизмов реакций с ингибированием субстратом; мы
полагаем, что гипотетический механизм, порождающий предваритель-
ную структуру, относится именно к этому типу.

Крайне высокая эффективность ферментов в качестве катализаторов
часто позволяет свести многокомпонентную систему реакций к меньше-
му числу компонент с помощью того факта, что многие реакции с учас-
тием ферментов находятся фактически в состоянии равновесия. Это от-
носится и к модельному механизму реакции с ингибированием
субстратом, предложенной Зеелигом (1976), представляющему собой
практический пример рассматриваемого здесь общего класса систем
и демонстрирующему реалистическое сведение многокомпонентной си-
стемы к доступной для исследования двухкомпонентной. Мы рассмот-
рим механизм, который также сводится к двухкомпонентной системе;
экспериментально он был исследован Томасом (1976). Мы покажем, что
он достаточен, чтобы воспроизвести многие из наблюдаемых струк-
турных картин раскраски животных. Мы обсуждаем лишь некоторые из
большого числа пространственных структур, возможных в такой прос-
той двухкомпонентной системе. Таким образом, мы высказываем гипо-
тезу, что механизмы реакции с диффузией могут порождать практиче-

" Под «предварительной структурой» (pre-pattern) автор понимает, по-види-
мому, пространственное распределение некоторого химического вещества (или
веществ), проявляющееся затем (здесь уместно сравнение с процессом проявле-
ния фотографий) визуально в виде соответствующей окраски шкуры животно-
го-Ярим, перев.
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ски все наблюдаемые раскраски животных и что это возможный
универсальный механизм образования предварительной структуры,
определяющей окраску шкур животных.

В меланогенезе в качестве предшественника участвует тирозин, ко-
торый превращается меланоцитами в меланин. Критическим в этом
процессе является наличие фермента тирозиназы. Мы предлагаем в ка-
честве основного этапа формирования предварительной структуры (поч-
ти наверняка предшествующего попаданию меланобластов на поверх-
ность эпидермы) многокомпонентный механизм, который сводится
к двухкомпонентной системе из S и А с ингибированием субстратом,
где S-это субстрат с более высоким молекулярным весом, чем косуб-
страт А. Одну из компонент можно считать, например, тирозиназой или
тирозином.

Пусть компоненты диффундируют 1) на двумерной поверхности, на
которой они также реагируют с заданной скоростью; в эксперименталь-
ном устройстве Томаса (1976) использована поверхность мембраны, на
которой иммобилизован фермент-катализатор2). Уравнения реакции
с диффузией для каждой компоненты имеют вид

скорость \ / поток компонент \ / скорость

измененияJ \к поверхности (F)) \реакции (G)

/ диффузия на \

\ поверхности J

Обозначив концентрации компонент теми же буквами S и А, получаем
следующую систему уравнений:

— = FS(S) - GS(S,A) + DSV
2S = U(S,A) + DSV

2S,
dt

(6.1)

8A
— = FA(A) - GA(S,A) + DAV

2A = V(S,A) + DAV
2A,

где Ds и DA -коэффициенты диффузии, DSV
2S и DAV

2A представляют со-
бой диффузию, F s

 и FА -внешние потоки, a Gs и GA-скорости потерь,

" Стандартные поля диффузии более 1 мм в развивающихся системах пока
не обнаружены; их существование априори не исключено. Найденные нами
структуры не зависят от наличия диффузионного поля в том же смысле, как, на-
пример, в модели Льюиса и др. (1977).

2) Об иммобилизованных, т.е. прикрепленных к естественной или искус-
ственной» мембране, ферментах см., например, книгу «Иммобилизованные фер-
менты» (1976)*.-Прим. перев.



274 Гл. 6. Механизм формированы» предварительной структуры

вызванных реакцией. Функции U (S, А) к V (S, А), определенные
в (6.1),-суммарные скорости реакций. Тип реакции лучше всего виден из
формы кривых U (S, А) = О, V (S, А) = О в плоскости S, А; это изоклины
(нуль-линии) реакции. На рис. 6.1 представлены типичные изоклины ре-
акции рассматриваемого типа. Ингибирование указывается S-образной
формой изоклины U (S, А) = 0. Однородное стационарное состояние для
этого механизма реакции достигается в точке пересечения изоклин, т.е.
в точке Р на рис. 6.1, так как там обе скорости U(S,A) и V(S, А) равны
нулю. Параметры реакции определяют, будет здесь одно или три ста-
ционарных состояния; последнее будет наблюдаться, если V(S, A) = 0
имеет вид, показанный на рис. 6.1 штриховой линией. Мы рассмотрим
здесь случай единственного стационарного состояния.

V(S,A) =

U(S,A)-0

Рис. 6.1. Скорости реакций для двух компонент, S и А. Форма кривой V(S, А) =
= 0 типична для ингибирования субстратом. Стационарные состояния-это ре-

шения системы U(S, A) — V(S, A) = 0; их может быть одно или три.

Чтобы получить конкретные количественные результаты, иллюстри-
рующие предлагаемую нами теорию, примем следующий механизм ре-
акции с диффузией с ингибированием субстратом (Томас (1976)):

•J- = g (s, a) + V2s, ^- = f(s, a)
ot at

pV2a, (6.2)

где s и а-безразмерные концентрации, р = DJDS отношение коэффи-
циентов диффузии на поверхности, где происходит реакция, а д
и / - безразмерные суммарные скорости реакции

g(s,a) = y[s0 - s - pF(s,a)],

/ (s, a) = у [a (во - а) - pF (s, a)], (6.3)

F(s,a) = sa/(l + s + Ks2);

здесь р, a, у и К-положительные постоянные. Потребление F для
малых s соответствует закону Михаэлиса, но при больших s выражает
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ингибирование, где К-параметр ингибирования. Экспериментальное
устройство и подробный вывод уравнений (6.2) и (6.3) приведены в при-
ложении 6.1.

Множитель у входит в оба безразмерных выражения для скоростей
реакции / и д поэтому может рассматриваться как параметр размера.
Он может быть включен в масштаб длины и масштаб времени, для че-
го надо написать yf вместо t и (l/y)V2 вместо V2. Но мы специально со-
храняем его в (6.3), чтобы для данной геометрии с типичным размером
/ можно было получать "большие или меньшие области, геометрически
подобные исходной, просто меняя у. Например, если^ / = /,, когда Yi =
= 1, то при у = у2 соответствующее ' = ' 2 = ^lA,-

Поскольку s представляет собой субстрат с высоким молекулярным
весом по сравнению с а, отношение коэффициентов диффузии (3 =
= D^/Ds больше 1. Постоянная К в (6.3)-это параметр ингибирования,

причем большее ингибирование соответствует большему К. По-
стоянные а, р, а 0 и s0 относятся к экспериментальному устройству; см.
приложение А6.1.

Для наших целей основными параметрами будут р\ у и коэффициент
ингибирования К, причем форма изоклин реакций и положение и число
однородных стационарных состояний-здесь положительных решений
(s,a) системы уравнений f(s, a) = g (s, а) = О - зависят только от К.

6.3. Механизм формирования структуры
и возможный регуляторный переключатель

Статья Вольперта (1969) о позиционной информации и структурах
клеточной дифференцировки ярко осветила общую проблему формиро-
вания структур в биологии развития. Основной вопрос состоит в том,
как происходит передача генетической информации, приводящая к опре-
деленным структурам, и именно это нас интересует в настоящей главе.
Таким образом, мы ищем здесь механизм, который может дифференци-
рованно реагировать на внешние раздражения так, что однородность
сменяется неоднородностью. Оказывается, что механизм (6.2) и (6.3) мо-
жет приводить к возникновению стационарных двумерных геометриче-
ских структур, если его параметры лежат в соответствующих диапазо-
нах. Неоднородная структура - это конечный результат диффузионной
неустойчивости однородного стационарного состояния. Математические
подробности даны в приложении А6.2. Здесь мы укажем общие резуль-
таты применительно к формированию структур. Будем считать пара-
метры ос, р, К, а0 и s0 в f(s, а) и д (s, а) из (6.3) такими, что имеется толь-
ко одно положительное однородное стационарное состояние s, а,
определяемое уравнениями

д (s, а) = 0 => s0 — s = pas/(l + s" + Ks2).
(6.4)

f(s,a) = 0=> a(a 0 - a) = pas/(l + s + Ks2).
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Тогда изоклины реакции принадлежат к одному из трех общих типов,
представленных на рис. 6.2. Для заданных а, р, а0 и s0 параметр ингиби-
рования К определяет, какой из этих случаев (а, б или в) имеет место.

Если ингибирование достаточно высокое, например К = К3, то
однородное стационарное состояние соответствует точке Р на рис. 6.2, в.
Уменьшение К переводит стационарное состояние в область между
максимумом М и минимумом N, как на рис. 6.2, б. Еще большее умень-
шение К перемещает Р в положение, указанное на рис. 6.2, а.

ап г л

а

'о

а

К=К2

1

м

\
\

f=

\

0

0

s so\

Рис. 6.2. Схема изоклин скоростей реакций /(s, а) = 0 и g(s, а) - 0 с / и g из
уравнений (6.3). Стационарному состоянию соответствует точка P(s, а). В слу-
чаях а и в система устойчива, в случае б может наблюдаться диффузионная

неустойчивость.

Если стационарное состояние P(s, а) соответствует рис. 6.2, а и в, то
оно всегда устойчиво относительно малых возмущений концентраций
около (f,d). С другой стороны, если параметр ингибирования К такой,
что однородное стационарное состояние Р соответствует рис. 6.2, б, то
система способна к колебательному поведению типа предельного цикла
или, что более важно для нашей цели, оно может быть неустойчиво от-
носительно пространственно неоднородных возмущений концентраций,
близких к s, а, но не относительно пространственно однородных возму-
щений. Это диффузионная неустойчивость, которая может возникать
только в пространственно неоднородной ситуации. Эта неустойчивость
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перерастает в стационарные пространственные структуры конечной ам-
плитуды, которые и составляют основной предмет этой главы.

Как показано в приложении А6.2, условие, необходимое для возникно-
вения диффузионной неустойчивости, состоит в том, что р =
= DA/DS-отношение коэффициентов диффузии веществ А и S-должно

быть больше 1. Это условие выполняется для реагирующих веществ
в нашей модели, так как коэффициент диффузии А считается намного
большим, чем у вещества S, имеющего намного больший молеку-
лярный вес. Физически диффузионная дестабилизация вызвана тем, что
при введении пространственно неоднородного возмущения концентра-
ций, например, путем естественных случайных изменений однородного
стационарного состояния два реагента диффундируют с существенно
различными скоростями, так что неоднородность концентраций стацио-
нарного состояния поддерживается. Окончательное неоднородное ста-
ционарное состояние, являющееся результатом диффузионной неустой-
чивости, зависит от деталей сочетания реакции и диффузии, выра-
женных параметрами механизма, и, что более важно, от размера
и формы области реакции. Окончательная структура зависит также от
начальных условий, но, что важно, качественно она нечувствительна
к ним (см. приложение А6.2).

Пространственные структуры, получаемые с помощью этого меха-
низма реакций, мы связываем в конце концов с рисунком шкур жи-
вотных. В разд. 6.5 мы рассмотрим этот механизм с некоторыми под-
робными практическими примерами раскраски животных, а в разд. 6.4
приведем некоторые общие утверждения о влиянии размера и формы
области.

В завершение настоящего раздела опишем кратко возможный меха-
низм, управляющий запуском и (или) прекращением действия механиз-
ма формирования структуры.

Мы видели выше, что при непрерывном уменьшении коэффициента
ингибирования К в системе (6.2), (6.3) стационарное состояние переходит
из положения, соответствующего рис. 6.2, в, в положение, показанное на
рис. 6.2, а. Ни в одном из этих случаев диффузионные эффекты не могут
вызвать неустойчивости стационарного состояния относительно малых
возмущений. Однако если возмущения достаточно велики и имеется
диффузия, они могут вызвать уединенные концентрационные волны ко-
нечной амплитуды; такие волны обсуждаются в работах Керневеза
и др. (1978) и Бриттона и Марри (1979). В таких ситуациях система мо-
жет быть описана как способная к возбуждению. Возбудимый характер
таких механизмов реакции с ингибированием субстратом может быть
проиллюстрирован с помощью рис. 6.3 и кинетических уравнений в про-
странственно однородном случае. Если s и а зависят только от f,
из (6.2) получаем

~ = <?(s,a), i i = / ( s , f l ) (6.5)
at at
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с/и ^ из (6.3). Стационарное состояние соответствует точке P(s, а) с s, a
из (6.4). Предположим, что стационарное состояние испытало возмуще-
ние концентраций, которое сделало значения s и а соответствующими
положению А на рис. 6.3, а. Тогда кинетические уравнения (6.5) описы-
вают изменение концентраций во времени и возвращение их к стацио-
нарным значениям s и а, т.е. в Р. Концентрации в А находятся в обла-
сти, где f(s, а) < 0 и g{s,a) < О, откуда следует, что s и а будут
изменяться в направлении В, так как ds/dt\A < 0 и da/dt\A < 0. Для каж-
дого положения в плоскости (s, а) направление изменения концентраций

а„ i

Концентрационная
волна

Расстояние
6

Рис. 6.3. а-типичные изоклины скоростей реакций для возбудимого стационар-
ного состояния. Кривая АВСР показывает изменения концентраций после перво-
начального возмущения, соответствующего точке А. б-типичная уединенная
волна для механизма (6.2), (6.3) при значениях параметров а = 0.05, К = 1.0,
р = 0.9, s0 = 39, о0 = 784 (стационарное состояние s = 22, а = 440), у = 20, р =

= 1, при которых скорость с * 5.25.

s и а определяется знаками / и д. Видно поэтому, что траектория си-
стемы (6.5) из А в Р качественно подобна пути АВСР на рис. 6.3, а.

Существенно здесь то, что если начальное отклонение концентраций
от Р достаточно велико (например, до А), то с ними происходят боль-
шие изменения, прежде чем они вернутся к своим стационарным значе-
ниям. Существует определенное пороговое возмущение, необходимое,
чтобы механизм проявлял такое поведение. В этом смысле механизм
представляет собой возбудимую, но тем не менее устойчивую систему.

Именно сочетание порогового поведения реакции с диффузией
порождает распространяющиеся уединенные концентрационные волны.
На рис. 6.3, б показана такая волна для механизма (6.2), (6.3) как резуль-
тат численных исследований Керневеза и др. (1978). Бриттон и Марри
(1979) показали, что такие волны, возбуждаемые в системах реакций
с диффузией, существуют и движутся намного быстрее, чем это возмож-
но при простых диффузионных процессах, так что они являются высо-
коэффективными потенциальными носителями информации в форме ко-
нечных изменений концентрации на малых расстояниях. Таким образом,
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если на той или иной стадии эмбрионального развития генетический
переключатель должен приводить в действие (путем увеличения или
уменьшения ингибирования) наиболее эффективный механизм передачи
биохимических сообщений на расстояния порядка сантиметров за вре-
мена порядка минут, то, конечно, для этой цели пригодны указанные
выше механизмы возбуждения. Чисто диффузионный процесс потребо-
вал бы времени порядка многих часов или даже дней.

Процесс формирования структуры может управляться двумя систе-
мами реакций с диффузией. Одна работает как химический переключа-
тель в форме ингибитора, который, например, убывает и действует на
вторую систему описанным выше образом. Это означает, что при высо-
ком ингибировании пространственные структуры не возникают, но
в диапазоне, где ингибирование приводит к стационарному состоянию
соответствующего типа, возможны диффузионная неустойчивость и,
следовательно, пространственное структурирование. При дальнейшем
уменьшении ингибирования механизм формирования структуры попа-
дает в область параметров, где диффузионная неустойчивость невоз-
можна. Таким образом, формирование структуры происходит за конеч-
ное время.

Раскраска шкур у животных становится видимой только на доволь-
но поздней стадии беременности. Это стало очевидно при исследовании
автором довольно широкого набора плодов животных, включая, напри-
мер, зебру, жирафа и тигра. Ни у одного из этих образцов не было ви-
димой картины на эпидерме, за исключением пренатальной (предродо-
вой) стадии, когда волосяной покров становится видимым и происходит
меланогенез. Бэддард (1906) приводит описание 8-месячного плода жи-
рафа (период беременности около 450 дней) и отмечает отсутствие ха-
рактерной раскраски как его «наиболее поразительную черту». Никакой
раскраски не было видно и на 3^-месячных плодах, описанных Борма-
ном (1938). Однако отсутствие видимых рисунков шкур у образцов пло-
дов не является указанием на отсутствие или наличие предварительной
структуры, которая нас здесь интересует.

Некоторые важные характеристики раскраски жирафа и зебры отме-
тил Акерман (1976). Он обнаружил, что у плода жирафа сосудистая си-
стема кожи обладает высокой организацией относительно рисунка
шкуры, так что поверхностные артериальные сосуды окружают каждое
пятно. Холл-Мартин (1978) отметил, что когда рисунок шкуры по-
является впервые (примерно на 100-й день беременности), эти арте-
риальные контуры характерных пятен, ясно видные вскоре после смер-
ти, быстро исчезают. Однако у зебры, согласно Акерману, такой орга-
низованной поверхностной сосудистой системы не обнаружено. Учиты-
вая бедность экспериментальных данных по картинам раскраски плодов
вообще, время появления предварительной структуры волосяного
покрова, по-видимому, во многих случаях можно только дедуктивно
предполагать. Для зебры Бард (1977) предположил, на основании де-
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тального изучения числа и распределения полос, что предварительная
структура появляется между 3-й и 5-й неделями беременности (весь пе-
риод около 360 дней).

6.4. Пространственные структуры
и влияние геометрии и размеров

Изложенное ниже справедливо для всех механизмов реакций, для ко-
торых возможна диффузионная неустойчивость. Для ясности рассмот-
рим конкретный механизм реакции с диффузией (6.2), где в (6.3) пара-
метры таковы, что однородное стационарное состояние отвечает точке
P(s, d) на рис. 6.2,6. Это стационарное состояние считается устойчивым
относительно малых однородных возмущений концентраций около
(s, а), но, как обсуждается в приложении А6.2, может испытывать диффу-
зионную неустойчивость под действием малых пространственно неод-
нородных возмущений, если отношение коэффициентов диффузии р =
= DA/DS значительно больше 1. Критическое значение Рс, для которого
система неустойчива при р > Рс, зависит от значений параметров и наи-
более существенно от геометрии, в то время как возникающая структу-
ра зависит также от граничных условий и размеров. Наш механизм
имеет несколько критических значений параметров. Для параметра ин-
гибирования К их два. Например, Кс может быть значением, ниже ко-
торого Р попадает в область, изображенную на рис. 6.2, б. Если р > Рс

и все другие параметры зафиксированы, за исключением К, то при
уменьшении К однородное решение претерпевает бифуркацию при К =
= Кс. Теория ветвления позволяет нам исследовать математически по-
ведение решения вблизи точек бифуркации.

Непосредственной характеристикой размеров является параметр у,
который для заданной геометрии также имеет критическое для сущест-
вования пространственных структур бифуркационное значение ус, когда
все другие параметры зафиксированы. Это обсуждается ниже и в прило-
жении А6.2. В разд. 6.5 мы увидим, что у играет ключевую роль в опре-
делении характера возникающего рисунка. Линейный размер области,
где происходит реакция с диффузией (в интересующем нас случае -инте-
гумента плода или его частей: конечностей, хвоста, шеи и спины), про-
порционален ]/у.

Чтобы продемонстрировать некоторые важные моменты, рассмот-
рим две простые геометрические формы: (I) прямоугольную область
О ^ х ^ а , 0 ^ у ^ Ь, где координаты х, у и постоянные а, Ь показаны
на рис. 6.4, и (И) поверхность усеченного конуса с радиусами оснований
г0 при .' = 0 и г, при z = / (см. ниже).

Рассмотрим область на рис. 6.4 при отсутствии потока веществ через
ее границу. Тогда концентрации s (x, у, t) и а (х, у, t) удовлетворяют урав-
нениям (6.2), (6.3) и граничным условиям, соответствующим нулевому
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Нулевой
поток

05ласть
реакции

с диффузией

\W\\\\\\\\\\
а х

а х

Рис. 6.4. Прямоугольная область реакции с диффузией (а), в которой схематич-
но показаны простые (линейные) структуры, причем темные и светлые участки
соответствуют концентрациям, большим или меньшим, чем в стационарном со-
стоянии s, согласно уравнению (6.8): б) т = 0, п = I; в) т = п = 1; г) т = 2, п =

= 3; д) т = 0, п = 10; ё) т = 4, п = 8.

потоку

95 да
-т— = г̂— = 0; х = 0, х = а для всех 0 < v ^ ft,
сх ох

9а
= ^— = 0; у = 0, у = Ь для всех 0 ^ х ^ а.

9у

(6.6)

Случай периодических граничных условий рассматривается так же,
только вместо (6.6) будем иметь

d s
S I Л- = 0 = S 1.x = а > ~1

дх

ds

Jx~

при всех у и

8s ds

у = 0

при всех х; аналогично и для а. Периодические граничные условия ассо-
циируются с областями, отвечающими шеям, хвостам и конечностям,
в то время как нулевые потоки больше относятся к телу с обычно не-
пигментированным подбрюшием.
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Для исследования устойчивости рассмотрим развитие во времени
малых возмущений около стационарного состояния, обозначив их
соответственно

u(x,y,t) = s(x,y,t) — s, v(x,y,t) = a(x,y,t) — a. (6.7)

Решения для и и v могут быть записаны в форме суммы членов (соб-
ственных функций) вида

х , пк тк
е т" cos — xcos——у, (6.8)

а Ъ

каждый из которых удовлетворяет (6.6), где собственные значения Хт„
зависят от а, Ъ и целых чисел га и п. Например, решение и имеет вид

и(х, у, г) = ) Umne
 m"'cos — xcos v, (6.9)

/ j a b '

где Y. обозначает сумму по всем парам целых чисел т, п ^ О, а
т, п

[/„„-постоянные. Подобное выражение можно записать и для v с Vmn

вместо Umn. Если Х„п > О по крайней мере для одной пары целых чисел
т, п, то с ростом времени г величина и экспоненциально возрастает; это
означает, что стационарное состояние неустойчиво. Если Хтп < 0 для
всех т, п, то и, v -> 0, и тем самым стационарное состояние устойчиво.

Каждый член в (6.9) является модой, или собственной функцией,
и представляет специфическую пространственную структуру на прямо-
угольнике (рис. 6.4), которая в зависимости от знака Хт„ усиливается или
ослабляется во времени. Закрашивая участки с « > 0, т.е. с s > s на
рис. 6.4, мы можем проиллюстрировать собственные функции (6.8) для
различных пар т, п.

Рассмотрим теперь развитие во времени решения (6.9) и последую-
щих пространственных структур. На основании линейной теории, при-
водящей к (6.9), наибольшее Хт„ > 0 определяет, какая пространственная
структура будет доминирующей. Рис. 6.4,6 и д соответствуют т — О,
так что для них мода (6.8), по существу, одномерна. Если доминирую-
щее Хт„ соответствует одному из этих случаев, то структура, развиваю-
щаяся во времени, будет в линейном приближении, по существу, одно-
мерной, а это указывает на характер окончательной структуры,
получающейся путем численного решения полной нелинейной системы
(6.2), (6.3) при тех же граничных условиях (6.6), более или менее незави-
симо от начальных условий. Впрочем, даже для квазиодномерных
областей возможно получить структуры, не предсказываемые линейной
теорией; мы обсуждаем это кратко в разд. 6.5.

Если доминирующая собственная функция является истинно двумер-
ной, как на рис. 6.4, в, г и е, то полная нелинейная пространственная
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структура, вообще говоря, не предсказывается линейным анализом: она
зависит от начальных условий и вида нелинейностей в схеме реакции.
Численно мы обнаружили, что малые случайные изменения в на-
чальных условиях дают лишь качественно подобные пространственные
структуры. Поскольку мы имеем в виду раскраску шкур, это согласует-
ся с индивидуальной уникальностью деталей рисунков шкур животных.
Отметим, что применение теории систем реакций с диффузией в работе
Кауфман и др. (1978) к клоновым линиям крылового диска дрозофилы
опирается на предположения о форме нелинейных структур, основанные
на линейной теории.

Из сказанного ясно, что конечное стационарное распределение кон-
центраций критически зависит от существования положительных соб-
ственных значений Хт„ (которые в свою очередь зависят от специфиче-
ской системы реакций с диффузией) и от собственных функций, которые
определяются граничными условиями, геометрией и размерами обла-
сти. На основе линейной теории для геометрически простых областей
могут быть найдены собственные функции и диапазон собственных зна-
чений \тп, имеющих положительные действительные части.

Для системы (6.2), (6.3) и прямоугольной области (рис. 6.4) мы по-
казываем в приложении А6.3, что пара целых чисел тип, которая при-
водит к неустойчивым собственным функциям, т.е. собственным значе-
ниям с положительной действительной частью Хтп, должна удовлетво-
рять неравенствам

/ ..2 ...2 \

<y(X+Y), (6.10)

где X и У-функции параметров а, р, Р, а0, s0 и К:

X = - ~ [(3 + M(s, a) + а 4- N(s, а)],

(6.11)

Здесь

У = ~ { [ Р + Af(s,o) - а - N(s,a)]2 + 4M(s,d)N(s,a)}112.

Ppa(l - Ks2) ps
M(s,a) = —- , . , T^M , N(s,a} =Ks 2 ) 2 ' w > ' l+s + Ks2'

a s, а-решение системы алгебраических уравнений (6.4). Заметим, что S,
а не зависят от параметра у, который входит в неравенство (6.10) лишь
в качестве множителя. Если вместо (6.6) используются периодические
граничные условия, в (6.10) нужно только заменить у на у/4.

Например, если мы возьмем один из наборов параметров, ука-
занных ниже, а именно а = 1.5, р = 13, s0 = 102, а0 = 77, К = 0.1, то из
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(6.4) можно найти стационарное состояние s = 8, о = 14. Сиситема (6.2),
(6.3) диффузионно неустойчива для (3 3= 5 ((Зс = 4.6). При (3 = 5 неустой-
чивым модам соответствуют пары целых чисел, удовлетворяющие, со-
гласно (6.10), неравенствам

О.ОЗбу < - V + -"V < 0.115у. (6.12)
а Ь

Отсюда можно понять взаимоотношения масштабного параметра, раз-
меров и формы области.

Предположим, что мы возьмем у = 1 и прямоугольную область на
рис. 6.4, а с а = З и Ь = 1. Тогда неустойчивые собственные функции из
(6.8) имеют, согласно (6.12), значения тип, удовлетворяющие неравен-
ствам 0.036 < п2/9 + т2 < 0.115. Таким образом, единственной неустой-
чивой моде соответствуют значения т = 0, п = 1, что иллюстрирует
рис. 6.4, б. Таким же будет и конечное стационарное состояние, получен-
ное из полной нелинейной системы. Если теперь увеличить размер
области в 2 раза, то а и Ъ удваиваются, а у возрастает до у = 22 = 4,
так что неустойчивой моде теперь соответствуют, согласно (6.12), т = 0,
п = 2. Итак, видно, что для данной формы области значения т, п мож-
но менять, изменяя у.

Если мы теперь выберем у = 10, то из (6.12) получим 0.36 < п2/9 +
+ т2 < 1.15, что допускает несколько конфигураций мод, а именно: (I)

т — 1, п = 0; (II) т = 0, п = 2 или п = 3. Они дают соответствующие
собственные значения 'Ктп > 0, наибольшее из которых определяет до-
минирующее решение, которое ответвляется от однородного стационар-
ного состояния и в этой квазиодномерной ситуации развивается в сход-
ную модальную конфигурацию даже в нелинейном случае. Это было
показано Мимурой и Марри для математически сходной ситуации в мо-
дели хищник - жертва (1979) и для механизма ингибирования субстра-
том (1978), разработанного Зеелигом (1976).

С ростом у число неустойчивых собственных функций возрастает,
как и число истинно двумерных мод среди них. Не удивительно, что по
мере того, как нелинейные эффекты становятся все более важными,
взаимодействие между растущими модами уже больше не определяется
линейными решениями, и конечная конфигурация на данной стадии раз-
вития математики непредсказуема по линейным ответвляющимся реше-
ниям.

Из (6.12) и в общем случае из (6.10) видно, что если один из разме-
ров, например Ь, существенно мал, то все т > 1 исключаются из диапа-
зона, неустойчивых мод. Тогда задача превращается в одномерную за-
дачу на собственные значения с m = 0 и с п2/а2, удовлетворяющим
(6.10). В этом случае получающийся рисунок как в линейном, так и в не-
линейном случае представляет собой ряд поперечных полос, типичный
вид которых показан на рис. 6.4, д. С ростом Ъ для фиксированного
а возможность появления истинно двумерных картин возрастает.
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Рассмотрим теперь усеченный конус 1>, показанный на рис. 6.5, на по-
верхности которого происходят реакции с диффузией. Через радиаль-
ную, азимутальную и аксиальную координаты г, 9 и z собственные
функции, эквивалентные (6.8), выражаются, согласно приложению А6.3,
формулой

1 , тп
ет" cos ив cos (6.13)

где теперь целые числа т, п для неустойчивых мод удовлетворяют вме-
сто (6.10) неравенствам

I2 <у[_х + у], (6.14)

а X, Y приведены в (6.11). Здесь локальный радиус г поверхности усечен-
ного конуса служит просто параметром, однако он решающим образом
определяет полученную поверхностную структуру.

Если по всей длине конуса г настолько мало, что п2/г2 при п ^ 1
слишком велико, чтобы попасть в диапазон неустойчивости (6.14), то
для неустойчивых собственных функций обязательно п = 0, а т удовле-
творяет (6.14). Тогда из (6.13) видно, что это просто одномерный случай,

Рис. 6.5. Область реакции с диффузией в виде конической поверхности: а-гео-
метрические данные; б-г0 < г <ги г1 мало; в-гу мало, а г0 достаточно велико

для возникновения двумерных эффектов вблизи z = 0.

" Требуется, чтобы конус был мало сужающимся; тогда в лапласиане
г можно считать параметром (точнее, г0 — г, « 1).-Прим. ред.
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иллюстрируемый рис. 6.5,6, который сравним с плоским случаем, пред-
ставленным на рис. 6.4, д.

Предположим теперь, что г0 недостаточно мало, чтобы 1/г2, лежало
вне диапазона (6.14), зато настолько мала величина 1/г2. Тогда вблизи
z = О неравенства (6.14) могут дать модальные пары т, п с т ^ 1 и п >
^ 1, в то время как вблизи z = / будет п = О, т > 1. Таким образом,
здесь может образоваться плавный переход от определенной двумерной
структуры вблизи толстого конца к квазиодномерной полосатости
у тонкого конца, как показано на рис. 6.5, в. Для полной нелинейной си-
стемы регулярные полосы вблизи тонкого конца z = / определяются
линейной теорией. Мы используем эти результаты в разд. 6.5.

Рассмотрим, наконец, зависимость времени образования таких про-
странственных структур от размеров области. В системе (6.2), (6.3)
масштабный параметр у входит только как множитель при скоростях
реакций в оба уравнения для s и а. Поэтому если мы заменим время
уг на t, а все длины Ц/у на L, т.е. (l/y)V2 на V2, то полученная система
будет в точности совпадать с исходной при у = 1. Таким образом, если
для некоторой области время формирования структуры имеет порядок Т,
то для подобной области в 10 раз больших размеров (т.е. |/у = 10)
анализируемая система будет той же за исключением того, что время
формирования этой структуры будет иметь порядок 100Т (т.е. у Г).

Рассмотрим теперь влияние такого увеличения времени на индексы
т, п собственных функций, например, в (6.10), являющихся неустойчивы-
ми из-за положительности соответствующих Хтп. Если область велика,
то для фиксированного у значения а и b велики (или а и Ь фиксированы,
а у велико). Значит, по крайней мере одно из т и п, удовлетворяющих
(6.10), должно быть велико, а это в свою очередь означает большое чис-
ло компонент у пространственной структуры. Такие структуры требуют
намного больше времени для своего развития, чем те, которые соответ-
ствуют парам меньших целых чисел. Однако на формирование струк-
туры отведено, по-видимому, лишь конечное время. Например,
в разд. 6.3 время, имеющееся для порождения пространственной струк-
туры,-это время, за которое стационарное состояние Р проходит через
область возможной диффузионной неустойчивости при уменьшении па-
раметра ингибирования К от высокого до низкого значения. Таким
образом, это время может оказаться недостаточным для развития окон-
чательной картины, результатом чего будет квазиоднородность. Аль-
тернативное, но в действительности мало отличающееся объяснение со-
стоит в том, что структура появляется из-за влияния границы или
общей протяженности в случае периодических граничных условий (это
влияние определяет собственные функции). В очень больших областях
граница далека от большей части области, в которой происходят реак-
ции с диффузией, так что эта граница оказывает слишком слабое влия-
ние, чтобы породить структуру за имеющееся в наличии время.

Итак, если область слишком мала (а и b на рис. 6.4 слишком малы),
то образование пространственных структур невозможно, а если область
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слишком велика, то имеющегося времени не достаточно для развития
структуры. Для любой из этих крайностей окончательная картина в ос-
новном однородна. Хотя на данной стадии это еще очень гипотетично,
но если механизм реакций с диффузией ответствен за образование ис-
ходной картины в раскраске животных, то он может быть, по-видимо-
му, использован для оценки промежутка времени, необходимого для
установления этой картины. Он также дает разумное объяснение одно-
родности окраски очень больших животных с длительным периодом
вынашивания и большинства очень мелких животных с коротким пе-
риодом вынашивания.

В следующем разделе мы рассмотрим некоторые практические при-
ложения теории к конкретным геометрическим формам и свяжем эти
результаты с разными четко раскрашенными животными.

6.5. Применение механизма формирования структуры
к конкретным животным и геометрическим формам

В этом разделе мы представим ряд численных результатов и сопо-
ставим их с некоторыми общими характеристиками раскраски жи-
вотных. Все результаты были получены с помощью метода конечных
элементов, примененного к системе (6.2), (6.3) с нулевым потоком кон-
центраций s и а через границу, т.е. граничными условиями (6.6). В каче-
стве начальных условий использовались случайные возмущения относи-
тельно однородного стационарного состояния s, а. Вычисления прекра-
щались, когда неоднородная пространственная структура на последова-
тельных шагах по времени удовлетворяла предписанному условию
сходимости: 10~ 3 или меньше. На рисунках ретушированы области, где
s > s, если нет других указаний. Использованная вычислительная про-
грамма была первоначально разработана Керневезом и др. (1979) для
системы (6.2), (6.3): они получили регулярные пространственные струк-
туры для эллиптических областей и обсудили другие аспекты этого ме-
ханизма реакций с диффузией.

Система имеет параметры ее, р, К, s0 и а0, определяющие стационар-
ное состояние .?, а, и параметры у и (3, связанные с линейными модами
диффузионной неустойчивости, обсуждавшимися в разд. 6.4. Простран-
ственные структуры порождаются в широком диапазоне значений пара-
метров. С целью иллюстрации выберем два набора параметров а, р, К,
s0, a0 и (3 и будем менять только масштабный коэффициент у. Подоб-
ные области различного размера легко сравнивать, просто варьируя
параметр у, поскольку размер области пропорционален |/у. Таким
образом, это не просто специальный подбор нескольких комбинаций
параметров, дающий разнообразные картины. Даже при указанном
ограничении, накладываемом на параметры и начальные условия, бо-
гатство возможных картин для такого механизма реакций с диффузией
поразительно.
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Рассмотрим сначала типичную раскраску, обнаруживаемую на хво-
стах и лапах животных, которые мы представим в виде усеченных кону-
сов (рис. 6.5, а). Для удобства визуального и численного сравнения заме-
ним поверхность конуса на удлиненную трапецию (рис. 6.6). Если хвост
достаточно тонкий, то значение b мало, и получается по существу одно-
мерная ситуация, в которой диффузионная неустойчивость порождает
просто поперечные полосы по всей длине хвоста, как предсказывает ли-
нейная теория, причем их число пропорционально длине. На рис. 6.6, а
представлен типичный пример; здесь у = 9. С ростом у, т.е. увеличе-
нием области, более ощутимо чувствуется влияние двумерности-см.
рис. 6.6, б. На рис. 6.6, в с у = 25 выбран еще больший линейный размер,
чтобы проиллюстрировать период от пятен (т.е. явно двумерной кар-
тины) к полосам по мере того, как область становится уже.

7=9 у = 15

У = 25

Рис. 6.6. Результаты численного решения уравнений (6.2), (6.3) при а = 1.5, К =
= 0.1, р = 18.5, s 0 = 92, а 0 = 64 (стационарное состояние s = 10, а = 9); отно-

шение коэффициентов диффузии р = 10.
а-коэффициент размера у = 9, темные участки при s > £
б-коэффициент размера у = 15, темные участки при s > s.
в-коэффициент размера у = 25, темные участки при s < s.

Общая ситуация теперь ясна. Если продолжать увеличивать размер,
сохраняя геометрию рис. 6.6, в, то пятна будут располагаться все даль-
ше по хвосту, в то время как для уменьшения у справедливо обратное.
Если коэффициент размера у достаточно мал, то можно получить толь-
ко однородное неструктурированное состояние.

Полосатая раскраска хвоста встречается довольно часто. На фо-
то 6.1 изображена генетта, а на рис. 6.6, а-картина, соответствующая
нашему механизму. Число полос в пределах любого вида варьирует;
у генетты, например, автор видел от 6 до 13 черных полос. Изложенная
здесь теория сразу предсказывает, что их число линейно связано с дли-
ной хвоста в период возникновения предварительной структуры. Это не
обязательно означает, что если длина хвоста у взрослых особей разли-
чается, то различно и число полос,-критической является длина хвоста
во время формирования исходной структуры. При этом предполагается,
что генетический переключатель инициирует формирование структуры
в определенный период эмбрионального развития. Конечно, возможны
локальные колебания точного времени начала этого процесса и значе-
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Фото 6.1. Генетта (Genetta genetta). Воспроизведено с любезного разрешения
д-ра Ганса Круука.

Рис. 6.7. Различные раскраски хвоста:
а-зебра (Equus burchelli chapmani) по Уиллоуби (1974);
б-новорожденный самец генетты {Genetta genetta); Музей естественной ис-

тории, Лондон (66-6165); длина хвоста 11 см;
e-гепард (Acinonyx jubatis); см. также фото 6.1;
г-ягуар (Panthera опса);
д-вычисленная раскраска для прямоугольной области (развертки цилиндра)

при значениях параметров, как на рис. 6.6.

19-612
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ний различных параметров. Однако можно ожидать, что время пере-
ключения и значения параметров (а потому и число полос) наследуются.
На основании обширного исследования экстерьера жирафа, в частности
раскраски шеи, Дагг (1968) пришел к выводу, что цвет, площадь и фор-
ма пятен наследуются (см. также Дагг, Фостер (1975)). Предлагаемая
здесь теория согласуется с этим выводом.

Свяжем теперь наши результаты с конкретными животными при ус-
ловии, конечно, что механизм реакции с диффузией изученного нами ти-
па может быть ответствен за наблюдаемую у них картину распределе-
ния меланина. Интересная картина раскраски хвоста зебры Чепмена

шш
Фото 6.2. Гепард (Acinonyx jubatis).

(рис. 6.7, а) по Уиллоуби (1974) поразительно похожа на рис. 6.6,6
и 6.7,(3. Она также показывает, как хвост является продолжением тем-
ной спинной полосы; см. также рис. 6.10 ниже, относящийся к раскраске
спины. На рис. 6.7, б изображен хвост генетты после рождения; его сле-
дует сравнить с рис. 6.6, б и 6.7, д, представив себе их свернутыми в ци-
линдр. Рис. 6.7, в и г сделаны с фотографий гепарда и ягуара и показы-
вают, особенно в первом случае, как уменьшение диаметра приводит
к превращению пятен в полосы; см. также фото 6.2 (гепард).

Для исследования рисунка туловища животных было бы полезно
знать время появления предварительной структуры, чтобы при выборе
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геометрии области можно было исходить из формы эмбриона.
Это время, как правило, неизвестно. Для жирафа Холл-Мартин

(1978) отмечал, что такая структура появляется, по-видимому, примерно
на сотый день беременности. К этому времени плод имеет форму, от-
четливо подобную взрослым особям; на самом деле он приобретает ее
намного раньше, как видно на фото 6.3 (35-45-дневный эмбрион жира-
фа). У зебры отчетливая форма тела появляется только на 5-й неделе.
Некоторые аспекты раскраски зебры ниже мы обсудим подробнее.

Представляет интерес рассмотреть простую форму поверхности
(рис. 6.8), чтобы показать влияние размеров на получаемые структуры.

Фото 6.3. Жирафа (Giraffa cameloparadalis); 35-45-дневный эмбрион (продолжи-
тельность беременности 457 дней). (Зоопарк Уипснейд, Лондон.)

При этом не предполагается, что это типичная форма покровной ткани
в период формирования предварительной структуры; такая форма
принята только для иллюстрации. От линейной теории здесь мало
практической пользы, за исключением случаев, когда размеры области
малы и достаточно грубого сравнения с прямоугольной областью на
рис. 6.4.

Для достаточно малых у не получается никакой структуры
(рис. 6.8, а). С увеличением размера (у) последовательность картин быстро
отклоняется от предсказаний линейной теории, основанных на рис. 6.4,
за исключением рис. 6.4, б. Время, необходимое для установления таких
структур, возрастает с увеличением у, что соответствует разд. 6.4.

Рассмотрим поверхность эпидермы эмбриона как плоскую область
с «длиной», поевышаюшей «ШИПИНУ». Каотина. представленная на
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рис. 6.8, б, встречается в природе, как показывает схематическое изобра-
жение козла Вале на рис. 6.9 по Херану (1976).

На рис. 6.8 видно, что с увеличением размера области большая часть
поверхности становится все более пятнистой, но тонкие конечности, на-
пример ноги и хвосты, остаются полосатыми. Это, по-видимому, общая
черта многих пятнистых животных. Фото 6.1 генетты служит иллюстра-
цией этого явления. Другая черта генетты также согласуется с описы-
ваемой здесь теорией. Покровная ткань коротких задних ног на стадии
эмбриона в тот период, когда, по нашим предположениям, происходит
появление предварительной структуры, может быть представлена в виде

=250

= 5000

Рис. 6.8. Влияние размеров поверхности тела на структуру, образуемую меха-
низмом реакции с диффузией (6.2), (6.3) для а. = 1.5, К = 0.125, р = 13, s0 = 103.
а0 = 77 (стационарное состояние 1 = 23, а = 24) и (5 = 7. Размер области про-

порционален ]/ у. В темных участках s ^ £

прямоугольной области; сравните наполовину черную, наполовину бе-
лую структуру, предсказываемую рис. 6.4,6, с фото 6.1. Для жирафа мы
ожидаем, что этот период соответствует более развитому эмбриону (фо-
то 6.3), поэтому пятнами покрыта вся шкура, включая хвост и ноги.

Рассмотрим теперь зебру. Бард (1977) предположил, что регулярная
структура, состоящая из полос с интервалом 0.5 мм и появляющаяся
в определенный момент эмбрионального развития, приводит к наблю-
даемому числу полос у взрослых животных. Мы видели выше, что ме-
ханизм реакций с диффузией может вызвать последовательность парал-
лельных полос. Некоторые из них становятся отчетливыми полосами на
задней части тела в результате дифференцированного роста плода. Воз-
никновение традиционной спинной полосы с главными полосами, выхо-
дящими из нее под прямым углом, менее очевидно. Однако рис. 6.10 по-
казывает, как это может быть достигнуто переходом структуры,
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изображенной на рис. 6.10, а, в структуру рис. 6.10,6 в результате про-
стого роста эмбриона. На рис. 6.10, в представлена типичная раскраска
спины тигра с похожим типом полосатости. Дополнительным доводом
в пользу этого предположения служит рис. 6.7, а, где раскраска хвоста
зебры подобна рис. 6.10, а, но с малыми радиальными размерами по
сравнению с телом животного. Спинная полоса на рис. 6.7, а четко пере-
ходит на хвост и является просто элементом более ранней структуры
раскраски спины.

Рассмотрим теперь картину лопаточных полос в местах сочленения
передних ног зебры с корпусом; типичный пример показан на фото 6.4,

Рис. 6.9. Простая меланиновая раскраска козла Вале по Херану (1976).

Рис. 6.10. Возможное образование раскраски спины у зебры и тигра:
а-вычисленная картина, соответствующая механизму реакций с диффузией

(6.2), (6.3) при значениях параметров, приведенных на рис. 6.6;
б-влияние латерального роста на картину;
e-тигшчная полосатая раскраска тигра (Felis tigris).
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а два других-на рис. 6.11,а Это тот тип структуры, которого следо-
вало ожидать математически, рассматривая две области реакций с диф-
фузией, примыкающие приблизительно под прямым углом друг к дру-
гу, в каждой из которых имеются параллельные полосы. Ноги во время
формирования предварительной структуры таковы, что возникают
только полосы (рис. 6.5, д и 6.6, а), тогда как спина, размеры которой

Фото 6.4. Лопаточные полосы на передней ноге горной зебры (Equus zebra
zebra).

Рис. 6.11. Типичные примеры лопаточных полос на передней ноге зебры (по
Брайану Петерсону (1972)) и ожидаемая математически структура (б) пересече-

ния полосатых областей для механизма (6.2), 05.3).
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больше, содержит структуру типа рис. 6.10, а и б. Рис. 6.11,6 представ-
ляет собой то, чего можно ожидать от системы (6.2), (6.3) для данной
геометрии.

Обсуждавшиеся здесь случаи - это только несколько примеров струк-
турных, возможностей всего лишь одного механизма реакций с диффу-
зией с ингибированием субстратом типа (6.2), и они, конечно, не ис-
черпывают возможных структур для геометрических форм, предста-
вляющих интерес. Однако они демонстрируют некоторые общие черты
структур, характерные для таких систем и часто встречающиеся у мно-
гих животных, у которых есть рисунок шкуры.

6.6. Оценки времени формирования
предварительных структур

Размер взрослого или новорожденного животного на первый взгляд
имеет мало отношения к наличию у него рисунка шкуры. У слонов
и носорогов, например, распределение меланина совершенно однород-
но, как и у большинства землероек, кротов и мышей. С другой стороны,
например, жираф и бурундук имеют четкий рисунок шкуры.

Раскраска жирафа в виде розеток видна на 100-й день периода бере-
менности, так как их очертания выделены расположением кровеносных
сосудов (Холл-Мартин (1978) и Акерман (1976)). Фото 6.3 показывает,
что на 45-й день беременности эмбрион хорошо развит (в смысле про-
явления взрослых форм) и имеет длину от головы до крестца около
6.5 см. Мы полагаем, что механизм реакции с диффузией формирует
предварительную структуру в более раннем периоде. Имея точные
данные о размерах покровной ткани плода в период формирования
предварительной структуры для какого-либо вида животных и зная раз-
мер плода как функцию его возраста, мы могли бы сделать грубые
оценки времени формирования предварительной структуры. Для неко-
торых видов животных были опубликованы данные, на основании ко-
торых мы можем оценить это время в предположении простого линей-
ного закона роста. Имеются доводы в пользу такого предположения.
Скиннер и Холл-Мартин (1975) показали, что это наверняка так для
большей части периода беременности у жирафа. Хаггет и Уиддас (1951)
показали это для овцы.

Для зебры Бард (1977) предложил период от 21-го до 35-го дня бере-
менности в качестве времени формирования предварительной струк-
туры. Длина эмбриона от головы до крестца составляет приблизитель-
но 1 см на 21-й день и 3 см на 35-й день. На фото 6.5 изображен
50-60-дневный эмбрион, длину которого нетрудно определить. Эти зна-
чения совместимы с линейным законом роста. Если бы механизм фор-
мирования структуры работал раньше 20-го дня, то для первого типа
диффузионной структуры в виде полос (см., например, рис. 6.4, 6.6 и 6.8)
размер эмбриона был бы достаточно мал для достижения однородно-
сти (рис. 6.8, а). Таким образом, если длина эмбриона при включении
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механизма меньше 1 см, скажем не превышает 0.7 см, то взрослое жи-
вотное будет, по-видимому, однородным по окраске. Это позволяет де-
лать очень грубые оценки верхней границы времени формирования
предварительной структуры для мелких однородно окрашенных жи-
вотных.

Чтобы получить оценку сверху для времени достижения заданной
длины, начнем с предложенного Хаггетом и Уиддасом (1951) выражения
для массы плода

W1'3 = A0(t- B o t g ) , (6.15)

где г-время в днях, tg~продолжительность беременности, Ао-скорость
роста и Во (< 1)-коэффициент, связанный с периодом беременности:

Фото 6.5. Зебра (Equus zebra zebra); 50-60-дневный эмбрион (продолжительность
беременности 360 дней). (Зоопарк Уипснейд, Лондон.)

Во = 0.4 для 0 < tg < 50 дней, Во = 0.3 для 50 < tg s? 100 дней, Во = 0.2
для 100 < tg < 400 дней и Во = 0.1 для tg > 400 дней. Формула (6.15)
справедлива только при t > Botg; соотношения, пригодного для времен,
более близких к началу беременности, не существует. Свяжем теперь
длину L плода с W113 формулой

L^kW1'3 = kA0(t- Bote), (6.16)

где к -постоянная, которая может быть определена из длины новоро-
жденного животного. Поскольку она, вообще говоря, неизвестна, нам
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пришлось брать для к приближенные значения, также основанные на пе-
риоде беременности. По нескольким найденным нами случаям мы
приняли

J 3 для tg < 300 дней,

12.5 для tg > 300 дней.
(6.17)

Таким образом, зная вес новорожденного животного, из (6.15) получаем
Ао, Во, а затем (6.16), (6.17) позволяют найти L (см) для любого момен-
та времени t > Botg.

Формула (6.16) дает, конечно, только грубые количественные оценки.
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Рис. 6.12. Изменение длины плода L (в см) во времени (в днях) в течение перио-
да беременности: а, б и в-данные, сравниваемые с простой линейной формой,
соответствующей уравнению (6.19); г-линии, дающие оценки сверху и снизу для
L с использованием линейной формы (6.19) и модифицированной по Хаггету

и Уиддасу (1951) формы, соответствующей уравнению (6.16).

Скиннер и Холл-Мартин (1975) (см. их рис. 1) дают следующую удач-
ную формулу для длины плода жирафа от макушки до крестца: L =
= 5.1 (t — 30). Здесь эффективное значение коэффициента Во равно 0.066,

в то время как Хаггет и Уиддас (1951) дают значение Во = 0.1, посколь-
ку для жирафа tg > 400 дней. С помощью (6.16) можно вычислить время
t, необходимое для достижения данной длины L, по формуле

t = Botg + L/kA0.

Она дает для времени оценку сверху.

(6.18)
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Чтобы получить для времени достижения данной длины оценку сни-
зу, просто считаем L пропорциональным времени, т.е.

L = kAxt, (6.19)

где к имеет тот же смысл, что и раньше, а Ах получается из соотноше-

ния W113 = Aytg, где W-всс новорожденного животного в граммах. Эта

формула дает значения длины для интервала времени t < Botg, не ох-

ватываемого формулой (6.16). Из (6.19) имеем

t = L/kAl. (6.20)

Истинное время достижения данной длины L больше, чем (6.20), и мень-

ше, чем (6.18). Это ясно из рис. 5.12, г, где схематически показаны L из

(6.16) и (6.19): эти значения ограничивают истинную длину. Из

рис. 6.12, а, б и в мы видим, что чем больше животное, тем точнее линей-

ная аппроксимация (6.19); этого, конечно, следовало ожидать.

В табл. 6.1 приложения А6.3 приведен список различных животных вме-

сте с их вычисленными скоростями роста Ао и А1 для использования

в (6.16) и (6.19).
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

ТЕОРИЯ СИНГУЛЯРНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ:
МЕТОДЫ СРАЩИВАЕМЫХ

АСИМПТОТИЧЕСКИХ РАЗЛОЖЕНИЙ

А1.1. Введение и основные определения

Реалистические модели биологических явлений часто требуют реше-
ния дифференциальных уравнений или систем таких уравнений, которые
аналитически решить трудно. Такие уравнения всегда содержат пара-
метры того или иного рода, например константы скорости, коэффи-
циенты диффузии, начальные и граничные значения переменных и т.д.,
причем необходимо выяснить и зависимость решения от этих параме-
тров. Замечательно, что, записанные в соответствующих безразмерных
переменных, очень многие из этих уравнений содержат безразмерные
параметры, которые велики или малы по сравнению с единицей; имен-
но этот случай имеет место для многих обсуждавшихся выше биологи-
ческих явлений. При наличии таких больших или малых параметров на-
прашивается применение асимптотических методов для получения,
аналитически и численно, количественной информации о решениях и,
следовательно, о изучаемой проблеме. Чтобы быть полезными, реше-
ния, полученные путем использования того, что некоторые параметры
велики или малы, должны обладать всеми интересными и критическими
свойствами точных решений, которые или нельзя отыскать в удобной
форме, или невозможно найти вообще. Большая часть асимптотическо-
го анализа заключается в разработке методов аналитического получе-
ния приближенных решений систематическим образом, когда в диффе-
ренциальных (и часто интегральных) уравнениях, описывающих изучае-
мое явление, появляются малые или большие параметры. Этот
конкретный аспект асимптотического анализа обычно называется тео-
рией возмущений. В этом приложении мы дадим лишь краткое введение
в предмет, который в настоящее время весьма обширен. Однако ме-
тоды и идеи, излагаемые здесь, достаточны для удивительно широкого
класса задач.

Предварительно нам нужна некоторая стандартная терминология
асимптотического анализа. Книга Марри (1974) представляет собой вве-
дение в предмет с многочисленными примерами из различных областей.
Здесь мы просто определяем наиболее часто употребляемые термины,
которые потребуются ниже. Мы пользуемся общепринятыми определе-
ниями теории функций комплексной переменной, которые, конечно,
включают и случай действительной переменной.

Начнем с символов порядка О и о. Пусть/(z) и д(г)-две функции
комплексной переменной (в действительном случае это, например, пара-
метр) г, определенные в некоторой области D. Мы говорим, что f(z) =
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= O(g(z)) при г -> г 0 в В , если существуют положительные константы
К и 8, такие, что | / | г£ К\д\, когда | z - z0 | < 8. Мы говорим, что

f(z) = o(g(z)) при z -> zQ, если для произвольного малого X > 0 суще-
ствует такое 8, что | / | ^ Х\д\, когда | z — z0 | < 8. Соотношение/(z) =
= O(g(z)) означает, что f/g ограничено при z -> z0; соотношение/(z) =
= o(g{z)) означает, что f/g -> 0 при z -> 0 " . Мы предполагаем здесь,
что g(z) не имеет нулей в окрестности z0, кроме, возможно, z0.

Мы говорим, что f(z) и g(z) асимптотически эквивалентны при z -»
-> z0> если lim/(z)/g(z) = 1, и пишем тогда /(g)~g(z) при z = z0.

Последовательность функций {/„(z)}, и = 1, 2, ..., для z в области
D является асимптотической последовательностью при z -> z0 в D, ес-
ли для всех п выполняется /„ + 1 (z) = о(/„(г)) при z -» z0, т.е.
lim/„ + ! (г)//„ (z) = 0. Простые примеры-это {(z —z0)"} при z -> z 0,

а также {z"(lnz)"} при г - * 0 и при z -> 1 (п = 1, 2, ...).
Если {/„(z)}-асимптотическая последовательность, то £ а„/„ (г),

п = 1

где а„-постоянные, называется асимптотическим разложением или
асимптотическим приближением функции F(z) при z -> z0, если для
каждого N > 1

f (г) = I а./.(г) + о(Л(г)) при z -» z0 ; (Al.l)
n = 1

мы записываем это в виде F (z) ~ ^ anfn(z) при z -> z 0 .

Если дана асимптотическая последовательность {fn(z)}, и = 1, 2, ...,
и F (z) имеет асимптотическое разложение по этой последовательности,
то разложение единственно. Коэффициенты получаются путем последо-
вательного использования предельного перехода

ат= lim у=± , ш = 2,3,

11 Соотношение/(z) = 0(9(z)) можно записать и так: |/(z)| « \g{z)\.
Отметим, что на протяжении всей книги символы Око применяются и в со-

ответствии с прикладной традицией. Прежде всего, логически из соотношения
а = о(Р) следует, что а = О(|3); но обычно запись а = О(Р) означает, что вели-
чины а и Р одного порядка, т.е. одновременно а = 0(Р) и р = О (а) и тем самым
случай а = о(Р) исключен. Далее, символы о и О применяются и по отношению
к постоянным величинам, что с позиций формального определения недоступно.
Например, часто встречаются выражения вида «Е = 0(10 ~6)», «величина поряд-
ка О(10)» и т.п. Здесь, конечно, имеется в виду широко распространенное размы-
тое понятие порядка, не имеющее точного определения, но весьма полезное
в прикладных математических работах и применяемое в соответствии со
здравым смыслом и правильной интуицией.-Лрил<. ред.
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Первый ненулевой член в асимптотическом разложении функции назы-
вается ведущим или доминирующим членом. Например, если at ф 0, мы
часто просто пишем: F (z) ~ alf1(z) при z -> z0.

Интересное свойство асимптотических разложений состоит в том,
что при N -> оо в (А 1.1) они обычно расходятся. В этих случаях N при
фиксированном z существенно конечное. Однако для фиксированного
N асимптотическая аппроксимация становится все более точной при
z -> z0 и, что намного более важно с вычислительной точки зрения,
разложение дает хорошее представление F (z) с помощью небольшого
числа членов. Такие разложения используются для получения исключи-
тельно точных приближенных значений для функций (в нашем случае
решений), которые они представляют. Кроме того, погрешность от за-
мены точного значения на его асимптотическое приближение обычно
очень легко оценить. В книге Марри (1974) эти вопросы подробно изло-
жены на элементарном уровне. В ней обсуждаются также огромные
преимущества расходящихся асимптотических разложений над сходя-
щимися. Мы коснемся этого в дальнейшем.

Выбор области часто является для асимптотических разложений ре-
шающим. Иллюстрацией этого служат, в частности, простые примеры,
обсуждаемые в разд. А1.2.

Обозначим теперь через 8 малый вещественный параметр, положи-
тельный или отрицательный, | е | « 1, и рассмотрим общую задачу

L(u,r, t;e) = O (A1.3)

с граничными условиями

В (и, г, г,е) = О, (А1.4)

где и (г, t; е)- зависимая переменная, г и Г-независимые переменные, a L
и В-операции над ними, которые могут, например, включать про-
изводные и (или) интегралы. Если решение u(r, t;e) аналитически зави-
сит от £ при всех s в области 0 < | Е | < е 0 для некоторого положитель-
ного значения е 0 и г, t, лежащих в рассматриваемой области, то при
достаточно малом | s | мы можем записать решение в виде простого ря-
да Тейлора по е

u(r, tie) = uo(r, t) + su,^, t) + ..., E -> О, (А1.5)

где u 0 , Uj, ... могут быть определены систематически путем разложения
(А1.3) и (А1.4) также в ряды по в. Здесь uo(r, t) = lim u(r, t;e) есть реше-
ние задачи Е -°

L (и0, г, t, 0) = О, В (г, t, 0) = 0. (А1.6)

Такое решение (А1.5) представляет собой решение задачи регулярного
(несингулярного) возмущения. Математически (и физически, и биологиче-
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ски) такое решение не очень интересно в том смысле, что если u 0 (r, f)
определено, то более точное приближение u 0 + еи^ решения получается
простой поправкой к и 0 порядка О(е). С другой стороны, если limu(r,
f;s) не достигается равномерно, то u(r, г;е) теряет аналитичность при
е -> 0, разложение типа (А1.5) не является равномерно пригодным
и задача превращается в задачу сингулярного возмущения. В этом при-
ложении мы будем заниматься такими сингулярными задачами и раз-
личными методами получения равномерно пригодных формул для ре-
шений. Как правило, мы будем это делать, получая асимптотические
решения для ряда конкретных задач, в том числе допускающих точное
решение, чтобы такой анализ был мотивированным и можно было уви-
деть полную картину. Приведенные в основном тексте сингулярные
биологические задачи являются практическими примерами случаев, ког-
да точные решения нельзя получить аналитически.

Есть несколько хороших вводных книг, специально посвященных ме-
тодам сингулярных возмущений. Особенно следует отметить моногра-
фии Ван-Дайка (1975), Коула (1968), С.А.Ломова (1981)*, Найфэ (1973)
и О'Маллея (1974); в последней из них рассмотрены только обыкно-
венные дифференциальные уравнения, в то время как первая посвящена
в основном задачам гидромеханики. Книга Лина и Сиджела (1974) со-
держит введение в эти методы. Значительная часть книги Марри (1974)
также связана с этим аспектом асимптотического анализа.

А 1.2. Простые иллюстративные примеры
и интуитивный подход

1. Рассмотрим скалярное уравнение для и{х;е)

ей" + и' = 0, | е | « 1, (А1.7)

где штрих означает дифференцирование по х и граничные условия пока
не уточняются. Точные решения уравнения (А1.7) имеют вид

где а1 и а,-постоянные интегрирования, которые могут зависеть от е.
Рассмотрим теперь два различных набора граничных условий, свя-
занных с двухточечной краевой задачей и задачей с начальными данными.
Рассмотрим первую из них и примем 0 ^ i ^ 1 и

н(0;е) = «о, к(1;е) = Ui, (A1.9)

где и0 и и1 ( ф и0)- постоянные, не зависящие от е (только ради про-
стоты). Решение (А 1.8), удовлетворяющее условиям (А1.9), имеет вид

. . и о | > ( 1 - * № - 1 ] Ul[l-e-xll~\ , . . . „ ,
» ^ е > = - i * ! + i - i * ' ( А 1 Л 0 )
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Это решение не является аналитической функцией 8 в окрестности зна-
яенияе — 0, так как w(x;e) не стремится к определенному пределу при
е -> 0* В дальнейшем нам необходимо различать два случая е -* 0:
е > 0 и е < 0; они обычно записываются в виде е | 0 и etO соответ-
ственно. Из (А1.10) мы имеем при е | 0 (е > 0)

ц ( х ; б) — uo€~x/z + ии 0 < х < 1 , 0 < 8 « 1 ;
( A l . l l )

и -• ut, 0 < х < 1, Е

С другой стороны, для отрицательного е | 0

ы(х;е) ~ w0 + ихе
{1 ' х)1\ 0 < х < 1, 0

(А1Л2)
и -> ы0, 0 ^ х < Г, е | 0 .

Рассмотрим пока случай положительного е. Предельное решение
и = и1 в (А1.М) при е 10 удовлетворяет граничному условию (А1.9) при
х = 1, но не удовлетворяет ему при х = 0. С другой стороны, положив
s i 0 в исходном дифференциальном уравнении (А1.7), мы получим

и' = 0 ^ и = const (A1.13)

Если в качестве постоянной принять их, это решение удовлетворяет
второму.условию (А1.9), но не первому; если же в качестве постоянной
принять м0, мы можем удовлетворить первому условию (А1.9), но не
второму.

В этом примере и в подобных ему нам следует ожидать трудностей
при удовлетворении граничных условий, поскольку порядок дифферен-
циального уравнения (AL7) при £ -• 0 понижается, и мы, вообще гово-
ря, теряем постоянную интегрирования, а потому не сможем удовлетво-
рить обоим граничным условиям. Вообще малый множитель при стар-
шей производной в дифференциальном уравнении (обыкновенном или
с частными производными) прямо указывает на то, что мы имеем дело
с задачей сингулярного возмущения (кроме некоторых особых случаев).
Есть другие классы задач сингулярного возмущения, в которых малый
параметр не стоит множителем при старшей производной в уравнении.
Они часто возникают в теории колебаний. По поводу таких задач чита-
тель может обратиться к цитированным выше книгам и к анализу, про-
веденному в гл. 3.

По-прежнему считая Е > 0, получим решение (А1.10) в окрестности
х = 0 в виде

и (х, г) - иое " х/£ + их (1 - е " */£), е [ 0, х 10, (А1.14)

откуда ясно, что

Iimlimu(x;e) = их Ф и0 — limlim и(х;е). (А1.15)
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Тем самым, пределы при е 10 и при х [ 0 не коммутируют.
Из (А1Л4) следует, что вблизи х = 0 имеется пограничный слой, или

сингулярная область, т.е. узкая область порядка О(е) по х, в которой
решение изменяется очень быстро, в рассматриваемом случае-от гра-
ничного значения и0 до предельного значения

Итн(х;е) — иг.

Градиент и в точке х = 0 имеет порядок О(1/е), и, например, для (А1Л4)

w'(0;e) = — ( W l - wo).
е

На рис. А1Л,д представлены решение и пограничный слой при е | 0 .
С другой стороны, когда е Т 0, пограничный слой находится у точки х =

'о

ц

о

о 1

Рис. А1.1. Стрелками показан пограничный слой толщины 0{г).# *
— 1, как на рис. А1Л,6; это легко увидеть, проведя анализ, аналогичный

случаю s | 0 , но теперь с хТ 1.
Допустим теперь, что мы рассматриваем (А 1.7) для малых е и пы-

таемся вывести асимптотическое решение и(х;е) другим методом, не ис-
пользуя точного решения. Именно с этим мы сталкиваемся в задачах,
где точное решение трудно получить аналитически в удобной форме
или нельзя получить вообще. Сингулярно возмущенные задачи представ-
ляют также значительные вычислительные трудности, и предвари-
тельный анализ методами теории сингулярного возмущения часто яв-
ляется необходимой предпосылкой для написания подходящей вычисли-
тельной программы.

Поскольку е мало, предположим, что мы наивно ищем регулярно
возмущенное решение в форме (А 1.5):

и(х;е) ~ мо(х) + еы, (х) + ..., г 0. (А1Л6)
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Подставляя его в (А1.7) и приравнивая последовательно коэффициенты
при еи, п — 0, 1, 2,„., получаем

т;е. уравнения, решениями которых служат постоянные ип = ап, п ^ (Ь
Тогда и решение (А1.16)-просто постоянная

и(х;е) ~ а0 + еах

которая, конечно, не может удовлетворить обоим граничным условиям
(А1.9), Таким образом, решение в форме (А 1.16) не является равномерно
пригодным асимптотическим решением при малых е для всех х в обла-
сти 0 < х ^ 1. Мы можем, однако, заставить (А1.17) удовлетворять
одному из граничных условий (А 1.9), выбрав ап^1 — 0 и а0 ~ и0 или
а0 = «^Поскольку одно граничное условие выполняется, можно ожи-
дать, что это приближенное решение справедливо с точностью до 0(1)
в некоторой области значений х из интервала 0 < х ^ 1.

Существенное предположение в (А 1.16) состоит в том, что ип^0(х)
и их первые две производные являются непрерывными функциями при
О < х ^ 1. Как мы видели выше, такое предположение не дает асимпто-
тического решения, пригодного равномерно. Это решение может удо-
влетворять только одному граничному условию. Поэтому целесообраз-
но ввести преобразование переменной х, зависящее от г таким образом,
чтобы можно было в области х, где указанное выше решение (А1Л6) не-
применимо, т.е. вблизи той или другой границы, ввести поправку по-
рядка 0(1) и за счет этого удовлетворить второму граничному условию.
Заметим, кстати, что поскольку задача линейна по и, то преобразование
и не помогло бы, так что это должно быть именно преобразование х.

Предположим сначала, что мы выберем регулярно возмущенное ре-
шение (А1Л7), чтобы удовлетворить граничному условию при х = 1, т.е.
выберем а0 = и19 а п ? 1 = 0. Тогда, поскольку решение м(х;е) ~ ut не
удовлетворяет граничному условию при х — 0, преобразуем х, написав

где а > 0 подлежит определению. При а > 0 это преобразование растя-
гивает окрестность х = 0, так как £ для любого положительного х ве-
лико в силу малости е; для как угодно малого х > 0 при el 0 £ -> оо.

Уравнение (А1.7), если записать н(х;е) = п(£;еХ принимает вид

щ = 0.

Если ос = 1, то уравнение перестает быть сингулярно возмущенным.
В этом случае оно принимает особенно простой вид: е в преобразован-
ном уравнении отсутствует (это исключение). Решение удовлетворяет
этому уравнению в непосредственной близости х = 0, что соответствует
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всей ^-области 0 ^ £ < оо, так как для х = 0 имеем % — 0, а для х > 0,
как угодно малого, ^ = х/е -• оо при е 10. Это уравнение совпадает
с исходным, но граничные условия будут другими. Теперь нам нужно
решение последнего уравнения с а = 1, которое должно удовлетворять
граничному условию м(0;е) — н(0;е) = и0 и которое должно переходить
в и(х;г) — wu когда мы покидаем окрестность х — 0, что, как мы виде-
ли выше, эквивалентно J; -* оо. Такое решение при £ > 0 имеет вид

= их + (и0 - щ

В терминах исходной переменной х это дает асимптотическое решение,
равномерно пригодное для всех 0 ^ х ^ 1:

и(х;г) - Mi + (w0 - м х)е" х / £ , е | 0 .

Это решение, показанное на рис. А1.1, а, является в точности асимптоти-
ческой формой (А1.14), полученной из точного решения при eJO.

Предположим теперь, что (А 1.17) удовлетворяет граничному усло-
вию при х = 0, а не при х — 1 (это означает, что мы выбрали а0 = м0,
ап^1 — 0)/ В этом случае регулярно возмущенное решение (А1Л7) не
является равномерно пригодным при х = 1. Следуя описанной выше
процедуре, мы попытаемся получить решение типа погранслоя вблизи
х = 1, которое соединит решение и = и0 с граничным значением и(\; е) —
= их. Для этого, учитывая предыдущий опыт, введем новую независимую
переменную г| = (1 — х)/е, в результате чего (А1.7) примет вид

Ы(Х;Е) = и (т|; е). В этом случае нам требуется решение й (г|; е), удо-
влетворяющее м(0;г) = иг (здесь х = 1 соответствует т\ — 0) и стремя-
щееся к решению и — и0, когда мы покидаем непосредственную окрест-
ность х = 1, т.е. при Г| -> оо. Здесь, однако, нет такого решения
последнего уравнения, поэтому при е ! 0 не может быть пограничного
слоя вблизи х = 1. Таким образом,_в этой ситуации, когда е > 0, един-
ственное равномерное асимптотическое решение при ejO-это (А1Л8),
т. е. здесь пограничный слой, или сингулярная область, находится вбли-
зи х = 0 и имеет вид, показанный на рис. А1Л,а.

Этот пример показывает, что даже если укороченная форма (А 1.7) с
е = 0 не имеет единственного решения, то метод сингулярного возму-
щения дает правильную асимптотическую форму точного решения, ког-
да е | 0 . Аналогично можно показать, что если 8 < 0 и е | 0 , вновь по-
лучается единственная правильная асимптотическая форма (теперь
(А1Л2)). Здесь сингулярная область расположена возле х = 1, а не возле
х ~ 0; этот случай иллюстрируется рис. А1ЛД

Рассмотрим теперь граничные условия, отличные от (А 1.9) и со-
ответствующие задаче с начальными данными, а именно условия

м(0;е) = ы
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где щ и Uo не зависят от £• Опять несингулярное возмущенное реше-
ние—это (А 1.17), и вновь оно не может удовлетворить обоим условиям
(А 1-19). В этом случае, однако, нет иного выбора для а0, кроме а0 = и0.
Для сингулярного решения и(^;е) с ^ — х/е, как и ранее, вьшолняется

Ъе'\ (AL20)

где а и Ъ - подлежащие определению постоянные. Тогда м (£; е) при
-* оо должно стремиться к регулярному решению иу которым здесь
служит и = н 0 ; это дает а = и0. Кроме того, w(^;e) должно удовлетво-
рять второму условию (А1Л9), из которого, согласно (А 1.20), следует

ил =
du

dx

1

x = 0
— — et/n,

= 0

и окончательно имеем

Таким образом, асимптотическое решение, удовлетворяющее обоим ус
ловиям (А 1.19), имеет вид

м(х;е) ~ и,, - zUoe~xl\ e | 0 .

В этом случае точное решение (А1.7), (А1Л9) есть

м(х; е) - м0 + еС70(1 - е"х/Е) = (и0 - eUoe~x/t) + О(е), Е | 0. (А1.22)

Таким образом, асимптотическое решение (А 1.21) отличается от точного
на член О(е), а именно eU0. В пределе, когда Е | 0 , оба решения (AL21)
и (А 1.22) удовлетворяют первому из условий (А 1.19), Оба стремятся к и0

при е[0 для всех х > 0, и это в точности решение уравнения и' — 0,
удовлетворяющее первому условию (А 1.19). Однако ы'(х;е) для обоих
решений при £ 10 не будет сходиться равномерно, и в пределе второе
условие (А 1.19) для и0 Ф 0 не выполняется.

В этом примере теперь возникает вопрос, как методом сингулярного
возмущения определить поправку порядка 0{е) к (А 1.21), которая, как
мы знаем из точного решения, равна sU0. Эту процедуру мы продемон-
стрируем в следующем примере.

У рассмотренного выше конкретного дифференциального уравнения
регулярно возмущенное решение представляло собой просто постоян-
ную, и одна из важных концепций метода сингулярного возмущения не
затрагивалась. Небольшая модификация уравнения (А1.7) устраняет этот
недостаток; такое уравнение обсуждается в следующем примере.

С чисто описательной точки зрения регулярная часть решения обыч-
но называется внешним (или несингулярным) решением, в то время как
сингулярная часть (в рассмотренном примере в той области, где ей" не
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равно О (б)) называется внутренним (или сингулярным) решением- В рас-
смотренном примере (А1.17)-это внешнее решение, а (А1Л8)
и (А 1.21)-внутренние решения,

2. Рассмотрим обыкновенное скалярное дифференциальное уравне-
ние для и(х;г) при 0 < х < 1 , 0 < е « 1

u' + u = 0 (AL23)

с граничными условиями

= UO, и(1;е) = Ul9 (А1.24)
где Uo и Ui -постоянные, не зависящие от £. Будем искать асимптоти-
ческое решение при г -• 0,

Вдали от границ справедливо внешнее решение, и мы будем искать
его в виде регулярного ряда Тейлора по е типа (А 1.16). Подставляя
(А 1.16) в (А 1.23) и приравнивая члены с одинаковыми степенями е, полу-
чаем уравнения

ио + "о = °* и1 + «1 = - "о> и2 + и2 — " ui»•-» (А1.25)

решения которых имеют вид

~х> (А1.26)

Заметим, что это регулярно возмущенное решение не может удовлетво-
рять обоим граничным условиям и, следовательно, есть по крайней ме-
ре одна сингулярная область вблизи х = 0 и (или) х ~ L Следующая
асимптотическая процедура определяет эту область, как и в рассмотрен-
ном примере 1. (В действительности погранслой расположен вблизи
х = 0.)

Потребуем сначала, чтобы (А1Л6) удовлетворяло второму условию
(А1.24):

- Ul9 w ^ J l ) - 0.

На основании (А 1.26) это позволяет определить

а0 - Uxe, a1 =

так что внешнее (несингулярное) решение, справедливое при 0 < х < 1,
имеет вид

м ( х ; е ) = ихе
1~х+ e L ^ (1 - х ) е х ~ х + 0{г\ (А 1.27)

причем выполняется условие м(1 ;е) — U\. Это решение не является рав-
номерным асимптотическим решением задачи (А 1.23), (А 1.24) при е ->
-> 0, так как нетрудно проверить, что оно не удовлетворяет гранично-
му условию при х = 0.
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Будем искать теперь внутреннее (сингулярное) решение уравнения
(А1.23), пригодное в точке х ~ 0 и ее окрестности. Вспоминая пример 1,
введем растянутую переменную £ = х/е и будем искать решение
в форме

и(х;е) = 5ft;e) - uog) + ei^ft) + е2и

Тогда уравнение (А 1.23) приводится к виду

Щ + ей = О,

откуда, приравнивая члены с одинаковыми степенями г, пол} чаем по-
следовательность рекуррентных уравнений

(А 1.29)

с решениями вида

= в! + he'* - а0^ + bo&-\ (A 1.30)

Воспользуемся теперь (AL28), чтобы удовлетворить первому условию
(А 1.24) при х = 0, т.е. £ = 0:

щ (О) + ей1(О) + ... = U09

откуда с учетом (А 1.30) получаем

Эти уравнения не позволяют определить ап^0 и Ьп>0; нам необходимо
еще одно условие для каждого из wB(£).

Тот факт, что мы не можем определить внутреннее решение пол-
ностью на этой стадии, является в задачах сингулярного возмущения
скорее нормой, чем исключением. В действительности обычно ни вну-
треннее, ни внешнее решения не удается определить однозначно. Нам
нужно только, чтобы внутреннее решение переходило во внешнее реше-
ние. В этом состоит основное содержание процесса сращивания в зада-
чах сингулярного возмущения. Вопрос теперь заключается в том, как
осуществить такое сращивание и при этом определить неизвестные по-
стоянные интегрирования, которыми в рассматриваемом примере
являются ап и Ьп для п > 0. Общая задача сращивания нетривиальна,
и мы дадим здесь только ее суть, оставив более подробное обсуждение
до разд. А 1.3,
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В примере 1 мы просто присоединили внутреннее решение к внешне-
му и с точностью до 0(1) немедленно получили полное, равномерно
пригодное решение. В общем случае сращивание асимптотических раз-
ложений основано на допущении, что формулы как для внутреннего»
так и для внешнего решений справедливы в некоторой промежуточной
области. Существование такой области не всегда легко доказать. В обо-
их рассмотренных примерах независимой переменной во внешнем раз-
ложении служит х, в то время как для внутреннего разложения это х/е
вблизи х = 0 и (1 — х)/е вблизи х — 1, Промежуточную же переменную,
например вблизи границы х = 0, можно записать в виде

а ( & ) ' (А1.32)

а (е) -» 0, —-^- -• оо при е -> О,
е

где а (Е)-непрерывная функция е. Если мы теперь выразим внутреннее
решение через £ и положим г -* О при фиксированном £, то должно
получиться то же самое, что и для внешнего решение сраженного че-
рез £, при е -• 0 и фиксированном £. Это означает, что для промежу-
точной области вблизи х = 0 мы должны иметь

Нт {Оо(х) + гиг (х)
е -• О
фнксир.

= lim
е -• О

t, фнксир.

Выразим (А1.27) через ^:

~ * eUt (I -

е - 2еа(е)^ + ...}, s -»• 0.

(А1.34)

С другой стороны, для (А1.28) с учетом (А1.30) имеем
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- « о

8 '

а (в)
(A1.35)

0,

^так как e (a <E)/t) c = о (е^) для всех N, поскольку a (e)/e -> oo, когда 8 -•
-> 0. Таким образом, приравнивая соответствующие члены, получаем
из (А1.33)-(А1.35)

что, согласно (A1J1), дает

а0 = аг =

(А 1.36)

Заметим, что нам не нужно здесь определять а (г); эта функция должна
только вести себя, как указано в (А1.32). Итак, внутреннее решение,
справедливое вблизи х = 0 (2; = 0), т. е. при 0 < х « a (e), имеет в силу
(А1.30) и (А1.36) следующий вид:

0. (А1.37)

Теперь мы имеем полное описание решения: это (А1.27) для 0 < х
1 и (А1.37) для 0 ^ х « ос(е). Практически важный вопрос состоит

в том, где и как надо переходить от внутреннего решения к внешнему.
Для ответа На него мы получим составное асимптотическое разложе-
ние решения, равномерно пригодное всюду, используя тот факт, что
имеется область перекрытия. Такое равномерно пригодное асимптоти-
ческое решение по необходимости будет более сложным, чем внешнее
или внутреннее решения в отдельности. Один из способов получить со-
ставное разложение-это сложить внутреннее решение с внешним и вы-
честь промежуточную форму, чтобы она не входила дважды. Здесь про-
межуточным решением является внешнее или внутреннее решение,



314 Приложение 1

выраженное через промежуточную переменную £ Таким образом,

"составное "внутр. * ^внешн. "промеж."

В (AL38) в сингулярной области вблизи х = 0 остается только ивнутр>
вдали от сингулярной области остается внешняя форма мвнешн, а с по-
мощью (AL38) достигается плавный переход. В рассмотренном выше
примере, если в качестве внутреннего решения взять (AL37), внешне-
го-(А 1.27) и промежуточного-(A1.34), то составное решение ис(х) с точ-
ностью до 0(1) примет вид

ис(х)~п0 £) + и0 (х) - lim и0 (а (г)£, е) =
е.-> О

С, фиксир.

= {U,€11 - €-#} + Voe-*!*} + {U.e1 - ' } - Ut€ = .
(А 1.39)

1

Задача (А 1.23), (Л 1.2*' имеет точное решение п

и(х; е) - (1 - е1 ~ ljtrl {U.e1 ~X + (UO- Ut€)€'xl€ - Uoe
l ~xe~ x/z}}

которое асимптотически стремится к (А1.39) при 0 < е « 1 , так как
е~ 1/Е = O(EN) для всех N, и асимптотически членами с этим множителем
можно пренебречь.

Процедура сращивания и составные разложения на вполне доступ-
ном уровне обсуждаются в книгах Ван-Дайка (1975) и Найфэ (1973).

Выше мы выбрали внешнее решение (А 1.16) с ип(х) из (А 1.26), чтобы
выполнялось граничное условие в точке х = 1, Допустим, что мы вме-
сто этого потребовали, чтобы удовлетворялось первое граничное усло-
вие (AL24), т.е. м(0; е) = Uo. Тогда вместо (А1.27) мы имеем для внеш-
него решения

и(х; в) - Uoe~x - г110хе~х + ..., е -> 0. (А 1.40)

Поскольку для этого решения не выполняется второе граничное условие
(AL24), и(1;в) = Uu то можно было бы ожидать появления погранич-
ного слоя (сингулярного решения) вблизи х == 1. Введем поэтому, как
в примере 1, ц — (1 — х)/е в качестве внутренней переменной» и тогда
внутреннее решение п(т\; г) определяется из уравнения (А 1.23), преобра-

1 } Здесь выписано точное решение уравнения еы" + (1 + е)ы' + и = 0 при ус-
ловиях (А1.24). Для уравнения (А1.23) результат аналогичен,- Прим. ред.
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зованного таким способом, т.е.

- «п + еп = 0.

Члены uoOi)» Щ (п)> •••• в разложении, аналогичном (А 1.28), теперь нахо-
дятся из уравнений (ср, с (А 1.29))

имеющих неограниченные решения при т| -* оо. Поскольку (А 1.40)
ограничено при х -> 1, с таким внутренним решением не может быть
сращивания. Следовательно, погранслоя вблизи х = 1 не может быть,
и решение таково, как мы вывели выше, т.е. с сингулярной областью
в окрестности х = 0.

Существуют двухточечные краевые задачи, для которых нет сингу-
лярной области ни у одной граничной точки, но она может быть вну-
три; примеры этого обсуждаются в книге О'Маллея (1974).

В следующем разделе мы обсудим более полно процесс сращивания
и приведем пример, демонстрирующий процедуры сращивания более
высокого порядка. Многочисленные иллюстративные примеры можно
найти в литературе (см. список в конце настоящего приложения).

А 1,3. Метод сращивания
и нетривиальный пример

Хотя асимптотические методы и идеи применяются весьма широко,
в основном они развивались для дифференциальных уравнений, в част-
ности при исследовании уравнений Навье-Стокса в гидромеханике.
И сейчас наиболее широко эти методы применяются в теории диффе-
ренциальных уравнений. Поэтому, ориентируясь на дифференциальные
уравнения, мы в дальнейшем вспомним о примере 2 разд. А 1.2, а имен-
но об уравнении (А 1.23) с граничными условиями (А 1.24),

Если в задачу о решении дифференциального уравнения с заданны-
ми граничными условиями входит малый параметр е > 0, который мо-
жет присутствовать в самом дифференциальном уравнении и (или)
в граничных условиях, наша цель состоит в том, чтобы найти асимпто-
тическое разложение решения при е -> 0, равномерно пригодное для
всех значений независимой переменной в рассматриваемой области. Об-
щая задача представлена, например, формулами (А1.3), (А 1.4), Здесь мы
рассмотрим скалярное уравнение для м(х;е), где область значений
х ^ 0 может быть ограниченной или неограниченной.

Предположим, что решение и (х; е) имеет асимптотическое разложе-
ние вида

N
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где {<ря (б)} - асимптотическая последовательность при е [О с ограни-
ченными q>n(0% а 14„(х)-функции только от х; это разложение неравно-
мерно вблизи некоторой точки области х, например х = 0. (Если форма
(А 1.41) пригодна равномерно, то задача, конечно, несингулярна,) Разло-
жение (А1.41) является внешним, или несингулярным, разложением реше-
ния и(х; г). С внешним разложением связан так называемый внешний
предел, часто обозначаемый Нп^ и определяемый соотношением

linio = lim , х > 0 фиксировано. (А 1.42)
е - 0

Чтобы исследовать область вблизи х = 0, где (А 1.41) не дает асимп-
тотического разложения при е | 0 , введем преобразование £ = £(х;е),
которое позволит нам более детально рассмотреть непосредственную
окрестность точки х = (X

Преобразование должно быть таким, чтобы эта малая окрестность
х — 0 после перехода к оси £ стала при е | 0 большой. Другими сло-
вами, {; = 0, когда х ~ 0, и lim £(х; г) — оо для любого как угодно

е -• О

малого фиксированного х > 0. Например, в разд. А1.2 это преооразова-
ние имело вид £ = х/в. В любой данной ситуации конкретное преобра-
зование определяется задачей, но, конечно, опыт и изобретательность
играют важную роль. Во многих нелинейных задачах зависимая пере-
менная и также должна быть преобразована.

Здесь мы рассмотрим преобразования вида

£ = х/а(е), а(е)|0, е|0, (А 1.43)

где а (в)- непрерывная функция £ при 0 < е < е0 для некоторого Е0.
Определим теперь внутренний предел, часто обозначаемый ИгП|, как
предел при в 10 и фиксированном конечном £. Итак, для некоторых
х0 > 0 и X < оо внешний и внутренний пределы суть

= lim , х фиксировано, 0 < х0 < х;
€ ^ ° (А 1.44)

= lim , £ фиксировано, 0 < £ ^ X < оо.
е -• 0

Из последнего следует, что х < Ха (е), поэтому под знаком внутреннего
предела можно написать х ->• 0.

Внутренний предельный переход, примененный к решению и или
к уравнению, записанному через переменную £, приводит к х -• 0
и вносит упрощения, вообще говоря, отличные от тех, которые вноси-
лись в решение или уравнение, записанные через переменную х. На ос-
новании рассмотрения внутреннего предела мы конструируем внутрен-
нее, или сингулярное, асимптотическое разложение для и (х; е) в форме

N

(A 1.45)
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где **„(£)- функция только
Заметим, что как для внешнего разложения (AL41), так и для вну-

треннего (AL45) использована одна и та же асимптотическая последова-
тельность {<рп (е)}. Если бы мы использовали две различных последова-
тельности, например {\|/д (е)} и {%п (в)}, мы могли бы просто сконструи-
ровать их упорядоченное объединение, и назвать его {<рп (в)}. При этом,
конечно, некоторые из функций ип(х) и пп(£>) могут оказаться тожде-
ственно равными нулю. Следует также отметить, что при решении диф-
ференциальных уравнений для построения асимптотических решений во
внутреннем и (или) во внешнем разложениях часто появляются неопре-
деленные постоянные. Это связано с тем, что граничные условия для
внутренней области нельзя непосредственно применять для внешнего
разложения и наоборот.

При построении внешнего предела мы ожидаем, что решение и(х; г)
и его асимптотическое разложение (А 1.41) будут такими, что для любо-
го х > 0 соотношение

N

" - Z ФЛе)"Д*) = 0(ф*(е)), e i°> (AL46)

выполняется равномерно по х ^ х0, тогда как (если новая независимая
переменная £ выбрана правильно) для внутреннего предела соотноше-
ние

N

« = I Ф„ (е)й. <& = о(Ф* (е)), el О, (А1.47)

выполняется равномерно по 2; < X. Но для внешней областное ^ х0 >
> 0, а во внутренней области 0 < х < Ха(в), и так как для достаточно

малых 6 справедливо Х<х (е) < х0, то существует зазор между внешней
и внутренней областями, показанный на рис. А 1.2. Этот зазор является
промежуточной областью. Асимптотическое описание решения в форме
(А 1.41) и (А1.45) применимо только при наличии в этом зазоре области
перекрытия, в которой ошибка каждого разложения составляет о (<pN (e)).
Вообще говоря, существование такой области перекрытия является до-
пущением. Если можно показать, что в некоторой части промежуточной
области внутреннее и внешнее разложения равны с ошибкой о(<ры(е)),
то это служит правдоподобным (но не строгим) обоснованием суще-
ствования области перекрытия. Иными словами, тогда внутреннее
и внешнее разложения сращиваются. Строгое обоснование сращивания
может быть очень сложным.

Эта промежуточная область может быть описана набором «функций
порядка» р(е), где при

а(е)« |5(е)« 1, р(е) непрерывна в 0 < в < £0. (А 1.48)
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Введя теперь промежуточную переменную хр соотношением

(AL49)

мы можем определить промежуточные пределы

limint = lim, хр фиксировано в 0 < а ^ х э ^ А < со. (А1.50)
О

Таким образом, для х — Р (е) хр имеем х -* 0, в то время как для £, —
= (р (е)/а (Е)) Хр выполняется £ -+ оо' в любом промежуточном пределе

(AL50) с р(е) из (А1.48).
Теперь для сращивания внешнего и внутреннего разложений до

(N + 1)-го члена предположим, что существует такая функция порядка

Внутренняя Промежуточная Внешняя
область область область

Внутреннее разложение
npffedv&g с точностью

внешнее разложение
справедливо с точностью of*?», (€))

Область
перекрытия

Рис. А1.2.

Р(е, N), что если мы положим х = р(е, iV)xp и \ = (Р(еэ N)/a(e))x^ во
внешнем и внутреннем разложениях соответственно и рассмотрим про-
межуточный предел (А1,50), т,е. положим г -• 0 с фиксированным х^
то оба разложения до (N + 1)-го члена отличаются друг от друга (и от
точного решения) лишь членами порядка о(<рм(г)).

Таким образом, процедура сращивания заключается в том, чтобы
переписать внутреннее и внешнее разложения в терминах промежуточ-
ной переменной хр и пренебречь членами порядка о (<pN (Б)), когда е ->
-> 0 при фиксированном хр. Полученные разложения должны быть
идентичными. Тем самым можно найти неопределенные постоянные.

После сращивания получается составное разложение, равномерное
при в -* 0 для всех х:

„ (е) [ип (х) + ин ft) - «„ (а (г
« = о

представляющее собой сумму внешнего и внутреннего разложений ми-
нус внутреннее разложение внешнего ряда. Вместо этого можно вычесть
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внешнее разложение внутреннего ряда, т.е, £ ф„(е)и„(х/а(е))^.Опи-
п = О

санный метод фактически совпадает с* методом получения составного
разложения (AL39), примененным в разд. AL2.

Чтобы продемонстрировать процедуру сращивания, рассмотрим те-
перь простой, но нетривиальный неоднородный вариант уравнения
(А 1.7), а именно

ги" + и' = \|/' (х), г > 0, O^x^U (A 1.52)

с граничными условиями

иф;е) = 0, I I ( 1 ; s) = 1, (А1.53)

где \|/ (х) - заданная бесконечно дифференцируемая функция от х. Мы хо-
тим найти равномерное асимптотическое разложение при в -». 0. Этот
пример взят из введения в методы сингулярных возмущений, принадле-
жащего Эрдейи (1961). Он иллюстрирует основные моменты процедуры
сращивания без ненужной алгебраической сложности уравнения общего
вида.

В этом примере (учитывая также наш опыт с однородным уравне-
нием из разд. А 1.2) представляется целесообразным принять <ря(е) в ви-
де £*\ Если асимптотическая последовательность должна быть иной, это
выяснится в ходе анализа.

Внешнее разложение ищется в виде

N

и{х;е)~ £ *ЧМ> в - 0, (А1.54)
п - О

что после подстановки в (А 1.52) и приравнивания коэффициентов при
соответствующих степенях s дает

" о = Ф\ «1 = - "о> •••> «« = - « « - 1, — (А1.55)

При решении этих уравнений мы, как и ранее, не можем исходить из
обоих граничных условий (А 1.53), поскольку это уравнения первого по-
рядка. Если задача возникла из описания реального мира, то обычно
физическая ситуация подсказывает, какое из граничных условий нужно
взять для внешнего решения. В отсутствие такой информации все ре-
шает, конечно, метод проб и ошибок. Для некоторых классов уравнений
имеются общие методы, но они не являются универсальными. В рас-
сматриваемом примере метод проб и ошибок показывает, что следует
использовать для (А1.55) граничное условие в точке х = 1. Фактически
мы уже провели такой анализ в разд. А1.2, где показали, что граничное
условие в точке х = 0 было не пригодно для соответствующего одно-
родного уравнения (рис. А1.1). Поэтому для внешнего разложения, по-
лученного из (А1.55), воспользуемся вторым условием (А1.53), т.е.
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потребуем

ио(1)=1, Ч ^ ф - О . (A1.56J

Интегрирование (А 1.55) с учетом (А1.56) дает

где \|/(и)(х) обозначает л-ю производную, т.е. внешнее разложение до
членов порядка eN имеет вид

N

и(х;е) ~ 1 + X г"(-1)пО<п >(х) - \1/<л)(1)]> е -• 0. (AL57)

Вообще говоря, это разложение не является равномерно пригодным ни
в точке х = 0, ни в ее непосредственной окрестности.

Вблизи х = 0 мы имеем внутреннее разложение. Соответствующим
преобразованием (А1.43) является £ = х/ес, где с должно быть определе-
но так, чтобы преобразованное уравнение (А1.52) при внутреннем пре-
дельном переходе (AL44) сохраняло член наиболее высокого (т.е. второ-
го) порядка исходного уравнения. Уравнение (А 1.52) после преобразова-
ния принимает вид

Предположим, мы выберем с > 1; тогда в пределе £ -> 0 при фиксиро-
ванном % последнее уравнение принимает вид «^ ^ 0 и не может удо-
влетворять граничному условию и = 0 при £ = 0 (х = 0) и переходить
во внешнее решение при £ -• оо. Но если с < 1, то в уравнении не
остается члена наивысшего порядка при г -> 0. Таким образом, един-
ственным приемлемым значением является с = 1, что, конечно, совпа-
дает со значением, использованным нами в разд. А 1.2. Тогда получаем
следующее уравнение для внутреннего разложения, полагая в последнем
уравнении с — 1:

. (А1.58)

Теперь будем искать внутреннее разложение (А 1.45) в форме

N

и(х;е)~ X 6-ц.бХ в - 0, (А1.59)
и = О

что после подстановки в (А 1.58) дает рекуррентные уравнения

(А 1.60)

" {п - 1)!
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поскольку

+ е" 0.

Интегрирование уравнений (А 1.60) и использование граничного условия
в точке £; = 0, т. е. х = 0, в силу которого м„ (0) = 0 для всех п ~^ 0, дает

й 0 = а о (1 - е"5), й, = в,(1 - е ^ ) + v|/'(0)!;, ...
(А1.61)

.... й„ = а,(1 - «"<) + (-1Уч|г<л)(0) t - Т т ^ ^ ' " ^ 2'

где а„ (и ^ 0) - константы, на этой стадии неопределенные. Таким об-
разом, внутреннее разложение имеет вид

и~ X а„е"(1 - е " « ) + X е"ф<-'(0) £ ^—-^ 4 4 - (А1.62)

Хотя нам ничего не известно об области перекрытия, мы теперь до-
пустим ее существование и проведем сращивание внутреннего и внешне-
го разложений до (N + 1)-го члена. Для этого введем промежуточную
переменную хр по (А1.49), т.е. в нашем примере такую, что

1. (А1.63)

Здесь (3 зависит также от N, но для удобства эта зависимость не отме-
чается. Запишем теперь внутреннее и внешнее разложения ((А 1.62)
и (А 1.57) соответственно) через переменную хр, затем проведем разложе-
ние и перегруппировку членов, имея в виду, что е -> 0, Р(е) -> 0 и
P(S)/E -> со. Согласно (А1.57), внешнее разложение с учетом (А1.63)
принимает вид

п = О

+ X е " ( - 1)"[\|/(">(0) - \i/(n)(l)] + (A1.64)
и = О

N СО DB1 1-е 1
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Внутреннее разложение находится из (А1.62) с учетом (А1.63):

£ е-й,(5)= Е
л = 0 п = 0

еЧ< п )(О)Г£
= 1 К •

л = 0

N - 1 N - q

+ X (-l)'s< X V« + k\O)pk(z)xl/k\. (A1.65)
4 = 0 к = 1

Мы теперь потребуем, чтобы в области перекрытия сумма (А1.64) отли-

чалась от (А1.65) на члены порядка O(EN). ДЛЯ ЭТОГО будем считать пре-

жде всего, что постоянные а„ в (А1.65) удовлетворяют уравнениям

а0 = 1 + ф" (0) - v|/ (1), ап = ( - 1)" [v|/("> (0) - i|/<"> (1)], и > 1. (А1.66)

Далее, экспоненциальные члены в (А1.65) также должны быть o(eN),
что равносильно требованию

Р ( е ) » е для N = 0, (А1.67)

Р (е) » eiV | In Е | для N > 1.

Последнее условие вытекает из того, что для фиксированного конеч-
ного Хр мы должны иметь

откуда
-Р(е)х/е

Наконец, те члены двойных рядов в (А 1.64), которые не присут-
ствуют в (А1.65), должны быть также порядка 0(8^). Доминирующим
является член с п = 0 и т = 1У + 1, поскольку увеличение т при по-
стоянном п связано с умножением на Р(е)« 1, а увеличение п при со-
ответствующем уменьшении т связано с умножением на е/Р(е) « 1. По-
скольку доминирующий член имеет множитель p w + ' (s), получаем

Р" + ' (£) « б" ==> Р (£)«£•NUN + 1)
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в качестве последнего требования, достаточного вместе с (А 1.67).
Итак, мы можем теперь описать область перекрытия для сращивания
до {N + 1)-го члена с помощью промежуточного преобразования
x = p(e,iV)xp:

eJV | In е | « P(e, N)«eNAN + i),

где N |lne | при N = 0 заменяется на 1. Окончательно, мы показали,
что в промежуточном пределе е -> 0 с фиксированным хр внутреннее
и внешнее разложения идентичны до (N + 1)-го члена. Заметим, что при
сращивании до одного члена (JV = 0) областью перекрытия служит вся
промежуточная область. Когда N возрастает, область перекрытия
уменьшается, что, по-видимому, и следовало ожидать. Сращивание про-
исходит нормально при каждом конечном N, пока существует некото-
рая область перекрытия.

Составное разложение ис может быть теперь получено с по-
мощью (А1.51), (А1.57) и (А1.62), где а„ (п > 0) заданы формулами
(А1.66). Чтобы проиллюстрировать его построение, детально получим
его до членов порядка О (г). Согласно (А1.51), где (р„(£) = е", имеем

«с ~ [«о М + s " i М] + ["о Й) + e"i Ш -

- [и0 (е£) + е

= [{1+ ф (х) - ф (1)} - е W (х) - ф' (1)}] +

+ [{(1 +\ | f (0)-

- [{1

В последних квадратных скобках представим теперь \|/ (еЕ,) рядом Тейло-
ра в виде \|/(0) + е&>'(0) + ..., а ф'(е£) в виде v|/'(0) + ŝ v(/"(O) + ... и по-
сле простых преобразований получим окончательно

uQ ~ {ф(х) - ф(0)} - s {ф'(х) - *'(0)} +

+ [(1 + \|/(0) - ф(1)) - Е(ф'(О) - v(/'(l))](l - е-*"). (А1.68)

Это решение является равномерным асимптотическим разложением до
членов порядка О(е) при е -> 0 для всех 0 < х ^ 1.

В приложении 2 мы подробно обсудим нетривиальный пример син-
гулярного возмущения, возникающий в конкретной биологической зада-
че гл. 2. Соответствующее этому случаю изложение метода сингу-
лярных возмущений можно читать независимо от гл. 2.
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А 1.4. Асимптотический метод
для систем уравнений первого порядка

В химической кинетике как результат применения закона действую-
щих масс автоматически возникают системы уравнений первого поряд-
ка; предыдущие главы содержат много таких примеров. При этом
в практических задачах, соответствующим образом приведенных к без-
размерному виду, при некоторых производных часто стоят множителя-
ми малые параметры, и мы используем этот факт при получении при-
ближенных (асимптотических) решений. Изложенное ниже имеет непос-
редственное отношение к системе уравнений ферментативной кинетики
гл. 1. Настоящий раздел содержит описание основного и строгого ме-
тода вывода таких асимптотических решений. Он является также аль-
тернативным строгим методом для некоторого класса задач с на-
чальными данными для систем дифференциальных уравнений выше
первого порядка, поскольку любую такую систему всегда можно запи-
сать в виде системы первого порядка.

Рассмотрим здесь для простоты только автономную систему двух
уравнений для x(t;e) и y(t;e) вида

-£•=№•$> ( А 1 - 6 9 )

е ^ = д(х,у), (А1.70)

где/и д- бесконечно дифференцируемые функции х и у. Мы хотим най-
ти равномерно пригодные асимптотические решения для t ^ О при е IО
и заданных начальных значениях

х(0;е) = х0, у(0;г) = уо, (A1.71)

где (снова лишь для простоты алгебраических выкладок) мы считаем
х0 и у0 не зависящими от е.

Системы более высокого порядка в общем виде обсуждаются в ра-
боте А. Б. Васильевой (1963)1>. Вполне доступное и практичное изложе-
ние для более общих неавтономных систем двух уравнений содержится
в книге О'Маллея (1974), на которой основано последующее описание.

Если мы применим к (А1.69) и (А1.70) (несингулярный) предельный
переход е -> 0, эти уравнения примут вид

-jf=f(x,y), 0 = g(x,y) (A1.72)

См. также книгу А.Б.Васильевой, Б.Ф. Бутузова (1973)*.-Ярил», ред.
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с соответствующим начальным условием из (А1.71)

x(0) = xo. (A1.73)

Будем считать (и обычно это так в практических задачах; см. гл. 1) ис-
ходную систему такой, что

д(х,у) = 0 => у = ф(х), (A1.74)

где ф (х)- непрерывно дифференцируемая функция х, и что уравнение
первого порядка, полученное подстановкой у = ф (х) в первое уравнение
(А1.72), при начальном условии (А1.73), т.е.

4 ^ = / ( Х , Ф ( Х ) ) , х(0) = хо, (A1.75)
at

имеет единственное решение X0(t) на некотором конечном интервале,
для определенности 0 < t < 1. Пусть Y0(t) определено соотношением

Уо(0 = ф(*о(0)- (A1.76)

Далее мы будем считать исходную систему такой, что для некоторого
К > О в интервале 0 < t < 1

< -К и И < -К, К > 0 , (А1.77)
_dy J O \3y\ j

у = У (!) у = Х

для всех X, лежащих между Уо (0) и у0, которые в большинстве практиче-
ских задач различны. Причины этих предположений станут ясны ниже.
Мы докажем, что в этих предположениях решения системы
(А1.69)-(А1.71) таковы, что

lim x(t; s) = X0(t), lim y(t; e) = Y0(t). (A1.78)
E -> О £ - • 0

Поскольку Xo(0) = x0 = x(0;e), следует ожидать, что решение Xo(t),
т.е. решение задачи (А1.75), будет равномерной асимптотической фор-
мой для x(f;e) при s -» 0, по крайней мере в интервале 0 < f < 1.
С другой стороны, так как в общем случае Уо (0) Ф у0 = у (0; г), то Уо (t),
по-видимому, не будет равномерной асимптотической аппроксимацией
для y(t; е) при t = 0, когда £ -• 0. Она будет ею, конечно, если Уо (0) =
= у0, но это редкое исключение, и мы будем предполагать, что здесь
этот случай не имеет места. Ниже мы получим также равномерно при-
годные асимптотические разложения при е -» 0 для х(Г;е) и y(t;e).

Если пренебречь в (А1.70) членом edy/dt, то полученная система даст
для у решение Уо (t), не удовлетворяющее при t = 0 начальному уело-
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вию. Поэтому возникает идея с помощью некоторого преобразования
ввести новую переменную Ъ, = % (t, е) так, чтобы вблизи t = О, т. е. обла-
сти неравномерности y(t;e), член edy/dt лишился множителя Е. На ос-
новании опыта предьщущих разделов следует выбрать преобразование
вида

4 = t/e. (A 1.79)

Если бы мы, например, выбрали Ъ, = t/ec, то из последующего анализа
вытекало бы с = 1; метод аналогичен использованному в разд. А1.3.

Предвидя, что при внутреннем предельном переходе, когда е -> О,
a t находится в интервале 0 < t« 1 (т.е. при фиксированном ^), x{t; s)
и y{t;e) стремятся к X0(t) и Y0(t), целесообразно искать асимптотиче-
ские разложения решений в форме

x(t;e) = Х(Г,£) + и^;е),
(А1.80)

( ) Y ( ) ( ^ )

где X (t; Е), У (г; Е) - внешние, или несингулярные, части решения,
а и (!;; Е), г> (£;; £)-его внутренние, или сингулярные, части. Для (А 1.80) ус-
ловие сращивания состоит в том, что и и v при £, -* оо должны обра-
щаться в нуль. Поэтому потребуем, чтобы

limu(£;£) = ШП1>(£;Е) = 0. (А1.81)

Поскольку X (t; 0) ( = Хо (t)) удовлетворяет при t = 0 граничному ус-
ловию для х(г; е), а именно первому условию (А 1.72), мы будем также
иметь

м(0; е) = 0 для всех Е > 0. (А1.82)

Будем теперь искать асимптотические разложения X, Y, и и v при
Е | 0 , опираясь на асимптотическую последовательность {Е"}, т.е. запи-
шем

Х(Г,Е)~ X e"Zn(t), Y(f,B)~ Е Е " У „ ( О ,

(А1.83)
и й ; £ ) ~ Х е П " Л а B K ; S ) = I E 4 0 , e-»0.

Сначала получим внешнее решение, а именно X ((; Е) И Y(t; е). С уче-
том (А 1.80) и (А1.81) внешнее разложение находится подстановкой выра-
жений для X и Уиз (А1.83) в (А1.69) и (А1.70) и решением рекуррентной
системы уравнений для Хп, Уп. При этом мы используем для / и д ряды
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Тейлора в форме

е"Х„(0, X е"У„(0) =

Из (А1.69), (А1.70) получаем систему порядка 0(1)

(А1.84)

систему порядка О (s)

dt \ д х x , y [ y x,Y

(А1.85)

и т.д. простым приравниванием членов с одинаковыми степенями е.
Как следует из предположений, сделанных относительно укорочен-

ной (е = 0) системы, т.е. (А1.74)-(А1.76), система (А1.84) обладает реше-
нием, для которого

Хо (0) = х0, Уо (г) = Ф (Хо (0). (А1.86)

Согласно (А 1.77), второе уравнение (А 1.8 5) дает

поэтому из (А 1.85) получаем линейное уравнение для Х1 (Г)

- ^ р - = * i (t)X, + ц, (О,
at

(A1.8

Ц ^ ) = - *ду,
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решение которого получается просто. В общем случае рекуррентный
процесс требует решения линейных уравнений вида

Yt(t) = «,(£) + Р,-(0 *,(£),
(А1.89)

4 + МО,
где a j ; (3,, v|/j и ц, суть функции только t, зависящие от предыдущих чле-
нов Хо, Хи .... * , . _ „ Yo, У,, ..., У,_,.

Решения этих уравнений не могут быть определены полностью, так
как граничные условия зависят от сингулярного (внутреннего) решения.
Поскольку

и Х0(0) = х0, то с учетом (А1.80) и (А1.83) получаем

Х,(0) = -« ; (0) , i> 1,
(А 1.90)

Хо (0) = х 0 ^ и0 (0) = 0.

Таким образом, пока иг (0) не станут известны, каждое Х{ (t) содержит
неопределенную постоянную.

Рассмотрим теперь сингулярную (внутреннюю) область вблизи t =
= 0, где соответствующей переменной является \ = t/e. Система

(А1.69), (А1.70) с учетом (А1.80) принимает вид

; е) + и&; г), Ygz; s) + oft; e)) - ef(X(Z,e; e), У(^е; е)),

(А1.91)

; е) + ufe; е), У ( ^ ; е) + oft; e)) - 3 ( ^ f t e ; e), У^е; Е)).

Граничное условие для и(^;е) находится из (А1.71) с учетом (А1.80):

У ( 0 ; Е ) = уо - У(0;е). (A1.92)

Найдем теперь и и и в виде разложений при е -» 0, используя
(А1.83) в уравнениях (А1.91) и (теперь уже привычным образом) прирав-
нивая члены с одинаковыми степенями е. Система порядка 0(1) полу-
чается, если положить в (А1.91) г = 0 при фиксированном !;, т.е. при
внутреннем предельном переходе (А 1.44). Это дает, согласно первому
уравнению (А 1.91),
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так как и (0; е) = 0 согласно (А1.82). Тогда и = ей, где разложение £(!;, е)
имеет и, (̂ ) в качестве первого члена, причем для п и v система порядка
0(1) приобретает вид

- ^ - = f(X0 (0), Уо (0) + v0 £)) - f{X0 (0), Уо (0)),

(А 1.93)

-^ = д(Хо(0), Уо(0) + »0Ю) - 9 (Х 0 (0), У0(0)).

Заметим, что, вообще говоря, эта система уравнений первого порядка
нелинейна. Однако она распадается на два независимых уравнения, так
как второе уравнение (А 1.93)-это уравнение только относительно v0 (£,).

После того как vo(£,) найдено, первое уравнение (А 1.93) позволяет найти
«1 («•

Граничные условия получаем из (А 1.82) и (А 1.92) с учетом разложе-
ний (А1.83):

U l (0) = 0, vo(0) = yo- Уо(0). (A1.94)

Выражение у0 — Уо (0) представляет собой скачок в пограничном слое.
Дело в том, что в общем случае Уо (0) ф у0, поэтому требуется v0 (£),
чтобы осуществить этот переход. Так как Хо (0) = х0, для х (t) такого
погранслойного решения с точностью до членов порядка 0(1) не тре-
буется, поэтому получилось и0 (4) s 0.

Рассмотрим более подробно (А 1.93) и получим некоторые общие ре-
зультаты, касающиеся решений. По теореме о среднем

f(X0 (0)), Уо (0) + v0 О - f(X0 (0), Уо (0)) = v0 (Q F (v0 (Q),
(А 1.95)

д (Хо (0), Уо (0) + vQ (Ц) - д (Хо (0), Уо (0)) = v0 (Q G (v0 Ш

где F и G-это df/dg и dg/ду, подсчитанные при х = А'о(О) и у, равном
соответствующему значению X (̂ ) между Уо (0) и Уо (0) + v0 (^). Поэтому
уравнения (А1.93) можно записать в форме

^ ^ (А1.96)

Однако из второго условия (А1.77) при Ъ, = 0 следует, что G < — К <
< 0, и потому \v0 (Щ вначале убывает. На основании первого предполо-

жения в (А 1.77) мы можем теперь сказать, что G остается отрица-
тельным, и из второго уравнения (А 1.96) следует, что j u0 (£,) | убывает
для всех £ -> оо (т.е. внутри интервала 0 < t < 1, если Е -» 0). Таким
образом, из второго уравнения (А1.96) получаем с помощью (А1.77) еле-
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дующую оценку для |

| »of t) |<k(0) |<?-**. (A1.97)

Так как v0 (t,) удовлетворяет нелинейному уравнению (А1.93), это ре-
шение, вообще говоря, не всегда можно найти аналитически. Однако
его всегда можно получить численно или методом последовательных
приближений, примененным к соответствующему интегральному урав-
нению, вытекающему из (А 1.96):

»oft) = v0(0) + $vo{s)G{vo(s))ds,

(А1.98)
МО) = Уо - Yo(0).

Когда vo{£) найдено, первое уравнение (А1.96) немедленно дает и1 (!;)
в виде

М У = Svo(s)F(vo(s))ds, (A1.99)
00

так как, согласно (А1.81), ut (со) = 0.
Таким образом, мы полностью определили внутреннее, или сингу-

лярное, решение для y(t) с точностью до членов порядка О (1) и для х (t)
с точностью до членов порядка 0(е). Отсюда в силу (А1.99) мы полу-
чаем «! (0), что вместе с (А1.90) дает нам начальное значение Х^ (0). По-
сле этого Xl (t) может быть найдено точно из (А1.88). На этой стадии
асимптотические разложения решения задачи (А1.69)-(А1.71) имеют вид

x(t; е) ~ X0(t) + £ [Xi (t) + Mt (t/e)] + o(e),
e -» 0. (A1.100)

y(t;e) ~ Y0{t) + vo(t/e) + о (I),

(Заметим, что если в исходной системе (дд/ду)Х(> (0) у > а > 0, то ре-
шение ио(£) второго уравнения (А1.96) станет неограниченным при ^ -»
-• оо, так как оценка, аналогичная (А1.97), будет содержать экспоненту
вида е**'.)

Пример такой задачи сингулярного возмущения был исследован
в гл. 1-это уравнения (1.20), (1.21) с условиями (1.22). Здесь

д(х,у) = х - (х + К)у,

Решение было найдено в гл. 1 менее строгим путем, но, конечно,
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в принципе это то же самое решение. Здесь

, АГ0 (0) = 1, Уо(0) =
X0{t)

и, следовательно, Xo (f) существует, и Xo (t) > 0 для всех конечных t.
Отсюда

(8g/dy)XJIlY<>il) = - (X 0(t) + К) < О,

( д й А Э Д х ( 0 ) . Р = - О + К ) < 0 ,
о

где 0 ^ р < 1/(1 + К). Таким образом, все условия (А1.74)-(А1.77) су-
ществования асимптотического разложения решения выполнены.

А1.5. Экспоненциальный асимптотический метод

Для слабо нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений
можно применить один очень полезный метод получения асимптотиче-
ских разложений решений. Он часто оказывается более быстрым, чем
изложенный выше. Чтобы описать этот метод, рассмотрим для про-
стоты линейное скалярное уравнение второго порядка

ей" + гр(х; е)и' + q(x;s)u = О,

где штрих означает дифференцирование по х. Если написать

u(x;e) = w(x;e)e-'i^piyzUs,
дифференциальное уравнение примет вид

£w" +/(x;e)w = О, (А1.101)

где/= q — (е/2)р' — (е/4)р2. Таким образом, без потери общности мож-
но ограничиться классом задач сингулярного возмущения, связанных
с получением асимптотических разложений решений уравнения (А1.101)
при £ -> 0. Рассмотрим здесь только те функции f(x; e), которые от-
личны от нуля для всех х в интересующей нас области. Если f(x; е) = 0
для некоторого х в этой области, то у уравнения будет точка перехода
(поворота); пример этого описан в книге Марри (1974). Настоящий раз-
дел основан на изложении, приведенном в указанной книге.

Предположим в иллюстративных целях, что f(x; e) имеет асимптоти-
ческое разложение при Е -• 0 вида

f{x; е) ~ фо(х) + еф! (х) + ..., s -> 0, (А1.102)



332 Приложение 1

где <р„ (х), п = О, 1, 2, ..., суть дважды дифференцируемые функции х
в интересующей нас области. По мере демонстрации метода будет ясно,
как можно его использовать, если разложение/(х; е) основано на общей
асимптотической последовательности, а не просто на {е"}.

Решениями уравнения (А1.101), когда/-постоянная, являются экспо-
ненты с вещественными или комплексными показателями. Поэтому и
в том случае, когда / не постоянная, можно попытаться искать решения
(А1.101) в виде экспоненты

w(x;e) ~ ехр|>0(е)\|/0(*) + д1(г)^/1 (х) + . . . ] , е - О, (А1.1ОЗ)

где {д„(г)}, п = 0, 1, 2, ...,-асимптотическая последовательность при
Е -> 0, а v|/n(x), п ^ 0-дважды дифференцируемые функции х. Таким
образом, задача состоит в определении функций дп (Е) И \|/„ (Х) ДЛЯ п =
= 0, 1, ....

Подставив (А1.1ОЗ) в (А1.101) и используя (А1.102), мы получим, по-
сле деления на экспоненту,

I 9пШ'„ + е( £ <7„(еШ2 + I е"Ф„(х) ~ О, е - 0. (А1.104)
и = О

Определим теперь последовательности {д„ (е)} и {у|/„ (х)} для и =
= 0, 1, 2, .... Согласно (А 1.104), для членов порядка 0(1) имеем

откуда следует, что

, № + Фо ~ 0 => v|/0(x) = ± i j"l/фо(s) <&. (А1.105)

Для следующих членов, порядка О(е1 / 2), получаем

откуда, используя (А1.105), найдем

1, ^ + 2 x 1 ^ ' ~ 0 э . \|»! (х) = - V4ln vj/o (x). (A1.106)

С помощью (А 1.105) и (А 1.106) получаем, что следующие члены
в (А1.104) имеют порядок О (г), откуда находим д2 (е) = е 1 / 2 и \|/2 (х)
и т.д. Поэтому асимптотическая последовательность {д„(в}} имеет вид
| Е (п- i)/2^ n _ Q̂  j 2; a асимптотическое разложение решения w(x; e)
при е -> 0 с учетом (А1.103), (А1.105), (А1.106) дается выражением

W(X;E) ~ ехр ± —^ \ \/<р0 (s)ds - ^-lncpo(x) + О ( Е 1 / 2 )

(А1.107)
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Альтернативная форма, подчеркивающая наличие двух произвольных
постоянных, имеет вид

(А1.108)

где А и В-произвольные постоянные, определяемые граничными усло-
виями задачи. Выбор конкретной формы (А1.107) или (А1.108) для дан-
ной задачи обычно диктуется знаком фо(х), который в силу исходного

требования отличия f(x; е) от нуля для любого х не меняется. Если
фо(х) < 0, то ]/ф0 (х) = г|/|ф0 (х)|, и более удобно выражение (А1.107)
с вещественными показателями. Если ф0 (х) > 0, обычно удобнее взять
(А1.108).

Изложенный метод и некоторые его обобщения подробно обсу-
ждаются в упомянутой книге Марри (1974); там же разобрано несколь-
ко примеров.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ
И ОБЛЕГЧЕННАЯ ДИФФУЗИЯ:
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Это приложение непосредственно связано с вопросом о граничных
условиях, приемлемых для правильного аналитического асимптотиче-
ского решения уравнений (2.10) гл. 2, разд. 2.2, т.е. уравнений

d2c
DC~TT = к1сЛ{ ~ у ) с ~ k-icJ>

(А2.1)

для малого е-параметра, близкого по порядку к Dp/l2k_l и Z)p/fc,c,/2.
Мы докажем здесь, что условия (2.11), т.е.

с = с0 при х = 0, с = с, при х = 1,
(А2.2)

dY
dx

= 0 при х = 0; /

при значениях параметров, достигаемых в эксперименте и пере-
численных в табл. 2.1, дают для малых е (т.е. малых Dp/l2k^1 и
Dp//c,c,/2) асимптотическое разложение точного решения, совпадающее
с точностью до членов порядка 0(1) с тем, которое получается путем
тривиального алгебраического анализа, проведенного в разд. 2.3 с ис-
пользованием граничных условий (2.12), т.е. условий

с = с0, Y = Yo при х = О,
(А2.3)

с = q, Y = Yl при х = /.

Здесь Уо и У, не были даны, но определялись эвристически с учетом био-
логических требований для рассматриваемой ситуации. В дальнейшем
мы будем вначале ссылаться на уравнения гл. 2, но затем обсуждение
задачи сингулярного возмущения будет идти независимо. С математи-
ческой точки зрения будет полезно, хотя и не обязательно, прежде чем
читать это приложение, прочитать разд. А1.1-А1.3 приложения 1, если
читатель незнаком с методами сингулярных возмущений.

В гл. 2 была сформулирована фундаментальная нерешенная задача о
двух наборах граничных условий (2.11) и (2.12) для дифференциального
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уравнения (2.10). Условия (А2.2) вытекают из биологически оправданно-
го утверждения об отсутствии потока носителя или комплекса суб-
страт-носитель через поверхности мембраны. Условия (А2.3)-это то,
чего разумно потребовать, если рассматривать модельную систему
уравнений (А2.1) просто как систему из двух обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, которой нужны два граничных условия для двух
зависимых переменных с и Y. Если в безразмерной форме единственно-
го уравнения для с1(х1) в виде (2.23) из разд. 2.3, а именно уравнения

а + dx.) + (b + ex,) с, + fc\, (A2.4)
dx\

выполнено Б « 1, т.е. в (2.20) по крайней мере один из параметров а, р,
у, 5 и) , велик (больше, чем О(103)), то, как показано в разд. 2.3, можно
перейти к тривиальной алгебраической задаче, использовав условия
(А2.3) вместе с некоторым биологическим ограничением. С другой сто-
роны, Кройзер и Хуфд (1970)1( и Кучай и др. (1970) использовали гра-
ничные условия нулевого потока (А2.2). Если взять приблизительно оди-
наковые значения для постоянных параметров в случае гемоглобина,
все результаты более или менее совпадают, несмотря на использование
различных граничных условий. Математически не сразу очевидно, что
они должны быть одинаковы. Интересно поэтому попробовать объеди-
нить эти два подхода аналитически, что было сделано в работе Митче-
ла и Марри (1973), и в этом приложении мы следуем их анализу. Мы
докажем здесь, что для 0 < е « 1 решения системы уравнений (А2.1)
с граничными условиями (А2.2), соответствующими нулевому потоку,
совпадают с теми, которые получены выше в разд. 2.3 при условиях (А2.3),
с точностью до членов порядка 0(1). Таким образом, если Е « 1, то оба
набора решений с биологической точки зрения идентичны. В такой си-
туации просто получаемое аналитическое решение (2.27)-(2.29) гл. 2, ко-
нечно, использовать легче, и оно немедленно дает аналитически зависи-
мость решений от параметров. Для очень широкого класса биологиче-
ских ситуаций s « 1; две ситуации, обсуждавшиеся в разд. 2.3-2.5,
представляют собой конкретные практические примеры.

В этом приложении мы получим точное асимптотическое решение
уравнения (А2.1) с граничными условиями (А2.2) для 0 < £ « 1 и пока-
жем, что с точностью до членов порядка 0(1) оно совпадает с решением
задачи (А2.1), (А2.3), которое было найдено в разд. 2.3.

Алгебраически более удобно начать с одного уравнения для насыще-
ния Y(x), чем с уравнения (2.17) для с(х). Поэтому решим уравнение
(2.14) (полученное двукратным интегрированием после сложения уравне-
ний (А2.1) и формального использования (А2.3)) относительно с, выра-

1} Все ссылки в этом приложении относятся к литературе, перечисленной
в конце гл. 2.
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зив его через Y. Получим

с = с0 + -£j [Ц, (с, - с0) + Dv с, (У, - Уо)] - % ^ ( У - Yo), (A2.5)

что после подстановки во второе уравнение (А2.1) и приведения к без-
размерному виду так же, как это делалось в разд. 2.3 с помощью (2.18),
дает

•Щ-= -A + Bxt + (D- BxJY-EY2, (A2.6)
dx\

где введены следующие безразмерные постоянные А, В, D, Е:

р

в = -J—
(А2.7)

Д Р
-о

Е = W ,

Конечно, Уо и ^-неопределенные постоянные; мы покажем, как они
определяются с помощью математических выкладок. Для значений, ти-
пичных для случая взаимодействия кислорода с гемоглобином и приве-
денных, например, в табл. 2.1 гл. 2, все параметры А, В, D и Е имеют
порядок О(106). Следуя разд. 2.3, введем постоянные a, b, d, e порядка
0(1) с помощью соответствующего малого параметра е:

А = а/е, В = Ь/г, D = d/z,
(А2.8)

Е = е/е, s « 1 (е = 0(106)).

Здесь а, Ъ, d и е в (А2.8) не надо путать с такими же буквами в (2.23)
гл. 2-при обозначениях (А2.7) это просто наиболее естественный пере-
ход. Уравнение (А2.6) в обозначениях (А2.8) принимает вид

d2Y
е — т = - а + bXi + (d - bx,)Y- eY2. (A2.9)

dx{

Это уравнение мы хотим решить при граничных условиях (А2.2), ко-
торые в безразмерной форме можно записать так:

= 0 при х, = 0 и ху = 1. (А2.10)
dx,
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Используя тот факт, что е « 1, будем сначала искать простое несин-
гулярно возмущенное решение (внешнее решение) в форме

У(х,) = / ( x , : e) =/„(*,) + о(1), s ^ O . (A2.11)

На этой стадии мы не можем уточнить порядок по е членов о(1). Под-
ставляя (A2.ll) в (А2.9) и игнорируя члены о(1), которые включают
здесь ed2Y/dxl, получим квадратное уравнение

О = - а + Ьх, + (d - Ьх,)/0 - 41,

осмысленное (неотрицательное) решение которого имеет вид "

/ 0 ( X l ) = — Ц - (d - bXl) + [{d - bXl)
2 - 4e(a - bx,)] 1 ' 2}. (A2.12)

Заметим, что

(d - bxx)
2 - 4e(a - bxj = (bx, - d + 2e)2 - 4e{a - d + e) > 0,

так как, согласно (А2.8) и (А2.7),

-{a-d + e)= -е(А - D + Е) = - £ ( - " ^ ^ ) > 0 -

Из-за сингулярного характера возмущения дифференциального урав-
нения (А2.9) мы, вообще говоря, не ожидаем, что внешнее решение /^(xj)
удовлетворяет граничным условиям: уравнение д л я / , , ^ ) не содержит
произвольных постоянных. Именно такой случай здесь имеет место, так
как из (А2.12), (А2.7) вытекает

1 Г 2еЪ - db
Ъ +2е I (d2 - 4ae)112

В Г 2Е - D

Мы исключаем тривиальный случай, когда с0 = с,, Уо = Y, или к_1 = 0 ,
т.е. когда реакция необратима. Аналогично dfjdx, ф 0 при х1 = 1. Та-
ким образом, решение (А2.12) должно переходить во внутренние реше-
ния вблизи Xj = 0 и хх = 1, удовлетворяющие граничным условиям
(А2.10). В этих областях sd2Y/dx2

x должно быть порядка 0(1). Рассмо-
трим сначала область вблизи х, = 0. Соответствующая растянутая

u Оба решения неотрицательны; знак плюс берется, чтобы положительным
было соответствующее (по (А2.5)) значение с-Прим. ред.
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переменная Ъ, имеет вид (см. первое уравнение из (2.24) в гл. 2)

% = xjeil2. (A2.13)

При е « 1 преобразование (А2.13) обычным образом растягивает малую
область О ( Е " 2 ) пространства хг в конечный интервал пространства ,̂
так что мы можем исследовать сингулярную область более детально.

Через переменную t, уравнение (А2.9) и первое условие (А2.10) запи-
шутся так:

4 т ! = - а + be112 £ + ( < * - be112 QY- eY2, (A2.14)
d\2

^ = 0, 1 = 0. (A2.15)

Теперь целесообразно рассмотреть регулярно (несингулярно) возмущен-
ное решение Y = gib,', e) с f; в качестве независимой переменной. Так как
в (А2.14) входит Е 1 / 2 , решение следует искать в виде ряда по е1 / 2; поэто-
му запишем для внутреннего решения вблизи х1 = 0 (i; = 0)

e4
2

gi(Q+ ... (А2.16)

Это решение должно удовлетворять граничному условию (А2.15) при
% = 0 и должно гладко переходить во внешнее решение (A2.ll) для
малых, но ненулевых Xj. Уравнение (А2.14)-второго порядка, и, следо-
вательно, каждая из функций д0, д1г ... в (А2.16) содержит две по-
стоянные интегрирования, которые определяются, если потребовать,
чтобы (А2.16) удовлетворяло (А2.15) и гладко переходило во внешнее ре-
шение (A2.ll), т.е. чтобы внутреннее решение (А2.16) сращивалось
с внешним (A2.ll). Ввиду разложения (А2.16) соответствующий ряд для
(A2.ll) во внешней области при малых е должен иметь вид

У (xt) = /(х,; г) = /0 (х,) + s 1 ' ^ (xt) + .... (А2.17)

На основании (А2.16) можно написать для граничного значения

7 ( 0 ) = Yo = g(0;e) = so + e1'2sl + ...,
(А2.18)

«о = во (0), Sj = 3 i (0), . . . .

Заметим, что s0, s1( ... еще не определены.
Для сингулярной области вблизи xt = 1 соответствующее преобра-

зование имеет вид (сравните с (А2.13))

Л = ^ т ^ (А2Л9)
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(второе преобразование в (2.24)), так что г\ = 0 - э т о граница хх = 1,

и регулярно возмущенное внутреннее решение с г) в качестве независи-

мой переменной мы берем в форме

У(х 1) = й ( Л ; в ) = /)0(Л) + е 1 / 2 М л ) + •••> (А2.20)

соответствующей (А2.16), с

7(1) = У, = й ( О ; е ) = t 0 + ^'2 h + •••>
(А2.21)

to = Л 0 (ох t1 = fc1(OX-..,

где t0, tv ... пока не определены. Когда т| -+ оо, решение (А2.20) при
Xj -> 1 также должно гладко переходить во внешнее решение.

Ввиду (А2.18) и (А2.21) мы должны теперь разложить А, В и D
в (А2.7) в ряды по s1 / 2, поскольку они содержат Уо и У,. Следовательно,
a, b и d также получаются в виде рядов по е 1 / 2 . Заметим, что Е и, следо-
вательно, е не содержат Уо и У,. Запишем

еА = а = а 0 + Е 1 ' 2 ^ + ...,

£В = ь = Ро + е 1 / 2 р\ + ..., (А2.22)

S D = d = 5 0 + s 1 / 2 5 1 + ...,

где otj, Р, и 5; все порядка О (1). Например,

Для сингулярной области вблизи Xj = 0 мы теперь подставим
(А2.16) и (А2.22) в (А2.14) и получим в результате

-^(д0 + Е 1 ' 2 ^ ) = - « о - «i£1/2 + Р о ^ 1 / 2 +

+ (60 + б.е 1 ' 2 - Р о ^ 1 / 2 ) ( 3 о + Е 1 / 2 9 ! ) - е(0о + Е 1 ' 2 ? ! ) 2 + О {г). (А2.23)

Приравнивая в (А2.23) члены с одинаковыми степенями е, получим для
0о> 9i. ••• уравнения

d в° «72о, (А2.24)

(8, - р о 4)0о - 2 е 0 о 0 1 (А2.25)
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и т.д. Аналогично из (А2.15), (А2.16) следует

~ = 0 при £, = О, (А2.26)

-~- = 0 при £, = О (А2.27)

и т.д.
Внутреннее погранслойное (или сингулярное) решение У=д(2,;Е)

должно сращиваться с внешним решением Y = f{xx; г), когда мы поки-
даем сингулярную область вблизи х1 — 0. Математически, согласно
(А2.13), это то же самое, что положить ^ -» со в д{^; е). Но £, -» °о оз-
начает, как следует из (А2.13), что х1 мало, но отлично от нуля, и Е ->
-> 0. Таким образом, t -> со приводит нас к границе сингулярной
области, которая находится на расстоянии О(е1/2) от хг = 0. Для внеш-
него решения хЛ = О(е1/2) означает Xj -> 0. Итак, сращивание требует,
чтобы д{£,; е) при ^ -» 0 переходило в f(x1; s) при Xj -• 0.

Аналогично получаем внешнее решение, приравнивая члены с одина-
ковыми степенями е 1 ' 2 в (А2.9) после подстановки Y в форме (А2.17)
и использования (А2.22):

0 = - O o - a . e ^ + CPo + E ^ P J x , +

+ (80 + б.е1'2 - [р 0 + e ^ p j x , ) ^ + £1/2Л) - e(f0 + s1 '2/,)2 + O(s);

следовательно,/0,/р ... определяются из уравнений

0 = (рох, - а0) + (80 - рох,)/о - ef2

0, (A2.28)

0 = р.х, - а, + (Ь, - (3 l X l)/0 + (50 - P0^i)/i - 26//, (А2.29)

и т.д. Заметим, что это просто алгебраические уравнения для/ 0, /15

Согласно процедуре сращивания, д0 + е1/2д1 + ... (̂  -» со) должна
гладко переходить в /0 + б1'2/! + ... (х1 -» 0); отсюда получаются ус-
ловия для неопределенных постоянных интегрирования в функциях д{,
которые вместе с граничными условиями при % = 0 полностью их опре-
деляют. Это мы теперь сделаем систематически.

Внутренняя задача первого порядка, здесь О (1), определяется требо-
ваниями (А2.24), (А2.26) и условием сращивания. Для удобства введем
обозначение

д* = lim 0Ой) = д0(со);
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тогда асимптотический (при s -> 0) процесс сращивания, описанный
выше, требует, чтобы

д * = д0 (оо) = lim д0 (!;) = lim / 0 (x t) = / 0 (0). (А2.30)
5 - оо X, = 0

Отсюда, согласно (А2.28) при х1 = 0, для д * выполняется

0 = (х0 - 50g* + eg*2. (A2.31)

Исследуем 1 ( характер решений уравнения (А2.24), для чего обозначим
д0 = и, dgo/dt, = v. Мы приходим к системе

du dv
— = v, -—- = - а 0 + 50u - ей2.

Соответствующее поле направлений и типичные интегральные линии
показаны на рис. А2.1, где под g* 2 понимаются корни уравнения

Рис. А2.1.

(А2.31). Однако из условия (А2.26) следует, что интересующая нас инте-
гральная линия должна начинаться на оси и, и потому из рис. А2.1 вид-
но, что условие и (со) = д* может выполняться, только если и (̂ ) =

= so (см. (А2.18)).

11 Начиная с этого места и до конца абзаца изложение автора заменено на
более простое и короткое (с соответствующей заменой рис. А2.1).-Лрши. ред.
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Таким образом, первая (с точностью до порядка 0(1)) аппроксима-
ция внутреннего решения Y, а именно д0 (S,), не изменяется в погранич-
ном, или сингулярном, слое вблизи х1 = 0.

Теперь s0 находится с помощью условия сращивания (А2.30), кото-
рое требует, чтобы s0 = д*; поэтому, согласно (А2.31), s0 является под-
ходящим решением уравнения

О = <х0 - 5 0 s 0 + eso-

Подставляя для <х0, 80 и е их выражения, найденные из (А2.22) и (А2.7),
получаем из последнего уравнения

О (е1

Это в точности формула (2.28), которую мы получили в разд. 2.3 с по-
мощью другого, намного более простого, но нестрогого метода.

Анализ внутреннего решения вблизи х5 = 1 проводится аналогично
и дает следующий результат:

это совпадает с выражением (2.29), полученным в разд. 2.3.
Влияние различных граничных условий (А2.2) (т.е. (2.11)) и (А2.3) (т.е.

(2.12)) проявляется только в членах порядка 0(е 1 / 2 ) в асимптотических
разложениях. Для обсуждаемой здесь задачи, т.е. (А2.9), (А2.10), Митчел
и Марри (1973) получили также поправки порядка 0(е 1 / 2).

Рассмотренный здесь строгий метод сингулярных возмущений для
s « 1 обосновывает математически очень простую процедуру, описан-
ную и использованную в разд. 2.3. Ясно, что он не может придать био-
логического смысла примененным граничным условиям. Однако основ-
ной результат данного приложения заключается в том, что, пока
Е достаточно мало, например порядка О (10~4) или меньше, простой
процедуры разд. 2.3 достаточно для любых практических целей. Если
нужны точные количественные результаты для больших е, следует при-
менять численные методы, как, например, в работе Кучай и др. (1970).
Конечно, если г » 1, мы имеем дело с простым несингулярным возму-
щением, и в этом случае облегчение диффузии обеспечивает только до-
бавку порядка О(1/е) к обычной диффузии. Тем не менее даже для
малых значений е, превышающих те, для которых, строго говоря, при-
меним простой метод разд. 2.3, он все еще может с успехом использо-
ваться, как показано в разд. 2.4-2.6, где обсуждаются конкретные био-
логические задачи.



ПРИЛОЖЕНИЕ 3

ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ ДИФФУЗИИ:
РЕШЕНИЯ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

В этом приложении мы кратко обсудим различные нестационарные
задачи, связанные с уравнением диффузии, решения которых использо-
ваны в гл. 3. В разд. А3.1 и A3.2 рассмотрены конкретные задачи, а
в разд. АЗ.З изложен метод автомодельных решений для некоторого
специального, но часто встречающегося класса задач.

А3.1. Двумерная осесимметричная диффузия

Математическая задача имеет здесь вид (3.18) гл. 3 и требует реше-
ния дифференциального уравнения

Н{%) ( А 3 1 >
с граничными условиями

дс
c(a,t) = 0, — = 0 при г = Ь, t > 0 (A3.2)

и начальным условием

с (г, 0) = с0, а < г < Ь, (АЗ.З)

где D{2)-постоянный коэффициент диффузии, а с (г, ^-концентрация.
Условия (A3.2) говорят о том, что цилиндр г = b представляет собой
идеально отражающую поверхность, а цилиндр г = а-идеально погло-
щающую. Эту задачу можно решить несколькими обычными метода-
ми-разделением переменных, преобразованием Лапласа или с по-
мощью функции Грина. В любой данной задаче выбор конкретного
метода часто диктуется специфическими требованиями, предъявляемы-
ми к анализу задачи. Например, если нам требуется с (г, г) только для
малых значений t или только для больших t, то наилучшим методом,
по крайней мере в первом случае, представляется применение преобра-
зования Лапласа, так как при этом можно воспользоваться хорошо раз-
работанными асимптотическими методами; такие методы обсуждаются
в книге Марри (1974), где специально рассмотрены интегралы этих пре-
образований. Если решение требуется более или менее для любого мо-
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мента времени, вопрос о выборе метода остается открытым и часто
является делом личного вкуса.

Для задачи (А3.1)-(АЗ.З) может быть использован любой метод-все
они алгебраически громоздки, но просты. В книге Карслоу и Егера
(1959) целая глава (гл. 14) посвящена применению к таким линейным
уравнениям диффузии функций Грина. В частности, там практически ре-
шена задача (АЗЛ)-(АЗ.З), и детали решения читатель может найти
в указанной книге. Мы приведем здесь лишь результаты, которые по-
зволят нам вывести величины, используемые в гл. 3.

При решении задачи

функция Грина для единичного источника частиц, испускаемых в мо-
мент времени t = 0 в круговом кольце г = г', где а < г' < Ь, имеет вид
(см. Карслоу и Егер (1959), с. 370)

и (г, t; г') = —

п = I

где у„-положительные корни уравнения

^о (ку) Y, (у) - Уо (ky)J1 (у) = О, к = а/Ъ. (А3.5)

Здесь Jn, Yn, n = 0, 1,-функции Бесселя первого и второго рода, а

^СУл) = [_Jo(kynJ]2 — \_J\ {Уп)~\2. (А3.6)

S (г, У.) = Уо О'.г/Ь) Jo (fey.) - Л (УпФ) Уо (fey.). (A3.7)

Задача (АЗЛ)-(АЗ.З) отвечает однородной концентрации частиц с0,
испускаемых в момент времени t = 0 во всей области а < г < Ь; поэто-
му ее решение с {г, t) выражается интегралом от v{r, t; r') из (А3.4) по
всей области, т.е.

ь
с (г, г) = с 0 J 2nr'v (r, t; r')dr'. (A3.8)

а

Поскольку
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и такое же соотношение выполняется для Y0(r), то интеграл

/„ = ^2nr'S(r',yn)dr' =

ь
= 2к J {Jo {kyn)r' Уо (у„г'/Ь) - Уо (kyn)r'J0 (ynr'/b)}dr' =

- Yo (ку„) \Г-^- J, {y//b)\ | = (A3.9)

— ) {у„ [ J o (ку„) Ух (у„) - Уо {kyJJt (у,)]

Yo (kyn) Ух (кул) - Jo (kyn) Y, (kyn)]} =

/ h V
= 41

Уп

где использованы (A3.5) и следующее соотношение (см., например,
Абрамовиц и Стиган (1965)):

— = Jo (z) Уо' (z) - Jo' (г) Уо (г) = - Jo (г) ^ (z) + J t (z) Уо (z).

Подставляя (А3.4) в (А3.8) и используя (A3.9), получаем решение задачи
(АЗЛ)-(АЗ.З) в виде

4
n= 1

Число частиц p(t), находящихся в области а < г < Ь, выражается
формулой (сравните с (3.1))

ь
p(t) = \2nrc(r, t)dr,
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которая после подстановки в нее с (г, t) из (A3.10) и повторного исполь-
зования (А3.9) дает

p(t) = p(O) £ А„е~"\ (A3.ll)

После применения формулы (A3.6) для F.(yn) получаем

р(0) = сок(Ь2 - а2), И я = - А _ >
У" (A3.12)

Эти выражения были использованы в уравнениях (3.19) и (3.20) разд. 3.3
(ii) с добавлением верхних индексов 2 к p(t) и А„.

А3.2. Трехмерная радиально-симметричная
диффузия в а ^ г ^ b

Эта задача описывается так (см. формулы (3.26)):

(А3.13)

дс

с (a, t) = 0, — = 0 при г = Ъ, t 7? 0, (А3.14)
дг

с (г, 0) = с 0 , а<г<Ъ. (А3.15)

Оболочка г = b является идеально отражающей, а г = а-идеально по-
глощающей. Используя ту же процедуру, что и в разд. А3.1, мы долж-
ны начать с решения v (r, t; /) для единичного источника частиц, испу-
скаемых в момент времени t = 0 на сферической поверхности радиуса
г', где а < г' < Ь. Карслоу и Егер (1952, с. 367) получили решение этой
задачи в виде

1 £ Г &г)х$ 1
v(r, t;r') = У Rn(r)Rn(r')exp f , (A3.16)

2nrr' „ = i 1_ b J

где х„-положительные корни трансцендентного уравнения

xctg(l - к)х = 1, fc = а/Ь, (А3.17)



Приложение 3 347

Наша задача отвечает однородному распределению с = с0 при £ = О
для всех а < г < Ь, поэтому ее решение имеет вид (сравните с (А3.8))

с (г, t) = с 0 \Anr v{r,t; r') dr. (A3.19)
а

Для подстановки (A3.16) и (А3.19) нам потребуется интеграл

-jr'sin - а

[sin (I - к)х„ - xncos(l - /с)х„ + /сх„]

Отсюда, подставляя и из (A3.16) в (A3.19), получаем

00 » м Г n(3)v2

c{r,t) = 2c0 S / „ ^ ^ - e x p - ^ - ^ t , (A3.21)
n=\ r L о

где /„ и К„ даны в (А3.20) и (A3.18) соответственно.
Число частиц p(t), все еще находящихся в области а < г < b в мо-

мент времени t, равно (сравните с (3.1))

ь
p(t) = |4яг 2с(г, t)dr,

а

что после использования (A3.21) и (A3.20) дает

00

X Ane~"v", (A3.22)
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где

Р(0) = с 0 у тг(Ь3 - a3), vn = ^ г - г , /с = а/Ь,

„, " (лз,з)

" Ь 3 ( 1 / 3 ) '

a /„ дано в (А3.20). Эти выражения для p(t), р(0), vn и Л„ в (A3.22)
и (А3.23) совпадают с выражениями (3.27) и (3.28) разд. 3.3 (Ш), за ис-
ключением верхнего индекса 3 при p(t), р(0) и Ап.

АЗ.З. Автомодельные решения
для одного класса уравнений диффузии

Мы опишем здесь довольно общую систематическую процедуру оты-
скания автомодельных решений дифференциальных уравнений с частны-
ми производными, которые могут быть нелинейными. Общая процеду-
ра может быть применена к намного более широкому классу уравнений,
чем будет рассмотрен здесь. С целью иллюстрации мы остановимся
только на линейных уравнениях диффузии

(А3.24)

с граничными условиями, в качестве которых мы примем

с {со, t ) = l , с (0, 0 = 0, t > 0. (А3.25)

Как мы увидим, тип граничных условий является решающим для суще-
ствования автомодельного решения.

Рассмотрим преобразование

х -> ах', t -* Ы, (А3.26)

после применения которого (A3.24) приводится к виду

дс б ( 5 дс\
'*—), (А3.27)Ь dt' дх' \ дх' /

а граничные условия (A3.25) остаются прежними:

с (оо, Г') = 1, с (0, f) = 0, t' > 0. (А3.28)

Таким образом, дифференциальное уравнение и граничные условия ин-
вариантны относительно преобразования (A3.26) (х, t) -> (x', t'), если

Ь = а2 ~ s. (A3.29)

Тогда и решение задачи (А3.24), (А3.25) инвариантно относительно
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этого преобразования, т.е.

с ( х , t) = с (ах, a2~st). (A3.3O)

Положив здесь а = l/f1/<2 " s ) (при s ф 2), мы видим, что рассматривае-
мое решение является функцией одной переменной

= x / t i/ (2 - (А3.31)

или любой степени этого г|. Подстановка с(х, t) = и(г\) с г| из (A3.31)
в дифференциальное уравнение (A3.24) и граничные условия (A3.25) дает

1 du d du
s ф 2,2 — s dr\ dr\ dr\ '

(A3.32)
w(oo) = 1, u(0) = 0.

Решение задачи (A3.32) имеет вид

" Г 1
c(x,t) = u(r]) = A fcr~sexp —т^ 2 ~ % M a (A3.33)

о I ( 2 - s )

с г) из (A3.31) и

Х = j j a - ' e x p | - п 1 л г a 2 - < \ d o } = 2 -

(A3.34)

причем для сходимости интегралов нужно требовать, чтобы было 5 < 1
либо 5 > 2. Решения рассматриваемого вида, испытывающие при изме-
нении времени простое преобразование подобия, называются автомо-
дельными.

Таким образом, мы показали, что для задачи (A3.24), (A3.25) при s <
< 1 или s > 2 существует автомодельное решение. Можно проверить,

что эти условия на s являются и необходимыми.
Решающим требованием для существования автомодельного реше-

ния является форма граничных условий. Они должны быть такими,
чтобы автомодельная переменная была постоянной при двух значениях,
предписанных условиями на х и t. Условия (A3.25) не являются един-
ственными, которые позволяют сделать это. Например, предположим,
что s < 1; тогда условие в переменных х, t типа с (х, 0) = 1 будет при-
годно, так как оно также дает г\ -> со. Таким образом, решение (АЗ.ЗЗ),
(A3.34) уравнения (А3.24) при s < 1 удовлетворяет также условиям

с (х, 0) = 1, х > 0, с (0, г) = 0, t > 0.

Автомодельные решения образуют специальный класс решений; это, ко-
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нечно, неширокий класс, и потому следует ожидать, что они, вообще
говоря, не могут удовлетворить обычным условиям для уравнения типа
(A3.24), а именно двум граничным условиям по х и одному по t. Однако,
как мы видели в разд. 3.7 гл. 3, с их помощью было получено требуе-
мое решение.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4

ТЕОРЕМА ХОПФА О БИФУРКАЦИИ
И ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ

Это приложение носит более математический характер, чем другие1',
и посвящено теореме Хопфа (1942), в которой речь идет об условиях, не-
обходимых для существования действительных периодических решений
у действительной системы обыкновенных дифференциальных уравнений

где F и x(v, г) суть n-мерные векторы, а у-действительный параметр.
Мы дадим здесь условия и доказательство существования периодиче-
ских решений двумерного уравнения (А4.1), частично основанное на до-
казательстве Фридрихса (1965). В конце приложения подробно обсуж-
даются несколько иллюстративных примеров.

Теорема. Пусть

^ ) (A4.2)

есть автономная двумерная система действительных дифференциальных
уравнений для каждого значения параметра ve(— v0, v0), где
v0-положительное число, а вектор-функция FeC2(D(— v0, v0)), где
D- область в R2. Предположим, что система (А4.2) для каждого v имеет
особую точку, т.е.

F(x, и) = 0 => х = а » . (А4.3)

Пусть A (v)-матрица системы (А4.2), линеаризованная относительно
особой точки a(f), т.е.

A(o)=[V?F(x,o)], = , w . (A4.4)

Предположим, что матрица А (0) имеет чисто мнимые собственные зна-

Предполагается знание алгебры матриц.
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чения + iw, w Ф О, т. е.

SpA(O) = O, d e t A ( 0 ) > 0 . (A4.5)

Тогда если матрица В (и), определенная уравнением

А (в) = А(0) + vB(v), (A4.6)

такова, что

SpB(O) Ф О, (А4.7)

то для любого v, достаточно близкого к v = 0, в некоторой окрестности
точки х = а(0) существует периодическое решение системы (А4.2) с пе-
риодом Т as 2n/w.

Доказательство. Доказательство основано на построении (при вы-
полнении условий теоремы) для любого вектора b функций с(и), d(u),
y(s, и), v(u) = ud(u), Г (и) = Г о (1 + ис(и)) и

х (и, t) = a (v (и)) + иу(Т0t/T(u), и), (А4.8)

для которых

(i) с(0) = d(0) = 0; (А4.9)

(ii) с {и) и d(u) принадлежат С 1 [0, и0) для некоторого достаточно
малого и0;

(Hi) у(0, и) = b; (A4.10)

(iv) у (s, и) имеет по переменной s период То;
(v) х~(м, t) является решением уравнения

с периодом Т(и); этот период меняется с v.
Следует отметить, что в силу соотношения v = ud(u) для одного

значения v можно получить несколько периодических решений, отве-
чающих различным значениям и. Мы вернемся к этому в двух после-
дующих примерах.

Введем новые переменные

5 = Tot/T(u), v = ud(u), (A4.11)

Т(и)= Го(1 + ис(н));

тогда у (s, и) будет определена с помощью (А4.8). Если х (и, t) периодич-
на по Гс периодом Т(и), то y(s, u)-периодическая функция s с периодом
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То. Кроме того, из (А4.8) и (А4.10) имеем

\(и, 0) = а » + иЪ. (А4.12)

Подстановка (А4.8) и (A4.ll) в (А4.2) дает

d T(u)
и — у (s, и) = - ^ F (a (v) + «у, У), (А4.13)

ds - То

так как ds/dt = Т0/Т(и). Определим теперь вектор-функцию Q(y,v,u)
соотношением

F(a(y) + иу, У) = uA(u)y + u2Q{y, v, и); (А4.14)

тогда (А4.13) можно записать в форме

dy
_=. = A(0)y + uG(y, и), (A4.15)
ds — — -

где, как это следует из (А4.6) и (A4.ll),

G(y, u) = d(u)B(ud(u))y + с (и) A (ud (и)) у +

+ (1 + ис (и)) Q{y,ud(u),u). (А4.16)

Обозначим матричное решение задачи JY/ds = A(0)Y, Y(0) = I
(I-единичная матрица) через Y(s). Тогда

Y (s) = cos wsl + ^ s i n wsA (0). (A4.17)
w

Напомним, что собственные значения А (0) равны + iw (см. (А4.5)), и по-
тому А2 (0) = — w2l, откуда легко проверить, что

Y ~ l (s) = cos wsl sin wsA (0); (A4.18)
w

кроме того,

- ^ — ^ = - Y " ' (5) A (0). (A4.19)
ds ~ ~

Тогда, используя последнее уравнение и (А4.15), получаем

d dy
— [Y"1 (s)y(s, «)] = Y"1 ™ - Y"1 A(0)y = uY-'(s)G(y, «).

(A4.20)

Интегрируя (А4.20), получим

Y " 1 (s)y(s, и) = и j Y " 1 (z)G{z)dz + const. (A4.21)
~ 0
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Так как, согласно (А4.8) и (А4.12),

«у (0, и) = х (и, 0) - а (и («)) = ub,

то (поскольку Y(0) = I) постоянная интегрирования в (А4.21) равна Ь;
таким образом,

5

у (s, и) = Y (s) b + «Y (s) J Y " 1 (z) G (z) dz. (A4.22)
~ о

Однако G выражается через у формулой (А4.16); поэтому (А4.22)-это
интегральное уравнение относительно у.

Нам надо теперь определить неизвестные и, с (и) и d(u) так, чтобы у
имело период То по s согласно пункту (iv). Это должно выполняться для
всех и. На данной стадии мы еще не знаем, что представляют собой
функции с и Л,-это сейчас просто неизвестные, подлежащие определе-
нию. Полагая и = 0 в (А4.22), получаем при s = Го, пользуясь
7^-периодичностью функции у,

У(Т0,0) = Y(r o)b = y(O,O) = b.

Так как b произвольно, из последнего уравнения следует

Y(T 0)= I S> coswT0 I + — sinwT0 A(0) = I,

поэтому11 , , . . „ ,
To = 2n/w. (A4.23)

Теперь, так как y(s, и)-периодическая функция с периодом То для всех
и, то у (То, и) = Ь, и, полагая в (А4.22) s = То, получаем

что в силу выражения (А4.16) для G дает
Го

J Y"1(z)[c(M)A(Md)y + i(u)BM)y +
о ~ ~

+ (1 + uc(«))Q(y, wf, M)]dz = 0. (А4.24)

Это векторное уравнение равносильно системе из двух скалярных урав-
нений с тремя переменными и, с и d. Мы завершим доказательство, если
сможем показать, что соотношение (А4.24) определяет cud как не-
прерывно дифференцируемые функции и для всех достаточно малых

11 Значения, кратные приведенному, интереса не представляют, так как пе-
риодическому решению всегда можно приписать кратный период. Значение
(А4.23)-наименьший период решений.-Ярим. ред.
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и Зг О, причем с (0) = d (0) = 0. Мы сделаем это, используя теорему о не-
явной функции. Покажем сначала, что уравнение (А4.24) удовлетворяет-
ся при и = О, с (0) = d (0) = 0, а затем, что соответствующий якобиан
отличен от нуля и, следовательно, cad могут быть определены.

Поскольку для малых и (А4.14) по существу представляет со-
бой ряд Тейлора по му, где у2 включено в Q, мы видим, что
Q(y, v, 0)-квадратичная форма компонент у. Далее, так как y(s, 0) =
= Y(s)b (см. (А4.22)), то Q(у (s, /), v,0)-квадратичная форма компонент
Y(sJ и потому, как следует из (А4.17), представляет собой линейную
комбинацию членов cos" ws sin2"" ws с и = 0, 1, 2. Значит,
Y" 1 (z)Q(y(z,0),0,0) в силу (А4.18)-линейная комбинация членов вида
cos"wzsinT~"wz с п = 0, 1, 2, 3. Поэтому

f Y " ' (z)Q (у (г, 0), 0, O)dz = 0. (А4.25)

о
Полагая теперь в (А4.24) и = с = d = 0, мы видим, что это уравнение
удовлетворяется.

Теперь надо доказать, что якобиан левой части уравнения (А4.24) по
с, d при и. = с = d = 0 отличен от нуля. Для этого примем обозначение

_ г,
В = Го ' J У" 1 (z) В (0) Y (z) rfz. (A4.26)

о
Кроме того, заметим, что в силу (А4.17), (А4.18) и равенства А2(0) =
= - w2l

т
J Y- 1 (z)A(0)Y(z)dz = Го A(0). (A4.27)
о

Аналогично из (А4.26) после интегрирования в правой части находим

Чтобы получить нужный нам якобиан, продифференцируем сначала
левую часть (А4.24) по d, а затем положим с = d = и = 0. Един-
ственный член в подынтегральной функции остается от B(ud{u))y, т.е.
мы получим ~

/Y-'(z)B(0)y(z, 0)dz, (A4.29)
о

что в силу равенства у (z, 0) = Y (z) b (см. (А4.22)) и определения (А4.26)
для В равно ~

T0Bb. (A4.30)

Аналогично, дифференцируя левую часть (А4.24) по с и полагая с = d =
= и — 0, получаем, что единственный оставшийся член равен

:, O)dz, (A4.31)
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что равно

T0A(0)b. (A4.32)

Таким образом, чтобы завершить применение теоремы о неявной функ-
ции, остается показать, что определитель матрицы [Bb, A(0)b] для всех
ненулевых b отличен от нуля Ч Это упомянутое выше условие отличия
якобиана от нуля.

Сначала приведем А(0) к диагональному виду, используя неособое
преобразование Р матрицы А(0) к главным осям:

Р" 1 А(0)Р = i w P _°~|. (A4.33)

Из (А4.30) и последнего соотношения имеем

2Р ^ВР = Р^В^Р

] • [i _?][; S][i _?]-[_- "5].
Записав

Р"
5

получим

Р^ВР = | . (А4.34)

Поскольку матрица Р неособая, достаточно показать, что
э, А(0)Ь] отличен от нуля. Для удобства определим

тогда

Р" 1 [ВЬ, А(0)Ь] = [Р- 1 ВЬ, Р-1 А(0)Ь] = Г"*1 ! Н > Ч .
~~ ~~ ~" ~~ \_ок2 — iw/c2j

Определитель этой матрицы равен — iwk1k2(a. + 5), т.е. — iwklk2 SpB.
Поскольку Sp В = Sp В ф 0, как это сразу следует из (А4.28), мы должны
показать, что кх ф 0 и к2 ф 0.

Запишем

" Здесь мы просто используем теорему о неявной функции для системы
F(x, у, z) = 0, G{x,y,z) = 0. Чтобы эта система уравнений имела решение х =
— x(z), у = y(z), для которого x{z0) = х0, y(z0) = у0, достаточно, чтобы в точке

(хо' У о > zo) был отличен от нуля якобиан:

д(х, у)
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и предположим, что к2 = 0, кх ф 0. Тогда, поскольку b = Pk,

Ь1=Рцк1, b2 = P21kt. (A4.35)

Так как из (А4.33) следует

А(0)Р = Ш Р Г 1 _ ° 1

имеем

Л ц Р ц + Л 1 2 Р 2 1 = »vP n . (А4.36)

А21Рп + A22P2i = iwP2i. (A4.37)

Умножая (А4.36) на кх и используя (А4.35), получаем

A11b1 + Ai2b2 = iwbv

Так как А(0) и b действительны, из последнего уравнения следует, что
£>! = 0; поэтому из (А4.35) вытекает, что Р п = 0, а из (А4.37)-что
А22 = iw, а это приводит к противоречию, так как А(0) действительно.
Итак, к2 ф 0.

Аналогично предположение, что кг = 0, к2 ф 0, дает

Ь1 = Р12к2, Ъ2 = Р22к2,

AtlPl2 + А12Р22 = -iwP12,

А21Р12 + А22Р22 = - iwP22.

В результате тех же рассуждений, что и выше, получаем Ь1 = 0, Р12 =
= 0, Р22 ф 0 и, следовательно, Л 2 2 = — iw, что вновь приводит нас

к противоречию. _
Таким образом, det[Bb, A(0)b] ф 0, и, следовательно, с (и) и d(«) су-

ществуют по крайней мере для всех и из 0 =% и < и0 при некотором до-
статочно малом и0, и требования (i) и (ii) выполняются.

Из предыдущего анализа мы видели также, что выполняются ус-
ловия (iii) и (iv). С помощью преобразований (А4.8) и (A4.ll) мы показа-
ли, что (v) верно.

Если и мало, v также мало, и, следовательно, период Т(и) ft То =
= 2n/w, где частота w равна мнимой части собственных значений мат-

рицы А(0). Тем самым теорема доказана.
Рассмотрим теперь три примера, иллюстрирующих некоторые прак-

тические аспекты теоремы о бифуркации. Для простоты рассмотрим
только двумерные примеры.
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Пример 1. Рассмотрим сначала простой линейный случай (А4.1)

(A4.38)i = ["*»"] = Г *2 ] = F(x,t,),

где v- вещественный параметр. Здесь имеется единственная точка
равновесия

Xl = х2 = 0. (А4.39)

В этом простом примере мы можем найти точное решение уравнения
(А4.38), и нам, таким образом, не нужно опираться на теорему. Из
(А4.38) находим одно уравнение для х1:

х\ — vx1 + х1 = 0,

откуда получаем решение

Х2 =

1/2 / v2 \ шГ / v2 \1/2 / v2 \ ш 1
, = e " / 2 L 4 c o s ( l t + Bsin 1 t\, (A4.40)

где А и В-произвольные постоянные, а форма (А4.40) справедлива при
v2 < 4; при v2 ^ 4, конечно, вообще нет колебательного поведения. При
v ф 0 решение (А4.40) является колебательным: оно накручивается на
точку равновесия в начале координат или раскручивается с нее в зависи-
мости от того, v < 0 или v > 0. Значение v = 0 является точкой бифур-
кации. Другими словами, в фазовой плоскости для (А4.38) особая точка
(А4.39) уравнения

dx2 — Xj + vx2

dxt x2

является устойчивым или неустойчивым фокусом в зависимости от то-
го, v < 0 или v > 0 (в обоих случаях \v\ < 2).

Для значений v в окрестности точки равновесия в силу (А4.40) нет
других периодических решений, кроме

v = 0, Xi = Л cos t + Bsin t, x2 = xi (A4.41)

и (при v ф 0) решения Xj = х2 = 0, т.е. тривиального решения. Таким
образом, с точки зрения теоремы периодическое решение существует, но
оно характеризуется функцией v(u) в (A4.ll), тождественно равной нулю,
поэтому периодические решения этой системы совпадают с решениями
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системы х = F"(x, 0). Это в точности совпадает с тем, что мы получили
бы из теоремы, проведя подробный анализ.

Пример 2. Рассмотрим теперь нетривиальную систему

(А4.42)
• vx2 - ' '

Прежде чем анализировать эти уравнения (А4.42) с помощью тео-
ремы о бифуркации, отметим, что после исключения х2 система прини-
мает вид

х\ + (х\ - у)х, + х1 = 0, (А4.43)

т.е. превращается в частный случай уравнения Льенара (см. книгу Ми-
норского (1974) и утверждение (ж) из разд. 4.3), если v > 0 и, следова-
тельно, для каждого v > 0 имеет единственный устойчивый предельный
цикл. При v < 0 уравнение не относится к типу Льенара и решения типа
предельного цикла не имеет.

Исследуем теперь систему (А4.42) с помощью теоремы Хопфа. Из
(А4.3) и (А4.42) получаем

F(x, v) = 0 ^ х = а (и) = 0 (А4.44)

есть единственная особая точка. Линеаризуя (А4.42) около х = 0, имеем
(ср. с (А4.4))

. ., Г 0 1 1
(А4.45)[ V , F ( x , t ; ) ] 5 _ 0 = r _ ° Ч ,

4»"[-°. о}
Таким образом, условия (А4.5) выполняются, поскольку

SpA(0) = 0, d e t A ( 0 ) = l > 0 ,

|А(0) - Ц\ = 0 ==• X = ± i =*• w = 1 s> To = 2л.

Поскольку (ср. с (А4.6))

(А4.47)
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и w = 1, из (А4.28) получаем

B = y{B(0)-A(0)B(0)A(0)} = y | ~ J ° 1 . (A4.48)

Функция Q, определенная уравнением (А4.14), которое, согласно (А4.42),
(А4.44) и (А4.45), имеет вид

F(0 + му, и) = uA(v)y + u2Q(y, v, и) =

Г011 2 Г 0 1
= « , У + " 2 2 •

может быть записана в виде

(А4.49)

Из (А4.17) и (А4.18) с учетом (А4.46) и (А4.45) получаем

Г cos 5 sin s ~|
Y(s) = Icoss + A(0)sins =

|_ — sin s cos s J
(A4.50)

, Г cos 5 — sin s 1
Y " ' ( s ) = .

|_ sin s cos s J

Согласно (А4.10) и (А4.22) имеем

Мы знаем, что с (0) = d (0) = 0. Алгебраические уравнения для с' (0)
и d' (0) в рядах Тейлора

с (и) = с(0) + ис'(0) + ... = d(u) = d(0) + ud' (0) + ... =

= мс'(0) + ..., = u<f (0) + ...

получаются теперь из (А4.24) путем разложения по малым и и прирав-
нивания соответствующих коэффициентов с использованием A (v), В (v)
и Q из (А4.47) и (А4.49). Так как, согласно (А4.51), Y" 1 (s)y (s, 0) = b, то
члены порядка О (и) в (А4.24) с учетом (А4.26), (А4.48) и равенства Го =
= Ъ. после приведения подобных членов дают

2л

27i[c'(O)A(O)b + rf'(O)Bb] + Г У - ' Ю Г JJ m l d z = a ( A 4 - 5 2 )

J L ~ V l *7 ' U ' ^2 V̂> W) J
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Но из (А4.51) следует

bl cosz + b2sin z

y2 (z, 0) J |_ — Ь^ sin z + b2 cos z J '

так что

у] (z 0)y (z 0) = (£> cos z + b s i n z)2у] (z, 0)y2 (z, 0) = (£>! cos z + b 2 s in z)2 ( — b^ s inz + b 2
C 0 S Z ) -

П о д с т а в л я я это выражение в (А4.52) и интегрируя получающиеся функ-
ции sin" z c o s 4 ~" z, п = 1, 2, 3, 4, имеем

о

2JI J L COS Z J
cosz + b,sinz)2 ( — b, sinz + b,cosz)

= - | | ь р ь .

Если теперь использовать формулы (А4.45) для А(0) и (А4.48) для В,

(А4.52) принимает вид

откуда

с'(0) = 0, d'(O) = j\\b\\2. (A4.53)

Таким образом, для малых и

4 | b II| b II (А4.54)
Т(м) = 2я(1 + о (и2))

х (и, t) = му (£, 0) + О (и2), (А4.55)
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где y(t, 0) в силу (А4.22) выражается через Y(r) из (А4.50)

C ° S t S i n H b - (A4.56)
— sin t cos t J

Точка бифуркации системы (А4.42) получается при v = uc = 0, и от-
ветвление периодических колебательных решений происходит в область
параметра v > 0, так как из (А4.54) следует, что для периодических ре-
шений v х и2 — || b | | 2 > 0. Период предельных циклов для малых поло-
жительных v приближенно равен 7̂ , = 2тс, а сами решения типа пре-
дельных циклов можно на основании (А4.55) и (А4.56) записать в виде

|_ х2 J | |ь| | |_ — OiSin £ + o2cos t J

- sm( t - a)

(А4.57)

+ 0 (v), a = arc tg — , 0 < v « 1.

Поскольку b произвольно, то произволен и угол a, который просто
представляет сдвиг по фазе, отражая тот факт, что мы можем отсчиты-
вать t от любого момента.

Заметим, что существование предельных циклов вблизи точки би-
фуркации v = 0 требует, чтобы v > 0. Это, конечно, согласуется с ре-
зультатом, сформулированным в начале этого примера для уравнения
(А4.43), представляющего исходную систему (А4.42). Уравнение (А4.43)
играет фундаментальную роль в теории колебаний и известно под на-
званием уравнения Ван дер Поля. Оно обладает решениями типа пре-
дельного цикла для v > 0, и, как видно из (А4.57), амплитуда колебаний
зависит от параметра v. Это уравнение очень подробно обсуждается
в книге Минорского (1974)J).

Последний вопрос-об устойчивости. Для системы (А4.42) точка рав-
новесия в начале координат характеризуется линеаризованной формой

^ dx2 _ - Xl + vx2

-Xi +vx2]

что в точности совпадает с формой, обсуждавшейся в примере 1, (А4.38),
за исключением того, что теперь обязательно v > 0. Как мы видели,

11 См. также, например, книги А. А. Андронова, А. А. Витта, С. Э. Хайкина
(1959)*, С. Лефшеца (1961)*, Дж. Стокера (1953)*.-Лргш. ред.
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в этом случае особая точка представляет собой неустойчивый фокус, ес-
ли 0 < v < 2. Поэтому предельный цикл (А4.57), существующий по
крайней мере для малых v > О, устойчив.

Пример 3. Рассмотрим теперь систему

| ). (А4.58)

Как и в примере 2, мы можем записать ее в виде одного уравнения

х2 + (v - х2

2)х2 + х2 = 0. (А4.59)

Если мы заменим t на — t, уравнение примет вид

х2 + (х\ - v)x2 + х2 = 0, (А4.60)

т.е. превращается в уравнение Ван дер Поля (А4.43), частный случай
уравнения Льенара (А4.22); следовательно, уравнение (А4.60) имеет един-
ственный предельный цикл для каждого v > 0. Этот предельный цикл
устойчив при t -» оо, откуда следует, что (А4.59) имеет предельный
цикл только при обратном ходе времени (t -+ — со). Это означает, что
уравнение (А4.59) не может иметь устойчивого предельного цикла, ког-
да t -> оо.

Рассмотрим теперь результаты, полученные из теоремы бифуркации.
Применяя к (А4.58) анализ, аналогичный примеру 2, получаем

Г 0 1 1 Г 0 1 ~|
А » = < > А(0)= , п , Т0 = 2п,

SpB(O)#O; (A4.61)

Y(s) и Y - 1 (s) даны, как и ранее, формулами (А4.50), а

Q(y, v, и) =

О

(А4.62)

Теперь с учетом (А4.62) можем записать уравнение, аналогичное (А4.52):

2я[с'(0)А(0)Ь + d'(O)Bb] + | Y'1 (z)
о

dz = 0.
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Поскольку

мы получаем

С(0)
0

1

3 J I cos z
0

ь = 8 |U|1 "

и, следовательно,

с'(0) = 0, = — ] j b | 2 b . (А4.63)

Это в точности совпадает с (А4.53). Остальная часть анализа полностью
аналогична примеру 2, и результатом является (А4.57). Как и ранее, би-
фуркационным значением является и = 0, а периодические решения су-
ществуют при v > 0. Возникает вопрос, какое отношение имеет этот ре-
зультат к анализу уравнения Льенара, полученному из (А4.59).

В рассматриваемом случае в окрестности особой точки х = 0 (А4.58)
линеаризация дает

x
1
 = x

2
, x

2
 = — x

1
 — vx

2
, v > 0,

и в фазовой плоскости

uX
2
 Xj ГХ

2

(А4.64)

а для этого уравнения особая точка при 0 < v < 2 является устойчивым
фокусом. Это сразу очевидно из решения системы (А4.64), которое
имеет вид

х2 = е~""2 I A cost 1
1/2

t + Bsinl 1 -
' ] •

х1 — — х2 — vx2,

поскольку Xj и х2 стремятся к нулю колебательным образом при t ->
-> оо и малых v > 0. Таким образом, начало координат является
устойчивой точкой равновесия системы (А4.58).
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Итак, хотя теорема о бифуркации указывает на существование пре-
дельного цикла у (А4.58) для каждого достаточно малого v > О
в окрестности точки бифуркации, он не является устойчивым, и от-
личные от него решения стягиваются в единственную точку равновесия
в начале координат либо уходят на бесконечность. Это случай, противо-
положный ситуации примера 2, где точка равновесия была неустой-
чивым фокусом для 0 < р < 2 и оставалась неустойчивой для всех v > 0.

Для рассмотренного здесь примера 3 с помощью теоремы Пуанка-
ре -Бендиксона можно вывести, что при v > 0 не может быть решений
типа устойчивого предельного цикла, поскольку точка равновесия
устойчива.

В общем теорема о бифуркации является очень мощным средством
выяснения существования периодических решений и (в окрестности то-
чек бифуркации) вычисления их периодов J ). Однако она не дает никакой
информации об их устойчивости, которая, конечно, столь же важна, как
и существование. Главное применение этой теоремы состоит в исследо-
вании систем размерности выше 2. Для двумерных систем обычно бо-
лее эффективны методы фазовой плоскости (см., например, книги Ми-
норского (1974) или Сансоне и Конти (1964)).
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НЕКОТОРЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ
РЕЗУЛЬТАТЫ

ДЛЯ СИСТЕМ РЕАКЦИЙ С ДИФФУЗИЕЙ

А5.1. Существование и единственность ограниченных решений
для одного класса уравнений реакций с диффузией

Конкретная система уравнений, интересующая нас,-это система
(5.52), (5.53):

ди д2и

_ = „ ( ! _ „ _ „ , ) + _
(А5.1)

8v 82v
—-= -buv + —г-.
Bt дх2

Мы будем исследовать решения и, v, принимающие значения из [0, 1]
для t^ 0 и — оо < х < со. Используя стандартные методы, мы рассмот-
рим более общую систему, включающую в себя (А5.1). Этот метод
применялся также А. Н. Колмогоровым, И. Г. Петровским и Н.С. Пис-
куновым (1937) к скалярному уравнению Фишера (5.12).

Пусть и(х, £)-вектор-функция, удовлетворяющая уравнению

(A5.2)

где для F выполняется условие Липшица

i Z G h ) — Е (На) || < * | | H I - i h | | (A5.3)

для некоторого к > 0; | - | обозначает норму. Система (А5.1) удовлетво-
ряет этому условию. Мы докажем, что если задано

u(x,O) = f(x), (A5.4)

где f(x)-ограниченная непрерывная или кусочно-непрерывная вектор-
функция х (к этому классу принадлежат функции со значениями компо-
нент в [0, 1], которые нас особенно интересуют в связи с системой
(А5.1), в частности функции типа (5.17)), то решение системы (А5.2) суще-
ствует и единственно.

Фундаментальное решение для оператора L в (А5.2) имеет вид

G(x, t) = — ^ е " " 2 / 4 ' , 1 G(x, t)dx = 1.
2 l/jtt
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Пусть uo(x, t)- решение линейной задачи

Luo = 0, uo(x,0) = f(x),
так что

СО

uo(x, t) = | G(x - £, t)f(£)^- (A5.5)
— CO

Определим теперь последовательность функций {uf(x, f)}, i = О, 1, 2, ...
рекуррентной формулой

t 00

~ ~ 0 - ж

которая после применения оператора L дает

Lui+, = Lu0 + F (u;) = F (u,)

и, кроме того,

u l +,(x,0) = uo(x,0) = f(x).

Введем теперь
Mi+l (t) = sup || u i + 1 (x, л) - u,- (x, ri) | |.

4 < t

Используя (А5.6) и (А5.3), получаем при i ̂  2 оценку
Г со

О - со ~~ ~~

t ОО

О-оо ~

0 - со
t

= klMi(T\)<b\- (A5.7)
о

Определим теперь

M = supj |F(u o (x,t)) | .

Тогда M1 {t) < Mt, и из (А5.7) следует

Mt2 к ' ' Mf
M2(t) ^ к—-,..., Mt(t)^ > 0, i -> оо. (А5.8)

2 i!

Отсюда и из формулы

Uj + 1 (X, t) = U o (X, 0 + [Uj (X, f) - U o (X, 0 ] + ••• + [U; + ! (X, f) - U; (X, Г)]
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следует, что итерационный процесс (А5.6) сходится к предельному реше-
нию и (х, г), для которого выполняется

t 00

J G(x-$,t-Ti)F(uM)^*l, (A5.9)
0

где uo(x, t) дано в (А5.5), и поэтому u(x, 0) = f(x), т.е. выполняется на-
чальное условие (А5.4). Из (А5.9) сразу следует (А5.2).

Для доказательства единственности решения задачи (А5.2), (А5.4)
предположим, что u(1)(x, t) и и(2)(х, г)-два решения, ограниченные при
ограниченных t и удовлетворяющие (А5.9). Тогда из (А5.9) имеем

Г X

u ( 1 ) -u ( 2 ) = J { G(x-4, t - n ) [ F ( u ( 1 ) ) - F ( u ( 2 ) ) ] ^ ^ - (A5.10)
О - со

Определим теперь

N (t) = sup j| u(1) (x, г,) - u(2) (x, ii) || .

Поскольку F(u) удовлетворяет условию Липшица, из (А5.10) следует

N(tK/cj J G{x-bT\-t)N{4)dZ,dT\,
О - со

так что

N(t) ^ k$N(r\)dr\ ^ N(t) = 0.
о

Таким образом, u (I)(x, t) = u ( 2 ) (x, t), т.е. решение системы (А5.2), (А5.4)
единственно Ч

А5.2. Оценки скорости распространения волновых решений
модельной системы для реакции Белоусова-Жаботинского

Решения типа бегущей волны системы (А5.1) того класса, который
нас интересует, удовлетворяют уравнениям (5.6О)-(5.62):

/ " ~cf +/(1 - / - гд) = О, (A5.ll)

д" - сд' - bfg = 0, (А5.12)

/(оо) = 9 (-оо) = 1, / ( - о о ) = ff(oo) = О, (А5.13)

" Применение доказанной теоремы к системе (А5.1) затруднено тем, что
правые части удовлетворяют по и, v условию Липшица не во всей плоскости и,
v, а лишь в каждой ее конечной части. Преодолеть эту трудность можно так: до-
казать разрешимость задачи локально, т.е. при малых (, а затем проверить, что
при продолжении решения по ( значения и, v не могут покинуть интервал
[О, 1~\.-Прим. ред.
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где г и Ь-положительные постоянные, а с-собственное значение волно-
вой скорости. В предположении, что существуют монотонные решения
этих уравнений, мы можем получить оценки волновой скорости с через
параметры г и Ъ. В дальнейшем следует помнить, что 0 ^ / < 1 и 0 ^
=£ У ^ 1-

Интегрирование (A5.ll) от — х до ос с помощью (А4.13) дает

с = J /О - / - rg)dz, (A5.14)
— ос

а интегрируя (А5.12), получаем

СО

с = J bfgdz. (A5.15)

Из последних двух уравнений получаем еще одно выражение для с:

с = YTT i / ( 1 ~^dZm ( А 5 Л 6 )

Когда z -» — да (A5.ll) и (А5.12) в силу (А5.13) при линеаризации
асимптотически сводятся к уравнениям

/" - сf + (1 - r)f = 0, д" - eg' -bf=O,

решения которых имеют колебательный характер, если г < 1 и наруше-
но условие

с2 3*4(1 -г). (А5.17)

Когда г ^ 1, асимптотические колебательные решения невозможны. Ус-
ловие (А5.17) необходимо для выполнения н е р а в е н с т в а / ^ 0, априори
естественного требования. Таким образом, (А5.17) дает нижнюю оценку
волновой скорости.

Теперь мы получим более общие оценки с через rub. Умножая
уравнение (A5.ll) на / и интегрируя, получаем

i = ] f'2dz = - i- + f /2(1 - / - rg)dz, (A5.18)

где для удобства введено обозначение /. Умножая (A5.ll) н а / ' и инте-
грируя, получаем

/ = 4 I fef'dz. (A5.19)
6с с _т

Поскольку 0 ^ / < 1, 0 < g < 1, применение неравенства Шварца к по-
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следнему интегралу дает

г « 2 » -.1/2

\f dz j/Vdz =
1_ - со - оо J

И 1 »' 2
1 / 2 '2

при этом использовано (А5.15). Подставляя это неравенство в формулу
(А5.19), получаем

откуда следует, что

(A5.20)

Поскольку 0 ^ f, д ^ 1, из (А5.18) и (А5.16) выводим

Таким образом, / < (с/2Ь) (Ь + 2г), что вместе с (А5.20) дает оценку сни-
зу; объединив ее с оценкой с < 2 из разд. 5.5, получаем границы

ГА + —I

2 (Ь + 2г)
(А5.21)

указанные в (5.63). Оценка (А5.21) при Ь
с2

0 или г оо переходит в
с2 ^ 0, в то время как при Ъ -* оо или г -> О-в с2 ^ 1/3. Истинное
значение с в этом последнем пределе равно 2, что показано в разд. 5.5
и следует из (А5.17). Таким образом, в зависимости от диапазона
b оценка (А5.17) может оказаться при 0 < г < 1 лучше, чем (А5.21).
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А5.3. Общие результаты для оператора Лапласа
в ограниченных областях

При выводе уравнения (5.103) мы использовали то, что для функции
и(х), удовлетворяющей условиям их = 0 при х = 0, 1, выполняется
соотношение

1 1

\u2

xxdx> n2\u2

xdx. (A5.22)
о о

Позже, при выводе (5.108), мы использовали более общий результат

$\V2u\2dT_^X $ \\Vu\\2dr, (A5.23)
В дВ

где В-конечная область, ограниченная простой связной поверхностью
дВ, на которой задан нулевой поток (условия Неймана), а именно
n-Vu = 0, где п единичная внешняя нормаль к дВ. В (А5.23) ^-наимень-
шее положительное собственное значение выражения V2 + X в области
В с условиями Неймана на дВ, а || • || обозначает евклидову норму.
В настоящем разделе мы докажем эти результаты; (А5.22), конечно,
представляет собой частный случай (А5.23), если г -единственная про-
странственная переменная.

Для большей простоты и наглядности сначала выведем одномерную
оценку (А5.22), а затем докажем общий результат (А5.23).

Рассмотрим уравнение для скалярной функции w (x) одной простран-
ственной переменной

wxx + Xw = 0, (А5.24)

где ^-собственное значение для решений этого уравнения, удовлетво-
ряющих условиям Неймана на границе

wx(x) = 0, х = 0, 1. (А5.25)

Собственные функции {ц>к(х)} и собственные значения {кк}, к = 0, 1,
2, ..., задачи (А5.24), (А5.25) имеют вид

<рк(х) = cos]/Xkx, %к = /c27i2, fc = 0, 1, .... (А5.26)
1

Любую функцию и(х), для которой §ujxdx < оо, удовлетворяющую
о

условиям (А5.25), можно разложить по собственным функциям:

СО GO

и (х) = Y, ак<Рк (х) = Z акcos къх, (А5.27)
к = 0 к = 0

причем это разложение можно почленно дифференцировать два раза.
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Отсюда получаем

их (х) = — J] аккп sin кпх = — £ ак^л sin /сях,
к = О ) i = l

C 0 S ^ ^

Возводя каждое из этих равенств в квадрат, а затем интегрируя от 0 до
1 и пользуясь попарной ортогональностью собственных функций,
получаем

1 1 00 X 1

f ul dx = f ( У аккп sin кпх)2 dx = У \ {аккп sin кпх)2 dx =
О 0 к = 1 к = 1 О

«о 1 2 *

а,.к л j ып кпхах — ^ К а к >

аналогично

Однако

я 4 °° я 2 °° я 2 °°

откуда и следует (А5.22).
Аналогично доказывается общий результат (А5.23). Пусть {ц>к (/•)},

к = О, 1, 2, ...,-последовательность ортогональных собственных функ-
ций уравнения

V2w + Xw = О (А5.28)

при граничных условиях

(n-Vw)| fB = 0. (A5.29)

Пусть соответствующие собственные значения упорядочены так, что
О = Хо < X, ^ Х2 < .... Заметим, что в общем случае <р0 = const.

Пусть и (г) - функция, определенная в области В и удовлетворяющая
условиям (А5.29). Разложим и (г) в ряд по собственным функциям задачи
(А5.28), (А5.29):

« ( ! ) = I а*Ф*(г)-
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Отсюда

VM = (А5.3О)

к = 1 к = 1

Заметим далее, что в силу формулы Грина для любых /с,

(A5.31)

= 1, 2 ...

= f
ев

Поэтому в силу попарной ортогональности собственных функций ц>к из

(А5.3О) и (А5.31) получаем

J || VM ||2 Л = J
В В

X f «/cV9k' ak
к = 1 В

* = 1 В

к = 1 В

it = 1

(А5.32)

(А5.33)

Но при к ^ 1 будет If < А.!^, поэтому из (А5.32) и (А5.33) сразу выте-

кает (А5.23).
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А6.1. Механизм ингибирования субстратом
для иммобилизованного фермента

Модельный механизм, использованный в гл. 6, берет свое начало
в экспериментальных исследованиях Томаса (1975)1' (см. также там
ссылки на более раннюю литературу) по системам с иммобилизованны-
ми ферментами. В конкретной схеме Томаса фермент уриказа иммоби-
лизован на исскусственной мембране, в которой могут диффундировать
мочевая кислота и кислород, участвуя при этом в следующей реакции,
катализируемой ферментом:

уриказа
мочевая + кислород — > аллонтоин + другие
кислота (А) (£) продукты

(S)

Здесь S и А обозначают концентрации субстрата (мочевой кислоты)
и косубстрата (кислорода) соответственно.

Реакция и диффузия происходят внутри мембраны толщиной L2 (по-
рядка 50 мкм). Над ней находится неактивная мембрана толщиной Lt,
сквозь которую S и А диффундируют из резервуара. В резервуаре под-
держиваются постоянные концентрации So и Ао. Продольный размер
мембраны L.

В типичных условиях эксперимента скорость

J = VMAS/(KM + S + S2/Ks), (A6.1)

где FM, Км и X s-постоянные, причем Ks относится к ингибированию.
Диффузионные потоки веществ S и А сквозь неактивный слой из резер-
вуара к активному слою пропорциональны D'S(SO — S) и DX(AO — A)
соответственно, где D's, DA-коэффициенты диффузии S и А в неактив-
ном слое. Если Ds, DA-коэффициенты диффузии в активном слое, то
уравнения реакции с диффузией имеют вид

"(So - S) - v , Г , ^ I V + DSV
2S,

8S

~dT ~ \L2

 V~U " ' x M + s + S2/KS

(A6.2)
дА D\ VMAS

= — (Ao -A) + DAV
2A,

dt LSL2 ° ; KM + S + S2/Ks

 A

11 Список цитированных источников см. в гл. 6.-Прим. перев.
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где V2-оператор Лапласа.
Для удобства запишем (А6.2) в безразмерной форме, введя следую-

щие безразмерные переменные:

s = S/KM, а = А/Км, V*2 = L2V2, t* = Ws/L2,

а = D'JD'S, P = DJD&, К = KM/KS, (A6.3)

у = HD's/I^LiDs, р = L ^ K M / D ' S .

Переписывая систему (А6.2) в этих переменных и опуская для удобства
звездочки, получаем систему

~ = д (s, а) + V2s, -J- = /(«• а) + Ру2°- (А 6-4)
of ot

где

f(s, a) = у [а (а0 - а) - pF (s, а)],

д (s, а) = у К - s - pF (s, а)], (А6.5)

F(s,a) = sa/(l + s + Xs2),

т.е. механизм реакции с диффузией, описанный в разд. 6.2 (см. уравне-

ния (6.2) и (6.3)).

А6.2. Неустойчивость, вызванная диффузией:
математический анализ

Мы выведем здесь необходимые и достаточные условия того, чтобы
механизм (А6.4), (А6.5) был диффузионно неустойчивым в смысле Тью-
ринга (1952). Это означает, что однородное стационарное состояние (s,
а), соответствующее единственному решению системы уравнений

/(s, a) = O = 0(s, a), (A6.6)

устойчиво относительно малых однородных возмущений, но неустойчи-
во относительно малых пространственно неоднородных возмущений
концентраций около (s, а). Влияние диффузии является критическим
и приводит к неустойчивости. Изложим методику, описанную в гл. 5
в учебных целях.

Естественные граничные условия для (А6.4), (А6.5) отвечают нулевым
потокам на границе

n-Vs = 0 = n-Va, reB, (A6.7)

где г-пространственный вектор, В-граница области, в которой проис-
ходят реакции с диффузией, V-оператор градиента, а и-единичная нор-
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маль к В. В случае цилиндрических поверхностей приемлемы периоди-
ческие условия.

Линеаризуем теперь (А6.4) около стационарного состояния и для
удобства введем следующие вектор и матрицы:

(А6.8)

Линеаризованная задача (А6.4) с граничными условиями (А6.7) (нулевые
потоки на границе) имеет вид

= Mw + DV2w; (n-V)w = 0, r s B . (A6.9)
of _ _ _

Пусть «геометрические» собственные значения для интересующей
нас области равны к2, т. е. это собственные значения задачи

= 0, (n-V)W = 0, re В. (А6.10)

Записав

w(r, f) = e l 'W(r) (A6.ll)

и используя (А6.10), (А6.9), получаем «временные» собственные значения
X как решения квадратного уравнения

det [М - k2D - XI] = О,

т.е. уравнения

X2 + Ц - К , + т22) + к2(\ + Р)] + М/с2) = О, ( А 6 Л 2 )

h(k2) = pfe4 - ( m n p + т22)к2 + (тпт22 ~ т12т21).

Мы хотим найти условия, при которых система устойчива к про-
странственно однородным возмущениям относительно (s, а) и неустой-
чива к пространственно неоднородным возмущениям относительно
этой точки. Иными словами, w в (А6.11) имеет R e / t < 0 , когда диффу-
зионные эффекты отсутствуют, и по крайней мере одно X с Re X > 0 при
наличии этих эффектов. Тем самым стационарное состояние оказывает-
ся диффузионно неустойчивым.

В отсутствии диффузии собственные значения X удовлетворяют, со-
гласно (А6.12) при к2 = 0, уравнению

X2 +Х(— (шц + т22)) + ( ш п ш 2 2 — т12т21) = 0.
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Условие Re X < О означает, что параметры в / и д в (А6.5) должны быть
связаны неравенствами

m n 4- т22 < 0, ш п т 2 2 — mi2m2l > О, (А6.13)

где Шц удовлетворяют (А6.8).
При наличии эффектов диффузии к2 ф 0, и "к получается из (А6.12).

Мы хотим теперь найти условие того, что Re "к > О по крайней мере для
одного собственного значения. Поскольку из (А6.13) следует — (т11 +
+ ти) + к2{\ + Р) > 0, то искомое условие эквивалентно неравенству

h(k2) < 0. В силу второго неравенства (А6.13) и (А6.12) это может слу-
читься, только если m u p + т22 > 0. Поскольку, согласно (А6.13), ш п +
+ т22 < 0, это означает, что должно быть Р # 1, т.е. S и А должны

иметь различные коэффициенты диффузии".
Окончательно необходимые и достаточные условия возникновения

диффузионной неустойчивости в системе (А6.4), (А6.5), (А6.7) имеют вид

Щ
8s да да 8s

(А6.14)

и существует по крайней мере одно положительное собственное значе-
ние к2, такое, что

oa
l u

(Д6.15)

Из последнего неравенства следует, что неустойчивые собственные
значения к1 должны удовлетворять условиям

Яд of 8g с/У]112}

г т - т г г • (А6Л6)
cs да да os) \ \ 1й

Для каждого к2, удовлетворяющего (А6.16), соответствующее неустой-
чивое собственное значение X(Re^>0) получается из (A6.12).

" Точнее, р > 1, так как легко непосредственно проверить, что т12 < 0. Та-
ким образом, должно быть DA > D^.-Прим. ред.
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В одномерных областях, где (А6.10) имеет вид

+ /c2W = 0, — = • = 0 (x = 0, x = a),
dx2 — dx

быстрее всего растущая собственная функция линейного приближения,
т. е. функция с максимальным Re X > 0, указывает вид окончательного
распределения амплитуд. В двумерном случае это, вообще говоря, не
так.

В разд. 6.4 мы рассмотрели в качестве примера две области-пря-
моугольную О ^ х ^ а , 0 < у ^ 5 и поверхность усеченного конуса 0 <
< z < /, где г = г0 при z = 0 и г = гх при z = / (рис. 6.4, 6.5).

Для прямоугольной области задача на собственные значения (А6.10)
имеет вид

дх2 ду2

5\v aw
_ = ^ = О (х = 0, а), - = - = 0 (у = 0, b). (A6.17)

дх су

Ее решения суть

г-У, (А6.18)

где Аш„-постоянные, m, и-целые числа, а собственные значения к2 вы-
ражаются формулой

^^L = ^ + ~ (A6.19)

Если же мы выберем периодические граничные условия W(0,
у) = W (а, у), W (х, 0) = W (х, Ь), мы получаем вместо (А6.19) то же выраже-
ние, лишь вместо п2 стоит 4я2. Подставляя в (А6.16)/и g из (А6.5), а к2

из (А6.19), получаем после простых преобразований неравенство (6.10)
из разд. 6.4.

Для поверхности слабо сужающегося усеченного конуса задача на
собственные значения (А6.10) в системе координат г, 0, z имеет вид

1 a2w e2w , aw
-т- —=- + —=F- + /c2W = 0, -^=- = 0 (z = 0, /)2 ге2 5 2 — 5
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с условиями периодичности для W по 9. Решения записываются в виде

W(9, z;r)=Y, (B^ ^

(А6.20)

где В ,̂„, В£„- постоянные, а собственные значения к2 равны

k2 = kL=~+i.

Подставляя/и д из (А6.5) и к2 из (А6.20) в (А6.16), получаем условие
(6.14) из разд. 6.4.

Неравенство (А6.16) зависит от геометрии области только через соб-
ственные значения к2. Взяв / и д из (А6.5), мы можем, таким образом,

2

1

Устойчивость

^~~-

/ileycmnu'iiiliucnib

1 Устойчивость

- j jT Неустойчивость

\(

V с

К

К =

к

=0.1

0.1Z5

- 0. 15

О 80

Рис. А6.1. Кривые устойчивости, дающие диапазон неустойчивых собственных
значений к2 в (А6.10) как функцию р для системы реакций с диффузией
(А6.4), (А6.5) для значений параметров <х= 1.5, р = 13, s 0 = 103, ао = 77 и не-
скольких значений параметра ингибирования К.

оценить диапазон неустойчивых собственных значений к2. Типичные
кривые устойчивости показаны на рис. А6.1 для некоторого набора па-
раметров и трех различных значений коэффициента ингибирования К.

Для значений К, больших 0.15, область неустойчивости еще сильнее
сжимается, пока не достигается критическое значение К, такое, что К >
> К не дает неустойчивых собственных значений к. Этот случай со-
ответствует рис. 6.2, в, а именно ситуации, когда стационарное состоя-
ние возбудимо, но не является диффузионно неустойчивым. С другой
стороны, рис. А6.1 показывает, что, когда К уменьшается до К = К,
диапазон неустойчивых к2 становится бесконечным. Здесь К-такое кри-
тическое значение К, при котором стационарное состояние вновь стано-
вится возбудимым, но не диффузионно неустойчивым; для К < К си-
туация такая, как на рис. 6.2, а.
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А6.3. Параметры скорости роста плода

В разд. 6.6 мы рассмотрели типичную длину L плода от верхушки до
крестца, связанную с весом W плода соотношением L= kWiji, где
к -постоянная. Она почти наверняка меняется в зависимости от вида
животного и в течение периода беременности, однако имеющихся
данных недостаточно для определения этих зависимостей. Чтобы полу-
чить оценки сверху и снизу для длины плода как функции времени, мы
использовали простой линейный закон роста L=kA^t, где Ах-
постоянная, для оценки сверху и соотношение L = кА0 (t - Botg) типа
Хаггета и Уиддаса (1951) для оценки снизу; см. рис. 6.12. Мы оценили
А1 с помощью соотношения И 7 " 3 = A1tg, где Г9-период беременности
в днях, а И7- вес при рождении в граммах. Параметр Во = 0.4 для 0 <
< tg < 50 дней, Во = 0.3 для 50 < tg < 100 дней, Во = 0.2 для 100 <
< tg < 400 дней и Во = 0.1 для tg > 400 дней согласно Хаггету и Уид-
дасу (1951), а Ао получено из Wlli = A0(tg - Botg), где W(r) имеет тот
же смысл, что и выше.

В табл. А6.1 мы собрали данные, извлеченные из разнообразных ис-
точников. В случае противоречивых данных мы брали средние значения.
Длина при рождении указана в тех случаях, когда она известна.

Значение к не так легко определить-мы приняли /с, как в (6.17)
разд. 6.6.

Таблица А6.1

Животное

Малая бурозубка
(Sorex minutus)

Обыкновенная бурозубка
(Sorex araneus)

Гудзонская полёвка
(Zapus hudsonius)

Лесная мышь
(Apodemus sylvaticus)

Береговой крот
(Clethryonomis glaneolus)

Крот
(Talpa europea)

Вес при Длина Беремен-
рождении при рож- ность

W, г дении tg, дней
L, см

0.25

0.5

1

1-2

2

3-5

Параметры
скорости роста

Л1 Ао (Во)

22(?) 0.029 0.048 (0.4)

13-19 0.050 0.083 (0.4)

18 0.056 0.053 (0.4)

25-26 0.045 0.075 (0.4)

17-18 0.072 0.120 (0.4)

28 0.057 0.094 (0.4)



Продолжение табл. А6.1

Животное

Вес при Длина Беремен- Параметры
рождении при рож- ность скорости роста

W, г дении ir дней
L, см Л; Ао (Во)

Выхухоль
(Arvicola terrestrius)

Луювая собачка
(Cynomys ludovicianus)

Черный хорек
(Mustela putorius)

Обыкновенная белка
(Sciurius vulgaris)

Серая белка
(Sciurius carolinensis)

Флоридский кролик
(Sylvilagus floridanus |

Лесная куница
(Martes martes)

Кролик
(Oryctolagus curriculus)

Заяц-русак
(Lepus capensis)

Песец
(Alopex lagoupus)

Лисица
(Vulpes vulpes)

Серая лисица
(Urocyon cinereoargenteus)

Лесная кошка
(Felis silvestris)

Енот-полоскун
(Procyon lotor)

Рыжая горная рысь
(Lynx rufus)

Пума (кугуар)
(Puma concular)

Ягуар
(Panthera onca)

Тигр
(Panthera tigris)

Лев
(Panthera leo)

5

5 7

9-10

13-17 11.5

13-17

21 10

28

30-35

110

57

100-130

114

40

71

340

226-453

540

785-1500

1400

20-22

28-32

42

36^2

42-45

30

28

30

42

51-52

52-53

55-63

66

63

63

90-96

93-105

103-105

105-110

0.081

0.057

0.050

0.063

0.057

0.092

0.108

0.103

0.114

0.075

0.093

0.084

0.052

0.066

0.Ш

0.075

0.177

0.101

0.104

0.136

0.095

0.084

0.105

0.094

0.153

0.181

0.128

0.19

0.107

0.132

0.119

0.074

0.094

0.158

0.107

0.253

0.126

0.130

(0.4)

(0.4)

(0.4)

(0.4)

(0.4)

(0.4)

(0.4)

(0.4)

(0.4)

(0.3)

(0.3)

(0.3)

(0.3)

(0.3)

(0.3)

(0.3)

(0.3)

(0.2)

(0.3)



Продолжение табл. А6.1

Животное
Вес при

рождении
W, г

910-1364

3180

910

Длина
при рож-

дении
L, см

33
(высота)

Беремен- Параметры
ность скорости роста

tg, дней
Л, Ао (Во)

Капибара, водосвинка
(Hydrochoerus capybara)

Снежная коза
(Oreamus americanus)
Паукообразная обезьяна
(Ateles ater)

Макак-резус
(Macacus mulata)

119-126 0.085 0.107 (0.2)

147-148 0.090 0.113 (0.2)

140 0.069 0.087 (0.2)

Гризли
(Ursus horribilis)

Американский черный медведь
(Euarctos americanus)

Белохвостый олень
(Odocoileus virginianus)

Мунтжак
(Muntiacis reevesi)

Обыкновенный тюлень
(Phoca vitulina)

Пятнистый олень
(Cervus nippon)

Кашмирский олень
(Cervus elaphus)

Олень вапити
(Cervus canadensis)

Гиппопотам
(Hippopotamus amphibius)

Овцебык
(Ovibos moschatus)

Корова (швейцарской породы)
(Bostaurus)

Жираф
(Giraffa camelopardalis)

Большой однорогий азиатский
носорог
(Rhinoceros unicoris)

Двурогий черный африканский
носорог
(Dicerosbicornis)

Индийский слон
(Elephas indicas)

Африканский слон
(Laxodonta africana)

682

227

1700

1000

9000-
11000

3000

6600

13 600-
18 200

ю 27 000

7270-
11400

45 450

102 000

60 500-
66 800

20 500-
34 100

90 910

9000-
12 000

20

70-97

-97

~90

51

122

~92

180-236

213

210

210

210

236

236

249-262

234-243

275

270-300

457

474-478
(570)

548

548-730

665

0.042

0.029

0.057

0.048

0.103

0.061

0.079

0.098

0.126

0.077

0.125

0.102

0.082
(0.069)

0.053

0.070

0.70

0.053

0.036

0.071

0.068

0.128

0.076

0.099

0.123

0.157

0.096

0.157

0.113

0.092
(0.077)

0.059

0.078

0.77

(0.2)

(0.2)

(0.2)

(0.2)

(0.2)

(0.2)

(0.2)

(0.2)

(0.2)

(0.2)

(0.2)

(0.1)

(0.1)

(0.1)

(0.1)

(0.1)



ДОПОЛНЕНИЕ

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ В БИОЛОГИИ,
СВЯЗАННЫЕ С УЧЕТОМ ПОСЛЕДЕЙСТВИЯ

В. Г. Бабский, А. Д. Мышкис

Наличие последействия в эволюционирующей системе сказывается
в том, что ее состояние в любой момент времени влияет на характер
(скорости, ускорения и т.п.) эволюции этой системы не только в тот же
момент времени, но и в последующие. Математически это сказывается
в том, что в дифференциальных уравнениях, описывающих процесс
с последействием, появляются члены с запаздыванием по времени
t (см., например, уравнения (4.110) или (4.111)) либо интегралы типа
Волыперры, т.е. с верхним пределом t.

Как справедливо указывает Марри, введение запаздывания в диффе-
ренциальные уравнения, описывающие какой-либо биологический про-
цесс, является естественным математическим приемом. Это запаздыва-
ние часто имеет конкретный смысл. Например, в задаче о взаимодей-
ствующих популяциях, условно классифицируемых как «хищник»
и «жертва», оно может учитывать возраст части популяции или другие
характеристики их развития, рождаемости или вымирания. Во многих
случаях запаздывание вводится как временная характеристика второсте-
пенных или малоизученных процессов, которые на данном этапе по-
строения модели в нее не включаются. Это может быть, например, вре-
мя транспорта молекул от места их синтеза к месту их включения
в систему реакций; время формирования клеток определенного типа,
участвующих в иммунной реакции; длительность реакции части популя-
ции на лимитирующие факторы окружающей среды и т. д. Модели с за-
паздыванием впервые появились в экологии [1], где и сейчас приме-
няются наиболее широко, главным образом для объяснения различных
проявлений периодичности. В последнее время заметные успехи достиг-
нуты в применении моделей с запаздыванием в задачах иммунологии.

Цель этого краткого дополнения-указать читателю появившиеся
в последние годы работы по моделированию биологических явлений
с использованием математического аппарата теории дифференциальных
(и интегродифференциальных) уравнений с запаздывающим аргументом-
обыкновенных и с частными производными, а также родственных им ин-
тегродифференциальных уравнений типа Вольтерры. Мы, в частности,
отметим работы советских авторов, не отраженные в имеющихся обзо-
рах [2-4] на эту тему. Одной из первых работ такого характера послу-
жила работа [5]. В ней в результате введения запаздывания в экологи-
ческую модель было получено дифференциально-разностное уравнение
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(уравнение Хатчинсона)

Г x(t - h)\
х' = г 1 —^- \х (х = x(t)), (1)

где г-мальтусов коэффициент линейного роста, h-например, возраст
производителей вида, К-средняя численность популяции, определяемая
емкостью среды. Как известно, уравнение (1) при rh > тг/2 имеет в каче-
стве решения предельный цикл. Этот пример показывает заметный эф-
фект дестабилизации, который может вызвать запаздывание на фоне
стабилизирующего влияния лимитирования ресурсов. С помощью про-
стой модели (1) были предприняты удачные попытки объяснения раз-
личных случаев циклического изменения численности популяции. Так,
Мей [6] получил качественное совпадение результата теоретического
исследования с экспериментальными данными для зеленой падальной
мухи; в работе [7] модель с запаздыванием позволила объяснить 4-лет-
ний цикл популяции пашенной полевки. Различные примеры влияния
возрастной структуры популяции на динамику ее численности приве-
дены в [1, 8, 9].

Большая группа работ, посвященных уравнению Хатчинсона, выпол-
нена Ю.С. Колесовым и его сотрудниками (см., в частности, книгу [10],
где биологические задачи обсуждаются наряду с математическими ре-
зультатами по автоколебаниям в системах с запаздыванием и техниче-
скими приложениями). В [11] построена асимптотика уравнения (1) при
rh — тг/2 « 1, а в [12]-при rh » л/2. Заметим, что в работе [13] развит
специальный вариант метода нормальных форм, объединенного с мето-
дом интегральных многообразий, который пригоден для широкого
класса систем дифференциально-разностных уравнений. Уравнение (1)
исследуется также в работе Хаделера [14], а в [15] получена прибли-
женная формула для возникающего периодического решения. Ю. С. Ко-
лесов [13] показал, что уравнение (1) достаточно хорошо описывает
динамику изменения численности многих массовых видов животных,
так как у таких видов средняя продолжительность жизни обычно
лишь немногим больше h. Если же это условие нарушается, то в прос-
тейшем случае от (1) можно перейти [16, 17] к уравнению (в безразмер-
ном времени)

, _ Г, _ «1-х(г - h) + <x2x(r - h - 1 ) 1
х, (2)

где оцос^ 0, оц + ое2 = 1. Эти параметры характеризуют вклад со-
ответствующей возрастной группы в рост популяции. Оказывается, если
h х 1, некоторый процент долгожителей приводит к уменьшению осцил-
ляции численности. Если же h ~ 2, наличие любого количества долгожи-
телей приводит к увеличению осциляции численности. Отсюда, в част-
ности, следует объяснение причины более интенсивных колебаний
численности зайца-беляка в Якутии по сравнению с ондатрой.
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Обобщенному (в смысле (2)) уравнению Хатчинсона посвящены так-
же работы [18, 19]. Заметим, что существуют различные обобщения
уравнения (1). Так, в [20] изучаются существование и устойчивость пе-
риодических решений, а также их области притяжения, для уравнения

х' = г[\ - f>x - yx(t - h)]x. (3)

В работе [21] рассмотрено уравнение

х' = г[1 - р* - yx(t - 1) - 8х(£ - 2)]х, (4)

а в [22]-уравнение

х = г [ 1 - { )к )

для которого получены условия асимптотической устойчивости равно-
весия в зависимости от р и в. Отметим работы Брауэра [23-25], изучав-
шего уравнения общего вида х' = xf(x(t — h)) — Е с точки зрения
устойчивости и временных характеристик его решений в зависимости от
Е, т.е. от постоянного снятия «урожая». В частности, показано, что уве-
личение Е ведет к возрастанию диапазона запаздываний h, при которых
будет иметь место асимптотическая устойчивость.

Для организмов с неперекрывающимися поколениями время являет-
ся дискретной переменной и рост популяций моделируется разностны-
ми уравнениями, а естественным запаздыванием является время жизни
одного поколения. Здесь также возможны устойчивые предельные
циклы [8] и даже более сложные «хаотические» режимы. Возможны, од-
нако, ситуации, когда для популяций с неперекрывающимися поколе-
ниями запаздывание явно входит в регуляторный механизм, зависящий
от плотности популяции, что приводит к конечно-разностным уравне-
ниям с запаздыванием вида Nt+1 = NtF(Nt_h), у которых также при до-
статочно большом запаздывании возникают устойчивые предельные
циклы [26].

Другой путь обобщения уравнения Хатчинсона - введение непрерыв-
ного запаздывания, например, путем перехода к следующему уравне-
нию [27]

х' = rx(\ -^r]x(t -s)dai(s)\ (6)

для которого изучалась бифуркация периодического решения от стацио-
нарного состояния xitj'^C (см. также работы [28, 29] с другими моди-
фикациями и усложнениями модели (6)).

Основной задачей математической экологии является описание взаи-
модействующих популяций, и здесь основополагающей является модель
Лотки - Вольтерры (ЛВ), которая достаточно подробно обсуждается
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в настоящей книге. Модели с запаздыванием для задачи «хищник-жер-
тва» вообще и системы Л В в частности описаны в обзорах [1-4], и мы
укажем главным образом работы, появившиеся в последние годы.

Вангерски и Каннингем [30] рассмотрели следующую систему ЛВ
с запаздыванием (анализ их модели см. также в обзоре [31]):

х' = ах - сху — foe2,
(7)

/ = -еу + с.хЦ - h)y(t - h);

здесь х, у-плотности популяций соответственно жертвы и хищника. За-
паздывание h имеет здесь смысл осредненного интервала времени меж-
ду моментом гибели одной особи жертвы и моментом соответствующе-
го увеличения числа взрослых хищников. У системы (7) возможны
различные модификации, когда запаздывание входит в одно из уравне-
ний (7) или в оба уравнения. В опубликованных работах основные уси-
лия авторов были направлены на получение условий существования по-
ложительного непостоянного периодического решения (см., например,
[32-34]). С этой целью широко применялись асимптотические [35, 36]
и численные [37, 38] методы.

Активно развивается теория моделей с непрерывным запаздыванием,
особенно в работах Кашинга [39-41]. Такая модель (система интегро-
дифференциальных уравнений) может иметь, например, следующий вид
[41]:

- с„х - с
1 2 о

У = b2y{-\ + c2 1 } x(t - h)da2(h)\ (8)
о

bt > 0, си > 0, dat(h) > 0, j da.i(h) = 1, i = 1, 2.
о

Здесь интегралы Стильтьеса отражают контакты между хищником
и жертвой в прошлые времена, влияющие на скорости роста обоих видов.
Отметим, что в задаче хищник-жертва эффекты запаздывания впервые
ввел Вольтерра в своей известной книге [42]. При doc, (Л) = /c;(/t)d/i и не-
которых других условиях он показал, что все решения имеют опреде-
ленный колебательный характер.

Изучение моделей с непрерывным запаздыванием (наследствен-
ностью) [43—46] позволило получить ряд новых качественных эффектов.
В работе [47] рассмотрен аналог системы (7) с непрерывным запаздыва-
нием и со сбором «урожая» (положительным или отрицательным) хищ-
ников; получены достаточные условия существования положительных
периодических решений.

Разнообразие математических моделей с запаздыванием в задаче
хищник-жертва связано с тем, что само запаздывание может иметь
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самый разный биологический смысл. Так, в работе [48] запаздывание
входит в скорость вымирания хищников, вызванного голоданием (отри-
цательная реакция), и также приводит к дестабилизации положения рав-
новесия и возникновению устойчивого предельного цикла.

Ю. С. Колесов [13], высказывая мнение, что существующие матема-
тические модели в экологии плохо описывают имеющиеся эксперимен-
тальные данные, предложил новый вариант модели ЛВ:

(9)

При составлении системы (9) сделано следующее основное допущение:
считается, что сопротивление внешней среды есть внутренняя характе-
ристика вида, т.е. оно не зависит от наличия или отсутствия хищника.
Из этой гипотезы сразу следует, что

a) r? K (1 0>

Здесь г?-мальтусов коэффициент линейного роста для жертвы, а
К® -средняя численность жертвы в отсутствие хищника. Второе равен-
ство (10) раскрывает биологический смысл параметра а: за счет давления
хищника популяция жертвы уменьшается в среднем в (1 + а) раз.

Система (9) обладает разнообразными динамическими свойствами.
Некоторые из них были выявлены в работе [49] при помощи специаль-
ного асимптотического метода, разработанного в [13, 50]. Ряд резуль-
татов был установлен численно [51].

Аналогичным способом в работах Ю. С. Колесова и его сотрудников
моделируется задача о конкуренции видов. Анализ соответствующих
дифференциально-разностных уравнений позволил дополнить и уточ-
нить так называемую теорему Гаузе, а также объяснить причины сосу-
ществования в природе близких видов с наличием ведущего [16, 52].
Последовательное применение этих идей позволило дать теоретическое
объяснение десятилетнего цикла колебаний численности млекопитаю-
щих в Канаде и Якутии. Следует отметить, что в работе [52] были
объяснены тонкие и сложные явления, реально наблюдаемые в природе.
Результаты, полученные в [52], были существенно дополнены в работах
[17, 53-56], в которых установлены причины появления многих устой-
чивых режимов, связь возрастной структуры с периодом колебаний, по-
явление двухчастотных колебаний и т.д.

Исследовалась также задача о влиянии неоднородности среды оби-
тания на динамику численности вида при учете запаздывания [11, 13, 16,
49, 57, 58]. Она сводится к краевой задаче в области Q на плоскости
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с границей Г вида

НУ

^ = D42x + r(\-ax,_h), (Vx, n)r = 0, (11)
dt — ~

где а = a(sl, s2) > 0. Как оказывается, неоднородное сопротивление
внешней среды в определенном смысле всегда полезно виду. Рассмотре-
ние уравнения (11) позволило объяснить еще ряд природных феноменов
[49, 56].

В работе [59] для уравнения Хатчинсона с диффузией

х, = гх[1 - x(s, £ - 1)] + Dxss, se[-L, L],

t ;> 0, x | _ L = x | L = 0

показано, что при некотором L = LKplIT стационарное решение теряет
устойчивость и от него ответвляется периодическое решение.

Модель с запаздыванием, описывающую возникновение простран-
ственных структур в сообществах хищник-жертва, исследовал и автор
настоящей книги [60]. Он рассмотрел нелинейное уравнение

X,(s, t) = U(X(s, t-h))- V{X(s, t-h)) + DXss(s, t), (13)

где функция U учитывает как рост популяции жертвы, так и эффект
перенаселения, а функция К отражает воздействие хищников. Предпола-
гается, что у уравнения (13) имеется равновесное состояние Хо -решение
уравнения U(X0)-V(X0) = 0. Вводятся возмущения относительно этого
состояния X (s, г) = Хо (s, t) + x (s, t), и в предположении, что U и V не-
четны относительно Хо, получается (с точностью до О(х3)) в безраз-
мерных переменных уравнение

х, = соф, t - 1) + ex3(s, f - 1) + хет. (14)

При |е | « 1 находится решение уравнения (14) типа бегущей волны, ко-
торое в пределе при t —> со оказывается не зависящим от £ и имеет вид
х ~ cos[co(s + ct) + к]. Это решение устойчиво.

Отметим, что для более широкого класса возмущений все периоди-
ческие решения и решения типа бегущей волны для уравнения (14) и бо-
лее общего уравнения с непрерывным запаздыванием

х, = аК*х + е(К*х)3 + xss (15)

(Х*х-свертка с ядром К) при Е « 1 оказываются неустойчивыми [61].
Возникновению бегущих волн в пространственно распределенных по-

пуляциях и определению асимптотической скорости их распространения
посвящены также работы [62, 63]. Упомянем математическую работу
[64], посвященную модели ЛВ с непрерывным запаздыванием и диффу-
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зией, где изучаются существование, единственность и гладкость реше-
ний и их асимптотическое поведение при t —> оо.

Своеобразный класс экологических задач порождает теория эпиде-
мий (см., например, [65]), где вся популяция делится на группы вос-
приимчивых индивидуумов, источников инфекции и изолированных ин-
дивидуумов. Так, в работе [66] для модели с запаздыванием

х' = bx(t — h)y(t — h) — сх, у' = ex — bxy,
(16)

z' = b[_xy-x{t-h)y(t-h)~]

с условием х + у + z = 1 и интегральным ограничением

х + у = -а - b \ xyds, a > 0, (17)
t-h

выражающим наличие инкубационного периода, показано, что решение
при С -> оо стремится к постоянной.

Упрощенная модель эпидемии может выражаться интегральным
уравнением вида

x(t) = j f(s, x(s))ds. (18)
t-h

Для модели (18) и ее обобщений в [67, 68] изучается ветвление периоди-
ческих решений, если параметром служит запаздывание h. Отметим так-
же работы [69-72], посвященные моделям эпидемии с непрерывным
запаздыванием.

Дифференциальные уравнения с запаздывающим аргументом ис-
пользуются также при построении математических моделей в иммуно-
логии (см. [73]). В серии работ Б. Ф. Диброва, М. А. Лившица
и М. В. Волькенштейна [74-78] построены различные модели иммунной
реакции, вызванной внедрением чужеродного материала-антигена (Аг).
Скорость выработки специфических антител (Ат) можно считать про-
порциональной наличному количеству плазматических клеток, опреде-
ляемому числом В-лимфоцитов, стимулированных Аг на hr ранее. Ана-
логично возможное образование клеток иммунной памяти определяется
числом актов стимуляции В-лимфоцитов с запаздыванием hm. В резуль-
тате одна из основных моделей представляет собой систему уравнений

х' = I -х~гх - Рхд + Amx(t - hm)g(t - hm)Q(t - hj,

g' = Kg - Qga, (19)

a' = Arx(t - hr)g(t - hr)Q{t - hr) - Rga - Ea,

где x, g, а-соответственно количества В-лимфоцитов (со специфически-
ми рецепторами к данному Аг), антигена и специфических Ат;
9(г)-функция Хевисайда; Р, I, х, Ат, Аг, К, Q, R, Е-постоянные, харак-
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теризующие производство, гибель и взаимодействие х, д и а. Для моде-
ли (19) и некоторых ее обобщений (в том числе с непрерывным запазды-
ванием) исследована зависимость динамики иммунного процесса от
начальных данных и значений параметров, характеризующих иммунную
систему и Аг. Показано, что одним из наиболее важных параметров,
определяющих режим реакции, является продолжительность запаздыва-
ния hr в производстве Ат. При малом hr возможно стационарное сосу-
ществование Аг и специфических Ат, увеличение же hr приводит к поте-
ре устойчивости стационарного состояния и к возникновению автоколе-
баний. Дальнейшее увеличение hr ведет к неограниченному размноже-
нию Аг, т.е. к гибели организма. Один из основных результатов работ
[74-78] заключается в том, что изменение продолжительности запазды-
ваний может служить эффективным методом управления иммунными
процессами. При малом hr велика вероятность инфекционного заболева-
ния, тогда как незначительное увеличение hr может привести к суще-
ственному уменьшению этой вероятности. Чем больше hr, тем резче
различия в ходе инфекционного процесса в зависимости от дозы Аг.

В работе [79] рассмотрена модель, несколько отличная от (19)
и приводящая к системе двух дифференциальных уравнений с запазды-
вающим аргументом, для которой методами теории бифуркаций дока-
зано, что при изменении параметров системы одно из состояний равно-
весия может породить устойчивый предельный цикл; получены фор-
мулы для амплитуды и периода в зависимости от величины запаздыва-
ния.

Различные модели с запаздыванием, эффективно описывающие не
только иммунный ответ организма, но и динамику заболевания в це-
лом, разработаны Г. И. Марчуком и его сотрудниками [80-83] и под-
робно описаны в монографии [80]. Приведем в качестве примера одну
из моделей:

V = (Р - Y F ) K С = C(m)aF(t - h)V(t - h) - \ic(C - С*),

F = pC - IOTIYF V- \iFF, (20)

m' = bV- i^m,
где К-количество Аг в организме, С-количество плазматических кле-
ток, производящих антитела F, т-относительная характеристика по-
врежденной части организма. Модель (20) и ее модификации детально ис-
следованы качественно и численно, получены условия существования
нетривиальных положительных стационарных решений. Особое внима-
ние уделено биологической интерпретации полученных результатов
и практическим выводам из них, особенно по хронической и острой
форме заболевания. Эта область исследований активно развивается.
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