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о 
ОКА ТЕОРЕМЫ- теоремы о классич. проблемах 

теории функций многпх комплексных переменных, впер
вые доказанные К .  Ока в 1 930-50 (см.  [ 1 ] ) .  

1 )  О . т .  о Куаепа пробле.мах: первая проблема Кузена 
разрешима в любой области голоморфности в «:;n; 
вторая проблема Кузена разрешима в любой области 
голоморфности Dc:.Cn , гомеоморфной D1 Х . . •  Х Dn, 
где все области Dv с:. С, кроме , возможно , одной , од
носвязны . 2) О . т .  о Леви пробле.ме: всякая псевдовьшуклая ри
манова область является областью голоморфности . 

Первоначально зта теорема была доказана К .  Ока 
для размерности n=2 ;  в случае произвольной размер
ности она доказана К. Ока и др . математиками.  

3) О к а - В е й л я т е о р е м а :  пусть D - об
ласть в Сп и комиакт Kc:.D совпадает со своей обо
лочкой относительно алгебры 6 (D) всех голоморфных 
в D функций; тогда для любой функции f, голоморфной 
в окрестности К, 11 любого Е >0 найдетел функция 
FE6 (D) такая, что 

max//-P/<E. к 
Эта фундаментальная теорема теории голоморфных 

приближений широко применяется в комплексном и 
функциональном анализе . 

4) О .  т. о к о г е р е н т н о с т и: пусть 6 - пучок 
голаморфных функций на комплексном многообразии Х ; 
тогда для любого натурального числа р любоii локально 
конечно порожденныii подпучок пучка 6Р = 6 Х . . .  Х 6 
(р раз) является когерентным апалиrпичес�>и�t ny•t�>O.lt . 

Это одна из основных теорем т. н. теории Ока -
:Н:арпша, к-рая существенно используется при доказа
тельстве Kaprnaнa теорем А и В .  

Лит.: [1 ] О к а R. , Sur les fonctions analitiques plusieurs 
variaЬ!es, Tokyo, 196 1; [2] Х с р м а н д е р Л . ,  Введение в тео
рию функций нескольких комшiсксных переменных , пер . с англ . , 
М., 1968; LЗ] Г а н н и н г Р., Р о с с иХ., Аналитические фунн
ции многих комн.пенсных нсрсменных, пер .  с aiiГJI . ,  М. , 19б9. 

Е. М. Чирпа. 
ОКАйМЛЕНИЕ ПРОСТРАНСТВА Х в б и к о��

п а к т н ом р а сши р ени и ЬХ-�онечное семей
ство {и 1, • • •  , и k }  открытых в Х множеств такое , что 
множество к"'и1U ... U иk бикомпактно и ЬХ= 
=К U U 1 U ... U й k• где Й k- наибольшее открытое 
в ЬХ множество, высекающее на Х множество иi (Х 
предпо-лагается вполне регулярным) . Понятие О . п .  Х в 
ЪХ совпадает с понятием близостиого продолжаемого 
окаймления пространства близости; Х (близость на Х 
индуцирована расширением ЬХ), формулируемом в 
близостных терминах:  кроме бикомпактности К тре
буется , чтобы для любой окрестности (i)к семейство 
{6к, иl, ... , иk }  было равномерным покрытием прост
ранства Х. Просто о к а й м л е н и е м пространства 
Х паз .  его окаймление в бикомпактном расширении 
Стоуна - Чеха . На языке окаiiмлений формулируется 
ряд теорем о размерности наростов бикомпактных рас
ширений топологпчес.ких и близостных пространств. 

Лит.: [ 1 ]  С м и р н оn Ю. М., <•Матсм. сб . >> ,  1966, т. 7 1 ,  М 4 , 
с. 4 5 4 -82. В. В. Федорчук. 

ОКАЙМЛЕНИЯ МЕТОД - мвтод реншння системы 
линеiiных алгебраич . уравнений А х= Ь с невырожденвой 

матрицей, обращения матрицы и вычисления опреде
лителя, основанныii на рекуррентном переходе от ре
шения задачи с матрицей 

��-.k-1 11 
ak-1 , k - 1ll 

к решению задачи с матрицей А k• рассматриваемой 
как результат окаймления А k _ 1 • 

Вычислительная схема О .  м .  для обращения матриц 
такова .  Пусть А k - 1 - невырожденпал матрица . Для 
обращения матрицы А k используется представление 

где 

Ak= \l :k
k-

1 ::J' (1) 

Иk=(at, k• а2 , k• . . . , ak+1, k)т, vk= (ak, 1• ak, 2• . . .  , ak, k-1)
Тогда 

А -1 
k = (2) 

Последовательное обращение матриц А 1 , А2 , • • • , A n 
п9 этоii схеме дает матрицу А - 1 • 

Описанная схема О .  м. пригодна лишь для матриц 
с отличными от нуля главными минорами. В общем слу
чае следует принять схему О .  м. с выбором главного 
элемента . В этой схеме в качестве окаiiмллющих стро
ки и столбца берутел те , для к-рых ak= akk- vkA"k}.1uk 
будет максимальным ио модулю. Тогда вычисленвал 
матрица будет отличаться от А -1 лишь перестановкой 
строк и: столбцов [1). 

По быстродеliствию О . м. не устуиает самым быстро
действующим из прямых методов обращепия .матрицы. 

О . м. позволнет эффективно обращать треугольные 
матрицы . Если А k _1- прав ал треугольная матрица, 
то в (1) 

- Af!1uk � akk • 1 
akk 

о 
Объем вычислений в этом случае уменьшается в 6 раз . 

Особенно эффективен О. м. при обращении эрмитовых 
положительно определенных матриц. Для этих матриц 
не нужно применять схему выбора гJtавного элемента . 
Кроме того, они могут быть заданы лишь половиной 
своих элементов . Вычислительнан схема в этом слу
чае упрощается: 

А-1 
k � 

ak ak 
Pk=Ai!1uk, ak=akk-ukPk. 
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Вычислительная схема О .  м. для решения системы 
состоит в следующем. Пусть ь<kр>=(а1р• Uzp, •. . , Ukp)T, 
k=1 ,  2 ,  . . .  , п; ь<п, n+l>=-b. Если Ak_1- нены
рожденння матрица и x<k -1• р> - решение системы 
A k_,x<k-1, p>+ь<k-l, Р>=О, то решение x<kp> системы 
A kx<kp>+Ьikp>=O находится из nредставления 

, ь<"Р'= . А =!,J Ak-1 Ь<k-1,k> [ l ij b<k-1.p> l l 
R [1 Vk Ukk 1' 1 Ufcp 1 

и из (2) следующим образом: 

x<k·· р> = 1 1 Ао
,;-�1 о \\1\ Ь<k-1, р> [i+ 

01 1 Ukp 11 
1 llx<k-1.k> v kx<k-l.p) -x<k-1,k>bk l l-+a,;![ -vkx<k-1.p>+Ьk -

(3) 

-1'1 x<k-1.p>i
l
l
l_ 

'kx<k-l.P>_ьk [ l x<k-1. "> lj (4) - i О akk_v1/k-1• р> 1 1 , · 
Таким образом , по решениям x<k-1, Р>и x<k-1, k> систем 
с одной и той же матрицей А k _1 и разными правыми ча
стями легко получить решение системы с окаймленной 
матрицей А k· Решение исходной системы: x<n, n + 1>. 
Оно может быть получено рекуррентным применением 
соотношения (4). Это своJ:J,ится к последовательному 
вычислению совокупности векторов x<kp>, k= 1 ,  2 ,  
. • . , n , p>k , т о  есть 

x<l2), хОз >, 
х<23>, 

хОп> ' 
х<2п>, 

. . .  , . . .  , 

х<1, n+ 1), 
х<2, n+1>, 

x<n-1, п>, x<n-1, n+l>,, 
x<n.n+l>. 

По объему вычислительной работы приведеиная схе
ма О . м. равносильна Гаусса :методу, одному из самых 
быстродеiiствующих прямых методов решения систем. 

О. м . позволяет решать системы повышенного поряд
ка за счет :эффективного использования памяти ЭВМ. 
Это обусловлено тем, что для вычисления векторов 
x<k, Р>, p>k , требуется запоминание только векторов 
x<k-1,P>, p> (k - 1 ) ,  и коэффициентов k-го уравнения 
системы, т . е. массива чисел длины f (k)= k (n-k+1)+ 
+ (п+ 1 ) . Позтому для решения системы п-го порядка 
достаточно иметь рабочее поле длины (п+1)  (п+5)/4"" 
"" (п/2)2• При :этом злементы матрицы и правой части 
можно вводить в память ЭВМ не сразу, а последова
тельно - по строкам. 

О. м .  целесообразно использовать при решении 
системы, для к-рой уже ранее решена усеченная систе
ма. Тогда соотношение (4) сразу дает искомое решение . 

Описанная схема О .  м. может быть использована для 
вычисления определителя . Из представления (1 ) следует, 
что 

1 Ak 1 = / akk-vkAk�1uk 11 Ak-1\· 
Рекуррентное применение :этого соотношения дает IA 1. 

Так же, как и обращение матрицы , решение системы 
и вычисление определителя по О .  м. возможно лишь 
для матриц с иенулевыми главными минорами . В общем 
случае здесь также необходимо использовать схему 
выбора гланиого :элемента .  

Лит. : [1) В о с n  о д и н в. В. , Численные методы а.'lгебры, 
М . ,  1 966;  [2] Ф а  д д е с в д. R . ,  Фа д д е с в  а В. Н., Вычисли
тельные методы линейной aJJreбpы, 2 изд . ,  М .-;'1. , 1 963 .  • Г. Д. Ким. 

ОКАТЫВАНИЕ - см. Сu:м.J.tетриаация. 
ОКЕАНОЛОГИИ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ -

математические задачп н оfiпасти физнюr, химии, гео
логии и биологии океана. В физике океана зто прежде 
всего задачи геофизич. гидродинамики (определяемой 

как гидродинамика природных течений вращающихся 
бароклинных стратифицированных жидкостей) .  Вра
щеюrе Земли , существенно влияющее на крупномасш
табные течения ( 1·лобальных и синоптич . масштабов) , 
и стратификация , т. е. изменение плотности среды по 
направлению силы тяжести (вертикали) , создают спе
цифич . анизотропию индивидуальных гидродинамич . 
полей в океане или их статистич. характеристик , к-рую 
необходимо учитывать , напр . ,  при выборе базисных фун
кций для описания :этих полей по методу Галеркина , при 
объективном анализе (интерполяции , :экстраполяции , 
сглаживании) змпирич. данных об :этих полях и выбо
ре статистич . моделей для вертикально-неоднородных 
случайных полей турбулентности и внутренних волн.  

Аналитич. описание собственных колебаний океана 
при помощи линеаризированпых уравнений гидроди
намики затрудняется из-за леправильной формы его 
границ - дна и берегов , что делает невозможным ис
пользование решений с разделяющимиен переменными . 
Позтому в теории приливов , в к-рой существенна воз
можность резонансных реакций океана на приливообра
зующие силы ,  имеются аналитич . расчеты лишь для 
модельных океанов правильной формы (напр . , оl·рани
ченных отрезками меридианов и параллелей ) .  В реаль
ной же геометрии последовательные (возрастающие) соб
ственные частоты должны определяться как зкстремумы 
квадратичных интегральных функционалов , родствен
ных :энергии , на зкстремалях, подбираемых по методу 
Галеркина ; такой подход полностью еще не реализован . 
В теории пр илинов заметна не только линейная , но и 
неЛiшейная реакция океана на приливообразующие си
лы ,  к-рая может быть описана при представлении вы
соты прилива в виде функционального степенного ряда 
по приливообразующим силам; функциональные коэф
фициенты такого ряда описывают свойства океана как 
резонанспой системы . 

Для океана специфично наличие среди решений урав
нений гидродинамики нескольких классов волн - акус
тиче�ких,  поверхностных (капиллярных и гравитацион
ных) , внутренних гравитационных, инерционных (вклю
чая баротропные и бароклинные волны Росби -
Блиновой , образующиеся вследствие изменения с ши
ротоii вертикальной проекции угловой скорости вра
щения Земли) и , наконец, гидромагнитных, возникаю
щих при движениях :электропроводной жидкости (со
леной морской воды) в геомагнитном поле .  Построение 
отдельных классов волновых решений (и динамич . урав
нений для них) осуществляется при помощи асимпто
тич . методов нелинейной механики, родственных ме
тоду Ван дер Поля , в виде асимптотич . рядов по сте
пеням малых параметров , стоящих при <<Лишних» про
изводных по времени . Примером служит т. н .  квазигео
строфич .  разложение , отфильтровывающее из числа 
решений уравнений гидродинамики быстрые волны и 
выделяющее класс волн Росби- Блиновой. 

Волны в океане , как правило,  нелинейны . Для длин
ных нелинейных волн, поверхностных и внутренних , 
удается вывести уравнение Кортенега-де Фриса п ис
пользовать его солитонные и периодические (кноидаль
ные) решения . Для коротких волн сколько-пибудь общих 
методов нахождения солитонных и периодич. решениii 
еще не построено, и существуют лишь отдельные приме
ры (капиллярные волны Слезнина- Rраппера ,  гравита
ционные волны Герстнера и Стокса , баротропные и ба
роклииные солитопы Росби) .  Недостаточно развиты 
и статистич . теории пелинеi'шых волновых полей, осо
бенно актуальные для описания поверхностных и вну
тренних гравитационных волн (для внутренних волн -
с генерацией ими турбулентных пятен и расплыванием 
nоследних в слои вертикальпой микроструктуры) и 
волн Росби (с :эволюцией квазидвумерноii турбулент
ности в Нелинейное волновое поле) .  
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Одной из важнейших проблем гидродинамики океана 

f!ВЛлетсл математич . моделирование его циркуляции 
(в наиболее общей постановке - в его взаимодействии 
с атмосферой через т. н. верхний персмешанный слой 
океана и пограничный слой атмосферы\, причем вслед
ствие большой ширины спектра масштабов пространет
венных неоднородностей (от миллиметров до 10• кило
метров) моделируемая система здесь имеет огромное 
число степеней свободы (при миллиметровых элементар
ных объемах порядка 1028), и неизбежно возникает 
необходимость их аггрегированил , напр . методом пара
метризации мелкомасштабных nроцессов . 

При аппроксимации континуальных гидродинамич. 
уравнений разностными возникают вопросы о порядке 
аппроксимации , сходимости и устойчивости разноетпой 
схемы . В современных т. н. вихреразрешающих моде
лях циркуляции о:кеана используются пространствеи
ные сетки с горизонтальными шагами порлд:ка немно
гих десятков :километров . Конкурирующими могут быть 
схемы , использующие спе:ктральные (в том числе галер
кинские) разложения пространствеиных гидродинамич. 
полей . 

Основные задачи математич . обработки данных изме
рений в гидродинамике океана делятел на задачи зон
дирования (функции от глубипы , их разложения на мо
ды , спектры) , буксировки (горизонтальные и пуост
ранственно-временные спектры с доплеровсними эффек
тами) и полигонных измерений (временные ряды на 
трехмерной сетке точек , их спектры и взаимные спект
ры,  объективный анализ , синхронные пространствен
вые картины , четырехмерный анализ волновых полей) . 

В акустике океана рассматриваютел типичные зада
чи распространения волн в слоистых средах; для ана
литич . описания вертикальной струнтуры волновых по
лей в ряде случаев испощ,зуется приближение ВКБ 
(см. ВК В-.метод). В оптике океана специфич. процес
сом является многократное рассеяние света , для опи
сания к-рого используютел численные решения уравне
ния переноса излучения , получаемые методами Монте
Карло , и асимптотические аналитич. решения . В химии 
океана важной математич. задачей является расчет 
конвективной диффузии неконсервативных примесей со 
специфич . источниками и стоками. 

В геологии океана в связи с развитием мобилистской 
геотектоники (т. н. тектоники литосферных плит) 
возникли задачи кинематич . расчетов движения жест
ких плит на поверхности сферы и их генетич . объясне
ния при помощи математич . моделирования процессов 
плотностной конвенции в земной мантии (возни:каю
щеii вследствие перехода тяжелых веществ из мантии в 
ядро) . Одной из важных частных задач геологии явля
ется биостратиграфил , т. е. распознавание возрастов 
слоев осадочных пород по содержащимсл в них микро
палеонтологич . ассамблеям при помощи программ с са
мообучением (пока что в большинстве работ эта задача 
решается nриближенно без использования ЭВМ) . 

Весьма объемные вычислительные задачи оценки ста
тистич . характеристик сигналов , фильтрации шумов и 
распознавания образов возникают при регистрации и 
обработке данных морского многоканального непрерыв
ного глубинного сеiiсмопрофилированил и вибропросве
чиванил океанского дна , причем в ряде случаев и при 
постановке измерений (пространственные распределе
ния излучателей и приемликов сигналов), и при их 
регистрации nерспективны голографич . методы, ис
пользующие иреобразования Фурье . 

В биологии океана в проблеме управления биолоrич. 
продуктивностью океана важное значение приобретает 
математич. моделирование структуры и функциониро
вания эколопiч. снсте�1 н, в частности,  динамики попу
ляций. Примором служит задача об iо!Волюции со вре
менем t вертикальных распределений Чi (z, t) комnонент 

qi экологич. системы (включающих концентрации ряда 
видов фито- и зооnланктона , кислорода , углекислого 
газа , фосфорных и азотных coлeii, температуру и соле
ность воды , освещенность фотосинтетически-активноii 
радиацией) , описываемой уравнениями вида 

д дqi 
qi= Aiaqa +Biaflqa qll+azK (z ) дZ' 

где А ia, Bia/3- биологич . и биофизич. nараметры; 
здесь nредставляют интерес как численные решения 
задачи Коши с конкретными начальными данными , так 
и выводы качественной теории дифференциальных урав
нений о поведении решений в целом и об их зависимости 
от имеющихся в уравнениях nараметров. 

Лит.: [ 1 ] Биология океана, т 1-2 ,  М . , 1 9 7 7 ;  [2] Физика 
океана, т. 1 ,  М , 197 8 ;  [3] Геофизика океана , т. 1 -2, М., 1 97 9 ;  
(4] Химия океана , т .  1-2 ,  М , 1 97 9 ,  [5] Геология о кеана, т .  1 ,  
М., 197 9 .  А. С .  Монии. 

ОКОЛЬЦОВАННОЕ ПРОСТРАНСТВО - топологиче
ское пространство Х , снабженное пучком колец бх· 
Пучок бх наз .  с т р у к т у р н ы м п у ч к о м о .  п .  
(Х,  6х). Обычно предполагается , что бх есть пучок 
ассоциативных и коммутативных колец с единицей. 
М о р ф и з м о м  О . п . (Х , 6х) в О . п . (У ,  6v) паз .  
пара (!, /#) , где f : Х-+У :_непрерывное отображение 
и f#: !*6v-+6x - гомоморфизм пучков колец над У, 
переводящий единицы слоев в единицы.  О .  п. и их 
морфизмы составляют категорию. Задание гомомор
физма f# равносильно заданию гомоморфизма 

f#:6v-+f*6x, 
переводящего единицы в единицы . 

Окольцованное пространство ( Х ,  6х) паз . л о
к а л ь н о о к о л ь ц о в а н н ы м, если бх - пучок 
локальных колец. В определении морфизма (/, /#) 
локально О. п .  ( Х ,  бх)->-(У, 6v) дополнительно 
предполагается , что для любого х Е Х гомоморфизм 

1: :6Y,f<x>-+ 6х.х 
является локальным .  Локально О .  п .  составляют под
категорию в категории всех О. п. Другую важную под
:категорию составляют О .  п. над (фиксированным) полем 
k , то есть О. п. (Х ,  6х), где 6х - пучок алгебр над 
k, а морфизмы согласованы со структурой алгебр. 

П р и м е р ы О . п .  1) Каждому топологич . простран
ству Х соответствует О . п. (Х ,  Сх) , где Сх- пучок 
ростков непрерывных функций на Х .  

2 )  Каждому дифференцируемому многообразию 
(напр., класса С"") Х соответствует О. п. (Х , D х), где 
Dx- пучок ростков функций класса С"" на Х; при 
этом категория дифференцируемых многообразий вкла
дывается в категорию О. п. над IR в качестве полной 
подкатегории. 

3) А na.l!umuчecкue .мпогообравия и ana.l!umuчecкue 
прострапства над полем k составляют полные подка
тегории в категории О . n. над k .  

4 )  Схе.мы составляют полную подкатегорию в кате
гории локально О. п .  

Лит.: [1] Ш а  ф а р  е в и ч И. Р. , Основы алгеб раичес!Юй 
геометрии, М., 1 97 2 ;  [2] Х а  р т с х о р  н Р., Алгебраическ ая 
геометрия, пер.  с анг л . ,  М . , 1 98 1 . А .  Л. Онищип. 

ОКРЕСТНОСТЬ т о ч к и х (п о д м н о ж е с т в а А) топологичес:кого пространства - любое открытое 
подмножество этого пространства , содержащее точку 
х (множество А). Иногда под О. точки х (множества А) 
понимается любое такое подмножество топологич . 
пространства , к-рое содержит точку х (множества А) 
в своей внутренности. Б. А. Пасынпов. 

ОКРУГЛЕНИЕ ч и с л а - приближенное пред
ставление числа в нек-роii системе с•шсленил с помощью 
1-iонечного иоличества цифр. Необходимость О .  дикту
ется потребностями вычислений , в к-рых, как правило, 
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окончательный результат ве может быть nолучен аб
солютно точно и следует избегать бесполезного выписы
вания лишних цифр, ограничивал все числа лишь 
нужным количеством знаков . 

При О .  числа оно заменлетел другим числом (t-раз
рлдным, т. е .  имеющим t цифр) ,  представллющим его 
приближенно. Возникающую при этом логрешиость 
ваз . п о г р  е ш н о с т ь ю о к р у г л е н и л, или 
о ш и б к о й о к р у г л е н и л . 

Применяютел различные способы О .  числа .  Простей
ший из них состоит в отбрасывании младших разрядов 
числа , выходящих за t разрядов . Абсолютная погреш
ность О. при этом не иревосходит единицы t-го раз
ряда числа .  Способ О . ,  обычно применяемый в ручных 
вычислениях, состоит в О. числа до ближайшего t-раз
рлдного числа .  Абсолютная ошибка о. при этом не ире
восходит половивы t-го разряда округляемого числа .  
Этот способ дает минимально возможную ошибку среди 
всех способов О., использующих t разрядов. 

Способы О . ,  реализуемые на вычислительной маши
не ,  определяются ее назначением, технич . возможностя
ми и, как правило, уступают по точности О . до бли
жайшего t-разрядного числа .  В ЭВМ наиболее приня
ты два режима арифметич . вычислений: т . н. режим с 
плавающей запятой и режим с фиксированной запятой. 
В режиме с плавающей запятой результат о. числа име
ет определенное количество значащих цифр; в режиме 
с фиксированноii запятой - определенное количество 
цифр после запятой. В первом случае принято гово
рить об О .  д о t р а з р л д о в, во втором - об О .  д о 
t р а з р я д о в п о с л е з а п я т о й. При этом в 
первом случае контролируется относительпая погреш
ность О . , во втором - абсолютная погрешность . 

В связи с использованием вычислительных машин 
развились исследования накопления ошибок О . в 
больших вычислениях. Анализ накопления ошибок в 
чnсленных методах nозволяет характеризовать методы 
по чувствительности их к ошибкам О . , строить страте
гии реализации их в вычислительной практике, учи
тывающие ошибки О . ,  и оценить точность окончатель
ного резУ.льтата. 

Лит.: [1] R р ы л  о в А.  Н . ,  Ленции о приближенных вы
числениях, 5 изд. , М.- л., 1950; [2] Б е р е з  и н и. с., ж и д
к о в Н. П., Методы вычислений, 3 изд. , т. 1, М , 1966; [3] Б а х
в �л о в Н.  С. , Численные методы, 2 изд. , М. , 1975; [4] В о е в о
д п н В. в . ,  Вычислительные основы линейной алгебры, М. , 
1917. Г. Д. Ни.м. 

ОКРУГЛЕНИЯ ТОЧКА- эллиптическая точка по
верхности, в к-рой соприкасающийсл параболоид вы
рождается в параболоид вращения . В О. т. нормальные 
кривизны по всем направлениям равны, Дюпена инди
w:атриса является окружностью. О . т. иногда ваз . 
о м .би л и ч е с к о й  т о ч к-о й ,  ш а р о в о й  т о ч
к О й, ИЛИ К р у Г о в о Й т о Ч к о й .  д. д. Сопо.л:ов. 

ОКРУЖНОСТЬ - замкнутая плоская кривая, все 
точ:ки к-рой одинаково удалены от данной точки (ц е н т
р а О.), лежащей в той же плоскости, что и кривая . О. 
с общим центром ваз . к о н ц е н  т р и ч е с  к и м и. 
Отрезок R, соединяющий центр О. с какой-либо ее 
точкой (а также длина этого отрезка) , ваз. р а д и у
с о м О. Уравнение О .  в прямоугольных декартовых 
координатах: 

(х-а)2+ (y-b)2=R2, 

где а и Ь - коорди!Iаты центра . 
Прямая , проходящая через две точки О . ,  ваз .  с е

к у щ е й; отрезок ее, лежащий внутри 0 . , - х о рд о й . Хорды, равноотстоящие от центра, равны . Хорда, 
проходящая через центр О . ,  ваз . ее д и а м е т р о м. 
Диаметр, перпевдикулярвый к хорде, делит ее попо
лам .  

Каждая из  двух частей, на  к-рые две  точки О .  де
лят ее, ваз. д у г ой. 

Угол ,. образованный двумя радиусами О. , соединяю
щими ее центр с концами дуги, ваз . ц е и т р а л ь н ы м 
у г л о м, а соответствующая дуга - дугой , на к-рую 
он опирается . Угол , образованный двумя хордами с 
общим концом, ваз . в п и с а и н ы м у г л о м. Впи
санный угол равен половине цептрального угла ,  опи
рающегося на дугу, заключенную между концами впи
санного угла .  Длина окружности C=2nR, длина дуги :rtRa0 l=180o=Ra, где а0- величипа (в градусах) соответст-
вующего центрального угла ,  а - его радианвал мера .  

Если через какую-либо точку плоскости провести 
к О. несколько секущих, то произведение расстолниii 
от точки до обеих точек пересечения каждой секущей 
с О. есть постоянное число (для данной точки) ,  в част
ности, оно равно квадрату длины отрезка касательной 
к О. из этой точки (степень точки) . Совокупиость 
всех точек плоскости, относительно к-рых данная точка 
имеет одинаковую степень , составляет свяаку О. Сово
купность всех общих О .  двух связок , лежащих в одной 
плоскости, паз .  пучw:ом О .  

Часть плоскости, ограниченная О .  и содержащая ее 
центр ,  паз . к р у г о м. С е к т о р о м ваз . часть кру
га , ограниченная дугой О. и радиусами , проведеины
ми в концы этой дуги . С е г м е н т о м ваз. часть кру
га , заключенная между дугой и ее хордой . 

Площадь круга S=л:R2 , площадь сектора S1= 
а о =л:R2 360о, где а0 -градусная мера соответствующего 

а о 
центрального угла , площадь сегмента S2=1tR2360• ± 
±SA, где S,1.-площадь треугольника с вершинами в 
центре круга и в концах радиусов , ограничивающих 
соответствующий сектор , знак «->> берется , если 
а0<180°, и знак <<+�. если а0>180°. 

О .  на выпуw:лой поверхности локально почти изоме
трична границе выпуклой поверхности конуса (т е о
р е м а 3 а л г а л л е р а) . О. в многообразии огра
ниченной кривизны может иметь достаточно сложное 
строение (т. е. могут существовать угловые и кратные 
точки,  О. может состоять из нескольких комnонент и 
т. п . ) .  Тем не менее точки О .  в Многообразиях ограни
ченной кривизны можно естественно упорядочить , 
nревратив ее тем самым в циклически упорядоченное 
множество (см. [ 1]). 

Об О . в более общих nространствах - баиаховых, 
фипслероных и т .  n. см. в ст . Сфера .  

Лит.: [ 1 ] Энциклопедия алементарной математики, нн .  4 ,  
М . , 1963; [2] <•Тр . Матем. ин-та АН СССР», 1965, т .  76, с .  88-114. 

А .  Б. Иванов. 
ОКТАНТ - любая из восьми областей, на к-рые про

странство делится тремя взаимно nерnевдикуллрными 
координатными nлоскостями. 

ОКТАЭДР - один из пяти типов nравильных много
гранников . О .  имеет 8 граней (треугольных) , 1 2  ребер ,  
6 вершин (в  каждой вершине 
сходятел 4 ребра) . Если а -
длина ребра О . , то его объем 

a3V2 v=-3- � 0,4714а3. 

БСЭ-3. 
ОКТАЭДРА ПРОСТРАНСТ-

ВО - пространство, получаю
щеесл из октаэдра при отожде
ствлении противоположных его 
граней - треугольников , по
вернутых друг относительно друга на угол :n:/3. О .  п. -
трехмерное многообразие ,  лвллющеесл простраиством 
орбит действия бинарной групnы октаэдра па трехмер
ной сфере. Оно может быть отождествлено с п р о с т
р а и с т в о м к у б а ,  получающимсл аналогичным 
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образом . Одномерпая группа Бетти О .  п. является груп
поi'I третьего порядка . м. и. Войцеховский. 

ОМБИЛИЧЕСКАЯ ТОЧКА - то же , что округления 
точка. 

(<ОМЕГА- КВАДРАТ>> РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - рас-
пределение вероятностей случайной величины 

ro2= � � Z2 (t) dt, 
где Z ( t) - условный винеро11ский процесс. Х арактерн
стич. функция <<0 . -JC>> р .  выражается формулой 

Eeilw' =Пех> ( -�)-1/2 
k= 1 1 :rt•k• . 

В математической статистике <<0 .-R.>> р .  часто ветре
чаетел в связи со следующим обстоятельством . Пусть 
Xr, . . .  , Хп- независимые случайные величины , рав
номерно распределенные на [0, 1], по к-рым построе
на фуНiщил эмпирич. распределения F n ( · ) . В этом 
случае процесс 

Zn (t) =с Vn (F n (t)- t) 
слабо сходител к условному винеровеному процессу, 
откуда следует , что 

lim р { r 1 z� (t) dt < л )i = р { ro2 < л} = 
n-+Ф .)о 

=1-- � (-1)R-1 :rt е dt Л >0. 2 "' � 2k -t'f../2 
:1'1 �k=l (2k-l):rtY-tsinl ' 

С м. также Крамера - Мизеса критер ий. 
Лит.:  [ 1) С м и р н о в Н. В . , «Матем. сб.>>, 1 9 3 7 ,  т. 2, с. 97 3-

993; [2] А n d е r s о n  Т. W., D а r 1 i n g D. А., «Ann. Math. 
Statist . », 1 952,  v. 23 ,  р. 1 93-- 2 12. М. С. Никулин.. 

ОМЕГА-НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТЬ - свойство фор 
мальных арифметич .  систем, означающее невозможность 
получения омега-противоречил . О м е г а - п р о т и в о
р е ч и е м наз .  такал ситуация , когда для век
рой формулы А (х) доказуема каждая формула из бес-
копечной последовательности формул А (Г О 1), А (Г tl), 
. . .  , А (Гпl), . . .  и формула lVxA (х), где Гоl
константа формальной: системы , обозначающая число О 
а константы Г п 1 определяются рекурсивно через терм (х) ' , обQзначающий число , непосредственно следующее 
за х: Гп+1'=(Гn1)'. 

Понлтие 0 .-н. появилось в связи с Гёделя теоремой 
n неполноте арифметики. Именно в предположении 
0 .-н. формальной арифметики Н. Гёдель (К. Godel) 
доказал ее неполноту .  Свойство 0 . -н. сильнее свойства 
простоii непротиворечивости .  Простал непротиворе
чивость получится , если взять в качестве А (х) формулу, 
не содержащую х. Из теоремы Гёделя о неполноте 
вытекает существование пепротиворечивых, но омега
нротиворечивых систем. 

Лит.: [ 1 ]  Н л и н и С. Н. , Введение в метаматематик у,  пер. 
с англ. , М., 1 957 . В. Н. Гришин.. 

ОМЕГА-ПОЛНОТА - свойство формальных ариф
метич . систем,  состоящее в том, что для всякой формулы 
А (х) из выводимости формул А {01), А (Гtl), . . . 
. . .  ,А (Гпl), . . . следует выводимость формулы VxA (х) , 
где Г п '- константа ,  обозначающая натуральное число 
n или О. В противном случае система паз . о м е г а
н е п о  л н о й. R. Гёдель в своей теореме о неполноте 
формальной арифметики фактически установил ее оме
га-неполноту .  Если в качестве аксиом взять множество 
всех формул, истинных в стандартной модели арифме
тики, то получится омега-полная аксиоматич . система. 
Наоборот , во всяком омега-полном расширении ариф
метики Пеано выводима всякал истинпал в стандарт
ной модели формула .  

Лит.: [1] Н л и н и С .  Н., Введение в метаматемат ину, 
пер.  с англ., М. , 1 9 5 7 .  В .  Н. Гршuин;. 

ОПЕРАНД в я з ы к а х п р о г р а м�� и р о в  а
н и л -аргумент операции ; грамматич. конструкция , 
обозначающая выражение , задающее значение аргу
мента операции; иногда О . наз .  место , нозицил в тек
сте , где должен стоять аргумент операции. Отсюда 
понлтие м е с т н о с т и ,  или а р н о с т и, операции, 
т. е . числа аргументов операции . 

В зависимости от иоложенил О .  отнuситеш,но знака 
операции различают п р  е ф и  к с н ы  е (напр . ,  siп .т), 
и н ф и  к с н ы  е (напр . , а-1-Ь) и п о  с т ф 11 к с н ы  е 
(напр . , х2) о п е р  а ц и и. В зависимости от числа О. 
различают о д н о м е с т н ы е (у н а р н ы е, или м о
н а д и ч е с к и е) о п е р а ц и и; д в у м е с т н ы с 
(б и н а р н ы е ,  ила д и а д и ч е с к и е) о п е р а
ц и и; м н о г о м е с т н ы е (или п о л и а д и ч е
с к и е) о п е р а ц и и .  

В связи с различением операнда-позицип и операн
да как фактического аргумента возникает понятие 
приведения О . к виду, требуемому операциеn. Напр . ,  
если действительный аргумент находител в позиции 
целого О . ,  правила языка могут подразумевать тот 
или иной способ округления действительного числа 
до подходящего целого. Другим примером приведения 
является изменение формы представлепил объекта ,  
напр .  скаляр приводител к вектору, состолщему из 
одноii компоненты. А. п. Ершов. 

ОПЕРАТОР в n р о г р а м м и р о в а н и и 
грамматическая конструкция в языках программирова
нил , выражающая пек-рое законченное действие при 
выполнении программы на ЭВМ. В императивных язы
ках программированил (напр . , алгол , фор трап) О .  
является командой , предписывающей выполнить вы
ражаемое им действие . В апликативных языках 
(напр . ,  лисп) О. лвллеТ"Ч обозначением результата 
выполнения выражаемого им действия . В нек-рых язы
ках (напр . ,  алгол-68) императивные и апликативные 
свойства О . объединяются: каждый О . вырабатывает 
век-рое значение , может быть пустое , и выполняет 
(в качестве побочного эффекта) предписываемое им 
действие. Обычно действие О . состоит из двух частей: 
информационной и логической. 

И н ф о р м а ц и о н н а я ч а с т ь О . состоит в 
выработке нек-рого значения как функции состояния 
памяти или , более общо, в отображении состояния па
мяти на другое состояние. 

Л о r и ч е с к а л ч а с т ь О. состоит в выборе из 
программы другого О . , выполняемого вслед за данным. 
В зависимости от однозначности выбора имеет место 
детерминированность или недетерминированность вы
полнения программы. 

См .  также А лгор итм ич;еский язык. А . П. Ершов. 
ОПЕРАТОР - отображение одного множества на 

другое , каждое из к-рых наделено пек-рой структурой 
(алгебраич . операциями , топологией , отношением по
рядка ) .  Общее определение О . совпадает с определением 
отображенил или функции: пусть Х и У - два мно
жества ; о п е р  а т о р о м  А из множества Х во мно
жество У паз . правило или соответствие , к-рое каждому 
элементу х из пек-рого подмножества DcX сопостав
ляет однозначно определенный элемент А (х) Е У; мно
жество D наз . о б л а с т ь ю о п р  е д е л е н и я о п е
р а т о р а А и обозначается D (А ); множество {А (х), 
xED} паз. о б л а с т ь ю  з н а ч ени й о п е р а
т о р а А и обозначается R (А). Часто nишут А х вме
сто А (х) . Термин <<0 . >> используется чаще всего в слу
чае , когда Х и У - векторные пространства .  Если 
А - оператор из Х в У, где У=Х,  то А наз .  о п  е
р а т о р о м в Х. Если D (А )= Х, то А наз .  в с ю д у 
о п р е д е л е н н ы м о п е р а т о р о м. Если А 1, 
А 2- операторы из xl в yl и ИЗ х2 в у2 с областями 
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определения D (А!) и D (А 2) соответственно и такие , что 
D (A1)c::D (A2) и А1х=А 2х при всех xED(A1), то при 
Xt=X 2 , У1=У2 оператор А1 называется с у ж е н и е м, 
или о г р а в и ч е н и е м ,  оператора А 2 ,  а оператор 
А 2 - р а с ш и р е в и е м  оператора А1 ; при Х1с::Х2, 
А 2 называется расширением оператора А 1 с вЫходом 
из Xt. 

Многие уравнения в функциональных или абстракт
ных простравствах можно представить в виде Ах= у, 
где уЕУ, хЕХ, у- задан, х- веизвестен, А - опе
ратор из Х в У. Утверждение о существовании реше
ния та .кого уравнения при любой правой части у Е У 
равносильно утверждению, что область значений опе
ратора А есть все пространство У; утверждение, что 
уравнение А(х)=у имеет при л�бом yE R (A)  единст
венвое решение , означает, что А взаимно однозначно 
отображает D (A) на R(A) . 

. Если Х и У - векторные пространства , то в множе
стве всех О. из Х в У можно выделить класс липейпых 
операторов; остальвые О. из Х в У ваз . в е л и н е йн ы м и о п е р а т о р а м и. Если Х и У - тополо
гические векторные пространства ,  то в множестве О. 
ив Х в У естественно выделяется класс непреры впых 
операторов, а также класс о г р а в и ч е н н ы х л и
н е й н ы х о п е р а т о р о в А (таких операторов А ,  
что образ любого ограниченного множества в Х огра
ничен в У) и rшасс линейных компактных операторов 
(т. е. таких 0 . ,  что образ любого ограниченного мно
жества в Х предкомпактен в У) . Если Х и У - локаль
во выпуклые пространства ,  то в Х и У естественно рас
сматривать различные топологии; О .  ваз . п о л у в е
п р е р ы в в ы м, если он определяет вепрерыввое 
отображение пространства Х (в исходвой топологии) 
в пространство У в слабой топологии (повятие полуне
прерывности используется главным образом в ;rеории 
нелинейных О. ) ;  О. ваз . у с и л е в н о в е п р е  р ы в
и ы м, если он непрерывен как отображение простран
ства Х в ограниченно слабой топологии в пространство 
У; О. ваз. с л а б о в е п р е р ы в в ы м , если он 
определяет вепрерыввое отображение Х в У, где Х и 
У ваделевы слабой топологией. Часто компактные О .  
ваз . в п о п н е в е п р е р ы в в ы м и.  Иногда тер
мин «вполне вепрерыввый О . » используется вместо 
термива «усиленно вепрерыввый 0 . » или для обозна
чения О . ,  переводящего любую слабо сходящуюся после
довательность в сильно сходящуюся; если Х и У -
рефлексивные баваховы пространства ,  то эти условия 
эквивалентны компактности О .  Если О .  усиленно не
прерывен или компактен, то он непрерывен; если О .  
не-прерывен, т о  он слабо непрерывен. 

Г р а ф и к о м о п е р а т о р а А ваз. множество 
Г ( А )  с:: Х Х У, определенвое соотношением 

Г (А) = {{х ,  Ах}, х Е D ( А) }. 
Пусть Х и У - топологические векторвые простран

ства; оператор А из Х в У ваз. аа.���кнутым оператором , 
если его график замкнут . Повятие замкнутого О. осо
бенно пподотворно в случае линейных О. с плотвой 
областью определения. 

Повятие графика позволяет обобщить понятие 0 . :  
м н о г о з в а ч в ы м о п е р а т о р о м и з  Х в У 
ваз .  любое подмножество А в Х Х У; если Х и У -
векторные пространства , то многозначным линейным 
О .  ваз. линейвое подпространство Х Х У; областью 
определения многозначного О .  ваз .  множество 

D (А)={хЕХ: существует уЕУ такой , что {х, У}ЕА}. 

Если Х - векторное пространство над полем k 
и Y=k, то всюду определенный О .  из Х в k ваз . фупк
ционалом на Х. 

Если Х и У - Jiокально вынуклые пространства ,  
то оператор А из Х в У с плотной в Х областью опре-

деления имеет сопряженвый оператор А * с плотной в 
У* в ослабленной топологии областью определения 
тогда и только тогда , когда А - замквутыii О. 

П р и м е р ы о п  е р а т о р о в .  1) О . , сопоставля
ющий любому элементу х Е Х элемент О Е У (н у л е -
в о й  о п е р а т о р) . 

2) О . , сопоставляющий любому элементу хЕ Х этот 
же элемент хЕ Х (е д и в и ч в ы й о п е р а т о р в 
Х обоавачается idx или 1х). 

3) Пусть Х - векторное nространство функциii на 
век-ром множестве М и f- функция на М; о. в Х 
с областью определения 

D (А) ={q> EX:/q> EX}, 
действующий по правилу 

Aq> =/q> 

при cp E D  (А ) ,  ваз . о п е р  а т о р о м  у м н о ж е н и я 
н а ф у в к ц и ю;  А - линейный О .  

4) Пусть Х - векторное пространство фунющii на 
множестве М и F - отображение множества М в себя; 
О. в Х с областью определения 

D (A) = {cp EX : cpoF EX}, 
действующий по правилу 

Aq>=q> о F 
при cp E D  (А ) , будет линейным О .  

5) Пусть Х ,  У - векторвые пространства действи
тельных измеримых функций на пространствах с мерой 
(М, I:м, f.L) и (N, I:N, v) соответственно ,  К- функция 
на МХ NX R, измеримая относительно произведения 
мер f.L?<VXf.L0, где f.Lo- мера Лебега на R, и непрерыв
ная по tE R при любых фиксированных тЕМ, пЕN; 
О .  из Х в У с областью определения 

D(A)= {q>EX:j(x)= �
м

K(z, у, q>(y))dy } , 

существующий для почти всех xEN и /ЕУ, действую
щий по правилу А ер=/ при cpED (А), паз . и в т е г
р а л ь в ы м о п е р а т о р о м; если 

К(х, у, z) =K (x, y) z, хЕМ , yEN, zER, 

то А пинейный О .  6) Пусть Х - векторвое пространство функциii на 
дифференцируемом многообразии М, � - векторное 
поле на М; оnератор А в Х с областью определения 

D (А) = {/ЕХ: пронав одная д�,f 
функции f вдоль поля 6 определена всюду и D6tEX}, 

действующий по правилу A/=D;f при /E D ( А ) ,  наз .  
о п е р а т о р о м  д и ф ф е р  е в ц  и р о в  а в и я ;  А -
линейвый О .  7) Пусть Х - векторвое пространство функций на 
множестве М; всюду определенный О . ,  сопоставляющий 
функции ер Е Х значение этой функции в точке а Е М, 
есть линейный функцяовал на Х; он ваз .  б-ф у н к ц и
е й в т о ч к е  а и обозначается ба. 

8) Пусть G - коммутативная локальво компактнан 
группа ,  G- группа характеров группы G; dg, ig -
меры Х аара на G, G соответственно; пусть 

X=L2(G, dg), Y=L2(G, dg); 
линейвый оператор А из Х в У, сопоставляющий фую;
ции f Е Х функцию f Е У, оnределяемую формулой 

7 (g) = � t (g) i (g) dg , 

всюду определен , есJш сходимость пнтеграJrа нони
мается как сходимость в среднем .  
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Если Х и У - тополоrические векторные простраи- { Ut } подобна группе унитарных оnераторов (т е о р е-

ства ,  то О . в примерах 1) и 2) непрерывны ; если в при- м а Н а л я) . 
мере 3) пространство Х есть L2 (М, !: м , f.L) , где f.L - Лит. : [ 1 ) s z.- N а g у в .  « Acta Univ. szeged. Sec. scient .  
мера на Х, то о. умножения на ограниченную измери- Math. •> ,  1 9 4 7 , t . 1 1 ,  р . 1 52 - 5 7 ;  l2J Х и л л е Э . ,  Ф и л л и п е  Р . , 

Функциональный анализ и полугруппы, пер . с англ . , 2 изд . , 
мую функцию замкнут и имеет плотную область опре- м . , 1 9 6 2 . в. и. ЛомоЖJсов. 
деления ; если в примере 5) пространство Х= У есть 2) О .  г . ,  г р у п п а  с о б л а с т ь ю о п  е р а т о-
гильбертово пространство L2 (M, !: м ,  f.L) и К (х , у, z) = р о в  !: , - такая группа G, что всякому элементу a E G  
= К  (х , у) z , где К (х ,  у) принадлежит L2 (М Х  М, и всякому о Е !: , где !: - пек-рое множество символов , 
!: м Х !: м , f.L Х f.L) , то А компактен; если в примере 8) про- поставлен в соответствие элемент ааЕ G, причем 
странства Х и У рассматриваются как гильбертовы (аЬ)о= аа · Ьа при любых а , Ь Е G. Пусть G и G' - группы 
пространства , то А непрерывен. с одной и той же областью операторов !: ; изоморфное 

Если А - О . из Х в У такой , что A x ;t: A y при x ;t: y , (гомоморфное) отображение QJ группы G на G' паз .  о п  е-
х , y E D (А ) ,  то можно определить обратный оператор р а т о р н ы м и з  о м о р ф и з м  о м (г о м о м о р
А - l  к А ; вопрос о существовании обратиого о. и его ф и  з м о м) , если (ao)QJ= (a�p)o для любых a E G, о Е !: .  
свойствах связан с теоремой существования и единст- Подгруппа. (нормальный делитель) Н группы G с об
венности решения уравнения А х=/ ;  если А - l  сущест- ластью операторов !: паз. д о п  у с т и м о й  п о д
вует , то х= А - 1/ при / Е R (А ) .  г р у п п о й  ( д о п у с т и м ы м н о р м а л ь н ы м  

Для О .  в векторных пространствах можно опреде- д е л и т е л е м) , если Har;;;:;H при всяком о Е !: .  Пе
лить сумму, произведение па число и произведение О .  ресечение всех допустимых подгрупп , содержащих 
Если А ,  В - операторы из Х в У с областями опреде- данное подмножество М группы G, паз. д о п у с т и
лепил D (А ) и D (В) соответственно , то с у м м о ii м о й п о д г р у п п о й , п о р о ж д е н н о й м н о
о п е р а т о р о в  А и В ваз . О . , обозначаемый A -j- B ,  ж е с т в о м М. Группа , не имеющая допустимых 
с областью определения нормальных делителей ,  кроме себя и единичной под-

D (A -j- B) = D  (А) П D  (В) ,  
действующий п о  правилу 

(A -j- B) .r = Ax -j- Bx 
при x E D (A -j-B) . П р о и з в е д е н и е м о п е р а� 
т о р а А и а ч и с л о Л ваз .  О . , обозначаемый ЛА , 
с областью определения 

D (ЛA) = D (A) , 
действующей по правилу 

(ЛА) х = Л  (Ах )  
при x E D  (ЛА ) . П р о и  з в е д е н и е о п  е р а т о
р о в определяется как композиция отображений : 
если А оператор из Х в У, В - оператор из У в Z .  
т о  произведением В и А ваз . оператор ВА  с областью 
определения 

D (BA) = {x E X : x E D (А) и Ax E D (B)} ,  
действующий по  правилу 

(В А.) х = В (Ах) 
пр и x E D  (ВА ) .  

Если Р - всюду оире��;еленный О .  в Х такой , что 
РР = Р , то Р ваз .  п р о е к т о р о м  в Х ; если / 
всюду определенный О .  в Х такой , что //= idx, то I 
ваз .  и н в о л ю ц и е й  в Х .  

Теория О .  составляет важнейшую часть линейного 
и велинейного функционального анализа , являясь , в 
частности, основным аппаратом теории динамич . сис
тем, представлений групп и алгебр и важнейшим мате
матич . инструментом математич . физики и квантовой 
механики. 

Лит . :  [ 1 ]  Л ю с  т е р  н и н Л. А. ,  С о б о л е в В .  И. ,  Эле
менты функционального анаJIИза, 2 изд. ,  М: . ,  1 96 5 ;  [2] 1< о л м о
г О Р О В  А. Н . ,  Ф О М  И 11 С. В . ,  Элементы теО.!!ИИ фуннций И 
функционального анализа , 5 изд. , М. , 1 98 1 ; [3 ] 1< а н т о р о
в и ч Л. В . , А н и л о в Г. П. , Функциональный анализ , 2 изд . ,  
М. , 1 97 7 ;  [4 ]  Д а н ф о р  д Н . ,  Ш в а р ц  Д.ж. т . , Линейные опе
раторы ,  пер . с англ . , ч. 1 - 3 , М. "1 962-7 4 ; [ 5) Э д в а р д  с Р . -Э . , 
Фуннциональпый анализ ,  пер . с англ. , М . ,  1 96 9 ;  [ 6] И о с и д а 
1< . ,  Функциональный анализ, пер. с англ . ,  М. , 1 967 . 

М. А .  Най.м.аrт, А. И. Штерк. 
ОПЕРАТОРНАЯ ГРУППА - 1 ) О .  г . - однопарамет

рическая rруппа операторов в баяаховом пространст
ве Е ,  т. е . семейство линейных ограниченных опера
торов Ut, - oo <t < oo , такое , что U0= l , Us + t= Us · Ut 
и Ut непрерывно зависит от t (в равномерноii ,  CИJiьнoii 
или сJJабой топологии) . Если Е - гш1ьбертово про
странство и I I Ut l l равномерно ограничены , то rруппа 

группы , паз. п р  о с т о й  (относительно заданной 
области операторов) . Всякая факторгруппа О. г. по 
допустимому нормальному делителю является группой 
с той же областью операторов. 

Группа G паз . г р у n п о й с п о л у г р у п n о й 
о n е р а т о р о в !: , если G - группа с областью опе
раторов !: , !: - полугруппа и a ( <tt)= (ao) 't' для любых 
a E G, а ,  't' E !: .  Если !: - полугруппа с единицей е, 
то считается , что ае= а  при всяком a E G. Всякая груп
па с произвольной областью операторов !: 0  есть трупnа 
с полугруппой операторов !: , где !: - свободная попу
группа , порожденная множеством !: 0 • Группа F с полу-
группой операторов !: , обладающей единицей , ваз .  
!: - с в о б о д н о й , если она порождается такой 
системой элементов Х ,  что элементы ха, где х Е Х, а Е !:  , 
составляют для F (как группы без операторов) систему 
свободных образующих. Пусть F есть Г-свободная 
группа ( Г - группа операторов) , !:!. - подгруппа труп-
пы Г , / E F  и A t. l!. - допустимая подгруппа группы F, 
порожденная всеми элементами вида j- 1 (/а) , где аЕ /:!. .  
Тогда всякая допустимая подгруппа группы F явля
ется операторным свободным произведением ГJ!УПП типа 
A t, 1!. и пек-рой Г-свободной группы (см. [ 2 ] ) . Если 
!: - свободная полугруппа операторов , то при a ;t: 1  
допустимая подгруппа !: -свободной группы J? ,  п о  рож
денная элементом а, сама является !: -свободной груп
пой со свободным образующим а (см. также [ 3 ] ) .  

Абелева группа с ассоциативным кольцом операторов 
К - это модуль над К .  

Лит . :  [ 1 ]  1< у р о m А .  Г. , Теорик групп, З изд. , М . , 1 967j· 
[2) 3 а в а л о С. т . , <•Матем. сб. >> ,  1 95 3 ,  т. 3 3 ,  с. 399-432 ; [3 
е г о ж е ,  «Унр. матем. ж.», 1 964 ,  т. 16, No 5 ,  с. 593 - 60 2 ;  М 6 ,  
с .  7 30 - 5 1 . А. П. Мишина. 

ОПЕРАТОРНАЯ ТОПОЛОГИЯ - топология в прост
ранстве L (Е , J?) непрерывных линейных отображений 
одного топологического векторного пространства Е 
в другое топологич . пространство J?, иревращающая 
пространство L (Е , F) в топологическое векторвое 
пространство .  Пусть F - локально выпуклое простран
ство и @5 - такое семейство ограниченных подмножеств 
пространства Е ,  что линейная оболочка объединения 
множеств этого семейства плотна в Е ;  пусть � - ба
зис окрестностей нуля в J?. Семейство 

М (S , V) = {/ : / E L (Е , Р) ,  / (S)c::V} , 

где S пробегает @5 ,  а V пробегает !8 ,  является базисом 
окрестносте ii нуJJя для единственноii инвариантной 
относительно сдвиrов топологии, к-рая является О . т. 
и иревращает пространство L (Е ,  Р) в локально выпук-
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л�е пространство; эта топология паз .  �-т о п о л о
г и е й  на L (E , F) . 

П р  и м е р ы . 1 .  Пусть Е ,  F - локально выпуклые 
пространства ; 1 ) пусть @3 - семейство всех конечных 
подмножеств в Е, соответствующая �-топология (в 
L (Е , F)) наз . т о п о л о г и е й  п р о с т о й  (или п о
т о ч е ч н о й) с х о д  и м о с т и ;  2) пусть � - се
мейство всех выпуклых закругленных компактных под
множеств Е ,  соответствующая топология наз .  т о п о
л о г и е fi в ы п у к л о й  з а к р у г л е н п о й  
к о м п а к т н о й с х о д и м о с т и ;  3) пусть � -
ссмеiiство всех предкомпактных подмножеств Е ,  соот
ветствующая ®-топология наз .  т о п  о л о г и е й  п р  е д
к о м п а к т н о :й с х о д и м о с т и; 4) пусть � -
семейство всех ограниченных подмножеств , соответ
ствующая топология наз . т о п  о л о г и е й  о г р  а н и
ч е н н о й с х о д и м о с т и .  1 1 .  Если Е ,  F - банаховы пространства , рассматри
ваемые одновременно в слабой или сильной (норми
рованной) топологии , то соответствующие простран
ства L (Е , F) алгебраически совпадают ; соответствую
щие топологии простой сходимости наз . с л а б о й  и 
с и л ь н о й О . т. в L (Е , F) . Сильная О .  т. мажорирует 
слабую О. т . ;  обе они согласуютел с двойственностью 
между L (Е , F) и пространство м функлионалов на 
L (E , F) вида t (A )= � <pi (A Si) ,  где �i E E ,  <pi E E * ,  А E L (E ,  F) . 

1 1 1 .  Пусть Е ,  F - гильбертовы пространства и Ё, 
F - счетные прямые суммы гильбертовых пространств 
Е по F n соответственно , где Е n= Е, F n= F для всех 
натуральных n; пусть "ljJ - вложение пространства 
L (Е , F) в L (Ё, F) , определенное условием: для любого 
оператора А Е L (Е , F) ограничение оператора "ljJ (А ) на 
подпространство Е n переводит Е n в F n и совпадает на 
Е n с оператором А .  Тогда полный прообраз в L (Е , F) 
слабой (сильной) О .  т. в L (Ё ,  F) наз. у л ь т р а  с л а
б о й  (соответственно у л ь т р а с и л ь  н о й) О . т. в 
L (Е , F) . Ультраелабал (ультрасильнал) топология ма
жорирует слабую (сильную) О .  т .  Симметричная под
алгебра � алгебры L (Е) всех ограниченных линей
ных операторов в гильбертовом пространстве Е , со
держащая единичный оператор , тогда и только тогда 
совпадает с множеством всех операторов из L (Е) ,  пере
становочных с каждым оператором из L (Е ) ,  переста
новочным со всеми операторами из �. когда & зам
кнута в слабой (или сильной , или ультраслабой , или 
ультрасильной) О .  т . ,  то есть является Неймапа 
алгеброй.  

Лит. :  [ 1 ]  IU е ф е р Х. ,  Топо.погичесние венторные прост
ранства, пер. с англ. , М . ,  1 97 1 ; [2] Д а н ф о р  д Н. , Ш в а р ц  д ж.,  Линейные оnераторы. Общая теория,  nep. с англ. , М . , 
1 962 ;  [3] Н а й  м а р н М. А. ,  Нормированные нольца , 2 изд. , 
М . ,  1 96 8 ;  [4] S а k а i S. , C*-algebras and W*-algebras, В . ,  1 97 1 . А .  И. Штерн. 

ОПЕРАТОРНАЯ ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА - об
щее название теорем о пределе средних по неограниченно 
удлиняющемуел <<Промежутку временю> п= О , 1 , . . .  ,N 
или O <.t <. T для степеней {A n } линейного оператора А , действующего в баяаховом (или даже топологическом 
векторном, см. [ 5]) пространстве Е, либо для действую
щей в Е однопараметрич . полугруппы линейных опе
раторов {А t }. В последнем случае можно рассматривать 
также предел средних по неограниченно уменьшающе
муел промежутку времени (л о к а л ь  н ы е э р  г о
д и ч е с к и е  т е о р е м  ы ,  см. [ 5] , [6 ] ; говорят также 
об <<эргодичности в нуле>> ,  см .  [ 1 ] ) .  Средние могут по
ниматьсл в различных смыслах ,  аналогично тому, как 
это делается в теории суммирования рядов . Чаще всего 
используютел с р е д н и е Ч е з а р о 

N - l А 1 ,, An N= N -"" п = О  

или 

1 (' т  Ат = -т 1 At dt 
J о 

или с р е д н и е А б е л л � = (1 - EJ) �:= 0 6nAn , J B J  < 1 
IIJIИ 

Условпл эргодич . теорем заведомо обеспечивают сходи
мость подобных бесконечных рядов или интегралов; 
при этом, хотя абелевы средние образуются с участием 
всех A n или A t ,  главную роль играют значения A n 
или A t  на конечном отрезке времени , неограниченно 
возрастающем при е-1 (или л-О) .  Предел средних 
(l iш AN и т. д . )  тоже может пониматьсл в различных N ->- oo  
смыслах - в сильпой или слабой о п е р а т о р н о й 
т о n о л о г и и (с т а т и с т и ч е с к и е э р  г о д и
ч е с к и е т е о р е  м ы ,  т. е. Неймапа теоре.1tа эрго
дическая - исторически первая О .  э. т.- и ее обобще
ния) , в равномерной операторной топоJiогии (р а в н о
м е р  н ы е э р г о д и ч е с  к и е т е о р е м ы ,  см. [ 1 ] ,  
[2 ] , [ 3] ) ,  а если Е реализовано как пек-рое простран
ство функций иа пек-ром пространстве с мерой , то и 
в смысле сходимости почти всюду средних A N  <р и т. п .  
при <р Е Е  (и н д и в и д у а л ь н ы е э р г о д и ч е
с к и е т е о р е м ы , т .  е .  В ирК-гофа эргодичесК-ая те
орема и ее обобщения , см. , напр . , Орпстейпа-ЧеК-оnа 
эргодичесК-ая теорема;  их, впрочем, не всегда относят 
к О. э. т . ) . Нек-рые из О. э. т. как бы сравнивают силу 
различных упомянутых выше вариантов , устанавливая , 
что из существования пределов средних в одном смысле 
следует сущесп;ювание пределов в другом смысле .  
В нек-рых теоремах речь идет не  о пределе средних, 
а о пределе отношения двух средних (такова теорема 
Орнстейна - Чекона) . 

Имеютел также О .  :э. т. для п-параметрическпх и даже 
более общих полугрупп. 

Лит . :  [1] Х и л  л е Э . , Ф и л .л и п с Р. Ф уннционаJiьный 
анализ и поJiугруппы, пер . с англ . , М . ,  1 96 2 ;  t2J Д а н Ф о р  д Н . , 
Ш в а р ц  Дж. , Линейные операторы. Общая теория ,  пер . с англ . ,  
М . ,  1 96 2 ;  [ 3 ]  Н е в ё Ж.,  Математичесние основы теории вероят
ностей , пер . с франц. ,  М. , 1 96 9 ;  [4] В е р ш  и н А. М . , Ю з  в и н
с н и й С. А. , в нн. : Итоги науни1 в. 1 5  - Математичесний ана
лиз. 1 96 7 ,  М . ,  1 96 9 ,  с. 1 33-87 ;  t5] Н а т о н А. Б . ,  С и н а й 
Я. Г. , С т е п  и н А. М., в нн. : Итоги науни и технини . Сер .  
Математичесний анализ , т. 1 3 , М. ,  1 97 5 ,  с. 1 2\!-26 2 ;  [ti]  К r е n
g е 1 U. , «Asterisque», 1 97 7 ,  t. 50 ,  р .  1 5 1 - 92. Д.  В .  Аносов. 

ОПЕРАТОРНО НЕПРИВОДИМОЕ ПРЕДСТАВЛЕ
НИЕ - представление ;n; группы (алгебры, кольца , 
полугруппы) Х в (топологическом) векторном простран
стве Е такое , что любой (непрерывный) линейный опе
ратор в пространстве Е , перестановочный со всеми опе
раторами ;n; (х) , х Е Х ,  кратен единичному оператору в Е. 
Если ;n; - вполне неприводимое представление (в ча
стности ,  если ;n; - конечномерное неприводимое пред
ставление) , то ;n; - О .  н. п . ; обратное , вообще говоря , 
неверно. Если ;n; - унитарное представление группы 
пли симметричное представление симметричной алгеб
ры , то ;n; тогда и только тогда является О. н. п . , когда 
;n; - пеприводимое представлепие . А . и. Штерм. 

ОПЕРАТОРНОЕ КОЛЬЦО, к о л ь ц о с о б л а
с т ь ю о п е р а т о р о в � , - кольцо, в к-ром опре
делено умножение элементов кольца на элементы из 
нек-рого фиксированного множества � (внешний за
кон композиции) , удовлетворяющее следующим ак
сиомам: 

(a -j- b) a = aa -j- ba, 

(аЬ) а= (аа) Ь = а  (Ьа), 
(1) 
(2) 
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С в е р т к о й функций f,  g Е К где а - элемент множества � ,  а а ,  Ь , аа , Ьа--элементы 

кольца .  Операторы ,  таким оGразом, действуют как 
:шдоморфизмы аддитивноi1 группы,  перестановочные с 
умножением на :темРнт кольца . Rольцо с областью 
операторов � , или короче �-о  п е р а т о р н о е 
к о л ь ц о ,  можно трактовать и как универсальную 
алгебру с двумя Gинарными операциями (сложением 
и умножением) и множеством � унарных операций , 
связанных обычными кольцевыми тождествами, а так
же тождествами ( 1 ) и (2) . Понятия � -д о п  у с т и
м о г о п о д к о л ь  ц а , � -ц о п  у с т и м о г о и д е
а л а , � -о п  е р а т о р н о г о и з о м о р ф п з м а и 
� - о п е р а т о р н о г о г о м о м о р ф и з м а мо
гут Gыть определены подобно тому ,  как :1то делается 
для операторпых групп .  Если � -операторное кольцо 
R оGладает единицей ,  то все идеалы и все односто
ронние идеалы кольца R � -допустимы . 

Кольцо R паз . к о л ь ц о м с к о л ь ц о м о п е
р а т о р о в � ,  если оно есть � -операторное кольцо , 
область операторов � к-рого сама является ассоциатив
ным кольцом, причем для любых а, � Е � и а Е R спра
ведливы равенства 

а (а+ �) = аа + а� , 

а (а�) = (аа) � . 

Кольцо с кольцом операторов можно определить так же ,  
как  кольцо являющееся одновременно � -модулем и 
удовлетворяющее аксиоме (2 ) .  Всякое r'ольцо можно 
естественным образом считать операч>рным над r'оль
цом целых чисел . 

Для всех а из R и а, � из � элемент а (а� - �а) яв
ляется аннулятором кольца R . Поэтому , если R -
кольцо без аннуляторов,  то его кольцо операторов L 
непременно коммутативю;>. 

Наиболее часто рассматриваются кольца с ассоциа
тивно-коммутативным кольцом операторов , обладаю
щим единицей . Такое О .  к .  паз.  обычно алгеброi'r над 
коммутативным кольцом , а также линейной алгеброй . 
Наиболее изучены линейные алгебры над полями, их 
теория развивается параллельна общей теории колец 
(без операторов) . 

Лит. :  [ 1 ] Н у р о m А. Г . , Ленции no общей алгебр е ,  2 изд . .  
М. ,  197 3 .  Н .  А .  Жев.лапов.  

ОПЕРАТОРНЫЙ ГОМОМОРФИЗМ - гомоморфи:зм 
алгебраической системы ,  перестановочный с каждым 
оператором и з  нек-рого фиксированного множества , 
деi'rствующим на этой системе , т. е .  гомоморфизм опр
раторной группы , операторного кольца и т . д. 

ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ - один из мето
дов математич . анализа , позволяющий в ряде случаеJJ 
сводить исследование дифферепциальпых операторов, 
псевдодифферепциальпы х операторов и нек-рых типов 
иптегральпы х операторов и решение уравнений , содер
жащих эти операторы ,  к рассмотрению более простых 
а.Jiгебраич . задач . Развитие и систематич . применение 
О .  и . началось с работ О .  Х евисайда (О . Heaviside , 
1 892) , к-рый предложил формальные правила обраще-

d ния с оператором дифференцирования dl и решил ряд 
прикладных задач . Однако О. и. не получило у него 
математич . обоснования : оно было дано с помощью 
Лапласа преобрааовапия; Я. Микусиньский ( J . Miku
sinsk i ,  1 953 )  алгебраизировал О . и . ,  опираясь на поня
тие функционального кольца ; наиболее общая кон
цепция О .  и. получается с помощью обобщеппы х 
фупщий. 

Простейший вариант О. и .  строится следующим обра
зом. Пусть К - совокупность функций (с действитель
ными или комплексными значениями) , заданных в об
ласти О �� <  со и абсолютно интегрируемых в любом 

конечном интервале . 
па з .  интеграл 

. (' 1 
l1 � t �· g = \  f ( t - т) g (т) rlт .  

" о 
Относительно обычного сложения и операции свертки К 
становится кольцом без делителей нуля (теорема Тит
чмарша, 1924) . Элементы п о л я ч а с т н ы х Р 
этого кольца наз. о п е р  а т о р а м и п обозначаются 
-/!- ; невыполнимость деления IJ J( как раз и есть источ
ник нов ого понятия оператора , обобщающего понятие 
функции . Для выявления необходимого в О. и. разли
чил между понятиями функции и ее значения в точке 
введены следующие оfiозначения : 

{! ( t ) } - функция f ( t ) ;  
f ( t ) - зна чение f (t )  в точке t .  

П р и м е р ы о п е р а т о р о в .  1 )  e= { l }  - о п е р а т о р и н т е г р и р о в а-
н и я :  

при этом 

н ,  в частностп ,  

{1 } {!} = { � > (т) dт} , 

{ t P - 1  -� еР = Г ( р ) 1 
t 1 

en {!} = � 0 dt . . . � / ( t )  dt = 

'--....-� 
n р аз 

(' / ( l - -r)n - 1  
= j 0 ( n- 1 ) !  f (т) dт; 

С�то - формула Коши , обобщение к-poii на случай про
нзвольного (нецелого) показателя служит для опреде
ления дробного интегрирования . 

2) [а] = ;�; (где а - функция-константа) - ч и с
л о в о й о п е у а т о р ;  поскольку [ а] [ �] = 
= [а, �] , [а] {/ }= {cxt } , в то время как {а } {� }= {a�t } ,  
то числовые операторы ведут себя к а к  обычные числа. 
Таким обрааом , оператор является обобщением не 
только функции ,  но ·и числа ; едпшщей кольца J( явля
ется [ 1 ] .  

3) s= Ш - о п е р  а т о р д и ф ф е р  е н ц и р о-е 
в а н и я ,  обратныii оператору интегрирования . Так , 
если функция a ( t) =  {a ( t ) } имеет пронаводную а' ( t) , то 

s {а} = {а ' }  -т- [а (0) ]  
и 

{a<n> } = sn {a} - sn - J  [ а (0) ] - . . . - [an - �  (О) ] ;  
отсюда , на пр. , 

1 {ea.l } = s=a . 

На оператор дифференцирования s можно умножать 
не только дифференцируемые функции , однако резуль
тат есть уже ,  вообще говоря , оператор . 

4) D {f}= { -tf (t ) } - а л г е б р а и ч е с к а я п р о
и з в о д н а л ,  она распространяется на произволь
ные операторы обычным способом, при этом окааыва
ется , что действие этого оператора на функции от s 
совпадают с дифференцированием по s .  

О . и .  дает удобные способы решения линейных диф
ференциальных уравнений как обыкновенных, так и с 
частными производными. Напр . , решение уравнения 

anx<n > + · · · + a0x = f , ai = const , i = O, 1, . . .  , п , 
удовлетворяющее начальным условиям х (О) =у0 , • • •  , 
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x<n - 1)(0)=Yn- 1 автоматически приводится к алгебраич. 
уравнению и символнчески выражается формулой 

Х = f3" _ , sn - t +  . J f3 o + f 
ansn + . . .  + а о  ' 

�v = av + 1 Yo + · · · + апУп - v - 1 '  
решение в обычном виде получаетел разложением на 
элементарные дроби от переменной s с последующим 
обратным переходом по соответствующим таблицам к 
функциям . 

Для применепил О . и .  к уравнениям с частными про
изводными (а также к более общим псевдодифферен
циальным уравнениям) строятел дифференциальное и 
интегральное исчисления о п е р а т о р в ы х ф у н к-
1\ п й ,  т. е. функций , значениями к-рых являются опе
раторы :  вводятел понятия неп рерывности , производ
ноii , сходимости ряда , интеграла и т .  д .  

Пусть f (Л , t) - пек-рая функция , определенная для 
t�O и ЛЕ [ а , Ь] . П а р а м е т р и ч е с  к а л о п е р  а
т о р н а л ф у н к ц и л f (Л) определяется формулой 
f (Л) = {/ (Л , t ) } ; она ставит в соответствие рассматривае
мьiм значениям Л операторы частного вида - функции 
от t. Операторпал функция паз .  непрерывной при 
Л Е [а , Ь) , если она представима как произведение нек
рого оператора q и такой параметрич . функции /1 (Л)= 
= {/1 (Л , t) } , что /1 (Л , t) непрерывна в обычном смысле.  

П р  и м е р ы . 1 ) С помощью параметрич . функции 
h (Л)= {h (Л , t) } :  { 0 ДЛЯ 0 ";;;;;; t < Л, 

h (Л , t) = 
t - Л  для О ";;;;; Л .;;;;; t ,  

определяется ф у н к ц и л Х е в и с а ii д а 

Н (Л) = s {h (Л , t ) } ; 

значения г и п е р б о л и ч е с к о й п о к а з а т е л ь
п о ii ф у н к ц и и  

е- Лs = sH (Л) = s2 {h (Л , t ) }  
паз.  о п  е р а т о р а м и с д в и г а ,  поскольну умно
жение данной функции па е-Лs вызывает смещение ее 
графика па длину Л в положительном направлении оси t . 

2) Решение уравнения теплопроводности 
дх 2 д2х 

дt = а дЛ' 
выражается через п а р а б о л и ч е с к у ю n о к а
з а т е л ь н у ю ф у н к ц и ю (лвллющуюсл также 
параметрической операторпой функцией) :  

е -аЛ V8 = {� ехр ( -2::.) }  
2 v :rt t •  4 1  

3) Периодич. функция j (t) с периодом 2Л0 имеет пред
ставление 

r 2Л, j 0 е - Лs / (Л) dЛ 
{/} = 1 - е- 2Л,s . 

4) Если f (Л) принимает числовые значения в интер
вале [Л1 , Л2] ,  то 

(' Л• е- Лs / (Л) dЛ = { / (Л) , Л1 < t < Л2 ,  
J л, о , о ";;;;;; t < л1 , t > Л2 , 

т. е. умножение данной функции {! } на е-Лs с после
дующим интегрированием вызывает у с е ч е н и е ее 
графика . В частности , 

� ;  е - Лs f (Л) dЛ = {/ (t ) } ; 

таким образом , каждой функции j ( t) ,  для к-рой рассмат-

риваемыii интеграл сходится , ставится в соответствие 
аналитич .  функция 

Р (s) = � � e - s f j  ( t ) dt 

- ее иреобразование Лапласа .  Благодаря этому обстоя
тельству довольно обширный класс операторов описы
вается функциями одного параметра s , более того, 
это формальное сходство уточняется математически 
установленнем определенного изоморфизма . 

Имеютел различные обобщения О .  и . ;  таково О .  и .  d 
дифференциальных операторов, отличных от s= dt , 

напр .  Ь= d� ( t dd
t ) , к-рое основывается на функци

ональных кольцах с надлежащим обра:�ом определен
ным произведением . 

Лит. : [ 1 ] Д и т н и н В. А . ,  О р у  д н и н о в А .  П. , Спраuоч
нин по операционному исчислению, М . ,  1 9 6 5 ;  [2 ]  М и н у с и и
с н и й Я: . ,  Операторное исчисление, пер . с польсн . , М . ,  1 9 5 6 .  

М .  И.  Войцеховс"IШй. 
А -ОПЕРАЦИ Я ,  о n е р а д и л А , - теоретико-мно

жествевпал операция , открЫтая П .  С .  Александровым 
[ 1 ]  (см. также [ 2] с. 39 и [3 ] ). П усть {En, . . .  nk } -
система множеств , заипдексировапных всеми конечны
ми последовательностями натуральных чисел . Мно
жество "' 

Р = U П Еп ,  . . .  п,. • п ,  . . .  п ,.  . . .  k =  t 
где суммирование распространяется на все бесконечные 
последовательности натуральных чисел , паз . результа
том А -0 . , применеиной к системе {Еп , . . .  п,. } ·  

П римепение А- О .  к системе интервалов числовой 
прямой дает множества (названные А -.мпожества.11t u  в 
честь П . С .  Александрова) , к-рые мщут не быть боре
ленскими (см .  Дес�>риптивпая. теор ия. .мпожеств) . А -0 .  
сильнее операций счетного объединения и счетного пе
ресечения и является идемпотентной . Относительно 
А -0. инвариаптны Бэра свойство (подмножеств про
извольного топологич . пространства) и намеримость 
по Лебегу . 

Лит . :  [1 ] А л е R с а и д р  о в О. С . ,  «С . r. Acad. sci>> , 1 9 1 6 ,  
t .  1 6 2 ,  р .  3 2 3 - 2 5 ;  [2] е г о ж е ,  Теория фуинций действитель
ного пеrемеииого и теория топологичесних простраиств, М . ,  
1 9 7 8 ;  [3 l\ о л м о г о р о в  А .  Н . ,  «Успехи матем. иаую>, 1 96 6 ,  
т. 2 1 ,  в .  z, , с .  275-78 ; [4] с у с л и и м .  Я: . ,  <•С .  r. Acad.  sci . » , 
1 9 1 7 ,  t .  1 6 1, ,  р. 8 8 - 9 1 ;  [5 ] Л у з  и и Н. Н . ,  <.;обр . соч . ,  т. 2, М . ,  
1 9 58 ,  с .  2 8 q ;  (6] R у р а  т о в с н и й R . , Топология , пер . [с 
англ . J ,  т. 1,  М . ,  1 9 6 6 .  А . Г .  Е.аъпии. 

1'\s-ОПЕРАЦИЯ - теоретико-множествеиная опера-
ция , резущ,тат применепил к-рой к последовательности (Еп) множеств может быть записан в виде 

Ф (Е п) = U П E m 
z e N n e z 

где N - система множеств положительных целых чисел , 
паз . б а з  о й  бs = О. См . Дес�>р иптивпая. теория. .мпо
жеств.  

Лит . :  [1 ] R о л м о г о р о в  А .  Н. ,  <•Матем . сб .» ,  1 9 28 , т.  3 5 ,  No 3-4 ,  с .  4 1 5 - 2 2 ;  [2] Х а у с д о р ф Ф . , Теория множеств, пер . 
с нем . ,  М . - Л. , 1 9 3 7 ;  [3] А Jl е н с а и д р о в  О. С . ,  Теория фунн
ций действительного перемениого и теория топологичесних 
простраиств, М . ,  1 97 8 ,  с. 3 5 - 4 0 ,  5 Э - :,8 ; [4]  О ч а и JO . с . ,  « Ус
пехи матем . иаую> ,  1 9 5 5 ,  т. 1 0 ,  в. 3, с. 7 1 - 1 28 ;  [5] l\ о л м о г о
Р о в  А . Н . ,  там же, 1 96 6 , т. 2 1 , в. 4 ,  с. 2 7 5 - 7 8 .  А .  Г. Е.аъпии. 

ОПЕРЕНИ Е  п р о с т р а н с т в а - счетное семей
ство Р покрытий пространства Х множествами ,  от
крытыми в нек-ром объемлющем пространстве У , 
такое , что 

П {Stv (х) : у Е Р}с Х 

для каждоii точки х Е Х (здесь Stv (х) означает звезду 
точки х относительно у, т .  е. объединение всех эле
ментов из у, содержащих точку х ) . 

Понлтие О . лежит в основе определения т .  н .  р
пространства (в смысле А. В. А рхангельского) . Про-
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странство Х ню1 . р-простравством , если оно имеет О .  ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ, д е т е р  м и и а и т, квадратвой 
в своем Ст оун а  -- Че.rа бико.мпактн о.м расширепии или матрицы А = l laij l l  порядка n над ассоциативно-комму
J'ол.мен а бuii0.1f nah·mno.м paczu upeu u u . Каждое полное в татпвным кольцом К с единицеi i  1 - элемент кольца 
смысле  Ч е ха пространство является р-простравс1·вом. К, равный сумме всех членов вида 
Каждое р-пространство имеет точечно-ечетный тип . t 
В р-пространстве справедливы аддиционная теорема (-1 ) а1 1 ,  • • . an iп ' 
для веса ,  и сетевой вес совпадает с весом. Параком- где 11 , . , • •  , iп- переставовка чисел 1 ,  . . . , R ,  а t 
пактные р-простравства - это в точности совершенные число инверсий перестановки i1 ,  • . ,  iп · о .  матрицы 
прообразы метрич. простраиств . Паракомпактные р
пространства с точечно-ечетной базой метризуемы , рав
но как метризуемы и пространства этого вида с диаго
налью Gб . Совершенный образ и совершенный прооб
раз паракомпактного р-пространства - также параком
паБтные р-простраиства .  в . и. Поц,о:м.арев . 

ОПОРНАЯ ГИПЕРПЛОСКОСТЬ м н о ж е с т в а 
М в п-м е р н о м в е к т о р н о м п р о с т р а н с т
в е - (п-1 )-мерная плоскость , к- рая содержит точки 
замыкания М и оставляет М в одном замкнутом про
странстве . При п= 3 О . г .  паз .  о п о р н о й  п л о
с к о с т ь ю , а при п = 2 - о п о р н о й п р я м о й. 

Граничную точку множества М, через к-рую прохо
дит хотя бы одна О . I' . ,  паз . о п о р  н о ii т о ч к о ii М. 
У выпуклого множества М все его граничные точки -
опорные. Последнее свойство Архимед использовал 
как определение выпуклости М. Граничные точки 
выпуклого множества М, через к-рые проходит един
ственная О .  г . ,  ваз .  г л а д к и м и .  

В общих векторных простравствах,  где гиперплос
кость определяется как область постоянства значе
ний линейного фувкциовала ,  также вводится повятие 
О . г . как rиперплоскости,  экстремальвой по значению 
этого функцяовала среди rиперплоскостей , оставляю
щих М в одном полупростравстве .  в .  А .  За.яга.ялер. 

ОПОРНАЯ ФУНКЦИЯ , о п о р в ы й  ф у  в к ц и о
в а л, множества А ,  лежащего в векторном простран
стве Х , - функция sA , задаваемая в ваходящемся с 
ним в двойственности векторном пространстве У соот
ношением 

(sA) ( у) = sup <.т ,  у).  
у е А  

Напр . ,  О . ф. единичного шара в нормированном прост
ранстве , рассматриваемом в двойственности со своим 
сопряженным простравством , - это норма в последнем. 

О. ф. всегда выпуклая , замкнутая и положительно 
однородная (первой степени) . Оператор s : A -sA вза
имно однозначно отображает совокупность выпуклых 
замкнутых множеств в Х па совокупность выпуклых 
замкнутых однородных функций , обратвый оператор 
не что иное , как субдифферен циал (в нуле) опорной 
функции . Именно,  если А - выпуклое замкнутое под
множество в Х ,  то д (sА ) = А , и если р - выпуклая 
замкнутая однородная функция на У, то s (др (О)) = р .  
Эти два соотношения (являющиеся следствием теоремы 
Фенхеля - М оро,  см. Сопряженпая фуn�>ция) и выра
жают двойственность между замкнутыми выпуклыми 
множествами и выпуклыми замкнутыми однородными 
функциями . 

Примеры соотношений , связывающих оператор s с 
алгебраическими и теоретико-множествеиными опе
рациями: 

s (А.С) = A.sC,  А. > О; s (А1  + А2) = sA1 + sA2; 

s (conv (А1 U А2) )  (х) = max (sA1 (х) , sA2 (х) ) . 
Лит. · [ 1 )  Р о и а ф е л л а р Р . , Выпуклый анализ,  пер . с 

анГ!J . ,  М . ,  1 9 7 8 ;  L 2 ]  М i n k о w s k i Н . ,  Geometrie der Zahlen , 
Lpz . - B. ,  1 9 1 0 ;  [3]  е г о ж е , Gesammelte Abhandlungen ,  Bd 2 ,  
Lp z . - в . . 1 9 1 1 ;  L4 1 F е n с h е 1 W. , <•Canad .  J .  Math . » ,  1 9 4 9 ,  v .  1 ,  
р .  73-7 7 ;  [ 5 )  е г о ж е ,  Convex cones, sets a n d  funktionв , Prin
ceton, 1 95 3 ; (6 ] Н б r т а n d е г L . ,  « A rk .  fбr Mat. »,  1 95 5 ,  bd 3 ,  
р .  1 8 1 -8 6 .  В. М .  Тихо:м.иров. 

ОПРЕДЕЛЕННЫИ ИНТЕГРАЛ - см . Ип тегри. 

обозначается 

= 11 
ан . . . a! n  

11 А . . . .  . 
anl ·  . .  ann 

1 ан . . .  a! n l . . . . . пли det А.  
an1 ·  . . ann 

О .  матрицы А содержит n !  членов ; при n= 1 det А =  
= а11 , при n = 2 det А = а11а2 2-а21а1 2 • Наиболее важ
ные для приложекий случаи : К - поле (в частности , 
числовое поле) , К - кольцо функций (в частности , 
кольцо многочленов) ,  К - кольцо целых чисел . 

Всюду ниже К - ассоциативно-коммутативное коль
цо с 1 ,  М n (К ) - совокупиость всех квадратных мат
риц nорядка n над К ,  Еп- единичная матрица над К .  
Пусть А Е Мп (К ) ,  а а1 , • • •  , ап- строки матрицы А 
(все далее изложенное справедливо и для столбцов 
матрицы А ) .  О . матрицы А удобно рассматривать как 
функцию от ее строк: 

det A = D  (а н  . . .  , ап) · 
Отображение 

подчинено следующим трем условиям: 1) d (А ) - линейная функция любой строки матри· 
цы А :  

D (а1 , . . . , A.ai + �-tbi , . . .  , ап) = 
= A.D (a1 , . . .  , ai , . . . , aп ) + �-tD (а1 , . . .  , bi , . . . , ап) , 

где А., �-t E K ;  2 )  если матрица В получена из А заменоi'1 строки ar 
строкой ai+ aj, , t :j: j ,  то d (A ) = d (B ) ;  

3) d (Е п)= 1 . 
Условия 1 )  - 3) однозначно определяют отображение 

d , т .  е. если отображение h :  Мп (К )-К удовлетворя
ет условиям 1 )  - 3) , то h (А ) =  det А .  Таким образом 
получается аксиоматич . построение теории О . 

Пусть отображение f :  Мп (К )-К удовлетворяет _ус
ловию: 

1 а )  если В получается из матрицы А умножением од
ной строки па А. Е К ,  то j (B) = A.f (A ) .  Очевидно ,'.1 ) ::::;'> 1 а ) ·  
В случае ,  когда К - поле , совокупность условий 
1) - 3) оказывается равносильной условиям 1 а ) , 2) , 3) . 

О .  диагональвой матрицы равен произведению ее 
диагональных элементов . Отсюда вытекает сюръектив
иость отображения d :  Мп ( К)-к .  О . треугольной 
матрицы также равен произведению ее диагональных 
элементов . Для матрицы А = 11 Z � 1 / •  где В 

и С 
квадратвые матрицы , 

det А = det В det С .  

Из свойств Переставовок вытекает , что det А т= det А ,  
где т - знак транспонирования . Е сли матрица А имеет 
две одинаковые строки , то ее определитель равен О ;  
если поменять местами две строки матрицы А ,  т о  е е  О .  
изменит знак ; 

D (a1 , • • •  , ai + A.aj , . . .  , ап) = D (а1 , • . .  , щ, • • •  , ап) 
при i :l:j ,  А. Е К;  для А и В из Мп ( К) 

det A B = det А det B . 
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Таким образом, отображение d есть эпиморфпзм муль
типликативных полугрупп М n ( К) и К .  

Пусть т �п , А = l laij l l есть (т Х п )-матрица ,  В =  I I Ьi j l l  
есть (пХ т)-матрица над К, а С = А В . Тогда верна 
ф о р м у л а Б и н е - К о ш и:  

. . . . . .  х 

ьj , l • . • ьj ,m 
х . . . . .  . 

bjm l " • .bjmm 
Пусть A = iau l Е Мп ( К) ,  а A ii- алгебраич. дополне
ние элемента a;j · Тогда верны формулы 

�� aijAki = бik det А , } J = l  
n ( 1 )  

�- a;iA ik = бik d�t A , 
• = 1  

где бii- символ Кронекера.  Для вычислений О .  часто 
используются разложение его по элементам строки или 
столбца , т. е .  формулы ( 1 ) , теорема Лапласа (см. А д
гебраичесr>ое дополнение.) и иреобразования матрицы А ,  
не меняющие О . Для матрицы А из Мп (К) тогда и 
только тогда существует обратная матрица А - 1 в 
Мп ( К),  когда в К имеется элемент , обратный элементу 
det А .  Следовательно, отображение 

GL (п ,  К) -------+ К* (А �---+ det А ) , 
где GL (п , К) - группа всех обратимых матриц в 
Мп ( К), т. е .  полная линейная группа , а К * - группа 
обратимых элементов К, есть элиморфизм этих групп. 

Квадратная матрица над полем обратима тогда и 
только тогда , когда ее О .  отличен от нуля . п-мерные 
векторы а1 , • • •  , an над полем F линейно зависимы 
тогда и только тогда , когда 

D (а1, . . .  , ап) = О . 
О. матрицы А порядка п > 1 над полем равен 1 тогда 
и только тогда , когда А есть произведение элементар
ных матриц вида 

tu (Л.) = Е п + Леii • 
гр;е i :j: j ,  а eii - матрица , единственный ненулевоii 
элемент к-рой равен 1 и расположен на позиции ( i , j ) .  

Теория О .  возникла в связи с задачей решения систем 
линейв:ых уравнений: 

а�1�1 : ." · : -: ���Хп
.
=: Ь 1

.
' } (2) 

ап1Х1 + · · · + аппХп = Ьп , 

где aii • Ь; - элементы нек-рого поля F. Если det А :j: O,  
где А = l laij 11 - матрица системы (2) , то эта система 
имеет единственное решение , вычисляемое по формулам 
Крамера (см. Крамера правило) . В случае, когда сис
тема (2) задана над кольцом К и det А обратим в К ,  
система также имеет единственное решение , определяе
мое теми же формулами Крамера .  

Теория О .  построена также и для матриц над не
коммутативным ассоциативным телом. О .  матрицы над 
телом k (о п р е д е л и т е л ь Д ь ё д о н н е) вво
дится следующим образом . Тело k рассматривается 
как полугруппа и строится ее коммутативный гомоморф
ный образ k. k - группа k *  с внешне присоединенным 
нулем О, а в качестве k берется также группа k* с 
внешне присоединенным нулем О, где k * - фактор
группа группы k * по коммутанту.  Эпиморфизм k-k, 

A-f; задается канонич . элиморфизмом групп k *-k* 
и у�ловием о-о. Очевидно , 1 - единица полугруп
пы k .  

Теория О .  над телом основана н а  следующей теореме . 
Существует единственное отображение 

б : Мп (k) t---+ k, 
удовлетворяющее следующим трем аксиомам: 1 )  если матрица В получена из матрицы А умноже
нием слева одной строки на Л Е k ,  то б (В) = rб (А ) ; I I ) если В получена из А заменой строки ai строкой 
a ;+ai , где i :j: j , то б (В)= б (А ) ;  

I I I ) б (Еп)= t. 
Элемент б (А ) ваз . о п р е д е л и т е л е м матрицы А 

и обозначается det А .  Для коммутативного тела ак 
сиомы 1 ) , I l ) , 1 1 1 ) совпадают с условиями 1 3 ) ,  2) , 3) 
соответственно,  и ,  следовательно, в этом случае полу
чаются обычные О . над полем. Если A = diag [ ан , . . .  , 
aun l .  то det А - ан . . .  ann ; таким образом, отображе
ние б : М n (k)-k сюръективно . Матрица А из М n (k) 
обратима тогда и только тогда , когда det А :j: O .  Спра
ведливо р авенство det A B = det А · det В .  Как и в к·ом
мутативном случае , det А не изменится, если строку 
а ; матрицы А за�нить строкой щ+Л.аi , где i#= j ,  Л. Е k . 
При п >1 det А = 1 тогда и только тогда , когда А про
изведение элементарных матриц вида tij (Л.)= Еп+Мij•  i :j: j ,  Л. Е k . Если a :j: O , то 

/ а Ь 1 1 0 . ь 1 
-

с d = ad - aca - 1b , с d = - сЬ . 

В отличие от коммутативного случая, det А т может и 
не совпадать с det А .  На пр . ,  для матрицы А =  I J �_!1 I J 
над телом п'и терн ионов det A = -2 i , а det A T= O .  

Бесконечные о . ,  т о  есть О .  бесконечных матриц , оп
ределяются как предел , к к-рому стремится О .  конеч
ной подматрицы при бесконечном возрастании ее по
рядка . Если этот предел существует , то О . ваз . сходя
щимся , в противном случае - расходящимся . 

Повятие «0 . »  восходит к Г .  Лейбницу (G .  Leibnitz , 
1 678) ; первая публикация принадлежит Г . Крамеру (G. Cramer , 1 750) .  Т еория О. создана трудами А. Ван
дермоида (А . Vandermonde) , П .  Лапласа (Р .  Laplac e) , 
О . Коши (А .  Cauch y) и К .  Якоби (С . J acob l ) .  Термин 
<<0 . »  встречается впервые у К .  Гаусса (С . Gauss , 1 801 ) . 
Современное обозначение введено А .  Кэли (А .  Cayley, 
1841 ) .  

Лит . :  [ 1 ]  1< у р о ш А .  Г. , I<ypc высшей алгебры, 1 1  изд. , 
М . , 1 9 7 5

j
· [2] 1< о с т р и  к и н А .  И. ,  Введение в алгебру, М . ,  

1 9 7 7 ;  [З Е ф и м о в  Н .  В . ,  Р о з е н д о р н  Э .  Р . , Линейная 
алгебра и многомервак геометрия, М . ,  1 9 7 0 ; [ 4] Т ы  ш к е
в и ч Р .  И. ,  Ф е д е  н к о А .  С. , Линейная алгебра и аналити
ческак геометрик , 2 изд. , Минск, 1 9 7 6;_[5) А .Р т и н Э. ,  Геометри
ческак алгебра, пер . с англ . ,  М . ,  1 11 6 9 ;  [6) Б у р б а к и Н. , 
Алгебра. Алгебраические структуры . Линейная и полилин ейвак 
алгебра, пер. с франц. , М . ,  1 962 ;  L 7 ]  1< а г а н В .  Ф . , Основаник 
теории определителей, Одесса , 1 922 . д. А. Cynpyшuno. 

ОПРЕДЕЛЯ ЮЩАЯ СИСТЕМА ОКРЕСТНОСТЕЙ 
м н о ж е с т в а  А в т о п о л о г и ч е с к о м  п р о
с т р а в с т в е Х - любое семейство � подмножеств 
пространства Х , подчиненное следующим двум усло
виям: а) для каждого О Е �  найдется открытое множество 
V пространства Х такое , что O ::> V::>A , б) каково бы 
ни было открытое в Х множество W, содержащее А ,  
найдется элемент U семейства � . содержащийся в W. 
И ногда дополнительно предполагают ,  что все элементы 
семейства � открытые множества . Определяющей сис
темой окрестностей точки х Е Х в топологич . простран
стве Х паз . О .  с .  о. в Х одноточечного множества {х }. 

Лит. :  l1 ]  А р х а н г е л ь с к и й  А. В . ,  П о п о м а-
Р е в В. И . ,  Основы общей топологии в задачах и упражнениях 
М . ,  1 9 7 4 .  А В Архан.гельспий : 
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ОПРЕДЕЛЯЮЩЕЕ УРАВНЕНИЕ - уравненпе , ас
социированное с регулярной особой точкоii z= a обык
новенного линейного дифференциального уравнения 

р0 (z) rv(n )  + р1 (z)  w<n - l) + . . . + Pn (z ) UJ = О . (1 ) 
Пусть 

Pj (z) = (z - a) n -j q1 ( z ) , 
функции qj ( z) голаморфны в точке z= a п q0 (a) i: O . 
О п р е д е л я ю щ е е у р а в н е н и е пмеет вид 

1.. (1.. - 1) · . . (1.. - п + 1) qo (а) + · . · + l..q n - 1  (а) -1- qn (а) = 0 .  
(2) 

Еели корни AJ , 1 -.,.;:j ..s;;: п , уравнения (2) таковы , что все 
разноети AJ -I..k при j ?"= k  не являются целыми числами , 
то уравнение ( 1 )  имеет фундаментальную сиетему ре
шений вида 

wj (z) = (z - a) Лi <pj (z ) , 1 � j � п , (3) 
где функции <JJJ (z) голаморфны в точке z = a .  В против
ном случае решения уравнения ( 1 )  могут быть много
членами от ln ( z-a) с коэффициентами , голаморфными 
в точке z = a .  

О .  у .  для системы и з  п уравнениii 
(z - a) w' = А (z )  w, (4) 

отвечающее регулярноii особой точие z = a ,  имеет вид 
det IJ A.I - А  (a ) JI = O , 

где А ( z) - матрица-функция порядка п Х  п ,  голоморф
пая в точке z = a , и А (a) i= O .  Если все разности t..1-t..k 
при j ?"= k  не являются целыми числами , где 1..1- соб
ственные значения матрицы А , то система ( 4 ) имеет 
фундаментальную систему решений вида (3) , где <p1 ( z) 
вектор-функции , голоморфвые в точке z = a ;  в проти
воположном случае вектор-функции <р i (z) могут быть 
многочленами от ln ( z-a) с коэффициентами, кото
рые являются голаморфными в точке z = a вектор-функ
циями. 

В ином смысле термин <<0 .  у.»  употребляется при 
исследовании групп преобразований , допускаемых 
обыкновенными дифференциальными уравнениями и 
уравнениями с частными производными (см. ( 3) ) .  

Лит . :  [ 1 ]  Н о д д и н г т о н Э .  А . ,  Л е в и н с о н Н. , Тео
рик обыиновенных дифференциальных уравнений ,  пер . с англ . ,  
М . ,  1 95 8 ;  [2] Н а м и е Э . ,  Справочнии п о  о быиновенным Щlффе
ренциальным уравнениям , пер . с нем. , 5 изд. , М . ,  1 97 6 ;  [ 3 ]  О в
с к н н и и о в Л. В . , Групповой анализ дифференциальных 
уравнений, М . ,  1 9 7 8 .  М .  В .  Федорю?t. 

ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ у н и в е р
е а л ь н о й а л г е б р ы G относительно системы 
{gi , i E I }  ее порождающих элементов - соотношения 
вида 

и j (gil • gi2 • · · · ,gin) = V j (gil , gi2 • · · • , gin) • j EJ • 
между по рождающими (где и i • v /-термы в сигнатуре 
рассматриваемой алгебры) такие , что все остальные 
соотношения этого вида являются следствиями данных 
и тождеств многообразия , в к-ром рассматривается 
алгебра G. Обычно, когда говорят о задании алгебры 
порождающими и О. с . ,  имеют в виду факторалгебру 
свободной алгебры многообразия с теми же порождаю
щими по конгруэнции, определяемой всеми парами 
(иi , Vj) , j E J. В случае мультиоператорных групп 
(в частности , групп,  алгебр ,  колец, модулей) вид О .  с .  
упрощается: их можно записать либо как  wJ= O ,  либо 
как w1= 1  (в группах) . 

О .  с. выбираются неоднозначно даже при одной и 
той же системе порождающих. Напр . ,  циклическая 
группа второго порядка с порождающим элементом а 
может быть задана одним О .  с. а2= 1 , а также двумя 
О. с. а6= 1 и а4= 1 . Существуют специальные иреобра
зования (н р е о б р а з о в а н и я Т и ц е в группах, 

� 2  .Математическая анц. , т .  4 

см .  ( 2 ) ,  п их аналогп в различных многообразиях ал
гебр) , нонваляющие по одному заданию алгебры по
рождающими и О. с. строить другие заданпя той же ал
гебры.  Прп этом для к о н е ч н о о п р е д е л е н н ы х  
г р у п п  (или а л г е б р) , то есть задаваемых конеч
ной системоii образующих и коиечиоii системоii О .  с . ,  
можно конечным <JИелом преобранований Тtще переiiти 
от любого таиого задания к любому другому ее (конеч
ному) заданию порождающими и О. с . Если алгебра 
конечно порождена , то из любоii системы ее порождаю
щих можно выбрать конечную подсистему порождаю
щих ; если алгебра в век-рой конечной системе пораж
дающих задается конечным числом О .  с . ,  то в любоii 
другой конечной системе порождающих из любой сис
темы О. с .  можно выбрать конечную подсистему О. с . 

Изучение нонечно определенных алгебр породило 
целый ряд проблем алгоритмического характера, таких, 
как проблема равенства (тождества) , проблема шюмор
физма и др . (см. А лгоритм ическая проблема) . Ряд ре
зультатов получен для алгебр с одним О .  с. Напр . ,  в 
группах с одним О .  с .  разрешима проблема равенства , 
описаны элементы конечного порядка , центр и все 
подгруппы с нетривиальными тождествами (см. также 
Групповое исчисление) . 

Лит. :  [ 1 ] Н о н П. , Унивррса.льнак алгебра ,  пер. с англ . , 
М . , 1 968 ; [2] Н у р о ш А. Г. , Теория групп, 3 изд. , М . ,  1 96 7 ;  
[3] М а г н у с В . ,  Н а р  р а с  А . , С о л и т э р д. , Номбина
торнак теория групп , пер . с англ . ,  М . , 1 97 4 .  

А .  Л .  Ш.мельmнL. 
ОПРОВЕРЖИМАЯ ФОРМУЛА, ф о р м а л ь н о 

о п р а в е р ж и м а я  в д а н н о й с и с т е м е  
ф о р  м у л а , - замкнутая формула данпоП системы, 
отрицание к-рой выводимо в этой системе . 

В .  Н. Гришии. 

ОПТИМАЛЬНАЯ ГАРАНТИРУЮЩАЯ СТРАТЕ
ГИЯ - стратегия ,  к-рая имеет в данной операции оцен
ку эффективности, равную наилучшему гарантирован
ному результату (см. Наибольшего гарантированного ре
аультата пр ипцип) . Если , напр . ,  в операции с крите
рием эффективности f ( х, у) не определенный фактор у 
принимает значения из множества У, то О .  г. с. ;* оп
ределяется из равенства 

sup inf f (; , у) = i n f  f (;* , у) . 
х у Е У у Е У 

Если верхняя грань по .х не достигается , то вводится 
ионятие е-о п т и м а л ь н n ii г а р а н т и р у ю щ е й - * ._. с т р а т е г и и х8 , для н-роп 

inf  f ( x; , y) � sup i n f t (;, у ) - е , у Е У х у Е У 
где е >О. В зависимости от множества стратегий х= = х (у) и информации о неопределенном факторе (об
становке проведения оnерации) запись О .  г. с .  кон
кретизируется (см. ( 1 ) ) .  Так, если множество стратегий 
; состоит из всех функций х (у ) и в операции имеется 
полная информация об у , то О. г . с. х* (у) ваз.  а б
с о л ю т н о о п т и м а л ь н о й  с т р а т е г и е й  и 
определяется из условия 

sup f (х, у) = !  (х* (у) , у) при всех у Е У. 
х 

Изучаются также оптимальные стратегии ,  соответ
ствующие иным принципам оптимальноети (см. , напр . ,  
(2) , ( 3) ) .  

Лит. : ( 1 ]  Г е р  м е й  е р  Ю .  В . ,  Введение в теорию исслеi(О
ваник операций,  М . ,  1 9 7 1 ;  [2] е г о ж е, Игры с непрот и вопо
ложными интересами , М. , 1 9 7 6 ;  [3] В о р о б  ь е в Н. Н . ,  в кн. : 
Теорик игр , Ер . ,  1 97 3 ,  с. 5-57 .  Ф. И .  Ерешr.о, В. В . Федоров. 

ОПТИМАЛЬНАЯ К ВАДРАТУРА - квадратурная 
формула, дающая наилучшее приближение ивтеi· ралу 

I (/) = � g f (Р) w (Р) dP 
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на классе F подинтегральных функций . Если в заданвое конечное состояние (или, наоборот , из задан-

SN (/) = �kN= 1 ckf (Pk) , ного начального- состояния в произвольвое конечное) , 

то 
-""" позволяет решить многие качественные вопросы для 

рассматриваемой вариационной задачи. Построение 
множества фазовых О . т .  является обязательным этапом 
построения сиптеза оптимальных управлений R N (f) = 8 N (/) - !  (!) 

паз .  п о  г р е ш н о с т ь ю к в а д р  а т у р ы при 
вычислении интеграла  от данвой функции, а 

rN (F) = sup 1 RN (/) 1 f e  F 
паз . п о г р е  ш н о с т ь ю к в а д р  а т у р ы на клас
се F. Если существует такая квадратура , что для соот
ветствующей ей rN ( F) выполняется равенство 

rн (F) = i nf rN (F) , 
ck,Pk 

то ;эту квадратуру ваз.  о п т и м а л ь н о й в а з т о м 
к .!J а с с е . 

О .  к .  построены лишь для нек-ры х классов функций 
в осповном одного перемениого (см. [ 1 ] - [3] ) .  О .  к . 
паз . также н а 11 л у ч ш п м и к в а д р а т у р н ы м и 
ф о р  м у л а м и ,  или з к с т р е м  а л ь н ы м и к в а д
р а т у р п ы м и ф о р м у л а м и. 

Лит. : [ 1 ] Н и к о л ь  с н и й С.  М . ,  Квадратурные формулы, 
3 изд, , м. , 1 97 9 ;  [2] Б а х в а л о в Н .  с . , в нн . :  Численные ме
тоды решения дифференциальных и интеr[Jальных уравнений и 
квадратурные формулы, М. , 1 96 4 ,  с. 5 - 6 3 ;  L З ]  С о б о л е в С.  Л . , 
Введение в теорию нубатурных формул , М . ,  1 97 4 .  Н .  С. Бахва.11ов. 

ОПТИМАЛЬНАЯ ТРАЕRТОРИЯ - кривая x (t) в 
(п+ 1 )-мерпом пространстве перемеппых t , х1 , , • • ,xn , 
по к-рой точка x ( t)= (x1 ( t) , . . . , xn (t)) , движение к-рой 
описывается векторным дифференциальным уравнением 

x = f ( t , х, и) ,  f : IR X IRn x /RP --. IR.n , (1) 
переводител из начального состояния 

(2) 
в конечное состояние 

(3) 
под воздействием оптимального управления и (t) , до
ставляющего минимальное значение заданному функ
ционалу 

J = 'i 1 ' f0 (t , х , и) dt , /0 : /R x /Rn x /R r _ _,. /R , (4) .) '· 
На выбор оптимального управления накладывается 
ограничение 

и Е и , (5) 
где и - замкнутое множество допусти�1ых управлениii ,  
иc:IRP . Начальный и конечный моменты времени 
t0 и t1 для определенности предполагаются соответ
ственно фиксированным и свободным. 

Аналогичным образом О .  т. определяется для вариа
ционных задач более общего вида по сравнению с 
( 1 )  - (5) ,  напр . для задач с подвижными концами и 
с ограничениями на фазовые координаты . О методах 
отыскания О .  т. см. Вариационное исчислен ие; численные 
:методы. 

Для автономных задач , в к-рых функции j0 , f не 
вавислт явно от времени t :  

fD = fD (х , и) , f = f (х ,  и) , 
бодее удобным для теории и приложепий оказывается 
понлтие фазовой оптимальной траектории . Ф а з  о в а я 
о п т и м а л ь н а л т р а е к т о р и л есть проекцил 
О. т . на п-мерпое подпространство фазовых переменпых 
xl , . . .  , xn . Для автономных задач фазовая О. т .  не 
эависит от выбора начального момента времени t0 • 

Исследованпе множества фазовых О .  т . ,  переводя
щих систему из произвольного начаЛьного состояния 

и (t) = V (х ( t ) ) , 

обеспечивающего движение по О. т. в любой точке 
фазового пространства .  

Лит. : [ 1 ] П о н т р я г и н Л .  С . ,  Б о л т я н с н и й В.  Г. , 
Г а м н р е  л и д з е Р . В . , М и щ е н к о Е. Ф. ,  Математическая 
теория оптимальных процессов ,  3 изд. , М . , 1 976 ; [2] д е р  у с
с о П . ,  Р о й  Р . , l\ л о у з  Ч. , Пространство состояний в тео
рии управления , пер . с англ. , М . ,  1 970 .  И. Б. Ваппярский. 

ОПТИМАЛЬНОГО БЫСТРОДЕйСТВИЯ ЗАДАЧА -
одна из задач оптимальпого управле1-t ия математиче
ской теории ,  состоящая в определении минимального 
времени 

( 1 )  

за к-рое управляемый объект, движениР к-рого описы
вается системой обыкновенных дифференциальных урав
нений 

;= / (х , и) , и Е и .  f : /Rn x /RP -+ /Rn ,  
можно перевести из заданного начального состолпил 
х (О)= х0 в заданное конечное состояние х ( t1 )= х1 • Здесь 
х= х (t) есть п-мервы�I вектор фазовых координат , а 
и= и (t) есть р-мерныи вектор управляющих парамет
ров (управлений) , принадлежащий при любом t за
данной замкнутой допустимой области управлений и . 

Искомое минимальное время t1 является функциона
лом (1 ) , зависящим от выбираемого управления и (t ) . 
В качестве класса допустимых управлений ,  среди к-рых 
разыскивается управление ,  оптимальное по быстро
действию, для большинства приложекий достаточно 
рассматривать кусочпо непрерывные управления и ( t ) ,  
т. е .  функции ,  непрерывные для всех рассматриваемых 
t, за исключением конечного числа моментов времени , в 
к-рых они могут терпеть разрывы 1-го рода . Теорети
чески, строго говоря , следует рассматривать более об
щий класс функций и ( t) ,  O _.;; t _.;; t1 , измеримых по Лебегу. 

О. б. з . можно рассматривать как частный случай 
Вальца задачи и Майера задачи ,  рассматриваемых в 
вариационном исчислении , получающийся из этих 
задач при специальном задании оптимизируемого фупк
ционала .  Оптимальное по быстродействию управление 
и (t) должно удовлетворять припципу максимума Пон
трлгина , являющемуел необходимым условием, обоб
щающим необходимые уеловил Эйлера ,  Н:лебша и Вейер
штрасса , используемые в классическом вариационном 
исчислении. 

Для линейных О .  б .  з .  из необходимых условиii можно 
получить пек-рые выводы о качественной структуре 
оптимального управления .  Л и н е й  н ы м и О .  б .  з .  
(см . [ 1 ] ,  [ 2] )  наз . такие задачи , в к-рых выполнены сле
дующие три условия: 

1) уравнепил двпжепил объекта линейны по х и и: 

х = Ах + Ви, 
где А и В - постоянные матрицы размерности n Х n 
и 11 Х р соответственно ; 

2) конечное состояние х1 совпадает с началом коор
динат , лвллющимсл состоянием равновесия объекта 
при и = О ;  

3) область управления и является р-мерпым выпук
лым многогранинком таким , что начало координат 
пространства и принадлежит и , но не является его вер
шин оп.  

П усть выполнено условие общности положения , со
стоящее в липейпоii независимости векторов 

Bw, AB w, A2B w,  . . .  , An - lB w .  
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где w - произвольвый р-мерный вектор , параллельвый 
ребру многогранника И. Тогда для оптимальности по 
быстродействию управления и ( t ) , O ..;;:t ..;;: t1 ,  переводя
щего объект из задавиого начального состояния х0 в 
положение равновесия (начало координат в простран
стве х) , необходимо и достаточно, чтобы оно удовлет
воряло принципу максимума Понтрягина . Далее, 
оптимальное управление и ( t) в линейноii задаче оп
тимального быстродействия кусочво постоянно , и его 
значениями являются лишь вершивы многогранника И. В общем случае число переключевий и ( t) хотя и 
конечно , но может быть произвольным. В следующем 
важнщ1 случае число переключений допускает точную 
оценку сверху. 

Если многогранник И является р-мерным параллеле
пипедом 

и все собственные значения матрицы А деiiствительны, 
то каждая из компонент иs ( t) ,  s= 1 ,  . . .  , р ,  оптималь
ного управления и ( t )  являете я кусочно постоявной 
функцией, принимающей только значения as и ьs 
и имеющей не более n -1 переключениii , т. е. не более n интервалов постоянства . 

О .  б .  з .  может рассматриваться и для неавтономных 
систем, 1'. е . для систем, у к-рых правая часть j зависит 
еще и от времени t .  

В тех случаях, когда это удается ,  полезно рассма
тривать О. б. з. не только в программвой постановке, 
как это опиеаво выше, во и в позиционной постановке 
в форме задачи синтеза (см. Опти.малы1ое управление 
поаиционное) .  Решение задачп синтеза позволяет полу
чить качественное представление о структуре оптималь
ного по быстродействию управления , переводящего 
систему из любой точки, находящеiiся в нек-рой окрест
ности исходной начальной точки х0 , в заданное конеч
ное состояние х1 • 

Лит. : ( 1 ]  П о  н т р л г и н Л. С . ,  Б о л т л н с к и й  В. Г. , 
Г а м к р е  л и д а е Р . В . ,  М и щ е н R о Е. Ф . , Математическая 
теория оптимальных процессов ,  3 изд. , М . , 1 9 7 6 ;  [2] Б о л т л н
с R и й В. Г. , Математические методы оптимального управления , 
М . ,  1 96 6 .  И .  Б .  Вапиярспий. 

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ МАТЕМАТИ-
ЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ - раздел математики, в к-ром 
изучаются способы формализации и методы решения 
задач о выборе наилучшего в заранее предписанном 
смЬiсле способа осуществленпя управляемого динамич . 
процесса . Этот д и н а м и ч е с к и й п р о ц е с с мо
жет быть , как правило,  описан при помощи диффе
ренциальных, интег ральных,  функциональных, конеч
норазностных уравнений (или иных формализованных 
эволюционных соотношений) , зависящих от системы 
функций пли параметров, ваз . у п р а в л е н и я м и 
и подлежащих определению. Искомые управления , а 
также реализации самого процесса следует в общем 
случае выбирать с учетом ограничений , предписанных 
постановкой задачи . 

В более специальном смысле термином <<0 .  у. м. т . >> 
принято называть математич. теорию , в к-poii изу
чаются методы решения неклассических вариационных 
задач оптимального управления (как правило,  с диф
ференциальными связями) , допускающих рассмотрение 
негладких функцианалов и произвольных ограничений 
на параметры управления или иные зависимые пере
менвые (обычно рассматривают ограничения , задавае
мые вестрогими неравенствами) . Термину <<0 .  у. м. т. >> 
иногда придают более широкий смысл , имел в виду 
теорию, изучающую математич . методы исследования 
задач , решения к-рых включают какой-либо процесс 
статическоii или динамич. оптимизации , а соответ
ствующие модельные ситуации допускают интерпрета
цию в терминах тoii или иной прикладноii процедуры 
припятил наилучшего решения .  В таком толковании 

2 *  

О .  у. м. т .  содержит элементы исследования операций, 
.чате.матичеспого програ.м.мирован ия и иzр теор ии . 

Задачи, рассматриваемые в О . у. м. т . ,  возникли из 
практич . потребностей, прежде всего в области меха
ники космич. полета и автоматического управления 
теории (см. также Вариационное исчисление) . Формали
зация и решение этих задач поставили новые вопросы, 
напр. в теории обыкновенных дифференциальных урав
нений, как в области обобщения понятия решения и 
вывода соответствующих условий существования , так и 
в изучении динамических и экстремальных свойств тра
екторий управляемых дифференциальных систем; в 
частности, О . у. м. т. стимулировала изучение свойств 
дифференциальных вr;лючений. Соответствующие направ
ления О .  у. м. т. поэтому часто рассматриваются как 
раздел теории обыкновенных дифференциальных урав
нений . В О. у. м .  т .  содержател математич. основы тео
рии управления движением - иового раздела общей 
механики , в к-ром исследуются законы формирования 
управляемых механич. движений и смежные математич. 
вопросы . По методам исследования и по своим Прило
жениям О . у. м. т. тесно связана с аналитич . механи
кой , в особенности с разделами, относящимиен к ва
риационным пр ин ципа.м плассичесr;ой .механики .  

Х отя частные задачи оптимального управления и 
неклассические вариационные задачи встречались и ра
нее, основы общей О. у. м. т. были заложены в 1 956 -
1 961 . Ключевым пунктом этой теории послужил Пон
трягина принцип .маr;си.му.ма, сформулированный Л .  С .  
Понтрягпным в 1 956 (см. [ 1 ] ) .  Важными стимулами со
здания О. у.  м.  т .  были открытие метода дина.мичеспого 
програ.м.мирования, выяснение роли функционального 
анализа в теории оптимальных систем, открытие свя
зей решений задач оптимального управления с резул ь
татами теорип устоiiчивости по Ляпунову, появленпе 
работ ,  связанных с понятиями управляемости и наблю
даемости динамич. систем (см. [ 2] -[5 ] ) .  В последую
щие годы были развиты основы теории стохастич . управ
ления п стохастич . фильтрации динамич . систе м ,  
построены общие методы решения неклассических ва
риационных задач , получены обобщения основных по
ложений О .  у. м. т. на более сложные классы дииамич . 
систем, изучены связи с классическим вариацiюнныъf 
исчислением (съ1. [ 6 ]-(1 1 ] ) .  О. у. м. т. интенсивно раз
вивается , в частности, в направлении изучения игро
вых задач динамики (см. Дифференциальные иzры) , 
задач управления в условиях неполной или неопреде
леиной информации, снетем с распределенными пара
метрами , уравнений на Многообразиях и т.  д . 

Резудьтаты О. у. ы. т. нашли широкие приложе
вин в формировании процессов управления, относя
щихся к самым разным областям современной техники ,  
в изучении экономи'I . динамики, в решении ряда задач 
из области биологии, медицины, экологии, демогра
фии и т. д ·  

З а д а ч а  о п т и м а л ь н о г о  у п р а в л е н и я  
в общем виде может быть описана следующим образом . 

1) Дана управляемая система S , состояние к-рой 
в момент времени t изображается величиной х (напр . ,  
вектором обобщенных координат и обобщенных им
пульсов мехаиич . системы, функцией от пространствеи
ных .координат в распределенной системе , вероятност
ным распределением, характеризующим текущее со
стояние стохастич . системы, вектором выпуска продук
ции в динамич .  модели экономики и т. д . ) .  Предполага
ется , что к системе S приложены управляющие воздей
ствия и,  оказывающие влияние на ее динамику . Они 
могут , напр . ,  иметь смысл механич . сил , температурных 
или электрич . потенциалов , программы капиталовло
жений и т. д . 

2) Дано уравиенне , связывающее переменвые х ,  
и ,  t п описывающие динамику системы . Vкааак про-
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межуток времени, па к-ром рассматривается уравнение. 
В типичном случае это может быть обыкновенное диффе
ренциальное уравнение вида 

:C = I  (t, х ,  и) ,  t 0 .,;;;;; t ",;;;;; t 1 , x E IRn , и Е RР,  (1) 
с заранее оговоренными свойствами функции 1 (часто 
требуют, напр. , непрерывности 1 по t , х ,  и и вепрерыв
ной дифференцируемости по х) . 

3) Известен характер информации , к-ран может быть 
использована для формирования управляющих воздей
ствий (напр . ,  в каждый момент времени или в заранее 
предписанные моменты становятся известными доступ
ные измерению величины - значения фазовых коорди
нат системы ( 1 )  или функций от этих координат) . Огово
рен класс функций , описывающих управления , допу
скаемые к рассмотрению: множество кусочпо непре
рывных функций вида и= и (t) , множество линейных по 
х функций вида и= и (t ,  x) = P' (t)x с непрерывными 
коэффициентами и т . д. 

4) Установлены ограничения на процесс , подлежа
щий реализации. Сюда прежде всего входят условия, 
определяющие цель управления (папр . ,  для сисrемы 
( 1 )  - попадание в заданную точку или на заданное 
множество фазового пространства Rn , требование ста
билизации решений около заданного движения и т. д . ) .  
Кроме того , ограничения могут быть наложены на ве
личины управляющих воздействий и или координат 
состояния х ,  на функции от этих величин, на функциа
налы от их реализаций и т. д. В системе (1 ) ,  напр . , 
возможны ограничения на параметры управления 

и Е и с: RP или <р (и) .,;;;;; О , <р :  RP - IR. k , (2) 

и на координаты 

х Е Х с: IRп или 'Ф (х) ",;;;;; О , '1/J: IR. п -� IR.Z; (3) 

здесь и, Х - замкнутые множества ,  <р, 'Ф - дифферен
цируемые функции . Могут рассматриваться и более 
сложные ситуации , когда множество и зависит от t ,  
х или задано неравенство вида g (t ,  х , и) <е;;:О (случай 
смешанных ограничений) и т .  д. 

5) 3адан покаватель (критерий) качества процесса ,  
подлежащего реализации, представимый в виде функ
ционала J (x (  · ) , и ( · )) от реализации переменных х, и 
на рассматриваемом отрезке времени . Условия 1 ) -4) 
теперь дополняются требованием оптимальности про
цесса - минимума , максимума ,  минимакса и т . д. по
казателя J (x ( · ) , и ( · ) ) . 

Таким образом, в заданном классе управлений для 
заданной системы требуется выбрать управление и ,  
оптимизирующее покаватель J (х ( . ) ,  и ( . )) (при условии 
достижения цели управления и при выполнении нало
женных ограничений) .  Функция (напр . ,  вида и= и (t) 
или и= и (t ,  х) и т .  д. ) ,  решающая задачу оптимального 
управления , паз . о п  т и м а л ь н ы  м у п р  а в л е 
н и е м (пример формулировки типичной задачи опти
мального управления см. в ст. Пон,трягина пр инцип 
.мак.сижу.ма) . 

Среди динамич . объектов , охватываемых задачами 
О. у. м .  т . ,  принято отличать конечномерные от беско
нечномерных - в зависимости от размерности фазового 
пространства соответствующих систем дифференциаль
ных уравнений , описывающих их,  или от вида ограниче
ний , наложенных на фазовые переменные . 

Различают задачи опти.мальпого управления про
гра.мжного и опти.мального управления позиционного. 
В первом случае воздействие и формируется в виде 
функции времени. Во втором случае воздействие и 
формируется в виде стратегии управления по принципу 
обратной связи,  как функция от доступных значений 
текущих параметров процесса .  

В изучении задач О .  у. м. т. выделяют вопросы суще
ствования решений , вывод необходимых условий экс-

тремума (оптимальности управления) , исследование 
достаточных условий , построение численных алгорит
мов . Рассматриваются также соотношения между ре
шениями задач О. у. м. т . , полученных в классе про
граммных и позиционных управлений. 

Описанвые варианты постановок задач оптимального 
управленИ'Я предполагают существование корректной 
математич. модели процесса и рассчитаны па полную 
априорную или даже на полную текущую информацию о 
соответствующей системе . Однако в прихладных по
становках доступной информации о системе (напр . ,  
сведений о начальных и конечных условиях ,  о коэффи
циентах соответствующих уравнений , о значениях до
полнительных параметров или доступных измерению 
координат и т. д. ) часто оказывается ведостаточно для 
прямого применепил отмеченной выше теории . Послед
вее приводит к задачам оптимального управления , 
сформулированным в иных информационных предпо
ложениях.  Большой раздел О. у. м .  т . посвящен зада
чам, где описание недостающих величин носит стати
стич . характер (т. п. теория с т о х а с т и ч е с к о г о 
о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я) .  Если ка
кая-либо статистич. информация о недостающих пР
личинах отсутствует ,  по заданы лишь допустимые 
области их изменения , то соответствующие задачи 
рассматриваются в рамках теории о п т и м а л ь н о г о 
у п р а в л е н и я  в у с л о в и я х  н е о п р е д •  
л е п н о с т и .  К решению этих задач тогда прииле
кают методы минимакса и теории игр. 3адачи стоха
стического оптимального управления и оптимального 
управления в условиях пеопределепвости особепво 
содержательны , когда речь идет о позиционном опти
мальном управлении. 

Х от я формализованвое описание управляемых систем 
может принимать достаточно абстрактную форму (см. 
[ 1 1 ] ) , простейшая классификация допускает также де
ление их па с и с т е м ы с в е п р е р ы в п ы м в р е
м е в е м (описываемые, напр . ,  дифференциальными 
уравнениями - обыкновенными или с частными про
изводвыми, уравнениями с отКJiопяющимся аргумен
том , уравнениями в баваховом пространстве, а также 
дифференциальными включениями ,  интегральными , 
интегро-дифференциальными уравнениями и т. д . ) и 
м в о г о m а г о в ы е (д и с к р е т в ы е) с и с т е
м ы, описываемые рекуррентными разностными урав
нениями и рассматриваемые лишь в изолироваввые 
(дискретные) моменты времени . 

Дискретные системы управления , помимо самостоя
тельного интереса ,  имеют серьезвое значение как ко
вечво-развоствые модели непрерывных систем. По
следнее важно для построения числеиных методов реше
ния задач оптимального управления (см. [ 1 2] ,  [ 1 3] ) , 
в особениости в тех случаях,  когда исходная задача 
подвергается дискретизации, начиная с самой поста
новки. К дискретным системам применямы основвые 
указанвые выше постановки задач . Хот я теоретико
функциональная сторона исследования здесь оказы
вается проще, перенесение основных фактов теории 
оптимального управления для непрерывных систем и 
изложение их в компактной форме связано со специ
фич . трудностями и не всегда возможно (см. [ 1 4] , [ 1 5] ) .  

Теория оптимальных линейных дискретных систем 
управления с ограничениями , задаваемыми выпуклыми 
функциями , разработана доста:очво полно (см. [ 1 5] ) .  
Она смыкается с методами линеиного и выпуклого про
граммировавия (особенно с соответствующими «дива
мическимш> или «Вестациоварными» вариантами) (см. 
[ 1 6] ) .  Важное значение в этой теории приобретают ре
шения , позволяющие соединять в рекуррентном 
процессе оптимизацию дискретной дивамической си
стемы с реализацией адекватного численного дискрет
ного алгоритма. 
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Отдельный круг проблем О .  у. м. т. образуют вопро
сы аппроксимации решениii задач оптимального управ
ления для непрерывных систем дискретными, тесно 
связанные с проблемой регуллризации некорректно 
поставленных задач (см. [ 1 7 ] ) .  

Лит . :  [ 1 ] П о  н т р я г и н Л .  С . ,  Б о л т я н с к и й  В .  Г . ,  Г а м к р е  л и д з е Р. В . , М и щ е н к о Е .  Ф. , Математическая 
теория оптимальных процессов, 3 изд. , М.,  1 97 6 ;  [2] Б е JI л
м а н Р . ,  Динамическое программирование,  пер. с англ . ,  М . ,  
1 96 0 ;  [3] Н р а с о в с к и й Н.  Н. , Теория управления движе
нием, М. , 1 968 ;  [4] е г о ж е , в сб. : Механика в СССР за 50 лет, 
т. 1 ,  М. ,  1 968 ,  с. 1 7 9-2 4 4 ;  [5] Н а л м а н Р. , в кн. : Труды 1 Меж
дународного конгресса Международной федерации по автомати
ческому управлению, т. 2, М. ,  1 96 1 , с. 5 2 1 - 4 7 ;  [6] Ф л е
м и н г У., Р и ш е л Р . , Оптимальное управление детермини
рованными и стохастическими системами , пер. с англ. , М. , 1 97 8 ;  
L 7 ] А л е к с е е в В. М . ,  Т и х  о м и р о в В. М . , Ф о м  и н С. В . ,  
Оптимальное управление , М . ,  1 97 9 ;  [8] В а р  г а Дж. , Оптималь
ное управление дифференциальными и функциональными урав
нениями , пер . с англ. , М . , 1 97 7 ;  [9] Н е s t е n е s М. , Са!си!иs 
of variations and optimal contro1 theory , N. У. , 1 96 6 ;  [1 0] Я н г Л . ,  
Лекции no вариационному исчислению и теории оптимального 
уnравления, пер . с англ. , М . ,  1 97 4 ;  L1 1 ] Н а л м а н Р . ,  Ф а л  б П. , 
А р б и б М. , Очерки по математической теории систем, nep . с 
англ . ,  М . ,  1 97 1 ; [1 2] М о и с е е в Н. Н. , Элементы теории оnти
мальных систем, М . ,  1 97 5 ;  [1 3] Ч е р н о у с  ь к о  Ф. Л. Н о л
м а н о в с к и й  В. Б . ,  в кн. : Итоги науки и техники. Сер. Мате
матический анализ, т. 1 4 , М. , 1 97 7 ,  с. 1 0 1 -6 6 ;  [ 1 4] Б о л т я н
с к и й В. Г. , Оптимальное управление дискретными системами, 
м. ,  1 !n 3 ;  l 1 5] с а n о n  м. D . ,  с и 1 1  и ш с. D . , Р о 1 а k Е . ,  
Theory o f  optima1 contro1 and mathematica1 programшi ng, N.  У. , 
1 970 ; [ 1 6] П р  о п о й  А. И . ,  Элементы теории оптимальных дис
кретных процессов ,  М . , 1 97 3 ;  [ 1 7] Т и х  о н о в А. Н . ,  А р  с е
н и н В .  Я. , Методы решения некорректных задач , 2 изд. , М. , 
1 97 9 .  А.  Б .  Нуржапспий. 

ОПТИМАЛЬНОЕ ДЕКОДИРОВАНИЕ - декодирова
ние , к-рое максимизирует сообщепий точпость воспро
иаведепия для заданных источников сообщений ,  канала 
связи и метода кодирования . В случае, когда точность 
воспроизведения сообщений характеризуется средней 
ошибочпого декодировапия вероятпостью , О. д. миними
зирует эту вероятность. Пусть , напр . ,  для передачи М 
сообщений , занумерованных числами 1 ,  . . .  , М, вероят
ности появлепил к-рых равны р1 , • • •  , РМ соответст
венно , используется дискретный канал с конечным чис
лом значений сигналов на входе и выходе и переходной 
функцией , задаваемой матрицrй 

q (у ,  у) =Р {� = Y i  '1'] = у}, У Е У, У' Е У, 
гд':, У, У - множества значений сигналов '11 на входе 
и '11 на выходе соответственно, а кодирование задается 
функцией / ( · ) такой , что f (m) = ym , m= 1 ,  . . .  , М, 
где Ym E Y, m= 1 ,  . . .  , М,- код , т. е. нек-рыii набор М 
возможных значений сигнала на входе канала. Тогда 
О. д. задается функцией g (  · ) такой, IJTO g (у)= т' для 
любого у Е У, где т' удовлетворяет неравенству 

Pm'q  (Ym' • У) >-': Pm q  (У т • У) 
для всех тf:: т' . В частности, если все сообщения рав
новеролтны, т .  е . р1= . . .  = рм= 1 1М, то описанное 
О. д. является в то же время декодированием по методу 
«Максимального правдоподобию> (к-рое в общем случае 
оптимальным не является) : полученный на выходе ка-
нала сигнал у- следует декодировать в сообщение т' , 
для к-рого 

q (Ym' , у) >-': q (У т • У) при т f::. т' . 
Лит . :  L ! ] Г а л л а г е р  Р. , Теория информации и надежная 

связь, пер . с aHГJJ . , М . , 1 97 4 ;  [2] В о з е н к р а ф т Дж. , Д ж е
к о б с И . , Теоретические основы техники связи , пер . с англ . , 
М. , 1 96 9 .  Р. Л. Добрушип, В .  В .  Прелов. 

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ - решение пеклас
сической вариационной з а  д а ч и о п  т и м а л ь  н о
г о у п р а в л е н и я (см. Опти.м.альпоео управлепия 
.математическая теория) . В типичном случае О. у. 
дает решение задачи об экстремуме заданного функцио
нала вдоль траекторий обыкновенного дифференциаль
ного уравнения , зависящего от параметров-<<управле
НИЙ?> (при наличии дополнительных ограничений , 
предпиеанных постановкой: задачи) . Здесь, в аависи-

мости от раrематриваемого клаеса управлений , О . у. 
может принимать форму ф у н к ц и п в р е м е н и 
(в зада'Iе опти.мальпого управлепия програ.м.мн ого) или 
ф у н к ц и и  в р е м е н и  и т е к у щ е г о  с о � 
т о л н и л (позиций) системы (в задаче синтеза оп ти
.мальпоео управлепия поаициоппого) . 

В более сложных или более специальных задачах 
О . у. может принимать форму о б о б щ е н н о г о 
у п р а в л е н и я - функции времени со значениями 
во множестве мер ,  функционала от отрезка траектории 
или от нек-рого множества в фазовом пространстве, 
краевого условия для уравнения с частными производ
ными, многозначного отображения, последовательности 
экстремальных элементов нестационарной задачи мате
матич . программированил и т. д. А. в . Нуржапспий. 

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПОЗИЦИОН-
НОЕ - решение зада'IИ опти.мальпого управлепия .ма
тематической теор ии,  состолщей в с и н т е з е о п
т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и л в виде страте
гии управления по пр�:шципу обратной связи, нак 
функции текущего состояния (позиции) процесса (см. 
[ 1 ]  - ( 3] ) .  Последнее определяется, помимо текущего 
момента t ,  также доступными значениями текущих пара
метров .  Таким образом, введение позиционноii страте
гии позволлет формировать реализацию управления и 
апост'ериорно, корректируя его на основе дополнитель
ной информации, получаемой по ходу процесса .  

Простейшал задача синтеза , напр.  для системы 

x = f (t ,  х, и) , t 0 � t � t н  х Е Rп, и Е RР, ( 1 ) 
с ограничениями 

и E U = RP или 'ljJ (и) � O , 'ljJ :  RP --+ Rk, (2) 

и заданным <<терминальным>> показателем 
l (x ( · ) , и ( · ) ) = <р (t 1 ,  x (t 1) ) , <p : Rn + I ---.. R.I, 

предполагает поиск решения и0 , минимизирующего 
функционал I (х ( · ), и ( · ) )  среди функций вида и ( t , х) 
для произвольной исходной позиции {т, х } . Естест
венный путь состоит в решении для каждой позиции 
{т, х } соответствующей задачи о построении опти.маль
пого управлепия програ.м.мпого 

и0 [ t ! т , х] , х = х (т) ,  т � t � t1 ,  
на  минимум того же функционала I (х ( · ) , и ( · ) ) и при 
тех же самых ограничениях.  Далее полагается ,  что 

иО ( t ,  x) = и0 [t l t , xJ 
и если функция и0 ( t , х) корректно определена , а урав
нение 

!x = J (t , х, и0 ( t , х) ) , х (т) = х, т �  t � t 1 , (3) 
имеет единственное решение , то задача синтеза реше
на,  причем оптимальные значения показателл I , най
денные в классах программных и позиционных управ
лений , совпадают (в ·  общем случае выделлют условия , 
обеспечивающие существование в определенном содер
жательном смысле решений уравнения (3) , и условия , 
гарантирующие оптимальность всех траекторий этого 
уравнения) . 

Синтезированная фуннцил и0 ( t ,  х) , лвллющалел О .  у. п . , позволлет построить оптимальное в смысле 
минимума функционала I решение задачи оптимального 
управления для любоii исходной позиции {т, х }, 
в отличие от программного оптимального управления , 
зависящего , вообще говоря , от фиксированного началь
ного состояния {t0 ,  х0 } процесса . Решение задачи 
оптимального управления в форме синтеза оптимальноrо 
управления находит большие приложенил, в частности 
в связи с тем, что реальные процедуры построения 
управления осуществляются , как правило, в:а фове Шl-
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формационных помех или возмущений процедуры счета . В указанных сптуациях позиционное управление пред
почтительпеЛ программного . 

На хождение и0 ( t ,  х) сразу в виде функции текущего 
состояния связано с использованием метода дипа.м.иче
сr;ого програ;м;мировап ия (см. [2}) . В водимая в рассмот
рение ф у н к ц и я  д е й с т в и я (ф у н к ц и я  
Б е л л м а н а) V ('t, х) , имеющая смысл минимума 
(максимума) оптимйзnруемой величины (напр . ,  функ
ционала 

J (х ( · ) , и ( · ) ) =  � :1 /0 (t , х , и) dt + <p  (t1 , x ( t 1) ) (4) 

для системы ( 1 )  при х (т) = х ,  t Е [т, t1} ) ,  должна удовлет
ворять дифференциальному уравнению Беллмана с 
частными пронаводными и с краевыми условиями, за
висящими от цели управления и показателя J. Для 
системы (1 ) , (2) , (4) это уравнение имеет вид 

где 

�� +H ( t , х, �: ) = 0 , Г (t 1 , x) = <p (t 1 , х) , (5) 

н ( t ,  х, �� )  = { дV . 
= m i n  ( дх , f ( t ,  т, и) ) + f0 ( t , х, и) \ и Е и }  (6) 

- функция Гамильто:nа . Оно связано с уравnениями , 
фигурирующими в условиях Поптрягипа пр инципа ;ма/i
симу;ма , подобно тому, как уравнение Гамильтона -
Якоби для функции действия связано в аналитич. 
механике с обыкновенным дифференциаль:вым уравйе
нием Гамильтона (см. Вар иациоппые пр ипц ипы liлас
сичес�;ой .мехап ш;u) . 

Вывод уравнения (5) для задачи синтеза опирается 
на п р и н ц и п о п т и м а л ь н о с т и, утверждаю
щий, что отрезок оптимальной траектории есть снова 
оптимальная траектория (см. [2 } ) .  Правомерность та
кого подхода зависит от корректного определения ин
формационных свойств процесса и, в частности , поня
тия позиции (текущего состояния , см.  [5} ) . 

В з а д а ч е б ы с т р о д е й с т в и я - о  мини
мальном времени Т (х) попада11ия траектории автопом
пой системы ( 1 )  из положения х на множество М -
функцию V (т , х) = V (х) можно рассматривать как свое
го рода потенциал V (х)= Т (х) относительно множества 
М. Выбор оптимального управлеюrя и0 (t , х) из усло
вий (5) , (6) , приобретающих здес ь вид 

m i n  { ( �: , f (:r, и) ) 1 и Е и } = - 1 <  

V (х) = 0 при х Е М , 

тогда означает , что и0 ( t , х) = и0 (х) осуществляет спуск 
оптимальной траектории х0 (t) относительно поверхно
стей уровня функции v· (х) паискорейшим иа способов , 
допускаемых условием и Е и. 

Примененив метода динамич. программирования (как 
достаточного условия оптимальности) будет обосновано , 
если функция V (т, х) всюду удовлетворяет определен
ным условиям гладкости (паnр . ,  в задаче (3) -(6) функ
ция V (т , х) должна быть непрерывно дифференцируемой) или если условия гладкости выполняются всюду, 
за исключением нек-рого <юсобого>> множества N. При 
выnолнении нек-рых специальных <<условий регуляр
ного синтеза>> метод динамич . программирования ока
зывается эквивалентным принцилу Понтрягииа , к-рый 
тоrда выстуnает как необходимое и достаточное условие оптимальности (см. [8] ) .  Трудности , связанные с априорной nроверкой применимости метода динамич . 
nроrраммирования и с необходимостью решать диффе
ренциальное уравнепи!J Беллмапа с частными произ
воnными, усложняют использование этого метода . Ме- 1 

тод динамического программирования нашел распро
странение в задачах синтеза оптимального управле
ния для д;искретных (многошаговых) систем ,  где соот
ветствующее уравнение Беллмана конечно-разностное 
(см . [2 } , [ 9] ) .  

В задачах оптимального управления с дифференци
альными связями метод динамич . программиром.ния 
дает эффективное решение задачи синтеза в замкнутой 
форме для класса задач , охватываемых линейными си
стемами с квадратичным показателем ( 4) (функции f ,  ер 
суть nоложительно определенные квадратичные формы 
соответственно по х ,  и и по х) . Эта задача об а н а л и
т и ч е с к о м к о н с т р у п р о в а н и и о п т и
м а л ь  н о г о р е  г у л я т о р а при ер ( t , х)=О , t1 = оо 
переходит в задачу об о п т и м а л ь н о й с т а u п
л и з а ц и и с и с т е м ы (из существования допу
стимого управления здесь сразу вытекает свойство 
асимптотич . устойчивости положения равновесия син
тезированной системы) (см. [ 1 0] , [4] ) . Существование 
решения в данном случае обеспечивается свойством ста
билизируемости системы (см. [4} ) . Для линейных ст�
ци:онарных и периодич. сиетом оно эквивалентно свои
ству управляемости системы по неустойчивым собст
венным координатам (см. Опти.мальпое управлеп ие 
программпое) . 

Решение задачи оптимальной стабилизации покава
ло, что соответствующая функция Белл:мана является 
в то же время «оптимальной» функцией Ляпунова д;ля 
исходной системы с найденным оптималь:вым управл:е
нием. Отмеченные обстоятельства позволили получить 
эффективные условия стабилиз�руемости и построи�ь 
для задач стабилизации полныи аналог теории устои
чивости по Ляпунову (по первому nриближению и в 
критич. случаях) , охватывающий обыкновенные ква
анлинейные и периодич. системы, а также системы с за
паздыванием . В последнем случае роль функции Белл
мана играют «оптимальные>> функдионалы Ляпунова -
1\расовского,  заданные на отрезках траектории, соот
ветствующих величине запаздывания в системе (cjll . 
[4) ,  [5) ) . Теория линейно-квадратичных задач оптималь
ного упрв.вления хорошо развита и для дифференциаль

ных уравнений с частными пронаводными (см. [ 1 1 ) ) .  
В nрикладных задачах синтеза оптимального управ

ления измерение всех фазовых координат системы 
доступно далеко не всегда . Поэтому воавикает следую
щая з а д  а ч а н а б л ю д  е н и я, допускающая мно· 
гочисленные обобщения: впал на промежутке а <.t <.б 
реаливацию y[t) Е IR.m доступной измерению функции 
y=g (t ,  х) координат системы (1) (при известном и ( t ) , 
на пр. при и (t)=O , и т <.п) , найти вектор х (б) Е IR.n в 
заданный момент б. Системы, повволяющие по реали
вации y[t} однозначным образом восстанавливать 
х (б) , каким бы он ни был , наа . в п о л  н е н а б л ю д  а
е м ы  м и .  

Свойство полной наблюдаемости, как  и построение 
соответствующих апалитич . операций , выделяющих 
х (б) ,  а также оптимизация этих операций хорошо 
изучены для линейных систем. Здесь известен п р и в
ц и п д у а л ь н о с т и, состоящий в том , что каждой 
задаче наблюдения может быть поставлена в соответ
ствие эквивалентная двухточечная краевая задача уп
равления для дуальпой системы . Вследствие этого ока
зывается , что свойство nолной наблюдаемости линейной 
системы совпадает со свойством полной управляемости 
дуальной системы с уПравлением. Более того, оказыва
ется, что и соответствующие дуальпые экстремальные 
задачи об оптимальном наблюдении и оптимальном 
управлении могут быть составлены так , что их решения 
совпадут (см. [3] ) .  Свойства управляемости и наблЮдае
мости линейных систем допускают весьма разнообраз
ные обобщения па линейные бесконечномерные объек
ты (уравнения в баяаховом пространстве, системы с 
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отююияющимся аргументом , дифференциальные урав- (т . в . ф и  л ь  т р :К а л м а в а-Б ь то с и, см. [ 1 3}) .  
пения с частными производными) . Имеется и ряд ре- В применении этоii теории к задаче сиитеза стохасти-
зультатов , характеризующих соответствующие свой- ческого оптимального управления были выявлены усло-
ства.  Для иелинейных систем известен лишь ряд ло- вия , обеспе�:�ивающие справедливость принципа раз-
кальиых теорем о наблюдаемости. Решения проблемы деления, позволяющего решать собственно задачу 
наблюдения нашли миогочислеии!;>lе пеименения в зада - управления независимо от задачи оценивания текущих 
чах сиитеза в условиях неполнои информации о коор- позиций на основе достаточных координат процесса 
дииатах,  в том числе в задачах  оптимальной стабили- (см. [ 20] ;  более общим заtювомерностям стохастич. 
зации (см. [ 3] -[ 5] ,  [ 1 4 ] ,  [ 1 5] ) .  фильтрацnи , а также задачам с;тохастич. оптимального 

Задача сиитеза становится особенпо содержательной , управления , когда само управление выбирается в клас-
когда информация об уравнениях управляемого про- се марковских процессов диффузионного типа , посвя-
цесса , исходных начальных условиях и текущих пара- щеиы работы [ 1 8 ] ,  [2 1 ]) .  
метрах искажена возмущениями . Е сли описание воз- Строго формализованное решение задачи стохасти-
мущеиий носит статистич .  характер ,  то задачи опти- ческого оптимального управления неизбежно соприка
мальяого управления рассматривают в рамках тео- сается с проблемой корректного обоснования вопро
рии с т о х а с т п ч е с к о г о о п т и м а л ь и о г о сов существования решений соответствующих стохаети
у п р а в  л е н и я. Эта теория , начатая с решения ческих дифференциальных уравнений . Последнее об
стохастических программных задач [ 1 6] , в наибольшей стоятельство порождает определенные трудности в 
степени разработана для систем вида решении задач стохастического оптимального управ-. 1 ( ) + ( ) ( ) _n (�i )  левия nри валичии иеклассич:. ограничений . х = t ,  х, и g t ,  х, и Т] ,  х t0 = ;,;- , С .. одержательвыи процесс динамич . оптимизаци11 воз-
со случайными возмущениями Т] ( t) , описываемыми 
гауссовскими диффузионными процессами или более 
общими классами марковених процессов (начальный 
вектор обычно также считают случайным) .  При этом, 
как правило, предполагается , что задаltы нек-рые ве
роятностные характеристики вел ичин Т] (напр . ,  све
дения о моментах соответствующих распределений или 
о параметрах стохастич. уравненпii,  описывающих 
эволюцию процесса Т] ( t) ) .  

В общем случае примененив программных и сивте
зирующих управлений здесь дает существенпо различ
ные значения оптимальных покавателей J качества 
(роль таких покавателей могут играть , напр. , те или 
иные средние оценки неотрицательиых фуикционалов , 
заданных на траекториях процесса) . Задача сиитеза 
стохастического оптимального управления теперь имеет 
очевидltьtе преимущества , т . к. непрерывное измерение 
координат системы nозволяет корректировать движе
ние с учетом реального хода случайного процесса , ве
предсказуемого заранее.  Здесь было обнаружено , что 
метод динамич . программироваиия совершенно естест
венным образом сопрягается с теорией бесконечно ма
лых производящих операторов для полугрупп преобра
зовавий, генерируемых марковекими случайными про
цессами. Эти обстоятельства позволили построить и 
строго обосновать серию достаточных условий опти
мальности , приведших к решению на конечном и бес
конечном интервале времени ряда задач о синтезе сто
хастического оптимального управлевия с полной и 
веполной информацией о текущих координатах,  сто
:х:астич . задач преследования и т . д. При этом сущест
венно, что для справедливости прииципа оптимальности 
управление и здесь должно строиться в каждый момент 
времени t как функция <<достаточных координат• z 
процесс а ,  ДJIЯ к-рых будет обеспечено свойство мар
ковости (см. [ 5 ] , [ 6 ] , [ 1 7 ] , [ 1 8] ) . 

Таким путем,  в частности,  была разработана тео
рия о п т п м а л ь н о й с т о х а с т и ч е с к о й 
с т а б п л и з а ц и и, связанная с соответств ующей 
теориеii устоiiчивости по Ляпунову ,  развитой дЛя сто
хастич . снетем [ 1 9] . 

Для формирования сиитезнрую�еl'о оптимального 
управления , а также для иных целеи управления целе
сообразно оценивать состояние стохастич. системы 
по результатам измерения. Решепию этого вопроса 
при условии , что nроцесс измерения искажается веро
ятностными «шумами� (т. е .  решению задачи наблюде
ния в условиях случайных воямущеиий) ,  посвящена 
т е о р и я  с т о х а с т и ч е с к о ii ф и л ь т р а ц и и . 
Наиболее полные решения здесь известны для лииеii
ных систем с квадратичны&ш критериями оптимума 

никает в задачах синтеза оптимального управления 
в условиях неопре1\еленности (см. Опти.мадьпое управ
лен ие npoгpaJtыtnoe) . Позиционные решения в общем 
случае позволяют и здесь улучшить покаватели каче
ства процесса по сравнению с программными, представ
лятощими собой все-таки результат статич. оптимиза
ции (проводимой , правда , в пространстве дпнамич . 
систем и функций-управлений) . К решению задач тогда 
привпекают понятия и методы теории игр . 

Пусть имеется система 
(8) 

при ограничениях 
x0 = x (t0) E X0 s; /Rп , и E U c: IR.P , w E JV c: IR. q .  

на начальный вектор х0 , упра вление и и возмущения 
w . В отличие от игрока-союзника,  представляющего 
исходное уnравление и,  подлежащее определению, воз
действия w здесь трактуют как управление игрока
противника и допускают к рассмотрению любые целе
направленвые стратегии w, формируемые на основе 
любой допустимои информации . При этом цели управ
ления могут быть сформулированы с точки зрения 
каждого из игроков в отдельности. Если названвые 
цели противоположны, то возникает задача к о п
ф л и к т н о г о у п р а в л е в и я. Исследование за
дач позиционного управления в условиях коltфл икта 
или веопределениости составляет предмет теории диф

ференциальных игр . 
Процесс формирования позиционного оnтимального 

управления в условиях неопределеииости может быть 
осложнен неполнотой информации о текущем состоя
нии. Так, в системе (8) могут быть достушrы лишь ре
зультаты косвенных измерений фазового вектора х -
реализации y[ t] функции 

у < t > = g <t . х , s> . (9) 
где веопределевные параметры 6 стеснены иавестиым 
априорным ограничением 6 Е S: .  Знание у [ t l ,  t0 <:t ...;:{} 
(при заданном и ( t) ) ,  позволяет построить в фазовом 
пространстве и в ф о р м а ц и о н н у ю о б л а с т ь 
Х (t'Jo, у ( . )) состояний системы (8) , совместимых с реа
лизацией у [ t] , уравнением (9) и ограничениями на w, �. Среди элементов Х ({}, у ( · ))= Х ({} , · ) будет содержать
ся и неиавествое истинвое состояние системы (8) , к-рое 
может быть оценено выбором век-рой точки х* (t}, · ) 
из Х (\'t , . ) (иапр. , «Центра тяжести� или «чебышевскоrо 
центра» Х (t}, • ) ). Изучение эволюции областей Х (tl-, · )  
и динамики векторов х* ({}, • ) составляет содержание 
т е о р 11 и .111 и н и м а к с в о й ф и л ь т р а ц и и. 
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Наиболее полные решения здесь известны для лnнеu
ных сиетем и выпуклых ограничений (см. [22]) . 

В общем случае выбор позиционной стратегии опти
мального управления в условnях неопределенности 
(напр . ,  в виде функцианала и= и ( t , X (t , · )))  должен 
быть нацелен на управление эволюцией областей Х ({}, · ) (т. е . на изменение их конфигурации и перв
мещение их в пространстве) в соответствии с предписан
ными критериями. Для указанной задачи известен ряд 
общих качественных результатов , а также конструк
тивных решений в классе специальных линейн<rвыпук
лых задач (см. [ 7 ] , [22] ) .  При этом информация , достав
ляемая измерениями (напр . ,  функцией у[ t] в системе 
(8) ,  (9) ) ,  позволяет по ходу процесса апостериорным 
образом переоЦенивать области допустимых значений 
неопределенных параметров в направлении их суже
ния . Таким образом попутно решается з а д а ч а 
и д е в т и ф и к а ц и и математич. модели процесса 
(вапр . ,  параметров w уравнения (8) ) .  Сказанное позво
ляет трактовать решения задачи о синтезе оптимально
го управления в условиях неопределенности как про
цедуру а д а п т и в н о г о о п т и м а л ь н о г о у п
р а в л е н и я, в к-ром уточнение свойств м/щели 
процесса переплетается с выбором управляющего воз
действия как такового. Вопросы идентификации моде
лей динамич. процессов и задачи адаптивного оq:ти
мального управления подробно изучены в предположе
ниях о существовании того или иного вероятностного 
описания кеапределеиных параметров (см. [23] , [24.] ) .  

Если в задачах синтеза оптимального управления 
в условиях неопределенности трактовать параметры w, s как <<управления» фиктивного игрока-противника , 
то цели управлений и и {w , 6 }  могут быть различными. 
Последвее обстоятельство приводит к вескаляркому 
показателю качества процесса ,  вследствие чего соот
ветствующие задачи могут рассматриваться в рамках 
повятий о равновесных ситуациях,  свойственных мно
гокритериальным задачам теории веантагонистич. игр 
или их обобщениям . 
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОГРАММ-
НОЕ - решение задачи оптимального управления 
жате.матичесr;ой теории ,  в к-pofi уnравляющее воздей
стаие и= и (t) формируется в виде функции времени (тем са мым предполагается,  что по ходу nроцесса ни-

какой информации, кроме заданвой в самом начале , 
в систему не поступает) . Таким образом, О .  у. п . фор
мируется по априорным сведениям о системе и уже не 
может быть скорректировано, в отличие от оптималь
ного управления позиционного . 

Проблема существования решений задачи О .  у. п.  
разбивается на два вопроса: выяснение осуществимости 
цели управления при заданных ограничениях (сущест
вование д о п у с т и м о г о у п р а в л е в и я ,  р еа
лизующего цель управления) и установление разреши
мости экстремальной задачи - достижимость экстре
мума (как правило, относительного) - в упомянутом 
выше классе допустимых управлений (существование 
о п '!" и м а л ь н о г о  у п р а в л е н и я) .  

В связи с первым вопросом весьма важно изучение 
с в о й с т в а у п р а в л я е м о с т и с и с т е м ы .  
Для системы dx 

d:t = f (t , х , и) 
оно означает существование в заданном классе и= 
= {и ( · ) } функций ,  допускаемых R раесмотрению, 
управлений и ( t) , переводящих фазовую точку (см. 
Понтрягипа принцип .м.акси.м.у.ма) из любого заданного 
начального положения х < tu) = x0 Е Rn в любое задан
ное конечное положение х ( t1) = х1 Е IR n (за фиксир<r 
ванное или свободное время T= t1-t0 , в зависимости 
от постановки задачи) . Необходимые п достаточные 
условия управляемости (или , как еще принято гово
рить, п о л н о й у п р а в л я е м о с т и )  известны 
в конструктивной форме для линейных систем 

Х =  А (t )  х + В  (t) и, х Е Rn, и Е RP , (1 ) 
с аналитическими или периодич. коэффициентами 
(они наиболее просты при A =con st ,  B=const) . Для 
линейных енетем общего вида полностью решается и 
вопрос о разрешимости задачи nопадания с одного 
выпуклого множества на другое (при выпуклых огра
ничениях на и , х) .  В нелинейвом случае известны 
лишь локальные условия управляемости (справедли
вые в малой окрестности заданного движения) или 
условия для частных классов систем (см . [ 2] ,  [4.] , [ 5] ) . 
Свойство управляемости изучают и в рамках мног<r 
численных обобщений , связанных ,  в частности, с рас
смотрением специальных классов U (напр. , множества 
и всех ограниченных кусочво непрерывных управле
ний u ( t) ) ,  задач управляемости по части координат или 
изучением более общих кшtссов систем,  в том числе 
бесковечвомерных.  

Вопрос о существовании оптимального управления 
в общем случае связав со свойством компактности в 
той или иной топологии минимизирующих последова
тельностей управлений или траекторий и свойством· 
полунепрерывности по соответствующим переменным 
минимизируемых функционалов . Первое из этих 
свойств тесно связано для системы 

x = f  ( t ,  х, и) , t 0 � t � t 1 ,  x E IRп , и E IRP ,  (2) 
при ограничениях 

(3) 
с выпуклостью множества 

/ (t , х , и) = {f (t , х , и) l и Е и} , 
а второе (для интегральных функционалов) - с  вы
пуклостью по соответствующим переменным J (х ( · ) , 
и ( · ) ). Отсутствие этих свойств возмещают путем рас
ширения исходных вариационных задач . Так,  невы
пуклость f ( t ,  х, и) можно возместить путем введения 
с к о л ь  з я щ и  х р е  ж и м о в - обобщенных реше
ний обыкновенных дифференциальных уравнений , по
рожденных управленинми-мерами ,  заданными на и и 
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создающими эффект «овыпу�ления» (см . [6], [7 ] ). От- необходимые условия 1 -го порядка классического Вll
сутствие выпуклости у интегральных фувкционалов риациоввого исчисления . В частности ,  в двухточечной 
J ( х ( · ) , и ( · ) ) возмещают путем погружения задачи в краевой задаче для системы (2) , (3) , где U - открытое 
более общую ,  с новым функционалом, являющимся вы- множество, J (x ( · ) , и ( · ) ) - стандартный интегральный 
пуклой миноравтой прежнего, и решения новой задачи функционал , из принципа Понтрягина вытекает не
в более широком классе управлений (см. ( 8 ] ) .  В отме- обходимое условие экстремума Вейерштрасса в класси
ченных случаях существование оптимального управле- ческом вариационном исчислении.  
ния часто вытекает из существования допустимого уп- В теории оптимального управления развиваются ме-
равления . тоды получения необходимых усJювий высших поряд-

Теория необходимых условий экстремума наиболее ков (особенно 2-го порядка) для неклассических на
развита в задачах О .  у. п .  Основополагающим резуль- риационных задач (см .  [ 1 9] ) .  Интерес к условиям вы
татом здесь послужил привцип максимума Повтрягина , сших порядков в значительвой степени был связан �: 
содержащий необходимые условия сильвого экстре- изучением вырожденвых задач оптимального управле
мума в задаче оптимального управления . вия , приводящих к т. в. о с о б ы  м у п р а в л е в и-

Следует отметить создание общих приемов получе- я м и не имеющих адекватных авалогов в классич. те
нил необходимых условий в экстремальных задачах ,  эф- ории. Напр. ,  в принципе Повтрягива функция Н ( t ,  ф ,  
фективво использованных для задач О . у .  п .  с более х , и) либо может приводить к целому семейству управ-
сложными ограничениями (фазовыми , функциональны- левий , каждое из к-рых удовлетворяет принципу мак-
ми , минимаксвыми, смешанными и т. д . )  и основанных, симума , либо вообще не зависит от и (тогда любое из 
так или иначе , на теоремах об отделимости выпуклых допустимых значений и удовлетворяет привципу Поит
конусов (см. [9 ] , [ 1 0 ] ) .  Пусть , вапр . ,  Е - векторвое рягива) . Эта ситуация оказалась весьма характервой 
пространство, f (x) , х Е Е , - заданвый функционал , для целого ряда прикладных задач управления в про-
Q ;- множества из Е , стравстве . В данном случае выделение оптимального 

Q =  П Q ; , i = 1 ,  . . .  , n ,  управления уже требует перебора экстремалей 1 -го 
xO E Q  _ точка , в к-рой f (x) достигает минимума на Q ,  порядка ( т .  н. э к с т р  е м а л е i i  П о  в т р я г и н а) 

и применевил к ним необходимых условий оптимальво-
Q о = {х 1 1  \ Х) < 1 (х0 ) } . сти 2-го или ,  в общем случае, более высокого порядка . 

Суть распространенного общего метода состоит в том, Здесь разные по форме необходимые условия были полу-
что каждое из множеств Q; ,  i = O ,  1 ,  . . .  , n, аппрок- чевы путем использования специальных классов «ве
симируется в окрестности точки х0 век-рым выпуклым классических» вариаций (вапр. , «связок» игольчатых 
ковусом К; с вершиной в точке х0 (конус «убывания)> вариаций и т .  д . ) .  Реализация особых управлений ча
для Q0 ; конус «допустимых направлений» для ограни- сто связана снова с использованием скользящих ре
чений , изображаемых неравевствами; конус «Касатель- жимов (см.  [ 1 7 ] ,  [ 1 8) ) .  
ных направлений» для ограничений типа равенства , в Теория достаточных условиi'I оптимальности разра-
том числе для дифференциальных связей, и т .  д . ) . ботана в меньшей степени .  Известны результаты, отко-
Необходимое условие минимума теперь состоит в том, сящиеся к условиям локальной оптимальности и со-
чтобы х0 была единственвой точкой , общей для всех держащие , в числе прочих требований ,  условия невы
К ;, i= O ,  1 ,  . . . , n ,  и ,  следовательно, чтобы нонусы рождениости системы в вариациях и ограничения на 
были <<отделимы» (см. [ 8) ) .  Последнему <<геометриче- свойства гесспава правых частей, вычислеиного вдоль 
скому» условию далее придают авалитич . форму и по исследуемой траектории для соответствующего обык-
1\Озмоншости иреобразуют к удобному виду, напр.  при вовеиного дифференциального уравнения . Другая груп
помощи функции Гамильтона. В зависимости от ис- па достаточных условий опирается на метод динамич .  
ходвых ограничений , а также от  класса используемых программировавия и его связь с теорией привципа 
вариаций , необходимые условия могут принимать ка:к максимума (см. [ 8) ) .  Имеются и формализмы , приво
форму, аналогичную принципу Понтрягива , так и дящие к достаточным условиям абсолютного :мини
форму локального (ливеаризованного) принципа мак- :мума , основанвые на идее расширения вариациов
симу:ма (условия слабого экстре:му:ма по и) . Реализа- ных задач . Область их реальной применимости охва
ция отмеченного пути,  таким образом, зависит от воз- тывает специальные классы задач с выпуклыми крите
:можвости аналитически описывать ковусы К i. Эф- риями и вырожденных задач оптимального управления 
фективвое их описание достигается для :множеств Q;, (см. [ 1 8] ) .  
задаваемых гладкими функциями , удовлетворяющими Полное решение задачи О. у .  п .  (необходимые и до-
век-ры:м дополнительным условиям регулярности в рас- статочные условия оптимальности) известно для ли
с:матривае:мой точне , или выпуклыми функциями (см. вейных систем ( 1 ) ,  когда рассматриваемые фувкциона
[ 9] , [ 10 ] ) .  В привципе отмеченный путь допускает обоб- лы и огран�чевия на и , х выпуклы (в ряде случаев 
щения и на случай негладних ограничений , в том числе здесь требуется выполнение нек-рых дополнительных 
дифференциальных. Здесь , вапр. , :может быть исполь- условий) . Привлечение идеii двойственности, исполь
зовано понятие субдифференциала выпуклой функции зуе:мых в выпуклом анализе , выявило особое экстре
или его обобщения , когда выпуклость отсутствует :мальвое свойство траекторий системы, описывающей 
(см. [ 1 1 ] , [ 1 2] ) .  с о п  р я ж е в в ы  е п е р  е :м е н в ы  е привципа 

Условия 1 -го порядка ,  авалогичные привципу Поит- :максимума Повтрягина . Это позволило свести крае
рю·ива , известны для решений в классе обобщенных вую задачу, возникающую при использовании необ
фувкций-:мер (т. в. и н т е г р а л ь в ы  й п р и в- ходи:мых условий общего вида , к решению более про
ц и п :м а к с и м у м а) , для управляемых систем,  стой двойственвой экстремальной задачи. В рамках 
описываемых дифференциальными уравнениями с от- вазванного подхода получила развитие теория лине:ii 
кловяющи:мся аргументом, дифференциальными урав- вых систем с и м и у л ь с н ы м и у п р а в л е в и я
невия:ми с частными производными, эволюционными м и , :моделирующих объекты , подверженные :мt•вовен
уравневия:ми в банаховом пространстве , дифференци- ным воздействиям (ударным, взрывным, импульсным) , 
альвыми ура�Jнениями на мноrообразиях ,  рекуiревт- и фо:емалиэуе:мых при помощи дифференциальных урав
ными разностными уравнениями и т. д. (см. [ 1  , [6 ) ,  вении в обобщенных фу:цкциях соответствующих по
[ 7 ) ,  [ 1 3] - [ 16 ] ) . рядков сингулярвос·rи .  Эффективное при:мевение , осо-

Из указанных необходимых условий экстре:мума в бенво в теории игровых си�:тем, нашел метод о б л а с
задаче оптимального управления вытекают известные т е й д о с т и ж и :м о е т и (см. [2 ] , (3) ) .  
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В отсутствиц поJiиой априорной информации о -свете- mеиия задачи вариационного исчисJiеиия в выбравком 

ме (и в том числе статистич . описания недостающих KJiacce кривых сравнения. 
величин) рассматривают задачу О . у .  п .  в у с л о в и я х О .  д· у .  с л а б о r о м и и и м у м а (см. [ 1 ] ) : для 
н е о п р е д е л е в и о с т и. Пусть в системе (t0 ..;: t ..;:tJ ) того чтобы кривая у(х) доставляла СJiабый МИilимум 

· фуинциоваJiу x = f (t ,  х, и, w) , х (t 0) = z0 E X0 ,  w E W , (4) � х J ( у) = ' F  (х , у ,  у ' )  dx 
параметр w Е 1R q, реализующийся в виде функции в ре- х. 

(1 ) 

меви w= w (t) , и вектор :J!I неизвестны, во заданы лишь 
множества X0c:::IRn , Wc:::Rq .  Тогда ,  предполагая су
ществование и продолжаемость на [t0 ,  t1] решений 

x (t l x0 , и ( · ) ,  w ( · ) ) , x ( t 0 1 :J!I , и ( · ) ,  w ( · ) ) = x0 

уравневин (4) (при заданных :J!I ,  и (т) , w (т) , to ..::т..:: t1) , 
можно построить пучок (ансамбль) траекторий 

X (t l и ( · ) ) = 
= U {x (t l x0 ,  и ( · ) , w ( · ) ) i x0 E X0 ,  w (т) E W, 

t0 <; т <;  t} . 

Выбирая программвое управление и (t) (одно и то же 
ДJIЯ всех траекторий пучка) , ъюжно управлять поло
жением Х (t 1 и ( · ) )  в фазовом пространстве .  Типичная 
задача О .  у.  п. в условиях веопределеввости теперь 
состоит в оптимизации и ( t) в силу фувкциовала Ф 
тиnа максимума 

Ф (Х (t1 l и ( · ) ) )  = max {q> (х) l x E X  (t 1 l и ( · ) )} (5) 
(тогда решевне и0 ( t) задачи будет обеспечивать век-рыii 
гарантироваввый результат) или интегрального фувк
циовала 

Ф (X (tl l и ( · ) ) ) =
(' f0 (x) dx . (6) J x (t, l и ( · )) 

Применевив техники вывода необходимых условий 
оптимальности или ее модификаций позволило сформу
лировать требования , обеспечивающие существование 
аваJiогов привципа Поитригива для задач (5) , (6) (в 
первом с:11учае он принимает форму нек-рого условия 
мивиманса) .  Для линейных систем эти задачи допусна
ют столь же детальвое решение ,  как и в случае полвоii 
информации (см. [ 3] , [ 20] , [ 2 1 ] ) . 

Лит . :  [1 ] П о  Н Т р R Г и Н Л. С . , Б О л Т л Н с К И й  В. Г. , Г а м к р е JI и д з е Р. В . ,  М и щ е н к о Е .  Ф . ,  Математичес
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с о в с к и й  Н. Н . ,  Теорил управления движением, м . ,  1 9 6 8 ;  
[ 3 )  Н р а с о в с к и й Н. Н. , С у б б о т и н А. И. , Позицион
ные дифференциальные игры, М . ,  1 0 7 4 ;  [4] Н а л м а н Р . ,  в кн. : 
Труды 1 Международного конгресса Международной фeдepaдlill 
по автоматическому управлению, т. 2, М . ,  1 96 1 ,  с. 52 1 - 4 7 ;  [5] 
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ными уравнениями , пер. с англ . ,  М. , 1 9 7 7 ; [8] И о ф ф е  А. д . ,  
Т и х о м и р о в В .  М . ,  <<Успехи матем. наук», 1 96 8 ,  т.  2 3 ,  в .  6 , 
с. 5 1 - 1 1 6 ;  [9] Д у б о в и ц к и й А. Я. , М и л ю т и 11 А .  А. , 
«Ж�н. вычисл. матем. и матем. физи.ки», 1 96 5 ,  т. :> ,  Nt 3, с. 395-
453 ;  [1 0] N е u s t а d t L .  W. , Optimizations. А theory of neces
sary conditions , Princeton ,  1 974 ; [ 1 1 ] П m е н и ч н ы й Б . Н . , 
Необходимые уеловил экстремума, М. 1 9 6 9 ; [1 2] С 1 а r k е F. Н . ,  
«Trans. Amer. Math. Soc.» ,  1 9 7 5 ,  v .  2о5 ,  р .  247-62;  [1 3] S u s s
m а n n Н. J . ,  «Math . Syst. Theory», 1 9 7 7 , v. 1 0 ,  Nt З, р . 263 -
2 8 4 ;  [ 1 4] Л и о н с ж . ,  Оптимальное управление системами , опи
сываемыми уравнениями с частными производными, пер . с 
фраиц. , М . ,  1 97 2 ;  [1 5] Б о л т л н с к и й  В. Г. , Математические 
методы оптимального уuравленил , М. , 1 96 6 ;  [1 6] е г о ж е , 
Оптимальное управление дискретными системами , М . , 1 9 7 3 ;  
[ 1 7] Г а б а с о в Р. ,  Н и р и л л о в а Ф. м. , Особые оптималь
пl>!е управления , М. , 1 9 7 3 ;  [ 1 8] Н р о т  о в В. Ф . ,  Б у к р ее в В. З . ,  Г у р м а н  В. И. , Новые методь! вариационного ис
численил в динамике полета, м. , 1 9 6 9 ;  [1 9] Л е в и т и н Е. с . , 
М и л ю т  и н А. А. ,  О с м о л о в с к и й Н. П. , <<Успехи матем. 
наую>, 1 97 8 ,  т.  33 ,  в. 6, с.  8 5 - 1 4 8 ;  L20] Н у р ж а  н с R и й А. Б . ,  
Уnравление и наблюдение в условиях неопределевности, м . ,  
1 9 7 7 ;  [2 1 ] Д е м ь л н о в В .  Ф. ,  М а л о з е м о в В .  Н. ,  Введе
ние в 1\Шнима ис, М. , 1 9 7 2 .  А .  Б .  Rуржанский. 

ОПТИМАЛЬНОСТИ ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ -
условия , обеспечивающие оптимальность давиого ре-

при граничных усдовиях 

У (хо )  = Уо. У (xl) = Yl• 

достаточно ,  чтобы выполнялись следующие условия: . 
1 )  Кривая у(х) должна быть экстремалью, т .  е. удов

летворять Эйлера уравпен,ию 
d 

F Y - dx Fи• = O. 
2) Вдоль кривой у(х) ,  включая ее концы, должно 

выподняться усиленное Jf ежапдра усдовие 

Fy •y •  (х , у ,  у ' ) > О. 
3) Кривая i/(:r) должна удовлетворять усиленному 

Л�;обu ус.11 овию,  требующему, чтобы решение уравнения 
Якобп 

(Fyy -:.-.:. Fuu• ) ti - � (Pu •u • ti ' ) = 0  (2) 

С вачаJIЬИЫМИ УСЛОВИЯМИ 
Ч (х0) = 0 ,  11' lx0) = 1 

не обращалось в нуль в точках замкнутого справа ин
тервала х0 <х..::х1 • 

Коэффициенты уравнения Якоби (2) , представляю
щеrо собой линейное дифференциальное уравневне 2-го 
порядка , вычисляются вдоль ЭКстремали у ( х) и пред
ставляют известные функции от х .  

Для с и л ь  в о г о м и в и м у м а достаточно , что
бы дополнительно , помимо перечислеиных выше ,  вы
полвялось следующее условие .  

4) Существует окрестность к ривой i/(x) , в каждой 
точке (х, у) к-рой при любом у' выполняется веравев
ство 

где 
IJ (х ,  у ,  и (х ,  у) , у ' ) ;;:::,: 0 ,  

IJ (x , у , и ,  y ' ) = F (x, у ,  у ' ) - Р (х, у ,  и) 
- (у ' - и) Fu: (х , у ,  и) 

(3) 

- функция Вейерштрасса , а и (х , у) - ваклов поля 
энстремалей, окружающего ii{:r) . 

На caмoi'r экстремадп ii{x) усдовие (3) прпнпмает вид 

IJ (х, у, i/ ,  у ' ) =  
= Р (х, У, у ' ) - Р (х , у, i/) - (y ' -y' ) Fy . (x , у, i/)-;:.0 .  

(4) 
Условие (4) является необходимым для сильвого мини
мума ; оно ваз .  в е о б х о д и м ы  м у с л о в и е м 
В е й  е р ш т р а с с а .  Таким образом , в отЛИ'lИе от 
достаточных условий слабого минимума , к-рые требуют 
выполнения век-рых усиленных необходимых условий: 
в точках самой экстремал и ,  в достаточных условиях 
сильного минимума требуется выполнение необходи
мого условия В ейерштрасса в пек-рой: ок:еестиости 
экстремали .  В общем случае нельзя ослабить формули
ровку достаточных усJiовий сильного минимума , заме
нив требование выполнения условия Вейерштрасса 
в окрестиости экстренали па усиленное условие Вейер
штрасса (условие (4) со знаком строгого перавеиства) 
в точнах экстремали (см . [ 1 ] ) .  

Для неклассических вариационных задач , рассмат
риваемых в опти.мального управмния мате.м 'lmичеспо й 
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теор ии, существует несколько подходов к установле
нию О. д. у .  абсолютного экстремума. 

Пусть поставлена задача оптимального управления , 
в к-рой требуется определить минимум фующионала 

J = � :· jO (х ,  и) d t ,  (5) 

fo : IR n x JRP � R ,  
при условиях 

;;=f (x, и) , f: IRnx RP � /Rn, 
х (0) = х0, Х (tl) = Xr ,  

и Е U ,  

(6) 
(7) 
(8) 

где U - заданное замкнутое множество р-мериого 
пространства . 

При использовании метода динамического програм
мирования [ 3) О . д · у. формулируются следующим 
образом. Для того чтобы управление и ( t) было опти
мальным управлением в задаче (5) -(8) , достаточно,  
чтобы: 

1 )  существовала такая непрерывная функция S (х) , 
!{-рая имеет непрерывные частные производвые при 
всех х, за исключением, быть может, пек-рого кусочно 
гладкого множества размерности меньше n,  равна пулю 
в конечной точке х1 , S (x1 )=0 , и удовлетворяет урав
нению Беллмана :e� (�� f (x, и) - /0 (х, и) ) = 0; (9) 

2) и ( t) = v (x (t)) , при O ...;t ...;t1 , где Р (х) - синтези
рующая функция , определяемая из уравнения Белл
мапа: �� f (х, v (х) ) - f0 (х , v (х) ) = 

= шах ( :� f (х, и) - f0 (х , и) ) = 0 . 
и е И 

В действительности при использовании метода дина
мяч. программировапия получается более сильный 
результат: О. д. у.  для множества различных управ
лений, переводящих фазовую точку из произвольного 
начального состояния в заданное конечное состояние х1 •  

В более общем случае, когда рассматривается неавто
помпая система , т. е. подинтегральная функция и век
тор-функция правых частей зависят еще и от времени t , 
функция S должна зависеть от t и к левой части урав-

дS .пения (9) следует добавить слагаемое дt . Имеется до-
казательство (см. [4) ) , в к-ром удалось снять весьма 
стеснительвое и не выполняющееся в большинстве 
·задач ,  но обычно предполагаемое условие непрерывной 
дифференцируемости функции S (х) для всех х .  

О . д. у. могут быть построены на основе принцнпа 
максимума Поптрягина . Если в пек-рой области G 
фазового пространства осуществлен регулярный син
тез , то все траектории, полученные с помощью прип
ципа максимума при построении регулярного синтеза , 
sсшляются оптимальными в области G. 

Определение регулярного синтеза хотя и является 
довольно громоздким, по по существу не накладывает 
особых ограничений па задачу (5)-(8) . 

Существует другой подход к установлению О .  д .  у. 
(см .  [ 5 ] ) .  Пусть <р (х) - функция, непрерывная вместе 
со своими частными производпыми при всех допусти
мых х, принадлежащих заданной области G, и 

R (х , и) = <рхf (х ,  и) - /0 (х ,  и) .  (10) 
Для того чтобы пара u (t) , ; ( t) доставляла абсолютный 
минимум в задаче (5) - ( 8) , достаточно существование 
такой функции q: (x) , что 

R (i, u) = шах R (х, и) .  (Щ x e G ,  u e U  

Допускаются соответствующие изменения приведеиной 
формулировки О .  д · у. для более общпх случаев неав
тономпоii системы ,  задач с фупкциопалами типа Майера 
и Больца (см. Больца задача) , а также для скользящих 
оптимальных режимов (см. [ 5 ) ) .  

Исследовались вариационные задачи с фупкционала
ми в виде кратных интегралОi! и дифферепциальнымrr 
связями в форме уравнений с частными производными , 
в к-рых рассматриваются функции нескольких перс
менных (см. [ 6) ) .  
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рование, пер . с англ . ,  М . ,  1 96 0 ;  [4] Б о л т л н с к и й  В. Г. , 
математические методы оптимального управления, М . , 1 9 6 6 ;  
[5] :К р о т  о в В .  Ф . ,  << Автоматика и телемеханика>\ 1 962 , т. 2 3 ,  м 1 2 ,  с .  1 5 7 1 -8 3 :  1 96 3 ,  т. 24 , М 5 ,  с. 5 8 1 -98 ; [6J Б у т к о в
с к и й А . Г. , теория оптимального управления системами с 
распределенными параметрами , М . ,  1 9 6 5 .  И. Б .  Вапн.ярс1tUй. 

ОПТИМАЛЬНОСТИ ПРИНЦИЛЫ - формальвые 
описания различных представлений об оптимальном. 
Обычно О .  п. отражают те или иные черты интуитив
ного понимания устойчивости, выгодности и справед
ливости. Существенно, что одновременпая реализация 
всех (или хотя бы достаточно большого числа) таких 
черт часто оказывается певозможной ввиду их формаль
ноi'r несовместпости. По мере того как теория О .  п. при
обретает аксиоматич.  характер ,  создаются новые О .  п . , 
уже не всегда обладающие интуитивной прозрачностью. 

Проблемы О .  п. возникают , напр. , в тех случаях , 
когда ищется значение перемеппого, одновременно эк
стремизирующее несколько заданных функций (т. н. 
мпогокритериальпые экстремальные задачи) . Задачи , 
требующие для своего решепил привлечения нетриви
альпых О .  п . , фактически относятся к игр теор ии . 
Одним из паиболее простых теоретико-игровых О . п .  
является .мини.мапса принцип. Другие О .  п . реализуют
ся в виде с-ядра решения по Неймапу -Моргевштерну ,  
ПI епли вептора и т .  д· 

О принциле оптимальности Беллмапа с м . Дина.миче-
спое програ.J!.мирование . Н. Н. Воробьев. 

ОПТИМАЛЬНЫЙ РЕЖИМ ОСОБЫй, о с о б о е 
о п т и м а л ь н о е у п р а в л е н и е ,- оптимальное 
управление , для к-рого на век-ром участке времени 
одновременно ныполпяются уеловил 

.Е!_ = 0 ди ' ( 1 ) 
(2) 

где Н - ГаJ.tильтона фующия. В векторном случае , 
когда О . р. о. пмеет место по k ,  k >1 , компонентам уп
равления , уеловне (1 ) заменяется на k условиii 

д Н -
д
- = 0 , s = 1 ,  . . .  , k ,  и s  (3) 

а вместо равенства (2)  требуется обращение в нуль оn
ределителя 

1 д'Н 1 диs дир =0 , р , s = 1 , . . .  , k. (4) 

На О .  р. о. функция Гамильтопа Н стационарна ,  по 
ее второй дифференциал не является отрицательно 
определенным, т. е. максимум Н по и (при и , измепяю
щемся внутри допустимой области) оказывается «раз
мытым>> . 

Наиболее типичными задачами, в к-рых может иметь 
место О. р. о . ,  являются задачи оптимального управле
ния, в к-рых подинтегральная функция и иравые части 
линейно зависят от управления. 

Ниже рассматриваются задачи такого рода сначала 
со скалярным особым управлением. 
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Пусть требуется определить минимум функционала 

l =  � :· (F (х) + иФ (х) ) dt (5) 

при условиях связи 

xi = fi (x) + и�i (x) , i = 1 , . . .  , n , (6) 
граничных условиях 

Х (0) = Х0 , Х (t 1 ) = Х1 
и ограничениях па управление 

1 и / о;;;;; 1 . 

(7 ) 

(8) 
Необходимые условия , к-рым должен удовлетворять 

О. р. о . , позволяют заранее исследовать задачу (5) -(8) 
и выделить многообразия особых участков , на к-рых 
оптимальное управление лежит внутри допустимой об
ласти: l и/ <1 .  Пристраивая к ним веособые участки , 
удовлетворяющие граничным условиям (7 ) ,  с управле
нием / и /= 1 ,  определ.sемым из Поптряг ипа пр ипципа 
.макси:м.у:м.а,  можно получить оптимальное решение за
дачи (5) -(8) . 

Согласно принципу максимума оптимальное управ
ление при любом t E [O , t1 ] должно доставлять максимум 
функции Гамильтона 

H (\jJ (t ) , x (t ) , и ( t ) ) = max Н (1j) (t ) ,  x ( t ) , и) ,  (9) I U  1 <  1 
где 

H (1j) ,  х , и ) = - (F (х) + иФ (х) ) + 
+ ��= 1 'i'i (ji (х) + и�i (х) ) , 

а 1jJ= (1jJ1 , • • •  , 'i'п) - век-рая не обращающаяся в нуль 
сопряженпая вектор-функция , удовлетворяющая сис
теме уравнений 

�i =- дН (11J,  х. и ) , i = 1 , . . .  , n . ( 10) дх• 
Условие (2) выполняется для любого управления , а 

не только для О .  р. о . 
На тех участках времени , на к-рых :� :;6 0, условие (9) 

определяет неособое оптимальное управJiение , прини
мающее граничные значения 

и (t ) = sign �� = ± 1 .  

Таким образом, участки [т0 , т1 ] с оптимальным особым 
управлением 

/ и ( t ) / < 1 

МОГУТ ПОЯВИТЪСЯ ЛИШЬ ПрИ ВЫПОJIПеВИИ уСЛОВИЯ ( 1 ) :  
дH (11J (I\: ( t ) ,  u ( t)) = O, 'to o;;;;; t .;;;; тl , ( 1 1) 

при к-ром функция Гамильтопа перестает явно зави
сеть от управления и. Следовательно , для задач, ли
нейных по управлению, условие (9) не позволяет непо
средственно определить оптимальное особое управле
ние и ( t) .  д Н Пусть функция ди дифференцируется по t в силу 
систем (6) , (10) до тех пор , пока управление и не войдет 
с венулевым коэффициентом в очередную производпую. 
Доказывается (см. [ 1 ] -[3] ) , что управление и может 
войти с иенулевым коэффициентом лишь в четную про
изводпую, т. е .  

д ( dS ( дН ) )  
} 

au diS дU = 0,  s = 1 , . . .  , 2q - 1 ,  
doq дН 

d t 2<l  (""ди) = а (�' · х ) + и · Ь ('iJ, х) , Ь ('i' ( t ) ,  x (t) ) :;6 0 ,  
( 12 ) 

и что н:еобходимым условием оптимальности особого 
управления я�лн:ется выполнение неравенства 

( д ( d2q ( д Н ) ) (-1) q Ь ('iJ , х) = (-1 ) q  дU dl 2q ди .;;;;; О . (13) 
Если b (1j) (t) , x ( t)) ;i: O  па всем отрезке, то оптпмальноР 
особое управление 

а ('iJ ( 1 ) ,  х ( 1 ) )  и ( t ) = - ь ('iJ ( 1 ) , х ( 1 ) ) '  то .;;;; t о;;;;; •1 · 

Поскольку условия ( 1 2) получены в результате по
следовательного дифференцирования ( 1 1 ) ,  то на участке 
особого режима , в частности в точках сопряжения 't0 и ч особого и неособого участков , помимо равенства 
( 1 1 }, выполняется 2q -1 равенств 

dS ( дН ) dls  дiL = 0, s = 1 , . . . , 2q - 1 . ( 14) 

АнаJrиз условий ( 1 1 ) ,  ( 14) показывает , что для слу
чаев четного и печетпого q характер сопряжения осо
бого п неособого участков траектории различен (см . 
(4] ) . 

При четном q оптимальное управление на неособом 
участке не может быть кусочпо непрерывным. Разрывы 
управления (точки переключения) сгущаются к точке 
сопряжения с особым участком, так что оптимальное 
управление оказывается измеримой по Лебегу функци
ей со счетным множеством точек разрыва .  

При нечетном q только две кусочпо гладкие опти
мальные траектории могут входить в точку, лежащую 
на особом участке (или исходить из нее) .  Пусть размер
ность многообразия особых участков в п-мерпом прост
ранстве фазовых координат равна k .  Тогда в рассмат
риваемом случае печетпого q оптимальные траектории 
с кусочпо непрерывным управлением заполняют в фа
зовом пространстве лишь пек-рую поверхность размер
ности k+ 1 .  Поэтому при k ..s;;n-2 почти все оптималь
ные траектории будут иметь управление с бесконечным 
числом точек переключепия. 

Сформулировано предположение (см. (4] ) ,  что k= 
=n-q. Если это так ,  то при q�2 сгущение точек пере
ключевин перед выходом па особый участок (или сходом 
с него) является типичным явлением для задач типа 
(5) -(8) .  

Пример сопряжения иеособого и особого участков 
оптимального управления с бесконечным числом пере
ключепий приведеп в [ 5] .  

При четном q ,  q�2 , оптимальное особое управление 
на неособом участке , примыкающем к особому, не мо
жет быть кусочпо непрерывным, а имеет бесконечное 
число точек переключевия , сгущающихся к точке входа 
т0 , т. е. не существует е>О такого, что в промежутке 
(т0-е,  't0] оптимальное управление постоянно. 

В наиболее часто встречающемся О .  р .  о . величина 
q= 1 . Для этого случая сопряжение пеособого и особого 
участков осуществляется с помощью кусочпо непрерыв
ного оптимального управления. 

В более общем случае О .  р . о . , в к-ром рассматри
вается k, k >1 ,  управлений: 

1= � :· ( F (x) + �:= 1 иsФs (x) ) dt , ( 15) 

xi = ji (х) + �: = l иs�� (х) , ( 16) 

(как и в скалярном случае) условие (4) , в силу линей
ности, выполпяеll'Ся для любого управления. На участ
ке [т0 ,  •1 ] О. р. о. по k компонентам с / иs l  <1 должны 
выполняться k условий (3) : 

Ms ('iJ (t ) ,  x (t ) ) = дH (\I:, ( t\:;t ) ,  u ( t ) ) О , ( 1 7 )  
't0 o;;;;; t .;;;; тl , s = 1 , . . . , k,  
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rде 
Н (ф, х) =- (F (х) + �:= l и5Ф5 (х) ) + 
+ �;'= l 'Фi ( ti (х) +  �:= 1 и5ср� (х) ) = 

= Q (ф, х) +  �:= 1 и5М5 (ф , .г) , 
а 'Фi определяютел из ( 1 0) . 

Дальнейшие необходимые уеловил оптимальности 
для О .  р. о. по нескольким компонентам отличаютел 
6Т рассмотренного выше случал О .  р. о. по одной 'КОМ
поненте следующими особенностями. На участке О . р. о. 
должны выполняться: необходимые уеловил двух видов . 
Одно из них, типа неравенства , является аналогом ус
ловил ( 13) .  Другие необходимые уеловил являются ус
ловиями типа равенства и не имеют более ранних ана
логий (см. [ 6] ) .  

Дифференцируя ( 1 7 )  полным образом п о  t ,  получают 
систему k линейных уравнений относительно k неиз
вестных и1 , . . .  , иk: 
dMs (�, x) = � k и [ �n (дМ_s i _дМр i ) j + 

dt ..:,.,р= 1 Р ..:,.,i= 1 дх' (j!p дхi (j!s + �n (дМ.:s · д Q i )  - 1' - -. cps = 0 ,  s = 1 ,  . . . , k . ( 1 8) 
i= 1 дхt дх' 

Матрица коэффициентов системы ( 18) - �n (дМs i дМр i ) 1 asp - ..:,., . -a i cpP - -a i cps , s , p = ,  . . . , k , 
! = 1 х х 

является кососимметричной: a8p= -aps · Отсюда ,  в част
ности, следует , что элементы ass • стоящие на главной 
диагонали матрицы (asp) , равны нулю. Остальные 
элементы asp • s;l:: p , в системе ( 18) в общем случае на 
произвольной траектории, соответствующей пек-рому 
неоптимальному управлению, отличны от нуля.  На 
О .  р .  о. по k компонентам должны выполняться необхо· 
димые условия , требующие обращения в нуль всех k(k-1)  -2- коэффициентов системы ( 1 8) (см. [6 ] ) :  

� n (дМ ' i дМ р i )  ..:,., i= 1  д;" !рр - дхi ср5 = 0 ,  s , р = 1 , . . . , k, s < р. 
(19) 

Кроме этих условий должно выполняться условие 
типа неравенства (лвллющеесл аналогом уеловил ( 1 3) 
для О .  р .  о .  по одной компоненте при q= 1) :  

k 
� s . Р= 1 д�р ( ::2 (::, ) ) биsбир � О. (20) 

Уеловил ( 13 ) , (20) можно рассматривать как обобще
ние Лежапдра условия и Клебша условия на случай 
О . р .  о . , поэтому указанные неравенства наз . иногда 
о б о б щ е н н ы м  у с л о в и е м  Л е ж а в д р а 
К л е б ш а . 

Важность выявления и исследования О .  р. о. в зада
чах оптимального управлепил объясняется следующим 
свойством О. р. о. (см. [4] ) :  если оптимальная траекто
рия, исходящая из нек-рой точки, содержит участок 
О. р. о . , то этим же свойством обладают все оптималь
ные траектории, исходящие из близких точек. 

Исследованы пек-рые вопросы , связанные с опреде
лением порядка О. р. о. для линейных и нелинейпых по 
управлению задач (см. [8 ] ) . 

Все nриведеиные выше результаты по О .  р. о. полу
чены из рассмотрепил второй вариации функционала . 
Оказывается, что можно получить дополнительные не
обходимые уеловил оптимальности особого режима из 
рассмотрения третьей и четвертой вариаций фупкцио
нала (см. [ 9 ] ) .  Л ит. :  [ ! ] Н с J I  л и Г. , «Рнкетнал техника и космонавтuюJ» 
1 9 6 4 ,  ;м 8 ,  с. 26-:::9 ;  (2] Р о б б и н с Г. , там же, 1965,  N• 6, с: 

1 39- 4 5 ;  [3] Н о n  n Р" М о й е р  Г. , там же, 1 96 5 ,  No 8 с. 84-
90 ; (Z.] Б е р  щ а н с к и й Я .  М. , <<Автоматика и телемеханика», 
1 97 9 , No 3 ,  с. 5 - 1 1 ;  (5] Ф у л л е р  А .  Т., в кн. : Тр .  1 Междуна
родного конгресса Международной федерации no автоматичес
кому уnравлению.  Теория дискретных оnтимальных и самонаст
раивающихся систем, М . ,  1 96 1 ,  с. 584-60 5 ;  [6] В а n н я р
е к и й  И._ Б . ,  «Ж.  вычисл. матем. и матем. физ . >>, 1 9 6 7 ,  т. 7 ,  No 2 ,  с .  2:>9-83 ;  [7] К r е n е r А . ,  «SIAM J .  Contr. and Opti
miz . >> , 1 9 7 7 ,  v .  1 5 ,  N• 2 ,  р .  256-9 3 ;  [8] L е w i s R. М . , там же , 
1 980 ,  v. 1 8 , No 1 ,  р. 2 1 - 3 2 ; [9] с к о р  о д и н с к и й  и. т . , 
« Ж .  вычисл . матем. и матем. физ . >> ,  1 97 9 ,  т. 1 9 ,  М 5 , с. 1 1 31,-'-40 ; 
[1 0 ] Г а б а с о в Р. , Н и р и л л о в а ·  Ф. М . ,  Особые оnтималь
ные уnравления ,  М . ,  1 97 3 . И. В. Ваппярспий. 

ОПТИМАЛЬНЫЙ РЕЖИМ СКОЛЬЗЯЩИй - тер
мин , используемый в теории оптимального управления 
для опиеанил оптимального способа управления систе
мой в случае , когда минимизирующал посJiедователь
ность управляющих функций не имеет предела в классе 
измеримых по Лебегу функций . 

Пусть , напр . ,  требуется найти минимум функцианала 

J (x, и) = � : (x2 - и2) dt ( 1 ) 
ПрИ УСJIОВИЛХ 

X = U , 
х (О) =  1 ,  х (3) = 1 , 

1 и 1 ,;;.;;; 1 . 

(2) 
(3) 
(4) 

Для получения минимума функцианала (1 ) желательно 
иметь при каждом t как можно меньшее значение J x (t) J 
и как можно большее значение J и ( t)J . Первому требо
ванию, с учетом уеловил связи (2) , граничных условий 
(3) и ограничений на управление (4) , удовлетворяет 
траектория 

( 
x (t ) = l 1 - t ,  

О , 
t - 2, 

о ";:;;; t ";:;;; 1 ,  
1 < t < 2 ,  
2 ";:;;; t ";:;;; 3. 

(5) 

Если бы траекторию (5) можно было построить при 
пек-рои управлении, принимающем при всех t гранич
ные значения 

и (t ) = + 1 или и ( t ) = -1 ,  (6) 
был бы получен абсолютный минимум функцианала (1 ) . 
Однако <<идеальная» траектория (5) не может быть 
построена ни при какой управляющей функции и ( t ) , 
удовлетворлющеii (6) , поскольку при 1 <t <2 и (t)=O. 
Тем не менее можно , используя управляющие функции 
ип(t ) , реализующие при n -+ оо и 1 <t <2 все более 
частые переключепил с 1 на -1 и обратно: 

ип (t ) = 
( -1 , 0 .;;;;; t .;;;;; 1 , 

1 + 1 , 1 + � < t .;;;;; 1 + 2�; 1 , k = 0 , 1 , . . . , n - 1 , 

= � -1 ,  1 + 2�: 1 < t .;;;;; 1 + k: i , k = O, 1 , . . .  , п - 1 , 
1 +1 '  2 < t .;;;;;; 3 ,  
l n = 1 ,  2, . . .  , 

( 7 )  
построи�ь минимизирующую последовательность уп
равлении {ип(t) } , удовлетворяющую (6) , и минимизи
рующую последовательность траекторий {хп(t) }, схо
дящуюсл к «Идеальной>> траектории (5) . 

Каждая из траекторий xn(t) отличается от (5) только 
на интервале (1 , 2) , па к-ром вместо точного движения 
по оси х она обеспечивает <<ПИЛообразное>> движение с n 
одинаковыми <шубьлмn>> ,  расположенными над осью х. 
<<Зубья пилы>> становятся все мельче при n -+  оо ,  так 
что liш xn(t) = O ,  1 <t <2 . Таким образом , минимизирую-

n->- оо 
щая последовательность траекторий {хп(t) }  сходится 
к (5) , но минимпзирующал последовательность управ
певий {ип(t) },  реализующих при n -+  оо и 1 <t <2 все 
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более частые переключевил с 1 на -1 и обратно , не 
имеет предела в классе измеримых (а тем более в классе 
кусочно непрерывных) функций. Это означает , что на 
участке ( 1 , 2) имеет место О . р. с. 

Используя не очень строгие рассуждения , можно опи
сать nолученный О .  р. с. следующим образом : оптимальное управление в каждой точке интервала ( 1 ,  2) 
<юкользит>> , т .  е .  перескакивает со значения + 1  на --1 
и обратно так , что для любого, сколь угодно малого ,  
интервала времени мера множества точек t , в к-рых 
и= + 1 , равна мере множества точек t ,  в к-рых и= -1 , 
что обеспечивает , в силу уравнения (2) , точное движе
ние по оси х. Приведеиное описание характера изме
нения оптимального управления на участке скользя
щего режима я вляется нестрогим , ибо оно не удовлет
воряет обычному определению функции. 

Можно дать строгое определение О . р. с . ,  если наря
ду с исходной задачей ( 1 ) -(4) ввести в рассмотр ение 
вспомогательную , расщепленную задачу: найти мини
мум функционала 

I (x , а, и) = � : (х2 - а0и� - а1иi) dt (8) 
при условиях 

х = аоио + а1и1 , (9) 
х (0 ) = 1 ,  х (3) = 1 ,  ( 10) 

j u0 j .;;;; 1 , j u1 j .;;;; 1 ,  а0 + а1 = 1 ,  а0 � 0,  а1 � 0 .  ('11 ) 
Расщепленная :задача (8) - (1 1 ) отличается от исход

пой тем, что: вместо одной управляющей функции 
и ( t) вводятся две невависимые управляющие функции 
и0(t )  и и1(t) ; подинтегральная функция и функция, стоя
щая в правой части уравнения (2) исходной задачи, 
:заменяются линейной выпуклой комбинацией соответст:.. 
вующих функций, ввлтых при равличных управлениях 
и0(t) и и1 (t) с коэффициентами a0 (t) , a1 (t) ,  к-рые также 
рассматриваются как управляющие функции. 

Таким образом, в задаче (8) - (1 1 )  имеется 4 управ
ления и0 , и1 , а0 , а1 • Поскольку а0 и а1 связаны условием 
типа равенства а0+а1= 1 , то от одного из управлений 
а0 или а1 можно избавиться, выравив его через другое . 
Однако для удобства последующего анализа целесооб
разно оставить оба эти управления в явном виде . 

В отличие от исходной :задачи оптимальное управле
ние в расщепленной :задаче (8) -( 1 1 )  существует .  На 
участке О . р. с . исходной задачи оптимальное управле
ние расщепленной :задачи имеет вид 

a0 { t ) = a1 ( 1 ) = } , и0 ( t ) = -1 ,  и1 ( 1 ) = + 1 , 1 < 1 < 2 , 

а на участках входа и выхода 

а0 (1 ) = 1 ,  uo ( t ) = -1 , a1 (t ) = 0 , и1 ( 1 ) - любан,  
о ..;;;;; 1 ..;;;;; 1 , 

а1 ( 1 ) = 1 , иr (1 ) = +1 ,  Ctu ( t ) = O , и0 ( t ) - любая , 
2 ..;;;;; 1 ..;;;;; 3 .  

На участке О.  р .  с .  управления eto и а1 , линейно вхо 
дящие в правую часть и подинтегральную функцию, 
принимают значения , лежащие внутри допустимой об
ласти .  Это означает, что О . р. с . исходной задачи (1 ) 
(4) есть особый оптимальный режим,  или особое опти
мальное управление , для вспомогательной , расщеплен
ной задачи (8) -(1 1 ) .  

Аналогичные результаты для О . р .  с .  имеют место 
в общем случае :задачи оптимального управления. Пусть 
требуется найти минимум функцианала 

J (х ,  и) =  (' l , f0 ( t , х, и) dt , ( 1 2) j 1 о 

/0 ( t '  .с' и) : IR х IR. " х IR т -+ IR. '  

при условиях 

x = f ( t , х, и) ,  f (t , х ,  и) : IR. x iR.n x iRm -+ IR. n, ( 13) 
x ( to) = x0 , x ( i 1 ) = x1 , (14) 

и Е и . (1 5 )  
О . р .  с .  хара ктериз уется неединственностью максимума 
по и функции Гамильтона 

Н ( 1 ,  х , ф, и) = ,, � �'ifi ( t ,  х , и) , "'-t = о 

где Фi - сопряженные переменвые (см.  [ 2] ) .  При этом 
на участке [т1 , т2] <<скольжению> по k+ I ,  k > 1 , максиму
мам и0 , и 1 , . . . , uk исходная задача расщепляется и при
нимает вид 

l (х , 

. . . ' k. 
Функцию Гамильтона для задачи ( 1 6) -(19) 

Н 
,, n ( '-,k . (t , х, ф, rx, и) = �i= o Фi "'-'s = o et5 /' ( t ,  х, 

( 16) 

( 17) 

( 18) 

(19) 

после исключения rx0 и перегруппировки слагаемых 
�1ожно нривести к виду 

Н ( t , х , ф, а, и ) = 

=�:= 1 (��= 0Фifi ( t ,  х, uo) -�;= O Фifi (t , x , и s) )as= ,,k 
= "'-' s =k (Н ( t , х, ф ,  и1) - Н ( t , х ,  �' · u5) )  а5 •  (20) 

Поскольку все H (t , х , ф , и5) , s=� O , 1 ,  . . .  , k ,  есть равные 
между собой максимумы Н по и на множестве и, то на 
участке [т1 , т2] О .  р .  с .  с k+ 1 максимумами коэффици
енты при k независимых линейных управлениях а1 , . . .  
. . .  , ak функции Гамильтона расщепленной :задачи 
( 1 2) -( 15) равны нулю. О . р. с. со «скольжением)) по 
k+ 1  максимумам есть особый оптимальный режим до k 
компонентам для расщепленной задачи ( 1 6) -(19) .  Мак
симально возможное значение k ,  к-рое целесообравно 
брать при исследовании скользящих режимов , опреде
ляется ив уеловил выпуклости множества значений 
вектора правых частей и выrtуклости вниз точной ниж
ней границы множества значений подинтегральной 
функции расщепленной: системы , получающихся, когда 
вектор управления (!Х5 , иs) , s= O , 1 ,  . . .  , k пробегает 
всю допустимую область значений. Таким обравом, 
k .-s;: n  - оценка сверху для k. В самом общем случае 
все О . р. с .  исходной задачи могут быть получены как 
особые оптимальные управления расщепленной :задачи ,  
записанной при k= n .  В частности , в рассмотренном 
выше примере расщепленная задача рассматривалась 
при k= 1 ,  поскольку уеловил связи содержали только 
одно уравнение ; исследование расщепленной :задачи 
(8) -(1 1 )  было достаточно для исследования О. р. с . 
исходной задачи ( 1 )-(4) . 

Если иввестны k+ 1 управлений и0( 1) , и1 ( t) , . . .  , иk(t) ,  
доставляющих равные �1ежду собой абеолютные макси
мумы функции Гамильтона Н ( t , х, ф, tt ) в допустимой 
области и, то анализ О. р. с. сводител к исследованию 
особого оптимального режима по k компонентам . Это 
исследование может быть проведено с использованием 
необходимых уеловий оптимальности особого управле
ния (см. Оптима.л,ьпый режим особый) . 

Нееледовались О . р .  с .  с помощью достаточных ус
ловий оптимальностп (см . [ 4 ] ) . 

Лит . :  [ 1 ] Г а м R р !J Jl и д з с Р. В . ,  «Докл. АН СССР>>, 1 9 6 2 , 
т. 143 ,  No 6, с. 1 2 � 3 - 4 J ; [2] П о  н т р л г и н л. С . ,  Б о л т л н-
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с 11 и й В . Г . ,  Г а м к р е  .n и д з е Р. В. ,  М и щ е н к о Е. Ф. ,  
Математическая теория оптима.пьных процессов ,  2 изд. , М . , 1 969 ;  
[3] В а п н я р с 11 и й И.  Б . ,  «Ж. вычислит . матем. и матем. физ . >> •  
1967 ,  т. 7 ,  М 2 ,  с. 259-83 � [4] К р о т о в В. Ф . ,  <<Автоматика и 
телемеханиRа», 1 963 ,  т. .:: 4 ,  М 5 ,  с. 581-98.  

И. Б .  Ваnпярсхий. 
ОПТИМИЗАЦИЯ ВЫЧИС;ЛИТЕЛЬНОГО МЕТОДА -

обычно то же., что опти.миаация вычислительных алго
р и тмов. Ипоrда , однако, эти понятия трактуются раз
лично. На пр . ,  можно говорить об оптимальности кон
кретного сеточиого метода решения краевой вадачи на 
пвк-ром классе задач , имея в виду, что оп требует вы
числения правой части в минимальном числе точек . 
При рассмотрении вопросов об оптимизации вычисли
тельного алгоритма ивучается дополнительно ряд дру
гих моментов : способы решения новиикающей системы 
сеточных уравнений , программпая реаливация этих 
способов и т. п. Н. С. Бахвалов. 

ОПТИМИЗАЦИЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ АЛГОРИТ
МОВ - выбор оптимального вычислительного алгорит
ма при решении прикладпых вадач иди при равработке 
систем стандартных проrрамм . При решении конкрет
ной вадачи оптимальная тактика поведения может со
стоять в том , чтобы не оптимивировать метод решения , 
а подключиться к стандартвой программе или восполь
зоваться простейшим методом , составление программы 
для к-рого не потребует мпоrо усилий . 

Теоретич .  постановка вопроса об О .  в .  а .  имеет сле
ду,ющее основание . При выборе метода решения вадач11 
исследователь ориентируется па век-рые ее свойства 
и выбирает алгоритм решения в ванисимости от них ,  
причем алгоритм будет примепимым и при решении 
других вадач , обладающих этими свойствами . Поэтому 
при теоретич . исследовании алгоритмов вводят в рас
смотрение пек-рый класс вадаЧ Р , обладающих опреде
ленными свойствами.  При выборе метода решения ис
следователь располагает пек-рым множеством М мето
дов решения . При применении метода т к решению ва
дачи р решение будет получено с век-рой ногрешиостью 
е (р ,  т) . Величипа 

Е (Р , т) = sup /8 (р , т) j 
р е Р 

ваз .  п о г р е ш н о с т ь ю м е т о д а т н а к л а с-
с е задач Р , а 

Е (Р , М) = i nf Е (Р , т) т е М 
- о п т и м а л ь н о й н а к л а с с е Р о ц . е  н :к о й 
п о г р е  ш в о с т и методов пз множества  :м. Еслп 
существует метод такой , что 

Е ( Р ,  т0) = Е (Р , М), 

ro этот метод пав . о п  т и м а л ь н ы м. Такая схема 
рассмотрения проблемы О .  в. а . ,  восходящая к 
А .  Н .  Колмогорову [2 ] , из учает множество задач вы
числения интеграла 

I (! )  = � : f (х) dx 

при условии l f ln ) l  <А ,  М - множество всевозможных 
квадратур 

/ (/) � �;= t  C jf (xj) ; 

каждая квадратура задается совокупностью 2N чисел 
С 1 и Xj . Задача о минимальном количестве информации 
(см. [ 2] ,  [ 3] ) ,  необходимой для запоминания функции 
из данного класса с требуемой точностью, также может 
быть уложена в эту схему. Рассматривается [4) более 
сложная постановка проблемы ,  где трудоемкость реали
зации алгоритма в определенном смысле увявывается с 
объемом иснольвуемои памяти .  Оптимальные алгорит
мы построены для незначительного числа вадач типа [ 1 ] .  

Однако для большого числа вычислительных задач по
строены методы , по своим асимптотич .  характеристикам 
бливкие к оптимальным (см. [ 5] -[8 ] ) .  

Исследование характеристик оптимальных па клас
сах вычислительных алгоритмов решения задач (см. [ 5] ,  
[ 7 ] ) складывается и з  двух частей :  построение конкрет
ных методов решения с возможно лучшими характери
стиками и получение оценок спиву ха�актеристик вы
числительных алгоритмов (см. [2 ] - [4] , [9] ) .  По  сущест
ву первая часть вопроса является основпой нроблемой 
теории численных методов п в большинстве случаев 
рассматривается невависимо от проблемы оптимизации. 
Получение оценок спиву обычно сводится к оценке 
снизу е-энтропии или поперечников соответствующих 
прострапств ; иногда оно проводится независимо , но с 
испольвовапием техники , аналогичной технике получе
ния указаиных оценок . 

Вычислительные алгоритмы условно делят па п а с
с и в н ы е и а к т и в н ы е . В первом случае алго
ритм решения задачи не зависит от получаемой в ходе 
решения вадачи информации , а во втором - зависит. 
П J;!И вычислении интеграла используемая информация 
о функции есть обычно информация о ее значениях в N 
точках. В случае пассивного алгоритма интеграл вы
числяется по формуле 

I (/) � '1:,� 1 С j/ ( Р j) , 

где веса С j и Р i из области Q определения f задаются 
заранее . А ктивные алгорnтмы вычисления интеграла 
укладываются в следующую схему: задается точка 
Р1 Е о и функции 
Q q = Фq (Q1 , . . . , Qq - 1 ;  Yt , . . . , Уо - 1 ) ,  q = 2 , . . . , N ,  

SN ( Q 1 , . . .  , QN;  Yt , . . .  , !IN) ,  
где у i , S N- �пела ,  Q i Е Q . Последовательно вычисляют 

f (Р 1 ) , Р2 = Ф2 (Р1 ;  f (Р1 ) ) , f (Р2) , 
Р 3 = Фз (Р1 ,  Р2; f (Р1) , f (Р2) ) , . . .  , f (PN) 

и полагают 
/ (/) � SN (P1 , . . . , PN; f (P1 ) ,  . . . , / ( PN) ) .  

В случае выпуклых классов подинтегральных функ
ций , центрально симме1·ричпых относительно фупкцпи 
f=O , оnтимальная оценка на классе пассивных алго
ритмов совпадает с оптимальной оцепкой па нлассе 
активных алгоритмов (см . [ 10 ] , [ 1 1 ] ) .  

В ирактике численного интегрирования активные 
алгоритмы типа алгоритмов интегрирования с автома
тич . выбором шага (см . [ 10 ] ) показали свое превосход
ство над пассивными алгоритмами. Это подтвер)lщает 
общеприпятую точку аревин о том, что формальная схе
ма О . в. а. зачастую не охватывает специфики рuаль
ных вадач . При решении задач оптимизации (в частно
сти ,  вадач мипимизации) пассивные алгоритмы практи
чески не употребляются (см .  [ 1 2] ,  [ 1 3] ) .  В ыше за единицу 
трудоемкости алгоритма веявпо припимается трудоем
кость вычисления одного впачения функции ив пек-рого 
класса F. Возможны и другие подходы к оценке опти
мальности характеристик алгоритма . Напр . ,  за единицу 
трудоемкости припимается трудоемкость вычисления 
век-рого функцяовала l (!) ив множества фупкциопалов 
L (f) . В этом случае оценка снизу трудоемкости алго
ритмов производится с помоrцью теории поперечников 
(см. [ 1 4] ,  [ 1 5] ) .  Трудоемкость алгоритма складывается 
не только из трудоемкости получения информации об 
исходных данных, во и ив трудоемкости обработки по
лученной информации. В настоящее время , по-видимо
му, нельзя привести прirмеров классов реальных вычис
лительных вадач, где бы были нолучены оценки снизу 
трудоемкости алгоритмов , отличные от информационных 
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оценок рассматриваемого типа . Однако для ряда задач 
невычислительного характера такого типа оценки из
вестны (см. А лгоритма сложность) .  

В случае , когда исследование проблемы О .  в . а .  
пмеет своей целью решение задач н а  ЭВМ , проблема 
О . в. а. приобретает дополнительные оттенки , связан
ные с устойчивостью алгоритма к вычислительной по
грешиости, с ограничением на объем разных видов ис
пользуемой памяти (см. Вычислительный алгоритм) .  
Выше задача о .  в .  а .  рассматривалась как задача О . в .  а .  
н а  классах задач . Существенный интерес для практи
ки представляет задача о. в. а . на конкретной задаче 
(см. [ 10] , [ 1 6] ) .  Постановка проблемы оптимизации (см. 
[ 16])  заключается в следующем. Дифференциальное 
уравнение интегрируется методом Рунге - 1\утта с 
перемеввым шагом. Производится оценка главного 
члена оценки погрешиости. Затем эта оценка оптимизи
руется по распределению узлов интегрирования (при 
общем заданном числе узлов) .  Такой подход к проблеме 
оптимизации оказал существенное влияние на развитие 
теории и практики активных алгоритмов численного 
интегрирования . 

Лит . :  [ 1 ] Н и к о л ь  с к и й  С. М . , Нвадратурные формулы , 
3 изд. , М . ,  1 9 7 9 ;  [2] Н о л м о г о р о в  А . Н . , «Доил.  АН СССР�, 
1 9 56 , т.  1 0 8 ,  No 3,  с .  385-88 ; [3] Н о л м о г о р о в  А .  Н. , Т и
х о м и р о в  В .  М . , «Усnехи матем. наук� .  1 9 5 9 ,  т.  Н . , в .  2,  
с .  З-8 6 ;  [4] В и т у ш к и  н А .  Г. , Оценка сложности задачи 
табулирования ,  М . ,  1 95 9 ;  [5) Б а б у ш н а И. , С о б о л е в С. Л. , 
<•Apli kace mat. � .  1 9 6 5 ,  t. 1 0 ,  s. 96- 1 29 ;  [6] Б а х  в а л о в Н. С . ,  
там же , 1 9 6 8 ,  t .  1 3 , s .  27-38 ; [7] е г о ж е ,  в ин. : Международ
ный конг�есс математиков в Ницце. 1 9 7 0 .  Доклады советских 
математиков , м. , 1 9 72 ,  с.  27- 3 3 ;  L8] е г о ж е, в кн . :  Числен
ные методы решения дифференциальных и интегральных урав
нений и квадратурные формулы, М . ,  1 96 4 ,  с .  3-6 3 ;  [9] е г о ж е, 
<•Матем . заметки� .  1 97 2 ,  т. 1 2 , в. 6, с .  6 5 5 - 6 4 ;  [1 0 ] е г о ж е, 
Численные методы, 2 изд. , М . ,  1 9 7 5 ;  [1 1 ] е г о ж е, <<Ж.  вычис
ЩIТ. матем. и матем. физ . � .  1 97 1 ,  т.  1 1 ,  No 4, с. 1 0 1 4 - 1 8 ; [1 2] 
У а й  л д _д.- Д ж . ,  Методы nоиска вкстремума , пер . с англ . ,  
м . ,  1 116 7 ;  [1 3] В а с и л ь  е в Ф. П. , Численные методы решения 
экстремальных задач, М . , 1 98 0 ;  [ 1 4] О г а н е с я н л. А . , Р у
х о в е ц Л. А . ,  Вариационно-разностные методы решения зл
.пиптических уравнений , Ер. , 1 9 7 9 ;  [1 5] т и х  о м и р о в В .  М . ,  
Некоторые воnросы теории приближений, М . ,  1 97 6 ;  L 1 6] Т и х  о
н о в А. Н. , Г о р б у н о в А .  Д. , <•Ж.  вычислит. матем. и ма
тем. Физ . >> ,  1 96 4 ,  т. 4 ,  N• 2 , с. 232- 4 1 . Н. С. Бахва.яов. 

ОПЦИОНАЛЬНАЯ 0'-АЛГЕБРА - в:аименьшая а-ал
гебра 6= 6 (1F) множеств из Q X R + = {(ro,  t) : ro E Q , 
t�O } ,  порожденвая всеми отображениями (ro ,  t)�-+ 
f ( ro, t) множества Q Х R + в R ,  к-рые (для каждого 
фиксированного roE Q) являются (по t) непрерывными 
справа , имеют пределы слева и IF-согласованы с ивубы
вающим семейством IF= (Ft) t:;;,.o под-а-алгебр Ftc:.F, 
t�O, где (Q , F) - измеримое пространство.  О .  а-а . 
совпадает с наименьшей а-алгеброй , порожденвой сто
хастич . интервалами [0 , -rj= {( ro, t) : 0 -<:t <-r ( ro) } ,  где 
-r= -r ( ro) - марковекие моменты (относительно IF= 
= (Ft) t:;;:.o > ·  Между опциональными и предсказуемыми 
а-алгебрами имеет место соотношение .? (lf)c:.6 (IF) . 

Лит. : [ 1 ] Д е л л а ш е р  и Н. , Емкости и случайные nроцес-
сы. !!!Р..: с франц. ,  М . ,  1 97 5 .  А .  Н. Ширяев. 

ОПЦИОНАЛЬНЫЙ СЛУЧАйНЫй ПРОЦЕСС -
стохастический процесс Х = ( Xt ( ro) ,  Ft)t:;;,. o •  являющийся 
измеримым (как отображение ( ro, t) �-+ Х ( ro , t)= 
= Х t ( ro))  относительно опциональной а-алгебры 6= 
= 6 (IF) .  А .  Н. Ширяев. 

ОРБИТ МЕТОД - метод изучения унитарных пред
ставлев:ий групп Ли .  С помощью О . м. была построена 
теория унитарных представлений нильпотентных груnп 
Ли, а также указана возможность его применекия к 
другим группам [ 1 ] . 

О . м. основав: на следующем «эксnериментальном» 
факте : существует глубокая связь между унитарными 
неnриводимыми nредставлениями группы Ли G и ор
битами этой группы в r>опр исоединенно:м представлении . 
Решение основных задач теории представлев:ий с по
мощью О. м. осуществляется следующим образом (см . 
[2)) . 

МЕТОД 64 
1 .  1\ о и с т р у к ц и я и к л а с с и ф и  к а ц и я 

н е п р и в о д и м ы х у н и т а р н ы х п р е д с т а в
л е н и й .  Пусть Q - орбита действительной группы 
Ли G в коприсоединениом представлении, F - точка 
этой орбиты (являющаяся линейным фувкциовалом 
на алгебре Ли g группы G) , G ( F) - стабилизатор точки 
F, g (P) - алгебра Ли группы G ( F) .  П о  л н р  и з  а
ц и е й точки F ваз . комплексная подалгебра � в !Jc , 
где gc - r>омплексифиr>ация алгебры Ли g , обладающая 
свойствами: 

1 ) di шc � = dim g - � dim Q; 

2) [ � ,  �] содержится в ядре функцианала F на g ;  
3 )  f) иввариантва относительно Ad G ( F) . 
Пусть Н0= ехр (� П g) и H= G (F) · H0 •  Поляризация � 

ваз . д е й с т в и т е л ь в о й ,  если �= (j, и ч и с т о 
к о м п л е к с и о й ,  если � П fi= g ( F ) .  Функциоиал F 
определяет характер (одномерное унитарное представ
ление) х� группы Н0 по формуле 

ехр Х ---.. exp 2ni ( F ,  Х ) .  
Пусть 'Х� продолжается д о  характера 'Хр группы Н. 
Если � - действительная поляризация , то пусть 
Т F � х - индуцироваввое характером 'XF подгруппы ' .., , F 
Н представление группы G (см . Индуцироваю1ое пред
ставление) . Если � - чисто комплексная поляризация ,  
т о  пусть Т F, � .  Хр  - голаморфно индуцированное пред-
ставление , деfютвующее в пространстве голаморфных 
функций на Gl Н. 

П е р в а я о с н о в н а я г и п о т е з а состоит в 
том , что представление Т F � .., веприводимо и его ' � ' ""F 
класс эквивалентности зависит только от орбиты Q и от 
выбора продолжения 'Хр характера x!J;.. Эта гипотеза 
доказана для нильпотевтвых групп [ 1 ] и для разреши
мых групп Ли [ ::1 ] . Для век-рых орбит простой особой 
группы G2 гипотеза неверва [ 7 ] . В озможность продол
жения и степень его веоднозвачвости зависят от топо
логич . свойств орбиты: препятствием к продолжению 
служат двумерные когомологни орбиты , а в качестве 
параметра , нумерующего различные продолжения , мож
но взять одномерные когомологни орбиты . Более точно , 
пусть Bg - каноническая 2-форма на орбите Q .  Для 
существования продолжения необходимо и достаточно, 
чтобы форма B g принадлежала целочисленному классу 
(т. е. интеграл ее по любому двумериому циклу был це
лым числом ) ;  если это условие выполнено ,  то множество 
продолжений параметризуется харантерами фунда
ментальной группы орбиты. 

В т о р а я о с н о в и а я г и п о т е з а состоит 
в том, что указанным способом получаются все унитар
ные веприводимые представления рассматриваемой 
группы G. Единственным ( 1 983) nротиворечащим этой 
гипотезе примером являются т .  в .  дополнительные се
рии представлевий полупростых групп Ли.  

1 1 .  Ф у в к т о р и а л ь в ы е с в о й с т в а с о о т
в е т с т в и я м е ж д у о р б и т а м и и п р е д
с т а в л е в и я м и. Значительное место в теории 
представлеиий занимают вопросы о разложении на не
приводимые компоненты представления , получаемого 
ограничением на подгруппу Н неприводимого представ
ления группы G и индуцированнем с nомощью вепри
водимого представления nодгруппы Hc.G. О. м.  дает 
ответ на эти вопросы в терминах естественвой проек
ции р : g * --+- � * (* означает переход к соnряженному 
пространству; nроекция р состоит в ограничении функ
ционаJiа с g на Q ) .  А именно, пусть G - эксnоненци
альная группа Jiи (дJIН таких групп соответствие между 
орбитами и Представлениями взаимно однозначно) .  
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Тогда веприводимое представление группы G, соответ
ствующее орбите Qcg * ,  при ограничении на Н разла
гается· на веприводимые компоненты , соответствующие 
тем орбитам w E LJ * , к-рые лежат в р (Q) , а представление 
группы G, индуцированное веприводимым представле
ннем группы Н , соответствующим орбите wc b * , раз
лагает-ел на веприводимые компоненты ,  соответствую
щие тем орбитам Qcg * , к-рые имеют пелустое пересе
чение с прообразом p - 1 ( w) .  Из этих результатов выте
кают два следствия: если веприводимые представления 
Ti соответствуют орбитам Qi , i= 1 , 2 ,  то тензорное про
нзведение Т1@ Т 2 разлагается на веприводимые компо
ненты ,  соответствующие тем орбитам Q ,  к-рые лежат в 
арифметич . сумме Q1+ Q2 ; квазирегуллрное представле
ние группы G в пространстве функций на G/ Н разла
гается на веприводимые компоненты, соответствующие 
тем орбитам Qcg * , для к-рых образ р (Q )cb * содер
жит нуль. I I I .  Т е о р и  л х а р а к т е р  о в. Для характеров 
веприводимых представлений (как обобщенных функциii 
на группе) предложена [2] следующая универсальная 
формула: 

'Х (ехр Х) = _1 - \ e2�i < F, Х> � (Р) (*)  Р ( Х) j g  ' 
где ехр :  g - G - �шспоненциальное отображение ал
гебры Ли g в группу G, р ( Х) - квадратный корень иs 
плотности инвариантной меры Х аара на G в канонич . 
координатах,  � - форма объема на орбите Q ,  связан
ная с канонической 2-формой Bg соотношением � =  

k B Q 1 = kТ , k= 2 dim Q .  Эта формула справедлива для 
нильпотентных групп , разрешимых групп типа 1 ,  
компактных групп , дискретной серии представлениii 
полупростых действительных групп и основной серип 
представлений комплексных полупростых групп . Длн 
нек-рых вырожденных серий представлений S L  (3 ,  IR) 
формула неверна. Из формулы (*) получаетел простал 
формула для вычисления инфинитезимального харак
тера веприводимого представления Т Q , соответствую
щего орбите Q ,  а именно: каждому оператору Лапласа /':,. 
на G может быть сопоставлен А d *G-инвариантный мно
гочлен Р � на g *  так, что значение инфинитезимального 
характера представления Т Q на элементе /':,. в точности 
равно значению Р � на Q . 

I V .  R о н с т р у к ц и ю веприводимого унитарного 
представления группы G по ее орбите Q в коприсоеди
ненном представлении можно рассматривать как опе
рацию квантования пек-рой гамильтоновой системы, 
для к-рой Q играет роль фазового пространства ,  а G -
роль многомерного некоммутативного времени (или 
группы симметрий) . При этом С-орбиты в коприсоеди
ненном представлении - это все С-однородные симп
лектич. многообразия ,  допускающие квантование . Та
ким образом, вторую основную гипотезу можно пере
формулировать так : каждая элементарная квантовал 
система с временем (или группой симметрий) G полу
чаетел квантованием из соответствующей классич. сис
темы (см. [2 ] ) . 

Обнаружена также связь О .  м. с теорией вполне ин
тегрируемых гамильтоновых систем (см. [ 1 1 ] ) .  

Лит . :  [ 1 ]  Н и р и л л о в А . А . ,  «Успехи матем.  наую>, 1 962 ,  
т. 1 7 ,  в .  4 ,  с. 57-1 1 0 ;  [2 ]  е г о ж е ,  Элементы теории представ
лений, 2 изд. , М. , 1 978 ; [3] Д и н с м ь е Ж. , Универсальные обер
тыва ющие алгебр ы ,  пер . с франц. , М . ,  1 97 8 ;  [4] S i т т s D. J . ,  
W о о d h о u s е N .  М .  J . ,  Lectures o n  geoтetric guantization , 
B. - Hdlb. - N. Y. , 1 9 7 6 ;  [5] A u s l a n d e r L. K o s t a n t B . 
« lnvent. тath . >> , 1 97 1 .  v. 1 4 ,  р. 255-354 ;  [6j М о о r е с.с . : 
<<Ann. Math . •> , 1 96 5 ,  v. 82 ,  No 1 , р .  1 4 6 -82 ; [7] R о t h s с h i 1 d 
L. Р. , W о 1 f J . А. ,  <<Ann . Sci .  Ecolc norт . super. Ser. 4•>, 1 97 4 ,  
v .  7 ,  . М  2 , р.  1 5 5 -7 4 ; [8] Rep r·eseпtations des groupes d e  L i e  re
soluЬ!es, Р. , 1 972 ;  [9] Г и н з б у р г  В. А . ,  «Дою! . АН СССР>> ,  
1 979, т. ·  249, No 3 ,  с. &25-28 ;  [ 10]  К i r i I 1 о v А . А . ,  Infinite 

i:l 3 Математическая: энц . . т. 4 

diшensional groups, their representations, orblts,  invariant�. 
в сб. : Proc. lnt. Coпgr. Math . , Helsinki , 1 9 78 ; (1 1 ]  R е у
т а n А.  G . ,  S е т е n о  v - Т i а n - S h а n s k у М. А . ,  «In
vent. тath.», 1 979,  v .  5 4 ,  JV, 1, р .  8 1 - 1 00 .  А . •  <i .  НирШiлов, 

ОРБИТА точки х относительно группы G, действую
щей на множестве Х (слева) , - множество 

С (х) = {g (х) / g Е G} . 
Множество 

Cx = {g E G  / g (х) = х} 

является подгруrшоii в G и паз . с т а б и л и з  а т о
р о м,  или с т а ц и о н а р н о й п о д г р у п п о й 
т о ч к и х о т н о с и т е л ь н о G. Отображение 
g �  g (x) , g E G, индуцирует биекцию между G!Gx и орби
той G (x) . О. любых двух точек из Х либо не пересека
ютсл, либо совпадают ; иначе говоря , О. определяют раз
биение множества Х. Фактормножество по отношению 
эквивалентности, определенному этим разбиением, паз . 
п р о с т р а н с т в о м о р б и т ,  или ф а к т о р
м н о ж е с т в о м Х по G, и обозначается XIG. Сопо
ставление каждой точке ее О. определяет канонич . ото
бражение лх, а : Х - XIG. Стабилизаторы точек из 
одной О. сопряжены в G, точнее Gg<x) = gGxg - 1 •  Если 
в Х имеется только одна О . , то Х - о д н о р о д н о е 
п р о с т р а н с т в о г р  у п п ы G; говорят также , что 
G д е й с т в у е т на Х т р а н з и т и в н о. Если G -
топологич .  группа , Х - топологич. пространство и 
действие непрерывно, то XIG обычно снабжается топо
логией , в к-рой множество Uc XIG открыто в XIG тогда 
и только тогда , когда множество :тt- 1 ( И) открыто в Х .  X , G 

П р  и м е р ы. 1 )  Пусть G - группа поворотов пло
скости Х вокруг фиксированной точки а. Тогда 0 . 
это веевозможные окружности с центром в а (в том числе 
и сама точка а) . 2) Пусть G - группа всех невырож
денных линейных преобразований конечномерного дей
ствительного векторного пространетва V, Х - множест
во всех симметрич. билинейных форм на V, а действие G 
па Х определено формулой (gf) (и , v) =/ (g - 1  (и) , g - 1  (v) )  
для любых и , v E V. Тогда О .  группы G на Х - множест
во форм, имеющих фиксированный ранг и сигнатуру. 

Пусть G - вещественная группа Ли, гладко дейст
вующая на дифференцируемом многообразии Х (см. 
Ли группа преобразовапий) . Для любой точки хЕ Х 
орбита G (x) является погруженным подмногообразием 
в Х , диффеоморфным G!Gx (диффеоморфизм индуциро
ван отображением g �  g (x) , g E G) .  Это подмногообра;ше 
не обязательно замкнуто в Х (не обязательно вложено) . 
Rлассич . примером служит <<обмотка тора>> , те есть О .  
действия аддитивной группы IR на  торе 

T2 = {(z1 , z2) / z ; E C , / z ; / = 1 ,  i = 1 ,  2} , 
заданного формулой 

t (z1 , z2 ) = (ei tz1 , eial z2) , t Е IR , 
где а - иррациональное действительное число; замы
кание такой О. совпадает с Т2 • Если G компактна , то 
все О. являютел вложенными подмпогообразиями. 

Если G - алгебраич. группа , Х - алгебраич . мно
гообразие над алгебраически замкнутым полем k, а 
действие регулярно (см. А дгебраическая группа преоб
рааовапий) , то любая орбита G (x) является гладким ал
тебраич . многообразием, открытым в своем замыкании 
G (x) (в топологии Зариского) , причем в G (x) всегда со
держится замкнутал О .  группы G (см. [ 5] ) .  В этом случае 
морфизм G - G (x) , g � g (x) , индуцирует изоморфизм 
алгебраич. многообразиИ G!Gx и G (x) тогда и только тог
да , котда он сепарабелеп (это условие всегда выполнено , 
если k - поле нулевой характеристики) . О. макси
мальной размерности образуют открытое в Х множе
ство. 

Описание структуры О . для данного действия обычв.о 
сводится к указанию в каждой О . нек-роrо единствен-
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вого представители х, к нахождению стабилизатора Gx 
и к описанию какого-либо - по возможности обозри
моrо - класса функций , постоянных на О .  (инвариан
тов) и разделяющих разные О . ; эти функции позволяют 
описать «расположевпе& О .  в Х (О .  являются пересече
ниями их множеств уровня) . Эта программа обычно ваз. 
з а д а ч е й о р б и т а л ь н о г о р а з л о ж е н и я. 
К такой задаче часто сводятся многие задачи классифи
кации. Так, в примере 2) это - задача классификации 
билинейных симметрич . форм с точностью до эквива
лентности; инварианты в этом случае «дискретны» 
это ранг и сигнатура , а стабилизато� G1 , где f невы
рождена , является соответствующеп псевдоортого
вальной группой . Классич. теория жордановой формы 
матриц (также, как и теории других нор.мадыt ых фор.м 
матриц) тоже укладывается в эту схему: жордавона 
форма - это кавонич. представитель (определенный, 
правда ,  с точностью до порядка жордавоных клеток) 
в О .  полвой линейвой группы GLп(C) на пространстве 
всех комплексных (n X п)-матриц при действии, задан- ·  
иом формулой У -+  А У А -1 ; среди инвариантов важное 
место занимают коэффициенты характеристич.  много
члена матрицы У (к-рые не разделяют , однако, любые 
две 0. ) .  Идея рассмотрения эквивалентных объектов 
как О. век-рой группы активно используется в различ
ных задачах классификации , напр. в алгебраич . .моду
.лей теории (теория Мамфорда , см. [ 10] ) ,  в теории пере
числении графов (см. [2] ) и др .  

Если G и Х конечны,  то  

/ X!G / = 1 � 1  �ge a i Fix g / , 
где 1 Yl - число элементов множества У, а 

Fix g = {x E X  1 g (х) = х} .  
Если G - компактная группа Ли, гладко действую

щая на связном гладком многообразии Х ,  то структура 
О . на Х локально конечна , т .  е. у любой точки хЕ Х 
существует такая окрестность и, что число различных 
стабилизаторов G11 , у Е и, с точностью до сопряженности 
в G конечно .  В частности, если Х компактно , то конечно 
число различных (с точностью до сопряженности в G) 
стабилизаторов G11 , У Е  Х. При этом для любой подгруп
пы Н в G каждое из множеств 

X<m = {x E X" /  Gx сопряжена Н в G} 
является пересечением открытого и замкнутого инвари
антных подмножеств в Х. Исследоьание Xu11 приводит 
в этом случае к классификации действий (см. [ 1 ] ) .  Ана
логи этих результатов получены в геометрич . ин вари
антов теории (см. [3] ) .  А именно , пусть G - редуктив
вая алгебраич . группа , регулярно действующая на 
аффинном алгебраич. многообразии Х (основное поле k 
алгебраически замкнуто и имеет характеристику 0) .  
В замыкании любой О .  содержится единственная замк
вутая О . Существует разбиение Х в объединение конеч
ного числа локально замкнутых инвариантных непере
секающихся подмножеств X=Ua:Xa:, обладающее своii
ствами: а) если х, у Е Ха: и G (х) за.111Кнута , то стабилиза
тор G11 сопряжен в G подгруппе в Gx, а если замкнута и G (у) , то GJI сопряжен с Gx; б) если х Е Ха:,  у Е Х/3 , а � �.  
а G (x) и G ty) замкнуты, то Gx и G11 не сопряжены в G. 
Если Х - гладкое алгебраич. многообразие (вапр. , 
в важном случае , когда рассматривается рациональвое 
линейвое представление G в векторном пространстве 
V= Х) , то существует такое вепустое открытое подмно
жество Q в Х, что Gx и G11 сопряжены в G для любых 
х, УЕ Q. Последний результат является утверждением о 
свойстве т о ч е к о б щ е г о . п о л о ж е в и я в Х, 
т. е .  точек, заполняющих непустое открытое подмноже
ство ; имеется и ряд других утверждений такого типа.  
Напр. , для рационального линейного представления 

полупростой группы G в векторном пространстве V О .  
точек общего положения замкнуты тогда и только тогда , 
когда их стабилизаторы редуктиввы (см. [ 7 ] ) ; в случае , 
когда G веприводима , найден явный вид стабилизаторов 
точек общего положения (см. [8) , (9 ] ) .  Вопрос о заliiК
вутости О. является специфическим и важным в этой 
теории .  Так, множество тех точек х Е  V, О. к-рых содер
жит в своем замыкании нуль пространства V, совпадает 
с многообразием нулей непостоянных инвариантных 
многочленов на V; во многих случаях, и в частности в 
применениях теории инвариантов к теории модулей , 
это многообразие играет существенную роль (см. [ 10] ) .  
Любые две различные замкнутые О .  разделяются инва
риантными многочленами. Орбита G (х) замкнута тогда 
и только тогда , когда замкнута О. точки х относительно 
вормализатора G (x) в G (см . [ 4] ) .  Появление незамкву
тых О . связано со свойствами G; если G fВИПотевтна 
(а Х аффивно) , то любая О .  замкнута (см. [6] ) .  Одним из 
направлений теории инвариантов является изучение 
орбитальных разложений различных конкр�ных дей
ствий (в особенности линейных представлений) . Одно из 
них - присоединенвое представление редуктиввой 
группы G - подробно исследовалось (см. , папу . ,  [ 1 1 ] ) .  
Его изучение связано с теорией представлении группы 
G ; см.  Орбит .метод . 

Лит. : [ 1 1  Р а 1 а i s R . ,  The classШcation o f  G-spaces, Provi
dence, 1 960 ()lem . Amer. Math. Soc . ,  No 36 ) ;  [2] Х а  р а р  и Ф. , 
Теория rрафов ,  пер. с англ . ,  М . , 1 97 3 ;  [3] L u n а D . , <•Bull .  Soc. 
Math. France. Mem . 33», 1 973 ,  р. 8 1 - 1 0 5 ;  [4] е г о ж е , «lnvent. 
math. •> ,  1 9 7 5 ,  v. 29 , No 3, р. 2 3 1 - 38 ;  [5] Б о р е л ь  А . , Линейные 
алгебраические группы, пер . с англ. , М . ,  1 9 7 2 ;  [6] S t е i n
b е r g R. , ConJ ugacy classeв in algebraic groups , в.- Hdlb . 
N. У. , 1 9 Н ;  [7 ] П о п  о в В. Л . , <•Изо . АН ССС Р .  Сер. матем. », 
1 9 7 0 ,  т. 34, с. 523- 3 1 ; [8] П о п  о в А .  М . , <<Функц. анализ и его 
прилож. » ,  1978 , т. 1 2 ,  N• 2, с .  9 1 - 9 2 ;  [9 ] Э л  а ш в и л и А. Г.,  
там же,  1 972 ,  т. 6 , No 2 ,  с. 6 5 - 7 8 ;  [ 1 0 ] М u m f о r d D.,  Geo
metrlc invariant theory, в . - Hdlb . - N. У. , 1 96 5 ;  [ 1 1 ] К о s
t а n t В . ,  «Amer. J. Math.» ,  1 963 ,  v .  85 ,  No 3, р .  327-40 4 ;  [ 1 2] 
Х а  м ф р и Дж. , Линейные алгебраические группы , пер . с англ . , м . ,  1980 .  В. Л. По·nов. 

ОРБИТАЛЬНАЯ УСТОйЧИВОСТЬ - свойство тра
ектории s (решения x ( t))  автоножно й системы обыкно
венных дифференциальных уравнений 

;; = /  (х) , x E IRn, (*) 
состоящее в следующем: для всякого е >О существует 
б >О такое , что всякая положительная полутраектория, 
вачивающаяся в б-окрестности траектории s, содержит
ся в в-окрестности траектории �- Здесь под т р а е к т о
р и е й понимается множество значевиf1 решения 
x (t) ,  t Е IR , системы (*) , а под п о л о ж и т е л ь в о й  
п о л у т р а е к т о р и е й - множество значений ре
шения x ( t) при t;;;a:O .  Если решение x ( t) устойчиво по 
Ляпунову,  то его траектория орбитальна устойчива. 

Траектория � паз . а с и м п т о т и ч е с к и о р б и
т а л ь в о у с т о й ч и в о й ,  если она орбитальпо 
устойчива и ,  кроме того , найдется б0 >0 такое , что 
траектория всякого решения x ( t) системы (*) , ваq;инаю
щегося в бо-окрестпости траектории � (т . е . d (х (0) , s) < 
<б0) ,  стремится при t -+  + оо  к траектории s ,  то есть 

где 

l i ш  cl (х ( t ) , s) = 0, 
t � + <X>  

d (х, s) = inf  d (х ,  у) 
Y E s  

- расстояние от точки х до множества 6 (d (x,  у) - рас
стояние между точками х и у) .  

Роль понятия асимптотической оубитальной устой
чивости основана на следующих фа:ктах. Периодич. 
решение системы ( *) никогда не бывает асимптотически 
устойчивым. Но если у периодич. решения та:кой сис
темы модули всех .му.лътип.ли�>аторов, кроме одного ,  
меньше единицы ,  то  траектория этого периодич. реше
нив асимптотически орбитальна устойчива (А н д р о-
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в о в а - В и т т а т е о р е м а ) .  Имеет место также 
более общая т е о р е м а Д е м и д о в и ч а (см. [3 ) ) :  
пусть з:0(t) - ограниченвое решение системы (•) , при
чем 

inf 1 з:0 ( t )  1 > О, t � O  
и пусть система уравнений в ва риациях вдоль x0(t) -
правильная (см. Правильн ая линейпая система) , при
чем все ее Ляпупова характеристические покааатели , 
кроме одного,  отрицательны;  тогда траектория решения 
x0(t) асимптотически орбитальва устойчива . 

Лит. : [1 ]  А н д р  о н о в А. А. , Собр. трудов ,  М . ,  1 9 56 ; [2] 
А н д р  о н о в А.  А. , В и т т А. А., Х а й  11 и н С .  Э . ,  Теория 
колебаний, 2 изд. , М . ,  1 9 5 9 ;  [З] д е м и д о в и ч Б.  П. , <<Диффе
ренц. уравнения», 1 968 , т.  4, No 4, с. 5 7 5 - 8 8 ;  No 8, с. 1 359-73 .  

в. м. MUJI.I!UOI<ЩU!<OB. 
ОРДИНАЛЬНОЕ ЧИСЛО, о р д и в а л , - то же , что 

порядковое чисд.о.  
ОРДИНАТА - одна из дека ртовых координ ат точки . 
ОРИЕНТАЦИЯ - формализация и далеко идущее 

обобщение понятия направления обхода . Определяется 
О .  век-рых специальных классов пространсто (мпогооб
рааий , векторпых расслоеп ий , Пyanr;ape комплексов 
и т.  д . ) .  Современный взгляд па О. дается в рамка х 
обобщеппых теор ий когомологий. 

В илассич. случае о р и е в т а ц и я - выбор одного 
класса систем координат , связанных между собой по
ложительно в век- ром определенном смысле. К аждая 
система задает О . , определяя класс , 'К 'К-рому она при
надлежит . 

В случае векторного пространства Rn конечной раз
мерности две системы координат связаны положитель
но , если положителен определитель матрицы перехода 
от одной из них к другой. Здесь имеется два класса . 
В компле"Ксвом пространстве с п  комплексвый репер 
е1 , • • •  , en определяет действительный репер е1 , • • •  , em 
ie1 , • • •  , iеп в том же пространстве , рассматриваемом как 
IR.2n ,  и все такие реперы связаны попарно положитель
ными переходами (т . е. комплексная структура задает 
О. В fZ2n) . 

На прямой, плоскости и вообще в действительном 
аффивпом пространстве En системы координат состоят 
из точки (начала О) и репера е, переход определяется 
вектором переноса начала и замевой репера. Этот 
переход положителен , если положителеи определитель 
матрицы замены (на пр. , при четвой переставовке 
векторов репера) . Две системы координат определяют 
одну и ту же О . , если одну ив них можно переве
сти в другую непрерывно , т. е . существует вепрерыв
во зависящее от параметра t E [O ,  1 ] семейство коор
динатных систем Ot , et , связывающее данвые систе
мы 00 , е0 и 01 , е1 • При отражении в плоскости (раз
мерности n -1 )  системы двух классов переходят друг в 
друга . 

Классы систем координат можно задавать различны
ми геометрич. фигурами . Если какая-либо фигура Х по 
определенному закону связывается с системой коорди
нат, то зеркально симметричная ей фигура будет по 
тому же закону связана с системой координат из дру
гого класса . Тем самым Х (вместе с давным законом) 
определит О. Напр . ,  на плоскости Е2 окружиость с 
фиксированным направлением обхода задает системы 
координат ив одного класса по правилу: начало лежит 
в ее центре , первый вектор берется произвольво, а вто
рой так , чтобы в ращение от первого ко второму через 
меньший угол происходило в направлении, заданном 
па окружности. В Е8 репер можно связать с вивтом с 
точиостью до непрерыв.=rого вращения и растяжения 
пространства:  первыи вектор идет по направлению ввин
чивания , вращение от второго вектора к третьему сов
падает с вращением при ввинчивании (предполагается 

3 *  

при этом, что все винты находятся в положительвой 
связи друг с другом) . Репер может быть также задав 
тремя первыми пальцами руки хорошо известным спо
собом. 

Если в En задана О. , то каждое полупространство 
Е� определяет О. на граничной плоскости En - 1 • Напр . , 
уславливаются ,  что если в репере последние n - 1 
векторов лежат в En - 1 ,  а первый смотрит наружу из 
Е� , то последние векторы задают О .  в En - 1 .  В En О .  
может быть задана порядком вершив n-мерного сим
плекса (треугольника в Е2 , тетраэдра в Е3) . Репер опре
деляется условием: в первую вершиву помещается на
чало , в остальвые из первой направляются веиторы ре
пера.  Два порядка задают одну 0 . ,  если и: только если 
они отличаются на четную перестановку. Симплене с 
фиксироваввым с точностью до четвой переставовки 
порядком вершив ваз . о р и  е в т и р  о в а в в ы м. 
Каждая (n - f )-rpaнь an - 1 ориентированного симплекса 
получает индуцированную ориентацию: если первая 
вершина не принадлежит alt-1 , то порядок остальных 
привимается за положительный для an -1 . 

В связном многообразии М системой координат слу
жит атлас - набор карт, покрывающих М. Атлас ваз . 
о р и е в т и р у ю щ и м, если иоордиватвые иреобра
зования все положительны. Это означает , что их сте
пени равны + 1 ,  а в случае дифференцируемого много
образия положительвы якобиавы преобразовавия во 
всех точках.  Если ориентирующий атлас существует, 
то многообразие М ваз . о р и е н т и р у е м ы м. 
В этом случае все ориентирующие атласы распадаются 
на два класса , так что переход от карт одного атласа и 
картам другого положителен, если и только если атласы 
принадлежат одному классу. Выбор такого класса ваз . 
о р и е н т а ц и е й м в о г о о б р а з и я. Этот выбор 
может быть сделан указанием одной карты или лональ
вой О .  в точке х0 (связные карты,  содержащие х0 ,  ес
тественным образом распадаются на два иласса) .  В слу
чае дифференцируемого многообразия локальную О.  
можно задать указанием репера в касательной плоЬко
сти в точке х0 (вапр . ,  вращение на окружности можно 
задать указанием одного касательного вектора) . Если 
М имеет край и ориентировано , то край также ориенти
руем, напр. по правилу: в точке края берется репер , 
ориентирующий М, первый вектор к-рого направлен из 
дМ, а остальвые векторы лежат в касательной плоско
сти края; эти последвне и принимаются за ориентирую
щий репер края. 

Вдоль любого пути q: [0 , 1 ] -+- М можно выбрать це
почку карт так , что две соседние карты связаны положи
тельно. Тем самым О. в точке q (О) определяет О. в точ
ке q ( 1 ) , и эта связь зависит от пути q лишь с точностью 
до его вепрерыввой деформации при фиисировавпых 
концах. Если q - петля, т .  е. q (O)= q ( 1 ) = x0 , то q ваз . 
д е з о р и е в т и р у ю щ и м п у т е м, если эти О .  
противоположны. В озвииает гомоморфизм фундамен
тальвой группы л:1(М, х0) в груnпу порядка 2 :  дезориев• 
тирующие петли переходят в -1, а остальные в +1.  
По этому гомоморфизму строится накрытие , являющее
си двулистным в случае иеориевтируемого многообра
зия.  Оно ваз . о р и е н т и р у ю щ и м (т .  к. ваиры
вающее пространство будет ориентируемым) . Этот же 
гомоморфизм определяет над М одномервое расслое
ние , тривиальное , если и только если М ориентируемо. 
Для дифференцируемого М оно может быть определено 
как расслоение лп(М) дифференциальных форм поряд
ка n. Невулевое сечение в нем существует лишь в ориеН'
тируемом случае и задает форму объема на М и одно
временно О. Классифицирующим отображением этого 
расслоения служит отобра жение k : М -+- IRPn . Многооб
разие М ориентируемо , если и только если не равен 
нулю иласс �-t E нn - 1(M , Z ) ,  СJiужащий образом класса , 
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двойственного к JRpn - Жc: JRPn. Он двойствен циклу, 
носителем к-роrо служит многообразие, являющееся 
прообразом JR pn - �  при отображении k, приведеиным 
в общее положепие. Этот цикл ваз . о р и е н т и р  у ю
щ и м, т. к. дополнение к нему ориентируемо: если по 
нему М разрезать, то получится ориентируемое много
образие .  Само М ориентируемо (неориентируемо) , если 
и только если после разреза получится несвязвое мно
гообразие (это дополнение связно) . На пр. , в IRP2 
ориентирующим циклом служит проективная пря
мая IRP . 

Трианrулированное многообразие М (или псевдомно
rообрааие) ориентируемо, если можно ориентировать 
все п-мервые симплексы так , что два симплекса с общей 
(п-1)-мерной гранью индуцируют на ней противопо
ложные О .  3амкнутая цепочка п-мерных симплексов , 
каждые два соседа в к-рой имеют общую (п -1 )-rрань, 
ваз .  д е з о р и е н т и р  у ю щ е й , если эти симплексы 
могут быть ориентированы так , что первый и послед
ний симплексы индуцируют на общей грани совпадаю-' 
щие О . , а остальные соседи - противоположные. 

О .  может быть определена на rомолоrич . языке : для 
связного ориентируемого многообразия без края гомо
логий группа Н п(М; z )  (с замкнутыми носителями) 
изоморфна z ,  и выбор одной из двух образующих за
дает О. - отбираются карты с положительными степе
нями отображений. Для связного многообразия с краем 
то же верно и для Нп(М, дМ ; Z ) . В первом случае 
ориентируемость есть rомотопич. инвариант Af, а во 
втором - пары (М, дЛf) .  Так, лист Мёбиуса и кольцо 
имеют один и тот же абсолютный rомотопич . тип , но 
развый - относительно края. Локальная О.  многооб
разия может быть также задана выбором образующей в 
группе Нп (Лf, �х0 ; Z ) ,  изоморфной z .  Гомологич. 
интерпретация О. позволяет перенести это понятие на 
обобщенные гомологичеспие мпогообрааия . 

Пусть над пространством Х задано расслоение р : 
Е -+  Х со стандартным слоем pn , Если О .  всех слоев 
можно выбрать так, что любое (собственное) отображе
ние р - 1 (у (О)) -+ р - 1(у ( 1 ) ) ,  определенвое путем .  у: 
(0 , 1 ) -+  Х однозначно с точностью до собственной rомо
топии, сохраняет О. , то расслоение ваз . о р и  е в т и р  о
в а в в ы м, а указаввый выбор О. слоев - о р и е н
т а ц и е й р а с с л о е н и я. Напр. , лист Мёбиуса , 
рассматриваемый как векторное расслоение над окруж
ностью, не обладает О . , в то время как боковая поверх
ность цилиндра - обладает . 

Повлтие О. допускает естественвое обобщение и для 
случая бесконечномерного многообразия , моделиро
ванного при помощи бесконечномерного бавахова или 
топологического векторного пространства . П ри этом 
необходимы ограничения на линейвые операторы ,  яв
ляющиеся дифференциалами· функций перехода от кар
ты к карте: они должны не просто принадлежать общей 
линейвой группе всех изоморфизмов моделирующего 
пространства , к-рая томотопически тривиальна (в рав
номервой топологии) для большинства классических 
векторных простравств,  а содержаться в век-рой ливей
во весвязвой подгруппе общей линейвой группы. Тогда 
компонента связности даввой подгруппы и будет зада
вать «знак» О. В качестве такой подгруппы обычно вы
бирается фредrольмова группа , состоящая из тех изо
морфизмов моделирующего пространства , для к-рых 
разность с тождественным изоморфизмом есть вполне 
непрерывный оператор . 

О р и е н т а ц и я  в о б о б щ е н н ы х  т е о р и я х  
к о r о м о л о r и ii. Пусть Е *  - мультипликативвая 
обобщенная теория коrомологий (ниже - просто теория) . 
Имеется единица 1 Е Ё0(S0) , и при изоморфизме вад

етройки Ё0(S0) � .Ёn(sn) ей отвечает элемент i'n E Ёn(Sn) , 
где sп есть п-мервая сфера . 

Пусть � есть п-мервое векторвое расслоение :в:ад ли
нейно связным простравством Х и пусть Т� - Тома 
прострапство расслоения �. П усть i : sп -+ Т� - стан
дартное вложение , т . е. rомеоморфизм на <<слой» над не-

к-рой точкой х0 Е Х . Элемент и Е Ёn( ТЮ ваз . о р и е н
т а ц и е й или Тома плассом р а с с л о е н и я 6 ,  
если i * (и)= Ei'n• где е Е .Ё0(S0) - иекоторый обратимый 
элемент (напр. , е= 1 ) .  Расслоение , обладающее О . , 
ваз.  о р и е н т и р у е м ы м  в теории Е * ,  или про
сто Е-о р и е н т и р у е м ы м, а расслоение с выбран
ной Е-ориентацией ваз.  Е-о р и е н т и р о в а н н ы м. 
Изоморфизм Тома .Ё * ( Т6) "., Е * ( Х) (см. [6] ) .  Множество 
О. данного Е-ориентированного расслоения � над Х 
находится во взаимно однозначном соответствии с 
элементами группы Ё0(X)ffi(Ё0(S0)) * ,  где ( ) * - груп
па обратимых элементов кольца ( ) .  

Тривиальное п-мервое расслоение еп обладает О. 
в любой теории En , и если два из трех расслое
ний 6 , Т) ,  �ffiЧ Е-ориентируемы , то Е-ориентируемо 
и третье (см. [ 7] ) . В частности, Е-ориентируемость 
расслоения 6 влечет Е-ориентируемость расслоения 
�ffieп . 

Понятие Е-ориентируемости вводится и для любого 
расслоения в смысле Гуревича р : Е -+ В, слой к-роrо 
гомотопически эквивалентен сфере. П р о с т р а в  с т
в о м Т о м а такого расслоения ваз.  конус отображе
нил р ;  в остальвом определение аналогично. Определе
ние О. векторного расслоения 6 сводится к этому , если 
в качестве Е взять расслоение на единичные (в век-рой 
римановой метрике на s> сферы , ассоциированное с 6 · 
Е-ориентируемость есть инвариант стационарного по
слойного rомотопического типа векторного (сфериче
ского) расслоения. Расслоение , ориентируемое в од
ной теории, не обязано быть ориентируемым в дру
гой, но при наличии кольцевого гомоморфизма теорий 
Е * -+  F* из Е-ориентируемости следует F-ориенти
руемость. 

П р  и м е р ы. 1) В теории Н* ( - ;  Z 2) ориентируемо 
любое векторное (сферическое) расслоение . 2) В теории 
Н * ( - ;  Z ) ориентируемы в точности те расслоения 6 ,  
для к-рых характеристич . класс Штифелл w1 (�) = 0 ,  т . е .  
ориентируемы т е  расслоения , к-рые ориентируемы в 
классич . смысле . 3) Ориентируемость векторного рас
слоевил � в  вещественной К-теор и и  эквивалентна тому, 
что w1(6)= w2(�) =0 ,  а в комплексной К-теории - тому, 
что w1(6) = 0 и w2(6) - целочисленный элемент [8] . 
При этом для К-ориентируемости сферич. расслоений 
это условие необходимо , во не достаточно.  4) Ориенти
руемость в теории унитарных кобордизмов U* не оха
рактеризована (1 983) ; комплексвые расслоения И-ори
ентируемы, но это явно не необходимо . 5) В теории П* 
стабильных коrомотопич. групп ориентируемы лишь 
расслоения тривиального стационарного послойного 
rомотопич . типа . 

В задаче описания класса расслоений,  ориентируемых 
в данвой теории, имеется следующий общий результат .  
Пусть тополоrич. группа G действует на /R.n и пусть 
Е* - век-рая теория. Существует (см. [ 7 ] , где дана яв
ная конструкция) пространство В (G,  Е) с универсаль
ным Е-ориентированным расслоением над ним, класси
фицирующее Е-ориентированные векторвые расслое
вил со структурной группой G, т. е .  для любого (линей
во связного) пространства Х множество Е-ориентиро
ванных G-векторных расслоений над Х находится в ес
тественном взаимно однозначном соответствии с множе
ством [ Х , В ( G,  Е)] rомотопич. классов отображений 
Х -+ B (G, Е) . Это· же верно для сферич. расслоений и 
«хороших» моновдов G. 

Обратная задача состоит в uппсавии теории, где дан
вое рассJiоение (или ;цанаыii класс рассдоевий) ориен-
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тируемо. Известно, что если в теории Е* ориентируемы 
все в.екторные рассJ1оення , то 

Е* (Х ) ;о::; Н* (Х ; Е (8° ) ) ,  
причем 2E *( S0) =0 .  В зтом контексте иногда ослабляют 
уеловил на теорию Е * ,  напр.  снимают условие комму-
1·ативности умноженин и т. д. Для любой теории Е * ,  
в к-рой все комплексные расслоения ориентируемы,  
имеется гомоморфизм теории И* � Е * ,  где И* - тео
рия унитарных кобордизмов ,  и зтот гомоморфизм пол
ностью задается Е-ориентацией канонич . расслоения 11 
над r,p � .  Аналогичное верно и для S Р-расслоений (см. 
Кобордиам) . Построение дли любого класса векторных 
расслоений универсальной теории,  от�бражающейсл в 
любую теорию, где ориентируем данвыи класс расслое
ний, еще ( 1 983) не проведено. 

О р и е н т а ц и е й (другое название - ф у н д а
м е н т а л ь н ы й к л а с с) замкнутого п-мерного 
многообразия (или, более общо, комплекса Пуа�;шаре 
формальпой размерности n) в теори_и Е* паз. такои эле
мент z Е Еп(М) , что гомоморфизм E1 (M) � En-i(M) вида 
Х � Z n Х (СМ. [ 9) ) еСТЬ ИЗОМОрфизм; ЗТО - Т. Н . ИЗОМОр
физм двоИствеппости Пуанкаре.  Оказывается , что мно
гообразие (комплекс Пуанкаре) Е-ориентируемо тогда 
и только тогда , когда Е-ориентируемо его нормальное 
расслоение . Определяется О .  и для мпогообразий 
(комплексов Пуанкаре) с краем. 

Лит. : [ ! ) д у б р о в и  н Б .  А . , Н о  в и н о в С.  П . . Ф о м  е н
н о А . Т . , Современная геометрия ,  М . ,  1 97 9 ;  [2] Введение в [ГО
поJюгию, М . ,  1 980 ;  [3] Р о х л и  н В. А . ,  Ф у н с д.  Б . ,  Началь
ный нурс топологии. Геометричесние главы, М. , 1 9 7 7 ;  [4] Х ь ю з
м о л л е р  д . ,  Расслоенные пространства, пер . с англ . ,  м . ,  1 97 0 ;  
[ 5 ]  С п  е н ь е р Э . ,  Алгебраячеенан топология ,  пер . с англ . ,  
М 1 9 7 1 · [6] д о л ь  д А . ,  «Математина•>, 1 965 ,  т .  9 ,  М 2 ,  с. 8-
1 4

.
;' [7] М а у J. ,  Еоо ring spaces and Е� ring spectra , В . - N. У. , 

1 97 7 ·  [8] С т о н г Р. , 3аметни no теории нобордизмов ,  пер. с 
англ .' , М. , 1 973 ;  [9]  У а й  т х е д Дж. , Новейшие достижения в 
теории гомотопий, пер . с англ. , М . ,  1 97 4 .  

Ю .  В.  Рудяп, А.  В .  Чернавспий . 
ОРИСФЕР А - поверхность пространства Лобачев

ского ,  ортогональная к прямым, параллельным в не
котором направлении. О. можно рассматривать как сфеРУ с бесконечно удаленным центром. На О .  ре ализу
ется евклидона геометрия , если под нрлмыми понимать 
орицик.аы, порядок точек определить через порядок 
прямых в пучке параллелей , определяющих орицикл,  а 
движением называть такие движения в пространстве 
Лобачевского,  к-рые переводят О .  в себя . А. Б .  Иванов. 

ОРИЦИКЛ, п р  е д е л ь  н а л л и н и л , - ортого
нальная траектория параллельных в пек-ром направ
лении прямых плоскости Лобачевского. О. можно рас
сматривать кю> окружность с бесконечно удалепным 
центром. О . , порожденпые одним пучком параллельных 
нрлмых, конгрузнтны, копцентричны (т. е. высекают 
на прямых пучка конгрузитвые отрезки) , незамкпуты 
и вогнуты в сторону параллельпости прямых пучка .  
:К ривизна О .  постоянна.  В модели Пуанкаре 0. - ок
ружность ,  касающалсл изнутри абсолюта . 

Прямая и О. либо не имеют общих точек,  либо ка
с аются , либо пе ресекаютсл в двух точка� под равны
ми углами , либо пересекаютсл в однои точке под 
прямым углом . 

Че рез две точки плоскости Лоба чевского проходят 
ДВа И TOJIЬKO ДВа 0 . 

Лит . : [ 1 ] Н а г а  н В .  Ф . , Основания геометрии , ч. 1 -2 , 
М .- Л . , 1 94 9-5 6 ;  [2] Н о р  д е н А. П . , Элементарное введение 
в геометрию Лоб ачевсного , М . , 1 95 3 ;  [ 3 ]  Е ф и м  о в Н .  В . ,  
Высшая геометрия , 6 изд. , М . ,  1 9 7 8 .  А .  Б .  Иванов. 

ОРИЦИКЛИЧЕСКИЙ ПОТОК - поток в простран
стве биздров тако1·о п-мерного риманова многообразия 
мп (обычно замкнутого) , для к-рого определено понлтие 
орициКJiа ; О .  п. описывает движение биздров вдоль оn
ределяемых ими орициклов. 

Основные случаи , когда опреде�ено понятие орицик
ла , - те , когда кривизна римапопои метрики отрицатель
па и либо n= 2 , либо кривизна постоянна . Б и э д р  у ,  
т .  е .  ортопормировапному 2-реперу (х, е1 , е2) (x E Mn; 
е1 , е2 - взаимно ортогональные единичные касатель
ные векторы в точке х} , сопоставляется орицикл 
h(x , е1 , е 2) , к-рый проходит_ через х в направлении е2 и 
расположен на проходящеп через х орисфере Н (х , е1) , 
лвллющейсл (п- 1 )-мерпым ортогональным многообра
зием семейства геодезич . линий , асимптотических (в  
положительном направлении) к геодезич . линии , про
ходящей через х в направлении е1 • Направление на !1 , 
определяемое е2 , прин-имается за положительное (при 
n =  2 роль е2 только к зтому и �вод.�тсл ; Н и h мог ут 
иметь самопересеченил; простеишии спосо� избежать 
могущих возникнуть из-за этого неясностен состоит в 
том , чтобы выполнить аналогичные построения не в 
мп а в его универсальном накрывающем многообра
зии

'
- при постоянной кривизне зто обычное п-мерное 

пространство Лобачевского - и спроектировать полу
ченный там орицикл в мп) . Под деиствием О .  п.  биздр 
(х, е1 , е2) за время t переходит в 

(х ( t ) ,  е1 (t ) ,  е2 ( t ) ) ,  
где x ( t) с изменением t движется с единичной скоростью 
по h (х, е1 , е2) в положительном направлении , единич
ный вектор e1(t) ·ортогонален Н (х , е1) в точке х ( t) (вы
бор одного из двух возможных направлений для e1(t) 
производител по непрерывности) и e2(t)= dx ( t)l dt .  

Изучение О. п .  было начато в связи с тем,  что он иг
рал важную роль при исследовании геодезических пото
ков на многообразилх отрицательной кривизны [ 1 ] .  
Позднее эта роль перешла к нек-рым с.аоепиям , возни
кающим в теории J7-систе.м , а О. п . стал самостолтель
ным объектом исследования. Свойства О .  п. хорошо 
изучены (см. [2] -[7 ] ,  [ 1 1 ] ) .  О не-к-рых обобщениях <Ш. 
в [8] - [10] . 

Лит. : [ 1 ]  Х о п  ф Э . ,  « Успехи матсм. наую>, 1 949 ,  т. 4 ,  в. 2 ,  
с 1 29-7 0 ·  [2] П а р  а с ю к О . С . , там же, 1 953 ,  т .  8 , в.  3 ,  с .  
1 25-26 ; [iJJ Г у !!.  е в и ч Б .  М . ,  «Дон.п. АН СССР», 1 96 1 ,  т. 1 36 ,  м 4 с .  768-70 ; (4] F u r s t е n Ь е r g Н . , в нн. : Recent advan
ces iп topological dynamics , В . - [u .  a. J , 1 973 ,  р. 95-1 1 5 ;  [5] 
м а r с u s в. , <<Israel J .  Math. •> , 1 975 ,  v . 21 , N• 2-3,  р . 1 33-4

[
4 ;  

[6] е г о ж е , «Ann. Math . », 1 97 7 ,  v .  1 05 ,  М 1 ,  р.  8 1 - 1 05 ; 7 ]  
с г о ж е <•lnvent. math.» ,  1 978 ,  v .  46 , ;r;; 3 ,  р .  20 1-09 ;  [8] G r

[
e

e n L w' <•Duke math. J . •> ,  1 97 4 ,  v. 4 1 ,  ;r;; 1 ,  р .  1 1 5-26;  9] в 0 w
"e n · н . , «Israel J .  Math .» ,  1 9 7 6 ,  v. 23 ,  No 3-4 , р .  267-

7 3 ·  [ 1 0] в о w е n R .  М а г с u s В . , там же, 1 9 7 7 , v. 26 ,  No 1 ,  
р 

' 43-67 ·  [ 1 1 ] R а t
'
n е r М . , <<A nn. Math . » , 1 9 82 , v .  1 1 5 , ;No3 , 

р : 5 9 7-6 1 4 .  Д .  В .  Аносов. 
ОРЛИЧА КЛАСС - множество функцнй Lм, удов

Jrетворяющее условию 

� G М (х ( t ) ) dt < со ,  

где G - ограниченное замкнутое множество в IR. n ,  
dt  - мера Лебега , М ( и) - четная выпуклая функция, 
возрастающая при положительных и ,  и 

lim и- 1М (и) = l i m  и [М (и ) ] - 1 = 0 . 
и � о  и � оо  

Такие функции паз.  N-ф у н к ц и л м и .  Функция 
М (и) допускает представление 

М (и) = � �и 1 р (v) dv , 

где р ( v) = М' (v) не убывает па п ол уоси , 
р (О) = lim p (v) = O ,  

v � o 
p (U} >U при v >O .  Функции М ( и) и 

N ( и) = � �и 1 р- 1 ( v) dP,  

где p - l (v) - обратная к р (и)  функция , паз .  д о п о л
н и т 6 л ь н ы м и  ф у н к ц и я м и , Напр . , ecJIII 
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М (и) = иР ' /р ' ,  1 <р <оо , то N ( и) = иР' /р' , где 1/р + 1 /р' = 
= 1 .  Для пары дополнительных функций справедливо 
в е р а в е н с т в о Ю н г а :  

ab ...; M (a) + N (b) . 
Функция М (и) у д о в л е т в о р я е т  �2-у с л о

в и ю , если существуют такие С и и0 , что М (2и) < 
<СМ ( и) для всех и;;;;;. и0 • О. к. линеен тогда и только 
тогда ,  когда М ( и) удовлетворяет �1-усдовию. И з  Иен
сен,а перавепства вытекает выпукдость Lм. 

Пусть М1 (и) и М2(и) - две N-фувкции. Для того 
чтобы Lм с::.Lм,, необходимо и достаточно , чтобы 
М2(и) <СМ1 (и) для нек-рого С и достаточно больших и. 

О .  к. рассмотрены В .  Орличем и 3. Б ирвбаумом [ 1 ) .  
Лит . :  [ 1 ]  В i r n Ь а u m Z . ,  О r 1 1  с z w . ,  <<Studla math .�. 

1 93 1 ,  v. 3 , р. 1 -6 7 ; [2] R р а с  н о с е JI ь с к и й  м:. А . ,  
Р у т и ц к и й Jl ,  Б. , Выпуклые функция и пространства 
Ор.лича , М:. , 1958 .  Е . М. Семеш�в. 

ОРЛИЧА ПРОСТРАНСТВО - бавахово пространство 
измеримых функций; введено В. Орличем [ 1 ) . Пусть 
М ( и) и N (и) - пара дополнительных N-фувкций (см. 
Ор.яича класс) и G - ограниченвое замкнутое множество 
в IR.n . П р о с т р а н с т в о м О р л п ч а Lм ваз . 
множество измеримых относительно меры Лебега функ
ций на G, па к-рых 

l l x Jiм = sup { � 0 z ( t ) y (t ) d t : � 0 N (y (t) ) dt ...; t } < оо . 

О .  п. - nолное нормироваввое пространство относи
тельно нормы l lx llм , к-рая ваз . в о р м о й О р л и ч а .  
Rогда М (и)= иР , 1 <р < оо ,  то  Lм совпадает с Рисса 
простран.ство.м, Lp и с точиостью до скалярного множи
теля l l:.cl lм совпадает с ll:.ciiLP. · 

Если М1(и) и М2(и) суть N-функции , то вложение • • 
Lм,с::.Lм. имеет место тогда и только тогда , когда для 
век-рого С и всех достаточно больших и выполнено не-
равенство М2(и) <М1(Си) .  Для любого О .  п .  L м спра
ведливы вложения L".c::. Lмc::. L1 • Всякая суммируемая 
функция принадлежит век-рому О.  п . 

Пространство Lм сепарабельво тогда и только тогда, 
когда М (и) удовлетворяет l\2-условию . В общем случае 
L .. ве пл отно в Lм и замыкание L .. в Lм обозначаетс я 
через Ем , оно всегда сепа рабельпо. Если х Е Lм , то 

где 

l im sup 1/ ххв /lм = р (х ,  Ем) , 
't -+  О mes E .o: 't  

{ 1 ,  t E E ,  
XE ( t ) = 

О , t � E . 
Если М ( и) и N ( и) - дополнительные N-функции и 

х Е Lм , У Е  L!v ,  то справедлив аналог Гё.яьдера пера
вен.ства 

� (j Х ( t ) У (t )  .s;;;;; Jl Х i i<M I  1 / У / J (NI • 
где l lx l l <м1 - Люксембурга н.орма . Всякиn пепрерывныП 
.линейный функционал 1 па Е м представим в виде 

f (x) = � 6 x (t ) у (t) dt , 

где Y E L N и 1 1/1/ = 1 /y i i <N> · 
Критерии компактности М . Рисса (М . Riesz ) и 

А .  Н. Колмогорова для пространств Lp переносятся на 
Ем . Следующие условия эквивалентны: 1 )  пространст-
во Lм рефлексивно ; 2) М (и) и N (u) удовлетворяют 
А2-условию; 3) в Lм существует безусловвый базис; 
4) Хаара система образует безусловный базис в L м ; 
5) триговометрич . система - базис в Lм . Система Ха
ара - базис в Ем . 

Авалогичным образом определяется пространство 
последовательностей lм ,  однако свойства пространства 
lм зависят от асимптотики функции М(и) в О . И а учены 
[ 5) многие геометрич . свойства пространств L м и lм ; 
напр . ,  для любой функции М ( и) находится множество 
всех таких р , что lp изоморфно вкладывается в Lм · 

О .  п. применяются при изучении свойств интеграль
ных операторов , в теории дифференцируемых функций 
многих переменных и в других разделах анализа .  

Лит. : [1] О r 1 i с z w . , << Bull .  intern . Acad. Pol . Ser. А>>, 
1 933 (annee 1 9 321 р. 207-20;  [2] R р а с  н о с е л ь  с к и й М: . А . ,  
Р у  т и ц к  и �  п .  Б . ,  Выпуклые функцяи и пространства Орли
ча, М:., 1 9 58 ;  [3) Г а п о  ш к и н В .  Ф . ,  «Функц. анализ и ero 
прилож. *, 1 96 7 ,  т. 1 ,  .М 4, с. 26-32 ;  [4] R р е й н с.  Г . ,  П е т  у
п и в  Ю. И . ,  С е м е в о в Е . М . ,  Интерполяция линейных опе
раторов, М . ,  1 97 8 ·  [5) L i n d е n s t r а u s s J . , Т z а f r i r i L. , 
Classical Banach Spacee , v. 1 -2,  в . -- Hdlb . - N. У . ,  1 97 7-79 .  

Е .  М. CeJotenoв . 
ОРНСТЕй:НА - Ч Е КОНА ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕО

РЕМА: пусть ( W, J.t) - пространство с а-конечной ме
рой и Т - линейвый положительный оператор в L1 ( W, 
J.t) , причем Lгнорма / I TJ1 <1 ; если / , к E L1( W, J.t) и g-;;:.0 
почти всюду, то предел 

�:= о  тkt (и>> 
l im n -+ "' �:", 0 тkg (w) 

существует почти всюду на том множестве , где знамена
тель при достаточно больших n отличен от нуля , т. е .  
где хоть одно из чисел Tkg(w) >О. 

Эта теорема сформулирована и доказана Д .  Орнстей
вом и Р .  Чеконом [ 1 )  (см. также [2 ) , [ 3 ) ) ;  поаднее был 
получен ее .аналог для непрерывного времени (см. [4) ) .  

Непосредственными следствиями 0 . -Ч.  э .  т,  яв
ляются Б ирпгофа эргодическая теорема и век-рые иа 
ранее предложенных обобщений последней ,  но имеется 
также ряд эргодич. теорем, везависимых от 0 . -Ч .  э . т . ,  
а сама она подвергалась равличным обобщениям (см. 
[ 5) ,  [6 ) , а также лит . при ст . Оператор//;ая эргодическая 
теоре.ма) . В месте с тем иа всех обобщений теоремы Бирк
гофа,  по-видимому, чаще всего испольауется 0 . -Ч .  э. т.  

В иностранной литературе 0 .-Ч.  э .  т . , как и вообще 
теоремы, в к-рых речь идет о пределе отношения двух 
временнЬiх средних ,  ваз . ratio ergod ic  theorem. 

Лит . :  [ 1 ]  С h а с о n  R. V. , О r n s t е i 11 D. S. , «I l l .  
J .  Math. >> , 1 960 , v. 4 ,  No 2 ,  р.  1 5 3-60;  [2 ]  Х о п  ф Э. , <<Математи
ка•>, 1 96 2 ,  т. 6, М 3, с. 29-36 ; [З] Н е в ё Ж . , Математичесиие 
основы теории вероятностей, nep . с франц. ,  М . ,  1 9 6 9 ;  [ 4 ]  
А k с о g 1 u М .  А . ,  С u n s о 1 о J . ,  <<Proc. Ашеr. Math. Soc .» ,  
1 97 0

h
v. 2�,  No 1 ,  р .  1 6 1 - 7 0 ;  [ 5 ]  С h а с о n  R .  v. ,  в кн. : Ergo

dic t eory. Proceedings of an Internation�l Symposium. New Or-
1eans, 1 9 6 1 , N .  У.- L . ,  1 96 3 ,  р .  89-120 ,  [6 ] т е r r е 1 1  Т. R . ,  
«Boll .  Unione mat. i ta1 .» ,  1 972 , v. 6 , .М 2 , р . 1 7 5-80.  Д . В . А>tосов. 

ОРНШТЕВНА - У ЛЕНБЕКА ПРОЦЕСС - г а ус

совский стационарный СJi учайпый процесс V ( t ) с нуле
вым математич . ожиданием и экспоненциально затуха
ющей корреляционной функцией вида 

EV ( t ) V (t + т) =  В (т) = а2 ехр (-а 1 т J ) , а > О. 

0 . - У .  п . может быть также определен как стационар

ное решение стохастич . уравнения ( уравнения Лавже
вена )  вида 

тd V ( t) + �V ( t) dt = dW ( t ) , 
где W (t) - виперовс,;ий процесс (так что d W (t)jdt= 
= W' ( t) - обобщенный случайный процесс белого шу
ма) , а т и � - положительные постоянные , причем �!т= а. 

Уравнение (*) приближенпо описывает одномерное 
броуновское движение свободной частицы ; при этом 
V (t) интерпретируется как скорость частицы, т - ее 
масса , - � V ( t) - пропорциональпая скорости сила 
«вязкого трения» (для сферич . частицы радиуса а ко3ф

фициент � равен 6n'l')a, где '11 - коэффициент вязкости ,  
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в силу гидродииамич. формулы Стокса) , а белый шум 
W' (t) - это «случайная силм,  порождеввая хаотич. 
толчками молекул среды , ваходящихся в тепловом дви
жении,  и являющаяся основной причиной броуповско
го движения .  В первопачальпой теории броувовского 
движения , развитои А .  Эйнштейном (А . Einstein) и 
М . Смолухонеким (М:_ Smol llchowski) в 1 905 -06 , пре
вебрегалось иверциеи частпцы,  т .  е. считалось что 
т= О; при этом уравпе�ие (• ) nриводиJJо .к выводу , что 
.координата броуновс.кои частицы 

х ( t). = � � v ( t ' )  d t ' 

равна � - 1 W(t) ,  т .  е. представляет собой впперовс.кий 
процесс .  Та.ким образом, виверовский процесс описы
вает модель Эйнштейна - Смолуховс.кого броуновс.кого 
движения (отсюда другое его название - п р о ц е с с 
б р о у н о в с .к о г о д в и ж е в и я) ; т .  к. это1' про
цесс иедифференцируем, то в теории Эйнштейна - Смо
луховс.кого частица , совершающая броувовское движе
ние , не имеет конечной с.корости. Уточненная теория 
броуиовского движения , опирающаяся на уравнение 
(•) , где т ,С О , была предложена Л .  Орпштейвом и Дж. 
У певбеком ( [ 1 ] ; см. также [2 ] ) ; позже та же теория бьiла 
выдвинута С .  Н. Бернштейном (3] и А. Н . Колмогоро
вым [4] . В теории Ориштейна - Улевбека скорость 
V (t) броувовской частицы является конечной , во ее 
ускорение бесконечно (так как 0 . - У. п.  недиффе
ревцируем) ; для того чтобы и ускорение оказалось 
конечным, надо уточнить теорию, учтя отличие случаfi
вой силы от идеализированного белого шума W' (t) . 

Уравнение (• ) можно использовать и для описания 
одномерного броувовского движения гармович.  осцил
лятора , если иренебречь его массой и считать ,  что 
V (t) - это координата осциллятора ,  - т;:: - сила 
вязкого трения , -�V - регул!fрвая упругая сила ,  
удерживающая осциллятор, а W (t) - случайная сила, 
создаваемая молекулярными толчками. Таким обра
зом, 0 . - У. п. доставляет также модель nульсаций 
координаты гармопич . осциллятора,  совершающего 
броувовсRое движение ,  родственную модели Эйнштей
на .. -

Смол уховекого броувовского движения свобод
поп частицы . 

О . - У .  п. является однородным по времени марRов
СRИМ процессом диффузионного типа (см. Д иффуаиоп
пый процесс) ; наоборот, процесс V ( t) , являющийся 
одновременно стационарным случайным процессом, 
гауссовсRим процессом и марRовсRим процессом обя
зательно представляет собой О . - У. п. Как м�рков
ский про��сс 0 . - У. п. удобно характеризовать его 
перехо�воп п�отвостью вероятности р ( t ,  х , у) , представ
ляющеп собои фундаментальное решение соответствую
щего уравнения Фоккера - Плавка (т. е. прямого 
Rмжогорова уравпепия) вида 

� = а д (ур) + аа2 д•р д t  ду ду• ' 
и, следовательно, задаваемой формулой: 

f { (y - xe-1XI) 2 } р ( t ,  х, у) =  ехр - _:.::,....:.;,;_--:<-"...,.,. [ 2ло• ( 1 - e-2 1XI) ] 2 2о• ( 1 - е  21XI )  ' 

Многие свойства 0 . - "У .  п. V (t) (в.ключая и его мар
новость) можно вывести пз известных свойств винеров
еного процесса , воспользовавшись тем ,  что процесс 

Wo ( t )  = Jlt V ( 1n t )  а 2а 

явпяется стандартным винеровс.ким процессом (см. [ 5 ] ) .  
В частности, отсюда следует, что реализации 0 . - У .  п .  

непрерывны 1 1  нигде пе  дифференцируемы с веропт
постью 1 и что 

l i ш I V ( t ) - V ( O ) I t , l i ш I V ( t ) l i 
t ..... О У 4aa• t 1n 1n + t ..... ао Jl 2a• 1n t 

с вероятностью 1 .  
Лит. : [ 1 ] U h 1 e n b e c k G . E . , O г n s t e l n L . S . •  «Phys. 

Rev . •> ,  1 930 ,  v .  36 , р. 823- Н ;  (2] Ч а н  д р  а с е н а р  С . ,  Сто
хастические проблемы в физике и астрономии , пер . с англ. , М 
1 94 7 ;  [3] Б е р н  m т е й  н С. Н .k<•докл . АН СССР» 1 9 34 т. i '  No 1 ,  с. 1 - 9 ;  No 7 ,  с. 3 6 1-65 ;  (4] о 1 m о g о r о v .А .  N . ,'«Ann: 
Math.», 1 934 , v. 35 , р .  1 1 6- 1 7 ;  [5] D о о Ь J. L. , «Ann. 
Math.», 1 942 , v. 43 , р. 35 1 -69 .  А .  М.  Rгло;м. 

ОРРА - 30ММЕРФЕЛЬДА УРАВНЕНИЕ - ливей
вое обыкновенное дифференциальное уравнение 

ер (4) - 2а.2ер" + а4ер = ia.R [ (w - c) (ер" - а2ер) - w"<p] , (1)  
где R - число Рейнольдса ,  w (у) - заданная функция 
(профиль скорости вевозмущеввого пото.ка) , к-рая 
обычно предполагается голоморфной в окрестности 
отрезка [ -1 ,  1 ] в комплексной плосности у , а >О 
постоявпая и с - спектральный nараметр. Для О . -
3 .  у .  исследуется краевая задача 

<р (-1 ) = <р ' (-1 ) == <р ( 1 )  = qJ'  ( 1 )  = 0 . (2) 
0 . - 3. у. возникло при исследовании У .  Орром [ 1 ] и 
А. 3оммерфельдом [ 21 устойчивости в линейном при
ближении плоского течения Пуазёйля - течения вяз
кой несжимаемой жидкости в слое - оо <х <оо , - 1 < 
<у < 1  с твердыми границами; возмущение для функ
ции тока берется в виде ер (y)e ia.(x- c t ) .  

Собственвые значения задачи (1 ) , (2) , вообще говоря , 
комплексны ;  течение устойчиво ,  если lmc <0 для всех 
собственных значений , и веустойчиво ,  если Imc >O для 
век-рого из них. Кривая lmc (а, R)= O ваз . н е й  т р а л ь
п о и .к р и в  о й . Течение Пуазёйля устойчиво при 
небольтих числах Рейнольдса.  В .  Гейзевберг [6 ] впер
вые высказал предположение , что течение Пуазёйля 
пеустойчиво при больших числах Рейнольдса ,  и вычис
лил 4 точки нейтральной .кривой . Для квадратичного 
профиля  скорости установлено , что течение веустой
чиво при aR�1 . 

Асимптотич . теория 0 . - 3 . у� построена в предполо
жении, что (aR ) - - О  - малыи параметр. Точка Ус • 
в к-рой w (yc) = O , является точкой поворота (см. Малого 
параметра :метод) . В малой окрестности точки у ,С ус 
0 . - 3 .  у. имеет фундаменталь:ную систему решений вида 

epi, 2 ( у) = <р�.  2 ( у) + О ( (aR) - 1) ,  

<рз ,  4 ( у) = ехр [ ± � У Y i  (w - c) dy J Х 

Х [ (w - c) - 5 / 4 + О ( (aR) - 1 1 2 )] , 
где ер�(у) , <р�(у) - фундаментальная система решений 
певязкого (то есть aR = O) уравнения 

(w - c) (ep• - a2q>) - w"cp = O .  
Исследование задач ( 1 ) ,  (2) связано, папр . ,  с о  следую
щими трудностями: 1 )  певязкое уравнение il окрестно
сти точки у =  ус имеет голоморфвое в ней решение и ре
шение с логарифмич . особенностью; 2) при малых i c l 
(т .  е . в наиболее важном случае) точни поворота сли
ваются с концами отрезка [ -1 , 1 ] (напр. , для квадра
тичного профиля скорости w= 1 -y2) ,  

При  aR�1 получено строгое обоснование пеустойчи
вости (см . [3] , [4] ) . 

Лит. :  ( 1 ] О г r W. М с F. , «Proc. R. Irish. Aca d .  А» 1 907 
v. 27 , р .  9 -68,  69- 1 3 8 ;  (2] S о m m е r f е 1 d А . , в ин'. : Atti 
del IV Congreвso internaz ionale de1 matematici (Roma 1 908) 
1909 ,  р. 1 1 6-24;  (3] л и н ь ц 3 л - ц 3 11 о , теоrи:н rид'родина� 
мичесной устойчивости , пер. с антл. , М . ,  1 9 5 8 ;  [4 Гидродинами
ческая неустойчи:вость. Сборник , пер. с англ . ,  м. , 1 964 ; [5] G е r� t 1 n g J. М . ,  J а n о w s k i D. F. , <•lnternat. J. Num. Meth. 
1П Eng. �. 1 972,  v. 4 , р. 1 95-206 ; [6] Н е i s е n Ь е r g w. 1<Ann. 
Pbys.», 1 92(", Bd 7(" ,  .Ni 15,  S .  577 -627 . М, В. Ф;дорюr., 
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ОРТ, е д и н и ч н ы й в е к т о р , - вектор ,  длина 

к-роrо равна единице выбранного масштаба . 
ОРТОГОНАЛИЗАЦИИ МЕТОД - метод решения си

стемы линейных алгебраич . уравнений А х= Ь с невы
рожденной матрицей А , основанный па процессе Гра
ма-Шмидта ор тогон,а.п,иаации системы векторов . 

Если 
A = [l atJ II; х = (х1 , х2 , • • • , хп)Т ;  

Ь = (Ь1 , Ь2 , • • • , Ьп)Т ;  
� = (aii ,  а12 , • • •  , ain• - bf) , i = 1 , 2 , . • .  , п; 

у = (х1 , х2 , • • • , xm 1 ) т , 
то исходная система уравнений может быть записана 
в виде 

(а; , у) = О , i = 1 , 2, . . .  , n .  
Это  значит , что решение системы равносильно нахож
дению вектора у , имеющего единичную последнюю ком
поненту и ортогонального ко всем векторам ai , i= 1 , 
2 , . . .  , n.  Для этого к системе векторов а1 , а2 ,  • • •  , а11, 
an+ 1 , где an + 1 = (0 , О , . . .  , 1 ) ,  линейно невависимой в си
ду певырожденности матрицы А , применяется процесс 
ортогонализации , состоящий в построении ортопорми
рованпой относительно скалярного произведения (х, 
у)= х Т у системы векторов q1 , q2 , • • •  , qn + 1  по рекуррент
ным соотношениям 

V1 = a1 , q1 = v1/ V(v1 ,  v1 ) , } 
k - 1 

vk =ak + �l = 1 ciqf , c; = - (ak , q; ) ,  

qk == vk/ V (vk , vk) · 
Коэффициенты с; здесь находятся из условия ортрго
пальвости vk векторам q1 , q2 ,  • • •  , qk_ 1 • Векторы а1 , 
а2 ,  • • •  , an линейно выражаются через q1 , q2 , • • •  , qm 
поэтому вектор qn+ t= (z1 , z2 , • . •  , Zn + t) ортогопалеи ко 
всем векторам а1 , а2 , • • •  , an. При этом вевырождеввость 
матрицы А обеспечивает выполнение Zn + 1 ;6 0. Таким 
образом, 

(z1fzп + 1 •  Zz/Z n + l • • · . , Z n/Zn + 1 ) 

- искомое решение системы. 
Описанпая схема О .  м. хорошо вписывается в общую 

схему прямых методов решения системы: соотношения (•) равносильны иреобразованию матрицы системы в 
матрицу LnLn- 1 · . . L1A , где 

1 
1 

1 

и тем самым осуществляют факторизацию матрицы сис
темы в виде A = LQ, где L - треугольная , Q - унитар
ная матрицы.  

Процесс факторизации матрицы А по О . м. устойчив 
к ошибкам округления. Если в (• ) при выполнении 
операции скалярного произведения векторов использо
вать процедуру накопления с удвоенвой точностью, то 
для факторизации матрицы по О. м. имеет место одна 
из лучших оценок точности в классе прямых методов. 
При этом, однако, свойство ортогональвости векторов 
q1 , q2 , • • •  , qn, то есть увитарности матрицы Q , веустой
чиво по отношению к ошибкам окруrления. Поэтому 
решение системы , полученное из рекуррентных соотпо
шевий (•) , может иметь большую погрешпостъ. Для-

устранения этого ведостатка используются различные 
методы переортоговализации (см. [ 1 ] ,  [2] ) .  

О.  м. уступает многим прямым методам по быстро
действию. 

Лит. : [1 ] В о е в о д и н в .  в . ,  Вычислительные основы 
линейпой апrебры, М . ,  1 9 7 7 ;  [2] Б а х в а п о  в н. с. , Чимеп
ные методы, 2 изд. , М . ,  1 97 5 .  r. д. Ним. 

ОРТОГОНАЛИЗАЦИЯ , п р о ц е с с о р т о г о в а
л и з  а ц и и ,- алгоритм построения для давной ли
нейно невависимой системы векторов евклидона или 
эрмитова пространства V ортогональной системы не
нулевых векторов , порождающих то же еамое подпро
странство в V. Наиболее известным является п р о
ц е с с о р т о г о н а л и з а ц и и Ш м и д т а (или 
Г р а м а - Ш м и д т  а) , при к-ром по линейно веза
висимой системе а1 , • • •  , ak строится ортогональная 
система Ь1 , • • •  , Ь �г такая , что каждый вектор ь1 ( i= 1 , 
. . .  , �) линейно выражается через а1 , • • •  , а; , то есть Ь;= 
= ��=1'\';Jai , где С= IIYiJ I I - верхняя треугольная мат
рица .  При этом можно добиться того, чтобы система 
{Ь; } была ортопормироваввой и чтобы диагональвые 
элементы '\'i i  матрицы С были положительны ; этими 
условиями система {bi } и матрица С определяются одно
значно. 

Процесс Грама-Шмидта состоит в следующем. По
лагают Ь1= а1 ; если уже построены векторы Ь1 ,  . . .  , Ь; , 
ТО 

где 
(ai + 1 ' ЬJ) 

rl.j = - (Ь Ь ) ' } '  j j= 1 ,  . . .  , i , найдены из условия ортогональвости век
тора Ь [ + 1 к Ь1 ,  • • •  , bi . Геометрич . смысл описанного 
процесса состоит в том, что на каждом шагу вектор 
bi + 1 является перпепдикуляром, воеставовленным к 
линейвой оболочке векторов а1 , • • •  , ai до конца вектора 
ai + t ·  Произведение длив I Ь1 1 • • •  l bk l равно объему 
параллелепипеда, построенного на векторах системы 
{at } , как на ребрах. Нормируя полученные векторы ь 1 ,  
получают искомую ортопормировавную систему. Явное 
выражение векторов Ь1 через а1 , • • •  , ak дает формула 

Ь; = l <�� ·
.
а

.
1 ) . . .

.
. �а1: ��� 1:

. 
�1 [ 

taf , а1 ) . · :  (а [ , ai - 1 ) ai 
(определитель в правой части следует формально раз
ложить по последнему столбцу) . Соответствующая ор
товормировапвая система имеет вид 

q; = Ь; 
. rг .  1г . 

' у 1 - 1 
где Г; - Гpa.Jtta определитель системы а1 , . . .  , а1.  

Этот процесс примевим также и к счетпоii системе 
векторов .  

Процесс Грама-Шмидта может быть истолковав иак 
разложение невырожденной квадратпой матрицы в про
изведение ортогональной (или унитарной матрицы в 
случае эрмитова пространства) и верхвей треугольной 
матрицы с положите.цьвыми диагональными элемента
ми , что есть частвый случай И васавы рааложепия. 

Лит.:  [ 1 ]  Г а н т м а х е р Ф. Р . ,  Теория матриц, 2 изд. 
М . ,  1 9 6 6 ;  [2] Н у р о ш А. г. ,  Курс высшей мrебры, 1 1  изд. ; 
М . ,  1 9 7 5 .  И .  В.  ПpocrqJpЯII08. 

ОРТОГОНАЛИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ ФУНКЦИй - по
строение для задавной системы функций {!п(х) } , интег
рируемых с квадратом на отрезке [а ,  Ь] функций орто
гональной системы {<рп(х) }  путем применепил нек-рогu 
процесса ор тогоиалиаации или же путем продолжения 
функций fп(х) па более длинвый интервал [с , d] , с <а < 
<Ь <d. 
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Применевне процесса ортогонализации Шмидта к 

полным системам {/,.(х) } всегда приводит к полным ор
товормировавным системам {срп(х) } и при соответствую
щем выборе последовательности {!п(х) }  дает возмож
ность построения систем, обладающих теми или иными 
хорошими свойствами. Таким путем построена , Шlпр . ,  
система Франклина (см. Ортог01имьная систе,м,а) ,  яв
ляющаяся базисом в С [0 , 1 ]  и в LP[O ,  1 ] , р� 1 . 

О. с. ф . путем продолжения на более длинный интер
вал впервые рассматривалась И . Шуром (см. [ 1 ]  с. 84). 
Он доказал, что для существования ортово_рмироваввой 
в L2[0 ,  1 ]  системы {срп(х) } ,  IРп(х) = fп(х) , x E La , Ь] , О <а <  
<Ь-< 1 , необходимо и достаточно выполнение условия 

sup � �  (� �i/i (x) ] 2 dx = 1 , 

где верхняя грань берется по всем {�; }, ��'= 1 .  Найде
ны также необходимые и достаточные условия,  при вы
полнении к-рых можно путем такой ортоговализации 
получить полную ортовормироваввую систему {срп(х) }  
(см. [ 2] ) . 

Нек-рые конструкции ортогонализации продолже
нием функций даны д .  Е . Меньшовым [3] . Они исполь
зовались при доказательстве теорем о точности условия 
�а:l n2п < со];ля сходимости почти всюду ортогональ
ных рядов апсрп(х) . 

Лит. :  [ 1 ] а ч м а ж С . ,  Ш т е й н  г а у з  Г . , Теория орто-
гональных рядов,  пер. с нем. , М . ,  1 95 8 ; [2] О л е в с J< и й А. М . , 
<•Матем. заметки»,  1 969 ,  т. 6 ,  No 6 ,  с. 7 37-47 ; L3] М е н ь
ш о в д . Е . ,  <•Матем. сб. •> ,  1 9 38 ,  т. 3, с. 1 0 3-20 ; [4] F r а n k-
1 i n Р h . ,  ••Math. Ann.» ,  1928 ,  Bd 1 0 0 ,  S. 522-29.  

А .  А .  Талалян. 

ОРТОГОНАЛЬНАЯ ГРУППА - группа всех линей
ных иреобразований п-мервого векторного пространст
ва V над полем k, сохраняющих фиксированную невы
рожденную квадратичную форму Q на V (т .  е. таких 
линейных иреобразований <р. что Q (<p ( v) )= Q (v) для 
любого v E V) . О. г. принадлежит к числу классичеспих 
групп. Элементы О. г .  ваз. о р т о г о н а л ь в ы  м и 
(относительно Q) п р е о б р а з о в а н и я м и V, а 
также а в т о м о р ф и з м а м и ф о р м ы Q. Пусть, 
далее, ch ar k :j: 2  (об О . г .  над полями характеристики 
2 см ( 1 ] , [ 7 ] ) и f - связанная с Q невырожденная сим
метрич . биливейпая форма на V, определенная форму
лой 

1 f (v , и) = т ( Q  (v + и) - Q (v ) - Q (и) ) . 

Тqг.да О .  г. состоит в точности из тех линейных иреоб
разований пространства V, к-рые сохраняют f, и обоз
начается через Оп(k , /) или (когда ясно о каком поле k 
и форме f идет речь) просто через Оп. Если В - матрица 
f в каком-либо базисе пространства V, то О. г. может 
быть отождествлена с группой всех таких (п Х п)-мат
риц А с коэффициентами в k ,  что А Т ВА = В (Т - транс
понирование) . 

Описание алгебраич. строения О .  г. составляет пред
мет классич. исследований . Определитель любого эле
мента из Оп равен 1 или - 1 .  Элементы с определите
лем 1 ваз. в р а щ е в и я м и ;  они образуют в О. г .  
нормальвый делитель O,i(k , !) (или просто O;i)  ивдек
еа 2 ,  ваз. г р у п n о й  в р а щ е н и й. Элементы из 
Оп - О% ваз.  п е р е в о р а ч и в а н и я м и. Всякое 
вращение (переворачивание) является произведением 
четного (вечетвого) числа отражений из Оп. 

Пусть Zп - групnа всех гомотетий <ра : v t-+ a.v, 
a. E k ,  a. :j: O ,  пространства V. Тогда 011 П Zп - это центр 
Оп; он состоит из двух элементов:  <р1 и (j> - I · Если п 
нечетво , то Оп является прямым произведением своего 
центра и О"/; . Центр O;i при п;;;;:3 тривиален, если п не
четво, и совпадает с центром О,., если п четво . Если же 
n= 2 , то групnа o;i коммутативна и изоморфна либо 

мультипликативвой группе k* поля k (в случае , когда 
индекс Витта v формы f равен 1 ) ,  либо группе элементов 
с вормой 1 в поле k ( V- М ,  где t:.. - дискриминант фор
мы f (в случае,  когда v= O) . Коммутант группы Оп(k, f) 
обозначается через Qп(k, !) или просто Qn; он пораж
дается квадратами элементов из Оп· При п;;;;:3 комму
таит группы о;; совпадает с Qn· Центр груnпы Qn имеет 
ВИД Qn П Zn. 

Классич . группами, связанными с О.  г. ,  являются 
также кавович . образы O;i и Qп в проективной  груп
пе ; они обозначаются ро-:; (k ,  /) и PQп(k, /) (или просто 
PO;i и РQп) и изоморфны соответственно O,i / (01; П Zп) 
и Qп/(Qп П  Zп) · 

Основвые классич . факты об алгебраич . структуре 
О. г .  относятся к описанию последовательных факторов 
следующего ряда нормальных делителеii в О. г. 

Оп=> O,i ::>Qп::>Qпn  Zп::>{е} . 

Группа On!O;i имеет порядок 2 .  Всякий элемев'!' в 
On/Qn имеет порядок 2 ,  ввиду чего строение этой 
группы полностью определяется кардинальным числом 
ее элементов , к-рое может быть либо бесконечным, либо 
конечным вида 2а , а - целое. Описание остальных фак
торов существенно зависит от того, отличен ли от нуля 
индекс Витта v формы f.  

Пусть евачала v;;;;: 1 . Тогда O;ifgп � k *lk *2 при п�2 .  
Этот изоморфизм определен спиворвой нормой , к-рая 
задает эпиморфизм o;i на k *lk *2 с ядром Qn· Гр уппа 
Qп П Zn ветривиальва (и состоит из иреобразований 
ср1 и ер _ 1 ) тогда и только тогда ,  когда п четво и ..1 Е k2 •  
Если n�5 , то  группа PQn= Qn/(Q11 П Zп) прос:rа .  Слу
чаи п=3 ,  4 рассматриваются отдельно. А именно, PQ3= 
= Q3 изоморфна PSL2(k) (см. Специальная линейная 
группа) и также проста , если число элементов в k не 
равно 3 (группа о; изоморФна проективвой группе 
PGL2(k)) . При v= 1 группа PQ4= Q4 изоморфна группе 
PSL2(k ( V �)) и проста (в этом случае A�k2) ,  а npи v= 2 
группа PQ4 изоморфна PSL.J(k) X PSL2(k) и не проста.  
В частном случае ,  когда k= 1К и Q - форма сигнатуры 
(3 ,  1 ) ,  группа PQ4= Q4�PSL 2(C ) ваз. г р у n п о й 
Л о р е в ц  а .  

В случае же ,  когда v = O  (т .  е .  Q - анизотропвая фор
ма) , многие из указанных результатов не верны. Напр . , 
если k= IR. ,  а Q - положительно определенная форма , 
то Qn= O;i , хотя IR •/IR *2 состоит из двух элементов ; 
при k= Q ,  п = 4 ,  возможен случай,  когда 11 E k2 ,  во 
<p _ 1 f/: Q4•  В ообще при v=O структура О. г. и связанных 
с вей групп существенно зависит от k .  Напр . ,  если k= 
= R ,  то PO;i ,  n�3,  п :j: 4 ,  v= O ,  проста (а РО4 изо :морф
на прямому произведению ot Х ot двух простых групп) ; 
если же k - поле р-адических чисел , то при v=O  в 03 
(и в 04) существует бесконечный ряд нормальных дели
телей с абелевыми факторами. Наиболее изучены слу
чаи локальво компактного поля и поля алгебраич.  чи
сел. Если k - поле р-адических чисел , то случай v=O 
вевозможев при n�5. Если же k - поле алгебраич . 
чисел , то такого ограничения нет и один из основных 
результатов состоит в том , что P Qn при v=O и n�5  
проста . В этом случае изучение О .  г .  тесно связано с 
теорией эквивалентности квадратичных форм, к-рая 
основывается на рассмотрении форм, полученных из Q 
при расширении k до локальных полей , определенных 
нормированиями k (п р и н ц и n Х а с с е) .  

Если k - конечное поле 1Fq из q элементов , то О . г . 
является конечной группой. Порядок O;i при нечетном 
п равен 

(qn- l _ f) qn - 2 (qn - 3 _ 1 ) qn- 4 . . •  (q2 - 1 ) q , 
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а npti п =  2m равен ( q2m � 1 - вqm - 1) ( q2m - 2 _ f )  q2m - з  . . . (q2 - 1 ) q ,  
где е= 1 при ( -1 )m L\. E IF� и е= -1  в противном сл учае . 
У11азанные формулы вместе с приведенными общими 
фактами об О. г. при v;;;;,. 1 позволяют вычислить также 
и порядки Qп и РQп , так как v�1 при п�З,  а nорядоi< 
k *!k *2 равен 2. Группа PQm п� 5,  я вляется одпоii и з  
классических простых конечных групп (см. также Ше· 
валле груп па) . 

Один из основных результатов об автоморфизмах 
О . г. состоит в следующем: если п�З ,  то всякий авто
морфизм ер группы Оп имеет вид cp ( u)= x (u)gug - 1 ,  
и Е О т  где х - фиксировавныii гомоморфизм Оп в ее 
центр ,  а g - фиксированное биективпое полулинейное 
отображение V в себя , удовлетворяющее условию 
Q (g (v)) = rgQ11 ( v) для всех v E V, где rg E k* ,  а о - свя
занпыii с g а втоморфизм k. Если v�1 и п;;;;;, 6 ,  то всякий 
автоморфизм О� индуцирован автоморфизмом Оп (см. 
[ 1 ] ,  [3 ] ) . 

Так же, как и другие классич. группы, О .  г . допуска
ет (при пек-рых nредположениях) геометрич.  характерп
вацию. А именно , пусть Q - такая анизотропная фор
ма, что Q (v) E k2 для любого vE  V. В этом случае k 
пифагорово упорядочиваемое поле. При фиксированном 
упорядочении поля k п-мерной ц е п ь ю  и п ц и д е н т
н ы х п о л у п р о с т р а п с т в в V наз . любая nо
следовательность (Н 8) 1<s<n' построенпая по линейно 
невависимой системе векторов (h,s-) 1 <s<n' где Ils - мно-

жество всех линейных комбинаций вида �;=1'AJhJ , 'А8�0. 
Груnпа Оп обладает с в о й с т в о м с в о б о д н о й 
п о  д в и ж п о с т и, т .  е .  для любых двух п-мерпых 
цепей полупространств существует единственное иреоб
разование из От переводящее первую цепь во вторую . 
Это свойство характеризует О .  г . :  если L - любое 
упорядоченное тело и G - подгруппа в GLп(L) , n�3, 
обладающая свойством свободпой nодвижности , то L 
является пифагоровым полем, а G= Oп(L , f) , где f 
такая анизотропная симметрич . билипейпая форма , что 
f ( v, v) Е [,2 для любого вектора v. 

Пусть k - фиксированное алгебраич . замыкание 
поля k . Форма f естествепво продолжается до невы
рожденной симметрич. биливейной формы Т на f'®kk, 
а О .  г . Оп(k, f) является определенной над k .ttuneйnoй 
алгебраичес�>ой группо й  с Г{!УППОЙ k-точек Оп(k,  f) . Опре
деляемые таким образом (для равных f) линейные ал
гебраич . группы изоморфны над k (но, вообще говоря , 
не над k) ; соответствующая линейная алгебраич . груn
па над k пав . о р т о г о н а л ь н о й а л г е б р а
и ч е с к о й г р у п п о й Оп(k) .  Ее подгруппа O"Ji(k, f) 
также является линейпой алгебраич . группой над k 
п паз . с о б с т в е п п о о р т о г о н а л ь н о й, или 
с п е ц и а л ь в о й о р т о г о н а л ь в о й, а л г е б
р а  и ч е с к о й  группой (обозначение: SOп(k) ) ;  она 
является связной компонентой единицы группы Oп(kJ . 
Группа SOп(kJ - почти простая алгебраич . группа (т . е .  
не содержащая иенульмерных алгебраич . нормальных 
делителей) типа В s при п= 2s+1 , s;;;., 1 ,  и типа D s при 
n= 2s, s;;.,З .  Универсальной накрывающей: группы SOn 
является спипошlая группа .  

Если k= IR ,  С или р-адичеСI{Ое поле ,  то Оп(k , f) 
естественно снабжается с.труктурой вещественной, ком
плексной или р-адической аналитичес�>ой группы. 
Группа Ли Oп(IR , j) определяется с точностью до иво
морфизма сигпатурой формы f; если эта сигнатура име
ет вид (р ,  q) ,  p--j-q= n ,  то Oп(IR , j) обозначаетс.я через 
О (р ,  q) и ваз .  п с е в д о о р т о г о п а л ь н о ii г р  у п
п о й . Ее можно отождествить с группой Ли всех дейст-

вительных (п Х n)· матриц А , удовлетворяющих условию 

ATfp , qA = lp , q , где lp, q = II �P -�J 
(череа 1 5  обозначена единичная (sХ s)-матрица) ; аJI'гебра 
Ли этой группы отождествляется с алгеброй Ли всех 
действительных (n X п)-матриц Х , удовлетворяющих ус-
ловию xTfp, q = -lp, q Х. В частном случае q= O груп
па О (р , q) обоавачается черев О (п) и н аз . в е щ е с т
в е н н о й  о р т  о г о н а л ь н о й  r р у п п о й ; ее 
алгебра Ли состоит ив всех кососимметрических дейст
вительных (n X п)-матриц . Груnпа Ли О (р ,  q) имеет че
тыре компоненты связности при q :F О и две компоненты 
связности при q = O .  Связной компонептоi'I единицы яв
ляется ее коммутант,  к-рыii при q=O  совпадает с под
группой SО (п) в О ( п) ,  состоящей из всех иреобразова
ний с определителем, равным 1 .  Группа О (р , q) номnа:кт
на только при q= O. Инварианты SO ( n) как топологич. 
многообразия достаточно подробно изучены . Один из 
классич . ревультатов в этом направлении - вычисле
ние чисел Бетти многообразия SO (п) :  его полиnом Пу· 
анка ре имеет вид п:l (1  + [45-l )  
при 11 = 2т-1- 1 и вид nm-1  ( 1 -j- t2m - l) ( 1 + t 4< -1 ) S=l  
при п = 2т.  Фундаментальвал группа многообразия 
SO ( п )  есть Z 2 • Вычисление высших гомотопич . групп 
:rt1(SO ( п))  имеет вепосредственное отношение к клас

сификации лональпо тривиальных главных SO ( п )
расслоений над сферами. Важную роль в тоnологиче
ской К -теории играет теорема периодичности, согласно 
к-рой при N':!;>п имеют место иаоморфизмы 

Лп н (0 (N) )  � :rtп (0 (N)) , :rtn  (0 (N))  � Z 2,  
если n=O, 1 ;  

если п = З ,  7 ,  п 
nп (О (N))  � z , 
Лп (О (N)) = 0 ,  

если п= 2 ,  4 , 5 ,  6 .  И зучение топологии группы О (р ,  q) 
по существу сводится н предыдущему случаю, т. к .  
связная компонента единицы группы О (р ,  q )  диффео· 
морфпа произведению S О (р) Х S О ( q) па евклидоно про
странство . Лит. : [1 ) Д ь е д о н н е Ж. , Геометрия классических групп пер. с франц. , М . ,  1 97 4 ;  [2] А р  т и н Э . , rеометричесная алгеб� 
ра , пер . с анrл. , М. , 1 96 9 ;  [3] Автомоnфизмы нлассичесtшх 
групп, пер. о англ. и франц. , М . ,  1 9 7 6 ;  [4] В е й л ь  Г. , Иласси
ческие группы , их инl!арианты и представления, пер . с англ. , М. , 
1 9 И ;  [5 J  Ж е л о б е н R о Д. П . ,  Номпантные группы Ли и их 
представления, М., 1 9 7 0 ;  [6 ] Б у р  б а н и Н . ,  Алгебра . Модули , 
кольца , �ормы , пер . с франц . ,  М . , 1 9 66 ;  [7]  О ' М  е а r а о. т . ,  
J ntroductюn to quadra tic torms, B . -Hdlb . , 1 96 3 ;  [8] х ь ю з
м о л л е Р  Д . ,  Расслоенные пространства, пер . с англ . ,  М . ,  1 9 7 0 .  

В .  Л.  Попов. 
ОРТОГОНАЛЬНАЯ МАТРИЦА - матрица над ком

мутативным кольцом R с единицей 1 ,  для к-рой транс· 
попировавпая матрица совпадает с обратной . Опреде
литель О .  м. р авен ± 1 .  Совокупность всех О. м. по
рядка n над R образует подгруппу полной липеiiвой 
группы GLп (R ) .  Для любоfr действительной О. м .  а 
существует такая действительная О . м .  с , что 

cac - 1 = diag [ ± 1 ,  . . .  , ± 1 , а1 ,  . . .  , at J , 
где 

а 
- = IJ ros <pj s in cpj l l · 1 1 - siп cpj cos cpj 

Невырожденная комплекспая матрица а тогда п тольк о 
тогда подобна комплекспой О .  м. ,  когда система е е  
эммептар ных дели телей обладает следующими свойст
вами: 1 )  для 'A :F  ± 1 элементарные делители (;L-f..)m и 
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(х-Л - l )m повторяются одно и то же число раз ; 2) каж- L2( X ,  S , ft) п удовлетворяющих уСJювилм дый элементарный делитель вида (x ± 1 )2Z повторяется 
четное число раз . \ ф ·  (х ) (jj . (х) d• t (х) = J О при i. ,С ! , Лит. :  [ 1 ]  М а л ь  ц е в А. И . ,  Основы линейной алгебры • Х 1 l r ) Л; > О при l = 1 .  4 изд. , М. , 1 9 7 5 .  Д . А .  Супруиеипо : t 

ОРТОГОНАЛЬВАЯ СЕТЬ _  сеть , у к-рой касатель- Если Л;= 1 для всех i ,  то система паз . о р т о н о р-
пые в пек-рой точ:ке к линиям различных семейств орто- м и Р о в а п п о й. При этом предполагается , что мера 
гонаJiьны. Примеры О . с.: асимптотичес�>ая сеть па ft (х) ,  определенпая па а-алгебре S подмножеств мпоже
минимальной поверхности , �>р ивиапы липий сеть . ства Х ,  счетно аддитивна , полна и имеет счетную базу. 

А .  в. Иванов .  Это оnределение О . с. в:ключает все рассматриваемые в 
ОРТОГОНАЛЬНАЯ СИСТЕМА - 1 )  О .  с .  в е к т о- современном анализе О .  с. ; они получаютел при раз

р о в - множество {ха } невулевых векторов евклидова личных нопкретных реализациях пространства с мерой 
(гильбертова) пространства со скалярным произведе· (Х ,  S ,  ft) . пием ( · , · )  таное , что (хсх. , х13 ) = 0  при а, ,С �· Если при Наибольший интерес представляют полные ортопор
этом норма наждого вектора равна единице ,  то система мираванные системы {<rп(х) } ,  обладающие тем свойст
{ха } паз.  о р т о н 0 р м и р 0 в а н н 0 й. Полная о .  с .  вом, что для любой функции f (x) E L2(X , S ,  ft) сущест
{ха } паз . о р т о г о н а л ь н ы  м (о р т  о н о р м и- вует единственныii ряд �СпiРп(х) , сходящийся к f (x) 
р о в а н н ы м) б а з  п с о м. м. и. Войцеховспий. в метрике nространства L2(X ,  S ,  ft ) ,  при этом коэффп-

2) "0 . с. к о о р д и н а т - система координат , n циенты сп определяются формулами Фурье 
к-рои координатные линии ( или поверхности) пересе-
каются под прямым углом. О. с. координат существуют Сп = � Х fcpп d�t . 
в любом евклидоном пространстве , по, вообще говоря, 
не существуют в произвольнам пространстве . в двумер- Такие системы существуют в силу сепарабелыrости 
ном гладком аффинном пространстве о .  с .  всегда проетрапства /,2( Х ,  S ,  J..L) .  Универсальный способ по
можно ввести по крайпей мере в достаточно малой ок- строения полных ортонормированnых систем дает метод 
рестпости каждой точки. Иногда возможно введение ортогоnализации Шмидта . Для этого достаточв:о nри· 
О .  с. :координат в целом . В о. с .  метрпч . тензор gij дна- менять eto к пек-рой полпой в L2(S ,  Х ,  ft) системе 
гонален ; диагональные компоненты gii принято паз . линейно :везависйМых фуnкций . 
к о э ф ф и ц и е н т а м и Л а м е .  Ла.че коэффиц иен т В теории ортогопальпых рядов в осповnом рассматрй· 
О .  с .  в пространстве выражаютел формуламп ваются О. с . nространства L2[a ,  Ь] (тот частный случай , 

когда Х= [а ,  Ь] , S - система мnожеств ,  измеримых по 
Lu = У(дхjди)2 + (дуjди) 2 + (дzjди)2 , Лебегу, и ft - мера Лебега) . Многие теоремы о сходи-

l�v = у (дхjдv)2+(дуjдv)2+ (дzjдv) 2, мости или суммируемости рядов �ап�п(х) , �а� < оо , no 

l'u• = у (дхjдw)2+ (дуjдw) 2+ (дzjдш)2, 
общим О . с .  {<rп(х) } пространства L2[a ,  Ь] верны и для 

где х, у и z - декартовы прямоугольные координаты .  
Ч ерез :коэффtщиепты Ламе выражаются эJtемепт длины: 

ds = VL� dи2 + L� dv2 + LZv dw2 , 
элемент площади поверхности: 

da = Y (Z, ul'v du dv)2 + (LuLw dи d 1u) 2 + (l.vLw dv du•) 2, 
элемент объема :  

dV = L uLvLw du  dv d u• ,  
векторные дифференциальные операцпи: 

d 1 дr:р d 1 дr:р 1 дr:р gra и <r = I- д и , gra v <r = L- -д , gra dw <p = -L -д , 4 v v w w 

div а =  LuL
1
vLw [:u (auLvL w) + :" (avLuLu,) + 

+ д� (a wL uLv) } 
rotu а = Lv�w [:v (awLw) - :w'(avLv) J '  

1 [ д д J rotv а =  Lu Lw дW (auLu) - дU (awLu, )  . 

гot w  а = -L 
1
I [-88 (avLv) - 88 (au Lu) J ,  и J{1 и v 

L\ __ 1 [ д ( LvLw дr:р) + д ( Lu Lw дr:р ) 
<р - Lu L vLu• ди -т,;- ди дV \ -т;- дv + 

-1- _!!_ ( LиL,, � )' ] . ' дw Lw дw 
Наиболее часто используемые О .  с .  координат: па пло
скости - декартовы , полярные , эллиптичеекие , пара
болические ;  в пространстве - сферические , цилиндри
ческие , параболоидальпые , бицилипдрические , бипо
Лярные . д .  д. Сополов. 

3) О .  с. ф у н к ц и й - конечная или счетпая сне
тема {<ri (x) } функций, принадлежащих прострапству 

рядов по ортопормированпым системам пространства 
L2 ( X ,  S, ft) . Вместе с тем в этом частном случае по
строены интересные конкретные О. с . ,  обладающие 
теми или иными хорошими свойствами. Та:ковы , на· 
пример , системы Хаара ,  Радемахера ,  Уол ша -Пэли , 
Франклина . 

1 ) С и с т е м а Х а  а р  а 
х Е [О , 1 ] ,  f - ( 2/t - 2  2/t- 1 )  

у2
п при х Е 

2n + • ' zп + •  ' 

Xm (х) = )  _ y2ii пр и х Е  ( ;�: ,1 , 2;: , ) ,  
� О в остальных точках отр еюш [О , 1 ] ,  

где m = 2n+k ,  1 <.k <.2п , т= 2 ,  3 , . . . .  Ряды по системе 
Х аара представляют типичный пример мар т иигалов 
и для них верны общие теоремы из теории мартипгалов . 
Н роме того , система {Хп(х) };=1 является базисом в 
LP[o ,  1 ] ,  р� 1 ,  и ряд Фурье по системе Х аара любой 
интегрируемой функции почти всюду сходится. 

2) С и с т е м а Р а д е м а х е р а {r п(х) };= l : 

r п (x) = sign si n 2п + 1лx , х Е [О ,  1 ] ,  

представляет собой важный пример О .  с .  независимых 
функций и имеет nрименепил как в теории вероятно
стеi'I ,  так и в теории ортогональных и общих функцио
нальных рядов . 

3) С и с т е м а  У о л ш а - П э л и  { Wп(x)};=l 
определяется через функции Р адемахера:  

W0 (х) = 1 ,  vVп (x) = fim 
[rk (x) J qk , х Е [О , 1 ] ,  k=O 

где числа т и Чk определяютел из двоичного разложения 
чпсла n :  
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4) С и с т е м а Ф р n и к л и и а {Фп(х) },7=1 получа

ется ортогопализацией методом Шмидта последователь
ности функций 

и1 (х) = х ,  и2 (х) = 1 - х ,  ип (х) = � : 'Xn- 1 ( t ) dt , 

n :;;;, 3, х Е [О, 1 ] . 
Она является примером ортогонального базиса прос� 
ранства С [ 0 , 1 ]  непрерывных функций. 

В теории кратных ортогональных рядов рассматри
ваются системы функций вида 

IPn; (x1 ) " 1Pn1 (х2) . • • IPnm (хт ) , х; Е [а , Ь] , 1 ,..;;; i <;, т, 

n; = 1 , 2 , . . . , 
где {<рп(х) }�=1 - ортонормированная система в L2 [a , Ь] .  
Такие системы ортоно_рмированы на т-мерном кубе 
Jm= [a , Ь] Х • • • Х [а , Ь] и полны, если полна система 
{<рп(х) } .  

Лит. : (1 ] R а ч м а ж С . ,  Ш т е й н  r а у з  Г. , Теорик орто• 
rовальвых ркдов,  пер. с нем. , М . , 1 95 8 ;  (2] Итоги вауии. Матема
тичесиий анализ , 1 970,  М . ,  1 97 1 , с. 1 09-46 ; [3] там же, с. 1117-
202 ;  (4] д у б д ж. , Вероктностные процессы, пер. с авгл. , М. , 
1 95 6 ;  (5] Л о э в М. ,  Теорик вероятностей, пер . с анrл. , М . ,  1 962 ; 
[6] 3 и г м у в д А . , Триrонометричесиие ркды, пер. с авrл. , т. 
1 -2, М . , 1 96 5 .  А. А.  Талаляп. 

ОРТОГОНАЛЬНАЯ ТАБЛИЦА, о р т  о г о и а л ь
и ы й м а с с и в ,  ОА (N, k ,  n, t, Л) - матрица размера 
kX N, злементы к-рой суть числа 1 ,  2, . . .  , n ,  обладаю
щая тем свойством, что в каждой ее подматрице размера 
tX N любой из nt возможных t-мериых векторов-столб
цов , имеющих координатами эти числа ,  встречается в 
качестве столбцов этой подматрицы точно Л раз.  Из опре
деления О. т.  следует , что N= Лпt. Иногда под О. т. 
понимают ОА (N,  k, п , t, Л) с t= 2 и Л= 1 , и тогда эта 
О. т .  обозначается ОА (п , k) . При k >3 О. т.  ОА (п ,  k) 
эквивалентна множеству из k-2 попарно ортогональ
ных лативених квадратов . При задаиных n, t, Л макси
мальное значение параметра k определено лишь в не
скольких частных случаях. Так, иапр. , k ..,.;:(Лп2-1 )/ 
/(n-1 )  при t= 2 или kmax= t+ 1 в случае иечетиого Л 
при п= 2 .  

Лит. : [ 1 ]  D е п е в  J . , К е е d w е 1 1  А .  D . ,  Latin Squaгes 
and their applications ,  Bdpst, 1 97 4 ;  [2] Х о л л  М . ,  Rомбiшато
рииа,  пер. с анrл . , М . ,  1 970 .  В .  М. Михеев. 

ОРТОГОНАЛЬНАЯ ТРАЕКТОРИЯ - см. Иаого-
на.яьпая траектория .  

ОРТОГОНАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ - линейное 
иреобразование А евклидова пространства ,  сохраняю
щее длины или (что эквивалентно этому) скалярное про
изведение векторов . О. п. и только они переводят ор
топормироваиный базис в ортонормированпый. Необхо
димым и достаточным условием ортогональпости яв
ляется также равенство А * = А  - 1 , где А * - сопряжен
ное , а А - 1 - обратпое линейные преобразовапия . 

В ортопормировавпом базисе О. п. (и только им) 
соответствуют ортогональные матрицы. Собственные 
значения О. п. равны ± 1 ,  а собственные векторы,  отве
чающие различным собственным значениям,  ортого
пальпы .  Определитель О. п. равен + 1 (с о б с т в е и
н о е О. п . )  или -1 (н е с о б с т в е н и о е О. п . ) .  
В случае евклидопой плоскости всякое собственное 
О.  п. является поворотом, и его матрица в подходящем 
ортонормироваппом базисе имеет вид 

�� ��: : -�:в: JJ .  
rде <р - угол поворота,  а всякое несобетвенное О .  п .  
является отражением относительно век-рой прямой , 
его матрица в подходящем ортопормированном базисе 
имеет вид 

В трехмерном пространстве всякое rобrтвепвое О. п .  
есть поворот вокруг пек-рой оси , а всякое песобетвен
ное - произведение поворота вокруг оси и отражения 
в перпепдикулярпой плоскости. В произвольпом п-мер
ном евклидовом пространстве О. п. также сводятся к 
поворотам и отражениям (см. Вращение) . 

Мпо)нество всех О .  п. евклидова пространства обра
зует группу относительно умножения иреобразова
ний - ор тогональную группу данного евклидова прост
ранства .  Собственные О. п. образуют нормальную под
группу в этой группе (специальную ортогональную 
группу) . т. с. Пшолw:и1<а. 

ОРТОГОНАЛЬНОЙ ПРОГОНКИ МЕТОД - вариант 
метода прогонки, основанный на ортогональном иреоб
разовании неизвестиых. Пусть при а ..,.;х..,.;Ь рассма� 
ривается граничная задача для пары линейных обык
новенных дифференциальных уравнений 

у' (х) = а1 (х) у (х) + ь1 (х) z (х) + !1 (х) , (1 ) 
z' (х) = а2 (х) у (х) + Ь2 (х) z (х) + /2 (х) (2) 

с условиями вида 

а.1у (a) + �1Z (а) = '\'1 •  а.� + �� = 1 , (3) 
а.2у (Ь ) + �2z (Ь ) = у2 , a.� + �� = f . (4) 

Пусть данные функции а; (х) , Ь; (х) , /; (х) , i = 1 , 2 ,  непре
рывны на отрезке а ..,.;х..,.;Ь. Решение граничной задачи 
(1 ) -(4) О. п. м. осуществляется следующим путем. 1 . Решается вспомогательная задача Коши 

где 

s' (х) = с  (х) r (х) ,  с ' (х) = - s (х) r (х) , 
r (х) = s2 (х) Ь 1 (х) + s (х) с (х) (Ь 2 (х) - а1 (х)) -

- с2 (х) а2 (х) , (5) 
и' (х) = al (х) и (х) + /1 (х) '  (6) 

в (а) = а.1 , с ( а) =  �1 , и (а) =  '\'1 • (7) 

� (х) = а1 (х) s2 (х) + Ь2 (х) с2 (х) + (Ь1 (х) + а2 (х) ) .� (х) с (х) , 
/1 (х) = /1 (х) s (х) + / 2 (х) с (х) 

(п р я м о й х о д п р о г о н к и) .  
I I .  Провернется условие �= a.2c ( b) - �2s ( b) ;i: O , и если 

оно выполняется , то в направлении от точки х= Ь к 
точке х= а решается задача Коши 

где 

v' (х) = а2 (х) и (х) + ь; (х) v (х) + /2 (х) ,  (8) 
v (Ь) = {у2 - [a.2s (Ь) + �2с (Ь ) ] и (Ь ) }/� , (9) 

а2 (х) = 2  (а1 (х) - Ь2 (х) ) s (х) с (х) + 
+ (Ь1 (х) + а2 (х) ) (с2 (х) - s2 (х) ) ,  

Ь2 (х) = а1 (Х) с2 (х) + Ь 2 (х) .�2 (z) - (Ь 1 (х) + а2 \Х) ) S (х) С (х) ,  
f2 (х) = /1 (х) с (х) - /2 (х) s (х) 

(о б р а т н ы ii х о д п р о г о и к и) . I I I .  Искомые функции вычисляются по формулам 
у (х) = s (х) и (х) + с (х) v (х) , 
z (х) = с  (х) и (х) - s  (х) v (х) . 

Если решение у (х) ,  z (x) граничной задачи ( 1 )-(4) су
ществует, единственпо и устойчиво относительно малых 
изменений коэффициентов и свободных членов , опреде
ляющих ее, то � ;i: O  и расемотрепный метод также ус
тойчив (см. [2 ] ) . 

Система линейных алгебраических уравнений 

Yk + 1 = AkYk + B,.z,. + F,., (10) 
Zk + l = CkYk + D,.z,. + G,. ,  k = O, 1 , . . .  , п - 1 , (Н)  

СХоУо + �oZo = '\'о • ( 12) 
a.�п + ��n = '\'rn �� 
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где A kfJ k :F B kC k ,  а�+ ��= 1 ,  �+ ��= 1 , решается по 
следующим правилам. 

1 )  Используя формулы 
s k + 1 = (C,.c ,. - Dks".)fpk,  
ck + 1 = ( B,.s k - Akck)IPk • 

Pk = Y [ (Ckck - Dk.Yk)2 + (Bks k - Akck)2 ] , 
uk + 1  = (Ak.Yksk + l + Bkcksk + 1 + Ckskck + 1  + Dkckck + l) иk +  

+ (Fksk + 1 + G kck + l) , 
so = ao, Со = �о .  Uo = '\'o . 

последовательно вычисляют sk + 1 , ck + 1 , иk + l  при k= O ,  
n -1 (п р я м о й  х о д 11 р о г  о п  к и) . 

" '2') Провернется условие �n= ancп- �nsn :FO ,  и еслп 
оно выполняется, то вычисляют 

Vn = fУп - (апs п +  �псп) Uп] l�n 
и 
vk = {vk + 1  + [ (Cks ,. + Dkck)s k + 1 - ( Aksk + Bkck) сн 1] и,.+ 

+ (G,.sk + 1 - Fkck + 1) }1Pk 
11ри k=n-1 , n -2 ,  . . .  , 1 (о б р а  т п ы й х о д п р  о
г о п  к и) . 

3) Значения искомого решения системы уравпениii 
(10) - (1 3) вычисляются по формулам 

Yk = иksk + v kck , zk = иkck - vksk . 
Если решение системы уравнений ( 1 0) -(13)  сущест
вует , единствепво и устойчиво относительно малых из
менений коэффициентов и свободных членов , то и рас
емотрепный О .  п .  м. танже устойчив (см. [ 2!) .  

Иногда о р т о г о п а л ь п о й 11 р о г о п к о и паз. 
методы, основаввые па ис11ользовапии фундаменталь
пой системы решений однородпой системы уравнений 
для целей переноса граничных условий (см. [ 1 ] ,  [ 3 ] ) .  
Однако эти методы являются скорее вариантами пр и
стрелl'iи .метода. 

Лит. :  [ 1 ] Б а х  в а л о в Н . С . , Численные методы ,  2 изд. , 
т. 1 , М . , 1 9 7 5 ;  [2] К р ы л о в В . И. ,  Б о б к о в  В. В . , М о н а с
т ы р н ы й П. И. , Вычислительные методы высшей математики ,  
т .  2 ,  Минск , 1 9 7 5 ;  [3] С а м а р  с к и й  А . А . , Н и к о
л а е в Е .  С . ,  Методы решения сеточных уравнений, М . ,  1 97 8 .  А .  Ф. Шаппин. 

ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ - обобщение 11овятия перпен
динулярности венторов евнлидова пространства .  Наи
более естественвое попятие О . введено в теории гиль
бертоных пространств . Два элемента х и у из гильбер
тона пространства Н паз . о р т  о г о н а л ь  п ы м и 
(xj_y) , если их сналярпое произведение равно нулю 
((х, у) = О) . Это попятие О . в том частном случае, ногда 
Н - евнлидово пространство,  совпадает с попятнем 
перпепдинулярпости двух венторов. В термивах этого 
понятия в любом гильбертоном пространстве верна 
т е о р е м  а П и ф а г о р  а:  если элемент х Е Н  равен 
конечной или счетпой сумме попарно ортогональных 
элементов xi ,  xi E  Н (счетная сумма � :" Xi понимается ""'" 1=1 
в смысле сходимости ряда в метрике пространства Н) , 
то l lx l l2= � � l lxi l l2 (см. Парсеваля равенство) . ""'" 1 = 1 

Полпая счетпая система {xi }  ортопормироваппых 
векторов сепарабельпого гильбертона пространства 
представляет авалог полпой системы по11арпо ортого
нальных векторов конечномерного евклидона прост
ранства : любой элемент х Е Н единственным образом 
11редставляется в виде суммы ��-1cixi ,  11ричем cixi= 
= (х, xi)xi - 11роекция элемента х на Xj .  

В случае функционального 11ростравства Р [а , bl 
такую роль играют 11олпые ортовормировапвые системы 
функций {(f'k } : если f (x) E L2 [a,  Ь) , то 

f (х\ = � "" C k(f'k (х) ""'"k= 1  

в метрике пространства L2[ а ,  Ь] , где 

ck = �� f (х) (f'k (х) dx. 

В случае, когда (f'k(x) - ограниченвые функции, ко
эффициенты с,. можно определить для любой интегри
руемой функции. При этом представляет интерес во11рос 
о сходимости соответствующего разложения в том или 
ином смысле (см. Тр игопо.метричесl'iая система , Хаара 
система) .  Поэтому для функций термин «0. » употреб
ляется в более широком смысле: интегрируемые па от
резке [ а , Ь] функции f (x) и g (x) ваз. о р т  о г о в а л ь
в ы м и ,  если � = f (х) g (х) dx = O  

(для существования интеграла обычно требуется, чтобli! 
f (x) E LP [a ,  /> ] ,  1ое;;;;р<; С10 , g (x) = Lq [a , b J , 1 Jp + 1Jq =1 , 

L ""  [а , b J -
множество ограниченных функций) .  

Существуют также определения О .  элементов 11роиз
вольпого действительного нормированного llрострап
ства .  Одно из них (см. [4] )  следующее: элемент х дейст
вительного нормированного 11рострапства В считается 
ортогональным элементу у , если l lx l l< l lx+ky l l для лю
бого действительного k . В термивах этого 11опятин 
уставовлевы пек-рые необходимые и достаточные усло
вия , при к-рых может быть о11ределепо скалярное (вну
треннее) произведение элементов 11рострапства В (см. 
[ 5] , [6] ) . 

Лит . :  [ 1 ] К а н т о р о в  и ч Л. В . ,  А к и л о в Г. П . , Функ
циональный анализ, 2 изд. , М. , 1 977 ; [2] Д а н ф о р д Н . ,  
Ш в а р ц  д ж. , Линейные операторы. Общая !l.'еория, \Jep. с 
англ . ,  М. , 1 962 ;  [3] К а ч м а ж С . ,  Ш т е й н  г а у з  Г. , Теория 
ортогональных рядов, пер . с нем . ,  М . ,  1 95 8 ;  (!.] В i r k h о t f G. , 
<<Duke Math. J .» ,  1 93 5 ,  v. 1 ,  р. 1 69-72 ;  [5] J a m е s R . ,  �Trans. 
Amer. мath . Soc. >>, 1 9� 7 .  v. 6 1 ,  р .  265-92 ;  (6] е г о ж е , �вull.  
Arner. Math. SoC. >> ,  1 94 7 ,  v . 53 , р.  559-66.  А . А .  Та.яа.яян. 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ЛАТИНСКИЕ КВАДРАТЫ -
пара латинских квадратов А = l lau l l , В = l lbu l l 11орядка n 
таких, что (Щj ,  bij) :;i: (akl • bkt) при ( i ,  j) :;i: (k , l) ,  i, i ,  k ,  
l E S = {1 ,  . . .  , n } . Квадраты А и В наз. о р т о г о п а л ь
н ы м и с о к в а д р  а т а м и. Матрица ,  получаемая 
наложением А па В, паз . г р е к о - л а т и п с н и м , 
или э й л е р о в ы м, к в а д р а т о м, ее элементы -
все n2 упорядоченных пар элементов S .  Ортогональ
пость А и В обозначается A l_B . Пример пары О. л. к. 
и их эйлерона квадрата для n= 3 :  

1 2 3  1 2 3 1 1 2 2 3 3  
2 3 1 3 1 2 2 3  3 1  1 2  
3 1 2 2 3 1 32 1 3  2 1 .  

ЛатипскиП квадрат А порядка n имеет ортогональный 
соквадрат тогда и тольно тогда,  ногда в А существует n 
непересекающихся трапевереалей (см. Латиnсl'iий l'>вад
рат) . Если А - лативекий квадрат порядна 4t+2 (или 
4t+1 ) с подквадратом 11орядка 2t+1 (соответственно 2t) , 
все клетки к-рого за исключением, быть может, t (соот
ветственно [ (t-1 )/2) ) клеток заполнены пе более чем 
2t+ 1 (соответственно 2t) элементами, то для А не су
ществует ортогонального соквадрата . Для всех п>2,  
n:;i:6 ,  имеются примеры пар  О .  л .  к . , а для п=6 11утем 
перебора всех возможностей доказано, что таких пар 
пет [3 ] . 

Несколько латинских квадратов одного порядка паз .  
п о 11 а р н о о р т о г о н а л ь п ы м и, если любые 
два цз них ортоrопальпы.  Если N (n) - максимальвое 
цозможпое число попарно О. л. к. , то N (n) ..;;:n-1 .  Для 
N ( n) получены следующие оценки снизу: 

n :;,.. 7 52 53 63 9 О 
N (n) :;,.. 2 3 4 5 6 .  
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Кроме того, N ( 12):;:;;;. 5 ,  N (33);;;:.3 , N (35):;:;;;.4 ,  N (40);;:;;,.4 , Сдедует отметить , что для n, удовлетворяющих yc-
N (45);;;:.4 и доказано, что N (n )  -+ оо при n -+ оо ; ловиям пф2 (mod 4) , пф3 (mod 9) п пф6 (mod 9) ,  ока-
на,.пр . , N (n);;;;.n' l . ,  -2 при достаточно большом n залось возможным всегда построить такоii лативекий 
(см .  [2) ) .  квадрат А порядка n,  что Aj_AT .  

Множество ив n - 1  попарно О .  л .  к .  порядна n ваз . Использование прямого произведения латинских п о л н ы м. При п>4 множество ив n-3 nопарно О . л. квадратов составляет основу следующего метода , отно-
к. всегда может быть дополнено до полного. В настоя- сящегося ко второй группе . Пусть А 1  и В1 - О.  л .  к .  
щее время (1 983) полные множества из вестны только в порядка n, построенные на множестве Х , а А 2 и В 2 --
случае n=pk , где k - натуральное , р - простое числа О .  л. к . порядка т, построенные на множестве У" , 
(то есть N (pk) = pk-1 ) .  Если же n==1 (mod 4) или тогда прямые произведения матриц А 1 Х А 2 и В1 Х В2 
n==2 (mod 4) и свободная от квадрата часть числа n будут О .  л. к. порядка тп,  построенвые на множестве 
содержит хотя бы один простой множитель р=3 (mod 4) , Х Х у .  Если n= Pk1 ,p�• . . .  /rr •  то указанныii метод при-то не существует полного множества попарно О.  л. к .  • k н водит к оценке N (n);;;:.min (p, i- 1 ) .  п�ядка n.  ащJ . , не существует полных множеств при • 
n - 2p ,  р=3 (mod 4) . В основе многих других методов второй груnпы ле-

Полные множества попарно О .  л .  к. находят прило- жит следующее построение. Пусть А 1 , В1 , С1 - попар-
жевне в статистике при построении симметрических но О. л. к .  порядка �2n, построенные на S1= {1 , 2, . . . , 
уравновешенных веполных б.л,оп-схеж с параметрами . . .  , т } ,  А 2 , В 2 - О. л . к .  порядка n,  построенные на 
v= n2+ n+ 1 ,  k= n+ 1 ,  1..= 1 .  Полные множества могут S2= {т+ 1 ,  . . .  , т+ п } .  Чтобы получить теперь два ла-
интерпретироваться и как конечные проективные пло" тинских квадрата А и В порядка т+ п, построенные на 
скости (см. [2 ] ) . S= S1 U S 2 , добавляют к А стро:ки и столбцы с номерами 

Предложено много методов построения О .  л. к. (см. т+ 1 ,  . . .  , т + п  с незаполненными клетками , в резуль-
[2 ] ) . Все они созданы с целью получения как можно тате чего получают частичный латинский квадрат по-
большего множества nопарно О . л. к. порядка n. Каж- рядка т+ п, содержащий А 1 в верхнем левом углу.  
дый из методов может быть отнесен к одной из следую- Клетки А 1 и В1 , имеющие те же номера,  что и клетки С1 , 
щих двух групn . К первой груnпе принадлежат методы ,  содержащие элемент i ,  составляют общую для А1  и В1 
характерной особенностью к-рых является 'i'O, что они i-ю трансверсаль , i= 1 ,  2 , . . .  , т. Элементы i-ii транс-
дают способ построения «основного» латинского квад- вереали в А 1  при i= 1 ,  2 ,  . . .  , n nомещают в (т+ i)-ii 
рата и уназывают , как nереставить в нем строки и столб- столбец (и в (т+ i)-ю строку) в том же порядке ,  в каiЮЪ1 
цы, чтобы nолучить ортогональный соквадрат. Ко вто- они располагались в строках (соответственно столбцах) 
рой груnпе относятся методы, к-рые исnользуют из- А 1 , а на их место ставится число m + i .  Остается в иравый 
вествые приемы построения О. л . к .  меньшего nорядка нижний угол частичного квадрата nоставить А 2 , чтобы 
для построения О. л. к. заданного порядка . завершить построение А .  

Если А = l lau 1 1 - латинсиий квадрат порядка n, Построение В проводится аналогичным образом из В1 
построенный на множестве S ,  то уnорядоченвый набор и В 2 , но только с использованием трансвереалей с но-
перестановок ai ,  i E S , определяемых равенствами ai (j) = мерами n+ 1 ,  п + 2 ,  . . .  , 2n .  Квадраты А и В будут ла-
= щ1, однозначно оnределяет лативекий квадрат А . Не тивскими , но не обязательно ортогональными . Всегда 
каждый упорядоченный набор nерестановон соответст- можно nолучить пару О. л .  к. порядка т+ п  при т= 
вует какому-либо лативекому квадрату. Если А = =p.t ,e  1 3 ,  где р - нечетвое , и n= (т-1 )/2 ;  nоказаво , 
= [ан . . .  , anl и В= [т1 , . . .  , •пl - два латинских квад- как, используя приведеиное выше построение , получить 
рата , заданных указанным способом переставовнами пару О .  л .  к. порядка n при n==2 (mod 4) ,  п > В  (см . (2 ] ) . 
ai и Tj множества S ,  то Aj_B тогда и только тогда , когда Приложепия О . л .  к . в статистике , теории информа-
[ а11т1 , . . .  , а,J1 тп1 - лативекий квадрат. Если опреде- ции и в теории планирования эксперимента требуют П()о 
л е А [ а ] А я. [ я. строения О .  л. к. специального вида и перенесения по-ить n�оизв дения а = а 1 , . . . , rхап , t'= ан .. . . . .  , 

б б-] я. s А 1 А пития ортогональвости на другие объекты. Так ,  о о . . .  , а,. , где а и t' - перестановки , то, напр . ,  ..J....a 
тогда и только тогда,  когда [ ai"l aa1 , . . .  , a,Jl aanl _ щевием О .  л . к . являются ортогона.л,ьные таб.л,ицы. 
латинский квадрат . Два частичных латинских. квадрата одного порядка 

Методы первой группы обычно используются в слу- ваз .  о р т о г о н а л ь н ы  м и, если при наложении 
чае ,  когда А _ таблица умножения конечной группы их друг на друга получаемые в клетi<ах упорядоченные 

пары будут все различны. Говорят , что частичный 
G, то есть a ii= gigi , gi ,  gJ E G, i, j E S ; отличие одного латинский квадрат А вложен в латинекиП квадрат В ,  метода от другого заключается в выборе группы G, в если А совпадает с нек-роii подматрицей В (за исклю-выборе взаимно однозначвы;х отображений а, � группы чением пустых клеток А ) . l{аждый квадрат из миожест-G на с ебя и в псполъзовании произведений аА , А � . ва попарно ортогональных частичных латинских квад-а - IА а  и т. д · ратов может быть вложен в латинский квадрат таким Если G - аддитивная группа , то условие A j_aA образом, что полученные латинские квадраты будут сводится к тому, что а - о р т о м о р ф и з м G, т. е .  0 ( [ 6 ] )  б G б . л. к. см. . такое взаимно однозначное ото ражевне на се я, что лит . :  [ 1 ] с а ч к 0 в в. н . ,  комбинаторные методы дискрет-
если для g1 , g2 E G  выполняется равенство a (g1)-g1= ной математики , м . ,  1 97 7 ;  [2] D е n е s J . , К е е d w е 1 1  А. D . ,  
= a (g2) -g2 , т о  g1=.g2 • Hanp . , пять попарно О .  л .  к .  Latin Squares and their  appl ications.t B d:Qst, 1 9 7 1< ;  [3] Х о л л М. , 

1 2  б • Комбинаторика, пер. с апгл. , М . ,  1 :�7 0 ;  t4] Р а й  з е р  Г . - Д ж . ,  порядка ыли паидевы после определения четырех комбинаторная математика,  пер . с апгл . ,  м. , 1 966 ; ( 5 ]  н е -
нетривиальных ортоморфизмов абелевой группы , яв- d а у а t А . ,  s е i d е n Е . ,  « Pacif .  J .  Math. •> , 1 9 7 7 ,  v. 5 4 ,  М 2., 
ляющейся прямым nроизведением циклич. групп 6-го р. 85-1 1 3 ;  [6] L i n d n е r с h. , «Proc . Amer. Math. Soc .» ,  1976 , 

2 ( [ 2 ]  [6 ] )  v.  59 ,  М 1 ,  р .  1 8 4 - 8 6 .  В. М.  Михеев. 11 -го порядков см. ' · ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ - система мно-
GF

Е
(
сли 

{
G -

О
аддитивная группа

} 
конечного поля гочленов {Рп (х) }, удовлетворяющих условию ортого-рr) =  а�= ' а1 = 1 , а2 , . . .  ' an- l  ' n = pr , то все по- нальности строеНИЯ ЗНаЧИТеЛЬНО упроЩаiОТСЯ Il получаеТСЯ СЛе- \ Ь  дующее nолное множество поnарно О . л . к. :  .) а Рп (х) Рт (х) h (х) dх = О , n # т, 

Ak = ll a,j ll , a7j = a;a�г + ai; i, j E {O ,  1 , . . .  , n -- 1 } , 

k E {1 , 2 ,  . . . , n - 1 } .  

причем степень каждого многочлена Р n ( х) равва его 
пндексу n ,  а весовая функция (вес) 1� (х) ;;;;, О па интер
вале (а, Ь) или (в случае конечности а и Ь) ва отрез-
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ке [ а , Ь} . О.  м. пав.  о р т  о н о р м и р о в  а н н ы м и 
и обозначаются {Р n (х) }, если каждый многочлен 
имеет положительный старший коэффициент и выпол
няется у с л о в и е н о р м и р о в а н н о с т и � : Р� (х) h (х) dx = 1 .  
А если старший коэффициент каждого многочлена 
равен 1 ,  то система О . м. обозначается { Рп (х) } . 

Система О . м. {Рп (х) }  определяется однозначно , 
если весовая функция (д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы ii 
в е с) h (x) интегрируема по Лебегу на (а, Ь) , не эквп
валентна нулю и, в случае неограниченного интервала 
(а ,  Ь) , имеет конечные степенные моменты 

hп = � : xnh(x)dx.  
Вместо дифференциального веса h (х) мФкпо рассмат
ривать и н т е г р  а л ь н ы  й в е с da (x) ,  где а (х)
ограниченная ивубывающая функция с босконечным 
множеством точек роста (в этом случае в условии 
ортогональности интеграл понимается в смысле Ле
бега - Стилтьеса ) .  

Для того чтобы многочлен Р n (х) степени n входил 
в систему О . м. {Рп (х) } с весом h (x) , необходимо и 
достаточно, чтобы для любого многочлена Qт (х) сте
пени т < п выполнялось условие � : Pn (х) Q m  (х) h (х) dx = O . 

Если интервал ортогональности (а , Ь) симметричен 
относительно начала координат , а весовая функция 
h (х) четна , то каждый многочлен Р n (х) содержит только 
те степени х, к-рые имеют одинаковую с номером n 
четность , т. е .  имеет место тождество 

Pn (- х) = (- 1 )n Pn (х) . 
Нули О .  м. в случае ортогопальпости по интервалу 
(а, Ь) все действительны,  различны и расположены 
внутри (а, Ь) , причем между двумя соседними нулями 
мноrочлена Pn (х) есть один нуль многочлена Pn - t (х) . 
Нули О. м . часто применяются в качестве узлов ин
терполяционных и квадратурных формул. 

Любые три последовательных многочлена системы 
О. м. связаны рекуррентной формулой 

P n+ 1 (х) = (а11х -J- Ьn\ Pn (х) - спР п - 1  (х) , n = 1 , 2 , . . .  , 
где Р0 (х) = �1 0 , 

P1 (x) = f.11x + v1 , . . .  , 
Pn (х) = �-tпx" + vпxn - 1 + . . •  , 

an = I-Ln + 1/�l m Ьп = a n  (vп + 11/!n + 1 - Vn/l t п) ,  
d2 

Cn = �ll+ t�n - t · + ,  d� = r ь  р� (х) h (х) dx . 
�n dn-1 .) а 

Число dn1 - нормирующиi1 множитель многочлена 
Рп (х) ,  так что система {dn1Pп (x) } ортонормирована ,  т. е .  

а;;1 Р п (х) 
= Рп 

(х) . 
Для О .  м. имеет место ф о р  м у л а К р и с т о ф
ф е л я - Д а р б у  

��� 1 
�k= o d� p k (х) pk (t) = 

��� Pn + t (х) Pn ( t ) - Рп (х) P n + t ( t ) = "d2 �n + t х - t n 
О. м. представляютел через степенные моменты {h k } 
весовой функции h (х) по формуле 

1 
Pn (х) = у- 'Ф п  (х) , 

11n - t11n 

где 

'Фп (х\ = 
hп - 1 h п - 2  
1 х 

а определитель �n _ 1 получается из 1\'n (.т) вычеркива
нием последних строки и столбца , �n определяется 
аналогично . _ 

На множестве многочленов Q 11 (x) степени n с еди
ничным старшим коэффициентом минимум функцио-
пала 

F ( Q 11) = �: Q� (х) h (х) dx 
достигается тогда и только тогда , когда 

Q п (х) = Р11 (х) ,  
-2 причем этот минимум равен !!n • 

Если многочлены { Р-;, (х) } ортопормировавы с ве
сом h (x) на отрезке [а ,  Ь] ,  т о  при р >О многочлены 

Q п (t ) = YP' Pп (Pt + q) , n = O, 1 , 2 ,  . . . , 
ортонормированы с весом h (pt+q) на отрезке [А , В] , 
к-рый переходит в отрезок [а ,  bj в ревультате линей
ного преобраэования x=pt+q. Поэтому при изучении 
асимптотич . свойств ортогональных многочленов ева
чала рассматривается случай стандартного отрез
ка [ -1 ,  1 ] ,  а затем полученные результаты распроат
раняются на другие случаи. 

Наиболее важный класс О .  м. , встречающихся при 
решении краевых задач математич. физики, состав
JJяют т. в. �дассичес�ие ортогонадьные Jttnогочдены: 
Лагерра многоЧI!ены {L11 (x ; а) }  (для них h (х)= ха.г - х ,  
а > -1 , интервал ортогональности (0 , оо ) ) ;  Эржита 
мпогочдены {Н11 (х) }  (для них h (x)= exp ( -.x2) , интер
вал ортогопаль н ости (- оо , оо ) ) ;  Н �об и Jttnoг oЧI!enы 
{Рп (х;  а , �) } (для них h (x) = (1 -x)CX. (1 +x)� . а>-1 , 
� > - 1 ,  отрезок ортогональности [-1 , 1 ] ) и и х  част
ные случаи: удьтрасфер ичесr.ие Jttnoгouenы, или мно
гочлены Гегенбауэра {Р11 (х ,  а) } (для них а= 6) ,  Ле
жандра многочдены {Р11 (х) } (для них ct= �= 0) ,  Че
бышева жногочлены первого рода { Т n (х) } (для них 
ct= �= -lf2) и второго рода { U11 (x) } (для них ct= 
= �= 1 /а) . 

Весовая функция h (x) классических О .  м. {К 11 (х) } 
удовлетворяет д и ф ф е р е н ц и а л ь н о 111 у у р а
в н е н и ю  П и р е о н а  

h' (x) р0 + р,х А (х) Е (  Ь ) h (x) = q0 + q1x + q1x• = B (x) ' х а, • 

причем на концах интервала ортогональности выпол
няются условия 

l im h (х) В (х) = lim h (х) В (х) = 0 . 
х�а + о х-+Ь- о 

Многочлен у =  К11 (х) удовлетворяет дифференциаль
ному уравнению 

В (х) у• + [ А  (.х) + В' (х) ] у '  - n [Pt + (n + 1) qsJ у = 0. 
Для классич. О .  м. имеют место о б о б щ е н н а я 

ф о р м у л а  Р о д р и г а  
сп dn К n (х) = ii'(x) iiXn [h (.т) вп (х) ] ,  

где с ,. - нор�шровочный коэффициент , и формуды 
дифференцирования 
d d ;тх L11 (х; ct) = - Ln - t (x; ct + 1 ) , ;тх Нп (Х) = 2nНп -1 (х) , 

d
d
x P,. (x; а, �) = т (а + � + п + 1 ) Р п _ 1 (х; а + 1 ,  � + 1 ) . 
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Для частных случаев класеических О .  м. имеют мрето Если функция h0 (х) иа всем отрезке [ -1 , 1 )  удевлет-
представле ния через гипергеометрич . функцию воряет у е л о в и ю Д и н и - Л и п ш и ц а по-

( 1 рядка ••= 1+е ,  где е >О,  то Реть 
Pn (х; а, f}) = n�a ) F ( - n ,  n + a+ f} + 1 ;  а + 1 ; ;х) . 1 ho (х + б) - hо (х) l o;;;; м V ' х, x + li E [ -1 , 1 ) ,  

( ) 
l ln 1 б 1 1  

Рп (х) = F - n , п + 1 ; 1 ; 1 ; х ' то для многочленов {Рп (х) } , ортонормироваивых 

( ) с весом ( 1 ) на веем отрезке [ -1 , 1 ) ,  имеет меето асимп-
Т n (х) = F - n , п ;  � ; 1 ;х , тотич. формула 

Un (x) = (n + 1) F ( - n , п + 2; f ,  t ;x) Pn (х) ={ nh:(x) eos (п8 + q) + O  [ ( ln1n)e J . 
и через вырожденкую гипергеометрич.  функцию 

Ln (х) = п ! Ф (- п; 1 ; х) ,  

Н2п (х) = (-1 )n <2:? ' Ф ( - п; + ;  х2 ) , 

1 (2n+ 1 ) !  ф ( 3 2 ) H2n + 1 (х) = (- )n -n_!_ - п; 2 ; х . 

Историчееки первым примером О .  м. были много
члены Лежандра . Затем были введены многочлены 
Чебышева , общие многочлены Якоби, многочлены 
Эрмита и Лагерра .  Все эти клаесич. О. м. играют 
важную роль во многих прикладных вопроеах .  

Общая теория О .  м. была пос'!'роена П .  Л .  Чебыше
вым. При этом в качеетве оеновного аппарата иселе
дования применялоеь разложение интеграла 

('Ь h ( t ) dt J a x - t  
в цепную дробь;  знаменатели подходящих дробей этой 
цепной дроби образуют систему О. м. на интервале 
(а ,  Ь) е весом h (t) . 

При изучении О .  м. большое внимание уделяется 
их асимптотич . свойетвам, ибо от этих евойетв зависят 
уеловил еходимости рядов Фурье по О. м. 

Асимптотич . евойетва клаесичееких О. м. впервые 
нееледовал В .  А. Стеклов в 1 907 (ем. [8) , с. 218) .  При 
этом он применял и усовершенствовал метод Лиувилля , 
к-рый ранее иепользовался для изучения решений 
уравнения Штурма - Лиувилля.  В дальнейшем ме
тод Лиувилля - Стеклова применялея во многих 
работах,  в результате чего к паетолщему времени 
( 1 983) подробно изучены аеимптотич . евойетва О. м. 
Якоби ,  Эрмита , Лагерра .  

В общем случае ортогональноети на отрезке [ - 1 , 1 )  
е произвольным вееом , удовлетворяющим нек-рым 
качественным условиям, аеимптотич . формулы для 
О. м. впервые получил Г. Сегё (G.  Szego) в 1 920-24 . 
При этом он ввел -многочлены,  ортогональные на ок
ружности, изучил их оеновные евойетва и нашел 
вееьма важную формулу, предетавляющую много
члены , ор'rогональные на отрезке [ -1 , 1 ) , через много
члены, ортогональные .на окружноети. А для исследо
вания асимптотич. евойетв многочленов, ортогональ
ных на окружноети ,  Г .  Сегё разработал метод,  оено
ванный на епециальвом обобщении теоремы Фейера 
о предетавлении веотрицательпых тригонометрич . по
линомов е .испою,зованием методов и результатов 
теории аналитич. фуккдий. 

В 1 930 С. Н. Бернштейн [2) для иселедования аеим
птотич . евойетв О. м. применял методы и результаты 
теории_ приближения функций . Он расемотрел елучай 
вееовои функции вида 

h (x) = ,�· (x) , х Е (-1 , 1 ) , ( 1 )  
r 1 - х• 

где функция h0 (х) , ваз .  т р и г о н о м е т р и ч е
с к и J.I в е с о м, удовлетворяет уеловию 

О < с1 .;;;;; h0 (х) .;;;;; с2 < оо .  

где 8= areco� х ,  а q завиеит от е .  
При иеследовании еходимоети рядов Фурье по О .  м .  

возникает вопрое об  уеловиях ограниченноети О.  м .  
либо в отдельной точке , либо на нрк-ром множестве 
А с: [ - 1 , 1 ) ,  либо на веем отрезке ортогональноети 
[ -1 ,  1 ) ,  т. е. раесматриваютел уеловия, при к-рых 
имеет меето неравенетво типа 

I Рп (х) / .;;;; М ,  х Е А с: [-1 , 1 ) (2) 
Впервые такой вопрое поетавил В .  А. Стщшов ( 192 1 ) . 
Еели тригонометрич. вес h0 (x) на множеетве А ограни
чен от  нуля , т .  е .  

h0 (x) � c3 > 0, х Е А с: (-1 ,  1 ) , (3) 
и удовлетворяет нек-рым дополнительным условиям, 
то неравенетво (2) имеет меето. А в общем случае из 
неравенетва (3) при А = [ -1 , 1 )  без дополнительных 
уеловий следует оценка 

Нули 
в том 
{Рп (х) } 

I Рп (х) l o;;;; en у"";"', En --+ 0, х Е [ --1 , 1 ) . (4) 
вееовой функции являютел особыми точкаю-т 
смыеле , что евоfютва последовательноетп 
сущеетвенно различны в нулях и в других 

точках интервала ортогональности. Пуеть, напр . ,  
вееовал функция имеет вид 

- h, (х) Пт vk h (x) -
-

v- l x - xk l , '\'k > О, xk E (-1 , 1 ) . 
1 - х• k =  1 

Тогда еели функция h1 (х) положительна и удовлетво
ряет условию Липшица на [ -1 , 1 ) ,  то поеледователь
ноеть {Рп (х) }  ограничена на всяком отрезке [ а , Ъ)с 
с:[-1 , 1 ) , не еодержащем точек {xk } ,  а в нулях вы
полняютея неравенетва 

- vkf. 1 Рп (хk) l о;;;; с4 (п + 1 ) , k = 1 , 2, . . .  , т.  
Случай ,  когда нули весовой функции раеположены 

на концах отрезка ортоговальноети,  раеемотрел 
С . Н . Бернштейн [ 2 ) .  Один из его результатов заклю
чаетея в том, что еели весовая функция имеет вид 

h (x) = h1 (x) (1 - x) tx. (1 + x)B , х Е [-1 , 1 ) , 
где функция h1 (х) положительна и удовлетворяет ус
ловию Липшица , то при а > -1 /2 , f} > -l/2 О.  м. до
пускают вееовую оценку 

(1 - х)а/ 2 + 1 1 4  (1 + x)il/2 + 1 1 4  1 Pn (х) 1 о;;;;;; с 5 , х Е [-1 , 1 ) ,  
а в точках х= ± 1 возрастают со скоростью па + ' !• и 
пР + ' 1 • еоответетвенно. 

В теории О.  м. чаето раесматриваютел т .  н .  теоремы 
е равнения. Так, на пр . , т е о р е м а е р а в н е н и я 
К о р а у е а: еели многочлены { Wn (х) }, ортогональ
ные с вееом р (х) на отрезке [ а ,  Ьl , равномерно огра
ничены на век-ром множеетве А с: [а ,  Ь] , то на этом 
множестве ограничены также и многочлены {Р n (х) } ,  
ортогональные с вееом h (х)=р (x)q (х) ,  где множитель q (x) положителев .и удовлетворяет на отрезке [а ,  Ь] 
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условию Л ипшпца порядка а= 1 .  Аналогично, прп 
пек-рых условиях па множитель q ( х) с системы 
{ооп (х) } на систему {Рп (х) } переносятся асимптотич . 
формулы или другие асимптотич . свойства . Б олее 
того, если множитель q ( х) есть неотрицательный на 
отрезке [ а , Ь] многочлен степени т, то многочлены 
{Р n (х) }  представляютел через многочлены { ron (х) }  
с помощью определителей порядка m+ 1 (см. [8]  с .  42) .  
Эффективные формулы для О .  м . получены также в слу
чае весовых функций вида 

1 V 1 - х• � / 1 - х 1 

Qт (х) У 1 - х• ' Q т (х) ' V 1 + х Qт (х) ' 
где Qт (х) - произвольвый положительный на от
резке [ -1 ,  1 ] многочлен (см. [ 8] с. 44) . А в большинстве 
случаев вычисление О .  м. произвольнаго веса прп 
больших номерах n затруднительно. 

Лит. : [1 ] Ч е б ы ш е в  П. Л . ,  Поли. собр. соч. , т. 2, М .-Л . ,  
1 94 7 ,  с .  1 0 3-26 , 3 1 4-34 ,  335- 4 1 , 3 5 7 - 7 4 ;  L2] Б е р н ш т е й н  
С .  Н . , Собр. соч. , т. 2 ,  М . ,  1 954 ,  с. 7-1 0 6 ;  [3] Г е р  о н и м �  с 
Я .  Л. , Теория ортогональных многочленов , М. -Л. , 1 95 0 ;  L4] 
С у е т и н П. К . .-1 Классические ортогональные многочлены, 
2 изд. , М . ,  1 97 9 ;  L5] Н и к и ф о р  о в А. Ф. , У в а р  о в В. Б . } 
Специальные функции математической физики, М. , 1 97 8 ;  [6 
Б е й т м е н Г. , Э р д е й и А . , Высшие трансцендентные 
функции,  т. 2 - Функции Бесселя,  функции параболического 
цилиндра , ортогональные многочлены , пер . с англ . , 2 изд. , М. , 
1 974 ;  L7] Д ж е к с о н Д . ,  Ряды Фурье и ортогональные поли
номы , пер. с англ. , М . ,  1 948 ; L8l С е г е  Г. , Ортогональные мно
гочлены, пер . с англ . ,  М . , 1 96 2 ;  [9] Справочник по специальным 
функциям: . . .  , пер .с  англ. , М. , 1 9 7 9 ; [1 0] S h о h а t J. А . , Н i 1-
1 е Е . ,  W а 1 s h J. L. , А ЬiЬliography on orthogonal polyno-
mials,  Wash. , 1 940 .  П. R. Суетин. 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ в к о м
п л е к с н о й о б л а с т и - общее название мног<r 
членов , ортогональных на окружности, по контуру 
или по площади. В отличие от случая ортоговаль
вости в действительной области , многочлены ука
занных трех систем могут иметь мнимые коэффи
циенты и рассматриваются при всех комплексных 
значениях невависимого перемевного. Характервой 
особенностью случаев ортогональвости в комплексной 
области является тот факт, что в ряды Фурье по ука
занным системам разлагаются обычно аналитич. функ
ции комплексного перемевного, удовлетворяющие век
рым дополнительным условиям в окрестности границы 
области аналитичности. 

1 ) О.  м. н а о к р у ж н о с т и - система многочле
нов {<рп (z) } , имеющих положительвый старший коэф
фициент п удовлетворяющих условию ортогональности 
(обычно ортонормированности) : 

1 r 2 :n:  ---
2 n J 0 <pn (eiB) <рт (eiB) df.t (6) = &пт , 

где f:t ( 6) - ограниченная веубывающая на сегменте 
[0 ,2n ]  функция с бесконечным числом точек роста, 
нав . ф у н к ц и е й  р а с п  р е  д е л е н и я ,  а бпт 
символ Кровекера . Авалогично случаю ортоговаль
вости на отрезке , для многочленов {<рп (z) }  имеют место 
рекуррентное соотношение и аналог формулы Крис
тоффеля - Дарбу. 

Асимптотич. свойства исследуются при условии � :n 
ln J.t' (6) d6 > - оо . 

Случай ортоговальпости на окружности как пери<r 
дич . случаii изучен достаточно подробно , поскольку 
здесь успешно применяются результаты о приближе
нии периодических функций тригонометрическими 
полиномами. 

Пусть многочлены {Р" (х) } ортанормированы на 
сегменте [ - 1 ,  1 ]  с дифференциальным весом h ( х) , а 
весовая фующия па окружности имеет вид 

,... , (6) = 11 ( cos 6) 1 sin е 1 · 
il4 Математическая знц. , т. 4 

Тогда прп уеловин .т= � ( z+f-) имеет меето ф о р
м у л а  С е г !!  

Р n (х) = У 2�[ 1 + QJ�.�O ) J - l /2[ z�' <p2п(z) +zn<p2n( +-) ] • 

где a2n - старший коэффициент многочлена <р2п (z) .  
Если аналитическая в круге 1 z 1 <1 функция f (z) 

имеет угловые граничные значения на окружности 
l z l = 1 ,  то при нек-рых дополнительных предположе
ниях справедливо разложение 

f (z ) = �:= 0 an<pп (z) ,  l z l < 1 , ( 1 ) 
коэффициенты к-рого определяются по формуле 

1 \ 2 1t ---
an = 2jt  J 0 f (eiB) <pn (e iB) df.t (6) . 

Ряды вида ( 1 )  являются непосредственным обобщением 
рядов Тейлора : при J.t ( 6) = 6 будет <pп (z)=zn . При 
нек-рых условиях на функцию распределения f.t ( 6) 
ряд ( 1 )  в точках окружиости l zl = 1 сходится или рас
ходится одновременно с рядом Тейлора этой же функ
ции f (z) , т. е. имеет место теорема о равносходимости 
этих двух рядов . 

2) О .  м . п о к о н т у р у - система многочленов 
{Рп (z )  } , имеющих положительный старший коэффи
I�иент и удовлетворяющих условию 

2
1
n � Г Р  n (z ) Р т (z ) h (z) 1 dz 1 = &nт • 

где Г - спрямляемая жорданова (обычно замкнутая )  
кривая в комплексной плоскости, а весовая функция 
h (z) интегрируема по Лебегу и почти всюду положи
тельна на Г . 

Пусть в конечной односвязной области G, ограни
ченной кривой Г ,  задана аналитич. функция f ( z) , 
граничные значения к-рой на контуре Г интегрируемы 
в квадрате с весом h (z) . Тогда с помощью формулы для 
коэффициентов 

а n = 2 � � Г f (�) Р n Ш h (�) 1 d� 1 
этоii функции ставится в соответетвие 
ортогональным многочленам: 

ряд Фурье по 

�, "'  �n = o anPп (z ) .  (2) 

Эти ряды являются естественным обобщением рядов 
Тейлора по свойству ортогональности на случай одно
свявной области и служат для представления анали
тич . функций . Если выполниеrся у с л о в И е п о л
н о т ы  

inf  \ h (z) i f \ Z ) - Q п (z) l2 l dz l = 0 ,  
{ Q пJ J г 

где нижняя грань берется по множеству всех много
членов Q п(z ) , то ряд (2) сходится I{ функции / ( z )  n 
среднем по контуру Г с весом h (z) ,  а при нек-рых допол
нительных условиях и равномерно внутри области G.  

3) О .  м. п о п л о щ а д и  - сиетема многочленов 
{Кп (z) } , имеющих положительный старшиf1 коэффи
циент и удовлетворяющих условию 

� � 0 K n (z ) Кт (z) h (z )  dx dy = &nт • 

где весовая функция h (z) неотрицательна , интегрпруr
ма по площадп J{онечноii области G и неэквивалентнн 
нулю. Если имеет место у с л о в и е п о л н о т ы 

i nf r r h (z )  1 f (z) - Q n ( z )  1 2 d.т dy = о, 
{ Q " J J J а 

где нижняя грань беретея по  множеству всех мвогочле-
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нов Qn ( z) , то ряд Фурье по многочленам {К n ( z) }  функ- гильбертовам пространстве, 2 изд. , М . ,  1 96 6 ;  [З] Р ц с с Ф. , 
ции f (z) , аналитическоii в односвязноii области G С ё к е Ф а л ь в и- Н а д ь в . ,  Лекции по фуннциональному 

" ф б 
анализу, пер . с франц. , 2 изд . ,  М . ,  1 97 9 .  В . И. Соболев. 

сходител к этои ункции в среднем по площади о - ОРТОГОНАЛЬНЫИ РЯД - ряд вида 
ласти G с весом h (z) , а при нек-рых дополнительных 
условиях и равномерно внутри области G. Лит. : [1 ] S z е g б G . ,  «Math . Z . » ,  1 920 ,  Bd 6 ,  S. 1 6 7-202 ;  
1 92 1 , Bd 9 ,  S. 1 67 - 90 ,  2 1 8 - 7 0 '  [2] С а г 1 е m а п Т . ,  «Ark. fбr mat. , astr. och fys.»,  1 922-�3 .  Bd 1 7 , .J\1', 9, S. 1 - 3 0 ;  [3] С е г е Г. , 
Ортогональные многочлены , пер . с англ. ,  М. , 1 96 2 ;  [�] Г е р  о
н и м у с Я. Л. , Многочлены, ортогональные на онруЖНОсти ц 
на отрезке, М . ,  1 958 ; [5] С м и р н о в В. И. , «Журнал ле
нинградсного фцэино-матем. об-ва», 1 928 ,  т. 2, в . 1 ,  с. 1 5li-79 ; 
[6] 1\ о р о в  н и н П. П . , «Матем. сб. >> ,  1 94 1 ,  т. 9 , М 3, с. 469-
1, 8 5 ;  [7] С у е т ц н П. 1\ . ,  <<Успехц матем. наую>,  1 9 66 , т.  2 1 , в .  2,  с. 4 1 - 8 8 ;  [8] е г о ж е ,  <<Тр . Матем. ин-та А Н  ССС Р>> ,  1 97 1 ,  т. 
1 00 , с. 1 - 9 6 .  П. Н. Суетип. 

ОРТОГОНАЛЬНЫИ БАЗИС - система попарно ор
тогональных элементов е1 , е2 , • • •  , en, . . .  гильбертона 
пространства Х такал , что любой элемент х Е Х одно
значно представим в виде сходлщегосл по норме ряда 

Х = �; Ciei ,  
паз. р я д о м Ф у р ь е э л е м е н т а х п о с и с
т е м е {ei }. Обычно базис {ei } выбирается так ,  что l lei l l= I , и тогда он паз. о р т о н о р м и р о в а н н ы м 
б а з  и с о м. В этом случае числа с,. , паз . к о а ф ф и, 
ц и е н т а м и  Ф у р ь е  э л е м е н т а х п о  о р
т о н о р м и р о в а н н о м у б а з и с у {ei }, имеют 
вид ci= (x ,  ei ) ·  Необходимым и достаточным условием 
того, чтобы ортонормированпая система {ei } была  ба
�исом, является р а в е н с т в о П а р с е в а л я -
С т е к л о в а  

�i 1 (х , ei) 1 2 = 11 x ll2 

дл я любого х Е Х .  Гильбертоно пространство , име
ющее ортонормироваппый базис, является сепарабель
пым, и обратно,  во велком сепарабельпом гильбертоном 
пространстве существует ортопормированпый базис. 
Если задана произвольпал система чисел {с1 } такая , 
что � 1 1 c1 l2 < оо , то в случае гильбертона пространства 
с. базисом {е; } ряд � iCiei сходится по норме к пек-ро
му элементу х Е Х. Этим устанавливается изоморфизм 
любого сепарабельпого гильбертона пространства про
страпству l2 (т е о р е м а Р и с с а - Ф и ш е р  а) . 

Лит . :  [ 1 ]  Л ю с  т е р н ц н Л. А . ,  С о б о л е в В. И. , Эле
менты функционального анализа, 2 изд. , М. , 1 96 5 ;  [2] Н о л м о
г о р о в  А. Н . ,  Ф о м  и н С.  В. , Элемщ1ты теории функций и 
функционального анализа, 5 изд. , м. , 1 98 1 ; [3] А х и е
з е р Н. И. , Г л а з м а н И. М . , Теория линейных операторов в 
гильбертовам пространстве, 2 изд. , М . ,  1 966 .  В. И. Соболев. 

ОРТОГОНАЛЬНЫИ ПРОЕКТОР, о р т  о п  р о е  к
т о р , - отображение PL гильбертона пространства Н 
па его подпространство L такое , что x-PLx ортого
пально PL ! x-PLxj_PLx· О.  п .  есть ограниченный 
самосопряженный оператор , действующиП в гильбер-
тоном прос.транс.тве Н, и такой, что Pl= PL и I IPL I I= I . 
Обратно, если дан огранИJiепный с.амосопряжепный 
оператор , действующий в гильбертоном пространстве 
Н, и такой, что Р2= Р ,  то Lp= {Px J x E H }  являетс.я 
подпространством и Р есть О. п.  на Lp . Два О . п. 
Рr. , Рr, наз . о р т о г о н а л ь н ы м и, если Рr,Рr,= 
= PL,PL,= O ;  это эквивалентно условию, что Ij1j_L2 .  

Свойства О .  п . :  I )  для того чтобы сумма Pr,+ Pr, 
двух О .  п. была О .  п . , необходимо и дос.таточно,  чтобы 
PL,P�_,= O ,  в этом случае Pr,+Pr,= Pr ,+  L,; 2) для 
того чтобы композиция Pr,Pr, была О .  п. ,  необхо
димо и достаточно, чтобы Pr,PL, = Pr,Pr , , в этом 
случае Р r ,P �_,= Р L,nL, . 

О. п. Pu паз. ч а с.  т ь ю О. п. PL , если L' есп 
подпространство L. При этом Pr-Pu является О. п .  
на L�L' - ортогональное дополнение к L' в L .  В част
нос.ти,  1 -Pr есть О. п. на н�L.  

Лит. :  [1 ]  Л ю с т е р н и к  Л.  А . , С о б о л е в В .  И . , Эле
менты функционального анализа , 2 изд . , М . ,  1 9 6 5 ;  [2] А х  и е
з е р Н. И . ,  Г л а з м а н И. М . ,  Теория линейных операторов в 

х Е х,  

где {срп (х) } - ор топорм ировапн ая с и с т е.м а 
(онс) относительно мер ы 1-1 (х) : 

1 { О при i f= j , 
J Х (/); (х) (j!j (х) d!J (х) = 1 . . при t = J . 

(1) 
функций 

Начиная с 1 8 в. при изучении различных вопрос.ов 
математики, астрономии, механики и фиаики (движе
ние планет , колебание струн, мембран и др . ) в исс.ле
дованиях Л. Эйлера (L .  Euler) , д .  Берпулли (D .  Ber
noulli) , А .  Лежандра (А . Legen dre) , П .  Лапласа (Р .  
Laplace) , Ф.  Бесселя (F .  B essel) и др .  эпизодически 
появляютс.л нек-рые епециальные онс и разложения 
функций по ним. Определяющее же влияние на ста
новление теории О. р. оказали: а) ис.следованил Ж .  Фурье ( J . Fourier , '1 807 -22) 
(Фурье метод решения краевых задач уравнений мате
матич . физики) и в с.влзи с. ними работы Ж . Штурма 
п Ж. Лиувилля (J . Sturm , J .  Li ouville, I 837 -4 I ) ;  

б )  исследования П .  Л .  Чебышева п о  интерполиро
ванию и проблеме моментов (с.ер.  I 9  в . ) ,  повлекшие за 
собой создание им общеi'r теории ортогопальпых мпого
членов;  

в) исследования Д .  Гильберта (D .  Hilbert, нач. 
20 в.) по интегральным уравнениям,  где , в частпос.ти , 
были установлены общие теоремы о разложении функ
ций в ряд по онс ; 

г) создание А . Лебегом (Н.  Lebesgue) теории меры 
и интеграла Лебега , придавшие теории О. р. еовре
менный вид . 

Активному развитию теории О .  р . в 20 в .  способст
вует применение онс функций и рядов по ним в самых 
разнообразных разделах науки (математич. физика ,  
вычислительпая математика,  функциональный ана
лиз, квантовая механика, математич. с.татистика, опе
рационное исчисление , автоматич . регулирование и 
управление , различные технич. задачи и т. п . ) .  

Характерные результаты и направления исследований 
в теории О. р. 

I )  Пус.ть Х = [ а , Ь] , d�t (.r) = dx - мера Лебега и 
{срп } - онс. Тогда если f E L2 (a ,  Ь) , то чис.ла 

an (/) = (f ,  ер") = � : f (х) (j!п (.т) dx 

паз. к о э ф ф и ц и е н т а м и  Ф у р ь е , а ряд ( 1 )  
с ап= ап (!) - р л д о м Ф у р ь е  фупrщии f по с.ис
теме {срп } . 

Снетема {срп } з а м к н у т а относительно прост
ранства и , если для любой функции f Е U 1 1  любого 
числа е >О наiiдетсл полипом 

�-, N  
ф (х) = �n = o  Cn(j!п (х) 

такой ,  что норма I I/-Ф I I 2 <e .  Система {срп } п о  л н а 
относ.ительно L2 , ес.ли И3 ус.ловий f E L2 и ап (/) = 0  при 
всех n�O с.ледует , что f (x)= O  почти всюду, т .  е .  j 
нулевоii элемент пространства и . 

Е ели для пек-рой функции j Е L2 выполняется ра-
ненство � <Х> 2 r ь  �n= O an (/) = J а /2 (х) dx, (2) 

то говорят, что функция j удовлетворяет у с л о в и ю 
С� а м к н у т о с т и  Л и п у н о в а - С т е к л о в а  
(пли р а в е н с т в у П а р с е в а л я) . Это условие 
:3квrшалентно сходимости частных с.умм ряда Фурье 
от f по норме пространства L2 к функц= f. 
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Аналогично даются определения замкнутости, пол

поты и условия замкнутости для более общих прост
раиств и мер . 

О�;�иим из важнейших вопросов теории О . р . явля
ется вопрос одuозиачиого определения функции по 
ее коэффициентам Фурье. Для простраиств L2 оп са
мым тесным образом связан с выполнением равеJiства 
(2) для всех функций /Е L2 • 

Для случая тригоиометрич: системы равенство (2) 
в 1 805 было приведеио (фактически без доказательства) 
М. Парсевалем (М . Parseval) , а в 1 828 Ф. Бессель уста
новил , что �== о а� (!) ";;;;; � :  f2 (х) dx (3) 

:�� е р а в е в с т в о  Б е с с е л я) .  В 1896 А. М .  Ля
пунов доказал равенство (2) для интегрируемых по 
Римаву функций , а потом П. Фату (Р .  Fatou) для слу
чая f E L2 • 

В .  А .  Стекловым (1898-1 90-1) был поставлев воп
рос о замкнутости общих опс и положительно решен 
для многих ортогональных систем (сферич. фующии, 
собственвые функции оператора Штурма - Лиувилля, 
системы ортогональных многочленов Эрмита, Лагер
ра , функции Ламе и др. ) . 

Что касается перавеиства (3) , то оно оказалощ. 
справедливым для произвольвы:х: овс и функций f Е L2 • 

В 1907 Ф.  Рис·с (F .  Riesz) и Э .  Фишер ( Е .  Fischer) 
доказали ,  что для любой овс {q>n} и любой последо
вательпасти чисел {an } E l 8 найдется функция / Е  L2 , 
для к-рой aп (f)=(f , 'Рп)= ап и выполнено равенство (2) .  
Из этой теоремы и перавеяства Бесселя вытекает , что 
для любых опс полнота и замкнутость эквивалец:тны 
в пространстве L2 ; замкнутость в прострапствах LP 
с 1 <Р < оо эквивалентна полноте в пространстве LP' , 
где 1 /р' + 1 lp= 1 (С. Бапах, S .  B anach , 1 9iЩ . 

Неравевство Бесселя и теорема Рисса - Фишера 
были распространены Г. Харди (G .  Hardy) , Дж. Литл
пудом ( 1 .  Li ttlewood) и Р. Пэли (R . Paley) па прост-
ранства LP . Именно,  пусть {q>n } - овс , I 'Pn (x) l .s;:M 
и 1 <Р <2. Тогда: 

а) если f E LP , то 

�:= 1 1 (f , 'Рп\ I P n Г 2 .,;;;;;; А 1 1  f 1 1 � ; 
б) еслп дана последовательность {а11 } с 

�со р '  р ' -2 1 = 1 а11 1 n < оо , n= l 
то найдется функция f E LP' , для к-poii (f , fjJ11) � a" 
и 1 1/ l l � : .s;:A / , где А зависит лишь от р и М. 

2) Другой крупвой проблемой теории О .  р. является 
вопрос разложения функции в ряд по простым функ
циям, сходящийся к ней по норме того или иного 
пространства. Система элементов {q>11 } иа В-прост
ранства Е ваз. б а з и с о м (б е з у с л о в н ы м 
б а з  и с о м) , если каждый элемент / Е Е  единственным 
образом представляется в виде ряда 

(4) 
сходящегося (безусловно сходящегося) к f по норме 
пространства Е .  

Если { q>11 } - базис в Е , то  an (f) являются липеii
выми непрерывными фупкциовалами в пространстве Е 
и в случае E= LP (O ,  1 )  с 1 <р < оо  имеют вид 

Un (f) = � � f (t) 'Фп ( t )  dt ,  

rде {'1\'11 } - базис пространства LP ' (0 ,  1 ) ,  {q>11, 'Фп } 
биортоиормироваппая система (С . Ванах) .  В част
ности, если 'Рп='Фп• :ro есть {q>n } - онс , то ортого-

4 *  

вальвый базис в LP автоматически является базисом 
во всех прострапствах Lr ,  где r - любое число между 
р и р' . 

Исследования по указаввой проблеме ведутся в двух 
направлениях: 

а) по задаввой овс {q>п } находятся те пространства, 
в к-рых {q>п } является базисом; 

б) для задавиого пространства Е отыскиваются 
в нем базисы или ортогональные базисы. 

В обоих случаях исследуется взаимосвязь свойств 
функции f и ее разложения. 

Что касается триговометрич.  систеМЪ!, то она ие яв
ляется базисом пространства вепрерывцых функций С 
(П . Дюбуа-Реймов, Р . D u  Bois Reymond,  1 876) , но яв
ляется базисом в прострацствах LP с 1 <р < оо  (М . Рисе, 
М. Riesz , 1 927) . Результат П. Дюбуа-Реiiмопа был рас
простравен на любые ограниченные в совокупности овс. 

Ортовармированная система мпогачлецов Лежандра 
является бааисом в цространствах LP цри р Е (4/3 , 4) 
и це является таковой в остальных простравствах LЧ 
( 1946-52 ,  Х. Поллард, Н .  Pollard ,  Дж. Неiiмав , J .  Neumann , и В .  Рудин, W .  Rudin) . 

В 1 9 1 0  была построена онс {Хт };;;-о такаSJ, что вся
кая непрерывная функция f Е С (0 , 1 )  единственным 
образом раскладывается в равномерно сходя:щийся 
ряд Фурье по этой системе (А . Хаар, А. Haar) . Однако 
система Х аара {Хт } не является базисом пространства 
С (О , 1 ) ,  т .  к .  функции Xm разрыввы при m� 1 .  Проин
тегрировав систему {Хт } , Г. Фабер (G .  Faber , 1 910) 
установил , что система 

{/ n ( t ) }  = { 1 , � :  Xm (х) dx } 
является базисом в пространстве С (0 , 1 )  и теи самым 
был пайдев первый базис в пространстве непрерывных 
функций . Этот результат Г.  Фабера был переоткрыт 
Ю .  Шаудером ( 1 .  Schauder, 1927 ) ,  к-рыii указал также 
класс базисов пространства С (0 , 1 )  типа бввиса {/11 } ;  
в честь последнего и введен термин «базис Шаудера» , 
хотя более справедливо было бы называть его «базис 
Фабера - Шаудера». 

Построеввые Г .  Фабером и Ю. Шаудером базисы не 
являются ортогональными. Первый ортанормироваввый 
базис {F п }  в пространстве С (0 , 1 )  был пайдев Ф .  Франк
лином (Ph . FI'anklin , 1 928) , к-рыii проортогопали
зировал методом Шмидта систему Фабера - Шаудера 
{fп } и получил {Fn }. На этом пути (ортогонализация 
и интегрирование) был введен и изучен новый класс 
базисов . Все ортовармированные базисы пространства 
С (0 , 1 ) автоматически являются базисами во всех про
стравствах LP с 1 .s;:p .s;: оо . 

Система Хаара {Хт } является безусловным базисом 
во всех пространствах LP с 1 <Р < оо ( 1 931 -37 ,  Р. Пэ
ли ,  Ю .  М арцинкевич , J .  Marcinkiewicz) . Авалогичный 
результат имеет место и для системы { F n } Франклина .  

В простравствах С и L вообще нет безусловных ба
зисов . Точно также не существует нормированных и 
ограниченных в совокупности безусловных бааисов 
в простравствах V при 1 <Р < оо и р #:- 2 .  

3 )  Большой цикл исследований проведев по  пробле
ме сходимости почти всюду тригонометрических и 
ортогональных рядов . 

В 1 9 1 1  Н.  Н . Лузии построил первый пример почти 
всюду расходящегося тригонометрич. ряда , коэффи
циенты к-рого стремятся к нулю. Такого типа ряд 
Фурье был построев А. Н. Колмогоровым (1 923) . Ре
зультат Н. Н. Лузива был распространен па произ
вольные полвые овс , а результат А. Н. Колмогорова 
обобщен па множества положительвой меры для огра
ниченных в совокупности овс. 
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НеотрИI\ательная последовательность { ro ( п) } с 

ro ( n0) >0 и ro (n) t паз. м н о ж и т е л е м В е й л я  
для сходимости почти всюду рядов по системе {QJп } ,  
есяи всякий ряд ( 1 )  сходится nочти всюду на  Х-[0 , 1 ] ,  
к ак  только 

"'\.1 00 a�ro (n) < оо . �n=nD 
Если ro (n)= 1 является множителем Вейля ,  то {'Рп } 
ваз . с и с т е м о й  с х о д и м о с т и п о ч т  и в с юд у. Последовательность { ro ( n) } ваз .  т о ч н ы м 
м в о ж и т е л е м В е й л я для сходимости почти 
всюду рядов (1 ) ,  если {ro (n) } - множитель Вейля, 
а всякая 't ( n)=o (ro (n)) при n-+oo уже не является 
таковой. Аналогично даются определения множите
лей Вейля для тех или иных видов сходимости и сум
мируемости (по мере , безусловная сходимость почти 
всюду и др. ) .  

Множители Вейля были найдены для тех или иных 
систем. В 1 91 3  М. Плавшерель (М . Plancherel) доказал , 
что {logЗn}  является множителем Вейля для сходи
мости почти всюду �ядов по любым онс {QJп } ,  в 1 922 Д.  Е. Меньшов и Х .  Радемахер (Н . Radeшacher) уста
новили, что в качестве множителя Вейля можно взять 
{log2n }. И что особенно важно, д.  Е .  Меньшов доказал 
неусиляемость этого результата во всем классе онс , 
т. е . {log2n }  является точным множителем Вейля для 
век-рых овс . 

Впоследствии были найдены необходимые и доста
точные условия того, чтобы { ro (n) } была мвожителе�f 
Вейля дли сходимости или (С , 1 )-суммируем ости почт 11 
всюду (по меуе и др. )  О . р. Было показано, ваnр . , 
что система {sign sin :nnx } не является системой схо
димости почти всюду. В 1 975 была построена первая 
полная овс {'Рп } строгой сходимости, т .  е .  ряд ( 1 )  
сходится почти всюду ва Х = [О , 1 ]  тогда и только тогда , 
когда {an} Е l 2 • 

В 1 927 установлено, что последовательность ro (n)= 
= 't (n) log2n является множителем Веiiля для безус
ловвой сходимости почти всюду любых О. р . , если 

,.., ао 1 �n =no n't (n) log n < 00 '  
�тот результат оказался веусиляемым. 

В 1 960 было показаво, что система Х аара {xn }  не 
является системой безусловвой сходимости почти 
всюду. На основе этого результата было доказано, 
что мноrие системы (базисы в L2 , полные овс и др . )  
не являются системами безусловвой сходимости почти 
всюду. Для системы {Xm }  последовательность { ro ( п ) } 
лишь тогда является множителем Вейля для безуслов
вой сходимости почти всюду, когда 

� 00 1 �n=n0 n(J) (n) < 00 • 
Поэтому не всякая полная овс имеет точный множи
тель Вейля для безусловвой сходимости почти всюду. 

Много исследований было проведево по проблеме 
представления функций рядами, сходящимвся почти 
всюду, по мере и др . Так, в 1 957 было установлено, что 
для любой полвой овс {'Рп }  с х Е Х = [0 , 1 ] и любой 
измеримой функции f (х) найдется ряд вида ( 1 ) ,  к-рый 
сходится по мере к / (х) (для случая тригонометрич . 
системы это утверждение было получено в 1947 Д.  Е . 
Меньшовым) . Этот результат теряет силу  даже для 
случая конечных измеримых функций, если вместо 
сходимости по мере рассматривать сходимость почти 
всюду. 

Лит. : [ 1 ] JI у з  и н Н.  Н . , Интеграл и тригонометрический 
ряд, М:.-л. , 1 9 5 1 ; [2] Б а н а х  С . , Курс функцi онального ана
л iзу ,  R. , 1 9 t.8 ; [3 ] Г е р  о н и м у с я. Л . , Теория ортогональ
ных многочленов, М: .- л. , 1 95 0 ;  [t.J R а ч м а ж С. , Ш т е й  п
г а у э Г . ,  Теория ортогональных рядов, пер. с нем. , М: . ,  1 958 , 
[5} Д ж е к с о н Д . , Ряды Фурье 11 ортогональные полиномы , 

пер . с англ . ,  М: . , 1 9 1, 8 ;  [О ] С е г е Г . , Ортогональные многочлr
ны, пер . с англ . ,  М: . , 1 96 2 ;  [7} А л е и с и ч З::.·J Проблемы сходи
мости ортогональных рядов, пер . с англ. , 1v1 . 1 96 3 ;  [8) Т r i
c о m i F. G . , vorlesungen iibcr Orthogonalreihen, 2 Aufl . ,  В . ,  
1 9 7 0 ;  [9} О 1 е v s k i 1 А .  М: . ,  Fourier series with respect to gene
ra l orthogonal systems, в . ,  1 9 7 5 ;  [1 0] М: е н ь m о в д. Е . , У л ь
я н о в П. л. , О метричесиой теории функций в моеиовеком уни
верситете за пятидесятилетие,  «Вести . Моси . ун-та. Сер . 1 .  Ма
тематика, механика», 1 96 7 ,  No 5, с .  2t.-36 ;  [1 1 ]  Т а л а
л я н А . А . , Представление измеримых функций rядами, <<Успе
хи матем. наую>, 1 96 0 , т. 1 5 ,  в. 5, с. 7 7 - 1 t. 1 ; [1 2  У л ь  я н о в 
П. л. , Решенные и нереmенные проблемы теории тригонометри
ческих и ортогональных рядов, там же, 1 96 t. ,  т. 1 9 ,  в. 1 , с. 3 -
6 9 ;  [1 3] Итоги науки. Математический анализ. 1 97 0 , М . , 1 9 7 1 ,  
с. 5-26t. ;  [Н] Б у р б а н и Н . , Очерки п о  истории математиии , 
пер . с франц. ,  М: . , 1 96 3 ;  [1 5 ] П а п  л а у с к а с А. Б . ,  Тригоно
метрические рядЫ от Эйлера до Лебега, М . ,  1 96 6 .  

П. Л .  Улъянов. 
ОРТОМОДУ ЛЯРНАЯ РЕШЕТКА - решетка с ну

лем (О) и единицей ( 1 ) ,  в к-рой для любого элемента а 
существует о р т  о д о п  о л в е в и е a.L , т. е. такой 
элемент ,  что 

1) a v a .L = 1 ;  а л а.L = О; a.L l. = a; 

2) а .;;;;; ь ::=;> a.L :::?-: ь l. ,  
и выполняется ортомодулирный закон: 

3) а .,;;;; Ь ::::;ф b = a v (b f.. a.L) .  
В О . р .  нееледовались в основном дистрибутивность 

и перспективность , неприводимость, модулярность пар ,  
свойства центра и идеалов , коммутант и разрешимость, 
приложении к логике квантовой механики (см. [ 1 ] ,  
[ 2 ] ) . 

Если � - произвольпая Нейжана алгебра , то сово
купность Р (�)  всех ее проекций является полной 
О . р.  При этом, если � - фактор , то на множестве Р (�) можно определить раа.мерн ости фупк.ц.ию . В за
висимости от множества значений этой функции фак
торы делятся на типы I m  l oo ,  l l 1 ,  I l oo ,  1 1 1  (классифика
ция Муррея - Неймава , [4 ] ) .  Было установлено, что 
решетки проекций факторов типа I n и I I 1  являются 
н е п р е р ы в в ы м и г е о м е т р и я м и ,  т . е. пол
ными дедекивдовыми решетками с дополнениями , удо
влетворяющими следующим двум аксиомам непрерыв
ности: 

1 ) b Л ( V acx )= V (Ь Л асх ) для любого направленного 
cx e D  cx e D  

множества индексов D и такого множества элементов { асх , Gt Е D }. что сх' ..-;;;;; а" влечет а сх ,  ..-;;;;; асх"; 
2)  условие ,  двойственное к 1 ) .  
Возникла задача построения абстрактной теории 

размерности в рамках такого класса решеток, к-рый 
включил бы в себ,я ,  кроме модулярных решеток про
екций факторов типов I n и I I 1 , и немодулирные ре
шетки проекций факторов остальных типов . Доказано 
(см. [ 5] , [6 ] )  существование функции размерности на 
полной О . р .  с отношением эквивалентности, удовлет
воряющим век-рым дополнительным условиям. Этот 
класс решеток включает в себя и решетки проекций 
факторов , и непрерывные геометрии. 

О. р. , являясь естественным обобщением решеток 
проекций факторов , в то же время составляют сущест
венно более широкий класс , поскольку многие своii
ства решеток проекций невервы для произвольных 
О . р. Подобно тому как непрерывные геометрии коор
диватизируются регулярными кольцами (см. ! 1 ] ) , О. р .  
могут быть коордиватизировавы бэропекими *-полугруп
пами. Если полная О. р.  модулярна, то она непрерыв
на (см. [ 7 ] ) .  Существует модулярная решетка с орто
дополневиями, пополнение сечениями к-рой не орто
модулярва (в то время как пополнение сечениями 
полумодулярной решетки с ортадополнениями полу
модулярво, и решетка проекциi"r алгебры Неймана 
полумодулярна) .  
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Лит. · [ 1 ] С �; о r н я н о в Л. А . , Дедекиндовы структуры с 

дополнrпиями и регулярные кольца , М . ,  1 9 fi1 ;  [2] Итоги науки. 
Алгебра.  Топология .  Геометрия, 1%8 ,  М . ,  1 97 0 ;  [ 3] Ф о ф а н  о
в а Т. С . , в сб. : Упорядоченные множ<>ства и решетки , в. 3, [Са
р атов] , 1 97 5 ,  с. 28�40 ; [4] М н r r а у F . ,  N е u т а n n J . , 
<•Ann. Math. >> , 1 936 ,  v. 37 , М 1 ,  р. 1 1 6�229 ; J  [5] L о о т i s L. Н . , 
«Мет. Атеr. Math . Soc. •>, 1 955 , М 1 8 ,  р. 1 �36 ; [6] М а е d а S . , 
«J.  Sci . Hiroshiтa Univ . ,  Ser. А.» ,  1 955 ,  v. 1 9 ,  М 2 , р. 2 1 1  � 3 7 ;  l 7 J К а р  1 а n s k у I . ,  «Ann. Math .» ,  1 955 ,  v. 6 1 , М 3 ,  р. 524� 5 4 1 .  Т .  С .  Фофапова. 

ОРТОНОРМИРОВАННАЯ СИСТЕМА - 1 ) О .  с .  в е к
т о р о в - множество {ха } венулевых векторов евк
лидона (гильбертова) пространства со скалярным про
изведением ( · , · ) такое, что (ха ,  х13 )=0 при а # � (ор
тогональнос:<ть) и (ха , ха)= 1 (нормируемость) . 

М. И. Войцеховс>mй. 
2) О . с. ф у н к ц и й - система {epi (х) }  функций 

пространства L2 ( X ,  S, ft) ,  являющаяся одновременно 
ортогональной и нормированной в L2 (X , S, ft) ,  то 
есть (' - { О при i f: j ,  .) х (j)i (х) ер J (х) dft = 1 при i = j 
(см. Нор.м ироваипая система , Ор тогопальпая сис
тема) . В математич. литературе часто термин «орто
гональная система>> означает «ортонормированная сис
тема>> .  При исследовании данной ортогональной сис
темы ее нормированность не играет существенной 
роли. Тем не менее нормированность систем дает воз
можность более ясной формулировки нек-рых теорем о сходимости рядов 

�:= l с,.ер,. (х) 

в терминах поведения коэффициентов {ck } . Такой тео
ремой является,  напр . ,  т е о р е м  а Р и с  с а - Ф и
ш е р  а: ряд 

�:= 1 с,.ер,. (х ) 
по ортанормированной в L2 [  а , Ь] системе {ер,. (.r)}k'� 1  
сходится в метрике пространства L2( a , Ь ]  тогда и только 
тогда , когда 

�:= l l ck l 2 < оо . 
Лит. :  [ 1 ]  К о л м о г о р о в  А. Н . , Ф о м и н  С .  В. , Эле

менты теории функций и функционального анализа, 5 изд. , М. , 
1 9 8 1 ; [2] К а ч м а ж С . ,  Ш т е й н  г а у з  Г. , Теория ортого
нальных рядов, пер . с нем. , М. , 1 9 5 8 .  А .  А.  Та.лалян . 

ОРТОЦЕНТР т р е у г о л ь н и к а - точка пере
сечения трех высот треугольника . О . треугольника 
лежит на Эйлера прямой . Середины трех сторон, се
редины отрезков , соединяющих О. с тремя вершинами, 
и основания высот треугольника лежат на одной ок
ружности. О.  является центром окружности, вписанной 
в о р т о ц е н т р и ч е с к и й т р е у г о л ь н и к ,  
т .  е .  треугольник , вершинами к-рого являются основа
ния высот данного. л .  С. Модепов . 

ОСВЕЩЕНИЯ ЗАДАЧА - задача определения ми
нимального числа направлений пучков параллельных 
лучей или числа источников , освещающих всю границу 
выпуклого тела . Пусть К - выпуклое тело п-мерпого 
липеiiпого пространства IR11 , а bd К и i n t  К �  соот
ветственно граница и внутренность его , причем bd К f: 
f: Ф .  Наиболее известны следующие О . з . 

1 )  Пусть l - нек-рое направление в пространстве 
IR11 •  Точка :r E ba К паз . о с в е щ е н н о й  и з в н е  
н а п р а в л е н и е м l , если прямая , проходящая 
через х параллельна l, проходит через нек-рую точку 
у Е int К и направление вектора ;; совпадает с l . 
Ищется минимальное число с ( К) направлений в прост
ранстве IR 11, достаточное для освещения в этом смысле 
всего множества bd К. 

2) Пусть z � нек-рая точна множества IR11"'-K· 
Точка х Е bd К наз . о с в е щ е н н о й и з в н е т о ч-

к о й z , если прямая, определяемая точками z и х, 
проходит через нек-рую точку у Е int К п векторы ху -+ 
и zy одинаково направлены. Ищется минимальное 
число с' ( К) точеr> из IR 11"'-K, достаточное для освеще
ния в этом смысле всего множества bd К. 

3) Пусть z - нек-рая точка множества bd К. Точка 
x E bd K паз . о с в е щ е н н о й  и з н у т р и  т о ч
к о й z f: х, если прямая ,  определяемая точками z и х,  
проходит через нек-рую точку y E int  К и векторы -+ -+ 
ху и zy противоположно направлены. Ищется мини
мальное число р ( К) точек из bd К, достаточное для 
освещения изнутри всего множества bd К. 

4) Система точек Z= {z l z E bd К } паз . ф и  к с и р о
в а н н о й  для К, если она обладает свойствами: 
а) Z достаточна для освещения изнутри всего множества 
bd К; б) Z не обладает никаким собственным подмно
жеством, достаточным для освещения изнутри мно
жества bd К. Ищется максимальное число р' ( К) точек 
фиксированной системы для теJНI Kc iR11 • 

Задача 1 )  была поставлена в связи с Х адвигера ги
потезой (см. [ 1 ] ) : минимальное число тел Ь ( К) ,  гомо
тетичных ограниченному К с коэффициентом гомоте
тии k, 0 <k <1 ,  достаточное для покрытия К, удов
летворяет перавеяству п+1 < Ь ( К) ..,;211,  причем зна
чение Ь ( К) = 211 характериаует параллелепипед . Для 
ограниченного К с IR11c ( K) = b ( K) .  Если К неограни
ченно, то с ( К) ..,; Ь ( К) и существуют такие тела ,  что 
с ( К) <Ь ( К) или с ( К) =  Ь ( К) = оо (см. [ 1 ] ) .  

Задача 2 )  поставлена в связи с задачей 1 ) .  Для ог
раниченного Kc /R.n верно равенство с ( К) = с' (К) .  
Если ж е  К неограниченно, то с '  ( К) ..,; Ь ( К) и с ( К) ..,; 
..,;с' ( К) .  Число с' (К) для любого неограничепного 
Kc iR3 принимает одно из значений: 1 ,  2 , 3 , 4, оо 
(см. [ 1 ] ) .  

Решение задачи 3 )  имеет вид: число р ( К) определено 
тогда и только тогда , когда К отлично от конуса .  
В этом случае 

2 ..;; р (К) ..;; п + 1 , 

причем р ( К) = n+1 характеризует п-мерный симплекс 
пространства IR11 (см. [ 1 ] ) .  

Для задачи 4 )  (см. [ 2] )  предполагается ,  что при огра-
ниченном К с 1R 11 верно перавеяство 

р' (К) ..;; 211 • 

I\аждая из О .  з. тесно связана с нек-рым специаль
ным nоliрытием тела К (см. [ 1 ] ) .  

Лит. : [ 1 ]  Б о л т л н с к и й  В .  Г. , С о л т а н П . С . , :Ком
бинаторная геометрия различных классов выпуклых множеств, 
:Киш. , 1 978 ; [2] G r ii n b a u т B . ,  <<Acta тath. Acad. sci · 
hung.>> , 1 9 6 4 ,  v . 1 5 , р. 1 6 1�63 .  П .  С. Солтап, 

ОСЕВОИ BEI\TOP, а к с и а л ь н ы  й в е к т о р , 
п с е в д о в е к т о р ,  вектор в ориентированном про
странстве , к-рый при изменении ориентации прост
ранства на противоположную преобразуется в про
тивоположный вектор . Пример О.  в . - векторное про
изведение векторов. в сэ-а . 

ОСНАЩЕННОЕ ГИЛЬБЕРТОНО ПРОСТРАНСТВО -
гильбертоно пространство Н с выделенным в нем ли
нейным всюду плотным подмножеством ФеН, на 
к-ром задана структура топологического векторного 
пространства так, что вложение непрерывно . Это 
вложение порождает непрерывное вложение сопря
женных пространств Ф' с Н' и цепочку непрерывных 
вложений ФсНсФ'  (с помощью стандартного отож· 
дествления Н' = Н) .  Наиболее содержательным яв
ляется случай , когда оснащение Ф - ядерпае прост
рапство . Здесь верно следующее усиление спектраль
ной теоремы для самосопряженных операторов , дeil-



107 ОСНОВАНИЯ ГЕОМЕТРИИ t08 
ствующих в Н: любой такой оператор А ,  непрерывно 
(в топологип Ф) переводящпii Ф в себя , обладает пол
ной системой обобщенных собственных функций { F а.. 
а. Е �}  (� - век-рое множество индексов) , т .  е .  та
ких элементов Fа Е Ф ' , что для любого IР ЕФ 

Fa. (А!р) = Ла.Fа. (!р) , а. Е �. 

причем множество значений функции �Ла; , a. E �I .  
содержится в спектре оператора А и имеет полную 
меру относительно спектральвой меры а 1 (Л) , f Е Н , 
Л Е IR , любого элемента 1 Е Н. Полнота системы озна
чает, что ср ;С О, Fa. (<р) ;С О  для любого (jJ EФ хотя бы 
при одном а. Е �· Кроме того, Д'ЛЯ любого элемента 
!р Е Ф существует его разложение по системе обобщен
ных собственных функций {Fa; , а. Е � }, обобщающее 
известное разложение по базису собс1веввых векторов 
для оператора с дискретным спектром. 

П р и м е р:  разложение в интеграл Фурье 

1 (х) = � IR e isxJ (s) dx , х Е IR ,  f Е L2 ( IR ) , Т Е L2 ( IR ) , 

{ eisx , s Е IR} - система обобщенных собственных функ
ций оператора дифференцирования , действующего в 
L2 ( R) , возникающая при естественном оснащении этого 
пространства с помощью пространства Шварца S ( IR) .  
Авалогичные утверждения верны и для унитарных 
операторов, действующих в О .  г .  п. 

Лит. : [ 1 ] Г е л ь  ф а в д И. М . ,  Ш и л  о в Г.  Е . ,  Некоторые 
вопросы теории - дифференциальных уравнений,  М . ,  1 9 5 8 ;  [2) 
Г е л ь ф а н д И. М. , В и л е н к и н Н. Я . , Некоторые приме
непил гармонического анализа. Оснащенные гильбертовы про
странства , М . , 1 96 1 ; [3] Б е р е з  а н с к и й  Ю. м . ,  Разложение 
по собственным функциям самосопряженных операторов, Н . , 
1 9 6 5 .  Р .  А . Мишюс. 

ОСНАЩЕННОЕ МНОГООБРАЗИЕ - гладкое много
образие с фиксированвой тривиализацией нормаль
пого расслоения. Более точно, пусть гладкое п-мерное 
многообразие М вложено в IR.n + k и пусть (k-мерное) 
нормальвое расслоение v,  отвечающее этому вложе
нию, тривиально. Оснащением многообразия М, от
вечающим этому вложению, паз . любая тривиализа
ция расслоения v; при этом одному и тому же вложе
нию могут отвечать разные оснащения .  О. м. введены 
в 1 937 (см. [ 1 ] )  для доказательства того, что группы 
бордиа:мов О. м. размерности n, лежащих в IR.n + k , 
и:юморфны гомотопич . группе 'Jtn + k (Sn) ;  на этом пути 
были вычислены группы nп н (Sn) и 'Лn + 2 (Sп) .  

Лит. :  [1 ) П о  н т р я г и н Л .  С . , Гладкие многообразия и 
их применепил в теории гомотопий, 2 изд. ,  М . ,  1 9 7 6 .  

Ю .  Б .  Рудяп. 
ОСНОВАНИЕ ИЗГИБАНИЯ - сопряженная сеть 

на поверхности F и ее изгибании F* вне т о ч е к их 
к о в г р у э н т н о с т и. О .  и. характериэуется тем ,  
что и з г и б - отношеmш нормальных кривизн k 
и k *  в соответствующих по изометрви точках F и F* 
вдоль соответствующих направлений - имеет экстре
мальные эпачевия вдоль направлений О. и .  

Лит. : [ 1 ) Н а г а н В.  Ф . ,  Основы теории поверхностей в 
тензорном изложении, ч. 2, М . - Л. , 1 948 .  М. И. Войцеховспий. 

ОСНОВАНИ Я  ГЕОМЕТРИ И - раэдел геометрии, в 
к-ром исследуются основные понятия геометрии,  со
отношения между ними и связанные с ними вопросы. 

Важная роль основных понятий и соотношений 
между ними, на базе к-рых строятся определения фи
гур и доказываются геометрич.  предложения , отме
чается уже в работах античных геометров . Так, раэ
вивая дедуктивный метод в геометрии,  они указывали 
на особую роль основных понятий , аксиом и постула
тов , составляющих фундамент геометрии. В <<Нача
лах» Евклида (3 в. до н. э . )  аксиомам и постулатам 
предпослана цепь определений всех понятий, к-рые 
используются в дальнейшем изложении. Среди этих 
определений особое место принадлеаwт понятиям 

<<точка>> , «прямая» , <<шюскостм , определения к-рых 
не опираются на другие геомf'трич .  попятпя .  Сами 
определения этих о с н о в н ы х п о н я т и й с гео
метрич. точки зрения неудовлетворительны, т. к. они 
выражают лишь характерное физич. свойство (напр . , 
<<точка есть то, что не имеет частей» , т .  е .  под точкой 
понимается малое физически неделимое тело) . Поэтому 
уже в трудах геометров , написанных почти одновре
менно с «Началами» , содержатся многочисленвые 
комментарии и критич . анализ определений основных 
и других геометрич . понятий ,  аксиом и постулатов .  
Н о  это были лишь уточнения, не затрагивающие ос
новы определений. По существу, доказательства мно
гих геометрич. теорем опирались в основном на на
глядность чертежа , на физич. осуществимость необхо
димых геометрич. построений , а не выводилисЪ строго 
логически из аксиом и постулатов . Только в 1 9  в .  
и особенно в нач .  2 0  в .  появляются работы, в к-рых 
выясняется все глубокое значение основных понятий 
и соотношений между ними для логически безупреч
ного дедуктивного метода построения геометрии и ее 
обоснования. Причем во многом этому углубленному 
анализу основ геометрии способствовало открытие не
евклидовой геометрии Лобачевского ( 1826) . Резуль
таты по обоснованию евклидопой геометрии на основе 
тех же принципов и понятий , что и в «Началах>> Евк
лида, содержатся в работах Дж. Пеано (G .  Peano ,  
1 894) , М.  Паша (М . Pasch , 1 882) , М .  Пиери (М. Pieri , 
1 899) , д.  Гильберта (D . Нilbert) и др. Напбольшую 
известность получила Гильберта система а��:сиож евк
лидоной геометрии ( 1899) . Добиваясь логически удов
летворительного построения евклидоной геометрии , 
д .  Гильберт выделил 5 групп аксиом, показал их не
обходимость и достаточность для построения всеf1 
евклидоной геометрии .  Вместе с тем впервые была 
проведена логич . обработка всей системы, выяснена 
непротиворечивость системы с помощью построения 
числовой модели, установлена независимость групп 
аксиом , а также полнота системы. В отличие от кон
цепции пространства как «Места» для всех фигур, про
водимой в «Началах» , д .  Гильберт рассматривает его 
как множество всех «точек», «прямых& , «плоскостей» 
и фигур , построенных на основе этих понятий. 

Набор основных понятий в системе Гильберта был 
заимствован (и уточнен) из «Начал» , однако эта система 
является , по существу, чисто геометрич. схемой , сво
бодной от ссылок на наглядность чертежа . Вместе с тем 
язык геометрии, построенной на основе системы Гиль
берта, почти не отличается от языка «Начал» . 

Почти одновременно с системой Гильберта появи
лись и др. системы аксиом евклидоной геометрии.  
Так , в системе Ф .  Шура (F .  Schur, 1 909) в качестве 
основных понятий были <<точка» ,  «отрезок» и т .  д . , 
а вместо «Конгруэнтности» фигур в этой системе вво
дилось понятие «движение» . Введение понятия «дви
жение» позволило применить в геометрии групповой 
подход к исследованию движений , алгебраизировать 
методы исследования . Упомянутые выше геометрич . 
схемы не полностью удовлетворяют требов·аниям даль
нейшего обобщения понятия пространства и др. поня
тий и, кроме того, недостаточно <<алгебраичпы» .  

Новые подходы к обоснованию евклидопой геомет
рии потребовали выработки нового ((.ЯЗыка» , с помощью 
к-рого оказывается возможным провести соответствую
щие дальнейшие обобщения попятий , алгебраизацию 
доказательств , классификацию объектов и т. д. Одной 
из распространенных схем основания евклидопой гео
метрии . в к-рой сконцентрированы возможности об
общений, перевода на язык алгебры геометрич. поня
тий ,  является система аксиом, предложенная Г. Вей
лем (Н .  Wei l ,  1 91 6) .  Ниже приводится одна ив тран
скрипций схемы Вейля. 
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Трехмерное евклидоно пространство R3 определя

ется как множество ,  состоящее ш1 элементов двух 
родов - «Точею> и «векторов>> , удовлетворяющих сле
дующим 4 группам аксиом: 

1 группа - аксиомы, определяющие соотношения 
между точками и векторами. 1 1 • Существует по мень
шей мере одна точка . 1 2 • 1\аждой упорядоченной паре 
точек поставлен в соответствие один и только один 
вектор. 1 3 •  Для каждой точки А и каждого вектора а 
существует одна и только одна точка В такал, что 
� � � � --+ 

АВ = а (А В есть вектор а) . 1 4 •  Если A B = CD , то А С= -+ 
= BD . 

На основе этой группы аксиом определяется сумма 
векторов , к-рал удовлетворяет требованиям коммута
тивности и ассоциативности. Существует нуль-вектор , 
противоположный вектор . Векторы по сложению об
разуют группу. 

11 группа - аксиомы, описывающие операцию ум
ножения вектора на число.  I l 1 • Наждому вектору а и 
каждому k Е R поставлен в соответствие определен
ный вектор ka, (ka наз .  произведением вектора а на 
число k) . 1 1 2 •  Умножение вектора на 1 не изменлет 
вектора . I l 3 • Умножение вектора на число дистрибу
тивно относительно еложенил чисел (k1+ k2) a= k1a+ 
+k2a .  1 1 4 • Умножение вектора на число дистрибутив
но относительно еложенил векторов k (а1 + а2)= ka1 + 
+ka2 • I I s .  Умножение вектора на число ассоциативно 
k1 (k2a ) = (k1k2)a .  С помощью операций еложенил и умноженил на 
число о�ределлетсл линейная комбинация векторов , 
их линеиная зависимость . 

111 группа определяет размерность пространства .  
I I I1 • Существуют три линейно независимых вектора ,  
но  велкие четыре - линейно зависимы. 

Эта аксиома имеет топологич. характер;  из нее 
вместе со второй группой аксиом следует , что R3 
является топологич . пространством размерности 3 . 
Первые три группы аксиом определяют трехмерное 
аффинное пространство .  

IV группа определяет метрич . свойства .  IV1 . Любым 
двум векторам а и Ь поставлено в соответствие опреде
ленное число (скалярное произведение) (а , Ь) = l , 
l Е R .  1 V 2 • Симметричность скалярного произведе
нил: (а , Ь)= (Ь, а) . IV3 • Дистрибутивность скалярного 
произведения (а , Ь+ с)= (а ,  Ь)+ (а,  с) . I V4 •  Для k E R  
имеет место (а , klJ) = k (a, Ь) .  IV5 • Скалярный квадрат 
вектора неотрицателен (а , а)�О , причем (а , а)=О 
только для нуль-вектора .  

На основе IV  группы аксиом определяется расстоя
ние между точками , угол между векторами и т. д . ;  
с помощью векторов - <<отрезки>> , <<nрямые>> , <<nлос
кости» и т .  д .  

Схема Вейля допускает обобщение на случай любой 
размерности, с помощью соответствующего изменения 
аксиом в эту схему включаютел гиперболич. и эллип
тич .  пространства и т. д .  

Система аксиом Вейля евклидавой геометрии яв
ляется непротивореч:ц:вой , независимой и удовлетво
ряет требованию полноты (категоричности, или мини
мальности} . Непротиворечивость устанавливается с по
мощью числовой . модели: упорядоченным тройкам 
чисел (xl , х2 , хЗ) , х' Е R; i= 1 ,  2 , 3, ставятся во взаимно 
однозначное соответствие <<точки» пространства R3 • 
Вектор с началом в (х� , xi , х�) и концом в (х� ,  х� х�) 
определяется тройкой а= (а1 , а2 , аз) , ai= x4-xf ;

' 
i= 

= 1 ,  2 ,  3 .  Сумма вектоrов (а1 , а2 , а3) и (ЬI , Ь2 , ьз) оп
ределяется тройкой (а + Ьl , а2+ Ь2 , а3+ Ь3) , произве
дение вектора (а1 ,  а2 , аз) на число k E R  есть тройка 
(kal , ka2 , ka3 ) .  Скалярное произведение векторов (al , а2 , а3) и ( Ь1 , Ь2 , Ь3) выражается числом 1: �-1at' Ь i ,  Б а-

зисные векторы (тройка линейпо независимых векто
ров) можно изображать тройками е1= (1 . 0 ,0) , е2 = 
= (0 , 1 ,0) , еЗ= (0 ,0 , 1 ) . Для доказательства независи
мости аксиом друг от друга и независимости групп ак
сиом строится интерпретация системы, получающейся 
из данной путем замены какой-либо ее аксиомы ее от
рицанием. Полнота системы выводится из полноты 
множества действительных чисел . 

В качестве основных понятий дри создании схемы 
евклидавой геометрии могут быть положены геомет
рич . преобразованил. Так, в системе аксиом Ф . Бах
мана (Р .  B achшann) в качестве такого понятия вво
дител иреобразование симметрии. С помощью симмет
рий , поротдающих группу движений евклидоной 
(метрической) плоскости ,  определяются <<точки>> и 
<шрямые» как инволютивные элементы этой группы. 
Теоретико-групповые отношения являютел основой 
при определении понлтий <<инцидентносты> , <<ортого
нальносты и т. п. , геометрич.  доказательства заме
няются вычислениями, переводятся на язык алгебры . 

Обоснование евклидавой геоМJ!Трии влияло и на 
разработку вопросов обоснования неевклидовых гео
метрий. В кон . 1 9 - нач . 20 вв. сформировалисъ ос
новные современные методы и подходы в О .  г. Новые 
подходы к понятиям,  лежащим в основе геометрии,  
были разработаны Б.  Риманом (В .  Rieшann) , С.  Лн (8.  Lie) , Ф .  Нлейном (F . K lein ) ,  А .  1\эли (А .  Cayley) 
и др. В основу геометрич . понятий были положены 
многомерные многообразия , группы преобразований , 
действующих на многообразиях, инварианты групп 
иреобразований и т .  п .  

Групповой подход впервые был четко сформулиро
ван в эрлангенской программе Ф .  1\лейна: геометрич. 
пространство определяется как множество Ф с фикси
рованной группой Q его преобразований ; объектом 
геометрии является изучение Q-инвариантных свойств 
пространства . (Напр . ,  п-мерное аффинное простран
ство A n  опреде�яется как множество, на к-ром просто 
транзитивно деиствует векторпал группа размернос
ти п. ) С. Ли ,  Ф . Нлейн, А . 1\эли провели исследование 
групп преобразований, на основе к-рого возникают 
новые возможности в классификации и обосновании 
евклидавой и неевклидовых геометрий как геометрий 
определенных групп преобразований. Геометрия ста
новител учением об инвариантах групп преобразова
ний , и О. г .  опирается на теорию групп. 

В работах Б .  Римава был разработан метрич . под
ход к О. г. Геометрич. пространство рассматривается 
как множество, снабженное метрикой, к-рая удовлет
воряет тем или иным аксиомам. Б .  Риман показал ,  что 
все внутренние свойства пространства определяются 
заданной квадратичной дифференциальной формой 
(кривизна , геодезич. линии и т .  д . ) ,  тем самым были 
открыты широкие классы различных метрич. геомет
рий. Впервые классификация пространств и их гео
метрий была осуществлена на метрич. основе .  Б .  Ри
ман указал на особую роль выбора координат в точеч
ном многообразии для исследования са!\1ИХ квадратич
ных форм. Так, для пространства постоянной римано
вой кривизны Б .  Риман привел стандартный вид, 
к к-рому может быть приведена квадратичная форма 
путем соответствующего выбора координат. 

1\оординатный метод евклидавой геометрии был 
обобщен для различных пространств , а также нашел 
развитие в дифференциальной геометрии ; понятие 
многообразий, опирающееся на выбор координатных 
систем,  получает многочисленные применении в гео
метрии. Групповой подход к исследованию иреобра
зований дифференциально-геометрич. объектов по
зволил создать теорию инвариантов метрических (ква
дратичных) форм. Эта теория инвариантов групп 
иреобразований явилась основой для построения и 
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логич . обоснования современной дифференциальной отрезка , площади , объема основываются на опреде
геометрии. В качестве одного из основных понятий ленных группах ансиом. Так, напр . ,  теория площадеii 
выкристаллизовалось повлтие геометрич . объекта , гео- многоугольников на евклидовоii плоекnети в сиетеме 
метрил рассматривается как геометричесrоих объеrотов аксиом Гильберта обосновывается акеиомами , относя
теор ия . Повлтие дифференцируемого многообразия щимисл только к плоскости и независимо от аксио111 
позволлет дать строгие определения дифференциальво- непрерывности (см. Неархимедова геометрия ,  Непас
геометрич . объектам, в частности обосновать методы r.алева геометрия) . 
анализа в геометрии и геометрич. методы в анализе . В О . г .  исследуется проблема о материальных объек-

Обосвовавие евнлидовой (и , вообще , любой) гео- тивных истоках геометрич. понлтий и систем аксиом. 
метрии, опирающееся на определенную систему ак- Одним из привципов построения геометрич . систем 
сном, обнаруживает особую роль теоретико-множест- долгое время явлллсл привцип физич . осуществимости 
венных принцилов при логич. анализе систем аксиом. системы на какой-либо материальной модели.  Как 
Именно, независимость и непротиворечивость системы отмечалось выше ,  еще в «Началах» была сделана по
аксиом может быть уставовлева путем построения пытка дать истолкование основных понятий с точки 
числовой модели ,  реализующей эту систему. Поэтому зрения их физич . свойств. В ков. 1 9 в . ,  после откры
теория множеств в О .  г .  является своего рода эталовом тин геометрии Лобачевского , вновь возник попрое 
безупречного логич . построения геометрич . теории.  об объективвой возможности других ,  отличных от 
Геометрич . аксиомы непрерывности (и полноты) по евклидовой, геометрий. Проблему объективного су
существу являются век-рыми эквивалентами теорети� ществования неевклидовых геометриii многие геометры 
I<о-мвожествеввых аксиом. решали путем построевил физич . моделей, с помощью 

Построение геометрии над определенным полем к-рых пытались убедиться в независимости и непроти
обосвовывается путем применевил понлтий теоретика- воречипости геометрич . систем аксиом. Так, Н .  И .  Л о
множественного характера. Начинал с создания дека- бачевский пытался обосновать непротиворечивость 
ртовой аналитич. геометрии, идея отображения мво- выводов , вытекающих из его аксиомы о параллель
жества точек на множество действительных чисел ных, путем физич . измерений дефектов треугольников 
(или на произвольвое числовое множество) приобре- гигантских размеров , вершивы к-рых располагались 
тает большое значение для О .  г .  Развитие этой идеи на удаленных от Земли космич . телах, чтобы убе
позволяет определить и классифицировать геометрии по диться в том, что дефекты различны для различных 
тому числовому множеству, над к-рым они построены . треугольников и что сумма внутренних углов тре-

В О.  г .  широко применяются теоретика-множествен- угольников может быть меньше двух прямых углов. 
вые методы для изучения геометрич. преобразовавий. Попытку обосновать существование различных метрич. 
Как уже отмечалось выше , инварианты групп преобра- геометрий предпривял Г. Гельмгольц (Н .  Helmholtz ) . 
зовавий являются предметом изучения в определенвой в работе , написанной вскоре после появления резуль
этой группой геометрии. Важное применевне теории татов Б. Римава. Основным понятиям, к-рыми опе
иввариантов (проективвых) преобразовавий нашел Ф .  рирует метрич. геометрия, Г. Гельмгольц дал физич . 
Клейн для интерпретации веевклидовых пространсто пстолкование , в основу геометрич . свойств простран
и доказательства непротиворечивости веевклидовых ства он положил нек-рые физич . законы, из к-рых вы
геометрий. Углубленному анализу подверглись такие текает возможность построения геометрии этого прост
повятия, как «угол» , «ортоговальвосты и т. д. Исследо- равства .  Эвристическим путем из основных физич . 
вавия проективвых комплексных простравств , раз- законов Г. Гельмгольц получил метрику пространства 
личных проективвых мераопределений имеют боль- в виде дифференциальной формы , к-рая, как показал moe значение в классификации пространсто с опреде- Б. Римав. определяет все внутренние свойства прост
леввой структурой. ранства .  Вместо гипотез, лежащих в О .  г . ,  предложен-

В О. г. применяютел также топологич . методы клас- ных Б .  Римавом, Г .  Гельмгольц рассматривал факты,  
сификации мвогообразий , с помощью этих методов вы- из к-рых вытекали те же выводы в метрич. геометрии ,  
являются наиболее существенвые различия между подчеркивая тем самым опытную проверку справед
классами и типами многообразий , исследуются гло- ливости (непротиворечивости) этих выводов . 
бальные их свойства. Объективно работы по опытвой проверке геометрич. 

Основвые методы и подходы в О .  г.- синтетический, систем служили распространению новых геометрич . 
групповой и метрический - имеют значение и в со- идей, способствовали появлению углубленного логич. 
временных исследованиях в этой области геометрии . анализа геометрич . систем, выработке современных 
Напр. , обобщением идей Б .  Римава в О. г .  является основных требований к этим системам. Вместе с тем 
ивфивитезимальвый подход, при к-ром геометрич. попытки физич. обоснования геометрии споеобетво
структура определяется заданием поля век-рых инфи- вали проникновевию геометрических идей и мето
витезимальвых величин (вапр. , фивелеропой мет- дов в различные области математики,  физики и ме
рики, связности и т. п . ) .  Многие задачи физики и хавики .  
механики при этом допускают геометрич. ивтерпре- О .  г .  имеют большое значение в методологии гео-
тацию и при их решении используются геометрич . метрии.  В процессе преподавания современных кур-
соображения. В ообще,  все современные системы ак- сов геометрии в университетах и педагогич. вузах 
сном евклидопой (и неевклидовой) геометрии исполь- раздел О.  г .  занимает одно из центральных мест . 
зуют в различной степени все три подхода в О .  г. В связи с этим все большую роль играет выбор системы 

Изучение средств , используемых в доказательствах основных понятиii и аксиом, чтобы «сократиты> путт, 
теорем на основе данвой системы аксиом, является от самих аксиом до выводимых из них содержатель
одной из важных проблем в О. г. В «Началах>> Евкли- ных теорем, находящих практич. применевне (в част
да для доказательств применялась классич . логика ности , в решении задач) . 
Аристотеля . Много внимания уделил этим вопросам Лит . :  [ 1 ] Начала Евилида ,  ин.  1 - 1 5 ,  пер . с греч . ,  м . ,  Д .  Гиш.берт , наметивший основные задачи математич . 1 9 4 8 - 5 0 ;  (2] Г и л ь б е Р т д . ,  Основанил геометрии,  пер . с 

•• Неп нем . ,  М . - л . , 1 94 8 ; (3] В е б л е н 0 . ,  У а й  т х е д д ж . ,  Ос-логиnи. ротпворечивость систем геометрич .  ак- нования дифференциальной геометрии , пер . с англ . ,  м . ,  1 9 4 9 ; 
еиом устававливается путем построения числовых [t,] Об основаниях геометрии ,  м . ,  1 956 ; [5] Н а г а н в .  Ф. , 
моделей этих систем и их логичесного исследования . Основанил геометрии, ч. 1 -2 ,  М . - л . ,  1 94 9 - 5 6 ;  [6] Н а г а н 

3 тел в ме о В . Ф. , Очерни по геометрии , М . ,  1 96 3 ;  [7] Б у з е м а н Г . , начи ь ое сто в . г .  занимают вопросы изме- геометрия геодезичесиих , пер . с англ . , м . ,  1 9 6 2 ;  [8] Е ф и
рения отрезнов , площадей ,  объемов . Понятия меры м о в Н .  в . , Высшая геометрия, 6 изд. , м . ,  1 9 7 8 ;  [9 ] Б а х-
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м li н Ф . ,  Построение геометрии на основе понятия симметрии 
11ер . с нем . ,  М . , 1 969 ; [ 1 0 ] Р о з  е н ф е л ь  д Б. А . ,  История не: 

евнлидовой геометрии, М . , 1 976 , [ 1 1 ]  n 0 г о р е л  0 в А. в . , 
Элементарная геометрия, 2 изд. , М ,  1 97 4 ; ( 1 2] Ш о н е г ,  Гео
метрия, пер. с фрапц. , М . , 1 97 6 ,  [1 3] д о н е д д ю А . ,  Евнли 
дова планиметрия, пер . с франц. ,  М . ,  1 9 78 ;  [ 1 4 ]  К а р  т е с и Ф. , 
Введение в нонечные геометрии , пер . с англ. , М . ,  1 980 .  

осно н 
Л. А. Сидоров. 

В ОГО ТИПА АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ПОВЕРХ
НОСТЬ, о б щ е г о т и п а а л г е б р а и ч е с к а л 
п о  в е р х н  о с т ь ,- поверхность одного из самых 
обширных классов алгебраичесr;их поверхпостей в клас
сификации Энрикеса . А именно , гладкал проективнал 
поверхность Х над алгебраически замкнутым полем k 
паз . О .  т. а .  п . , ·если 

х (Х) = 2 , 
где х - Кодаиры раз:мерпость . Это условие равно
сильно тому, что для нек-рого целого п >О линейная 
система 1 nK 1 , где К - канонич.  дивизор на Х, сшре-
деллет бирациональное отображение поверхности Х 
на ее образ в pN для нек-рого N .  Велкал О.  т. а .  п .  
обладает бирациональным морфизмом на свою мини
мальную модель . 

Минимальные О .  т. а .  п. характеризуютел (см. [ 1 ) ,  
[ 3] , [ 6) )  каждым и з  следующих наборов свойств · 

а) К2 >0 и KD�O для любого эффективного 
'
диви

зора D ; 
б) Ю >О и Р2�2,  где P 2= diш i 2K I + 1 - двукратныii 

род Х ;  
в) К2 >0 и поверхность Х не рациональна ; 
г) существует такое целое n0 , что при любом n� n0 

отображение Ч!пк • определяемое системой 1 n K I , яв
ляется бираци�шальным морфизмом поверхности Х на 
ее образ в pdlm lnKI

. Для О .  т. а. п . существуют (см. 
[ 2] ,  [ 3] ,  [6 ) , [ 10] ) соотношения (вида неравенств) между 
численными характеристиками. Пусть Pg - геомет
рич . род и q - иррегулярность поверхности Х, тогда 
для минимальной О. т . а. п. имеют место следующие 
неравенства : 

1 )  q <.pg ; ?) 1 К2 + 2 К2 1 ' 3 
� Pg <. 2 , если четно, Pg <-'7) К"+'7) , если 

2 
� -

К нечетно (эти два неравенства паз .  н е р а в е н с т-
в а м и Н ё т е р  а) ; 

3) К2 ...;;:3С2 , где С2 - второй класс Чжэнл поверх
ности Х (или топологическал эйлерона характери
стика) . 

Наиболее полный результат о кратноканонич . от
ображениях Ч!пК О.  т .  а .  п .  есть теорема Б о м
б ь е р  и - К о д а и р ы: пусть Х - минимальная 
О. т. а. п .  над алгебраически замкнутым полем харак-
теристики О , тогда отображение 

· 

Ч!пк = Х  __.. pd i m  1 nK 1 
является бирацнональным морфизмом на свой образ 
при веех n�5 .  Существуют (см. [ 5] ,  [ 8) , [9 ] )  О. т .  а. п . , 
для к-рых ЧJ4к уже не обладает этим свойством. 

Лит. :  (1 ]  Алгебраичесние поверхности, М . ,  1 965  (Тр .  Матем. 
ин-та АН СССР,  т .  7 5) ;  [2] Б о г о м о л о в Ф.  А . , «Изв. АН 
СССР. Сер . матем.» ,  1 9 78 ,  т. 42 , с. 1 227-8 7 :  [З] В е а u v i 1 1 е 
А . ,  Surfaces algebriques complexes, Р . ,  1 978 ;  [4] В о m Ь i е
г 1 Е . , .<<PuЬI .  Math. IHES>>, .1 91 2 ,  М 42 , р. 1 7 1 -2 1 9 ;  [5] В 0 m
Ь .1 е r 1 Е . ,  С а t а n е s о F. ,  The tricanonical map of surface 
w• th K = 2,  pg= D+. С .  Р. Ramanuj am, Atribute В . - [е а ]  1 978 
р_. 279-90 ; [6] J:> O !fi b  i e r i  Е . , H u s e m 'o J l e r :0 . :  'c1assi: 
f1catюn and embeddшgs of .surfaces, Proceedings of Symposia in 
Pure Math. , М 29 , Algebrюc geometry, 1 974 , р. 329-420 '  [7 ) 
Н о r i k а w а Е . ,  <<Ann. Math. >> ,  1 9 7 6 ,  v. 1 04 ,  р . 357-87 ; [8) 
с г о ж е, <<lnvent. math. >> , 1 976 ,  v. 3 7 ,  р. 1 2 1 -55 ;  1 9 78/79  
v . . 

50 ,  р .  1 0 3-28 ; [91
, 

К о d а i !' а К . ,  <<J .  Math. Soc. Japan>>: 
1 96 8 ,  v. 20 , р. 1 70 -92 ; [ 1 0] М 1 у а о k а У . ,  <<lnvent. math ., 
1 97 7 ,  v. 42 ,  р. 225-37 .  В .  А .  Исков"'<� · 

ОСОБАЯ ТОЧКА - 1 )  О . т .  а н а л и т и ч е с к о Й 
ф У н к ц и и  f (z) - преплтствие для апалитического 
продолжения элемента функции f (z) комплексного 
перемениого z вдоль какого-либо пути на плоскости 
этого переменнuго. 

Пусть аналитическая функция f ( z) определена не
Jюторым в е ii е р ш т р а с с о в ы м э л е м е н т о м 
( И (� , R) ,  .f"' ) , состоящим из степенного ряда 

fr;, = fr;, (z) = �== О ck (z - �)k ( 1 )  

и его круга сходимости 
И (� • . R) = {z E C : I  z - � 1 < R } 

с центром � f: оо и радиусом сходцмости R >0. Рассмот
рим всевозможные пути L :  [ 0 , 1 ]-IC , т .  е .  непрерыв
ные отображенил L : z= qJ ( t) отрезка О <.t ...;;: 1 в рас
ширенную комплексную плоекость С, начинающиесл 
в центре этого элемента �. �= rp (O) . Если аналитич. 
продолжение данного элемента возможно вдоль лю-
бого такого пути в любую точку z Е iC ,  . то получаJо
щаясл при этом полная аналитич . функция f ( z) сво
дител к константе: f (z)= const .  Для петривиальных же 
аналитич . функций f (z) ;<': const характерно существо
вание преплтствий для аналитич . продолженил вдоль 
нек-рых путей L. 

Пусть точка а расширенной плоскости С располо
жена на пути L1 : z= ЧJr (t) ,  а= rр1 (т1) ,  О <т1 ...;;: 1 , 
qJ1 (0) = � , и на пути [,2 : z= rp2 (t) ,  а= rр2 (т2 ) ,  О <т2 ...;;: 1 , 
qJ2 (0) = � . причем аналитич. продолжение вдоль Lt 
и L2 осуществимо во все предшествующие точки z= 
= ЧJr (t) , О ...;;: t <т1 , и z= qJ2 (t) ,  О ...;;: t <т2 . Два таких пути 
L1 и L2 паз . э к в и в а л е н т н ы м и по отношению 
к аналитич . продолжению данного элемента ( И ( � ,  R) , 
f� 2_ в точку а, если для любой окрестности V (а) точки а 
в IC существует такое число е >О,  что вейерmтрассов 
элемент , получаемый из ( И ( � ,  R ) , f� ) посредством 
аналитич . продолженил вдоль Li до какой-либо точки 
z' = rp1 (т' ) ,  т1-е <т' <т1 , может быть продолжен вдоль 
пек-рого пути,  расположенного в V (а) , в эдемепт, 
получаемый посредством продолженил вдоль L2 из 
( И (� , R) , j, ) до какой-либо точки z"= rp2 (т") ,  т2-е< 
<т" <т2 .  � 

Если аналитич. продолжение в точку а осущест
вимо вдоль нек-рого пути L , то оно возможно и вдоль 
всех путей класса эквивалентности {L }, содержащего L.  
В этом случае пара (?- , {L } )  паз . р е г у л л р н о й , 
или п р а в и л ь н о и ;  опа определяет однозначную 
регулярную ветвь аналитич. функции f (z) в окрест
ности точки V (а) . 

Если же аналитич . продолжение вдоль нек-рого 
пути L :  z= rp (t) , O ...;;:t ...;;: 1 ,  rp (O) = �, проходящего через 
а, а= rр (т) ,  0 <т...;;: 1 ,  осуществимо во все точки rp (t) , 
О ...;;:t <т , предшествующие а, но не осуществимо в точ
ку а= rр (т) , то а есть о с о б а я  т о ч к а  п р и  а н а
л и т и ч е с к о м п р о д о л ж е н и и  э л е м е н т а  ( И ( � , R) , f� ) в д о л ь  п у т и  L . В этом случае она 
будет особой и при продолжении вдоль всех ироходя
щих через а иутей класса эквивалентности {L } . Пара 
(а, {L }) , состоящая из точки а Е ё и класса эквива
лентности {L } путей L , проходящих через а, для каж
дого из к-рых точка а особая ,  ваз . о с о б о й  т о ч
к о й  а н а л и т и ч е с к о й  ф у н к ц и и  f (z) , опре
деляемой элементом ( И ( � , R ) ,  f� ) .  Две О .  т . (а ,  {L}) 
и ( Ь ,  {М}) считаютел совпадающими, если а= Ь и со
впадают классы {L } и ,{М} .  При этом точка а расширен
ной комплексной плоскости iC ваз . п р о е к ц и е й ,  
или z-к о о р д  и н а т о й , О.  т . (а, {L }) ; говорят 
также , что О . т. (а, {L }) расположена над точкой 
а Е IC. В общем случае над одной и той же точкой а Е О 
могут располагаться нвсколько и даже счетное мно
жество различных особых и регулярных пар (а, {L }) , 
получающихсл при аналитич. продолжении одного и 
того же элемента ( И ( � ,  R ) ,  j� ) .  

Если радиус сходимости исходного ряда ( 1 )  R < оо , 
то на онружности Г =  {z Е ё : J z- �I = R } круга схо-
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димости U ( � ,  R) непременно имеется хотя бы одна 
о с о б а я  т о ч к а  а э л е м е н т а ( И ( � , R) , ft, ) , 
то есть О .  т. аналитич . функции f (z) при продолжении 
вдоль путей z= cp (t) , O ..;;: t ..,.: 1 , класса {L } таких, что 
z = cp (t) E И ( � , R) при O ..;;: t <1 ,  а= ср ( 1 ) .  Иначе говоря ,  
О .  т .  элемента ( И ( � ,  R) , fь ) - это такая точка а Е Г ,  
что непосредственное аналитич . продолжение элемента 
( И ( � ,  R) , /� ) из круга И ( � ,  R) в любую окрестность 
V ( а) невозможно. В этой ситуации и вообще во всех 
случаях, когда отсутствие явного описания класса 
путей {L } не может повести к недоразумениям, огра
ничиваются обычно только указанием z-координаты 
О . т. а. Изучение расположения О .  т . аналитич . функ
ции в зависимости от свойств последовательности 
коэффициентов {с,. };=о исходного элемента ( И (� ,  R ) , 
fь ) является одним из важных направлений исследо
ваний в теории функций (см. А да.лира теорема муль
типликационная , Звеада элемепта фупrщии, а также 
[ 1 ) ,  [3] , [ 5 ] ) .  Известно, напр . , что О . т .  ряда 

/о ( z ) = �== о  bkzdk ' 

где Ъ Е iЕ, I Ъ 1 <1 ,  d;:,2 - натуральное число,  запол
няют всю границу Г= {z Е С : 1 zl = 1 } его круга схо
димости И (0 ,  1 ) ,  хотя сумма этого ряда непрерывна 
всюду в замкнутом круге И (О , 1 )= {z E C :  l z l ..;;: 1 } . 
Здесь окружность Г есть естественная граница ана
литич. функции /0 ( z) , аналитич. продолжение /0 (z) за 
пределы круга И (0 , 1) невозможно. 

Пусть в достаточно малой окрестности V (a) = {z E C :  
J z-a l  <R } точки a :j: oo (или V ( oo ) = {z E iE : ! z l > R }) 
аналитич. продолжение элементов, получаемых вдоль 
путей определенного класса {L }, возможно во все 
точки, отличные от а, т. е. по всем путям , рас
положенным в проколотой окрестности V' (а) = 
= {z E C : O < J z-a l <R } (соответственно V' ( оо ) = 
= {z E C : R < l z J < oo }) ; тогда О .  т . (а , {L }) паз .  иао
.п,ироваппой особой точкой.  Если при этом аналитич .  
продолжение элементов , получаемых вдоль пvтей 
класса {L }, по всевозможным замкнутым путям , "рас
положенным в V ' (а) ,  не изменлет этих элементов , то 
изолированная О. т.  (а ,  {L }) паз. о с о б о й т о ч
н о й о д н о з н а ч н о г о х а р а к т е р а .  Такал 
О. т .  может быть полюсом или существенно особой 
точной : если существует бесконечный предел liш f ( z) =  
= оо при стремлении Z--+a вдоль путей класса {L  } , то 
О. т . однозначного характера (а , {L }) паз. полюсом; 
если не существует нинакого конечного или беснонеч
вого предела liш f (z) при стремлении z--+a вдоль путей 
класса {L }, то (а, {L }) - существен, по особая точка ; 
елучай конечного предела соответствует регулярной 
паре (а ,  {L }) . Если же аналитич . продолжение эле
ментов , получаемых вдоль путей нласса {L }, по зам
кнутым путям, окружающим в V' (а) точку а, изменяет 
эти элементы, то изолированная О. т. (а ,  {L }) паз . 
ветвлепия точкой,  или о с о б о й т о ч к о й м н о
г о з н а ч н о г о х а р а к т е р а .  :Класс точек вет
вления, в свою очередь , подразделяется на алгебраи
ческие точки ветвлен,ия и трапсцен,ден,тн,ые точr.и 
ветвлепия (включая .п,огарифмические точки ветвле
пия) .  Если после нек-рого нонечного числа т;:.2 
однократных обходов точки а в одном и том же направ
.11ении в V' (а) элементы, получаемые вдоль путей клае
са {L } ,  принимают исходный вид, то ( {а ,  {L }) есть 
алгебраич .  точка ветвления и число т-1 паз .  ее n о
р я  д к о м. В противном случае , когда обходы точки а 
дают все новые и новые элементы,  (а , {L }) есть транс
цендентная точка ветвления . 

Напр . , для функции 

f (z )  
точки а= О , оо (для веех путей) являются алгебраич. 
точками ветвления порядка 5. :Как однозначную функ
цию точки / (z) можно представить только на еоответ
ствующей римаповой поверхпост и S, состоящей И3 
6 листов над iE , определенным образом соединенных 
над точками О, оо . :Кроме того, над точкой а= 1 рас
положены три правильные ветви f (z) , однозначные 
па трех соответствующих листах S ; на одном листе S 
расположен полюс второго порядка и на двух листах 
S - полюсы первого порядка . В ообще , привлечение 
понятия римановой поверхности оказывается вееьма 
удобным и плодотворным при изучении характера 
о . т .  

Если радиуе сходимости исходного ряда ( 1 )  R = оо ,  
то он представляет целую фующию f (z) , гоJюморфпу:ю 
во всей конечной плоскости С .  Такая функция в слу
чае / (z) ,t const имеет единственную изолированную 
О. т. а =  оо однозначного характера ; если при это�I 
а= оо - полюс , то f (z) есть ц е л  а я р а ц и о и а л ь
н а я ф у н к ц и я ,  или м н о г о ч л е н ;  если же 
а= оо - существенно особая точка ,  то f ( z) есть ц е
л а я т р а н с ц е н д е н т н а я ф у н к ц и я .  

Мераморфн ая фупкция f (z) в конечной плосности С 
получается, когда аналитич . продолжение ряда ( 1 )  при
водит к однозначной аналитич . функции f (z) в С , 
имеющей в С в качестве О.  т .  только полюсы. Если 
при этом и а= оо есть полюс или регулярная точка ,  
то  общее число всех полюсов f (z) в расширенной пло
скости С конечно и f (z) есть р а ц и о н а л ь  н а я 
ф у н R ц и я. Для трансцендентноii мераморфной 
функции f ( z) в С бесконечно удаленпая точка а= оо 
может оказаться предельной точкой полюсов - это 
простейший пример неизолированной О. т. однознач
ной аналитич . функции .  Мероморфная функция в про
извольной области D c iE  определяется аналогично . 

Вообще говоря, проекции неизолпрованных О.  т . 
могут образовывать различные множества точек рас
ширенной комплексноii шюскости iE. В частности, 
какова бы пи была область D c t, существует аналп
тич. функция !о ( z) в D ,  для к-рой D является ее ес
тественной областью существования , а граница Г= 
= дD - естественноii границей ,  так что аналитич . 
продолжение фуннции !о ( z) за пределы области D 
невозможно . При этом естественная гранпца Г со
стоит и з  достижимых и недостижимых точек (см. Гра
н, ичпые �ле.мепты) . Если точка а Е  Г достижима вдоль 
путеii класса {L } (таких классов может быть и не
скольно) , расположенных целином, кроме нонечноii 
точки а, в области D ,  то над нeii необходимо располо
жены только О. т .  функции fo ( z) ,  т . н .  в противном 
случRе было бы возможно анаш1тич . nродолжение 
!о (z) за пределы области D через нек-рую часть Г 
в окрестности точки а ; достижимые точки образуют 
плотное множество на Г . 

В качестве определяющего элемента аналитич. 
функции f ( z) многих комплексных переменпых z= 
= (z1 , • . •  , zп) , п > 1 , можно принять , папр . , в е ii е р
ш т р а с с о в  э л е м е н т  ( Ип ( � , R ) , /� ) в виде 
кратного степенного ряда 

(2) 
п поликруга сход1шоспi этого ряда 
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имеющего пептр �= ( �1 ,  • . • , t,J E ICn и радиус сходи
мпети R =  {R1 >0,  . . . , Rn >O J .  Полагая в основу 
nроцесс апалитич. продолжения элемента (2) вдоль 
всевозможных путей L : [0 , 1 ]-+ICn ,  отображающих 
отрезок O ...-:t<1 в комплексное пространство (;n , 
получают общее определение О .  т. (а ,  {L }) , a E IC",  
функции f (z) , формально вполне аналогичное приве
деиному выше для случая n= 1 .  

Однако вследствие переопределенности Коши - Ри
.мапа условий при п>1  и проистекающей отсюда <�боль
шей силы>> апалитич . продолжения случай n >1 ко
ренным образом отличается, по существу, от случая 
п= 1 .  В частности, при п > 1  существуют такие об
ласти D ciC" ,  к-рые не могут быть естественными об
ластями существования никакой однозначной анали
тической, или голоморфной, функции. Иначе говоря, 
определенные участки границы дD такоi'I области сво
бодны от О .  т. любой голоморфной функции f ('z) , 
заданноii в D ,  и через них возможно аналитич. про
должение . Напр . , справедлива т е о р е м а О c
r у д а - Б р а у н а : если компакт К расположен 
в ограниченной области D c iC " ,  причем D""'K яв
ляется также областью, и функция f (z) голаморфна 
в D""'K, то она голаморфно продолжается на всю об
ласть D (см . также У страпи.мое .множество) . Естест
венные области существования голаморфных функ
ций паз. иначе голо.морфпости областя.ми, они харак
теризуются определенными геометрич. свойствами. 
Аналитически продолжая голаморфную функцию f (z) . 
заданную первоначально в области D c iC " ,  и желая 
сохранпть ее однозначность , приходят к необходи
мости введения , вообще говоря , многолистных над (;n 
областей голаморфности на р и.маповых областях -
аналогах римановых поверхностей.  В этой трактовке 
оказывается ,  что О. т .  голоморфной функции f (z) -
:Jто точки границы Г = дD ее области голаморфности fj .  
Теорема Осгуда - Брауна показывает, что связные 
компоненты Г не могут образовывать компактных 
множеств К таких, что в D""'K функция f (z) голоморф
н а .  В частности , nри п > 1  не существует изолирован
ных О. т. голаморфных функций. 

Простейшие типы О .  т. аналитич . функций многих 
комплексных переменных доставляют мераморфные 
функции f (z) в области Dc C n ,  n,;;;.1 , характеризую
щиеся следующими свойствами: 1 )  f (z) голаморфна 
всюду в D ,  за исключением поляриого .множества Р ,  
состоящего и з  О . т . ; 2) для любой точки а Е Р сущест
вуют окрестность V (а) и голоморфпая в V (а) функция 
'Фа ( z) такие , что функция ЧJа (z)='Фа (z)f (z) rоломорфпо 
продолжается в V (a) . При этом О. т. а Е Р делятся 
на полюсы , в к-рых q;а (а) ;t О, и т о ч к и  н е о п р е · 
д е л е н н о с т и, в к-рых Ч!а (а)= О . В случае полюса 
l i m  f (z) = оо при стремлении z-+a, z E D""'P; в любой 
окрестности точки неопределенности f (z) принимает 
все значения w Е IC .  Напр. , мераморфная функция f (z)= z1/ z2 в IC2 имеет в качестве полярного множества 
прямую Р= {z= (z1 , z2) E IC 2 : z2 = 0 } ," все точки к-рой 
суть полюсы, за исключением одноп точки неопреде
ленности (0 ,0) . Мероморфная функция f (z) в своей об
ласти голоморфности fj представима глобально в D 
в виде отношения двух голоморфных функциi'r , т . е .  
ее полярное множество Р есть апалитичесr.ое .мно
жество . 

Точка a E IC" паз. т о ч к о  i'I м е р о м  о р ф н о
с т и функции f (z) , если f (z) мераморфна в пек-рой 
ее окрестности; таким образом, если О. т. есть точка 
мероморфности , то она либо полюс , либо точка неопре
деленности. Все остальные О.  т . аналитич. функции 
f (z) , не являющиеся точками мероморфности, иногда 
паз. с у щ е с т в е н н о о с о б ы м и т о ч к а м и .  
R ним относятся , напр . , точки ветвления f (z) , т .  е .  

точки ветвления ее (многолистной) области голоморф
ности f5 .  Размерность множества всех О. т .  голоморф
ной функции f (z) в общем случае равна 2n - 1 .  При 
нек-рых доnолнительных ограничениях на f (z) это 
множество оказывается аналитическим (и ,  следова
тельно, имеющим меньшую размерность; см. [2 ] ) .  

Лит. :  [1 ] м а р  к у ш е в и ч А .  И. , Теория аналитических 
функций, 2 иэд . ,  т. 1 -2 ,  М . , 1 967-68;  [2] Ш а  б а т Б. В. , Вве
дение в комплексный анализ, 2 изд. , ч. 1 -2,  М. ,  1 97 6 ;  [3] С т о
и л о в с. , Теория фуню@й комплексного переменного, пер . с 
рум. , т. 1 -2 , м. , 1 962 ;  [4 J  Г у р в и  ц А. , Н у р а  н т Р. , Теория 
фуНкций, пер . с нем. , М . ,  1 96 8 ;  [5] Б и б е р  б а х ;rr . ,  Аналити
ческое продолжение , пер .  с нем. , М . , 1 96 7 ;  [6] В 1 е Ь е r Ь а с h 
L. Lehrbuch der Funktionentheorie, 3 Aufl . ,  Bd 1 ,  Lpz . - В. , 1 93 0 ,  вd 2 ,  Lpz . - в. ,  1 9 2 7 ;  [7]  В л а д и м и р о в  В .  С. , Методы тео� 
рии функций многих комплексных переменных , М . , 1 96 4 ; [8 ] 
Ф у к с Б. А. , Введение в теорию аналитических функций мно
гих комплексных переменных , 2 иэд. , М . ,  1 96 2 ;  [9] Г а н
н и н г Р . ,  Р о с  с и Х. , Аналитические функции многих комплекс
ных переменных , пер . с англ . , М . , 1 96 9 ;  [ 1  0] В е h n k е Н. ,  
т h u 1 1 е n Р. , Theorie der Funktionen mehrcrer komplcxer 
Veranderlichen, В . , 1 93 4 .  Е. Д .  Соло.меицев. 

2) О. т . ,  о с о б е н н о с т ь , алгебраического мно
гообразия - точка, в к-рой нарушается гладкость .  
Точнее , пусть Х - алгебраич.  многообразие или схе
ма конечного тиnа над полем k, тогда точка х Е Х 
паз. о с о б о й , если соответствующее локальное коль
цо 6х. х не регулярно (р е г у л я р н о с т ь локаль
ного нётерова кольца 1 с макси�альным идеалом m 
овначает равенство d1m m/m2= d1m А ) . Множество 
О .  т .  алгебраич. многообразия Х замкнуто в тополо
гии Зариского и обозначается Sing Х. Если Х 
приведеиное многообразие ,  то S ing Х нигде не плотно 
в Х. Если х является изолированной точкой в S ing Х , 
то х наз . и з о л и р о в а н н о i'I О. т. Для Про
верки того , будет ли точка х Е '!- особой или пеособой, 
используется якобиев критерии (см. Гладкая схе.ма) . 

Р а з р е ш е н и е м о с о б е н н о с т и � е с и �  
г у л я р и з а ц и е й) алгебраич . многообразия Х паз. 
собственный бирациональный морфизм :n: :  х- х ,  где 
Х - гладкое многообразие . Существованне разре
шения особенностей доказано для широкого класса 
многообразий , в частности для всех многообразий 
над полем характеристики О (см. [ 1 3] ) ;  как 

. . 
правило, 

оно не единственно. Разрешение особенноетои исполь
зуется для введения различных инвариантов много
образия Х ;  примероы служат пространства когомоло-
гий Hi (Х, 6х> ·  Нормальное многообразие Х , для 

к-рого Hi ( Х ,  6х)= 0 при всех i >O ,  наз . ы н о r о

о б р а з и е м с р а ц и о н а л ь н ы м и о с о б е н
н о с т я м и. Рациональными являются тороидальные 
особенности [ 6] и особенности многообразиii Шубер
та ( 3] . Размерность пространства нп - l  (Х, 6х) для 
п-мерного многообразия Х наэ . г е о м е т р п ч е
с к и м р о д о м Х. См. также Разрешен ие особенпо
стей. 

Т е о р и я д е ф о р м а ц и ii особенностей , т. е. 
многообразий с О.  т . , строится параллельно }еории 
деформаций (гладких) алгебраич .  многообразии

.: 
Д е

ф о р  м а ц и е i'I �ногообразия Х0 паз. плоСКI_�;И мор: 
физм f : X-+S такои, что j- 1 (s0)= Xo дл� пек-рои so E S , 
многообразие S при этом паз. б а з о и д е ф � р м а
ц и и. Для многообразия Х0 с изолированпои О. т . 
существует версальная деформация , содержащая все 
деформации многообразия Х0 • М ожет оказаться2 что 
особенность ж е с т к а я, т. е. база версальпои де
формации ее состоит из одной точки и все ее деформа
ции тривиальны ( 4] . Противоположными к жестким 
являются с г л а ж и в а е м ы е  О. т . , в базе S 
версальной деформации к-рых есть такие точки , что 
Х8 =j-l (s) неособы .  Множество D точек s E S с осо
быми Х 8 паз. д и с к р и м и н а н т н ы м п о д
м н о ж е с т в о м. 
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При ивучепии деформаций большую роль играет 

деiiствие группы моподромии :n:1 (S'-..._D) па когомологнях 
слоев Х .  

О д н о в р е м е н н ы м р а з р е ш е н и е м  оо� 
uепностей семейства x-s паз . собственный морфизм 
:n: : х-х такой , что Х - гладкая S-схема и для лю
бого s E S морфизм Xs-Xs является разрешением 
особенностей . Версальпая деформация простых О .  т. 
(см. ниже) допускает одновременное разрешение после 
пек-рого копченого накрытия ее базы , причем группой 
Галуа этого накрытия служит группа Вейля соответ
ствующей корневой системы (см. [5 ] , с. 1 7 9 -203) . 

О с о б ы е  т о ч к и  к о м п л е к с н о й  г и п е р
п о в е р  х н  о с т и. Пусть гиперповерхпость Х за
дана в cn + J одним уравнением / (хо , . . . , Хп) = О ,  где 
f - многочлен (или росток апалитич . функции в точ
ке 0) . Я к о б и е в ы  м и д е а л о м многочлена f 
паз .  идеал J (f)= (дf/дx0 , • • • , дf/дхп) в кольце С {х0 , 
. . .  , хп } ; изолированность О. т .  О эквивалентна к� 
печномериости пространства С {х0 , • • • , хп}l J (!) . Раз
мерность 11 этого пространства паз·. ч и с л о м М и л
н о р а многочлена f и совпадает с рангом свободпой 
абелевой группы Нп ( ХЕ , Z ) ,  где Хе задается уравне
нием f (x0 , • • • , хп) = в , при малых в ;i: О . Более точно , 
многообразие Хе гомотопически эквивалентно букету 
11 сфер размерности n (см. [ 1 2] ) . База версальпой де
формации этой особенности пеособая и также имеет 
размерность 11 (см. [ 9) ) .  Простейшим примером яв
ляется невырожденная квадратичная особенность х�+ 
+ . . .  + х�= О ,  для нее 11= 1 .  

Простой О .  т .  гиперповерхности паз .  особенность , 
при деформации к-рой появляется лишь конечное 
число других особенностей [9 ) ; гиперповерхпость при 
этом задастся одним из следуютих уравнений : 

A �t : x�+ l + x� + . . .  -f- x� = O, 11 � 1 , 
lJ it : х�- 1 + х0х� -f- x� + . . .  -f- x� = О ,  11 � 4 ,  

4 3 2 2 Е6 : xo -f- x1 -+- x2 + . . . -f- xn = O , 
., 3 2 2 Е7 :  хох1 + х1 + х2 +  . . .  -f- xn = O , 

Е8 : xg + xf -f- x� -f- . . . -f- x� = O. 
Нижний индекс 11 здесь - число Милнора особенности . 
В CJi yчae поверхностей (n= 2) эти особенности наз . 
о с о б е н н о с т я м и д ю В а л я, или д в о й
п ы м и р а ц и о н а л ь н ы м и О. т. Эти О. т. можно 
также охарактеризовать тем, что форма пересечения на 
нространстве Нп ( ХЕ , IR.) является определенной . Име
ется классификация следующих по сложности, унимо
дальных особенностей [9 ] . Изучается вещественный 
а.налог этих понятий , а также их связь с теорией ка
тастроф [ 1 0] .  Многие теоремы об О. т. гиперповерх
ностеii распространяются па О. т .  полных пересечепий . 

О с о б ы е т о ч к и к р и в ы х. Пусть А -
локальное кольцо О. т. х кривой , а А - его нор
мализация ; главным инвариантом О.  т. является 
Ьх= dim А 1 А .  Для веприводимой кривой Х ее ариф
метич . род равен геометрич . роду плюс � хЬх (сумми
рование по всем О . т. кривой Х) .  Причем для плос
кой кривой 2Ьх = 11-f-r- 1 ,  где r.t - число Милнора ,  а 
r - число ветвей кривой в точке х .  

Пусть Хс: С2 - плоская веприводимая кривая , име
ющая в точке О особенность кратности n (см. Нратпость особой точки) . �огда Х допускает параметриза
цию x= tn,  y= � i�na;t1 ,  к-рая записывается в виде 

У = �i a;xifn 
(р а. з л о ж е н и е П ю 11 з ё ) .  Х арактеристич . пока
зателими этого разложения паз. числа 

� < �  < . . .  < тк тg 
ni н.n2 n • . . .  ng = n '  

где "' ' - первый нецелый показатель в разложении n , п . . т, .. .. 1 юизе , n , n.
- первыи покаватель пекратвыи n; и т .  д ·  

mvn 
Последовательность {n , �1 , • • •  , �g } , где �v = ---n1 . . .  1tv 
паз . х а р а к т е р и с т и к о ir о с о б е н н о с т и .  
Плоские одномерные особенности топологически экви
валентны тогда и только тогда , когда их характери
стики совпадают (см. [8 ) ) . 

О с о б ы е т о ч к и п о в е р х н о с т е й .  Среди 
разрешений особенностей нормальных поверхностей 
однозначно выделяются минимальные разрешепця :rt : 
х-х '  через к-рые пропускаются все остальные раз
решения . Если х - О. т. поверхности Х ,  то кривая 
А = :n: - 1  (х) паз . исключительной . Комбинаторным инва
риантом О .  т. х является в з в е ш е н н ы й г р  а ф 
Г кривой А ,  вершипы которого соответствуют вепри
водимым компонентам А ;  кривой А , точки пересече
ния компонент А i и А j изображаются ребрами меж
ду соответствующими вершинами , вершипе припи
сывается вес , равный роду кривой А ; , а иногда еще 
и индекс самопересечения (А �) . Матрица I I (A ; ,  А j) 1 1  
пересечений компонент кривой А отрицательно опре
делена , граф Г связен. Наименьший положительный 
дивизор Z = � r;A ; такой , что (Z , А ;) <:О для всех i , 
паз . ф у н д а м е н т а л ь н ы м ц и к л о м о с � 
б е н н о с т и. Он всегда существует , и его арифметич . 
род 

р (Z) = 1 - d im H0 (Z , 6z) + dim Н1 (Z , 6z) 

неотриrщтелен. О .  т .  рациональна тогда и только 
тогда , когда р (Z) = O ;  в этом случае кратность ее равна. 
-(Z2) , а размерность касательного пространства За
риского па единицу больше [ 1 ) .  Исследуются также [ 7 ]  
эллиптические особенности (то есть О .  т .  с р (Z)= 1 ) .  

Лит. : [ 1 ]  А г t  i n М . , « Аmег. J .  Math. •> , 1 96 6 ,  v .  6 8 ,  р .  1 29-3 6 ;  
[2] Groupe8 d e  monodгomi e  e n  geometгie algebгique, B . 
Hdlb . - N .  У. , 1 9 7 2 ;  [3) К е т р t G . ,  « lnvent .  math . » ,  1 9 7 6 ,  
v .  3 7 ,  р .  229 - 3 9 ;  [ 4] S с h 1 е 8 8 i n g е г М. , << lnvent . math.» ,  
1 97 1 ,  v .  1 4 ,  р. 1 7 - 2 6 ;  [5] Seminaiгe 8UГ le8 8ingulaгite8 de8 8UГ
face8, В . - Hdlb .- �- У;., 1 980 j· [6]  Toгoidal embedding8, [v .  1 ] ,  
В . - Нd!Ь . - N. У . ,  1 9 1 3 ;  [ 7  У а и S .  8 .- Т . , <•Тгаn8. Amcr. 
мath. Soc.» ,  1 980 , v .  2 5 7 , р.  269-329 ; [8) Z а г i 8 k i о . ,  
<• Amer. J .  Math . •> , 1 9 68 ,  v .  9 0 ,  р .  9 6 1 - 1 0 2 3 ;  [9] А р н о л ь д в. И. , «Успехи матем. наую> ,  1 97 5 ,  т. 30 , в. 5, с. 3 - 6 5 ;  [ 1 0 ] 
Г о л у б и ц к и й М . , Г и й е м и н В . ,  Устойчивые отображе
ния и их особенности , пер . с англ. , М . ,  1 97 7 ;  ! 1 1 ]  Г р и ф ф и т с 
Ф . ,  Х а р р и с  Дж. , Принципы алгебраической геометрии , пер . 
с а нгл . , т .  1 - 2 ,  М . ,  1 98 2 ;  [ 1 2] • М  и л н о р Дж. , Особые точки 
комплексных гиперповерхностей, пер. с англ . ,  М . ,  1 9 7 1 ; [ 1 3] 
Х и р о н а к· а Х . ,  <•Математика», 1 96 5 ,  т. 9, Nv 6 ,  с. 2-7 0 ; 
1 96 6 ,  т. 1 0 ,  Nv 1 ,  с. 3 - 8 9 .  В.  И. Данилов. 

3) О. т. в е к т о р н о г о п о л я Х - точка а ,  
для к-рой Х (а) = О. О.  т .  паз . и з  о л и р о в а н н о ii , 
если Х не обращается в куль в отличных от а точках 
достаточно малой окрестности точки а .  О .  т .  паз . н е
в ы р о ж д е н  н о й , если 

det 1 1 ::; 11 i: 
О . 

Невырожденная О. т. всегда изолирована.  М . 11 .  Войцеховспий. 4) О. т. д и ф ф е р  е н ц и а л ь  н о г о у р а в н е-
н и  я 

Х (х , у) dy = У (х ,  у) dx ( 1 )  
- любая точка (х0 , у0) Е G,  удовлетворяющая условию 

Х (xu , Уо) = У (хо , Уо) = 0 ; ( 2) 
здесь Х ,  У :  c-IR - непрерывные в нек-роii областп 
Gc:IR2 функции.  Точки области G, не удов.1Iетворнющие 
условию (2) , паз .  о б ы н н о в е н н ы м и т о ч к а
м и  уравнения (1 ) .  Иногд11. точ н у  ( .r0 , y0) E G  н н з . О. т .  
уравнения ( 1 )  и в том случае , ногца услuние (2 ) н е  вы -
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(4) полвяется , но задача Коши для уравнения ( 1 ) с на- получены здесь для того случая, когда система 

чальвымя данными (х0 , у0) имеет более одного реше- представима в виде 
ПИЯ. x = Ax + t  (х) , (5) Уравнение ( 1 )  - частный случай системы диффе
ренциальных уравнениfr в симметричпо!r форме : 

dx, dxn Х, (х) = · · · = Xn (х) '  (3) 

ГДе n�2,  х= (х1 , , , . ,  Хп) ,  фуНКЦИИ Xi : li-+IR. , i= 
= 1 ,  2 ,  . . .  , n ,  непрерывны в пек-рой области Gc:: IR.n . 
Точка x0 E G  паз.  о с о б о й т о ч к о й  с и с т е м ы 
(3) , если Xi (x0) = 0 , i= t ,  . . .  , n . В противном случае 
х0 - обыкновенная точка этой системы . 

Пусть Н - множество О .  т .  системы (3) в области G. 
Если x0 E G'-....H,  то существуют индекс i0 E {1 , . . .  , n } 
и окрестность U точки х0 такие , что в U система (3) 
представима в нормальной форме: 

dx . 
dx ·

1 = /i (х) , / i Е С ( И) , 
l o  

Таким образом, поведение интегральных кривых сис
темы (3) в окрестности обыкновенной точки описы
вается теоремами общей теории обыкновенных диф
ференциальных уравнений . В частности, справедлива 
следующая т е о р е м а о в ы п р я м л е н и и: если 
чер('З любую точку х0 множества G'-.._H проходит един
ственная интегральная кривая системы (3) , то каждая 
точка этого множества имеет окрестность V такую, 
что семейство дуг интегральных кривых системы (3) , 
заполняющих V, гомеоморфно (а если Xi E C1 (G) , 
i = 1 , . . .  , n , то диффеоморфпо) семейству параллель
ных прямых. 

Если же х0 Е Н, то пары ( i0 , U) , обладающей указан
ным выше свойством, не существует, и интегральные 
кривые системы (3) могут образовывать вблизи х0 
различные конфигурации. Так, для уравнения 

(ах + Ьу) dy = (сх + еу) dx, 

где а, Ь ,  с ,  e E IR , а матрица A = l l : � � �- невырожден
ная, расположение интегральных кривых в окрест
ности точки (0, О) может относиться к типу седло, 
уаел , цептр пли фо�ус . Соответствующее название за
крепляется при этом и за самой точной (0 , 0) . 

Систему (3) можно рассматривать как результат 
исключения времени t из автопомпой c uc meJt Ы диффе
ренциальных уравнений 

х = Х  \Х) ,  х Е IR.n , х = (X I , . . .  ' Хп) · (4) 
Если (4) - система класса (С , единственность) 

в G, то есть Х Е С ( G) , и через каждую точку области G 
проходит единственная траектория системы, что да
лее и предполагается, то точки множества Н будут 
для нее точками покоя (равновесия положепия.ми) .  
Часто и х  ваз. О .  т .  и для этой системы, поскольку они 
являются таковыми (по определению) для векторного 
поля Х . Интегральные кривые системы (3) , располо
женные в G"-.H, представляют собою траектории си
стемы (4) , отличные от состояний покоя. 

Таким образом, задачи о поведении интегральных 
кривых системы (3) в окрестности О. т. и о расположе
нии траекторий системы (4) в окрестности положевшi 
равновесия эквивалентны . Исследования этих задач 
ведутся по двум основным направлениям. 

Одно направление , берущее свое начало в трудах 
А.  Пуанкаре [ 1 ) ,  ставит своей целью выяснение воз
можных топологич . типов расположения траекторий 
системы (4) н окрестности изолированной точ к и  покон ( r>-рую всегда можно считать соннадающеii с начал ом 
координнт О (х =  U) )  н отыскание аналитич . к р итериеu 
их разJшчения. НанбоJiее законченные результаты 

где А - постоянная невырожденная матрица,  f (х) = 
= o ( l lx l l) при l lx l l-+0 .  В этом елучае точка О паз.  п р  о· 
с т о й ,  или н е в ы р о ж д е в в о й , о с о б о й 
т о ч к о  й системы (4) . Для системы (5) уставовлева 
следующая т е о р е м а о т о п о л о г и ч е с к о :U 
э к в и в а л е в т н о е т и : если матрица А не имеет 
чисто мнимых собетвеивых ввачений, а функция 
f Е С1 (G) , то существует гомеомврфизм h окреетности 
U точки О на окреетность V той же точки, переводящий 
траектории енетемы (5) в траектории ливейвоii сиетемы 

;; = Ах.  (6) 

Гомеоморфизм h :  U-+V, осуществляющий тополоrич. 
соответствие между траекториями систем (5) и (6) , 
в общем случае не является (и не может быть зам!!нен) 
диффеоморфизмом. 

При условиях этой теоремы точка покоя О системы 
(5) относится к тому же топологич . типу, что и точк� 
покоя О системы (6) . В частности, для системы 2-го 
порядка она будет при этом с е д л о м, если собст
венные значения /..1 , /..2 матрицы А удовлетворяют усло
вию /..1/.. 2 <О ,  т о п о л о г и ч е с к и м у з л о м 
(у з л о м или ф о к  у с о м) , если Л1Л2>0 (при чисто 
мнимых лl , л 2  точка о для системы (6) - ц е н т р, 
а для системы (5) - центр, фокус или цептро-фо�>ус) . 

Если матрица А имеет чисто мнимые или нулевые 
собственные значения , то топологич. эквивалентности 
между системами (5) и (6) в окрестности точки О в об 
щем случае нет. При этих условиях поведение траек
торий системы (5) в окрестности точки О весьма де
тально изучено в тех случаях, когда матрица А имеет 
не более двух собственных значений с нулевыми дей
ствительными частями, а функция f - аналитическая. 
В частности, для системы 2-го порядка с невулевой 
матрицей А выяснены все возможные топологич. типы 
расположения траекторий в окрестности точки О 
и даны коэффициентвые критерии их различения с точ
ностью цо различения центра и фокуса [9 ] . Здесь , кроме 
седла ,  топологич. узла и центра , точка О может быть: 
дuухсепаратрисным еедлом, е е д л о - у з л о м (век
рая окреетноеть U точки О разбивается тремя примы
кающими к О траекториями (сепаратриеами) на три 
сектора: два гиперболических, заполненных ·  траекто
риями, к-рые обоими концами покидают U, и один 
параболичеекий , заполненный траекториями, к-рые 
одним концом покидают U, а другим примыкают к О) 
и точкой (пек-рая ее окрестность U разбивается сепа
ратриеами на 4 сектора: один гиперболический, два 
параболических и один эллиптический, заполненвый 
траекториями, к-рые обоими концами примыкают к О, 
охватывая друг друга) . Для системы 2-го порядка 
с нулевой матрицей А разработаны алгоритмы раещеп
ления оеобенности (см. , напр. , Фроммера .метод) , 
позволяющие с помощью конечного числа шагов про
цееса раещеплевия выяснить топологич . тип точки О 
с точностью до решения задачи о различении центра 
и фокуса . Поелединя задача (см. Центра и фо�>уса 
проблема) возникает для Сl'стемы 2-го порядка вида (5) 
в елучае , когда матрица А имеет чието мнимые собст
венвые значения , и может возникать в случае двух 
вул('вых еобствеввых значений этой матрицы. Она ре
шена для частных клаесов таких сиетем. 

Важной характеристикой изолироваввой точни по
кон О системы (4) является се и н д е к с П у а н-
1< а р е . Для п= 2 он определяется как вращение век
торного п о JJ Я  Х нрп обходе то•rки О по окружности l lx l l= p достнточ но мнJJого радпуса р в поJlожнтельвом 
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направлении , измеренвое в единицах полного оборота . 
Напр. , индекс простого седла равен - 1 ,  индекс узла ,  
фокуса и центра равен 1 .  Прп  пропзвольном n индекс 
точки О определяется как степень отображения 11 
сферы l lx l l= p достаточно малого радиуса р на себя , 
определенного формулой : 

рХ (х) h (x) =� · 

Это направление развилось в обширную r;ачествен
ную теорию дифференциа.яьных уравнений ,  а центр 
тяжести исследований переместилея с локальных проб
лем на глобальные - изучение поведения траекторий 
енетемы (4) во всей области задания G, к-рая все чаще 
предполагается гладким многообразием той или иноii 
природы. 

Другое направление , заложенное трудами А .  М. Ля
пунова [ 2] , ванимается исследованием решений (в ча
ств:ости, состояний равновесия) систем вида (4) , а .  
также неавтономных систем дифференциальных урав
нений на устойчивость . Оно представляет собою раз
ветвленную теорию устойчивости движения (см. Устойчивости теория) . 

В комплексном анализе вводится повятие О .  т. диф
ференциального уравнения 

dnw ( dw dn - •w ) 
dzn = Р z ,  w , dz ' . . .  ' dzn - t  ' 

а также системы дифференциальных уравнсннii 
dw ([Z = P (z , w) , 

(7) 

(8) 

где z - комплексная переменвая , Р - рациональная 
функция от w, w ' ,  . . .  , w<n - l ) или от компонент w1 ,  
w2 , • • •  , Wn вектора w ,  п;;;.: 1 ,  коэффициенты к-рой 
известные аналитич . функции от z. Особой для урав
нения (7) (системы (8)) ваз . любая точка z0 комплекс
ной плоскости, к-рая является О. т. хотя бы одного 
из коэффициентов функции Р (см. Особая точr;а ана
литической функции) . О. т. уравнения или системы, 
как правило, являются особыми и для их решений как 
авалитич. функций от z .  Они ваз . неподвижны:м.и осо
бы:м.и точr;а:м.и решений. Кроме того, решения урав
нения (7 )  (системы (8)) могут иметь подвижные особые 
точ�>и, положение к-рых определяется начальными 
данными решений. Исследование различных классов 
уравнений вида (7) , (8) с целью изучения авалитич . 
природы решений в окрествосm особых точек урав
нений Й: с целью выяснения вопроса о валичии у реше
ний этих уравнений подвижных О. т. различных ти
пов составляет предмет аналитичесr;ой теории диффе
ренциальных уравнений . 

Лит. : [ 1 ]  Р о i n с а r е Н . , Sur les courbes definies par une 
equation differentielle, Oeuvres, t. 1 ,  Р. , 1 892 ,  _ _рус. пер. - П у
а н н а р  е А . ,  О нривых , определяемых дифференциальными 
уравнениями, М . - Л. , 1 94 7 ;  [2] Л я п у н о в А. � Общая задача 
об устойчивости движения, М . - Л. , 1 95 0 ; L3] Н е м ы  ц
н и й В. В . , С т е п а н о в В. В , Rачественная теОI!ИЯ диф
ференциальных уравнений, 2 изд. , М. - л . ,  1 949 ;  [ 4 ]  Н о д
д и н r т о н э. А. ,  Л е в и н с о н Н . ,  Теория обынновениых 
дифференциальных уравнений, пер . с анrл . ,  М. , 1 958 ;  [5] Л е ф
ш е ц С. , Геометричесная теория дифференциальных уравнений , 
пер . с анrл . ,  М . ,  1 96 1 ; [6] S а n s о n  е G. , С о n  t i R . ,  Non-li
near differential equations, Oxf. , 1 96 4 ;  [7] Х а р т м а в Ф. , 
Обьшц_овенные дифференциальные уравнения, пер . с анrл . ,  М . , 
1 97 0 ;  L 8 ]  А р  н о л ь д В . И. , Обыкновенные дифференциальные 
уравнения,  М . ,  1 97 1 ; [ 9] Б а у т и н  Н. Н . , Л е о н т о в и ч Е . А. , 
Методы и приеМЬJ качественного исследования динамических 
систем на плоскости, М . , 1 97 6 ;  [ 1 0] Г о л у б е в В. В . Лекции 
по аналитической теории дифференциальных уравнениЙ, 2 изд. , 
М . - Л. , 1 950 ;  [ 1 1 ]  Е р у г и н Н. П . ,  Rнига для чтения по об
JДему нурсу дифференциальных уравнений, 2 изд. , Минсн, 1 972 ;  
[ 12] Б р юн  о А. Д . ,  Локальный метод неливейного анализа диф
ференциальных уравнений, М . ,  1 97 9 ;  [ 1 3] А н д р  е е в А. Ф . ,  
Особые точки дифференциальных уравнений, Минск, 1 97 9 .  А .  Ф. Аидреев. 5) О. т. д и ф ф е р е н ц и р у е м о г о о т о б р а
ж е в и я f - точка , к-рая является для f нерегуляр-

вой (критической) и веправильной одновременво. Точ
нее ,  пусть мт и Nn - два дифференцируемых много
образия размерностей т и n соответственно , а f : мт-+ -+Nn- диффеР.енцируемое отображение первого во 
второе , xi и yi=f (xi) - локальные координаты в них . 

Если ранг матрицы 1 1::; 1 1 в точке a E Mm равен т ,  

то отображение f ваз . Р. е г у л я р  в ы  м в точке 

а. Если ранг матрицы 1 1 :�; 1 1  равен n в точке а Е м т ,  
т о  отображение f ваз . п р а в и л ь в ы м в точке а .  
В О .  т .  f ранг этой матрицы меньше обоих чисел т 
и n. См. также Осабенности дифферен цируе.'lf,ЫХ от-
ображений.  М. и. Войцеховспий. 

6) О .  т. д е й с т в п т е л ь в о й к р и в о й 
F (x ,y) = O - точка (х0 ,  у0) , в к-рой первые частвые про
изводные равны нулю (F;)0= 0 ,  (F�)0= 0 .  О .  т. ваз . 
д в о й н о й т о ч к о й ,  если по крайвей мере одна 
из вторых частных производвых функции F (х ,  у) не 
равна нулю. При псследовавии строения кривой в 
окрестности о. т. рассматривают знак выражения 

д = (F;x) o  (FZu) o - (F;y)� .  
Если д > О , то О .  т .  я вляется и з о л и р  о в а в н о ii 
т о ч к о й  (см. рис. , а) ; у з л о в о й  т о ч к о й  
(или т о ч к о  й с а м о п е р  е с е ч е в и я) , если 
д <О (см. рис . , б) ; если д = О ,  то О. т. является либо 
изолированной точкой , либо характеризуется те111 , что 
различные ветви кривой имеют в этой точке общую 
касательную. Если ветви кривой расположены по 
развые стороны от общей касательной и по одну сто
рону от общей нормали ,  то О. т. ваз. т о ч к о  й 
в о з в р а т а 1 - г о р о д а (с111 . рис . , в) ; если 
ветви крив?й расположены по одну сторону от общей 
касательнои и по одну сторону от общеи нормали ,  
то О .  т .  ваз . т о ч к о й  в о з в р а т а 2 - г о р о д а 
(см. рис. , г) ; если ветви расположены по развые сто
роны от общей нормали и по развые стороны от общей 
касательной (см. рис . , д) или по одну сторону от 
общей касательной и по развые стороны от общей нор
мали (см. рис . , е) ,  то О .  т .  ваз .  т о ч к о й  с а м о
п р и к о с н о в е в и я. См. также Двойная точr;а. 

Если в век-рой точке все частвые производвые от 
функnни F (x , у) до (k-1 )-го nорядка включительно 
обращаются в нуль,  а среди производных k-го порядка 
по крайвей мере одна отлична от нуля ,  то эта точка 
н аз .  о с о б о й т о ч к о й k - г о п о р я д к а 
(к р а т в о й  т о ч к о й) . 

Иногда О. т .  ваз .  точки, отличающиеся каким-либо 
свойством от других точек кривой ; см. , напр . , Перв
гиба точ�>а , Пре�>ращения точ�>а , Иало:м.а точ�>а,  Спря:м. 
лепия точ�>а, Уплощен ия точ�>а . 

О .  т. п р о с т р а в с т в е в в о ii к р н в о ii , за
данной уравнениями F (x,  у ,  z) = O ,  G (x , у, z) = O  -
точка , в окрестности к-рой ранг матрицы 

ii F; F� F; ll � G� G� G; 
меньше двух. 

Лит. : [ ! )  Р а ш е в с к и й  П .  Н . ,  Rypc дифференциальной 
геометрии , � изд. , М . ,  1 95 6 ;  [2] Б ю ш г е н с С . С . , Дифферен
циальная геометрия, т. 1 ,  М . - Л . ,  1 94 0 ;  {3] Ф и х т е  н
г о л ь  ц Г. М . ,  Н урс дифференциального и интегрального ис-
числения ,  7 изд. , т .  1 ,  М . - Л . ,  1 96 9 .  А. Б .  Иваиов. 

7) О .  т. д е й с т в и т е л ь в о ii п о в е р х н о-
с т и - точка поверхности х= х (и , v) , у= у ( и ,  v) , 
z= z ( u ,  v) , в к-рой ранг матрицы 

IJ xa Уа Zu � 
� xv Y·v zv JI 

меньше двух. Если поверхность опрrделяется как 
множество точек, координаты к-рых удовлетворяют 
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уравнению F (х ,  у , z) = O , то О .  т . ваз . точку (х0 ,  у0 , Zo) Вопросы а) , б) и многие другие в теории особенностей 
поверхности , в к-рой первые частвые производвые исследуются по следующей схеме : 
функции F (x ,  у, z) равны нулю: 1 ) из рассмотрения исключается множество «Нети-

( ') ( ' ) ( ' ) пичвых» , <<патологических>> отображений , 
Fx о = О,  Fy о = 0 ,  Fz о = О .  2 )  указывается критерий «типичности>> отображения , 

Если в О. т . не все вторые частные производвые 3) проверяется , что всякое отображение аппроксими-
фувкции F (x , у, z) обращаются в нуль , то касательные руется <<типичными» , 
J{ поверхности в О. т .  образуют конус. Если конус 4) изучаются «типичные>> отображения. 
касательных невырожденный, то О .  т .  ваз .  к 0 в и- Выбор множества типичных отображений зависит от 
ч е с к о й т о ч к о й; если конус вырождается в две решаемой задачи и не однозначен: чем меньше отобра

действпте.льные плоскости , то О .  т .  является т о ч
к о й с а м о п е р е с е ч е н и я поверхности; если 
конус мнимый , то О. т .- и з о л и р о в а в u а я 
т о ч к а поверхности. 

О .  т. могут составлять т .  н. о с о б ы  е л и н и и 
поверхности: вовврата ребро , линии самопересечения , 
самоприкосновения и др. 

Лит . :  [1 ] П о г о р е л  о в А. В . , Дифференциальная гео
метрия ,  5 изд. , М . ,  1 969 ;  [2] Н о р д е н А. п.� RратJ<ий курс 
дИфференциальной геометрии , 2 изд. , М . ,  1 \158 ;  [3 ]  И л ь
и н В. А. ,  П о з н я к Э. Г. ,  Основы математичеСJ<ОГО анализа 
2 изд. , ч .  2 , М . ,  1 980 .  А.  Б .  Иванов : 

ОСОБЕННОСТИ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ОТОБ
РАЖЕН!fй - раздел математич . анализа и дифферен
циальвои геометрии , в к-ром изучаются свойства 
отображений ,  сохраняющихся при заменах координат 
в образе и прообразе отображения (или при заменах, 
сохраняющих век-рые дополнительвые структуры) ;  
предлагается общий подход к решению различных за
дач �. вырождениях отображений , функций, векторных 
полеи и т. д. ; дается классификация наиболее часто 
встречающихся вырождепий, указываются их нормаль
ные формы и алгоритмы приведения к нормальным 
формам. 

Точка области определения дифференцируемого от
ображения (т . е .  отображения класса Ck , см. Диффе
ренцируемое ;м,погообрааие) ваз . р е г у л я р в о й, если 
в этой тLчке матрица Якоби имеет максимальныi'r ранг, 
и J{ р и т и ч е с к о й в противном случае . 

Строение отображения в ОI<рествости регулярной 
точки описывает классич . теорема о пеявпой фующии,  
в окрестности такой точки и в окрестности ее  образа 
существуют координаты , в к-рых отображение ли
нейно. 

Во  мвогих случаях ограничиться рассмотрением 
лишь регулярных точек недостаточно, поэтому ес
тествепвы вопросы: 

а) описания отображения в окрестности каждой 
крптич . точки; 

б) описания строения множества критич . точек . 
Ответы на а) и б) для произвольного отображения 

отсутствуют по двум причинам: при попытке охватить 
все отображения нет надежды на получение обозри
мых ответов (например ,  множество критических точек 
локально может быть произвольвым замкнутым мно
жеством) . п для приложений: достаточно знать ответы 
лишь . . ддя достаточно обширного множества отобра
жении. 

жений отнесено к типичным, тем легче задача их из
учения , однако 2) и 3) требуют , чтобы множество ти
пичных отображений было достаточно широким и до
статочно конструктивно определяемым. 

Эту схему иллюстрирует следующая т е о р е м а 
У и т в и: всякое дифференцируемое отображение 
IR2-IR2 можно аппроксимировать таким отображе
нием f , что для любой точки а Е IR2 в окрестностях то
чек а и f (a) можно выбрать координаты , в к-рых отоб
ражение f записывается в одной из трех нормальных 
форм: { У1 = х1 , { У1 =х1 , � У1 =х1 , 

Ys = Xz ;  Yz = x� ; \ Yz = x� + xixz 
(критерий типичности см. в [3] или [4] ) . Работа Х . Уит
ни (Н .  Whitney, 1 955) , в к-рой была доказана эта тео
рема , считается началом теории О. д. о . , хотя ряд 
отдельных результатов появился гораздо раньше (тео
рия Морса критических точек функций , теоремы Уитни 
об особенностях вложений , работы Л .  С .  Повтрягива 
о связи особенностей с характеристическими клас
сами) . 

Основные понятия теории особенностей дифферен
циальных отображений . 

Р о с т к и  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы х  о т о �  
р а ж е н и й.  Пусть Х ,  У - гладкие многообразия , 
р Е Х , q Е У. (Всюду ниже термин «гладкий» будет 
употребляться кан сивоним термива бесконечно диф
ференцируемый. )  Р о с т к о м в т о ч к е  р ваз. 
класс эквивалентности отображений х-У, совпа
дающих в векоторой окрестности точки р ;  множество 
ростков отображений, переводящих р в q , обозна
чается С"" ( Х , У)р,  q ·  Группа ростков гладких замен 
перемевных в Х , сохраняющих точку р, обозначается 
Diff"" ( Х )р · 

Важная локальная задача теории О. д. о . - изуче
ние естественного действия группы 

Diff"" ( X)p X Diff"" (Y)q па С"" ( Х , У)р, q · 
Решение этой и многих подобных задач обычно начи
нается с аппроксимации функциональных простравств 
и бесконечномерных групп,  действующих на них,  ко
печномервыми МНогообразиями и действиями на них 
rрупп Ли . Полученные результаты затем переносятся 
в исходную бесконечномерную ситуацию. 

Р а с с л о е н и я  с т р у й . Пусть f ,  g : Х-У 
гладкие отображения и f (p)= g (p) = q ; отображения f 
и g имеют , по определению, к а с а н и е п о р я д к а 
k в точке р , если их ряды Тейлора в этой точке совпа
дают до порядка k .  Класс эквивалентности отображе
ний , имеющих в точке р касание порядка k, ваз . k
c т р у е й . Множество всех k-струй отображений , 
переводящих р в q , наделяется естественной структу
рой гладкого многообразия и обозначается Jk ( Х , У)р , 

q · 
Определена естественпая проекция 

С"" (Х , Y)p , q -+ Jk (X ,  Y)p , q · 
Класс эквивалентности гладких замен перемевных 

в Х ,  сохраняющих точку р и имеющих в этой точке 
касание порядка k, ваз. о б р а т и  м о ii k-c т р у с  й 
в точке р .  Обратимыс k-струи образуют группу Ли 
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Lk ( X)py 

Группа Ли L" ( X)p X"L" ( Y)q действует на и аs= а х  . . .  х а (s раз) . Множество J:(Х ,У)= (аs) - I (Х<s>) l"(X , )р ,  q • аппроксимирул деиствне может быть наделено естественпой структурой глaд-
Diff"' (X)p X Diff"' (Y)q нa C"' ( X , Y)p , q ·  кого многообразин и . .паз .  s-к р а т н ы м 

.. 
р а с

с л о е н и е м k-c т р у и. Для s-кратных струи опре
деляютел k-струйное расширение отображенил / ,  
k-особенности, универсальные особенности и т .  д .  и 
доказывается аналог теоремы трансверсальности Тома. 

Пусть Jk ( X ,  У)= {дизъюнктное объединение Jfi ( X ,  
Y)p , q п о  всем (р , q) E X X Y } .  Множество Jfi ( X .  У) 
наделяется естественпой структурой гладкого рас
слоения над Х Х У со слоем 

Jk (R "' , R " ) o ,  o = Jk (т ,  n) 

и структурной группой 
Lk (IR"' ) o  Х Lk ( R")o = L" ( т , n ) , 

где т= dim Х ,  n= dim У. 
О с о б е н н о с т и и к л а с с ы о с о б е н н о

с т е й . Орбита действия L" (т,  n) па Jfl ( т ,  н) на<�. 
k-o с о б е н н о с т ь ю; любое подмножество в Jk (т ,  
n) , инвариантное относительно L" ( т,  n) , наз. к л а с
с о м k - о с о б е н н о с т е й .  Пусть S такой класс . 
Поскольку Jk ( т ,  n) можно отождествить с Jk ( Х ,  У)р <i• 
в J k ( Х , У) р, q определяется подмножество S ( Х , У) Р: q ,  
не зависящее от способа отождествления . Множество 
S (X , У)= {объедипение S ( X ,  Y)p , q по всем (р ,  q) E  
Х Х У } паз .  у н и в е р с а л ь н ы м  к л а с с о м  
о с о б е н н о с т е ii (или у н и в е р с а л ь н о й 
о с о б е н н о с т ь ю ,  если S - особенность) .  Универ
сальная особенность S ( Х , У) является подмногообра
:щем в J" ( Х ,  У) , коразмерность этого подмногообра
зия равна коразмерности S в J" ( т ,  n) . 

Пусть f : х-У - гладкое отображение. Сопостав
лением каждой точке р Е  Х k-струи отображенил f 
в точке р получается гладкое отображение j kf : x
-J" ( X ,  У) , наз . !с - с т р у й н ы м  р а с ш и р е
н и е м f. Отображение f :  х-У имеет , по определе
нию, в точке р о с о б е н н о с т ь т и п а S ,  если 
j kf (P) E S ( X ,  У) . Множество S (f) всех точек, в к-рых f 
имеет особенность типа S , есть не что иное , как 
(j k!) - 1 S ( Х , У) . Поэтому изучение множества S (!) 
разбивается на два этапа: изучение универсального 
множества S ( X ,  У) в Jk ( X ,  У) , сводлщеесл к изуче
нию S в Jk (т ,  n) ; изучение взаимного расположения 
S (Х , У) и j "f (X) . На втором этапе обычно приме
няется теорема трансверсальности Тома . 

Т р а н с в е р с а л ь н о с т ь .  Гладкое отображение 
глад1шх многообразий f : А-В трапевереально под
многообразию СеВ (обозначается f--t-C) ,  если для 
любой точю1 а Е А  либо f (a) � C , либо (df)a( TaA )ffi 
ffi Tt<a1C= Tt<a1B . Если 1--t--C, то множество 1 - J  ( С) 
либо пусто , либо является подмногообразием в А ,  
коразмерность к-рого равна кораамерности С в В . 
Т е о р е м а  т р а н с в е р с а л ь н о с т и  Т о м а :  
пусть Х , У - гладкие многообразин и С - подмного
образие в Jk ( X ,  У) ; тогда множество тех j, для к-рых 
/'.f--t-C, является массивным подмножеством в С"' (Х ,  
У) в С"'-топологии Уитни . (Множес·,·во наз . м а с
с и в н ы м, если оно является пересечением счетного 

У с т о й ч и в ы е  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы е  
о т о б р а ж е н и л .  Центральной проблемой теории 
О. д ·  о .  в период ее возникновения была задача из
учения устойчивых дифференцируемых отображений . 

Гладкое отображение f : хт-уп гладких многообра
зий наз. у с т о й ч и в ы м, если для любого достаточ
но близкого к f отображенил Г найдутел диффеоморфиз
мы h : xm-xm и k : уп-уп такие , что г =  hofok . 

При небольтих т,  п(т,  п �4) , а также при n= 1 
п любом т устойчивые дифференцируемые отображе
ния плотны в пространстве всех собственных дифферен
цируемых отображений [ 3] . В пространстве отображе
ний Х9-У9 устойчивые отображенил не составляют 
всюду плотного множества (см. [ 1 ) ) . Для пек-рых пар 
многообразий (напр . ,  для Х = IRP19 ,  У= IR.19) вообще нет 
ни одного устойчивого отображенил Х в У. Найдены 
[ 1 4] ,  [ 1 5] все <<устойчивые размерностИ>> (т,  n) : для 
любых гладких многообразий Х т и yn устойчивые 
отображенил Х"' в уп плотны в пространстве собст
венных дифференцируемых отображений хт-уп , 
снабженном С"'-топологией Уитни , тогда и только 
тогда , когда пара (т ,  n) удовлетворяет хотя бы одному 
и з  следующих условиii ( q= п - т) :  а) п <7q + 8  и q:;;.: 4 ;  
б) п <7 q+9 и 3:;;.: q;;:.,O; в) п <8 и q =  -1 ;  г) п <6 и q = -2;  
д )  п <7 и q�3.  

При доказательстве этой теоремы . а также во многих 
других вопросах оказываютел полезными следующие 
два понятия: отображение /0 : хт- уп наз . г о м о
т о п и ч е с к и у с т о й ч и в ы м , если для любой 
гладкой гомотопии ft отображенил /0 найдутел гладкие 
гомотопии ht и kt тождественных диффеоморфизмов 
xm и yn такие , что ft= htofookt для достаточно малых t ; 
отображение f : хт-уп наз. и н ф и  н и т е з и
м а л ь н о у с т о й ч и в ы м, если велкое бесконечно 
близкое к /0 отображение f может быть получено из fo 
<<бесконечно близкими к тождественным>> диффео
морфизмами xm и уп , Для собственного отображенил 
понлтие устойчивости , гомотопич . устойчивости и ип
финитезимальной устойчивости совпадают [ 3] . Задача 
нахождения локальных нормальных форм устойчивых 
отображений сводител к задаче классификации пек
рых конечномерных локальных алгебр [ 1 4] , [ 1 5 ] . Для 
фиксированных т, n число таких нормальных форм 
конечно. 

Если в определении устойчивого отображенил в ка
честве h и k взять вместо дпффеоморфизмов гомеомор
физмы, то получител определение т о п о л о г и ч е
с к и у с т о й ч и в о г о о т о б р а ж е н и л. До
казана теорема (см. [ 8) )  о плотности множества топо-числа открытых плотных подмножеств . ) 

Т о п о л о г и л У и т н и. Пусть k:;;.:O и 
крытое множество в Jk ( X ,  У) . Пусть 

И _ от- логических устойчивых отображений в пространстве 
всех отображений любого компактного многообразин 
Х"' в любое многообразие yn (при любых т,  n) . 

М ( И) = {/ Е С"' (Х , Y) : jkf (Х)  с И} . 

Множествн М ( И) образуют базис нек-рой топологии, 
паз .  q"'-т о п о л о г и е ii: У и т н и на С"' (Х, У) . В этоп топологии Соо ( Х ,  У) является Бэра простран
ство.м , т.  е .  каждое массивное подмножество плотно. 

М у л ь т и с  т р у и .  При изучении самопересече
ний образа гладкого отображенил испшiьзуетсл понл
тие мулыиструи. Пусть а: Jf< ( X ,  У)-Х - естест
венная проекция. Пусть 

x<sl = {(xl , . . .  , Xs) E X  х . . .  х Х :  Xj =/= Xi ,  i =/= j} 

R о н е ч н о о п р е д е л е н н ы е р о с т к п.  
Пусть � - пек-рое отношение эквивалентности на 
множестве С"' (IR"' ,  Rn)o.  0 ростков отображениii fR.m -
- Rn ,  переводящих О в О .  k-струл любого такого 
ростка - это его отрезок ряда Тейлора порядка k .  
Росток f наз . k-o п р  е д е л е н н ы м, если любой 
другой росток g, имеющий ту же k-струю, удовлетво
ряет соотношению .f�g. Росток паз. к о н е ч н 0 
о п р е д е л с н н ы м, если он !с-определен при Иеi\
ром k .  Д о с т а т о ч н о ii паз .  такая !с-струя а, что 
любые два ростю� /, g, шiсющи е а в кнчестве /;-струп , 
удовJiетворлют с о отношению f- g. Наиболее часто 
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встречающиеt:я эквивалентности носят специальные 
названия: 

r-:э к в и в а л е н т н о с т ь -- припадJiежность од
ной орбите группы D iff�· ( IR. m )0 <<Правых» замен Коор
динат; rl-э к в и в 11 л е н т н о с т ь - принадлеж
иость одной орбите группы D iffoo ( fR m )0 X D iffoo ( IR11 )0 • 

Т о п о л о г и ч е с к а я  э к в и в а л е п �  
н о с т ь - принадлежиость одной орбите группы 
D iff0(1Rm )0 X D iff0(1R.п)0 • Изучение k-определеппого ростка 
сводится к изучению отображения , заданного много
членами степени ..;;.k .  

Решение вопроса о том, является ли  росток j 
k-определеппым относительно rl-эквивалентности , сво
дптся к задаче о разрешимости пек-рой явно выписы
ваемой системы конечного числа линейных уравнений. 

Множество конечно определенных относительно 
rl-эквивалептпости ростков открыто в соо ( IRm ,  /Rп)о, 0 , 
однако плотно не для любых т ,  n. Естественно рас
смотреть более I'рубое отношение топологич . экви
валентности . После выбрасывания из соо ( IR'" , IR.п)o . 0 
подмножества бесконечной коразмерности остается 
счетное число классов топологич . эквивалеnтности , 
каждый из к-рых является полуалгебраич. множест
вом. Отсюда следует, что открытое плотное множество 
в соо ( Х , У) (Xm - компактно) составляют отображе
ния , ростки к-рых топологически эквивалентны поли
номиальным [ 1 3] . Д е ф о р м а ц и и. Если отображение зависит от 
нараметров , то говорят , что задано семейство отобра
жений . Если семейство отображений изучается ло
кально , то при малом изменении параметров в окрес� 
пости фиксированных значений говорят о деформации 
отображения, соответствующего этим значениям пара
метров . Оказывается , во многих случаях изучение 
всевозможных деформаций сводится к изучению одной 
единственной , из к-рой получаются все остальные . 
Такая деформация, в иен- ром смысле самая большая, 
содержит в себе все существенпо разные деформации 
данного отображения. Она паз . в е р с а л ь н о й  
д е ф о р м а ц и е й  (см. [ 1 1 ] ,  [ 1 2 ] , [ 1 3] ) . 

Критические точки функций. Нритич . точка функции 
ваз . н е в ы р о ж д е н н о й, если второй дифферен
циал - невырожденпая квадратичная форма. Функция 
общего положения имеет лишь невырожденные критич. 
точки, а в окрестности каждой из них она может быть 
приведепа к стандартпой форме . Вырожденвые критич. 
точки приходится рассматривать в тех случаях ,  когда 
эти функции зависят от параметров, и чем больше 
число этих параметров , тем более сложные критич. 
точки будут встречаться пеустрапимым (малым шеве
лением) образом при нек-рых значениях параметров. 

Семейство функций , зависящее от любого числа па
раметров , можно превратить малым шевелением в се
мейство, в к-ром при каждом значении параметра в окрестности любой точки области определения функ
ция представляется многочленом в пек-рой локальной 
системе координат. Это позволяет при локальном изу
чении функций рассматривать только многочлены и 
использовать комплексный анализ . 

Н л а с с и ф и к а ц и я  к р и т и ч е с к и х  т о
ч е к ф у в к ц и й. Естественно начать с классифика
ции ростков в О голоморфвых функций в сп , ачитая 
два ростка э к в и в а л е в т в ы м и ,  если один пере
водится в другой ростком голоморфвой замены коор
динат в сп , сохраняющей О. Струя (многочлен Тей
лора) голоморфвой фувю�ии в О достаточна , если она 
определяет функцию с точностью до эквивалентности. 
Роr.ток, у 11-рого критич . точка О изолирована ,  всегда 
имеет достаточную струю и, следовательно, эквива
лентен многочлену. Н р а т н о с т ь ю (или ч и c
Jl о м М и JI н о р а) ft критич. точки О паз. чисJю не
вырождепных критич . точек, па к-рые распадается 

� 5 Матем атическая энц . ,  т. t,. 

критич .  точка О при малом шевелении функции. Если 
кратность критич . точки функцип 1 равна ft, то (ft+ 1)
струя достаточна . Т .  к .  кратность ft при малом изме
нении 1 не может увеличиваться , то классификация 
функций , близких к функции с изолировавпой кри
тич. точкой , сводится к изучению действия группы Ли 
k-струй: замен переменных на пространстве k-струй 
прп достаточно большом k .  В пространстве k-cтpyu 
функций 1 таких ,  что 1 (0) = 0 ,  dl (0) = 0 ,  коразмервость 
орбиты 1 равна ft - 1 , поэтому критич. точки крат
ности f-1 встречаются неустранимым образом в семей
ствах функций ,  зависящих от (t-t-1 )  параметров. 
Получены классификация (см. [ 10] ) всех критич . то
чек кратности t-t <- 1 6  и алгоритм приведения любой 
такой функции к нормальпой форме . Сложность кри
тич. точки определяется не только ее кратностью ft•  
но и ее м о д а л ь н о с т ь ю т (числом модулеЩ . 
Нритич. точка ваз . п р о с т о й  (или 0-м о д а л ь
н о й) , если среди всех близких критич. точек най
дется не более чем конечное число попарно неэквива
лентных. Два ростка функций паз . с т а б и л ь н о 
э к в и в а л е н т н ы м и, если они становятся экви
валентными после прямого сложения с невырожден
ными квадратичными формами от подходящего числа 
переменных (для ростков фун:кций от одинакового 
числа переменпых стабильная эквивалентность не от
личается от обычной) . 

С точностью до стабильной эквивалентности простые 
ростки исчерпываются следующим списком: 

A �t. : l (х) = xll+ 1 ,  k �  1 ; 
D ,. : l (x , y) = x2y + yk - I , k � 4; 
Е6 : 1 (х, у) = х3 + у4; 
E7 : f(x , у) = хз + хуз ;  
Е8 : 1 (х ,  у) = х3 + у' .  

М о д а л ь н о с т ь ю точки х Е Х при действии 
групны Ли G па многообразии Х паз . паименьшее 
число т такое , что достаточно малая окрестность 
точки х покрыта конечным числом т-параме-rрич . 
семейств орбит. 

Получена также классификация ростков функций 
модальпости 1 и 2 (см. [ 10] ) .  Нлассификация простых 
особенностей и особенностей малой модальности ок а
зывается связанной с группами Ли,  Нонстера и Вейля 
серий А , D , Е , с теорией Нос Артипа , классификацией 
правильных многогранников в трехмерном прост
ранстве , классификацией Нодаиры вырождений эл
липтич . кривых, классификацией треугольников на 
плоскости Лобачевского (см. [ 10] , [ 1 1 ] ) .  

Н р а е в ы е о с о б е п н о с т и .  Ряд геометрич. 
задач требует изучения критич. точе:к функций на 
многообразии с краем. 

В комплексном случае эта ситуация соответствует 
изучению ростка функции, заданпой в пространстве 
Сп с выделенным подпространством сп- 1 • Такие 
ростки изучаются с точностью до замен перемепных 
в сп , переводящих сп-t  в себя. в этой ситуации 
также получена классификация всех простых ростков , 
ростков модальвостей 1 и 2. Нлассификация простых 
краевых особенностей оказывается связанной с прос
тыми алгебрами Ли В , С, F4 • 

Т о п о л о г и ч е с к и е х а р а к т е р и с т и к и  
р о с т к а г о л о м о р ф в о й ф у н к ц и и . Пусть 
1 : (Сп , 0)-+(С , О) - функция, голоморфпая в ок
рестности пуля и имеющая в нуле критич . точку крат
ности f-1· Пусть Т) ,  8 - положительные числа ,  
вссп_ шар Jx] l 2+ . . .  + Jxn l 2 <.82 ,  s - его граница, 
ТсС - диск i t l  <ч , Т' - проколотый диск Т""-. О .  
Пусть X (t) � l - 1 ( t) П B , Х =I - 1 ( Т ' ) П В . Д л я  подхо
дящих 8 и Т) (е достаточно маJюго п Т) до<:таточно 
малого по сравнению с е) отображение 1 : Х-+ Т' � 
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гладкое локальво тривиальное расслоение. Cлoii Х (t) может лежать только во  множестве 
этого расслоения - (2п-2)-мервое многообразие с 
краем , томотопически эквивалентвое букету 1..1. (п- 1 ) 
мервых сфер.  К рай Х ( t ) есть 2п-3-мерпое многооб
разие , диффеоморфвое j- 1 (О) П S . Даже для сравни
тельно простых f зто многообразие может быть не
тривиальным.  Напр. , 28 мвоrообразий 

x�k-1 -t- x� -t- x; -t- x: -t- x� = O, 1 x1 l 2 -t- . . .  + 1 х, I 2 = B2 , 
k = 1 , . . .  , 28 , 

суть 28 сфер Милвора (r<-рые все rомеоморфвы обыч
ной семимервой сфере, но попарно не диффеоморфвы) . 
Группа при�едеввых гомологий Нп- 1 ( Х (t) , * •  Z )  
изоморфна z �t . Индекс пересечения определяет на 
Н п - 1 целочисленную билипейвую форму. Перевое 
слоев расслоения f : Х-+ Т' над кривыми в Т' опреде
ляет действие фундаментальвой группы л:1 ( Т' ) в (п- 1 )
мервых гомологиях слоя. Образующей л:1 ( Т' )  отве
чает автоморфизм группы гомологий , паз . о п  е р а
т о р о м м о в о д р о м и и. Оператор моводромии 
сохраняет форму пересечевий. Собственвые значения 
оператора моводромии несут информацию об асимпто
тяках различных интегралов , связанных с функ
цией f .  

лит. : [ 1 ] А р н о л ь д В. И. , В а р ч е н н о  А. Н . ,  Г у
с с it н-3 а д е С. М. , Особенности дифференцируемых отобра
ишний, М . ,  1 98 2 ;  [2] А р н о л ь  д В. и. , Математические методы 
илассической механини , М . ,  1 97 4 ;  [З]  Г о л у б и ц н и й М . ,  
Г и й е м и н В . ,  Устойчивые отображения и их особенности, 
пер . с англ . , М . , 1 97 7 ;  [4] Б р е н с р Т . , Л а н д е р Л. , Диф
ФеJ1енцируемыс ростни и катастрофы, пер. с англ . , М . , 1 97 7 ;  
[5] П о  с т о н Т. , С т ю а р т  и . ,  Теория натастроф и ее nрило
жения,  пер .  с англ. ,  М . ,  1 98 0 ;  [ 6 ]  М и л н о р Д  ж. , Особые точни 
номпленсных гиперповерхностей, пер . с анrл . ,  М . , 1 97 1 ; [7]  
Особенности дифференци:gуемых отображений,  Сб .  ст. , пер. с 
анrл. и франц. 1 М . ,  1 968 ; 18] Topological stabll lty ot srnooth rnap
pings, В . - Halb . - N.  У. , 1 976 ;  [9J т h о т R . ,  Stabll ite struc
turclle et rnorphogenese, N .  У . ,  1 97 2 ;  [ 1 0] А р  н о л ь д В. И. , 
«Ф�ннц. анализ и его nриложениn>>, 1 9 72 ,  т. 6 , М 4, с .  3-25 ;  
[ 1 1 ]  е г о ж е , «Усnехи матем. наун>>, 1 972 ,  т .  27 ,  в .  5 ,  с .  1 1 9-
1 8 4 ;  1 97 3 ,  т. 28 ,  в. 5 , с. 1 7-44 ;  1 974 ,  т. 29 ,  в. 2, с. 1 1 -49 ;  
1 97 5 ,  т.  3 0 ,  в .  5 ,  с .  3-65 ;  [ 1 2] Т о м Р. , там же, 1 972 , т. 27 ,  
в .  5 ,  с .  5 1 -57 ' [ 1 3] В а р ч е н н о А .  Н. ,  <<Изв. АН СССР. 
Сер. матем. >> , 1 974 ,  т. 38, М 5, с.  1 0 37-90 ; 1 97 5 ,  т. 39, М 2 ,  с. 
294-3 1 4 ;  [ 1 4] М а з  е р  д . ,  <•Математика>>, 1 97 0 ,  т. 1 4 ,  М 1 , с. 
1 41i-75 ;  [ 1 5] е г о ж е ,  <<Усnехи матем. наун�. 1 97 3 ,  т. 28 , в. 6 ,  
с .  1 6 5 - 9 0 ;  1 974 ,  т .  29 ,  в .  1 ,  с . 9 9-158 .  А. Н. Варченко ,  А.  Г. Rушнuренко. 

ОСОБЕННОСТЬ а в а л и т и ч е с к о ii ф у в к
ц п п - 1 )  Множество особых moчer; аналитпч . функции 
/ (z) комплексных переменных z = (z1 , • • •  , zп ) , п;;;:.: 1 , 
выделяемое теми или иными дополнительными усло
виями. В частности , изолированные особые точпи иногда 
ваз .  изолированными О.  

2)  Множество Kc:Cn такое , что в пек-рой области 
D ,  примыкающей к К, опре�елена однозначная ана
лптич . функция f (z) и для к-роrо ставится вопрос 
о возможности авалитич . nродолжения / ( z) па К. 
Напр . ,  пусть D - область пространства С " ,  К 
компакт , содержащийся в D , и / (z) rоломорфва на 
D '-.._K.  Тогда К - потенциальная О. функции / (z) ,  
и ставится воnрос о б  аналитич . продолжении (быть 
может , при нек-рых дополнительных условиях) f (z) 
на  всю область D , иначе говоря, вопрос об << устрапе
нпи» , или «стирании>> , особенности К. 

См.  также Устранимое множество .  
Е .  д .  Со.яо:менцев .  

ОСОБОЕ РЕШЕНИЕ о б ы к в о в е н в о г о д и ф
ф е р е н ц и а л ь н о r о у р а в в е в и я - реше
ние , в каждой точке к-рого нарушается единственность 
решения задачи Коши для этого уравнения. Напр . , 
для уравнения 1-го порядка 

у ' = / (х , у) 

с непрерывной пpaвuii частью, всюду имеющеii конеч
ную или бесконечную частную производкую по у, о. р .  

М = { (х, Y) l l f� (x , Y) I = QO } .  
Кривая ус:М есть О .  р .  уравнения (*) , если у являет
ся интегральной кривой уравнения (*) и через каждую 
точку кривой у проходит по крайней мере еще одна 
интегральная кривая уравнения (*) · Пусть уравне
ние (*) имеет в век-рой области G общий ии тегра.л 
Ф (х, у ,  С) =О ;  если зто семейство кривых имеет огиба
ю щую , то она является О. р. уравнения (*) · Для диффе
ренциального уравнения 

F (х, у, у' ) = О 

О. р. находится исследованием дисr;римипантной пр и
вой . 

Лит. : [ 1 ]  С т е п а н о в В. В. , Нурс дифференциальных урав
нений, 7 изд. , М . , 1 958 ;  [2] С а н с о н е Д ж. , Обыкновенные 
дифференциальные уравнения,  пер. с итал. , т.  2 , М. , 1954 .  

Н .  Х. Р озов . 
ОСОБОЙ ТОЧКИ ИНДЕКС - одна из основных 

характеристик изолироваввой особой точr;и векторного 
поля . Пусть векторвое поле Х определено в Rn , Q -
сфера малого радиуса, окружающая особую точку х0 , 
такая, что X I Q ;t: O .  Тогда и в д е к с о м indx0 (X)  о с о
б о й т о ч к и х0 векторного поля Х паз . степень 
отображения deg 1 ,  где 

т. е . 

/ .  Х (х) · Q sп - !  ' I X (x) l ' -+ · ,  

indxo (Х ) = deg fxo · 
Если х0 вевырождева , то 

ind хо ( Х) = sign det 1 1 ��� 11 · 
О .  т .  п. не зависит от направления поля. М. И. Войцеховсхий .  

ОСОБЫЕ ПОКАЗАТЕЛИ линейвой системы обык
новенных дифференциальных уравнений - величины , 
определяемые формулой: 

- 1 Q0 ( А ) = l im -8 - ln l l  Х (8 , 't') 1 1 
8 - 't -+ + ао  - 't  

( в е р х н и й 
формулой 

о с о б ы й  п о к а з а т е л ь) 

wo ( А ) = lim _2__е ln 11 Х ('t' ,  8) 1 1 
8 - 't -+ + ., ·'t -

или 

(н и ж в и й' о с о б ы й п о к а з а т е л ь) , где 
Х ( 8 , 't') - Коищ о ператор системы 

;; = А ( t ) х , х Е R 11 , (1 ) 
где А ( · ) - отображение IR. +-+Hom (R" , R11) , суммируе
мое па каждом отрезке . 

О .  п. могут равняться ± оо ; если для пек-роrо Т >О � t + T 
Sllp 1 11 А ('t') 11 d't' < + оо , t Е IR + 

то О .  п. суть числа .  
Для  системы ( 1 )  с постоянными коэффициентами 

(А ( t)=A (О)) О. п. Q0(A ) и w0(A) равны соответственно 
максимуму и минимуму действительных частей собст
венных значений оператора А (0) . Для системы (1 )  с 
пеJJИодич. коэффициентами (А (t+ Т) = А ( t) при всех 
t E R для век-рого Т >О) О .  п. Q0(A )  и w0(A ) равны соот
ветственно максимуму и минимуму логарифмов модулей 
.му.льтип.липаторов, деленных на период Т. Иногда О. п. 
ваз .  иначе ,  вапр.  r е н е р а л ь в ы м и п о к а з а
т е л я м 11 (см. [4] ) .  

Следующие определения эквивалентны nриведен
ПЫI\1 выше: О. п. QU(A ) равен точной нижней грани мно-
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жества тех чисел а, для каждого И'! к-рых найдется чис
ло Са >О такое , что для всякого решения x ( t) � O систе
мы ( 1 )  выполнено неравенство 

1 х (8) 1� Са е а < O-'t )  1 х (т) 1 для всех 8 ;::, т ;::, О ; 
О .  п. w0 (A )  равен точной верхпей грани множества те х  
чисел � .  для каждого из к-рых наiiдется число Св >О 
такое ,  что для всякого решения x (t) � O системы ( 1 ) вы
полнено неравенство 

1 х (8) 1 ;::, Св еВ < O-'t J  1 х (т) 1 для всех 6;::, т ;::, О . 
Для О .  п. и Л япупова характер истических покааате

дей  имеют место неравенства: 

sup } \ ' + Т 1 1 А (т) l l dт ;::, Q0 ( А ) ;::, Л1 ( А ) ;::, . . .  t e iR +  .J t  
. . .  :;::,- Лп (А) ;::, w0 (А) 3 - sup + (' i+ T  11 А (т) 1 1 d"C .  t e iR + .) 1  

Для линейных систем с постоянными или с периодич. 
коэффициентами 

Q0 ( A) = Лl (A) , w0 ( А ) = Лп (А ) ,  
но существуют системы, для к-рых соответствующие не
равенства - строгие (см. Раепомерпая устойчивость) .  

О .  п .  Q0(A ) (соответственно w0(A ) ) как функция на 
пространстве систем ( 1 ) с ограниченными непрерывны
ми коэффициентами (отображение А ( · ) непрерывно и 
sup I IA ( t ) l l <+ oo ) ,  наделенном метрикой t Е IR + 

d (A , B) = sup I I A ( t ) - B (t ) ] l , 
1 Е IR + 

полунепрерывна сверху (соответственно снизу) , по не 
всюду непрерывна . 

Если отображение А ( · ) : IR.� H om ( fR.n , fR.n ) равно
мерно непрерывно и 

su р 1 1 А ( t ) 1 1 < + оо , t Е IR. 
то сдвигов дипамическая система (S= Нош ( fRn , fR.n)) 
имеет инвариантные нормированные меры !Ч и !t 2 ,  
сосредоточенные н а  замыкании траектории точки А ,  
тюше ,  что для почти всех А (в смысле меры �t1) всрхню'i 
О .  п . системы 

(2) 
равен ее паибольшему (старшему) характерпстнч . пока
зателю Ляпунова 

go (AJ = Лt (А)  
1 1  для почти всех А (в смысле меры �t2 )  нижний О.  п . 
системы (2) равен ее паименьшему характеристич .  по
казателю Ляпунова 

w0 (А ) = Лп ( А) .  
Для почти периодич . отображенил А ( · ) (см. Липейпая 
система дифферепциадьпых уравпепий с почти перио
дическими коэффициептами) меры /]1 и /]2 идентичны и 
совпадают с той единственпой нормированпой инвари
антной мерой, сосредоточенной н а  сужении динамич. 
системы сдвигов на замыкание траектории точки А , 
к-рал в этом случае имеется. 

Пусть дипамич . система па гладком замкнутом п
ме рном многообразии vn задана гладким векторным 
полем. Тогда у этой системы найдутся нормированные 
инвариантные меры �t1 и �t2 такие , что для почти велкой 
(в смысле меры �tд точки х Е vn совпадают верхний О . п . 
и старший характеристич . показатель Ляпунова сис
темы уравнений в вариациях вдолr, траектории точки х 
и для почти всякой (в смысле меры /]2) точки х Е V" 
совпадают нижний О. н. и паименьшиii характеристич .  

5 * 

показатель Ляпунова системы уравнений в вариациях 
вдоль траектории точки х. Определения О. п . , харак
теристич. показателей Ляпунова и т. п. сохраплют 
смысл для систем уравнений в вариациях гладких дина
мич . систем, заданных на любых гладких мпогообра
зилх. Система уравнений в вариациях такой дипамич . 
системы вдоль траектории точки х может быть записана 
в виде (1 ) ,  напр.  с помощью задания в касательном про
странстве к vn в каждой точке траектории точки х ба
аиса, полученного параллельпым перенесением вдоль 
траектории точки х (в смысле римаповой связности, ин
дуцированной какой-либо гладкой римановой метри
кой) нек-рого базиса касательного пространства к vn 
в точке х. Лит. : [ 1 ]  В о h 1 Р. ,  <<J .  reine und angew. Math . >> ,  ! U I З ,  Bd t H ,  S. 28Z.- 3 1 8 ; [2] П е р  с и д с к и й  И . ,  <<Матем. сб.», 1 933 , 
т. 40 ,  М 3, с. 28 Z.-9 3 ;  [3] Б ы л о в Б. Ф. , В и н о г р а д Р. Э. , 
Г р  о б м а н д . М. , Н е м ы ц к  и й В. В . ,  Теория показателей 
Ляпунова и ее приложения к вопросам устойчивости, М. , 1 966 ; 
[Z.) д а л е ц к  и й Ю. Л . ,  Н р е й  н М. Г. , Устойчивость решений 
дифференциальных уравнений в банаховом пространстве ,  М. , 
1 9 7 0 ;  L5] И з о б о в Н. А . ,  в кн . .  Итоги науки и техники. Матем. 
анализ,  т. 1 2 ,  М. , 1 97 z. , с. 7 1 -Н б . В .  М. MU./LJ!uoнщuxoв . 

ОСРЕДНЕНИЕ, у с р е д  п е н и е , - операцил вы
числения средних значений функций ,  входящих в 
структуру дифференциальных уравнений , описываю
щих периодические , почти периодические и ,  вообще , 
колебательные процессы. Операция О. может рассмат
риваться как нек-рый сглаживающий оператор . Ме
тоды О .  впервые стали применяться в небесной механи
ке при исследовании движения планет вокруг Солнца. 
Позже они получили распространение в самых разно
образных областях: в теории пелинейных колебаний, в 
физике ,  в теории автоматич . регулирования, астро
динамике и др. Методы О .  часто позволлют находить 
приближенные решения для исходных уравнений . 
Наиболее типичные классы дифференциальных урав
нений, к к-рым применяются методы О . ,  следующие . 

1 )  Стандартные системы в смысле Н . Н .  Боголюбова 

( 1 ) 

где х , Х - векторы , t - время , /] - малый ПОJiожи
тельныii параметр . 

2) Многочастотные автономные 2:rt-перподпческпе 
системы 

dx ) (it = !tX (x , у) , 
dy )> dt = w (x) + ltY (x , у) , 

где х, у ,  Х , У - векторы , причем 

(2) 

Х (х , у + (2л) ) =Х (х , у) , У (х , У + (2л) ) == У (х, у ) ,  
со (х) - вектор частот. 

3) Многочастотные пеавтономныс снетемы 

�� = �tX (х , у ,  t ) , 

�� = W (х ,  у ,  t) + �tY (х , у, t ) .  (3) 

В место систем ( 1 ) - (3) рассматриваются <<более прос
тые•> осредпепные системы 1 -го приближения: 

( 1 ' ) 

(2 ' )  

(3 ' )  
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где 

Х0 (х) = l im  --}- \ т Х (х, t ,  О) dt , (4 ) 
т ...... "' J о 

xl (х) = (2�)n � :п . . .  � :п Х (х ,  YI • . . .  ' Уп) dyl dyn, 
(5) 

�Т2 (х , xu ,  Уо , t 0) = 

= liш + r l, + т х (х , с:р (хо ,  Уо .  t o ,  t ) ,  t )dt . (6) 
T --+ <r>.  J 1 0 

Формулы (4) -(6) выражают наиболее распространен
ные схемы О .  

Формула (6} выражает схему О .  <<вдоль поротдающего 
решепиЯI> . В функции Х (х , у, t) вектор у сначала заме
няется порожцающим решением системы 

dxfdt = O , 
dyfdt = ro (x , у , t ) ,  

после чего вычисляется интегральное среднее (6 ) .  
Принципиальный вопрос , к-рый возникает при заме

не систем ( 1 ) -(3) , состоит в том, чтобы построить е
оценки для норм 

1 1 х ( t ,  �t ) - x  ( t ,  �) 1 1 , 1 1  У ( t ,  �) - у  (t ,  � )  1 1  
на возможно большем (порядка 1 /�) промежутке вре
мени , если 

х (О , �-t ) = x (O ,  /-t) , у (О , �-t) = y (O , �-t) · 
В этом состоит проблема обоснования методов О . Для 
систем (1) проблема обоснования методов О .  была по
ставлена и решена Н . Н. Боголюбовым, результаты 
к-рого заложили основы современной алгоритмич . тео
рии обыиповепных дифференциальных уравнений. 

Лит. : [ 1 ]  Б о г о л ю о о в  Н. Н. , :М: и т р о п о л ь-
с н и й Ю. А . ,  Асимптотичесние методы в теории нелинейных но
Jtебаний, 4 изд . ,  М . ,  1 974 ;  [2) М и т р о п  о л ь  с н и й ю. А. , 
Метод усреднения в нелинейной механине, :Н . ,  1 97 1 ;  [3) В о л о
с о в В . М . ,  М о р г у н о в Б . И. ,  Метод осреднения в теории 
нелинейных нолебательных систем, М . ,  1 97 1 ; [4] Г р  е б е н и
н о в Е. А . ,  Р я б о в Ю. А. , 1\онструнтивные методы анализа 
нелинейных систем,�". М. , 1 97 9 .  Е. А .  Гребен.ихов. 

ОСТАТОЧНЫn ЧЛЕН р а з л о ж е н и я ф у в к
ц и и - аддитивное слагаемое в формуле ,  задающей ап
нроксимацию функции с помощью другой , в каком-то 
смысле более простой . О. ч. равен разности между за
данной функцией и функцией ее аппроксимирующеii , 
тем самым е�о оценка является оцевкоii точности рас
сматриваеыоп аппроксимации . 

К указанным формулам относятся формулы типа Тей
лора  фор-А!улы ,  интерполяциопных формул , асимпто
тпч . формул , формул для приближенного вычисления 
тех или иных величин и т. п .  Так, в формуле Тейлора 

,.., п t<k> (х ) 
f (х) = �k = o k l  

о (x - xo)n + o ((х - хо )" ) , х ___,. хо , 

О. ч .  (в впде Пеано) наз .  слагаемое О ((х - x0)n ) .  При 
асимп·rотич . разложении функции 

f (х) = ао + '; + . . . + :� + О (хп1+ , ) , х --+ +  оо , 
О .  ч .  является О ( х,; + 1 ) , х -+ 00 . В частности, в Стир

.tиtнга фор.А!уле , дающей асимптотич . разложение гамма
функции :J iiлepa 

Г ( s + 1 )  = V 2лs ( � ) " + О ( е - 8 s
" - {-) , s ___,. + оо , 

О .  ч .  является О (e- ss• - ' 1') . л. д. Ffудр.ч в ц ев .  
ОСТРОГРАДСКОГО МЕТОД - метод выделения и.л

гебрапч . части у пеuпределеппых интегралов от рацио
нальных функций. Пусть Р (х) и Q (х) - многочлены с 

действительными коэффициентами , причем степень Р(:с) 

меньше степени Q (х) и , следовательно , ��=: - правпш,

вая дробь , 

Q (х) = (х - а1) а., . . .  (x - ar )a. r (x2 + plx+ qi)I! ' 

. . . (x2+ Psx+ qs) l!s , ( 1 )  
а; , Pi • qi - действительные числа ,  pj/4 -qj <O ,  а.; и 
��· - натуральвые числа , i= 1 ,  2 , • • •  , r , j= 1 ,  2 , • • . , s,  

r:x, - 1  Q l (х) = (х - а1) . . .  
а. - 1  [3 , - 1  

. .  . (x- ar) r (x2 + p1x+ q1) 

( 2 +  + l!s - 1  · · · х PsX qs) , 
Q 2 (x) = (x - ai) . . .  (x - ar) (x2+ p1x+ q1) 

. . .  (x2+ Psx + qs) · 

1 ( 2) 

. . .  J 
Тогда существуют такие действительные многочлены 
Р1(х) и Р 2(х) ,  степени к-рых меньше соответственно чем 
степени n1 и n2= r+2s многочленов Q1(x) и Q2(x) , что 

\ Р (х) Р1 (х) \ Р 2  (х) 
J Q (х) dx = Q , (х) + J Q , (х) dx . (3) 

Важным является то обстоятельство ,  что многочлены 
Q1 (x) и Q2(x) можно найти без знания разложения ( 1 )  
многочлена Q (х) на веприводимые множители: много
член Q1(x) является наибольшим общим делителем мно
гочлена Q (х) и его производной Q' (х) и может быть полу
чен с помощью алгоритма Евклида , а Q2(x) = Q(x) /Q1 (x) . 
Коэффициенты многочленов Р 1 (х) и Р 2(х) можно вычис
лить с помощью неопределенных liоэффициен тов .метода. 
О .  м. сводит ,  в частности , задачу интегрирования пра
вильпой рациональвой дробИ к задаче интегрирования 
правильпой рациональной дроби , знаменатель к-poii 
имеет простые корни ; интеграл от такой функции вы
ражается через трансцендентные функции: Jiогарифмы 
и арктангенсы. Следовательно , рациональная дробь �:::: в формуле (3) является алгебраич. частью неон-

ределенного интеграла � ��:� dx . 
О .  м. впервые опубликовав М .  В .  Остроградским в 

1 845 (см. [ 1 ) ) .  
Лит. : [ 1 ] О с т р о г р а д  с н и й М .  В. , <<Bull .  scient. Acad.  

Sci .  St.-Pi tersbourg», 1 845 ,  t .  4 ,  М 1 0-1 1 ,  р .  Н5-67 ; М 1 8- 1 9 ,  
р .  286- 300 .  Л . Д. Кудрявцев.  

ОСТРОГРАДСКОГО ФОРМУ ЛА - формула интег
рального исчисления функций многих nеремеппых, уста
вавливающая связь между п-кратвым интегралом .по 
области и (п-1 )-кратным интегралом по ее границе . 
Пусть функции Х;= Х;(х1 ,х2 , . . . , хп) вместе со своими 
частными производвыми дХ;fдх; ,  i= 1 , 2 , . . .  , n ,  ин
тегрируемы по Лебегу в ограниченвой области Gc iR.n , 
граница дG к-рой является объединением конечного 
множества кусочво гладких (п-1 )-мерпых гиперповерх
ностей , ориентированных с помощью внешней нормали 
v .  Тогда О. ф. имеет вид 

S S 
n а

х .  
. .  . � - дх : dxl 

G < = 1 1 

Если cos а.; , i= 1 ,  2 , . . .  , и , - направляющие ко
синусы внешних нopмaJieii v гиперповерхпостеii , со
ставляющих границу дG области G, то формула (1 ) 
может быть записана в виде 

S · · ·  S �� :�� dv = S  · · · S �n X · cos a. ·da 
• G ' � 1 ' дG � i = 1 1 1 ' 

(2 )  
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где dv= dx1. . dхп- элемент п-мерного объема в вп ,  ОСЦИЛЛЯЦИОННАЯ МАТРИЦА - вполне иеот-
а da - элемент (п-1 )-мерного объема на дG. рицательная матрица А такая , что существует целое 

В терминах векторного поля а = (Х1 , • • •  , Хп) фор- положительное число )( ,  для к-рого А " - вполне поло
мулы ( 1 )  и (2) означают равенство интеграла от дивер- жительпая матрица ; при этом матрица А паз . в н u л
генции этого поля по области G его потоку (см. Пorno�r- н е н е 0 т р и ц а т е л ь  н о й  (в п о л и е п о  л о -
в е к т о р н о г о п о  л я) через границу области G :  ж и т е л ь н 0 й) , если все е е  миноры любого порядка 

(' (' r r неотрицательны ( положительны) . Наименьший ИЗ П О·-
J · · · j а div а dv = j · · · j 

а 
а av da · казателей Х паз . п о к а з а т е л е м О. м. Если А -

Для гладких функций О . ф. была впервые получена 
в трехмерном случае М .  В. Остроградским в 1 828 
(опубл .  в 1 831 , см. [ 1 ] ) .  На п-кратпые интегралы в слу
чае произвольпого натурального n О . ф. была обобщена 
им в 1 834 (опубл . в 1 838, см. [ 2] ) . С помощью этой фор
мулы М .  В . Остроградский нашел выражение произ
водпой по параметру от п-кратпого интеграла с пере
менпыми пределами и получил формулу для вариации. 
п-кратного интеграла ; при n=3  для одного частного 
случая О . ф. была получена К. Гауссом (С . G aнss) 
в 181 3 ,  поэтому иногда О. ф. паз . также ф о р  м у л о й  
О с т р о г р а д с к о г о - Г а у с с а .  Обобщением 
О. ф .  является Cmo�r-ca формула для многообразий с 
нраем. 

Лит. : [ 1 ] О с т р о г р а д с н и й М.  В. , «Memoires de l ' Aca
d emie des Sciences de St. Petersbourg. Ser. 6 - Sciences mathe
matiques, physiques et nature\ leS>>, 1 8 3 1 , t .  1 ,  р. 1 1 7-22 ;  [2] 
е г о ж е, там же, 1 838,  t .  1 ,  р . 35-58. Л .  д .  Кудрявцев . 

ОСТРОГРАДСКОГО - ЛИУВИЛЛЯ ФОРМУ ЛА -
см. Лиувилля - Остроградс�r-ого формула . 

ОСЦИЛЛИРУЮЩЕЕ РЕШЕНИЕ - то же , что ко
леблю щееся решение обыкновенного дифференциального 
уравнения . 

ОСЦИЛЛЯТОР ГАРМОНИЧЕСКИИ - система с 
одной степенью свободы, колебания к-рой описываются 
уравнением вида 

Фазовые траектории - окружности, период колеба
ний T= 2nl w не зависит от амплитуды . Потенциальная 
энергия О . г. квадратично зависит от х: 

U = w2x2j2 . 
Примеры О. г . :  малые колебания маятника, колебаиин 
материальной точки, закреплеиной на пружиие с пос
тоянной жесткостью, простейший электрический коле
бательный контур. Термины «Гармонический осцилля
тор>> и <<Линейный осциллятор» часто употребляются 
как синонимы. 

Колебания кваптовомеханического линейного осцил
лятора описываются уравнением Шрёдиигера 

h• d•'IJ ( mw•x• ) 
- 2m "'ilXz + Е - -2- ф = О . 

Здесь т - масса частицы . Е - ее энергия , h - посто
янная Планка, w - частота .  Квантовомеханическиii 
линейный осциллятор имеет дискретный спектр уров
ней энергии Eп= (n+1!2)h w, п=О ,  1 ,  2; соответствую
щие собственные функции выражаются через Эрми та 
фун�r-ции . 

Термин <<Осциллятор» употребляется по отношению 
к системам (механическим или физическим) с конечным 
числом степеней свободы, движение к-рых носит коле
бательный характер (напр . ,  многомерный линейный 
осциллятор - колебания материальпой точки , па
ходящейся в потенциальном поле сил с потенциалом, 
к-рый является положительно определенной квадра
тичной формой от координат, 11елинейпый осциллятор 
Ван дер Поля, см. Ван дер Поля уравнение) .  !То-види
мому, не существует однозначного толкования термина 
<<осциллятоJJ>> или даже «лиие iiныii осциллятор>> .  

Лит. : [ 1 ]  М а н д с л ь  ш т а м л.  И. , .Пенции п о  теории 
ноJIСбани й ,  М . ,  1 972 ;  [2] Л а н д а у Л. Д . , Л и н ш и ц Е. М . , 
Ивантован механи к а .  Нерелятивистскан теор и н ,  � изд . , М . , 
1 U 7 4  (Теоретичеснан фи&ина,  т. 3 ) .  М .  В .  Федорю>< . 

О .  м. с показателем )( , то при любом целом k�X мат
рица A k вполне положительна ;  натуральная степень 
О .  м. и матрица (А + ) - 1 - также О . м. Для того чтобы 
вполне пеотрицательная матрица А =  l laik 1 17 была О. м .. ? 
необходимо и достаточно, чтобы: 1 )  А была неособенноп 
матрицей ,  2) при i= 1 ,  . . . , n было выполнено ai, i + 1 >0 , 
ai + I , i >O . n Основная теорема для О . м. : О .  м. А =  l laik l l 1 всегда 
имеет n различных положительных собственных зна
чений ; у собственного вектора и1 , отвечающего пап
большему собственному значению 1..1 , все координаты 
отличны от нуля и одного знака ; у собственного век
тора us , соответствующего s-му по ве.пичине собствен
ному значению Лs , имеется точно s-1  перемен знака ; 
при любых действительных числах cg , cg + l • · • •  , ch , 1 ...;;: � n  2 
.s;;;;,g � h �n , "'-k=g ck >O , в ряду координат вектор!! 

и = �;=gc,.uk число перемен знака заключается между 
g- 1  и h-1 .  

Лит. [ 1 ]  Г а н т м а х е р Ф. Р . ,  Н р е й н М. Г. , Осцилля
ционные матрицы и ядра и малые нолебания механичесних сис-
тем, 2 изд. , М . - Л . ,  1 95 0 .  В.  И. Ло.м.он.осов . 

ОСЦИЛЛЯЦИОННОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ 
УРАВНЕНИЕ - обыкновенное дифференциальное 
уравнение, обладающее хотя бы одним осцилляцион
иым (колеблющимся) решением.  Имеются различные 
понятия осцилляционности решения . Наибол'ее рас
пространены следующие: осцилляциониость в точие 
(в качестве к-рой ,  каи правпло ,  берется + ех> ) и осциJI
ляциониость в промежутке . Неиулевое решение урав
нения 

и<n > = f ( t , и , и ' , . . .  , и<n - 1 > ) ,  n � 2, ( 1 ) 

где f ( t ,  О , . . .  , 0) = 0 ,  паз. о с ц и л л я ц и о н н ы м в 
т о ч к е  + оо  (в п р  о м е ж у т к е /) , если оно имеет 
последовательность нулей, сходящуюся к + оо (соот
ветственно имеет в 1 не менее n нулей с учетом их крат
ности) . Осцилляционность уравнения ( 1 )  в + оо  или 
в промежутке 1 понимается в соответствующем смысле .  

Среди осцилляционных в + оо уравнений выделяют 
уравнения , обладающие т .  н. свойствами А или В , 
т. е . в определенном смысле сходные с одним из урав-
неиий 

и<n > = - и или и<n > = и . 

При этом уравнение ( 1 ) о б л а д а е т с в о ii с т в о м 
А , если каждое его решение, задаиное в окрестности 
+ оо ,  при четном n является осцилляционным ,  а при 
нечетком n - либо осцилляционным, либо удовлетво
ряющим условию 

Jim и< i - 1 > (t ) = O , i = 1 ,  . . . , n .  ( 2) 
t-+ + 00 

Если же каждое решение уравнения ( 1 ) ,  заданное в ок
рестности + оо , при четном n является либо осцилля
ционным, либо удовлетворяющим условию (2) или 

Jim l и< i - l > ( t ) l = + oo , i = 1 , . . .  , n , ( 3) 
1-+ + оо  

а при нечетиuм n - либо осцилляционным, либо удов
летворяющим условию (3) , то оно о б л а д а е т с в о й
с т в о м  в .  

Лпнейпос уравнешш 
и<п >  = а  (1) и (4) 
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с локально суммируемым коэффициентом а : [ t0 ,  + оо >
-IR обладает свойством А (свойством В) , если 

п.1 n  

a ( t ) ..;; O [ a ( t ) ? O] при t ;;?= t0 ,  
(' + ос  tn-1-e 1 а ( t ) 1 dt = + оо , j t о 

а ( t i .O:::: /tn - е [а ( t ) >- 'Vn + е] 
' """""" tn � tn 

при t;;:.t0 , где е >О ,  а /t п- паименьший (vп- паи
больший) из локальных минимумов (максимумов) мно
гочлена х (х-1 )  . . .  (x-n+ 1 )  (см. [ 1 ] - [5 ] ) . 

Уравневне тппа Эмдена - Фаулера 

иln) = а  ( t ) 1 и 1 1.  si gn и (Л > О , Л :j: 1 ) (5) 
с локально суммируемым неположительным (неотри
цательпым) коэффициентом а : [ t0 , + оо )-R обладает 
свойством А (свойством В) тогда и только тогда , когда 

(' +а:> t /J.  1 а ( t )  1 dt = + оо , j 1 , 
где �-t= шin {n-1 , (n- t )Л } (см. [4] , [ 6] , [ 7 ] ) .  

В ряде случаев вопрос об осцилляционности урав
нения (1 ) можно свести к аналогичному вопросу для 
эталонных уравнений вида (4) п (5) с помощью теорем 
сравнения (см. [ 1 1 ] ) . 

При изученпи осцилляциопных своiiств уравнений с 
отклоняющимся аргументом проявляются нек-рые спе
цифич . особенности. Напр . , если n нечетно, !J. > О  и для 
больших t соблюдается неравенство 

а ( t ) ..;;;; а0 < - n !  !J. - п , 
то все венулевые решения уравнения 

uln ) ( t )  = а  (t) и (t - M  

являются осцплляционными в + оо  (см. [ 10] , [ 1 1 ] ) . 
В то же время при неполож1tтельноъ1 а и печетном n 
уравнение без запаздывания (4) всегда имеет неосцил
ляционное решение . 

Понятия осцилляционности и неосцилляционности 
в промежутке изучаются в основном для линейных од
нородных уравнений. Они имеют фундаментальное 
значение для теории краевых задач (см . [ 1 2] ) .  

Лttm. :  [ 1 ]  К n е 8 е r А . , <<Math. Ann. >>, 1 8 9 3 , Bd 4 2 ,  S. 409-
4 3 5 ;  [2 ]  М i k u 8 i n 8 k 1 J . G. , «Colloq. Math . >> ,  1 94 9 ,  v.  2,  р. 
34-39; [3]  Н о н д р а т ь е в в .  А . , <<Тр. Моек. матем. об-ва>>, 
1 96 1 ,  т. 1 0 ,  с. 4 1 9-36 ; [4] Н и г у р а  д з е И. т . ,  «Матем. сб . >> , 
1 96 4 ,  т. 6 5 ,  М 2, с. 1 7 2-87 ;  [5] Ч а н т у р  и я Т. А . ,  <<Изв .  АН 
СССР. Сер. матем. >>, 1 97 6 ,  т. 4 0 , М 5, с. 1 1 28-4 2 ;  [6] L i с k о I . ,  S v е с М. , <<Чехосл . матем. ж . >>, 1 96 3 ,  т .  1 3 ,  с .  48 1 - 9 1 ; [7 ]  Н и
г у р а  д з е И . Т. , <•Arch . Math . >> ,  1 978 ,  v. 1 4 ,  Jl<e 1 ,  р. 2 1 -4 4 ;  
[ 8 ]  S w а n s о n С .  А . ,  Cornpari8on and osci l!ation theory o t  li
near difterentia l  cquation8, N. У . - L. , 1 968 ; [9] Х а р т
м а н Ф. ,  Обыкновенные дифференциальные уравнения, пер. с 
англ . ,  М. ,  1 9 7 0 ;  [ 1 0] М ы  ш к и с А .  д . ,  Линейные дифференци
альные у_равнения с запаздывающим аргументом, 2 изд. , М. ,  
1 972;  [ 1 1 1  Н о п  л а т а д з с Р. Г. , Ч а н т у р  и я т . А . ,  Об ос
цилляционных свойствах дифферен!!Иальных уравнений с- откло
няющимся аргументом, Тб. , 1 97 7 ;  [1 2] Л е в и н А .  Ю. , «Успехи 
матем . наук», 1 9 6 9 ,  т.  24 , в.  2, с. 4 3 - 9 6 .  И. Т. Нигурадае. 

ОСЦИЛЛЯЦИОННОЕ ЯДРО - функция К ( .т , s) , 
а<:х, s<:Ь, такая , что для любых точек х 1 , • . .  , хп Е E la , Ь] , среди к-рых (при n= 2) имеется по крайней 
мере одна внутренняя , матрица I IK (xi , х,.) 1 11 является 
осцилляциоппой матр ицей . В .  и. Ломо'ltОсов. 

п-ОТДЕЛИМАЯ ГРУППА - группа , у к-рой среди 
различных простых делителей каждого индекса ее ком
позиционного ряда содержится не более одного просто
го числа из :rt (:rt - пек-рое множество простых чисел ) . 
Класс :rt-0 . г .  содержит класс n-раарешимых групп.  
Для конечных :rt-0 . г .  установлена справедливость 
:п-спловскпх свойств (см.  [ 1 ] ) . Именно ,  для любого 
множества :n 1 c: :n  конечная :п-0 . г .  G содержит :п1-
холловскую подгруппу п дюбые две л1-холловские 

подгруппы сопряжены в G. Любая :rt1 -подгруппа :rt-0 .  r. 
G содержится в пек-рой :rtгхолловской подгруппе 
группы G (см. [ 2] ) .  

Лит. : [ 1 ]  Ч у  н и х  и н С .  А . , <<Докл. АН СССР», 1 9 4 8 ,  т .  5 9 ,  
М 3 ,  с.  4 4 3 - 4 5 ;  [2] Н а 1 1 Р . , «Proc. London Math .  Soc . » , 1 9 5 6 ,  
v .  6 , М 2 2 ,  р.  286- 3 0 4 .  С. П .  Струппов. 

ОТДЕЛИМОЕ ПОПОЛНЕНИЕ КОЛЬЦА - попол
нение топологич . кольца A /i5 ,  где А - топологич . 
кольцо , а i5 - замыкание в А нулевого идеала о . 
О .  п. к. снова является топологич . кольцом и обозна
чается обычно А .  Всякий непрерывный гомоморфизм 
кольца А в полное отделимое кольцо В единственным 
образом продолжается до непрерывного гомоморфизма 
А:-в.  

В паиболее важном случае , когда топология кольца 
А линейна и задается фундаментальной системоii идеа-
лов (Ш:д )J.. е л,  отделимое пополнение А канонически 
отождествляется с проективным пределом lim (А /Ш:д ) л е л 
дискретных колец А /Ш:д • Аналогично устроено отде
лимое пополнение модулей . в. и. Дан.и.яов. 

ОТДЕЛИМОСТИ АКСИОМА - условие, налагаемое 
на топологич . пространство и выражающее требование , 
чтобы те или иные дизъюпктные ,  т. е .  не имеющие 
общих точек, множества были в пек-ром определенном 
смысле топологически отделены друг от друга . Про
стейшие , т .  е. самые слабые из этих аксиом, касаются 
лишь одноточечных множеств , т. е. точек пространства . 
Это т .  н. аксиомы Т0 (а к с и о м а К о л м о г о р о в а) 
и т1 . Дальнейшие суть т2 (а к с и о м а х а у с д о р
ф а) ,  Т 8 (а к с и о м а  р е г у л я р н о с т и) и Т4 (а к
с и о м а н о р м а л ь  н о с т и) , требующие ,  соответствен
но ,  чтобы всякие две различные точки (аксиома Т2) ,  
всякая точка и всякое не содержащее ее замкнутое мно
жество( аксиома Т 8) , всякие два дизъюнктные замкнутые 
множества (аксиома Т4) были отделимы окрестностями , 
т .  е .  содержались в дизъюнктпых открытых множест
вах данного пространства . 

Топологич . пространство ,  удовлетворяющее аксиоме 
Ti , i= 2 , 3, 4 , паз .  Т1-п р о с т р а н с т в о м, Т1-про
странство паз .  х а  у с д о р ф о в ы  м, а Т8-простран· 
ство - р е г у л я р н ы м ;  хаусдорфово Т 4-простран
ство всегда регулярно и паз. н о р м а л ь в ы м. 

Особое место занимает т. н. ф у  н к ц и о н а л ь  н а я 
о т д е л и м о с т ь .  Два множества А и В в данном 
топологич . пространстве Х паз . ф у  н к ц и о н а л ь
н о о т д е л и м ы м и в Х ,  если существует такая 
определенная во всем пространстве действительная 
ограниченная непрерывная функция f , к-рая nрини
мает во всех точках множества А одно значение а ,  а 
во всех точках множества В - пек-рое отличное от а 
значение Ь. При этом всегда можно nредположить , что 
а= О ,  Ь= 1 ,  0 <:/ (х) <:1 во всех точках х Е Х.  

Два  функционально отделимых множества всегда 
отделимы и окрестностями, обратное утверждение 
верно не всегда . Однако имеет место л е м м а У р ы
с о н а: в нормальном пространстве всякие два диаъюн
ктные замкнутые множества функционально отделимы . 
Пространство ,  в к-ром всякая точка функционально от
делима от всякого не содержащего ее замкнутого мно
жества ,  паз . в п о л н е р е г у л я р н ы м. Вполне 
регулярное Т2-пространство паз . т и х  о н о в с к и м. 

Лит. : [ 1 ]  А л е к с а н д р о в  П. С . ,  Введение в теорию мно-
жеств и общую топологию, М. , 1 97 7 .  В .  И. Зайцев. 

ОТДЕЛИМОСТЬ МНОЖЕСТВ - ОДНО И3 основных 
понятий дескриптивной теории множеств (введенное 
Н .  Н. Лузиным [ 1 ] ) . Служит важным инструментом 
для исследования дескриптивной природы множеств . 
Говорят, что Ашожества А и А '  о т д е л и м ы  при 
помощи множеств , обладающих свойствами Р, если 
существуют обладающие свойством Р множества В и 
В '  такие , что А с.В ,  А ' с.В' , В П В ' = ф .  
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Основополагающие результаты по отделимости nри

надлежат Н .  Н. Лузину и П . С . Новикову. В дальней
шем не только появились многоqисленпые варианты 
теорем отделимости, но и само понятие О . м. было обоб
щено и получило новые формы. Одно из таких обобще
ний связано со следующей т е о р е м о й Н о в и к о
в а [2 ] : пусть {А п } - последовательность А -.��tножеств 
полного сепарабельного метрич . пространства такая, 
что П ;;'�tA п= ф ,  тогда существует последователь
ность {Вп } борелевских .��tножеств такая , что А пС:Вп, 
n;;;, 1 ,  и П n= 1Вп= ф .  Эта теорема и различные ее ва
рианты и обобщения получили название т е о р е м 
к р а т н о й (или о б о б щ е н н о й) о т д е л и м о
с т и . 

Rласспч . результаты относятся к множествам, ле
жащим: в полных сеnарабельных метрич . пространствах. 
В хаусдорфовом пространстве Х:  1 ) два непересекаю
щихся аналитич . множества отделимы бореленскими 
множествами, порожденными системой G открытых 
множеств этого пространства [3] (если Х - Урысона 
пространство , то <<G открытых}> можно эаменить на <<Р 
замкнутыю> ;  в хаусдорфовом пространстве этого сде
лать , вообще говоря, нельзя [4 ] ) ; 2) пусть :Jt - нек-рая 
система А -множеств , порождеиных системой F; если 
А есть А -множество ,  по рожденное системой :Jt, и в - аналитич. множество ,  А n в =  ф ,  ТО существует 
борелевекое множество С, порожденное системой !Jt ,  
такое , что А сС,  С П В = ф (см . [ 5 ] ) .  

В отличие от  этих (и  других) вариантов первого прин
цила отделимости многие формулировки второго прин
цила отделимости не зависят от топологии простран
ства, в к-ром лежат рассматриваемые множества . Одна 
из них [ 6] :  пусть система !Jt подмножеств данного мно
жества замкнута относительно операции перехода к 
дополнению и содержит ф ;  пусть {А n } - произвольпая 
последовательность СА -Jitножеств, порожденных систе
мой !Jt; тогда существует последовательность {Сп }  
попарно непересекающихся СА -множеств , порожден-
ных системой !Jt, такая , что СпСА п , n;;;, 1 , и U ;;'�1C1 = 
= U ;;'=tA n (более точно, это - одна из формулиро�ок 
принцила редукции, см.  [ 7 ] ) .  

Лит. : [ ! Г Л  у а и н Н. Н. , Собр. соч. , т .  2 М .  1 9 5 8 ;  [2] Н о
в и к о в П. С. , <•Докл. АН СССР», 1 9 3 4 ,  т. 3 (т. 4J , М 3, с. 1 4 5 -
1 48 ;  [3]  F r o  1 i k Z . , «Czechosl . Math. J . », 1 9 7 0 ,  v. 2 0 ,  р. 406-6 7 ;  
[ 4 ]  О s t а s z е w s k i А. I . ,  <<Proc. London Math . Soc. >> , 1 97 3 ,  
v .  2 7 ,  No 4 ,  р .  6 4 9 - 6 6 ;  [5] R о g е r s С .  А . , « J .  London Math. 
Soc . >>, 1 9 7 1 , v. 3 ,  М 1 ,  р .  1 0 3-08 ; [6]  е г о ж с, там же 1 9 7 3  
v.  6 , М 3 ,  р .  4 9 1 - 5 0 3 ;  ( 7 ]  Н у р а т о в с к и й  Н . , ТопоЛогия : 
[ncp . с англ.] , т. 1 ,  М . ,  1 966 .  А .  r. Е.ль»ин. 

ОТКОСА ЛИНИЯ - кривая , касательная к к-рой 
образует постоянный угол с нек-рым неизменным на
правлением. Пример: винтовая линия . Отношение кру
чения О. л .  к кривизне О .  л .  постоянно . Сферич . индн
катриса касательных к О .  л .  является окружностью. 
Еслй r = r (s) - естественная параметризация О .  л . , 
то (r l l ,  rJ I I ,  riV) = O  (см. [ 2 ] ) .  Эволюты плоской кривой у 
являются О .  л . ,  касательные к к-рым наклонены к 
плоскости "

кривой у под постоянным углом (см . [ 1 ] ) .  
Для всякои О .  л .  существует неподвижно связанный с 
ее сопутствующим триэдром конус , вершина к-рого 
лежит на кривой , а образующие описывают разверты
вающиеся поверхности. 

Лит. : [ 1 ]  Б л я ш н е В . ,  Дифференциальная геометрия и 
геометрические основы теории относительности Эйнштейна, пер . 
с нем . ,  т. 1 ,  М . - Л . ,  1 9 3 5 ;  [2] F о r s у t h А. R . ,  Lectures on 
the d ifferential geometry of curves and surfaces, Camb . ,  1 9 1 2 ;  [3] 
А р  р е 1 1  Р . ,  «Arch. Math . Phys .» ,  1 87 9 ,  Bd 64, No 1 , S.  1 9-23 .  

Е .  В . Ши»ин. 

ОТКРЫТОЕ МНОГООБРАЗИЕ - многообразие , не 
имеющее компактных компонент ,  т .  е .  не являющееся 
aaJitKIIyты;lt JltНОгообразие.м . М. И. Войцеховспи й .  

ОТКРЫТОЕ МНОЖЕСТВО т о п о л о г и ч е с к о г о 
п р о с т р а н с т в а - элемент топологии этого про
странства. Подробнее ,  пусть топология 't топологич . 

пространства ( Х ,  -r) определяется ка:к такая система 
,; подмножеств множества Х ,  что: 1 ) X E 't, ф Е-r, 
2) если Oi E -r, i= 1 , 2 , то Оt П О2 Е ,;, З) если Оа Е -r, а Еlt', 
то U {Oa , a E � } E -r; тогда о т к р ы т ы м и  м н о 
ж е с т в а м и в пространстве (Х,  -r) считаются эле
менты топологии 't и только они . Б. А. Пасыюм". 

ОТКРЫТОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ - отображение од
иого топологич. пространства в другое , при к-ром обр83 
каждого открытого множества открыт. 

Проектирование топологич .  произведений на со
множители - О. о. Открытость отображения можно тол
ковать как вид непрерывности обратного к нему мно
гозначного отображения . Взаимно однозначное непреры
вное О. о .  на - го.��tео.��tорф из.м .  В общей топологии О. о .  
применяются при классификации пространств . Важен 
вопрос о поведении топологич . иивариаитов при: Itе
прерывных О. о. Все пространства с первой аксиомой 
счетности и только они являются образами метрич .  
пространств при непрерывных О .  о .  Метризуемое про
странство , являющееся образом полного метрич . про
странства при непрерывном О .  о . ,  метризуемо полной 
метрикой .  Если паракомиакт является образом пол
ного метрич . пространства при непрерывном О .  о . , 
то он метриауем. Счетнократное непрерывное О .  о. 
комиактов не повышает размерности. Но трехмер
ный куб можно непрерывно и открыто отобразить иа 
куб любой большей размерности. Каждый бикомпакт 
является образом некоего одномерного бикомпакта 
при непрерывном О .  о. с нульмерными прообразами 
точек.  

Самостоятельное значеиие имеют непрерывные О . о. , 
при к-рых прообрааы всех точек бикомпактны , - т. н. 
о т к р ы т ы е  б и к о м п а к т н ы е  о т о б р а ж е
н и я. Пространства с равномерной базой и только 
оии являются образами метрич . пространств при би
компактных О. о. Важны замкнутые непрерывные О .  о .  
Та:ковы все непрерывные О .  о. бикомпактов в хаусдор
фовы пространства . Непрерывные замкнутые О. о .  
сохраняют метризуемость .  О .  о .  с дискретными прооб
разами точек играют существенную роль в теории 
функций одного комплексного переменного: таковы 
все голоморфиые в области функции. Теорема об от
крытости голаморфных функций играет центральную 
роль при доказательстве принципа максимума модуля , 
при доказательстве фундаментальной теоремы о су
ществовании корня у произвольнаго непостоянного 
многоч.rшиа иад полем комплексных чисел .  

Лит . :  [ 1 ]  Н у р а  т о в с н и й Н . , топология, [пер . с анrл.l ,  
т .  1 -2 ,  м . , 1 96 6 - 6 9 ;  [2] Н е л д ы ш Л .  В . , в нн. : Тр. 3 Всесо
юзного математичесного съезда , т. 3, М . , 1 9.5 8 ,  с .  3 6 8 - 7 2 ;  [3]  
С т о и л о в С . , Теория функций комплененого переменного , 
пер. с рум. ,  т. 1 ,  М . , 1 96 2 .  А. В . Архапге.л·ьспий. 

ОТКРЫТОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ, т е о р е м а о б о т
к р ы т о м о т о б р а ж е н и и: линейный непрерыв
ный оператор А ,  отображающий банахово пространство 
Х на все банахово пространство У, является открытым 
отображением, т .  е .  А (G) открыто в У для любого G ,  
открытого в Х;  доказана С . Банахом (S .  Banach ) .  В 
частности ,  непрерывный линейный оператор А ,  отобра
жающий взаимно однозначно банахово простраНС1'ВО Х 
на банахово пространство У, является гомеоморфизмом , 
т .  е .  А - 1 - также линейный непрерывный оператор 
(т е о р е м а Б а н а х а о г о м е о м о р  ф и  з м е) . 

Условиям теоремы об О. о. удовлетворяет , на
пример , всякий иенулевой линеlшый непрерывный 
функционал , определенный на вещественлом (ком
плексном) баяаховом пространстве Х со значениями 
в IR (в С ) .  

Теорема об  О .  о .  допускает следующее обобщение: 
иепрерывныii: лпнейиый оператор , отображающий со
вершенно полное топологич . векторное пространство 
Х на бочечное пространство У, есть открытое отображе
ние . R теореме об О. о. примыкает теорема о замкнутом 
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графике (см. 8а:м1шутый график, теорема о замкнутом 
графике) . 

Лит . :  [ 1 ]  И о с и д а К . ,  Функциональный анализ , пер . с 
авгл . , м. , 1 9 6 7 ;  [2]  Р о б е р т с о н А .- п. ,  р о б е р т с о н  в . 
д ж . , Топологические векторвые пространства , пер. с англ. , М . ,  
1 96 7 .  В .  И. Соболев. 

ОТКРЫТОЕ ЯДРО - множество всех точек х под
множества А топологич. пространства Х ,  для к-рых 
существует такое открытое в Х множество И х•  что 
х Е Ихс:::А .  О. я. множества А обозначается обычно 
Int А и представляет coбoii максимальное открытое в 
Х множество ,  содержащееся в А . Имеет место равенст
во Iнt  А = Х - [ Х -А ] ,  где [ 1 обозначает замыкание 
в пространстве Х .  О .  я. множества топологич . простран
ства Х есть Qткрытое р е г у л я р в о е , или капапи
ческае .Аmажества . Пространства ,  в к-рых открытые Ка
ионич . множества образуют баа11 топологии , паз .  п о
л у р е г у л я р н ы м и. Всякое регулярное про
странство полурегулярно. Иногда О. я .  паз . в н у т
р е Н Н о С Т Ь ю М В О Ж е с Т В а .  В .  И. Лоншкарев. 

ОТКРЫТО-ЗАМКНУТОЕ МНОЖЕСТВО - подмно
жество топологич . пространства , одновременно откры
тое и замкнутое в нем. Топологич . пространство Х 
несвязно тогда и только тогда ,  когда в нем имеется от
личное от Х и от ф 0. - з .  м. Если семейс.тво всех 
0.-з .  м. топологич . пространства является базой его 
топологии , то зто пространство ваз . и в д у к т и в в о 
н у л ь м е р в ы м. Всякая булева алгебра изоморф
на булевой алгебре всех 0 . -з .  м. подходящего индук
тивно пульмерного бикомпакта . Особый класс пуль
мерных бикомпактов образуют т .  н. з к с т р е м а л ь  в о 
в е с в я з в ы е б и к о м п а к т ы ,  характеризую
щиеся тем , что в них замыкание любого открытого 1\IВо
жества также открыто (и замкнуто) . Всякая полпая бу
лева алгебра изоморфна булевой алгебре всех 0 . - з .  м. 
подходящего экстремально веевязвого бикомпакта . 

В. И. Поио.м.арев. 
ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ АЛГЕБ

РА - гомологическая алгебра , ассоциированная с па
рой абелевых категорий (W, !111) и фиксированным 
функтором /'!;. : � - !111 . Функтор /'!;. предполагается 
аддитивным, точпым п поJrным. Короткая точная после
довательность объектов категории � 

о __,. А __,. в __,. с __,. о  
паз . д о п  у с т и м о й , если точная последователь
ность 

О ---+ !'!А __,. !'!В __,. !'!С __,. О 
расщеш:rяется в категории !111 . Посредством класса В 
допустимых точных последовательностей определяется 
класс сб'-проективпых (соответственно сб'-инъектив
пых) объектов как класс таких объектов Р (соответ
ственно Q) , для к-рых функтор Hom�1 (Р ,  -) (соот-
ветственно Hom�1 ( - ,  Q) )  точен па допустимых корот
ких точных посJ:rедовательностях. 

Любоii проективный объект Р категории � яв
J iяется сб'-нроективным, зто не означает , однако, что 
в категории � достаточно много относительно проек
тивных объектов (т . е. что для любого объекта А из 
�{ существует допустимый зпиморфизм Р-А век-рого 
сб'-проективного объекта категории �) . Если в ка
тегории W достаточно много сб'-проективпых или 
сб'-ивъективных объектов , то обычные конструкции 
гомологич . алгебры позволяют строить в этой кате
гории пронаводные функторы ,  ваз . о т н о с и т е л ь
н ы м и п р о и з в о д в ы м и ф у н к т о р а м и .  

П р и м е р ы. Пусть � - категория R-модулей над 
ассоцпативпым кольцом R с единицей , !111 - категория 
множеств , /'!;. :  � - !111 - функтор , «забывающий>> 
структуру мuдушr . В этом случае все точные последо
вательнuстп допуспшы, и в результате получается <<абсолютная» (т .  е. обычная) гомологпч. аJiгебра. 

Если G - группа , то каждый G-модуль является,  в 
частности, абелевой группой . Если R является алгеб
рой над коммутативным кольцом k, то каждый R-мо
дуль является k-модулем. Если R и S - кольца и 
R => S ,  то каждый R-модуль являе1·сл S-модулем. Во  
всех этих случаях имеется функтор Ш !  одной абелевой 
категории в другую , определяющий относительвые про
изводные Функторы. 

Лит. :  [ 1 ]  М а к л е й н С. , Гомология,  пер. с англ . ,  М . ,  1 96 6; 
[ 2] Е i 1 е n Ь е r g S. , М о о r е J. С . ,  Foundations of rclative 
homological algebra , Providence , 1 96 5 .  

В .  Е .  Говоров, А.  В .  Михалев. 
ОТНОСИТЕЛЬНАЯ МЕТРИКА - ограничение мет

рики р на подмножество А метрич . пространства Х ,  
т .  е .  ограничение отображения р квадрата Х Х  Х :в;а 
квадрат А Х  А с:: Х Х Х . Это повятие позволяет рассма
тривать как метрич . пространство любое его подмно
жество. в . А . ласъtн.��:ов . 

ОТНОСИТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА КОРНЕЙ с в я з
н о й  р е д у к т и в н о й  а л г е б р а и ч е с к о й 
г р  у п пы G, определенной над полем k , - система 
Ф" ( S, G) венулевых весов присоединенного представ
лрния максимального k-расщепимого тора S группы G 
в алгебре Ли !l этой группы . Сами веса ваз . к о р н я
м и  G о т н о с и т е л ь н о  S . О . с . к . Ф ,. (S , G) , рас
сматриваемал как подмножество своей линейвой обо
лочки L в пространстве Х (S)@z IR. , где Х (S )  - груп
nа рациональных характеров тора S ,  является корпе
вай систе:май .  Пусть N ( S) - нормализатор , а Z ( S) 
централизатор S в G. Тогда Z (S )  является связной 
компопевтой единицы группы N (S) ; конечная группа 
W,. ( S , G)= N ( S)/Z ( S) наз . г р у п п о й  В е й л я  
г р у п п ы G в а д k ,  или о т н о с и т е л ь н о й 
г р у n п о й В е й  л я ' (о .  г. В . ) .  Присоединенвое 
представление N ( S) в g определяет линейное пред
ставление W ll ( S ,  G) в L. Это представление является 
точным и его образ есть Вей.л,я гр уппа системы корпей 
Ф " ( S ,  G) , что позволлет отождествить эти две группы. 
Ввиду сопряженности над k максимальных k-расщепи
мых торов в G О. с. к .  Ф ,. ( s ,  G) и о. г. В .  W,. ( S ,  G) не 
3ависят , с точностью до изоморфизма , от выбора тора S 
и часто обозначаютел просто Ф,. (G) и W,. (G) . В случае ,  
когда G расщепяма над k ,  О .  с .  к .  и о .  I' . В .  совпадают 
соответственно с обычной (абсолютной) системоii кор
пей и группой Вейля группы G. Пусть ga - весовое 
относительно S подпространство в g, отвечающее кор
ню а Е Ф ,. ( S , G) .  Если G расщепяма над k, то dim ga= 1 
для любого а и Фk (G) - приведевпал система кuрпей ; 
в общем случае зто не так: Ф "  ( G) может быть неприве
денной , а dim ga может быть больше 1 .  О. с .  к .  Фk (G) 
веприводима , если G проста над k .  

О .  с .  к .  играет важную роль в описании структуры и 
в классификации полупростых алгебраич . групп над k .  
Пусть G - полупроста и Т - максимальный тор, оnре
деленвый над k и содержащий S. Пусть Х ( S) и Х ( Т) -
группы рациональных характеров торов S и Т с 
фиксированными согласованными отношенилмп по
рядка , /'!;. - соответствующая система простых корвей 
группы G относительно Т и 1'!0 - подсистема в /'!;. ,  сос
тоящая из характеров , тривиальных на S. Пусть так
же !'!,.- система простых корней в О .  с. к. Ф ,. ( S ,  G) , 
определенная выбранным в Х ( S) отношением порядка;  
она состоит из сужений па S характеров системы /'!;. .  
Группа Галуа Г= Gal  (k5/k) естествепво действует на 
/'!;. ,  и набор данных {!'! , 1'!0 , действие Г на /'!;. } паз.  k
и н д е к с о м п о л у п р о с т о й г р у п п ы G. 
Роль �-индекса объясняется следующей теоремой:  вся
кая полупростая группа над k однозначно с точностью 
до k-изоморфизма определяется своим классом отнu
сительпо изоморфизма над k 5 ,  своим k-ипдексом и 
своим anu.юrnponн ы.!lt ядро:м. О .  с .  к. Ф ,. (G) полностью 
uв ределяется системой !'! ,.  11 юt.бuром таких натураль
ных чисел п а ,  а Е !'!,. (равных 1 пли 2) ,  что паа Е Ф ,. (G) , 



1 45 О ТНОСИТЕЛЬНОС Т И  ТЕОРИЯ 1 46 
но ( na+ 1 )alf;Фk (G) . В свою очередь ,  L\k и па , О .  т . рассматриваются свойства пространства-времени 
а Е L\k ,  могут быть восстановлены по k-индексу. В ча- в том приближении, в к-ром эффектами, связанными с 
стности, два элемента из .1."'- .1.0 имеют одно и то же огра- полями тяготения , можно пренебречь . Ниже пзлага
ничение на S тогда и только тогда , когда они лежат в ется частная О . т . ,  об общеit О .  т. см. Тяготепия теор ия.  
одной орбите группы Г;  это определяет биекцию между О. т. часто ваз.  также т е о р и е й  о т н о с и т е л ь
L\k и множеством орбит группы Г в .1."'- .1.0 • н о с т и Э й н ш т е й н  а по имени ее создателя 

Если У Е L\k , O'V c l\'-, .1.0 - соответствующая орбита и А .  Эйнштейна (см. ( 1 ] ,  [ 2] )  . 
.1. (у) - любая связная компонента в ,1.0 U Ov , не все Основные черты теории относительности. Специфи-

. .  .1. фф ческие (релятивистские) эффекты , описываемые О. т .  вершины к-рои лежат в n • то n'V есть сумма коэ ициен- и отличающие ее от предшествуЮщих физич.  теорий , 
тов при корнях а Е .1. (у) П О

v 
в разложении старшего проявляются при скоростях движения ·rел , близких к 

корня системы .1. (у) по простым корням. скорости света в вакууме с:::о: 3 - 1010 см/сек .  При таких 
Если k= IR , k= C ,  то это О. с. к.  естественно отож- скоростях, ваз. р е л я т и в и с т с к и м и ,  зависи

дествляется с системой корней, а о. г. В . - с группой мость энергии Е тела массы т от его скорости v ош!-
Вейля соответствующего симметрич. пространства .  сывается формулой 

Лит . : [1] Т и т с Ж. , <•Математика», 1 96 8 ,  т. 1 2 ,  М 2, с. 1 1 0 - Е __ те> 
1 4 3 ;  (2] Б о р  е л ь  А . , Т и т с Ж . ,  там же , 1 9 6 7 ,  т. 1 1 ,  Ne 1, с.  
'• 3- 1 1 1 ;  Ne 2 ,  с. 3- 3 1 ; (3]  Т i t s J . ,  « Proc. of Syrnposia in pure .. / 1 _ � (1) 
math. » , 1 96 6 ,  v . 9 ,  р.  33-62 (AMS) . В. Л .  Попов. V с• 

ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ТОПОЛОГИЯ подмножества А 
топологич . пространства (Х , -r) - система пересече
ний всевозможных открытых подмножеств простран
ства ( Х , -r) (т. е. элементов топологии -r) с множеством 
А . Часто О. т. ваз . и н д у ц и р о в а н н о ii т о 
п о л о г и е й . 

Подмножество топологич . пространства (Х , -r) ,  снаб
женное О .  т . , ваз . подпространством пространства 
(Х , -r) . Подпространство Т;-п�остранства является Т;
лространством, i= O ,  1 , 2 ,  3, 3 /2 • Подпространство ме
тризуемого проетранства метризуемо. Любое тихонов
скос пространство веса <: 8 гомеоморфно подпростран
етву бикомпакта веса <: 8 (т е о р е м а Т и х  о н о в а) .  

Б . А .  Пасьптов. 
ОТНОСИТЕЛЬНО БИКОМПАКТНОЕ МНОЖЕСТВОподмножество М топологич . пространства Х такое , 

что его замыкание М бикомпактно. м. и. Войцеховспий .  
ОТНОСИТЕЛЬНО ОТКРЫТОЕ (ЗАМКНУТОЕ) 

МНОЖЕСТВО, м н о ж е с т в о , о т к р ы т о е (з а
м к н у т о е) о т н о с и т е л ь  н о нек-рого множества 
Е . - множество М топологич . пространства Х такое , 
что 

М = Е"'-(Е"'-М) 
(черта сверху означает операцию замыкания) . Для того 
чтобы век-рое множество было открытым (замкнутым) 
относительно Е, необходимо и достаточно, чтобы оно 
было пересечением М с нек-рым открытым (замкну
тым) множеством. м. И .  Войцеховспий . 

ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ ПРИНЦИП - один из наибо
лее фундаментальных физич. законов , согласно к-рому 
любоlr процесс протекает одинаково в изолированноii 
материальной системе , находящейся в состоянии покоя , 
и в такой же системе ,  находящейся в состоянии рав
номерного прямолинейного движения. Состояние дви
жения или покоя определяется здесь по отношению к 
произвольно выбранной ипер циальпой системе отсчета; 
физически эти состояния полностью равноправны. 
аквивалентная формулировка О. п . :  законы физики 
имеют одинаковую форму во всех инерциальпых систе
мах отсчета . О .  п. вместе с постулатом о независимости 
скорости света в вакууме от движения источника света 
легли в основу специальной (частной) отпосительпости 
теор ии . Б СЭ-3 .  

ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ ТЕОРИЯ - физическая тео
рия, рассматривающая пространственпо-временные 
свойства физи!J. процессов . Эти свойства явля:ются 
общими для всех физич. процессов , поэтому их часто 
наз. просто свойствами прострапства-времепи. Свой
ства пространства-времени зависят от полей тяготения , 
действующих в данной его области. Свойства про
странства-времени при наличии полей тяготения иссле
дуются в о б щ е й  О. т . , наз . также т е о р и  е й  т я
г о т е н и я. В ч а с т н о й  (с п е ц  и а л ь в о й) 

При скоростях v, много меньших с, формула ( 1 )  при
обретает вид 

2 mvs 
2 Е = тс + -2- . ( )  

Второй член справа в формуле (2) совпадает с формулой 
для кинетич. энергии в классич . механике , а первый 
член показывает, что покоящееся тело обладает энер
гией Е = тс2 , паз . э н е р г и е й п о к о я. В ядерных 
реакциях и процессах иревращения элементарных 
частиц энергия покоя может переходить в кинетич. 
энергию частиц. Из формулы ( 1 )  вытекает, что энергия 
тел с неиулевой массой стремится к бесконечности при v-+c. Если т ;<': О , то скорость тела всегда меньше с.  
Частицы с т = О  (фотоны и нейтрино) всегда движутся 
со скоростью света . Иногда говорят , что при реляти
вистских скоростях масса тела начинает зависеть от 
его скорости , и величину 

т тдв = -.. -��==v=,=-
V 1 - ст 

наэ . м а с с о й  д в и ж е н и я тела , а т - его м а с
с о \1 п о  к о я. И з  формулы ( 1 )  следует , что 

E = mдn c2• 
Скорость света в вакууме в О .  т. яв.Тiяется предель

ной скоростью, т.  е. передача любых взаимодействий 
и сигналов из одной точrш в другую происходит со 
скоростью, не превышающей скорости света . 

Существование предельной скорости несовместимо с 
представлениями классич. механики и вызывает необ
ходимость глубокой перестройки нлассич. пространст
венпо-временных представлений. 

Принцип относительности Эйнштейна и другие прин
цивы инвариантности. В основе О . т .  лежит принцип 
относительности, согласно к-рому любоii физич . про
цесс протекает одинаково (при одинаковых начальных 
условиях) в изолированной материальной системе, на
ходящейся в состоянии покоя по отношению к пек-рой 
произвольно выбранной иперциальной системе отсчета,  
и в такой же системе , находящейся в состоянИи рав
номерного и прямолинейного движения относительно 
этой же инерциальной системы отсчета . 

Справедливость принцила относительности означает , 
что различие между состоянием покоя и равномерного 
и прямолинейного движения не имеет физич. смысла .  
Говорят, что движущаяся система отсчета получается 
из системы отсчета , условно считающейся покоящеii
ся , с помощью иреобразования движения. Из принцила 
относительности вытекает, что физич . законы инвари
антны относительно иреобразований движения и име-
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ют один и тот же вид во всех инерциальных системах 
отсчета . 

Кроме принцила относительности, известны еще трп 
типа преобразований, к-рые оставляют неизменным ход 
протекания физич . процессов: перенос (сдвиг) в прост
ранстве , вращение в пространстве ,  перенос (сдвиг) во 
времени. Симметрии физич . законов относительно этих 
иреобразований выполняются точно только в изоли
рованных системах или им отвечают соответственно за
ноны сохранения импульса , момента импульса и энер
гии. 

Инерциальные системы отсчета и иреобразования 
Лоренца . Инерциальные системы отсчета образуют 
в О .  т . выделенный класс систем отсчета , в к-рых эффек
ты О .  т. имеют наиболее простое описание . 

П е рВИЧНЫМИ ПОПЯТИЯМИ 0.  Т. Я ВЛЯЮТСЯ ПОНЯТИЯ 
точечного события и светового сигнала .  В данной инер
циальной системе отсчета точечное событие можно ха
рактеризовать тремя пространствеиными координатами 
х, у, z в пек-рой декартовой системе координат и вре
менной координатой t . Системы координат х, у ,  z, t 
в разных инерциальных системах отсчета связаны Л о
репца преобрааовапия:м и. Из принцила относительно
сти , условий симметрии и требования того , чтобы ука
занные иреобразования образовывали группу, можно 
получить вид иреобразований Лоренца . Если инерци
альная система отсчета L' движется относительно инер
циальной системы отсчета L со скоростью V так ,  что 
оси х и х' совмещены и направлены по V, оси у и у' 
и z и z' соответственно параллельны, начала коорди
нат в L и L' совпадают в момент t = O  и часы в системе L' 
в начале координат показывают при t= O время t ' = 0, 
то иреобразования Лоренца имеют вид 

:х ' 
= x - V t у ' == у , z ' = z , 1 

У v • 

l 
1 - -

с•  

Vx (3) t - - ( с '  

� V ' 1 1 - -с' ) 
t ' = 

Для получения всех преобразований Лоренца I\ nре
образованиям (3) нужно добавить пространствеиные 
вращения вокруг начала координат. Преобразования 
Лоренца образуют группу, паз . г р  у п п о й  Л о р е н
I\ а. Свойство инвариантности физич . законов прп ире
образованиях Л оренца паз .  л о р е н ц - и н в а р  и
а н т н о с т ь ю или релятивистскоii инвариантно
стью. 

Из иреобразований Лоренца вытекает релятивистский 
закон сложения скоростей . Если частица движется в 
инерциальной системе отсчета L со скор(lстью v вдоJIЬ 
оси х, то скорость этоii частицы в системе L' равна 

и ' =  _....:v:....-...;V�-
1 _ vV 

с• 
(4 ) 

Формула (4) показывает, что скорость света не зависит 
от скорости (4) движения источника света .  

Из  преобразований Лоренца вытекают также основ
ные эффекты О .  т . : относительность одновременности, 
:замедление времени и сокращение продолJ.ных разме
ров тел .  Так , события А и В, одновременные в системе [, 
(tл = tв) и происходящие в разных точках (х1 , Ун z�) 
п (х2 ,  у2 , z2) , оказываются неодновременными в L : 

' , � V' -. ;--v-,-t А - t В =  (х2 - х1) --;;-;- Jl 1 - 02  :;!:: 0 . 

Далее, когда часы , покоящиеся в системе L в точке 

(0 , О, 0) ,  показывают время t, то время t' по часам в 
J/ , пространственпо совпадающим с часами в L в этот 
момент , равно 

t, = -----="--. / 1 - _V' V с' 

Таким образом , с точки зрения наблюдателя в L' ча
сы в L отстают. Однако в силу принцила отн�ситель
ности с точки зрения наблюдателя в L часы в L также 
отстают. Размеры тел , покоящихся в L (т.,н .  с о б с т 
в е н н а я д л и н а) ,  при измерении в L , оказывают-
ся уменьшенными в у 1 - V2/c2 раз в направлеsии ско
рости V сравнительно с размерами в L :  

l '  = [ -. / 1  - V' V cz • 

При малых скоростях tt иреобразования Лоренца (3)  
с точностью до величин , стремящихся к нулю при У!с-0 , совпадают с иреобразованиями Галилея : 

x ' = x - Vt , у ' = у , z ' = z , t ' = t . (5) 
Эти прообразования соответствуют повседневному опы
ту, в к-ром не встречаются движения тел с релятивист
скими скоростями . В частности, преобразованпя Га
лилея сохраняют пространствеиные размеры тел и дли
тельности физич . процессов . Преобразования (5) и 
различные их комбинации с пространствеиными пово
ротами образуют т .  н.  г р у п п у Г а л и л е я. Важ
ным отличием иреобразований Л оренца от преобразо
ваний Галилея является то, что в формулу иреобразо
вания временной координаты t входит пространствеи
ная координата х. В связи с этим в О .  т. сформирова
лось представление , согласно к-рому пространствеи
ные и временньiе свойства физич . процессов нельзя 
рассматривать изолированно друг от друга . Это при
вело к возникновению понятия п р о с т р а н с т в а -
в р е м е н и , т. е .  объекта , геометрич . сво�ства к:рого 
определяют пространствеиные и временные своиства 
физич .  процессов . В классич . механике Ньютона про
странствеиные свойства физич . процессов определяются 
геометрич . свойствами трехмерного евклидона простран
ства , а временная переменпая входит � уравнения как 
параметр . В частной О. т. адекватвои моделью про
странства-времени является четырехмерное псевдоев-
�>лидово прострапство Е�1 . з), паз . п р о с т р а И с т
в о м М и н }( о в с к о г о. Формирование понятия 
пространства-времени открыло путь к геометризации 
аппарата О .  т . ,  значительно развитой при разработке 
общей О. т . 

Математический аппарат теории относительности 11 
геометрия пространства Минковского . Прп аксиома
тич .  описании О. т .  аксиомы ,  фиксирующие свойства 
первичных понятий О .  т .  (точечного события п светового 
сигнала) удается вычленить из приведеиного выше не
формаль�ого описания основных положений О. т .  Эта 
система аксиом дополняется естественными с физич . 
точки зрения аксиомами, гарантирующими существова
ние достаточно большого числа событий и световых сиг
налов , а также нек-рыми аксиомами непрерывнос'!'.и 
на множестве световых сигналов и точечных событии . 
Иными словами, эти аксиомы гарантируют, что каждый 
набор чисел (t ,  х , у , z) определяет точечное событие . 
Получающаяся при таком расширении система аксиом 
О .  т . оказывается эквивалентной системе аксиом про
странства Милковского . Таким образом, пространство 
Минкоnекого может служить моделью пространства
времени частной О .  т . Точечное событие интерпрети
руется в рассматриваемой модели пространства-вре
мени как точка в пространстве Милковского, в связи 
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с чем точ1ш последнего принято паз. м и р о в ы м и 
т о ч к а м п .  Каждая прямоугольпал система коор
динат (t , х , у, z) в пространстве М инконского определя
ет нек-рую инерциальную систему отсчета , в связи с 
чем сами прямоугольные системы координат в О .  т .  при
нято паз . г а л и л е е в ы  м и . Плоскость t= const 
пространства Минконского паз . п р о с т р а н с т в е н
н ы м с е ч е н и е м, соответствующим данной систе
ме координат. Линейный элемент пространства Мин
ковекого в прямоугольной системе координат (t, х, у, z) 
может быть представлен в виде 

ds2 = c2 dt2 - dx2 - dy2 - dz2.  

Величину d s  паз. э л е м е н т о м и н т е р в а л а ,  а 
величину 

82 = с2 (M)2 - (�x}2 - (� y)2 - (�z}2 

- квадратом и н т е р в а л а .  (В качестве модели про
странства-времени частной О .  т. можно использовать 
и псевдоевклидово пространство Е4(з ,  l> с линейным 
элементом 

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 - c2 dt2 . ) 

Преобразовапия, образующие общую группу Ло
ренца , в рассматриваемой модели являются преобразо
вапиями , связывающими две галилеевы системы коор
динат в пространстве Минковского. Эти преобрааова
нил сохранлют интервал и являютел аналогом орто
гональных преобразовапий в евклидавой геометрии . 
В частности ,  преобразованилм Лоренца можно при
дать вид 

х' = ch'IJ + ct sh 'IJ , 
c t '  = х' s\1 '1' + c t ch 'IJ , 

где '1' - угол поворота в плоскости (ct , х) , имеющей 
индефинитную метрику 

'1' = агс sh -----,-,::::::::У:::/ с'== 
, / 1 - _v• 

r с' 

По знаку квадрата интервала происходит классифи
кация векторов в пространстве Минковского. Векторы , 
для к-рых s2 >0, паз .  в р е м е н и п о д о б п ы м и; 
векторы , для к-рых s2 <0 , - п р о с т р а п с т в е н
н о п  о д о б н ы м и; векторы,  для к-рых s2= 0 , - с в е
т о п  о д о б н ы м и .  Если в пространстве Минкон
ского выделена пек-рая точка (напр . ,  начало коорди
нат) , то его можно разбить на три области . Две из них , 
составленные из точек , соединенных с точкой О вре
мениподобными векторами, паз . о б л а с т я м и а б
с · О  л ю т н о г о б у д у щ е г о и а б с о л ю т н о г о 
п р о m л о г о. Эти названия связаны с тем, что при 
любом преобразовании из полпой группы Лоренца , 
связывающей данную галилееву систему координат с 
другой галилеевой системой координат (t' , х' ,  у' , z' ) , 
событие А , лежащее в области абсолютноrо будущего , 
по-прежнему будет иметь большее значение временной 
координаты t' , чем событие О . Область , точки А к-рой 
соединяются с О пространствепвоподобными векторами ,  
наз .  о б л а с т ь ю а б с о л ю т в о г о у д а л е п и  л .  
Эта область характеризуется тем, что не существует 
такого преобразования Лоренца , в результате к-рого 
точки А и О получают одинаковые пространствеиные 
координаты .  Точки, лежащие на границе этих облас
тей , образуют световой конус точки О .  Точки этого 
копуса соединены с О нулевыми векторами . Прострап
ствепно-временнбй истории велкой точечной частицы 
(материальной точки) соответствует нек-ра� линия в 
пространстве Мипковского , паз . м и р о в о и л и н и
е й этой частицы. Точки этой линии определяют коор-

дипаты частицы во все моменты времени. То, что ско
рости всех частиц не превосходлт с , означает, что (в ес
тественном предположении гладкости) все касательные 
векторы мировой линии являютел либо времениподоб
ными, либо изотропными . Первые из них соответству
ют частицам с ненулевой, а вторые - с нулевой мас
сой покоя . Натуральный параметр на мировой линии 
паз . с о б с т в е н н ы м в р е м е н е м частицы.  Фи
зич. смысл собственного времени . состоит в том, что 
оно является временем , отсчитываемым часами , к-рые 
движутся вместе с частицей. 

Выражением закона инерции в рассматриваемой мо
дели О. т .  является то, что свободные , т .  е .  не подвер
женные действию сил , частицы имеют в качестве сво
их мировых линий времениподобные и изотропные 
прямые (т . е. геодезические) пространства Минков
ского .  В частности, частицы с пулевой массой покоя 
имеют мировые линии, лежащие на нек-ром световом 
конусе , с чем и связано название последнего. В общей 
О. т. выражением закона инерци� является т. н. геоде
зических гипотеза , согласно к-рои частица, не испыты
вающая действия иных сил , кроме гравитационных ,  
движется п о  геодезической соответствующего простран
ства-времени. Световой сигнал ,  соединяющий данные 
точечные события , интерпретируется в рассматривае
мой модели как отрезок изотроппой геодезической, 
соединяющей соответствующие мировые точки. 

Времениподобная геодезическая в пространстве Мин
конского , соединяющая данные мировые точки А п В ,  
является кривой: наибольшей длины среди всех време
ниnодобных МИрОВЫХ ЛИНИII , соедИНЯЮЩИХ ЭТИ ТОЧКИ.  
Это вытекает из обратиого неравенства треугольника , 
согласно к-рому времениподобная наклонная короче 
своей времениподобной геодезической . С точки зрения 
О. т.  максимальность длины времениподобной геоде
зической означает, что собственное время частицы , сво
бодно движущейся от мировой точки А к мировой точке 
В, больше, чем собственное время любой другой части
цы, мировал линия к-рой соединлет эти мировые точки . 
Это обстоятельство принято называть п а р а д о к
с о м б л и з н е ц о в. 

При построении тензорных величин, выражающих 
физич .  величины, как правило,  в один тензорный об,ъект 
в пространстве Минконского объединяются несколько 
соответствующих тензорных объектов классич . физики. 
Напр . ,  вектор энерг�_и-импульса соста�_ллется следую_:
щим образом: первон его компопевтои в галилеепои 
системе координат является величина <fJ 1 с , а остальны
ми тремя - компоненты вектора импульса (обозначе
ние этой операции (<f}/c , р ) ) .  Для того чтобы отличить 
тензоры пространства М инконского от тензоров на его 
пространствеиных сечениях ,  к-рые рассматривались в 
классич . физике, принято говорить о четырехмерных , 
или 4-тензорах.  Примеры нек-рых физич . величии, 
лвллющихсл 4-тепзорами: 4-вектор 

иi = ( 1 Yv v• ) '  i = O ,  1 , 2 ,  3 ,  
, / 1 v• 

с 1 - -V - & cJ  

паз . 4-скоростью. Этот вектор является касательным 
единичным вектором к траектории мировой частицы .  
Вектор 

где F - сила ,  является вектором 4-силы . Основвые 
уравнения релятивистской динамики с использованием 
этих векторов могут быть переписаны в виде 

dp < dui gi = ds = mc dS . 
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Роль теории относительности в современной физике. ОТНОШЕНИЯ ПРАВДОПОДОБИЯ КРИТЕРИИ -

О .  т, с высоноii точностью подтверждена обширной сово- статистический критериii , статистика к-рого есть от
r�упностью фактов и лежит в основе всех современных ношение наибольших значений функциii правдоподо
теориii , рассматривающих явления при релятивистских бия , отвечающих проверясмой и множеству всех допу
скоростях. Уже последовательная теория электромаг- стимых гипотез . Пусть случайная величина Х прини-
нетизма - классич. электродинамика - возможна мает значения в выборочном пространстве {Zf , :f.J, Ре } , 
только на основе О .  т .  (исторически анализ основ 8 Е 8 , а семейство мер 53= {Ре , 8 Е е }  абсолютно не
классич . электродинамики, и в частности оптики дви- прерывпо относительно пек-рой а-конечноii меры f.1. 
жущихся тел , привел к построению о .  т . ) .  О .  т. лежит и Рв (х) = dРв (x)/df.l. (х) .  Пусть по реализации случай
в основе квантовой электродинамики, теорий сильного ной величины Х необходимо проверить сложную гипо
и слабого взаимодействия элементарных частиц. Кван- тезу Н0 ,  согласно к-рой неизвестное истинное значение 
товые законы движения и взаимопревращения элемен- 80 параметра 8 принадлежит множеству е0с:е ,  против 
тарных частиц рассматриваются в квантовой теории сложной альтернативы Н1 : 80 Е 81= е"'-е0 • Сог
поля. ласно О. п. к. с уровнем значимости а:, 0 <а: <1/2 ,  

Лит. : [ 1 ]  Э й н ш т е й н  А. , Собр. науЧных трудов, т. 1 -� .  
м . , 1 965-67 ; [ 2 ]  Е i n 8 t е i n А . ,  «Ann. Phys . >> ,  1 90 5 ,  вd 1 7 ,  гипотезу Но следует отвергнуть , если в результате эк-
s.  891 -921 ; [3] м i n k о w s k i н . ,  « Phys. Z . » , 1 9 09 ,  Bd 1 0 ,  сперимента окажется, что Л (х) ""Ла , где Л (Х) - ста-s. 1 0 4-1 1 ;  [4] л а н д а У л. д . ,  л и Ф ш и ц Е. м . ,  Теория тистика О. п . к . , определяемая следующим образом: 
щшя, 6 изд. ,  М . , 1 973  (Теоретич . физииа, т .  2) ; [5] Ф е й  н-
м а н Р . , Л е й  т о н Р . , С э н д с М.  Фейнмановсине леиции по sup Р в (Х )  
физиие, пер. с англ . ,  в .  2 ,  М . ,  1 96 5 ;  t6J П а  у л и В . , Теория от- , (Х )  _ е Е е. носительности , пер с нем . ,  М . - Л. , 1 94 7 ;  L7 ]  Ф о и В. А . ,  Теория· "' 

- ..:..:с.::.::..___,.(=- , 
пространства ,  времени и тяготения , 2 изд. , М . ,  1 96 1 ; [8] П е н- sup Рв Х) 
р о у з Р . ,  Структура пространства-времени , пер . с англ . , М . ,  в Е е 
1 972 ;  [9] Р а ш е в с и и й П. н . ,  Риманова геометрия и •тензор
ный анализ , 3 изд. , М . ,  1 9 6 7 ;  [ 1 0 ]  А л е и с а н д р  о в А. д. ,  
<<Вопросы философии», 1 953 ,  М 5 ,  с .  225-45 .  д . д . Сополов. 

ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ГОМОЛОГИ И  - группы гомоло-
г_ий Н�(Х , А ; G) пары пространств (Х , А ) . Они опре
деляются факторкомплексом комплекса цепей Х с ко
эффициентами в группе G по подкомплексу, состоящему 
пз всех цепей с носителями в А . Эти группы обычно не 
изменяются при <<Вырезании» , т. е . при замене пары 
(Х , А )  парой ( X"'- U, A "'- U) ,  где U - содержащееся 
·в А открытое подмножество Х. О т н о с и т е л ь н ы  е 
к о г о м о л о г и и НР (Х , А ;  G) определяются под
комплексом комплекса цепей Х , состоящим из всех 
иоцепей с носителями n Х"'-А , в то время как фактор
комплекс обычно определяет когомологни подмноже
ства А с: Х . 

Лит. : [ 1 ]  С и л я р  е н и о Е. Г. , «Успехи матем. нау{(», 
1 9 7 9 ,  т. 3�. в .  6, с.  9 0-1 1 8 .  Е .  Г .  Сплярею<о. 

ОТНОШЕНИЕ - подмножество конечной деиарто
воii степени A n= A Х А  Х • • •  Х А  данного множества А , 
т .  е . подмножество систем (а1 ,  а 2 , • • •  , ап) из п элемен
тов множества А • 

Подмножество R<=A n паз . п-м е с т н ы м, или п
а р н ы м, о т н о ш е н и е м в множестве А .  Число 
п паз. р а н  г о м , или т и п  о м, отношения R .  Под
множество R<=A n паз .  также п-м е с т н ы м , или 
п-а р н ы м, п р е д и к а т о м на множестве А .  За
пись R (а 1 , . . .  , ап) означает , что (а1 , . . .  , ап) E R .  

Одноместные О .  паз . с в о й  с т в а м и. Двумест
ные О .  паз .  б и н а р н ы м и, трехместные 0 . - т е р
н 11 р н ы м и и т. д .  

Множество А n и пустое подмножество ф в А n паз . 
соответственно у н и в е р с а л ь н ы м о т н о ш е
н и е м и н у л ь - о т н о ш е н и е м ранга п в 
множестве А .  Диагональ множества А n ,  т. е. множество 

.!\ = { (а , а , . . .  , а) 1 а Е А} ,  
паз . о т н о ш е н и е м р а в е н с т в а в множест
ве А .  

Если R и S суть п-местные О .  в множестве А , то 
п-местными О. в А будут также следующие подмноже
ства в A n : 

R U S ,  R П S , R ' = An"'-.R и R"'-S . 
Множество всех п-арных О .  в множестве А относитель
но операций u ' n ' является булевой алгеброй . (п+ 1 )
местное отношение F в А наз .  ф у  н к ц и о н а л ь н ы  м ,  
если для любых элементов а1 ,  • • •  , am а , Ь и з  А из 
того, что (а 1 ,  • • • , an, а) Е F и (а1 ,  • • •  , an , Ь) Е F, следует 
а= Ь . 

См.  также Бинарное отношение , Соответствие .  
Д .  М .  С.мирко�. 

а Ла - критич . уровень , к-рый находится из того усло
вия , что р а з м е р к р и т е р и я 

sup Р 6 {Л (Х) .r;;;;; Ла } = в Е е. 
_ sup \ {х · Л. (х) .;: л. } Ре (:r) f.1. ( dx) - в Е ео J · "" а 

равен а:. В частности , если множество е содержит лишь 
две точки е= { Р0 , Р 1 } ,  а конкурирующим гипотезам, 
к-рые в данном случае являются простыми: , отвечают , 
напр . , плотности р0 ( • ) и р1 ( • ) соответственно, то в этом 
случае статистика о .  п .  к .  выражается формулой 

)., ( Х) = Ро (Х) 
= шin f t  Ро (Х) \ 

max {Ро (Х ) , р, (Х) } \ ' р, ( Х) j ' 
Согласно О .  п .  к .  с уровнем значимости а: ,  гипотезу 
Н 0 следует отвергнуть, eCJIИ р0 (Х)  / Pi (Х)  ""Ла , где 
число Ла , 0 <Ла <1 , определяется из условия 

Р { Л (Х) < Ла l  Н0 } = 
= � {х: Ро (х) " р, (х) Л.а} Ро (х) f.l. (d.x) = а:. 

О.  п. к .  предложен Ю . Неймаком и Э .  Пиреоном ( J . N eyman , Е .  Pearson , 1 928) . Ими же было доказано 
( 1 933) , что среди всех критериев уровня, предназна
ченных для проверки простых гипотез , О. п .  к . явля
ется паиболее мощным (см .  Неймапа - Пиреона лeJitм a) . 

Лит. :  [ 1 ] N e y m a n  J . , P e a r s o n  E . S . ,  Joint statisti
cal papers, Camb. ,  1 96 7 ;  [2] Л е м а н Э . , Проверна статистиче
сиих гипотез, пер . с англ . , 2 изд. , М . ,  1 979 .  М. С. Нипулин . 

ОТОБРАЖЕНИЕ о д н о з н а ч н о е - закон, по к-рому 
каждому элементу нек-рого- заданного множества Х 
ставится в соответствие вполне определенный элемент 
другого заданного множества У (при этом Х может 
совпадать с У) . Такое соотношение между элементамп 
х Е Х и у Е У  записывается в виде y=f (x) ,  y=fx или у= у (х) . Пишут также f : Х-+У и говорят, что отобра
жение f д е й  с т в у е т из Х в У. Множество Х паз. 
о б л а с т ь ю  о п р е д е л е н и я  о т о б р а ж е
н и я, а множество {y=f (x) ,  х Е Х }с У  наз . м н о
ж е с т в о м з н а ч е н и й о т о б р а ж е н и л. Ото
бражение f : Х-+У паз .  также о т о б р а  ж е н и е м 
м н о ж е с т в а Х в о м н о ж е с т в о У (или н а 
м н о ж е с т в о У , если {у=/ (х) , х Е Х }= У) . Ло
гически понятие <<0 . >> совпадает с понятиями фуnh·чия ,  
оператор , преобра.зовапие . 

Отображение f :  Х -+ У порождает множество Gr1= 
= {х , j (х) lх Е Х} с: Х х У , наз . г р а ф и к о м  о т о б р а
ж е н и я . Обратно , множество М с: Х х У  определяет 
однозначное О. если и телько если дл я всех и Е Х 
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существует V Е У ,  притом толJ.ко один такой, что (и , v) c M , тогда /м (и) = v . 

Два отображения f и g паз .  р а в н ы м и ,  если об
ласти их определения совпадают и f (х) = g (x) для лю
бого х Е Х . В этом случае совпадают и области значений 
этих О. Отображение f на Х паз .  п о  с т о я н н ы м, 
если f (x) = a для любого х Е Х . С у ж е н и е м о т о б
р а ж е н и я f : Х-+ У на подмножество А с Х  паз . 
отображение q-, заданное на множестве А равенством 
<p (:z:)=/ (x) , х Е А ; это сужение обозначается fA ·  Р а с
ш и р е н и е м о т о б р а ж е н и я (или п р о д о л
ж е н и е м) на множество Е =:> Х  паз . отображение F, 
определенное на Е и удовлетворяющее равенству 
F (х)= 1 (х) для всех х Е Х . Если заданы три множества 
Х , У , Z ,  на Х определено отображение f со значениями 
в У, а на У задано отображение g со значениями в Z ,  
то существует отображение h с областью определения 
Х, принимающее значения в Z и определяемое равен
ством h (x) = g[f (x) ) . Это О. паз . к о м п о з и ц и е й  
о т о б р а ж е н и й f и g, а f и g с о о т в е т с т в у
ю щ и м и о т о б р а ж е н и я м и , и обозначается g о f , 
причем порядок записи играет существенную роль (для 
функций действительного перемениого принят термин 
с у п е р  п о з и ц и я) . Отображение h паз . также 
с л о ж н ы м о т о б р а ж е н и е м, составленным из 
внутреннего отображения f и внешнего отображения g. 
Понятие сложного О .  обобщается на любое конечное 
число составляющих О .  

Отображение / ,  определенное на Х и принимающее 
значения в У, порождает новое О . , заданное на под
множествах множества Х и имеющее в качестве значе
ний подмножества множества У. Именно, если А с Х ,  то 

def  
1 (А) = {y = f (x) , х Е А} .  

Множество ! (А )  паз . о б р а  з о м м н о ж е с т в а А .  
Если положить А = {х } ,  то получится исходное отоб
ражение f (x) , так что / (А )  есть расширение отображе
ния f (х) с множества Х на множество SJ3 (Х )  всех под
множеств множества Х ,  если отождествлять одноэле
ментное множество с элементом , его составляющим . 
В случае У= Х  множество А наз .  и н в а р  и а н т
н ы м п о д м н о ж е с т в о м отображения f, если 
f (A )cA , а точка х паз . н е п о д в и ж н ы м  э л е
м е н т о м отображения f ,  если f (х)= х . Инвариант
ные множества и неподвижные элементы играют важ
ную роль при решении функциональных уравнениii 
вида f (x) = a  или x-f (x) = a. 

Н:аждое отображение f :  Х-+У порождает О . , задан
ное на подмножествах множества / ( Х ) и имеющее в ка
честве значений подмножества множества Х. Именно, 
для каждого ВС/ ( Х) через / - 1 (В) обозначается мно
жество {х, f (x) E B } ,  называемое п о  л н ы м п р  о
о б р а  з о м множества В .  Если f - 1  (у)  для любого 
у Е / ( Х) состоит из единственного элемента , то f- 1  
еr,ть о .  элемента, определенное на 1 ( Х) , принимаю
щее значения в Х и называемое о б р а т н ы м о т
о б р а ж е н и е м к f . Существование обратного О . 
эквивалентно разрешимости уравнения f (х) =  у , 
Y E f (X) .  
· Если множества Х и У наделены нек-рыми свойства
ми , то во множестве Р ( Х ,  У) всех О .  на Х в У могут 
быть выделены содержательные классы .  Так, для ча
стично упорядоченных множеств Х и У отображение f 
паз . и з о т о п н ы м, если х <у влечет f (x) <./ (y) . Для комплексных плоскостей Х и У выделяется класс 
голаморфных О . Для топологич . пространств Х и У 
естественным образом выделяется класс непрерывных О . 
этих пространств;  строится развернутая теория диф
ференцирования отображений. Для О .  скалярного ар
гумента и ,  в более общем случае ,  для О . , определен
ных на пространстве с мерой , может быть введено по-

нятие (сильной или с лабой) пз меримоrти и могут быть 
построены различные интегралы лебеговского типа 
(напр . ,  Вохнера интеграл , Даниеля ltnmeгpaл) . 

О . паз . м н о г о з н а ч н ы м о т о б р а ж е н и е м ,  
если нек-рым значениям х соответствуют подмножеr.тва 
У хС У , состоящие более чем из одного элемента . Та
ковы , на пр . , многолиствые функции комплексного 
переменного, многозначные О . топологических про
странств и др . 

Лит. : [ 1 ] Б у р  б а и и Н . ,  Теория множеств , пер . с франц. , 
М . ,  1 96 5 ;  (2] е г о ж е, Общая тоnология .  Основные струитуры , 
пер . с франц. , 2 иад. , М . ,  1 968 ;  (3] Н е л л и Д ж . Л. , Общая то
nология, пер . с англ . ,  2 изд. , М. , 1 98 1 . В. И. Собо.лев. 

ОТОБРАЖЕНИЕ ПЕРИОДОВ - отображение, сопо
ставляющее точке s базы S семейства {Xs } алгебраич .  
многообразий над полем С комплексных чисел когомо
логии Н *  ( Х s) слоя над этой точкой , снабженные Ход ж а 
структурой .  Полученная при этом структура Ходжа 
рассматривается как точка в многообразии модулей 
структур Ходжа данного типа . 

Изучение о .  п .  восходит к исследованиям Н .  Абеля (N . Abel) и Н:. Якоби (С . J acobl) интегралов алгебраич. 
функций (см. А бе.лев дифференциал) .  Однако до недав
него времени глубоко были изучены лишь О. п . ,  отве
чающие семействам кривых. 

Пусть {Х s } есть семейство слоев Х s = t - 1  (s) гладкого 
проективпого морфизма f : X-+S , где S - гладкое 
многообразие. Тогда когомологни Н * (Xs , Z )= V Z 
снабжены чистой , поляризованной структурой Ходжа , 
к-рая задается гомоморфизмом вещественных алгебра
ических групп h :  C*-+GIR. , где С *  - мультипликатив
ная группа С* поля комплексных чисел ,  рассматри
ваемая как вещественная алгебраич . группа , а 

G = {g E GL (V) , 'iJ (gx , gу) = Л. (g) 'iJ (х, у) } 

- алгебраич . группа линейных преобразовапий про
странства V, умножающих невырожденную (симме
трическую или кососимметрическую) билинейпую форму 'iJ на скалярный множитель ; причем автоморфизм Ad h ( i) 
группы GIR. является инволюцией Нартапа и h ( IR* ) 
лежит в I\ентре группы GIR. . Множество Х о  гомомор
физмов h : C *-+GIR. , обладающих указанными своiiст
вами, еетественпым образом снабжено GIR. -ипварпапт
ной структурой однородного кэлерова многооб разия и 
паз. м н о г о о б р а з  и е м Г р и ф ф и  т с а, а фак
тор Mo= X o!G z является пространством модулей 
структур Ходжа . Гомоморфизм h задает разложение 
Ходжа 

Фс = ЕВ ®Р' - р 

алгебры Ли ® группы G, где �jp .  - Р - подпрост
ранство в ®с , па к-ром Ad h (z) действует умноже-

нием па "iPz - р .  Сопоставление h-+P (h) , где Р (h) 
параболич . подгруппа в Gc , алгебра Ли к-рой есть 

ffip:;;.. o®P · -Р , задает открытое плотное вложение мно
гообразия Х 0 ц компактное Gс·однородное многооб-
разие флагов Х а .  В касательном пространстве 

Фс /ffip :;;.. о®Р · -Р 

J( Х 0 в точке 1� выделено г о р и з о н т а л ь н о е 
п о д п р о с т р а н с т в о  

m �р . - Pjffip � о®Р· - Р Wp:;;,. - 1W "' • 

Голоморфное отображение в Хо или М о паз . г о р и
з о н т а л ь н ы м, если образ его касательного отоб
ражении лежит в горизонтальном подрасслоенtш. 
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Установлено, что о. п . ф :  s-ма горизонтально 

(см. [ 1 ] ,  [3 ) ) . Особенности О . п. описываются т е о р е
м о й Ш м и д а о н и л ь п о т е н т н о й о р б и т е ,  
к-рая в случае ,  когда S= S"'-._ {О } - кривая с выколо
той точк{IЙ, утверждает , что если z - локальная коор
дината на S , z (O)= O , то при z-+0 Ф (z) асимптотически 
близко н 

ехр ( 1��: N) а , 

где а Е Ха , а N E ФQ - нильпотентный :элемент (см. 
[4 ] ) .  Относительно группы монодромии 

Ф• (л:1 (S , s) )c.G z 

известно, что ее образ полупрост во всяком рациональ
ном представлении группы G, а иреобразования об
хода Т вокруг дивизора с нормальными пересечения-
ми S"'-._S в гладкой компактификации S многообразия S 
порождают к в а з и у н и п о т е н т н ы е (т . е. име
ющие в качестве собственных значений корпи из 1 )  
злементы Ф * ( Т) Е G Z . Важность группы моподромии 
подчеркивает т е о р е м  а ж е с т к о с т и (см. [ 1 ) ,  
[ 2] , [4] ) :  если над S имеются два семейства алгебраич. 
мноrообразий, то соответствующие О. п .  Ф1 и Ф 2  пз S 
в М а совпадают тогда и только тогда , ног да Ф1 (s0)= 
=Ф2 (s0) в пек-рой точке s0 E S и гомоморфизмы Фi* : л: 1 (S , s0) -+ Gz , i= 1 ,  2 ,  совпадают. 

3анонченные результаты о строении ядра и образа 
О. п .  относятся в основном н случаям нривых и КВ
поверхностей. Если {Х s }  - семейство многообразий 
уназанноrо типа и Ф (s)=Ф (s' ) , то Х 3'::;Х s' (т е о р е м а 
Т о р е л  л и) , а для КВ-поверхностей мансимальпо 
возможный образ О. п. совпадает с М а (см. [7 ] ) .  В слу
чае кривых образ О. п. частично описан (соотношения 
Шоттки - Юнга ,  см. [ 6] ,  [8] ) .  Существует r и п о  т е з а  
Г р и ф ф и т с а. о том, что мноrообравие модулей 
допуснает частичную апалитич . номпактификацию, 
т. е. открытое вложение в таное апалитич . простран-
ство М а ,  что О . п. s-м а продолжается до rоломорф
ного отображения S::JS для всяной rладкой компакти
фикации S::JS . Таная компантификация известна ( 1983) 
лишь для случая , ногда Х а - симметричесная об
ласть [9] . 

Лит. : [ 1 ]  Г р и ф ф и т с Ф. А. ,  <<Успехи матем. наую> ,  1 9 7 0 ,  
т. 2 5 ,  в.  3 , с. 1 7 5 - 2 3 4 ;  [2] G r i f f i t h s Ph. А. ,  в кн . : Actes du 
Congr�s internationa1 des matMmaticiens (Nice) , 1 97 0 ,  t .  1 ,  Р. , 
1 97 1 ,  р. 1 1 3 - 1 9 ;  [3) D е 1 i g n е Р . , Travaux de Griffi ths, в кн. : 
Seminaire Bourbaki . 1 969/7 0 ,  В .- N. У.- Hdlb. , 1 9 7 1 , р .  2 1 3 - 3 5 ;  
[ 4 )  S с 11 т i d W. , «Invent. math. » ,  1 97 3 ,  v .  22 ,  р .  2 1 1 - 3 1 9 ; 
(5] С а t t a n  i Е .  Н. ,  К а р  1 а n А. G. , «D uke Math. J . >> ,  1 97 7 ,  
v.  4 4 ,  М 1 ,  р .  1 -4 3 ;  [ 6 )  Д у б р о в и  н Б.  А. , «Успехи матем. 
наУК>> , 1 98 1 ,  т. 3 6 ,  в.  2 , с. 1 1 -8 0 ;  [7] Н у л и к о в В.  А . , Tlll'4 же, 
1 97 7 ,  :r. 3 2 ,  в . 4 ,  с. 2 5 7 - 5 8 ;  [8) М а м ф о р  д д. , «Математика», 
1 97 3 ,  т. 1 7 ,  М 4, с. 3 4 - 4 2 ;  [9) В а i 1 у w. , В а r е 1 А. , <<Ann . 
Math.»,  1 96 6 ,  v. 8 4 , ]!. Н2-528.  А. И. Овсеевич. 

ОТОБРАЖЕНИИ КЛАССЫ - пажнейшие нлассы не
прерывных отображений , рассматриваемые в общей 
топологии и ее приложепиях.  К ним относятся : о т
к р ы т ы  е о т о б р а ж е в и я - тание , что образ 
любого отнрытого множества является отнрытым 1\IВо
жеством; з а м к н у т ы е о т о б р а ж е в и я - та
кие , при н-рых образ наждого замнвутоrо множества 
аамннут ; б и к о м п а н т н ы е о т о б р а ж е в и я -
для них прообраз любой точки является бикомпант
ным множеством; с о в е р ш е н в ы е о т о б р а
ж е н и я - замннутые биномпактвые отображения . 
Ф а к т о р н ы е о т о б р а ж е н и я определяются 
требованием: множество в образе открыто в том и 
только в том случае, если его полный прообраз отнрыт. 
Важны также открытые бикомпактные отображения , 
п с е в д о о т н р ы т ы е о т о б р а ж е н и я  и 

у П Л О Т Н е В И Я - ПОСЛеАВЯ8 ОПрiЩМЯЮТСЯ нак 
взаимно однозначные вепрерыввые отображения на. 
Таким образом, при нлассификации отображевиii в об
щей топологии ограничения ванладываются либо на 
поведение (при переходе к образу) открытых или 
замкнутых множеств , либо па свойства прообразов 
множеств. Второй подход приводит, в частности , к сле
дующим О. к. М о н о т о в в ы е о т о б р а ж е
в и я - те ,  при к-рых прообраз каждой точки нульме
�� К о н е ч н о к р а т в ы е о т о б р а ж е н и я  
характеризуются конечностью всех прообразов точек. 
Отображения , при к-рых прообраз наждого биком
пактвого множества бикомпантеп,  ваз . k-o т о б р а
ж е н и я м и. Соещ;шевием ограничений первого и 
второго типа выделяются основвые нлассы непрерыв
ных отображений в общей топологии . Самими опреде
лениями О .  н. естественно организуются в цек-рую 
иерархию, н-рая может быть положена в основу систе
матич . нлассификации топологич . простравств [ 1 ) . 
Эта классификация строится нак результат решения 
вопросов следующих двух типов . Дав класс прост
ранств Л, целесообразность выделения к-роrо не 
вызывает сомнений , и пусть <fВ - век-рый класс отоб
ражений из вашей исходвой иерархии. Требуется оха
рантеризовать посредством внутренних тополоrич . ив
вариантов образы пространств из нласса Л при все
возможных отображениях из нласса <flJ. В опросы вто
рого типа авалогичны - требуется охарантеризовать 
прообразы простравств из нласса Л при отображе
ниях из класса <flJ .  

При решении вопросов унаванных двух типов полу
чаются совсем не очевидные теоремы общего харак
тера .  Напр . ,  пространства с первой ансиомоii счет
пости - это в точности образы метрич . пространств 
при непрерывных отнрытых отображениях .  Прост
ранства с равномерной базоii и тольно они - образы 
метрич . простравств при отнрытых биномпантвых 
отображениях.  Пространства Фреше - Урысопа ха
рантеризуются нан псевдоотнрытые образы метрич . 
простравств , а сенвепциальвые пространства - это 
фанторпространства метрич . прострапств . Далее , про
образы метрич . прострапств при совершенных отобра
жениях - это в точности параномпантвые перистые 
пространства,  а прообрава!IIИ полных метрич . прост
ранств являются параномпантные пространства , пол
вые по Чеху. Непрерывные образы простравств со 
счетпой базоii - пространства со счетной сетью. При 
систематич . следовании унаванному пути получается 
единая взаимная классифинация пространств и отоб
ражений . 

Особую роль среди различных нлассов непрерыв
ных отображений занимает нласс фанторных отобра
жениii .  В ажнейшеii особенностью фанторных отобра
жений является то , что они моrут служить средством 
для построения новых топологич. пространств.  А 
именно, если дано отображение 1 топологич . прост
ранства Х па пек-рое множество У (вапр . , если рас
сматривается естественное отображение л: прост
ранства Х на множество всех элементов нен-рого раз
биения этого пространства) , то на множестве У всеrда 
можно ввести естественную тополоrию требованием, 
чтобы отображение 1 было фанторвым : множество VcY объявляется отнрытым в том и тольно в том слу
чае , если его полвый прообраз I - 1 ( V) отнрыт в прост
ранстве Х . Помимо уже названных , весьма важны 
неприводимые отображения, напр . в теории абсолю
тов . См. танже Б ифа�>торное отображение, Много
значное отображение .  

Лит . : [ 1 ] А р х а н г е л ь с к и й  А. В . ,  <<Успехи матем. 
наую> ,  1 96 6 , т .  2 1 ,  в .  4 , с.  1 3 3 -84.  А. В. Архан.гмьсхий. 

ОТОБРАЖЕНИЙ МЕТОД - то же , что иаображен.ий метод.  
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ОТОБРАЖЕНИЯ ГЛАВНАЯ СЕТЬ , о с н о в а н и е 
о т о б р а ж е н и л , - ортогональная сеть в области 
G п-мерного многообразия М (в частности , М может 
быть еюшидовым прострацством) , к-рал переходит 
в сеть, также ортогональную, при диффеоморфизме 
f : G-+G' областц G на область G' того же или другого 
риманова многообразия М' . Направления , касатель
ные к линиям О. г. с. в точке х Е G, являютел главными 
направлениями эллипсоида деформации индуцирован-
ного отображенил f* : Т x-+Tf(x) касательцого прост
ранства Т х на касательное пространство Tf(x> · При 
п >2 О. г .  с . ,  вообще говоря , ие 11ВЛлетсл голономной . 
Если отображение f - конформное , то любая ортого
нальная сеть в области G служит О. г .  с. 

Лит. : Р ы ж  и о в В .  В . , в сб. : Итоги науни, Серия Матема-
пша, в. 3- Геометрия. 1 96 3 ,  М. , 1 965 .  В. Т. Бааъtлев. 

ОТРАЖЕНИЕ - движение а п-мерного односвяз
иого пространства постоянной кривизны xn (т. е .  
евклидова аффинного пространства вп , сферы sп или 
пространства Лобачевского лп) ,  множество непод
вижных точек Г к-рого является n - 1  мерпой гипер
плоскостью . Множество Г паз. з е р к а л о м о т о б
р а ж е и и л а; говорят также , что а есть О .  относи
тельно Г. Велкое О. однозначно определяется своим 
зеркалом. Порядок О. в группе всех движений хп 
равен 2, то есть a2= i d xn · 

Пусть xn= En и х Е Г. Выбор х в качестве начала 
координат позволяет отождествить евклидово аффин
ное пространство вп с линейным евклидоным прост
ранством vn его параллельных переносов. Тогда от
ражение а - линейное ортогональное иреобразова
ние простр�нства ]!n , имеющее в пек-ром ортанорми
рованном uазисе матрицу 

1 1 о 

о 1 - 1  

и наоборот, велкое ортогональное иреобразование 
пространства vn , имеющее в пек-ром ортанормиро
ванном базисе такую матрицу, является О. в En . 
Б олее общо: линейное иреобразование <:р произволь
наго векторного пространства VV над полем k характе
ристики, отличной от 2 , наз . л и н е й  н ы м о т р а
ж е н и е м ,  если <:p2= id w  и ранг иреобразования 1 -<:р 
равен 1 . В этом случае подпространство VV1 непод
вижных относительно <:р векторов имеет в VV коразмер
пость 1 ,  а подпространство VV -i собственных векторов 
с собственным значением -1 имеет размерность 1 и 
VV= VV1ffi VV  - 1 · Еслп а - такал линейпал форма на 
W, что a (w) = O  при w E VV1 , а h E W_ 1 - такой эле
мент, что а ( /1 )== 2 , то q; задается формулой 

q;w = w - a (w) h ,  ш E VV. 

Описание О .  в произвольнам односвязном прост
ранстве xn постоянной нривизны может быть еведепо 
к описанию линойных О. следующим способом. Вел
кое такое пространство xn вкладывается в виде ги
перповерхности в действительное ( n + 1 )-мерное век
торное пространство vn + 1 таким образом, что движе
ния xn продолжаютел до линейных преобразовапиii 
vn + 1 ' причем в подходлщеii сиетеме координат в vn + 1 
уравнения указанной гиперповерхности записываютел 
следующим образом: 

x� + xi +  . . .  + x.; = 1 для sп;  
Х0 = 1 для En · 

% ' 

х� -х� - . . . -хп =  1 и х0 > О для лп . 

При этом вложении велкал гиперплоскость в xn есть 

пересечение с xn пек-рого п-мерного подпространства 
в vn + 1 , а велкое О . в xn индуцировано линейным О .  
в Vh + r . 

Если в определении линейного О .  отказаться от 
требования q;2= idw, то получаетел более общее по
нлтие п с е в д о о т р а ж е н и л .  Если k - поле ком
плексных чисел , а <:р - псевдоотражение конечного 
порядка (не обязательно равного 2) , то <:р наз .  к о м
п л е к с н ы  м о т р а ж е н и е м. Компленсным О .  
наз .  также велкий биголоморфный автоморфизм ко
нечного порядка ограниченной симметрич. области 
в комплексном пространстве,  множество неподвижных 
точек к-рого имеет комплексную коразмерность 1 .  

См. также Отражений группа. 
Лит. : [1 ] Б у р б а и и Н. , Группы и алгебры Ли, пер. с 

франц . ,  М. , 1 9 7 2 ;  [2 ] В и н б е р  г Э. Б . «Изв. АН СССР. Сер . 
матем.» ,  1 9 7 1 , т. 3 5 , М 5 , с. 1 07 2- 1 1 2 ; [3] G o t t в c h l i n g  Е .  
«Comm. Pure and App l .  Math . >> , 1 969 , v.  2 2 ,  р.  693-7 1 4 ; L4J 
Р о з  е н ф е л ь  д Б.  А . ,  Неевнлидовы пространства, М. , 1 9 69 . 

В. Л. Попов. 

ОТР АЖ ЕНИ И ГРУППА - дискретная группа ире
образований , порождаемал отражениями относительно 
гпперплоскостеl1 . Наиболее часто рассматриваются 
О .  г . ,  состоящие из движений односвязного полного 
риманова многообразия постоянной кривизны, т .  е .  
евклидова пространства En ,  сферы sп или прост
ранства Лобачевского Ln . 

Истоками теории О .  г . являютел исследования пра
вильных многогранюшов и правильных разбиений 
евклидавой плоскости 11 сферы («орнаментов>>) . Во 2-й 
пол . 1 9 в. эти исследования были распространены на 
п-мерный случай и, в связи с задачами теории функций 
комплексного переменного, на плоскость Лобачев
сного ; были также описаны правильные разбиения 
пространства Ln на правильные многогранники .  Груп
па симметрии любого правильного многогранника, а 
также группа симметрии правильного разбиения про
странства на правильные многогранники являютел 
О. г .  В 1 934 были персчислены (см. [ 1 ] )  все О. г. в En 
и �n(последние можно рассматривать как частный слу
чаи О. г .  в вп + 1 ) .  Еще в 1 925-27 в работах Г. Вейля (Н .  
Weyl) и Э .  Картапа (Е . Cartaп) О .  г . полвались как 
Вейля группы полупростых групп Ли. Позднее было 
установлено,  что группы Вейля - это в точности 
те О .  г .  в En,  к-рые имеют единственную неподвижную 
точку и записываютел в пек-ром базисе целочисленны
ми матрицами, а аффинные группы Вейля - это все 
О. г. в вп с ограниченным фундаментальным много
гранником (см. Дис,..ретпая группа преобразований) . 

О с н о в н ы е р е з у л ь т а т ы  т е о р и и  
г р у п п  о т р а ж е н и й . Пусть хп= sп , вп или 
Ln . Велкал О. г .  в xn допускает в качестве образую
щих отражения r1 относительно гиперплоскостей Н · , i Е Т, ограничивающих фундаментальный многогра�
ник Р .  Относительно этой системы образующих она 
является Кокстера группой с определяющими соотно
шениями (r;l'j)nij= 1 ,  где числа пij находятся следую
щим образом: если грани Н; n р  11 Hj n р  смежны II 

:rt угол между ними равен rlij • то пu=а.. ; если онп не l j  
смежны, то nij= оо (и тогда гиперплоскости Н; и Hj 
не пересенаются) . Обратно,  любой выпуклый много
гранник в пространстве xn' все двугранные углы 
к-рого суть целые части n, является фундаментальным 
многогранником группы, порожденной отражениями 
относительно ограничивающих его гиперплоскостеfi . 

Велнан О .  г .  в вп является (как группа движений) 
прямым произведением тривиальной группы, дейст
вующей в евклидоном пространстве век-рой размер
ности , и групп движений следующих двух типов : 
( l ) конечная О .  г . , фундаментальный многогранник 
к-рой есть симплициальный конус , и ( I l ) бесконечная 
О . г . , фундаментальвый многогранник к-рой есть сим-
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плекс. Группа типа ( 1 )  может расrматриваться как 
О. г .  на сфере с центром в вершипе фундаментальпого 
конуса ;  ее фундаментальным многогранником будет 
тоrда сферич. симплекс . О .  г. типа ( 1 )  однозначно 
определяется своей матрицей Кокстера , поэтому клас
сификация таких групп совпадает с классификацией 
конечных I'рупп Кокстера .  О .  г. типа ( 1 1 )  определя
ется своей матрицей Кокстера с точностью до гомо
тетии . Классификация таких групп с точностью до 
гомотетии совпадает с классификациеii неразложимых 
параболич .  групп Кокстера . Всякая О .  г. в En, имею
щая ограниченвый фундаментальвый многогранник , 
является (как группа движений) прямым произведе
нием групп типа (1 1 ) .  

О .  г .  в F n  изучены значительно хуже. По многим 
причипам естественно выделить те из них, фундамен
тальвый многогранпик к-рых ограничен или выходит 
на абсолют лишь в конечном числе точек (это равно
сильно конечности объема) . Ниже рассматриваются. 
только такие группы . Они описаны более или менее 
явно только при п= 2 , 3 .  

О .  г .  в L2 определяются k-угольвиком с угЛами 
n n 1 1 - ,  . . . , - , где - + · · · + - < k - 2 n1 nk r n1 nk 

(если вершива бесконечно удаленная ,  то считается, 
что угол при пeii равен пулю) . Многоугольвик с за
данными углами всегда существует и зависит от k-3 
параметров . 

При п;;о.3 фундаментальвый многогранник О .  г .  
в Ln однозначно определяется своим комбинаторным 
строением и двугранными углами. Для п = 3  получено 
исчерпывающее описание таких многогранников [5 ]  
и ,  тем самым, О .  г .  Для п;;о.4 известны лишь примеры 
и век-рые общие способы построения О. г. в Ln (см . 
1 6] , ( 7 ] ) .  Неизвестно ( 1 983) , существуют ли О .  г .  в Ln 
с ограниченным фундаментальным многогранником 
при п;;о.8 и с фундаментальным многограиником конеч
ного объема при п;;о.20 . 

Наряду с О .  г. в прострапствах постояввой кри
визны рассматриваются линейвые О. г . ,  действующие 
дискретно в открытом выпуклом копусе действитель
ного векториого пространства .  Это позволяет дать 
геометрич . реализацию всех групп Кокстера с конеч
ным числом образующих (см. [3) , [ 4 ] ) .  

Всякую конечную О .  г .  можно рассматривать как 
линейную группу. Конечные О .  г . характеризуются 
среди всех конечных линейных групп тем ,  что алгебры 
инвариантных многочленов этих групп обладюот ал
гебраически пезависимыми системами образующих [ 4 ] . 
Напр . ,  для группы всех перестаковок базисных век· 
торов такими образующим� будут элементарные сим
метрич . многочлены. Пусть т1+ 1 ,  . . .  , тп+ 1 - сте
пени образующих инвариантов конечной О .  г. G (п 
размерность пространства) ; числа т1 ,  • • •  , тп паз .  
п о к а з а т е л я м и г р у п п ы G. Имеет место 
формула 

( 1 + mlt )  . . . ( 1 + mпt) = co + clt + . . .  + cntn , 
где ck - число элементов группы G, для к-рых прост
ранство неподвижных точек имеет размерность п-k . 
В частности ,  т1 + . . .  + тп равно числу отражепиii в группе G; (т1 + 1 ) . . .  (тп+ 1 ) равно порядку группы . 
Если группа G веприводима ,  то собственные значения 
ее элемента Киллиига - Кокстера (см. Кокстера 

2п ·тk группа) равны ехр + , где h - ч и с л о К о к-
с т е р  а:  

h = max {т,.} + 1 . 

Утверждения предыдущего абзаца , за исключением 
последнега, сохраняют силу для липеiiвых групn над 

пропзвольвым полем нулевой характеристики (см . ( 4 ] ) .  
Отражением в :�том случае следует называть линейное 
преобразование , пространство неподвижных точек 
к-рого имеет размерность п- 1 .  Перечислены [8] все ко
нечные линейвые О .  г .  над полем комплексных чисел . 
Найдевы [9 ]  конечные линейвые О .  г. над полями не
пулевой характеристики. 

Лит. : [1)  С о х  е t е r Н.  S .  М . , «Ann.  Math .» ,  1 9 3 4 ,  v. 3 5 ,  
р.  588-62 1 ;  [2) Н о к с е т е р Г.  С .  м . ,  М о з е р  У.  о .  Дж. , По
рождающие злементы и определяющие соотношения дискl!етных 
групп, пер. с англ. , М . ,  1 98 0 ;  [3] т 1 t s J . ,  в кн. : Proceedings or 
the I nternational Congress of Mathematicians. 1 9 6 2 ,  Dursholm , 
[ 1 963] ,  р. 1 9 7 -221 ; [4 J  Б у р  б а к и Н. , Группы и алгебры Ли,  
пер . с франц. ,  М. ,  1 97 2 ,  rл. 4- ? ; [5) А н д р е е в � · М . ,  «Матем: сб. »,  1 97 0 ,  т. 8 1 ,  с. 4 4 5 - 7 8 , т. 8 3 ,  с. 256 -60 ,  [6 ]  М а к а 
р о в  В. С . , в кн . :  Исследования по общей алгебре, в. 1 ,  Ниш. , 
1 9 6 8 ,  с. 1 20-29 ;  [7]  В и н б е р г Э. Б . , «Матем. сб . » ,  1 96 7 ,  т. 7 2 , 
с. 4 7 1 -88 ;  1 97 2 ,  т. 8 7 ,  с. 1 8- 3 6 ;  [8] S h е р  h а r d G. С . ,  т о d d 
J. А. , <<Canad. J. Math . •> , 1 9 5 4 ,  v. 6, р. 2 7 4 - 3 0 4 ; [9) С е р  е ж
к и н В. Н. , «Докл. АН СССР», 1 9 7 6 ,  т. 227 , с. 5 7 4 - 7 5 .  

Э .  Б .  Винберг. 
ОТРАЖЕНИЯ ПРИНЦИП - обобщение си.м.метр ии 

пр ипципа для гармопич. функций на гармонич . функ
ции от произвольвого числа везавиоимых переменных .  
Формулировки О .  п .  таковы. 

1)  Пусть G - область k-мерного евклидона прост
ранства (k;;o. 1 ) ,  ограниченпая жордановой поверх
ностью Г (в частности, гладкой или кусочно гладкоii 
поверхностью Г без самопересечевий) ,  в состав к-poii 
входит (k- 1 )-мерная подобласть а (k - 1 )-мерпой ги
перплоскости L. Если функция и (х1 ,  • • •  , xk) гармо
нична в G, непрерывна на G U a  и всюду на а равна нулю,  
то и (х1 ,  • • •  , х,.) продолжается как гармопич. функция 
сквозь а в область G* , симметричную с G относительно 
L, с помощью равенства 

и (х; , . . . , Xk) = - и (xl , . . . , х,.) , 

где точки (х� , . . .  , Xk) E G* и (х1 ,  • • •  , xk) E G симмет-
ричны относительно L .  

2) Пусть G - область k-мерпого евклидона прост
ранства (k;;o. 1 ) ,  ограниченная жордановой поверхно
стью Г ,  в состав к-рой входит (k-1 )-мервая подобласть 
а (k-1 )-мерной сферы � нек-рого радиуса R >О с цепт
ром в пек-рой точке М0= (х� , . . .  , х2) .  Если и (х1 ,  
. . .  , х,. )  гармонична в G, непрерывна на  G U  а и всюду 
на а равна нулю, то и (х1 , • • •  , х,.) продолжается как 
гармович . функция сквозь а в область G* , симметрич
ную с G относительно � (т . е. полученную из G по
средством преобразования· обратных радиусов - ив
версии - относительно сферы � ) .  Это продолжение 
осуществляется посредством взятого с обратным зна
ком Ке.львипа преобрааовапия функции и относительно 
сферы � ,  именно: 

и (х� , . . . , Xk ) = 
R k - 2  ( 0 х; - х� 0 2 :х:; - х�) = - . k - 2 и xl + R2 --•• -- • • • •  , Xk + R  -.-.- 1 

где (х� ,  . . .  , Xk) E G* , r= V(x� -x�)Ч- . . .  + (xi;-xg)2 • 
При иреобразовании обратных радиусов относительно 
упомянутой сферы � точка М* = (х� ,  . . .  , х:) перехо
дит в точку М (х1 , • • •  , xk) в соответствии с равенствами 

так что если М* Е G* , то М принадлежит области G 
(где и задана) , и если М* Е а ,  то М= М* . 

Лит . :  l 1 ]  Н у р а н т Р . ,  Уравнения с частными производ-
ными ,  пер. с англ. ,  М . ,  1 96 4 ,  с. 272 .  Е .  П. Долженпо . 

ОТРЕЗОК, с е г м е и т ,  - множество точек па 
прямой , расположенных между двумя данными точ
ками а, Ь и удовлетворяющих условию вида a �.-r � b ;  
обозначают [ а ,  Ь] . С м .  также Ин терва.л и сегмент.  
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ОТРИЦАНИЕ - логическая операция, в результате О .  fi . р .  ветречаетел во многих Приложениях тео-

к-рой из данного высказывания А получается новое рии вероятностей. При целом r >O О .  б. р . интерпре-
высказывание <<Не А >> .  В формализованных язьшах вы- тируетсл как распределение времени ожидания r-го 
сказывание, получающеесл в результате О. высказы- <<успеха>> в схеме Берпулли испытапий с вероятностью 
ванил А , обозначается l A , -А ,  А ,  -А , А ' (читается: <<успеха» р ; в такой форме оно паз.  обычно Паскаля рас-
<<Пе А >> ,  <<неверно, что А » , «А не имеет места>>) . Семанти- пределепием и является дискретным аналогом гамма-
чески О. высказывания А о:шачает, что допущение А распределепия .  При r= 1 О .  б .  р .  совпадает с геометри-
приводит к противоречию. В классической двузнач- Ческим распределепие.м . Часто О .  б. р .  появляется в за-
ной логике операции О. соответствует следующая дачах, связанных с рандомизацией параметров рас-
истиппостпая таблица: пределений , напр . если У случайная величина , име

A [ I A  

� 1  � 
В. Е. Плис-,;о . 

ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ ВАРИАЦИЯ ФУНКЦИИ, о т
р и ц а т е л ь н о е и з м е н е н и е ф у н к ц и и ,
одно из  двух слагаемых, сумма к-рых есть полное из
менение или вариация фупкции на данном отрезке. 
Пусть f (х) - функция действительного переменного, 
заданная на отрезке [а ,  Ь] и принимающал конечные 
значения. 

Пусть П = {а=х0 <х1 < . . .  <хп= Ь } - произвольвое 
разбиение отрезка [ а , Ь] и 

Nп (!) = -�� [! (x;) - f (х; - 1) ] ,  
где суммирование производител п о  тем номерам i ,  
для к-рых разность f (x;) -f (x; - 1 ) неположительна .  
Величина 

N (f) = N (f: [ а , b ] ) = sup Nп (f) 
п 

паз .  о т р и  ц а т е л ь  н о й  в а р и а ц и е ii (о т р и
ц а т е л ь н ы м и з м е н е н и е м) ф у н к ц и и f 
на отрезке [ а ,  Ь] . Всегда O �N (!) �+ оо . См. также 
Положительпая вариация фую;ции.  

Лит. : [ 1 ] Л е б е г А . ,  Интегрирование и отыскание прими
тивных функций , пер . с франц. ,  М . - Л . , 1 9 3 1, .  Б .  И. Голубов .  

ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ - вид корре
ляционной зависимости между случайными величи
нами, при к-рой условные средние значения одной из 
них уменьшаютел при возрастании значений другой 
величины . Об О .  к .  между величинами с корреллции 
коэффициепто.м р говорят в том случае, когда р <0. 
См. Корреляция .  А . В .  Прохоров. 

ОТРИЦАТЕЛЬНОЕ БИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕ
ЛЕНИЕ - распределение вероятностей случайной ве
личины Х , принимающей целые неотрицательные зна
чения k = O ,  1 , 2 ,  . . .  в соответствии с формулой 

при любых действительных значениях параметров 
0 <р <1 и r >O . Производящая функция и характерис
тич . функция О. б. р. задаютел формулами 

Р ( z ) = р' ( 1 - qz )  - r  
и 

f ( t ) = p' ( 1 - qeit ) - ' ,  

где q = 1 -p .  Математич .  ожидание и дисперсия равны 
соответственно rq/p и rq/p2 • Функция распределения 
О. б . р. для значений k = O ,  1 ,  2 ,  . . .  определяется через 
значения функции бета-распределепия в точке р сле
дующим соотношением: 

F (k) = Р  {Х < k} = В 
( 

f h 
1 

\ Р  х' - 1  ( 1 - x) k dx, т ,  + ) � о  

где В ( r ,  k+ 1 ) - бета-функция . 
Происхождение термина <<0 .  б .  р . >> объясняется тем, 

что зто распределение порождаетсл биномом с отрица
тельным показателем, а именно, вероятности (*) яв
ляются коэффициентами разложения р' (1 -qz) -r по 
степеням z .  

-(:; 6  Математическая энц . ,  т .  lo 

ющая Пуассопа распределепие со случайным парамет
ром Л, к-рый в свою очередь имеет гамма-распределе
ние с плотностью 

1 11 - 1 - ах О О 
Г (/!) х е , х > , ft > , 

то распределение У буJiет О .  б .  р .  с параметрами r = IJ· 
и p = al(1 + a) . О .  б .  р .  служит предельной формой 
П ойа распределепия . 

Сумма независимых случайных величин Х 1 , • • •  , 
Xn,  имеющих О .  б .  р. с параметрами р и r1 , • • •  , rп , 
соответственно, имеет О .  б .  р .  с параметрами р и 
r1+ . . .  + rп .  При больших r и малых q, когда rq-Л , 
О .  б .  р .  приближается распределением Пуассона с 
параметром Л . Многие свойства О .  б. р .  определяютел 
тем фактом, что оно представляет собой. обобщенное 
распределение Пуассона.  

Лит . : [ 1 ] Ф е л л е р В . ,  Введение в теорию вероятностей и 
ее приложения,  пер. с англ . , 2 изд. , т. 1 -2 , М . , 1 9 67 . 

А .  В . Прохоров . 
ОТРИЦАТЕЛЬНОЕ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ распределение вероятностей 
случайной величины Х с целыми неотрицательными 
значениями ,  заданное формулоii 

ck сМ -т р {Х = k} = k + m - 1 N - m - k  

с� 
параметры N ,  М, т - целые неотрицательные числа , 
удовлетворяющие условию т�М�N .  О .  г .  р . обычно 
возникает в схеме выбора без возвращения . Если 
в нек-рой генеральной совокупности объема N име
ется М «отмеченных>> и N -М <<неотмеченных>> злемен
тов и если выбор (без возвращения) производител до 
тех пор, пока число «отмеченных>> элементов в выборке 
не достигает фиксированного числа т, то случайная 
величина Х - число «неотмеченных>> элементов в та
кой выборке - подчинлетел О .  г. р .  (•) . Случайпал 
величина Х + т  - объем выборки - также имеет 
О .  г. р. Распределение (*) названо по аналогии с от
рицательпым бипо.миальпы.м распределепие.м , к-рое воз
никает подобным образом при выборе с возвращением. 

М атематич . ожидание и дисперсия О .  г. р .  равны 
соответственно 

и 

N - M  
т М + 1 

т ( N + 1 ) (N - M) [ t - М
т
+ 1 ] ·  (М + 1 ) ( М + 2 )  

М N - M  При N--+ oo ,  М--+ оо ,  N-M-+oo , так что N--+p ,  --N---+ 
--+q , p + q= 1 , О .  г. р .  стремител к отрицательному би
номиальному распределению с параметрами т и р .  

Функция распределения F (n) О .  г .  р .  с параметрами N, М, т связана с функцией гипергео.метрического 
распределения G (т) с параметрами N, М, n соотноше
нием 

F (n) = 1 - G (т- 1) .  
Это позволяет при решении задач в математич . ста

тистике, связанных с О .  г. р . ,  пользоваться табли
цами rиперrеометрич. распределения. О .  г. р. up1111e-
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няется , например ,  при c m a m u c m u чecJ;o.м кон троле J>а
чества. 

Лит. : [ 1 ] Б е л я е в ю .  К . , В ероятностные методы выбороч
ного ион:троля, М. ; 1 9 7 5 ;  [2] Б о л ь ш е  в л. Н. , С м и р н о в  
Н. В . ,  Таблицы математичесиой статистиии, 2 изд. , М . , 1 96 8 .  

А .  В .  Прохоров. 
ОТРИЦАТЕЛЬНОЕ ПОКАЗАТЕЛЬНОЕ РАСПРЕДЕ

ЛЕНИЕ - то же , что nо1'1ааательн,ое распределепие . 
ОТРИЦАТЕЛЬНОЕ ПОЛИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕ

ДЕЛЕНИЕ - совместное распределение вероятностей 
случайных величип Х1 ,  • • •  , х ,. ,  припимающих не
отрицательные целые значения т= О ,  1 ,  2 , • . .  , за
данное формулой 

Р {Xt = тt ,  . . .  , Х ,. = т,.} = 
Г (r + m1 +  . . .  + mk) 

--;;-'':-..,---:---7-'-- р 'oPml ' . .  • pkm k , Г (r) m1 1 . .  m,. !  
где r >O , р0 , • • •  , Pk (0 <р ; <1 ,  i= O ,  . . .  , k ;  Ро+ ·  . •  + +r,.� 1 ) - параметры.  О .  п. р .  является многомер
ным дискретным распределением - распределением 
случайного вектора (Xj ,  . . .  , Xk) с неотрицательпыми 
целочисленными компонентами . 

Производящая функция О .  п .р .  с параметрами r , 
Ро • . . .  , P k имеет вид 

r ""' " р (zt , . . .  ' z k) = Ро ( 1 - �i�l z;p;) -'. 
О .  п .  р .  возникает в следующей полиномиальной 

схеме . Производятся последовательные независимые 
испытания, и в каждом испытании возможны k+ t раз
личных исходов с индексами О, 1 , . . .  , k, к-рым соот
ветствуют вероятности р0 ,  р1 , • • •  , Pk · Испытания про
должаютел до r-го полвлепил исхода с индексом О 
(здесь r - целое) . Если Х;- число появлепий исхода 
с индексом i, i= 1 ,  . . .  , k, за время до конца испыта
ний , то формула (*) выражает вероятность появления 
исходов с индексами 1 ,  . . .  , k, соответственно,  равно 
m 1 ,  • • •  , тk раз до r-го появления исхода О. О .  п. р .  
в указанном смысле служит обобщением отрицательпо
го бин,о.миальпого распределепия., совпадал с последпим 
при k= 1 .  

Если случайный вектор (Х0 , • • • , Xk) имеет поли
nо.rпиальпое распределепие с параметрами n > 1 ,  р0 ,  
. . .  , P k и параметр n сам является случайной величи
ной ,  имеющей отрицательное биномиальное распреде
ление с параметрами r >O ,  0 <n <1 ,  то распределение 
вектора (Х1 , • • •  , Х,.) при условии X0= r является 
О .  п. р. с параметрами r , p0 ( 1 -:rt) ,  . . .  , P k ( 1 -:rt) . 

А. В. Прохоров. 
ОТРИЦАТЕЛЬНОЕ РАССЛОЕНИЕ - голоморфвое 

венторное расслоение Е над комплексным пространст
вом Х , обладающее такой зрмитовой метрикой h, что 
функция v-h ( v, v) на Е строго псевдовыпукла вне 
пулевого сечения (обозначается Е <0) .  Расслоение Е 
отрицательно тогда и только тогда, когда сопряженное 
расслоение Е* >0 (см. П оложительпое расслоепие) . 
Если Х - многообразие , то условие отрицательности 
можно выразить в терминах кривизны метрики h . 
Любое подрасслоение О .  р .  отрицательно .  Расслоение 
.h: над комплексным многообразием паз . о т р и  ц а
т е л ь н ы м в с м ы с л е Н а к а н о , если Е* поло
жительно в смысле Накано. Голоморфное векторное 
расслоение Е над компактным комплексным простран
ством Х паз . с л а б о о т р и  ц а т е л ь н ы м, если 
его нулевое сечение обладает строго псевдовыпуклой 
оl\рестпостью в Е , т. е .  если Е* слабо положительно. 
Велкое О .  р .  над Х слабо отрицательно.  Аналогично оп
ределяются также отрицательные и слабо отрицательные 
линейные пространства над прострапством Х . 

Лит. см. при ст. Положителъпое расс.лоепие. А. Л. Опищип. 
ОТРИЦАТЕЛЬНОй КРИВИЗНЫ ПОВЕРХНОСТЬ н 

н е п о с р е д с т в е н н о м п о н и м а н и и - дву
мерная поверхность трехмерного евнлидова простран
ства ,  к-рал в каждой своей точке имеет отрицательную 

?ауссову 1'1рnвиэн ц К <0 . Простейшие примеры: одно
полоетныii гиперболоид (рис . 1 , а ) ,  гиперболический 
параболоид (рис . 1 ,  6) , 1'1атепоид . 

Рис . 1 ,  а.  

Непосредственное понимание 
О. к. п. можно обобщать , папр . ,  
п о  размерности самой поверхно
сти или по размерности и по 
структуре объемлющего простран
ства . 

Рис . 1 1  б .  
Локально О .  к .  п .  имеют седловое строение . Это зна

чит, что в достаточно малой окрестности любоii своей 
точки О .  к. п. похожа на седло (см. рис . 1 ,  б , не интере
сулсь поведением поверхности вне изображенной ее 
части) . Локальный седловой характер поверхности 
ясно усматривается па этом рисунке,  где показавы глав
ные сечепил поверхности в произвольной точке О. 

Пусть ..!.. , ..!.. - их нормальные 1\ривизны,  т. е. глав-
R, R ,  

ные кривизны в точке О. По классич . определению , га-
1 

уссова кривизна в точке О есть число К= R , R ,  . Так 
как К <0 , то главные кривизны имеют разные знаки, 
позтому главные сечения имеют противоположные на
правления выпуклости ; на рис . 1 ,  б выпуклость сечения 
02 направлена по нормали n, выпуклость другого -
против нормали , что и соответствует седловому харак
теру поверхности. Топологич . строение О. к . п. в це
лом (<<глобальное») может быть весьма разнообразным. 
Напр . , гиперболич . параболоид (рис. 1 , 6) топо
логически зквивалентен плоскости, однополоствый ги
перболоид (рис. 1 ,  а) - цилиндрич . трубке . Пусть 
два однополостных гипербол оида с параллельными ося
ми иерееекаютел по гиперболе (рис . 2 ,  а) . П усть эти 

Рис . 2 . 

гиперболоиды не проарачны и их невидимые части 
(т. е. части любого из них, лежащие внутри другого) 
отброшены .  Получившалел поверхность имеет отрица
тельную кривизну всюду, 1\роме точек указанной гипер
болы.  В точках этой гиперболы кривпапы вообще нет 
(в классическом понимапии) , т. к. гипербола является 
ребром поверхности . Но поверхность вблизи ребра в 
данном случае можно загладить (см . [ 7 ] )  так , чтобы по
лучилась поверхность , к-рал имеет кривизну во всех 
точках, причем отрицательную (см. рис. 2, б) .  Она то
пологически эквивалентна тору с двумя проl\олами . 
Внлючал в конструкцию большее число однополостных 
гиперболоидов , можно построить О. к. п. сl\оль угодно 
сложного тоnологич . строения . 
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Поверхность ваз . п о  л н о й, если она является 

полным метрич . пространством с расстоянием в смысле 
ее внутренней геометрии. Во всех указанных примерах 
рассматривались полные поверхности .  Идея построе
ния полных О .  к. п. равнообразных топологич . типов , 
исходя из нек-рых простейших (как наложено выше) ,  
принадлежит Ж. Адамару ( J . Hadamard , [ 1 ] ) . Предло
жен привципиальво другой пример (рис.  3)  полвой 
О. к. п. (см. [6] - [7 ] ) . Эта поверхность имеет всюду 
отрицательную кривизну и вся запючева внутри нек
рого шара.  Она беснонечно ветвится , причем перемеи
вая ее точка , двигаясь по ветвям, может сколь угодно 
бnизко подойти к граничной сфере шара,  но нигде не 
достигает этой сферы. Поверхность построена так, что 

при указаином движе
нии переменпая точка 
всегда проходит путь 
бесконечной длины. Тем 
самым обеспечивается 
полнота поверхности в 
смысле ее внутренней мет
рики . Этот пример пока
зывает , что внутренне 
полная О. к. п. не обяза
тельно уходит в беско
нечность в пространстве ,  
подобно поверхностям в 
примерах Адамара . 

В приведеином при
мере повсеместное со
блюдение условия К <0 

удается обеспечить , допуская хотя бы слабую 
нерегулярвость поверхности . Это значит, что по
верхность предполагается гладкой (всюду класса С1 ) ,  
в о  допускается , что в нек-рых изолированных точках 
она не принадлежит С2; в таких точках требуется су
ществование предельного значения кривизнЬI . После 
дополнения предельными значениями кривиэва всюду 
определена и непрерывна. Вопрос о протяженности 
поверхности и связь его с условием регулярности су
щественно дополняется следующими теоремами [ 8] .  

Рис. З .  

Если гауссова кривизна К полной поверхности 
класса С2 удовлетворяет не равенству - а2 <.К ..;О , где a= const ,  то поверхность не может содержаться в шаре, 

1 , ; радиус к-рого меньше а v � . 
Если на полвой поверхности класса С2 , веограничен

иоii во внутреннем смысJiе ,  гауссова кривизна К-+0 
на бесповечиости , то поверхность не ограничена в 
пространстве (в этой теореме допускается перемена зна
ка кривизны) . 

Особое внимание привлекали (и привлекают) по
стоянной О. к. п . , к-рые имеют гауссову кривизну с 
одним и тем же численвЬiм значением во всех точках. 
Они замечательны уже тем, что их внутренняя геометрия 
локально совпадает с геометрией на плоскости Лоба
чевского (см . Лобачевсr;ого гео.JКеmр ия) . Это значит , что 
д.пя фигур , .nежащих на постоявной О .  R. п . , осущест
вляются в точности те же соотношения , какие имеют 
место в планиметрии Лобачевского (при этом роль пря
мых играют геодеаич . линии) ; вапр . ,  триговометрич . 
формулы для треугольников на постояивой О. к .  п .  
и соответствующие формулы в веевклидовой геометрии 
Лобачевского точно совпадают. Тем самым на постояв
вой О .  к. п. получается локальная модель геометрии 
Лобачевского. Такая модель была построена Э. Бель
трами (Е .  Beltrami, 1 868) , что существенно содейство
вало призванию геометрии Лобачевского. Э . Бельтра
ми укавал также важный пример О. к .  п . ; она ваз . 
п с е в д о с ф е р о й (рис . 4) и образована вращением 
трактрисы вокруг ее асимптоты (рис . 5) . Характери
стич .  свойство трактрисы - отрезок касательной от 

6•  

1 точки прикосновения до асимптоты постоянно равен 
пек-рому числу а . Ока:�ывается , что гауссона к ривизна 

1 псевдосферы К = -ао . Еще раньше , чем Э . Бельтрами, 
поверхности вращения отрицательвой кривизвы изу

чал Ф.  Миидивг (F. Minding, 
1 839) . Он нашел два вида перио
дических постояввой О. к. п. вра
щения (.рис . 6) , к-рые вместе с 
псев11осферой исчерпывают все 

Рис . 4 .  Рис. 5 .  
возможные постоянной О .  к .  п .  (уравнения их см. в 
[ 3 ]  и [ 5] ) .  

Построепив глобальной модели планиметрии Лоба
чевского на какой-нибудь постояввой О. к .  п .  враще
ния , напр . на псевдосфере , невозможно по двум причи-
нам. Во-первых, на псевдосфе- . 

Рис.  6 .  

ре имеются верегулярвые точ
ки ; они составляют ребро возв
рата (рис . 4 ) .  Во-вторых, псевдо
сфера топологически эквива
лентна трубке и значит даже 
с топологич . точки зрения отли
чается от плоскости Лобачевс
кого. Но можно построить на ре
гулярной О. к. п. вращения мо
дель бесконечной части плоско
сти Лобачевского.  С этой целью 
отсекается от псевдосферы 
плоскостью, перпендикулярной 
оси,  бесконечная (сужающаяся) область и. Плосность 
проводится так , чтобы она не содержала ребра  возвра
та . В качестве и берется та часть псевдосферы, где 
ребра возврата нет . Далее рассматривается только и, к-рую для простоты также ваз . псевдосферой ; на 
ней нет особых точек . Пусть и' - универсальная накры
вающая псевдосферу и поверхность . Это повятие 
можно наглядно ввести следующим образом .  Берется 
бесконечно много одинаковых и совмещенных экзем
пляров псевдосферы и, к-рые различаются введением 
нумерации: . . .  , и - 2 •  и - I •  и0 , и1 ,  • • •  Затем все они 
разрезаются по какому-нибудь общему меридиацу, а 
на каждой из них устававливается левый и правый бе
рег разреза так , чтобы все левые берега были совмеще
ны (также - правые) . Теперь для любого номера 
k ,  - CIO  <k < CYJ ,  левый берег иk соединяется с правыъ1 
берегом иlc + l  (следовательно, правый берег иrс с левым 
берегом иrс _ 1) .  Так получится связная поверхность и' , 
к-рая и является универсальной накрывающей поверх
ности и, она иногда ваз . односвяввой о б е р т к о й 
поверхности и. Универсальную накрывающую можно 
построить для любой поверхности , во ваглядвое описа
ние ее конструкции будет далеко не так просто, как 
для псевдосферы . Существенно, что универсальная на
крываюmая всегда односвязва . Важво также , что на 
универсальную накрывающую можно перевести ло
кальную внутреннюю геометрию накрываемой по
верхности . Для этого достаточно учесть , что каждая 
точка р накрываемой поверхности имеет выпуклую 
окрестность V (p ) ,  к-рая однолиство накрывается он
рестностью V' (р ' )  накрывающей (здесь р' - точка , 
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к-рая накрывает точку р ; с оответствие р-+р ' биектив
но) .  Геометрия V (р) переносится на t"' (р ' )  тождест-
венно , т. е . расстояние между точками р � , р� Е V' 
принимается равным расстоянию между их прообраза
ми . Вместе с тем определяется глобальная геометрия 
универсальной накрывающей , но она , как правило ,  
будет совершенно отличаться от  глобальной геометрии 
накрываемой . 

На псевдосфере И меридианы , уходя в бесконеч
ность , сближаются ;  кроме того,  они ортогональны краю 
И. Поэтому край универсальной накрывающей есть 
кривая в плоскости Лобачевского , к-рая является орто
гональной траекторией пучка параллельных по Лоба
чевскому (сближающихся) прямых. Эта кривая в гео
метрии Лобачевского ваз . о р и ц и к л о м .  Таким 
образом , с точки зрения своей внутренней геометрии 
универсальная накрывающая псевдосферы И есть вну
тренняя область орицикла в плоскости Лобачевского. 
Универсальная накрывающая И' псевдосферы И удоб
нее для построения модели геометрии Лобачевского, · 
чем сама псевдосфера И. Напр . , сколь угодно большой 
круг можно расположить на И ' ,  по в И слишком, боль
шой круг без перекрытий может не уместиться . Но даже 
И' недостаточно обширна, чтобы вместить любой объект 
геометрии Лобачевского , напр . полная прямая в И' 
не умещается . Иначе говоря, построить с помощью И'  
модель всей плоскости Лобачевского нельзя . 

д .  Гильбертом (1 900) был поставлен вопрос :  не су
ществует ли поверхности , внутренняя геометрия к-рой 
в целом совпадает с геометрией плоскости Лобачевско
го? Из простых соображений следует , что если такая 
поверхность есть , то она должна иметь постоянную 
отрицательную кривизну и быть полной . Далее , она 
должна быть односвязной, поскольку односвязна пло
скость Лобачевского. Но на самом деле достаточно бы
ло бы найти любую полную поверхность постояиной от
рицательной кривизны (согласно изложенному выше, 
универсальная накрывающая такой поверхности полна 
и односвязна) . При этом имеются в виду только регу
лярные поверхности (хотя бы дважды непрерывно диФ. -
ференцируемые в любой точке, т. е. класса С2) .  

• 
Уже в 1 901 Д .  Гильберт решил свою проблему (см. 

[ 2 ] ) ,  причем в отрицательном смысле :  в трехмерном ев
клидовом пространстве не существует полной регуляр
ной поверхности постоянной отрицательной кривизны . 
Эта теорема привлекала внимание геометров на протяже
нии ряда десятилетий и привлекает внимание до сих пор . 
Дело в том, что с ней и с ее доказательством связано 
много интересных вопросов (см . ниже) . При этом пали 
чие особых линий у поверхностей вращения постоянной 
отрицательной кривизны (см . рис . 4, 6) не случайно. 
Оно соответствует теореме Гильберта . 

Доказательство теоремы Гильберта о поверхностях 
любого топологич . строения прежде всего интересно 
тем, что в нем существенно использовано понятие уни
версальной накрывающей поверхности . Оно сводит 
дело к поверхности с простейшей топологией , именно, 
к односвязной поверхности . По-видимому, теорема 
Гильберта была одним из ранних предложений мате
матики, где это поиятие уяснилось . После публикации 
первой статьи Д. Гильберта с доказательством его те
оремы выражалось сомнение в справедливости этого 
доказательства .  Замечания относились к необозримо
сти поведения асимптотич . линий , к-рые по ходу дела 
рассматривались на поверхности ввиду сложности ее 
топологии. Предполагалось даже, что Д .  Гильберт 
перерабатывал свое доказательство, чтобы уточнить 
его. Между тем доказательство д .  Гильберта с самого 
начала было безупречным. В ероятно, этих замечаний 
не было бы, если бы Д. Гильберт отчетливо сказал , 
что исследуется полное односвязное многообразие nо
стоянной отрицательной кривизны, т. е . сама плоскость 

.Лобачевского , в предположении , что она изометрично 
и регулярно погружеиа в трехмерное евклидоно про· 
странство .  

Интересным является также то ,  что в доказательстве 
Д. Гильберта неожиданно появляются ч е б ы ш е в
с к и е с е т и: так называется 
сеть , в каждом сетевом четырех
угольнике к-рой противоположные 
стороны имеют равные длины (см .  
рис . 7 ) .  И вот оказывается , что 
асимптотич. сеть (к-рая определена 
и невырождена во всех точках ва 
любой О .  к .  п . )  в случа е постоян
ной О .  к .  п . - чебышевская . Эту 
сеть можно принять в качестве 
координатной : и = c onst ,  v= con s t, .  
Тогда лииейиыii злемент получаст Рис . 7 · 
чебышевекий вид 

ds2 = dи2 + 2 cos ro dи dv + dv2 ,  ( 1 )  

где ro - сетевой угол . Предполагая, что поверхность 
регулярна , полна и одиосвязиа ,  и , пользуясь чебышев
ским характером сети , можно доказать , что и ,  v при
нимают все значения : - CIO  <и < оо ,  - оо <v < оо и 
этим исчерпывают сеть; иначе говоря ,  асимптотич .  
сеть в целом гомеоморфиа декартовоii сети на евклидо
вой координатной плоскости (ем. [ 9 ] ) .  С другоii сторо
ны, в предположении , что гауссова кривизна постоян
на , иапр . К= -1 , из ( 1 ) получается уравнение д•ы . ди дv = S I П  ro , (2) 

при этом из геометрич . соображений следуют ограниче
ния 

о < (1) < л: . (3) 

Д .  Гильберт показал , что уравнение (2) не может иметь 
регулярного на вceil координатной плоскости решения 
ro= OJ ( и ,  v) ,  подчинеиного условию (3) , и тем самым 
полная плоскость Лобачевсrюго не может быть регу
лярно и изометричио погружеиа в трехмерное евклидо
во пространство .  Отсюда , как объяснялось выше, выте
кает более общая формулировка этой теоремы : в трех
мерном евклидоном пространстве иевозможна поJшая 
регулярная постояиной О .  к .  п . (никакой топологич . 
структуры) .  

Во  многих разделах мате.м:атики случалось, что ка
кое-нибудь утверждение или какой-иибудь вопрос игра
ли особую роль в развитии всего раздела . В дифферен
циальной геометрии одним из таких утверждений была (и еще остается) теорема Гильберта . Ей посвящено 
много публикаций . Интерес к этой теореме вызван 
прежде всего сочетанием в ее доказательстве разнооб
разных идей и поиятий (универсального накрытия, 
чебышевекой сети ) .  Позднее обнаружилась ее связь 
с физикой . 

Оказалось , что уравнение (2) , написанное в несколь
ко ином виде и без ограничения (3) , выражает условие 
на потенциал в т . и. эффекте Джозефсона из теории 
сверхпроводимости. Физики дали уравнению (2) наз
вание «Синус-Гордона» . Используя связь уравнения (2) 
с теорией О. к .  п .  (см . [ 1 3 ] , [ 1 4 ] ) ,  находят в конечном 
виде нек-рые его решения , регулярные на всей пло
скости . 

С .  Э .  Кон-Фоссеи высказал (см . [ 1 5 ] ) предположение, 
что имеет место гораздо более общая теорема , чем тео
рема Гильберта , именно , что условие на гауссову кри
визну К= const <0 можно заменить условием К <  
�const <O . Одиаiiо до нач . 60-х гг .  20 в .  не было най
дено ни одной теоремы, к-рая включала бы теорему 
Гильберта как частный случай . Только в 1 961 (см. [ 16 ] ) 
была июказана корректность теоремы Гильберта, т. е . 
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была установлена теорема о переменпой О .  к .  п . ,  для Кроме (6) получены также (см. [ 21 ] )  другие равенст
к-рой теорема Гильберта является предельным случа- ва и оценки, универсальные в том емысле, что они от
ем. Иначе говоря ,  те свойства постоявпой О .  к. п . ,  носятся ко всем О .  к .  п .  в Еа .  Кроме того, метод до
к-рые пызывают эффект теоремы Гильберта (наруше- казательства (6) позволил получить теоремы, к-рые 
вие регулярности) ,  и сам эффект возможно понимать дают достаточные признаки , когда отображение пло
в приближенном смысле .  Для доказательства было скости в плоскость с отрицательным якобиаиом ниля
найдено уравнение в случае переменной кривизны, ется ве только локальв:ым, но и rлобальным диффео-
к-рое обобщает уравнение (2) . Именно, морфизмом . 

Несмотря па изложенные сейчас результаты,  иссле-
k2 д:. ( i:. :: )  = {k2 + A + a [ grad ro [ } sin ro , (4) дование {h, �)-метрик и других метрик с медленно 

изменяющейся кривизной {напр . ,  q-метрик; см. [ 9] ) 
не потеряло смысла . Дело в том, что в задачах погру
жевия метрик с медленно измеияющейся отрицательной 
кривизной возникают эффекты, к-рые не имеют места в 
случае более общих метрик отрицательвой кривизны 
(см . ,  напр . ,  теорему о простой зове в [9] ) .  Образно мож
но сказать , что чем медленнее изменяется кривизна , 

где ro имеет прежний смысл , k2= -K , дифференциро
вание ведется по дугам асимптотич . линий , А и а 
величины, модули к-рых допускают внутреннюю оцен
ку, т. е. оценку в зависимости только от погружаемой 
метрики . При K= const получается А = О ,  а= О и урав
пение (4) превращается в уравнение (2) . 

В случае переменпой кривизны найдено 
уравнение 

(см. [ 1 7 ] )  тем «труднее» метрике отрицательной кривизны быть 
погруженной в Е3 •  Для метрики постоянной кривизны 
зто «явление» проявляется особенно заметно (см . уси
ленную теорему Гильберта в [9] ) .  Что касается диффе
ренциальных уравнений, к-рые отмечались в связи с 
вопросом о погружении (h, �)-метрик, то они сущеет
ненпо использовались и в других вопросах. Так, с их 
помощью уставовлен [7 ]  ряд сильных теорем о связи 
между внутренними и внешними свойствами О. к .  п . ; 
в частности , теоремы о зависимости внешней регуляр
ности кривизны О .  к. п .  от регулярности ее метрики 
(см. [7 ] ) . 

(5) 
где Ls -линейпыii оператор , пропорциональпый опе
ратору • дифференцирования по дуге асимптотич. ли
ний второго семейства ,  L� - квазиливейный опера
тор похожей структуры .  СуЩественно, что функция М 
при век-рых условиях на метрику допускает внутрен
нюю оценку снизу положительным числом , благодаря 
чему и благодаря строению левой части уравнение (5) 
сходно с уравнением (2 ) .  Поэтому при таких условиях на 
метрику можно провести рассуждения , сходные с рас
суждениями Д .  Гильберта (хотя гораздо более слож
ные) ,  и получить сходный результат. Таким путем впер
вые было получено обобщение теоремы Гильберта (см. 
[ 1 8] ) . Что касается условий на метрику, о к-рых только 
что говорилось , то они заключаются в требовании , что
бы гауссова кривизна К была отгорожена от нуля и 
медденно изменялась . Если предположить , что К < - 1 , 
то медлеввое изменение кривизны нужно понимать в 
том смысле, что первые и вторые производвые от К 
по дуге любой геодезической достаточно малы.  Доста
точные оценки устанавливаются с таким расчетом, что
бы к уравнению (5) были применены указанные выше 
рассуждения , идущие от Д .  Гильберта . Эти оценки (см. 
[ 1 9] )  выражены с помощью положительных постоянных, 
обозначаемых h и �. Соответственно, получаемые ме
трики с медлепво изменяющейся отрицательвой кри
виввой ваз . (h, �)-м е т р и к а м и (определение см. 
в [ 18] или в [ 1 9] ) ;  при этом метрики постоянной кри
визны получаются при �= + оо .  Таким образом, полная 
(h, М-метрика не допускает регулярного ивометрич . 
погружения в трехмерное евклидоно пространство. 

Вопрос о возможности обобщения теоремы Гильберта 
в том виде, как он ставился в 30-е гг .  (без ограничений 
характера поведения кривизны, см. [ 1 2] ) , на указан
ных сейчас путях, т . е .  с помощью дифференциальных 
уравнений теории поверхностей , завершить не уда
лось . Но решение этого вопроса получилось еовсем 
на рругом пути, именно, с помощью тщательного ис- , 
следования граничных свойств сферич. образа О .  к. п .  
Таким способом доказано (см . [ 1 9] ,  [ 20] ) ,  что полная ме
трика с гауссовой кривизной К <const <0 не допускает 
регулярного изометрич . погружепия в Е3 • Тем самым 
вопрос решен точно в классич . постановке.  Одновре
менно доказана теорема : в Е3 на всякой полвой регу
лярной поверхности отрицательной гауссовой кривиз
вы К имеет место равенство 

sup K = O . (6) 
Здесь достаточна регулярность С2 • Но в случае С1• 1 есть 
(см. [ 7 ] )  контрпример (в виде слабо верегулярной по
верхности) . 

Влияние регулярности метрики на внешнюю регу
лярность О .  к. п .  представляется особенно интерес
ным, так как О. к .  п. входят в нек-рый специальный 
класс поверхностей,  к-рый может быть определен чисто 
геометрически (интересно, что чисто геометрич . опре
деление допускает и класс выпуклых поверхностей) .  
Поверхности этого класса ваз.  с е д л о в ы м и .  Седло
вые попеухиости в век-ром смысле - антиподы вы
пуклых {см . [22]  - [25] ) . 

Теорема о невозможности в евклидоном пространстве 
полвой О. к. п. К -<;:const <O получает весьма усилен
ную форму в случае поверхности , к-рая одиолистпо 
проектируется на плоскость , т .  е .  может быть представ
лена как график функции z=f (x ,  у) . В этом случае 
существуют универсальные оценки протяженности по
верхности, и полнота ее становится весущественвой . 
Доказаны теоремы (см. [ 26] ) :  1 ) если на прямоуголь
ник со сторонами а, Ь регулярно проектируется по
верхность с гауссовой кривизной К -<;: -a2= const <0,  
то веравенство Уа� С1+ в,  в >О влечет а у"а-<;:С1+ с• , 

е 
где С1 , С2- универсальные постояввые (напр . ,  C1= 4:rt, 
C2= 1 2:rt) ; 2) если а, Ь и (для простоты) а= 1 ,  то а -<;: 1 8 ,9 .  

Пусть дана метрика ds2 с отрицательной гауссовой 
кривизной К и k= V -К . Пусть метрика ds2 погружепа 
в Е 3 и l ,  т, n - приведеиные коэффициенты получив
шейся второй квадратичной формы (приведенные -
значит удовлетворяющие уравнению ln-т2=-K) . В за
даче о погружевии l ,  т, n - неизвестные функции . 
В качестве новых неизвествых функций вводятся т. н .  
и н в а р и а н т ы Р и м а н а :  

m + ll  m - 11  r = - -n-- ' s = --o- · 

Тогда основная система уравнений теории поверхностей примет симметричный вид 
rx+sry = A0 + A1r + A2s + A 8r11 + A4r s + A6r2в , } (7) 8x+rsy = А0 + A1s +  A2r +  Aзs2 + �rs + A5s2r ,  

где А 0 ,  • • •  , А 5  выражаются только через метрику d.�2 • 
В ыше указывалось, что полная О .  к. п .  с K -<;:const <O не допускает изометричвого регулярного погружевия в 

Е0 • Поэтому полученные результаты о возможности 
изометрич. погружевия ��:вумервых миогообравий от-
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рицательной криви:шы в Е з по нроfiходимостп отно
сятся 11 частям полных многооfiра:�иii . Само многооfiра
зие предполагается односвнзным. Тан, доказано (см. 
[ 29] ,  l 30] ) ,  что каждый геодезич . круг на произволъ
ном регулярном многообразии отрицательвой кривиз
ны К ...;:const <0 может быть регулярно из ометрически 
погружен в Е3 . Эта теорема получена как следствие 
более общей теоремы :  при нек-рых естественных усло
виях регулярности на метрику полной О .  к. п . с К ...;: 
...;:const <О каждая бесконечная зквидистантнан полоса 
на зтом многообразии может быть изометрично и ре
гулярно погружена в Е3 •  Эта теорема в свою очередь 
получена как следствие теоремы о существовании 
n целом решений гиперболич .  систем квазилинейных 
уравнений вида (7 ) ,  причем r ;i= s. 

Построен пример односвязного многообразия знакопе
ременной кривизны, на к-ром есть геодезич. круг , не 
допускающий изометрич . погружения в Е3 (см. [ 10] ) .  
Доказано [31 ] при нек-рых ограничениях н а  полную 
метрику односвязной О .  к .  п .  К ...;:const <0 , что внут
ренняя область произвольного орицикла такого много
образия может быть изометрично потружена в Е э 
Таким образом , для полных односвязных многообра
зиИ отрицательной кривизны К ...;:const <0 донааана воз
можность изометрич .  погружения в Е3 всех номпакт
ных и некомпактных его частей , к-рые сходны с частя
ми плоскости Л обач11вского, изометрич .  потруженил 
н-рых известны из работ Ф .  Миндинrа и Э .  Белырами . 

Изучаются потруженил метрики с г ауссоnой кривиз
ной К = const <0 , т. е .  потруженин частей плоскости Ло
fiачевскоrо .  Так, доказано, что каждый , даже бесконеч· 
но протяженный , многоугольник плоскости Лобачев
сного , может быть из ометрически погружен в Е 3• 

Ра:шообразие тополоrич . типов полных О. к. п. в Е3  
приводит к необходимости рассматривать различные 
подклассы зтоrо слишком широкого класса , удовлетво
ряющие тем или иным дополнительным условиям. 
Rееьма Рстественным является подкласс полных О. к .п . ,  
имеющих взаимно однозначное сферическое (<<о д н о
л и е т н о ef>) отображение (см. [ 33 ) ) .  Если поверх
ность F из зтого класса не имеет самопересечений,  то 
она односвязна или двусвязна . Если такая поверх
ность F имеет рог, то , используя неоrраниченность 
седлового рога (см. [34) ) ,  можно получить ряд внешНt�
rеометрич . свойств этой поверхноети: F допускает 
задание уравнением z=f (x, у) над областью , получен
ной из плоскости х, у удалением компаитноrо выпук
лого множества ; F имеет предельный конус А (F) ,  
с остоящий из луча , соответствующего рогу, и выпукло
го конуса ,  соответствующего чаше поверхности ; за
мыкание F* сферич .  образа поверхности F имеет своим 
дополнением до сферы открытую по-
лусферу и открытое выпуклое мно-
жество (рис . 8 --10) . Ряд аналогичных 

A(F} 

Рис .  9 .  

Рас . 8 .  Р ис .  1 0 .  

вопросов пзучен и для других типов полных О .  к .  п .  
ео вааимно однозначным сферич . отображением .  

Другим интересным п о  своим свойствам и свойствам 
своего сферич. отображения классом является класс 
с у ж а ю щ и  х с я О .  к .  п. (см . [36) , [37 ) ) .  Такой 
поверхностью , напр . ,  является поверхность , заданная 
уравнением x2y2+y2z2+ z2x2= a2 •  По ряду своих свойств 
сужающиесн О .  к. п. напоминают замкнутые поверх
ности . Их сферич . образ можно рассматривать как ри
манову поверхность с краем, каждая компонента к-рого 
является сферич. ломаной, лежащей на одной из боль· 
ших окружностей . 

Иначе выглядит теория О .  к .  п .  в псевдоевклидовом 
пространстве Е�. 1 • В этом пространстве О .  к. п. явля
ются выпунлыми; при этом криви:3На понимается обыч
ным образом, как кривизна метрики , индуцированной 
объемлющим пространством. Именно она предполага-
ется отрицательной . 3 

Единичная сфера пространства Е2 ,  1 состоит из трех 
связных компонент L1 , L2 , L3 (рис . 1 1 ) .  Компоненты 
L1 и L2 являются выпуклыми по
верхностями , на R-рых индуцирует
ел положительно определенная 
метрика постоянной отрицательной 
кривизны ; эти поверхности дают 
известную интерпретацию геомет
рии Лобачевского .  Поверхность L3 
седлообразная , на  ней индуцирует
ся индефинитпая метрика посто
янпой положительной кривизны ; 
метрика зтой поверхности известна Рис. 1 1 .  
как двумерная метрика де Ситтера. 

О. к .  п .  с дефинитной метрикой образуют в Е�, 1 ши
рокий и естественный класс поверхностей, обобщаю
щих свойства поверхностей L1 и L2 так же , как по
верхности положительпой кривизны образуют в ев
клидовом пространстве класс , обобщающий сферу 
(см . [ 38) ) .  

Исчерпывающим образом изучены свойства поверх
ностей с дефинитной метрикой и отрицательной кри
визной , полная интегральная кривизна к-рых кончена . 
Свойства зтих поверхностей аналогичны свойствам вы
пуклых поверхностей с иривизной , меньшей 2:тt,  в ев
клидовом пространстве (класс поверхноегей Оловяниш
никова) . Именно , полная дефипитная метрика отри
цательной кривизны и конечной интегральной кривиз
ны К и геодезич . луч у на многообразии , несущем эту 
метрику, определяют единственным образом выпуклую 
поверхность с данным выпуклым предельным конусом 
полной кривизны К без и:ютропных образующих и с 
данной образующеii , к-рая является предельной для 
луча у. Регулярность получаемых поверхностей опре
деляется регулярностью метрики . 

Полные О .  к .  п .  с индефинитной метрикой также 
являются выпуклыми . Но свойства их отчасти сходны 
со свойствами седлообразных поверхностей в евкли
доном пространстве .  В частности , для них справедлива 
оценка sup К = О .  Такие поверхноети должны были 
бы соответствовать компоненте /,3 единичной сферы 
пространства Е� 1; однако она не выпукла .  Здесь иг
рает определяюЩую роль не только знак гауссовой 
кривизны , но и знак определителя метрич . формы по
верхности . 
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ОТСЧЕТ А СИСТЕМА - совокупность системы коор
динат и часов , связанных с телом , по отношению к к-ро
му изучается движение (или равновесие) каких-нибудь 
других материальных точек или тел . Любое движение 
является относительным,  и движение тела следует 
рассматривать лишь по отношению к какому-либо 
другому телу (телу отсчета) или системе тел . Нельзя 
указать , напр . ,  как движется Лупа вообще , можно Jrишь 
определить ее движение по отношению к Земле или Солн
цу и звездам и т .  д .  

М атематически движение тела (или материальной 
точки) по отношению к выбранной О .  с . описывается 
уравненипми, к-рые устанавливают, как изменяются 
с течение.\! времени t координаты , определяющие поло
жение тела (точки) в этой О .  с .  Напр . ,  в декартовых 
координатах х, у, движение точки определяется 
уравневин ми 

x = fl ( t ) ,  У = /2 ( t ) , z = f a  (t ) , 
наз . уравнениями движения .  

Выбор О .  с .  зависит от целей исследования . При кнпе
матич . исследованиях всо О. с. равноправны . В зада 
чах динамики иреимущественную роль играют щt ер ци
альпые систем ы отсчета, по отношению к которым 
дnфференциальные уравнения имеют обычно более 
простой вид . 

По материалам статъи Систе.ма отсчета из Б СЭ-з . 

ОЦЕНКА СТАТИСТИЧЕСКАЯ - функция от слу
чайных величин , применяемая для оценки неизвестных 
параметров теоретич .  распределения вероятностей . Ме
тоды теории О .  с . служат основой современной теории 
ошибок; обычно в качестве неизвестных параметров 
выступают измеряемые физич . постоянные, а в качестве 
случайных величин - результаты непосредственных 
измерений , подверженные случайным ошибкам . Напр . , 
если Xi ,  Х 2 ,  • • •  , Xn - независимые одинаково нор
мально распределенные случайвые величины (резуль
таты равноточных измерений , подверженных независи
мым нормально распределенным случайным ошибкам) ,  
то в качестве О . с .  для неизвестного с.реднего значения а 
(приближенного значения измеряемой физич. постоян
ной) применяется среднее арифметическое 

Х = � ( Х1 + Х2 + . . .  + Хп) ·  ( 1 )  

О .  с .  к а к  функция о т  с.лучайных величин чаще всего 
�адается темп пли иными формулами , выfiор к-рых опре
деляется требованиями практики . При этом различают 
оценки точечные и оценки интервальные.  

Точечные оценки. Т о ч е ч н о й о ц е н к о й паз . 
такая О .  с . , значение к-рой представимо геометрически 
в виде точки в том же нространстве , что и значения 
неизвестных параметров ( размерность пространства 
равна числу оцениваемых параметров) . Именно точеч
ные О. с. и исполЬ3уются как приближенные значения 
для неиавестных физич . величин. В дальнейшем для 
простоты предполагается , что оценке подлежит один 
единственный параметр ; в этом случае точечная О. с .  
представляет собой функцию от результатов наблюде
ний , принимающую числовые значения. 

Точечную О. с .  паз . н е с м е щ е  н н о й , если ее ма
тематич . ожидание совпадает с оцениваемой величиной, 
т .  е .  если О . с .  лишена систематич . ошибки . Среднее 
арифметическое ( 1 )  - неемещеиная О .  с .  для математич . 
ожидания одинаково распределенных случайных вели
чин Х ; (не обязательно нормальных ) .  В то же время вы
борочная дисперсия 

;2 = � [ (xl- X)2 + (X2-X)2 + . . .  + (Xn-X)2] (2) 

является смещенной О .  с .  для днеперсии cr2= DX ; , так 

каi\ Е;2 =( 1 - � )  cr2 ; в J\ачестве несмещевной О . с .  для 

а2 оfiычно берут функцию 

См . также Н ес.мещенпая о цепка .  
За  меру точности неемещеиной О . с .  а для параметра 

а чаще всего иринимают дисперсию Dcx.. 
О .  с. с наименьшей дисперсией паз . н а и л у ч ш е й . 

В приведеином примере среднее арифметическое (1 ) -
наилучшая О .  с. Однако если распределение вероятно
стей случайных величин Х; отлично от нормального , то 
О .  с .  ( 1 ) может и не быть наилучшей . Напр . , ес.ли ре
зультаты наблюдений х,. распределены равномерно в 
интервале ( Ь ,  с) , то наилучшей О .  с. для математич. 
ожидания а =  ( Ь+с) /2 будет полусумма крайних зна-
чений 

(3) 

n к ачестве х арактеристики для сравнения точности 
различных О .  с. применяют э ф ф е к т  и в н о с т ь -
отношение дисперсий наилучшей оценки и данвой 
неемещеиной оценки.  Напр . ,  если результаты наблю
дений Х; распределены равномерно, то дисперсии оценок ( 1 )  и (3) выражаются формулами 

1! 

DX = (с - Ь)• 
1 2n 

Dcx. = (с - Ь) •  2 (n + 1 )  (n + 2 )  
(4) 

Так как оценю� (3) наилучшая, то эффективность 
ОI(енки (1 ) в данном случае есть 

еп (Х) = 6п/ (п + 1 )  (n -1- 2) � 6/n . 

П ри большом кошРюстве набшо)1епий n обычно требуют . 
чтобы выбранная О .  е. етрем н лась по верnятиости к ис
тннному значению параметра а, т. е .  '!тоfiы для всякого 
е > О lim P { l cx. - a l > e} = O; 

та!\ие О .  с. паз .  с о с т о я т е л ь н ы м п (пример 
состолтельной О. с . - любая неемещеиная оценка , 
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дисперсия к-рой при n - оо стремится к нулю;  см. так
же Состоятельная оцем;а) . Поскольку важную роль 
при этом играет порядок стремления к пределу, то асим
птотлчески наилучшими являются а с и м п т о т и
ч е с к и э ф ф е к т и в в ы е О. с . , то есть такие 
О. с . ,  для к-рых при n - оо 

Е (а - а) --->- О и en (а) --->- 1 .  
УЕ (а - а)• 

Напр. ,  если Х1 , Х 2 , • • •  , Х п  распределены одинаково 
нормально, то О .  с . (2) представляет собой асимптоти
чески эффективную оценку для неизвестного параметра 
cr2 = DX i• так как при n - оо дисперсия оценки � 
и дисперсия наилучшей оценки ;2п/ ( п - 1 )  асимптоти
чески эквивалентны: 

D;2/D [ s2n/ (n - 1) ] = (n� iy '  D;2 = :�: 
и ,  кроме того , 

Фундаментальвое значение для теории О .  с. и CIJ при
ложевий имеет тот факт , что квадратичное отклонение 
О .  с. для параметра а ограничено снизу пек-рой вели
чиной (этой величиной Р. Фишер (R . F i scher) предло
жил характеризовать количество информации относи
тельно неизвестного параметра а,  содержащийся в ре
зультатах наблюдений) . Напр . ,  если Х 1 , Х 2 , • • •  , X n 
независимы и одинаково распределены с плотвостью 
вероятности р (х ; а) и если a= qJ (X 1 , Х 2 , • • •  , Х п) 
О .  с. для век-рой функции g ( a) от параметра а, то в 
широком классе случаев 

где 

Е [ _ ( )] 2 >- nЬ• (а) 1 (a) + [g '  (а) + Ь '  (а)] • а g а � nl (а) 

Ь (а) = Е [a - g (а) ]  и I (а) = Е [д ln Рд�Х ; a)J . 
(5) 

Функцию Ь (а) ваз .  с м е щ е в и е м,  а величину , обрат
ную правой части веравевства (5) , ваз .  к о л и ч е с т
в о м и в ф о р м а ц и и (по Фишеру) относительно 
функции g (a) , содержащейся в результате наблюдений . 
В частности, если а - веемещеиная О .  с. параметра а, 
то 

и 
g (а) = а ,  Ь (а) = О 

Е 
[a - g  (a) ] 2 = Da ;;;;. 1fn/ (а) , (6) 

причем количество информации n/ а в этом случае про
порциовальво количеству наблюдений (функцию l (а) 
ваз . к о л и ч е с  т в о м и в ф о р м а ц и и ,  содержа
щейся в одном наблюдении) . 

Основвые условия , при к-рых справедливы веравев
ства (5) и (6) ,  - гладкость оценки а как функции от 
Х i• а также независимость от параметра а множества 
тех точек х, где р (х ,  а )= О. Последнее условие не вы
полняется, вапр . ,  в случае равномериого распределе
ния , и поэтому дисперсия О .  с. (3) не удовлетворяет 
веравевству (6) [ согласно (4) эта дисперсия есть вели
чина порядка п - 2 , в то время как по веравевству (6) 
она не может иметь порядок малости выше , чем n - 1 ] .  

Неравевства (5) и (6) справедливы и для дискретно 
распределеиных случайных величин Х i: нужно лишь 
в определении информации I (а) плотность р (х; а) 
замевить вероятностью события {Х = х } .  

Если дисперсия неемещеиной О . с .  а* для параметра 
а совпадает с правой частью веравевства (6) ,  то а* -
наилучшая оценка . Обратвое утверждение, вообще 
говоря , неверно : дисперсия наилучшей О . с . может 
превыmать [ п/ (а) ) - 1 • Однако если n - оо ,  то дисперсия 
наилучшей оценки Da* асимптотически эквивалентна 

правой чаети (6 ) ,  т. е .  n Da* - 1 // (а) . Таким образом . 
с помощью количества информации (по Фишеру) можно 
определить асимптотич. эффективность веемещеивой 
О .  с. а, полагал 

l . Da• 1 .  1 
еоо (а) = IШ -D-

= lffi I ( ) D  · 
n___. Ф а n _,. «�  n а а (7) 

Особенно плодотворным информационный подход к 
теории О .  с. сказывается тогда , когда плотвость (в 
дискретном случае - вероятность) совместного рас
пределения случайных величии Х1 , Х 2 , • • •  , Xn пред
ставима в виде произведения двух функций h (x1 , х2 , • • •  , 
Хп) q [ у (х1 , х2 , . • •  , Хп) ; а] , из к-рых первал не зависит 
от а, а вторая представляет собой плотвость распреде
деления век-рой случайвой величины Z= y ( X1 , Х 2, • • •  , 
Хп) , ваз .  достаточной статистикой ,или и с ч е р  п ы 
в а ю щ е й с т а т и с т и к о й .  

Один и з  наиболее распростравеввых методов нахож
дения точечных О .  с .- .моментов .метод . Согласно это
му методу , теоретич . распределению, зависящему от 
веизвествых параметров, ставят в соответствие дискрет
ное выборочное распределение , к-рое определяется ре
зультатами наблюдений Х i и представляет собой рас
пределение вероятностей воображаемой случайвой ве
личины , принимающей значения Х 1 , Х 2 , • • •  , Х n с 
одинаковыми вероятностями , равными 1/п (выборочное 
распределение можно рассматривать как точечную 
О .  с. для теоретич. распределения) .  В качестве О .  с. 
для моментов теоретич . распределения привимают 
соответствующие моменты выборочиого распределения ; 
вапр. ,  для математич. ожидания а и дисперсии cr2 метод 
моментов дает следующие О .  с . :  выборочное среднее (1 ) 
и выборочную дисперсию (2) . Неизвестные параметры 
обычно выражаются (точно или приближенно) в виде 
функций от нескольких моментов теоретич . распределе
ния. Заменяя в этих функциях теоретич. моменты вы
борочными, получают искомые О. с .  Этот метод, ча
сто приводящий на ирактике к сравнительно про
стым вычислениям, дает,  как правило,  О .  с. невы
сокой асимптотической эффективности (см. nыше при
мер оценки математического ожидания раппомериого 
распределения) . 

Другой метод нахождения О .  с . ,  более совершенвый 
с теоретич . точки зрения, - .максимального правдоподо
бия .метод,  или в а и б о л ь ш е г о п р  а в д о п  о
д о б и я м е т о д. Согласно этому методу , рассматри
вают ф у в к ц и ю п р а в д о п о д о б и я L (а) , к-рая 
представляет собой функцию неизвестного параметра а 
и получается в результате замены в плотвости совмест
ного распределевил р (х1 , х2, • • •  , .тп ; n) аргументов х; 
самими случайными величинами Х i; если Х i везависимы 
и одинаково распределены с плотвостью вероятности 
р (х; а) , то 

L (a) = p (X1 ;  а) р (Х 2 ; а) • • .  р (Хп; а) 
(если Х i распределены дискретно , то в определении 
функции правдоподобил L следует плотвости заменить 
вероятностями событий {Xi= xi }) .  В качестве О. с . 
максимального правдоподобил для неизвестного пара
метра а привимают такую величину а, для к-рой L (а) 
достигает наибольшего значения (при этом часто вме
сто L рассматривают т. в. логарифмическую функцию 
правдоподобия l (а) = lnL (а) ; в силу монотониости 
логарифма точки максимумов функций L (а) и l (а) 
совиадают) . Примерами О .  с. максимального правдо
подобия являются оценки по наименьших квадратов 
.\tетоду . 

Основвое достоинство О .  с. максимального правдо
подобил заключается в том, что при век-рых общих 
условиях эти оценки состоятельны , асимптотически 
эффективны и распределены приблджевно нормально . 
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Перечисленные свойства означают, что если а есть 
О. с. максимального правдоподобия , то при n - оо 

Еа - а и E (a - a)2 - Da - a� (а) = [ /  т 
Е da l (а) 

(если Х независимы ,  то a� (a) = [ n/ (a) ) - 1 ) .  Таким обра
зом , для фушщии распределения нормированной О. с .  (а- а ) lап (а ) имеет место предельное соотношение 

lim Р { а -
<
а < х } = г 1 r x e - 1'1 2 dt = Ф (x) . (8) 

n ..... оо an а) � 2n J - "" 

Преимущества О .  с. максимального правдоподобия 
оправдывают вычислительную работу по отысканию 
максимума функции L (или l) . В нек-рых случаях 
вычислительная работа существенно сокращается бла
годаря следующим свойствам: во-первых , если а* - та
кая О. с . ,  для к-рой веравеяство (6) обращается в ра
венство,  то О .  с .  максимального правдоподобия един
ственна и совпадает с а* , во-вторых , если существует 
достаточная статистика Z, то О. с. максимального 
правдоподобия есть функция Z .  

Пусть, на пр. , Х 1 ; Х 2 , • • •  , Х n независимы и рас
пределены одинаково нормально так , что 

р (х; а ,  а) = V
1 

ехр � - h  (х - а)2 } , 
а 2 n  t � а 

поэтому 
l (а ,  a) = ln L  ( а ,  а) = 

= - .Z::. ln (2л) - n lп а - -1- '"" 11 (Х ·  - а) 2 •  2 2 а '  �i = l  t 
Координаты а= а0 и а = а0 точ1ш максимума функцпи 
I (а ,  а) удовлетворяют системе уравнений 

дl 1 � да = ао � ( Xi - a) = O ,  

:� = - ;. [а2 - � � ( Xi - a) 2] = О .  

Таким образом , а0= Х= !. Х Jn ,  а�= ;2= ! (Х i - X )2/n 
п,  значит, в данном случае О .  с .  (1 ) и (2) - оценки мак
симального правдоподобия , причем Х - наилучшая 
О . с. параметра а, распределенная нормально (Е Х = а ,  
DX= a2/n) ,  а -:;2 - асимптотически эффективная О .  с .  
параметра а2 , распределенная при больших n прибли
жепво норъщльно (ES2 � а2 , Ds2 � 2о4/п) . Обе оценки 
представляют собой независимые достатоqные статис
тики. 

Еще один пример, в к-ром 

р (х; a) = {:rt [ 1 + (x - a) 2] } .  
Эта плотность удовлетворительно описывает распреде
ление одной из координат частиц ,  достигших плоского 
экрана и вылетевших из точки , расположенпой вне 
экрана (а - координата проекции источника па экран
предполагается неизвестной) . Для указанного распре
деления математич . ожидание не существует , т. к .  
соответствующий интеграл расходится . Поэтому отыс
кание О .  с. для а методом моментов невозможно . Фор
мальное применевне в качестве О. с .  средиего арифме-
тического ( 1 )  лишено смысла ,  т. к .  Х распределено в 
данном случае с той же плотностью р (х ;  а) , что и каж
дый единичный результат наблюдений. Для оценки а , 
можно воспользоваться тем обстоятельством, что рас
сматриваемое распределение симметрично относительно 
точки х= а и, значит, а - медиана теоретич . распреде
ления . Нескол ько видоизменяя МС'l'Од моментов , в ка
честве О.  с .  для а пришшают т .  н .  выборочную м е д п а 
ну ll • к-ран при n ;;;;;. 3 является несмещенноi1 О. с. 

для а ,  причем если n велико , то f1 распределена при
ближенно нормально с дисперсией 

Df.t - :rt2/4n .  
В т о  же время 

l (a) = - n ln :rt + � 7= 1 ln ( 1 + (Xi - а)2) , 

поэтому nl (а) = п/2 и, значит, согласно (7 ) асимптотич . 
эффективность е"" ( f.t) равна 8/л2 = 0 ,81 1 . Таким обра
зом , для того чтобы выборочная !l{едиапа f1 была столь 
же точной О .  с. для а ,  как и оценка наибольшего прав
доподобия а, нужно количество наблюдений увеличить 
на 25 % . Если затраты на эксперимент велики , то для 
определения а следует воспользоваться О. с .  а, к-рая 
в данном случае определяется как корень уравнения 

.!!.!_ = _2 � n Х; - а  = О  да - � i = l 1 + ( X ; - a ) ' · 

В качестве первого приближения выбирают а0= u и 
далеа решают это уравнение последовательными приб
лижениями по формуле 

� ., n Хг ak а/ н l = аk + п  � i = l 1 + (Xг ak)2 " 

См . также Точечная оцеп"а . 
Интервальные оценки. И и т е р в а л ь н о й о ц е н

н о й  ваз . такая О .  с . ,  к-рая геометрически представи
ма в вид'е множества точек , принадлежащих простран
ству параметров. Интервальную О .  с .  можно рассмат
ривать как множество точечных О. с. Это множество 
зависит от результатов наблюдений и ,  следовательно , 
оно случайно; поэтому каждой интервальной О .  с .  
ставится в соответствие вероятность, в к-рой эта оценка 
<<накроет» неизвестную параметрич. точку. Такая ве
роятность, вообще говоря , зависит от неизвестных па
раметров ; поэтому в качес-,ве характеристики досто
верности интервальной О. с. припимают к о э ф ф и
ц и е н т д о в е р и я - наименьшее возможное зна
чение указанной вероятности . Содержательные стати
стич. выводы позволяют получать лишь те интервальные 
О. с . ,  коэффициент доверия к-рых близок к единице . 

Если оценивается один параметр а, то интервальной 
О. с. обычно является нек-рый интервал (� ,  у) (т. н. 
д о в е р и т е л ь н ы й и н т е р в а л) , конечные 
точки к-рого � и у представляют собой функции от 
результатов наблюдений; коэффициент доверия w в 
данном случае определяется как нижняя грань вероя�� 
ности одновременного осуществления двух событии 
{ �  < а } и {у > а } , вычисляемая по всем возможным 
значениям параметра а: 

w = inf Р { � < а < у} .  
а 

Если середину такого интервала (� + у)/2 принять 
за точечную О. с. для параметра а ,  то с вероятностью 
не менее чем w можно утверждать, что абсолютная 
погрешность этой О. с. не превышает половины длины 
интервала (у- �)/2.  Иными словами, если руководст
воваться указанным правилом оценки абсолютной 
погрешности , то ошибочное заключение будет полу
чаться в среднем менее чем в 100 ( 1 - w) % случаев. При 
фиксированном коэффициенте доверия w наиболее вы
годны .кратчайшие доверительные интервалы ,  для к-рых 
математич. ожидание длины Е (у- �) достигает наимень
шего значения . 

Если распределение слуqайных величип Х i зависит 
только от одного неизвестного параметра а, то построе
ние доверительного интервала обычно осуществляется с 
помощью какой-либо точечной О . с .  а . Для большин
ства практически интересных случаев функция распре
деления Р {а < x }= F (x ; а) разумно выбранной О .  с. а 
монотонно завпспт от параметра а . В этих условиях для 
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отыскания интервальной О. с .  следует в F (х; а) под- Распределение оценки s2 зависит лишь от о2 , причем 
ставить х= а  и определить корни а1 = а1 (а , ы) и а2= функция распределения О .  с .  s 2  3адается формулой 
= а2 (а, ы) уравнений 

l' ( ) 1 - w F (  О J + (J) ' а; а1 = -z- и а+ ; а2) = � , ( �1) 
I'де 

1' (х + О; а) = l im l' (х + дz; а) 
� - о  

[для непрерывных распределений F (х+ О ; а ) = F ( .r ; а) ) .  
Точки с координатами а1 (а;  ы) и а2 (а; ы) ограничи
вают доверительный интервал с коэффициентом дове
рия ы. Разумеется , интервал , построенный столь 
простым способом , во многих случаях может отличаться 
от оптимального (кратчайшего) . Однако если а -
асимптотически эффективная О .  с. для а, то при доста 
точно боJiьшом количестве наблюдений такая интер
вальная О. с .  практически несущественно отличается 
от оптимальной . В частности , это верно для О .  с. наи
большего правдоподобил , т. к. она распределена асимп
тотически нормально (см. (8) ) .  В тех случаях , когда 
решение уравнений (9) затруднительно , интервальную 
О . с. вычисляют приближенно с помощью точечной О .  с .  
максимальпого правдоподобия и соотношения (8) : 

� � �* = a - xan (а) и у �  y* = a + xan (а) , 
где .1: - корень уравнения Ф (х) = (1 + ы)/2 . 

Если n - оо ,  то истинный коэффициент доверия 
интервальной оценки (�* , у*) стремится 1\ ы. В более 
общем случае распределение результатов наблюдений 
Х i зависит от нескольких па раметрон а ,  Ь , .  . . . В этих 
условиях указанные выше правила построения довери
тельных интервалов часто оказываются неприменимыми , 
т. к .  распределение точечной О. с .  а зависит , как пра
вило ,  не только от а , но и от остальных параметров . 
Однако н практически интересных случаях О .  с. а 
можно ааменить такой функцией от результатов наблю
дений X i и неизвестного параметра а, распределение 
к-рой не аависит (или <<nочти не зависит») от всех неиз
вестных параметров .  Примером такой функции может 
служить нормированная О .  с .  максимального правдо
подобил (а- а)lап (а , Ь, . • . ) ; если н знаменателе аргу
менты а, Ь, . . .  заменить их оценками максимального 
правдоподоfiин а, � , . . .  , то предельное распределение 
останетел тем же самым , что и в формуле (8) . Поэтому 
приближенные доверительные интервалы ДJIЯ каждого 
параметра в отдеJrьности можно строить тю; же ,  как и в 
случае однu1·о параметра . 

Нак уже отмечалось выше ,  если Х1 , Х 2 , • • . , X n ,  
. . .  -- независимые и одинаково нормально распреде
ленные случа iiньтс величины , то Х н s2 - наилучшне 
О .  с. для на раметроп а и cr2 соответственно .  Фующин 
распределенrш О .  с .  выражается формулой 

Р (Х < х} = Ф [Vn�-a)] 
и ,  следовательно , она 3ависит не  тоJi ько от а ,  но 
также п от cr.  В то же время распределевне т .  н .  о т
н о ш е н п н  С т ь ю д е н т а 

vп (х- а) = Т s 
не зависит ни от а, ни от cr, причем 

Р { / т / о;;;;; t } = Ып - 1 ( t ) = Сп - 1 � � ( 1 + n� 1 ) - n/2 dv , 

I'де постоянная С n - 1 выбирается так ,  чтобы выполнялось 
равенство Ып _1 ( оо ) = 1 .  Таким образом ,  доверитель
ному интервалу 

X- st / Yfl' .;: а <  Х f - s t/ Yfl' 
соответствует ]{оэффицпент доверия ы " _ 1  ( 1 ) . 

где постоянная D n _ 1  определяется условием G 11 _ 1 ( оо ) = 1 
(так наа . )(,2-распределением с n- 1 степеними свободы) .  
Так как с ростом cr вероятность Р {s2 < cr2x/ ( п- 1 ) } 
монотонно возрастает ,  то для построения интервальноii 
О .  с. применимо правило (9) . Таким образом ,  если х1 и 
r2 - корни уравнений G11 _ 1 (х1 ) = ( 1 -ы)/2 п G" _ 1 (x2) = 
= ( 1 + ы) /2 , то доверительному интервалу 

(n - 1 )  s2/x2 < cr2 < (n - 1 ) s2(x1 
соответстнует коэффициент доверия (!) , Отсюда , в част
ности , следует, что доверительный интервал ДJI Н отно
сительной ошибки задается перавенетвами 

� - 1 s' - o' < � - 1  n - 1 < о' n - 1 • 

Подробные таблицы функций распределения Стьюдента 
Ыn _ 1 ( t ) и Х2-распределенил Gn _ 1 (x) имеются в боль
шинстве руководств по математич . статистике. 

До сих пор предполагалось , что функция распределе
ния результатов наблюдений известна с точностью до 
значений нескольких параметров . Однако в приложе
ниях часто встречается случай ,  когда вид функции 
распределения неизвестен. В этой обстановке для оцен
ки параметров могут оказаться полезными т. н. непара
детрические .методы статистики (т. е .  такие методы , 
к-рые не зависят от исходного распределения вероят
ностей) . Пусть , напр . ,  требуется оценить медиану т 
теоретич . непрерывного распределения независимых 
случайных величин Х 1 , Х 2 , • • • , Х n (для симметричных 
распределений медиана совпадает с математич . ожида
нием, если , конечно , оно существует) . Пусть У1 .,;;: 
.,;;: У 2 .,;;: • • • .,;;: У n - те же величины Х ; , но расно
ложенвые в порядке возрастания . Тогда , если k -
цел?е число, удовлетворяющее веравенетвам 1 .;;;;; k .,;;: 
.,;;:n ; 2 ,  то 

Р {Yk < т < Уп - k + д = 
= 1 - 2 � k - 1 с;, (� ) п = Ып ,  k · � r = o  � 

Та1шм обраэом , (У  k • У n - k + 1) - интервальная О .  с . 
для т с коэффнциентом доверия Ы = Wn,  k ·  Этот вывод 
верен при любом непрерывном распределсипи случаii ·  
ных величип Х ; .  

Выше отмечалось, что выборочное распределение -
точечная О .  с. для неизвестного теоретич . распределе
ния . Более того , функция выборочншо распределения 
F n (х) - неемещеиная О .  с. длЯ функции теоретич . 
распределения F ( x) . При этом ,  как показал А .  Н . 1\ол
могоров, распределение статистики 

'Л11 = у; max / F n (х) - Р  (х) / - оо < х оо  
не зависит от неизвестного теоретич . распределения 
п при n - оо стремител к предельному распределению 
К (у ) , к-рое паз .  р а с п  р е д е л е н и е м Н о л м о
г о р о в а . Таким образом ,  если у - решение уравне
ния К (у)= ы, то с вероятностью ы можно утверждать, 
что график функции теоретич . распределения F (у )  
целиком <шокрываетсл>> полосой ,  заключенной между 
графиками функций F n ( .т) ± у/ Уn(при n � 20 различие 
допредельного и предельного распределений статпсти
ки Лп практически несущественно) . Такую интерваль
ную О .  с. ваз .  д о в е р  и т е л ь  н о й  з о н о й .  
См.  также Иптервалъная оцепка . 

Статистические оценки в теории ошибок. Теория 
ошнбоJ\ - -- ра :щел математич . статистшш, rюсвя щенный 
численному uнределению неп3вестных величин но ре-
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зультатам измерений . В силу случайного характера 
ошибок измерений и ,  быть может , случайвой природы 
самого изучаемого явления не все такие результаты 
равноправны: при повторных измерениях пек-рые из них 
встречаются чаще , другие - реже.  

В основе теории ошибок лежит математич . модель, 
сюгласво к-рой до опыта совокупиость всех мыслимых 
результатов измерения трактуется как множество зна
чений век-рой случайвой величины . Поэтому важную 
роль приобретает теория О .  с. Выводы теории ошибок 
носят статистич . характер. Смысл и содержание тэ ких 
выводов (как, впрочем, и выводов теории О .с . )  прояв
ляются лишь в свете закона больших чисел (пример 
такого подхода - статистич . толкование смысла коэф
фициента доверия, указанного выше) . 

Полагая результат измерения Х случайвой величи
ной, различают три основных типа ошибок измерений :  
систематические, случайные и грубые (качественные 
описания таких ошибок даны в ст. Ошибок теория) .  
При этом о ш и б к о й измерения неизвествой величи
ны а ваз . разность Х - а , математич . ожидание этой 
разности Е ( Х -а)= Ь ваз . с и с т е м а т и ч е с к о й  
о ш и б к о й (если Ь = О , то говорят, что измерения 
лишены систематич . ошибок) ,  а разность б= Х - а - Ь  
ваз .  с л у ч а й в о й  о ш и б к о й  (Еб= О ) .  Таким 
образом, если приведево n везависимых измерений 
величины а , то их результаты можно записать в виде 
равенств 

Х; = а + Ь + б; ,  i = 1 ,  2 , . . .  , n ,  (10) 
где а и Ь - постоянные ,  а б; - случайные величины . 
В более общем случае 

Х ; = а+ (Ь + �; ) + б; , i = 1 ,  2 , . . .  , n , (Щ 
где � i  - не зависящие от б ;  случайные величины , 
к-рые равны нулю с вероятностью, весьма близкой к 
единице (поэтому всякое другое значение �; ;;z': О мало
вероятно) . Величину �i  ваз .  г р у б о й о ш и б к о й . 

Задача оценки (и устранения) систематич . ошибки 
обычно выходит за рамки математич . статистики . Иск
лючения составляют т .  в .  м е т о д э т а л о в о в , 
согласно к-рому для оценки Ь производят серию изме
рений известной величины а (в этом методе Ь - оце
ниваемая величипа и а - известная систематич . ошиб
ка) ,  а также д и с п е р с и о н н ы й а н а л и з, поз
воляющий оценивать систематич . расхождения между 
несколькими сериями измерений . 

Основная задача теории ошибок - отыскивание О .  с .  
для веиавестной величины а и оцевRа точности из
мерений . Если систематич . ошибка устранена ( Ь= О) 
и наблюдения грубых ошибок не содержат , то согласно 
( 10) Х ;= а+б;  и , значит, в этом случае задача оценки а 
сводится к отысканию в том или ином смысле оптималь
ной О .  с .  для математич . ожидания одинаково распре
деленных случайных величии Х i · Как было показаво в 
предыдущих разделах , вид такой О .  с . (точечной или 
интервальной) существенно зависит от закона распре
деления СJiучайных оuшбок . Если втот закон известен с 
точностью до весколы<их неизвествых параметров , то 
для оценки , а также для оценки а можно примевять , 
вапр . ,  метод максимального правдоподобия ; в против
ном случае следует сначала по результатам наблюде
ний Х; найти О .  с. для веизвествой функции распреде
ления случайных ошибок б; (<<вепараметрическаю> 
интервальная О . с .  такой функции указана выше) .  
В практич . работе часто довольствуются двумя О .  с .  
Х � а  и s2 � Dб ; (см . ( 1 ) и (2 ) ) . Если б; распределены 
едиваково нормально , то эти О .  с. наилучшие;  в дру
гих м:учаях эти оценки могут оказаться малоэффектив
ными . 

Наличие 1·рубых ошибок усложняет задачу пцеюш 
пара!rетра а . Обычно доля наблюдений , в к-рых �;;;z': U  

бывает невели.ка , а математич. ожидание венулевых 
1 �; 1 значительно превышает VDб; (грубые ошибки 
возникают в результате случайного просчета, пепра
вильвого чтения показавий измерительного прибора и 
т .  п . ) .  Результаты измерений, содершащие грубые ошиб
ки, часто бывают хорошо заметны , т .  к .  они сильно 
отличаются от других результатов измерений .  В этих 
условиях наиболее целесообразный способ выявления 
(и устранения) грубых ошибок - иепосредствеввый 
анализ измерений, тщательная проверка неизмеиности 
условий всех э.кспериментов , заiiИсь результатов «в 
две руки» и т. д. Статистич . методы выявления грубых 
ошибок следует применять лишь в сомнительных слу
чаях . 

Простейший пример таких методов - статистпч . вы
явление одного резко выделяющегося наблюдения ,  кш·
да подозрительным может оказаться либо Y1=min X1 , 
либо У n= maxX i (предполагается, что в равенствах 
(1 1 )  Ь=О и закон распределения величин б; известен) . 
Для того чтобы выяснить, обосновано ли предположе
ние о наличии одной грубой ошибки , для пары У1 , У n 
вычисляют совместную интервальную О .  с .  (дове
рительную область) , полагая все �i равными нулю. 
Если зта О . с . «накрывает» точку с координатами 
( У1 , У п) , то подозрение о валичии грубой ошибкн 
следует считать статистически веобосповапвым; в про
тивном случае гипотезу о присутствии грубой ошибки 
надо призвать подтвердившейся (при этом обычно 
забраковаввое наблюдение отбрасывают , т .  к. сколько
иибудь надежно оценить величину грубой ошибки по 
одному наблюдению статистически не представляется 
возможным) . 

Пусть, вапр . ,  а неизвестно , Ь= О и б; независимы и 
расnределены одинаково нормально (дисперсия неиз
вестна) . Если все �i= O ,  то расnределение случайной 
величипы 

z = 
ma x  1 �i - .X I  

s 

не зависит от веизвестных параметров (О . с . Х и s 
вычисJi яютсн по всем n набJiюденням согласно форму
лам ( 1 )  и (2)) . Для больших звачениii 

Р { Z > z} � n [ 1 - W n- 2 ( z V n:  � � z• ) ] • 
где w, ( t )  - фувкцня распределения Стьюдента , опре
деленная выше . Таким образом, е коэффициентом дoвe-

w � 1 -n [ 1 -wn - 2 ( z -.fn:��z. ) ]  ( 1 2) 
рпн можно утверждать ,  что н р 11 отсутствии l' рубой 
ошибки выполняется веравевство Z < z или ,  что то 
же самое , 

Х - zs < У1 < У n < Х + zs · 
(Ппгрешвость оценки ко3ффициевта доверия по формуле 
( 1 2) не превышает w2/2 . )  Поэтому если все результаты 
измерений Х i лежат в пределах Х ±zs, то нет оснований 
считать какое-иибудь измерение содержащим грубую 
ошибку . 

Лит . :  [ 1 ]  Н р а м  е р  Г. , Математические методы статистики , 
пер . с англ . ,  2 иад. , М . ,  1 9 7 5 , гл. 3 3 ,  3 4 ;  [2]  Д у н и н - Б а р
к о в с и и й И . В . ,  С м и р н о в Н. В . ,  Теория вероятностей и 
математическая статистика в технике. (Общая часть) , М. , 1 9 5 5 ;  
[З] л и н н и к Ю .  В .  Метод наименьших ивадратов и основы 
математико-статистической теории обработки наблюдений, 2 
изд. , М. , 1 96 2 ;  [4]  Н а н д е р  В а р  д е н Б. Л . ,  Математичес
кая статистика, пер . с нем . , М . ,  1,!160 ; [5]  А р  л е й  Н . , Б У х  Н. Р. , 
Введение в теорию вероятностен и математическую статистику, 
пер. с англ. , М. , 1 9 5 1 ; [6] Н о л м а г о р о в  А . Н . ,  «Изв. А Н  СССР.  Сер . матем.» ,  1 9 42 , т .  6 ,  М 1 - 2 ,  с .  3-32  . 

.'I . Н. Б ол ьшев. 
ОЧЕРЕДЕЙ ТЕОРИЯ · - раздел м а сс о � о г о  обслуж пва

пия теори и .  О. т. научает системы , в к-рых требования, 
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застающие систему занятой , не теряются , а ожидают ошибок означает нарушение равноточности (как в ши
ее освобождения и затем обслуживаются в том или роком, так и в узком смысле) для нек-рых отдельных 
ином порядке (часто с предоставлением приоритета измерений . В качестве оценки неизвестной величины f-1 
определенным категориям требований) . Выводы О .  т . обычно берут арифметич .  среднее из результатов изме
непользуют для рационального планирования систем рений 
массового обслуживания . С математич . точки зрения - 1 � n  У = - у .  задачи О .  т .  могут быть включены в теорию случайвых 
процессов , а ответы часто бывают выражены в терми
нах иреобразований Лапласа ис1юмых характеристик . 
Применевне методов О .  т. необходимо даже в простей
ших случаях для правильного понимания статистич . 
закономерностей , возникающих в системах массового 
обслуживания . 

Лит. : [ 1 ] Г н е д е н н о Б. В . , :И о в а л е н н о И. Н . ,  Вве
дение в теорию -массового обслуживания , М . ,  1 9 6 6 ;  [2] Приори
тетвые системы обслуживания , М. , 1 97 3 . Ю. В. Прохоров . 

ОШИБОК ТЕОРИЯ - раздел математич . статистики , 
посвященный построению уточненных выводов о 
численных значениях приближенно измеренных ве
личин, а также об ошибках (погрешностях) измерений . 
Повторные измерения одной и той же постоянной ве" 
личины дают , как правило , различные результаты , т .к .  
каждое измерение содержит нек-рую ошибку .  Разли
чают три основных вида ошибок : систематические, гру
бые и случайные.  С и с т е м а т и ч е с  к и е о ш и б к и 
все время либо преувеличивают , либо иреуменьшают 
результаты измерений и происходят от определенных 
причин (неправильной установки измерительных при
боров , влияния окружающей среды и т. д . ) ,  системати
чески влияющих на измерения и изменяющих их в одном 
направлении . Оценка систематич. ошибок nроизводится 
с помощью методов, выходящих за пределы математич . 
статистики (см . Наб.людепий  обработка) . Г р  у б ы  е 
о ш и б к и возникают в результате просчета, непра
вильного чтения показаний измерительного прибора и 
т .  п .  Результаты измерений , содержащие грубые ошиб
ки, сильно отличаются от других результатов измере-
ний и поэтому часто бывают хорошо заметны . С л у -
ч а й н ы е о ш и б к и происходят от различных слу
чайных причин, действующих при каждом из отдель
ных измерений непредвиденным образом то в сторону 
уменьшения ,  то в сторону увеличения результатов . 

О .  т .  занимается изучением лишь грубых и случай
ных ошибок . Основные задачи О. т . : разыскание зако-
нов распределения случайных ошибок , разыскание оце
нон (см . Оценка статистическая) неизвестных измеряе
мых величин по результатам измерений , установление 
погрешностей таких оценок и установление грубых 
ошибок . Пусть в результате n независимых равно
точных измерений пек-рой неизвестной величины f..1 
получены значения У1 , У 2 ,  • • •  , У n· Разности 

бt = Yt - f..l • . . .  , бn = Yп - f..l 
ваз .  и с т и н н ы м и о IU и б к а м и .  В терминах 
вероятностной О. т. все б; трактуются как случайные 
величины ; независимость измерений понимается как 
взаимная независимость случайных величин б1 ,  • • •  , бп. 
Равноточность измерений в широком смысле истолко
вывается как одинаковая распределенность :  истинные 
ошибки равноточных измерений суть одинаково распре
деленные случайные величины . При этом математич. 
ожидание истинных ошибок Ь= Еб1 = . . .  = Ебп  паз .  
с и с т е м а т и ч е с к о й о ш и б к о й ,  а разности 
б1- Ь , . . .  , б п- Ь - с л у ч а й н ы м и о ш и б к а
м и. Таким образом , отсутствие систематич . ошибки 
означает, что Ь= О и в этой ситуации б1 ,  • • •  , бп суть 
случайные ошибки . Величину 11a V2, где а - квадра
тичное отклонение , наз .  м е р о й  т о ч н о с т и (при 
наличии систематич . ошибки мера точности выражается 
отношением 1/ У2 ( Ь2+ а2) ) . Равноточность измерений в 
узком смысле понимается как одинаковость меры точ
ности всех результатов измерений . Наличие грубых 

n i = l 1 ,  
а разности �1= У1 -У, . . .  , � n= Yn - У наз. к а ж у
щ и  м и с я о ш и б к а м и .  Выбор У в качестве оцен
ки для f..1 основав на том, что при достаточно большом 
числе n равноточных измерений,  лишенных система-
тич . ошибки , оценки У с вероятностью, сколь угодно 
близкой к единице, сколь угодно мало отличается от 
неизвестной величины f..l (см. Во.льши.т. чисе.л аакоп) ; 
оценка У лишена систематич . ошибки (оценки с таким 
свойством наз .  в е с м е щ е  н н ы м и ) ,  дисперсия 
оценки есть 

Опыт показывает, что практически очень часто случай
ные ошибки б i подчиняюrся распределениям , близким 
к нормальному (причины этого вскрыты т .  н .  преде.л ь
Н Ы .!I! U  тeope.ll!a.ll! и теории вероятностей) . В этом случае 
величина У имеет мало отличаюЩееся от нормального 
распределение с математич. ожиданием f..1 и дисперсией 
а2/п . Если распределения б i в точности нормальны , то 
дисперсия всякой другой неемещеиной оценки для f..l , 
напр.  медианы , не меньше D Y. Если же распределение 
б i о·rлично от нормального , то последнее свойство мо
жет не иметь места (см. пример в ст . Рао - Кра.111ера 
не равенство) . 

Если дисперсия а2 отдеш,ных измерений заранее не
известна , то для ее оценки пользуются величиной 

s2 = _1 _ � n �2. n - 1 """ i = l t 

(Es2= а2 , то есть s2 - неемещеиная оценка для а2 ) .  
Если случайные ошибки б i  имеют нормальное распре
деление , то отношение 

t = (Y- J.t ) Vn 
8 

подчиняется Стьюдепта распреде.леппю с n- 1 сте
пенями свободы . Этим можно воспользоваться для оцен-
ки погрешности приближе�НОI'О равенства f..1 ""' У (см . 
Н аи.111е1t ьших квадратов .111етод) . 

Величин-а (n- 1 )s2/a2 при тех же предположениях 
имеет <<хи-квадрат»  распределен ие с п- 1 степенями 
свободы .  Это позволнет оценить ПОI'решность прибли
женного равенства а ""' s .  Можно показать, что отно
сительная поrрешность не будет превышать числа q 
с вероятностью 

W = P (z 2 , n - 1 ) - F  (zt , n - 1 ) ,  

где F (z ,  n - 1 )  - функция х2 -распределения 

vп=-т vп=-т Zt = � ' Z 2 = --т=-q • 
Если нек-рые измерения содержат I'рубые ошибки , 

то предыдущие правила оценки ft и а дадут искажен
ные результаты . Поэтому очень важно уметь отличать 
измерения , содержащие грубые ошибки ,  от измерений ,  
подверженных лишь случайным ошибкам б i . Для слу
чая , когда б i  независимы и имеют одинаковое нормаль
ное распределение, наиболее совершеоный способ 
выявления измерений, содержащих грубые ошибки , 
предложен Н .  В .  Смирновым [ 3 ] . 

Лит. : [ 1 ] Л и н н и н Ю. в . ,  Метод н а именьших нвндратов и 
основы математино-стати сти '!есиой теории о бработни на блю
дений ,  2 иэд . ,  М . , 1 9 6 2 ;  [ 2] Б о л ь ш е в Л. Н . ,  С м " р-
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н о в Н . В . , Таблицы математической статистики , 2 изд. , М .  
1 968 ; [ 3 ]  С м и р н о в Н .  В . . «Доил . А Н  ССС Р>> ,  1 9 4 1 , т .  3 3 ,  .N; 5 ,  
с .  3 4 6 - 4 9 .  Л .  Н. Бо.аъшев. 

ОШИБОЧНОГО ДЕКОДИРОВАНИЯ ВЕРОЯТНОСТЬ - одна из возможных мер характериэации точности 
воспроизведения сообщений, передаваемых по �;ан.алу 
связи (см. также Сообщепий точпость воспроизведепия) . 
Пусть для передачи сообщения �. вырабатываемого 
источником сообщений и принимающего М различных 
возможных значений 1 ,  . . .  , М с распределением веро
ятностей Рт = Р {�= т } ,  т= 1 ,  . . .  , М, используется 
нек-рый канал связи . Тогда для фиксированных мето
дов �>одировапия и де�>одировапия (см . также Ипфор.ма
ции передача) О .  д . в .  Р e , m • т= 1 ,  . . .  , М ,  определяется 
равенством 

Р е, m = P {� i:: т 1 � = т} ,  
где � - декодированное сообщение на выходе ка
нала . С р е д н е й О .  л. в .  Р е паз .  величина - � м Ре = Р { �  i:: �} = PmPe т ·  m = l  ' 

Особый интерес представляет изучение о п т и м а л ь
н о й О .  д. в .  p�Pt , определяемой равенством 

p�Pt = in /' Ре , 

где нижняя грань берется по всевозможным методам 
кодирования и декодирования.  Ввиду трудностей по
лучения точного выражения для P�pt , связанных с 
тем обстоятельством, что в общем случае неизвестны 
оптимальные методы кодирования,  интерес представля
ет изучение асимптотич . поведения P�pt при возраста
нии длительности передачи по каналу. Точнее, рас
сматривается следующая ситуация. Пусть для передачи 
используется отрезок длины N канала связи с дискрет
ным временем и R = (ln M)IN. Требуется изучить 
асимптотич . поведение P�pt при N --*  оо и R= const 
(это означает, что длительность передачи возрастает, 
а ее скорость остается постоянной) .  Если рассматривае
мый отрезок канала является отрезком однородного 
�;апала без па.'ltяти с дискретным временем и конечны-
ми пространствами У н У значений компонент сигналов 

на входе и выходе, то известны следующие верхние и 
нпжние оценки P�p t = p�P1 (N , R) :  

ехр { - N [Esp (R - a  (N) )  + � (N) ] } � 
� p�P1 (N , R ) .s;;:;; exp {- NEr (R )} , ( 1 )  

где a(N) и � (N) стремятся к пулю с ростом N, а фупк
ц п и  Е r (R ) и Е sp(R ) определяются следующим образом: 

E r (R ) =  шах шах [Е0 (р ,  q ( · ) ) - pR J ,  (2) O < p < I q ( · )  
E sp (R ) = sup шах [Е0 (р ,  q ( · ) ) - pRJ ,  (3) 

р > о Q( · )  
где 

Ео (р, q ( · ) ) = - ln � уЕ У [� У Е У q ( у )  q (у , y) l�P  J l + P  

Здесь q( . )= { q  (у) , у Е У }  - произвольвое распределе
ние вероятностей на У, q (y, у) = P {�k= Y IYJk= y } , 
у Е У, ii E Y, а YJ k  и � k • k= 1 ,  . . .  , N , - компоненты 
сигналов на входе и выходе рассматриваемого капала 
без памяти . И звестно , что E r (R ) и E sp (R ) ,  определяе
мые формулами (2) и (3) ,  являются положительными,  
выпуклыми вниз, монотонно убывающими функциями 
от R при О ..,;;:: R < С, где С - �;апала пропус�;пая 
способпость ,  причем E r (R ) = Esp (R ) при R ;;;;; R cn 
эдесь R c r - величина , определяемая переходн�т мат
рицей канала и называемая к р и т и ч е с к о и с к о
р о с т ь ю для данного канала без памяти. Таким обра
зом, для значений R ,  R cr -<:R < С, главные члены 
верхней и нижней оценок ( 1 )  для P�pt асимптотически 
совпадают , откуда следует, что для этого диапазона 
изменения R известно точное значение ф у н к ц и и 
н а д е ж н о с т и к а н а л а Е (R ) , определяемой ра-
венством 

_ - ln P�pt ( N ,  R )  
Е ( R ) = liш N N ->- oo  

Для значений R ,  О ..,;;:: R < R c r • точное значение Е (R)  
для проиэвольных каналов без памяти неизвестно 
( 1983) , хотя оценки ( 1 )  и могут быть улучшены. Экспо
ненциальный характер убывания P�pt (N , R) доказан 
для весьма широкого класса каналов . 

Лит. : [ ! ) Г а л л а г е р  Р . ,  Теория информации и надежная 
связь ,  пер .  с анrл . , М . , 1 9 71< ;  [2] Ф а й  н с т е й  н А . ,  Основы 
теории информации , пер . о англ . , М . ,  1 960 .  

Р. Л. Добрушин,  В . В .  Прмов. 
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ПАДЕ АППРОКСИМАЦИЯ - наилучшая рацио

нальная аппроксимация степенного ряда . Пусть 

f (z ) = � .., f�tzk ( 1 )  ""- k = O 
произвольвый степенной ряд (формальный или схо

цищийся) ,  n,  т ;;;. О - целые числа Rn т - класс 
всех. рациональных функций вида p/q,  1·де р и q 
многочлены от z , deg q ...;;: т, deg р ...;;: n, q ф О .  А п п р о к с и м а ц и е й П а д е типа (n ,  т) ряда ( 1 )  
(функции / )  паз.  рациональная �ункция :rtл . т E R n, т • 
имеющая максимально возможпыи в :классе х n У': поря
док касания с рядом (1 ) в точке z= O .  Точпее , ' срупкция 
:n:n, т определяется условием 

o (f - :n:n, т) = max {o (f - r) ,  r Е R п, т} ,  
где o (rp) - индекс первого и з  отличных о т  пуля ко
эффициентов ряда 

Функцию :n:n, т можно определить таюне как отно
шение n п ,  т = = p lq любых многочленов р ,  q (q ф 0) ,  
удовлетворяющих соотношениям 

deg р .;;;;; n, deg q .;;;;; т, 
(qf - p) (z) = An ,  тzn + т + l +  . . .  

П ри фиксированных n , т существует единственная 
П . а. :n:_", т ряда ( 1 ) . Таблица fnп ,  т };, m = o  паз .  т а б л и
ц е й  11 а д о ряда ( 1 ) .  Последовательности вида 
{nп, т }; ... о ваз .  с т р о к а м и т а б л и ц ы  П а д е 
(пулевая строка совпадает с последовательностью много-
членов Тейлора для / } ;  {n п , т },';;-о - столбцами таб
лицы Паде ;  {:n: п +  1 ,. }j=o - диагоналями таблицы 
Паде . Наиболее важный частный случай j = O  - глав
ная диагональ.  

Вычисление функции n " , т сводится к решению 
системы линейных уравнений,  коЭффllциевты к-рых 
выражаются через коэффициенты /", k= 0 , 1 , . . .  , п+ т , 
заданного ряда . Если отличен от нуля о п р е д е л и 
т е л ь  Г а н к е л я  

то знаменатель q",., т функции nп , т определяется по 
формуле 

�п. т 

1 
q,. ,  т (z)  = -A--rz , т z m  . • .  z 

f n + l  

fп + т  

1 
(нормировка Qп , т(О) = 1 ;  явная формула может быть 
написана и для числителя функции n п , т ) · При этом 

(f - nп,  т) (z) = А " , m z n + rn + l +  . . . • 
Последнее соотвошею1е пногда щшюшают за он ре

деление П .  а . ;  в этом случае П. а. могут не существо-

вать дпя пек-рых (п, т) . Для обозначения П .  а .  типа (n ,  т) задавиого ряда f часто употребляется символ 

[n/т] = [nfт]J·  
Для эффективного вычисления П. а . удобнее пользо

ваться не явными формулами , а рекурентными соотно
шениями, существующими в таблице Паде . Разработано 
большое количество алгоритмов для машинного вычис
ления П .  а . ;  эти вопросы имеют особенно важное вва
чепие в связи с приложепиями (см . [ 1 7 ) ,  [ 1 8) ) .  

Впервые общую задачу о б  интерполяции заданных 
значений фупк�ии в п + т + 1  различных точках по
средством рациональной функции класса R n , т рас
смотрел О. Коmи [ 1 ] ;  К. Я коби ( 2 ]  расnростравип: ре
зультаты О. Коши па случай кратвьtх узлов интерполя
ции . Случай одного (п+ т+ 1 ) -кратного узла интерпо
ляции соответствует П. а. Повятие П .  а . сформирова
лось в коп. 19 в. в рамках классич . теории непрерывных 
дробей (Г. Фробепиус [ 3 ) ,  А. Паде [ 4] ) .  Фундаменталь
ные . результаты о диагональных П. а . были nолучены 
П .  Л .  Чебышевым, А. А. М арковым, Т .  Стильтьесом 
(Т . Stieltjes) в терминах неnрерывных дробей;  ими 
были обнаружены и исследованы свяаи диагональных 
П .  а .  о ортогональными многочленами, квадратурвliilми 
формулами, проблемой моментов и другими вопросами 
:классич . анализа (см. [ 7 ]  - ( 9 ] ) .  Начало изучению 
строк таблицы Паде было nоложено работами о радиусах 
мороморфкости функции, заданпой степенным рядом, 
и о сходимости строк табтщы Паде в :кругах мероморф
пости (см. [ 5 ] , [ 6 1 ) .  

С пач .  2 0  в .  П .  а .  становятся самостоятельным объек
том анализа и составляют важную главу теории рацио
нальных nриближений апалитич . функций . Исnользуя 
для своего построения локальные данные (коэффици
енты степенного ряда) ,  они позволяют изучать глобаль
ные свойства соответствующей аналитич .  функции 
(апалитич. продолжение , характер и расположение 
особенностей и т . п . )  и вычислять значение функции 
за пределами круга сходимости стеnенного ряда . 

Наряду с классическими П .  а .  рассматриваются 
различные их обобщения: общие процессы интерполя
ции посредством рациональных функций со свободными 
полюсами (мпоготочечпые аппроксимации Паде) ;  ра
циональные аппроксимации рядов по заданпой системе 
многочленов (папр . ,  по ортогональным многочленам ) ;  
совмествые П .  а .  (апnроксимации Паде - Эрмита ) ;  
рациональные аппроксимации (типа П .  а . )  степенных 
рядов от нескольких перемеввых и др .  

Лит . :  [ 1 ]  С а u с h у A . -L. , Cours d ' analyse d c  I ' Ecole ro
yale polytechnique, pt. 1 - Analyse algebri qu e ,  Р . ,  1 821 ; [2] 
J а с о Ь i с. G.  J . ,  «J .  reine und angew. Math . », 1 846 , B d  3 0 ,  
S .  1 27-56 ; [ 3 ]  F r о Ь е n i u s G. , там же, 1881 , B d  9 0 ,  S .  1-
1 7 ;  [ 4 ]  Р а d е Н . , «Ann. scient. 11: cole norm . super . » ,  1 892 ,  t. 9 ,  
р .  1 -93 ; [ 5 ]  Н а d а т а r d J . , «J. m a th .  pures e t  appl . » , 1 892 ,  
t .  8 ,  р .  1 0 1 - 8 6 ;  [6] М о n t с s s u s d е В а 1 1  о r е В .  de,  « B u l l .  
Soc. math. France», 1 9 0 2 ,  t . з n ,  р .  28-36 ;  [7 ] Ч е б ы  ш е в П .  л. ,  
Поли . собр. соч . ,  т .  3 ,  М. - Л . ,  1 948 ;  [8] М а р  н о в А .  А . ,  Избр .  
труды n o  теории непрерывных дробей и тео�ии фуНнций, на име
нее унлоняющихся от нуля,  М . - Л . ,  1 9 4 8 ;  t9] С т и л т ь е с т . , 
Исследования о непрерывных дробях ,  пер . с франц . ,  Xa p . 
R. , 1 9 3 6 ;  [ 1 О ]  W а 1 1 Н .  S . , Analytic theory o f  continu ed tracti 
ons, Toroпto - N .  У . - L . , 1 9 4 8 ;  [ 1 1 ] Р е  1" r о п  0 . ,  D i e  Lehrc vоп den Kettenbriicl1en , 3 A u fl . ,  B d  2 ,  Stuttg . , 1 9 5 7 ;  [ 1 2 ] The Pa
de approximant in thcorcti c a l  physics,  N. У . - J •. , 1 U 7 0 ;  [1 3 ]  Pa 
de approxima11ts and t11ei1' app !lca ti ons , L . - N .  У . ,  1 9 7 3 ;  [Н] 
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Pade approximants m8thod and its applications to mcchanics , 
В . - Hdlb . - N. У . ,  1 9 7 6 ;  [ 1 5 ]  В а k с r G. А . ,  E ssen tials ot Pade 
нpprox imants, N . У . - San Franc . - L . ,  1 9 7 5 ;  [ 1 6] Pade and ra
tiona l approx imation , N .  У . - [а. о . ] ,  1 9 7 7 ;  [ 1 7 ]  G i l c w i c z 
J . ,  Approximants de Pade , В . -- Hdlb . - N . У . ,  1 97 8 :  [ 1 8] Pa dc 
a pproximatiorl an d  i ts applicatюns, в . - Hdlb . - N. У . ,  1 97 9 . 

Е. А .  Рах.манов. 
ПАППА АКСИОМА:  сели l и 1'  - две различные пря

мые, А ,  В , С и А ' , В' , С' - тройки различных точек 

прямых l и l '  соответственно, отличных от точки пере · 
сечения прямых l и l' , то точки пересечения прямых 
А В' и А ' В , ВС' и В 'С, А С' и А 'С лежат на одной пря
мой . Выполнение П .  а . эквивалентно коммутативности 
тела , соответствующего рассматриваемой проективной 
1·еометрии . Д езарга предложение является следствием П . а . (т е о р е  м а Х е с с е н б е р г а) , в то же время П . а . представляет собой вырожденвый случай Паскаля 
теоре.мы . Ц. а . предложена Паплом (3 в . ) .  

П. С. Модеиов , А .  С .  Пархоме>t)(О. ПАППЕРИЦА УРАВНЕНИЕ - линейное обыкно
венное дифференциальное уравнение 2-го порядка 
класса Фукса , имеющее ровно три особые точки : 

w" + ( � +
1 - /3 - tl ' + 1 - v - v' ) w' + z - a  z - b z - c  · 

+ [аа' (а - Ь) (а - с) ..l.. /311'  (Ь - с) (Ь - а) _!_  VV ' (с - а) (c - b)J Х 
z - a  1 z - Ь 1 z - c  

X <z -a) (z�b) (z - c) =O ,  а+ а' + �+ �' + у+ у' = 1 ;  (1 )  

здес� а, Ь , с, - попа�но различные комплексные числа , 
а, а (� ,  � и у, у ) - характеристич. показители в 
особой точке z= а (соответственно z= Ь н z= с) . П . у.  
однозначно определяется заданием особых точек и ха
рактеристич. показателей . Для решений П .  у. ( 1 )  ис
пользуется обозначение Римана : 

(а Ь с ) 
w =Р � а  � у z � • ta' �, у ' } 

Б .  Рпман исследовал [ 1 ]  задачу: найти все много
ввачные аналитические в расширенной комплексной 
плоскости функции ш (z) со следующими свойствами: t) функция w (z) имеет ровно три особые точки а , Ь , с ; 2) любые три ее ветви связаны лйнейным соотношением 

A1w1 (z ) + A2w2 (z) + A3 zv3 (z) = 0 

постоянными коэффициентами ; 3) функцин ш (z)  
имеет простейшие особенности в точках а,  Ь , с , а имев
во : в окрестности точки z= а существуют две ее ветви 
w1 (z) , w2 (z) такие , что 

;;;1 (z) = (z - а)а  (j)1 (z ) , w2 (z) = (z - а)а' <р2 (z ) ,  
rде <pj (z) , ,i= 1 , 2 ,- голаморфные в точке z= a функции; 
и аналогично для точек Ь , с . 

Б .  Риман при нек-рых дополнительных предиоложе
вилх относительно чисел а, а' , . . .  , у' покааал, что 
все такие функции выражаютел через гипергеометрич . 
функции и что w (z) удовлетворяет линейному диффе
ренциальному уравнению 2-го порядка с рациональ-

ными коэффициентами ,  но явно его не выписал (см . 
[ 1 ] ) .  Это уравнение (ура внение ( 1 ) )  было приведено 
Э .  Паоперицем [ 2 ] .  Оно н аз .  также Р - у  р а в н е н и
е м Р и м а н а , у р а в н е н и е м Р и м а н а в 
ф о р м е П а и и е р и ц а, у р а в н е н и е м Р и м а
и а ,  а его решения наз .  Р - ф у  н к ц и л м 11 . 

Основные свойства решений 11 .  у .  1 )  П .  у .  инвариантно относительно дробио-линей
ных преобразоваиий : если z1= (A z+B)/(Cz+D)  отобра
жает точки а , Ь , с в точки а1 ,  Ь1 ,  с1 ,  то 

(а Ь с 1 (а1 
Р � а � у z � = P � а  ta' �' у' ) ta' 

2) Преобразоваиие ( z -a ) k  ( • - c ) l  -
z - b z - Ь 10 = w 

вереводит П .  у .  в П .  у. с теми же особыми 
с другими характеристич. показателями:  

(а Ь с c=: ) k C=� Y P � a � у 
ta' �' у ' 

( а =P � a+ k  ta' + k  
ь 

� - k - l 
�' -k- l 

с 
y + l  
у' + l 

3) Гzтергео.меrпр ическое уравн ение 

точками, но 

z ( 1 - z ) w" + [ С - (A -t- B+ 1 )  z ] w ' - АВш = О  
есть частвый случай П .  у .  и ему соотв етствует обозна
чение Римава 

( о 
р � о 

t 1 - C  

00 
А 
в 

� z � .  
С - А- В ) 

4) Велкое решение П .  у .  выражается через гипергео
метрич. функции : 

w ( z ) = C=�) a  ( �=�) "  Х 
х Р {а+ � + у; а+ �' + у; 1 + а-а' ;  ��- �; ��-:: }  (2) 

в предположении , что а-а' не есть целое отрицательное 
число.  Если все разности а-а' , �-�' , у-у' - неце
лые числа , то , переставляп в (2) местами а и а' или у 
и у' , получают четыре решения П .  у .  Кроме того , П .  у.  
не меняется , если переставлить местами ,.ройки (а ,  
а' , а) , (� ,  �' , Ь) , (у , у' , с ) ;  все эти Переставовки 
приводят к 24 частным решениям П . у .  ( 1 ) ,  к-рые впер
вые были получены Э . · Куммерам [5 ] . 

Лит. : [ 1 ]  Р и м 11 н Б . ,  Соч_.J пер . с нем . , М . - Л . ,  1 9 4 8 ,  с. 
1 5 9 - 7 5 ;  [2] Р а р  р е r i t z Е . ,  <•math. Ann . •> ,  1 88 5 ,  B d  2 5 ,  S.  2 1 2 -
21 ; [3] У и т т е н е р  Э. Т . ,  В а т с о  н Д ж. Н . ,  Н урс современ
ного анализа , пер. с англ. ,  2 изд. , т. 1 - 2 ,  М . ,  1 962-63;  [4] Г о
л у б е в В. В . , Ленпии по аналитичесной теории дифференци
альных уравнений, 2 изд. , М . - Л. 1 9 5 0 ;  [5] К u m m е r Е . ,  ,, J .  reine und angew . Math.» ,  1 8 3 6 ,  в ii  1 5 ,  S .  3 9 - 8 3 ,  1 2 7-7 2.  М. В.  Федорю7< . ПАРАБОЛ МЕТОД - метод вычисления корней мно
гочлена 

Р n (z) = а0 + a1z + . . .  + anzn 
с комплексными коэффициентами, основанный на интер
nоляции многочленами 2-й степени. П. м. позволяет 
пайти все корни многочлена беэ предварительной инфор
мации о начальном приближении. Сходимость П .  м . 
установлена лишь эмпирически . Вблизп nростого корнн 
скорость сходимости близка к квадратичной . 
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Вычислительван схема П. м.  соетаит в следующем. 

По произвольвым комплексным числам z0 , z1 , z2 как 
узлам интерполяции строится интерполяционный 
многочлен Лагранжа для Р n (z) . Это будет нек-рый 
многочлен 2-й степени . Находятся оба его корня и за 
z3 берется ближайший к z2 • После этого вместо точек 
z0 , z1 , z2 берутся точки z1 , z2 , z3 и процесс повторяется . 
Эмпирически установлено , что последовательность 
z0 , z1 , z2 , z3 , • • •  , построенная таким образом, сходится 
к корню многочлена . Вычисленный корень выделяется , 
и далее метод применяется к многочлену меньшей 
степени. 

Расчетные формулы П .  м . : если ц _ 2 , z ; _ 1 , z; - ис
ходная тройка чисел i-го шага , то в обозначениях 

h = Z - Zj ,  h; = Zj - Zj - 1 , h; - i = Zj - 1 - Zi - 2 > 
"л. = h/hi , 'Лi = hi/hi _ 1 ,  бi = 1 + Лi 

интерполяционный многочлен Лагранжа имеет вид 

Lli J (Л) =Л2бi 1  [Р п ( z ; - 2) "л.� - Рп (Z i - 1 ) Л;бi + Р11 (z ; )  Л;] + 
-1 [ 2 2 

+ Mi Рп (zi - 2) 'Лi - Р п (Ч - 1) б i + 

+ Рп (ц)  (Л; + бi ) ) + Р ., (z; ) . 

Корни Lli J  (Л) находятся по формуле 

где 
g; = Рп (z ; - 2) "л.� - Рп (z i - 1 ) б� + Р п ( z; )  (Л; + б;) . 

И з  двух возможных значений Л берется наименьший 
но мо).J,улю и далее вычисляется 

Л; н = Л; h; + l = "л.; + lh;; Zi + l = z; + hi + 1 · 

При реализации описанного процесса на ЭВМ возмож
но переполпение сверху и снизу при вычислении значе
ния многочлена в точке . Появление больших чисел 
возможно также при вычислении корней многочлена 
2-й степени . Существует ряд приемов , имеющих целью 
избежать это явление (см. [ 1 ] ,  [3 ] ) . 

Лит. : [ 1 ] В о е в о д и н в .  В. , Численные методы алгебры, 
М . ,  1 9 6 6 ; [2] У и л и и н с о н Д ж. Х. , Алгебраическая проб
лема собственных значений, пер. с англ . , М. , 1 9 70 ; [3] Б а х
в а л о в Н. С . ,  <<Ж. вычисл. матем. и матем. физ . >> ,  1 97 1 , т. 1 1 ,  
.No 6 ,  с. 1 56 8 - 7 4 .  r .  д . Ним .  

ПАРАБОЛА - плоская кривая , получающаяся в 
пересечении кругового конуса с плоскостью, не прохо

дящей через вершину конуса и 
d У параллельной его образующей . 

П .  есть множество точек М плоско
сти, для каждой из к-рых рассто
яние до данной точки F (ф о к у
с а П . )  равно расстоянию до век
рой данной прямой d (д и р е  к 
т р и  с ы) . Расстояние р от фоку
са П .  до директрисы ваз . п a -

J; р а м  е т р о м . П . - симметричная 
кривая; точка пересечения П. с 
осью ее симметрии ваз . в е р ш и
н о й  П . ,  а ось симметрии 
о с ь ю П .  Эксцентриситет равен 
единице . Д и а м е т р П . - лю-
бая прямая ,  параллельная ее оси, 
и сама ось .  Диаметр П. может 
быть определен как прямая ,  про-

ходящая через середины параллельных хорд. 
П.  есть нецентральная лиnия второго поряд�>а. Ее 

кааович. уравнение имеет вид 
у2 = 2рх. 

Уравнение касательной к П .  в точке (х0 ,  у0) : 
УУо = Р ( х + хо) · 

Уравнение П .  в полярных координатах р , �р:  
р = -1 -р- , I'ДС 0 < (j) < 2:rt , 

-сов q> 
П .  обладает следующим о п т и ч е с к и м с в о й с т
в о м: световые лучи , исходящие из фокуса , после 
зеркального отражения от П .  пойдут параллельна оси. 

А. Б .  Иваиов. 
ПАРАБОЛИЧЕСКАЯ ПОДАЛГЕБРА - подалгебра 

конечномерной алгебры Ли \J над алгебраически замк
нутым полем, содержащая какую-либо п о д а л г е б р у 
Б о р е л  я , т. е .  максимальную разрешимую подалгеб
РУ алгебры g. Если g - конечномерная алгебра Ли 
над произвольным полем k , то ее подалгебра � ваз . 
П .  п . , если �®kk - П .  п .  в g@kk," где k- алгеб
раич . замыкание поля k . Если G - веприводимая 
линейная алгебраич. группа над полем характеристики 
О и g - ее алгебра Ли,  то подалгебра �c:g ,  тогда и 
только тогда является П .  п. в g, когда она совпадает с 
алгеброй Ли век-рой параболической подгруппы груп
пы G. 

Примерами П. п . в алгебре Ли всех квадратных мат
риц порядка п над полем k являются подалгебры вида 
jJ (/1) ( 11= (m1 , m2 , • • • , ms) - произвольвый набор 
натуральных чисел , сумма к-рых равна п) , где алгебра jJ (/1) состоит из всех верхних треугольных блочных 
матриц, у к-рых диагональные блоки являются квад
ратными матрицами порядков т1 , m2 ,  • • •  , m9 •  

Пусть g - редуктивная коне.Jномерная алгебра 
Ли над полем k характеристики О , f - максимальная 
диагонализируемая над k подалгебра в g ,  R - система 
k-корней алгебры Ли q относительно f , t!J. - базис 
(множество простых корней) системы R и Auteg -
г р у п п а  э л е м е н т а р н ы х  а в т о м о р ф и •  
м о в алгебры Ли g , т . е .  группа , порожденная авто
морфизмами вида ехр ad х, где х - пильпатентный эле
мент алгебры g. Тогда всякая П .  п .  алгебры Ли g 
переводится нек-рым автоморфизмом из группы Auteg 
в одну из с т а н д а р т н ы х п а р а б о л и ч е
с к и х п о д а л г е б р вида 

I'Ф = qo+  � а е П (Ф) ga , 

где go - централизатор подалгебры f в g, ga -
корневое подпространство алгебры Ли g , отвечаю
щее корню a E R ,  Ф - некоторое произвольвое под
множество множества t!J. , а П (Ф ) - множество тех кор
ней из R ,  в разложении которых по простым корням 
из базиса t!J. корни , принадлежащие множеству Ф ,  вхо
дят только с неотрицательными коэффициентами . 
Таким образом, число классов П .  п . ,  сопряженных от
носительно A 11t eg,  равно 2r ,  где r= 1 t!J. I есть k-ранг 
полупростой алгебры Ли [ g ,  g] .  При этом если Ф1=Ф 2 , 
то �Ф,2�Фо' В частности , \)Ф = g , а �А - минимальная 
п .  п. в g. 

Максимальными П .  п .  исчерпываются все нередук
тивные максимальвые подалгебры конечномерных 
редуктивных алгебр Ли над полем характеристики О 
(см . [ 2 ] ,  [3 ] , [ 5 ] ) .  

Лит. :  ! 1 ] Б у р  б а и и Н . ,  Группы и алгебры Ли . Подалгеб
ры 1\артана , регулярные элементы , расщепляемые полупростые 
алгебры Ли, пер. с франц. , М . , 1 9 7 8 ;  l2] Н а р п е л е в и ч Ф. И. , 
«Докл. АН СССР>> ,  1 9 5 1 , т. 7 6 ,  Nv 6 ,  с. 7 7 5 - 7 8 ;  [3] М о р  о
з о в  В. В . , «Успехи матем . наук», 1 9 5 6 ,  т. 1 1 , в. 5 ,  с. 1 9 1 - 9 4 ; 
[4] М о s t о w G. D . ,  ccAnn. Math . » , 1 9 6 1 , v. 7 4 ,  N• 3, р. 503- 1 7 ;  
[5 ] Б о р е л ь  А . ,  Т и т с Ж . , ссМатематииа•>, 1 9 72 ,  т .  1 6 , .No 3 , с. 3-1 2. В .  Л. Попов. 

ПАРАБОЛИЧЕСКАЯ ПОДГРУППА - 1 )  П .  п .  ли
иейной алrебраич. группы G , определенной над полем 
k, - замкнутая в Зар иского ти поли г и и  подгруnпа P c:G 
такая , что факторпространство G/ Р является проектив-
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ным алгебраич. многообразием . Подгруппа Р с: G тогда 
и только тогда является П .  n . ,  когда она содержит 
какую-нибудь Бореля подгруппу группы G.  П а р а
б о л и ч е с к о й п о  д г р у п п о й  г р у п п ы Gk k
p а ц и о н а л ь н ы х т о ч е к г р у п п ы G ваз . 
подгруппа P�tC:Gk, являющаяся группой k-рациональ
ных точек нек-рой П .  п. Р в G и плотная в Р в топо
логии Зариского . Если chaгk= O и g - алгебра Ли 
группы G, то замкнутая подгруппа Pc::G тогда и только 
тогда является П. п . ,  когда ее алгебра Ли является 
парабо.л.ической пода.л.геброй в g .  

Пусть G - связная редуктивная линейная алгебраич. 
группа. Минимальные k-замквутые (т. е .  определенные 
над k) П. п. играют в теории таких групп для произ
вольного основного поля k ту же роль, что подгруппы 
Бореля для алгебраически замкнутого поля k (см. [ 1 ) ) .  
В частности, любые две минимальные k-замкнутые 
П . п. группы G сопряжены над k. Если две k-замкнутые 
П . п. группы G сопряжены над каким-нибудь расшире
нием поля k , то они сопряжены и над k. Множество 
классов сопряженных П. п. (соответственно множество 
классов сопряженных k-замкнутых П. п . )  группы G 
состоит из 2r (соответственно 2' k ) элементов, где r -
ранг коммутанта (G, G) группы G, а rk - его k-ранг , 
равный размерности максимального расщепимого над k 
тора в (G, G) . Точнее , каждый такой класс определя
ется нек-рым произвольным подмножеством множества 
простых корней (соответственно простых k-корней) 
группы G аналогично тому, как каждая параболич. 
подалгебра редуктивной алгебры Ли сопряжена одной 
из стандартных подалгебр (см. [ 2) ,  [4) ) .  

Велкал П .  п . Р группы G связна , совпадает со 
своим нормализатором и допускает р а з л о ж е н и е 
Л е в и, т. е .  может быть представлена в виде полу
прямого произведения своего унипотентного радикала и 
нек-рой k-замкнутой редуктивной подгруппы , наз . 
п о д г р у п п о й Л е в и группы Р .  Любые две под
группы Леви в П .  п .  Р сопряжены посредством рацио
нального над k элемента группы Р.  Две П .  п. группы G 
наз . п р о т и в о п о л о ж н ы м и, если их пересече
ние является подгруппой Леви в каждой из них . Замк
нутая подгруппа группы G тогда и только тогда явля
ется П .  п . ,  когда она совпадает с нормализатором 
своего унипотентного радикала . Всякая максимальная 
замкнутая подгруппа группы G либо является П. п . ,  
либо имеет редуктивную связную компоненту единицы 
(см. [ 2 ) ,  [ 4] ) .  

п . п . в группе GLп (k) невырожденных линейных 
преобразований п-мерного векторного пространства 
V над полем k исчерпываютел подгруппами Р (v) , 
состоящими из всех автоморфизмов пространства 
V, которые сохраплют фиксированный флаг типа 
v= ( п1 1 п2 , • • •  , п t) в V. При этом факторпростран
ство GI. n (k)l Р (v) совпадает с многообразием всех 
флагов типа v в пространстве V. 

В случае , когда k= IR. ,  IR-замкпутые П .  п . допускают 
следующую геометрич. интерпретацию (см. [ 5 ) ) .  Пусть 
GIR - некомпактная полупростая вещественная группа 
Ли, совпадающая с группой вещественных точек полу
простой алгебраич . группы G. Подгруппа группы G IR  
тогда и только тогда является П . п . ,  когда она совпа
дает с группой движений соответствующего некомпакт
ного симметрич.  пространства М, сохраняющих пек-рый 
k -пучок геодезич . лучей в М (два геодезич. луча в М 
считаются принадлежащими одному k-пучку, если рас
стояние между двумя точками, движущимиен с одина
ковыми постоянными скоростями вдоль этих лучей в 
бесконечность, стремится к конечному предеJiу) . 2) П .  п .  с и с т е м ы  Т и т е  а (G, В ,  N, S) - под
группа группы G, сопряженная подгруппе , содержащей 
В .  Каждая П .  п. совпадает со своим нормали3атором.  

-t! 7 Математичесная энц. , т .  � 

Пересечение любых двух П .  п .  содержит подгруппу 
группы G, сопряженную с Т=В П N . В частности, 
П. п .  системы Титса , связанной с редуктивной линейной 
алгебраич. группой G, - это то же, что П. п . группы G 
(см. [ 3) ,  [4) ) . 

Лит . : [ 1 ]  Б о р е л ь А . ,  Т и т с Ж. , <•Математина•>, 1 9 6 7 ,  
т .  1 1 ,  М 1 ,  с .  43-1 1 1 ;  [2] и х  ж е ,  там ж е ,  1 97 2 ,  т .  1 6 ,  М 3 , 
с. 3 - 1 2 ;  (3] Б у р б а н и Н. , Груnпы и алгебры Ли. Подал
гебры Нартана , регулярные элементы, расmепляемые полупро
стые алгебры Ли, пер. с франц. , М . , 1 9 7 8 ;  (4] Х а  м ф р и  Д ж. 
Линейные алгебраичесние группы , пер . с англ. , М . ,  1 98 0 ;  [5] 
Н а р  п е л  е в и ч Ф. И . , «Труды Моек. матем. об-ва», 1 96 5 , 
т. 1 4 ,  с. 48- 1 8 5 .  В .  Л. Попов. 

ПАРАБОЛИЧЕСКАЯ РЕГРЕССИЯ , п о  л и н о м и
а л ь н а л р е г р е с с и я ,- модель регрессии, в 
к-рой функции регрессии суть многочлены . Точнее, 
пусть Х= (Х1 , • • •  , Хт)Т и У= (У1 , • • •  , У п)Т - слу
чайные векторы, принимающие значения х= (х1 , • • •  , 
хт)Т Е fR.m и у= (у1 , • • •  , Уп)Т Е fR.n , и пусть существует 

Е {У / Х} = /  (Х ) = U1 (Х) ,  . . . , fп (Х) ) Т 

(т . е . существуют Е {У1 [ Х }=/1 (Х) , . . .  , Е {Уп [ Х }= 
= /п (Х) ) .  Регрессия наз . п а р  а б о л и ч е с  к о й, 
если компоненты вектора Е {У [ Х }=/ (Х)  суть много
члены от компонент вектора Х. Напр . ,  в простейшем 
случае , когда У и Х - обычные случайные величины, 
уравнение П .  р .  имеет вид 

у = �о +  ��х + . .  - + �РХР , 
где �0 ,  • • •  , �Р - коэффициенты регрессии. Частный 
случай П .  р . - .л.иnейnая. регрессия. . Добавлением к 
вектору Х новых компонент можно всегда свести П .  р .  
к линейной . См .  Регрессия., Регрессиоnnый аnа.л.иа. 

Лит. : [ 1 ]  Н р а 1'1 е р  Г . , Математичесние методы статисти
ни,  пер . с англ . ,  2 изд. ,  М . ,  1 97 5 ;  [2] С е б е р  Д ж. , Линей
ный регрессионный анализ ,  пер . с англ . , М . , 1 98 0 .  

М. С. Никули�t. 
ПАРАБОЛИЧЕСКАЯ СПИРАЛЬ - плоская транс

цендентная кривая, уравнение к-рой в полярных 
координатах имеет вид 

р = а V<P + l , l > О .  

р 
Каждому значению ер со
ответствуют два значения 
у;р - положительное и отри
цательное . Кривая имеет бес
конечно много двойных точек 
и одну точку перегиба (см. 
рис . ) . Если l= O,  то кривая паз . Ферма спира.л.ы;а.  
П .  с .  относител к т .  н. алгебраич. спиралям (см. С пи
ради) .  

лит. : [ 1 ]  С а в е л о в А .  А . , Плоение нривые, м. , 1 96 0 .  
Д . Д .  Соколов.  

ПАРАБОЛИЧЕСКАЯ ТОЧКА - точка регулярной 
поверхности, в к-рой соприкасающийся параболоид 
вырождается в параболич . цилиндр . В П .  т. Дюпеnа 
иnдикатриса является парой параллельных прямых, 
гауссова кривизна равна нулю, одна из главных кри
визн обращается в нуль , а для коэффициентов второй 
квадратичной формы справедливо равенство 

LN - M2 = 0 . 

ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ КООРДИНА
ТЫ - числа и и v, связанные с пря
моугольными координатами х и у 
формулами 

х = и2 - v2 , у = 2иv ,  

где - оо < и < оо , О ..,.:: v < оо . Ко
ординатные линии: две системы вза
имно ортогональных парабол с проти
воположно направленными осями . 

Коэффициенты Ламе : 
Lu = Lv = 2 Уи2 + v2 • 

Д. д . Соколов . 
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Jле�1епт площади : 

du = 4 ( u2 + v2) dudv .  
В е!\то рные дифференциальные опе рации : 

gгada 1 = 1 dt 
, :2 �,r tt2 + v2 д1t 

d 1 1 д/ 
gra v = 2 }'u• + v' дv 

div a 1 ( да" даv ) 1 
--, -=--- -- + - + (и а u + иаv) , 2 J u2 + 1�z  дu дv :! V (u2 + ·t'2 ) :' 

tJ.f -- 1 ( д'! д' 1 ' 
' - ,, ( u2 + v2)  ( ди2 + дv ' ) · 

У равнение Лапласа допуе.кает в П . .к .  ра3деленне пере
. ченвых . д .  д .  Сополов. 

ПАРАБОЛИЧЕСКИИ ЦИЛИНДР - цилиндрнче
С J\ая n?вepxн ocnu, второго п орядка, для !\-рой паправ
ляющеи СJLужнт парабола . Rаноничсс.кое ура внение п . ц. :  

у2 = 2рх .  
п Л .  IJ . llва н о о .  

АРАБОЛИЧ ЕСIЮГО ТИПА УРАВНЕНИЕ - урав
нение вида 

ll t -�n . _ 1 a i j (x , t ) и х · х · - '.., п а,. (.т , t ) u , . 1. --t , ] - l J �t = 1  � - а (х ,  t ) и = f (x ,  t ) , 

где �au6i6J - положительно определенпая J;вадрн
тичная формн . Переменпая t выделена и игрнет роль 
времени .  Типичным примером П. т. у . является урнв 
пение теплопроводности 

и � - �� 1 и� · х · = 0 .  �t = q l  t 
А .  П. Солдатов. 

ПАРАБОЛИЧ ЕСКОГО ТИПА УРАВНЕНИЕ;  ч и c
Jt е н н ы е м с т о д ы р е ш е н и н - методы реше
пил уравненпй параболич . типа на основе вычислитель
ных алгоритмов. Для решения П .  т. у. часто приме
няются приближенные численные методы , рассчитанные 
на использование быстродействующих :JBM . Наиболее 
универсал ьным является м е т о д с с т о R (R u н е ч
н u р а з н о с т н ы й м с т о д) . 

Ниже рассмотрен метод сеток на примере уравнения 
теплопроводности 

дu д'и д! =  ах• + ! (х , t ) , t > О , О <  х < l , ( 1 )  
с краевыми условиями 1 -ro рода 

и (О , i ) = f.tt ( f ) ,  u ( l , f ) = f.12 ( 1 ) , u (x , O) = u0 (x) . 
Вводится равномерная сет){ а узлов (xi , 1 11) ,  
Xi = ih , i = O , 1 ,  . . .  , N ,  hN = l , l ,. = nт ,  n = O , 1 ,  

11 обозначения 

и? = У (х ,. ,  t п) , Yt ,  i = ( у'/+
1

- у'/) /т, 
n 

Ух, i = (yf' -- Y'/_ 1 ) /h ,  У�. i = (У'/+ 1 - Yf') /h , 
УТх. i = ( Y?+ l - 2Y7 + Yf'_1)/h2 • 

. . . , 

М етод сеток состоит в том ,  что уравнение ( 1 )  прибли
женпо заменя ется системой линейных алгебраич. урав
нений (разностной схемой) 
у" - ayn+ 1 _L ( 1 ' n + n • 1 2 " 1 l 1 i - хх i г - al yx-x ,· <р,. , � = • , . . . , , . - ' ' 

n .:..._ 
' (2) Yo - �t 1 ( t n) , Y'fv = f12 ( tn) , У� = ио (х; ) ,  J 

ГЦС U - ЧИСЛОВОЙ параметр 1! (/)7 - ССТОЧН<IН <I I I II IJOJ\CИ
M:ЩИЛ ф ующип f (x, t ) , на пр . q;?=f (x,. , t n-J- 0 ,5т) . 

Система уравнений (2 )  решается по слоям , т. е .  
i!JL Я .каждого n= O ,  1 ,  . . .  п о  известным значениям у '/ ,  
•pi' находятся новые значения yj' + 1 , i �' 1 ,  2 , . . .  , .V - 1 . 
Е слп u= O (явна я  схема) , то у{'+1 выражаютел явным 
образом через у'/, r.p'/. Если же u ,t О (неявныс схемы) , 
то относительно у'/ + 1 ,  i = 1 , 2 , . ,  . ,  N - 1 , возникает 
система уравнений , имеющая трехдиагональную матри
цу. Эта система уравнений решается прогоn�>и м.етподо;м. . 
НРдостат.ком явной схемы является сильное ограничение 
на шаг т, возникающее из уеловин устойчивости , а 
именно т <;, 0 ,5 h2 • Неявные схемы при u ;:;.. 0 ,5 абсо
Jiютно устоичивы,  т. е. устойчивы при любых шагах lt 
11 т. Известны и другие разностные схемы для уравне
ния ( 1 ) (см . [ 1 ] ,  [ 2 ] )  . 

Если схема (2) устойчива и rp'/ анпро.ксимирует 
/ (�· , t) , то при h ,  т - О решение у{' разностной зацачи 
сходится к решению и (х; , tп) исходной задачи (см. 
[ 1 ] ) . Порядок точности 'lависит от па риметра а .  Та.к, 
симметричная схема (u= 0 ,5 ,  ер? f (.r,- ,  t ,.-f- 0 , 5 т) )  имеет 
второй порлдо.к точности по т н по h ,  т .  е .  длн r'аждого 
n выполняется оцен.ка 

шах / У{' - и  (х ,. ,  l п ) [ ,.;;:;; М ('r2 + h2) 
O < i < N  

с конст антой М, не 3ависящей от h и т. При u= 0 , 5 -
- h2/ ( 1 2т) и специальном выборе ер'} схема (2 ) име
ет точность О (т2+h4 ) .  Для остальных u - точность 
О (т+ h2) . 

П ри решении 11 .  т . у .  на больших отрезках времени 
существенне�е значение имеет асимптотич . устойчивость 
разностной схемы . Решение уравнения ( 1 )  с f (x ,  t) = O , 
!-11 ( t )= /]2 (t) = O  ведет себя при t - оо как е - �., t ,  
Л1= л 2/l2 • Этим свойством обладает не вся.кая разност
ная схема , аппроксимирующая уравнение ( 1 ) . Напр . ,  
симметричная схема (u= 0 , 5) асимптотически устоiiчива 
при условии т ..;.lh/л . Построены схемы 2-ro порядка 
точности , асимптотически устойчивые при любых т, 
h , однако они не входят в семейство (2) (см . [ 3] ) .  

Краевые условия 3-го рода 
д и 
дх (0 ,  1 ) - �и (0 , t ) = f.t ( 1 )  

нппронсимируютсн с порядком О (h2) рааностными 
уравнениями 

U ( у�;;/ - ( �у� + 1+ f..tn + 1)) + ( 1 - а) ( У�. о- ( �у� + f.tn) ) = 
= 0,5h (У?. о - <р�) , f.tn = f.t (tп) · 

Для уравнения теплопроводности в цилиндрич . и 
сферич . координатах 

дu -- 1 д ( .т дп ) 1 ? О R дt' - rm д r 1 дr ' т = ' w' < r < • 
вводятел сетки (ri , t п) , где tп= пт, п= О , 1 ,  . • .  , 

г; = ( i +  ; ) h ,  i = O ,  1 , . . .  , N ,  h = N +�
, 5m ' m= 1 , 2 ,  

и рассматриваются разностные уравнения (см .  [4]) 

у?, i = AY"> (ау'/ + 1 + (1 - а) у'/) ,  
г де 

л(т) n _ 1 (-т У7 -У� ) r Уо - - r 1 ---r;r' h ' 

А(т) fJ _  1 1 ( -т Y'/+ 1 - Y'l -т Y'/ -Y7-l ) 
r Yt - r'!t h Г i + I h - Г i  h , ' 

r; = 0, 5 (r; + r; + I) пpи rn = 1 , r; = Vг,.г ,. _ 1 при m = 2, 
i = 1 , 2 ,  . . .  , N- 1 .  
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Для решения П. т .  у .  с перемениыми коэффициента

мп применяются однородные нонсервативные разност
ные схемы, выражающие на сетке законы сохранения ,  
присущие псходному дифференциальному уравнению 
(см. [ 1 ] ,  [ 5 ] ) .  При построении разностных схем для 
П. т. у. с не ременными коэффициентами nрименяются 
методы: баланса , вариационный, конечных элементов .  
Напр . ,  для уравнения 

�� = � (k (x , t ) :: ) + t (x , t ) , O < x < l , t > O, 

исnот,эуютсл разностные сх емы с весами 
у?, i = (а (oyn + l  + ( 1 - о) У")х)х. 1 '  + «р7 , 

a = a7 = k (x; - 0 , 5h , t 11 + 0,5"t) . 
Доказана сходимость и получены оценки погрешно

сти однородных консервативных разностных схем 
для П. т. у. как в случае непрерывных , так и в слу
чае разрывных коэффициентов (см. [ 1 ] ) .  

Для  решения систем уравнений nараболич. типа, 
содержащих одну nространственную nеременную, nри
меняются те же разностные схемы, что и для одного 
уравнения .  Вектор yn + I решения на новом слое нахо
дится жатричпой фактор изации ;м,етодо;м, . 

При решении квазилинейного П .  т .  у .  исnользуются 
веяввые абсолютно устойчивые разностные схемы . 
Решение yn + l разностного уравнения находится итера
ционным методом с использованием нрогоюш. Нанр . ,  
для уравнения 

ди =.!!.. ( k (и) дди )  , k ( и) > О , (3) д t  дх х 

применяют чисто неявную рааностную схему 
n ( ( n + l n + l

) Y t ,  i =  а Y i ) Ух х, i • 
а (у? + 1) = 0 , 5 (k ( У7 + 1 ) -f- k  М�11) ) ,  

к-рую решают с помощью итерационного метода (s -
номер итерации) : 

(S + l ) 11 ( S )  (S + 1 )  о Y t = yi + • (a (y i  ) Ух ) x, i • S =  , 1 , . . .  , rn , 

у�о) = у? ,  y�m + l > = y7 + 1 , 

Решение у �н 1 >  на каждой итерации находится методом 
прогонкн . При решении нелпнейного П .  т. у. нашл·и 
также применение схемы , основанные на идее Рун?е - 
Кутта .метода .  Так , для уравнения (3) используется 
двухэтапный метод 

Y? + l / 2 = Yf + 0 . 5-r {а (у? ) yf! + l l 2 )x , i • х 
v? + 1 = У1 + 0 ,5т (а ( У 7 + 112 ) (у" +Ч- y")x-k i · 

Тестирование п nроверна качества разностных схем 
для неливейного П . т .  у. проводится путем сравнения 
с точными автомодельными решениями , такими, напр . , 
как решение типа температурной волны (см . ( 6 ] ) .  

При решении многомерного П .  т .  у .  используются 
пере.меппых направ.лепий ;м,етоды ,  к-рые позволяют 
свести решение многомерной задачи к решению последо
вательности одномерных задач (см . [ 1 ] , [ 7 )  - [ 10 ] ) . 
Предложено и исследовано значительное число абсо
лютно устойчииых алгоритмов персменных наnравле
ний . Эти алгоритмы являются экономичными в том 
смысле , что число арифмети•I .  действий , необходимых 
для вычисления решения на новом временном слое tn + t • 
имеет nорядок числа узлов пространствеиной сетки. 
Ниже рассмотрен nример схемы переменных наnравле
ний для уравнения 

(4 )  

7 *  

в прямоугольнике G {O < ха < l a ,  а= 1 ,  2 } . Виодптся 
сетка 

( (i) Ф) т 'h . О 1 Л' h N l Xij = .r.1 , Х2 , Х1 = � l t  t = t t • • . , 1 '  1 1 = l t  
x�i> = jh2, j = U , 1 , . . .  , .'V2 ,  h9N2 = l 2  

и обозначения 

Y'li = Y (Xij ,  tп) , У7/ 112 = у (жо, t п + О , 5•) , 
A1Y?i =  (Y'lн, j  - 2y?, j + У7- ц ) /h� ,  
AaY7i = (Y�i + 1  - 2Y7i + Y7. j -1 ) /h� . 

"Уравнение (4) решается с nомощью следующей разност
пой схемы 

и?1:t 1 12 - u7i 12 = ЛIУ7/ 1 + ЛаУ7i• 0 , 5't 

n + 1  n+ I/2 Yij - Y ij _ Л  '! + 1 / 2+ А �. н 
0 , 5 't - IY I/ 2Y IJ • 

Эти уравнения записываются при i = 1 , . . . , N1 - 1 ,  
j = 1 ,  . . .  , N2-1  и дооnределяются соответствующими 
граничными условиями . И з  первого уравнения nрогон
кой по направлению х1 для каждоrо j= 1 ,  2 , . . .  , N2- 1  
находится У7/ 1 12

, а затем из второго уравнения про
гонкой по направлению х2 для каждого i= 1 ,  2 , . . .  , 
N 1 - 1  находится Y7i+ l ·  Таким образом ,  вычислит!Jльныfi 
алгоритм состоит в последовательном применении 
одномерных прогонок. 

Теоретич . основой построения и исследования эко
номичных разностных схем для многомерного П. т . у. 
является метод суммарной апnроксимации (см . [ 1 ] ,  [8 ] , 
[ 9] ) .  Обобщением методов перемевных направлений яви
лись аддитивные экономичные схемы с уравнениями на 
графах и векторные схемы (см . [ 1 1 ] ) .  

В случае нерегулярных пространствеиных сеток раз
ностные схемы для П . т .  у. строятся методом конечных 
элементов и методом баланса (см . [ 1 2 ] ) .  

Для  решения сеточных уравнений, возникающих пр11 
аппроксимации многомерноrо П .  т. у. неявными разно
стными схемами , применяются эффективные nрямые и 
итерационные методы, разработанные для эллиптичес
ких разностных краевых задач: метод разделения пе
ременных ,  использующий алгоритм быстрого Аискрет
ного иреобразования Фурье , метод циклич. редук
ции, nопеременно-треугольный итерационный метод и 
др . (см. [ 13] ) . 

Лит. : [ 1 ] С а м а р  с к и й А .  А . ,  Теория разностных схем, 
М. , 1 977 ; [2)  С а у л ь е  в В. к . , Интегрирование уравнений 
параболического типа методом сеток,  М . ,  1 96 0 ;  [3] С а м а р
е к и й  А . А . , Г у л и н А .  В . ,  Устойчивость разностных 
схем, М. , 1 97 3 ;  [4] Ф р л з и н о в И. В . , « Ж .  вычислит. ма
тем. и матсм . физ . » ,  1 97 1 ,  т. 1 1 ,  Nt 5, с. 1 2 1 9-28 ; [5] М а р
ч у к Г. и . ,  методы вычиСJJительной математики , 2 изд. , М . , 
1 98 0 ;  [6 ] С а м а р с к и й А . А . ,  С о б о л ь И . М. , <•Ж. вы
ЧИСJJИТ. матем. и матем. физ . » ,  1 96 3 , т .  3, Nt 4, с. 702-1 9 ;  [7 )  
Я н е н к о Н .  Н. , МеТод дробных шагов решения многомер
ных задач математической физики, Новосиб. , 1 9 6 7 ;  [8] С а м а р
е к и й  А . А . ,  «Ж.  вычислит. матем. и матем. физ . » ,  1 96� .  
т .  2 ,  М 1 ,  с.  25- 56 ; [9]  Я н е в к о Н.  Н . ,  «Сиб. матем . ж . .. . 
1 96 4 ,  т. 5, .М 6, с. 1 4 3 1 - 3 4 ;  [ 1 0 ] д ь л и о н о в Е .  Г. , « Ж .  вы
числит. матем. и матем. физ . » ,  1962 ,  т. 2, М 4 ,  с. 5411-68 ; [ 1 1 ]  
С а м а р  с к и й  А.  А . ,  Ф р я з и  н о в И . В . , <•Успехи матсм. 
наую>,  1 97 6 ,  т.  31 , в.  6, с .  1 6 7 - 9 6 ; [ 1 2] Ф р я  з и в о в И . В . , 
«Дифференц . уравнению> ,  1 98 0 ,  т. 1 6 ,  Nt 7 ,  с. 1 3 3 2 - 4 3 ;  [1 3] 
С а м а р  с к и й А .  А . , Н и к о л а е в Е. С . ,  Методы ре
шения сеточных уравнений, М . ,  1 978 .  А .  В .  Гулик. 

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО 'У РАВНЕНИЯ МЕТОД 
метод приближенного решения высокочастотных диф
ракционных задач (см. Дифракции математическая 
теория) . Как nравило , к П .  у .  м .  nриходится прибегать 
для нахождения волнового поля в тех областях , где 
.лучевой .метод применять нельзя из-за того, что ноле JIY 'Ieй терлет в том или ином смы сJiе регулярнос·rь . 
Пусть, напр . ,  nоставлена задача о nадевии nлоской 
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волны на идеально отражающее выпуклое тело. Вол
новой процесс описывается уравнением Гельмгольца 

( д• д• 2) -дх• +д у• + k и -О, (1 )  

Здесь точка (х, у) пробегает внешность ограниченной 
выпуклой области Q, на границе к-рой выполняется 
краевое условие Дирихле и 1 s=O. Предполагается , что 
дQ=S Е С"" и имеет всюду положительную кривизну. 
Решение и представимо в виде eikx+и0, где ио удовлет
воряет имучения условиям. Решение такой задачи 
существует и единственно. 

В высокочастотном случае (k «велико») важно по
строить формальное коротковолновое решение этой за
дачи (т. е . ,  грубо говоря, разложение, формально 
удовлетворяющее всем условиям задачи , достаточно 
далекие члены к-рого имеют сколь угодно высокий 
порядок малости при k- оо). Можно показать ,  что в 
рассматриваемом случав формальное решение будет 
асимптотич. разложением классич. решения . 

Лучевой метод позволяет построить искомое корот
коволновое разложение всюду, кроме области тени 

(см. рис . ) .  Выраже-
У ние для волновог'о по-

_----
����;;��А�� ля, построенное с по-

---- тода , теряет гладкость 

1 

х мощью лучевого ме-

ла:аv��ей - на границе тень-
волны - , свет (полупрямые 

--�-�L.==:zA== OA и О'А' па рис . ) .  
-----+--В окрестиости ОА (и О' А') коротковолно

вая асимптотяка вол
нового поля уже не �ы�ажается лучевыми формулами . 
Окрестности ОА (и О А ) наа .  обычно полутенью. 

Ключевым момент'!м при построении формальпого 
решения поставленпои выше задачи является рассмотре
ние окрестности точек касания О и О' лучей падающей 
волны и кривой S=дQ, Точка О припята за начало 
координат, положительная часть оси Ох отделяет 
область тени от освещенной области . 

Пусть в окрестности О введены новые координаты 
s, п. Точка M�S характеризуется ее расстоянием 
вдоль S от О. Считается , что s >О (соответственно 
s < О) н области тени (соответственно в освещенной 
области) .  Если MEQ, то точка М характеризуется ее 
JJасстоянием n от S и координатой s проекции М на S. 
В координатах s, n уравнение Гельмгольца имеет вид 

(t+;)-Т:п((t+;):�)+:З ((t+; )-lx 
x:�)]+k2и=U (2) 

(р=р (s) >О- радиус кривианы S в точке s) . 
1 Используя ряд М аклорева для -р: 

t- -{i-ls=O + S Us ( ;  ) ) s.cO +" ,, 
можно заменить все коэффициенты уравнения (2) их 
формальными разложениями по степеням s и п. В ра
стянутых координатах 

1!.1/38 vr u=v 2'3' V= -k2i3n, Ро=р(О), 
2р ' Ро 

полагая в уравнении (2) 
и- eiks (v0 (u, v) +k-1'3 v1 (u, v)+ ... ) (3) 

н нриравнивая нулю коэффициенты при последователь
ных степенях k-1/з, приходят к типичной для метода 
nuграниqного слоя цепочке рекуррентных уравнений 

L0v0=0, L0v1+L1v0=0, L0v2+L1v1+L2v0=U. 

Здесь первое уравнение и есть <<nараболическое» урав· 
пение, давшее название П. у. м . :  

L . дv0+д•v0+ О oVo = t да дv• vv0 = . (4) 

По существу уравнение (4) является уравнением типа 
Шрёдипгера. В операторах L i коэффициенты -
полиномы от u и v. Для формального выполнения 
краевого условия иls=O достаточно потребовать, что
бы и il s=O. Роль других краевых условий играет 
требование , чтобы при больших / u1, u <О, ряд (3) 
формально переходил бы в разложение лучевого метода .  
Для v0 можно вывести явную формулу (т. и .  ф о р м у
л у Фо к а) ,  имеющую вид интеграла Фурье 

� еiа�ф (v, �) d�, 
где Ф с.равнительно просто выражается через функции 
Эйри . Методика склеивания (сращивания) асимптотич. 
разложений дает возможность получить формулы 
для волнового поля по всей области тени и полутени. 

В случае воли соскальзывания и шепчущей галереи 
выводятся соответствующие «параболические» уравне
ния и их решения выражаются через функции Эйри . 
Развитие теории лазеров привело к необходимости 
расс:ма1ривать волны, сосредоточенные в окрестиости 
изолированных лучей. Выделяя соответствующий фазо
вый :множитель и проводя далее построения , аналогич
НЫII построениям :метода пограпичного слоя , приходят 
к «параболическому» уравнению, через решение к-рого 
выражается в первом приближении волновое поле. 
В этом случае <<параболическое» уравнение будет урав
нением Шрёдингера с квадратичным потенциалом. 
П .  у .  :м.  находит при:менение также при расчете вол
нового поля в световодах , в статистически пеоднородных 
средах и во :многих др. задачах . Аналоги П .  у. :м. ис
пользуются в теории нелинейных волн. 

Ли.т.: [ 1 ] Ф о к  В .  А . ,  Пробаемы дифракции и распро
странения эпектромагнитных вопн ,  М., 1 970 ;  [2) Б а б ич 
В. М.,  Б у л ды р е в В. С.,  Асимптотические методы в Зilда· 
чах дифракции коротких волн , М . ,  1 972;  [3] Б а б и ч  В. М., 
Н и р п и ч н и к о в а Н. Я., Метод пограничного елок р за-
дачах дифракции, Л., 197 4 .  В .  м .  Бабич. 

ПАРА БОЛ ИЧ ЕСКОГО ЦИЛ ИНДРА ФУНК ЦИИ, 
В е б е р а ф у н к ц и и, В е б е р а - Э р :м и т а 
ф у нкц и и,- решения дифференциального уравнения 

d::. + ( v+-}- z:) у=О, (*) 
к-рое получается в результате разделения пере:менвых 
в волновом уравнении IJ.и�k2и в параболических ци
линдрич.  кQординатах . Наиболее часто используется 
решение 

( 
1 ) <v-1)/2 -Z1/2 (

1 -v 3 z' ) 
Dv(z)=U -v-2, z =2 е '1' -2-,2;2 , 

где '1' (а , Ь; z) - вырожденвал гиnерrео:метрич .  функ
ция. Уравнению (*) удовлетворяют также Dv (-z), 
D-v-1(±iz). Функции Dv (z) и D-v-l(±iz) линейно 
независимы nри любых v, Dv (z) и Dv (-z) nри v;z:O, ±1, ±2 . .. П .  ц . ф .- целые функции от z. Функция 
Dv (z) действительна при действительных v и z. 

Формулы дифференцирования (п= 1, 2 , . . .  ) : 
ttn z •/4 1 z'/4 
dzп[e Dv(z)]=(- )n(-v)пe Dv-п(z), 

ttn -zЧ4 -z�4 
dzп[e Dv(z)]=(-1)ne Dv+n• 

Рекуррентные формулы: 
Dv+I (z)-zDv(z)+vDv-1 (z)=O, 

D� (z) + i Dv (z)-vlJv-1 (z) =0, 

D� (z)-� Dv (z) +Vv+l (z) =0. 
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Асимптотика:  при фиксированном v 1 arg zl < Зл/4 и . _ 1 даw 1 ( даt' ) 
1 zl --+ ею Iotu а- 2иw {ii) - 2wVи•+w' \ av+ w дw ' 

D [....._--,N (-v/2)k (1/2-v/2)1< (.!:.___· )-k+ r t а 1 (wa J+ v(z)=�ve-Z'/4 � ' о v = 
2V(u•+w')' u-aw ..;..� k=O kl --

+O(\z\-2N-2)• + 1 ( даu_даw ) 
2 Vи•+w' дw ди ' 

прп ограниченном lzl, la,·g(--v)l�л/2 и lvl--+ ею 

Dv(z)= v�exp[�lн(-v)--1-V-vz]x 

x[t+o( v,
1
vl 

)]-
п .  ц. ф. связана с др . функциями следующими соотно
шениями . С многочленами Эрмита: 

Dn (z) = 2-n/2 e-Z'/4 Н n (zty'"2), п =0, 1 , 2, . . .  ; 
с интегралом вероятности : 

(-1)n V2 dn ( z ) 
D -n-1 (z) = n! e-Z'/J dzn ez• /2 erf Vz • 

п=О ,  1 , 2, ... ; 
с функциями Бесселя : 

n-l/2(z>=v1�' к114 (r). 
Лит.: (1] Б е й т м е н Г., Эр д ей и А . ,  Высшие транс

цендентные функции.  Функции Бесселя, функции параболи
ческого ци линдра, ортогональные многочлены, пер . с англ . ,  
2 и зд. , М . ,  1974; [2] М и л л е р д ж.-ч.-п.,  Таблицы фуНк
ций Вебера (фуннци й  параболи ческого цилиндра), пер . с англ. , 
М . , 1968. Ю. А. Бры'<nов, А. П. Прудкипов. 

ПАРА БОЛОИД - везамквутая нецентральвая по
верхпасть второго порядка. Кавович . уравнения П . :  

xz yz 
p-+q-=2z, р, q.>O, 

эллиптический парабалаид (пр11 р= q называется П. 
вращения) и 

х• У' p--q-=2z, р, q >О, 
гиперболический параболоид. А. Б. Иван.ов. 

ПАРА БОЛО ИДАЛЬ ВЫ Е  КООРДИНА ТЫ - чисJJа 
u, v и w, связанвые с прямоугольными координатами х, 
у и z формулами : 

x=2иwcos v , y=2иwsin v , z=и2-ш2
, 

где О � и < ею, О � v < 2л, О � w < оо .  Координат
вые поверхности: две системы параболоидов вращения 
с противоположно направленными осями (и=const· и 
w=co nst) и полуплоскости (v=const) . Система П .  к . 
о ртогопальная .  

Коэффициенты Ламе: 

Lu=Lw=2Vи2+w2, Lv=2uw. 
Элемент площади поверхности: 

da=4 V( и2 + w2) и2w2 (dи2+ dw2) dv2+ (и2+ w2)(dи dw)2. 

Элемент объема : 
dV = 8 (и2+ w2) uw dи dv dw. 

Векторные дифференциальные операции: 

gradu m · дq> d - 1 дf/J 
т 2 V и• + w• ди ' gra v ер - 2иw дv ' 

gradw m дq> 
т 2 V и• + w' дw ' 

div ct= 
V 

1 [wau (2и2+w2)+иаw (и2+2w2)] + 2UW (U2+w')3 
+ 1 ( даu+ даw) + 1 даv . 

2Vu•+w' дU дw Zиwдv• 

ПАРАДОКС - то же, что антиномия. 
д. Д .  Сополов. 

ПАР АКОМПАК ТНО Е  ПРОС ТРАНС ТВО - тополо-
гическое пространство, в любое открытое покрытие 
к-рого можно вписать локальво конечное открытое 
покрытие . (Семейство у множеств , лежащих в топологич . 
пространстве Х ,  ваз . л о к а л ь в о к о в е ч н ы м в 
Х ,  если у каждой точки х Е Х существует окрестность 
в Х, пересекающаяся лишь с конечным множеством 
элементов семейства у; семейство у множеств в п и с а-
11 о в семейство Л. множеств,  если каждый элемент се
мейства у содержится в век-ром элементе семейства Л. . )  
П а р а к о м п а  к т о м ваз .  паракомпактное хаусдор
фово пространство .  Класс паракомиактов весьма ши
рок - он включает все метрич . проотравства (теорема 
Стоуна) и все бико�шакты . Однако не каждое локальво 
бикомпактвое хаусдорфово пространство паракомпакт
во . 

3вачевие паракомпактности определяется отмечен
ной общностью этого понятия и рядом замечательных 
свойств паракомпактов . Прежде всего , каждое хаусдор
фово П .  п .  нормально . Это позволяет строить на nара
комиактах р а з б и е в и я е д и в и ц ы ,  подчинеиные 
произвольному задавиому открытому покрытию у. 
Так называются семейства действительных веотрица
тельвых непрерывных функций на пространстве, под
чиненвые следующим условиям: а) семейство носите
лей этих функций локальво конечно и вписано в у; 
б) в каждой точке пространства сумма значений всех 
тех функций семейства , к-рые отличны в вей от нуля (а 
таких функций конечное число) , равна 1 .  Разбиения 
единицы являются основным средством построения 
погружевий простравств в стандартвые пространства.  
В частности, они используются для вложений мвогооб
разий в евклидовы пространства и при доказательстве 
теоремы о метризуемости каждого тихововекого про
странства с а-локальво конечной базой . Кроме того, па 
разбиениях единицы в теории мвогообразий основаны 
методы , с помощью к-рых осуществляется единовремен
ный сивтез локальных построений, производимых в 
пределах отдельных карт (в частности, тех или иных 
векторных и тензорвых полей) . Поэтому одним из тре
бований исходных в теории мвогообразий является 
требование паракомпактвости, не являющееся лишним, 
т. к. существуют вепаракомпактвые связные хаусдорфо
вы многообразия . 

В присутствии паракомпактности век-рые локальные 
свойства пространства синтезируются и выполняются 
глобально . В частности, если nаракомиакт локальво 
метризуем , то он метризуем; если хаусдорфово простран
ство локальво полно по Чеху и паракомпактво, то оно 
полно по Чеху. В раз.мерпости теории для параком
иактов удается получить ряд важных соотношений, не 
распростравяющихся даже на нормальвые простран
ства .  Это не удивительно,  т. к. одно из основных опре
делений размерности - по Jiебегу - связано с рассмот
рением кратности открытых покрытий, что, несомненно, 
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родственно идее локальной конечности , на к-рой осно
вано определение паракомпактности . 

Паракомпактность не наследуется произвольиыми 
nодпростравствами (в отличие от метризуемости) , ина
че, иапр . ,  все тихоновекие пространства ,  как подпро
странства бикомпактиых , оказались бы паракомпактами. 
Но :каждое замкнутое подпространство пара:компакта 
есть пара:компакт . Большим недостатком паракомпа:кт
ности является отсутствие мулътипликативиости: 
произведение двух пара:компа:ктов может пара:компактом 
не быть. С другой стороны , в классе хаусдорфовых 
простравств прообраз пара:компакта при совершеином 
отображении является пара:компактом, и образ пара
комиакта при непрерывном заминутом отображении 
является паракомпактом . К числу паракомиактов от
носятся , в частности , Линделёфа пространства. ДJIН 
пространства всех непрерывных действительных фувк
шtй на произвольвом тихоновеком пространстве , ваде
ленном топологией по1·очечной сходимости, паракомпакт
ность равносильна линделёфовости. Если баиахово 
пространство в слабой топологии топологически порож
дается нек-рым лежащим в нем бикомпактом , ,то оно 
паракомпактно . Важный пример паракомиактов -
полиздры, стоящие за СW-комплексами . 

В классе оаракомпактов упрощаются критерии мет
риауемости. В частности , паракомиакт метризуем в том 
и только в том случае , если он обладает базой счетного 
порядка, т. е. базой , любая убывающая последова
тельность элементов к-рой , содержащих какую-либо 
точку х Е Х, непременно образует базу в этой точке . 
Многообразны паракомпактности критерии. В ча
стности , для тихоновекого пространства Х равносиль
ны условия : а) Х паракомпактно , б) в любое открытое 
покрытие пространства Х можно вписать локально 
нонечное покрытие, в) n каждое открытое покрытие 
нространства Х можно вписать о-локально конечное 
открытое покрытие, г) в любое открытое покрытие 
пространства Х можно вписать к о н с е р в а т и в
н о е з а м к н у т о е п о  к р ы т  и е, т .  е. покрытие, 
объединение любого подсемейства :к-рого замкнуто в Х . 

Важным является следующий критерий: тихоновекое 
нространство Х паракомпактно в том и только в том 
случае, если в каждое его открытое покрытие у можно 
вписать век-рое открытое покрытие Л э в е 3 д н о; 
последнее оаначает , что для каждой точки хЕХ объеди
нение всех злементов покрытия Л, содержащих х, 
содержится в нек-ром алементе покрытия у. Повлтие 
звездной вписанности служит выражением идеи не
ограниченной дробимости пространства и может вос
приниматься как наиболее общал теоретико-множест
вевпал форма аксиомы треуt•ольника .  

Лит.: [11 Н е л л и Д ж., Общая топоJюгия, пер. с англ., 
�изд., М., 1981; [2) Архангельсний А. В . ,  Лоно
мар е в В. И., Основы общей топологии в задачах и упраж
нениях, М., 1 974; [3] Ар ха н v с ль с кий А., <•Докл. АН СССР», 1961, т. 141, ,NI 1, с. 13-15. А .  В. Архапгелъспий. 

ПАРАКОМПАКТНОСТИ КР ИТЕРИИ - следующие  
утверждения, равносильные для произвоJIЬНого вполне 
регуJiлрного хаусдорфова пространства Х. 1 ) Х па
ракомпактно . 2) В :каждое открытое покрытие про
странства Х можно вписать локальво конечное от
крытое покрытие. 3) В каждое открытое покрытие 
пространства Х можно вписать о-л о к а л ь н о к о
н е ч в о е о т к р ы т  о е п о  к р ы т и е, т. е. от
крытое по:крытие, распадающееся на счетное ьшожество 
локально конечных в Х семейств множеств . 4) В каж
дое открытое покрытие пространства Х можно вписать 
локально конечное покрытие (о строении элементов 
к-рого не предполагается ничего) . 5) Каково бы ни 

было открытое покрытие у пространства Х, существует 
01'КРЫТОе ПОКрЫ1'Ие ЭТОГО Пространства , ЗВе3ДНО ВПИ
С<IНН0е в у. 6) В наждое открытое покрытие простран
с·rва Х можно вписать консервативное покрытие. 

7) Каково бы ни было открытое покрытие у простран
ства Х, существует счетное семейство Л1, Л2, • • •  от
крытых покрытий этого пространства такое , что для 
каждой точки х Е Х  и каждой ее окрестности Ох най
дутся И ЕУ и номер i, удовлетворяющие условию: 
каждый алемент покрытия Лi, пересекающийся с Ох, 
содержится в И (т. е .  вся звезда множества Ох отно
сительно Л; лежит в И) . 8) Каково бы ни было открытое 
покрытие w пространства Х ,  существует непрерывное 
отображение j пространства Х на век-рое метрич. 
пространство У, подчиненвое условию: у каждой 
точки пространства У существует окрестность, про
образ к-рой при j содержится в элементе покрытия w. 
9) Пространство Х коллективно нормально и слабо 
пара:комnактно . А. В. Архашельспий. 

П АР АЛЛ ЕЛ ЕП ИПЕД - шестигранник , противопо
ложные грани к-рого попарно параллельны . П .  имеет 
8 вершин, 12 ребер ; его грани представJiяют собой 
попарно равные параллелограммы . 

у 
П . ваз . п р я м ы м , если его боко- 1 
вые ребра перпендикулярны к пло- 1 
скости основания (в этом случае 4 1 
боковые грани - прямоугольники) ; /-----
п р я м о у г о л ь н ы м, если этот 
П. прямой и основанием служит прямоугоJi ьник (следо
вательно,  6 граней - прямоугольники ); П . ,  все грани 
к-рого квадраты , паз. к у б о м. Объем П .  равен про
изведению площади его основания на высоту. всэ-а . 

ПАР АЛЛЕЛ ИЗМ АБСОЛ ЮТНЪIИ - поле реперов 
е= (е1, • • • , еп) на многообразии . П .  а. определяе1' 
изоморфизм всех касательных пространств многооб
разия М, при к-ром отождествляются векторы :каса
тельных пространств Т рМ и Т qM, имеющие одина
ковые координаты относител�но реперов еР и eq· Это 
задает на многообразии линеиную связность ve с ну
левой кривизной . Параллельными полями относи
тельно Э'lОЙ связности являются тензорные поля , име
ющие постоянные координаты относительно поля ре
перов е (в частности , векторные поля е1, • • • , en па
раллельны) , а операция ковариантного дифференци
рования тешюрного поля Т по направлению вектор
ного поля Х сводится к дифференцированию по на
правлению поля Х координат поля Т относительно е. 
Обратно, линейная свяэность v с нулевой кривизной 
на односвязном многообразии М определяет П .  а. е, 
если задан дополнительно репер ер не:к-рого ннсател ь
ного пространства Т РМ. П .  а .  е получается из репера 
ер разнесением с помощью параллельного переноса 
связности v (параллельвый перенос не зависит от 
выбора пути, соединяющего две данные точки мно
гообразия , если связность имеет нулевую кривизну , 
а многообразие односвязно) . С точки зрения теории С-структур П .  а .  является 
{ 1 } - структурой, где { 1} - группа , состоящая из 
одной единицы. Интегрируемость такой структуры 
оаначает , что в окрестности любой точки многооб
разия <?уществует система координат xi, для к-рой 
е;=д!дх1, i= 1 ,  . . .  , n. Для этого необходимо и до
статочно , чтобы векторные поля е1, • • • , en попарно 
коммутировали или, иначе говоря, чтобы тевзор :кру
чения C=CJk связности ve, задаваемый формулой 
[е i• ek]= CJke;, был тождествепво равен нулю. П .  а .  
паз . п о  л н ы м ,  если все векторвые поля, имеющие 
постоянные координаты относительно цоля реперов ,  
полны или, что эквивалентно , если связность v е гео
дезически полна . В интегрируемом случае для этого 
достаточно полноты векторных полей е1, • • •  , е.,. 
Полный интегрируемый П. а. на односвязном много
образии М задает на М структуру аффинного про
странства . Более обще, полный П .  а .  с ковариантно 
постоянным тев3ором кручения С (C}k=const) на одно-
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связном многообразии /И с отмеченной точкой вадает 
на М структуру группы Jlи со структурными кон-
стантами c}k, для к-рой поля е; образуют базис про
странства левоинвариантных полей . 

Груnпа автоморфизмов П .  а .  есть группа Ли, сво
бодно действующая на М. И звестны необходимые и 
достаточные условия того , чтобы две П .  а .  были ло
кальво изоморфны (см .  [3] ). Они выражаются в тер
мивах тензора кручения и его ковариаптных произ
вdдных. 

Лит.: [ 1] Р а ш е в с 11 и й П. К , Риманова rеометрия и тенворный анализ, 3 иад. , М.,  1 9 67 ; [2] Н о м и д зу н., Груn
nы Jlи и дифференциальная геометрии, пер. с анrл. ,  М. , 1960; [3] С т е р н б е р r С., Jlекции no дифференциальной rеомет
рии , пер . с анrл . , М., 1970. Д. В. А.яе�<сеевсii'Uй. 

ПАРАЛЛЕЛ ИЗУЕМОЕ МНОГОО БРА ЗИЕ - много
обравие М размерности n, доnускающее поле реnеров 
е= (е1, • • •  , еп) ,  то есть n линейно невависимых в каж
дой точке векторных nолей е1 , • • •  , en. Поле е задает 
изоморфизм касательного расслоения 1:: Т М -+ М 
на тривиальное расслоение е: Rnx М-+ М, сопостав
ляющий касательному вектору vE Т РМ его коорди
наты относительно репера е [р и его начало . Поэтому 
П . м. можно также оnределить как многообравие , 
имеющее тривиальное касательное расслоение . При
мерами П. м .  являются открытые подмногообразия 
евклидова пространства, все трехмерные многообра
вия , пространство nроиэволыюй группы Ли, много
обравие реперов произвольного многообразия . Сфера sп является П .  м. только при n= 1 ,  3 ,  7 .  Для па ралле
лизуемости 4-мерного многообразия необходимо и 
достаточно обращение в нуль его второго характери
стич . класса Штифеля - Уитни . В общем случае 
равенство нулю всех характеристич. классов Штифе
ля - Уитни , Чжзня и Понтрягина является необхо
димым, но недостаточным условием для того , чтобы 
многообразие М было П . м. д. в . А.яе�<сеевс�<ий. 

П АР АЛ ЛЕЛОГРА ММ- четырехугольник , у к-рого 
стороны попарно nараллельны (см . рис . , а - г). 
П. может быть также охарактеризован как выпуклый 

\ \DOD 
rr б в г 

четырехугольник нрп JJюбом нз следующих нризна· 
ков : 1) та н другая uapa противоnоложных сторон 
состоит из равных отрезков ; 2) одна пара противоnо
Jiожвых сторон состоит из равных и nараллельных 
отревков ; 3) при nротивоnоложных вершивах той и 
другой nары углы равны ; 4) точка пересечения диаго
налей делит каждую из них nополам. Равличные 
виды П.: nрямоугольник (б) - П . ,  все углы к-рого 
прямые ; ромб (в) - П., все стороны к-рого равны; 
квадрат (г) -- равносторонний nрямоугольник. 

БСЭ-3. 
П АР АЛЛЕЛО ТО П, н ар а л л е л о 1· ра н н 11 к,

множество точек, радиус-веиторы к-рых имеют вид 
h = ,,р xia· �i=l ,, 

со всевозможными значениями O...;;:xi..;;:f, 1..;;:i...;;:p. 
Здесь а1 , а 2, • • • , ар - фиксированные векторы п-мер
вого аффинного пространства А. Они наа . о б р а  в у
ю щ и м и n а р а л л е л о т о n а и совпадают с 
нек-рыми ребрами П .  Все остальные ребра П. им nа
раллельвы . Если образующие П. линейно везависимы 
(зависимы) , то П .  ваз . р-м е р  вы м, или и е в ы  р о ж
д е н в ы  м (в ы р о ж д е и и ы м). Вырожденный П .  
является параллельной проекцией нек-рого р-мерноrо 
П . на плоскость рюшериости k..;;:p-1. Невырожденвый 
П . определяет несущую егор-мерную плоскость. Такой 

П .  nри р=2 является nараллелограммом , при р=З
параллелепипедом . 

Два невырожденных П .  наа. n а р  а л л е л ь в ы  м и ,  
если nараллельны несущие их  плоскости . 'У параллель
ных П. можно сравнивать их р-мерные «объемы» (хотя 
в пространстве А может и не быть метрики) . Количе
ственной характеристикой отношения р-мерного «объ
ема» П. с образующими а1 , а2 , • • •  , ар к р-мерному 
<<Объему» nаралЛеЛЬНОfО ll. С. обрЮ!У:J<?ЩИМИ Ь1, 7J2, 
. . .  , Ьр служит скаляр det(xj), где (хj) - (рХр )-мат
рица перехода от (Ь1, Ь2, • • •  , Ьр) к (а11 а2, • • •  , ар), т. е. 

р i aj= � i=lXjbj, f<&;,j<,p. 
Если в пространстве А определено скалярное произве
ненис, то :квадрат р-мерного объема П. с образующими 
а1, • • •  , аР равен определителю (р Хр )-ма•Jрицы Г рама 
с элементами (а;, а1). 

Понятие П .  тесно свяаано с nонятием подиве-,;,тора. 
Лит.: [ 1]  Ш и р о к  о в П. А . ,  Тензорное исчисJЮtlИС, 

Назань ,  1961; [2) Б е к л е м и ш е в Д. В . ,  Нурс ан.;шитиче
ской rеометрии и линейной апrебры, 3 изд . ,  М., 1 976; LЗ] П и
з о m., 3 а м а н с к и й М. , :Курс математики. Алrебра 
и анализ, пер. с франц. ,  М . ,  197 1 .  Л .  л. Rуnцов. 

ПАР АЛЛЕЛО ЭДР - многогранник,  nараллельвым 
неренесением к-ро1·о можно зююлнитi, простравс'l'ВО 
та:к, чтобы многогранники не входили друг в друга 

и не ос1'авлЯJш пустот между собой, т. е. образовать 
разбиение пространства . П .  является, напр . ,  куб или 
nравильная б-угольная nривма . Топопогически раз
личных сеток ребер П. пять (см. рис . ) . Число их 
граней : 6, 8, 12, 12, 1 4 .  Для того чтобы многограннии 
был П . ,  неоnходимо и достаточно , чтобы он был вы
пуклым многогранником одного из nяти указанных 
топологич. тиnов и чтобы все его грани имели центры 
симметрии.  Центры П .  образуют точечную решетку 
(см. Вороного типы решеток). А .  Б .  Иванов. 

ПАР АЛЛЕЛЬНО Е ПЕРЕНЕСЕН ИЕ - изоморфизм 
слоев над концами х0 и х1 кусочно гладкой кривой 
L (х0, х1) бавы М гладкого расслоенного nространства 
Е, определяемый век-рой заданвой в Е свягпостью; 
в частности , линейный изоморфизм касательных нро
странств Т "о (М) и Т"' (М), определяемый вдоль 
кривой L Е М век-рой виданной на М аффиппой свяа
постью. Раввитие nонятия П . п. началось с обычного 
nараллеливма на евклидоной nлоскости Е 2, для к-рой 
Ф. Мивдивr (F. Miпding, 1837) унавал возможн.ость 
обобщить ее на случай nоверхности М в Е 3 с помощью 
введенного им понятия раввертывания кривой L Е М 
на плоскость Е 2 • Это указание Миидинга nослужило 
отnравным пувктои для Т. Леви-Чивита [1], к-рый, 
оформляя аналитиЧески П .  n. касательного вектора 
на поверхности, обиаружил зависимость его только от 
метрики поверхности и на этой основе обобщил его 
сразу на случай п-мерного риманова nространства (см . 
Леви-Чивита свягпость). Г. Вейль [2] положил nовятие 
11. n. касате1Iьнш·о вектора в основу оnределения аф-
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фанной связности на гладком многообразии J\!J. Даль- группы голономни и (локально) плоской связности; 
нейшие обобщения зтого понятия связаны с развитием последняя также характеризуется равенством нулю 
общей теории связностей. �>ривианы формы.  

Пусть на гладком многообразии м задана аффинная Лит. : [ 1 ]  L е v i - с i v i t а т . ,  «Reпd. Circolo mat. Pa-
lenno•> 1 9 1 7 t. 42, р. 1 73-205; [2] W е у 1 Н., Raum, Ze1t , 

связность с помощью матрицы локальных форм связ- мaterie 5 Aufl. в. 1 923; [3] с а r t а n Е., «Acta math.»,  1 926, 
ности : t. 48 , р

'
. 1 -42; '[4] ' 

Н о м и д з у Н., Группы Ли и дифферен-
циальная геометрия ,  пер. с англ. , М. , 1960; [5] Р а ш е в-

ui = Гi (х) dxk, (J)Ii = Г1
i.n (х) ffil<, det 1 Г� 1 :f= 0 .  с к ий П .  R. ,  Риманова геометрия и тензорный анализ ,  3 изд. ,  

М . ,  1 9 67 .  Ю. Г .  Лумисте. 

Говорят , что вектор Х0ЕТх0(М) получен п а р  а л
л е л ь н ы м п е р е н е с е н и е м из вектора 
Х1 Е Тх, (М) в.доль гладкой кривой L (x0 , х1) Е М, если 
на L существует гладкое векторное поле Х, соединя
ющее Х0 и Х1 , такое , что VyX=O, где У- поле ка
сательного вектора кривой L, а VyX - ковариантнан 
производная поля Х относительно У, определяемая 
формулой 

ffii (VyX) = Yffii (Х) +ffii (У) ffi" (Х) . 

Таким образом, координаты �i= ui (Х) поля Х должны 
удовлетворять вдоль L системе дифференциальных 
уравнений d�i +�"(О�= о. 
Из линейности зтой системы следует, что П .  п .  'вдоль 
J, оnределяет нек-рый изоморфизм между Т х0(М) и 
Т х1 (М). П .  п .  вдоль кусочио гладкой кривой опреде
ляется как суперпозицин П. п. вдоль се гладких кус
ков . 

Автоморфизмы пространства Т х (М), определяемые 
П. п .  вдоль замкнутых кусочно гладких кривых L (х, х), 
образуют линейную голономии группу Фх; при этом Фх 
п Фх, всегда сопряжены между собой . Если Фх дис
нретна , т. е. ее компонента единицы однозлементна , то 
гшюрят об аффинной связности с (локальным) абсо
лютным параллелизмом векторов , или о (локально) 
п л о с к о й  с в л з н о с т и. Тогда П .  п .  при любых х0 и х1 не зависит от выбора линии L (х0, х1) из одного 
нласса гомотопии ; для :этого необходимо и достаточно 
равенство нуJIЮ тензора кривизны связности . 

На основе П. п .  вектора определяется П .  п .  ковектора 
н, вообще, 1'ензора . Говорнт, что поле конектора 8 
на L совершает п а р а л л е л ь н о с п е р е н е с е
н и е, есл·и для любого векторного nоля Х на /,, совер
шающего П. п . ,  функция 8 (Х ) постоянна вдоль L. 
Ruuбщe, говорят, что поле тензора Т, напр . типа (2,  1 ) ,  
совершает п а р а л л е л ь н о е п е р е н е с е н и е 
вдоль L , если для любых Х ,  У и 8, совершающих 
П. п . ,  функция Т ( Х ,  У, 8) постоянна вдоль L. Длл 
зтого необходимо и достаточно, чтобы компоненты тJk удовлетворяли вдоль L системе дифференциальных 
уравнений 

После введения Э. Картаtюм [31 пространств про
ективной и конформной свнзностей в 1 920-х гг . и 
общей концепции связности на многообразии nоннтие 
II .  п. получило более общее содержание . В наиболее 
общем смысле оно понимается теперь при рассмот
рении свнзностей в главных расслоенных простран
ствах или присоединенных к ним пространствах . Су
ществует способ определения самого попятил связ
ности с 1юмощью nонятия П. п . ,  к-рое тогда опреде
ляется аксиоматически . Связность, однако , может быть 
:Jадана горизонтальным распределение.�о�, или нек-рым 
другим зквивалентным способом, напр . связности формой . Тогда для каждой кривой L (х0 , х1 ) базы М 
определяютел ее горизонтальные поднятия как инте
rральпые кривые горизонтального распределения над 
L. П. п. паз. тогда отображение ,  к-рое концам зтпх 
IIO.HH'ПIЙ в слое над х1 ставит в соответствие пх другпе 
1Ю.lЩрl в слое над х0• АнаJiогично uпределнютсл Iюнлтпл 

ПАР АЛЛЕЛЬНОЕ ПОЛЕ, к о в а р  и а н т н о п о
с т о я н н о е п о  л е, - поле тензоров А на много
образии М с mшейной связностью v, инвариантное 
относительно параллельного перенесения вдоль кривых 
на М. Это означает, что для любых точек р , qE М тензор 
А р (значение тензорного поля А в точке р ) п,ри парал.� лельном перенесении в точку q вдоль любои гладкои 
кривой , соединяющей точки р и q, переходит в тснзор 
Aq. 

Поле теliзрров А будет параллельным тогда и только 
тогда , когда его ковариантная производпая по на
правлению любого векторного поля Х тождественно 
равна нулю: vxA = O  или , иначе, когда ковариантный 
дифференциал DA поля А равен нулю . " 

Множество П (М, V) параллельных полеи образует 
подалгебру алгебры всех тензорных полей на много
образии М, инвариантную относительно сверток тен
аорных полей и перестановон их индексов. Алгебра 
П (М, . V) естественным образом изоморфна алгебре 
тензоров в фиксированной точке р многообразия М, 
инвариантных относительно однородной группы голо
номни" ГР связ�ости v в точке р .  Для связности с 
полпои группои голономни Г=GL(n, IR), где n= =dim М, алгебра П (М, v) порождается символом 
Кронекера бj, для римановой связности с группой 
голономин О (п) - метрич . тензором g= (g;j) и об
ратным к нему тензором g-1= (gif), а для римановой 
связности с группой голономни SO (п) - тензорами 
g, g-1 и п-формой объема .  Описаны также образующие 
алгебры параллельных дифференциальных форм на 
произвольном пространстве линейной связности без 
I>ручеиия с любой неприводимой группой голономни 
(5]. 

Особый интерес представляют П .  п .  дифференци
альных форм в римановом многообразии со связностью 
Леви-Чивиты. С каждой такой формой ffi ассоциируется 
(с помощью операции свертки) ряд линейных опера
торов в пространстве дифференциальных форм, пере
становочных с оператором Бельтрами - Лапласа 1'!., 
напр.  операторы внутреннего и внешнего умноженин 
на форму ffi или операторы ортогонального проекти
рования на инвариантные относительно группы го
лономии подпространства пространства дифференци
альных форм . Изучение этих операторов позволнет 
получить оценки для размерностей простраиств гар
монnч . форм различных степеней, т .  е. (в компактном 
случае) для чисел Бетти многообразин М (см . [4] ) .  
Наиболее содержательная теория (см . Ходжа теорема) 
развита для кэлеровых и кватернионных римановых 
пространств, в к-рых всегда имеется П. п. 2-форм и ,  
соответственно , 4-форм . Любая параллельнан диффе
ренциальная форма в римановом пространстве гармо
нична .  В компактном симметрическом римановом 
пространстве ве.рно и обратное : любая гармонич . 
форма параллельна . Позтому кольцо вещественных 
когомологий компактного симметрич . пространства 
изоморфно кольцу параллельных дифференциальных 
форм . 

Поле тензоров А является П .  п .  относительно пек-рой 
линейной связиости v тогда и только тогда, когда 
оно и н ф и и и т е з и м а л ь и о о д н о р о д н о, т .  е .  
когда в каждой точке р многообразин М существует 
репер, относительно к-рого тензор АР имеет фикси-
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роваввые координаты А�' ... i.k, ие 3ависящие от Обобщение понятия параллельвости па случай ли-

·7' · • ·  3� ний,  расположенных в группах Ли, получается с 
точки р. В этом случае множество реперов , относи- помощью понятия эквиполлентвости векторов . 
тельво к-рых тевзоры Ар, р Е М, имеют координаты д. д. С�»<олов. 

А •,:' · · · •3".k,- образует G-структуру , т. е. главвое подрас- П АР АЛЛЕЛЬ ВЫЕ ПОВЕРХНОС ТИ - диффеоморф-
' ·· · � вые , одинаково ориентироваввые поверхности F1 и F2, 

слоение Р (А) расслоения реперов со структурвой к-рые имеют в соответствующих точках параллельвые 
группой G, являющейся стаб-илизатором точки АР при касательные плоскости, причем расстояние h между 
действии группы GL (п, IR) в пространстве тевзоров . соответствующими точками F1 и F2 постоянно и равно 
Поле А параллельво относительно любой связности расстоянию между соответствующими касательными 
в G-структуре Р(А). В частности , любое сечение рас- плоскостями . Радиус-векторы r1 и r2 П .  п. F1 и F2 
слоения Р (А) (если оно существует) задает связность связаны соотношением: r2-r1= hn, где n- единичный 
с нулевой кривизной, относительно к-рой поле А вектор нормали, один и тот же для F1 и F2• 
параллельво . Таким образом , можно определить однопараметрич. 

Более сложным является вопрос о существовании семейство Fh поверхностей ,  параллельвых даввой 
связности без кручения , относитеЛьно к-рой даввое F= F0, причем регулярность F h имеет место для до
ивфивитезимальво однородвое поле параллельво . Если статочно малых значений 1�, удовлетворяющих вера
поле А является псевдоримавовой метрикой , то такая вевству 
связность (с в я з  в о с т ь Л е в и-Ч и в и т а) всегда w (h) =1-2Hh+Kh2 >О. существует и единственна . Оказывается, что этот слу
чай является исключительным: если для век-рого 
тевзорвого поля А существует единственная связность 
без кручения, относительно к-рой оно параллельво , 
то структурная группа G G-структуры Р (А) является 
псевдоортоговальвой группой и, следовательно , с 
полем А кавович . образом ассоциируется псевдорима
вова метрика [7]. Для широкого класса ивфинитези
мальво однородных тевзорных полей А наличие связ-
ности без кручения, относительно к-рой поле парал
лельно, влечет за собой интегрируемость поля А, т .  е. 
существование локальной системы координат, в к-рой 
координаты поля А постоянны. Это верно , вапр. , для 
почти комплексвой структуры, почти симплектич. 
структуры и для любого поля А , для к-рого струк
турная группа G расслоения Р (А) веприводима и не 
принадлежит известному списку веприводимых групп 
головомни простравств линейвой связности без кру·· 
чения [5]. 

Лит.: [ 1 ]  Rо б а я с и Ш . ,  Н о м и д з у  Н., Основы диф
ференциальной геометрии, пер . с англ., т. 1 -2, М., 1 98 1 ; [ 2] 
Л и х н е р о в и ч А., Теория связностей в целом и группы ГОЛОНОМИЙ, пер. С франц., М., 1 96 0: [3] ЧЖЭН Ь Ш З Н
Ш з н ь, Комплексные многообразия, пер. с англ . , М., 1 96 1; 
[4] С h е r n S. S. , в кн.: Algebraic geornetry and topology. 
А syrnposiurn ш honor ot S. Lefschetz, N. У., 1 9 5 7 ,  р . 1 0 3-21; 
[5] В е r g е r М . , <•Bull . So c. rnath. France�. 1 95 5 ,  t. 83,  р.  279-
330; [6] К о Ь а у а s h i S., Transtorrnation groups in ditteren
tial geornetry, B.-Hdlb .-N. У., 1 97 2: [7] К о Ь а у а s h i S. , 
N а g а nо т . , «J. Math. Soc. Japan», 1 96 5 , v. 1 7, М 1 ,  р. 84-
1 0 1 .  Д. В. А.яепсеевспий. 

П АР АЛЛ ЕЛ ЪИОС ТИ АКС ИОМ А - аксиома, опре
деляющая соотношение параллельвости в различных 
геометриях . См. Паралле.льные прямые, Пятый по
стулат. 

П АР АЛЛЕЛЬ ВЫ Е  Л ИВИИ - диффеоморфвые глад
кие линии в пространстве, имеющие в соответству
ющих точках параллельвые касательные. Таковы, 
напр . ,  гладкие компоненты эквидистантвых линий на 
плоскости (см. Э�>видистанта) - они характеризу
ются тем, что расстояние между соответствующими 
точками равно расстоянию между соответствующими 
касательными . Пример П. л. в трехмерном простран
стве : если две поверхности находятся в Петерсона 
соответствии и имеют общую сопряженную сеть, 
то линии этой сети имеют параллельные касательные. 
П. л .  пространства Еп, имеющие параллельвые нор
мали до порядка т<.п <п, расположены в век-ром 
подпространстве En -тп. 

Для линейного семейства плоских выпуклых П. л .  
(т . е .  выпуклых линий , радиус-вектор к-рых линейно 
зависит от параметра е) справедлива т е о р е  м а 
Б р у в н а - М и н к о в с к о г о: площадь области, 
ими ограниченная, является вогнутой функцией nара
метра е. 

Значениям корвей hi и h2 уравнения w (h)= О соот
ветствуют поверхности Fh, и Fh•• являющиеся эво
лютами поверхности F, так что П. п .  имеют общую 
эволюту . Средняя Hh и гауссова Kh кривизны поверх
ности Fh, параллельвой F, связаны с соответствую
щими величинами Н и К для F соотношениями 

H-Kh. К 
Hh= w(h) 'Kh= w(h) ' 

линии кривизны П .  п .  соответствуют друг другу, тю> 
что между ними имеется соответствие Rомбескюра , 
являющееся частным случаем Петерсона соответствпя . 

И. Х. Сабитов. 
П АР АЛЛЕЛЬ ВЫЕ ПРЯ МЫЕ в е в к л и д о в ой 

г е о м е т р и и - прямые, к-рые лежат в одной пло
скости и не пересекаются . В абсолютной геометрии 
через точку ,  не лежащую на 11анной прямой , проходит 
хотя бы одна прямая , не иерееекающая данную. В ев
плидовой геометрии существует только одна таиая 
прямая .  Этот факт рав
носилен пятому посту
лату Евклида (о парал
лельных) . В Лобачевспо
го геометрии в плоскости 
через точку С (см. рис . )  
вне даввой прямой А В 
проходит бесконечное 
множество прямых, не 

F f" 

А 

иерееекающих А В . Из них п а р а л л е л ь н ы м и 
к АВ паз .  только две . Прямая СЕ паз . парал·лельвой 
прямой А В  в направлении от А к В, если 1) точки В 
и Е лежат по одну сторону от прямой А С; 2) прямая 
СЕ не пересекает прямую АВ; всякий луч, проходя
щий внутри угла А С Е, пересекает луч А В. Авало
гично определяется прямая CF, параллельвая к А В 
в направлении от В к А. всэ-а. 

ПАР АЛЛЕЛЬ ВЫ И ПЕРЕНОС - частный случай 
движепия, при к-ром все точки пространства переме
щаются в одном и том же направлении на одно и то же 
расстояние. Иначе, если М- первовачальное, а М' -

_ ..... 
смещенвое положение точки, то вектор М М' - один 
и тот же для всех пар точек, соответствующих друг 
другу в данном преобразовавии . 

На плоскости П .  п .  выражается аналитически в 
прямоугольвой системе координат (х, у) при помощи 
формул 

_ ..... 
где вектор ММ' =(а, Ь). 

Совокупность всех П . п. образует группу, к-рая в 
евклидовом пространстве является подгруппой группы 
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движений, а в аффинном- подгруппой группы аф- Эйлера - Коши с шагом /1k-1 (при F(з·, Л)=Р(х)-
финных преобразований. А. Б. Иванон. -( 1-Л) Р (.т0), Л0- О и Л* -1) являРтся методом 3-го 

П АР АМЕ ТР А  ВАР ИАЦИИ М ЕТОД - метод приблп- порядка точности и имеет следующпй вид: 
жениого решения нелинейных (и линейных) функцио- 1 нальных и операторных уравнений в баваховых про- XJ+i =Xi-2 [Г (хi)+Г (хi-Г (xi) Р (xi))J Р (х,·), 
стравствах у= Р (х), х Е Х, у Е У, а также для качествен- 0 1 2 , 1 
ных исследований . П .  в .  м .  состоит в том , что урав- i = • • • · · ·; Г (х) = (Р (x)J- • 
нение Р (х)=О , где оператор Р (х) непрерывно диффе- Каждый метод численноrо интегрирования порождает 
ревцируем по Фреше до нужного порядка,  или нек-рый свой итерациовный П .  в .  м .  высокого порядка точ
неливейвый функциовал Ф (х), связаввый с решением пости , причем без привлечения производвых Р (х) 
этого уравнения , обобщаются путем введения вспо- порядка выше первой . 
могательвого числового (или общего фувкциональ- Использование методов численного интегрирования 
ного) параметра Л, привимающего значения на ко- в прямом П. в. м. совместно с корректировкой резуль
печном или бе�ковечном промежутке Л0<:Л<Е;:Л*, так: татов после каждого шага с помощью итерациопного F(x, Л)= О , где F (x, Л), хЕХ, Л0<Е;:Л <Е;:Л* , - оператор П. в. м. (комбинированный П. в. м . )  представляе1· 
со :шачепиями в У, так что Р(х)=О получается при собой один из наиболее эффективных методов решения Л� Л* : Р (х, Л*)= Р (х\, а уравнение F (х, Л0)=0 лег- нелипейвы� задач.  
н п  разрешается или известно его решение х0• П ри этом П .  в .  м .  достаточно хорошо разработан и исследовав 
предполагается , что оператор F (х, Л) непрерывно для широкого класса задач . Первоначальво он был 
дифференцируем (в смысле Фреше) по х и Л, т. е. су- . предложен для систем алгебраич . и трансцендентных 
ществуют непрерывные частвые производвые F;(x, Л) уравнений , :и:�тегральных уравнений, дифференциаль-

' ных уравнении обыкновенных и с частными производ-
и F,.,(x, Л), и что существует непрерывный оператор пыми, а затем для решения более общих нелинейпых Г(х, Л)=[F;(х, Л)]-1 из У в Х .  Для построения реше- и операторных уравнений . Изучены условия , при 
нпя .т(Л) уравнения F (x, Л)= О на всем интервале Л0<Е;: 1\-рых гарантируется разрешимость уравнения Р (х)=О 
..;;:Л..;;:Л• строится соответствующая дифференциальная и вовможпость построения его решения иптегриро
задача (задача Коши) в предположении, что х (Л) не- ваннем задачи Коши (2 ) на интервале [Л0, Л*] и уста
прерывно дифференцируемая фупкция со аначРниямп повления области его расположения . Ивучены условия 
в Х , определяемая этим уравнением: сходимости и даны оценки погрешпости . Исследованы 

или 
dx ' 
d'A. =-Г (:r, Л) F,, (:r, Л), 

(1) 

:r (Ло) =хо. (2) 
Интервал [Л, Л*] разбивается точi\амп Л0 <Л1 <Л2 < <· . .  <Лп=Л* на болr.с мслние подинтервалы длины 

ltt,=Лk-ЛI<-1• k=1, 2, . . .  , n, и к задаче Коши (2) 
(или ( 1 ) )  применяются методы численного интегри
рования обыкновенных дифференциальных уравнений 
с шагом ltk (или несколько таких методов) .  В резуль
тате для построения решения х(Л) уравнения F (x, Л)=О 
получаются П .  в .  м. соответствующих типов.  Построен
ное значение х(Л* ) будет решением уравнения Р(.х)=О. 

р 
• dx ешевне па каждом шаге липеиных относительно d" 

задач вида ( 1) или обращение линейных операторов 
F�(.т, Л) в (2 ) ,  или последовательная аппроксимацпи 
обратного оператора Г (х, Л) проводятся различными 
методами или опять-таки П. в .  м. 

Шаги h,. выбираются различными способами, иапр . 
из условия минимума нормь� певявки IIP (x,.+I)II как 
функции многих , вообще говоря , перемеииых. П ри 
этом эффективным является также совмествый выбор 
l�k и свободных параметров метода численного инте
грирования, иапр . Рупге - Нутта метода s-го по
рядка точности , использование корвей полиномов 
Чебышева и близких к ним и др.  

Задача Коши (2) служит не только средством для 
определения приближенного решения рассматрива
емого уравнения, по и для доказательства существо
вания самого решения . Изучен ряд различных спо
собов введения параметра Л. В качестве числового 
параметра Л может быть использован также и один из 
естественных параметров , содержащихся в рассмат
риваемой задаче .  

В зависимости от способа введения параметра Л 
П .  в .  м. является прямым или итерациопиым методом. 
Совместное применевне прямого и итерациоипого 
методов ваз. комбинированным П. в. м. Напр., яте
рационный метод типа усовершенствованного метода 

также вопросы применевин П .  в. м. для обращения 
и псевдообращения линейных операторов , построения 
псевдорешепий (и решений) линейных функциональ
ных уравнений с минимальным уклонением по норме 
(в заданном подпространстве) от начального значения, 
суммирования операторных рядов и построения нек-рых 
классов проекторов , определения начальных прибли
жений для ятерационных процессов , решения опера
торных дифференциальных уравнений и задач линей
ной алгебры , для доказательства разрешимости нели
нейных систем , связанных с вариационными задачами , 
и построения их решений , минимизации функцяовалов 
и многих других. Изучены обширные классы эффек
тивных модификаций П .  в. м. , в том числе и с последо
вательной аппроксимацией обратного оператора Г (х, Л) 
или Г (х). И зучены также широкие классы задач 
ветвления и неливейвые задачи па собственные зна
чения . (Впрочем , случай ветвления может быть бло
кирован друГИА! СПОСОбОМ ВВедеНИЯ параметра Л ИЛИ 
путем введения дополнительноl'о параметра т.) П. в. м. 
исследован также как метод «градиентного>> типа, а 
также без предположения существования Г (х). 

См. также Продо.лжепия по параметру метод. 
Лит. [1) Д а в и д е н н о д. Ф ,  <•доил. АН СССР», 1 953 , 

т. 88 ,  .М 4, с. 601 -02; [2] е г о ж е, «Унр. матем. ж. »,  1 955, 
т. 7, с. 1 8 -28, [3] Г а в у р и н  М. Н . ,  «Изв. ВУЗ ов . М ат е
матина>>, 1 958, .М 5 , с. 1 8 -3 1, [4] П о  л я н Б. Т . ,  «Ж. вычисл. 
матем. и матем. физ . » , 1 96 4, т .  4 ,  М 6 ,  с .  995-1 0 0 5 ; [5 ] Д а в и
д е н к о Д.  Ф. , «Доил. АН СССР », 1 96 5 ,  т. 1 62 ,  No 3, с. 4 99-
5 02;  [ 6] М и х л и н С. Г. , Ч исленная реализация вариацион
ных методов , м. , 1 96 6 ;  [7] К 1 е i n т i с h е 1 Н. , <<Matl1. 
Nachr.» ,  1 9 68, Bd 3 7 ,  Н. 5/6 , s. 3 1 3 -43; [8 ] Н р а с  н о с е ль 
с к и й М .  А. [и д р. ] \ Приближе нное решение операто рных 
у равнений, М ., 1 969; ( 9J Л и :к а д. Н . ,  Ш а  ф и  е в Р. А., 
«Изв. АН Молд. ССР .  Сер . физ . -техн.  и м атем . паую>, 1 970 , .М 2, с. 1 3 - 1 8 ; [1 0] Ж и д н о в Е. П. [и др. ] , «Физи:к а  эле
ментарных ч астиц и атомного ядра>>, 1 9 73 , т. 4 ,  в. 1 ,  с. 1 27 -6 6; 
[1 1 ] Д а в и д е н н о Д. Ф. , <<Ж. вычисл. матем. и матем . физ . » , 
1 97 5 ,  т. 1 5, .М 1, с. 30- 47 ; [ 1 2 ] О р т  е г а д ж., Р ей н
б о л д т В. , Ятерационные мет оды решения пс липейпы х  систем 
у ра внений со многими неизвес тными, пер. с апrл. ,  М . , 1 97 5, 
[ 1 3 ] Н е л л е р  Г., в кв. Методы вычислительной и пр ин.п ад
ной математин и, в. 2, Новосиб. , 1 97 7 ,  с. 6 -3 6 ;  [14] Д а в и
д е н к о д. Ф. , в кв.:  Математичесное программироаание и 
смежные вопросы. Вычи слительные методы, М . , 1 97 6, с. 1 8 7 -
2 1 2; [ 1 5] Н ол я да Ю .  В . , С и г о р с н и й  в .  П ., «Нибер
н етика)), 1 980 , No 3 ,  с 24- 28.  д. Ф.  Давиденпо. 

ПА РАМЕ ТР ИКСА МЕ ТО Д - один из методов изу
чения краевых задач для дифференциальных урав-
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пениl! с персменными коэффицирнтамп с помощью ин·· 
тегральных уравнений . 

Пусть в какой-либо области G п-мерного ев 1шидова 
пространства IR" рассматривается эллипти'l . диффе
ренциальный оператор порядка т 

L (х , D) = � аа (х) Da . (1 ) -"" 1 а 1 ";;: т 
В равенстве (1) символом а обозначен мультииндекс 
а= (al , а2 , . . .  , а,.) , где а1 - неотрицательпые целые 
'!Исла , l a l = a1+ . . .  + am D a= D�• . . .  D�" , D j= - i  д� . 
Каждому оператору (1 )  сопоставляется однородн�ii 
эллиптич. оператор 

Lo (х0 ,  D ) = � аа (х0) D a. -""1 а l =m 
с постоянными коэффициентами, где х0 Е G - прои�
нольная фиксированная точка . Пусть в (х, х0) обозна
чает фундаментальное решение оператора L0 (х� , D) , па
раметрически зависящее от х0 ,  тогда функция Е (х, х0) 
паз . п а  р а м  е т р и  к с о м оператора (1) с особен
ностью в точке х0 • 

В частности, для эллиптич . оператора 2-ro порядка 
�n д2 

L (x, D) = . .  а;1 (х)-д д ·  + t , ! = 1 x t. x j  
+ �� Ь · (х) _д

д . + с (х) �r.= l  l x t 
в качестве параметрикса с особенностью в точке у 
может быть взята ф у н к ц и я .Л е в и :  

( 1 . [R (х ,  y)]2 - n , n > 2 ,  
( ) t (n - 2) UJn У А (у) 

Е х , у = (2)  / ln R (x , y) , n = 2 . 
2n А (1/) 

В равенстве (2) w,.= 2nn/ z / Г ( n /2 ) ,  А (у ) - определи
тель матрицы l laij (Y ) I I , 

R (х , у) =�� i = l A;J ( у ) (х; - у;) (xj - Yj) , 
А ;1_(у) - элементы матрицы, обратной к матрице l [a;1(y) l l .  

Пусть S х. - интегральный оператор 

(S 4Р) (х) = � G е (х - у, х0) !р (у) dy ,  (�) 
действующий на функциях из С 0 ( G) , и 

Tx0= Sx0 [E0 (x0 , D) - L (x ,  D) ] . 
Поскольку, в силу определения фундаментального 
решения,  

L0 (х0 , D) Sx0 = Sx 0L0 (х0 , D ) = l, 
где I - тождественвый оператор, то 

l= Sx0L (х , D) + Txo · 
Это равенство о:�начает, что для каждой достаточно 
гладкой и финитной в области G функции q> справед
ливо представление 

rp = S х/< (х , D) rp + Т  x0q> (4) 
и, кроме того , если 

f(! = S xof + Т xoq> , 
то q> я в л я rтся решением уравнения 

L (x, D) rp = f . 
Таким образом, вопрос о локальной разрешимости 
уравнения ЕФ = f сводится к вопросу об обратимости 
оператора I- Тхо· 

Е сли применять оператор Тхо н функциям rp, к-рые 
обращаются в нуль вне шара радиуса R с центром в 

точне .т0 , то при достаточно малом R норма оператора 
Т может быть сделана меньше единицы . Тогда будет хо 
существовать оператор (I- Тхо) - l и, следовательно , 
оператор Е= (I- Тхо) - 1S хо• к-рый является обратным 
к оператору Е (х, D ) .  Оператор Е является интеграль
ным оператором, ядро к-рого представляет собой фун
даментальное решение оператора Е (х, D ) .  

Параметриксом иногда ваз. не только функцию 
е (х, х0 ) , но и интегральный оператор S хо с ядром 
Е (х , .т0) , определенный равенством· (3) . 

В теории псевдодифференциальных операторов вме
сто оператора S хо параметриксом оператора L (х , D ) 
ваз . оператор S такой, что I -L (х , D)S и I -SL (х ,  D )  
являются интегральными операторами с бесконечно 
дифференцируемыми ядрами . Если же таким опера
тором является лишь оператор I - SL (или 1 -LS ) ,  
т о  S ваз .  левым (соответственно правым) параметрик
сом оператора L (х, D ) .  Иначе говоря , оператор S ".11 
в равенстве (4) является левым параметриксом, если 
оператор Т ".0 в этом равенстве имеет бесконечно диф-
Ференцируемое ядро . Если у оператора L (х , D ) сущест
вуют левый параметрикс S'  и правый параметрикс S ",  
то каждый из этих операторов является параметрик
сом. Существование параметрикса цоказано для гипо
эллиптических псевдодифференциащ,пых операторов 
(см . [3] ) . 

Лит. : ( 1 ]  Б е р  с Л.,  Д ж о н Ф . ,  Ш е х т е р  М . , Урав
нения с частными проиаводными, пер . с англ. , М. ,  1 9 6 6 ;  [2 )  
М и р а н д а R. Уравневил с частными производными �.n
липтического типа', пер. с итал. . М., 1957 ; [3] Х ё р м а н
д е р  л . , в сб. : Псевдодифференциальные операторы, М. ;  1967 .  

Ш.  А. Али.мов. 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕД

СТАВЛЕНИИ МЕТОД - метод в геометрич. теории 
функций комплексного переменноrо , использующи� 
для решения экстремальных задач в классах функции 
представление этих классов с помощью интегралов , 
зависящих от параметров . 

К таким классам относятся Паратгодор и кдасс, 
класс однолистных звездообразных в круге функций, 
класс типично вещественных функций. Функции зтих 
классов имеют параметрич. представление, содержащее 
интеграл Стилтьеса 

с заданными действительliЫМИ числами а ,  Ь и функцией g (z, t) (ядро класса) , ft (t) E Ma, b •  где Ма , ь - класс 
функций, не убывающих на промежутке [ а , Ь], ft ( b )
- ft (a) = 1 (ft - парамете класса) . 

Для классов функции, имеющих параметри'I . пред
ставление с помощью интегралов Стилтьеса , получены 
вариационные формулы, к-рые при решеппп энстре
мальных аадач в этих классах поназывают, что энс
тремальная функция имеет вид 

где tk E [a , Ь ] ,  причем указывается значение т (см . [1) 
гл . 11; [3 ] ) . 

При нахождении областей значений функционалов 
и систем функционалов на таких классах иногда по
лезны следующие теоремы .  1 )  Множество В точек х= (xJ !  .т 2 ,  • • •  , :r11) 11 -мерного 
CIШЛIJДOB:l Пространства IR n , допускаЮЩIIХ Представ
ление 

k = 1 ,  2, . . . n ,  

где u k ( t ) - фиксированные непрерывные п а  [ а ,  Ь 1 
действительные функции и ft ( t) Е М а ,  ь ,  совпадает с 



2 1 5  ПАРАМЕ ТР И ЧЕСКИХ ПРЕДСТАВЛЕН ИЙ М ЕТОД 216 

замкнутой выпуклой оболочкой R ( И) множества И зволяют изучить ряд новых задач па классе S и его 
точек подклассах вплоть до их полного решения либо пo-

.xk = uk (t ) , k = 1 ,  2 , . . .  , n, a ,.;;;;;. t ,.;;;;;. b лучить результаты , сравнимые (напр . ,  в проблеме 
Бибербаха) с результатами , найденными другими 

(т е о Р е м  а Р и с  с а ) .  методами (см. [ 1 ]  п .  74) . 
2) Каждая точка х= (х1 , х2 , . ,  Xп) E R ( И)c iRn Лит.: [ 1 ]  А л е н с а н д р о в  И. А . ,  Параметричесние 

может быть представлена в виде продолжения в теории однолистных фуннци й ,  М . , 1 97 6 .  
В .  И. Попов. 

�т П АР АМ ЕТРИЧ ЕСКОГО РЕЗОН АНС А М АТЕМ АТИ-хk = ..:.Oj = 1 ЛjUk ( t j) , k = i , 2 , · · . ,  n, Ч ЕСК АЛ ТЕОРИЯ - раздел теорин обыкновенных 
где Лj>О , j= 1 ,  2, . . .  , т, � j:..1Л1= 1 ,  т ...;:п+ 1 ,  а если 
. х Е дR ( И) , то т..,.;:п (т е о р е м а  К а р а т е о д о р и) .  

3) Для того чтобы существовала ,  по крайней мере , 
одна неубывающая функция !J { t) ,  a..,.;:t..,.;:b ,  такая , что 

� : wk (t ) d!J (f ) = '\'k • k = 1 ,  2 ,  . . .  , n , 
где 
ш1 (t ) = 1 ,  wk ( t )= uk ( t )  + ivk ( t ) ;  uk ( t ) , vk ( t ) , k = 1 ,  2, . . .  , n , 
- заданные действительные непрерывные на [ а , Ь] 
функции , у1 >0,  '\'k - заданные комплексвые числа ,  
необходимо и достаточно, чтобы всякий раз ,  когда при 
нек-рых комплексных числах а1 , а2 , • • •  , an выпол
няется веравенство 

��= 1 [akwk ( t ) + ak ;-k ( t ) ] ;:=: O, а ,.;;;;;. t ,.;;;;;. Ь ,  

имело место также и веравенство 

�== 1 [akl'k + akYkl ;:=: о 

(т е о р е  м а Р и с с а ) .  
Приведеиные теоремы позволили дать геометрич. 

и алгебраич. характеристики областей значений си
стем коэффициентов и отдельных коэффициентов на 
классах функций, регулярных и имеющих положи
тельную действительную часть в круге (кольце) , регу
лярных и типично вещественных в круге (кольце) и на 
пек-рых других классах (см . [ 1 ]  Добавление; [4] , [ 5 ] ) . 

Лит. : [ 1] Г о л у з  и н Г. М . ,  Геометричесная теория фунн
ций иомпленсного переменного, 2 изд. , М . ,  1 96 6 ;  [2) R р е й н 
М. Г. , << Успехи матем. наую>, 1 95 1 , т. 6 , в. 4 ,  с. 3- 1 2 0 ;  [3]  
Л е б е д е в Н.  А . ,  А л е н с а н д р о в И. А .  «Тр Матем 
ин-та АН СССР>> , 1 9 6 8 ,  т. 9 4 ,  с. 79-89; [4) Г о л у

'
з и н а Е. г. : 

там же , с. 33-46;  [5) е е ж е, «3ап. науч. семинаров Ленингр. 
отделения Матем. ин-та АН СССР», 1 97 2 ,  т. 2 4 ,  с. 29-62; 1 97 4 , 
т. 4 4 ,  с. 1 7 -4 0 ;  1 98 0 , т. 1 0 0 ,  с. 1 7-25 .  Е. Г. Годуаина . 

П АР АМЕ ТРИЧЕСКИХ ПРЕДС ТАВЛЕНИИ МЕ-
ТОД - метод теории функций комплексного пере
менного ,  возникший из параметрического представле
пия однолистных функций и базирующийся большей 
частью на Лёвпера уравпепии и его обобщениях (см. 
[ 1 ] ) .  Самим К .  Лёвнером (К . Lowner) П .  п .  м. исполь
зовался на классе S всех регулярных однолистных 
в единичном круге функций r.Ь=/ (z) , f (O)= O ,  f' (0)= 1 , 
для оценки коэффициентов разложений 

и w =  z + c2z2 + . . .  + cпzn + . . . 
z = f - 1 (w) = w + Ь2w2 + · · · + Ьпwn + · · ·  

(см . Бибербаха гипотеза) . Затем П .  п .  м.  систематиче
ски применял Г. М. Голузин при решении проблем 
искажения , вращения , взаимного роста и других 
геометрич . ха рактернетик ото�ражения w= f ( z) , св я
;заппых со значениями f (z0) и f (z0) при фиксированном z0 ,  l z0 1 <1 .  

П .  п .  м.  связан с теорией оптимальных процессов.  
Эта связь базируется на том факте , что аналитически 
все упомянутые выше задачи формулируются как эк
стремальные задачи для управляемой системы обыкно
венных дифференциальных уравнений , получаемой из 
уравнения Лёвнера .  Использование принципа мак
симума Понтрягина (см .  Поптрягииа припцип .маli'си
.му.ма) и изучение свойств функции Понтрягина по-

дифференциальных уравнев.ий , изучающий явление па
раметрич . резонанса . 

Пусть S - нек-рая динамич . система , способная 
совершать лишь колебательные движения и описыва
емая га.мильтоповой системой липейпой (невозмущен
ным уравнением) 

r. постоянным действительным гамильтонианом Н0 • 
Таким образом , (2kX 2k)-матрица J -1H0 приводится 
J\ диагональному виду с чисто мнимыми элементами 

(V = =f  1 , . . . , =f k , ffi-v = - ffiv ) , 
1 ffiv 1 - собственные частоты системы . Пусть нек-рые 
параметры системы S начинают периодически изме
няться с частотой �>О и малыми амплитудами ,  зна
чения к-рых определяются малым параметром в >О .  
Если возбуждения не  выводят из  класса линейных га
мильтоновых систем ,  то движение системы S будет 
опиеываться возмущенным уравнением 

Jd: = [Н0 + вН 1 (�t ) + в2Н2 (�t ) + . . . ] х , (1 ) 

где H1 (s+ 2n)= H1 (s)=H1 (s) * , j= 1 ,  2 , . . .  , суть ку-
сочно непрерывные, интегрируемые в (0, 2:rt) (2kX 2k)
матрицы-фупкции , и ряд в правой части (1) сходится 
при в < r0 ,  где r0 не зависит от t . 

Возникновение неограниченно возрастающих коле
баний системы S при сколь угодно малом периодич . 
возмущении нек-рых ее параметров наз .  п а  р а м е т
р и  ч е с к и м р е з о в  а н с о м .  Параметрич . резо
нанс имеет две существенные особенности: 1 )  спектр 
частот , при к-рых возникают неограниченно возраста
ющие колебания , не является точечным, а состоит из 
совокупности малых интервалов ,  длины к-рых зависят 
от амплитуды возмущений (т.. е. от в) и к-рые стяги
ваются в точку при в --+ О; значения частот , к к-рым 
стягиваются эти интервалы , паз. к р и т и ч е с  к и м и; 
2 )  колебания нарастают не по степенному, а по экспо
ненциальному закону. Этим параметрич. резонанс 
намного <<Опаснее>> (или <<nолезнее» , в зависимости от 
задачи) обычного резонанса . 

Пусть i ffi1 , • • •  , i ffik - собственные значения 1 -го 
рода , перенумерованные так , что ffi1 ..,.;: ffi2 ..".;: • • •  ..,.;: ffik. 
Тогда критическими могут быть лишь частоты вида 

д<m> 1 . 
u jh = т 1 (J) j + (J)h 1 ' l '  h = 1 ' . . .  ' k; т = 1 ' 2 , . . . (2) 

Пусть собственные векторы fv матрицы J - 1H0 , для 
к-рых J - 1H0/v = iffiv /v , v = =f 1 , . . .  , =f k , нормированы 
так ,  что 

i (Jfv , fl! ) = fivl! sign v , v .  !J= =f 1 ,  . . . , =f k, 
где бv11 - символ Кропекера , а 

Н1 (�t) - � i1'(}1  н�1> . 
Тогда области неустойчивоети в первом приближении 
по в определяются веравенетвами 

� (m) + + .« д (m) jh /]1 Е • • • < U < Ujh + /]28 + • . .  , (3) 
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где 

/-tl,  2 -=  --k- ( х - j - j + 'Xhh =r= 2 1 х - jh i ) ' } 
x_1_1 = (н�o>t - J. f - 1) .  Xhh = (H�o >th . fh ) , 

X - Jh = (Him>f - J , fh) . 
(4) 

Если j= h, то область неустойчивости отвечает о с н о в
н о м у р е з  о н а н с у, при j f:h - к о м б и в а
ц и о н н о м у  р е з о н а н с у . Величина I X - /h l ха
рактеризует <<степень опасностИ>> критич . частоты 
f}�'{(! : чем больше эта величина ,  тем шире <<КЛинышею> 
неiстойчивости (3) с острием в точке f}�'J:

>
. Установ

лена аналитич . зависимость границ областей веустой
чивости от параметра в и получены эффективные фор
мулы для вычисления областей (3) во втором при
ближении (см. [ 3) , [ 4] ) .  

В часто встречающемсл в приложенивх случае, 
когда возмущенвал система S описывается векторным 
уравнением 2-го порядка 

ii -t- [P0 -t- вPl (ftt ) -t- в2P2 (f}t ) + . . .  ] у  = 0 ,  (5) 
где P; = P0 >0 и PJ (s)* = P j(s) =Pj (s+ 2:rt) , j = 1 , 2 , . . .  , 
собственные векторы и собственные значения (квадраты 
частот невозмущенной системы) матрицы Р0 определяют 
фор�1улами 

Р0ах = Ы�ах , 
(ых + ыл) ( ах , ал) = бх л , х , Л = 1 ,  . . . , k .  

Пусть 
pl (f}t ) - � eilftt p�l> . 

Тогда формулы (2)  и (4) примут вид 

f}
(m ) 1 (p < OI ) ih = т (ыJ + ыh) , X - J - ! = 1 а/ ,  а/ , 

Xhh = (Pfo>ah, ah) ,  X - /h = (P�m>af ,  ah) 
соответственно . В частности, в базисе е1 ,  • • •  , ek ,  
где Р 0  диагональна : 

Po = diag (PI , · . .  , Pk) 
и 

имеет место: 

Wx = + УРх . ax = ,r 1 ех , х = 1 , . . .  , k ,  
f 2wx 

и, следовательно (см. ( 5 ] ) :  

'V = -1- :rt��)  f :rt( O ) 
"' - j - j  2w  1 1  • 'Xhh = 200 hh • j h 

1 :n}r;:> . 2 fw/oh 
Рассмотрен случай нелинейной зависимости коэф

фициентов уравнений ( 1 )  и (5) от параметра 1 /f} (см. 
( 4 ] ) .  Изучен параметрич. резонанс в линейных систе
мах , близких к гамильтоновым (см. [ 6] ) .  Здесь обла
стям основного резонанса предшествуют области глав
ного резонанса, а наряду с областями комбинацион
ного резонанса появляются области комбинационно
разноствого резонанса . Для параметрич. резонанса в 
линейных распределенных системах (см . ( 7] ) получен 
ряд аналогичных результатов для операторных урав
нений (1) в гильбертоном пространстве . Исследовался 
параметрич. резонанс для нек-рых классов систем с 
конечным числом степевей свободы , описываемых нели
вейиы:ми дифферев:циальиыми уравнениями (см . [8] ) .  

Лит. : [ 1 ]  К р е й  н М .  Г. , в кн. : Памяти Александра Алек
сандровича Андронова , М. , 1 9 55 ,  с. 4 1 3-9R ;  [2J Я. к у б о
в и ч В.  А . , «донл.  АН СССР», 1 958 ,  т .  1 2 1 ,  М 4, с .  602- О о ;  
[3) е г о ж е , в нн. : Методы вычислений , в . 3 ,  Л . ,  1 966 , с .  5 1 -
69 ;  [4] Я н у б о в и ч В. А . ,  С т а р ж и н с к и й В.  М . , Ли
нейные дифференциальные уравнения с периGдическими коэф
фициентами и их приложения,  М . ,  1 972 ;  [5) М а л к и н И. Г. , 
Неноторые задачи теории нелинейных нолебюJий, М . ,  1 95 6 ;  
(6] С т а р  ж и н с н и й В.  М . ,  «Инженерный ж. Механ . 
тверд. тела•>, 1 9 6 7 ,  т. 3, с. 1 7 4-80 ; [7] Ф о м и н В .  Н . ,  Мате
матичесная rrеория параметричесного резонанса в линейных 
распределенных системах, Л. , 1 972 ;  [8) Ш м и д т  Г. , Парамст
ричесние колебания, пер. с нем. , М. , 1 978.  · В .  М .  Старжинспий. 

П АР АМЕ ТРИЧЕСКОЕ ПРЕДС ТАВЛЕНИЕ в т е о
р и и о д н о л и с т н ы х ф у н к ц и й - представ
ление однолистных функций , осуществляющих кон
формное отображение плоских областей на области 
канонич . вида (напр . ,  на круг с концентрич . разре
зами ) ;  оно возникает обычно следующим образом . 
Выбирается однопараметрич. семейство областей Q1 , 
O <.t < T, вложенных друг в друга , Q1.c.Q1, O <.t' <t<T.  
Для области Q0 предполагается известным ее кон
формное отображение .f0 на нек-рую канонич . область 
В0• По известному отображению ft области Q1 на об
ласть канонич . вида строител такое же отображение 
ft + e  для области Qt н ; , где в>О и мало . При нРпре
рывном изменении параметра t на этом пути возни
кают дифференциальные уравнения, наиболее извест
ными из к-рых являются Лёвнера уравнение и урав
нение Лёвнера - Куфарева . В дискретном случае -
для сеточных областей Q, и натурального параметра 
t - переход от отображенил ft к отображению f t + e ,  
R= 1 ,  осуществляется по рекуррентным формулам .  
Источником упомянутых формул и уравнений служит 
обычно формула Шварца (см. ( 1 ]  с. 92) и ее обобщения 
(см . [ 2 ] ) .  Не менее важным источником П .  п. служат 
вариации Адамара (см . [ 3] , [ 4] )  для функций Грина 
G1 (z ,  z' ) , z , z' E Q1 , указанного выше семейства обла
стей . Метод Адамара паз .  также м е т о д о м и н в а
р и а н т н о г о п о  г р у ж е н и л (см. (5 ] )  для эл
липтических дифференциальных уравнений . Ниже по
казана связь П. п . , вариаций Адамара и инвариантного 
погруженил в простейшем (дискретном) случае. 

Пусть Q - нек-рый набор целых комплексных чи
сел (с е т о ч н а л о б л а с т ь) и функция Грина 
Gt (z , z ' ) - экстремаль ф у н к ц и о н а л а Д и р и х
л е - Д у г л а с а 1 

lt (g) = 2g (z ' ) + �k= O �z e Q . Pk (t ) 1 V kg (z ) 1 2 
в классе R0 всех действительных на Q функций g (z ) .  
Здесь Q0= {z l z ,  z-1 , z- i , z-1 - i E Q } , 
V0g (z) =g  (z ) -g ( z - 1 - i) ,  V 1g (z) =g (z - 1) -g  (z - i) , 

(1 )  
Pk (0) = 1 ,  Pk (t -t- 1 ) = Pk (t) -t- Nб� 1 • 

N - натуральвое число, бt1- символ Кронекера и 
�t= (kt. zt) , t= O , 1 ,  . . .  , Т- 1 , - нек-рый набор пар 
чисел; {z1 i t= 1 ,  . . . , Т } - граница области Q1 ,  k1 = 0  
или 1 .  Нахождение э к  стремума функцяопала I t (g) -
яадача квадратичного программированил . СравнРнпе 
Ре решений при t и t+ 1 дает о с н о в н у ю ф о р
м у л у  и н в а р и а н т н о г о  п о г р у ж е н и л  
(в а р и а ц и ю А д а м а р а) : 

Gt н( z , z ' ) = Gt ( z , z ' ) - -1- Vk  Gt (z t , z) V k  Gt (z t .  z ' ) ,  ct t t 
(2) 

где c1= N - 1- Vk v �  G1 (z1 , zt) >O, символ V � означает t t 
разностные операторы ( 1 ) по второму аргументу функ
ции Грина . Зная функцию G0 (z , z' ) ,  можно шаг за шагом 
(рекуррентно) получить по формуле (2) все фуВlЩIШ 
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с, (z , z' ) , t= 1 ,  . . .  , 1' .  Достроив функцию Грина до вый исследованию задач оптимизации , в к-рых ус-
сеточво аналитич . функции fт (z)= Gт (z ,  z' )+ iHт ( z ,  z ' ) ловия допустимости и (или) целевая фун-кция зависят 
согласно уравнениям типа Коши - Римава от нек-рых детерминированных параметров. (Задачи,  

(-1 )k V t - kH = P/I.VfiG , в к-рых эти параметры являются случайВЬiми, состав

получают однолиствое сеточно-квазиковформвое ото
бражение w= exp[2:t/т (z) ]  области Qт в единичный 
круг . Ближайшим к началу коордива'l" будет образ точки z' .  В пре,цме при N - оо отображение сеточно
нонформно и образом области Qт служит круг с ков
центрич . разрезами . Получен вепрерыввый авалог 
формулы (2) (см . (6 ] ) .  В случае, когда все области Gt 
односвязны и кавович . областью служит единичный 
круг В , удается, используя дробио-линейвые автомор
физмы круга В, представить функцию Грина в явном 
виде 

Gt ( z , z ' ) = ln 1 1 - ft (z ) ft (z ' )  1 - ln / ft (z ) - ft (z ' ) 1 
через функцию ft (z) , отображающую Qt на В с норми
роакой / (0) = 0 ,  O E Qt для всех t E [O , Т) . 

В терминах отображения w=ft ( z) аариации Ада
мара сводится к обыквоаенвому дифференциальному 
уравнению (Лёвнера) . По сравнению с вариацией Ада
мара это уравнение значительно проще, однако ин
формация о границе области Q1 представлева в нем 
неявно - через управляющий параметр a (t)= argft (zt ) ,  
поскольку функция ft (z) заранее неизвестна . Тем не 
менее уравнение Лёвнера - основвой иветрумент П .  п. 

Были расемотревы более общие одвопараметрич. 
семейства областей Qt. O <t < T, не обязательно вло
жеВВЬiх друг в друга (см . [ 7 ) ) . Воэвикающие nри таких 
П. п. уравнения ваз. у р а в в е в и я м и К у ф  а
р е в а - Л ё в в е р а. Существуют также модифика
ции ураввевий Лёввера и Куфарева - Лёввера на те 
случаи, когда области Q1 обладают различного рода сим
метриями или иными геометрич. особенностями (см. [ 1 ] ) .  Лит. : [ 1 )  Г о JJ: у з и н Г .  м . ,  Геометрическая теория 
функций KOMIIJieKCIIOГO nереЪ!еВНОГО,  2 ИЗД. , М. , 1966 ; [2) А JJ: е К
С а в д р  о в .  и. А. , С о р о R и в А. С . ,  <<Сиб. матем. ж. )), 1 97 2 ,  
т.  1 3 , No 5 с.  971 -1 001 ; [3) Н а d а т а r d J. , Ml!moire sur le 
proЬll!me d 'analyse r�lat1f f1 l ' equilibri des plaques elastiques en
castrees, Р. , 1 90 8 ;  [4 е r о ж е, Lecons sur le calcul des varia · 
tions, v. 1 ,  Р . ,  1 91 0 ; 5] Б е :л n м а в Р . ,  Э и д ж е JJ: Э. , Дива
мическое програiUIИрование и уравнения в частных производ
ных, цер. с aвrJJ: . ,  м . , 1 97 4 ;  [6J П о п  о в в. и . .  <•донл. АН 
СССР >>, 1 972 , т. 207 ,  Na 5 ,  с. 1 048-50;  [7) R у ф  а р  е в П. П. , <<Матем. с6. »,  1 94 3 ,  т. 1 3 ,  No 1 ,  с. 87- 1 1 8 .  В .  И. Поnов. 

ПАР АМ ЕТР ИЧЕСК О Е ПР ЕДС ТАВЛЕНИ Е ф у в к
ц и и - задание функции y=f (x) , опредмевпой, вапр . ,  
н а  отрезке [а ,  ЬJ с помощью пары функций x = 9J  ( t ) , 
у='ф (t) , t Е [а, Pl . таких ,  что у функции ер : [а ,  � ]  -
- i a , Ь ] существует такая однозначная обратная 
функция ер - 1 : [а ,  Ь] - [а,  PJ , что /='фоер - 1 ,  т. е .  
для любого х Е [а , Ь 1 имеет место 

/ (х) = 'ф [qг 1 (х) ] . 

П р  и м е р . Пара функций x= cost , y= sint ,  O ..;;: t ..;;:n ,  
является П.  п .  функции у= У1 - х2 , - f <:x-<: 1 . 

Если в точке t0 E [ a ,  Ь] П. п .  функции / дифференци
руемо , т. е. функции ер и 'ф дифференцируемы, и ер' ( t0) i: 
:;i: O, то параметрически представленная функция f диф
ференцируема в точке x0= cp (t0) и !' (х0) = 'Ф ' ( t 0)/ep' (to) · 
Если, кроме того , у функций ер и 'Ф в точке t0 сущест
вуют производвые порядна n, n= 2 , 3, . . .  , то и у 
функции f в .  точке х0 существует производпая порядка 
n ,  причем она является дробио-рациональной функ
цией от провзводных функций q> и 'ф порядков k ,  k= 1 ,  
2 ,  . . .  , n, в знаменателе к-рой стоит (2п - 1 )-я степенr, 
значения производвой ер' ( t0 ) , вапр . ,  

!" (х ) = \11' ( t, J  !i> ' ( 1, ) � 1)> '  ( 1, )  !i>" ( 1,) 0 [!i> '  Uo) J "  • 
Л. Д. Нудрявцев . 

ПАРА МЕ ТР ИЧ ЕСК О Е  П РОГРАММИ РО ВА НИЕ -
раздел :м.ате:м.атичес�ого програ.м:м. ировапия,  посвящен-

ляют предмет стохастического програ.м:м.ировапия . )  
В общем виде задача П .  п .  заключается в максими

зации целевой функции f ( х, Л) по всем х = ( х1 , 
.rп) Е Rn , удовлетворяющим ограничениям 

Ki (x, Д) ..,;;; Ь i (Л) , i = 1 , . • •  , т , ( 1 ) 
где Л. - вектор параметров ,  принадлежащий не:к-рому 
заданиому множеству параметров Лc: IRP . При любом 
фиксированном Л. эта задача представляет собой обычную задачу математич . программировавия . Пусть 
Л' с: Л - множество тех значений Л, при к-рых эта 
задача разрешима (м в о ж е с т в о р а з р е m и м о
с т и) . Оптимальное решение х* = х� естествеиным 
образом явля ется функцией от д. Под р е ш е н  и е м 
з а  д а ч и П .  п .  понимается семейство {х� }  при всех 
Л Е Л' . 

Источники задач П .  п .  довольно разнообразны . Это 
прежде всего стремление отразить определенный про
извол , с к-рым передко бывают определены все илп 
нек-рые исходные данные практической оптимизаци
онной задачи ,  либо охватить единой формулировкой 
несколько связанных между собой вариантов задачи 
(или целое семейство задач , папр . ,  зависящих от вре
мени) . П. п. является паиболее адекватным способом 
постановки важной проблемы устойчивости решений за
дач оптимизации относительно вариаций тех или иных 
исходных данных .  Наконец, с задачами П .  п. тесно 
связана проблема нахождения множества оптимумов 
Парето в задачах многокритериальной оптимизации . 

Если при любом фиксированном Л задача П .  п .  пред
ставляет собой задачу линейного програ:м.:м.ирова//,ия 
(выпу�лого прогр а:м.:м. ир овапия и т. п . ) ,  то говорят .J за
даче л и в е й  в о г о (соответственно в ы п у к л  о г о 
и т. п . )  п а р а м  е т р и ч е с  к о г о п р  о г р а м м и
р о в а н и я. В общем виде проблематику П .  п. мож
но охарактеризовать следующим образом . 1 ) Нахож
дение и выяснение свойств множеств разрешимости Л' .  
2) Нахождение областей устойчивости решений, харак
теризация их строения ; анализ поведения веустойчи
вых задач . 3) Характеризация завИсимости оптималь
ного значения целевой функции от вектора параметров . 

В полном своем объеме (з:. е .  для произвольвых це
левых функций, ограничений и областей изменения 
параметров Л) эти задачи весьма трудны . Достаточно 
продвинуты в теоретическом и вычислительвом отно
шении лишь век-рые частвые их классы . В освовном 
это касается задач линейного П. п . ,  в к-рых : либо 
а) целевая функция линейно зависит от одного скаляр
иого (Л= IR1) параметра, либо б) иравые части огра
ничений линейно зависят от одного параметра ,  либо 
в) целевая функция и правые части ограничений ли
нейно зависят от двух везависимых скалярных пара
метров или от одного и того же параметра ,  г) целевая  
функция линейно зависит от векторного параметра ,  
д )  правые части ограничений линейно зависят от 
векториого параметра . Случай зависимости от пара
метров матрицы ограничений задачи линейного про
граммировавия весьма сложен и пока ( 1983) иссле
довав недостаточно. Для случая а) ,  иапр . ,  решение 
указаиных проблем 1 )  - 3) характеризуется следую
щим образом . Пусть требуется максимизировать 

(2) 

п рп условпях 

��- l а;1х; .,;;;;, Ь ; ,  i = 1 , . . .  , т; х; � О , j = 1 , . . . , n, 1 --
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где Л Е Л= R1 • Тогда существует такое разбиение Л 
на конечно!' число открытых слева интервалов : Л= 
= U :_1Лk ( где интервал Л1 неогравичен слева , лq не
ограничен справа ,  причем возможен случай совпа
дения одного из них с Л) ,  что при всех Л Е Л" соответ
ствующая задача линейного П. п. разрешима,  причем 
на каждом интервале Ak , k= 1 ,  . . .  , q,  она имеет один 
и тот же uазис . Исключение могут составлять лишь 
интервалы Л1 и Aq, на к-рых целевая функция (2) 
может быть неограниченна . Таким образом, в данвой 
задаче множество разрешимости А' представляет 
собой объединение всех А" за возможным исключением 
А1 и (или) Лq. Далее , оптимальное значение целевой функции на каждом А", k= 1 ,  . . .  , q, является выпук
лой кусочво .линейной функцией параметра Л. 

Численвые методы решения однопараметрических 
(А= IR1)  задач линейного П .  п. представляют собой 
модификации си.мпле�>с"ого .метода; в случае много
мериого пространства параметров приходится привле
кать более сложные соображения . 

Лит . :  [ 1 )  Г о п ь ш т е й н  Е. Г. ,  Ю д и н  д. Б . Новые 
наnравления в ланейком npoгpaммиpollalfQИ, М. , 1 966 ; [ Z] Theo
rie der l lnearen parametrlвchen Optimlerung, В . , 1 974 .  

А .  А .  Rорбут , 

ПАРАМ ЕТРИЧ ЕСК О Е  УРАВН ЕНИЕ м в о ж е с т
в а т о ч е к п р о с т р а в с т в а - задание точек 
этого множества или их координат в виде значений функций век-рых перемеввых , называемых п а р а
м е т р а м и .  

Параметрич. задание прямой в п-мервом векторном 
пространстве IR.n имеет вид 

x = x<ol + at ,  x<oi E Rh ,  aE IR " ,  - оо < t < + оо , (t ) 

где х<0 !  и а - фиксироваввые векторы, х<0! - началь
ный вектор , а a ;z: O  - направляющий вектор,  парал
лельвый прямой . Е сли в IR.n задан базис и координаты 
вектора х обозначаются через х1 ,  • • •  , Xno то уравнение 
( 1 )  в координатвой форме имеет вид 

x�c = xk0 ) + a�гt , - оо  < t < + оо , k = 1 ,  2, . . .  , n .  

Параметрич. задание т-мерной гиперплоскости в 
IR.n имеет вид 

x = x<ol + a<l l t 1 +  . . .  + a<m l t111 , x<oiE Rn , (2) 
a(ji E Rn , - оо < t1 < + оо ,  j = 1 ,  2 , . . . , т ,  

где х<0! - начальный вектор ,  соответствующий нуле
вы� значениям параметров t 1,  а a < l ! , . . .  , a<m l - ли
неино невависимая система т векторов , пара.ллельвых 
рассматриваемой гиперплоскости . В Iюордиватвой фор
ме уравнение (2) имеет вид 

X�e = x�0 ) + ak1 )t i + . . .  + akm)t111 , - оо < t 1 < + оо ,  

j = l ,  2 , . . .  , т ,  k = l ,  2, . . . , n . 

Параметрич. задание т-мерной поверхности в Rn 
имеет вид 
x = x ( t ) = x (t 1 , . . .  , t111 ) , t = (t1 , . . .  , t111) E E c: Rm , (З) 

где Е - вапр. , замыкание век-рой области т-мерного 
nространства IR.m , а х : Е -+  R" - отображение не
к-роrо класса: непрерывное, дифференцируемое,  не
nрерывно дифференцируемое, дважды дифференциру
емое и т .  д . ,  в зависимости от чего рассматриваемая 
т-мерная поверхность также ваз . соответственно не
прерывной , дифференцируемой и т .  д. В случае т= 1  
множество Е является отрезком: Е= (а ,  Ь] и П. у .  (3) 
превращается в П .  у. кривой: x= x ( t ) , a <:t <b,  в про
странстве IR.n . Напр. ,  x1= cos t , x2= sin t, О -с;: t .".:2л:, 
является П. у. на плоскости окружиости единичного 
радиуса с центром в начале координат . 

В качестве множества Е ,  на н-ром задано рассмат
риваемое параметрич .  представление , иногда вместо 
замыкания т-мерной области берутся подмножества 
пространства IR.m другой природы . л. д. Rудр�в. 

ПАР ЕТО РАСПРЕД ЕЛЕН ИЕ - непрерывное распре
деление вероятностей с плотвостью 

( а ( х0 ) a + l р (х) = , Х. х , Хо < х < оо , 
� О, х о;;;;; х0 , 

зависящей от параметров х0 >О и а >О . В такой �усе
ченной» трактовке П .  р. выделяется как самостоя· 
тельное распределение иэ семейства бета-распредеде
"ий 2-ro рода с плотвостью 

1 xll - 1 
B ( �-t .  а) ( 1 + x) IL + a 

�-'- • а > О ,  О < х < оо ,  

при !J.= 1 .  Для любого фиксированного .т0 П.  р .  c n o -
x. 

дится преоuразованием х= у- к бета-распределению 
1-го рода . В системе Пирсо"а 1>ривых П .  р .  принад
лежит к расnределениям �типа V l ))  и «типа X l >> .  Мате
матическое ожидание П .  р .  конечно при а > 1  п равно 
axn/ (a-1 ) ;  дисперсия конечна при а >2 и равна 
ах�/ (а- 1 )2 Х (а-2) ;  медиана равна 2 1/а.т0 .Фувкция рас· 
иределения П. р. определена формулой 

Р {Х < х} = 1 -
( :• ) а , х > х0 , а > О . 

П .  р .  получило широкое распространение в различ
ных задачах эковомич . статистики начиная с раuот 
В .  Парето (W . Pareto ,  1897) о распределении доходов. 
Считалось , что П. р .  достаточно хорошо описывает 
распределение доходов,  превышающих век-рый уро
вень, в том смысле, что это распределение должно 
иметь хвост порядка 1/ха при х -+  оо . 

Лит . : [ 1 ] Н р а м  е р  Г. , Математичесние методы статис· 
тина, пер. с англ. , 2 изд. , М . ,  1 97 5 .  А .  В.  Лрохоров. 

П АР ИКМ АХЕРА ПАРАД О КС - то же , что анти
"омия <<деревенский парикмахер» . 

ПАРСЕВ АЛЯ РАВЕНС ТВО - равенство , выражаю
щее квадрат нормы элемента в векторном пространстве 
со скалярным произведением через квадраты модулей 
коэффициентов Фурье этого элемента по век-рой ор· 
тоговальвой системе элементов ; так , если Х - норми
рованное сепарабельвое векторвое пространство со 
скалярным произведением ( · ) ,  1 1 · 1 1  - соответствующая 
ему норма и {е,. } - ортогональная в Х система ,  е,. :;о: О, 
n= 1 ,  2 ,  . . .  , то р а в е в с т в о м П а р с е в а л я 
для элемента х Е Х ваз .  равенство 

(1 ) 
(ж, еп) где а,.= ( еп ,  еп) , n= 1 ,  2 ,  . . .  , - коэффициенты Фурье 

элемента х по системе {е,. } . Если :�та система {е,. } 
ортонормировавная , то П .  р. имеет вид 

В ыполнение П. р. для данного элемента .т Е Х явля
ется необходимым и достаточвы111 условием того , чтобы 
ряд Фурье этого :JЛемента по ортоговальвоii системе 
{еп }  сходился к самому элементу х по норме про
странства Х . В ыполнение П. р . для любого элемента 
х Е Х является необходимым и достаточным условием 
для того, чтобы ортогональная система {en,} была пол
вой системой в Х .  Отсюда следует , в частности :  

если Х - сеnарабельвое гильбертоно nространство 
и {еп }  - его ортовормировавный базис , то П. р . по 
системе {е,. }  выnолняется для каждоrо элемента х Е Х ;  
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если Х - сепарабельпое гильбертово пространство , 
х Е Х , У Е Х , {еп } - ортовормировапный базис в Х ,  
an= (х , en) и Ьп= ( у ,  еп) - коэффициенты Фурье 
соответственно элементов :r и у, то справедливо ра
венство 

(х , У) = �:= 1 anl;n, (2) 

ваз .  о б о б щ е в в ы м р а в е в с т в о 111 П а р с е
в а л я .  В достаточно законченном виде вопрос о 
полноте систем функций, являющихся собственными 
функциями дифференциальных операторов, был изу
чен В .  А. Стекловым [ 1 ] . 

П .  р. обобщается и на случай весепарабельвых 
гильбертовых простравств : если {еа. } , а: Е �  (� век-рое 
множество индексов) , является полной ортонормиро
вавной системой гильбертова пространства Х ,  то для 
любого элемента :r E X справедливо П. р .  

(х, х) = �а. е %! 1 (х , ea) l 2 , 
причем сумма в правой части равенства понимается как 

sup �а е %1 1 (х , еа ) 1 2 , %1, 
где верхняя грань берется по всевозможным конечным 
подмножествам �о множества �.  

В случае, когда X= L2 [-:rt , :rt]  состоит из действи
тельных функций, квадрат к-рых интегрируем по Лебе
гу на отрезке [-:rt , :rt ] ,  f E L2[ -:rt , :rt ] , в качестве полной 
ортогональной системы взята тригонометрич . система 
функций и 

f - ..2f- + �:= l  an cos nx + Ьп sin nx, 

равенство ( 1) имеет вид 

r n а2 "' � J - n f2 (t ) dt =-f- + �n= l  ( а� + Ь�) 

и ваз . к л а с с и ч е с к и м р а в е н с т в о м П а р
е е в а л я; оно было указано М .  Парсевалем 
(М .  Parseval, 1 805) . 

Если g E L2 [-л: , л:] и , 
а о ,, "' , , 

g - 2 + �n= 1 an cos n х + Ьп sin n :r ,  

то  равенство , авалогичное формуле (2 ) ,  выглядит сле
дующим образом: 

1 r n 1 , ,_" "' ( , , ) n J - n f ( t ) g (t ) dt = z aoao + �n = l апап + ЬпЬп . (3) 

Классы К и К' действительных функций , опреде-
ленных на отрезке [-л:, :rt] , такие, что для всех f Е К 
и g E К имеет место обобщенвое П .  р .  (3) , ваз. допол
нительными. Примером дополнительных классов яв
ляются пространства Lp( -л:,  :rt] и 

1 1 Lp'  [- :rt, л:] , р- + р;- = 1 ,  1 < р < + оо . 

Лит. : [ 1 ]  С т е н л о в В. А . , «3аписни Физино-математич . 
общества>>, сер . 8 ,  1 9 0 4 , т. 1 5 , .М 7 ,  с. 1 - 3 2 ;  [2 ] Н и н о л ь
с н и й С. М . ,  Нурс математичесного анализа , 2 изд. ,  т. 2 , М . ,  
1 97 5 ;  [ 3 ]  И л ь  и н В .  А . ,  П о з н я н Э .  Г. , Основы математи
чесного анализа , 2 изд. , ч. 2 , М . ,  1 98 0 � [ 4 ]  Б а р  и Н. Н . ,  
Тригонометричесние ряды, м. , 1 96 1 ;  t5]  3 и г м у н д А. , 
Тригонометричесние рЯды, пер. с англ . , т. 1 ,  М . , 1 96 5 ;  [ 6 ]  
Н и р и л л о в А .  А. , Г в и ш и а н и А .  д . ,  Теоремы и за
дачи фуннционального анализа , М . , 1 97 9 .  Л. д. Rудряrщев. 

ПАРСЕВ АЛЯ - ПЛ АНШЕ РЕЛЯ ФО РМУ Л А  - см . 
Плапшереля теоре;м,а. 

П АС К АЛЕВ А ГЕОМ ЕТРИЯ - геометрия плоскости, 
построеввой над полем (коммутативным телом) . На
звание этой геометрии связано с тем, что � этой гео
метрии на плоскости выполняется ковфигурационное п р е д л о ж е в и е П а п п а - П а с к а л я: если 

точки 1 ,  3 , 5 11 2, 4, 6 соответственно лежат на прямых 
(коллипеарны) , то точки пересечения пар прямых ( 1 , 2) и (4, 5), (2 , 3) и (5, 6) ,  (3 ,  4) и (6 ,  1 ) - точки 9 ,  7 ,  
8 - также лежат н а  одной прямой при любом выборе 
системы образующих 
точек 1 ,  3, 5 на од- r 
пой прямой и 2 ,  4 ,  
6 - на другой пря
мой, отличной от пер
вой (см. рис . ) . Важней
ший частвый случай 
этого предложения (в 
аффинной плоскости) -�:::::..--�---�---утверждает: из того, 4 б 2 
что прямая (4 , 3) па -
раллельва (6 ,  5) и прямая (6 ,  1 )  параллельна (2 ,  3) ,  
следует параллельвость прямых (2 ,  5)  и (4 ,  1 ) .  

П .  г .  плоскости может быть построена над беско
печными или конечными полями , соответственно этому 
плоскость ваз .  бесконечной или конечной п а  с к а
л е в о й п л о с к о с т ь ю .  

Впервые важную роль предложения Паскаля в 
построении rеометрич . систем над бесконечными по
лями исследовал Д .  Гильберт (D . Hilbert, см. [ 1 ] ) , 
к-рый устававливал доказуемость предложения Па
СКII.ЛЯ при различных наборах аксиом из системы 
аксиом евклидова пространства . д .  Гильберт показал,  
что Паскаля теоре;м,у в бесконечной плоскости можно 
доказать с помощью плоскостных акеиом ивцидевт
вости , порядка, конгруэнтности, параллельности и 
непрерывности, причем было установлено, что без 
аксиом непрерывности в этом случае теорему Паскаля 
доказать нельзя. 

Опираясь же на пространствеиные аксиомы системы 
Гильберта , теорему Паскаля можно доказать без 
аксиом конгруэнтности, во обязательно с примевением 
аксиом непрерывности (исключение аксиом непрерыв
ности в бесконечной плоскости приводит к пепаска
левой гео;м,етрии ) . Возможность доказательства тео
ремы Паскаля аналогична в указанном смысле воз
можности доказательства Д еаарга предложения с ис
пользованием пространствеиных аксиом, однако в 
доказательстве теоремы Паскаля проявляется особая 
роль аксиом непрерывности Архимеда в бесконечных 
плоскостях (см . Неархи;м,едова гео;м,етрия) .  

Предложение Паппа - Паскаля проективво выпол
няется в век-рой плоскости тогда и только тогда , когда 
умножение во всех натуральных телах этой плоско
сти обладает коммутативнЫм свойством, или инач.е : 
натуральвое тело всякой паскалевой плоскости яв
ляетсЯ полем и, наоборот, плоскость, построеиная над 
полем, обладает П. г. Поэтому П .  г. иногда ваз . г е о
м е т р и е й  с к о м м у т а т и в н ы м у м н о ж е
н и е м. Таким образом, в паскалевой плоскости кон
фигурационвое предложение Паппа - Паскаля имеет 
алгебраич . инвариант, выражающий коммутативное 
свойство умножения в множестве, над к-рым построена 
эта плоскость .  

В любой проективной плоскости теорема Паппа -
Паскаля влечет за собой предложение Дезарга . 

Конечная паскалева плоскость как конечная про
ективная плоскость существует только в случае, 
если число точек, лежащих на каждой прямой этой 
плоскости, есть pS+ 1 ,  где р - простое, s - нату
ральное число . Так как всякое конечное альтерна
тивное тело является полем, то в конечной плоскости 
предложение Дезарга влечет за собой теорему Пап
па - Паскаля, причем последняя является следствием 
т. н. малой теоремы Дезарга . Вместе с тем существуют 
конечные проективвые плоскости , являющиеся пе
паскалевыми . Паскалева плоскость изоморфна двойст
венвой себе плоскости . 
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Значение П .  г. определяется ее ролью при исследо
вавии независимости системы аксиом, в частности 
системы аксиом Гильберта евклидоной геометрии . При 
построении бесконечной плоскости на основе групп 
а.ксиом инцидентности, порядка и параллельности 
предложение Паппа - Паскаля должно рассматри
ваться как дополнительная аксиома . С другой стороны, 
с помощью комбинаций конечного числа конфигураций 
Паппа - Паскаля оказывается возможным решить 
задачи на построение, в к-рых используется лишь 
понятие инцидентности и, может быть, параллель
вости . 

Лит. : [ 1 ]  Г и л ь б е р т д. , Основания геометрии, пер . 
с нем. М.- Л. , 1 94 8 ;  [2] В i е Ь е r Ь а с h L. , Einleitung in 
die hбhere Geometrie , Lpz. , 1 93 3 ;  [3] С к о р в я к о в Л. А . ,  
«Усnехи матем. наук», 1 95 1 , т.  6 ,  в .  6 ,  с .  1 1 2- 5 4 ;  [4] D е mb о w s k i Р. , Finite geometries, В . - [u . а . ] , 1 968 ; [5] R е i
d е m е i s t е r К . ,  Grundlagen der Geometrie, В . ,  1 93 0 ;  [6] А р  т и в Э . ,  Геометрическая алгебра ,  пер . с англ . ,  М . ,  1 969 .  

Л. А .  Сидоров. 
П АСК АЛЯ РАСП РЕДЕЛ ЕНИ Е  - дискретное рас

пределение вероятностей случайной величины Х ,  при
нимающей целые неотрицательные значения k = O ,  1 ,  
2 , . . . в соответствии с формулой 

Р {X = k} = C�:t1-IP' (1 - p) k ,  

шины совпадают (но 
не еолее чем по две в 
одной точке) . В этом 
случае в ка 11естве 
прямой , проходящей 
через две совпадаю
щие вершины , при 
иимается касательная 

Рис .  3 .  

к линии в этой точке. Касательная к линии 2-го по
рядка ,  проведеиная в одной из вершин . вписанного 
пятиугольника, пересекается со сторонои, противо
положной этой вершине, в точке , к-рая лежит на 
прямой , проходящей через 
точки пересечения остальных 
пар несмежных сторон этого 
пятиугольника (см. рис . 2) . 

Если A B CD - четырех-
угольник, вписанный в ли
нию 2-го порядка , то точки 
пересечения касательных в 
вершинах С и D соответст
венно со сторонами AD и В С  
и точка пересечения прямых 
А В  и CD лежат на одной пря-

где О <р <1 и целое r>O - параметры . 
Производящая функция и характеристич. 

1 мой (см . рис .  3) . 
функция Точки пересечения каса -

тельных в вершинах тре
Рис. 4 .  

П .  р .  равны соответственно 
Р (z ) = p' ( 1 - q z) - ' 

и 
f (t ) = p' ( 1 - qeit) - r , q = 1 - p .  

М атематич. ожидание и дисперсия суть rq/p и rq/p2 • 
П .  р .  с параметрами r и р возиикает естественным 

образом в схеме Берпулли испытан ий с вероятностью 
«успеха» р и вероятностью «неудачи» q= 1 -р как 
расnределение числа «неудач» до наступления r-го 
«успеха» .  При r= 1 П .  р. совпадает с гео.метрически.м 
распределением с параметром р , а при r > 1  - с рас
пределением суммы независимых случайных величии, 
имеющих одинаковое геометрич . распределение с па
раметром р .  В соответствии с этим сумма независимых 
случайных величип Х1 , • • •  , Х ", имеющих П .  р. с 
параметрами р и r1 , • • .  , r" соответственно, имеет П .  р .  
с параметрами р и r1+ . . .  + r" . 

Функция распределения П .  р .  при k= O, 1 ,  2, . . .  
за;цается формулой 

F (k) = В ( r ,  \н 1 )  � : xr - l  (1 - x)k dx , 

где в правой части стоит значение функции бета-рас
пределения в точке p (B ( r ,  k+ 1 ) - бета-функция) . 
Используя это соотношение, можно доопределить 
F (k) для всех действительных r>O .  В таком обобщен
ном смысле П .  р. ваз .  отрицательным бипо.миальпы.м 
распределением . 

Лит. : [ 1 ]  Ф е л л е р В . , Введение в теорию вероятностей 
и ее приложения,  пер . с англ. , 2 и зд. , т.  1 ,  М . ,  1 967 .  

А . В .  Прохоров. 
П АСКАЛЯ ТЕО РЕМ А: противоположные стороны 

шестиугольника ,  вписанного в линию 2-го порядка , 

Рис . 1 .  Рис . 2 .  
пересекаются в трех точках , лежащих па  одной прямой (ва п р  я м о й  П а с к а л я, см. рис. 1 ) .  П. т. верна 
и в том случае , когда две или даже три соседних вер-

11 8  :Математическая эвц . , т . 4 

угольника , вписанного в линию 2-го поряд�а ,  с про: 
тивоположными сторонами лежат на одвои прямои 
(см. рис . 4) .  

П .  т .  двойственна Бриапшопа теоре.ме . 
П.  т .  установлена Б .  Паскалем (В . Pascal , 1 639) . 

Частвый случай П .  т. для линии 2-го порядка, вырож
дающейся в пару прямых, был известен еще в древ
ности (см .  Паппа аксио.ма) . 

Лит. : [ 1 ] Г л а г о л е в Н. А. , Проекmвная геометрия, 
2 изд. , м . , 1 96 3 ;  [2] Е ф и м  о в Н .  В . , Высшая геометрия, 
6 изд. , М . ,  1 97 8 .  П. С. Модеttов, А .  С. ПархоJКеttко. 

П АСК АЛЯ ТРЕУГОЛЬНИК - таблица чисел, яв
ляющихся бипо.Мllальпы.ми коэффициепта.ми .  В этой 
таблице по боковым сторонам равнобедренного тре
угольника стоят единицы ,  а каждое из остальных 
чисел равно сумме двух чисел , стоящих над ним слева 
и справа :  

1 1 
2 1 

1 3 3 1 
1 4 6 4 1 

1 5 1 0 1 0 5 1  
1 . . . . . . . . . . . . .  1 

В строке с номером п+ 1  выписаны коэффициенты раз
ложения бинома (а+ Ь)" . Треугольная таблица ,  пред
ложенная Б .  Паскалем в «Трактате об арифметическом 
треугольнике» ( 1654) ,  отличается от выписанвой здесь 
поворотом на 45° .  Таблицы для изображения бино
миальных коэффициентов были известны и ранее .  

Лит. : [ 1 1  У с п  е н с к и й  В .  А . , Треугольвин Паскаля ,  
2 изд. , м . ,  1 97 9 ;  ( 2 ]  История математпни с древнейших времен 
до начала XIX столеmя ,  т .  2 , М. , 1 97 0 .  В .  И. Нечаев. 

П АСК АЛЯ У ЛИ ТК А - плоская алгебраич . кривая 
4-го порядка ; rоопхоида ок
ружности диаметра а (см . 
рис . ) . Уравнение в пря
моугольных координатах : 
(х2 + у2 - ах) 2 = 12 (х2 + у2) ; 
в полярных ноордипатах : 

р = а  cos cp + Z . 
Начало координат -
двойная точка , изолиро
ванная при a < l ,  узловая 
при a > l ,  тоqка возврата 

... 

' 

a = L  

/ " ' \ 
о,_�/ Р 
е а > (  a < L  

р 
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при a= l (в этом случае П. у.- пардиоида) . Длина 
дуги выражается эллиптич. интегралом 2-го рода . 
Площадь, ограниченная П .  у . :  

S - :rta• + :n:!2· - 2 ' 

при a > l  площадь внутренней петли при вычислении 
по этой формуле считается дважды . П . у .- частный 
случай Д еrоартова овада , она является эпитрохоидой 
(см .  Трохоида) . 

П .  у. названа по имени Э .  Паскаля (Е . Pascal , 1 -я 
пол . 1 7  в . ) ,  впервые рассмотревшего ее . 

Лит. : [1] С а в е л о в А. А . ,  Плоские кривые, М. , 1960 .  
Д.  Д. Сохо.яов. 

П АУ ЛИ М АТР ИЦЫ - двурядвые комплексвые по
стоянные эрмИ:товы матрицы коэффициентов . Введены 
В .  Паули (W . Pau1 i ,  1 927) для описания спииового � t. -
мехаиич . момента (спина s= 2 а) и магнитного момента 

- eh -
(f.L= 2тс а) электрона . Это уравнение корректным 

образом в верелятивистском случае описывает частицы 
со спином + (в единицах fo и может быть получено 

" 
из Дирака уравнен ия при условии с- �1 .  В явном 
виде П .  м. можно записать следующим образом: 

Их собственные значения равны ± 1 . П .  м. удовлетво
ряют следующим алгебраич. соотношениям: 

a;ak + akai = 2б;k , 

a;ak - akai = 2ieiklal . 

Вместе с единичной матрицей an = 11 � � 1 \  П .  м. 
образуют полную систему матриц второго ранга , по 
к -рой может быть разложен произвольвый линейный 
оператор (матрица) размерности 2 . П . м. действуют 
на двухкомпонентные функции-спиноры ФА , А = 1 , 2 ,  
преобразующиеся при вращении системы координат 
по линейному двузначному представлеиию группы 
вращений. При повороте на бесконечно малый угол 
вокруг оси с единичным направляющим вектором n, 
спинор ФА иреобразуется по формуле 

ФА = [а Ав + {- i8 (G · n)Aв J фв, 
G· n = a1nx + a2ny + aзnz . 

Из  П .  м .  можно образовать Дираr;а .матрицы 1'а,  а= О, 
1 ,  2, 3: 

1'о = ll go -
�о 1 1 ; k = 1 ,  2, 3 . 

П . м. изоморфны системе простейших гиперкомплекс
иых чисел - кватернионов. Они используются всегда , 
когда элементарная частица имеет дискретный параметр .  
прииимающий лишь два значения , иапр. при описании 
изоспина нуклона (протон - нейтрон) . Вообще П. м. 
используются не только для описания изотопич. прост
ранства, но и в формализме группы внутренней сим
метрии S и (2) . В этом случае П. м. являются генера
торами двузначного представления группы S и (2) 

и обозначаются как 't'1 , 't'2 , 't'3 • Иногда удобно пользо
ваться линейными комбинациями 

-r + = � <•l + i't'2) = \1 8 6 11 ;  .- = � ('t'l - i't'2) = 11 � 8 11 · 
В нек-рых случаях для релятивистски ковариаитиого 
описания двукомпоиеитных спинорных функций вме-

сто П .  м. вводятся связанвые с ними матрицы Sa с 
помощью следующего изоморфизма : 

S0S; + а0 = 0; S;S� = а; ,  i = 1 , 2 , 3, ( 1 )  
где знак (*) обозначает комплексное сопряжение . Мат
рицы Sa удовлетворяют переставовочным соо'l'воше
ииям: 

( 2) 
где Т) а  /J - компоненты метрич . теизора пространства 
Минконского с сигнатурой +2 . Формулы ( 1 )  и (2) 
позволяют ковариаитиым образом обобщить П. м. 
на произвольвое искривленное пространство 

SaS� + StJ S� = 2ga� .  
где ga/J - компоненты метрич .  теизора искривлениого 
пространства . 

Лит. : [1] П а у л и В . , Труды no квантовой теории, [пер. 
с нем. , т. 1-2] , М . ,  1975-77 ; L2] Н е л и п а  Н. Ф. , Физика 
элементарных частиц, М . ,  197 7 ;  [3] Б р и л ь Д . ,  У и л е р д ж. , в кн. : Новейшие nроблемы гравитации ,  М . ,  1961 ,  с. 381-
427.  В .  Г .  Rречет. 

ПАША АКС ИО МА - одна из аксиом порядка в 
Гильберта системе апсио.м евклидоной геометрии . 
Формулировка аксиомы использует поиятие <<лежать 
внутри отрезка», причем отрезок здесь рассматривается 
как система двух различных точек А и В, принадле
жащих одной прямой ; точки , лежащие <<между>> точ
ками А и В, ваз .  точками отрезка (или внутренними 
точками отрезка) .  Поиятие «между» (лежать между) 
описывается группой аксиом порядка , куда входит 
и П. а . ,  к-рая формулируется следующим образом: 
пусть А ,  В , С - три точки , не лежащие на одной 
прямой , и а - прямая в плоскости (А ВС) этих трех 
точек, не проходящая ни через одну из точек А ,  В, С ;  
если при этом прямая проходит через одну из точек 
отрезка А В, то она должна пройти через одну из точек 
отрезка А С или через одну из точек отрезка ВС.  

П .  а .  является аксиомой абсолютпой геометрии .  
С помощью других гильбертоных аксиом порядка 
можно доказать, что прямая а не может пересечь оба 
отрезка А С  и ВС. Аксиома сформулирована М .  Па
шем [ 1 ) .  

Лит. : [1 ] Р а s с h М . ,  Vorlesungen iiber neuere Geornetrie,  
Lpz . ,  1882:  (2] Г и л ъ б е р т д., Основания геометрии , пер. 
с нем . ,  М.- Л . ,  1948 . Л. А. CuiJopoв. 

ПЕ АН О  АКС ИО МЫ - система из пяти аксиом для 
натурального ряда N и функции S (прибавлеиие 1 )  
на нем, введенная Д ж .  Пеаио ( G .  Peano ,  1 889) : 

(1 ) O E N; 
(2) x E N --.. Sx E N; 
(3) x E N --.. Sx f:- 0; 
(4) x E N  1\ Y E N  1\ Sx = S y -.. х = у; 
(5) O E M /\ Vx (x E M -.. Sx E M) -.. N <= M для лю

бого свойства М (а к с и о м а и и д у к ц и и) . 
В первом варианте вместо О использовалась 1 .  Сход

ные аксиомы иезависимо предложил Р .  Дедекиид (R . Dedekin d ,  1 888) . П. а .  категоричны , т .  е. любые 
две системы (N, S , О)  и (N' ,  S ' , О' ) , удовлетворяющие 
П .  а . , изоморфны . Изоморфизм определяется функ
цией f (x, .т) , где 

f (O, 0) = 0' ,  f (Sx, Sx) = S'f (x, х) ;  
1 (х, S y) = 1 (х, у) ; 1 (х , у) = 0  для у <  х. 

Существование 1 (х,  у) для всех пар (х, у) и взаимная 
однозначность при :r<.y доказываются по индукции . 
П .  а. позволяют развить теорию чисел , в частности 
ввести обычные арифметич. функции и доказать их 
свойства . Все аксиомы иезависимы , однако (3) и (4) 
можно объединить в одну: 

x E N  1\ y E N  1\ х < у --.. х f:. у , 
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если определить х <У как 

VM [М (Sx) /\  'r/z (М (z) --+ М (Sz) ) --+ М (у) ] . 
Независимость доказывается предъявлением модели, 
в к-рой верны все аксиомы , кроме рассматриваемой. 
Для ( 1 )  такал модель - натуральный ряд, начиная с 
единицы; для (2) - множество N U {1 /2 }, где SO= 1/2 ,  
S ( 1 /2)= 1 ; для (3) - множество {О } ; для (4) - множе
ство {0 ,  1 }  с SO= S1= 1 ; для (5) - множество N U  
U {-1 } . 

Иногда под а р и ф м е т и к о й П е а н о пони
мают систему в языке 1 -го порядка с функциональ
ными символами S, + ,  · ,  состоящую из аксиом 

Sx =/= 0 , Sx = S y --+ x = y , 

определяющих равенств для + , · и схемы индукции 
А (О) 1\ 'rfx (А (х) -----+ А (Sx) ) --+ 'rfxA (х) 

(см.  А р ифжети"а форжа.льная ) .  
лит.:  [ 1 ]  К л и н и С .  К. , Введение в метаматематину, 

пер.  с англ. , М. ,  1 957 .  r .  Е . Мшщ. 
ПЕ АН О  К РИВ АЯ - непрерывный образ отрезка, 

заполняющий внутренность квадрата (или треуголь-

2 з 

5 
Рис . 1 .  

ника) . Открыта Дж. Пеано [ 1 ) .  П .  к . ,  рассматривае
мая как плоская фигура , не есть множество ,  ни
где не плотное на плоскости ; она является жордано
вой, но не капторовой кривой,  а потому не являет
ся линией. Построение П .  к . ,  заполняющей квадрат, 
см. в ст . Линия; оно принадлежит Д. Гильберту 
(D . Hilbert ) .  На рис .  1 приведен аналог его построения 
для треугольника (первые шесть шагов) (другие кон
струкции см . в [ 2 ) и [ 3 ) ) . 

В сякая П .  к. имеет кратные точки - это «пред
ложение имеет огромную принципиальную важность 
для геометрии , так как оно показывает, в чем имен
но кроется самая геометрическая сущность различил 
числа измерений плоскости и nрямой» (Н.  Н. Лузин) . 
Не существует П .  к . ,  всякал точка к-рой была бы 
простой или двукратной , по существует П .  к . ,  имею
щая самое большее лишь трехкратные точки (в счетном 
числе) ,- такова, напр . ,  кривая, построенная самим 
Дж . Пеапо; конструкция Д .  Гильберта содержит 
четырехкратные точки (также в счетном числе) .  

С попятнем П .  к .  связан любопытный факт сущест
вования пространствеиных простых дуг, проектирую
щихся па плоскость в виде сплошных площадей ,
такова, папр . ,  кривая x= <p ( t) ,  y='\jJ (t) , z= t, где пер
вые две функции задают П .  к. Хотя эта дуга и может 

8* 

служить пепроницаемой для дождя крышей, однако 
она вовсе не есть непрерывная поверхпоеть . 

Известный интерес представляют т. п. п р а в и л ь
н ы е з а м к п у т ы е к р и в ы е т и п а П е а-

Рис . 2 . Рис .  3 .  

н о - пределы последовательностей симметричных 
замкнутых кривых , соответствующих последовательно
стям триангуляций произвольного правильного мно
гоугольника , каждая из к-рых является правильным 
(т .  е. полученным делением на две равные части) под

4 

6 

разделением предыдущей (при
мер - на рис. 2) . При этом по
следовательность кривых можно 
выбрать так, чтобы предел пло
щадей областей, ими ограничен
ных , был равен заданной вели
чине (даже нулю или площади 
всей подразделяемой фигуры) 
(рис. 3 ) .  Нажется вероятным, что 
подобные картинки могут быть 
полезны при исследовании роста 
кристаллич . структур .  Анало
гично с помощью последователь
ностей триангуляций можно стро
ить отображения прямой в пло
скость, в частности «периодиче
ские>> кривые типа Пеано . 

Существует аналог П .  к . ,  за
полняющий многомерный и даже 
счетномерный куб (см. [3 ] ) . 

Далеко идущее обобщение со
держит т е о р е м а М а з у р
к е в и ч а : если Х - контину
ум, то эквивалентны условия : 

а) пр�странство Х локально связно , б) Х - непре
рывныи образ интервала . 

Лит. : [ 1 ]  Р е  а n о  G. , <<Math. Ann . >>, 1 890 , Bd 36 ,  S. 1 5 7 ;  
[ 2 ]  А л е R с а н д р о в П .  С . , Введение в теорию множеств 
и общую топологию, М. , 1 9 7 7 ;  [3] Л у з  и и Н. Н . ,  теория функ
ций действительного nеремеииого, 2 изд. , М . ,  1 9Z.8 .  

М. И. Войцеховс"ий. 
ПЕ АНО ПРО ИЗВОДПАЯ - одно из обобщений по

нятия производной.  Пусть существует б >О такое , что 
для всех t с l t l <б имеет место 

а 
f (xo + t) = a0 + a1t + . . .  + т� tт + y (t ) t т ,  

где а0, • • •  , а, - постоянные и '\' (t) -+ О при t -+ О . 
Пусть '\' (0)=0 .  Тогда число а, паз . о б о б щ е п  п о  й 
п р о и з в о д п о й П е а п о порядка r функции 
f в точке х0 •  Обозначение: /7 (х0)= а7 , в частности 
а0= / (х0) , а1= /' (х0) . Если существует f<т> (х0), то су
ществует и f< r - l > (x0) , r;;;.: 1 .  Если существует конеч
ная обычная двусторонняя производпал t<т> (х0) , то 
fи (x0) =t< r) (х0) . Обратное неверно при r> 1 :  для 
функции 

f (х) = 
{ e - l tx2 , х =1= О и рационально, 

О, х = О или иррационально , 
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имеет место fи (О)= О,  r= 1 , 2 ,  . . . , но не существует 
fщ (x)= f' (х) при x ;i: O  (ибо f (x) разрывна при x :;t O) .  
Следовательно , н е  существует обычная производпая fiT I  (О) при r > 1 .  

Вводятся также и бесконечные о б о б щ е н н ы е 
п р о и  з в о д н ы е П е а н о .  Пусть для всех t с 
\ t \  <б имеет место 

а.т - 1 r - 1 ar (t) т f (x0 + t) = ao + a.1t +  . . . + Тт='Т)! t + -7-1 - t , 

где а.о • • • •  , а.7 _ 1 - постоянные и CX.r (t) -+ CX.r при t-+0 
(а.7 - число или символ оо ) . Тогда а.7 также паз .  П .  п .  
порядка т функции f в точке х0 • Введена Дж .  Пеано 
(G. Peano) .  А .  А .  Rоиюшпов. 

П ЕАНО ТЕОРЕМА - одна из теорем существования 
решения обыкновенного дифференциального уравне
ния , установленная Дж. Пеано [ 1 ]  и состоящая в 
следующем . Пусть дано дифференциальное уравнение 

y ' = f (x , y) .  (*) 
Т огда если функция f ограничена и непрерывна в 
области G, то через каждую внутреннюю точку (х0 , 
у0) этой области проходит , по крайней мере , одна ин
тегральная кривая уравнения (*) · Может оказаться , 
что через нек-рую точку проходит более одной инте-
гральной кривой ,  напр.  для уравнения y ' = 2 Yi/ су
ществует бесконечное множество интегральных кри
вых , проходящих через точку (0 , 0) : 

у (0) ,  - Ь � х � а, 
у = - (х + Ь)2 , х �- Ь ,  

у = (х- а)2 , х � а , 
где а ,  Ь - произвольвые постоянные .  

Имеются обобщения (в  том числе многомерные) П. т .  (см. [ 2 ] ,  [ 3 ] ) .  
Лит. : (1 ] Р е  а n о G. , «Math. Ann. •> , 1 89 0 ,  Bd 3 7 ,  S .  1 8 2 -

228 ;  (2] П е т р  о в с к и й  И.  Г. , Лекции п о  теории обыкно
венных дифференциальных уравнений, 6 изд. , М . ,  1 97 0 ;  [3] 
Х а р т м а н Ф . , О быкновенные дифференциальные уравнения ,  
пер. с англ. , М . , 1 97 0 .  М. И. Войцеховс..uй. 

П ЕйДЖА ТЕОРЕМА - 1 )  П .  т. о н у л я х 
L-ф у н к ц и й Д и р и х л е : пусть L (s, x.)- Дzt 
pux.лe L-фупк.ция, s= a+ it , 'Х. - Дирих.ле характер по 
mod d, d� 3; существуют абсолютные положительные 
постоянные с1 , • • • , св такие, что 

а) L (s, 'X,) ;i: O при a > 1 - c1jlog dt , t � 3; 
б) L (s ,  ')(.) =1- О при а >  1 - c2jlog d, О <  t < 5; 
в) для комплексного 'Х. mod d, 

L (s , ')(.) =1- О при а > 1 - c3jlog d,  \ t \ � 5 ; 

г) для действительного примитинного 'Х. mod d ,  
L (а , ')(.) =1- О при а > 1 - c4/ Yd log2 d; 

д) для 2 <d<.D существует не более одного d= d0 , 
d0 >c5log2 D!  ( log log D )B и не более одного действи
тельного примитинного ')(.1 mod d0 , для к-рого L (s ,  ')(.1) 
может иметь действительный нуль �1 > 1 -c6/log D , 
причем �1 является однократным нулем и для всех � 
таких , что L ( � ,  х.)= О, � > 1-c8/log D с действитель
ным ')(. mod d имеют d==O (mod do) .  

2 )  П .  т .  о n (x; d , l) - числе простых чисел р <.х, 
p=l (mod d) , при O <l <.d, l и d - взаимно простых. 
В обозначениях и при условиях п .  1 вследствие а) -
в) и д) справедливо равенство 

( d l ) - ....!!..=.. - E � '-, nP, - 1  
"; х; ' - q> (d) «р (d) �n � х log n + 

+ О  (хе - с ' Y!og х) ,  
где Е= 1  или Е= О,  смотря по  тому , существует �1 

или нет для данного d, и вследствие 2) ,  для любого 
d<. (log х)1 -6 при фиксированном б >О 

( . d l) = � + О  ( - c 8V !og х) 
"; х, , IJ> (d) хе . 

Этот результат является единственным ( 1983) ,  к-рый 
эффективен в том смысле , что,  если значение 6 задан_о , 
можно указать численные значения св и постоянной, 
входящей в символ О .  3амепа оценки 2) оценкой 3и
геля :  L (a, x) ;i:O  при a > 1 -c (e)d-8, е >О распростра
няет действие формулы (*) па существенпо большие 
d, d<. ( log х) А , с любым фиксированным А ,  по при 
этом утрачивается эффективность оценок в формуле (*) - по заданному е >О невозможно оценить св= св (е) 
и О= Ое . 

П .  т. установлены Э .  Пейджем [ 1 ] .  
Лит . :  [ 1 ] Р а g е А . ,  <•Proc. London Math. Soc. Ser. 2•>, 

1 9 3 5 ,  v. 39 , .М 2, р. 1 1 6- 4 1 ;  (2] Н а р  а ц у б а А. А . , Основы 
аналитической теории чисел, М., 1 9 7 5 ;  [ 3] П р а х  а р  Н . ,  
Распределение простых чисел , пер.  с нем. , М., 1 96 7 .  

А. Ф .  Лаврип. 
ПЕКЛЕ ЧИСЛО - один из критериев подобия для 

процессов конвективного теплообмена . П .  ч. харак
теризует соотношение между конвективным и моле
кулярным процессами переноса тепла в потоке жид
кости. п .  ч .  

Ре = v lfa = С pPvf ("л,fl ) , 
где l - характерный линейный размер поверхности 
теплообмена, v - скорость потока жидкости относи
тельно поверхности теплообмена , а - коэффициент 
температуропроводности, С Р - теплоемкость при по
стоянном давлении, р - плотность и Л - коэффици
ент теплопроводности жидкости . 

П .  ч. связано с Рейпо.льдса чис.лом. Re п Пран дт.ля 
чис.лом. Pr соотношением Ре= Не · Pr· .  

П. ч .  названо по имени Ж. Пекле ( J . Peclet) . 
По м.атериала.м од!Юи.меииой статъи из Б СЭ-3 . 

ПЕЛЛЯ УРАВНЕНИ Е- диофантово уравнение 
вида 

x2 - dy2 = 1 ,  
а также более общее уравнение 

(1 )  

x2 - dy2 = c , (2) 
где d - натуральное , Yii - иррациональное число,  
с - целое , неизвестные х и у - целые числа . 

Если PsiQs ,  s= O ,  1 ,  2 ,  . . .  , - подходящие дроби 
разложения yit в цепную дробь с периодом k , то поло
жительные. решения уравнения ( 1 )  имеют вид 

x = P kn - 1 • У =  Q kn- 1 • 
где n - любое натуральное число такое , что kn четпо. 

Все решения уравнения (1) получаются из формулы 

х + у Yd = ± (хо + Уо Yd) n , 

где n - любое целое , а (х0 , у0) решение с паимень
шими положительными значениями пеизвестпых .  Общее 
уравнение (2) либо совсем не имеет решений , либо -
бесконечно много . При с= - 1  решения существуют 
тогда и только тогда , когда k нечетно . При с= 4 урав
нение (2) всегда имеет решения.  С помощью решений 
П. у. при с= ± 1 ,  ± 4  находятся единицы квадратич
ного поля R ( Yd) .  Решения П. у .  используются при 
нахождении автоморфизмов бинарных квадратичных 
форм А х�+Вху+ Су2 ; они позволяют по одному ре
шению диофантова уравнения Ax2+Bxy+ Cy2= n по
лучить бесконечное множество решений. 

Уравнение ( 1 )  изучалось У. Броупкером (W. Broun
cker, 1 657) , П. Ферма (Р. Fermat) и Дж. Валлисом (1 . Wallis ) .  Л. Эйлер (L .  Eu ler) по недоразумению 
связал его с именем Дж. Пелля ( 1 . Pell) . 
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Лит. : [1] В а л ь  ф и  ш А. 3 . ,  Уравнение Пеллн:, Тб. , 

1 952 ;  [2] Г е л ь  ф о u д А. 0 . ,  Решение уравнений в целых 
числах,  3 изд. , М. , 1 978 ;  [3] L е V е q u е w. J. , Topics in 
number theory, L. , 1 96 1 . А. А. Бухштаб. 

ИЕНЛЕВЕ ПРОБЛЕМ А - проблема характериза
ции устрапи;м,ых ;м,н,ожеств для класса ограниченных 
однозначных аналитич . функций комплексного пере
мениого z .  Пусть Е - компактное множество на ком
плексной плоскости С такое , что дополнение СЕ= 
= С""-Е есть область . Rюювы минимальные условия на 
Е , при выполнении к-рых любая ограниченная одно
значная аналитич. функция в СЕ продолжается ана
литически на Е и, следовательно , является констан
той? П .  Певлеве [ 1 )  указал достаточное условие: ли
нейная мера Хаусцорфа множества Е (такие множества 
иногда наз . м н о ж е с т в а м и П е и л е в е) должна 
обращаться в нуль; однако его рассуждения содержали 
ряд иеточностей (см. [ 2] ,  [ 3] ) .  Необходимое и достаточ
ное условие на Е состоит в том, чтобы апалитичес1iая 
е;м,1iость Е обращалась в нуль (т е о р е м а А л ь
ф о р с а) . Построен пример множества нулевой ана 
литической емкости , но положительвой линейной 
меры [ 5] .  

Лит. : [1 ] Р а· i n 1 е v е Р. , Le�ons sur !а theorie analytique 
des equations differentiel les professees а Stockholm, [ 1 895] , Р. , 
1 897 ; - [2] Z о r е t t i L., «J.  math. pure appl . >> , 1 905 ,  t . 1 ,  р . 
1-5 1 ; [3] е г о ж е, L�ons sur !е prolongement analytique Р.  
1 9 1 1 ;  [4] A h l f o r s L . , «Duke Math. J . >> , 1 947� v. 1 4 , p . 1 _:_ 1 1 ;  
[5] В и т у ш к и  н А .  Г. , «Докл. АН СССР>>, 1 1159,  т.  1 27 ,  No 2 , 
с. 246-49. Е.  Д.  Со.яо.меицев. 

ИЕНЛЕВЕ ТЕОРЕМ А - 1) П .  т .  о р е  ш е и  и я х 
а н а л к т и ч е с к и х  д и ф ф е р е и ц и а л ь и ы  х 
у р а в и е н и й: решения дифференциального урав
нения Р (w ' , w, z)= O ,  где Р - многочлен относительно 
иеизвестиой функции w и ее производной w' и w -
аналитич . функция относительно независимого пере
мениого z , не могут иметь подвижных (т. е .  зависящих 
от произвольной постоянной) существенно особых 
точек и трансцендентных точек ветвления.  2 )  П .  т .  о б а и а л и т и ч е с  к о м п р  о д о л ж е
и и и : если Г - спрямляемая жорданова кривая ,  
расположеиная в области D на  плоскости комплекс
ного перемениого z, и функция f ( z) непрерывна в D 
и аналитичиа на D""-Г ,  то f ( z) - аналитич. функция 
и во всей области D (см. [ 1 ] , [ 2] ) .  

Лит. : [ 1 ]  Р а i n 1 е v е Р. , Sur les lignes singulii\res des fon
ctions analytiques , Р . ,  1 88 7 ;  [2] е г о ж е, Le�ons sur !а theorie 
analytique des equations differentielles professees а Stockholm, 
[ 1 895] ,  Р. , 1 897 ;  1 3 ]  Г о л у б е в В .  В . ,  Лекции по  аналитиче
ской теории дифференциальных уравнений, 2 изд. , М.- Л. , 1 950 .  

Е. Д . Со.ло.мен.цев. 
ПЕВЛЕВЕ УР АВНЕН ИЕ - общее название груп

пы из шести специальных обыкновенных дифферен
циальных уравнений типа 

w" = R  (w' , w,  z) ,  

где R - рациональная функция от w' и w и аналитич .  
функция от z .  Любое такое уравнение, имеющее лишь 
иеподвижице критич . точки, может быть приведено к 
одному из 50 каионич . уравнений. Среди этих урав
нений имеются линейные уравнения, уравнения Рин
кати и др. известные уравнения , а также 6 уравнриий, 
называемые у р а в н е н и я м и П е и л е в е и име
ющие своими решениями т р а и с ц е и д е и т н ы е 
ф у н к ц и и П е н л е в е - специальные функции , 
не сводящиеся к другим известным функциям. Распо
ложеиные в общепринятом порядке , П. у. имеют сле
дующий вид (а , Ь, с ,  d E C  - константы) :  

1 ) w" = 6w2 + z; 

2) w" = 2wЗ + z w + a; 

3) w" = :;• + ez (aw2 + Ь) + e2z ( сwз + � ) , Ьd i= О; 

5) w" = w'• ( 1 + 1 ) w' + (w _ 1 )' ( Ь ) 2W w - 1 - -z  --z,- aw + w + 

+ c � + d w (w + O . 
z w - 1 ' 

6) w
" = 

w• • ( .2... + _1_ +
_1_ )

-
( .2... + _1_ + -1-)

w'+ 
2 w w - 1 w - z  z z - 1 w - z  

+ w (w - 1 )  (w - z) [
а

+ 
Ь 

_:_
+

с ..:..::.!._
+ d z ( z - 1 ) ] 

z• (z - 1 ) '  w' (w - 1 ) '  (w- z)•  · 
Указанные результаты впервые получены в иссле

дованиях П .  Певлеве (см. [ 1 ] ,  [ 2 ] ) ,  к-рые были про
должены, уточнены и дополнены Б .  Гамбье [3] . 

Лит. : [ 1 ]  Р а i n 1 е v е Р. , «BUII. Soc. math. France», 
1 900 , t.  �в. р. 20 1-61 ; _ [2] е г о ж е, «Acta math.», 1 902 ,  t. 25�  р .  1 -85 ,  L 3 J  G а m Ь 1 е r в . . там же , 1 9 1 0 ,  t. 33 ,  р . 1-55 ,  
14] Г о л у б е в В. в . ,  Лекции по аналитической теории диф
ференциальных уравнений, 2 изд. , М. - Л . ,  1 950 ;  [5] А й  н с 
Э. Л. , Обыкновенные дифференциальные уравнении:,  пер. с 
англ. , Хар . ,  1 939.  Н. Х.  Розов. 

ПЕН ТАСФЕР ИЧЕСК ИЕ КООРД ИН АТЫ - вид од
нородных координат,  связанных с декартовыми пря
моугольными координатами формулами: 

x2 + y2 + z2 = ; , Х = � N ' z ,  y - -- N ' 
П .  к. точки в 3-мериом евклидо.вом 
связаны соотношением 

Z� + Z� + z: - NZ 1 = 0 . 

z. 
Z = N. 

пространстве 

С помощью П. к. можно пополнить 3-мериое евклидоно 
пространство до сферического, допуская элемент N= O .  
При этом соотношение (*) описывает положение этого 
3-мерного сферич . пространства в 4-мериом проек
тивном пространстве. 

Существует 2-мерный аналог П. к . - т е т р а ц и к
л и ч е с к и е к о о р д и н а т ы. Именно , пусть 

х� + х� + х; - х� =0 
- уравнение сферы в однородных координатах , где 
х4 - радиус сферы . Числа хн х2 , х3 , х4 являются 
П. к. той точки плоскости, к-рая соответствует точке 
сферы при стереографич. проекции сферы на пло
скость .  

Вполне аналогичные построения могут· fiыть прове
дены в пространствах более высокой размерности, в 
результате чего получаются п о л и с ф е р и ч е с к и е 
к о о р д и и а т ы . В 4-мериом случае они паз .  г е к
с а с ф е р и ч е с к и м и к о о р д и н а т а м и .  По
лисферич . координаты используются в конформной 
геометрии при изучении миогообразий фигур .  

Лит. :  [1 ] Н л е й  н Ф. , Высшая геометрии:, пер . с нем. , 
М . - Л . ,  1 939 ;  [2] Б у ш м а н о в а Г . в . , Н о р д  е н А . П . ,  
Элементы конформной геометрии,  Казань,  1 972 . Д.Д. Сопо.лов. 

ПЕ РВ АЯ АКС ИОМ А СЧЕ ТНОС ТИ - поиятие теоре
тико-миожественной топологии . Топологич .  простран
ство удовлетворяет n е р в о й а к с и о м е с ч е т
и о с т и, если система окрестностей всякой его точки 
обладает счетной базой . Класс пространств , удовле
творяющих П. а. с . , выделен Ф. Хаусдорфом (F. Haus
dorff , 19 14) ;  к этому классу принадлежат, иапр . ,  все 
иетрич. пространства , пространство непрерывных функ
ций на отрезке и др. Пространства , удовлетворяющие 
второй а1iсио;м,е счетпости, удовлетворяют и П .  а. с .  
Обратное неверно , наnр . всякое несчетное простран
ство с дискретной топологией не удовлетворяет П. а. с. 

М. И. Войцеховспий. 
ПЕ РВ АЯ В АР ИАЦИЯ - см . Вариация фупщиопала. 
ПЕРВ АЯ КВ АДР АТИЧН АЯ ФОРМ А, м е т р и ч е

с к а я ф о р м а , поверхности - квадратичная форма 
от дифференциалов координат на поверхности, к�рая 
определяет внутреннюю геометрию поверхности в 
окрестиости даввой точки . 

Пусть поверхность задана уравнением 
r = r (и ,  v ) , 
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где и и r; - внутренние координаты на поверхности; О связи П . к .  ф. с другими квадратичными формами 

dr = rи dи + rr; dr; поверхности и лит. см. в ст. Rвадрат ичпые формы по-
верхпости . А .  Б. Иван.ов . 

- дифференциал радиус-вектора r вдоль выбранного 
направления dи : dr; смещения из точки М в беско

Р ис .  1 .  

нечно близкую точку М' (см. 
рис . 1 ) .  Квадрат главной ли
нейной части приращения 
длины дуги М М' выража
ется квадратом дифференци
ала dr :  

I = ds2 = dr2 = r� dи2 + 
+ 2rarv dи dr; + r; dr;2 

и наз .  п е р в о й о с н о в н о й к в а д р а т и ч н о й 
ф о р м о й п о в е р х н о с т и .  1\оэффициенты П .  к. ф .  
обычно обозначают через 

E = r� ,  F = (ru, rv) , G = r� 
или в тензорных символах 

dr2 = g11 dи2 + 2g1 2 du dr; + g22 dv2 • 
Тензор gii паз .  о с н о в н ы м, или м е т р и ч е с к и м, 
т е н з  о р о м  поверхности . П. к .  ф.  является положи
тельно определенной формой в обыкновенных точках 
поверхности: 

EG - F  > О . 
П .  к .  ф. характеризует метрич. свойства поверхности: 
знание П .  к .  ф. позволяет вычислять длины дуг на 
поверхности : 

r t � 1 ( du ) 2 d u dv ( dv ) 2 
s = J t. V Е di + 2F di 'dt + G dt dt , 

где t - параметр на кривой ; углы между кривыми 
на поверхности : 

..........._ 
cos (dr <'lr) = 

Е du llu + F  (du 6v+ dv 6u) + Gdv 6v 
VE du2 + 2F du dv + G  dv2 VE 6u2 + 2 F  {Ju 6 v + G  6v2 ' 

где dи : dw и би : ()r; - направления векторов , каса
тельных к кривым (см . рис. 
2) ; площади областей на по
верхн�сти : 

О' = � � VEG-F2 dи dr; , 
Рис. 2 . Вид коэффициентов П .  

к .  ф .  существенно зависит 
от выбора координат на поверхности . П .  к. ф. имеет 
т. н. о р т о г о н а л ь н ы й в и д :  

Е (и, r;) dи2 + G  (и, v) d v 2 
в ортогональных координатах ; к а н о н и ч е с  к и й  
в и д  

dи2 + G2 dr;2 
в полугеодезич. координатах ; и з  о т е р  м и ч е с к и й 
(и з о м е т р и ч е с к и й) вид в изотермnч . коорди
натах 

ds2 = 'A2 (и , r;) (dи2 + dr;2) .  
Иногда поверхности характеризуются специальными 
видами П. к .  ф.  Напр . ,  Лиуви.лля поверхпасти ха
рактеризуются следующим видом П. к .  ф . :  

[ер (и) + 'Ф (r;) ]  (dи2 + dr;2) .  
П .  к .  ф .  является инвариантом изгибания поверх

ности: полная кривизна поверхности в данной точке 
может быть вычислена через коэффициенты только 
П. к. ф .  и их производвые (т е о р е м ы Г а у с с а ) .  

ПЕ РВ АЯ К РАЕВ АЯ ЗАД АЧ А - краевая задача 
специального вида; заключается в отыскании в области 
D переменных х= (х1 ,  • • •  , хп) решения дифференци
ального уравнения 

Lи = f (1 ) 
четного порядка 2m по заданным значениям всех 
производных порядка не выше т на границе S об
ласти D (или ее части) . Эти условия обычно задаются 
в виде 

O .,;;;;; k .,;;;;; m - 1 , (2) 
д 

где дп - производпая по направлению внешней 
нормали к дD . Функции !J>k, O..:;:k..:;:m-1 , паз .  д а н
н ы м и Д и р и х  л е ,  а сама задача ( 1 ) ,  (2) ,  если 
S= дD ,- Дирихле задачей . 

Для обыкновенного дифференциального уравнения 
Lи = и" + а1и' + аи = f  (3) 

в области D= (х0 <х <х1) П .  к .  з. определяется кра
евым условием 

и (хо) = У о ,  
Для линейного равномерно эллиптич. уравнения 

Lи = "2:,� . aifиx .x . + "2:,� а; их . + а и = f (4) 
'· 1 = 1 l J • =  1 l 

П .  к .  з. (з а д а ч а Д и р и х л е) состоит в нахож
дении решений этого уравнения при условии 

и lav = ep .  
Если функции a;j. а ; ,  а ,  f ,  ер и (п-1 ) -мерное много
образие дD достаточно гладки , то эта задача фред
гольмова . В частности , когда мера D достаточно мала 
или когда а ..:;:О в D , П. к. з. одноаначно разрешима . 
Условия гладкости могут быть значительно ослаблены 
как в отношении коэффициентов уравнения и данных 
Дирихле, так и в отношении границы дD . 

Если ( 1 )  является системой N > 1  уравнений отно
сительно неизвестного N-компонентного вектора и , 
то П .  к .  з .  ставится аналогичным образом . В этом 
случае между задачами Дирихле для систем (3) и (4) 
имеется существенное разлцчие: если задача (3) , (2) 
(S= дD ) всегда фредгольмова , то фредгольмовость 
задачи (4) , (2) может нарушаться . Напр . ,  однородная 
задача Дирихле для равно�шрно эллиптич. системы 
Бицадзе (см . [ 1 ] ) 

и1х - иtu - 2и�у = О, 

2иlu + и�х - и�у = 0 
в круге х2+ у2 <R2 имеет бесконечное число линейно 
независимых решений . Этот пример послужил отправ
ным пунктом различных дополнительных условий на L 
(правnльная эллиптичность, сильная эллиптичность) , 
обеспечивающих фредгольмовость задачи Дирихле . 

Для линейных параболич. уравнений П .  к .  з .  ста
вится в цилиндре и носителем данных Дирихле служит 
его основание и боковая поверхность . Напр . ,  для 
уравнения теплопроводности 

Lи = иt - �n
1 их .х · = 0 

l 1 
решение ищется в области 

D = {O < t < Т ,  X = (Xi , . . .  , Хп) Е G} 
и носителем данных Дирихле ер= и 1 s служит 

S = {O .,;;;;; t .,;;;;; T , x E дG} U {t = O ,  х Е дG} .  
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Если граница дG � гладкое (п- 1 )-мерпое многооб
разие, функция ер гладкая и выполнено условие согла
сования на {t= O ,  х Е дG } ,  то П. к .  з. однозначно раз
решима . 

Лит. : [ 1 ]  Б и ц а д з е А. в . , Некоторые классы уравне
ний в частных производliых, М . , 1 98 1 ;  [2] Б е р  с Л . ,  Д ж о н 
Ф . ,  Ш е х т е р  М . ,  Уравнения с частными производными, пер. 
с англ . , М . ,  1 966 ;  [3] Н у р а  н т Р. , Уравнения с частными 
производными, пер . с англ . ,  М . ,  1 9 64 ;  [4] М и р а н  д а н . ,  
Уравнения с частными производными эллиптического типа, пер. 
с итал. , М. , 1 95 7 ;  [5] П е т р  о в с к и й  И. Г . ,  Лекции об урав
нениях с частными производными, 3 изд. , М. , 1 9 6 1 ; [6] Б и
ц а д з е А. В . ,  Уравнения математичесной физики, М. , 1 976 ;  
[ 7 ]  Х е р м а н д е р Л . ,  Линейные дифференциальные опера
торы с частными производными , пер. с англ. , М. , 1 965 .  

А .  П. Солдатов. 
ПЕРБИЧНОЕ КОЛЬЦО - кольцо R , н к-ром про

изведение любых двусторонних идеалов Р и Q равно 
нулевому идеалу в том и только в том случае, когда 
либо Р ,  либо Q является нулевым идеалом . Другими 
словами, идеалы П. к. по умножению образуюt полу
группу без делителей нуля . Кольцо R является П. к .  
тогда и только тогда , когда правый (левый) аппулятор 
любого его невулевого правого (соответственно левого) 
идеала равен (0) , а также тогда и только тогда ,  когда 
aR Ь :F О для любых венулевых а, Ь Е R . Центр П .  к .  
является областью целостпости. Любое пр и.митивпое 
кольцо первпчtю . Если кольцо R не содержит венуле
вых нильидеалов, то R - подпрямая сумма первичных 
колец . Класс П .  к. играет важную роль в теории ради
калов колец (см . [ 1 ] ) .  

Существует следующее обобщение понятия П .  к .  
Кольцо R ваз . п о л у п е р в и ч н ы м , если оно не 
имеет венулевых нильпотентных идеалов .  

Лит. : [ 1 ]  А н д р  у н а к и е в и ч в .  А. , Р я б у х  и н 
Ю. М. , Радикалы алгебр и структурная теория,  М . ,  1 97 9 ;  [2] Д ж е к о б с о н Н. , Строение колец, пер. с англ. ,  М . ,  1 96 1 ;  
[ 3] Х е р с т е й н И. , Некоммутативные кольца ,  пер . с англ. , 
М. , 1 972 .  R. А .  Жев.<апов. 

ПЕРВИЧНЫЙ ИДЕАЛ - такой двусторонний идеал 
1 кольца А , что из включени.и PQcJ для любых 
двусторонних идеалов Р и Q кольца А следует, что 
либо Ре/ , либо Qcl. Для первичности идеала 1 
кольца R необходимо и достаточно , чтобы множество 
R'----.1 было т-с и с т е м о й, т. е. чтобы для любых 
а, Ь Е R'----.1 существовал x ER та1юй, что ахЬ Е R'----.1 .  
Идеал 1 кольца А первичен тогда и только тогда , когда 
факторкольцо по нему является первичпы.м кольцом . 

R. А. Жемапов. 
ПЕРВООБРА3НАЯ , п е р  в о о б р а з н а л (п р и

м и т и в н а л) ф у  н к ц и л, для конечной функции 
f (x) - такая функция F (x) ,  что всюду F' (x)=f (x) . 
Это определение является наиболее распространенным ,  
но  встречаются и другие , в к-рых ослаблены требования 
существования всюду конечной F' и выполнения всюду 
равенства F' = f; иногда в определении используют 
обобщения производвой. Большинство теорем о П . 
касается их существования , нахождения и единствен
ности . Достаточным условием для существования П. 
у заданной на отрезке функции f является непрерыв
ность f; необходимыми условиями являются принад
лежиость функции f первому Бэра классу и выполнение 
для нее Дарбу свойства . У заданной на отрезке функции 
любые две П .  отлрчаютсл на постолн�ую. Задачу 
нахождения F по F для непрерывных F решает Ри
мапа иптеграл ,  для ограниченных F' - Лебега ипте
грал, для любой F' - узкий (а тем более широкий) 
Дапжуа иптеграл и Перрапа иптеграл.  

Лит . :  [ 1 ]  Н у д р  я в ц е в Л .  д. , Нурс математического 
анализа , т. 1 , М . ,  1 9 8 1 ; [2] Н и к о л ь  с к и й  С . М . ,  Нурс мате
матического анализа, 2 изд. ,  т . 1 ,  М . , 1 9 7 5 .  Т. П. Лупашенпо. 

ПЕРВООБРА3НЫй КОРЕНЬ - 1 )  П . к . , п р и м и
т и в н ы й к о р е н ь , из единицы в поле К степени 
т - элемент � поля К такой , что �m = 1 и � ' :F 1 для 
любого натуральпого r < т .  Элемент � поротдает 
циклич . группу J.t (m) корней из единицы порядка т. 

Если в поле К существует П. к .  степени т ,  то т 
взаимно просто с характеристикой поля К. Алгебраи
чески замкнутое поле содержnт П . к . любой степени 
взаимно простой с характеристикой поля. Если � -
П .  к .  степени п, то для любого k взаимно простого с п 

элемент �k также является П. к .  Число всех П. к .  сте
пени т равно значению функции Эйлера ер (т) .  

В поле комплексных чисел П .  к .  степени т имеют вид 
2:rtk + • • 2:rtk C OS m ! Slll m ,  

где О <k <т и k взаимно просто с т . 
2) П .  к .  п о  м о д у л ю т - целое число g такое , что 

g<:f! <m > = 1 (шоd т) и g'l' ф 1 (mod т) 

при 1 ...;;:у ...;;:ер ( т)- 1 ,  где ер ( т) - функция Эйлера . 
Для П .  к .  g его степени g0= 1 ,  g, . • .  , g<:f!<m)-1 несрав
нимы между собой по модулю т и образуют приве
деиную систему вычетов по модулю т. Таким образом, 
для каждого числа а, взаимно простого с т, найдется 
покаватель у (О ..;;:у ...;;:ер ( т) - 1 ) ,  для к-рого a�g'l' (шоd т) . 

П .  к. существуют не для всех модулей , а только для 
модулей т вида т= 2, 4,  ра , 2ра , где р >2 - простое 
число . В этих случаях .мультипликативпые группы 
приведеиных классов вычетов по модулю т устроены 
наиболее просто : они являютел циклич . группами 
порядка ер ( т) . С понлтием П. к .  по модулю т тесно 
связано понлтие ипдекса числа по модулю т. 

П. к.  для простых модулей р были введены Л .  Эйле
ром (L . Euler) ,  но существование П. к. для любых 
простых модулей р было доказано лишь К. Гауссом 
(С .  Gauss, 1 801 ) .  

Лит. : Л е н г С. , Алгебра , пер. с англ . , М . ,  1 968 ;  [2] Г а
у с с Н. Ф. , Труды по теории чисел, пер. с лат. и нем. , М . ,  1 9 5 9 ;  
t 3 ]  в и н о г р а д о в И. М . ,  Основы теории чисел , 8 и ад. ,  М . , 
1 97 2 .  Л. В.  Rуаъмин, С. А .  Степанов. 

ПЕРВЫЙ ИНТЕГРАЛ о б ы к н о в е н н о г о 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о у р а в н е н и л - от
личная от постоянной и непрерывно дифференциру
емая функция, пронаводная к-рой вдоль решений 
данного уравневил тождественно равна нулю. Для 
скалярного уравнепил 

у' = f  (х , у) (*) 

П . и. есть функция F (х , у) ,  находлщалсл в левой части 
общего решевил F (x , у)= С, где С - произвольпая 
постоянная .  Таким образом, F (x , у) удовлетворяет 
линейному уравнению 

дF (x , Y) + дF (x. y) f (x ) = О  
дх ду ' у 

с частными производвыми 1 -го порядка . П. и. может 
не существовать во всей области задавил уравневил 
(*) , однако в малой окрестности точ:ки, в к-рой функция 
f (х, у) непрерывно дифференцируема, он всегда су
ществует . П .  и. определяется не единственным обра
зом. Так, для уравнения у' = -х/у П. и.  является как 
функция х2+у2 , так , напр . ,  и функция ехр (х2+у2) .  

Знание П. и .  нормальной системы 

x = f  (х , t ) , х Е IRn , 
позволлет понивить порядок этой системы на единицу , 
а отыскание п функционально независимых П .  и .  рав
носильно отысканию общего решевил в нелвном виде . 
Если F1 (х, t) , . . . , F п (х, t) - функционально неза
висимые П .  и . ,  то велкий другой П. и. F (х, t) можно 
представить в виде 

F (x , t ) =Ф (F1 (x ,  t) , . . . , Fп (х, t ) ) ,  

где Ф - век-рая дифференцируемая функция . 
Лит. : [1 ] П о  н т р я г и н Л. С . , Обыкновенные дифферен-

циальные уравнения, 4 изд. ,  м. ,  1 974 .  Н. Н. Ладис. 
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ПЕРЕВАЛА МЕТОД - метод вычисления 

тики интегралов вида 

F (Л) = � '1' f (z ) e'AS ( z ) dz ,  

асимпто- П усть функция 1 (х) определена в век-рой окрест
ности точRи х0 и непрерывна в этой точке. Точка х0 
наз. т о ч к о й  п е р е г и б а  функции f (х) , если она (*) является одновременно концом интервала строгой 
выпуклости вверх и концом интервала строгой выпук· 
лости вниз. В этом случае точка (х0 ; f (х0)) ваз .  точкой где Л>О,  Л -+ +  оо - большой параметр , 1' - контур 

в комплексной плоскости z, функции f (z) и S (z) голо
морфны в области D ,  содержащей 1'· Нули фунRции 
S '  (z) ваз .  т о ч к а  м и п е р е  в а л а функции S (z ) ;  
точка перевала - седловал точка поверхности и= 
= Re S (x+ iy) . Суть П .  м. состоит в следующем. Кон
тур 1' деформируется в Rонтур у с теми же концами, 
лежащий в D и такой, что max R e  S (z) достигается 

z e v  
только в точках перевала или на концах у (п е р е
в а л ь н ы й к о н т у р) . Асимптотяка интеграла (*) 
по перевалькому контуру вычисляется с помощью 
Лапласа .метода и равна сумме вкладов от указанных 
точек максимума . Вклад V2, (Л) о т т о ч к и  z0 -
это интеграл вида (*) , взятый по малой дуге контура у, 
содержащей точку z0 •  Если z0 - внутренняя точка 
контура у, z0 - точка перевала и S " (z0) ;i: O , то 

V zп (Л) = -.1- 'As;7zo ) e'AS (zo ) [/ (z o) + О (Л - 1) ] . 

перегиба графика 
функции, т. е. график f lx! 

J
rxi 

функции f (x) в точке /J 
(х0; f (х0)) «перегиба-
ется» через касатель- х0 ную к нему в этой 
точке : при х <х0 ка-
сательная лежит под о '--------'------хграфиком f (x ) ,  а при 
х>х0 - над графиком Рис . 2 .  
f (х) (или наоборот) 

Перевальвый контур обладает минимакспым 
вом: па нем достигается 

(см. рис . 2) .  Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  
с у щ е с т в о в а н и я  П .  т . :  если функция f (x) , 
дважды дифференцируемая в пек-рой окрестности 
точки х0, имеет в Xn П .  т . , то /" (х0 )= 0 . Д о с т а т о ч
н о е у с л о в и е с у щ е с т в о в а н и я П . т . :  
если функция 1 (х) в век-рой окрестности точки х 
k раз непрерывно дифференцируема , причем k нечетно 
и k�3, и jln ) (х0)= 0 при n= 2, 3, . . .  , k - 1 ,  а f0�) (x0) ;i: O, 
то функция / (х) имеет в :rQ П .  т. 

свойст- лит. : [ 1 ] и л ь и н в .  А . ,  п о з  н я н э .  Г. � основы мате-
матичесного анализа , 2 изд. , ч. 2 , М. , 1 98 0 ;  L2] R у д р  я в
ц е в Л. Д. , Rypc математичесного анализа , т . 1 ,  М. , 1 98 1 .  

min max Re S (z ) ,  '1'' Z E  '1'' 
где минимум берется по всем контурам 1'' , лежащим 
в D и имеющим те же концы , что и 1'· Основпая труд
ность при применении П .  м .- отбор точек перепала,  
т .  е .  выбор перевального контура у, отвечающего 1' · 

П .  м. восходит к П .  Дебаю [ 1 ] ;  идеи этого метода 
были высказаны ранее Б .  Риманом (см. [ 2] ) .  Вычис
ление вкладов от точек перевала и от концов контура 
см. в [3] - [9] . 

П .  м .- по существу единственный метод, позволя
ющий вычислять асимптотяку интегралов вида (*) · 
С его помощью вычислены асимптотяки иреобразований 
Лапласа , Фурье, Меллипа , экспоненты от полинома ,  
многих специальных функций. 

Пусть z E сп, 1' - ограниченное многообразие с краем 
размерности n и класса С "", функции f (z) , S (z )  голо
морфны в нек-рой области D ,  содержащей 1' · и dz= 
= dz1 • • •  dzп. Пусть max R e  S (z) достигается только Z E '\'  
в одной точке z0

, к-рая является внутренней точкой 1' 
и невырожденной точкой перевала функции S (z) , 
т. е. 6s (z0)=detS " (z0) ;t: O .  Тогда вклад от z0 равен 

F (Л) = е: /1 2 
(- ds (zO) )  - '/ • e'AS (z• )  [/ (zO) + О  (Л - 1 ) ] . 

Лит. : (1 ] D е Ь у е Р. ,  «Matb. Ann. » ,  1 909 ,  Bd 6 7 ,  S. 53�- 58]· (2] Р и м а н Б. , Сочинения,  пер . с нем . ,  М . - Л. , 1 948 , [ 3  
Э р  д е й  и А. , Асимптотичесние разложения , пер . с англ . ,  М. , 
1 962 ;  [4] Б р е й н Н. Г . ,  Асимптотичесние методы в анализе, 
пер. с англ. , М . ,  1 96 1 ; [5] Е в г р а ф  о в М . А. , Асимптотичесние 
оценни и целые фуннции , 2 изд. , м . , 1 96 2 ;  (6] к о п  с о н э . -т . ,  
Асимптотичесние разложения,  пер . с англ . , М. , 1 96 6 ;  [7] О 1-
v е r F. w. J . ,  Asymptotlcs and spec ial  functions, N. У . - [а.  о . ] , 
1 974 ; [8] Р и е н с т ы н ь  ш Э. Я . ,  Асимптотичесние разложения 
интегралов , т .  1-2 ,  Рига , 1 974-77 ; [9] Ф е д о р  ю н  м . в . , 
Метод перевала, М. , 1 97 7 .  М. В.  Федор!<УХ. 

Рис . 1 . 

ПЕРЕГИБА ТОЧКА - точка М 
плоской кривой, обладающая сле
дующими свойствами : в точке М 
кривая имеет единственную ка
сательную, в достаточно малой 
окрестиости точки М кривая рас
положена внутри одной пары вер
тикальных углов, образуемых ка
сательной и пормалью (см. рис. 1) . 

ПЕРЕГОРОДКА - замкнутое множество Е топо
логич .  пространства Х ,  разбивающее Х между дан
иыми множествами Р и Q (или, др. словами , отделяю
щее Р и Q в Х ) ,  т. е. такое, что X"-..E= H1 U H2 ,  где Н1 
и Н2 дизъюнктны и открыты в Х"-..Е ,  РсН1 , QcH2 
(при этом оRазывается , что Р и Q открыты во всем Х ) .  
П .  ваз .  тонкой , если е е  внутренность пуста . Всякое 
бинарное (т .  е .  состоящее из двух элементов) раабиепие 
а.= (А 1 , А 2) пространства Х определяет в Х тонкую 
П . :  В =грапица А 1=грапица А 2 , причем Х"-..В = О1 U 02, 
где Oi - открытое ядро А ; , i= 1 ,  2 . Верно и обратное. 
По существу понятие П. между множествами сводится 
к понятию свяапости .  Но и обратно . пространство Х 
несвязно , если Q5 есть П .  между пепустыми множе-
ствами. м .  И. Войцеховспий. 

ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ л и и е й н о й 
с т а ц и о н а р н о й  с и с т е м ы  у п р а в л е н и я 
(системы автоматич. регулирования) - Л ап.ласа пре
обрааовапие отклика системы па воздействие е д и и и ч
п о й и м п у л ь с и о й ф у н к ц и и (дельта-функ
ции) б ( t )  при нулевых условиях в момент t= O (сам 
этот отклик паз. ф у  н к ц и е й  в е с а, и м п у л  ь с
п о й  п е р е х о д н о й  ф у н к ц и е й  или и м п у л ь с
и о й  х а  р а к т е р и с  т и к о й  системы ) .  Экви
валентное определение :  П. ф. есть отношение изобра
жений по Л апласу (см. Операциоппое исчислепие) 
выходиого и входного сигвалов с пулевыми начальными 
данными. П. ф. представляет собой дробио-рациональ
ную функцию W (p)  комплексного перемениого р; она 
является коэффициентом в линейном соотношении 

у (р) = w (р) и (р) ,  (1 ) 

связывающем изображение по Лапласу и (р) входа 
системы (воздействия , управления ) и ( t) и изображение 
по Лапласу У (р ) выхода системы (отклика , реакции) 
у ( t )  с нулевыми начальными значениями . В теории 
управления соотношение ( 1 )  принято изображать 
графически (см. рис. ) .  

Пусть, напр . ,  система управления описывается ли
нейным обыкновенным дифференциальным уравпепи-
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ем с постояиными коэффициентами 

�� a;y< i> = �� ь 1uU> ,  a n = 1  ""-'1= 0 ""-'1 = 0 
(в реальных системах, как правило , m <: n ) .  Тогда 

W ( ) = Ьтрт + Ьт _ 1рm - • +  . . . + Ь0 
р pn + an _ ,pn • .,.  • • •  +а о  • 

( 2) 

(3) 

Это же выражение можно получить, если, используя 
операторную форму записи уравнения (2) с помощью 
оператора дифференцирования р 

А (р) у = В  (р) и ,  

определить П .  ф .  как отношение в х о д в о г о о п е
р а т о р а системы В (р) к с о б с т в е и в о м у о п е
р а т о р у системы А (р) . П. ф .  (3) системы (2) допу
скает следующее толкование: если выбрать управ
ление u= est , где s - комплексвое число такое , что 
А (s) ;t: O ,  то линейвое веодиородиое уравнение (2) имеет 
частное решение у= W (s)est. 

П .  ф .  не следует путать с п е р е х о д н о й  ф у и к
ц и е й , к-рая представляет собой отклик системы на 
воздействие е д и в и ч н о й с т у п е н ч а т о ii 
ф у н к ц и и  { О , t � O . 

и ( t ) -
- 1 , t > о 

при нулевых начальных условиях . 
П .  ф. является одним из основных понятий теории 

линейных стационарных систем управления . Она не 
зависит от характера приложеиных к системе управ
ляющих воздействий , а определяется лишь парамет
рами самой системы и дает тем самым ее дииамич. 
характеристику . Особую роль в теории управления 
Играет функция W (i w) чисто мнимого аргумента , ваз. 
а м п л и т у д и о - ф а з о в о й ,  или ч а с т о т н о й, 
характеристикой системы . Понятие П .  ф .  обобщается 
и на линейные системы управления иных типов (мат
ричные ,  нестационариые, дискретные ,  с распределен-
ными параметрами и др . ) . , 

Лит. : [ 1 ) Р о й  т е н б е р  г Я. Н . , Автоматическое управле
ние, 2 изд. , М . ,  1 9 7 8 ;  [2] Математические основы теории автома
тического регулирования, М. , 1 97 1 ;  [3) Н а л м а н Р. , Ф а  л б п . , 
А р б и б М. , ОчеР.КИ по математической теории систем, пер . 
с англ. , М . ,  1 9 7 1 ; [4] Б у т к о в с к и й  А. Г. , Характеристики 
систем с распределенными параметрами. Справочное пособие,  
М. , 1 97 9 .  Н.  Х. Роаов. 

ПЕРЕМЕННЫХ НАПРАВЛЕНИИ МЕТОД - итера
циоииый метод решения систем линейных или нели
нейных уравнений, возникающих в разностных или 
проекциоиио-разиостиых методах при приближеином 
решении , иапр . ,  краевых задач для уравнений с част
ными производиыми эллиптич . типа. 

Пусть, иапр . ,  имеются две пространствеиные пере
менвые и последовательности квадратных сеток wh 
с шагом h>O и узлами х;= ( i1h, i2h), где i= ( i1, i2) -
вектор с целочислеиными компонентами. Пусть Qh -
множество узлов wh , в к-рых ищется решение разност
ной или проекциоиио-разиостиой задачи, записанной 
в виде операториого уравнения 

Lh (uh) = fh 
в евклидоном пространстве Н h • отождествляемом с 
простравством функций, заданных в узлах Qh; раз
мерность Н h совпадает с числом точек N h из Qh· 

Пусть 
Ahuh (х; ) = �х - · Eilh aцuh (X{ + j) , х; Е Qh , (1 ) I + J  

- линейные операторы , отображающие Hh в Hh. 
Среди операторов ( 1 )  имеются операторы , у к-рых 
невулевые коэффициенты а; , 1 в ( 1 )  соответствуют лишь 
векторам сдвига j= (j1, j 2) с j 2= 

О . Такие операторы 
наз . о д и о м е р  н ы м и о п е р  а т о р а м и, дейст-

вующими по х1 , и обозначаются A h , х,; аналогично 
для векторов сдвига с j1= 0 определяются и одномер
ные операторы A h ,  х•• действующие по х2 • 

Системы уравнений 
r = 1 ,  2 ,  

расщепляются на  отдельные подсистемы , каждая из  
к-рых связывает лишь значения uh (х;) в узлах , лежа
щих на отдельных горизонтальных (для A h, x,)  или 
вертикальных (для А h, х.> линиях сетки. Для П .  н. м. 
характерно использование расщепляющихся опера
торов A h , имеющих вид 

Rh = Ah ,x ,Ah, xo· 
Решение системы 

(2) 
тогда сводится к последовательному решению двух 
систем 

Ah ,x,vh = gh , 
Ah ,x,Uh = vь , 

(3) 
(4) 

в к-рых вначале решаются отдельные подсистемы на 
горизонтальных линиях сетки (в случае (3) ) , а затем 
осуществляется перемена направлений и решаются 
подсистемы на вертикальных линиях сетки (в случае 
(4)) . При этом обычно операторы Rh выбираю"J;Ся 
такими, что на решение систем (3) , (4) ,  а следовательно , 
и (2) , уходит только O (Nh) арифметич . действий .  
Позтому и каждая итерация в П .  н .  м .  вида 

Rhn)u�n+ l) = R�n) Uhn) _ (Lh (u�n) ) - fh ) , n = O , 1 , . . .  , (5) 
где верхний индекс n соответствует номеру итерации, 
обычно осуществляется с затратой O (Nh) арифметич . 
действий . 

Наиболее эффективные результаты для П .  и. м .  
получаются для т .  н .  коммутативного случая, когда 
оператор Lh является самосопряженным положительно 
определенным оператором, а операторы Rkn> - са
мосопряжениые и перестановочные с Lh. В этом случае 
для любого в >О погрешиость начального приближения 
можно уменьшить по норме в в - 1 раз за число итера
ций M= O ( / lnв l l inh l ) ·  Коммутативный случай может 
встретиться только для краевых задач , в к-рых можно 
произвести разделение перемеииых,  и, следовательно , 
область должна быть прямоугольником . Наиболее 
частым случаем метода (5) для уравнения 

Lhuh = (Ah ,x 1  + Ah ,x,) Uh = fh 
является метод 

[ 112 (Е + •<n> A h ) ]  (u<n+ l> _ u(n)) = r= l h r, h , xr h h 
= - '\'�n J (Lhu�n) _ fh) , 

где Eh - тождественный оператор .  
Наряду с подходом, в к-ром за счет выбора итера

циоиных параметров стремятся минимизировать норму 
оператора перехода от нулевой итерации к итерации 
с фиксированным номером, используются и подходы , 
основаиные на различных в а риациоииых прииципах . 

П . н. м. часто используется в качестве внутреннего 
итерациоиного процесса в двухступенчатых итераци
онных методах, использующих операторы , эквивалент
ные по спектру и пригодные в случае персменных 
коэффициентов и иелииейиых задач. 

Лит. : [1 ] Р е а с е m а n D .  W. , R а с h f о r d Н . Н . , « J .  
Soc. Industr. Appl .  Math. >>, 1 95 5 ,  v. 3, М 1 ,  р .  28-4 1 ;  [2 ]  Д ь я
к о н о в Е. Г. , Итерационные методы решения разностных ана
логов краевых задач для уравнений зллиптичеС!юго типа, Н . , 
1 9 7 0 ;  [З] Я н е н к о Н . Н . ,  М е тод дробных шагов решения мно
гомерных задач математической физики, Новоси б. , 1 9 6 7 ;  [ 4 )  
С а м а р  с к и й  А.  А . ,  Введение в теорию разностных схем, М . ,  
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1 97 1 ;  [5] М а Р ч У к  Г. И . ,  Методы вычислительвой матема- б о в а - П а р  а с ю It в) о конечности в смысле тики, 2 изд. , М . ,  1 9 8 0 .  Е. Г. Дъяхопов. б б ф t 

ПЕРЕМЕШИВАНИЕ _ свойство дипамич . системы о о щепных ункций из S перенормированных выра-
('каскада {sn } или потока {St }) с конечной ипвари- жепий в каждом порядке теории возмущений . При 
аптпой :мерой 11, состоящее в том, ч:то для любых этом П .  сводится к добавлению к лаграпжиапу до
двух измеримых подмножеств А , в фазового про- полнительных членов - «контрчленов» . Каждый ковтр
страпства w мера член представляет собой пек-рую локальную оператор-

ную структуру с числовым коэффицйептом, являющим-!.1 { (Sn) - 1  А П В) , ся , вообще говоря , бесконечным рядом по затравочным 
соответственно 

стремится к 
f.t (А) f.t (B)/f.t (W) 

при n -+ оо , -соответственно при t -+ оо . Е ели преоб
разовапия S, S t обратимы, то в определении П .  вместо 
прообразов множества А относительно этих преобра
зовапий можно брать образы SnA , StA , что более 
в:аrлядnо. При валичии свойства П. говорят также , 
что система первмешивает, а в случае первмешивающего 
каснада { sп } о по рождающем его эпдоморфизме S 
пространства с мерой ( W, f.t) тоже говорят, что S перв
мешивает (обладает свойством П . ;  впрочем, в послед
нем случае под П .  часто понимают не свойство объ
екта , а сам этот объект, то есть S ) .  

В эргодич . теории паряду с П .  рассматривают род
ственные свойства - н р а т н о е п е р е м е ш и
в а н и е и с л а б о е n е р е м е ш и в а в и е (см . 
( 1 ] ;  последнее в старой литературе часто пазывали 
П. в широком смысле, или короче - просто П ., а о 
П .  говорили как о П .  в сильном смысле) . Рассматри
вают также свойство, промежуточное между П .  и 
слабым П .  (см. [2 ] ) .  Все эти свойства сильнее эргодич-
пасти . 

Имеется аналог П .  для систем с бесконечной инва
риантпой мерой (см. [3 ] ) .  

Лит. : [ 1 ] Х а  л м о ш П .  Р . , Лекции по вргодической теории , 
пер. с англ. , :М . ,  1 95 9 ;  [2] F u r s t е п Ь е r g Н . ,  W е i s s В . , 
в кв. : The structure of attractors iп dyпamical systems,  в . - Hd!Ь .
N. У. , 1 978 ,  р. 1 27 - 3 2  ( Lecture Notes in Math . ,  N• 668) ; [З] 
К r е n g е 1 U . ,  s u с h е s t о n L. , «Z .  Wahrscheinlichkei tsthe
or. und verw. Geb . •> ,  1 96 9 , Bd 1 3 ,  No 2, S. 1 50 - 6 4 .  д. В. Аносов. 

ПЕРЕНОРМИРОВКА - процедура устранения рас
ходимостей, присущих теории возмущений в лаграп
жевой формулировке кваптовой теор ии по.яя.  При 
построении формальных рядов теории возмущений 
il квантовой теории поля появляются выражения , 
не имеющие однозначного математич. смысла ,  связан
ные с т. в.  ультрафиолетовыми расходимостями . Такие 
расходимости возникают из-за того, что коэффициенты 
этих рядов являются произведениями обобщенных 
функций, т. е. объектом, вообще говоря , не опреде
ленным корректно . 

Удобно начинать рассмотрение с регуляризоваппой 
теории , в н-рой обобщенНЫ�'! функции заменены доста
точно гладкими. Регуляризация вводит в теорию 
дополнительные параметры, не имеющие прямого 
физич . содержания . Но в регуляриаовап:цой теории 
уже возможно выделить из каждой коэффициентной 
фущщии ту ее часть, к-рая при снятии регуляризации 
порождает ультрафиолетовые расходймости . СобствеJI
но П . состоит в отбрасывании расходящихся вкладов в 
коэффициентные функции . После П .  регуляризация 
снимается, т .  е .  регуляризующий параметр исключа 
ется соответствующим предельным переходом . 

Идея П . ,  предложеиная Х .  Бете (см. [ 1 ] ) ,  состоит 
в том, что отбрасывание расходимостей должно произ
водиться таким способом, чтобы оно сводилось к пере
определению (П . )  параметров исходиого лаrравжиана, 
т . е .  затравочных масс ,  копетаит связи и нормировки 
полей . Точная формулировка перенормировочной про
цедуры в кваитовой теории поля (Я-операция) была 
дана Н .  Н. Боголюбовым и О. С. Парасюком (см . [ 2 ] ) .  
Ими была доказана теорема ( т  е о р е м а Б о г о л ю-

копставтам связи.  Эти :коэффициенты конечны лишь 
при валичии регуляризации и обращаются в беско
нечность при снятии ее. Таким образом, П. демовст· 
рирует вспомогательный характер исходного лаграв
жиапа . Физич . смысл придается лишь лаграпжиапу 
перевормированиому. Его параметры , т. е. перенор
мироваввые массы, константы связи и т .  д . ,  к-рые 
конечны, можно идентифицировать с наблюдаемыми 
величинами . 

Лаграпжена формулировка теории возмущений воз
можна лишь для теорйй, в к-рых число коптрчленов, 
отличающихся по своей операторной структуре, ко
нечно . Такие теории делятся на два класса - супер
нормируемые и перенормируемые . В супервормиру
емых теориях коэффициенты прй: контрчленах явля
ются конечными рядами по копстантам связи, а в 
перенормируемых - эти ряды бесконечны . В этих 
теориях операторпая структура коптрчлепов , как 
правило , та же, что и отдельных членов исходного 
лаграпжиапа. Их объединение и приводит к П. затра
вочных констант. 

В классич. вариа11те П .  есть Я-операция Боголю
бова - Парасюка (устранение расходимостей из каж
дой диаграммы, возникающей , вапр . ,  в разложении 
S-матрицы) и сводится к ПерРопределепию коэффици
ентвой функции этой диаграммы оледующим обуазом. 
Пусть М.." - оператор, сопоставляющий коэффици
ентпой функции диаграммы у начальный отрезок ее 
разложения в ряд Маклорева по импульсам. Тогда 
коаффициептпая функция ЯGг (р1 , • • • , PN) перенор
мированвой диаграммы Г запишется: как 

RGг (Pl • . . .  , PN) = 
= : п (1 - М., ) : Gг (PI , • ·  . ,  PN) , (*) ' 'I'J E {'I'j } •i ' 

где {yi } - совокупность всех раоходящихся поддиа
грамм диаграммы Г , а символ : . . .  : означает, во
первых,  отбрасывание в получающемся из (*) при 
раскрытии снобок выражении всех членов,  содержащих 
произведения: м.." .м.." . , отвечающие паре поддиаrрамм, 1 J 
для и-рых не ВI>Iполпяетс'я ни одно из условий YiC.1' 1,  
Yi-=:J1'i• 1'i П 1'! = JO, и, во-вторых , упорядоttивание 
операторов м.."j таким образом, что м.."j стоит правее 
м.."i' если 1'iC.YJ· 

Ограничения ,  накладываемые на процедуру П . ,  не 
фиксируют ее полностью. Остающийся произвол имеет 
двоякий характер. Во-первых , требование конечности 
перенормированных выражений определяет лишь ве
к-рое минимальное число «вычитапий� в каждой рас
ходящейся поддиаграмме, т .  е. минимальное число 
выделяемых членов ряда Маклорена . П. будет по
прежнему приводить к конечным результатам, если 
число вычитаний увеличивать, соблюдая пек-рые ус
ловия согласования для вычитавий в различных под
диаграммах перенормируемой диаграммы. Во-вторых , 
в1-1есто отрезка ряда Маклорева можно вычитать выра
жение, отличающееся от него многочленом по импуль
сам той же степени с конечными коэффициентами. 

Указанный произвол приводит к эквивалентности 
различных процедур П . ,  отличающихся по своей 
формулировке от Я-операции .  Их конкретный выбор 
обычно диктуется рассматриваемой задачей. Так, для 
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теорий с калибровочной инвариантностью , была пред- п з ф 

П 
рои водная от ункции распределения по траектории 

ложена ., получившал название размерной .  Она бази- движения имеет вид 
руется на реrуллризации,  исполазующей в качестве 
параметра отклонение размерности пространства-вре
мени , в к-ром производятся вычисления , от физич. 
значения . Устранение расходимостей производител пу
тем отбрасывания выражений, синrуллрных по этому 
отклонению. 

В других задачах польэуютсл аналитич. П .  В ее 
основе лежит реrуллриэацил , состоящая в замене 
пропататора частицы, имеющего вид типа (р2-т2+ Ю) - 1 
на (p2- m2+ iO)л . Продолжение в комплексную область 
по параметрам Л осуществляет реrуллризацию теории, 
а ультрафиолетовые расходимости выделлютел как 
полюса по нек-рым линейным комбинациям этих 
параметров .  Согласованное отбрасывание таких полю
сов устранлет все расходимости . 

В Приложениях используютел и другие схемы П. (см . [ 3] ) . Ли[т . :  [1 ] В е t h е Н. А . ,  <<Phys. Rev. » ,  1 9 4 7 ,  v. 72 р . 339-
3 4 1 ;  2] Б о г о л ю б о в  Н .  Н. , П а р а с ю к  о.  с. :  <<Докл. АН СССР>>, 1 9 5 5 ,  в.  1 00 ,  М 1 ,  с .  25 ;  М 3 ,  с. 429; [3] 3 а в ь я
л о в О. И. , Перенормированные диаграммы Фейнмана М 
1 97 9 .  С. А .  АН:шш�: 

ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ ТЕОРИЯ - исследова
ние прохож�енил электромагнитного излучения , гамма
квантов, неитронов и др. элементарных частиц че
рез вещество с помощью линейного кинетического 
уравнения, или уравнения переноса (см. Кипетическое 
уравнепие) . 

Задача олееделепил поля излучения в атмосфере, 
рассеивающеп свет по иэвестным физич. законам, 
воапикла в 80-е rr. 19 в .  в связи с исследованиями 
по освещенности дневного неба . Кинетич. уравнение 
переноса излучения было пайдепо в пач .  20 в. для 
задачи о лучистом равновесии в звездных атмосферах .  
Физич. смысл уравнения переноса - баланс энергии, 
числа квантов, числа частиц в элементе фаэовоrо 
пространства координат и скоростей частиц: 

dФ _ ( дФ ) S dt - д/ столки . + ' 

где Ф (r , v, t) - функция распределепил частиц в d точке r, v - скорость, t - момент времени , dt -
полная производпал по траектории движения ча
стицы, ( дд� ) столки . - скорость изменения функции 
распределепил за счет столкновения частиц с веществом 
(нейтронов с ядрами или квантов с атомами вещества) ,  
S - мощность источника частиц. Для электромаГJ:IИТ
поrо излучения в качестве независимых перемеппых 
функции распределения, определяющей среднюю интен
сивность излучения, входят вектор направления из
лучения и его частота . Одни и те же уравнепил для 
описания распространения частиц и квантов получают
ся вследствие одинакового физич. смысла этих киветич. 
уравнений - баланс энергий в фазовом пространстве . 

Ч лен , описывающий столкновения , является инте
гральным: 

( �� ) 
столки .

= Л � 1:s (r ' v' --+V ) Ф (r , 
- �  (r, v) Ф (r , v ,  t ) ,  

' v ,  t )  dv ' -

а само уравнение переноса (к и п е т и ч е с к о е 
у р а в п е п и е) - иптегро-дифферепциальпым урав
нением . Здесь � - полное сечение взаимодействия 
частиц с веществом в элементарном акте столкновения, 
� s (r, v '  � v )  - сечение перехода (вероятность пере
хода) из скорости v' до расселпил в скорость v после 
расселпил (с учетом вероятности, что столкновение 
произойдет) . Для свободного движения частиц полпая 

dФ дФ 
Тt = m + v grad Ф. 

Для полного определения решения 
начальное условие 

необходимо задать 

Ф l t= o  = ! (r , v) 

и граничное условие . !fa границе тела (области про
странства , внутри к-рои решается уравнение переноса) 
могут быть заданы ,  напр . ,  уеловил абсолютного по
rлощенил частиц 

Ф (r , v, t) = 0 при (v · n) < О, 
где n - внешняя нормаль к поверхности (границе) 
тела .  Возможны и более общие граничные условия, 
описывающие отражение частиц от границы или <<nро
стреЛ>> частиц через вакуум (для невылуклото тела ,  
граничащего с вакуумом - областью, где нет столк
новений) . Математич. исследование уравнений перено 
са в односкоростном случае, т. е. в предположении , что 
изменлетел лишь направление распространения излуче
ния или частиц при nостоянной энергии кванта или 
частицы , было проведено В .  С .  Владимировым [ 1 ]  для 

дФ случал дt =0. При изотропном рассеянии задача сводит-
ел к интегральному уравнению с положительным ядром, 
к к-рому применяма теория l!полне непрерывных опе
раторов , оставляющих инвариантным конус в банахо
вом пространстве . При этом однородпал задача имеет 
положительное собственное значение (стоящее множи
телем при интеграле столкновений) , к-рое не больше 
модуля велкого другого собственного значения Л;, и 
ему отвечает , по крайней мере , одна неотрицательная 
собственпая функция (соответствующая Л1) . Эта тео
рема обобщается на случай анизотропного рассеяния . 
В широком классе случаев первое собственное значение 
задач;и оказывается простым, а собственная функция, 
соответствующая ему, - положительпой почти всюду 
в фазовом пространстве координат и направлений . 

Таков, напр . ,  случай ,  когда � s  (r, v' � v) >O поч
ти всюду. Найдены условия ,  при к-рых для уравне
ния переноса с анизотропным рассеянием справедлива 
теория Гильберта - Шмидта , построен новый вариа
ционный функцяопал для уравнений переноса с чет
ной вероятностью перехода относительно перемевной 
f.to= (v · t/ ) . С помощью нового вариационного метода 
последовательно исследованы уравнения метода сферич. 
гармоник, к-рые вместе с краевыми условиями полу
чаютел применепием орлмоrо вариационного метода 
Галеркипа к уравнению пеееноса , если в качестве 
пробных функций взять линеиные tюмбипации сферич;. 
функций, зависящих от направления распространения, 
умноженных на неизвестные функции пространствен
пых координат .  Вариационный припцип позволил 
отобрать наилучшие граничные уеловил для метода 
сферич . rармопин , ранее найденные эмпирически, из 
вдвое большего количества возможных линейно неза
висимых условий на границе тела (для плоской гео
метрии) (см. [ 1 ] ) .  

В нестациопарпом случае (см .  [ 2 ] )  при исследовании 
спектра собственное значение при переходе к интег
ральному уравнению (для изотропного рассеяния) нели
пейпо входит в ядро интегрального уравнения . Это 
обстолтепьство приводит в конечном счете к тому, что 
число точек дискретного спектра оказывается конеч
ным (а в некоторых случаях - нестационарнал задача 
для тепловых нейтронов в малом блоке замедлителя -
их вообще нет) , кроме того , появляется сплошной 
спектр собственных значений. 
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В ряде случаев удаетел получить аналитическое 

решение уравнепил переноса . Например , методом Ви
нера - Хопфа решается задача Милна ; метод разло
жепил по сингуллрпым собственным функциям опера
тора переноса позволлет решить ряд одномерных за
дач [3] . 

В связи с потребностями инженерной практики были 
развиты оперативные численные методы решения урав
нения переноса пейтронов для расчета критич . режима 
ядерного реактора (задача па собственные значения 
для уравнения (* ) при дФjдt = О) . Одним из основ
ных методов решения является метод сферич .  гармо
ник , к-рый , однако, сложен для реализации па ЭВМ и ,  как, впрочем , и другие методы , медленно сходител 
(это обълснлетсл наличием особенности в ядре интег
рального уравнения перепоса) .  См. Перепаса уравпе
пия; численные методы решения . 

Лит. : ( 1 ] В л а д и м и р о в  В. С . , «Тр. Матем. ин-та АН 
СССР•>, 1 96 1 ,  т. 6 1 ; [2] Ш и х  о в С. В . ,  Вопросы математичес
кой теории реакторов. Линейный анализ ,  М. , 1 97 3 ;  [3] Н е й з К ,  
Ц в а й  ф е л ь  П .  Ф. , Линейная теория переноса, пер . с англ. ,  
М. , 1 9 7 2 ;  (4] С о б о л е в В .  В . , Перенос лучистой энергии 
в атмосферах звезд и планет , М . ,  1 95 6 .  В .  А .  Чуяиов. 

ПЕРЕНОСА ПОВЕРХНОСТЬ - поверхность,  обра
зованная параллельным переносом кривой L1 так, что 
пек-рая ее точка M0 E L1 скользит по кривой L2 •  Если 
r1 (и)  и r2 ( v) - радиус-векторы кривых L1 и L2 соот
ветственно, то радиус-вектор П. п. есть 

r = r1 (и) + r2 (v) - rl (и0) ,  
где r1 (u0)= r2 ( v0) - радиус-вектор точки М0 • Линии 
u= const и v= const образуют перепаса сеть.  :Каждая 
линейчатая поверхность имеет оо 1 сетей переноса 
(Р е · й  д е м е й с т е р а т е о р е м а) ,  развертываю
щаясл П .  п. может быть только цилиндром или пло
скостью. Если поверхность имеет две сети переноса , 
то несобетвенные точки касательных к линиям этих 
сетей лежат па алгебраич. кривой 4-го порядка . Ин
вариантным признаком П. п .  является существование 
с о п р л ж е п н о й ч е б ы ш е в с к о й с е т и (сети 
перепоса) .  Напр. , изотропная сеть на минимальной 
поверхности есть сеть перепоса , так что эта поверх
ность есть П. п. Можно также П. п. охарактеризовать 
тем, что одна из ее кривых (линия переноса ) переходит 
в линию, лежащую на той же поверхности , под воз
действием однопараметрич . группы параллельпых пе
репосов . Замена этой группы произвольпой однопара
метрич. группой G приводит к о б о б щ е н н ы м 
п о в е р х н о с т л м п е р е н о с а (см . [ 1 ] ) .  

Лит. : [ 1 ] Ш у л и к о в с к и й  В. И . , Нлассическая диф
ференциальная геометрия в тензорном изложении , М . ,  1 96 3 .  

И. Х .  Сабитов. 
ПЕРЕНОСА СЕТЬ - сопряженная чебышевскал сеть 

на двумерной поверхности аффинного (или евклидова) 
пространства . Поверхность , несущая П .  с . ,  паз .  пере
паса паверхпастью . 

В расширенном пространстве имеет место т е о р е м а 
Л и : если поверхность несет две П. с . ,  то касательные 
к линиям этих сетей высекают па несобетвенной пло
скости кривую 4-го порядка (см. [ 1 ] ) .  

Лит. : ( 1 ] Ш у л и R о в с R и й В. И . , Нлассичсская диф
ференциальная геометрия в тензорном изложении, М . ,  1 96 3 .  

В .  Т. Бааы.яев. 
ПЕРЕНОСА ТЕОРЕМА в т е о р и и д и о ф а н

т о в ы х п р и б л и ж е п и й - утверждение о связи 
разрешимости в целых числах одной системы пера
вепств с разрешимостью другой системы, определенным 
образом связанпой с первой. :Классич.  примером ли
нейных П .  т. является припцип переноса Хинчипа (см. 
Д иафаптавы приближепия) . Более общие линейные 
П. т. касаются связи между решениями в целых числах 
системы однородных линейных перавепств с леособой 
1шадратпой матрицей и решениями соответствующей 
системы с обратной транспонированпой матрицей: 

существование нетривиальпого решения одной си� 
стемы гарантирует существование нетривиальпого ре� 
шепия другой , и наоборот . Подобные связи существуют 
между линейными однородными и леоднородными 
системами перавепств, при этом отсутствие петриви
альпых решений однородпой системы перавепств га
рантирует существование решений соответствующих 
неодпородпых систем , и наоборот . И звестны такого 
рода связи и в случае пелипейных задач, но они менее 
определенно выражены и мало изучены . Принципи
альные основы П. т. теории диофантовых приближений 
проленлютея П .  т. геометрии чисел: для выпуклых 
множеств устанавливаются связи между наличием 
целых точек в данном и взаимном к данному множе
ствах .  

Лит. : (1 ] Н а с с е л с Дж .  В .  С . , Введение в теорию дио
фантовых приближений, пер . с англ. , М. ,  1 96 1 ; [2] е r о ж .е ,  
Введение в геометрию чисел , пер. с англ. , М. , 1 9 6 5 .  

В .  Г. Сприиджуп. 
ПЕРЕНОСА УРАВНЕНИЯ ; ч и с л е  п н ы е м е

т о д ы р е ш е п и я - методы решения иптегро-диф
ференциальпых уравнений , описывающих перенос ча
стиц или излучения . Для стационарных задач урав
пения имеют вид 

Q 'V ep+�ep= � dv' � dQ' epw (x , Q, Q' , v , v ' ) + f , (1 ) 
где х= (х, у, z) ,  Q= (Q1 , Q2 , Q3) - единичный вектор , 
ер= ер (х, Q ,  v) - поток частиц в точке х, летящих со 
скоростью vQ ; положительные функции � ,  w описы
вают взаимодействие частиц с веществом, а f - источ
ник . Рассматривают две основные задачи: 1 )  найти 
решение уравнения ( 1 )  в (выпуклой) области D (х, у, z) . 
такое , что па ее границе Г 

ер (х, Q , v) = 0  при (Q , n) < О , (2) 
где п - внешняя нормаль к Г; 2) найти наибольшее 
собственное значение Л1 и соответствующую собствен
ную функцию задачи ( 1 ) - (2) , в к-рой 

f = � � dv ' � dQ' epw1 (х,  Q, Q' ,  v ,  v ' ) .  (3) 

Уравнение (1) содержит шесть независимых перемен
ных; из-за существенной многомерности его сводят 
к более простым уравнениям. Заменял в ( 1 ) , (3) инте
грал по v' квадратурной формулой с N членами и 
предполагая изотропность рассеяния , получают си
стему т. п. м н о г о с к а р о с т н ы х у р а в н е
п и й  

� N . .  Q'\7ep; + �;<po; = ""-'i= I ��1 ep;o + f; , i = 1 , 2 ,  . . .  , N ,  (4) 

где 

ер; = ер; (х, Q) , fPio = 4
1
n � ер; dQ' 

- нулевые моменты , а коэффициенты � ;. � fi , f; полу
чены применением методов усреднения с использова
нием решений сопряженных задач .  Для задачи 2) 
аналогично получают , что 

1 1 ""' N f; = -,: x; Q (ср) = -,: х; ""-'i= l �,jfPjo · (5) 

Для N = 1 получают о д н о с к о р о с т п о е у р а в
п е н и е  

( 6) 
для функции ер= ер (х,  Q) . Уравнение (6) для плоского 
слоя О ...;;.х ...;;.Н,  когда решение зависит только от одной 
координаты х и одной угловой переменпой ft, l t-t l <. 1 , 
имеет вид 

t-tl � + ep = c � � � 1 ер (х , �t ' ) dt-t' + f1 (x , J.t) , (7) 
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где 1= 1/Т. , с= "В s/1:. , /1=//"В . Характеуистиками левой 
части (6 )  являются все прямые x= x0+ �Q , x0 E D ;  вдоль 
каждой из вих уравнение (6) принимает вид 

дQJ 
д6 + "В<p = "Вs<JJo + f . (8) 

Е сли в (6) сделать замену и= (<р (х ,  Q)+ <JJ (х ,  -Q)) /2 ,  
то оно принимает вид 

(9) 
Решение уравнения (9) минимизирует квадратичный 
ф у н к ц и о н а л В л а д и м и р о в а :  

где 

G (и) = ( lQ \i' u, ZQ \i' u) + (и ,  и) - (си0 , и ) + 

+ � ГХQ 1 (Q , и) \  и2 dQ dГ - 2  (и ,  F) ,  ( 10)  

(и ,  v) = i \ иv dx dQ .  j D ., Q 
Пусть краевые задачи записаны в операторной 

форме 
(1 1 )  

Х арактерным свойством задач переноса, использу
емым в численных алгоритмах , является то, что зна
чение L - 1'\jJ находится по заданному 'ljJ прямым мето
дом путем интегрирования (8) вдоль характеристик . 
Учитывая это , из ( 1 1 )  получают т. н. и н т е г р  а л ь
н о е  у р а в н е н и е  П а й е р л с а  

S<p = SL - 1 (S<p + /J (1 2) 
для нулевого момента S<p. 

Для решения задач переноса существенное развитие 
получил м е т о д с ф е р и ч е с к и х г а р м о н и к 
(являющийся вариантом метода Галеркина) .  Прибли
женное решение (Р п-приближение) находят в виде 

<p<n> (x , Q) = �;= 0 (2k + 1 ) �:= - k <JJki (x) Yki (Q) ,  ( 13) 

где <JJki (х ) - неизвестные функции, а У ki (Q) - сфе
рич. гармоники k-го порядка . Подставляя (13 )  в (6) , 
умножая результат на У ki и интегрируя по Q, полу
чают систему уравнений с частными производными 
для определения <JJki (х) .  В Р1-приближеник система 
имеет вид 

div <p1 + "В<ро = /о , + \7<JJo + <JJo + "В<JJ1 = /i , 

( 14 )  

где <p0= <JJoo • !J!1= (<р11 , <р1 2, qJ1 3) .  При /1=0 из ( 14) полу
чают диффузионное приближение 

- div D \i'!J!o + L<JJo = /0 ,  2D =�- <ро /г = 0 , (1 5) 

где D = 1 / (3"В ) .  Это - эллиптич. задача , решение 
к-рой находят , применяя вариационные или сеточные 
методы . 

Для решения одномерных задач развиты аналитич. 
методы , основанные на разложении решения по обоб
щенным собственным функциям. Для нахождения зна
чений функдионалов от решений сложных многомер
ных задач применяют Монте-Карла метод .  

Широкое распространение получили методы конеч
норазностных аппроксимаций уравнения переноса . 
Так , используя квадратурную формулу для области 
D ,  заменяют интег ральное уравнение ( 12 )  системой 
линейных уравнений.  В уравнениях (4) , (5 ) ,  (6) , (8) 
для аппроксимации интегрального оператора приме
няют квадратурные формулы для сферы . Известны 
Гаусса квадратурные формулы для сферы до 35-го 
алгебраич. поряд:ка точности . В методе хара:ктеристик 

через каждую точку пространствеиной сетки проводят 
семейство характеристин по направлениям, соответ
ствующим узлам :квадратуры для сферы, и заменяют 
дифференциальный оператор L в (8) разностным. Раз
ностные уравнения S п-м е т о д а получают интегри
рованием уравнения (6) по сеточной ячейке фазового 
пространства , предполагая линейность решения в 
пределах ячейки по независимым переменным. В м е
т о д е Г а л е р к и н а решение ищут в виде 

!J! = �:= 1 gn (Q) <JJn (х) . (16) 

Если !J'п (х) заданы ,  то для определения gп (Q) полу
чают систему вырожденных интегральных уравнений; 
если <JJп (x) - финитные функции, то получают м е
т о  д к о н е ч н ы х  э л е м е н т о в ; если gп (Q ) 
заданные финитные функции и выражение ( 16 )  миними
зирует фующионал ( 10) , то получают так наз .  Р NJ
y р а в н е н и я. 

Итерационные методы решения разностных задач 
переноса обладают своей спецификой; она заключается 
в том, что сходимость ятерационных методов , как пра
вило ,  замедляется при с --*  1 (с ...;: 1 ) ,  а для нахождения 
следующего приближения !pk + I используют только 
часть информации о предыдущем приближении <p.ot 
существенно меньшей размерности - запоминают и 
используют лишь значения !р�. В итерационных ме
тодах в качестве промежуточной операции (операции К) 
часто входит решение следующей задачи 

LФk = S!J!k + f, Ф� = 4� � Фk dQ' . (1 7) 

Тогда ошибка <р-Фk удовлетворяет (1 1 ) с независящим 
от Q источником S (Фk-<pk) и невязка тоже не зависит 
от Q .  Это свойство позволяет ус :корить сходимость 
итераций . Пусть задана периодич. задача для урав
нения (7) с постоянными коэффициентами, четным по ft источником и H= 2n . Применительно к этой задаче 
ниже рассмотрены следующие ятерационные методы. 
Для уравнения (7 )  строится сет:ка с N узлами по х 
и М угловыми направлениями по ft ·  Пусть 

r ( f )  = t - 1  arctg t , О .;;;; r ( t) ",;;;; 1 , 
k k � k ( ' ) ё о  = !J!o - <j)o = �n en ехр шх , 

� е� 11 = шах / е� 1 .  
n 

Для сходящихся ятерационных методов l le�+l l l...:q l le� l l , 
где O...;:q <1 .  Пусть Ц0 - цена (количество действий) 
операции К, Ц - цена полной итерации, а d= Ц - Цl). 
Для различных методов имеют место следующие со
отношения. 

1) П р о с т а я и т е р а ц и я: <р�+ I=Ф�; для нее 
1'1= 0, q= c.  

2) М е т о д Л ю с т е р н и к а :  для нек-рых k 
полагают в простой итерации 

!J!�+ 1 = Ф� + (Л1 - 1 ) - l {Ф�- <р�) , 
где Л1 > 1 - наибольшее собственное значение задачи 
L!p=ЛS<p; тогда 1'1= 0 (N) , q= cr ( l) (q --* 1 при с --* 1 ,  
z - О) . 

3) М е т о д о ц е н к и и т е р а ц и о н н ы х о т-
к л о н е н и й: <р�н=Ф�+ W�, где Wk - решение 
уравнения 

тогда 

дWk ( k k) lft ах +  (1 - с) Wk = c Ф0 - <ро ; 

i'1 = 0 (NM) , q = max ( cr (l ) , п�;с•) 
(q - 1 при с - 1 ,  z - 0) .  
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4) М е т о д с б а л а и с о в ы м и м н о ж и т е- где 
л я м и: ер�+ 1= бflФ�, где 

r н fo dx 
bfl = J o � 7  (1 -с) Ф� dх 

для него /!,.= О (N) , q= cr (l) (q --+ 1 при с --+  1 , l --+  О) . 
5) М е т о д с р е д н и х п о т о к о в (м е т о д 

р е б а л а н с а) :  
epk + l (x , !l) = (1 + vk (x) ) Фk ; 

функцию vfl выбирают, чтобы мипимизировать функ
ционал ( 1 0) или чтобы минимизировать его па пек-ром 
конечномерном подпрострапстве : vk= � ;a;'\j); , тогда а .  
удовлетворяют определенпой системе уравнений . 1 6) М е т о д к в а з и д и ф ф у  з и и :  

где 

l d l d D k k +  1 k + 1 
� dx dx еро + (1 - с) еро = fo , 

Dfl = ( � � 1 фkll2 dll ) /Ф�; 
тогда /).=O (NM) . 

7) М е т о д ы р а с щ е п л е в и я :  

где 

(/ + тЛ2) (/ + тЛ1) epfl + 1 = 
= (1 + тЛ2) (/-тЛ1) ер"+ 2т/ , 

Методы 4) - 6) - нелинейные , их сходимость мо
жет замедляться при с --+ 1 ,  l --+ О ; метод 7) требует 
запоминания epk (x , ft) (q --+ 1 при с --+ 1 ,  l --+  О) .  8 )  Н Р - м е т о д ы :  поправку Wk определяют как 
решение в D краевой задачи 

Q пW" = Pnc (W"+ Ф�-ер�) , (18) 
где Qm Р n - линейные дифференциальные операторы 
2-го порядка ,  и полагают ер� + I=Ф�+ Wk. В одном из 
вариантов НР-метода уравнение ( 1 8) имеет вид 

- g: ( z d�Yw" + <1 - c) W"= c (Ф�-ep�) . (ИJ 

Для уравнения (19) /).=O (N) ;  q= O , 1 86с при g,.= 0,843, 
а при gk= (1+ У�г)/2 ,  где Yk - корпи многочлена Якоби 
р (-'/, ,  2 (N + f3)-'/з) (y) , �>0, среднегеометрическое за 
N итераций значение q близко к 0 , 1 5с . В Н Р-методе 
сходимость итераций не замедляется при с --+ 1 ,  l --+ О . 

Для решения многоекоростпой задачи (4) применяют 
и т е р а ц и о н н ы й м е т о д 3 е й д е л я: 

Q'V ep�+ 1 
+�;<р7+ 1 = 

_ �i ij � + 1 �N ij 
- �i= 1  �s ер/О  + �i= i +  1 �s epjo+ / , 

i = 1 , 2 ,  . . . , N , (20) 
k+ 1 а решение ept в :каждом уравнении (20) находят 

итерациоипым методом для односкоростного урав
нения . 

Для решения многоскоростных задач па собствен
ные значеция (4) , (5) :к описанным двум итерациоппым 
циклам добавляют еще один внешний для нахождения 
максимального значения Л=Л1 и соответствующей 
собственной функции ер. Если х= Q (ер) ,  A = Q (L-S) - 1x, 
то задача (4) , (5) преобразуется в задачу 

Ах = Лх . (21 )  
Для нахождения Л1 и ер применяют итерационные 
методы с чебышевскими параметрами 

uk + 1 = Axk - �k + 1xk , xk + 1 = uk+ 1j Q (uk + l ) ,  (22) 1 

(23) 
w�г E IO, 1 ] ,  М, т - параметры . Предполагая пеотри
цательпость спектра , сначала находят Л1 и Л2 - паи
большие собственные значения (2 1 ) ,  считая ,  что т=О, 
М=а, где а?О - оценка снизу для Л1 , и беря за wk 
Т -последовательность (см. ниже) .  Значения Л1 , Л2 
определяют т. н .  о б о б щ е н н ы м м е т о д о м 
Э й т к е н а ,  учитывающим сдвиги �k · После нахож
дения Л1 , Л2 фующию ер находят по формулам (22) , 
(23) , полагая М= Л2 • Бесконечная Т-п о с л е д о в а
т е л ь н о с т ь образована , соответственно, из спе
циальным образом упорядоченных корпей многочленов 
Чебышева 1 -го рода T2 - з n (cos :rtw) ;  начальный отрезок 
Т-последовательности длины 2 . зп состоит из всех 
чисел вида (2jk-1 )/4 · 3n, 1 ..;;:j �г..;;:2 · 3п , 

1 3 1 1  
т ' т ' 12 ' 1 2  ' 1 2  ' 12 ' 3 6  ' 

. . .  ' 
Любой отрезок Т-последовательности длины 2 . зп 

обеспечивает оптимальное в пек-ром смысле подав
ление ошибки и устойчивость в итерациоппом методе 
(22) ' (23) . 

Для решения пестационарных задач 
1 дrр L -v дt+ ep-Sep = t  

примепимы: метод характеристик в Пространстве (х , t) ,  
метод Галеркипа и конечноразпостные методы , сво
дящиеся к явным и пеявпым по разпостным схемам 
или к методам расщепления оператора . В случае 
пеявпых схем для нахождения решения па верхнем 
слое может быть примелев Н Р-метод. 

Лит. : [1 ] В л а д и м и р о в  В. С . ,  <•Тр. Матем. ин-та АН 
СССР�. 1 96 1 ,  т . 6 1 , с. 1 - 1 5 8 ;  [2] М а р  ч у  R Г. И . , Л е б е
д е в в. И . ,  Чиc.JteiJньre методы в теории переноса нейтронов , 
2 изд. , М . ,  1 9 8 1 ; LЗJ л е б е д е в в. и . ,  Ф и  н о г е н о в С .  А . ,  
«Ж. вычисл. матем. и матем. физ .» ,  1 9 7 6 ,  т .  1 6 ,  М 4 ,  с .  895-9 0 7 ;  
[4] Л е б е д е в В .  И. , там же, 1 9 7 7 ,  (Г ,  1 7 ,  No 1 ,  с .  1 00-1 0 8 .  

В .  И. Лебедев. 
ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННАЯ СИСТЕМА - система,  чис

ло уравнений к-рой больше числа неизвестных . В ли
нейном случае такие системы задаются прямоугольпой 
(тХ п)-матрицеИ, т<п ,  где т - число уравнений , 
а n - число неизвестпых . Для П .  с .  перпоочередным 
является вопрос ее разрешимости , выражаемый в ус
ловиях совместности . 

Напр . ,  П .  с. линейных алгебраич . уравнений 
�n 

а ·  ·х · - Ь · i = 1  I J J - , ,  
разрешима тогда и только тогда , когда ранги основ
пой матрицы А = l la;j l l  и расширенной матрицы,  по
лученной приписывапием к А столбца свободных 
членов ,  совпадают . 

Для П .  с. линейных дифференциальных уравнений 
с постояпнЬiмn :коэффициентами 

�n p;1· (D) u1· = f ·  1 .;;;; i .;;;; т , (1 ) 
... i = 1 1 ' 

где P ij - многочлен от одного (обыкновенное урав
нение) или nескольких (уравнение с частными произ
водпыми) перемеввых , а D - символ дифференци
рования, условие совместности выражается в виде 
однородной системы уравнений с постоянными коэф
фициентами 

��= 1 qм (D) f; = 0 ,  1 .e;;;; k .;;;; r ,  (2) 

где матрица q находится по матрице р с помощью ал
гебраич. соображений. 

Для П .  с. ( 1 ) дифференциальных уравнений с част
ными производными с переменными коэффициентами 
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Pij=Pif (x, D) отыскание условий совместности ,  имею
щих вид (2) с q"_;= qk; (x, D ) ,  является значительно 
более трудвой задачей .  

Простейшим примером П .  с .  служит система диффе
ренциальных уравнений 

д и 
дх . = 1 i ' 1 ,.;;;;;; i ,.;;;;;; т. 

� 
Условия совместиости для этой системы, необходимые 
и достаточные для ее разрешимости, имеют вид 

!.!.1_ _  дfk = 0 д д , 1 .e=;;; i , k .е;;;; т .  
x k ж; 

Авалитич. функции многих комплексных перемев
вых u (z1 , • • •  , zm) можно также рассматривать как 
решения П. с. уравнений 

� = _!_ (� + t �) = O, 1 .е=;;; j <; т, дж/ 2 дх1 ду/ 
где z1= xJ.+ iYJ· 

Лит. : [1 ] М а л ь  ц е в А. И. , Основы линейвой алгебры, 
3 изд. , М. ,  1 9 7 0 ;  [2] П а  л а м о д о в В.  В . ,  в сб. : Итоги науки. 
Математический анализ. 1 96 8 ,  М. , 1 969 ,  с. 5 - 37 . 

А. П. Солдатов. 
ПЕРЕСЕЧЕНИЕ м в о ж е с т в - одна ив основных 

операций над множествами . Пусть имеется век-рая (ко
вечная или бесконечная) совокупиость множеств {А а }  
(индексы а. служат для различения элементов давной 
совокупности) . Тогда множество тех элементов , к-рые 
содержатся во всех данных множествах (множество 
элементов , общих всем множествам А а) пав .  п е р е
с е ч е в и е м этих множеств. 

П. множеств обоавачается А = П А а . 
М. И. Войцеховсхий. 

ПЕРЕСЕЧЕНИЙ ТЕОРИЯ в а а л г е б р а и ч е
с к о м м в о г о о б р а в и и - теория nересечений 
алгебраич. подмвогообравий и циклов. Пусть Х -
гладкое алгебраич. многообразие размерности n над 
полем k, а У и Z - подмногообразия Х коравмервости i и j соответствевво . .  Если У и Z первсекаются травс
версальпо, то у n z является гладким подмногооб
разием коравмервости i+i ,  к-рое обозначается У ·Z . 
:В общем случае паре (У, Z) сопоставляется ад,гебраи
ческий цикя У ·Z ко размерности t+; . Идея его опре
деления состоит в том, чтобы замевить У и Z на эк
вивалентные в каком-то смысле циклы У' и Z' ,  нахо
дящиеся уже в общем положевии , . и  ваять затем пере
сечение У' и Z ' ;  конечно , при этом цикл У' .z• также 
определен с точностью до эквивалентности. 

Пусть А i (Х) - группа классов алгебраич. циклов 
коравмерности i на Х по модулю рациональпой экви
валентности ; А (Х)= ЕВ A i  (Х ) .  Теория пересечений i� o 
Чжоу состоит ив построения трех частей: 

а) структуры градуированного коммутативного коль
ца на А (Х )  для каждого гладкого квавипроективного 
многообразия Х ; 

б) гомоморфизма градуированных колец /* : А ( У) -+ 
-+ А  (Х) для каждого морфизма f : Х -+  У (обратный 
образ) ; 

в) гомоморфизма групп f. : А ( Х) -+ А ( У) степени 
dimY -dimX для каждого собственного морфизма 
f : Х -+ У (прямой образ) . 

При этом структуры а) , б ) ,  в) связаны рядом соотно
шений , важнейшими ив к-рых являются: 

ф о р м у л а п р о е к ц и и: для собственного мор
физма t :  Х -+ У и циклов а. Е А (Х)  и � ЕА ( У) 

t. (a. · t· (�)) = /. (а.) - �; 

р е д у к ц и я к д и а г о н а л и: если /';. : Х -+ 
-+Х Х Х  - диагональный морфизм, а а., � Е А (Х) , то 
z · у= /';.* (а.Х �) . 

Кроме того, существует естественвый гомоморфизм 
с1 : Pic (Х ) -----.. А1 (Х) , 

что позволяет построить теорию Чжэня кд,ассов со 
значениями в кольце Чжоу, и в частиости характер 
Чжэвя 

ch :  К (Х) -----.. А (Х) (8) Q , 

являющийся гомоморфизмом колец. 
Проще всего определяется гомоморфизм прямого 

образа /". .  Пусть Zc:X - веприводимое подмвогооб
равие; если dim / (Z) <dim Z, то /,.. (Z) = О, если dim / (Z)= 
= dim Z, тo f. (Z)= d ·/ (Z) , где d - степень Z над f (Z) . 
По линейности определение продолжается на циклы и классы циклов .  Гомоморфизм обратиого образа /* 
сводится к умножению циклов по формуле 

t• (а.) =  Р. (Г f" (Х Ха.)) , 
где р : Х Х У -+ Х - проекция, а Г 1с:Х Х У - графйк 
f . Определение умножения циклов делается в два 
этапа . Пусть сначала У и Z - веприводимые подмно
гообразия в Х ,  к-рые первсекаются с о б с т в е в и о 
(т .  е .  коравмервость У П Z равва сумме коравмерностей 
У и Z) . Каждой компоненте W пересечения У П Z 
приписывается век-рое целое положительвое число 
i ( У, Z; W) - л о к а л ь н а я к р а т н о с т ь п е
р е с е ч е в и я. Есть несколько определений числа i (Y , Z;  W) ,  вапр. Тог-формула Серра : 

i (У, Z; W) = ,,k (-1 )k l (Torf (А/а , А/Ь) ) , � �о 
где А - локальное кольцо 6х, W• а и Ь - идеалы У 
и Z ,  а l - длина А -модуля. После этого полагают 

Y · Z = �w i (Y, Z; W) · W, 

где W пробегает веприводимые компоненты У П Z .  
В торой этап - л е м м а Ч ж о у о с д в и г е -

состоит в утверждении , что для проиввольвых циклов 
У, Z на квавипроективвом многообразии Х сущест
вует цикл Z ' ,  рационально эквивалентвый Z, к-рый 
первсекается собственно с У; более того , класс рацио
нальвой эквивалентности У ·Z '  не зависит от Z ' . 

Наиболее интересен случай проективвого многооб
разия Х ; применяя функтор прямого образа к струк
турному морфизму Х -+ Spec k, получают отображение 
степени deg : А ( Х) -+ Z .  По существу, степень цик
ла - это число точек в нульмервой компоненте цикла .  
Композиция умножения со степевью позволяет чис
ленно измерять ttересечевие. Напр . ,  если У и Z имеют 
дополнительвые размерности, то получается пересе
чения индекс (ч и с л о) У и Z. Аналогично , получа
ется индекс пересечения n дививоров D1 , • • •  , Dn: 

(Dн . . .  , Dп) = deg (Dl · • · · · Dп) . 
Напр . ,  кольцо Чжоу проективвого пространства 

рп порождается классом гиперплоскости Н, причем 
(Hn)= (Н, . . .  , Н)= 1 .  Поэтому если D1 , • • •  , D n 
гиперnоверхвости степени d1 , • • • , dn o то (D 1 , • • •  , 
D п) = d1 ·  • • • • dn (т е о р е м а Б е в у) .  Степень 
проективвого многообразия У c:Pn размерности k 
определяется как индекс пересечения У с линейным 
подnространством рп - 11  дополнительвой размерности; 
если многообразия У и Z пересекаются травсверсальво , 
то степень У П Z  есть произведение степевей У и Z . 

Для собственно пересекающихся эффективных ди
визоров (D 1 , • • •  , Dп);;;.О ,  во в общем случае ато уже 
неверно . Напр . ,  для исключительвой кривой Е на 
поверхности (Е, Е )= - 1 . 

Многими формальными свойствами теории колец 
Чжоу обладают другие теории: циклы по модулю 
алгебраической или числеивой эквивалентности, К

теория, теория сивгулярвых когомолоrий Н* ( , Z )  
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(в случае k= C) ,  теория l-адич.ес"их кого.мо.логий (см . 
также Вейля кого.мологии) . Это приводит к аксиоматич . 
построению теории пересечения как сопоставления 
каждому многообразию Х (из век-рой категории) 
кольца С ( Х)  и гомоморфизмов /* и f. , связанных 
рядом аксиом типа формулы проекции или редукции 
к диагонали (см . [ 1 ] ) .  Сравнение различных П. т .  
приводит к nолезным соотношениям . Напр . ,  в ком
плексном случае понятие фундаментального цикла 
позволяет оnределить гомоморфизм теорий пересе
чений А (Х) -+ Н* (Х , Z ) , что nозволяет использовать 
трансцендентные методы . Сравнение К-теории и теории 
Чжоу приводит к теореме Римава - Роха - Гротеп
дика . Важную роль nри этом играет nоведение П. т .  
при моноидальном иреобразовании (см. [ 2 ] ) .  Другое 
применепие П. т. относится к обоснованию исчисли
тельной геометрии Шуберта (см . [ 3] ) .  Эту ветвь гео
метрии можно рассматривать как теорию колец Чжоу 
различных многообразий, классифицирующих гео
метрич . объекты - многообразия Грассмана , много
образия флагов и т. д .  

Лит. : [ 1 ]  Anneaux de Chow e t  Applications, S«!minaire Cheval
ley, Secr.  Math. , Р. , 1 9 58 ;  [2] М а н и н Ю. И . , Лекции по алгеб
раической геометрии ,  ч. 2, М . ,  1 97 1 ; [3] Проблемы ГиJiьберта, 
М . ,  1 9 6 9 ,  с. 1 7 5- 8 1 ; [4] Б а л ь  д а с с а р  и М . ,  Алгебраиче
ские многообразия , пер . с англ . ,  М . ,  1 9 6 1 ; [5] С е р  р ж.-П. , 
«Математика•>, 1 9 6 3 , т. 7 ,  с. 3-9 3 ;  [6] Theorie des inteгsections 
et th«!oreme de R iemann - Roch, В .- Hdlb.- N .  У . ,  1 97 1 ; [7] 
Algebraic geometry , Arcata 1 97 4 , Providence , 1 9 7 5 ;  Х а р т с
х о р  н Р . ,  Алгебраическая геометрия , пер . с англ . , М . ,  1 98 1 . 

В. И. ДапШtов. 
ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ИНДЕКС - число точек пересече

ния n дивизоров на n-мерпом алгебраич . многообразии 
с учетом кратностей этих точек . Точнее , nусть Х есть 
n-мерное неособое алгебраич . многообразие над полем 
k, а D 1 7 • • •  , D n - эффективные дивизоры на Х , пере
секающиеся в конечном числе точек . Л о к а л ь и ы м 
и н д е к с о м (или к р а т и о с т ь ю) пересечения 
этих дивизоров в точке х Е Х паз. целое число 

(D1 , . . .  , D п)х = diш,. А/(и1 , • • .  , ип) , 

где и ; - локальные уравнения дивизора D ;  в локальном 
кольце А = 6х х ·  В комплексном случае локаль-

u ' ф d u •  dun выи индекс совnадает с вычетом ормы и. 1\ • • •  1\ и;;- , 
а также со степенью ростка отображения 

(иi , . . . , ип) : (Х , x) ---+ (Cn , 0) . 

Г л о б а л ь н ы й  и н д е к с  п е р е с е ч е н и я  
(D1 , • • •  , D п) есть сумма локальных индексов по 
всем точкам пересечения D1 П . . .  П D п· Если это nе
ресечение не nусто , то (D1 , • • •  , D п) >О. 

См. также Пересечепий теория . в .  и. Дапи.лов. 
ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ИНДЕКС - гомологический инва

риант , характеризующий алгебраическое (т .  е. учиты
вающее ориентацию) числа точек пересечения двух 
подмножеств дополнительных размерностей в евкли
доном nространстве или ориентированном многооб
разии (находящихся в общем положении) . В случае 
неориентируемого многообразия в качестве кольца 
коэффициентов R для гомологий рассматривается z 2 • 

Пусть Х �А ,  У�В - такие пары подмножеств евкли
дона пространства IR.n , что А П У= g = Х П В , и пусть 
d : (Х Х У, (А Х  У) U (Х Х В)) -+ ( IR.n , IR.n"'-O) - отобра
жение, для к-рого d (х, у)= х-у. И н д е к с о м п е
р е с е ч е н и я �оТJ классов гомологий � Е Н n _ ; ( Х , А ) , 
'I'J E Hп ( Y, В) ваз .  элемент (-1 ) id* ( � X Т) ) . Здесь 
d* - индуцированное отображение гомологий , а 
� X 'I'J Е Н п (Х Х У, (А Х У) U (Х U B)) - внешнее гомо
логич . произведение элементов !; и Т) .  

п .  и. sоТ) зависит лишь о т  тех частей классов s 
и 'I'J ,  носители к-рых попадают в произвольно малую 
окрестность V замыкания множества Х n У. В част-

ности, so'I')= O, если Х П У= QJ. Кроме того , если V= 
= U ;V;, V; П Vi= g при i # j ,  то оnределены соответ
ствующие каждому открытому множеству V; локаль
ные П. и. s и 'I'J, сумма к-рых совпадает с so'l') . Инва
риант �o'l'j не меняется nри гомеоморфизмах IR.n . Вместе 
с предшествующим свойством локальности это позво
ляет оnределить п. и. so'l') для компактных подмножеств 
ориентированного многообразия . Имеет место следу
ющее соотношение антикоммутативности: 

s o 'l'j  = (-1 ) i (n- i) 'I'J 0 1; . 
Если Х и У - векторные подпространства общего 

nоложения, А = Х"-0 , В = У"-0 , а 6 и 'I'J - образующие 
R= Нп - ; (Х , А ) = Н; ( У, В) , то �o'l'j - образующая 
Hп ( IR.n , IR.n"-O) = R .  Так как выбор указанных образу
ющих равносилен выбору ориентации в соответству
ющих евклидоных пространствах , это дает возмож
ность оnределить П. и. сос' двух цепей дополнительных 
размерностей (в том числе сингулярных) ,  для к-рых 
! с !  П l дс' ! = .0 = 1 с' 1  П l дс !  ( l c i - носитель, а де - грани
ца цепи с) . При этом coc' = �ofJ для определяемых цепя
ми с , с' классов гомологий s E H п - ; ( Х , А ) , 'I'J E H;( Y, В) , 
! с [ с::Х ,  ! дс ! с::А , ! с' [ с:: У, ! дс' i с::В .  

П. и .  применяется для описания нек-рых соотноше
ний двойственности в мпогообразиях . 

Лит. : [ 1 ] д о л ь  д А. , Лекции по алгебраической тополо-
гии ,  пер . с англ . , м. , 1 9 7 6 .  Е .  Г .  Сп.яярепхо. 

ПЕРЕСТ АНОВКА из n элементов - конечная по
следовательность длины n, все элементы к-рой раз
личны , т .  е. П . - это раа.мещепие беа повторения из n 
элементов по n .  Число перестановон равно n !  

Обычно в качестве элементов П .  берут элементы 
множества Zn= {1 , 2, . . .  , n } ;  взаимно однозначное 
отображение :n; множества Zn на себя определяет пере
становну n= (:n: ( 1 ) ,  :n: (2) , . . .  , :n: (n)) . Отображение :n; 
ваз .  п о д с т а и о в к о й Zn . Многие задачи , связан
ные с nеречисленнем П . ,  формулируются в терминах 
подстаповок , как , напр . ,  задачи о перечислении П .  
с различными ограничениями на позиции перестав
ляемых элементов (см . ,  напр. , [ 1 ] ,  [ 2 ] ) .  Переставовка n 
может рассматриваться как у п о р я д о ч е н н о е 
множество , состоящее из n элементов, если считать, 
что элемент :n; ( i) предшествует элементу :n; ( i+ 1 ) ,  
i= 1 ,  2 ,  . . .  , n .  

П р и м е р ы .  1 )  Пара {:n; ( i ) ,  :n; (j) } образует в :n; 
и н в е р с и ю, если :n: ( i ) >:n: (j) при i <j . Если а7 -
число П .  из n элементов с r инверсиями , то 

�(�} r _ ( 1 - х) ( 1 - х• ) . . .  ( 1 - xn ) 
� r = o arX - ( 1 x)n . 

2) Если Ьп - число таких перестановон :n; из n эле
ментов , что :n; ( i) >:n: ( i-1 )  при i четном и :n: ( i) <:n: ( i-1 )  
при i нечетном , то 

�Ф xn 
""-' n = O  Ьп nт = tg x+ sec x .  

Иногда П .  паз .  отображения в себя конечного мно
жества, т. е .  подстаповки . 

Лит. : [1 ] С а ч н о в В. Н .1 1\омбинаторные методы дискрет
ной математики, М . ,  1 9 7 7 ;  L2] Р и о р д  а н д· ж. , Введение 
в комбинаторный анализ, пер . с англ:.\.. М . ,  1 9 6 3 .  В. М. Михеев. 

ПЕРЕСТАНОПОК КРИТЕРИи - статистический 
критерий , предназначенный для проверни гипотезы Н* , согласно к-рой плотность вероятности наблюда
емого случайного вектора Х = ( Х 1 , • • • , Х п) принад
лежит семейству всех n-мерных плотностей, симмет
ричных относительно перестановон аргументов. 

Пусть по реализации случайного вектора Х= (Х1 , 
• • •  , Хп) , припимающего значения х= (х1 , • • •  , хп) 
в п-мерпом евклидоном пространстве IR.n , надлежит 
проверить гипотезу Н* о принадлежиости плотности 
вероятности р (х) случайкого вектора Х семейству 
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н.= {р (х) } всех п-мерных плоткостей р (х)= р (х1 , 
. . .  , хп) , симметричных относительно перестаковок 
аргумен тов хн . . . , Xm то есть 

р (х) Е Н.., � р (х1 , . . . , Хп) = р (х, , , х,, , • • . , x,n) • 

где r= (r1 , r2 , . . .  , rп) - произвольный вектор из 
пространства \R всех перестаковок (r1 , r2 , . . .  , rп) 
вектора (1 , 2 ,  . . .  , п ) .  Пространство \R является мно
жеством всех реализаций вектора рангов R =  (R 1 , R 2, 
• • • , Rn) ,  естественным образом возникающим при 
построении вектора порядковых статистик Х< · > , при
нимающего значения х< · > в множестве !<· >c:: /Rn . 
При справедливости гипотезы н. статистики Х <· > и R 
стохастически независимы , при этом 

1 Р {R = r} = nт , r E \R , (•) 
а плотность вероятности вектора порядковых стати
стик Х< · > равна п !р (х < · > ) ,  х< · > Е !< · > . 

Свойство (•) равномерной распределенкости стати
стики R при справедливости гипотезы Н • и лежит в 
оr.нове построения П .  к .  

Если 'l' (х< · > , r) - функция , определенная на !< · > x \R  
таким образом. что O ..s;;:'l' ..s;;: 1 ,  и для любого r E \R  она яв
ляется измеримой относительно борелевекой а-алгебры 
пространства !< · > и, кроме того,  для нек-рого а Е (0 , 1 ) 

1 
-n , � '1' (х< · > , r) = a почти всюду, 

· �r e ff! 
то статистич . критерий для проверни Н* '  имеющий 
критич. функцию 

q> (x) = q>  (х1 , х2, . . . , Хп) = '1' (х< · > , r) , 
наз .  к р и т е р и  е м п е р  е с т а н о в о к. Если П .  к .  
не  является рандомизированным, то а следует выби
рать кратным 1 /п ! . 

Наиболее мощный критерий для проверни Н* про
тив простой альтернативы q (х) (q (х) - произвольпая 
п-мерная плотность , не принадлежащая семейству н.) может быть найден в семействе П .  к .  

Семейство П .  к .  и семейство критериев , инвариантных 
относительно изменения па раметрон сдвига и мас
штаба , играют большую роль при построении рапговых 
критериев. И ,  наконец, следует отметить , что в лите
ратуре по математич . статистике вместо термина П .  к . 
часто употребляют термин «рандомизации критерий». 

См . Порядковая статистика , Ипвариаптпый кри
терий ,  К_ритическая фупкция. 

Лит. : [ 1 ) Г а е н Я.,  Ш и д а к 3 . , Теорю1 ранговых кри
териев , пер. с англ . ,  :М . ,  1 97 1 ; [2] Л е м а н Э. , Проверна ста
тистических гипотез, пер. с англ. , 2 изд . ,  М. , 1 9 7 9 .  

М .  С .  Нипулин . 
ПЕРЕСТАНОВОЧНОСТИ СООТНОШЕНИЯ - пра

вила перестаковки произведения двух операторов рож
дения или уничтожения . Именно , для упичтожепия 
операторов { a (f) ,  / Е Н } и сопряженных к ним рождепия 
операторов {а* (/) ,  f Е Н } , где Н - нек-рое гильбертоно 
пространство, действующих в симметричном Фо�>а 
прострапстве Р (Н) над пространством Н, эти соот
ношения имеют вид 

а (/1) а (/2) - а (/2) а (f1) =  } = а* t/1) а"' (/2) - а* (/2) а* (/1) = 0 , (1 ) 
a (/1) a* (f2) - a* (f2) a (f1) = - (f1 , f2) E , /1 , /2 Е Н, 
где ( . , · ) - скалярное произведение в Н, а Е - еди
ничный оператор,  действующий в Р (Н) . Соотношения 
( 1 )  наз .  также к о м м у т а ц и о н н ы м и с о о т
н о ш е н и я м и.  В случае антисимметричного про
странства Фока операторы рождения и уничтожения 
переставляются согласно правилам: 

а (f 1) а (f 2) + а (! 2) а (II) = ) 
= а* (/1) а* (f2) + a* (/2) а* (/1) = 0, t (2) 1 

а (/1) а• (/2) + а• (/2) а (/1) = (/1 , / 2) Е , /1 ,  /2 Е Н , ) 

t:/ 9  Математическая анц . ,  т. � 

к-рые наз . а н т и к о м м у т а ц и о н н ы м и с о о т
н о ш е н и я м и.  

В случае бесконечномерного пространства Н кроме 
операторов рождения и уничтожения, действующих в пространствах Фока над Н, существуют и другие , 
не эквивалентные им , веприводимые представления 
коммутационных и антикоммутационных соотношений , 
т .  е. другие семейства операторов , действующих в 
каком-нибудь гильбертовом пространстве и удовлет
во_ряющих правилам перестановки ( 1 )  или (2) (см . 
[ 1 1 ,  [ 2] ) . В случае конечномерного гильбертона про
странства Н все веприводимые представления как 
соотношений ( 1 ) ,  так и соотношений (2)  унитарно 
эквивалентны . 

Лит . :  [ 1 ] Б е f е з и н Ф . А . ,  Метод вторичного квантова
ния, м. , 1 9 6 5 ;  [2 G А r d i n g L . . W i g h t m а n А . ,  ••Proc. 
Nat. Acad. Sci . USA», 1 9 5 4 ,  v. 7 0 ,  No 7 ,  р. 6 1 7-26 . 

Р. А. Минлос. 
ПЕРЕСТАНОВОЧНЫЕ ОПЕРАТОРЫ - линейные 

операторы В и Т, из к-рых Т - общего вида , а В -
ограничен, такие, что 

вт с:::. тв (1 ) 
(запись Тс:::. Т' означает , что Т' является расширепие.м. 
Т) . Отношение перестановочности обозначается В U 1' 
и подчиняется следующим правилам: 

1 )  если B U T1 , B U T2 , то B U ( Т1+ Т2) , B U T1 T2;  
2) если B1 U Т,  B 2 U Т,  то (B1+B2) U Т, B1B 2 U  Т; 
3) если Т - 1 существует , то из В U Т сл;едует В U т - 1 ; 
4) если B U Tno п= 1 , 2 , . . .  , то B.U lim Tn ; 
5) если Bn U T, п= 1 , 2 , . . .  , то lim Bп U T  при ус-

ловии , что lim В n ограничен, а Т замкнут. 
Если оба оператора определены на всем простран

стве, то условие (1 ) сводится к обычному : 
В Т = ТВ , � 

причем ограниченность В не требуется . Обобщение 
условия (2) оправдано тем, что , напр . ,  даже ограни
ченный оператор В не будет перестановочным со своим 
обратным в - 1 , если этот последний определен не на 
всем пространстве . 

Лит. : [1 ] Л ю с  т е р н и н Л. А . ,  С о б о л е в в. И. ,  Эле
менты функционального анализа, 2 изд . ,  М. , 1 9 6 5 ;  [2] Р и с с Ф. , 
с ё н е ф а л ь в и - Н а д ь Б. , Лекции по функциональному 
анализу, пер. с франц. , 2 изд . ,  М . ,  1 9 7 9 .  М. И. Войцеховсхий. 

ПЕРЕСТРОИКА, с ф е р и ч е с к а я п е р е-
с т р о й к а , на многообразии типа (Л, п-Л) - переход 
от одного (п- 1 )-мерного многообразия М1 к другоr,tу 
многообразию М 2 , состоящий в изъятии вложенной 
в М1 сферы размерности Л- 1 и замене ее вложенной 
сферой размерности п-Л- 1 . Подробнее с�. Руче!' 
теория .  М .  И. Воицеховсхии. 

ПЕРЕХОД С ЗАПРЕЩЕНИЯ МИ д л я ц е п  и М а р
к о в а - множесmо траекторий Мар�>ова цепи , к-рые 
на рассматриваемом отрезке времени ни разу не по
падают в фиксированное множество состояний . Пусть, 
напр. , � (t) - цепь Маркова с дискретным временем 
и множеством состояний S, а Н - <<запрещенное» мно
жество состояний . Тогда в е р о я т н о с т и п е р е
х о д о в с з а п р е щ е н и я м и нРi/ (t) суть 

нPiJ (t) = P {� (k) � H (k = 1 , . . . , t - 1 ) , 
� (t ) = i 1 � (O) = i} , i, i E S . 

Свойства вероятностей П .  с з. нPiJ (t) во многом ана
логичны свойствам обычных переходпыж вероятпостей 
Pi/ (t) ,  так как семейства матриц Р (t)= l iPu (tЩ, i е s 
и Рн (t)= l lнPu (tЩ, j e S '-. H• t;;;;.O ,  образуют полугруппы 
по умножению; однако если �j e sP ij (t)= 1 ,  то 
�j e SHPij (t) ..s;;: 1 .  К изучению тех или иных свойств 
вероятностей П .  с з. фактически сводятся исследо
вание распределения момента первого попадания цепи 
Маркова в фиксированное множество, доказательство 
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предельв:ых теорем для ветвящихся 
условии невырождения и т. п .  

процессов при стравств (Et, �t) , tE  Т, а П. ф . относительно этого 
семейства определяют как функцию Р (s, х; t , В) , где 
s,  t E Т, s <t,  x E Es, В E :Jat .  удовлетворяющую подходя
щей модификации условий а) - г) . 

Лит. : [ 1 ]  Ч ж у  н Н а й - л а й, Однородные цепи Маркова, 
пер. с анrл . ,  М. , 1964 .  А. м. Зубков. 

ПЕРЕХОДПАЯ ФУНКЦИЯ ,  в е р о я т н о с т ь  
п е р  е х о д  а , - семейство мер ,  используемых в тео
рии марконских процессов для определения распреде
ления процесса в будущие моменты времени по из
вестным состояниям в предшествующие моменты . Пусть 
измеримое простра:аство (Е , :JiJ) таково , что о-апгебра j3 содержит все од:аоточечные подмножества из Е ,  
и пусть Т - подмножество действительной прямой R .  
Функция Р (s, х ;  t , В) ,  заданная при s ,  t E Т, .s<:t,  х Е Е  
и В E :JiJ , ваз .  п е р  е х о д н о й  ф у н к ц и е й  в из
меримом прастранстве (Е , :13) , если: а) при фиксиро
ванных s,  х, t она является мерой па :13, причем Р (s, 
х; t , В) < 1 ; б) при фиксированных s,  t , В она является 
:Б-измеримой функцией точки х; в) Р (s, х; s ,  {х })=1 
и для всех s, предельных для Т в правой топологии 
прямой R , 

liш Р (s , х; t ,  Е) = 1 ;  
s � t .  t е Т 

г) при всех х Е Е ,  В Е :13 и s <t <и из Т выполняется 
у р а в н е н и е К о л м о г о р о в а - Ч е п м е н а :  

Р (s , х; и , В) = � Е р  ( s , х; t ,  dy) Р (t , у; и ,  В) (*) 
(в иек-рых случаях требование в) опускают или ос
лабляют) . П. ф. паз .  м а р к о в с н о й  n е р  е х о д
н о й  ф у н к ц и е й , если P (s, х; t , Е)=1 ,  n с у б
м а р к о в с к о й  п е р е х о д п о й  ф у н к ц и е й  
в nротивоположном случае. Е сли Е не более чем счетно , 
П .  ф. задают с помощью матрицы вероятностей пере-
:хода 

p.rt = II Pxy (s ,  t ) 11 
(см . Переходпые вероятпости, Переходпых вероятпо
стей матрица) .  Нередко оказывается , что при любых 
двпустимых s ,  х и t мера Р (s , х; t , · ) обладает шют
постью р (s, х ; t , · ) относительно пек-рой меры . Если 
при этом выполнен следующий вариант уравнения (*) : 

р (s ,  х; и, z) = �Е р  (s , х; t , dy) р ( t ,  у ; и , z ) 
для любых х, z из Е и s<t<.u из Т , то функцию р (s , 
х; t, у) иаз . п е р е х о д и о й п л о т н о с т ь ю. 

П ри широких условиях (см. [ 1 ] ,  [ 2 ] )  с П . ф. P (s, х; 
t, В) можно связать марковекий процесс Х = (xt , � .  
3f: , P s ,  х> • для к-рого P s ,  x {xt E B }= P (s, х; t , В) (в 
случа е марковекой П. ф.  этот процесс не обрывает
ся) . Наоборот, марковекое свойство случайного про
цесса , как правило , позволяет сопоставить ему П. ф. 
(см . [3] ) . 

Пусть Т однородно в том смысле , что совокупиость 
зиаченпй t-s при s <t из Т образует полугруппу Т в 
R относительно спожеиия (папр . ,  T= R , T= {t E R : R : 
t;;;a;O } ,  Т= {О , 1 ,  2 ,  . • •  }) . Если при этом П .  ф. P (s,  х; 
t , В) зависит лишь от разиости t-s, т .  е .  если Р (s, х; 
t, В) = р (t-s, х, В) ,  где р ( t ,  х, В) - функция от t Е т� 
х Е Е ,  В Е !'Е, подчинеиная соответствующему в а риаиту 
условий а) - г) , то Р ( s, х; t , В) паз. о д и о р о д н о й 
п е р е х о д н о й ф у и к ц и е й .  Последнее назва
ние приспаивается и функции Р ( t ,  х,  В) ,  для к-рой (*) 
принимает форму 

Р (t + s, х,  В) =  �Е Р  ( t ,  х, dy) Р (s , у, В) , 

s, t E т ,  х ЕЕ , В Е :В. 
Для век-рых целей (вапр . ,  при регуляризации П .  ф.} 

оказывается необходимым расширить определение П. ф. 
Напр . ,  считают задаиным семеяство измеримых про-

Лит.:  [ 1 ]  Н е в ё Ж . ,  Математические основы теории вероят
ностей, пер. с франц. ,  М . ,  1 969 ;  [2] Г и х  м а н и. И . ,  С к о р  о
х о д А. в . ,  Теория случайных процессов, т. 2, М. , 1 9 7 3 ;  [3] 
Н у з  н е ц о в с. Е . , «Теория веронтн. и ее примен.» ,  1980, т. 2 5 ,  
No 2,  с .  389-93. М. Г. Шур. 

ПЕРЕХОДНЫВ ВЕРОЯТНОСТИ - вероятности пере
хода Маркова цепи s (t) на отрезке времени [s, tl из 
состояния i в состояние j : 

PiJ (t ) = P {s (t ) = j 1 s (s) = i} ,  s < t . 
Ввиду основного свойства цепи Маркова для любых 
состояний i, j Е S (где S - множество всех состояний 
цепи) и любых s<t <и 

Pij (s , и) = �k E S Pi k (s , t ) Pkj (t , и) .  

Обычно рассматриваются однородные цепи Маркова,  
для к-рых П .  в .  P ij (s , t) зависят от длины отрезка 
(s, tl ,  ио ие от его положения на оси времени: 

Pij (s ,  t ) = Pij (t - s) .  
Для любых состояний i ,  j однородной цепи Маркова 
с дискретным временем последовательность PiJ ( п) 
сходится по Чезаро , т .  е .  существует 

l im п - 1  ""'n Pij  (k) -;;;;: О . n -+ ao ._.k= I  
При иек-рых дополнительных условиях (а также для 
цепей с непрерывным временем) пределы существуют 
и в обычном смысле . См. Маркова цепь эргодическая , 
111 аркова цепи положительпый класс состояпий. 

П .  в .  P ij (t) цепи Маркова с дискретным временем 
определяются значениями P ij ( 1 ) , i, j E S ;  для любых 
t >O, i E S 

�i E S Pij (t) = 1 . 
В случае цепей Маркова с непрерывным временем 
обычно предполагается , что П .  в. удовлетворяют до
полнительным условиям: все Pij (t) измеримы как 
функции t E (O , оо ) , 

l im Pij (t ) = 0 ( i :f:. j) , lim Pii (t ) = 1 ,  i, j E S. t.j. O  t./. 0  

При этих предположениях существуют плотиости 
вероятностей перехода 

"лi/ = liш t - 1 (Pi! (t) - Pij (О) )  с;;; оо , i, j E S ; 
Ц О 

(1 ) 
если все "лij конечны и �j E 8"лi/= 0, i E S , то П .  в. Pij ( t) 
удовлетворяют системам дифференциальных уравнений 
Колмогорова - Чепмеиа 

Р;; ( t) = �k е s f..i kP kj ( t ) , P;j ( t ) = �k Е S "лkJPik ( t ) (2) 

с начальными условиями P ii (0 )= 1 , P i ; (O)= O , i :f:, j ,  i, 
j Е S (см. также Колмогорова уравпепие , Колмогорова -
Чепмепа уравпепие) . 

При задании цепи Маркова плоткостями перехода ( 1 ) ее П .  в .  Pij (t) удовлетворяют условиям 

Pij ( t) -;;;;: 0 , �; E s P ij ( t) .s;;;; 1 ,  i, i E S , t > O; 

цепи, для к-рых """ p ;1· ( t) < 1 при иек-рых i E S и �J E B 
t >O , ваз . и е р е г у л я р и ы м и (тогда имеет место 
иеединствеииость решения систем (2 ) ) ;  если �.i Е sPij(t)= 
= 1 для всех i E S и t >O , то цепь ваз. р е  г у л я  р и о й . 

П р  и м е р. Цепь М аркова s (t ) с множеством со
стояний {0 ,  1 , . . .  } и nлоткостями перехода 

"лi, i + I = - "лu = "лi > О, f..i1 = 0 , i :f:. j :f:. i+ 1 
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(т. н. п р о ц е с с ч и с т о г о р а в м в о ж е и и я) 
верегулярва тогда и только тогда, когда 

Пусть 

тогда 

�QD ' - 1 
о "'t' < 00 .  1 = 0 

т0п = inf { t > О :  s ( t ) = п  (s (О) = 0) } ,  
Т =  l im Топ• 

,. __.  00 

Ет= � ао Л - l 
�1== 1  i 

и при Ет< оо имеет место Р {т<оо }= 1 , т. е .  траек
тория цепи s (t) �с вероятностью 1 за конечное время 
уходит в бесконечность» (см. также Ветвящихся про
цессов регулярпость) . 

Лит. : [1 ] Ч ж у  н Н а й - л а й, Однородные цепи Маркова, 
пер. с анrл. , M.f 1 1!64 .  А .  м. Зубков. 

ПЕРЕХОДИЪ Х ВЕРОЯТНОСТЕП МАТРИЦА -
матрица P t= I IPu (t) l l ,  злементами к-рой являются 
переходвые вероятности за время t однородной Аfар
�>ова цепи � (t) с не более чем очетным множеством со
стояний S :  

Pij (t) = P {s (t ) = i l s (O) = i} , i , i E S. 
П .  в. м. I IP ij ( t) ! l  цепей М аркова с дискретным временем 
и регулярных цепей М аркова (см. Переходпые вероят
пости) с непрерывным временем при любых t>O , i, j Е S 
удовлетворяют условиям 

Pij ( t ) :;;;. O , � .  Pij ( t ) = 1 ,  �J E S  
т .  е .  являются стохастичес�>и.ми .матрицами , для вере
гулярвых цепей 

Pij ( t ) :;;;. O ,  �j e s Pij (t ) o;;;;;; 1 , 
такие матрицы ваз .  п о  л у с т о х  а с т и ч е с  к и м и. 

В силу основного свойства однородвой цепи Мар-
ков а :  

P ij (s + t) = �k e sPik  (s) Pkj ( t) , 

семейство матриц {Pt , t>O } образует полугруппу по 
умножению; в случае ,  когда время дискретно , эта 
полугруппа однозначно определяется матрицей Р1• 

А. М. Зубков. 
ПЕРЕХОДНЫХ ОПЕРАТОРОВ ПОЛУГРУППА -

полугруппа операторов , порождаемых переходпой фуп�>
цией марковекого процесса . По переходвой функции 
P (t , х, А )  однородиого марковекого процесса Х= (х1 , �. 3[1 , Рх) в фазовом пространстве (Е , 53) можно по
строить век-рые полугруппы линейных операторов pt, 
действующих в том или ином баяаховом пространстве 1В 
(см . , иапр . ,  [ 1 ] ) .  Чаще всего в роли 1В берут простран
ство 1В (Е) ограниченных действительных функций f 
на Е с равномервой нормой (а для феллеровского 
процесса Х - пространство С (Е) непрерывных функ
ций с той же нормой) или пространство V (Е) конечных 
счетно аддитивных функций q> ва 5З с полвой вариа
цией в качестве нормы. В первых двух случаях пола
гают 

Pfj (х) = �Е f (у) Р ( t , х, dy) ; 

в третьем 

Pft:p (A ) = � E P (t , у, A) q> (dy) 
(здесь f и q> принадлежат соответствующим прострав
ствам , х Е Е , А Е 53) . Во всех этих случаях выполнено 
полугрупповое свойство : ptps= pt + s, s, t;;;;.O , и любая 
из трех полугрупп {Pf} ваз .  п о л у г р  у п п о й  
п е р е х о д н ы х о п е р а т о р о в .  
9* 

В дальнейшем речь идет только о первом случае . 
И в ф и в и т е з и м а л ь и ы й о п е р а т о р А по
лугруппы {Pf } (он же - и  н ф и  н и т е з и м  а л ь
н ы й о п е р а т о р п р о ц е с с а) определяется обыч
иым образом: 

A! = lim t - 1 (Ptf -f) t.j. O  
для всех тех / Е IВ (Е) , для к-рых указанвый предел 
существует как предел в 1В (Е ) .  Предполагая , что Р ( t, 
х, А ) при А Е 5З является измеримой функцией пары 
перемениых (t, х) , вводят резольве.в:ту Ra. процесса 
Х , а>О: 

Если I IPfJ-1 1 1 - 0  при t i- O , тo A g= ag-f, где g= R a.j . 
При определенных nредположениях интеграл (>�<) су
ществует и при а=О ,  причем g=R0f удовлетворяет 
«уравнению Пуассова» 

Ag = - 1  
(по этой причине , в частности , R0f иав. п о т е и ц и а
л о м функции f \ . 

Знание ивфииитезимальвого оператора повволяет 
найти важные характеристики исходиого процесса ; 
более того , вопросы классифйкации марковских про
цессов сводятся к описанию соответствующих им ин
фииитезимальиых операторов (см. [2) , [3) ) . Немало
важио и то обстоятельство , что иифииитезимальиый 
оператор входит в уравнения , позволяющие находить 
средние значения различных функцианалов от про
цесса. Так, при век-рых предположениях функция 

v ( t , х) = Ех [ ехр { � :л� с (xs) ds} 1 (х1м) ] .  t:;;;.O , х Е Е , 

является единствеиным не слишком быстро растущим 
по t решением задачи v/=A v+cv, v (O , x)=f (х) ,  где Ех 
математич. ожидание , отвечающее Р "' а t л �= min (t ,  �) . 

Оператор А родствевен характеристическому опе
ратору !l{ (см. [2) ) .  Пусть Х - вепрерыввый справа 
марковекий nроцесс в топологич. пространстве Е .  
Для борелевекой функции f полагают 

!l{f (х) = l i m  [ ! "/ (Х�) - /  (х) J , 
U ,j. х Ех� 

если предел существует для всех х Е Е , где и пробегает 
систему окрестностей точки х, стягивающихся к х,  
и где т - момент nервого выхода Х из и (при Е х т= оо 
дробь , стоящую под знаком предела ,  прираввивают 
нулю) .  Во многих случаях вычисление А/ сводится 
к вычислению !П/ . 

Лит. : (1 ] F е 1 1  е r W. , « Ann.  Math.» ,  1 952 ,  v. 55 , р . 468 -
5 1 9 ;  [2] д ы н к и н J!). Б . ,  Основания теории марковених про
цессов , :М. , 1 95 9 ;  (3] Г и х  м а н И. И. , С к о р  о х  о д А. В . ,  
Теория случайных процессов, т .  2 ,  М. , 1 973 .  м .  Г .  Шур . 

ПЕРЕЧИСЛЕПИЯ ОПЕРАТОР - отображение мно
жества всех множеств натуральных чисел в себя (т. е. 
отображение 2N в 2N , где N - множество иаrураль
вых чисел) ,  определяемое следующим обр11.зом . Пусть 
W z - рекурсивно перечислимое множество с гёделе
вым номером .а ,  D и - конечное множество натуральных 
чисел с каиоиич. индексом и (то есть Du= {х1 , х 2 , • • • , 
хп } ,  где х1 <х2 < . . .  <хп и 2-" •+2"•+ · . .  +2"n= u) ,  
(х ,  и) - номер упорядоченвой пары,  состоящей из 
чисел х и и ,  при век-ром фиксированном взаимно 
однозначном рекурсивном кодировании пар.  С каждым 
реJ<урсивво перечислимым множеством W z сввзава 
проn,едура , иреобразующая любое множество нату
ральных чисел В в век-рое множество натуральных 
чисел А .  А именно , если число <х, и) принадлежит 
множеству W z и Rоиечное множество D и содержится 
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в множестве В , то х относится к множеству А .  Иными 
словами, 

Эта процедура позволяет из любого пересчета множе
ства В эффективно получить пересчет множества А . 
Она ваз. П . о. и обозначается Фz.  Если для нек-рого 
П . о. '1' имеет место '1' (В)= А , то говорят , что А с в о
д и т с я п о  п е р е ч и  с л и м о с т и к В (А ";;;;еВ ) .  

Если Ф и '1' суть П .  о . ,  т о  их  композиция Ф '1' также 
есть П. о .  Если '1' - П.  о. и А с::В , то 'I' (A )c:::'I' (B) . 
Если х Е '1' (А ) ,  то х Е '1' (D ) для век- рог о конечного 
множества Dc:::A . Каждый П. о. '1' имеет пеподвижную 
точку ,  а именно, существует такое рекурсивно пере
числимое множество А ,  что '1' (А )=А , и если '1' (В )= В ,  
т о  А с::В. 

Лит . :  [ 1 ] Р о д ж е р с Х. , теория рекурсивных функций и 
эффективная вычислимость, пер. с анrл . ,  М. , 1 972 .  В. Е. Плиспо. 

ПЕРЕЧИСЛЕПИЯ ПРОБЛЕМА - алгор ит:мичесt>ая 
проблема, в к-рой для заданного множества А требу
ется построить алгоритм , перечисляющий А ,  т . .  е. 
такой алгоритм ?lf, к-рый применим ко всякому на
туральному числу и перерабатывает его в элемент 
из А , причем любой элемент из А получается в ре?уль
тате применевин ?lf к век-рому натуральному числу; 
иными словами, А = U ;"=0 {?lf ( i) } .  П . п. для множества 
А разрешима тогда и только тогда, когда А - венустое 
перечисли;м,ое :множество . В. Е. Плuспо. 

ПЕРЕЧИСЛЕПИЯ ТЕОРИЯ - раздел r;о:мбинатор
ного анализа, в к-ром изучаются и разрабатываются 
методы решения перечислительных задач. Эти задачи, 
как правило , сводятся к подсчету числа элементов 
конечного множества , обладающих определенными 
свойствами, или их классов эквивалентности . R таким 
методам относятся , напр . , включения и исключения 
принцип и различные его обобщения . Теория пере
числевил Пойа (см . П ойа теорема) часто позволяет 
преодолевать трудности при подсчете разных объек
тов , когда их приходится рассматривать как нераз
личимые .  Основным инструментом при решении пере
числительных задач являются производящие функции ; 
они также играют существенную роль при получении 
асимптотич . соотношений (см . [ 1 ]  - [ 3] ) .  

Для получения производящих функций в комбина
торике широко применяются алгебры формальных 
степенных рядов и различные символич. методы (см . 
[ 1 ] ,  ( 2] ,  ( 4] ) . В основе общего подхода к разработке 
методов получения производящих функций лежит 
тот факт, что многие дискретные объекты обладают 
естественной упорядоченностью (см . [ 1 ] ,  [5] ) .  Ниже 
в качестве примера даны построения алгебр инцидент
ности и показапо, как с их помощью решаются нек-рые 
перечислительные задачи . 

Пусть мдано частично упорядоченное множество Х 
с отношением порядка ..;;: и пусть Х локально конечно , 
т .  е .  любой его сегмент 

[х , у] = {z : x";;;; z ";;;; y ; х , у , z E X} 
конечен. 

А л г е б р о й и н ц и д е н т н о с т и  / ( Х ) наз. 
совокупность функций f (х,  у) , х, у Е Х, принимающих 
действительные значения и таких , что f (x , у)= О  при 
x"f;.y .  Сумма двух таких функций и умножение на 
число определяются обычным образом , а произведе
ние f*g= h вводится соотношением 

h (х, у) = �  f (х, z) g (z , у) . �x < z < y 
Умножение оказывается ассоциативным и дистрибутив
ным относительно сложения . Алгебра 1 ( Х )  обладает 
единицей 

б = б (х , 1 ) = { 1 при х =: у,  у О при х 1= у .  

В алгебре 1 (Х)  выделяют два элемента: даета-функцию 
�= � (х , у) ( � (х , у)= 1 при х ..;;:у)  и обратную ей функцию 
Мёбиуса r.t= �- 1 • Справедливо утверждение: если ло
кально конечное частично упорядоченное множество 
Х содержит свою наибольшую нижнюю грань ,�ункция 
f (x )  определена для всех х Е Х  и g (x)= f (y) 

У<х для всех х Е Х ,  то для всех х Е Х 
f (x) = �y< x g (y) f.t (Y , х) 

(т е о р е м а о б р а щ е в и я М ё б и у с а ) .  
Если Х = В  - множество всех конечных подмножеств 

нек-рого счетного множества ,  а х ..;;:у означает, что х�у , 
то при х�у 

f.tв (x, y ) = (-1 ) 1 u H x t , 
а обращение Мёбиуса есть не что иное , как принцип 
включения и исключения . 

Если X=D - множество натуральных чисел и х ..;;:у 
означает, что х делит у , то при х ..;;:у имеем f.tv (x, у)= 
= f.t ( � ) ,  где f.t ( n) - теоретико-числовая Мёбиуса 
функция. 

Р е д у ц и р о в а н н о й а л г е б р о й и в ц ид е н т н о с т и R ( Х )  паз . подалгебра l ( Х ) , к-рой при
надлежат все функции 1 ( Х ) , припимающие равные 
значения на эквивалентных сегментах . При этом от
ношение эквивалентности сегментов обладает тем 
свойством, что если f (x, у )= f ( и ,  v) и g (.r, у)= g (и , v) 
для [х , у] - [и ,  v] , то и 

(/ * g) (x, у) = (f * g) ( и , v ) .  
Это будет, напр . ,  выполняться , если эквивалентными 
считать изоморфвые сегменты . R алгебре R (Х )  всегда 
принадлежат даета-функция и функция Мёбиуса . 

Если X= N0= {0 , 1 ,  2 ,  . . .  } с естественпой упорядо
ченностью чисел , то алгебра 1 (N0 ) изоморфна алгебре 
верхнетреугольных бесконечных матриц. Если к R (N 0) 
отнести все такие функции f E l (N0) , что / (т ,  п)= / (т' , n' ) 
при п-т= п' - т' = k, то имеет место взаимно одно
значное еоответствие 

f Н �"" a kxk , g н � "' 
b kxk , 

�n = O  � k = O  
где ak=f (т , п) , gk= ( т, n )  при n-т=k,  так что 

,.., 00 " ",k 
f * gH � k = U C kX ' C k = �s = O asb k - s ·  

Таким образом , алгебра R (N  0 ) изоморфна алгебре 
формальных степенных рядов и 

s H ( 1 - x) - 1 ,  f.t H 1 -x. 
Если Х = В ,  то алгебра R (В) изоморфна алгебре 

экспоненциальных степенных рядов 

� "" xk �k = о а" м  
и sнех , f.tHГx , где [х ,  у ] - [ и ,  v] при l y".xl = l v".и l . 

Если Х =D и рассматриваются f (т , п)= f (т' , n' ) 
n n' 

при т =  m' , то алгебра R (D )  оказывается изоморф-
пой алгебре рядов Дирихле и 

�"" 1 1 � "" 11 (n) � Н � (s) = �n= l -;s- '  f.t H � (s)  = �n = l  --;:;8 · 
П р и м е р . Пусть с (х ,  у) - число цепей вида х < 

<х1 < . . . <xt - l <У в Х ,  тогда ( � -б)k  (х,  у ) - число 
таких цепей длины k (то есть l= k) . Поэтому 

с (х, у) = � "" (� - б) k (х, у) =  �k ; O  
= [б - (� - б) ] - 1 (х ,  у ) = (2б - 6) - 1 (х , у) . 
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Рассмотрим эту формулу в R (Х) при X=N0, В ,  D . 
В случае X= N0 и у-х= п число с (х, y)= cn есть число 
упорядоченных разбиений (композиций) п. В R (N0) 
полученпал формула имеет вид 

� "'  с xn """п = о n 2 - ( 1 - х) • ' 

следовательно cn=2n- l , п >О. 
В случае Х =В число с (х , y)= cn есть число упорядо

ченных разбиений п-элементного множества, 1 x".y l = п и 

�"' сп xn - _1_ 
�n= O  n! - 2 - е" · 

В случае X=D число с (х, y)= cn есть число упорядо
ченных разложений на множители п= у/х. Следова
тельно , 

� "' Сп 1 

�n = l  --;;а = 2 - �( 1 ) . 

Лит. : [1 ] С а ч R о в В .  Н . , :Комбинаторные метоnы nиснрет
ной математики , М . ,  1 977 ; [2] Р и о р д  а н Д ж. Введение в 
комбинаторный анализ ,  пер. с англ. , М . ,  1 96 3 ;  [3] Перечисли
тельные задачи комбинаторного анализа . С б. переводов , М. , 1 979 ;  
[4] R о t а G.-C . ,  М u 1 1  i n R . , в кн. : Graph theory and i ts 
applications, N. У . - L. , 1 970 , р. 1 6 7-21 3 ;  [5] R о t а G.-C. , 
« Z .  Wahrscheinlichkeitstheor. und verw. Geb. >>, 1 964 ,  Bd 2, Н. 4 ,  
S .  340-68 ; [6) Х о л л  М. ,  :Комбинаторика, пер. с англ . , М. , 
1970 .  В .  М. Михеев.  

ПЕРЕЧИСЛИМОЕ МНОЖЕСТВО - множество, воз
никающее в результате развертывания какого-либо 
конструктивного порождающего процесса . Такой про
цесс можно мыслить как процесс вычисления значений 
нек-рого алгоритма с исходными данными в виде на
туральных чисел , и потому, напр . , определению П. м .  
натуральных чисел можно придать следующий точный 
вид: множество натуральных чисел наз .  п е р е ч и с
л и м ы м, если существует такая частичпо ре�>урсивпая 
фуn�>ция , что это множество является множеством ее 
значений . 

Всякое разрешимое мпожество натуральных чисел 
является П. м. Обратное неверно : можно указать при
мер неразрешимого П .  м. Этот факт, установленный в 
1936 А .  Чёрчем (А. Church), является одним из фунда
ментальных результатов общей алгоритмов теории .  
На нем основаны (или могут быть основаны) все из
вестные отрицательные решения алгоритмичес�>их про
блем . Если какое-либо множество и его дополнение 
суть П .  м . ,  то это множество разрешимо (т е о р е  м а 
П о с т а) . Изучение и классификация П. м .  являются 
предметом исследований алгоритмич .  теории множеств . 

Лит. : [1 ] У с п  е н с R и й в. А . ,  Лекции о вычислимых 
функциях ,  М . ,  1 960 .  Н. М. Нагорпый. 

ПЕРИМЕТР - 1 ) П. п л о с к о й о б л а с т и, о г
р а н и ч е н н о й  с п  р я м л я е м о й к р и в о й, 
полная длина границы области. 

2) П. и з м е р и м о г о м н о ж е с т в а А в п
мерном евклидоном (или римановом) пространстве -
нижний предел (п-1 )-мерной площади границы много
гранников Р; (или множеств Р ; с С1-гладкой границей) , 
сходящихсл к А по объему, т. е. так, что Vol ( (А ".Р ;) U 
U (Р;".А ) ) - О при i - оо . 

Лит . :  [ 1 ) С а с с о р  р о 1 i R . , «Rand. Accad.  naz .  Lincei .  
Ser. 8>>, 1952,  JV, 1 ,  р .  3-1 1 ,  М 2 ,  р. 1 37-46 ; [2) G о r g i Е. 
de, там же, Ser. 1 ,  1958 ,  5 , М 2 ,  р. 33-34.  В .  А .  За.лгадлер . 

ПЕРИОД г р у п п ы - наименьшее общее кратное 
порядков элементов данной группы (предполагается , 
что группа периодическая и порядки всех ее элементов 
ограничены в совокупности) .  П .  группы наз .  также 
П о  R а З а  Т е Л е М Г р у П П Ы .  О .  А .  Ивапова. 

ПЕРИОД ф у н R ц и и  f (х) - число T i= O  такое , 
что при любом x E XciR  (или XciC)  числа х- Т и 
х+ Т также принадлежат множеству Х и выпоir
нлетсл равенство 

f (x + T) = f (x) . 

Числа ± пТ,  где п - любое натуральное число , также 
являютел П .  функции f (x) . У функции /= const на 
оси или на плоскости любое число T i=O будет П . ;  
для функции Дирихле { 1 ,  если х -рациональное, D (х) = О, если х -иррациональное, 

любое рациональное число Т i= О будет П . Если функ
ция f (x) имеет период Т, то функция 'ljJ (x)=f (ax+Ь) , 

т 
где а и Ь - постоянные и а ;'= О, имеет период а .  Если 
действительная функция f (x) с действительным аргу
ментом непрерывна на Х (и не равна тождественно 
постоянной) , то она имеет наименьший период Т0 >0 
и велкий другой действительный П. кратен Т0 •  Сущест
вуют функции с комплексным аргументом , у к-рых 
имеютел два неиратных с мнимым частным П . ;  таковы, 
напр . ,  эллиптичес�>ие фуп�>ции. 

Аналогично определяется П .  функции, определен-
ной на нек-рой абелевой группе . А. А. Нопюшпов . . 

ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ГРУППА - группа, каждый 
элемент к-рой имеет конечный порядок . Велкал перио
дич . абелева группа разлагается в прямую сумму 
примарных групп по различным простым числам . 
Об условиях конечности П .  г. см. Бёрпсайда проблема 
о периодических группах . О. А. Ивапова. 

ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ПОЛУГРУППА - полугруппа, 
в к-рой каждая моногенн�л подполугруппа конечн� 
(другими словами ,  каждыи элемент имеет конечныи 
порядок) . Велкал П. п. имеет идемпотенты . Множество 
К е всех элементов П . п . ,  нек-рал (зависящая от эле
мента) степень к-рых равна данному идемпотепту е, 
наз . к л а с с о м к р у ч е н  и л, соответствующим 
этому идемпотепту . Множество G е всех элементов из 
К е, для R-рых е служит единицей, является п-классо� 
(см . Грипа отпошепия э�>вивалептпости) , наибольшеи 
подгруппой в Ке и идеалом в подполугруппе < Ке>•  
порожденной Ке; таким образом < Ке> будет гомогруп
пой (см . Мипимальпый идеал) .  П .  п .  с единственным 
идемпатентом наз .  унипотентной. Унипотентность I_! .  п .  
S эквивалентна каждому и з  следующих условии: S 
есть идеальное расширение группы при помощи пиль
полугруппы, S есть подпрямое произведение группы 
и нильполугруппы . 

Разбиение П .  п .  на классы кручения играет опре
деляющую роль при изучении многих вопросов для 
периодич . полугрупп .  Произвольный кл�сс кручения 
не обязательно является подполугруппои: минималь
ный контрпример - пятиэлементная Брапдта полу
группа В 2 , изоморфная _ рисовско.� полугруппе_ матрuч
пого типа над единичнои группои с единичнои сэндвич
матрицей 2-го порядка . В П .  п. S все классы кручения 
будут подполугруппами тогда и только _тогда, когда S 
не содержит подполугруппы, лвллющеисл идеальным 
расширением унипотентной полугруппы при помощи 
В 2; в этом случае разбиени_е S на классы кручения 
не обязательно будет свяа�>ои . Известны различные (в 
том числе необходимые и достаточные) условия , при 
к-рых П .  п .  есть связка классов кручения; это, оче
видно , имеет место для коммутативных полугрупп,  
это верно для П .  п .  с двумя идемпатентами [3] . 

В любой П. п .  отношения Грина !!J) и 1 совпадают; 
О-простал П. п. будет вполне О-простой. Для П. п . 
S следующие уеловил эквивалентны : 1 )  S - архиме
дова полугруппа, 2) все идемпатенты из S попарно 
не сравнимы относительно естественного частичнаго 
порядка (см. Идемпотепт) ,  3) S есть идеальное рас
ширение вполне простой полугруппы при помощи 
нильполугруппы. Известно много условий ,  эквива
лентных тому, что П. п. S разлагается в связку (а 
тогда и в полурешетку) архимедоных полугрупп; 
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среди них: 1) для любого a E S  и для любого идемпо- (' Т  тента e E S , если e E SaS , то e E Sa2S (см. ( 5 ] ) ;  2) в s каж- J o f (t)dt= O, в противном случае первообразная П. ф. 
дый регулярный !2)-класс есть подполугруппа ; 3) каж- непериодическая , такова, напр . ,  первообразная фуик-
дый регулярный элежепт из S является групповым. ции f (x)= cos х+ 1 .  А - А .  Rопюшпов. 

Пусть S - бесконечная П .  п . ,  Es - множество 2) П .  ф. к о м п л е к с н о г о п е р  е м е н н о г о 
всех ее идемпотентов . Если Es конечно , то S содержит z - однозначная аналитич. функция / (z) ,  имеющая 
бесконечную унипотентиую подполугруппу, если Е s только изолированные особые точки во всей плоскости 
бесконечно, то S содержит бесконечную подполугруппу, комплексного перемениого IC, для к-рой существует 
являющуюся пильпотептпой полугруппой или полу- число р т!:О ,  в.азываемое п е р  и о д о м ф у н к ц и и  
группой идемпотевтон (4] . f (z) , такое , что 

Важный подкласс П. п. составляют лон:альпо н:опеч-
ные полугруппы. Более широкий класс составляют 
квазипериодич . полугруппы (S ваз .  к в а з и п е р :и о
д и ч е с к о й, если век-рая степень каждого ее эле
мента лежит в додгруппе Gc:::.S ) .  Многие свойства П .  п.  
nереносятся на квазипериодиtt. полугруппы. 

Лит. : [ 1 ]  Н л и ф ф о р д  А . ,  П р  е с т о н  t. , Алгебраиче
ская теория полугрупп, пер. с англ. , т. 1 ,  М . ,  1 972 ; [2] Л л
п и н Е. С. ,  Полугруппы, М . ,  1 960 ;  (3] П р  о с в и р о в А. С. , 
<<Матем. зап. Уральсн . ун-тю>, 197 1 , т. 8, No 1 ,  с. 7 7-94 ; [4] Ш е вр и  н Л. Н . ,  «Изв. вузов. Математика>>, 1 974 , .NI 5 ,  о .  205- 1 5 ;  
L5] Р u t с h а М . . «Semigroup Forum•>, 1 9 7 3 ,  v.  6, No 1, р.  12-34 ;  
[ 6 ] S c h w a r z  St. , «Чехосл .  м атем . ж . » ,  1 9 5 3 , т .  3 ,  с. 7-2 1 .  

Л .  Н .  Шеврип. 
ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ТОЧКА д и н а м и ч е с к о й 

с и с т е м ы  - точка траектории периодиtt .  движения 
дииамич . системы tt (t Е 1R или t Е Z ) , заданной na про
странстве S, т. е. такая точка х Е S, что найдется число 
Т >О, для к-рого jTx= x, но ttx т= x при t E  (0 ,  Т ) .  Это 
число Т ваз . n е р и о д о м т о ч к и х (иногда nерио
дами ваз. также все целые кратные числа Т) . 

Траектория П .  т. ваз .  з а  м к н у т о й  т р а е  к т о
Р и е й , или ц и к л о м. При употреблении последних 
терминов часто отвлекаются от конкретной парамет
ризации множества точен траектории параметром t, 
рассматривая тот или иnой класс эквиваяентных пара
метризаций: если tt - непрерывное действие группы 
IR на топологич. пространстве S , то цикл рассматри
вают как окружность, топологически вложенную в 
S; если tt - дифференцируемое действие группы IR 
на дифференцируемом многообразии S, то цикл рас
сматривают как окружность , гладко вложенную в S. 

Если х - П .  т .  (а S - метрич . пространство) ,  то 
ее а-предельпое м по жест во А х и ю-предельное множе-
ство Qx совпадают с ее траекторией (понимаемой как 
множество точек) . Это свойство в определенной мере 
выделяет П. т. среди всех точек, не являющихся не
подвижными. А именно , если пространство ,  на к-ром 
задана динамич. система jf , является полным метри
ческим и точка х такова , что Qx= {Jfx } 1 Е R ,  то х -
неполвижная или периодич. точка динамич . системы jl . 

Лит. : [ 1 ]  Н е м ы  ц н и й В. В . , С т е п  а н о в В. В . ,  1\ачест
JJенная теория дифференциальных уравнений ,  2 изд. , М . - л . , 
1 949. В .  М. Мшиtuопщипов. 

ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ТРАЕКТОРИЯ а в т о и о м
в о й  с и с т е м ы  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е
р е н ц и а л ь и ы х у р а в н е н и й - траектория 
периодичес�>ого решения этой системы ; обычно подра
зумевается, что это решение не сводится к константе, 
т. е .  траектория не сводится к одной точке (равповесия 
положепию) .  Синоним П . т . - з а м к н у т а я т р а-
е и т о р и я (поскольку она является замкнутой 
кривой) . д. в. Аносов. 

ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ - функция, имею
щая период . 

1 )  Пусть функция f (х) определена на Х Е IR и имеет 
период Т. Для получения графика f (х) достаточно 
график функции f (х) на [ а ,  а+ Т] П Х ,  где а - век-рое 
число , пер.еместить вдоль 1R на ± Т, ± 2 Т, . . . . Е сли 
П .  ф .  f (x) с периодом Т имеет конечную провзводную 
f' (х) , то f' (х) является П .  ф. с тем же периодом . Пусть 
f (х) интегрируема на любом отрезке и имеет период Т .  

Первообраз,вая F =  � : f (t)dt имеет период Т ,  если 

f (z + p) = f (z) , z E C . 

Любая линейная комбинация периодов данной П .  ф.  
f (z) с целочисленными коэффициентами также явля
ется периодом / (z) . Все периоды данной П. ф. / (z) i: 
;t const составляют дискретную абелеву группу по 
сложению, называемую г р у п п о й  п е р и о д о в 
функции f (z) . Если бавис этой группы состоит из 
одного единственного о с н о в н о г о ,  или п р и м и
т и в н о г о, периода 2 w= 2 w1 т= о , т .  е .  если любой 
период р есть целое кратвое 2w, то f (z) пав . одн.оперио
дичесr;ой фуn�>цией.  В случае базиса, состоnщеrо из 
двух основных nериодов 2 wt ,  2w3 ,  lm ( w1/w3) i: O, имеем 
двоян:опериодичес�>ую фуn�>цию . Если П .  ф. f (z) отлична 
от константы , то базис ее группы периодов не может 
состоять более чем из двух основных независимых 
периодов (т е о р е м а Н к о б и) . 

Любая полоса вила 

{z = (теiа. + t ) 2w: - оо < т < оо ,  O� t < 1 ,  О <  а � :rt/2} , 

где 2 w - один из основных периодов П. ф. f (z) , или 
ей конгруэнтная,  наз . п о  л о с о й  п е р  и о д о в 
функции / (z} ; обычно приnимают a= :n/2,  т .  е . рас
сматривают полосу периодов, стороны к-рой перпенди
кулярны основному периоду 2 w .  В каждой полосе 
периодов П .  ф. принимает любое свое значение и при
том одинаково часто . 

Любая целая П .  ф .  / (z) во всей nлоскости IC разлага
ется в ряд Фурье nik --г 

j (z)  = �:= _ ..,  ake 00 , 
- nik 

1 � (1) -- 1  а,. = -2- f ( t ) e 00 dt,  (1) - 00 
к-рый сходится равномерно и абсолютно на прямой 
{z= t w: - oo <t < oo }  и вообще на любой сколь угодно 
широкой пелосе конечной ширины, параллельной 
этой прямой. Случай , когда целая П .  ф. / (z) стремится 
к определенному конечному или бесконечному пределу 
в каждом из двух концов полосы периодов, хараитери
зуется тем, что ряд (*) содержит лишь конечное число 
членов, то есть f (z) есть тригонометрич . полином. 

Любая мероморфная П. ф .  f ( z) во всей плоскости (; 
с основным периодом 2 w представима в виде отношения 
двух целых П. ф. с тем же периодом, т. е. в виде от
ношения двух рядов вида (*) · В частности, класс всех 
тригонометрич. функций можно описать как класс 
таких мероморфных П .  ф. с периодом 2:rt, к-рые в каж
дой полосе периодов имеют лишь конечное число по
люсов и стремятся к определенному пределу в каждом 
конце полосы периодов. 

Лит. : [ 1 ]  М а р  н у ш е в и ч А .  И . , Теория аналитичесних 
фуннций, 2 изд. , т. 2, М . ,  1 968 . Е. Д. Соло.мепцев. 

ПЕРИОДИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ о б ы к н о в е н н о
г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  
или с и с т е м ы - решение, периодически зависящее 
от везанисимого перемениого t. Для П. р. x (t )  (в случае 
системы х - вектор) имеется такое число Т ;t О, что 

х (t + Т )  = х ( t )  при всех t Е IR .  
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Всевозможные такие Т паз .  п е р и о д а м и даниого 
П. р . ;  при этом из непрерывности x ( t) следует, что 
либо х (t) не зависит от t , либо всевоаможные периоды 
являются целочисленными кратными одного из них -
м и н и м а л ь н о г о п е р  и о д а Т0 >0 . Говоря о 
П .  р . , ча сто подразумевают , что имеет место второй 
случай ,  а о Т0 говорят просто как о периоде . 

П .  р .  рассматривают обычно для систем обыкновен
ных дифференциальных уравнений , правые части к-рых 
либо не аависят от t (автономная система) : 

;; = !  (х) ,  x E U,  ( 1 ) 
где U - область в IR.n , либо аависят от t периодически : 

x
·= f ( t ,  х) , f ( t + T 1 , x) = f ( t , х) , x E U. (2) 

(У систем с иным характером аависимости правых ча
стей от t чаще всего нет П .  р . )  В случае системы (2) 
период Т0 П .  р. обычно совпадает с периодом Т1 правой 
части или является целочисленным кратным Т1; дру
гие Т0 возможны лишь в исключительных случаях . 
П .  р. с периодом T0= k T1 ,  k > 1 , описывают субгармо
нич . колебания (см. Вынужденные колебания) и потому 
сами иногда ваз . с у б г а р м о н и ч е с к и м и П .  р .  
( или с у б г а р м о н и к а м и ) .  

Система ( 2 )  определяет последования отображение 
F (зависящее от выбора начал ьного момента t0) :  если 
х ( t ,  ; ) - решение системы (2 ) с начал ьным значением 
x ( t0 , ;)= ; ,  то 

F (�) = x ( t0 + 1\ , ; ) . 
Свойства системы (2) тесно связаны со свойствами F; 
в частности , значение при t= t0 П .  р .  с периодом k T1 
является при k= 1 неподвижной точкой отображения 
F, а при k > 1  - его пе>риодич. точкой периода k, т. е .  
неподвижной точкой для итерации Fk . Изучение П .  р . 
в значительной степени сводится к II сследованию со
ответствующей неподвижной (или периодической) точки 
отображения последования . 

Для автономной системы ( 1 ) используется следующая 
модификация этой конструкции:  в фазовом простран
стве в какой-либо точке траектории рассматриваемого 
П. р .  (она является замкнутой кривой) берут какое
нибудь локальное сечение , т .  е. гладкую площадку 
П коразмерности 1 , трансверсал ьную к этой траек
тории , и рассматривают отображение , переводящее 
точку �Е П в первую по времени точку пересечения с П 
исходящей из � траектории системы (1 ) .  

Поведение решений, близких к данному П .  р . , опи
сывается в линейном приближении соответствующей 
системой уравнений в вар иациях .  Коэффициенты этой 
линейной системы в данном случае периодически за
висят от t , и поэтому можно говорить о соответст
вующих монодромии  операторе и мультипликаторах. 
О последних говорят как о м у л ь т и п л и к а т о
р а х д а н н о г о П. р. Линейное приближение 
определяет свойства П. р. (устойчивость , инвариант
ные многообразия ) примерно в той же степени , как 
и для равновесия положений . 

П.  р .  автономной системы ( 1 )  имеют нек-рые специфич. 
особенности :  один из мультипликаторов все1·да равен 
единице (если П. р. не сводится к константе) ,  что при
ходится , в частности , учитывать при исследовании 
устойчивости этих П .  р. (см . А ндронова - Витта тео
рема) ;  период может измениться при малом возму
щении , что приходится учитывать в возмущений теор ии .  

Отыскание П .  р .  и исследование их свойств пред
ставляет интерес не только с чисто математич . точки 
зрения , но и потому , что при математич . описании 
реальных физич . систем их периодич. режимы обычно 
соответствуют П .  р .  (см . А втоколебания , Вынужденные 
колебания , Колебаний теория , Нелинейные �>олебания, 
Рела�>сационное �>олебание) . Однако эта задача очень 

трудна - так, не имеется никаких общих методов, 
к-рые иовволили бы устанавливать, существуют ли 
П .  р .  у коНJ(ретной системы . В различных случаях 
используются различные соображения и методы . Мно
гие из них относятся к возмущений теории (гармони 
чес�>ого баланса метод,  Крылова - В оголюбова метод 
усреднения, М а.лого nараметра метод) , J( к-рой при
мыкает также исследование бифур�>аций; другие -
к качественной теории дифференциальных уравнений . 
Последняя , в частности, устанавливает особую роль П. р. для системы (1) при п= 2:  в этом случае П. р .  
вместе с нек-рыми другими типами решений полностью 
определяют поведение всех решений вообще (см. 
таl(же Предельный ци�>.л) . В связи с этим имеется ряд 
специальных результатов о П . р .  таких систем (иаnр . , 
о П . р .  Ван дер Поля уравнения и его обобщений или 
модификаций - Льепара уравнения,  Рэлея уравнения) . Д. В. А'/Юсов. 

ПЕРПОДОГРАММА - фувкция /N ("л) ,  - оо <"л < оо , 
N - целое положительное , определяемая по выборке 
Х ( 1 ) , • . •  , Х (N) стациоварного случайного nроцесса 
Х ( t ) ,  t = O ,  ± 1 , . . .  , следующим образом: 

где 
1 N (Л) = (2л:N) - J 1 d!j > (Л) 1 2 • 

d<§
> Щ = �;: 1 ехр  {- itЛ} Х (t ) .  

П .  является периодической п о  Л функцией с периодом 2л: .  Дифференцируемая сnектральная плотность f (Л) 
сtационарного процесса Х ( t )  со средним с= Е Х  ( t ) 
может быть оценена с помощью П .  при Л ;i: О  (mod 2л:) 

sl n '  N'A. 2 
E /N (Л) =  f Щ + (2л:N) - 1 с2 + 0  (N - 1) .  

s t n •  _.!::._ 2 
В то же время П .  не является состоятельной оценкой 
/ (Л) (см. [ 1 ] ) .  Состоятельные спектральной п.л о т н ос т и 

о цепки моrут быть получены на основе пен-рых даль
нейших построений, исnользующих асимпrотическую 
некоррелировавпость П . разных частоr Л1 ;Е: Л2 ,  так 
что осреднеnие 1 N (x) по близким к ). 'lастотам может 
привести н асимптотически состоятельпой оценке .  В слу
чае п·мерйого случайного процесса Х (t )= {Х k ( t )  }k=l.li 
матрица перподограммы /N (Л) определяется своимll 
элементами 

I!jj i > Щ = (2л:N) - 1 d� i (Л) d�l (Л) . 
Наряду с периодограммой /N (Л) , к-рую еще н а з .  П. 
2-го порядка , иногда рассматривают П .  т-го порядка 
]�' . . .  k m ) (Лl , . . .  , Лm) = (2n) - m + lN - l fi7==

1 
d:kj (Лj) , 

�� Л1· = 0  (mod 2л:) , .;t;;.JJ == l 
к-рые исnользуют для построения оценок спектральных 
плотностей т-го порядка (см . Спектральный семиин
вариапт) . 

Лит . :  [1] Б р и л л и н д ж е р  д . , Временные рлды . Обра
ботка данных и теория ,  пер. с англ . , М. , 1980 ; [2] Х е н н а н э . . , 
Многомерные временные рлды , пер . с англ . , .М . ,  197 4 .  

И. Г .  Журбеппо. 
ПЕРИСТОЕ ПРОСТРАНСТВО - вполне регулярное 

хаусдорфово пространство, обладающее оперением в 
пек-ром своем хаусдорфовом бикомпактпом расшире-
нии . О п е р е н и е м подпространства Х топопогич. 
пространства У в У ваз . счетпая система :'Р семейств 
открытых множеств в У такая , что для каждой точки 
х Е Х пересечение ее звезд St'l' (х) относительно семейств 
у Е � по всем у E .'r содержится в Х . При этом з в е з д  а 
St'l' (х) т о ч к и х относительно семейств множеств у 
есть объединение всех элементов семейства у, содер-
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жащих х.  Если пространство Х облада�т оперением в 
пек-ром своем би�>о.мпа�>тпо.м расширении , то оно 
имеет оперение и в каждом бикомпактном хаусдорфо
вом расширении . Если множество Х является пересе
чением убывающей последовательности и 1 , и 2 , • • •  
множеств , открытых в объемлющем Х пространстве У, 
то система { и  1 } , { и  2 } , • • • составляет оперение под
пространства Х в У .  В частности , если пространство 
п о  л н о п о  Ч е х у, т. е. является множеством типа 
G6 в век-ром своем бикомпактно хаусдорфовом расши
рении, то это - П .  п. В се метрич . пространства яв
ляются перистыми . Таким образом, понятие П .  п .  
является одновременным обобщением понятий локально 
бикомпактного пространства и метрич. пространства . 

Н:ласс П .  п .  _устойчив относительно операций : произ
ведение (в счетном числе) П .  п. является П .  п . ,  пери
(Пость сохраняется при переходах к замкнутому под
пространству и к подпространству типа G6 . Прообраз 
П .  п .  при совершенном отображении является П .  п .  (в классе тихононеких пространств) . ПредпQложение 
пространства перистым обеспечивает его правильное 
поведение во многих существенных отношениях. Вся
кое П .  п. является k-пространством. Н:аждое счетное 
П . п. обладает счетной базой. Более того, если в П. п .  
есть счетная сеть , то в нем есть и счетная база (и это 
пространство метризуемо) . При непрерывном отобра
жении на П .  п. вес не может увеличиваться . Важно, 
что в присутствии перистости принципиально меня
ется поведение нек-рых других фундаментальных 
свойств . В частности , произведение паракомпактных 
П .  п. является паракомпактным П .  п . ,  хотя параком
nактность сама по себе не мультипликативна . Далее , 
произведение финально компактных П .  п. является 
фИнально компактным П. п . ,  хотя финальная компакт
ность не мультипликативна . Понятие перистости по
зволило охарактеризовать те пространства , к-рые 
могут быть совершенно отображены на метрич. про
странства. А именно , для того чтобы существовало 
совершенное отображение тихоновекого пространства 
Х на век-рое метрич. пространство , необходимо и 
достаточно, чтобы Х было паракомпактным П .  п .  
(т е о р е  м а А р х а н г е л ь  с R о г о ) .  Образ пара
lюмпактного П .  п .  при совершенном отображении 
Является паракомпактншм П .  п .  (т е о р е м  а Ф и  л и п
п о в а) ; однако известен пример совершенного ото
бражения П. п. на нелеристое тихоновекое простран
ство. Важными примерами веларакомпактных П .  п .  
служат веларакомпактные локально бикомпактные 
пространства и неметризуемые м о р о в с к и е п р о
с т р а н с т в а - тихоновекие пространства со счет
нойс измельчающейся последовательностью открытых 
покрытий.  Для пространств топологич. групп из 
перистости следует паракомпактность . Для групп 
справедлив простой критерий ,перистости : пространство 
топологич . группы является перистым в том и только 
в том случае , если в нем имеется велустой бикомпакт, 
обладающий счетной определяющей системой окрест
ностей (т е о р е  м а П а  с ы н к о в а) .  В присут
ствии перистости существенно упрощаются критерии 
метризуемости. В частности , если паракомnактное 
П .  п. Х взаимно однозначно и непрерывно отображается 
на метрич. пространство , то Х метризуемо . На этой 
основе доказывается, что тихоновекое пространство Х 
метризуемо в том и только в том случае , если оно 
является паракомпактным П .  п. с диагональю типа 
G6 ;  последнее условие означает, что множество �= = { (х, х) : х Е Х } представимо как пересечение счет
ного семейства открытых в пространстве Х Х Х мно
жеств .  Приведеиные и другие результаты позволяют 
считать перистость одним из основных общих свойств 
метрич. пространств и бикомпактов наряду с параRом
пактностью. 

Лит. : [1] А р х а н г е л ь с к и й  А- В . ,  П ое в о м а
р е в В. и." Основы общей топологии в задачах и упражнениях, 
М . ,  1 974 ;  t2] А р х а н г е л ь с к и й  А. В . ,  <<Матем. сб. >> , 1 96 5 , 
т. 6 7 ,  No 1 ,  с. 55-88 ;  [3] Ф и  л и п п о  в В. В . ,  <<Докл. АН СССР», 
1 967 , т. 1 7 6 ,  No 3 , с. 533-35 ;  [4] П а с ы н  к о в Б.  А. ,  там же, 
1 96 5 ,  т. 1 6 1 , No 2, с. 281 -84.  А . В . Архашел.ъспий. 

ПЕРИФЕРИЧЕСКИ БИКОМПАКТНОЕ ПРОСТРАН
СТВО - топологическое пространство, обладающее 
базой r>ткрытых множеств с бикомпактными границами. 
Вполне регулярное П .  б. п .  Х имеет бико.мnа�>тные 
расширепия с нульмерными (в смысле размерности 
ind) пароста.ми. Если всякий бикомпакт А с::Х допу
скает вложение в другой бикомпакт Вс::Х ,  для к-рого 
в Х имеется счетная фундаментальная система окрест
ностей (напр . ,  когда Х метризуемо) , периферич. би
компактность Х равносильна существованию у Х 
бикомпактных расширений с нульмерными наростами. 

Е.  Г. Спл.яреико. 
ПЕРМАНЕНТ {тХ п)-матрицы А = l la;j l l - функция 

per А = �а ala ( 1 ) а2а ( 2 ) · • . ama (т) '  
где a;j - элементы из коммутативного кольца , сум
мирование производится по всем взаимно однозначным 
отображениям а из { 1 ,  2 ,  . . .  , т }  в { 1 ,  2 , . . . , п } . 
Если т= n, то а - всевозможные подстановки, и П .  
представляет собой частный случай м а т р и ч н о й 
ф у н к ц и и  Ш у р а  

d� (А) =  �а е Н Х (а) п; = 1 aia ( i )  
при H= Sm х=1 , где Х - характер степени 1 на 
подгруппе Н симметрической группы Sn (при H= Sn,  
Х (а) = ± 1 ,  в зависимости от четности а, получается 
определитель) . 

П .  применяется в линейной алгебре , теории веро
ятностей и комбинаторике . В комбинаторике П .  можно 

, интерпретировать следующим образом: число систем 
различных представителей для заданного семейства 
подмножеств конечного множества есть П .  матрицы 
инцидентности для ипцидептн.ости систе.мы , связан
ной с этим семейством. 

Наибольший интерес представляют П .  матриц из 
нулей и единиц ( (0 , 1 )-матриц) , матриц с неотрицатель
ными действительными элементами, в частности д в а ж
д ы с т о х а с т и ч е с к и х м а т р и ц (у к-рых 
суммы элементов по любой строке и любому столбцу 
равны 1 )  и комплексных эрмитовых матриц.  Из ос
новных свойств П. следует отметить теорему о раз
ложении (аналог теоремы Лапласа для определителей) 
и теорему Бине - Ноши , дающую представление П .  
произведения двух матриц через сумму произведений 
П . ,  образованных из сомножителей . Для П. комплекс
ных матриц полезно представление их в виде скаляр
ного произведения на классах симметрии вполне сим
метрuчных тензоров (см . ,  напр . ,  [3] ) .  Один из наиболее 
эффективных способов вычисления П .  дает ф о р м у л а 
Р а й  з е р  а :  

per А =  �m- l (-1)f_� П� r; (Х) , 1 = 0 х е лт - t  t = l 
где Л l< - совокупность подматриц размера тХ k 
1шадратной матрицы А ,  r;= r; (X) - сумма элементов 
в i-й строке Х, i , k= 1 ,  . . .  , т . Ввиду сложности 
вычисления П .  важны его оценки . Ниже приведены 
нек-рые из оценок снизу. 

а) Если А есть (0, 1 )-матрица с r; (A );;;,: t , i= 1 , . . .  , 
т , то 

per А � t ! j (t - т) ! 
при t;;;;: т, 

р2Г А � t ! ,  
если t <т и ре1· А >0. 
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б) Если А есть (0 ,  1 ) -матрица порядка 

per А �  п;= 1 {r'i + i - n } , 
n , то 

где r:;;;a, r;;;;a, . . .  ;;;a, r� - суммы 2Ле�1евтов в строках А ,  
расположенные в порядке невозрастания, { r  i + i -n }= 
= max (O ,  r;+ i-n) . 

в) Если А - nоложительно nолуопределенная эр
митова матрица nорядка n, то 

А n ! Пп 1 1 2  per � s (A)n i = 1  r; • 
где s (A ) = � i.i

aij , если s (A ) ;z': O .  
Оценки П .  сверху: 
1 )  для (0, 1 ) -матрицы nорядка n 

пп I /r . 
Per А ".;;:: (r · 1 )  ' • � i' = l , . ' 

2) для вполне неразложимой матрицы 
с веотрицательными целыми элементами 

per (А) .;;;;; 2s IAJ -2n + 1 ; 

nорядка n 

3) для комnлексвой нормальвой матрицы с собст
венными значениями Л1 , • • • , Лп 

1 �n 
l per AI .;;;;; - .  I Л; Iп . n • = 1 

Наиболее известной проблемой в теории П .  являлась 
г и n о т е з а В а в д е р В а р д е н а : П. дважды 
стохастич. матрицы nорядка n ограничен снизу ве
личиной n ! fпn , и это значение достигается лишь для 
матрицы , составлеввой из дробей 1 /п . Положительвое 
решение этой nроблемы было nолучено в 1 980 (см. [ 4 ] ) .  

Из  примевевий П .  следует отметить связь с извест
ными ко.мбипаторпы.ми аадача.ми о встречах, об ис
полнителях , с Фибопаччи числами , с nеречисленнем 
латипских квадратов и троек Штейнера , с нахож
дением числа 1 -факторов и линейных подграфов в 
графе; дважды стохастич. матрицы связаны с век-рыми 
вероятностными моделями. Интересны физич. Приме
непия П . ,  среди к-рых наиболее важна nроблема ди
меров , возникающая при изучении адсорбции двухатом
ных молекул поверхностного слоя : через П. (0, 1 )
матрицы простого строения выражается число спо
собов объединения атомов вещества в двухатомные 
молекулы . Известны также примевения П. в стати
стич. физике, теории кристаллов,  физич. химии . 

Лит. : [ 1 )  Р а й  з е р  Г.  д ж . ,  Номбинаторная математшtа, 
пер. с англ . ,  м . ,  1 966 ;  L2] С а ч к о в в. Н . ,  Номбинаторные ме
тоды дискретной математики, М. , 1 97 7 :  [3] М и н к Х . ,  Перма
иенты, пер . с ангп. , М. , 1 9 82 :  [4] Е г о р ы ч е в  Г . п. , Решение 
проблемы Ван дер Вардева для перманенто в, Нрасноярск, 1 980 ;  
[5] Ф а n и к м а в д. и . ,  «Матем. заметки», 1 98 1 , т.  29 , в .  6 , 
с. 93 1 -38 .  В . Е. Тарака'Н.ов. 

ПЕРМУТАТОР - собственное значение Л стохастич . 
ядра такое, что оно отлично от единицы и 1 Л 1 = 1 .  Не
отрицательная непрерывная функция К (х, у) , заданная 
на компактном множестве Q конечномерного про
странства, ваз . с т о х  а с т и ч е с  к и м я д р о м, 
если 

Собственные значения такого ядра удовлетворяют ус
ловию I Л \ ..;;: 1 .  В теории операторов П. паз . оnератор 
А : Е -+ Е, если область его значений А (Е)  конечно
мерна и в этой области существует такой базис е1 , 
• • • , e n ,  что A ei=ekl' j = 1 , . . .  , n . 

Лит . :  [ 1 ]  Интегральные уравнения,  М . ,  1 968 .  
Б .  В .  Хведелидае. 

ПЕРПЕНДИКУ ЛЯ Р к данной nрямой (плоскости) -
прямая ,  nересеиающая данную прямую (плоскость) 
под прямым углом . 

ПЕРПЕНДИКУ ЛЯРНЫЕ ПРЯМЫЕ прямые, со-
ставляющие прямой угол (в пространстве такие пря
мые не должны обязательно пересекаться) . Прямая l 
и плоскость а. ваз . взаимно перпендикулярными, 
если l перпендикулярна ко всякой прямой, лежащей 
на а.. Об обобщении понятия перпевдикулярвости см. 
ст. Ортогональпост ь . 

ПЕРРО НА ИНТЕГРАЛ - обобщение понятия ин
теграла Лебега . Функция f (х) паз .  и в т е г р и р у
е м о й  на [ а, Ь] в с м ы  с л е П е р р о в  а, если су
ществуют функции М (х) (мажоравта) и т (х) (мино
равта) такие , что 

М (а) = 0, рм (х) � f (х) ,  !!_М (х) ;z': - оо ,  
т (а) = 0,  15m (х) .;;;;; f (х) , D m  (х) ;z': + оо 

(D и D - нижняя и верхняя производпые) для х Е [а , Ь] 
и-нижняя грань значений М (Ь )  мажоравт М (х) равна 
верхней грани значений т (Ь) миворавт m (x) ; их общее 
значение ваз . и в т е г р а л о м П е р р о в а от f (х) 
на [ а, Ь] и обозначается 

(Р) �: f (х) dx. 

П .  и. воестававливает функцию по ее точной конеч
ной производвой ; он эквивалентен Д апжуа иптегралу 
узкому . П .  и. для ограниченных функций ввел О .  Пер
ров [ 1 ] ,  окончательное определение дал Х .  Бауэр [ 2 ] .  

Лит. : [ 1 ]  Р е  r r о n  О . ,  ccSitzungsber. Heidelberg. Acad. 
Wiss . », 1 9 1 4 ,  Bd V А . ,  S.  1 - 1 6 ; [2] В а u е r Н. , «Monatsh. Маtь. 
und Phys. » ,  1 9 1 5 ,  Bd 26 ,  S. 1 5 3-98 ;  [3] С а к с С . , Теория ин
теграла, пер . с англ. , М. , 1 949 ;  [4] В и н о г р а д о в а И. А . ,  
С к в о р ц о в  В .  А. , Итоги науки. Математический анализ, 
1 97 0 ,  М. , 1 9 7 1 .  Т. П. Лухашен.ко. 

ПЕРРОНА МЕТОД - метод решения Дирuхле аа
дачи для Лапласа уравпепия , основаввый на свойствах 
субгар.мопичеспих функций (и супергармонич.  функций) . 
Первовачальвое изложение этого метода было дано О .  
Перровом [ 1 ] ,  существенное развитие получено в 
работах Н .  Вивера [3] и М .  В .  Келдыша [ 4 ] .  

Пусть Q - конечная область евклидона простран
ства IR.n ,  п;;;а:2 , с границей Г= дQ, f=f (y) - дейст
вительная функция на Г ,  - оо ..;;:f (у) ..;;:+ оо . Пусть Ф -
(непустое) семейство всех супергармонич .  функций 
v (x) , x E Q , в широком смысле (т. е .  функция v (x)=+ oo 
принадлежит Ф ) ,  ограниченных снизу и таких , что 

l im inf v (х) � t (у) , и Е Г ,  
х -+ у 

и пусть 

Н1 (х) = Н1 (х; Q) = inf {v (x) : IJ E Ф} ,  x E Q, 

- нижняя огибающая семейства Ф .  Наряду с Ф рас
сматривается (непустое) семейство 1J' всех субгармонич. 
функций и (х) , x E Q, в широком смысле (функция u (x)== =- оо E 1J') , ограниченных сверху и таких , что 

l iш sup u (x) .;;;;; f ( y ) ,  У Е Г , 
х ...... у 

и пусть 
!!.l (x) = l_!.l (x; Q) = 8Up {u (х) :  и Е V} , x E Q , 

- верхняя огибающая семейства 1J' .  
Относительно функции il 1 ( и  1!._1) имеются только 

три возможности : Hl (x) =+ oo , Hl (x)=- oo ,  ii j (x) 
гармонич. функция,  причем всегда 

Н1 (х) .;;;;; li1 (x) , x E Q . 

Функция f (y ) ,  у Е Г , паз . р а з  р е  m и м о й , если обе 
огибающие jj 1 и !!.l конечны и с�падают. В этом 
случае гармонич . функция Н1 (х)= Н1 (х)= !!_1(х) есть 
о б о б щ е н н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и Д и р и х л е  
для функции f ( y) , у Е Г (в смысле Винера - Перрона ) .  



275 ПЕРРОИ А 276 

Для того чтобы функция f (y) , у Е Г , была разрешимой, 
необходимо и достаточно, чтобы она была интегрируе
мой по гармопич. мере па Г (т е о р е  м а Б р е л о) . 
Любая непрерывная конечная функция f (у) , у Е Г, раз
решима (т е о р е м а В и н е р а ) .  

Точка у0  Е Г пав . р е  г у л я р  в о й  г р а н и ч н о й  
т о ч к о й ,  если для любой непрерывной конечной 
функции / (у ) ,  у Е Г, выполняется предельвое соот
ношение 

liш Hl (x) = f (y0) . 
Х -+ Уо 

Регулярность всех точек у Е Г равносильна сущест
вованию классич. решения w1 (x) задачи Дирихле для 
любой вепрерывпой конечной фуннции / (у ) ,  У Е Г ,  
причем в этом случае H1 (x)""""w1 (x) ; область Q ,  все 
граничные точки к-рой регулярны , иногда ваз .  также 
р е г у л я р н о й . Для того чтобы точка Уо Е Г была 
регулярной, необходимо и достаточно , чтобы сущест
вовал барьер в Уо · 

Точки Уо Е Г ,  не являющиеся регулярными,  пав. 
и р р е г у л я р н ы м и г р а н и ч н ы м и т о ч к а
м и. Напр . ,  иррегулярными граничными точками яв
ляются изолированные точки и при n�3 вершипы 
достаточно сильно заостренных входящих в область Q 
острий (п р и м е р Л е б е г а ) .  Множество всех ирре
гулярных точен Г есть множество типа F0 емкости 
нуль. 

Пусть имеется последовательность областей Qfl, 
Q11cQ k + I • такая , что Q= U k=IQ fl , и вепрерывпая 
конечная функция 1 (у ) , у Е Г, продолжена непрерывно 
на окрестность Г . Тогда 

lim Н1 (х ; Qk) = HI (x: Q) , x E Q, 
k -+  ф 

равномерно внутри Q ; в случае регулярных областей 
Qk здесь получается конструкция обобщенного решения 
задачи Дирихле по Виверу. Рассмотрим теперь для 
области Q без внутренней границы произвольную 
последовательность областей Gk, дGk -+ Г , G11:::>Q . 
В этом случае ,  вообще говоря , 

lim Н1 (х; G11) :/= Н1 (х; Q) . k -+ Ф  
Задача Дирихле устойчива в области Q или в замкну
той области Q, если 

lim Н 1 (х; G11) = Н 1 (х; Q) 
k -+  00 

соответственно для всех х Е Q или для всех х Е Q. Для 
устойчивости задачи Дирихле в области Q необходимо 
и достаточно, чтобы множества всех иррегулярных 
точек дополнений CQ и CQ совпадали; для устойчи
вости в замкнутой области - чтобы дополнение CQ 
не имело иррегулярных точек (т е о р е м ы R е л
д ы ш а, см. [ 4] , где построен также пример регулярной 
области Q, внутри к-рой задача Дирихле пеустойчива) . 

См. также Верхних и ни жних функций .111 етод. 
Лит. : [ 1 ]  Р е  r r о n О. ,  «Math. Z . », 1923 ,  Bd 1 8 ,  S. 42- 54 ; 

[ 2 ] П е т р  о в с к и й  И. Г. , <•Успехи матем. наую>, 1 94 1  [ 1 940] ,  
в.  8 ,  с .  1 07-14 ;  [3] W i е n е r N.,  «J .  Math. and Phys . » ,  1 924 ,  
v. 3 ,  р. 24-51 ,  1 2 7- 46 ;  1925 ,  v.  4 ,  р.  2 1 - 32 ;  [ 4 ]  Н е л
д ы m М.  В. , «Успехи матем. наую>, 1 9 4 1  [ 1 940] ,  в . 8, с. 1 7 1 -
231 ; [5] Б р е л о М . ,  Основы классической теории потенциала , 
пер. с франц. , М . ,  1 9 6 4 .  Е. Д .  Со.яо.м.енцев. 

ПЕРРОНА ПРЕОБРА30ВАНИЕ ортогональное 
(унитарное) иреобразование 

· �n 
i · Х1 =  . и1. ( t )  y l ,  i = 1 ,  . . . , n, J = l (1 )  

гладко зависящее от t и иреобразующее линейную си
стему обыкновенных дифферепциалr,ных уравнений 

• . �n . . 
х1 = . а1� ( t )  xl , i = 1 , . . .  , n , 

J = l (2) 

в систему треугольного вида 

i/ = �;= i р} (t ) yj , i = 1 ,  . . . , n .  (3) 

Введено О. Перропом [ 1 ] .  Справедлива т е о р е  м а 
П е р р о н а : для всякой линейпой системы (2)  с 
непрерывными коэффициентами а} ( t) существует П .  п .  

П .  п . строится с помощью процесса ортогопализа
ции Грама - Шмидта (при каждом t) системы векторов 
х1 (t) , . . .  , хп ( t) ,  где х1 (t) , . . .  , Х п (t) - какая-либо 
фунда.111ентальная систе.111а решений системы (2 ) ,  при
чем различные фундаментальные системы дают ,  вообще 
говоря, различные П. п. (см . [ 1 ] , [ 2] ) .  Для систем (2 )  
с ограниченными непрерывными коэффициентами все 
П .  п. являются Ляпунова преобрааованиями .  

Если матричпозначпая функция l l a� ( t) l l , i , j= 1 ,  . . .  , n , является рекуррентной функцией, то найдется 
рекуррентная матричпозпачпая функция l lи} (t) 1 1 , i , j=1 ,  
. . .  , n ,  такая ,  что ( 1 )  есть П .  п . ,  приводящее систему 
(2) к треугольному виду (3 ) ,  причем функция 

/I P� ( t ) / / . i , j = 1 , . . . , n ,  
рекуррентна . 

Лит. : [ 1 ]  Р е  r r о n  О . ,  <•Math . Z . >> , 1 9 3 0 ,  Bd 32 , S. 4 65-73 ;  
[ 2 ]  D i 1 i Ь е r t о S.  Р. , «Ann . Ma th. Studies», 1 9 5 0 ,  v .  20 ,  р .  
1 - 3 8 ;  [ 3 ]  Б ы  л о в Б .  Ф. , В и н о г р  а д Р .  Э. , Г р  о б м а н 
Д. М . ,  Н е М Ы ц К  и й В. В . , Теория показателей Лнпrнова и 
ее пряложенин к вопросам устойчивости , М . ,  1 96 6 ;  [4 И з о
б о в Н. А. , в сб. : Итоги науки и техники . Математический ана
лиз, т .  1 2 ,  М . , 1 9 7 4 ,  с. 7 1 - 1 46 .  В .  М. МШIJ!ионщипов . 

ПЕРРОНА - СТИ ЛТЬЕСА ИНТЕГРАЛ - обобщение 
понятия Перрона интеграла от функции одного дей
ствительного перемеввого . Конечная функция f (х )  
ваз. интегрируемой в смысле Перропа - Стилтьеса 
относительно конечной функции G (х) на [а ,  Ь] ,  если 
на [а ,  Ь] существуют мажорапта М (х) и минорапта 
т (х) функции 1 (х) относительно G (х) на [а ,  Ь] с М (х) = 
= т (а) = О  такие, что в каждой точке х Е [а ,  Ь ] 

М (х + �) - М (х -а.) ;;;:" f (х) (G (х + �) - G (х - а.) ) ,  
т (х + �) - т (х - а.) ,.;;;; f (х) (G (x + � ) - G (х - а.) ) 

при всех достаточно малых а.;;;:"О и ��0, кроме того , 
нижняя грань чисел М ( Ь ) , где М (х) - произвольпая 
мажорапта 1 (х) относительно G (х) , и верхняя грань чи
сел т (Ь ) ,  где т (х) - произвольвал мипорапта 1 (х) 
относительно G (х) , равны между собой. Общее значение 
этих двух граней паз . П . -С.  и .  от f (х) относительно 
G (х) на [а ,  Ь] и обозначается 

(Р -S)  � � f (х) dG (х) . 

Такое обобщение интеграла Перропа ввел О .  Уорд 
[ 1 ] .  

Лит . :  [1 ] W а r d А .  J . ,  «Math. Z . » ,  1 9 3 6 , B d  4 1 ,  S .  578-
604 ;  [2] С а к с С. ,  Теория интеграла , пер. с англ . ,  М . ,  1 9 4 9 ;  
[ 3 ]  В и н о г р а д  о в а И. А. , С к в о р ц о в  в . А . , в ни. : Мате
матический анализ.  1 9 7 0 ,  М . ,  1 97 1 ,  с.  6 5-10 7 .  Т. П.  Лупашенпо. 

ПЕРРОНА - ФРОБЕНИУСА ТЕОРЕМА : пусть 
действительная квадратная ( n X  п)-матрица А ,  рас
сматриваемая как оnератор в nространстве IR.n , не 
имеет инвариантных координатных подnрострапств 
(такая матрица паз .  н е р а з л о  ж и м о й) и пеотри
цательпа (т .  е. все ее элементы пеотрицательпы) .  
И пусть Л.1 , • • •  , Л.п - е е  собственные значения , зану
мерованные так , что 

1 Л1 l = . .  · = 1 Л.h 1 > P ·h + I I � . . . ;;;:" 1 An 1 , 1 ,.;;;; h,.;;;; n . 
Тогда : 

1 ) число r= IЛ1 1 - nростой nоложительный корень 
ха рактеристич .  многочлена матрицы А ;  

2) существует собственный вектор матрицы А с 
положительными координатами, соответствующий r ;  

3) числа Л.1 , • • •  , Л.h совnадают с точностью до нуме
рации с числами r,  wr, . . .  , wh- Ir, где w= e2ni!h ; 



277 ПЕТЕРА - ВЕЙJIЯ ТЕОРЕМА 278 4) произведение любого собственного значения ма'l'- и, содержащемуел в V, ставится в соответствие подпро
рицы А на ro есть собственвое значение матрицы А ;  стравство и' , содержащееся в V' , ваз. п е р с п е к-

5)  при h > 1  найдется Переставовка строк и столб- т и в в ы  м о т о б р а ж  е в и е м пространства V 
цов, приводящая матрицу А к виду на пространство V' с центром перспектины Т. 

О А1 0 . . .  О 0 П. есть кмлипеация .  Если подпространства V и V' 
пересекаются , то каждая точка подпространства V П V' О О А2 . · . О  О сама себе соответствует. 

О О О . . . 0 Ah - 1 
AhO О . . .  О О 

где A j - матрицы порядка пh - 1 . 
О .  Перров доказал в [ 1 )  утверждения 1 ) и 2) для 

положительных матриц , а в полном объеме приведеи
ную теорему докавал Ф. Фробевиус в [2 ) . 

Лит. :  [ 1 ] Р е  r r о n  О . ,  «Math. Ann. >>, 1 9 0 7 ,  Bd 6 4 ,  S. 248-
263 ;  [2]  F r о Ь е n i u s G. ,  «Sitzungsber. der Kgl. Preuss . Akad. 
Wiss. » ,  1 9 1 2 ,  S. 45 6 - 7 7 ;  [3] Г а н т м а х  е р  Ф. Р. , Теория 
матриц, 3 изд. , М. , 1 96 7 .  д. А .  Суnрун.ен.по. 

ПЕРСЕЯ КРИВАЯ , с п  и р и ч е с  к а я к р и в  а я ,
плоская алгебраич . кривая 4-го порядка;  является 
линией пересечения поверхности тора плоскостью, 
параллельвой его оси (см. рис . ) .  Уравнение в прямо
угольных координатах: 

(x2 + y2 + P2 + d2 - r2)2 = 4d2 (х2 + р2) ,  

где r - радиус окружности , описывающей тор ,  d -
расстояние от начала координат до ее центра , р 
расстояние от оси тора до секущей плоскости . К П .  к .  

d>r d= r d < r  

8 1 86ЭЕ!Э р = о  Р "' О  р= о 

8 1 9 $-$-p < d - r p < r p < d 

0+0 -$- -ф-p = d - r p = r  p =d 

сфэ -ф- -ф-P > d - r  p >r P >d 
относятся : Бута ле.мпиr:ката, Kaccunu овад и nер
пулли ле.мписката. 

П. к .  названа по имени древнегреч . геометра Персея 
(2 в .  до в. э . ) ,  исследовавшего ее в связи с изучением 
различных способов задания кривых . 

Лит . :  [ 1 )  С а в е л о в А. А . ,  Плоение нривые, М. , 1 9 6 0 .  
Д .  Д .  Сополов. 

ПЕРСПЕКТИВА с ц е в т р о м S - отображение 
плоскости :n: в плоскость :n: ' , при к-ром каждой точке 
М плоскости :n: ставится в соответствие точка М' пере
сечения прямой SM с плоскостью :n: ' (если прямая SM 
не параллельва плоскости л' ; см. рис . ) .  

s 
В проективвой геометрии П . опре

деляется следующим образом: nусть 
V и V' - собственвые подпростран
ства одинаковой размерности проек 
тиввого пространства Q ,  Т - под
пространство максимальвой размер
ности , не имеющее общих точек ни 
с V, ни с V' . Пусть и - подпрост
равство , содержащееся в V, и W 
подпространство минимальвой раз
мерности , содержащее и и Т, а и' 
пересечение W и V' . Соответствие , 
при к-ром каждому подпространству 

Если в простравствах V и V' введены проективвые 
координаты, то перспектинное соответствие может 
быть задано линейным отображением. 

Лит. : [1]  А р  т и н Э . ,  Геометричесная алгебра, пер. с англ. , 
М. ,  1 96 9 ;  [2] Г л а г о л е в Н. А . , Проентивная геометрия, 
2 изд. , М. , 1 96 3 .  Л .  С. Моден.ов. 

ПЕРЦЕНТИЛЬ - одна из числовых характеристик 
распределения вероятностей; частвый случай кваптили . 
Именно , П .  определяется как квантиль КР.. , соответст
вующая значениям р ,  равным j/100 для j = O , 1 ,  2, . . .  , 
99. Для вепрерывной строго монотонвой функции 
распределения F (х) j-я перцентиль представляет собой 
решение уравнения 

F (х) = 1� 0 1 

j = O,  1 ,  2 , . . .  , 99. В математич . статистике П . дают 
хорошее представление о виде функции распределения . 
П .  также ваз . п р о ц е в т и л я м и, или ц е в т и· 
л я м и .  А .  В .  Прохоров. 

ПЕТЕЛЬ ПРОСТРАНСТВО - снабженное компакт
но открытой топологией пространство QX всех петель 
в точке * топологич . пространства Х с отмеченвой 
точкой * · П. п. является слоем Серра paccлoenuJt 
(Е , р , Х) над простравством Х (здесь Е - путей 
прострапство) .  А .  Ф. Харшиладdе. 

ПЕТЕРА - ВЕИЛЯ ТЕОРЕМА - теорема пб ап
проксимации функций на компактной топологич . груп
пе представляющи.ми фупкция.ми.  Пусть :n: пробегает 
семейство � представителей всех классов эквивалент
ности веприводимых непрерывных унитарных пред
ставлевий компактной группы G. Пусть d im :n: - раз
мерность представления :rt и u�f ) - его матричвые вле
меsты в век-ром ортовормированном базисе. П . - В .  т .  
утверждает , что функции вида 

(:rt E �) 
образуют ортовормироваввый базис в пространстве 
Z 2 ( G) суммируемых с квадратом функций относи
тельно меры Хаара на G (мера всей группы считается 
равной 1 ) .  Алгебра всех представляющих комплекс:аых 
функций на G, совпадающая с множеством конечных 
линейных комбинаций функций u�f> (:rt Е � ) ,  равномерно 
плотна в пространстве всех непрерывных комплексных 
функций на G. 

В случае ,  когда G= Т - группа вращений плоско
сти , - это утверждение совпадает с элементарной тео
ремой об аппроксимации периодических непрерывных 
функций триговометрич . многочленами . 

В качестве следствия из П . - В .  т . выводится , что 
совокупность линейных комбинаций характеров ве
приводимых представлевий группы G плотва в алгебре 
всех непрерывных функций на G, построенных на 
классах сопряженных элементов .  Другое следствие 
состоит в том, что для любого алемента a E G , а # е, 
найдется такое веприводимое вепрерыввое представ
ление ер группы G, что ер (а) ;С Е; если же G - компакт
на я  групnа Ли , то G допускает точное линейвое пред
ставление. 

Из  П . - В .  т. вытекает также следующее, более 
общее, утверждение (см. [ 5) ,  [ 6] ) .  Пусть дано непре
рывное линейное представлеиие ер компактной группы 
G в пространстве Фреше Е, тогда подпространство 
представляющих элементов пространства Е плотно 
в Е. При этом элемент v Е Е наз .  п р е д с т а в л я ю-
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щ и м, или с ф е р и ч е с к и м, или п о ч т и и н в а
р и а н т н ы м, если орбита ер (G) v порождает в Е 
конечномерное подпространство. Это , в частности, 
применимо к случаю,  когда Е - пространство сечений 
нек-рого класса гладкости гладкого векторного G
расслоения , напр.  пространство тензорных полей 
определенного типа и заданного класса гладкости на 
гладком многообразии с гладким действием компактной 
группы Ли G. 

П.- В. т .  была доказана в 1927 Ф .  Петером (F .  Peter) 
и Г. Вейлем (Н .  Weyl) (см. [ 1 ) ) .  

Лит. : [ 1 ]  Ii е т е р  Ф . ,  В е й л ь  Г. , <•Успехи матем. наук», 
1 9 3 6 ,  в. 2 , с. 1 Н-60 ;  [2] П о  н т р я г и н Л. С . , Непрерывные 
гpyniiЬI, 3 изд. , М . ,  1 9 7 3 ;  [3] Х ь ю и т т Э. , Р о с  с К ,  Абст
рактный гармонический анализ, пер . с англ. , т. 1 ,  М . ,  1 9 7 5 ;  [4] 
Ш е в а л л е н: , Теория групп Ли, пер. с англ . , т. 1 ,  М . ,  1 948 ;  
[ 5 ]  Р а! а i в R. S. , S t е w а r t т .  Е . , «Amer. J .  м a th . » ,  1 96 1 ,  

v .  8 3 ,  No 4 ,  р .  623-Н; [6] М о в t о w G .  D . ,  «Ann. Matb . » ,  1 96 1 , 
v. 73 ,  No 1 ,  р. 20-48 .  А . Л .  Оиищип ,  А .  И. Штерн.. 

ПЕТЕРСОНА ПОВЕРХНОСТЬ - поверхность, обла
дающая сопряженной сетью конических или цилинд
рич. линий, являющейся главным основанием изги
бания (см. Иагибапие па главпо.м основании) .  Напр . ,  
П .  п .  является �>аnаловая поверхность, переноса поверх
ность , вращения поверхность . Вращений ипди�>атриса 
П. п. есть прямой коноид (в частности , для каналовой 
поверхности ею является геликоид, для поверхности 
переноса - гиперболич . параболоид) . Впервые рас
смотрена К. М. Петерсоном как пример поверхности, 
допускающей изгибание на главном основании . 

И. Х. Сабитов. 
ПЕТЕРСОНА СООТВЕТСТВИЕ - соответствие двух 

поверхностей, при к-ром их касательные плоскости 
в соответствующих точках параллельны . В общем 
виде рассмотрено К .  М .  Петерсоном [ 1 )  в связи с за
дачей изгибания на главном основании . Напр . , в П. с .  
находятся поверхность и е е  сферич . образ ,  поверх
ность и ее индикатриса вращения, присоединенные 
минимальные поверхности . 

Если поверхности S и S *  имеют общую параметри-
38.цию, то их третьи квадратичные формы равны . Глав
ная сеть асимптотич . сетей S и S* сопряжена на каж
дой из них . Эта сеть определяется однозначно , если 
асимптотич. сети не имеют общих семейств линий; 
вырождается , если эти сети связанные; становится 
неопределенной, если эти сети соответствуют друг 
другу . Соответствующие касательные к линиям глав
ной сети на S и S* параллельны . 

Если главную сеть принять за координатную (и ,  v) , 
то радиус-векторы х и х* поверхностей S и S *  связаны 
уравнениями 

• • 
Хи = РХа , Xv = UXv, 

причем функции р ,  и удовлетворяют системе урав
нений 

Е F а- р F G а - р Pv - Uu = -2- • Pv -Uu = -2- Ga , 

то есть р, и зависят только от метрики F (Е,  F, G -
коэффициенты ее первой квадратичной формы) .  Ес
тественно поэтому применекие П .  с .  к паре изометрич
ных поверхностей S ,  S: оно дает другую пару изомет
ричных поверхностей S* , S* с теми же нормалями 
п= п * ,  n= n соответственно . Кроме того , оказывается , 
что диаграммы поворота этих поверхностей одни и 
те же и что основание изометрии новых поверхностей 
имеет то же сферич . изображение , как и первоначаль
ных . Напр . , сфере и изометричной ей поверхности 
положительной постоянной кривизны отвечают при 
П. с. изометричные поверхности с соответствующими 
линиями кривизны - т . н. поверхности Бонне . 

В частности, если основание изометрии S и S *  было 
главным основанием, то оно и остается таковым . 
Это - т .  н. п р  е о б р а  з о в а н и е П е т е р  с о н а 

поверхности, изгибаемой на главном основании в 
поверхность того же типа . Имеется обобщение этого 
иреобразования на случай семейства сетей (см. [ 2) ) .  

Специальный случай П .  с . , при к-ром главная сеть 
является сетью кривизны одновременно на S и на S * , 
иаз. с о о т в е т с т в и е м К о м б е с к ю р а .  

Если П .  с .  является конформным, то  либо одна из 
поверхностей минимальная , а другая - сфера (то 
есть П. с .- сферич. отображение) ,  либо обе поверх
ности минимальные , а вектор конформного отображения 
удовлетворяет уравнению Лапласа , либо поверхности 
подобны ,  либо обе поверхности изотермические и на
ходятся в с о о т в е т с т в и и К о м б е с к ю р а .  

Имеется многомерное обобщение П .  с .  (см . [ 4) ) .  
Лит. : [ 1 )  П е т  е р  с о н Н .  М . ,  <сМатем . сб . >> , 1 866 ,  т .  1 ,  с. 

391-438 ;  [2) Ш у л и к о в с к и й В .  И. , Нлассическая диффе
{!енциальная геометрия в тензорном изложении , М . ,  1 96 3 ;  
L3] Ф и н и к о в С. П . , Изгибание на главном основании и свя
занные с ним геометрические задачи , М . - л . , 1 93 7 ;  [4] Ш и р о
к о в П.  А . ,  Ш и р о к о в А. П. , Аффинная дифференциальная 
геометрия, М . ,  1 959. М. И. Войцеховспий. 

ПЕТЕРСОНА - КОДАЦЦИ У РАВНЕНИЯ - урав
нения , составляющие вместе с уравнением Гаусса (см. 
Гаусса теоре.ма) необходимые и достаточные условия 
интегрируемости системы , к к-рой сводится задача 
восстановления поверхности по ее первой и второй 
квадратичным формам (см. Бонне теорема) . П. - К .  у. 
имеют вид 

дb il 1 2 дЬi 2 l 2 дilZ + Гi1 Ьа + гi 1 Ь22 = '""дUi"" + Г i 2Ьн + г  i 2 ь 21 • 

где b;j- коэффициенты второй квадратичной формы , 
Г�·- символы Кристоффеля 2-го рода . 

Уравнения впервые найдены К .  М .  Петерсоном в 
1 853, переоткрыты Г. Майнарди ( G .  Mainardi , 1856) 
и Д. Кодацци (D . Codazzi , 1 867) . 

Лит. : [ 1 ]  Р а m е в с к и й П. R . ,  Нурс дифференциальной 
геометрии, М . , 1 9 56 .  А .  В .  Иванов. 

ПЕТЛЯ - замкнутый путь . Подробнее , петля f -
непрерывное отображение отрезка [0 ,  1 )  в топологич . 
пространство Х такое, что f (О)= f (1 ) .  Совокупиость 
всех П. пространства Х с отмеченной точкой * таких , 
что f (0)= f (1 )= *• образует петель пространство . 

М. И. Войцеховсхий. 
ПЕТРИ СЕТЬ - математическая модель дискретных 

динамич. систем, в том числе информационных систем 
(параллельных программ, операционных систем, ЭВМ 
и их устройств, сетей ЭВМ) , ориентированная на ка
чественный анализ и синт�з таких систем (обнаруже
ние блокировок , тупиковых ситуаций и узких мест , 
автоматич: синтез параллельных программ и компо
нентов ЭВМ и др. ) .  Введена К .  Петри (С. Petri)  в 6.0-х 
гг. 20 в .  П .  с .- это набор N= ( Т, Р , F, М0) , где Т 
конечное множество символов , паз .  п е р е  х о д  а м и,  
Р - конечное множество символов ,  паз .  м е с т а м и, 
Р П Т= ф ,  F - функция инцидентности: 

F: T X P U P X T _,.. {0, 1 } , 
М0 - начальная разметка мест: 

М0: p _,.. {Q , 1 , 2, . . .  } . 
Неформально П .  с .  представляют размеченным ори

ентированным графом со множеством вершин Т U Р 
(см. рис . ) .  Из вершины-места р Е Р , изображаемой круж
ком, ведет дуга в вершину-переход t E  Т, изображаемую 
прямоугольником , тогда и только тогда , когда 

F (р ,  t ) = 1 

(р-входное место перехода t; на рис . Р= {Рн р 2, р 3} , 
Т= {а , Ь, с, d} ) .  Из  вершины-перехода t ведет дуга 
в верiПину-место р тогда и только тогда, когда 

F (t ,  р) = 1 
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(р - выходное место перехода t) .  Место р помечается 
разметкой М0 (р) ;t О, часто изображаемой соответст
вующим числом точек (фишек) . 

Динамика поведения моделируемой системы описы
вается в терминах функционирования П. с. Сеть функ

ционирует в дискретном 
времени, переходя от 
разметки к разметке . 
Каждая разметка - это 
функция м : р --+ {0 , 
1 ,  2 , . . .  }; смена раз
меток (начиная с М0) 
происходит в резуль
тате срабатывания пе
реходов сети . Переход 
t Е Т может сработать 

при разметке М, если для любого р Е Р 
M (p) - F (p,  t ) � O, 

т .  е. если каждое его входное место имеет хотя бы одну 
фишку. В результате срабатывания t при разметке М 
последняя сменяется разметкой М' по правилу: для 
любого р Е Р  

M' (p) = M (p) - F (p, t ) + F (t ,  р) , 
т .  е. переход t изымает по фишке из каждого своего 
входного места и посылает по фишке в каждое свое 
выходное место . Если может сработать несколько пере
ходов,  то срабатывает один, любой из них . Сеть ос
танавливается , если при пек-рой разметке (тупиковая 
разметка) ни один из ее переходов не может сработать. 
При одной и той же начальной разметке П. с. может 
порождать ,  в силу недетерминированности ее функцио
нирования ,  различные последовательности срабаты
ваний ее переходов . Эти последовательности образуют 
слова в алфавите Т, а множество всевозможных слов , 
порождаемых П .  с . ,  паз . ее я з ы к о м. Две П .  с .  
эквивалентны, если они поротдают один и тот же 
язык . 

Исследования по П .  с .  развиваются в двух направ
лениях.  Математич . теория сетей разрабатывает методы 
формального анализа их свойств .  Среди наиболее ин
тересных проблем следует отметить задачи распозна
вания тупиковых ситуаций в сетях , задачи распозна
вания эквивалентности сетей по порождаемым языкам, 
оценки сложности анализа сетей, сравнение вырази
тельной мощности различных подклассов П. с .  и их 
обобщений . Установлено , что проблема тупиковых 
ситуаций разрешима , изучены свойства класса языков, 
порождаемых П. с .  Этот класс строго содержится в 
классе рекурсивно перечислимых языков, строго вклю
чает класс регулярных языков и частично пересека
ется с классом контекстно свободных языков . Второе 
направление - применение П .  с. как основы приклад
ных моделей дискретных динамич . систем в инфор
матике, экономике , цифровой технике и т. п .  

В отличие от  aвmo.Atamoв r;oneчnыx,  в терминах н-рых 
описываются глобальные изменения состояний систем, 
П .  с. концентрирует внимание на локальных собы
тиях (им соответствуют переходы) , лональных усло
виях (им соответствуют места) и на локальных связях 
между событиями и условиями . Поэтому в терминах 
П. с. более адекватно , чем с помощью автоматов, мо
делируется поведение распределенных асинхронных 
систем. 

Лит. : [1]  Р е t е r s о n J. L. , Petri net thuory ancl the 
rnodel i ng of systerns, Englewood-Cliffs , 1 9 8 1 ;  [2] И о т о в В. Е . ,  
<<Кибернетика •>, 1 98 0 ,  М 5 ,  с. 1 0 - 1 8 ;  [3] Апериодические авт(}
маты, М . ,  1 97 6 ;  [4] Net theory and appl ications, В. , 1 98 0 .  

В .  Е.  Нотов. 
ПЕТТИСА ИНТЕГРАЛ - интеграл от векторнознач

ной функции по скалярной мере , являющийся т. н. 
слабым интегралом . Введен Б .  Петтисом [ 1 ] .  

Пусть F (X , Е ,  �. !l) - векторное пространство 
функций х ( t) ,  t Е Е , со значениями в баяаховом про
странстве Х ,  заданных на множестве (Е , �. !l) со 
счетно аддитивной мерой 11 на а-алгебре � подмно
жеств Е . Функция х ( t) наз .  с л а б о и з м е р и м о й , 
если для любого f Е Х * измерима скалярная функция 
f [ x (t) ] .  Функция x ( t) и н т е г р и р у е м а  п о  П е т
т и с у на измеримом подмножестве МсЕ, если для 
любого f Е Х* интегрируема на М функция f( x  ( t ) ) и 
существует элемент х (М) Е Х такой, что 

Тогда 

f (х (М) ] = � м f (х ( t )] d,_.,. 

(' det 

J м х ( t ) dll = х (М) 
и наз . и н т е г р а л о м П е т  т и с а. Такой интеграл 
для случая Е= (а , Ь) с обычной мерой Лебега был 
впервые введен И .  М. Гельфандом [ 2) .  

Лит . : [ 1 ] Р е  t t i � В. , «Trans. Amer. Math. Soc. >> , 1 938,  
v. 44 ,  М 2 ,  р. 277-304 ; [2]  Г е л ь ф а н  д И .  М. ,  «3ап. Науково
цосл. iнст. матем. и мех . Харкiв. матем. тон . >>, 1 9 3 6 ,  т. 1 3 , в. 1 , 
с. 3 5 - 4 0 ;  [3] Н i 1 d е Ь г а n d t Т . , «BUI!. Amer. Math. Soc.», 
1 95 3 ,  v. 59 ,  р. 1 1 1 - 3 9 ;  [4] Х и л  л е Э. , Ф и  л л и п с Р., Функ
циональный анализ и полугруппы, пер. с англ. ,  М. , 1 962.  

В .  И. Соболев. 
ПИ, ч и с л о  :rt , - отношение длины окружности к 

диаметру; представляется бесконечной пелериодиче
ской десятичной дробью 

:rt = 3,141 592 653 589 793 . . . 
Разыскание пределов нек-рых арифметич. последо

вательностей , составляемых по простым законам, часто 
приводило к числу :rt. П римером может служить р я д 
Л е й б н и ц а  

:rt 1 1 1 1 т = 1 -з + 5 - 7 + 9 - · · · · 

к-рый, однако, очень медленно сходится. Существуют 
значительно быстрее сходящиеся ряды, пригодные для 
вычисления :rt .  

Возможность чисто аналитич . определения числа :rt 
имеет принципиальное значение и для геометрии. 
Так , в неевклидовой геометрии :rt также участвует в 
нек-рых формулах , но уже не как отношение длины 
окружности к диаметру (это отношение в неевкли
довой геометрии не является постоянным) . Средствами 
анализа, среди к-рых решающую роль сыграла фор
мула Эйлера 

e2:rti = 1 , 
была окончательно выяснена и арифметич . природа 
числа :rt .  В кон. 1 8  в .  И .  Ламберт (J . Lambert) и А. Ле
жандр (А.  Legendre) установили , что :rt - иррацио
нальное число , а в 19  в. Ф .  Линдемаи (F . Lindemann )  
доказал , что :rt является трансцендентным числом. 

По .материа.ла.м одиои.меюtой статъи иа Б СЭ-3 . 
ПИКА ТЕОРЕМА, и н в а р и а н т н а я ф о р м а 

л е м м ы  Ш в а р ц  а ,- обобщение Шварца .ае.м.м ы ,  

состоящее в следующем. Пусть w =  f (z) - ограничен
ная регулярная аналитич. функция в единичном круге 
Q= {z E IC : l z l <1 } , l / (z) l ..;;:1 ,  l z l <1 . Тогда для любых 
точек z1 и z 2  круга Q неевклидово расстояние d (w1 , w 2 )  
их образов w 1  = f (z1) и w 2 =  f (z2) не иревосходит неев
клидова расстояния d (z1 , z 2) ,  то есть 

d ( w1 , w2) � d (z1 ,  z2) ,  / z 1 /  < 1 ,  l z2 j  < 1 .  (1 ) 

Кроме того , имеет место перавеяство 
l dw l  \ dz l d - j' ( ) d j / < 1  -т::тw-r � � ,  W - Z z ,  Z , (2) 

между элементами неевклидовой длины (дифференци
альная форма П .  т . ,  или леммы Шварца) . Знаки ра-
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веиства в (i) и (2) имеют место только в том случае, 
когда w =  f (z) есть дробио-линейная функция, ото
бражающая круг Q на себя . 

Н е е в к л и д о в о ,  или г и п е р б о л и ч е с к о е , 
р а с с т о я и и е d (z1, z 2) есть расстояние в геометрии 
Лобачевского между точками z1 и z2 , когда круг Q 
принимается в качестве плоскости Лобачевского , а 
прямыми Лобачевского служат дуги окружностей, 
ортогональных единичной окружиости (м о д е л ь П у
а и к а р е) ; при этом 

1 d (z l , Z g) = z } D (а, �' Z1 , Z2) = 

=
..!... In \ 1 -21z2 1 + \ Z1 - z 2 \ 

, 2 \ 1 -z1z1 1 - \ z , - z. l 

где (а, � .  z1 , z2) - двойное отношение точек z1 , z 2 
и определяемых этими точками точек пересечения а, � 

прямой Лобачевского , про
ходящей через z1 и z 2 , с еди
ничной окружиостью (см . 
рис . ) .  

Неевклидова длина образа 
f (L) любой спрямлИемой 
кривой Lc=Q при отображе
нии w=f (z) не иревосходит 
иеевклидовой длины L. 

П .  т. была установлена Г .  
Пиком (см . [ 1 ] ) ;  дальней
шим ее обобщением являет
ся гиперболической .метрики 

припцип. В геометрич . теории функций из этих теорем 
выводятся оценки различных фуикциоиалов , связан
ных с отображающей функцией (см . [ 2) , [ 3] ) .  

Лит . :  [ 1 ]  Р i с k G . ,  <<Math. Ann.» ,  1 9 1 6 , B d  7 7 ,  S .  1 - 6 ;  [2] 
Г о л у з  и н Г. М . ,  Геометрическая теория функций комплене
ного переменного, 2 изд. , М. , 1 96 6 ;  [3] К а р а т е о д о р и  К. , 
Конформное отображение, пер. с англ. ,  М . - л. , 1 93�.  

Е. Д .  СОJUJJКеН.Цев. 
ПИК АР А ГРУППА - группа классов обратимых 

пучков (или линейных расслоений) . Более точно , 
пусть (Х , 6х) - окольцованное пространство . Пучок 
6х-модулей .Z ваз . о б р а т и м ы  м, если он ло
кальио изоморфеи структурному пучку 6х- Множе
ство классов изоморфных обратимых пучков на Х 
обозначается Pic (Х) .  Теизориое произведение .Z® ®бх.Z' определяет на множестве Pic  (Х)  операцию, 
иревращающую его в абелеву группу , иаз .  г р у п п о й  
П и к а р а пространства Х .  Группа Pic (Х)  естест-
венно изоморфна группе когомологий Н1 (Х,  6�) , 
где 6�- пучоJ( обратимых элементов в 6х-

Для коммутативного кольца А группой Пикара 
PicA ваз. группа классов обратимых А -модулей; 
PicA �Pic (Spec А ) .  Для кольца Крулля А группа 
PicA тесно связана с классов дививоров группой этого 
кольца . 

П. г. полиого нормального алгебраич. многообразия 
обладает естествеnиой алгебраич.  структурой (см. 
Пикара схема) . Связная компонента нуля группы Pic (Х) 
обозначается Pic0 (Х) и ваз . многообразием Пикара 
для Х; это - алгебраич. группа (абелево многооб
разие , если многообразие Х гладко) . Факторгруппа 
Pic (X)/Pic0 (Х) иаз .  г р у п п о й Н е р о и а - С е
в е р и и имеет конечное число образующих; ранг ее 
паз .  ч и с л о м П и к  а р а. В комплексном случае, 
когда Х - гладкое проективиое многообразие над С , 
группа Pic0 (Х) изоморфна факторгруппе пространства 
Н0 (Х , Qk) голаморфных 1 -форм на Х по решетке 
ю (Х , z ). 

Лит. :  [ 1 ]  М а м ф о р  д д. , Лекции о нривых на а лгебраи
чесной поверхности , пер . с англ. , М . , 1 968.  В. И. Даии.wв. 

ПИКАРА МНОГООБРАЗИЕ полиого гладкого ал
гебраического многообразия Х над алгебраически 

замкнутым полем - абелево многообразие � (Х) ,  па
раметривующее факторгруппу D i va (Х)/ Р (Х) группы: 
D i va (X) дивизоров, алгебраически эквивалентных ну
лю, по группе главных дивизоров Р (Х) , т .  е .  дивизоров 
рациональных функций . С точки зрения теории пучков 
П .  м. nараметризует множество классов изоморфных 
обратимых nучков с нулевым классом Чжэия , т. е .  
� ( Х )  совпадает с о  связной комnонентой единицы 
Pic0 (Х) Пикара группы Pic (Х)  многообразия Х .  
Структура абелева многообразия н а  груnпе � (Х)= -Diva (Х)/ Р (Х) однозначно характеризуется следу
ющим свойством: для любого алгебраич. семейства 
дивизоров D на Х с базой S существует такое регуляр
ное отображение ер : S - � (Х ) ,  для к-рого D (в) 
-D (s0) Е q; (s) , где s0 - век-рая фиксированная точка из 
S0 (см. [ 2] ) .  Размерность q= d im� (Х) ваз .  и р р е  г у
л я р  и о с т ь ю многообразия Х .  

Классической nример П . м .- Я к о  б и JКnогообрааие 
гладкой проективиой кривой . Другим nримером 
может служить двойственное абелево многообразие 
(см. [3] ) .  

В случае ,  когда Х - гладкое nроективиое ком
плексное многообразие , � (Х) можно отождествить с 
груnпой обратимых аиалитич . пучков на Х ,  имеющих 
нулевоЯ класс Чжэия [4] . Более того , многообразие 
Пикара � (Х) в этом случае изоморфно факторгруппе 
пространства Н1 (Х,  6х) по решетке Н1 (Х,  z )с=Н1 (Х , 
6х) . В частности, иррегулярность q многообразия Х 
совпадает с dim fll (X , 6x) = dimH0 (X , Qk) , где Qk 
пучок регулярных 1 -форм . Последний результат вереи 
также в случае иеособых проективиых кривых над 
любым алгебраически замкнутым полем и в случае 
поJJиых гладких миогообразий над алгебраически замк
нутым полем характеристики О; для произвольной 
характеристики имеет место лишь и е р  а в е и с т в о 
И г у з  ы : dimH1 ( Х ,  6х> >ч (известен пример глад
кой алгебраич. поверхности F иррегулярности 1 с 
d imfll (F, (3р)= 2; см . [ 6 ] ) .  Как видно отсюда , П .  м .  
тесно связано с теорией одномерных дифференциаль
ных форм. Начало исследования таких форм на рима
новых поверхностях положил Э. Пикар [ 1 ] ;  он доказал 
конечномериость пространства Н0 (Х , Qk ) всюду регу
лярных форм . 

Понятие П .  м. может быть обобщено на случай 
полиого нормального многообразия Х. Изучалось 
также многообразие Пикара � с (Х) , соответствующее 
дивизорам Картье и обладающее , в отличие от � (Х ) ,  
хорошими функториальиыми свойствами [ 9 ] . Много
образие �с (Х) было построено для полных нормаль
ных миогообразий Х (см. [ 5 ] ) ,  а также для произволь
иых проективиых миогообразий [ 8 ] . 

Лит. : [ 1 ]  Р i с а r d Е . ,  <•С .  r. Acad.  Sci . » , 1 88� .  t. 99 ,  р. 96 1 -
963 ;  [2] Ш а  ф a f е в и ч И .  Р . ,  Основьl алгебраической геомет
рии; М. , 1 972 ;  [3 М а м ф о р  д д. , Абелевы многообразия ,  пер. 
с англ. , М. , 1 97 1 ;  [�] Г р и ф ф и т е  Ф. , Х а р р и с  Д ж . , 
Принципы алгебраической геометрии .  пер . с англ. , т. 1 - 2 , 
М . ,  1 9 82 ; [5] С h е v а 1 1  е у С . , <• Amer. J. Math. >> ,  1 960 ,  v. 82 ,  
р.  435-90;  ( 6 ]  1 g u s а J .- 1 . , <<Proc. Nat .  Acad. Sci . USA>> , 1 9 5 5 ,  
v. 4 1 ,  М 1 1 ,  р.  96�-6 7 ;  [7] М а t s u s а k а т . , <•Jap. J .  Math. >> ,  
1 95 1 ,  v. 21 , М 2 ,  р.  2 1 7 - 3 6 ;  [8] S е s h а d r i С . , <•Ann. mat. 
pura ed appl . >> ,  1 962 ,  v. 57, р . 1 1 7-42 ;  [9 ] е г о ж е,  <•Math. 
Ann . >> ,  1 96 5 ,  Bd 1 58 ,  No 3 ,  S. 293-96 .  В .  В .  Шо1<1Jров. 

ПИКАРА СХЕМА - естественное обобщение в рам
ках теории схем понятия Пикара JКnогообрааия � (Х)  
гладкого алгебраич. многообразия Х .  Для определения 
П. с .  произвольной S-схемы Х рассматривается о т и о
с и т е л ь и ы й ф у и к т о р П и к а р а Pic X/S на 
категории Sch/ S схем над схемой S .  Значение этого 
функтора на S-схеме S' есть группа 

Н0 (s ' ,  Rfpqcf : (Gm, х· ) ) ,  
где f' : X X sS ' - S'  есть 
R}pqc/: (Gm, х · ) - пучок на 

морфизм замены базы , 
топологии Гротендика 
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S t pqc строго плоских квазикомпактных морфизмов, 
ассоциированный с предпучком 

Т --.. Н1 (Т  fpqc • Gт) = Н1 (Te t •  Gт) , 
а Gm обозначает стандартный мультипликативный 
пучок . Если функтор Пикара Pic X/S представим па 
(Sch!S) , то представляющая его S-схема паз. о т и о
с и т е л ь и о й с х е м о й П и к а р а S -схемы Х 
и обозначается Pic XJS · В случае ,  когда Х - алге
браич. схема над пек-рым полем k, имеющая рацио
нальную k-точку ,  

PicX/k (S ' )  = Pic (Х X kS')/Pic (S ' )  
для любой k-схемы S ' (см. [ 3] ) ;  в частности, Pic X!k (k)= 
= Pic (Х) отождествляется с группой k-рациональпых 
точек PiCX fk (k) схемы PiCXfk, если таковая сущест
вует . 

Если f : Х -+ S - проективный морфизм с геомет
рически целостными слоями, то схема PicX/S су
ществует и является локальпо конечно представлепной 
отделимой групповой S-схемой . Если S = S pec (k) , то 
связная компонента единицы Pic�/k схемы Pic X/k 
является алгебраической k-схемой и соответствующая 
пр иведенная k-схема (P ic  1-/h> red есть в точности 
многообразие Пикара �с ( Х) (см. ( 4] ) .  Нильпотентпые 
элементы в локальных кольцах схемы Pic�/k дают 
много доп�лпительпой информации о П . с. и позволяют 
объяснить ряд паталогий в алгебраич . геометрии над 
полем характеристики р >О. С другой стороны ,  над 
полем характеристики О схема Pic�/k всегда при
ведепа (см. [ 6] ) .  Известно также , что схема PicF/k 
приведена , если F - гладкая алгебраич. поверхность 
и H2 (F, 6F)= O  (см. [ 5] ) .  

Для любого собственного плоского морфизма f :  
Х -+ S (конечно представлепного , если база S нёте-
рова) , для к-рого 1: (6х·>= 68 . ,  при любой замене 
базы /' : X' = X X s S' -+  S функтор Picxts является 
алгебраич .  пространством над S (см . ( 1 ] ) .  В частиости 
функтор Picx1s представим, если базисная схема S 
есть спектр локального артинова кольца . 

Лит. : [ 1 ]  А r t i n М . ,  в сб. : G1oba1 ana1ysis .  Papers in Ho
nor of К .  Kodaira ,  Tokyo, 1 969 ,  р. 2 1 - 7 7 ;  [2] С h е v а 1 1  е у с. , 
«Amer. J. Math. », 1 960 ,  v. 82,  р. 435-90 ;  [3] G r о t h е n d i
e с k А. , в кн. : Seminaire Bourbaki ,  1 96 1 - 1 962 ,  annee 1 4 , [Р .  
1 962] ,  р .  232/0 1 -232/1 9 ;  [4] е г о ж е, <•РuЫ . math. Inst. hautes 
etudes scient.», 1 960 , No 4 ,  р. 1 - 1 68 ;  [5] М а м ф о р  д д. , Лек
ции о кривых на алгебраических поверхностях, пер. с англ. ,  
М . ,  1 96 8 ;  [6] О о r t F . ,  «lnvent. math . », 1 966 ,  v .  2 ,  No 1 ,  р .  79-
80 ;  l7J Итоги науки и техники . Алгебра. Топология. Геометрия 
т. 1 0 ,  М. ,  1 972 ,  с. 47 - 1 12 .  В . В. Шоrtуров : 

ПИКАРА ТЕОРЕМА - 1 )  П . т . о поведении анали
тической функции f ( z) комплексного перемениого z 
в окрестности существенно особой точки а - название 
результата классич . теории функций, явившегося 
отправным пупктом многочислеиных глубоких ис
следований и состоящего из двух частей. а) М а л а я 
т е о р е м а П и к а р а : всякая целая функция f (z) :j:: 
:j:: const принимает любое конечное комплексное зна
чение , за исключением, быть может, одного . б) Б о л ь
ш а я т е о р е м а П и к а р а : всякая однозначная 
авалитич . функция f (z) в произвольпой окрестиости 
изолированпой существенпо особой точки а прини
мает любое конечное комплексное значение , за исклю
чением, быть может, одного . 

Впервые эта теорема опубликована Э .  Пикаром ( 1 ] , 
(2 ] . Она существенпо дополняет Сохоц�>ого теорему . 
Малая П .  т. есть следствие большой П .  т. Из большой 
П. т .  непосредственно следует, что любое конечное ком
плексное значение , за исключением, быть может, 

одного, принимается в произвольной окрестности 
существенпо особой точки бесконечно часто. Для 
мероморфпой функции в конечной плоскости IC : l z l < со 
П .  т. принимает вид: если точка а= со - существенпо 
особая для мероморфпой в IC функции F (z) , то в про
извольпой окрестности точки а функция F (z) прини
мает любое комплексное значение из расширенной 
комплекспой плоскости iC : l z l < со , за исключением, 
быть может, двух,  и притом бесконечно часто . Как 
показывают примеры целой функции eZ:j:: O и меро
морфпой функции tg z :j:: i ,  - i ,  все эти утверждения 
точные. Фигурирующие в П. т .  исключительные зна
чения паз . п и к а р о в с к и м и и с к л ю ч и т е л ь
п ы м и з и а ч е и и я м и .  

П .  т .  существенпо дополняется Иверсен.а теоремой 
и Жюлиа теоремой, к-рые показывают соответственно , 
что пикаровские исключительные значения являются 
асимптотичес�>ими ан.ачепиями и что существуют лу'Iи 
Жюлиа L, исходящие из существенно особой точки а 
и такие, что неисключительные значения принимаются 
бесконечно часто даже в любом сколь угодно малом 
секторе с вершиной а и осью симметрии L . 

Для совремеиных исследований, связанных с П .  т . ,  
характерны следующие два направления . Пусть Е -
множество существенпо особых точек мероморфпой 
функции F (z) , то есть F (z) - мероморфпая функция 
в пек-рой окрестиости любой точки z0 f/= E , и предельное 
множество C ( z0 ; F) функции F (z) в точке z0 E E  не сво
дится к одному значению . Пусть R (a ; F) , а Е Е ,- мно
жество тех значений w E C ,  к-рые в любой окрестщюти 
точки а припимаются бесконечно часто . Тогда П. т .  
утверждает , что если а - изолированпая точка Е ,  
то дополнение 

CR (a; F) = C"-.._R (a ; F) 

обладает с в о й  с т в о м П и к а р а , т .  е .  состоит 
не более чем из двух точек .  В .  В .  Голубев в 1 9 1 6  ус
тановил , что если емкость множества Е равна нулю, 
сар Е= О, то CR (а; F) имеет емкость нуль для всех 
а Е Е. Вопрос о том, каковы минимальные условия на 
Е, чтобы множество CR (a; F) для всех а Е Е  обладало 
свойством Пикара ,  пока ( 1 983) полностью не решен. 
Примеры показывают, что, с одной стороны , условие 
сарЕ= О  не является достаточным, а с другой - что 
имеется множество Е, сар Е >О, вне к-рого не сущест
вует мероморфпых трансцендентных функций , выпу
скающих четыре значения (см. [4] , [ 5 ] , (8 ] ) .  

Второе направление связано с обобщениями П .  т .  
для авалитич . функций / (z) многих комплексных 
переменных z= (z1 , • • •  , zп) ,  n;;;;, 1 .  При n= 1 П .  т. можно 
формулировать и так : любое голоморфвое отображение 
f : IC -+  IC ,  выпускающее по крайней мере две точки, 
постоянно . Однако в 1 922 П .  Фату (Р .  Fatou) пост
роил пример невырожденного голоморфвого (и даже 
биголоморфпого) отображения f : IC2 -+ IC2 , для к-рого 
множество исключительных значений IC2"-.._f(IC2) содержит 
велустое открытое множество. Это означает, что П .  т .  
(и даже теорему Сохоцкого) непосредственно нельзя 
распространить на случай п > 1 .  Обобщения П. т. все 
же возможны , если отправляться, папр . ,  от другой ое 
формулировки,  несколько искусствеиной при п= 1 :  
любое голоморфвое отображение F :  IC -+ ICP в ком
плексную проективную плоскость ICP= С, выпуска
ющее по крайпей мере три гиперплоскости (т .  е. точки 
при n= 1 ) ,  постоянно . Верна, в частности, такая т е о
р е м а Г р и н а: любое голоморфвое отображение 
F :  с т -+ ICPn,  выпускающее по крайней мере 2п+ 1 
гиперплоскостей в общем положении, постоянно (см . 
[ 3] , [ 6] , [ 8 ] . 

2) П .  т. об упиформизации алгебраических кривых: 
если алгебраич. кривая Ф (:.: , w)= O  имеет род g>1 , 
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то не существует ни одной пары мераморфных функций 
z= f ( t) , w= h ( t) таких , что Ф (/ ( t) , h ( t ) )=O. Иными 
словами, униформизация алгебраич . кривых рода g >1  
при помощи мераморфных функций невозможна . На
против , в случае g= 1 униформизация всегда осущест
вима при помощи (мероморфных) зллиптич . функций . 

Установлена Э. Пикаром [ 7] . 
Лит . . [ 1 ]  Р i с а r d Е . , <<С .  r. Acad. sci .» ,  1 879 ,  t. 88 ,  р. 1 024-

1 0 2 7 ;  t. 89 ,  р. 662-65 ;  [2] е г о ж е, «Ann. ]jjcoJe norm. super.», 
1 880 ,  t. 9 ,  р, 1 45-66 ; [ З] Ш а  б а т �· в . ,. ,

введение в комплекс
ный анализ, 2 изд. , ч. 1-2 ,  М. , 1 976 , [/о] 1'i о л л и н г в у д Э. , 
Л о в а т е р  А. , Теория предельных множеств , пер. с англ. , М. , 
1 97 1 ;  [5] Л о в а т е р  А. ,  в кн. : Итоги науки и техники. Матема
тический анализ , т. 1 0 ,  М. , 1 973 , с. 99-259 ;  [6] Г р и ф
ф и т с Ф. , :К и н г д ж. , Теория Неваилиины и голоморфвые 
отображени� алгебраических мноrообразий, пер .  с англ . , М. , 
1 97 6 ;  [7] Р 1 с а r d Е . ,  «Acta math. •> ,  1 887-88 ,  v. 1 1 ,  р. 1 - 1 2 ; 
[ 8 ] Ш а  б а т Б. В. , Распределение значений голаморфных отоб
р ажений , М . ,  1 9 8 2 . E.fi. 0/JJW.мен.цев. 

ПИР АМИДА - многогранник , однои из граней 
к-рого служит многоугольник (основание П . ) , а ос
тальные грани (боковые) суть треугольники с общей 
вершиной (вершина П . )  (см .  рис . 1 ,  2) .  В зависимости 
от числа боковых граней П .  делятся на треугольные , 

Рис . 1 . Рис . 2 .  

четырехугольные и т .  д .  Отрезок перпендикуляра , 
опущенно го из вершины П .  на плоскость ее основания 
(а также его длина) ,  паз .  высотой П .  Объем П .  вычис
ляется по формуле 

1 V = з HS , 

где Н - высота, S - площадь основания , П .  паз . 
правильной (см . рис . 2) , если в основании ее лежит 
правильный многоугольник и высота П .  проходит 
через центр основания . Боковые грани правильной 
П .  суть равные между собой равнобедренные треуголь
ники; высота каждого из этих треугольников наз . 
апофемой правильной П .  (апофема основания П .  
служит проекцией апофемы П .  на плоскость основания) . 

Рассекая П .  плоскостью, параллельной ее основа
нию, получают две части: П . ,  подобную данной , и 

т. н. у с е ч е н н у ю П .  (см. рис. 3) . 
Многоугольник, полученный от пере
сечения П. и секущей плоскости, паз .  
в е р х н и м о с н о в а н и е м, осно-
вание П .- н и ж н и м о с н о в а-
н и е м усеченной П. Расстояние 

Рис . 3 . между секущей плоскостью и нижним 
основанием паз . в ы  с о т о й  усеченной 

П. Объем усеченной П. вычисляется по формуле 

V =-} h (s + S + VsS } ,  

где h - высота , s, S - площади основа 
ний . Б СЭ- 3 . 

ПИРСА СТРЕЛКА - двуместная логи 
ческая операция, обычно обозначаемая .j, 
и задаваемая следующей истинностной 
таблице й: 

Таким образом, высказывание А .j.B озна
чает <<ни А , ни В».  П.  с .  обладает тем 
свойством , что через нее выражаются все 

A , B , A.j.B 

и и л 
и л л 
л и л 
л л и 

другие л о-

гические операции . Например, высказывание l A (от
рицание А )  эквивалентно высказыванию А +А , конъ
юнкция А &В высказываний А и В выражается так: 
(А .j.A )t (В .j.B) , дизъюнкция А v В эквивалентна 
(А .j.B) t (А .j,B) .  П .  с. была введена в рассмотрение 
Ч .  Пирсом (С . Peirs) . в . Е. Плиспо . 

ПИРСОВСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ представление 
кольца в виде прямой суммы подколец, связанное с 
данным идемпотектом е .  Для кольца R , содержащего 
идемпатент е , существуют левое , правое и двустороннее 
П. р . , определяемые равенствами 

R = Re + R  (1 - е) ,  
R = eR + (1 - e) R ,  

R = eRe + eR (1 - е) + (1 - е) Re + (1 - e) R (1 - е) 
соответственно . При этом в случае отсутствия в R 
единицы полагают , по определению , 

R (1 - е) = {х -хе l x E R} ,  
(1 - е) Re = {хе - ехе 1 x E R} ,  

(1 -е) R (1 - е) = {х - ех -хе + ехе 1 x E R} . 
Множества ( 1 -e)R и eR ( 1 -е) определяются анало
гично . Таким образом , при двустороннем П. р .  злемент 
х Е R представляется в виде 

х = ехе +  (ех- ехе) + (хе - ехе) + (х - ех - хе + ехе) , 
при левом - в виде 

х = хе + (х -хе) 
и при правом - в виде 

Х = ех + (х - ех) . 
Рассматривается также П .  р .  относительно ортого
нальной системы ид;емпотентов {е1 , • • •  , en }, где � ; е ;= 1 , 
а именно: 

R = '-, . .  e;Rej . �./ 
П. р .  было предложено Б. Пирсом (см . [ 1 ) ) .  

Лит . :  [ 1 ]  Р е  i r с е В . ,  ccAmer. J .  Math. », 1 88 1 , v .  4 ,  р .  9 7 .  
Л .  А .  Сnорштов. 

ПИРСОВА КРИВЫЕ - название семейства непре
рывных распределений вероятностей (р а с п р е д е
л е н и й П и р с о н а ) ,  плотности к-рых р (х) удов
летворяют дифференциальному уравнению 

dp (x) х - а  

---;iX = 
Ь0 + Ь 1х + Ь2х• Р (х) , (*) 

где параметры а,  Ь0 , Ь1 1 Ь2 - действительные числа .  
Более точно, к р и в ы м и П и р с о н а ваз .  гра
фики зависимости р (х) от х .  Распределения, являю
щиеся решениями уравнения (*) , совпадают с предель
ными формами гипергеометрического распределения. 
П.  к. классифицируются в зависимости от характера 
корней уравнения 

Ь0 + Ь1х + Ь2х2 = О.  
Семейство П .  к .  составляют 1 2  типов и норма.яьное 

распределение. Многие важнейшие распределения в 
математич . статистике могут быть получены с помощью 
иреобразований из уравнения (*) · 

Систематич. описание типов П .  к .  дано У. Элдерто
ном (W. Elderton , 1 938) .  В упрощенном виде класси
фикация по типам такова.  

т и п  1 :  
р (x) = k ( 1 + :. )m' ( 1 - :

. 
)т• , 

- а1 о;;;;; х о;;;;; а2 , т1 , т2 > - 1 ;  
частный случай - бета-распреде.яение 1 -го рода .  

Т и п  I I :  

p (x) = k ( 1 - :: )m , -а о;;;;; х о;;;;; а , т � - 1  
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(вариант П .  к .  типа 1 ) ;  частвый случай - равномерпое / 
рас-nреде.лепие. J Т и п  I I I :  

р (x) = k ( 1 + :  уа е- 11Х, - а <;; х <;; оо ,  f.L > О, а > О; 
частвые случаи - гамма-распреде.лепие ,  «хи-квадрат»
распреде.лепие. 

Т и п I V :  

т -11 arctg ( ..=..) 
р (х) = k ( 1 + :: ) - е а 

, 

- оо <;; х <;; оо ,  а > О , 1.1. > О .  
Т и п  V :  

а 
р (x) = kx- qe х , О <;; х < оо ,  ct > О ,  q > 1 

(сводится иреобразованием к типу I I I ) .  
Т и п  V l :  

р (х) = kх- Ч• (х-а)Ч• , а <; х < оо , qi > q2 - 1 ;  
частвые случаи - бета-распределение 2-го рода , Фи
шера F-распреде.лепие. 

Т и п  V I I :  

р (x) = k ( 1 + �: ) - т, - оо < х < оо ,  т > � ; 
частвый случай - Стьюдента распреде.лепие . 

Т и п  V I I I : 

p (x) = k ( 1 + : ) - т , - а<;; х<;; О ,  O <;; m <;; 1 . 
Т и п  I X :  

р (х) = k ( 1 + : )т , -а <;; х<;; О ,  m > - 1 .  
Т и п  Х :  

х- т 
р (x) = ke (1 , т<;; х < оо ,  а >  0,-

покааате.льпое распреде.лепие . 
Т и п  X l :  

частный 
Т и п  

р (х) = kх-т ,  Ь <;; х <  оо ,  m > O ; 
случай - Паре то распреде.ление . 
X I I :  

' 1  + ..=..)т 
р (х) = (  __ а_, , - а1 <;; х <;; а2 , \ 1 - ...=.. 

а, 
(вариант типа 1 ) .  

j m j  > 1 

Наиболее важны в приложенивх типы 1 ,  I I I ,  Vl , VI I .  
Всякая П .  к .  однозначно определяется своими пер

выми четырьмя моментами 

ct11 = � � :  xftp (х) dx , 

если они конечны . Это свойство семейства П .  к .  ис
пользуется для приближенного описания эмпирическ их 
распреде.лепий . 

Метод �одговки П .  к .  к век-рому эмпирич . распре
делению состоит в следующем. По везависимым ре
зультатам наблюдений вычисляют первые четыре вы
борочных момента, затем определяется тип подходящей 
П .  к .  и методом моментов находятся значения веиз
вествых параметров искомой П .  к. В общем случае 
метод моментов не является эффективным методом 
nолучения оценок П. к. Проблема более точной ап
nроксимации распределений с помощью П .  к. получила 
lloвoe решение в работах Л. Н. Больmева ( 1963) по 
асимптотич. преобразовавиям. 

П. к. были введены R .  Пиреоном (К .  Pearson, 1 894) .  
ti 1 0 Математическая энц . ,  т . � 

Лит. : [ 1 )  Е J d е r t о n  W. Р. , Frequency curveв and corre
lation, 4 ed. , Camb. , 1 953 ;  (2] R е н д а л л М . , С т ь ю а р т А . , 
Теория распределений, пер. с англ . , М. , 1 966 ;  [3} R р а м е р  Г. , 
Математические методы статистики , пер. с англ . ,  2 изд. , М. , 1 97 5 ;  
[4] Б о л ь m е в л. Н. , «Теория вероятн. и е е  примен. >> ,  1 96 3 , 
т. 8, М 2 , с. 1 29-55 .  А. В .  Прохоров . 

ПИРСОВА РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - см. Пиреона кр и
вые . 

ПИТМЕНА ОЦЕНКА - эквивариавтвая статистич . 
оценка параметра сдвига относительно группы ве
щественных сдвигов, имеющая минимальный риск при 
квадратичной функции потерь. 

Пусть компоненты Х1 , Х 2 , • • •  , Х n случайного 
вектора Х = ( Х 1 , Х 2, • • •  , Х п) сутЬ везависимые слу
чайвые величины , подчивяющиеся одному и тому же 
вероятностному закону, плотвость вероятности к-рого 
принадлежит семейству 

{f (x- e) , j x l < оо ,  е Е 8 = ( - оо ,  + оо)} , 
причем 

Е8 Х � = � � = x2f (х-е) dx < оо 
для любого е е е . Далее, пусть G= {g } - группа ве
щественных сдвигов, действующая в пространстве 
реализаций IR1= (- оо ,  + оо) случайной величины Х ;  
( i= 1 , 2 ,  . • .  , n) : 

G = {g : gX; = X ;+ g , J g l  > оо} .  
В таком случае задача оцевивавия параметра е будет 
инвариантвой относительно квадратичной функции 
потерь L (e ,  8)= (е- 8)2 , если в качестве е= е (Х)  
выбрать эквивариавтвую оценку. Э .  Питмен ( 1 ]  по
казал, что эквивариавтвая оценка е (Х) параметра 
сдвига е относительно группы G, имеющая минималь
ный риск при квадратичной функции потерь, имеет виД 

� � � = xf (x) П�- • f (x+YiJ dx 
е (Х) = Х1п1 1 - \ + О>  n - " 

• 
J - <t>  1 (х) n i= 2 1 (х + У;) dx 

где Y; = X <ni>-X<nl l •  Xlni !  есть i-я порядковая ста
тистика ,  построенная по вектору наблюдений Х . 
П .  о .- веемещеиная оценка , она является минимакс
вой в классе всех оценок параметра сдвига е при 
квадратичной функции потерь, если все эквивариавт
вые оценки параметра е имеют конечные функции 
риска [ 2) . 

П р и м е р 1 .  Если 
f (x- e) = e- <x - e> ,  х � е. 

то есть Х;, i= 1 , 2 ,  . . .  , n, подчиняется показатель
вому закону с неизвестным параметром сдвига е , то 
П. о. fJ (Х) ДЛЯ е выражается формулой 

� 1 е (Х) = Х1пi >-п •  
причем е е  дисперсия равна 1 /n2 . 

П р и м е р 2 .  Если 

1 
f (х-е) = ---= е 

У 2 п  

_ (Х - 8 ) 2 
2 

' 1 х 1 < оо ,  

то есть Х;, i= 1 , 2 , . . .  , n ,  подчиняется нормальному 
N ( е , 1) закону с неизвестным математич . ожиданием е , 
то в этом случае среднее арифметическое 

- f Х = п (ХI + Х2 + . . .  + Хп) 
является П .  о .  

Лит. :  [ 1 )  Р i t m а n Е .  J . , «Biometrika», 1 939, v. 30 ,  р .  391 -
421 ; [2] G i r s h i с k М. А . ,  S а v а g е L. J. ,  «Proc. Second Ber
keley Symp. Math . Statist. Prob . >> , 1 95 1 ,  р . 53-7!Jj [3] 3 а к с Ш. , 
Теория статистачесних выводов, пер . с англ. , м . , 1 975 .  

М .  С. Нику.лин. 
ПИФАГОРА ТЕОРЕМА - теорема геометрии, уста

навливающая связь между сторонами прямоугольного 
треугольника. П .  т. была,  по-видимому, известна до 



291 ПИФАГОРОВЫ ЧИСЛА 292 
Пифагора (6 в . до в. а . ) ,  во ему приписывавтел ее до
казательство в общем виде . Первовачальво теорема 
устававливала соотношения между площадями квад
ратов, построеиных на гипотенузе и катетах прямо
угольного треугольника : квадрат, построеввый на 
гипотенузе ,  равновелик сумме квадратов , построенных 
на катетах . Обычно П .  т. принято кратко формулиро
вать так : квадрат гипотенузы прямоугольного треуголь
ника равен сумме квадратов катетов . Верна и теорема, 
обратная П. :r . :  если квадрат стороны треугольника 
равен tумме квадратов двух других его сторон, то 
атот треугольник прямоугольвый. Б СЭ-3 . 

ПИФАГОРОВЫ ЧИСЛА - тройки целых положи
тельных чисел х, у, z , удовлетворяющих уравнению 
x2+ y2 = z2 •  Все решения атого у:равнения, а следова
тельно , и все П. ч. выражаются формулами х= а2 - Ь2 , 
у= 2аЬ ,  z= а2+ Ь2 , где а, Ь - произвольвые целые 
положительные числа (а>Ь ) .  П .  ч. могут быть истол
кованы как длины сторов прямоугольного треуголь
ника .  - Б СЭ-3 . 

ПJi/I - универсальный алгор ит.мичес�tий яаы�t (со
кращение от Programming Language One) , разработан
ный в 1963-64 фирмой по производству вычисли
тельных машин ИБМ ( lntemational Business M achines) . 
В языке ПЛ/1 нашли свое отражение как опыт пред
шествующих ему языков алгол , фортран , �tобол, так 
и многие новые идеи программировавия , появившився 
к моменту создания ПЛ/1 . На язык также оказали 
заметное влияние особенности вычислительных машин 
фирмы ИБМ и их операционной системы . 

ПЛ/1 устроев таким образом, чтобы из него можно 
было выделять подмножества, удовлетворяющие нуж
дам конкретного приложения. Программа на ПЛ/1 
составляется из везависимо транслируемых модулей, 
называемых внешними процедурами, к-рые имеют 
алголаподобную блочную структуру и включают про
цедуры (возможно , многовходовые и рекурсивные) 
и блоки. 

Наибольшее значение для диапазона применевил 
ПЛ/1 имеет разнообразие типов данных . Язык имеет 
дело с данными арифметическими (действительными 
и комплексными, с фиксированвой и плавающей за
пятой , двоичными и десятичными) , строковыми (ли
терными и битовыми) , данными с шаблоном (аналогич
ными шаблонам в коболе) и данными для управления 
программой (метка передачи управления, вход ,  ука
затель, файл , ветвь и событие) . 

Я зык ПЛ/1 обеспечивает возможность объединения 
данных в агрегаты - массивы и структуры . М а с
с и в ы представляют собой упорядоченный набор од
нородных злементов (скаляров или струнтур) . С т р у  к
т у р а м и в ПЛ/1 ваз .  иерархически упорядоченвый 
набор элементов ,  каждый из к-рых имеет свое имя 
и может иметь свой тип данных и организацию . 

Правила вычисления выражений позволяют выраба
тывать произвольвые значения . В случае песоответет
вил типов данных при их вычислении осуществляется 
автоматич. иреобразование к типу, требуемому опера
циями или конкретным контекстом . 

Существенной особениостью ПЛ/1 являются п р ав и л а у м о л ч а и и я ,  позволяющие программисту 
указывать , вапр . ,  не все свойства данных , не все 
компоненты операторов, не все параметры встроенных 
функций . То, что не указано явно программистом, 
понимается нек-рым заранее определенным образом 
или же исходя из контекста . 

ПЛ/1 обладает развитыми средствами управления 
работой с памятью . Эти средства позволЯют програм
мисту самому определять момент размещения перемен
ных в памяти , объем требуемой памяти, скорость вы
борки элементов данных, повторно использовать уже 
вьrделев:ную память под другим именем и,  возможно, 

с другой интерпретацией содержащихся в вей зна
чений без переразмещения . Память может быть выде
лена статически (до исполнения программы) али ди
намически (при входе в блок или при исполнении 
оператора размещения) . Выделенная для век-рой пере
менной Ш\МЯть может быть организована по типу стека 
с соответствующими правилами доступа или может 
быть связана с век-рым указателем . 

Наряду с обычными операторами присваивания, 
перехода , итеративного исполнения , вызова процедур ,  
условными операторами, ПЛ/1 включает средства для 
синхронизации параллельво исполняемых процедур, 
для исполнения век-рых операторов во время компи
ляции, а такЖе для выполнения век-рых действий 
(системных или определенных программистом) при 
возникновении ситуаций (стандартных или определен
ных программистом) , вызывающих прерывавие при 
исполнении программы . В ПЛ/1 представлены разво
образные средства для обмена данными с внешними 
устройствами (посредством записей,  посимвольно и с 
редактированием) . В язык ПЛ/1 встроено большое 
количество стандартных функций, к-рые существенно 
облегчают программирование . 

Стандарт ПЛ/1 , опубликоваввый в 1976 ,  дает более 
формальную и точную спецификацию языка, обобщает 
повятие типа и правила вычисления выражений и 
вычисляемых функциями значений . В то же время в 
стандарт языка не включены средства для параллель
ного исполнения и средства организации вычислений 
в период туансляции. 

Лит . :  l1 Универсальный язык программирования PL/1 , 
пер . с анrл . ,  М. , 1 9 6 8 ;  [2] С к о т т Р . ,  С о н д а к Н. , ПЛ/1 для 
проrраммистов , пер . с анrл ., М . ,  1 97 7 ;  [3] Проrраммирование на 
ПЛ/1 ОС ЕС ,  М . ,  1 97 9 ;  ( 4 ]  Б у х  т и я р  о в А .  М. . Ф р о
л о в г. д. , О л ю н  и н в. ю . ,  Сбоfник задач по программиро
ванию на языке ПЛ/1 , М . ,  1 978 ;  [5 Americaп National Standard 
programmlng language PL/1 , ANSI,  Х 3 . 5 3- 1 976 .  Л. А. Корнева. 

ПЛАНИГОН - выпуклый многоугольник правиль
ного разбиения плоскости на равные многоугольники,  
т. е .  такого разбиения, что существует группа движе
ний плоскости , совмещающая разбиение с собой , к-рая 
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действует транзитивно на совокупиости многоуголь- ПЛАНШЕРЕЛЯ ТЕОРЕМА: для каждой квадратич
ников разбиения . На евклидоной плоскости существует во суммируемой функции f Е L2 ( - «J ,  + «J) интеграл 
11 комбинаторных типов разбиения - т.  в. с е т и 
Ш у б  в и к о в а - Л а в е с а (см. рис . ) , Однако груп
па симметрии для одного комбинаторного типа может 
действовать по-разному . Взаимосвязь комбинаторного 
типа и группы симметрии характеризуется т .  п. с и м
в о л о м с м е ж н о с т и. На евклидоной плоскости 
существует 46 общих правильных разбиений с раз
личным символом смежности .  

На плоскости Лобачевского плавиговами являются 
правильвые многоугольники с любым числом k сторов 
и любым давным числом а сходящихся в каждой вер
шине П. Для числа сторов k= 3 ,  4 , 5, 6 , >6 можно 
выбрать такой размер П . ,  что а";;3: 7 , ";;3:5 ,  ";;3:4, ";;3:4 ,  ";;3:3 .  
Многомерным авалогом П .  является стереоадр . 

Лит. : [ 1 ] Д е л о н е Б. Н . .,. «Изв. АН СССР .  Сер . матем.» ,  
1959 ,  т. 23 ,  No 3 ,  с. 3 65-86 ; L2] д е л о н е Б. Н . , Д о л б и
л и н Н. П . ,  Ш т о г р  и н М. И. , «Тр. Матем. ин-та АН СССР>>, 
1 978 ,  т. 1 48 ,  с. 1 09-40;  [3] Узоры симметрии , пер . с англ. , М . ,  
1 980.  А. Б .  Ивапов. 

ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА - раздел ма
тематической статистики, изучающи.й рациональную 
организацию измерений ,  подверженных случайным 
ошибкам. Обычно рассматривается следующая схема 
П .  э. Со случайными ошибками измеряется функция 
f ( е, х) , зависящая от веизвестных параметров (век
тора е) и от перемеввых х, к-рые по выбору экспери
ментатора могут принимать значения из век-рого 
допустимого множества Х . Целью эксперимента яв
ляется обычно либо оценка всех или нек-рых пара
метров е или их функций ,  либо проверка нек-рых 
гипотез о параметрах е . Исходя из цели эксперимента , 
формулируется критерий оптимальности плава экс
перимента . Под планом эксперимента понимается 
совокупность значений, задаваемых переменным х 
в эксперименте . 

Лит. [ 1 ]  Н а л и м о в В. в . , Ч е р н о  в а Н. А . ,  Статисти
ческие методы планирования экстремальных внспериментов ,  
М . ,  1965 ;  [2] Ф е д_о р о в  В. В . ,  Теория оптимального экспери
мента, М . , 1 97 1 ;  [ 3] Х и н  с Ч. ,  Основные ПJ!инципы планирова
ния внсперимента, пер . с англ . , м . ,  1 96 7 ;  [4J  Ф и  н н и д. , Вве
дение в теорию планирования экспериментов,  пер . с англ. , М . ,  
1970 .  

ПЛАНКА ПОСТОЯННАЯ - одна из абсолютных 
физич. констант,  имеющая размерность действия (энер
гия Х время) ; в системе C GS П . п. h равна 

(6 ,62377 ± 0,0001 8) · 10 - 27 эрг хсек 

( ± 0,000 18 - возможная погрешвость в измерении) . 
Впервые была введена М .  Планком (М . Planck , 1 900) 
в работе по световому излучению, в к-рой он пред
положил , что энергия е фотона (электромагнитной 
волны) равна e= hv,  где v - частота волны . Позднее , 
с возникновением квантовой механики , П .  п. была 
использована в определении важнейших квантовоме
ханич . величин (оператора импульса , энергии и т. д . )  
и вошла почти во все уравнения и соотношения кван
товой механики . 

П .  п .  в век-ром смысле характеризует границы при
меневил классич. механики: оказывается , что законы 
квантовой механики существенно отклоняются от за
конов классич . механики лишь для тех физич. систем, 
для к-рых характервые расстояния , скорости и массы 
таковы , что соответствующая характерная величина 
действия сравнима по порядку с величиной h. При 
формальном математическом рассмотрении это овна
чает, что при h -+ О соотношения квантовой механи
ки переходят в соответствующие классич. соот
ношения . 

Наряду с постоянной h используют константу h= 
h 

= 2� " к-рую при этом также ваз .  П .  п. Р. А. Mи/i.lloc. 

1 0* 

f (х) = --=- f (y) e - u :y dy - 1 � + ех>  • 
(О V"2;n; - со 

сходится в L2 к век-рой функции f(x) E L2 при 
то есть 

При этом сама функция f (х) представляется как предел 
в L2 при Т) -+ ОО интегралов 

то есть 

/YJ (х) = , ;.:.. r +Т] 7 (у) ei'J>y dy,  
r 2;n; J -Т] 

L ,  
f (х) = l i m fТJ (х) .  

Кроме того , справедливо соотношение 

(ф о р м у л а П а р с е в а л я - П л а н m е р  е л я) , 
Функция 

f (x) = 1m ,;- f (y) e - 1Y'> dy, - l ' 1 � + (О • 
10 -HJ>  r 2 ;n; - 10 

где предел понимается в смысле сходимости в L2, ваз .  
п р е о б р а з о в а н и е м Ф у р ь е функции f и 
обозначается обычным символом 

f (х) = --=- f (У) е - 1 '>У dy , 
- 1 � + со · 

V" 2 ;n;  - со (1 ) 

при этом интеграл ( 1 )  понимается в смысле главноrо 
значения на оо в метрике L 2 • Авалогично истолковы
вается равенство 

f (x) = ,;- f (y) e1 '>Y dy . 1 � + со - · 
r 2;n; - со 

(2 ) 
Для функций / E L2 интегралы ( 1 )  и (2) существуют в 
смысле главного вначения почти при всех х. 

Функции f и 7 удовлетворяют почти при всех х также 
соотношениям 

- d { 1 1 + со  г - i "У _ 1 } f (х) = dx у 2n J - со  f (у) - iy dy ' 

d { 1 (' + со - i"Y - 1 } 
f (x) = dx V 2;n; J - co f (y )  iy dy .  

Если обозначить f преобравование Фурье ,  7 - l  - его 
обращение, то п. т. перефрази.руется так: 7 и Т- 1 -
взаимно обратные унитарные операторы в L 2 • 

П . т. установлена М .  Плавшерелем (М . Plancherel , 
19 10) . 

Лит . :  [ 1 ] З и г м у н д  А . , Тригонометрические рЯды , пер . 
с англ . , т. 2 , М . , 1 9 6 5 ; ( 2 ] Т и т ч м  а р  m Е . , Введение в тео
рию интегралов Фурье, пер . с англ . ,  М . - Л . ,  1 0 4 8 ;  [ 3 ] Б о х
н е р  С . , Ленции об Шlтегралах Фур1,е , пер . с англ . , М . ,  
1 9 6 2 .  П .  И .  Лиаорпип. 

ПЛАНШЕРЕЛЯ ФОРМУЛА - формула, выражаю
щая инвариантность скалярного произведения при 
преобравовавии Фурье в пространстве L2 (X) :  � 

y fl (у) f2 (у) d !-1- (У) = 
� х /1 (х) /2 (х) J1-1- (х) . 

В классич. случае , когда Х = У= Rn есть п-мерное 
евклидоно пространство, 1-1- (х) и 1-1- (у) суть п-мериые 
меры Лебега , преобразование Фурье 

1 (х) 1-+ f (у) 
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на пространстве L 2 ( 1Rn) :Э / является непрерывным 
продолжением классич . преобразовапил Фурье 

� def 1 s . g (х) � g (У) = --2 g (х) е' ( х, у) dx, 
(2л) п/ R n 
g E Ll ( IRn ) , 

x = (xl , · · . , хп) , Y = (yl ,  · . .  , Уп) , 
(х ,  у) - скалярное проиаведение в !Rn ,  с множества 
L1 ( IRn) П L2 ( IRn) на пространство L2 ( IRn) . 

П .  ф .  справедлива также , когда Х - локально ком
пактная коммутативная топологич . группа,  У - ее 
группа характеров, х Е Х ,  у Е У, f1 (х) и f1 (у) - соот
ветствующим образом нормированные инвариантные 
мер

�
ы в группа-х Х и У, а преобразование Фурье f (х) � 

� f (у) на пространстве L2 (Х) :Э f является непрерывным 
продолжением отображенил 

� def (' g (х) � g (у) = J Х g (х) у (х) df-1 (х) , 

g (х) E L1 (Х ) , у (х) Е У , 
с множества L1 (Х)  П L 2 (Х) на пространство L2  (Х) . 

П .  ф.  обобщается на некоммутативные топологич. 
группы . Пусть, напр . ,  G - бикомпактнал группа , 
f1 - инвариантная на ней мера , f1 (G)= 1 , g � u�r:x.>_ 
веприводимое конечномерное размерности па унитар
ное представление группы G в гильбертоном простран
стве, g E G, ct= 1 , 2 ,  . . .  , x (g) E L 2 (G) , 

def (' Т1а) = J G х (g) U�a)* df-1 (g) 
(* - переход к сопряженному оператору) , S ( Т�а > т�а > * )  
- след оператора Т�а > тj?· > * .  Тогда обобщенная П .  ф .  
имеет вид 

� G 1 х (g) /2 df-1 (g) = �а naS (Т ia)T�a) • ) .  
Лит. : [ ! ]  R о л м о г о р о в  А .  Н . ,  Ф о м и н е. В.  Элементы 

теории функций и функционального анализа, 5 изд. ,
' 

М . ,  1 98 1 ; 
[2] Н а й  м а р  к М. А . , Нормированные кольца, 2 изд. , М. , 1 968 .  

Л .  Д. Нудрявцев. 
ПЛАСТИЧНОСТИ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ -

теор�л деформируемого пластичного твердого тела , в 
к-рои исследуютел задачи , состоящие в определении 
полей вектора перемещений и (х, t) или вектора скоро
стей v (x, t ) , тензора деформации е;1 (х,  t) или скоростей 
деформации vij (x, t) и тензора напряжений aij (x,t ) ,  
к-рые возникают в теле, занимающем область Q с 
границей S , под действием массовых К (х, t) и поверх
ностных F (х, t) сил при заданных начальных и гра
ничных условиях , а также в определении тех нагрузок 
и процессов, при к-рых равновесие (движение) тела 
является неустойчивым. Особенности П .  м. т. состоят 
в том , что 

а) соотношения au�e;J нелинейны и необратимы и 
описываются , вообще говоря, функционалами; следо
вательно , задачи П. м. т . существенно нелинейны; 

б) конфигурации искомых квазистатич. полей опре
деляютел процессом изменения заданных функций на 
промежутке [0, t) , а не их мгновенными значениями в 
момент t; 

в) в процессе изменения функций К, F возникают 
области упругой деформации, активной пластич . де
формации (нагрузки) и пассивной деформации (раз
грузки) , в к-рых соотношения aij� eij различны ; эти 
области должны быть определены при решении задачи; 

г) уравнения краевой аадачи могут, вообще говоря , 
оказаться разных типов (эллиптического или гипербо
лического) в разных областях тела .  

При  произвольном сложном процессе известны лишь 
весьма общие свойства функционалов пластичности , 

их явная авалитич . структура не установлена . Кон
кретные соотношения ai1�eif • не содержащие явно 
функционалов , построены и экспериментально обо
снованы для ряда типичных процессов деформации . 
Иногда рассматриваютел также нек-рые искусствен
ные <<моделю> соотношений a;1�e iJ , к-рые лишь ча
стично отражают упругопластич. свойства материалов . 

Статические краевые задачи. В теории упруго
пластич. процессов (см. [ 1 ) ) согласно постулату изо
тропии А. А. Ильюшина соотношения a;;�e;j можно 
представить в виде 

а if = Ake�i (1 ) 
(суммиро�ание по k от 1 до 6) , где e�i- базис, по
строенныи на основе тензора малой деформации, 
А k - функционалы от инвариантов тензора дефор
мации, давления р, температуры Т и ,  возможно , дру
гих инвариантных величин немеханич. природы . Ис
комые функции u; (x, t) , e i1 (x, t) , aij (x, t) при равно
весии удовлетворяют уравнениям 

a;i• i + PK; = O , x E Q, (2) 
2e;j = U,., J + Uj. ;. x E Q, (3) 
a;i = Ake�i ' х E Q U S , (4) 

a;}; = F; ,  x E S a , (5) 

U ; = fPr , x E Su ,  Sa U Su = S , Sa n su = O (6) 
при заданных функциях К ; (х,  t) , F; (x, t) , rp; (x, t) и 
областях Q , Sa, S и · Здесь l; - направляющие коси
нусы внешней нормали к граничной поверхности S ;  
t - параметр процесса (напр . ,  истинное или условное 
время) ;  р - плотность материала;  (2) - дифференци
альные уравнения равновесия , (3) - кинематич . со
отношения между малыми деформациями и перемеще
нилми , (5) и (6) - граничные уеловил в напряжениях 
и перемещенилх соответственно . Равенства (2) - (6) , 
строго говоря , не реализуют постановку краевой 
задачи , поскольку при пеизвестпой структуре функ
ционалов пластичности нельзя решить вопрос о су
ществовании решения . 

С учетоы этой неопределепности для решения зада
чи (2) - (6) , допуская его существование при произ
вольном сложном нагружении (СН) , предложен и в ча
стных задачах реализован следующий метод СН-ЭВМ .  
Ниже система равенств (2) , (3) ,  (5) , (6) будет ваз. 
неполной системой (В) . В связи с использованием ко
нечноразностной процедуры область Q разбивается 
на N ячеек (элементов) ,  в каждой из к-рых искомые 
функции имеют постоянные (средние) значения , за
висящие от параметра t (интересующий интервал вре
мени [0 ,  t) разбивается на М шагов) , и в v-й ячейке 
заменлютея соотношения (4) аппроксимирующими со
отношениями вида 

а . . = С k ek V <J v vii • (7) 
где Cvk - функции t, такими, что решение задачи 
(В ) ,  (7) существует . Пусть в первом приближении с 
конкретно заданными (по возможности - наиболее 
простым способом, напр .  в соответствии с обобщенным 
законом Гука) функциями Cvk 

решение задачи (В ) ,  (7) есть u�1/ (t) , е��} , u��} (t) . 
Определяемый по нему набор инвариантов J<;J > (t) 
вместе с Pv (t) и Tv (t) рассматривается как совокуп
ность программ испытаний N образцов в однородном 
папряженном состоянии . Проведение их на испыта
тельном комбайне класса СН дает истинные зависи-
мости au�eii в процессах J� > (t) , Pv (t) , Tv (t) ,  что 
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определяет уточненные аппроксимирующие соотно
шения 

а · · - c( 2 )o k VtJ - vk "'vii• 
к-рые используются для численного решения задачи 
(В) ,  ( 7 2) во втором приближении . Аналогично строятся 
последующие приближения . Сходимость оценивается 
по нормам разностей двух последующих приближений . 

В отличие от применяемых вариантов теоретико
экспериментальных методов решения краевых задач 
с известными соотношениями (4) ,  здесь используется 
испытание стандартных образцов в одномерном напря
женном состоянии по стандартной методике , а не на
турного объекта или его модели в сложном напряжен
ном состоянии. 

Предложен апостериорный критерий существования 
(см . [ 2 ) ) :  если указанный процесс итераций сходится , 
то решение задачи (2) - (6) (с иеизвестной структурой 
функционалов А k) существует и с заданной степенью 
точиости определяется в n-м приближении . 

Если соотношения (4) известны, но сложны, то этот 
метод также примеиим с использованием (4) вместо 
испытательного комбайна СН.  

Сложности постановки и решения краевой задачи тео
рии пластичности в общем случае существенно уменьша
ются при рассмотрении конкретных классов процессов . 

Степень сложиости процесса деформации в точке 
тела определяется сопоставлением кривизн траектории 
деформации, к-рая в 5-мерном евклидоном простран
стве изображает процесс изменения девиатора дефор
мации a i1= eij-eб ij �(3e= eu) , с типичной для каждого 
материала величинои следа запаздывания h, опреде
ляемой экспериментально . На этой основе выделяются 
частные классы процессов ,  для к-рых соотношения (4) 
конкретизируются и не содержат явно функционалов.  
Для каждого такого класса процессов постановка 
краевой задачи (2) - (6) становится определенной, 
допускающей доказательство теорем существования и 
единственности и построение общих методов реmения . 
При этом, однако , возникает проблема физич . досто
верности реmения, поскольку при заданных функциях 
Ki (х , t) , Fi (х , t) ,  IPi (х, t) процессы , определяемые 
реmением, могут не соответствовать области достовер
ности частного вида соотношения (4) ,  принятого при 
постановке задачи . Эту проблему можно поставить 
как задачу об определении класса заданных функций 
Kj, Fi , IPi и, может быть, ограничений на соотноmения 
(4) частного вида , при к-рых система уравнений (2) -
(6) , дополненная соотноmениями, определяющими со
ответствующий класс процессов, совместна . 

В теории малых упругопластич. деформаций (см. 
[3 ] ) ,  относящейся к процессам простой деформации 
(нулевой кривизны) , соотноmения (4) имеют вид 

2Ф (е ) ui1 = �  (eij - eбij) + 3Ke/5ii• (8) а 

где еа= ( � ЭijЭij) - интенсивность деформации, Ф -
экспериментально определяемая функция упрочнения, 
К - константа (модуль объемной упругости) ,  3e= eu. 

При ограничениях 

3G ;;;;" Ф (е а) ;;;;" dФ ;;;;" Л > О (9) 8 а dea 

(Л <1 - число) , приемлемых для конструкционны� 
материалов, установлена эллиптич. природа краевои 
задачи (В) , (8) , доказаны теоремы существования 
и единственности реmения , установлены минимальные 
принципы и даны соответствующие вариационные 
постановки задач . Доказана теорема о простом на
r ружении, определяющая класс функций Ki, Fi, IPi 

(однопараметрич. нагрузки) , при к-ром решение задачи 
физически достоверно. Для решения краевой задачи 
(В ) ,  (8) в принципе применимы методы Ритца и Буб
нова - Галеркина , к-рые, вследствие неливейности 
задачи ,  малоэффективны . Широко используется метод 
упругих реmений, сходящийся при условиях (9) : в 
каждом последовательном приближении реmается более 
простая краевая задача линейной теории упругости 
(см. [3 ] ) . При этом в ходе реmения определяются об
ласти упругих деформаций , в к-рых имеет место обоб
щенный закон Гука . Применяется танже метод пере
менных параметров упругости (см . [ 4 ) ) . 

Постановка задачи (В) ,  (8) и указанные методы 
реmения применяются также к задачам термопластич
ности. При этом при температурном поле Т (х , t) , 
определяемом реmением задачи теплопроводности , в 
соотноmениях (8) полагается ф=;ф (еа ,  Т) и член 
3Ke/5ii заменяется выражением ЗК ( e-a.T)бii· Ввиду 
функциональной природы соотвоmений UiJ"" Bij ис
пользование функции Ф (еа ,  Т) ограничено нек-рым 
классом тепловых процессов . Специальный интерес 
представляют задачи о циклич . нагружении тела 
(см. [5 ] ) ,  сопровождающемся периодич . возникнове
нием областей разгрузки и нагрузки обратного знака . 

В теории упругопластич . процессов малой кривизвы 
(наибольmая кривизна значительно меньше h - 1) с 
соотношениями 

Ujj = 2':v(в) (vij - v/jij) + aбij , a = 3Kv, (1 0) а 
где 

Va = ( � Vij vij У12 ' 
s= � :vadt - длина дуги 
кинематич . уравнениями 

траектории деформации, и с 

2vij = Vi • J + vJ, i •  (Н) 
где vi (х , t) - координаты вектора скорости частицы 
среды, ставится краевая задача (2) , ( 10) ,  ( 1 1 ) ,  (5) ,  (6) , 
для к-рой доказаны теоремы существования и единст
венности , сформулированы вариационные принципы 
и предложен метод, последовательных приближений. 
Условия физич. достоверности решения не  выясвевы. 
Эта задача формулируется , в частности , примени
тельно к расчету установивmегося пластич. течения 
упрочняющегося металла в технологич. процессах 
обработки давлением (прессование , прокатка и т .  п . ) .  

Аналогично ставится краевая задача для упруго
nластич. процессов средней кривизны (главная кри
визна траектории деформации меньmе или порядка 
h - 1) .  

Для теории двухэвеиных процессов (траектория де
формации - ломаная с углом излома е при s= s0) , 
типичных для двухпараметрич . нагружений тела , с 
соотноmениями (8) при s <:s0 и соотноmениями 

20 [ э . .  - э� - э� - J U · · = -.-"- � sin (e - t�-) + � sin t!- + BKel\i/ tJ З SJ n B в - в. в. (12)  
при s>s0 , где Ua , tl' - известные функции от s0 , е,  s, 
дана постановка краевой задачи (В ) ,  ( 1 2) при s>s0 
и (В) ,  (8) при s <:s0 с доказательством теорем сущест
вования и единственности . Доказана локальная тео
рема физич . достоверности, определяющая достаточные 
условия ,  налагаемые на функции Ki, Fi, IJ'i, при к-рых 
почти всюду в области Q происходят изломы траек
торий деформации . Свойства реmений и материальных 
функций в окрестности точки излома существенны 
для реmения задач об устойчивости равновесия при 
упругопластич. деформациях . 
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В современной теории течения для пластич . части 

тенаора д;еформации efi из постулатов пластичности 
анергетич.  типа выводятся соотношения вида 

д! дf 3 ) t:.e f!1 = Н дo.""". � t:.amn. (1 1 t }  m n 
а для упругой части принимается обобщенный закон 
Г у ка 

Oij = Лe!nm&ij + 2ftelj, 
где Л, ft - постоянные Ламе, причем функция нагру
жения f является функцианалом процесса нагружения 
Oij (t) , а фун1щия упрочнения Н, нроме того , зависит 
от приращений t:.aii · Чаще всего предполагается,  что 
Н не вависит от t:. ai/· При атом линеариаованные по 
nриращениям соотношения ( 1 3) позволяют строго 
формулировать краевую задачу типа (В ) ,  ( 1 3) с дона
вательетвам ряда общих теорем и минимальных nрин
ципов (см . [ 6) ) ;  разработаны процедуры численно
аналитич . решения . Преимущества простоты, даваемое 
линеаризацией соотношений ( 1 3) , серьезно ослабля
ется ограниченностью области , в к-рой линеариао
ванные соотношения фиаичесни достоверны . 

В П .  м. т. часто используется постановка нраевой 
задачи на основе теории пластичности Прандтля -
Рейса , к-рая описывается соотношениями 

• • • 2G • 2Gщ = aij - aбij + R  (aij - a{jiJ) + зк абij, 
где G, К - нонетанты упругости , R - функция от 
au= ( � SjjSij ) ' 1• . Область достоверности этих соот
ношений ограничена (точно не определена) .  

Развита теория идеально пластич. тел (см. [ 7 ] ,  
[ 8] ) ,  основанная на фиаич . соотношениях Сев-Венава -
Леви - Миаеса . Эти соотношения формально полу
чаются из соотношений малой кривизны ( 1 0) , если в 
них положить Ф (s) = as= const (as - предел текучести 
материала) и принять условие весжимаемости : 

2 crs Ojj - a{jij = 3V Vij • V = O .  (1 4) 
и 

Понятие идеальной пластичности подразумевает , кроме 
того , соблюдение в области активных пластич. дефор
маций условия текучести вида 

F (Oij) = O , (1 5) 
вапр .  у с л о в и я Г е н к и - М  и а е с а 3/2sijsij= 
= а:,  si ·= aij-aбij, или у с л о в и я  Т р е с н а 
С е в - Jf е в а в а 't'max = 't' 8 ,  где 't'm a x - наибольшее 
касательное напряжение , as,  't's - нонетанты мате
риала. 

Краевая задача вида (В ) ,  ( 1 4) ,  ( 15 )  с заменой (3) на 
( 1 1 )  обычно гиперболячеенаго (иногда эллиптиче
ского) типа. Полная задача теории идеальной пла
стичности состоит в решении уравнений (2) ,  ( 1 1 ) ,  ( 1 4) ,  
( 1 5) в части области Q1 , в к-рой имеют место пластич. 
деформации, и уравнений (2) ,  (3) с соотношениями 
обобщенного ванона Гука в области упругих деформа
ций Q 2 с соответствующими граничными условиями 
и кивематич. и дивамич. условиями сопряжения ре
шений на веиавестной границе областей Q1 и Q 2 (уп
ругопластич . задача) . 

Часто прантичесни полезвые результаты дает жестно
пластич . анализ, в к-ром упругие деформации игно
рируются и части тела вне области пластичности 
считаются ведеформируемыми. При атом , как пра
вило, воавинают стационарвые поверх11ости разрыва 
сноростей частиц , что несовместимо с нл11ссич . положе
ниями мехавини сплошной среды .  В нек-рых задачах 
при задании граничных условий в напряжениях урав-

вевия равновесия вместе с условиями типа ( 1 5) можно 
рассматривать как автономную систему гиперболич . 
типа. При атом возникает возможность неодвоавачвого 
определения области пластич. деформаций и напря
жений в этой области , к-рую часто разрешают на ос
нове век-рых авристич . соображений . Многозначность 
не возникает при решении упругопластич . задачи. 

Среди задач, решаемых методами теории идеальвой 
пластичности , специального упоминания заслуживают 
задачи об установившемел пластич . течении неупроч
няющегося металла в <<каналах» с определением сно
ростей и напряжений, включая нонтактные, примеви
тельво н техвологич. задачам обработни давлением 
(ковка, штамповка , прессование) . 

Для ряда инженерных приложевий особый интерес 
представЛяет теория пластич. течения тонких слоев 
металла , основанная на ряде рациональных гипотез 
кивематич . и фиаич . харантера. При атом определяются 
условия, необходимые для поддержания пластич. те
чения (напр . , мощность пресса) , и распределение ско
ростей, позволяющее nредвидеть форму изделия . 

Прикладвые задачи П .  м. т. (вапр . , о равновесии 
оболочен) приводят н краевым задачам с неливейвымя 
дифференциальными уравнениями с частными произ
водными высокого порядка (вапр . ,  четвертого) . 

Для задач об устойчивости равновесия при nластич. 
деформациях характерно бифуркациоввое изменение 
типа процесса деформации в момент потери устойчи
вости с образованием точек излома на траекториях 
деформации. Hanp . ,  при простом вагружении тела в 
момент потери устойчивости возникает сложное ва
гружевие , и для решения задачи об устойчивости 
необходимо привленать соотношения, оnисывающие 
бесконечно малый процесс после точни излома траен
тории (см. [ 1 ] ) . 

Дивамические задачи теорий пластичности . Общая 
постановка дивамич. задачи получается,  если (2) 
замевить уравнением движения 

aij• i + PKi = pUj,  l t • x E Q , 
и к (2) - (6) добавить начальные условия, вапр . вида 

Uj (х, О) = 1j)j (х) , Uj, t (х , О) = 'X,i (х) , x E Q . 
При атом возникают трудности двоякого характера: 
1) вследствие возникновения разных типов волн с 

различными сноростлми распространения , зависящими 
от величин деформаций, процессы деформации в разных 
точках тела (и в каждой точке в развые промежутки 
времени) имеют разную степень сложности даже при 
простейших типах прилагаемых нагрузок , и априори 
нельзя установить возможность использования соот
ношений Oij - eij частного вида ; 

2) необходимо использовать динамич . соотношения 
aij - l'.· ij с учетом зависимости от развития процесса 
деформации во времени. 

Дивамич . функцяовал пластичности изучен не пол
ностью даже для одномерного процесса , т . е. при про
стой деформации. Информация о дивамич . харантери
стиках материалов в сложном напряженном состоянии 
nри сложных процессах деформации чрезвычайно 
снудва и не позволяет судить хотя бы о начествеввых 
свойствах динамич . фувнционалов пластичности. В свя
зи с этим динамич .  задачи теории пластичности ста
вятся с использованием статич . соотношений теории 
пластичности, что позволяет отрабатывать методы 
решения, выяснять специфические для динамики ме
ханич. аффекты и получать решения , полезвые для 
практики в качестве оценок . Такой подход в качестве 
этапа исследования оправдывается чрезвычайной важ
ностью изучения дивамич. процессов в нонструкциях, 
сооружениях и массивах . 
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Авализ распространения активных неливейвых де- П ЛАТО ЗАДАЧА - задача нахождения мипимадь-

формаций в сложном напряженном состоянии обна- по й поверхпасти (м .  п . )  с заранее задаввой границей Г .  
руживает возникновение комбивироваввых разрывов Впервые такая задача была поставлена Ж. Лагравжем 
разных типов , характерных только для веливейвых ( J . Lagrange , 1 760) , к-рый свел ее в классе поверхво-
з адач . Насколько можно судить по имеющимся ре- стей вида z= z (х , у) к решению уравнения Эйлера -
зультатам, наиболее сложные процессы протекают в Лагранжа м. п. После опытов Ж. Плато ( J . Plateau , 
областях , примыкающих к поверхностям разрыва , 1 849) , в к-рых он показал , что м. п .  могут быть полу-
тогда как в основвой области движения сложность чепы в виде мыльных плевок , натянутых на проволоч-
процесса по кривизнам траекторий и по времени ог- вые каркасы (см. [ 1 ] ) ,  эту задачу стали называть з а д а-
равичена . Поэтому представляется возможным решать ч е й П л а т о .  
дивамич. задачи теории пластичности для сложных В строгой постановке П .  з .  требует ряд дополни-
случаев путем комбинированного использования со- тельных уточнений, отвосящихся к искомой м. п. и к 
отношений частного вида (вапр . ,  для процессов сред- ее границе . Напр . ,  должно ли искомое решение быть 
вей кривизны) в основвой области и соотношений для регулярной м.  п .  или же его можно искать среди обоб
окрестности точки излома (или для двухэвеиных про- щенных минимальных поверхностей (о. м .  п . ) ;  обяза-
цессов) в областях ,  примыкающих к поверхностям тельво ли искомая поверхность должна реализовать 
разрыва. Нетривиальвой и специфической для дивамич. абсолютвый минимум площади ; каков должен быть 
задач теории пластичности является задача о вахож- конформный или топологич. тип поверхности; в каком 
депии поверхности раагрузки,  рааделяющей области смысле понимать границу поверхности , и т. п .  В за-
активных и пассивных деформаций . висимости от постановки задачи , ее решения и свой-

Наиболее детально изучены задачи о распростране- ства этих решений (существование, единственность , 
нии одномерных упругопластич. волн (см .  [ 9] ) .  Иссле- регулярность и т. д . )  могут быть существенно раз-
допава задача о распространении волны разгрузки личными . 
в стержне при растяжении-сжатии (см. , напр . , [ 9] ) . В течение 1 9  в .  П .  з. была решена для пек-рых част-
В дальнейшем распространение и взаимодействие уп- ных видов задаввой границы Г, главным образом для 
ругопластич. продольных волн в стержне исследовано различных полигональных контуров . В 1 928 было 
с учетом различных типов зависимости механич. на- доказано существование решения П. з. для о. м. п .  
грузок от  скорости деформации . В свою очередь, полу- типа круга , представляемой формулами Вейерштрасса 
чеввые решения используются в качестве теории экспе- и ограниченвой задаввой везауаленпой жордановой 
римевта (базисного или контрольного) для изучения кривой . в 1 931  дано решение П. з. в следующей фор-
динамич . свойств материалов (см. [ 1 0] ) .  мулировке: пусть Г- жорданона кривая в R11 ,  п;;;;. 2 , 

Математические задачи теории уравнений состояния. тогда в Rn существует о. м. п . ,  заданная в иаотермич .  
Явление пластичности вастолько сложно , что постро- координатах (и , v) радиус-вектором r= r (и, v) , вепре
ить уравнения состояния (соотношения a;j- E ij) путем рывным в круге lw l � 1 , w= и+ iv , и гомеоморфво ото
прямого обобщения опытных данных не удается . В свя- бражающим окружность l w 1= 1  на Г;  при этом плози с этим доминирует тенденция к созданию общей щадь этой 0 • м. п. оказывается наименьшей среди всех 
теории , к-рая , в частности , определит и теорию экс- непрерывных поверхностей типа круга , натянутых на 
перимента . На этом пути ведется математич. исследо- коптур Г, в предположении,  что на Г можно натянуть 
вание допустимых форм уравнений состояний ,  не про- хотя бы одну такую поверхность конечной площади . 
тиворечащих законам механики и термодинамики , После решения П .  з . в 1931 для односвязной поверх-
изучение свойств кривых и поверхностей в п-мервом ности Дж. Дуглас ( J .  D ouglas)  поставил вопрос (т. в .  
пространстве в связи с исследованием процессов и з а д а ч а д у г л а с а) о существовании в IR.n, 
предельных конфигураций , формулирование опреде- п;;;;. 2 ,  м. п . ,  имеющей заданный топологич . тип (т .  е .  
ляющих припципов, отвосящихся к нек-рым классам заданную эйлерову характеристику и характер ори-
(так или иначе идеализированных) материалов , ука- ентируемости) и ограниченвой заданным ковтуром Г ,  
зывающих выбор независимых параметров состояния состоящим из объединения k;;;;. 1 жорданоных кривых 
и уточняющих (в достаточно общем виде) структуру г1 , . . .  , г/1. в 1 936-40 были даны достаточные 
соотношений a;j - e ij , авалитич . исследование свойств условия разрешимости этой задачи , одно из к-рых 
фувкционалов пластичности ,  выяснение классов про- заключается в возможности натянуть на Г какую
цессов ,  допускающих более простое математич . опи- нибудь поверхность данного топологич . типа , площадь 
савие в рамках общих соотношений (см . [ 1 ] ,  [ 1 1 ] ) .  к-рой была бы  меньше, чем площадь любой поверх-
Большое значение для теории и экспериментального вости с меньшей эйлеропой характеристикой , натяну-
исследования имеет развитие теории представления той на тот же контур. В такой постановке П .  з. была 
фувкционалов. Результаты этой теории позволяют, расемотрева и решена также в римановом пространстве .  
в частности , устававливать физич . достоверность урав- В вач . 60_х гг .  2о  в .  было достигнуто большое про-пения состояния сложной функциональной структуры движение и 8 решении п. з. для k-мерных поверхво-по анализу явлений , сравнительно легко воспроизво- стей , k;;;;.3 .  Было предложено несколько обобщений димых в натуре. П. з . ,  основанных на новых определениях повятий 

Лит. : [ 1 )  И л ь ю ш и н  А. А. Пластичность. Основы общей 0 б б 
u 

математической теории , м. , 1 96 3 ;  t2J и л ь ю m и н А . А . , л е н- поверхности, границы и площади . дно из о о щевии 
с к и й в. с . , Модель и алгоритм, «Прикладные проблемы исходит из следующего определения nонятия поверх
прочиости и пластичностИ>>, 1 9 7 5 , М 1 (Горышй) ; [8] И л ь ю- вости Х и ее границы L в IR.n . Пусть имеются комиакт 
ш и н  А .  А . ,  Пластичность , ч . 1- Упруго-пластические де- Х "" n А С:Х G б ,._1 формации, м . - л . ,  1 9�,8 ; [t,J в и Р  г е 1! и . А . , <<Прикл. матем. С "- и комиакт , - а елева группа и "'= -
и механ. >> , 1 951 , т. 1 5 , .м 6 ,  с. 765-70 ;  [ 5 J  м о с к в и т и н в .  в. ,  целое число; тогда определены группы гомологий Че-
Пластичность при переменных нагружениях , М . ,  1 96 5 ;  [6] Н о й- ха - Александрова Н 11 _ 1 (А , G) и Н 11 _ 1 (Х ,  G) ; ядро 
т е р в .  т . ,  Общие теоремы теории уnруго-пластических сред, гомоморфизма i* : H L _ 1 (A ,  G) - H L _ 1 (X ,  G) ,  ивдуци-пер. с англ. , М . ,  1 96 1 ; [7] С о к о л о в с к и й B. ll . ,  Теория " " 
пластичности , 3 изд. , м . ,  1 969 ;  [8] х и л  л P . 'r  Математическая рованного вложением i : А - Х ,  ваз. алгебраич . гра-
теория пластичности, пер . с англ. , М . ,  1 95 6 ;  L9] Р а х м а т у- вицей комиакта Х (в размерности k) по отношению к А . 
л и н Х .  А . , д е м ь я н о в Ю. А. , Прочность при интенсивных Е L Н (А G) Х с кратковременных нагрузках , М . ,  1 96 1 ; [ 1 0] в а с и н Р .  А . ,  ели - подгруппа группы k - 1 ' ' то являет Я 
.л е н с к и й в. с . ,  л е н с к и й э. в. , динамические зависимое- поверхностью с границей � L ,  если L nринадлежит ал
ти между напряжениями и деформациями, в кн. : Проблемы ди- гебраич . границе комиакта Х ;  под площадью компак-
намики уnруго-пластических сред, М . ,  1 97 5 ;  (1 1 )  Т р у с- Х "" k ф ( ф д е л n н . ,  первоначальный курс рациональной механики сплош- та в "'-11 понимается его -мерная хаусдор ова с ери-
ных сред, пер. с англ. , м . , 1 9 75 .  В.  с .  Ленсхий . ческая) мера Ak. При таких определениях доказавы 
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существование и регулярность почти всюду (тоnологи
ческая локально евклидовость и аналитичность) ком
иакта Х0 , реализующего минимум меры Ak по всем 
комиактам Х с заданной границей L . Впоследствии 
эти теоремы были распространены на случай поверх
ностей Х в римановом пространстве . 

Другие предложенные обобщения П. з . ,  в частности 
обобщение в терминах интегральных потоков,  явля
ютел в нек-ром смысле эквивалентными постановке 
П. з. в терминах гомологий . 

В классич . постановке П.л,ато :мпого:мерпая задача 
решена в 1 969; а именно, доказана теорема : если в 
римановом пространстве vn задано ( k-1) -мерное под
многообразие Г, k�З,  то существует поверхность, 
реализующая минимум хаусдорфовой меры Ak среди 
всех параметризуемых поверхностей Х ,  лвллющихсл 
в vn непрерывными /-образами k-мерных гладких 
многообразий М с краем, гомеоморфным Г при ото
бражении f : м -+ vn . 

Наряду с вопросами разрешимости П .  з .  интерес
ными являютел также вопросы единственности и ре
гулярности ее решения . Наиболее продвинуто иссле
дование вопроса о регулярности решения . Показано , 
что решение П .  з . ,  данное Дугласом в IR3 , не содер
жит внутренних точек ветвления . Для случал мно
гомерной П. з .  доказана регулярность решения поч
ти всюду , причем возможность наличия не регуляр
ных точек подтверждается примерами . Что касается 
единственности решения П .  з . ,  то здесь известны лишь 
нек-рые достаточные признаки единственности (напр . ,  
решение П .  з .  единственно , если заданный контур Г 
имеет однозначную выпуклую проекцию при централь
ном или параллельном проектировании на нек-рую 
плоскость) .  Чтобы подчеркнуть сложность этого во
проса , достаточно сказать , что есть основания ожи
дать существование спрямляемых контуров, стягива
ющих континуум м. п .  типа круга . 

Лит. : [ 1 ]  Encyklopiidie der mathematischen Wissenschaften, 
Bd 3 ,  Н. 2/3 , Lpz. , 1 90 3 ;  [ 2] D a r b o u x  G. , Lec;ons sur la tьe
orie generale des surfaces . . . , 2 ed. , pt. 1 ,  Р . ,  1 9 1 4 ;  [3] В i а nc h i L. , Vorlesungen Uber Differentialgeometrie, 2 Aufl . , Lpz .
B . ,  1 9 1 0 ;  1 4 1  R у р а  н т Р . ,  Принцип Дирихле, конформные отоб
ыаженил и минимальные поверхности, пер. с англ. , М . , 1 95 3 ;  
L5] М о r r е у С . ,  «Ann. Math.», 1 948, v.  49,  М 4, р . 807-5 1 ;  
[6] R а d о Т. , On the proЫem ot Plateau,  В . ,  1 933 ' [7] Н и ч е 
И. С. С . , «Математика», 1967 ,  т. 1 1 ,  М 3, с. 3 7-100 ;  l81 О с с е р
м а н Р . ,  там же, 1 97 1 ,  т. 1 5 ,  М 2, с. 1 04-25 ; [9] Ф о м  е н
к о А. T .j «Изв . АН СССР. Сер. матем.» ,  1 972 ,  т .  36, с. 1 049-
1 0 79 ;  [ 1 1 N i t R с h е J . с .  с. ,  «lnvent. math.» .  1 969 ,  v.  8 ,  N 4 , 
р. 3 1 3-33 ;  [ 1 2] О с с е _р  м а н Р. , «Успехи матем. наую>, 1 96 7 ,  
т. 22 ,  в .  4 ,  с. 5 5- 1 36 '  L 1 3] F е d е r е r Н . ,  Geometric measure 
theory, В . - [u .  a . l , 1 969 ;  [ 1 4] М о r r е у с . ,  Multiple integrals 
in the ca lculus of variations, В . - [u .  а. ] ,  1 966 .  И. Х . Сабитов . 

ПЛАТО МНОГОМЕРНАЯ ЗАДАЧА - термин, обо
значающий серию задач, связанных с изучением экс
тремалей и глобальных минимумов функцианала k-мер
ного объема vol k,  определенного на k-мерных обоб
щенных поверхностях, вложенных в п-мерное риманово 
пространство мп и удовлетворяющих тем или иным 
граничным условиям. 

В истории развития указанной вариационной задачи (см. П.л,ато задача) выделлютел несколько периодов , 
характеризующихсл различными подходами к поня
тиям <шоверхности», «границы>> ,  <<минимизацию> и,  
соответственно , методами получения минимального 
решения . М н о г о м е р  н а л з а  д а ч а П л а т о 
формулируется так . Пусть A k - 1cMn - фиксирован
ное замкнутое гладкое (k- 1 )-мерное подмногообразие 
в римановом пространстве мп и пусть Х (А ) - класс 
всех таких пленок (поверхносхей) ХсМ11, имеющих 
границей многообразие А , причем каждая пленка 
Х Е Х (А ) допускает непрерывную па раметризацию (пред
ставима в виде образа нек-рого многообразия с краем) , 
т. е .  X=f ( W) ,  где W - нек-рое k-мерное многооб
разие с краем д W, rомеоморфным А ,  а f :  W -+  Mn -

непрерывное отображение , совпадающее с фиксиро
ванным гомеоморфизмом на крае д W, то есть f :  д W:;А . 
Вопрос: можно ли найти в классе Х (А ) пленку Х 0 , 
к-рал была бы в каком-либо разумном смысле мини
мальной , напр . чтобы ее k-мерный объем был наимень
шим по сравнению с k-мерными объемами других 
пленок Х из этого же класса? Оказалось , что nерене
сение классич. <<двумерных>> методов на многомерный 
случай наталкивается на серьезные трудности. Это 
привело к тому , ·что классич . постановка П. м. з. была 
на время оставлена и задача была сформулирована 
в иных (гомологических) терминах . Если отбросить 
понлтие многообразил-пленки с краем д W= А и сильно 
расширить понлтие пленки и ее границы, ослабив 
связь пленки с ее границей (в частности , если рас
сматривать непараметризованные пленки) , отбросив 
условие X=f ( W) ,  то П .  м .  з .  может быть сформулиро
вана на л зыке обычных целочисленных гомологий Н*: 
найти минимальную пленку Х0 , аннулирующую фун
даментальный цикл [А ] Е Н k _ 1 (А ) многообразин А (в 
предположении, что А ориентируемо) , т. е .  i* (A] = O ,  
i* :Hk _ 1 (A ) -+ Hk _ 1 (X ) ,  где i* - гомоморфизм, ин
дуцированный вложением i : А -+ Х . Для решения 
П .  м. з .  в этой новой расширенной постановке был 
разработан (см. ( 1 ] , ( 2 ] )  геометрич . подход, при к-ром 
минимизировалсл функционал k-мерной хаусдорфовой 
меры (объема) , определенный на k-мерных измеримых 
комиактах (поверхностях) в мп, и развита (см.  [3 ] , 
[ 4]) теория интегральных потоков и варифолдов , но
сителями к-рых являютел k-спрлмллемые подмноже
ства в М11• Однако указанное расширение поилтин 
границы пленки в терминах гомологий Н* (то есть 
k-1-мерное многообразие А считается границей k
мерной пленки W, если при вложении А -+ W фунда
ментальный цикл [А ] аннулируется) означает отход 
классич. постановки П. м. з . ,  так как, располаГал 
теоремой существования минимального решения в 
гомологич . классе Х (А ) , по-прежнему ничего нельзя 
сказать о существовании минимального решения в 
классе всех пленок, лвллющихсл непрерывными об
разами многообразий с краем , т. е .  допускающих 
параметризацию . Дело в том, что если многообразие А 
гомологично нулю (как цикл) в пленке Х0 , то Х0 не 
обязательно допускает представление в виде Х0= f ( W0) , 
где W0 - нек-рое k-мерное многообразие с краем. 

В классич . постановке , т. е .  в терминах пленок вида 
X=f ( W) , где W суть k-мерные многообразия с краем 
А ,  П. м. з .  была решена (см. [ 5 ] ,  ( 6] ) .  При этом было 
замечено , что классическая П. м. з .  допускает экви
валентную формулировку на языке бордиз:мов. Пусть 
V есть (k-1 )-мерное компактное ориентированное 
замкнутое многообразие , f : V -+ Mn - непрерывное 
отображение; пара ( V, f) наз .  с и н г у л л р н ы м 
б о р  д и з  м о м Mn. Два бордизма ( V1 , /1) и ( V2, /2) 
наз. э к  в и в а л е н т н ы м и, если существует k
мерное ориентированное многообразие W с краем 
д W= V1 U (- V2) (где - V2 означает V2 с обратной 
ориентацией) и непрерывное отображение F : W -+ мп 
такое , что Fl v1=/1 , F l v2=f2• Бордизм ( V, f) эквива
лентен нулю, если V =д W= V1 , V 2= ф. :Классы экви
валентности сингуллрных бордизмов образуют абелевы 
группы, к-рые после выполнения процесса стабилиза
ции образуют одну из обобщенных теорий гомологий 
(теорию бордизмов) . П .  м .  з. формулируется (на этом 
языке) так: а) можно ли среди всех пленок КеМ, А сХ 
и обладающих тем свойством , что сингуллрный бор
дизм (А ,  i) (где i : А -+ Х - вложение) эквивалентен 
нулю в Х , найти Х0 с наименьшим объемом volkXo? 
б) Можно ли среди всех сингуллрных бордизмов ( V, g) 
(где g : V -+  Mn) , эквивалентных данному бордизму 
( V' ,  g' ) ,  найти такой бордизм ( V0 ,  g0 ) ,  чтобы объем 
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пленки g0 (X0)c::Mn был бы наименьшим? Положи
тельвый ответ на эти вопросы см. в [5) , {6) , [ 13 ) .  

Класс.и'lеская П. м.  з .  значительно отличается от 
ее гомологич. варианта . На рис. 1 показавы ковтур 
А =  S1 и плевка Х , стремящаяся завять в IRЗ поло
жение, соответствующее наименьшей площади. В век
рый момент ваступит склейка, схлопывание пленки, 

Рис. 1 .  
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в результате чего вместо двумерной трубки Т появится 
одномерный отрезок Р. В двумерном случае отрезок Р 
может быть непрерывно отображен в двумерный диск , 
заклеивающий А . В многомерном случае описаввый 
эффект появления у минимальной плевки зон мень
ших разномеркостей присутствует еще в большей 
степени, причем если в двумерном случае все такие 
куски Р, dim P <.k- 1 ,  можно было отобразить без 
потери параметризущщих свойств плевки Х0 в k-мер
вую (двумерную) часть этой плевки, то при k >2 эти 
зоны меньшей размерности , в общем случае, веуст
равимы (если мы хотим сохранить топологич. свой
ство пленки Х0 , аннулирующей бордизм (А ,  i) ) . В силу 
тех же причин зоны меньшей размерности не могут 
быть отброшены , так как k-мерная часть X l k) плевки 
Х может вообще не допускать вепрерывной парамет
ризации и, тем самым, вообще говоря , не аннулирует 
бордизм (А ,  i) . Это показывает необходимость вве
дения стратиФицированного объема пленки Х, состав
левиого из объемов всех ее зон X l i l ,  то есть (vol11X Ikl , 
vol11 _ 1X < k- 1 1 . . .  ) .  Теорема, являющаяся решением 
П. м. з . ,  формулируется так (см . [ 5 )., [6 ) ) :  существует 
глобально минимальная поверхность, минимизирую
щая стратифицироваввый объем . 

Следствие: для любого фиксированного (k- 1) -мер
ного ориентированного гладкого замкнутого подмного
образия А в римановом пространстве мп (в том слу
чае, когда Х (А ) #  ф )  существует глобально минималь
ная поверхность X0=f0 ( W0) ,  аннулирующая бордизм 
(А , i) (в частности, k-мервый объем плевки Х0 не 
больше k-мерного объема любой пленки вида X=/ ( W) ) ,  
см . [ 5 ) ,  [ 1 3] . Более того , пленка Х0 минимальва в 
каждой своей размерности s<.k; если x <s) - часть 
пленки Х , имеющая размерность s, то Х <8 1  содержит 
подмножество Zl s ) , s-мерный объем к-роrо равен нулю, 
а дополнение XI5J"'-Z <sl является открытым s-мерным 
всюду плотным в Х 181 аналитич. подмногообразием в 
мп. Здесь z<s l  - множество сивгулярных точек в 
размерности s . 

Этот результат является частным случаем общей 
теоремы существования и почти всюду регулярности 
глобально минимальной поверхности , доказанной (см. 
[ 5 ) ,  [ 6 ) ,  [ 13) для любой обобщенной теории (ко)гомоло
rией и для любого набора краевых условий . Кроме 
того, такая поверхность существует и в каждом ста
бильном гомотопич. классе. Вот пример вариацион
ной задачи, сформулированной и получившей решение 
в когомологич. терминах . Пусть s - стабильно нетри
виальвое векторвое расслоение на компактном рима
новом пространстве мп; пусть Х ( s) - класс всех 
таких поверхностей X c:..Mn , что ограничение s l x  
расслоения 6 на Х стабильно ветривиальво (т. е .  Х -
носитель s) . Тогда всегда существует глобально ми
нимальная поверхность Х0 Е Х ( s) , имеющая наимень-

ший объем в классе Х ( s) .  Общая теорема существо
вания может быть сформулирована и доказава также 
и на языке интегральных потоков ,  для чего следует 
ввести фильтроваввые потоки, состоящие из потоков 
различных размерностей . На этом пути было затем 
получено решение П. м. з. в классах гомотопий [ 14) .  

В сфере задач, окружающих П .  м.  з . ,  выделяются 
исследования конкретных авалитич . и топологич . 
свойств глобально минимальных поверхностей. Напр . ,  
актуальна задача предъявления конкретных поверхно
стей в римановых пространствах. Так,  вапр . ,  известно 
(см.  [3 ) ) , что комплексвые алгебраич . подмногообразия 
в Сп и ICP" - глобально минимальные поверхности . 
Этот результат носит ярко выраженвый комплексный 
характер .  В случае вещественных подмвогообразий 
долгое время отсутствовали какие-либо методики об
наружения конкретных глобально минимальных по
верхностей. Первым результатом (см . [6 ) )  в этом на
правлении, учитывающим их топологию, была мето
дика , применевне к-рой позволило доказать, что 
каждому компактному римавову простравству Mn 
можно сопоставить универсальную функцию Qx (k) , 
где х Е М",  k - целое число, 1 <.k<.n. Если Х0 - гло
бально минимальная поверхность, реализующая не
тривиальный (ко)цикл в Н�е (М") , то vol�eX0�Qx (k) 
для любой точки х Е Х0•  Если M= G/H - однородвое 
пространство , то Qx (k)=Q (k) не зависит от точки х. 
Функция Qx (k) вычисляется в явном виде и дает об
щую оценку снизу на объемы всех k-мерных (ко)циклов 
в мп. Оценка эта в общем случае веулучшаема ,  т. е . 
существуют бесконечные серии глобально минималь
ных Х0 , для к-рых vol�eX0= Q (k) . Для симметрич .  
простравств получено (см. [6 ) , [ 1 3) , [ 15 ) )  полное опи
сание всех таких поверхностей, для к-рых vol�eX 0= Q (k) . 
Разработаны (см . [ 1 1 ) ,  [ 1 2 ) ,  [ 14) , [ 15 ) )  дальнейшие 
методики получения конкретных глобально минималь
ных поверхностей. В различных задачах вариационного 
исчисления, топологии, алгебраич . геометрии,комплекс
ного анализа возникает следующая ситуация: а) дано 
многообразие мп и его «исчерпавие» п-мерными обла
стями D ,, расширяющимися с ростом параметра r; 
б) в Mn фиксирована глобально минимальная поверх
ность X k; в) ставится вопрос: с какой скоростью растет 
vol�e (Х k n D ,) ' рассматриваемый как функция ОТ r? 
К этому вопросу сводятся, вапр . ,  задачи о вычислении Qx (k) , задачи о структуре базисов в nростравствах 
целых функций, теоремы типа Штолля (см . [ 1 1 ) ) и 
т. д. Оказывается (см . [ 6) , [ 1 5) ) ,  существует увивер
сальвал точная эффективно вычислимая оценка снизу 
на скорость роста vol �e ( X k П D ,) ,  из к-рой, как частвые 
случаи , получаются явные формулы для volkXk, 
где Xk - глобально минимальная поверхность . Напр . ,  
объем такой поверхности , заключеНной в шаре вnc::Rn 
и проходящей через центр шара (и имеющей границу 
ва границе шара) ,  всегда не меньше стандартного k
мервого шара B k  (плоского сечения) ,  проходящего 
через центр вп (см. [ 1 3) , [ 1 5) ) .  

В особое направление выделилась П. м. з .  «кораз
мервости один»: рассматриваются глобально мини
мальные поверхности коразмерности 1 в IRn. Так, 
напр . ,  решена (см . [7) )  п р о б л е м а Б е р н ш т е й
н а :  пусть vn - 1- гладкое полное локальво мини
мальное подмногообразие в IRn , допускающее взаимно 
однозначную проекцию на век-рую гиперплоскость, 
т .  е .  V" - 1 задается графиком функции /, определенной 
на Rn - 1 ; верно ли, что f - линейная функция? При 
3 <.n <.B ответ положителев (см . [8) ) . Минимальность 
таких гиперповерхвостей тесно связана с минималь
ностью ковусов в Rn : из существования локально 
минималъвой поверхности следует существование ми
нимального конуса смп - 2 , т. е. поверхности ,  состав
ленной из точек радиусов , идущих из точки О Е Rn в 
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точки ж е мп - в, где мп - 2- локальво минимальная 
поверхность в сфере sn - 1 •  Уставовлево (см . [8] ) ,  что 
если мn - s - замкнутое локальво минимальное под
многообразие (т. е. обращающее в нуль оператор Эй
лера) в sn - 1 , не являющееся экватором sn - 2c.sn - 1 , 
то при n �7 конус с.мп - 2 (с основанием мn - 2 и вер
шиной в центре сферы) не минимизирует (п-1 ) -мервый 
объем voln _ 1 (при фиксироваввой rранице мп - 2) , 
т. е. существует вариация (носитель к-рой сосредоточен 
около центра сферы) ,  уменьшающая объем конуса . 
Отсюда и выводится линейность функции f при n �B.  
При n 9 ответ на вопрос отрицателен: существуJQт 
(ем . [7] локальво (и даже глобально) минимальные 
поверхJiости V n - 1 c. IR n , задаваемые как графики не
линейных фувиций. Построение осуществляется явно; 
при этом обваружилось, что конусы , задаваемые в 
1R 8111 уравнением 

х� + . . . + х� = х�н l + . . .  +x:m. (*) 
являются глобально минимальными поверхностями 
при фиксированной границе V= Sm - l x sm - 1 , т;;;;;: 4 .  
Эти ковусы - частвый случай ковусов более общего 
вида, являющихся глобально минимальными поверх
ностями (ец. [ 10] ) .  

Развивается новое Jiаправлевие в П .  м .  в .  - так 
на:! .  в к в и в а р и а в т в ы е м в о г о м е р в ы е 
в а д а ч и П л а т о .  Среди глобально минимальных 
поверхностей естественно выделен класс плевок, пере
ходящих в себя при действии век-рой группы симмет
рий (ем .  [ 9] , [ 1 01 ) .  Пусть G - компактная связная 
группа Ли, гладко действующая на мп изометриями 
и расслаивающая его на орбиты G (x) , x E Mn . Тогда для 
нахождения глобально минимальных поверхностей 
Х" в мп , инцариантв:ых относительно G, достаточно 
nерейти к факторпростравству P= Mn!G и снабдить Р 
римановой метрикой вида 

dl - v 11P d""S 
где v= v!J!G (x) , а р - ' 

p = dim X " - dim G (x) = k - dim G (х) 
(здесь через dimG (х) обозначена размерность орбиты 
общего положения в Mn) ,  ds- естественная метрика
проекция , возникающая на Р при изометрич. действии 

у 

Рис. 2 .  

G.  Ддя нахождения гло 
бально минимальных по -
верхностей в мп, инвари
антных относительно G, 
достаточно описать тако 
вые в мn/G, снабженном 
метрикой dlp (см. (9 ] ) , так 
что получается редукция 
П . м. в. на мп к П . м . з .  
на  мn/G меньшей размер 
ности . Эта &<етодика поз 
волила получить серии 
конкретных глобально ми-

х нимальных поверхностей , 
обладающих большими 
группами симметрии (см. 

[ 13 ] ) .  В частности, <<конусы Саймонса», задаваемые 
уравнением (•) ,  изображаются отрезком OD (см. рис . 2) 
на двумерном факторе 

R2m;so". xso". = (х ;;;;. о, у ;;;;=: О) , 
снабженном метрикой 

(xy)2 (2m - 2) (dx2+ dy2) 
и являющемся первым квадрантом К на плоскости 
R2 (см . [ 13] ) . Для нахождения глобально минимальной 
поверхности с границей 

Sm - 1 xsm - 1 = G (D) , G = SO". X SO". 

достаточно нali:тJ! геодезические , идущие из D на гра
ницу К и имеющие наименьшую длину . На рис . 2 
показав пучок геодезических , исходящих из точки D ;  
этот пучок можно понимать как пучок световых лучей , 
распростравяющихся из источника D в проврачвой 
среде , заполняющей К с покавателем преломления 
(xy) 2m - 2. При т < � + У2 варяду с поверхностью OD 
существует еще одно минимальное решение меньшей 
дливьt, изображаемое геодезической O Q ;  это означает , 
что конус Саймонса - не глобально минимальная 
повеfхвость. С ростом щ точка Q стремится к О, и при 
т >т+ У 2 суЩествует единственвал геодезическая , 
соединяющая D с границей квадранта , т. е. конус 
Саймовса - глобально минимальная поверхность (см . 
[ 1 3] ) .  
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А .  Т. Фо.мен.по. 
ПЛАТОНА ТЕЛА - названия пяти выпуклых 

прави.льпых .мпоаогр аппиков: тетраэдр, куб , октаэдр ,  
додекаэдр и икосаэдр . Многогранвики названы по 
имеви Платона , к-рый в соч . «Тимей» (4 в. до в .  э . ) 
придавал им мистич. смысл ; были известны до Пла
това . 

ПЛЕСЛЕРА ТЕОРЕМА - один из основных ревуль
татов в теории грапичпых свойств аналитических 
фупщий . Пусть f (z) - мероморфная функция в еди
ничном круге D =  {z E C :  l z l < 1 } ,  & = & (e iO) - открытый 
угол с вершивой eiO на окружности Г= {z Е С :  l z l = 1 } ,  
образованный двумя хордами круга D ,  проходящими 
через eiO , Точка eiO ваз . т о ч к о  й П л е с в е р а 
(или eiO обладает с в о й с т в о м П л е с в е р а ) ,  
если в любом сколь угодно малом угле & для любого 
значения w ив расширенвой комплексвой плоскости С 
существует последовательность {z11 }с. & такая , что 

l im z ,.  = е16, 
k -+ ф 

l im f ( z�г) = w .  
k ""* 00 

Точка eie паз .  т о ч к о й Ф а т у для 1 (z) , если су
ществует один единственвый предел 

l im 1 (z ) = A, 
iO 

z -+ e 

когда z стремится к e i O внутри любого угла & .  Т е о
р е м а П д е с н е р а :  почти все точки окружности 
Г по мере Лебеrа на Г являются либо то'lками Фату , 
дибо точками Плеснера . Доказава А .  И .  Плескером 
(см . [ 1 ] ) .  

И звестно также, что множество Р (!) всех точек 
Плесвера имеет т1щ Gl'l на Г. Построены примеры ава
литич. функций 11 D ,  для !\-рых множество Р (!) плотно 
на Г J!: имеет любуJО наперед заданную меру Лебега 
mes Р (!)= т , O �m <2:rt (см. (3 ] ) .  П. т .  верна для меро
морфных фуа:кций f (z) в любой односвязной области D 
со спрямдяемой границей Г .  В этом едучае � Е Г есть 
точка Фату, если существует предел 

l im f (z) = A, z E D , 
z -+ ь 
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при стремлении z -+ � по любому векасательному 
пути; определение точки Плесвера � Е Г · нужно изме
нить так, чтобы рассматривались углы д с вершивой � 
и сторонами, образующими углы, меньшие n/2 , с 
вормалью к Г в точке � (см . ( 2 ] ) .  

Авалогом П .  т .  в термивах категории множеств яв
ляется Мейера meopeJIIa. 

Лит. : [1] П л е с  н е р  А. И. , <<Успехи матем. науш>, 1967 , 
Т. 22, В. 1 ,  С. 125-36; [2] П р  Ц В а Л О В И. Jf. , rращ�:чные CIIOЙ
CTBa аljалитичесних фущщиjf, 2 изд. , М. - л. 1950 ; [З] Л о
в а т е р Д ж. , в нн. : Итоги науrш и технини. Математический 
аналив , т. 10, М. , 1973 ,  с. 99-259 .  Е.  д. Со.ло.меицев. 

ПЛОСКАЯ ДЕИСТВИТЕЛЬНАЯ АЛГЕБРАИЧЕС
КАЯ КРИВАЯ - множество точек L действительной 
аффинной плоскости, координаты к-рых удовлетворяют 
уравнению 

f (х , у) = 0 , (1 ) 
где f (х , у) - многочлен степени n от координат х, у ;  
число n ваз . п о р  я д к о м кривой L ,  Если многочлен f 
приводим, т .  е . разлагается ва множители /1 , • • •  , !11 ,  
то  определяемая уравнением ( 1 )  крцвая L ваз . п р и
в о д и м о й  и я вляется объединением кривых L1 , 
. . .  , L k  (к о м п о  в е в т L) , задаваемых соответст
венно уравнениями 

/1 = 0, . . .  , fп = О. 

Если же многочл ен f веприводим, то кривая L ваз. 
в е п р и в о д и м о й .  Две веприводимые П .  д .  а .  к . ,  
одна из к-рых имеет порядок n ,  а другая - порядок т, 
переевкаются не бол ее чем в mn точках (т е о р е  м а 
Б е з у) . 

Одна и та же П .  д. а .  к. L может определяться раз
личными уравнениями . Пусть 1 L- совокупность мно
гочленов, обращающихся в нуль во всех топках КРИ1ЮЙ 
L. Если L пеприводима ,  то из того , что fg= О па L,  
следует равенство нулю f или g; в этом случае фактор
кольцо K (L) = KIIL (здесь К - кольцо всех мвоr.о
члевов) не. имеет делителей нуля и ваз .  к о л; ь ц о м 
м в о г о ч л е в о в на L .  

С веприводимой П .  д .  а .  к .  L ассоциируется также 
век-рое поле K (L) , паз .  п о  л е м р а ц и о и а л ь в ы х  
ф у в к ц и й на L .  Оно состоит из рациоЦальвых 
функций Р<(х , У>> , причем q не делится на /, pac-

q х. у 
сматриваемых с точностью до равенства на L (� и � 

q q 
ваз. равными на кривой L, задаввой уравнением ( 1 ) ,  
если многочлен pq-pq делится на  f) .  Поле К (L) яв
ляется полем частных кольца К (L) . 

Отображение F : (х, у) -+ <р (х,  у ) ,  'Ф (х,  у) плоскости 
в себя ваз .  р е г у л я р н ы м на П .  д. а. к. L, если 
<р, 'Ф Е К (L) . Кривые L и М ваз. и з  о м о р ф  в ы  м и,  
если существуют регудярвЬJе (соответственно на L 
и на М) отображеция F ; L -+ М ц G ; М -+ L, обрат
вые друг другу; при этом кодьца К (L) и К (М) изо
морфны . В частности , изоморфр:ы аффипво эквивалент
ные кривые. 

Более общим является р а ц и о в а д ь и о е о т о
б р а ж е в и е кривой L в кривую М, осуществдяемое 
рациональными функциями. Оно устацавливает соот
ветствие между всеми точками кривых , кроме конеч
ного их числа,  и определяется так. Пусть f= O  и g= О
уравпения кривых L и М соответственно, тогда рацио
нальвое отображение F задаетсл такой парой рацио
нальных функций <р и '1\'. опредедевр:ых на L, что g (<р, 
'Ф)= О на М. Кривые L и М ваз . б и р а ц и о в а л ь
и о э к в и в а л е в т в Ь1 м и, если существуют ра
Ц!Jовальные отображения L в М и М в L, обратные 
друг другу; при этом поля k ( L) и k (M) оказываются 
изоморфными. Такие рациональвые отображения ваз . 
б и р а ц и о в а л ь в ы м и, или к р е м о в о в ы м и, 
преобравованиями. Все кремановы преобразования на 

плоскости могут быть осуществлены последовательным 
б u 1 1 проведением прео разовании вида х - х' у - у'  

Бирациовальвая эквивалентность - более грубое от
ношение, чем изоморфизм, однако классификация 
П. д. а. к. с этой точки зрения оказывается nроще и 
обозримее . 

Простейшим примерам рационального отображения 
является проективпое преобрааовапие . Важную роль 
играет д у а л ь в о е о т о б р а ж е в и е веnриводи
мой кривой L, отличной от прямой , в кривую L* ,  д у
а л ь н у ю L, оnределяемое формулами: 

д/ д/ 
ах 7iY и д/ д/ ' v = д! д! ' (2) 

t - x дх -У Ту f - x дХ-У дii 
где f - многочлен, определяющий L .  Уравнение 

g (и, v) = O, 

определяющее кривую L* , nолучается исключением 
х, у из ураввеций ( 1 ) ,  (2) . Вследствие связи думьного 
отображения с касательным иреобразованием саму 
кривую L* в ряде случаев можно представлить как 
огибающую семейства nрямых, касательных к L .  

Царядок L* ваз. к л а с с о м п*  кривой L. Отноше
ние дуальвости взаимно , т. е .  L* * = L , и является 
отражением двойствеппости припципа nроектищюЦ 
геометрии . 

Точка х П . д. а. к .  L ,  заданпой уравнением ( 1 ) ,  ваз .  
о с о б о й т о ч к о й ,  если в вей grad f= O .  Авалuз 
особенностей является необходимым элементом ис
следования кривой L, однако nолпая классификация 
особенностей еще далека от заверш�вия (1 983) . 

Если все nроизводвые мвогочлеu:а f до ( r-1)-го 
порядка включительно в точке х раi\ВЫ нулю, а. хgтя 
бы одна производпая r-го порядка отлична от нуля в 
х ,  то х щ1.з. т о ч к о  й к р а т в о с т 1:1 r и nритом 
обыквовецпой, если в вей существуют r различных 
касательвf>lх. Цримеры особых точек: 

1 )  хз -.х2+ у� = О; (0, О) - обыкновенная двойная 
точка, точка самопересечевия; 

2) х2+.хз+у2= 0; (0, О) - изолироJJапвая точка; 
3) хЗ+ у2 = 0; (0 , О) - тРчка заастрецнл, возврата ; 
4) 2х4-3х2у+у2 -2у3+у4= 0 ;  (0, О) - точка само

прикосновения . 
Неособая точ:ка х П. д. а .  к. L, заданпой уравнением 

( 1 ) ,  ваз .  т о ч к о й n е р е г и б а ,  если в пей 
д'f д•t дf 

дХ2 дхду дх 
Н (х ,  у) = д':;у :�� :: = О.  (3) 

д! дf 
дХ ду о 

Другими словами, точки перегиба - это точки nере
сечения кривой L и кривой Н, задаваемой уравнением (3) и называемой г е с с и а н о й  кривой L. Точкам 
nерегиба крuвой L соответствуют на дуальной кривой 
L* точки возврата. 

Для всякой П. д. а .  к .  имеет место соотвощевие 
(Ф .  Клейн, F .  Кlein ,  1 876) : . 

п + 2d + r = n* + 2d * + r*, 

где n - порядок L,  n* - кдасс L,  r* - число точек 
перегиба L ,  d* - число изолированиых двойных ка-, 
сательвых к L (двойных точек L* ) , r - чиЩJ:о точек 
возврата L (точек перегиба L* ) ,  d - число двойных 
точек L. См.  также Плюккера формулы.  

Любая веприводимая плQская кривая L бирацио
нальпо эквивалентна веприводимой кривой L0 , име
ющей лишь обыкновенные особенности. 
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Р о д (или ж а в р) П. д .  а. к. L определяется числом 
р ,  являющимся разностью между наибольшим числом 
цвойвых точек, к-рые может иметь L, и их фактич. 
числом. Род р и порядок n кривой L связаны соот
ношением 

2p = n  (n - 1 ) - :�>i (ri-1 ) , 
где суммирование распространяется на точки кратно
сти T j .  

Кривые нулевого рода (ваз.  также р а ц и о в а л ь
в ы м и, у в и к у р с а л ь в ы м и) обладают важным 
свойством, а именно: координаты точки , движущейся 
по такой кривой, могут быть выражены рациональными 
функциями �. ТJ век-рого параметра t .  Другими сло
вами, кривые рода нуль бирациовальво эквивалентны 
прямой. Уникуреальные кривые имеют важные приме
uения . Пусть, вапр . ,  уравнение такой кривой опреде-

Кваооификация Ньютона кривых 3-ro порядка 

Rаноничесная 
форма А ху1 + еу = ах• + 

+ Ьх• + сх + d 

R л a c c l 
(а > 0) Гипербt'Jличе

сная гипербОJJ а 

"t= O) (е 
Ади 
рал 

амет-
ьная 

1 
6 т ипов 

R л  а с с  v И л а  с е  V 1 

Rаноничесная Rаноничесная 
форма В форма С ху = ах3 + Ьх• +  У' = ах3 + Ьх' + 

+ cx + d  + cx + d  
Трезубец РаСХ('}ДЯЩаЯСЯ 

пара бола 

1 
1 5 типов 1 

R л а с с  1 1 R л а с с 1 1 1  
(а < О)  (а = О ,  Ь "t= О ) 

Дефективная Пара боличеспая 
гипербола гипер бола 

1 1 

1 1 (е = О ) 1 Монодиа-
метральпая 

1 
1 1 7 типов 1 

ляет у как алгебраич . функцию от х; тогда для любой 
рациональвой функции g (х, у) веопределеввый инте
грал 

�g (x, y)dx 

может быть выражен через злементарные функции. 
Кривые рода 1 ,  тесно связаввые с а.ялиптически.ми 

фупкция.ми ,  бирациовальво эквивалентны кривой 3-го 
порядка без особенностей . Нек-рые кривые рода р > 1  
(т. в . г и п е р  з л л и п т и ч е с  к и е) бирациовальво 
эквивалентны кривой порядка р+2 ,  имеющей един
ственную особую точку кратности р . 

Род р является бирациовальвым инвариантом, од
нако две кривые, имеющие один и тот же род, не обя
зательно бирациовальво эквивалентны. 

Полная классификация кривых порядка n�4 еще 
( 1983) не получена . Веприводимая кри

К л  а с с  Vl l 
наноничес ная 

форма D 
У = ах 3 + Ьх ' + 

+ cx +d 
Rубичесн 

парабол 
а я 
а 

R л а с с  I V  
(а = Ь= О )  

Гипер болизмы 
ноннчесних 

сечений 

вая 2-го порядка является либо пустым 
множеством, либо эллипсом, либо ги
перболой, либо параболой (см. Липия 
второго порядка) . Эти .кривые веособев
вы и увикурсальвы . 

Первая классификация кривых 3-го 
порядка была предложена И .  Ньюто 
ном ( 1 .  Newton ,  1 704) , к-рый поло
жил тем самым начало систематич . ис
следованию П. д. а. к. В основе ее ле
жит подразделение кривых 3-го поряд
ка на классы в зависимости от коли
чества и характера бесконечных ветвей . 
Уравнение кривой надлежащим выбо
ром координатвой системы приводит
ся к одной из четырех кавович . форм 
А ,  В, С, D ,  которые затем разделяют
ся на классы , подклассы и типы (см . 
схему) . 

У каждой кривой 3-го порядка L 
есть либо (единственная) двойная точ 
ка,  и тогда L уникурсальна , либо 
точка перегиба , быть может находя
щаяся на бесконечности; если есть три 
точки перегиба,  то они лежат на од
ной прямой; более трех точек пере
гиба быть не может. 

(е Ф О) 
А диаметраль

ная 
Монодиамет

ральная 1 1  (е= О) � '---;---

Пополнение аффинной плоскости не
собственными злементами приводит к 
проективной плоскости , на и-рой П .  
д .  а .  к .  определяется уравнением 

F (х
1
, х2, хЗ

) =
О

, 

Гиперболизм 
гиперболы 

7 типов / /, ___ 
r.
_

т
_
и
_
п
_
а 
__ _, 

(с < Oi 
Гиперболизм 

эллипса (
с= О ) 

Гиперболизм 
параболы (

с

> 0) 1 1 � ----------,----' 
4 типа 

г-
(е Ф О ) 

( е = О ,  Ь 1 Ф 4ас , 
Ь Ф О) 

Адиаметраль- Монодиамет-на я ральная 

9 типов 1 1 1 2  типов 1 

3 типа 

(е = О , b' = t. ac ,  
Ь Ф О ) 

Тридиамет
ральная 

2 типа 

(Ь = О )  
С асимпто

тами , пересе
нающимися 

в одной 
точке 

1 , ___ 
2
_

т
_

"
_
п
_
а __ _,/ / 9 типов 

где F - однородный многочлен степе
ни n от проективных координат xl , 
х2 , х3. Проективная классификация 
кривых проще; напр. , каждая кривая 
3-го порядка может быть рассматри
ваема как сечение конуса ,  направля
ющей к-рого служит одна из пяти 
т .  н . дивергентных парабол , т. е .  име
ется пять типов проективно незквива
лентных кубич . кривых (т е о р е м а 
Н ь ю т о н  а) . 

При исследовании П .  д. а .  к. полез
ным оказывается также и привлечение 
мнимых элементов ,  и ,  далее, переход 
в комплексную область. См. А лгебра
ическая кривая . 

Лит. : (1 ] У о н е р  Р. , Алгебраические 
кривые, пер. с англ. , М . ,  1 952 ;  [2] С м о г о р
ж е в с н и й А . С. , С т о л о в а Е. С. , Спра
вочник по теории плоских кривых третьего 
порядна , м . ,  1 96 1 ; [3] С а в е л о в А. А . ,  
Плоение кривые , М . ,  1 960.  

м. и. Войцеховс�tий. 
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(Х= О) , ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА т е о р и и у п р у г о с т и -
название типа задач, в к-рых картина изучаемого 
явления в упругой среде одинакова во всех плоскостях , 
параллельных век-рой плоскости (напр . ,  плоскости 
Ох1х2 декартовой системы координат Ох1х2х3) .  Мате
матич . теорией П. з. часто описываются и задачи, 
к-рые по содержанию имеют пространственный харак
тер (напр . ,  изгиб тонких пластинок) . 

По П .  з. теории упругости успехи достигнуты глав
ным образом благодаря использованию формул, выра
жающих искомые решения через аналитич. функции 
одного комплексного аргумента ; впервые зти формулы 
были выведены в 1 909 Г. К. Колосовым (см. 1 1 ) ) ,  а 
начиная с 20-х гг. 20 в .  в работах Н .  И .  Мусхелишвили 
они нашли полное обоснование, и на их базе развиты 
методы решения широкого круга граничных (краевых) 
и контактных П. з .  теории упругости. Полученные по 
П. з. теоретич. результаты используются при решении 
практич. задач. 

Комплексное представление полей смещений и иапря
жений. Говорят , что упругая среда находится в со
стоянии плоской деформации ,  если существует такая 
декартова система координат Ох1х2х3 , относительно 
к-рой компоненты вектора смещения имеют вид 

Ua = Ua (х1 , х2 , t ) , ct = 1 ,  2, U3 = 0 , 
где t - время . Компоненты тензора напряжений таковы 

X ap = /..8бall + 2f.Leall •  Ха3 = 0 , Х 33 = /..8 , 
где /.., f.L - постоянные Ламе , бар - символы Кроне
кера , еар - компоненты тензора деформации: еар= 
= д аир  + д р и а ;  8= еаа= даиа - дилатация (ct, �= 1 , 2 ; 
наличие в выражении двух одинаковых индексов озна
чает суммирование) . 

Плоская деформация возможна в упругой среде, 
к-рая заполняет цилиндр с образующими, перпенди
кулярными плоскости Ох1х2,  если при этом компоненты 
объемных сил имеют вид Х а= Ха (х1 , х2,  t) , Х 3= 0 , а 
боковые усилия не зависят от координаты х3 и распо
ложены па плоскостях , перпендикулярных оси цилинд
ра .  Для реализации плоской деформации упругого 
цилиндра к его торцам необходимо приложить нор
мальные силы,  равные ± 1..8 .  

При сделанных допущениях система уравнений дина
мики упругого тела относительно компонентов век
тора смещений имеет вид 

f.1..1ua + (!.. + f.L) да 8 + Ха = Р� а • ct = 1 , 2 ,  
где р - плотность распределения масс, рйа - силы 
инерции , .1 - оператор Лапласа . Если воспользо
ваться операциями комплексного дифференцирования: 
2д-= д1+ iд2,  2дz= д1 - iд 2(д а = д!дх а) , то при отсут-z 
ствии сил инерции (статич. задача) зту систему можно 
записать в виде одного (комплексного) уравнения: 

(t.. + Зf.L) д2- и + (Л + f.L) д�-u + Х = О ,  zz z z  
где и =  и1 + iu2 , Х = 2 - 1 (Х1  + tX2) . 

Пусть область S ,  занятая упругой средой,  пред
ставляет связную часть плоскости Ох1х2 , ограниченную 
одним или несколькими контурами L0 , L1 , . . .  , Lm без общих точек , L= L0+ L1+ . . .  + L m - граница об
ласти S; точка z= O принадлежит S . 

Искомое решение уравнения равновесия выражается 
по формуле и= и0+ ТХ , где ТХ - век-рое частвое 
решение, к-рое можно выразить в виде 

Т Х = - х  (f.LЛ: ( 1  + х)) - 1 � � Х (�) ln 1 � - z  / d�1d�2 + 

+ C2f.Lл: (1 + x)) - 1  � � X (� - z ) ( �-z) - 1 d�1d�2 ,  

а u0 - общее решение однородиого ураввения 
к-рое выражается по формуле 

и0 = К  (q>, -ф,· х) = Х!р (z) - zq>' (z ) - ф  (z) ,  
где q> и ф - произвольвые аналитич . функции от 
z= x1 + ix 2 в области S (x= 3-4cr, где и - постоянная 
Пуассона ,  О <и <0,5) . Если Х - многочлен от х,  у, 
то ТХ можно выразить в явной форме. 

Оператор К (q>, ф; х) не изменится , если функции 
q> и ф подчинить условию q> (O) = O  или ф (О)= О .  При 
выполнении одного из этих условий всякому полю 
смещений и= и1 + iu 2 , заданному в области S, соот
ветствует вполне определенная пара аналитич. функций 
q>, ф.  

Если в предыдущих формулах постоянную х за
менить через х* = (3 - cr)/ ( 1  + cr) ,  то получается фор
мула для поля смещения обобщенного плосконапря
женного состояния . 

Комплексная запись 

Хаа = 2  (l.. + f.L) (д2и + д-zи) , Xн - X 22 + 2 iX12 = 4f.Lд2u 
компонентов тензора напряжений, в силу равенства 

и = К (q>, ф; х) + Тх, 
принимает вид 

Хаа = 4 Re Ф (z) + Т0Х , 
Хн - Х22 + 2iХ12 = 2  (ZФ' (z) + 'l'  (z) ) + TiX , 

rде Ф = 2f.Lq> ' , '1' = 2f.L '1'' , 
T 0 = 4 (!.. + f.L) Re дz T X, T1 X = 4f.LдzT X . 

Пусть упругая среда подвергается непрерывной де
формации . Тогда можно считать, что компоненты тен
зора напряжений и смещений - непрерывные однознач· 
ные функции в области S; Ф и '1' голоморфны в S ,  
причем Ф можно подчинить условию Ф' (О)=Ф' (О) . 

Если область S ограничена и односвязна , а дефор
мация непрерывна , то функции q> и ф голоморфны в S .  
В случае конечной многосвязной области q> и ф будут, 
вообще говоря ,  многозначными функциями опреде
ленного вида . 

Основными задачами плоской теории упругости яв
ляются следующие задачи. 

1) П е р в а я о с в о в в а я з а д а ч а : опреде
лить упругое равновесие тела,  когда на его границе 
заданы внешние силы.  

Сила напряжения (Х по  У п> • действующая на зле
мент дуги ds контура L с нормалью п , может быть 
записана в комплексной форме: 

(Х п +  iY п) ds = - 2 if.Ld (q> (z) + zq>'  (z) + Ф ( z) ) , 

и краевые условия первой задачи имеют вид 

где 
q> (t) + t  q>' (t) + Ф (t )  = 1 (t ) + c  (t) , t E L , (1 )  

f (t ) = i (2f.L) - J  � L (Х п + iY п) ds , 

причем дуга s отсчитывается на каждом L"_ от век-рой 
фиксированной точки zk E Lte в положительном направ
лении; с (t) = c�e= const на L "_. Всегда можно считать 
с0 = 0, остальные постояиные ck определяются в ходе 
решения задачи . Если m= O , то искомые функции q> 
иф голоморфвы в S .  Тогда равенства q> (O) = O , l mq>' (О)= 
= 0 обеспечивают единственность решения задачи ( 1 ) ,  
а необходимые и достаточные условия существования 
решения 

� L (Хп + iУп) ds = O , 2f.L � L (х1У п - х2Хп) ds = 

= Re � L jdt = O 
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представляют собой условия статич.  равновесия абсо· 
лютно жесткого тела .  

При т. >О, как уже было отмечено , ер и 'Ф - много
значные функции специального вида, причем они вы
ражаются через новые искомые голоморфвые в области 
s функции ер* и 'Ф* · 

2) В т о р а я о с н о в н а я з а д а ч а: определить 
упругое равновесие тела по заданным смещениям точек 
его границы. 

Эта задача приводит к граничному условию вида 

хер (t ) - tep' (t) -'Ф (t) = f  (t ) , t E L,  
где f= и1 + i u2 - заданная на L функция. 

3) О с н о в в а я с м е ш а н н а я з а д а ч а .  Пусть 
S - конечнап одцосвязная область, ограниченная замк
нутым контуром L; L= L' + L ", где L' состоит из конеч
ного числа дуг L' , . . .  , L:n контура L, к-рые попарно 
не имеют общих точек; на L' заданы внешние напря
жения , а на L " - смещения . Соответствующие кра
евые условия можно записать в виде 

у (t ) ер (t ) + tep' (t) + 'Ф (t) = f (t ) + с (t) , t Е L, 
где f - заданная функция точки t Е L; у ( t) = 1 ,  если 
t E L , и y (t) = - x , если t E L"; c ( t)= ctt= conвt,  если 
t E L' ; c (t) = O, если t E L". Постовиные ctt (кроме одной, 
выбираемой как угодно) не задаются заранее и под
лежат определению в ходе решеиия задачи. 

4) Т р е т ь я о с в о в в а я в а д а ч а. На  границе 
области задаются нормальная составляющая вектора 
смещения и касательная составляющая вектора внеш
него напряжения . 

Такая задача возникает, напр . ,  в случае соприка
сания упругого тела с жестким профилем заданной 
формы , когда ковтакт между упругим и жестким 
телами осуществляется по всей границе . Рассматри
ваются также другого рода контактные задачи . Все 
эти задачи также приводятся к граничным задачам 
для аиалитич. функций. 5) Г р а в и ч и ы е в а д а ч и и з г и б а т о и к и х 
п л а с т и и о к .  К аналогичным граничным условиям 
приводят задачи изгиба тонких пластинок . Прогиб w 
серединной поверхности тонкой однородной упругой 
пластинки , подверженной действию распределеиной 
по ее поверхности нормальной нагрузки интенсивно
сти q, удовлетворяет иеодиородиому бигармонич . урав
нению 

,i,\ w = q/D , 
где D = EhЗ/12 ( 1 - cr2) - цилиидрич. жесткость; h 
толщина пластинки , Е - модуль Юнга . Общее реше
ние этого уравнения имеет ющ 

w = w0 + Tq , 
где Tq - частное решение, к-рое выражается фор
мулой 

T q = (8:rtD) - 1 � � q (�) 1 � - t  /2 ln 1 � - z  1 d�1d�2 • 
а w0 - общее решение 

w0 = Re (zФ ( z) + '1' (z)) 
однородиого бигармоиич. уравнения 

Ai\w0 = 0, 
где Ф и '1' - произвольвые аиалитич. функции в S .  

Если q - многочлен о т  х1 и х2, т о  T q  выражается в 
явной форме . Если Ф (0)= 0 , '1' (О)= О, Ф '  (О) =Ф ' (0) ,  
то функции Ф и '1' выражаются однозначно посредством 
задаиной бигармоиич. функции w0 • 

Решение w уравнения A A w = q/D следует подчинить 
граничным условиям, соответствующим тому или иному 

характеру закрепления границы пластинки. В случае 
ваделапной по краям пластинки на границе L области 
S ,  занятой серединной поверхностью пластинки , долж
ны выполняться условия w= dw/dn= O, где n - внеш
няя нормаль к контуру L. Эти два условия можно 
записать в виде одного комплексного равенства дzw = O 
(на L) . Последвее приводится к виду ( 1 ) . 

Решение этой задачи всегда существует, единст
венно и выражается по формуле 

w (х1 , х2) = D - 1  � � SG (х1 , х2 , �1 , �2) q (�1 , �2) d�1d�2 , 

где G - функция Грина . Для круга l z l <1 : 

G (x1 , z2 , �1 , �2) = 2 1 � - z / 2 ln ( / 1 - z� l / � - z / - 1 ) 
- (1 - l z / 2) (1 - /  � 1 2 ) ,  

z = xl + ix2 , ь = ьl + i�2 · 
В случае свободвой пластинки граничные условия 

имеют вnд 
ai\ w + (1 - a) (wx,x2 COS2 11 + wx.x. sin2 11 +  } 

+ Wx1x1 sin  211) = 0 , 

d�: + (1 - cr) d� (-}- ( wx1x2 - Wx1x1) sin 211 + (2) 

+ wx1x1 cos 211) = 0, 
где 11 - угол , составляемый внешней нормалью n 
с осью Ох1 • Левые части равенств (2) представляют 
собой соответственно изгибающий момент и обобщен
ную перврезывающую силу, отнесенные к единице 
длины и действующие на боковой элемент пластинки 
с нормалью n. Граничные условия (2) можно записать 
в виде 

d ( (3 + а)/ (1 - и) Ф - ziii ' - '1'')  = g , 
где g - задаиная функция на L .  

6) П л о с к и е с т а ц и о и а р и ы е у п р у г и е к о
л е б а и и я. Когда решения системы уравнений дина
мики уnругой среды ищутся в виде 

и = v (x1 , x2) eivt , и8 = 0 ,  
где v - частота колебания , для 11 получается формула 

11 = д-z ( w1 + iw2) 
(предполагается , что внешние силы равны нулю, Х а.= 
= 0) ,  где w1 и w2 - произвольвые решения уравнений : 

6 w1 + a2v2w1 = 0, 6 w2 + b2v2w2 = 0 ,  
a� = p (t.. + 2l1) - l , ьz = p11 - I . 

Поле напряжений выражается по формул ам 
Хц + Х21 = - (!.. + 11) a2v2w1 , 

Хн - Х11 + 2iХ2в = 411д: ( w1 - iw2) , 
z 

Хаз = - 2 - 1a2v2w1 • 
Общее решение уравнения 

6 w + k2w = 0, k2 = const , 
выражается в виде 

w = Ao/0 (k 1 z / ) + � �  Re ( zФ ( z t ) ] J0 (k / z 1 V1 - t ) dt , (3) 

где А 0 - произвольпая действительная постоянная , 
Ф - произвольпая аналитич. функция, J0 - функция 
Бесселя 1 -го рода нулевого порядка.  При помощи 
формулы (3) выводятся комплексные представления 
для полей смещений и напряжений при плоском ста
ционарном колебании упругой среды ; они могут быть 
использованы для исследования граничных задач, 
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а также для построения различных полных систем 
частных решений , к-рые позволяют аппроксимировать 
любые поля смещений и напряжений . В частности , 
эти полные системы можно использовать для построе
ния приближеиных решений краевых задач . 

7) 3 а д а ч а о п р е д е л е и и я к о и ц е и т р а
ц и й  п а п р я ж е н и й  о к о л о  о т в е р с т и й  
в а и и з о т р о п и ы х и и з о т р о п и ы х п л а
с т и и а х .  Основу приближеиных методов решения 
таких задач также составляют введение функций ком
плексного перемениого специальной СТJЭУКТУ�� в виде 
степенных рядов и различных модификации теории 
возмущений, а также использование теорем сложения 
цилипдрич. и сферич. функций с последующим све
дением граничных задач к бесконечным системам алге
браич. уравнений . 

Методы решения граничных задач. Формулы пред
ставления полей смещений и папряжений через апа
литич. функции используются для доказательства 
существования и единственности решения общих гра
ничных задач, а также для построения в явной форме 
решений пек-рых классов задач частиого вида . 

Метод степеиных рядов с примепепием копформного 
отображения позволяет решать основные плоские 
задачи для областей, копформпо отображающихся на 
круг посредством рациональных функций. Задача 
редуцируется к линейпой алгебраич . системе урав
нений и квадратурам. Эт:рм методом практически реша
ются основные граничные задачи для любой односвяз
ной области с использованием приближеиного копформ
ного отображения области на круг с помощью рацио
нальных функций . При использовании ЭВМ этот прием 
является эффективным для построения решений ос
новных граничных П. з. теории упругости и изгиба 
пластинок. 

На основе теории интеграла типа Коши исследо
вание П. з. редуцируется к хорошо изученным инте
гральным уравнениям. 

Полезными являются также методы , сочетающие кон
формное отображение с при:мепепием аппарата инте
гралов типа Коши . 

Существуют и другие способы приведения граничных 
П. з. теории упругости к интегральным уравнениям , 
к-рые дают возможность изучить вопросы существо
ранил и единственности решения . 

Для редукции гра11ичных П. з .  теории упругости к 
интегральным уравнениям используется также метод 
потенциалов, не вводящий в рассмотрение комплекс
ные апалитич. функции (<р и ф) .  

Лит. :  [ 1 ]  И о л о с о в Г .  В . ,  О б  одном приложении теории 
функций комплексного перемениого к плоской задаче математи
ческой теории упругости, Юрьев , 1 909 ;  [2] е г о ж е , Приме
неиве комплексных диаграмм и теории ФУНкций комплексной 
nеременной к теории упругости, Л.- М . ,  1 9 3 5 ;  LЗ] М у с х е л и
ш в и л и Н. И. , Некоторые основные задачи математической тео
рии упругости, 5 изд. , М. , 1 966 ; [4) е г о ж е , Сингулярные ин
тегральные уравнения , 3 изд. , м . ,  1 9 6 8 ;  [5] В е R у а И. Н. , 
М у с х е л и m в и л и Н. И . ,  Методы теории аналитических 
функций в теории упругости , в кн. : Тр. Всесоюзного съезда по 
теоретической и прикладной механике ( 1 960) , М . - Л . ,  1 962 ;  
[ 6 )  В е к у а И. Н . ,  Новые методы решения эллиптических урав
нений , М.- Л. , 1 9 48 ;  [7] С а в и н Г. Н . , Нонцентрация напря
жений около отверстий, М . - Л. , 1 9 5 1 ;  [8) Г а л и н Л.  А . ,  Кон
тактные задачи теории упругости, М . , 1 9 5 3 ; [9) Ш т а е р
м а н и. Я. , Контактная задача теории упругости, М .- Л. , 1 9 49 ;  
[ 10 ]  Н а л а н д и я А .  И. , Математические методl>l двумерной 
упруго�ти . М . ,  1 9 7 3 ;  [ 1 1 ]  S о k о 1 n i k о t t 1. S . , Mathematical 
theory of elasticity, N. У .- L. , 1 94 6 ;  [ 1 2 1  Трехмерные задачи ма
тема'Iической теории упругости , Тб. , 1968 .  И. Н.  Be'КJia, Р. А .  Rордаадае. 

ПЛОСКИЙ МОДУ ЛЬ - левый (или правый) модуль Р 
над ассоциативным кольцом R такой, что функтор теп
зорпого произведения - ®RP (соответственно P®R -) 
точен.  Приведеиное определение эквивалентно любому 
из следующих : 1) функтор Тогf ( - , Р) = О  (соответст
венно Тогf (Р ,  - )= 0) ;  2) модуль Р представим в виде 

прямог� (ипъективпого) предела спектра свободных 
модулеи; 3) модуль характеров P* = Homz (Р ,  QIZ) 
ипъективеп, где Q - группа рациональных чисел , а 
Z - группа целых чисел ; 4) для любого правого (со
ответственно левого) идеала J кольца R канопич. 
гомоморфизм 

l (j)R Р --+ lP (Р @� --+  PJ) 

является изоморфизмом. 
Проективпые модули и свободпые Jttодули являются 

примерами П. м. Класс П. м. над кольцом целых чисел 
совпадает с классом абелевых групп без кручения.  
Все модули над кольцом R являются П. м. тогда и 
только тогда , когда R регулярно в смысле Неймапа 
(см . А бсолютпо плоское кольцо) .  Когерентное кольцо 
может быть определено как кольцо, над к-рым прямое 
произведение ПR а. любого числа экземпляров кольца R 
является П .  м. Операции локализации и пополнения 
по степеням идеала кольца R приводят к П. м. над 
этим кольцом (см . Адическая топология ) .  Классич. 
кольцо частных кольца R является П. м. над R .  

Лит. : [ 1 ]  Н а р т а н А . , Э й  л е н б е р  г С. , Гомологическая 
алгебра , пер. с англ . , м. , 1 96 0 ;  [2] Л а м б е к И. , Кольца и 
модули, пер. с англ. , М . ,  1 9 7 1 .  В .  Е .  Гоsоров .  

ПЛОСRИй МОРФИЗМ - морфизм схем f :  Х -+ У 
такой, что для любой точки х Е Х локальное кольцо 
6х.х является плоским над 6v /lxl  (см. Плоский 
модуль) .  Вообще, пусть 3J- пучок 6х-модулей, он 
паз . п л о с к и  м над У в точке х Е Х , если 3fх
плоский модуль над кольцом 6 v, flxl · При пек-рых 
(довольно слабых) условиях конечности множество 
точек, в к-рых когерентный 6х-модуль 3f является 
плоским, открыто в Х .  Если при этом схема У целостна , 
то существует открытое пепустое подмножество Uc Y 
такое , что 3J- П .  м. над У во всех точках ,  лежащих 
над U. 

П .  м .  конечного типа соответствуют интуитивному 
поиятию непрерывного семейства мпогообразий. П .  м. 
открыт и равноразмерен (т . е. размерность сдоев 
j - 1 (у) локально постоянна по у Е У) .  Для мвоrи:��: гео
метрич.  свойств множество точек х Е Х , в к-рых слой 
j - 1 (f (x) )  плоского морфизма f : Х -+ У обладает этим 
свойством ,  открыто в Х. Если П. м. f собстnеиный, то 
открытым является и множество точек у Е У, слоц над 
к-рыми обладают этим свойством (см .  ( 1 ] ) .  

П .  м .  применяются также в теории спуска. Морфизм 
схем паз. с т р о г о п л о с н и м,  если ов плоскпй 
и сюръективный. Тогда , как правило,  для проверкц 
какого-либо свойства пек-рого объекта над У доста
точно проверить это свойство для объекта , полученного 
после строго плоской замены базы f : Х -+ У (см . [ 1 ) ) .  
В связи с этим представляют интерес критерр:и пло
скостности морфизма f : Х -+ У (или 6х-модуля бJ) ; 
при этом У можно считать локальной схемой . Про
стейший крр:терий относится к случаю , когда база У 
одномерна и регулярна: когерентный 6х-модуль 3J 
будет плоским тогда и только тогда , когда униформизи� 
рующая па У имеет тривиальный аниулятор в 3f, Об
щий случай в пек-ром смысле сводится к одномериому . 
Пусть У - приведеиная пётерова схема и для любого 
морфизма Z -+ У, где Z - одномерпая регулярная 
схема , замена базы fz:  Х уХ Z -+  Z является П. м . ;  
тогда f есть П .  м . Другой критерий щюскостности 
требует, чтобы f : Х -+  У был универсально открыт, 
а У и геометрич . слои j - 1 (у) - приведепы . 

Лит. : [ 1 ] G r o t h e n d i e c k  А . ,  D i e u d o n n e J . , 
E iements de geometrie algebrique, 4, <•РuЬ!. math. IH�S»,  
1964 ,  М 2�; 1 966 ,  М 28; [2] М а м ф о р д Д., Лекции о кривых 
на алгебраической поверхности, пер. с англ. , 1\f. , 1 968 ;  [З) R а У• 
n а u d М . , G r u s o  n L . ,  «lnvent. math. •> ,  1 9 7 1 , v . 1 3 ,  р. 1 -89 .  

В.  И. Д анилов , 
ПЛОСКОСТЬ - одно из основных попятий геомет

рии; обычно косвенным образом определяется аксцо� 
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мами геометрии. П. может рассматриваться как сово
купиость двух непересекающихся множеств - множе
ства точек и множества прямых с симметричным отно
шением ивцидентвости, связывающим точку и прямую. 
В зависимости от требований, к-рым удовлетворяет 
отношение ивцидентвости , описываемое определенными 
аксиомами, различают проективные, аффинные, 
гиперболические, эллиптические П .  и др . 

П .  можно классифицировать по группам коллинеа
ций (см . ,  вапр. , [ 7] гл . 3, где дана классификация 
Ленца - Бартолоцци проективных и аффинных П . )  
или по  реализации в плоскости тех или иных ковфи
гураций (см . ,  иапр. , Деааргова геометрия ,  Паскалева 
гео;м,етрия) . 

П .  ваз . метрической, если кроме отношения инци
денткости определено расстояние между любой парой 
точек . Так, в Гильберта систе;м,е аксио;м, евклидопой 
геометрии расстояние вводится на базе аксиом кон
груэнтности и непрерывности, и П. в этом случае 
ваз . вепрерыввой (см . [ 1 ] ) .  В случае иевыполвеиия 
для П. аксиом непрерывности П .  ваз . д и с к р е  т в о й  
(см . ,  напр . ,  Неархи;м,едова гео;м,етрия) ,  а П . ,  состоящая 
из конечного числа точек , а следовательно , и прямых,  
ваз . к о и е ч и о й (см . [ 7 ] ) .  

Одним из путей изучения П .  является введение в 
вей координат и терварвой операции с последующим 
ее изучением (см . ,  напр. , [ 7 ] ) ,  [8] ) .  

В системе аксиом Вейля пространства Е3 П .  является 
провзводным понятием от поняmй «вектор!� и «точка�. 
Под П. , проходящей через точку А Е Е8 и векторы m и о ,  
понимается множество точек таких , что 

AM = tm + -rn , где t , -r E IR . 
В прямоугольвой системе координат (х, у, z) прост

ранства Е3 П .  задается линейным уравнением 

Ax + By + Cz + D = O, 
коэффициенты А , В ,  С определяют координаты нор
мального вектора этой П. В т-мерном пространстве 
п-мерные П. описываются системами линейных урав
нений (см. [5 ] ) . 

Взаимное расположение П .  в различных т-мерных 
простравствах определяется соответствующими ак� 
сиомами инциденткости так же, как и свойства ивци
девтвосm плоскостей и прямых. 

Лит. :  [ 1 ]  Г и л ь б е р т д. , Основания геометрии , пер . с 
нем. , М .- Л . ,  1 948

(
' [2] Е ф и м  о в Н. В. , Высшая геометрия, 

6 изд. , М. , 1 9 7 8 ;  3] Об основаниях геометрии, м. , 1 9 5 6 ;  (4] Б а х м а н Ф. , Построение геометрии на основе понятия сим
метрии, пер . с нем. , М. , 1 969 ;  [5] Д о н е r д ю А. , Евклидова 
планиметрия, пер. с франц. , М . ,  1 978 ;  [6 Р о з  е н ф е л ь  д Б. А. , Многомерные пространства, М. 1 966 ;  (7] D е m Ь о w s
k i Р . ,  Finite geometries, В . , 1 968 ;  (8J Р i k е r t G. , Projektive 
Ebenen, В . , 1 95 5 .  В.  В .  Афапасьев , Л .  А .  Сидоров. 

ПЛОТНОЕ МНОЖЕСТВО - то же, что всюду плот
ное .множество . Более общо, множество А ваз . п л о т
и ы м в о т к р ы т о м м в о ж е с т в е G простран
ства Х ,  если G содержится в замыкании А или, что то 
же самое, если А П G всюду плотно в подпространстве 
Gc: X.  Если А не плотно ни в каком вепустом открытом 
множестве G, то оно является нигде не плотны;м, ;м,но
жество;м, в Х .  М .  И. Войцеховсхий. 

ПЛОТНОСТИ МАТРИЦА состояния р, определен
ного на алгебре � (:/t) ограниченных линейных опе
раторов,  действующих в гильбертоном простр_�нстве 
У(,- положительный ядерный оператор P E � (yt') та
кой, что 

р (А) = S p  АР. А Е � (:/t) , (1 ) 
причем Spp= 1 .  Обратно, всякое состояние р,  т .  е .  
линейный положительный (р (А * А );;:,:О) нормированвый (р (Е)= 1) функционал на � (:/t) , представимо в виде 
( 1 ) ,  т. е. имеет П. м. р и притом единственную. 

Впервые повятие П .  м. появилось в статистич . Фи
зике при определении квантового состояния Гиббса . 
Пусть квантовая система� занимающая конечную об
ласть V пространства 11'(3 , описывается векторами 
нек-рого гильбертона пространства f1t v и гамильтоииа
вом Н �  и обладает, быть может , неR-рым набором ком
мутирующих друг с другом «первых интегралов» н�.  
. . .  , Н�, k= 1 ,  2 ,  . . . . Состоянием Гиббса такой 
системы ваз. состояние на � (:/t v) ,  задаваемое П. м . :  

p = Z - 1  ехр {- � (H'it + f.L1H� + . . .  + f.LkH�) } ,  (2) 
где Z - нормирующий множитель,  а � >О,  f.L1 , • • • , 
f.Lk - действительные параметры. 

Наряду с П .  м. (2) состояние системы в квантовой 
статистич . физике можно задавать с помощью т. и. 
п р и в е д е в н о й м а т р и ц ы п л о т в о с т и. 
В наиболее простом случае системы одинаковых частиц 
(бозовов или фермиовов) ,  описываемых векторами 
Фока пространства :/tv. приведеиная П. м. р состоя
ния р представляет собой набор функций (вообще 
говоря, обобщенных) 

Р = { Рт , п (xl, . . .  , xm , Yl , · ·  . ,  Уп) , Xi E V , Y; E V, 
i = 1 , . . .  , т, j = 1 ,  . . .  , п; т = О, 1 ,  . . .  }, (3) 

где 

Рт , п (хl , . . .  , xm , Yi,  . . . , Yп) = P (JJ;: 1 a (xi) X 

xJJ;= i а* (Yj) ) ' 

а а (х) , а* (у) ,  х, у Е IR8, - рождения операторы и уни
чтожения операторы соответственно, действующие в 
:/tv. В случаях, когда в алгебре � (:/tv) вместо опе
раторов рождения и уничтожения выбрана какая
иибудь другая система образующих {а", Л Е Z } (2'
век-рое множество индексов) , приведеиная П. м . со
стояния р определяется авалогично (3) как совокуп
ность значений состояния р на всевозможных моиомах 
вида 

ал., , . . . , aл.п ol..i E Z, i = 1 ,  . . .  , п , п = 1 ,  2, . . . . 
Приведеиная П .  м .  оказывается особенно удобной при 
определении предельного гиббсовского состояния на 
С*-алгебре �"" так ваз . квазилокальвых наблюдаемых: 
�ос= U � (;;t v) (черта QЗначает замыкание в рав-v е R •  
номервой топологии) . 

Лит. :  [ 1 ]  Л а н д а у Л. Д . , Л и ф ш и ц Е .  М. ,  Статисти
Че!(кая физика, 3 изд. , М . , 1 976 (Теоретическая физика , т. 5) ; 
L2J Р ю з  л ь  д . ,  Статистическая механика. Строгие результаты, 
пер . с англ. , М. , 1 97 1 .  Р. А .  Миплос. 

ПЛОТНОСТИ ТОЧКА множества Е в п-мерном 
пространстве IRn- точка х, в к-рой плотность ;м,но
жества Е равна единице . Если единице равна внешняя 
плотность, то точка х ваз . т о ч к о й в н е ш в е й 
п л о т  н о с т и. П .  т. множества является одновре
менно точкой разрежения для дополнения этого мно
жества. Почти все точки измеримого множества суть 
его П. т .  С помощью понятия П. т .  вводится понятие 
аппроксимативно вепрерывной функции и аппрокси
;м,ативной проиаводной. в. А. Схворцов. 

ПЛОТНОСТНАЯ ГИПОТЕЗА - предполагаемое не
равенство ,  доставляющее оценку для числа N ( а, Т) 
нулей р= �+iy дзета-фувкции Римава 

� (s) = � "' п - s , ""-�n= ! 
где s= a + it, в прямоугольнике 1/2<а�� �1 ,  ly i � T. 

Наиболее точная формулировка П .  г . :  
N (а , Т ) .;;;;:; сТ2 (1-а> lnA Т . 
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Более простой , но менее точный вид П .  г . :  
N (а , Т) ,;;;;;; сТ2 < 1 -а> + е . 

П .  г. позволлет получать в теории простых чисел 
результаты , сравнимые с теми , к-рые вытекают из 
гипотезы Римана. Напр . ,  из П. г. следует , что при 
достаточно больших х в каждом сегменте [х ,  x+x' l , + e] 
содержител хотя бы одно простое число . 

П .  г .  является следствием более сильной Липделёфа 
гипотезы .  В отличие от последней П . г. частично 
доказана, т. к .  содержител в плотпостпых теоремах, 
начинал с нек-рых значений a�a0 > 1f2 • 

Для числа N ( а, Т, Х) нулей L-функций Дирихле 

L (s , Х) = � "' Х (п , k) п-8, �n = 1 
где Х (п , k) - характер по модулю k, имеет место 
аналогичная П .  г .  В усредненной форме она имеет вид 

� N (а Т Х) ,.;;:::: с ( k T )2 < I-a) + e  �Х. mod R. ' ' -..:::: ' ' 

�h .::;: Q �Х.* mod k N (а , Т ' Х) ,;;;;;; с (k2Т )2 П-а> + е , 
где х* - примитинный характер по модулю k . 

П.  г .  для L-фупкций Дирихле применлетел в теории 
распределения простых чисел , принадлежащих ариф
метич. прогрессилм . 

Лит . .  ( 1 ]  М о и т г о м е р  и Г. , Мультипликативиая теория 
чисел , пер . с аигл . , М . ,  1 9 7 1< ; [2] Л а в р  и к А. Ф. , «Успехи 
матем. иаую> , 1 980 ,  т 35, в. 2, с. 55-65 .  Б. М. Бредихии. 

П ЛОТНОСТНЫЕ ТЕОРЕМЫ - общее название тео
рем , к-рые дают оценку сверху для числа N ( а, Т, Х) 
нулей р= �+ iy L-функций Дирихле 

L (s , Х) = �:= 1 Х (п, k) п - s, 

где s= а+ it, Х (п , k) - характер по модулю k в прямо
угольнике 1/2 <а..-:�<1 ,  ly i ...;: T . В случае k= 1 полу
чают П. т. для числа нулей дзета-фуикции Римапа 

� ( s) = � "' 
п - s. �n= 1 

П .  т. для L-функций при k i= 1 сложнее, чем соот
ветствующие теоремы для дзета-фуикции Римаиа . 
При растущих параметрах Т и k получаютел оценки,  
зависящие от этих параметров . В приложеиилх реша
ющую роль играет параметр k . 

Значение П .  т .  вылсилетел из соотношений, позво
ляющих оценивать остаточный член в формуле для 
количества простых чисел р, принадлежащих ариф
метич . прогреесии kт+ l, 1 ..,;l...;k, ( l ,  k)= 1 ,  т= О, 1 ,  
2 ,  . . .  , и не превосходлщих х,  в зависимости от 
N (a, Т, Х) · 

Поскольку функция N (a, Т, Х) не возрастает при 
возрастании а и N ( 1 ,  Т, х)= О, целью П .  т. является 
получение оценок,  паиболее быстро стремлщихсл к 
н улю при а �  1 .  В свою очередь эти оценки сущест
венно дополняютел результатами об отсутствии нулей 
у L-фуикций Дирихле в окрестности прямой а= 1 ,  
к-рые получаютел с помощью кругового метода Хар
ди - Литлнуда - Виноградова. На этом пути уда
лооь получить сильные оценки для количества четных 
чисел п ...;х, возможно иепредставимых в виде суммы 
двух простых чисел . 

Первые П .  т . , доставлявшие оценки N ( а, Т, Х) для 
индивидуального характера х и усредненные оценки 
по всем хар актерам даниого модуля k, были получены 
Ю. В .  Линником. Дальиейшее значительное улучше
ние П .  т. п ринадлежит А .  И .  Виноградову и Э. Бомбь
ерн (Е .  BomЬieri ) ,  к-рые использовали оценки N (а, Т, 
Х) , усредненные по всем модулям k..,;Q и по всем при
митинным характерам даниого модуля k , для доказа
тельства т еоремы о распределении простых чисел в 
арифМеТИЧ .  П рОГреССИЛХ В СреднеМ (П рИ Q= у;; (ln Х) С) , 

't! 1 1  Математическая эиц . ,  т. 4 

1 Теорема Виноградова - Бомбьерн позволлет в ряде 
классич. задач аддитивной теории чисел заменять 
расширенную гипотезу Римапа. Имеется ряд других 
улучшений П .  т . 

Лит. : ( 1 ]  П р а х  а р  К . ,  Распределение простых чисел , пер . 
с нем. , М. , 1 96 7 ;  [2] М о и т г о м е р  и Г.� Мультипликативная 
теория чисел, пер. с англ. , М. , 1 974 ;  ! 3 ]  Л а в р  и к А.  Ф. , 
« Успехи матем. наую> ,  1 980 ,  т. 35 ,  в. 2, с. 55 -65 .  

Б .  М. Бредихии. 
ПЛОТНОСТНЫЙ МЕТОД - один из методов анали

тич . теории чисел , основанный па изучении статистики 
распределения нулей дзета-фупкции Римаиа 

и L-фуикции 

� (s) = � "' 1 jп8 �n= 1  
Дирихле 

L (s, x) = � "' x (п , k) jпs , �n= 1 

s= a+ it - характер по модулю k. Многие теоретико
числовые проблемы получают наиболее законченное 
решение в предположении , что все нули р= �+ iy 
функций � (s) и L (s, х) . находлщиеся в полосе О..-:а..-:1 ,  
- oo <t<+oo , лежат на прямой а= 1/2 • Однако в 
ряде случаев достаточно сильные результаты полу
чаются, если удается показать , что нули указаиных 
функций с абсциссой ��а>112 если и существуют, 
то все же составляют множество,  к-рое становител все 
более редким при а � 1 .  Существует большое количе
ство теорем, к-рые дают оценки сверху для числа 
N (а, Т) нулей � (s) и для числа N (а, Т, Х) нулей L (s, Х) 
в прямоугольнике lf2<a..-:�...;:1 ,  ly i ...;: T . П. м. сущест
венно опирается на эти теоремы, получившие название 
плотпостпых теорем . 

Впервые П .  м. с использованием плотиостной тео
ремы для � (s) применил Г. Хоайзель ( G .  Hoheisel , 
1 930) для оценки разности двух соседних простых чи
сел . Ему удалось доказать существование положитель
ной константы а<1 такой, что при х>х0= х0 (а) между 
х и х+ха всегда находител простое число. В дальней
шем велкое улучшение оценки для N (а , Т) приводило 
к уточнению константы а. Для L-фуикции Дирихле 
П. м .  был разработан Ю .  В. Линииком ( 1944 и после
дующие годы) .  Ю. В. Линник впервые исследовал 
распределение нулей L-функций при перемеииом k, 
в частиости получил результаты о <<частоте>> нулей 
L (s, Х) вблизи точки s= 1 ,  что позволило найти оценку 
для наименьшего простого числа р0= р0 (k, l) , лежащего 
в арифметич . прогреесии kx+ l ,  ( l ,  k)= 1 ,  1 ..,;l ..,;k, 
х= О , 1 , 2 , . . . ; р0 <kc, где с - иек-рал абсолютная 
константа. Улучшение оценок для N ( а, Т, Х) приводит 
к уточнению константы с .  Применял плотностные тео
ремы для L-фуикций, Ю. В. Липник нашел новое 
доказательство теоремы Виноградова о представлении 
велкого достаточно большого нечетпого числа суммой 
трех простых чисел (см . Гольдбаха проблежа) .  

П .  м .  в теории L-фуикций позволил получить силь
ный результат в направлении бинарной проблемы 
Гольдбаха :  велкое достаточно большое натуральное 
число можно представить в виде суммы двух простых 
чисел и ограниченного абсолютной коистаитой нек-ро
го числа степеней двоек . 

Наиболее сильные результаты П .  м. дает в сочетании 
с др . методами, в частиости с методом большого решета. 
На этом пути была доказана теорема Виноградова -
Бомбьери ( 1 965) , к-рал заменлет во многих случаях 
Римапа обобщеппую гипотезу .  Идеи и результаты П. м. 
переносятел с поля рациональных чисел на поля алге
браич .  чисел . 

Лит. · [ 1 ]  П р а х  а р  К. , Распределение простых чисел, пер. 
с нем . ,  М . ,  1 96 7 ;  [2] М о и т г о м е р  и Г. , Мультипликативная 
теория чисел, пер . с аигл . ,  М. , 1 97 1< ;  [3] Н а 1 Ь е r s t а m Н. , 
R i с h е r t н.- Е . ,  Sieve methods, L.- [a. o . J ,  1 97Z. .  

Б. М. Бредuхu ... 
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ПЛОТНОСТЬ топологического пространства - одна 

из его .мо щпостпых характеристик .  
П ЛОТНОСТЬ ВЕРОЯТНОСТИ, п л о т в о с т ь р а с

П р е  lf, е л е в и я в е р  о я т в о с т е й ,- производ
ная функции распределения , отвечающей абсолютно 
вепрерыввой вероятноетвой мере. 

Пусть Х - случайвый вектор,  привимающий зна
чения в n-мервом евклидоном пространстве Rn ( n;;;:. 1 ) ,  
F (x1 7 • • • , х,.) - его функция распределения и пусть 
существует веотрицательвая функция f (х1 , • • •  , х,.) 
такая , что 

F (xl , . . .  , х,.) = r x, . . . \ Xn f (иl , . . .  , и,.) dиl . . .  dи" J - Ф J - Ф 
для любых действительвых х1 , • • •  , х" . Тогда j (х1 , • . .  , 
х,.) ваз . п л о т в о с т ь ю в е р о я т в о с т и слу
чайного вектора Х и для любого борелевекого мно
жества А с: IR n 

Любая 
f (xl, · 

Р {Х Е А} = � · · · � f (иl , · · · · и") dи1 . . .  dи" .  А 
веотрицательная интегрируемая функция 

. , х,.) , удовлетворяющая условию 

r oc  . . . \  ... f (xl , . . .  , x") dxl . . • dx" = 1 ,  J - a:� J - oo 
является П .  в .  нек-рого случайного вектора.  

Если случайные векторы Х и У, принимающие зна
чения в R11, независимы и имеют П .  в .  f (x1 , • • •  , х") 
и g (x1 , • • •  , х,.) соответственно, то случайный вектор 
Х + У  имеет П. в. /� (х1 , • • •  , хп) , к-рая является сперт
кой функций f и g : 

h (:ч, . . .  , х,. ) = \ 00  • •  . \ "' f (xl - иl ,  . . . , х,. - и,. ) Х J - Ф  J - Ф 
X g  (и1 , . . . , и,. ) dи1 . . . dи" = 

= \ "'  . . .  \ "'  f (иl , . . .  , и") g (xl - иl , . . .  , х,. - и,.) Х J - ФО  J - oo 
X dиl ·  . •  dи" . 

Пусть Х= (Х1 1 • • •  , Х ,.) и У= (У1 , • • • , У",). - слу
чайвые векторы, принимающие значения в К" и R_m 
(n,  т;;;.. 1 ) и имеющие П . в .  f (x1 , • • • , х,.) и g (y1 , • • • , Ут) 
соответственно, и пусть Z= (Х1 , • • •  , Х " , У1 , • • •  , 
У т ) - случ айный вектор в IR.n + m . Тогда если Х и 
У независимы , то Z имеет П .  в .  h (t1 ,  • •  , , t n+ т ) ,  ваз . 
с о в м е с т н о й  п л о т н о � т ь ю  у а с п р е д •  
л е н и я в е р о я т н о с т е и случаиных векторов 
Х и У, причем 

h (t 1 , . . .  , t n + т) = f  (t 1 , , . .  , t,.) g ( tn + l • . • .  , tn + т) · (1 ) 

И обратно , если Z имеет П .  в . ,  удовдетворяющую 
соотношению ( 1 ) ,  то Х и У независимы . 

Характеристич . функция ер ( t1 , • • •  , t,.) случайного 
вектора Х , имеющего П .  в . f (x1 , • • •  , хт) , выражается 
формулой 

ер (tl ,  t ) - \ "" \ ""  ei ( t ,x, + . . .  + tnxn) Х 
. • .  , p - J - ex� " " " J - co 

причем если 
то / (х1 , • • •  , 
функцией и 

Х /  (х1 , . . .  , х,.) dx1 . . . dx,., 

ер ( t1 , • • •  , t,.) абсолютно интегрируема , 
х,.) является ограниченной непрерывной 

f (x :z ) - --1 - \ "" \ "'  e - i ( t ,x, + . . .  + t nxп> x 1 • • • • •  n - (2n)" J - oo ' ' ' J - ..,  
Х ер (t 1 , . . .  , t ,.) dt1 . . .  dt " .  

П .  в .  f (х1 , • • •  , х,.) и соответствующая характеристич. 
функция ер ( t1 , • • •  , t,.) связаны также следующим 
соотношением (т о ж д е с т в о П л а н ш е р  е л я) : 
функция /2 (х1 , • • • , х,.) интегрируема тогда и только 

тогда, когда интегрируема функция lep ( t1 , • • •  , t,.) l 2 , 
и в этом случае 

r .. . . .  r СХ) f2 (xl '  . . .  ' х,.) dxl . . .  dx" = J - Ф  J - Ф 
= ( 2�)" � : QD . . . � : QD 1 ер ( t l , . . . ' t,.) 1 2 dtl . . . dt " . 

Пусть (Q , .Л) - измеримое пространство , v и I.L 
суть а-конечные меры на (Q , r/l) , причем v абсолютно 
непрерывна относительно 1-L · т. е. из равенства I.L (А )= О 
следует равенство v (A )= O, А Е .Л. В этом случае на 
(Q ,  .Л) существует веотрицательвая измеримая функ
ция f такая, что 

v (А) = �А f d�.t 

для любого А Е .Л. Функция f ваз . п р о и  з в о д н о й 
Р а д  о в а - Н и к о д и м а меры v по мере �.t .  а в 
случае, когда v - вероятностная мера , также П .  в. v 
по отношению к I.L · 

С понятием П .  в .  тесно связано понятие д о м и н и
р о � а н н о г о  с е м е й с т в а  р а с п р е д е л •  
н и и .  СемейсТво вероятностных распределений g 
на измеримом пространстве (Q , .Л) ваз . доминирован
ным, если на (Q ,  .Л) существует а-конечная мера I.L 
такая , что каждая вероятностная мера из g имеет 
П. в. по отношению к I.L (или, что то же самое, каждая 
мера из g абсолютно непрерывна относительно I.L) · 
Предположение о доминированности является сущест
венным в нек-рых теоремах математич .  статистики . 

Лит. : [1 ] П р  о х  о р о в  Ю. В . , Р о з а  н о в Ю. А . , Теория 
вероятностей, 2 изд. , М . ,  1 97 3 ;  [2] Ф е л л е р  В . , Введение в тео
рию вероятностей и ее приложения, пер . с англ . , 2 изд. , т .  2 ,  
М. , 1 96 7 ;  [ 3 ]  Л е м а н Э . , Проверна статистичесиих гипотез , 
пер . с англ. , 2 изд. , М . ,  1 979 .  Н. Г .  Уша'!Wв. 

П ЛОТНОСТЬ МНОЖЕСТВА Е, измеримого на 
действитепьной прямой R, в точке х - предел (если 
он существует) отношения 

rnes <EnM 
l ·' l --+ О, 1 t\ 1 при '-' ( 1 )  

где & - произвольвый отрезок, содержащий х, а l & l -
его длина. Если вместо меры рассматривать внешнюю 
меру, то получится определение в н е ш н е й  П. м. 
Е в точке х . Аналогично вводится П .  м. в n-мерном 
пространстве . При этом длины отрезков в R заменя
ются объемами соответствующих n-мерных параллеле
пипедов с гранями, параллельными координатным 
плоскостям, а предел рассматривается при стремлении 
к нулю диаметра параллелепипеда . Для множеств 
из R оказывается полезным понятие правой (левой) 
П .  м. Е в точке х, к-рое получается из общего опреде
ления, если в нем рассматривать лишь отрезки & ,  
имеющие левым (правым) концом точку х . Чаще всего 
понятие П. м. применяется в случае, когда П. м. равна 
единице (см . Плотпасти точка) или нулю (см. Раа
режеппость .мпожества) . 

Лит. :  [1 ] Н а т а н с о н И. п . , Теория фуниций вещест11ен
ной переменной ,  3 изд.

i 
М . ,  1 97 4 ;  [2] С а и с С . ,  Теория интегра

ла ,  пер . с англ. ,  М . ,  9 49 .  В . А .  Скворцов.  
П ЛОТНОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ - понятие 

общей аддитивной теории чисел , изучающей законы 
сложения последовательностей общего вида. П. п. 
является мерой того , какая часть из последовательно
сти всех натуральных чисел принадлежит данной 
последовательности А =  {ak } целых чисел а0= 0<1 <: 
<:а1 <а2 < . . .  <ak . Под попятием П .  п .  имеется в виду 
плотность d (A ) (введенная в 1 930 Л .  Г .  Шнирельманом) 
последовательности А ,  а именно: 

d (А) = inf A�n) , 
n 

где 
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Плотность d (А )= 1 тогда и только тогда, когда А щадей. Г. М . Голузин [3] расnространил теорему nло-
совnадает с множеством N0 всех целых неотрицательuых щадей на р-листные функции в круге (см . Мпоголист
чисел . Пусть A -f-B - арифметич. сумма nоследова- пая фу-нкция ) .  
тельностей А =  {а ,. } и В= {Ь 1 } , т .  е .  множество А +В= Доказана следующая теорема nлощадей [4] : пусть 
= {a ,.-f- b1 }, где числа а,.+ Ь t берутся без nовторений. F E � . Ji= CF ( I':!. ' ) ,  Q (w) - регулярная на jj функция , 
При А = В полагают 2А = А +А , аналогично 3А = А + 
+ А +А и т. д. Если hA = N0, то А ваз . базисом h-го 
порядка. При исследовании структуры множеств, 
nолучающихся в результате суммирования nоследова- тогда 
тельностей, заданных лишь их плотностями , исnоль- (2) зуются теоремы о nлотности суммы двух последова
тельностей : 

d (А + В) � d (A) -f- d (B) - d (А) d (В) 
- н  е р а в е н с т в о Ш н и р е л ь м а н а ,  

d (А +  В )  � min (d (A) -f- d (В) , 1 )  
- н е р а в е н с т в о М а н н а - Д а й с о н а .  

Из  неравенства Шнирельмана следует, что всякая 
nоследовательность положительной nлотности есть 
базис конечного порядка. Применевне втого факта к 
аддитивным задачам, в к-рых часто суммируются 
nоследовательности нулевой nлотности, осуществля
ется посредством nредварительного конструирования 
из заданных nоследовательностей новых с nоложи
тельвой nлотностью. Напр . ,  с nомощью методов решета 
доказывается , что nоследовательность {р }+ {р } ,  где р 
nробегает простые числа,  обладает положительной 
nлотностью . Отсюда следует т е о р е  м а Ш н и р е  л ь
м а н а: существует такое целое число с0 >0, что любое 
натуральное число есть сумма не более с0 nростых 
чисел . Эта теорема дает решение т. н. ослаблепной 
nроблемы Гольдбаха (см. также А ддитивпая теория 
чисел) . 

Разновидностью nонятия П .  п .  является понятие 
аси.мптотической плот-ности, частным случаем к-рой 
будет натуральная nлотность. Понятие П. n. обобща
ется на числовые nоследовательности, отличные от 
натурального ряда , наnр.  на nоследовательности целых 
чисел в nолях алгебраич . чисел . В результате уда
ется изучать базисы в алгебраич . полях . 

Лит . :  [ 1 ] Г е л ъ ф о н  д А . О . ,  Л и н н и н Ю. В . , Элемен
тарные методы в аналитической теории чисел , М . ,  1 962 ;  [2] О s t
m а n n н . - н. , Additive Zahlentheorie , Bd 1-2 , В . ,  1 9 56 . 

Б. М. Бредихин.. 
ПЛОЩАДЕЙ МЕТОД - способ решения различных 

задач теории однолистпых функций, использующий 
теоремы nлощадей (см. Пм щадей припцип) .  

ПЛОЩАДЕЙ ПРИН ЦИП : nлощадь доnолнения к об
разу области при ее отображении регулярной в ней 
функцией пеотрицательна. Впервые П .  n. использовал 
в 1 9 14  Т. Гронуолл [ 1 ] , к-рый доказал втим путем т. н .  
в н е ш н ю ю т е о р е м у п л о щ а д е й для функ
ций класса � - функций 

а., F (z) = z + exo + z  + . . .  , 
регулярных и однолистных в области !':!.' = {z : 1 < l z l  < 
< оо } (см, Одпмистпая ф ующця) . Площадь a (CF ( I':!.' ) )  
дополнения для образа F ( l':!. ' ) области !':!.'  при отобра
жении w= F (z) Е �  определяется формулой 

а (CF (!':!. ' ) ) = л  ( 1 -�:= 1 k 1 а. ,.  1 2) � 0 

и ,  следовательно , 

( 1 )  

С помощью веравеяства ( 1 )  получены первые резуль
таты для функций классов � и S, где S - класс функ-
ций f (z) = z+ � k'�2ak z", регулярных и однолистных в 
круге !':!.= {z : l z l  < 1 } (см . Бибербаха гипотеза , Искаже
nия теоремы) .  Доказава [2 ]  более общая теорема пло-

1 1 * 

и знак равенства имеет место только в тоl\1 случае ,  
если площадь а (В) множества В равна нулю . 

Под т е о р е м о й и л о щ а д е й в век-ром классе 
одволиствых функций / (z) , z E B , В - область (или в 
классе систем одполиствых функций {fk (z) , z E B �z }�=o • n= 1 , 2, . . .  , в ,. - области) , понимают обычно всщюе 
веравевство, обладающее тем свойством , что знак 
равенства в нем имеет место в т�м и только в том слу-
чае, если nлощадь дополнения G для f (В) (соответст
венно дополнения G для u�=oflz (В ,.)) равна нулю. 
Обычно такая теорема доказывается с помощью П .  n .  
Именно , рассматривается произвольпая регулярная 
функция Q (w) (ил� более общо, имеющая регулярную 
производную) на G и вычисляется площадь a(Q (G)) 
образа G при отображении функцией Q .  Таким образом , 
неравевство (2) есть век-рая весьма общая теорема 
nлощадей в классе � .  

Пусть F E � и 

l 
F ( t ) - F (z)  ,, ао 

n t - z  """ _ rop. q t - pz - Q , t , z E I':!. ' . 
р, q - 1 

Выбирая надлежащим образом функцию Q, регулярную 
па CF ( I':!. ' ) ,  веравевство (2) можно записать в виде 

�:= 1 q / �;= 1 rop. qXp 1 2 ..;;; �== 1 � [ хр /2 '  (3 ) 

где хр - nроизвольвые числа, не равные одновре
менно нулю и такие, что 

lim {1 i xp 1 < 1 .  
р -+ 00 

Получены и более общие теоремы площадей в классе 
� (см. [ 5] ) .  

Теоремы nлощадей доказаны: для класса � (а1 , • • •  , 
ап) систем {f�z (z) ,  /�z (O)= a,., z E I':!. }�=I функций /�z , 
конформно и однолистпо отображающих круг 11 па 
области, попарно не имеющие общих точек ,- нена
легающие области (см. [6 ] ) ; в классе � (В) ( � (В) , 
В Э оо , - класс функций F, регулярных и однолистных 

в В'-. {оо } и таких, что F ( oo ) = oo ,  lim F (z) = 1 ,  
Z -+ Ф z 

см. [ 7 ] ) ;  для неналегающих многосвязных областей 
(см . ( 6] , а также [8] , [ 9]) . Все теоремы площадей для 
многосвязных областей доказываются коптурн,ого и-н
тегрирова-ния .методо.м . 

Под м е т о д о м п л о щ а д е й понимают способы 
решения различных задач теории одволистпых функ
ций,  использующие теоремы nлощадей. 

Напр . ,  из (3) с помощью неравевства Коши можно 
получить: 

1 ,.,
ао ' 1 2 ,, ао 1 

1 2 ,, ао 1 1 ' 1 2 4 """р, q = 1 (J)p, qXpXq ..;;; """р= 1 р Хр 1 """q= 1 q Xq ' ( ) 

где х Р и х� такие , что ряды, стоящие в правой части, 
сходятся . Если в неравенстве (4) , напр. , xp= t-P,  
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x�= z- q, \ t \ > 1 ,  l z \ > 1 ,  то получают теорему искажения 
хорд :  l ln F (t ) - F (z) 12 o;;;;; ln _1 t_l_' _ 1  � .  

t - z  l t l ' - 1 n l z l ' - 1 
Теоремы площадей, напр .  в классе !]J} (a1 , • • •  , ап) , 
дают необходимые и достаточные условия принадлеж-
ности системы {fk (z) , fll (O) = ak ,  z E  1\ }�=I ме_1юморфных 
функций ik классу !Dl (a1 , • • •  , ап) (см .  [6 )  с .  1 79) .  

Лит . :  [ 1 ) G r о n  w а l l  т .  Н . ,  «Ann. Math. Ser. 2>> ,  1 9 1 11/ 
1 9 1 5 , v .  1 6 ,  р. 72-76 ;  [2] Р r а w i t z Н. , «Arkiv mat. , astron. , 
fysik>>, 1 927 ,  Bd 20А , М 6 ,  S. 1 - 1 2 ;  [3) Г о л у з  и н Г. М . ,  (<Ма
тем. сб. >> ,  1 940 ,  т. 8, М 2, с. 277-84 ;  [4] Л е б е д е в н. А . ,  М и
л и н И .  М . , там же, 1 9 5 1 ,  т. 2 8 ,  ;м 2, с. 359-400 ; [5) N е h a
r i z . ,  (<Arch. Ration. Mech. and Anal . >>, 1 969 ,  v. 34 ,  ;м 4 ,  р. 30 1-
30;  [6 ]  Л е б е д ·е в Н .  А . ,  Принцип площадей в теории однолист
ных фуНкций, М . ,  1 97 5 ;  [7) М и n и н и. м . ,  Однолиствые фуНк
ции и ортанормированные системы, М. , 1 97 1 ; [8] А л е н и
ц ы н Ю. Е . ,  (<Изв.  АН СССР.  Сер . матем.» ,  1 973 ,  т. 37 ,  М 5 ,  
с. 1 1 32- 54 ;  [ 9 )  Г у т л я н с к и й  в. я . ,  Щ е п  е т о в в .  А . ,  
(сДокп. АН СССР», 1 9 7 4 ,  т. 2 1 8 ,  М 3 ,  с. 509- 1 2 ; [ 1 0] G r u n s
k у Н. , (<Math. Z .» ,  1 939 ,  Bd 1,5 ,  Н. 1 , S. 29-6 1 . Н. А .  Лебедев.  

ПЛОЩАДЬ - численная характеристика,  приписы
ваемая плоским фигурам определенного класса (вапр . ,  
многоугольникам) и обладающая следующими свой
ствами: 1) П .  веотрицательна; 2) П .  аддитивна (в 
случае многоугольников это означает, что если фигура 
Р U Q составлена из фигур Р и Q, не имеющих общих 
внутренних точек, то ил. (P U Q)= uл. Р+ил. Q; 
3) П .  сохраняется при перемещениях ; 4) П .  единичного 
квадрата равна 1 .  Термин «П .» употребляется также 
в более широком смысле как численная характери
стика, сопоставляемая двумерным поверхностям в 
трехмерном пространстве ; k-мервым поверхностям в 
n-мерном (2 ..s;;:k<n) евклидоном или римановом прост
ранстве; границам множеств и др. объектам, см . ниже .  

П л о щ а д ь п л о с к о й ф и г у р ы .  Историче
ски П .  определялась сначала на классе многоуголь
ников (фигур ,  допускающих разбиение на конечное 
число треугольников без общих внутренних точек) . 
Существенно , что на классе многоугольников П .  со 
свойствами 1 ) - 4) существует и единственна (см . [ 1 ) ,  
[ 2 ) ) .  Одним и з  следствий свойств 1 ) - 4) является то, 
что П. всей фигуры не меньше П. ее части . 

В древности существование и единственность П .  
с о  свойствами 1 ) - 4 )  принимались без ясного опи
сания класса рассматриваемых фигур; внимание со
средоточивалось на приемах вычисления П .  Формула 
для П .  прямоугольника, в том числе с иррациональ
ными сторонами, обосновывалась исчерпывапия мето
дом . П. треугольника и произвольных многоугольни
ков вычислялась как П .  равносоставлеввоi'О с ними 
прямоугольника . Доказано, что любые многоуголь
ники равной П. равносоставлены (см . ( 2] ) .  

Затем был выделен класс квадрируемых (измеримых 
по Жордану) фигур . Фигура М на плоскости ваз . 
к в а д р  и р у е м о й, если для любого е >О сущест
вуют такие многоугольвые фигуры Р и Q, что 
Pc.McQ и (пл . Q - пл. Р) <е. Класс квадрируемых 
фигур весьма богат. Он включает, в частности, все 
ограниченвые плоские области с кусочно гладкими 
границами. Но есть и веквадрируемые плоские фи
гуры . На классе квадрируемых фигур также суще
ствует и единственна П .  со свойствами 1 ) - 4) (см. [ 2] ) .  

Исторически до  рассмотрения класса квадрируемых 
фигур умели вычислять П .  нек-рых из них - круга, 
кругового сектора и сегмента, различного рода лунок, 
криволинейных трапеций . Эти вычисления обосновы
вались методом исчерпывания многоугольниками . В ря
де случаев для обоснования таких вычислений привле
калея Кавальери припцип, состоящий в том, что если 
две плоские фигуры указанного типа переевкаются 
каждой прямой, параллельвой фиксированвой прямой, 
по отрезкам одинаковой длины , то эти фигуры имеют 
равную П .  Средства интегрального исчисления (см . ,  

вапр. , [ 3 1 )  дают удобные приемы для вычисления П .  
любых плоских областей с кусочно гладкими грани
цами. Эти средства обосновывают также принцип 
Кавальери . 

Стремление распространить повятие П .  на более 
общие плоские множества с сохранением свойств 1 ) -4) ведет к теории меры, к выделению класса плоских 
множеств , измеримых по Лебегу. Переход к еще более 
общим классам множеств на плоскости приводит уже 
к веединствевным мерам со свойствами 1 ) - 4) . 

О р и е в т и р о в а н в а я п n о щ а д ь .  Ecлlil на 
ориентированвой плоскости расположена направлен
ная замкнутая кривая l, быть может с самопересече
ниями и налеганиями, то для каждой не лежащей на l 
точки плоскости определена целочисленная функция 
(положительная, отрицательная или нулевая) , ваз. 
степевью точки относительно l .  Она показывает сколь
ко раз и в какую сторону ковтур l обходит данную 
точку. Интеграл по всей плоскости от этой функции, 
если он существует, ваз . охватываемой l ориентировав
вой П. Последняя ,  в отличие от обычной П . ,  имеет 
знак. О простейших свойствах ориентируемой П. см. {4] . 

П л о щ а д ь  п о в е р х в о с т и. Проще всего опре
деляется П. многогранных поверхностей: как сумма 
П. плоских граней . Попытка ввести понятие П .  кри
вых поверхностей как предела П .  вписанных много
гранных поверхностей (подобно тому , как длина кри
вой определяется как предел вписанных ломаных) 
встречает трудность . Даже для весьма простой кривой 
поверхности П. вписанных в нее многогравииков со 
все более мелкими гранями может иметь разные пре
делы в зависимости от выбора последовательности 
многогранников . Это наглядно демонстрирует извест
ный пример Шварца , в к-ром последовательности впи
санных многогранников с разными пределами П .  стро
ятся для боковой поверхности прямого кругового 
цилиндра (см. [2 ) ) . 

Чаще всего П .  поверхности определяют для класса 
кусочво гладких поверхностей с кусочво гладким краем 
(или без края) . Обычно это делают с помощью следу
ющей конструкции. Поверхность разбивают на мелкие 
части с кусочно гладкими границами: в каждой части 
выбирают точку ,  в к-рой существует касательная пло
скость, и ортоговально проектируют рассматриваемую 
часть на касательную плоскость поверхности в вы
бранной точке ; П .  полученных плоских проекций 
суммируют; наконец, переходят к пределу при все 
более мелких разбиениях '(таких , что наибольший из 
диаметров частей разбиения стремится к нулю) . На 
указанном классе поверхностей этот предел всегда 
существует, и если поверхность задана параметри
чески кусочно С1-гладкой функцией r (и , v) , где пара
метры и, v изменяются в области D на плоскости ( и, v) , 
то площадь F выражается двойным интегралом 

F = � D V g11g22 - g�2 dи dv , (1 )  

где g11= r� , g12= rurv , g22= r� , а ru и rv - частвые 
ПJ>оизводные по и и v. Доказательство см. ,  напр . ,  в 
[3 ] , [ 5 ] .  В частности , если поверхность есть график 
С!_ гладкой функции z= f (х, у) над областью D на пло
скости (х , у) , то 

F = � D  V1 + f� + f� dx dy .  (2) 

Здесь ( 1 +t:+ф - 'l• = cos а. , где а. - острый угол 
между нормалью к поверхности и осью Oz. На основе 
формул ( 1 ) ,  (2 ) выводятся известные формулы для: П .  
сферы и е е  частей, обосновываются приемы для вы
числения П. поверхностей вращения и т .  п .  

Для двумерных кусочво гладких поверхностей в 
римановых Многообразиях [6 ]  формула ( 1 ) служит 
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определением П . , при этом роль g11 , g12 , g22 играют 
составляющие метрич . тензора самой поверхности . 

Существенно , что уже в случае двумерной поверх
ности П. приписываетсл не множеству точек, а отобра
жению двумерного многообразия в пространство и 
тем отличается от меры . 

k-м е р н а л п л о щ а д ь. Для кусочно гладкого 
погруженил f : М --+  IRn k-мерного многообразия (с 
краем или без крал) в п-мерное евклидоно простран
ство, 2 <.k <n, П. определяют с помощью конструкции, 
вполне аналогичной описанной выше для кусоqно 
гладких поверхностей. Разница состоит в том ,  что 
проектирование ведетел на k-мерные касательные пло
скости и суммируютел k-мерные объемы проекций . 
Если в области DcM можно ввести координаты и1 , • • •  , 
иk , то площадь F погруженил (D ,  f lv) выражается 
интегралом 

F = � D У det (g;j) dи1 • • •  dиk, (3) 

где gij - скалярные произведения ( dfl , _!!_,) · Если 
du dul 

k= n- 1 и D - область на координатной гиперпло
скости (х1 , • • • , xn _ 1) ,  а f допускает явное задание Xn= 
= z (x1 , • • •  , Хп - 1) , то формула (3) принимает вид 

F = \
D , /1 + '..,� - i (� ) 2 dx1 . . .  dxn _ 1 •  (4) .) Jl � t= i дх; 

Если отображение f гладкое , то g u- коэффици
енты метрич . тензора, индуцированного погружением, 
и из (3) следует, что П . ,  определяемая внешней кон
струкцией, принадлежит внутренней геометрии по
груженного многообразия . Иногда равенство (3) при
нимают за определение П . ,  напр. в случае погруженил 
не в IRn,  а в риманово многообразие . 

На классе кусочно гладких погруженных многооб
разий П . : а) неотрицательна; б) равна 1 на k-мерном 
единичном кубе в IRn ; в) не менлетел при ортогональ
ных преобразованилх ; г) аддитивна; д) полунепрерывна, 
т. е . F (/) <.l imF (fi) при равномерной сходимости 

/;--+ j; е) если <:р : IRn --+ IRn есть перастягивающее 
отображение, то F (<:pof) <.F (f) ; ж) если {Р ; } - набор 
из С� попарно ортогональных k-мерных плоскостей 
и р ;- проектирование на Р i• то 

F (p; o f) ";;;;, F (f) ";;;;, �7:1 F (p; o f) .  (5) 

Д а л ь н е й ш и е о б о б щ е н и л. Т е о р и л 
п л о щ а д е й . Распространение функции F на более 
общие объекты с сохранением хотя бы части их свойств 
а) - ж) может осуществляться разными путями и 
вести к разным результатам . Изучение таких обобще
ний составляет предмет теории П .  Обзор соотношений 
разных понлтий П .  см . в [ 10] . 

Граница между теорией П .  и теорией меры довольно 
условна. По традиции к теории П .  относят в первую 
очередь изучение П .  непрерывных отображений , где 
учитывается кратность и меньшую роль играет сохра
нение аддитивности. О k-мерных мерах в п-мерном 
пространстве см. ,  напр . ,  Х аусдорфа мера, Фавара мера. 

Ту или иную П. можно вводить на основе аппрок
симативного, интегрально геометрического , функцио
нального подхода, либо - аксиоматически . Ниже при
недевы наиболее распространенные понятия. 

П л о щ а д ь п о  Л е б е г у (см . [ 7 ] ,  [9 ] )  опреде
ляется равенством 

L (М, /) = lim F (f; ) ,  (6) 
i -+- ао 

где М - конечно триангулируемое k-мерное многообра
зие; /; : М --+  IRn - всевозможные кусочпо линейные от-

ображенил; f ;---+ j; F (! ;) есть k-мернал П. соответст
вующей полиэдральной поверхности . П .  по Лебегу 
одинакова для эквивалентных по Фреше отображений 
и потому является характеристикой Фреше поверхности. 

В случае k= 2 условие L (М, /) < оо влечет ряд по
лезных свойств поверхности (напр. , возможность вве
дения изотермич . параметров) ; в этом случае П. по 
Лебегу оказалась удобным инструментом , достаточным 
для решения Плато задачи и более общих двумерных 
задач вариационного исчисления . При k >2 исследо
вание вариационных задач в класее непрерывных от
ображений столкнулось с трудностями (в проблеме 
компактности), что заставило обратиться к поиску 
других объектов (потоки и вариобразил) и связанных 
с ними характеристик типа П. Использование П .  по 
Лебегу ограничивается также сложностью, с к-рой 
устанавливаютел ее связи с другими понлтилми П .  
и нек-рые ее свойства (напр . , правое из неравенств 
(5)) . Следует отметить две особенности L (M, /) :  во
первых, при L (M, f)= O может оказаться, что объем 
V (f (M) ) >O; во-вторых, даже при k= 2 для разбиения 
М на М1 и М2 с общей границей в виде кривой может 
оказаться 

Изучалсл вопрос о том, в какой мере соблюдение 
нек-рых из свойств а) - ж) с заменой аддитивности на 
полуаддитивность, т. е. допущением неравенства типа 
(7 ) ,  приводит к П .  по Лебегу. Вопросы этого типа ис
следованы ( 1983) не до конца (см . [ 7J) .  

И н т е г р а л ь н о г е о м е т р и ч е с к и е п л о
щ а д и  [9 ] . Пусть N (M, <:р, у) есть какал-либо функция 
кратности для отображений <:р : М --+ 1R k в точке у Е 1R k ,  
напр. N= cardq; - 1 (у) . Тогда для f : М --+ Rn можно 
образовать интегрально геометрическую П .  

(' (' k N (M , pa o f , y) dV (y) dv (u) ,  (8) 
.) G  (n ,  h) .) R 

где G (n ,  k) - Грассмана многообразие k-мерных под
пространств IRkc iRn ,  v - нормированная Х аара мера 
на G (n ,  k ) ,  ра - ортогональное проектирование на 
u E G (n, k) . Для разных функций кратности П. (8) 
могут различаться . В�сьма специальный выбор N (М, <:р, 
у) приводит для триангулируемых М к совпадению (8) 
с П. по Лебегу при k=2 ,  а также при k >O в случае 
равенства нулю меры Хаусдорфа Н k + 1  (/ (М) ) (см . [ 9 ] ) .  
Для случал k= 2 различные интегрально геометриче
ские П. вводились еще Пеано , Гецем, Банахом (см . 
[ 7 ] ) .  

П л о щ а д ь г р а н и ц ы м н о ж е с т в а .  В свя
зи с доказательством неравенства Брунна - Мин
ковекого и классического изопериметрич . неравенства 
была введена П. по Минковскому. Она приписываетсл 
множеству А ciRn, но характеризует П .  его границы 
и определяется равенством 

F (A) = lim � (V (A + hB) - V ( A) ) , (9) 
h '" O  

где В - единичный шар в IRn,  а V - объем . Для множеств 
А с кусочно гладкой границей и для выпуклых А в (9) 
существует обычный предел , совпадающий с (п-1 ) 
мерной П .  границы .  Определение (9) сохранлет смысл 
для множеств в конечномерных нормированных про
странствах , где даже для выпуклых А значение П . (9) может отличаться от меры Хаусдорфа Нп _ 1 (дА ) .  

Другой полезной характеристикой, аналогичной 
П . ,  к-рал сопоставляется множеству, но характеризует 
в основном его границу , является периметр измери
мого множества .  Оп является частным случаем по
нятия массы потока. 
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В в у т р е в в я я п л о щ а  д ь. Если М метризоваво 

и f : М -+ IRn - локальво изометрич. отображе
ние, то возникает вопрос о соотношении между L (M, f) 
и мерой Хаусдорфа Hk ( M) .  Когда М - двумерное 
.многообразие ограниченпой кривизны , то L (M,f)= 
= Н9 (М) . Вообще же вепрерыввое f : М -+ /Rn инду
цирует на компонентах связности j - 1 ( и) , и Е IR.n , обоб
щенную метрииу р, отличающуюся возможностью 
р (х, у)= со . Конструкция k-мервой меры Хаусдорфа , 
применеиная к р, дает характеристику,  к-рую можно 
принять за внутреннюю П. погружевия. Для липши
цевых f она совпадает с L (M, f) (см. [ 1 1 ) ) .  

М а с с ы п о т о к о в и в а р и о б р а з и й .  Ин
тегрирование _ k-Форм по k-мервому кусочко гладко 
вложенному в �л ориентированному многообразию 
М приводит к потоку Тмер= �м(ер (х) , v (x) )dF (x) 
линейному фувкциовалу на k-формах ер в Rn . Здесь 
v - единичный касательный к М k-вектор .  Линейвый 
фувкциовал Т м в существенном характеризует М. 
Кроме того , определен (на зтот раз и при веориевти
ровавном М) ведивейвый фувкциовал - вариобразие 
V мер= � м l  (ep ,v) ldF . Интегральные нормы (массы) 
I I Tм l l  и I I Vм l l  совпадают с П . ,  то есть с F (M) . Включе
ние класса кусочко гладких подмвогообразий про
странства /R.n в более общие классы nото1юв и вари
образий играет в вариационном исчислении такую же 
роль, как обобщенвые решения в теории уравнений в 
частных nроизводвых . 

Среди всех потоков и вариобразий выделяют широ
кие классы целочисленных потоков и вариобразий. 
Последние сохраняют многие геометрич . свойства под
многообразий . Напр . , целочисленный поток есть по-
ток , допускающий представление Т= ��=1n ;T м ·' где 

1 , щ - целые числа, а М; суть С1-гладкие подмногооо-
разия, при условии , что конечна масса (k-1 )-мервого 
потока d T, определяемого равенством d T  (ер)= Т (dcp) . 
Массы целочисленных потоиов и вариобразий можно 
рассматривать как обобщения понятия П .  поверхно
сти. И здесь есть связь с П . по Лебегу . Пусть кусочко 
гладкие отображения f ; : М -+ /Rn равномерно схо
дятся f ; -+ f и L (M, f) = limL (M, /;) . Тогда соответ-i--+- ао  
ствуJОщие вариабразия v1 . слабо сходятся к век-рому 

1 
целочисленному вариабразию v,, причем I I V1 1 1= L (М, /) .  
Тем самым каждому f : М -+ ll<n с L (M, /) < со естест
венно сопоставляется вариобразие V 1 с массой L (М, /) ; 
на Я3ЫКе потоков об этом см. в [ 13 ] . 

Лит. : [1 ] Л е б е г А . ,  Об измерении величин , пер . с франц. , 
2 изд. 1 М . •. 1 9 60 ;  [2] Энциилопедия элементарной математиии, т. 5 ,  
М . ,  1 D66 , rэJ И л ь  и н В. А . , П о  з н я и Э. Г. , Основы матема
тичесJ!цrо ана.лиаа, 3 изд. , ч. 1 ,  М . ,  1 97 1 ;  [4] Л о п ш и ц А. М . .  
I!ычпс,щшие площадей ориентированн�>Iх фигур , м . ,  1 956 ;  [5] 
П о г о р е л � в А .  В . ,  Дифференциальная геометрия, 5 изд. , 
М . , 1 96 9 ;  [6] Р а ш е в с и и й П. Н. Риманова геометрия и тен
зорный анализ , 3 изд. , М. , 1 96 7 ;  [7j С е 8 а r i L . ,  Surface area , 
Princeton,  1 956 ;  [8] F е d � r е r н . ,  Geometric lllea8ure theory , 
В . - Hdlb .- N. У. , 1 969 ;  [9] F е d е r е r Н . ,  (cBull .  Amer. 
Matb. Soc.» ,  1 952 ,  v. 58 ,  Nv 3 , р. 306-78 ;  [ 1 0] Б у р а г о Ю .  д . ,  
3 а л г а л л е р  В .  А . ,  Геометричесиие неравенства , Л . ,  1 98 0 ,  
[ 1 1 ]  В u 8 е m а n n Л . ,  (cAnn. Math. 2 8er .», 1 94 7 ,  v.  4 8 ,  
р .  234- 6 7 ;  [ 1 2] А 1 m  g r е n F.  J . ,  The theory o f  vari fold8, Prin
ceton, 1 965 ;  [ 1 3] F e d �  r e r  H . , (cTranв. Amer. Math. Soc .» ,  1 96 1 , 
v. 98 ,  No 2, р .  2 04-33 . Ю. Д. Бураго,  В .  А .  8а.лга.л.яер , Л. Д. Кудрявцев .  

ПЛЮККЕРА ИНТЕРПРЕТАЦИЯ - модель, реали
зующая геометрию трехмерного проективного про
странства Р 3 в гиперболич. пространстве 3S 5• П .  и .  
основана на специальном истолковании п.люккеровых 
координат прямой, определяемых для любой прямой 
пространства Р3 • 

При проективвых иреобразованиях прострав�тва 
Р 3 плюккеровы координаты иреобразуются ливеино . 
С помощью плюккеровых координат прямых про-

стравства Р9 устанавливается вааимно однозначное 
соответствие между прямыми простравствами Р 3 и 
точками проективвого пространства Р 5 ,  коордива'l'ы 
к-рых численно равны плюккеровым координатам 
прямых пространства Р 3 • 

Прямые пространства Р3 изображаются точками 
невырожденвой квадрики пространства Р 5, индекс 
к-рой равен трем . 

Если считать эту квадрику за абсолют и определить 
в пространстве Р5 проективвую (веевклидову) мет
рику , то подучается пятимервое гиперболич . про
странство 3S 5• При каждой колливеации и корреляции 
пространства Р 3 происходит линейвое иреобразование 
плюккеровых координат, т .  е. каждая колливеация 
и корреляция изображаются коллипеацией простран
ства Р5, переводящей в себя абсолют. Эти колливеации 
тем самым являются первмещениями пространства 
3S 5 •  Первмещения пространства 3S 5  изображают или 
колливеации или корреляции пространства Р 3 • 

Каждому линейному комплексу пространства Р 3 
сопоставляется точка пространства 3S 5 •  Проективвую 
геометрию пространства Р 3 можно рассматр��:вать как 
веевклидову геометрию гиперболич . пространства :rs5 •  
Именно эта интерпретация геометрии пространства Р 3 
в пространстве зs 5 ваз . и в т е р п р е т а ц и е й 
П л ю к к е р а в связи с ролью плюккеровых коор
динат. 

Если в качестве основного образа пространства Р 3 
берется прямая, то геометрию этого пространства 
можно рассматривать как геометрию на абсолюте 
пространства 3S 5• 

Группа проективвых иреобразований пространства 
Р 3 изоморфна группе первмещений пространства as 5, 
и всякому инволюционному проективвому иреобразо
ванию пространства Р3 соответствует инволюционное 
первмещение пространства 3S 5• Напр . ,  нуль-системе 
в пространстве Р 3 соответствует отражение от точки 
и от ее полярвой гиперплоскости в пространстве 3S 5 ;  
инволюционной гомологии в пространстве Р 3 соот
ветствует гиперболический паратактич . сдвиг на полу
прямую в пространстве 3S 5 и т. д. Каждой связной 
компоненте группы проективвых иреобразований про
странства Р3 соответствует связная компонента группы 
первмещений пространства 3S 5• 

1) Коллинеациям пространства Р 3 с положительцым 
определителем, включая тождественвое преобраэова
ние, отвечаю'!' первмещения пространства 3S 5 с опреде
лителем, равным + 1  (сюда ·включаются тождественные 
преобразования) . 

2) Корреляциям пространства Р 3 с положительным 
определителем (включая нуль-систему) отвечают пе
ремещевия пространства 3S 5 с определителем, равным 
- 1 ,  переводящие собственную и идеальную области 
соответственно в себя (включая отражения от точки) .  

3) Коллинеациям пространства Р3 с отрицательным 
определителем отвечают первмещения пространства 
3S 5 с определителем, равным + 1 ,  переводящие собст
венную область в идеальную и обратно , эта компо
нента содержит гиперболич. сдвиг на полупрямую.  

4) Корреляциям пространства Р3 с отрицательным 
определителем отвечают первмещения пространства 
3 S 5  с определителем, равным - 1 ,  переводящие соб
ственную область в идеальную и обратно . 

Образам симметрии , соответствующим в простран
ствах Р3 и 3 8 5 , сопоставляются числовые инварианты, 
между к-рыми существуют определенные связи . 

П .  и. применяется в исследованиях групп первме
щений трехмерных веевклидовых пространств S 3 ,  
1 S 3 , 2 S 3 , к-рые изоморфр:ы определенным подгруппам 
группы перемещевий пространства 3 S 5 .  Устававли
вается также взаимосвязь групп движений этих трех
мерных простравств (эллиптического , гиперболиче-
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ского) с группами перемещевий простравств Щiзших 
размерностей (см. Фубипи иптерпретация , Котель
nи�>ова иптерпретация ) .  С помощью П. и. изучается 
интерпретация трехмерного симплектич. пространства 
Sp3 в пространстве зs 5 •  

П .  и .  предложена Ю .  Плюккером [ 1 ) .  
Лит. :  [ 1 ]  Р 1 ii с k е r J . ,  Neue Geometrie des Raumes gegrlш

det auf die Betrachtung der geraden Linic als Raumelement, Lpz . ,  
1 868-6 9 ;  [2] Р о в е н ф е л ь  д Б .  А . ,  Неевк,JIИДОВI>I прост
ранства,  М . , 1 96 9 ; [3] Н л е й  н Ф. , Высшая геометрия, пер с 
нем. , М . - Л . ,  1 939 .  Л .  А .  Сидоров . 

ПЛЮККЕРА ФОРМУЛЫ - формулы, связывающие 
внешние , т. е .  отвечающие проекmввым вложениям, 
и внутренние характеристики алгебраич . многооб
разий. Наиболее старыми и известными среди числен
ных формул алгебраич . геометрип щшяются П. ф .  
для плоской приведеивой и веприводимой кривой 
ZcCP2 , к-рая имеет лишь обыкновенные двойные 
и каспидальвые особые точки . Пусть d - с т е п е в ь 
к р и в о й  Z ,  т. е .  число точек из Z на прямой общего 
положения в СР2 , а d* - к л а с с  к р и в о й  Z ,  
т .  е .  число прямых , касательных н Z ц неособых точках 
и проходящих через одну и ту же фиксированную 
точку общего положения в СР2 . Основвые две формулы 
Плюккера таковы : 

(1 ) d* = d (d- 1 ) -2б-Зk, 
(2) d* = 2d + (2g - 2) -k, 

где g - род разрешения Х кривой Z ,  б - число обык
новенных двойных точек , а k - число каспидальных 
точек. Формула ( 1 ) сводится к виду d* = d (d-1 ) , если 
кривая Z неособа . 

Другие классические П .  ф. следуют из ( 1 )  и (2) по 
двойственности . Если Z - не прямая, тогда д в о й
с т в е и и а я к р и в а я Z* к Z определяется как 
замыкание множества касательных к Z, рассматрива
емых как точки двойственной плоскости СР2 * .  Teopel!la, 
принадлежащая Ю.  Плюккеру (J .  Pliicker, см . [ 3 ) ) ,  
состоит в том , что дважды двойственпая кривая Z* *  
совпадает с Z .  Предполагая , что Z* :имеет лишь б* 
обыкновенных двойных и k* наспидальпых особых 
точек , получают формулы 

(1 *) d = d* (d* -1 ) -2б* -4k*, 
(2*) d = 2d* + 2  (2g -2) - 2k* . 

Чис.ло б* можно интерпретировать также как число 
б и к а с а т е л ь н ы  х к Z, т. е . прп .. ых , к-рые ка
саются Z ровно в двух различных и пеособых точках , 
с порядко .. касания 2 ,  а k* - как чисщ> точек перегиба. 

Четыре формулы ( 1 ) ,  (2) , (1 ) * ,  (2) *  не пезависQ:мы: 
из любых трех следует четвертая. Однако дюбые 
три из них пезависимы . Из них вытекают тацже сле
дующие соотношения : 

(3) k* = 3d (d -2) - 6б- 8k, 
(3*) k = 3d* (d* - 2) -6б* -Bk* . 

Именно эти формулы были получены Ю .  Плюккером 
вместе с формулами (1 )  и (1 ) *  в 1834-39. 

В случае основного поля конечной характеристики 
П .  ф. и теорема двойстве:ц:ности ве всегда справедливы. 
Напр . ,  в характеристике 2 все касательные к конике 
проходят через одну определенную точку, паз. стран
ной точкой коники , поэтому двойственная кривая 
есть прямая. В характеристике 3 имеется пеособая 
кубика только с тремя точками перегиба и даже с 
одной (по П .  ф .  их должно было бы быть девять) . При 
правильпой интерпретации d* формулы (1 ) ,  (2) ос
таются справедливыми во всех характеристиках :t:2;  
в характеристике 2 их нужно замепить па 

(1 2 ) d* = d (d - 1 ) - 2б - 4k ,  
(22) d* = 2d + t2g - 2) -2k .  

Известно обобщение П .  ф .  па  случай кривых в рп с 
произвольиыми особенностями (см. [ 2 ) ) , а также на 
случай гиперповерхностей в рп, 

Лит. : [ 1 ] В е r z о 1 а r i L . ,  в ин. : Encyklop !idie der mathe
matischen Wissenschaften, Bd 3 , , Lpz. , 1 906 ; [2] Г р и ф
ф и т с Ф . ,  Х а р  р и с  Дж . , Принцип1>1 алгебраической гео
метрии, т. 1-2 , пер . с англ . ,  М . . 1 9 82 ; [3 ] Н л е й  м а н С. Л . ,  
�Успехи матем. наую>, 1 9 8 0 ,  т .  3 5 , в .  6 ,  с .  6 9- 1 4 8 .  

В .  В .  Шо1q1ров. 
ПЛЮККЕРОВЫ КООРДИНАТЫ - координаты 

прямой в трехмерном пространстве , шест11 чисел р01, 
Ро2 •  Роз . р04 , РоБ •  Ро в •  из к-рых первые три являются 
координатами наnравляющего вектора l прямой L ,  
а вторые три - моl!lенты этого вектора отвосительво 
начала координат . Пусть прямая L проходит через точ
ки Х и У с проективt�ыми координатами (х0 , ;�:1 , . . .  , 
хз) и (у0 , у1 , . . .  , Уз) соответственно П. к. этой пря
мой являются числа 

Pik = Xi Yk - XkYi · 

П .  н .  применяют в линейчатой геометрии . Впервые 
были расемотревы Ю . Плюккером ( J .  Pliicker, 1869) .  
Иногда вместо П .  к .  испольвуют :К л е й  в а н о о р
д и в а т ы  (х0 , • • •  , х5) , связанвые с П. к .  формулами: 

Ро1 = хо +  х1 , Ро2 = Ха -f- $з , Ров = Х4 + ж. , 

Р2 з = хо - х1 , Р1з = x2 -xs, Р12 = х4 - х5 . 

Естественно рассматривать П .  к. как координаты в 
р-мерном векторном подпрострапатве n-мервого век
торного пространства V. При этом они понимаются 
как совокупиость чисел , равных (р Х р)-субдетерми
паптам (n Х р)-матрицы А (а1 , а2, . . .  , ар) , столбцw а;, 
1 <.i<.p , к-рой являются столбцаl!lи координат (в 
ка!'ом-либо базисе прострапст�а V) базисных векторов 
подцростравстца W. Если а[ - компоненты столбца 
а;, 1 <.i <.p , то П .  к. (или г р  а с с м а н о в ы  к о о р
д и н а т ы) являются числа 

П .  к .  симметричны по всем индексам . Число сущест
веиных П. к . равно (�) · 

При замене базиса W и фиисированпом базисе V 
П .  к . у:м:вожаются па одно и то же неиулевое число.  
При замене базиса V и фиксированном базисе W П .  к . 
иреобразуются как координаты контравариантного 
тепзора валентности р (см .  Подивг�>тор ) . Два под
пространства совпадают тогда и только тогда , ког
да их П. к . , вычисленвые в одном и том же базисе 
пространства V, отличаются лишь иенулевым мно
жителем. 

Принадлежиость вектора х подпростравству W 
записывается в виде линейных уравнений 

�P+ I (-1 )а. - 1  xia.ui, . . .  ia;- lia. + I ·  . .  ip = D ф;.Jа,". ' 
с коэффициентами , являющимиен П .  к. подпростран
ства W. В этих уравнениях t1 <t 2 < . . .  <ip - всевоз
можные наборы ив чиоел 1 ,  2, . . .  , n .  л. л .  ffynцtJв. 

ПЛЮРИГАРМОН ИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ - функ-
ция u= u (z) от n комплексных перемепных z= (z1 , • • •  , 
zп) в области D комплексного пространства Сп, n� 1 , 
имеющая в D вепрерыввые частные производвые по 
координатам: xv , Yv , zv = xv + tyv , '11= 1 , . .  · • n, до 2-го 
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порядка включительно и удовлетворяющая в D си
стеме n2 уравнений : 

д'и д'и 1 
-- + -- - 0 1 дж!J. дхv дyJJ. дуv - ' ) 
� -� - 0 дxJJ. дуv дyJJ. дхv - ' 

f.t ,  V = 1 , . . .  , n .  
Применяя формальные производвые 

ди 1 ( ди ди ) ди 1 ( ди ди \ 
дz" = т дх" - i дYv , дz" 

= т дх" + i дуv ) ,  

(1 ) 

можно записать систему ( 1 ) в более компактной форме : 
д' и 

-д- = 0, f.t, v = 1 ,  . . . , n .  (2) 
zJJ.дzv 

Значение класса П .  ф. определяется тем, что дейст
вительная и мнимая части и= Re f, v= Im f любой голо� 
морфпой в области D функции j= и+ iv являются 
П. ф. в D ;  такие две (действительные) П. ф. паз. с о
п р  я ж е и и ы м и. Обратно , если дана П. ф. и в 
окрестиости V точки zO= хО+ iy0 Е сп , то в этой окрест
иости существует голомО"рфпая функция f= и+ iv , 
действительная часть к-рой равна и .  Задача определе
ния этой голоморфпой функции f сводится к нахож
дению сопряженпой П. ф. v по формуле � z  �n ( ди ди ) v (z ) = - д- dxv + д- :lyv + C , z E V, 

z• v= i Yv xv 

где интеграл не зависит от пути в силу ( 1 ) .  
Вообще говоря , рассматриваются сами по  себе и 

комплексные П .  ф . ,  определяемые как решения си
стемы ( 1 ) или (2) . При п>1  П. ф. составляют правиль
ный подкласс класса кратногармонических функций , 
к-рый, в свою очередь , есть правильный подкласс 
класса гармонических функций: при n= 1 все эти три 
класса совпадают.  С другой стороны, при п;;;а.. 1 дей
ствительные П. ф. составляют правильный подкласс 
класса плюрисубгаржонических функций , к-рый, в 
свою очередь , при п>1  является правильным под
классом класса субгармонических функций . 

Кроме общих свойств гармопич . функций , П .  ф .  
при п>1 обладают характерными свойствами , обуслов
ленными в· -основном переопределенностью системы ( 1 )  
или (2) в ·  &'l'OM случае . Пусть , папр . ,  при п > 1  П .  ф .  
и (z) в единичном поликруге 

ип = {z Е Сп : l Zv 1 < 1, V = 1 ,  . . .  , n} 

непрерывна в замкнутом поликруге йп. При этом 
даже ее граничные зпаче�ия на остове тп= {� Е Сп : 
l �v 1= 1 ,  v= 1 ,  . . .  , n } , являющемся правильпой частью 
всей границы д uп, не могут быть заданы в виде про
извольпой непрерывной функции И* (�) . � Е тп ,- они 
удовлетворяют определенным дополнительным усло
виям. Таким образом, задача Дирихле в классе П. ф .  
с данными па остове разрешима лишь при специально 
подобраиных граничных данных (см . [ 3] ) .  

Лит. :  (1 ] m а б а т Б .  В . , Введение в комплексный анализ, 
2 изд. , ч.  2 ,  М. , 1 976 ; [2] С о л о м е н ц е в Е. д. , в ин. : Итоги 
науки . Математический анализ.  теория вероятностей. Регули
рование. 1 962 , м . ,  1 96� , с. 83- 1 00 ;  [3] Р у  д и н У. , теория 
функций в поликруге, пер. с англ . , М. , 1 9Н. Е. д. Соло.м.еицев. 

ПЛЮРИСУБГ АРМОМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 
действительная функция и= и (z) , - оо ..;;и <+ оо , n 
комплексных перемеппых z= (z1 , • • •  , zп) в области D 
комплексного пространства сп: п;;;а.. 1 , удовлетворяю
щая следующим условиям: 1 )  и (z) полунепрерывна 
сверху всюду в D ; 2) и (zО+Ла) есть субгаржоническая 
ф упкция перемениого Л Е С в каждой связной компо
ненте открытого множества {Л Е С :  z0+Л.а Е D } для любых 

фиксированных точек z0 E D , а Е Сп . Функция v (z) ваз . 
п л ю р и с у п е р г а р м о п и ч е с к о й ф у п к ц �  
е й , если - v (z) есть П .  ф .  Плюрисубгармопич. функ
ции при п>1  составляют правильный подкласс класса 
субгармопич . функций, а при n= 1 эти два класса 
совпадают. Наиболее важные примеры П. ф . :  ln l/ (z) l ,  
ln + 1/ (z) l , 1/ (z) I.P, р;;;а..О , где f (z) - голоморфпая фушщия 
в D .  

Для того чтобы полунепрерывная сверху в области 
D c.Cn функция и (z) , и (z) <+ оо , была П .  ф . ,  необхо
димо и достаточно , чтобы для любых фиксированных 
z E D , а Е Сп, l a 1= 1 существовало число б= 6 (z, а) >О 
такое, что при О< r<б выполняется перавепство 

1 r 2n . и ( z) ,;;;:;;; 2n J 0 
и (z + reiiP а) dfP . 

Для функций и (z) класса С3 (D)  более удобен следую
щий критерий: и (z) есть П .  ф. в D тогда и только тогда , 
когда эрмитова форма (гессиап функции ·и) 

- �" д'и 
Н ( ( z ; и) а , а) = � ·  � - t д-д- aiak J, н. - z j zk  

пеотрицательпо определена в каждой точке z E D . 
Помимо общих свойств субгармопич . функций , для 

П. ф .  справедливы следующие: 1 ) и (z )  есть П. ф. в 
области D тогда и только тогда , когда и (z) - П.  ф .  
в окрестности каждой точки z E D ; 2) линейпая комби
нация П. ф. с положительными коэффициентами есть 
П. ф . ;  3) пределы равномерно сходящейся и монотонно 
убывающей последовательностей П. ф. суть П .  ф . ; 
4) для того чтобы и (z) была П .  ф .  в области D , необ
ходимо и достаточно , чтобы ее можно было предста
вить в виде предела убывающей последовательности 
П .  ф. {иk (z) }k=I соответственно классов с оо (D Jl) , где 
области D k таковы , что D kc.iikC.D t + I и U k=lD k= D ; 
5) для любой точки zO Е D среднее значение 

J ( z0 , r; и) = -
1
- \ и (z 0 + ra) da Oon J l a l = 1  

по сфере радиуса r, где а2п= 2л:п/ (п- 1 ) ! - площадь 
единичной сферы в R2n , есть возрастающая функция 
по r ,  выпуклая относительно lnr на отрезке O ..,;r ..;;R , 
если шар 

расположен в D , причем и (z0 ) ..;;:J (zo , r ;  и) ; 6) при го
ломорфных отображениях П. ф .  переходит в П. ф . ; 
7) если и (z) - непрерывная П .  ф. в области D , Е 
замкнутое связное апалитич . подмножество D и суже
ние и iЕ  достигает максимума на Е , то и (z )= const 
па Е.  

Имеют значение для приложепий также следующие 
правиЛJ>пые подклассы класса П .  ф. Функция и ( z) 
паз. с и л ь н о п л ю р и с у б г а р м о и и ч е с к о й ,  
если существует выпуклая возрастающая функция 
fP (t) ,  - oo < t <+ oo , 

lim � = + оо ,  
t 4- + "'  t 

такая , что fP - 1 (и (z)) есть П .  ф. В частности, если fP ( t) =  
= et ,  т о  получают л о г а р и ф м и ч е с к и п л ю р и
с у б г а р м о и и ч е с к и е ф у н к ц и и .  

Класс П .  ф .  и только что названные его подклассы 
важны для описания различных свойств голоморфпых 
функций и областей комплексного пространства сп , 
а также и более общих аналитич . пространств (см. 
[ 1 ) - [4] , [ 7 ] ) . Напр . ,  класс ф у н к ц и й  Г а р  т о г
с а Н (D ) определяется как паименьший класс дейст
вительных функций в области D , содержащий все 
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функции ln 1/ (z) 1 ,  где f (z) - голоморфпая функция в D , Исследования в П .  т. сопровождались изучением 
и замкнутый относительно следующих операций : большого числа классов поверхностей, таких как 

1 ) {и1 , и2 Е Н (D) , Л1 � О , Л2 � 0} ;> Л1и1 + Л2и2 Е Н (D) ; поверхности второго порядка, винтовые поверхности, 
2 { б геликоиды ,  Rаталапа поверхности, копоиды, резные ) иk Е Н (D) , иk ..;;; М (D ' ) для всякой подо ласти поверхности, капаловые поверхности, Дюпепа циклиды ,  

D 'r:::. D' r:::. D , k = 1 , 2 ,  . . .  } � sup {иk (z ) : k = 1 , 2 , . . . } Е Эппепера поверхности , Вейпгартепа поверхности и 
ЕН (D) ; др. Много внимания уделяется изучению минимальных 

3 { Н D 2 } 1 поверхностей.  В связи с приложепиями широко ис-) иk Е ( ) , иk � иk + l • k = 1 ,  • · · ·  � im иk (z ) E еледовались триортогональные системы поверхностей, k -+ CI> ф 2 Е Н (D папр .  коп окальпые поверхности -го порядка . ) ;  Помимо изучения свойств повер�постей, неизменных 4) {и Е Н (D) ,  z Е D} � lim sup и (z ' ) Е Н (D) ; при любых изометрич. преобразовапиях всего пpo-z ' -+ z страпства (отпосящихся к т. п. м е т р и ч е с к о й  
5) {и Е Н  (D') для всякой подобласти D '  r:::. D' r:::. D} � П .  т . ) ,  изучаются свойства поверхностей , инвариант-

� и Е Н (D) . вые по отношению к какой-либо другой группе ире
Полунепрерывные сверху функции Гартогса являются 
П . ф . ,  но не всякая П. ф. есть функция Гартогса . Если 
D - область голоморфвости, то классы полунепрерыв
ных сверху функций Гартогса и Е Н (D) и П. ф .  в D 
совпадают (см. [ 5] ,  [6 ] ) .  

Лит. :  [1 ] В л а д и м и р о в  В .  С . ,  Методь! теории функций 
многих комплексных переменных, М . , 1 9 6 4 ;  [2] Г а н н и н г Р. , 
Р о с  с и Х . ,  Аналитические функции многих комплексных nере
менных пер . с англ. ,  М . ,  1 969 ;  [3] L е 1 о n  g Р. , в кн. :  Colloque 
sur les ionctions de plusieurs variaЫes, Bruxelles, 1953 ,  Р . ,  1 9 53 ,  
р. 21-40;  [4] В r е m е r m а n n Н.  J . ,  <•Trans. Amer. Math. 
Soc. », 1 9 5 6 ,  v. 82, р .  1 7-51 ; [5 ] е г о ж е ,  <cMath. Ann. >>, 1956 ,  
Bd 1 3 1 , р .  76-86 ; L6] е г о ж е , <cProc. Amer. Math. Soc. >>, 1956 ,  
v .  7 ,  р. 77 1-75 ;  [ 7 ]  С о л о м е н ц е в Е .  д . , в кн. : Итоги науки . 
математический анализ . теория вероятностей. Регулирование. 
1 962 ,  М. , 1 964 ,  с . 83-100 .  Е .  д .  Соло.мекцев. 

П ЛЮРИСУПЕРГ АРМОНИЧ ЕСКАЯ ФУНКЦИЯ -
см. Плюрисубгармопическая функция .  

ПОВЕРХНОСТЕН ТЕОРИЯ - ра:щел дифференци
альной геометрии, в к-ром изучаются поверхности. 
Н П. т. исследуются форма поверхности , ее искрив
ление, свойства различиого рода линий на поверхности, 
рассматриваются вопросы изгибания , вопросы суще
ствования поверхности с данными внутренними или 
внешними свойствами и др . 

В П .  т. имеются две точки зрения : поверхность можно 
рассматривать как метрич . пространство со своей 
внутренней метрикой (т. в.  внутренняя геометрия) , 
либо поверхность рассматривается как фигура в про
странстве (т. н. внешняя геометрия) . Многие направ
ления в П. т .  (вопросы изометрического погру жепия, 
изг ибания и др . )  посвящены изучению связей между 
внутренней и внешвей геометриями . Для регулярных 
поверхностей класса С2 эти связи довольно тесны. 
См . также Погру жеппых мпогообразий геометрия . 

Изучение поведения кривых на поверхностях (асимп
тотических линий ,  геодезических линий и др . ) ,  а также 
пар их одвопараметрич . семейств - т. в. сетей 
привело к выделению специальных классов поверхно
стей. Напр . ,  переноса поверхность характеризуется 
существованием на вей сети перевоса , Фосса поверх
ность - сетью Фосса , линейчатая поверхность - по
лугеодезической асимптотич . сетью и т. д. Теория 
сетей тесно связана с вопросами отображений nоверх
ностей на поверхности . Наиболее важными классами 
отображений являются : изометрическое отображение,  
при к-ром сохраняются длины дуг , площади и углы 
между двумя направлениями, исходящими из одной 
точки ; конформное отобра жение , при к-ром сохра
няются углы между всякими двумя направлениями, 
выходящими из одной точки (вапр . ,  стереографическая 
проекция) ; сферическое отображение , при к-ром каждой 
точке поверхности по параллельвости нормалей ста
вится в соответствии точка сферы; геодезическое от
ображение, при котором геодезические линии одной 
поверхности соответствуют геодезическим другой по
верхности; эквиареальное отображение, при к-ром пло
щади соответствующих фигур находятся в постояином 
отношении . 

образований, вапр.  группе аффинных или проективвых 
преобразовавий. Аффинная П .  т. рассматривает свой· 
ства поверхностей, веизмеивые при эквиаффивных 
иреобразованиях (т. е. аффинных преобразованиях, 
сохраняющих объем) . Проективвая П .  т .  рассматривает 
проективво инвариантвые свойства поверхностей. См .  
также Афф инная дифференциальная геометрия , Про
ективпая диф ферепциальпая геометрия , Rопформпо· 
дифференциальная геометрия. 

Исследования П .  т . ,  изучение полей тех или иных 
геометрич. объектов ,  связанных с поверхностями, 
стимулировали развитие многих методов, нашедших 
примевевие и в др . областях математики,  физики и 
механики (вапр . ,  тепзорпый анализ ,  Rapтana метод 
внешних форм и др . ) .  

Для П .  т .  в том виде, в каком она сложилась в ков. 
1 9  в . ,  характерно рассмотрение только достаточно 
регулярных для примевевия дифференциального ис
числения поверхностей (или их частей) . С вач . 20 в .  
появились направления исследований П .  т . ,  в к-рых 
отказ от требований дифференцируемости компенсиру
ется какими-то иными требованиями, гарантирующими 
получение содержательных геометрич. результатов .  
Такими требованиями были, вапр . ,  выпуклость изу
чаемой поверхности (см . Выпу�>.�tая поверхность) ,  ло
кальная едивствеввость геодезической. Кроме того , 
предметом изучения стали поверхности во всем их 
протяжении (т .  в. геометрия в целом) ,  а не в достаточно 
малом участке, как это имело место в классической 
дифференциальной геометрии. При этом существеиными 
являются учет их топологич . строения (вапр . ,  род 
поверхности) ,  их полноты в том или ином смысле и 
связи этих характеристик с распределением кривизны. 

Исследования по дифференциальной геометрии мно
гомерных простравств , эллиптического пространства 
и пространства Лобачевского уставовили ряд геомет· 
рич . фактов ,  отвосящихся к П. т. в этих простравствах . 

Лит. : [ 1 ]  Р а ш е в с к и й  П. к . ,  Rypc дифференциальной 
геометрии, 4 изд. , М. , 1 9 5 6 ;  [2] Б л я m к е В . ,  Дифференциаль
ная геометрия . . . , пер . с нем. , т. },� М. - Л. 1 1 9 3 5 ;  L3l Н о р
д е н А. п . ,  Теория поверхностей, ш . ,  1 9 56 ;  [ ,. ]  R а г а н В .  Ф. , 
Основы теории пове);!хностей в rензорном изложении , ч. 1-2 ,  
М . - л . ,  1 9 4 7-48 ;  [5 ]  Ш у л и к о в с к и й  В .  И . , Rлассическая 
дифференциальная геометрия в тензориом изложении, М . ,  1 9 6 3 ;  
[6] А л е к с а н д р о в  А .  д. , Внутренняя геометрия выпуклых 
поверхностей, М. - л . ,  1948 ;  [7] П о г о р е л  о в А. В. Внешняя 
геометрия выпуклых поверхностей, М . ,  1 969 ;  [8] D а r Ь о u х G . , 
Le�ons sur !а theorie generale des surfaces, 2 ed. ,  t. 1 -4 ,  Р. , 1 9 1 4-
1 9 25 ;  [9]  В i а n с h i L. , Lezioni di geometria differenziale, 3 
ed. , t. 1 -2 ,  Bologna, 1 937 .  Ю .  А.  А.микое. 

ПОВЕРХНОСТНАЯ ФУНКЦИЯ - функция мно
жества на сфере Q , равная площади S (Е) той части 
выпуклой поверхности F, к-рая имеет своим сферич.  
изображе11ием Er:::.Q .  Она сохраняет смысл для общих 
выпуклых поверхностей и является вполне аддитивной 
на кольце бореленских множеств . 

Лит. : [ 1 ]  А л е к с а н д р о в  А .  Д. , <•Матем. сб. >>, 1938 ,  т .  3 ,  М 1 ,  с .  27-44; [2] Б у з е  м а н Г. , Выпуклые поверхности, пер. 
с англ . ,  М . ,  1 � 6 4 .  м .  И. Войцехоеспий. 

ПОВЕРХНОСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ - интеграл по по
верхности.  Пусть поверхность S ,  расположеиная в 
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трехмерном евклидоном пространстве IRS с декарто
выми координатами х, у , z и имеющая , быть может , 
самопересечения , задана векторным представленнем 

r = r (и, v) , 
г де r ( и ,  v) = (х (и ,  v) , у (и,  v) ,  z (и, v ) ) (1 )  
- непрерывно дифференцируемая вектор-функция, оп
ределенная на замыкании G двумерной измеримой по 
Жордану области G, расположеивой на плоскости с 
декартовыми координатами и, v. Пусть 

gli = ( ::) 2 ' gl2 = :: :  ' g�2 = ( :: ) 2 

- коэффициенты первой квадратичной формы поверх
ности S .  Если через F (x, у , z) обозначить функцию , 
определенную на nоверхности S ,  т. е. функцию F (х (и , v) ,  
у ( и ,  v) , z ( и , v) ) , то п о в е р х  н о с т н ы й и и т е
г р а л n е р в о г о р о д а (или и н т е г р а л п о 
n л о щ а д и  п о  в е р  х н  о с т и) определяют ра-
венетвои 

� � 8 F (х, у , z) dS = 

= � � G F (х (и , v) , У (и , v) , z (и, v)) V g11g22 - g�2 dиdv .  (2) 
Это определение не зависит от выбора представления 
поверхности . П .  и. 1 -го рода является пределом соот
ветствующих интегральных сумм, к-рые могут быть 
оnисаны 11 терминах , связанных с поверхностью . Напр . ,  
если функция F ( х  (и , v) , у (и , v) ,  z (и , v)) интегрируема 
по Римаву, -r= {S i }�::�- разбиение поверхности S 
на, части S i • являющиеся образамй при отображении 
(1 ) множеств E;c:G, образующих разбиение -r0= {E ; }I::f 
множества G (см . Кратный интеграл) , и 

mes S; = � � Е .  V g11g22 _ g�2 dudv 
l 

- площадь S;, то 

� � 8 F (х ,  у , z) dS = 

= lim �� 1 F (х (SI • '1']; ) ,  у (s; ,  '1'] ; ) ,  z ( s; , '1'];) ) mes S; ,  -'т, -+ 0  1 =  
где б-.:.- мелкость разбиения -r0 , а ( s; ,  '1'] ;) Е Е i ·  В случае 
явного задания поверхности S в виде z= f (x , у ) ,  

( х ,  у) Е G,  формула (2) принимает вид 

� � 8 F (x , y , z ) dS = 

= И G 
Р (х ,  у , f (х , у) )  -v-

1 +-(.,-,�::-:�-:-)-::c2-+---,-C""'/u:-:)-;;2dxdy .  
Если н а  поверхности S с векторным представлени:ем 

( 1 )  нет особых точек , т .  е. ruX rv;i: O, то ее можно ори
ентировать , выбрав на ней непрерывную единичную 

1 '  xr нормаль n= (cos а, cos � .  cos 1') , напр.  n 1 •• :xr: l · 
Для ориентированной поверхности S + определяют 

п о в е р х н о с т н ы е  и н т е г р а л ы  в т о р о г о  
р о д а по формулам 

� � s + F (a:, у , z) dx dy = � � 8 F (x , у ,  z ) cos 1' dS , } 

� � s + F (x , у ,  z ) dy dz = � � 8 F (x , у ,  z ) cos a dS , (3) 

� � s + F (x , у, z ) dy dz = � � 8 F (x ,  у, z ) cos � dS , 
где в правой части стоят П .  и .  1 -го рода. Если S - 
поверхность S с ориентацией , противоположной ори
ентации S + , то 

� � s - F (х,  у, z) dx dy = - � � s +  F (х, у , z) dx dy . 

Аналогичные равенства имеют место в случае осталь
ных П .  и. 2-го рода (3) . Как и П. и. 1-го рода , П. и .  
2-го рода являются пределами интегральных сумм, 
к-рые можно описать в терминах поверхности. 

r Xr 
Если n= 1....!Lx_!!._1 , то справедлива формула ru '"v 

� � S + F (x ,  у , z ) dx dy = 

r r ' д (х,  У) 
= J J G F (х (и, v) , у \и , v) , z ( и ,  v)) д (и, v) dudv . 

Аналогичные формулы справедливы и для других 
П. и. 2-го рода (3 ) .  

В частности , для случая nоверхности z= f ( х ,  у) ,  
(х,  Y) E G: 

Иs+ F (x , y , z ) dx dy = И a P (x, у, f (x, y) ) dx dy ,  

Иs- F (x , у ,  z) dx dy = - И a F (x , у , f (x ,  y)) dx dy . 

Первый из этих интегралов паз . интегралом по «верх
ней» стороне поверхности S, а второй - по «нижней» . 

r Х1· 
Эта терминология связана с тем, что вектор n= 1_!!_�1 

ra '�"v 
в случае явного задания поверхности S, т .  е .  когда 
х= и , y= v, z= f (x , у) , составляет острый угол с осью 
z, т.  е .  направлен «вверх» , а во втором случае - тупой 
угол и, следовательно , направлен «вниз» . 

Если гладкая поверхность S является границей 
ограниченной области и S + обозначает ее ориентацию 
с помощью внешней, а, значит, s - с помощью внут
ренней , нормали по отношению к указанной области , 
то П .  и . 2-го рода по ориентированной поверхности S + 
ваз . П .  и .  п о в н е ш н е й с т о р о н е п о в е р х
н о с т и , а по s - - п . и .  п о  в н у т р е н н е й  
с т о р о н е. 

П. и .  по кусочно гладким поверхностям, к-рые 
могут быть разбиты на конечное число частей , каждая 
из к-рых имеет векторное представление ( 1 ) ,  опреде
ляются как суммы П. и. по соответствующим частям. 
Так, определенные П. и .  по кусочно гладким поверх
ностям не зависят от способа разбиения поверхности 
на указанные части. 

Остроградского формула устанавливает связь между 
тройным интегралом по трехмерной ограниченной 
области и П. и. по ее границе, а Стокеа формула -
между П .  и .  и криволинейным интегралом по контуру ,  
являющимся ее  краем . 

П .  и .  � � 5dS равен площади поверхности S .  Если 
на поверхности S распределена масса с плотностью 
F (х,  у , z) , то П .  и .  � � 5F ( i ,  у , z)dS равен величине 
всей этой массы . Е сли а = а (х,  у, z) - векторная функ
ция , заданная на ориентированной с помощью единич
ной нормали n поверхности S, то П. и. 

И8 an dS 
ваз. п о т о к о м в е к т о р н о г о п о л я а через 
поверхность S .  Очевидно, он не зависит от выбора 
системы координат в пространстве IR3 • С помощью 
П. и. записывают двойного слоя потенциал и простого 
слоя потенциал . 

Если поверхность S является дифференцируемым 
многообрази:ем , непрерывно дифференцируемые не
отрицательные функции <pj (x , у , z) , j = 1 ,  2, . . . , т, 
образуют р а з  б и е н и е е д и н и ц ы на S ,  т. е .  
носитель каждой функции содержится в век-рой карте 
многообразия S и 1.:7=1 <р 1 (х, у , z) = 1 для каждой точки 
(х, y , z) E S , a функция F (x, у , z) определена на S, то,  
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по определению, 

� � 8F (х,  y , z)  dS = ��
= 1 

� � sЧ!i (х , у , z) F (x , y , z )  dS , (4) 
где каждый интеграл в правой части понимаетел в 
смысле (2) . Если S + - ориентированное двумерное 
многообразие , то 

1 1  F (x , у , z ) dx dy =  �т (' (' Ч>;· (x , y , z )F (x , y , z)dxdy .  .) .) s + �1 = 1 .) .) s + 
(5) 

Аналогично определяютел П .  и .  2-го рода других 
типов (3) . Определения (4) и (5) не зависят от выбора 
разбиения единицы на многообразии S .  

Лит. : [ 1 ]  И л ь  и н В .  А . ,  П о з н я к Э .  Г. , Основы матема
тического анализа , 2 изд. , ч. 2, М. , 1 980 ;  [2] R у д р я в
ц е в Л. д. , Rypc математического анализа,  т. 2 ,  М. , 1 9 8 1 ; [3] 
Н и к о л ь с к и й С .  М . , Rypc математического аналиэаh2 изд. , 
т. 2 ,  М. , 1 97 5 ;  [4] Д у б р о В и  н Б. А. , Н о в и к о в С. . ,  Ф о
м е н к о А. т . , Современная геометрия , М. , 1 97 9 ;  [5] М и
щ е н к о А. С . , Ф о м  е н к о А. Т . ,  Rypc дифференциальной 
геометрии и топологии , М. , 1 980.  Л.  д .  Нудрявцев. 

ПОВЕРХНОСТНЫИ ПОТЕНЦИАЛ - потенциал ме
ры , сосредоточенной на пек-рой поверхности. При 
решении основных граничных задач потепциала теории 
применлютел два вида П .  п . : простого слоя потепциал 

(' l.t (у) 
V (х) = .) s I Y - z  1 dS y , 

создаваемый распределенной по поверхности S мерой 
с плотностью f! (у) ,  у Е S ; и двойпого слоя потепциал 

(' д 1 
W (x ) = .) v (y) дny i Y - x l dSy , 

создаваемый распределенной на S мерой с плотностью 
v (у) . Физически потенциал простого слоя интерпре
тируется как потенциал электрич .  зарядов с плотно
стью f! (у) , а потенциал двойного слоя - как потенциал 
диполей с плотностью v (у) (см. также М ультиполя 
потен циал) . Е. Д. Соло:екцев. 

ПОВЕРХНОСТЬ - одно из основных понлтии гео
метрии . Определения П .  в различных областях гео
метрии существенно отличаютел друг от друга .  

В элементарной геометрии рассматриваютел плоско
С1И , многогранные П . ,  а также нек-рые кривые П .  
(напр . , сфера) . Каждая и з  кривых П .  определлетсн 
специальным способом, чаще всего как множеств� точек или линий. Общее поплтие П .  в элементарнои 
геометрии лишь полсплетсл,  а не определяется: ;о
ворлт, что П .  есть граница тела или след движущеисл 
линии  и т. п .  

В аналитич. и алгебраич . геометрии П .  рассматри
вается как множество точек , координаты к-рых удов
летворяют определенному виду уравнений (см . , напр . , 
Поверхпасть второго поряд"а, А лгебраичес"ая поверх
пасть) .  

В 3-мерном евклидоном пространстве Е3 П .  опреде
ляется с помощью попятил п р о с т о й П. как гомео
морфизм квадрата в ЕЗ . П. понимается как связное 
множество простых П .  (напр . ,  сфера является объеди
нением двух полусфер - простых П . ) .  

Обычно задание П .  в Е3 осуществляется вектор
функцией 

r = r (х (и , v ) ,  у (и, v) , z (и , v) ) , 
где О <и .-;;:1 ,  0 .-;;: v.-;;: 1 ,  а 

х = х (и, v ) ,  у = у (и , v ) ,  z = z (и , v) 
- функции параметров и и v, удовлетворяющие нек-рым 
условиям регулярности , напр.  условию 

rang 11 :: :: :: 11 = 2 

(см . также Дифферепциальпая геометрия , Поверхпо· 
стей теория , Римаиова геометрия) . 

С точки зрения топологии П . - двулерпое .мпогDоб-
рааие .  Л. А.  Сидоров . 

КЗ-ПОВЕРХНОСТЬ - гладкал проективнал алгебра
ич . поверхность Х , у к-рой канонич . класс тривиален 
и размерность dimH1 ( Х ,  Q1) пространства одномерных 
дифференциальных форм на Х равна О. Для КЗ-П . 
известны значения следующих инвариантов: геометрич.  
род Pg = dim Н2 (Х,  Q2) = 1 , эйлерона характеристика 
структурного пучка 'Х (6)= 2, этальны е или (над полем 
комплексных чисел) топологич . числа Бетти Ь0= Ь4= 1 ,  
Ь1= Ь3= 0 , Ь 2= 22 ,  характеристика Эйлера - Пуанка
ре е ( Х) = 24. Формула Римава - Роха для одномер
ного обратимого пучка D на К3-П . приобретает вид 

d im НO (Х ,  D)+dim Н0 (Х , D - 1)=\Dd' +2+dimНI ( X , D ) ,  

где (D )2 - индекс самопересечения класса диви3D
ров соответствующего пучку D (см. Рилапа - Роха 
тео�ела) . Если пучку D соответствует эффективный 
веприводимый дивизор,  то Н1 (Х ,  D) = O . 

Формула для вычисления арифметич . рода вепри
водимой кривой С на Х тоже имеет простой вид: 

(С )'  Ра (С) = т + 1 .  

Как следствие получается , что (С)2� - 2, а равенство 
(С)2= -2 будет выполнено только для гладких рацио· 
нальных кривых . Отсюда также следует , что (D )2 -
четное число для любого дивизора D .  Пусть N (Х) -
группа Нерона - Севери поверхности Х ,  т. е .  группа 
классов дивизоров на Х относительно алгебраич . 
эквивалентности. Тогда N (Х)  - свободпал абелева 
группа ранга р, где 1 <р <20, если характеристика 
основного поля k равна О,  и 1 <Р ..,;;:20 или р= 22 , если 
char k >O. Индекс пересечепил определяет на N (Х)  
целозлачную билинеИную форму , у к-рой квадрат 
любого элемента четен .  Поверхности с р= 20 (при 
char k= О) паз. с и н г у л л р н ы м и ,  а с р= 22 (при 
char k>O) - с у п е р с и н г у л л р н ы м и. 

Еще один численный инвариант поверхности Х 
это минимальный возможный индекс л: самопересече
ния эффективного очень обильного дивизора на Х , 
т. е. минимальная возможная степень поляризации 
на Х .  Если л:= 2п-2,  то поверхность Х можно вложить 
в п-мерное проективное пространство и нельзя вложить 
в проективное пространство меньшей размерности. 

Важный способ изучения КЗ-П .- представление их 
в виде семейства (пучка) эллиптич. кривых . Поверх
ность Х представлена в виде семейства эллиптич .  
кривых , если задано регулярное отображение т : Х -+ 
--+ р1 , все слои к-рого, кроме конечного их числа ,
неособые эллиптич. кривые. Поверхность Х может 
быть представлена в таком виде тогда и только тогда , 
когда в группе N (Х) есть невулевой элемент с индек
сом самопересечения О, причем всевозможные такие 
представлепил соответствуют классам эффективных 
дивизоров с индексом самопересечения О. Если по
верхность , представленпал в виде семейства ЭJJлиптич . 
кривых , является КЗ-П . ,  то у нее нет кратных слоев . 
Построенное по такому семейству лкобиево эллиптич. 
семейство снова будет КЗ-П . 

Важный класс К3-П . - Кумлера поверхпости .  Кум
мерона поверхность - это неособал модель фактора 
двумерного абелева многообразия А по подгруппе 
автоморфизмов , порожденной отображением замены 
знака .  В частности ,  куммеропой будет поверхность, 
задаваемая уравнением x�+ xi+x�+x�= O в Р3 • Любая 
гладкал поверхность 4-й степени в Р3 является К3-П . 
Поверхностями КЗ будут гладкие поверхности ,  полу
чаемые как пересечение трех гиперповерхиостей 2-й 
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степени (квадрик) в Р5 и как двойное накрытие пло
скости с кривой ветвления 6-й степени . 

Все К3-П . над полем комплексных чисел диффео
морфны , их многообразие модулей связно и имеет раз
мерность 19 .  Строение этого многообразия модулей 
и автоморфизмы К3-П . изучают при помощи отобра
жения периодов. Для КЗ-П . над полем комплексных 
чисел отображение периодов биективно (теорема типа 
Торелли) (см. [ 2 ] ) . 

Если задано одномерное семейство КЗ-П . (над iC) 
с одним вырожденным слоем , то после накрытия базы 
ег о можно перестроить , не меняя вне вырожденного 
слоя , так что этот вырожденвый слой либо станет 
невырожденным, либо будет одного из двух типов: (а) 
компоненты вырожденного слоя и кривые пересечений 
рациональны , двойственный полиэдр вырожденного 
слоя имеет топологич . тип двумерной сферы , (б) ком
поненты вырожденного слоя составляют цепочку, 
неиустое пересечение имеют только соседние поверх
ности ,  крайние две поверхности рациональны, сред
ние - эллиптические линейчатые , кривые пересече
ния - эллиптические . Типы (а) или (б) возникают, 
когда монодромия семейства нетривиальна (см. [2 ] ) .  

КЗ-П . над алгебраически замкнутым полем положи
тельной характеристики допускают подъем в характе
ристику нуль, модули их кристаллич. когомологий не 
имеют кручения , а ранги этих модулей совпадают с 
размерностями соответствующих этальных когомоло
гий. Для суперингулярных поверхностей построен 
аналог отображеnия периодов,  и для него тоже дока
зана теорема типа Торелли . Многообразие периодов 
здесь неприводимо ,  полно , имеет размерность 9 и 
унирационально . Описаны все возможные для супер
сиигулярных поверхностей формы пересечений на 
N ( Х) ,  их 9 для каждого значения характеристики 
основного поля (см. [ 4] ) .  

Лит. :  ( 1 ]  Алгебраические поверхности, М. , 1 965 (Тр. Матем. 
ин-та АН СССР, т. 75) ; (2] Н у л и к о в В .  С. , <•Изв. АН СССР. 
Сер. матем. >>, 1 977 ,  т. Z. 1 , No 5 ,  с. 1 008-Z.Z;  (3] Р у д а к о в А .  Н. , 
Ш а ф а р е в и ч И. Р. , «Изв. АН СССР. Сер. матем.» ,  1 98 1 ,  
т .  Z.5 , М 3 , с .  6Z.6-6 1 :  (t,] Итоги науки и техники. Современ
вые проблемы математики, т. 1 8 ,  М. , 1 98 1 . А. Н. Рудапов. 

ПОВЕРХНОСТЬ ВТОРОГО ПОРЯДКА - множество 
точек 3-мерного действительного (или комплексного) 
пространства, координаты к-рых в декартовой системе 
удовлетворяют алгебраич . уравнению 2-й степени 

а11х2 + а22у2 + a33z2 + 2а12ху + 2a1 3xz + 2а2зУZ + 
+ 2а14х + 2а21 у + 2a34z + а44 = 0 . (*) 

Уравнение (*) может и не определять действительного 
rеометрич . образа , в таких случаях говорят, что урав
нение (*) определяет мнимую П. в. п. В зависимости 
от значений коэффициентов общего уравнения (*) 
оно может быть иреобразовано с помощью параллель
ного переноса и поворота системы координат на иек-рый 
угол к одному из 1 7  приведеиных ниже канонич . 
видов , каждому из к-рых соответствует определенный 
класс поверхностей. Именно , 

и е в ы р о ж д а ю щ и е с я н е р а с п а д а ю щ и е
е л  п о в е р х н о с т и :  
х2 у2 z2 
а. + ь. + с. = 1 -э.tutuncoид, 
х2 у2 z' 

а. + ь. + с. = - 1  -мнимый эллипсоид, 
х2 у2 22 

li' + /)2 - С> =  1 - однополоствый гиперболоид , 
х2 у2 z2 

-а. -т. + С> = 1 - двуполоствый гиперболоид, 
,:с2 у2 
p- + -q = 2z , р , q > О -эллиптический парабоЛIJид, 
х2 у2 
p- - -q = 2z , р ,  q > О - гиперболический параболоид ; 

в ы р о ж д а ю щ и е с я  н е р а с п а д а ю щ и е с я  
п о в е р х н о с т и :  

цилиндрические поверхности -

х2 у2 
а. + Ь' = - 1  

х2 у 2  
а. -ь- = 1  
у2 = 2рх 

- элли птический цилиндр, 

- мнимый эллиптический 
цилиндр ,  

- гиперболический цилиндр , 
- параболический цилиндр ; 

конические поверхности -

- коническая поверхность,  

- мнимая коническая поверх
ность; 

в ы р о ж д а ю щ и е с я  р а с п а д а ю щ и е с я  
п о в е р х н о с т и : 

- пара пересекающихся плос
костей, 

-пара мнимых пересекающихся 
плоскостей, 

- пара параллельных плоскос
тей, 

- пара мнимых параллельных 
плоскостей . 

х2 = О -пара совпадающих плоскостей. 
П. в. п . ,  имеющие единственный центр симметрии 

(ц е н т р П. в. п . ) ,  паз . ц е н т р а л ь н ы м и п о
в е р х н о с т я м и . Координаты центра определя
ются решением системы: 

анх + а12У + a13z + ац =О , 
а21х + а22у+ a23z + а24 = О , 
а31х + а32у + a33z +  а34 = 0 . 

П .  в .  п .  без центра симметрии или с иеопределепным 
центром паз . н е ц е н  т р а л ь н ы м и п о в е р х
н о с т я м и .  

Исследование П .  в .  п .  может быть осуществлено без 
nриведения общего уравнения к канонич . виду. Это 
достигается совместным рассмотрением значений т. н .  
о с н о в и ы х и н в а р  и а н т о в П.  в .  п .- выраже
ний, составленных из коэффициентов уравнения ( *) , 
значения к-рых не меняются nри параллельном пере
носе и повороте системы координат: 

д =  

ан а12а1за14 
а21 а22а2за24 
аз1аз2а ззаз4 ' 
а41а42а43а44 

1 ана12а1з l 
б = а21а22а2 з • 

аз1аз2азз 

S = ан+а22 + азз, 

и с е м и и н в а р и а н т о в (n о л у и н в а р и а н
т о в) д ' и д" , к-рые являются инвариантами относи
тельно поворота системы координат: 

д' = дн + д22+ дзз .  
где дii - алгебраич . дополнение элемента a;k ,  в д ; 

д" = 1 aнal4 l+ 1 a22a24 l+ 1 аззаз4 1 · 
ан а44 а42а44 а43а44 
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См. табл . 1 и 2 .  
Т а б л . 1 . - R л а с с и ф и н а ц и я п о в е р х н о с т е й  

в т о р о г о п о р я д н а по и н в а р и а н т а м 

"' 
:а =  6 8 > О , = [;  ..0 0  Т > О 01 :>:  оs м  ��CI 6 8 <  о ifi � il- И (ИЛИ) � = <>  Т < О 
1 1 ..О М о � g. l l � �rQ 5 = =  
� � g :t: = =  

Невырождающиеся Вырождаю-
щиеся поверхности поверхности 

d > O  1 d < O d = O  1 Мнимый эл-
липеаид 

1 Эллипсоид 1 Мнимый но-
ну с 1 Однополост- 1 Двуполост- 1 Действи-

ный гипербо- ный гипербо- тельный но-
лоид лоид нус 

Г
иперболи- Эллиптиче- Цилиндриче-

чесний пара- сний пара- сние и рас-
болоид болоид падающиеся 

поверхности 
(см .  табл . 2 )  

Т а б л. 2 . - Ц и л и н д р и ч е с н и е и р а с п а д а ю щ и е с я  
п о  в е р  х н о с т и в т о р о г о п о  р я д  н а (d = о , 6 = О) 

Цилиндричесние по-
1 
Распадающиеся поверхности 

верхиости d ' * О  d' = O  

т >  о Эллиптичесний ци- Пара мнимых 
линдр пересенающихся 

плосностей 
Мнимый 1 

Д
ействи-

d 'S > О тельный 
d'B < О 

Т < 0 1 Гип

е

рболичесний ци- 1 Пара пересе-
линдр нающихся пло-

снастей 

Пара мнимых 
параллельных 
плосностей Пара совпа-

Т = О Параболичесний ци- d " >  о дающих пло-
линдр с н ост ей 

Пара парал- d " = O 
лельных пло-
сностей d "  < О 

Инварианты в общем случае определяют П . в .  п .  
с точностью до движения евклидова пространства , 
если соответствующие инварианты двух поверхностей 
равны , то такие поверхности могут быть совмещены 
движением. Иными словами, эти поверхности экви
валентны по отношению к группе движений простран
ства (метрически эквивалентны) .  

Существует классификация П . в . п .  с точки зрения 
других групп преобразований . Так, относительно 
rруппы аффинных иреобразований эквивалентными 
являются любые две поверхности , определяемые урав
нениями одного канонич. вида , напр . две подобные 
П. в. п. являются эквивалентными. 

Связи между различными аффинными классами 
П. в. п. позволяет установить классификация с точки 
зрения проективной геометрии . При этом эквивалент
ными считаются поверхности, к-рые могут быть пе
реведены друг в друга посредством проективного ире
образования . Напр. , эллипсоиды , эллиптич.  параболо
иды и двуполостные гиперболоиды с точки зрения 
проективной геометрии являются действительными 
овальными поверхностями. Их проективная эквива
лентность проявляется в том , что существует век-рая 
система проективных координат , в к-рой уравнения 
этих поверхностей имеют одинаковый вид: 

х� + х� + х�-х�=О , 

т. е .  соответствующие квадратичные формы Ф (х1 , х2, 
х3 , х4) имеют одинаковые ранг (4) и сигнатуру (3) .  
Аффинное их различие проявляется в типе линии 
пересечения с несобетвенной плоскостью: эллипсоиды 
пересекаются с ней по мнимому овалу, гиперболоиды -
по действительному овалу, эллиптич . параболоиды -
по паре мнимых пересекающихся прямых . Всего су
ществует 8 классов проективпой эквивалентности 
п . в. п . :  

х� + х� + х� + х� = О  - мнимая овальная поверхность, 

х� + х� + х�-х� = О  - действителье:ая овальная по-
верхность, 

х� + х� -х� - х� = О  
х� + х� + х� = О  
x� -j- x� - x� = O 

-кольцевидная поверхность, 
-мнимая коническая поверхность, 
- действительная коническая по-

х� + х� = 0 
х�-х� = О  
Х� = О 

верхность, 
- пара мнимых плоскостей, 
- пара действительных плоскостей, 
-пара совпадающих плоскостей .  

Лит. см. при ст. Липия второго nopяfh<a . А .  Б . Ивапов. 

ПОВОРОТОВ ДИАГРАММА - поверхность в эллип
тическом пространстве Э8,  определяемая изометряч
ными гладкими поверхностями F и F* в евклидоном 
пространстве Е3 аналогично тому, как определяется 
вращений ипдикатриса для бесконечно малых изги
баний в Е3 • О поверхности в эллиптич. пространстве , 
совпадающей с П .  д . ,  впервые упомянул Л .  Бианки (L. Bianclli) при исследовании сферич. изображения 
основания изгибания поверхностей, показавший, что 
оно совпадает с изображением в смысле Клиффорда 
асимптотич.  линий П .  д .  

Пусть F и F* - изометрячные гладкие одинаково 
ориентированные поверхности . В соответствующих 
по изометрии точках Af и AI* триэдры , образованные 
касательными векторами х0 , xv и х� , х; к соответст
вующим по изометрии парам кривых u= const и и= 
= const и нормалями n и n * , равны , т .  е .  

(xu)2 = ( х:)2 , (xv)2 = ( х�)2 , 

(n*) 2 = (п)2 = 1 ,  (х0 , xv) = ( х� , х�) ,  
(nx0)2 = (n • х:) = (nxv) = (n • х�) = О , 

и потому получаются один из другого поворотом вокруг 
оси с направляющим ортом V на угол Х (определяемый 
с точностью до 2л) . Пусть 

х о х Q = cos 2+ V sin 2 

- кватернион , по модулю равный 1 и определяемый 
с точностью до знака, представляющий указанный 
поворот . Совокупность таких кватернионов ,  парамет
ризованная точками AI E F (или AI* E F* ) ,  определяет 
множество точек в эллиптич. пространстве , называемое 
д и а г р а м м о й п о в о р о т а для изометрячных 
поверхностей F и F * .  Напр . ,  если F и F* - изомет
рячные куски цилиндров, то П . д .- кусок поверх
ности Клиффорда , причем круглым цилиндрам соот
ветствует минимальная поверхность Клиффорда . Если 
l x l <n , то вне П .  д· есть эллиптич. плоскость , и при 
геодезич. отображении эллиптич. пространства в ев
клидово: 

о • х х о х Q = V sш 2+ cos 2 � y = V tg 2 , 

образом П .  д· является индикатриса вращений нек-рого 
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бесконечно малого изгибания с р е д и н н о й п о
в е р х  н о с т и, соответствующей F и F• (см .  Коп
Фассена преобрааовапие) (при условии l x l <:rt она регу· 
лярпа) . 

Свойства П .  д. для изометрячных nоверхностей 
положительпой гауссовой кривизны аналогичны свой
ствам ипдикатрисы вращений: напр . ,  удельная внут
ренняя кривизна П . д · всюду отрицательна , и потому 
она и11рает при исследовании изометрии выпуклых 
поверхностей такую же роль, что и индикатриса вра
Щ(!Вий. М. И. Войцеховспий. 

ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМА ЗАКОН - предельная 
теорема теории вероятностей , явллющаяся уточнением 
бодъших чисед усидеппого aa/i:O/ta . Пусть xl,  х2 ,  . . .  -
последовательность случайных величин и 

S n = Xt + X2 + · · · + Xп .  
Для простоты предполагается , что Sn для каждого n 

имеет пуль своей медианой . В то время как теоремы 
об усиленном законе больших чисел указывают ус-
ловия , при н-рых 8; --+ О  почти наверное (п .  н . )  

n при n -+ оо , где {an } - числовая последовательность , 
теоремы о П .  л .  а .  имеют дело с числовыми последова
тельностями {сп }  такими, что 

lim sup 8n = 1 п .н. ( 1 )  
п� ао  сп 

или 

Соотношение 

и 

l i m  sup 1 8n 1 = 1 п .п . 
n-+ ею Сп 

( 1 )  равносильно тому, что 
P {Sn > (1 + e) cn б .ч .} = О 

P {S n  > ( 1 - е) сп  б .ч . } = 1  

(2) 

для любого е >О,  где запись «б .  ч . >> означает бесконечное 
число раз . 

Соотношеnия вида (1 ) и (2) справедливы при более 
ограничительных условиях , чем оценки, вытекающие 
из усиленного закона больших чисел . "Если {Хп } 
последовательность независимых случаиных величин, 
имеющих одинаковое распределение с математич. 
ожиданием, равным нулю, то 

Sn О n -+ п .н .  при n -+ 00 
(т е о р е  м а J{ о л м о г о р о в а) ;  если выполнено 
дополнительвое условие О <ЕХ� < оо ,  то имеет место 
более сильное соотношение (2) , в к-ром 

сп =  (2пЬ ln ln (nb ) ) 1 12 , 
где b= E Xi (т е о р е м а  Х а р т м а н а - В и н т-
п е р а) . 

Первой теоремой общего типа о законе повторного 
логарифма был следующий результат А. Н . Rолмого
рова [ 1 ] .  Пусть {Хп } - последовательность незави
симых случайных величин с математич . ожиданиями, 
равными нулю,  конечными дисперсиями и пусть 

,..,n 2 Bn = �k= 1 EX�e . 
Если Bn -+ оо при n -+ ОО  и существует последова

тельность положительных постоянных {М n } такая, что 

I Xn i � Mn И Мп= о ( ( lnf:впУ /2 ) • 
то выполнены соотношения ( 1 )  и (2) при 

сп= (2Bn ln ln Вп) 1 / 2 • 
В частном случае , когда {Х n } - последовательность 
независимых случайных величин, имеющих одинако-

вое распределение с двумя значениями, это утвержде
ние было получено А. Я .  ХинчиНQiм [2 ] . Ю .  Марцин
кевич и А . Зигмунд [3] показали,  что в условиях тео
ремы J{олмогорова нельзя заменить о на О. Обобщения 
П .  л .  з. Rолмогорова для последовательностей незави
симых ограниченных неодинаково распределенных слу
чайных величин были исследованы В .  Феллером [4] . 
Другие обобщения П .  л .  з .  см. в [5 ) ; имеется также 
следующий результат (см . [ 6 ] ) ,  примыкающий к тео
реме Хартмана - Винтнера : если {Хп } - последова
тельность I!езависимых случайных величин, имеющих 
одинаковое распределение с бесконечной дисперсией, то 

lim sup 1 Sn 1 00 п.н.  n-+ ao  (n ln n ln n) 1 f •  
Результаты , полученные в области П. л .  а .  для 

последовательностей независимых случайных величин , 
послужили отправным пунктом для многочисленных 
исследований применимости П . л .  а .  к последователь
ностям зависимых случайных величин и векторов и к 
случайным процессам. 

Лит. : [1]  Н о л м о г о р о в  А.  Н. ,  «Math. Ann. >> ,  1929 ,  Bd 
1 01 ,  8. 1 26-35 ; [2] Х и н ч и н  А. Я . , <<Fundam. math.» ,  1 924 ,  
v. 6 , р . 9-20 ;  [3] M a r c i n k i e w i c z  J . , Z y g m u n d  А. , 
там же, 1 937 ,  v. 29 ,  р. 21 5-22;  [4] F е 1 1  е r W. , <<Tranв. Amer. 
Math. Soc .» ,  1 9 43 ,  v. 5 4 ,  р .  373-402 ;  [5] S t r a s s e n  V . ,  «Z. Wahr
scheinlichkeitstheor. und verw. Geb . •> , 1 9 6 4 ,  Bd 3, S. 2 1 1 -2 6 ;  
[ 6 ]  е г о ж е ,  там же , 1 965-66 , Bd 4 ,  S. 265-68;  [7 ] Н а r t
m а n Р . , W i n t n е r А . , «Amer. J. Math . » ,  1 94 1 , v. 63 , р. 1 69-
1 7 6 ; [8]  Л а м п е р  т и д ж. , Вероятность ,  пер. с англ. , М. , 1 97 3 ;  
[9] П е т р  о в в .  В. , Суммы независимых случайных величин,  
М . , 1 972 . В. В. Петров. 

ПОВТОРНЫй ИНТЕГРАЛ - интеграл , в к-ром по
следовательно выполняется интегрирование по разным 
переменным, т. е. интеграл вида 

� Ау [ �А (у) f (х, у) dx J dy .  ( 1 ) 

Функция f (х , у) определена na множестве А , лежащем 
в прямом произведении Х Х У пространств Х и У, в 
.к-рых заданы а-конечные меры ftx и fty •  обладающие 
свойством полноты ; множество А (у)= {х : (х , у) Е А }с Х 
(<<сечение» множества А ) , изме·римое относительно 
меры ftx ; множество А у (проекцил множества А 
в пространство У) , измеримое относительно меры fty · 
Интегрирование по А (у ) производится по мере ftx• а 
по А у - по мере ft y · Интеграл ( 1 ) обозначают также 

(' dy r f (х ,  у) dx. J Ау ,\ А (У) 
J{ П .  и .  могут быть сведены !i:pamnыe ин,теграды.  

Пусть функция f (x , у ) ,  интегрируемая по мере 
ft= ftx X fty на множестве А СХ Х У, продолжена нулем 
на все пространство Х Х У, тогда П . и .  

и 

� У  dy � х f (х , у ) dx 

(' dx (' f (х, у) dy J x  J у ,  
существуют и равны между собой: 

� у  dy � Х f (х , у) dx = � Х dx � У f (х , у) dy (2) 

(см . Фубипи теорема) . В левом интеграле внешнее 
интегрирование фактически производител по множе-
ству А �= {у : у Е А у •  ftxA (у) >О }.  Таким образом, в 
частности , для точек y E A Z множества А (у) измеримы 
относительно меры ftx · По всему множеству А у брать 
этот интеграл , вообще говоря , нельзя , т . к. при изме
римом относительно меры ft множества А множество 
А у может оказаться неизмеримым относительно меры 
fty •  так же , как и отдельные множества А (у) , у Е А у , 
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могут быть неизмеримы относительно меры f.tx · Мно-• жество же А у всегда измеримо относительно меры /-1-у•  
если только множество А измеримо относительно 
меры f.t ·  

Сформулированные уеловил возможности перемены 
порядка интегрирования в П. и. являютел лишь до
статочными, но не необходимыми: иногда перемена 
порядка интегрирования в П .  и. допустима, а соот
ветствующий кратный интеграл не существует . 
Напр . ,  для функции f (x , у)= (х':�') ' при х2+у2 >О и 
/ (0, 0 )= 0  п .  и . 

� � � dx � : : f (x , y) dy = � = � dy � � � f (x ,  у) ах , 

а кратный интеграл 

� )  1 х 1 < 1 , 1 У 1 < 1 
f (х, у) dx dy 

не существует . Однако если существует хотя бы один 
из интегралов 

� У dy � Х 1 f (х , у) 1 dx или � Х dx � У 1 f (х, у) 1 dy , 

то функция f интегрируема на множестве Х Х У и 
справедливо равенство (2) . 

Для П .  и. в случае ,  когда внутренний интеграл яв
ляется интегралом Стилтьеса, а внешний - интегра
лом Лебега , справедлива следующая теорема о перемене 
порядка интегрирования : пусть функция g (х, у ) сум
мируема по у на [ с ,  d] для всех значений х из [ а ,  Ь] 
и лвллетсл функцией ограниченной вариации по х 
на [ а ,  Ь] для почти всех значений у Е [с, d] . Пусть , да
лее , полвал вариация функции g (х , у) по переменной х 
на [а ,  Ь] при всех укааанных значениях у не превы
шает век-рой неотрицательной и суммируемой на [ с , d] 
функции . Тогда функция � :  g (х, y)dy является функ
цией ограниченной вариации от переменной х на [а ,  Ь] 
и для любой непрерывной на [ а ,  Ь] функции f (х) имеет 
место формула 

): ay ) : f (x) dxg (x ,  Y) = � � j (x) dx [ � : g (x , y) dy] . 

Лит . :  [ 1 ] И л ь  и н В .  А . ,  П о  в н я к Э. г . ,  Основы матема
тического анализа, 2 изд. , ч. 2, М . ,  1 98 0 ;  [2] Н о л м о г о
Р о в А. Н. , Ф о м и н С. В . ,  Элементы теории функций и фунн
ционального анализа, 5 изд. , М. ,  1 98 1 ;  [3] Н у д р  я в ц  е в Л. д. ,  
:Курс математич есного анализа, т. 2,  М. , 1 9 8 1 ;  [4] Н и н о л ь
с н и й С. М. , Н урс математичесного анализа , 2 изд. ,  т. 2, М . ,  
1 97 5 ;  [5] С м и р н о в В .  И . ,  :Курс высшей математини , т. 
5 , М. , 1 959 .  Л. Д .  Кудрявцев. 

ПОВТОРНЫВ ПРЕДЕЛ - предел функции несколь
ких переменных, при к-ром предельный переход со
вершают последовательно по различным переменным. 
Пусть , напр . ,  функция f двух переменных х и у опре
делена ва множестве вида Х Х У, x E Xc:IR111 , y E Yc:IR.n ,  
и пусть х0 ,  у0 - предельные точки соответственно 
множеств Х и У или символы оо (в случае ,  когда m= 1 
или п= 1 ,  х0 и соответственно у0 могут быть бес
конечностями со знаком: + оо , -оо ) .  Если при любом 
фиксированном у Е У существует предел 

q> (у) = l im f(x, У) 
Х-+Хо 

и у функции ер (у) существует предел 

l im q> (у) , У->Уо 
то этот предел паз. п о в т о р н ы м 

l im lim f (х, у) 
У->Уо Х->Хо 

( 1) 

п р е д е л о м  

(2) 

функции f (х , у) в точке (х0 , у0) . Аналогично опреде· 
ллетсл П .  п .  

l im lim f (х, у) . (3) 
Х---+Хо Y-J-Y o 

Если с-уществует (конечный или бесконечный) двой
пой преде.л. 

l im f (х , у) (х , у)-> (хо ,  Уо) (4) 
и при любом фиксированном у Е У существует конечный 
предел ( 1 ) ,  то существует и П .  п. (2) и он равен двой
ному пределу (4) . 

Е ели nри каждом у Е У существует предел ( 1 ) , а при 
каждом х Е Х существует предел 

ф (х) = l im f (х , у) 

и если при х -+ х0 функция f (х ,  у) стремится на У к 
предельной функции ер (у) равномерно относительно у , 
то оба П .  п. (2) и (3) существуют и равны друг другу. 

Если множества Х и У являютел множествами на
туральных чисел , то функция j ваз . в этом случае 
д в о й н о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю и зна
чения аргументов пишут в виде индексов : 

а П . п .  
f (m, n) = Um n o 

l iro lim = Umn и l iro liro Umn т� оо п� оо  
н аз. п о в т о р н ы м и п р е д е л а м и д в о й н о й 
п о с л е д о в а т е л ь н о с т и. Понлтие П .  п .  обоб
щается на случай, когда Х , У и множество значений 
фун:кции f являютел подмножествами нек-рых тоnоло
гич. пространств . л. д . Нудрsuщев. 

ПОВТОРВЫИ РЯД - ряд, члены к-рого являютел 
также рядами 

( 1) 
П .  р. ( 1 )  ваз . с х о д  л щ и  м с л, если при любом 

фиксированном n сходител ряд 

и , кроме того, сходител ряд 
,., "' 
�n= 1 

an . 

Сумма последнего ряда и наз . с у м м о й  п о в т о р
н о г о р л д а ( 1 ) .  Сумма 

s = �"' ап = � "'  ( �"" Umn ) • ""-'n= 1 -"""n= 1 ""-'m= 1 

П . р .  ( 1 )  лвллетсл повторным пределом его частичных 
сумм 

то есть 
s = lim lim smn • n--+ oo  m--+ oo 

Если сходител двойпой ряд 

�:. n = 1 Umn 

и при любом натуральном n сходятся ряды 

(2) 

то сходител и П .  р .  ( 1 ) ,  причем он имеет ту же сумму, 
что и двойной ряд (2) . Условие этой теоремы вьшол-
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няется , в частности, если двойной ряд (2) абсолютно рию равномерного движения точки N такую , что 
сходится . л. д .  Нудрящев. касательная , проведеИная к траектории в любой мо-

ПОГЛОЩАЮЩЕЕ СОСТОЯНИЕ ц е п  и М а р  к о- мент движения , проходила бы через соответствующее 
в а s (t) - такое состояние i, что этому моменту положение точки М. В плоском слу-

р { s (t ) = i 1 s (s) = i} = 1 при любых t -;?:. s.  
Примером Мар�>ова цепи с поглощающим состоянием О 
является ветвящийся пр оцесс . 

Введение дополнительных поглощающих состоя
ний - удобный прием, к-рый помогает исследовать 
свойетва траекторий цепи Маркова , связанные с до
стижением того или иного множества . 

П р и м е р . Пусть в множестве S состояний одно
родной цепи Маркова 6 (t) с дискретным временем и 
перехсодными !Jероятностями 

Pij = р { s и + 1 ) = i 1 6  (t ) = i} 
выделено подмножество Н и нужно найти вероятности 

q ;h = P {S ('r (H) ) = h \ s (O) = i} , i E S ,  h E H , 
где т (H)= min {t >O : s (t) E H } - момент первого до
стижения множества Н. Если ввести вспомога�ельную 
цепь Маркова s* (t) , отличающуюся от s (t) лишь 
тем,  что в 6* (t) все состояния h E H  поглощающне , то 
при h Е Н вероятности 

P ih ( t ) = P {s* (t ) = h 1 s *  (О) = i} = 
= Р {т (Н) .;;;; t ,  s (т (H) ) = h \ s (O) = i} 

монотонно не убывают при t t оо и 

q;h = lim Plh( t ) , i E S , h E H.  
t� 00 

В силу основного определения цепи Маркова 

Plh ( t + 1) = � . Р . Р � ( t ) ,  t -;?:. 0 ,  i E S"-H,  h E H , J E  s l /  jh  
РМ ( t ) = 1 , h E H ,  Pth ( t )  = 0 , i , h E H, i :1= h . 

Переход к преде-лу при t -+  оо с учетом (*) дает для 
q;h систему линейных уравнений : 

ее 

q l·п = � р q , i E S"-H, h E H , �i e S  ij ih 
qпп = 1 , h E H, q ;п = О, i, h E H, i :1= h .  

Лит. : [ 1 ] Ф е л л е р  В. , Введение в теорию вероятностей и 
приложения, пер. с англ. , 2 изд. ,  т. 1 ,  М: . ,  1 967 .  А . М. Зубпов. 

ПОГ ЛОЩЕНИЯ ЗАКОНЫ - тождества вида 
х 1\ (х V у) = х, х V (х 1\ у ) = х, 

где 1\ и v - две двуместные операции на пек-ром 
множестве L. Если, кроме П .  з . ,  эти операции удов
летворяют законам коммутатявности и ассоциативно
сти, то отношение x <r;;;.y ,  определяемое эквивалентно
стью 

х .;;;; у н х v у = у 
(или равносильной эквивалентностью х <r;;;.у Н x l\ y= x) , 
будет порядковым отношением таким , что х 1\ у - наи
большая нижняя грань, а х V у - наименьшая верхняя 
грань элементов х и у . С другой стороны , если в упо
рядоченном множестве (L,  <r;;;.) существуют наибольшая 
нижняя грань х Л у и наименьшая верхняя грань 
x V y для любой пары элементов х , у , то для операций 
v и 1\ выполняются законы поглощения , коммутатив
ности , ассоциативности и справедлива эквивалент
ность (* ) . 

Лит. : [1 ] Р а с  ё в а Е . ,  С и к о р с к и й  Р. ,  Математика ме-
таматематики пер. с англ. М: . ,  1 972 .  В .  Н. Гришип. 

ПОГОНИ
' 
ЛИНИЯ _: кривая , представляющая собой 

решение задачи о <шогоне>> ,  к-рая ставится следующим 
образом . Пусть точка М равномерно движется по 
век-рой заданной кривой. Требуется найти траекто-

чае система уравнений, к-рым должна удовлетворять 
П. л . ,  имеет вид 

dy 
ТJ - Y = ax (s -x) , F (6 , ТJ) = О , 

dy где ах - угловой коэффициент П .  л . , F (6 ,  Т))= О -
уравнение заданной кривой . 

Задача о П .  л .  поставлена Леонардо да Винчи (Leo
nardo da Vinci) , решена П. Б уге (Р. Bouguer, 1732) . 

Лит. : [ 1 ] С а в е л о в А. А . , Плоские кривые, М: . ,  1 960 .  
Д. Д. Соподов. 

ПОГР АНИЧНОГО СЛОЯ ТЕОРИЯ - асимптотиче
ское приближение решения гранй:'Шых задач для 
дифференциальных уравнений с малым параметром 
при старших пронаводных (сингулярных задач) в 
подобластях с существенным влиянием членов со 
старшими пронаводными на решение . Явление погра
ничного слоя (п. с . ) возникает в узких зонах вблизи 
частей границы, на к-рых существует различие между 
числом граничных условий исходной и вырожденной 
(при нулевом значении параметра малости) задач , а 
также вблизи поверхностей разрыва решения вырож
денной задачи . 

Решение сингулярных задач представимо суммой 
двух разложений. Внешнее разложение дает метод 
малого параметра с частью В0 граничных условий 
В = В0+В1 задачи . Внутреннее разложение быстро 
убывает вне п. с. и отыскивается , как правило ,  в виде 
многочленов по степеням е. Для их определения диф
ференциальные уравнения иреобразуются к перемен
ным, зависящим от е и растягивающим подобласти 
пограничного слоя . Уравнения п. с. возникают в 
результате приравнивания нулю коэффиццентов при 
различных степенях е после подстановки многочленов 
в иреобразованные уравнения . :К ним добавляются 
условия В1 • Оценка погрешности внешнего разложения , 
если она найдена , показывает необходимую замену 
переменных . При решении сложных прикладных задач 
необходимая замена переменных может быть выявлена 
на основе физич . оценки величин членов исходных 
уравнений и соответствующих им упрощений и должна 
освободить старшие производвые от е. Для решения 
задачи необходимо определить, где расположены п. с .  
и как условия В разделяются на  В0 и В 1 •  Своеобразие 
такого решения заключается в том, что исходным 
эллиптич . уравнением могут отвечать гиперболич .  
уравнения внешних разложений и параболические -
внутренних разложений. 

В теории систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

Xt = f (х , у, t ) ,  eyt = g (x, у, t ) , O .;;;; t .;;;; T , (1 )  

где х и f суть т-мерные , а у и g суть п-мерные век
торные функции , для задачи :Коши с условиями х (0 ,  е) = 
= х0 , у (0 ,  е)= у0 и определенными свойствами f и g 
доказана теорема существования и единственности 
решения и установлены свойства решения при е -+ О 
(см . [ 1 ] ) . В случае краевой задачи для уравнения ( t ) · 
с условиями 

х (О, е) = х0 ,  Yt (O ,  е) = у�, у2 (0 , e) = yg , 
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где сумма числа компонент векторов у1 и у2 равна n, коэффициентом вязкости v описывается уравнениями 
существуют , вообще говоря , п. с. в окрестностях кон- Навье - Стокеа 
цов сегмента [ О ,  Т ] . Построен алгоритм нахождения 
асимптотяки решения этой задачи , при определенных ('l')kи ); + ('l')kv)ТJ  = О, u't +и и; +vиТl  =B2�u-ps , 
свойствах функций f и g доказано существование и v't + иv; + vvТl = B2�v - pТl , 
единственность решения и даны его оценки (см. [ 3] ) .  
В случае  веедивствеввости решения предельного урав
нения g= O  относительно у построев внутренний (в 
окрестности 1: ,  О <1: < Т) п .  с . ,  разделяющий области с 
различными решениями предельного уравнения . Для 
одного типа ивтегро-дифферевциальвого уравнения 
построев алгоритм асимптотич . разложения по в 
задачи с начальными условиями и исследованы век-рые 
особенности поведения решений .  

В случае линейных обыкновенных дифференциаль
ных уравнений ( L+ вM)x= f (t) , O ..,;:t..;;: 1 , где L и М 
дифференциальные операторы ,  с граничными условия
ми В0+В1 выделен класс задач , решение к-рых содер
жит n .  с . ,  и введено повятие регулярного вырождения , 
при к-ром решение предельного уравнения позволяет 
удовлетворить условиям В0,  а асимптотич . решение 
для п .  с . - условиям В1' (см .  (4] ) . Построев итерацион
ный процесс. асимптотич . представления решения и 
даны оценки остаточных членов разложений . 

В П .  с .  т .  общего неливейного обыкновенного диф
ференциального уравнения 2-го порядка при опреде
ленных предположениях доказано (см.  [ 5 ] ) ,  что реше
ние 1 -й краевой задачи складывается из внешнего 
решения , п. с. и остаточного члена, имеющего с 1 -й 
производной порядок в на всем сегменте . 

Изучено поведение решений краевых зада ч основ
ных типов для линейного уравнения с частными про
изводными вида 

в�и + А (х, у) их + В (х , у) иу -1- С (х , y) u = f (x , у) ,  

где !! - оператор Л апласа , в области D с границей S .  
Построены условия н а  функции А , В , С , /, границу S 
и функции а, <р точки Р линии S ,  входящие в граничное 
условие ип+ а (Р ) = <р (Р) ,  при к-рых и в D + S  равно
мерно стремится к решению предельного уравнения с 
приведеиным граничным условием на определенвой 
части S (отсутствие п. с . )  (см . ( 6] ) . 

Для эллиптич . уравнения 2-го порядка в области D 
с границей S на примере двух везависимых перемеввых 

В [а (х, у)  Uxx + 2b (х, у) Uxy + c  (х ,  у) иуу + 

+ d (x , у) их + е (х, у) иу + g (х, у) и] + их -

- h (х ,  у) и = f (х , у) , h �  а.2 > О ,  

построены ятерационные процессы решения задачи с 
условием и=О на S ,  доказаны теоремы о структуре 
разложения и по в и даны оценки остаточного члена 
этого разложения (см. [4 ] ) .  Аналогичные результаты 
получе·вы и для уравнений высших поряд.ков . 

Разработан (см.  [ 7 ] )  метод сращивания асимптотич .  
разложевий для уравнения 

в�и - а (х, у) иу = ! (х, у) 

в прямоугольнике с заданным и на его границе . 
Исследования П .  с .  т .  для нелинсйных уравнений с 

частными произнодными связаны в основном с аэро
гидродивамикой и базируются на уравнениях Навье 
Стокса и их обобщениях . Запросы практики привели 
как к развитию математич . теории, так и к возникно
вению различных задач и методов их решения . Здесь  
речь будет идти только о ламинарных течениях (см . 
[ 8] - [ 10] ) . 

Гидродинамика плоских (k= O) и осесимметричных 
(k= 1 )  течений несжимаемой жидкости с постоянным 

;J 1 2 М а т ематическа я энц . , т . li 

где в= R - ' 1• , R = wX!v - число Рейнольдса ,  представ
ленное через характервые величины скорости w и 
линейного размера Х . На замкнутой границе S области 
D решения задаются краевые условия , причем на 
обтекаемом ковтуре Г при 'I'J= H  (s) задаются условия 

u= O ,  v= v0 (s , H (s) ) ,  где u, v - касательная и нор
мальная к Г составляющие вектора ( и ,  v) . В D + S 
задаются начальные значения и ,  v, р .  

При малом в асимптотич . решение задачи в первом 
приближении составляется из решения уравнений (2) 
при в= О с частью условий на S (на Г ставится только 
условие v= v0) и решения уравнений п .  с .  Уравнения 
дивамического п .  с. выводятся в предположении, что 
условная толщива п .  с .  б и величина v имеют порядки 
б - Хв,  v - wв, а члены левых частей последних 
уравнений из (2) имеют порядок членов с в2 • Введение 
перемевных t="t:,  x= s , y= 'l')le,  V= vlв приводит при 
в - О к уравнениям Правдтля 
(rku),. + ( rЧ" ) у = О, иt + иих + Vиу= иуу - Рх • Ру = О , (3) 

O .;;;; t .;;;; 1' , О .;;;; х .;;;; Х0 ,  О .;;;; у < оо , 
с условиями 

u. / t =o = uo (х , у) , v / t = o=Vo (х , у) , и / у =о = О, 
V / y =o=v0 ( t , х) , 

и -+ W (t , х) при у -+ оо , Px = - WWx - П't ,  и /х =о=О, 
где r - расстояние от оси симметрии при k= 1 ,  W (x) 
известная фушщия . Эти уравнения и условия справед
ливы для любого криволинейного контура , радиус 
кривизны к-рого много больше б .  В последнем случае 
х , у - координаты вдоль ковтура и по нормали к 
нему. 

При постоянном W задача сводится к краевой для 
обыкновенного дифференциального уравнения . Име
ются и другие классы подобных решений. 

Известны условия , при к-рых решения задач п .  с . 
существуют , исследованы вопросы едивс1 веввости и 
устойчивости решений и их выхода на решения стацио
нарных задач (см. [ 1 1 ] ) .  Решения строятся по методу 
прямых , доказана их сходимость . 

Уравнения п .  с .  для сжимаемой жидкости выводятся 
из уравнений для течений вязкого и теплопроводного 
газа и значительно более сложны, чем (3) . Возрастает 
и их количество .  Имеется интегральное преобразо
вание ,  упрощающее эти уравнения в общем случае 
и сводящее их к (3) при числе П рандтлл Pr= cpiK= 1 ,  
где ер - теплоемкость газа при пос·rоянвом давлении , 
К - коэффициент теплопроводности (см. [ 1 2] ) .  Известен 
ряд модификаций преобразования . В общем случае 
уравнения п. с. описывают т. н. естественные конвек
тивные течения . Если v не зависит от температуры 
и архимедона сила превебрежимо мала ,  то уравнение 
энергии от11еляется от системы уравнений п. с. и гово
рят о вынужденных конвективных течениях . Урав
нение энергии определяет тепловой п. с . ,  толщина 
к-рого отличается от б . 

П .  с .  возникают и в зоне раздела течений с различ
ными характерными скоростями . Ударные волны также 
являются п. с .  

Отдельный класс двумерных задач п .  с .  связан с тече
ниями у вращающихся осесимметричных пластин и тел . 

Вместе с развитием методов решения нестапиовар
ных задач решены задачи с периодическим W, при 
движении скачком из состояния покоя , при ускорен-
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вом движении , для п. с .  за ударной волной , при пере
менной температуре обтекаемой поверхности . 

В П . е .  т .  трехмерных течений развиты методы реше
ни;я задач и рассмотрены случаи , приводящие к уп
рощению уравнеиий . Уравнения п. с .  на скользящем 
цилиндрич . крыле бесконечного размаха аналогичны 
уравнениям двумерного п. с .  В приближенвой поста
новке решены задачи п. с. на вращающейся цилиндрич . 
лопасти пропеллера и на вращающемся цилиндре в 
косо набегающем потоке , а также задача п. с .  вблизи 
линии пересечения двух плоскостей . 

Перечисленные исследования п .  с .  в аэрогидродина
мике относятся к первому приближению П .  с. т. Выс
шие приближения позволяют проводить исследования 
взаимодействия п. с. с внешним потоком , а также 
расчеты при умеренных числах R (см . [ 13] ) . 

Устойчивость п. с .  позволяет определить границы 
применимости теории . Имеются исследования (см. 
[ 14] ) на основе метода малых возмущений с периоди
ческими и локальными начальными возмущениями. 
В случае плоских течений анализ 3-мерных возмущений 
в линейном приближении сводится на основании тео
ремы Сквайра к 2-мерному с измеиенным значением " ·  
Нелинейвый анализ при потере устойчивости обиару
живает появление продольных вихрей . 

Физич. обобщения задач П .  с . т .  (см. [ 15 ] - [ 1 7 ] ) 
связаны с изучением многофазных течений, с исполь
зованием реальных уравнений состояния и коэффици
ентов переноса (усложнение уравнений) , с рассмот
рением неравновесных течений с диффузией (расши
рение системы уравнений и приобретение ею парабо
лико-гиперболич. типа) , с учетом абляции обтекаемой 
поверхности (усложнение граничных условий и не
обходимость расчета теплопроводности в теле) , с уче
том переноса излучения (ивтегро-дифференциальные 
уравнения) .  

Дальнейшее развитие П .  с .  т .  в аэрогидродиJJамике 
получила при исследовании течений , не удовлетворя
ющих предположениям Праидтля , с решениями в 
виде многослойных асимптотич. разложевий . Источ 
инком сложности структуры решения являются до
полнительные малые параметры в граничных условиях 
(напр. , из-за малого радиуса кривизны обтекаемого 
контура) ,  существования особых точек , линий или 
поверхностей в первом приближении П .  с. т . , а также 
возможная бифуркация решения .  

1\ этому классу относятся течения около точек от
рыва и присоединения п. с .  к обтекаемому ковтуру и 
около точек падения на п .  с .  ударных воли. Х арак
тервые решения (см . [ 1 8] - [ 20] ) имеют трехслойную 
структуру. Внешвее решение определяет возмущенвое 
п. с. потенциальное течение и описывается уравне
ниями в возмущениях . Средний слой толщивы порядка 
Х е описывается уравнениями вевязких завихренных 
течений с Ру= О, и в него поступает газ из основвой 
части предшествующего п. с .  

Уравнения 3-го , самого тонкого , пристеночного 
слоя выводятся в предположении , что его длина и 
толщива имеют соответственно порядки Xe'l• , Xe"l • .  
Введение в стационарном случае переменных 
х = �е - '1• ,  У = ТJе- "1• , U = и е- '1• , V = ve- '1• , Р = ре- ' 1 •  
приводит при е -+ О снова к уравнениям (3) , в к-рых 
следует и заменить на U, а р - на Р. Эта структура 
решения задачи характерна для широкого класса 
течений с малыми величинами возмущений .  

Исследованы многие задачи динамики течений при 
малых е, в к-рых на коротких расстояниях давление 
во внешнем сверхзвуковом (М >1 , M= wlc, где w 
скорость газа, с - скорость звука) потоке меняется 
сильно . 1\ ним относятся задачи расчета обтекания 
ковтуров с большой локальной криввзвой и присоеди-

пения потока к поверхности тел а .  В этих случаях 
при трехслойвой схеме решения в среднем слое P yf=O .  

Изучен класс задач, в к-рых возмущенное решение 
занимает конечную область . Эти решения реализу
ются на режимах умеренного и сильвого взаимодей
ствия п. с .  с внешним гиперзв уковым (М -+ оо )  по
током и при сверхзвуковом обтl.'кании тел конечной 
длины , через поверхность к-рых производится интен
сивный вдув ( v0 >0) газа .  В етих задачах величина 
давления на всей внешвей границе п. с. определяется 
из решения полной задачи . Возмущение от задней 
кромки тела распространяется вверх по поток у,  что 
определяется веединственностью решения в окрест
ности передней кромки тела .  

Лит. : 11 ]  т и х  о н о в А .  Н . , «Матем. сб.»,  1 952 ,  т.  3 1 ,  No 3 ,  с.  575-86 ; [2] В а з о в  В . ,  Асимnтотичесн11е разложе
ния реmен11й обынновенных дифференциальных уравнен11й, пер. 
с анrл . ,  М. , 1 968 ;  [3] В а с и л ь  е в а А. Б . ,  Б у т у з о в в .  
Ф. , Асимптотические разложен11я решений сингулярно возму
щенных уравнений ,  М . ,  1973 ;  [lo] В и ш и  н М. И . ,  Л ю с  т е р· 
н и н Л. А . , «�спехи матем. наую>, 1 95 7 ,  т. 1 2 ,  в. 5, с. 3-122 ;  
1 960 ,  т. 1 5 ,  в .  3 ,  с.  3-80 ; [ 5 ]  :К о у л д ж. , Методы возмущений 
в оринладной математине, пер . с англ . ,  М. , 1 97 2 ;  [6] О л е й
н и н о. А . ,  <<Матем. сб.» ,  1 952,  т. 3 1 , No 1 ,  с. 1 0 /о- 1 7 ;  [7] 
И л ь  и в А. М., Л е л и н о в а Е .  Ф. , там же, 1 97 5 ,  т. 96, No 4, 
с.  568-83;  [8] :К о ч и  R Н. Е . ,  :К и б е л ь  И . А. , Р о 3 е 
Н. в . ,  Теоретическая гидромеханика , 4 изд. , ч. 2 , М . ,  1 9.63 ;  
[9] Л о й  u я н с н и й Л .  Г. , Ламинарный пограничный слой, 
М . , 1 96 2 ; [1 0] Ш л и х  т и н г Г . , Теория пограничного слоя, 
пер . с нем . ,  м . �.  1 97lo ; [ 1 1 ]  О л е й  н и н О .  А . , « Успехи матем. 
науR», 1 968 , т. <:3 ,  в .  3 ,  с .  3-65 ;  [1 2] Д о р о д  н и Ц.Ы н А. А. ,  
<<Принл. матем. и меха н . •> ,  1942 ,  т .  6 , в .  6 ,  с.  lolo9-8 6 ;  L 1 3] В а нд а й  н М . , Методы возмущений в ме:rанике жид1юсти , пер . 
с анrл. , М. , 1 96 7 ; [ 1 /о] Б е т ч о в Р. , :К р и м и н а л  е В. , 
Вопросы гидродинамической устойчивости , пер . с англ . , м. , 1971 ; 
[ 15 ]  С о у с . , ГиЩJОдинамина многофазных систем , пер . с aнrn . ,  
М . ,  1 97 1 ; [ 1 6) д о р р е  н с У. Х . ,  Гиперзвуновые течения 
вязкого газа , пер . с англ. , М . ,  1 96 6 ;  ( 17 ]  :К э й  с В. М . ,  Rонвен
тивный тепло- и массообмен, пер . с англ . , М. , 1 97 2 ;  [ 18 ]  Н е й
л а н д В . Я. , «Изв. АН СССР. Механ . жидн . и газа01, 1 969 No !о ,  с. 53-57 ; [ 1 9] е г о ж е ,  <•Тр . ЦАГИ•> ,  1 9 7 4 ,  в .  1 529 ;  [20} 
S t е w а r t s о n  К . ,  «Advances Appl .  Mech.» ,  1 97lo ,  v. 1 4,  
р . 1 /о 5 -239.  ю .  д. ШM1>/2Jie8Cmtй. 

ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ - область больших значе
ний г радиента функций, в частности в гидродинами
ке , область течения вязкой жидкости (газа) с малой 
по сравнению с продольными размерами поперечной 
толщиной ,  образующаяся у поверхности обтекаемого 
твердого тела или на границе раздела двух потоков 
жидкостей с различными скоростями , температурами 
или химич . составами. П .  с. характеризуется резким 
изменением в поперечном направлении скорости (д и
н а м и ч е с  к и й  П .  с . )  или температуры (т е п л о
в о й, и л и т е м п е р а т у р и ы й ,  П . с . ) , или же 
концентраций отдельных химич . компонентов (д и ф
ф у з  и о н в ы  й, или к о н ц е н т р а ц и о н н ы: й, 
П .  с . ) .  Повятие П .  с .  и сам термин были введены .11 . 
Прандтлем ( L .  Prandtl ,  1 904) в связи с решением кра
евой задачи для веливейвых уравнений с частными 
провзводными гидродинамики вязких жидкостей . Нуж
ды развития авиации определили разработку теории 
П . с. в аэрогидродинамике . В сер . 20 в. стала разви
ваться матрматическая погранич.ного слоя теор ия ,  а 
также приложевин в теории теплопередачи, диффузии, 
процессов в полупроводниках и др.  ю. д.  Шмw.яевсхий. 

ПОГРЕШНОСТЬ - разность х - а ,  где а - дав· 
вое число , к-рое рассматривается как приближеиное 
значение век-рой величины , точное значение к-рой 
равно х . Разность х - а паз . также а б с о л ю т в о й 
П .  Отношение х - а  к а паз . о т н о с и т е л ь  н о й 
П .  числа а . Для характеристики П .  обычно пользуются 
указанирм ее границ . Число 8. (а) такое, что 

1 х - а l o;;;;;; 8. (а) , 
паз .  г р а в и ц е ii а б с о л ю т н о й П .  Чис;ю 6 (а) 
такое , что 

/ х�а j ..;; б (а) , 
ваз . r р а в и ц е й  о т в о с и т е л ь  н о й  П .  Гра· 
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ницы относительной П .  часто выражают в процент ах .  f гомеоморфно отображает на f и.  Это понятие приме
В качестве /). (а )  и б (а ) бер утся по возможности мень- няется главным образом к отображению многообра:зиii, 
шие чшщ а .  где часто дополнительно требуется еще выполнение 

Информацию о том, что число а является приближен- условия локальной плоскости (такое же , как и для 
ным значением числа х с границей абсолютной П .  ло"альпо плос"ого вложения) . Последнее условие авто-
!). (а ) ,  принято записывать в виде матически выполнено , если многообразия Х и У яв

ляются дифференцируемыми, и матрица Якоби ото-х = а ± 6 (а) . браженил f имеет в каждой точке максимальвый ранг , 
Авалогичное соотношение для относительной П . за- равный размерности Х . 3адача классификации П . 
писывается в виде одного многообразия в другое с точностью до т. н .  

х = а  (1  ± б (а) ) . регулярной гомотопии еведева R чисто гомотопич. 
Границы абсолютной и относительной П . указывают задаче. Гомотопия ft = x m - yn паз .  р е  г У л я р-

ва максимально возможное расхождение х и а . Наряду в о й, если для каждой точки х Е Х она может быть 
с ними часто употребляются характеристики П . ,  продолжена д о  изотопии Ft : и x D I< - У ,  где и -
учитывающие характер возникновения П .  (напр . , окрестность х ,  Dk - диск размерности k= n-т , и Ft 
потрешиость измерений) и частоту различных значений совпадает с ft на и х  о, где О - центр диска . В диффе-
разности х и а .  При таком подходе R П .  используются ревцируемом случае достаточно пптребовать , чтобы 
МI)ТОДЫ теории вероятностей (см. Ошибо" теория) .  матрица Якоби имела максимальвый _ранг при каждом 

При численном решении задачи П .  результата об ус- t и непрерывно зависела от t. Дифференциал D 1 П . 
лавливается веточвостями , к-рые присущ\'1 формули- определяет nослойный мономорфизм касательного рас-
ровке задачи и способам ее решения . П . ,  возникающую слоения 't'X в касательное расслоение ,.у, Регулярная 
вследствие неточиости математич . описания реального гомотопия оnределяет гомотопию таких мономорфиз
процесса ,  ваз . П .  м а т е м а т и ч е с к 0 й м о д е л и ;  мов . Оказывается , что этим устававливается биекция 
возникающую вследствие неточиости задания исход- между классами регулярпых гомотопий и гомотопич . 
ных данных - П .  в х о д  н ы х д а в в ы  х ;  возника- классами мономорфизмов расслоений .  
ющую вследствие неточиости метода решения - п . 3адача П .  в евклидовы пространства сводится к 
м е т о д а ; возникающую вследствие неточиости вы- задаче гомотопич .  классификации П .  в Штифеля 
числений -- в ы ч и с л и  т е л ь  в о й  П .  Иногда П .  многообразия Vn, т · Напр . ,  так Rак :rt2 ( Vз, 2) = О,  то 
математич. модели и П .  входных данных объединяют имеется только один класс П. сферы S2 в IR3 , так что 
под одним названием - н е у с т р а н и м а я П .  стандартвое вложение регулярно гомотопно своему 

В nроцессе вычислений исходные П .  последовательно зеркальному отражению (сферу можно «регулярно 
переходят от операции к операции, накапливаясь вывернуть наизнанку» ,  см . рис . ) . TaR каR V2, 1 = 81 , 
и порождая новые П .  Возникновение и распространение то имеется счетное число классов П .  окружности в 
П .  в вычислениях являются предме1ом специальных плоскость , а т .  к. раослоение Штифеля над S2 томео-
исследований (см.  Вычислительпая математи"а ) . морфно проективному простравству IRP3 и :rt1 (IRP3) = 

Лит . :  [ 1 ]  Б е р  е а и н И. с . ,  Ж и д к о в Н. п . ,  Методы = z 2 , то имеется только два класса nогружений 81 
вычислений, 3 изд. , т. 1 , М. , 1 96 6 ;  [2] Б а х  в а л о в Н. С . , в S2,  и т .  д.  А . в .  Черпавсхий. Численные методы , 2 изд. , М . , 1 97 5 ; [3] В о е в о д и н В . В . ,  
Вычислительные основы линейной алгебры, М. , 1 9 7 7 .  ПОГРУЖЕНИЕ м н о г о о б р а з  и я - вепрерыв-

Г. д. Ru.м.. ное отображение F: мт- Nn т-мерного мвогообра-
ПОГРУЖАЮЩАЯ ОПЕРАЦИЯ - в математической зия м т в п-мерное многообразие Nn такое , что для логике операция , переводящая выражения одного каждой точки х Е м т существует окрестность и х• для 

логико-математич. языка в выражения другого с со- к-рой F есть вложение, т. е .  гомеоморфизм на F ( и x) c.Nn . хранением тех или иных дедуктивных свойств . П .  о .  в частности , если F есть гомеоморфизм на F (Mm ) , 
широко используются для установления взаимосвязи то он паз . в л 0 ж е в и е м мт в Nn . Погружение 
между различными логич . теориями , исчислепия.ми .  F ваз . cz .  а-п 0 г р у ж е н и е м ,  если мт и Nn суть 

Напр . ,  если формуле А формальвой арифметики со- cL. а-гладкие многообразия ( l;;;;. 1 ,  0 .-;;:a < t ,  m <n) 
поставить формулу А * этого же языка , вставив два и отображение F в соответствующих картах задается 
отрицания перед ней и перед каждой ее подформулой функциями (напр . , (A V B) * есть l l ( T l A * V -l l B * ) , а ( зхА ) *  
есть l -l зx l l A * ,  и т .  д . ) , т о  и з  выводимости А в 
классической формальной арифметике следует выво
димость А * уже в интуиционистской формальной 
арифметИК!! .  Отсюда вытекает , что непротиворечивость 
ин'rуиционистской формальной арифметики влечет не
протИворечивость и классической формальной ариф
метики . Описанная н е г а т и в н а я и н т е р  п р е
т а ц и я Г ё д е л я позволяет , следовательно, ука
зать важное взаимоотношение между ивтуиционист
ской и классич.  арифметиками . 

Другой типичный пример П .  о . - п е р е в о д Г ё
д е л я - Т а р с к о г о , позволяющий установить вза
имосвязь модальных и интуиционистских логи.к . По
строение моделей в аксиоматич . теории множеств также 
может быть обычно интерпретировано синтаксически 
как построение век-рой П. о . - внутренней модели 
теории множеств . 

Лит. :  [ 1 ]  Ш е н ф и л д Д ж. Р. , Математическая логина, 
пер . с англ. , М . ,  1 9 7 5 ;  [2] Ф е й  с Р. , Модальная логика, пер .  
с. англ . ,  М . ,  1 9 74 ;  [ 3 ]  д р  а г а л и н А .  Г. , Математический 
интуиционизм ,  М . ,  1 97 9 .  А . Г. Драга.яип. 

ПОГРУЖЕНИЕ ,  и м м е р с и я,- отображение f : Х - У одного топологич . пространства в другое , 
при к-ром кашдал точка в Х имеет окрестность и, к-рую 

1 2 *  

xi = fi (и l , . . . , ит ) ,  i = 1 ,  . . .  , n ,  
принадлежащими классу гладкости ct. а , а ранг 

матрицы 1 1  :�� 11 равен т в каждой точке x E Mm (cl ·  а_ 

гладкое многообразие - многообразие , наделенвое Г
структурой, где псевдогруппа состоит из l раз диффе
ренцируемых отображений, производвые к-рых удов
летворяют условию Гёльдера с показателем а) .  

К ПОНЯТИЮ П .  И Cl, а-гладкого П .  непосредственно 
примыкают ПОНЯТИЯ ПQВерХВОСТИ И Cl, а-гладкоЙ ПО
верХНОСТИ . Погр ужения F и G многообразия М в N 
паз. эквивалентными, если существует такой томео
морфизм Ф :  М -r М, что F= GФ . 

П о г р у ж е и н ы м м в о г о о б р а з и е м ваз .  
пара , состоящая из многообразия М и его потруже
нил F .  т-М е р н о й  п о  в е р х н  о с т ь ю в п-мерном 
многообразии Nn ваз .  класс эквивалентных погружений 
F : мт - Nn ; каждое П .  этого класса ваз . п а р а 
м е т р и  з а ц и е й п о в е р х  в о с т и .  Поверхность 
ваз .  cL. а-г л а д к о й, если на Многообразиях М 
и N можно ввести cL.  а-структуры и если с реди пара 
метризаций поверхности найдется такая параметри-



359 ПОГРУЖЕННЫХ МНОГООБРАЗИЙ ГЕОМЕТРИ Я  360 

зация F, к-рая в этих структурах есть cr.  сх-погруже
ние .  

Теория погруженных многообразий, как правило,  
особенно в тех случаях ,  когда рассматриваются во
просы , связанные с геометрией П . ,  изучает свойства,  
инвариантные относительно введенного выше понятия 
эквивалентности , и по существу совпадает с теорией 
поверхностей .  

П усть мт есть cr.  СХ-многообразие ,  l� 1 .  О ..;;:а <1 . 
Всякое мт допускает при т � 1  вложение в евклидоно 
пространство R2m и с�. СХ-погружение в R 2m - 1при 
т�2 .  Если т положительно и не является степенью 
двойки , то всякое мт допускает cr. сх-вложение в 
R2m - 1 , в то же время при любом т= 2s с s�O сущест
вуют замкнутые гладкие т-мерные многообразия , не 
допускающие даже топологич. вложения в IR 2m - 1 
(таково , напр . ,  проективное пространство) . Если мт 
не имеет компактных компонент , то оно доnускает 
Cl, СХ-ВЛОЖеНИе В fZ2m - l , 

Ориентируемое т-мерное многообразие при т:;=1 ,4 
Д()пускает cr. а-вложение в IR2m - 1 • Вопрос о воз- 
можности погружения т-мерного многообр-азия в 
R2m при п <2т- 1 связан с классами Уитни и По,итря
гииа ".яассажи этого многообразия . Известно также , 
что каждое c r. а-гладкое т-мерное многообразие с 
l� t ,  О ..;;:а < 1 допускает собственное (т . е .  такое , что 
прообраз каждого комnактного множества компактен) 
П .  в IR 2m и собственное вложение в R 2m + 1 • Е ели на 
мт задана риманова метрика,  то часто рассматривают 
изожетричес"ое погружеиие мт в Rn или другое 
риманово пространство Nn . cr. а-гладкое риманово 
многообразие , 1= 2 ,  О <а < 1 ;  l >2 ,  О ..;;:а < 1 , допускает 
сt . - а _гладкое изометрическое П .  в век-рое IR.n . В слу
чае комnактного мт число n= (2т+ 1 ) (6т+ 1 4) . 
Наоборот, Сlсх_гладкое П .  ( l :;:::;" 2 , 0 < a < 1 ) Mm в 
R n индуцирует на мт Сl ,а-гладкую риманону мет
рику [4 ] . 

Лит . : [ 1 ]  С м е й  л С . , «Успехи матем. наую), 1 964 ,  т. 1 9 ,  
в .  1 ,  с . 1 25-38 ; [2] J а с о Ь о w i t z Н . ,  «Ann. Math.» ,  1 972 .  
v .  9 5 ,  No 2 ,  р .  1 9 1 - 225 ; [3] Р о х л и  н В .  А . , Ф у  R с Д .  Б . , 
Начальный нурс топологии.  Геометричесние главы, М . ,  1 9 7 7 ;  
[ 4 ] С а б и т о в  И .  Х . , Ш е ф е л ь  С .  3 . ,  «Сиб . матем .  ж . », 
1 9 7 6 , т . 1 7 ,  М 4 , с .  9 1 4-25 . С. 3. Шефелъ. 

ПОГРУЖЕННЫХ МНОГООБРАЗИЙ ГЕОМЕТРИЯ 
теория , изучающая внешнюю геометрию и связь между 
внешней и в н у т р е н н е :й г е о м е т р и е й под
многообразий евклидона или риманова пространства . 
П .  м .  г .  является обобщением классич . дифференци
альной геометрии поверхностей в евклидоном про
странстве IR3 • Локально внутренняя и внешняя гео
метрии погружения многообразия обычно описываются 
соответственно с помощью первой и второй квадра
тичных форм . Для погружений т-мерного многооб
разия мт в многообразие Nn существует понятие 
эквивалентности (см. Погружеиие многообразия ) .  В 
П .  м .  г . изучаются свойства ,  одинаковые у эквива
лентных погружений, т. е. свойства поверхности pm , 
определяемой погружением f. В связи с этим в гео
метрических вопросах погружение и поверхность не 
различаются . Погружение f индуцирует отображение 
df : Т м т -+ Т Nn касательных расс.яоеиий . 

П е р в а я  к в а д р а т и ч н а я  � у н д а м е • 
т а л ь н а я) ф о р м а g поверхности F определяется 
на TAfm равенствnм 

gp (Х ,  Y ) = gf lp! ( X , У) , 

где р Е Мт , х , У Е тмт , а g - риманова метрика в Nn . 
Здесь и далее векторы Х Е Т м т не различаются в обо
значениях с их образом df (Х) .  Квадратичная форма g 
определяет на мт структуру риманова пространства 
МТ; свойства Afg составляют предмет внутренней 
геометрии поверхности F .  Если {xk } ,  {уа } ,  k= 1 ,  . . .  , 
т ,  а= 1 ,  . . .  , n, - локальные координаты в мт и 

Nn , то погружение f задается параметрич.  уравне
ниями уа = fa (х1 ,  • • •  , xm ) . В локальных координатах 

gp ( X , У) = Щ (Р)  X iYi, 
где {X i } , {Yi } - координаты векторов Х , У, 

- дfа дtв 
g;j = ga , f'> дхi дхj ' 

а {iaf'> } - компоненты метрич. тензора g риманова 
пространства Nn . 

К внутренней геометрии поверхности F принадлежат 
такие понятия, как длина кривой,  объем области,  свя з
ность Леви-Чивита v х внутренней метрики ,  ее иреобра 
зования кривизны R ( Х ,  Y)Z и т .  д. Относящиеся сю
да вычислит . формулы см. в ст . Римаиова геометрия . 

В т о р а я (ф у н д а м е н т а л ь н а я) ф о р м а 
Н определяется равенством 

Н (Х ,  Y)p = (VxY) p - ( V xY)p .  
где v .  v - связности Леви-Чивита на Nn , Afm соот
ветственно . Фактически Н зависит . не от векторных  
полей Х, У, а лишь от  и х  значений в точке р и является 
билинейным симметричным отображением 

(TMm ) p X ( T  Afm )p --+ (vAfm )p ,  

где vмm - иорма.яьиое расс.яоепие мт в Nn. Для каж
дого единичного вектора � Е  (vMm )  Р равенства 

<Н ( Х , У) , �)p = h� ( X ,  У)р = (А; ( Х ) ,  У)р 

определяют в т о р у ю к в а д р а т и ч н у ю ф о р
м у J�s и в т о р о й ф у н д а м е н т а л ь н ы й т е н
з о р А s . В локальных координатах компоненты hij ( �) 
формы h; имеют вид 

- д'fСХ h;j Ш = gaf'> дх iдхj �13 ' 

где {�f'> } - координаты вектора � .  
Для формы hs обычным образом (т .  е .  так же,  как  

для поверхности в евклидоном пространстве IR3) 
определяют главные кривизны , главные направления 
(зависящие от �) и другие связанные с ними понятия.  

Исходя из элементарных симметрич .  функций , можно 
строить различные функции главных кривиан. Таковы ,  
напр . ,  средняя кривизна 

Н =  
_

1 -. �-�-�-+ n----:-(-�-�-K;-( �-i )-:--:-;-). 2 ' 
т Jl 1 ='1 t - 1 

где {� ; } � ортонормированный набор нормалей , а К; (�) - главные кривизны формы /� ; ;  :кривиана 
Чжэня - Лашофа 

К = Oln-tm - 1  � s e sn -m- 1 1 Kl (�) - . .  Кт ( � ) 1 da , 
где w1 - объем сферы S1 ; длина второй основной 
формы 

(см . [ 1 )  - [3) ) .  
Значение первой и второй квадратичных форм по

верхности в точке р определяет ее вблизи р с точно
стью до бесконечно малых 2-ro порядка .  Каждому 
� Е (vMm) p , 1 � 1 = 1 ,  соответствует соприкасающийся па
раболоид. (Для поверхности в евклидоном простран
стве - это соприкасающийся параболоид для про
екции поверхности на ( т+ 1 )-плоскость,  определяемую 
( Т Mm) р и s . )  При т= n - 1  (т .  е .  в случае гиперповерх
ности) форма h; единственна с точностью до знака .  
В этом случае вторые фундаментальную и квадратичную 
формы не различают , и теория приобретает большое 
сходство с классич . теорией поверхностей в IRЗ .  



36t ПОГРУЖЕННЫХ МНОГООБРАЗИЙ ГЕОМЕ ТРИЯ 362 

О с и о в и ы е у р а в и е и п я .  Коэффициенты пер
вой и второй квадратпчиых форм не являются ие:'lа 
висимыми . Они связаны уравнениями Гаусса и Петер
сона - Кодацци - М айиарди . 

У р а в н е н и я  Г а у с с а 

R ( Х ,  У) Z = R  (Х , Y)Z - ll  (X, v xZ) + H (У, V xZ) -1-
+ H ( [ .У ,  У ] , Z) ( 1 )  

выражают преобразование кривизны поверхности F 
чере:'l преобразовапие кривизны Nn и коэффициенты 
квадратичных форм (здесь [ · , · 1 - скобка Пуассона) .  

Инвариантпая форма уравнений Петерсона - Ко
дацци - М айнарди связана с попятнем риманова рас
слоения над M'g. Расслоение Е (l) l-мервых плоско
стей над римановым многообразием Mg ваз . р и м а
и о в ы  м,  если в Е ( l) задана риманова метрика < · , · >в 
и риманова (т. е .  согласованная с метрикой) связность 
D : Т мп Х Е -+ Е . Биливейное g-симметричвое ото
бражение 

As : Т м т Х Е -+ Т Mm 

ваз . в т о р ы м ф у в д а м е н т а л ь и ы м т е н з о
р о м в Е; равенство 

(ll ( Х ,  У) , s>в = <А; Х , Y> g  

определяет вторую фундаментальную форму в Е , ас
соцппровапиую с А 6 . Уравнепия 

v xA; Y - V yA; X = A v Y - Av Х ,  (2 )  х у 
R ( X , Y ) S = H (A; X, У) - Н (Х ,  А; У) , (3) 

где R - форма кривизны связности D ,  ваз . у р а в
н е и и я м и П е т е р с о в а - К о д а ц ц и -М а й
п а р д и .  Уравнения (3)  часто ваз .  у р а в и е в и я м и 
Р и ч ч и (координатную запись уравнений (2) - (3) 
см.  в ( 1 ] ) .  Уравнепия (2) - (3) всегда выполнены , 
если Е ( l )  - нормальвое расслоение м т в Nn и D xs 
равно проекции Vxs па (vMm )p · 

И меется следующее обобщение Bonne теоре.мы (см. [2) ) .  Пусть Е ( l) - риманово расслоение над односвяз
ным M'g и пусть па Е ( l ) задав второй фундаментальвый 
тевзор А ; . Если при этом выполняются соотношения 
( 1 )  - (3) , то существует изомет2ич . погружепие M'g 
в евклидоно пространство IR.m + 1 с нормальным рас
слоением Е ( l ) .  Такое погружепие единственно в сле
дующем смысле:  если / , j' - изометрич . погружевия 
Mg в IR.m + l с нормальными расслоениями Е , Е ' , оспа
щепными , как и выше , и век-рая изометрвя qJ: Mg-+ Mg 
накрывается отображением qJ: Е -+ Е' , согласованным 
с оснащенным, то существует такая изометрия Ф про
странства �R.m + 1, что Фoj=j' oqJ.  

К л а с с ы п о  г р  у ж е н и й .  Многомерная П.  м .  г .  
возникла и долгое время развивалась как теория су
ществования изометрич.  погружевий римановых мво
гообразий как правило в IR.n , реже - в пространство 
постояввой кривизны К (см . Иао.м,етр ическое погру
жепие) . Что касается внешне геометрич . свойств и 
связей между внешней и внутренней геометрией по
верхностей, то она подробно изучена только для дву
мерных поверхностей в IR3• В этом случае существует 
классификация точек поверхности , с помощью к-рой 
двумерные поверхности разбиваются на классы: вы
пуклые поверхности , седловые поверхности и развер
тывающиеся поверхности . Именно эти классы явля
ются основным объектом изучения в дифференциальной 
геометрии в целом. В многомерном случае такая клас
сификация точек поверхности неизвестна ( 1983) . Из
вестны тол r,ко нек-рые классы многомерных поверхно
стей: k-выпуклые , k-седловые и k-развертывающиеся .  

k -в  ы п у к л ы е п о в е р х в о с т и . Поверхность 
pm в IR. n паз .  k-в ы п у к л о й , если для каждой точки 
p E Fm существует нормаль Sp E (vFm)p ,  для к-рой hp (S )  
положительно определена , и для любого k-мервого 
направления crk E ( TFm )p , 2 <.k <.т,  найдется в Uk дву
мерное направление cr2 такое, что hp ( s) (Х , У) >О 
(либо hp ( s) ( X , У) =О) для каждого sp E (vFm )p при 
Х ,  У Е cr2 , Х ,  У т- о .  2-выпуклая поверхность pm в IR.n 
есть выпуклая гиперповерхпость в IR.m + 1c iR.n (см . 
(4] ) .  Внутренняя метрика k-выпуклой поверхности 
обладает следующим свойством: в каждой точке р 

для каждого k-мервого направления crk касательного 
пространства найдется двумерное направление cr2Ccrk , 
в к-ром риманова кривизна строго положительна . 

k-c е д л о в ы  е п о  в е р х в о с т  и .  Поверхность pm 
в IR.n ваз .  k-c е д л о в о й, если каждой ее точке р Д.;IЯ 
каждой нормали s Е (vFm) Р число собственных значе
ний hp ( S) одного знака не иревосходит (k-1 ) , 2 <.k<.т. 
Дву мерная k-седловая поверхность есть обычная сед
ловал поверхность в IR.n , от к-рой нельзя отсечь «гор
бушку» гиперплоскостью .  Внутренняя метрика k-сед
ловой поверхности обладает следующим свойством: 
в каждой точке р для каждого k-мервого направления 
ak касательного пространства найдется двумерное 
направление cr2ccr" , в к-ром риманова кривизна не 
положительна . Если k-седловая поверхность полна в 
IR.n , то ее гомологии H i (Fm ) = O  при i;;.k (см . [4j , [ 5) ) .  
Полпая т-мерная k-седловая поверхность pm с иеот
рицательвой кривизной Риччи есть цилиндр с (т
-k+ 1 ) -мервой образующей . 

k-p а з в е р т ы в а ю щ и е с я (k-п а р а б о л и ч е
с к и е ) п о в е р х в о с т и. Поверхность pm в IR.n 
паз .  k-p а з в е р т ы в а ю щ е й с я , если в каждой ее 
точке р существует k-мервое направление a"c ( TFm) p , 
к-рое состоит из собственных векторов , принадлежа
щих нулевому собственному значению матрицы второй 
квадратичной формы относительно каждой нормали в 
данпой точке .  Внутренняя метрика k-развертывающей
ся поверхности обладает следующим свойством: в 
каждой точке р найдется подпространство crk касатель
ного пространства ( Т  Fm) Р размерности k такое, что 
R xy= O для любого вектора X E cr�r.F, где Y E ( TFm )p 
любой вектор касательного пространства , Rху
оператор кривизны . Если k-развертывающаяся по
верхность pm полна в IR.n и несет па себе внутреннюю 
метрику велоложительной кривизны Риччи , то она 
является цилиндром с k-мервой образующей [ 6 1 . 

С в о б о д в ы  е п о  г р  у ж е в и я .  Если образ 
Нр ( Х ,  У) в каждой точке p E Fm имеет максимально 
возможную размерность т ( т+ 1 )/2 ,  то погружение 
паз . с в о б о д н ы м. В этом случае первые и вторые 
производвые радиус-вектора погружепия pm образуют 
л и нейно независимую систему . В классе свободных 
погружевий существует изометрич . погружевие в 
размерность п > т (т+ 1 )/2+3 т+ 5 , во при этом пол
ностью теряется связь между внутренней и внешвей 
геометрией.  Напр . ,  два свободных изометрич . погру
жевия т-мерного многообразия мт в IR.n , п > т (т+ 
+ 1 ) /2+ 3т+ 5 , можно соедивить гомотопией, состоящей 
из свободных изометрич . погружевий мт (см . { 7 ] ) .  

П о г р у ж е в и я  с м а л о й  к о р а з м е р в о
с т ь ю .  Если коразмервость q погружевия мала , то 
из условий па внутреннюю метрику многообразия 
вытекают условия на вторую квадратичную форму 
поверхности . А из свойств второй квадратичной формы 
далее выводятся топологические и внешве геометрич. 
свойства поверхности. В частности , получаются тео
ремы вепогружаемости . Так,  если мт с секционной 
кривизной Ка <.О изометрически погружево в IR.m +q с 
q <т,  то мт есть (q+ 1)-седловая поверхность и ее 
гомологии (в случае полноты) Н "= О при k;;;;;;. q+ t 
(см. [5 ] ) .  В частности , компактное мт с Ка <.О не 
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может быть погружеио в IR2m - 1 (см . [ 8] ,  [ 9 ] ) . Если же В паиболее общей форме П. р. м. был предложен ::1. Кар
Ка <0, то м т даже локальпо непогружаемо в IR2m - 2 тапом ( Е .  Ca1·tan , см . [ 1 ] ) ,  давшим ра:шоuбразные об 
(см .  [9 ] ) . Аналогично,  мт с Ка <1 непогr,ужаемо в разцы его применений . Позднее метод получил шир01юе 
сферу 82m - 2радиуса 1 .  Компактное pm в S m - I  имеет распространение и развитие (см. Продол жений  и охва-
нулевую эйлерову характеристику и компактное па- тов .метод) . Аналитич .  основу П. р .  м .  составляют 
раллеливуеl\lое накрывающее многообразие , если Ка < 1  инвариантные линейные дифференциальные формы 
(см .  [ 1 0] ) . О поверхности pm в IRm + q  при q <т+ 2r-2 группы Ли и их структурные уравнения,  а также теория 
и Ка <0 известно , что ее нормальные Поптрягина представлений групп Ли как групп преобразований . 
классы удовлетворяют условию В современной геометрии основные положения П .  р. м .  

� q 2 .l .l потребовали уточнений и получили оформление в 2 -
Pi Pr- i = 0 .  терминах теории расслоенных пространств . 

Если К а >О , то из q <т- 1 следует , что pm есть (q+ 1 ) - Пусть X n есть п-мерное однородное пространство 
выпуклая поверхность [9 ] . В частности , при q= 1 - п G есть r-мерная группа Ли его иреобразований (G 
это 2-выпуклая поверхность . Если Ка >О и q= 2 , то действует слева) . Пусть X n= GIH - представление , 
компактная поверхность pm , т;;а.З,  имеет гомологии где НсG - группа изотропии (стационарности) пек-рой 
сферы [ 1 1 ] .  Если pm в IRm +Q имеет неположительиую точки Хо Е Х п; (е,. , еа ) ,  k= 1 ,  2, . . .  , n ,  а:= п+ 1 ,  . . .  , 
секционную кривизну , то она - (т - q  (q+ 1 ) ) -развер- r, - базис левоинвариантных векторных полей на G 
тывающаяся и, в случае полноты , рт есть цилиндр с такой, что на Н еа составляют также базис левоинва-
(т q (q+ 1 ) )  мервой образующей [ 10] Е л же  мт риантных векторных nолей подr:рупnы Ли Н .  Базису =Mfix IR.n - k

-
и q < n - 2k,  то погруже�ие 

с
м:огообраз:Л (е,. ,  еа) отвечает соnряжеiJИЫЙ базис левоидвариавтных 

Mm в Rm + q  есть (т-2k-q)-развертывающаяся по- линейных дифференциальных форм (fiJk , еа ) на груnпе 
верхиость ( 8] и, в случае полноты , pm есть цилиндр с Ли G. Канонич . пр.оекция n :  G -+ Х т сопоставляющая 
(т-2k-q) -мерной образующей . При более общих точкам х Е Х n левые Iшассы смежности :rt (х)= Н х Е G 
предnоложениях компактная поверхность группы G по подгруnпе Н= Нх. • вносит в группу Ли G 

мт = мР• х  . . . х мРq -+  IR.n
+ q, Pi ::;;;;. 2 ,  структуру главного Н-расслоения с базой X n  и стру н

турной группой Н размерности r-n.  При таком пред
ставлении G векторные поля еа составляют ба
зис фундаментальных векторных полей расслоения 
n : G -+  Х", а векторные поля е,. натягивают пек
рое трансверсальвое к слоям расслоения n :  G -+ Х n 
п-распределение .  В соответствии с этим линейные диф
ференциальные формы е,. являются полубазовыми 
формами расслоения n: G -+ Х n и образуют вполне 
интегрируемую подсистему форм в системе ( Bk , еа) . 
Слои Н xC G являются интегральными мпогообразиями 
максимальной рю�мерпости для системы уравнений 
Пфаффа B k= O.  

есть произведение rиперповерхиостей [ 1 2] .  
Лит. : [ 1 ] Э й  з е н х а р т Л . ,  Риманова геометрия, пер . 

с анrл . ,  М . ,  1 9�8 ; [2) С h е n в . , Geomctry or subman ifolds, 
N .Y . , 1 97 3 ;  [З ] С h е r n S. - s .1 L а s h о t R .  К . ,  «Amer. J .  
Math . �>, 1 9 5 7 ,  v .  79.t р. 306- 1 8 ;  LJ,.) Ш е ф е л ь  С .  3 . ,  «Си б .  ма
тем. ж.» ,  1969А т. 1 u ,  .N'o 2 ,  с .  459-66 ; [ 5] Г л а з ы р и н В .  В . ,  
«Докл. А Н  С�.;СР>), 1 97 7 ,  т. 233 ,  М 6, с. 1 028- 30 ;  [6 ] Н а r t
m а n Р. , <•Trane. Amer. Math. Soc . >), 1 96 5 ,  v .  1 1 5 ,  р.  9 4- 1 09 ,  
1 970 ,  v. 1 47 ,  р .  529-40 ;  [ 7] Г р  о м о в М. Л. , «докл. АН СССР., ,  
1 970 ,  т .  1 92 ,  .N'o 6 ,  с. 1 206-09 ;  [8] С h е r n S . , К u i р е  r N . ,  
«Ann. o f  Math : >), 1 952,  v .  5 6 ,  No 3 ,  р .  422-30 ; [9] Б о р  о в
с к и й  Ю . Е . , Ш е ф е л ь  С. 3 . , «Сиб. матем. ж. >) , 1 978 , т . 1 9 ,  
No 6 , с .  1 31i6-87 ; [1 0] Б о р  и с е н к о А. А. , «Матем . сб . .. , 
1 9 7 7 ,  т. 1 04 , М 1,. ,  с. 559-76 ; [ 1 1 ] М о о r е J . ,  « Proc.  Amer. 
Math. Soc. >), 1 978 ,  v. 7 0 ,  М 1 ;  [ 1 2] G а r d n е r R .  в . ,  « Bull .  
Amer. Math. SoC . >) ,  1 9 7 7 ,  v.  83,  No 1 , р ,  1 - 35 .  В .  А . Топон.огов , С. З .  Шефелъ. 

ПОДВИЖНАЯ ОСОБАЯ ТОЧКА - особая точка 
z0 решения дифференциального уравнения F (z , w , w' ) = O 
(F - аиалитич . функция) ,  рассматриваемого как функ
ция w (z) комплексного перемепноrо z, при условии ,  
что решения того же уравнения с близкими начальными 
данными имеют близкие к z0 особые точки,  не совпада
ющие с z0 • Rлассич . пример П. о. т .  возникает nри 
рассмотрении уравнения 

dw Р (z, w) 
dz = Q (z , w) ' 

где Р и Q - голаморфные функции в пек-рой области 
пространства С2• Если поверхность {Q= О }  веприво
дима И' проектируется вдоль оси Ow на область Q c::Oz, 
то все точки области Q являются П. о .  т . ; для решения 
с начальным условием (z0 , w0) , где 

Q = (z0, w0 ) = 0  i= Р (z0 , w0) , 
точка z6 � алгебраическая точка вет вления .  Лит. : [ t ]  Г о л у б е в В .  В . ,  Лекции п о  аналитической 
теории дифференциальных уравнений,  2 иад. , М . - JI . ,  1 950  Ю. С. Илъяшен.,.о. 

ПОДВИЖНОГО РЕПЕР А МЕТОД - дифференциаль
но-геометрический метод локального исследования под
многообрааий различных однородных пространств , 
исходным моментом к-рого является отнесение самого 
подмногообразия и всех его геометрич . объектов к 
возможно более общему (подвижному) реперу. П .  р .  м .  
включает в себя последующий процесс канонизации 
репера - инвариантного присоединения к каждой точ
ке подмногообразия единственного репера с целью 
получения дифференциальных инвариантов , характе
ризующих подмногообразие с точностью до иреобра
зований вмещающего его однородного пространства .  

С и с т е м о й р е п е р о в в классической диффе
ренциальной геометрии (евклидовой , аффинной , про
ективной и т .  д . ) паз. множество фигур пространства 
Х т находящееся в биективном соответствии с множе
ством иреобразований пространства Х n (или , что то же 
самое, с множеством элементов фундаментальной груп
пы G данного пространства) , при этом любой репер R 
из данной системы ·можно nолучить из нек-рого началь
ного R0 с помощью только одного nреобразования : 

Lg : Xп -+ Х п ,  R = Lg (R0) , g E G . 

Учитывая ,что главная роль подвижного репера Lg(R0 ) =  
= R g п о  отношению к нещщвижному R0 состоит в 
том, чтобы определять проиавольное иреобразование L g однородного пространства Х т можно отождествить 
множество реперов { R g }  с множеством элементов 
групnового пространства G, цриобретающих таким 
образом смысJI абстрактных реперt�в , <>бслуживающих 
любое однородное пространство с данной фундаЪJеп
тальной группой G .  

Пусть задано нек-рое гладкое nодмногообразие 
McXn раамерности т. Р е п е р а м и  п у л е в о г о  
п о  р я д  к а nодмногообразия М наз . элементы огра
ничения G (n , М) = С lм с G расслоения n: G -+  Х n 
на М, как на новую базу. Это значит ,  что главное 
расслоение G (n ,  М) -+ М вложено в G и определяется 
в нем как nолный прооб раз n - 1 (М) cG. Так как ле
воинвариантпые формы 8k, еа на rруппе Ли G подчи
няются уравнениям М аурера - Картапа 

d8k = ..!.. C I<  e t l\ em + Ck e t l\ e a ) 2 Im la ' l 
аеа = ..!.. са ев 1\ ev + са 813 1\ 8k + ..!.. с а et 1\ е т f ( 1 )  2 �'\' �k 3 I m  ' 

k, l , т = 1 , 2, . . .  , п ;  а:, � . y = n + t ,  . . . , r ,  ) 
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� с�  са с а с а где С /т , /а ,  /3'1'• f'>k ,  Im - структу рные константы 
группы Ли,  то ограничение �орм Bk ,  еа на подрас
слоение G (:rt ,  М) , т .  е. формы w , wa, будет подЧitняться 
таким же уравнениям, но,  сверх того ,  среди форм wk 
возникнут линейные зависимости 

WP = Л�wa , a = 1 , 2 , . . . , т ;  р = т + 1 , . . . , n, (2) 

где wa - формы , оставшиеся вместе с wa линейно 
независимыми на главном расслоенном пространстве 
G (л , М) ""* М, а Л� - функции, также определенные 
на расслоении реперов нулевого порядка G ( :rt ,  М)-М. 
Функции Л� являются координатами касательной 
плоскости Тх ( М) с Тх ( Х п) подмногообразия McXm 
зависящими от  точки х Е М и репера 

R E л - 1 (x) = Hx C. G (:rt, М) . 

К асательные плоскости х ""* Т" (М) образуют сечение 
f: М ""* 'ft m (М) грассманова расслоения 'fJт (М) ""* М 
т-плоскостей,  проходящих через точки rюдмногооб
разия Mc Xn. Расслоение 'ftт (M) -* M является 
присоединенным к главному расслоению G (л, М) ""* М. 
Структура функций Л� х арактеризуется уравнениями 

dЛ� + F�a (Л) wа = Л�ьwЬ ,  (3) 
явный вид :к-рых можно получить внешним диффе
ренцированием уравнений (2) с помощью ( 1 ) и по
следующим применением леммы Картава .  Функции 
лg,  лgь являются относительными координатами 1 -
струи j�f сечения f по отношению :к подвижному реперу 
R Е :rt - l (х) точки х Е М .  Геометрич. объект j �! образует 
также сечение j1f : М ""*  'ftin (M) соответствующего 
расслоенного пространства �Jn (M) ""* М, присоеди
ненного к главному расслоению G (:rt, М) ""* М. Анало-
гичным образом возникает сечение j2/ :  М ""* 'ft� (М) с 
координатами лg ,  лgь, лgЬс образующего его гео
метрич . объекта , а также его последующие продолже
ния j3/, • • •  , j qf, к-рым соответствуют дифференциаль
ные продолжения уравнений (3) . 

До тех пор пока расслоение �:; (М) ""* М, к-рому 
принадлежит сечение jq f (М) , является однородным, 
возможна редукция Gq (:rt ,  М) главного расслоения 
G (:rt ,  М) ""* М реперов к век-рой подгруппе НсН, 
определяема я по Картапу с помощью нек-рой фикса
ции относительных координат лg, лgь, . . . , ЛаР а . . . . q + l 
геометрич. объекта j�f ,  не зависящей от точки х Е М. 
Так определяется частичная канонизация репера . 
Реперы R E Gq (л, М) наз . п о л у к а н о н и ч е с к и
м и р е п е р а м и порядка q+ 1 данного подмного
образия McX n. Е сли же следующее продолжение 
дает геометрич.  объекты , группа стационарности к-рых 
содержит лишь тождественное преобразование , то 
возможна фиксация лишь части координат rеометрич . 
объекта сечения j q + 1j,  не зависящая от точки х, после 
чегq оставшалея часть координат Л геометрич. объекта 
j q + 1f зависит только от х Е М. Таким образом воаникает 
сечение s: М ""* G (:rt ,  М) расслоения реперов нулевого 
порядка подмногообразия McX n. Репер R = s (x) этого 
сечения ваз . к а н о н и ч е с к и м р е п е р о м под
многообразия McXm или с о п р о в о ж д а ю щ и м  
р е  п е р о м  этого подмногообрааия . Описанный выше 
процесс продолжения уравнений (3) и выбранный 
способ фиксации функций Л приводит :к уравнениям 

WP = Л�wa , wa= Л�wa,  (4) 

связывающим линейные формы wk, wa на сечении s (М) . 
Поле канонич . репера строится не одноаначно , а за
висит от пропзвола фиксации относительных коор-

динат геометрич . объекта j q + 1j .  Важно лишь то , что 
часть коэффициентов уравнения (4) имеет постоянные 
(при желании наиболее простые) числовые значения, 
тогда как другая часть их образует дифференциальные 
инварианты подмногообразия М С.Х n• определяющие 
его с точностью до преобразования в Х п· Канонич .  
реперы сечения s (М) являются аналогом классич� 
примера - сопровождающего репера Френе кривои 
евклидона пространства ,  а уравнения (4) соответствуют 
уравнениям Френе кривой . На пути канонизации 
репера могут возникать осложнения , связанные с 
неоднородностью расслоений �:h (М) и разнотипно
стью в этом смысле различных подмногообразий М в 
Х n и даже их отдельных кусков. На этом и основы
вается классификация различных типов точек и раз-
личных классов подмногообразий в Xn. Благодаря 
этим особенностям П .  р .  м. сыграл плодотворную роль 
в изучении подмногообразий в разнообразных одно
роДных пространствах и, кроме того , указал путь к 
развитию современных методов исследования самых 
общих дифференциально-геометрич . структур на глад
ких мноrообразиях . 

Лит. :  [1 ] R а р  т а н Э. , Теория ионечных непрерывны:lr 
групп и дифференциальная геометрия, изложенные методом под
вижного репера , пер . с франц. , М . ,  1 963 ;  [2] Ф а  в а р  Ж. , 
Rypc ломальной дифференциальной геометрии, пер. с франц. , 
М . ,  1 9 60 ;  [3] R а р  т а н А . ,  ДифференцИальное исчисление. 
Дифференциальные формы ,  пер . с франц. , м . , 1 97 1 ; [4] Ф и· 
н и и о в С. п. , Метод внешних форм Rартана в дифферен
циальной геометрии, М . - Л . ,  1948 . Е. Л. Евтушип. 

ПОДВИЖНЫХ СЕТОК МЕТОД - метод численного 
решения задач математич . физики, где разностная 
сетка , на к-рой осуществляется аппроксимация урав
нений основной задачи, не остается фиксированной ; 
она прослеживает в процессе расчета изменение гра
ниц счетных обл астей . Простейшая разностная сетка ,  
получаемая точками пересечения прямых ,  параллель
ных осям декартовой системы координат (прямоуголь
ная сетка) , ·позволяет максимально упростить разност
ные уравнения, описывающие основную задачу . Од
вано адекватное представление на ней границ сложной 
формы и задаваемых на них граничных условий свя
зано со значительными трудностями, зачастую непре
одолимыми при ограниченных ресурсах ЭВМ . Эти 
трудности особенно возрастают при решении нестацио
нарных з адач математич.  физики,  когда границы рас
четных областей подвижны и претерпевают значитель
ную деформацию .  Построение системы координат с 
координатными линиями, совпадающими с границами, 
становится существенпой частью алгоритма решения 
таких з адач. 

При применении П. с .  м .  в каждый фиксированный 
момент времени счетная область разрезается на ко
нечное число ячеек сетки, не налегающих друг на 
друга и з аполняющих всю область без зазоров . В слу
чае двух пространствеиных персменных с точки зрения 
практич. реализации наиболее удобно счетную область 
двумя семействами линий разрезать на четырехуголь
ные ячейки. Тогда становится простой нумерация 
ячеек (аналогичная нумерации элементов матрицы по 
строкам и столбцам) . 

Р асчет координат узлов такой сетки можно тракто
вать как разностный аналог задачи об отыскании функ
ций х ( 6 ,  ТJ ) ,  у ( 6 ,  ТJ ) ,  обеспечивающих однолистнос 
отображение на область физич. плоскости (х , у ) , в 
к-рой проводится расчет , нек-рой параметрич. области 
на плоскости ( 6 ,  '1}) , напр .  единичного квадрата 0 ..;;:6 ..;;;:1 , 
О ...;Т] .-.;:1 . Г раничные значения этих функций устанав
ливают иен-рое взаимно однозначное соответствие меж
ду точками на сторонах параметрич.  квадрата и на 
границах физич. области. Это соответствие целесооб: 
разно оставлпть в распоряжении вычислителя , к-рыи 
расставляет узлы сетки на границе счетной области, 
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исходя и:з конкретного содержания задачи и имеющих
ел ресурсов. 

Для областей несложной формы координаты узлов 
сетки можно вычислять по явным формулам, основан
ным на использовании интерполяции или конкретного 
вида отображения .  В случае сложных областей прихо
дител прибегать к итерационному процесс у, в ходе 
к-рого положение узла сетки на каждой итерации 
пересчитывается в зависимости от положения его 
соседей . Такие ятерационные процессы , как правило, 
моделируют решение век-рой системы дифференциаль
ных уравнений с частными производными.  При их 
конструировании зачастую в той или иной форме 
привлекаютсл конформные и квазиконформные ото·· 
браженил. 

Структура решения задач математич . физики (напр . , 
задач газовой динамики) может характеризоваться 
наличием зон, в к-рых происходит резкое изменение 
параметров потока .  Размеры таких зон могут быть 
существенно меньше характерного линейного размера 
задачи, а их местонахождение заранее неизвестно и, 
кроме того, может меняться в процессе расчета . В связи 
с этим разрабатываютел алгоритмы, к-рые позволяли 
бы использовать в расчетах сетки, сгущающиесл в 
таких зонах . 

С целью создания надежных вычислительных алго
ритмов задача построения сетки зачастую формули
руется как задача минимизации нек-рого вариацион
ного функционала .  Функционал может содержать 
управляющие параметры , изменение к-рых обеспечи
вает определенную свободу и возможность приспосаб
ливать рассчитываемую сетку к особенностям кон
кретной задачи . 

Лит . :  ( 1 ] Численное решение многомерных задач газовой 
динамики , М . ,  1 97 6 ;  [2] С и д о р о в  А .  Ф. , «Численные ме
тоды механики сплошной среды», 1 97 7 ,  т .  8 ,  М 4 ,  с. 1 49-56 ;  
[3] М е щ е р  л к о в Ю. П. , Ш а  п е е в В . П. , там же,  1 978 ,  
т .  9 , М 2 ,  с .  9 1 - 1 03 ;  [4] Д а н а е в Н .  Т. , там же ,  1 97 9 ,  т .  1 0 , М 4 ,  С. 60-74 ; (5 ] Т о М а с П. Д. , М и д д л к о ф ф Д. Ф . , 
<<Ракетная техника и космонавтика>> , 1 980 , т. 1 8 ,  М 7 ,  с. 55-6 1 .  

Г. Л. Пропопов. 
ПОДГРУПП РЯД - конечная цепочка вложенных 

одна в другую подгрупп группы G: 

или 
E = G0 = G1 =  . . .  � Gп = G (* ) 

G = Gr = G2 = . . .  = Gn + r = E . 

Рассматриваютел также бесконечные цепочки вложен
ных подгрупп (убывающие и возрастающие) ,  зануме
рованные порядковыми числ ами или даже элементами 
упорядоченного множества. Их чаще паз .  подгрупп 
систе.ма.ми . 

В ажную роль в теории групп играют субнормаль
пые , нормальные и центральные ряды . П . р. (* ) паз.  
с у б н о р м а л ь н ы м,  если каждый его предыдущий 
член есть нормальная подгруппа следующего члена. 
Если, кроме того , каждая подгруппа G; , i= O ,  1, . . .  , 

п , нормальна в G, то ряд ( * ) паз . н о р м а л ь н ы м 
р л д о м в G. Существует и иная терминология, в 
к-рой нормальным рядом наз . то , что здесь названо 
субнормальным, а для второго определенного здесь 
понятия используется термин <<И н в а р и а н т н ы й 
р л Д>> (преобладает, однако , первал терминология) . 
Факторгруппы G;+ I!Gi ваз . ф а  к т о р а м и ,  а число 
п - д л и н о й субнормального ряда. Нормальный 
ряд (* ) наз . ц е н  т р а л ь н ы м ,  если все его факторы 
центральны , т .  е .  G; + 1/G ;  лежит в центре группы 
G!G;  для всех i ил и,  что равносильно , взаимный ком
мутант G ; + I  и G лежит в G ;  для всех i. Е сли G ; + 1!G; 
в точности совпадает с центром группы G!G; (соответ
ственно коммутант G ; + r и G совпадает с G1) для всех 
i, то ряд (*) наз. в е р х н и м ц е н  т р а л ь н ы м 
р л д о м (соответственно н и ж н и м ц е н т р а л ь
н ы м р л д о м) группы G.  

Пусть в группе G заданы субнормальный (соответ
ственно нормальный или центральный) ряд и нек-рал 
подгруппа H=G и пусть Н;= G; П Н , i= O,  1 ,  . . .  , п .  
Тогда цепочка 

Е = Н0 = Н1 = . . . . = Нп = Н 

является субнормальным (соответственно нормальным 
или центральным) рядом в Н, а факторы этого ряда 
изоморфны подгруппам соответствующих факторов 
ряда (*) · Если G!N - век-рая факторгруппа группы 
G, то цепочка 

E = G0N!N =  G1N/N � . . .  =GпN!N = G/N 

является субнормальным (соответственно нормальным 
или центральным) рядом в G/ N, а факторы этого ряда 
суть гомоморфные образы соответствующих факторов 
ряда (*) · 

Два субнормальных (в частности, нормальных )  
ряда группы наз . и з о м о р ф н ы м и ,  если они имеют 
одинаковую длину и между их факторами существует 
взаимно однозначное соответствие , при к-ром соответ
ствующие факторы изоморфны . Если велкал под
группа одного ряда совпадает с одной из подгрупп 
другого , то второй ряд ваз . у п л о т н е н и е м пер
вого . Неуплотнлемый далее нормальный ряд наз . 
г л а в н ы м, а субнормальный - к о м п о з и ц и о н
н ы м. Факторы этих рядов ваз . соответственно г л а в
н ы м и  и к о м п о з и ц и о н н ы м и  ф а к т о
р а м и. Любые два субнормальных (соответственно 
нормальных или центральных) ряда группы обладают 
изоморфными субнормальными (соответственно нор
мальными или центральными) уплотнениями. В част
ности, любые два гл авных (композиционных) ряда 
изоморфны (см . Жордаliа - Гёлъдера теоре.ма) . 

Лит. : [ 1 ] К а р г а п о л о в  М . И . , М е р з л я к о в  Ю . И. , 
Основы теории группы, 3 изд . М . ,  1 9 8 2 ;  [2] Ч е р н и  к о в 
С. Н . , Группы с заданными свойствами системы подгрупп , М . ,  
1 980.  Н. С.  Ро.маиовспuй. 

ПОДГРУПП СИСТЕМА - множество W подгрупп 
группы G, удовлетворяющее условиям: 1) W содержит 
единичную подгруппу 1 и саму группу G, 2) \Л линейно 
упорядочено по вложению , т. е. для всяких А ,  В из 
W либо А =В ,  либо В=А . Говорят , что подгруппы А ,  
А '  из W составляют с к а ч о к ,  если А '  непосред
ственно следует за А в W. П. с . , замкнутая относи
тельно объединений и пересечений, наз . п о  л н о й . 
Полная П .  с. наз. с у б н о р м а л ь н о й ,  если для 
всякого скачка А ,  А '  этой системы А является нор
мальной подгруппой в А ' . Факторгруппы А '  1 А наз . 
ф а  к т о р а м и с и с т е м ы  'lf. П .  с . ,  все члены к-рой 
суть нормальные подгруппы группы G, наз . н о р м а л ь
н о й. В случае , когда одна субнормальная система  
содержит (в теоретико-множествеином смысле) другую , 
первую из них наз . у п л о т н е н и е м второй.  Нор
мальная П. с .  наз . ц е н т р а л ь н о й , если все ее 
факторы центральны , т .  е .  А '  1 А содержител в центре 
G/ А для велкого скачка А ,  А ' .  Субнормальнал П .  с .  
паз . р а з р е ш и м о й ,  если все ее факторы абелевы . 

Н аличие в группе тех или иных П .  с .  выделлет в 
классе всех групп различные подклассы , наи:более упо-
требительны из к-рых R N ,  RN* , RN,  RI , RI* , RI� 
Z, ZA , ZD , Z, N ,  N - к л а с с ы :К у р  о ш а 
Ч е р н и  к о в а :  

R N-группа - обладает разрешимой субнормальной 
П .  с . ;  

RN* -группа - обладает разрешимой субнормальной 
П .  с . ,  вполне упорядоченной по возрастанию ; 

R N-группа - велкую субнормальную П .  с .  эт@Й 
группы можно уплотнить до разрешимой субнормаль
ной ; 

RJ-группа - обл�J дает разрешимой нормальной П .  с ; 
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R/*-Ppynпa - обладает разрешимой нормальной 
П. с . , вполне упорядоченной П() возрастанию; 

R 1 -группа - всякую нормальную П .  с. этой группы 
можно уплотнить до разрешимой нормальной; 

Z-гpynna - обладает центральной П .  с . ;  
ZA -гpynna - обладает центральной П .  с . ,  вполне 

упорядоченной по возрастанию; 
ZD-rpynna - обладает центральной П. с . ,  вполне 

уnорядоченной по убыванию; 
Z-гpynna - всякую нормальную П .  с .  такой группы 

можно уплотнить до центральной ; 
N -группа - через всякую подгруппу такой группы 

проходит субнормальная П. с . ;  
N -группа - через всякую подгруппу такой группы 

проходит субнормальная П .  с . ,  вполне упорядоченная 
по возрастанию . 

Ч астный случай П .  с . - подгрупп ря ды . 
Лит. : [1 ] R у р о ш А. Г . , Теория групп , 3 изд. , М . ,  1 96 7 ;  

[2] Ч е р н и к о в С .  H. t  Группы с заданными свойствами сис
темы подгрупп , М . ,  1 980 ;  3] R а р  r а п о  л о в М .  И.i М е р з
л я н о в Ю .  И , Основы теории групп , 3 изд. , М . ,  9 8 2 .  

Н. С. РоJКаиовсхий. 
ПОДГРУППА - подмножество Н группы G, само 

являющееся группой относительно операции, опреде
ляющей G. Подмножество Н группы G является ее 
подгруппой тогда и только тогда , когда : ( 1 ) Н содер
жит произведение любых двух элементов из Н, (2 ) Н 
содержит вместе со всяким своим элементом h обрат
ный к нему элемент lt - 1 . В случае конечных и, вообще, 
периодич.  групп проверка условия ( 2 ) является из
лишней . 

Подмножество группы G, состоящее из одного эле
мента 1 ,  будет,  очевидно , подгруппой , и эта П .  паз .  
е д и и и ч н о й П .  группы G и обозначается обычно 
символом Е . Сама G также является своей П .  Всякая 
П . ,  отличная от всей группы,  паз .  и с т и и и о й  П .  
этой группы . И стинная П .  пек-рой бесконечной группы 
может быть изоморфна самой группе.  Сама группа G 
и подгруппа Е паз . н е с о б с т в е н н ы м и П .  груп
пы G, все остальные - с о б с т в е н и ы м и. 

Теоретико-множественное нересечение любых двух 
(и любого множества) П .  группы G является П .  груп
пы G.  Пересечение всех П. группы G, содержащих все 
элементы нек-рого неиустого множества М, иаз . п о  д
г р у п n о й, п о р о ж д е в н о й м н о ж е с т в о м 
М, и обозначается символом {М }.  Если М состоит из 
одного элемента а, то {а } паз.  ц и к л  и ч е с к о й П .  
элемента а .  Г руппа,  совпадающая с одной и з  своих 
циклических П . ,  паз . циr.:.п,ичесr.:ой группо й .  

Теоретико-множественное объединение П . ,  вообще 
говоря, не обязано являться П. О б ъ е д и н е н и е м 
п о  д г р у п п  Hi, i E I, паз .  П . ,  порожденная объеди
нением множеств Н i · 

Произведение подмножеств S1 и S 2 группы G есть 
множество, состоящее из всевозможных (различных) 
произведений s1s2 , где s1 c:S 2 , s2 Е S 2 • Произведение 
подгрупп Н 1Н 2 есть П .  тогда и только тогда ,  когда 
Н1Н2= Н2Н1 ,  и в этом случае произведение Н1Н 2 сов
падает с объединением подгрупп Н1 и Н 2 • 

Гомоморфиый образ П . - подгруппа . Если группа 
G1 изоморфна иек-рой подгруппе Н группы G, то го
ворят, что группа G1 может быть вложена в группу G. 
Если даны две группы и каждая из них изоморфна 
век-рой истинной П. другой , то оrсюда еще не следует 
изомо_I>физм самих этих групп. о. А. Иваиова. 

ПОДГРУППЫ ИНДЕКС в г р у п п е G - число 
сме жпых r.:.п,ассов в каждом из разложекий группы G 
по этой подгруппе Н (в бесконечном случае - мощ
ность множества этих классов) .  Если число смежных 
классов конечно, то Н паз . п о д г р у п n о й к о
н е ч н о г о и н д е к с а в G . Пересечение конечного 
числа подгрупп конечного индекса само имеет конеч-

ный индекс (т е о р е м  а П у а н к а р е) . Индекс 
подгруппы Н в группе G обычно обозначается I G : H l . 
П роизведение порядка подгруппы Н на ее индекс 
I G : Hl равно порядку группы G (т е о р е м  а Л а г
р а н ж а) . Это соотношение имеет место как для ко
нечной группы G,  так и в сл учае бесконечной G -
для соответствующих мощностей .  

Лит . :  [ 1 ]  R a p r a П O JI O B  м.  и . , м е r з л я н о в  Ю. и. Основы теории групп , � изд. ,  М . , 1 98 2 ;  [2 R у р о ш А. Г. , Теория групп, 3 изд. , М . , 1 9 67 .  О .  А .  Иваиова. 
ПОДЕР А, n о д э р а ,  кривой 

l относительно точки О - мно
жество оснований перпендику
ляров , опущенных из точки 
О на касательные к кривой 
l. Н апр . , улитка П аскаля 
П .  окружности относительно 
точки О (см. рис . ) . П. плоской 
линии x=x ( t) , y= y ( t) относи
тельно начала координат: 

Х = х - х' хх' + УУ ' У = у-у ' хх' +У У ' 
x ' t + y ' J  ' x ' t + y ' ' 

Уравнение П .  нростраиственной линии x=x ( t) , у= 
= y ( t) , z= z ( t) относительно начала координат: 

X = x - x• =' +Yl{ + zz ' · У= - , ;x:x' + yy' + zz' • 
x't + y' •+ z'•  ' У У х'з +у ' • + z'• t 

Z = z- z '  хх'+УУ' + zz ' 
x ' • + y' • + z ' •  

А н т и п о д е р о й линии l относительно точки О 
паз .  линия,  П .  к-рой относительно точки О есть ли
ния l .  

П .  п о в е р х н о с т и относительно точки О -
множество оснований перпеидикуляров, опущенных 
из точки О на касательные плоскости поверхности . 
Уравнение П .  поверхности F (x, у, z)= O  по отношению 
к началу координат: 

Х = FхФ,  У = FуФ, Z = F;;Ф , 
где 

ф = _x_F..:.;x,..+_y_F.",y:....+_z""F,... 
F� + F� + F� 

А. Б .  Иваиов. 
ПОДКАСАТЕЛЬНАЯ И ПОД- 'lL( 

НОРМАЛЬ - направленные от-
резки QT и QN, являющиеся М 
прое.кциями иа ось Ох отрез-
ков каса тельной МТ и норма-
ли М N к век-рой кривой в ее о :r 
точке М (<;м . рис . ) . т О N 

Если кривая есть график функции у= f (х) ,  то зна
чения величин П .  и п. равны соответственно: 

1 (х) Q f ( / ' QT  =- l' (х) , N =  х) (х) , 

где х - абсцисса точки М. Если кривая задана пара-
метрически : 

X =<p ( t ) , у = ф (t ) , 
то тогда 

Q T - - ,р ( t )  IP'  ( t )  QN = ,р ( t )  ,Р' ( t )  - ,Р' ( ! )  ' ,р ' ( ! )  ' 
где t - значение параметра , определяющее точку М 
кривой . Б СЭ-iJ . 

ПОДКАТЕГОРИЯ - частный случай понятия под
структуры математич . структуры . Категория � ваз . 
п о д к а т е г о р и е й категории Si', если ОЬ�� 
coьsr, 

Н2 (А , В) =Hst (А, В) П Моr � 
для любых А ,  В Е ОЬ� и произ ведение морфизмов 
из � совпадает с их пронаведением в sr. Для каждого 
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подкласса �' класса Ob.\i' существуют наименьшая и 
наибольшая подкатетории �1 Pl �2 категории .\i', клас
сы объектов к-рых совпадают с �'; подкатетория �1 
содержит только единичные морфивмы объектов из �' и наз . д и с к р е т н о й  п . , n о р о ж д е н н о й  
�' ; Подкатегория �2 содержит все морфизмы из .\i', 
начала и концы к-рых лежат в �' и наз . n о л н о й П. , п о р  о ж д е н н о й  �, . В сякая подкатетория 
� категории .\i', для к-рой Н2 (А , B)= Hse (A , В) 
для любых А ,  В Е ОЬ�, ваз .  n о л н о й П .  катего
рии .\t. Полными П. являются: П. непустых множеств 
в категории всех множеств , П. абелевых групп в кате
гории всех групп и т. д. Для малой �>атегории :;[) пол
ная П .  катеrо_рии всех контравариантных функторов 
ив :l) в категорию множеств , порожденная основными 
функторами , изоморфна категории :l). Этот результат 
позволяет строить пополнение nроизвольной малой 
категории пределами и копределами. 

Произвольпая П .  категории .\i' не наследует никаких 
свойств этой категории. Однако существуют важные 
классы П . ,  наследующих многие свойства объемлю
щей категории, таковы , напр . ,  рефлективные П . ,  ко-
рефлективные П .  м .  Ш .  Цален:ко. 

ПОДМАТРИЦА м а т р и  ц ы А р а з м е р  а 
т Х  n - матрица размера k X l , где 1 <.k <.т , 1 <.l <.n,  
образованная элементами, находящимиен на пересе
чении фиксированных k строк и l столбцов матрицы А 
с сохранением прежнего порядка . Оnределитель квад
ратной П .  порядка k матрицы А наз .  м и н о р о м 
k-го порядка матрицы А .  т. С. Пигол><ина. 

ПОДМНОГООБРАЗИЕ - 1 )  В узком смысле слова 
топологическое п-мерное П. топологического т-мер
ного многообразия М - такое подмножество Nc.M, 
к-рое в индуцированной топологии является п-мерным 
многообразием. Число т - п наз .  к о р а з м е р н о
с т 1> ю подмногообразия N. Наиболее часто встре
чаются локально плоские П . ,  для к-рых тождествен
ное вложение i :  N-+M является ло�>альпо плос�>им 
влб жепие.м . Подмножество Nc.M является локально 
плоским П . ,  если для каждой точки р Е N имеются 
такая окрестность И этой точки в М и такие локаль
ные координаты х1 , . . . , X m в ней , что в терминах этих 
координат N n и описывается уравнениями Xn + r= 
= . . .  = xm= O .  

2) В широком смысле слова топологическое п-мер
ное П. топологического т-мерного многообразия М -
такое п-мерное многообразие N ,  к-рое как множе
ство точек является подмножеством М (иными с.цовами , 
N - это подмножество М, снабженное структурой п
мерноrо многообразия) и для к-рого тождественное 
вложение i: N-+M является погру жепием . П .  в увком 
смысле является П. в широком смысле ,  а последнее 
является П .  в узком смысле тогда и только тогда,  
когда i есть вложение в топологич. смысле (т . е .  у каж
дой точки р Е N имеется сколь угодно малые окрест
ности в N, лвллющиесл пересечениями с N нек-рых 
окрестностей в М) . 

3 )  R у с о ч н о л и н е й н о е, а н а л и т и ч е
с к о е и л и д и ф ф е р е н ц и р у е м о е (класса ct , l <. oo )  П. кусочно линейного, аналитического или 
дифференцируемого (класса Ck,  l <.k <. оо ) многооб
разил М в широком смысле (соответственно узком) -
это подмножество N с. М , к-рое снабжено структурой 
кусочво линейного , аналитического или дифференци
руемого (класса ct) многообразия , причем i является 
кусочно линейным,  аналитическим или дифференци
руемым (класса Cl) погружением (соответственно вло
жением) . Определение дифференцируемого П .  класса 
С1 годится и при l = O ,  совпадая в этом случае с опре
делением топологического П. Обычно подразумевается, 
'!ТО l� 1 .  

В аналитическом и дифференцируемом случаях П .  
всегда является локально плоским. Поэтому определе
ние аналитического (дифференцируемого) П. в узком 
смысле обычно с самого начала формулируется как 
аналитический (дифференцируемый) вариант данного 
в 1 ) опр.еделении локально плоского П. с помощью ло
кальных координат , добавляя к сказанному там усло
вию, чтобы локальные координаты х1 , • • • , Хт были 
аналитическими (дифференцируемыми класса Cl) . Если 
подмножество N удовлетворяет последнему определе
нию , то оно естественным образом снабжается структу
рой аналитического (дифференцируемого класса Cl) 
многообразия и i оказывается вложением в смысле 
соответствующей структуры. 

Rусочно линейное П .  в увком смысле локальво пред
ставляется как подполиэдр объемлющего многообра
зия , кусочно линейно эквивалентный симплексу. Оно 
не всегда является локально плоским (хотя это тю< при 
т - п >2) ;  кроме того , для таких П. свойство быть 
локально плоским в топологич . смысле не совпадает 
(по крайней мере непосредственно) со свойством быть 
локальво плоским в кусочно линейном смысле.  

4) П ростой модификацией этих определений полу
чаются определения: П. с краем; П. многообравия 
с краем (при этом в ряде топологич. вопросов оказы
вается целесообразным ограничить возможные рас
nоложения П. у края объемлющего многообразия , см. 
[ 1 ] ) ;  П . , различные компоненты к-рого могут иметь 
различную размерность; П. бесконечномерного много
образия [ 2 ] ;  комплексно аналитического П .  комплексно 
аналитического многообразия . 

Понятие П .  в узком смысле является непосредствен
ным обобщением понятия кривой и поверхности. П .  
в широком смысле используются в теории групп Л и  
(где это повятие и было впервые введено [3 ] ) , диффе
ренциальной геометрии (4]  и теории слоений . 

5) В алгебраическо й геометрии П . - замкнутое под
множество алгебраич. многообразия в Зариского то
пологии . Этим формализуется идея,  что П. задается 
алгебраич. уравнениями. Помимо перехода от 1R к дру
гим полям, изменение понятия П .  в этом случае сос
тоит в том, что доnускаются П. с особенностями. 

Лит. : (1 ] Р о х л и  н в .  А . ,  Ф у  и с д .  Б . ,  Начальный 
иурс топологии. Геометричесиие главы, М . , 1 9 7 7 ;  [2) Л е н г С . , 
Введение в теорию дифференцируемых многообразий ,  пер. 
с англ . ,  М . ,  1 967 ;  [3] Ш е в а л л е К. , Теория групп Ли, пер . 
с англ . ,  т. 1 ,  М . ,  1 948 ;  [4] С т е р  н б е р г С . , Леиции по диф
ференциальной геометрии, пер. с аигл . ,  М . ,  1 970 .  Д. в. А11.0сов. 

ПОДМОДУ ЛЬ - подмнощество модуля , явллющееся 
подгруnпой его аддитивной группы и замкнутое отно
сительно умноженил на элементы основного кольца.  
В частности, левый (правый) идеал кольца R явля
ется П. левого (правого) R -модуля R .  П . ,  отлич.вый 
от всего модуля,  наз . с о б с т в е н н ы м .  М ножество 
П .  данного модуля, упорядоченное по включев;ию , 
является полной дедекиндовоii решеткой (см . Вполне 
приводи.�оtый модуль) . Если <:р - гомоморфизм модуля А в модуль В, то множество 

Ker tp = {x l x E A , q; (x) = O} 
оказывается П .  модуля А и наз . я д р о м  г о м о м о р
ф и з  м а q; .  К аждый П .  служит ядром векоторого 
гомоморфизма . П. наз. б о л ь ш и м (или с у щ е
с т в е н н ы м) , если он имеет неиулевое пересечение 
с любым другим иенулевым П .  Напр . ,  целые числа 
образуют большой П. г руппы рациональных чисел . 
R ащдый модуль является большим П .  своей инъектив
ной оболочки (см. Ипоье�>тивпый модуль) .  Подмодуль 
А модуля В наз. м а л ы м (или к о с у щ е с т в е н
н ы м) , если для любого подмодуля А '  =В равенство А +А ' = В влечет А ' = В .  М алым оказывается , напр . ,  
велкий собственный П .  цепного модуля .  М алый П .  
образуют необратимые элементы локального кольца.  



373 ПОДОБИЯ ТЕОРИЯ 374 

Сумма всех малых П .  совпадает с пересечением всех 
максимальных П. Левый идеал 1 принадлежит ради
калу Джекобеона тогда и тош,ко тогда , когда I М 
мал в М для всякого конечно порождеппого левого мо
дуля М. Элементы м алого П .  являются н е о б р а
з у ю щ и  м и, т. е .  любая система образующих моду
ля остается таковой посл е удалепил любого из этих 
злементов (это , конечно , не означает , что их можно 
удалить все сразу ! ) .  Радикал Джекобеона кольца эп
доморфизмов модуля совпадает с множеством эндомор
физмов, имеющих малый образ . 

Лит . .  ( 1 ]  Н а ш Ф ,  Модули и иольца , пер . с нем . , М . ,  1 9 8 1 ,  
(2] Ф е й с И . ,  Алгебра иольца , модули и I<атегории, пер . с 
англ . , т.  1 - 2 ,  М . ,  1 9 7 7 - 7 9 .  Л .  А .  Спорняпов. 

ПОДОБИЕ - преобразование евклпдова простран
ства , при к- ром для любых двух точек А ,  В и их об
рааов А ' , В ' имеет место соотношение I A 'В' 1 = k IA В 1 , 
I'де k. - положительное число ,  называемое к о э ф
ф и ц и е и т о м П .  

Каждая гом.отетия является подобием . Каждое 
дви жепие (в том числе и тождественное) также можно 
рассматри вать как иреобразование П .  с коэффициеи
ТО11 k , равным единице . Фигура F паз .  п о  д о б н о й:  
фигуре F' , если существует преобразование П . ,  при 
к-ром F-+F' . П .  фигур явл яется отношением эквива
лентности , т. е. обладает свойствами рефлексивности , 
симметричности и транзитивности . П .  есть взаимно 
однозначное отображение евклидона пространства па 
себя ;  П .  сох раняет порядок точек па прямой , т. е . 
если точка В лежит между точками А ,  С и В' , А ' ,  
С' - соответствующие их образы при пек-ром П . ,  то 
В '  также лежит между точками А '  и С' ; точки , не ле
жащие на прямой , при любом П. переходят в точки,  
не лежащие на одноii прямой .  П .  преобразует прямую 
в прямую ,  отрезок в отрезок , луч в луч , угол в угол , 
окружность в окружность . При П .  угол сохраняет 
вел ичину. 

П .  с коэффициентом k ;t 1 ,  преобразующее каждую 
прямую в параллельную ей прямую , является гомоте
тией с коэффициентом k или - k .  Каждое П .  можно 
рассматривать как композицию движения D и пек-рой 
гомотетии Г с положительным коэффициентом . 

П .  наз .  с о б с т в е н в ы м ( н е с о б с т в е н-
н ы м) , еслн движение D является собственным (не
собственным) . Собственное П .  сох раняет ориентацию 
фигур, а несобетвенное - изменяет ориентацию на 
противоположную . 

Аналогично определяется П .  (с сох ранением ука
занных выше свойств) в 3-мерном евклидовом прост
ранстве , а также в п-мерном евклидовом и псевдоевк
лидовом пространствах . 

В п-мерных римановых , псевдоримановых и финсле
ровых прострапствах П .  определяется как преобразо
вапие , переводящее метрику просrранства в себя 
'с точностью до постоянного множителя .  

Совокупность всех П .  п-ме рного евклидова , псевдо
евклидова ,  римавова , псевдориманова или финсле
рова пространства составляет г-членную группу пре
образований Ли, ваз .  г р у п п о й п о д о б н ы х 
(г о м о т е т и ч е с к и х) преобразований соответ
ствующего пространства . В каждом из пространств 
указанных типов r-членная группа подобных преоб
разований Ли содержит ( 1' - 1 ) -членную нормальную 
подгруппу движений . 

Представляют интерес метрич.  пространства веi•тор
ных плотностей с группами П. и изометрий , содержа
щими бесконечномерные подгруппы изометрий с об
щими траекториями . И. п. Егоров .  

ПОДОБИЯ ТЕОРИЯ - учение об исследовании фи
зич . явлений ,  основанное на поилтин о физич .  подобии . 

Два физич . яшrения п о д о б н ы ,  если по числен
ным значениям характеристик одного явленин можно 

поJiучить численные значения характеристик другого 
явления простым пересчетом, к-рый аналогичен пере
ходу от одной системы единиц измерения к другой. 
Для всякой совокупности подобных явлений все соот
ветствующие безразмерные характеристики (безраз
мерные комбинации из размерных величин) имеют оди
наковое численное значение (см . Раа;м.ерностей ана
лиз ) . О братное заключение тоже верно, т .  е .  если  все 
соответствующие безразмерные характеристики для 
двух явлений одинаковы , то эти явления фюшчески 
подобны . 

Анализ размерностей и П .  т .  тесно связаны между 
собой и положены в основу экспериментов с моделями . 
В таких экспериментах осуществляются замены 
изучения нек-рого явления в натуре изучением ана
логичного явления на модели меньшего или больше
го масштаба (обычно в специальных лабораторных 
условиях) . 

После установления системы параметров, опреде
ляющих выделенный класс явлений , устанавливаются 
условия подобия двух: явлений . Именно , пусть явле
ние определяется n независимыми параметрами , 
нек-рые из к-рых могут быть безразмерными . Пусть ,  да· 
лее, размерности определяющих переменных и физич . 
постоянных выражены через размерности k из этих 
параметров с везависимыми размерностями (k <.n) . 
Тогда из n величин можно составить только n-k не
зависимых безразмерных комбинаций . Все искомые 
безразмерные характеристики явления можно рассмат
ривать как функции от этих n-k независимых без
размерных комбинаций , составленных из определяю
щих параметров . Среди всех безразмерных величин, 
составленных из определяющих характеристик явле
ния ,  всегда можно указать пек-рую базу, т .  е .  систему 
безразмерных величин,  к-рые определяют собой все 
остальные . 

Определенный соответствующей постановкой задачи 
класс явлений содержит явления , вообще пеподобные 
между собой . Выделение из него подкласса подобных 
явлений осуществляется с помощью следующего ус
ловия . 

Для подобия двух явлений необходимо и достаточно , 
чтобы численные значения безразмерных комбинаций ,  
сuставленных и з  полного перечия определяющих пара
метров,  образующих базу , в этих двух явлениях были 
одинаковы . Условия о постоянстве базы отвлеченных 
нараметров , составлепных из заданных величин, оп
ределяющих явление , паз . к р и т е р и я м и п о д о
б и я. 

В гидродинамике важнейшими критериями подобия 
являются Рейнольдса число , характеризующее соотно
шение между инерционными силами и силами вяз
кости , Маха число , учитывающее сжимаемость газа , и 
Фруда число, характеризующее соотношение между 
инерционными силами и силами тяжести . Основными 
критериямr1 подобия процессов теплопередачи между 
жидкостью (газом) и обтекаемым телом являются : 
Прандтля число , характеризующее термодинамич . со
стояние среды; Нуссельта число, характеризующее 
интенсивность к онвективного теплообмена между по
верхностью тела и потоком жидкости (газа ) ;  Пекле 
число ,  характеризующее соотношение между конвек
тивным и молекулярным процессами переноса тепла 
в жидкости ; Стэнтона число , характеризующее ин
тенсивность диссипации энергии в потоке жидкости 
или t·аза . Для распределения тепла в твердом теле 
критериями подобия являются Фурье число , хара·I_SТВ
ризующее скорость изменения тепловых условии в 
окружающей среде и скорость перестройки поля темп-ры 
внутри тела ,  и число Био,  определяющее характер 
соответствия между температурными условиями среды 
и распределением температуры внутри тела . В про-
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цессах,  изменяющихся с течением времени , основными 
критериями подобия , характеризующими одинако
вость протекания процессов во времени , являются 
критерии гомохронности . В задачах аэрогидромехани
ки этот критерий наз .  Струхадя чисдо�t . Критерием 
подобия механич . движения является Ньютона  чисдо . 
При изучении упругих деформаций критерием подобия 
является коэффициент П уассона . 

Если условия подобия выполнены , то для фактич . 
расчета всех характеристик в натуре по данным о 
размерных характеристиках на модели необходимо 
знать переходвые масштабы для всех соответствующих 
величин. Если явление определяется n параметрами , из 
к-рых k имеют независимые размерности , то для ве
личин с независимыми размерностями переходвые 
масштабы могут быть произвольными и их нужно 
задать с учетом услевий задачи , а при эксперимен
тах - и с учетом условий опыта . Переходвые мас
штабы для всех остальных размерных величин полу
чаются из формул , выражающих размерности каждой 
размерной величины через размерности k величин 
с независимыми размерностями , для к-рых масштабы 
подсказаны условиями опыта и постановки задаЧи . 

Напр . ,  в задаче об установившемел обтекании тела 
несжимаемой вязкой жидкостью все безразмерные ве
личины , характеризующие движение в целом,  опреде
ляются тремя параметрами: углами а, � (направление 
поступательной скорости тела относительно его по
верхности) и числом Рейнольдса R .  Условия физич . 
подобия - критерии подобия - представляютел со
отношениями: 

а = coпst , � = const , R = Pvd 
= const . 

11. 
Здесь подразумевается,  что при моделировании явле
ния результаты опытов с моделью можно переносить 
на натуру только при одинаковых а, � и R .  Первые два 
условия всегда легко осуществить на практике, тре
тье - труднее , особенно в тех случаях ,  когда модель 
меньше обтекаемого тела ,  к-рое в натуре имеет большие 
размеры , напр . крыло самолета . При уменьшении раз
меров для сохранения величины числа Рейнольдса 
необходимо либо увеличивать скорость обтекаемого 
потока ,  что практически обычно неосуществимо, либо 
существенно изменять плотность и вязкость жидкости.  
На  ирактике эти обстоятельства приводят к большим 
затруднениям при изучении аэродинамич . сопротивле
ния (напр . ,  продувка самолетов в натуральную вели
чину в аэродинамич . трубах,  а также труб закрытого 
типа ,  в к-рых циркулирует с большой скоростью сжа
тый, т .  е. более плотный, воздух) . 

Специальные теоретические и экспериментальные 
исследования показывают, чт� в ряде случаев для тел 
хорошо обтекаемой формы число Рейнольдса заметно 
влияет только на безразмерный коэффициент лобового 
сопротивления и иногда очень слабо влияет на безраз
мерный коэффициент подъемной силы и на нек-рые др .  
величины, играющие весьма важную роль в различных 
практич. вопросах .  Различие в значении числа Рей
нольдса на модели и в натуре в нек-рых вопросах не 
является существенным. 

Авалогичным образом при моделировании движения 
тел в газе с большими скоростями необходимо иметь 
одинаковые значения числа Маха на модели и в натуре . 

При моделировании плавания кораблей по воде не
обходимо обеспечивать равенство для натуры и моде
ли чисел Фруда и Рейнольдса . Однако при уменьшении 
линейных размеров и оnытах в воде в лаборатории из 
условия о постоянстве чисел Рейнольдса следует тре
бование об увеличении скорости движения модели , а из 
постоянства числа Фруда следует требование об умень
шении скорости движения модели,  поэтому точное моде-

лирование (при испытании моделей кораблей в лабора
тории ) ,  вообще говоря , невозможно . Иногда такого 
рода трудности можно обходить путем использования 
различных жидкостей или путем искусственного изме
нения ускорения силы тяжести с помощью <<Центробеж
ного моделированию> ,  располагая испытываемые объек
ты на вращающейся .установке большого диаметра . 

Детал ьное проникновсние в сущность гидродинами•1 . 
явлений nоказывает, что во многих случаях ВJI И яни е  
числа Рейнольдса можно учесть с помощJ,ю дополни
тельных расчетов илп с п омощью простых опытов с 
использованием данных но буксировке плоских ПJiа 
стинок . В гидродинамике обычных водоизмещающих су
дов основное значение имеет число Фруда , и поэто
му моделирование проводится с соблюдением постоян
ства числа Фруда . 

Исследование с помощью моделей часто являетсн 
единственно возможным способом экспериментального 
изучения и решения важнейших практич . задач . Так 
обстоит дело при изучении натурных явлений ,  проте
кающих в течение десятков, сотен или даже тысяч лет; 
в условиях модельных опытов подобное явление может 
продолжаться несколько часов или дней (напр . ,  при мо
делировании просачивания нефти) . М огут встречаться 
и обратные случаи, когда вместо исследования чрезвы
чайно быстро протекающего в природе явления изу
чают подобное явление , происходящее на модели го
раздо медленнее . 

Моделирование является исходной базой для задачи , 
к-рая состоит в фактич . определении законов природы , 
в отыскании общих свойств и характеристик различ
ных классов явлений, в разработке эксперименталь
ных и теоретич . методов исследования и разрешения 
различных проблем , в получении систематич. материа
лов , приемов , правил и рекомендаций для решения 
конкретных практич . задач . 

Лит. : ( 1 ] Б р и  д ж м е н П .  В . , Анализ размерностей, 
пер . с англ. , Л .- М. ,  1 9 34 ; (2] С е д о в Л. И. , Методы 
подобия и размерности в механине, 9 изд. , М. ,  1 98 1 .  

Л .  И .  Седов. 
ПОДОБНАЯ ОБЛАСТЬ - общепринятое сокращение 

термина «критическая областт. , подобная выборочному 
пространству» ,  употребляемого в математич . статистике 
по отношению к критич . обJiасти нерандомизирован
ного подобия статистич . критерия . 

Пусть Х - случайная величина , принимающая зна
чения в выборочном пространстве (!, :В, Ро ) ,  8 Е 8 , 
и пусть nровернется слоЖНiJ.Я гипотеза Н0 : 8 Е 80с:8 
против альтернативы Н1 : 8 E EI1= 8""-EI0 . Далее, пусть 
для проверни Н 0 против Н 1 построен нерандомизиро
ванный подобный критерий уровня а (О <а < 1 ) ,  кри
тич . функция к-рого есть «:р (х) , х Е ! . Так как этот 
критерий является нерандомизированным, то 

_ { 1 , х Е Ке: ! ,  
«:р (х) - О , :r$ K ,  

( 1 ) 

где К - нек-рое множество из пространства ! ,  наз .  
к р и т и ч е с к и м  м н о ж е с т в о м  к р и т е р и я  
(согласно этому критерию гипотеза Н0 отклоняется 
в пользу Н1 , если в эксnерименте наблюдается событие 
{Х Е К }) . Кроме того,  построенный критерий является 
подобным, в силу чего 

(2) 

И з  ( 1 )  и (2) следует , что критич . область К нерандоми
зированного подобного критерия обладает следующим 
свойством: 

Р8 {Х Е К} = а при всех 8 E EI0 •  
Именно , акцентируя внимание на последнем свойстве 
критич . множества К нерандомизированного подобного 
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критерия , Дж. Неймаи и Э .  Пирсон назвали К «об
ластью, подобной выборочному пространству I>> в том 
смысле ,  что обе вероятности Р е {Х Е К } и Р е {Х E I }  
не зависят от 8 Е 80 • 

Лит. : [ 1 ]  Л е м а н Э . ,  ПJювср•ш статистичесних гипотез , 
пер . с англ . ,  2 изд. , М . ,  1 9 7 9 ;  [2] В а н д е р  В а р д е н Б. Л . ,  
Математичесная статистина , пер.  с нем . ,  М. , 1 9 6 0 ;  [3] N е y
m а n J. Р с а r s о n Е .  S . , « P hi los.  Trans. R n y .  Soc . Se1·. А», 
1 93 3 ,  v. 23 1 , р. 289-337 ;  [4 ] L e h m a n n  Е. L . , S c h e f f e  
Н . ,  <• Sankh ya:,, ,  1 95 0 ,  v .  1 0 ,  р .  3 0 5 - 4 0 ;  [4 ] и х  ж с, там >не, 1 955 ,  v. 1 5 ,  р. 2 1 9-36 .  М. С. Hu1t!J./IUH . 

ПОДОБНАЯ СТАТИСТИКА - статистика, имеющая 
одно и то же распределение вероятностей при справед
ливости нек-рой сложной гипотезы . 

Пусть статистика Т отображает выборочное прост
ранство (! ,  53-х , Ре ) ,  8 Е 8 , в измеримое пространство 
(Ю, 5Зю ) и пусть рассматривается нек-рая сложная ги
потеза 1!0: 8 Е 8 0�8 . В таком случае , если для любого 
события В Е 5Зю вероятность 

Ре ( 1' - 1 (В) ) не зависит от 8, когда 8 Е 80 ,  (* ) 
то говорят, что Т является П .  с. по отношению к гипо
тезе Н0 или просто П . с .  Очевидно, что условие (*) равнс 
сильно тому , что распределение статистики 1' не меня
ется , когда 8 пробегает 80 • Имея в виду зто свойство , 
часто о П .  с. говорят , что она является свободной от
носительно параметра 8 , 8 Е 80 • П .  с. играют боль
шую роль при построении подобных критериев,  а 
также при решении статистич.  задач с мешающими 
параметра ми . 

П р  и м е р  1 .  Пусть Х 1 ,  Х2 , • • •  , Х11- независимые 
одинаково нормально N 1 (а ,  а2) распределенные слу
чайные величины ( l a l < oo ,  cr >O) .  Тогда при любом 
а >О статистика 

где 

1' 1 '-"' п (Х ·- Х)2а 
[��= 1  ( ХгХ) 2у """i= 1 ' , 

Х =- Х ·  - 1 }:"'n 
'ft i = 1 l '  

является свободной относительно двумерного пара
метра (а ,  а2) . 

П р  и м е р  2 . Пусть Х1 , Х2 , • • • , �n + m - незави
симые одинаково распределенные случаивые величины , 
функция распределения к-рых принадлежит семейству 6[ = {F (х) }  всех непрерывных функций распределений 
на (- оо ,  + оо ) . В этом случае,  если F n (х) и F т (х) суть 
функции эмпирич .  распределений , построенные по 
набл юдениям Х1 ,  Х 2 , . . .  , Xn и X n+ l • Xn + 2 •  . . .  , 
Хп + т соответственно , то с т а т и с т и к а С м и р
н о в а 

s п, m = sup I F п (x) - Fт (x) l 1 х l < oo  
является подобной относительно семейства 6[ .  

Лит. : [ 1 ] С о л е Ж . - л. , Основные струнтуры математи
чесной статистини, пер . с франц . ,  М . ,  1 9 7 2 ;  [2] Л и н 
н и н Ю. В . ,  Статистичесние задачи с мешающими параметрами, 
М . ,  1 966 ; [3] Б а р  р а Ж. - Р . ,  Основиые поиятия математиче
сной статистини ,  пер. с франц. , М . ,  1 97 4 .  М. С. HuкyJtuu. 

ПОДОБНЫЕ МАТРИЦЫ - квадратные матрицы 
А и В одного порядка,  связанные соотношением В = 
= S - 1А S ,  где S - какая-либо невырожденная мат
рица того же порядка . П. м .  имеют один и тот же ранг , 
один и тот же определитель,  один и тот же характе
ристич .  многочлен , одни и те же собственные значе
ния . Часто бывает важно выбрать для данной матрицы 
ей подобную, имеющую возможно более простую форму, 
напр . диагональную или жорданову (см . Жорданава 
.матр ица) . т. С. Пигмхина. 

ПОДОБНЫЕ МНОЖЕСТВА - обобщение элемен-
тарно-геометрич .  понятия подобия .  Множества А и В ,  
линейно упорядоченные отношениями 5i, и с!Т ,  наз .  
подобными , если для них существует такое взаимно 

однозначное отображение f :  А --+В ,  что для любых 
х, у Е А ив x:Ji,y следует f (x )c!ff (y ) . М . И. Вой1jеховскuй. 

ПОДОБНЫЕ ОПЕРАТОРЫ- операторы S и Т в 
банаховом пространстве Х (не обязательно ограничен
ные) такие, что существует ограниченный оператор И 
в Х , обладающий ограниченным обратным, и выпол
няется соотношение 

s = u - rт u .  
Если И - унитарный оператор,  т о  S и Т наз . у н и
т а р н о э к в и в а л е н т н ы м и .  

Это  понятие - пример понятия т .  н. п о д о б н ы х 
о т о б р а ж е н и й .  Пусть f и g - два отображенил 
множества Х в себя . Тогда если существует взаимно 
однозначное отображение И : Х--+Х такое , что И!= 
= g U, то эти отображения наз. п о  д о б н ы м и. Име
ются попытки дать определение подобия для ОТ()бра
жений одного множества Х на другое У; напр . ,  отоб
ражения наз .  подобными, если существуют взаимно 
однозначные отображения И и V множеств Х и У 
на себя такие , что Vf= gU. М. И. Войцеховскпй. 

ПОДОБНЫИ КРИТЕРИИ - статистический крите
рий для проверки сложной гипотезы Н0 : 8 Е 80 против 
сложной альтернативы Н1 : 8 Е 81 (80 П ®1 = 0) , функ
ция мощности к-рого принимает на 80 одно и то же за
ранее заданное значение из интервала (0 , 1 ) . 

См . Ней.мапа струптура , Верепса - Фишера проб
ле.ма , П одобпая область . 

Лит. : [ 1 ] Л е м а н Э . , Проверна статистичесних гипотез, 
пер . с англ . ,  2 изд. , М . , 1 979 .  М .  С .  HuкyJtuн. 

ПОДОБЪЕКТ о б ъ е к т а к а т е г о р и и - поня
тие,  аналогичное понятию подструктуры математич . 
структуры . Пусть Sf - произвольпая категория и 
А - фиксированный объект из Sf. В классе всех моно
морфизмов из Sf с концом в А вводится отношение 
предпорядка (отношение делимости справа ) :  1.1 � Х--+А 
предшествует а : У -+А или /.I�CJ, если 1.1= 11 а для 
пек-рого 1.1' : Х--+У . В действительности , морфивм f..t ' 
однозначно определен , поскольку а - мономорфивм. 
Отношение предпорядка индуцирует отношение эк
вивалентности между мономорфизмами с концом в А :  
мопоморфизмы 1.1 :  Х--+А и а : У--+А эквивалентны 
тогда и только тогда , когда /.I�G и а�/.1 · Класс экви
валентных мономорфизмов наз . п о д о б ъ е к т о м 
объекта А .  П .  с представителем 1.1 : Х--+У иногда обоз
начают (/.1 : Х--+А ] или (f..t ] . Допускается также воз
можность с помощью т .  н .  символа т Гильберта произ
вести выбор представителей подобъектов объекта А 
и рассматривать этих представителей в качестве под
объектов . В категориях множеств , групп, абелевых 
групп, векторных пространств П. любого объекта оп
ределяется канонич.  вложением подмножества (под
группы, подпрострапства) в объемлющее множество 
(группу, пространство) . Однако в категории тополо
гич. пространств введенное поня}ие П. шир� понятия 
подмножества с индуцированпои топологиеи . 

Отношение предпорядка между мопоморфивмами с 
общим концом А индуцирует отношение порядка меж
ду П. объекта А : (f..t ] ..;:(a] , если 11 <а. Это отношенИе 
аналогично отношению включения подмножеств пеко
торого множества .  

Если мономорфивм 1-1 регулярен , то любой эквива
лентный ему мономорфизм также регулярен . Поэтому 
можно говорить о регулярных П .  любого объекта А . 
В частности , П .  с представителем 1 А  регулярен . В ка
тегориях с нулевыми морфизмами аналогично вводятся 
нормальные П. Если в категории .\1: существует бика
тегорная структура ( .\\' ,  (r , 1)]1) , то подобъект (1.1: Х-+ -+А ]  объекта А паз .  допустимым (относительно ука
занной бикатегорной структуры) , если 1-1 Е 5JJ1. 

М. Ш. Ца./lенко . 
ПОДПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ - ли

нейное представление р в инвариантном подпростран-
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стве Fc::.E представления n группы (алгебры ,  кольца , 
полугруппы) Х в векторном (топологич . веRторном) 
пространстве Е , определяемое формулой р (x) �= n (х) � 
для всех � Е  F, х Е Х . Если n - непрерывное пред
ставление (топологич . группы , алгебры , кольца , полу
группы) , то любое его П .  п. также непрерывно . 

А. И. Штер><. 
ПОДПРЯМОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ а л г е б р а и ч е

с к и х  с и с т е м - специальный тип подсистем пря
мого (декартова) произведения систем . Пусть А i •  i E I , 
семейство однотипных алгебраич . систем и пусть А =  

= ll· А i - прямое произведение этих систем с проек-
t е  1 

циями р; :  А -+А ; , i E I .  Алгебраич . система В того же 
типа наз . п о  д п р я м ы м  п р о и  з в е д е н и е м 
систем А ; , если существует такое вложение т: В-+А , 
что гомоморфизмы тр;, i E I ,  сюръективны . Иногда 
под П .  п. понимается любая система ,  изоморфная под
системе прямого произведеиия : тогда системы , удов
летворяющие сформулированному выше условию, наз .  
с п е ц и а л ь н ы м и  п о д п р я м ы м и  п р о и •  
в е д е н и я м и .  В теории колец и в теории модулей 
П. п. ваз .  также п о д п р я м о й с у м м о й .  
Подпрямое произведение (подпрямую сумму) обозна-
чают lli e  1А ; (�'е 1А ; соответственно) . 

Следующие условия равносильны: а) система В 
является П .  п .  систем А ; , i E I;  б) существует раз
деляющее семейство сюръективиых гомоморфиамов 
/;: В-+А ;, i E I ;  в) существует такое семейство конгру
энций р ; ,  i E J ,  системы В ,  что пересечение этих конгру
энций является единичной конгруэнцией и B/pit:::t.A ; 
для каждого i Е 1. В сякая универсальная алгебра яв
ляется П. п. подпрямо неразложимых алгебр .  

С теоретико-категорной точки зрения поиятие П .  п .  
двойственно поиятию правильного произведения ал
гебраич . систем с нулевыми (одиоэлемеитиыми) подсис
темами . м. ш. Цале><!W. 

ПОДРАЗДЕЛЕНИЕ г е о м е т р и ч е с к о r о с и м
п л и ц и а л ь и о г о  к о м п л е к с а  К - ��й 
геометрический симплициальный комплекс К1 , что 
тело I K1 1 совпадает с телом I K I  и каждый симплекс 
К1 содержится в век-ром симплексе К. Практически 
переход к П. проюшодится с помощью разбиения сим
плексов комплекса К на более мелкие симплексы так, 
чтобы разбиение каждого симплекса было СОI'ласовано 
с разбиением его граней . В частности , каждая вершина 
К является вершиной К1 • Переход к П. обычно исполь
зуется для доказательства инвариантности комбина
торио определяемых характеристик полиэдров  (иапр . ,  
эйлераво й характеристики, го:м.ологий групп) , а также для получения тр иапгулм,ций  с нужными свойствами 
(вапр. , достаточно мелких триангуляций) . 3 в е з  д
н о е П. комплекса К с центром в точке а Е I K I полу
чается следующим образом . Замкнутые симплексы К, 
не содержащие точку а,  остаются без изменения . Каж
дый замкнутый симплекс а, содержащий точку а , 
разбивается на коиусы с вершиной в точке а над теми 
граиями а ,  к-рые не содержат а. Для любых двух три
ангуляций Т 1 , Т 2 одного и того же полиэдра Р сущест
вует триангуляция Т 3 полиэдра Р, получающаяся как 
из Т 1 , так и из Т 2 последовательностью звездных П .  
Понятие звездного П .  допускает формализацию на 
языке абстрактных симплициальиых комплексов (сим
плициальных схем) . Любое звездное П .  замкнутого 
подкомплекса продолжается до звездного П. всего 
комплекса . П р о и з в о д н о е п о д р а з д е л е
н и е К' комплекса К получается в результате после
довательных звездных П. с центрами во всех открытых 
симплексах К в порядке убывания их размерностей . 
Для произвольного замкнутого подкомплекса К ком
плекса L подкомплекс К' c::.L ' - полный в следующем 
смысле: из того , что все вершины нек-рого симплекса 

a E L'  лежат в К' , следует, что а Е К' . Если в качестве 
центров производиого П .  выбрать барицентры сим
плексов,  то получится б а р и ц е н т р и ч е с  к о е П .  
Если диаметр каждого симплекса п-мериого комплек
са К не иревосходит числа d, то диаметры симплексов 

б � его арпцентрического П .  ограничены числом n + 1 . 

Диаметры симплексов т-кратного барицентрического 
П. комплекса К ограничены числом ( n:1 ) т d , т. е .  
могут быть сделаны сколь угодно малыми путем вы
бора достаточно большого т. 

Лит. [ 1 ) А л е к с а н д р  о в П. С . , Rомбинаторная тоnо
логия, М . - Л. ,  1 9 4 7 ;  [2) Х и JI т о н п . - д ж. , У а й  л и с . ,  
Теория гомологий. Введение в влгебрвическую тоnологию, пер . 
с англ . ,  М . ,  1 966 .  С. В .  Матвеев .  

ПОДРЕШЕТКА - подмножество А элемевтов ре
шетки,  замкнутое относительно операций + и · , т .  е. 
такое подмножество ,  что а+ Ь Е А и аЬ Е А для любых 
а ,  Ь из А .  Таким образом ,  П. является подалгеброй ре
шетки, рассматриваемой как универсальная алгебра 
с двумя бинарными операциями . Подрешетка А ваз. 
в ы п у к л  о й , если из а , Ь Е А  и а <.с <.Ь вытекает, 
что с Е А . Примерами П .  являются всююе одноэле
ментное подмножество решетки, идеал , фильтр, интер
вал . Все эти П. выпуклые .  Любое подмножество эле
ментов цепи является ее П. (не обязательно выпуклой) . 
Все П .  данной решетки , упорядоченные отношением 
включения , образуют решетку.  

Лит. : [ 1 ) Б и р к г о ф Г . , Теория структур , пер . с англ. ,  
М . ,  1 9 5 2 ;  [2] С к о р  н я к о в Л .  А . ,  Элементы теории струк
тур, М . ,  1 97 0 ; [3] Ж и т о м и р  с к и й Г. И. , в сб. : Уnорядо
ченные множества и решетки, в. 7, Саратов,  1 98 1 ; [4] Г р  е т
ц е р Г. , Общая теория решеток , пер . с англ . , М . . 1 98 2 .  

Т. С. Фофапова . 
ПОДСТАВОВКА м и о ж е с т в а - взаимно одно

значное отображение множества на себя . Термин <<П . » 
главным образом применяется для конечного множе
ства Х .  В этом случае удобно считать , что Х = { 1 ,  . . . , 
п }, и записывать П .  в виде ( 1 2 . . .  п ) 

у =  . . . ' II 12 • • . l n 
где i1 , i 2 , • • •  , i п - пек-рая перестаповка чисел 1 ,  2 , 
. . .  , п (впрочем , иногда термин <<nерестановi(а>> упот
ребляется как синоним термина <<П . >> ,  см . ,  напр . ,  [ 2] 
с. 146) . Запись ( *) означает, что у переводит число 
k в i ,. ,  то есть у (k) = i "  (пишут также k V = i ") для i=  
= 1 ,  2 ,  . . .  , п .  Число всех различных П .  множества Х 
при I X I = п равно числу всех перестановон этого мно
жества ,  т .  е .  п ! .  Произведение подстановон а. и � мно
жества Х определяется как последовательное выпол
нение отображений а. и � и задается формулой а.� (х) = 
= а. ( � (х) ) для всех х Е Х .  Совокупность всех П .  мно
жества Х образует группу относительно введенного 
умножеJiия , к-рая ваз . си:м.:м.етр ической группо й . Лю
бая подгруппа симметрич . группы наз.  подстаповок 
группой . 

Симметрич.  группа П .  множества Х обозначается 
S ( Х) ,  она содержит в качестве подгруппы S F ( Х) -
группу, состоящую из таких подстановон у, к-рые пе
ремещают лишь конечное подмножество элементов 
(то есть у (х) ;z!: х лишь для конечного множества эле
ментов х Е Х) .  Если Х конечно и состоит из п элемен
тов , то симметрич . группа обозначается S " . 

Т р а н с п  о з и ц и е й  наз .  такая П .  множества Х , 
к-рая меняет местами только два элемента i и j ;  она 
обозначается (i , j ) . В Sn имеется ровно п ( п - 1 )/2 траве
позиций. Любая подстановка у из S F ( Х) представима 
в виде произведения транспозиций. В частности , каж
дая П. из Sn есть произведение транспозиций.  П .  может 
разлагаться в произведение транспозиций многими спо
собами . ОднаRо для данной у х арактер четности числа 
множителей в разложении на транспозиции не зависит 
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от способа разл ожения . П . ,  представима я в виде про
изведения четного числа транспозиций , наз . ч е т н о й , 
а разлагающ аяся в произведение нечетного числа 
транспозиций - н е ч е т н о й. В S n имеется п l /2 
четных П. и столько же нечетных .  Е сли П .  y E S n за
писана в виде ( *) , то ее четность совпадает с четностью 
ч и с л а  и н в е р с и й перестапопки i1 , • • . , im 
к-рое равно числу таких пар { i k , ij } , что k <j ,  i k > ii . 
Транспозиция , очевидно , есть нечетпая П .  Примене
ние одной транспозиции к любой перестапопке меняет 
четность числа ее инверсий на противоположную . Про
изведение двух четных , а также двух нечетных П. есть 
четная П . ,  а четной и нечетной П .  (в любом порядке ) -
вечетная . Все четные П .  составляют нормальную под
группу А ( Х ) в группе S F ( Х ) ,  R-рая паз . з н а к о
п е р  е м е н н о й . При I X I = п подгруппа А (Х ) обо
зна чается А п · Ц и к л о м длины l паз . такая подстановна а конеч
ного множества У= {у1 , • • • , у1  }, что 

a (yt) = y2,  а {у2) = у,, . , . , a (Yt - 1 ) = Y t ,  a (yt ) = Yl · 
Конечный цикл обозпа<Jается (у1 , у2 ,  • • •  , у1 ) . Б е с 
к о п  е ч н ы м ц и к л  о м наз . такая П .  счетного 
множества 

У = { . . .  , У - 2 •  У - 1 • Уо . Yt , У2 , . . .  } , 
что для любого целого i a (y;) = Yi + I ·  Обозначение бес
копечного цикла таково: 

( . . .  , У - 2 • У - 1 •  Уо . Yt . У2 ,  . . . ) . 
Цикл длины 2 есть транспози ция . Группа Sn содер
жит ( n - 1 ) !  циклов длины п .  Для любой подстапопки 
i' из S (Х ) существует такое разбиение множества Х 
на непересекающиеся подмножества , что на каждом 
из них у действует как цикл . Конечные подмножества 
этого разбиения имеют вид 

{х , у {х) ,  . . . , yl - l (x) } ,  

где у1 
(х) =х , а бесконечные -
{ . . . , у - 2 (х) ,  y - l (x) ,  х , у (х) , у2 (х) ,  . . .  } ,  

где yk (х) *х при k i= O . Цикл ы ,  индуцир уемые подста
новкой у на подмножествах разбиения , ваз .  н е з а  в и
с и м ы  м и ц и к л  а м и подстапопки у .  Например , 
( 1 , 3 , 4) и ( 2 ,  5)- независимые циклы П .  (1 2 3 4 5 ) у = 

3 5 4 1 2 ; 

у записывается в виде 
(1 , 3 ,  4) (2 , 5) 

и является произведением своих независимых циклов . 
Вообще ,  если у нетождественная П . ,  имеющая лишь 
:tюве'lное число циклов веединичвой длины, то у -
произведение таких циклов . В частности , каждая не
тождественная П .  из SF (Х )  является произведением 
своих независимых циклов неединичвой длины. П о
р я  д о к п о  д с т а в о в к и i' из SF ( Х ) ,  т . е. по
рядок циклич. группы (у) , равен наименьшему общему 
кратному длин ее пезависимых циклов .  

Из независимых циклов даввой П.  можно получить 
везависимые циклы П . ,  сопряженпой с ней . Напр . ,  
если 

у = (а1 , . . .  , a1) • . • (aj ,  . . .  , ап) 

произведение везависимых циклов подстапопки 
Sn , а б Е Sп и б (а;) = Ь; , i = 1 , . . .  , п, то 

буб - 1 = (Ьl , . . .  , b t )  . . .  (bj ,  . . . , Ьп) 

у И З  1 
- разложение подстановки буб - 1 в произведение не
зависимых циклов .  Две П .  группы S,. тогда и только 

тогда сопряжены в Sn , когда они имеют одно и то же 
число независимых циклов каждой длины . 

П усть s Е S т k - число независимых циклов под
становки s, включая и циклы длины 1 .  Тогда разность 
п - k  наз . д е к р е  м е н т о м подстапопки s .  Наимень
шее число множителей при разложении подстановки s 
в произведение транспозиций совпадает с ее декремен
то�1 .  Четность П .  совпадает с четностью ее декремента . 

П .  возникли впервые в комбинаторике 18 в .  В кон . 
18 в .  Ж .  Л агранж ( J . Lagrange) примеиил их при не
следовании разрешимости алгебр�ич . уравнений в ра
дикалах. О. Коши (А.  Cauchy) посвятил многочислен
ные исследования этому понятию . Ему, в частности , 
принадлежит идея разложения П .  в произведение цик
лов . Исследования групповых свойств П .  восходит 
к Н. Абелю ( N .  Abel) и особенно к Э. Галуа (Е . Ga
lois) . См. Галуа теор ия , Подстапово�> группа . 

Лит . :  [1 ] J о r d а n с. , Tra ite des substi tutions et des equa
tions a lgebriques, Р . , 1 9 5 7 ;  [2] К о с т р и  к и н А. И . ,  Введе
ние в алгебру, М. , 1 97 7 ;  [3] К у р о m А. Г. , Курс высшей 
алгебры , 1 1  изд. , М . ,  1 97 5 ;  [4] Х о л л  М . ,  Теория групп, nep. 
с англ . , М . , 1 962. Д. А . Супрукен:ко . 

ПОДСТАВОВКИ ПРАВИЛО - O,li,HO из вывода пра
вил логико-математических исчислений . Под назва
нием «П . п . » могут фигурировать различные виды пра
вил . Напр . ,  в выс�>ааывапий исчислепии это П .  п. фор
мулы вместо всех вхождений пропоэициоиальной пере
менной . Для преди�>аmов исчислепия: а) П. п. формулы 
вместо преди�>аmпой пере.м.еппой ;  при этом требуется 
l!ыполнение ряда ограничений на вхождения индивид
ных персменных с тем , что ы избежать к о л л и
з и и п е р е  м е н н ы х, т .  е . ситуации , когда пере
менная , свободная в подставляемой формуле ,  ока
жется связавной в результате подстановки ; б) П. п. 
терма вместо свободных вхождений индивидной пере
менвой соответствующего сорта ;  при этом также не
обходимо избегать коллизии перемевных . 

Лит . :  [ 1 ]  Н о в и к о в П. С . , Элементы математической ло
гики, 2 изд. ,  м. , 1 97 3 ,  [2] Ш е н ф и л д Д ж. Р. , Математи
ческая логика , пер . с англ . , М . , 1 9 7 5 ;  [3] Г и л ь б е р т д . ,  
Б е р н а й с п. , Основан!Jя математики. Логические исчиме
ния и формализацик арифметики , пер. с нем. , 2 изд . ,  М. , 
1 9 8 2 .  С. Н. Артемов. 

ПОДСТАВОВОК ГРУППА - совокупиость под-
стапово�> на век-ром множестве Х , образующих группу 
относительно операции умножения подстановок . Ина
че , П .  г . - это пара (G , Х ) ,  где G - группа ,  Х -
множество и каждому у Е G соответствует подстаиовна 
xf->ox'l' множества Х такая , что 1) xaf3= (xa ) f3 , х Е Х ,  
а ,  � E G ,  и 2) ха= х  для любого х Е Х  тогда и только 
тогда , когда а= е - единица группы G. Е сли выпол
няется лишь условие 1 ) , то говорят о д е й с т в и и 
(или п р е д с т а в л е н и и) группы G на множестве Х . В этом случае подмножество Н элементов группы G, 
оставляющих на месте все х Е Х , будет нормальным 
делителем в G (называемым я д р о м д е й с т в и я) 
и факторгруппа G/H действует на Х уже как П .  г .  
Е сли Х - коиечное множество,  т о  П .  г .  (G, Х)  паз . 
к о н е ч н о й, в противном случае - б е с к о н е ч
н о й . Множество всех подстанопок на Х ваз .  с и м
м е т р и  ч. г р у п п о й  и обозначается S (Х) или Sm ес
ли Х =  {1 , 2 ,  . . .  , n } . 

П о д о б и е м (или и з о м о р ф и з м о м) П .  г .  
(G, Х )  н а  П .  г .  (G' , Х ' )  ваз . пара (ер , ф )  отображений,  
где ер - изоморфизм G на G' , а ф - биекция Х па 
Х ' ,  причем оба отображения согласованы в том смыс
ле ,  что для всех х Е Х и а Е G имеет место равенство 
(xa )11J= (xi\J)aq> . П .  г . ,  между к-рыми существует подобие ,  
ваз .  и о д о б и ы м и .  Если (G , Х) - П. г . ,  то на 
множестве Х естественно определена эквивалентность : 
у -х , у , х Е Х � у= ха для нек-рого a E G; классы 
эквивалентности П .  г. паз.  о р б и т  а м и, или о б
JI а с т я м и т р а и з и т и в н о с т и ,  грунпы (G , Х ) .  
П .  г .  т р а н з  и т и в в а ,  если она имеет лишь одну ор-
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биту, в противном случае она и н т р а н з и т и в н а 
(см . Траиэитивиая группа ) . 

П роизвольвал абстрактная группа G может быть 
представлева как П .  г. на подходящем множестве Х 
(т е о р е  м а К э л и) . П ри этом в качестве Х можн;о 
выбрать множество всех элементов группы G и сопо
ставить каждому у Е G отображение , получающееся 
в .Результате умножения справа на элемент у : s" = 
= �у . Полученвое таким образом р е г у л я р н о  е 
п р е д с т а в л е в и е группы G в виде П . г .  не яв
ляется единственно возможным. П ри исследовании 
П :  г. интересуются другими свойствами , чем при изу
чении абстрактных групп . Речь идет не только о строе
нии группы , а в первую очередь о том , как группа 
действует на множестве Х ;  так , напр . ,  свойство тран
зитивности есть свойство П .  г . , а не абстрактных 
групп . 

Пусть (G ,  Х) - П .  г . ,  а М - подмножество в Х .  
Совокупность всех подставопок у Е G ,  переводящих М в 
себя (то есть х Е М �xv Е М) , образует подгруппу 
Gм , называемую с т а б и л и з  а т о р о м  множества 
М .  Множество тех подстановок , к-рые оставляют все 
у Е М  на месте , ваз . ф и  к с а т о р о м  множества М 
и обозначается G{MJ · Фиксатор будет нормальным де- ' 
лителем стабилизатора . Если М= {а } - одноэлемент
вое множество, то понятия стабилизатора и фиксатора 
совпадают (он обозначается Ga ) ·  Группа ваз .  п о  л у-
р е г у л я р н о й (или д е й с т в у ю щ е й с в о-
б о д в о) , если стабилизатор каждой точки является 
единичной группой и р е г у л я р в о й (или п р о с-
т о т р а н  з и т и в в о й) , если группа , к роме того , 
травзитивна . Централизатором � (G) группы G ваз. 
ее централизатор в симметрич. группе S (Х )  - это 
совокупность подстанопок на Х , поэлемевтно переста
вовочных со всеми элементами из G. Централизатор 
транзитивной группы полурегулярев , и наоборот , 
централизатор полурегулярной группы травзитивен . 
Регулярная П .  г .  (G , Х)  подобна вышеприведенному 
регулярному представлевию группы G. Централиза
тором � (G) регулярного представления будет т .  в. 
л е в о е  р е г у л я р н о е  п р е д с т а в л е н и е  
группы G, сопоставляющее элементу у Е G подстаков
ку sV = y - 16 , s E G . 

Существуют операции (см . [ 6] ) , позволяющие из за
данных П .  г. строить новые . 

а) С у м м а П .  г .  П усть (G, Х)  и (Н, У) - две П .  г . ,  
причем пересечение Х П У  пусто . Сумма (G, Х)+ (Н, У) 
определяется :как П .  г .  прямого произведения G Х Н  
на объединении X U Y, причем для a E G, � Е Н, z E  
E X U Y 

Q { z a. , z E X , 
z ( a. ,  �> > =  

zll , z E Y . 

б) П р о и з в е д е н и е м  (G, Х) Х (Н, У) П . г . 
(G, Х) и (Н, У) ваз . группа (G X Н, Х Х У) , действую
щая на Х Х У  согласно формуле (х, у) (а ,  ll> = (xa , y ll ) . 

Обе операции ассоциативны и могут быть определены 
для произвольного числа групп . 

в) С п  л е т е н и е .  Пусть (G,  Х) и (Н, У) - П .  г .  и 
� (х) Е НХ - отображение Х в Н. На множестве пар 
[а , � (х) ] , называемых таблицами , определяется умно
жение : 

[а, � (х) ] [а' , �, (х) ] = [аа' , � (х) � (xU.) J ,  
относительно к-рого они образуют группу G N H .  Спле
тение П .  г. (G, Х) и (Н , У) есть П .  г. (G N H, Х Х У) , 
причем действие определяется формулой 

(х, у) [а. , 11 (х) ] = (ха. , yll (Х > ) . 
Сплетение также ассоциативно и может быть опреде
лено даже для любого вполне упорядоченного семей-

ства П .  г. Сплетение неединичвых П .  r. будет импри
митивной группой . Е сли G и Н рассматривать как их 
регуJrярные представления , то это определение с точ
ностью до порядка сомножителей совпадает с обычным 
теоретико-групповым сплетением групп.  

г) Э к с п о н и р о в а н и е .  Группа табJJиц ,  дей
ствующая на множестве уХ , приво11ит к П .  г .  

(Н, У) t (G ,  Х) = (G N Н, УХ) . 

Причем действие определяется следующим образом: 
f (х) [а. ,  11 (х) ] = (/ (ха.) )  f:\ (х ) ,  

где f (х) Е уХ . Эксповировавие не ассоциативно и при
водит обычно к примитивным группам . А именно, 
(Н, У) t (G, Х) примитивна , если (Н, У) - примитив
пая вециклич. группа . 

Группы подставопок возникают обычно как совокуп
ность подстановок , сохраняющих нек-рые отношения 
или операции на множестве Х (см . также Преобраэо
ваиий гр уппа ) . Так , исходным для возникновения тео
рии П .  г. было понятие группы Гал уа многочлена.  
Если 

f (х) = anxn + . . . + а0 

многочлен с .коэффициентами ai из нек-рого поля К ,  
а 61 , • • •  , Sn - его корни в пек-ром надполе , т о  груп
пой Галуа будет П .  г .  множества {�1 , • • •  , sп } , сохра
няющих рациональные отношения между корнями, 
т .  е .  равенства вида 

,.., t i ,  t in - Q � c i 1 i 2  . . .  in � 1  · · · !::t n - ' 

где ci ,i, . . .  iп E K . Как показал Э . Галуа (Е . Galois) , 
от свойств этой группы зависит разрешимость или не
разрешимость уравнения f (х\ = О в радикалах . Этот 
результат привел к развитию теории П .  г. в трудах 
Э. Галуа , Ж .  Серре ( J . Serret) , К .  Жордана (С . J ordan) 
и др .  Дальнейшее развитие (кон . 19 - нач . 20 вв . )  
:эта теория нашла в работах У .  Бёрвсайда (W . B urnside) ,  
У .  Маннинга ( W .  Manni ng) , Г .  Фробениуса ( G .  Fro
beni us) , О .  Ю .  Шмидта,  И .  Шура ( J . Schur ) .  П .  г .  
имеют многочисленные применепил в дискретной мате
матике , напр.  при классификации булевых функций и 
конечных автоматов,  в теории кодов с исправлением 
ошибок , при подсчете изомеров сложных органич.  
соединений . 

Лит . :  [ 1 ] Р а s s т а n D. ,  Permutation groups , N . Y . 
Amst. , 1 968 ;  [2] W i е 1 а n d t, Н . ,  Finite permutation groups,  
N.Y . - L. , 1 9 6 4 ;  [З ] В u r n s i u е W. , Theory of groups of fi n i
te order , N . Y . ,  1 9 58 ; [4]  К а л у ж н и  н Л. А . ,  С у щ а н
с к и й  в. И. , Проо бразования и перестановки , пер . с укр . ,  
М. , 1 9 7 9 ;  [5]  Х о л л М. , Теория групп , пер . с англ . ,  М. , 1 9 6 2 ;  
[6] R а л у ж н и н Л.  А . ,  R л и н М.  Х . , С у щ а н с к и й 
В. И . , «Известия вузов .  Математика», 1 9 7 9 ,  .No 8, с. 2 6 - 3 3 .  

Л . А .  Rалу:нспuп. 
ПОДФОРМУ ЛЪИОСТИ СВОЙСТВО - свойство 

нек-рых логичес"их исчuсдеиий и логико-матемаmи�Юских 
исч ислений ,  заключающееся в том, что посылки каж
дого правила исчисления состоят из подформул за· 
ключения . П. с. позволяет организовать поиск вы
вода «снизу вверх» (см . Генцепа формальпая система ) .  
С целью повышения эффективности такого поиска для 
многих исчислений рассматриваются различные спе
циализации и обобщения П .  с .  С .  Ю. Мамов. 

ПОДХОДЯЩАЯ ДРОБЬ - см.  Цеппая дробь .  
ПОДЧИНЕНИЯ ПРИНЦИП - одна из форм Лип

делёфа пр ипципа, использующая понятие подчинения 
функций . Пусть ю (z) - любая функция , регулярная 
в круге l z l < 1  и удовлетворяющая условию: ю (0) = 0 , 
i ю (z) l < 1  в l z l < 1 ;  пусть функция F (z) мероморфна 
в i z l < 1 . Если функция / (z) имеет вид / (z) = F ( ю (z) ) , 
то f (z) паз . п о  д ч и н  е н н о й  функции F (z) в круг(j 
i z l  < 1 , а F (z) - п о  д ч и н  я ю щ е й  ф у н к ц и е й . 
Это о т н о ш е н и е п о д ч и н е н и я обозначается 
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через f (z)�F (z) . В простейmем случае , когда F (z) - ПОЗИТИВНОЕ ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНОЕ ИСЧис-
одпо.аистпая фупкция в l z l  <1 , указанное отношение ЛЕНИЕ - исчисление высказываний в языке {& ,  v ,  
означает просто , что f (0\ = F  (О) и что функция f (z) :::J } , задаваемое следующими 8 схемами аксиом:  
не принимает в круге l z l  <1 тех значений , к-рых в нем 
не принимает функция F (z) . Имеют место следующие 
основные теоремы . 

Т с о р е м а 1 .  П усть функция w= Р (z) мероморфна 
в круге l z l  < 1  и отображает его на р имапаву поверх
пос rпь G (F ) .  Пусть G, (F) - часть G (Р) , соответствую
щая l z l  <.r ,  r< 1 .  Е сли f (z )�F (z) , то значения f (z) 
в l z l <.r (при ан алитическом продо.ажепии из f (0) = = F (О) ) лежат в G, (F ) ,  причем граничные точки G, (F) 
достигаю тел только для f (z )= P (ez) , l e l = 1 (см.  [ 2 ] ) . 

Т е о р е м а 2 .  Е сли f (z)�F (z) и F (z) регулярна 
в l z l <.r, r < 1 ,  то , полагал 

М л (r , /) = { :n � �n 1 f ( rei8) 1 Л d8 } 1 !1. , Л � О , 
имеем M?. (r, f) <.Mл(r, F) , Л�О, O <.r<1 (см . [ 1 ) ) .  

Т е о р е м  а 3 . Если f (z)�P (z) и F (z) регуляр
на в z= O, то для коэффициентов разложений f (z )= 
= �:0 a11Z11 , P (z) = �:=aA nzn имеем ��'�1 l a11 1 2 <. 
.;;;;;�:� 1 1 A n l 2 , m= 1 , 2 ,  . . .  (см . [ 2) ) .  

Общая теория подчинения полезна при рассмотре
нии вопроса о множестве значений , припимаемых (или 
выпускаемых) апалитич . функцией .  Отношение под
чинения можно использовать в двух различных на
правления х .  В о-первых , можно исходить из заданпой 
функции F (z) и изучать свойства всех функций f (z) , 
подчиненных F (z) . Е сли при этом подчиняющая функ
ция F ( z) полностью известна , то известна и область 
G, (Р ) ,  в к-рой лежат значения f (z)  (теорема 1 ) ,  и верх
няя граница интегральных средних М л (r , f) (теорема 2) . 
Е сли , кроме того , F (z\ регулярна в z= O, то имеем 
верхние границы для коэффициентов функции f (z) (те
орема 3) . Во-вторых , можно рассмотреть какую-либо 
мероморфпую в круге l z l  < 1 функцию f (z) , из свойств 
к-рой следует певозможность ее подчипепил в l z l  <1 
надлежащей функции Р (z} . Е сли при этом F (z) , напр . ,  
однолистна ,  то / (z) необходимо принимает в l z l  <1 зна
чения вне G (F) . Эти идеи использования отношения 
подчинения и выражают П .  п. П .  п. можно распро
странять и па многосвязные области (см. [ 3) ) .  

Лит. :  [ 1 1 L i t t 1 е w о о d J .  Е . ,  <•Proc. Lond. Math. Soc. (2) >> , 1 9 2 'i ,  v. 2 3 , р. 4 8 1-5 1 9 ;  [21 R о g о s i n s k i W. , «Proc. Camb.  
Phi l os .  Soc . » , 1 9 3 9 , v .  3 5 ,  р .  1-2 6 ;  [ 3 ] А л е н и ц ы н  10 .  Е . , 
«Тр. м а тем. ин-та АН СССР>> ,  1 96 1 ,  т. 60 , с. 5-21 ; [4] 
R о g о s i n s k i W. , «Schr. Kon igs.  Gelehrt. Gesellsch. Natur
wiss. K l . » , 1 9 3 1 ,  Jg. 8, Н. 1 ,  S. 1-3 1 ; [5] R о g о s i n s k i W. , 
<• J .  Lond .  Math. Soc. », 1 939 ,  v. 1 4 , ;м 53 ,  р. 4-1 1 ; (6] е г о ж е, 
« Proc. Lond. Math. Soc .» ,  1 94 3 , v. 48 ,  р. 48-82 ;  [7 ] L i t t 1 e
w о о d J. Е . ,  Lectures on the theory of functions, L . ,  1 9 4 4 ;  [8] 
Г о л у з и н Г. М . ,  Геометричесная теория фуннций номпленс, 
ного переменного , 2 изд. , М . ,  1 96 6 ,  с. 3,5 6-57 ,  6 06-09 . 

Ю .  Е .  А.лепицът. 
ПОЗИТИВНАН ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ - после

довательность действительных чисел /!о •  1-11 , 1-1 2 ,  . . •  
па промежутке [ а , Ь] такая , что для всякого многочлена 

Р (x) = a0 -j- a1x -j- . . .  -j- a nxn, 
петождествепного нулю и неотрицательного 
выражение 

Ф (Р) = aofto+ a1/!1 + . . . --1- ап/! п � О. 

па [ а , Ь] 1 
Е сли же для велкого такого многочлена будет (jJ (Р) >0, 
то последовательность паз . с т р о г о п о з  и т и в
н о й .  Для того чтобы последовательность /!о • 1-11 ,  
1-1 2 , • • •  была позитивпой па ( а ,  Ь] , необходимо и до
статочно существование возрастающей па [а , Ь] функ
ции g (x} , для к-рой 

(' Ь  J a xndg (x) = /! n• n = 1 ,  2, . . . 
М. И. Войцеховсr;ий. 

1:1 1 3 Матсматичесная знц . , •r . 4 

А :::J (В :::J А) , (А :::J (В :::J С) )  :::J ( (А  :::J В) :::J (А :::J С) ) ,  
A & B :::J A ,  A & B :::J B , A :::J (B :::J A & B) , 

A :::J A V В , B :::J A V В ,  ( A :::JC) :::J ( (B :::JC) :::J ( А  v B) :::J C ) 

и правилом вывода модус поненс . 11 . п .  и .  содержит ту 
часть интуиционистского исчисJrения высказываний 
l (см . Иптуициопиам ) , к-рал не зависит от отрицания , 
а именно : велкал пропозициональпал формула ,  не 
содержащая свлаки l (отрицания) ,  выводима в П . п. и .  
тогда и только тогда , когда она выводима в I .  Есл·и 
к П . п .  и .  добавить две схемы аксиом: 

1) l A :::J (A :::JB)  (з а к о н  о т р и ц а н и я а н т е
ц е д е н т  а ) ,  

2) (A :::JB ):::J ( (A :::J l B) :::J l A )  (з а к о н  п р и в е-
д е н и л к а б с у р д у) , 

то получител исчисление l .  Для получения I можно 
вместо 2) взять и более слабую схему: 

2' ) (A :::J l A ) :::J l A  (з а к о н ч а с т и ч н о г о  
п р и в е д е н и я к а б с у р д у) . 

См . также И�t п.аикативпое пр опоаициопа.аьпое ис-
чис.аепие . 

Лит. :  ( 1 ] Ч ё р ч А . ,  Введение в математичесную логину, 
пер. с англ. ,  т .  1 , М . ,  1 96 0 ;  (2] Г и л ь б е р т  д. , Б е р н а й  с 
П. , Основания математини. Логичесние исчислени я и формали
зация арифметини ,  пер .  с нем . ,  2 изд . , М. , 1 98 2 .  С. К. Соболев . 

ПОЗИЦИОННАЯ ИГРА - игра ,  имеющая характер 
развертывающегося в дискретном времени процесса на 
древовидно упорядоченном множестве (паз . также де
ревом } . :К о н е ч н о й  П .  и .  наз .  система 

Г = (! ,  Х , :Я ,  {Рх}х е х, • {ffi ; } i E I • {h;} ; u ) , 
где 1 )  I - множество игроков ( l l l = n ) ;  2) Х - ко 
нечное дерево , вершины к-рого паз . п о з и ц и я  м и ,  
а корень - н а ч а л ь н о й п о з и ц и е й .  Для по
зиций естественно определяется отношение следова
ния ; позиции , непосредственно следующие за данной 
х Е Х , наз .  а л ь т е р н а т и в а м и х; позиции , не 
имеющие альтернатив , наз . о к о н ч а т е л ь н ы  м и ,  
а ве)1ущие в них пути - п а р т и л м и ;  множество 
окончательных позициii обозначается Х * ;  3) ffi -
разбиение множества Х" Х *  па n+ 1 м н о ж е с т r: 
о ч е р е д н о с т и  Х0 , Х 1 , . . . , Хп · В позициях 
из Х ; ,  i >O , хпд осуществляется игроком i, в позициях 
из Х 0 - случайно; 4) Р х - вероятностные распреде
ления на множествах альтернатив каждой позиции 
х Е Х0 ; 5) \R ;= { иf , и� ,  . . .  , и� . } - разбиение каж-' 
дого Х ; , i >O .  П редполагается , что все позиции х из 
данного и� имеют одинаковое чисJю альтернатив и 
никакие две из них не следуют друг за другом; мно-
жества и� наз .  и н ф о р м а ц и о н н ы м и .  Между 
альтернативами всех позиций одного инфf)рмациоп
пого множества установлено однозначное соо'l;ветс'J;
вие , и каждый его класс паз . а л ь т е р н а т и в о й 
самого информационного множества ;  6) h; - функция , 
ставящая в соответствие каждой окончательпой пози
ции выигрыш в ней игрока i .  

Ч и с т о й  с т р а т е г и е ii игрока i в П . и . яв
ляется функция , ставящая в соответствие каждому ин
формацяоиному множеству иik нек-рую его альтерна
тиву .  Н абор n чистых стратегий всех игроков состав
ляет с и т у а ц и ю. Процесс игры в условиях сложив
шейсл ситуации можно понимать как случайное блуж
дание по множеству позиций от начальной позиuии 
к окончательной , причем в каждой позиции игрок , мно
жеству очередности к-рого принадлежит ;па позиция , 
знает лишь содержащее ее информационное множество 
и выбирает альтернативу в соответствии со своей стра-
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тегией .  В позициях из Х0 выбор альтернативы случаен. 
Это случайное блуждание определяет вероятностное 
распределение па множестве окончательных позиций . 
Принимая за выигрыш игрока математич. ожидание 
его выигрыша па окончательных позициях ,  получают 
бескоа.л,ици оппую игру  в пормальвой форме . 

П .  и .  паз . и г р о й  с п о л в о й  и п ф  о р м а
ц и е й , если информационные множества игроков со 
стоят из одной позиции каждое . В игре с полпой ив
формацией существует ситуация равновесия в чистых 
стратегиях (т е о р е м а Ц е р м е л о - Н е й м а
н а ) . 

Важную роль в П .  и .  играют смешанные стратегии . 
Две смешаввые стратегии игрока паз . э к  в и в а л е п т
н ы м и ,  если в ситуациях , отличающихся только 
этими стратегиями , вероятности каждой окончательвой 
позиции равны . Игрок имеет п о  л н у ю п а м я т ь , 
если каждое его информационное множество следует 
за  единственной альтернативой всех предшествующих 
информационных множеств этого игрока . Наличие 
полпой памяти у игрока означает, что в момент совер
шения хода оп помнит все информационные мпо»шства , 
в к-рых оп находился , и свои выборы в них . О т р li
т е г и е й п о в е д е н и я н11з .  такая смешанная 
стратегия , при к-рой случайные выборы альтернатив 
информационных множеств стохастически независимы . 
Каждая смешанная стратегия игрока эквивалентна 
пек-рой стратегии поведения тогда и только тогда , 
когда игрок имеет полную память (т е о р е м а К у
и а ) .  

Более общими являются П .  и .  с бесконечным мно
жеством альтернатив в каждой позиции и с бесконечно 
продолжающимиен партиями , а также иц1 ы  на графах .  

Лит. : [ 1 ]  Позиционные игры, М. , 1 967 ; [2 ] Б е р  ж К ,  
Общая теория игр неснольних лиц, пер . с франц . ,  М . , 1 96 1 ; [ 3] Н у н Г. У . , в сб. : Позиционные игры, М . ,  1 96 7 ,  с. 1 3-40 ; 
[4] Т h о т р s о n G. L. , в нн . : Contributions to the theory of 
games , v .  2, Princeton , 1 953 , р. 26 7-7 7 ; [5 ]  В о р о б ь е в  Н .  Н . , 
<<Проблемы нибернетини», 1 962 ,  в. 7 , с. 5-20 ;  [6] Б у й 
Н о н г Н ы о н г, «Вестнин ЛГУ» , 1 969 ,  No 1 ,  с. 49-59 . 

Н. Н.  Воробьев , А .  Н. ЛяnуШJв, 
ПОЙА РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - распределение вероят

ностей случайпой величины Х m принимающей целые 
неотрицательвые значения k , 0 -<:k -<: n ,  в соответствии 
с формулой 

Р { X ,. = k} = 
- C k b (b + c) . . . [ b + ( l< - 1 ) c ] r ( r + c )  . .  [ r + (n - h - ! ) c ]  - n ( b + r ) ( b + r + c) . . . [ b + r + (n - 1 ) с ]  

где целые п >О,  Ь >О ,  r >O ,  с;;": - 1  - параметры , или 
эквивалентной формулой 

P {X ,. = k} =  

= Ck р (P + V) . . .  [P + ( h - 1 ) vJ q ( q + v> . . . [ q + (n - k - 1 ) vJ = п ( 1 + v) . . .  [ 1 + (n I ) V] 
= C�P/ V) + k - 1 C(qf:) + n - k - 1 /C(1 /V) + n - 1 • (2) 

где цел ое п >О, действительные 0 < р < 1 , q= 1 -p ,  
у >О - параметры . Связь между ( 1 )  и (2) устанавли
вается равенствами 

Ь r с 
р = b + r ' q = Ь + r ' у =  b + r '  

М атематич. ожидание и дисперсия П .  р .  равны соот-1 + vn ветствевно EX ,.= np и DX,.= npq 1 +v . Специальные 
случаи П .  р . :  Х,. имеет при с= О бипо.м иа.л,ьпое распре
демпие с параметрами n и р; Х,. имеет при s= - 1  
ги пергео.м етр ическое распреде.л,епие с параметрами М= Ь, 
N= Ь+ r и n .  П ри ь- оо , r- oo , когда p = bi(Ь+ r) по
стоянно , и у= с/(Ь+ r)-0 , П . р .  стремится к биноми
альному распределению с параметрами n и р .  

П .  р .  было рассмотрено Д .  Пойа (G . Рбlуа , 1 923) 
в связи с т. н .  у р н  о в о й  с х е м о й  П о й  а. Из 

урны, содержащей Ь черных и r красных шаров , осу
ществляется выбор с возвращением при условии , что 
каждый извлеченный шар возвращается в урну вместе 
с с шарами того же цвета . Если Х n - полное число 
черных шаров в выборке объема n, то распределение 
X n задается формулами ( 1 )  или (2) . Последовательность 
Х m п= 1 ,  2, . . .  , представляет собой дискретный 
ма рковекий процесс , причем состояния процесса опре
деляются числом черных шаров в выборке в мо
мент n, а условная вероятность перехода от состоя
ния k в момент времени n в состояние k+ 1 в момент 
времени n+ 1 равна 

{ 
b + kc P + k'l' Р Xn н = k + 1 1 X k = k} = -- = -

Ь + r + nc 1 + nv 

(зависит от п) . 
Предельным переходом из урноной схемы Пойа мо

жет быть получен п р о ц е с с П о й а - пеодпо
родный марковекий процесс с непрерывным временем , 
принадлежащий классу процессов «чистого размноже
ния• .  При условии , что ва бесконечно малое время !1t 
ПJЮИСходит лишь одно иввлечецие шара , при n-+ oo ,  
когда np-t, ny-+at, выводится предельная условная 
вероятность перехода из состояния k в состояние k+ 1 
за время М :  

Р {Х (t + M) = k + 1 / Х ( t )  = k} = � ::� М + о  (М) . 

При переходе от урповой схемы Пойа к процессу Пойа 
возникает важная предельпая форма П .  р. Именно,  
вероятность Pk (t) в момент времени t пребывать в со
стоянии k равна 

р n ( t) = C(I ;a.) + n - 1 ( 1 :ta.t у ( 1 � a. t) l ja. 
(Р0 (0) = 1 ) .  

Полученное предеJiьное распределение является отри
цате.л,ьпы.м бипомиа.л,ьпы.м распреде.л,епие.м с парамет
рами 1/а и 1/ (1 +at) (соответствующее математич . ожи
дание равно t, а дисперсия t (1 +at) . 

Урновал модель и процесс Пойа , в к-рых возникает 
П .  р. и его предельпая форма , являются моделями 
с э ф ф е к т о м п о с л е д е й с т в и я (извлечение 
шара определенного цвета из урны увеличивает вероят
ность извлечения шара того же цвета при следующем 
испытании) . 

При стремлении параметра а к нулю процесс Пойа 
переходит в пуассоповский процесс , а П .  р. при а-0 
имеет своим пределом Пуассона распреде.л,епие с пара
метром t .  

Лит. · [ 1 ]  Ф е л л е р  В . ,  Введение в теорию вероятностей 
и ее приложения , пер . с англ. ,  2 изд. , т. 1-2, М . , 1 96 7 .  

А. В.  Прохоров. 
ПОйА ТЕОРЕМА : пусть RD- множеетво отобра

жений конечного множества D , ID I = n , в множество 
R и пусть G - группа иодстановок множества D ,  по
рождающая разбиение RD на классы эквивалентности . 
при к-ром /1 , f2 E RD принадлежат одному и тому же 
классу тогда и толыю тогда , когда найдется такое 
g E G, что /1 (g (d) ) = /2 (d) для всех d E D ;  если каждому 
r Е R сопоставлен вес w (r) - элемент коммутативного 
кольца (вес f полагается равным w (f) =П w (! (d)) d e D 
и вес w (F)  класса Fr:::. RD определяется как вес любого 
/ E F) , то 

�Fw (Р) = Р ( G ; �re R w (r ) , �r e Rw2 ( r ) , • • •  

. . .  ' �re R wn ( r ) ) , 

где в левой части равенства сумма берется по всем 
классам эквивалентности , а 

Р ( С ;  xl , x2 , · · · · xn) = i G I - 1 �g e G П:= l x�k(g > = P (G) 
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есть ц и к л о в о й  и н д е к с  G, при этом i � (G) 
число циююв длины k подстановки g в разложении 
ее в произведение везависимых циклов . 

Теорема была опубликована в 1 937 Д .  Пойа (G . Рб
l уа , см. (3] с. 36- 1 38) , хотя фактически она была 
известна раньше (см . [3) с. 9 -35) . 

Если в качестве веса элементов R брать степени 
независимой переменной х (или произведение степеней - ,-, оо � нескольких переменных) , то для <р (х)= ..:.Jk=oa�cx (т .  н . 
«ряд, перечисляющий фигуры•> , где а1с - число эле-
ментов R веса xk) и Ф (х ) = �:=oblcxk (т. н. «ряд, пере
числяющий конфигурации�,  где Ь�е - число классов 
R D  веса xk) согласно П. т. имеет место соотношение : 

Ф (х) = Р (G ; <р (х) , Ч' (х2) ,  . . . , <р (xn ) )  = Р (G ;  <р (х) ) . 

П р и м е р ы. 1 ) Если ! R ! = т , w (r)==1 , то «р (х)= т 
и тогда Р (G; т , т ,  . . .  , т) - число классов эквива
лентности . 

2) Е сли R= {0, 1 }, w (r) = x' ,  то !р (х)= 1+х .  а / Е  Е R D с w (f)= xk можно истолковать как подмножество 
D мощности k. Груnпа G индуцирует орбиты подмно
жеств D , и коэффициент при xk в многочлене Р (G; 
1+х) есть число орбит , состоящих из подмножеств 
мощности k.  

3) П усть R = {0 ,  1 } ,  D= V2 - все 2-подмножества {i ,  j }  множества V= {1 , 2, . . .  , р } ,  тогда f E R D пред
ставляет помеченный граф с вершинами из V, у к-рого 
две вершины i и j смежны , если f ( {i , j })= 1 .  Пусть 
w (r) = x' ,  тогда если w (f) = xk , то k - число ребер 
в графе , соответствующем отображению f . Если на V 
действует симметрич .  группа S Р '  то , определив для 
a E Sp подстаковку gcr на D соотношением gcr { i , _i}= 
= {а ( i ) , а (j ) }, получают паркую группу G= Sl21= 
= {gcr } ,  действ ующую на D = V'21 . 

Для последовательности gp_k (чисел графов с р вер
шинами и k ребрами) , k= 1 ,  2 , . . .  , по П . т. получают 
производящую функцию 

gp (X) =�:= O gple xk = P (S�2 > ; 1 + х) . 
Для единичной группы подстановох Em симметрич . 

группы подстаковок S n и парной группы подстановон 
s�> цикловой индекс имеет соответственно вид 

р (Еп; х1 ) = Х1 , 
P (Sn; xl , . . . , Хп) =� ·  п�= 1 "; ! ( �' У; , 

р (S�> )= �· ( п�= l ki !  ik, ) - 1 п i� : J (X iX�/1 ) /<'i X 

· ( k• )  [ " - 1 ]  
"k 1 x:z/ 2 п -2- х ' 

.•• + п x< r .  s) k,k, 
i i = 1 2 < + 1 r < s [ r ,  s] ' 

rде (r, s) - наибольший общий делитель, [ r ,  s] - наи
меньшее общее кратное чисел r и s , а суммирование 
!: * проводится по k1 , k2 ,  • • •  , kп при условии k1 + 
+ 2k2+ . . .  + nk"= n . Известны цикловые индексы для 
знакопеременной , циклической и диэдральной групп , 
а также формулы для получения цикловых индексов 
для произведения , декартова произведения и сплете
ния групп (см . [4] ) .  

Имеются обобщения П .  т .  н а  случай иного определе
ния как веса функции , так и классов эквивалентности 
[ 1 ] .  

л ит . : [ 1 ]  д е Б р е й  н Н .  д ж. ,  в кн. : Прикладна11 ком
бинаторная математика ,  пер . с англ . ,  М . ,  1 96 8 ,  с. 6 1-10 6 ;  
[2 ] С а ч к о в В .  Н . , Номбинаторпые методы дискретной ма
тематики , М . ,  1 977 ; [З ] Перечислительные задачи комбинатор
ного анализа. Сб. переводов , M . J.. 1 97 9 ,  [4 ] Х а р а р  и Ф . ,  
П а  л м е р э. , Перечисленив rpatpoв, пер. с англ. , М . ,  1 977 .  В. м. Михеев. 
1 3 * 

ПОКАЗАТЕ ЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ , э к с п о н е в-
ц и а л ь  н а я ф у н к ц и я , э к с п  о в е н т а , -
фуикция 

y = ez - exp z 
(где е - основание натуральных логарифмов - иепе
рово число) , для любого значения z (действительного 
пли комплексного) определяемая соотношением 

ez = l im ( 1 +.!.... ) " . 
n___".. co n 

Она обладает следующими свойствами: 
eZ ieZt = eZ1 + Z2 И (eZt )Z2 =:;; eZIZ2 

при любых значениях z1 и z2 • 

( 1) 

При действительных х график П. ф .  у=ех- э к  с
п о н е н ц и а л ь и а я к р и в а я - проходит через 
точку (0 ,  1 ) и асимптотически прибли-
жается к оси Ох (см . рис . ) .  У 

В к урсе математич. анализа рассма
тривается П .  ф . у= ах при действитель· 
ных х и а >О ,  а ;<о 1 ;  она связана с (основ· 
ной) П .  ф. у= ех соотношением 

ах = е�' in a . 

х П . ф. у = ах определена при всех х , 
положительна ,  монотонна (возрастает , 
если а > 1 , и убывает , если 0 <а <1 ) ,  
бесконечно дифференцируема ; при этом 

непрерывна, 

в частности 

(аХ ) '  = ах ln а aXdx = - + C � а"' ' ln a ' 

(е�') ' = ех ,  � eXdx = eX + C ; 

в окрестности каждой точки П .  ф . может быть разло
жена в степенной ряд, иапр . :  

х х2 х" �.., х" 
еХ = 1 + -1 '  + -2 , + . . .  + -т + . . .  """ -т · (2) 

. . n. n= o n. 

График П .  ф .  у= а�' симметричен графику П . ф .  
у= ( 1 /а)�' относительно оси ординат . Е сли а >1 ,  то  
П . ф .  ах при �+ оо возрастает быстрее любой сте
пени х, а при х-+- оо стремится к пулю быстрее JПОбой 
степени 1 /х , т. е. при любом натуральном Ь >О 

lim �ь= оо ,  lim 1 х 1 ь  а�' = О. 
х� + CD 1 х 1 Х-+ - CD 

Обратной к П .  ф .  является логарифмичеспая фупк.
ция .  

П_ри комплексных а и z П .  ф. связана с (осв:овиой) 
П. ф. w= ez формулой 

а" = ez Ln а, 
где Ln а - логарифм комплексного числа а . 

Л .  ф. w= ez- целая трансцендентная функция и 
является аналитич. продолжением П .  ф.  у= ех с дейст
вительной оси в комплексную плоскость. 

Помимо формулы ( 1 ) ,  П .  ф. может быть определена 
также с помощью ряда (2), сходящегося во всей комп
лексной плоскости , или по ф о р  м у л е Э й л е р  а 

ez = ex + iY = e�' (cos у +  i sin у ) . 
Если z=x+ iy ,  то 
1 ez / = ех , Arg ez = у + 2лk, k = O,  ± 1 , ± 2 , 

П .  ф. ez- периодическая с периодом 2л i :  
гz + 2ni = ez ,  

П. ф .  ez принимает все комплексные значения , за ис· 
ключением · нуля: уравнение ez= а имеет бесконечное 
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число решений для любого комплексного числа a ;t O . 
Эти решения находятся по формуле 

z = Ln а = ln 1 а 1 + i Агg а .  
П .  ф .  e z  является одной из основных элементарных 

функций . Через нее выражаются , напр. , тригопомет
рич . функции и гиперболич.  функции . ю. в. Сидоров. 

ПОКАЗАТЕЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - непре-
рывное распределение вероятностей случайпой вели
чипы Х ,  задаваемое плотностью { Ле - "-х х >- О  р (х) = ' � '  

О, х < О. ( 1 )  

Плотность р (х) зависит от  положительного масштабпо
го параметра 'Л. Формула для моментов : е хп= п ! /'Лn , 
в частности - для математич . ожидания ЕХ = 1/'Л и дис
персии DХ = 1 /'Л2 ; характеристич . функция : ( 1 - it/'Л) - 1 •  

П .  р .  входит в семейство распределений, называемых 
га.м.ма-распределепия.ми и задаваемых плотностью 

р (х ) = ['Лаха - 1/Г (а) ] е- "- х ,  х � О ; 
п-кратпая свертка распределения ( 1 )  равна гамиа
распределепию с тем же самым параметром 'Л и с а= n .  

П .  р . - единственное распределение , обладающее 
свойством отсутствия последействия: для любых х >О , 
у >О выполняется равенство 

Р { Х > х + у 1 Х > у} = Р {Х > х} , (2) 
где P {X >x+ y i X >y } - условная вероятность собы
тия Х >х+ у  при условии Х >у .  Свойство (2) называется 
также м а р к о в с к и м с в о й с т в о м. 

В однородном пуассоповско.м пр оцессе расстояние 
между двумя последовательными скачками траектории 
имеет П .  р. Наоборот , процесс восстановления с по
казательным временем жизни ( 1 )  является пуассопов
ским процессом восстановления. П . р. часто возни
кает как предельное при суперпозиции или разреже
нии процессов восстановления , в задачах пересече
ния высокого уровня в различных схемах бл уждания . 
в критических ветвящихся процессах и т .  п .  

Упомянутыми выше свойствами объясняется широ
кое применеиве П. р. при расчетах различных систем 
в теории массового обслуживания и в теории надеж
ности . Предполагая времена занятости приборов слу
чайными ,  пезависимыми друг от друга и распределен
ными показательпо , можно благодаря свойству (2) 
изучать системы массового обслуживания с помощью 
конечных или счетных цепей Маркова с непрерывным 
временем. Аналогичным образом используются цепи 
М аркова и в теории надежности , где времена исправ
ной работы отдельных приборов часто можно предпола
гать пезависимыми и распределенными показательпо . 

Лит. : [ 1 ] Ф е л л е р  В . , Введение в теорию вероятностей 
и ее приложения ,  пер . с англ. , 2 изд. , т. 2, М . ,  1 96 7 .  

В .  А .  Севастьянов. 
ПОКООРДИНАТНОГО СПУСКА МЕТОД - один из 

методов минимизации функций многих перемепных ,  
использующий лишь значения мипимизируемой функ
ции . П .  с. м. применяется в тех случаях , когда мини
мизируемая функция педифферепцируема или вычис
ление ее провзводных требует большого объема ра
боты . Ниже описан П .  с .  м . для задачи мипимизации 
функции F (х) па множестве 

X = {x = (xl , . . .  , xn) : a; ,;;;;;; xi ,;;;;;; Ьi ,  i = 1 , . . . , n} , 
где а; , bi - заданные числа ,  а; < Ьi ; случаи , когда 
все или нек-рые ai= - оо ,  Ь i= + оо , здесь не исклю
чаются . П усть e i= (O , . . .  , О, 1 , О, . . .  , О) - коорди
натный вектор ,  у к-рого i-я координата равна 1 ,  ос
тальные координаты равны пулю . З адают начальное 
приближение xD E X , а0 >0.  Пусть известно k-e при-

ближеиве :v0 Е Х ,  ak >0 при каком-либо k;;;;.O .  Полагают 
P k = ei

k
• где ik= k- п [ � ]+ t (здесь [ а] - целая часть 

числа а) . Таким образом, 
Ро = е 1 , . . .  , Pn - t = e n .  Рп= е 1 , . . .  , Р2п - 1 = е п , Р2 п= е 1 ,  . . .  , 

т .  е .  осуществляется циклич.  перебор координатных 
векторов е 1 , • • •  , е п ·  Сначала проверлют выполнение 
условия 

xk -f- akPk E X ,  Р (xk + akP/1) < F (xk) · ( 1 ) 

Если ( 1 )  выполняется , то полагают xk + 1 = rюk+ akPk•  
a k + 1 = ak · Если ( 1 )  не выполняется , то проверлют 
условие 

x k-akPk E X ,  F (xk - akPk) < F (xk) · ( 2) 
В случае выполнения условия (2) полагают :vk + l =  
= Xk-akPk •  ak + J = ak . Е сли оба условия (1 ) ,  (2) не 
выполняются , то полагают x k + t = X k , { 'Лаk при ik = n , Xk = xk - n + l • (3) 
ak + t = . 

. 
аk при ! k ;t n ИЛИ Xk * X k - n + l • или О";;;;;;k";;;;;;п-1 ; 

где 'Л ,  0 <'Л < 1 , - параметр метода . Условия (3) озна
чают , что если за один цикл из n итераций при пере
боре всех координатных векторов е 1 , • • •  , en с шагом 
ak ВЫПОЛНИЛОСЬ ХОТЯ бы ОДНО И З  УСЛОВИЙ ( 1 )  ИЛИ (2 ) , 
то длина шага ak не дробится и сохраняется па про
тяжении по крайпей мере следующего цикла из n 
итераций ; если же па последних n итерациях оба 
условия ( 1 ) ,  (2) ни разу не выполпились ,  то шаг ak 
дробится. 

Если функция F (х) выпукла и непрерывно диффе
ренцируема па Х ,  множество {:v E X :  F (:v) <:F (:v0 ) } 
ограничено , а0 - произвольвое положительное чис
ло ,  то метод ( 1 )  - (3) сходится , т. е . 

l im F (xk) = inf F (х) , k-+ ех> "' Е  Х 
последовательность {x k }  сходится к множеству точек 
минимума F (х) на Х .  Если F (х) педифферепцируема 
на Х ,  то П. с .  м .  может не сходиться (см. [ 1 ] , [ 2) ) . 

Лит. :  [1 ]  В а с и л ь  е в Ф. П. , Численные методы реше
ния экстремальных задач,  М . ,  1 98 0 ;  [2] К а р  м а н о в В. Г. , 
Математическое программирование, 2 изд. , М . ,  1 98 0 .  

Ф. Л .  Васи.яъев. 
ПОКРЫВАЮЩИИ Э ЛЕМЕНТ в ч а с т и ч н о 

у п о р я д о ч е н н о м � н о ж е с т в е - элемент , 
непосредственно следующий за другим элементом; точ
нее , выражение «а покрывает Ь в частично упорядо
ченном множестве Р>> означает , что Ь <а и не сущест
вует элемента х Е Р , удовлетворяющего условию Ь < 
<х <а. Т. С. Фофанова . 

ПОКРЫТИЕ м н о ж е с т в а Х - любое семей
ство подмножеств этого множества , объединение к-рого 
есть Х .  

1 )  Под П .  т о п о л о г и ч е с к о г о п р о-
с т р а н с т в а , равномерного пространства и вообще 
какого-либо множества , наделепного тем или иным 
строением, попи�tают произвольвое П. этого мно
жества . Однако в теории топологич . прострапств осо
бенно естественпо рассматривать о т к р ы т ы е п о
к р ы т  и я, то есть П . , все элементы к-рых являются 
открытыми множествами . Большое значение открытых 
П. вызвано тем , что их элементы несут в себе полн ую 
информацию о локальном строении пространства , а 
свойства П .  в целом (в частности , число элементов 
в пем, кратность , комбинаторвые свойства) отражают 
существенно глобальные характеристпни пространства.  

Так, па языке открытых П. определяется размер
ность по Jiебегу diш топологич . пространс1ва:  размер
ность нормальпого пространства Х не иревосходит 
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натуральпого числа n, если в каждое конечное откры
тое П. этого пространства можно вписать конечное 
открытое П . ,  кратность к-рого в каждой точке (т . е .  
число элементов П . ,  содержащих данную точку) не 
иревосходит n+ 1 .  Отношение вписаппости одного П .  
в другое является основным общим элементарным от
ношением между П .  Семейство множеств у вписано 
в семейство множеств Л , если каждый элемент се
мейства у содержится в век-ром элементе семейства Л . 
На язьшс открытых П .  определяется кл асс nap a�>oж
na�>mnыx пр остр апств.  

П о д п о к р ы т и е м покрытия у множества Х 
паз . всякое подсемейство семейства у , само являю
щееся П .  множества Х .  В терминах подпоирытий опре
деляются фундаментальные понятия бикомпактпо
сти , счетпой и финальной компактности . Простран
ство б и к о м п а к т п о , если из каждого его от
крытого П .  можно выделить конечное подпокрытие . 
Пространство с ч е т  н о к о м п а к т н о ,  если из 
каждого его счетного открытого П .  можно выделить 
конечное подпокрытие . Пространство ф и  п а л ь п о  
1< о м п а к т п о , если из каждого его открытого П .  
можно выделить счетное подпокрытие . С помощью от
крытых П . определяются абстрактные комбинаторные 
объекты , открывающие дорогу применепию алгебраич. 
методов к исследованию топологич.  прострапств , более 
общих , чем полиэдры . П .  С. Александров определил 
фундаментальное понятие п е р в а произвольпого 
покрытия у как абстрактного комплекса, вершипы 
к-рого поставлены во взаимно однозначное соответст
вие с элементами покрытия у и конечный набор этих 
вершин составляет абстрактный симплекс в том и 
только в том случае , если пересечение отвечающих этим 
элементам покрытий у не пусто .  Системам открытых П .  
пространства , взятых вместе с отношением вписан
пости , отвечают системы абстрактных комплексов , свя
занных симплициальпыми отображениями , - т. в. 
с п е к т р ы к о м п л е к с о в .  

Заметную роль в топологии играют и з а м к п у
т ы  е п о  к р ы т  и я - то есть П . ,  все элементы к-рых 
являются замкнутыми множествами . Если в топологич. 
н ространстве все одноточечные множества замкнуты, 
то примером замкнутого П .  это1·о nространства может 
служить семейство всех его одноточечных nодмно
жеств .  Но в таком П .  не заключено никакой инфор
мации о топологии рассматриваемого пространства , 
к роме той , что в нем выполнена Т1-аксиома отдели
мости. Поэтому требование замкнутости П .  следует 
соединять с другими существенными ограничениями. 
В частности, полезно рассматривать замкнутые ло
кальпо конечные П .  Они существенны в теории раз
мерности . В ажным примером замкнутого П. является 
П. полиэдра замкнутыми симплексами какого-нибудь 
подразделяющего этот полиэдр комплекса .  

Среди ограничений па П . ,  связанные не с характе
ром элементов, а с их расположением , наиболее часто 
вс.тречаются следующие . М о щ н о с т ь  П . - число 
элементов в нем , л о к а л ь п а я к о п е ч п о с т ь 
(у каждой точки пространства есть окрестность ,  пере
секающаяся с конечным множеством элементов се
мейства подмножеств этого пространства) , т о ч е ч
н а я к о п  е ч н о с т ь (означающая , что множество 
элементов П . ,  содержащих произвольно взятую точку , 
конечно) , з в е з  д н а я к о п  е ч п о  с т ь (каждый 
элемент П .  пересекается лишь с конечным числом 
элементов этого П . ) .  

Семейство множеств в топологич . пространстве паз . 
к о н с е р в а т и в в ы м, если замыкание объедине
ния любого его подсемейства равно объединению за
мьшавий элементов этого подсемейства . 1\ аждое ло
кальпо конечное семейство множеств консервативно . 
Rопr,ервативные П .  возникают при исследовании пара-

компактных пространств, при этом важны и не три
виальны не только открытые, по и любые консерва
тивные П .  

Важную роль играет попятие з в е з д ы т о ч к и 
х относительно семейств множеств (в частности , по
крытий) у .  Это - объединение всех элементов семей
ства у ,  содержащих х, обозначаемое обычно S t y  (х) . 
Аналогично определяется з в е з д а Sty (А )  м н о
ж е с т в а А относительно семейства множеств у.  
Н а  попятии звезды основано фущ�аментальвое отно
шение звездпой вписаппости одного П .  в другое , су
щественно более топкое , чем отношение вписанпости . 
Семейство множеств Л паз . з в е з д н о в n и с а н
н ы м в семейство множеств у, если для каждой точки 
найдется элемент семейства у, содержащий звезду этой 
точки относительно Л. Отношение звездпой вписав
ности открытых П .  имеет важное значение в теории 
размерности , па нем основаны пек-рые критерии мет
ризуемости , оно является одним из основных элемен
тарных понятий , входящих в определение равномер
ной структуры и равномерного пространства.  Полезно 
рассматривать семейства F открытых П .  топологич . 
пространства ,  направленные отношением звездпой вnи
санпости в следующем смысле: для любых у1 и у2 из 
F найдется �-t E F, звездпо вписанное и в у1 , и в у 2 • 

Представляет ценность следующая характеристика 
паракомпактности па языке звездной вписапности 
(т е о р е м а М о р и т ы ) :  хаусдорфово пространство 
паракомпактно в том и только в том случае , если в лю
бое его открытое П .  можно вписать открытое П .  звезд
по . 

Звездпая вписапность в случае произвольпых (или 
даже замкнутых) П. не столь содержательна . В част
ности , это видп� из того , что семейство всех одното
чечных подмножеств пространства звездно вписано 
в любое П. этого пространства. 

Лит . : [1 ] Н е л л и д ж. , Общая топология, пер . с англ . ,  
2 изд. , М . ,  1 98 1 ;  [ 2 )  А р х а н г е л  ь с и и й А.  В . , п о  н о м а
Р е в В. И . , Основы общей топологии в задачах и упражнениях , 
М. , 1 9 7 4 .  А.  В .  Архан.гельспий. 

2) В к о м б и п а т о р п о й г е о м е т р и и име
ется ряд задач и предложений, отпосящихся к специ
альным П . ,  в осповном выпуклых множеств .  Пусть 
К - выпуклое тело п-мерпого векторного пространст
ва IR.n , Ьd К и int  К - соответственно граница и внут
ренность К. Наиболее известны следующие задачи 
с п.  

а) Ищется минимальное число t (К)  транслитов (па
раллельных перепосов) int К, при помощи к-рых можно 
покрыть тело К .  

б )  Ищется минимальное число Ь ( К )  гомотетичных 
К тел с коэффициентом гомотетии k , O <k <1 , при 
помощи к-рых можно по крыть тело К .  

в) Ищется минимальное число d ( К)  гомотетичвых 
К множеств с коэффициентом гомотетии k > 1  и цепт
ром гомотетии в /Rn'-.,Jnt К, при помощи к-рых можно 
покрыть тело К.  

П р и  ограниченности К задачи а )  и б )  эквивалентны 
между собой , эквивалентны освещения аадаче (извне) 
множества Ьd  К и связаны с Х адвигера гипотеаой .  
Для пеограпичепного К задачи а) и б) , вообще говоря ,  
различны , причем числа Ь (К) и t (K) могут быть бес
конечными . 

Лит . :  [ 1 ] Д а н ц е р  Л. , Г р  ю н  б а у м Б . ,  Н л и В . , 
Теорема Хелли и ее применения, пер. с англ. , М . ,  1 968 ;  [2] 
Б о л т я н с и и й  В .  Г. , Г о х б е р г  И. Ц. , Теоремы и за
дачи иомбинаторной геометрии, М . ,  1 965

t
· [З] и х  ж е, Разбие

ние фигур на меньшие части, М . ,  1 9 7 1 ; 4]  Х а  д в и г е р  Г" 
д е б р у н  н е р  Г. ,  Номбинаторная геометрия плосиости , 
пер. с нем . ,  М . ,  1 96 5 ;  [5] Р о д ж е р с Н . ,  Уиладии и поиры
тия ,  пер. с англ . ,  М . , 1 968 ;  [6 ] Б о л т я н с и и й В .  Г . ,  С о л
т а н П .  С . ,  Номбинаторная геометрия различных илассов вы
пуилых множеств , Ниш. , 1 978 .  П .  С. Солтан.. 

ПОКРЫТИЯ И УПАКОВКИ - комбинаторные ков
ф игурации , связанные с многозначным отображением 
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одного множества на другое . Пусть заданы множества и ребер - в качестве / ,  то покрытием являетс11 ребер-V и Е и многозначное отображение Г множества Е ное покрытие графа , упаковкой - паросочетание, сQ-
на множество V. Пусть Г (е) - образ элемента е Е Е вершеивой упаковкой - совершенное паросочетавие. 
nри отображении Г и для любого Cr;;;E пусть Г (С) = Если в качестве и покрывающего , и покрываемоrо 
= U е е Е Г (е) .  Подмножество СеЕ ваз . п о  к р ы т  и- взять множество вершив, а в качестве I - отношение 
\) м (для ( V , Е, Г) ) ,  если Г (С ) =  v. Подмножество смежности вершин, то покрытием будет внешне устой
РеЕ ваз . у п а к о н к о й, или у к л а д к 0 й (для чивое множество , а упаковкой - внутренне устойчи
( V, Е, Г) ) ,  если для любых двух различных элемев- вое· множество;  при этом минимальная мощность по
тов e i , ei из Р множества Г (е i) и Г (еj) не пересекаются . крытия ваз . числом внешвей устойчивости , а макси
Подмножество РеЕ ваз . с о в е р ш е н н 0 й у п а к 0 в- мальвая мощность упаковки - числом внутренней 
к о й , или с о в е р ш  е н н ы м п 0 к р ы т и е м ,  устойчивости (см.  Графов числовые характеристиr>и) . 
если Р является одновременно и покрытием , и упаков- 2) Пусть V - неиустое множество в метрич . про-
кой. Множество Е ваз. п 0 к р ы в а ю щ и м ,  а мво- стравстве R . Система :rt множеств UeR ваз . в-п о к р ы
жество V - п о к р ы в а е м ы м. Если обратвое от- т и е м множества V, если диаметр d ( U) любого мво
ображение г - 1  таково, что Г - l ( V) = E , то можно жества U E :rt  не иревосходит 2в и ve u u e :rr. U.  Мао
рассматривать V как покрывающее множество , а Е жество SeR ваз . в-с е т ь ю для множества V, если 
как покрыоаемое.  Отображение Г : Е-V определяет любая точка множества V находится на расстоянии, 
о т н о ш е н и е и в ц  и д е н т в о с т и /, при к-ром не превышающем в, от век-рой точки из S. Множество 
v из V и е из Е ипцидентны (обозначение vle) , если UeR ваз. е-р а з  л и ч и м ы  м, если любые две его paa-
vE Г (е) . личные точки лежат на расстоянии , б6льшем в .  Пусть 

С понятиями упаковки и покрытия связаны экстре- N е ( V) - минимальное число множеств в в-покрытии 
мальные задачи , заключающиеся в отыскании (по множества V, а М е ( V) - максимальное число точек 
произвольпо заданвой тройке ( V , Е, Г)) П .  и у . ,  до- в в-различимом подмножестве множества V. Число 
ставляющих экстремум тех или иных фупкционалов . log2N е ( V) ваз . в-э н т р о п  и е й  множества V, а 
Такой функцяопал можно, напр . ,  задать с помощью log2Me ( V) ваз. в-е м к о с т ь ю множества V. Пони
функции , сопоставляющей каждому элементу е из Е тия в-энтропии и в-емкости применяются в теории 
неотрицательное действительное число w (e) ,  ваз .  ве- приближения функций и в теории информации . 
сом элемента е . Задача о минимальном покрытии заклю- 3) Пусть вп - единичный п-мерный куб с метри-
чается в построении покрытия С ,  для к-рого � е е cw (е) кой Х емминга и покрываемое множество есть множе-
принимает минимальное значение. Ч асто рассмат- ство его вершин , а покрывающее множество - мно
ривается случай , когда w (е)=1 ; здесь речь идет 0 на- жество шаров радиуса r в вп. Тогда множество цент
хождении покрытия минимальной мощности , или ров шаров упаковки есть код , исправляющий r оти
т. н. к р а т ч а й ш е г 0 п 0 к р ы т  и я. Если тройка бо:к . Если упаков:ка является совершенной , то код 
( V, Е, Г) такова , что ваз . п л о т н о  у п а к о в а н н ы м, или с о в е р-

ш е в в ы  м .  
шах 1 Г (е) J .e;;;; и, шin 1 Г - l  (v) J:;;;, w , Если в качестве покрываемого мнежества взять под-
е е Е v e  V N б В б 

то 111Инимальная мощность х ( V, Е ,  Г) покрытия 
влетворпет веравенетвам 

lD � x (V Е Г) -- 1 -t- !E_ ( 1 -t- ln I V Iw ) 
и """"" ' ' - 1.(> I E I  . 

llfножество 1 вершин ку а п , на к-ром век-рая у-
удо- лева функция f (x1 , • • •  , хп) принимает значение 1 ,  а 

в качестве покрывающего - множество граней (ин
тервалов) , целиком содержащихся в N1, то покрытие 
наименьшей мощности будет соответствовать кратчай-

В экстремальных задачах об упаковках чаще всего 
требуется найти упаковки максимальной мощности . 

Иногда на покрываемом множестве V задается функ
ция Л, припимающая целые пеотрицательпые значе
ния , тогда Л-п о к р ы т и е м (Л-у п а к о в к о й) ваз . 
подмножество РеЕ , удовлетворяющее условию: для 
каждого v E V число a ( v,  Р) тех элементов е Е Р , к-рые 
инцидевтны элементу v, подчиняется 11еравенству 

а ( v .  Р) :;;;, Л ( v }  
(соответственно a ( v, Р) ..;;::Л ( v) ) .  Существует связь меж
ду Л-покрытиями минимальной мощности и Л-упаков
ками максимальной мощности . Именно , пусть заданы 
множества V и Е ,  многозначное отображение Г : E-+V, а также функции Л и Л' на множестве У такие , что 
для каждого v E  V: 

Л (v) + Л' (v) = 1 Г - 1  (v) J . 
Тогда , если множество С есть минимальное по мощ
ности Л-покрытие для ( V, Е ,  Г) ,  то множество Р = 
= Е'-.., С является максимальной по мощности Л' -упа
ковкой, и наоборот: если Р - максимальная Л.' -упа
ковка, то множество С= Е'-..,Р есть Л-покрытие мини
мальной мощности . К классу задач о П. и у. отно
сятся, напр . , следующие : 

1) Пусть G - граф с множеством вершин V и мно
жеством ребер Е. Если рассматривать множество V 
в качестве покрываемого ,  множество Е - в качестве 
покрывающего и отношение инциденткости вершив 

шей дизъюнктивной нормальвой форме функции 
f (х1 ,  • • • , х11) ,  а покрытие с наименьшей су111мой ран
гов - минимальвой дизъюнктивной нормальной фор
ме функции f (x1 ,  • • •  , хп) (см . Булевых фун,r>ций н,ор
.мальн,ые фор.мы) . 

В задачах о П .  и у. оцениваются их мощности, ис
следуются вопросы существования , построения , пере
числекия совершенных упаковок ,  изучаются возмож
ности построения эффективных алгоритмов для реше
ния этих задач. 

Л11m. :  [ 1 ] Р о д ж е р с  Н . , Унладни и понрытин , пер. с 
англ . ,  М . ,  1 968 ;  [2] Т о т Л. Ф. , Расположенин на плосности, 
на сфере и в пространстве ,  пер. с нем. , М. , 1 95 8 ;  [3) П и т  е р
е о н У. , У э л д о н Э. , Ноды , исправляющие ошибни , пер . 
с англ. , М. , 1 97 6 ;  (4] Диснретнан математина и математичесние 
вопросы нибернетини, т. 1 ,  М. ,  1 97 4 ;  [5) Х а р а р и Ф. ,  Теория 
графов . пер . с англ. , М . ,  1 97 3 ;  (6 ] Б е р  ж К ,  Теории графов 
и ее примененин,  пер . с франц. , М. , 1 962 ;  [7] В и т у ш н 1[ 1! 
А. Г. , Оценка сложности задачи табулирования, М:. ,  1 95 9 ;  L8J 
Н о л м о r о р о в А. Н. , Т и х о м и р о в в. М. , « Успехв 
матем. наую>, 1 95 9 ,  т. Н . ,  в. 2, с, 3-86 ;  [9) Б а х  в а ·  
л о в Н. С . , Численные методы , 2 изд. , М . ,  1 97 5 ;  [1 0] Я б· 
л о н с н и й С.  В . , Введение в диснретную математику, :М:. , 1 979. 

А .  А. Сааwжен.хо. 
ПОКРЫТИЯ ТЕОРЕМЫ - теоремы дпя различных 

классов регулярных функций , устанавливающие 
нек-рые свойства таких множеств, к-рые целиком содер
жатся в множестве значений каждой функции соответ
ствующего Rласса. Ниже Приведевы век-рые из основ
ных П .  т. (см. также ( 1. ] ) .  

Т е о р е м  а 1 .  Если функция w=j (z) = z+ a2z1+ 
+ . . . регулярна и однолиства в круге l z l  <1 (то есть 
/ (z) E S} ,  то круг l w l <lfJ целиком покрывается образом 
круга l z l <1. при отображении этой функцией . На 
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окружности l w l = lf 4 т олько в том случае имеются точки , 
не принадлежащие образу, если 

/ ( z) = . , О � сt < 2л. 
( 1 + e 1a.z)2  

Т е о р е м а 2. Если мероморфвая функция w= 
= F(�)= �+cto+ �· + . . . одиолиство отображает Ш > 1 ,  
то вся граница образа лежит в круге l w-a0 1  ""2.  

Т е о р е м  а 3 .  Если f (z ) E S , то по крайней мере 
одна из n ближайших к w= О точек границы образа 
круга l z l  <1 при отображении w=f (z) , лежащих на n 
любых лучах , исходящих из w= O под равными уг
лами , отстоит от w= O не ближе чем на JY'1f4 .  

Т е о р е м а 4 .  Если f ( z) Е S ,  то в образе круга 
1 z l  <1 при отображении w=f ( z) содержится множество, 
сос1:оящее иа n открытых прямщшвейных отрезков 
с суммой длин, не меньшей n, исходящих из начала nод 
равными углами вел ичины 2л . 

Для f (z) Е S и удовлетворяющих в круге 1 z l  <1 вера
вевству 1 / (z) I <M, М� 1 ,  имеют место П. т . ,  авало
гичные теоремам 1 ,  3 (с соответствующими пос-rояп
.liiЫМи) . П .  т. 1 и 3 переносятся и на класс функций 
w= f (z ) , регулярных и одволистпых в кольце 1 < l z l <r 
и отображающих его на области , лежащие в l w l  > 1 ,  а 
окружность l z l = 1 - па окружность l w l = 1 .  

Для класса R функций w=f (z) = z+a2z2+ . . .  , ре
гулярных в круге l z l < 1 ,  не существует круга l w l <р , 
р >О, целиком покрЬiваемого значениями каждой из 
функций этого класса . Для функций 

W = F (z ) = zq + a2zq + 1 + . . .  , q ;=: 1 , 

регулярных в l z l  < 1 ,  каждый образ зтого круга цели
ком покрывает век-рый отрезок любого заданного на
клона , содержащий точку w= O внутри ,  дливой не мень
ше А = 8л2jГ4 (1/4) = 0 ,45 . . .  , причем число А нельзя 
увеличить без дополнительных ограничений .  В этом же 
классе функций при условии , что F (z) ;С: О в кольце 
O < lz l  < 1 ,  каждый образ круга l z l  <1 целиком покры
вает круг l w l  <1! 1 6 ,  но не всегда покрывает больший 
круг с центром в w= O .  

В классе Sp регулярных в l z l < 1  функций f ( z) = 
= zP ( 1 + a1z+a2z2+ . . .  ) таких,  что каждое свое значе
ние w они принимают не более чем в р точках круга 
l z l < 1 ,  имеет место аналог П. т .  1 с соответствующим 
кругом l w l  <lf2P + 1 • Если при этом а1= . . .  =ар _ 1 = 0  или 
а1= . . .  = ар= О, то соответствующими кругами будут 
l w l <lf 4 или l w l <lf 2 •  Аналогичные результаты имеют 
место для функций, р-листвых в среднем по онруж
ности , р-листвых в среднем по площади и др . На класс 
S Р перенесена и П. т .  3 . 

См. также теорему Блоха в ст. Блоха �>онстапта . 
Лит. : ( 1 ]  Г о л у з  и н Г. М . , Геометрическая теория фунн

ций комnлененого nереJМеnного , 2 иад. , М . ,  1 961) .  
Г .  Н .  Аптоюоп. 

ПОЛЕ - коммутативно-ассоциативное кол ьцо с еди
ницей, множество невулевых элементов к-рого не пусто 
и образует групnу относительно умножения . П. можно 
охарактеризовать также как простые веиулевые ком
мутативно-ассоциативные кольца с единицей. П р и
м е р ы  n о  л е й : П. рациональных чисел Q, П .  дей
ствительных чисел IR, П .  комплексных чисел С , ко
печные П. (см . Галуа поле) , П .  частных областей цело
стности. 

П о  д п о  л е м поля К ваз . подмножество Mr:::.K, 
к-рое само является П. относительно операций еложе
вил и умножения ,  заданных в К.  Напр . ,  если а-пек-рый 
автоморфизм поля К, то множество 

ка = {х Е К 1 а (х) = х} 

ямяется подполем в К. Если М и N - подполя поля 
К , то их пересечение М П N будет подполем в К; кроме 

того,  существует наименьшее подполе М N поля К,  
содержащее М и N и называемое к о м п о з и т о м 
п о  л е й  М и N (в К) . Каждое П .  содержит единствен
ное простое (т. е. не содержащее подполей) подполе.  

Любой гомоморфизм полей является вложением. 
Для произвольпого поля К существует единственвый 
гомоморфизм q> : Z -+- K ,  переводящий единицу кольца z в единицу поля К. Если ker q>= O, то К ваз . п о  л е м 
х а р а к т е р и с т и к и н у л ь. В этом случае про
стое подполе поля К совпадает с. П .  частных кольца 
q> ( Z )  и изоморфно полю Q. Если ker q> ;C: O,  то ker q>= 
= р z для век-рого простого р . Это р ваз .  х а р а к т е
р и с т и к о й  п о  л я К. Простое подполе поля К 
совпадает в этом случае с q> ( Z ) � cz, /p cz, . 

Если k подполе поля К, то К ваз. р а с ш и р е  в и
е м п о л я k. Пусть У - век-рое подмножество 
в К, тогда определено поле k ( У) - наименьшее под
поле поля К, содержащее У и k. Говорят , что k (У) по
лучено из k присоединением элементов множества У. 

Основные задачи теории полей - это описание всех 
подполей давиого П . ,  всех П . ,  содержащих данное П . , 
то есть и а д п о л е й (см. Расширение п о JJ я) , изу
чение всех вложений П .  в век-рое другое П . ,  класси
фикация полей с точиостью до изоморфизма и изучение 
группы а втоморфизмов да�вого П .  

Поле К ваз .  к о в е ч и о п о р о ж д е в и ы м над 
своим подполем k, если существует конечное множество 
Yr:::. K такое, что K= k ( Y) . Любое такое П. можно ин
терпретировать как П .  рациональных функций k ( Х) 
век-рого веприводимого алгебраич. многообразия Х ,  
определенного над k .  Изучением таких П .  занимается 
алгебраическая геометрия . В частности, задача класси
фикации таких П .  эквивалентна эадаче бирациоиаль
ной классификации веприводимых алгебраич .  мвог.о
образий , а задача нахождения группы всех ·автомор
физмов П. K=-k ( Х ) ,  оставляющих на месте все эле
менты поля k ,  эквивалентна задаче нахождения всех 
б и рациональных автоморфизмов многообразия Х, оп
ределенных над k .  

Изучение конечных сепарабмьпых расширений про
извольных П .  составляет предмет Галуа теории. В тео
рии чисел важную роль играет рассмотрение конеч
ных расширений поля Q, называемых П .  алгеб раич . 
чисел . И зучением этих П .  занимается алгебраичес�>ая 
теория чисел .  

Теория полей изучает также П . ,  несущие век-рые 
дополнительвые структуры , напр.  дифференциальные 
П . ,  топологические П . ,  упорядоченные П . ,  формально 
вещественные и формально р-адические П. и др.  

Зарождение теории П. (в рамках теории алгебраич. 
ураепений) относится к сер . 1 9  в .  После публикации 
работ Э. Галуа ( Е .  Galois) и Ж. Лагранжа ( 1 . L a
grange) в теории групn и К .  Ф .  Гаусса по теории чисел 
стало очевидно, что нужно исследовать природу самих 
числовых систем. Концепции П .  появляются в работах 
Л .  Кровекера ( L .  Kronecker) и Р. Дедекивда ( R .  Dedekind) . Р .  Дедекинд ввел понятие П . ,  к-рое он nерво
начально называл «рациоиапьвой областью�. Теория 
Р. Дедекивда опубликована в примечаниях и допол
нениях к «Теории чисел)) П. Дирихле (Р .  Dirichlet) . 
В них Р .  Дедекивд существенно дополнил и развил 
теорию чисел , теорию идеалов и теорию конечных 
П .  Термин <�П .))  впервые появился в издании этой 
книги в 1 87 1 .  

Лит. : [1 ] Б у р  б а к и Н . ,  Алгебра . Многочлены и поля. 
Упорядоченные группы, пер . с франц. ,  М . ,  1 96 5 ;  (2] В а н д е (!  
В а р д е н Б .  Л. , Алгебра ,  пер . с нем. , 2 иад. , М . , 1 97 9 ; . [3 ]  
Л е н r С. ,  Алrебра "пер . с англ. , М . ,  1 968 ;  (4]  3 а р и с с н и й 
о. ,  С а м ю э л ь П. , Номмутативна11 алгебра, nep. с анrл. , 
т. 1 , М . ,  1 96 3 .  Л. В .  Нуаъ:мин. 

ПОЛЕ РАЗЛОЖЕНИЯ м и о г о ч л е н а - наимень
шее попе, содержащее все корни давиого многочлена . 
Т очнее, расширение L поля К ваз.  п о JI е м р а з  л о-
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ж е н и я м н о г о ч л е н а f над полем К, если f 
разлагается над полем L на линейные множители: 

f = а0 (х - а1) . . .  (х - ап) 
и L= К (а1 , . • •  , ап) (см. Расширение поля) . П .  р .  су
ществует для любого многочлена f Е К[ х] и определено 
однозначно с точностью до изоморфизма , тождествен
ного на К. П .  р . ,  по определению, является конечным 
алгебраич . расширением поля К.  

П р и м е р ы .  Поле комплексных чисел IC служит 
П. р. многочлена х2+ 1  над полем IR действительных 
чисел . Любое конечное поле GF (q) , где q= pn , есть 
П. р. многочлена xq-x над простым подполем GF (р) с  
c GF (q) . о. А . Иванова. 

ПОЛЕЗНОСТИ ТЕОРИЯ - теория,  изучающая пред
почтение индивидов и его представление в виде число
вой функции . П р е д п о ч т  е н и е м па множестве 
альтернатив Х паз . транзитивное бинарное отноше
ние R на Х ; оно представляется функцией и ( х) на Х ; 
nри этом и (х) паз . ф у н к ц и е й п о л е з н о с т и .  
если для любых х, у Е Х из xRy следует и (х)�и (у) и 
наоборот. Таким образом , в П .  т. изучаются упорядо
ченные множества и их монотонные отображения' в чис
ловое nространство (обычно одномерное) . П .  т .  воз
никла в работах экономистов 18 в . ;  начало современ
пой (50-е гг. 20 в . )  П .  т. было положено Дж. Нейманом 
( J . Neuшann) и О .  Моргенштерном (0 . Morgenstern) 
(см . [ 1 ] ) . 

Существование функции полезности в случае конеч
ного множества Х является очевидным. В бесконечном 
случае необходимым и достаточным условием существо
вания функции полезности является существование 
плотного по полезности счетного подмножества А сХ , 
т. е. для любых х, y E X IA , xR * y , существует такое 
z E A , что xR * z  и zR * y ,  где R * - с т р о г о е  п р е д
п о ч т  е н и е (xR * y �  xRy и не yRx) . Если Х - вы
пуклое множество векторного пространства , R непре
рывно на Х и для любых х, у , z E X , xR * y ,  и любого 
а, О <а < 1 , верно [ ax+ (1 -a)z]R * [ ay+ ( 1-a) z] , то 
существует единственная с точностью до положитель
пой линейной трансформации линейная функция по
лезности (см . [ 3] ) .  Различные комбинации более сла
бых условий приводят к нелинейной , разрывпой или 
в том же смысле неединствепной функции полезности . 
Напр . ,  если Х -- векторное пространство и из xR * y  
следует (x+ z) R *  (y+ z) и axR * ay для всех z E  Х и а >О,  
то  функция оказывается однозначной, но  кусочно 
линейной . 

В П .  т. также рассматриваются стохастич . упорядо
чения и упорядочения сумм или разностей альтерна
тив (тогда функция полезности строится по пек-рому 
кватернарному отношению на Х) , обобщения для п
арного отношения вместо би;нарного,  построение функ
ции полезности одновременно с субъективными веро
ятностями , связь между полезностью МБогокомпонент
ных альтернатив и полезностями их компонент и др . 
(см. [3 ] , [ 4) ) .  Лит. : [ 1 ) Н е й  м а н Д ж. , М о р  r е н ш т е р  н 0 . ,  Тео
рия игр и экономическое поведение, пер . с англ . ,  М . ,  1 97 0 ;  [2] 
Б и р к r о ф Г . , Теория струнтур , пер . с англ . , М . ,  1 952 ; [3] 
Ф и  ш б е р  н П .  С . ,  Теория полезности для припятин реше
ний, пер . с анrл . , М . ,  1 9 78 ;  [4] С у п п е с  П. , 3 и н е с д ж. , 
в кн. : Психологические измерения,  пер . с анrл . ,  М . ,  1 9 6 7 .  Э.  й .  Bшtnac . 

ПОЛЕЙ КЛАССОВ ТЕОРИЯ - теория, дающая опи
сание всех а б е л е в ы  х р а с  ш и р е п  и й (ко
печных расширений Галуа с абелевой группой Галуа) 
поля К, принадлежащего к одному из следующих 
типов: 1) К - поле алгебраич .  чисел , т. е. конечное 
расширение поля IQ ;  2) К - конечное расширение 
поля рациональных р-адических чисел iQ р;  3) К - поле 
алгеб раич. функций одной переменной над конечным 
полем ; 4) К - поле формальных степенных рядов над 
конечным полем .  

Основные теоремы П .  к .  т .  были сформулированы и 
доказаны в частных случаях Л .  Кроненером ( L .  Krone
cker), Г. Вебером ( Н .  Webei') , д. Гильбертом (D . Hil
bert) и др . (см . также А лгебраическая теория чисел) . 

Поля типа 2) и 4) на з. л о к а л ь н ы м и, а поля 
типа 1 ) и 3) - г л о б а л ь п ы 111 и.  Соответственно 
можно говорить о локальной и глобальной П .к .  т. 

В локальной П .  к. т . каждому конечному абелеву 
расширению L/ К с группой Галуа G (L/ К) ставится 
в соответствие норменпая подгруппа N LfK (L* )  мульти
пликативной группы К* поля К. Группа N L/K (L* )  пол
ностью определяет поле L, и существует канович. 
изоморфизм <р :  G ( LIK) �K*IN L/K (L* )  (о с в о в н о й  
и з  о м о р ф и з м  П .  к .  т . ) .  Я вный вид этого изомор
физма дает теория формального комплексного умноже
ния (см. [2) гл . 6) . Наоборот , любая открытая nодгруn
па конечного индекса в К* реализуется как нормен
пая подгруппа для нек-рого абелева расширения L 
(т е о р е  м а с у щ е с т в о в а н и я) . 

Если L и L1 - конечные абелевы расширения поля 
К, M= L П L1 и N= L · L1 , то справедливы соотношения 

Nм;к (М*) = Nц к (L*) NL ,!К (L;) , \ 
NN!к (N*) = Nцк (L*) П NL , ;к (L;) . f ( 1 ) 

Включение L1 = L  выполняется тогда и только тогда , 
когда 

Nцк (L*) :::::> Nцк (L; ) ,  
причем в этом случае диаграмма 

(j> 
G (L1/K) ::::.. K*/NL , IK (L*) 

l (;t  (j> 1 11 
G (L/K) ::::.. К*!Nцк (L* ) ,  

(2) 

где а получен ограничением автоморфизмов с L1 на 
L, а � индуцирован тождественным отображением 
К*-К* , коммутативна . В частности , если каь_ 
максимальное абелево расширение поля К ,  то группа 
Галуа G ( каь; К) канонически изоморфна проконеч
ному пополнению группы К * .  

Изоморфизм <р дает таюке описание последователь
ности подгрупп ветвления в G (LI К) . Так, расширение 
L/ К не разветвлено тогда и только тогда,  когда группа 
единиц U ( K) поля К содержится в группе Nцк (L* ) . 
В этом случае изоморфизм <р полностью определяется 
тем, что автоморфизм Фробениуса , порождающий 
группу G (L/ K) , переходит в класс л · Nцк (L* ) , где 
л - простой элемент поля К .  

На языке когомологий групп изоморфизм <р интер
претируется как изоморфизм между группами когщ.ю
логий Тейта 

Н - 2 (G (L/K) , Z ) ::::.. G (L/K) 
и 

но (G (L/K) , L*) = К*!Nц к (L*) . 

Более того, пусть L/ К - произвольвое конечное 
расширение Галуа локальных полей . Тогда для лю
бого целоrо n определен капопич . изоморфизм <pn:  

нn - 2 (G (L/K) , Z ) :::::.. Hn (G (L/K ) ,  L*) . 
Если задана башня полей Галуа M::::::::L :::::::: K , то ин

фляция 
inf: Н2 (G (L/K) , L* ) � Н2 (G (М/К) , М*) 

сохраняет инвариант (см . Брауэра группа ) , а огра
ничение 

res: Н.2 (G (М/К) , М*) � Н2 (G (M/L) ,  М*) 
умножает инвариант на [ L : К] . Если К - сепарабель
ное замыкание поля К, то инвариаи1' определяет ка-
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вонич . и1оморфизм между группой Б рауэра поля К 

Br ( К) � Н2 (G (К/К ) ,  К*) 
и Q/ z .  

В глобальной П .  к .  т .  роль мультипликативной: 
группы поля играет группа классов иделей . Пусть 
Ll К - конечное расширение Галуа глобал ьных по
лей , и 1 L - группа иделей поля L . Группа L* вкла
дывается в 1 L в качестве дискретной подгруппы (она 
паз. г р у п п о й  г л а в н ы х и д е л е й) ,  а фактор
группа С L = 1 L/ L* , наделенная фактортопологией , паз. 
г р у п п о й к л а с с о в и д е л е й .  Доказывается , 
что fll (G (LI K) , CL)= 1 и fl2 (G (LI K) ,  CL) � z /п z , где 
n= [ L : К] . Существует канонич . вложение inv :  
H2 (G ( LIK) , CL)-+Q/ z .  :Н:ак и в локал ьной П .  к .  т . ,  
для любого целого n определен изоморфизм ( основноlr 
изоморфизм глобальной П .  к. т . )  

Фп= нn - 2 (G (L/K) , Z ) � Hn (G (L/K) , CL ) .  
Для абелева расширения Ll К изоморфизм ф0 сво

дится к изоморфизму ф :  G (L! K ) � CкiNL1к ( CL) · Нор
менпая по�группа N цк (С L) однозначно определяет 
поле L , и наоборот, любая открытая подгруппа конеч
ного индекса в С к является порменпой подгруппой 
для пек-рого конечного абелева расширения L (г л о
б а л ь п а я т е о р е  м а с у щ е с т в о в а п и я ) .  
Соотношения,  аналогичные ( 1 )  и (2) , остаются справед
ливыми и для глобальных полей . Е сли каь _  макси
мальное абелево расширение поля К, то в функцио
нальном случае группа G (каь; К) изоморфна прОJю
печпому пополнению группы С К• а в числовом случае 
группа G ( Kabj К) изоморфна факторг руппе группы С к 
по связной компоненте . 

Изоморфизмы IPn и Фп согласованы . Если Ll К конеч
ное расширение Галуа глобальных полей, Lv - попол
нение поля L относительно пек-рой точки v и Kv -
nополнение поля К относительно ограничения v на К, 
то существует коммутативная диаграмма 

Фп= нn - 2 (G (L/K) ,  Z ) � Hn (G (L/K ) ,  CL ) ,  
1 согеs j j (3) 

IРп: Hn -2 (G (Lv!Kv) ,  Z ) -..... нп (G (Lv!Kv) , L*) , 

где отображение j индуцировано вложением L * -1 L-+ 
-+С L и коограпичепием cores . Для по= О (3) дает ком
мутативную диаграмму 

ф: G (L/K ) / [G  (L/K ) ,  G (L/K) ] � Сл-/Nц к (CL) 
1 i (4 )  

<р: G (Lv!Kv)! [ G  (Lv!Kv) ,  G (Lv!Kv) J � K */NL ! К  (L* ) .  V 'О V V 
Диаграмма (4) позволяет получить закон разложе

ния простых дивизоров поля К в абелевом расширении 
Ll К. И менно , дивизор с поля К не разветвлен в L 
(вполне распадается в L) тогда и только тогда , когда 
и ( K,) c:.N цк (GL) (соответственно K* c:.N цк (GL)) . 

Если с - пек-рый простой дивизор поля К, пе раз
ветвленный в L , v - точка поля К,  соответствующая с,  
и л - простой злемент поля Kv, то определен символ 
А ртина ( L:к ) =ф - 1  (л) E G (LI К) , зависящий только 

от с .  Элемент ( L: к ) - это автоморфизм Фробепиуса 
в подгруппе разложения точки v. Согласно т е о р е
м е п л о т н о с т и Ч е б о т а р е в а любой эле-
мент группы G (LI К) имеет вид ( Lf� ) для бесконеч
ного числа простых дивизоров с поля К.  

Напр. , максимальное абелево перазветвленпое рас
ширение числового поля К (называемое г и л ь б е р
т о в ы м п о л е м к л а с с о в) - это поле,  нормен-

ная подгруппа к-рого совпадает с образом относитель
по проекции Iк-+Ск группы /I.* X ll и ( Кv) ,  где v v 
пробегает все точки поля К .  Группа I кl К* Х llv и ( К  v) 
капонически изоморфна группе классов дивизо
ров Сlк поля К,  что дает важный изоморфизм 
G ( FI К) �Сlк. В частности , над К нет неразветвленных 
абелевых расширений тогда и только тогда , когда 
поле К однокласспо . 

Тип разложения простого дивизора с поля К в F 
полностью определяется классом с в Cl, . Вполне рас
падаются в F все главные дивизоры и только онп . 
Все дивизоры поля К становятся главными в F. 

Подобно тому , как П.  к .  т. для абелевых неразвет
влепных расширений можно излагать на языке г руппы 
классов дивизоров и ее подгрупп , можно дать харак
теризацию любого конечного абелева расширения поля 
К в терминах группы лучевых классов по нек-рому 
модулю (см. А лгебраическая теор ия чисел) . Сущест
вуют также обобщения П .  к. т.  на случай бесконечных 
расширений Галуа [ 4) .  

Х отя П .  к . т .  возникла как теория абелевых расши
рений , ее результаты дают важную информацию и для 
неабелевых расширений Г ал уа . Напр. , на теории по
лей классов основано доказательство существования 
бесконечных башен полей классов (см. Башня полей ) .  

Лит. : [ 1 ] Алгебраичесная теория чисел , пер . с англ. , М . ,  
1 9 6 9 ;  [ 2] В е й л ь  А . , Основы теории чисел , пер . с англ . ,  М . ,  
1 97 2 ;  [3 ] К о х  Х . ,  теория Галуа р-расширений, пер . с нем . , 
М . ,  1 97 3 ; [4 ] К у з ь м и н Л. В . , <<Изв. АН СССР.  Сер . матем . » ,  
1 96 9 ,  т . 3 3 ,  в .  6 ,  с .  1 2 2 0-54 .  Л.  В .  1\узъ.мип.  

ПОЛИАНАЛИТИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ п о р я д-
к а т - комплекспая функция w= и+ iv  действитель
ных перемеппых х и у или ,  что эквивалентно, незави-
симых комплексных переменных z= x+ iy и z= x - i y  
в плоской области D ,  представимая в виде 

W = f  (z , Zj = �m- 1 zllf k  ( z \ , (1 ) �k= D 
где fk (z) , k= O , . . .  , т - 1 , - комплексные аналитич . 
функции в D .  И наче, П .  ф .  w порядка т можно оп
ределить как функцию, имеющую в D �епрерывные 
частные производвые по х и у или по z и z до порядка  
т включительно и удовлетворяющую всюду в D обоб
щенному условию Ноши - Римана : 

дmw = 0 . 
дzm 

П ри т= 1 получаются апалитич.  функции .  
Для того чтобы функция и= и (х ,  у) была действитель

ной (или мнимой) частью пек-рой П. ф. w= и+ iv в об 
ласти D ,  необходимо и достаточно , чтобы и была по 
лигар.м.онической функцией в D .  На П .  ф. переносятся 
с соответствующими изменениями нек-рые классич . 
свойства аналитич . функций (см . [ 1 ] ) .  

П .  ф .  мультипорядка т = (т1,  • • •  , тп) о т  компленс-
пых перемепных z1 ,  • • •  , zп и z1 , • • •  , zп в области D 
комплексного пространства сп ,  n;;;;, 1 ,  паз.  функция 
вида 1:m1 - 1 ,  . • .  , тп - 1 -k -k 1- ( ) w =-= z 1 1 • • • z n n k k Zt , . . .  , Z n , k 1 ,  • • .  , kп= О t · · · n 

где f k1 • • • hn- апалитич . функции перемеппых z1 , . . .  , 
Zn В D .  

Лит. : [ 1 ] Б а л н М .  Б . ,  3 у е в М .  Ф. , <<Успехи матем. 
наую> ,  1 97 0 ,  т. 25, в .  5 ,  с .  2 0 3 -26 .  Е . Д . Соло.мепцев. 

ПОЛИВЕКТОР, р-в е к т о р, векторного простран-
ства V - элемент р-й внешней степени ЛР V простран
ства V над полем k (см . Внешняя алгебра) . р-вектор 
может пониматься как кососимметризованный р раз 
контравариантный тензор на V. Любая линейно веза
висимая система векторов х1 ,  • • •  , хр из V определяет 
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неиулевой р -ве:ктор х1 Л . . . Л хр; такие П . ваз . р а а
л о ж и м ы м и, или п р о с т ы м и (часто - просто 
П . ) .  П ри этом линейно пезависи�Iые систе�1ы х1 , • • •  , 
х Р и у1 , • • .  , у Р по рождают одно и то же подпрост
ранство в V в том и только в том случае, когда у1 Л 
. . . Л ур= сх1 л . . . л хр , где с Е К. Для любого неиу
левого поливектора t Е АР V его а н н у л я т о р 
Ann t =  {v E V l t  л v= O }  есть подпространство размер
ности <.р , причем поливектор t разложим тогда и 
только тогда , когда dim Ann t= p .  Разложимые р
векторы п-мерного пространства V образуют кониче-
ское алгебраич . многообразие в ЛР V; соответствующее 
проективное алгебраич . многообразие есть Грасс.мана 
.многообразие . Любой иенулевой п-вектор или (п- 1 ) 
вектор в п-мерном пространстве V разложим; бинек
тор t рааложим тогда и толыю тогда , когда t л t= O . 

Если v1 , • • •  , vn - базис пространства V и xi= 
= �� xiv j, то координатами поливектора t= х1 Л . . . ,.;..]=1 ' 
Л хр в базисе {t-'i, Л . . .  л и; 1 i1 < . . .  < ip }  прост-

Р . . . 
ранства лР v являют�я миноры t ' • · · · 'p= det l lx{ k l l ,  
i1 < . . .  < i Р '  матрицы l lx! 1 1 . В частности , при р= n 

х1 Л • • • Л Хп = det 1 1 х! f l V1 Л . . • Л vn . 
Если фиксировать иенулевой п-вектор ю Е Лп v, то 
возникает двойственность между р-векторами и 
(п-р)-векторами , т . е . естественный изоморфизм 

л : АР (V) ---->- (Л п - PV)* �Л п -Р  (V*) 

такой , что tл и= л ( t) (и)ю для всех t E ЛP V и и Е Аn -Р т: . 
Пусть k= R и в V задано скалярное произведение, 

тогда в лРv индуцируется скалярное произведение, 
обладающее следующим свойством : для любого орто
нормированного базиса v1 , . . .  , vn в V базис {vi , л . . . 
Л v; l i1 < . . .  < ip }  в ЛРV также ортонормирован. Ска-

Р " лярныи квадрат 
( t , t ) = � . . ( t f , . . . lp ) 2 

'' < . . . < 'Р 
разложимого поливектора t= х1 л . . .  л .т v совпадает 
с квадратом объема параллелепипеда в Т'; натянутого 
на векторы х1 , • • . , х р· Если фиксировать в п-мерном 
евклидоном пространстве V ориентацию (что равносиль
но выбору п-вектора ю, для к-рого ( ю, ю)= 1 ) ,  то ука
занпая выше двойственность приводит к естественному 
изоморфизму у : лP v-лn -pv такому , что t л и= 
= (y (t) , и) ю  для всех t E AP V, и Е Лn -Рv . В частности , 
(п- 1 ) -вектору t= x1 Л . . .  Л хп _ 1 соответствует вектор '\' (t) Е V, наа. в е к т о р н ы м п р о и з в е д е н и е м 
векторов х1 , • • •  , Xn_ 1 • 

Лит. : [ 1 ] Б у р б а к и Н. , Алгебра . Алгебраические 
структуры. Линейная и полилинейная алгебра, пер. с фрRнц. , 
М. , 1 96 2 ;  [2 )  R о с т р и  к и н А. И . , М а н и н Ю .  И . ,  Линей
ная алгебра и геометрия , М. , 1 9 8 0 ;  [ 3] П о  с т н и к о в М. М . ,  
Линейная алгебра и дифференциальная геометрия , м . ,  1 9 79 . 

А .  Л. Оиищип. 
ПОЛИГАРМОНИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ , г и п е р

г а р м о н и ч е с к а я ф у н к ц и я ,  м е т а г а р
м о н и ч е с к а я ф у н к ц и я, порядка т - функ
ция и (х) =  и (х1 , • • •  , хп) действительных перемепных,  
определенная в области D евклидона пространства 
IRn,  n�2 , имеющая непрерывные частные производ
ные до 2m-го порядка включительно и удовлетворяю
щая всюду в D п о л и г а р м о н и ч е с к о м у 
у р а в н е н и ю  

dти ==: � (,� . . .  (� и) ) = О, m � 1 , 
r де � - оператор Лапласа . П ри т= 1 получаются 
аар.маничесt>ие функции ,  при т= 2 - бигар.маниче-

с�>ие ф уыщи и. Каждая П .  ф. есть аналитич . функцин 
от координат Xj · Нек-рые другие свойства 1 армонич .  
функций также переносятся с соответствующими изме
нениями на П .  ф .  

Для  П . ф .  любого порядка m>1  обобщаются пред
ставления при помощи гармонич . функций , известные 
ддя бигармопич .  функций (см . ( 1 ]  - [ 5 ] ) .  Напр . , длн 
П .  ф .  и двух переменных справедливо представление 

,.., m - l 2k 2 2 + 2 и (х1 ,  .r2) = ..,;;., k = O  r ro k (х1 , х2) , r = х1 х2 , 

где Ю k ,  k= O,  . . .  , m-- 1 - гармонич .  функции в об
ласти D. Для того чтобы функция и (х1 , х2) двух перс
менных быда П .  ф . ,  необходимо и достаточно , чтобы 
она была действительной (или мнимой) частью пали
аналитической функции .  

Основная краевая задача для П . ф .  порядка т > 1  
состоит в следующем : найти П .  ф .  и =  и (х) в области 
U ,  непрерывную вместе с производными до (m- 1 )-ro 
порядка включительно в замкнутой области D = 
== D U С и удовлетворнющую на границе С условиям : 

и l c = fo ( Y) , дu J дm - • u j дп c = f1 (y) , . . .  , дпт - •  с =  m-t (Y ) , у Е С, 
l 
J 

где ди/дп - производпая по нормали к С , а /0 (у) , 
. . .  , f т - 1  (у) - заданные достаточно гладкие функции 
на достаточно гладкой границе С .  Многие исследова
ния посвя щены решению задачи (*) в шаре прост
ранства !Rn (см. ( 1 ] ,  [ 6] ) .  Для решения задачи (*) 
в случае произвольной области применялея метод ин
тегральных уравнений , а также различные вариацион
ные методы (см . [ 1 ] ,  ( 6 ] ) .  

Лит. : ( 1 ] В е к у а И .  Н . ,  Новые методы реmепия эллиnти
ческих уравнений , М . - Л . ,  1 9 4 8 ;  [2) П р и в а л о в И. И . , 
П ч е л  и н Б. М. , «Матем. сб. •> ,  1 9 3 7 ,  т. 2, в. 4, с. 7 4 5-58 ;  
(3] N i с о 1 е s с о М . , Lев tonctions po1yharmoniques, Р . ,  1 9 36 ;  
[4] е г о ж е, <•Disq. мath. Phys . •> , 1 9 4 0 ,  v .  1 ,  р .  43-56 ;  [5] 
Т о 1 о t t i С . ,  «Giorn . Math. Battaglini•> , 1 9 4 7 ,  v . 1 , р. 6 1 - 1 1 7 ;  
[6 ]  М и р а н  д а Н . ,  Уравнения с частными производными 
:тлиптичссi'ого типа, пер. с итал. , М . ,  1 9 5 7 .  Е. Д .  Соло.мпщев. 

ПОЛИГОН над м опоидом Я ,  Я-п о л и г о н, о п е
р а н д , - непустое множество с моиаидом операторов . 
Точнее , неиустое множество А паз.  л е в ы  м П .  над 
моноидом Я ,  если для любых Л Е Я и а Е А определено 
произведение Л.а Е А , причем 

(A!J) а = Л (!Ja) 
и t a = a 
для любых �.  !J Е Я ,  а Е А . П р  а в ы й  П .  определяется 
аналогично . Задание Я-полигона А равносильно зада
нию гомоморфизма (jJ моноида Я в моиаид отображений 
множества А в себя,  переводящего 1 в тождественное 
nтображение. П ри этом Ла= Ь тогда и только тогда,  
когда 

(jJ ('}.") (а) = Ь .  
В частности, каждое неиустое множество можно рас
сматривать как П .  над моиаидом его отображений 
в себя . Таким образом , П .  тесно связан с · представле
нием полугруппы преобразованиями . 

Если А - универсальная алгебра ,  сигнатура к-рой 
Q содержит лишь унарные операции ,  то А можно пре
вратить в П . над свободным мопоидом F с системой 
свободных образующих Q, положив 

(!I/ 2 · · • f п) а = f 1 (/ 2 ( • • • (! n (а) )  . · . ) ) 
для любых /i E Q ,  а Е А . Если Q - множество входных 
сигналов автомата с множеством состояний А ,  то А 
а налогичным обрааом превращается в F-полигоп (ер . 
А вта.матов алгебраическая теория ) . 

Отображение (jJ Я-полигона А в Я-полигон В па з .  
г о м о м о р ф и з м  о м ,  если qJ (Л.a) = f...qJ (a) для лю-
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f'iьrx Л Е R  и а Е А . При А = В  получается определение 
;) н д о м о р ф н а м а. Вее эндоморфизмы полигона А 
образуют моноид, и А можно рассматривать как П .  
над ним . 

Эквивалентность 8 на R-полигоне А паз .  к о н
г р  у э н ц и е й , если (а , Ь ) Е 8 влечет (Ла , ЛЬ) Е В  
для любого Л Е R .  Множество классов конгруэнции 8 
естественным образом nревращается в R-полигон, на
зываемый ф а к т о р п о л и г о н о м полигона А и 
обознаqаемый через А / 8 . Если А - полигон над R ,  
то на R можно определить отношение Ann А ,  положив 
(Л, f.t) E Ann А, если А.а= f.ta для всех а Е А .  Отноше
ние Ann А оказывается конгруэнцией моноида R ,  
и А естественным образом превращается в П .  над 
фактормоиаидом R/ Ann А .  Если nолигон А возник из 
нек-рого автомата , то описанный переход равносилен 
<<склеиванию» одинаковым образом действующих по
следовательностей входных сигналов . Наряду с обыч
ными для универсальных алгебр конструкциями пря
мого и подпримаго произведения , в теории П .  рассмат
ривается важная для алгебраич. теории автоматов 
конструкция сплетения . Свободное произведение (или 
копроизведение) П. совпадает с их дизъюнктпым 
объединением . 

На П .  можно смотреть как на неаддитивный аналог 
модуля над кольцом, что служит богатым источником 
задач теории П .  В частности , установлена связь П .  
с paди"a.tta.м rl в полугруппах и исследуются связи 
свойств моиаида со свойствами П .  над ним . Напр . , 
все левые Н-полигоны проективны тогда и только 
тогда ,  когда R - одноэлементная группа, а инъектив
ность всех П .  над коммутативным моиаидом R равно
сильна наличию в R нуля и порождаемости всех его 
идеалов идемпатентами (ер .  Го.мологичес"ая классиф и
кация колец) . 

Е сли R - моноид с нулем О ,  то можно говорить об 
R-nолигоне А с нулем как об Н-полигоне с отмеченвой 
точкой и , причем Оа= и для всех а Е А . Теория П .  с ну
лем имеет нек-рые особенности . 

Каждый П .  можно рассматривать как функтор из 
однообъектной категории в категорию множеств . 

Лит. : [ 1 ]  Алгебраичесиак теория автоматов ,  языиов и пол у
групп , пер . с анrл. , М . ,  1 97 5 ;  [2) 1\ л и ф ф о р д А . ,  П р е ст о н Г . , Ал гебраичесиая теория полугрупп, пер . с англ . , т. 2 ,  
М . 1 9 72 :  [3 ]  С и о р н я и о в Л. А . ,  в сб . :  Модул и ,  в . 3 ,  Но
воси б. , 1 97 3 ,  с. 22-27 ; [4]  Итоги на уии и техниии . Алгебра . 
Топология. Геометрия , т. 1 4 ,  М . ,  1 9 76 ,  с. 5 7 - 1 90 .  

Л .  А .  Спорн.япов . 
ПОЛИКРУ Г, п о  л и ц и л и н д р , - область 

L\ = 6 (a = (a1 , . . . , ап) , r = (r l , . . . , rп) = 
= {:z = (z1 , . . . , z п) Е Cn : 1 zv - av 1 < rv ,  v = 1 , . . .  , п} 

комnлексного пространства сп,  n ;;;;, t ,  являющаяся 
топологич . произведением n кругов , 

L\ = L\1 X . . . X L\ m  

L\v = { zv Е С :  1 zv - av 1 < rv } , V = 1 ,  . . . , n . 

Точка а= (а1 , • • • , ап) Е С п - центр поликруга 1'1 ,  
r= (r1 , • • • , rп) , rv >0, v= 1 ,  . . .  , n , - его м у л ь  т И-
р а д и у с .  При а= О , r= ( 1 , . . .  , 1 ) получается е д и-
н и ч н ы й: п о л и: к р у г . о с т о в о м п о  л и к р у
г а L\ ваз . часть 

Т = Т  (а , r ) = { z Е с п : 1 zv - av l = rv ,  v = 1 , . . .  , n} 

его полвой топологич . г раницы дl'l . П .  есть полная 
кратно круговая область .  

Естественным обобщением понятия П.  является п о
л и о б л а с т ь (п о л и к р у г о в а я о б л а с т ь ,  
о б о б щ е н н ы й  п о  л и ц и л и н д р) D = D1 X 
. . .  Х D п • являющаяся топологич . произведением n 
( в ообще говоря , мпогосвязных) областей D v c:. C ,  v= 1 , 

. . .  , n . Граница Г= дD полиобласти D состоит из n 
множеств раз�шрностп 2 n - 1 :  

�'v = { z Е сп : zv E дDv , zll E  Dll , f.t i= v} ,  V = 1 ,  . . .  , т ,  
общая часть к-рых есть п-мерный о с т о в п о л и
о б л а с т и  D :  

Т = дD 1 Х . . .  Х дDп = { z  Е !С п : zv Е дDv , V = 1 , . . . , n } . 
Е. д . Со.ло.м.еицев. 

ПОЛИЛИНЕйНАЯ АЛГЕБРА - часть алгебры , 
изучающая полилинейные отображения модулей (в ча
стности: , векторных пространств) .  Первыми разделами 
П. а. нвились теория билипейных фор.м и квадратич
ных фор.м, теория определителей и развивающее ее 
исчисление Грассмана (см . Внешняя алгебра) .  Основ
ную роль в П .  а. играют понятия тенаорного произве
дения , тепзора , полилипейпой фор.мы.  Приложепия 
П. а. к l'еометрии и анализу связаны главным обра
зом с тепаорны.м исчислением и дифференциальными 
фор.м а.м и .  А .  Л .  Опищип. 

ПОЛИЛИНЕЙНАЯ ФОРМА, п-л и н е й н а я 
ф о р  м а ,  на унитарном А -модуле Е - полилипейное 
отобра жен ие En-+A (здесь А - ассоциативно-комму
тативное кольцо с единицей) .  П .  ф . ваз .  также п о  л и
л и н е й н о й ф у н к ц и е й ( п-л и н е й н о й ф у
и к ц и е й) .  Поскольку П .  ф . - частный случай пол и
линейных отображений , можно говорить о симметри
ческих , кососимметрических , знакопеременных , сим
метризованных и кососимметризованных П. ф. Hanp . ,  
определитель квадратной матрицы порядка n над А -
это кососимметризованная (и тем самым знакоперемен
ная) п-линейная форма на А п . п-линейные формы на Е 
образуют А -модуль L ,. (Е , А ) ,  естественно изоморф-

n n 
ный модулю (б()Е) * всех линейных форм на ®Е . В слу
чае n= 2 (п= Зj говорят о билинейных фор.мах (трили
нейных формах) . 

п-линейные формы на Е тесно связаны с n раз ко
вариантными тензорами ,  т. е. элементами модуля 
тп ( Е* ) = ('l)пЕ* . Точнее , имеется линейное отображе
ние 

"Уп : тп (Е*) -+ Lп (Е , А) 
такое , что 

Уп ( и1 ® . . .  ® ип) (х1 , . . . , хп) = и1 ( .rl ) . . . ип (хп) 
для любых и ; Е Е* ,  х ; Е Е . Е сли модуль Е свободен ,  то 
у инъективно , а если Е к тому же конечно порожден, 
то и биективно . В частности,  п-линейные формы на 
конечномерном векторном пространстве над полем 
отождествляются с n раз ковариантны ми тензорами . 

Для любых форм и Е Lп (Е , А ) ,  v E L т (E , А )  опреде
ляется их тензорное произведение и®v Е L п + т (Е , А )  
формулой 
и (l) v (x1 , . . . , Хп + т) = и (х1 ,  . . . , хп) v (хп + 1 •  . . .  , Хп + т) • 
Для симметриаованных П .  ф .  определено также сим
метрич .  произведение 

(апи) V (атv) = ап + т  (u ('l) v) , 

а для кососимметризованных П .  ф . - внешнее произве
дение 

(апи ) 1\ (aтv ) = c.tn + m  (и ('l) v) . 
Эти операции распространяются на моду ль L* (Е , А ) =  
= ffi;;'=0L (E ,  А ) , где L0 (E , А ) = А , L1 (E , А ) = Е * , мо
дуль симметризованных форм La (Е , A ) = ffi;=oaпLп (E , 
А )  и модуль кососимметризованных форм La. ( Е ,  А ) = 
=ffi;=oaпLп (Е , А )  соответственно , иревращая их 
в ассоциативные алгебры с единицами . Если Е - ко
нечно порожденный свободный модуль ,  то отображе
ния "Уп определяют изоморфизм тенаорной алгебр ы 
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Т (Е* ) на L* (E ,  А )  и впешней алгебры Л (Е* ) на ал
гебру l,a (Е , А ) ,  совпадающую в этом случае с алгеброй 
знакопеременных форм . Е сли А - поле характерис
тики О, то имеется также изоморфизм симметрич . ал
гебры S (Е* ) на алгебру La (Е ,  А ) симметрич . форм.  

Всякой П.  ф .  и Е Lп (Е , А ) соответствует функция 
Wn (и) : Е--+А ,  заданпая формулой 

Шп ( и) (х) = и (х ,  . . . , х) , х Е Е .  
Функции вида Wn ( и) ваз . ф о р м а м и с т е п е н и п 
па Е ;  если Е - свободный модуль, то в координатах 
относительно произвольного базиса они задаются одно
родными многочленами степени п. В случае п= 2 
(n= 3) получаются r;вадратичпые формы и r;убичесr;ие 
формы па Е .  Форма F= w (и) полностью определяет 
симметризацию ипи формы и Е Lп (Е ,  А ) ,  имеющую вид 

UnU (х1 , • • •  , хп) = 
= � п (- 1 )n - r � . . F (.r . + ·  . . + ·r; ) .  

� r= l �� �<  . . · <  t r l t  ' 

В чаетпости , для п= 2 
(и2и )  (х , у) = F (х + у) - F (х) - F ( у) .  

Отображения '\'п и wn определяют гомоморфизм алгеб
ры S (Е * )  на алгебру всех полипомиальпых ф упr;ций 
Р (Е) , к-рый является изоморфизмом, если Е - сво
бодный конечно порожденный модуль над бесконечной 
областью целостности А .  

Лит. : ( 1 ]  Б у р  б а к и Н . , Алгебра. Алгебраические 
структуры. Линейная и полилинейная алгебра, пер . с фраиц. , 
М . ,  1 962 ;  [2) Б у р  б а к и Н . ,  Алгебра. Многочлены и поля. 
Упорядоченные группы, пер.  с фраиц. , М. ,  1 96 5 ;  [3) Л е и г С . . 
Алгебра, пер . с аигл. , М . ,  1 968 .  А . Л .  Опищиr. . 

ПОЛИЛИНЕйНОЕ ОТОБРАЖЕНИ Е, п-л и н е й н о е 
о т о б р а ж е н и е, п о л и л и н е й н ы й о п е р a-

n 
т о р , - отображение f прямого произведения П i�1 Е; п 
унитарных модулей Е i над ассоциативно-коммутатив
ным кольцом А с единицей в пек-рый А -модуль F, 
линейное по каждому аргументу , т. е. удовл етворяю
щее условию 

f (x1 , . . . , xi - 1 • ay + b z , Xi + 1 • . . .  , :rn) = 
= af (х1 , . . . , Xi - 1 • у , Xi + 1 • . . .  , .т,J + 

+ uf (х; , . . . , х; - 1 , z, xi + 1 • . . .  , :rп ) (а ,  Ь Е А; у , z Е Е ; ,  i = 1 ,  . . .  , n) . 
В случае п= 2 (n= 3) говорят о билипейпом отображе
н и и. (саатветственно трилинейном) . Н:аждое П .  о .  

/ : П� Е; -+ F 
t = l 

определяет единственное линейное отображение 1 тен
зорпого произведения (fЙ�1Е; в F такое , что 

f(x1 ® · . · ®  Хп) = f (х1 , . . . , хп) , х; Е Е; ,  
причем соответствие f�f есть биекция множества П .  о .  
П� Е ;--+Р п а  множество всех линейных отображений 

п'�1 
П" ®;�1E;--+F. П. о . i� 1E;--+P естественным образом 

образуют А -модуль.  
В А -модуле L п (Е ,  F)  всех п-липейпых отабражений 

E"--+F действует симметрич .  группа S ": 
( sf)  (.т1 • • . .  , Хп) = l (xs (1) •  · ·  . , Xs (n )) ,  

где s E S ", f E Lп (E , F) , х; Е Е .  П .  о .  1 наз .  с и м м е т
р и ч е с к и м ,  если sf=l для всех s E S m и к о с о
с и м м е т р и ч е с к и м, если sl= в (s)f , где e (s) = ± 1  
в зависимости от четности подсталовки s .  П .  о .  паз .  
з н а к о п е р е м е н н ы м (или а л ь т е р н и р о
в а н н ы м) , если f (x1 , . . .  , хп) = О , как только х;= х;  
для  нек-рых i t= j .  Всякое знакопеременное П .  о .  косо 
сшшетрпчно , а если в F уравнение 2у = О  имеет един-

ственное решение у = О,  то верно и обратное . Симмет
рические П .  о. образуют подмодуль в L п ( Е , F) , ес
тественно изоморфный модулю линейных отображений 
L (S" E ,  F) , где S n E есть п-я симметрич .  степень Е 
(см . Симметричесr;ая алгебра) , знакопеременные П .  о . 
подмодуль ,  естественно изоморфный L (ЛnE , F) , где 
лпЕ есть п-я внешняя степень модуля Е (см . Впешпяя 
алгебра) . П . о . вида апf= '� sf наз . с и м м е т р и з о-k<s Е Sn в а н н ы м и, а П . о .  вида uпf= � в (s)sf - к o c o-...:... . Е Sn 
с и м м е т р и з  о в а н н ы м и .  Симметризоваппые (ко
сосимметризованпые) П. о .  симметричны (соответст
венно знакопеременпы) ,  а если в F уравнение n ! y= c 
имеет для каждого с Е F единственное решение, то 
верно и обратное.  Для того чтобы всякое знакоперемен
ное П .  о. было кососимметризованпым, достаточно 
также, чтобы модуль Е был свободным. 

Лит. см. при ст. Полилипейпая фор.мд·. А .  Л. Onuщur.. 
ПОЛИНИЛЬПОТЕНТНАЯ ГРУППА - группа , 

обладающая конечным пормальпым рядом , факторы 
к-рого нильпотептны ; такой ряд ваз . п о л и н и л ь
п о т е н т н ы м. Длина кратчайшего полипильпотевт
ного ряда П .  г. паз . ее п о л и н и л ь п о т е н т
н о й  д л и н о й . Н:ласс всех П .  г. совпадает с клас
сом всех разрешимых групп;  однако, вообще говоря ,  
полинильпотептная длина меньше разрешимой . П .  г .  
длины 2 паз . м е т а н и л ь п о т е н т н ы м и .  

Все группы , обладающие (возрастающим) полипиль
потептпым рядом длины l ,  факторы к-рого (в порядке 
возрастания ряда) имеют классы нильпотентности , не 
иревосходящие чисел с1 , с2 , • • •  , с1 соответственно ,  об
разуют многообразие �. являющееся произведением 
пильпотентных мпогообразий:  

� = \Лс ,Эt с, · · · \Л с l 
(см . Групп млогообразие) .  Свободные группы такого 
многообразия паз .  с в о б о д н ы м и п о л и н и л ь
п о т е н т н ы м и г р у п п а м и. Особый интерес 
представляют многообразия Эl сSЛ и 5[{\Jl c · Первое 
из них содержит все связные разрешимые группы Ли ;  
во втором все конечно порожденные группы конечно 
аппроксимируемы и удовлетворяют условию макси
мальности для нормальных подгрупп. 

Лит. : ( 1 ]  К у р  о ш А. Г . , Теория групп , 3 изд. , м . ,  1 96 7 ;  
(2] Н е й  м а и Х . ,  Многообразия групп , пер . с англ . ,  М . ,  
1 969 .  А .  л .  Ш.ме.<ъ7<иn. 

ПОЛИНОМ - то же, что мпогочлеп . 
ПОЛИНОМИАЛ ЬНАЯ ФУНКЦИЯ - обобщение 

понятия целой рациональной функции (см . Мпого
члеп) . Пусть V - унитарный модуль над ассоциативно
коммутативным кольцом С с единицей . Отображение ер : 
V--+C паз. П .  ф . ,  если ер= ер0+ . . .  + ер  т . где ер; - форма 
степени i на V ,  i= O ,  1 ,  . . .  , т (см . Полилипейпая фор
ма) .  Наиболее часто П.  ф .  рассматриваются в случае, 
когда V - свободный С-модуль (папр . ,  векторное про
странство над полем С) с конечным базисом v1 , • • • , 
vn . В зтом случае отображение ер : V--+C является 
П .  ф. тогда и только тогда , когда ер (х) = Р (х1 , . . •  , хп) , 
где F E C[ X1 , . . • , X n] - многочлен над С и х1 , 
. . .  , хп - координаты злемента х Е V в  базисе v1 , . . .  , vn . 
Если при этом С - бесконечная область целостности , 
то многочлен F определяется однозначно . 

П .  ф .  на модуле V образуют ассоциативно-коммута
тивную С-алгебру Р ( V) с единицей относительно ес
тественных операций . В случае ,  когда V - свобод
ный модуль с конечным базисом над бесконечной об
ластью целостности С ,  алгебра Р ( V) канонически иао
морфна симметрич . алгебре S ( V * )  сопряженного мо
дуля V* ,  а если V - конечномерное векторное прост
ранство над полем характеристики 0 , - алгебре сим
метрических полилинейных форм па V. А . л . Опищи"'. 
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ПОЛИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ, м у л ь

т и в о м и а л ь в о е р а с п р е д е л е н и е, - сов
местное распределени е случайных величип Х1 , • • •  , 
Х k• к-рое задается для любого набора целых иеотри
цательиых чисел п1 , • • • , n k • удовлетворяющих усло
вию п1+ . . . + п k= п , kj= O ,  1 , . . .  , п , j = 1 , . . .  , k ,  
формулой 

P {Xl = пl ,  . . . , X k = п k} = n 1 
n l

n ' р", ' · · · Pnk k • ( *) ' . • .  k '  

где п , р1 , • • •  , P k(Pi;;;;,O ,  �jPj= 1 ) - параметры рас
пределения . П .  р .  является многомерным дискретным 
распределением - распределением случайного векто
ра ( Х1 , • • •  , X k) с Х 1 + . . .  + Х k = п  (зто распределение 
является по существу (k- 1 )-мерным,  т. к. в евклидо
ном пространстве k измерений оно вырождеио) . П .  р . 
естественным образом обобщает биномиальное распре
деление и совпадает с последним при k= 2 .  Название 
распределения объясняется тем , что вероятность (*) 
является общим членом разложения многочлена (поли
ноjllа )  (р1+ . . .  +P k)" . П. р. появляется в следующей 
вероятноетвой схеме . Каждая из слу чайных величии 
Х ; есть число по явлений одного из взаимоисключающих 
событий А j •  j= 1 , . . .  , k ,  при повторных независимых 
испытания х .  Если при каждом испытании вероятность 
появления соuытия А j равна р j• j = 1 , . . .  , k, то ве
роятность ( *) равна вероятности того,  что при n 
испытаниях события А 1 , • • •  , A k  появятся п1 , • • •  , n k  
раз  соответственно . Каждая из случайных величии Х i 
имеет биномиальное расп ределение с математич. ожи
данием пр j и дисперсией пр j ( 1 -pj) · 

Случайвый вектор ( Х 1 , • • •  , Х k) имеет математич .  
ожидание ( пр1 , • • •  , пр k) и ковариациоивую матрицу 
В =  l l b ij l l , где 

Ь · · -- { пр; ( 1 - р ; ) ,  i = j , 11 -- - пр ;рj , i =1= j 
i ,  j = 1 , . . . , k 

(ранг матрицы В равен k- 1 в силу того,  что ��=1n;= 
= n ) . Х арактеристич . функция П. р .  равна 

( ( i t ,  it k )n 
f l 1 , . • . , t k ) = Р 1е + · ·  · + Pke · 

При п-+оо распределение вектора ( У1 , • • •  , Yk) с нор
мированными компонентами 

V пр; ( 1 - pi )  
стремится к век-рому многомерному н ор.м ал ьному рас
пределению ,  а распределение суммы 

L.:= l  ( 1 - р; ) у� 
(к-р ая используется в математич. статистике для пост
роения <<хи-квадрат» критерия ) стремится к <<хи-квад
рат» распределению с k- 1 степенями свободы . 

Лит. : [ 1 ] Н р а м  е р Г. , Математические методы статис-
тики , пер. с англ . ,  2 изд. , М . ,  1 97 5 . А . В. Прохоров. 

ПОЛИНОМИАЛЬНЫИ КОЭФФИЦИЕНТ - козф-
фициеит 

n! 
n, !n, !  . . .  nm ! ' пl +п2+ · · · + пт = п , 

при :r� 'x�• . . .  x�11m в разложении многочлена (поли 
нома )  (х1+х2+ . . .  +хт) " . В комбинаторике П .  к .  
выражает: а )  число всевозможных перестановон из n 
элементов ,  из к-рых п1 элементов одного вида , п 2 зле
ментов другого вида , . . .  , пт элементов т-го вида ; б) 
числ о способов размещения п различных элементов 
по т различным ячейкам, при к-ром в i-ю ячейку 
помещается п ; элементов,  i= 1 , 2, . . .  , т , без учета 
порядка элементов в любой ячейке . 

Ч астным случаем П .  к . являются бипом иальпые 
r.оэфф ициен ты. 

Лит. : [ J ] Х о л л l\1 . ,  Номбинаторика , пер . с англ. , М . , 
1 9 7 0 ;  [2) Р и о р д  а н Д ж . ,  Введение в комбинаторный nна-
лиз, пер . с англ . ,  М . ,  1 96 3 .  С .  А .  Рупова.  

ПОЛИЦИКЛИЧ ЕСКАЯ ГРУППА - группа , об-
ладающая п о  л и ц и к л  и ч е с  к и м р я д  о м,  т . е .  
субнормал ьиым рядом с циклич. факторами (см . Под
групп ряд) .  Класс П . г .  тождествен классу разреши
мых групп с условием максимальности для подгрупп;  
он замкнут относительно перехода к подгруппам, фак
торгруппам и расширениям . Ч исло бесконечных фак
торов в любом полициклич. ряде - инвариант П. г .  
(п о л и ц и к л и ч е с  к и й р а и г) .' Голоморф П .  г .  
изоморфно вкладывается в группу матриц над кольцом 
целых чисел ; зто позволяет применять в теории П. г .  
методы алгебраич. геометрии ,  теории чисел и р-адиче
ского анализа . Если k - алгебраич. расширение конеч
ного поля ,  G - конечное расширение П. г . ,  то всякий 
простой kG-модуль конечномерен над k .  Во всякой 
группе произведение двух локальио полициклич . нор 
мальных подгрупп - локально полициклич. подгруппа . 

Лит. : [ 1 ] Н а р г а п о  л о в М. И . ,  М е f з л я  к о в Ю .  И . , 
Оснuвы теории групп , 3 изд. ,  М . , 1 98 2 ;  [2 Three lectures on polycyc\ ic groups,  L . ,  1 9 7 3 .  Ю. И. Мераляпов . 

ПОЛИЭДР - объединение локал ьио конечного се
мейства выпуклых многогранников в век-ром IR.n. 
Под в ы п у к л ы м м и о г о г р а и и и к о м по
иимается пересечение конечного числа замкнутых 
пол упростраиств в случае, если это пересечение ог
раничено . Л о к а л ь н а я к о н е ч н о с т ь семей
ства означает, что каждая точка IR.n имеет окрест
ность, пересекающуюся лишь с конечным числом мно
гогранников . К о м п а  к т н ы й П. является объеди
нением конечного чиСJiа выпуклых многогранников .  
Р а з м е р н о с т ь П .  определяется как максималь
ная размерность составляющих его многогранников . 
Любое открытое подмножество П . , в частности любое 
открытое подмножество евклидона пространства ,  есть 
П .  Полиэдрами являются также кон ус и падетройка  
над компактным П .  Простые примеры (конус над ин
тервалом) по называют, что соединение ко�шактиого и 
некомпактиого П .  может не быть П .  П о  д п о  л и э д
р о м полиэдра Q паз .  любой полиэдр Р ,  лежащий 
в Q. И ногда ограничиваются рассмотрением только 
�амкнутых подполиэдров.  Каждая точка а полиэдра 
Р Е  /Rn обладает в Р окрестностью, являющейся коиу
сом в IR.n с вершиной а и с компактным основанием . 
Это свойство оказывается характеристическим : любое 
подмножество IR.n, каждая точка к-рого имеет конич . 
окрестиость с компактным основанием,  является П .  

Каждый компактный полиэдр Р можно так разбить 
на конечное число замкнутых симплексов,  чтобы каж
дые два симплекса либо не пересекались, либо пере
секались по их общей грани .  В случае иекомпактиого 
П. требуется , чтобы семейство симплексов было ло
кальио конечным. Такое разбиение ваз . п р я м о л и
и е й и о й  т р и а н г у л я ц и е й  П .  Любые две 
триангуляции одного и того же П. имеют общее nод
разделение . Е сли Р - замкнутый подполиэдр поли
эдра Q, то любая триангуляция К полиэдра Р продол
жается до пек-рой триангуляции L полиэдра Q. В этом 
случае говорят, что получающаяся пара (L ,  К) гео
метрических симплициальных комплексов триангули
рует пару (Q ,  Р ) . Отображение 1 полиэдра P c iR.n 
в полиэдр Q c iR.n ваз .  к у с о ч н о л и и е й  и ы м ,  
или  р l-отображеиием , если 1 является симплициаль
ным в иек-рых триангуляциях полиэдров Р и Q .  Эк
вивалентное определение: 1 кусочио линейно , если f 
локально коническое , т .  е. если каждая точка а Е Р 
имеет такую коиич. окрестиость N = а * L ,  что 1 (Л.а+ 
+ l..lx) = ЛI (a) + f.tl (x) при любых x E L  и Л ,  11�0, Л+ 11= 1 . 
Для того чтобы отображение 1 было кусочно линей-
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вым, необходимо и достаточно , чтобы его график 
Г /С:: IR n Х IR n являл с я П .  С уперпозиция кусочво ли
нейных отображений кусочво линейна . Обратвое от
ображение к обратимому кусочво линейному отобра
жению f кусочио линейно . В этом случае f ваз . р l
г о м е о м о р ф и з м о м. 

Категория , объектами к-рой являются П. (и полиэд
ральвые пары) , а морфизмами являются р l-отображе
ния ,  обозначается PL или f/3 (см. также Кусочпо ли
пейпая топология ) .  Категория PL является одним из 
основных объектов и инструментов исследования в то
пологии .  Особенно велика роль категории PL в ал
гебраичесrоой топологии и топологии .мпогообрааий . 
Это объясняется тем, что класс П .  достаточно широк. 

Напр . ,  каждое дифференцируежое .многообрааие мож
но естествеиным обра0ом представить в виде П .  Каж
дое пепрерывпое отобра жепие одного П. в другой сколь 
угодно точно аппроксимируется р l-отображевием . По
этому категория PL является хорошим приближением 
к категории всех топологич. пространств и непрерыв
ных отображений . С другой стороны , триангулируе
мость П. позволяет использовать методы комбинатор
вой топологии . Многие алгебраич . инварианты (напр . ,  
гожодогий группы, rоого.мологий rоольцо) строятся и эф
фективно вычисляются с помощью разбиения на сим
плексы.  Вопрос о том, всякие ли гомеоморфные поли
эдры рl-гомеоморфвы , носит название о с и о в и о й  
г и п о т е з ы  и решается отрицательно : для п�5 
существуют гомеоморфвые,  но не р l-гомеоморфиые 
п-мерные П. (см. [ 3] ) .  При п ...;:3 гомеоморфвые п-мериые 
полиэдры р l-гомеоморфиы , при п=4  вопрос остается 
(1983) открытым для компактных П . и решается отри
цательно для векомпактвых: существует нестаидартная 
рl-структура на IR4• Полиэдр М ваз . п-мерным рl-м н о
г о о б р а в и е м ,  если каждая его точка имеет ок
рестность, рl-гомеоморфиую IR n или IR� . Всякая пря
молинейная триангуляция Т р l-многообразия М к о м
б и в а т о р в а . Это означает ,  что звезда каждой ее 
вершивы комбииаторно эквивалентна симплексу. Ос
новная гипотеза для П . ,  являющихся п-мерными то
пологич . многообразиями, естественно распадается ва 
две гипотезы:  гипотезу о комбинаториости всяной три
ашуляции такого П. и основную I·иnотезу для р l
миогообразий. Одним из важнейших достижений совре
меивой топологии является отрицательный ответ на 
обе гипотезы для п�5 (см. [4 ] , [ 5 ] ) .  Для п ...;:3 обе ги
потезы справедливы . 

Пусть Р - компактный подполиэдр полиэдра Q и 
пусть пара геометричесних симплициальных комплек
сов (L , К) триангулирует пару (Q , Р) так, что К
п о  л в ы  й п о  д к о м п л е к с .  Это означает , что 
каждый симплекс комплекса L, вершины к-рого лежат 
в К, лежит в К, и этого всегда можно добиться с по
мощью перехода к производиому подрааделепию. Поли
эдр N,  состоящий из всех замкнутых симплексов про
изводного подразделения L ' ,  имеющих вершиву в К, а 
также его образ при любом веподвижном на Р рl-гомео
морфизме Q на себя, ваз . р е г у л я р н о й о к р е
с т н о с т ь ю полиэдра Р в полиэдре Q. Для любых 
двух регулярнык окрестностей N1 , N 2 полиэдра Р су
ществует веподвижная на Р р l-изотопия ht : N 1 Х 1 --+Q, 
переводящая N1 в N2 , т .  е .  такая , что hr, (N1 )= N1 и 
h1 (N1 )= N 2• Говорят, что полиэдр Р получается э л е
м е в т а р н ы м п о л и э д р а л ь н ы м с т я г и
в а н и е м полиэдра P1=::JP ,  если для век-рого п;;;;, О 
пара (Р1"'Р , Р1"'Р П Р) рl-гомеоморфна паре (Jn x J, 
Jn Х {О }) .  Полиэдр Р1 полиэдрально стягивается на 
свой подполиэдр Р (обозначение ( Р1"'Р)) , если от 
Р 1 н Р можно п ерейти конечной последовательностью 
элеАtевтарных полиэдральвых стягиваний . Если Р1 "'р , 
то в век-рой триангуляции пары (Рн Р) полиэдр Р 

можно получить из Р1 последовательностью злементар
ных комбинаторных стягиваний, наждое из к-рых 
состоит в отбрасывании главного симплекса вместе 
с его свободной гранью. Если Q является п-мерным 
рl-мвогообравием, то любая регулярная окрестиость 
компактного nодполиэдра P c::Q является п-мерным 
р l-многообразием и полиэдраль но стягивается на Р. 
Это свойство оказывается характеристическим: если 
п-мериое р l-мвогообразие Nc::Q таково , что P c:: Int  N 
и N"'P , то N - регулярная окрестность Р .  П ри этом 
Jiюбая регулярная окрестность нрая дМ комnакт1юго 
р l-многообравия М р l-гомеоморфва дМ Х 1 .  

Пусть Р ,  Q - замкнутые подполиэдры п-мерного 
р l-многообразия М, dim Р= р ,  dim Q= q. Говорят, что 
Р и Q находятся в о б щ е м п о л о ж е н и и, ecJiи 
dim (P П Q) <p+q-п.  Любые замкнутые подполиэдры 
Р , Qc:: Int М можно привести в общее положение сколь 
угодно малой ивотопией М. Это означает, что для лю
бого в >О существует такая (е-рl)-изотопия ht :  м
-м, что полиэдры Р и Q1= h1 (Q) находятся в общем 
положении . Иногда в определение общего положения 
включают усJiовия типа трансверсальности. Напр . ,  
если р + q= п,  то можно добиться,  чтобы ДJIЯ каждой 
точки а Е Р n Q1 и вен-рой окрестности и тачки а в м 
тройка ( и , и n Р , и n Q1) быJiа  р l-гомеоморфиа тройке 
( IRP x  IRq , IR P X  {0 } , {О } Х  IRq) . 

К р и в о й, или т о п о л о г и ч е с к и й , П . - то· 
пологич . пространство Х , снабженвое гомеоморфизмом 
f : Р-+Х , где Р есть П .  Образы симплексов какой-либо 
три�нгуляции Т поJiиэдра Р образуют к р и в о JI и
в е и н у ю т р и а в г у л я ц и ю Х .  Говорят также, 
что гомеоморфизм f задает на Х pl-c т р у к т у р у .  
Две рl-структуры fi : P i-+X,  i= 1 ,  2,  совпадают, если 
rомеоморфизм fi 1f1 кусочпо линеен,  изотоппы , если 
гомеоморфизм /21/ 1 изотопен кусочко Jiинейному, и 
эквивалентны, ecJiи Р1 и Р 1  р l-гомеоморфны . Для лю
бого дифференцируемого многообразия М существует 
р l-структура f : Р-+М, согласованпая с дифферен
цируемой структурой на М. Это означает, что дJiя 
каждого замкнутого симпJiенса а век-рой триангуJiя
ции полиэдра Р отображение / I !Т : а-М дифференци
руемо и не имеет особых точек . Любые две такие рl
структуры на М изотопны. Все понятия, определяемые 
для П. (триангуляция , подполиэдр , реrуляриая окрест
ность , общее положение) ,  переносятся с помощью 
rомеоморФизма f :  Р-+Х на кривоJiинейный полиэдр Х . 

Лит . :  1 1 1  А л е к с а н д р о в  п .  С . ,  :Комбинаторная то
пология, М . - :I . , 1 9 4 7 ;  [2] Р у р к R . , С а н д е р с о н Б . ,  
Введение в кусочно линейную тоnологию, М . •  1 9 7 4 ;  [3) М i 1-
n !> r J . , <<Ann. Math . », 1 96 1 ,  v. 7 4 ,  .М З , ·р .  5 7 5 ;  [4) К i r Ь у R . ,  
S 1 е Ь е n т а n n L. , <<Ann Matb. Stud .» ,  1 11 7 7 ,  .N'o 88 ; [5]  Е d
w а r d s R . , «Notices А. М. 8 . >> ,  1 9 7 5 , v. 22 , .Ni 2, р .  А-33 4 .  

С. В.  Матвеев. 
ПО ЛИЭДРАЛЬНАН ЦЕПЬ - Jiинейная форма 

"\.,� d;t� в области иc:: IRn , где t� суть r-мерные сим-' � r. � l  t t. 
плексы , лежащие в и. При этом под r-мерным симпJiек
сом в и понимается упорядоченное множество иЗ r+ 1 
точки и, выпуклая оболочка к-рого лежит в и. Гра
ница П. ц . опредеJiяется обычным образом . Понятие 
П. ц. занимает промежуточное поJiожепие между по
пятиями СИМПJIИЦИВ.Л ЬНОЙ ЦеПИ триангуJIЯЦИИ и И СИН
гулярНОЙ цепи в и и отличается от последнего линей
ностью симплексов . 

Лит . :  [ 1 ] А л е к с а н д р о в  П. С . , Введение в rомо.ло
гическую теорию размерности и общую комбинаторную тополо
гию, М . ,  1 1175 . С. В .  Матвеев . 

ПОЛИЭДРАЛЬВЫИ КОМПЛЕКС - конечное мно
жество замкнутых выпуклых многогравииков в s:ек
ром IR.n , к-рое вместе с каждым многограиником со
держит все его грани и такое, что пересечение различ
ных многогравииков либо пусто ,  либо является гранью 
каждого из них . Прим:ером П .  к .  может сJiужить сово
купность всех вершин, ребер и двумерных граней 
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стандартного трехмерного куба. Рассматриваютел так
же комплексы , состоящие из б�сконечного ,  но локальпо 
конечного семейства многогранников .  Поf{ятие П .  к .  
обобщает понлтие геометрического симплициальпого 
комплекса . Тело I P I П .  к. Р представляет собой объеди
нение всех входящих в него многогранников и является 
полиэдром . Число многогранников в Р, как правило , 
меньше числа симплексов в триангуляции .  П .  к .  Р1 
наз . подразделепием комплекса Р ,  есл и их тела совпа
дают и каждый многогранник из Р 1 содержится в пек
ром многограннике из Р .  3 в е з д н о е п о д р а з д е
л е н и е комплекса Р с центром в точке а Е 1 Р 1 полу
чаетел с помощью разбиения замкнутых многогранни
ков, содержащих а, на конусы с 11ершиной а над теми 
их гранями , к-рые не содержат а. Любой П. к. Р имеет 
подразделение К, лвллющеесл геометрическим симп
лициальным комплексом . Такое подразделение можно 
получить без добавления новых вершин. Достаточно, 
напр . ,  последовательно произвести звездные подразде
ления Р с центрами во всех вершинах Р .  

Лит . : [ 1 ]  А л е к с а н д р о в  П . С. , Комбинаторная то-
пология, М . - Л. , 1 94 7 .  С. В . Матвеев. 

ПОЛИЭДРАЛЬНЫИ ЦИКЛ - полиэдральпая цепь , 
граница к-рой равна нулю . С. в .  Матвеев. 

ПОЛНАЯ АНАЛИТИЧЕС КАЯ ФУНКЦИЯ - со
вокупность всех элементов аналитич . функции ,  полу
чающихся при всевозможных аnалитических продол
жеnиях исходпой аналитич . функции f= f (z) комплекс
ного перемениого z, заданной первоначально в пек-рой 
области D расширенпой комплексной плоскости С. 

Пара (D , / ) ,  состоящая из области D c C и заданпой 
в D однозначной аналитической , или голоморфной, 
функции /, паз . э л е м е н т о м а н а л и т и ч е
с к о й ф у н к ц и и ,  а н а л и т и ч е с к и м э л е
м е н т о м, или, короче, просто э л е м е н т о м .  
Всегда возможно, в частности , при  задании аналитич . 
функции пользоваться в е й е р ш т р а с с о в ы м ,  или 
р е г у л я р н ы м , э л е м е н т о м  ( U (a ,  R ) ,  fa) , 
состоящим при а ;;i оо из степенного ряда 

fa = fa ( z ) = � "' c k  ( z - a)k  (1 )  
�k = O 

и круга сходимости И ( а , R) =  {z (С : l z-a l  <R } этого 
ряда с центром а и радаусом сходимости R >О.  В случае 
а= оо вейерштрассов элемент ( И  ( оо ,  R ) ,  f оо ) состоит 
из ряда 

(2 )  

и области сходимости этого ряда U ( oo , R ) = {z Е'ё : 
l z l  >R }, R �O . 

Пусть Е 1 - множество всех тех точек � Е  ( , в к-рые 
исх-одный элемент ( U (a ,  R ) , fa) аналитически продол
жается хотя бы по одному пути , связывающему в ( 
точки а и � - Следует иметь в виду возможность такой· 
ситуации,  когда в точку � Е  Е 1 аналитич . продолжение 
возможно вдоль пек-рого класса путей L1 и невоз
можно вдол ь другого класса путей L2 (с м .  Особая точ
ка апалитич . функции) . М ножество Е 1 есть область 
плоскости С. П о л н о й а н а л и т и ч е с к о й 
ф у н к ц и е й (в с м ы с л е В е й е р ш т р а с с а )  
fw, порождеппой элементом (И (а , R ) , f а ) , называ
ется совокупность всех вейерштрассовых элементов 
( И ( � , R ) ,  fr;, ), � Е Е1, получаемых при этом апалитич .  
продолжении вдоль всевозможных путей Lc( .  Об
ласть Е 1 паз .  (в е й е р ш т р а с с о в о й) о б л а
с т ь ю с у щ е с т в о в а п и я П .  а .  ф. /wr· Приме
няя элементы общего вида (D , / ) , вместо вейерштрассо
вых па саыом деле получают ту же самую П .  а .  ф. fw· 
Элементы (D , /) П. а. ф .  fw часто паз. ветвями аnали
ти чесr.ой фун кции ! 1-v.  Любой элемент (D , /) П. а. ф. 

f w. будучи взят за исходный при аналитич.  продол
жении . приводит к той же самой П . а . ф . fw· Н аждый 
элемент ( И ( � , R ) ,  f';) П. а . ф . f w может быть получен 
из любого другого ее элемента ( U (a , R ) , fa ) посредст
вом апал итич . продолжения вдоль нек-рого пути , 
связьшающего в ( точки а и � -

Может окаааться , что исходный элемент (D , f ) не 
допускает апалитич . продолженил ни в одну точку 
� $. D .  В �>том случае D � E1 является е с т е с т в е н
н о й о б л а с т 1. ю с у щ с с т 1J о в а н и л ,  или о б л а с т ь ю г о л о м о р ф  н о с т и, функции / ,  а ее 
граница Г= дD - е с т е с т в е н н о й г р а н и ц е й 
функции f. Напр . ,  для вейерштрассова элемента 

( И  (0 , 1 ) , /о  (z) = '!:= 0 z k ! ) 
естественной границей является окружность Г= {z Е 
Е С :  l z l = 1 }  его круга сходимости U (O, 1 ) , т. к .  �тот 
элемент нельзя продолжить аналитически ни в одну 
точку � такую, что 1 6 1 � 1 .  Какова бы ни была область 
D c(, можно построить аналитич .  функцию fD (z) ,  
для к-рой D есть естественная область существования 
f D (z) , а ее граница Г =  дD - естественная граница 
fD (z) (это следует, напр . ,  из  Миттаг-Леффлера тео
ре.мы) . 

П .  а .  ф. fw в своей области существования Е 1, во
обще говоря,  не является функцией точки в обычном 
с�;ысле этого слова . Ч асто встречающаяся в теории 
аналити ч .  функций ситуация такова,  что П .  а. ф. 
f w есть многозначная функция: для каждой точки 
6 Е Е 1 существует, вообще говоря , бесконечное мно
жество элементов ( И ( (; ,  R) , f r;, )  с центром в этой точке . 
Однако это множество не более чем счетное (т е о р е
м а П у а н к а р е  - В о л ь т е р р а ) .  В целом 
П .  а. ф. fw можно рассматривать как однозначную 
аналитич.  функцию только па соответствующей рима
новой поверхности , являющейся многолистной накры
вающей поверхностью над ( . Напр . ,  П. а. ф .  f ( z) = 
= Ln z= ln l z l + i Arg z многозначна в своей области 
существования Е 1= {z (С : О < l z l  < оо }; в каждой точ,:
ке 6 Е Е 1 она принимает счетное множество значении 

/� (� ; s) = ln / � / + i arg (; + 2лs i , s = O , ± 1 , . . .  , 
и каждой точке � Е Е 1 соответствует счетное множество 
элементов 

(И (� . / 6 1 ) , /� (z ; s ) ) = 
1 00  (-1 )k - t 

= fr, ((; ; s) + }2k = l  � (z - �) k 

с центром � - Обычно используется однозначная ветвь 
этой П .  а. ф . - главное значение логарифма ln  z= 
= ln l z l + i  агg z ,  лвл яющееся голоморфной функцией 
в области D = {z E C : O < I z l < oo ,  -л <arg z <л }, не
прерывно продолжаеыой на множество {z Е С : О <  
< l z l  < оо ,  -л <arg � �л } .  

При обращении (см .  Обращеnие ряда ) вейерштрас
совых элеыентов ( 1 ) , (2 )  возникают элеыенты более 
общей природы , определяемые соответственно р я
д а м и П ю и з  ё :  

f = ,�оо ck (z - a) klv f = �оо ckz -k lv (3) а �k = J,J.  ' "" ...:... k = J.L ' 

где f! - целое число ,  v - натуральное число ,  и кру
гаыи сходимости этих рядов U (a , R ) , U ( oo ,  R ) . В част
ности , при f!�O , v= 1 ряды (3 ) совпадают с рядами 
( 1 ) ,  (2 ) , определяющими регулярные элементы; в от
личие от них определ яемые рядами (3) элеыенты при 
f! <O или v > 1  паз. о с о б ы  ы и. П ри v= 1 и v > 1  ря
ды (3) определяют соответственно н е р а з в е т в-
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л е н в ы е и (а л г е б р а и ч е с к и е) р а з в е т-
1 1  л е н н ы е з л е м е н т ы .  

Допуская при продолжении исходного элемента 
( U (a , R ) , fa) и особые элементы с рядами вида (3) , 
вообще говоря,  многозначные (при '11 > 1 ) и имеющие 
особенности типа полюса (при !! <О) , получают более 
обширную , чем вейерштрассова , р и м а н о в у о б
л а с т ь с у щ е с т в о в а н и я Е R и соответствую
щую более обширную совокупность элементов , опре
деляемых рядами вида (3) , называемую апалитичес�>и.м 
образо.м . Апалитич . образ отличается от П. а .  ф .  при
соединением всех особых элементов , получаемых при 
продолжении данного регулярного элемента . После 
введения соответствующей топологии аналитич . об
раз превращается в риманову поверхность данпой 
функции . 

П ри описанном построении П .  а .  ф. f w можно поль
зоваться вместо злемента попятнем ростка аналитич .  
функции, смысл введения к-рого заключается в лока
лизации понятия элемента,  в отвлечении от не имею
щей в данном случае существенного значения вели
чипы радиуса сходимости . Два элемента ( D,  !) и (G , h) 
такие, что области D и G содержат общую точку а ,  
паз . э к в и в а л е в т н ы м и в т о ч к е а ,  если 
существует окрестность точки а ,  в к-рой f=h.  Это от
ношение эквивалентности обладает обычными свойст
вами рефлексивпости , симметрии и транзитивности .  
Н л асс эквивалентности элементов в данпой точке а Е С 
наз .  р о с т к о м а н а л и т и ч е с к о й ф у н к
ц и и fa в точке а .  Росток характеризует локальные 
свойства функции в данной точке.  Два ростка fa и ga 
равны , если в нек-рой окрестности точки а совпадают 
какие-либо представители классов эквивалентности . 
А налогично , при помощи представителей, ощ�еделяются 
арифметич . действия с ростками и их дифференциро
вание. П. а. ф. tw есть совокупность всех ростков 
апа литич. функций f 1; , � Е Е 1, получаемых из дан
ного ростка fa аналитич . продолжением вдоль всевоз
можных путей в С. Равенство двух П. а. ф. fw , gw 
и действин с П . а .  ф .  определяются как равенство 
ростков fa , ga в какой-либо точке а Е Е1 П Еg и дейст
вия с ростками . 

Элементы (D ,  !) , вейерштрассовы элементы ( U11(a , 
R) ,  fa) и ростки аналитич . функции многих комплекс
ных переменных z= (z1 , • • .  , z ") , n;;;;;;, 1 , определяются 
точно так же,  как выше, по с помощью областей D 
компл ексного пространства С "  или поликругов схо
димоии 

uп ( а ,  R ) = {z Е C : i zj - aj l  < Rj , j = 1 , . . .  , п} ;  
Rj > О, j = 1 ,  . . .  , п ;  а = (а1 , • • • , а ,. ) ;  

R = (R 1 , . . .  , R") , 
кратных степенных рядов 

f a = fa ( z) =� oo 
ck k ( Z t - «I) k , . . . ( z,.-a,. )k п . �Jг- 1 ,  • • •  , k п= D  t • ·  · n 

Попятие П .  а .  ф .  многих комплексных перемеппых 
строится далее вполне аналогично случаю одного пере
мепного. 

Лит . :  [ 1 ]  М а р  к у ш  е в и ч А.  И. , Теория аналитических 
функций ,  2 изд. , т .  2 , М. , 1968 ;  (2]  Ш а  б а т Б .  В . ,  Введение 
в номплексный анализ ,  2 изд. , ч. 1 - 2 ,  М . ,  1 976 ; [3] С п  р и н
г е р д ж. ,  Введение в теорию римановых поверхностей, пер . 
с англ . , М . ,  1 Н 6 0 ;  (4]  Ф у к с Б. А . , Введение в теорию анали
тических ф ункций многих комплексных переменных ,  М . ,  1 96 2 .  

Е .  Д.  Соло.м.епцев. 
ПОЛНАЯ ВАРИАЦИЯ ф у н к ц и и - то же, что 

вариация функции. 
ПОЛНАЯ ГРУППА - группа, в к-рой для любого 

ее элемента g и любого целого числа n =F O  разрешимо 
уравнение x"= g. Лбелева П. г . паз .  также д е л и
м о й г р у п п о й . В ажными примерами П .  г .  являются 
аддитпвная группа всех рационалт,ных чисел и группа 

всех комплексных корпей и з  1 степепей р 1t ,  k= 1 ,  
2 , . . .  , где р - простое чнсло ( к  в а з и ц и к л  и ч е
с к а я г р у п п а ) . Всякая абелева П .  г. разлагается 
в прямую сумму групп,  каждая из к-рых изоморфна 
одной из указанных . О пеабелевых П. г. известно зна
чительно меньше. Всякая неедипичпая П .  г .  беско
нечна . Всякая группа вложима в подходящую П. г. 
Если в П. г. указанные в определении уравнения раз
решимы однозначно, она паз .  D -г р у п п о й . Таковы, 
в частности , локал ьно нильпотентпые П. г . без круче
ния . 

лит. : [ 1 ]  R у р о ш А. Г . ,  Теория групп,  3 изд. , М . ,  1 9 6 7 ;  
[ 2 ]  :К а р г а п о  л о в М .  И . ,  М е р з л я к о в Ю .  И. , Основы 
теории групп, 3 изд. , М . , 1 9 8 2 .  А . Л .  Ш.м.елъпин. 

ПОЛНАЯ КРИВИЗНА - 1 ) П .  к .  в т о ч к е  п о
в е р х  н о с т и Ф в евклидоном пространстве IR.3-
скалярная величина К ,  равная произведению главных 
(нормальных) кривизн k1 и k2 ,  вычисляемых в точке 
поверхности: K = k1k2 ; паз. также гауссовой �>ривизпой 
поверхности . Понятие П. к. обобщается для гиперпо
верхпости в евклидоном пространстве IR.n + 1 , п > 2 . 
П .  к. в этом случае есть величипа K= k1 • • • k", где ki 
главная нормальная кривизна в точке гиперповерх
ности в i-м главном направлении . 

П .  к. в точке двумерной поверхности в трю;мерном 
римановом пространстве равна разности внутренней 
кривизны - римаповой кривизны двумерной поверх
ности , и внешней кривизны - римановой кривизны 
объемлющего пространства в направлении бивектора, 
касательного к поверхности в рассматриваемой точке. 2) П. к .  о б л а с т и D на поверхности Ф в евкли-
доном пространстве IR.3 - величипа � � D Kdu , где К -
гауссова кривизна поверхности в точке, du - элемент 
площади поверхности . Аналогично определяется П. к .  
области пек-рого риманова многообразия , причем под 
К понимается риманова кривизна многообразия ,  вы
числяемая в точках многообразия в направлении ка
сательных бивекторов,  а интегрирование ведется по 
площади (мере) области многообразия . л . А . Сидоров. 

ПОЛНАЯ ЛИНЕЙНАЯ ГРУППА - группа всех 
обратимых матриц степени n над ассоциативным 
кольцом К с единицей; общепринятое обозначение: 
GL,. ( K) или G L (n , К ) .  П .  л. r. G L (n ,  К) может быть 
также определена как группа автоморфизмов Autк ( V) 
свободного правого К-модуля V с n образующими . 

В исследовании группы G L  (n ,  К) большой интерес 
представляет вопрос о ее нормальном строении.  Центр Z"  группы G L  ( n , К) состоит из скалярных матриц с 
элементами из центра кольца К .  В классич .  случае , 
когда К - поле,  решающую роль играет исследова
ние нормального строения специальной линейной 
группы SL (n ,  К) ,  состоящей из матриц с определите
лем 1 .  А именно,  коммутант группы G L ( n ,  К) совnа
дает с S L (n , К) (кроме случая п= 2 ,  I K I = 2 ) ,  и всякая 
нормальпая подгруппа группы G L  (n , К) либо содеr
жится в Z", либо содержит S L  (n ,  К) . В частности , 
с п е ц и а л ь н а я  п р о е к т и в н а я г р у п n а  

PSL (п , K) = SL (n , K)/SL (n ,  К) П Z" .  
является простой (за исключением случаев n= 2 ,  
I K I =2 ,3) . 

Если К - тело и п > 1 , то всякая нормальная под
группа группы GL ( n ,  К) либо содержится в Z" ,  лпбо 
содержит коммутант S L + (n , К) группы G L ( n ,  К) ,  
причем коммутант S L +  ( n ,  К)  порождается транс
векциями и факторгруппа S L + (n , K) jS L + (n , К ) П Z п 
проста . 1\роме того, существует естественный изо
морфизм 

GL (n ,  K )/SL + (n , К ) � К*! ( К * ,  К* ] ,  
где К * - мультипликативная группа тела К .  Е сл и 
К конечномерно над своим центром k, то роЛ J, группы 
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SL ( 11 , К) играет группа всех матриц из GL ( 11 , К) с nри
ведеиной пормой 1 .  Группы S L ( 11 ,  К) и S L +  ( 11 ,  К) пе 
всегда совпадают, но если k - глобальное поле,  то это 
так (см . Кнеаера - Титса гипотеза) .  

Исследование нормального строения П .  л .  г .  над 
произвольным кольцом К связано с развитием алгеб
раическо й  К-теор ии .  Над кольцами К общего типа 
группа G L ( п , К) может б ыть весьма насыщена нор
мальными подгруппами . Напр . , если К - коммута
тивное кольцо без делителей нуля и с конечным чис
лом образующих, то группа GL (п ,  К) финитно аппрок
симируема,  т . е .  для каждого ее элемента g существует 
нормальпая под1·руппа N g конечного индекса , не со
держащая g. В случае К= z задача описания нор
мальных подгрупп группы GL ( п ,  Z )  фактически экви
валентна конгруэнц-проблеме для группы SL (п ,  z ) , 
nоскольку 

[CL (п , Z ) : SL (п , Z ) ] = 2 .  

а всякая нескалярван нормальная nодгруппа группы 
SL ( п ,  z )  при п > 2 является конгруэнц-подгруппой . 

Имеется глубокая аналогия между строением П. л .  г .  
и строением других классич . групп , к-рая прости
рается далее на простые алгебраические группы и 
I'руппы Ли .  

Лит. : [ 1 ]  А р  т и н Э . , Геометрическая алгебра, пер.  
с англ. , М . , 1 969 ; [2] Д ь е д о н н е Ж. , Геометрия классиче
ских групп, пер . с франц. , М . , 1 97 4 ;  [3] Б а с с Х . , Алгебраи
чесмая К-теория,  пер . с англ . ,  М . ,  1 97 3 .  В. П. Плато'ltОв. 

ПОЛНАЯ МЕРА - мера 11 на а-алгебре I: ,  для 
к-рой равенство I 11 I (A ) = O влечет за собой E E I:  для 
всякого Ес.А .  Здесь 1 11 1 - полная вариация 11 (для 
положительной меры l �t l = l1) · А . п. Терехин. 

ПОЛНАЯ НЕУСТОИЧИВОСТЬ - свойство дина-
мической системы .  Динамич . система наз .  в п о л 
н е н е у с т о й ч и в о й, если все ее точки - блуж
дающие (см . Блуждающая точка ) .  

Для того чтобы динамич . система ,  заданная на  IR.n , 
была г л о б а л ь н о в ы п р я м л я е м о й (т .  е .  
чтобы существовал гомеоморфизм IRn-+ IR.n Х IR, отобра
жающий каждую траекторию системы на нек-рую 
прямую {а }Х IR , где точка а Е IR.n зависит от траекто
рии) , необходимо и достаточно , чтобы система была 
вполне неустойчивой и не имел а седла в бесконечности 
(т е о р е м а Н е м ы  ц к  о г о ,  см. [ 1 ] ) .  

Лит. :  [ 1 ]  Н е м ы  ц к  и й В .  В . , С т е п  а н о в В .  В . , На
чественная теория дифференциальных уравнений, 2 изд. , М . - Л . ,  
1 949 .  В .  М. MUJtJtuoкщиnoв. 

ПОЛНАЯ ПОД КАТЕГОРИЯ - подкатегория � ка
тегории Sf такая ,  что для любых объектов А ,  В из � 
выполняется равенство 

Hrs, (А ,  В) = Hse (А , В) . 

Таким образом, П .  п. однозначно определяется клас
сом своих объектов . Обратно , веяний подкласс класса 
объектов категории Sf однозначно определяет П. п . ,  
для к-рой о н  служит классом объектов : в эту подкате
горию входят те и только те морфизмы, начала и концы 
к-рых принадлежат выделенному подклассу . В част
ности , П .  п . , соответствующая единственному объекту 
А , состоит из множества Н Sf (А , А ) .  

Многие важные классы подкатегорий (рефлективные 
и корефлективные подкатегории , многообразия и т. п . )  
ЯВЛЯЮТСЯ П .  п .  М .  Ш .  Цалекпо . 

ПОЛНАЯ ПРОБЛЕМА с о б с т в е н н ы х з н а
ч е н и й - задача вычисления всех (в отличие от 
частичной проблемы) собственных значений квадрат
ной матрицы , обычно действительной или комплекс
ной . Ч асто помимо собственных значений требуется 
еще и построение базиса из собственных или корне
вых векторов матрицы . 

Решение П .  п .  собственных значений матрицы А 
сводится к построению характеристич . многочлена 
!р А этой матрицы и вычислению его корней , действи-

* 1 4  МатематичссJ <uя з1щ. , '1' • .1t. 

тельных или номплексных (последнее обусловливает 
певозможпость нахождения собственных значений ко
нечным вычислительным процессом) . Для каждого 
собственного значения Л соответствующие собственные 
векторы могут быть определены из однородной системы 
линейных уравнений (А -ЛЕ )х= О (Е - единичная мат
рица ) .  При вычислениях над nолем комплексных чи
сел достаточным условием существования базиса из 
собственных векторов является простота спектра, а 
необходимое и достаточное условие состоит в том, чтобы 
алгебраич . кратность каждого собственного значения 
Л (т. е. его кратность как корня характеристич . много
члена !р А) совпадала с его геометрич.  кратностью, nод 
к-рой понимается дефект матрицы А -ЛЕ . При необ
ходимости вычисления корневых векторов высоты, 
иревосходящей единицу, приходится рассматривать 
однородные системы вида 

(А - ЛЕ)k х = О, k Е N, k > 1 .  

Примерно по этой схеме строились и численные ме
тоды решения П .  п. собственных значений, практино
вавшиеся до кон.  1 940-х гг .  В 1 930-х гг. были разра
ботаны высокоэффективные (по количеству арифметич. 
операций) алгоритмы вычисления характеристич . мно
гочлена матрицы по ее коэффициентам .  Так, в методе 
Данилевского построение характеристич.  многочлена 
матрицы порядка п выполняется с затратой - п3 муль
типлиr;ативных операций (см . [ 1 ) , [ 2 ] ) .  

Методы этой группы получили название прямых, или 
точных,  по той причине, что , проводимые в точной 
арифметике,  они дают точные значения коэффициентов 
характеристич . многочлена . Их поведение в условиях 
реальных вычислений , сопровождающихся ошибками 
округлений , не могло быть проверено для задач сколь
ко-нибудь значительного порядка до появления циф
ровых ЭВМ . Такая проверка произошла в 1 950-х гг . ,  
в результате чего прямые методы были полностью вы
теснены из численной практики . Rатастрофич.  неустой
чивость вычисления собственных значений, связанпая 
с этими методами , имеет две основные причины . Во
первых,  коэффициенты характеристич. многочлена в 
большинстве точных методов прямо или косвенно оп
ределяются как компоненты решения системы линейных 
уравнений , матрица к-рой составлена по столбцам из 
векторов v, A v, A 2v, . . .  , A n - 1v, где v - начальный 
вектор метода . Такая матрица обычно очень плохо 
обусловлена , что видно хотя бы из того ,  что длины ее 
столбцов , как правил о ,  весьма различны , причем тем 
больше, чем больше п .  Тем самым коэффициенты ха
рактеристич . многочлена в общем случае вычисляются 
с очень большими ошибками . В о-вторых, сама по себе 
задача вычисления корней мпогочпепа зачастую оказы
вается численпо неустойчивой . В этом отношении по
казателен пример (см . ( 3] ) :  если у многочлена 
р (х) = (x - t ) (x - 2) . . .  (х - 1 9) (х - 20) = х2О _ 21 0х1В + . . .  
изменить коэффициент при х19 с -2 1 0 на -210+ 2 - 23 , 

то у возмущенного многочлена р (х) появится пять пар 
комплексно сопряженных корней ; у одной из этих пар 
мнимые части достигают ± i · 2 , 81 , . . . . 

Подобная чувствительность собственных значений 
матрицы к изменениям коэффициентов характеристич. 
многочлена обычно не сопровождается сравнимой чув
ствительностью в отношении элементов самой матрицы. 
Так, если указанный многочлен р (х) является харак
теристич. многочленом симметрич. матрицы А ,  то 
изменения порядка 2 - 23 в любом элементе матрицы 
приводят самое большее к изменениям того же поряр;ка 
в ее собственных значениях . 

Современные численные методы решения П .  п. соб
ственных значений находят собственные значения без 
преgваритеJiьвого выч:исJiевия характеристич: . .мвоrо-
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члена (см . Итерациоппые .методы решения проблемы 
собственных значений матрицы) . Трудоемкость луч
ших ив этих методов составляет � kn3 мультипликатив
вых операций, где n - порядок матрицы , k - кон
станта,  не зависящая от n и имеющая смысл среднего 
числа итераций метода ,  приходящегося на вычисле
ние одного собственного значения . В QR-алгоритме 
значения k обычно заключены между 1 , 5 и 2 .  

Приближенные собственные значения (векторы) 
(nX n)-матрицы А ,  вычисленные ортогональным ме
тодом М (QR-алгоритмом для матриц общего вида , 
методом Якоби или методами , основанными на деле
нии спектра ,  в случае симметрических и эрмитовых 
матриц) , можно интерпретировать как точные собст
венные значения (векторы) возмущенной(ых) матрицы 
(матриц) А + Fм . Здесь Fм- матрица эквивалентного 
Jlозмущения метода М - доnускает оценку вида 

I I Fм ilв o;;;; f (n ) II A I Iв e .  (1 ) 
где е - относительная точность машинной арифме
тики, I IA l l�= ( � l a ij l 2 ) ' / ,_ евклидона матричная нор
ма, f (п) - срункция вида Ckn a. .  Число k описано выше, 
а точные значения константы С и показателя сх. зави
сят от таких детал ей вычислительного процесса,  как 
способ округления, использование операции накоп
ления скалярных произведений и т .  д .  Обычное значе
ние сх. равно 2 . 

Располагая априорной оценкой ( 1 ) , можно оценить 
точность вычисления собственных значений (векторов) , 
достигаемую в методе М. Эта точность зависит от 
обусловленности отдельных собственных значений 
(собственных подпространств) . 

Пусть Л - простое собственное значение матрицы А ,  
х - соответствующий нормированный собственный 
вектор ,  у - нормированный собственный вектор тран
спонированной матрицы А т для того же собственного 
значения .  П ри возмущении матрицы А на матрицу F 
возмущение собственного значения Л с точностью до 
малых 2-го порядка выражается величиной 

�Л � (yTFx)j ( yTx) (2) 
и оценивается как 

(3) 

( 1 1 1 1 1 - спектральная норма) . Таким образом , чу вст
вительность Л к возмущениям матрицы А характеризу
ется числом s (Л) = i y T  x l - 1 , паз . (индивидуальным) 
ч и с л о м о б у с л о в л е в н о с т и этого собствен
ного значения.  В случае, когда оба вектора х и у дейст
вительные, число s - 1 (Л) имеет простой геометрич . 
смысл : это - косинус угла между векторами х и у , 
что объясняет другое наименование s (!..) - к о з фф и ц и е в т п е р  е к о с а, соответствующий Л .  

Е сли матрица А диаговализуема ( т .  е .  имеет базис 
ив собственных векторов) ,  то обусловленность ее соб
ственных значений Л; может быть охарактеризована 
и ввтеrральво . Пусть Р - матрица , составл енная по 
столбцам ив собственных векторов Л; и имеющая среди 
всех таких матриц наименьшее число обусловлен
ности. Справедлива теорем а (см . [4] ) :  все собственные 
значеQия возмущенвой матрицы А +  F заключены 
в области комплексвой плоскости , являющейся объеди
цевием кругов 

1 z - ЛJ 1 o;;;; cond P II F II , i = 1 ,  . . .  , n .  (4) 
Если эта область распадается на связные компоненты , 
то каждая из них содержит столько собственных зна
чений возмущенвой матрицы, сколько кругов ее сос
тавляют. (В качестве нормы в (4) можно взять спект
ральную норму и для Р - спектральвое число обус
лоалеввости. ) 

Число cond Р паз . ч и с л о м о б у с л о в л е н
в о с т и матрицы А по отношению к П .  п .  собствен
ных значений . Выражаемое в спектрал ьной норме, 
оно связано с коэффициентами перекоса следующим 
образом: 

Более сложно зависит от возмущения матрицы А 
возмущение собственного вектора х, относящегося 
к простому собственному значению Л. Оно опреде
ляется, вообще говоря, не только коэффициентом пере
коса ,  соответствующим самому Л , но и коэффициентами 
перекоса для прочих собственных значений . Чувстви
тельность собственного вектора х возрастает и при на
личии собственных значений , близких к Л. В предель
ном случае , когда Л становится кратным, сама поста
новка вопроса о чувствительности отдельного собст
венного направления теряет смысл и нужно говорить 
о чувствительности собственного (или инвариантного) 
подпространства . 

Качественно оценки (3) и (4) означают, что величина 
возмущения каждого собственного значения диагона
лизуемой матрицы А пропорциональна величине воз
мущения F,  а множителями пропорциональности вы
ступают числа обусловленности , индивидуальные либо 
глобальные.  Если жорданона форма А - недиаго
вальная и собственному значению Л отвечает злемен
тарный делитель (z-Л)m , то возмущение Л в обще м  
случае пропорционал ьно уже н е  I IF I I , а I IF I I ' /m.  

Наиболее важным частным случаем П .  п .  собствен
ных значений является вычисление всех собственных 
значений (собственных векторов) действительной сим
метрической либо комплексной эрмитовой матрицы А . 
Коэффициенты перекоса такой матрицы равны еди
нице, 11 приближенная оценка (3) переходит в точное 
неравенство 

1 �ч .;;;; 11 F 1 12 · 
Матрицу "р в (4) можно выбрать о ртогонал r,ной либо 
увитарнои, и потому глобальное число обусловлен
ности в спектральной норме равно единице . Н:езави
си�ю от кратности точек спектра А существует такое 
упорядочение собственных значений l;  матрицы А + F, 
что выполняются при всех i соотношения 

Еще более точные оценки возможны ,  если не только 
сама матрица А является симметрической (эрмито
вой) , но и ее возмущение F (см.  [ 5] ) .  

Помимо указанных имеется еще ряд апостериорных 
оценок точности вычисленных собственных значений 
и векторов . Они наиболее эффективны для симметриче
ских и зрмитовых матриц А . 

Пусть ;;i - приближенный, а х; - точный собст
венвый вектор для простого собственного значения Л 
матрицы А .  Оба вектора предпол агаются нормирован
ными . Наилучшую оценку Л;, к-рую можно получить 
посредством вектора ;;;, дает значение фувкциовала 
Рэлея 

q> (А ,  z) = (Az ,  z ) j ( z ,  z ) , 

соответствующее ;;; ,  т. е .  число f.L ;= q> (А , х�) (этот факт 
имеет силу для произвольвой, не обязател ьно эрми-
товой матрицы А ) .  В ектор r;= A x;- f.L;X; паз . в е к т о
Р о м н е в я з к и .  
Пусть 

e = l l r; l/2 , а =  mi n I Лj- l·li l · 
j =#= i 
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Оцен!\у величины а легl\о получить по вычисленным 

собстненным зн ачениям Xj. Справедливы оценки : 

1 Л i - !J i 1 � е2/а , 1 siп L.. (xi ;:;.i ) 1 � Е/а.  
Е с л и  'Ai - кратное собственное значение или имеется 
группа близких !\ 'Ai собственных значений , то нужно 
оценивать сумма рное возмущение всей этой групnы и 
возмущение соответствующего eii инвариантноrо под
пространства (см . [ 5) ) .  

Наряну с опнсанной П .  п .  собственных значений 
часто во:тикает nеобходимость в решении т. н.  
о б о б щ е н н о й  п р о б л е м ы с о б с т в е н н ы х  з н а ч е н и й  

Ax = f..Bx. (5) 

В наиболее важном случае обобщенной проблемы соб
ственных значений матрицы А и В являются симмет
рическими (эрмитовыми) , и одна из них nоложительно 
оп ределена . Теория и методы численного решения за
дачи (5) в этом случае параллельны теории и методам 
для обычной симметрической (эрмитовой) проблемы 
собственных значений . 

Е сли ни одна из матриц А и В не лв.nлется опреде
ленной или хотя бы одна из них даже симметриче
ской , то пользуются т. н.  QZ-алгоритмом (см. [ 6 ) ) ,  
своеобразным обобщением QR-алrоритма . Необходимо 
отметить , что здесь возможны ноные эффекты , нена
блюдаемые в обычной П. п. собственных значений : бес
ковечаы:е собственные значения , непрерывный сnе!\тр . 

Еще более сложны неливейвые задачи на собствен
В(j!е значения 

(An'An + Aп _ 1f,n - l +  . . . + А1'А + Ао)  х = О . 
Такие задачи решают обычно путем сведения к ли
нейным более высохого порядка (см.  [ 7] ) . 

Лит . :  [ 1 ] Д а н и л е в с к и й  А .  М. , <•Мате�r. сб. >>, I D 3 7 ,  
т .  2 ,  .М 1 , с. 1 6D-7 1 ;  [ 2 ]  Ф а д д е е в  Д .  Н. , Ф а д д е е в а 
В. Н. , Вычислительные методы линейной алгебры, 2 ивд. , М. , 
1 963 ;  [3] W i 1 k i n s о n  J. Н . ,  Rounding errors in algebraic 
processes, E nglewood cli ffs (N .Y . ) ,  1 963 ; [4] У и л к и н с о н д ж. Х . , Алгебраическая проблема собственных значений, пер. 
с англ . , М. ,  1 9 7 0 ;  [5) П а р  л е r r Б . ,  Симметричная nроблема 
собственных зна чений . 9исленные методы , пер . с ачrл . ,  М . ,  
1 9 8 3 ;  [6} м о 1 е r с . В . , S t е w а r t G .  W . ,  «SIAM J .  Num. 
Anal . » ,  1 97 3 ,  v. 1 0 ,  р. 24 1 ;  [7] :К у б л а н о в с к а я Б. Н. , в 
с б. : Вычис.лительные методы линейной алгебры, Новосиб. , 
1 98 0 ,  с. 3 7- 5 3 .  Х .  Д .  Ипрамов. 

ПОЛНАЯ ПРОИЗВОДПАЯ ф у в к ц и и - nроиз
водная по t от функции y=f ( t ,  и , v,  . . .  , z) , зависящей 
от переменпой t ка!\ непосредственно , так и через 
промежуточны е nеременвые и= и ( t ,  х1 , • • •  , Хп) , v= 
= v (t ,  х1 ,  . • •  , Хп ) ,  • • •  , z = z ( t ,  х1 , • • •  , хп) , вычисляе
м а я  по формуле 

dy д/ д/ ди д/ дv д/ дz di =ы + дU ат + дv дt + · · · + дz ar · 
д/ д! д/ би дz 

где дt ,  ди , • •  , дz , дt 
, • .  , дt - частпые пр оиа-

водн ые . Е. Д. Со.ложепцев. 
ПОЛНАЯ РЕШЕТКА, п о л н а я с т р у к т у-

р а , - частичпо упорядочеппов ж н о жество , в к-ром вел
кое веиустое nодмножество А имеет точную верхнюю 
и точную нижнюю грань, называемые обычно о б ъ е
д и н е н и е м и n е р е с е ч е н и е м злементов 
подмножества А и обозначаемые V аа и Л аа 

аа Е А аа Е А  
(или просто V А и Л А )  соответственно . Если частично 
упорядоченное множество имеет наибольший элемент 
и каждое его неиустое подмножество обладает точной 
нижней гранью , то оно является П. р. Решетка L 
тогда и только тогда является полной, :когда для лю
бого изотонного отоб ражения ер этой решетки в себя 
существует неподвижнал точка , т .  е. такой элемент 
a E L , что аср = а. Если Р (М) - упорядоченное в:клю
чением множество подмножеств множества М и ер -
1 4 * 

отношение замыкания на Р (М) ,  то совоку пность всех 
ер-замкнутых подмножеств является П. р .  Вся кое час
тичl!о упорядоченное множество Р м о ж н о  изоморфно 

вложить в П .  р . ,  к-рал в этом случае ваз . п о п  о л
н е в и е м множества Р. П o no.лnen u e  сечепия.ми яв
ляется паименьшим из всех пополнений данного час
тичnо упорядоченного множества П .  р .  образуют �шо
жество всех подалгебр универсальной алгебры , мно
жество всех :конгруэнций универсальной алгебры , 
множество всех зам!\нутых подмножеств топологич . 
пространства . 

Лит. : [ 1 ]  Б и р к г о ф Г . , Теория струнтур, пер . с англ. , 
М. , 1 95 2 ;  [2] С н о р н я н о n  Л. А . ,  Элементы теории струк
тур , М. ,  1 970 .  Т. С. Фофапова. 

ПОЛНАЯ СИСТЕМА , а а м к н у т а л с и с т е м а (д и ф ф е р  е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й) , 
система дифференциальных уравнений с частными про
изводными 1 -го порядка 

Р; (х, и , р) = О, 1 � i ";;;; m ,  ( 1 )  

l' = (x,_ ,  . . .  , Хп) , и = и (Хt , . . .  , Xn) , 

p = (Pt , . . . , Р п) = ( :�. ' . . . , :хиJ , 
со следующим свойстном:: для любого набора чисел 
(х ,  и ,  р ) ,  удовлетворяющего уравнениям ( 1 ) , справед
ливы равенства 

Fij (x, и, р) = О, 1 � i,  j � m, 

где f?u=[ F;.! F;l - Япоби скобпи .  
Для лиl!еиных однородных сметем условие полноты 

формулируется несколь!\о иначе.  Скоб:ка Я коби в этом 
случае линейна по переменпым р = (р1 ,  . • . , Р п ) ,  и 
если система записана в виде 

Р i (и ) = О, 1 � i ..;;;, m, 

где Р i - линейные дифференциальные операторы 1 -ro 
порядка , то этой скобке отвечает коммутатор [ Р i •  Р j] = 
= PiP ;-Р jp i· Полнота системы заключается в предста 
вимости всех коммутаторов ( Р  i • Р j] в виде линейных 
:комбинаций от Pk с коэффициентами , зависящими 
только от х= (х1 , • • •  , хп) . 

Если и =  и (х) - совместное решение двух уравне
ний 

F; (х , и , р) = 0 , F; (х , и , р) = 0, 
то и я вляется решением и уравнения 

[Fi ,  Fj}  (х,  и, р)  = 0.  (2) 

Произвольную систему вида ( 1 )  обычно пытаютел 
расширить до полной добавлением: к ней новых неза
висимых уравнений , полученных из старых с помощью 
операции образования скобок Якоби . При этом рас
ширении в соответствии с (2) ни одно пз решений пере
ходной системы не должно теряться , если она вообще 
раврешима . 

Свойство системы быть полной инвариантно относи
тельно тех неособых иреобразований переменных (.r ,  
и, р ,  F) , для к-рых сох раняется смысл дифференци 
альных уравнений . Н: таким иреобразованиям отно
сится , напр . ,  замена независимых nеременных .т= 
= g (y) ,  у= (у1 , • • •  , Уп) , а также иреоб разование сле
дующего типа. Пусть А : IR 2n + I + m� 1R m - такое глад
кое отображение , что 

У = Х ,  q = p ,  

V = и , I = H (x ,  и , р , s) , 
s = (s1 , . . .  , sт ) , t = ( t l , . . .  , t т ) 

есть диффеоморфизм IR2n + l + m�IR2n + l + m . Тогда рас
сматриваемое иреобразование заключается в перехо�е 
от системы ( 1 )  к системе 

G ; (x,  и, p) = Hj (X, и, р ,  F) = O , 1 � i ";;;; m . 
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Лит. : [ 1 ]  Н а м н е Э . ,  Справочини по дифференциальным 

уравнениям в частных производиых первого порядна , пер. с 
нем . ,  М . ,  1 96 6 ;  [2] Г ю н т е р  Н. М. ,  Интегрирование уравне
ний первого порядна в частных производных , Л . - М. , 1 9 3 4 ;  
[ З ]  С а r а t h е о d о r у С . ,  Varia tionsrechnung und partielle 
D ifferentia lgleichungen erster Ordnung, 2 Aufl. , Bd 1 , Lpz. , 1 9 5 6 ;  
[ 4 ]  G о u r s а t Е . ,  Le�ons sur J " integration des equations aux 
dertvees partielles du premier ordre , Р . ,  1 8 9 1 . А .  л .  Соддатов. 

ПОЛНАЯ СИСТЕМА ВЫЧЕТОВ и о м о д у л ю 
т - любой набор из т несравнимых между собой 
по модулю т целых чисел . Обычно в качестве П. с .  в .  
п о  модулю т берутся наименьшие неот рицательные 
вычеты О, 1 ,  . . .  , т-1  или абсолютно наименьшие вы-

о т-2 
четы, состоящие из чисел , ± 1 , . . .  , ± 

-2- в слу-
т-2 т чае нечетного т и чисел О ,  ± 1 , . . .  , -2-, 2 в случае 

четного т. с. А .  Степаиов. 
ПОЛНАЯ СИСТЕМА ФУНКЦИЙ - ортаноржиро

ванная систе;м,а функций {<р (х) } век-рого гильбертона 
пространства Н такая,  что в Н не существует функции, 
ортогональной всем функциям данного семейства . Си
стема функций, полная в одном пространстве, может 
оказаться неполной в другом. Напр . ,  система { V2 -} 

V;t cos пх , п= О , 1 , . . .  , образует П .  с .  ф .  в про-

странстве L ( 0 , n] , но не образует П. с.  ф .  в про
странстве L [ - n , n] . Е. д .  СмОJКеицев. 

ПОЛНОГО НАКОПЛЕНИЯ ТОЧ КА - точка х мно
жества М в топологи ч .  пространстве Х такая, что 
пересечение М с любой окрестностью х имеет мощ
ность ту же , что и все множество М .  

М .  И . Войцеховспий. 
ПОЛНОЕ АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ МНОГООБРАЗИЕ 

обобщение понятия компактного комплексного ал
rебраич . многообразия . Многообразие Х ваз .  п о л
н ы м,  если для любого многообразия У проекция 
Х Х У-У является замкнутым морфизмом, т. е. пере
водит замкнутые (в топологии Зариского) подмноже
ства Х Х  У в замкнутые подмножества У. Имеется т. н .  
в а л ю а т и в н ы й к р и т е р и й п о л н о т ы :  для 
любого кольца дискретного нормирования А с полем 
частных К и любого морфизма и : Spec к-х должен 
существовать единственный морфизм v : Spec А -х ,  
продолжающий и. Это условие является аналогом тре
бования того, чтобы любая последовательность в Х 
имела предельную точку .  

Любое проективное многообразие является полным, 
но не наоборот. Для любого П. а. м .  Х существует 
проективное многообразие Х' и проективный бирацио
нальный морфизм Х' -х (л е м м а Ч ж о у) .  Для 
любого алгебраич . многообразия Х существует откры-
тое вложение в полное многообразие Х (т е о р е м  а 
Н а г а т ы ) .  Обобщением понятия П .  а .  м .  на отно
сительный случай служит собственный морфизм схем. 

Лит. :  [ 1 ] Х а  р м с х о Р. н Р . , Алгебраичесная геометрия , 
пер . с англ . , М . , 1 9 8 1 ;  [2] Ш а ф а р е в и ч  И. Р . , Основы 
алгебраичесной геометрии , М. , 1 972 . В. И. Дан.и.��ов . 

ПОЛНОЕ ИЗМЕНЕНИЕ ФУНКЦИИ - то же , что 
вариация функции одного переменвого. П. и. ф. есть 
сумма положительной вариации функции и отрица
тельной вариации функции. Б .  и. Голубов. 

ПОЛНОЕ МЕТРИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО - ме
трическое пространство , в к-ром каждая фундамен
тальная , или сходящаяся в себе , последовательность 
сходится . П. м. п . - частный случай полного равно
;м,ерного пространства . м. и. Войцеховспий. 

ПОЛНОЕ МНОЖЕСТВО в т о п о л о г и ч е с к о м 
в е к т о р н о м п р о с т р а н с т в е Х над полем 
К - множество А такое , что совокупность линейных 
комбина ций элементов из А (всюду) плотна в Х , т. е .  
порожденное множеством А замкнутое подпрострав
ство , или замкнутая линейная оболочка А , совпадает 
с Х . Напр . ,  в нормированном пространстве С неuре-

рывных функций на [0, 1] со значениями в С множество 
{xn } является П .  м. Если К - ведискретвое норми
рованвое поле , то каждое поглощающее множество 
(и в частности каждая окрестность нуля  в Х) является 
п . м. 

Для того чтобы А = {at } , t Е Т было П. м. в ослаб
ленной топологии о (Х , Х * )  пространства Х , необхо
димо и достаточно , чтобы для каждого s Е Х* сущест
вовал индекс t такой , что <а 1 , s) :;i: O; это означает, что 
никакая замкнутая гиперплоскость не содержит всех 
элементов at , т .  е .  что А - т о т а л ь н о е м н о
ж е с т в о. При этом если Х - лакальна выпуклое 
пространство , то П. м .  в ослабленвой топологии будет 
ПОЛНЫМ и В ИСХОДНОЙ ТОПОЛОГИИ . М. И. Войцеховспий. 

ПОЛНОЕ ПРИРАЩЕНИЕ ф у н к ц и и н е с к о л ь
к и х п е р е м е н н ы х - приращение, приобретае 
мое функцией, когда все аргументы получают (вообще 
говоря,  ненулевые) приращения . Точнее, пусть функция 
f определена в окрестности точки х<0 )= (х�о) , • • •  , xh0) ) 
п-мервого пространства IRn переменных х1 , • • •  , х,. . 
Приращение 

М = /  (х!О) + �х) - f (.т<О) ) 
функции f в точке х<0) , где 

L\x
=

(L\xl , • • .  , L\.тп) , 
x<0) + 6x = (xi0) + 6x1 , • . •  , xh0 ) + L\xп) , 

ваз. п о л н ы м п р и р а щ е н и е м, если оно рас
сматривается как функция п всевозможных прираще
ний 6х1 ,  • • •  , L\xn аргументов х1 , . • . , Xm подчинен
ных только условию, что точка х <0 )+ L\x принадлежит 
обJlасти определения функции f . Наряду с П .  п. функ
ции рассматриваются ч а с т н ы е п р и р а щ е н и я 
L\xkf функции f в точке х<0) по переменной xk ,  т. е .  
такие приращения L\f , для к-рых L\xi= O,  j = 1 ,  2, . . .  , 
k-1 ,  k+ 1 ,  . . .  , п , k - фиксировано (k= 1 ,  2, . . .  , п) . 

Л .  Д. Нудрявцев . 
ПОЛНОЕ ПРОСТРАНСТВО - термин, относящийся 

к ;м,етрическо;м,у пространству , равно;м,ерно;м,у про
странству , топологическожу пространству , близости 
пространству , пространству топологической группы,  
пространству с си;м,;м,етрикой , псевдо;м,етрическо;м,у про
странству ; возможны употребления этого термина и 
в других ситуациях .  Все определения полноты осно
ваны на одной общей идее , конкретное воплощение 
к-рой зависит от рассматриваемого типа пространств . 
Общее в определениях полноты состоит в требовании 
сходимости достаточно широкого класса последователь
ностей , направленностей или центрированных систем . 

Метрич . пространство ваз. п о л н ы м, если каждая 
фунда;м,ентальная последовательность в нем сходится . 
В этом же смысле понимается полнота псевдометрич . 
пространства и пространства с симметрикой . Равно
мерное пространствvо ваз. п о л н ы м, если для каж
дои центрировавпои системы множеств в нем,  содер
жащей сколь угодно мелкие по отношению к покры
тиям из данной равномерной структуры множества,  
пересечение элементов этой системы не пусто .  На  то
пологич.  группе есть естественные правая и левая 
равномерные структуры . Если пространство группы 
в одной из этих равномерных структур полно, то оно 
полно и в другой, и топологич . группа ваз .  тогда 
п о л н о й п о В е й л ю .  Полнота по отношению 
к двусторонней равномерной структуре на группе , 
получаемой структурным объединением ее правой и 
левой структур,  ваз. п о л н о й п о Р а й к о в у .  
Полнота метрич. пространства и полпота п о  Райкову 
могут быть истолкованы как абсолютная замкнутость 
по отношению к любым представлениям данного про
странства,  как подпространства пространства того »>е 
типа.  В частности , метрич . пространство полно в том 
и только в том случае , если оно замкнуто в любом 
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Топологич. Лит. :  [ 1 ]  Б у р б а и и Н. , Общая топология. Основные объемлющем его метрич . пространстве . 
струитуры, пер. с франц. , м . ,  1 968 ;  [2 J  к е л л и д .ж. , Обща

_я г руппа полна по Райкову, если и только если _она tоnология,  пер . с англ . ,  2 изд. , м . ,  1 98 1 .  м. и. Воицеховс�mи. 
замкнута в любой топологич . группе , содержащси ее ПОЛНОЕ РИМАНОВО ПРОСТРАНСТВО - римав качестве топологич . подгруппы . Это связано с фуи- ново пространство с функцией расст_?яиия р, полное даментальной конструкцией пополнения: каждому мет- как метрич. пространство с метрикон р .  рич. простраиству каиоиич. образом сопоставляется Пусть м _ связное риманово пространство со связего пополнение - полное метрич . пространство , со- иостью Лев�-Чивита , тогда следующие три ут�ержде· держащее исходное пространство в качестве всюду иия эквивалентны: а) М - полно; б) для каждои точки плотиого подпространства .  Аналогично, каждая то- р Е м экспоненциальное отображение ехрр определено пологич . группа пополняема по Райкову , но не каж- на всем м (где м Р - касательное пространство и дая топологич . группа пополняема по Вейлю . м в р) ;  в) kаждое ограниченное по отношению к рас-Для топологич . простраиств требование а б с о- стоянию р замкнутое множество А сМ компактно л ю т н о й  з а  м к н у т о с т и - т. е .  замкнутости (т е 0 р е м а х 0 п ф  а _ р и и 0 в а) . Следствия : в любом объемлющем пространстве , - приводит, если любые две точки р , q Е м П. р. п. можно соединить на ограничиться классом вполне регулярных хаусдорфо- м геодезич . длины р {р , q) ; любая геодезическая не-вых пространств , к бикомпактным пространствам: т�- ограниченно продолжаема . 

" _ кие и только такие пространства обладают этим свои- Имеется [ 2] обобщение этои теоремы на случаи про-ством. Однако есть другой полезный и естественный странства с несимметричиой функцией расстояния . подход к определению полноты топологич. простран- лит. :  [1 ] г р 0 м о л д. , к л и н г е н б е р  г в . , м е й
ства. Вполне регулярное хаусдорфово пространство паз. е р  в . , Риманова геометрия в целом, пер. с нем. , М. , 1 97 1 ;  [2] 

К о н - Ф о с с е и С.  Э. , Неиоторые вопросы дифф_!Jренциал�п о л н ы м п о  Ч е х у, если оно представимо в виде 
ной геометрии в целом, м. , 1 95 9 .  м .  и. Воицеховспии. пересечения счетного семейства открытых множеств ПОЛНОЕ ТОПОЛОГИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО в нек-ром своем бикомпактном хаусдорфовом расши- см.  Полное пространство . рении. Все такие пространства �бладают свойством ПОЛНОИ ВЕРОЯТНОСТИ ФОРМУЛА - соотношеБ эра : пересечение счетного семеиства непустых от- ние, позволяющее вычислять безусловную вероятность 

крытых всюду пло'l'ных множеств в них всегда не пусто . события через его условные вероятности относительно М етризуемое пространство полно по Чеху в !ом и событий, образующих полную группу . только в том случае , если оно метризуемо полпои мет- Точнее , пусть (Q ,  Jt, Р) - вероятностное прорикой (т е о р е м  а А л е к с а н д р о в  а - Х а У с- странство ,  А , А 1 , • • •  , А п ЕЛ - события , причем д 0 р ф а) .  Полнота по Чеху обеспечивает правильное A ; П A i= .er при i =/= j ,  i , j = 1 ,  2, . . .  , n ,  поведение топологич . пространства во многих сущест-
венных отношениях . Так, полное по Чеху счетное U k= 1 А,. =  g 
пространство имеет счетную базу и метризуемо. Пара
компактность сохраняется при операции произведения, 
когда пространства полны по Чеху. Полнота по Чеху 
сохраняется совершенны;м,и отобра жения;м,и , а в клас
се метризуемых пространств она сохраняется в сторо-
ну образа открытыми непрерывными отображениями . 

Д ругой полезный подход к определению полноты 
вполне регулярного хаусдорфова пространства связан 
с рассмотрением максимальной равномерной струк
туры на нем: если такое равномерное пространство 
полно , то топологич . пространство наз .  п о л н ы м 
п о Д ь ё д о н н е. Полны по Дьёдонне в точности те 
пространства , к-рые гомеоморфны за.:'fкнутым под
пространствам топологич . произведении метри�rемых 
пространств . В присутствии полноты по Дьедоние 
в одно свойство сливаются псевдокомпактность , счет
ная компактность и бикомпактность . Все параком
иакты полны по Дьёдонне , в частности полны по 
Дьёдонне все метрич . пространства . Отсюда видно , 
что из полноты по Дьёдонне не следует наличие у про
странства свойства Б эра . Специальный случай пол
ноты по Дьёдонне - п о  л н о т а топологич . про
странства в с м ы с л е Х ь ю и т т а, означающая го
меоморфность пространства замкнутому ПОJ;!Про
странству топологич . произведения нек-рого семеиства 
действительных прямых . 

Лит . :  [ 1 ]  А р х а н г е л  ь с и и й А. В . , П о  н о м а р  е в 
в .  И . , Основы общей топологии в задачах и упражнениях , М; , 
1 974. А .  В .  Архапгельс�mи. 

ПОЛНОЕ РАВНОМЕРНОЕ ПРОСТРАНСТВО - рав
номерное пространство, в к-ром всякий Ноши фильтр 
сходится .  Важнейший пример П .  р .  п . - по.tшое ;м,ет
ричес�>ое пространство. Замкнутое подпространство 
П .  р .  п .  полно ;  полное подпространство отделимого 
равномерного пространства замкнуто . Произведение 
П .  р. п .  полно; обратно , если произведение непустых 
равномерных пространств полно , то и все пространства 
сомножители полны . Всякое равномерное простран
ство Х равномерно непрерывно отображается на 
век-рое плотное подпространство П .  р. п. fl (см . По
полнение) . 

и Р (А ,.) >О для всех k. Тогда имеет место ф о р м у л а 
п о л и о й в е р о я т и о с т и :  

р ( А) = ""'п Р (А 1 Att) Р ( А,.) .  � k = l 

П .  в .  ф .  верна и в том случае, когда число событий 
А 1 , А 2 , • • •  бесконечно . _ Имеет место П .  в .  ф. для математич . ожидании . 
Пусть X ( ro) , ro E Q - случайная величина на (Q ,  Jt, 
Р) ЕХ - ее математич . ожидание, а Е (Х IA ,.) -
ус�оввые математич . ожидания относительно событий 
А ,. , образующих полную группу . Тогда 

ЕХ = �kE (Х 1 А ,.) Р (А,.) .  
Н. Г. Ушапов. 

ПОЛИОТА в м а т е м а т и ч е с к о й л о г и к е 
- свойство, близкое к повятию максимального эле
мента в частично упорядоченном множестве. Термин 
<<П . »  в математич . логике употребляется в контекстах 
вида : полвое исчисление, полная теория (или полное 
множество аксиом) , rо-полная теория , полная в смысле 
Поста система аксиом, полное вложение одной модели 
в другую, полная формула полной теории и др .  

Одним и з  наиболее важных в гносеологич . отноше
нии является понятие П .  исчисления относительно 
данной семантики . И счисление паз .  п о  л н ы м, если 
всякая верная в семантич . смысле формула этого ис
числения выводима в нем . При этом понятие выводи
мости должно быть э ф ф е к т и в н ы м, т. е. имеются 
набор правил и инструкция их применения, позволяю
щая строить выводы , причем есть алгоритм , отли
чающий выводы от невыводов.  Понятие с е м а н т и
ч е с  к и в е р н о й  ф о р  м у л ы, наоборот , форму
лируется , как правило ,  с использованием неэффектив
ных понятий , с помощью кванторов всеобщности по 
бесконечвЬiм и даже несчетным совокупностям . В тео
ремах о полноте классического и интуиционистского 
исчислений предикатов П. понимается в указанном 
смысле .  В случае классич. исчисления семантически 
верными считаются те формулы языка узкого исчис-
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ления предикатов (УИП) ,  к-рые истинны во всех мо
делях дЛя рассматриваемого языка . В интуиционист
ском случае семантически верными с•штаются формулы,  
истинные во всех Крипке жодедях. Понятие истинной 
в данной модели формулы также использует кванторы 
по бесконечным областям (если модель бесконечна) 
как в классическом, так и в интуиционистском слу
чаях . Иногда рассматривают исчисления , не удовлет
воряющие требованию эффективности . 

С попяти ем П .  исчисления тесно связано поияти е 
полвой теории. Т е о р и е й (точнее , элементарной 
теорией) ваз . произвольвое множество Т замкнутых 
формул языка УИП .  Непротиворечивая теория Т наз .  
п о л н о й ,  если множество всех следствий из Т в клас
сич. исчислении предикатов является максимальным 
непротиворечивым множеством, т .  е. добавление к Т 
любой замкнутой невыводимой из Т формулы позво
ляет вывести любую формулу . В этом определении не 
предполагается, что множество Т задано эффективно , 
так что понятие вывода становится тоже неэффектив
вы:м. П. теории Т эквивалентна следующему условию: 
для всякой замкнутой формулы <р имеет место в точ
ности одно из двух утверждений - либо <р выводима 
ив Т, либо l <р выводима из Т .  

Если дана какая-то модель М языка У И П ,  т о  воз
никает семантич . понятие формулы, истинной в мо
дели М. Теория Т паз .  п о л н о й о т н о с и т е л ь
н о М, если в классич . исчислении предикатов, по
полненном формулами из Т,  выводимы в точности все 
истинные в М формулы. Между понятиями П. теории 
и П . относительно М имеется следующая связь.  Тео
рия Т полна тогда и только тогда , когда существует 
модель М, относительно к-рой она полна . Модель М 
паз .  .м о д е л ь ю т е о р и и Т, если все формулы 
кз Т истинны в М. Достаточный признак П .  теории : 
если все модели пек-рой мощности теории Т изоморф
ны, то теория Т полна . Обратное не всегда верно . 

Повятие П .  теории находит применение в вопросах 
разрешимости теорий из-за следующего свойства пол
ных теорий: если теория Т полна и множество Т ко
нечно или даже рекурсивно перечислимо , то существует 
алгоритм , расnознающий по любой формуле <р выво
дима она или нет. Если не требовать эффективного 
задания множества Т, то всякую теорию можно по
полнить, т .  е. расширить добавлением новых аксиом 
до подпой . При наличии требования эффективности 
дело обстоит не так, как показывает теорема Гёделя 
о неnолноте арифметич.  исчислений. Теория Т' наз. 
р а с ш и р е н и е м т е о р и и Т,  если всякая фор
мула, выводимая из Т, будет выводима из Т' . Пусть 
Т - вепротиворечивая рекурсивно перечислимая тео
рия . Теория Т паз .  э ф ф е к т и в в о н е п о п о л
в и м о й, если по всякому рекурсивно перечислимому 
вепротиворечивому расширению Т' теории Т можно 
эффективно найти формулу <р, формально иеразреши
мую в Т' ,  т .  е .  такую,  что ни <р ,  ни -l 'P не выводимы из 
Т' . Теорема Гёделя о неполноте утверждает, что 
век-рая конкретная арифметич . теория Q, имеющая 
конечное число аксиом, эффективно не пополиима . И з  
этой теоремы вытекает неполнота относительно стан
дартной модели натуральных чисел любого арифметич .  
исчислевия , удовлетворяющего требованию эффек
тивности. 

Арифметич . теория Т паз .  w-п о л н о й , если из 
того , что в Т выводимы все формулы вида 

<р (0) , <р (1 ) , <р (2) '  . . .  ' (* ) 
следует выводимость в Т формулы vx <р ( .х ) . И з  дока
зательства теоремы Гёделя о неполноте следует, что 
существуют теории, не являющиеся w-полвыми, и 
даже такие, в к-рых выводима бесконечная серия фор
мул (*) ,  а также формула 3:r l <p (x) , и тем не менее 

противоречия вывести нельзя . Такая теория паз . w
п р о т и в о р е ч и в о й .  

Непротиворечивая система аксиом наз . п о л н о й 
в с м ы с л е П о с т а ,  если добавление к вей любой 
схемы аксиом либо не расширяет запаса выводимых 
формул , либо иревращает систему в противоречивую .  
Напр . ,  аксиоматика классич . исчисления высказыва
ний полна в смысле Поста , а интуициовистского исчис
ления высказываний не полна.  

Лит. : [ 1 ]  R л и н и С .  R. ,  Введение в метаматематику, пер. 
с англ. , М. , 1 95 7 ;  [2] R е й  с л е р Г. , Ч э н Ч. Ч . , Теория 
моделей, пер. с англ. , м . , 1 97 7 ;  [3] Ш е н ф и  л д Д ж. , Мате• 
матическая логика , пер. с англ . , М . ,  1 97 5 ;  [4] Р о д ж е р с  Х . , 
Теория рекурсивных функций и эффективная вычислимость, 
пер . с англ . ,  М. , 1 972 ;  {5 ] Ф е й  с Р . , Модальная логика, пер. 
с англ. ,  М. , 1 97 4  (Дополнения) .  В.  Н. Гришип. 

ПОЛНОТА в т о и о л о г и и - свойство про-
странства , заключающееся в сходимости последователь
ностей , ваправлевпостей или семейств множеств , под
чиненных условию Коши или его обобщениям (см . 
Подное прострапство) . А .  В. Архашмъсхий. 

ПОЛНЫй ДИФФЕРЕНЦИАЛ функции n перемеп
пых в точке х0 Е Rn - то же самое , что дифференциал 
функции в этой точке .  Термин « П .  д . »  употребляется 
с целью противопоставления его термину «частный 
дифференциаЛ>> . Повятие П .  д · функции n переменпых 
обобщается па случай отображения открытых множеств 
линейных топологич. прострапств в подобные же про
странства (см. Гато дифференциал , Фреше дифферен
циад , Д ифферепцирование отображения) . 

Л. Д .  Rудрявцев. 
ПОЛНЫй ИНТЕГРАЛ решение и (х , а) ,  .т= (х1 , • • •  , хп ) , а= (а1 , • • • , ап ) , дифференциального 

уравнения с частными производвымя 1 -го порядка 

( 
ди ди ) о 

F xi ,  . . . ' Xn , и , дх1 ' . . .  ' дхп = ' (1 ) 
к-рое зависит от n параметров а1 , • • •  , an и в 
риваемой области удовлетворяет условию 

рассмат-

det 1 и
хiа k 

1 =1: О . 
Если и (х ,  а) рассматривать как п-параметрическое 

семейство решений , то огибающая любого его (п-1 )
параметрического подсемейства ,  выделяемого условием 
a;= w; (t1 , • • • , tn _ 1 ) , 1 ..,;: i ...;:n , является решением 
уравнения ( 1 ) .  При этом линии касания поверхностей, 
задаваемых полным интегралом , и огибающей являются 
характеристиками ( 1 ) .  С помощью П . и .  можно опи
сать решения характеристич.  системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, отвечающей уравне
нию ( 1 ) ,  и, следовательно , обратить метод Коши , к-рый 
сводит решение уравнения ( 1 )  к решению характерис
тич .  системы . Этот подход применяется в аналитич.  
механике, где требуется найти решение канопич . сис
темы обыкновенных дифференциальных уравнений 

d x ;  _ !.!!._ dpi д Н . - -дt = -дх · ,  1 ,.;;;; � .;;;; п . дt дрj 
' 

l 
( 2) 

Эта система является 
пия Якоби 

характеристической для уравне-

иt + Н ( Xi , . . .  , Xn , t , =�. , · · . , :х:) = 0 .  (3) 

Если для уравнения (3) П . и. и = и (х1 ,  • • •  , Хп • t . 
а1 , . . • , ап)+ ао известен,  то 2п интегралов канопич .  
системы (2) даются равенствами иа .= bj ,  их .= р ; , 

l l 1 ..,;: i ...;:n ,  где а; , Ьi - произвольвые постоянные . 
А . П. Смдатов. 

ПОЛНЫЙ ОПЕРАТОР - обобщенвый волновой опе
ратор ,  т. е. частично изометрич . оператор,  определяе
мыii равенством 

W + (А2 ,  AI ) = s- l im eit A . - i tA ,p1 , 
t->- ao 
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где А 1 и А 2 - самосопряженвЫе операторы в селара
бельвом гильбертоном пространстве Н , Р1 - орто
проектор на Н1 .а с •  и такой , что 

Здесь II; , a c ,  i = 1 , 2 , - совокупность всех спектрал ьно 
абсошотпо непрерывных относитоJJ ьно А ; элемент()u х , 
т .  е .  таких , что сnектральвал мера < Е  А .  (!J) х , х> liiНO-' 

относительно меры жества 111 абсолютно неnрерывна 
Лебега 11 (х) . 

Е сли  оператор W + (А 2 , А 1) (или аналогично опреде
ляемый оператор W _ (А 2, А 1 ) )  существует и является 
полным . ·ro А ; , ,1 с - части оnераторов А ;  на Н;, а с  
унитарпо эквивалентны . Если А 1 и А 2 - самосопряжен
ные операторы в Н и А 2= А 1+с< · , /)/ , где f E H и с 
вещественно , то W ± (А 2 , А 1 )  и W ± (А 1 ,  А 1) сущест
вуют и являются полными. 

Лит. : [ 1 ] .К а т о Т . , Теория возмущений линейных оnера-
торов , пер . с англ. , М . , 1 97 2 .  В .  И .  Со/Jо.яее. 

ПОЛОВИННОГО ДЕЛЕНИЯ МЕТОД, м е т о д 
д и х о т  о м и и , - 1 ) Один из методов численного 
решения уравнений с одним неизвестным .  П усть име
ется уравнение f (x) =· O с веnрерывной на отрезке [ а ,  Ь ] 
функцией j (х) , nринимающей на концах отрезка значе
ния разных знаков и имеющей внутри [ а ,  Ь ] единствен
ный корень х* .  Для приближенного нахождения х. 
отрезок [ а ,  Ь] делят nополам и вычисляют значение 
f (х1) в средней точке х1= (а+ Ь)/2 . Если f (х1 ) ;С О ,  то 
из двух отрезков [ а ,  х1 ] и [х1 ,  Ь ] для последующего де
ления пополам выбирается тот ,  на концах к-рого зна
чения функции различны по знаку .  Возиикающая в 
процессе такого дробления последовательность сере
див отрезков х1 , х2 ,  • • •  сходится к корню х. со ско
ростью геометрич . прогрессии : 

1 Хп - х.., /  ",;;;; (Ь - а)/2п , n = 1 , 2, . . . 1 (1 ) 

причем в рассматриваемом классе функций оцевка ( 1 )  
не улучшаема . В сл учае , когда функция f (x) имеет на 
[ а ,  Ь] более одного корня, последовательность будет 
сходиться к одному из них . 2) Один из методов минимизации функций одного 
переменного . Пусть требуется найти минимум 

t .. = min f (х) 
а «:; х «:; Ь  

увuмодальной фушщии f (х) на отрезке [а , Ь ]  и указать 
точку х .. , в н-рой он достигается .  Тогда отрезок [ а ,  Ь] 
делят пополам и вблизи его середивы ;1 = (а+ Ь)/2 
вычисляют значения функции f (х) в двух точках 
х1 =;1 -е/2 и x2= �1 + el2 , где число е >О , являющееся 
параметром метода ,  достаточно мало . Затем значения 
f (х1 ) и f (х2 ) сра внивают и с учетом унимодальности 
функции f (х) из двух отрезков [ а ,  х2] и [ .r1 , Ь ] выбирают 
тот , к-рыii заведомо содержит точку х. .  Так,  если 
/ (х1 ) <./ {х2) , это будет отрезок [ а , х2] , в противном слу
чае - отрезок [ х1 , Ь ] . Выбранный отрезок вновь делят 
пополам , вблизи его середины ;2 берут две точки х1= 
=--;2 -е/2 и х2=-;2+ е/2 , сравнивают в них значения 
функции и т. д. В резул ьтате возникает последователь
ность срединных точек {�п } ,  для к-рой 

1 Х,. - х. 1 ",;;;; ( Ь - a - e) /2n + е/2 , n = 1 , 2 ,  
За приближения к t .  привимают значения f (Хп) при 
достаточно больших n .  

Н а звание метода объясняется тем. что на каждом 
следующе��<1 шаге описаш1ого алгоритма отрезок , со
держащий точку минимума ,  становится примерно 
вдвое короче . На  классе унимодальных функций П .  д .  м .  
н е  является наил учшим . Существуют более эффектив
ны е методы , позволяющие при том же количестве вы-

числевий значений функции достигнуТJ, лучшей по 
сравнению с (2) точиости (см . , напр . ,  Фибоначчи .че
тод) .  

Лum. : [ 1 ] Д е м и д о в и ч  Б . П. , М а р о н  И . А . , Основы 
вычислительной математики ,  3 изд. , М . ,  1 9 6 6 ,  [2) У а й л д д. 
Д ж . ,  Методы поиска Э!lстремума , пер . с анrл. , М . , 1 9 6 7 .  

М .  М. Потапов. 
ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ ВАРИАЦИЯ ФУН КЦИИ -

одно из двух слагаемых,  сумма к-рых есть полвое 
изменение, или вариация фунrщии ,  на данном отрезке . 
Пусть f (х) - функция действительного перемевного,  
заданная на отрезке [а ,  Ь ]  и принюшющая конечные 
значения . П усть П= {а=х0 < :r1 < . . . < хп= Ь } - произ
вольное разбиение отрезка [ а ,  Ь] и 

Р п {/) = �; [ ! (x;) - f (х; - 1) 1 , 

где суммирование производится по тем номерам i ,  
для к-рых разиос ть f (x;) -f(x; _ 1 ) иеотрицательна . 
Величина 

P (f) =a P {f ; [а , b ] ) = sup Pп {f) п 

на а .  п о л о ж и т е л ь н ы м и з м е в е в и е м ф у в
к ц и и f на отрезке [а ,  Ь] . В сегда О �Р {f) �+ оо .  Повя
тие �п . и. ф.» введено К . Жорданом [ 1 ] .  См . также От
рицательпая вар иация фующии . . 

ли.т . : [1 ] J o r d a n  С . ,  «С. r. Acad. sc1 . » ,  1 88 1 ,  t. 112 ,  р. 228-
230 ;  [2] Л е б е г А . ,  Интегрирование и отыскание примитив
ных функций, пер. с франц. , М . - Л. , 1 9 34 .  Б . И .  Годубов. 

ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ - вид кор-
реляционной зависимости между слу'Чайными величи
нами, при к-рой условные средние значения одной из 
них увеличиваются при возрастании значений другой 
величины .  О П .  к .  между величинами с �tорредяциТJ. 
�tоsффициептом р говорят в том случае , когда р >О. 
См.  Корреляция .  А. В .  Прохоров. 

ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННАЯ ФОРМА -
выражение вида 

�n a;kxixk , i,  k= l 
где ан,= а",; ,  принимающее неотрицательные значения 
при любых действительных значениях х1 , х2 , • • • , Xn 
и обращающееся в нуль лишь при х1= х2= . . .  = xn= O. 
Т. о . , П .  о .  ф. есть �tвадратичпая форма специального 
типа .  Любая П .  о .  ф .  приводится с помощью линей
ного иреобразования к виду 

�n 2 х . . 
i.: 1 � 

Для того чтобы форма 
,., n 
.. i. k= 1 

a;",x;xk 

была П .  о. ф . ,  необходимо и достаточно,  чтобы 
�1 > 0 ,  �2 > 0 ,  . . .  , �п > О , где 

ана1 2 . . . аа 
�k =  а21а22 · · • a2k  

aklak2 • · • akk 
В любой аффинной системе координат расстояние тоЧI\И 
от начала координат выражается П .  о. ф. от коорди
нат точки . 

Форма 
f �n -

= .. 1. k= 1 a; ,.x;xk 

такая , что a;k= �ki и j-;;::. 0 для всех значений: 
х1 1 х2 , • • • , х,. и /= 0 лишь при х1= х2= . . . = xn= O 
ваз . э р м и т о в о й  П .  о .  ф .  

С попятнем П .  о .  ф .  связаны также понятия : 
1) п о д о ж и т е л ь н о о п р е д е л е н н о й м а т-
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n �n -

р и ц ы l la • k l l 1  - такой матрицы, что � i .k-1ao1:t;xll. 
есть ;эрмитова П .  о .  ф . ;  2) положите.аьно определенпо
го ядра - такой функции К (х , у ) = К (у , х ) ,  · что 

� : ..,  � : .., К (х , у) <р (х) <р ( у) dx dy � О 

для любой функции <р (х) с интегрируемым квадратом; 
3) положите.аьпо определенпой фу/1,/щии - такой функ
ции f (x) , что ядро К (х , y)= f (x-y) является nоложи
тельно определенным. Класс непрерывных nоложи
тельно определенных функций 1 (х) с 1 (0)= 1 совпадает 
с классом характеристических функций законов рас
пределения случайных величин. в с э-а . 

ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННАЯ ФУНКЦИЯ 
комплекснозначная функция <р на группе G, удов
летворяющая неравенству 

�� i =  1 rцzi<p (xj lx;) � О  

для любых наборов х1 , • • •  , xm E G, ct1 , • • •  , ctm E C .  
Совокупность П .  о .  ф .  на G образует конус в простран
стве М (G) всех ограниченных функций на G, замкну
тый относительно операций умножения и комплекс
ного сопряжения . 

Причина выделения этого класса функций состоит 
в том,  что именно П .  о. ф. определяют пможитпельпые 
фуппциопалы на групповой алгебре C G Jiil унитарные 
представления группы G. Точнее , пусть <р :  G- С -
произвольпая функция и lcp : C G - С - функционал , 
заданный равенством 

lcp (��g Е Gctgg) = �g Е G <р (g) Gtgg • 
тогда для положительности lcp необходимо и доста
точно , чтобы <р была П .  о. ф. Далее , lcp определяет 
*-представление алгебры C G в гильбертоном прост
ранстве Нср и,  следовательно , унитарное представле
ние ncp группы G, причем <р (g) = (n41 (g) ; ,  �) для нек-рого 
� Е  Н ер .  Обратно , для любого представления n и лю
бого вектора � Е  Н ер функция g-(n (g) � ,  �) является 
п . о. ф .  

Если G - топологич . группа , т о  представление n cp  
слабо непрерывно тогда и только тогда , когда П . о .  ф .  
непрерывна . Если G локально компактна , то  непре
рывные П . о. ф .  взаимно однозначно соответствуют 
положительным фувкционалам на U (G) . 

Для коммутативных локально компактных групп 
класс П. о .  ф .  совпадает с классом иреобразований 
Фурье конечных положительных мер на двойственных 
группах.  Имеется авалог этого утверждения для ком
пактных групп: непрерывная функция <р на компакт
ной группе G является П .  о. ф. тогда и только тогда ,  
когда е е  иреобразование Фурье t(Ь) принимает поло
жительные (операторные) значения на каждом эле
менте двойственного объекта,  т .  е. 

� 6 f (g) (а (g) � . �) dg � О 
для всякого представления а и всякого вектора � Е n11 • 

Лит. :  [1 ) Х ь ю и т т Э. , Р о с  с К. , Абст.11актный гармо
нический анализ , пер . с англ. , т. 2, М . , 1 97 5 ; [2J Н а й  м а р  к 
М. А . ,  Нормированные кольца , 2 изд . ,  М. , 1 968 .  

В .  С. Шулwюн. 
ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННОЕ ЯДРО -

комплексвозвачная функция К на Х Х Х , где Х -
произвольвое множество, удовлетворяющая условию 

� к  (х; , xi) Л�/ ;;:: О 
для любых i , i E Z ,  Л; Е С ,  х; Е Х . Измеримые П . о .  я .  
н а  пространстве с мерой (Х , f1) соответствуют положи
тrльны м иптегр альпым операторам в L2 (Х , f1) ;  включение в схРм у такого соответствия произвольных по-

ложительных операторов требует введения обобщен
ных П .  о. я . ,  ассоциированных с оснащенными гиль
бертовыми пространствами (см . [ 1 ] ) .  

Теория П .  о .  я .  обобщает теорию положительно 
определенных фу/1,/щий на группе : для положительпой 
определенности функции f на группе G необходимо и 
достаточно , чтобы функция К (х , y) = l (xy - 1 ) па G X G  
была П .  о .  я .  В частности, на П .  о .  я .  распростра
няются нек-рые результаты теории положительно оп
ределенных функций . Напр . ,  т е о р е м а Б о х п еР а о том, что всякая положительно определенная 
функция есть иреобразование Ф урье положительной 
меры (т .  е .  интегральная линейная комбинация харак
теров) , обобщается следующим образом: всякое П .  о. я .  
(обобщенное) допускает интегральное представление 
с помощью т. н. элементарных П .  о .  я .  относительно 
данного _дифференциального выражения [ 1 ] . 

Лит. : [ 1 )  Б е р е з  а н с к и й  Ю .  М. ,  Разложение п о  соб
ственным функциям самосопряженных операторов , Н. , 1 9 6 5 ;  
[2) Н р е й  н М. Г. , «Укр. матем. Ж . >> ,  1 949 ,  fl' .  1 ,  No 4 ,  с .  6 4-
98; 1 950 ,  т. 2 , No 1 , с. 1 0 - 59 .  В .  С. Шул&м.ан. 

ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕН НЫй ОПЕРАТОР 
- симметричный оператор А в гильбертовом про
странстве Н такой, что 

. f (Ax, Х) О Ш (х ,  х> > 

для любого х Е Н, х"=О . Всякий П .  о .  с .  является поло-
жительным оператор ом . м . И. Войчеховс"IШй. 

ПОЛОЖИТЕЛЬНОЕ РАССЛОЕНИЕ - обобщение 
понятия дивизора  положительной степени на римано
вой поверхности . Голоморфное векторное расслоение 
Е над комплексным пространством Х паз . п о  л о ж и
т е л ь н ы м (обозначается Е >0) , если в Е существует 
такая эрмитова метрика h, что функция 

v �--+ - h (v,  v ) 

па Е строго псевдовыпукла вне нулевого сечения . 
Е сли Х - многообразие , то условие положительности 
выражается в терминах кривизны метрики h. А именно , 
привиапы форме метрики h в расслоении Е отвечает 
эрмитова квадратичная форма Q на Х со значениями 
в расслоении Herm Е эрмитовых эндоморфизмов рас
слоения Е. Условие положительности эквивалентно 
тому,  что Qx (и )  - положительно определенный опе
ратор в Е х для любого х Е Х и любого невулевого 
и Е Тх. х · 

В случае , когда Е - расслоение на комплексные 
прямые над многообразием Х ,  условие положитель
ности равносильно положительной определенности мат
рицы l l _ д • Io�h �� · дzа. дz/3 
где z1 ,  • • •  , zп - локальные координаты на Х ,  h >О -
функция , задающая эрмитову метрику при локальной 
тривиализации расслоения . Е сли Х компактно , то 
расслоение на комплексвые прямые Е над Х положи
тельно тогда и только тогда , когда Чжэпя пласе с1 (Е)  
содержит замкнутую форму вида 

i �а., 13 <J!a./3 dza, l\ d� , 
где I I<JJal3 1 1  - положительно определенная эрмитова мат
рица . В частности , если Х - риманова поверхность , 
то расслоение над Х ,  определяемое дивизором степени 
d, положительно тогда и только тогда ,  когда d>O. 
В случае , когда Е - расслоение ранга >1 над много· 
образнем Х размерности >1 , рассматривается также 
следующий более узкий класс П .  р . :  расслоение Е-Х 
паз . п о л о ж и т е л ь в ы м в с м ы с л е Н а
к а и о, если на Е существует такая эрмитова метрика  
h ,  что эрмитова квадратичная форма Н на расслоении 
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Е@ Тх. заданная формулой 

Нх (v fS и) = hx (v ,  Qx (и) v ) ,  

где х Е Х , v E Ex , и Е Тх. " '  положительно определев:а . 
Примеры : касательное расслоение ТР n к проективному 
пространству рп положительно , но при n >1 не яв
ляется положительным в смысле Накаио; расслоение 
на -компле-ксные прямые над рп , определяемое rипер
плоскостью , положительно . 

Любое факторрасслоение положительного векторного 
расслоения положительно . Если Е ' ,  Ew - положи
тельные (положительные в смысле Накаио) расслое
ния, то Е 'ЕfЭЕ" и E'@Ew положительны (попожи
тельиы в смысле Накаио) . 

Поиятие «П .  р . » было введено в связи с Кодаиры 
теоремой об  обращении в нуль для случая расслоений 
на комплексные прямые, а затем обобщено на проив
вольные расслоения. Несколько позже , в связи с воп
росом о существовании вложения в проективиое прост
ранство, были выделены понятия слабо положитель
ного и слабо отрицательного расслоений. 

Голоморфное векторное расслоение Е над компакт
ным комплексным простраиством Х паз . с л а б о 
о т р и ц а т е л ь и ы м, если его нулевое сечение 
обладает строго псевдовыпуклой окрестиостью в Е ,  
т .  е .  является исключительным аиалитич. множеством. 
Расслоение Е ваз . с л а б о п о л о ж и т е л ь и ы м, 
если сопряженное расслоение Е*  слабо отрицательно. 
В случае , когда Х - риманова поверхность, понятия 
слабо положительного и П .  р. совпадают [5] . В общем 
случае из положительности вытекает слабая положи
тельность; примеров слабо положительных, но не 
положительных расслоений пока ( 1983) не известно . 

Слабая положительность расслоения Е-+Х равно
сильна каждому из следующих свойств: для любого 
когерентного аналитич. пучка ff на Х существует 
такое m0 >0 ,  что пучок �@Smif при т� т0 пораж
дается глобальными сечениями; для любого когерент
ного аналитич. пучка 3f на Х существует такое m�O, 
ЧТО 

Hq (X ,  3f @ Sm<8) = 0 

для всех q;;=:1 (см. [3] ,  [4] ) .  Через <С здесь обозначается 
пучок ростков голоморфных сечений расслоения Е .  
Слабо положительные расслоения аналогичны , таким 
образом, обильным вeromopnbl.Jit расс.яоепиям из алгеб
раич. геометрии и иногда паз . о б и л ь н ы м и 
а н а л и т и ч е с к и м и р а с с л о е н и я м и .  Сла
бо положительное расслоение над пространством Х 
естественным образом определяет вложение прост
ранства Х в многообразие Грассмана и тем самым в 
проективное пространство . 

Понятия положительного, отрицательного, слабо 
положительного и слабо отрицательного расслоений 
естественным образом обобщаются также на случай 
линейных пространств над комплексиым пространством 
Х (см .  Beromopnoe апа.яитичесrоое расс.яоепие}. 

См. также Отрицате.яьпое расс.яоепие . 
Лит : [ 1 ]  У э л л с  Р. , Дифференциальное исчисление на 

комплексных мноrообразиях, пер. с авгл. , М . ,  1 976 ;  L2 ] Ч ж э н  ь 
Ш э u-m э в ь ,  Комплексные многообразия , пер .  с англ . ,  
М . , 1 96 1 ;  [ 3 ]  Итоги науки и техники . Алгебра. Топо-!lогия. Гео
метрия , т. 1 5 , М . ,  1 9 77 ,  с. 93-1 7 1 ;  [4] S c b n e 1 d e r М. , 
«Abhandl .  matb. Semin. Univ. Hamburg», 1 9 78 ,  Bd 47 ,  S. 1 50-
j 70; [5]  U m е m u r а Н.,  «Nagoya Math. J. >>, 1 973 , v. 52, р .  
97-1 28. А .  Л. Окищик. 

ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЙ КОНУС - подмножество К 
действительного векторного пространства Е ,  удовле
творяющее следующим условиям: 

1) если х, у Е К , а, �;=.О, то ах+ �у Е К ;  
2) К П (-К) = О .  
П .  к .  определяет полуу порядочение в Е :  п о  опреде

лению, х�у, если у-х Е К.  

Пусть Е - банахово пространство . Если Е - замк
нутый в о с n  р о и  з в о д я щ и  й П .  к .  (т . е .  такой 
П. к . , каждый вектор z E E  к-рого представим в виде 
z= x-y , где х , У Е К) ,  то l lx l l+ l ly i i<:M IIz l l ,  М не зави
сит от z . Т е л е с и ы й , т .  е. имеющий внутренние 
точки ,  П . к . является воспроизводящим . 

Пусть Е * - сопряженное пространство к банахову 
пространству Е. Если Кс.Е - воспроизводящий П. к . , 
то множество К * с.Е* положительных (относительно 
П . к . )  функцианалов (т . е. таких / , что f (х):;;:.О при 
х Е К) является П . к . (это т . н .  с о п р я ж е н в ы й  
к о в у с) . П . к .  К воестававливается на К * , а именно: 

K = {x E E i f (x) � O  при / Е К*} . 

Если К - телесвый П .  к . ,  то его внутренность совпа
дает с 

{х Е Е l f (х) > О при f E K* , f ;i: 0} .  

Конус в баяаховом пространстве Е ваз . в о р м а л ь
и ы м,  если найдется такое б >0, что l lx+ Y i i�б ( i iu 1 1+ 
+ IIY IO при х, у Е К . П .  к . нормалеи тогда и только 
тогда, когда сопряженный конус К* является воспро
изводящим. Если К - воспроизводящий новус, то 
сопряженвый конус К *  нормален . 

Конус К ваз . м и в и э д р а л ь и ы м, если каждая 
пара элементов х, у Е Е имеет точную верхнюю грань 
z= sup (х , у) (то есть z�x, у и для любого z1 Е Е из 
z1�x , у вытекает z1�z) . Если П. к. правплен и мини
эдрален, то всякое счетное ограничев:н:ое подмножество 
имеет точную верхнюю грань . 

Лит. : [ 1 ] К р а с н о  с е л ь  с к и й  М. А . ,  Положитель
ные решения операторных уравнений, М . ,  1 962 .  

в .  и. ло ... опосов. 
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫй ОПЕРАТОР, n о  л о ж и-

т е л ь н о е о т о б р а ж е н и е,- 1 )  П. о .  в г и л ь
б е р т о в о м n р о с т р а н с т в е - линейный опе
ратор А , для к-рого соответствующая квадратичная 
форма (А х, х) веотрицательва. П .  о .  необходимо сим
метричен и допускает самосопряженное уасширение , 
также являющееся П .  о. Самосопряженвыи оператор А 
является П .  о. тогда и только тогда , когда выпол · 
няется любое из следующих условий: а) А = В *В ,  
где В - замкнутый оператор ; б) А =В2 ,  где В - само
сопряженный оператор; в) спектр А содержится в 
(0,  оо ) .  Совокупность ограниченных П .  о .  в гильбер
тоном пространстве образует конус в алгебре всех 
ограниченных операторов.  

2) П. о .  в п р о с т р а н с т в е с к о н у с о м -
отображение векторного пространства Х в себя , сох
раняющее выделенный в Х конус К . Интегральные 
операторы с положительными ядрами в различных 
функциональных пространствах с выделенными кону
сами положительных функций являются линейными 
П .  о .  При нек-рых дополнительных условиях на гео
метрию коиуса К и действие П .  о .  А удается устано
вить существование А -собственных векторов из Х 
(соответствующие собственные значения паз . n о з  и
т и в н ы м и ,  или в е д у щ и м и ,  они иревосходят 
абсолютные величины всех остальных собственных 
значений) . Напр . ,  доказано (см. [ 3] ) ,  что если А -
вполне непрерывный П .  о. с иенулевым спектром , то 
его спеrотра.яьпый радиус является позитивным собст
венным значением . Условие компактности можно за
менить условиями на поведение резольвенты (см . [ 4] ) . 

В случае велинейных П .  о .  исследуется вопрос о су
ществовании иеподвижной точки оператора (т. е. ре
шения уравнения А х= х) и о возможности нахождения 
этой точки как предела определенных рек уррентных 
последователей .  

Нек-рые результаты теории П .  о .  могут быть пере
несены на операторы , оставляющие инвариантными 
выделеиные подмножества более общей природы, чем 
коиусы (см. [5] ) .  
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3) П .  о. в и н в о л ю т и в н о й  а л г е б р е (* - операторы La непреЕ_ывны и продолжаются до нспре-
алгеб ро ) - линейное отображение *-алгебры А в ин-
волютивную алгебру В ' переводящее положительвые 

рывпых операторов La в пополнении Н f пространства 

элементы в положительные . Наиболее и зучены 11 . о .  A !Hf . Отображение л/ , пе реводящее а Е А в La ,  и 
С*-алгебр (являющиеся , поскольку положитеш.ные есть требуемое п редста вление , п ричем в качестве � 
элементы С*-алгебры образуют конус, частным случаем можно взять образ единицы при суперпозиции J\аНО-

П. о . пространств с конусом ) . Имеет место неравенство нич . отображений A ---+A I Ht---+flf . 
ш п * б 2 Лит. : 1 ]  Г е л ь  ф а  н д И. М . , Н а й  м а р н м. А . , варца для · о .  С -алге р: q:> (а ))> (ер (а) )2 , ес.ли а = а * . <• Иsв. АН СССР .  Сер . матем . •> ,  1 9 48 , т. 1 2 , с. 4 4 5 - 8 0 ; [2]  s е-

Н айдены к райние точки множества у н и т а л ъ н ы х � а  1 I . , <•Bull .  Amer. Math .  Soc . •> ,  1 94 7 , v. 5 3 ;  [3]  Н а й  м а р  к 
(т .  е .  сохраняющих единичны й элемент) П .  о .  И з уча- М .  А . ,  Нормированные нольца , 2 изд . , М . ,  1 9 6 8 .  в .  С. Шулъ.мап. 

лись в п 0 л н е п е п р е р ы в н ы е п 0 л 0 ж и-
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫИ ЭЛЕМЕНТ а л г е б р ы 

т е л ъ н ы е о п е р а т 0 р ы (в . н .  п .  о . ) , то есть ли- с и н в о л !,0 ц и е й * - элемент х * -алгебры А ,  
неiiные отображения q:> :  А ---+В , для к-рых положи- допускающип представление х=у*у , где у Е А . Мно-
тельны все отображения 

жество Р (А )  П .  э .  банаховой *-алгебры А содержит 
n множество Q (А )  квадратов эрмитовых элементов , co-

( ai i ) i ,  j = 1 ..._..... (ер (Щj) ) ; ,  i= 1 держащее ,  в свою очередь , множество Р0 (А ) +  всех 
матричных С*-алгебр м (А ) в м (В ) ,  Окааалое�-> , что эрмитовых элементов с положительным спектром , н о ,  

для в .  н .  п .  о .  справедлив аналог теоремы 0 продол- вообще говоря: , не содержит множества А + всех эрми-
жении положительного функционала : в.  н. п. о. С*- товых элементов с веотрицательным спектром . У ело-
алгебры А в нек-р ую алгебру Н еймапа может быть вием Р (А ) с А + определяется класс вполне симмет-

продолжен до в . н .  п .  о .  любой с•-алгебры , содержа- РИЧП{>IХ (или эрмитовых ) баяаховых * -алге бр ;  для 
щей А .  Если одна из С* -алгебр А , в коммутативна того чтобы * -алгебра была вполне симметричной,  
(и только в этом сл учае) , то всякий п.  о .  является необходимо и лостаточно , чтобы все ее эрмитовы эле-

в . н. п. о .  �1епты имели действительный спектр .  Равенство Р (А ) =  
4 )  11 .  о .  в б а н а х 0 в 0 м п р 0 с т р а н е т в е = А  + имеет место тогда и только тог да ,  ко г да А есть 

Е - линейный оператор А та кой , что А Кс К , где С* -алгебра . В это �! сл учае Р (А ) - воспроизводящий 
К - положительпый копус в Е . Собственный веRтор ионус в пространстве всех эрмитовых элементов ал-
А ,  лежащий в К , наз . п о л о ж и т е л ъ н ы м , а со-

ге бры А · 
б , Jluт. : [ 1 ]  Н Ji. й м а р  н М. А . , Нормированные кольца ,  ответствующее со ствепное значение - п о з и т и в - 2 и ад. , м. , 1 96 8. ;  ! 2] д и к с м ь е ж . , с•-алrебрм и и х  nред-

н ы м. Если К - воспроизводящий конус , А - вполне ставления , пер. с франц. , м. , 1 9 74 : [ 3 ] Р а й  к о в д .  А 
непрерывный положительный оператор и APu )>au <•докл. А Н  СССР», 1 946 , т.  54 ,  м 5 ,  с. 3 9 1 -9 4 ;  [4 ]  р t ;;  k у : :  

<• Bull. Lond. Math. Soc . •>, 1 97 0 , v .  2 ,  р .  3 2 7 - 3 4 ;  [5 ] Р а J т е г 
для нек-рого веRтора и ,  не принадлежащего к он усу - 1 . ,  <•Bul l .  Amer. Math. Soc . », 1 97 2 , v. 7 8 ,  р. 522-2 4 .  
К , натурального р и а >О, то спектральный радиус r А в. с. Шуль.ман. 
оператора А я вляется позитивным собственным зна- ПОЛОС МЕТОД - метод в теории функций комплекс-
чепием А ,  причем r A ;;;.a'IP (т е 0 р е м а к р е й н а _  пого переменноrо, опирающийся на оценки ,  связываю-
р у т м а н а) . щие длины нек-рого специальногn семейства Rривых и 

Лит. : [ 1 ] А х  и е з е р н. и . ,  г л а з  м а н и. м. теория площадь области , заполняемой этим семейством . В ос-
линейных операторов в гильбертоном nространстве, ' 2 изд" пове П .  м. лежат леммы Грётша (см . [ 1 ] ) .  Одна из них �· · 1 9 6 6 ; [2 ] S h e r m a n  s. , <•Amer. J . Math. », 1 95 1 , v. 7 3 , формулируется следующим образом. JIJo 1 , р .  227- 3 2 ;  [З] Н р е й  н М .  Г.,  Р у  т м а н М .  А.  <•Ус-
пехи матем . на ую>, 1 9 4 8 ,  т. 3 , в . 1 , с. З-95 ; [4 ] ш е Ф е р х . ,  П усть в прямоугольнике со сторонами длины А и В 
Топологичесиие векторные пространства , пер . с англ. , М . , 1 9 7 1 ;  имеется конечное число н е  налегающих друг н а  друга [5] Н Р а с  н о с е л ь  с и и й М. А . ,  С о б о л е в А .  В. <•докл. б " S k 1 
АН СССР >> , 1 97 5 , т. 2 2 5 , М 6, с.  1256-59 ;  [6] Н Р а с  н о с е л ь- односвязных о л астеи k • = ' . . .  , n ,  с жорданuЕыми 
о к и й  М.  А. [и др. ] ,  Интегральные оnераторы в nрост- границами , содержащими на сторонах длины А по от-
ранствах суммируемых функций, М . ,  1 96 6 ;  [7] Д И R С М Ь е Ж. , резку, К-рЫе Не ВЫрОЖДаЮТСЯ В ТОЧКИ (обЛ аСТИ S k  обра-
С *-алгебры и их представлщi и я ,  пер . с франц. , М . ,  1 9 7 4 ;  [8]  ауют полосы , и11ущие от одной стороны длины А к д р у-
Н р а с н о с е л ь с и и й М. А. , Положительные решения 
операторн ых уравнений , м. , 1 962 . гой) · Если область S k конформно отображается на 

в .  с. Шуль.маtt, в .  и. Ло.мопосов. прямоугольник ео сторонами длины ak и bk так , что 
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫИ ФУНКЦИОНАЛ на а л г е б- упомянутые отрезки переходят в стороны длины ak ,  то 

р е с и н в о л ю ц и е ii * - линейный функцио
нал f на *-алгебре А , удовлетворяющий условию 
! (х*х))>О для всех х Е А . Важность П . ф .  и причина 
их введения заключается , в частности , в том , что они 
Используются в так паз . ГНС-к о н с т р у к ц и и -
одного из основных методов исследования структуры 
баяаховых * -алгебр . На ней (и на ее обобщени ях , 
папр . на веса на С* -алгебрах) основано доказательство 
теоре�tы абстрактпой характе ризации равномерно зам
кн уты х * -алгебр операторов в гильбертоном прост
ранстве и теоремы о полпоте системы веприводи
мых ушпарных представлений лоиально компантной 
гр уппы . 

ГНС-конструкция есть с пособ построения по произвольному 11 .  ф. f на '" -алгебре А с единицей так ого 
*•Предета вления л1 алгебры А в гильбертовом прост
ранстве Н1, что f (х) =<л1 (х) � . ;> длл всех х Е А , где 
� E Ht - нек-рый циклич . веюор , к-рый состоит в сле
дующем . В А определяется полускалярное произве
дение (х, у)= f (у *х) ;  соответетвующим пейтральным 
подпространством я вляется левый идеал N t= {х Е Е А : f (х*х)=О } , поэтому в предгильбортовом прост
ранетве А 1 N / корректно определены операторы левого 
умножения La на элементы а Е А  (La (x+ N1) = ax+ N1) ; 

причем равенство достигается тол ько в том случае , 
если S 1< ,  k= 1 ,  . . .  , n , - прямоугольники со сторонами 

' �n ' 
длины ak и В и �k-1ak= A . 

В качестве другой леммы сл ужит Гр ёт ща пр шщип.  
Леммы Грётша верны и для бесконечного множества 
подобластей . 

П .  м .  как метод теории однолистных конфор�шых и 
Rвазикопформпых отображени й был в пе р вые испоJJ ь
зован Х .  Грётшем [ 1 ] ,  R-рый с помощью этого метода 
систематически исследовал и решил болыоое коли
чес"тво э кстремал ьных задач для однол истных функ
ции, заданных в конечносвязн ы х  и бесконечносвязных 
областях ( е м .  [ 3] ;  о др угих при менения х П .  м. см . ( 2] , 
гл . 4, § 6) . 

П .  м. лежит в оспове эпстрелальн.ой метрики .метода . 
. Лит . :  [ 1) G г о t z s с h Н. ,  <• Вег. verhandl. Sachsisch. Akad. 

WISS.  l,eJpZJg.  Math. -physische. К ! . >>, 1 928 ,  Bd  80, Н .  6 ,  S .  367-
7 6 ;  Н. 7 ,  S. 503- 0 7 ;  1 Q2 9 ,  Bd 8 1 , Н. 1 ,  S .  38-48 ; Н . 2 ,  $. 5 1 -8 7 ;  
[2] Г о л У з  и н Г.  М . , Геометрическая теория ф ункций иом
плсксного переменного, 2 И3д. , М . ,  1 9 6 6 ;  [3] д ж е н и и н с 
Д ж. , Однолиствые фуниции и ионформвые о то бражения пер 
с англ . , М . ,  1 962 .  Е .  Г. Голузипа: 
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ПОЛОС МЕТОД - метод приближенного решения 
одномерных инте!ральных уравнений Фредгольма 2-го 
рода , основанвыи на специальном способе замены ядра 
на вырожденное, на получении резольвенты вырож
денного уравнения и последующем уточнении прибли
женного решения с помощью быстросходящегося 
итеративного алгоритма . 

Пусть исходное интегральное уравнение записано 
в виде 

<р (х) - Л � � К (х, s) <р (s) ds = f (х) . (1 )  

Для построения вырождепноrо ядра в П .  м .  квадрат 
{а о;;;;; х о;;;;; Ь , а о;;;;; s о;;;;; Ь} 

разбивается на N полос 

J Ь - а . Ь - а . } l ---л;- t o;;;;; x o;;;;; ---л;- ( t + 1 ) ,  a o;;;;; s o;;;;; b , 

i = O, 1 , . . .  , N - 1 .  
В каждой полосе ( i) функция К (х, s) приближается 
в среднем квадратичесном или равномерно функцией 
вида 

К; (х, s) = C; (х) + Р ; (х) Q ; (s ) . 
В простейшем случае 

К; (х , s) = K ( s; , s) , s; E [ ь � a i ,  ь � а ( i+ 1 ) ] 
При помощи функции К; (х , s) можно образовать 

вырожденвое ядро: 

KN (x , s) = �:� 1 C; (x) + P; (x) Q ; (s) , (2) 

л { Р ; (х) , х Е [Ь-;,а i , Ь-;,а ( i + 1 ) J 
Р; (х) = 

О, х� [ Ь�а i , Ь�а ( i  + 1 )  J 
л { С; (х) , х Е [Ь�а i ,  Ь-;,а ( i - 1 ) ] С; (х) = 

О, х� [Ь�а i , Ь�а ( i + 1 )  J . 
Решение уравнения с вырожденным ядром (2) ап

проксимирует решение (1 ) ,  вообще говоря , тем л учше , 
чем больше число полос N и чем лучше аппроксимация 
К (х ,  s) в наждой полосе . Приближенное решение 
ЧJо (х) можно еще улучшить с помощью итеративного 
алгоритма : 

<rk (x)-Л  �: KN (x, s) ЧJk (s) ds = 

= f (х) + Л  � : [к (х, s)-KN (x , s) ] ЧJk - 1 (s) ds . (3) 

Итерация (3) сходится к решению ( 1 )  в среднем квад
ратячееком или равномерно при условии достаточной 
близости ядер К (х ,  s) и KN (х , s) . 

Лит. :  (1 ] П о  л о ж и й Г. Н . ,  Ч а л  е н к о П. И. , <<До-
повiдi АН УРСР>>, 1 962,  М 4,  с. 427-3 1 .  

А. Б .  Баnушипс..uй. 
ПОЛОСА - совокупность точек плоскости , лежа

щих между двумя параллельпыми прямыми этой nлос
кости . Координаты точек х, у полосы удовлетворяют 
перавенетвам С1 <А х+Ву <С2 , где А , В , С1 , С2 -
нек-рые постоянные ,  причем А и В одновременно не 
равны пулю . Преобразование w=ez копформно ото
бражает полосу O <y <n комплекспой плоскости z= x+ iy па верхнюю полуплоскость комплексной 
ПЛОСКОСТ И w . Б СЭ-3 .  

ПОЛОСА, п о в е р х н о с т н а я п о л о с а ( в  уз
ком смысле) , - однопараметрическое семейство каса
тельных плоскостей к поверхности . В общем смысле 

п о  л о с о й  паз . объединение кривой l и вектора m ,  
ортогонального в каждой точке кривой ее касательному 
вектору. Пусть в евклидоном пространстве IR3 кривая l 
задана уравнением r=r (s) , где s - естественный пара
метр кривой, r (s) - радиус-вектор ТОЧRИ кривой. 
Вдоль l задается вектор-функция m=m (s) , где m (s) -
единичный вектор , ортогональный касательному век
тору t= drlds в соответствующих точках кривой. В этом 
случае говорят, что вдоль кривой l задана поверхност
ная полоса Ф= {1 , m }  с нормалью m (s) . Вектор т= 
= [m , t ] паз . в е к т о р о м  г е о д е з и ч е с к о й  
н о р м а л и полосы Ф ; вместе с векторами t и m 
вектор т образует трехгранник Френе для П .  Относи
тельно подвижного трехгранника Френе для П .  за
писываются деривационные формулы Фрепе:  

dt 1 • d't - k + . iiS = kgT т kпm, ds - - gt Xgtn , 
dm ds = -kпt+xgт. 

где kg (геодезич . кривизна П . ) ,  k,. (s) (нормальная кри
визна П . ) ,  Xg (s) - ( геодезич. кручение П . ) - скаляр
ные функции параметра s. 

Если в каждой точке кривой l вектор tn коллинеарен 
вектору главпой нормали кривой l, то kg= O  и в этом 
случае П .  паз . г е о д е з и ч е с к о й  п о  л о с о й . 
Если в каждой точке вектор m ноллинеарен бипормнли 
кривой , то в этом случае kп= О , а П .  ваз . а с и м п т о
т и ч е с к о й п о л о с о й .  

Лит. : ( 1 ]  Б л я ш к е  В . ,  Введение в дифференциальную 
геометрию, пер .  с нем . ,  М . ,  1 9 5 7 .  Л. А.  Сидоров. 

ПОЛУГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ, r е о-
д е з и ч е с к и е н о р м а л ь н ы е к о о р д и н а
т ы , - Jюордипаты х1, • • •  , xn в п-мервом римавозом 
пространстве , характеризующиеся тем,  что координат
ные линии , соответствующие х1 , являются геодезич . 
линиями , на к-рых х1 играет роль нормального пара
метра, а координатные поверхности xl= const - орто
гонашо,ны этим геодезическим. В П .  к .  квадрат линей
ного элемента имеет вид 

ds2 = (dxl ) 2 + � � Cij dxi dxl. ��. /= 2 
П . к .  можно ввести в достаточно малой окрестиости 
любой точки произвольного риманова пространства . 
В двумерных римановых пространства

_х в ряде случ11ев 
(папр . , для регулярных поверхностен строго отрица" 
тельной кривизны) возможно введение П .  к. в целом. 

В двумерном случае квадрат линейного элемента в 
П .  к .  принято записывать в виде 

ds2 = dи2+ B2 (и, v) dv2 • 

Полпая (гауссова) кривизна может быть найдена по 
формуле: 

1 д2В К= -в au.• . 
При изучении д�умерпых римановых миогообразий 
зпакоопределеппои кривизны важную роль играют 
специальные П . к . - г е о д е з и ч е с к и е п о  л я р
в ы  е к о о р д и н а т ы  (r, (jJ) .  В этом сл.учае все 
координатные геодезич . линии cp= const пересекаются 
в одной точке (п о л ю с  е) , а ер является углом между 
координатными линиями v= O и cp= const . Линия r= = const н аз . г е о д е з и ч е с к о й о н р у ж и о
с т ь ю .  Н:вадрат линейного элемента 1! окрестности 
полюса в геодезических полярных координатах имеет 
вид 

ds2 = dr2 + r2 { 1 - � 0 r2 -

-{- (К 1 cos cp + K'l sin (p) r� + o (тЗ) } dcp2 , 
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где К0 - полная (гауссова) кривиэва в точке Р ,  К1 -
производпая от К по r в точке Р в направлении геоде
зической с:р= О, К 2 - такая же производпая в направ
лении геодезической с:р= л/2 .  

При определении П.  к .  в псевдоримаповом прост
ранстве часто требуется , чтобы геодезические , соответ
ствующие х1 , не были изотропными . В этом сл учае 
квадрат линейного элемента имеет вид 

ds2 = ± (dx 1 ) 2 + �� . _ 2 g;j dxi dxi 
t , 1 -

(эвак + или - выбирается в зависимости от знака 
квадрата интервала касательного вектора к линии х1) .  

Д .  Д . Со>:олов. 
ПОЛУГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО -

проективпое п-пространство,  в к-ром метрика опре
деляется заданным абсолютом, состоящим иэ совокуп
ности действительного конуса 2-го порядка Q0 индекса 
10 с (п -т0- 1 )-плоской вершиной Т0 , (п-т0-2)
действительного конуса Q1 индекса 11 с (п -т1 -1 )
плоской вершиной Т1 в (п -т0- 1 )-плоскости Т0 , 
(п-т1 - 2)-действительного копуса Q2 индекса 12 с 
(п-т 2 - 1 ) -плоской вершиноii т2 в ( п -- rп1 - 1 )-плос
кости т1 и т. д .  до (п -т, - 2 -2)-действительного ко
нуса Q, _ 1 индекса 1, _ 1  с (п- т, _ 1 - 1 )-плоской верши
ной т, _ 1 и невырожденной действительной (п-т, _ 1 -
-2)-квадрикой Q, индекса 1, в плоскости Т r - 1 ,  
О ..;;т0 <т1 < . . .  < rn, _ 1 <п .  Такое пространство 
Н"аз .  П .  п. индексов 10 , 11 , . . . , 1, и обозначается 
l o l•l . . . l rs:;:omt . . . mr - t 

В случае , когда конус Q0 является парой слившихся 
плоскостей , совпадающих с плоскостью Т0 (при т0= 0) ,  
П .  п .  с несобетвенной плоскостью Т0 наэ . полуевкли
довы.м прострапство.м : 

t, t, . . .  t, л m , т ,  . . . т, _ , 
n . 

Расстояние между точками Х и У определяется в за
висимости от расположения прямой Х У относительно 
плоскостей Т0 ,  Т1 , • • •  , Т, _ 1 • Если , в частности , пря
мая Х У не пересекает плоскость Т0 , то расстояние 
между точками Х и У определяется с помощью скаляр
ного произведения аналогично соответствующему оп
ределению в пвазигиперболическо.м пространстве . 
Если же прямая Х У пересекаРт плоскость Т0 , но не 
пересекает плоскость Т 1 или пересекает плоскость 
Т а _ 1 ,  но не пересекает плоскость Т а ,  то расстояние 
между точками определяется с помощью скалярного 
квадрата разности соответствующих векторов точек 
х и У. 

В зависимости от  расположения относительно плос
костей Т0 , Т 1 , . . .  , Т а ,  . . .  абсолюта различаются че
тыре типа прямых различных порядков : эллиптичес
кие ,  гиперболические , изотропные и параболические .  

Углы между плоскостями в П .  п .  определяются по 
аналогии с определением углов между плоскостями в 
квазигиперболич.  пространстве , т .  е .  с использованием 
расстояний в двойственном пространстве . 

Проективная метрика П .  п .  является метрикой наи
более общего вида . Частным случаем метрики П .  п . , 
напр . ,  является метрика кваэигиперболич . простран-
ства .  В частности , 2-плоскость 01 Sg совпадает с леевдо
евклидоной 1R2 , плоскость 10S�- с копсевдоевклидовой 
1R ; ; 3-пространства 11 S� и 10S� совпадают с квазигипер
болическим 3-пространством , 3-пространство 1os;
c копсевдоевклидовым 1R ; и т .  д . ;  3-пространство 
100S�2 двойственно псевдогалилеев у пространству 1 Г 3 ,  
оно наэ . к о п с е  в д о г а л и л е е в ы  м п р  о с т р а н
с т в о м, его абсолют состоит иэ па ры действительных 
nлоскостей (конус Q0) и точ1ш Т1 на nрямой Т0 пересе
чения этих nлоскостей . 

Движениями П .  п .  наэ . его коллинеации , переводя
щие абсолют в себя . При та= п - т , _ а _ 1 - 1 и при 
1a= 1r - a  П . п . двойственно самому себе . В таком про
странстве определяются к о д в и ж е н и я, определе
ния к-рых аналогичны определению коднижепил в ква
эигиперболпч .  пространстве , двойственном самому себе . 
Движения , движения и коднижепил образуют группы, 
являющиеся группами Ли .  Движения (как и кодвиже
ния) П. п. описываютел псевдоортогональными операто
рами индексов ,  определенных индексами пространства .  

П . n .  является полуримановым прострапством. . 
Лит. :  [1 ] S о m m е г v i 1 1 е D .  М. У. , «Proc .  Edinburgh 

Math. Soc . •> ,  1 9 1 0 ,  v .  28 ,  р. 25-4 1 ;  [2) Р о з  е н ф е л ь  д Б.  А. , 
Неев:клидовы пространства, М . ,  1 969 .  л. А . Сидоров. 

ПОЛУГРУПП МНОГООБРАЗИЕ - класс полу-
групп, задаваемый системой тождеств (см . Алгебраи
ческих систе.м многообразие) . Всякое П .  м .  будет либо 
п е р и о д и ч е с  к и м,  т. е. состоит иэ периодич . 
полугрупп, либо н а д к о м м у т а т и в н ы м, т .  е .  
содержит многообразие всех коммутативных полугрупп . 
Для классификации ряда свойств П .  м .  выделяются 
нек-рые типы тождеств . Тождество и= v наэ . н о р м а
л ь н ы м (а также р е г у л я р н ы м, о д н о р о д
н ы м) , если множества переменных,  входящих в слова 
и и и ,  совпадают, и а н о м а л ь н ы м - в противном 
случае . Тождество и= v наэ . у р а  в н о в е ш е н н ы м,  
если каждая переменпая в и и v встречается одно и 
то же число раз . Частный случай уравновешенного 
тождества - п е р е с т а н о в о ч н о е т о ж д е с т
в о - если и=х1 . • .  х т и и получено из и переста
новкой переменных .  П .  м. надкоммутативно тогда и 
только тогда , когда все его тождества уравновешенные . 
Б азис тождеств П .  м. [)1 паз . н е п р и в о д и м ы  м ,  
если любое его собственное подмножество задает мно
гообразие , отличное от [)1. Всякое надкоммутативное 
П .  м . имеет веприводимый базис тождеств . Существу
ют П . м . ,  не имеющие неприводи мый базис тождеств . 
Примеры коне'lно ба:1ируемых П .  м . :  любое многообра
зие коммутативных полугрупп , любое периодическое 
П .  м. с перестановочным тождеством , любое П .  м . , за
данное перестановочными тождествами . Любая полу
группа с '!Ислом элементов �5 имеет конечный базис 
тождеств , но существует б-элементная полугруппа , не 
имеющая конечного базиса тождеств . 

Следующие условия для П . м .  [)1 эквивалентны 
[)1 задано нормальными тождествами; все тождества [)1 
нормальны ; [)1 содержит двухэлементную полурешет
ку. П. м. [)1 имеет среди своих тождеств аномальное 
тогда и только тогда ,  когда [)1 периодическое и состоит 
из архимедоных полугрупп . 

Минимальные П .  м .  исчерпываются МНогообразиями 
всех : 1 ) полурешеток , 2)  полугрупп левых нулей, 
3) полугрупп правых нулей (см . Иде.мпотептов полу
группа) ,  4) полугрупп с нулевым умножением , 5) абе
левых групп экспоненты р при любом пр остом р . 
В решетке всех П .  м. всякий неединичный элемент 
имеет покрывающий его элемент ; единичный элемент 
не может быть равен объединению конечного числа 
неединичных элементов . Решетка всех П .  м. не удов
летворяет никакому нетривиальному решеточному тож
деству и имеет мощиость континуум. Эту же мощность 
имеют подрешетка всех многообразий пильполугрупп 
с тождеством х2= 0 и подрешетка всех надкоммутатив
ных многообразий .  Для нек-рых П .  м. [)1 получены 
явные описания решетки их подмногообразий L (Ш1) ;  
описаны П .  м . [)1 с нек-рыми ограничениями н а  ре
шетку L (Ш1) . 

П .  м .  паз .  м а л ы м, если L (�) конечна . П .  м .  [)1 
паз .  м н о г о о б р а з и е м к о н е ч н о г о и н
д е к с а, если ступени нильпотентности нильпотент
ных полугрупп из [)1 ограничены в совокупности (это 
условие эквивалентно тому, что каждая нильполу-
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группа из � нильпотентна , а также тому, что � не со- Примеры П . чрезвычайно многочисленны . Это -
держит многообразин всех коммутативных иильполу- различные множества чисел вместе с операцией ело
групп с тождеством х2= 0) . Велкое малое П .  м .  имеет женил или умножения , замкнутые относительно рас
конечный индекс. сматриваемой операции , П. матриц относительно ум-

Для периодического П .  м. � следующие уеловил поженил, П .  функций относительно <шоточечного>> 
зквивалентны [4] : � состоит из связок архимедоных умноженил * • задаваемого формулой (! * g) (х) = f (х) 
полугрупп; в любой полугруппе из � каждый класс g (х) , П . множеств относительно операции пересече
кручения есть подполугруппа ; � не содержит полу- пил или объединения и т. д. В общей теории и нек-рых 
группы Б рандта В 2 (см. Периодичеспая полугруппа) .  приложенилх важен следующий пример П .  Пусть Х -
Этим условиям удовлетворяют П .  м .  � с модулярной произвольвое множество . На множестве Fx всех ко
решеткой L (�) и П. м .  конечного индекса (в част- печных последовательностей злементов из Х опреде
ности , малые П. м . ) .  Малое П. м. л о к а л ь н о к о- ляетсл операция,  задаваемая формулой 
н е ч н о (т. е. состоит из локально конечных полу
групп) тогда и только тогда , когда локально конечно 
многообразие всех групп из �; малое локально конеч
ное многообразие групп - это в точности кроссоно 
многообразие (см . Групп ;многообразие) . О других 
локально конечных П .  м. см .  Л окальна конечная полу
группа . Описаны П .  м . , состоящие из финитно аппрок
симируемых полугрупп [3 ] . 

Множество всех П .  м. относительно мальцевекого 
умноженил образует частичный группоид G. Известны 
все идемпотенты в G, их в точности 9 . Множество всех 
П . м . , задаваемых системами тождеств вида w= O, 
образует максимальный группоид в G. 

Изучаютел также П . м . полугрупп с дополнитель
ными сигнатурными операциями : многообразин монои
дон (с сигнатурной единицей) ,  многообразин полугрупп 
с сигнатурным нулем, многообразин инверсных полу
групп и др.  

Лит. : [ 1 ) Е v а n s Т. , «Semigroup forum•>, 1 9 7 1 , v. 2 , 
No 1 ,  р . 1 - 4 3 ; [2] А й з  е н m т а т А. Я . , Б о г у т а Б. Н. , 
в сб. : Полугрупповые многообразия и полугруппы эндоморфиз
мов ,  Л . , 1 97 9 ,  с. 3-46 ; [3] Г о л у б о в Э. А . ,  С а п и р М. В . , 
<•Доил . АН СССР•> ,  1 9 7 9 ,  т. 2 4 7 ,  No 5, с. 1 037-41 ; [4] С а п и р 
М. В. , С у х а н о в Е .  в . , <•Изв . вузов. Математиi<а>>, 1 9 8 1 , 
No 4 , с. 48-55 .  Л. Н. Шеврин.. 

ПОЛУГРУППА - множество с одной бинарной опе
рацией, удовлетворяющей закону ассоциативности .  
Понятие П .  есть обобщение понятия группы: и з  аксиом 
групnы остается лишь одна - ассоциативность ; этим 
объясняется и термин �П . >> .  П .  называют иногда м о
н о и д а м и, но последний термин употребляется 
чаще всего для П .  с сигнатурной единицей (т. е. с нуль
арной операцией , отмечающей единицу) . 

Теория П .  принадлежит к числу сравнительно моло
дых областей алгебры . Первые исследования , посвя
щенные П . ,  относятся к 20-м гг . 20 в. и связаны с име
нем А. К .  Сушкевича.  Он , в частности, определил строе
ние ядра (наименьшего идеала) конечной П . ,  т. е . 
фактически строение конечной П .  без собственных идеа
лов . Этот результат позднее был обобщен Д .  Рисом 
( D .  R ees) на произвольвые вполне простые полугруппы 
и усовершенствован посредством введения понятия 
матрицы над группой (см . Рисовская полугруппа ;мат
ричного типа) . Теорема Риса , к-рую можно считать 
нек-рым аналогом теоремы Веддерберна о простых 
алгебрах, принадлежит к числу основных фактов 
теории П. Другие ранние исследования по теории П .  
принадлежат А .  Клиффорду (А .  Clifford) , одним из 
первых значительных достижений к-рого было введе
ние и изучение П . ,  покрываемых группами ; эти П .  
паз . теперь вполне регулярными, или клиффордовы;ми 
полугруппа;ми . К кон . 50-х гг . 20 в .  теория П .  сформи
ровалась в самостоятельную ветвь современной ал
гебры с богатой проблематикой, разнообразными ме
тодами и тесными связями с многими областями мате
матики как собственно алгебраическими (в первую 
очередь , с теорией групп и теорией колец) , так и дру
гими ,  на пр . функциональным анализом (П . операторов 
в банаховых пространствах) , дифференциальной гео
метрией ( П .  частичных преобразований) , алгебраич . 
теорией автоматов (П . автоматов) . 

(xi , . . . , Хп) * (YI • . . .  , У т ) = (хi ,  · . .  , Xn , Y I •  . . .  , Ут) ·  
Тогда Fx относительно операции * лвллетсл П . ; 
она паз.  с в о б о д н о й  П . на множестве Х .  Вел
кал П. есть гомоморфный образ пек-рой свободной . 

Велкал совокупность иреобразований произвольпого 
множества М, замкнутал относительно операции к о м
п о з и ц и и (последовательного выполнения , паз .  
также с у п е р п о з и ц и е й) , будет П .  относительно 
этой операции; такова , в частности ,  совокупность всех 
иреобразований множества М, паз . с и м м е т р и
ч е с к о й п о л у г р у п п о й на множестве М. 
Многие важные совокупности иреобразований оказы
ваютел П . ,  причем часто они не являютел группами. 
С другой стороны, велкал П .  изоморфна пек-рой П .  
преобразований. Таким образом, именно понлтие П .  
оказывается наиболее подходящим для изучения в са
мом общем виде преобрааований, и в большой степени 
череа рассмотрение иреобразований осуществляютел 
свяаи теории П .  с другими областями математики . 
При этом очень часто П .  возникают как П .  эндомор
фиамов (см. Эндо;морфиз;мов полугруппа) тех или иных 
рассматриваемых систем: пространств , алгебр , графов 
и т. д .  К П .  приводит также рассмотрение частичных 
иреобразований и бинарных отношений относительно 
операции умножения . 

Как и в других алгебраич. теориях ,  одной из глав
ных аадач теории П. является классификация всевоз
можных П . ,  описание их строения . Это осуществляется 
прежде всего наложением на рассматриваемые П .  
различных ограничений и выделением тем самым раз
личных типов П .  Ограничения могут иметь разную 
природу.  П .  может удовлетворять фиксированной 
системе тождеств (типичные примеры - коммутатив
ные П . ,  П. идемпотентов) или другим условиям, вы
ражаемым формулой узкого исчисления предикатов 
(примеры - П. с законом сокращения , регулярные 
П . ) .  Закон сокращения и регулярность представляют 
собой примеры ограничений , носящих так или иначе 
характер ослабления свойств группы; введение подоб
ных условий было, пожалуй, особенно популярно па 
первых порах развития теории П. (среди выделенных 
здесь типов , наиболее близких к группам, - правые 
группы) . Во многих случаях ,  впрочем,  возникающие 
на этом пути классы П. включают в себя П . ,  весьма 
далекие по своим свойствам от групп (типичный при
мер - П .  идемпотентов) .  

Понятие регулярной полугруппы возникло по анало
гии с понятием регулярного кольца .  Класс регулярных 
П .  принадлежит к числу наиболее интенсивно изучае
мых в теории П .  Он включает в себя следующие важ
ные классы полугрупп: мультипликативпые П .  регу
лярных колец (и ,  в частности ,  П .  всех матриц данного 
порядка над телом) , симметрические П . ,  П .  всех час
тичных иреобразований множеств,  инверсные П . ,  
клиффордовы П .  и ,  в частности , П .  идемпотелтон и 
вполне простые П . ,  вполне О-простые П .  и др .  

Другой тип распространенных ограничений - ог
раничения на систему всех или нек-рых подполугрупп, в частности идеалов , а также нек-рых отношений на 
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1 1 . ,  в чuстности конгруэнций. TaJ< возникают , напр . ,  
разнообразные типы прост1>1х полугрупп и разнооб
разные условия конечности (см .  Полугру1mа с усло
�:ие.ч копечпости,  Периодическая полугруппа , Локальпо 
1- о печн.ая полугруппа, Фипитпо аппроксимируе.м.ая ltолу
грvппа ,  Мипимальпый идеал ) ,  П . с разными типами иде
альных рядов и идеальных систем (см. Идеальпый ряд , 
II ильполугруппа) ; принципиалыrую роль в исследо
вании многих вопросов теории П .  играют Грипа от
п ошепия э�>вивалептпости . 

Ограничения могут относиться к порождающим 
множествам и выделять их типы либо с точки зрения 
харак rера порождающих элементов (напр . ,  идемпо
тенты ; всякая П .  вложима в идемпотентно порожден
н ую П . )  или их числа (конечно порожденные П .  су
щественно участвуют во многих исследованиях) , либо 
с точки зрения взаимодействия порождающих элемен
rов - изучаются П . ,  заданные определяющими соот
ношениями и, в частности , конечно определенные П .  
( см .  А лгор итмическая проблема ,  Лолугруппа с усд.о
ви ем копечпости ) ,  либо с объединенвой точки зрения 
(см. , напр . ,  Б ициклическая полугруппа) . 

П ри изучении строения П .  важную роль иrрают рдз
личные конструнции , сводящие описание рассматри
ваемых П .  к тем или иным «более хорошим� тип3111: . 
Довольно часто в начестве последних выступают 
группы , и принцип описания «по модулю групш> рас
пространен в теоретико-пол угрупповых исследова
ниях , он проявился еще в упомивавшейся классич . 
теореме Риса , согласно к-рой всякая вполне О-простая 
(вполне простая ) П .  изоморфна рег улярной рисопекой 
П .  матричного типа над группой с н улем (группой) . 
Гр уппы участвуют в конструкциях , описывающих 
инверсные П . , и в конструкциях ,  описывающи� ком
мутативные архимедовы пмугруппы с законом сокра
щения и без идемпотентов .  Описание П .  с многи111И ус
Jювиями конечности сводится к группам с соответст
вующими условиями . 

Среди конструкций, участвующих в описании П . ,  
имеются как общеалгебраические , напр. прямые про
изведения , подпрямые произведения , так и специфи
чески теоретико-полуrрупповые . К последним отно
сятся уже упомивавшиеся рисовские П . ,  а также ряд 
других ,  из к-рых следует упомянуть нонструкцию 
с в я з н и - такого разбиения па подполуrруппы, 
что соответствующее отношение эквивалентности есть 
конгруэнция . Среди связок особую роль играют ком
мутативные связки (или полурешетки)  и матричные 
(прямоугольные) связки (см . Свяака полугрупп) . В 
термивах связок описываются многие типы П . Так , 
теорема 1\лиффорда о вполне регулярных П .  означает, 
по существу, что 3ТИ П. исчерпываются полурешет
ками вполне простых П . ; вполне простые П . - это 
в точности прямоугольные связки групп; теорема 
Тамуры - Кимуры утверждает, что любая коммута
тивна-я П .  единственным образом разложима в связку 
архимедоных П. (см . [ 3] ) .  

Как и всюду в алгебре, существРнвую роль в теории 
П. играет понятие гомоморфизма и, соответственно , по
влтие конгруэнции . П. принадлежат к числу увивер
сальных алгебр,  конгруэнции К·рых не определяются 
однозначно нек-рым своим каноническим смежным клас
сом («ядром>> )  подобно тому, как это , вапр . ,  имеет место 
в группах и кольца х .  Эта более сложная ситуация 
привела к развитию довольно обширного направления 
теории П . ,  посвященного изучению конгруэнций П . 
с различных точек зрения . Решаемые здесь аадачи 
делятся в основном на два вида : 1) выделяются те или 
иные специальные типы конгруэнций на проиавольвых 
П . ;  2) описываются все конгруэнции на тех или иных 
специальных П . ,  принадлежащих важным в каком-то 
отношении классам П .  К первому виду относится , в 

частности ,  рассмотрение главных конгруэнций (см . 
[ 3 ) ) , а также и д е � л  ь н ы х ,  или р и с  о в с к и х , 
к о н г р у э н ц и й ,  сопоставляемых каждому дву
стороннему идеалу (если I - идеал пол угруппы S ,  
т о  соответствующая рисопекая конгруэнция имеет 
своими классами I и одноэлементные подмножества 
{х } ,  где х Е S"'-.,1) к рые часто исnользуются в различ 
вых вопросах и объясняют важность рассмотрения 
идеалов ; факторполугруппу по рисовскои конгруэнции 
U/\3 . ф а ](  Т О р П О  Л у Г р у П П О  И р И С а ПО СООТ 
ветствующему идеал у Из решенв;ых задач второго 
вида следует отметить описание конгруэнций на сим
метрических П на вполне О-простых П . ; весьма да
леко продвинуто изучение конгруэнций на инверсных 
П . ; изучение радикалов П .  развивается не без влияния 
аналогичного раздела теории колец . Рассмотрение 
гомоморфизмов П . в П .  с заданными «хорошими» свой
ствами способствовало формированию направления , 
занимающеrося аппроксимацией (см, Сепаративпая 
полугруппа ,  Фипитпо аппроксимируе.мая полугруппа) . 

В исследованиях , еняванных с рассмотрением под
nол угрупп , выделяется: самостоятельное направление ,  
посвященное из учению решеточных свойств П . , т . е . 
взаимосвязей между свойствами П .  и свойствами ре
шеток их подполугрупп (см . Решет�а подалгебр) . 

Широкое направление теории П . посвящено изуче
нию различных вложений П .  Истоки этого направле
ния: восходя:т к классич .  проблеме вд.о:жепия полугрупп 
в группы . О нек-рых задачах и результатах этого на
правления см. в ст . Расширепие полугр уппы . . 

Интенси вно развивается теория миогообразий: П . ;  
о б  исследованиях в этом направлении см. в ст . Полу
групп мпогообрааие . Начин/\ет развиваться: теория 
квазимногообразий П .  (см . А мебраических систем 
квази.мн,огообрааrtе) и нек-рых других классов П . ,  
близких в том или ином смысле к многообрааиям. 

Связи общей теории П. с ковкретвыми П. осуществ
ляются многими путями . Решаются проблемы абстракт
ной характеризации тех или иных важных нонкретиых 
П. (напр . ,  П преобразований: известно , в частности , 
несколько характеризаций симметрических П . ) ,  опи
сываются различв;ые их абстрантные свойства . О нек
рых основных результатах , касающихся П .  преобра
зований , см .  Преобрааовапий полугруппа . Изучаются 
изоморфизмы и rомоморфизмы абстрактных П .  в раз
личные конкретные П. , прежде всего П .  преобразо
вавий и П . матриц (см. Представ.��епие полугруппы) . 
Исследованием гомоморфизмов П .  в век-рыв числовые 
П . ,  прежде всего в мулыи.пликативную П. комплекс
ных чисел , занимается теория хара-птеров полугрупп.  

К специальным разделам теории П.  приводит рас
смотревне П .  с дополнительными струнтурами , согла
сованными с операцией умножения.  Здесь следует ,  в 
первую очередь , отметить структуру топологич . про
странства (см . Топо.11огическая пад.угруппа) и структуру 
оорядка ,  частичного или линейного (см . Упорядочеп
н,ая пмугруппа ) .  

Развивается и теория нек-рых видов обобщенных 
П .  В перв ую очередt• это алгебры с одной n-apнoii 
операцией, подчиненноii обобщенному  а0социативному 
закону (их  наз. п-а с с о ц и а т и в а м и ,  или п
н о л у г р у п п а м и ) .  Рассматриваютоя также ал
гебры с одной частичной ассоциативной бинарной 
операцией (одна из естественных ситуаций подобиого 
рода возникает в теории категорий) . 

Лит. : (1 ] С у ш и  е в и ч А Н ,  Теория обобщенных групп 
:Хар . - К ,  1 9 3 7 ; L2J Л н n и н Е С ,  Полугр vшш , М. , 1 060 LЗ] Н л и ф Ф о р д А . , П р е с т о н Г , Алгебwическан тео 
рия ПОJi уrрупп, пер .  с англ , т 1 - 2,  М , 1 9 7 2 ,  ( 4 ] Алгебраичf
ская теория автоматРв, языков и полуrрупп nep с апгл , М . ,  
1 97 5 ;  (5] Ф у к с Л. , Частично упорядоченные алгебраические 
системы, пер. с авr.п. , М: . ,  1 96 5 ,  L6] ИтРги науки. АJrгебра . то
по.погия.  1 96 2 ,  :М . ,  1 963 с ЧЗ-58 , (7] Итоги науки. Алrебра . 
1 964,  М . ,  1 9 6 6 ,  с. 1 6 1 -Z02, [8] Итоги науни Алгебра. Тополо-



445 ПОЛУГРУППА НЕЛ ИНЕЙН ЫХ ОПЕРАТОРОВ 
гия. Геометрия. 1 966 ,  М . ,  1 968 , с. 9-5 6 ;  [9] Seтigroups, N . Y. 
L . ,  1 96 9 ;  [ 1 О ] Н о w i е J . ,  An introduction to seтigroup theory, 
L . -N .Y. -S. F. , 1 97 6 ;  [1 1 ] P e t r i c h  M. , lntroduction to seтi
groups, Coluтbus, 1 97 3 ;  [ 1 2] е г о ж е, Lectures in seтigroups, 
В . , 1 97 7 ; [1 3] R е d е i L . ,  The theory of finitely generated coт
тutative seтigroups, Oxf. - [a .o . ] , 1 9 6 5 ;  [ 1 4] Н о f т а n n К. Н . ,  
М о s t е r t Р .  S. ,  E leтents o f  сотрасt seтigroups, Coluтbus, 
1 96 6 ;  [ 1 5] L а 1 1 е т е n t G. , Seтigroups and coтblnatorial 
appl ications, N . Y . - [a.o . ] , 1 9 7 9 , [ 1 6] Е i 1 е n Ь е r g S. , Auto
тata , languages and тachines , N. Y . -S. F .-L. ,  v. А, 1 9 7 4 ;  v. В . ,  
1 976 .  Л. Н. Шеврин . 

ПОЛУГРУППА НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ
однопараметрическое семейство операторов S ( t ) , O � t < 
< оо ,  определенных и действующих в замкнутом под
множестве С бавахова пространства Х , обладающее 
свойствами : 

1 ) S (t+т)x= S (t) (S  (т)х) при х Е С, t , т >О ;  
2) S (О)х=х для любого х Е С; 
3) при каждом х Е С функция S (t)x ( со значениями 

в Х) непрерывна по t на [ 0 ,  оо ) .  
Пол угруппа S (t) имеет тип w , если 

I I S ( t ) x - S ( t) y ]] ";;;; e<ill l l x - y ll , х,  у Е С , t > 0 . 

Пол угруппа типа О ваз . с ж и м а ю щ е й .  
Так же , как и для полугрупп линейных операторов , 

вводится повятие п р о и з в о д я щ е г о о п е р а
т о р а А 0 полугруппы S ( t) :  

А0х = lim ( S  (h) x - x) j/1 
h � o  

на тех элементах х Е С, для к-рых этот предел существу
ет . Если полугруппа сжимающая, то А 0 - диссипатив
ный оператор .  При этом оператор А в банахоном про
странстве Х д и с с и п а т и в е н, если l lx -y-Л. (A x-
-A y) l l;;;;: l lx -y l l  при х , y E D  (А ) ,  Л. >О . Диссипативный 
оператор может быть многозначным, тогда в определе
нии под Ах понимаетел любое его значение на  х . Дисси
пативный оператор наз . т-д и с с и п а  т и в н ы м, 
если I m (I-Л.A ) = X  при Л. >О .  Если S ( t) - типа w, то 
A 0- wl диссипативев. 

О с н о в н а я  т е о р е м а  о п о р о ж д е в и и  
п о  л у г р у п п ы :  если оператор А - wl диссипативеп 
и при достаточно малых Л >О образ I m  (! -Л.А ) операто
ра I -Л.А содержит D (А ) , то существует полугруппа 
S A(t) типа w на D (А ) такая , что 

SA (t ) x = lim ( 1-..!:.._А ) - " х . n � оо n 

где x E D  (А ) ,  при этом сходимость равномерна на любом 
конечном промежутке изменения t. (Существование 
полугруппы S A ( t) можно показать , есJш заменить ус-
ловие I m  (1 -Л.А ) :::>D (А ) более слабым : 

lim Л, - 1d ( Im (I - Л.A ) , х) = О , 
л � о 

где d - расстояние между множествами . )  
С оператором А можно связать з а д а ч у К о т и du lit Е Аи ( t ) , t > О , и (О) = х . (*) 

Если существует с и л ь н о е р е ш е н и е задачи 
(* ) , т .  е. непрерывная на [ 0 , оо )  функция и ( t ) , абсолютно 
непрерывная на любом компакте из (0 , оо ) , принимаю
щая при почти всех t > 0  значения в D ( A ) ,  имеющая 
при почти всех t > 0  сильную производную, удовлетво
ряющую включению (* ) , то и ( t ) =S A( t )x . Любая функ
ция S A ( t )x является единственным т .  н .  и н т е г р  а л ь
н ы м р е ш е н и е м задачи ( * ) . 

Если в условиях основвой теоремы пространство Х 
рефлексивно и А замкнут, то при x E D (А ) функция 
и ( t )= S A (t )  дает сильное решение задачи К оши ( * ) , при 
этом �� Е А 0и ( t) почти везде , где А0z - множество эле
ментов минимальной нормы из A z .  В этом случае про-

изводящий оператор А 0  полугруппы S A(t) плотно задан: 
D (A 0) = D  (А ) . Если , сверх того , Х и Х' равномерно 
выпуклы , то оператор А 0 однозначен и при всех t�O d1u 
существует правая производпая dt=A 0и ( t) ,  эта функ-
ция непрерывна справа на [0, оо) и непрерывна во всех 
точкd х ,  кроме , быть может , счетного множества ,  в этом 
случае D (A 0) = D (А ) и А 0= А 0 • 

Е сли Х рефлексивно (соответственно Х = У ' , где 
У - сепарабельно) , а оператор А однозначен и облада
ет тем свойством, что из Xn -+ х в Х и A xn -+ у в едабой 
то пологии а (Х ,  Х ' )  (соответственно а (Х , У))  следует 
у= А х , то u ( t) E D (A ) , t;;;;,O , и u (t) слабо (соответственно 
слабо * ) непрерывно дифференцируемое решение за
дачи (* ) . В нерефлексивном случае известны примеры, 
когда выполнены условия основвой теоремы при D (А ) = 
= Х и функции и ( t) = S А ( t)x не имеют даже слабой 
производвой в Х ни при :каких х Е Х ,  t:::;: О . 

П усть А - непрерывный оператор, определенный 
на всем Х и такой, что А - wl диссипативев . Тогда 
I ш  (! -Л.А ) =  Х при Л.>О, Лw <1 и для любого х Е  Х зада
ча (* )  имеет единственное непрерывно дифференцируе
мое на [0 , оо ) решение и (t)= SA(t)x .  Если оператор А 
непрерывен в замкнутой области определения D (А ) ,  
т о  для того , чтобы он был производящим оператором 
полугруппы типа w на D (А ) ,  необходимо и достаточно, 
чтобы А - wl был диссипативным и liщ Л - ld (х+Л.Ах, Л -+ 0  
D (А ) ) = О  при x E D (А ) . 

В гильбертоном пространстве Н сжимающая полу
группа на множестве С может быть продолжена для 
сжимающей полугруппы на замкнутом выпуклом мно-
жестве ё из Н. При этом производящий оператор А 0 
расширенной полугруппы будет определен на плотном 
в ё множестве . Существует единственный т-диссипа
тивный оператор такой , что D (А )= С  и А 0=А 0 • Если 
А есть т-диссипативный оператор,  то D (А ) выпукло 
и существует единственная сжимающая на D (А ) полу
группа S (t)= SA( t) ,  для к-рой А 0= А 0• 

ECJIИ на действительном гильбертоном пространстве 
Н задан выпуклый полунепрерывный функционал <р 
и д<р - его субдифферепциал , то оператор Ах= -д<р (х) 
(для тех х , при :к-рых д<р (х) непусто) является дисси
пативпым . Полугруппа S A (t) обладает свойствами, 
сходными со свойствами линейных апалитич . полугрупп , 
В частности, SA(t)x E D  (А )  ( t >O) при любом х Е D (А ) и 
и (t ) = S A(t )x является сильным решением задачи Коши 
(." ) , причем 

11 d;tи IJ =  1 1 А0и ( t ) 1 1<  + 1 / x - v  1 1 + 2 11 A0r> 1 1  
для всех t >О, v Е D (А ) . Е сли <р достигает минимума, 
то и ( t) слабо сходится при t -+ оо к век-рой точко ми
нимума . 

Для приближенного решения задачи Коши сущест
венную роль играют теоремы об аппроксимации nолу
групп . П усть Х , Xm n= i ,  2 ,  . . .  , - банаховы простран
ства , операторы А в Х и A n в Xn однозначны и удов
летворяют условиям основвой теоремы с общим тиnом 
w ,  операторы Pn : Х -+ Xn - линейны и I IPn llx _.xn< 
�const . Тогда из сходимости резольвент (Л >О ,  Лw <1 ) 

11 (! - Л.Ап) - l РпХ - Pn (/ -Л.А) - l x \\xn � О 

при x E D (A ) следует сходимость полугрупп 

\ \ SA n ( t ) Рпх - PnSA ( t ) х //хп ------> 0 , x E D (А) , 

равномерная па каждом конечном промежутке . 
М ультипликативпые формулы Л и ,  пол ученные им в 

конечномерном линейном случае , обобщены на нели
пейный: случай . Если А ,  В и А +В суть т-диссипа-
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тивпые однозначные операторы в гильбертоном прост
ранстве и замкнутое выпуклое множество Cr::::.D (А ) П 
П D (В) ипвариаптно относительно (/-ЛА ) - 1 и (/-ЛВ) - 1 , то при любом х Е С П D (А ) П D (В)  

SA + B  ( t ) Х = n
l�m"' [sA ( � )  S8 ( � ) у х . 

Эта формула справедлива также в произвольном 
бапаховом пространстве Х для любого х Е Х , если А -
ПЛ{)ТНО заданный линейный т-диссипативпый оператор,  
а В - заданный па всем Х непрерывный диссипативпый 
оператор .  В обоих случаях 

SA + в (t ) x = lim [ (I -� в ) - 1 ( !- � А ) - 1 Г х ,  

x E D (А) П D (В) .  

В приводимых ниже примерах пелипейпых дифферен
циальных операторов, удовлетворяющих условиям ос
новной теоремы о порождепии полугрупп , указывается 
лишь пространство Х и краевые условия , а точное опи
сание D (А ) опускается . Во всех примерах Q - огра
ниченпая область в Rn с гладкой границей; � .  у - мно
гозначные максимальные монотонные отображения IR. -
- R ,  � (О) Э О, у (0) Э О; 'ljJ : IR. --+ IR. - непрерывная стро
го возрастающая функция , ф (О)= О. П р  и м е р  1 .  

ди X= Lp(Q ) , 1 <:р -<=оо , А и= �и-� (и) , - дn E y (u ) па Г .  

( ди П р  и м е р  2. X= L1 Q ) ,  A u= �'\j) (u ) ,  -дn Е у (и) па Г .  
П р  и м е р  3 .  X= W21(Q ) ,  A u= �'ljJ (u ) ,  u= O  на Г .  
П р  и м е р 4 . X= C (Q) или X= Loo (Q ) ,  A u='\j) (�u ) ,  
и= О па Г .  П р  и м е р  5 .  X= L1(1Rn) , A u= div f (u ) ,  
где / Е C1(R )  со  значениями в Rn , 1 (0)= 0 . П р и м е р 6 .  
X= Loo (IR. ) ,  А и= l (и,,;) ,  где 1 :  R --+  R непрерывна . 

Лит . :  { 1 ] В а r Ь u V. , Nonlinear semigroups ana ditteren
tial equations in Banach spaces, Bucure�ti , 1 9 7 6 ;  [2] В r e
z i s н . ,  Operateurs maximaux monotones et semi-groupes de 
contractions dans les espaces de Hilbert, Amst. -L. -N. У. , 
1 97 3 ;  [3) В r е z i � Н . , Р а z у А. , <cJ .  Func� . Anal . >>, 1 972 ,  
v. 9 ,  No 1 ,  р .  63-7 11 ,  [4) С r а n d а 1 1  М .  G. , L 1 g g е t t Т.  М. , 
«Ame1· . J . Math . >> ,  1 9 7 1 ,  v. 93 ,  М 2, р. 265-98 ; [5] К о Ь a"'i а s h i У . ,  <• J .  Math. Soc. Japan», 1 97 5 ,  v. 27 ,  М 4 ,  р. 6 40-65 ;  
L6] К о n  i s h i У. , «Proc. Japan. Acad . >> ,  1 9 72 ,  v. 48 , N• 2 ,  

р .  62-66 ,  [7 ) М а r t i n R .  Н . ,  «Trans. Amer. Math. Soc . >> , 
1 97 3 ,  v. 1 7 9 , р. 399- 4 1 4 ;  [8] W е Ь Ь G. F . , ccJ .  Funct. Anal», 
1 97 2 ,  v. 1 0 ,  М 2, р. 1 9 1 -203 ; [9] Х а з  а н М . И. , �Доил. АН СССР», 1 97 3 ,  т .  2 1 2 ,  М 6 , с. 1 309- 1 2 ;  [ 1 0] е г о ж е, там же, 1 9 7 6 ,  т. 228 , М 4 , с .  805-808.  

С. Г. Rрейн., М. И. Хааан.. 
ПОЛУГРУППА ОПЕРАТОРОВ - семейство опера

торов { Т }  в банаховом или топологическом векторном 
пространстве , обладающее тем свойством ,  что компо
зиция любых двух операторов семейства снова принад
лежит семейству.  Если операторы Т �занумерованы» 
элементами пек-рой абстрактпой полугруппы � и би
нарной операции полугруппы отвечает композиция 
операторов , то полугруппа {Т } паз . п р  е д с т а в л е
н и е м п о л у г р у п п ы �. Наиболее подробно изу
чены одпопараметричес�>ие пмугруппы линейных огра
ниченных операторов в бапаховом пространстве Х ,  
дающие представление аддитивной полугруппы всех 
положительных чисел, т. е . семейства Т ( t) со свойством 

Т (t + 't) x = T (t ) Т ('t) x ,  t , 't > О, х Е Х . 
Из сильной измеримости Т (t) ,  t >0, следует, что 

Т (t ) - сильно непрерывная полугруппа , поэтому в 
дальнейшем только такие и рассматриваются . 

Существует число 
W = lim t - l ln /! T (t ) /J 

, __... .., 
- т и п  п о л у г р у п п ы .  Все функции Т ( t)x растут 
не быстрее экспоненты . 

Важной ха рактеристикой является и н ф и н и т е-
з и м а л ь н ы ii о п е р а т о р  п о Jr у г р у п п ы  

А0х = l im е - 1 [ Т ( t ) х - х] , 
t ...... о 

определенный па линейном множестве D (А 0) тех эле
ментов х , па к-рых предел существует , и его замыкание 
А (если оно существует) - п р о и з в о д я щ и й о п е
р а т о р п о  л у г р у п п ы . Множество D (А 0) плотно 
па подпространстве Х 0 , являющемся замыканием объе
динения всех значений Т ( t)x . Если в Х0 пет иенулевых 
элементов, па к-рых Т ( t )x===O , то существует произво
дящий оператор А . В дальнейшем всегда предполагает
ся,  что Х0= Х  и что из T (t)x== O  следует х=О .  

Наиболее простой класс полугрупп - класс С0 - вы
деляется условием: Т ( t)x - х при t - o  и любом х Е Х . 
Для выполнения этого условия необходимо и достаточ
но, чтобы функция 1 1 Т ( t) 1 1 была ограниченпой па каком
нибудь промежутке (0 , а] . В этом случае Т (t )  имеет про
изводящий оператор А =  А 0 , для резольвенты R (Л., А )= 
= (А -Лl) - 1 к-рого выполнено 

J J Rn (Л., A) J I ,..;;; M (Л. - w) - n ,  n = 1 , 2 , . . .  ; Л >  w,  (1 ) 
где ro - тип полугруппы . Обратно, если А - замкну
тый оператор с плотпой в Х областью определения , для 
резольвенты к-рого выполнено (1 ) ,  то оп является про
изводящим оператором пек-рой полугруппы Т ( t ) клас
са С0 , причем I I T (t) I I <:Mew t . Условия (1 ) выполняются , 
если 

I J  R (Л., А) IJ ,..;;; (Л - rо) - 1 

(у с л о в и е Х и л л е - И о с и д ы ) . Е сли при этом 
w= O, то T (t) - сжатий по.яугруппа: I I T (t) 1 1 <:1 . 

С у м м и р у е м а я п о л у г р у п п а - та , для 
к-рой функции I I T ( t)x l l  суммируемы па любом конечном 
отрезке при всех х Е Х . Суммируемая полугруппа имеет 
производящий оператор А =А0 • Оператор А 0 замкнут 
тогда и только тогда , когда при любом х Е Х 

l im + (' t  Т (s)  xds = x. 
t ...... о j о 

Для суммируемой полугруппы при ReЛ > ro опреде
лено п р е о б р а з о в а н и е Л а п л а с а 

� : e-1-. t Т ( t ) x dt = - R (Л) х ,  (2) 
дающее линейный ограниченный оператор R (Л) , обла
дающий многими свойствами резольвенты . 

Для того чтобы замкнутый оператор А с плотпой в Х 
областью определения был производящим оператором 
суммируемой полугруппы Т ( t) , необходимо и достаточ
но, чтобы для пек-рого w существовала резольвента 
R (Л., А )  при Re Л > w  и выполпялись условия: а )  I IR (Л, 
A ) I J <М, Re Л > w ;  б) существуют такие пеотрицательпая 
и непрерывная по совокупности перемеппых функция 
ер ( t , х) ,  t>O, хЕ Х ,  и пеотрицательпая функция ер ( t) , 
ограниченпая па любом промежутке [ а ,  Ь]r::::. (О, оо ) , что 
при ro1 > w 

\ '"'  e- oo , t ep (t ,  х) dt < оо ,  
·' о 

l im t - l ln ep (t ) < оо , ep ( t , x) ,..;;; ep (t ) J J x J J , 
/ --+ Ф  

� Rn (Л, А) х IJ .;;;; (n ! t ) !  � � tn - 1e-M ер ( 1 , х) dt . 
При этом 

1 1 т ( t ) х J l .;;;; ер ( t '  х) ' 1 1 т ( t ) 1 1 ..;;;;; ер ( t ) .  

Если допоJшительно потребовать , чтобы функция 
I I T  (t) 1 1  была суммир уемой на конечных промежутках ,  
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то необходимо и достаточно существование такой вепре
рывной функции !р ( t) , что при w1 >w  

�: !р ( t )  e - w, t d t  < оо , (3) 
/ / Rn (Л,  А) / / .;;;; 

.;;;; (n ! 1 ) !  � : tn - 1e-At !p ( t ) d t ,  Л > w , n = 1 ,  2 ,  . . .  (4 ) 

При этом 1 / T (t) I I <:!J' (t) . Выбирая различные функции , 
удовлетворяющие (3) , можно выделять различные под
классы суммируемых полугрупп . Если !р (t)=Mew t ,  
то получается класс С0 и из (4) вытекает (1 ) . Если !р ( t)= 
= M t -a.ew t , О <:а: <1 ,  то из (4) получается условие 

I ! R n (Л, А) �,.;;; МГ (n - а. ) а. ,  Л > w , n = 1 , 2 , . . .  
(n - 1 ) !  (А - w)n 

Полугруппа со степеиными особенностями. Если 
в предыдущем примере а:� 1 ,  то в (4) интегралы при n <:  
<:а:-1 расходятся . В соответствии с этим производящий 
оператор соответствующих полугрупп может не иметь 
резольвенты ни при каких Л, т. е .  иметь спектр, совпа
дающий со всей комплексвой плоскостью . Однако для 
таких операторов , начиная с век-рого n ,  существуют 
функции Sп(Л, А ) ,  совпадающие в предыдущих случаях 
с Rn + l (Л,  А ) .  Оператор-функция Sп(Л, А )  ваз . р е
з о л ь в е н т о й  п о  р я д  к а n ,  если она авалитичва 
в век-рой области GcC и при Л Е G  

Sп (Л, А) Ах = АSп (Л, А) х, x E D (A) ,  
Sn (Л, А) (A - Лf)n + lx = x ,  x E D  (An + l ) ,  

и из того, что Sп(Л, А )  х= О при всех Л Е  G ,  следует , что 
х= О .  Если D (A n + 1 )= X , то оператор может иметь един
ствеиную резольвенту порядка n, для к-рой имеется 
максимальная область авалитичвости, ваз .  р е з о л ь
в е в т в ы м м в о ж е с т в о м п о р я д к а n .  

Пусть для сильно вепрерыввой полугруппы Т (t) 
выполняется веравеяство 

1 / Т ( t )  l l .e;;;; Mt-a.ewt 
при а:�1 .  Тогда ее производящий оператор В имеет 
резольвенту порядка n при n >а:-1 ,  причем 

Sп (Л,  В) х = ..l.. \ "' tne-MT (t) x dt , Re Л > w, n! J о 
� dkSn (А ,  В) х 11 ";;;:: // dAk __", 

".;;;; MГ (k + n + 1 - a.) Rе Л > w k = O, 1 ,  . . . (5) n! (Re A- w)k + n + 1 -a: ' ' 

Обратно , пусть оператор В имеет при Re Л >О резоль
венту Sп (Л , В) порядка n ,  для к-рой выполнено (5) при 
п> а:-1 .  Тогда существует единственная полугруппа 
Т ( t) с оценкой 

11 Т (t ) 1 1 .;;;; M t -a.ewt , 
для производящего оператора А к-рой S п (Л ,  А ) = 
= S п (Л , В) . 

Гладкая полугруппа. Если x E D (А 0) ,  то функция 
Т ( t)x непрерывно дифференцируема и 

dT ( t )  

-d
-
t - х = А0Т (t ) х = Т (t ) А0х. 

Существуют полугруппы класса С0 , для к-рых при 
x�D (A 0)= D (А )  функции Т (t)x недифференцируемы 
при всех t. Однако для важных классов полугрупп на
блюдается явление повышения их г ладкости с увеличе
нием t. Если Т ( t)x , t >t0 , дифференцируемы при любом 
х Е Х, то из полугруппового свойства следует, что Т (t )x 
дважды дифференцируема при t >2t0 , трижды - при 
t >3t0 и т . д . Поэтому если Т (t )x дифферевциууемы при 
любых t >О и х Е Х ,  то Т ( t)x бесконечно дифференциру
емы. 

* 1 5  Математическая энц . ,  т .  � 

Для того чтобы для полугруппы класса С0 при век-ром 
t0�0 функции Т (t)x были дифференцируемы при всех 
х Е Х и t >t0 , необходимо и достаточно существование та
ких чисел а , Ь, с >0 ,  что резольвента R (Л , А )  определе
на в области 

Rc Л > а - Ыn 1 Im Л 1 
и в этой области 

! I Rc (Л , A) l / .e;;;; c / Im Л / . 
Для того чтобы Т (t)x были бесконечно дифференцируе
мыми при всех х Е Х и t >0, необходимо и достаточно, 
чтобы для каждого Ь >0 нашлись такие аь ,  сь , что ре
зольвента R (Л, а) определена при 

и Rе Л > аь - Ыn / Im Л /  

[/ R (Л,  А) 1 / .;;;;; сь 1 Im Л / · 

Достаточные условия : если при век-ром I.L >w 

l im ln i • I II R (�.t + iт, A) l/ = t0 < оо , 

то Т ( t)х дифферевцируемы при t >t0 и х Е Х , если t0= 0 , 
то Т ( t)x бесконечно дифференцируемы при всех t >O 
и х Е Х .  

Иногда о гладкости полугруппы можно судить по ее 
поведению в нуле; вапр . ,  если для каждого с >О сущест
вует такое бс , что при О <t <бс 

1 1 I - Т  (t) 11 .;;;; 2 - ct ln t - 1 , 
то Т ( t)x бесконечно дифференцируемы при всех t >O ,  
х Е Х .  

Имеются условия гладкости суммируемых полугрупп 
и полугрупп степенного роста . Е сли полугруппа сте
пенного роста а: бесконечно дифференцируема при t >O ,  
ТО  фуНКЦИЯ 

dT ( t )  Х = АТ (t )  х dt 
часто также имеет степеивой рост: 

1 /  А Т (t) 1/ .е;;;; M 1t -/3ew t . 

Между числами а: и � в общем случае нет жесткой связи, 
и число � может служить для более детальвой класси
фикации бесконечно дифференцируемых полугрупп 
степениого роста . 

Аналитическая полугруппа. Важный класс полугруп
пы,  связанный с уравнениями с частными п:роизводвыми 
параболич .  типа , состоит из полугрупп Т (t) , допускаю
щих авалитич . продолжение в век-рый сектор комплекс
вой плоскости, содержащий положительную полуось . 
Для того чтобы полугруппа класса С0 обладала этим 
свойством, необходимо и достаточно, чтобы в веR-рой 
правой полуплоскости Re Л >w для резольвенты выпол
нялось веравевство 

1 / Rе (Л , A) / l .e;;;; M / Л - w / - 1 . 
Также необходимо и достаточно , чтобы полугруппа 
была сильно дифференцируемой и чтобы для ее проив
водвой имелась оценка 

11 �; II .;;;; Mt - 1ewt . 

Наконец, из веравеяства 

lim ! 1 1 - Т  (t) / 1 < 2 
t ..... о 

также следует авалитичвость Т (t ) . 
Если полугруппа Т ( t) допускает авалитич . продол

жение Т (z) в сектор l aгg zl <!J' <:л:/2 и имеет степеивой 
рост в нуле , ! ! Т (z) l ! <:c! z l a. ,  а: >О, то резольвента Sп(Л ,  А )  
порядка n >а:-1 ее производящего оператора А долу-
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екает аиалитич . продолжение в сектор ! arg Л !  <:rtl2+q> С0 в Х .. , то А - производящий оператор полугруппы-
и в любом секторе ! arg Л !  <::rt/2+'\J, 'IJ <q> , допускает распределения в Х .  
оценку Полугруппа-распределение имеет экспоненциальный 

II S (Л A) ]j .s;;; ] t.. j a.  n I M (•h) порядок роста не выше q , 1 <q <oo , если при пек-ром 
n ' - - "' ·  ro >O отображение exp (- ro tQ ) T (q>) непрерывно в топо-

Обратно , пусть резольвента Sп (Л. , В) оператора В оп ре- логии , индуцированной на D + пространством S (IR )  бы
делена в секторе ! arg Л !  <:rt/2+'\J и справедливо вера- стро убывающих функций . Для того чтобы замкнутый 
венство линейный оператор был производящим оператором та-

1 1 S п (!.. , В) j ].s;;; t..a. -n-I М . кой полугруппы-распределеиия , необходимо и доста
точно, чтобы он имел резольвенту R (Л., А ) , для к-рой 
выполнено (6) в области Тогда существует аналитическая в секторе ! a rg z! <'IJ 

полугруппа Т (z) роста tx , для производящего оператора 
А к-рой Sп(Л. , А )= Sп(Л., В) .  

Ilолугруппа-распределеиве. В соответствии с общей 
концепцией теории распределений (обобщеппых функ
ций) можно отказаться от того , чтобы оператор-функция 
T (t) была определена при каждом t >O ,  а потребовать 

r + oo  лишь вычислимость интегралов J _." Т (t)q> ( t)dt для всех 
q> из пространства D ( IR )  всех финитвых бесконечно диф
ференцируемых функций. Тогда возникает определение : 
п о л у г р у п п о й - р а с п р е д е л е н и е м в ба
иаховом пространстве Х ваз. линейное непрерывное 
отображение Т (q>) nространства D ( R )  в пространство 
L (Х )  всех линейных ограниченных операторов в Х ,  
обладающее свойствами а) Т (q> )= O , если supp q>C с:(- оо ,  О) ;  б) для q>,  '\J из nространства D + (IR. ) , состоя
щего иа всех функций иа D ( IR. )  с носителями в (0, оо ) , 
T (q>*'/J)= T (q>) T ('\J) , где свертка 

q> * 'i' = � = ао  q> (t - s) \jJ (s) ds 

(полугрупповое свойство) ; в) если Т (q>)x= O для всех 
ч:> E D + (IR.) ,  то х=О ; г) линейная оболочка объединения 
всех значений T (q:>)x, q> E D + (R ) , х Е Х ,  плотна в Х ; д) для любого у= T ('\J)x c 'IJ E D + (IR ) существует такая 
неnрерывная на (0 , оо ) функция и ( t) со значениями в Х , 
что и (О)= у и 

т (q:>) у = � : q:> (t ) и (t ) d t  
для всех rp E D  (R ) . 

И и ф и н и т е з и м а л ь и ы й о п е р а т о р А 0  
полугруппы-распределения определяется так: если су
ществует дельта-последовательность {Рп }c D + (IR.) та
кая , что Т (рп)Х -+ Х  и Т (-р�)х -+ у nри n -+  оо ,  то 
x E D  (А 0) и у= А 0х . Инфинитезимальный оператор допу
скает за11fыкание А = А0, к-рое ваз п р о и з в о д я
щ и м о п е р а т о р о м п о л у г р у п п ы - р а с-
п р  е д е л е и и я. Множество П ;'=lD (А �) плотно в Х 
и содержит T (q>)X при любой rp E D + (IR. ) . 

Замкнутый линейвый оператор А с плотной в Х об
ластью определения является производящим операто
ром полугруппы-распределения тогда и только тогда ,  
когдл. найдутся числа а ,  ь;;;.о,  с >О и натуральное т 

такие , что при Re  Л.;;;. а ln (1 + 11.. 1 )+ Ь существует ре
зольвента R (Л ,  А )  и выполнено неравенство 

(6) 
Если А - замкнутый линейный оператор в Х , то 

множество П ,';'=1D (A n) можно превратить в пространст
во Фреше Х .. , введя в нем систему норм 

J l  х 1 1,. = �;= о 1 1 Akr 1 1 · 
Сужение А .. оператора А на Х .. оставляет Х .. инвари
антным .  Если А - производящий оператор полугруп
пы-распределения , то А .. - производящий оператор 
полугруппы класса С0 (непрерывный при t>O, Т (0)= 1 ) 
в пространстве Х .. .  Обратно, если Х ..,  плотно в Х , опе
ратор А имеет неиустое резольвентвое множество и яв
ляется производящим оператором полугруппы класса 

{Л: Re Л ;:.  [tx ln (1 + l lm !.. 1 + �) ] 1 - ' /q , Re Л > ro} , 
где tx, � >О .  В частности , если q= 1 ,  то полугруппа ваз . 
э к с п о н е н ц и а л ь н о й и веравеяство (6)  выпол
няется в век-рой полуплоскости . Имеется характери
стика полугрупп указанных типов в терминах свойств 
оператора А .. . Для полугруппы-распределений изучены 
вопросы гладкости и аиалитичности . 

Полугруппа операторов в (отделимом) локально вы
пуклом пространстве Х . Определени-е сильно nепре
рывной полугруппы непрерывных в Х операторов Т (t ) 
остается таким же , как и в бакаховом пространстве . 
Аналогично класс С0 выделяется свойством Т ( t)x -+ х 
при t-+0 и любом х Е Х .  Полугруппа паз . л о к а л ь
н о э к в и н е п р е р ы в н о й (принадлежит классу 
lC0) ,  если семейство операторов Т (t) равностепенно 
непрерывно, когда t пробегает любой конечный проме
жуток из (0, оо ) . В бочечном пространстве полугруппа 
класса С0 всегда локально эквинепрерывна .  

Полугруппа ваз . э к в и н е п р е р ы в н о й (при
надлежит классу иС0) , если семейство T (t ) ,  O <:t < oo , 
равностепенно непрерывно . 

Иифинитезимальный и производящий операторы по
лугруппы определяются так же , как и в бакаховом 
случае . 

В дальнейшем предполагается , что пространство Х 
секвенциальио полно . Для полугрупп класса lC0 произ
водящий оператор А совпадает с ивфииитезимальиым, 
его область определения D (А ) плотва в Х и ,  более 
того , плотно в Х множество П ;;'�tD (A n) . Полугруппа 
Т ( t) оставляет D (А ) инвариантной и 

dT 

""""ii't x = AT (t ) x = T (t ) Ax, O .s;;; t < оо ,  x ED (A) .  
Если А - производящий оператор полугруппы .клас

са иС0 , то при Re Л >0 определена резольвента R (Л. , А )  
и она является иреобразованием Лапласа от полу
группы . 

Линейный оператор А является производящим опера
тором полугруппы класса иС0 тогда и только тогда , 
когда он замкнут, имеет плотную в Х область опреде
ления и существует такая последовательность поло
жительных чисел t..k -+ оо ,  что для любого t..k определе
на резольвента R (Л.k ,  А )  и семейство операторов 
(t..kR (Л.k , A ) ] n , k,  п= 1 ,  2, . . .  , равностепенно непрерыв
но. При этом полугруппа может быть построена по фор
муле 

T (t) x = lim (exp [ -Л.k - t..� R (Л.k , A)] t ) x , 
k .., ао 

t ;;;;. O , х Е Х .  

В ненормируемом локально выпуклом пространстве 
производящий оператор пол угруппы класса lC0 может 

u п d не иметь резольвенты ни в однои точке . ример:  А = ds 
в пространстве С"" бесконечно дифференцируемых функ
ций от s на R В качестве оператора, заменяющего ре
зольвенту, может быть взят непрерывный оператор, ум
ножение к-рого на оператор А -!..! справа и слева «ма
ло& отличается от единичного оператора 
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Непрерывный оператор R (Л) , о пределенный для Л 
из множеств а Л с:: С ,  в а з  а с и м п т о т и ч е с к о й 
р е  в о л ь в е н т о ii линейного оператора А , если 
оператор А R (Л) непрерывен в Х ,  оператор R (Л)А допу
скает ра с ш и рение с D (А ) до непрерывного оператора 
В (Л) в Х и существует такая предельпал точка Ло мно
жества л ,  что н + (Л)х -+ О ,  н- (Л)х -+ О при Л -+  Л0 для 
любого х и з  Х ,  где 
Н +  Щ = (А - Л/)  R (Л) - / ,  Н - (Л\ = В (Л) - ЛR (Л) - I . 

Асимптотич . резольвента обладает рядом свойств , близ
ких к свойствам обычной резольвенты . 

Для того чтобы замкнутый линейный оператор А 
с плотвой в Х областью определения был производящим 
оператором полугруппы класса lC0 ,  необходимо и до
статочно , чтобы существовали такие числа ro и а> О ,  
что при Л >rо определена асимптотич . резольвента R (Л) 
оператора А , обладающая свойствами : фунrщии R (Л) , 
Н +  (Л) , н - (Л) сильно бесконечно дифференцируеl\fы при Л > rо ,  семейства операторов 

а;,_ dnн ±  Щ дп + •  dn R <"-> 0 е d"-n ' """Тi! � , Л > ro , n = , 1 , . .  , 

равностепенно непрерывны .  
Теоремы порождевия получены и для других классов 

П .  о. в локальпо выпуклом пространстве .  
Сопряженпав полугруппа.  Если Т (t) - полугруппа 

класса С0 в банаховом пространстве Х ,  то сопряженвые 
операторы образуют полугруппы ограниченных опера
торов в соп'!яжепном пространстве Х ' . Однако соотно
шение T' ( t) -+ f при t -+  () и любом f � X ' выполняется 
лишь в смысле слабой топологии а (Х , Х ) .  Е сли А -
производящий оператор , то сопряженный оператор А '  
будет слабым производящим оператором T' ( t) в том 
смысле , что D (А ' )  состоит из всех тех f, для к-уых суще
ствует в смысле сла бой сходимости предел t - 1 T'( t ) -llf 
при t -+  О ,  равный А '  f. Область определения D (А ' )  
плотва в Х '  в смысле слабой топологии , и опе ратор А '  
вамкнут в этой топологии . 

Пусть х +  - совокупность тех элементов из Х ' ,  
для к-рых T ' (f) -+ f при t -+ О в сильном смысле,  тогда 
Х + - замкнутое подпространство Х ' ,  инвариантное 
относительно всех Т' ( t) .  В Х + операторы Т ( t) образуют 
пол угруппы класса С0 • П ространство х +  может быть 
получено как сильное замыкание в Х '  множества 
D (А ' ) .  Если исходное пространство рефлексивво , то 
Х + = Х ' . Для полугрупп класса С0 в локально выпук
лых пространствах спра ведливы аналогичные факты . 
П олугруппы классов lC0 и u C0 порождают полугруппы 
таких же классов в пространстве Х + .  

Полугруппа-распределение в (о"tделимом) локальпо 
выпуклом пространстве. Полугруппа-распредедевие 
Т (q>) в секвенциально полном локальво выпуклом про
странстве определяется так же , как и в баваховом прост
ранстве . Полугруппа Т (q>) ваз . л о к а л ь  н о э к в и
н е п р е р ы в и о й (.класса lD ' ) ,  если для любого ком
паRта K c::D (IR)  семейство операторов {Т (q>) } ,  �р Е К , 
равtюстеnенно непрерывно . В бочечном пространстве Х 
всякая полугруппа-распределение принадлежит классу 
lD ' .  Аналогично случаю бавахова пространства опреде
л яется инфинитеэимальпый оператор А 0  полугруппы
раснределения . Для полугрупп .класса lD ' он замкнут 
(А 0 = А  ) , n ;-ID (А " ) плотно в Х , при любых х Е Х п 
q; E D ( IR )  выполионо 

T (q;) x E D ( A) , T ' (q;) x = A T (q>) x + q> (O) x , } ( 7 )  
Т ' (tp )  х = Т  (q>) Ах +  1Р (О) х,  хЕ  D (А )  

Обобщенную фующию Т с носителем н а  [ О ,  оо ) , обладающую свойствами ( 7 ) , естественно назвап, ф у u д а
м е н т а л ь н о й  ф у н .к ц и е й  о п е р а т о р а  
:t -А . Таким образом , если А - производящий опе-
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ратор полугруппы Т класса lD ' , то Т является фунда
ментальной функцией оператора :t -А .  Обратное ут
верждение верно при дополнительных предположениях 
относительно порядка сингулярности фундаментальпой 
функции Т (точнее, функций f ( T (q>)x) , где / Е  Х ' ) .  

Для характериаации полугруппы в локальио выпук
лом пространстве полезным является понятие о б о б
щ е н и о й  р е з о л ь в е н  т ы . Через � обозначается 
обра·з функции q; E D  (IR) при преобразоваиии Лапласа, 
в nространстве fJ (IR )  всех образов вводится топология , 
индуцируемая преобразовавием Лапласа из топологии 
D (IR) .  Преобразование Лапласа Х-зиачной обобщенной 
функции F определяется равенством f (q;) = F (q;) . При 
этом F является непрерывным отображением из D (R) 
в пространстве L (Х)  линейных непрерывных операто
ров па Х .  П усть D � - пространство всех F, получен
ных из F с носителем на (0 , оо ) , с естественпой тополо
гией . Если А - линейный оператор в Х ,  то ero можно 
«подняты до оператора А в пространстве D :  с поиощью 
равенства 

(AF )  (сР) = А (F (�) ) = AF (q;) . 

Таким образом , он определен на тех F Е D � ,  для к -рых 
правая часть определена п р и  любой с:р Е D (R) и продОJl
жает обобщенную функцию иэ D � .  На D 'r определает
ся непрерывный оператор 1 равенством 

(i..ff) (�) = ЛF (�) = F' (q>) = - F (q;' ) .  

E c JIИ оператор А -i имеет непрерывный обратный R на 
jj � ,  то R паз.  о б о б щ е в н о й  р е  з о л ь в е н т о й  
оператора А . 

Оператор А имеет обобщенную резольвенту тогда 
d 

и только тогда , .когда у оператора Тt -А существует 
локально эквипепрерывная фундаментальная функция 
Т ,  к-рая строится по формуле :  

T (q;) .т = (R (1 @ x) )  (q)) , IP E D (IR ) ,  х Е Х , 
где 

(1  ® х) (�) = (б ® z) <р = q> (О ) z .  

При дополнительных условиях Т будет полугруппой
распределением . В термивах обобщенвой резольвенты 
nолучена та.кже теорема порождения П .  о. класса lC0 •  

С м .  также По.яугр уп"а нминейн.ыz операторов. 
Лит . :  [ 1 ] Х и л  л е Э. ,  Ф и  л л и п с  Р. , Фующиональиый 

анализ и nолуrр уnпы , пер . с англ . , 2 над. , М . ,  1 962 ; [2] В У в у-
в и tc 11 11 Ю .  м. , в tсн. :  ТеориR операторов в Фун1ЩИо11аль11ых 
nространот11а х ,  Но11осиб. , 1 97 7 ,  с.  11 9 - 1 2 0 ;  [ ЗJ 3 а О р е й  к о 
П. П . ,  3 а ф и  е 11 с tc и j\ А. В . ,  tсДокл. А Н  СССР», 1 969 ,  
т .  1 89 , No 5 ,  с .  934-37 ; [4] 3 а ф и  е 11 с к и й А .  В .  •• Тр.  Ма
тсм . ф-та Воронеж. ун-та•>, 1 97 0 ,  в. 1 , с. 206 - 1 0 ;  [5} И о с н
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Н р е й  н С .  Г . , Линейные дифференциаль11ые уравне!IИн 11 ба
нахо11ом пространстве,  м . ,  1 96 7 ;  [7] С и л ь  ч е 11 1<  о Ю. т . , 
•Дифференц. уравнениR•> ,  1 9 7 9 ,  т. 1 5 ,  No 2 ,  с. 363-66 ; [8] С h a
z а r a  i n J. ccJ .  Funct. Ana lyв .• . 1 117 1 ,  v. 7 ,  No 3 ,  р. 386-446 ;  
[9]  G i о r А n е в  с u J . , «J .  Matb. Analys. a n d  Appl .» ,  1 97 1 , 
v. 3 4 ,  р . 34-4 1 ;  [ 1 0 ]  е е ж е, « Rev . roum. math. pures et 
a pp l . •> ,  1 97 7 ,  v. 22 ,  No 8 ,  р. 1 05 3 - 6 8 ;  [ l t ]  К 11 t о т. , «Proc. 
Amer. Math . Soo. •> , 1 97 0 ,  v .  25 ,  ;N; 3, р .  495-98 , L 1 2] L i о n в J . ,  
«Portugal .  Ma th * •  1 96 0 ,  v .  1 9 , р . 1 4 1 -6 4 ;  [ 1 3] Р а z у А. ,  
c• J .  Math. Mech .» ,  1 968 ,  v .  1 7 , No 1 2 , р .  1 1 3 1 -41 ; [1 4] е г о

. ж ei 
« Proc .  Amer. Math. Soc. » ,  1 97 1 ,  v. 3 0 ,  .М 1 ,  р. 1 4 7 - 5 0 , [1 5  
U s h 1 J i m а т . ,  ccSci . Papers College Gen. Ed ic . Univ. To
kYO>> ,  1 9 7 1 ,  v .  21 , р .  9 3 - 1 22 ;  [ 1 6 ] е г о ж e

k 
«J .  Fac. S�i . Univ. 

Tokyo. Sect.  1 А», 1 972 ,  v . 1 9 ,  No 1 ,  р. 6 5 - 1 ;�7 ;  [1 7] W 1 1  d С . ,  
•С . r .  Aca d .  sc i . >>, 1 97 7 ,  t .  А 2 8 5 ,  р .  4 3 7 - 4 0 .  

Ю .  М. Вувупи!<Ян., С. Г. Rpeйn. 
ПОЛУГРУППА С УСЛОВИЕМ КОНЕЧНОСТИ -

полугруппа ,  обладающая нек-рым свойством 8 таким , 
что вся:кая конечная полугруппа обладает этим свойст
вом (такое свойство 8 ваз .  у с л о в и е м к о и е ч в о-
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с т и) . В определении свойства В могут фигурировать односторонних конгруэнций.  Коммутативная полу· 
элементы полугруппы, ее подполугруппы и т. п .  группа удовлетворяет условию минимальности (макси-

Примеры условий конечности: периодичность (см . мальвости) для конгруэнций тогда и только тогда , когда 
Периодичесl'>ая полугруппа) , локальная конечность (см. она имеет главвый ряд и удовлетворяет условию миви
ло.,.а.льно l'>онечная полугруппа) , финитвая аппроксими- мальяости для подгрупп [ 7 ]  (конечно порождева) . 
руемость (см . Финитно аппроl'>си;м,ируе;м,ая полугруппа) , Лит. :  [ 1 ] Н л и Ф Ф о р  д А . ,  П р е с т о н г. , Алгебраи-

ческая теория полугрупп , пер . с англ. , т. 2 ,  М . ,  1 97 2 ;  [2] Ш е в-конечная порождеввость , ковечиая определенность . л н и АН ссср с 1 96 5  29 "' 3 р и н . '( <• зв. . ер . матем.» ,  , т. , .,, , 
Исследования конечно определеивых полугруп п  в зва- с. 553-6 6 ;  3] е г о ж е, <•Матем. заметкИ>>, 1 97� . т. 1 5 ,  No 6 ,  
чительвой степени ведутся с точки зрения алгоритмич. с. 925-35 ;  [�] е г о ж е, «Изв. ВУЗов. Матем.» ,  1 9Н,  No 5 ,  
проблем . Наиболее известное условие , при к-ром ковеч- с. 205- 1 5 ;  [ 5 ) Е Р  m 0 в а т .  И. , там же, 1 97 7 ,  No 1 1 ,  с. 7 - 1 4 :  

[6] Н о t z е 1 Е . ,  <cJ .  Algebra>> , 1 979 ,  v .  6 0 ,  No 2 ,  р .  352-70; 
вая порождеввость полугруппы влечет ее конечную оп- [7 ] к о z h u k h о v 1 .  в . , <cSemigroup Forum•>, 1 98 0 ,  v. 2 1 , 
ределеввость, - коммутатявность (т е о р е м  а Р е- No 4 , р . 337-50 ; [81 Р а s t i j n F. , там же, 1 97 7 ,  v. 1 4 , No 3 , 

д е и) . Всякая сq:етвая полугруппа вложима в полу- р .  247-64 .  Л. Н .  Шеврик. 

группу с двумя порождающими, а также в полугруппу ПОЛУГРУППОВАЯ АЛГЕБРА - алгебра Ф (S) 
с тремя идемпотевтвыми порождающими [8 ] . над полем Ф , обладающая базисом S ,  являющимся 

Целый ряд условий конечности формулируется в тер- одновременно и мультипликативвой полугруппой . В ча
мивах решетки подполугрупп (вапр . ,  условие мини- ствости , если базис S является группой, получается 
мальяости для подполугрупп) . Полугруппа S тогда и групповая алгебра . Если полугруппа S содержит нуль, 
только тогда удовлетворяет условию минимальности то он обычно отождествляется с нулем алгебры Ф (S ) .  
для подполугрупп,  когда s периодическая, имеет лишь Задача описания всех линейных представлевий полу
ковечное число классов кручения, в каждом классе группы S над полем Ф равносильна задаче описания 
кручения Ке наибольшая подгруnпа Ge удовлетворяет всех представлевий алгебры Ф (S ) .  Значение П. а. для 
условию минимальности для подгрупп, а разность к е""-G е теории полугрупп состоит в возможности применевил 
конечна [ 2] .  Авалогичное строение имеют полугруппы более богатого аппарата теории алгебр для изучения 
конечного ранга (конечность ранга означает , что мини- линейных представлевий полугрупп. Пример такого 
мальвое число порождающих каждой конечно порож- рода результата:  алгебра Ф (S ) конечной полугруппы S 
деввой подполугруппы полугруппы s не иревосходит полупроста тогда и только тогда , когда все линейвые 
фиксированного числа) , полугруппы конечной ширины представления полугруппы S над полем Ф приводимы. 
(конечность ширины для S означает , что из любого ко- Лит. :  [1 ] Н л и Ф Ф 0 Р д А . ,  П Р  е с т 0 н Г. , Алгебраи-

ческая теория полугрупп, пер. с англ . ,  т. 1 ,  М . , 1 972 .  
вечного множества М ее элементов можно выделить л. м. Глуспин. 
подмножество , порождающее ту же подполугруппу, что ПОЛУДЕДЕКИВДОВА РЕШЕТКА, п о  л у д е-
и М, мощность к-рого не иревосходит фиксированного д е к и в д о в а с т р у к т у р а, п о л у м о д у
числа) ,  периодические полугруппы с условием макси- л я р в а я р е ш е т к а (с т р у к т у р а ) , - решетка ,  
мальяости для подполугрупп и др . (см . [ 3] ,  [4 ] ) . в к-рой отношение модулярвости симметрично, т .  е .  

Инверсная полугруппа удовлетворяет условию мини- аМЬ влечет ЬМа для любых элементов решетки а и Ь .  
мальвости для инверсных подполугрупп тогда и только О т в о ш е в и е м о д у л я р в о с т и при этом 
тогда, когда она обладает главным рядом (см. Идеальный определяется следующим образом: говорят , что элемев
рлд полугруппы) ,  каждый фактор к-рого есть Брандта ты а и Ь образуют м о д у л я р в у  ю п а р  у или что 
полугруппа с конечным числом идемпотевтов , все макси- аМЬ, если а (Ь+с)= аЬ+с для любого с<:а .  Решетка , 
мальвые подгруппы к-рой удовлетворяют условию ми- в к-рой всякая пара элементов модулярва , ваз . м о
вимальвости для подгруппы . Авалогичные описания д у л я р в о й р е ш е т к о й или дедеl'>индовой ре
получены для условия максимальности, конечности шет�r.ой . 
ранга и др . (см . [ 5 ] ) . Решетка конечной длины полудедекивдова тогда и 

Из условий конечности , формулируемых в термивах только тогда , когда она удовлетворяет у с л о в и ю 
частично упорядоченного множества идеалов полу- п о  к р ы т и я: если х и у покрывают ху ,  то х+у по
группы , наиболее известны условия минимальности Mr , крывает х и у (см . По,.рывающий элемент) .  В любой 
М R• М 1 для главных левых , правых , двусторонних П .  р. конечной длины рыполвяется у с л о в и е 
идеалов (эти условия часто определяются в термивах Ж о р д а в а - Д е д е к и в д а д л я ц е п е й (все .Z-, 51,- и -;Jt-классов , см. Грина отношения эl'>вива.лент- максимальвые цепи между двумя фиксированными эле
ности) . Авалогично определяется условие М н для ;Jt- ментами имеют одну и ту же длину) , что позволяет 
классов . Конъюнкция условий Mr и MR эквивалентна развивать в них теорию размерности . П .  р. конечной 
конъюнкции условий М J и М Н• в остальвом эти уело- длины является решеткой с относительными дополие
вил независимы ; в частвоС':\'И , полугруппа с условиями виями тогда и только тогда , когда каждый ее элемент 
ML и М; не обязательно удовлетворяет условиям MR есть объединение атомов. Такие решетки ваз . г е о
и М н· Вместе с тем полупростая (см . Главный фа,.тор м е т р и ч е с к и м и .  Важный класс П .  р .  образуют 
полугруппы) полугруппа с условием М L или М R удов- близкие к геометрическим матроидвые решетки (см . 
летворлет условию М;. Для регулярных полугрупп все [3] ) . Каждая конечная решетка изоморфна подрешетке 
четыре условия эквивалентны; всякая полугруппа с ус- конечной П. р. Класс П .  р. не замкнут относительно 
ловнем М н будет квазипериодической . Конечно по рож- гомоморфвых образов .  
деввал полугруппа с условием Mr или MR, все под- Наряду с П . р . ,  называемыми также п о  л у д е д е-
группы к-рой конечны , сама конечна [ 6] .  к и в д о в ы  м и с в е р х  у, рассматриваются п о  л у-

Полугруппа с условием минимальности для правых д е д е к и в д о в ы  с в и з  у р е ш е т  к и ,  опреде
конгруэнций является периодической, удовлетворяет ляемые двойственным образом . Примерами П. р . , кроме 
условию М L и двойственному условию максимальности деденивдовых решеток , являются решетки всех разбие
для главных левых идеалов; если при этом все ее под- вий конечных множеств и решетки линейных многооб
группы конечны, то сама полугруппа конечна [ 6] .  В ив- разий афФинных простравств. 
версвых полугруппах условие минимальности для пра- Лит. : [1 1 Б и l к г о Ф г. , Теория структур , пер. с англ. , 
вых конгруэнций эквивалентно условию минимальности [2 изд. ] , М. , 1 952 :  21 В i r k h 0 f f G. , Lattice theory, [3 ed. ] , 

Providence , 1 96 7 ;  3] М а е d а F. , М а е d а S h . , Theory of для левых конгруэнций , а также тому, что полугруппа symmetric la ttices, B . - Hdlb . -N. У. , 1 97 0 .  т. с. Фофакова.  
имеет лишь конечное число идемпотевтоп и удовлетво- ПОЛУЕВКЛИДОНО ПРОСТР АИСТ ВО - действи
рнет условию минимальности для подгрупп [ 7] .  Изучен тельное аффинное п-простравство , в к-ром определено 
ряд свойств полугрупп с условием максимальности для скалярвое произведение векторов так , что при вадле-
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жащем выборе базиса скалярвый квадрат (х , х) всякого Лит. : [1 ] Б о р е л ь  А. , ЛинеЙНЫе алгебраические группы , 
пер. с англ. , м . ,  1 972 ;  [2] Х а  м ф р и д_ж. , Линейные алгеб-вектора имеет вид раические группы, пер. с англ. , М. , 1 98 0 ;  l3] Ш е в а л л е Н. , 

(х, х) = _ �� (xi )2 + ��-1d (xj) 2 . Теория групп Ли, пер. с франц. , т. 2 ,  м . ,  1 958.  

"""l = l  �J = + 1  А. Л. Он.ищип. 
ПОЛУКОЛЬЦО - веиустое множество с двумя 

Такое П .  п. называется П .  п .  индекса l и дефекта d, 
обозначается 1 + (d) R n . При l= О выражение скалярного 
квадрата вектора является квадратичной полуопреде
ленвой формой, и П .  п .  ваз . n-простравством дефекта 
d, обозначается <d> Rn · 

П .  п в проентиввой классификации могут быть опре
делены как соответственно полуэллиптич пространст
во или полугиперболич . пространство с весобетвенной 
абсолютвой плоскостью , к-рые являются пространства
ми с проективвыми метриками наиболее общего вида. 

В П. п .  определяется т. в .  п о л у в е е в к л и д о в о 
п р о с т р а в с т в о как метрическое n-простравство ,  
являющееся гиперсферой с отождествленными диамет
рально противоположными точками в П .  п. нндекса l 
и дефекта d. Таким образом, полуэллиптич. и полуги
перболич . пространства могут быть интерпретированы 
как указанные гиперсферы (т .  е .  как полувеевклидовы 
пространства) в П .  п. с соответствующими индексом и 
дефектом. 

Геометрич . интерпретация механики Галилея - Нью
тона приводит к П .  п .  щ Rn (см. ( 2 ] ) .  

П .  п .  является полуримановым простравством нуле
вой кривизны . 

Лит . :  [ 1 ] S о m m е r v i 1 1  е D. М . , «Proc. E dinburgh Math. 
Soc. >> , 1 9 1 0 ,  v. 28, р 25-4 1 ; [2] Н о т е л ь  н и 11 о в А. п . ,  
Принцип относительности и геометрия Лобачевского , в ин . :  
I n  memoriam N . I  Lobacevski , т .  2 ,  Назань , 1 92 6 ;  [3] Р о з  е п
Ф е л ь  д в. А. , Неевилидоны пространства , М . , 1 969 .  

Л.  А. Сидоров. 
ПОЛУИНВАРИАНТ - общий собственвый век-

тор семейства эвдоморфизмов векторного пространства 
или модуля . Если G - множество линейных преобра
зовавий векторного пространства V над полем К, то П .  
мвоmества G - это такой вектор vE V, что v ;t O  и 

gv = x (g) v ,  g E G , 
где х :  G -+  К - функция , называемая в е с о м п о
л у и н в а р и а в т а v. П .  веса 1 ваз . также и в в а
р и а н т о м. Чаще всего рассматривается случай , 
когда Gc:: G L  (V) - линейная группа , тогда х :  G -+  К* 
есть характер группы G и продолжается до поливоми
альвой функции на End V. Если <р : G -+  GL ( V) 
линейвое представление группы G в пространстве V, 
то П .  группы <р (G) ваз . также п о  л у и в в а р  и а в
т о м п р  е д с т а в л е в и я <р .  Пусть G - линейная 
алгебраич . группа , Н - ее замкнутая подгруппа , 
qc::g - алгебры Ли этих групп . Тогда существуют 
такое точное рациональвое линейвое представление 
<р :  G -+  GL (Е) и такой полуинвариант v E E  группы 
<р (Н) , что Н и Ь являются максимальными подмноже
ствами в G и g, для образов к-рых в End Е вектор v 
есть П .  Это означает, что соответствие аН f-+ Kq> (a) v, 
а Е G , есть изоморфизм алгебраического однородного 
пространства на орбиту прямой Kv в проективвом про
странстве Р ( Е ) .  

Ч асто П .  множества Gc::End V ваз . полиномиальную 
функцию на End V, являющуюся П . множества линей
ных преобразовавий ТJ (G) пространства К [ End V] , rде 

(ТJ (g) f) ( Х) = f (Xg) 
g EG ,  f E K  [End V] , X E End V. 

Если Gc:: GL ( V) - линейная алгебраич. 
ее алгебра Ли, то G обладает такими П . 

f1 . . . .  , !п Е К  [End V] 

группа , g -

одинакового веса , что G и g суть максимальные под
множества в GL (V) и End V, для к-рых /1 , . . .  , fп суть 
П .  (т е о р е м  а Ш е в а л л е) . 

ассоциативными бинарными операциями + и • ,  свя
занными дистрибутивными законами: 

(а + Ъ) · с = а · Ь + а · с  
и 

а · (Ъ + с) = а ·  Ъ + а · с . 
В большинстве случаев дополнительно предполагается , 
что сложение коммутативно и что существует нуль О ,  
для к-рого а+О= а при любом а .  Важнейшие примеры 
П .- кольца и дистрибутиввые решетки. При валичии 
единицы 1 относительно умножения оба эти класса объ
единяются требованием 

Vx 3y (x + y = 1 ) . 
Неотрицательвые целые числа с обычными операциями 
образуют П . ,  не удовлетворяющее этому требованию . 

Л. А. СхорШinов. 
ПОЛУКУБИЧЕСКАЯ ПАРАБОЛА - плоская алге

браическая кривая 3-го порядка , уравнение к-рой в 
прямоугольных координатах имеет вид 

y = ax"l• . 
Начало координат есть точка возврата 
рис . ) .  Длина дуги от точки 0 :  

l = 
2
i

a ' [ (4 + 9а2х) '1• -8 ] ; 
кривизна : 

k = 6а 

Ух ( 4  + 9a'x) 'l • 

у 

(см .  

И ногда П .  п .  ваз .  п а  р а б  о л о й  Н е й  л я .  
Лит . :  [ 1 ] С а в е л о в А .  А. , Плоские кривые, :М . ,  1 960 ; 

[2] с м о г о р ж е в с 11 и й А. С . ,  С т о л о в а З. с . ,  Сцра
вочник по теории плоских кривых третьего порядка , М . ,  1 96 1 .  

Д Д .  Сох01&08. 
ПОЛУ ЛИНЕйНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ - отображе-

ние а. (левого) модуля М в (левый) модуль N над одним 
и тем же кольцом А , удовлетворяющее условиям: 

а. (х + у) = а. (х) +а. (у) , 
а. (сх) = са а. (х) , 

где :r, у Е М, с Е А ,  с-+са - век-рый автоморфизм коль
ца А . В этом случае говорят, что а. п о  л у л и в е й
в о  о т н о с и т е л ь н о а в т о м о р ф и з м а  � 
П .  о .  векторных простравств над полем IC относительно 
комплексного сопряжения са=-;; ваз . также а в т и л и
в е й н ы м о т о б р а ж е в и е м. П. о. А -модуля: М 
в себя ваз. п о  л у л и в е й  в ы  м п р е о б р а з  о
в а и и е м. 

П р и м е р . Г о м о т е т и я А -м о д у л я М, т .  е .  
отображение х -+  ах (х Е М) , где а - фиксированный 
обратимый элемент кольца А , есть полулинейное преоб
разовавие относительно автоморфизма са= аса- 1 . 

Для П .  о .  остаются справедливыми многие свойства 
линейных отображений и гомоморфизмов модулей . 
В частности , ядро и образ П .  о. являются подмодулями ;  
П .  о .  свободных модулей с конечными базисами пол
ностью определяются своей матрицей; для П. о. вектор
ных простравств определяется ранг, совпадающий с 
рангом его матрицы , и т. д .  

Лит [1 ] Б у р б а 11 и Н , Алгебра. Алгебраические струн
туры Линейная и полилинейная алгебра , пер с франц , М. , 
1 962  А Л Он.ищих. 

ПОЛУМАРКОБСКИЙ ПРОЦЕСС - случайный про
цесс Х ( t) с конечным или счетным множеством состоя
ний N= {1 ,  2 , . . . } ,  имеющий ступенчатые траектории 
со скачками в моменты времени 0 <-r1 <-r2 < . . . . Значе-
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ния П .  п .  Х (-r,.) в моменты скачков обраауют Марпава 
цепь с переходвымя вероятностями 

Pij = Р {Х (-rп) = j 1 Х ('tп - 1) = i} . 
Распределения моментов скачков 'tn описываются с по
мощью функций распределения Fij(x) следующим об
разом: 

Р {-rп-'tn - 1 ";;;;;; х, Х ('tп) = i 1 Х ('t'п - 1 )  = i} = PijF ij (х) 
(и при этом не зависят от состояний процесса в более 
ранние моменты времени) . Если 

• - � - х F ij (x) = е t ) , х ;;е: О , 
для всех i , j E N,  то П. п .  X (t) является цепью Маркова 
с непрерывным временем. Если все распределения вы
рождены в одной точке, то получают цепь Маркова с 
дискретным временем . 

П .  п .  служит моделью многих процессов массового 
обслуживания и теории надежности . С П. п. связаны 
ироцессы марковекого восстановления (см. Восстанов
лени�J теория) , описывающие количество посещений 
процессом Х ( t) состояний i E N за время [ 0 , t] .  

Изучение П .  п .  и марковених процессов восстановле
ния аналитически сводится к системе интегральных 
уравнений восстановления . 

Лит. :  [ 1 ] Н о р о л  ю к В. С . ,  Т у р б и н А. Ф. , Полу
марковекие процессы и их приложения,  Н. , 1 97 6 .  

Б .  А .  Севастъяпов. 
ПОЛУМАРТИНГАд - понятие, равносильное по

нятиям субмартингала или супермартингала .  Именно, 
стохастич . последовательность X= (Xt ,(jft) ,  t E  Т�[О , сх:> ) , 
заданная на вероятностном пространстве (Q ,  (jf, Р ) с вы
деленным на нем убывающим семейством а-алгебр 
((jft) 1 e т • (JF,=(jft=(jf , s <.t , наз .  п о л у м а р т и н г а
л о м, если E I Xt l  <сх:> , Х1 является (jf1-ивмеримой и с 
вероятностью 1 или 

Е (Xt 1 (jf1) :;;,: Xs ,  ( 1 )  
или 

E (Xt \ (Jfs) ";;;;;; Xs .  (2) 

В случае ( 1 )  П .  пав . с у б м а р  т и н г а л о м, в слу
чае (2) - с у п е р м а р т и н г а л о м .  

В современной литературе термин «П . »  или не  упо
требляют, или отождествляют с понятием субмартин
гала (супермартингал определяется изменением знака 
из субмартингала и пав. иногда нижним П . ) .  См . также 
Мар тингllл . А. В .  Прохоров. 

ПОЛУ НАСЛЕДСТВЕННОЕ КОЛЬЦО с л е в а -
кольцо, все конечно порожденные левые идеалы к-рого 
проективны . П. к. являются кольцо целых чисел , коль
цо многочленов от одного неизвестного над полем, регу
лярные пальца в смысле Неймана , наследственные коль
ца, кольца конечно порожденных свободных идеалов 
(полу-F I -нольца) . Аналогично определяется правое 
П. к .  Левое П. к. не обязано быть правым П. к .  Однако 
локальное левое П. к. оказывается областью целостно
сти и правым П. к. Кольцо матриц над П. к. является 
П. к. Если R есть П. к. и e2= e E R , то eRe есть П. к .  
Конечао порожденный подмодуль проективного моду 
ля над П .  к .  изоморфен прямой сумме нек-рш·о множе
ства конечно порожденпых левых идеалов основного 
кольца и, следовательно, проеr{тивен. Каждый такой 
модуль может быть представлен и как прямая сумма 
модулей , двойственных конечно порожденпым правым 
идеалам основного кольца . 

Для коммутативного кольца R эквивалентны следую
щие свойства : ( 1 ) R есть П. к . ;  (2) (А П В) С= А С П ВС ,  
где А ,  В и С - произвольвые идеалы кольца R;  (3) 
полное кольцо частных кольца R регулярно в смысле 
Неймана , и для всякого максимального идеала m коль
ца R кольцо частных Rщ является кольцом нормирова
ния;  (4) все 2-порождепные идеалы кольца R проектив-

ны. Кольцо многочленов от одного перемениого над ком
мутативным кольцом R оказывается П. к .  в том и 
только в том случае , когда R регулярно в смысле 
Неймана . 

Лит. : [1 ] Н а р  т а н А. , Э й  л е н б е р  г С. , Гомологиче
ская алгебра ,  пер. с англ. , М . ,  1 96 0 ;  [2] Итоги науки и техни
ки .  Алгебра. Топология. Геометрия, т. 1 4 ,  М . ,  1 97 6 ,  с. 57- 1 9 0 ,  
т .  1 9 ,  М . ,  1 98 1 , с .  3 1 - 1 3 4 .  Л .  А .  CnopW!noв. 

ПОЛУНЕПРЕРЫВНАЯ ФУНКЦИЯ - функция из 
первого Бэра пласса . Подробнее , числовая функция f , 
определенная на полном метрич . пространстве Х ,  нав . 
п о л у н е п р е р ы в н о й с н и в у (с в е р х у) 
в точке х0 Е Х ,  если 

l imx � x. f (х) = f (х0) (limx � x. f (х) = f (хо) ) . 
Функция f ваз . полунепрерывной снизу (сверху) на Х ,  
если она полунепрерывна снизу (сверху) для всех х Е Х .  
Предел монотонно воврастающей (убывающей) последо
вательности полунепрерывных снизу (сверху) в точке 
х0 функций есть П. ф . снизу (сверху) в х0 •  Если и (х) и 
v (х) есть П. ф. соответственно снизу и сверху на Х и 
для всех х Е Х  имеет место и (х) <.v (х) ,  и (х) > - сх:> , v(x) <  
<+ сх:> ,  то существует непрерывная на Х функция f та
кая, что v(x) <.f(x) <.и(x) для всех х Е Х . Если 1.t - неот
рицательпая мера на IR.n, то для любой �.&-измеримой 
функции f : IR.n - 1R существуют две последователь
ности функций {и,.(х) } и {vп(х) } , удовлетворяющие ус
ловиям: 1 )  ип(х) полунепрерывны снизу , vп(х) полуне
прерывны сверху, 2) каждая функция ип(х) ограничена 
снизу , каждая функция vп(х) - сверху, 3) последова
тельность {ип } невоврастающая, последовательность 
{v,. }  неубывающая ,  4) для всех х имеет место неравен
ство 

ип (х) :;;,: f (х) :;;,: Vn (х) , 
5) �.&-ПОЧТИ ВСЮДу 

lim ип (х) = l im Vn (х) = f (х) ,  

6 )  если для Ec:IR.n функция f суммируема , f E L (E) , то 
ипо vn E L (Е) И 

l im (' иn d�.t = lim (' vn d�.& = r в f d�.& 
n � ao J в п � оо J в J 

(т е о р е м а  В и т а л и - К а р а т е о д о р и) .  
Лит. : [ 1 ] н а т а н с о н и. п . , Теоjия функций вещест

венной переменной, 3 изд. , М . ,  1 974 ; [2 С а к с С . ,  Теория 
интеграла , пер. с англ . , М . , 1 949 .  И. А .  Випоградова . 

ПОЛУНЕПРЕРЫВНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ с в е р
х у (с н и в у) - отображение f одного топологич .  про 
странства Х в другое У такое ,  что ив 

lim xп= X  
следует 

(здесь l im (l im) - верхний (нижний) предел) . --
М. И. Войцеховспий. 

ПОЛУНЕПРЕРЫВНОЕ РАЗБИЕНИЕ с н и в у 
(с в е р х у) - разбиение D ,  т. е. замкнутое дивъюнкт
ное покрытие пространства Х, такое , что проекция 
р : Х - D является открытым (замкнутым) отображе-
нием . М. И. Войцеховспий. 

ПОЛУ НЕПРЕРЫВНЫй МЕТОД СУММИРОВА-
Н И Я  - метод суммирования рядов и последовательно
стей , определенный с помощью последовательности 
функций . Пусть {ak( ro) } , k= O, 1 , . . .  , - последователь 
ность функций , заданных на век-ром множестве Е изме
нения параметра ro, и ro0 - точка сгущения этого мно
жества (конечная или бесконечная) . Данную nоследо
вательность {sп } с помощью функций ak( ro) иреобразу
ют в функцию a ( ro) :  

� ..,  а (ro) = � k =  
0 

а,. (ro) s ,. .  ( 1 )  
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Если ряд в ( 1 )  сходится для всех ro, достаточно близких 

lim а (ro) = s , 

то последовательность {sп } ваз. суммируемой к пределу 
s п о л у н е п р е р ы в н ы м м е т о д о м с у м м и
Р о в  а н и я ,  определенным последовательностью функ
ций {a ,. ( ro) } .  Если {sп } - последовательность частич
ных сумм ряда 

(2) 

то ряд (2) в этом случае ваз . суммируемым полунепре
рывным методом к сумме s . П. м. с. при ro0= оо является 
аналогом матричного метода суммирования , определен
ного матрицей l lank l l , причем целочисленный параметр n 
заменен непрерывным параметром ro . Последователь
ность функций a,.( ro) в этом случае наэ . п о  л у н e
n р е р ы в н о й м а т р и ц е й. 

П .  м .  с .  может задаваться иреобразованием непо
средственно ряда в функцию с помощью заданной по
следовательности функций, напр.  {g,.( ro) } : 

у (ro) = �;:, 0 g k (ro) и ,. .  (3) 

В этом случае ряд (2) наз . суммируемым к сумме s , если 
l im у (ro) = s , 

(1) -+ ffi o 
где ro0 - точка сгущения множества Е изменения пара
метра ro, а ряд в (З)предполагается сходящимся для всех 
ro, достаточно близких к ro0 • 

П .  м .  с .  в нек-рых случаях являются более удобны
ми , чем методы суммирования , определенные обычными 
матрицами , т. к. позволяют использовать аппарат 
теории функций. Примерами П. м. с. являются А беля 
метод суммирования , Бореля метод суммирования , 
Линделёфа метод суммирования , Миттаг-Леффлера 
метод суммирования . Класс П .  м. с .  составляют методы 
с полунепрерывными матрицами вида 

a,. (ro) = P t. rok���= o PtЫt , 

где в знаменателе стоит целая функция ,  не сводящаяся 
к многочлену . 

Условия регулярности П .  м .  с .  аналогичны условиям 
регулярности матричнQГО метода суммиро;вания . Напр. , 
условия 

,, .. �'k=  0 1 а,. (ro) \ ,.;;;:;; М 

для всех ro, достаточно близких к ro0 , 
l im а,. (ro) = O , k = O , 1 ,  2 , 

l im �:- а,. (ro) = 1 
ro -+  ro o - 0 

. . . , 

являются необходимыми и достаточными , чтобы П .  м. с . ,  
определенный иреобразованием ( 1 )  последовательности 
{sk } в функцию, был регулярным (см. Регулярности 
признаки ) .  

Лит . :  I 1 J  Х а р  д и Г . , Расходящиеся ряды, пер . с англ. , 
М . ,  1 9 5 1 ;  (2] Н у R Р. , БесRонечные матрицы и пространства 
последовательностей , пер . с англ. , М . ,  1 96 0 ;  1 3 ]  Z е 1 1  е r К . ,  
В u k m а n п W. , Theorie der Limitierungsverfahren , 2 Aufl. , 
B . - HdlJJ . - N . Y . ,  1 9 7 0 .  И .  И .  Волпов. 

ПОЛУНОРМА - конечная неотрицательная функ
ция р на векторном пространстве Е (над полем дей
ствительных или комплексных чисел) , подчинеиная 
условиям: 

р (Лх) = / Л 1 р (х) , 

р (х + у) ,.;;;; р (х) + Р (у) 
для всех х,  у Е Е и скаляров Л. Примерам П. служит 

норма; отличие заклю11ается в том, что для П .  допус
тимо р (х)= О  при x ;t O .  Если на векторном пространстве 
задана полунорма р, а на его подпространстве - линей
ный фунrщионал j , подчиненный условию 1 /  (x) J <.р (х) , 
то его можно продолжить на все пространство с сохра
нением этого условия (т е о р е м а Х а н а - Б а н а
х а) . В математич . анализе наиболее употребительны 
отделимые топодогические векторные пространства , ба
зис окрестностей нуля в к-рых можно составить из вы
пуклых множеств . Такие пространства ваз . л о к а л ь
н о в ы п у к л ы  м и. В этих пространствах базис мо
жет быть описан перавенетвами р (х) <1 , где р - не
прерывные П. В то же время в ирактике математич . 
анализа встречаются и такие топологич . векторные про
странства (в том числе и с метризуемой топологией) , на 
к-рых нет нетривиальных непрерывных П. П ростейшn:й 
пример такого рода - пространство Lq(O,  1 ) , где О <  
<q <1 . 

Лит . :  [1 ] Б у р  б а к и Н . , Топологические веRТорные 
пространства,  пер. с франц. , М . , 1 959 ,  [2] Р у  д и а У. , Функ
циональный анализ, пер с англ. ,  М . ,  1 9 7 5 . Е. А. Горип. 

ПОЛУОГРАНИЧЕННЫЙ ОПЕРАТОР - симметри
ческий оператор S в гильбертовам пространстве Н, 
для к-рого существует такое число с , что 

(Sx , х) ;;;:,: с (х, х) 
для всех векторов х, лежащих в области оuреде.цения S .  
П .  о .  S всегда имеет полуограниченное самосопряжен
ное расширение А с той же нижней гранью с (т е о р е
м а Ф р и д р  и х  с а) . В частности , их индексы дефек
та совпадают. 

Лит . :  [1]  Р и с с Ф.,  С ё к е Ф а л ь в и - Н  а д ь Б. , Лек
ции по функциональному анализу, пер. с франц , 2 изд. , М . , 
1 97 9 .  В. И. Ломоносов . 

ПОЛУОПРЕДЕЛЕННАЯ ФОРМА - квадратичная 
форма над упорядоченным полем , представляющая 
либо только неотрицательные , либо только непало
жительвые элементы поля . В первом случае квад
ратичная форма ваз. н е о т р и ц а т е л ь н о й 
(q (x) �O для всех значений х) , во втором - н е n о  л о
ж и т е л ь н о й  к в а д р а т и ч н о й  ф о р м о й  
(q (x) <.O) . Чаще всего П .  ф .  рассматриваются над nолем IR действительных чисел . Над полем С аналогично 
определяются полуопределенные (неотрицательные и 
неположительные) эрмитовы квадратичные формы (си . 
Эрмитова форма) . 

Если Ь - симметрическая билинейвал или эрмитова 
форма , причем q (x) = b (x,  х) является П. ф . , то и форму 
Ь также иногда называют полуQПределенвой (неотрица
тельной или неположительной) . EcJiи q - квадратичная 
или эрмитова П .  ф .  в векторном пространстве V, :ro 
N = {х Е V l q  (х)= О } является подпространством, совпа
дающим с ядром формы Ь ,  причем на V/N естественным 
образом индуцируется положительно определенная или 
отрицательно определенная форма. о. А. Иваноеа. 

ПОЛУПЛОСКОСТЬ - совокупность точек плос-
кости , лежащих по одну сторону от нек-рой прямой 
этой плоскости . Координаты точек П. удовлетворяют 
неравенству А х+Ву+С>О, где А ,  В, С - нек-рые по
стоянные,  причем А и В одновременно не равны нyJI.IO . 
Если сама прямая А х+Ву+С=О (г р а н и ц а П . ) 
причисляется к П . ,  то говорят о з а м к н у т о й П . 
На комплексной плоскости z= x+ iy рассматриваются 
в е р х н я я  п о л у п л о с к о с т ь  y= lmz >O , 
н и ж н я я  п о л у п л о с к о с т ь  y= l mz <O , л е
в а я  п о л у п л о с к о с т ь  x= R ez <O , п р а в а я 
п о  л у п л о с к о с т ь x= Rez >O и т .  д. В ерхняя П .  
комплексной плоскости z конформно отображается на 
круг l w l <1 с помощью дробио-линейной функции 

W = ei6 z -� ' Z - /3 
где 6 - произвольвое действительное число, а Im � >0.  

БСD- 3 .  
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ПОЛУПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ,  т е л а Часто под П .  а .  понимается конечномерная алгебра 
А р х и м е д  а ,- выпуклые многогранники , все грани над полем, являющаяся прямой суммой простых ал
к-рых суть правильные многоугольники , а многогран- гебр .  л. А .  С��:орняхов. 
ные углы конгруэнтны или симметричны . Данные о ПОЛУПРОСТАЯ АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ГРУППА -
П .  м. приведены в таблице , где В - число вершин, связная линейная алгебраич . группа положительной 
Р - число ребер , Г - число граней , Г k - число пk- размерности, содержащая лишь тривиальные разре

�15 
�16 

П о л у п р а в и л ь н ы е м н о г о г р а н н и к и  

Усече нный тетраэдр 
Усеченный к у б  . . . 
Ромбокубооктаэдр . 
Плосконосый ку б . . . . 
Усеченный кубооктаэдр 
Rубооктаэдр . . . . .  . 
Усеченвый октаэдр . .  . 

No
нa l в i P I рис . 

1 
2 

3 , 4 5 
6 
7 
8 
9 

1 0  
l 1  
1 2  
lll 
1 4  

1 2  1 8  
2 4  3 6  
2 4  4 8  
2 4  6 0  
4 8  7 2  
1 2  2 4  
2 4  3 6  
6 0  9 0 
60 1 2 0 

1 2 0 1 80 
3 0  6 0 
6 0  9 0  
6 0  1 5 0 

Г 1 n, 1 n, j n , / Г, 1 г, l г, l •• 1 •• 1 • • 1 • 

8 
1 4  
2 6  
3 8  
2 6  
1 4 
1 4  
3 2  
6 2  
6 2  
3 2 
3 2 
9 2  

6 
8 
4 
3 
4 
3 6 

1 0  
4 
4 з 6 
3 

3 - 4 4 -
3 - 6 8 -
3 - 1 8  8 -
4 - 3 2  6 -
6 8 1 2 8 6 
4 - 8 6 -
4 - 8 6 -
3 - 1 2  2 0 -
3 5 3 0 2 0  1 2 
6 1 0 3 0  2 0  1 2  
5 - 2 0  1 2  -
5 - 2 0  1 2  -
5 - 8 0  1 2  -

2 
2 
3 
4 
1 
2 
2 
2 
2 
1 
2 
2 
4 

1 
1 
1 
1 
1 
2 
1 
1 
1 
1 
2 
1 
1 

з 
3 
4 
5 
3 
4 
3 
3 
4 
3 
4 
3 
5 

шимые (или , что равносильно, 
абелевы) свяэные эамкнутые 
нормальные подгруппы. Фак
торгруппа связной неразреши
мой линейной алгебраич . груп
пы по радикалу полупроста. 

Связная линейная алгебра
ич . группа G положительной 
размерности ваз . п р о с т о й, 
если она не содержит собст
венных связных замкнутых 
нормальных подгрупп. Центр 
Z (G) простой группы G ко
нечен, и GIZ (G) проста как 
абстрактная группа. Алгеб
раич . группа G полупроста 
тогда и только тогда, когда 
G разлагается в проиэведение 
простых свяэных замкнутых; 
нормальных подгрупп . 

В случае , когда основное 
поле есть поле IC комплексных 
чисел, П. а. г .- зто не что 
иное как полупростая группа 
Ли над С. Оказывается, что 
классификация П. а. г. над 
произвольным алгебраически 
замкнутым полем К аналогич
на случаю K= IC ,  т. е. что П .  
а .  г .  определяется с точностью 
до изоморфизма своей корне
вой системой и пек-рой подре
шеткой в решетке весов, со
держащей все корни.  Точнее , 
пусть Т - максимальный тор 
в П. а. г. G, Х ( Т) - группа 
характеров тора Т, рассматри
ваемая как решетка в прост
ранстве Е= Х ( T)®R. Для 
любого рационального ли
нейного представления р груп-

Усеченный додекаэдр . . 
Ромбоикосододекаэдр . . 
Усеченный икосододекаэдр 
Икосододекаэдр . . . . . . . 
Усеченвый икосаэдр . . . . 
Плосконосый додека эдр . . 
Правильная приэма (n = З , 

5 , 6 , . . . ) . . . . . . . . .  . 
Антипривма (n= 4 , 5 , 6 ,  . . .  ) 1 5  

1 6  
2n З n  n + 2  4 n - n 2 - 2 1 - 3 пы G группа р ( Т) является 
2n 4n 2n + 2  3 n - 2n 2 - 3 1 - 4 диагоналиэируемой. Ее соб-

угольных граней, s - число граней, сходящихся в каж
дой вершине, в том числе s1 п1-угольных, s2 п2-угольных 
и т .  д. В евклидоном пространстве IR3 существует 13 П .  
м .  [ см .  рис. , 1 -14, иногда выделяют два вида ромбоку
бооктаэдра (рис . , 3-4) , к-рые различаются тем, что 
верхняя часть многоугольника, состоящая иэ 5 квадра
тов и 4 правильных треугольников , повернута как це
лое на угол :rt/4) и две бесконечные серии - призмы 
(рис . , 15) и антипризмы (рис . ,  16) .  

Невыпуклых (звездчатых) П .  м .  больше 51 .  
Лит. :  [ 1 ) Энциклопедия элементарной математики , кн. !о 

Геометрия ,  М .-л . ,  1 9 6 3 ;  [2] Л ю с  т е р  н и к Л .  А. , Выпуклые 
фигуры и многогранники , М . ,  1 9 5 6 ·  [3) В r il с k n е r :М . ,  
Vielecke und Vielflache. Theorie und Geschichte , Lpz. , 1 90 0 ;  
[4] В е н н и н д ж е р М . ,  модели многогранников , пер . с 
англ. , М . , 1 9 7 4 .  А .  Б .  Иванов. 

ПОЛУПРОСТАЯ АЛГЕБРА о т в  о с и т е л ь  и о 
р а д  и к а л а r - алгебра , являющаяся r-полупростым 
кольцом (см . Пмупростое кмьцо ) . В нек-рых классах 
алгебр при подходящем выборе радикала r удается 
описать строение П .  а .  (см .  J(.л,ассическ,и пмупростое 
кмьцо , А.л,ьтерпативпые к,о.л,ьца и а.л,гебры, Йордапова а.л,гебра, Ли по.л,упростая а.л,гебра) . 

ственные значения, являющи
вся элементами группы Х ( Т) , наэ . в е с а м и п р  е д
с т а в л е н и я р . Неиулевые веса присоединенного 
представления Ad ваз. к о р н я м и группы G. Ока
эывается , что система � сХ ( Т) всех корней группы G 
является приведеиной карпевой системой в пространстве 
Е, причем веприводимые компоненты системы � - это 
системы корней простых эамкнутых нормальных под
групп группы G.  Далее , Q (� )c:X ( Т)с:Р (� ) . где Q (� ) 
решетка радикальных весов , а Р (� )= {Л Е Е i а• (Л) Е Z 
для всех а Е � } - р е ш е т к а в е с о в корневой сис
темы � . В случае К= IC пространство Е естественно 
отождествляется с вещественным подпространством 
t � ct* ,  где t - алгебра Ли тора Т, натянутом на диф

ференциалы всех характеров , а решетки в t, двойствен
ные к Q ( � )с:Х ( Т)с:Р ( � ) , совпадают (с точиостью до 
множителя 2:rti) с Г1= Г (G) = Г0 (см . Ли по.л,упростая 
группа) . 

Основная теорема классификации утверждает, что 
если G' - другая П .  а .  г . ,  Т' - ее максимальный тор , 
� ' сЕ'  - система корней группы G' и если существует 
линейное отображение Е -+ Е' , определяющее изомор-



465 ПОЛУПСЕВДОЕВК.ЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО 466 

физм корневых систем � и � ' и отображающее Х ( Т) на 
Х ( Т' ) , то G�G' . Кроме того, для любой приведеиной 
корневой системы � и любой решетки Л, удовлетворяю
щей условию Q ( � )=Л=Р ( � ) , существует такая П. а. г. 
G, что � есть система ее корней относительно макси
мального тора Т и Л= Х ( Т) . 

Классифицированы также все изогении (в частности, 
все автоморфизмы) П .  а .  г .  

Лит . :  [ 1 ]  С т е й  н б е р  г Р .  Г . , Лекции о группах Шевал
ле, пер. с англ. , М . , 1 97 5 ;  L2] Х а  м ф р и  Д ж. , Линейные ал
гебраические группы, пер. с англ. , М . , 1 98 0 . А. Л. Опищип. 

ПОЛУПРОСТАЯ ГРУППА (в смысле нек-рого ра
дикала) - группа , радикал к-рой совпадает с единич
ной подгруппой . Таким образом, понятие П. г. целиком 
определяется выбором радикального класса групп . 
В теории конечных групп и групп Ли под радикалом 
обычно понимают наибольшую (связную) разрешимую 
нормальную подгруппу . В этих случаях описание П .  г .  
сводится к описанию простых групп. 

Лит. :  [ 1 ] К у р  о m А.  Г. , теория групп, 3 изд. , М. ,  1 96 7 ;  
[2] П о н т р я г и н Л.  С . ,  Непрерывные группы, 3 изд. , М . ,  
1 973 .  А.  Л. Шме.лъпин. 

ПОЛУ ПРОСТАЯ МАТРИЦА - квадратная матрица 
над полем F, подобная матрице вида diag [d1 , . . .  , d1 ] , 
где d i - матрица над F с веприводимым в F (х ] 
характеристическим многочленом, j = 1 ,  . . .  , k .  Для 
матрицы А над полем F следующие три утверждения 
эквивалентны: ( 1 ) А полупроста ; (2) минимальный мно
гочлен матрицы .А. не имеет кратных множителей в 
F [ х] ;  (3) алгебра F (А ] полупроста . 

Если F - совершенное поле , то П .  м. над F подобна 
диагональной матрице над нек-рым расширением F.  
Для всякой квадратной матрицы А над совершенным 
полем имеется единственное представление в виде А = 
=A s+A N, где A s  есть П .  м . ,  A N нильпотентна , 
A sA N=A NA s; матрицы A s  и A N  принадлежат ал
гебре F [А ] .  

Лит. : [ 1 ]  Б у р  б а к и Н . ,  Алгебра , пер. с франц. , М. ,  
1 9 66 ,  гл. 8 .  Д .  А .  Суnрушнпо. 

ПОЛУПРОСТОЕ КОЛЬЦО - кольцо R с нулевым 
радикалом . Точнее, если r - нек-рый радикал (см. Ра
дикалы колец и алгебр) , то кольцо R паз .  r-п о л у
п р о с т ы  м в случае , когда r (R ) = O .  Часто , говоря 
об ассоциативном П. к . , имеют в виду классически 
полупростое кольцо. Л. А .  Спорня1/ов. 

ПОЛУПРОСТОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ - то же, что 
вполне приводимое представление (см . Вполне приводи
мое .множество) . 

ПОЛУПРОСТОП МОДУ ЛЬ - то же, что вполне 
приводимый .модуль .  

ПОЛУПРОСТОП ЭЛЕМЕНТ л и н е й н о й а л
г е б р а и ч е с к о й  г р у п п ы G - элемент g E Gc 
c GL ( V) ,  где V - конечномерное векторное простран
ство над алгебраически замкнутым полем К, являю
щийся полупростым эндо.морфиа.мо.м пространства V. 
Понятие П. э. не зависит от реализации группы G в виде 
линейной группы, а определяется лишь структурой ал
гебраич . группы на G. Элемент g Е G полупрост тогда и 
только тогда , когда для оператора правого сдвига 
р g в К [ G] существует базис из собственных векторов . 
При любом рациональном линейном представлении 
ер : G -+- GL ( W) множество П .  э. группы G отображает
ся на множество П .  э. группы ep (G) . 

Аналогично определяются п о л у п р о с т ы е э л е
м е н т ы  а л г е б р а и ч е с к о й  а л г е б р ы  Л и  
g, отвечающей группе G; дифференциал dep :  g -+
-+- g1 ( W) представления ер отображает множество 
П .  э. алгебры g на множество П .  э. своего образа . 

П о л у п р о с т о й  э л е м е н т  а л г е б р ы  Л и  
g - это элемент Х Е g такой, что присоединенное ли
нейное иреобразование ad Х является полупростым 
эндоморфизмом векторного пространства g .  Если 

qcgl ( V) - алгебра Ли редуктивной линейной ал
гебраич . группы, то Х есть П. э .  алгебры g тогда и 
только тогда ,  когда Х - полупростой эндоморфизм 
пространства V. 

Лит. :  [1) Б о р е л ь А. , Линейные алгебраические группы, 
пер. с англ. , М . ,  1972 ;  [2] М е р з  л я к о в Ю .  И. , Рацио
нальные группы, М . ,  1 980 ;  [ 3] Х а  м Ф р и  Д ж. , Линейные 
алгебраические группы, пер. с англ . ,  М . , 1 9 8 0 .  А .  Л. Опищи1/, 

ПОЛУПРОСТОП ЭНДОМОРФИЗМ, п о  л у п р о-
с т о е л и н е й н о е п р е о б р а з о в а н и е , век
торного пространства V над полем К - эндоморфизм а 
пространства V такой, что всякое подпространство в V,  
инвариантное относительно а, обладает инвариантным 
прямым дополнением . Другими словами, требуется , 
чтобы а определял на V структуру полупростого модуля 
над кольцом К [Х ] . Напр . ,  любое ортогональное, сим
метрическое или кососимметрическое линейное иреоб
разование конечномерного евклидова пространства ,  а 
также любое д и а г о в а л и з и р у е м о е (т. е. за
писывающееся в век-ром базисе диагональвой матри
цей) линейное иреобразование конечномерного вектор
ного пространства являются П. э .  Полупростота эвдо
морфизма сохраняется при переходе к инвариантному 
подпространству Wc V и к факторпространству V/ W. 

Пусть dim V < оо . Эвдоморфизм а : V -+- V является 
П. э .  тогда и только тогда , когда его минимальный мно
гочлен не имеет кратных множителей . Пусть , кроме 
того, L - расширение поля К и a1L )= cx@1 - nродолже
ние эндоморфизма а на пространство Vш= V<X>кL . Ес
ли a< L J  полупрост, то и а полупрост, а если !: сепара
бельно над К, то верно и обратное . Эвдоморфизм а паз. 
а б с о л ю т н о п о л у п р о с т ы м, если аш полу
прост для любого расширения L=::JK; для этого необ
ходимо и достаточно , чтобы минимальный многочлен 
не имел кратных корвей в алгебраич . замыкании К 
поля К, т. е. чтобы эндоморфизм а - был диаговализи-

( К ) 
руем. 

Лит. : [1 ] Б у р б а к и Н . ,  Алгебра . Модули , кольца , 
формы, пер. с франц. , М . ,  1 966 .  А . Л. Онищип. 

ПОЛУПРЯ МАЯ - одна пз частей прямой, на к-рые 
разбивается прямая любой ее точкой О. Если точка О 
отнесена к П . ,  то П .  ваз .  з а  м к н у т о й  П .  (или 
Л у ч о м) . Б СЭ- а .  

ПОЛУПРЯМОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ г р у п п ы А 
н а г р у п п  у В - группа G=A B ,  являющаяся про
изведением своих подгрупп А и В , причем В нормальва 
в G,  и А П В =  {1 } . Если также и А нормальва в G ,  то 
П. п .  превращается в прямое проиаведение .  П. п. по 
группам А и В строится неоднозвачво . Для построения 
П .  п .  нужно еще знать , какие автоморфизмы на группе 
В вызывают сопряжения элементами из А . Точнее , если 
G= AB - П. п . ,  то каждому элементу а Е А  соответст
вует автоморфизм аа Е Aut В, являющийся сопряже
нием элементом а: 

аа (Ь) = аЬа - 1 , Ь Е В . 
При этом соответствие а f-+ аа есть гомоморфизм А -+ 
-+- Aut В .  Обратно , если А и В - произвольвые груп
пы , то для любого гомоморфизма ер :  А -+- Aut В суще
ствует единственвое П. п. группы А на группу В такое , 
что аа= ер (а) для любого а Е А . П .  п .  является частным 
случаем расширения группы В с помощью группы 
А , такое расширение ваз .  р а с щ е п л я ю щ и м с я .  

Лит. : [ 1 ]  К у р  о m А .  Г. , Теория групп, 3 изд. , М . ,  1 96 7 .  
А .  Л. Шме.лъ1/Uн., 

ПОЛУПСЕВДОЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО -
векторное пространство с вырожденной ивдефинитной 
метрикой . П .  п. 1 • ·  · . lrл';t• · · .тr - 1 определяется как 
п-мерное пространство , в к-ром задано r скалярных 
произведений 
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где O= m0 <m1  < . . . < т , = п ;  a= f , 2, . . .  , r; i a= ma - 1+ + 1 ,  . . .  , т .. , е ; = ± 1 , причем - 1 среди чисел е1 

а а 
встречается la раз . П роизведение (х , У) а  определ �но 
для тех векторов , для R-рых все координаты х при � ..;;: 
.о;;:т0 _ 1 равны нулю. На этих векторах справедливо 
равенство (х, У) а - 1= 0 . Первый скаля рный квадрат п ро
извольного веитора :r П .  п .  является вырожденной Rвад
ратичной: формой от координат вектора:  

(х , х) = - (x t ) 2 - (х2) 2 - . . . - (xl , ) 2 + (xl + 1 ) 2 + . . .  + + (xn - d)2 ,  
где l - и н д е к с , d= п - т1 - д е ф е R т  П . п . Пр11 
l1 = l 2= . . .  = l ,= O П. п. является полуевклидовы.м. про
страпство.м. . В П. п .  определяются т-мерные nлоско
сти (т <п) , прямые, параллел ьность,  длина вектора так 
же , как в псевдоевклидовых простр анствах . В П. п .  
l + td>R n можно выб рать ортогонал ьный базис ,  состоя
щий из l векторов мнимой дл ины , n - l - d  вещественной 
дл ины и d изотропных векторов .  Ч ерез каждую точку 
П. п. дефекта d можно провести d-мерную изотропную 
плосtюстt. , каждый вектор к-рой ортогокален всем век
торам П .  п . См . также Галилеево прострапетво .  

Лит. : ( 1 ]  Р о з  е н ф е л ь д Б .  А . ,  Неевнлидовы nростран-
ства , М. , 1 96 9 .  Д.  Д Сопо.л.ов 

ПОЛУПСЕВДОРИМАНОВО ПРОСТРАНСТВО -
многообразие с вырожденной индефинитной метрикой . 
П .  п .  l, . . . l r v�· ·  . . т, _ ,  определяется как п-мерное мно
гооб разие с координатами xi , в к-ром задано r л инейных 
элементов 

ds� = gta> i 1 dxi" dxja , 

где 0= т0 < т1 < . . .  <т,= п ;  а= 1 ,  2 , . . .  , r; i a= ma - 1+ 
+ 1 ,  . . .  , та , причем индекс квадратичной формы gta > if 
равен l a . Jlинейный эл емент ds� определен для тех век
торо в ,  для и-рых все координаты dx1 при i <ma _ 1 равны 
нулю (для этих векторов спра ведливо ра венство ds�_ 1= 
= 0) . П ри l1 = l 2= . . .  = l , = O  П .  п .  является полур и.м.а
новым прострапство.м . П ространства V;;' и kl VW яв
ляются к в а з и р и м а н о в ы  м и п р о с  т р а н
с т в а м и .  В П .  п .  определ яются основны е понятия 
дифференци ал ьной геометрии (напр . ,  кривизна) по ана
логии с римановыми пространствами (см . [ 1 ] ) .  

Лит [ 1 ) Р о з е н ф е л ь  д Б. А . , Неевнлидовы nро-
стра нств а ,  М. , 1 969 .  Д .  Д .  Сопо.л.ов. 

ПОЛУРЕШЕТКА, п о  л у с т р у к т у р  а , - ком-
мутати вная идемпотентная полугрупп а ,  т .  е. полу
группа с тождествами х+ у=у+х и х+ х= х . В ся кая 
подурешетка р= <р ,  + )  может быть превращена в час
тичпо упорядоченпае .м.пожество (частичный порядок ..;;: 
вводится соотношением а <Ь<=>а+ Ь= Ь) , в к-ром для 
любой па l!ы злементов существует точная верхняя грань 
sнр {а ,  Ь }= а+ Ь .  О братно , всякое частично упорядо
ченное множество с точными верхними I'ранями для лю
бых пар злементов является П. относительно операции 
a+ b=sup {а , Ь } . В этом случае говорят, что частично 
упорядоченное множество является в е р х н е й п о
л у р е ш е т к о й (или п о л у р е ш е т к о й п о 
о б ъ е д и н е н и я м ,  или V-п о л у р е ш е  т к о й) . 
Н и ж н я я ц о л у р е ш е т к а ,  называемая также 
п о л у р е ш е т к о й п о II  е р е с е ч е н и я м , или 
Л-п о л у р е ш е т к о й, определ яется дуал ьно как 
частично упорядоченное множество,  в к-ром для любых 
двух зл ем ентов существует точная нижняя гра н ь .  

Т .  С. Фо(/iаиова. 
ПОЛУРИМАНОВО ПРОСТРАНСТВО - простр анст

Jю с палуримановой метрикой (с вырожденным метрич . 
тензором) . П .  п. является обобщением понятия р имапо
па простраиства . Определение П .  п .  может быть выра
жено с помощью понятиir , применяемых при определе
нии римапоnа п ространств а .  В определении риманова 
пространства V n иСIIОЛ J, :.Jуетсн в :начестве иас ательнuго 

пространства евклидово пространство JRn ,  причем ка
сательные векторы в каждой точке Х (х1 • • • :rn) Е V n ин
вариантны при параллельных переносах V n (метрич . 
тензор ai/ пространства V" абсолютно постоянен) . 
Е сли в качестве касательного пространства в каждой 
точке пространства V n берется по.��уевплидово npocmpalt-
cmвo R�•m• т r - 1 ,  то метриRа пространства V n будет яв
ляться вырожденно й ,  м етрич . тензор таюке абсолютно 
постоянен, во является теперь вырожден.ным ,  е1·о мат
рцца имеет ранг m1 и имеет неособенную подматрицу . 
Определяется второй вырожденны й метрич . тен:.�ор в 
( п - т1)-плоскост;и (ai1xi= O) ,  к-рая ваз .  нулевой ( п-т1 )
плоскостью тензора а; 1; его матрица также обладает 
неособенной подматрицей и т. д. Последний, r-й: мет
рич . тензор ,  определенный в нудевой ( п - m , _ 1 ) -плоско
сти (r- 1 ) -го тензора , - невырожденный тензор с неосо
бенной матрицей . Т акое пространство и п а з .  П .  п. и в 
зтом случае обозначается символом v�·m, . . . m , _ 1 • Ана
Л Оl"И Ч110 определяется П .  п . вида l , l . . . . l r vт,m, . . .  m , _ 1 , 
·r . е .  когда в качестве касательного пространства бе рется 
полупсевдоевжлидово простра нство l , l , . . . l r R�, ,m, mr- 1 . 
П р остранства J.'W и kl VW ваз.  к в а з и р и м а н о
в ы м и п р о с т р а н с т в а м и . 

К а к  и в римановом пространстве , в П .  п .  вводится 
попятие кривизны в двумерном направлени и .  Полуги
перболич . и полузллиптич. простра нства являются 
П .  п .  постониной иенулевой кривизны , а полуевклидоно 
пространство - П. п. постоянной нулевой к ривизны. 

Таким образом , П. п .  может быть определено как 
пространство аффинной связности (без к ручения ) ,  каса
тельные пространства R-рого в к аждой точке явл яются 
полуевклидовыми (илu полупсевдоевкл идовыми ) ,  при
чем метрич.  тензор П .  п. является абсолютно постоян
ны м .  

В П ,  п .  дифференци альная геометрия линий и по
верхностей строится по аналогии с дифференциалыJоЙ 
геометрией линий и поверх ностей в V n с учетом ука зан
ной выше специфичности П .  п. Поверх ности полупr
перболич.  и полузллиптич.  простра нств сами являются 
П .  п. В частности , т-о рисфера полугипербол и ч .  прост
ранства т +  1S п изометрична П .  п .  v;r.:_1n -m- t ,  метрика 
к -рого сводится к метрике полузллипти ч .  простра нства 
S;;'_m_1; этот факт явл яется обобщением изометричнос
ти орисферы пространства Лобачевского евклидовому 
пространству . 

Лит [ 1 ] Р о з е н ф е л ь д Б .  А. , Неев нJiидовы nростран-
ства ,  М . ,  1 960 .  Л .  А .  Сидоров. 

ПОЛУСИМJIЛЕКТИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО -
проективное (2п+ 1 ) -пространство , в к-ром задана 
(2п - 2 т0 - 1 ) -шюскость Т0 , в ней - (2п - 2 т1 - 1 ) -плос
к ость Т1 и т .  д. до ( 2 п - 2 т ,_ 1 - 1 ) -плосRости Т,_ 1 ,  п ри 
:лом в простра нстве задана пуль-система , переводюн ая 
все точки простра нства в пл оскости , проходящие через 
плоскость Т0 ; в пл оскости Т0 задана абсолютная нуш,
система , переводящая все ее точки: в (2 п - 2т0 - 2)
цлоскости , лежащие в ней и проходящие через ( 2 п 
- 2 т1 - 1 ) -плоскость Т1 и т .  д .  д о  абсолютной нуль
системы ( 2 п - 2 т , _ 1 - 1 ) -плоско сти Т, _ 1 ,  переводя щей 
все ее точки в ( 2 п - 2 m , _ 1 - 2 ) -пл оскостн , л еж а пщ е в 
ней , О ...;;;:т0 < т1 < . . .  < т r - 1 < п .  П .  п .  обозна чается 
sp:��� 1 , . . . , 2 m, _ , + l , 

П .  п .  получается методом ,  авалогичным переходу от 
зллиптич . и rиперболич.  п ространств к полузллиптич .  
и полугиперболич .  п ространс1·вам , и является более 
о бщим по отношению 1\ квазисимплеi{ТИЧ .  пространству. 

Коллинеации П. н . ,  переводящие в себн пл оскостп 
Т;, перестановочные с нул ь-опстем ами , н а з .  н о л у· 
с и м п л е R т и ч е с к и м и п р е о б р а а о в а п н
я м и п .  ll . 
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Существуют инварианты полусимплектич . преобра

зоваиий, аналогичиые симплектич . иивариаиту симплек
тич . пространств . Полусимплектич . преобразоваиия об
разуют гJiуппу, являющуюся группой Ли. 

Лит [ 1 ] Р о з  е н ф е л ь  д Б .  А. , Неерклидовы про-
странства , М. , 1 969 .  л .  А .  Сидоров. 

ПОЛУСИМПЛИЦИАЛЬНЫй КОМПЛЕКС - преж
нее название симплициального множества, данное при 
первом рассмотрении объектов такого рода . 

М. И. Войцеховепий. 
ПОЛУСОВЕРШЕННОЕ КОЛЬЦО - кольцо , каж

дый конечно порожденный левый (или каждый конечно 
порождеииый правый) модуль над к-рым обладает про
ективиым накрытием . Кольцо R с радикалом Джекоб
сова J оказывается П .  к .  тогда и только тогда , коrда R 
полулокальио и у каждого идемпотеита факторкольца 
R/J имеется идемпотеитный прообраз в R. Первое усло
вие можно замевить требованием классич . полупро
стоты факторкольца RIJ, а второе- возможностью 
<<Подииматы из RIJ в R модульвые прямые разложения . 
П .  к .  характеризуются также условием, что каждый 
модуль допускает прямое разложение, относительно 
к-рого дополняемы максимальные прямые слагаемые . 
Кольцо матриц над П .  к. является П .  к .  

См . также Совершенное кольцо и лит.  при этой статье . 
Л. А. Спорк.��хов. 

ПОЛУТОРАЛИНЕЙНАЯ ФОРМА - функция от 
двух переменных на модуле (вапр . ,  на векторном про
странстве) , линейная по одному перемениому и полули
вейпая по другому. Точнее, П. ф. на унитарном модуле 
Е над ассоциативно-коммутативным кольцом А с едини
цей, снабженным автоморфизмом а - аа , ваз .  отобра
жение q> : Е Х Е - А , линейное при фиксированном 
втором аргументе и полулинейное (см. Полулин.ейное 
отобра жение) при фиксированном первом аргументе . 
Аналогично определяется п о л у т о р а л и и е й н о е 
о т о б р а  ж е н и е Е Х  F - G, где Е, F, G-А -модули . 
В случае, когда а0 = а  (а Е А ) ,  получается понятие би
линейной формы (и билинейного отобра жения ) . Другой 
важный пример П .  ф . получается , когда V - вектор
ное пространство над полем С и аа = а. Специальным 
случаем П. ф. являются дрмитовы формы (а также косо
эрмитовы формы) .  

П .  ф .  можно рассматривать и на  модулях над иеком
мутативным кольцом А ;  в этом случае предполагается , 
что u - а н т и а в т о м о р ф и а м ,  т. е. что 

(аЬ)О = Ь0 аа , а, Ь Е А . 

Для П .  ф. удается ввести многие понятия теории били
нейных форм, иапр.  понятия ортогонального подмоду· 
ля, левого и правого ядра, невырожденной формы, 
матрицы формы в данном базисе, ранга формы, сопря
женных гомоморфизмов .  

Лит. [ 1 ] Б у р б а к и Н. Алгебра. Модул и ,  нольца , 
формы, пер.  с франц . ,  м . , 1 96 6 ;  tzJ Л е в r С. , Алгебра , пер 
с англ . , М . ,  1 968 .  А.  Л. Онищик 

ПОЛУУПОРЯДОЧЕННОЕ ПРОСТРАНСТВО - об-
щее название векторных простраиств , в к-рых опреде
лено бинарное отношение частичного порядка , согласо
ванное  определенным образом с векторной структурой 
пространства . Введение порядка в функциональных 
простраиствах позволяет исследовать в об�х рамках 
функционального анализа такие задачи, к-рые сущест
венно связаны с веравенетвами между функциями, с вы
делением классов положительных функций . Однако , в 
отличие от множества действительных чисел , допускаю
щl!го полное упорядочение, естественный порядок в 
функциональных пространствах оказывается лишь час
тичным; напр . ,  в пространстве С ( а ,  Ь ]  естественно счи
тать , что функция 1 мажорирует функцию g, если 1 ( t);;;;. 
�g ( t) при всех t E [a, Ь] .  Но при таком определении по
рядка многие функции окажутся несравнимыми между 
собой . 

Упорядоченные векторные пространства (у . в . п . ) . 
Векторвое пространство Х над полем действительных 
чисел ваз . у п о  р я д  о ч е н н ы м, если в нем опре
делено бинарное отношение порядка, причем х�у влечет 
х+ z;;;;.у+ z для любого z E X  и /..x;;;;.t.y для любого числа 
Л;;;,.О .  Таково , напр . ,  С ( а ,  Ь] с естественным порядком. 
Если отношение ;;;;. есть порядок, то множество Х + = 
= {х Е Х : х >О } - конус, ваз. п о  л о ж и т е л ь в ы  м 
к о н у с о м. Обратно , если в венторном пространстве 
Х задан конус К с вершиной в нуле, то в Х может быть 
введен такой порядок , при н-ром Х += К: следует поло
жить х;;;;.у ,  если х-у Е К.  Рассматриваются и более об� 
щие у. в. п . ,  в к-рых определена лишь структура квази
порядка . В этом случае множество Х + есть клин, а 
всякий клин с вершивой в нуле порождает в Х квази
порядок. 

Пусть у .  в .  п .  Х наделено порядком . Конус Х + иаз .  
в о с п  р о и  з в о д я щ и  м ,  если Х + - Х  + = Х . Это 
свойство ковуса Х + необходимо и достаточно, для твго 
чтобы любое конечное подмножество из Х было ограни
ченным (сверху и снизу) . Те у. в. п . ,  в к-рых всякое 
ограниченное сверху множество имеет верхнюю грань , 
иначе - точную верхнюю границу , или супремум (а 
тогда и всякое ограниченное снизу множество имеет 
НJIЖИЮЮ грань , иначе - точную нижнюю границу , или 
инфимум) , ваз . п о р я д к о в о п о л в ы  :м и и.пи 
(о)-п о л н ы м и. Более слабый вид полноты в у. в. п .  
определяется следую�м образом: у .  в .  п .  JJaз . д е д е
к и н д о в о п о л в ы м ,  если всякое его ограничев
ное сверху и направленное вверх nодмножество имеет 
верхнюю грань (множество Ес:.Х напрамено вверх , 
если для любых х1 , х2 Е Е существует такой :r;3 Е Е, что 
x8;;;;..r1 , х2) . Если это требование выполнено для огра
ниченных возрастающих последовательностей , то у. в .  п .  
ваз. д е д е к и н д о в о  (о)-ц о л и ы м. Деденивдова 
полпота слабее (о)-полноты. Напр . ,  если Х - произ 
вольное бесконечномерное банахово простраистао, 
и Е Х ,  O <r ..;;:: l lи l l , а К - конус , натянутый па замк
нутый шар S ( и ; r) и элемент О, и с помощью К в Х 
введен порядок,  то Х - дедекицдово полиое, но ве 
(о)-полное . У .  в .  п .  ваз .  а р  х и м е д о в ы  м ,  если в 
нем выполнена А рхимеда аксиома. В частиостц, архиме
доным является всякое дедекиндово (о) -щтвое у. в. п .  

В у .  в. п .  вводится понятие п о р я д н о в о й с х о
д и м о с т и :  nоследовательность tхп } (о )-с х о д и т с я 

(о) к элементу х (хп---+Х) ,  если существуют такие возрас-
тающая и убывающая последовательности {Уп } и {zп }, 
что Уп <хп ..;;::zп и sup Yn= x= inf Z n· (о ) -п р е д е JI обла
дает многими свойствами предела в множестве действи
тельных чисел , однако нек-рые из них справедливы 
лишь в ар химедоных у. в. п. 

Линейный оператор А ,  действую�й из у. в. п. Х 
в у .  в .  п .  У (в частности , линейный функционал с дей
ствительными значениями) ,  ваз . п о  л о ж и т е л ь
н ы м, если А Х +  с:. У+ Для положительных функцио
налов справедлива следующая т е о р е м а о р а с� 
n р о с т р а н е и и и .  Пусть Е - линейное подмноже
ство в Х, мажорирующее конус Х + (это означает , что 
для любого х Е Х  + существует такой и Е Е, что у;;;,.х) . 
Всякий линейный функционал, задаввый на Е и по� 
ложительный относительно конуса Е n Х + ,  допускает 
линейное положительное распространение на все Х.  

Векторная решетна ( в  р ) - у в .  п . ,  в к-ром от
ношение порядка определяет структуру решетки . При 
этом для оnределения в .  р достаточно постулировать 
для любых двух элементов из у. в. п .  существование од
ной из граней верхней x v y  или нижней х л у .  Hanp . , 
если существует x v  lJ ,  то x л y=x+u-x v у .  Если Х -
в .  р . , то коиус Х + наз . м и н и э д р а л ь в ы м . В в. р . 
для любого ее элемента х существуют положитель
ная и О'1'рицательная части x + = x v O  и x _ = (-x) v O. 
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При этом х= х+ -х_ , и эта формула дает <<минималь
ное» представление х в виде разности положительных 
элементов , т. е. если x= y- z ,  где у , z;;;;,O ,  то х +  �у, 
х _  �z. Мивиэдральный конус является воспроизводя
щим. Элемент l x l = x+ + x - ваз . модулем элемента х . 
В пространстве С [ а ,  Ь] с естественным упорядочением 
положительный конус миниэдрален, положительная 
часть любой функции х (t) из С получаетел из х ( t) заме
ной ее отрицательных значений нулем , а модуль есть 
функция l x ( t) l .  В в . р .  велкое конечное множество эле
ментов имеет обе грани.  Модуль элемента в. р. обладает 
многими свойствами абсолютной величины действитель
ного числа . 

В .  р .  ваз . д и с т р и б у т и в н о й, если для произ
вольного множества ее элементов {ха }, у к-рого сущест
вует sup ха ,  при любом у Е Х справедлива формула.  у 1\ 
/\ sup xa= sup {у /\ ха } .  Тогда верна и двойственвал 
формула . y v inf xa = inf {y V xa }. 

Т е о р е м а о д в о й н о м р а з б и е н и и поло
жительных элементов : если х= y+z, где у, z;;;;,O ,  и одно
временно x= x1+ . . .  +xm где все xi;;;;,O ,  то каждый xi 
можно представить в виде x i= Y i+zi так, что все Yi • zi>O 
и что 

У = У1 + . · . + Yn , z = Zr + · . . + Zn · 
Два элемента х, у в .  р .  ваз . д и з  ъ ю н к т н ы м и 

(xdy) , если l x l 1\ l y i = O .  Два множества А ,  В ваз . д и з  ъ
ю в к т н ы м и, если adb для любых а Е А , Ь Е В . В про
странстве С [ а ,  Ь] дизъюнктность xdy означает, что 
х ( t )y ( t)=O .  Положительный элемент е ваз . с л а б о й 
е д и н и ц е й (е д и н и ц е й в с м ы с л е Ф р е й
д е н т а л л) ,  если О - единственный элемент , дизъ
юнктный с е. В С [ а , Ь] слабой единицей является любая 
функция , к-рал больше О на всюду плотном множестве. 
Если же элемент е таков , что для любого х существует 
Л, при к-ром l x l  �Ле, то е ваз .  с и л ь в о й  е д и н и
ц е й, а Х с сильной единицей ваз .  в. р. о г р а н и
ч е в н ы х э л е м е в т о в .  В С [а , Ь ]  сильвал еди
ница - любая функция , для к-рой min x ( t) >O .  Если 
в архимедоной в. р. Х с сильной единицей е положить 
l l:r l l= min {Л : l x l �Ле }, то Х становител в о р м и р о
в а н н о й р е ш е т к о й .  

На плоскости любой конус , кроме одномерного (т . е .  
луча) , мивиэдрален. Но в пространствах с большим чис
лом измерений среди замкнутых конусов много не ми
ниэдральвых, вапр.  таковы все <<круглые>> ковусы в IR3 • 
Для того чтобы конус (с вершивой в нуле) в п-мерном 
архимедоном у. в. п был мивиэдральным, необходимо 
и достаточно , чтобы он был натянут на (п-1 )-мерный 
симплекс с линейно независимыми вершинами . Велкал 
архимедона п-мернал в .  р .  изоморфна пространству IRn 
с покоординатным упорядочением. 

К-пространства (:К . -п . ) ,  п р  о с т р а в с т в а :К а н
т о р о в и ч а, суть (о)-полные в .  р .  Это - основвой 
класс П .  п . ,  они всегда архимедовы . (о)-сходимость в 
:К .-п . описывается с помощью верхнего и нижнего пре
делов, именно , для огравич . последовательности { хп} 

l im Xn = inf sup xm , lim xn = sup inf Xm 
n m � n  - n m � n  

(о) -. - • и тогда Xn�X означает , что x = lim xп = liШ Xn ·  Пусть 
Х есть :К .-п . Для любого множества Е с Х  его дизъюн
ктным дополнением ваз . множество Ed = {х Е Х : х dE} .  
Велкое множество, к-рое является дизъюнктным допол
нением (к какому-либо множеству) , паз. п о л о с о й .  
Для любого множества Е существует наименьшая поло
са, содержащая Е , именно Edd; она ваз .  п о  л о с о й, 
п о р о ж д е н н о й м н о ж е с т в о м Е . Если само 
Е есть полоса , то Edd= Е . Полоса , порожденнал одно
элементным множеством , ваз .  г л а в н о й. Понлтие 
полосы вводител и в любой в. р . ,  однако в :К . -п оно иг
рает особую роль, поскольку справедлива т е о р е м а 

о п р о е  к т и р  о в а н и и на полосу : если Е - полоса 
в Х ,  то для любого х Е Х существует единственное разло
жение х= y+z , где у Е Е , z Е Ed.  Определенвый при этом 
линейный оператор у= PrEx ваз .  п р о е к т о р о м 
н а п о л о с у Е . Если задана произвольпал совокуп
ность попарно дизъюнктных полос Еа ,  полвал в том 
смысле, что О - единственный элемент из Х, дизъюнкт
ный всем Е а, то любой х Е Х + представим в виде х= 
= sup ха ,  где xa = PrEax . Велкий /-идеал УсХ также 

(о) является :К .-п . Однако если xn Е У и xn�x в Х ,  то это 
соотношение верно и в У только в том случае, когда по
следовательность {хп } ограничена в У. 

Примером :К . -п .  служит пространство S всех действи
тельных почти всюду конечных измеримых функций на 
[ 0 , 1 ] ,  в к-ром эквивалентвые функции отождествляют
ел. Функция х Е S считается пелож!iiтельной, если х ( t );;;;: ;;;:о почти всюду . Если А =  {хп }  - счетное ограничен
ное сверху подмножество из S (ограниченность сверху 
означает, что существует такал у Е S, что xn(t) �у (t) 
почти всюду для любого n) , то функция x ( t) = sup хп(t) 
и будет верхней гранью множества А ,  т .  е .  sup А вычис
ляется поточечно . Однако для несчетных множеств вы
числение граней таким же способом уже невозможно , 
и существование у несчетных множеств ограниченных 
множеств в S устававливается сложнее. (о) -сходимость 
в S означает сходимость почти всюду . Все пространства 
Lp= !O,  1 ] ,  р >О,  являютел /-идеалами в S, и потому они 
тоже являютел :К . -п . 

Важную роль играет теорема Рисса - :Канторовича 
о том, что множество всех п о р л д к о в о о г р а в и
ч е в н ы х  о п е р а т о р о в  (т . е. линейных операто
ров , переводящих ограниченные по упорядочению 
множества в такие же) из в .  р .  в :К . -п .  при естествен
ном порядке (А.;;;;;В означает , что Ах.;;;;;Вх при всех 
х:;:;,О) само является :К . -п .  Теория :К . -п .  нашла приложе
вил в выпуклом анализе и теории экстремальных 
задач. Многие результаты здесь основываютел на тео
реме Хана - Ванаха - :Канторовича о продолжении 
линейных операторов со значениями в :К . -п .  

:К .-п . ваз. р а с ш и р е в н ы м,  если велкое множе
ство его попарно дизъювктвых элементов ограничено. 
В расширенном :К . -п .  всегда существует елабал единица. 
Для любого l\ . -п .  Х существует единственное (с точ
ностью до изоморфизма) расширенное :К . -п .  У, в к-рое 
Х погружается как /-идеал , а полоса в У,  порожденнал 
Х, совпадает с У. Такое У ваз .  м а к с и м а л ь в ы  м 
р а с ш и р е в и е м :К .  - п. Пространство S [0 ,  1 ] -
максимальное расширение для всех пространств Lp[ O ,  
1 ] .  Повлтие расширенного :К . -п .  играет существенную 
роль во всей теории П. п . , в частности при представле
нии }{, П . С ПОМОЩЬЮ фуНКЦИЙ . 

С в .  р .  и l\ . -п . тесно связано понлтие решеточно
нормированного пространства - векторного простран
ства ,  каждому эле.м:енту к-рого сопоставлена его обоб
щенная норма , лвллющалсл элементом фиксировавной 
в. р. и удовлетворяющая обычным для нормы акси
омам, в к-рых знак неравевства понимаетел в смысле 
порядка в у1шзанвой в .  р .  Такие пространства исполь
зуютел в теории функциональных уравнений (теоремы 
существования; методы приближенного решения; метод 
Ньютона - :Канторовича; монотонные процессы после
довательных приближений и т. д . ) . 

Топологические полуупорядоченные пространства. 
В функциональном анализе используютел также у .  в .  п . ,  
в к-рых одновременно определена еще век-рая тополо
гия, согласованвал с порядком . Простейший и важ
нейший пример такого пространства - бапахова ре
шетка . Обобщением понятия банаховой решетки слу
жит л о к а л ь в о  в ы п у к л а я  р е ш е т к а . 

Важный класс банаховых :К . -п . составляют :КВ 
п р о с т р а н с т в а (HIЗ -n . ) ,  :К а н т о р о в и ч а -
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Б а н а х а п р о с т р а в с т в а. Так называется ба
пахово К . -п . ,  удовлетворяющее двум дополнительным 
условиям : 1) Xn.j.O влечет l lxn l l -+ О (порядковая непре
рывность нормы) ; 2) если последовательность {хп } воз
растает и не ограничена по порядку, то l lxn 1 1  -+ + оо . 
В КВ-п .  удается описать с помощью нормы многие фак
ты , опирающиеся по своему смыслу только па порядок . 

(о) Напр . , xn ___,. O означает, что l l l x п l v . . .  v l xn + m l l l -+ 0 
n -> oo  

равномерно относительно т .  Для того чтобы множество 
в КВ-п .  Е было ограничено по порядку, необходимо и 
достаточно , чтобы ограниченным было множество всех 
чисел вида l l l x1 [ V  • • •  V lxп l l l , где xi E E . КВ-п . есть регу
лярное К . -п .  

П р  и м е р  КВ-п . :  Lp[O , 1 ]  при  1 ...;:р <+ оо . 
Пусть Х - произвольвое локальво выпуклое про

странство , ваделеввое структурой у. в .  п .  и имеющее 
т. в. нормальвый конус Х + ;  при этом нормальность Х + 
равносильна тому , что в Х существует база окрестно
стей нуля, состоящая из абсолютно выпуклых и поряд
коно пасыщенных множеств и (последнее означает, что 
если х, у Е и и х<.у, то и весь интервал [ х , у ] Е и) . Для 
того чтобы каждый непрерывный линейвый фувкцио
нал на локальво выпуклом у. в . п. был представим 
в виде разности положительных непрерывных линейных 
фувкциовалов , необходима и достаточна нормальность 
ковуса Х + в слабой топологии . Для нормированных 
простравств нормальность ковуса в слабой и сильпой 
топологии равносильны . 

Лит. : [ 1 ] В у л и х  Б. 3 . , Введение в теорию полуупорядо
ченных пространств , М. , 1 96 1 ;  [2] R а н т о р о в  и ч Л. в . ,  
В у л и х Б .  3 . ,  П и н с н е р А. Г. , Фуннциональный анализ 
в полуупорядоченных пространствах , М . - Л . ,  1 95 0 ;  [ 3] Ш е
ф е р Х. , Топологичесние венторные пространства, пер . с англ . , 
М . ,  1 97 1 ; [4 ] R р а с н о с е л ь с н и й  М. А . ,  Положитель
ные решения операторных уравнений, М. , 1 96 2 ;  [5] А н т о
н о в с н и й М. Я . ,  Б о л т я н с к и й В. Г. , С а р ы м с а
к о в т. А. , Топологические алгебры Буля ,  Таш . , 1 96 3 ;  [6 ] 
Б и р к г о ф Г. , теория струнтур , пер.  с англ . ,  м . , 1 95 2 ;  [7] 
R а н т о р о в и ч Л. В . ,  А н и л о в Г. П. , Фуннциональный 
анализ,  2 изд. , М. , 1 977  i [8] Фуннциональный анализ, М . , 1 972  
(Справоч. матем. б-ка) ; L9] В у л и х  Б. 3 . , Введение в теорию 
нонусов в нормированных пространствах ,  Rалинин,  1 97 7 ;  L 1  О ] 
R р е й  н М .  Г. , Р у  т м а н М. А. , <• Успехи матем. наую>, 
1 9 48 ,  т. 3, в.  1 ,  с. 3-95 ;  [ 1 1 ]  Б у х в а л о в  А . В . , В е к
с л е р  А .  И . ,  Л о з а н о в с к и й  Г. Я . , <•Успехи матем . 
науК>> , 1 9 7 9 ,  т .  3 4 .  в. 2 ,  с .  1 3 7-8 3 ;  [ 1 2 ]  А н и л о в Г. П . ,  
R у т а т е л а д з е С .  С . , Упорядоченные векторные простран-
ства , Новосибирск , 1 9 7 8 . Б .  3. Ву.яих. 

ПОЛУЦЕПНОЕ КОЛЬЦО, п о л у ц е п в о е 
с л е в а (с п р а в а) к о л ь  ц о ,- кольцо, являющее
ел левым (правым) полуцеппыж .модулем над самим собой. 

Л. А .  Схор-н.яхов . 
ПОЛУЦЕПНОИ МОДУ ЛЬ - модуль, разлагающий

ел в прямую сумму цепных подмодулей (см . Цеппой .мо
дуль ) . Все левые R-модули оказываются П. м. тогда и 
только тогда , когда R - обобщенно однорядное кольцо. 

Л .  А .  Спор-н.яхов. 
ПОЛУЭЛЛИПТИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО -

проективвое п-простравство ,  в к-ром метрика опреде
ляется заданным абсолютом , состоящим из совокупно
сти мнимого ковуса 2-го порядка Q0 с (п-т0- 1 )
плоской вершивой Т0 , (п-то-2)-мвимого ковуса Q1 с 
(п- т1- 1 )-плоской вершивой Т1 в (п- то-1 )-плоскости 
Т0 , (п- т1-2)-мвимого ковуса Q2 с (п- т2-1 ) -плоской 
вершивой т2 в (п- тl- 1 )-плоскости Tl и т.  д. ДО (п
- тr-t-2)-мвимого конуса Qr-l с (п-тr-t -2)-пло
ской вершивой Т r- t и невырожденвой мнимой (п
-тг-1-2)-квадрикой Qr в (п-тг-1- 1 )-плоскости 
Tr - l • О .,.;:т0 <т1 < . . .  <тr - 1 <п. Индексы ковусов Qft., 
k= O,  1 ,  . . .  , r- 1  равны : l0= mo+ 1 ; lа= т0-та-t ,  0 < 
< a <r; l r= п-тr - 1 · п .  п .  обозначается s�·т, . . . mr-1 . 

В случае, когда конус Q0 является парой слившихся 
плоскостей, совпадающих с плоскостью Т0 (при т0= 0) ,  
пространство с весобетвенной плоскостью Т0 ваз . полу
евклидовы.м прострапство.м, R:,m, . . . mr-1 . 

Расстояние между точками Х и У определяется в за
висимости от расположения прямой Х У относительно 
плоскостей Т0 , Т1 , . . .  , Tr - l ·  Если,  в частности , прямая 
Х У не пересекает плос1юсть Т0 , то расстояние между 
точками Х и У определяется с помощью скалярного 
произведения авалогично определению расстояния в 
квазиэл.яиптическо.м пространстве. Если же прямая 
ХУ пересекает плоскость Т0 , во не пересекает плоскость 
Т1 или пересекает плоскость Т a - l •  во не пересекает 
плоскость Т а • расстояние между точками определяется 
с помощью скалярного квадрата разности соответствую
щих векторов точек Х и У. 

В зависимости от расположения относительно пло
скостей абсолюта в П .  п. различаются четыре типа пря
мых.  

Углы между плоскостями в П .  и .  определяются ада
логично определению углов между плоскостями в квази
эллиптич . пространстве, т. е . с использованием расстоя
ний в двойственном пространстве . 

Проективвая метрика П .  п .  является метрикой наи
более общего вида . Частным случаем метрики П. п .  
является, папр , метрика квазиэллиптич . пространства .  
В частности , 2-плоскость sg совпадает с евклидовай,  
S� - с коевклидовой, 3-простравство S� - с квази
эллиптическим, sg - с евклидоными 3-прострапствами , 
3-прострапство S�1 является галилеевым, S�12 - флаго
вым простравством и т. д .  3-простравство S�2 соответ
ствует по привципу двойственности галилееву 3-про
страпству Г3 и ваз . когалилеевым простравством. (Абсо
лют когалилеева пространства состоит из пары мнимых 
плоскостей (конус Q0) и точки Т1 на прямой Т0 пересече
ния этих плоскостей . )  

Движениями П .  п .  являются его колливеации, пере
водящие абсолют в себя . В случае та= п-тr-а-1- 1 ,  
la= lr - a П .  п .  является двойственным самому себе , в 
нем определяются кодвижения, определение к-рых ава
логично определению кодвижений квазиэллиптич . про
странства .  

Движения , движения и кодвижевия образуют груп
пы , являющиеся группами Ли. Движения (как и ко
движения) описываются ортогональными операторами. 

П .  п .  являются полури.маповы.ми прострапства.ми .  
Лит . :  [ 1 ) Р о з  е н ф е л ь  д Б .  А. , Неевнлидовы простран-

ства, М . ,  1 96 9 .  Л. А.  Сидоров. 

ПОЛЬКЕ - Ш ВАРЦА ТЕОРЕМА: любой полвый 
плоский четырехугольник может служить параллель
пой проекцией тетраэдра, подобного любому давиому .  

Теорема впервые высказана в ивой форме К .  Польке ( К .  Pohlke ,  1 853) , обобщена Г. Шварцем (Н .  Schwarz , 
1864) . 

Лит . :  [ 1 ) Энциклопедия элементарной математики, ин 4-
Геометрия , М. ,  1 963 .  А. Б .  Ива1Ю8. 

ПОЛЮС - 1 ) П . координат - начало координат 
в полярных координатах. 

2) П . - центр ипверсии. 
3) П. прямой р относительно линии 2-го порядка -

точка Р ,  для к-рой прямая р является полярой  точки Р 
относительно даввой линии 2-го порядка. А .  Б .  Иван.ов. 

ПОЛЮС - изолированная особая точка а однознач
ного характера апалитич . функции f (z) комплексного 
перемениого z такая , что 1 / (z) 1 веогравичевно возрас
тает при приближении к а , lim f (z) = оо . В достаточно 

z-+a 
малой проколотой окрестности V= {z E C :  O < l z-al < 
<r } точки a 'f: oo  или V' = {z E C : r < l zf < oo } в случае 
бесконечно удалеввой точки а= оо функция f (z) пред� 
ставима в виде ряда Лорава специального вида :  

f ( z ) = �:= -т  ck ( z - a) k ,  а i= оо , c _ m i= О , z E V, (1 ) 
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или соответственно 

ао ck 
f ( z ) = � - , а = оо, с _ ". с/ О , z E V' ,  (2 )  k = - т  z k  

с конечным числом отрицательных степеней в главной 
части при а с1 оо или соответственно конечным числом 
положительных степеней при а= оо Натуральное число 
т в этих разложеииях ваз п о р я д к о м, или к р а т
и о с т ь ю, п о л ю с а а, при т= 1 П .  ваз п р о с
т ы  м. Разложения ( 1 )  и (2) показывают, что функция 
р ( z) = ( z-a)m/ (z) при а -;':  оо или р (z) = z - m/ (z) при а= оо 
аналитически продолжается в полную окрестность по
люса а ,  причем р (а) с/ О. Иначе полюс а порядка т 
можно еще охарактеризовать тем , что функция 1 /f (z) 
имеет ц этой точке а нуль кратности т.  

Точка а= (а1 , • • •  , а") комплексного пространства 
сп , п;;;а. 2 , ваз .  П аналитич . функции f (z) многих комп
л�ксuых перемеиных z = (z1 , • • •  , zп) ,  если выполняются 
сЛедующие условия 1) f (z) голоморфиа всюду в век-рой 
окрестиости и точки а, за исключением множества Ре::. 
с:. и, а Е Р; 2) f (z) не продолжается аналитически ни в 
одну точку Р; 3) существует голоморфпая в и функция 
q (z)!iEO такая , что голоморфпая в и""'Р функция 
р (z) = q ( z)f (z) голоморфио продолжается во всю окрест
ность и, причем р (а) с/ 0. Здесь также 

l im f ( z ) = lim Р (
(z)) = оо , 

z - а z - a  q z 
однако nри п;;;а.2 П . ,  как и особые точки вообще ,  не мо
гут быть изолированными 

Лит ( 1 ] Ш а б а т Б В , Введение в комплексный анализ ,  
2 изд , М , 1 976 Е Д Смо.м,енцев 

ПОЛЯ ОПЕРАТОР - линейное слабо непрерывное 
отображение f -+- (j),/, f E DL ( IR4 ) , пространства D L ( IR4) ос
новных фуВRций f (x) ,  х Е IR4 , принимающих значения и з  
конечномерного векторного пространства L ,  в множе
ство операторов (вообще говоря, неограниченных) , опре
деленных на плотном линейном многообразии D0 Е Н 
век-рого гильбертона пространства Н При этом пред
полагается , что как в L , так и в Н действуют нек-рые 
представления g -+  Тg(в L) и g -+ Иg (в  Н) , g E G , неод
иородвой группы Лоренца G, причем так , что выполне
но равенство 

где 
и g(JJPil = (JJ't 1 '  g E G , f E DL ( IR 4 j , ( * ) 

g 

(-cgf) (х) = Т  gf (g - 1x) , х Е IR 4 • 

В зависимости от представления в L ( скаля�ного , век
торного , спинорного и т. д . )  поле {(JJ1 , f E D ( IR4) } паз .  
соответственно с к а л я р н ы м ,  в е к т о р н ы м 
или с п  и н о р н ы м. Семейство П .  о .  {(JJ1 , / E D L ( IR4) } 
вмес-rе с Представлениями { Tg , g E G }  и { и  g• g E G } , для 
к-рых выполнено условие ( *) ,  а также еще ряд общих 
требований (см . ( 1 ] ) , паз .  к в а н т о в ы  м (или к в а н
т о в а н н ы м) п о л е м .  

1\роме нек-рых моделей, относящихся к двумерному 
или трехмерному миру (см . [ 2 ] ,  [ 4] ) ,  построены ( 1 983) 
только nростые примеры т .  н. свободных квантовых по
лей [ 3 ] . 

Лит. [ 1 ]  й о с т Р. , Общая теория квантованных полей , 
пер с англ . , М . ,  1 9 6 7 ;  [2] С а й  м о н Б . ,  Модель Р (ер),  евкли
давой кваитовой теории поля,  пер . с англ . , М . , 1 97 6 ;  [3J Б о г о
л ю б  о в Н. Н. , Ш и р к о в д. В. , Введение в теорию кван
тованных полей , М . , 1 9 5 7 ;  [4] Евклидона теория поля.  Марков
ски.й подход, пер. с англ . ,  М . , 1 9 78 .  Р А .  Мишtос . 

ПОЛЯРА - 1 )  П .  т о ч к и  Р о т н о с и т е л ь н о 
и е в ы р о ж д е н н о й линии 2-го порядка - мно
жество точек N, гармонически сопряженных с точкой Р 
относительно точек М1 и М 2 пересечения линии 2-го 
порядка секущими , проходящими через точку Р. Поля
ра является прямой линией . Точку Р паз . п м юсо.м. 
Еслп точка Р лежит вне линии 2-го порядка (через точ -

ку Р можно провести две касательные к линии) , то П .  
проходит через точки касания данной линии с прямыми , 
проведеиными через точку Р (см. рис . 1 ) .  Если точка Р 
лежит на линии 2-го порядка ,  то П .  является прямая,  
касательная к данвой ли 
нии в этой точке.  Если П .  
точки Р проходит через 
точку Q' то п .  точки Q 
проходит через точку Р 
(см . рис . 2 ) .  

Всякая невырожденная 
линия 2-го порядка опре
деляет биекцию точек про
ективной плоскости и мно
жества ее прямых - по
дяр итет (полярное ире
образование) . Соответст Рис . f .  

вующие при этом иреобразовании фигуры наз. в з а 
и м н о п о  л я р  н ы м и .  Фигура,  совпадающая со 
своей взаимно полярной,  наз . а в т о п о  л я р н о й  
(см . ,  напр . ,  автополяр
ный трехвершинник PQR 
на рис 2) . 

Аналогично определяет 
ся П .  (п о л я р  н а я 
п л о с к о с т ь) нек-рой 
точки относительно невы
рожденной поверхности 
2-го порядка . 

Понятие П .  относитель
но линии 2-го порядка 
обобщается на линии п-го 
порядка.  При этом задав 

Рис .  2 .  

ной точке плоскости ставится в соответствие n - 1  по 
JIЯр относительно линии п-го порядка . Первая из этих 
П .  является линией порядка n- 1 ,  вторая, являющаяся 
П. задавной точки относительно первой П . ,  имеет по
рядок n-2 и т . д. и, наконец , (п- 1 )-я П. является 
прямой линией . 

Л ит . : [ 1 ] Е ф и м  о в Н. В . ,  Высшая геометрия ,  6 изд. , 
М . ,  1 97 8 ;  [2] П о  с т н и к о в М .  М . ,  Аналитическая геомет
рия, М . ,  1 9 73 .  А .  Б .  Иванов. 

2 ) П. А 0 подмножества А локально выпуклого топо
логического векторного пространства Е - множество 
функцяопалов f из сопряженного пространства Е' ,  для 
к-рых l <x , f> l <:1 для всех х Е А (здесь (х, /) значение f в х) . Б и п о  л я р  о й Аоо ваз .  множество векторов х 
пространства Е ,  для к-рых l <x , / ) 1 ..;;:1 для всех / Е А 0 • 

П .  выпукла ,  уравновешена и замкнута в слабой то
пологии . Биполяра А о о  является слабым замыканием 
выпуклой уравновешенной оболочки множества А .  
1\роме того ,  (А 00) 0 = А  0 •  Если А - окрестность нуля в 
пространстве Е ,  то ее поляра А о является компаитом в 
слабой * топологии (т е о р е м а Б а н а х а - А л а
о г л у) . 

П .  объединения U аА а любого семейства {А а } мно
жеств из  Е есть пересечение П. этих множеств . П. пере
сечения слабо замкнутых выпуклых уравновешенных 
множеств А а есть замкнутая в слабой * топологии вы
пуклая оболочка их П. Если А - подпрос.транство в Е ,  
то его П .  совпадает с подпространствем в Е ' ,  ортого
нальным к А .  

За фундаментальную систему окрестностей нуля , 
определяющих слабую * топологию пространства Е ' , 
можно принять систему множеств вида мо,  где М про
бегает все конечные подмножества пространства Е . 

Подмножество функцяопалов пространства Е '  равно
степенно непрерывно тогда и только тогда , когда оно 
содержится в П. век-рой окрестности нуля .  

Лит. : [ 1 ]  Э д в а р д  с Р . , Функциональный анализ, пер . 
с англ. , М. , 1 9 69 .  В . И. Ломоносов. 

ПОЛЯРИЗОВАННОЕ АЛГЕБРАИЧ ЕСКОЕ МНО
ГООБРАЗИЕ - пара (У, ;) , где V - полное гладкое 
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многообразие нац алгебраически замкнутым полем k, � 
из Pic V / Picc v - класс нек-рого обильного обратимого 
пучка , Pic0 V - связная компонента абелевой схемы 
Пикара P ic  V .  В случае , когда V - абелево многооб
разие, определено также понятие с т е п е н и п о
л я р и з  а ц и и П .  а .  м . ; она совпадает со степенью 
изогении <р z : V --+ P ic0 V, определяемой пучком 
� Е �. а именно : 

<p z (х) = т;� ® � - 1 E Pic0J' , 
где Т х - морфизм сдвига на х , х Е V. Поляризация сте
пени 1 ваз . г л а в н о й п о л я р и з а ц и е й .  

Понятие П .  а. м. тесно связано с попятнем поляризо
ванного семейства алгебраич . многообразий. Пусть 
f : Х --+ S - семейство многообразий с базой S, то 
есть f - гладкий проективный морфизм схемы Х ва 
нётерову схему S ,  слоями к-рого являются алгебраич . 
многообразия .  П о л я р и з о в а н и ы м с е м е й
с т в о м ваз . пара (X/S , �/S ) ,  где X/S - семейство 
f : Х --+ S с базой S, а �/ S - :класс относительно обиль
ного обратимого пучка �XI S в Нош (S , Pic X/S ) по мо
дулю Hom (S , Pic0X/S ) ,  где Pic XIS - относительная 
схема Пикара . 

Введение понятий поляризованного семейства и 
П .  а. м .  необходимо для построения пространсто моду
лей алгебраич . многообразий (см . Модулей теория) . 
Так, напр. , не существует пространства модулей всех 
гладких алгебраич . кривых рода g�1 , а для поляризо
ванных кривых такое пространство модулей существует 
[4 ] . Одним из первых вопросов , связанных с попятнем 
поляризации многообразий , является вопрос об одно
временном погружении в проективное пространство по
ляризованных многообразий с фиксированными чис
ленными инвариантами . Если ( V, �) содержится в каче
стве слоя в поляризованном семействе ( X/S , �/S )  со 
связной базой S и относительно обильным пучком 
� xl s Е �/ S, то существует ли такая константа с, завися
щая только от многочлена Гильберта h (n)= x ( V, �п) , 
что при п>с  пучки �� с многочленом Гильберта h (п) 
и с Hi(Xs, �sn) = O  при i >O очень обильвы для всех 
П. а .  м .  (Xs , �s) ,  где s E S? Для гладких П .  а. м. над 
алгебраически замкнутым полем характеристики О от
вет на этот вопрос положителен [3 ] , а в случае поверх
ностей основного типа с канович. поляризацией кон
станта с не зависит даже от многочлена Гильберта (см. 
( 1 ] ,  [ 2 ] ) .  

Лит. : [1 ] В о m Ь i е r 1 Е . ,  <<PuЬI . math . IHES•>, 1 97 2 ,  
:Ni 4 2 ,  р .  4 4 7 - 9 5 ;  [ 2 ]  К о d а 1 r а К . ,  « J .  Math. Soc . Jap.» ,  
1 9 6 8 ,  v .  20 ,  Nv 1 - 2 ,  р . 1 7 0 -92 ; [З] М а t s u s а k а т . , М u mf о r d D . ,  « Amer. J. Math . » , 1 964 ,  v. 811 , Nv 3, р. 668-84 ;  [4] 
М u m f о r d D . ,  Geometric invariant theory, в . ,  1 96 5 .  

В. С .  Rулиtrов. 
ПОЛЯРИТЕТ, п о л я р в о е п р е о б р а з о в а

и и е ,- корреляция :n, для к-рой :n2= id ,  то есть :n (У)= 
= Х тогда и только тогда , когда :n (Х )= У. П.  разбивает 
все подпространства на пары, в частности , если пара об
разована подпростравствами S0 и Sn _ 1 , где S0= 
= :n (Sп- 1) - точка, а Sn - 1= :n (S0) - гиперплос.кость, 
то S0 ваз. п о л ю с о м г и п е р п л о с к о с т и 
Sn- 1 , а Sn-1 ваз .  п о  л я р  о й  т о ч к и  S0 •  Простран
ство П п( К) над телом К обладает П. тогда и только тог
да , когда тело допускает и в в о л ю т и в н ы й и в
в е р  с н ы  й а в т о м о р ф  и а м а (т .  е. a2= id) . 
Пусть :n представляется палубиливейной формой fa.(x, 
у) . Тогда :n будет П .  в том и только в том случае, когда 
из fa.(x, у)= О следует fa. (Y , х)=О .  

Поляритет :n является либо с и м п л е к т и ч е с к о й  
к о р р е  л я ц и е й , характеризующейся тем, что 
Pc:::n (Р) для любой точки Р (в этом случае f (х, у) 
является кососимметрич. формой на A n+ 1 , а К - по
лем) , либо :n представляется а-симметрич . формой на 
A n + 1 : a (fa. (x , y) )= fa. (Y , х) (с и м м е т р и ч е с  к и й  
П .  ) ,  в этом случае существование вестрога изотропного 

нулевого подпространства равносильно тому, что ха
рактеристика тела car К= 2 (в частности, если Car К i= 
:;t2 ,  то любое нулевое подпространство строго изотроп
но) .  

Относительно поляритета :n определяется разложение 
проективвого пространства на подпространства , позво
ляющее привести палубиливейкую форму , представля
ющую :п, к каноиич. виду. Важнейшими среди них яв
ляются 

М - максимальное неизотропное нулевое подпрост
равство , его размерность п (:n)- 1 ;  где п четно и ваз . 
д е ф е к т о м :n, f кососимметричва; 

и - максимальное строго изотропное нулевое под
пространство , его размерность i (:n) - 1 ,  i ваз. и н д е к
с о м  , /=0; 

J - компонента, свободная от нулевых подпрост
ранств , неизотропна, причем f является положительно 
или отрицательно определенной, м n J = eJ ;  

W= М+ и - максимальное нулевое подпространст
во , его размерность i (:n)+ n (:n) - 1 .  

Проективное иреобразование F ваз . :п-д о п  у с т и
м ы  м (относительно поляритета :n) ,  если nF= F:n . 
Полулинейное иреобразование (F, <р) тогда и только 
тогда индуцирует :п-допустимое проектя:ввое преобра
зование, когда в К существует с такое, что f (Fx, Fy) =  
= ccp (f (x, у) ) . :п-допустимые иреобразования образуют 
группу G11 (ваз .  г р у п п о й  П . ) .  Если группа G11 
транзитивна , то либо каждая точка пространства Пп 
является нулевой (и Gn в этом случае ваз. с и м п л е к
т и ч е с к о й) , либо нет ви одной нулевой точки (и 
G11 ваз .  в атом случае о р т о г о н а л ь в о й при 
a= id и унитарной nри a :;t 1d ) .  

Лит. : [ 1 ] Е ф и м  о а Н. В . ,  Высшая геометрия, 6 иад. , 
М. , 1 978 .  М И. Войцех08сnий. 

ПОЛЯРНОЕ МНОЖЕСТВО - 1 )  П .  м. а и а л и
т и ч е с к о й ф у н к ц и и f ( z ) комплексных пере
менных z= (z1 , • • •  , zп) ,  п�t .- такое множество Р точек 
век-рой области D комплексного пространства сп, 
что : а) f (z )  голаморфна всюду в D'-..._P ; б) f (z) не про
должается аналитически ни в одну точку Р; в) для лю
бой точки а Е Р существуют такие окрестность и а и го
ломо_ефная в и а функция qa(z)ФO , что голоморфнаJI в 
D П { и а '-..._Р } функция Pa (z )= qa(z)f (z) nродолжается 
голаморфно в иа .  Во всякой точке а Е Р имеем qa(a)= O .  
П.  м .  Р состоит из полюсов а Е Р функции f (z) , в к-рых 
Pa(a) ;t O , и точек неопределениости а Е Р функции 
f (z) , в к-рых Ра(а)= О (предnолагается , что Pa(z) и qa(z) 
не имеют общих множителей , голаморфных ц равных ну
лю в а) . Всякое П. м. есть аиалитич. множество комп
лексной размерности п-1 .  

2 ) П .  м .  в т е о р и и п о т е н ц и а л а - множе
ство Е точек евклидова пространства Rn ,  п�2 , такое, 
что существует nотенциал и11 (х) ,  x E Rn ,  нек-РQй бо
релевской меры f.t , nринимающий значение + оо в точ
ках Е и только в них . 

В случае логариф.мичес�>ого потенциала при п= 2 и 
ньютонова потенциала при п�З для того, чтобы огра
ниченное множество Е было П. м . ,  необходимо и до
статочно , чтобы Е было множеством типа G6 и имело 
нулевую внешнюю емкость. При этом в оuределении 
П. м. можно замевить щотевциал» ва �супергармовиче
скую функцию». Основные свойства П. м. для этого слу
чая : а) множество {а } , состоящее из одной точки а Е Rn, 
есть П .  м . ;  б) счетное объединение П .  м. есть П .  м . ;  
в )  любое П .  м .  имеет лебегову меру нуль в Rn ;  г) при 
конформных отображениях П. м .  переходр:т в П. м. 

Локальный критерий П, м .  см. в ст. Разреженность 
.множества . 

Лит. : [ 1 ] Ш а  б а т Б В , Введение в комплексный анализ , 2 изд. , ч. 2, М ,  1 97 6 ;  [2] Л а н д к о Ф Н С , Основы совре
менной теории потенциала , М. , 1 966 , {3) Б р е л  о М , Основы 
илассической теории потенциала, пер с франц , М , 1 964 

Е Д Соло.мен.цев. 
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ПОЛЯРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ - 1 )  П. р .  л и н е й- В случае , когда А = С (Х) - алгебра всех лепрерыв-

н о г о п р е о б р а з о в а н и я - разложение линей- ных функций на компакте, абсолютная величина 
ного преобразования конечномерного евклидона (или функдионала соответствует полной вариации опреде-
унитарного) пространства L в произведение самосопря- ленной им меры . 
жениого и ортогонального (соответственно унитарного) П .  р .  функционала во многом позволяет сводить из-
преобразования . Каждое линейное преобразование А учение функционалов на С*-алгебрах к изучению поло-
пространства L допускает П. р .  жительных функционалов . С его помощью, напр . ,  мож-

А = s . и ,  но  построить для каждого f Е А '  такое представление л 
алгебры А ,  в к-ром f реализуется векторно (т . е. суще
ствуют векторы 1;, ТJ из Hn такие, что f (х)= (л (х) /; , ТJ ) ,  
х Е А ) ,- таким свойством будет обладать представление 
Л if l , построенное по положительному функционалу 
Лlf l с помощью конструкции Гельфанда - Наймарка -
Сегала Г Н С - к о н с т р у к ц и и) . 

rде S - положительно полуопределенное самосопря
женное линейное преобразование, а И - ортогональ
ное (или унитарное) линейное преобразование, причем 
S определяется единственным образом . Если А невы
рожденво, то преобразование S является даже положи
тельно определенным, а И также определяется одно
значно . Для одномерного унитарного пространства 
П .  р. совпадает с представленнем комплексного числа z 
в тригонометрич . форме . А .  л. Оиищип. 

2) П . р .  о п е р  а т о р а - представление операто
ра А ,  действующего в гильбертоном пространстве , в ви
де 

А = ИТ ,  
где И - частично изометрический,  а Т - положитель
ный операторы . Всякий замкнутый оператор А допу-
скает П. р . ,  причем Т= (А *А ) '/ , (часто используют обо
значение Т= IA 1 ) ,  а И отображает замыкание R А .  
области определения сопряженного оператора А на 
замыкание области значений RA оператора А (т е о р е
м а Н е й  м а н а ,  см . [ 1 ] ) .  П .  р .  становится единст
венным, если потребовать , чтобы начальное и конечное 
подпространства оператора И совпадали соответствен-
но с RA • и RA· С другой стороны, И всегда можно вы
брать унитарным, изометрическим или коизометриче
ским - в зависимости от соотношения коразмерностей 
подпространств RA • и R А- В частности , если 

то можно выбрать И унитарным и найти такой эрмитов 
оператор Ф , что И= ехр ( iФ ) .  Тогда П. р. оператора А 
запишется в виде 

А = 1 А 1 ехр ( iФ) ,  
полностью аналогичном П .  р . комплексного числа .  
Перестановочность сомножителей в П р .  имеет место 
тогда и только тогда , когда оператор нормален. 

Получен (см . [2 ] , [3 ] ) аналог П. р .  для операторов в 
пространстве с индефинитной метрикой . 

3) П .  р .  ф у  н к ц и о н а л а н а а л г е б р е 
Н е й м а н а - представление нормального функцио
нала f на алгебре Неймана А в виде f= ир , где р - поло
жительный нормальный функционал на А ,  и Е А - час
тичная изометрия (то есть и* и и ии* - проекторы ) ,  
умножение понимается как действие на функционал р 
оператора, сопряженного к левому умножению на и 
в А :  f (х)=р (их) для всех х ЕА .  П .  р .  всегда можно 
осуществить таким образом, чтобы выполнялось усло
вие: и*f= р .  При этом условии П. р. определено одно
значно . 

Всякий ограниченный линейный функционал f на 
произвольной С*-алгебре А можно рассматривать как 
нормальный функционал на универсальной обертываю
щей алгебре Неймана А "; соответствующее П .  р .  f= ир 
наз. о б е р т ы в а ю щ и м п о л я р н ы м р а з л о
ж е н и е м ф у  н к ц и о н а л а f . Сужение функцио
нала р на А называется а б с о л ю т н о й в е л и
ч и н о й ф у н к ц и о н а л а и обозначается 1 / 1 ; сле
дующие свойства однозначно определяют функционал 

l f  1 :  1 1 1 f J U = 1 1  f 1 1  и 1 / (х) 1 2 <= U f U · 1 / l (x* х) . 

4) П .  р .  э л е м е н т а С*-а л г е б р ы - представ
ление элемента С*-алгебры в виде произведения поло
жительного элемента на частично изометрический . 
П .  р .  возможно не для всех элементов : в обычном П .  р .  
оператора Т в гильбертоном пространстве положитель
ный сомножитель принадлежит С* -алгебре, порожден
ной Т, но о частично изометрическом сомножителе мо
жно утверждать лишь, что он принадлежит порож-
денной Т алгебре Неймана . Поэтому определяют и 
используют т. н. о б е р  т ы  в а ю щ е е П .  р. элемента 
а Е А : а= иt , где t= (a*a) ' I• E A - частично изомет
рич . элемент универсальной обертывающей алгебры 
Неймана А "  (предполагается , что А канонически вло
жена в А ") .  

Лит. : [ 1 ] Н а й  м а р  к М .  А . ,  Нормированные кольца , 
2 изд. , М . ,  1 968 ;  [2] В о g n а  r J . ,  «Stud . Scient. Math. Hung:», 
1 966 ,  t .  1 ,  М 1 /2 , р .  97- 1 02 ;  [3] Д и к с м ь е Ж. , С*-алгебры 
и их представления ,  пер . с франц. ,  М . ,  1 9 7 4 .  В. С. Шулъ.ман. 

ПОЛЯРНОЕ СООТВЕТСТВИЕ - соответствие двух 
поверхностей, при к-ром в соответствующих точках ра
диус-вектор одной из них параллелен нормали другой и 
наоборот. Для каждой гладкой поверхности F в Е3 с 
радиус-вектором х существует (при определенных усло
виях) полярная ей поверхность F* с радиус-вектором 

n х* = - (х. n) , где n - нормаль,  а (х, п) - опорная 
функция к F, так что 

(х* , х) = 1 ,  (х; ,  х) = (х; , х*) = О .  

Иногда эти условия также входят в определение П .  с .  
Понятие П .  с .  получает наиболее яркое выражение (в  

смысле полной двойственности) в центроаффинной гео
метрии.  М. И .  Войцеховспий. 

ПОЛЯРНЫЕ КООРДИНАТЫ - числа р и q> (см . 
рис . ) ,  связанные с декартовыми прямоугольными коор
динатами х и у формулами: 

x = p cos q> ,  y = p sin q> ,  
где О ..;;:р ..;;: оо ,  О ..;;:q> <2л . Коорди
натные линии: концентрической 
окружности (p= const) и лучи 

у 

(q>=const ) . Система П .  к . - ор - -+-1---;;-Р ++-�;r;
тогональная система . Каждой 
точке плоскости Оху (за исклю
чением точки О, для к-рой р= О ,  
а q> не определено , т .  е .  может 
быть любым числом О <IP <2л) 
соответствует пара чисел (р , q>) и обратно . Расстояние 
р точки Р от точки (0 , О) (п о л ю с а )  наз . п о л я р
н ы м р а д и у с о м ,  а угол q> - п о л я р н ы м у г 
л о м .  

Коэффициенты Ламе: 

Lp = 1 , L�p = p .  

Элемент площади:  
da = p dp dq> . 
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Векторные дифференциальные оnерации: логич. группа, рефлексивно [ 8] .  О характеризации реф-

д/ лексиввых групn см . [ 9 ] .  grя.rlp  1 = о р  , gradЧJ 1 = Т :� ; Авалог П . д. иi!вестев и для векоммутативных групп 
(т е о р е м а д в о й с т в е н в о с т и Т а н а к а -d '  1 + дар + 1 дaQJ • К р е й  в а) (см. [ 4 ] ,  [ 6 ] ,  [ 7 ] ) . Пусть G - компактная IV U = -p ар -др -р -дm , 

R б ..- топоJiогич. группа,  - алге ра комплексвозвачвых 

!J. 
_ __!_ ...!!... ( �) ��-!:..L ...!...!!!.... ..!.. .!!:.L представляющих функций на G, S (R) - множество всех l - Р др ,Р др + Р' дQJ• - др' +  Р др + р• дQJ' • венулевых гомоморфизмов алгебр ro :  R - С ,  удовле-

0 б о б щ е в н ы м и П. к. ваз .  числа r и 'IJ, связав- творяющих условию ro (!)= ro (/) , 1 Е R . В S (R) опреде-
вые с декартовыми прямоугольными координатами ляется умножение (а, �) - а�,  удовлетворяющее сле-х и у формулами: дующему условию: если р : G - U (т) - веприводимое 

вепрерыввое унитарное представление группы G и 
Pij(g) - его матричные элементы, то х = ar cos 'IJ, у = Ь r  sin 'IJ, 

где O .e;:r < oo , 0 <='1J <2:rt,  а> О , Ь> О, а # Ь . Координатвыr 
линии: эллипсы (r= const) и лучи ('IJ= const) . 

Д. Д. Сополов. 
ПОМЕХОУСТОЙЧИВОСТЬ - понятие, характери-

зующее способность системы передачи информации 
противостоять искажающему действию помех . Пре
дельно достижимую П. для оптимального метода пере
дачи часто ваз . п о  т е н ц и а л ь  в о й  П. В теории 
передачи информации П. конкретной системы передачи 
информации характеризуют сообщепий точпостью вос
произведепия и, в частности, ошибочпого декодировапия 
вероятпостью передаиного сообщения . 

Лит. : [ 1 ] Х а р и  е в и ч А. А . ,  Борьба с помехами, 2 изд. , 
М . ,  1 96 5 ;  [2] В о з е н и р а ф т Д ж. ,  Д ж е и о б с  И. , Тео
ретичесиие основы техниии связи, пер . с англ . ,  М . , 1 969 .  

Р. Л .  Добрушип, В .  В .  Прелов. 
ПОНТРЯГИНА ДВОйСТВЕННОСТЬ - 1) П .  д .

двойственвость между абелевымя топологич. группами 
и их характеров группами . Т е о р е м а д в о й с т
в е в в о с т и утверждает, что если G - локально 
компах•твая абелева группа и Х (G) - ее группа харак
теров , то естественный гомоморфизм G - Х (Х (G) ) ,  
переводящий a E G в харак'l·ер roa : Х (G) - Т, заданный 
формулой 

ffia (а) = а ( а) , а Е Х (G) , 
есть изоморфизм топологич. групп . Из  этой теоремы 
выводятся следующие утверждения. 

1 . Если Н - замкнутая подгруппа в G и 
Н* = {а Е Х (G) 1 а (Н) = О} 

- ее аннулятор в Х (G) , то Н совпадает с аниулятором 
{a E G 1 а (а) = 0 va E H*} 

подгруппы Н* ; при этом группа Х (Н) естественно изо
морфна Х ( G)/ Н* , а Х ( GIН) - группе Н* . 

1 1 .  Если <р : G - Н - непрерывный гомоморфизм 
локальво компактных абелевых групп , то после отож
дествления группы G с Х ( Х (G)) и группы Н с Х (Х (Н) ) 
при помощи изоморфизмов а - roa гомоморфизм (<р* ) * 
отождествляется с <р. 

1 1 1 .  Вес группы Х (G) (как топологич . пространства) 
совпадает с весом группы G .  

П .  д .  сопоставляет компактным группам G дискрет
ные группы Х (G) и наоборот. При этом компактная 
группа G метризуема тогда и только тогда , когда Х (G) 
счетна , и связна тогда и только тогда, когда группа 
Х (G) без кручения. Конечномериость компактной груп
пы G равносильна тому, что Х (G) имеет конечный ранг 
(см. Рапе абелевой группы) . Конечномерная компакт
ная группа G локальво связна тш·да и только тогда, 
когда Х (G) конечно порождена . Если G конечна , то 
П .  д. совпадает с двойствеппостью конечных абелевых 
групп, рассматриваемой над полем С комплексных 
чисел . 

Топологич . группы, для к-рых верна теорема двойст
венности , паз. р е  ф л е к с и в н ы м и. Они не исчер
пываются локально компактными группами , т. к. лю
бое бавахово пространство, рас�матриваемое как топо-

tl 1 6 Математичесиая а нц . ,  т .  4 

11 (а�) (P;j) 1 1 = 11 а (P;i) 1 1 - 11 � (P ij) 1 1 · 
Это умножение и естествеиная топология иревращают 
S (R) в топологич. группу. Каждому g E G отвечает го
моморфизм ag E S ( R ) ,  задаваемый формулой 

ag (f) = / (g) ,  f E R . 
Тогда соответствие g - ag есть изоморфизм топологич. 
группы G на S (R ) . Дано также алгебраич. описание 
категории алгебр R ,  к-рая оказывается , таким образом, 
двойственвой категории компактных топологич. групп . 
Эта теория допускает обобщение на случай однородных 
простравств компактных топологич. групп (см. [ 4 ] ) .  

Лит . :  [ 1 ] П о  н т р я г и н л .  С . ,  <•Ann. Math.•> ,  1 93 4 ,  v . 3 5 ,  М 2 ,  р .  36 1 -88 (рус. пер .- «Усnехи матем. наую>, 1 9 3 6 ,  в . 2 ,  
с .  1 77  -95) ; [2] е г о ж е, Неnрерывные груnnы, 3 изд. , М . ,  
1 97 3 ;  [3] К а m р е n  Е .  v а n ,  «Ann. Math.» ,  1 935 ,  v .  3 6 ,  р .  
448-6 3 ;  [4] Н р е й  н М .  г . ,  «Уир. матем.  ж . » ,  1 949 ,  т .  1 ,  М 4 ,  
с .  64-98 ;  1 95 0 ,  т .  2 ,  М 1 ,  с .  1 0 - 5 9 ;  [5] М о р р и с С . ,  Двой
ственность Понтрягина и строение лоиально иомnаитных абе
левых груnп , пер . с англ . ,  М . ,  1 98 0 ;  [ 6] Н а й  м а р  и М .  А . ,  
Нормированные иольца, 2 изд. , М . ,  1 968 ;  [7] Х ь ю и т т Э . , 
Р о с с н . ,  АбСТJ!аитны� гармоничесиий анализ,  пер . с англ. , 
т. 2, м . ,  1 97 5 ;  [8 ]  S m 1 t h М .  F . ,  ccAnn.  Math . » , 1 9 52 ,  v .  56 ,  
М 2 ,  р .  248-53;  [9 ] V е n k а t а r а m а n R . ,  «Math. Z . », 
1 9 7 6 ,  Bd 1 4 9 ,  Н. 2 , S. 1 09- 1 9 .  А .  Л .  Опищип. 

2) П .  д. в т о п о л о г и и - изоморфизм между 
р-мервой группой когомологий Александрова - Чеха 
НР (А ; G) с коэффициентами в группе G компактного 
множества А , лежащего в п-мервом компактuом ориен
тируемом многообразии мп, и (п - р - 1 ) -мервой груп-
пой гомологий Н� -р-1(В ; G) дополнения B = Mn"-.,A 
в предположении, что НР (Mn; G)= HP + l(Mn; G)= O 
(гомологии и когомологии в размерности нуль - при
ведеввые; символ с означает компактные носители) . 
Для случая, когда А или В - 1ювечвый полиэдр, этот 
изоморфизм был уставовлеu Дж. Алексавдером ( 1 . Ale
xander) . Н .  Стиврод (N . Steenrod) уставовил наличие 
такого изоморфизма для любого открытого подмноже
ства A c: Mn, а К. А.  Ситников - для произвольвого 
подмножества А • 

В приведеином виде закон двойственности Повтря
гива был сформулировав П. С. Александровым. В пер
вовачальвой форме утверждалась двойственность в 
смысле теории характеров между группами Н р(А ; G* ) 
и Н�-р -1(В ; G) , где G* - бикомпактвая группа ха
рактеров дискретной группы G .  Эквивалентность обеих 
формулировок закона двойственности следует из того, 
что группа Н р(А ; G* ) есть группа характеров группы 
НР(А ; G) . Из предположения об ацикличности многооб
разия в размерностях р и p+t  и из точной последова
тельности когомологий пары (Mn , А )  вытекает, что 
НР (А ;  G) = HP + l (Mn, А ;  G) , поэтому П. д . - простое 
следствие двойственности Пуавкаре - Лефшеца (см .  
Пуапкаре двойствеппость) . 

Наиболее общая форма соотношений двойственности 
рассматриваемого типа состоит в следующем. Пусть 
мп - произвольвое многообразие (возможно , обоб
щенное , не обязательно компактное и ве обязательно 
ориентируемое) , � - локально постоявпаи систем11 
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коэффициентов со слоем G , А - произвольвое подмно
жество в мп и Ф - семейство всех замкнутых в мп 
множеств ,  содержащихся в B= Mn"'-A . Тогда если 
Hp(Mn; <§) = Нр н(Мn; '§) = 0, то НР(А ; :ftп('§)) = 
= Н':_Р_1 (В ; <§) . Здесь Н� - гомологии с замкнутыми 
носителями, содержащимиен в Ф (т . е. прямой предел 
групп Hq (F ; '§) , F ЕФ ) ,  а :ftп('§) - локально постоян
ная система коэффициентов, образованная группами Нп(Мn , мп"'-х; <§) , х Е Мп . В приведеином равенстве 
коэффициенты ;?t ,.(<§) для когомологий могут быть за
менены на <§, если рассматривать гомологии с коэффи
циентами в пек-рой специально определяемой системе . 

Лит. :  [ 1 ] А л е к с а н д р  о в П. С . ,  Топологические тео
ремы двойственности , ч. 1 - Замнну:rые множества, М . ,  1 955 
(Тр . Матем. ин-та АН ССС Р ,  т .  48) ; [2]  М а с с и У. , Теория 
гомологий и ногомологий , пер . с англ . ,  М . , 1 9 8 1 .  Е. Г .  С1UtЯрекхо. 

ПОИТРИГИНА ИНВАРИАНТ - инвариант осна-
щенных перестроек поверхности с заданным на ней ос
нащением . Пусть (М2 , и) - замкнутая ориентируемая 
поверхность с п-мерным оснащением и в sn + 2 , т .  е .  
тривиализацией нормального п-мерного расслоения · 
над поверхностью М2 в Sn + 2. Любой элемент z Е Н1(М2, 
Z ) может быть реалшюван гладко иммерсированной ок
ружностью с самопересеченилми, к-рые являются толь
ко двойными и трансверсальными. Пусть выбрана и за
фиксирована пек-рая ориентация окружности SI;  
пусть и1(у) ,  и 2(у) , . . . , и п(У) - ортогональные векторы, 
возникающие из оснащения и, ограниченного на точку 
f (y) , у Е С ; ип + 2(у) - вектор, касательный в точке f (y) 
к кривnй C=f (y) , согласно выбранной ориентации S1 ; 
ип + 1(у) - вектор, I>асательный к М2 в точке f (у) ,  орто
гонаш.ный u n + 2(y)  п направленный так , что последова
тельность веitторов и1(у) ,  . . .  , ип(У) ,  ип н (У) , Un+ 2(Y) 
дает стандартную ориента�ию сферы Sn + 2• Возникаю
щее отображение /� : S1 - SOn + 2 задает элемент из 
группы :n:1 (.S'Оп н) , к-рая при п;;:. 1 изоморфна Z 2• 
Пусть � = 0, если h гомотопно нулю, и �= 1 ,  если h не 
гомотопно ну.лю , п пусть значение функции Ф0 : Н1(М2, z )  - z 2 раuно сумме по mod 2 числа двойных точек 
криuой С, rеаJi н �ующей элемент z , и числа � .  определен
ного по кривоii С .  Т а к ,  определенное значение Ф0(z) 
зависит толы(о от I'омологич . класса z, и функция 
Ф0 (z) удовлетворя ет сJiедующему условпю: 

Ф0 ( z l + z�) = Ф0 ( z i )  + Ф0 ( z 2) + Ф ( z 1 ,  z 2) mшl 2, 

где Ф : Н1(М2 , :J: ) X  Н1( М2 , Z ) - z - форма пересе
чений одномерных rомологшl поверхности М2 •  аrf-ип
вариан т фующии Ф0 и наз . и н в а р и а н т о м П о  н
т р я г и н а пары (М2, U) .  Пара (М2 , и) оснащенно nе
рестраивается до пары (S2 , и) тогда и только тогда , ког
да П .  и. nары ( М2 , и) равен нулю (т е о р е  м а П о н т 
р я г и н а) . 

П .  и . может быть реализован (п+2)-мерным оснаще
нием на торе, п;;:.2 , и является единственным инвариан
том двумерных оснащенных �>обордизмов. П. и .  задает 
изоморфизм :n: n н(S") ""' Z 2, п;;:.2 .  

Лит. : [1 ] П о  н т р н г и н Л .  С . ,  Гладкие многообразин и 
их примененик в теории гомотопий , 2 изд . , М . ,  1 976 .  

М. А .  Штапъхо. 
ПОНТРЯ ГИНА КВАДРАТ - r;_огомо.логическая опера

ция f?2 типа (Z  k •  2 n ; z k + I • 4n) , т .  е .  отображение 2 2 
fj)2: H2n (X , У ;  z 2 ,.) ----.. H4n (X, У; Z 2 k + l ) • 

определенное для любой пары топологич. пространств 
( Х ,  Yj и такое ,  что для любого неnрерывного отобра
жения f : ( Х , У) - ( Х ' , У' )  имеет место равенство 
t* .''Л= �2/* (е с т е с т в е н н о с т ь) . 

П .  к .  обладает следующими свойствами: 
1 ) �2 (и + v) = �2и + �2v + i (иv) , где i : Z ,. ----.. z k + 1 2 2 

- вложение; 
2) р�2и = и2 и �2ри = и2 , где р: Н* (Х , У; z 2 ,. н ) -----+ 

----.. Н
* (Х ,  У ;  Z 2 ,.) 

- гомоморфизм приведения по mod 2 ;  
3 )  :р I: = I: �, где }:; : H2n - 1(X ;  G) - H2"(I: X ;  G) 

изоморфизм надстройки , а :р - Постпикова квадрат 
(иными словами,  когомологич. надстройкой над fP2 
является �) . Если 

�2: К ( Z 2 ,. , 2п) -+ K ( Z 2 k + l • 4п) 
и 

�: К ( z ,. , 2n -1 ) --.. К ( z k + l • 4n - 1 )  2 2 

- представляющие отображения ,  то Q�2= fj) .  
Свойства 1 ) , 2) однозначно характеризуют П .  к .  и 

потому могут быть приняты за определ·яющие его акси
омы. Конструктивно П. к .  определяется формулой 

�2 {и} = {иv0и + uv1 llu} mod 2" + 1 , 
где и Е С 2n(Х ; Z ) - коцикл mod 211 (о и;-произведениях 
см. ст . Стипрода квадрат) . 

Существует (см . [ 5 ] ,  [ 6 ] ) обобщение П .  к .  на случай 
nроизвольного нечетного nростого р. Это обобщение яв
ляется когомологич .  операцией типа (Z k • 2п; z k + l , 

р р 
2рп) и наз. р-й с т е п е н ь ю  П о н т р я г и н а  f?p· 
Для операции f?p имеют место формулы (к-рые эту опе
рацию однозначно характеризую·1·) : 

?Р (u -j- v) = .�pи + �v + i  ( �;,:1
1 � (f) и�'и Р - 1' ) 

где t : z k - z fl + J -- вложение; 
р р 

p�l'u = иР и f?p ри = иР, 
где р : Н* (Х , У; z k + I) - Н "" (Х , У; z ,.) - гомомор-

Р р 
физм приведения по модулю р ,  обобщающие соответст
вующие формулы длн !j32• Аналог формулы 3) для f?p 
имеет вид .liPp}; = O, означающий,  что когомологич. пад
етройка над �Р при р >2 равна нулю. При р >2 имеет 
место равенство 5')p(иv)= (5')pu) (5')pv) ,  в к-ром умноже
ние можно считать кан внешним ( Х -умножением) , 
так и внутренним ( U -умноженнем) . При р=2  соответст
вующее равенство имеет место только с точноС'rью до 
слагаемых порядка 2 .  

Наиболее общим образом П .  к .  определяется для ко
гомологий над произвоJIЫIОЙ конечно порожденной абе
левой группой :n: (см . [ 2 ] , [ 3 ] ) . Окончательный вид этого 
обобщенпя (см . [ 6 ] ) : П. к. представляет собой кольцевой 
гомоморфизм 

f?*: Г (H2n ( Х ;  :n:) ) ----+ ll* (Х ; Г (:n:)) , 
где Г - функтор разделенных степеней алгебры . Если 
:n: = Z p, то р-я компонента этого гомоморфизма совпа
дает с р-й степенью Понтрягина �Р (при р= 2 - с П .  к. 
fj)2) . 

Лит. :  [ 1 ] П о  н т р н г и н Л. С . , «Докл. АН С С С Р » ,  1 942 ,  
т .  34 ,  с .  39- 4 1 ; [2] Б о л т н н с н и й Б .  Г. , Гомотопичеснан 
теорин непрерывных отображений и венторных полей , М . ,  1 9 5 5 ;  
[3] П о  с т н и н о в М .  М . ,  «Доил . А Н  ССС Р>> , 1 9 4 9 , т. 6 4 ,  
.М 4 ,  с .  46 1 -62 ;  [ 4] Б r о w d е r W. , Т h о m а s Е . ,  «Quart. 
J .  Math.» ,  1 962 , v. 1 3 , р ,  55-60 ;  [ 5] Т h о m а s Е . ,  « Proc . 
Nat. Acad. Sci . П S А»,  1 9 5 6 , v. 42 ,  р. 266-- 6 9 ;  [ 6] е г о ж е ,  
The generalized Pontrjagin cohomology operations and rings with 
divided powers, Prov idence, 1 9 57 .  

С .  Н. Ма.яшип, М. М. Постпихов.. 
ПОНТРЯГИНА КЛАСС - хараr;_теристический класс , 

оnределенный для действительных векторных расслое
ний; П. к. введены в 1 947 Л .  С. Понтрягиным [ 1 ] .  Для 
векторного расслоения � с базой В П. к. обозначаются 
символом р;{�) E H4 i (В) ' и полагаются равными 
Р ; Ш = ( - 1 ) i  с2; (�Q9C) ,  rде �®С - комплексификация 
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расслоения !;, а с,. - Чжэпя классы . П о  л н ы м П .  к .  
наз .  неоднородный характеристич . класс р= 1 +Р1+ 
+Р 2+ . . .  . Иначе говоря , П. к .  определяются как 
классы когомологий Р ; Е Н4i(ВОп) ,  задаваемые равен
ством Р;= !* ( (  -1 ) 1 с2 ;) , где f : В Оп-+ (В и п) - отобра
жение, соответствующее комплексификации униРер
сального расслоения , а с п Е Н2k(В ип) - классы Чжэнл . 

Пусть (xп) IR - овеществление универсального рассло-
ения X n  над в ип. Полный П. к . p ((xп) IR ) расслоения 
(xп) IR совпадает с П?�/1+х1) Е Н* (В и п) , где х1 ,  • . • , Xn 
образующие Ву (см . Характеристический класс) . 

Частичное описание кольца когомологий Н* (ВО п) 
может быть получено в терминах образующих Ву сле
дующим образом . Отображение g : В и [nf2 1 -+ ВО п• соот-
ветствующее расслоению (x [n/ 2 J ) IR либо (x [n/ 2 J ) IR (8)81 , 
где el - одномерное тривиальное расслоение , индуци
рует гомоморфизм Iюлец g* : H* (BOn) -+ H * (B и[n! z ] ) , 
при к-ром подкольцо кольца H* (BOn) , порождаемое 
П . к. Р1 , р 2 , • • •  , p [n/2 1 , отображается мономорфно на 
подкольцо кольца Н * (В ип) ,  состоящее из всех четных 
симметрич . полиномов от образующих Ву. Ч етность по
нимается в том смысле ,  что каждая переменнан х; долж
на входить в полином в четной степени . Тем самым 
получается выражение любого элемента кольца z (р 1 , .  • •  
. . .  , Р [п; 2 з ) с.Н* (ВОп) через образующие Ву,  что важно 
для практич. вычислений с П . к .  Характеристич . класс , 
определяемый четным симметрич . полиномом от обра
зующих Ву, может быть выражен через П. к .  следую
щим обра:юм.  Полином выражается через элементарные 
симметрич . функции переменных xi , . . .  , х� , а затем 
вместо злементарных симметрич . функций подставляет
сн П . К . 

Если 1',, 11 - два действительных векторных расслое
ния над общей ба:юi/ , то класс когомологий р ( sffi11) -p ( s)p (11 ) имеет порядок не больше двух ;  это связано 
с тем, что для порвого класса Чжэня с1 (Л)= -с1 (},) . 

Пустr, HOJ{-poe кольцо Л, содержащее lf 2 , рассматри
вается в качестве 1\ольца коэффициентов и пусть р ;  -
П .  к .  со значениями в Н* ( · ;  Л) .  В этом случае нмеет 
место равенство 

р (s ЕВ TJ ) �= р ш р (fl ) 
или 

Pk ( S Efi 11) = � 1 P k - ; ( s) p ; (1J) , Ро = 1 . 
Нольцо H* * (BOn; Л) мономорфно отображается в 
Il * * (B и [n/ z J ; Л) , и образ зтоrо отображения совпадает 
с подкольцом всех четных симметрич . рядов с образую
щими Ву в качестве переменпых .  При этом полный П. к .  
переходит в полином пf::(12 1 ( 1+х�) , а П .  к . - в элемен
тарные симметрич. функции от переменпых xi , . . .  , х� . 
Теорема : 

Н** ( ВОп; Л) = Л [[рJ , . . .  , P [n/2 J JJ ·  
Нольцо когомологий Н* (ВSОп) содержит кроме П .  к .  
также эйлеров класс e E Hn (BSO n) · Теорема : 

Н** (BS02k + l ; Л) = Л  ( [р1 ,  • • .  , Pk •  е] ] , 
H** (BS02k; Л) = Л ( [ РI , . . .  , Pk - 1 •  е] ] , 

для пространства В S О 2 k имеет место равенство р k= е2 • 
Отображение g : В и [n/ 2 1 -+ ВО n пропускается через 

в и [п/ 2 ! -+ BSOn. Индуцированное отображение 
Н* * (ВSОп) -+ Н* * (В и) [п/2 !  переводит е в нуль при 
нечетном n и в Пf�21 х; при четном n. 

Пусть f ( t) Е iQ [ [ t] ]  - четный формальный степенной 
ряд над полем Q. Тогда ряд П��li !t (х;) определяет не-

1 6 * 

к-рый неоднородный элемент кольца H* * (BOn; Q) ,  т. е .  
характеристич . класс. Допускал нек-рую вольность ,  
можно записать 

х = п �:; J 
f (х;) Е Н** (ВОп; Q) . 

Х арактеристич. класс х стабилен (то есть х ( !;ffi8)= 
= x ( s) , где е - тривиальное расслоение)  тогда и только 
тогда,  когда свободный член рнда f ( t) равен единице. 
Если положить f ( t)= t/th t , то построенный описанным 
способом характеристич . класс обозначается через L 
и наз.  L-к л а с с о м Х и р ц е б р у х а ,  

L = п�:; 1 x;fth x , E H** (BOп ; Q) . 
Стандартнан процедура выражения ряда Пf (х1) через 
элементарные симметрич . функции переменных xi , . . . 

. . . , х� приводит к представлению класса L в виде ряда 
от П. к. Другой важный для приложений характери
стич. класс получается, если положить 

t ( t ) -
t /2 

sh ( t / 2) 
t 

e l/ 2 _ , - l/ 2 · 

Нласс, задаваемый четным симметрпч .  рядом 

п 
п X;f 2 

f (х ; )  = sh (х 1-(2 ) ' 
наз .  А - к л а с с о м. Аналогично , А - к л а с с о м 
паз . характеристич .  класс , задаваемый рядом П! (х;) , 

2 t  
где f ( t)= s h  ( U ) "  Оба эти класса ,  как и L,  могут быть 
выражены через П .  к .  

Т о п о л о г и ч е с к а н и н в а р и а н т н о с т ь .  
В 1 965 С .  П .  НовИJЮВ [ 2 ] доiшзал,  что П .  к .  с рацио
нальными коэффициентами двух гомеоморфных многооб
разий совпадают. До этой работы было известно , что 
рациональные П. I\ . нусочно линейно инварпантны , т. е .  
совпадают для двух кусочнu линейных гомео�юрфных 
многообразий. Более того , были определены (см. [ 4 ] ) 
рациональные П .  I\ . для нусочно линейных мноruобра
зий (возможно с нраем) . Был дан пример (см. [ 5 ] ) ,  по�;а
зывающий, что целочисленные П. к .  не являются топо
Jrогич . инвариантами.  

В 1969 было доказано (см. [ 7 ] ) , что слой Тор/ Р L рас
слоения BPL -+ В Тор имеет гомотопич . тип про
С1'РаJ1Ства Эйленберга - Маклейна К ( z 2, 3) . Отсюда 
слrдует тополоrич . инвариантность рациональных П .  
к . ,  а таi\Же вытекает опровержение о с н о в н о й  
г и п о т е з ы к о м б и н а т о р н о й т о п о л о г и и 
(Hauptvermutung) . 

О б о б щ е п н ы е к л а с с ы П о н т р л г и н а .  
Пусть h *  - обобщенпая теория коrомологий, в к-рой 
определены классы Чжэпл а;. Если для одномерного 
юJмплексного векториого расслоепил Л выполнено ра-
венство а1(Л) = - а1(�) ,  то П .  к. со значениями в тео
рии h* можно определить прежвей формулой Р 1( �)= 
=(-1 ) icr21( s@IC) . Определенные таким образом классы 
будут обладать свойством Р ( �ffifl)= Р (�)Р (f\ ) ,  где Р= 
= 1+Р1+Р2+ . . . - полный П .  к . ,  рассматриваемый в 
теории h*@Z ( 1 /2] . 

Однако во многих практически используемых обоб
щепных теориях (напр . , в К-теории) приведеиное ра
венство для cr1 не имеет места . В таких теориях пецеле
сообразпо определять П . к .  описанным способом, т .  к. 
при таком определении не выполняется обычная форму
ла для полиого класса суммы двух расслоений , даже 
после включения l f 2 в коэффициенты . Можно определять 
обобщенные П. к. следующим образом .  Пусть h* -
мультипликативнал теория когомологий , в к-рой уни
версальным образом задана ориентация и ( �@С) Е 



487 ПОНТРЯГИRА 488 
E 172n (в�®t) расслоения �QS)t ,  где � - произвольвое 
п-мерное действительное расслоение над В Пусть 
e ( 6(8)t) - эйлеров класс расслоения 6(8)С , е ( �(8)С)= 
= i*и ( 6(8)С) ,  где t :  В - в6Q9С - включение нулевого 
сечения . П .  к .  в теории h* наз .  характеристич . классы 
Р i • определенные для действительных векторных рас
слоений и удовлетворяющие следующим условиям 

1 ) Р ; ( 6) = 0 ,  если i > 2 dim 6 ; 
2) P;(sffi6) = P ;(6) , где 6 - тривиальное расслоение ;  
3) Pk(SEf)Т]) - � ;P;( S)Pk - i(ТJ ) - элемент порядка сте

пени двойки ; 
4) P ., (6 ) = (-1 )n e (6 (8) C ) ,  где n = dim 6 . 
Доказано существование и единственность харанте

ристич. нлассов с перечисленными свойствами. П .  к .  
в этом смысле приводят к понятию двузначной формаль
ной группы над кольцом h* (p t) ,  соответствующей тео
рии h* . 

Характеристич.  классы :rt; в К-теории определяются 
следующей формулой: 

�i:rt; (6 )  si = �i (-1 ) it ''y; ( s (8) C ) = '\' - t  ( s (8) t) = 

= \!( 1 - t > ( ( s ffi (- d i m  щ ® С ) ,  

где s= t-t2 ,  здесь l'i - Чжзня классы в Z 2-градуиро
ванной К -теории . 

Лит. : [1 ] П о н т р я г и н Л. С. , «Матем. сб . >> ,  1 94 7 ,  т. 
2 1 , с. 233-84 ;  [2] Н о в и н о в С .  П. , «Донл. А Н  СССР>> , 
! 965 , т. 1 6 3 ,  с. 298- 3 0 0 ;  [3 ]  Б у х  ш т а б е р  в. М. , «Матем. 
сб .» ,  1 97 0 ,  т .  83 , с. 5 7 5-95 ;  [ 4] Р о х л и  н в . А . ,  Ш в а р  ц 
А . С . ,  «Донл. АН ССС Р>>, 1 9 5 7 ,  т. 1 1 4 , с. 490- 9 3 ;  [5] М и лн о р Д ж . ,  «Математина», 1 9 5 9 ,  т. 3, .М 4 , с. 3 - 5 3 ;  1 96 5 ,  т. 9 ,  
.М 4 ,  с .  3-40 ;  [6 ]  С т о н г Р. , Заметни п о  теории нобордизмов, 
пер . с англ . ,  м . ,  1 9 7 3 ;  �7] К i r Ь у R . ,  S i е Ь е n т а n n L. , 
Foundational essays on topological manifolds, smoothings and 
triangulations , Princeton, 1 977 .  А . Ф. Харшиладае . 

ПОНТРЯГИНА ПОВЕРХНОСТИ - лежащие в че
тырехмерном евклидоном пространстве IR4 двумерные 
континуумы С т ,  dim Ст = 2 ,  такие, что их го.мологиче
сr;ая разжерность по данному модулю т= 2, 3, . . .  равна 1 и что они в этом смысле <<размерно неполноценны» .  
Л .  С .  Понтрягин [ 1 ]  построил такие поверхности С2, 
С3 ,  что их  топологич. произведение С= С2 Х С3 есть кон
тпнуум размерности 3. Этим была опровергнута гипо
теза ,  что при топологич . перемножении двух (метриче
сних) комиактов их размерности складываются . Им же 
эта гипотеза доказана для гомологич. размерности по 
простому модулю и вообще по всякой группе коэффици
ентов ,  являющейся полем . Построен танже [ 2] двумер
ный нонтинуум С в IR4, топологич .  квадрат к-рого С2= 
= С  Х С трехмерен. 

Лит . :  [ 1 ] П о  н т р я г и н л. С . ,  «C.r .  Acad. sci . >> , 1 9 3 0 ,  
t .  1 90 , р .  1 1 05 -07 ; [2] Б о л т я н с н и й В . , «Успехи матем. 
наую> , 1 95 1 ,  Т.  6, в.  3, С. 99-128 ;  [ 3] А Л е R С а Н Д р  о В П. С . , 
Введение в гомологичесную теорию размерности и общую ном
бинаторную топологию, М . , 1 97 5 .  П. С. Алехсаидров. 

ПОНТРЯГИНА ПРИНЦИП МАКСИМ УМА - со
отношения ,  выражающие необходимые условия силь
ного экстремума для неклассической вариационной за
дачи опти.мального управления .м,ате.м,атическо й теории .  
Сформулирован в 1956  Л .  С .  Понтрягиным (см .  [ 1 ] ) .  

Припятая формулировка П .  л .  м.  относится к сле
дующей з а д а ч е о л т и м а л ь н о г о у л р а в
л е н и я.  Дана система обынповенных дифференциаль
ных уравнений 

d: = t (х, и) , ( 1 )  

где х Е IR" - фазовый вектор,  и Е RP - у л р а в л я ю
щ и й л а р а м е т р, f - вектор-функция, непрерыв
ная по совокупности переменных и непрерывно диффе
ренцируемая по х. В пространстве RP з адано множест
во и допустимых значений управляющего параметра и ;  
в фазовом пространстве IRn даны точки хО и х1 ; фикси-

рован начальный момент времени t0 • Д о п у с т и м ы м 
у п р а в л е н и е м является любая кусочно непре
рывная функция tl (t ) , t0 ..;;: t ..;;: t1 , со значениями во множе
стве и. Говорят, что допустимое управление и= и ( t) 
п е р е в о д и т фазовую точку из положения х0 в по
ложение xl (хО - х1 ) ,  если соответствующее ему решение 
х ( t) системы ( 1 ) ,  удовлетворяющее условию х ( t0 ) = х0 , 
определено при всех t E [ t0 ,  t1 ] и х  ( t1 ) = x1 • Среди всех 
допустимых управлений , переводящих фазовую точку 
из положения х0 в положение х1 , требуется найти о п
т и м а л ь  и о е у п р а в л е и и е - функцию и* (t) , 
мииимизирующую фуикциоиал 

J = r t , fO (х ( t ) ,  и ( t ) )  dt , (2) J t , 
здесь f0 (x ,  и ) - задаиная функция того же класса ,  что 
и компоненты f (x,  и ) , x ( t) - решение системы ( 1 )  с 
начальным условием х ( t0) = x0 ,  отвечающее управлению 
и ( t) , t1 - момент прохождения этого решения через 
точку xl .  Под решением задачи понимают пару , состоя
щую из оптимального управления и* ( t) и отвечающей 
ему оптимальной траектории x* ( t) системы ( 1 ) .  

Пусть 
Н ('1/J, х, и ) = ('1/J , f (х , и ) )  

- скалярная функция (гамильтониаи) перемеииых 'Ф , 
х, и, где 'Ф= ('Фо , 'Фl ) E Rn + l , 'Фo E IRl , 'Фl E Rn ,  f= (fo , f) . 
Фуннции Н ('1/J ,  х, и) ставится в соответствие канониче
ская (гамильтопова) система (относительно '1/J, х) 

dx дН d'Ф дН 
dt = д-ф • d t = - дХ .  (3) 

(первое из этих уравнений есть система ( 1 ) ) . Пусть 
М ('1/J, x) = sup {H ('1/J, х, и ) 1 и Е и} .  

П р и и ц и л м а к с и м у м а П о и т р я г и и а :  
если и* ( t ) , x* (t) ( t E [ t0 ,  t1 ] ) - решение задачи оптималь
ного управления ( 1 ) ,  (2 ) (х0 - х1 , и Е и) ,  то существует 
такая иенулевая абсолютно непрерывная функция 
'Ф (t) , что тройка фуикций 'Ф ( t) , x* (t) , и* ( t )  удовлетворя
ет на [ t0 ,  t1 ] системе (3) и для почти всех t E [ t0 ,  t1 ] вы
полняется условие максимума 

Н ('Ф ( t ) , х* ( t ) , и* ( t ) )  = М ('Ф ( t ) , х* ( t ) ) , (4) 
а в конечный момент t1 - условия 

(5) 

Если функции 'Ф ( t ) , х ( t) , и ( t) удовлетворяют соотно
шениям (3) , (4) (то есть x ( t) , и ( t) образуют э к с т р  е
м а л ь П о и т р я г и и а) , то имеют место условия 

a4f, (t) = M ('I/J ( t ) , x ( t ) ) = const , 'Фo ( t ) = const . 
Из даниого утверждения вытекает приицип максиму

ма для задачи о быстродействии (/0= 1 , J= t1- t0) . Это 
утверждение допускает естествеиное обобщение па пеав
тоиомиые системы , задачи с подвижными концами тра
екторий и задачи с ограничениями на фазовые коорди
наты (условием х (t) Е Х , где Х - замкнутое множество 
фазового пространства IRn , удовлетворяющее иек-рым 
дополнительным ограничениям (см. [ 1 ] ) ) . 

Допущение к рассмотрению замкнутых множеств и, 
Х (эти области могут, в частности, задаваться система
ми иестрогих перавепств) обусловило пеклассич . ха
рактер задачи . Основные необходимые условия класси
ческого вариационного исчисления с обыкновенными 
производпыми вытекают из П. л. м. (см. [ 1 ] ,  а также 
Вейерштрасса условия ) . 

Распространенное доказательство изложенной фор
мулировки П. п. м . ,  основанное на использовании т .  и. 
и r о л ь  ч а т ы  х в а р и а ц и й (т. е. на рассмотре
нии допустимых управлений, отклоняющихся от опти
мального произвольиым образом, но зато лишь па коиеч-
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ном числе малых интервалов времени) , состоит в линеа
ризации задачи в окрестности оптимального решения , в 
построении нек-рого выпуклого конуса вариаций опти
мальной траектории и последующем использовании тео
ремы об отделимости выпуклых конусов (см . ( 1 ] ) .  Соот
ветствующее условие далее записывается в аналитич. 
форме (4) ,  (3) ,  в терминах максимума гамильтониана 
Н (ф, х, и) от фазовых переменных х , управлений и и 
с о п р я ж е н н ы х п е р е м е н н ы х ф, играющих 
роль, аналогичную Л аграпжа мпожите.яя.м в класси
ческом вариационном исчислении. Эффективное исполь
зование П. п. м. часто приводит к необходимости решать 
двухточечную краевую задачу для системы (3) . 

Наиболее полное решение задачи оптимального уп
равления получено для линейных систем, где соотноше
ния П. п. м. часто выступают не только как необходи
мое, но и как достаточное условие оптимальности . 

П .  п .  м .  получил многочисленные обобщения, напр . ,  
в направлении охвата более сложных неклассич. огра
ничений (в том числе смешанных ограничений на управ
ления и фазовые координаты функциональных и разно
образных форм интегральных ограничений) , в изучении 
достаточности соответствующих условий , в рассмотре
нии обобщенных решений, т .  н .  скользящих режимов , 
систем дифференциальных уравнений с негладкой пра
вой частью , дифференциальных включений, задач опти
мального управления для дискретных систем и систем 
с бесконечным числом степеней свободы, описываемых , 
в частности, уравнениями с частными производными , 
уравнениями с последействием (в том числе с запаздыва
нием) , эволюционными уравнениями в банаховом про
странстве и т .  д.  Последнее привело к рассмотрению но
вых классов вариаций соответствующих функционалов, 
введению т .  н. интегрального принципа максимума, 
линеаризованного принципа максимума и т .  д. Весьма 
общие классы вариационных задач с неклассич . огра
ничениями (в том числе в виде нестрогих неравенств) 
или негладкими функционалами принято называть 
з а д а ч а м и п о н т р я г и н с к о г о т и 11 а. От
крытие П. п. м. послужило важным стимулом в созда
нии .математич. теории оптимального управления . Оно 
стимулировало новые исследования в теории дифферен
циальных уравнений, функциональном анализе и тео
рии экстремальных задач, вычислительной математике 
и других смежных областях . 

Лит. :  [ 1 ]  П о  н т р я г и н Л. С . ,  Б о л т я н с и и й В .  Г. , 
Г а м и р е л и  д з е Р. В . , М и щ е н н о Е .  Ф . , Математиче
сиая теория оптимальных процессов ,  3 изд. , М . ,  1 9 76 .  

А .  Б .  Нуржапспий. 
ПОНТРЯГИНА ПРОСТР АИСТ ВО - ги.яьбертово 

прострапство с ипдефипитпой метрикой Пх , имеющей 
конечный ранг индефинитности х. Основные факты гео
метрии П .  п. установлены Л .  С. Понтрягиным [ 1 ] .  По
мимо фактов, общих для пространств с индефинитной 
метрикой, имеют место следующие. 

Если !? - любой неотрицательный линеал в Пх , то 
dim 5-' �х ; если !? - положительный линеал и dim5' = 
= х,  то его J-ортогональное дополнение N является 
отрицательным линеалом и Пх = :'P@N . При этом N 
представляет собой полное пространство по отношению 
к норме l x l =  У -J (x, х) . Если линеал Lс: Пх невырож
ден, то невырождеl!о ero J -ортогональное дополнение М 
и Пx = MffiL. 

Спектр (в част�: � :ш,  дискретный спектр) J-унитарно
го (J-самосопр; :ж>� rшого) оператора симметричен отно
сительно е.:;;иной оi� ру;:,ности (действительной оси) , все 
элементарные делители ,  отвечающие собственным чис
лам 1., I Л I ' > t' ,  имею т rюнечныИ порядок Р 1.. • Р1., �х . Р 1.. = 
= Р 1.. - 1 .  Сумма размерностей rюрневых подпространств 
J-унитарного (J-самосопряженного) оператора, отве
чающих собственным числам Л, 1 Л 1 > 1  ( Im Л>О) ,  не 
иревосходит числа х. 

Основой теории J-самосопряженных операторов ,  
действующих в П .  п .  Пх , является следующая теорема 
[ 1 ] :  у каждого J-самосопряженного оператора А (D (А ) =  
= Пх ) существует х-мерное (максимальное) неотрица
тельное инвариантное подпространство Jr, в к-ром все 
собственные значения оператора А имеют неотрицатель
ную мнимую часть, и х-мерное неотрицательное инвари
антное подпространство $'"' , в к-ром все собственные 
значения имеют неположительную мнимую часть . 
Аналогичное утверждение с заменой верхней (нижней) 
полуплоскости на внешность (внутренность) единичного 
нруга справедливо и для J-унитарных операторов, а 
при нек-рых дополнительных условиях - даже для 
операторов в пространстве Д,., .  

Если и есть J-унитарный оператор, т о  его макси
мальные инвариантные неотрицательные подпростран
ства Jr, $'"' могут быть выбраны таким образом, чтобы 
порядки элементарных делителей операторов и$'"= 
= и 1Jr, и$'"'= и l ,ff"' были минимальны . Для того чтобы 
многочлен Р (Л) , не имеющий корней внутри единичного 
круга , обладал свойством: (Р ( и)х, Р ( и)х) �О. х Е Пх , 
необходимо и достаточно , чтобы он делился на мини
мальный аннулирующий многочлен оператора и 3" . 
Если оператор и - циклический, то его неотрицатель
ные инвариантные подпространства размерности х 
определяются единственным образом . В этом случае 
указанное свойство многочлена Р, корни {Л; } к-рого 
лежат вне единичного круга I Л ; I  > 1 ,  эквивалентно 
делимости Р (Л) на характеристич . многочлен оператора 
и$". 

В П .  п. Пх у каждого вполне непрерывного J-само
сопряженного оператора А такого , что нуль принадле
жит его непрерывному спектру, остаточный спектр от
сутствует . Корневые векторы такого оператора образуют 
базис Рисса в Пх по отношению к (дефинитной) норме 
( I J i x , х) . 

Многие факты об инвариантных подпространствах и 
спектре обобщаютел на случай J -изометрических и J -не
растягивающих операторов . Так , если Л1 , . . .  , Лп -
произвольпая совокупность собственных значений J
изометрического оператора, Л;f"ll # 1 ,  i, k= 1 ,  . . .  , n ,  

и порядок элементарного делителя в точке Л; , то  ��Pi� �х .  Всякий J-нерастягивающий ограниченно обрати
мый оператор Т обладает х-мерным инвариантным не
отрицательным подпространством $"таким, что все соб
ственные значения сужения T l $'"  лежат в единичном 
круге (2 ] . Аналогичный факт верен для максимальных 
J -диссипативных операторов. Вообще J -диссипативный 
оператор А ,  D (A )c:D (А * ) ,  имеет не более х собствен
ных значений в верхней полуплоскости . Между J-изо
метрическими и J -симметрическими (и ,  более широко, 
J-нерастлгивающими и J-диссипативными) операто
рами устанавливается связь с помощью Кэ.яи преобра
аовапия , к-рое в пространстве Пх обладает всеми ес
тественными свойствами [ 2 ] .  Это позволяет развивать 
теорию расширений одновременно для J -изометриче
ских и J-симметрических операторов. В частности, вел
кий J-изометрический (J-симметрический) оператор 
может быть расширен до максимального . Если его ин
дексы дефекта не одинаковы , то у него нет J-унитарных 
(J-самосопрлженных) расширений . Если же они оди
наковы и конечны , то любое максимальное расшире
ние является J-унитарным (J-самосопрлженным) . 

Для вполне непрерывных J-диссипативных операто
ров в П .  п. Пх верен также ряд утверждений о полноте 
системы корневых векторов, аналогичных соответствую
щим фактам из теории диссипативных операторов в про
странствах с дефинитной метрикой. 
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Лит. :  [ 1 ] П о  н т р я г и н Л. С . , «Изв .  АН СССР. Сер . 
матем.» ,  1 9 4 4 ,  т. 8 , с. 243-80 ;  [2] И о х  в и д о в И. С . ,  К р е й  н 
М .  Г. , <сТр .  Moci<.  матем. об-ва>> , 1 9 5 6 ,  т. 5, с. 367-432 ; [3] 
и х  ж е, там >не,  1 959 ,  т. 8, с. 4 1 3-96 ; [4 ] А з и з  о в т. Я . , 
И о х  в и д о в И. С . , «Успехи матем. науR>> ,  1 97 1 ,  т. 26 ,  в. 4 ,  
с .  4 3-92 ;  [ 5] К р е й н М .  Г. , в ин. : Вторая летняя математи
ческая mнола , [т . ] 1 ,  К . , 1 965 ,  с. 1 5-92 ;  L6] Н а й  м а р  н М . 
А . , И с м а г и л о в Р. С . , в ин . :  Итоги науни. Математический 
анализ ,  1 968 ,  в. 1 7 ,  М . ,  1 969 ,  с .  7 3-105 ;  [ 7 ] Н а д ь К . ,  
Пространства состояний с индефинитной метриной в ивантовой 
теории поля,  пер . с англ. , М . ,  1 969 .  

Н. Н. Нихолъсхий, Б. С. Пмлов. 
ПОИТРИГИНА ХАРАКТЕР ph - хара�>теристи

ч.ес�>ий r.ласс, определяемый равенством ph ( s)=ch ( 669 
б(}С) ,  где 6Q9C - комплексификация расслоения 6", C1i. - Ч жэня xapa�>mep . П .  х .  как элемент кольца 
H* * (BOn; Q )  задается четным симметрич. рядом 
�[n/ 2 ]  Х ·  -Х · б u -'-i =  1 (е •+ е· ' ) и о ладает своиствами 

ph ( 6 ® ТJ> = ph 6 ·  ph Т], pl1 ( 6 Е9 '11> = ph s+ ph '11 · 
Индексный класс 1 ( 6) полагается равным Т ( 6Q9C) ,  
где T E H* * (B Un; Q) - Тодда класс . Индексный класс 
I E H* * (BOn; Q) выражается через образующие Ву по 
формуле 

1 = П--
х
_i_ П .....:.5.__ - Х ·  Х · ' 

1 - е  1 1 - е 1 

Имеет место следующая теорема о связи П .  х. с клас
сом А .  Пусть 6 - действительное векторное расслоение 
над базой В , имеющее Sрinп-структуру, n= diш 6=8k .  
Для таких расслоений имеется изоморфизм Тома в дей
ствитеJiьпой К -теории : 

Ф:  КО* ( В) --+ КО* (Bs) . 
Пусть 

Фн :  Н* (В; Q) ---+ Й* (Bs; Q)  
- изоморфизм Тома , однозначно определенвый ориен
тацией расслоения 6. Тоrда 

Фj/ рh (Ф ( 1 ) ) = А (- 6) . 
Эта формула является точным аналогом соответствую
щего у1·верждения о <шязи хараi\тера Чжэвя с классом 
Тодда . 

Если s - комплексвое векторное расслоение, то 
T (S)= A�( (s) IR )e0' (s)/ 2 , здесь (s) IR - овеществление рас
слоения ,  Т - класс Тодда . 

Лит. см . при ст. Поптрягипа хласс .  А .  Ф. Харшиладае. 
ПОИТРИ ГИНА ЧИСЛО - характеристич.ес�>ое чис

ло , определенное для действительных замкнутых мво
гообразий и примимающее рациональвые значения . 
Пусть х Е Н* * (ВО; Q) - произвольвый (веобязательво 
однородный) стабильный хара�>mеристич.ес�>ий класс . 
Для замкнутого ориентированного многообразия М 
рациональное число х ( М] = (х (тМ) , [ М] >  ваз . ч и с
л о м П о и т р я г и в а многообразия М, соответст
вующим классу х , здесь тМ - касательное расслоение. 
П. ч .  х [М] завпспт лишь от однородвой компоненты 
степени diш М класса х. Пусть w= {i1 , . . .  , i k } - раз
биение числа 11 ,  т .  е .  набор целых веотрицательвых 
чисел i1 , . . .  , i1, c i1 + . . .  + ik= n и pCiJ=p, , . . .  ,pi  E H4n(BO) .  • •  k 
Рациональные чпсла PCii [ M] определены для замкнутого 
многообразия М размерности 4п и всех разбиений w 
числа 11 .  

П .  ч .  х ( М] ,  х (N] двух бордавтвых (в ориентирован
ном смысле) миогообразий М, N равны: х ( М] = х  [N] 
(т е о р е  м а П о п  т р я г и и а) . 

Сш·ласво этоi:'I теореме каждый характеристич . класс 
х Е Н* * (ВО; Q) индуцирует гомоморфизм х [ ] : Q�0 -
- Q ,  а каждый элемент [ М] Е Q�0 индуцирует гомомор
физм Н* * (ВО; Q ) - Q, х - х (М] . Другими словами, 
имеется отображение 

<р: Q�O -+ Нош (Н** (ВО ; Q) ;  Q) . 

Если все П .  ч .  и Штифеля ч.исла двух ориентированных 
замкнутых многообразий совпадают, то эти многообра
зия бордантны (в ориентированном смысле) . 

З адача, аналогичная проблеме Милнора - Хирце
б р уха для квазикомплексных многообразий, состоит в 
том , чтобы описать образ отображения <р .  Решение этой 
задачи основано на рассмотрении П. ч. в К-теории, соот
ветствующих Понтрягина классам :л ;  в К-теории . Пусть 
w= { i1 ,  . . .  , i п } - набор целых неотрицательпых чисел , 
SCii (P)  и SCiJ(ep) - характеристич . классы , определяе
мые четными симметрич. рядами 

SCil (х� , . . . , х�) и sw (ех , + е - х , - 2 , . . .  , ex" + e - xn _ 2) 

соответственно , здесь S Cil (t1 , . . .  , tп) - минимальный 
u i , i k симметрич. полином, содержащип одночлен t 1 , . . .  , tk , 

n�i1+ . . .  + ik .  Пусть В*с::Нош (Н* * (ВО; Q) ; Q) 
множество таких гомоморфизмов Ь : l/* * (ВО; Q ) - Q ,  
для к-рых b ( SCii (P )) E Z , b ( S Ci) (ep) L) E Z  [ 1 /2 ]  при всех 
наборах w. Тогда образ гомоморфизма 

<р: Q�O --+ Нош (Н** (ВО ;  Q) ; IQ) 
оонпадает с В* (т е о р е м а С т о н г а - Х а т т о р и) . 

Характеристич . числа L ( М] и А ( М] , соответствую
щие классам L, А Е Н* * (ВО; iQ ) ,  ваз . L-p о д о м и 
А-р о д о м соответственно многообразия М. 

Для замкнутого многообразия М, размерность к-рого 
делится на 4, имеет место равенство L ( M] = I  (М) , где 1 (М) - сигнатура многообразия ,  т .  е. сигватура квад
ратичной формы пересечения,  определенвой на Hn12 (M) , 
n= diш М ( т  е о р е м  а Х и р ц е б р у х  а) . Для 
замкнутого спивориого многообразия М четной раз
мерности спинорный индекс М, т .  е .  индекс оператора 
Дирака на М, совпадает с А ( М] . 

Лит. см. при ст. Поптрягипа хласс .  А .  Ф. Харшиладае. 
ПОПЕРЕЧНИК м н о ж е с т в а - величина, ха

рактеризующая уклонение множества в метрич. прост
ранстве от пек-рой системы объектов (как правило , ко
нечвомериых) прп определенном методе приближения,  
а также величина, характеризующая точность восста
новления элемента пз даниого множества при опреде
ленном методе кодирования .  Наиболее изучены П . ,  ха
рактеризующие возможность аппроксимации множества 
конечномерными комиактами и конечномерными линей
ными многообразиюш (поперечники по Александрову 
и поперечник по КолмогоJ!Iову) . 

Пусть Х - нормированное пространство с единичным 
шаром В, Сс::Х - аппроксимируемое подмножество 
в Х, �= {А }, А с Х , - век-рая совокупность аппрок
симирующих подмножеств , F (С , А ) - век-рая совокуп
ность отображений f : С - А , наконец, � = � (С , W) =  
= UA e �F (C ,  А ) - заданная совокупиость отображе
ний из аппроксимируемого в аппроксимирующее мно
жества .  Число 

P!i (С ,  Х) = inf sup 11 х - f (х) 11 (1 ) 
{ E \i  Х Е С 

характеризует величину уклонения аппроксимируемого 
множества С от совокупности аппроксимируемых мно
жеств � при методе аппроксимации � -

Большинство П . ,  характеризующих аппро:ксимаци
овиые свойства того или иного аппарата приближения ,  
задаются по  типу ( 1 )  . 

Если �=�N - совокупность {MN )  всех линейных 
многообразий (т . е .  сдвигов линеiiных подпространств) 
размерности ..;.N , а F (С, MN) - совокупность всех 
отображений из С в М N• то величина ( 1 ) ,  называемая 
N-п о п е р  е ч и и  к о м п о  К о л м о г о р о в  у 
множества С и обозначаемая обычно dN(C ,  Х) , характе
ризует минимальное уклонение даниого множества С 
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от N-мерных линейных многообразий, т. е. характери· жений из С в KN, Ф= U qJ (C, KN) , тогда (2) называется 
зует аппроксимативные возможности N -мерных линей- {к N} 
ных многообразцй . Другие равносильные и общеприпл- N - п о  п е р е ч и  и к о м п о  У р ы с о и у и обозпа-
тые определения dN таковы (см. [ 1 ] ) :  чаетел uN(C) . Другое равносильное и общеприпятое оп-

dн (С ,  Х) = inf sup inf [l x - y ll =  ределепие поперечника Урысона таково : uN(C) есть 
{ м  N} х Е с у Е м N нижняя грань диаметров по к рытий множества С крат

ности <.N + 1 .  Поперечник по Урысопу характеризует 
= inf inf {е > 0 1 С С Мн + еВ} . ( 1 ' ) степень N-мерноети (с точки зрения брауэроnекой раз-

{М н} е мерности) множества С .  
Если SЛ= !II1N (или=�N - совокупности всех под- Впервые величину, пазванную впоследствии П . ,  ввел 

проетрапетв {LN} размерности <.N, а F (С, MN)(F (С ,  в 1 923 П. С.  Урыеоп (см . [2 ] ) , когда оп определил uN. 
LN) ) - совокупность всех аффинных (линейных) не- В 1 933 П. С .  Алеi\еапдров [ 3] векрыл аппрокеиматив-
прерывпых отображений из С в JIIN(LN) , то величина вые аспекты теории размерности, что привело его к 
( 1 ) , обозначаемая aN(C, Х) (ЛN(С,  Х )) и называемая а ф- определению aN. В 1 936 А .  Н .  Колмогоров [ 1 ] опреде-
ф и н и ы м (л и н е й  и ы м) N-п о п е р  е ч и и  к о м ,  лил dN - именно этот П .  паиболее интенсивно изучал-
характеризует аппрокеимативпые возможности аффип- ел далее в теории приближений. В 1 931 Л. С. Понтрл-
ных (линейных) N-мерпых отображений .  гип и Л .  Г .  Шпирельмап (ем .  (4 ] )  выразили размерность 

Если SЛ=j\'N есть совокупность {KN } всех N-мерпых (топологич . характеристику) ,  использовав асимптоти-
компактов (или , равнозначно , всех N-мерных полиэд- ческую метрич . характеристику Ne (C) (обратную к по-
ров) , а F (С ,  KN) - множество всех непрерывных ото- перечпику gN(C) ) , равную для метрич . пространства С 
бражений из С в KN, то величина ( 1 ) ,  называемая N-п о- паименьшему числу элементов 2е-покрытил для мпоже-
п е р  е ч п и к  о м п о  А л е к с а н д р о в  у и обоз- ства С. Интерес к подобным величипам возрос в 50-х гг . ,  
начаемал aN(C , Х ) ,  характеризует степень апnроксима- когда А. Н .  Колмогоров [5 ] , базирулсь па идеях теории 
ции множества С N-мерпыми компактами . информации , ввел величипу N е (С ,  Х )  (обратную к nопе-

Если SЛ= � N - совокупность {�N }  всех N-точечпых речнику EN(C , Х) )  и сформулировал программу нееле-
множеств �н {х1 , • • • , xN } в Х , а F (С , �N) - совокуп- довапий величип типа Ne (С) , Ne (С , Х ) и им подобных 
ность всех отображений из С в �N• то П .  ( 1 ) ,  обозпачае- как специальный раздел теории приближений , свлзап-
мый EN(C ,  Х ) ,  характеризует наименьшее уклонение ный с вопросами наилучшего табулирования функций . 
данного С от N-точечных множестn , т . е .  характеризует Двоичный логарифм величипы Ne (C , Х) получил на-
аппроксимативные возможности N-точечных множеств . звание е-эптропии множества С , а log2Ne (C) - а б е о-

Все введенные выше аппроксимативные П. аавислт л ю т н о й  е - э п т р о п  и и множества С .  
от  объемлющего пространства Х и могут изменяться Получено множество конкретных результатов ,  где 
при погружении С с его метрикой в другое нормирован- те или иные П. (названные выше и иные) вычислллись 
ное пространство. для различных функциональных классов и геометрич. 

Другой тип П. связан с задачами «кодированию> объектов . Такие вычисления можно разделить на две 
элементов множества С элементами другой природы rруппы - асимптотические и точные .  
или , как этот процесс еще иначе называют , с зада'lей Вот пек-рые результаты , касающиесл асимптотич. 
восстановления .  Пусть С - метри'l . пространство, Z= вычислений П .  соболенеких классов . Пусть w; -
= {� } - пек-рая совокупность <<Кодирующих>> множеств , совокупность функций х ( · ) па конечном отрезке (cкa-(jJ (С ,  �) - пек-рая совокупность отображений f : С --+  жем , на [ 0 ,  1 ] ) ,  у к-рых (r- 1 )-л производпал абсолютно 
--+ � · Наi\онец, Ф=Ф ( С ,  Z) =  U t; E  z(jJ (С ,  �) - заданпал не прерывна и для r-й производпой выполнено перавен-
совокупность методов 1юдировапил . Величина ство 

pФ (C) = inf sup D (f - 1 (z)) , (2) l l x( r) ( · ) llp == ( � : l x< n ( t ) I P dt ) 1 1P.;;;; 1 ,  p � 1 , k = 1 ,  2, . . .  , . 
f Е Ф Z E f (C) 

где через D (Е) обозначен диаметр множества Е, харак
теризует восстановимость элементов множества С по 
информации , <<закодированноЙ>> элементами множеств � 

Дш,азана следующая асимптотич. формула:  

из Z с nомощью отображений из Ф. Большинство П . ,  
связанных с процессами восстановления , задается по dн (Н"� , (3) 

типу (2) . 
Если Ф - совокупность всевозможных отображений 

из С в Z, состолщего из одного множества {1 , . . .  , N }, 
то П .  (2) , обозначаемый gN (C) , характеризует точностт, 
воестановлепил элемента с помощью таблицы , состол
щеП из N элементов . Если С лежит в линейном норми
рованном пространстве Х и Ф - совокупность всех не
прерывных аффинных отображений из Х в fR.N ,  то ве
личина , равная рФ (С) /2 ,  где рФ(С) определено в (2) ,  
называемая N - п о п е р е ч н и к о м п о Г е л ь
ф а н д у и обозначаемая dN(C) , характериаует точиость 
восстановления элементов по их образам при аффинных 
отображениях в fR. N .  Для центраЛI,но-симметричных 
множеств величины aN имеется другое равносильное 
определение: 

N 
dN (С) = inf sup l l x l l = i nf sup {e > O i C П LceB} ,  (2' ) 

{ N} x E CnL N ( N }  е 

где LN - замкнутое подпространство коразмерности N .  
П уеть Z состоит из всех N-мерпых компактов {KN}, 
(jJ (С , KN) - совокупность всех непрерывных отобра-

Из частных случаев верхней строки формулы (3) сле
дует , что асимптотически паплучшим аппрокспмирую
щим пространством является пространство тригономет
рич . полиномов или пространство сплайнов с равномер
но распределенпыми узлами . 

Ожидалос ь , что всегда имеет место такал асимпто
тика , т. е. подпространство тригонометрич . полиномов 
данной степени всегда будет асимптотически экстре
мальным. Однако оказалось , что это не так (см. [ 1 0 ] , 
[ 13] ) .  Тригонометрич. полиномы lin {cos n t ,  sin nt , 0 ..;: 
..;:n <.N } оказались асимптотически пе экстремальными . 
Однако в ряде случаев <шереставленные>> гармоники , 
т .  е .  ';::_N гармоник , взятых в <<Неправильпом>> порядке , 
все-таки оказались экстремальными. 

Решение задачи о П .  соболенеких классов опирается 
на исследование вопроса о поперечнике п-октаэдров 
В IR_n ; 
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При p � q  величина dN(O� , Z�) оnредеJrяется точно; при ПОПОЛНЕНИЕ топологического векторного прост-
Р <q тоiJно вычислена велиiJина dN(01 , Z� ) ,  она оказа- ранства Х - топологическое векторное пространство Х . . ( 1 N ) ' 1 • П та кое, что Х является подпространством i и Х плот-лась равнои -п · ринципиальную роль при 

но в i. Под П .  понимают также и операцию перехода 
вычислении колмогоровских П. Соболевских классов иг- от х к i; стандартное ее осуществление _ с помощью рают следующие оценки (см . [ 1 3 ] ) :  направлепн. остей (в частности, последовательностей 

А) dN (O� , z';.,) ..;;; 2N- ' I• (ln п) ' lz; Коши) .  М .  и .  Войцеховсхий. 
ПОПОЛНЕНИЕ РАВНОМЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА 

Б) dN (о�. z';., ) ..;;; AN- '1• ( 1  + ln N
n ) '1·, х - отделимое по.япое paвnOJitepnoe прострапство 

Х такое , что существуст равномерно непрерывное отоб
ражение i: Х -х и для любого равномерно непрерывно
го отображения f пространства Х в отделимое полное 
равномерное пространство У существует, и притом 
единственное , равномерно непрерывное отображение 
g:  i-Y, причем f= g� i .  Подпространство i (X) плотно 
в i, и образы при отображении i Х i окружений для 
Х являются окружениями для i (X ) ,  а замыкания по-

где А - постоянная; 
В) если Л Е  (0 , 1 ) , то при п'Л <.N <. 11 имеет место нера

венство 

Рассмотрен вопрос и об асимптотич . поведении алек
саидровских П .  соболевских классов . Оказалось , что 

Решить вопрос о точном вычислении П . - это найти 
экстремальный для даниого класса аппарат приближе
ния . Первый результат этого рода принадлежит 
А. Н .  Колмогорову [ 1 ] ,  к-рый решил задачу о вычисле
нии поперечника dN(W�, L2 [0 ,  1 ] )  и аналогичную зада
чу для периодич . класса W� в метрике L2([-n , n ] ) .  

Для вычисления точного значения попере чника 
dN( w:;, , Loo [-n , n]) впервые привлечены (см . [ 7 ] )  топо
логич . методы (теорема о поперечнике шара , сводящаяся 
к теореме Борсука об антиподах) . Эта теорема была об
общена (см . [ 1 2] ) и примеиева к нахождению других 
точных решений . Впоследствии обиаружились интерес
ные связи с вариационным исчислением и оптимальным 
управлением (см . [9 ] ) . 

О поперечниках eN, eN и обратных к ним величинах 
N8 (С) и N8 (С, Х) см . е-энтропия . 

Вопросы о П . имеют тесное соприкосновение с разио
образными задачами геометрии . Напр . ,  задача об асимп
тотикс величины Ne (С , !Rn) тесно связана с задачей 
о наилучшем замощении пространства IR.n сферами . 
Зависимость асимптотических П .  от объемлющего про
странства привела к идее введения абсолютных П .
величии 

P1 (C) = inf pF (С , Х) , 
где нижняя грань берется по всем вложениям С с его 
метрикой в объемлющее пространство Х .  При этом 
оказывается (см . [ 9 ) ) ,  иапр . ,  что 

А 1 N 
eN (С) = т е (С) , 

1 а� (С) = т иN (С) . 
Лит. : [ 1 ] Н о л м о г о р о в  А. Н. , «Ann. Math . ,. ,  1 9 36 ,  

v .  3 7 ,  р .  1 07 - 1 0 ;  [2] У р ы с о н II . С . ,  Труды п о  топологии 
и другим областнм матема•rини ,  т .  1 ,  М . - Л. , 1 9 5 1 , с .  4 8 3 ;  
[3] А л е н с а н д р  о в П .  С . , <cFund. mat\1 . ,. ,  1 93 3 ,  v . 2 0 ,  
р.  1 40-50 ;  [z,] П о  н т р я г и н л . ,  Ш н и р е л ь  м а н л .  Г. , 
в ин. : Г у р е в и ч В . , В о л м э н Г. , Теория размерности, 
пер. с апгл. , М . , 1 948 ,  с. 2 1 0 - 1 8 ;  [5 ] Н о л м о г о 12 о в А .  Н . , 
<сДоил. АН СССР", 1 9 5 6 ,  т. 1 0 8 ,  М 3, с. 385-88 ;  [ 6 ]  Б р у д
н ы й Ю. A . j Т и м а н А. Ф . ,  там же, 1 9 59 , т . 1 26 , М ;, , 
с. 927-30 ;  [7 Т и х  о м и р

_
о в В. М . , «Успехи матем . H� Y"''j 

1 960 ,  т.  1 5 , в. 3, с. 8 1 - 1 20 ,  1 96 5 , т. 20, в. 1 ,  с. 227-30 ,  [8 
е г о ж е, Неиоторые вопросы теории приближений, М . ,  1 97 6 ; 
[ 9] е г о ж е, в ин . :  Теория приближения фуниций. Тр .  Межд. 
ионф. по теории приближения фупиций. Калуга. 1 9 7 5 ,  М . , 1 97 7 , 
с. 359-65 ; [ ! о] И с м а г и л о в Р. С . , в ин. : Геометрия 
линейных пространств и теория операторов, Ярославль, 1 97 7 ,  
с .  7 5-1 1 3 ;  1 1 1 ] е г о ж е, «Успехи матем. наую>, 1 97 4 ,  т. 29 , 
в .  3, с. 1 6 1 -78 ;  [1 2] М а н о в о з Ю .  И . ,  «Матем. сб .» ,  1 972 ,  
т .  8 7 ,  М 1 ,  с. 1 36-42 ;  [ 1 3] Н а m и н Б .  С . , «Изв. АН ССС Р .  
Сер . матем.» ,  1 977 , т .  4 1 , М 2 ,  с .  334-5 1 ; [1 4] Н о р н е й ч у н Н .  II . ,  Эистремальные задачи теории приближения,  М . ,  1 9 7 6 .  

В.  М .  Тихо.м.иров. 

следних в Х Х Х образуют фундаментальную систему 
окружений для Х. Когда Х отделимо, i ииъективно 
(что позволяет отождествить Х с i (X ) .  Отделимое по
полнение подпространства Ас.Х изоморфно замыканию 
i (A ) c. X .  Отделимое пополнение произведения равно
мерных пространств изоморфно произведению отдели
мых пополиеиий простраиств-сомиожителей. 

Доказательство существования i по существу обоб
щает построение Г. Кантора ( G .  Cantor) множества дей
ствительных чисел из чисел рациональных . 

Лит. :  [ 1 ] Б у р  б а и и Н . ,  Общан топология.  Основные 
струитуры, пер. с франц. , М . , 1 968 .  М. И. Войцеховсхий. 

ПОПОЛНЕНИЕ СЕЧЕНИЯМИ , п о п  о л и е н и е 
М а к-Н е й л а ,  частично упорядоченного множества 
М - полпая решет�>а L, получаемая из множества М 
следующим образом . Пусть М= М (если М обладало 
нулем) или получается внешним присоединением наи
меньшего злемента О к М (если М не имело нуля) . 
И пусть Р (М) - упорядоченное отношением включе
ния множество всех непустых подмножеств множест-
ва М. Для любого Х Е Р(М) пусть 

ХА = {а Е М \ а :;;;;. х для всех х Е Х} , 

xv = {а Е М \ а..;;; ж для всех х Е Х} . 

Условие <р(Х)= (Х А) V определяет аам ыr.апия отпоше
пие <р на множестве Р(М) . Решетка L всех <р-замкиу
тых подмножеств множества Р (М) является полной . 
Для любого х Е М  множество (xA)V  является глав
ным идеалом, порождениым элементом х .  Полагая i (x) = 
= (xA)V для всех х Е М, получают изоморфное вложе
ние i множества М в полную решетку L, сохраняющее 
все точные верхние и нижние грани, существующие 
в М. В применении 1' упорядоченному множеству ра
ционал r,ных чисел описанная нонструкция даf:'т попол
нение множества рациональных чисел дедекпндовыми 
сечениями . 

Лит.:  [ 1 ] М а с n  е i 1 1  е Н. М . ,  ccTrans. Amer. Math. Soc. ", 
1 937 ,  v. 42 ,  р. 4 1 6-60 .  Т. С. Фофапова. 

ПОПОЛНЕНИЯ МЕТОД - метод вычисления об
ратной матрицы, основанный на рекуррентном перехо
де1 использующем вычисление матрицы ( C+ u v) - 1 , где 
и- вектор-столбец, v - вектор-строка , по формуле 

(C + иv) - l = C - 1 - _!_ С - 1иvС - 1 , 1' = 1 + vС- 1и. '1' 
Вычислительная схема метода такова . ПусТI, А = 

= l la;j l l - данная матрица п-го порядка .  Рассматривает
ся последовательность А 0= Е , А 1 , • • • , A m  где A k= 
=А k - 1+ekak , ek есть k-й столбец единичной матрицы 
Е, ak= (ak1 • • • . , ak , k - 1 •  ak,  k - 1 •  ak ,  k + 1 •  • • . , ak.J · 
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Тогда А п=А и матрица А - 1 получается в результате 
n-кратпого применепил описанного выше процесса . 
Расчетные формулы при этом имеют следующий вид: 
OOJiи a�k> есть j-й столбец А k •  то для k= 1, 2 , . . .  , п; 

( k - 1 ) akaj a<k - 1 )  1 2 --.:...."(k,------,-,1 ) k ' j = ' ' • . •  , n. (*) 
1 + akak 

Для матрицы А k"1 достаточно вычислять элементы 
первых k строк, т. к. последующие строки совпадают 
со строками единичной матрицы . 

Известны другие способы оуганизации вычислений 
в П .  м . ,  основанные па модификации (*) , папр . т. н .  
м е т о д Е р ш о в  а (см .  [ 1 ] ) .  

Лит. : [1 ] Ф а д д е е в д .  К. , Ф а д д е е в а В .  Н. , Вы
числительные методы линейной алгебры , 2 изд. , М . - Л. , 1 963 .  

Г. Д.  Ншк. 
ПОРИСТОСТИ ТОЧКА для множества Е из п-мер

вого евклидова пространства IR.n - точка x0 E IR.n , 
п;;;.. 1 ,  для к-рой существует последовательность 
открытых шаров B k с радиусами rk - О и общим 
центром в точке х0 таких, что для каждого k= 1 ,  2 , . . .  
найдется открытый шар Gkc.Bk '-Е радиуса ;;;.. crk , 
где С положительно и не зависит от k (но , вообще гово
ря, зависит от х0 и Е ) .  Множество Е паз . п о р и с т ы  м, 
если каждая его точка является П. т .  для него . М по
жество Е паз. u-п о р и с т ы м, если его можно пред
ставить в виде конечного или счетного объединения 
пористых множеств (см . [ 1 ] ) .  П .  т. для Е является 
П. т. для его замыкания iJ и не является точкой плот
вости в смысле Лебега ни для Е , ни для Е. Каждое 
пористое или u-пористое множество Ec. IR.n имеет 
пеiJвую категорию по Бэру и пулевую меру Лебега 
в IR.n . Обратное , вообще говоря, неверно : существуют 
даже совершенные нигде не плотные множества Ee, IR.1 , 
имеющие меру пуль,  по не являющиеся u-пористыми 
(см. ( 2 ] ) .  Для множества Е , лежащего па гладком мно
гообразии Sc. IR.n , П. т. x0 E S множества Е относитель
по многообразия S определяется , как выше , при допол
нительном условии , что центры шаров В k лежат па S .  

Лит . :  [ 1 ]  Д о л ж е н к о Е .  П. , «Изв. А Н  СССР. Сер.  
матем . >> ,  1 96 7 ,  т. 3 1� No 1 , с. 3-1 4 ;  [2) z а J i с е k L . , «C:aso
pis pest. mat. � .  1 9 1 6 ,  s v .  1 0 1 ,  s. 350-59 .  Е . П. Дo.JtЖenno. 

ПОРЦИЯ м н о ж е с т в а - пересечение множест
ва с интервалом в случае множества на прямой и с от
крытым кругом или шаром, с открытым прямоуголь
ником или параллелепипедом в случае множества 
в п-мервом (n;;;:.2) пространстве . Важность этого по
нятия оправдывается следующими обстоятельствамн . 
Множество А является всюду плотным в множестве В, 
если наждая П .  множества В содержит точку мно
жества А , иначе говоря, если замыкание А =:JB . Мно
жество А является нигде не плотным в множестве В , 
если А не будет всюду плотным ни в какой П .  мно
жества В, т. е .  если не существует П. множества В , 
содержащейся в А .  А .  А .  Нопюшпов. 

ПОРЯДКА СООТНОШЕНИЕ , с р а в в е в и е 
ф у в к ц и й, О - о-с о о т н о ш е в и я, а с и м п
т о т и ч е с к и е с о о т в о ш е в и я , - повятие, воз
никающее при изучении поведения одной функции 
относительно другой в окрестности пек-рой точки (быть 
может, бесконечной) .  

Пусть х0- предельная точка множества Е . Если 
для функций f (х) и g (х) существуют такие постоян
ные с>О  и 1> >0, что 1 / (x) l ....:c l g (x) l при lx-x0 1 <6 , 
х i=x0 , то говорят, что f является ограниченной по срав
нению с g функцией в пек-рой окрестности точки х0 , 
и пишут 

f (х) = О (g (х) ) при х ---+ х0 
(читаетсн : <</ (х) есть О большое от g (х) >> ) ;  х - х0 озна
чает, что рассматривае�tое своiiство имеет место ШIШ Ь  

в пек-рой окрестности точки х0 • Естественным образом 
это определение перевоситсн па случай х - оо ,  х -
- ± оо . 

Если функции f (х) и g (х) такие , что f= О (g) и g= О (!) 
при х - х0 , то они паз .  ф у н к ц и я м и о д н о г о 
п о р я д к а прн х - х0 • Напр . ,  если функции а (х) , 
В (х) таковы , что a (x) i= O,  B (x) i= O при x i=x0 и суще
ствует предел 

. а (х) О I 1m В (х) = с i= , 
Х-+ Хо 

то они одного порядка при х - х0 • 
Две функции f (x) и g (x) паз . э к  в и в а л е н т н ы

м и (а с и м п т о т и ч е с к и р а в н ы м и) при 
х - х0 и пишут f-g, если в пек-рой окрестности точюr 
х0 , кроме , быть может, самой точки х0 , определена 
такая функция с:р (х) , что 

f (x) = c:p (x) g (x) и l im c:p (x) = 1 .  (*) 
Х-+Х0 

Условие эквивалентности двух функций симметрично , 
т. е. если f-g, то и g-f при х - х0 , и трапзитивно , 
т. е. если f-g и g-h,  то f- h при х - х0 • Если в пек-рой 
о:крестности точки х0 при x i=x0 справедливы перавен
ства f (x) =/=0 ,  g (x) i= O, то условие (*) эквивалентно 
любому из следующих 

• f (х) 1 .  
g (х) 

I1m (х) = 1 ,  1m 1 (х) = 1 .  
Х-+Хо g Х-+-Х о  

Если a (x) = e (x)f (x) , где l im е (х) = О, то говорят, что 
Х-+Х0 

а является б е с к о н е ч н о 111 а л о й ф у н к ц и е й 
по сравнению с функцией f , и пишут 

а = о (!) при х ----+ х0 
(читается : «а есть о малое от /») . Если f (х) i=O  при x i= x0 , 
то а= о (!) ,  когда l im a/f= O . В случае, если f является 

Х-+-Хо 
бесконечно малой при х - х0 , то говорят, что функция 
а= о (f) при х - х0 является б е с к о н е ч н о м а
л о й  б о л е е в ы  с о к <:1 г о п о р  я д к а ,  чем j .  
Если же g (х) и lf (x) ] k - величипы одного порядка,  
то говорят, что g является в е л и ч и н о й  п о р  я д
к а k относительно f . Все формулы указанного выше 
вида паз . а с и м п т о т и ч е с к и м и о ц е н к а
м и, они паиболее интересны для бесконечно малых и 
бесконечно больших функций . 

П р и м е р ы : еХ - 1 = о ( 1 ) (х - О) ; cos x2 = 0 ( 1 ) ,  ( ln х)С<= о (хВ ) (х - оо ; а,  В - любые положительные 
числа) ;  [ x/sin ( 1 /х)] = О (х2) (х - оо ) .  

Некоторые свойства символов о и 0: 
О (af) = 0 (/) (a - const) ; 

О (О (/) ) = 0 (!) ; 
о (!) о (g) = 0 ( f · g) ; 

0 (о (!) ) = о (0 (! ) ) = О (!) ; 
о (!) о (g) = о (/ . g) ;  

если 0 <х <х0 и /= 0 (g) ,  то 

� :J ( у) dy = O о:. 1 g (у ) / dy) (х ---+ хо) . 

Формулы, содержащие о- , О-символы ,  читаются только 
слева наnраво, это не исключает того ,  что отдельные 
формулы оказываются справедливыми и nри чтении 
справа налево. Символы о и О для функций комnлекс
ного перемениого и для функций многих переменных 
вводятся аналогично тому, как они были определены 
выше для функций одного действительного переменного . 

М. И. Шабупип. 
ПОРЯД КОВАЯ СТАТИСТИ КА - член вариациоппого 

ряда, nостроенного по результатам наблюдений .  Пусть 
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ваблюдается случайвый вектор Х = (Х 1 , Х 2 , • • •  , Х ") , 
принимающий значения х= (х1 , х2 , • • •  , х") в п-мерном 
евнлидовом пространстве Rn , п>2,  и пусть в IR.n задана 
функция 1р ( · ) : Rn -+ IR.n , определенная по следующему 
правил у: 

<р (х) = х< · > , x E IR" , 
где xl · ) = (х( "1 ) ,  х ( "2 ) , • . • , Х (пп > ) - вектор из Rn , получен
ный из вектора х в результате переставовки его коор
динат х1 , х2 , • • •  , х" в возрастающем порядке, т .  е .  
компоненты x 1 n1 > , x(n2 J , . . • , х( пп> вектора x( · J удовлет
воряют следующему соотношению 

X(n1 ) .;;;;; x( n2) .;;;;; . . .  .;;;;; x (nn ) · (1 ) 

В этом случае статистика X t ·  > = 1р (Х ) = (Х (n1) , • • •  , Х (nпJ) 
паз .  в а р и а ц и о н н ы м р я д  о м (или в е к т о
р о м) п о р я д к о в ы х с т а т и с т и к, а ее k-я 
компонента Х nk (k= 1 , 2 ,  . . .  , n) паз. k-й п о р я д к о
в о й с т а т и с т и к о й .  

В теории П .  с .  наиболее полно изучен случай , когда 
компоненты Х 1 , Х 2 , . . .  , Х " случайного вектора Х суть 
независимые одинаково распределенные случайные ве
личины , что в дальнейшем и будет предполагаться . 
Если F (и) - функция распределения случайной вели
чины Х ; .  i= 1 ,  2, . . .  , n ,  то функция распределения 
F "" (и) k-й П. с. Х (nk > вычисляется по формуле 
F nk ( и) = Р {X ( nk) .;;;;;; и} = IF(u) (k, n - k + 1 ) , \ и 1 < сх:> , (2) 

где 
I (а , Ь ) = -1- \ У ха - 1 (1 - -- х)Ь - 1 dx У В (а , Ь) J 0 

- неполная бета-функция . Из ( 2) следует, что если 
функция распределения F (и)  имеет плотность вероятно
сти f (и ) , то плотность вероятности fпk (и) k-й П .  с .  
X (nk > • k= 1 ,  2 ,  . . . , n ,  тоже существует и выражается 
формулой 

fпk (и) = ( k- 1)7:n- k) l  [F (u ) ] k - 1 [ 1 - F ( и ) ] n - k f ( и) ,  / и l < сх:> . 
(3) 

В предположении существования плотности f (и) была 
получена совместная плотность вероятности !, , , , . . . r ,. (и1 , и2 , • • • , и,.) П .  с .  X (n r , > • Х (" , , , , . . .  , X (nr k> •  
1 ..-:r1 < r2 < . . . < r,. ..-: п ;  k_..: n ,  к-рая выражается фор
мулой 

f � r , r ,  . . , , ,. (и1 , и2 , . . . , . и,.) = (r. - 1 ) ! ( r, - r1 - 1 ) ! . . .  (n- r,.) ! X 
X F� 1 (и1 ) f (и1 )  [F ( и2) - F ( и1 ) ] ' • - r, - 1 1 (и2 )  . . .  

. . .  [ 1 - F (и,.) ] n - rkf (и,.) , (4) 
- оо < и1 < и2 < . . .  < и,. < оо . 

Формулы (2) - (4) позволяют, напр . ,  найти распреде
ление вероятностей т .  н .  э к с т р е м  а л ь н ы х П .  с . 

X ( niJ  = min ( Х1 ,  Х2 ,  Х ") и 
1 -<. i<.n 

Х (пп > = шах ( X I , Х2, . . . , Х ") ,  
I < i < n  

а также распределение статистики Wn= X (nn> - X(n1 > , 
к-рую паз .  р а з м а х о м .  Напр . ,  если функция рас
пределения F (и)  непрерывна ,  то функция распределе
ния размаха W n выражается формулой 

Р {W n < w} = n ) : . )F (и + w) - F (и) ]" - 1 dР (и) , w:;;;.O .  (5) 

Формулы ( 2) - (5) показывают, что , как и в общей 
теории выборочных методов, точные распределения 
П .  с . невозможно использовать при получении ста
тистич. выводов , если функция распределения F (и) не
известна .  Именно поэтому в теории П. с . получили ши-

рокое развитие асимптотич. методы исследования рас
пределений П .  с .  при неограниченном увеличении раз
мерности n вектора наблюдений.  В асимптотич . теории 
П. с. изучаются предельные распределения соответ
ствующим образом нормированных последовательно
стей П .  с .  {Х <nk \ }, когда n-+ oo ;  при этом, вообще говоря, 
порядковый номер k может меняться в зависимости 
от п . Если с ростом n порядковый номер k меняется 
таким образом, что существует l im kln , отличныii от n_. oo 
О и 1 , то соответствующие П .  с . Х (nk > рассматриваемой 
последовательности {Х (nk> } паз . ц е в т р а л ь н ы м и 
или с р е д  н и м и П .  с .  Е сли же l im kln равен О или n_.oo 
1 ,  то П . с .  X 1nk > паз .  к р а й н и м и . 

В математич. статистике центральвые П . с .  исполь
зуют при построении состоятельных последовательно
стей оценок для кваптилей неиавестной функции рас
пределения F (и) по реализации случайного вектора 
Х или , иначе говоря, при оцепивании функции F- 1 (и) .  
Напр . ,  пусть хр - квантиль уровня Р (О <Р < 1 ) функ
ции распределения F (и ) ,  про к-рую известно , что ее 
плотность вероятности f (и) непрерывна и строго поло
жительна в пек-рой окрестности точки хр . В этом 
случае последовательность центральных П .  с. {Х (

l'k > } 
с порядковыми номерами k= [ (n+ 1 ) P+ 0,5 ] , где [a J  -
целая часть действительного числа а ,  является состоя
тельной последовательностью оценок для квантили 
хр, n-+ cx:> .  Более того , эта последовательность П .  с .  
{ Х (nk ) } асимптотически нормально распределена с 
параметрами 

х И р ( 1 - Р) 
Р f' (хр) (n + 1 ) ' 

т . е .  для любого действительного числа х 

( Х - х  } l im Р (< пk > Р f (хр) < х = Ф  (х) , 
n -+ oo  \ Р ( 1 - Р)  

\ n + 1  
(б) 

где Ф (х) - функция распределения стандартного нор
мального закона . 

П р  и �� е р  1 . Пусть X I · > = ( X (rll J • . . .  , Х 1пп > ) - век
тор П . с . ,  построенный по случайному вектору Х= 
= ( Х1 , . • • , Х,.) , компоненты к-рого суть независимые 
случайные величины, подчиняющиеся одному и тому 
же вероятностному закону, плотность вероятности 
к-рого непрерывна и строго положительна в век-рой 
онрествости медианы х, 1 , . В этом случае при n-+ cx:> 

последовательность выборочных медиан {J.t,. }, опреде
ляемых для любого п > 2  по правилу 

J X (n, m + I J •  если п -нечетное число, 
f.tn = · 1 \ 2  (Х <пт > + X ( n, m + I J ) , если п- четное число, 

асимптотически нормально распределена с параметрами 
х1 1 2 и {4 (n + 1 )  f2 (х1 1 2 ) } - 1 • 

В частности, если 

f (х) = V ;no ехр { - (х2��) 1 } , 1 а 1 < оо , u > О , 

то есть Х ; подчиняется нормальному закону N (а ,  u2) , 
то в зтом случае последовательность {J.t,. } асимптотн
чески нормально распределена с параметрами х,1 ,= а  

o•n и 2 (n + 1) . Если последовательность статистик {J.tп }  
сравнить с последовательностью наилучших несмещен
ных оценок 
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математич . ожидания а нормального закона, то следует 
отдать предпочтение последовательности {Хп }, т. к .  

- <J1 0'1n 
DXn = n < 2 (n+ 1 )  � D!J.n 

для любого п;;;:: 2 
П р и м е р  2 .  Пусть X< · >= (X <пl J • . . .  , Х <пп>) -

вектор П .  с . , построенный по случайному вектору 
Х= (Х 1 , . . .  , Хп) , компоненты к-рого независимы и 
равномерно распределены на отрезке (a-h;  a+hl , 
причем параметры а и h неизвестны . В этом случае 
последовательности статистик {У n } и {Zп } , где 

Уп = + (Х < п1 > + Х < пп> ) и Zп =  27:! 1 ) (Х <пп> - Х <пl J ) , �2, 

являются состоятельными последовательностями сверх
эффективных неемещеиных оценок для параметров а 
и h соответственно, причем 

2h1 2h1 
(n+ 1 ) (n + 2 )  

И DZn = (n - 1 ) (n + 2) · (7) 

Можно показать , что последовательности статистик {У n }  и {Zп } определяют наилучшие оценки для а 
и h в смысле минимума квадратичного риска в классе 
линейных неемещеиных оценоl\ , выраженных в тер
мивах П .  с . 
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М .  С .  Нипулш�. 
ПОРЯДКОВАЯ ТОПОЛОГИЯ - топология $"< на 

линейно упорядоченном множестве Х , по рожденная 
линейным упорядочением < , базу к-рой образуют все
возможные интервалы из Х . м .  и. Войцеховспий. 

ПОРЯДКОВОЕ ЧИСЛО, т р а н с ф и н и т н о е 
ч и с л о, о р д и н а л ь н о е ч и с л о ,  о р д и
в а л, - порядковый т и n вполне упорядоченного 1\ШО
жества . Понятие П .  ч. ввел Г .  Кантор ( G .  Cantor , 
1 883 , C�J . [ 2 ] ) .  Напр . ,  П .  ч. множества натуральных чи
сел , упорядоченного отношением -<: ,  есть w .  П.  ч .  мно-

1 жества ,  состоящего из числа 1 и чисел вида 1 - n ,  
если п= 1 , 2 ,  . . .  , упорядоченного отношением ...;;;:: , есть 
w+ 1 .  Говорят , что П .  ч. а равно (меньше) .П .  ч. � . 
и пишут а= �(а <�) ,  если множество типа а подобно 
множеству (отрезку) типа �· Для произвольных П. ч. а 
и � выполняется одна и только одна из возможностей 
а <�.  а= � .  а >� - Множество {� : � <а } всех П. ч . , 
меньших а , вполне упорядочено по типу а отношением 
-<: - Более того, каждое множество П . ч. вполне упо
рядочено отношением -<:, т. е . в каждом непустом мно
жестве П . ч. есть наименьшее П. ч. Для каждого мно
жества Z П. ч. существует П ч . , иревосходящее каждое 
П .  ч. из Z . Таким образом , не существует множества 
всех П. ч .  Наименьшее среди П. ч . , следующих за 
П . ч .  а , ваз . п о  с л е д о в а т е л е м а и обозначается 
а+ 1 .  П .  ч. а наз .  п р  е д ш е с т  в е н н и к о 111 П .  ч .  
а+ 1 . П . ч .  наз .  п р е д е л ь н ы м  ч и с л о м, если 
оно не имеет предшественника .  Таким образом ,  О -
предельное число .  Каждое П .  ч. можно представить 
в виде а= Л+ п , где Л - предельное число, n - нату
ральное, а сумма понимается как сложение порядко
вых типов. 

Т р а н с ф и в и т н о й  п о с л е д о в а т е л �  
н о с т ь ю типа а , или а-п о с л е д о в а т е л ь н о
с т ь ю , наз . функция <р , определенная на {� : � <а } . 
Если значениями этой последовательности служат П .  ч .  
и и з  у < �  <а следует <р (у) <<р (� ) , т о  эта последовнтель
ность наз . в о з р а с т а ю  щ е й. Пусть <р обозначает 
Л-последовательность , где Л - предельное число .  На
именьшее среди П. ч . , больших каждого из чисел 
<р (у) , где у <Л, наз .  п р е д е л о 111 последовательности 
<р (у) для у <Л и обозначается lirn <р (у) .  Напр . ,  w= 

v< Л 
= l im п= l im n2 • П .  ч .  Л конфинально предельному 

n<w n<w 
числу а , если Л является пределом возрастающей 
а-последовательности : Л=l im <р (s) . ;<а П .  ч. ваз .  р е г у л я р н ы м ,  если оно не  конфи
нальна никакому меньшему П .  ч . ,  и с и н г у л я р
н ы м в противном случае . П. ч . ваз . н а ч а л ь н ы 111 
П .  ч . , мощности -r, если оно наименьшее среди П .  ч .  
мощности 't (т . е .  среди порядковых типов вполне упо
рядоченных множеств мощности -r) . Начальное П. ч .  
мощности -r обозначается w (-r) . Множество {w (б) : cS -<:-r }  
всех начальных П .  ч .  бесконечных мощностей , мень
ших чем -r ,  вполне упорядочено .  Если П. ч. а является 
его порядковым типом, то полагается w (,; ) = wa . Тюш�1 
образом, каждое начальное П. ч. снабжается индексом, 
равным порядковому типу множества всех начальных 
П. ч. , меньших , чем данное . Различным начальным чис
лам соответствуют различные индексы . Каждое П .  ч. а 
является индексом нек-рого начального числа .  l�аждое 
предельное П .  ч .  Л ;t: О  конфивальна начальному числу 
wa - наименьшему из П .  ч . , конфинальных Л .  

Начальное число Wa  ваз. с л а б о н е д о с т и ж и
м ы  м,  если оно регулярно и его индекс а - преде;J ьное 
число. Напр . ,  w= w0 слабо недостижимо, а Ww сиигу
лярва и потому не будет слабо ведостижим о. Если а >0, 
то Wa; слабо ведостижима тогда и только тогда , коrда 
а= wa= cf (а) , где cf (а) - наименьшее число � такое, 
что а ковфинально w6 • 

Слабо недостижимые П .  ч .  допускают классифю\ацию , 
аналогичную классификации недостижимых кар ди паль
п ых чисел . Сумма и произведение двух П. ч .  лвдяются 
П . ч. Если множество индексов вполне упорядочено, то 
вполне упорядоченная сумма П. ч. явлнетсл l l . ч. Для 
П . ч .  можно определить возведение в степень по транс
фивитной ИНДУКЦИИ :  уО = 1 ,  ys+ l=ys . y ,  УЛ = liШ ys, ГДе 

s< Л 
Л - предельное число.  Число уа ваз .  степенью числа 
у , у - основанием степени и а - показателем степе
ни . Напр . ,  взяв y= w , а0= 1 ,  получают a1=ya•= w ,  
а2= wro , а3= wroro , . . . . Предел этой последователь
ности e= lim an является наименьшим критич . числом 

n<ro  
функции w6 , т .  е .  наименьшим и з  П .  ч . , для к-рых 
w8= e . Числа е ,  для к-рых выполняется это равенство ,  
ваз. э п с и л о н-о р д и н а л а м и .  

Возведение в степень можно использовать для пред
ставления П .  ч. в виде ,  напоминающем представление 
натуральных чисел в десятичной системе . Е сли у > 1 ,  
1 -<:a <v'�� , то существуют такое натуральное число n 

и такие последовательности � 1 , � 2 , • • •  , �n и '1') 1 , '1') 2 ,  
• • • , 'I'Jn• ЧТО 

а = у'11 • �1 + У11 ' �2 + . . .  + уТ1п �т ( 1 )  
'11 > '111 > '112 > . .  · > '11 п • О .;;;; �; < у ,  (2) 

для i= 1 , 2, . . .  , n .  Формула ( 1 )  для чисел �i и 'I'Ji • 
удовлетворяющих условиям (2) , ваз р а з л о  ш е н и
е м ч и с л а а по основанию у Числа �i н аз цифрами ,  
а числа 'I'Ji - показателями степеней этого разложения . 
Разложение П .  ч .  по данному основанию единственно . 
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Разложение П .  ч. по основанию ro используется для оп
ределения натуральпого сложения и натуральпого 
умножения П .  ч .  

Лит. : [ 1 ]  А л е н с а н ц р о в П.  С. , Введение в общую тео
рию множеств и фуннций, М . - Л. , 1 948 ;  [2] :К а н т о р Г. , 
в нн. : Новые идеи в математине. Сб. 6 ,  СПБ , 1 9 1 4 ,  с. 9 0-184 ;  
[ 3 )  Х а у с д о р ф Ф. , Теория множеств, пер . с нем . , М . - JI . ,  
1 93 7 ;  [4] :к у р а т о в с н и й R. , М о с т о в с н и й А . ,  Тео
рия множеств , пер. с англ.J М . ,  1 97 0 ;  [5] S i е r р i n s k i w. , 
Cardinal and ordinal nurnners , 2 ed. , Warsz. , 1 965 .  

Б .  А. Ефшиов. 
ПОРЯДКОВЫИ ТИП липейно упорядочеппого JКnо

жества А - свойство множества А ,  к-рое присуще 
любому линейно упорядоченному множеству В ,  по
добному А .  При этом два множества А и В ,  линейно 
упорядоченвые соотношениями R и S ,  ваз .  п о д о б
в ы  м и, если существует функция / , взаимно одно
значно отображающая .А на В и такая , что для любых 
точек х ,  у Е А  выполнено xRy<;::::::::> f (x) Sf (y ) .  Г .  Каптор 
(G .  Cantor) определял П .  т. как такое свойство линейно 
упорядоченного множества ,  к-рое остается , если от
влечься лишь от свойств элементов этого множества ,  
по не от их порядка .  Чтобы подчеркнуть , что проне
дев один этот акт абстракции,  Г. Кантор для обозначе
ния П .  т .  множества А ввел символ А .  Для часто встре
чающихся множеств их П. т. обозначается специальны, 
ми буквами. На пр. , если z + - множество всех на
туральных чисел , упорядоченвое отношением ".;;;;; , то 
z + = ro . Если iQ - множество всех рациональных 
чисел , также упорядоченвое отношением ...;: , то О =ТJ .  
Линейно упорядоченвое множество А имеет тип ro 
тогда и только тогда , когда : ( 1 )А имеет первый эле
мент а0 , (2) каждый элемент х множества А имеет 
последующий х+ 1 ,  (3) если а0 Е Х с: А и множество Х 
содержит последователь каждого своего элемента , то 
Х = А . Существует только один П .  т. ТJ вепустых мно
жеств , плотных, счетных , не имеющих ни первого, ни 
последнего элемента (т е о р е м  а К а в т о р а ) .  Ли
нейно упорядоченвое множество имеет П .  т .  Л - множе
ства всех действительных чисел , если оно непрерывно и 
содержит плотвое в нем подмножество А , П .  т .  к-рого 
есть Т) , имеющее с пим общее начало и общий конец.  
Доказава независимость в системе аксиом (ZF) Суслипа 
проблеJКы, см .  [1 ] .  

Для П .  т .  определяются операции , до пек-рой сте
пени авалогичные арифметич.  операциям. 

Пусть а и � - два П. т . , А и В - такие два ли
нейно упорядоченвые множества ,  что А =а, ii= � и 
А П В= ,0 . С у м м о й  а+ � ваз .  П .  т. а+�=А U B , где 
множество А U B  упорядочено так , что все элементы 
множества А предшествуют всем элементам множества 
В ,  а в каждом из множеств А и В порядок сохраняется . 
В частности , если а и � - натуральные числа ,  то оп
ределение суммы П .  т .  совпадает с определением суммы 
натуральных чисел . Имеют место равенства (а+ �)+у= 
= а+ (�+у) и а+О=а=О+ а ,  где О - П . т. пустого 
множества . 3аков коммутативвости в общем случае 
не выполняется, вапр . ro+ 1 =F 1 + ro .  

Пусть а=А и Р=.ii. П  р о и з в е д е в и е м  а · � ваз . 
П . т. а · Р = А  хв , где множество А хв упорядочено 
так, что если {х ,  у } , {х1 , у1 } - два его элемента , то 
первый элемент предшествует второму, когда у <у1 
или (в случае совпадения ординат) х <х1 (принцип по
следних различных членов) .  Имеют место равенства 
(а · �) ·у= а · (� ·у) ,  а · 1 = 1 ·а ,  а · О= О · а = О ,  где 1 -
П .  т .  одноэлементного множества . Умножение ,  как и 
сложение , векоммутативво . Напр . ,  ro · 2 ;t 2 · ro . 3аков 
дистрибутивности выполняется: а (�+у)=а - �+а ·У ·  
Произведение Л, .  Л, представляет непрерывный П .  т .  
:мощности континуума , не  содержащий счетного плот
ного подмножества . 

С суммой и произведением П .  т .  тесно связаны сумма 
проиэвольвого упорядоченного множества П .  т. и 
лексикографич . произведение вполне упорядоченного 
множества П .  т. Пусть {А т : т Е М } - семейство ливей
но упорядоченных множеств ,  индексированное вполне 
упорядоченным множеством М , и А =  П {А т : т Е М }
декартово произведение этого семейства .  

Л е к с и к о г р а ф и ч е с к и м п р о и з в е д е в и
е м  семейства {А т : т Е М } ваз .  множество А ,  ваделен
ное следующим порядком. Если {а т }  и {Ьт } элементы 
из А ,  то {ат }< {Ьт } тогда и только тогда , когда или 
а1< Ь1 , или существует т0 Е М  такое , что ат= Ьт для 
всех т <то и а то <Ьто (привцип первых различных чле
нов) . Если ат=А т  и А - лексикографич. произведе-
ние семейства {А т: т Е М }, то а=П {ат :  т Е М }= А 
ваз . п р  о и з  в е д е в и е м с е м е й  с т в а П .  т .  
{ат :т Е М } . С помощью лексикографич. произведения 
и обобщенвой JСоnтипуу:м-гипотеаы построено для каж
дого JСарди пальпого числа 't такое линейно упорядочен
вое множество ТJт мощности 't, что каждое линейно упо
рядоченвое множество мощности ...;:'t подобно век-рому 
подмножеству множества Тlт · Если 't является сильно 
ведостижимым кардинальным числом , то обобщенпая 
ковтинуум-гипотеза для доказательства этой теоремы 
не нужна . В частности , для 't= Ho таким множеством 
является любое линейно упорядоченвое множество 
п .  т. ТJ · 

Лит. : [ ! ]  И е х т . , Теория множеств и метод форсинга, 
пер . с англ . ,  М . , 1 9 7 3 .  Б .  А .  Ефшков. 

ПОРЯДОК - 1 )  П .  алгебраич .  кривой F (х , у)= О ,  
где F (х , у) - многочлен от  х и у ,  ваз .  паивысшую сте

х• 
певь членов этого многочлена . Напр . ,  эллипс ао+ 

У' +ьs= 1 есть кривая второго П . , а лемвиската (х2+ 
+ у2)2= а2 (х2-у2) - кривая четвертого П .  2) П .  бес
конечно малой величипы а относительно бесконечно 
малой величипы � есть такое число п, что существует 
к
_
овечный предел l im :п • отличный от нуля.  Напр . ,  

sш2 3х при .х--+0 есть бесiюнечво малая второго П .  от-
. s i n •  3х 

восительво х , так как I 1 m -х-,- = 9 .  Вообще говорят, 
X-> li 

что а - бесконечно малая высшего П . ,  чем � .  если 
lim ; = о, и низшего П . ,  чем � .  если lim ; = оо .  
Авалогично определяют П .  бесконечно больших ве
личин. 3) П. нуля (соответственно полюса) а функции 
f (х) есть такое число п, что существует конечный пре-
дел lim 1 (х) n (соответственно lim (x-a )nt (х) ) ,  отлич-х-+а (х-а) 
вый от нуля. 4) П .  производвой - число дифферепци
рований, к-рые надо произвести над функцией,  чтобы 
получить эту производную. Напр . ,  у ' " - производпая д• z  
третьего П . ,  д•хд•у - производпая четвертого П .  Ана-
логично определяют П .  дифференциала .  5) П. диффе
ренциального уравнения - паивысший из П .  произ
водвых, входящих в уравнение .  Напр . • у" ' у' - (у")2= 
= 1  - уравнение третьего П . ,  у"-3у + у= О  - урав
пение второго П .  6) П.  квадратвой матрицы - число ее 
строк или столбцов . 7) П .  конечной группы - число 
элементов группы . Если группа G бесконечна , то гово
рят, что G - группа бесконечного П .  Не сле
дует путать порядок группы с порядком в группе , о 
к-ром см . Упорядоченпая группа ,  Частично упорядочен
пая группа . 8) П. элемента группы - целое положи
тельное число ,  равное числу различных элементов в 
циклической подгруппе, по рождаемой этим элементом , 
либо оо ,  если эта подгруппа бесконечна . В послед
нем случае элемент ваз . элементом бесконечного 
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П .  Если П .  элемента а конечен и равен п, то п явля
ется наименьшим из чисел , для к-рых an= 1 .  9) Правый 
П. в кольце Q - такое подкольцо R кольца Q ,  что 
для всякого х Е Q найдутся а, Ь Е R такие , что Ь обра
тим в Q и х= а Ь - 1 • Другими словами, R - это такое 
подкольцо в Q, что Q является классич. правым коль
цом частных кольца R (см . Частных ��:ольцо) . 10) Ес
ли при иек-ром исследовании или вычислении отбра
сываются все степени век-рой малой величины, начиная 
с (п+ 1 )-й, то говорят, что исследование или вычисле
ние ведется с точностью до величин п-го П .  Напр . ,  при 
исследовании малых колебаний струны преиебрегают 
величинами,  содержащими вторые и высшие степени 
прогиба и его производных, получая благодаря этому 
линейвое уравнение (ливеаризуя задачу) . 1 1 )  Слово 
�п . �  употребляется также в исчислении конечных раз
ностей (разности различных П . ) ,  в теории многих спе
циальных функций (вапр . ,  цилиндрич . функции п-го П . )  
и т .  д . 1 2) При измерениях говорят о величине порядка 
10п , подразумевая под этим , что она заключена между 
0,5 · t On и 5 - 1 0n . 

По .м.атерu.ала.м одноu..м.е>той статьи u.a Б СЭ-3.  
ПОРЯДОК, о т и о ш е в и е п о р  я д к а , -

бинарное отношение на иек-ром множестве А , обычно 
обозначаемое символом <: и обладающее следующими 
свойствами: (1 ) а <:а (р е ф л е к с и в в о с т ь) ; (2) если 
а <: Ь  и Ь<:с ,  то а <: с  (т р а в з и т и в в о с т ь ) ;  (3) если 
а < Ь  и Ь <: а ,  то а= Ь (а и т и с и м м е т р и  ч в о с т ь) . 
Если <: - П . ,  то отношение <, определяемое условием 
а < Ь ,  если а <: Ь  и a=f= b ,  иаз .  с т р о г  и м П. Строгий П .  
может быть определен и как отношение , обладающее 
свойствами (2) и (3' ) : а < Ь и Ь <а не могут выпол
няться одновременно. Запись а <: Ь  обычно читается как 
«а меньше или равно ь� или <<Ь больше или равно а� , 
а а < Ь - как м меньше ь� или «Ь больше а� .  П .  ваз . 
л и в е й  в ы  м, если для любых а ,  Ь Е А  имеет место 
а <:Ь или Ь <:а . Отношение, обладающее свойствами ( 1 )  и (2) ,  паз . п р е д п о р я д к о м или к в а з и п о
р я  д к о м. Если <1 - квазипорядок , то отношение 
а - Ь , определяемое условиями а <] Ь  и b<Ja , оказывается 
э��:вивадентностью .  На фактормножестве по этой экви
валентности можно определить П . ,  полагая [а ] <: [ Ь] , 
где [а )  - смежный класс, содержащий элемент а ,  
если a<J b .  Примеры и лит. см .  при ст . Частичио упоря-
доченное множество . JI. А. Спорпяпов. 

ПОСЛЕДОВАНИЯ ОТОБРАЖЕНИЕ для гладкого 
или хотя бы непрерывного потопа {St } и трансвереаль
вой к нему гиперповерхности V - отображение Т, 
сопоставляющее точке v Е V первую по времени точку 
пересечения с V исходящей из v поJюжительвой полу
траектории потока (и определенное для тех v, для к-рых 
такое пересечение имеется ) .  ( Гиперповерхность V паз.  
при этом с е ч е н и е м ,  с е к у щ е й п о  в е р х
н о с т ь ю , т р а н с в е р с а л ь ю . )  Когда размер
ность dim V= 1 (так что {St } - поток на плоскости 
или двумерной поверхности ; в этом случае V паз . 
также д у г о й б е з к о н т а к т а) и V параметри
зована числовым параметром s ,  то смещение точек V 
под действием П .  о .  описывается пек-рой числовой 
функцией f одного переменкого (если v отвечает значе
нию параметра s, то Tv - значению параметра s+ 
+ f (s) ) , к-рая паз. ф у н к ц и е й п о с л е д о в а н и я .  
Впервые П .  о .  использовал А .  Пуанкаре (Н .  Poincare ,  
[ 1 ) ) , поэтому иногда П .  о .  наз . о т о б р а ж е н и е м 
П у а н к а р  е .  

Если любая полутраектория пересекает V ,  то  П .  о .  
(определенное в данном случае на всем V) в значитель
ной степени определяет поведение всех траекторий по
тона .  Однако такие «Глобальные)) сечения существуют 
далеко не всегда (в частности, у гамиJiьтоновой систе
мы на многообра;ши постоянной энергии ,  не nроходя
ще!l! через критич .  точки гамильтониана , т .  е. равиове-

сия подожения ,  нет замкнутых - как многообразия -
глобальных сечений ; см. [3 )  гл . V I I I , п .  4 . 7 ) .  

Для веавтономвой системы с периодической правой 
частью 

x= t (t , х) , f (t + т, x) = f (t ,  х) ,  (*) 

возникает аналог П .  о . :  точке х сопоставляют точку 
Тх= ер (т, х) ,  где ер (t , х) - решение системы (*) с началь
ным значением ер (0 , х) = х .  Это «отображение сдвига на 
период» можно даже формально рассматривать как 
П. о . , если (* ) рассматривать как автономную систему 
в «Цилиндрическом» фазовом пространстве .  Отображе
ние Т определено всюду, если решения системы (*) 
определены при всех t. 

Чаще приходится иметь дело с «Локальным» сече
нием - его пересекает только часть траекторий и не
редко только часть перссекающих ero траекторий вновь 
возвращается на V. Примером может служить малень
кая гладкая «площадка» коразмервости один , траве
вереально перссекающая век-рую замкнутую траекто
рию L .  В этом случае П .  о .  определено вблизи V П L  и 
характеризует поведение траекторий вблизи L .  

В теории слоеиий также вводится П .  о .  (см . ( 2] ) ,  яв
ляющееся обобщением предыдущего примера (и охва
тывающее также П .  о .  для обыкновенных дифференци
альных уравнений в комплексвой области) . 

Лит. :  [ 1 ]  П у а н к а р  е А . ,  О кривых, определяемых ди;ф
ференциальными уравнениями, пер. с франц. ,  М . ,  1 9 Н ;  [2 ] 
т а м у р  а И . , Топология слоений, пер. с япон . , М. , 1 9 7 9 ;  [3 ] 
Г о д б и й о н Н . , Дифференциальная геометрия и аналитиче
ская механика, пер. с франц. ,  М . , 1 973 .  д. В. Апосов. 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ КАТЕГОРИЯ - чаот-
вый случай общей конструкции категории функторов 
или категории диаграмм . Пусть Z - множество целых 
чисел , снабженвое обычным отношением порядка .  
Тогда :;z можно рассматривать как малую категорию , 
объектами к-рой являются целые числа ,  а морфизма
ми - всевозможные пары вида ( i , j) ,  где i , i E Z и i <:j . 
Пара ( i ,  j) - это единственный морфизм объекта i 
в объект j .  Композиция морфизмов определяется следую
щим равенством: ( i , j) (j , k)= ( i , k) . 

Для произвольвой категории sr категория кова
риавтных функторов � (Z , .R') из Z в sr ваз . к а
т е г о р и е й п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й над ,\t . Чтобы задать функтор F : z -si' , достаточно 
указать семейство объектов из Sf, заиндексироваввое 
целыми числами , и для каждой пары объектов А ; ,  
А i + 1 выбрать произвольвый морфизм rx; . i + 1 : А 1---+А i + i .  
Тогда отображения F( i) = A ; , F (i , i+1 ) = rxi ; + 1 однознач
но продолжаiется до функтора F : Z - .lf.' Естествеиное 
иреобразование ер функтора F : :р; - sr в функтор 
G : z - .fi',  т .  е. морфизм категории последователь
ностей, задается таким семейством морфизмов 
ер; : F ( i) - G ( i) , что ep;G (i , i+ 1 ) = F  (i , i+ 1 ) ·  ер; + 1 для 
любого i E Z . 

Если � - категория с нулевыми морфизмами , то 
в П. к. � (Z , .fi') выделя�тся полная подкатегория 
комплексов , т. е. таких функторов F :  z - .fi', что 
P (i , i+ 1 ) F (i+ 1 , i+ 2) = 0  для любого i E Z · Для абе
левой категории � П. к. и подкатегория комплексов 
являются абелевыми категориями . 

Вместо категории z можно рассматривать ее под
категории, состоящие только из неотрицательных или 
только ив неположительных чисел . Соответствующие ка
тегории диаграмм также паз . П. к .  м. ш. цаде'Нnо. 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ э л е м е н т о в з а-
д а н н о г о м н о ж е с т в а - функция, определен
ная на множестве натуральных чисел , множество зна
чений к-рой содержится в рассматриваемом множестве . 

Э л е м е н т о м, или ч л е н о м, последовательно
сти f : N-X , где N - множество натуральных чисел , 
Х - ;шданное множество , на3 .  упорядоченная пара 
( n ,  х) , х= f (п) , п Е N, х Е Х ,  к-рая обозначается через 
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х,. . Н атуральное число n паз . н о м е р  о м а л е м е н
т а п о  с л е д о в а т е л ь н о с т и х,. , а элемент 
х Е Х - его з н а ч е н и е м. Последовательность 
f : N-X обычно обозначается через {х,. } или Xm n = 
= 1 ,  2, . . . .  

Множество элементов П .  всегда счетно, причем два 
различных члена П .  отличаются по крайней мере номе
рами. Множество значений елементов П. может быть и 
конечным; так , множество значений всякой с т а ц и
о н а р  н о й  П . , т .  е .  последовательности {х,. } , все 
элементы к-рой имеют одно и то же значение : х,.= а , 
n= 1 ,  2 ,  . . .  , состоит из одного элемента . 

Если n1 <п2 , то член х,., последовательности {х,. } 
паз.  п р е д ш е с т в у ю щ и м члену х,..,  а член 
х,., - с л е д у ю щ и м за членом х,., . Таким образом, 
множество элементов П .  упорядочено. 

Того или иного рода П. встречаются в различных 
разделах математики и с их помощью описываются 
многие свойства научаемых объектов .  Напр . ,  если Х - топологич . пространство,  то среди П .  его точек 
важную роль играют с х о д  я щ и  е с я П . ,  т. е. П. , 
к-рые имеют предел в этих прострапствах .  В терминах 
сходящихся П .  удобно (во всяком случае, при наличии 
счетной базы) описывать свойство компактности , су
ществование предела отображения ,  его непрерывность 
и т . п. Если все элементы П .  нек-рых объектов (точек , 
множеств , отображений и т . д . )  обладают каким-либо 
свойством , то часто бывает нужным выяснить ,  сохра
няется ли это свойство для предела П . ;  вапр . ,  выяснить, 
как ведут себя свойства измеримости, непрерывности, 
дифферепцируемости , интегрируемости при предельном 
переходе для различных видов сходимости функций 
(поточечной, почти всюду, равномерной , по мере ,  в 
среднем и т .  п . ) .  

Иногда отображение f : 1 ,  n-+X конечного множества 
1 , n det { 1 , 2, . . .  , п } натуральных чисел в множество 
Х ваз . к о н е ч н о й  П. и обозначается через {х1 , х 2 , 

. . .  , х,. } , где x,.= / (k) , k= f ,  2 ,  . . .  , n .  П .  может за
даваться формулой ее общего члена (напр . ,  П. членов 
арифметич . прогрессии) , рекуррентной формулой 
(напр . , П .  чисел Бернулли) или просто словесным описа
нием с той или иной степенью эффективности (напр . , 
П . всех простых натуральных чисел в порядке их воз
растания) . См. также Двойпая пос.ледовате.льн,ость , 
Кратпая пос.ледовате.льпость .  Обобщением понятия 
П. является н,аправ.лен,н,ость .  л .  д .  RудряffЦев. 

ПОС ЛЕДОВАТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ - раздел ма-
тематич.  статистики , характерной чертой к-рого явля
ется то, что число производимых наблюдений (момент 
остановки наблюдений) не фиксируется заранее , а 
выбирается по ходу наблюдений в зависимости от зна
чений поступающих данных .  Стимулом к интенсивному 
развитию и применению в статистич . практике после
довательных методов послужили работы А. Вальда 
(А .  Wald ) .  Им было установлено, что в задаче различе
ния (по результатам независимых наблюдений) двух 
простых гипотез т .  н .  последовательный критерий от
ношений вероятностей дает значительный выигрыш в 
среднем числе производимых наблюдений по сравнению 
с. наиболее мощным классич . способом различения (оп
ределяемой леммой Неймака - Пирсона ) с фиксиро
ванным объемом выборки и теми же вероятностями 
ошибочных решений . 

Основные принципы П .  а .  состоят в следующем . 
Пусть Sl o s 2 ,  . . .  - последовательность независимых 
одинаково распределенных случайных величин и функ
ция распределения Fe (х)= Ре {s1 <.х } зависит от не
известного параметра е, принадлежащего век-рому 
параметрич .  множеству Е>. Задача состоит в том, чтобы 
по результатам наблюдений вынести то или иное реше
ние об истинном значении неизвестного параметра е . 

В основе любой статистич . задачи решения лежат 
пространство D заключительных (терминальных) ре
шений d (о значениях параметра е) и правило 't, опре
деляющее момент прекращепия наблюдений, в к-рый 
и выносится заключительное решение . В классич . 
методах наблюдений момент • является веслучайным 
и фиксированным заранее ; в последовательных методах 
't является случайной величиной , не зависящей от «бу
дущего� (марковский момент, момент остановки) . Фор
мально, пусть ,jF,.= cr {w :  s1 ,  • . .  , s,. }  есть а-алгебра , 
порождеппая случайными величипами s1 , • • •  , Sn · Слу
чайпая величипа •= • (w ) ,  принимающая значения 
0 , 1 ,  . . .  , + оо , паа . м а р к о в с к и м  м о м е н т о м , 
если событие {• ...;n } Е 3F n для каждого п;;;.:О (3F 0= 
= {0' , Q }) . Пусть 3F 'f - совокупность тех измеримых 
множеств А , для к-рых А П {•оо;;;п } Е 3Fп и для каждого 
n�O. Если 3F n интерпретируется как совокупность 
событий, наблюдаемых до случайного момента n (вклю
чительно) , то 3F'f можно интерпретировать как сово
купность событий, наблюдаемых до случайного момента 
't (включительно) . Заключительное (терминальное) ре
шение d= d (w) есть 3F 'f -измеримая функция со значе
ниями в пространстве D .  Пара б= ('t , d) таких функций 
паа .  (п о с л е д о в а т е л ь в ы м) р е ш а ю щ и м 
п р  а в и л о м .  

Для выделения среди решающих правил «оптималь
ного• задают функцию риска w (•' е '  d) и рассматрива
ЮТ математич . ожидание Ее W (• , е, d) . Существуют 
разные подходы к определению понятия оптимального 
решающего правила б* = (•* , d* ) .  Один из них , бейесов
ский, основан па предположении, что параметр е явля
ется случайпой величиной с априорным распределени
ем n = n  (de ) .  Тогда имеет смысл говорить о л:-риске 

R6 (n) = � 8E8W ('t ,  е, d) n (de) 

и называть правило б * = (•* , d* ) о п  т и м а л ь н ы  м 
б е й е с о в с к и м р е ш е н и е м (или п-о п т и
м а л ь н ы  м) , если R6• (n) <.R6 (n) для любого другого 
(допустимого) правила . Наиболее распространенной 
формой риска W ('t , е ,  d) является риск вида с•+ 
+ W1 (е ,  d) , где константа с;;;.:О интерпретируется как 
стоимость единичного наблюдения , а W1 (е , d) является 
функцией потерь от заключительного решения . 

В бейесовских задачах отыскание оптимального за
ключительного решения d* , как правило , не вызывает 
трудностей, и основные усилпя направлены на оты
скание оптимального момента остановки •* . При этом 
большинство задач П .  а .  укл адывается в следующую 
схему «Оnтимальных правИJI остановки» .  

Пусть Х = (хп , 3f'п , Рх) , п;;;;.О ,  :с Е Е ,  - цепь Мар
кова в фазовом пространстве (Е ,  J.3) ,  где Xn - состоя
ние цепи в момент времени n ,  а-алгебра 3F n интерпре
тируется как совокупность событий , наблюдаемых цо 
момента времени n (включительно) , а Р х - распределе
ние вероятностей, отвечающее начальному состоянию 
х Е Е . Предполагается , что , прекращая наблюдение в 
момент времени n, получают выигрыш g (х,.) . Тогда 
средний выигрыш от остановки в момент • есть Exg (х,) ,  
где х - начальное состояние . Функцию s (х ) =  
= sup Exg  (x'f) , где s u p  берется по  всем (конечным) 
моментам остановки • , ваз . ц е н о й, а момент •е • 
для к-рого s (x) <.Exg (x'f8)+в для всех х Е Е , ваз . е-

о п т и м а л ь н ы м м о м е н т о м о с т а н о в к и .  
О-оптимальные моменты ваз . о п т и м а л ь н ы м и .  
Основные вопросы теории «оптимальных правил оста
новки» таковы: какова структура цены s (x) ,  как ее 
найти , когда существуют е-оптимальные и оптималt.ные 
моменты , какова их структура . Ниже приведен один 
из типичных результатов, касающихся поставленных 
вопросов . 
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Пусть функция g (x) ограничена : [ g (x) l <c < oo . Отсюда , в силу выпуклости вверх функций р (л ) , g (л) , 
Тогда цена s (х) является наименьшей эксцессивной Тр (л) , можно вывести, что найдутел два числа О <  
мажорантой функции g (х) , т .  е наименьшей из функций <А <В <1 такие ,  что область продолженил С= {л : А <  
f (х) , удовлетворяющих двум свойствам <л <В } , а область прекращенил наблюдений Г =  

g (х) ,;;:;;, 1 (х) ,  Т f (х) � 1 (х) , = [0 , 1 ]"'--(А , В ) .  При этом момент остановки 

где Т/ (х)= Ел (х1 ) .  При этом момент 'to = inf {п � О:  лп Е Г} 
•е = inf {n � 0 :  s (хп) ,;;:;;, g (хл) + е} 

является е-оптимальным для велкого е >О . цена s (х) 
удовлетворяет уравнению Вальца - Беллмана 

s (х) = шах {g (х) , Т s (х) } 
и может быть найдена по формуле 

s (х) = lim Q ng (х) ,  
n-->-12> 

где 
Qg (x) = max {g (x) , Tg (x) } .  

В том случае,  когда множество Е конечно , момент 
•o = inf {n � O : s (хп) = g (хп)} 

будет оптимальным. В общем случае момент •о является 
оптимальным, если Р х {•0 < оо }= 1 , х Е Е . 

Пусть 

С = {х : s (x )  > g (x) } , Г = {х: s (x) = g (x)} . 
В соответствии с определением 

'to = inf {n � O : хп Е Г} . 
Иначе говоря, прекращение наблюдений следует произ
водить при первом попадании в множество Г .  В связи 
с этим множество С наз .  множеством продолженил 
наблюдений, а Г - множеством прекращенил наблю
дений . 

Иллюстрацией этих результатов может служить зада
ча различения двух простых гипотез ,  на к-рой А . Вальд 
продемонстрировал иреимущество последовательных 
методов по сравнению с классическими. Пусть параметр 
е принимает два значения 1 и О с априорными вероят
ностями л и 1 -л соответственно и множество заключи
тельных решений D состоит также из двух точек: 
d= 1 (принимаетсл гипотеза Н1 : е= 1 )  и d= O ( прини
маетел гипотеза l/0 : е=О) . Если функцию W1 (е ,  d) 
выбрать в виде 

{ а , е = 1 ,  d = O , 
W1 (е ,  dJ = , ь ,  8 = 0 , d =� 1 , 

� О, в остальных случаях 
И ПОЛОЖIIТЬ 

W (• , е , d) = c• + W1 (е ,  d) , 
то для R0 (л)  получают выражение 

R6 (л) = cEn • + aan (б) +  Ь�п (б) , 
где 

an (б) = Pn {d = O [ e = 1 } ,  �n (б ) = Pn {d = 1 ( e = O} 
- вероятности ошибок первого и второго рода , а P:n оз
начает распределение вероятностей в пространстве 
наблюдений, отвечающее а приорному распределению 
л . Если Лп= Р {е= 1 i<ff n } - апостериорная вероят
ность гипотезы Н1 : е= 1 относительно а-алгебры 
cffn= G {(i) :  �� � • . .  , �п }, ТО 

R6 (л) = En [ ст + g (лт ) ] , 
где 

g ( л) = min (ал , Ь (1 - л) ) . 

Из общей теории оптимальных правил остановки, при
мененноii к x11= (n ,  л11) , следует , что функция р (л )= 
= inf т RO (л )  удовлетворяет уравнению 

p (л) = min {g (л) , с + Тр (л) } .  

является оптимальным (л0= л) . 
Если р0 (х) и р1 (х) - плотности распределений F0 (х) 1 

и F1 (х) (по мере d�-t= 2 (dF0+ dF1) ) , а 

q> = Pt (!;.) . . .  р, (�п) 
Ро (!;,)  . .  · Ро (sп) 

- отношение правдоподобил , то область продолженил 
наблюдений (см . рис . 1 )  может быть записана в виде 

С { 
А 1 - :rt В 1 - :rt \  = q>: f-A л- < ч> < 1 - B n- J  

и т0= inf {n;;;;,O :  q>11$ C } . 
в 1-n 

При этом если ЧJт, ;;;;" 1 _в -л ,  то выносител реше-
ние d= 1 , т. е .  принимается гипотеаа Н1 : е= 1 . Если же А 1-:тt 
ч>т, < 1_А -л ,  то - гипотеза Н0 : е= О . 

Структура этого оптимального решающего правила 
сохранлетел и для задачи различения гипотез в ус
ловноэкстремаль н о й 
постановке , состол
щей в следующем. 
Для каждого решаю
щего правила б= ('t , 
d) вводят вероятности 
ошибок а (б )= Р1 (d= 
= 0) , � (б)= Р0 (d= 1 )  

Рис. 1 .  
х и задают два числа 

а >О и � >О;  и пусть, о 
далее , i\ (а , �) - сово
купность всех реша
ющих правил с а (б) <:а, � (б) <� и Е0• < оо , Е1• < оо . 
Следующий фундаментальный результат был получен 
А. Вальцом. Если а+ � <1 и среди критериев б= (т , 
d) , основанных на отношении правдоподобия ч>п и 
имеющих вид 

't = inf {n � O: ч>п f (а , Ь ) } ,  { 1 ,  q>,; � ь , d = 
О , q>,; � a , 

найдутел такие а= а* и Ь= Ь* , что вероятности ошибок 
первого и второго рода в точности равны а и � . то 
решающее правило б * = (т* , d* )  с а= а* и Ь= Ь* является 
в классе i\ (а , �) оптимальным в том смысле ,  что 

Е0•* .,;;; E 0't, E 1't* �  Е1т 

для любого б Е i\ (а, � ) . 
Преимущества последовательного решающего прави

ла б* = (•* , d*) по сравнению с классическим проще 
проиллюстрировать на примере задачи различения двух 
гипотез Н0 : е= О и Н1 : 0= 1 относительно локального 
среднего значения е винеровеного процесса �� с еди
ничной диффузией . Оптимальное последовательное ре
шающее правило б *=  (•* , d * ) ,  обеспечивающее за
данные вероятности ошибок а и � первого и второго 
ро�а соответственно , описывается следующим образом: 

•* = inf { t � O : Лt f (a*, Ь*) } , 

d* _ { 1 ,  Лт• � Ь* ,  
- \о ,  Л,;  • .,;;; а*, 
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где Л1= ln (j!t и отношение правдоподобия ( производпая 
меры,  отвечающей 8= 1 ,  по мrре , отвечающей 8= 0) (j!t= 

�г .!_ t 1 -а. а. = е  2 а b* = ln-13- a* =ln 1 _ 13_ 
(см . рис . 2) . 

ОптимаJI !,пое классич . правИJю б= (т , d) (согласно 
лемме Неймана - Пирсона) описывается следующим 

Рис . 2 .  

образом:  

где 

t= t (a, �) , 

Л у � h (а, �) . 

Л 7 < h (а, �) , 

t (а, �) = (c a.+cr> ) 2 ,  

а cv - корень уравнепил 
_1 _ � "'  - х' / 2 _ 
]f- е dx - y. 

2n cv 

Поскольку Е0т*= 2w (а , � ) ,  Е 1т*= 2w (� , а) , где 

ТО 

w (х, у) =  (1 -х) ln � + х  ln -1 
х , 

у - у 

� = 2  ш (f3 , а) � - z  ш (а , [3) 
t (а , /3 ) (са + с/3) 2 ' t (а , f3) - (са + с/3) 2 • 

Численный подсчет показывает , что при а, � ..;:0 ,03 
Е 0с* 1 7  Е 1 1: *  1 7  

t (а , fЗ) ";;:;; за , t (а , /3) ";;:;; 3 0  . 

Иначе говоря , при рассматриваемых значениях ошибок 
первого и второго рода оптимальный последовательный 
метод различения требует примерно в два раза меньше 
наблюдений , чем оптимальный метод с фиксированным 
числом наблюдений. Более того , если а= � ,  то 

lim � = lim � = .!. . 
а �  0 t (а. , а.) а �  0 t (а , а ) 4 

Лнт. : ( 1 ] В а л ь  д А. , Последовательный анализ ,  пер. 
с англ . ,  М . , 1 960 ; [2] Ш и р н е в А. Н . ,  Статистическиi1 по
следовательный анализ, М . ,  1 97 6 .  А.  Н. Ширяев .  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИИ М Е-
ТОД , м е т о д п о в т о р н ы х п о д с т а н о в о к ,  
м е т о д п р  о с т о й  и т е р  а ц и и, - один из общих 
методов приближенного решения операторных уравне
ний . Во многих случаях хорошая сходимость построен
ных этим методом приближений позволлет приме
нять его в ирактике вычислений. 

Пусть Е - век-рое мноif(ество, па к-ром задан 
оператор А , отображающий Е в себя . Требуется найти 
неподвижпую точку этого отображения ,  т. е. решение 
уравнения 

х = А (х) , х Е Е .  ( 1 ) 
Пусть уравнение ( 1 )  имеет решение х* и каким

либо способом указано его начальное приближение 
х0 Е Е . Все остальные приближения в П. п .  м .  строятел 
по формуле 

(2 ) 
Этот процесс наз .  п р о с т о й  о д н о ш а  г о в о й 
и т е р  а ц и е й . 

Для исследования сходимости последовательности 
(2) , а также для доказательства существования решепая уравнuння ( 1 )  ш и р о к о  примсннетсн ниже сформуJI И
ровапныi1 п р и н ц и 11 с п-; н м а ю щ и х u т о б р а -
;t; с н и й .  

Пусть Е - полное метрич . пространство с метрикой 
р; оператор А определен в замкнутом шаре S радиуса б 
с центром в х0 : 

S = {x E E :  р (х , Хо) ".;; б} ;  
для всяких элементов х и у из шара S верно соотноше
ние 

р ( Ах, Ау) ";;;; ар (х , у) ,  О < a= coлst < 1 ;  
для начального приближения х0 выполнено веравенет
во р (А х0 , х0) ..,;: т, для чисел а, б ,  т соблюдается ус
ловие т/ ( 1 -а) ..,;: б . 

Тогда : 1 )  последовательные приближения xn ,  вы
числяемые по правилу (2) ,  могут быть найдены при 
велком значении n, и все они принадлежат шару S ;  
2) последовательность xn сходител к век-рой точке 
х* Е S; 3) предельный элемент х* есть решение урав
пения ( 1 ) ; 4) для приближевин Х11 верна следующая 
оценка близоети к решению х * : 

Р (хт х*) ";;:;; 1 :'а an . 

Далее, во велком подмножестве пространства Е,  где 
для двух любых точек .r, у верно неравенство р (А х,  А у) < р (х, у) , уравнение (1 )  не может иметь более 
одного решения . 

Пусть Е= fR.n - арифметическое п-мерпое простран
ство и оператор А в (1) имеет вид А х= В:с+ Ь, где В = 
= l l a ik l l - квадратная матрица п-го nорядка ,  Ь= ( Ь1 , . . . , 
Ь 11 ) - заданный, а х= (хн . . .  , хп) - искомый векто
ры в fR.n . Если в этом пространстве метрика определена 
формулой 

р (х, y ) = шax [ x; - Yi l i 
и элементы матрицы В удовлетворяют условию 

�:= 1  au t 1 < 1 

для всех i ,  i= 1 ,  . . .  , п ,  то из принципа сжимающих 
отображений следует, что система алгебраич . уравне
ний х= А х  имеет единственное решение в fR.n, к-рое 
можно получить П. п. м . ,  исх одл из произвольного 
начального приближевин х0 Е fR.n . Если в fR.n действует евклидона метрика 

р (х , у) = у �;= 1 (x; - Yi) 2 , 
тогда получается другое условие сходимости носледо
нательных прибJшжений: 

�n ,..,п а� < 1 .  �i= l .::... k = 1  <k 
Пусть (1) - интегральное ураnпенпе , в к-ром 

Ax ( t ) = f ( t ) + Л � : K (t , s) x (s ) ds ,  

где известные функции / ,  К интегрируем ы  с квадратом 
соответственно на мпо;кества х [ а ,  Ь J и 1 а ,  Ь] Х 1 а , Ь ] ,  
Л -- чисJювuй на раметр.  Тогда на приш�и на сжимаю
щих отображений следует, что если 

I Л I < о� � : K2 (s , t ) dt ds ) - 1 1 2 , 

то рассыатривасмое интuгральное уравнение имеет един
ственное решение в пространстве L 2 ( [ a ,  Ь ] ) , к-рое мож
но построить П. п. м. 

Лит. : [ 1 ]  Ф а  д д е е в д .  К . , Ф а  д д с с в а В. Н . ,  вы
числительные методы линейной алгебры, 2 И:Jд. , М . - Л . , 1 96 3 ; [2] К р ы л о в  В . И . , Б о б н о н  В . В . , М о н а с т ы р
и ы й П. И . , ВычисJIИ1'еJiьные методы, ·г. 1 -3 ,  М . ,  1 9 76 - 7 7 ; [3] К о JI JI а ·r ц Л. , Фушщиона.ньныii <НШJIИЗ и вычис.пите.ш, 
нал математика, пер . с нем. , М . ,  1 96 9 .  Б. В. Хведелидае. 
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ПОС ТА АЛГЕБРА - алгебра вида ( Р, Q) , где Р 

является множеством функ ций , а Q - множеством 
операций , равносильных операциям композиции с раз
личного рода ограничениями. Примерами П. а. явля
ются конечнозпачные и счетнозлачные логики, логики 
неоднородных фушщий и т. п . Проблематика П. а. по 
существу совпадает с проблематикай для многозначных 
логик. 

Лит. см. п р и  ст.  Мпогозпачная логиха. В .  Б .  Кудрявцев . 
ПОСТ А КАНОНИЧ ЕСКАЯ СИСТЕМА, и с ч и с

л е н и е П о с т а , - способ задания перечисли.мых 
.мпожеств слов. Попятие П .  к. с . ,  предложенное 
Э .  Постом (Е .  Post) в 1943, было первым общим попя
тием исчислепия , пригодным для задания произвольных 
перечислимых множеств и не привязанным к логич. 
структуре порождаемых объектов,  к их семантике и к 
логике вывода правил . П .  к. с. задается четверкой 
А ,  Р , Л, л , где А - алфавит исчисления, Р (не имею
щий общих букв с А )  - алфавит переменпых , Л -
список слов в А (аксиом исчисления) ,  л - список пра
вил вывода вида 

G1 , 1P1 , 1 '  • · G1 , п1Р1 , пР1 . п1 + 1 

Gm , 1Рт , 1 · - · Gm ,  nтPm , nmGm ,  n т +  1 
G ,p, .  · · GnPnGn + t  

(G;, i суть обозначения слов в А ,  P i, i - обозпачевин 
букв из Р) .  Слово Q получается из Q1 , • • •  , Qm приме
непием правила (*) , если для каждой входнщей в (*)  
буквы из Р можно подобрать слово в А (значение ::�той 
переменной) , подставляя к-рое вместо всех вхождений 
рассматриваемой переменной в (* ) , мы получим после 
такого замещения всех переменных слова Q1 , . • •  , Qrn -
над чертой и Q - под чертой . На основе этого понима
ния правил определяется выводимость в П . те с .  В тео
рии исчислений применяется следующее определение 
п е р е ч и с л и м о г о м н о ж е с т в а  с л о в  в А ,  
э квивалентное обычному :  М паз. п е р е ч и с л и м ы м, 
если оно совпадает с множеством слов в А , выводимых 
в нек-рой П .  к. с . ,  алфавит к-рой содержит А (необхо
димость расширения А хотя бы одной буквой � неустра
нима , но можно потребовать, чтобы помимо М быJш 
выводимы лишь слова вида �Q .  где Q из А ) . 

Рассматриваются различные специализации понятия 
П .  к .  с . :  1) н о р м а л ь н ы е с и с т е м ы  П о с т а 

Gp (все правила имеют вид pG') , 2 )  л о к а л ь н ы е ис-
р , Gр, чиспения (правила вида p ,G ' p ,) , 3) о г р а н и ч е н-

н ы е исчисления (алфавит однобуквенный, нравила 
однопосылочны) и др. 'Упомннутые специализации 
предполагаются одноаксиомными, к каждой из них 
можно свести произвольную П. к. с .  (установленная 
Постом эквивалентность П .  к. с. и нормальных исчис
лений имеет фундаментальное значение для работ этого 
направления , для нахождения не разрешимых систем) .  

Лит. см. при ст . Ис><ислепие. С. Ю. Маслов. 
ПОСТ А К ЛАСС - замкнутый относительно опе

ра ции суперпозиции класс функций алгебры логиr.:и 
(ф .  а .  л . ) .  Э .  Пост (Е ,  Post) установил , что таких 
классов в точности счетное множество, и дал их 
явное описание. Им же показано , что все они являют
ся конечно порожденными, построена решетка по 
включению, образованная этими классами .  Множество 
указанных классов исчерпывается списком С;, А ;, D )• 
Lk, Ot ,  S , , Р" Р�,  F;',  где i= 1 , 2 , 3 ,  4; j = 1 , 2 , 3 ;  
k= 1 ,  . . .  , 5 ;  l = 1 ,  . . .  , 9 ;  . r  = 1 ,  3 , 5 , 6 ;  s= 1 ,  . . .  , 
8; !.А. = 2 , 3 , . . .  

Класс С1 содержит все ф .  а .  л . ;  С 2 состоит И "  всех 
ф. а. л . f (x 1 ,  • • • , х 11) таких , что / (0 ,  . . .  , 0) = 0; С3 -
из всех ф . а . л . таких , что / ( 1 ,  . . .  , 1 ) -= 1 ; С4 = С2 П С3 • 
Класс А 1 состоит из� всех монотониых ф. а .  JI . ;  

-(:[ 1 7 Математичесt< а я  знц . ,  т . 4 

А 2= С2 П А 1; А 3= С3 П А 1; А 4 = А 2 П А 3 • _!\_J_Iacc D 3 �о
стоит из всех ф. а .  л .  f (xl , · · . , хп) = f (xl, · · . ,  хп) ;  
D1= C4 П D3; D 2= A 1 П D3 • Класс L1 состоит и з  всех 
ф. а. л. f (x1 , х2, • • •  , хп)=х1+х2+ . . .  +xп+d (mod 2) , 
d E  {0 ,  1 }; L2= C2 П L1; Lз= Сз П Ll; L4= L2 П Lз ; Ls= 
= Dз П L1· 

Класс 09 состоит из всех ф .  а .  л . ,  существенпо зави
сящих не более чем от одного не ременного ; Os= А 1 П Оэ ; 
04= D3 П О9; 05= С2 П 09; 06= Сз П 09; <?1= 0s П Ов; 07 
состоит из всех константных функции; 02= 0s П 07 ;  
03= 06 П 07 . 

Класс S6 состоит из всех ф. а . л .  f (x1 , • • •  , хп)= 
= x1 v x2 v . . .  v xn и всех константных ф. а .  л . ;  S3= 
= С2 П S6; S5= C3 П S6; S1= Sз П S 5 • 

KJiaCC Р6 состоит из всех ф. а. л .  f (хн х2 , . . .  , хп)= 
= х1&х2& . . .  &xn и всех константных ф. а. л . ;  Р 5= 
= С2 П Р6 ; Р3= С3 П Р6; Р1= РБ П Рз . 

Ф.  а .  л .  удовлетворяет условию alt , если любые f-t 
наборов, на к-рых она равна О, имеют общую координа
ту , равную нулю . Аналогично с заменой О на 1 вво
дится условие А 11 • 

Класс F� состоит из всех ф .  а .  л. со свойством alt ; 
Pf= C4 П F�; P�= A 1 П Ff; F�= Ff П F�; Ff состоит rиз 
всех ф . а .  л .  со свойством A �t ;  F�= C4 П F�; Ff=А з П  
П F� ; F�= l'� П F� . 

Ф.  а. л .  удовлетворяет условию а"' , если все наборы , 
па к-рых она равна нулю, имеют общую координату , 
равную нулю. Аналогично с заменой О на 1 вводится 
свойство А "' . Класс F4 состоит из всех ф. а. л. со свой
ством а"' ;  F;"= C4 П F4 ;  F;'= A 1 П F4 ;  F;'= F;' П F; ; 
F;' состоит из всех ф. а .  л .  со свойством А оо ; F;'= C4 n 
П F;' ; F;' = A з П F;;" ; F;'= F';' П F';' . 

Решетка по включению, образованная этими клас
сами, изображена на рисунке . На нем классы изобра-

жены точками . Две точки соединены дугой, если ниже
лежащая точка обозначает класс, непосредственно 
содержащийся в верхнем классе (т. е. между ними нет 
промежуточных классов) . 

Л ит . :  [ 1 ]  Я б л о н с к и й  С. В . ,  Г а в р и  л о в Г. П . ,  
К у д р л в ц  е в в .  Б. , Ф ункции алгебры логики и классы 
Наста , М . , 1 9 6 6 .  В. Б .  Кудрявцев. 
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ПОСТА МАШИНА - один ив вариантов Тьюринга 

.машины . 
ПОСТ А НОРМАЛЬНАЯ СИСТЕМА, н о р м а л ь

н о е и с ч и с л е н  и е ,- важный частный случай 
Поста канонической систе.мы .  с. ю. Маслое . 

ПОСТА РЕШЕТКА - решетка по включению Поста 
алгебр . 

ПОСТА СИСТЕМА ПРОДУКЦИй, н о р м а л ь
н а я с и с т е м а П о с т а, н о р м а л ь н о е 
и с ч и с л е н и е П о с т а ,- частный случай Поста 
канонической систе.мы, когда все правила вывода имеют 

Gp 
вид pG и имеется только одно исходное слово (одна 
аксиома рассматриваемого исчисления) . Э .  Пост [ 1 ]  
установил эквивалентность П .  с .  п .  и канонич. систем 
Поста в широком смысле. П .  с. п. были использованы 
Э .  Постом и А .  А .  Марковым ( 1947) при построении 
первых примеров ассоциативных исчислений с неравре
шимой проблемой распознавания равенства слов (п р о б
л е м а Т у э ) .  

Лит. :  [ 1 ]  Р о s t Е .  L. , «Amer. J.  Math.» ,  1 943 ,  v. 6 5 ,  
Nv 2 ,  р.  1 97-2 1 5 ;  (2] М а р  н о в А. А . , Теория: алrорифмов, 
М . ,  1 9 54 (Тр. Матем. ин-та АН СССР,  т. 42) . С. и. Адян. 

ПОСТНИКОВА КВАДРАТ - кого.мо.логическая опе
рация типа О ( 1 ,  А , 3, В) , где А ,  В - абелевы груп
пы с фиксированным г е т е р о м о р ф и з 111 о м ч : 
А -+ В ,  т. е. таним отображением , что фуннция 

h (g1 , g2) = Т) (g1 + g2) - Т) (g1 ) - ТJ  (g2) 
билинейна и ТJ (-g) = ТJ (g) . Пусть s : F -+ А - эпи
морфизм, а F = EJjz - свободвал абелева группа . 
Для t-коциклов П .  к .  определен формулой 

- - ( 1 1 ) е1 -... ТJS ео U бео , 
где е� - такая коцепь с коэффициентами в F, что 
��= е1 • Надстройкой над П .  к. является Понтрягина 
квадрат. Для односвязного Х П. к . ,  для к-рого А =  
= л:2 (Х ) ,  В= л:3 (Х ) ,  а ТJ определяется композицией с 
отображением Хопфа S3 -+ S2 , используется при клас
сификации отображений трехмерны х полиэдров в Х .  
П .  к .  введен М .  М .  Постниковым [ 1 ] . 

Лит. :  [ 1 ]  П о с т н и н о в М. М . ,  <•Доил. АН СССР•> , 1 94 9 ,  
т.  64 ,  М 4 ,  с . 46 1-62.  А .  Ф. ХаршШiадае .  

ПОСТНИКОВА СИСТЕМА, н а т у р а л ь н а я 
с и с т е м а ,  г о м о т о п и ч е с к а я р е в о л ь -
в е н т а ,  П-р а в л о ж е н и е о б щ е г о т и п а ,
последовательность расслоений 

· · · ..!.!!_� Xn !.!!.. Xn - 1�� . · · � Xo = p t , 

слоями к-рых являются Эйленберга - Маклейна про
странства К (л: по п ) , где Л:11 - пек-рая группа (абелева 
при п > 1 ) .  В ведена М .  М .  Постниковым [ 1 ) .  Про
странство Х n ваз . п-м ч л е н о м (или п-м э т а ж о м) 
П .  с. {р11 : Xn -+ Xn - 1 } · П. с. {Р п :  Х п -+ Х п- 1 }  ваз . 
с х о д я щ е й с я к пространству Х ,  если ее обратный 
предел liш {Pn : Xn -+ Х11_ 1 } слабо гомотопически 

-
эквивалентен пространству Х .  В этом случае простран-
ство Х ваз. п р е д е л о м П . с .  {р11 : Х 11 -+ Х11_ 1 } . 

М о р ф и з м о м  П . с . {р 11 : Х11 -+ Х 11 _ 1 } в П . с .  
{qп : У n -+ У п - 1 } ваз .  последовательность непрерыв
ных отображений f n : Х n -+ У т для к-рых диаграмма 
гомотопически коммутативна . Морфизм {/ n } индуци
рует отображение lim fп : limX n -+ lim Y т называемое 
его п р е  д е л о м . 

+-- +-- +--

.Из определения П .  с .  следует, что для каждого п :;;;;. 1 
отображение Pn нвляетсн (п - 1)-эквивалентностью 
(см . Го.мотопический  тип) , в частности л:; (Х 11 _ 1)::::::: 
� .л: ;  (Х" )  при i < п , n11 (X11) =о: :rt11 и л:; (Х11) = 0 при i > n. Пространства Х и Х n имеют один и тот же 
(п+ 1)-mп. В частности , если П. с .  конечна , т .  е .  для 
нек-рого числа N при всех n > N группа n11 тривиаль-

на , то пространства Х и Х; гомотопически эквивалент
ны . В общем случае при i <. n имеют место изоморфиз
мы Н ; (Х 11) � Н ; (Х ) и л: ; (Х11 )  =: л ; ( Х ) ,  т. е .  с ростом n 
группы гомологий и гомотопич. группы стабилиэиру
ются . Для любого кле-
точного разбиения К . . . - ;" , �Хп- 1 - · · · -Х , 
размерности ..;;: n мно- 1 1 1 r 1 f жества [К, Х] и [ К , t n lr t n - l  t r 
Х11] совпадают. Харак- . . .  -Уп �У п- � - · . .  -У, 
теристич. класс kп= Рис . 1 ,  = с (рп) Е Нn + 1  (Х п - 1 ; 
{л:п }) расслоения Pn : Xn -+ Х11 _ 1 , т. е . образ при 
трансгрессии 

't: Hn (К (л: , n) ; л:) ---.. Hn + l (В; {л:}) 

фунда.ментального класса L11 E H11 (K (:n, n) ; :n) ,  паз .  
п-м k-и н в а р и а н т о м (или п-м п о с т н и к о в с
к и м ф а к т о р о м) П .  с. или ее предела Х .  Для лю
бого n � 1 п-й член П .  с . , а потому и (п+ 1)-тип про
странства Х полностью определяются группами :n1 , • • •  , 
:nn и k-инвариантами k1 , • • •  , k11 _ 1 • Часто П .  с. паз . 
двойная последовательность 

Пространство Х тогда и только тогда является пре
делом П .  с .  {Рп :  Xn -+ Х11_ 1 } , когда существуlО'l' 
такие (n - 1)-эквивалентности Pn : Х -+ Х т что Pn - 1-
-p11op11 для любого n ;;;;;. 1 .  Аналогично характеризу
ются пределы морфивмои П .  с .  

Существует вариант понятия П.  с . , иногда оказываю
щийся более полезным. В этом варианте пространства 
Х n предполагаются клеточными разбиениями , обла
дающими тем свойством , что Х 11_ 1с:Х� и X�:::�= X11n1 , 
а отображения р n : Х n -+ Х n _ 1 - такими клеточными 
отображениями (уже не являющимвся расслоевиями) , 
что , во-первых, p11 I X11fi1= id и, во-вторых, гомотопич. 
слой отображения P n (т. е. слой этого отображения, 
превращенного в расслоение) является пространством 
К (:n 11, n) . Такие П. с . паз. к л е т о ч н ы м  и. Преде
лом клеточной П .  с. является клеточное разбиение Х , 
для к-рого Х11= Х� при любом n ;;;;;. 1 . Произвольпая 
П .  с. гомотопически эквивалентна клеточной П .  с .  

Основная теорема теории П .  с .  утвер,щдает (см. [ f ] ,  
[ 6 ) ) ,  что каждое пространство Х является пределом 
пек-рой однозначно (с точностью до изоморфизма) оп
ределенной П . с .  {р 11 : Х 11 -+ Х11- 1 } . Эта П . с .  паз . 
с и с т е м о й П о с т н и к о в а п р о с т р а н с т
в а Х .  Имеет место также вариант основной теоремы 
для отображений: любое отображение f : Х -+ У яв
ляется пределом нек-рого морфизма {/ n : Х n -+ У n } 
П .  с. {Рп : X n -+ Х11_ 1 } пространства Х в П .  с . 
{qп : Yn -+ Уп- 1 } пространства У. Этот морфизм паз .  
с и с т е м о й  П о с т н и к о в а  о т о б р а ж е н и я 
f (др . названия: г о м о т о п и ч е с к а я р е в о л ь
в е н т а о т о б р а ж  е н и я, П-с и с т е м а о б щ е го 
т и п а о т о б р а ж е н и я, с и с т е м а М у р а 
П о с т н и к о в а о т о б р а ж е н и я) . Для постоян
ного отображения с : Х -+ pt линейно связного про
странства Х его П .  с .  совпадает с П .  с .  пространства Х .  

В Приложениях большое распространение получили 
т. н. с т а н д а р т н ы е с и с т е м ы  П о  с т н и к о
в а (к-рые зачастую паз .  просто с и с т е м а м и П о с т
н и к о в а ) ,  представляющие собой П .  с . ,  составлепные 
из главных расслоений P n : Xn -+ Х п - 1 •  индуцирую
щихся из стандартных расслоений Серра К (n11, n) -+ 
-+ЕК (n 11, n + 1) -+ К (л: т n + 1) постниковскими фак
торами kп E Hn + l (X11 _ 1 ; Л:11) , интерпретируемыми в силу 
представимости групп когомологий как отображения 
kп : Хп - 1 -+ К (:пт n + 1 ) .  Стандартными П .  с .  обла
дают все пространства,  гомотопически простые во всех 
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размерностях (в терминологии [ 2) - абелевы прост
ранства) ,  и только они (см. [3) , [ 4 ) ) .  

Стандартные П .  с .  применлютел для решепил задач 
распространения и задач понятия , к которым сводят

ел многие задачи алгебраической тополо
л-У гии . Объединенпая постановка этих задач 1! I P  заключается в следующем. Пусть име� етсл (гомотопически) коммутативный ква
х-в драт прострапств и отображений , в кого

Рис. 2 .  ром отображение i является замкнутым 
ко расслоением с кослоем Х 1 А , а р - рас

слоением со слоем F. Спрашивается , существует ли 
такое отображение Х --+ У, чтобы оба получающих ел 
треугольника были (гомотопически) коммутативными. 
Далее, если такое отображение существует , то тре-

буется вычислить мно
А�Уп -EI([7tп(F) ,II+1] жество [ Х , Ylf1 гомото�i � P.n t пич . классов отображе
х�Уn - 1 �К[7t (F) 11+1] ПИЙ Х --+ у <<ПОД А>> n • (то есть rel А )  и «над В». 

Рис . 3 Пусть для расслоения 
р : У --+ В существует 

стандартпал П. с. {Р п : Yn--+ Yn _ 1 , У0= В } (для этого 
достаточно , напр . ,  потребовать , чтобы пространства У 
и В были одпосвязными) . Задачу относительного под
пятил решают шаг за шагом . 

Рассмотрим <<Элементарную>> задачу относительного 
ноднлтил отображенил fп _ 1 :  Х --+ Yn _ 1  с (п-1 )-го 
члена П. с .  на п-й член П. с .  (рис .  3) . 

Отображенил fп - 1  и gn _ 1 определяют отображение 
XIA --+ К (nт (F) , n + 1 ) ,  т. е. класс когомологий 
cn + 1 E Hn + 1 (X , А ,  лп (F)) , называемый п р  е п л т с т
в и е м. Отображение f n _ 1  тогда и только тогда можно 
поднять в У п• когда сп + 1= О . Два поднятия f� и f� опре
деляют элемент dn E Hn (Х ,  А ;  nn ( F)) , называемый 
р а з л и ч а ю щ е й , к-рый тогда и только тогда равен 
нулю, когда поднятия f� и f� гомотопны . 

Таким образом, задача относительного поднятия 
будет решена, если последовательно возникающие пре
пятствия сп + 1 равны нулю (иапр . ,  если нп + 1 ( Х, А ;  
л п (F) )= О.  Поднятие будет единственно, если последо
вательно возникающие различающие ап равны нулю 
(напр . ,  если Нп ( Х , А ; лп (F) ) = О) .  В случае, когда ко
расслоение i является вложением клеточных разбиений, 
препятствие сп + 1 и различающая ап совпадают с обыч
ными <<поклеточнымю> препятствие.м и рааличающ�й . 

Для односвязных пространств Х, группы гомологий 
к-рых конечно порождены , П. с . эффективно вычисли
ма [ 5 ) и, следовательно , эффективно вычислим гомото
пич. тин пространства Х .  Однако на л рактике для боль
шинства пространств из-за резко возрастающей слож
ности вычислений удается вычислить только начальные 
отрезки П. с .  Для вычислений используется метод 
кого.1tологических операций . 

Двойственной к П .  с. является с и с т е м а К а р т а
н а - С е р р а  

. . . -----.. x�s ____,. х�� 1 ____,. . .  · ____,. х��1 = х 
пространства Х ,  состоящая из расслоений , слоями 
к-рых лвшiЮТСJ;! пространства Эйленберга - Маклейна 
К (лп (Х ) , n - 1 ) .  Пространство Х�8 ваз. (n + 1 )-м 
у б и в а ю щ и м п р о с т р а н с т в о м  длл Х . Чле-
ны Х�8 системы Картава - Серра являютел гомото
пич. слоями (n - 1 )-:жвивалентностей Рп : Х --+ Х n для П .  с .  пространства Х ,  а члены Xn П.  с .- простран
ствами петель над слоями расслоений Х�8 --+ Х .  

Р а с щ е п  л е н н о й  П .  с .  иаз .  последовательность 
главных расслоений 

• • ' ----+ X n ----+ X n - 1 ----+ ' · · --+  Хо = pt ,  

1 7 * 

слоями к-рых являютел пространства Эйленберга -
Маклейна К (л т sп) , где sn � sn + 1 · Расщепленные П .  с .  
являютел основным технич. средством изучения т .  н .  
нильпотентных пространств и ,  в частности , их локали
ааций (см . [ 2) ,  [ 6 ) ,  [ 7 ) ) . Имеютел и другие варианты 
П. с .  (см . [ 6 ) ) . 

Лит. : [ 1 )  П о  с т н и к о в М. М. , Исследования по гамото
пической теории непрерывных отображений, ч. 1 -2 ,  М. ,  1 9 5 5 ;  [ 2 )  е г о ж е ,  «Успехи матем. наую> ,  1 97 7 ,  т. 32 , в . 6 , с .  1 1 7 -8 1 ; 
[3) М о m е р  Р. , Т а н г о р а М . ,  l\огомологические опера
ции и их приложения в теории гомотопий, пер . с англ . ,  М . ,  
1 970 ,  гл . 1 3 ;  [4] С п  е н ь е р  Э . ,  Алгебраическая топология, 
пер. с англ. , М . ,  1 97 1 ,  гл. 8 ;  [5] Б р а  у н Э. Х . ,  «Математика>> ,  
1958 ,  т. 2 , М 2 , с. 3-24 ; [6] В а u е в Н .  J . ,  Obstruction theory 
of the homotopy c\assification of maps, B . -Hdlb . -N. Y . ,  1 97 7 ;  
[ 7 ]  H i l t o n  Р . , M i s l i n  G. , R o i t b e r g J . ,  Local iza
tion of ni lpotent groups and spaces, Amst. , 1 97 6 .  

С .  Н. Ма.ль12uп. 
ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ ПРОСТРАНСТВО -

риманово пространство М, у к-рого секционная кривиз
на К ( а) по всем двумерным направлениям а постоянна : 
если К (а) = k, то го11орлт, что П .  к .  п. имеет кривиз
ну k. Согласно теореме Шура , риманово пространство мп, n > 2, есть П. к. п . ,  если для любой точки р Е М 
секционная кривизна К ( а) по направлению любых 
двумерных подпространств а касательного простран
ства Т РМ одна и та же .  Тешюр кривизны П .  к .  п .  
выражается через кривизну k и метрич . тензор gij по 
формуле 

R �k t = k (ll�gll - б�gJI,) · 
П.  к. п . лвллетсл локально симметрическим простран
ством.  

С точностью до изометрии существует единствен
ное полное односвязное п-мерное риманово пространство 
sп (k) постоянной кривизны k. При k= О это евклидово 
прострапство, при k > О - сфера радиуса 1/Vk� 
при k < О  - Лобачевского прострапство . 

Пространства sп (k) являются максимально однород
ными прострацствами ,  т .  е .  обладают группой движе-

n(n + 1 )  
ний максимально возможной размерности -2--. Все 
отличные от sп (k) максимально однородные римановы 
пространства исчерпываются проективными (иначе , 
эллиптическими) пространствами , к-рые получаются 
из сфер отождествлением диаметрально противополож
ных точек. 

Полные, но неодносвязные П. к .  п .  паз . п р  о с т р а н
с т в е н н ы м и ф о р м а м и . Они получаются и з  
односвязного пространства Sn ( k )  факторизацией по 
свободно действующей диск ретноii группе движений 
пространства sп (k) . Известны все пространствеиные 
формы положительной кривизны. Проблема классифи
кации пространствеиных форм нулевой и отрицатель
ной кривизны до конца ( 1 983) не решена . 

П .  к. п .  выделяются среди всех римановых прост
ранств одним иа следующих характеристич. свойств: 
1) П . к .  п .  удовлетворяют аксиоме плоскости , т .  е. 
любое геодезическое в точке подмногообразие в П. к. п . 
является вполне геодезическим. 2) П .  к. п .  является 
локальпо проективно плоским пространством , т. е . 
допускает локально проективные отображения в евкли
доно пространство. 

Понлтие П .  к .  п .  не обладает свойством корректно
сти , т .  е .  пространство с мало меняющимиен секцион
ными кривизнами может сильно отличаться от П. к. п .  
Однако нек-рые общие свойства П .  к .  п . ,  напр . топо
логич. строение, при этом сохраняются (теорема Ада
мара - Картава, теорема о сфере и др . , см . Кривиапа , 
[ 2 ) ) . Совершенно иначе обстоит дело для псевдори
маповых П .  к . п .- любое псевдориманово пространство 
знакоопределенной секционной кривизны, размерность 
к-рого больше двух, является П. к. п .  



519 ПОСТОЯННОЙ 
П. к. п. являются также локально конформно евк

лидовыми, т .  е. допускают локальные конформные ото
бражения в евклидово пространство. 

Лит [ 1 ) В о л ь ф Дж . , Пространства постоянной кри
визны, пер . с англ . , М . , 1 98 2 ;  ( 2 ]  Б у р а г о Ю. Д . , 3 а л
г а л л е р В . А .  �Успехи матем. наук », 1 9 7 7 ,  т .  3 2 ,  в. 3 ,  
с .  3-5 5 .  Д .  Д .  Со��:олов. 

ПОСТОЯВНОИ ШИРИНЫ КРИВАЯ - плоская 
выпуклая кривая для к-рой расстояние между любыми 

парами параллельных опорных пря
мых одинаково . Это расстояние паз .  
ш и р и н о й П .  ш.  к .  Кроме окруж
ности , существует беско нечно много 
других , вообще гов оря , негладних 
П .  ш. к. Простейшей из них яв
ляется т р е у г о л ь н и к Р ё
л о ,  состоящий из трех дуг окружно
сти одного радиуса а ,  к-рые соеди-
няют вершины равностороннего треу-

Рис. 1 .  голькика со стороной а (см. рис . 1 ) .  
Ширина треугольника Рёло равна а . ·  

Площадь фигуры , ограниченной треугольником Рёло , 
а• ( 2 V3 \ • равна 2 :rt - 2  ; · Из  всех П .  ш. к .  данпои ширины а 

треугольник Рёло ограничивает фигуру наименьшей 
площади . Примеры других П. ш. к . , где дуги П .  ш. к . ,  
описанные вокруг различных многоугольников ,  пред
ставляют собой дуги окружностей, см. на рис . 2 .  Длина 
П. ш.  к .  ширины а равна :rt a  (Б арбье теоре.11tа } . 

Рис . 2 .  

Понятие П .  ш .  к .  можно обобщить на случай объектов 
с высокой коразмерностью. Пусть V - гладкое под
многообразие п-мерного евклидова пространства . Про
странство V паз .  т р а н с н о р м а л ь н ы м п р  о с т
р а н с т в о м (см . [2 ] ) , если для каждой точки р на V 
нормальное многообразие v (р ) таково, что для каждой 
точки q E v (р) n v выполнено условие v (q) = v (р) .  нласс 
плоских транснормальных кривых совпадает с классом 
гладких П. ш. к. (о пространствеиных транснормаль
ных кривых см. [3 ] ) . 

Лит . :  ( 1 ] Б л я ш к е  В . ,  Нруг и шар, пер . с нем. , М . ,  
1 96 7 ;  (2] R о Ь е r t s о n  S .  А. , <cMichigan Math. J . » ,  1 964 1 v. 1 1 ,  р. 97- 1 0 5 ;  (3] W e g n e r  в . ,  <•Math. Nachr.» ,  1 972 ,  Ва 
5 3 , S. 337-44 ; 1 975 , Bd 67, S. 21 3- 23 .  Д .  Д .  Со��:о.лов. 

ПОСТОЯВНОИ ШИРИНЫ ТЕЛО - выпуклое тело, 
для к-рого расстояние между любыми пара111и параллель
ных опорных плоскостей одинаково . Это расстояние наз. 
ш и р и н о й  П. ш. т .  Кроме шара существует беско
нечно много других, вообще говоря, негладних П. ш. т .  
Простейшим из них является тело, ограниченное поверх
ностью , полученной путем вращения треугольника Рёло 
вокруг одной из его осей симметрии.  Класс П. ш. т. 
совпадает с классо111 выпуклых т е л п о с т о я н н ог о о х в а т а ,  для к-рых границы ортогональных про
екций на всевозможные плоскости и111еют совпадающие 
длины . 

l\po111e П .  ш. т . ,  иногда расс111атривают т е л а п о
с т о я н н о й я р к о с т и, к-рые характеризуются 
те111 , что площади поперечного сечения всевозможных 
ортогональных прое�щий этих тел совпадают .  

Лит. : ( 1 ] Б л я ш н с В . ,  Нруг и шар, пер . с нем . ,  М . , 
1967 .  Д .  Д .  Сопо.лив. 

ПОТЕНЦИАЛ, п о т е н ц и а л ь н а я ф у н к-
ц и я, - одна из характеристик векторного поля . 
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функция v (M) такая ,  что a,= gradv (M) во всех точках 
области задания поля а (М) (иногда , напр.  в физике , 
П .  паз .  величину , противоположную по знаку) . Если 
такая функция существует, то векторное поле паз .  
потепциа.л,ьпым подем . 

В е к т о р н ы й п о т е н ц и а л векторная 
функция А (М) такая , что a= rotA (М) во всех точках 
области задания поля а (М) .  Если такая функция су
ществует , то векторное поле а (М) паз .  содепоида.л,ьпым 
подем . 

В зависимости от распределения порождающих П .  
масс или зарядов расс111атриваются П .  точечного заряда, 
поверхностный П. (простого или двойного слоя ) ,  объеlll
ный П .  и др. (см. Потепциада теория) . А . Б .  Иваиов. 

ПОТЕНЦИАЛА ТЕОРИИ ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ 
задачи, в к-рых требуется найти фор111у и плотности 
притягивающего тела по заданным значения111 внешнего 
(внутреннего) потенциала этого тела (см . Потепциа.л,а 
теория) . В другой постановке одна из таких задач 
состоит в отыскании такого тела,  чтобы его внешний 
объемный потенциал заданной плотности совпадал вне 
этого тела с заданной гармонич . функцией . Первона
чально П. т. о. з. рассматривались в связи с задачами 
теории фигуры Земли и небесной механики . П .  т .  о. з .  
связаны с задачами фигур равновесия вращающейся 
жидкости и задачами геофизики. 

Центральное место в исследовании П. т .  о .  з. состав
ляют проблемы существования , единственности, устой
чивости , а также создание эффективных численных ме
тодов их решения . Теоремы существования решений в 
малом имеются для случая тела ,  близкого к данному, 
но при этом имеются значительные трудности в иссле
дова.нии уравнений, как правило , нелинейных, к к-рым 
сводятся эти задачи . 1\ритериев существования гло
бальных решений нет (1 983) . Во многих случаях су
ществование глобальных решений предполагается з·а-
ранее , что естественно во многих приложениях , и ис
следуются проблемы единственности и устойчивости . 
Одним из основных моментов в исследовании проблемы 
единственности является выявJiение дополнительных 
условий на решения , обеспечивающих их единствен
ность. С проблемой единственности свя зана проблема 
устойчивости . Для задач , записанных в виде уравнения 
1-го рода , вообще говоря , сколь угодно малым вариаци
ям правой части могут соответствовать конечные вариа
ции решений, т .  е .  эти задачи относятся к некорректно 
поставленным задачам . Для того чтобы задача стала 
корректной, накладывается ряд дополнительных огра
ничений на решения; при этих ограничениях получа
ются различные характеристики отклонения решения 
в зависимости от отклонения правой части. 

Ниже сформулированы обратные задачи ньютонона 
(объемного) потенциала и потенциала простого слоя 
для уравнения Лапласа в трехмерном евклидовом про
странстве IR3 , хотя указанные задачи исследуются 
и в п-мерном (п >2) евклидоном пространстве для по
тенциалов общих эллиптич . уравнений (см. [ 7 ) ) .  

Пусть Т а, ,  а =  1 ,  2 , - односвязные ограниченные 
области с кусочно гладкими границами S а, ; 

И а. (х) = � Т а,  1 х�у 1 1-La. (у) d y 

- ньютонов потенциал ; 

V а. (х) = � Sa. 1 х�у 1 �а. (у) dS У 

потенциал простого слоя ,  где l x- y l  - расстояние 
между точками х= (х1 , х2 ,  х3) и у= (у1 ,  у 2 , у3) в IR3 , �ta. (Y )  i= О ( �а. (У )  i= О) почти нсюду в Ta. (Sa, ) . И пусть 

Za. (х) = �и а. (х) + 1'v а. (х) , 
1 ГДе � ' 1' - ДеЙСТВIIТеJIЬНЫе ЧИСЛа,  �2+1'2 f= 0 .  
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Общая в в е m в я я П .  т. о .  а. состоит в нахождении 
формы и плотвости притягивающего тела по заданным 
значениям внешнего потенциала Z (х) . Для получения 
условий единственности решения этой задачи она фор
мулируется следующим образом: найти такие условия 
для областей Т а и плотностей f-La ,  �а . чтобы из равенст
ва внешних потенциалов Z1 (х) и Z2 (х) : 

z1 (х) = z2 (х) для х Е R3"-._(f;. u т-;.) (1 ) 

следовало равенство Т 1 = Т 2, f.t1 = f.t2 , �1 = �2 . Если мно
жество IR3"-._( ji;_ U Т2) состоит из одной компоненты , то ус
ловие (1 ) выполняется, когда Z1 (x) = Z2 (х) для l x l  >R , где 
R - достаточно бмьшое, или когда на границе шара 
l x i = R задаются данные, обеспечивающие совпадение 
Z1 (х) и Z2 (х) вне этого шара . В качестве таких данных 
могут быть выбравы: даввые Дирихле на всей границе 
шара либо даввые Коши на куске границы шара и т. д .  

В дальнейшем для простоты считается , что множества 
Т' = т 1 n т 2 и Т"= IR3"-._ ( т;_  u Т2) состоят из одной ком
поненты . 

Решение общей внешвей П .  т. о .  з .  единственно , если 
�-t1= �-t2= f.t > О, �1= �2= � > О, а области Та контакт
вы ,  т. е .  такие, что для каждого из множеств Т' и т• 
существует общий участо!\ S * (mes s. :f. О) границ 
Sa ,  причем mes[ (S1 U S 2) "-.. s . ] = O .  

П .  т .  о .  з .  для вьютоновых потенциалов получается , 
когда в ( 1 ) �= 1 и у= О .  Пусть Та,  а.= 1 , 2 , - области, 
звездвые относительно общей точки, а функции f.ta (у) 
имеют вид f.ta (y)= llav (у ) ,  где lla= const,  v > О и не за
висит от р= l y 1 . Если вьютововы потенциалы удовлетво
ряют условию ( 1 ) и,  кроме того, существует точка 
х0 Е Т1 П Т2 такая, что и1 (х0) = и2 (х0) ,  то Т1= Т2 , 
f.t1 = f.t2 · 

Если в условиях ( 1 ) положить �-t1= �-te= f.t,  �= 1 , у= О, 
то получается задача об определении формы прптяги
вающего тела по известным значениям внешнего вьюто
нова потенциала и (х) задаввой плотности . Решение 
этой задачи единственно в классе областей Т а , звездных 
относительно общей точки , в случае заданных плотно
стей f.t (у) , монотонно веубывающих с ростом 1 у 1 .  

Если в условиях ( 1 )  положить �= 0 , у= 1 , �1= �2, 
то получается задача об определении формы притяги
вающего тела по известным значениям внешнего потен
циала простого слоя V (х) заданвой плотвости � . Для 
выпуклых тел постояввой плотиости решение этой зада
чи единственно . 

Если в условиях ( 1 )  положить Т1= Т2= Т, �= 1 , у= О , 
то получается задача об определении плотвости при
тягивающего тела по известным значениям внешнего 
ньютовова потенциала .  Решение задачи единственно , 
если функции f.ta (у) имеют вид 1-t a. (y) = 'I'J (y)va (у) , где 
дv а - О О 

д1'] 
- - ' '1') ;;;;;,: ' дn ;;;;;,: О. 
др " 

Общая в в у т р е в в я я П .  т. о .  з .  состоит в нахож-
дении формы и плотвостей притягивающего тела по 
задаиным значениям внутреннего потенциала Z (х) . 
Для получения теорем единственности используется сле
дующая формулировка этой задачи : найти условия для 
областей Т а и плотвостей f.ta , �а . чтобы из совпадения 
внутренних потенциалов z1 (х) и z2 (х) : 

Z1 (x) = Z2 (х) для х Е Т 1 П Т2 (2) 
следовали равенства Т1= Т2, �-t1= f.t2 , �1= �2·  

Если в условиях (2) �= 1 , у= О , то в классе выпуклых 
тел переменной положительвой плотвости решение един
ственно . Если же в условиях (2) �= 0 , у= 1 , �1= �2= �= = const, то в классе выпуклых тел решение также 
единственно. 

Пусть ищется тело Т такое , что его внешний вью
тонов потенциал и (:�:: ; Т1 , f.t) данной плотности f.t (х) 
равен вне тeJia Т1 задавной гармович. функции Н (х) , 

Н (х) -+ О при l x l -+ оо и Н (х) близка в смысле век-рой 
функциональной метрики к внешнему вьютовову по
тенциалу и (х; Т, f.t) задавиого тела Т плотвости f.t · 
Для односвязных областей Т с гладкой границей S 
при условии f.t (х) 1 s :f. О решение задачи существует и 
единственно . 

Внутренняя задача ставится авалогично внешней, 
причем Н (х) является решением веодвородвого урав-
нения Лапласа в конечной области G0=:J T; 

t\H = - f.t (х) для x E G0 •  
ИЩется тело Т 1 такое, что для 

grad Н (х) = grad и (х;  Т 1 , f.t) . 
В отличие от внешвей внутренняя задача имеет , вооб

ще говоря , не единственвое решение; число решений 
определяется уравнением разветвлений . 

П л о с к и  е П .  т. о .  з .  (n= 2) ставятся авалогично 
пространствеиным с учетом соответствующего поведения 
потенциалов па бесконечности . В связи с этим ряд ут
верждений, приведевиых выше для n=3 ,  видоизменя
ется . Плоские П. т. о. з. иногда удобно исследовать 
методами теории функций комплексного перемениого и 
ковформвы:х отображений. 

П л о с к а я в в е ш в я я П .  т. о .  з .  Пусть �-t= 1 -
заданная плотность, причем вместо логарифмич . по-

д 1 ( д 
тенциала масс введена его производпая д z = 2 дх -

- i � ) ; на комплексв�й плоскости z= x+ iy вне круга 
К (0,  R) = { l z l  < R } задана авалитич . функция Н (z) , 
Н ( оо ) = 0 , особые точки к-рой при ее авалитич. продол
жении находятся внутри области D * ' О E D • · Требуется 
найти конечную односвязную область D с жордановой 
границей, l5.c.n c.l5c.K (0, R) ,  такую , чтобы Н (z)= 
= и (z, D)  для [z l > R ,  где 

и ( z ,  D) = - � Иv z� � de d'l'), � = � + i'I'J . 

Решением этой задачи считается функция z ( t) , отобра
жающая копформво единичный круг l t l  < 1 комплекс
вой плоскости t на область D плоскости z= х+ iy и 
удовлетворяющая условиям z (0) = 0, z' (О) >  О .  

Пусть D - задавпая конечная одвосвлавая область 
с жордановой границей, функция и а (z )= и (z, D) для 
z Е IR2"-._D . Тогда функция удовлетворяет уравнению 

1 r Ua [z ( t )]  d t  
z* (s) = - 2ni J i t l = l t - s  ' l s l  > 1 • (3) 

где 

z• (s) = z ( �} при 1 s 1 :;;;. 1 .  

Если z ( t) является решением уравнения (3) , в к -ром 
и а (z) замевена указаввой выше функцией Н (z) , причем 
z (t) одволиства при l t l  < 1 , z (O)=O , z' (O) > О , то Н (z)= 
= и (z , D) для l z l  > R .  

И з  уравнения (3) можно получить ряд связей между 
функцией и а (z) и функцией z ( t) .  Напр . ,  если внешний 
потенциал и а (z) можно аналитически продолжить 
внутрь D через всю границу дD ,  то z (t) - авалитич . 
функция при 1 t 1 = 1 ; если · 

то 

� т ck и а ( z ) = � k = l  Zii" при 1 z r > R , Cm :f. о , 

z (t ) = a.1 t + · · · + a.mtm , CX.m :f- 0 .  

Это  позволяет иноi'да решить плоскую П .  т .  о .  з .  в ко-
�т ck печном виде . Пусть H (z)= � k  k• cm :f.O .  Тогда соот-. =1 z 
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ветствующее веливейвое уравнение для z ( t) эквивалент
во , вообще говоря , веливейвой системе алгебраич. 
уравнений относительно коэффициентов а1 , • • •  , a m .  
Функция z ( t) , вообще говоря, ве однолиствал при l t l  <1 , 
находится как решение этой алгебраич . системы урав
нений . Класс одволистных в круге l t l  < 1 решений 
z ( t ) , удовлетворяющих условиям z (0) = 0 , z' (О) > О , 
является решением поставлеввой П .  т. о .  з .  

Аналогичное исследование можно провести для 
внешней обратной задачи логарифмич .  потенциала 
простого слоя, а также для внутренних обратных задач 
логарифмич . потенциалов, причем как для внешних, 
так и для внутренних П. т .  о .  з .  можно рассматривать 
перемепные плотности. 

Лит . :  [ 1 ]  Н о в и к о в П . ,  «Докл. АН СССР� .  1 9 38 , т .  1 8 , 
М 3, с. 1 6 5-68 ;  [2] Т и х о н  о в А. Н. , там же, 1 9 q3 , т. 39 , 
М 5, с. 1 95-98 ;  [3] С р е  т с н с к и й Л. Н . ,  Теория пьюто
иовекого потенциала , М . - Л . ,  1 9 4 6 ; [4] И в а н о в В . .К . ,  
«Изв. А Н  СССР. Сер. ма тем . >>, 1 95 6 ,  т .  2 0 ,  М 6 ,  с .  793-8 1 8 ; [5] е Г О Ж с, «ДOKJI .  А Н  С С С Р •> ,  1 9 5 5 ,  Т. 1 0 5 ,  М 3, с. 409- 1 1 ;  
1 956 ,  т .  1 06 ,  М 4 ,  с .  5 D 8 - 9 9 ;  ( 6 ]  Л а в р е н т ь е в М .  М . ,  
О некоторых ненор11Сктны х  3ада ч а х  математической физики, 
Новосиб. , 1 9 11 2 ;  [ 7 ]  П р  11 л е п к о А. И. , ссДифференц11альные 
уравнению>, 1 9 G G ,  т .  2 , .N; 1 , с. 1 07-24 ;  1 967 ,  т .  3 , М 1 ,  с. 30-
44 : 1 97 0 ,  т .  U ,  .N'o 1 ,  с. 27- 49 ;  1 972 ,  т. 8 , М 1 ,  с. 1 1 8-25 ;  е г о ж е , '•CIIб.  матсм. ж.», 1 9 6 5 ,  т. 6, .Ni 6, с. 1 332-56 ; 1 97 1 , т. 12 ,  
м 3 ,  с. 630-4 7 ;  м 4 ,  с. 828-36 ;  м 6 ,  с. 1 34 1-53 ;  (8] т и х  о
н о в А. Н . , А р с е н и н в. Я . , Методы решения некорректных 
задач, 2 изд. , М . ,  1 9 7 9 .  А . И.  При.леnхо. 

ПОТЕНЦИАЛА ТЕОРИЯ - в первовачальвом по
вимавии - учение о свойствах сил , действующих по 
закону всемирного тяготения . В формулировке этого 
закона , данной И .  Ньютоном (1 . N ewton , 1 687 ) ,  речь 
идет только о силах взаимного притяжения, действую
щих на две материальные частицы малых размеров, или 
материальвые точки , прямо пропорциввальвые произ
ведению масс этих частиц и обратно пропорциональвые 
квадрату расстояния между частицами . Поэтому первой 
и важнейшей с точки зрения небесвой механики и геоде
зии задачей было изучение сил притяжевил материаль
вой точки ограниченным гладким материальным телом
сфероидом и ,  в частности , ЭJiлипсоидом (ибо многие 
небесвые тела имеют именно ;>ту форму) . После первых 
частных достижений И .  Ньютона и др . ученых основ
вое значение здесь имели работы Ж.  Лагравжа ( 1 . Lag
range , 1 7 73) , А .  Леiкандра (А . Legendre, 1 784-94) и 
П .  Лапласа (Р .  Laplace, 1 782-99) .  Ж .  Лагравж уста
новил,  чтu поле сил тяготения , как говорят теперь, 
потевциальвое,  и ввел функцию , к-рую позже Дж. Грив 
( G .  Greeп , 1 828) назвал потенциальной , а R. Гаусс 
(С. Gauss , 1 840) - просто потенциалом . Ныне достиже
ния этого первовачального uериода обычно входят в 
курсы классич . небесвой механики (см . также ( 2 ] ) . 

Еще R .  Гаусс и его современники обнаружили,  что 
потенциалов .метод применим не только для решения 
задач теории тяготения, но и вообще для решевил 
широкого круга задач математич . физики ,  в частности 
электростатики и магнетизма .  В связи с этим стали 
рассматриваться потенциалы не толыю физически 
реальных в вuupocax взаимного притяжения положи
тельных масс, но и <<Масс» произвольного знака, или за
рядов.  В П. т .  определились основвые нраевые задачи 
такие , как Дирихле задача и Пейжана аадача , электро
статич . задача о статич . распределении зарядов на 
проводниках , или Робена аадача , задача о выметавии 
масс (см. Вы.метапия .метод) .  Для решевил указанных 
аадач в случае областей с достаточно гладкой границей 
оказались эффекщвным средством специальные разно
видности потенциалов , т. е .  специальные виды интег
ралов , зависящих от параметров, такие , как потенциал 
объемно распределенных масс, потенциалы простого и 
двоiiного слоя , логарифмич . потенциалы , потенциалы 
Грина и др. Основную роль в создании строгих методов 
решения ос,�Jовных краевых задач сыграли работы 
А .  М. Ляпувова и В. А. Стеклова ков. 19 в. Изучение 

свойств потенциалов раалиЧНЬIХ видов приобрело в 
П. т. и самостоя'l'ельвое значение. 

Мощный стимул в вапуавлении обобщения основных 
задач и законченности формулировок П .  т. получила 
начиная с 1-й пол . 20 в. на основе использования 
общих повятий меры в смысле Радона, емкости и обоб
щенных функций. Современная П. т .  тесно связана в 
своем развитии с теорией авалитич.  функций , гармонич . 
функций, субгармович . функций и теорией вероятно
стей . 

Наряду с дальнейшим углубленным изучением клас
сических краевых задач и обратных задач (см . Потеп
циала теории обратпые аадачи) для современного 
периода развития П .  т. характерно применевне методов 
и повлтий совремеивой топологии и функционального 
анализа, применевне абстрактных аксиоматич . методов 
(см. Потенциала теория абстрактная) . 

Основные типы потенциалов и их свойства. Пусть 
S - гладкая замкнутая поверхность, то есть (n-1 ) 
мервое гладкое многообразие без края, в n-мервом 
евклидоном пространстве IR.n, n � 2, ограничивающая 
конечную область G= G + , дG= S , и пусть G - = 
= IR.n"- (G + U S) - внешняя бесконечная область . Пусть 

( 1 1 3 ( 2 ) 1 1 n • ' n � ' 
Е (х, y) = E ( ! x- y l ) = l ro� n - ix - y 

--2 ln -1---1 , n - 2,  :rt х - у  
- главвое фундаментальвое решение уравнения Лап
ласа t\и=�:_1д2и/дх:= о в IR.n , где 

1 х - у 1 =  [�=- ! (xk- Yk)2 т/ 2 
расстояние между точками х= (х1 , • • .  , хп) и у= 

= (у1 , .  • •  , Уп) в Rn , wn= 2:rtn i 2/ Г (n/2) - площадь единич
ной сферы в IRn , Г - гамма-функция . Три интеграла ,  
зависящих от х r>ак от параметра :  

Z (х) = � G р ( у)  Е (х , у) dy , 

} 

V (х) = � s  11 ( у)  Е (х , у) dS ( у ) ,  

W (х) = � s v ( у ) д�у Е (х , у) dS ( у ) , 

( 1 )  

где ny - направление внешней относительно G+ нор
мали к S в точке у Е S, ваз. соответственно о б ъ е м
н ы м п о т е в ц и а л о м,  п о т е в ц и а л о м п р о с
т о г о  с л о я  и п о т е н ц и а л о м  д в о й н о г о  
с л о я .  Функции р ( у) , 11 (у) и v (у ) ваз. п л о т в о
с т я м и соответствующих потенциалов; ниже они бу
дут предполагаться абсолютно интегрируемыми соответ
ственно на G или S . При n= 3 (а иногда и при n � 3) 
интеrралы ( 1 )  ваз. н ь ю т  о в о в ы  м о б ъ е м в ы м 
п о т е в ц и а л о м, в ь ю т о н о в ы м и п о т е в
ц и а л а м и п р о с т о г о и д в о й в о г о с л о я ,  
при  n= 2 - л о г а р  и ф м и ч е с  к и м и п о  т е в ц  и
а л а м и м а с с ,  п р о с т о г о и д в о й  в о г о с л о я. 

Пусть р принадлежит классу С1 (G U S ) .  ТQгда объем
ный потенциал и его производвые 1 -го порядка непре
рывны всюду в IRn, причем их можно вычислить по
средством дифференцирования под &наком интеграла ,  то 
есть Z E C1 ( 1Rn ) .  Далее, 

lim (Z (х) /Е (х , О) ) =  М, М = 1 р (у ) dy .  
l x l -нo  J a  

П роизводные 2-ro порядка непрерывны всюду вне S , 
но при переходе через поверхность s они претерпевают 
разрыв, причем в области G + удовлетворяется уравне
ние Пуассона - o!\Z= p (x) , x E G + ,  а в G - - уравневне 
Лапласа L'.Z= O,  x E G - . Перечисленные свойства харак
теризуют объемвый потенциал . 
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Если G1 - копе•шал область пространства Rn с гра

ницей S1= дG1 класса С1 , то справедлива ф о р  м у л а 
Г а у с с а д л л о б ъ е м н о г о п о т е н ц и а л а :  

� S 1 :;х dS 1 ( х) = - � G n G 1 р ( у) d у . 
Пусть f.t Е С1 (S ) . Потепциал простого слоя V (х) есть 

гармонич . функция при xft. S ,  причем 

lim ( V (x)/E (x, О) ) = М , М = \ f.t ( y) dS ( y ) ;  l x l -+ oo  . S 
в частностп , U m  V (x) = O  при n ;;;;;, 3, но l im V (x) = O  

I X J -нo  I X I -+ <» 
при n= 2 тогда и только тогда , когда � 8 f.t (y)dS (у) =  О . 
Потенциал простого слоя непрерывен всюду в Rn , 
V Е С ( Rn) , причем V (х) и его касатеJrьные производвые 
непрерывны при переходе через поверхность S .  Нор
мальная производпал потенциала простого слоя при 
переходе через поверхность S испытывает скачок : 

( дV ) + = J.. (х) + дV (х) 
дп� 2 f.t дnх ' 

(�) - = - J.. t (х) + дV (х) 
1n " 2 � дпх ' .х Е s ,  

где ( ��) + и (д�� ) - - предельные значения пор
�tальной производной соотnетственно п з  G + и G - ,  то 
есть 

( дV ) + _ Jim д1' ( х ' )  
дпх -

х ' ---+ х, х ' Е G + дпх ' 

- = l tm --се --- • ( iJV ) - . uV (x' ) 
дпх x' � x. x ' e G - dnx 

Через д V (х) /дпх здесь обозначено т .  н. п р л и о е 
з н а ч е н и е  н о р м а л ь н о й  п р о и з и о д н о й  
п о т е н ц и а л а п р о с т о г о с л о л ,  вычисленное 
на поверхности S, то есть 

дV (х) (' д � = .) s f.t ( Y ) дпх Е (х , у ) dS ( у) , х Е S ,  

к-рое является непрерыnной функц11ей точки х Е S , 
а ядро дЕ (х ,  у) /дпх имеет слабую особенность на S ,  

1 д 1 const 
дn.с Е (х , у ) .;;;;;; 1 х - у l n ' ' х, у Е S .  

Перечисленные своiiства х а  рактернауют потенциал 
простого слон . 

Пусть v E C 1 ( S ) . Потенциал двойного слоя W (x) 
есть гармонич.  функция при x ft. S ,  причем 

l im Wn l x ln - l \V (x) = M ,  М = \ v ( y ) dS ( y) . 
1 х 1 __. "'  J s  

При переходе через поверхность S потенциал двойного 
слоя испытывает сначок :  

1 1 W +  (x) = - 2 V (х) +  W (х) , W - (x) = 2 V (х) + W (х ) , 
х Е s , 

где W +  (х)-и w - ( .r) - П_:lс>;.(сльные значения потенциала 
двойного слоя соотnетств�шю пз G + и G - , то есть 
W +  (х ) = lim И' (х' ) , W - (х) = l im W(x' ) .  

х' ---+ х, х' Е G +  х' --+х, х '  Е а -
Ч ерез W (x) при x E S  обозначено т .  н .  п р  я м о е 
з н а ч е н и е  п о т е н ц и а л а  д в о ii н о г о  с л о я ,  
вычисленное на поверхности S ,  то  есть 

W (x) = (' v (у) -д
д Е (х ,  y) dS (y) ,  x E S , J s ny 

к-рое является непрерывной функцией точки х Е S , 
а ядро дЕ (х, у)/дпу имеет слабую особенность на S ,  

1 д 1 oo n� 
дпу Е (х , у) .;;;;;; 1 х- у ln • ' х , у Е S .  

:Касательные производвые потенциала двойного слол 
также испытывают скачок при переходе через поверх
ность S, но нормальпая производпая д W (х)/дпх сохра
няет свое значение при переходе через S :  

( =:: ) + = ( =:: ) - , х Е s . 

Перечисленные свойства характеризуют потенциал 
двойного слоя . 

В случае постоянной плотности v= 1 имеет место 
ф о р м у л а Г а у с с а  д л я  п о т е н ц и а л а  
д в о й н о г о с л о я :  ( 1 , x E G + , 

_ (' а: Е (х , y) dS (y) = q (x) = < 1 /2 , x E S ,  .) s  и l О ,  x E G - . 

Интеграл в левой части этого равенства интерпрети
руется как (деленный на Шп(п -2) )  телесный угол , под 
к-рым видна поверхность S из точки х . 

Ниже дополнительно приводятся нек-рые свойства 
потенциалов при меньших ограничениях на плотиости 
и поверхность S .  

Если p E L1 (G) , то Z (x) - гармонич. функция при 
x E G - и Z(x) суммируема в G + . Если p E Lp(G) , 1 <.р <. 
.;;;;:п/2 , тo Z E L,1 ( 1Rn) , 1 lp + 1 lq= 1 ,  1 <q < пр/( п-2р) ; если 
p E Lp(G) , р > п/2 , тo Z E C ( IRn) . Если p E Lp(G) , 1 ..;;:р ..;;:п , 
то Z E WJ( Rn) ,  1 < q < np(( n-p) ;  если p E Lp(G) , р >п, то 
Z E G1 ( 1Rn) .  Если p E L2(G) , то существуют обобщенные 
производвые 2-го порядка от Z (х) , они также принадле
жат классу L2(G) и выражаются с помощью сингулярных 
интегралов: 

д2Z 1 � д' 
дх - дх . = - п бijР (х) + G p (y) � E (x ,  y) dy,  

l 1 l 1 
i ,  j = 1 , 2 ,  . . .  , п , 

где б i1= 1  при i=j , дu = О  при i =/=j ; если p E Ll'(G) ,  1 <  
<Р < ао ,  то все обо бщенные производвые a-zz(дxiдx i 
также существуют и принадлежат Lp(IRn) . Если Р Е  
Е L p(G) , 1 <.р < + ао ,  то Z (х) есть обобщенное решение 
уравнения Пуассона - �Z= p (x) , x E G. Если Р Е  
Е С<о. a.> (G) и S Е Со.  a. J , О <а < 1 ,  то Z E C(2 , а. )  в G +  
или G - . Если p E C< I . a. J  (G) и S E C( k+ I .  а. ) ,  О <а < 1 ,  l , 
k - целые, O <.l <.k , то Z E C< I+ 2 , a. )(G + ) . 

Пусть S E C( I ,  а. ) ,  О <а < 1 ,  i5 - замкнутая конечная 
область такая , что G + U S cD cDc Rn. Тогда если 
�-t E Lp_(S) , р = 1 , 2 , то V E Lp(i5) ,  V E LP (S ) ,  д V/дхi Е 
E Lp(D ) ,  р = 1 , 2 ; i= 1 , 2 ,  . . .  , n . Если плотность f.t огра
ниченная и суммируемая ,  то 

V Е С<О . Л)vл Е (О , 1 ) . 

Если �-t E C<o. a. ) ( S ) , О <а < 1 ,  то V E C( I ,  а. )  в G +  или 
G - . Если v E= C(O ,  a. )(S ) ; то W E C(o, а.)  в G+ или G - . 

Если �-t E C(I, a.)(S )  и S E C( k + I ,  а.! ,О <а < 1 , l , k - це
лые ,  O <.l <.k, то V E CU + I . а. ) в G + или G - . Если v E  
E CU. a. )(S )  и S E C( k + I , a. J ,  0 <а <1 , l , k - целые, 
O <. l <.k+ 1 , то W E C(l, а.)  в G+ или G - .  

Для доопределенных по непрерывности потенциалов 
и их производпых на поверхности S описанные выше 
свойства гладкости также остаются в силе при соответ
ствующих условиях гладкости на плотность и поверх
ность s .  

Представление функций и решение основных крае
вых задач теории потенциала с помощью потенциалов . 
Пусть Ф (х) - функция класса C�(G U S) ,  S - гладкал 



527 ПОТЕНЦИАЛА ТЕОРИЯ 528 

поверхность класса С2 . Тогда справедливо 
ное тождество (ф о р м у л а Г р и н а) : 

интеграль- C (G - U S) , S E C<l , с о , О <а <t , удовлетворяющую крае

_ ('  dФ (у ) Е (х , Y J dy + r  (дФ (у) Е (х у) -.) G J s  дnу ' 
ф ( дЕ (х,  у) ) - у) � dS (y) = q (x) Ф (x) .  (2) 

В частности ,  в области G функция Ф (х) представима в 
виде суммы объемного потенциала и потенциалов про
стого и двойного слоя соответственно с плотностлми 

р (у) = - dФ (у) , t-t (Y) = дФ (y)jдny , v ( у) = - Ф (у) . 
Для гармонической в области G функции и (х) класса 

Cl ( G U S) имеет место тождество 

(' ( дu (у) дЕ (х у) ) .) s дnу Е (х , у) - и (у) � dS (y) = q  (х) и (х) , (3) 

и поэтому такая функция и (х) представима в G в виде 
суммы потенциалов простого и двойного слоя соответст
венно с плотностями t-t (у)= ди (у)/дпу , v (у)= - и (у) . 
Однако эти плотности в формуле (3) не могут задаваться 
произвольно на S, они связаны интегральным соотно
шением , получающимся из (3) при x E G - . 

Центрально':. место в П .  т. занимают краевые задачи 
Дирихле и Неимана (паз.  также первой и второй крае
выми задачами) для областей G + (внутренние задачи) 
и G - (внешние задачи) , к-рые в предположении доста
точной гладкости поверхности удается полностью иссле
довать сведением их к и н т е г р а л ь н ы м у р а в-
н е н и я м П .  т .  

В н у т р е н н я л з а д а ч а Д и р и х л е: найти 
гармоническую в G + функцию и (х) класса C (G + U S) , 
S E C< l ,  а > , 0 <а < 1 , удовлетворяющую краевому усло
вию и (х)= <р + (х) , х Е  S, где <р + (х) - данная непрерывная 
функция на S. Решение этой задачи всегда существует , 
единственно и может быть найдено в виде потенциала 
двойного слоя 

и (х) = (' v (у) -д
д Е (х , у) dS ( у) .) s ny 

с плотностью v, к-рая находится как единственное ре
шение интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода 

1 (' д -т v (х) +  .) s v (у) дnу Е (х , у) dS ( у) = <р + (х) , х Е S .  

В н у т р е н н я я з а  д а ч а Н е й  м а н а :  найти 
гармоническую в области G + функцию и (х) класса 
С1( G + U S) ,  S Е C<l , а ) , О <  а <  1 , удовлетворяющую крае
вому условию д и (х)/дпх=Ф + (х) , х Е S, где ф + (х) - дан
ная непрерывная функция на S .  Решение этой задачи 
существует тогда и только тогда, когда функция ф + (х) 
удовлетворяет условию ортогональности 

� 8 ф +  (x) dS (х) = О. (4) 

Это решение определяется с точностью до произвольной 
аддитивной постоянной С в виде и (х)= V (х)+ С, где 

V (х) = � 8 t-t (у) Е (х , у) dS ( у) 
- потенциал простого слоя , плотность 1-t к-рого опре
деляется из интегрального уравнения Фредгольма 2-го 
рода 

+ t-t (x) + � s t-L (Y) �x E (x , y) dS ( y) = ф + (х) , x E S . (5) 

Соответствующее однородное уравнение имеет нетриви
альное решение t-t0 (x) , а неоднородное уравнение (5) 
разрешимо при выполнении условия (4) , причем его 
общее решение имеет вид 1-t (x)+ct-t0(x) , где с - произ
вольная постоянная . 

В н е ш н л л з а д а ч а Д и р и х л е : найти гармо
ническую в области G - , О Е G + ,  функцию и (х) класса 

вому условию и (х)= <р - (х) , x E S ,  где <р - (х) - данпая 
непрерывная функция на S; при этом lt (х) предпола
гается регулярной на бесконечности , т .  е . 

lim 1 х 1п - 2 и (х) = const . 
1 х 1 -· "' 

Решение этой задачи всегда существует , единственно 
и может быть найдено в виде 

и (х) = W (x) + A!I х 1п - 2 ,  
где А - постоянная , 

W (х) = (' v (у) -д д Е (х , у) dS (у) .) s ny 

- потенциал двойного слоя , плотность v к-рого являет
ся решением интегрального уравнения Фредгольма 
2-го рода 

+ v  (х) + (' v (у) _дд Е (х , у) dS (у) = - .) s "и 

= <р - (х) - 1 х �- • , x E S . (6) 
Соответствующее однородное уравнение имеет нетриви
альиое решение v0= 1 .  При надлежащем выборе постоян
ной А решение неодиородного уравнения (6) имеет вид 

v (y) = v - (y) + C ,  
где С - произвольпая постоянная , а v - (y) - частное 
решение ур-иия (6) . Постоянная А подбирается в виде 

А = - �s <р - (х) v0 (х) dS (х) , 

где плотность v0 должна удовлетворять условию 

� 8 vo (Y) I Y I�- • dS (y) = 1 .  ( 7) 

Эта плотность v0 есть нетривиальное решение уравне
ния (5) внутренней задачи Неймана с данными ф + (х) = О , 
х Е S ,  удовлетворяющее эквивалентному (7 ) при п;):З 
условию нормировки 

V0 (х) == � 8 v0 ( у) Е (х , у) dS (у) = 1 ,  x E G + U S .  

Потенциал простого слоя V0(x) плотности v0(x) паз .  
р а в н о в е с н ы м п о т е н ц и а л о м, или п о
т е н ц и а л о м Р о б е н а . Плотность v0(x) дает ре
шение задачи Робева или электростатич . <�адачи о рас
пределении зарядов на проводнике S ,  создающем равно
весный потенциал , постоянный в области G + . Нек-рал 
сложность решения внешней задачи Дирихле происхо
дит. из-за того , что регулярная на бесконечности гармо
нич . функция и (х) , вообще говоря, убывает при l x l  -+ оо 

медленнее, чем потенциал двойного слоя ,  и поэтому и (х) 
в общем случае нельзя представить в виде одного только 
потенциала двойного слоя .  

В н е ш н я я з а д а ч а Н е й м а н а :  найти гармо
ническую в области G - , O E G + ,  функцию n (x) класса 
C1 (G - U S ) , S E C<l , а > ,  О <а < 1 , удовлетворяющую крае
вому условию ди (х)/дпх= ф - (х) , x E S , rде ф - (х) - дан
ная непрерывная функция на S ;  при этом и (х) предпо
лагается регулярной на бесконечности . При п;):З ре
шение этой задачи всегда существует и единственно;  
при п= 2 решение существует тогда и только тогда , 
когда выполняется условие 

� s ф- (х) dS (х) = 0 ,  (8) 

причем решение определено лишь с точностью до про
извольпоИ аддитивной постоянной . Решение внешней 
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задачи Неймапа представимо в виде потенциала прос
того слоя 

и (х) = � s 11 ( у ) Е (х ,  у) dS ( у) ,  
плотвость 11 к-рого есть решение интегрального уравне
ния Ф редгольма 2-го рода 

1 ,. д - у /1 (х) + \ 5 11 ( У ) -� - Е (х , у) dS (у ) = .. dn� 
= ф - (х) ,  x E S .  (9) 

При п;;;;:3 решение этого уравнения всегда существует и 
единствепво . При п= 2 соответствующее однородное 
уравнение имеет нетривиальпое решение /to(x) , поэтому 
пеодпородвое уравнение (9 )  при выполнении условия 
разрешимости (8) имеет единственвое решение ji (х) 
такое, что 

� S � (х) dS (х) = О ,  

а его общее решение имеет вид 11 (х)= i (x) +c�t0(x) , 
где с - произвольвал постоянная . 

Решение краевых задач П .  т .  может быть получено 
также с помощью Грина фующи и. Напр . ,  для (внутрен
ней) задачи Дирихле функция Грина имеет вид 

G (x ,  у) = Е (х ,  y ) + g (x , у) , x E G + U S , y E G + , 
где g (:т, у) - гармонич . функция в G + и непрерывная 
в G + U S по :т, для каждого у Е G + удовлетворяющая 
краемму условию G (x, у) = О , x E S .  Решение (внутрен
ней} задачи Дирихле и (х) класса C2(G + )  П С (G + U S) 
для уравнения Пуассона - �и (х) = f (х) , .х Е G + ,  с крае
вым условием и (х) = q> + (х) ,  x E S , представимо в виде 

и (х ) = � a + f (y ) G (x , y ) dy + 

+ � s q> + (y ) D�y G (x ,  y ) dS (y ) , x E G + . 

Зависящие от параметра х интегралы 

� G р ( у ) G (х ,  у) dy, �s v (у) д�у G (х , у )  dS ( у) 
ваз . соответственно о б ъ е м н ы м п о  т е н ц и а
л о м Г р и н а (задачи Дирихле) , п о  т е н ц и а
л о м Г р и н а д в о й  н о г о с л о я .  И х  свойства 
аналогичны свойствам nотенциалов ( 1 ) .  

С помощью фушщии Грина к интегральным уравне
ниям сводятся задачи на собственные значения .  Напр . ,  
задача Дирихле - � и = Л.и (.х) ,  x E G + , с краевым усло
вием и (х) = О , х Е S ,  сводится к интегральному уравне
IIИЮ Фредгольма 2-го рода с самосопряженным ядром 

и (х) - Л � G + и ( у) G (х , у) dy = O , x E G + . 
Дальнейшее обобщение некоторых основных поня

тий теории потенциала . Параллельна с углубленным 
изучением свойств потенциалов ( 1 ) ,  определяемых плот
ноетими более иJIИ менее общего вида , и их примевений 
само понятие потенциала подверглось начиная пример
но с 20-х гг . 20 в .  глубокому обобщению,  связанному с 
nопятнем меры и интеграла Радона . 

Пусть Л;;;;,О - положительная борелевекая мера па 
пространстве IR.n с компактным носителем supp Л .  
П о т е н ц и а л  м е р ы  

ЕЛ. (х) = �Е (х ,  у) dЛ. ( у) ( 10) 

существует всюду в IR.n в смысле отображения ЕЛ. : IR.n -+ 
-+ [ 0 ,  оо ]  при n;;;;,3 и ЕЛ. : IR2 -+ ( - оо , оо ] при n= 2 
(т .  е .  здесь допускается и значение + со ) и является 
су пергармоничеспой фунпцией всюду в IRn , гармониче
ской - вне носителя меры supp Л. Для меры Л произ-

вольного знака с компактным носителем потенциал ЕЛ. 
определяется, исходя из кавонич. разложения Л= 
= Л + -Л - , Л + ;;;;,О , Л - ;;;;,о, в виде ЕЛ.= ЕЛ. + -ЕЛ. - . В тех 
точках :т Е IRn, где оба потенциала ЕЛ. + (х) и ЕЛ - (х) при
нимают значение + оо ,  этот потенциал не определен. 
Если мера Л;;;;, О сосредоточена на гладкой поверхности 
S, то авалогично ( 10) определяется и потенциал двой
ного слоя меры Л: 

дЕ r д 
дnу 

Л (х) = J дпу Е (х , у) dЛ. ( у) .  

Потенциал ( 10) конечен, ЕЛ <+ оо ,  всюду в Rn , за 
исключением точек полярного множества, к-рое харак
теризуется как множество внешвей емкости нуль. Если 
ЕЛ. (х) = О всюду , кроме множества внешвей емкости 
нуль, то Л = О .  Если мера Л;;;;,О , Л ;z!: О сосредоточена на 
множестве емкости нуль, то sup Е'А= + оо .  Справедлив 
следующий привцип максимума: 

EЛ (x) or;;;;; supp {EЛ ( y) :  y E supp Л} , 

т. е .  верхняя грань ЕЛ. (х) есть верхняя грань сужения 
ЕЛ. на supp Л.  Если это сужение непрерывно (в обоб
щенном смысле, включая значение + оо ) в точке х0 Е 
E supp Л, то потенциал ЕЛ. (х) непрерывен в точке х0 
в Rn .  Потенциалы мер Е'А сводятся к потенциалам плот
востей ( 1 )  тогда и только тогда, когда мера Л абсолютно 
непрерывна по мере Лебега соответственно на G или на 
S (см. ( 3 ]- (6] ) .  

Еfсли Т - обобщенная функция , или распределение,  
в Rn,  то п о  т е в ц  и а л р а с  п р  е д е л е в и я 
определяется как свертка Е * Т, являющаяся также об
общенной функцией. Напр . ,  если Т - финитвая обоб
щенная функция , то в IR.n в смысле обобщенных функ
ций справедливо уравнение Пуассона � (Е Т) = - Т. 
Потенциалы мер можно рассматривать как частвый слу
чай потенциалов распределений. О потенциалах распре
делений см . ( 3 ] ,  (4 ] , [ 9] . 

Для областей G= G + с достаточно гладкой границей S 
метод потенциалов дает эффективное решение задачи 
Дирихле . Одно из основных направлений развития П. т. 
состоит в открытии методов доказательства существова
ния и единственности решения задачи Дирихле для все 
более широких классов областей (см .  Выметания метод , 
Дирихле принцип, Перрона .метод, Шварца альтерни
рующий .метод) . Однако в 1910  С.  Заремба (S .  Zaremba )  
заметил , что для плоской области G при валичии изо
лированных точек границы дG= S задача Дирихле в 
приведеивой выше классич . постановке не всегда раз
решима; более того , в 1912 А. Лебег (Н .  Lebesgue) по
казал , что она не всегда разрешима и для пространет
венных областей, гомеоморфвых шару, при валичии до
статочно острого входящего в область острия границы 
(т. в .  о с т р и  е Л е б е г а ,  см. Иррегулярная гранич
ная точпа) ,  т .  е .  существуют такие вепрерыввые функ
ции q> + (x) , х Е дG , для .к-рых задача Дирихле не разре
шима никаким способом. 

Поэтому важное значение имеет полученвое в ходе 
развития метода. Перрока о б о б щ е в в о е р е ш е
н и е в с м ы  с л е П е р р о  в а - В и в е р  а з а д а
ч и Д и р и х л е для уравнения Лапласа . Как показал 
Н. Вивер (N .  Wiener, 1924) , при этом любая конечная 
непрерывная функция q>= q> + ,  заданная на границе S = 
= дG произвольвой конечной области Gc Rn, р а з
р е ш и м а, т. е .  для нее существует и притом единст
венное обобщенвое решение Н ер (х) в смысле Перрана -
Вивера . Вообще, в 1 939 М .  Брело (М . Brelot) показал , 
что конечная измеримая функция q> на S разрешима 
тогда и только тогда, когда q> интегрируема по гармони 
ческо й .мере на S .  

Обобщенное решение Н ер (х) не  в о  всех граничных точ
ках принимает задаввые значения q>. Точка х0 Е S ва з .  
р е г у л я р в о й ,  если для любой конечной иепрерыв-
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ной функции <р на S обобщенное решение Н Ф (х) цриии- 2) если отi>рытые множества и, V таковы, что ис: Vс: 
мает значение <р (х0) ,  то есть с: Х , то сужение любой функции из � ( V) на и принад

лежит � ( и) ;  lim Н Ф (х )  = <р (хо) • х Е G 3) если для любого семейства { и; } , i Е I , отRрытых х -+  хо 
множеств Uic.X сужения вен-рой оnределенпой на 

Прочие точки х0 Е S наз. и р р е г у л я р н ы м и ,  к ним U i е 1 и,. функции и на и,. для всех i Е I принадлежат 
относятся изолированные точки границы при п�2 и g, ( и ) то Е g: ( U и ) о i • и о· i E I i · острие Л ебега при п;;;;. 3 .  Как оказалось (Келлога - Пучок функций �В на х па<� . г а р  м 0 н и ч е с  к п м Эвапса теорем.а , 1933) , множество иррегулярных точек п у ч к 0 м, если для любого открытого множества имеет внешнюю емкость нуль , т .  е .  является в пек-ром и с:Х семейство � ( и) есть действительное векторное смысле разреженным. Множество регулярных точек пространство непрерывных функций на и. Функция и ,  плотно на S .  определенная на нек-ром множестве Sc:X,  содержащем Для задачи Дирихле строится соответственно и открытое множество и, наз. �-ф у н к ц и е й , если о б о б щ е н н а я  Ф У н к ц и я Г Р  и н а G, к-рую сужение и l и принадлежит � ( и) .  Гармоиич .  пучок � можно определить, напр. , для произвольно фиксиро- и е в ы р 0 ж д е н в точке х Е х, если в окрестности ванной точки y E G следующим образом : х существует �-функция и такая , что и (х) ;i О . 

G (х , у) = Е (х , у) - Н  Е (х , у) (х ) , x E G .  Реальные различия в аксиоматю<ах Бауэра ,  Брело ,  
Дуба характеризуются свойствами сходимости �
функций. О бобщенная функция Грина сохраняет нек-рые свойст

ва классич. функции Грина , напр .  свойство симметрии 
G (x, y)= G (y , х) , но lim G (x ,  у)= О ,  x E G ,  тогда и только Х-+Хо 
тогда , когда х0 - регулярная точка границы S (см . 
[4] ,  [ 6] ) .  

Важное значение имеют также исследования задачи 
Дирихле для комиактов и устойчивости задачи Дирихле 
(см. [ 6) ,  [4] ) .  

Интенсивно развивается изучение потенциалов с 
другими ядрами , отличными от ядра Е (х ,  у ) ,  и их при
менений для решения краевых задач (см . Весселев по
тенциал ,  Нелипейиый потенциал, Рисса потенциал ,  
а также [ 3 ] ,  [ 1 1 ] ) .  

Лит . :  [ 1 ]  Г ю н т е р Н.  М. , Теория потенциала и е е  при
менеиве 1< основным задачам математичесиой физиии , М . ,  1 9 5 3 ;  (2] С р е т е н с и и й Л. Н . ,  Теория ньютоновеного потен
циала, М .- л. , 1 94 6 ;  (3] Л а н д и о Ф Н. С . , Основы совре
менной теории потенциала, М. , 1966 ; (4] Б р е л о М . , Основы 
илассичес ной теории потенциала, пер . с Франц. , М . ,  1 964 ; [5] 
К е 1 1  о g g О D , Foundations of potenf ial  theory, В . ,  1 929 ;  
(6 ]  R е л д ы m М В . ,  <<Успехи ма1 ем. наую>, 1 9Н, в .  8 ,  с. 1 7 1-
231 , [7] Б и ц а д з е А. В. , Уравцения математичесиой фи
зиии , М , 1 976 , [8] е г о ж е,  Rраевые задачи для зллиптиче
сRих уравнений второго порядна, М . ,  1 9 6 6 ;  [9] В л а д и м и
Р о в в. С. , Уравнения математичесиой физиии,  4 изд. , М . ,  
1 9 8 1 ;  [ 1 0 ]  R у р а  н т Р . , Уравнения с частными дроивводными , 
пер. с англ . ,  М. , 1964 ;  ( 1 1 ] М и р а н  д а R . ,  Уравнения с част
ными пров зводными зллиптичесиого типа , пер.  с втал. , М . .  
1 9 5 7 ;  [ 1 2] М и х  л и н С .  Г. , Линейные уравнения в частных 
прои зводных, М . , 1 977 ;  [1 3] Т и х  о н о в А. Н . ,  С а м а р
е и и й А .  А . ,  Уравнения математичесиой физиии , 5 изд. , М . ,  
1 977 . А .  И. Придепхо , Е. Д. Соло.мен.цев. 

ПОТЕНЦИАЛА ТЕОРИЯ АБСТРАКТНАЯ - тео
рия потенциала на абстрактных топологич . простраист
в ах .  П .  т .  а .  возникла в сер . 20 в .  из стремления охва
тить единым аксиоматич .  методом широкое многообра
зие свойств различных потенциалов , применяемых при 
решении разнообразных задач теории дифференциаль
ных уравнений с частными производными . Первое до
статочно полное изложение аксиоматики <<гармониче
ских» функций (т. е. решений допустимого класса урав
нений с частными производными) и соответствующих 
потенциалов было дано М .  Брело ( 1957-58,  см [ 1 ] ) ,  но 
оно охватывало только уравнения эллиптич. типа .  Рас
ширение теории , пригодное и для широкого класса 
уравнений параболич . т.ипа, получено Х. Бауэром 
( 1 960-63, см. [ 3] ) .  Весьма плодотворным оказался ве
роятностный подход к П .  т . а . ,  начало к-рому было по
ложено еще в работах П .  Леви (Р .  Levy) ,  Дж. Дуба 
( J . D oob) ,  Г . Ханта ( G .  Hunt) и др. 

Для изложения П. т . а .  удобно nонятие гармопиче
с�>ого пространства . Пусть Х- локально компактное 
топологич . пространство. П у ч к о м ф у н к ц и й 
на Х наз . отображение � .  определенное на семействе 
всех открытых множеств Х и такое, что 

1) � ( и) для любого открытого множества ис: Х есть 
семейств о функций и : и - R= [- oo ,  оо ] ;  

а )  С в о й с т в о с х о д и м о с т и Б а у э р а со
стоит в том , что если возрастающая последовательность 
�-функций локально ограничена на пек-ром открытом 
множестве и с:Х , то предельная функция v есть �
функция . 

б) С в о й  с т в о с х о д  и м о с т и Д у б а состоит 
в том, что если предельная функция v конечна на nлот
ном множестве в Х , то v есть �-функция. 

в )  С в о й с т в о с х о д и м о с т и Б р е л о состо
ит в том , что если предельная функция v возрастающей 
последовательности �-функций на ие��JЮЙ области 
ис:Х конечна в точке х Е  и , то v сеть Ш3-функция . 

Если пространство Х локально связно, то имеют 
место импликации в) :::::::;> б) :::::::;> а) . 

Пучок функций U на Х паз . г и п е р  г а р  м о .11 и
ч е с к и м п у ч к о м, если для любого открытого 
множества ис:Х с�мейство 11 ( и )  есть выпуклый конус 
полунепрерывных снизу фующпй и : и - (- оо , оо 1 ;  
U-ф у н к ц и я определяется аналогично �-функции. 
Отображение и - U ( и) n (-U ( и))  есть гармонич . 
пучок �= �u , порождениый пучком U; только этот 
гармонич . пучок будет использоваться в дальнейшем .  

Пусть на  границе а и  ОТiiрытого множества и с: Х  
дана непрерывная функция <р :  а и  - ( - оо ,  оо ) с ком
пактным носителем. Гипергармонич . пучок lt позnоллет 
построить Перрапа методом. обобщенное решение зада
чи Дирихле для нек-рых открытых множеств в классе 
соответствующих \!В-функций. Пусть UФ - семейстLо 
полунепрерывных снизу U�функций и, ограиичеш:ых 
снизу на и, положительных вне нек-рого компюiта п 
таких,  что 

l iш inf и (х) :;;;, <р (у) , У Е ди ; 
Х -+ у 

можно положить !!Ф = - Uq> . Пусть теперь 

HФ (x) = inf {и (x) : и ЕUФ} , 

и ii Ф = оо , если Uq> = е; .  Аналогично, 
НФ (x) = sup {и (x) : и Е !!q> } ,  

х Е и .  

х Е и ,  

или !!Ф = - оо . Функция паз .  р а з р е ш и  м о й:, если 
для нее iiФ и  НФ совпадают, Йq>= Hq>= H q> , п Нq> являет
ся �-функцией ;  эта функция Н q> ri есть обобщенное ре
шение задачи Дирихле в классе )Ш-фуикций.  Открытое 
множество ис: Х р а з р е ш и  м о относительно 11 ,  
если разрешима любая конечная непрерывная функция 
с коМllактным носителем на а и . Для разрешимого мно
жества и отображение Н Ф : С k(д U) - 1R есть положи
тельный линейный функционал , к-рый, следоnатсльно, 
определяет положительную меру f.tx• х Е и , наз.  г а р-
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м о н и ч е с к о й  м е р о й  на д и в точке х (относи
тельно. U ) .  

Локально компактное пространство Х с гипергар
монич. пучком U превращается в г а р м о н и ч е с  к о е 
п р о с  т р а н с т в о ,  если для него выполняются со
ответствующие четыре аRсиомы (см . Гар.мопичеспое про
странство ) ,  причем в аксиоме сходимости имеется в ви
ду свойство Бауэра. 

Ч асто (в классич . примерах именно так и обстоит 
дело) за основу берется гармонич.  пучок ®,  а аксиома 
мажоранты служит тогда определением гипергармонич.  
пучка . Напр . ,  евклидово пространство IR.n, п� 2 , с 
пучком классич .  решений уравнения Лапласа или 
уравнения теплопроводности в качестве }!В является 
гармонич. пространством . Гармонич.  пространство ло
кально связно , не содержит изолированных точек и 
имеет базис из связпых разрешимых множеств (разреши
мых областей) .  

Открытое множество и гармонич . пространства Х с 
сужением U 1 и в качестве гипергармонич .  пучка есть 
г а р м о н и ч е с к о е  п р о с т р а н с т в о  Х .  Ги
пергармонич. функция и на ис:.Х ваз . с у п е р  г а р
м о н и ч е с к о й ф у н к ц и е й, если для любого 
относительно компактного разрешимого множества V, 
Vс:. и, наибольшая миноракта 11Vи является гармони
ческой, f.tVи E ® ( V) .  Многие свойства нлассических су
пергармонич.  фуннций (см . Субгар.мопичеспая фуппция) 
выполняются и здесь . П о т е н ц и а л о м ваз . таная 
положительная супергармонич. функция и, для к-рой 
наибольшая гармонич. миноранта 11v и на Х тождествен
но равна нулю . Гармонич. пространство Х ваз .  <;1:-г а р
м о н и ч е с н и м (или \13-г а р м о н и ч е с н и м) 
п р Ь с т р а н с т в о м, если для любой точки х Е Х 
существует положительная супергармонич . функция и 
(соответственно потенциал и) на Х таная, что и (х) >0.  
Любое открытое множество \13-гармоничесного прост
ранства разрешимо . 

Принимая за основу гармонич. пучон ® и определяя 
соответствующий гипергармонич. пучок ®* с помощью 
аксиомы мажоранты, получают п р о с т р а н с т в о 
Б а у э р а, совпадающее с гармонич . пространством 
для ®* . Если гармонич . пучон )lli для: любого открытого 
множества иc:.IR.nx 1R состоит из решений h уравнения 
теплопроводности t:.h-дh/дt= O , то Ш3 обладает свойст
вом сходимости Дуба и IRnx IR с этим пучном }!В есть 
\13-прострапство (Бауэра) . При этом v - гипергармо
нич .  функция ил асса С2 тогда и толь но тогда, если tJ.v
-дv/дt.;;.O .  

П р о с т р а и с т в о Б р е л о харантеризуется 
следующими условиями: Х не имеет изолированных 
точен и лональпо связно ; регулярные множества отно
сительно ® образуют базу Х (регулярность - это Е�з
решимость классич . задачи Дирихле в нлассе Ш!); Ш! обладает свойством сходимости Брело . Пространства 
Брело составляют собственный подиласе т. н. эллип
тических гармопич . прострапств (см . [4 ] ) ,  т. е. эллип
тич . прострапств Бауэра. Если гармопич . пучок Ш3 
для любого открытого множества иc:.IR.n, п�2 , состоит 
из решений и уравнения Лапласа tJ.и=O, то IR2 с этим 
пучном есть <;\;-пространство Б рело, а IRn при п�З есть 
\13-пространство Б рело . При этом v - гипергармонич . 
фупнция класса с� тогда и только тогда, если tJ.v.;;.O .  

Точка у границы д и разрешимого множества и гар
мопич . пространства наз . р е г у л я р н о й  г р а н и ч
п о й  т о ч к о й, еслп д.1л любой конечной непрерывной 
функции ер па д и имеет место предел 

l iш НФ (х) = ср ( у) , х Е и , 
х .... у 

а в противном случае у ваз .  и р р е г у л я р в о й 
г р  а в и ч в о й  т о ч к о  й. Пусть F - фильтр на и, 
сходящийся к у . Б а р ь е р о м фильтра F ваз .  строго 

положительная гипергармонич. функция v, определен
ная на пересечении и с век-рой окрестностью у и сходя
щаяся к О вдоль F . Если для относительно компактного 
разрешимого множества и <;\;-гармонического простран
ства все фильтр ы,  сходящиеся к точкам у Е д И, имеют 
барьер, то и - р е г у л я р и о е м н о ж е с т в о, 
т .  е. все его граничные точки реrулярные. Если и -
относительно помпактное отttрытое множество �-гар
монического пространства, па 1\-ром существует строго 
положительная гипергармонич .  функция ,  сходящаяся 
к О в каждой точке у Е д и , то U - регулярное множе
ство . 

Кроме изучения разрешимости и регулярности в за
даче Дирихле, к основной проблематике П. т .  а отно
сятся: теория е.мпости точечных множеств на гармонич. 
пространствах Х ;  теория выметания (см . Вы.метапия 
.метод) функций и мер на Х ; теория интегральных пред
ставлений положительных супергармонич. функций на 
Х , обобщающая представления Мартина (см . Мартипа 
граница) . 

Уже в нач . 20 в .  была замечена тесная связь теории 
потенциала с нек-рыми вопросами теории вероятностей, 
такими, как броуповспого движения процесс , виперовспий 
процесс, .марповспий процесс . Напр . ,  вероятность того , 
что траектория броуновского движения в плоской об
ласти Gc:. IR2 , исходящая из точки x0 E G , встретит в пер
вый раз границу дG на (борелевском) множестве Ес:.дG, 
есть не что иное , как гармоническая .мера множества Е 
в точке х0 ; полярные .множества границы дG суть при 
этом те множества , к-рые траектории не встречают поч
ти наверное . В дальнейшем вероятностные методы спо
собствовали более глубокому пониманию век-рых идей 
теории потенциала и привели к ряду новых результа
тов; с другой стороны, теоретико-потенциальный под
ход уменьшает отчужденность теории вероятностей и 
также приводит в ней к новым результатам . 

Пусть Х - локально компактное пространство со 
счетной базой, С k и С0 - классы конечных непрерыв
ных функций на Х соответственно с компактным носи
телем и стремящихся к О на бесконечности . Ядро-мера 
N (x, Е) � О  есть (борелевская) функция от х Е Х  для 
каждого относительно компактного (борелевского) мно
жества Ес:.Х . С помощью N каждой функции /�0, f Е С k • 
ставится в соответствие потенциал-функция 

Nf (х) = � 1 ( у ) N (х , dy) , х Е Х , 

а мере е�о соответствует потенциал-мера 

eN (Е) = � N (х ,  Е) de (х) . 

Единичное ядро 1 (х, Е) равно О при xf:E и равно 1 при 
х Е Е, оно не изменяет f (х) и е (Е) . Напр . ,  в евклидовом 
пространстве IR3 ядро 

N (x , Е) = \ -1 dy 1 J E  х - у 

определяет вьютопов потенциал Nj с плотностью /, а 
eN есть мера с плотностью , равной пьютопову потен
циалу меры е (см . Потенциала теория) . 

Ядро-произведение имеет вид 

MN (x ,  Е) = � N (y , Е) М (х , dy) . 
Семейство ядер {N 1 } , t�O,  с заrшпом композиции 
N t + s = N 1N s является однопараметрич . полугруппой .  
Ядро N удовлетворяет полному припципу максимума , 
если для люGых f , g�O из Ck и а> О выполнение пера
вепства Nf <.N g+ a на множестве , где f > O ,  влечет за 
собой выполнение этого перавенства всюду па Х . 
Основная в этой теории т е о р е м а Х а н т а в про
стейшей форме состоит в том , что если образ С k п ри 
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отображении N плотен в С0 и N удовлетворяет полному = а ;; (х) ,  е;= е;(х) , с (х) ..;;:О и правой частью f (x) , причем 
принципу максимума , то существует полугруппа {Р1 }, с (х) < -k: <О вне нек-рой ограниченной области, co-
t;:?O, такая, что держащеп внутри область D класса С1 . Тогда любое 

\ "'  решение и (х) уравнения ( 1 )  класса C2 (D U S) можно 
Nf (х) = .) 0 Ptf (х) dt ,  f � О представить в виде суммы трех (обобщенных) потенци

алов: потенциала объемных масс 
(ф е л л е р о в с к а л п о  л у г р у п п  а) ; при этом 
Pt отображает Ck в С0 , Р0 - единичное ядро , liш Ptf= t-+0 
= /, f E C0 , локально равномерно и Р1( 1 ) ..;;: 1 .  Функция 
f�O паз . э к  с ц е с с и в н о й ф у н к ц и е й  относи 
тельно полугруппы {Р t }, если всегда Р tf <! и l iш Р tf= 

t-+ 0 
= /; если Ptf=f, то / паз . и н в а р  и а н т н о й  ф у н к
ц и е й .  Соответствующие построения имеют место и 
для потенциала-меры 8N. 

Очерченная теория Г .  Ханта ( 1957-58) имеет непо
средственный вероятностный смысл . Пусть па Х задана 
:нек-рал а-алгебра борелевених множеств ll{ и вероят
ностная мера Р . Случайная величина S = S (х) - это 
SЛ-измеримое отображение Х в пространство состояний 
R = [ - oo ,  оо ] .  Семейство случайных величин {S 1 } , 
t;:?O , - это случайный марковекий процесс , для к-рого 
S 1(x) - траектория точки х Е Х , если для каждого у , 
- оо <У <  оо , существует вероятностная мера РУ на %\, 
такал , что 

1 ) РУ ({S0 = y}) = 1 ;  2) РУ (А) , А Е SЛ , 
- борелевскал функция от у ; 3) вид траектории, про
ходящей через у в момент r, при t;:?r не зависит от поло
женил предыдущих ее точек . Применительно к таким 
марковеним процессам полугруппы {Р t } интерпрети
руютел как полугруппы мер 

Pt (у , В) = РУ ({St E B}) . 
Важное значение имеет изучение эксцессивных и инва
риантных функций относительно полугрупп {Р t } . 

С другой стороны , если Х есть �-гармоническое 
пространство со счетной базой, то на нем всегда можно 
выбрать ядро потенциалов так, чтобы удовлетворллись 
уеловил теоремы Ханта , и эксцессивные функции соот
ветствующей полугруппы будут тогда в тоqности аеот
рицательными гипергармонич. функциями . Теорема 
Ханта обобщается и для нек-рых типов пространств 
Бауэра (см. [4] , [ 7 ] ) . 

И другие понятия П .  r. а . ,  такие , напр . ,  как вымета
ние , полярные и тонкие множества, также полуqают 
вероятностную интерпретацию в рамках общей теории 
случайных процессов, облегчающую их исследование. 
С другой стороны , для теории вероятностей оказалась 
важной теоретико-потенциальная трактовка ряда по
нятий , таких , напр . ,  как мартинrалы , выходящих за 
рамки марковених процессов .  

Лит. : [ 1 ]  В r е 1 о t М . ,  Lectures on potential theory, 2 ed. , 
Bombay, 1 967 ; (2] е г о ж е , «L 'enseign .  math .» ,  1 972 ,  t. 1 8 ,  No 1 ,  р .  1-36 ; [ 3 ]  В а u е r Н . , Harmonische Ratime und ihre 
Potentialtheorie, в . ,  1 9 66 ;  (4] С о n  s t а n t i n е s с u С .  
С о r n е а А. , Potential theory on harmonic spaces , в . , 1 9 72 ; [5] М е й е f П. - А . ,  Вероятность и потенциалы, пер . с англ. , 
М. ,  1 9 7 3 ;  [6 Х а н т Д ж. - A . t  Марковсние процессы и потен
циалы, пер. с англ . ,  М . , 1 962 ;  7] В 1 u т е n t h а 1 Н . , G e
t о о r R. , Markov processes and potential theory, N . Y . -L. , 1 968 . Е. Д. Соло.мmцев. 

ПОТЕНЦИАЛОВ МЕТОД - метод исследования 
краевых задач для уравнений математич . физики путем 
сведения их к интегральным уравнениям, основанный 
на представлении решений этих задач в виде (обобщен
ных) потенциалов. 

Пусть в пространстве IRn , n;:?2 ,  задано дифференци
альное уравнение с частными производными 2-го по
рядка эллиптич . типа 

Lи = �� i=  1 ( aij дх�':хJ + �7= l е; ::,. + си = / (х ) 
( 1 )  

с достаточно гладкими коэффициентами au= a1;= 

� D E (x ,  y) p ( y) dy , 

потенциала простого слоя 

� s Е (х , у) а (у) d-sy 
и потенциала двойного слоя 

� 5 Q y (E (x , y) ] f! ( Y) dsy , 

(2) 

(3) 

(4) 
где S = дD - граница области D , Е (.т , у) - главпае 
фупда.мептальпое решепие оператора L, символ Qy обо
значает оператор 

д!> Q yv = a 0N-bv , 
действующий в тоqке у Е S , N - единичный вектор ко
нормали в точке у Е S , 

a2 = ��= l (.�;= 1 a;1 cos (v , Yj) y ,  

Ь = ��= 1 e; cos (v , У; ) , 

v - единичный вектор внешней нормали к S в точке 
у Е S . Плотности потенциалов р (у) , а (у) и f1 (у) - доста
точно гладкие функцпи на D или S . 

Для потенциалов (2)-(4) остаются в силе , с соответ
ствующими изменениями , все дифференциальные и 
граничные свойства гармонич. потенциалов, описанные 
в ст. Потепциала теория для случая , когда L - опе
ратор Лапласа. На основании этих свойств удается све
сти краевые задачи для эллиптиq .  уравнений типа ( 1 )  
к интегральным уравнениям, аналогично тому , как это 
было описано для задач Дприхле и Неймана для гар
мониq ,  функций в ст. Лотепциала теория . 

Лит. : [ 1 ]  М и р а н  д а 1\. , Уравнения с частными произ
водными эллиптического типа , пер . с итал. , М . ,  1 9 5 7 ;  (2] Б и
ц а д з е А. В . ,  Rраевые за;щчи для эллиптических уравнений 
второго порядка, М . , 1 9 6 6 ;  L 3 ]  В л а д и м и р о в Б .  С. , Урав
нения математической физики , 4 изд . ,  М . ,  1 98 1 ;  [Z.] R у п р а д
з е в . д. , Методы потенциала в теории упругости , М . ,  1 9 6 3 ;  ( 5 ]  М и л н - Т о м с о н Л .  М , Теоретическая гидродинамюш, 
пер. с англ , М , 1 9 64 .  Е.  д.  Соло.меицев. 

ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ СЕТЬ, с е т ь Е г о р о-
в а , - ортогональная сеть на двумерной поверхности 
ев1шидова пространства , к-рую переводит в себя по
тенциальное движение жидкости по этой поверхности . 
В параметрах П .  с. линейный ЭJiемент поверхности име
ет вид 

ds2 = � dи2 -+ �  dv2 
ди дv , 

где Ф=Ф ( и ,  v) - потенциал поля скорости жидности . 
Каждая ортогональная полугеодезич. сеть потенциаль
на. Частным слуqаем П. с. является Лиувилля сеть. 
П. с .  впервые рассматривал Д. Ф. Егоров ( 1901 ) .  

Лит. : ( 1 ]  Е г о р о в  Д .  Ф . ,  Работы по дифференциальной 
геометрии, М . ,  1 9 7 0 ;  (2] Ш у л и к о в с к и й  В .  И. , Rласси
чесная дифференциальная геометрия в тензорном и�ложении , 
М . ,  1 963 .  В . Т. Бааылев. 

ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ ПОЛЕ, г р а д и е н т н о е 
п о л е , - векторное поле , образованное градиентами 
гладкой скалярной функции f ( t) неснольких перемен
ных t= (t1 , . . .  , tn) , принадлежащих нек-рой области Т 
п-мерного пространства .  Функция f ( t) наз . с к а л л р
н ы м п о т е н ц и а л о м (п о т е н ц п а л ь н о й 
ф у  н к ц и е й) этого поля . П .  п .  вполне интегрируемо 
в Т: П фаффа уравн епие (grad f ( t ) , dt) = O  имеет в ка
честве (п-1 ) -мерных интегральных мnогообразий ли-
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нии (п= 2) или поверхности ( п;;;;. З) уровня потенциал а 
f ( t ) .  Любое регулярное вполне интегрируемое в Т нова
риантное поле v= ( v1 , v2 , • • • , vп) получается умножени
ем П. п. на скаляр :  

д! va (t ) = с ( t ) -- , 1 о;;;;;; а о;;;;;; п .  дtа 

Скаляр 1 /c ( t )  паз . интегрирующим множителем уравне
ния Пфаффа ( v ( t ) , dt) = O . Признаком потенциальности 
поля va ( t ) (с ( t ) = 1 ) служат равенства 

дvа дv� 

дt� 
= iJta ' 1 о;;;;;; а , 

означающие,  что поле v ( t) является безвихревwм (см. 
Вихрь) .  

Понятие П .  п .  широко испмьзуется в механике и 
физике . Большинство силовых и злектрич. полей мож
но рассматривать как П .  п .  Напр . ,  если j ( t) выражает 
давление в точке t идеальной жидкости , заполняющей 
область Т, то вектор F= -grad f ·d ro равен равнодейст
вующей сил давления, приложенной к злементу объема 
dro . Если f (t) - температура нагретого тела Т в точке 
t ,  то вектор F= -k ·grad f , где k - коэффициент тепло
проводности, равен плотности теплового потока , иду
щего в сторону менее нагретых участков тела (в на
правлении, ортогональном изотермич. поверхностям 
/= const) . л. л. Купцов. 

ПОТЕНЦИАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР - отображение 
А бакахова пространства Х в сопряженное простран
ство Х * , являющееся градиентом нек-рого функционала 
/ Е Х* ,  т. е. такое , что 

(Ах ,  h ) = l im ! (ж + th) - f (ж)
. 

1 -+ о t 
Напр . ,  всякий ограниченный самосопряженный опера
тор А , определенный на гильбертоном пространстве 
Н, является потенциальным: 

, 1 } A = grad \ Т  (Ах ,  х) х Е Н .  

Лит. : [ 1 ]  В а й  н б е р  г М .  М . , Вариационный метод и 
метод монотонных операторов в теории нелинейных уравнений ,  
М . ,  1 972 ;  [2 ]  Г а е в с к и й Х . ,  Г р е г о р  R. , З а х а р и а с  
Н .  , Нелинейвые операторные уравнения и операторные диффе
ренциальные уравнения, пер. с нем. , М . , 1 978 .  В .  И. Собо.л,ев. 

ПОТЕРЬ ФУНКЦИЯ - неотрицательная функция . 
показывающая потери (ущерб) экспериментатора в за
даче припятин статистич . решения при каждом возмож
ном исходе эксперимента . Пусть Х - случайная ве
личина , принимающая значения в выборочном прост
ранстве (!, :13, Р6) , е Е 8 , и пусть D =  {d } - прост
ранство всех возможных решений, к-рые можно при
нять относительно параметра е по реализации случай
ного вектора Х. ·в теории статистических решающих 
функций любую неотрицательную функцию L ( · , · ) , 
определенную на ! X D ,  паз .  ф у н к ц и е й  п о  т е р ь .  
Значение L ( е ,  d) П .  ф .  L ( · , · ) в произвольной точке 
( е ,  d) Е ! Х D интерпретируют как ущерб , к к-рому при
водит припятне решения d, d ED ,  если истинное значе
ние параметра есть е, е Е 8 .  

Лит. : [ 1 ]  В а л ь  д А . ,  Статистические решаюi!Ще функции , 
пер . с анrл . ,  в кн. : Позиционные игры,  М . , 1 96 7 ;  [2] Л е м а н 
Э . ,  Проверка статистических гипотез , пер . с англ . ,  2 изд . ,  М . ,  
1 979 .  М. С. Ниху.л,ин. 

ПОТОК в е к т о р н о г о п о л я - одно из поня
тий теории векторного поля .  П. векторного поля а 
через поверхность д V  выражается с точностью до знака 
поверхностным интегралом 

� � дV (а , n) ds = � � дV (ах dy dz + a11 dz ax + az dx dy ) ,  

где n - единичный вектор нормали к поверхности д V  
(предполагается, что изменение вектора n по поверх-

кости д V  непрерывно) . Для поля скоростей частиц жид
кости П .  векторного поля равен объему жидкости , 
протекающей за единицу времени через поверхность д V . 

в сэ-а . 

ПОТОК, д и н а м и ч е с к а я с и с т е м а с н е
п р е р ы в н ы м в р е м е н е м ,- динамическая сис
тема , определяемая действием аддитивной группы дей
ствительных чисел 1R (или аддитивной полугруппы 
неотрицательных действительных чисел) на пек-ром 
фазовом пространстве W. Другими словами, каждому 
t Е IR (каждому t;;;;.O) сопоставлено век-рое преобразо
вание S 1 : W -+ W, причем 

S0 (w) = w и St + s  ( w) = St (Ss ( w) ) . 
При этом t обычно ваз .  <<Временем» и о зависимости Stw 
от t (при фиксированном w) говорят как о <<движении» 
точки S 1w; множество всех S 1w для данного w ваз .  
т р а е к т о р и е й w (нередко этот термин употреб
ляется применительно к функции t �  Stw) . Как и для 
любых динамич . систем, обычно фазовое пространство 
наделено век-рой структурой , и П. в каком-то смысле 
согласован с ней: преобразования S t сохраняют эту 
структуру, накладываются определенные условия на 
характер зависимости Stw от t. 

В приложениях чаще всего встречаются П . ,  описы
ваемые автопомпы.ми системами обыкновенных диффе
ренциальных у равнений 

iv; = /; ( w1 , • • •  , Wт) ,  i = 1 ,  . . . , т , (*) 
или , в векторных обозначениях , w=f (w) , w E IRn . Непо
средственное обобщение - п о т о к н а д и ф ф е р е в
ц и р у е м о м м н о г о о б р а з и и wm ' определяе
мый («порождаемыЙ>>) заданным на wm гладким вектор
ным полем f (w) класса Ck ,  k;;;,. 1 (г л а д к и й п о
т о к к л а с с а Ck) . В этом случае движение точки 
S1w, пока она находится в пределах одной карты (ло
кальной системы координат) , описывается системой ви
да (*) , в правой части к-рой стоят компоненты вектора 
f (w) в соответствующих координатах. При переходе к 
другой карте описание движения меняется , поскольку 
при этом меняются как координаты точки Stw,  так и вы
ражения для компонент вектора f (w) как функций ло
кальных координат. См. также Иамерижый поток, 
Непрерывный поток , Топологическая дипа;м,ическая си
сте;м,а. 

П. образуют наиболее важный класс динамич . сис
тем,  к-рый к тому же первым начал изучаться . Термин 
<<Динамическая система» часто употребляют в узком 
смысле,  понимая под ним именно П. (или П. и кас
пады) . д. В .  Аносов. 

ПОТОК - понятие интуиционистской математики 
(см. Иптуициопиа;м,) ; совокупность, вид, состоящий из 
конечных кортежей натуральных чисел , называемых 
у з л а м и  П . (или · д о п у с т и м ы м и  к о р т е ж а
м и П . ) . Точнее, вид П кортежей натуральных чисел 
ваз .  п о т о к о м,  если выполняются следующие ус
ловия:  1) существует эффективное правило а (т . н .  
з а к о н п о  т о к а) ,  согласно к-рому для всякого 
кортежа <пн • • •  , пт> можно выяснить, является ли он 
узлом П;  2) пустой кортеж < ) является узлом всякого П . ;  3) если кортеж (п1 , • • •  , пт)  есть узел П,  то всякий 
его начальный кортеж вида <пн • • •  , п;) при i <.т также 
является узлом П; 4) если кортеж <п1 , • • •  , пт) есть узел 
П,  то найдется натуральное k такое , что (п1 , • • • , пт , k) 
есть узел П. 

Если кортежи натуральных чисел упорядочить ,  счи
тая ,  что -r<n тогда и только тогда , когда 't' есть собст
венное начало n, то с точки зрения этого порядка поток 
П представляет собой бесконечное дерево с началом < ) , 
заданное эффективным образом (заданное законом) . 
Свободно становящаяся последовательность а (или , 
более общо, произвольпая эффективная функция, пере-
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рабатывающая натуральные числа в натуральные) r Е Х ,  s� Х .  Тогда множество дуг (х, у) таких , что х Е Х ,  
паз. э л е м е н т о м n о т о к а  П , символически а Е П, у � Х ,  ваз. р а з р е з о м . Пропускной способностью 
если для всякого n кортеж (а (О ) ,  . . .  , a (n - 1 )) являет- разреза ваз. величина �х Е х , у � х с (х,  у ) . Справедлива 
ся узлом П . R Приложениях встречается также понятие "' 
оснащенного П .  О с н а щ е н н ы й п о т о к Г состоит 
из потока П и эффективного правила Г п (т . н. д о п  о л
н и т е л ь н о г о  з а к о н а  П . \ , приписывающего 
каждому узлу :rt потока П нек-рый объект Гп (:rt) . Каж-
дому элементу потока П при этом естественным образом 
соответствует последовательность объектов, задаваемых 
законом Г п ·  

В языке формального иитуиционистского математич.  
анализа П. задается функцией - свопм законом П. 
С этой целью рассматривается стандартное примитипво 
рекурсивное взаимно однозначное соответствие между 
кортежами натуральных чисел и натураш,выми чис
лами. Пусть при этом кортежу ( > соответствует О , 
операция соединения двух кортежей в один задается 
на и: номерах примитинпо рекурсивной функцией 
Х*У , х означает номер кортежа с единственным членом 
х. Утверждение, что кортеж с номером х является узлом 
П . ,  задаваемого а ,  записывается в виде а (х) = О .  Тогда 
формула Sрг ( а) , выражающая попяти е <<функцпя а за
дает П . » , записывается в виде 

а (0) = 0& Vxy (а (н у ) = О ::;! а (х \ = 0) & 
Vx (а (х ) = 0 ::;! 3 У  (а (х * у) = 0) ) .  

Наконец, если через а ( п) обозначить номер кортежа 
(а (О ) ,  . . .  , a (n- 1 ) ) ,  l'Де n - длина кортежа ,  то фор
мула а Е а (<<а есть злемент П . , заданвщ·о а») записывает
ся в виде vxa (а (х) )=О .  

В основаниях математпни уnотребляются также обоб
щения понятия П . , в н-рых используются кортежи не 
натуральных чисел , а более сложных объектов , вапр .  
кортежи, составленвые из свободно ставовящихся по
следовательностей . 

Лит. :  [ 1 ]  Г е й  т и н г А . ,  Интуиционизм. Введение ,  пер . 
с англ . ,  М . , 1 96 5 .  А .  Г.  Драгалин . 

ПОТОК Н СЕТИ - функция , сопостаВJiяющан ду
гам даввой сети (ориентированного графа ) век-рые чис
ла .  Каждое число интерпретируется каr• интенсивность 
пото1.а век-рого груза по данной дуt·е . П. в с. являются 
удобной моделью при исследовании ряда проблем в 
·rранспорте , связи и др . областях,  связанных с движе
нием грузов , информации и т .  д. Многие задачи о пото
ках являются задачами линейноt·о прш·раммированпя 
и могут решаться общими М('тодами зтой теории . Однано 
в большинстве случаев аада•ш о нотuнах допусюнот эф
фективное решение методами теории графов . 

Пусть каждой дуге (х, у) сети N приписано неотрица
тельное действительное число с (х, у) - пропуснная 
способность дуги (х, у ) .  Говорят, что поток f (х, у) яв
ляется стационарным потоком величины v из вершивы r 
в вершину s, удовлетворяющим ограничениям пропусн
ных способностей дуг ,  если 

j - (r ) - j + (r ) = v , 
j - (x) - j +  (х) = О  при х ;i r ,  s , 

t - (s) - f +  (s) = - v ,  
О .,;;;;;. f (х , у) .,;;;;;. r (х , у) для любой дуги (х , у) , 

здесь j - (х) = �/ (х , у) -поток , выходящий из вершины 
х , а f + (х) = �/ (у , х) - поток,  входящий в вершину х . 
В з а д а ч е  о м а к с и м а л ь н о м  п о т о к е  
между двумя вершинами требуется построить стацио
нарвый поток из вершивы r в вершину s ,  имеющий мак
симально возможную величину v. Для решения зтой 
задачи существуют достаточно эффективные алгоритмы . 
Пусть Х - подмножество вершин сети N такое , что 

следующая т е о р е м а о м а к с и м а л ь н о м 
п о т о к е и м и н и м а л ь н о м р а з р е з е: мак
симальная величина nотока равна минимальной nро
пускной споеобиости разрезов . В Приложениях часто 
используется т е о р е м а о ц е л о ч и с л е н н о
с т и: если пропускпая способность дуг целочисленна , 
то существует целочисленный максимальный (стацио
нарный) поток. 

R задаче о максимальном потоке между двумя вер
шинами сводится ряд задач: задача о мансимальвом 
11 .  в с. с несколькими источниками и стоками ; задача о 
максимальном П .  в с . , имеющей иеотрицательные огра
ничения на пото1ш по дугам как сверху , так и снизу ; 
задача о максимальном nотоке в неориентированных и 
смешанных сетях; задача о максимальном потоке в сет��: 
с пропускными сnособностями дуг и вершин и др.  

Теорема о максимальном nотоке и минимальном раз
резе выявила общую основу ряда результатов , полу
ченных ранее в теории графов и комбинаторике . Оказа
лось , что как следствия этой теоремы могут быть полу
чены : теорема о максимальном nаросочетании в графе 
двудодьпом , теорема о различных представителях,  
теоремы о k-связности графов (см . Графа свяапость) ,  
теорема о покрытии частично упорядоченного множест
ва наименьшим числом цеnей и др .  Сведение различных 
задач к задаче о максимальном nотоне является важным 
методом теории графов и комбинаторики. 

В ряде задач о П .  н с. каждой дуге (х, у ) сопоставляет
ся число а (х,  у) - стоимость перевозки единицы груза 
по дуге (з· , у ) и требуется найти поток , удовлетноряю
щий онредеJiениым ограничения м и минимизирующий 
общую стоимостJ, потока . 3 а д а ч а о n о  т о к е м и
н и м а л ь н о й с т о и м о с т и состоит в нахождении 
стационарного нотона из вершины г в вершину s ,  удов
летворяющш·о ограничениям пропуснвых сnособностей 
дуг ,  nричем такого , что величина его равна заданному 
чисJiу v ,  а стоимость минимальна . 

В •r р а н с п о р т н о й з а д а ч е сеть является 
двудольным 1·рафом . Вершины одной доли S1 ,  . . .  , S т 
интерпретируются как пункты отправления век-рого 
I'руза, ВерШИНЫ ДруГОЙ TJ , . . .  , Т n - l{aH ПуНКТЫ На
значеНИЯ .  Каждый пунl{Т отнравления S; имеет опреде
ленное предложение Ь ; ,  11 каждый пункт назначения т1 
пмеет определенный спрос с1 . И звестна стоимость a;j 
перевозки единицы груаа из S ( в Т 1. Задача состоит в 
отыскании потока минимальнои стоимости , удовлетво
ряющего спрос во всех нунктах назначения . 

Рассматриваются также многопродуктовые потоки и 
потоки , изменяющиеся во времени . 

Лит. :  [ 1 ]  Ф о р  д Л. - Р . ,  Ф а л к е р с о н  д. - Р . ,  Пото-
ки в сетя х ,  пер . с англ . , М . , 1 96 6 .  В .  Б .  Адепсеев. 

ПОТОЧ ЕЧНАЯ СХОДИМОСТЬ - один из видов 
сходимости последовательности функций (отображений) . 
Пусть fп : Х -+ У, n= 1 ,  2 ,  . . .  , где Х - век-рое мно
жество, а У - топологич . пространство , тогда П. с. оз
начает, что для любого злемента х Е Х nоследователь
ность точек Уп= fп(х) , п= 1 ,  2, . . .  , сходится в простран
стве У. Важным подклассом класса поточечно сходя
щихся последовательностей являются равномерно 
сходящиеся последовательности .  л .  д. Кудрявцев.  

ПОТОЧЕЧНОЙ СХОДИМОСТИ ТОПОЛОГИЯ -
одна из топологий nространства F ( Х ,  У) отображений 
множества Х в топологич. nространство У. Направле
ние {/а }а Е �1c: F(X , У) поточечно сходится к f Е F(X ,  У) , 
если {/ а (х) }а Е �� сходится nри любом х Е Х к f (х) в тоnо
логии пространства У. Базу окрестностей точки /0 Е F (X , 
У) образуют множества вида {f if (x;) c: v1. (x . ) • i= 1 ,  . . .  

1 
. . .  , n } , где х1 1 . . .  , Хп- конечный набор точек из Х и 
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vt, <x ·> Е vt, ( x .) - база 
1 1 

ранетва У. 
окрестностей точки fo (xi) прост- соответственно. Обратно , разложение тС М в прямую 

Если У отделимо, то F ( Х , У) также отделимо и Ас 
cF (Х , У) компактно тогда и только тогда, когда при 
каждом х � Х компактно множество А�= {/ (х) 1/ Е А } . 

Лит. : [ 11 R е л л и Д 1н . , О бщая топология,  пер . с англ . , 2 изд. , :м . ,  1 98 1 . В. И. Соболев. 
ПОХГАМ:МЕРА У РАВНЕНИЕ - линейное обыit-

новенное дифференциальное уравнение п-го порядка 
вида 

Q ( z ) w< nJ _ f tQ'  ( z ) w<n - 1) + · · ·  
. . .  + (- t)n  � ( / Н  1 ) .�,/� + n - 1 ) Q < nJ ( z )  и• 

-[ R ( z ) w<n - 11 - (f.L + 1 ) R ' ( z ) w<n - 2) +  . . .  

+ (- 1)n - 1 (J.t + 1 ) . . . (J.t + n - 1 ) R <n - 1) ( ) ] = 0  . . . (n - 1 ) ! z w ' 

где f.L - комплекспая постоянная, Q (z) , R (z) - много
члены степени <:n и <:n- 1 соответственно . П. у. было 
исследовано Л. Похгаммером [ 1 ]  и К. Жорданом [ 2 ] .  

П .  у .  проинтегрировано с помощью Эйлера преобра
зован.ия , и его частные решения имеют вид 

r jl. + n - 1  w ( z) = J v (t - z ) u (t ) d t ,  

и ( t ) = Q 1( t ) ехр [ Г � ��: dт: J . 
где у - нек-рый коптур в комплексной плоскости t .  
Пусть все корпи а1 , • • •  , а т многочлена Q (z) простые и 
вычеты функции R (z)IQ ( z) в этих точка� - нецелые 
числа .  Пусть а - фикспрованная точка такая , что 
Q (а) ;;6 0 , и пусть у1 � простая замкнутая кривая с на
чалом и кnнцом в точке а , положительно ориентирован
ная, к-рая содержит внутри себя только корень а1, j = 
= 1 ,  . . .  , т. Формула (*) дает решение П .  у . ,  если 

y = YJYkY/ 1 
y"k

1
, j # k; j ,  k = 1 ,  . . .  , т ; 

из этих решений ровно т линейно независимы . Для 
построения остальных решений используются другие 
контуры , в том числе незамкпутые (см .  [3 ] , [ 4] ) .  Вычис
лена группа монодромии П. у. (см . [3] ) .  

Ч астными случаями П .  у .  являются у р а в н е н и е 
Т и с с о (см .  [ 4 ) ) ,  то есть П .  у . ,  в к-ром 

Q (z ) = п��: ( z - aj) , R (z ) = Q  (Z) ( l +  }:;�: z��f ) ,  
и Папперица уравн.ен. ие . 

Лит. : L 1 1  Р о с h h а т т е r L. , «Math. Ann.» ,  1 889 ,  Bd 
3 5 ,  S. 4 7 0-94 ;  [2] J о r d а n С . ,  Cours d 'analyse de l ' Ecole 
Polyt echnique, 3 ed. , t. 3, Р . ,  1 9 1 5 ;  [3) А й  н с Э .  Л . ,  Обын
новенвые дифференциальные уравнения ,  пер. с анrл . , Хар. , 
1 939 ;  [4]  R а м к е Э . , Справочник по обыкновенным дифферен
циаль ным уравнениям, пер. с нем. , 5 изд. , М. , 1 976 . М. В . Федорюw.. 

ПОЧТИ ВСЮДУ , д л я п о ч т  и в с е х х (относи
тельно меры f.L) , - выражение , означающее, что речь 
идет о всех х из измеримого пространства Х ,  за исклю
чением, быть моiКет , нек-рого множества A s;X меры 
нуль: f.L (А ) = О . В. И. Битюцw.ов. 

ПОЧТИ КОМПЛЕКСНАЯ СТРУКТУРА - поле 
I линейных иреобразований касательных пространств 
на многообразии М, удовлетворяющее условию 

12 = - id,  

т .  е .  поле к о .м пл ексн.ых струптур в касательных прост
р анствах Т 

Р
М,  р Е М.  П .  к .с .  I определяет разложение 

тС М= V + + V _ комплексификации тС М касательного 
расслоения в прямую сумму комплексно сопряженных 
друг другу подрасслоений V + и V _ ,  состоящих из соб
ственных векторов аффинора I (продолженного по ли-
нейности на тС М) с собственными значениями i и - i 

сумму двух взапмпо сопряженных векторных подрас
слоений S, S nп редел нРт П. к. с. на М, для которой 
V + = S . 

П .  к .  с .  I паз . и н т е г р и р у е м о й, если она ин
дуцируется комплекспой струнтурой па М, т. е. еели 
существует атлас допустимых нарт многоnбра :зия М, в 
к-рых поле I имеет постоянные координаты [ik ·  Необ
ходимое и доетаточное уеловие интегрируемоети П. н. с .  
состоит в инволютивности подрасслоения V + , т .  е .  замк
путости пространства его сечений nтпосптельно но�шу
тирования (комплексных) ВСI\торных пoлl'ii . Уеловне пн
волютивпости подраеелпенил 11 + раnпоr.ильпо обраще
нию в нуль ассоциированной с I nекторнозначной 2-фор
мы N (! , 1) , задаваемой формулой 
N ( [ ,  /) ( Х , Y) = [IX , IYJ - l ( X, !У] - l (I ,  ХУ] 

- ( Х , У) , 
где Х , У - векторные поля. ::Эта форма паз .  т е н з о
р о м к р у ч е н и я, илп т е н з  о р о м Н е й  е и
х е й с а , П .  к. с .  Тепзор Нейепхейса N (! , /) можно 
рассматривать I(ак дифференцирование степени 1 алгеб
ры дифференциальных форм па М, имеющее вид 

N (l ,  l) = ( l ,  [ / , d J J + d , 
где d - внешний дифференциал , а I рассматривается 
как дифференцирование степени О .  С точки зрения теории G-структур П .  к .  с .  представ
ляет из себя GL (т,  С) -структуру, где m = J /2 dim М, 
а тензор кручения N (! , /) - тензор , определяемый пер
вой структурпой функцией этой структуры . GL ( m ,  С)
структура является СТЕуктурой эллиптич . типа,  и 
поэтому алгебра Ли инфипите<шмальных автоморфиз
мов П. к .  с .  удовлетворяет эллиптич. системе дифферен
циальных ураВН!!НИЙ 2-ГО ПОрЯДКа [ 1 ) .  В ЧаСТНОСТИ , аЛ
гебра Ли инфинитезимальных автоморфизмов П. к. с . 
па компактном многообразии нонечномерпа , а группа 
G всех автоморфизмов компактного многообразия с 
П .  к. с. является группой Л и .  Для некомпантпых мпо
гообразий это , вообще говоря , не тюt . 

Если группа автоморфизмов G тран:зитивпа на много
образии М, то П .  к. с .  I однозначно определяется своим 
значением I Р в фиксированной точке р Е  М, к-рое пред
ставляет из себя инвариантную относительно представ
ления изотропии комплексную структуру в касательнnм 
пространстве Т РМ (см. Ин.вар иаптн.ый объепт. на одно
родном пространстве) . Методы теории групп Ли позво
ляют построить широкий класс одногодных прост
раБств , обладающих инвариантной П. к. с. ( IСак интег
рируемой , так и пеиптегрируемой) и при тех или 
иных предположениях классифицировать инвариантные 
П .  к. с. (см . [ 2 ) ) .  Напр . ,  любое факторпространство G!H 
группы Ли G по подгруппе Н, состоящей из неподвиж
ных точек автоморфизма нечетпого порядка группы 
Ли G, обладает инвариантпой П .  к .  с. Прпмером яв
ляется 6-мерпая сфера S6 ,  рассматриваемая кait одно
родное пространство G2/S U ( 3 ) ;  ни одна ив инвариантных 
П .  к . с. на S6 не является интегрируемой. 

Наличие на многообразии П. к. с .  накладывает не
н-рые ограничения на его топологию - оно должно 
быть четномерным, ориентируемым, а в компактном 
случае все его нечетномерные классы Штпфеля - Уит
ни должны быть равны нулю. Среди сфер П. н .  с. допу
скают тольно сферы размерностей 2 и 6. 

Лит.: [1] К о Ь а у а в h 1 S . ,  Transforтation groнps in dif
ferential geometry, B . - [u .a . ] , 1 9 7 2 ;  [2) R о м р а к  о в Б .  П. , 
Структуры на Многообразиях и однородные пространства , 
Минск , 1 9 78 ; [З] Л и х  н е р  о в и ч А. , Теория свнзностей 
в целом и группы rолономий, пер . с франц. , М. , 1 9 6 0 ; L4] 
У э л n с Р. , Дифференциальное исчисление на компленсных 
мноrообразиях, пер . с анrл. , М. , 1 9 7 6 ;  [5] Х е р  м а н д е р  Л . ,  
Введение в теорию фуНкций нескольких комплексных перемен
ных, пер. с анrл. , М. , 1 96 8 .  д. В . Алехсеевсхий. 
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ПОЧТИ ПЕРИОД - понятие теории почти пер иоди

ческих функций ,  являющееся обобщением понятия пе
риода . Для равномерпой почти нериодпч функции 
/ (х) , - оо <х < оо , число т= т1(е) наз. е-п о ч т  и п е р и
о д о м функции f (х) , если для всех х выполняется не
равенство 

/ f (х + ч;) - f (х) \ < е . 
Для обобщенных почти периодич . функций понятие 
П. п. определяется сложнее . Напр . ,  в пространстве 
S'f функций Степанова е-почти период т определяется 
не равенством 

D Р ( f (х + т) - / (х) ]  < е ,  Sz 
где D 8p(f, <р] - расстояние между функциями f (х) и 

1 
<р (х) в метрике пространства Sf . 

Множество П .  п .  функции f (х) паз. о т н о с и т е л ь
н о п л о т н ы м, ' если существует число L= L (е, /) >О 
такое , что в каждом интервале (а , a+L) действитель
ной оси найдется хотя бы одно число этого множества .  
Определение равномерных почти периодич. функций и 
почти периодич . функций по Степанову может быть ос
новано на требовании существования относительно 
плотных множеств е-почти периодов у этих функций . 

Лит. : [ 1 ]  Л е в и 1r а н Б. М . , Почти-периодические функ-
ции , М . ,  1 953 . Е. А .  Бредихина. 

ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ - функ
ция, к-рая может быть представлена обобщенным рядом 
Фурье . Существуют различные способы определения 
классов П. п. ф . , основанные на понятиях замыкания,  
почти периода , сдвига . Каждый из классов П . п .  ф .  
получается в результате замыкания в том или ином 
смысле одной и той же совокупности конечных тригоно
метрич . сумм. 

Пусть D 0 [f (x) , <р (х) ] - расстояние между функция
ми f (х) и <р (х) в метрич . пространстве G. Далее в каче
стве G рассматривается одно из пространств И ,  S'f , 
WP, ВР, где И - совокупность непрерывных ограничен
ных на действительной оси функций с метрикой 

D u [f (x) , ср (х) ) = sup \ f (x) -<p (x) / ; 
- оо < х < оо  

sf ,  WP, ВР - совокупности функций , измеримых и 
суммируемых со степенью р , р� 1 ,  в каждом конечном 
интервале действительной оси с метриками : 

D P [f (х) ,  ер (х) ] = 
S z 

sup [+ \ Xx + l / f (x) -<p (x) / P dx] 1 1P , 
- оо < х < оо  .) 

D p (f (x) , ср (х) ] = lim D P (f (х) ,  <р (х) ] , 
W 1 -+ ао s 1 

D Р ( / (х) , <р (х) ]  = !1m 2-t / f (х)-<р (х ) / dx . [ -:-- 1 � t р J f /Р 
В t -+ ao  - 't  

Пусть Т- множество тригонометрич. полиномов вида 
""' N  i"Лkx 
�k= l  а,. е ' 

где Лk - любые действительные числа,  ak - комплекс
ные коэффициенты . Через Н а( Т) обозначается замьша
ние в пространстве G множества Т. Классы Н u( Т) = 
= И-п . п . , H8p ( T) = Sf-п .  п . , H wP( T)= WP-п . п . ,  

1 
Н 8р=ВР-п . п .  наз .  соответственно классами равно-
мерных П. п. ф . , или Вора почти пер иодических фупr.
ций , Степанова почти периодичесliих фупкций , Вейля 
почти периодических функций , Веаиковича почти пер и о
дических функций. Все определенные выше классы 
П. п. ф. инварианты относительно сложения . Вместе с 
f (х) в каждый класс входит [{х) , 1/ (x) l  и произведение 
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f (:r)ei"Лx, где Л - действительное число. Расстояния 
D 8p[f (.т) , <р ( .т) )  при различных значениях l топологиче-1 
ски эквивалентны , и потому м:ожно считать 1= 1 .  Пусть 
S�-п . п .= SР-п . п . ,  S1-п . п . =S-п . н . ,  В1-п . п . =В-п .  п . ,  
тогда имеют место включения 

И-п .пс:SР-п . п с:WР-п .пс:ВР-п .п . , р � 1 ;  
и ,  если р1 <р2 , Р1� 1 , 

S P• -п .пс:SР•  -п . п . ' wP• -п . п . с:  WР• - п . п ,  
вР• - п . п .  с: BPt  - п  . п .  

Для каждой f (х) Е В -п .  п .  существует с р е д  н е е 
з н а ч е н и е  

М {! (х) } =  lim 2..... \ ' f (х) dx; 
L ---+ 00 L j o  

функция а (Л , f)=M {f (x) e- i"Лx } , где Л - действитель
ное число , может отличаться от нуля не более чем на 
счетном множестве значений Л ;  в результате нум ерации 
в произвольлом порядке получается посJiедовательность 
{Л,. }, k= 1 ,  2 , . . . , п о  к а з  а т е л е й Ф у р ь е функ
ции f (х) . 

Числа А л = а (Лk , f) паз. к о э ф ф и ц и е н т а м и 
k 

Ф у р ь е  функции f (х) . П .  п .  ф. f (.т) любого определен-
ного выше класса соответствует ряд Фурье вида 

f (х) � � А л. ei"Лkx . k k 
Для f (х) Е В2 -п . п .  имеет место р а в е н с т в о  П а р
е е в а л я  

В классе ·вr-п .  п .  обобщается т е о р е м  а Р и с с а 
Ф и ш е р  а :  пусть {Лk }, k= 1 ,  2 ,  . . .  , - произвольвые 
действительные числа ,  {A k }, k= 1 ,  2 ,  . . .  , - комплекс-
ные числа , ДJI Я к-рых �:=1 /А ,. / 2  < оо , тогда существует 
f (x) Е В2-п .  п . ,  для к-рой тригонометрич . ряд �kA 1.ei "Лkx 
является ее рядом Фурье . 

Т е о р с м а е д и н с т в е н н о с т и понимается 
в следующем смысле:  если две фу НIЩИII f (х) Е Н 0( Т) и 
qJ (х) Е Н  о( Т) имеют один и тот же рнд Фурье ,  то выпол
няется равенство 

Da ( f (x) ,  <р (х) ] = О .  
В частности , для равномерных П .  п .  ф .  теорема единст
венности означает, что f (x)= qJ  ( .т) (для П .  п. ф. Степано
ва - почти всюду) . Теорема единственности ,  понима
емая в том же смысле , что и для рндов Фурье - Ле
бега 2л-периодических функций ,  не имеет места для 
П. п. ф. Вейля - Безиковича . 

Классы равномерных П .  п .  ф .  и П .  п .  ф .  Степанова 
являются соответственно нетривиальными расширени
ями класса непрерывных на всей числовой оси и сумми
руемых на [ 0 ,2л] 2л-периодических функций. Для 
этих классов П. п. ф. сохраняется теорема единствен
ности . 

Другие,  менее формальные определения П .  п .  ф. рас
сматриваемых классов опираются на понятие почти пе
риода и на обобщения этого понятия . 

Следствием определения классов П .  п .  ф .  через по
нятие замыкания является т е о р е м а а п п р о к
с и м а ц и и: для каждой П .  п .  ф. f ( .т) из И (или 
SP, WP) и каждого е >О можно указать конечный три
гонометрич . полином Р (х) из множества Т, удовлетво
ряющий неравенству 

Du [ ! (х) , Р (х) ] < е 
( D8p [f (х) , Р (х) ] < е , DwP [ f  (х) , Р (х) ] < е) .  
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Теорема аппроксимации может служить отправным 
пунктом определения различных классов П. п. ф. При 
этом аппроксимирующие полиномы Р (х) могут содер
жать «посторонние» , т. е. отличные от показетелей 
Фурье функции f (х) ,  показатели. Однако для нек-рых 
приложеннй теоремы аппроксимации важен тот факт,  
что можно совершенно иэбежать введения в Р (х) пока
зателей, отличных от покавателей Фурье функции f (х) . 

В свяэи с представимостью П .  п . ф .  обобщенными ря
дами Фурье воэникает вопрос о приэнаках сходимости 
для этих рядов и приобретают :значение раэнообраэные 
методы суммирования обобщенных рядов Фурье (метод 
Бохнера - Фейера и др . ) .  Так, получены приэнак аб
со.Jiютной сходимости обобщенных рядов Фурье с ли
нейно независимыми покавателями Фурье , приэнак рав
номерной сходимости рядов Фурье ,  когда I Л " I  - оо 
при k - оо ,  и аналогичвый при :знак в случае , когда 
Л.k - О при k - оо . 

Значение приэваков равномерной сходимости в тео
рии П .  п. ф. подчеркивается следующей теоремой: 
если тригонометрич. ряд �llakeiЛkx сходится равномер
но на всей действительной оси, то он является рядом 
Фурье своей суммы S (х)с U-п . п. Следствие: сущест
вуют равномерные П .  п. ф .  с произвольным счетным 
множеством покавателей Фурье .  В частности, покава
тели Фурье равномерной П. п. ф. могут иметь предель
ные точ:ки на конечном расстоянии или даже распола
гаться всюду плотно . 

1\роме понятия :замыкания или почти периода , для 
определения П. п. ф. можно испольэовать понятие сдви
га . Так, функция f (х) будет равномерной П .  п. ф. тогда 
и только тогда, когда ив каждой бесконечной последова
тельности функций f (x+l!1) ,  f (x+h2) ,  . . .  , где сдвиги 
h1 , h2, . . .  - проиэвольные действительвые числа, мож
но выбрать равномерно сходящуюся подпоследователь
ность. Это определение служит отправной точкой при 
рассмотрении П. п. ф .  на группах . 

Основные факты теории П .  п .  ф .  остаются справед
ливыми и в том случае, если рассматривать понятие 
обобщенного сдвига . Возможны и полеэны другие обоб
щения. П. п. ф. со значениями в евклидоном п-мерном 
пространстве, в банаховом или метрич. пространстве, 
аналитические и гармонические П. п. ф .  

Лит . :  [ 1 ] Б о р  Г. ,  Почти периодические функции, пер. 
с нем . ,  М. - Л. , 1 934 ; [2) В е s i с о v i t с h А.  S . , Almost 
periodic functions , Camb . ,  1 932 ; [3] Л е в и т а н Б. м . , Почти
периодические функции, М. ,  1 95 3 ;  [4] Н у п ц о в Н. п. , «Ус
пехи матем . наую>, 1 968 ,  т. 23 ,  в. 4, с. 1 1 7 -78 ;  [5) R u d i n W. , 
Fourier analysis on groups, N . Y . - L. , 1 962 ;  [6 ] Л е в и т а н 
Б М. ,  Операторы обобщенного сдвига и некоторые их примене
ния, М . ,  1 962 ;  [7 ] Н р а с Н о С е л ь  С к и й  М. А . , Б у р  д 
В Ш. , Н о л е с о в Ю. С . ,  Нелинейные почти периодические 
колебания, М. ,  1 970 .  Е. А .  Вредихина. 

ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ АНАЛИ 
ТИЧЕСКАЯ - аналитическая функция f (s) , s= и+ i't, 
регулярная в полосе - оо ...;:а < и <� ...;:+ со и разло
жимая в ряд вида 

где an - комплексные, Лп - действительные числа .  
Действительное число т наэ . е-п о ч т и  п е р и о д о м 
функции f (s) , если во всех точках полосы (а, �) выпол
няется неравенство 

1 f (s + iт) - f  (s) / < е . 
П .  п .  ф .  а . - аналитическая функция, регулярная в 
полосе (а,  �) и обладающая для каждого е >О относи
тельно плотным множеством е-почти периодов.  Анало
гично определяется П. п .  ф. а .  в замкнутой полосе 
а ...;:и ...;:� .  П. п. ф. а. в полосе [ а, �1 на каждой прямой 
полосы является равномерной почти периодич . функци
ей от действительного перемениого т, она ограничена в 
[ а, �] ,  т. е . в любой внутренней полосе . Если фун:кция 

tr 1 8 Математическая энц . , т . 4 

f (s) , регулярная в полосе (а, �) , является равномерной 
почти периодич . функцией хотя бы на одной единствен
ной пуямой и= и0 этой полосы , то ограниченность f ( s) 
в [ а, J:l] влечет за собой ее почти периодичность во всей 
полосе [а, �] . В результате теория П. п. ф .  а. окавы
веется в основе своей аналогичной теории почти пери
одичес�>их фуn�>ций от действительного переменного . 
Поэтому на П .  п .  ф .  а .  легко переносятся многие важ
ные факты последней теории : теорема единствениости , 
равенство Парсеваля,  правила действий над рядами 
Дирихле ,  аппроксимационная теорема и ряд др . тео
рем . 

Лит. :  [1 ) Б о р  Г . ,  почти периодические функции, пер. 
с нем. , М. - Л. , 1 934 ;  [2 ) Л е в и т а н Б .  М. , Почти-периоди
ческие функции ,  М . , 1 95 3 .  Е . А . Бредихииа. 

ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ НА ГРУП
ПЕ - обобщение почти периодич . фун:кций, :заданных 
на IR1 • 

Пусть G - (абстрактная) группа . 1\омплексноэнач
ная функция f (x) , x E G, наэ . п р  а в о й  п о ч т  и п е
р и о д и ч е с  к о й  ф у н к ц и е й (п . п .  ф . ) ,  если 
семейство f (xa) ,  где а пробегает всю группу G, компакт
но в смысле равномерной сходимости на G, т . е. из 
каждой последовательности f (ха1) ,  f (ха 2) ,  . . .  можно вы
делить равномерно на G сходящуюся подпоследователь
ность. Аналогично определяются л е в а я п о ч т и 
п е р  и о д и ч е с  к а я ф у  н к ц и я на группе G.  
Окаэывается, что всякая правая (левая) п .  п .  ф .  яв
ляется одновременно левой (правой) п .  п .  ф . , и имеет 
место компактность семейства f (ахЬ ) ,  где а , Ь неэависи
мо пробегают группу G. Последнее свойство часто при
нимается в качестве определения п. п .  ф. на G. Сово
купность всех п. п. ф .  на G есть баяахово пространство 
с нормой 1 1/ l l=sup 1/ (x) l . x e G  

Теория п .  п .  ф .  на группе существенно опирается на 
т е о р е м у о с р е д н е м э н а ч е н и и (см .  [ 5 ] , 
[ 8] ) .  Линейный функционал Mx {f (x) }, заданный на 

, пространстве всех п .  п. ф . ,  наэ. с р е д н и м э н а ч е
н и е м, если 

1 ) Мх {1 }= 1, Mx {f (x) };;;,.O для f (x);;;;.O и Mx {f (x) }>O 
для !ФО; 2) Mx {f (xa) }= Mx {f (ax) }= Mx {f (x - 1 ) }. 

Унитарная матрица g (х)= {g;j(x) }i, j�I,  заданная на 
G, наз .  у н и т а р н ы м п р е  д с т а в л е н и е м 

г р у п п ы G, если g (е)= ! r (е - единица группы G,  
I r - единичная матрица порядка r) и для любых эле
ментов х, y E G имеет место равенство g (xy)=g (x)g (y ) .  
Число r наэ .  р а э м е р н о с т ь ю п р е д с т а в л е
н и я g. Матричные элементы g;j(x) суть п. п .  ф .  на 
G. В теории п. п. ф . на группе они играют ту же роль, 
что и функции ехр ( iЛх) в теории п .  п .  ф .  на прямой IR1 • 

Два представления g (х) и g' (х) наэ. э к в и в а л е н т
н ы м и ,  если существует такая постоянная матрица А ,  
что g' (x)=A  -1g (x)A .  Представление g наэ .  н е п р  и
в о д и м ы  м, если семейство матриц g (x) , x E G, не 
имеет общего нетривиального инвариантного подпрост
ранства в IRr. Множество всех веприводимых унитар
ных представлений раэбивается на классы эквивалент
ных между собой представлений. Пусть ив каждого клас
са эквивалентных представлений выбрано по одному 
представлению и полученное множество обоэпачено S .  
Тогда множество п .  п .  ф . на G 

Н = {срл (х) } = {ср , cp = g;i , g E S} 
оказывается ортогональной (хотя, вообще говоря, не
счетной) системой. 

Т е о р е  м а 1 (р а в е н с т в о П а р с е в а л л) . 
Если для п .  п .  ф .  f (x) положить 

М х { 1 (х) � (х) } 

f -� ер� м�/ 2 { 1 IP� (х) 1 2} 
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то 

/ Мх { f <х>Фл (х> } 1 2 
Mx { i f (x) ]2} =� Mx { J <pл (x) j 2 }  

Говорят , что представление c E S в х о д и т в р л д 
Ф у р ь е  п .  п .  ф. f (x) , если Mx{f (x)g;1(x) };i: O  для 
нек-рых i, j ,  1 .,..:: i .,..:: r , 1 �j .,..::r.  

Т е о р е м а 2 (т е о р е м а а п п р о к с и м а
ц и и ) .  Множество Н плотно в пространстве п .  п .  ф. , 
наделенном нормой 

il f 11 = sup l f (х) 1 , 
x e G 

причем каждую п .  п .  ф .  можно сколь угодно близко ап
проксимировать конечной линейной комбинацией мат
ричных злементов представлений , входящих в ее ряд 
Фурье . 

Если G - топологич . группа, то к определению 
п .  п .  ф .  нужно добавить требование ее непрерывности . 
В этом случае и представления , входящие в ее ряд Фу� 
рье , также будут непрерывными . 

В случае , когда группа G абелева , непрерывные уни
тарные представления одномерны - они ваз . х а р а к
т е р а м и группы, G .  Характеры группы G обознача-· 
ютсл через х . и равенство Парсевалл таково : 

Mx { l /  (х) \ 2} =�n l an ] 2 , ап = Мх ff (х) Хп (х) } . 
В случае G= IRn непрерывными характерами являют

ел функции х (х) = ехр ( iЛ ·х) , где Л E IRn, Л ·х=Лlхi+ · · ·+ +Лпхп . Из теорем 1 ,  2 следуют основные результаты тео
рии п .  п .  ф. одного и многих переменпых . 

Доказательство основных поJfожений теории п .  п .  ф .  
опирается на  рассмотрение интегральных уравнений на 
группе (см . [ 2 ) ) .  Доказано [3] существование достаточ
ной системы линейных представлений компактных 
групп Ли .  В этом случае инвариантное интегрирование (а значит, и сrеднее) устанавливается непосредственно . 
Построено [4 инвариантное интегрирование на абст
рактной компактной группе, обусловливающее распро
странение на зтот случай теории Петера - Вейля .  

Теорию п .  п .  ф .  на  группе можно вывести (см . [ 3 ] )  
из теории Петера - Вейля следующим образом . Пусть 
f (:r) - п. п. ф. на группе G и пусть 

р (х , у) = sup l f (axb) - f (ayb ) l , 
а, Ь Е G 

тогда множество Е= {t E G, p ( t ,  е)= О } есть нормальный 
делитель l'PYПIJЫ G,  а р - инвариантная метрика на 
факторгруnпе G/ Е и f равномерно непрерывна на G/ Е. 

Из почти периодичности Функции f (х) следует, что 
пополнение факторгруппы G7 Е по метрике р есть ком
пактная группа , и теоремы 1 ,  2 следуют из теории Пе
тера - Вейля . 

Лит. : [ 1 ]  Л е в и т а н Б . М . , Почти-перио;�ические функ
ции ,  М . , 1 9 5 3 ; [2] W е у 1 Н . ,  <•Math. Ann . >> ,  1 9 2 6 , Bd 9 7 ,  S.  
3 3 8-5 6 ; [ 3 1  P e t e r F. , W e y l H . , там же, 1 9 2 7 , Bd 9 7 ,  S.  
7 3 7- 5 5 ;  [ 4 ] N e u m a n n  J .  von , «Comp.  math . >> ,  1 9 34 ,  v .  1 , М 1 , р . 1 0 6- 1 4 ;  [ 5 )  е г о  ж е , <•Tranв . Amer . Math . Soc.» , 1 9 3 4 , 
v. 3 6 , р .  Н о- 9 2 ;  [ 6 ]  W е 1 1 А . ,  «С . r. Acad. sci . » , 1 9 3 5 , v. 2 0 0 ,  
р .  3 8-4 0 ; [ 7 1  И о с и д а R . ,  Фующиональный анализ, пер. с 
англ . ,  М . . 1 9 6 7 ;  [ 8 J  М а а k w . .  Faвt period lsche Funktionen , Н . , 1 9 5 0 .  В .  В .  Жипов, Б . М. Левитан. 

ПОЧТИ ПРИВОДИМАЯ ЛИНЕИНАЯ СИСТЕМА 
о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р а в н е н и й - система 

х = А ( t ) x , x E IRn , 
А ( · ) : IR ----> Нош (IRn , IRn) ,  

обладающая свойством: найдетел система с постоянными 
коэффициентами у= Ву ,  у Е IRn , и для каждого е>О 
найдется Л япупова преобразовапие L 2( t) такие, что в ре-

зультате замены х= L e ( t)y система (• )  переходит в сис
тему 

где 
у = (В + С8 ( t ) )  у , 

sup 1 1 С8 ( t ) \1 < е . 
t Е IR 

Всякая приводимая липейпая система почти приводима . 
Лит.:  [1 ) Итоги науки и техники. Математический анализ,  

т. 12 ,  М . , 1 97 4 ,  с. 7 1 - 1 46 .  В .  М. Мимионщипов. 
ПОЧТИ ПРОСТОЕ ЧИСЛО - натуральное число 

п, имеющее вид 
n =  Р1Р2 · · · Pk • 

где P i - простые числа ,  а k;;;;;, 1 - константа . Простые 
числа являются частным случаем П. п. ч. при k= 1 . 
Для П .  п .  ч. имеют место теоремы , обобщающие теоре
му о распределении простых чисел в натуральном ряду. 
Ряд аддитивпых проблем , к-рые еще не решены в про
стых числах ,  решаютел в П .  п .  ч .  Б . м. Бредихин. 

ПОЧТИ СИМПЛЕКТИЧЕСКАЯ СТРУ КТУРА -
невырожденная дифференциальная 2-форма на мно
гообразии. П. с .  с. Q может существовать только 
на четномерном многообразии M (dim M= 2m) и опре
деляет Sp (т, IR)-структуру В Sp (т, IR. ) • а именно глав
ное расслоение реперов на Af со структурной группой 
Sp (т, IR) ,  состоящее из всех реперов r= {е; , f i • i= 1 , 
. . .  , т }, для к-рых 

Q (ei , e1) = Q (f; , fJ) = O , Q (e; /j) = 8u . 
Необходимое и достаточное условие существования 

на многообразии М П .  с. с. (так же, как и почти комп
лексной структуры) состоит в возможности редукции 
структурвой группы касательного расслоения к уни
тарной группе И (т) .  Для этого , в частности, необходи
мо обращение в нуль всех нечетномерных классов Шти
феля - Уитни многообразия М (см .  [ 1 ) ) .  

Почти комплексная структура J и риманова метрика 
g на многообразии М определяют П. с. с . Q по формуле 

Q (Х , Y) = g (JX , Y) - g  (Х , JY) ,  
где Х , У - векторы, и любая П .  с .  с .  может быть по
лучена таким образом . П. с .  с .  Q паз . и н т е г р  и р у е
м о й или , иначе , с и м п л е к т и ч е с к о й с т р у  к
т у р о й ,  если в окрестности любой точки в нек-рых 
локальных координатах xi , yi , i= 1 ,  . . .  , т, она приво
дител к виду Q= � dxi 1\ dyi . Согласно теореме Д арбу 
для зтого необходимо и достаточно , чтобы форма Q 
была замкнута . Пример интегрируемой П .  с. с. - ка
ноническая симплектич. структура Q= � dp ;l\dqi на 
кокасательном расслоении Т* М произвольного мно
гообразия М (здесь qi - локальные координаты мно
гообразия М, P i - соответствующие координаты в 
слое) . Примером неинтегрируемой П .  с. с. является ле
воинвариантнал 2-форма на полупростой группе Ли G, 
получающался разнесением левыми сдвигамИ произ
вольной невырожденной внешней 2-формы на соответст
вующей группе G алгебре Ли. Так же, как и риманова 
метрика, П. с .  с .  определяет изоморфизм касательных 
и кокасательных пространств (а тем самым и про
странств контравариантных и ковариантных тензоров) ,  
а также каноническую 2m-форму объема rj= 11m!Qm 
и ряд операторов в пространстве А (М) дифференци
альных форм: оператор EQ внешнего умноженил на Q ;  
оператор iQ внутреннего умножения н а  Q ;  оператор 
звездочки Ходжа * : АР(М) -+ Л 2m -Р(М) , w -+  iwrJ,  где 
оператор iw внутреннего умноженил определяется как 
свертка данной формы с р-вектором , соответствующим 
р-форме w; оператор кодифференцирования 8= :tod* . 
В отличие от риманова случая оператор д= d8+8d 
оказывается кососимметрич . относительно глобально-
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го скаляриого произведения (а., �> = �м а. л *� в 
пространстве р-форм на компактном многообразии М. 
Для произвольной р-формы имеет место разложе-
ние Ходжа - Лепажа ro= roo+eg rйt+e� ro2+ . . .  , где 
ro; E AP- 2i(M) - однозначно определенные эффектив
ные (т. е. аннулируемые операто ром ig) формы [ 3 ) . 

П .  с. с. ваз . к о н ф о р м н о п л о с к о й, если 
существует такая функция Л>О, что d (ЛQ)= O . Это эк
вивалентно представимости формы Q в виде : 

Q = yl ,.,т dxi л dyi . "'-'i = l 
При т= 2 необходимым и достаточным условием того,  
чтобы П . с .  с .  Q была конформно плоской, является 
замкнутость 1 -формы IIO= igdQ , а при т>2 - выпол
нение равенства dQ= (1/m-1 )  бQ л Q  (см .  ( 1 ] ) .  

Тензор Т типа (1 , 2 ) ,  соответствующий 3-форме dQ  
и определяемый равенством Q ( TxY, Z )= dQ (X ,  У,  Z) ,  
где Х, У, Z - векторы , ваз.  т е н з  о р о м к р у ч е
н и я П. с .  с .  Q .  С ним ассоциируется , вообще говоря, 
вырожденпая метрика g (X ,  Y)= tr ТхТ у. С произволь
вой П .  с. с .  снизывается класс линейных связвостей \1 ,  
аннулирующих форму Q и имеющих тевзор Т своим 
тензором кручения . Две такие связности отличаютсд на 
тевзорвое поле вида Qii S j/ll • где S i"t  - произвольвое 
симметрическое тензорвое поле. Рассматриваемые связ
ности взаимно однозначно соответствуют сечениям пер
вого продолжения В1 -+ В  для Sp ( т , IR)-структуры В= 
=В Sр(т ,  R ) • являющегося главным расслоением репе
ров на В со структурвой группой S3(1R.2m ) (векторной 
группой однородных полиномов третьей степени от 2m 
перемеввых) . Sp (т , IR)-структура является G-структу
рой бесконечного типа.  Поэтому группа автоморфиз
мов П. с. с. может быть бесконечномерной . В частности, 
группа автоморфизмов симплектич. структуры всегда 
бесконечномерна и является k-транзитивной группой 
для любого k >O. 

Лит. :  [ 1 ] L i Ь е r m а n n Р. , �Bull. Soc. Math. France•>, 
1 95 5 ,  t. 83 ,  р. 1 95-224 ; [21 Итоги вауни и технини. Алгебра. 
топология. Геометрия, т. 1 1 ,  М . ,  1 974 ,  с. 1 53-207 ;  [3] Л ы
ч а г и в в. В . ,  <•Успехи матем. науН», 1 979 ,  т. 34 ,  М 1 , с. 1 37-
1 65 ;  [4] К о Ь а у а в h i S h. , Tranвfoгmatlon groups in differen
tial geometry, B . - [a.o. J , 1 972 .  Д .  В .  Алехсеевспий. 

ПОЧТИКОЛЬЦО - одно из обобщений понятия ас
социативного кольца . П . - это кольцоид над группой , 
т. е. универсальная алгебра , в к-рой имеется ассоциа
тивная операция умножения и операция сложения ; 
относительно сложения П .  должно быть группой (не 
обязательно коммутативной) , причем должен также вы
полняться иравый закон дистрибутивности : 

x (y + z) = xy + xz . 
П .  являются также частным случаем жультиоператор
н ых групп. 

Примерами П. являются множества М s( Г) всех отоб
ражений группы Г в себя, переставовочных с действи
ем фиксированвой полугруппы эвдоморфизмов S груп
пы Г . Групповые операции в М s( Г) вводятся поточечво, 
умво.жевием в Мs(Г) является композиция отображе
ний .  Почтикольцо М s( Г) является авалогом кольца 
матриц. Обычным образом вводятся понятия подпочти
кольца , идеала ,  правого модуля над П .  

Пусть N0 (соответственно N с) - многообразие П . ,  
задаваемое тождеством Ох= О  (соответственно Ох=х) . 
Jlюбое почтикольцо А разлагается в сумму подпочтиколец А =А0+А с, где A 0 E N0 , А c E N  с • причем А 0 П А с= = 0 .  Циклический правый А -модуль М ваз .  п р  и м и
т и в н ы м т и п  а О, если М прост, n р  и м и т и в
н ы м т и п  а 1 ,  если либо хА = О, либо хА = М для 
любого :r E M, и п р  и м и т и в в ы  м т и п  а 2, если М 
является простым А 0-модулем. Почтикольцо А ваз. 

1 8 "'  

примитинным типа v (v= O , 1 ,  2) , если существует точ
ный простой А -модул ь Г типа v .  При этом возникает 
плотвое вложение почтю:ольца А в Мs(Г) для пек-рой 
полугруппы эндоморфизмов S группы Г. Для 2-прими
тиввых почтиколец А с единицей и условием минималь
ности для правых идеалов в А 0 имеет место равенство 
А = Мs( Г) (аналог теоремы Веддерберна - Артина) .  
Для каждого v=O ,  1 ,  2 вводится повятие р а д  и к а л а Д ж е к о б с о в а т и п  а v, обозначаемого Jv (A ) , он 
определяется как пересечение аннуляторов v-прими
тиввых А -модулей .  Радикал J,1,(A ) определяется как 
пересечение максимальных правых модулярных идеа
лов . Все четыре радикала различны, причем 

J0 (А )  с= J 1 1 2 (А ) = J1 (А ) = J2 (А) . 

Оказывается , что эти радикалы обладают многими 
свойствами радикала Джекобеона ассоциативных колец 
(см . [ 4] ) .  

Для П .  справедлив аналог теоремы Оре о почтиколь
цах частных [ 4] . 

Д и с т р и б у т и в н о п о р о ж д е н н ы м п о ч
т и  к о л ь ц о м паз . П . ,  аддитивная группа к-рого 
порождается такими элементами х,  что 

( y + z ) x = yx + zx 
для всех у , z из П .  Все дистрибутивво поротдеввые П .  
порождают многообразие N0 • Для конечных дистрибу
тивно порождеввых П. понятия 1- и 2-примитиввости 
совпадают; 1-примитиввые дистрибутивно порождеввые 
П. имеют вид М0(Г)  для век-рой группы Г. В дистрибу
тивво порождеввом П . ,  с тождеством 

(xy- yx)n lx, Y) = xy - yx, n (х , у ) > 1 ,  

умножение коммутативно (см. [ 3 ] ,  [ 4] ) .  
Каждое П .  и з  N0 , н е  содержащее вильпотевтвых 

элементов, является подпрямым произведением П. без 
делителей нуля [4) . Почтиалгебра А разлагается в пря
мую сумму простых П. тогда и только тогда , когда а) она 
удовлетворяет условию минимальности для главных 
идеалов , б) в А нет идеалов с нулевым умножением, 
в) аннулягор любого минимального идеала максима
лен ( 1 ] .  

Для П .  получены результаты, авалогичные резуль
татам о строении регулярных колец [2] ,  о почтикольцах 
частных ( 5] .  П. имеют приложевил к изучению групп 
подстановок,  блок-схем, проекmввой геометрии [4 ) . 

Лит . :  [1 ] В е 1 1 Н. Е . ,  «Canad. Math. Bull .» ,  1 97 7 ,  v. 20 ,  
м 1 ,  р .  25-28 ; [2] Н е а t h е r 1 у Н .  Е . ,  «J .  Indian Math. 
Soc. », 1 97 4 ,  v. 3 8 ,  р . 345-54 ;  [ 3) � i g h � - · «J .  London м;ath. 
Soc. >>, 1 97 5 ,  v. 12, pt. 1 ,  р. 27-31 , [4J Р 1 1  z G . ,  Near-rшgs, 
Amst. ,  1 97 7 ;  [5] О s w а 1 d А . ,  «Proc. Edinburgh Math. Soc. » , 
1 97 9 ,  v . 22, М 2, р. 77-86 ;  (6] П о  л и н с. В . , в нн. : Нольца, 
Новосиб. , 1 973 ,  с. 4 1 -45 .  В. А.  Арта.монов. 

ПОЯС, л и н к, симплекса и триангуляции Т - со
вокупность ln (и,  Т) тех симплексов из замкнутой 
звезды St ( cr, Т) (объединения симплексов Т, содержа
щих cr) , к-рые не иерееекают и. м. и. Войцеховспий. 

ПРАВАЯ ГРУППА - полугрупп а, простая справа 
(см. Простая полугруппа) и удовлетворяющая левосто
ровнему закону сокращения. Всякая П. г. является 
вполпе простой полугруппой . Свойство полугруппы S 
быть П .  г. эквивалентно любому из следующих условий : 
а) S проста справа и содержит идемпотент, б) S регу
лярна и удовлетворяет левоеторовнему закону сокра
щения, в) S обладает разбиением на левые идеалы ,  яв
ляющиеся (необходимо изоморфными) группами , г) S 
есть прямое произведение группы и полугруппы пра
вы:Хi нулей (см .  Ндежпотептов полугруппа) . Симметрич
ным к повяmю П. г. является понятие л е в о й  г р  у. п
п ы .  Группы и только они суть одновременно П . г. и 
левые группы . Всякая вполне простая полугруппа об
ладает разбиением иа правые (левые) идеалы ,  являю-
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щиеся (необходимо изоморфными) правыми 
группаъrи . 

(левыми) Роль понятия П .  л .  с. проясняется на следующеП 

Jlит. : [ 1 ] К л и ф ф о р  д А . ,  П р е с т о н Г. , Алгебраи
ческак теорин полугрупп, пер . с англ . ,  т. 1 ,  М . ,  1 972 .  

Л .  Н. Шеврин.. 
ПРАВДОПОДОБИЯ УРАВНЕНИЕ - уравнение , 

:к-рое составляют при нахождении статистич .  оценок не
известных параметров по максимального правдоподобия 
Аtетоду . Пусть Х - случайный вектор,  плотность ве
роятности к-рого р (x l e ) содержит неиавествый пара
метр е Е е. Тогда уравнение 

д ве ln р (Х j e ) = 0 

наэ . у р а в н е н и е м п р а в д о п о д о б и я, а его 
решение е - о ц е н к о й м а к с и :м а л ь н о г о (н а и б о л ь ш е г о) п р а в д о п о д о б и я для 
параметра е. В нек-рых случаях П. у. решается эле
ментарно , но в основном П .  у. представляет собой алгеб
раическое или трансцендентное уравнение , для решения 
к-рого пользуются :методом последовательных прибли
жений .  

Лит. : [1 ] В а н д е р  В а р  д е н Б .  л . , Математическан 
статистика, пер. с нем . ,  м . ,  1 960 .  м С Нипу.яин.. 

ПРАВИЛЬНАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ - интерпрета
ция формальной системы, при к-рой все аксиомы истин
ны или принимают значение «истина» при всех значени
ях ее параметров, а правила вывода сохраняют свойство 
принимать значение <<истина». Данное определение от
носится к двузначным логич . исчисле -
ниям. Если истинностных значений 
больше и нек-рые иэ них отмечены, то 
в определении П .  и. вместо слов <<при-Z) 
иимать значение "истина"» надо ис 
польэовать слова «принимать отмечен-
ные� значению> .  Если приведеиное fa своиство интерпретации не выполня-
ется , то она наэ .  н е п р а в и л ь н о й .  
П .  и .  для формальных систем ,  получающихся добавле
нием к узкому исчислению предикатов какого-то множе
ства аксиом Т, ваэ.  также м о д е л я м и с и с т е м ы  
а к с и о м Т или моделями для Т . Произвольвые ин
терпретации для таких формальных систем наэ . алгеб
раич . системами или просто моделями. 

Лит. : [1 ] Ч i! р ч А . , Введение в математическую логику, 
пер . с апгл . , М., 1 960 .  В н. Гришин. 

ПРАВИЛЬНАЯ ЛИНЕИНАЯ СИСТЕМА о б ы и
н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в
н е н и й - система вида 

( 1 ) 

(где А ( · ) - суммируемое на каждом отрезке отображе
ние R +-+ Hom ( IR.n, Rn) ) , обладающая свойством: 

liш + \ t tг А (-,;) d-,; 
t -+  + ..  J о 

существует и равен �;=1Л;(А ) ,  где Л1(А )� - - -�Лп(А ) -
Ляпунова характеристические покаватели системы ( 1 ) .  

Для того чтобы треугольная система 

. . �n . 
1 ц l  = . . p;1 ( t ) иl , i = , . . .  , n , J = ! 

была правильной: , необходимо и достаточно , чтобы су
ществовали пределы 

lim + S ot р; ; (т) d-,; , i = 1 ,  . . . , п 
t ..... + .. 

(к р и т е р и й Л я п у н о в а) . Всякая приводимая 
линейпая система и всякая почти приводимая дипейная 
система являются правпльиыми .  

т е о р е м е Л я п у н о в а .  Пусть система ( 1 )  пра
вильная и k ее характеристич . покаэателей Ляпунова 
отрицательны: 

О > Лn - k + t ( А ) � . . .  � Лп ( А ) . 
Тогда для всякой системы 

х = А ( t ) x + g ( t , х) , (2) 
где g ( t , х) удовлетворяет следующим условиям: g, g� 
непрерывны , g (O , t)=O, l lg�(x, t) I I= O ( Ix l e  ) , где в= 
= const >O, найдется k-:мерное многообразие VkciR.n, 
содержащее точку х= О,  такое, что всякое решение 
x( t) системы (2) , начинающееся на Vk (то есть х (О) Е Vk) , 
экспоненциально убывает п ри t -+  + оо ,  точнее - удов
летворяет неравенству 

1 х ( t )  ! o;;;; Cбe [An - k + l ( А ) + б ] t 1 х (О) 1 
(для всякого б >О при век-ром Сб ) · 

Лит [1 ] Л н п у н о в А. М . , Общая задача об устойчи
вости движепин , Хар . , 1892  (то же, в кв. : Собр . соч. J.. т. 2, М . 
Л. , 1 9 5 6 ) ;  [2] Б ы  л о в Б.  Ф . , В и н о г р а д  Р. �:� . , Г р  о б
м а н д. М. , Н е м ы ц к и й В .  В . , теория покавателей Лн
пупова и ее приложепик к вопросам устойчивости , М 1 1 9 6 6 ;  
[3] Итоги науки и техники. Математический анализ,  т. 12, М . ,  
1 974 ,  с .  7 1 - 146 .  В .  М. Ми.я.яшжщихов. 

ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ, т е л а П  л а
т о н а ,- выпуклые многогранники, все грани к-рых 

Рис. 1 .  

суть одинаковые правильные многоугольники и все 
многогранвые углы при вершивах правильные и рав
ные (рис . 1 а-1 д) . 

В евклидоном пространстве Е3 существуют пять П .  м . , 
даввые о к-рых приведены в табл . 1 , где символ Шлефли 
{р , q }  (см. Многогранника группа) обоэвачает П. м .  с 
р-угольвы:ми гранями и q-гранны:ми углами. 

Т а б л . 1 . - П р а в и л ь п ы е  (в ы п у к л ы е) 
м н о г о г р а н н и к и в Е •  

Рис . 1 Символ 1 Число 1 Число 1 Число 
Шлефли вершин ребер граней 

Тетраэдр . . . 1 а  { 3 . 3 }  4 6 4 
Куб (гексаэдр ) 1 б  { 4 . 3 }  8 1 2  6 
Октаэдр 1 в { 3 , 4 } 6 1 2  8 
Додекаэдр 1 г  { 5 .  3 }  2 0 3 0 1 2  
Икосаэдр 1 д  { 3 . 5 }  1 2  3 0 2 0 

Д в о й с т в е н н ы м и м н о г о г р а н н и к а м и  
{р , q } и {q, р } на а .  такие, к-рые переходят друг в друга 
при полярном преобраэовании относительно вписанвой 

Т а б л . 2 . - П р а в и л ь п ы е  м н о г о г р а н н и к и  в Е •  1 Число 1 Число 1 Число 1 Число 
Символ двумер- трехмер-

Шлефли ��� periep ных ных 
граней граней 

Симплекс { 3 , 3 , 3 } 5 1 0  1 0  5 
Гиперкуб { 4 , 3 , 3 } 1 6  32 2 4 8 
1 6-грапник { 3 ,  3 , 4 }  8 2 4  3 2  1 6  
2 4-гранпик { 3 ,  4 , 3} 2 4  9 6 9 6  2 4  
1 2 О-гранпик { 5 , 3 ,  3 } 6 0 0  1 2 0 0  7 2 0 1 2 0 
6 0 0-гранпик { 3 , 3 , 5 }  1 2 0  7 2 0 1 2 00 6 00 
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или описавпой сферы . Тетраэдр двойствен сам себе, гек
саэдр - октаэдру и додекаэдр - икосаэдру. 

В пространстве Е4 существуют шесть П. м . ,  даввые 
о к-рых приведевы в табл . 2 .  

В пространстве En, п > 4 ,  существует три П .  м .
авалоги тетраэдr.а ,  октаэдра и куба ; их  символы Шлеф
ли - {3, . . .  ' 3 ' {4 , 3, . . .  ' 3 }, {3 , . . .  ' 3, 4 } .  

Если под многоугольником понимать плоские замк
нутые ломавые (хотя бы и самопересекающиеся) , то 
можно указать еще 4 в е в ы п у к л ы х (з в е з д ч а-

т ы х) П .  м. (т е л а П у а в с о ) .  В этих многогранни
ках либо грани иерееекают друг друга, либо грани -
самопересекающиеся многоугольники (рис. 2а-2г ) . 
Даввые о них приведеиы в таб.п . 3 . 

Т а б л . 3 . - П р а в и л ь н ы е  (н е в ы п у н л ы е) 
м н о r о r р а н н и н и в Е• 

1 Число 1 Число 1 Число 
Рис .  ;::Е� ребер граней 

Малый звездчатый додекаэдр 2а 1 2 3 0  1 2  
Большой звездчатый додекаэдр 2 б  2 0  3 0 1 2  
БоЛьшой додекаэдр . . . . . . . 2в 1 2 3 0  1 2  
Иносаэцр . . . . . . . . . . . . .  2г 1 2 3 0  2 0  

Лит. :  [ 1 ]  Энциклопедия элементарной математики , ин. 4 -
Геометрия, М. , 1 963 ;  [2] Л ю с т е р в и  Jl Л.  А . ,  Выпунлые 
фигуры и многограннини , м . , 1 956 ; [3] Ш н л я р  с н и й 
д. О . ,  Ч е в ц о в Н. Н . ,  Я г л о м И. М . , Избранные задачи 
и теоремы элементарной математики, ч. 3, :М. , 1 954 ;  [4] С о
х е t е r Н. S. М. , Regular polytopes , 3 ed. , N . Y . ,  1 973 .  

А . Б . Иван.ов. 
ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ - много-

угольники, у к-рых равны все е1·о углы и равны все его 
стороны . Подробвее см . Многоугольник. 

ПРАВОУПОРЯДОЧЕННАЯ ГРУППА - группа G, 
на множестве элементов которой задано отношение 
линейного порядка .,.;: такое , что для всех х, у , z из 
G веравенство х .,.;:у влечет за собой xz .,.;:yz. Множест
во Р = {х Е G l x>e } положительных элементов группы 
G является ч и с т о й (то есть Р П Р - 1= !25) л и
в е й н о й  (то есть P U P - 1 U {e }= G) п о л у г р у п
п о й .  Всякая чистая линейная подполугруппа Р произ
вольвой группы определяет в ней правый порядш> , а 
именно порядок х <у � ух - 1 Е Р . 

Группа А (Х )  автоморфизмов линейно упорядоченного 
множества Х естествеиным образом может быть пра
воупорядочеиа . Всякая П. г. порядково изоморфна 
пек-рой подгруппе А (Х )  для подходящего линейно упо
рядоченного множества (см . [ 1 ] ) .  Архимедона П .  г . ,  то 
есть П .  г . ,  для к-рой верна аксиома Архимеда (см . Ар
хи.медова группа) ,  порядково изоморфна подгруппе ад
дитивной группы действительных чисел . В отличие от 
(двустороиве) линейно упорядоченных групп существу
ют векоммутативвые П .  г. без собственных выпуклых 
подгрупп . Класс П. г. замкнут относительно лексико
графич . расширений. Система всех выпуклых подгрупп 
П .  г .  G линейно упорядочена по включению и полна. 
Эта система разрешима тогда и только тогда, когда для 
всяких nоложительных элементов а , Ь Е G существует на
туральное число п такое , что anb >a. Если группа об
ладает разрешимой системой подгрупп S ( G) , факторы 
к-рой не имеют кручения , то G можно так nравоупоря
дочить, что все подгруппы из S (G) окажутся выпуклы-

ми . В локально вильпотентноii П .  г .  система выпуклых 
подгрупп разрешима . 

Группа G тогда и только тогда может быть право
упорядочена , когда для любого нонечного набора 

{xi :j: е , 1 =e;;;; i =e;;;; n }  

элементов из G найдутся числа в i =  ± 1 ,  1 .,.;:i  .,.;:п, 
такие , что полугруппа , порождевная множеством 
{х� • ,  . . .  , x�n } ,  не содержит единицы группы G . 

Всякий структурвый (решеточ
ный) порядок группы есть пересе
чение нек-рых ее правых поряд
ков (см . Структурно упорядочен
пая группа) .  

Лит . :  [ 1 )  1< о н О р И н А .  И . ,  1< О· 
п ы т о в в .  м. , Линейно упорядочен
ные группы, М . ,  1 972 ;  L 2 ]  М u r а 
R. в . , R h е m t u 1 1 а А . ,  OrderaЬ!e 
groups ,  N .Y.- Basel , 1 977 . В. М. Rоnытов. 

ПР АНДТЛЯ УРАВНЕНИЕ - основвое ивтегро-диф
феревциальное уравнение крыла самолета конечного 
размаха .  При выводе П. у .  делаются предположения, 
которые позволяют считать каждый элемент крыла иа
ходящимся в условиях обтекания его плоскопарал
лельвым потоком . Это дает возможность связать гео
метрич . характеристики крыла с его аэродивамич . 
свойствами . Так, полученное П .  у .  имеет вид 

F ( t 0) 1 (' а  F '  ( t ) B ( to ) + � J - a t - t o dt = f ( to ) , - а < t0 < а , ( 1 ) 

где F - искомая функция, F' ( t )= dF ( t)/dt ,  В и f 
задаввые функции B ( t)= cb ( t) , j ( t)= vro (t) , а весобет
венный интеграл понимается в смысле главного значе
ния по Коши. Значения входящих в эти равенства ве
личин следующие : 2а - размах крыла , к-рое предпо
лагается симметричным относительно плоскости Oyz, 
причем направление оси Oz совпадает с направлением 
потока воздуха на бесконечности; Ь (х) обозначает хорду 
профиля, к-рый соответствует абсциссе х; F (х) - цир
куляцию воздушиого потока вокруг этого профиля; 
с - век-рую постоянную; v - скорость воздушного 
потока на бесконечности; а ro - функцию, зависящую 
от изогнутости профиля и перекручивания крыла 
(см . [ 1 ] ) . Исходя из экспериментальных данных, пола
гают, что F (-a) = F (a) .  

П .  у .  решается в замкнутом виде лишь при весьма 
жестких предположениях . В общем случае удается 
П. у . свести к интегральному уравнению Фредгольма 
(см. [ 3] ) .  

П .  у .  ваз . п о  имени Л .  Правдтля (L .  Prandtl) . 
Лит. :  [ 1 ]  Г о л у б е в В. в . ,  Ленции по теории нрыла , 

М . - Л . ,  1 94 9 ;  [2] Н а р м а и т. , Б ю р г е р е  и. , Теорети
ческая аэJ;!одинамина идеальных жидкостей, пер.  с англ. , М . 
Л. ,  1 9 3 9 ;  L 3 ]  М у с х е л и ш в и л и Н.  И . , Сингулярные инте
гральные уравнения, 3 изд. , М . , 1 968 .  Б. В. Хведелидзе. 

ПР АНДТЛЯ ЧИСЛО - один из критериев подо
бия тепловых процессов в жидкостях и газах . П .  ч .  
зависит только о т  термодинамич. состояния среды . П .  ч .  

Pr = vfa = !J-Cp/'Л , 
где v= !J-/p - кивематич. коэффициент вязкости , 11- -
динамич. коэффициент теплопроводности , р - плот
ность , Л - коэффициент теплопроводtюсти, a= f..lpcp 
коэффициент температуропроводвости , ер - удельная 
теплоемкость среды при постоянном давлении . 

П .  ч. связано с др. критериями подобия - Пек.ле 
числом и Рейнольдса числом соотношением Pr= Pe/Re.  

П .  ч .  ваз . по имени Л .  Правдтля (L .  Prandtl) . 
По .материалам одноимен.н.О'й статьи иа Б СЭ-3 . 

ИРЕВОСХОДНОЕ КОЛЬЦО - коммутативное нё
терово кольцо , удовлетворяющее трем приводимым 
ниже аксиомам. Известно , что геометрические кольца 
обладают рядом качествеиных свойств, не присущих 
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произвольвым вётеровым кольцам. Понятие П. к. поз
воляет в аксиоматич . форме учесть важнейшие из этих 
свойств . 

Аксиомы П .  к .  А .  
А 1 .  Кольцо А универсально цепное. (Кольцо А ваз . 

ц е п н ы м, если для любых двух ero простых идеалов j) i= р' длины любых веуплотияемых цепочек простых 
идеалов .\)= p0c.\)1c . . .  C.\Jn= .\J' совпадают. Кольцо 
А ваз. у и и в е р с а л ь и о ц е п и ы м ,  если цепным 
является любое кольцо многочленов А [ Т 1 , • • •  , Т kl . )  

А2 .  Формальвые слои кольца А являются геометри
чески регулярными, т. е .  для любого простого идеала 
рсА и гомоморфизма из А в поле К кольцо А� @АК 
регулярно . Здесь А 11 - пополнение локального коль
ца А 11 • 

АЗ.  Для любой целоствой конечной А -алгебры В 
найдется веиулевой элемент Ь Е В такой, что кольцо 
частных В [ Ь - 1 ) регулярно . 

П .  к. обладают следующими свойствами . 
1 ) Для П .  к. А множество регулярных (соответствен

но нормальных) точек схемы Spec А открыто . 
2) Если иревосходвое локальное кольцо А приведев

вое (соответственно нормальное, равворазмерное) , то 
таким же будет пополнение А .  

3 )  Целое замыкание П .  к .  А в конечном расширении 
поля частных кольца А является конечной А -алгеброй . 

4) Если кольцо А превосходвое, то любая А -алгебра 
конечного типа - также П . к .  

Дв а  важнейших примера П .  к . - полвые локальные 
кольца (или авалитич . кольца) и дедекиидоны кольца 
с полем частных нулевой характеристики . Таким об
разом, класс П. к. достаточно широк и,  в частности, со
держит все алгебры конечного типа над полем или над 
кольцом целых чисел z .  

Превосходвость кольца А тесно связава с возмож
ностью разрешения особенностей схемы Spec А (см . 
[ 1 ) ,  [2 ] ) . 

Лит. : [ 1 ]  G r о t h е n d 1 е с k А. [D i е u d о n  n 6 J . ] ,  
E lements de  geometrie algebrlque, pt. 2 ,  Р . ,  1 96 5 ;  [2] Х и р о
н а к а Х . ,  <•Математика», 1 96 5 ,  т. 9, .М 6, с. З-70 .  

В .  И. ДанUАов. 
ПРЕДБАЗА - семейство у открытых подмножеств 

топологич. пространства Х такое , что совокупность 
всех множеств, являющихся пересечением конечного 
числа элементов у, образует баау Х .  

М .  И. Войцеховспий. 
ПРЕДВАРЕННАЯ ФОРМУЛА - формула узкого 

исчисления предикатов (УИП) ,  имеющая вид 
Q1x1 Q2x2 · · · QпXn 'f ,  

где Q ;  обозначает квавтор всеобщности V или квантор 
существования 3, переменвые xi, Xj различны при i :f=j 
и 'f - формула ,  не содержащая кванторов .  П .  ф.  ваз.  
также п р е д в а р е н н ы м и в о р м а л ь в ы м и 
ф о р м а м и или п р е н е к с в ы м и ф о р м а м и .  

Для всякой формулы <р языка УИП можно найти 
П .  ф . ,  логически эквивалентную в классич . исчислении 
предикатов формуле <р . Процесс нахождения П .  ф. ос
новав на следующих эквивалентностях , выводимых в 
классич. УИП:  

(Vx<p (х) => 'f) = 3х ' (<р (х ' ) => 'f) , 
3Х<р (х ) :=:1 'f """ Vx'  (<р (х! ) :=:1 'f) , 
'f :=> Vx<p (х) == Vx ' ('f :=> ер (х ' ) ) , 
'f :=> 3хер (х) = 3х' ('f => ер (х ' ) ) ,  

l Vxep = 3x -1 ер ,  l 3xep = Vx l <p ,  
Q y Vx ep = Vxep , Qy 3x ep == 3xep , 

где х' - любая перемевная , не входящая свободно в 
формулы ер (х) ,  'f, и ер (х' ) получается из ер (х) замевой 
всех свободных вхождений х на ж' ; переменвал у не 

входит свободно в Vxep, 3х<р . Чтобы применять приве
деиные эквивалевтвости , надо nредварительно выра
зить логич.  связки через :=> и l ;  затем ,  применяя эти 
эквивалентности , постепенно передвигать все квавторы 
влево. Получающаяся в результате П .  ф. ваз . п р  е д
в а р е в н о й ф о р м о й данвой формулы . 

Лит. : [ 1 ]  М е н д е л ь с о н Э . ,  Введение в математическую 
логику, пер. с анrл. , М. , 1 9 7 1 .  В .  Н .  Гришин 

ПРЕДГИЛЬБЕРТОВО ПРОСТРАНСТВО - вектор-
вое пространство Е над полем комплексных или деи
ствительных чисел , снабженвое скалярным произведе
нием Е Х Е  - с , х Х у - (х, у) , удовлетворяющим сле
дующим условиям : 

1 )  (х+ у ,  z)= (x, z)+ (y , z) ,  (Лх, у)= Л (х , у) , (у , х) = 
= (х, у) , х, у, z E E , Л Е С ( IR) ; 

2) (х, х)�О для х Е Е . 1 
На П .  п .  Е определена полунорма l lx i i= (x,  х)2 . 

Пополнение Е по этой полунорме является г и.льберто
вы� прострапством . в. и. Ло.мокосов . 

ПРЕДЕЛ - одно из основных повятий математики, 
означающее, что какая-то перемеввая , зависящая от 
другой перемеввой, при определенном изменении по
следней, веогравичевво приближается к век-рому по
стоянному авачевию. Основным nри определении П .  
является понятие блмзости рассматриваемых объектов: 
только после его введения П .  приобретает точный смысл . 
С П .  связаны основвые понятия математич . анализа :  
непрерывность, производвая ,  дифференциал , интеграл . 
Одним из nростейших случаев П .  является П .  nоследо
вательности . 

П р е д е л n о с л е д о в а т е л ь в о с т и. Пусть 
Х - топологич . пространство . Последовательность его 
точек xn , n= 1 ,  2, . . .  , ваз .  сходящейся к точке х0 Е Х 
или , что то же самое, точка х0 наз .  п р е д е л о м д а в: 
н о й п о с л е д о в а т е л ь н о о т и ,  если для любои 
окрестности U точки х0 существует такое натуральное 
N, что для всех п>N выnолняется включение xn E U; 
при это�1 nишут 

В случае , когда Х - хаусдорфово пространство , П .  
последовательности xn Е Х ,  n =  1 ,  2 ,  . . .  , если о н  сущест
вует, единствен. Для метрич . пространства Х точка х0 
является П .  последовательности {хп } тогда и только 
тогда , когда для любого в >О существует такое нату
ральное N, что для всех номеров п>N выполняется не
равенство р (xno  х0) <в, где р (xn o х0) - расстояние меж
ду точками xn и х0 • Если последовательность точек 
метрич . пространства сходится, то она ограничена . По
следовательность точек полного метрич . nространства 
является сходящейся в том и только в том случае , когда 
она фундаментальная. В частности , это верно для чис
ловых последовательностей ,  для к-рых исторически 
впервые возникло повятие П. последовательности . Для 
числовых последовательностей справедливы формулы 

lim с = с , lim CXn = c lim Xn , 

с - произвольвое фиксироваввое число,  
l im (хп + Уп) = lim Х п + lim Yn • 

n -+ cc n -+- oo n -+ tt> 
liш ХпУп = lim X n  lim Yn• 

n -+- cc n -+ Ф  n -+ Ф  
а если lim Yn ;6 0 ,  то 

п -. .., 
I Im х . xn n -+  Ф n l1m - = -1-1 -- .  п -.  ... Yn n .:  ,1п 

Эти свойства числовых последовательностей переносят
ся ва П. последовательностей более общих стру1tтур , 
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напр . свойство П .  суммы - на последовательности то- Из всякой ограниченной числовой последовательно-
'Iек линейных топологич . пространств , свойства П .  про- сти можно выделит!, сходящуюся подпоследователь-
нзведения - па последовательности точе:к тополОFич . ность (см . Больцапо - Вейерштрасса meope.l,ta ) , а из  
групп и т .  д .  всякой неограниченной - бесконечно большую . 

Если действительные числовые последовательности П .  (конечный или бесконечный) какой-либо подпосле-
х" Е IR и Y" E IR сходятся и x" �Ym п= 1 , 2, . . .  , то довательности данпой последовательности паз .  ч а c-

lim х" ";;;;; lim у " ,  т и ч н ы м п р е д е л о м последней . В множестве 
n -+  00 n -+  ." всех частичных П .  всякой последовательности действи

т .  е .  при предельных переходах нестроrие неравевства 
сохраняются . Если 

lim х" = lim у" = а  
71 -+ ОО  n -+ oo  

и x" �z" �y"' •ro последовательность z " , п= 1 ,  2 ,  . . . , 
сходится к тому же П . :  lim z"= a .  Эти свойства обоб-

п- :д 
щаются па П .  последовательностей точек упорядочен
ных множеств . 

Всякая возрастающая (убывающая) последователь
ность действительных чисел xm т .  е .  такая ,  что х" � 
�xn + l (соо1'ветственно х";;;;.х" + 1 ) , n= 1 , 2, . . .  , ограни
ченная сверху (снпзу ) , сходится , и ее П .  является верх
няя (нижняя) грань множества ее вначений.  Напр . ,  
если а >О,  k - натуральное число , an - приближен-

k / -
ное значение корня V а с n десятичными знаr>ами после 
запятой , вычисленное с недостатком, то а" ' п= 1 , 2, . . .  , 
образуют возрастающую последовательность и l im an= 

п � ., 

= va. Другим примерам возрастающей ограниченной 
сверху последовательности является последователь
ность периметров правильных многоугольников с n 
сторонами , n= 3,  4, . . . , вписанных в нек-рую окруж
ность,  к длине к-рой и еходится эта последователь
ность . 

Особую роль в теории числовых послер;овательностей 
играют б е с к о н е ч н о м а л ы е п о с л е д о в а
т е л ь н о с т и, т .  е. последовательности , сходящиеся 
к пулю . Общее понятие П .  числовой последовательности 
сводится к понятию бесконечно малой в том смысле, что 
'ШСЛовая последовательность сходится .к пек-рому чис
лу в том и только в том случае, когда рюшость между 
членами последовательности и этим числом �шляется 
бесконечно малой последовательностью . 

Полезным является и понятие б е с к о н е ч н о 
б о л ь ш и х ч и с л о в ы х п о с л е д о в а т е .11 ь
н о с т е й, т .  е. последовательностей, имеющих своим 
П. л.ибо одну из бесконечностей со ::�на ком + CXI или - оо ,  
либо бесконечность бе::� знака оо .  Для определения бес
конечных П .  вводятся понятия е-окрестностей , е >О,  
бесконечностей + оо ,  - оо и оо в множестве действи
тельных чисел IR по формулам 

И Н- оо , е) = {x E IR : x > ...!. \ ,  е J 
И (- оо ,  е) = {x E IR : x < -+ } , 

И ( оо , e) = {x E IR : \ x \ > ...!.. \ 
е J 

и попятпе r -окрествости оо в множестве J-;О�шJiеыспых 
чпсел С :  

И ( оо ,  е) = { z Е С : 1 z 1 > f} · 
Пишут l im хп= оо (соответственно l im .тп= + оо  или 

п � �  n • oo 
- оо ) ,  .т п Е IR , n= 1 , 2 , . . .  , если для любого е >О сущест
вует такой номер N , что для всех номеров n > N выпол
илетел включение xn Е И ( оо ,  е) (соответственно в:ключе
пие хп Е И (-f-- оо ,  е) или х п Е И (- оо , е) ) . Аналогично 
определяется бесконечный П. для последовательностей 
комплексных чисел . 

тельных чисел всегда имеются как наибольший, так и 
наименьший (конечные или бесконечные) . Наибольший 
(соответственно наименьший) частичный П. последова-
тельности паз .  ее в е р  х н и м (соответственно н и ж
н и м) пределом . Последовательность имеет конечный 
или бесконечный П .  тогда и только тогда , когда ее верх
ний П. совпадает с нижним, причем их общее значение 
и является П .  

С помощью П .  последовательности могут быть опре
делены другие понятия П . ,  папр . П. функции и П. ин
тегральных сумм . Определение П. последовательностей 
обобщается па случай направленных (частпчно упоря
доченных) множеств . 

П р е д е л ф у  н к ц и и (о т о б р а ж е н и я ) .  
Пусть Х и У - топологич.  пространства , ЕсХ , :r0 -
точка прикосновения множества Н ,  f : Е - У - отоб
ражение Е в У. Точку а Е У паз. п р е д е л о м о т о G
p а ж е н и я f в точке х0 (илl! , нак говорят ,  при х ,  
стремящемся к х0 ) и пишут 

lim f (х ) = а  или f (х ) -+ а при х ____,. х0 , 
Х -+  Х 0 

если , какова бы ни была окрестность V= V (а) точки а 
в У, существует такая окрестность И= И (х0 ) точки х0 
в х ' что для любой точки х Е Е n И(хо) ее образ f (x) при
надлежит v : f (х) Е v . Иначе говоря ' если f (Е n И) с v. 
Если У - хаусдорфово пространство, то отображение 
f : Е - У может иметь только один П. в точке х0 Е Х .  

В случае, когда Е* сЕ и х0 - точка прикосновения 
множества Е* , то П . сужения fE • отображения f на 
множестве Е* паз . П. отображения (функции) f по мgо, 
жеству Е* ,  при этом пишут 

lim f И = lim !Е * (х ) .  
Х-+Х 0 , Х Е Е *  

Если f : Е -+ У, Е* сЕсХ , х0 - точ.ка прикоснове
ния множества Е* и существует l im f (x) ,  то в точке х0 

Х -+ Х0 

существует и предел f по множеству Е* , причем 

Если 

lim f (х) = lim f (х) . 
х -+ Х 0 , Х Е Е * Х -+ Х 0  

Е1с.Х , Е2сХ , f : E1 U E 2 - У и существуют 
lim f (x ) = lim f (x ) = a , 

Х -+ Х0, Х Е Е  1 Х -+ Х 0 , Х Е Е  2 
то существует и 

lim f (x ) = a . 
Х -+  Х 0  

При рассмотрении П .  отображения (функции) f : Е -+ 
-+ У, Е сХ , при х - х0 Е Х может случиться , что х0 Е Е 
или , наоборот, х0 $_ Е .  Случай х0 Е Е  представляет специ
альный интерес , т .  к .  оп приводит к пон:ятию непрерыв
ной функции : если f : Е -+ У и х0 Е Е,  то для того , чтобы 
отображение f имело П. в точке х0 , необходимо и до
статочно , чтобы 

lim f (x ) = / (xo ) · 

В случае выполнения этого условия отображение f и паз.  н е п р е  р ы в н ы м в точке х0 • Если точка 
х0 является изолированпой точiюЙ множества Е , то в 
пей всеJ'Да существует предел 

l im f (х ) = f (хо ) 
Х ---+ Х0 
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для любого отображения f : Е -+ У, т. е. любое отобра
жение f непрерывно во всех изолированных точках 
множества своего определения . Поэтому понятие П .  
отображения, в частности его непрерывности, содержа
тельно лишь для предельных точек отображаемого мно
жества . В классич . случае П. функций f : Е -+ У обыч
но предполагается , что x0f/:. E , т .  е .  что точка х0 не при
надлежит тому множеству, по к-рому берется П .  

Если в точке х0 Е Х для пространства Х выполняется 
первая аксиома счетности, а пространство У - хаус
дорфово , то для того, чтобы существовал предел lim f (х) X-tX0 
отображения f : Е -+ У, ЕсХ , необходимо и достаточ
но , чтобы для любой последовательности Xn Е Е , n= 1 , 
2 , . . .  , lim хп= х0 ,  существовал предел lim f (хп) · При 

п - оо  n -+ Ф 
выполнении этого условия предел l im f (хп) не зависит 

11 ... 00 
от выбора указанной последовательности {хп } и их об
щее значение является П. отображения f в точке х0 • 

П р е д е л  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  т о ч е к  
{у n } топологич . пространства У является частным слу
чаем П .  отображения (функции) :  в этом случае E= N 
множество натуральных чисел , рассматриваемых с дис
кретной топологией , х0= + со , X = N U {+ оо },  окре
стностью + оо в Х является любое подмножество 
ИсN вида И= {п : n;;:;, n0 } U {+ oo }, где n0 - век-рое 
натуральное число .  

Понятие п р е д е л а к р а т н о й п о с л е д о в а
т е л ь н о с т и ,  т .  е .  последовательности, члены к-рой 
снабжены целочисленными мультииндексами , также яв
ляется частным случаем П. отображения . 

Внутренний критерий существования П .  отображения 
f : Е -+ У в данной точке х0 (он ваз .  к р и т е р и е м 
R о ш и) в сл-учае , когда в точке х0 топологич . прост
ранства Х�Е выполняется первая аксиома счетности , а множество У является полным метрич . пространством, 
состоит в том , что предел lim f (х) существует тогда и 

х -х0 
только тогда , когда для любого е >О найдется такая ок
рестность И= И ( х0) точки х0 в Х ,  что для всех точек х' 
и х" '  удовлетворяющих условию х' Е Е n и '  х" Е Е n и' 
выполняется неравенство р (f (х") , f (х' ) )  <е. В частности, 
этот критерий справедлив , когда У является множест
вом действительных или комплексных чисел . 

Н е к о т о р ы е с в о й с т в а п р е д е л о в .  
Если У - метрич. пространство , f : Е -+ У, ЕсХ ,  
и существует предел l im f (х) = а  Е У ,  то найдется такая х-х0 
окрестность И= И (х0) точки х0 , что при отображении f 
образ пересечения Е П И отображаемого множества Е 
с этой окрестностью будет ограниченным подмножест
вом пространства У. 

Если функция f : Е -+ IR , ЕсХ, IR - множество 
действительных чисел , имеет в точке х0 Е Х не равный 
нулю конечный П . ,  то существуют такие окрестность 
И= И (х0) точки х0 и число с>О , что для всех точек 

х Е Е n и выполняются не равенства 

f (х ) > с ,  если lim f (х) > О ,  
Х ......, Ха 

f (х) < - с , если lim f (Х) < О .  
х � х0 

Если У - топологич. группа (в частности ,  коммута
тивная с аддитивной записью групповой операции) ,  
f : Е -+ У, Е сХ , х0 Е  Х ,  то предел l irn f (х) существует Х -+ Х0 
тогда и только тогда , когда функция а (х)= f (х)а -1 
имеет в точке х0 предел , равный единице группы У 
(соответственно функция а (x)= f (х) -а имеет П .  в х0 , 
равныи нулю, - такие функции ваз. б е с к о н е ч н о 
м а л ы м и ф у н к ц и я м и) .  

Если У - линейное топологич . пространство над по
лем Р, f1 : Е -+ У, f2 : Е -+ У, Ес Х ,  то П .  в точке х0 
линейной комбинации отображений /1 и / 2 равен такой 
же линейной комбинации их П. в той же точке : 

lim [Л1/I (х) + Л2/2 (х ) ] = Лt lim /t (х) + Л2 lim / 2  (х ) ,  
Х -+ Хо Х -+ Хо 

Х "'"'+ Х о 

Лt Е Р , Л2 Е Р . 
Если У - множество действительных илп комплекс

ных чисел , /1 :  Е -+ У, /2 : Е -+ У (тание функции ваз .  
числовыми) , Ес Х ,  то 

lim ft (х ) /2 (х ) = l im /1 (:r ) lim /2 (х ) ,  
Х -+  Хо Х -+ Хо Х "'"'+' Хо 

а если lim f 2(х) � О, то 
Х-+- Хо l i 111 /1 (х) 

!im /1 (х ) = х -->  х0 
х __,. Х о /, ( х ) l im /2 (х) ' 

Х -+ Х о 

причем в �том случае под l irn 11• <<х>) понимается П .  
Х-+Хо J Х 

сужения функции �: на пересечение отображаемого 
множества Е с век-рой окрестностью точки х0 такой , что 
на указанном пересечении имеет смысл частное �: . 
Если II(x) �/2(:r) , х Е Е , и существуют пределы l im /1(х) ,  
lim f2(x) ,  то х-+хо 

Х-+Х0 
lim /1 (х ) ";;;;;; lim /2 (х ) . 

Х -+ Хо Х --+- Х о 
Если Х и У получены из множества действитель

ных чисел 1R пополнением его либо бесконечностью без 
знака : оо , либо двумя бесконечностями со знаком : 
+ оо ,  - оо ,  Ec iR ,  f (E) c iR  и x0 f/:. E ,  то сформулирован
ное определение П .  функции является классич . опре
делением конечного и бесконечного П. действительной 
функции одного переменного . Аналогично , если проет
ранства Х и У получаются пополнением бесконечностью 
оо множества комплексных чисел С, то получают оп
ределение П. (конечного и бесконечного) для функций 
комплексного переменного . Если же пространство Х 
получается пополнением бесконечностью оо простран
ства IR.n (соответственно сп) , п > 1 ,  то получают опре
деление конечного и бесконечного П. функции многих 
переменных при стремлении аргумента к конечной или 
бесконечно удаленной точке.· 

Для функций , определенных на nодмножествах чис
ловой прямой (или , более общо ,  на упорядоченных мно
жествах ) , существует nонятие о д н о с т о р о н н е г о 
п р  е д е л а. Примером функций , имеющих по крайней 
мере один односторонний П. во всех предельных точ
ках области определения, являются действительные 
монотонные функции: если функция f монотонна на 
множестве Е числовой оси и точка х0 является nредель
ной точкой множества Е , то она является и предельной 
точкой хотя бы одного из множеств Е1= Е П {х Е IR :  х <  
<а } , Е2= Е П {x E IR : х >а }. Если точка х0 предельная 
для множества Е 1 , то у функции f в точке х0 существует 
П .  слева , а если она предельная для Е 2 , то сnрава . 
При этом если , напр . ,  функция f возрастает и ограниче
на сверху , Е 1 :f. 0 ,  х0 - nредельвал точка для множе
ства Е1 , то предел l irn f (х) конечен . 

Х-+Хо 
Основным общим методом отыскания П .  функций яв

ляется метод выделения главных частей функций в ок
рестности данной точки , что обычно делается с помощью 
Тейлора фор;мулы. Для вычисления П. часто бывает 
полезно !Iопиталя правило . 

Несмотря на большую общность понятия П .  отобра
жения , оно не охватывает все существующие понятия 
П . ,  имеющиеся в современной математике. Hanp . ,  по
нятие П. интегральных сумм не содержится в понятии 
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П. отображения (функции) .  Достаточно общим поияти
ем П . ,  в определенном смысле охватывающим все ос
новные случаи, является П. отображения по фильтру . 

П р  е д е л ф и  л ь  т р а .  Пусть Х - топологич. 
пространство , Х # {25 ,  ll= { и } - его база топологии,  15 - ф и  л ь т р на Х (т. е .  такое неиустое семейство � 
непустых подмножеств пространства Х ,  что дЛЯ любых 
А '  Е � .  А " Е � существует такое А Е � . что А с:А '  ПА ") .  
Точка х0 паз. п р е д е л о м ф и л ь т р а % или его 
пред ельной точкой , если фильтр % сильнее фильтра � (х0 ) ,  являющегося локальной -базой топологии в точ
ке х0 , т. е. дЛЯ любого и Е �  (х0) существует такое А Е � .  
что А с: и. 

Пусть N - множество натуральных чисел с дискрет
ной топологией . Фильтр на множестве N, состоящий 
из всевозможных дополнений к конечным подмножест
ваъ1 множества N, иаз .  и а т у р а л ь н ы  м ф и  л ь  т
р о м и обозначается �N · Он не имеет П .  в N. Тот же 
фильтр на множестве X= N U  {+ оо }, в к-ром локаль
ная база � ( + оо )  состоит из всевозможных множеств 
А "= {т : т Е N , т>п Е N }, а � (n) при n E N - из одной 
точки n, имеет своим П .  бесконечность + оо .  Единствен
ность П .  фильтра топологич . пространства связана с от
делимостью точек пространства : для того чтобы любой 
фильтр топологич . пространства имел не более одного 
П . ,  необходимо и достаточно , чтобы пространство было 
хаусдорфово. 

Пусть Х - пек-рое множество , У - топологич . про
странство , q> - отображение Х в У, % - фильтр на Х .  
Точку Ь Е У паз .  п р е д е л о ъ1 о т о б р а ж е н и я 
lp п о ф и л ь т р у % и пишут 

lim�; 1р (х ) = Ь ,  
если фильтр q> Ш ) ,  состоящий из  всевозможных мно
жеств q> (А ) ,  А Е % , имеет своим П .  в пространстве У 
точку ь .  

Если Х= N - множество натуральных чисел , q> 
отображение N в топологич . пространство У, q> (n)= 
= у" Е У, n E N , %N- натуральный фильтр , то П .  отоб-
ражения q> по фильтру %N в пространстве У совпадает 
с обычным П. последовательности {у,. } в У. 

Если в X= N X N, � - фильтр на Х, являющийся 
произведением двух натуральных филыров �N ' т .  е .  
состоящий из всевозможных множеств вида А Х В ,  где 
А E %N ' В E �N ' q> - отображ�ние N X  N в топологич . 
nространство У : q> (n , т)= Упт Е У, n E N , т Е N , то П .  
отображения q> по  фильтру % в пространстве У совпада
ет с обычным П .  двойной nоследовательности {Упт }  в У. 

Пусть элементами множества Х являются , в свою оче
редь , множества х, сос.тоящие из какого-либо разбие-
ния •= {tд��� нек-рого отрезка [ а , Ь) ; a= t0 <t1 < . . .  < 
<t"_ 1  <t,.= Ь и каких-то точек �i E  [ ti - 1 • til , i= 1 , 2, . . .  , 
то есть 

х = {•; �1 • • • • ' �,.} . 
Пусть А fl (для любого ТJ >О) - подмножество множе

ства Х ,  состоящее из всех элементов х Е Х ,  у к-рых мел-
кости входнщих в них разбиений •= {t i }};:� меньше Т] ,  
т о  есть 

шах ( t i - ti - 1 ) < ТJ · i = l ,  2 ,  . . . • n 

Система 15= {А fl }  н вляется фильтром . Всякая действи
тельная функция /, определенная на отрезке [ а , Ь ) ,  
порождает отображение 'Р /  множества Х в числовую ось 
IR по формуле 

�р1 (х) = �1� f ( �; ) ( t ; - t i - 1 ) , х = (•; �1 . . . . , 6 ,.) , """ 1 = 1 
i = n  

"t = { t i }  i = O '  

Таким образом, q> j(x) является значением интегральной 
суммы Римава функции f , соответствующим элементу 
х Е Х . 

П .  отображения q> 1 в 1R по фильтру � совпадает с 
обычным П . интегральных сумм Римана функции f 
при условии, что мелкосm рассматриваемых разбие
ний стремятся к нулю. Это совпадение имеет место в 
том смысле, что оба П. одновременно существуют или 
нет , а если существуют,  то равны и являются зна
чениями интеграла Римава от функции f по отрезку 
[а, Ь) . 

П р е д е л о т о б р а ж е н и я т о п о л о г и ч е
с к и х  п р о с т р а н с т в п о  ф и  л ь т р у. Пусть 
Х и У - топологич . пространства, Ес:Х , � - фильтр 
на Е, q> - отображение Е в У. Точку Ь Е У паз .  п р  е
д е л о м  о т о б р а ж е н и я  q> в т о ч к е  а Е Х п о  
ф и  л ь т р у  %,  если а является П .  фильтра % , а Ь 
является П .  фильтра q> Ш) . В этом случае пишут 

Ь = limty q> (х ) .  
EcJIИ � (а) - база окрестностей в точке а , Е= 

= Х". {а }, а фильтр � состоит из  всевозможных <<nро
колотых окрестностей» и (а)". {а } точки а ,  U (а) Е �  (а) , 
то предел lim�; q> (х) совпадает с обычным пределом 
lim q> (х) отображения q> в точке а, то есть обобщает 
х-+а 
классическое определение П. отображения , сформули
рованное в терминах окрестностей. Непосредствениым 
обобщением понятия П. последовательности являет
ся П .  направленного множества в топологическом про
странстве , т .  е .  такого частично упорядоченного мно
жества,  у к-рого за каждыми двумя элементами име
ется следующий.  В терминах П .  по направленным 
множествам можно также сформулировать понятие П .  
отображения одного топологич . пространства в дру
гое (см . Напрамеппость, Сходимость) . 

П р е д е л  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и м н �  
ж е с т в .  Т о п о л о г и ч е с к и й п р е д е л .  Пусть 
А т п= 1 , 2 ,  . . .  , - множества топологич . пространства 
Х .  В е р х н и м т о п о л о г и ч е с к и м п р е д е-
л о м ft А "  последовательности {А ,. } паз .  множество 
точек х Е Х, каждая окрестность к-рых пересекается с 
бесконечным числом множеств А т а н и ж н и м т о
п о л о г и ч е с к и м п р е д е л о м !.!:_ А n - множе
ство точек , каждая окрестность к-рых содержит точки 
почти всех А п· Очевидно, _!! А ,.с:Гt А п · Если А =  
= lt A ,.= lt А т то последовательность {А п}  паз. схо
дящейся , а множество А ее топологическим П .  и пишут 
A = lt А ". Верхний и нижний топологические П. после
довательности являются замкнутыми множествами . 

Т е о р е т и к о-м н о ж е с т в е н н ы й п р е д е л . 
Имеется понятие П .  последовательности множеств , не 
связанное с топологией. Последовательность множеств 
A m n= 1 , 2, . . .  , паз . с х о д  я щ е й  с я, если сущест
вует такое множество А ,  называемое ее п р е д е л о м 
и обозначаемое 

A = lim А ,.,  
что каждая его точка принадлежит всем множествам 
А т начиная с нек-рого номера, и каждая точка из объе
динения всех множеств А ,., не принадлежащая А ,  со
держится лишь в конечном числе множеств А " .  Множе
ство А является П. последовательности {А п } тогда и 
только тогда, когда оно является однGвременно ее верх
пиж и пижпиж предело.м . 

Лит. :  [ 1 ] И л ъ и н в. А . ,  П о з  н я к Э. Г . , Основы мате
матического анализа, 3 изд. , ч. 1 ,  М . , 1 97 1 ;  [2] И л ъ и н В. А . , 
с а д о в н и ч и й в. А . , С е н д о в Б. Х . ,  Математический 
анаiiИз, М. , 1 97 9 ;  [З) Н у д р  я в ц е в Л. д . ,  Курс математи
ческого анализа, т. 1 -2 , М ,  1 981 ; [4] Н и н о л ъ с :к и й  С . 
М . ,  Курс математического анализа, 2 изд. , т. 1 ,  М . ,  1 9 7 5 ;  [ 5 ]  
Б у р б а к и Н. , Общая топологи11. Основные структуры, пер. 
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с франц. ,  2 изд . , М . ,  1 958 ;  [6] 3 а м а н с к и й  М. , Введение 
в современную алгебру и анализ ,  пер. с франц. ,  М. , 1 97 4 ;  (7 ] 
R е л л и д ж. д . ,  Общая топология, пер. с авгл. , 2 иэд. , 
М . , 1 98 1 ; [8] Х а  у с д о р ф Ф . ,  теория множеств, пер. с нем. , 
М . - Л. , 1 9 3 7 .  Л. Д. КудряtЩеll. 

ПРЕДЕЛЬНАЯ ТОЧКА м н о ж е с т в а - точка, 
в любой окрестности к-рой содержится по крайней 
мере одна точка данного множества , отличная от нее 
самой . Рассматриваемые множества и точка предпола
гаются принадлежащими век-рому топологич .  про
стравству. Множество , содержащее все свои П. т . , ваз . 
з а  м к и у т ы  м .  Совокупность всех П .  т .  множества 
М паз . п р о и з в о д н ы м м н о ж е с т в о м и обо
значается М' . Если рассматриваемое топологич . про
странство Х удовлетворяет первой аксиоме отделимости 
(для любых двух его точек х и у существует окрестность 
U (х) , не содержащая точку у) , то каждая окрестность П . т. нек-рого множества Мс:. Х содержит бесконеч
но много точек этого множества и производвое мно
жество М' - замкнуто . Всякая пр ипосповепия точпа 
множества М является либо его П .  т . , либо изолиро
ванной . 

Лит. : [ 1 ]  А л е к с а в д р  о в П. С. Введение в теорию 
множеств и общую топологию, М. , 1 97 7 ;  [2) Х а  у с д о р ф Ф. , 
Теория множеств , пер . с нем. , М. - Л . ,  1 9 37 .  

Л .  Д.  Rудряв�ев. 
ПРЕДЕЛЬНАЯ ТОЧ КА т р а е  к т о р и  и {/ х }  

д и н а м и ч е с к о й с и с т е м ы tt - точка 

х = а; 

(а-п р е д е л ь в а я т о ч к а) или 

xro = lim / "-х 
k -+ QD 

( 1 )  

(2) 

( w-п р е  д е л ь  н а я т о ч к а) ,  где {t�e },  k E I\.I , - по
следовательность такая , что t k ----+ - оо при k ---... оо 
в ( 1 )  или t ,.. -----.. + оо при k ----+ оо в (2) и пределы ( 1 ) 
или (2) существуют . 

Для траектории {ftx } динамич . системы tt (или , иначе , 
f (t ,  х) , см . [ 1 ] )  а-П . т .  lw-П . т . ) - то же , что w-П . т . 
(а-П . т . )  траектории {1- lx }  динамич. системы t- t (сис
темы с обращением времени) . Множество Ох (А х)  всех 
w-П . т . (а-П . т . ) траектории {ftx }  ваз . w-п р е  д е л ь
в ы и (а-п р е д е л ь в ы  м) м и о ж е с т в о м этой 
траектории. 

Лит. : ( 1 ] Н е м ы  ц к  и й В. В . , С т е п  а н о в В . В . , 
Rачествеввая теория дифференциальных уравнений, 2 изд. , 
м . , 1 949 .  в . м .  МUN&wжщихов. 

ПРЕДЕЛЬНОГО ПОГ ЛОЩЕНИЯ ПРИНЦИП -
способ однозначного выделения решений уравнений , 
авалогичных Гельмгольца уравпепию, с помощью введе
ния бесконечно малого поглощевия . Математич. смысл 
П . п. п. состоит в следующем. Пусть О - веограничен
ная область в IR.n , Р - самосопряженвый оператор в 
L2(Q) , задаваемый дифференциальным выражением 
Р ( х, д� ) , х Е О , и однородными граничными условия
ми на дО , Л. - точка непрерывного спектра оператора 
Р. Тогда при е�О уравнение 

Ри8 = (Л. + ie) и2 + !  
однозначно разрешимо в L2(0) и в век-рых случаях мож
но выделить решения и=и± уравнения 

Ри = Л.и + f 
с помощью предельного перехода 

"'± = lim и2 • 
е -+ ± о 

При этом предполагается , что f имеет компактный но
ситель, а сходимость и8 -+ и± при е -+ ± О  понимается 
в смысле L2(0 ' ) ,  где О ' - произвольпая ограниченная 
область в О .  Так как Л. - точка спектра оператора Р ,  

то указанный предел в L2(Q) ,  вообще говоря , не сущест
вует .  

Впервые П .  п .  п .  был сформулирован для уравнения 
Гельмгольца в IR.3 (см . [ 1 ] ) :  

(� + k2) и = - f , 0 = 1R 2 , 
Р = - � . Л = - k2 < О . 

Выделяемые с помощью этого принципа решения и± 
соответствуют расходящимся или сходящимся волвам 
и удовлетворяют ивлучгпия условию на бесконечности . 
Эти результаты были перенесены (см . [ 2] ,  [3] )  на эллип
тические краевые задачи во внешности ограниченвой 
области в Rn для оператора 

Р (х, д�) = -�� . _  д: ( akj д= . ) + q (х) ,  (* )  к ,  1 - 1 k 1 
где коэффициенты akj(x) достаточно быстро стремятся к 
константаи пра l x l -+ оо . Для справедливости П .  п. п .  
в этом случае веобходамо требовать , чтобы А. не  было 
собственным значением оператора Р или f была ортого
налыJа собствеввым функциям . Теорема Като (см . [ 3 ] )  
дает достато'UIЬiе услОIIИЯ отсутст11ия собственных зна
чений на вепрерывно1о1 спектре оnератора Р= - �+ q (х) . 
Такая теорема получена для оператора (*) (см .  [ 3 ] ) .  
П .  u .  п .  обоснован для век-рЬIХ областей с некомпакт
вой границей (см . [3 ] , [ 4] ) .  

П .  п .  п .  и соответствующие условия излучевая пай
девы для уравнений любого порядка и систем уравнений 
(см . [5 ] , [ 6 ] ) ; они состоят в следующем.Пусть Р ( i :х) -
эллиптический (или гипоэллиптический) оператор, удо
влетворяющий условиям: 1 ) многочлен Р (а) имеет дей
ствительные ноэффициенты , 2) поверхность Р (а)= О ,  а Е IR.n , распадается но  х-связвых гладких поверхно
стей S 1 с отличной от нуля кривизной , 3) grad Р (о)�О 
на Si . Пусть на s1 заданы ориентации , т . е .  независимо 
для каждой поверхности выбраны направления норма-
ли v. Пусть w= &i , a;= aj(w) - точка на Si , в к-рой v 
и w имеют одинаковые направления , и f.LJ(w)= (aj(w) ,  
w) . Тогда функция и (х) удо11летворяет условиям излу
чения , если она представима в виде 

и = �;
;; 1 

и j (х) , иj
= О  (r< 1 - n)/2 ) , 

ди . а: - if-'.J (W) Uj= o ,( r < 1 - n)/ 2 ) , r ----->- оо .  

Эти условия: выделяют единствеиное решение уравпе-
НИЯ 

P ( i :x ) и = f ,  x E IR.n ,  

для любой функции f с компактным носителем. П .  п .  п .  
для этого уравнения заключается в том , что это же 
решение получается в пределе IIPИ е -+ +О из одно
значного определяемого решения и8 (х) Е L2 (IR.n ) эл
липтич. уравнения 

Р ( i :х) и е + ieQ ( i :х ) и8 = f , 

где Q (а) имеет действительные коэффициенты и Q (a)=F 

,.е О на S 1 • В зависимости от набора sign Q (а) , 1 �j �х . 
о е s j 

в пределе получаются решения с условиями излуче
ния , соответствующими той или иной ориентации по
верхностей S 1• Этот припцип обосновав для уравнений 
и систем любоrо порядка с перемеввыми коэффициен
тами во внешности ограниченной области (см. [5 ] ,  
[ 6] ) ,  а также в случае невыпуклых Si;  для этих урав
нений имеется и теорема единственности типа Като . 
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Лит. :  [ 1 ] И г н а т о в с к и й В. С . ,  <<Ann. Phys.», 1905 , 
Bd 1 8 ,  .м 1 3 ,  S. 495-522;  [2] П о в з н е р  А. Я. , в:Матем. сб.», 
1 9 53 ,  т .  32 ,  .М 1 ,  с. 1 09-56 ;  [3] Э й  д у с ,!];.  м. , "Успехи ма
тем. наую>, 1 969 ,  т. 2 4 ,  в. 3, с. 9 1 - 1 56 ;  [4] С в е m н и к о в 
А .  Г. , <<Докл. АН СССР», 1 95 1 , т. 80 ,  .Ni 3, с. 345-47; [5] В а й н
б е р г Б.  Р. , « Успехи матем. наую>, 1 9 66 ,  т. 2 1 ,  в.  3J с. 1 1 5-94 ; 
[6 ] е г о ж е, «Матем. сб. » , 1 968 ,  т. 7 5 ,  .М 3, с. 4:>4-8�. Б. Р. Ваин.берг.  

ПРЕДЕЛЬНОЕ МНОЖЕСТВО С (/, :0 ; S) функции 1 (z) : G - Q ,  определенной в области G_s:C со значе-
ниями на сфере Римава Q ,  в точке :0 Е G по множест
ву Sc::. G, z0 E S, - множество значений а Е Q ,  для к-рых 
существуют такие последовательности точек {zп },zn Е S ,  
п= 1 ,  2 ,  . . . ; lim zn= z0 ,  что 

n ..... ao 

lim f ( z п) = а .  n ..... ao 

Каждое значение а Е С (/, �о ;  S) ваз .  п р  е д е л ь н ы  м 
з н а ч е н и е м функции f в точке z��, по мн�жеству S .  
Теория П .  м . - это раздел теории �рункции, в кото
ром граничные свойства функций ивучаю�.ся в терми
нах топологических и метрических своиств различ
ных п .  м. 

Если в качестве множества S взята вся область G, 
то получается п о л в о е п р е д е л ь н о е м н о
ж е с т в о  С (/, z0 ; G)= C (f ,  z0 ) ;  в случаях строгого 
включения Sc::.G соответствующие П .  м .  С (/, �о ; S) 
иногда ваз. ч а с т в ы  м и. Полное П .  м. С (/, z0) всегда замкнуто ; если функция f непрерыв:!а на мно-
жестве S ,  локально связном в точке Zo Е S ,  то П .  м .  
С (/, z0 ; S) либо вырождевное , т .  е .  состоит из одной 
точки , либо является невырожденным континуумом. 
Е сли П .  м. С (/ , z0 ; S) совпадает с Q ,  то оно ваз . т о
т а л ь в ы  м П .  м. Значение a E Q  принадлежит м в о
ж е с т в у п о в т о р я ю щ и х с я  з н а ч е н и й  
R (/, z0 ;  S) функции f в точке z0 по множеству S ,  если 
существует такая последовательность точек {zп } , zn Е S ,  
n= 1 ,  2 ,  . . .  , l i m  zn= ZcJ,  что a=l (sп) , n= 1 ,  2 ,  . . . . 

n ..... "" 
Всеrда R (/, z0 ; S)c::. C (f, �о ; S) .  Если для нек-рого 
а Е О  в области G существует путь 1:._ :  z= z (t) , O <::t<1 , 
оканчивающийся в точке z0 ,  z0 E G,  lim z (t) = z0 , и 

t ..... 1 
такой , что lim 1 (z (t) ) = a ,  то а ваз. асимптотичес�еим 

t ..... 1 
апачепием функции f в точке z0 (вдоль пути L) . А с и м
п т о т и ч е с  к о е м н о ж е с т в о А (/, z0 ;  G) -
это совокупиость всех асимптотич . значений f в точ
ке z0 • Понятие П .  м. было впервые явно сформулировано 
П .  Певлеве в 1 895 (под названием «область неопреде
левности� . см. [ 1 ] )  в связи с изуч�нием поведения ава
литич . функции вблизи ее особои точки и классифи
кацией особенностей таких функций . С тех пор в тео
рии П .  м. изучаются в основном три геометрически про
стейших случая: а) z0 - изолированная точка грани
цы FrG или внутренняя точка G; б) G= D = { l z l  <1 } -
единичный круг или, вообще ,  век-рая жорданона об
ласть , а z0 - точка границы UГ= FrD ; в) граница Е= 
= FrG есть всюду разрыввыи комиакт на плоскости 
(т . е .  вполне весвязвый компакт, не содержащий ни
какого невырожденного континуума) и Zo Е Е . Ряд 
классич. результатов теории аналитич. функций до
пускает формулировку в терминах П .  � · Напр . ,  Со
хоцкого теорема в несколько усиленпои форме: если 
z0 - изолированная точка всюду разрывного ком
иакта Ec::.G и / (z ) - мераморфная функция на G"-..E,  
то П.  м .  С (/, z0 ;  G"-..E) либо вырожденное , либо то
тальное . Дополнительно к этому Пикара теорема 
утверждает , что в сл учае , когда С (/, z0 ;  G"-..E) тоталь
но, т. е . когда z0 - существеппо особая точка , мно
жество CR (!, z0 ;  G"-..E )= 0"-..R (!, z0 ; Q"-..E) содержит 

не более двух различных значений.  В этом же случае 
CR (/, z0 ; G"-..E)  с::. А (j , zo ; G"-..E) 

(Иверсепа теорема) . u 
Основной из результатов , касающиися теор�и 

поведения мераморфных функций вблизи «тощеш> 
границы (т е о р и и П е н л е в е) , состоит в следуi?
щем (см . 1 1 ] ,  [ 2] ) :  если множество Ec::. G имеет линеи
ную хаусдорфову меру нуль, I.L (Е) =  �.t1 (�)=0, и функ
ция j мераморфна в С". Е, то в каждои точке Zo Е Е 
П .  м. С (/, z0 ; Q"-..E) либо вырожденное , либо тоталь
ное · более того в первом случае f мераморфна и в точ
ке �0 • Таким образом, точка z0 E E , в к-рой П.: м . С (/,; �о; Q"-..E) вырожденное , является устранимои особои 
точкой функции j; изучение устранимых множеств 
различных классов функций можно рассматривать 
как раздел теории П .  м .  

Важным усилением теоремы Пикара является т е о
р е м а Г о л у б е в а :  если Ec::.G, I.L (Е ) = О и 1 мера
морфна в Q"-..E ,  то в любой сущес.твенно особой точке 
�о Е Е  множество CR (/, z0; G"-..E)  имеет апалитичес
кую емкость нуль (и , следовательно , плоскую меру 
�.t2  (CR )= O) .  u Началом теории П .  м. в случае вепрерывкои гра
ницы можно считать работу П. Фату (Р. Fatou ,  1 906) 
о граничных значениях функций f (z ) ,  голаморфных 
в единичном круге D =  {i zl <1 }. Е сли такая функция f 
ограничена в D ,  то почти всюду (в смысле меры Лебе
га) на окружности Г= { i z l = 1 } она имеет радиальные 
и угловые граничные значения (т е о р е  м а Ф а т у) . 
Для произвольной точки �= е'е Е Г пусть h (� ,  ер) 
обозначает хорду круга D ,  оканчивающуюся в � и 
образующую с радиусом, проведеиным в эту точку,  
угол раствора ер , -nl2 <ep <nl2 .  UИ пусть 11 ( � .  ер1 , 
ер2) - угловая область с вершикои � Е  Г ,  состоящая 
из всех точек круга D ,  заключенных между двумя хор
дами 

h (� . ер1) и h (� . ер2) , - nj2 < ер1 < ер2 < n/2 .  

Точку � Е Г н аз . т о ч к о й Ф а т у и относят к мно
жеств у F (/) , если объединение 

U С (/, �; 11 (� . ер1 , ер2) ) 

по всем угловым областям 11 ( � .  ер1 , ер2) состоит из 
единственного значения f (ei6) , ваз . у г л о в ы м г р а
н и ч н ы м з н а ч е н и е  м функции f в точке �. 
Иная формулировка теоремы Фату состоит в том, что 
для ограниченной голоморфной в круге D функции 1 
справедливо разложение Г= F (/) U Е ,  mes Е= О .  Резуль
тат дополняется т е о р е м о й е д и н с т в е н в о с т и 
Ф .  и м .  Р и с  с о в (1 916) : если f голоморфна и ог
раничена в круге D и на век-ром множестве Mc::. F (/) , 
mes м >0,  имеет угловое граничное значение f (� )= а ,  
� Е М , т о  f ( z)=sa . Это утверждение было независимо 
доказано Н .  Н .  Лузиным и И. И .  Приваловым (1919) , 
к-рые существенво распространили его также на слу
чай произвольных мероморфвых функций . В том же 
году Н . Н .  Лузин и И .  И .  Привалов опубликовали 
г р а н и ч н у ю  т е о р е м у  е д и н с т в е н н о � т и для случая радиальных граничных значении� 
если голоморфпая в D функция f на множест�е М второи 
категории и метрически плотном ва век-рои дуге ус::. Г 
имеет одно и то �е рад�альное г.�авичное значение 
а Е О , то есть I1m l (ret6)= a ,  et Е М, то j (z)=a . 

r_. 1 
В 1936 И .  И .  Привалов отметил , что утверждение 1 (z) = const остается в ,силе и в том случае ,  когда зна
чения at = lim f (rei6) не обязательно одинаковы в точ-

r ..... 1 
ках �= ei6 E M ,  но принадлежат век-рому множеству 
(логарифмической) емкости нуль. Основная идея и 
элементы доказательства теорем Лузива - Прива-
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u с и. �; л� ) лова применимы и в общем случае непрерывных отоб
ражений f круга D ,  что и было позднее использовано 
во многих работах .  

Точку � Е  Г= { l z l = 1 }  ваз . т о ч к о  й П л е с  н е р а 
и относят к множеству 1 (!) ,  если пересечение 

n с u. �; � ( � . (jJ1 , (jJ2> >  
по  всем угловым обJi астям � ( ь , <р1 1 <р2) с вершиной ь 
совпадает с Q . В 1 927 А .  И .  Плесвер доказал , что для 
любой мераморфной в круге D функции f почти все 
точки окружности Г принадлежат либо F (/) ,  либо 
/ (!) , то есть Г= F (f) U l (f) U E , mes E= O .  Точку ь Е Г 
ваз . т о ч к о  й М е й е р а и относят к множеству 
М (/) ,  если С (/, �; D )=I=Q и пересечение хордальных 
п . м. n с (/, �; h ( � . <р)) по всем хордам , проведеиным 
в точку � . совпадает с С (f, �; D ) .  К .  Мейер (К . Meier, 
1 961 )  установил следующий аналог теоремы Плесвера 
в терминах категории по Бэру: если f мераморфна 
в D , то все точки окружности Г, за возможным исклю
чением множества Е первой категории , принадлежат 
объединению М (f) U 1 (/) . Получено уточнение теоремы 
Мейера ,  согласно к-рому Е есть множество первой 
категории и типа Fa (см . [ 1 2] - [ 14] , где получены 
усиления теорем Плесвера и Мейера , а также даны 
обращение теоремы Мейера и характеризация мно
жества М (/)) . 

Работа П .  Фату послужила первоначальным толч
ком к развитию фундаментальных исследований гра
ничных свойств аналитич . функций . Исследования Ф . 
и М .  Риссов, Н . Н .  Лузина , И .  И .  Привалова , Р .  Не
ванлинны (R . Nevanlinna) , А .  И. Плеснера , В. И .  Смир
нова и др . проводились независимо от идей П. Пенлеве , 
и для них характерно использование методов , связан
ных с теорией меры и теорией интегрирования , с по
нятием :категории по Бэру (см . [4] - [9] ) .  

Основным объектом исследований Ф . И версена 
(F . I versen) и В .  Гросса (W.  Gross) были также меро
морфвые функции f в области D с жордановой грани
цей Г= Fr D . В произвольной точке �о Е Г г р а в и ч
н о е п р е д е л ь н о е м н о ж е с т в о С (/, �; Г) 
определяется следующим образом: если М, обозна
чает замыкание объединения U С (! , � ; D)  по всем точ-
ка м 

� E (Г"'-.{ �o} ) U { / z - �o / < r} , 
·ro С (/, �;  Г)= П r> 0 М , . Одна из основных теорем . 
полученных независимо Ф .  Иверееком и В .  Гроссом, 
утверждает , что при указанных условиях в каждой 
точке �о Е Г множество 

Ci (! , �о ; D) = C (f , �о ; D)"-._.C (!, ьо ;  Г) 
открыто и все значения a E Ci (f, �0 ; D ) ,  за возможными 
двумя исключениями ,  принадлежат множеству по
вторяющихся значений R (! , �0 ; D ) ; кроме того , каж
дое ис"лючительпое апачепие (если таковые сущест
вуют) является асимптотич . значением функции f 
в точке �0 • 

Исследования Ф .  Иверсена и В .  Гросса получили 
свое дальнейшее развитие в работах А. Бёрлинrа 
(А .  Beurlirog) ,  В .  Зайделя (W .  Seidel , он и ввел тер
мин «П . м . » в 1932) и др .  (см . [ 5 ] - [ 9] ) .  Рассмат
ривались в основном случаи , когда �о принадлежит 
пек-рому «малому» множеству Е точек границы Г 
нулевой линейной меры или нулевой емкости , и изу
чалось П .  м. С (! , �0 ;  f"'-.E),  определяемое аналогич
но множеству С (f , �; Г) .  В этих исследованиях ис
пользовались и методы теории потенциала . 

Новейшие результаты в этом направлении сформу
лированы ниже для случая круга D = { l z l <1 }. П усть 
фиксировано множество Е на дуге у границы Г= { l z l = 
= 1 }, шеs Е = О , �о Е Е . К аждой точке � Е у"'-. Е от
несем жор.rrанову дугу А� cD , оканчивающуюся в � .  

Пусть м; - замынаиве объединения 
по всем точкам 

� Е (у"'-.Е) П { / z - �o / < r } 

и пусть С* (! , ьо .  Г"'-.Е) = П , > ом; . 
Тогда множество 

S (�0) = С (f ,  �0 ; D)"'-.C* (f ,  �0 ;  Г"'-.Е) 
открыто , множество S ( �0)"'-.R (/, �0 ; D ) имеет емкость 
нуль, а каждое значение а Е S ( �0)"'-.R (!, �0 ;  D) яв
ляется асимптотическим значением функции f либо в 
точке �0, либо в каж�ой точке нек.-рой �следователь
кости {�п } , �п Е Г ,  n- 1 , 2, . . .  , l1m �п- �о · Если ем-

n-+ ех> 
кость Е равна нулю, то для каждой связной компонен
ты Sk (�0) ,  k= 1 , 2, . . .  , множества S (�0) множество 
Sk (�0)"-._.R (f, �; D ) состоит самое большее из двух раз
личных значений. 

С помощью пор:мальпых семейств была доказава 
т е о р е м а Л и н д е л ё ф а: если голоморфпая функ
ция f ограничена в круге D и имеет асимптотич. зна
чение а в точке ьо Е Г , то она имеет в этой же точке 
значение а и в качестве углового граничного значе
ния . Нормальность семейства F= {/ (z) } мераморфных 
функций / (z) в области G можно характеризовать 
в терминах т. в. с ф е р и ч е с к о й  п р о и з в о д
н о й  

1 !' (z) 1 p (f ( z ) )  = 
1 + 1 / (z) 1 2 

. 

Именно , семейство F нормально тогда и только тогда , 
когда сферич. производвые p(f(z ) ) , / E F ,  равномерно 
ограничены внутри G, т. е. для любого комиакта KcG 
можно указать такую постоянную С= С (К) ,  что 

p (f (z ) ) � C (K) ,  z E K , ! E F . 
Однако наиболее важный вклад нормальных се

мейств в теорию П. м. формулируется при помощи 
понятия нормальной функции . Мероморфная в одно
связной области G функция f (z.) ваз .  и о р м а л ь
н о й  ф у н к ц и е й  в G, если нормально семейство 
{/ (S (z)) } ,  где S пробегает семейство всех конформных 
автоморфизмов области G;  f (z) нормальва в много
связной области G, если она нормальна на универсаль
ной накрывающей поверхности G. Мераморфная функ
ция / (z) в круге D =  { l z l  <1 } нормальна тогда и только 
тогда ,  когда существует константа С= С (/) ,  О <С <ОС) , 
такая , что 

1 1 1 dz 1 р (/ (z) )  dz � С т=тzт> . 
Здесь левая часть есть элемент длины в т .  и. хордаль
ной метрике на сфере Римава Q для отображения 
w= f (z) , а стоящее в правой части выражение da (z)= 
= l dz l / (1 - l z l 2) есть элемент длины в гиперболич. 
метрике круга D .  Ограниченные голоморфвые функции 
и мероморфные функции , не прииимающие трех раз
личных значений, являются нормальными функциями, 
и нек-рые свойства функций названных классов пере
носятся на произвольвые нормальные функции. Напр . ,  
для произвольной нормальной функции справедливо 
утверждение теоремы Линделёфа . Класс всех нор
мальных мераморфных функций в круге D имеет 
век-рое сходство с классом ограпичеппого вида фуп"ций .  
Однако имеются и существеиные различия . Напр . ,  
существуют нормальные мераморфные функции без 
асимптотич. значений , а следовательно и без радиаль
ных граничных значений, чего не может быть для 
функций ограниченного вида . Важные исследования 
асимптотич . значений были проведены Дж. Мак
Лейном ( G .  R .  M ac Lane , см . [ 7 ] ,  [9 ] ) . Теория Мак
Лейна позвоJшла получить новые доказательства ив-
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вестных ранее свойств нормальных функций; так , 
напр . ,  множество точек � Е  Г ,  в к-рых нормальная голо
морфиал функция f (z) имеет асимnтотич. значение ,  а 
следовательно и угловое граничное значение , плотно 
на Г . 

С понлтием нормальности тесно свлз.ано распреде
ление значений мероморфных функций . Последова
тельность {zп } точек zn единичного круга D , lim l zп l  = 1 ,  

'J t---+ 00 
наз. Р-п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю ДJIЯ меро
морфной функции f (z) в D , если для любой ее беско
нечной подпоследовательности {z } и для любого 

nk 
в >О множество 

Q""'R (t ,  z; u ;=l { z E D : a (z , z п1) < в}) 

состоит самое большее из двух значений . Покааано , 
что f обладает хотя бы одной Р-последовательностью 
в том и только в том случае , если 

lim sup q , ( z) = + oo ,  q1 (z ) = ( 1 - J z l2) p (f (z ) ) .  
1 z 1 ..... 1 

Таким образом, распределение значений мероморфной 
функции f (z) связано со строением П .  м. непрерывной 
функции q1 (z) . 

Существенные продвижения имеютел в теории П .  м .  
общих отображений f :  D - Q ,  D = { l z l  <1 } .  Так, еще 
в 1955 была доказана т е о р е м а о т о ч к а х 
н е о п р е д е л е н н о с т и : для произвольного отоб
ражения f : D - Q точки � Е Г , в к-рые можно про
вести две непрерывные кривые L� и L� такиР., что 

С (! , � ; L�) f: С (! , � ; L�) , 
образуют самое большее счетное множество . Т е о
р е м а м а к с и м а л ь н о с т и Н: о л л и н г в у
д а : пусть L0 - произвольвый континуум в круге D 
такой, что L0 П Г= {z= 1 }, и пусть континуум Lв полу
чаетел из L0 поворотом на угол е вокруг начала коор
динат; тогда для произвольного отображенил f : D -
- Q точки �= eiB Е Г ,  в к-рых 

С (! , �; L6) f: С (! , �; D) ,  
образуют множество первой категории на  Г .  Точку 
� Е Г относят к множеству С (!) ,  если П .  м . С (!, � ; D) 
совпадает с пересечением 

n с и ,  � ; !!. (� , QJ1 , QJ2))  
по всем угловым областям с вершиной � . Доказано [ 10] , 
что 

Г = С  (/) U E  
для произвольного отображения f :  D - Q ,  где Е 
множество типа Fa и первой категории . Обратно, для 
произвольного множества Е с Г типа F а и первой 
категории существует голоморфпал и ограниченпая 
в D функция f (z) ,  для к-рой Е= � С (!) . Множество 
С (!) является подмножеством множества К (!) , состол
щего из таких точек � Е Г, в к-рых 

с (! ' �; � (� , QJl ' QJ2)) = с  (! ' � ; � (� , QJ�, QJ�) ) 
для любых двух угловых областей � (� , QJ1 , QJ2) и � (� , 
QJ� ,  QJ�) . Пусть Ее Г и � Е  Г .  Для данного в >О пусть 
1· (� , в, Е) обозначает длину наибольшей открытой дуги 
па Г , лежащей в дуговой в-окрестности {eiB :  1 8-arg � � < 
<в } точки � и не имеющей общих точек с Е ;  если та
кой дуги нет, то полагают r ( � . в, Е) =  О.  Множество Е 
паз .  п о р  и с т ы  м на Г, если для любой точки � Е Е  

lim sup r (� . в ,  Е) > О; 
е -+  о 

а-п о р и с т о е м н о ж е с т в о есть объединение 
не более чем счетного числа пористых ъrножеств . Вся-

кое а-пористое множество есть множество первой кате
гории и линейной меры нуль.  Для произвольного 
отображения f : D - Q справедливо равенство Г= 
= К (!) U Е , где Е есть а-пористое множество типа Gtю · 
Обратно , для произвольного а-пористого множества 
Е существует голоморфпая и ограниченная в D фую\
ция f (z) , для к-рой � К (!) :::;Е . 

О теории П .  м. для функций многих комплексных 
переменных см . ,  напр . ,  [ 15 ] - [ 1 7] .  
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В .  И. Гаврилов , Е. Д. Соло.менцев . 
ПРЕДЕЛЬНОЕ МНОЖЕСТВО т р а е к т о р и и 

{ttx }  д и и а м и ч е с к о й  с и с т е м ы  tt- мно
жество А х всех а-предельных точ:ек (а-п р е  д е л ь
н о е м н о ж е с т в о) или множество Qx всех <и
предельных точек ( (J)-П р е д е л ь н о е м н о ж е с т
в о) этой траектории (см . Предельпая точ"а траекто
рии) . Для траектории {f1x } системы (или, иначе , f (t, х) ,  
см. [ 1 ] ) а-П . м .  (соответственно ffi-П . м . ) - то же ,  что 
(J)-П . м.  (соответственно а-П . м.) траектории {t - tx }  
динамич . системы t - t  (системы с обращением времени) . 
Поэтому свойства а-П .  м. аналогичны свойствам (J)
П . м .  

Множество Qx - замкнутое инвариантное множе
ство . Если Qx= .0" ,  то траектория {ftx } паз .  у х о д я
щ е й в п о л о ж и т е л ь н о м н а п р а в л е н и и ;  
если А х= .0" , то  траектория {!1х } паз . у х  о д л щ е й 
в о т р и ц а т е л ь н о 111 н а п р а в л е н и и ;  если 
Qx= A x= .0" , то траектория паз .  у х о д я щ е й . Если 
x E Qx, то точка х наз . п о л о ж и т е л ь н о  у с т о й
ч и в о й п о П у а с с о н у; если х Е А х • то точка х 
паз . о т р и  ц а т е л ь н о у с т о й  ч и в о й п о 
П у а с с о н у; если х Е Qх П А х , то точка х паз . у с
т о й ч и в о й  п о  П у а с с о н у. Если xf/:; Qx и 
Qx=f=.0" , то точка х паз . п о л о ж и т е л ь н о 
а с и м п т о т и ч е с к о й; если xff;; A x  и A x=l=.0" , 
то точка х паз . о т р и  ц а т е л ь  н о а с и м n т о
т и ч е с к о й . 

Если точка х положительно устойчива по Лагранжу 
(см . Устойчивость по Лаграпжу) , то Qx- венустое 
связное множество, 

l im d (ftx , Qx) = O 
t ..... + 00 

(где d (z, У) - расстояние от точки z до множества У) 
и в Qx найдется ре"уррептпая точ"а (траектория) . 
Если х - неподвижная точка,  то Qx= {х } . Если х -
периодич .  точка , то 

Qx = { Jfx} t e  lR = {Jfx} l e [ o ,  Т) • 
где Т - период. Если точка х положительно устой
чива по П уассону, но не неподвижная и не периодиче
ская, а метрич . пространство, на к-ром задана рас-
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сматриваемая динамич . система , полно , то в Qx всюду можно написать асимптотику при t --+  оо остатка О ( 1 )  
плотны точки, н е  принадлежащие траектории {jtx } . в (*) , а также получить асимптотику при t --+  оо ре-

Если динамич . система задана на плоскости авто- шений других нестационарных задач (см . [ 2) , [ 7 ] ) .  
помпой системой дифференциальных уравнений Указанные свойства Rд получены в [7 ]  для смешанных 

х = 1 (х ) , х Е IR. 2, f Е Cl задач во внешности ограниченпой области для урав
нений и систем любого порядка . 

(гладким векторным полем f (x) ) ,  точка х положительно 
устойчива по Лагранжу, но не периодическая и f (х) 
не обращается в нуль на множестве Qx (т . е .  мно
жество Q_., не содержит неподвижных точек) , то Qх
цикл , т .  е .  замкнутая кривая (траектория периодич. 
точки) , а траектория {ttx }  при t --+  + оо спиралевидно 
наматывается на этот цикл . У динамич . систем, за
данных па IR.n , п >2 ,  или на нек-рых двумерных по
верхностях, ющр. на торе , w-П . м. могут быть устроены 
иначе .  Напр . , у иррациональной обмотки тора (система 
Ч>= 1 ,  \tJ= J.t , где (ер ,  '1\J) (шоd 1 ) - циклич . координаты 
на торе Т2 , J.t - иррациональное число) множество 
Qx для всякой точки х = (ер,  '1\J) совпадает со всем то
ром. 

Лит . :  [ 1 ] Н е м ы  ц к  и й В. В. , С т е п а н о в в. В . ,  
Качественная теория дифференциальных уравнений, 2 изд. , М . - л . ,  1 9 49 ; [2] П о  н т р я г и н л . с . ,  Обыкновенные диф
ференциальные уравнения, 4 изд., М . ,  1 974 .  

В .  М. Мшr.л.иоищипов. 
ПРЕДЕЛЬНОЙ АМПЛИТУДЫ ПРИНЦИП - спо

соб однозначного выделения решений стационарных 
уравнений, описывающих установившиеся колебания, 
через предел при t --+ оо амплитуды решений соответ
ствующих нестационарных уравнений с нулевыми на
чальными данными и периодической по t правой частью 
вида f (x)e±i!JJt . Справедливость П .  а . п .  означает , что 
решение v (x , t) указанпой нестационарной задачи при 
t --+ оо имеет вид 

v (x, t ) = и ± (x) e ± iffit + o ( 1) ,  
где и± - решения стационарного уравнения . 

Впервые этот принцип был предложен (см. [ 1 ] ) для 
уравнения Гельмгольца в IR.n 

он выделяет те же решения этого уравнения , что и 
иалучепия условия и предельного поглощепия припцип .  
Справедливость П .  а .  п .  исследована : для уравнений 
2-го порядка с переменными коэффициентами во внеш
ности ограниченной области (см. [ 2 ] ,  [ 3] ) , уравнения 
Гельмгольца в нек-рых областях с пекомпактной гра
ницей (см. [ 3] ,  [4] ) ,  задачи Коши - Пуассона в полосе 
(см. [5) ) ,  нек-рых уравнений высокого порядка (см .  
[3] ,  [ 6] ) , смешанных задач во внешности ограниченной 
области для уравнений и систем любого порядка с 
переменными коэффициентами (см. [ 7] ) . В последнем 
случае условия излучения и принцип предельного 
ноглощения выделяют 2х , 1 < х < оо ,  решений стацио
нарного уравнения , а П. а п. дает два из них . "Указаны 
(см. [8] ) такие постановки П .  а. п . ,  к-рне позволяют 
получить все эти 2х решений. 

Для справедливости П .  а .  п .  необходимо , чтобы 
f (х) была ортогональна всем собственным функциям 
стационарной задачи .  Поэтому П .  а. п. не справедлив 
в ограниченной области . П усть Рл - оператор, к-рый 
соответствует зависящей полиномиально от спектраль
ного параметра А стационарной задаче , полученной из 
смешанной задачи для нестационарного уравнения 
заменой в уравнении и граничных условиях опера
тора дифференцирования iдlдt на параметр А .  Справед
ливость для оператора Р л , A= const , П .  а .  п .  связана 
с возможностью аналитич . продолжения ядра резоль
венты R л =Pi,1 на непрерывный спектр и гладкостыо 
по А этого продолжения (см . [ 3) , [ 7 ] ) . Если лдро Rл 
допускает аналитич .  продолжение через непрерывный 
спектр и имеет подходящие оценки при А --+ оо , то 

Лит.:  [ 1 ] Т и х  о н о в А. Н . ,  С а м а р  с к и й  А. А . ,  
« Ж .  эксперимент. и теоретич. физики», 1 948 , т.  1 8 ,  N, 2 ,  с .  243-
2 4 8 ;  [2) Л а д ы ж е н с к а я О .  А . , «Успехи матем. наую> ,  
1 957 ,  т.  1 2 ,  в .  3 ,  с. 1 6 1-64 ;  [3] Э й  д у с Д .  М. ,  там же,  1 969 , 
т . 24 ,  в. 3, с. 9 1-156 ;  [4] С в е m н и к о в А. Г. , <<Докл. АН 
СССР», 1 950 ,  т. 73 ,  JV, 5, с. 9 1 7-20 ;  [5] И с а к о в а Е .  Н . ,  
«Дифференциальные уравнению>, 1 970 , т.  6, М 1 ,  с. 56-7 1 ;  
[6] М и х  а й  л о в В. П. , «Тр. Матем. ин-та АН СССР>> ,  1 9 6 7 ,  
т.  9 1 ,  с .  1 00-12 ;  [7] В а й н б е р г  Б . Р . ,  «Успехи матем. 
наvк», 1 975 ,  т. 30,  в. 2 , с. 3-55 ;  [8] е г о ж е, <<Изв. ВУЗов. 
Математика>>, 1 974 ,  М 2 , с. 1 2-23. Б. Р. Вайнберг. 

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ т е о р и и в е р о я т
н о с т е й - общее название ряда теорем теории ве
роятностей, указывающих условия возникновения тех 
или иных закономерностей в результате действия 
большого числа случайных факторов . Первые П .  т . ,  
установленные Я .  Бернулли ( J . Bernoulli ,  17 13) и 
П .  Лапласом (Р .  L aplace , 1812) , относятся к распре
делению отклонений частоты J.tnlп появления нек-рого 
события Е при п независимых испытаниях от ero ве
роятности р ,  О <р <1 (точные формулировки см . в 
статьях Берпулли теорема, Лапласа теорема) . С .  Пу
ассон (S . Poisson , 1837) распространил эти теоремы на 
случай, когда вероятность Pk наступления события 
Е в k-м испытании может зависеть от k, описав предель
ное поведение при п --+ оо распределения отклонений 
частоты J.tпlп от среднего арифметического р=1... �nk р k 1t � =1 
вероятностей Pk • 1 ..;;:k.,;:п  (см . Пуассона теорема) .  
Если обозначить через Х k случайную величину, при
нимающую значение ,  равное единице при появлении 
события Е в k-м испытании , и значение , равное пулю 
при появлении противоположного события , J.tn можно 
представить в виде суммы 

что позволяет рассматривать перечисленные теоремы 
как частные случаи двух более общих утверждений, 
относящихся к суммам независимых случайных ве
личин - больших чисел aa�>ona и цептральпой пре
дмьпой теоремы (к-рые приводятся ниже в их клас
сич . формулировке) . 

Закон больших чисел . Пусть 
( 1 )  

- последовательность независимых случайных вели
чип , sn - сумма первых n из них: 

Sп = Х1 + Х2 + · · · + Х п , 

А n и В� - соответственно математич. ожидание 
An = Esn = E Xl + EX2 +  . . . + Е Хп 

и дисперсия 

B� = Dsп = DXl + DX2 +  . . . + DXn 

(2)  

суммы sn . Говорят , что последовательность (1 ) под
чиняется з а к о н у б о л ь ш и х ч и с е л ,  если при 
лiQбом в >О вероятность неравенства 

1 :n _ �n 1 > 0 

стремится .к нулю при п -+ оо . 
Широкие условия приложимости закона больших 

чисел найдены впервые П. Л. Чебышевым ( 1 867) и затем 
обобщены А .  А .  Марковым ( 1 906) .  Вопрос о необходи
мых и достаточных условиях приложимости закона 
больших чисел был окончательно решен А.  Н. Rошю-
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горовым ( 1928) . В случае , когда случайные величины 
Х" имеют одну и ту же функцию распределения , эти 
условия , как показал А. Я .  Хинчин ( 1 929) , сводятся к од
ному: величины Х n должны иметь конечные матема
тич . ожидания . 

Центральная предельная теорема. 
к последовательности ( 1 )  применима 
в а я п р е д е л ь в а я т е о р е м а ,  
бых z1 и z 2 вероятность веравевства 

z1B,. < s,.- A,. < z2B ,. 
имеет пределом при п - оо величину 

Ф ( z2) - Ф (zi) , 
где 

Говорят, что 
ц е н т р а л ь
если при лю-

Ф (z) = 1 (' z  e - x•t• dz V2n J - .., 
(см . Нормальное распределение) . Довольно общие до
статочные условия применимости центральной П .  т .  
были указаны П Л . Чебышевым ( 1887) , но в его до
казательстве обиаружились пробелы , восполненвые 
лишь позже А. А. Марковым ( 1898) . Решение вопроса ,  
близкое к окончательному, было получено А .  М .  Ля
nуновым ( 1 901 ) .  Точная формулировка т е о р е м  ы 
Л я п у н о в а такова:  пусть 

Ck = E  I Xk - EXk lнб , б > о ,  
Cn = cl + с2 +  . . . + с,. . 

Если отношение L,.= C,.Iв�+ fJ стремится к нулю при 
п - оо ,  то к последовательности (1 ) применима цент
ральная П .  т. Окончательное решение вопроса об ус
ловиях применимости центральной П. т .  получено 
в основных чертах С .  Н .  Бернштейном ( 1 926) и до
полнено В .  Феллером (W.  Feller, 1 935 ) . В условиях 
центральвой П т. относительная точность аппрокси
мации вероятности неравенства типа s,.-A ,. >z,.Bm 
где z" веограничевво растет вместе с п, величиной 
1-Ф (z") может быть весьма невысокой . Необходимые 
для повышения точности поправочные множители ука
зываются в п·. т. для вероятностей больших отклоне
ний (см. Больших отплоштий вероятности, Кра;мера 
теорема) .  Вслед за Г .  Крамером (Н . Cramer) и В. Фел
лером вопрос исследовался Ю . В .  Линником и др . 
Типичные результаты , отвосящиеся к этой области, 
легче всего пояснить на примере сумм (2) независи
мых одинаково распределенных случайных величии 
Х1,  • . ' . ,  Х" ,  . · _: с EXj= O  и DXj= 1 ;  в этом случае 
А ,.= О ,  В,.= Уп.  

Пусть, иапр. , рассматривается вероятность нера
вевства 

Эта вероятность равна 1 -F" (z") , где F" (z) - функция 
распределения величины s,.l у;;- и при фиксированных 
z,.= z и п - оо 

1 - F n (z) --+ 1 - Ф  (z) . (3) 

Если z" зависит от п , причем так , что z" - оо при 
п - оо ,  то 

1 - F" (z ,.) --+ 0 и 1 - Ф (z,.) ---+ 0 

и формула (3) становится бесполезной . Необходимы 
оценки для относительвой точиости аппроксимации, 
т. е .  для отношения 1 -F" (z") к 1 -Ф (z") . В част
ности, естественно возникает вопрос об условиях , при 
к-рых 

(4) 
длн z,. - оо .  

Соотношение (4)' может выполняться при любом ро
сте z" только при условии , что сами слагаемые имеют 
нормальвый закон (этот вывод верен уже при z" по 
порядку, больших Vn) .  Если же слагаемые не являются 
нормальными,  то это соотношение может выполняться 
лишь в определенных з о в а х ,  к-рые по порядку не 
иревосходят Vn. Наиболее «узкие» (логарифмиче, 
ского порядка) зоны получаются при условии конеч
ности определенного числа моментов . При этом в оп
ределенных условиях «регулярности» плотвости сла
гаемых можно проследить переход «нормальной» асим
птотики в степенную. Напр . ,  если плотность слагае
мых Xj равна 

2 
n ( 1 + 21) 1 1  

то равномерно по z при п - оо 

Р {�� z} ,..." 1 - Ф (z )  + 2_ -1- -1- • 
Vn З n Vn z • ' 

учитывая , что при z -+- оо 
1 - Ф ( z )  ,._ -1 - е - z'/2 

V2:rt z ' 

легко понять, при каких z имеет место (4) . Расширение 
зоны до степенной (вида па , а. <1/2) , требует условия 

1 х 1 4 �  Ее 
j 2iИl 

< оо 

(5) 

и совпадения одределенного (зависящего от а.) числа 
моментов Х j с соответственными моментами нормаль
ного распределения. Если же условие совпадения мо
ментов не выполнено , то отношение в левой части (4) 
описывается в терминах ряда Крамера (при так ваз . 
условии Крамера ,  см. Крамера теорема) или его на
чальных отрезков (при выполнении условий типа (5) ) . 

Оценки вероятностей больших отклонений исполь
зуются в математич.  статистике , статистич . физике 
и т. д .  

Из других направлений работ в области П .  т .  можно 
отметить следующие . 1) Начатые А .  А. Марковым и продолженвые 
С. Н .  Бернштейном и др . исследования условий при,:ложимости закона больших чисел и центральпои 
П .  т. к суммам зависимых случайных величин. 

2) Даже в случае последовательности одинаково 
распределеиных случайных величин можно указать 
простые примеры , когда «нормированные» (т. е. под
вергнутые какому-либо линейному преобразовавию) 
суммы (s,.-a,. )IЬ,. , где а" , Ь,. >О - постоянные,  имеют 
в пределе распределение , отличное от нормального 
(речь идет о вевырождеиных распределениях, т. е .  
распределениях , не сосредоточенных целиком в одной 
точке) (см .  Устойчивое распределение) .  В работах 
А. я .  Хинчина , Б .  В .  Гнеденко , П .  Леви (Р .  Levy) , 
В .  Дёблина (W . D oeЬlin) и др . полностью изучены 
как класс возмоЖНЬiх распределений для сумм веза
висимых случайных величин, так и условия сходи
мости распределений сумм к тому или иному предель
ному распределению (в схеме серий случайных вели
чин при условии асимптотичесl'ой пренебрегаемости 
слагаемых) (см .  Беггранично делимое распределение , 
Случайный процесс с неаависимыми приращениями) . 

3) Значительное внимание уделяется т .  в .  лоl'альны.м 
предельны;м, теорем ам . Пусть, вапр . ,  случайные ве
личины Х" принимают лишь целые значения . Тогда 
суммы s,. принимают также только целые значения 
и естественно поставить вопрос о предельном пове, 
дении вероятностей P" (m )  того, что s,.= т ,  где т 
целое . Простейшим примерам локальной П .  т. может 
спужить локальная теорема Лапласа . Другой тип ло-
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ка.uьных П .  т. описывает предельное распределение 
плотностей распределения сумм . 

4) П .  т. в их классич . постановке описывают пове
дение отдельной суммы s11 с возрастанием номера n .  

Д остаточно общие П .  т .  для вероятностей событий , 
зависящих сразу от нескольких сумм, получены впер
вые А .  Н . К олмогоровым ( 1931) . Так ,  напр . ,  из его 
результатов следует , что при весьма широких усло
виях вероятность неравенства 

шах J sн. J  < zBn l .,; k ..; n 
имеет пределом величину 

� � ао (-t)k _1_ е- (2 k +  I )' z•;в ;л' О ;л ""'"k= O 21<+ 1  ' z > . 

Наиболее общий способ доказательства подобных 
П .  т .- предельный переход от дискретных процессов к 
непрерывным . 

5) Перечисленные выше П .  т. относятел к суммам 
случайных величин .  П римером П . т. иного рода могут 
служить П .  т. для членов вариационного ряда . Эти 
П . т . подробно изучены Б. В .  Гнеденко, Н . В .  Смир
новым и др . 

6) Наконец ,  к П . т .  относят также и теоремы , уста
навливающие свойства последовательностей случай
ных величин , имеющие место с вероятностью, равной 
единице (см . ,  напр. , Больших чисел усиленный аапон, 
Павторнаго логарифма аапон) . 

О методах доказательства П .  т. см . в статьях Ха
раптеристичеспая фунпция ,  Распределений сходи
мость. 

Лит. :  [ 1 ] Г н е д е н к о Б .  В . , Н о л м о г о р о в  А . Н . ,  
Предельные распределения дЛЯ сумм независимых случайных 
величин , М . - Л. , 1 9Z.9 ;  [2] И б р а г и м  о в И. А . ,  Л и н
н и к Ю. В . ,  Независимые и стационарно связанные величины, 
М . ,  1 965 ; [3] П е т р  о в в. В . ,  Суммы независимых случайных 
величин,  М . ,  1 9 7 2 ;  [Z.] П р  о х  о р о в  Ю . В . ,  Р о з а н о в 
ю. А . ,  Теория вероятностей, 2 изд . ,  М . ,  1 97 3 . 

Ю. В. Прохоров. 
ПРЕДЕЛЬНЫЙ КОНУС в ы п у к л о й п о в е р х

н о с т и S - поверхность Р (S) конуса , образован
ного полупрлмыми, исходящими из пек-рой точки 
О Е S и принадлежащими выпуклому телу, ограничен
ному S . П. к. определен однозначно с точностью до 
параллельпого перепоса , зависящего от выбора точ
ки О .  Поплтие П. к. определяется и для нек-рых клас
сов невыпуклых поверхностей, напр . для т . н. сфери
чески однолистных седловых поверхностей . 

Лит. :  [1 ] П о г о р е л  о в А. В . ,  Внешняя геометрия вы-
пуклых поверхностей, М . ,  1 969.  М. и. Войцеховспий. 

ПРЕДЕЛЬНЫЙ ЦИКЛ - замкнутал траектория 
в фазовом пространстве автономной системы обыкно
венных дифференциальных уравнений, к-рал является 
а- или rо-предельным множеством (см. Предельное .мно
жество траектории) хотя бы для одной другой траек
тории этой системы. П. ц .  паз. о р б и т а л ъ н о 
у с т о й ч и в ы м, или у с т о й ч и в ы м, если для 
велкого е >О найдетел б >О такое , что все траектории, 
начинающиесл в «'1-окрестпости П. ц.  при t= O ,  не вы
ходят из его е-окрестности при t >O . П. ц.  соответст
вует периодич . решение системы, отличное от постоян
ного . Если оно устойчиво по Ляпунову, то П .  ц. ус
тойчив. Для того чтобы периодич. решению соответст
вовал устойчивый П .  ц. , достаточно , чтобы модули 
всех его .мультиплипаторов , кроме одного , были 
меньше единицы (см . Орбитальная устойчивость ,  А нд
ронова - Витта теорема) . С физич . точки зрения 
П .  ц. соответствует периодич . режиму, или автополе
банию , системы (см . [ 2] ) .  

Пусть автономная система 

x = f  (х) ,  
определенная в области uc vn , где yn _ дифферепци-

руемое многообразие ,  папр . vn= IRn,  имеет замкну
тую траекторию Г .  Проведем гиперповерхпость л ,  
иерееекающую Г трапевереально в точке р .  Тогда 
любая траектория системы, начинающалсл при t=O 
в точке с Е  Vсл ,  где V - достаточно малая окрест� 
н ость точки р ,  при увеличении t снова пересечет :n: 
в точке Т (с) . Диффеоморфизм Т : V -+ Т ( V) имеет 
неподвижную точку р и паз .  последования отображе
нием . Его свойства определяют nоведение траекторий 
системы в окрестности Г. П. ц. в отличие от произ
вольной замкнутой траектории всегда определяет 
отличное от тождественного отображение последова
пил . Если р - седловал точка диффеоморфизма Т, 
то П . ц . паз. П . ц .  с е д л о в о г о  т и п а . Система , 
имеющая П .  ц. седлового типа , может иметь гомокли
пич. кривую, т. е. траекторию, для к-рой П .  ц. яв
ляется одновременно как а- , так и rо-предельпым мно
жеством . 

В случае двумерной системы ('�-) ( Vn= IR2) в ка
честве л берут прямую и рассматривают функцию 
р :  р (с)= Т (с)-с , к-рал паэ . ф у н к ц и е й  п о  с л е
д о в а н и л. Кратность пуля с=р функции р паз.  
к р а т н о с  т ъ ю П. ц .  Предельный цикл четпой 
кратности паз .  п о  л у у с т о й  ч и в ы  м. П .  ц. вместе 
с точками покоя и сепаратриса.ми определяют качест
венную картипу поведения остальных траекторий 
(см . Пуанпаре - Вендипсона теория ,  а также [ 3 ] ,  
[ 4] ) .  П .  ц .  в случае аналитич. функций f (x) принадле
жит к одному из типов : 1) устойчивый , 2) пеустойчи
вый, т. е. устойчивый П .  ц. ,  если изменить направле
ние t на противоположное ,  3) полуустойчивый. Напр . ,  
система 

Х1 = -rox2 + f!X1 (х� + х� - 1 )k , 
х2 = rox1 + f!X2 (х� + x� - 1 ) k , 

где ro ;i: О, f!= const , k Е N , имеет при f-t <О (f! >О) и k 
нечетпом устойчивый (пеустойчивый) , а при k чет
ном - полуустойчивый П .  ц. кратности k; во всех 
этих случаях П. ц . является окружность x�+xi= 1 ,  
т .  е .  траектория решения 

x1 = cos (ro t + cp0) , x2 = sin (ro t + cp0) . 
Если система (*) задана па односвязной области Uc iR2, 
то П. ц .  окружает по крайней мере одну точку покоя 
этой системы . 

Для разыскания П .  ц. в системе 2-го порядка при
меняется метод, основанный па следующем утвержде
нии: если векторное поле f (х) направлено вовнутрь 
(вовне) кольцеобразпой области G и в G нет точек по
коя , то в G имеется хотя бы один устойчивый (неустой
чивый) П. ц. Выбор области G производител из фи
зич . соображений или результатов аналитических или 
численных расчетов . 

Лит. :  [ 1 ] ii о н т р л г и н Л. С . ,  Обыкновенные дифферен
циальные уравнения, Z. изд. , М . ,  1 97 z. ;  [2] А н д р о н о в А. А . ,  
В и т т А .  А . , Х а й  к и н С .  Э . ,  Теория колебаний, 2 изд. , 
М . ,  1 959 ;  [3 ] А н д р  о н о в А. А . ,  Л е о н т о в и ч Е. А . , 
Г о р д о н И. И. , М а й е р А. г. , Начественвал теория дина
мических систем второго порядка, М . , 1 966 ; [4] и х  ж е, Тео
:риц бифуркаций динамических систем на плоскости , М. , 1 9 6 7 ;  
15] П л и с с В А. , Нелокальные проблемы теории колебаний , 
М . - Л. , 1 961, , [6] М о и с е е в Н. Н . ,  Асимптотические методы 
нелинейной механи�<и ,  2 изд. , М . ,  1 98 1 .  Л. А. Черпас. 

ПРЕДИКАТ - функция, значениями к-рой являют
ел высказывания об п-ках объектов , представляющих 
значения аргументов; при п= 1 П. паз. «свойством>> , 
при n >1 - �отношением», единичные высказывания 
могут рассматриваться как пульместные П .  

Чтобы задать п-местный предикат Р (х1 , • • • , хп) ,  
следует указать множества D 1 ,  . . .  , Dn - области 
изменения п р е д м е т н ы х п е р е м е н в ы х 
х1 , • • •  , Xn, причем чаще всего рассматривают случай 
D1=D2= . . .  =Dn. С теоретико-множествеппой точки 
зрения П. определяется заданием подмножества М 
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в декартовом произведении D1 Х . . .  Х D n · При этом 
Р (а1, • • •  , ап) понимают как высказывание «упорядо
ченный набор (� • . . .  , ап) принадлежит М».  Синтак
сич.  задание п-местного П .  осуществляется указанием 
формулы логико-математич. языка ,  содержащей n 
свободных переменных .  Понятие П .  восходит к Арис
тотелю; аппарат оперирования с высказываниями, со
держащими в своем составе П . ,  разработан в матема
тич . логике (см . Логичесхие исчисл.ения, Предикатов 
исчисл.ение) . с. ю. Масмв. 

ПРЕДИКАТИВНОСТЬ - особый способ образования 
понятий, характеризующийся отсутствием �порочного 
круrа» в определениях: определяемый объект не дол
жен участвовать в своем собственном определении. 
Если язык, на к-ром даются определения, формалвво
ван, то П .  означает, как правило, что определяющая 
формула не должна содержать связанной переменной, 
в область изменения к-рой входит определяемый объект. 

Непредихативные определ.ения, наоборот, отлича
ются наличием в них такого «порочного круга» . Яв
ление непредикативности встречается также в нек-рых 
рассуждениях, когда в процессе обоснования пек-рая 
часть проводимого рассуждения сама рассматривается 
как объект рассуждения. Именно использование та
кого типа рассуждений является причиной появления 
семантич. антино.мий. Типичный пример - установле
ние противоречия в т. н. парадоксе лжеца: если некто 
утверждает - «я лгу» ,  то это утверждение не может 
быть истинным и не может быть ложным. 

В. Н. Гриши?t, А .  Г. Драгмин.. 
ПРЕДИ КАТПАЯ ПЕРЕМЕНПАЯ - переменная, 

значениями к-рой могут быть предихаты. При формаль
вом построении аксиоматич .  систем П .  п. отличаются 
от индивидных nepeJff,eнныx тем, что вместо них можно 
подетаилять формулы . Так, в исчислении предикатов 
2-й ступени, если в аксиоме 

vxcp (х) ....... 'Р (t ) 
х - предикатвал переменвал для п-местных предика
тов, то в качестве t можно взять любую формулу с n 
отмечеивыми перемениыми. При этом результатом 
подстаковки формулы t с отмеченными перемениыми 
z1 ,  • • •  , Zn вместо П .  п . х в атомарную формулу х (у1 , 
• • • , Уп) ,  где Yi • • • •  , Уп - индивидныв переменные , 
является формула t (y1/z1 , • • •  , Упlzп ) ,  получающаяся 
из t одновременной замевой свободных вхождений 
z1 , • • •  , Zn на у1 , • • •  , Yn соответственно. 

Лит. : (1 ] Ч ё р ч А. Введение в математическую логику, 
пер . с авrл. , м. , 1 9 6 0 ;  {2] Т а к е у 11' и Г. , теория доказа
тельств, пер . с анrл.йМё 1 978 . в. н. Гришин. 

ПРЕДИКАТНЫ.n ИМВОЛ, п р е д и к а т н а я 
б у к в а , - обозначение какого-либо конкретного пре
диката . Напр . ,  символом < часто обозначают отноше
ние порядка на действительных числах, являющееся 
двуместным предикатом . При формальном построении 
языка символы, отнесенные к категории предикатных, 
должны определенным образом использоваться для 
построения выражений языка . Именно, если Р есть 
п-местный П. с . ,  то среди синтаксич. правил образо
вания выражений формализованного языка должно 
быть правило: ((если t1 , • • • , tn - термы, то 
Р (t1 , . • •  , tп) - формула» . Таким образом, П .  с . син
таксически используются для образования формул, а 
семантически обозначают предикаты . 

Лит . :  [1 ] R л и н и С. R. ,  Введе1111е в метаматематину, 
пер. с анrл. , М . ,  1 9 5 7 ;  [2] Е р m о в Ю. Л. ,  П а  л ю
т и н Е. А . ,  Математичеснак логина , М. , 1 979 .  в .  н. Гришин. 

ПРЕДИКАТОВ ИСЧИСЛЕНИЕ формальная 
аксиоматич. теория� исчисление , предназначенное для 
описания логических ааконов , справедливых для любой 
неиустой области объектов с произвольными задаины
ми на этих объектах п р е д и к а т а м и (т. е ,  свой
ствами и отношениями) . 

'<C:i 1 9  Математичеснак энц . , т. !о 

Для формулировки П .  и .  следует вначале формулиро
вать точный л о г и к о - м а т е м а т и ч е с к и й 
я з ы к Q . В наиболее распространенном случае одно
сортных языков 1-го порядка такой язык содержит 
предметные переменныв х , у, z , . . .  , функциональные 
символы f, g, h, . . .  с различным количеством аргу
ментных мест и предикатвые символы (предикатные 
буквы) Р,  Q ,  R ,  . . . также с различным количеством 
аргументных мест . Ив переменных и функциональных 
символов конструируются т е р м ы языка,  содержа
тельно интерпретируемые как имена объектов исследо
вания теории . Далее , если Р есть п-местный предикат
ный символ языка Q , n;;;;a,O , а t1 , • • •  , tn - термы, то 
Р (t1 , • • •  , tп ) есть, по определению, а т о и а р  н а я 
(э л е  м е н т а р н а я) ф о р  м у л а языка Q . Содер
жательно Р (t1 , • • •  , tп) означает , что истпиво выска
зывание , гласящее, что объекты t1 , • • •  , tn связаны 
отношением Р .  

Ив атомарных формул с помощью пропоаиционал.ьных 
свяаоrс и rсванторов конструируются формулы языка . 
Обычный набор связок и кванторов в классическом и 
интуиционистском П .  и .  таков: & или л (конъюнкция , 
«и») , V (дизъюнкция, перааделительное «или») , -+ или 
:=> (импликация, «влечет», «если . . .  , то») , l (отрицание , 
«Не>>) , V (квантор «ДЛЯ всех») , 3 (квантор «существует») . 
Соответственно неэлементарные формулы этих исчис
лений имеют вид (q> Л -ф) ,  (q> Vф) , (ср:=>ф) , l cp , Vxq> , 
3xq> . Вхождение переменвой х в формулу ср паз . 
с в я з а н н ы м, если х входит в часть ер вида 3xq> 
'ИЛИ Vхф . Остальные вхождения х в q> пав. с в о б о д
н ы м и. Переменпая х пав .  п а р а м е т р о м q> ,  
если найдется хотя б ы  одно свободное вхождение х в 
ср . Интуитивно говоря, формула с параметрами выра
жает пек-рое условие, к-рое превращается в конкрет
ное высказывание, если задать м о д е л ь и с ч и е л е
н и я, т. е. выбрать нек-рую непустую область объек
тов исследования и приписать предикатвыи символам 
п р е  д и к а т ы  (т. е. отношения на области объектов) ,  
а параметрам приписать в качестве значений определен
ные объекты . 

П .  и. задается с помощью аксиом и правил вывода . 
Напр . ,  одна из обычных формупиропок к п а  с с и ч е
с к о г о и с ч и с л е н и я п р е д и к а т о в содер
жит следующие аксиомы: 

1 .  (q> => ('Ф => ер) ) , 
2 .  ( (ср => ('Ф => 11) )  => ( (ср => 'Ф) => (ер => 11) ) ) , 
3 . ( (ср л 'Ф) => q>) ,  
4. ( (ср л 'Ф) => 'Ф) ' 
5. (q> => ('Ф => (q> л 'Ф) ) ) ,  
6 . ( (ср => 11) => ( ('lj) ::::> 11) => ( (ср v 'Ф)  => Т]) ) ) ,  
7 . ( q>  => ( q>  v 'Ф) ) ,  
8 .  ('Ф => (q> v 'Ф) ) , 
9. п 'Р => (q> => 'Ф)) ' 

10. ( (ср => 'Ф) => ( (ср:=> l 'Ф) => l q>) ) ' 
1 1 . (q> v l !J>) ,  
12 .  (Vxq> :=> q> (х 1 t ) ) , 
13 .  (q> (х 1 t) :=> зхср) , 
1 4 .  (Vx (q>=>'Ф) :=> (q> => Vx'lj)) ) , 
1 5 .  (Vx ('Ф => q>) :=> (3х'Ф => q>) ) .  

Здесь ср ,  -ф ,  11 обозначают произвольныв формулы языка Q, так что каждая из строчек 1 - 1 5  представляет со
бой аксиомкую схему, порождающую конкретную ак
сиому исчисления при конкретном выборе формуп q> , ф, 11 ·  Дапее , в схемах 14 и 15 предпопагается , что х -
не параметр формулы ер ;  в схемах 1 2 и 13 через ср (x l t) 
обозначен резупьтат одновремениого замещения всех 
свобо,!IНЫХ вхождений переменной х в ср на терм t 
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(причем: еми t оказался ва месте х в части формулы q> , 
Jfмеющей вид 3/fФ ил• Vyx, где у входит в t , то следует 
доповвительно заменить все связанные вхождения у в 
ату часть ва перемеВВУJО, не входящую в q>; это дела
ется ДliЯ. тоrо, чтобы не допустить искажения смысла q> 
при аамене х на t; такое искажение смысла ваз .  R о л
п • а и е й  п е р  е .м е н н ы х ) .  

Далее, П .  и .  содержит два правила вывода : 1 ) если 
выведены формулы вида q> и (q>;:,,p) , то разрешается 
вывести фор){уnу 'Ф (правило модус поштс) и 2) если 
выведена формула q> и х - перемеввая, то разрешается 
вывести формулу Vxq> (п р а в и л о о б о б щ е н и я) . 

Истолкование логич . связок в П .  и. такое же , как 
в в выс�еааыван.ий исчислении. Что касается истолко
ва&ВR кванторов, то они в классическом П .  и .  тракту
ются с использованием актуальной бесконечности . Если 
задать интерпретацию языка, то каждая формула без 
параметров получает значение «истина>> или сложь» . 
ФормуJiа ваз . к л а с с и ч е с к и о б щ е з н а ч и
м о й, ес.пв она в любой интерпретации и при любом 
приписывании значений параметрам принимает аначе
вие «Истина• .  В силу Гёдел.я теоремы о подноте в 
1щассическом П .  и .  выводимы все к.пассически: обще
зваЧИМЬiе формулы и то.пько они . Эта теорема пред
ставuет собой точное выражение идеи формализации 
КJiассвч . логики: в классИческом П .  и .  выводятся все 
логвч. законы, общие для всех моделей .  

И н т у и ц и о и и с т с к о е  и с ч и с л е н и е  
u р е д и к а т о в отличается от классического тем, 
что иа числа аксиомных схем исключается схема 1 1 .  
Различие двух исчислений отражает рваличное пони
кавив логич . свяаок и кванторов. В последнем исчис
.певп ато понимание трактуется в рамках интуицио
IНI.а.JЧJ . Вопрос о полноте интуициовистского П .  и .  
окааыJJается аначите.пьно сложнее и допускает различ
ные решевия в аависимости от деталей интуиционистской сеиавтики, во и здесь может быть развита весьма со.цержа'J.'В.пьная теория моделей, ана.погичная классич. 
&оде.ий теории (см. Крип10е модми , Рвал.иауемость) . 

Употребляются и другие формулировки П .  и . ,  среди 
к-рых с точки зрения до��:ааатедьств теории ваибо.пее 
важны исчисления натура.пьвого вывода (см .  Естественный л.оаичес��:ий вывод) и се�евенций исчисление . 

П .  и .  является обычным базисом для построения ло
гич .  исчислений, предназначенных для описания фраг
ментов тех или иных конкретных математич. теорий. 
Напр . ,  если мы стремимся описать век-рый класс ис
тинных суждений теории множеств ,  то можно построить 
логич. исчисление в языке теории множеств ,  в к-ром, 
кроме аксиом и правил вывода классического П .  и. (ло
rич. постулатов) , будут фигурировать дополнительные 
в е л о r и ч е с к и е а к с и о м ы , описывающие свой
ства множеств. Примером типичной велогич. аксиомы 
в теории множеств является выбора апсиома . 

П .  и .  иногда ваз .  у з к и м и с ч и с л е н и е м 
п р е д и к а т о в, и с ч и с л е в и е м п р е д и к а
т о в 1 - г о п о р я д к а ,  ф у н к ц и о и а л ь н ы м 
и с ч и с л е н и е м 1 - г о п о р я д к а ,  в отличие 
от исчислений, содержащих квавторы по предикатам и 
соответствующие аксиомы свертывания, утверждающие 
существование соответствующих предикатов. Такого 
рода исчисЛения , уже не носящие чисто логич. харак
тера, часто ваз .  П. и. в ы с ш е г о п о р я д к а.  При
мвром такого исчисления может служить типов теория . 
Помимо к.пассического и интуиционистского П . и . ,  
имеются и другие логич. системы, описывающие .погич .  
заJ(оВЬI, к-рые могут быть выражены иными логич . 
средствами или с иных методологич. позиций . Сюда 
относится П .  и. модальной , индуктивной логики и др .  

Лит. :  [ 1 ]  Г и л ь б е р  т д . ,  Б е р н а й с П . ,  Основанил 
математики. Логические исчисления и формализация арифме
тики, пер . с нем. , 2 иsд. , М . , 1 98 2 ; [2] I< л и н и С. I< . ,  Вврдение 
11 метаматематику, пер.  с англ . , м . ,  1 9 j 7 ; [ З ]  Н о в и к о в n. С. ,  

Элементы математичесной лоrини, 2 иэд. , М. , 1 9 73 ;  [4] т а н е
У т и Г. , Теория доказате.пьств , пер. с англ. , М. , 1 978 .  

А .  Г .  Драаа.яип. 
ПРЕДКОМПАКТНОЕ ПРОСТРАНСТВО,  в n о л-

н е о г р а н и ч е н в о е п р о с т р а в с т в о, 
равн.омерное пространство Х , для вся:кого окружения 
и к-рого существует конечное покрытие Х множествами 
порядка и. Другими словами, для каждоrо окружения 
ис:.Х должно найтись такое конечное множество 
Fc:.X ,  что Хс:. и (F) .  Равномервое пространство ком
пактно тогда и только тогда , когда каждая сеть в Х 
обладает подсетью Коши. Поэтому для того чтобы Х 
было П .  и . , достаточно, чтобы век-рое пополнение про
странства Х было компактным, и необходимо, чтобы 
каждое пополнение его было компактным. 

М .  И. Войцеховсхий. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ - простейшее выражение языка , 

представляющее собой такое соединение слов , к-рое 
имеет самостоятельный смысл , т. е. выражает закоп
ченную мысль . В формализованных языках П. ваз . 
формулы, ве содержащие свободных перемепных, т .  е .  
параметров . П .  в формализованных языках ваз. также 
з а м к в у т ы м и ф о р м у л а м и. Напр . ,  в языке 
1 -го порядка (языке узкого исчисления предикатов) 
формулы 

vx vy 3z (x ,.;;;; z&z ,.;;;; y) , 3z (1 ..;; z&z ,.;;;; 4) , 1 ,.;;;; 2 
являются замкнутыми (первая ложная, а вторая и 
третья - истинвые в области натуральных чисел) . 
Формулы 

3 Z (х ,.;;;; z&z ,.;;;; у) , z ".;;;;; 1 

не являются замкнутыми, т .  к .  содержат параметры (х и у - в первой и z - во второй) . 
Лит . :  [1 ]  "t{ ё р ч А . ,  Введение в математичесl<ую логику ,  

цер. с англ. ,  М . ,  1 960 .  В . Н. Гришин. 
ПРЕДМЕРА - коне<tно аддитивная мера с действи

тельными или комплексными значениями на век-ром 
пространстве Q, обладающая свойством: она определена 
на алгебре Щ подмножеств Q , к-рая имеет вид �= 
= U !Ва, где !Ва - семейство а-алгебр простравства 

а е А Q , помеченных элементами нек-рого частичного упоря
доченного множества А так , что !Ва,С:..\Ва, при а1 <а2 , 
и сужение этой меры па любую а-алгебру !Ва счетно 
аддитивно . Напр . ,  если Q - хаусдорфово топологич .  
пространство , А - совокупность всех компактов , упо
рядоченных по вложению, !В а ,  а Е А , есть а-алгебра 
бореленских подмножеств компакта а и С0 (Q) - про
странство всех непрерывных функций на Q с ком
пактными носителями ,  то всякий линейный фувкционал· 
на C0(Q ) ,  непрерывный относительно топологии равно
мерной сходимости в С0 (Q) , порождает П .  ва алгебре � = U .\Ва . 

а е А 
Пусть Q - линейное локально выпуклое простран

ство , А - совокупиость конечномерных подпростраиств 
сопряженного пространства Q ' , упорядоченных по 
вложению, !В а ,  а Е А , - наименьшая а-алгебра , относи
тельно которой измерим любой линейвый фуmщионал 
q> Е а . Множества из алгебры � = U .\8 а ваз .  ц и л и в-

а е А 
д р  и ч е с к и м и м в о ж е с т в а м и ,  а любая П .  на 
� - ц и л и и д р и ч е с к о й м е р о й (или к в а
з и м е р о й) . Любой положительно определенный 
функционал на пространстве Q ' ,  вепрерыввый на любом 
конечномерном подпространстве ac:. Q ,  является харак
теристич. функционалом (преобразованием Фурье) 
век-рой конечной веотрицательпой П. на Q .  

Лит . :  [1 ] Б у р  б а к и Н . ,  Интегрирование. Меры н а  ло
нально 1<омnантных пространствах. Продолжение меры. Интег
рировапие мер. Меры на отде.пимых пространствах , пер. с франц. ,  
М ,  1977 .  Р . А .  Muшtoc . 

ПРЕДМЕТНАЯ ОБЛАСТЬ, у в и в е р  с у м ,- тер
мин теории моделей, обозначающий область иаменовия 
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(пробеганил) предметных переменных данного формаль
ного лзыiш . В качестве формальных языков берутел 
языки узкого исчисления предикатов . Каждый такой 
язык полностью описывается множеством 

L = {P0 , • • •  , Pm . . .  , F0, • • • , Fm , . • . } , 
где Р0 , • • • , Pm . . . - предикатвые символы, a F0, • • •  , F m • • • . - функциональные символы, для каждого из 
к-рых указано число его аргументных мест . Модель ffi1 
(или алгебраич . система) для L задается непустым мно
жеством М и интерпретирующей функцией 1, опреде
ленной на L и сопоставляющей п-местному предикат
аому символу п-местный предикат , т .  е. подмножество 
декартовой степени мп множества М , а п-местному 
функциональному символу - п-местную функцию мп--+М. Множество М наз .  П .  о. (или универсумом) 
модели ffi'l .  

Лит . :  [1 ] Н л и н и С . Н. , �атематическая логика, пер . 
с англ . , М. , 1 9 73 ;  [2] Н е й  с л е р  Г. , Ч э н Ч. Ч . ,  Теория 
моделей, пер . с англ . ,  М . ,  1 97 7 ;  [ 3] Е р  m о в Ю. Л. , П а
л ю т  и н Е . А. , Математическая логика , м. , 1 979 .  

В. Н.  Гришин.. 
ПРЕДМЕТНАЯ ПЕРЕМЕНПАЯ - то же, что ипди

видпая перемеппая . См . также Предикатов исчислепие . 
ПРЕДМЕТНЫВ ЯЗЫК - язык, лвллющийсл пред

метом изучения . При формализации какой-либо содер
жательной теории различают два языка .  Один - это 
язык формализуемой теории , или П .  л . ,  задаваемый 
правилами построения выражений П .  л. и семантиче
скими правилами, определяющими, что обозначают его 
выражения или какие они выражают суждения . Дру
гой - это язык , на к-ром формулируютел упомянутые 
выше синтаксические и семантич . правила .  Этот язык 
наз .  метаязыком . Обычно металзык не формализуется . 
Однако и его можно формализовать , и тогда он станет 
П .  л . ,  для изучения к-рого требуется новый метаязык . 

Лит. : [1 ] Н л и н и С. Н . ,  Введение в метаматематику, 
пер . с англ . ,  М., 1 9 5 7 .  в .  Н.  Гришин.. 

ПРЕДНОРМА - то же , что полупорма. 
ПРЕДПОРЯДОК, к в а з и п о р л д о к, п р е д-

у п о р л д о ч е в и о с т ь, к в а з и у п о р я д о
ч е и н о с т ь, - рефлексивное и транзитивное бипар
пое отпошепие на множестве . Если � есть П . на мно
жестве М , то отношение а- Ь�-м� Ь и Ь�а, а, Ь Е М ,  
является отношением эквивалентности на М. При 
этом П .  � индуцирует порядок на фактормножестве 
М/ - .  Т .  С. Фофан.ова . 

ПРЕДПУЧОК на топологическом пространстве Х 
со значениями в век-рой категории 0/С (иапр . , категории 
множеств, групп, модулей, колец, . . . ) - контрава
риантный фупктор F из категории открытых множеств 
пространства Х и их естественных отображений вклю
чения в категорию 0/С .  В зависимости от 0/С предпучок F 
наз .  п р е д п у ч к о м  м н о ж е с т в ,  г р у п n, м о
д у л е й, к о л е ц, . . . . Отвечающие включениям Vс: и 
морфизмы F ( и)--+F ( V) наз . гомоморфизмами огра
ничения . 

Велкий П .  определяет на Х пучок (см. Пучков теория) . Е Г. Сn.л.яJJею<о .  
ПРЕДСКАЗУЕМАЯ а -АЛГЕБР А - наименьшая 

а-алгебра �=.?(IF) множеств из 
Q x R  + = {(ro, t) : ro E Q ,  t :;;::о. О} , 

поротденная всеми отображениями (ro ,  t)--+/ (ro ,  t) мно
жества Q X R + в R , к-рые (для каждого фиксированного 
ro E Q) являются (по t) непрерывными слева и IF-согла
сованными с неубывающим семейством IF= (:JFt)t:;.o 
под-а-алгебр :JFF-:JF , t�O , где (Q , :JF) - измеримое 
пространство . П .  а-а .  поротдается также любой из 
совокупностей множеств : 

-1) А Х {О }, где А Е бr0 ,  и [О ,  т] , где т - марковекие 
моменты , а [0 , т] ·- стохастич . интервалы; 

2) А Х  {0 }, где А E .iFo , и А X (s, t] , где s <t и А E 3F's · 

1 9 * 

Между опциональными алгебрами и П .  о-а . имеет 
место соотношение ,?(IF);;;6 {IF) . Лит. :  [ 1 ] Д е л л а m е р  и k ,  Емкости и случайные про-
цессы, пер. с франц. , М.;.. 1 97 5 .  А Н Ширяев 

ПРЕДСКАЗУЕМЫи. СЛУЧАИНЫИ ПРОЦЕСС -
стохастический процесс Х= (Хt (ю) , :Jft) . лвллющийся 
измеримым (как отображение (ro,  t)--+X (ro , t)= Xt (ro ) ) 
относительно предскаауемой а-алгебры �=.? (IF) . А. Н. Ширяев. 

ПРЕДСТАВИМОСТИ МАТРИЦ ПРОБЛЕМА -
проблема, заключающалсл в том, чтобы выяснить , мож
но ли указать такой единый общий метод (алгоритм) , 
к-рый по произвольной системе и, и1 , • • • , иq цело
численных матриц позволял бы за конечное число шагов 
ответить на вопрос, представима ли матрица и через 
остальные матрицы и1 , • • •  , иq с помощью операции 
умножения .  Наибольший интерес представляет СJiу
чай ,  когда матрицы и, и1 , . • . , иq являютел квад
ратными и имеют один и тот же порядок . Так сформу
лированная П .  м .  п. наз . о б щ е й . Фиксируя матрицы 
и1 , • • •  , иq и оставлял матрицу и переменной , полу
чают т. н. ч а с  т н ы е П .  м. п. Алгоритм , решающий 
общую П . м. п . ,  решал бы и все частные проблемы , так 
что для установления неразрешимости общей П .  м. п .  
достаточно указать хотя бы одну неразрешимую част
ную п .  м. п .  

П .  м.  п .- одна из  первых алгоритмических проблем 
алгебраич . характера ,  неразрешимость к-рых была ус
тановлена. Первопачально А. А. Марковым было по
казано (см . [ 1 ) ,  [ 2) ) , что для любого п�6 может быть 
построена система, состоящая из 91 матрицы порядка 
п,  такал , что соот�етствующал ей частная П .  м. п .  
будет неразрешимои ,  т .  е .  будет невозможен алгоритм 
(понимаемый в точном смысле этого слова) , распознаю
щий по произвольной матрице порядка п, представима 
ли она через матрицы данной системы. В дальнейшем 
(см . [ 3) ) число матриц в системе было уменьшено до 23 
и было показано , что за счет надлежащего усложнения 
конструкции системы (включал увеличение числа чле 
нов) условие п�6 может быть ослаблено до п�4.  Для 
любого п?6 строител конкретная система, состоящая 
из 1 2  матриц порядка п, с неразрешимой частной 
П .  м. п. (см . [4) ) .  Путем подходящей фиксации U и 
варьирования и1 , • • •  , иq доказана неразрешимость 
общей П. м .  п . для п=3 (см .  [5) ) .  

Лит. : [1 ] М а р  к о в А .  А . , «докл . АН СССР>> , 1 95 1 ,  т. 7 8 ,  
м 6 ,  с. 1089-92 ;  L2] е г о ж е, Теория алгорифмов, М . - Л . ,  
1 954 (Тр .  Матем .  ин-та А Н  СССР ,  т .  42) ; [3] е г о ж е ,  << Z .  math. 
Logik und Grundl . Math.», 1958 ,  Bd 4 ,  S. 1 57-68 ;  [4 ]  Н а
г о р  н ы й Н.  М . , <<VI Всесоюэн. нонференция по м а тем .  л ог!l
ке», Тб. , 1 9 8 2 , с. 1 2 4 ;  [5 ]  Р а t е r s  о n  М. S . , «Studies t.n 
appl . math . » , 1 9 7 0 , v .  4 9 , М 1 , р .  1 0 5-0 7 .  Н .  М. Нагорю"'!: 

ПРЕДСТ АВИМЫИ ФУНКТОР - ковариантныи 
(или контравариантный) функтор F из нек-рой кате
гории .11' в категорию множеств 15, изоморфный одному 
ив основных теоре'iИКо-множественных функторов : 

Н А ( Х ) = Н ( А ,  Х) :  Sf ---+ 15. 
Функтор F : .11'--+5 представим тагда и только тог
да , когда найдутся такие объект А Е  oьsr и элемент 
a E F (A ) , что для каждого элемента x E F (X ) ,  Х Е ОЬ.\r , 
существует единственный морфивм а. : А --+Х ,  для к-рого 
x= aF (а.) .  Объект А называется п р  е д с т а в n я ю
щ и м ф у н к т о р F; он определен однозначно с точ
ностью до изоморфизма . 

В категории множеств тождественный функтор пред
ставим: представллющим объектом служит одноточеч
ное множество. Функтор взятия нек-рой декартовой 
степени также представим: представллющим объектом 
служит множество , мощность к-рого равна этой степени . 
В произвольной категории произведение П . ф . F; с 
представллющими объектами 1 ; ,  i Е 1 ,  представимо 
тогда и только тогда , когда в этои категории существует 
ко произведение объектов А ; Велкий но вариантный 
П .  ф. перестановочен с пределами, т. е .  непрерывен .  
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П. ф .- авалог понятия «свободная универсальная 

алгебра с одним образующим». Для любоrо функтора 
G :  st-6 и П .  ф. F множество естественных преобра
зований Nat (F , G) изоморфно множеству G (А ) ,  где 
А - представляющий объект . Это показывает , что 
П . ф. являются свободными объектами категории функ
торов . 

Для аддитивных категорий вместо функторов со 
значениями в 6 рассматриваются аддитивные функторы 
со значениями в категории абелевых групп; позтому 
под П .  ф. понимается аддитивный функтор,  изоморф
вый основному аддитивному функтору. 

Понятие П ф. пе_рвоначально возникло в алгебраич.  
геометрии (см (21 ) . Наиболее важными примерами 
П .  ф. здесь являются функторы Пикара Pic  X/S и 
Гильберта H ilb Х 1 S ,  представимые в категории алге
браичеспих прострапств (см . [ 1 ] ) .  Пусть К - поле 
частных регулярного дискретного нормированного коль
ца О с совершенным полем вычетов. Если Х0- глад
·кая геометрически веприводимая собственная кривая 
рода g >О над К , то ее .ми пимальпая .модель представляет 
функтор У 1--+ Isomк (У ®о К , Х0) из категории регу
лярных О-схем . Если А - абелево многообразИе над 
К ,  то его минимальная Неропа .м.одмь является гл·ад
кой групповой схемой Х - Spec О, представляющей 
функтор У 1--+ Ноmк (У ®о К , А) из категории гладких 
О-схем. 

Лит. :  [1 ] А р т и н М. , «Математика», 1 97 0 ,  т. 1 4 ,  .М 4 , 
с. 3-39 ; [2] Г р  о т е н д и н А . ,  Д ь 1! д о н н е Ж . ,  «Успехи 
матем. нау:ю>, 1 972 ,  т .  27, в. 2, с. 1 35-48 .  

С.  Г. Такпеев , М. Ш. Цалекпо. 
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АЛГЕБРЫ ЛИ в в е к т о р

в о м п р о с т р а н с т в е V - гомоморфизм р ал
гебры Ли L над полем k в алгебру Ли gl ( V) всех 
линейных преобразовавий пространства V над k . 
Два представления р1 : L-gl ( V1) и Р2 : L-gl ( Y2J 
ваз. а к в и в а л е в т в ы м и (или и з о м о р ф в ы
м и) , если существует изоморфизм ct :  V1- V2, для к-рого 

ct (PI ( l ) vl) = Р2 ( l )  ct (vi) 
при любых l Е L , v1 Е V 1 • Представление р в V ваз . 
к о н е ч н о м е р н ы  м ,  если d im V < oo , и н е п р  и
в о д и м ы  м ,  если в V не существует отличных от нуля 
и всего пространства подпространств , инвариантных 
относительно всех операторов р ( l) ,  l Е L .  

При заданных Представлениях р1 : L - g l  ( V1 )  и 
Р2 : L-gl ( V2) можно построить представления p1ffip2 
(прямая сумма) и PI®P2 (тевзорное произведевие) 
алгебры L в пространствах V1ffi V 2 и V1@V 2 , полагая 

(PI ЕВ P2J ( l )  (vl , v2) = (PI ( l ) v1 , Р2 ( l )  V2) , 
(PI ® P2J ( l ) v1® v2 = P1 ( l )  v1 ® v2 + v1 ® Р2 ( l )  V2 

для v1 E V1 ,  v2 E V2 , l E L .  Если р - представление ал
гебры Ли L в пространстве V, то формула 

< р* (l) и , v > = - < и , р ( l )  v >  

определяет представление р *  алгебры L на сопряженном 
к V пространстве, ваз .  к о н т р а г р а д  и е н т н ы м 
по отношению к р .  

Каждое П . а .  Ли  L однозначно продолжае,.ся до 
представления универсальной обертывающей алгебры 
и (L) ; тем самым устанавливается изоморфизм катего
рии П . а .  Ли L и категории модулей над и (L) .  В част
ности , представлению р алгебры L соответствует идеал 
ker р в и (L) - ядро его продолжения р-: Если пред
ставление р веприводимо , то идеал ker р примитивев. 
Обратно , всякий примитинвый идеал в и (L) строится 
таким способом по век-рому (вообще говоря ,  не един
ственному) веприводимому представлению р алгебры L . 
Изучение пространства примитинных идеалов Primи(L) , 
снабженного топологией Джекобсона , является сущест
венной частью теории П. а. Ли. Оно проведево пол-

ностью в случае,  когда L - конечномерная разре· 
шимая алгебра Ли, а k -алгебраически замкнутое 
поле характеристики нул ь (см . ( 2 1 ) .  

Наиболее полно изучены конечномервые представ
ления конечномерных алгебр Ли над алгебраически 
замкнутым полем характеристики нуль.  В случае полей 
С и R эти представления находятся во взаимно одно
значном соответствии с аналитическими ковечвомервымв 
представлевиями соответствующих односвязных (ком
плексных или вещественных) групп Ли. В этой ситуа
ции любое представление разрешимой а.игебры Ли 
содержит одномервое инвариантвое подпространство 
(см . Ли теоре.ма) . Любое представление полупростой 
алгебры Ли вполне приводимо , т. е. изоморфно пря
мой сумме веприводимых представлений. Неприводимые 
представления полупростой алгебры Ли L полностью 
классифицированы: классы изоморфных представле
ний взаимно однозначно соответствуют д о м и в а н т
в ы  м в е с а м , т. е. весам с неотрицательными число
выми отметками , из сопряженного пространства Н* 
к подалгебре Картава Н алгебры L (см . Картапа теоре
.м,а о старшем векторе) . Об описании строения веприво
димого представления по соответствующему ему доми
нантному весу (его старшему весу) см. в статьях Крат
ность веса, Хараптеров формула .  

Произвольвый (не являющийся , вообще говоря , до
минантным весом) элемент Л Е Н* также определяет 
век-рое веприводимое линейвое представJiевие полу 
простой алгебры Ли L со старшим весом Л, являющееся, 
однако , бесконечномерным (см . Представление со стар
шим, вепторо.м) .  Соответствующие и (L)-модули ваз. 
м о д у л я м и В е р м а (см . ( 2 ] ) .  Полвой классифи
кации веприводимых бесконечномерных представле
ний полупростых алгебр Ли пока ( 1983) не получено . 

Если k - алгебраически замкнутое поле характе
ристики р >О,  то веприводимые представления конеч
номервой алгебры Ли L всегда конечномерны и их раз
мерность ограничена константой , зависящей от п= 
= dim L. Если алгебра L имеет р-структуру, то эта 
константа есть p<n-r)/ 2 , где r - минимальная воз
можная размерность аннулятора линейвой формы на L 
в коприсоедивеввом представлении ( 4] . Для описания 
множества веприводимых представлевий в этом случае 
применяется следующая конструкция . Пусть Z (L) -
центр алгебры и (L) и Mr- аффинное алгебраич . 
многообразие (размерность dim Mr= n) , алгебра ре
гулярных функций на к-ром совпадает с Z (L) (м н о
г о о б р а з и е Ц а с с е в х а у з а ) .  Отображение 
р 1--+ ker (p!Z (L) )  позволяет сопоставить каждому вепри
водимому представлевию точку многообразия Цассен
хауза . Получаемое отображение сюръективво , прооб
раз любой точки из М L конечен, а для точек открытого 
всюду плотвого подмножества этот прообраз состоит 
из одного элемента (7 ] . Полвое описание всех вепри
водимых представлений имеется для нильпотевтных 
алгебр Ли (см . [8 ] )  и век-рых отдельных примеров 
[см. [9] , [ 1 0] ) .  Получены также разнообразные резуль
таты относительно специальных типов представлениii . 

Лит. : [1 ] Б у р б а н и Н. , Гр у ппы и алгебры Ли, пер . 
с франц. , М . ,  1 976-78 ; [2] Д и к с м ь е Ж . ,  Универсальные 
обертывающие алгебры,  пер . с франц. , М . ,  1 978 ;  [3] Д ж е н о б
с о н Н. , Алrебры Ли, пер. с англ . ,  М . ,  1 9 6 4 ;  [4] М и л ь  н е р  
А. А . ,  «ФУнкциональный анализ и ero приложения>> , 1 980 ,  т. 1 4, 
М 2, с. 67-68 ;  [5] С е р  р Ж. - П . ,  Алгебры Ли и группы Ли , 
пер. с анrл. и франц. ,  М . , 1 9 6 9 ;  [6] Теория алгебр Ли. тополо
гия rpy:nп Ли , пер. с фраиц. ,  М . , 1 96 2 ;  [7 1 Z а s s е n \1 а u s Н . ,  
«Proc. Glasgow Math. Assoc.» ,  1 9 5 4 ,  v .  2 , р .  1 - 36 ;  [8] В е й  с
Ф е й  л е р Б. Ю . ,  Н а ц В. Г. , «Фуинциональный анализ и 
его приложеиия>> ,  1 9 7 1 , т. 5 ,  .м 2, с. 28-36 ; [9 ) J а n t z е в 
J. с. , •• мath. Z .» , 1 9 7 4 ,  Bd 1 40 ,  н. 1 ,  s. 1 27-49 ;  [ 1 0] Р у  д а
н о в А.  Н. , «Изв. АН СССР.  Сер. матем. >>, 1 9 70 ,  т . 3 4 ,  .М 4 , 
с 735-43.  А .  Н .  Рудапов .  

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АССОЦИАТИВНОЙ АЛГЕБ-
РЫ р а з м е р н о с т и n - гомоморфизм алгебры А 
над поле}! F в алгебру :матриц М n (Р) , т. е. сопостав-
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ление каждому а Е А квадратной матрицы Т (а) по ряд- группы в топологическое векторное пространство. См. 
ка п, при к-ром [(о:мпаюпндя группа . А. и. Штерн. 

T (Л.a + f.tЬ) = Л.T (a) + f.tT (b)  и Т (аЬ) = Т (а) Т (Ь ) ,  

где а , Ь Е А ,  Л, f.t Е F .  Обычно требуется также , чтобы 
единице алгебры А соответствовала единичная матри
ца ; иногда требуется, чтобы и сама алгебра А была ко
иечномерной .  

Всякое неразложимое представление полупростой 
алгебры эквивалентно прямому слагаемому регуляр ного 
представления .  Таким образом , всякая полупростая 
алгебра является алгеброй к о н е ч н о г о (п р е д
с т а в л е н ч е с к о г о) т и п а, т .  е .  имеет конечное 
число неизоморфных неразложимых представлений. 
Неполупростые алгебры могут быть как конечного ,  ТЮ\ 
и б е с к о н е ч н о г о п р е д с т а в л е н ч е с к о
г о т и п  а (такова ,  напр . ,  А = {1 , r , s l r2=s2= rs= sr= O }) . 
Алгебры бесконечного типа принято делить еrце на а л
г е б р ы д и к о г о т и п а ,  задача классификации 
к-рых содержит в себе классич . перешеиную з а д а ч у 
о п а р е м а т р и ц (т . е .  задачу об одновременном 
приведении к канонич . форме двух линейных операто
ров в конечномерном пространстве) , и а л г е б р ы 
р у ч н о г о т и п а .  

Основными вопросами , изучаемыми в теории П .  а .  а . ,  
являются получение необходимых и достаточных усло
вий ,  при к-рых алгебра принадJiежит одному из пере
численных типов, и классификация неразложимых пред
ставлений в конечном и ручном случаях . В обrцем слу
чае эти задачи не решены . Описание алгебр конечного 
и ручного типа и их представлений получено для ал
гебр ,  у к-рых квадрат радикала равен нулю (см . [ 2] , 
[4] , [8] - [ 10] ) . Решены п р  о б л е м ы  Б р а у э р  а -
Т р э л л а ,  т .  е . доказано , что над любым полем ал
гебра бесконечного тИ'Па имеет неразложимые пред
ставления сколь угодно большой размерности , а над 
совершенным полем имеется бесконечно много размер
ностей, в каждой из к-рых имеется бесконечно много 
неразложимых представлений (см. [5 ] , [ 7 ] ) .  Любая 
алгебра конечного типа над алгебраически замкнутым 
полем имеет мультипликативный базис , т. е. базис, у 
к-рого произведение любых двух его элементов либо равно нулю , либо принадлежит этому базису [ 6] .  Пол
ностью решен вопрос о разделении групповых алгебр па ручные и дикие [ 1 ] . 

С П . а .  а .  тесно связаны представления нек-рых дру
гих объектов : колчанов , частично упорядоченных мно
жеств ,  решеток , боксов . 

Лит. :  [ ! ] Б о н д а р  е н к о В. М. , Д р о з д  Ю. А . ,  << За
писки научных семинаров ЛОМИ>> ,  1 9 7 7 ,  т.  7 1 ,  с. 2Z.-z.\ ; [ 2] 
R р у г  л я к С .  А . ,  там же, 1 972 ,  т. 28 ,  с. 60-69 ;  [3] К э р т и с Ч. , Р а й н е р И. , Теория представлений конечных групп и 
ассоциативных алгебр , пер . с англ . , М. , 1 96 9 ;  [Z.] Н а з  а р  о
в а Л. А . , «Изв. АН СССР.  Сер . матем.» ,  1 9 7 3 ,  т. 37 , No Z., с .  
752-9 1 ;  [5] Н а з а р о в а  Л. А . , Р о й т е р  А .  в . , Категор
ные матричные задачи и проблема Брауэра - Трэлла,  к . ,  1 97 3; 
[6 ] Р о й  т е р  А. в . , Обобщение теоремы Бонгартца, К . , 1 98 1 ; 
[7] е г о ж е, «Изв .  А Н  СССР. Сер . матем . >> ,  1 968 ,  т. 32 ,  с. 1 275-
1 282 ·  [ 8 ]  D 1 а Ь V. , R i n g е 1 С . ,  IndecomposaЫe representa
tions' ot graphs and a1gebras, Prowidence , 1 9 7 6 ;  [9] D о n o
v а n Р. , F r е i s 1 i с h М. R . , The representation theory nf 
lini te graphs and associated algebras , [s.  1 . ,  1 97z. ] ;  [ 1 0] G а b-
r i е 1 Р. , !<Manus. Math.» ,  1 9 7 2 ,  v. 6, М 1 , р. 7 1 - 1 03 .  • А. В. Роитер . 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ БЕСКОНЕЧНОИ ГРУППЫ 
гомоморфизм бесконечной группы в группу взаимно 
однозначных отображений на себя (вообrце говоря , 
бесконечных) множеств . Чаrце всего рассматриваются 
П. б. г. автоморфизмами алгебраич . структур; в этом 
случае теория П .  б . г. связана с теорией представле
ний связанных с этими группами групповых алгебр .  

Лит. :  [ 1 ]  К и р  и л л о в А .  А . ,  Элементы теории пред
ставлений, 2 изд. , М. , 1 97 8 ;  [2] П л о т к и н Б. И . , Группы 
автоморфизмов алгебраических систем, М. , 1 966 А И Штерн. 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ БИКОМПАКТНОИ ГРУППЫ 
непрерывное представJiение бикомпактноii топологич. 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ГРУППЫ - гомоморфизм груп
пы в группу всех обратимых преобразований нек-рого 
множества V. Представление р группы G паз. л и
н е й н ы м,  если V является векторным простран
ством над нек-рым полем k , а преобразования р (g) , 
g E G,- линейными преобразованиями. Часто линейные 
представления называют для краткости просто п р е д
с т а в л е н и я м и (см. Представлении теория) . В тео
рии представлений абстрактных групп наиболее раз
работанным разделом является теория конечномерных 
представлений конечных групп (см.  Rонечной группы 
представление , Представление симметрической группы) . 

Если G - тополоrич . группа , то рассматриваются 
непрерывные линеiiные представления группы G в то
пологическом векторном пространстве V (см. Непре
р ывное представление, Представление топологической 
группы) . Если G - группа Ли, а V - конечномерное 
пространство над 1R или С ,  то непрерывное линейное 
представление автоматически является веrцественно 
аналитическим. Аналитические и дифференцируемые 
представления группы Ли можно определить и в бес
конечномерном случае (см. А налитическое представле
ние , Весконечномер ное представление) . Всякому диф
ференцируемому представлению р группы Ли G соот
ветствует пек-рое линейное представление ее алгебры 
Ли - дифференциал представления р. Если G - связ
ная группа Ли, то ее конечномерные представления 
полностью определяются своими дифференциалами . 
Наиболее разработанные разделы теории представлений 
топологич . групп - это теория конечномерных ли
нейных представлений полупростых групп Ли,  к-рая 
часто формулируется на языке алгебр Ли (см . Rонечно
:мер ное представление ,  Представления классических 
групп ,  Rартана теорема о старшем векторе) , теория 
представлении ко�t nактных групп , теория унитар ных 
представлении.  

Для алгебраич . групп имеется теория рациональных 
представлении , во многом аналогичная теории ко
нечномерных представлений групп Ли .  

Лит. : [ 1 ]  Ж с л о б е н к о д . П. , Комnактные группы 
Ли и их представления, М . ,  1 97 0 ;  [2] К и р  и л л о в А. А . ,  
Элементы теории представлений , 2 изд. , М. , 1 978 ;  [3] Н а й
м а р  к М. А . , Теория представлений групп , М . , 1 9 7 6 ;  [ Z. ] 
Ж е л о б е н к о д. П . , Ш т е р н  А .  И . , Предст авления групп 
ЛИ , М. , 1 9 8 1 .  А .  Л. Оиищип. 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ КОМПАКТНОИ ГРУППЫ -
гомоморфизм компактной группы в группу непрерывных 
линейных автоморфизмов (комплексного) баяахова про
странства ,  непрерывный в сильной операторной топо
логии . 

Пусть G - компактная группа , V - баяахово про
странство и <р : G-GL ( V) - представление . Если V= 
= Н - гильбертоно пространство, а <р (g) - унитар
ный оператор для любого g Е G, то <р ваз . унитар ным 
представление.м . В Н всегда суrцествует эквивалент
ная норма , относительно к-рой данное представление <р 
унитарно . 

Всякое веприводимое унитарное представление груп
пы G конечномерно . Пусть {ра , a E I } - семейство все
возможных попарно неэквивалентных унитарных вепри
водимых представлений группы G. Всякое унитарное 
представление <р группы G является ортогональной 
прямой суммой таких однозначно определенных пред
ставлений <ра,  а Е l, что каждое <ра является ортого
нальной прямой суммой нек-рого семейства представ
лений, эквивалентных ра . 

Если G конечна , то семейство {ра } тоже конечно и 
содержит столько элементов , сколько имеется в G 
различных классов сопряженных элементов (при этом 
� а е 1 (dim р<Х)2= I G I ) .  Задача исследования этих пред
ставлений (вычисления их характеров , нахождения 
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явной реализации и т. п . )  составляет предмет обширной 
теории (см . Копечн,ой группы представлепие) . 

Если G - связная односвязная компактная группа 
Ли, а Gc - ее комплексификация (см. Ко.мплексифика-
ция группы Ли) , то описание семейства {ра , a E I }  для G 
сводится (посредством сужения представлений на G) 
к описанию семейства всех веприводимых попарно 
неэквивалентных конечномерных рациональпых пред
ставлепий редуктивной алгебраич . группы Gc . Послед
нее же семейство, в свою очередь, допускает полное 
описание с помощью рассмотрения старших весов (см . 
Лредставлепие со стар шим вектором ) .  

В современной теории чисел и алгебраич. геометрии 
рассматриваются l-адические представления компакт
ВЪIХ вполне несвязных групп (см . [5 ] ,  [ 6 ] ) .  

Лит. : [ 1 ]  П о  н т р я г и н Л. С. , Непрерывные группы, 3 изд. , М . ,  1 973 ;  [2] Н а й  м а р  к М. А . , Теория представлений групп, М. , 1 97 6 ;  [3] Ж е л о б е н к о ,l1. П. , Компакт
ные группы Ли и их представления ,  М . ,  1 97 0 ;  [4] Л е н г С . , SL1(R), пер. с англ. , М . ,  1 977 ; [5] Г е л ь  ф а  н д И. М . ,  Г р  ае в м. И. , П я т е ц к и й - Ш а п и р о и. И . ,  теория представлевий и автоморфвые функции , м . ,  1 96 6 ;  [ 6 J  с е р р 
Ж. - П. , Абелевы !-адИческие пр�ставления и эллиптические нривыеJ.. пер . с англ. , М. , 1 97 3 ; L 7 ]  Ш е в а л л е К . ,  Теория 
групп JlИ, пер. с англ. , т. 1 ,  М . ,  1 948 .  В. Л. Попов. 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛУГРУППЫ S в к л а с с е 
п о л у г р у п п :S - гомоморфизм полугруппы S в 
нек-рую полугруппу из класса :S (в случае изоморфиз
ма говорят о точном представлении) . Обычно имеются 
в виду классы каких-либо конкретных полугрупп . 
Наиболее изучеВЪI представления в классе полугрупп 
иреобразований (короче - представления преобразо
ваниями) , в классах полугрупп частичных преобразо
ваиий и бинарных отношений, в классе полугрупп 
матриц (т . и. матриЧВЪiе, или линейные , П .  п . ) .  В теории 
автоматов с каждым автоматом связано представление 
свободной полугруппы иреобразованиями множества 
его внутренних состояний . Специальный характер но
сят П. п. преобразованиями, связанными тем или иным 
образом со свойствами злементов иреобразуемого мно
жества , наделеиного какой-либо структурой (зндомор
физмами, непрерывными иреобразованиями и т. п . ) .  
Всякая полугруппа с единицей изоморфно представима 
каR полугруппа всех эндоморфизмов ориентированного 
или неориентированноrо графа , как полугруппа всех 
эидоморфизмов пек-рой алгебры с унарными операция
ми и т .  п .  Известно ( 1983) несколько конструкций , по
зволяющих получить все П. п. частичными преобразо
ваниями. Они строятся из нек-рых простейших П .  п .  
при помощи их объединения , кратного повторения , 
ограничения на подмножестве и операции потруженин 
полугрупп . 

Присоединив к полугруппе S С1\ИНiщу; S1 = S U { 1 } 
и продолжив регулярное П . п .  S левыми сдпига�ш на 
декартову степень S" полугруппы S1 , получают пред
ставление <р1 - /-кратное повторение регулярного П .  п .  
S . Всякое представление ф полугруппы S иреобразо
вациями множества Q может быть получено (см . [ 2] )  
из <tJI с помощью нек-роrо отображения 8 : Sl-+Q 
так, что 

Особую роль играют транзитивные П . п . , т. е . такие 
ее представления <р иреобразованиями множества Q ,  
что для любых а,  � Е  Q найдется а, для которого 
(<ра)а= � . 

П .  п. взаимно однозначными части•шыми иреобразо
ваниями связаны с понятием и свойствами ипверспых 
палугрупп. 

При исследовании матричных П. п. привлекаются н 
рассмотрению полугрупповые алгебры . Изучается вопрос 
о приводимости матричных П. п. Наiiдены веприводи
мые представления для ряда поJiугрупп (в том числе 
и для конечВЪiх) .  Матричные представJiения вполне 

простых и вполне О-простых полугрупп могут быть по
строены как продолжение представлений их подгрупп . 
Матричные представления произвольных полугрупп 
могут быть описаны при помощи представлений их фак
торов , явллющихся простыми и 0-простыми полугруп
пами. 

Лит. : [ 1 ]  К л и ф ф о р д  А. , П р е с т о н  Г . , Алгебраи
ческап теория полугрупп , пер.  с анГJI . , т. 1 -2 ,  М . , 1 9 7 2 ;  [2] 
В а г н е р В.  В . , «Матем. с б. •>, 1 95Н, т: 381 .N; 2 ,  с .  203.�40j· [ 3 ]  Л я п и н Е .  С . ,  там же, 1 96 0 ,  т. 5 2 ,  .No 1 ,  с. 589-96 , [4 
Ш а  й н Б . М . , там же, 1 96 3 ,  т.  6 0 , .No 3 ,  с .  293-303 ;  [5] М с
А 1 i s t с r D .  В. , «Semigтoup Forum>>, 1 97 1 ,  v .  2 ,  М 3 , р. 1 89-
2U3 ;  No 4 ,  р .  288-32 0 ;  [ 6 ]  J 6 n s s о n  В . , Topics in universal 
a lgebra , B . -N.  У., 1 9 7 2. Л. М. Глуспип, Е.  С. Ляпин. 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИММЕТРИЧЕСКОИ ГРУП-
ПЫ - линейное представление группы S т над каким
либо полем К . Если char К= О, то все конечномерные 
П .  с. г .  вполне приводимы и определены над iQ (иначе 
говоря , все веприводимые конечномерные представле
ния над iQ абсолютно неприводимы) . 

Неприводимые конечномерные представления группы 
S т над iQ классифицируютел следующим образом . 
Пусть d - какая-либо Юпга диагра.м.ма, отвечающая 
разбиению Л= (/,1 , • • •  , Л,) числа т , Rd (соответственно 
Cd) - подгруппа группы S т ,  состоящая из всех под
становон , переводящих каждое из чисел 1 ,  2, . . .  , т 
в число , находящееся в той же строке (соответственно 
столбце) диаграммы d. Тогда 

11 
R d :::::,. s�., х . . . x s�., 

Cd -::,.,. s�., x  . . .  х sл' '  
1 s 

где Л,' = (Л� ,  . . .  , л; ) - разбиение числа т,  сопряженное 
к разбиению Л,.  Существует единственное веприводимое 
представление Т л : S т-+GL ( Ил ) группы S т (завися
щее только от Л,) со следующими свойствами: 1 )  в про
странстве Ил имеется такой иенулевой вектор иd ,  что 
Тл (g)ud= ud для любого g E Rd ;  2) в пространстве Ил 
имеется такой иенулевой вектор Ud , что Тл (g) иd= 
= е  (g)иd для любого g E  С4 , где е (g)= ± 1 - четность 
подстановки g . Представления ,  отвечающие различным 
разбиениям, не эквивалентны , и ими исчерпываюген 
все веприводимые представления группы Sт над iQ .  

Векторы и d  и Ud определены однозначно с точностью 
до умноженил на число .  Для всех диаграмм , отвечаю
щих разбиению Л , эти векторы нормируются таким обра-
зом , что gиd= ugd и gud = u�d для любого g E Srn ,  
где gd обозначает диаграмму, получаемую из d приме
нением ко всем числам подстановки g. Векторы иd 
(соответственно иd) ,  соответствующие стандартным 
диаграммам d, образуют базис пространства Ил ; в этом 
базисе операторы представления Тл записываются цс.тrо
численными матрицами. Размерность представления Тл 
равна 

m t fi . , . ( 1 . - 11.) m '  ] . ' '- l l lll т т л = = -=-"'---
пi � � ' Пи. л "и 

где l 1= Л1+ r- i ( i = 1 ,  . . .  , r) , а произведение в знаме
нателе второго выражения берется по в сем клеткам 
си таблицы Юнга tл ,  причем Ли обозначает длину соот
ветствующего крюка .  

Разбиению (т) отвечает тривиальное одномерное 
представление группы Sm , а разбиению ( 1 ,  . . .  , 1 ) 
нетривиальное одномерное представление е (четность) .  
Разбиению Л,' , сопряженному к Л , отвечает представJiе
ние еТл .  Пространство И Л' канонич . образом (с точ
ностью до гомотетии) отождествляется с пространство�[ 
Ил так , что Тл, (g) = е (g) Тл (g) для любого g E Srn ;  
nри этом можно считать , что иd = иd' • где d' - диаг
рамма ,  получаемая из d транспонированием. 
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Построенnе полной системы неприводим:ых П .  с. г .  
производится с помощью Юнга си.м.метриааторов , поз
воляющих получить разложение регулярного представ
ленnя . Если d - диаграмма IОнга, отвечающая раз
биению Л, то представленnе Тл экви.валевтно П. с .  г .  
Sт в левом идеале групповой алгебры• QSт , порожден
ном симметризатором Юнга ed . Апостериорное описа
ние элемента ed состоит в следующем: Тр. (ed)= O  при 
11 i= Л, а Т л (ed) - оператор ранга 1 ,  действующий по 
формуле Тл (еd)и= (иd ,  u)иd для любого и Е Uл , где 
( , ) - подходящим образом нормированное инва
риантное скалярное умножение в пространстве U л . При 
этом 

, m !  (иd , иd) = dim U). . 

Производящая функция для характеров предстаоле
ний Тл ,цается Фробениуса формулой .  Однако для вы
числения отдельных значений характеров удобнее 
пользоваться рекуррентными соотношениями. Наибо
лее эффективным из вих является п р а в и л о М у р-
н а г а н а - Н  а к а я м ы: пусть ал�-t= а�� - зна
чение характера представления Т;.. на классе 1 111 со
пряженных элементов группы S 711 , определенном раз
биением 11 числа т, и пусть разбиение 11 содержит число 
р . Через j! обоавачается разбиение числа т-р , полу
чаемое из 11 выбрасыванием числа р .  Тогда 

a(m) _ ..,  (-i )i ("I) a (m - p) 'Лр. - ""1: "Iii ' 
где сумма берется по всем разбиениям � числа т-р , 
попучаемым удалением косого крюка длины р из таб
лицы Юнга tл , а t (Х) обозначает высоту удалениого ко
сого крюка.  

Имеется также метод (см . [ 5] ) ,  позволяющий найти 
целиком таблицу характеров группы S т• т. е. матрицу 
А =  l laл�-t l l .  Пусть М" есть П .  с. г. Sт ,  индуцированное 
тривиальным одномерным представлением подгруппы 
Rл =Rd, где d - диаграмма Юнга,  отвечающая раз
биению Л. И пусть M" = � p.т).�-t T �-t ,  а М= l lтл�-t l l .  Если 
счи"Тать, что строки и столбцы матрицы М расположе
ны в порядке лексикографич . убывания индексов (раз
биений) ,  то это будет нnжняя треугольная матрица с 
единицами на диагонали .  Значение хараRтера пред
ставления Мл на классе f11l равно 

ь 
-

cJJ. I R;.. n l �-LJ 1 
;..р. - I R). [  

где cl!- - порядок централизатора подстановки из клас
са [ j..t ] .  Матрица В= l l b ).JJ. I I является верхней треуголь
ной, и имеет место соотношение ммt= вс -lв т, где 
C= diag (c�-t ) ,  из к-рого однозначно определяется матри
ца М. После этого матрица А находится по формуле 

А = М - 1В . 

Ограничение представления т" группы Sт на под
группу S т _ 1 находится по п р а в и л у в е т в л е н и я :  

Тл l  Sт - 1 = �iТ (д., . . . .  , Лг 1 . . . .  , Лг) '  
где суммирование распространяется на те i ,  для к-рых 
Лi >Лi + 1 (включая r) . Ограничение представления Тд. на 
подгруппу А т при Л :;i: Л' абсолютно неприводимо , а 
при Л= Л' распадается над квадратичным расширением 
поля Q в сумму двух неэквивалентных абсолютно не
приводимых предстаолений одинаковой размерности . 
Получаемые таким образом представления группы А т 
исчерпывают все ее неприводимые представления над С . 

О П .  с. г .  в тензорах см.  в ст . Представления класси
ческих групп. 

Разработана также теория модулярных П .  с .  г .  (см . , 
напр . ,  [ 5] ) .  

Лит. : [ 1 ]  В е й л ь  Г. , Rлассичесние группы и х  инвари
анты и представленив,  пер . с англ. , М. , 1 947 ; [2) М у р  н а
г а н Ф.  д. , Теорив предстаолений групп , пер. с англ. , М . ,  
1 9 5 0 ;  [3] Х а  м е р  м е m М . ,  Теория групп и е е  применеиве 
н физичесним проблемам, пер . с англ. , М . ,  1 966 ; [4] R э р т и с 
Ч . ,  р а А н е р  И. , Теория предстаолений нонечных групп и 
ассоциативных алгебр , пер . с англ. , М . ,  1 969 ;  [5] Д ж е й м с Г. , 
Теория предстаолений симметричесиих групп , пер . с англ . ,  
М . , 1 98 2 . Э. Б . Вииберг .  

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СО СТАРШИМ ВЕКТОРОМ 
линейное представление р конечномерной полупростой 
расщепляемой алгебры Ли g над полем k характери
стики нуль с расщепляющей Картапа подалгеброй t , 
удовлетворяющее следующим условиям. 

1 )  В пространстве V представления р существует 
ц и к л и ч е с к и й в е к т о р v (т. е. V - наимень
шее n-инвариантное подпространство , содержащее v) . 

2) p (h) (v) = Л (h)v для всех h E t, где Л - пекото
рая фиксированная линейная форма на t со значения
ми в k .  

3) Если а1 , • • • , а.г- система простых корней, оn
ределенная нек-рым лексикографич . упорядочением 
множества 1\ всех корней алгебры g относительно t 
(см . Корневая система) , а еа . • ta . •  ha . - соответ-

1 1 1 
ствующие корню a.i векторы из базиса Шевалле алгебры 
g, i= f , . . .  , r , то p (erz J (v)= O для всех i= 1 , . • . , r. 

1 
Таким образом , Л является весом относительно суже
ния р на t (см . Вес представления) ;  он ваз . с т а р
ш и м в е с о м. Пространство V паз .  ц и к л и ч е
с к и м g-м о д у л е м с о с т а р ш и м в е с о м Л 
и о б р а з у ю щ е й  v, а v паз .  с т а р ш и м в е к т о-
р о

д
м .  .. u u ф ' ля всякои линеинои ормы "' на существует 

единственное с точностью до эквивалентности неприво
дпмое nредставление р). алгебры g со старшим весом 
Л. g-модуль V (Л) , определяемый р). ,  является прямой 
суммой весовых подпространств относительно сужения 
Р" на t. Их веса имеют вид 

Л - � r 
п

·
а. · """i=  1 1 t t  

где п i - целые неотрицательные числа . Весовое nод
пространство V Jl. (Л) веса 11 конечномерно , натягива
ется над k на векторы вида 

(Рд. (/ ai . ) Рд. (/ ai .) · · · Р), (/ ais)) (v) , 

и для любого h Е t ограничение Рд. (h) на V � (Л) явля
ется скалярным оператором умножения на 1.1. (h) . Про
странство V л (Л) одномерно ; вес Л является единствен
ным старшим весом представления Р" и может быть оха
рактеризован как единственный вес t-модуля V (Л) 
такой, что любой другой вес имеет вид 

Л - � r п · а. · """i= 1 1 t t  
где п i - целые неотрицательные числа.  

Представление р " конечномерно тогда и только тогда , 
когда Л - д о м и и а н т н а я л и н е й н а я ф о р
м а ка t,  то есть Л (hа , ) - целое неотрицательное 

1 
число для всех i=  1 ,  . . .  , r. Всякое неприводимое ко-
нечномерное линейное представление алгебры g имеет 
вид рд. для пек-рой доминантной ливейной формы А. 
на t (так что все такие представления классифициру
ются с точностью до эквивалентности доминантными 
линейными формами на t) . Множество всех весов ко
нечномерного представления рд.  относительно t инва
риантно относительно Вейля группы алгебры g (рас
сматриваемой как группа линейных иреобразований 
пространства t) , и если веса 11 и у лежат в одной орбите 
группы Вейля, то размерности пространств V Jl. (Л) и 
Vv (Л) совпадают . Для всякого веса 11 и всякого корня 



591 ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТОПОЛОГИ ЧЕСКОЙ ГРУППЫ 592 
ct E .<\ число f.L (ha;) - целое; если при этом f.L+ ct - тоже п р  я м о й с у м м о й  П . т. г. tt1 и tt2 • В иек-рых 
вес, то случаях (в частности, для унитарных представлеиий) 

р (еа;) (V IJ. (Л) )  :f: О может быть определено тевзориое произведение П .  т. г .  
и прямая сумма бесконечного семейства П .  т.  г .  С по
мощью ограничения или расширения поля скаляров 
вводятся операции овеществления и комплексификации 
ДЛЯ П. Т. Г . 

(здесь ha; - элемент из t, соответствующий ct, а еа;
кориевой вектор корня ct) . 

Лит . :  [ 1 ] д ж е к о б с о н Н. , Алгебры Ли , пер . с англ . ,  
М. , 1 96 4 ; [2] Теория алгебр Ли .  Топология групп Ли. Семи
нар «Софус Ли», пер . с франц. , М . ,  1 96 2 ;  [3] Ж е л о б е н к о ;J;J:. п. , :ftомпактные группы Ли и их представления, М. , 1 97 0 ;  
Ш С а r t а n E.

'ь.
«Bull. sci . math. » ,  1 925 ,  t .  4 9 ,  р .  1 30-52 ; 

[5] Н а r i s h - С а n d r а, «Trans. Arner. мath. Soc . >> ,  1 95 1 , 
v. 70 ,  р. 28-96. В. Л. Поnов. 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ГРУППЫ
непрерывное отображение группы G в топологич . груп
пу гомеоморфизмов нек-рого топологич . пространства. 
Ч аще всего под П. т .  г .  G понимается липейпое представ
ление, более того - такое линейное представление :rt 
топологич. группы G в топологич . векторном простран
стве (т.  в. п . )  Е ,  что вектор-функция g-+tt (g)x, g E G,  
определяет при любом х Е Е непрерывное отображение 
группы G в пространство Е. В частности, всякое пе
прерывпое представление группы G является П .  т . г .  G .  

Теория П .  т .  г .  тесно связана с теорией представ
лений различных топологических групповых алгебр . 
Среди них важнейшей является банахова симметрич
ная алгебра мер М (G) группы G (алгебра всех регуляр
ных бореленских мер на G с конечной полной вариацией , 
в к-рой умножение определяется как свертка) . Часто 
используется также топологическая алгебра С' (G) 
всех регулярных бореленских мер на G с конечной 
полной в ариацией и с компактным носителем . Умно
жение в С' (G) определяется как свертка ,  а инволю
ция f.L-+f.L* , f.L E C' (G) ,  определяется формулой 

� G t (g) df.L* (g) = � G t (g - 1 ) df.L (g) , t Е С (G) .  

Топология алгебры С '  (G) согласуется с двойственно
стью между этой алгеброй и алгеброй С (G) (всех не
прерывных функций на G) , рассматриваемой в компакт
но открытой топологии. Важную роль играют также 
различные подалгебры алгебр М (G) и С' (G) . В част
ности , если Е - квазиполное бочечное или полное 
локально выпуклое пространство (л . в. п . ) ,  а 1t - не
прерывное П. т .  г .  G в Е, то формула 

:rt (f.L) = � а :rt (g) df.L (g) ,  f.L E C' (G) ,  

определяет слабо непрерывный лИнейный оператор :rt (f.L)  
в Е и соответствие ,..._n (f.L)  есть представление алгебры 
С' (G) в пространстве Е ,  однозначно определяющее 
представление n топологич. группы.  При этом П .  т. г .
(топологически) пеприводи.мое представление , оператор
по пеприводи.мое представление , вполне веприводимое 
представление, эквивалентно другому П .  т. г. (и т. д . )  
тогда и только тогда , когда соответствующее представ
ление алгебры С' (G) обладает соответствующим свой
ством . 

Пусть n есть П .  т. г .  G в л. в. п. Е; пусть Е' - со
пряженное к Е пространство.  Функции на G вида g-+ 
-+cp (n (g) �) , � Е Е ,  ваз. м а т р и ч н ы м и  э л е м е н
т а м и п р е д с т а в л е н и я n . Если Е - гиль
бертоно пуостранство и � Е Е ,  11� 11= 1 ,  то функции вида 
g-+ (n (g) �, �), g E G ,  ваз . с ф е р и ч е с к и  м и ф у  н к
ц и я м и, связанными с представленнем :rt .  

Пусть Е,  Е*  суть л .  в .  п .  в двойственности , :rt есть 
П. т .  г. G в л. в .  п. Е . Формула :rt* (g) = :rt (g - 1) *  опреде
ляет П. т .  г. n* в Е* ,  ваз . с о п р я ж е н н ы м,  или 
к о н т р r р а д и е н т н ы м, к :rt. Пусть tt1 , :rt 2 суть 
П .  т .  г .  G в т .  в. п. Е1, Е2 соответственно , Е= Е1+Е2-
прямаll сумма и n (g) ,  g E G,- непрерывный линейный 
оператор в Е, определенный формулой 

:rt (g) (xl + x2) = :rt1 (g) Х1 + :тr2 (g) ж2 , х1 Е Е1 ,  х2 Е Е2 . 
Отображение g-+:л (g) есть П .  т. г .  G в т. в .  п. Е, наз .  

Представление топологич . группы ваз . в п о л  и е 
п р и в о д и м ы м, ec.llи любое замкнутое инвариант
ное подпространство имеет дополнительное замкнутое 
инвариантвое подпростраиство . Представление n то
пологич . группы G в т. в. п .  Е ваз. р а з  л о ж и м ы  м,  
если существуют такие замкнутые инвариантвые под
пространства Е11 Е2 в Е, что n эквивалентно прямой 
сумме подпредставлеиий n1 , tt 2 представления n, от
вечающих подпростраиствам Е1 , Е2 соответственно ; в 
противном случае n ваз . и е р а з л о ж и м ы м. Не
разложимое приводимое представление :rt определяется 
не только подпредставлеиием и факторпредставлеиием , 
соответствующими даниому инвариантному подпро
страиству,  но и иек-рым классом одномерных когомо
логий группы G с коэффициентами в G-модуле ограни
ченных линейных операторов из пространства фактор
представления в пространство представления . 

В ажнейшими общими задачами теории П .  т. г .  явля
ются описание всех неразложимых представлеиий дан
ной топологич . группы и изучение возможности опи
сания (разложения) произвольиых П. т .  г .  с помощью 
неразложимых.  В общем случае обе задачи далеки 
( 1 983) от полиого решения , но полученные в этих на
правлениях результаты делают теорию П. т. г. осио
вой гармонического апалиаа абстрактного ,  обобщаю
щего теорию рядов и интегралов Фурье, спектральную 
теорию унитарных операторов , теорию жорданоных 
нормальных форм и систем обыкновенных дифференци
альных уравнений с постояRИыми коэффициентами, а 
также основой иек-рых разделов эргодической теории, 
кваитовой механики, статистической физики и теории 
поля. 

Наиболее важным разделом общей теории П .  т. г .  
является теория упитарпых представлепий , имеющих 
миогочислеRИые приложевил и обладающих рядом 
свойств, упрощающих их изучение . В частности , орто
гональное дополнение к инвариантному подпростраи
ству увитарного представления ипвариаитио , поэтому 
всякое унитарное П. т .  г. вполне приводимо ; для уни
тарных представлеиий условия полной иеприводимо
сти , (топологической) веприводимости и операторной 
веприводимости равносильны (но , вообще говоря, сла
бее условия алгебраич . иеприводимости) .  

Другой класс П .  т .  г . , имеющий многочислеиные при
ложеиия , образуют копечпо:мерпые представления. Изу
чение представлеиий этого класса во многом облегча
ется относительным упрощением аиалитич . сложности 
задачи по сравнению с общим случаем; в частности , 
веприводимое конечномерное П .  т. г. вполне неприво
димо . Однако теория конечномерных П. т .  г. построена 
( 1983) достаточно полно лишь для иек-рых классов 
топологич . групп (в частности , для полупростых групп 
Ли и для групп 1R. и Z ) .  Для несколыю более широкого 
класса групп, содержащего класс групп Ли, существу
ет полное описание веприводимых конечномерных 
п. т. г .  

Теория П .  т.  г .  более разработана для локально 
компактных групп . В ажнейшим свойством класса 
локально компактных групп является его совпадение с 
классом полных топологич. групп , на к-рых существует 
невулевая правоинвариантная регуляупая борелев
екая мера т (см . Хаара :мера) . Этот фант позволяет 
1\Rлючить в число групnовых алгебр локальпо компакт
ной группы G банахову симметричную алгебру L1 (G)= 
=L1 (G , т) (относительно свертни) , к-рая играет ре-
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шающую роль в теории ограниченных (т .  е .  имеющих 
ограниченный образ) П .  т. г. G в б алаховых прострап
ствах . Формула 

л (/) = � а / (g) л (g) dт (g) , / E L1 (G) , 

устанавливает взаимно однозначное соответствие между 
ограниченными Представлениями л локальпо компакт-
ной группы G и (непрерывными) Представлениями Л 
алгебры L1 (G) , обладающими тем свойством что 
it (Io1  (G))H n плотно в пространстве Н - представ�ений 
- n 
л ;  при зтом унитарные П .  т. г .  соответствуют симмет-
ричным Представлениям алгебры L1 (G) . Другое свой
ство локально компактных групп состоит в том, что 
их представления в бочечных л .  в. п. суть непрерывные 
представления. 

Н аиболее развитая часть теории П .  т. г . - теория 
унитарных представлений локально компактных групп . 
В связи с существованием меры Х аара на локально 
компактных группах оказывается возможным изучение 
регулярпого представлепия группы G в пространстве 
L2 (G) , приводящее,  в частности , к аналогу Плапшереля 
фор:мулы для таких групп , а также к выделению основ
ной , дополнительной и дискретной серий унитарных 
П. т. г. рассматриваемого класса (см . Дополпи тельпая 
серия , Дис�>ретпая сер ия) . В ажнейшими общими зада
чами теории унитарных П .  т .  г . являются задачи по
строения .. веприводимых представлеп�.й и факторпред
ставлении , разложения представлении в прямой инте
грал, изучения дуальных объектов и связанные с ними 
вопросы теории сферич. функций ,  теории характеров и 
гармонич . анализа, в том числе - изучения различных 
групповых алгебр.  

И сключительно богатым Приложепиями подклассом 
класса локально компактных групп является класс 
групп Ли .  Теория бес�>оnечпо;мерпых представлепий 
групп Ли,  включающая теорию предстаолений классич . 
групп , является одним из наиболее быстро развиваю
щихся разделов общей теории П .  т. г. Мощным методом 
пзучения П .  т. г. Ли является орбит :метод. 

Другой важный подкласс класса локально коllшакт
nых групп образуют компактные группы . Представле
ния компактных гр�пп - один из наиболее завершен
ных разделов общеи теории П .  т. г . ,  являющийся ин
струментом изучения П .  т. г . ,  содержащих компактные 
по�группы . Актуальным разделом теории представле
нии компактных групп является группа задач , свя
эанных с вопросами разложения ограничения на под
группу � тензорного произведения конкретных пред
ставлении к�_мпактных групп Ли.  Разделом теории 
представлении компактных групп , имеющим много
численные приложевил в алгебре и анализе , является 
теория конечных групп представлений .  

Н е  только упомянутая выше задача изучения нераз
ложимых П. т .  г . ,  но и более простал задача описания 
зацеплений вполне веприводимых представлений свл
ааннал с соответствующей теорией когомологий, реше
на ( 1 983) лишь для нек-рых групп, несмотря на ее 
ва�ность в построении гармонич . анализа на группах . 
Деиствительно , в терминах неразложимых П . т. г . (а 
именно , входящих в аналитич .  продолжение соответ
ствующей основной серии) для нек-рых групп Ли (соот
ветственно групп Шевалле) получен аналог теоремы 
Пэли - Вивера , дающий описание образа групповой 
алгебры финитных бесконечно дифференцируемых (соот
ветственно финитных локально постоянных) функций 
на группе при преобразовании Фурье (т .  е .  при отоб-
ражении 1- � о! (g)л (g)df-t (g) , f Е К (G) , сопоставляю
щем функции на группе операторпозначную функцию 
на множестве представителей пространства классов эк
вивалентн ости представленпй этой группы) . М енее об-

щал зада_;а опис�нил всех вполне веприводимых пред
ставлении данпои группы решена ( 1983) лишь для ло
кально Rомпактных групп , факторгруппа к-рых по 
центру компактна (вполне веприводимые представле
ния таких групп конечномерны, и набора этих пред
ставлений достаточно для получения аналога теоремы 
Пзли - Вивера) и для нек-рых линейных групп Ли (в 
том числе для комплексных полупростых) . Как в те
ории унитарных, так и в теории неунитарных П. т.  г .  
накоплен богатый фактич . материал , относящийсл к 
конкретным Представлениям конкретных групп и к при
ложениям этих результатов к отдельным задачам гар
монич. анализа на таких группах . 

Ряд вопросов теории П .  т. г. связан с изучением 
П. т. г. в прострапствах с ипдефипитпой :метри�>ой. 
Для нек-рых полупростых групп Ли получено полное 
описание вполне веприводимых представлений в таких 
пространствах (к их числу относятся, в частности, не
ПРИВ.?димые конечномерные представления таких групп)  
и паидепо разложение тензорных произведений нек-рых 
веприводимых представлений этого типа на веприводи
мые унитарные представления. Теория операторно не
приводимых представлений полупростых групп Ли в 
пространствах с индефинитной метрикой и определение 
структуры их инвариантных подпространств тесно свя
заны с а':!алитич. продолжением основной серии пред
ставлении этих групп . 

Успехи теории П .  т. г .  связаны с развитием теории 
прое�>тивпых представлепий, !? распространением ряn;а 
методов теории представлении групп Ли (в частности , 
метода орбит) на локально компактные группы общего 
вида ,  а также с развитием теории П. т. г . ,  не явллю
щи::сл локально компактными (групп гладких функ
ции на многообразии со значениями в группе Ли, групп 
диффеоморфизмов гладких многообразий, бесконеч
номерных аналогов классич . групп и нек-рых других) .  
Изучение представлений таких групп оказалось связан
ным с теорией вероятностей (в частности, теорией мар
конских процессов) и задачами статистич. физики. С другой стороны, установлены глубокие связи теории 
представлений групп матриц 2-го порядка над локально 
компактными полями (и нек-рых связанных с ними 
групп) с задачами теории чисел . 
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resentatioпs in physics ,  probability апd number theory Readiпg 
1 978 ;  [16]  Non-commuta tive harmonic aпalysis ,  В.- [a .o . J : 
1 979 .  А. И.  Штерн. 

ПРЕДСТАВЛЕНИИ КОЛЬЦО - коммутативное 
кольцо , определяемое следующим образом. Аддитив
ная группа П .  к. порождена классами эквивалентности 
представлений группы G в векторных пространствах , 
а определяющие соотношения имеют вид л= л1+л2 1 
где л - класс эквивалентности нек-рого представле
ния , л1- класс эквивалентности его подпредставления , 
а л2- класс эквивалентности соответствующего фактор
представления :гс ;  операция умножения в П. к. сопо
ставляет классам эквивалентности представлепий :rt1 и 
л2 класс эrшивалентности их тензорного произведения . 
П .  к. иногда паз. к о л ь ц о м Г р о т  е н д и к а 
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группы G. Для локальио компактных групп П .  :к .  есть п-мерное векторное пространство над полем k ,  
группы G принято называть коммутативное кольцо ,  f - невырожденная симметрическая или знакопере. 
определенвое операциями прямой суммы и текзориого иенпая биливейпая форма иа V) в инвариантных под
произведения в множестве :классов эквивалентности простраиствах тевзорных степевей тт ( V) пространет
непрерывных унитарных представлений группы G.  ва V. Е сли k - поле нулевой характеристики , то все 
Изучение структуры П. к. плодотворно для :компакт- веприводимые поливомиапьвые линейные представле
вых групп , где оно приводит к теории двойственности ния указанных групп реализуются в тензорах . 
в термивах блок-алгебр,  а также в более общем слу- В случае k= С перечисленвые выше группы яв
чае для групп типа 1 ,  где изучение структуры П .  к .  ляются комплексными группами Ли.  Для всех них, кро
может быть сведено к изучению структуры тевзорвых ме GL ( V) ,  все (дифференцируемые) линейвые пред
произведений веприводимых унитарных представле- ставлепил полиаомиальвы ; всякое линейное представ
вий .  А .  и. Шmepu. левие группы GL ( V) имеет вид g 1-+ (det g) kR (g) , где 

ПРЕДСТАВдЕНИ О ТЕОРИЯ - теория, изучающая k Е z ,  а R - полиномиальное линейвое представле
гомо:морфизмы полугрупп (в частности , групп) , алгебр вие .  Классические компактные группы Ли и n• S и n •  
или других алгебраич . систем в соответствующие сие- О"' SO" '  Spn имеют те же комплексные линейные 
темы эвдоморфивмов век-рой подходящей структуры . представления и те же инвариантные подпространства 
Особенно часто рассматриваются л и и е й в ы е в простравствах теизоров , что и их комплексные обо
п р  е д с т а в л е в и я, т .  е. гомоморфивмы полу- лочни GLп(C ) ,  SLп(C ) ,  Оп (С) ,  SОп ( С ) , Spzп (C ) .  
групп , групп , ассоциативных алгебр или алгебр Ли Поэтому ревультаты теории линейных представлеиий , 
в полугруппу , группу , алгебру линейных преобраsо- полученвые для классических комплексных групп Л и ,  
вавий вен-рого венториого пространства V. Такое переносятся иа соответствующие компактные группы и 
представле1111е ваз . также л и и е й  и ы м п р е  д- наоборот («унитарный трюк» Вейля) . В частности , с 
с т а в л е н и е м в п р о с  т р а и с т в е V, а V помощью интегрирования по компактной груnпе дока
ваз .  п р о с  т р а и с т в о м п р е  д с т а в л е в и я .  зывается полная приводимость линейных представле
Ч асто под П. т .  понимают именно теорию линейных ний классических комплексных групп Ли.  
представлений. Если пространство V коиечиомерно , Естествеиное линейвое представление rруШiы GL ( V)  
то его размерность ваз . р а з м е р  н о с т ь ю п р е  д- в пространстве тт ( V) определяется по формуле 
с т а в л е н и я , а само представлевие - к о н е ч- g (v1 (8) . . .  (8) v111 ) = gv1 (8)  . . .  (8) gv111 , g E GL (V) , v; E V. 
н о м е р и ы м .  Таким образом, различаются конечно
мерные и бесконечномервые представления . Представ
ление ваз . т о ч и  ы м, если оно ивъективво . 

И зучение линейных представлевий полугрупп , групп 
и алгебр Ли сводится к изучению линейных представ
лении ассоциативных алгебр . А именно , линейвые пред
ставления полугрупп (линейные представления групп) 
в пространстве V над полем k находятся в естественном 
взаимно однозначном соответствии с представлевиями 
соответствующей полугрупповой (групповой) алгебры 
над k в пространстве V. Представления алгебры Ли L 
над k взаимно однозначно соответствуют линейным 
представлеииям ее универсальной обертывающей алге
бры. 

Задание линейного представления <р ассоциативной 
апгебры А в пространстве V равносильно заданию на V 
структуры А -модуля , называемого м о д у л е м п р е д
с т а в л е в и я <р. При рассмотрении представлевий 
rруппы G или алгебры Ли L говорят также о G-модулях 
или L-модулях (см . Модуль) . Гомоморфизмы модулей 
представлений ваз . сплетающими оператора.���и .  И зо
морфным модулям соответствуют э к в и в а л е и т
н ы е п р  е д с т а в л е в и я .  Подмодуль модуля V 
представления <р - это подпространство W с V, инва
риантвое относительно <р;  ивдуцируе:t.�ое в W пред
ставпение ваз . п о д п р е д с т а в л е в и е м, а пред
ставление, индуцируемое в фактормодуле V! W,
ф а н т о р п р е д с т а в л е в и е м представления <р . 
Прямые суммы модулей соответствуют прямым суммам 
представлевий, неразложимые модули - неразложи
мым представлеииям, простые модули - веприводи
мым представлеииям, а полупростые модули - вполне 
приводимым представлеииям. Определяются также тев
зорвое произведение линейных предетавлевий, внешняя 
и симметрич . степени представления (см . Тенаорное 
произведение представлевий) .  

Наряду с абстрактвой (или алгебраической) П .  т .  
существует теория представлевий топологич.  объек
тов , вапр . топологич . групп или банаховых алгебр (см . Непрерывное представление, Представление топо-
догической группы) . О. А .  иваиова. 

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КЛАССИЧЕСКИХ ГРУПП 
в т е в з о р а х - линейные представления групп GL ( V) ,  SL ( V) , O ( V , f ) ,  SO ( V, j ) ,  Sp ( V, j) (где V 

В том же пространстве определено линейвое представ
ление симметрич . группы S 171 :  
а (v1 ®· • • (8) v171) = v1г ,  ( l ) ® · • • (8) v0 _ , (т) • a E S111 , v ; E V . 
Операторы этих двух представлеиий перестановочны ; 
тем самым в T171 ( V) определено линейвое представле
ние группы GL ( V) X S 171 •  Если сhаг k=O ,  то прост
ранство тт ( V) может быть разложено в прямую сум
му минимальных (GL ( V) Х S 171)-инвариавтных подпро
стране тв : 

Здесь суммирование происходит по всем разбиениям 
Л числ а т, содержащим ие более п слагаемых,  и л 
пространство абсолютно веприводимого представления 
Т л группы S 171 , отвечающего разбиению Л (см . Пред
став.ttепие симметричеспой группы) ,  а Vл - простран
ство век-рого абсолютно веприводимого представления 
R л  гр уппы GL (V) . Разбиения Л удобно представлять 
в виде наборов (Л1 , Л2 , • • •  , Лn) целых неотрицательиых 
чисел , удовлетворяющих условиям Л1�Л2� • • •  ;:.Л"' 
r. л= т. 

Подпространство Vл ®ил с тт ( V) разлагается в сум
му минимальных GL ( V)-иввариантных подпространств , 
в каждом из к-рых ре ализуется представление R л .  
Эти подпространства могут быть явно получены приме
иевием н тт ( V) Юнга симметриааторов, связанных с 
разбиением Л . Напр . ,  для разбиения Л= (т, О, . . .  , О) 
(соответственно Л= ( 1 ,  . . .  , 1 ,  О , . . .  , О)  при т ..,;п) 
dim ил = 1  и Vл ®ил есть минимальное GL ( V) -ив"а
риавтвое подпространство,  состоящее из всех симмет
рич . (соответственно кососимметрич . )  тензоров . 

П редставление R л  характеризуется следующими 
свойствами . Пусть B cGL ( V) - подгруппа , состоящая 
ив линейных операторов , к-рые в век-ром базисе (е1 , • • •  , 
еп) пространства V записываются верхиими треуголь
ными матрицами .  Тогда операторы R л (Ь ) ,  Ь Е В ,  имеют 
единственный (с точностью до числового множителя) 
общий собственвый вектор v 'A ,  называемый с т а р  ш и м 
в е к т о р о м представления R л . Соответствующее 
собственное значение (с т а р ш и й в е с представле-
ния R л )  равно Ь�� . . .  Ь�� ,  где Ь ; ; есть i-й диагональ
вый злемент матрицы оператора Ь в базисе (е1, • • •  , еп) · 
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Представления R л ,  отвечающие различным разбие
ниям Л, не эивнвалентны . Х арактер представления R л 
находится по ф о р м у л е В е й  л л :  

Wл (z 1 , . . . , zп ) 
tr R (g) = , }., · И'0 ( z 1 , . . . , z п ) 

rде z1 , • • .  , z,. - корни характеристич . многочлена опе
ратора g,  Wл - обобщенный определитель Вапдер
монда , отвечающий разбиению Л (см. Фробепиуса формула) , W0- обычный определитель В андермонда .  Раз
мерность представления R л равна 

/ . - / . 
dim Rл = П i < i � - (  , 

rде l;= Л;+ п- i .  
Ограничение представления R л н а  унимоду лярную 

группу SL ( V) неприводимо . Ограничения на SL ( V) 
цредставлений R л и R tJ. эквивалентны тогда и толыю тогда , ногда !l;= Л;+s (s не зависит от i ) .  О граничение 
представления R л группы GLп(k) на подгруппу GLn_ 1 (k) находится по правилу :  

Rл laLn - •  ( k ) = �tJ.R/.t ,  
где 11 пробегает все наборы (f!1 , . • • , f.t п - 1 ) , удовлетво
ряющие условию 

Лi :;:;о, !11 :;:;о, Л2 :;:;о, !12 :;:;о, . . •  :;:;о, !lп - 1  :;:;о, Лп. 
Для всякой диаграммы Юнга d, отвечающей разбие

нию Л, тензор vл Q9иd E тт ( V) (обозначения см. в ст . 
Представление симметрической группы) является ре
зультатом альтернирования по столбцам диаграммы d 
теваора ei ,Q9 . . .  Q9eim ' где i k - номер строни диаграм
мы d, в к-рой находится число k .  Тензоры, построен
вые таким образом по всем стандартным диаграммам 
d, образуют базис минимального S т -инвариантного 
подпространства VJ.. @И л , в к-ром реализуется пред
ставление Т л группы S т . 

Линейное представление ортогональной группы 
O (V,  /) в пространстве тrn ( V) устроено следующим 
образом . Имеется разложение в прямую сумму двух (О ( V, f) Х S тп) -инвариантных подпрострапств: 

т т (V) = Т::' (V) ЕВ T'i' (V) ' 

где Т'/? ( V) состоит из б е с с л е д н ы х т е н з о р о в ,  
т. е . тензоров , свертl\а к-рых с формой f по любым двум 
индексам равна нулю , а 

T'j' ( V) =  �cr E Sт а (T rn - 2 (V) Q9 j - 1 ) .  
Пространство Т::' ( V )  в свою очередь разлагается в пря
мую сумму минимальных (О ( V, /) Х S тп)-инвариантных 
подпространств: 

Т::' (V) =�л V� @ Ил , 
rде V�c Vл. При этом V�;6 0  тогда и толыю тогда , 
когда сумма Л� +Л� высот первых двух столбцов таб
лицы Юнга , отвечающей разбиению Л,  не иревосходит 
n, и в этом случае V� есть пространство абсолютно не
приводимого представления R1 группы О ( V, /) . Пред
ставления R 1, отвечающие различным разбиениям Л, 
не э.квивалентны . Если разбиение Л удовлетворяет 
условию Л�+Л; ...;:п ,  то после замены первого столбца 
его таблицы Юнга столбцом высоты п-л; получается 
таблица Юнга неl\-рого разбиения Х, также удовлетво
ряющего этому условию . Соответствующие представле
ния группы O ( V, /) свя заны соотношением R� (g) = }., 
= (det g) n �. (g) ( в частности , онп имеют одина1ювую 
размерность) . 

Ограничение представления R �, на подгруппу SO ( У, /) 
абсолютно пеприводимо, за исключением случая, когда 
п четно и Л =Х (т .  е. число слагаемых разбиения Л равно 
п/2) . В этом последнем случае оно распадается над полем 
k или его квадратичным расширением в сумму двух 
неэквивалентных абсолютно неприводимых представ
лений одинаковой размерности.  

При вычислении размерности представления Rf 
можно считать , что л; ...;:п/2 (в противном случае сле
дует заменить Л на Х) . Пусть l ;= Л;+ п/2- i .  Тогда при 
нечетном п 

. 0 [n ; ,] l; [nj,] ( l; - lj) ( l ; + lj) dJrn R л = li - П  . . ( . . ) , 
i =  1 n/ 2 - i  i , i =  1 i < i  ( J - • )  n - • - 1  

а при четном n и Л ;6 f  
. о пn/ 2 ( l ; - lj ) ( t ; + lj) 

d 1 т R л = . . 1 . . --,-,,....--,:;-.;-,.,----:--'-::-' ·  1 =  , • < 1  ( j - i ) ( n - i - j) 
При Л= Х последняя формула дает половину размер 
ности представления R�, т .  е .  размерность каждого 
из соответствующих ему абсолютно неприводимых пред
ставлений группы SO ( V , f) . 

Разложение пространства Tm ( V) относительно сим
плектич . группы Sp ( V, f) аналогично разложению от
носительно ортогональной группы , с той разницей, что 
V� :F O  тогда и только тогда , когда Л� ...;:п/2 . Размер
ность представления R�  находится в этом случае по 
формуле 

. о пn/ 2  l ;  п n/ 2 ( lг lj) ( li + lj) 
dtrn R л= . 1 ,, . . . 1 · · • ( · · • • 2 • t =  nf t. - • + 1  ' •  1 =  , t < J э - • ) (n - э - • +  ) 

где l ;= Л.;+ n l2 - i + 1 .  
Лит . :  [ 1  1 В е й л ь Г. , l\лассичесние группы, их инвари

анты и предстанления, пер. с англ . ,  М . ,  1 947 ; [2] Ж е л о б е н
н о д. П . ,  l\омпантные группы Ли и их представления, М . , 
1 9 7 0 ;  [3] Х а  м е р  м е ш М . ,  Теория групп и ее применеiJие 
н физичесним проблемам, пер. с англ . , М . , 1 966 .  

Э. Б .  Вин.берг. 
ПРЕДСТ АВЛЯЮЩАЯ ФУНКЦИЯ - непрерывная 

функция f на топологич . пространстве Х, снабжен
ном неп.Рерывным действием пек-рой группы G, орбита 
к-рой {g*/ lg E G } в пространстве всех непрерывных 
функций на Х порождает конечномерное подпростран
ство . П .  ф. иногда называют также с ф е р и ч е с  к и
м и, или п о ч т и и н в а р и а н т н ы м и ,  ф у в к
ц и я м и. П . ф. со значениями в поле k= IR или С 
образуют С-инвариантную k-подалгебру F ( Х ,  k)o в 
алгебре всех k-значных непрерывных функций F (Х , k) 
на Х . В случае,  когда Х = G - топологич. группа,  дейст
вующая на себе при помощи левых сдвигов ,  F ( X ,  k)o= 
= P (G,  k )o  совпадает с подпространством в F (G , k) , 
порожденным матричными элементами конечномерных 
непрерывных линейных представлений группы G. Если 
при этом G 1\омпактна , то можно ограничиться матрич
пымl! элементами неприводимых представлений . Напр . ,  
если G= Т - группа вращений плоскости , то П . ф .  на 
G - это тригонометрич . полиномы . Другим примером 
являются 1\Лассические сферич . функции на сфере, 
к-рые суть П . ф. для стандартного действия группы вра
щений сферы . 

Если G - компактная топологич . группа , непрерыв
но действующая на пространстве Х ,  являющемся об'Ь
единением счетного числа компактов, то F (X,  k) c; 
плотно в F (Х , k) относительно компактно открытой 
топологии (см. Петера - Вейля теорема) . Аналогич
ные утверждения справедливы для П .  ф. различных 
степепей гладкости на дифференцируемом многообра
зии с гладl\юr действием компактной группы Ли. С дру
гой стороны , если G не допускает нетривиальных непре
рывных гомоморфизмов в компактную группу (на
пример , G - связная полупростая группа Ли без 
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компактвых простых факторов) , то всякая П .  ф. на ваз. липейпыми группами .  Более общо , линейными 
компактном пространстве Х с непрерывным действием группами ваз .  часто группы автоморфизмов модулей 
группы G является G-иввариавтвой [4 ] . над различными кольцами. В частности , если М- сво-

Еели гладкое действие компактной группы Ли G бодвый конечномерный модуль над кольцом z целых 
на дифференцируемом многообразии Х имеет лишь чисел , то говорят о кристаллографичес�>их группах. Если 
конечное число mпов орбит, то алгебра F"" (Х, k)a всех М- топологич. пространство , а G состоит из автогомео-
П. ф . класса С"" конечно порождена над подалгеброй морфизмов пространства М, то говорят о группах не-
всех G-иввариавтвых функций класса С"" (см . (5 ] ) .  прер)>!вных преобразований.  Если М=К есть поле , а 
В частности, для однородного пространс·rва Х алгебра G - конечная группа автоморфизмов поля К, то G 
F(X, C)a=F""(X, С)а конечно п�ождева и отож- является группой Галуа расширения K/L, где L - под
дествляется с алгеброй регулярных увкций на аффин- поле, состоящее из элементов, неподвижных при дей
вом однородном алгебраич . мвогоо разии над С, мно- ствии элементов из G. Рассматривается также ситуация, 
жество вещеsтвеввых точек к-рого совпадает с Х. когда группа G и множество М снабжены структурами 
Важной для nриложений является задача о разложении одного и того же типа , причем действие группы G на 
G-модуля F(X, С) а в прямую сумму простых G-моду- М является морфизмом в соответствующей категории.  
лей . В случае , когда Х - симметрическое однородное Напр . ,  если G - топологич . группа, непрерывно дейст-
простравство компактной группы G, она была решена вующая на топологич . пространстве М, то говорят о 
Э .  Картавом ( 1 ] . топологической группе преобразований; аналогично 

Обобщением П. ф. являются п р  е д с т а в л я ю- определяются Ли группа преобрааовапий, алгебраическая 
щ и  е с е ч е в и я век-рого векторного G-расслоения группа преобрааовапий .  
Е над G-простравством Х, т.  е .  непрерывные сечения , Лит . :  [1 )  математика , е е  содержание, методы и значение, 
G-орбиты к-рых порождают конечномервые подпро- т. з, м., 1 956 ,  гл. 20 . л. А. Кtмужн.ин.. 
стравства в пространстве Г(Е) всех непрерывных се- ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ПОЛУГРУППА - всякая 
чевий, напр. представляющие тензорвые поля на глад- подполугруппа симметрич .  полугруппы Т 11, где Т 11-ких мвогообразиях с гладким действием группы Ли б u g Ч G; они образуют G-подмодуль Г(Е)ас Г(Е) (см . 15]). совокупность всех прео разовании множества . аст-

Если группа G компактна , то подмодуль Г (Е)а плотен пым случаем П .  п. являются преобрааовапий группы . 
в Г(Е) . В случае , когда Х- симметрическое одвород- П .  п. Р1Е Tg,. P2CTg, паз . п 0 д 0 б в ы  м и, если 

вое пространство группы G, изучено (см. (3]) разложе- существуют биекции q> : Qг+Q2 и 'Ф : Рг�Р2 такие, 
ние G-модуля Г(Е)а на простые _компоненты . Если же что при иа=�(а, �EQ1; иЕР1) имеет место (1j)и) (q>a)= 
Х - компактное однородвое пространство полупро- = q>�. Подобные П .  п. изоморфны, во обратное, вообще 
стой группы Ли G без компактных факторов со связноii говоря , неверно . Однако в пределах век-рых классов 
стацш?варвой nодгруnпой , то П .  п. из изоморфизма вытекает подобие . Тако-в , вапр . ,  

KJJacc П .  п . ,  включающих все такие nреобразования и ,  
dim Г (Е) а < оо что иQ состоит из одного элемента . Задание полугруп-

(см .  [2]). пы как П. п .  несет большую информацию, чем ее зада-
Лит. : [1] С а r t а n Е . , <cRend. Circ. Mat. PalcrmO•>, 1 929 ,  ние с точностыо до изоморфизма.  

v .  53, р.  21 7- 52; [2] д а о В а н Ч а , « Успехи матем. наук», Привципиально важно выделение свойств П . n., ив-1 97 5.._ т. 30 ,  в. 5, с. 20.3-04; [3] Д з я д ы к  Ю. В.,  <сДокл. 
ф АН �..;ССР», 1 97 5 ,  т. 220, ;м 5 ,  с. 1 0 1 9 -22 ; [41 л у к а ц к  и й вариантных относительно изомор измов .  Для век-рого 

А. м . ,  «Успехи матем. наук», 1 97 1 , т. класса П .  п .  Г условие, при к-ром полугруппа S 
26 ,  в. 5 ,  с. 2 12-1 3 ;  [5] О н ищи к У изоморфна пек-рой полугруппе из Г, ваз.  а б с т р а к т-А. Л., <•Тр. Моек. матем. об-ва», 1 9 76 ,  u 
т. 35 ,  с. 235-64 .  А. л. Он.ищип. и о и х а р  а к т е р и с  т и к о й  к л а с с а Г. Най-

ПРЕКРАЩЕНИЯ ТОЧКА - дены абстрактные характеристики для век-рых важных 
особая точка плоской кривой, в П .  п .  В сякая полугруппа иаоморфва век-рой П .  п .  
к-рой кривая обрывается . Окруж- Полугруппа S тогда и только тогда изоморфна век-рой 
вость достаточно малого радиуса х симметрич. полугруппе Т 11, когда она является макси-
с центром в П .  т. пересекает мальвым плотным идеальным расширением (см . Рас-
кривую только в одной точке . ширепие полугруппы) какой-либо полугруппы А с 
Например ,  у кривой у=х lnx тождеством ху= х. 
П .  т.- начало координат (см. рис. ) . всэ-з. Из общей теории П .  п .  выделяется направление , при 

ПРЕОБР АЗОВАНИ Е - отображение и нек-рого к-ром иреобразуемое множество Q наделево нек-рой 
множества М (вообще го!}оря, наделенного век-рой структурой (топологией, действием, отношением в Q и 
структурой) в себя . Образ элемента аЕМ при преоб- т .  п . ) ,  и рассматриваются П .  n . ,  связанные с этой 
разовании и обозначается и (а), или иа, или аи, или аи. структурой (эндоморфизмы, непрерывные или ливей-
Совокуnность всех П. множества М в себя образует ные преобразования, сдвиги полугрупп и т. д . ) .  И зу-
относительнс:t операции умножения (суnерпозиции) пре- чение соотношений между свойствами структуры в Q образований  полугруппу, называемую с и м м е тРи- и свойствами полугруппы соответствующих преобразо
ч е с к о й п о л У г Р У п п о й на множестве М· Об- ваний является обобщением теории Галуа . В частности , 
ратимые элементы этой полугруппы ваз .  подстапов�>ами . известны случаи , .когда указанная П .  п .  вполне оnреде
Все Подставовки на множестве М образуют подгруппу ляет структуру (см . ,  напр . ,  Эпдоморфиамов полугруппа) . 
симметрич. полугруппы - симметричеспую группу . Свойства левых и правых сдвигов полугрупп использу-ем .  также Подстапово�> группа, Преобрааовапий ются в общей теории полугрупп. 
группа. О. А. Иванова. Обобщением понятия uреобразования является ч а с-

ПРЕОБРАЗОВАНИИ ГРУППА - подстаповок груп- т и ч в о е п р  е о б р а з о в  а в и е ,  отображающее 
па (G, М), действующая на множестве М. При этом если какое-либо подмножество Q' cQ в Q. Бинарное отво
ва множестве М определена какая-либо структура и шение на множестве Q иногда трактуют как мвогознач
элементы из G эту структуру сохраняют, то nринято вое (вообще говоря , частичное) иреобразование этого 
говорить,  что G есть группа иреобразований этой множества . Рассматриваемые относительно операции 
.структуры. Наименование П .  г .  обычно отражает в суперпозиции (определяемой как умножение бивар
llек-рой мере наименование структуры, определенвой вых отношений) однозначные и многозначные частичные 
па М. Так, напр . , если М- венторвое пространство иреобразования также образуют полугруппы . Целе-
над телом, то группы, сохраняющие эту структуру , сообразно рассматривать их I\ак полугруппы, наделен-
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пые дополнительными структурами (иапр., отношением 
в:ключения бинарных отношений, включения или ра
венства областей определения, включения или равен
ства образов и т. д.). 

Лит .: [1 ]  Л я п и н Е.  С . ,  Полугруппы, М. , 1 960 ;  [2] 
1< л и ф ф о р д А. Х . ,  П р е с т о н Г. Б. , Алгебуаичесная 
теория полугрупп, пер. с англ . ,  т .  1 -2 ,  М . ,  1 972; [3 Г .п у с
к и н Л. М., «Матем. сб . >>, 1 96 1 ,  т. 55, М 4, с. 42 1-48.: [1.] 
S с h е i n в. М., <•Semigroup Forum>>, 1 970 , v. 1 ,  М 1 ,  р. 1 - 6 2 .  

Л. М. Глycrtu:n, Е. С .  Ляnu'lt. 
ПРЕПЯТСТВИЕ - повятие гомотопич. топологии; 

инвариант, равный нулю, если соответствующая задача 
разрешима, и отличный от нуля- в противном случае. 

Пусть (Х, А) - пара клеточных простраиств и У
односвязное (более общо - гомотопически простое) 
топологич. пространство. Можно ли данное непрерывное 
отображение g: А-+У продолжить до непрерывного 
отображения f: Х-+У? Продолжение можно осуще
ствлять по остовам Xn пространства Х. Пусть построено 
такое отображение/: XnUA-+Y, что tl.-�=g. Для любой 
ориентированвой (п+t)-мервой к летки sп-+у отоб
ражение t lдen+l задает отоб ражеиве sп-у (где sп 
есть п-мервая сфера) и элемент Gte Е :rtп(Y) (именно 
здесь и используется гомотопич. простота пространства 
У, позволяющая игнорирова ть выбор отмеченной точ
ки). Таким образом, возникает коцепь 

cj+1ECn+l (Х; :rtn (У)), cj+l (e"+l) =c.te· 
Так как для en+1c=A, оЧевидно, с(+1(е11+1)=0, то на 
самом деле 

c(+l ECn+l (Х, А; :rt11 (У)). 
Очевидно, .c(+l=O тогда и только тогда, когда f про
должается на Xn+J, т. е. коцепь c(+l является п р  е
пЯТ С Т В И е М К ПрОДОЛЖеНИЮ f на xn+I. 

Roцeпьc{+lECn+l(X, А ;  :rtп(Y)) является коциклом. 
Из того, что с{+1= 0, вообще говоря, не следует, что g 
не продолжается на Х : f может не продолжаться на xn+l в силу неудачиого выбора продолжения g на xn. 
Может оказаться, напр., что отображение f jxn-J U А 
продолжается на xn+ 1, т. е. что продолжение возможно 
после отступления на один шаг. Оказывается, что П. 
к этому является класс когомологий 

[c(+I]EHn+I (Х, А; :rtn (У)), 
то есть [c(+li=O тогда и только тогда, когда существует 
такое отображение f: X":1UA-+Y, что fjxп -lUA= 
=:=fjxп-tu А (в частности, f /л =g). Для доказательства 
этого утверждения используется конструкция разли
чающей. 

Так как задачу гомотопич. классификации отобра
жений Х-+У можно интерпретировать как задачу про
должения, то теория П. применяма и к описанию мно
жества [Х, У] гомотопич. классов отображений из Х в 
У. Пусть /=[0, 1] и пусть А=Х Х {0, 1}- подпрост
ранство в ХХ/. Тогда пара отображений /0,/1: Х-+У 
интерпретируется как отображение G : А-+У, G (х, i)= 
=/;(х) , i=O, 1 ,  и наличие гомотопии между fo и f1 озна
чает наличие отображения F: Х Х 1-+У, продолжаю
щего отображение G. При этом если гомотопия F по
строена на п-мерном остове пространства Х, то П. к ее 
продолжению на Х есть различающая 

d" (fo, /1 ) Е Сп (Х; :rtn (У)) . 

В качестве приложевил можно указать описание мно
жества [Х, У]=�[Х, K(:rt, п)], п>1, где K (:rt, n ) - Эй
.лепберга - Мак.лейпа прострапство: :rti (К (:rt, n))=O 
прц i::;f; n, :rt11 (К (:rt, п))=:rt. Пусть fo : Х-+К (:rt, n) -
постоянное отображение, а f : Х-+К (:rt, п) - произ-

вольное непрерывное отображение. Так как Hi (Х; :rt;(Y))=O при i<п, то f0 и f1 гомотопвы на Xn-lи можно, 
выбрав какую-нибудь такую гомотопию, определить 
различающую 

dn(f, fo)ECn(X; :rtп(Y))=Cn(X; :rt). 
Класс когомологий [dn(f, /0)] EHn(X; :rt) определен 
корректно, т. е. не зависит от выбора гомотопии между 

/0 и f (в силу того, что �ч(У)=О при i<п). Далее, если 
отображения f, g : Х-+У таковы, что (dn (f, /0)]= 
=(dn(g, f0)], то [dn(f, g)]=O и, значит, f и g гомотопны 
на Xn. П. к продолжению этой гомотопии на все Х лежат 
в группах Hi(X; :rti(Y))=O (так как i>п), и, значит, 
отображения f и g гомотопны. Таким образом, гомото
пич. класс отображения f полностью определяется эле
ментом (d11(f, f0)]EH"(X, :rt). Наконец, для любого 
злемента х Е Hn (Х, :rt) найдется отображение f с 
(dn(f, f0)]=x и потому [Х, K(:rt, п)]=Нn(Х; :rt). Ана
логично: если :rt;(Y)=i при i<п и diш Х -<:п, то [Х, У]= 
=Hn(X; :rt,.(Y)). 

При исследовании задачи продолжения рассматрива
лась возможность продолжения после <ютступлевия на 
один шаг». Полное решение задачи требует анализа 
возможности продолжения после отступления на произ
вольное число шагов. Для этой цели используются ко
гомологические операции или Постпн,икова системы. 
Так, для описания множества [Х, У], rде :rt;(Y)=O 
при i<п, :rtп(Y)::;i;O, dim Х=п+r ; требуется, вообще 
говоря, исследовать возможность отступления на r+1 
шаг, для чего надо исследовать первые п+r этажей 
системы Постникова пространства У, т. е. использо
вать когомологич. операции порядков -<:r (в ст. Кого
.мо.логические операции эта задача разобрана для т= 1 ). 

Теория П. используется также в более общей ситуа
ции продолжения сечений. Пусть р : Е -+В - век-рое 
расслоение со слоем F (причем :rt1 (F)=O и :rt 1 (В) дей
ствует на :rt1 (F) тривиально), пусть А сВ и 8 : А-+Е -
век-рое сечение (т. е. такое вепрерыввое отображение, 
что р8(а)=а). Можно ли продолжить 8 на все В? Соот
ветствующие П. лежат в группах Hn+l(B; :rtп(F)). За
дача продолжения получается из этой задачи, если по
ложить В=Х, Е= ХХ У, р(х, у)=х, 8(а)=(а, g(a)). 
Авалогичным образом с помощью теории П. исследу
ется и задача классификации сечений. 

Наконец, в задаче продолжения можно снять огра
ничение гомотопич. простоты пространства У (и ава
логично в задаче о сечениях); для этого надо использо
вать когомологни с локальными коэффициентами. 

Ю. Б. Рудях. 
ПРЕСЛЕДОВАНИЯ ИГР А - антагонистическая 

дифференциальная игра иреследователя (догоняющего) 
Р и иреследуемого (убегающего) Е, движения к-рых 
описываются системами дифференциальных уравнений: 

Р: x=f (х, и), Е: y=g (у, v) , 
где х, у - фазовые векторы, определяющие состояния 
игроков Р и Е соответственно; и, v - управляющие 
параметры, выбираемые игроками в каждый момент 
времени из заданных компактных множеств U, V 
евклидовых простравств. Целью Р может быть, напр., 
сближение с Е на заданное расстояние, что формально 
означает попадание х в l-окрествость у (l;;;:,.O). При 
этом различаются случаи сближения за минимальное 
время (П. и. н а б ы  с т р о д  е й  с т в и е), к заданно
му моменту времени (П. и. с п р е д п и с а в в о й 
п р о д  о л ж и т е л ь  в о с т ь ю) и до момента дости
жения игроком Е век-рого множества (игра с «линией 
жизвю>). Сравнительно хорошо изучены игры с полной 
информацией, когда оба игрока знают фазовые состоя
ния друг друга в каждый текущий момент времени. 
Под решением П. и. понимается нахождение ситуации 
равновесия. 



603 ПРИБЛИЖЕНИЕ 604 

Лит.: [ 1 ] П о  н т р я г и н Л. С. , «Успехи матем. наую> , 
1966, т.21 , в . 4 , с. 2 1 9-7 4 ; [2] R р а с о в с н и й Н. Н. , С у б
б о т и н А. И., Позиционные дифференциальные игры,  М . , 1974; [3] А й з е н с Р . , Дифференциальные игры , пер . с англ . ,  
М., 1 967; [4] П е т р о с я н Л. А., Дифференциальные игры 
преследования ,  Л., 1 97 7 .  Л .  А. Петросяп. 

ПРИБЛИЖЕНИЕ - то же, что аппроксимация. Тер
мин tП.» иногда употребляется в смысле приближаю
щего объекта (вапр., начальное П.). 

ПРИБЛИЖЕНИЕ В СРЕДНЕМ - приближение 
задаввой и интегрируемой на промежутке [а, Ь] функ
ции f (t) функцией <р (t), когда за меру погрешвости 
привита величина 

!l (f, <р) = �:1 f (t)-<p (t)\ dt. 

В более общем случае, когда 

!l (/, <р) = �: 1/ (t ) -<p (t) lq du (t) (q > 0) ,  

где cr(t) - веубывающая на [а, Ь] отличная от постояв
вой функция, говорят о с р е д в е с т е п е в в о м (с 
показателем q) п р и б л и ж е в и и относительно рас
пределения du(t). Если u(t) абсолютно непрерывна 
и р (t)= и' (t), получают с р е д в е с т е п е в в о е 
и р и б л и ж е н и е с в е с о м р (t), если же и (t) -
ступенчатая функция со скачками ck в точках tk из 
[а, Ь], то приходят к в з в е ш е  в в о м у с р е  д в е
с т е п е в в о м у п р и б л и ж е в и ю в системе 
точек {tk} с мерой погрешвости 

!l (/, <p)= �kck\ f (t�г)-<р (t�г)\q. 

Естественным образом эти понятия обобщаются на 
случай Функций многих перемеввых. 

Лит . :  11 ]  Г о н ч а р о в В .  Л. , Теория интерполирования 
и приближения фувнций, 2 изд. , М., 1 95 4 ;  [2] Н и н о л ь
с н и й с. М . ,  Приближение фувнций многих перемеввых и тео
ремы вложения, 2 изд. , М., 1 9 7 7 .  

Н .  П. R()рнейчуп, В. П. Моторный. 
ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИИ - замена по опре

деленному правилу функции f (t) близкой к ней в том 
или ином смысле функцией <р (t) из заранее фиксиро
ванного множества � (и р и б л и ж а ю щ е г о м н о
.ж е с т в а). Предполагается, что функция f определена 
на том множестве Q т-мерного евклидова пространства 
(в частности, действительной оси), на к-ром осуществля
ется приближение, она может быть задана явно через 
элементарные функции или быть решением век-рого 
уравнения. Если о функции f(t) располагают неполвой 
информацией, то тогда речь идет, по существу, о при
ближении задаваемого этой информацией целого класса 
функций. 

Практич. необходимость в П. ф. возникает в самых 
различных ситуациях, коrда нужно функцию f (t) заме
вить более гладкой или более простой и удобной для 
вычислений, восставовить функциональную зависи
мость по экспериментальным давным и т. и. 

В общей задаче П. ф. обычно можно выделить следу
ющие более частные задачи: выбор приближающе1·о 
множества �; выбор меры погрешвости приближения; 
выбЬр метода приближения, т. е. правила, по к-рому 
функции f ( t )  сопоставляется функция <р ( t) из ffi; 
исследование и оценка погрешвости приближения. 

При в ы б о р е  п р и б л и ж а ю щ е г о м в о ж е
с т в а �. помимо безусловного требования обеспе
чить нужную точность приближения, руководствуются 
стремлением иметь дело с простыми по структуре и 
удобными для вычиСJJевия функциями <р (t), на к-рые 
могут накладываться априорные условия, связанные, 
вапр., с гладкостью. 

Классич. аnпаратами приближения являются алге
браические (если Q - ограниченвое замкнутое множе
ство) и тригонометрические (в периодич. случае) 
полиномы одного и многих перемевиых. Широкое при-

мевение их в качестве приближающего множества обу
словлено, в частности, привципиальной возможностью 
приблизить непрерывную функцию алгебраическими 
или триговометрич. поливомами с любой наперед за
данной погрешвостью. Точность приближения может 
быть повышена за счет увеличения степени полинома, 
что, однако, усложняет приближающий аппарат и 
увеличивает вычислительвые трудности при его ис
пользовании. На ирактике в качестве приближающего 
множества берут подпространства алгебраических или 
тригонометрич. полиномов фиксированного порядка 
и стремятся получить нужную точность с помощью 
полиномов возможно меньшей степени. Более общий и 
в то же время более гибкий аппарат приближения полу
чают, рассматривая обобщенвые поливомы 

<р (t) = с1<р1 (t) + · · · + CN!pN (t), 
где {<р1, • • •  , <рн}- век-рая система линейно везави
симых функций, к-рую можно выбирать в зависимости 
от условий конкретной задачи и аnриорных требований 
на <р (t). 

Во многих задачах более естественным и удобным с 
вычислительвой точки зрения, чем классич. полиномы, 
аппаратом приближения оказались сплайпы. Если 

�N= {a='t'0 < 't1 <···< 't'N=b}, N�2, (1) 

фиксироваввое разбиение отрезка [а, Ь], то (п о л и в о
м и а л ь в ы м) с п л а й в о м порядка r дефекта 
k (k=1, 2, . . .  , r) по разбиению tJ.N ваз. функцию s(t), 
«склеенную» в точках >1, > 2, • • •  , т:N- 1 из алгебраич. 
многочленов стеnени r так, что на всем отрезке [а, Ь] 
она непрерывна вместе со своими производвыми до 
(r-k)-гo поrядка включительно. Таким образом, s (t) Е 
ECr-k[a, Ь и s(t) есть алгебраич. многочлен степени r 
на каждом промежутке (•i-1, 'tj), i= 1 , 2, ... , N. 
Напр., ломаная с узлами в точках •i есть с п  л а й  н 
п е р в о г о п о р я д к а д е ф е к т а 1; непрерывно 
дифференцируемая на [а, Ь] функция s(t), совпадающая 
на [•i-1, •i], i= 1, . . .  , N, с кубич. многочленом, есть 
к у б и ч е с к и й с п л а й в д е ф е к т а 2 и т. д. 
Аналогично определяются сплайны двух и большего 
числа переменвых. Имея конечную гладкость, силайвы 
обладают большей, чем полиномы, локальной гибко
стью: изменение значений сплайва на век-ром проме
жутке (а., �) мало сказывается (или совсем не сказыва
ется) на поведении его вне (а., �). Преимущества сплай
вов, помимо простоты машинвой реализации, сказы
ваются, в частности, там, где информация о приближае
мой функции имеет дискретный характер, напр. зна
чения в век-рых точках самой функции f и, быть может, 
век-рых ее производвых. 

Если f (t) имеет особенности или приближение осу
ществляется в веогравичеввой области, то удобным 
аппаратом приближения являются рациональвые дроби 
p(t)/q(t), где p(t) и q(t)- алгебраич. многочлены. За
данные на всей действительной оси вепериодич. функ
ции приближают также целыми функциями экспонен
циального типа. 

М е р  а и о г р  е ш в о с т и 11- (!, <р) выбирается 
обычно с учетом условий конкретной задачи и имею
щейся информации о приближаемой функции f(t). 
Чаще всего дело сводится к выбору содержащего f 
функционального пространства, в метрике к-рого це
лесообразно оценивать погрешвость приближения. 
Если 

!l (f, <р) = sup 1 f (t) -<р (t)l, 
IEQ 

то речь идет о р а в в о м е р н о м, или ч е б ы ш е в
с к о м, п р и б л и ж е н и и, если же 

�-tU,<p)= � Q\f(t)-<p(t)IPdt, р>О, 
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то говорят о с Р е д н е с т е п е н н о м п р и б л и- Если ffi - шrнейное многообразие и в нем существует 
ж е н и и, к-рое при р=1 наа. пр и б л и ж е н и е м система функuий <!'н ... , <i'N такал, что QJi (ti)=1, 
в с р е д  н е м. Особое аначение имеет случай р=2 - ср1 (tk)=�O (k=Fi), то функция 
с р е д н е к в а д р а т и ч е с к о е п р и б л и ж е
н и е, когда погрешность наилучшего приближения 
функции f конечномерным подпространством может 
быть точно выражена череа нек-рые определители. 
В нек-рых аадачах требования близости функций f 
и <р в рааличных точках рааличны; для учета атой не
однородности вводят весовую фующию р (t)�O и рас
сматриl!.ают в а в е ш е н н о е п р и б л и ж е н и е 
с мерои погрешности 

или 

11 (!, <p)=sup 1 f (t)-<p (t)l р (t ) 1 Е Q 

!A-U. <р)= �Qif(t)-<p(t)IPp(t)dt, р > О . 

Весовая функция поаволлет также обеспечить конеч
ность погрешности, если, напр. , t (t) неограничена. 
Если погрешность должна учитывать бJiиаость f и 
tp только в отдельных точках t,. (k=1, ... , N) иа 
Q, то в качестве 11 (!, <р) можно выбрать одну из величин 

IIЛИ 

max 1 f (t t) - <р (t k) 1 l<,k�N 

в к-рые также могут вводиться весовые коэффициенты. 
При решении вопроса о том, по какому правилу вы

бирать из множества ffi приближающую функцию 
tp(t)=<p (f, t) (пpи выб о р е  м е т о д а  п р и б ли
же н и л), естественно стремление обеспечить по воа
�южности более высокую точность приближения и од
новременно простоту построения <р (f, t) по имеющейсл 
информации о приближаемой функции f (t). Первое 
требование ориентирует на «ближайшую » к f (t) функ
цию cp1(t) иа ffi, т. е. такую, что 

11U, QJt)= inf 11U, ер). <рЕ �1 

Здесь сраау же воаникают вопросы о существовании 
n единственности такой функции (ф у н к ц и и н а и
л у ч ш е г о п р и б л и ж е н и л), а также о ее 
характеристич. свойствах (см. [5]). Существование 
гарантируется, если ffi - аамкнутое локально ком
пактное множество, в частности конечномерное под
пространство. Единственность ванисит как от свойств 
приближающего множеств_а 91 (см. Хаара условие , 
Чебышева_. система функции), так и от метрики, опре
деляющеп меру погрешности 11 (f ,  <р). Известен ряд 
необходимых и достаточных условий, к-рым должна 
удов:_уетворять функция наилучшего приближения <р/ (t) 
в тои или инои ситуации (см. Наилучшего приближе
пил .многочлен, Чебышева теорема , Маркова критерий). Однако эти критерии, как правило, не дают спо
собов эффективного построения функции <р/ (t). Поэтому 
большое аначение имеют методы, к-рые позволлют по 
информации о приближаемой функции f (t) эффектив
по построить нек-рую функцию <р (f , t) из \)(, обеспечи
вающую приемJlеМое приближение. Здесь, в первую 
очередь, надо говорить о л и н е й н ы х м е т о
д ах (когда <р (а1/1+а2/2, t)=a1<p (11, t)+a2<p (/2, t)), 
к к-рым, в частности, относится метод интерполяции. 
Зафиксировав точки t1, • • •  , tN иа Q ,  можно выби
рать <р (f ,  t) среди тех функций qJ (t) иа \)(, к-рые удов
летворяют условию интерполяции 

(2) 

принадлежит ffi и удовлетворяет условиям (2) ; она 
задает и в т е р п о л л ц и о н в ы й м е т о д п р и
б л и ж е в и л, лвллющийсл, очевидно, линейным. 
Функцию <р (f, t) можно выбирать, требуя совпадения 
в точках tk ве только f (t) и ер (f, t), во и век-рых их 
провзводных; в этом случае говорят об и в т е р п о
л и _р о в а в и и с к р а т н ы м и у з л а м и. Если 
Q=[a, Ь) ,  а �� <t2< ... <tN�b, то существует едив
ственныи алгеораич. многочлен степени N -1 , а в ие
перио�ич. случае (Ь-а=2л, tN=t2n-I <Ь) - единст
венвыи тригонометрич. поливом порядка n-1 ,  совпа
дающий с f (t) в точках tk. Кратное интерпопироваиие 
осуществляют интерполлционные полиномы Эрмита, 
частныы случаем к-рых является многочлен Тейлора 
когда в одной точке алгебраич. многочленом степени � 
интерполируютел значения функции и ее первых n 
проиаводных. 

Интерполирование сплайиами имеет свои особен
ности, свлааиные с выбором точек интерполяции и 
краевых условий, обеспечивающих существование и 
единственность интерполлциоиного сплайиа. Напр., 
сплайи s (t) п_орлдка r�2 дефекта 1 по раабиению ( 1 ) , 
принимающип ааданные аиаченил в N различных 
точках ti интервала (а ,  Ь) таких, что 'ti-l �ti<'ti, i= 
= 1 , 2, . . .  , N, существует и единствен, если задать 
определенным обрааом краевые уеловил в виде т4 чи
сел s<v> (а) (O �v";;;;r-1 )  и ть чисел s!l1) (Ь) (O�'J.;;;r-1), 
причем та+ть=r. Функции /Е Ck-I [а, Ь можно 
одноаначно сопоставить сплайн s (f, t) порядка 2r-1 
дефекта k (1 �k�r) по раабиению (1), потребовав вы
полнения равенств s<v> (f, 'ti)=j(V) ('ti), v=O, 1, ... , 
k-1; i=O, 1, ... , N, а при k<r также нек-рых краевых 
условий. При k=r этот сплайн наа. э р  м и т о в ы  м, 
а также л о к а л ь  н. ы м, т. к. его поведение на ин
тервале ('r1 _1, 't,.) определяется только аначенилми 
функции f(t) и ее провзводных j(V) (t) (v=1, . . .  , k-1) 
в точках 'ti-1 и 'ti· 

В П. ф. важную роль играют также линейные ме
тоды, построенные на баае разложения приближае
мой функции в ряд Фурье по пек-рой ортогональной 
системе. В частности, в периодич. случае широко рас
пространенным аппаратом приближения являются сум
мы Фурье по тригонометрич. системе и их различные 
усреднения (см. Приближение фующий; линейные 
методы приближения). 

И с с л е д о в а н и е и о ц е н к а п о г р е ш
н о с т и п р и б л и ж е н и л - важный с практич. 
точки зрения и в то же время наиболее содержатель
ный в идейном отношении этап П. ф. Именно раара
ботка методов оценки погрешности, изучение зависи· 
мости ее от гладкостных характеристик приближаемой 
функции, исследование и сравнение аппроксиматив· 
ных свойств рааличных аппаратов приближения при
вели к формированию теории приближения функций -
одного иа наиболее интенсивно развиваюrцихся рааде
лов математич. аналиаа. 

Фундамент теории П. ф. был ааложен работами 
П. Л .  Чебышева в 1854-59 (см. [1]) о наилучшем 
равномерном приближении непрерывных функций 
многочленами и рациональными дробями, а также ра
ботами R .  Вейерштрасса [2], докааавшего в 1885, что 
для любой непрерывной на отреаке [а , Ь] или непрерыв
ной па всей оси с периодом 2л функции f (t) сущест
вует последовательность алгебраических ( соответст
венно тригонометрических) полиномов Рп(f, t) по-
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рядка n= 1, 2, . . . такая , что при n - со 

/l(/ , Pn (f ) ) = max\f ( t) - P п (f , t ) \--+0, 
I E Q  

где Q есть (а, Ь] или , соответственно , вся 'IИсловая ось . 
Аналогичные факты имеют место и в случае, когда 
мера погре шности определяется интегральной метри
кой, а также для функций многих переменных .  Осо
бую важность приобретае т исследование скорости убы
вания числовой последовательности ll (!, Pn (!) )  в за
висимости от свойств приближаемой функции и от 
выбора приближающих полиномов Pn (!, t). Наиболь
ший интерес представляет изучение наилучшего при
ближения , а также приближения , доставляемого ли
нейными методами, позволяющими по функции f ( t) 
эффективно построить полином Р n (f, t). Важный этап 
в развитии теории П .  ф . ,  связанный с именами 
Ш .  Ж .  Балле Пуссена (Ch . J. La Vallee Poussin), 
Д .  Джекеона (D. Jackson ) ,  С. Н .  Бернштейна , сос -та
вили исследования связи между скоростью убывания 
п огрешности приближения функции f (t) выбранны ми 
тем или иным способом многочленами Р n (f , t) степени n (при n - со )  и диффереициально-разностными свой
ствами / (t) . Оказалось , что эти свойства , т. е. нали
чие у f(t) производных, их гладкость и т. д . ,  можно 
в ряде случаев охарактеризовать через последователь· 
кость приближающих полиномов и поведение достав · 
ляемой ими погре mности (см . Приближение функций; 
прямые и обратные теоремы) .  Этим давалась новая , 
конструктивная характеристика непрерывных и диф
ференцируемых функций. В первой трети 20 в. такая 
проблематика была доминирующей в т еории прибли
жения , что дало повод говорить о ней как о ко1tстру,;
тивной теории фующий. 

В 30-40-х гг .  появились работы А .  Н .  Колмого
рова , Ж. Фавара (J. Favard) и С. М. Никольского , 
к-рые положили начало иовому направлению исследо
ваний, связанному с приближением классов функций 
конечномерными подпространствами и получением точ
ных оценок погре mиости через задающие класс диф
ференциальио-разностные характеристики . Речь идет 
об отыскании величин 

sup ll (f, Р N (/)), f Е '1R 
где ll (g, <р) - выбранная мера погрешности прибли
жения , !D1 - нек-р ый класс функций, а PN(/, t)
приближающий (вообще говоря , обобщенный) поли
ном, коэффициенты к-рого определяются выбором 
метода приближения . Результаты такого рода позво
ляют сравнивать методы приближения с точки зре
ния их аппроксиматив кых возможностей и ставить 
важную для приложений задачу отыскания для дан
ного класса функций оптимального (наилучшего) при
ближающего аппарата (фиксированной размерности 
N) .  Исследования в этом направлении , базирующие с-я 
как на из уче нии свойств конкретных методов прибли
жения , так и на са мых об щих положениях функцио
нальног

u
о анализа , оказались весьма плодотворными 

и в идеином отношении , т. к. привели к установлению 
принципиально новых фактов о связи между различ
ными по характеру экстремальными задачами , позво
лили выявить глубокие и тонкие зависимости в тео
рии функций. Благодаря этому оказалось возможным 
до конца решить ряд экстремальных задач по наилуч
шему приближению важнейших классов функций 
(см . [5], [7], а также Приближение фующltй; экстре
мальные зада чи на классах функций) .  

О н е к о т о р ы х д р  у г и х  а с п е к т а х  П .  ф .  
На приближающую функцию <р (t)=<p (f, t )  из »l мо
гут накладываться дополнительные ограничения . Если 
они не связаны с функцией f (иапр . ,  ограничения или 

связи на коэффициенты приближающего по линома) , 
то дело фактически сводится к уточнению прибли жаю
щего множества 91. Новая ситуация возиикает , если 
ограничения на <р (!, t) связаны с приближаемой фун
кцией f; один из интересных случаев - о д и о
с т о р о н н е е п р и б л и ж е и и е ,  когда <р (/, t) 
из »l должна удовлетворять неравенству <р (f , t) <./ ( t) 
(или ;;;;;: ) и погре шпость оценивается в интегрально й 
метрике (см .  [19]). 

В прикладных задачах наряду с явно задаваемыми 
фу нкциями воз никает необходимость приближать кри
вые и поверхности , допускающие только параметрич. 
задание ;  в качестве аппарата п уиближения могут слу
жить, напр . ,  параметрич . сплаины . Меру погрешности 
здесь естественнее всего определить через хаусдорфово 
расстояние, к-рое хорошо учитывает геометрич . бли
зость таких объектов,  и, напр . ,  для кривых l1 и l2 
определяется равенством 

r (l1, l2) = max {maxmin p ( P, Q), maxmin р(Р, Q)}, 
Pel, Qel1 Pel1Qel, 

где р (Р, Q) - евклидово (или какое-нибудь другое) 
расстояние между точками Р и Q. Хаусдорфово рас
стояние является более предпочтительным при вы
боре меры погрешности и в нек-рых ситуациях П .  ф . , 
напр . когда разрывную функцию нужно аппроксими
ровать функцией гладкой (см . [16]). 

Решение ряда задач теории П .  ф. тесно связано с 
исследованием экстремальных свойств полиномов по 
тем или иным конкретным системам функц ий (нера
венства для про взводных многочленов , полиномы , 
наименее уклоняющие с-я от нуля, и др . ) .  В частности , 
доказательство обратных теорем П .  ф. существенпо 
базируется на неравенствах, дающих оценку нормы 
(или значения в фиксированной точке) век-рой про 
изводной алгебраического или тригонометрич . поли
нома через те или иные характеристики самого поли
нома . В этом направлении известен ряд точн ых рР · 
зультатов , имеются обобщения на цел ые функции 
(см. [6) - [10]). 

Задача об алгебраич .  многочлене (с фиксированны м 
старшим коэффициентом) , наименее уклоняюще мс-я o'l' 
нуля в метрике С или Lp на отрезке [а, Ь], эквивалеп 'l'
ная задаче о наилучшем приближении функции t" 
многочленами степени n-1 ,  исследовалась П .  Л .  Че
бышевым (метрика С) и · его учениками (метрика L1). 
Решение дают многочлены Чебышева первого (С) и вто
рого (L1) рода и многочлены Лежандра (L2), имеющие 
широкое применеиве как в теоретических , так и в п ри 
кладных исследованиях. Известен ряд результатов 
для более общего случая , когда на коэффициенты 
многочлена накладывается несколько связей (см .  (6]) . 
Задач а о моносплайне минимальной нормы , эквива
лентная отысканию наилучшего приближения фун ы
ции tn сплайнами порядка n-1 со свободными узлами. 
приобрела особое значение в связи с тем , что к не й 
в ряде случаев сводится задача о наилучшей квадра
турной формуле (см . [17]). 

О П .  ф. в комплексной плоскости см . Приближени� 
функций комплексного пере.менного . 

Лит.: [ 1 ] Ч е б ы  m е в П. л. , Воnросы о наименьших ве
личинах , связанные с приближенным nредставленнем функц_ий 
( 1 859) , Поли. собр. соч .,  т. 2, М . - л., 1 947, с. 1 5 1 -235 · 12] W е i е r s t r а s s К., <<Sitzungsber. Akad. Berlш•>, 1 885 ,  S. 033-
6 39 ,  789-805 ; [3] Г о н ч а р  о в В. Л., Теория интерnолиро
вания и nриближения функций, 2 изд. , М , 1 95 4 ;  [4] Н а т а н· 
с о н И. П. , Нонструнтивная теория функций, М.- Л. , 1 949; 
[5] Н о р н е й  ч у  к Н. П. , Экстремальвые задачи теории nри
ближения,  М. , 1 9 76 ;  [6]  Д з я д ы к  В. Н ,  Введение в теорию 
{!авномерного приближения функций nолиномами, М., 1 977: 
17] Т и х  о м и р о в  В. М . ,  Некоторые вопросы теории nрибли
и;ений, М . ,  1 976 ;  [8] Н и к о л ь  с к и й  С. М. ,  Приближение 
функrmй многих nеременных и теоремы вложения,  2 изд. , М., 
1 977 ; [9] А х  и е з е р  Н. И. , Лекции no теории ашцюнсима
ции, 2 изд. ,  М . ,  1 965; [10] Т и м а н А. Ф., Тео р ия J;Iриближе-
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ШIЯ ф ункций действительного пере менно го ,  М., 1 960 ;  [ 11] Н о
Р о в 1< и н П. П.j Линейные операторы и теория приближе
ний, М ,  1 9 5 9 ;  [ 1 2 А л б е р  г д ж . , Н и л ъ с о н э . ,  У о л ш 
D; ж ,  Теория сплайнов и ее приложения, пер .  с англ. , М . ,  1 972 ; 
[1 3] С т е ч 1< и н С. Б . ,  С у б б о т и н Ю. Н., Сплайны в вы
числит е.пъной математи �<е, М. , 1 976 ; [ 1 4] Л о р  а н П. - Ж. 
Аппро �<симация и оптимизация, пер . с франц. ,  М . ,  1 975 ;  [1 5J 
Н о л л а т ц Л., Н р а б с В . ,  Теория приближений . Чебышев
С!<ие п риближения и их приложения,  пер. с нем. , М . ,  1 978 ; [ 1 6] 
С е н д о в Б. , Хаусдорфовые приближения, София, 1 979 ; [ 17) 
Н и 1< о л ъ с 1< и й С. М . ,  Нвадрат урные формулы, 3 изд. , М . , 
1 979 ; [ 1 8] 3 а в ъ я л о в ю. с . ,  Н в а с о в Б. и., М и р о ш
н и ч е н 1< о в. Л., Методы сплайн-фун �<ций, М . ,  1 98 0 ;  [ 19 ]  
Н о р н е й ч у 1< Н. П., Л и г у н А. А . ,  Д о р о н и н В .  Г., 
Аппро �<симация с ограничениями, Н . ,  1 982 .  Н .  П .  Rоршйч'У"/. 

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИй; л и н е й в ы е  
м е т о д ы n р и б л и ж е в и я - методы приближе
ния , определяемые линейными операторами . Если 
в линейном нормированном пространстве функций Х 
в качестве приближающего множества выбрано ЛИ·· 

вейвое многообразие 'iJl, то любой линейный опе
ратор и, сопоставляющий функции f Е Х функцию 
и(j, t)=(иt)(t) из 'iJl так, что 

и (а-1/1 + а-2/2, t) = а1и (/1, t) + а2и (/2, t) 

(а1 и а2 - любые числа) , определяет л и в е й в ы й  
м е т о д п р и б л и ж е в и я (л . м .  п . ) функций про
странства Х функциями множества 'i)l. Л .  м. п. паз .  
пр о е к ц и о в в ы м, если и (/, t)=j(t) для всех f 
из 'iЛ, он ваз . п о  л о ж и т е л ь  и ы м, если и(/, t)�O 
для иеотрицательных функций f ( t ) . 

Наибольший интерес представляет конечномервый 
случай, когда 'iJl='iЛN есть N-мервое подпростравство , 
и тогда 

и(t, t)=иN(f. t)=L�=1c,.(f)<p,.(t), (1) 

где {<pll (t) }f- базис 'iЛN, а с,. - пек-рые определен
ные на Х линейвые функционалы . Выбор линейно не
зависимой системы {<р,. (t) }f и набора функциовалов 
{с,. }i" может определяться той информацией о при
ближаемой функции f (t), к-рую предполагается ис
пользовать при пос'JJ'оении линейного метода . Если 
с,. (f)= f (t,.), где {t,. }1 - фиксированная система точек 
в области определения функции f(t) и <p,.(ti)=O при 
i=l=k, <fJk(tk)=1, то иN(f, t,.)=f(t,.), k=1, . . .  , N ,  
и имеют и в т е р п о л я ц и о нвы й м е т о д  
(вапр . ,  интерполяционпый многочлен Лагравжа , ип
тперполяциоппый сплайп) . Если Х=Н- гильбертоно 
пространство функций и с,.(/) - коэффициенты Фурье 
функции 1 по ортоиормироваиной системе {<р,. (t) }, то 
суммы (1) дают л и н е й в ы й  м е т о д  о р т о г о
н а л ь в о г о п р о е к т и р о в а н и я Х на 'iЛN, 
причем в этом случае 

111-и NU) llн= �f 11 1-�:= 1 ak<fJk llн• 
k 

т. е .  этот метод реализует наилучш ее приближе
ние функции 1 линейными комбинациями функции 

<p,.(t). 
В теории л .  м .  п .  функций особое внимание уделя

ется проблеме сходимости . П усть Х - бакахово прост
ранство , {<р1 (t), <р2 (t), . . .  } - линейно независимая 
система функций из Х, 'iЛN (N = 1, 2, . . .  ) - подпро
страиства , порождеввые первыми N функциями этой 
системы, иN(N=1, 2, . . .  ) - линейвые ограничен
ные операторы из Х в 'iЛN· Сходимость и N U, t)
-1 (t) (в смысле 11и Nl-fllx- О при N- оо ) для лю
бой функции f (t) из Х имеет место тогда и только 
тогда , когда 1) последовательность норм 11 и Nll опера
торов и N ограничена (см . Banaxa - Ш тпейпхауаа 
теорема) и 2) и N(/, t)- f (t) для всех функций 1 (t) 
из множества А , всюду плотвого в Х. Эти условия вы
полняются , в частности , в пространстве 2:rt-периоди-

� 20 Мажематическая эн ц. , т. 4 

чесних функций Lp=Lp[O, 2:rt} при 1<р<оо для опе
раторов S,. , определяемых суммами Фурье 

n 
Sn (/, t) = �· + �1<=1 (а,. cos kt +Ь,. sin kt), (2) 

n=1, 2, . . .  , 

функции 1 по тригоиометрич. системе ,  причем в ка
честве множества А , на к-ром провернется условие 2), 
можно взять множество всех тригопометрич. полино-
мов . Если же Х есть пространство ё=ё[О, 2:rt] (не
прерывных на всей оси с периодом 2:rt функций) или 
L1, то 1181111-ln n при n- оо (см . Лебега попстпаптпы) 
и, следовательно, существуют в ё и в l, функции 1 (t), 
к к-рым последовательность {S11 (!, t)l не сходится 
в соответствующей метрике . Так как в баяаховом про
странстве функций Х с нормой, инвариантной относи-
тельно сдвига , для оператора и� линейного проекти
ровавия Х на подпространство Т n триговометрич . 
полиномов порядка n справедливо веравеяство IIU� II� 
�IISnll (см . [3]), то расходимость на ё и L

1 имеет место 
и для последовательности {и�}. В частности, это 
имеет место на (:для последовательности ивтерполяци
оивых операторов Лагравжа по любой треугольной 
матрице узлов иитерполировавия . Авалогичные факты 
отрицательного характера ваблюдаются и в веперио
дич. случае для опеrаторов линейного проектироваиия 
простравств С ( а ,  Ь и L1(a , Ь] на подпространства An 
(п=1, 2 ,  . . .  ) алгебраич. многочленов степени n . 

Факт расходимости последовательности (2) для век
рых функций из ё побудил ввести в рассмотрение раз
личные усреднения сумм Фурье, не обладающие таким 
недостатком . Таковы , вапр . ,  Фейера сумма , Верпштей
па - Роговипского метод суммировапия , к-рые яв
ляются частным случаем (при определенном выборе 
числовых множителей Л�")) полиномов вида 

и�(f, t)=a; +�:=1t..�">(akcoskt+Ьksinkt), (3) 

n=1, 2 , . . . . 
Так как 

и�(!, t)= � �:п [ -}+ �;_1 л.�n> cosk (t-u) ]t (и) du, (4) 

то средние (3) входят в весьма широкий класс л. м .  п . ,  
представимых в виде свертки функции 1 с век-рым 
(сипгулярвым) ядром , свойствами к-рого (в данном 
случае свойствами треугольной матрицы чисел {t.,IJ:> }) 
и определяется решение вопроса о сходимости . Если 

liш Л�">=1, k=1, 2 , . . . , 
11-+CD 

то суммы (3) равномерно сходятся , когда /(t) - три
гоиометрич . полипом, и значит . выполнено условие 2). 
Для ограниченности норм и�, как операторов из ё 
в ё, необходимо,  чтобы 

л<n) л<n) л<m 
_1_+2...._

1
+ . . . +-1" =0(1) n п-

И л�n) =0(1) равномерно по n и k=1, 2, . . .  , n. Эти 
условия становятся и достаточными для ограничен
ности последона тельности { 11 и� 11 } , если валожить ва 
матрицу {t..(:)} пек-рые дополнительвые требования 
(иапр . ,  выпуклость или вогнутость по строкам) . По 
аналогии с (3) с помощью ъ1атрицы множителей {Л�п) } 
строятся также средние на базе сумм Фурье - Чебы
шева (для /ЕС [-1, 1]), а также на базе ивтерполя-
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ционных полиномов Лагранжа по узлаы 2/т/(2п-+1) а также Прпблuжепие фующпй; экстремальные задачи 
(в периодич. случае) или по узлам cos [(2k -1)л/(2п-1-2)] на Iшассах фупкциi'! , Паилучzипй липейltый .метод ) . 
на отрезке [ -1 , 1 ] (см . ,  напр . ,  [6]). Лит.: [ 1 ] К о р о в  н и н II. П., Линейные операторы и тео-

в " рил прибли;нений, М. , 195�; [2.] Д з я д ы н В. К., Введение опрос о сходимости линеиных полоl!штельных опе- н теорию равномерного nриближения функций полиномами , М . ,  
раторов И'!; , действующих и з  С (а ,  Ь] н А n или и з  ё 1 977; [3] '1' их о м и ро в В. М . ,  Некоторые вопросы теории 

т ( (4) приближений. М . . 1976; [4] К о р н ей чу н Н. П. , Экстре-в n в частности , операторов вида с положитель- мальные задачи теории приближения, М., 1 9 76;  [5] Г о н ч а-
ным ядром), решается на трех пробпых функциях р ов в. л., теория ЩJТJ!рполирования и приближения фунн-
(см. [1] ) :  для равномерной сходимости последователь- циll, 2 изд. , м . , 1954; L6J '1' и м а н А. Ф. ,  теория приближе-

+ - ния функций действительного переменного". М . ,  1960; [7] А л-
ности Ип (f, t) К 1 ( t) Е С [а , Ь] или к f (t) Е С необходимо б ер г д ж., н и л ь  с о н э. , у о л ш .ц ж. Теория сплай-
и достаточно, чтобы это имело место для функций 1, t, нов и ее приnоженил , nep . с англ. , М., 1972; [s] с т е ч н и н 
f2 или соответствеnно для фуnкций 1, sin t, cos t. С. Б. , С У б б о т и н Ю. Н., Сплайны в в ычислительной мате

матине, М., 1976; [9] С т еп а н е ц А. И . ,  Равномерные при-Исследование логрешиости приближения , доставляе- ближеимя триrонометричесними полиномами. Линейные методы, 
мой л. м .  п., сводится , чаще всего ,  к изучению скорости Н.; 1981. н. п. Норн.ей'tуп. 

сходимости И NU, t) к 1 (t), оценке логрешиости че- ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИй; п р  л м ы  е и о б-
рев дифференциальпо-разностные харантеристики при- Р а т н ы е т е о Р е м ы - теоремы и неравенства, 
ближаемой функции , выяснению вопроса о том , как ре- устанавливающие свлаь между дифференциально-раз-
агирует л. м .  п. на улучшение ее гладкостных свойств. постными свойствами прибJJижаемой функции и вели-

При оцеме аnпроксимативпых свойств л. м. п. ( 1 )  чиной (а также поведением) логрешиости приближепил 
естественным ориентиром служит наилучшее прибли- ее тем или иным методом . Прямые теоремы (п .  т . )  дают 
жение Е(!, IЛN)X функции j подпространством 9lN- оценку логрешиости приближения функции j (t) через 
Л е бега перавенство ее гладкостные характеристики (наличие производных 

11 f- S n (f) 11 ё о;;;; Е (f, Т п) ё (ln n + 3) (5) 
поназывает в сопоставлении с Д жексона перавенетвам 

(w (g, 6) - модуль непрерывности функции gE ё), 
что , хотя порядок приближепил суммами Фурье не
сколько хуже наилучшего (ln n в (5) нельзя замепить 
константой) , эти суммы реагируют на любое повыше
ние порядка дифференцируемости приближаемой функ
ции . Для нек-рых же л. м. п. порядок приближения 
не может быть выше определенной величины , сколько 
бы проивводных ни имела функция f (t) (э ф ф е к т 
н а с ы щ е н и я) . Так , порядок приближения линей
ными nоложительными полиномиальными операторами 
И� не может быть выше О (п-2) ; для сумм Фейера по
рядок насыщения О (п-1) , для сумм Бернштейна 
Рогозинекого О (n -2). Интерполлционные сплайны при 
определенном выборе узлов склейки обеспечивают наи
лучший порядок логрешиости приближения не только 
самой функции , но и нек-рых ее первых проивводных 
в зависимости от степени многочленов,  ив к-рых склеен 
сплайн (см . [7], [8]). 

В отдельных случаях для конкретных л .  м .  п .  най
дены точные или асимптотически точные оценки по
грешности на классах функций . В идимо , первый не
тривиальный ревультат такого рода был получен А. Н .  Колмогоровым, к-рый в 1935 установил , 'lто 

sup llf-Sn (f)ll-c = �� In� +О (n - ') , 
fe wrк n 

где W'K (r= 1 ,  2, . . .  ) - класс функций tЕ ё, у к-рых 
1<'-1> (t) абсолютно непрерывна на [0 , 2л] и почти всюду 
1 j<'> ( t) 1 <.К. В дальнейшем аналогичного характера 
ревультаты были получены для сумм Фурье (и для 
нек-рых их средних) на других важных классах функ
ций, задаваемых, папр . ,  мажорантой модуля непре
рывности r-й производной (см. [2], [6], (9]). Особый 
интерес представляют л. м. п. (1), в точности реали
зующие на том или ином классе функций верхнюю 
грань наилучших приближений подпространством 9lN
Таким свойством для классов wr К (r= 1, 2, . . .  ) об-
ладают при оnределенном выборе Л�п) суммы вида (3), 
напр . , при r= 1 надо положить 

л<n> _�ct � k - 2n+2 g 2n+2 ' 

а также иптерполлционные сплайны порядна r-1 де
фекта 1 с узлами склейки knln (k=O, 1, 2, . . .  ) (сы . [4] , 

определенного порядка , модуль непрерывности или 
модуль гладкости самой функции j или пек-рой ее 
производной и т. п . ). В случае наилучшего прибли
жения полипомами п. т. иавестны еще как теоремы 
Джекеона [1) и их различные обобщения и уточнения 
(см . Дже�>сона неравенство , Дже�>сона теорема) . Об
ратные теоремы (о .  т . )  характеризуют дифференциаль
по-разпостные свойства функций в аависимости от ско
рости убыВ'анил к нулю ее наилучших (или каких-либо 
других) приближений . Задача получения о. т. прибли
жения функций впервые была поставлена , а в нек-рых 
случаях и решена С. Н .  Бернштейном (2]. Сопоставле
ние п .  т .  и о. т .  поаволлет иногда полностью охаракте
риэовать класс функций, имеющих те или иные глад
костные свойства , с помощью последовательности , напр. , 
наилучших приближений . 

Наиболее nроста связь между п .  т .  и о .  т .  в перио-
дич . случае . Пусть G' - пространство непрерывных 
на всей оси 2л-периодических функций с нормой 

11 f 11- =шах 1 f ( t) 1. с t 
Е (f, Т п) = inf 11 f-ер 11-

q> E Tn С 

- наилучшее приближение функции 1 из ё подпрост· 
ранством Т n тригонометрич . полиномов порядка n, 
w (! , 6) - модуль непрерывности функции j Е ё; ё' 
(r= 1, 2, . . .  ) - множество r рав непрерывно дифферен-
цируемых на всей оси функций ив ё, ё0= ё. Пр л м а л 
т е о р е м а :  если f Е ёr, то 

Е(!, Тп-1),.;;; :,. (J) (t<r>, �), ( 1 )  

n=1 , 2, . . . , r = O ,  1 ,  . . . , 

где константа Af не зависит от n .  Более сильное ут
верждение состоит в том, что можно указать последова
тельность линейных методов Ип (n= O ,  1, . . .  ), сопо
ставляющих функции f (t) из ё полином И n (f, t) Е Т n 
и таких , что для 1 Е С-, ногрешиость 11/ - И n (f)ll с 
оценивается правой частью ( 1 ) .  О б р а т н а л т е о
р е  м а утверждает, что для f E ё 

�[1/6] 
(J) (f, б),;;;;;; Аfб "'-�n= 1 Е (f, Т n-1), 6 >О, (2) 

где Af - абсолютная константа,  [ 1 /6) - целая часть 
числа 1/6 ,  а ив сходимости при пек-ром натуральном r 
ряда 
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с л е дует, что f Е ёr,  причем аналогично (2) можно оце- ближекия функции 1 Е С, У концов отрезка осуществ-
нить ro (!<'! . 1 /n) через E (f , Т11 _ 1 )  (n= 1 , 2, . . .  ) (см .  лц:ть приближение существенно лучшее (впервые этот 
(4 ] , [8 ] ,  [ 12] ) . Из этих оценок,  в частности , следует , что феномен был обнаружен С. М. Никольским, см . ( 3 ] ) 
если Если, в частности , f E KHr+a (a , Ь] , то при Itаждом 

r = O , 1 ,  . . .  , О < а ...; 1 ,  
т о  / Е  ёr и t<'! (t )  удовлетворяет при О <а <1 
в и ю  Г ё л ь д е р а  

у с л о-

1 f< r ! (t ' ) - f< r ) ( t " )  1 ...; К 1 t ' - t" la , (3) 
а nри а= 1 - у с л о в и ю 3 и г м у н д а 

1 t < r ! ( t ' ) - 2f< r !  ( t' ; t" ) + f< r ) ( t " )  1 ,.;;;; К 1 t '  - t " 1 ·  (4) 

Обозиачив этот класс функций. через кйr+ а ,  полу
чают его конструктивную характеристик у: / Е кйr+ а.  
тогда и только тогда, когда 

E (f ,  т ,._ 1) = 0 (п - r - а ) .  
2л-периодическая функция беснонечно дифференци
р уема на всей оси в тщ1 и тольно р том случае , если 

l im n'E (f , Т ,.� 1 ) = 0 
11-+ Ф 

для любоrо r= 1 ,  2, . . . . 
Аналогичные фанты имеют место для 11риближения 

периодич функций в метрике Lp[O , 2л] (1 -Е;:р <оо ) , 
а также для заданных на всей оси (не обязательно 
периодич ) функций в случае приближения их целы'ш функциями конечной стеnени (см. [ 7] , [ 8]) . Изве 
стны n .  т .  и о .  т .  для / Е ё', исnользующие в качестве 
дифферепциально-разностной характеристики модуль 
гладкости rok (!, б) nорядка k= 1 ,  2, . . .  приближаемой 
функции (или пек-рои ее nроизводной) (см . [4 ] , [8 ] ) . 

Иначе обстоит дело в случае приближения иа конеч
ном отрезке . Пусть С= С[а, Ь] - пространство непре
рывных па [ а ,  Ь] функций с нор,юй 

1 1 / llc = max 1 / ( t ) l ,  
a <. t <;;; b 

С'= С' (а ,  Ь] - множество r раз непрерывно диффе
ренцируемых на [ а ,  Ь] функций, С0= С, KH' + r'" [a ,  Ь] -
класс функций, определяемый веравенетвами (3) и (4) 
при t ' ,  t" E (a ,  Ьi .  Для наил учшего приблююшин 

E (f, А,. _ 1 ; а , Ь ) = inf 1 1 / - P IIc , n = 1 , 2 , . . . , 
р е А ,. _ , 

функции 1 Е С' подцрострапством А,. _ 1 алгебраич . 
многочленов степени n- 1 справедлива оценка вида ( 1 )  
через модуш, не11рерывности функции t<'! па [ а ,  Ь ] , 
однако обращение , аналогичное периодич . случаю 
(с неравепством вида (2) ) ,  здесь возможно лишь на 
отрезке , лежащем внутри интервала (а ,  Ь) . Напр . ,  если 

E (f , А11_ 1 ; а, Ь ) ...; Мп - r - а , (5) 
r = O ,  1 ,  . . .  , О <  а ...; 1 ,  

то можно лишь утверждать , что f принадлежит классу 
кнr+а.  (а1 , Ь1], оnределяемому неравен:ствами (3) (при О <а <1 )  и (4 )  (при а= 1 )  лишь па отрезке [а1 , Ь1]с 
с (а, Ь), причем константа К зависит от а, а1 , Ь1 и Ь 
и может неограпиченпо увеличиваться , если а1 -+ а, 
Ь1 -+ Ь , Существуют фунКЦiiiИ ,  не принадлежащие 
классу К нr+а (а ,  Ь], для к-рых , однако , 

Е (! , А11 _ 1 ; а, Ь) = О (п - r - а ) . 
Напр . ,  

Е ( Y1 - t 2., А,. _ 1 ; -1 , 1 ) < 2jлп , n = 1 ,  2 ,  . . . , 
хотя У 1 -t2�Кна на [ - 1 , 1] ни при каном a >lf2 • Оказалос ь , что алгебраич . :многочлены могут , обеспе
чивая на всем отрезке [а, Ь] наил учший порядок при-

20 * 

п >r существует многочлен p,. ( t) E A ,._ 1 такой:, что 

1 / ( t ) - p,. { t ) I ...; M [ ,� Y(t - a) (b - t ) + �.] ' + a. , {6) 
a ...; t ...; b ,  

где константа М не зависит ни от n , ни от t .  Это утверж· 
дение ,  в отличие от (5) , уже можно обратить : если для 
/ Е С существует ПОl'Ледовательпость многочленов 
p,. ( t) E A ,._ 1 таних, что при пек-рых r= O,  1 , . . . и 
О<а-Е;:1 выполнено (6) , то f E KH'+a. [a ,  Ь] . Известны 
п. т. и о. т. для / Е  С'( а, Ь] , использующие модуль не
прерывности и модуль гладкости (см . [4] , [R] ) .  

П .  т . ,  в к-рых даются порядковые оценки поFреш
пости через дифферепциально-разпостные характе
ристики приближаемой функции, доказаны для мно
гих конкретных методов приближения (см. [6 ] , (8 ] , 
[ 9 ] ) , в частности для сплайнов (наилучших и интерпо
ляциониых [ 10] ) .  

Известны п .  т .  и о .  т .  для приближения в хаусдор
фовой метрике (см . [ 1 3] ) .  Здесь возникают свои осо
бенности ; в частности, характеризация классов функ
ций через их наил учшие хаусдорфовы приближения 
связана не только с порядком этого приближения, но 
и с величиной константы в соответствующем пера
венстве . О п .  т .  и о .  т. в многомерном случае см. При
ближение функций ; случай многих действительных 
перемеппых .  

Лит. : [ 1 )  J а с k s о n  D . ,  Ober die Genauigkeit der Annii· 
herung stetiger Funktionen durch ganze rationale Funktionen 
gegebenen Grades und trigonometrische Summen gegebener Ord
nung, Gott. , 1 9 1 1 ;  [2] Б е р н ш т е й н С .  ц. , О наилучшем 
приближении непрерывных функций посредством многочленов 
данной степени ( 1 9 12) , Собр . соч. , т .  1 , M.J. 1 9 52,  с. 1 1 - 1 0 4 ,  
[3] Н и к о л ь с к и й С .  М. , <•Изв . А Н  Cl<CP. Сер .  матем »,  
1 946 ,  т .  1 0 ,  No 4 ,  с .  295-31 7 ;  [4] д з л д ы к  В .  Н. , Введение 
в теорию равномерного приближения функций полиномами, М . ,  
1 9 7 7 ;  [5) R о р н е й  ч у к Н .  п . , Экстремальные задачи тео
рии приближен/llл ,  М . ,  1 97 6 ;  [6) Т и х  о :м и р о в  В. М., Не
ноторые вопросы теории приближений, М. , 1 9 7 6 ;  [7]  А х  и е
з е р  Н, и., Лекциа по теории аппроксимации, 2 изд. , М. , 1 96 5 ;  
[8] Т и м а н А.  Ф. , Теориа приближения фуннций действи
тельного nеремеввоrо, М., 1 96 0 ;  L9] R о р о в  н и в п.  п . 
ЛивейнЬ\1! операторы и теория приближений, М., 1 959 ;  [1 o J 
С Т е ч Н И Н С. Б. , С у б б О Т И н Ю .  Н. , Сплайны в IIЫЧИС
лительной математине, М., 1 97 6 ;  [ 1 1 ]  д а у r а в е т И . н . , 
Введение в теорию nриближения фуннций, Л . ,  1 97 7 ; [ 12] С т е ч
к и н С. Б . � <<Изв. АН СССР. Сер. матем. >>, 1 9 5 1 ,  т. 1 5 ,  No 3, 
с. 2 1 9-42 ;  11 3] С е н д о в Б л . ,  Хаусдорфовые приближения , 
София, 1 9 7 9 . Н. П. Rорnейчуп. 

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИИ; с л у ч а й м н о
г и х д е й с т в и т е л ь н ы х  п е р е м е н н ы х 
случай, когда приближаемая функция f зависит от двух 
и большего числ а перемепных :  

f (t) = f (t1 , t 2 , . . .  , tт) ,  m :;;,. 2 
(см. Приближение фуппций) .  По сравнению с одномер
ным сл учаем исследование вопросов приближения 
функций т (т:;;;.2) перемеввых значительно услож
няется ввиду появлениl{ припципиальпо новых об
стоятельств . связанных с мпогомерностью . Прежде 
всего это касается области, на к-рой осуществляется 
приближение . Просто связный Rомпакт (в одномер
ном сл учае - отрезок) в IR.m (даже па плоскости) 
может иметь самую разнообразную конфигурацию , и 
возниJ{ает необходимость классифицировать области 
в зависимости , напр . ,  от гладкостных свойств их гра
ющ. Сложности появляются и при описании диффе
репциальпо-разпостных свойств функций т перемен
пых . Эти свойства могут быть , вообще говоря , различ
ными по разным направлениям, их характеризация 
должна учитывать как геометрию области определе
ния , так и поведение функции при подходе к границе , 
так что большое значение приобретает изучение гра-
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ничпых {:Войств функций. Если пытаться упростить 
решение аппроксимациоппой задачи переходом к об
ласти более простой структуры , то возиикает проблема 
возможности продолжения функции f из области Qc= Rm 
в иек-рую содержащую Q каноиич . область Q1 (наnр . ,  
в параллелепипед или на все пространство Rm ) с сох
ранением тех или иных гладкостных свойств (см . Про
должения теоремы) . Этот круг вопросов тесно связан 
с вложения теоремами , а также с проблемами, возии
кающими при решении краевых задач математич . 
физики . 

Увеличение числа иезависимых перемевиых, естест
венно,  усложняет и аппарат приближения, ибо уве
личивается его размерность при том же , вапр . ,  по
рядке IЮлииомов .  Алгебраич. многочлен степени nr . 

. .  , II m соответственно по перемеииым t1 , • • •  , tm 
имеет вид 

Pn , ,  . . . , nm ( ti , . . . , tт) = � ak , , . . . , km tk• . . . tkm ( 1 ) 
(ak , ,  . . . .  hm - действu.тельиые коэффициенты , сумми
рование ведется по kv , v= 1 , . . .  , т, от О до nv ) ,  так что , 
напр . ,  подпространство многочленов степени 3 по 
каждому из т перемеииых имеет размерность 4m 
Иногда фиксируется суммарная степень многочлена n , 
тогда суммирование в ( 1 )  распространено на индексы , 
хдовлетворяющие иеравеиству O ..;;:k1+ . . .  +kv <:n . 
Тригонометрический действительный полином порядка 
п1 ,  • • . , nт по перемеииым t1 , • • •  , tm может быть за
писан в виде 

тn, , . . . . nт (ti , . . .  , t т ) = 
-· � а ехр ( i �т k t ) - ""-"  k1 ,  . . . , kv ""-"v= l v v ' 

где комплексвые коэффициенты ak,, . . . , km с индексами 
противоположиого знака комnлексно соnряжены , а 
суммирование ведется по kv , v= 1 , . . .  , т , от - nv 
до nv . Этот полином можно также представить в виде 
линейной комбинации всевозможных произведений 
вида 'Pk (t) cpk (t2 ) • • • 'Pk (tт) , где 'Pk (tv ) есть либо 1 J т v 
sin kv tv (О <:kv <:nv ) , либо cos kv tv (О -E;:kv <:nv ) .  Ши
рокое применевне находят многомерВЬiе сnлайны . 
«склеенные» до оnределенной гладкости из «кусков» 
алгебраич. многочленов т перемевных .  В случае т= 2 
наиболее простой вид имеют сплайны , склеенвые из 
многочленов по прямым, параллельвым осям коорди
нат . В качестве аппарата приближения применяются 
также функции g (t1 , • • •  , tт) , являющиеся полино
мами или силайвами лишь по век-рым из переменвых .  
Для приближения вепериодич. функций , заданных на 
всем пространстве Rm (или на веогравичеввом мно
жестве из Rm ) , могут применяться целые функции 
экспоненциального типа , nредставимые в виде суммы 
абсолютно схоllящегося степенного ряда 

Gn, ,  . . . , nт (ti , . . .  , t т ) = 
- ,, а tk • tkт (2) - ""-" kv :> O . v= 1 . . . .  , т k,, , . .  , kт 1 ' ' '  т 

при условии, что для любого е >О при всех комплекс
ных t1 , t2 ,  • • •  , tm 

j Gn, , . . . , nт ( t i ,  . . .  , tт) 1 о;;;;; М8 ехр �:= l (nv + е) 1 tv J ,  

где константа Ме зависит только от е (см .  [ 1 ] ) . Следует 
заметить , что в отличие от полиномов функция (2) 
определяется бесконечным числом параметров. 

В многомерном случае справедлива т е о р е м а В е й е р ш т р а с с а о возможности приблизить не
прерывную на ограниченном замкнутом множестве 
Qc=IR.m функцию f (! Е  С (Q) ) или непрерывную на всем 

пространстве IR. m  с периодом 2л по каждому перемен
иому функцию f (f Е ё (IR.m) )  алгебраическими (со
ответственно тригонометрическими) полиномами с лю
бой наперед задаиной степенью точности . Аналогич
ный факт имеет место и в простраиствах Lp (Q) и (в 
периодич . случае) Lp ('R.m ) ( 1 .о;;;:р <оо ) . На линейные 
нормированные пространства функций т перемеииых 
распространяются общие факты и теоремы о свойствах 
наилучшего приближения , о существовании, единст
венности и характеристич . свойствах функции наилуч
шего приближения , а также общие соотношения двой
ственности для приближения выпуклым множеством 
и, в частности, подпростраиством (см. [ 3] ,  [ 4]) . Однако 
получение конкретных реализаций этих теорем с уче
том конкретной метрики и специфики приближающего 
подпространства в многомерном случае сопряжено 
с большими трудностями . 

Более полно исследованы вопросы связи порядка 
убывания наилучших приближений функций многих 
переменных алгебраическими и тригоиометрич . поли
номами, а также целыми функциями с гладкостными 
свойствами приближаемой функции .  

Пусть Q - произвольвое открытое множество в Rm 
(в частности ,  Q= Rm ) ,  е - единичный вектор из Rm , 
h >O и Qhв - множество точек t E Q  таких, что отрезок 
[ t ,  t+he]c=Q .  Если f E Lp (Q) , 1 -Е;:р -Е;: оо ,  то величина 

(J)e (/ ; 1\) Lp (Q ) = ��� 11 / (t + he) -f (t) J ILp (Qhв) 
паз . м о д у л е м и е п р  е р ы  в в о с т и 
ц и и  / (t1 , • • •  , tт )  в м е т р и к е  Lp (Q) 
п р  а в л е и и ю е .  Величину 

(J) (/ ; 1\) Lp (Q ) = S�P (J)e (/ ;  1\) Lp (Q) 

ф у  в к
п о  н а-

паз . м о д у л е м и е п р е р ы в и о с т и функции f 
в Lp (Q) . 

• В периодич . случае для наилучших приближении 
Е (!) - тригоиометрич . полиномами 

_ 
n, , . .  , , nт Lp( IR. m) _ Tn, , . . . , nт функции f E Lp (Rm ) , имеющей частные 

(вообще говоря , обобщенные по Соболеву) производные 
rv n гv f = -д- t E lp ( R m ) v rv 

дtv • 

(rv ;;;,.O - целые , D�/=/, v= 1 ,  . . .  , т ) , справедливы 
оценки 

Ё ( /) - о;;;;; n1 ,  . . . , tlm Lp ( Rm) 
ое;;;;; М�т п:; rv (J)в (D�v j ;  п:; 1 )l ( IR.m) ' (3) 

V=l V р 
где ev - единиЧВЬIЙ вектор, направленвый вдоль tv ,  
а константа М не зависит от f и nv . Для функции f 
из L� ('R.m ) , имеющей обобщенные смешанвые и не
смешанные производвые 

Drf = дГ f E L ( IR.m ) дt r• . . . д t rm Р 
1 т 

(r = (r1 ,  • • •  , rm ) ) порядка r= r1+ . . .  + rm , имеют место 
не равенства 

Если 

1\I � .е;: --==:: ur r l  + 

Ё n, . . .  , n (/) Lp( fR. IЛ )  о;;;;; 

(J) (D .. / ;  п - t ) I p ( Rm) .  + rт = r (4) 
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т. е .  если функции Dr f удовлетворяют Гёльдера ус
лови ю , ТО 
- м En, . . .  , n (f) Lp ( 'R"') ..r;;;, nr+ a  , 1' = 0 , 1 , . . .  , О <  а .;;; 1 . (5) 

В последнем случае обратная теорема утверждает , что 
если для функции t E Zp (IRrn ) при всех п= 1 , 2 , . . .  

справедлива оценка (5 ) ,  то существуют производвые 
vr t E LP (IR"' ) ,  удовлетворяющие при любом h E  /Rm 
не равенствам 

1 1 D'' ! (t + h) - D'' ! (t) /lт.Р ( IR."'J ";;; К 1 lt J a , (6) 
если О <а <1 , или 

1 1 D'' j (t + lt) - 2D'' ! ( t) - D'' f (t - /1 )  IIТ.p( 'R rn ) ";;; К 1 /1. 1 ,  ( 7) 

если а= 1 ,  где К не зависит от длины l l1· l = (/1.i+ . . . + 
+h�) ' / ,  вектора h= (h1 ,  • • •  , hт)· 

Теоремы, аналогичные приведенным, верны также 
для непериодич. функций f E Lp('Rm ) ,  если в качестве 
аппарата приближения применяются целые функции 
зкспоненциального типа . Приведеиные результаты рас
пространяются также на классы функций, гладкость 
к-рых описывается в терминах модулей непрерывности 
(модулей гладкости) более высокого порядка (см . [ 1 ] ) .  

В случае приближения функций f Е Lp (Q) алгеб
раич. многочленами Р n,, . . . . nт па ограниченном па
раллелепипеде (и нек-рых других ограниченных мно
жествах) доказаны прямые теоремы , аналогичные (3) , 
(4) и (5 ) .  Обращение зтих теорем, как и для функций, 
заданных на конечном отрезке , возможно лишь на 
множестве Q1 , лежащем строго внутри Q. Известны 
обратные теоремы, предполагающие повышение по
рядка приближения вблизи границы множества Q 
(см [ 1 3] ) ,  а также прямые теоремы , утверждающие 
возможность такого улучшения вблизи угловых то
чек (см . [ 14] ) .  Необходимые и достаточные условия , 
обеспечивающие принадлежиость фуНRции f классу 
н'(;+ а (Q) (определяемому в метрике с (Q) условиями, 
аналогичными условиям (6) , (7 ) )  за счет повышения по
рядка приближения вблизи границы (как в одномерном 
случае) , неизвестны ( 1983) . Однако имеет место сле
дующий результат отрицательного характера (см . [13] ) .  
П усть Q= {t : t E 'R2 , l t l ...;1 } .  Н е  существует ни одной 
определенпой на Q последовательности функций 
лj;х> ( l t l ) , n= 1 ,  2, . . .  , 0 < а < 1 , обладающей сле
дующими двумя свойствами: 

1 ) для велкой функции f из Н� (Q) найдется постоян
ная М и последовательность многочленов 

Р (t) = ,_" а<п) tk ,  tk• n = 1 2 n � O < kt + k2 <. n k 1 , k 2 1 2 '  ' ' . • . , 

таких , что 
1 t (t) -· Р п (t) J ";;; МЛ.�а> ( 1 t 1 ) , t E Q ; (8) 

2) из того ,  что для определенной на Q функции f 
существуют постоянная М >О и последовательность 
многочленов Рп (t) , удовлетворяющих неравенству (8) , 
следует, что / E H� (Q) . 

В качестве других примеров , отражающих специ
фику приближения функций многих переменных ,  
можно привести следующие результаты .  

П усть Ё п  n (f) х - наилучшее приближение 2л
периодическоЙ '

функции f двух переменных тригоно
метрич . полиномами Т n " n '  в метрике Х (Х = ё ('R2) 
или X= Lp (IR2) ) , а E-n, , oo  (1) -х - наилучшее прибли
жение f в -� функциями Т n , , ,. , лвллющимися триго
пометрич. полиномами порядка n1 по перемениому t1 , 

коэффициенты к-рых суть функции от t2 •  Аналогично 
определяются величины Е-00 , n, (/) х .  

Если 1 <Р < оо ,  то выполняются не равенства 

Ё n,, n, (f)[p ( U P) ";;; Ар (Ё n , , "" (f) [p ( UP) + Е "" •  n, (f) [p ( D P) ) , 
где АР зави�ит _:шшr, от р . _ _ 

Если же X= L1 ( IR2) или X= C (IR2) ,  то 

Ёп, , п, (/ ) х_ .;;; A ln (2 + шin fnJ , n 2}) (Е п, , оо (f) x +  

+ E oa , n2 (/) ; ) •  (9)  
где А - абсолютная постоянная ,  и множитель ln (2+ 
+ min {п1 , n2  } )  в неравенстве (9)  нельзя заменить ни на 
какой другой, растущий при min {n1 , n2 } -+  оо по по
рядку медленнее (см . [ 1 5] ) .  

П ринципиальные особенности возникают в задачах 
интерполированил функциii многих переменных . 
На  пр . ,  существование алгебраического интерполлцион
ного многочлена в отличие от одномерного случал су
щественно зависит от расположения узлов интерпо
ляции . Разработаны, тем не менее, эффективные спо
собы построения полиномов и сплайнов , интерполи· 
рующих функцию f (t1 , • • •  , trn) на определенным об
разом выбранпой сетке узлов (см . Интерполировахие) , 
Для многомерных интерполлционных сплайнов в рядQ 
случаев найдены порядковые оценки погреmности 
приближения как самой функции /, так и ее частных 
производных,  более детально исследованы в этом на
правлении двумерные сплайны малого nорядка ,  а 
также локальные (эрмитовы) сплайны любого nорядка 
(см . [ 7 ] ,  [ 10] - [ 1 2] ) .  Среди других линейных методов 
приближения функций многих переменных сравни
тельно лучше исследованы кратные суммы Фурье и 
их различные средние . Здесь известны порядковые 
оценки приближения на классах функций, в нек-рых 
случаях найдена точная асимптотяка (см . [5] , [6] ,  [8 ] ) . 

Лит. : [ 1 ]  Н и к о л ь  с к и й  С. М., Приближение функций 
многих переменных и теоремы вложения, 2 изд. , М., 1977 ; [2] 
г у т е р  Р. с. , Н у д р  я в ц  е в л. д., л е в и т а н Б .  М. , 
Элементы :rеории функций, М., 1 963 , с . 1 06-98 ; [3] Н о р н е й
ч у к Н. п . ,  Экстремальные задачи теории приближения, М . ,  
1 97 6 ;  [4] Т и х  о м и р о в  В .  М . , Некоторые вопросы теории 
приблюнений, м . ,  1 9 7 6 ;  [5] д з я д ы к  В. н . ,  Введение в тео
рию l)авномерного приближения функций полиномами, М. , 
1 97 7 ;  [6] Т и м а н А. Ф. , Теория приближения функций дей
ствительного переменного , М . ,  1 960 ;  [7] С т е ч к и н С. Б . ,  
с у б б о т и н Ю.  Н . ,  Сплайны в вычислительной математике, 
м . ,  1 9 7 6 ;  [8] С т е n  а н е ц А.  И. ,  Равномерное приближение 
тригонометрическими полиномами. Линейные методы, Н . ,  1 98 1 ;  
[9] Л о р а н п. - Ж . , Аппроксимация и оптимизация, пер. 
с франц. , М . ,  1 9 7 5 ;  [ 1 0] А л б е р  г д ж. ,  Н и л ь  с о н Э . ,  
У о л ш д ж. , Теория сплайнов и е е  приложения , пер . с англ , 
м. , 1 9 72 ;  [1 1]  3 а в ь я л о в Ю. С . ,  Н в а с о в Б. И . , М и
р о m н и ч е н к о в. л. , Методы сплайн-фующий, М . ,  1 980 ,  
L12] В а р г а Р. , Функциональный анализ и теория аппрокси
мации в численном анализе, пер . с англ . , М., 1 974 ;  [1 3] Н и
к о л ь  с к и й С. М , <<Сиб. матем. ж.»,  1 9 69 , т . 1 0 ,  М 5 , с. 1 075-
1 0 8 3 ;  [ 1 4] Б р у д н ы й  Ю . А . , <<Докл. АН СССР>>, 1 970 ,  т. 1 9 5 ,  
М 5 ,  с . 1 007-09 ;  [1 5 ]  Т е м л я к о в В Н ,  <<Докл. А Н  СССР», 
1 97 5 ,  т. 223 ,  с. 1 079-82. В. Н. Rоиовалов, Н П Rориейчух. 

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИй; э к с т р  е м а л ь-
н ы е  з а д а ч и н а  к л а с с а х  ф у н к ц и й 
задачи, связанные с отысканием верхней грани по
грешности приближения на фиксированном классе 
функций и с выбором для него наилучшего в том или 
ином смысле аппарата приближения . Наqало иссле
дованиям по экстремальным задачам П. ф. положили 
работы А. Н . Колмогорова (см . [ 1 ]  - [ 2] ) , Ж . Фанара 
(см .  (3 ] - [4]) и С. М. Никольского (см . [ 5 ] -[6] ) . 
Широкое развитие эти исследования получили начи
ная с 50-х гг . 20 в . ;  они стимулпровались потребнос
тями вычислительной математики , все больше сталки
вавшейся с задачами оптимизационного содержания. 

Если в нормированном функциональном простран
стве Х рассматривается П . ф .  из класса !D1 функциями 
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фиксированного множества \J1c= X ,  то интерес nред- Для приближения подnрОс'l·ранством S� 2л-периодп-
ставляют задачи отыскания величин чесних сш1айнов порядка т дефекта 1 с узлами склей-

Е (!lrl ,  \Щx = sup Е (/ ,  9l)x, (1 ) ки k:rt/n (dim S�= 2n ) справедливы равенства { Е Ю! 
где Е (f , \R)x = inf 1 1  f-<p  llx 

'Р О ! 
- наилучшее m ,  а также 

приближение функции 1 (t) множеством 

<(} (!.JJI ,  \J1 , И) х = sup 1 1 1 - И 1 l lx , 
f Е 'JJ! 

(2) 

где И - нек-рыii конкретный метод приближения , 
задаваемый тем или иным оператором, действующим 
из х в m .  с х<еометрич . точки зрения верхняя грань ( 1 )  
характеризует величину уклонения множества Ш l  от \Л в метрике Х . Практич . смысл величины Е (!D1, \R)x 
можно видеть в том , что она , во-первых,  дает мини
мально возможную оценку евеуху для наилучшего 
приближения множеством \Jl функции, о к-рой из
вестно только , что она принадлежит классу !D1 , а во
вторых , является определенным ориентиром при оцен
ке и сравнении аппроксимативных возможностей нов
кретвых методов приближения на классе !])1. Что ка
сается величины (2) , то наиболее важным явпяется 
случай, когда \R = \RN есть N-мерное подпространство ,  
И - линейный мет·од приближения. Известен целый 
ряд точных и асимптотически точных результат()в цо 
приближению классов функций конкретными линей
ными методами (в частности , полиномами и сплай
нами) (см. [ 1 ]-[ 1 2] , [ 1 9 ] ) , но особый интерес вызы
вают методы , реализующие точную нижнюю грань 

<(} (!D1, \RN)x = inf <fi (!D1 , \RN, И)х.  и х сшN 
(3) 

распространенную на все линейные ограниченвые опе
раторы И ИЗ Х В \JlN, Т . е. ЛИНеЙНЫе метоДЫ, наилуч
шие для класса !])1. Ясно, что всегда 

и, естественно, возникает вопрос о возможности здесь 
знака равенства .  Помимо тривиального случая , когда 
Х - гильбертоно пространство функций и наилучшее 
приближение каждой функции доставляют суммы 
Фурье по ортовормировавному базису \J1N, известны 
ситуации в негильбертовом пространстве , когда ли
нейный метод реализует наилучшее приближение на 
всем классе !])1. 

Так , если Х - пространство 2л-nериодических функ
ций Lp= Lp(O ,  2:rt] ( 1 ..;;:р..;;;; оо ) , \J1fп- 1 - подпространст
во тригонометрич . полиномов порядка n - 1  (dim\}1fп-t= 
= 2 п- 1 ) , M W�(r= 1 , 2 ,  . . . ) - класс функций I E LP, 
у к-рых f l ' - 1 ! (t) абсолютно непрерывна на [ 0 ,2:rt]  и 
1 1/ 1 1 - ..;;:М,  то Lp 

( - , т ) ( - ,  т ) Е MWp , \Jl2n - 1 l = <fi  MWp . \J? 2п-1 l = МК,п - r , р р 
р = 1 , оо ;  n ,  r = 1 , 2, . . .  , 

где К, - константы Фавара , причем наилучшее при
ближение на классах м wr и м w: реализует линей
ныii метод И�- 1 , построенный на базе сумм Фурье 
(см . Пр ибдижепие фун к ц и й ;  линейные методы приб
лижения , rf:ормула (3 ) )  при определенном выборе мно
жителей л�n- 1J = д,�n-1) (r) . Построены линейвые операто
ры со значениями в mfп- 1 ,  реализующие верхнюю грань 
наилучших приближений на 1шассах сверток , вклю
чающих , в частности , классы м w:;, и M W� с дроб
ными r>O, а также классы сопряженных функций 
(см .  [ 10] , [ 1 1 ] ) . 

Е (мw� , s�;;-
1
)f = <(} (мw� .  s�;;-

1
)[ = мк,п - г , 

р р 
р = 1 ,  оо ;  n, r = 1 , 2, . . .  ; 

наилучшим линейным методом здесь являются сплайны 
a, _ 1 (f , t) из s�;;-

1
, интерполирующие функцию j (t) 

в точках k:rt/n , если r четно , и в точках k:rtln+ nl2n , 
если r нечетно . Относительно класса мw:;. эти сплай
ны обладают исключительными аппроксимативнымн 
свойствами , т. к. наилучшим образом приближают 
функции f ( t ) E M W� в любой метрике lp (см . [ 7)) . 

Перечисленные случаи , когда величины ( 1 )  и (3) 
совпадают и удается построить конкретный линейвый 
метод, решающий сразу обе задачи ,  являются , в ив
вестиом смысле, идеалънЬI.Ми. В других ситуаципх аф
фективным nри решении задачи (1 ) оказывается 11одход, 
основанный на исnользовании общих теорем двойст
венности ,  отражающих фундаментальные соотноше
вил геометрии выпуRлого анализа (см . [ 7 ) , [8] ) .  Если , 
напр . ,  Х - nроизJЮльное линейное нормированное 
пространстJЮ , Х* - ему оопряжевиое, \)1 - выпуклое 
множество в Х ,  то для: любоrо элемента х Е Х 

inf l l x - и Н =  sup [F (x) - sup F (и) ) ;  (4) 
u e 9! F e  Х " ,  u F n < 1 u e 91  

в частности, если m - подпространство,  то 

inf ll x � и ll = sup {F (х \ :  F E X* ,  I I F I I ..;;;; 1 , 
u e !n  

F ( и) = 0  vиЕ Щ. (5) 

Соотношения (4) или (5) позволяют в ряде случаев 
свести вычисление или оценку верхней грани (1) к 
более обозримой задаче на экстремум явно задавае
мого функцяовала на век-ром множестве функций, 
связанных ,  если \)1 - - подпространство, условиями 
ортогональности . Например, используя (5), оценку - , E ( Wq• \Rfп_ 1) l ( 1 ..;;:р ,  q ..;;: oo )  можно свести с помощью 

р -известных неравенств к вычислению верхвен граю1 
норм l lg l l ч •  (q ' = q/ (q- 1 ) )  на множестве функций 
g E w;. (p ' = pl(p - 1 ) )  таких , что � 2 :rt cos kt g (t) .  kt dt = O, k = O, 1 , . . .  , n - 1 .  о sш 

Более тонкал ситуация возникает , если задача ( 1 ) 
решается на классах , задаваемых ограничениями не на 
норму r-й производной f<r ! ( t) ,  а на ее модуль непрерыв
ностn w (/1' ! ,  <'! ) х, в частности когда !D1= W'H(>) (r= 
= 0 ,  1 ,  . . .  ; Иfонrо= .тiОJ) -класс 2л-периодических 
функций t E ёr (ё0= С) ,  у к-рых 

w (!< r > ,  <'!) c :o:: w (!<r> , <'!) ..;;;; ro (<'!) , 
где w (<'! )  - заданный модуль непрерывности , напр.  
w (<'!) = M<'!a (О <а. ..;;: 1 ,  0..,.:1\ ..;;:n) Здесь применение (5) 
требует использования тонких свойmв дифференци
руемых периодич функций типа теорем сравнения п 
Код;м,огорова перавепств (для норм производных) ,  
но описываемых с. помощью аппарата перестано.вок 
(равноизмеримых функций) . При условии вып.У.клости 
вверх w (<'!) справедливы равенства (см . [ 7 ] , [ 13 ] ). 

Е (WrHro , \Jlfп-I)x = E  (WrHro,  S�п)x = ll f nr (ro) lfx, 
·n = 1 , 2 , . ; 1 = 0 ,  1 ,  

где Х= ё  или L1 , t,., ( w, t) - функция из W'Hro пе
риода 2:rt/n с нулевым средним зиаченцем на периоде , 
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у к-рой j ('J ( (о), t) четиа , равна r (о) (:t /n -2 1) )/2 на [ 0 ,  приближения п р п  налпчпи ограничений , задаваемых 
:n:/2 n ]  11 равна - [ (o) (2 t - л / n ) l /2 на [ л /2п ,  л/n l . Нормы с помощью конуса . 
1 1/ nr ( (о)) l lx допускают явное выражение ,  напр . :  Отыскание наилучшего аппарата приближения (фик-

1 сираваивой размерности) для данного класса функций 
11 f по ((о)) l lё = 2 (о) (л/п) , !D1 приводит к задачам о п о п е р е ч н и к а х :  найти 

величины (см .  (1 ) п (3) ) ll f п r ((o)) ll - = 2 \ r л Ф, (:n: - t ) (о) ( tfn ) dt , С n .) о r = 1 , 2 , . . .  , 

где функции Ф k ( t )  задаются на [0 , :n:] рекуррентно : 

1 r л - 1  Фk (t ) = т  J o  Фk _ 1 (u) du . 

Решение задач о наилучшем для класса W' ню ли:ней
иом методе из ё в Щ f11_ 1 или в S �n известно в случае 
оо (б )=Мб (О <б <л) ,  т. е .  :когда W'Hoo= M W:_+1 . 
Интерполяционные сплайны а r (/ , t) из S fп реализуют 
верхнюю грань E ( W'floo,  S �n)ё (при любом выпуклом 
оо (б) ) лишь в с лучае r= 1 . 

При решении экстремальных задач па классах функ
ций , заданных на Rонечном; отрезке и не связанных 
жесткими краевыми условиями, нельзя ждать резуль
татов в столь совершенно111 ,  как в периодич . случае, 
впде: на экстремальных функциях сказывается воз
мущающее действие концов промежутка ,  к-рое усугуб
ляется с увеличением порядка дифференцируемости . 
Здесь известны нек-рые результаты с точной асимпто
тикой. Если M W'Ha(r= 0, 1 ,  . • .  ; О <а. <1 ,  м wона = = МН'Х) - класс функций f ( t) E C ' [ - 1 ,  1 ] , у к-рых 

l f t r l ( t ' ) - f' ( t ") I ..;;; M i t ' - t" la \ t ' , t " E [ -1 , 1 ] ) , 
то для наилучшего равномерного на [ - 1 ,  1 ]  прибли
жения nодпространством 1)1� алгебраич . многочленов 
степени n - 1  имеют место соотношения 

fl -+ QD 

= - Ф (л - t ) t a dt 
М � л 2 о г ' ' 

! 6) 

1' = 1 , 2 ,  t 7) 

�>-рые полезно сравнить с соответствующими результа
тами в перподич . случае ;  при а.= 1 правы е части (6) 
и (7) равны соответственно М К1 и MK r + 1 • Отказавшись 
от многочленов наилучшего приближения,  можно уси
лить эти результаты , существенно улучшив приближе
ние у :концов отрезка [ - 1 ,  1 ] без потери паилучшеИ 
асимцтотики на всем промежутке.  Напр . ,  для любой 
f Е М н а существует последовательность алгебраич . 
многочленов p 11 (f, t ) E I)?� таких , что равномерно по 
t E [ - 1 ,  1 ] при n - оо 

l f ( t ) - p11 (f ,  t ) l � � [ ( � V1 - t 2)a+ o (п-a ) J = 
= Е (мна , m�)c [ ( 1 - t2)af 2 + o (1 ) ] .  

А н а  логичный факт имеет место для функций классов 
м wrH1 (r= 1 , 2 , . . .  ) (см .  { 1 1 ] ) .  в задачах прибли
жения сплайнами (наилучшими и иитерполяционными) 
классов функций, заданных на отрезке , известны век
рые точные (гл . обр . , для сплайнов малого nорядка) 
и асимnтотически точные результаты (см . [ 1. 5 ] ) .  В случае одностороннего приближения (в интег
ральной метрике) известен ряд точных результатов 
по оценке погрешности наилучшего приближения поли
номами и сплайнами на введенных выше классах функ
ций (см . [ 1 9 ] ) .  При их получении существенно исполь
зовались соотношения двойственности для наилучшего 

dN (!JJl , Х) = inf Е (!JJl , mN)x, 'JIN 
dЛ, (!JJl , X) = inf C (!JJl , mN)x, 'JIN 

где нижние грани берутся по всем подпространствам 
mN из Х (и их сдвигам) размерности N, а также ука
зать экстремальные (наилучшие) подпростравства ,  реа
Jiизующие эти нижние грани .  Оценки сверху для d ,v 
и dЛ, дают найденные для конк;еетных подпространств 
91N величины Е (!JJl , mN)x и <{," (!JJl , mN) x. основнаf! 
трудность в задаче о поперечнике обычно состоит 
в получении точных оценок снизу . В ряде ситуацпй 
получить такие оценки удается , привлекая топологич . 
соображения ,  в частности теорему Бopcyita об анти
подах (см. [ 8] ) . Практически во всех случаях точного 
решения задачи о наилучшем приближении классов 
M W� н wrнro периодич. функций подпространствами 
\Л[,1_ 1 (тригонометрич . полиномов порядка n - 1 )  и 
S� (сплайнов нек-рого порядка т дефекта 1 по раз
биению k:n:/n) найденные точные верхние грани E(!JJl , 
mN)x дают и значения поперечников dN этих классов , 
причем оказалось , что для периодич .  классов d211 _ 1= d211 • 
В частности (см . [ 7 ) , [ 8] )  , 

a2" - 1 \ w:, ,  C) = d2n ("w:;., , ё) = d2n - 1 (Wi , I,J ) = 
( - r - ) ' = d2,. W 1 ,  L1 = К ,п - r , 

п ,  r = 1 ,  2 ,  . . . , 
а при выпуклом вверх оо (б) и Х = ё или L1 

d2n - 1 (Й'rнrо , Х) = d2" ( W rнro , Х) = 11 / " , (с:.>)  l fx . 
n = 1 , 2 , . . .  ; r = O,  1 ,  . . . 

Следует отметить,  что подпространство 9? f.1_1 является 
наилучшим для рассматриваемых классов при всех r 

и никакое подпространство равмерности 2 п  не дает на 
этих классах лучшее приближение,  чем �(f, ,_1  (имею
щее размерность 2n- 1 ) .  Подпространство сплайнов 
s� является наилучшим для классов w:: 1 и W'Hro в ё 
при m=r и для класса w;+l  в l1 прп m�r. Jlпнейные 
поперечники df.J классов w:. в ё и w� в [;1 совпадают 
с dN, они реализуются на подпространствах 91 fn-1 и 
s �;;-1 наилучшими линейными методами , о к-рых упо
миналось выше . Поперечники dN и аЛ, класса w� в L 2  
при N= 2n-1  и N= 2n равны и реализуются суммами 
Фурье по тригонометрич. системе . Для поперечников 
классов функций, ваданных на отрезке , в ряде случаев 
известна точная асимптотика ;  поперечники dN и d/v 
классов w.:;, в С [ -1 , 1 ]  совпадают и реализуются ин
терполяционными сплайнами порядка r -- 1  по нерав
номерному разбиению (см. [ 8] ) .  

Задачу оценки погрешности приближения н а  множе
стве Х' r-x интегралов от функций из Х ( не являющем
ел локально компактным) можно сделатr, корректноii , 
если оценивать для f Е Х r при фиксированном 1' >О ве
личину 

Е (f , mN)x/c:.> (/t r l , 1')х 
( w (g, б)х - модуль непрерывности функции g в прое-т
ранстве Х) или (в случае приблпжения конкретным :ме
тодом) величину 

1 1 / - U Nf i lx/c:.> (/ ( ГI , 1') х .  
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Отыскание точных верхних граней этих величин на мно
жестве Х '  равносильно нахождению наименьшей кон
станты в соответствующем Д жепсона не равенстве; 
можно затем говорить о минимизации по всем подпрост
равствам размерности N. В ряде случаев эти задачи 
решеНЬI. Напр . ,  в веравепстве 

Е (/ , S�п) -..;;; M,п - 'ro (f(r ) , л/п) - , t E ёr ,  с с 
наименьшая константа М,= К ,12 , причем она не может 
быть уменьшена , если S�n заменить Jlюбым другим под
простравством той же размерности (см . [ 1 4] ) .  Известны 
точные константы в неравевстве Джекеона для прибли
жения триговометрич . полиномами в равномервой и ин
тегральной метрике (см . [ 7 ) ) . В непериодич . случае есть 
результаты с точной асимптотикой . 

Среди экстремальных задач ,  в к-рых приближающее 
множество ,  не будучи линейным многообразием ,  яв
ляется выпуклым множеством, интерес представляют 
задачи наилучшего приближения одного класса функ
ций !D1 другим классом !])11 с лучшими , в том или ином 
смысле , гладкостными свойствами . Сначала такая зада
ча возникла как промежуточная при получении точной 
оценки для 

( - ы  т ) ( - ы  - 1 ) Е Н .\Л2п- 1  ё !D1 = H  , !D11 = MW.., 
(см . [ 7 ) ) ;  в дальнейшем ее стали рассматривать как 
самостоятельную , причем в ряде случаев использование 
соотношения (4 ) позволило получить точный результат . 

При 
!D1 = M1 W� , 

!D11 = M2W� (0 < r < k) . 
здесь обнаруживается связь с задачами о неравенствах 
между нормами производпых и о наилучшем приближе
нии оператора дифференцирования линейными ограни
ченными операторами (см . [ 1 6] ) .  

Многие экстремальные задачи приближения функций 
можно интерпретировать :как задачи оптимального вос
становления (см . [ 1 5] , [ 1 7 ] ,  [ 1 8] ) .  Пусть информация о 
функции f Е Х задается вектором Т (f , Л ) =  {1..1 (f) ,  . . . , 
f..n(j) } , где xk - заданные на х функционалы (напр . ,  
значения функции f ( t ) или (и) нек-рых ее производных 
в фиксированных точках) . 3ная,  что j принадлежит 
классу !])1, требуется по информации Т (!, Л) восстано
вить с наименьшей погрешностью функцию f или значе
ние L (/) на ней нек-рого линейного функционала (напр . ,  
L (f)= j {t) , L (j) = � : f ( t) dt и т .  п . ) . Минимизация может 
предполагаться не только по методам S, сопоставляю
щим вектору T (f, Л) функцию qJ (t ) "'='/ ( t) (или функцио
вал l (f) ""' L  (/) ) ,  но также и по наборам функциовалов 
t.. k (k= 1 ,  . . .  , N ) .  В зависимости от выбора меры погреш
вости и класса методов S задача оптимального восста
новления функции может быть иногда сведена к отыска-
нию поперечников dN или dN, чебышевекого центра 
или других характеристик класса !])1. Оптимальное вос-
становление интеграла �:/ ( t )dt по информации вида 

{/ ( t k) } или {j<V> ( t k) } приводит к задаче о наилучшей 
квадратурвой формуле для класса !])1. Наилучший аппа
рат восстановления в ряде случаев доставляют сплай
пы , так , напр . ,  сплайпы о, _ 1(! , t )  из s�;; I ,  интерполи
рующие в равностоящих точках tk , восстанавливают 
функции f из W� по информации Лk(f) = f ( t k) в каждой 
точке t f= tk с минимально возможной на всем классе 
w: погрешностью . 

В пространствах функций двух и большего числа пе
ременпых, если не считать тривиального случая при
ближения в гильбертоном пространстве ,  точных реше
ний экстремальных задач почти пет ( 1983) . В немногих 

случаях известны асимптотически точные соотношения 
для поrрешности равномерного приближения классов 
функций суммами Фурье и век-рыми их средними 
(см . [ 1 2] ) .  
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ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО 
ПЕРЕМЕНИОГО - раздел комплексного анализа , изу
чающий вопросы приближенного представления (аппро
ксимации) функций комплексного перемениого посред
ством аналитич . функций специальных классов . Ос
новными в теории П .  ф. к. п. являются задачи о воз
можности приближения,  скорости приближения и об 
аппроксимационвых свойствах различных способов  
представления функций (интерполяционных последова
тельностей и рядов , рядов по ортогональным многочле
нам и многочленам Фабера ,  разложений в вепрерыввые 
дроби и аппроксимаций Паде ,  последовательностей 
полиномов из экспонент и рядов Дирихле и т .  п . ) .  
Теория П .  ф .  к .  п .  тесно связана с другими разделами 
комплексного анализа и математики в целом; в теории 
приближений важную роль играют методы и результа
ты конформных отображений,  интегральные представ
ления , теория потенциала, теория функциональных 
алгебр и др . 

Центральная проблематика теории П .  ф .  к .  п. отно
сится к приближению функций многочленами и рацио
нальными функциями , в частности многочленами и ра
циональными функциями наилучшего приближения 
(существование , характеристич . свойства , единствен
ность) , а 1:акже экстремальные задачи и различные 
оценки для многочленов и рациональных функций 
(оценки роста , неравевства для производпых , много
члены и рациональные функции, наименее укловяю
щиеся от нуля,  и т .  п . \ . А. А. Гокчар . 

Приближение функций комплексного перемениого 
многочленами и рациональными функциями.  В этом 
разделе теории П .  ф. к. п. можно выделить нес1юлько 
наnравлений . 

1 )  И зучение в о з м о ж н о с т и п р  и б л и ж е
н и я функции f ( z) комплекснш о перемениого z с любой 
наперед заданной точностью посредством многочленов 
и рациональных функций от z в зависимости от свойств 
того множества Е , па к-ром задана f и на к-ром проис
ходит приближение ,  от свойств метрики уклонения р 
и ,  наконец ,  от свойств самой функции j .  

2 )  Изучение свойств м в о г о ч л е н о в и р а ц и
о н а л ь н ы х ф у н к ц и й н а и л у ч ш е г о п р и
б л и ж е н и я ,  т .  е .  таких многочленов Р ,.  ( z ;  j , E ,  р) 
и рациональных функций R "(z ; j, Е ,  р) степени не выше 
n, п= О , 1 ,  . . .  , для к-рых 

р(/ , P"(z ; j , Е , р) ) = Е,. ( / , Е ,  p)det inf {p (f , P ) : deg P..;;; n } , 
p(f , R,. (z ; f , Е , р) )  = R n (f , Е ,  р) def  inf {р (/ , R ) : deg R..;;; n } ,  
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где нижние грани берутся соответственно по всем много
членам Р (z) степени deg Р <:n и рациональным функци
ям R (z) степени deg R <:n (либо по части множества та
ких многочленов или рациональных функций , выделяе
мой какими-либо дополнительными условиями) . По 
существу здесь идет речь о свойствах решений нек-рого 
класса экстремальных задач .  Сюда можно отнести так
же изучение и других экстремальных задач на множест
вах многочленов,  рациональных фув:кций и на нек-рых 
классах аналитич . функций, а также исследования 
аналитич. свойств многочленов и рациональных функ
ций (в частности , получение неравеиств между различ
ными нормами этих функций и их производных) . 

3) Изучение зависимости скорости убывания к нулю 
величии Е (! , Е , р) и Rп(f , Е , р) при n -+ оо от свойств 
/ , Е и р (так ваз . п р  я м ы  е т е о р е м ы  теории при
ближения) и зависимости свойств функции f от скоро
сти убывания Еп(f , Е , р) или R п(f , Е , р) к нулю при 
n -+  оо и свойств Е и р (о б р а т н ы е т е о р е м ы) . 
С этим направлением неразрывно связано изучение 
возможнQстей известных методов П. ф. к. п. (таких , 
как ряды по Фабера многочленам , различные интерпо
ляционные процессы и т. п . )  и отыскание новых эффек
тивных методов приближения. 

4) Приближение функций нескольких комплексных 
перемениых . Здесь решаются в основном те же задачи , 
что и в случае одного переменного,  однако результаты 
и методы их получения , как правило ,  резко отличаются 
от случая одного переменного. 

Ниже отмечены нек-рые основные результаты . 
1) Задачу о возможности сколь угодно хорошего рав

номерного приближения многочленами решают Рунге 
теорема (в случае аналитичности f на Е) , Лаврентьева 
теорема (непрерывность f на Е) , Келдыша теорема 
(Е - замкнутая область , f непрерывна на Е и ав:али
тична внутри Е ) ,  Мергеляна теорема (в общем случае:  
Е - компакт, f непрерывна на Е и аналитичиа во вну
тренних точках Е) . 

2) Задачу о возможности приближения голоморфной 
функции на замкнутом подмножестве Е расширенной 
комплексной плоскости С решает теорема Рунге.  При 
изучении возможности приближения функций f из 
различных пространств в метрике этих пространств по
средством рациональных функций важную роль играют 
количественные характеристики множеств есС ,  ана
логичные аналитической емкости у (е) .  В терминах у (е) 
задача об описании компактов Е ,  на к-рых любая не
прерывная функция с любой точностью приближается 
рациональными функциями , решается следующим об
разом : необходимо и достаточно выполнение либо ус
ловия 

(а) у (cr ( r , а) "- Е) = у  (cr {r , а)) = r 

для любого круга cr(r , а)= {z : ! z-a ! <r } , а Е С , r > O ;  
либо условия 

{б) lim r - 2y (cr ( r , а) "- Е ) = оо 
r-+ 0  

для любого а Е Е (эквивалентность условий (а) и (б) 
выражает т . н. <<иеустойчивосты аналитической 
емкости) . 

3) Если Е ограничено и измеримо по Лебегу и 1 <:р < 
<2, то множество всех рациональных функций плотно 

в пространстве LP (Е) . 
4) Если р >О, G - односвязная область с жордановой 

спрямляемой границей , то семейство всех многочленов 
от z плотно в Смирнова классе Е p(G) тогда и только тогда , 
когда G - Смирнова область . 

5) Пусть комплекснозначные функции q>1{z) , . . .  , 
Ч>п(z) , f (z) непрерывны на компакте Е с С ,  п;;;;. 1. Среди 
всех обобщенных полиномов вида 

Р ( z) = с1ср1 ( z) + . . .  + С11Сf>п (z ) 

(с1 , • • • , сп - произвольвые комплексные числа) обоб
щенный полином P0(z) является наименее уклоняющим
ся от f по метрике 

Ре(/ , P ) = max { l f { z ) - P (z) l : z E E}  
тогда и только тогда , когда 
min {Re [ Р  ( z ) (Р0 ( z ) - / (z ) ) ] : z E E ,  

1 f ( z ) - Ро (z ) 1 = Ре(/ , Ро) } � О 
для каждого Р (z) . 

6) Если Е - комиакт со связным дополнением. G 
и в G существует Грина функция (первой краевой задачи 
для уравнения Лапласа ) g (z , оо ) с полюсом в оо ,  то 
при z E G  для любого многочлена Р (z) степени n справед
ливо неравенство 

1 Р ( z ) I .;;;;M ехр {ng ( z , оо ) } ,  
M = max { 1 Р (z ) j : z E E} . 

7) Если Е - ограниченный невырожденный конти
нуум со связным дополнением G , f (z) непрерывна на Е 
с модулем непрерывности w (il) и аналитичиа во внутр ен
них точках Е , то 

где 

Е п (f , Е , Ре ) ";;;;;;; С (f ) W ( d с: n ) ) , 
d ( t ) = max {min { ! � - z j : � E G . 

g (� , oo ) = ln (1 + t)} : z E дG} . 
Если замкнутая область G ограничена аналитической 

кривой Г ,  то условие 

Еп U , Е ,  Ре) = О  (п - р-а) 
эквивалентно выполнению для j<P) (z) в G условия Гёль
дера порядка а,  О <а<1. И зучен также случай, когда 
Г - кусочно гладкая кривая с углами. 

8) В ряде случаев эффективным аппаратом прибли
жения аналитич . функций являются различные интер
поля:ционные процессы, в том числе Ладе аппроксима
ции и их обобщения . 

9) При п;;;;.2 в Сп существуют как незамкнутые жор
дановы кривые , на к-рых не каждая непрерывная функ
ция равномерно с любой точиостью приближается мно
гочленами от (z1 , • • •  , z11) , так и замкнутые жордановы 
кривые,  на к-рых многочленами равномерно приближа
ется любая непрерывная функция. В С1 это невозможно . 

10) К настоящему времени (1983) имеется сравни
тельно мало прямых теорем теории приближения рацио
нальными функциями со свободными полюсами (т. е .  
без  всяких условий на  расположение полюсов прибли
жающей функции) и значительное количество обратных 
теорем . Е . п. Должен.ко . 

Лит.:  [ 1 ]  Г о н ч а р о в В. Л . ,  Теория интерполирования 
и приближения фующий , М. , 1 9 5 4 ,  [2] У о л m Д ж. Л . , Ин
терполяция и аппроксимация рациональными фуНкциями в ком
плексной области , пер. с англ. ,  М. , 1 96 1  (там же, Приложение :  
м е р г е л я н С Н. , О некоторых результатах в теории равно
мерных и наилучших приближений полиномами и рациональ· 
НЫМИ фуНКЦИЯМИ, С 461-99) ; [3) С М И р Н О В В. И . ,  Л е
б е д е в Н. А , Rонструнтивная теория фуНкций комплексного 
переменного ,  М .- л . ,  1 964 ,  [4] Д з я д ы к  В. R . ,  Введение 
в теорию равномерного приближения фуНкций полиномами, М. , 
1 97 7 ,  [5] Р у с а к В. Н . ,  Рациональные фуНкции как аппарат 
приближения ,  Минск , 1 97 9 ;  [6J Г а м е л и н Т. , Равномерные 
алгебры, пер . с англ . , М. , 1 9 7 3 ;  [7] Л е о н т ь е в А. Ф. , Ряды 
экспонент, м. , 1 97 6 ;  [8] Некоторые вопросы теории приближе
ний, пер . с анrл . ,  м. , 1 96 3 ;  [9] R е л д ы m М. В . , <•докл. АН 
СССР>> , 1 936 ,  т. 4, с. 1 6 3-66 ; [ 1 0] Л а в р  е н т ь е в М. А. 
«ТР Физ.-матем. ин-та АН СССР� . 1 93 4 ,  т.  5, с. 1 59-24 5 ,  [1 1 j 
R о л м о г о р о в  А. Н . ,  <• Успехи матем. науюо , 1 948 ,  т. 3 ,  
в .  1 , с .  2 1 6-21 ; [ 1 2 ]  М е р  г е л я н С .  Н. ,  там же, 1 952,  т .  7 ,  
в. 2 , с .  3 1 -122 ;  [ 1 3] В и т у m к и н А .  г. ,  там же , 1 967 , т .  22 , 
в . 6 ,  с. 1 41 - 9 9 ;  [ 1 4) д ж р б а m я н М. М. , «Матем сб " ·  
1 955 ,  т .  36 , с. 353-440 ;  [ 1 5] Г о н ч а р А. А. , в кн. : Тр Меж
дународного конгресса математиков. Москва, 1 966 , М . ,  1 96 8 ,  
с.  329-56 ; [1 6 ]  Д о л ж е н к о Е .  П. ,  У л ь  я н о в П Л. , 
«Вести . Моек .  ун-та. Сер. матем.  Мех . » ,  1 980 , No 1 ,  с. 3-1 3 ;  
[ 1 7] М е р  r е л я н С. Н . ,  в кн . :  Математика в СССР за сорок 
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лет, т. 1 ,  М . ,  1 9 5 9 ,  с.  383-98 ;  [ 1 8 ]  Г о н ч а р  А . А . ,  М е р г е
л л н С. Н. , в нн. : История отечественной математини , т. 4 , 
нн. 1 ,  К . ,  1 970 ,  с. 1 1 2-93 ; [ 19 ] Т а м р а з о в  П . М . ,  
Гладиости и полиномиальные приближения , R . ,  1 9 7 5 ;  [ 2 0 ] М е л ь н и н о в М. С . , С и н а н л н С. О. в нн. : Современ
ные проблемы математини , т. 4, М. , 1 9 7 5 ,  с. ' 1 43-250 . 

ПРИБЛИЖЕНИЯ ПОРЯДОК, а п п р о к с п м а-
ц и и п о р я д о к , - порядок потрешиости прибли
жения как переменной величины ,  зависящей от непре
рывного или дискретного аргумента т, относительно 
другой переменной <:р (т) , поведение к-рой, как правило , 
считается известным . Обычно т - нек-рый параметр ,  
являющийся числовой характеристикой приближаю
щего множества ,  (напр . ,  размерность этого множества) 
или метода приближения (напр . ,  шаг интерполяции) ; 
при этом множество значений т имеет конечную или бес
конечную предельную точку . Функция q; (т) - чаще 
всего степенная, показательная или логарифмическая . 
В качестве <:р (т) может фигурировать пепрерывпости .мо
дуль приближаемой функции (или век-рой ее производ
ной) или его мажоранта .  

П .  п .  характеризует как аппроксимативные возмож
ности метода приближения, так и определенные свой
ства приближаемого объекта , на пр . ,  дифференциально
разностные свойства приближаемой функции (см .  При
f5лижепие фупrщий; прямые и обратные теоремы) . 

В численном анализе П .  п. численного метода , имею
щего потрешиость О (hm ) (h - шаг метода ) ,  ваз . пока
загель т . 

Лит . :  [ 1 ] Г о н ч а р  о в В. Л . , Теория интерполирования 
и Приближенил функций , 2 изд. , М . ,  1 9 5 4 ;  [2] Т и м а н А. Ф. , 
Теория приближения фуннций действительного переменного , 
М . ,  1 96 0 ;  [3] Б а х в а .� о в Н. С . , Численные методы ,  т. 1 ,  
М. , 1 97 5 .  Н. Il .  Норпейчуп , В .  П. Моторный. 

ПРИБЛИЖЕНИЯ ТЕОРИЯ , а п п р  о к с и м а ц и п 
т е о р и я , - раздел математич . анализа , изучающий 
методы приближения одних математич . объектов дру
гими и вопросы , связанные с исследованием и оценкой 
возникающей при этом погрешности. 

Основное содержание П .  т. относится к приближепию 
фупrщий .  Фундамент П .  т. был заложен работами 
П .  Л. Чебышева ( 1 854-59) о наилучшем равномерном 
приближении функций многочленами и R. Вейерштрас
са ( К .  WeierstraB) , установившего в 1885 принципиаль
ную возможность приблиаить непрерывную на конеч
ном отрезке функцию алгебраич . многочленами со сколь 
угодно малой наперед заданной погрешностью . Раз
витие П .  т. в значительной степени определялось осно
вополагающими работами А. Лебега (Н .  Lebesgue) , 
Ш. Ж .  Балле Пуссена (Ch . J .  La Vallee Poussin ) 
С. Н .  Бернштейна , Д .  Джекеона (D .  J ackson) , Ж. Фа� 
вара (J . Favard ) ,  А .  Н .  Колмогорова ,  С. М .  Никольско
го о приближении функций и классов функций . 

С развитием функционального анализа многие вопро
сы П .  т. стали рассматривать в самой общей ситуации, 
напр .  как приближение злементов произвольнога ли
нейного нормированного пространства Х. При атом 
выделяют три круга задач,  к-рые в определенной сте
пени соответствуют и основным хронологич . этаnам раа
виrия исследований: в П .  т .  

1 .  Приближение фиксированного злемента х Е Х  зле
ментами фиксированного множества �? с:: Х .  Если в ка
честве меры приближения ваять величину 

Е (х , 91) =  inf // x - и fi, 
uem 

т. е. паилучшее приблu жепuе х множествем \Jl, то,  по
мимо исследования и оценки Е (х ,  ffi), возникают во
просы о существовании злемента наилучшего прибли
жения и0 из 91 (для к-рого l lx- и0 I I= E (х , \Jl) ) ,  его един
ственности и характеристич . свойствах . Любой опера
тор А , отображающий Х в jj'/ , задает нек-рый ыетод 
прибш!iнения с ногрешностыо l lx-A х 1 1 . Если 91 - ли
нейное многообраэие , то особое значение имеют Jiивей-

вые операторы .  Для последовательности {А n }  таких 
операторов возникает задача об условиях сходимости 
А "х - х для любого х Е Х .  

2 .  Приближение фиксированного множества !IJ1c::X 
злементами другого фиксированного множества. Э1 из 
Х. Наилучшее nриближение в зтом: случае выражается 
величиной 

Е (!!11 , \Jl )  = sup Е (х ,  9( ) ,  
X E W'!  

к-рая дает минимально возможную оценку nоrрешвости 
приближения любого злемента х Е Х злементами из \n.  В конкретных случаях задача состоит в том , чтобы оце
нить или точно выразить Е (!D1, �( ) через характерис
тики, задающие множества !D1 и 'Я. Если приближение 
осуществляется с помощью оператора А , то исследуется 
верхняя грань 

sup 1 1 х - Ах /1 , 
Х Е !JJ( 

а танже (если 91 - линейвое многообраэие) величина 

{} (!!11 , �( ) =  inf sup j/ x- Ax ll , A x c: m  х е �л 
где нижняя грань распространена на все линейвые 
операторы , отображающие Х в \)1. Линейный оnератор ,  
реализующий эту нижнюю грань (если он  существует) ,  
определяет паилучший липей�iый .метод приближения . 
Особый интерес представляет выяснение случаев, когда 
{} (!!11 , �Щ = Е (IJJl , 91) .  

3 .  Наилучшее приближение фиl\сированноrо множе
ства IJJlc:: X заданным Rлассом {\Jl } апnроксимирующих 
множеств из Х .  Предполагается , что в -класо {91 } 
входят в каком-то смысле << равноценные>> множества ,  
наnр.  содержащие одно и т о  ж е  количество злементов 
или имеющие одну и ту же размерность . Первый слу
чай nриводит к задаче об е-энтропии множества !!11 (от
носительно Х) , второй - к задачам вычисления попе
речпипов множества IJJ1 (в пространстве Х), в частности 
величин 

( 1 ) 

и 
d 'N (IJJl , X ) = inf <f} (IJJl , �1N) , (2)  

9/N 
где нижние грани берутся по всем: подпространствам 
\RN из Х фиксированной размерности N (или по все
возможным их сдвигам �1N + a) .  Таким образом, в за
дачах ( 1 ) - (2) речь идет об отыскании наилучшего (со
ответствепно наилучшего линейного) аппарата при
ближения размерности N для множества IJ.)1. 

Лит [1] А х  и е 3 е р  Н .  И . ,  Ленции по теории аппрокси
мации, 2 изд , М . ,  1 96 5 ,  L 2 ]  Г о н ч а р  о в в .  Л , Теория ин
терполированил и приближения фуннций, 2 изд. , М. , 1 9 5 4 ;  [3] 
Д з л д ы н В. Н. , Введение в теорию равномерного приближе
ния функций полиномами , М , 1 97 7 ,  [4] Н и н о л ь  с н и й 
С. М. , ПрибJJижение функций многих персменных и теоремы 
вложения, 2 изд. , М . ,  1 97 7 ;  [5] Н о р н е й  ч у н Н. П . , Экс'l'ре
мальные задачи те ории приближения , М . ,  1 9 7 6 ;  [6] Т и х о м и
Р о в  В. М. , Н еноторые вопросы теории приближений, м . ,  
1 9 7 6 ;  [ 7 ]  Т и м а н А. Ф. , Теория приближения функций дейст
вительного переменного , М . , 1 9 6 0 .  

Н. П. Норпейчуп , В . П .  Mom<Jpnый. 
ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ МЕР А - количе-

ственное выражение погрешности приближения. Когда 
речь идет о приближении функции f (t) фун-кцией qJ ( t) ,  
мера приближения )l (f, ЧJ) обычно определяется метри
кой нек-роrо функционального пространства , содержа
щего -кан f ( t) , так и cp ( t) . Hanp. , если функции f ( t) 
и <:р ( t) непрерывны на отрезке [ а , Ь ] , часто пользуюген 
равномерной метрикой пространства С [ а ,  Ь] , т.  е .  
IIОЛаJ·ают 

)l (f, ЧJ) = max 1 f ( 1 ) - <:р  ( t )  1 ·  a ,.; t <; b  
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Если же непрерывность приближаемой функции не га
рантирована или по условию задачи важна близость 
между f ( t) и <р ( t) лишь в среднем на [ а ,  Ь] ,  можно ис
пользовать интегральные ыетрики пространств Lp( a ,  
Ь] , полагал 

,... (! ' <р) = �: q ( t ) 1 f ( t ) - <р  ( t ) IP dt ' р > о , 
где q ( t) - пек-рая весовая функция . Здесь наиболее 
употребиrельным и удобным с практич .  точки аревил 
является случай р= 2 (см.  Средпеквадратическае при
ближепие функций) . 

П .  ф. м. может учnтывать значепия функций f ( t) и 
<р (t) лишь в отдельных точках tk, k= 1 , . . .  , n , проме
жутtса [ а ,  Ь ] ,  напр 

f.t (! , <р) = max r t (t �г) -<р ( t �г) 1 .  1 .;; k .;; n 

J.t (/, <р) = �;= 1 q lг 1 f ( t �г) - <р ( t �г )  I P , 

где qk - век-рые положительные коэффициенты . 
Аналогично определяется мера приближения функ

ций двух и большего числа перемевных . 
М е р а п р и б л и ж е н и я ф у н к ц и и  f ( t) 

с е м е й с т в о м ф у и к ц и й F обычно опредепяет
ся как паилучшее приближепие: 

Е (! ,  F) = f.t ( f ,  F) = inf f.t (/ , <р). 
<j! E F  

Под мерой приближения кдасса Ш1 функций f ( t) функ
циями <р ( t) из фиксированного множества F понимают 
вепичину 

Е (9]1 ,  F) = fl (!.Ul , F) = sup inf ft (!, <р) , f E �  <j! E P  
к-рая характеризует максимальное отклонение функций 
множества Ш1 от ближайших к ним функций из F. В общем случае ,  ногда рассматривается приближе
ние в произвольнам метрич . пространстве Х, мера при
ближения fl (х, и) элемента х элементом и (множеством 
F) есть расстояние р (х , и) (р (х, F)) между х и и (х и F) 
в смысле метрики пространства Х.  

Лит. : [ 1 ]  Г о н ч а р о в В Л . , Теория интерполирования 
и приближения функций, 2 изц , М ,  1 951, ; [2] Н и к о л ь
с к и й С. М . ,  Приближение фуннций многих переменных и 
теоремы вложения, 2 из д. , М , 1 97 7 

Н П Rорн.ейчух, В. П. Моторн.ый. 
ПРИВАЛОВА ОПЕРАТОРЫ, п а р  а м е т р ы 

П р и в а л о в а , - операторы, nозволяющие выразить 
условие гармоничности функции без использования 
частных производных . Пусть и (х) - локально интег
рируемая функция в конечной области D евклидона 
пространства /Rn , п;;;;.2 ; ro (h) - объем шара В (х; h) 
радиуса h с центром x E D , расположеив:ого в D ; 

�h и (x\ = 00 1
1
h) Sв(x , h ) u (y ) dy- и (x) . 

В е р х н и й л н и ж н и й о л е р а т о р ы П р и
в а л о в а "'Х* и (з;) 11 �* и (х) соответственно опреде-
ляются формулами -

'К*и' (х) = l iш ( �hи (х) : h• ) h--+ 0 2 (11+ 2) • 

!*u(з:) = l im ( �h u (x) . 2 (:: 2) ) . h--+0 
Если верхний и нижнйЙ П .  о .  совпадают,  то о п е р а
т о р П р и в а л о в а � * и  (х) определяется формулой 

�*и (x) = �*u (x) = �*u (:r ) = ��o 
(�h и (х) : 2 (:� 2 >) . 

Если функция и (х) имеет непрерывные частвые про
изводные до 2-го порядка включительно в точке x E D , 

то в этой точке сущесrвует П .  о .  �* u (x) , и ов. равен 
значению оператора Лапласа : �* и (х)= д и (х) . Спра
ведлива т е о р е м а П р и в а л о в а :  есл11 непре
рывная в области D функция и (х) удовлетворяет всюду 
в D условию 

�*и (х) ...,;;; О ..;;;;; �*и (х) , 

то и (х) - гармонич . функция в D . Отсюда вытекает, 
что непрерывная функция и (х) в D является гармони
ческой тогда и тоJiько тогда , когда во всякой точке х Е D , 
начиная с достаточно малого h, �hи (х)= О или , нначе , 

и (х) = -(1h) r и (у ) dy . 
00 J в (х ;  h)  

Среднее значение по объему шара здесь можно заА1енить 
средним значением по площади сферы . 

Лит. : [ 1 )  n р  и в а л о в И. и . ,  «Матем. сб. >) ,  1 925 , т. 32 ,  
с. �6�-7 1 . [2 ] е г о ж е , Субгармонические фующии, М. Л , 1 937 ,  [3] Б р е л о М . ,  Основы классической теории потен
циала, пер. с франц. , М. ,  1 9 6 4 .  Е .  д .  Солошн.цев. 

ПРИВАЛОВА ТЕОРЕМА - 1) П. т. о с о п  р я-
ж е н н ы х ф у и к ц и я х :  пусть 

а �, .. 1 ( t ) = t+ �k= 1 (а �г cos kt + ь " sin kt ) 
- периодическая непрерывная функция с периодом 2n и 

f (t ) = � + �:= 1 (Ь�г cos kt - a" sin kt ) 
- тригонометрически сопряженная функция с f ( t) ; 
тогда если / (t )  удовлетворяет условию Липшица с по-
казателем а, f Е Lip а, О <а ..;;:: 1 , то ГЕ Lip а при О <а <1 
и J имеет модуль непрерывности , не больший Мб ln ( 1 /б) 
при а= 1 .  Эта теорема, доказаиная И. И. Приваловым 
[ 1 ] , имеет важные применевил в теории rриговометрич. 
рядов . Она переносится и на условия Липшица в не
к-рых других метриках (см . ,  вапр . ,  [ 5] ) .  

2 )  П .  т .  е д и н с т в е н в о с т и а н а л и т и ч е
с к и х ф у н к ц и й: если однозначная аналитич. 
функция f (z ) в области D плоскости комплексного пере
мениого z , ограниченвой спрямляемой жордановой 
кривой Г ,  на нек-ром множестве Е с: Г  положительной 
меры Лебега на Г имеет нулевые угловые граничные 
значения , то f (z)=O в D . Эта теорема доказава 
И .  И .  Приваловым [ 2) ;  ее обобщением является Луаи
па - Привалова теорема; см . также Едипствеппости 
свойство аналитических функций .  

3) П .  т .  о с и в г у л я р  н о м и в т е г р а л е 
R о ш и ,  о с н о в в а я л е м м а П р и в а л о в а , 
одив и з  основных результатов теории интеграла типа 
Rоши - Стилтьеса (см . Roшu иптеграл) . Пусть Г : 6= 
= � (s) , O ..;;::s..;;:: l ,- спрямляемая (замкнутая) жорданова 
кривая на плоскости комплексного перемениого z , l -
длина кривой Г , s - длина дуги на Г, отсчитываемая 
от век-рой фиксировавной точки ; <р = <р  (s) - угол меж
ду положительным направлением оси абсцисс и каса
тельной к Г ,  'Ф (s) - комплексная функция ограничен
ной вариации на Г . Пусть точка 60 Е Г определяется зна
чением s0 длины дуги , �0= 6 (s0) ,  O ..;;::s0 -<:l , и Г6 - часть 
линии Г, оставшалея nосле удаления из Г меньшей ду
ги,  концами к-рой являются точки 6 (s0-б) и � (s0+б) .  
Конечный предел при б -+ О 

lim _1_ r eiq)(s) d,P (а) - _1_ s eiq)(s) d\j) (а) ( 1 )  6 __... 0 2:ni J г6 � - ь. - 2:nt г ь - t. 

если он существует, паз . с и и г у л я р и ы м и в т е
г р а л о м R о ш и - С т и л т ь е с а .  Пусть D + 
и D - - соответственно конечная и бесконечная обла
сти , ограничиваемые кривой Г .  Ф о р м у л и р о в к а 
П .  т . :  если для почти всех по мере Jlебега на Г точек Г 
существует сивгулярный интеграл ( 1 ) ,  то почти всюду 
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на Г существуют угловые граничные значения р± ( �0) вует наибольшая замкнутая приведе:в:вая подсхема 
интеграла типа Коши _ Стилтьеса (Х r ed • 6xred) ,  характеризуемая соотношениями 

F ( ) - -�- r eЙP ( S) d\IJ (s ) E D± z - 2:rti J Г t - z  , z ' (2 )  

соответственно из областей D ± ,  причем почти 
справедливы Сохоцкого формулы: 

всюду 

р ± ( 1" ) - -1- r eicp (s) dф (s) ± _!_ ,1, '  ( ) ':>О - 2 :rti j [' t - t. 2 't' So . (3) 

Обратно , если почти всюду на Г существуют угловые 
граничные значения F + ( �0) (или F - ( �0 ) ) интеграла (2 ) , 
то почти всюду на Г существуют сивгулярвый интеграл 
( 1 )  и граничные значения с другой стороны F - ( �0) 
(соответственно F + (�0) ), причем выполняются равенства 
(3) . Эта теорема была установлена И .  И .  Приваловым 
для интегралов типа Коши - Лебега (т. е. для случая 
абсолютно непрерывной функции 'iJ (s) , см . [ 2 ] ) ,  а затем 
и для общего случая [3 ) . Она играет основную роль в· 
теории сивгулярных интегральных уравнений и раз
рывных граничных задач аналитич . функций (см [ 6) ) . 

4) П .  т .  о г р а н и ч н ы х з н а ч е н и я  х и н т е
г р а л а т и п а К о ш и - Л е б е г а :  если жорда
нова кривая Г кусочно гладкая и без точек заострения,  
а комплексная функция f ( �), � Е  Г,  удовлетворяет усло
вию Липшица 

l / ( �1 ) - / (�2) 1 < C l �1 - �2 l " • О < а <;; 1 , 
то интеграл типа Коши - Лебега 

F ( z) = .....!..., (' t Ш dt; z Е D ± 2:nt j г  t - z ' ' 

есть непрерывная функция в замкнутой области i5 + , 
причем для граничных значений F±(� )  выполняются 
условия : 

1 р ± (61 )  _ р ± (62) 1 < С1 1 61 - 62 1 ",  
если О <а <1 , и 

I F± (61) - F ± (�2) 1 < С2 (6 ) l 61 - 62 l ln 1 
• 1 t;, - t. 1 

если а.= 1, 1 �1- 62 1 �6 <1 (см. [ 2 ] ) . 
Лит. : [ 1 ]  П р  и в а л о в И. И. , «Bull .  Soc. math. France» , 

1 9 1 6 ,  t. 4 4 ,  р. 1 00-03 ; [2] е г о ж е, Интеграл Cauchy, Саратов , 
1 9 1 8 ;  !3] е г о ж е, Граничные свойства однозначных аналити
чесиих фуниций, М . ,  1 9 4 1 ;  [4] е г о ж е ,  Граничные свойства 
аналитичесиих фуниций, 2 изд. , М. - Л. , 1 950 ;  [5] 3 и г м у н д 
А . , Тригонометричесиие ряды, пер. с англ . ,  М. , 1 96 5 ;  [6] Х в е
д е л и д з е Б. в.,  в ин. : Итоги науии и техниии. Современные 
проблемы математиии, т. 7 ,  М. , 1 975 ,  с . 5- 1 62.  

Е. Д.  Со.яо.мепцев. 
ПРИВЕДЕНИЕ К АБСУРДУ - правило логич . вы

вода , позволяющее заключить , что если из списка ут
верждений Г ,  А следует как утверждение В, так и ут
верждение -1 В , то из списка Г следует ·1 А . Правило 
П. к а. записывают , вапр . ,  в виде 

Г, А -+ В ; Г, A -+ IB 
г ..... IА 

и ваз . также п р а в и л о м в в е д е в и я о т р и  ц а
н и я .  П. к а .  является допустимым правилом для 
подавляющего большинства логико-математич . исчис
лений. с. Ю. Маслов. 

ПРИВЕДЕИНАЯ СИСТЕМА ВЫЧЕТОВ п о м о д у
л ю т - набор ,  составленвый из всех чисел полно й  
систе.мы вычетов п о  модулю т, взаимно nростых с т.  
П .  с . в .  п о  модулю т состоит и з  ер (т )  чисел , где ер (т) -
фунRция Эйлера .  В качестве П .  с. в. по модулю т обыч
но берутся взаимно простые с т числа полной системы 
вычетов О, 1, . . .  , т- 1 . С. А . Степан ов . 

ПРИ ВЕДЕИНАЯ СХЕМА - схема,  локальное коль
цо любой точки к-рой не содержит невулевых ВIIJIЬПО
тентвых элементов.  Для любой схемы (Х , 6х) сущест-

6х d '  х = 6х. xfrx , 
re 

где rx - идеал , состоящий из всех нильпотентных эле
ментов кольца 6х. х ·  Групповая схема над полем ха
рактеристики О всегда приведена [3 ) . П. с .- классич. 
объект изучения в алгебраич . геометрии . 

Лит. :  1 1 ]  А р т и н М. , <•Математииа», 1 970 ,  т. 1 4 , No 4,  
с. 3-47;  [2] Г р  о т е н д и к А. , д ь i! д о н н е Ж . ,  <•Успехи 
матем. науи», 1 972, т .  27, No 2 ,  с.  1 35-48 ; [3] М а м ф о р  д 
д . ,  Леиции о иривых на алгебраичесиой поверхности, пер. с 
англ. , М . ,  1 968 .  С. Г.  Такпеев. 

ПРИВИЛЕГИРОВАННЪIЙ КОМПАКТ - повятие , 
часто используемое в теории комплексных пространств , 
в особенности в теории модулей комплексных структур .  
Пусть К - комиакт в Сп , 6к - ограничение на К 
пучка ростков голаморфных функций в Сп . Компакт К 
ваз .  п р  и в и л е г и р о в а н н ы м о т н о с и т е л ь н о 
к о г е р е н т н о г о  а н а л и т и ч е с к о г о  п у ч к а  
tf, заданного на К , если существует точная последова
тельность отображений 6к-пучков 

ф О --+ Zп --+  Zn- 1 --+ . . . --+ Z1 --+ Zo --+ tf  --+ О , (1 )  

в к-рой Zi= 6d с нек-рыми ri � O,. i= O ,  1 , . . .  , n ,  
такая , что порожденная е ю  последовательность непре
рывных операторов 

С--+ В (К , Zп) � В (К , Zп - 1) --+ . . .  
d 

. . .  --+ В (К, Z1) --+ В (К , Z0) (2) 

точна и расщепляема . Здесь 

В (К ,  Zi) = B (К , 6) \ 
а В ( К , 6) есть банахово пространство непрерыв:вых на 
К функций , голаморфных внутри К,  наделенное равно
мерной нормой . Р а с щ е п л я е м о с т ь последова
тельности (2) означает , что ядро и образ дифференци
ала d в каждом члене имеет прямое замкнутое допол
нение.  Это условие расщепляемости эквивалентно сле
дующему: существует линейный непрерывный оператор 
h в (2) , переводящий В (К,  Z д в В (К ,  Z i + 1 ), такой, что 
dhd=d  (о п е р а т о р г о м о т о п и и) . Свойство точ
ности и расщепляемости последовательности (2 )  не за
висит от выбора последовательности ( 1 ) .  

Пусть точка z принадлежит внутренности комиакта 
К. Тогда существует морфизм :rt комплекса (2) в слой 
комплекса ( 1 )  над точкой z ,  переводящий элемент 
В (К , Zj} , т. е. функцию на К со значениями в C r i 
в ее росток в точке z. Отсюда вытекает, что последова
тельность 

(3) 
полуточн�,

. Компакт К ваз .  tf-п р и в и л е г и р о
в а н н о и о к р е с т н о с т ь ю т о ч к и z ,  если он 
tf -привилегирован и последовательность (3) точна . Это 
свойство также не зависит от выбора последователь
ности ( 1 ) . 

Для всякого когерентного аналитич . пучка tf вся
кая точка его области определения обладает фундамен
тальной системой бf-привилегированвых окрестностей . В качестве таких окрестностей выбираются поликруги 
с определенными соотношениями типа неравенств для 
радиусов .  Известно достаточное условие бf-привилеги
рованности полицилиндра, связывающее пучок tf с уст
ройством границы (см . [ 1 ) ) . 

Рассматриваются также привилегированные ком
иакты по отношению к пучку, заданному на произволь
нам комплексном пространстве Х , при этом имеют в 
виду компакты , привилегированвые относительно пуч
ков f* (tf) ,  где f карта на Х. 
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Лит. : [1 ]  D о u а d у А . ,  � Ann. lnst. Fourier» ,  1 9 6 6 ,  t, 1 6 .  

р .  1 -9 5 .  В .  П. Па.яамодов. 
ПРИВОДИМАЯ ЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА о б ы  к н о

в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е
н и й - система 

_;; = А  (t) х , х Е IR" (или С" ) ,  (* ) 
А ( · ) : 1R. -----+ Нот (IR" , IR") (или Нот (С" , С") ) ,  

переходящая в систему с постоянными коэффициентами 
у= Ву в результате замены x= L (t )y ,  где L ( t) - век-рое 
Л япупова преобрааовапие. Если отображение А ( t) не
прерывно и периодически зависит от t, то система (*) 
приводима (т е о р е м  а Л я п у н о в а ) .  Для приво
димости системы (* ) необходимо и достаточно , чтобы 
нашлись преобразонание Ляпунова L ( t) и оператор В 
такие, что всякое решение системы (* ) имеет вид 

х ( t ) = L ( t ) etBx (О) 
(к р и т е р и  й Е р у г  и н а) . 

Лит. : [ 1 ]  Л я п у н о в А. М . ,  Общая задача об устойчи
вости движения , в его ин . : Собр . соч . ,  т. 2, М . - Л . ,  19 56 , с. 7-
2 6 3 ;  [2]  Е р  у г и н Н.  П. , Приводимые системы, Л .- М . ,  
1 9 4 6  (Тр .  Матем . ин-та АН СССР, т . 1 3 ) .  В .  М .  MUJ!,J!U.OKЩиxoв. 

ПРИВОДИМОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ - линейное 
представление, в пространстве к-рого есть собственное 
ипвариаптпое подпрострапство . А .  и. Штерн. 

ПРИВОДИМОЕ РИМАНОВО ПРОСТРАНСТВО 
риманово пространство М, у к-рого линейная (или , 
иначе , однородная) голопо.мии группа приводима, т. е .  
имеет нетривиальвые инвариантные подпространства .  
Риманово пространство с веприводимой группой голо
номин ваз.  н е п р и в о д и м ы м. Полное односвяз
ное П. р. п. разложимо (т е о р е м а д е Р а м а ) ,  т. е .  
разлагается в прямое произведение римановых прост
ранств положительной размерности . Более точно , лю
бое полное односвязное риманово пространство изомет
ричво пр ям ому произведению М 0 Х М 1 Х . . .  Х М 11. евкли
дона пространства М0 и полных односвязных веприво
димых римановых прострапств М;, i >O,  причем такое 
разложение М единственно с точностью до порядка со
множителей. 

Ослабленный вариант этой теоремы справедлив для 
псевдоримановых прострапств: псевдоримапово прост
ранство ваз .  с л а б о н е п р и в о д и м ы м, если все 
нетривиальные инвариантные относительно группы го
лономии Г подпространства касательного пространства 
изотропны, т. е. индуцированвое на них скалярное про
изведение вырождево . Любое полвое односвязное псев
дориманово пространство разлагается в прямое произ
ведение слабо веприводимых псевдоримаповых прост
равств . Если подпространство неподвижных относи
тельно группы голопомни векторов веизотропно, то 
такое разложение единственпо с точностью до порядка 
сомножителей . Слабо веприводимое псевдоримавово 
пространство не разлагается в прямое произведение 
псевдоримановых пространств [ 3 ) .  

Лит. : [ 1 ]  Л и х  н е р о в и ч А . ,  Теория связностей в це
лом и групп голономий,  пер с франц. , М . , 1 9 6 0 ;  [2] R о б а я
с и Ш . ,  Н о м и д з у R . ,  Основы дифференциально й  геомет

рии , пер . с англ . ,  т. 1 ,  М . ,  1 9 8 1 ; [3] W u Н. , << Illinois J. Math. »,  
1 96 4 ,  v .  8, N• 2 ,  р .  2 9 1 -3 1 1 ;  [4]  Ш а п и р о  Я .  Л. , �доил. 
АН СССР», 1 9 7 2 ,  т.  2 0 6 ,  No 4 ,  с. 11 3 1 -33 .  Д .  В. Алехсеевсхи.й. 

ПРИЗМА - многогранник ,  у к-рого две грани суть 
п-угольвики (о с в о в а в и я П . ) ,  а остальные n гра

ней (б о к о в ы х) - параллело
граммы . Основания П .  конгруэпт-

fj 
вы и расположены в параллель
пых плоскостях .  П .  ваз. п р я м о й , 
если плоскости боковых граней 
перпевдикулярвы к плоскости ос
нования . Прямую П. паз. п р а
в и л  ь в о й , если основанием ее 

служит правильный многоугольник . П .  бывают тре
угольные, четырехугольвые и т .  д . ,  смотря по тому , 
лежит ли в основании треугольник , четырехугольпик и 

т .  д. На рисунке дана шестиугольная: П .  (слева - пря
мая) . Объем П. равен произведению площади основа
ния на высоту (расстояние между основаниями П . ) .  

Б СЭ-3 .  
ПРИЗМАТОИД - многогранник, две грани н-рого 

(о с в о в а в и я П . )  лежат в параллельпых плоскостях, 
а остальвые являются треуголь
никами или трапециями, причем 
у треугольников одна сторона , а 
у трапеций оба основания явля
ются сторонами оснований П .  
(см .  рис . ) .  Объем П .  равен 

: (S + S ' + 4S") , 

где h - расстояние между осно
ваниями П . ,  S и S' - их площа
ди, S "  - площадь сечения, одинаково удаленного от 
обоих оснований. в сэ-а . 

ПРИКОСНОВЕНИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ,  к а с а
т е л ь н о е п р е о б р а з о в а н и е, к о в т а к т
н о е п р  е о б р а з о в а в и е , - иреобразование кри
вых на плоскости, при к-ром две касающиеся друг 
друга кривые иреобразуются в две кривые ,  также ка
сающиеся друг друга .  См. Konma�>mnoe преобрааовапие. 

ПРИКОСНОВЕНИЯ ТОЧКА - точка х множества 
А в топологич . пространстве Х такая , что всякая ее ок
рестность имеет неиустое пересечение с А . МножеGтво 
всех П .  т. образует з а  м ы  к а н и е [А ) множества А . 

М. И. Войцеховсхи.й. 
ПРИМАРНОЕ КОЛЬЦО - кольцо с единицей, фак

торкольцо к-рого по радикалу Джекобеона изоморфно 
кольцу матриц над телом или,  что то же самое , является 
артиновым простым кольцом . Если идемпотевты П .  к .  R с радикалом Джекобеона J можно nоднимать по мо
дулю J (т . е .  у каждого идемпотента из RIJ существует 
идемпотентвый прообраз в R) , то R изоморфно кольцу 
всех матриц над нек-рым локальным кольцом . Это , в 
частности , имеет место , если J есть нильидеал . 

Лит . :  ( 1 ] Д ж е и о б с о н Н . ,  Строение иолец, пер. с англ . ,  
М. , 1 9 6 1 ; [2] Ф е й  с R ,  Алгебра: иольца , модули и t<атегории,  
пер. с англ . , т .  1 - 2 ,  М. , 1 9 77-79 .  Л. А .  Схоркяхов . 

ПРИМАРНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ - то же, что 
фа�> тор представлепие.  

ПРИМАРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ - представление 
идеала I кольца R (или подмодуля N модуля М) в виде 
пересечения примарпых идеалов (примарвых подмоду
лей) . П .  р. обобщает разложение целого числа в произ
ведение степевей различных простых чисел . Существо
вание П. р .  в кольце многочленов доказал Э. Ласкер 
[ 1 ) ,  в произвольпом коммутативнш1 пётерово.м кольце -
Э .  Нётер [ 2 ) .  Пусть R - коммутативное нётерово коль-

п 
цо .  п .  р .  /= n Q; паз. н е п р и в о д и м ы м ,  если 

i = 1 
П Q;=f:l  для любого j= 1 ,  . . .  , n и радикалы Р1 , • • •  , Р,. i4'j 

идеалов Q1 , • • •  , Q,. попарно различны (р а д  и к а л о l.J 
примариого идеала Q паз.  такой единственный простой 
идеал P=Q,  что pn=Q для век-рого натурального 
числа n) . Совокупность простых идеалов {Р1 , • • •  , Р ,. } 
определена однозначно идеалом I (п е р в а я т е о
р е  м а е д и н с т в е н н о с т и П .  р . ) ,  минимальные 
по включению элементы этой совокупности ваз. и з о
л и р о в а н н ы м и  п р о с т ы м и  и д е а л а м и  
идеала / , остальные - в л о ж е в н ы м и п р  о с т ы
м и и д е а л а м и, причем примарные идеалы , соот
ветствующие изолированным простым идеалам, также 
однозначно определены идеалом I (в т о р а я т е о
р е м а е д и н с т в е в н о с т и П. р . ,  см . [ 3 ) ) . И зо
лированным простым идеалам идеала I кольца много
членов над полем соответствуют веприводимые компо
ненты афф иппого ;.шогообразztя корней идеала /.  Имеют
ся равличпые пекоммутативные обобщения понятия 



635 ПРИМАРВЫЙ ИДЕАЛ 636 
П .  р. Аксиоматизация П .  р. привела к раавитию ад
дитивной теор ии  uдеа.11ов . 

Лит. : [ 1 ]  L а 8 k е r Е . ,  «Math. Ann.» , 1 90 5 ,  Bd 6 0 ,  S .  20-
1 1 6 ;  [2] N о е t 11 е r Е . ,  «Math.  Ann. •> ,  1 92 1 ,  Bd 8 3 ,  S .  24- 6 6 ;  
[ 3 ]  А :r ь к М . ,  М а к д о н а л ь  д И.  Введение в коммутатив
ную алгебру, nep. с англ . , М. , 1 9 7 2 ;  tz.J 3 а р  и с с к и й  О . ,  
С а м ю а л ь П . , Номмутативная алгебра , пер . с англ. , т .  1 - 2 ,  
М. , 1 9 6 3 ;  [5 1  Б у р б а к и Н . , Номмутативнак алгебра , пер . 
с франц. , М . ,  1 9 7 1 .  В .  Т .  Марr.:ов. 

ПРИМАРВЫИ ИДЕАЛ к о м м у т а т и в в о г о 
к о л ь  ц а R - такой идеал Ic.R , что если а , Ь Е R и 
аЬ Е I, то либо Ь Е I, либо а" Е I для век-рого натураль
пого числа п .  В кольце целых чисел z П .  и . - идеал 
вида pn z , где р - иростое,  п - натуральвое число .  
В ажную роль в коммутативной алгебре играет представ
ление любого идеала коммутативного нётерова ко.11 ьца 
в виде пересечения конечного числа П.  и . - пр и.марное 
раа.11ожение. Более общо , пусть Ass (М) обоавачает мно
жество первичвых идеалов кольца R , являющихся ан
пуляторами невулевых подмодулей модуля М. Под
модуль N модуля М над нётеровым кольцом R паз . 
п р и м а р в ы м, если Ass ( М  1 N) - одноэлементвое 
множество .  Если кольцо R коммутативно , то любой 
собственвый подмодуль пётерова R -модуля , не пред
ставимый в виде пересечепил двух строго содержащих 
его подмодулей , примареп.  В пекоммутативпом случае 
это не так , поэтому предприпимались попытки постро
ить различные векоммутативпые обобщения понятия 
примарпости . Напр . , собственвый подмодуль N модуля 
М паз .  n р и м а р н ы м, если для любого невулевого 
ивъективвого подмодуля Е' ипъективвой оболочки Е 
модуля M/N пересечение ядер гомоморфизмов иа Е в Е' 
тривиально . Другое удачвое обобщение - повятие 
терциарвого идеала [4 ) :  левый идеал I вётерова слева 
кольца R ваз . т е р ц и а р в ы м, если для любых 
элементов а Е R, Ь Е R"'I из aR Ь=I следует , что для лю
бого с Е R"'I найдется элемент d Е Rc"'l такой , что 
aRd�l. Оба эти обобщения приводят к векоммутатив
пым аналогам примариого разложения. Каждый тер
ци арвый идеал вётерова кольца R примарен в том и 
только в том случае , когда кольцо R удовлетворяет 
у с л о в и ю А р  т и в а - Р и с  а :  для любых 
левых идеалов I , J кольца R найдется натуральное 
число п такое, что Jn n J=IJ (см . [ 3 ] ) . 

Лит . :  [ 1 ]  Б у р б а к и Н . , Номмутативнак алгебра , пер. 
с франц. , М . ,  1 9 7 1 ; [2) З а р н е с к и й  0 . ,  С а м ю э л ь  П. , 
Номмутативная алгебра,  пер. с англ. , т. 1 , М. , 1 9 6 3 ;  [3) G о 1 d
m а n о. , «J.  A1gebra»,  1 9 6 9 ,  v . 1 3 , М 1 ,  р. 1 0 - 4 7 ;  [4] L е-
8 i е u r L . ,  С r о i s о t R . ,  A1gebre noetherienne non commuta
tive , Р. , 1 96 3 .  В .  Т. Марr.:ов. 

ПРИМИТИННАЯ ГРУППА ПОДСТАВОВОК -
групnа подстапопок (G ; М) ,  сохраняющая  лишь триви
альные отношения эквивалентности на множестве М 
(т. е .  равенство и аморфную эквивалентность) . Изуча
ются главным образом конечные П .  г. n. 

П. r. п.  травзитивна и всякая 2-трапзитиввая группа 
примитивва (см . Транзитивная группа) .  В точности 
1-трапзитиввые (т. е. не являющиеся уже 2-транзитив
выми) группы подставопок паз .  у в и п р и м и т и в
в ы  м и. Коммутативными П .  г. п. являются циклич . 
группы простого порядка и только они . Транзитивная 
группа подстанопок примитивна тогда и только тогда , 
когда стабилизатор Grx. каждой точки а Е М есть макси
мальная подгруппа в груnпе G. Другой признак прими
тивности основан па сопоставлении каждой трапзитив
ной группе (G; М) ее графов , соответствующих бинар
ным орбитам этой группы. Группа (G; М) примитиива 
тогда и только тогда ,  когда графы , соответствующие 
перефлексиввым 2-орбитам , связны.  Число 2-орбит ваз. 
рангом группы (G;  М) . Ранг равен 2 для дважды транзи
тивных групп , а ранг унипримитивной группы не мень
ше 3 .  

Всяютй пеедипичныii нормальвый делитель П .  г .  п .  
трапзитивен . Всякая транзитивная I'pynпa подстанопок 

погружается в кратное сплетение П. г. п. (правда, rа
кое представление не однозначно) . 

Многие вопросы теории групп подстанопок сводятся 
к обозрению П .  г. п. И звестен списоi> всех П .  г. п. 
степени -<= 50 (см. ( 4 ] ) .  И зучаются связи между П .  г. п. 
и простыми конечными группами . 

Обобщение понятия П .  г .  п . - I< р а т в о п р и м и
т и в в ы  е г р у п п ы .  Группа подстанопок (G; М) 
паз . k раз примитиввой, если она k раз транзитивва 
и фиксатор (k- 1 ) -й то•ши действует примитинпо па ос
тальных точках . 

Лит . :  [ 1 ]  С а m е r о n  Р. , << Bull . London Math. Soc .» ,  1 981 ,  
v .  1 3 , р .  1 -22 ;  [2) K r a s n e r  М . , K a 1 o u j n i n e L . ,  
<•Acta Scient .  m a t h .  (Szeged)>> ,  1 9 5 1 , v .  1 4 ,  р .  39 - 6 6 ;  [3] W i е· 
1 а n d t Н. , Finite permutation groups , N . Y. - L . , 1 96 4 ;  Ш 
П о  г о р е л о в Б. А. , в кв. : Vl Воесоюзный симnозиум по 
теории групn. Сборник . Н . , 1 98 0 ,  с. 1 4 6 - 5 7 ;  [5]  Ш м и д т  О. Ю.,  
Абстрактная теория груnп , 2 изд. ,  М. - Л. , 1 9 3 3 .  

Л .  А .  Raлyжuu>t. 
ПРИМИТИННАЯ РЕКУРСИЯ - способ определе

ния функций от натуральных аргументов с натууадьны
ми значениями . Говорят, что ( п+1 ) -местпая функция 
f (х1 ,  . . .  , Xm у) получена n р и м и т и в в о й  р е  к у р
е и е й  из п-местпой функции g (х1 , . . . , Хп) и (п+2)-
местной функции h (x1 , . . . , Xn o  у, z ) , если для всех нату-
ральных значений х1 , . . . , Xn o  у имеет место 

f (xi , . . .  , Xn, O) = g (xl , . . . , Хп) 
и 

f (x1 , . . .  , :rn , y + 1 ) = h (xl ,  . . .  , Xn , у , 
f (х1 , . . .  , Xn , У) ) .  

Для данных g и h такая функция f всегда существует и 
единственна. При п = О  определяющие равенства для f 
записываются в виде 

f (O) = a ,  f (x + 1 ) = h (x , f (x) ) . 
Фундаментальным свойством П .  р .  является то, что 

при любом разумном уточнении понятия вычислимости 
функция f, полученпая из вычислимых функций g и h 
с помощью П .  р . ,  сама вычислимая . П .  р . - одно из ос
новных правил порождепия из исходного набора про
стейших функций всех примити�но ренурсивных и всех 
частично рекурсивных функции . 

Лит. : [ 1 ]  У с n  е н с к и й В. А . , Ленции о вычислимых 
функцикх, М. , 1 9 6 0 ;  [2] М а л ь  ц е в А .  И. , Алгоритмы и ре
курсивные ФУ11кции, М. , 1 96 5 ;  [З) Р о д ж е р с  Х . ,  Теорик ре
курсивных функций и аффективнак вычислимость, nep . с анrл. , 
М. , 1 972 .  С. Н .  Арте.мов. 

ПРИМИТИНПО РЕКУРСИВНАЯ ФУНКЦИЯ -
функция от натуральных аргументов с натуральными 
значениями , к-рую можно получить из простейших 
функций 

s (х) = з: + 1 , о (х) = О ,  /� (xi ,  . . . , х п) = х т 

конечным числом операций суперпозиции и примитив
ной рекурсии . 

Поскольку исходвые функции являются выч ислимы
ми , а операторы суперпозиции и примитинпой рекурсии 
вычислимость сохраняют, множество всех П .  р .  ф .  есть 
подкласс класса всех вычислимых функций . Каждая 
П. р. ф. задается описанием ее построения из исходных 
функций (п р и м и т и в н о р е к у р с и в в о е о п и
с а в и е) и ,  следовательно , класс всех П .  р .  ф .  счетен . 
Практически все арифметич . функции , употребляемые 
в математике по конкретным поводам , являются П .  р .  
ф. ,  папр. : х+у , х · у , хУ , sg (x) ,  [ = } остаток от делепил 

х па у, :rt (х) - простое число с номером х и т. д .  
Отношение Р (х1 , . . .  , х") на  натураJrьных числах паз. 

п р и м и т и в в о р е к у р с и в н ы :м о т н о ш е н и
е м (п. р. о . ) ,  если функция g (x1 , . . .  , х ,.) , равная 1 ,  
когда Р (х1 , . . . , хп) истинно , и О ,  когда Р (xl t . . . , .r,.) 
ложно , является Il . р .  ф .  Говорят, что отношение 
Р (xl t  . . .  , х ," z) получено из отношения Q (х1 , . . .  , х,. , 
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у, z) с помощью о г р а и и ч е и и о г о к в а и т о р а ,  
если 

Р (х1 , • • • , х 11 , z ) � Vy ( у ..;;;;; z ::::::;> Q (х1 , • • •  , Xm у , z) )  

или 

Р (х1 , . . . , х ,. , z ) � 3У ( у ..;;;;; z& Q (xi , • . •  , х11, у ,  z ) ) .  

Класс п.  р .  о .  замкнут относительно применевил всех 
логич . спязон (включая отрицание) и ограниченных 
кванторов . 

Пусть /1 , • • •  , fs + I  суть п-местные П .  р .  ф . ,  а Р1 1 • • •  

. . . , Р s - таrше п .  р .  о . ,  что на любом наборе значений 
аргументов истинно не более одного из них . Тогда 
функция 

( 
. . . , x n) = { 

L fs (х1 , . • . , Х 11) , если Ps (х1 , • • •  , х11) , 
fs + I  (х1 , • • • , Х11 ) , в других случаях, 

является П. р. ф .  
Говорят, что функция / (х1 , • • •  , Xm z) получена из 

всюду определенной функции g (x1 , • • •  , х,. ,  у , z) приме
вением о г р а в и ч е н н о г о о п е р  а т о р а м и
в и м и з а ц и и, если f (х1 , • • •  , Xm z) равно минималь
вому у такому, что y <.z и g (x1 , • • •  , Xm у , z) = O ,  и равно 
z+ 1 ,  если такого у нет. Класс П .  р. ф. замкнут относи
тельно применевил ограниченных операторов миними
зации.  

Функция Ф (у , х1 , • • •  , х11) иав . у в и в е р с а л  ь в о й  
для класса всех п-местных П .  р .  ф . , если для каждой 
П. р. ф. f (х1 , • • •  , х11) найдется натуральное число k 
такое , что 

f (xl ,  . . . , х11) = Ф (k , х1 ,  • • •  , х11) . 
Для каждого п;;;:. 1 такая универсальная функция су
ществует, но она не может быть П .  р .  ф .  

Всякое рекурсивно перечислимое множество есть 
область значений П .  р. ф . ;  всякое рекурсивно перечис
лимое отношение R (х1 , • • .  , х11) представимо в виде 
3уА (у , х1 , • • •  , Х11) , где А - п. р. о. В сякая П .  р. ф .  
представима в арифметике фор.мальпой, т . е . для каж
дой П. р. ф. f (х1 , • • •  , х11) найдется арифметич. формула 
F (y, х1 , • • •  , Х 11) такая, что для натуральных k1 , • • •  , k,., 
т при f (k1 , • • •  , kп) = т в формальвой арифметике выво-
дима формула  F(m, k1 , • • •  , k11) , а при f (k1 ,  • • • , k11) :j: т 
выводима ·1 F(m, k1 , • • •  , k11) (здесь k1 , • • •  , km m - ариф
метич.  термы,  изображающие в формальной арифме
тике ватуралJ,ные числа k1 , • • •  , k,. , т) . Этот факт зани
мает центральное место в доказательстве неполноты 
формальвой арифметики (см. [ 4 ] ) .  

Лит. : ( 1 ]  У с п  е н с R и й В. А. , Ленции о вычислимых 
фуннциях, М. , 1 9 6 0 ;  [2] М а л ь  ц е в А. И. , Алгоритмы и ре
курсивные фуннции ,  М. , 1 9 6 5 ;  [ 3 ]  Р о д ж е р с  Х . ,  Теория ре
курсивных _фуннций и эффентивная вычислимость , пер. с англ . ,  
М. , 1 9 7 2 ;  [ 4 J  М е н д е л ь  с о н Э. , Введение в математичес-
кую логину, пер . с англ . , М. , 1 9 7 6 .  С. Н .  АртеJКОв. 

ПРИМИТИННОЕ КОЛЬЦО п р а в о е - ассоциа
тивное 1юльцо, обладающее правым точным пеприеоди
ж ы.м .модулем . Аналогично (с помощью левого веприво
димого модуля) определяется л е в о е п р и м и т и в
в о е к о л ь ц о .  Классы правых и левых П. к .  не сов
падают. Всякое коммутативное П. к .  является полем . 
Всякое полупростое (в смысле Джекобсопа радикала) 
кольцо является подпрямым произведеннем П. к .  Про
стое кольцо либо является П .  к . ,  либо радикально . 
П .  к. с невулевыми минимальными правыми идеалами 
описываются теоремой плотности . П .  к . с условием 
минимальности для правых идеалов (т. е . артиновы 
П .  к . ) являются простыми . 

Кольцо R примитипво тогда и только тогда ,  когда оно 
обладает максимальным ъюдулярвым правым идеалом 
I, к-рый не содержит двусторонних идеалов кольца R ,  

отличных от нулевого идеала .  Это свойство может быть 
принято за определение П . к. в классе неассоциативных 
колец . 

Лит. : [1 ] д ж е н о б с о н н . ,  Строеиве нолец, пер . с англ. , 
М. , 1 96 1 ;  [2] Х е р  с !1' е й  н и . ,  Неноммутативные нольца,  пер . 
с анrл. , М . ,  1 97 2 .  R .  А .  Жевлахов. 

ПРИМИТИННЫЙ ИДЕАЛ, п р а в о п р и м и т и в
в ы й  и д е а л , - такой двусторонний идеал Р ассоци
ативного кольца R ,  что факторкольцо R! Р является 
(правым) при.митиепы.м кольцом . Аналогично , с по
мощью левых примитинных колец может быть оnреде
лен л е в о п р и  м и т и в и ы й и д е а л .  Множество 
П всех П .  и. кольца , снабженвое век-рой топологией , 
оказывается полезным при изучении отдельных классов 
колец . Обычно множество П топологизируется при по
мощи следующего аа.мыкапия от пошепия: 

А = { Р ' / Р ' Е П , Р ' = ( П Р , Р Е А) } ,  
где А подмножество в П .  Множество всех П .  и .  кольца , 
снабженвое такой топологией, ваз .  с т р у к т у р и ы м 
п р  о с т р а и с т в о м этого кольца . 

Лит. : [ 1 ]  д ж е н о б с о н Н. , Строение нолец, пер . с 
англ . , М. , 1 9 6 1 .  R .  А . Жевлахов. 

ПРИМИТИВНЫИ КЛАСС а л г е б р а и ч е с к и х 
с и с т е м - то же , что многообразие (см .  А лгебраи
•tеских систем .мпогообрааие) . 

ПРИМИТИВНЫИ МНОГОЧ ЛЕН - многочлен 
f (Х) E R I X] ,  где R - ассоциативно-коммутативное 
кольцо с однозначным разложением на множители, 
коэффициенты к-рого не имеют нетривиальв:ых общих 
делителей . Любой многочлен g (X) E R I XI можно запи
сать в виде g (Х ) = с (g)f (Х ) ,  где f (Х) - П. м . ,  а с (g) -
наибольший общий делитель коэффициентов многочле
на g (X) .  Элемент c (g) E R ,  определенвый с точностью 
до умножения на обратимые элементы из R , ваз. с о
д е р  ж а в и е м м и о г о ч л е и а g (X) .  Справедли
ва л е м м а Г а у с с а :  если g1 (X) ,  g2 (X) E R[X ] ,  
то с (g1g2) =c (g1)c (g2) .  В частности , произведение П . м .  
снова примитивво . 

Лит. : [1 ]  3 а р и с с R и й О . ,  С а м ю э л ь  П. ,  Rоммута-
тивная алгебра,  пер . с англ . ,  т. 1 ,  М . ,  1 9 6 3 .  Л. В. Rуаь:мин.. 

ПРИОРИТЕТ А МЕТОД - метод, применяемый в 
рекурсивной теории множеств для построения просто 
устроенных с рекурсивной точки зрения (в простей
ших случаях - рекурсивно перечислимых) множеств 
(функций , нумераций и т .  п . ) ,  удовлетворяющих бес
конечной системе условий определенного типа. Спе
цифика допустимых условий такова, что для того 
чтобы удовлетворить отдельному условию из даввой 
системы , обычно бывает достаточно , чтобы в строяще
еся множество был включен определенный (зависящий 
от рассматриваемого условия) элемент. Однако на каж
дом этапе построения (представляющего собой нек-рый 
вычислительвый процесс, чем и обеспечивается рекур
сивная простота строения искомого объекта) каждое 
ив условий системы (к-рое определяется , вообще гово
ря, бесконечным множеством конструктивных объектов) 
представлено век-рой своей конечной аппроксимацией. 
Включение в строящееся множество элемента , обеспе
чивающего выполнение аппроксимации j-го условия , 
еще не дает гарантии, что тем самым будет удовлетво
рено само j-e условие . П. м.  позволяет в известных 
случаях обходить это препятствие .  С этой целью j-му 
условию данной системы , j= 1 , 2, 3, . . .  , в процессе 
построения ставится в соответствие натуральное число ,  
являющееся кандидатом на роль элемента , включение 
к-рого в строящееся множество удовлетворяет j-му 
условию; про такой элемент принято говорить, что 
он помечен маркером I I I (снабженным, возможно, до
полнительными индексами) . Каждый такой кандидат 
может в процессе построения заменяться (или , что то 
же самое ,  маркер может сдвигаться) ,  но при этом в 
простейших приоритетвых конструкциях сама после-
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довательвость , в к-рой выполняются попытки удовлет
ворить давным условиям , организуется так ,  что каж
дый маркер может изменить свое положение лишь 
конечное число раз,  причем в своем заключительном 
положении он с необходимостью отмечает элемент , 
гарантирующий выполнение соответствующего условия . 

П .  м. был создав при решении проблемы Поста о 
существовании нетривиальных рекурсивно перечисли
мых степеней . Впоследствии он был использован в 
многочисленных задачах , возникших при изучении 
тьюривговых и других степеней , структуры рекурсивно 
перечислимых множеств (упорядоченной отношением 
включения) ,  теории вычислимых нумераций и др .  При 
этом возникли различные модификации первопачаль
пого П .  м. (в частности , иногда допускается , чтобы 
иек-рые маркеры меняли свое положение бесконечно 
много раз) , поэтому вередко предпочитают говорить 
о методах приоритета.  

Лит. : [ 1 ] Р о д ж е р с  Х . ,  теория рекурсивю;,Jх футщий 
и эффективная вычислимость , nep .  с англ . ,  М . , 1 9 7 2 ;  [2] S а с k s G . Е . , Degrees o f  unsolvabili ty, Princeton (N . J . ) ,  
1 963 .  В .  А .  Душспий. 

ПРИСОЕДИНЕННАЯ ГРУППА г р у п п ы G -
линейная группа Ad G, являющаяся образом группы 
Ли или алгебраич. группы G при пр исоедипеппо.м. пред
ставлении. П. г. Ad G содержится в группе Aut g 
всех автоморфизмов алгебры Ли g группы G, а ее 
алгебра Ли совпадает с присоединенпой алгеброй ad g 
алгебры Ли g. Связная полупростая группа есть 
г р у п п а п р и с о е д и н е в в о г о т и п а (т. е .  
она изоморфна своей П .  г . )  тогда и только тогда , когда 
ее корни порождают группу рациональных характеров 
максимального тора ; центр такой группы тривиален. 
Если основвое поле имеет характеристику О и G связ
на , то Ad G однозначно определяется алгеброй Ли g 
и паз .  иногда П .  г . ,  или г р у п п о й  в н у т р е н
н и х а в т о м о р ф и з м о в, алгебры Ли g. В част
ности , если G полупроста , то Ad G совпадает со связной 
компонентой единицы в Aut g.  

Лит. : [ 1 ]  П о н т р я г и н Л .  С . , Неnрерывные груnnы, 
3 иад. , М . , 1 9 7 3 ;  [2] С е р  р Ж . - П . , Алгебры Ли и груnnы Ли, 
пер. с англ. и франц. , М . ,  1 9 6 9 ;  [3] Х а  м ф р и  Д ж . , Линей
ные алгебраические груnпы, пер . с англ . ,  М . ,  1 98 0 .  

А .  Л .  Опищик. 
ПРИСОЕДИНЕННАЯ ПОВЕРХНОСТЬ - поверх-

ность У, находящаяся с даввой поверхностью Х 
в Петерсона соответствии, причем асимптотич . сети 
па У соответствует на Х сопряженная сеть а с рав
ными инвариантами , и наоборот. П. п .  У является 
вра щения ипдикатр исой для Х , и наоборот. Если сеть 
а - главвое основание изгибания Х , то У - В иаппи 
поверхность . и. х. Сабитов. 

ПРИСОЕДИНЕННОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ г р у п
п ы  Л и и л и  а л г е б р а и ч е с к о й  г р у п п ы  
G - линейвое представление Ad группы G в каса
тельном пространстве Т е (G) (или в алгебре Ли g 
группы G) , сопоставляющее каждому а Е G дифферен
циал Ad a= d  ( lnt а) е внутреннего автоморфизма Int а : 
х-аха - 1 • Если G=GL ( V) - линейная группа в про
странстве V, то 

(Ad a) X = aXa - 1 , X E Te (G ) . 
Ядро Ker Ad содержит центр группы G, а в случае ,  
когда G связна и основное поле имеет х а рактеристику О, 
совпадает с центром. Дифференциалом П .  п .  группы 
G в точке е служит присоединенное представление ad 
алгебры А· 

П р и с о е д и н е н н ы м  п р е д с т а в л е н н е м  
а л r е б р ы Л и g паз .  линейное представление ad 
алгебры g в модуле g, действующее по формуле 

где 
центр 

(ad x) у = [х , у ) , х ,  Y E R , 
, ] - операция в алгебре g. Ядро Ке1· ad есть 
алгебры Ли g. Присоединенные операторы 

ad х являются дифферепцированиями алгебры g и ваз .  
в н у т р е н н и м и д и ф ф е р е в ц и: р о в а н и я 
м и: .  Образ ad g называется п р и с о е д и н е н н о й 
а л г е б р о й и является идеалом в алгебре Ли 
Der g всех дифферепцирований алгебры g,  причем 
Der g/Ad g есть пространство Н1 (g ,  g) 1 -мервых кого
мологий алгебры Ли: g, определяемых П. п. В част
ности: , ad g= Der g,  если: g - полупростая алгебра Ли 
над полем характеристики О . 

Лит. : [ 1 ]  Д ж е 11 о б с о н Н . , Алгебры Ли , пер . с англ . .  
М. , 1 9 6 4 ;  [2] п о  н т р я г и н л .  с . ,  непрерывные группы , 
3 изд. , М . ,  1 9 7 3 ;  [3]  С е р  р Ж . - П. , Алгебры Ли и груnпы Ли, 
nep . с англ. и франц. , М . , 1 9 6 9 ;  [4] Х а  м ф р и  Д ж. , Линей
ные алгебраические груnnы, пер .  с англ . , М . , 1 980 .  

А .  Л .  Опищик. 
ПРИСТРЕЛКИ МЕТОД ,  с т р е л ь б ы м е т о д ,

метод решения краевой задачи для обыкновенного диф
ференциального уравнения, к-рый заключается во вве
дении управляющих переменпых (параметров) и после
дующем нахождении их из системы уравнений, при 
этом выбор параметров имеет решающее значение для 
успешного решения задачи . 

Пусть имеется при а <:х <:Ь дифференциальное урав
нение 

y ' = F (х , у )  
с граничным условием 

g ( y ( а) , y ( b ) ) = h , 

(1 )  

(2) 

где вектор-функция у= (у1 , • • .  , у п) Т от х подлежит 
определению , вектор-функции F= (Fн . . .  , Fп) Т  и g= 
= (g1 , • • •  , gп)Т известны , числовой вектор h= (h1 , • • • , 
hп)Т задав. 

Пусть задача Коши 
дZ/дх = Р  (х , Z ) ,  
Z (a , r ) = r ,  

(3) 

(4) 

где Z= (Z1 , • • •  , Z")т , 1·= (r1 , • • •  , r") т , имеет единствев
вое решение Z (x , r) , определенвое при а <:х <:Ь ,  r E E".  
При Подставовке в (2) вместо у (а) задавиого значения 
Z (a, r)= r, а вместо у (Ь ) найденного значения Z ( b ,  r) 
получают уравнение 

g (r , Z (Ь , r ) ) = h (5 ) 

относительно параметра r .  
Алгоритм П. м .  состоит в следующем: сначала на

ходят решение 1'= 1· * уравнения (5) , а затем - иско
мое решение граничной задачи (1 ) - (2) как решение 
задачи Коши 

y ' = F (x ,  у ) ,  y (a) = r* . 
Для решения упоминавшихся здесь задач Коши могут 
быть использованы численные методы . Для решения 
уравнения (5) целесообразно избрать какой-либо ите
рациовный метод. 

В случае , когда нек-рые из компонент вектора g 
зависят только от у (а) ,  а остальные компоненты -
только от у ( Ь) , выгоден другой выбор параметров (см . 
[ 1 ] ,  а также Нелипейпая краевая задача; численные 
методы решения) . Имеются другие варианты П .  м .  
(см . [4] ) .  П .  м .  применяют и при решении сеточной 
краевой задачи . 

Лит. : [ 1 ]  Б а х  в а л о в Н. С . ,  Численные методы, 2 изд. , 
м. , 1 97 5 ;  [2] Г о д у н о в с. Н . ,  Р я б е н ь к и й  в. с . ,  
Разностные схемы, 2 изд. , М . ,  1 9 7 7 ;  [3] 1< р ы л  о в В .  И . , 
Б о б к о в В. В . , М о н а с т ы р н ы й П. И . ,  Вычислитель
ные методы, т. 2, М . ,  1 9 7 7 ;  [4] Современные численные методы 
решения обыкновенных дифференциальных уравнений,  пер . 
с англ. , М. , 1 979 .  А .  Ф. Шаппип. 

ПРИТЯЖЕНИЯ ОБЛАСТЬ у с т о й ч и в о г о 
р а с п р е д е л е н и я - совокупность всех функций 
распределения F (х) таких , что для последовательности 
независимых одинаково распределенных случайных 
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величип Х1 , Х 2 , • • •  с функцией распределевил F (х) получаетел обогащением универсального языка до-
при подходящем подборе постоянных А n и В,. >О, полнительными конструкциями , особенно удобными 
n= 1 ,  2 , . . . , распределения случайных величин для формулирования задачи из класса . Обычные коне 

струкции универсального языка используютел либо ( ��= 1 Х k - An) / Вп, n = 1 , 2 , . . . , (*) для <<скреплению> дополнительных конструкций в це
лостную програмыу,  либо для программированил <<не
стандартных>> компонент задачи В n р е д ъ л з ы к е 
дополнительные конструкции полностью <<Загоражива
ют>> универсальный язык и переводятел на него спе
циальным препроцессором . П о д ъ я з ы к получает
ел из универсального языка отказом от конструкций, 
неупотребительных в данном классе задач , либо nред
варительным составлением библиотеки <<стандартных 
программ>> ,  в совокупности достаточных для выраже
ния любой задачи из класса . Во всех случаях выгода 
от употребления П .-о л. состоит в том, что вместо 
программированил заново каждой задачи из класса 
достаточно лишь указать средствами П .-о . л .  пара
метры , отличающие одну задачу от другой. 

слабо сходятел при n -+ оо к невырожденной функции 
распределения V (х) , к-рал с необходимостью оказыва
ется устойчивой . 

Одной из основных задач теории устойчивых зако
нов является описание П. о .  устойчивых законов . Так,  
для нормального распределения в 1935 А. Я. Хинчи
ным, В .  Феллером (W. Feller) и П .  Леви (Р .  Levy) 
было установлено , что F (x) принадлежит П .  о. нор
мального закона тогда и только тогда , когда при Х-+ оо 

х2 (' dF ( у) / (' у2 dF (у )  ____,. О.  
J i Y I > X  J i y l < x  

Позже Б .  В .  Гнеденко (1 939) и В .  Деблин (W.  Doehlin ,  
1940) дали описание П .  о .  устойчивого закона с пока
зателем а, 0 <а <2:  для принадлежности F (x) П .  о .  
невырожденного устойчивого закона V (х) с показате
лем а необходимо и достаточно , чтобы 
F (- x) / [ 1 - F (х) + F (- х) ] ----+ с1/ (с1 + с2) при х ---->- оо 

для нек-рых с1�0 , с2�0 , с1+ с2 >0 , определяемых по 
V (х) ,  и 

( 1 - F (х) + F (- x)]/ ( 1 - F (tx) + F  (- tx ) ] ____,. trx 
при х ____,. оо 

при каждом постоянном t >O . Ограничение на характер 
поведения нормирующих коэффициентов В т n= 1 ,  
2 , . . .  , приводит к уменьшению совокупности функций 
распределения , для к-рых имеет место сходимость по 
распределению для последовательности (*) · Совокуп
ность функций распределения F (х) , для к-рых функ
ции распределения последовательности случайных ве
личин (* ) при подходящем выборе последовательности 
А т n= 1 ,  2 , . . .  , постоянной с >О и В п= сп -1 /а., п= 1 , 
2 , . . .  , слабо сходятел к устойчивой функции распреде
ления V (х) с показателем а, паз . о б л а с т ь ю н о р
м а л ь  н о г о п р  и т л ж е н и л V (x) . Нормальная 
П .  о .  нормального распределения совпадает с сово
купностью невырожденных распределений с конечной 
дисперсией . 

Нормальная П .  о .  невырожденной устойчивой функ
ции распределения V (x) с показателем а (О <а <2) 
образована функциями F ( х) такими , что существуют 
и конечны 

l iш F (x) f l  х !а. = с1 � О , х� - оо  
lim (1 - F (х) ) /ха. = с2 � 0-, 

Х--+оо 
где с1 и с2 определяютел устойчивым законом V (х) . 

Лит. : [ ! ]  Г н е д е н н о Б. В . ,  :К о л м о г о р о в  А. Н. , 
Предельные распределения для сумм независимых случайных 
величин, М . - Л . ,  1 9 4 9 ;  [2.] И б р а г и м о в И. А . , Л и н
н и и Ю .  В . ,  Независимые и стационарно связанные величины, 
М. , 1 9 6 5 ;  [3] П е т р о в В. в . ,  Суммы независимых случайных 
величин , М. , 1 972. . Б . А. Рогозин. 

ПРОБЛЕ�IНО-ОРИЕНТИРОВАННЫЙ ЯЗЫК - спе
циализированный язык программированил задач ,  
принадлежащих пек-рому четко выделяемому классу. 
Выделение класса производител либо фиксацией ма
тематич . объектов ,  лежащих в основе решаемых задач 
(напр . ,  класс задач линейной алгебры) , либо фиксаци
ей области применепил ЭВМ (напр . ,  класс задач опе
ративного планирования и учета на предприятии) . 
Проблемнал ориентация обычно производител в кон
тексте нек-рого универсального языка программиро
ванил , по отношению к к-рому П .-о . л. является либо 
над-, либо пред-, либо подълзыком . Н а д ъ я з ы к  

� 21  Математичесная энц . , т .  4 

А . П. Ершов. 
ПРОГОНКИ МЕТОД - метод переноса одноточеч

ного граничного уеловил с помощью дифференциаль
ного или разностного уравнения , соответствующего 
данному уравнению. Применлетел для решения гра
ничной задачи в том случае ,  когда пристрелt>и .метод 
не эффективен . 

Пусть на отрезке а .,;х ..;Ь задано линейное обыкно
вецное дифференциальное уравнение 

у '  (х ) + А  (х) у (.х) = f (х) , ( 1 ) 
где квадратная матрица А (х) порядка n и вектор f (х) = 
= (/1 (х) ,  . . .  , fп (х) ] Т - известные непрерывные функ
ции , дифференцируемая вектор-функция у (х) = [ у1 (х) , 
. . .  , Уп (х) ] Т подлежит определениl(') . К уравнению ( 1 )  
присоединены граничные уеловил в форме 

ер Т у (а) = а, 1jJ Т у (Ь ) = � .  (2 ) 

где известные матрицы <р и 1jJ имеют размеры nX k и 
n X  l и ранги k и l соответственно, 

а = [а1 , . . . , аk ] т , � = ! �1 . . . .  , ��]т , 
Используя дифференциальные уравнения 

и' (х) - АТ (.х) и (х ) = 0 , 
у' (х ) = и Т (х ) f (х ) 

с начальными условиями и (а) = <р ,  у (а) = а , где иско
мал дифференцируемая матрица-функция и (х) имеет 
размеры nX k ,  у (х) = [у1 (х) ,  . .  , Y k (x) ] T ,  можно оп ре
делить и (х) и у (х) на всем отрезке а .;;:х .;;:Ь (п р л м о й 
х о д п р  о г о н к и) . С помощью уравнения 

и Т (Ь) у (Ь) = у  (Ь) 

и второго из граничных условий (2) можно определить 
значение у ( Ь) ,  если квадратная матрица [ и ( Ь) , 1/J] име
ет ранг n. И скомое решение граничной задачи ( 1 ) -(2) 
вычисляется теперь как решение задачи Коши для 
уравневил (1 ) в направлении от точки х= Ь к точке 
х= а (о б р а т н ы й  х о д п р о г о н к и) .  Указан
ный метод применим и к многоточечной задаче , каrда 
уеловил вида (2) задаютел не только на концах,  но 
и в нескольких внутренних точках отрезка а .;;:х .;;: Ь . 
Разработаны варианты метода прогонки для переноса 
линейных граничных условий, отличных от (2) (см . 
[ 1 ] ) . 

Достоинства П .  м. видны на примере следующей 
граничной задачи : 

у" (х ) + Q (х ) у (х ) = ! (х) , 
у '  ( а ) + еру (а) = а, 
у ' (Ь ) + 'ФУ (Ь) = � .  

(3) 
(4) 
(5) 
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где квадратная матрица Q (х) порядка n и вектор f (х) 
размера n - известные непрерывные функции, дваж
ды дифференцируемая вектор-функция у (х) подлежит 
определению ,  известные квадратные матрицы (jJ и 'Ф 
имеют порядок n , a= (a1 ,  • • •  , ап)т , В= ( В1 , • • •  , В ,,) т . 

Используя дифференциальные уравнения 

v (х)  = [v (x) J 2 + Q (х ) , 
у' (х)  = V (х) у (х) + f (х)  

с начальными условиями v (a) = !p ,  у (а) = а , где искомая 
дифференцируемая квадратная матрица-функция v (х) 
имеет пор ядок п ,  у (х) = [у1 (х) ,  . . .  , Уп (х) ] Т , ищутся v (x) и у (х)  на всем отрезке а,;;;;;; х,;;;;;; Ь (п р л м о й  х о д 
п р о г о н к и) . 

С nомощью уравнения 
у' (Ь ) + v ( Ь ) у (Ь ) = у (Ь ) 

и граничного условия (5) можно определить значение 

у (Ь) = [v (Ь ) -'Ф] - 1 [ у (b ) - BJ , ( 6) 

если матрица v ( b) - 'Ф имеет ранг п .  Искомое решение 
граничной задачи (3) - (5) находится как решение 
задачи :Коши для уравнения 

у ' (х ) + v (х )  у (х ) = у  (х )  
с начальным условием (6)  (о б р а т н ы й х о д п р о 
г о н к и ) .  Таким образом, П .  м .  для задачи (3 )  - (5) 
является методом пониженил порядха дифференци
ального уравнения (3) . 

В случае конечной последовательности линейных 
алгебраич. уравнений 

a;(jJ; - l- bt(jJ; + c;(jJ; + l = /; , i = 1 , 2 , . . .  , n, (7) 
где коэффициенты а1, с;, Ь; - известные квадратные 
матрицы порядка v , а / ; и (jJ; - известный и искомый 
вектор-столбцы размера v , а1= 0, сп=О, алгоритм про
гонки определяется следующим образом : 

Bi + t =  (Ь ; - щВ;) - 1 с; , (8) 
Zi н = (b ; - a;B; ) - 1 (a;z; - /;) , i = 1 , 2, . . .  , п ,  (9) 

при условиях В1= 0,  z1= 0 (п р я м о й  х о д) и 

(jJ; = �� + t(jJi н+Zi + 1 • 
i = n , n - 1 ,  . . .  , 1 ,  

(1 О )  

при условии (jJn + 1= 0 (о  б р а  т н ы й х о д) .  Здесь 
� � - квадратная матрица порядка v , z; и (jJ; - вектор
столбцы размера v .  Изложенный метод паз .  методом 
п р а в о и п р о г о н к и. Аналогично формулам (8)
( 1 0) получаются формулы л е в о й п р о г о н к и .  
:Комбинируя левую и правую прогонки, получают метод 
в с т р е ч н ы х п р о г о н о к .  При решении урав
нений (7 ) с сильно меняющимиен коэффициентами при
меняется п о т о к о в ы й м е т о д п р о г о н к и. 
Для нахождения периодич . решения бесконечной по
следовательности уравнений вида (7 )  с периодич. ко
эффициентами используется ц и к л и ч е с к а я п р о
г о н к а (см. [4] ) . 

См. также Ор тогопальпой прогою;и �tвтод . 
Лит. :  [ 1 ]  Б а х  в а л о в Н. С. , Численные методы, 2 изд. , 

М . ,  1 9 7 5 ;  [2] R р ы л  о в В. И . ,  Б о б к о в В. В . ,  М о н а с
т ы р н ы й П. И . ,  Вычислительные методы, т. 2, М . ,  1 9 7 7 ;  
[З] М а р ч у к  Г.  И . ,  Методы вычислительной математики, 
2 изд. , М. , 1 98 0 ;  [4]  С а м а р  с к и й  А.  А . ,  Н и к о л а е в 
Е. С. , Методы решения сеточных уравнений, М. ,  1 0 78 .  

А. Ф. Шannun. 
ПРОГРАММ ОПТИМИЗИРУЮЩИЕ ПРЕОБРА30-

ВАНИЯ - применяемые при трансляции направлен
ные преобразованил программы, представленной в 
пек-рой ее промежуточной форме , с целью улучшения 
рабочих характеристик программы, связанных с ис
пользованием ею ресурсов ЭВМ , главными из к-рых 

являютел время выполнения и объем занимаемой 
памяти . 

Обычно каждое применение П . о .  п .  изменлет ло
кальную семантику фрагментов программы , но сохра
няет семантику программы в целом - результирующая 
программа либо эквивалентна исходной , либо является 
ее доопределеннем на более широкое множество 
входов . 

Различают м а ш и  н н о - з а  в и с и м ы е П .  о .  п . , 
к-рые определяютел особенностями машинного языка 
или другими характеристиками конкретной ЭВМ , и 
у н и в е р с а л ь н ы е  П .  о .  п .  (такие, напр . ,  как 
удаление из программы операторов,  недостижимых от 
начала) , к-рые определяютел только семантикой , вкла
дываемой в исходную запись алгоритма , и применимы 
для широкого класса ЭВМ .  

Основные способы улучшения машинной программы 
при П .  о. п. заключаются в удалении вычислений или 
объектов из процессов выполнения программы или в 
замене в них сложных вычислений на более простые 
(на основе априорных оценок сложвости вычислений) . 
Это требует учета управляющих , информационвых и 
частотных отношений , возникающих в этих процессах 
между операторами и объектами программы . П .  о. п. 
по существу включает в себя :  нахождение необходимых 
ему отношений указанного типа по локальной семан
тю\е операторов программы - т. н. п о т о к о в ы й 
а н а л и з п р о г р а м м ы; проверку нек-рых свойств 
собранной информации - т. н. к о н т е к с т н ы х 
у с л о в и й; преобразование фрагмента программы 
в случае удовлетворения этих свойств - собственно 
трансформация данного П .  о .  п .  

По величине той части программы ( т .  н. у ч а с т к а 
э к  о н о м и и) , к-рая обрабатывается П .  о .  п. неза
висимо от окружения, П .  о. п. разделлютел на л о
к а л ь н ы е, участок экономии к-рых не более опе
ратора;  г л о б а л ь н ы е, участком экономии н-рых 
является вся программа; к в а з и л о к а л ь н ы е,  
где участон экономии - нек-рый фрагмент програм
мы, имеющий фиксировав.вую внутреннюю структу· 
ру, - напр . ,  л у ч  (ливейная последовательность опе-
раторов) , з о н а (нетривиальный сильно связный 
подграф управляющего графа программы) ,  не содер· 
жащая других зон, или г а м а к (подграф , связан
ный с остальной частью управляющего графа в точ
ности двумя вершинами - входной и выходной; вход
ная вершина принадлежит гамаку, а выходная нет) , 
не содержащий других гамаков и зон. 

Для уменьшения временной и емкостной сложности 
глобального П .  о. п. часто используется ф а к т о р и
з а ц и я - замена глобального П .  о. п .  серией квази
локальных, применяемых к фрагментам программы 
в соответствии с их вложенностью . 

Только для узких классов программ таких, как, 
напр . ,  класс линейных программ , можно построить 
конечный полный набор П .  о .  п .  Поэтому в конкрет
ных трансляторах набор П .  о. п. в значительной сте
пени строится на эвристич . основе и существенно за
висит от класса задач , для к-рых предназначен транс
лятор.  Важвым является выбор последовательности 
применений П .  о. п . ,  поскольку, как правило,  исполь
зуемые наборы П .  о. п .  не являютел системами Чёр
ча - Россера , в к-рых результат не зависит от порядка 
применевил преобразований. 

Набор П. о .  n. для трансляторов с наиболее распро· 
странеиных пробле.мпо-ор иептирован,пых язы"ов (та
ких , напр . ,  как алгол , фор тран, , ПЛ/1) является хо
рошо исследованным и позволлет получать машинные 
программы , сравнимые по качеству с программами, 
написанными вручную. Он содержит преобразования 
по удалению повторных вычислений с одинаковым ре
зультатом, частичному выполнению программы при 
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трансляции , по чистке программы от бесполезных 
объектов и действий, замене сложных вычислений на 
более простые, уменьшению су�IМарного размера одно
временно существующих объектов ,  сокращению раз
мера программы . 

Лит . :  [1 ] А х  о А . ,  У л ь  м а н Д ж. , Теория синтаксиче
ского анализа, перевода и компиляции , пер . с англ . ,  т. 2, М. , 
1 978 ; [2] Б а б е ц к и й Г. И. и др . , Альфа-система автома
тизации проrраммирования,  Новосиб. , 1 96 7 ;  [3] 1< а с ь я -
11 о в В.  Н . , П о  т т о с и н И. В . ,  Технология трансляции, 
Новосиб. , 1 9 7 9 .  В .  н. Касъяиов . 

ПРОГРАММА - план действий, подлежащих вы
полнению век-рым исполнителем , обычно автомати
ческим устройством, чаще всего ЭВМ ; предписание , 
адгоритм . П .  представляется в виде конечной совокуп
иости к о м а н д (и в с т р у  к ц и й ) ,  каждая из 
к-рых побуждает исполнителя выполнить век-рую 
элементарную операцию над данными, хранящимиен 
в памяти исполнителя и имена к-рых являются пара
метрами команды . Автоматизм исполнения достигает
ся тем,  что любая текущая команда , кроме завершаю
щей , указывает однозначно на команду П . ,  к-рая долж
на выполниться после текущей . Особенностью испол
нения является наличие команд в е т в л е н и я (ус
ловных переходов) ,  в .к-рых выбор одного из нес.коль
ких уi<азавных продолжений делается на основании 
проверки свойств данных, упоминаемых в команде . 
Другой особенностью является возможность многократ
ного выполнения отдельных команд .  Эти особенности 
приводят н тому, что последовательность выполняемых 
ко�шнд и ее длина при исполнении П .  могут варьиро
вать, однозначно определяясь входными данными . Та
ким образом, П . ,  являясь конечным объектом, побуж
дает исполнителя закономерно реагировать на потен
циально бесконечное разнообразие входных данных . 
Тем самым П .  так же,  иак и теоремы с их доказатель
ствами, реализуют свойство всеобщности математич. 
закономерностей . 

Математич . абстракции П .  изучаются программиро
вапием теоретическим .  П .  важна не только как пред
писание для ЭВМ , но и как источник операционного 
знания для человека . Тем самым алгор итмические язы
ки, созданные для записи П . , несут также коммуни
кативную функцию , свойственную естественным язы
кам . 

Составление П .  для ЭВМ , или прогр аммировапие, 
стало в связи с широким применением ЭВМ новой мас
совой формой математич . практики . 

Лит. : [ 1 ]  Е р  ш о в  А. П. , <•l<ибернетика>> ,  1 9 72 , М 5, с.  0 5 - 9 9 ;  [2] Т у р с к и й В . ,  Методология программированил , 
М . ,  1 98 1 .  А .  П. Ершов . 

ПРОГРАММИРОВАНИЕ - 1 )  процесс составления 
проарам.мы, плава действий ; 2) дисциплина , изучающая 
методы и приемы составления программ . С определен
ной долей условности П .  как дисциплина делится на 
программировапие теоретическое , изучающее матема
тич .  абстракции программ и способов их построения , 
с и с т е м н о е п р о г р  а м м и р о в а н и е ,  имею
щее дело с разработкой математического обеспечения 
ЭВМ , т. е. программных комплексов массового и дли
тельного применевия , и п р и к л а д в о е п р о
г р а м м и р о в а н и е ,  обслуживающее конкретные 
применения ЭВМ во всем их разнообразии . 

Составление программы является творч . задачей , 
т. к .  поиски способа достижения даже четко сформу
лированной цели в общем случае требуют выработки 
или привлечения нового знания . В нек-рых частных 
случаях возможно нахождение более систематической 
и формальной процедуры П. Так , если задание на П .  
уже сформулировано в впде алгоритма , то П .  сводится 
к переводу с языка записи алгоритма,  или адгорит;м,и
ческого языка , к н зыку . непосредственно воспринимае
мому исполнителем . В неи-рых математич . моделях 
задача перевода решается исчерпывающе . Напр . ,  если 

21 * 

задача сформулирована в виде теоремы существования 

';fx3 ! yP (х , у) , 
где Р (х , у) - век-рая формула узкого исчисления 
предикатов, то из доказательства теоремы в конструк
тивной логике эффективно извлекается рекурсивное 
описание функции <р (х) , для к-рой ';fxP (х, <р (х) )  
(т  е о р е м а К л и в и - Н е л ь с о в а) . Поиски 
систематич . процедур перевода записей алгоритма в 
программы и извлечения программы из условия задачи 
и дополнительвой информации составляют предмет ав
томатизации программировапия и ее частвОI'О слу
чая - трапсдяции программ . 

Методика П .  уделяет особое внимание способам опи
сания исходвой спецификации задачи , подлежащей П . ,  
поскольку умелое использование заложенвой в специ
фикации информации позволяет придать П .  более до
стоверный характер .  В ажным аспектом П .  является 
забота о четкой структуре программы , облегчающей 
проверку ее п�авильвости , а главвое - выделение и 
изоляцию тех фрагментов программы , дальнейшая де
тализация к-рых требует привлечения нового знания. 

Нек-рое представление о способе перехода от спе
цификации задачи к программе дttет следующий пример 
П. задачи возведения х в натуральную степень n. 

Исходвое знание: х1= х,  xn + m = xn . xm , xnm= (xn) m .  
Обнаруживая , что эти соотношения позволяют свести 
решение задачи xn н более простой (т. е . с меньшим n) , 
пытаются придать исходному званию простейшую фор
му (творч . шю· ) :  

z0 = 1 , xn + 1 = xn · x , x2n = (x" ) 2 .  

Содержательный анализ поназывает, что третье соот
ношение эффективнее, вежели второе , но зато приме
вимо не все1·да . Второе соотношение переписывается 
в виде случая , дополнительного к третьему (творч. 
шаг) :  

z0 = 1 , z2n + l = z2n . z , z2n = (xn) 2 .  

Используя обратимость функций 2n  и п+ 1 и логич. 
песовместимость соотношений , получают рекурсивное 
соотношение методом разбора случаев (формальный 
шаг) : 

{ если n = O , то 1 ;  
xn = � если n четное , то (xn/ 2 ) 2 ; 

� если n нечетвое , то z . xn - 1 . 
Остается переписать это правило на каком-либо алrо
ритмич . языке , напр . алгол-60 (формальный шаг) : 

real power (x , п) ; real х, integer п ;  
power: = if п= О then 1 else 
if even ( n) then power (x , n/2) t2 else x X powe1· (x , n- 1 ) .  

Определение процедуры проверки четности even (n) 
становится отдельной , более частной задачей П .  

В ажной составной частью 11 . является проверка 
правильиости программы . Одним из  способов обеспе
чения правильиости является придание процессу П .  
формы , сходной с доказательством теоремы , т .  е .  ког
да каждый шаг построения программы сопровождается 
рассуждением , подтверждающим непротиворечивость 
этого шага исходному знанию о программе и дополни
тельному знанию , использованному в данном шаге .  
Возникающие при этом формальвые деду.ктивные си
стемы также И3учаются в програ.м:мировапии теорети
ческом . Дополнительным средством проверки правиль· 
ности уже составленвой программы является ее о т
л а д к а, т. е. систематич . испытания программы на 
машине и сравнение эффекта , производимого програм
мой, с ожидаемым . Хотя на ирактике отладка является 
иреимущественным способом Проверки программ, тео� 
ретически она ие мо;кет быть исчерпывающей,  т. н .  
установление правильиости программы путем ковеч-
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ной r-истемы испытаний может быть достигнуто только 
для очень у:зких классов задач (см . А вто.матов теория) . 

Лит.:  [ 1 )  Л ю б и м с R и й Э. 3 . ,  М а р т ы  н ю н  В. в . , 
Т р и ф о н о в Н. п. , Программирование , м . ,  1 98 0 ;  [2] Д е й
R с т р а Э. в . , Дисциплина программирования,  пер . с англ . ,  
М. , 1 9 7 8 ;  [3] М е й е р Б . ,  Б о д у э н К ,  Методы программи
рования,  пер с франц. , т . 1 - 2 ,  М. , 1 9 82 .  А .  П.  Ершов. 

ПРОГРАММИРОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЕ -
см . Мате.матичеспое програ.м.мировапие . 

ПРОГРАММИРОВАНИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОЕ -
раздел программирования, связанный с изучением и 
разработкой методов и средств для : а) адекватного 
описания в программах естественного параллелизма 
моделируемых в ЭВМ и управляемых ЭВМ систем и 
процессов, б) распараллеливания обработки информа
ции в многопроцессорных и мультипрограммных ЭВМ 
с целью ускорения вычислений и эффективного ис
пользования ресурсов ЭВМ .  

В отличие от программирования последовательных 
вычислений, концептуальную основу к-рого составля
ет понятие алгоритма, реализуемого по шагам строго 
последовательно во времени, в П. п. программа порож
дает совокупность параллельно протекающих процес
сов обработки информации, полностью незав:Исимых 
или связанных между собой статическими или динами
ческими пространствеино-временными или причинно
следственными отношениями . 

Вычислительный параллелизм выступает в разных 
конкретных формах в зависимости от этапа програм
мирования, от сложности параллельвых фрагментов и 
характера связей между ними . 

В текстах , описывающих задачи и программы , мож
но выделить уровни сложности фрагментов, для к-рых 
з а д а ч а р а с п а р а л л е л и в а в и я, т. е. со
ставления параллельвой программы, решается по-раз
ному: выражения со скалярными данными ; выражения 
над структурными данными (векторы , матрицы , де
ревья и т. п . ) ,  записываемые в алгоритмич . языках с 
помощью операторов цикла ;  подзадачи и подпрограм
мы; независимые задачи и программы в мультипроцес
сорвых системах . 

Предпосылкой для распараллеливавия выражений 
служит тот факт, что входящие в них операции и функ
ции удовлетворяют век-рым соотношениям, индуцирую
щим на всем множестве выражений отношение эквива
лентности по результатам (например , для арифметич . 
операций - ассоциативность , коммутативвость , дист
риб утивность) . 3 а д а ч а р а с п а р  а л л е л и в а
н и я состоит в построении по задавиому выражению 
Е эквивалентного выражения Е' ,  к-рое может быть 
исполнено за наименьшее число параллельных шагов , 
где параллельный шаг - это совокупность действий , 
выполняемых одновременно на разных вычислителях 
(процессорах) .  Напр . ,  выражение 

а + Ь + (c X d)f(e Xf) -t- g 
иреобразуется в эквивалентное выражение 

( (а + Ь) + g) + ( (c xd)f(e X f ) ) ,  
исполнение к-роrо осуществляется з а  3 параллельных 
шага . Отношение числа параллельвых шагов испол
нения к числу последовательных шагов ваз. у с к о
р е и и е м р а с п а р а л л е л и в а и и я. Любое 
арифметич . выражение с n операндами может быть 
вычислено параллельно за O (log n) шагов с использо
ванием n процессоров. Относительная простота алго
ритмов распараллеливания выражений позволяет реа
лизовать их автоматически в ЭВМ с помощью специ
альных программ или аппаратными средствами . 

Большее ускорение может быть получено за счет 
распараллеливания обработки структурных данных . 
В алгорвтмич . языках типа алгол или фортран выраже
ния над стру:ктуриыми данными программируются с 

помощью операторов цикла в.ида FOR /=А , В ,  С , 
DO S ,  где 1 - целочисленвый параметр цикла, А -
его начальное значение, В - конечное значение, С -
шаг изменения параметра, S - тело цикла, задающее 
дейстii'Ия, выполнимые на одном шаге итерации. Для 
распараллеливаиия системы вложенных циклов рас
сматривается п-мерное целочисленвое пространство 
итераций с координатными осями /1 , 1 2 , • • • , 1 п· Вы
полнение К1-й итерации по параметру /1 , К2-й итерации 
по параметру 1 2 , • • •  , Кп-Й итерации по параметру 1 n 
изображается точкой (К1 , • • •  , Кп) этого пространства .  
В пространстве итераций ищется семейство поверх
ностей, удовлетворяющих условию: все итерации (К1, 
. . .  , Кп) ,  лежащие на любой из этих поверхностей , 
могут выполняться параллельно . Для программкого 
представления параллельвой обработки структурных 
данных необходимы специальные языковые средства . 
С этой целью разработаны модифккации существующих 
языков программироваиия (в основном - фортрана) , 
в к-рые вводятся параллельвые операторы циклов , 
напр . ,  вида 

FOR ALL (/, J, K ) / [ 1 : N; 1 : L ;  1 : М] ,  

при исполнении к-рых тело цикла копируется по опре
деленным правилам на параллельио исполняемые ите
рации . Эти языки снабжаются также более развитыми 
средствами описания структурных данных и средства
ми управления размещением их в памяти для обеспе
чения быстрого параллельного доступа к структурным 
данным. Дальвейшее повышение уровня языков прог
раммирования состоит в использовании групповых 
операций над структурными данными таких , как по
компонентное умножение и сложение векторов и мат
риц, скалярвое и векторное произведевие, обращение 
матриц и т. п .  Применекие таких языков позволяет 
заменить автоматич . распараллеливание последова
тельных циклов, к-рое на практике осуществимо, но 
относительно сложно , на непосредствеииое задание 
параллельных групповых операций. 

Параллельвые выражения могут исполняться а с и и
х р о н в о или с и в х р о н н о .  В первом случае 
не фиксируется связь между временами выполнения 
параллельвых операций, во втором случае времена их 
выполнения должны вкладываться в жесткие рамки 
тактяроваиного расписания . Если операции имеют 
фиксироваввые длительности и известно число про
цессоров , доступных в любой момент исполнения, то 
целесообразно применять синхронный метод вычисле
ний, в противном случае - более гибкий асинхронный.  
Управление асинхронным испоJiиением выражений ос
новано в.а потоковом принципе · операция может выпол
няться в любой момент времени после того, как для 
иее подготовлены операнды . 

Распараллеливание иа уровне подзадач и подпро
грамм существенно сложнее. В этом случае параллель
вые процессы могут иметь сложную внутреннюю струк
туру, длительность их выполнения не фиксирована; 
процессы взаимодействуют, обмениваясь данными и об
ращаясь к общим ресурсам (общие данные и программы 
в памяm, внешние устройства и т. п . ) .  Автоматич 
распараллеливаиие на этом уровне требует сложных 
алгоритмов анализа задач и учета динамич .  ситуаций 
в системе . В связи с этим особое значение имеет созда
ние языков П .  п . ,  позволяющих программнету непо
средствеиио описывать сложные взаимодействия па
раллельвых процессов .  

В большинстве языков и систем П .  п .  приията час
тично асинхронная организация вычислений . В язы
ках П. п. имеются средства выделения (порождения) 
параллельных процессов и средства их синхронизации , 
к-рые в аппаратуре поддерживаются механизмами 
прерываний - принудительных остановок процессов 
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с запоминанием их текущих состояний и с последую
щей активацией или возобновлением др . процессов . 

Наиболее известными и простыми программвыми ме
ханизмами синхронизации являются семафоры и собы
тия . С е м а ф о р - это специальная управляющая 
перемеввая , привимающая целочисленвые значения. 
Семафор обычно связав с век-рым конфликтным ресур
сом . К семафору применимы только две операции Р и 
V. Если в ходе исполнения процесса встретится опера
ция Р (s) , где s - семафор ,  то процесс может продол
жаться с уменьшением значения s на 1 только в том 
случае, когда значение s положительно ; в противном 
случае он приостанавливается и занимает место в оче
реди q (s) процессов , ждущих соответствующего ресур
са . Операция V увеличивает значение s на 1 и возобнов
ляет первый в очереди q (s) процесс . Механизм семафо
ров широко используется в языках управления про
цессами в операционных системах ЭВМ и в ряде уни
версальных языков программирования (вапр . ,  а.п.го.п.-
68) .  Механизм с о б ы  т и й включает управляющие 
перемеввые, текущие значения к-рых отмечают на
ступление каких-либо программных или системных 
событий (завершение процессов ,  прерывания и т. п . ) ,  
и специальные операторы ожидания событий . 

Семафоры и события являются универсальными сред
ствами синхронизации ,  во они слишком примитиввы, и 
неправильвое их использование может привести к ава
рийным ситуациям таким , как взаимная блокировка 
процессов (вапр . ,  два процесса требуют для своего 
продолжения по два ресурса и каждый «захватил>> по 
одному) .  Стремление повысить надежность программи
ровавия приводит к появлению более сложных меха
низмов синхронизации: <<П о ч т о в ы е я щ и к и� -
особые структуры для обмена сообщениями , для к-рых 
фиксированы правила работы с ними параллельвых 
процессов; м о в и т о р ы - наборы процедур и дан
ных , к к-рым процессы могут обращаться только по
очередно и к-рые содержат задаввые программистом 
правила организации взаимодействий. 

Чисто асинхронное П. п .  используется для органи
зации вычислений в распределеиных вычислительных 
системах , в к-рых полностью исключены конфликты 
по р�сурс�м Стремление упростить организацию взаи
модеиствии между процессами с общими ресурсами 
привлекает внимание к асинхронным методам вычисле
ний, в к-рых разрешен верегламевтироваввый доступ 
параллельных процессов к общим ресурсам. Напр . , 
разрабатываются асинхронные алгоритмы, в к-рых 
параллельвые процессы обмениваются данными с об
щей памятью, причем веупорядочеввый доступ к па
мяти не мешает достижению однозначного результата . 

В теории П .  п .  разрабатываются формальвые модели 
параллельных программ , процессов и систем и с их 
помощью исследуются различные аспекты П .  п . :  авто
матич. распараллеливавие последовательных алгорит
мов и программ; разработка параллельвых методов 
вычислений для разных классов задач и разных клас
сов параллельвых вычислительных систем; оптималь
ное планирование параллельвых вычислений и распре
деление ресурсов между параллельвыми процессами;  
формальвое описание семантики программ и языков 
П. п. Среди таких моделей - схемы параллельвых 
программ, отражающие с разной степевью детализа
ции структурвые свойства программ; графовые модели 
и асинхронные сети (Петр и сети) , являющиеся мате
матич .  абстракциями дискретных процессов и систем . 

Лит.:  [1 ] Н о т о в В Е , <•Нибернетина», 1974 ,  М 1 ,  с .  
1 - 1 6 ;  М2, с. 1 - 1 8 ;  [2] Н а р  и н ь я н и А . с. ,  там же , М 3 , 
с. 1 - 1 5 ;  No 5 ,  с. 1 - 1 4 ; [3] Ф а  д д е е в а В .  Н. ,  Ф а  д д е
е в д . Н. , там же, 1 9 7 7 ,  М 6 ,  с. 28 - 4 0 ;  [4] К u с k D. J . , 
«Comp. Surveys>> , 1 97 7 ,  v. 9, М 1 ,  р. 29-59 .  В .  Е .  Нотов. 

ПРОГРАММИРОВАНИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ -
математичесная дисциплина ,  изучающая математич. 

абстракции проrрамм, трактуемых как объекты, вы
раженные на формальвом языке , обладающие опреде
ленной информационной и логич. структурой и подле
жащие исполнению на автоматич. устройствах .  П .  т .  
сформировалось преимущественно на  основе двух мо
делей вычислений : последовательных программ с па
мятью, или операторных программ, и рекурсивных про
грамм . Обе модели строятся над век-рой абстрактвой 
алгебраич . системой (D , Ф , П),  образоваввой пред
метвой областью D , конечным набором (сигнатурой) 
функциональных Ф= {<р1 , • • •  , IPm } и предикатиых 
П= {л:1 , • • • , л:п } символов с задаиным для каждого 
символа числом его аргументов (а р в о с т ь ю) .  

Определение класса программ слагается и з  трех 
частей: схемы программы (синтаксиса) ,  интерпретации 
и семантики . С х е м а п р о г р а м м ы - это кон
структиввый объект , показывающий, как строится 
программа с использованием сигнатуры и других фор
мальных символов. И в т е р п р е т а ц и я - это за
дание конкретной предметвой области и сопоставление 
символам сигнатуры конкретных функций и предика
тов (базовых операций) , согласованных с предметвой 
областью и арностью символов . С е м а в т и к а 
это способ сопоставления каждой программе резуль
тата ее выполнения.  Как правило , с программами 
связывают вычисляемые ими функции .  Интерпретация 
обычно входит в семантику как параметр, поэтому 
схема программы задает множество программ и вы
числяемых ими функций, к-рое получается при варьи
ровании интерпретаций над век-рым запасом базовых 
операций. 

С х е м а п р о г р а м м ы с п а м я т ь ю , назы
ваемая также а л г о л о п о д о б в о й ,  или о п е
р а т о р в о й , с х е м о й , задается в виде конечного 
ориентированиого г р а ф а п е р е х о д о в, име
ющего обычно одну входную и одну выходную верши
вы, вершивы с одной (преобразователи) и двумя (рас
познаватели) исходящими дугами . С помощью символов 
сигнатуры и счетного множества символов перемеввых 
и констант обычным образом строится множество функ
циональных и предикатвых термов . Каждому распо
знавателю сопоставляется век-рый предикатвый терм , 
а преобразователю - оператор присваивавия , имею
щий вид у : = т:, где у - символ перемеввой, а т: - функ
циональный терм . Конечная совокупиость всех пере
менвых в схеме образует ее и а м я т ь. Интерпрета
ция в дополнение к конкретизации базовых операций 
предписывает каждой переменвой область ее измене
ния , а каждой константе - ее значение . Для программ 
с памятью наиболее обычна т . в .  о п  е р а ц и о в в а я 
с е м а в т и к а ,  состоящая из алгоритма выполне
ния программы на задаином состоянии памяти . Про
грамма выполняется при движении по графу перехо
дов . При попадании на распознаватель вычисляется 
предикатвый терм и происходит переход по дуге , со
ответствующей значению предиката .  При попадании на 
преобразователь с оператором y : = t:  вычисляется зна
чение т: и приспаивается переменной у .  Результат вы
полнения программы - состояние памяти при попа
дании на выходную вершину. 

С х е м а р е к у р с и в в о й п р о г р а.м м ы , или 
р е  к у р  с и в и а я с х е м  а, использует кроме функ
циональных т. в. у с л о в в ы  е т е р м ы, образу
ющие вместе с первыми множество вычислительных 
термов . Условный терм задает вычисление методом 
разбора случаев и имеет вид (л: lт:1 l т:2) , где л: - преди
катный, а т:1 и т:2 - вычислительвые термы, и соответ
ствует конструкции условного выражения в а.п.го.п.е : 

i f л: then т:1 else т:2 • 
Термы строятся над счетным множеством входных и 
формальных перемеввых, констант и символов опреде-
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ляемых функций . Рекурсивная схема состоит из глав
ного вычислительного терма с входнЦiми персменными 
и конечного набора рекурсивных уравнений вида 
f (x1 , • • •  , хп )= -r, где f - символ определяемой функ
ции , х1 ,  • • •  , X n  - формальные ПСJ!емевные,  а -r 
терм с переменвымя из мво?.<ества {х1 , • • •  , Xn } и с 
определяемыми функциями из набора уравнений .  При 
естественных предположениях на интерпретацию ба
зовых операций система уравнениii относительно опре
деляемых функций всегда имеет т .  н . в а и м е н ь
ш у ю н е п о  д в и ж н у ю т о ч к у (н . н .  т . )  -
совокупность функций , удовлетворяющих уравнениям,  
с графиками, принадлежащими графикам любых дру
гих решений уравнений . Подставляя в главный терм 
вместо символов определяемых функций соответствую
щие компоненты н . н. т . ,  получают функциональный 
терм , задающий неi<-рую функцию входных перемев
ных,  к-рая и объявляется функцией, вычисляемой ре
курсивной программой . Поскольку такой способ со
поставления программе вычисляемой ею функции не 
дает конкретного алгоритма вычисления. определенная 
так семантика паз . д е н о т а ц и о н в о й .  

Указанвые формализмы как бы отмечают диапазон 
уровней изобразительных средств языков программи
рования: если операторные схем:ы близни к структуре 
машинной программы, то рекурсивные схемы ближе 
н исходной формулировке задач, подлежащих програм
мированию . 

Исследования по П .  т .  несут на себе отпечатан об
щематематич.  средств ,  исполы1уемых при изучении мо
делей программ . Формально-комбинаторвые методы 
формируют т е о р и ю с х е м п р о г р а м м ,  н-рая 
изучает свойства программ, иввариантныр. относитель-
110 выбора интерпретации базовых операций . Логич. 
методы изучают способы определения семантини про
граммы, а также ищут закономерности в процессе по
строения программы. Алгебраич . методы, отвленаясь 
от ковнретиой структуры программы , новцентрируют 
свое внимание на изучении множеств ,  вознинающих 
при рассмотрении nрограммы или класса nрограмм. 

Сложившисся раз11елы П. т. охватывают в основном 
модели последовательных вычислений , выполняемых 
одним антивным устройством. Изучение проблем, воз
никающих при необходимости организовать совмест
ную работу ансамбля машин, объединяемых для ре
шения одной задачи или взаимодействующих посредст
вом передачи сигналов и информации , составляет пред
мет новой дисциплины - т . н .  програ:м.;м,ированил па
раллельного .  

Теория схем nрограмм. Отправным понятием теории 
схем программ является понятие функциональной эк
вивалентности . Две схемы ф у в к ц и о н а л ь  и о 
э к в и в а л е в т н ы ,  если для любой интерпретации 
соответствующие программы вычисляют одинаковые 
функции . Каждому выполнению программы можно 
сопоставить его п р о т о к о л - особого рода терм 
в сигнатуре базовых операций , отражающий nорядок 
их выполнения . Если известны значения истинности 
предикатов, входящих в программу, то протокол по 
этим значениям строится однозначно , при этом для 
построения не нужно знать интерпретации базовых 
операций .  Если выбирать значения истинности пре
дикатов произвольно, то в результате для схемы про
граммы создается век-рое множество формальных 
протокоJюв, называемое ее д е т е р  м и в а н т о м.  
Две схемы формально эквивалентны, если JIX детерми
нанты совпадают . Формальная эквивалентность кор
ректна , если из нее следует функциональная эквива
лентность . Поскольиу детерминант строится чuсто 
комбиваторно на основе произвольнога выбора из ко
нечного множества , он образует формальный язык , вос
принимаемый пек-рым автоматом . П редставляют особый 

интерес такnе определения протокола схем программ , 
к-рые приводят к разрешимым детерминантам.  Для 
таких детерминантов можно ставить вопрос о поис
Rе системы преобраsований схем программ, полной 
в том смысле ,  что любые две формально эквивалентвые 
схемы переводимы одна в другую этими преобразо
ваниями. 

Структура теории схем программ сложилась на базе 
основополагающих работ А. А. Ляпунова и Ю .  И .  Яно
ва (см . [ 5] , [ 10] ) .  Последний полностью изучил 
простейшую модель операторных схем с сигнатурой 
одноместных операций и допускающих в программе 
только одну персменную (с х е м ы Я в о в а ) . Про
токолом схемы Янова является пос.'lедовательность 
выполняемых операций , персмежаемых значениями 
предикатов . Автомат ,  воспринимающий детерминант, 
оказывается конечным автоматом , а формальная экви
валентцость разрешима , при этом она совnадает с 
фуннциональной. Для схем Янова найдена полная 
система преобразований.  

Для общей модели операторных схем фуннциональ
ная эквивалентность оказалась веразреmимой , однако 
удалось найти форму протокола - т. н. л о г и н о 
т е р м а л ь н у ю и с т о р и ю ,  к-рая приводит 
I\ разрешимому детерминанту. Эт�т протонол фикси
рует последовательность выполнения и значения пре
дикатов схемы, а для каждого аргумента предината 
уназывает функциональный терм, к-рый вычислял 
значение данноrо аргумента при выполнении програм
мы . Автоматом , воспринимающим детерминант , ока
зывается двухленточный нонечвый автомат . Для логи
ко-термальной формальной энвивалептности также най
дена nолная система преобразований . 

Существенное мес.то в теории схем программ зани
мают вопросы перевода схем программ из одной вычис
лительной модели в другую . Операторные схемы эффек
тивно переводятся в рекурсивные схемы в той же сиг
натуре , однако обратная трансляция невозможна, т. к .  
выполнение рек урсивной программы требует , вообще 
говоря, сноль угодно большого числа ячеек памяти . 

Детерминант ренурсявной схемы может быть задан 
в виде новтекстно-свободного языка (см . Грамматrи�а 
бес��:опте�tстпая) , однано вопрос о разрешимости соот
ветствующей формальной эквивалентности остается 
пока ( 1 983) открытым. 

Теория схем программ занимается также изучением 
о·rдельных классов схем программ с целью выделить 
случаи разрешимых эквивалентностей, она танже обо
гащает базовую вычислительную модель дополнитель
ными конструнциями языков программирования , изу
чая nри этом выразительную силу обогащений и во
просы сводимости . 

Лоrическая теория программ. Говорят , что програм
ма А ч а с т и ч в о п р а в и л ь н а относительно 
входного условия Р и выходного условия Q (обозначе
ние Р {А } Q) , если в случае , когда Р истинно для вход
ных значений персменных и А завершает работу, Q 
истинно для выходных значений переменных .  При этом 
Р паз . п р е д у с л о в и е м, а Q - п о с т у с л о
в и е м п р  о г р  а м м ы  А .  Программа А т о т а л ь
н о п р  а в и л ь  н а (обозначение Р <А >Q) , если А 
частично правилька относительно Р и Q, а также А 
завершает работу длл входных значений перемевных, 
удовлетворяющих условию Р. Для доказательства час
тичной правильиости последовательных программ часто 
используется м е т о д Ф л о й д а ,  к-рый состоит в 
следующем. Н а  схеме программы выбираются контроль
ные точки так , чтобы любой циклич . путь проходил 
по нрайней мере через одну точку . Контрольные точки 
также связываются с входом и выходом схемы С каж
дой контрольной точкой ассоциируется специальное 
условие (т . н и н д у к т и в н о с у т в е р ж д е н и е ,  
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или и н в а р и а н т ц и к л а ) ,  к-рое истинно при 
каждом переходе через эту точку. С входной и выходной 
точками ассоциируютел входное и выходное условия .  
Затем каждому пути программы между двумя соседни
ми контрольными точками сопоставляется т .  н .  условие 
правильности . Выполнимость всех условий правиль
иости гарантирует частичную правильиость программы. 
Один из способов доказательства завершепил работы 
программы состоит во введении в программу дополни
тельных счетчиков и установлении ограниченности 
этих счетчиков на выходе программы в процессе дока
зательства частичной правилыюсти . 

Было предложено задавать аксиоматич . семантику 
языков программированил посредством конечной ак
сиоматич . системы (т . н .  л о г и к и Х о а р  а) , со
стоящей из аксиом и правил вывода , в к-рой в качестве 
теорем выводимы утверждения о частичной правиль
иости программ . Напр . ,  для оператора присваиванил 
схема аксиом имеет вид 

Р (х +-- е) {х : = е} Р , 
rде Р (х+-е) означает результат подстапоnки в Р выра
жения е вместо всех вхождений переменной х , а для 
оператора цикла типа wh i le правило вывода имеет вид 

(Р 1\ R ) {А} Р f- Р {wllilo R do А} (Р 1\ l R ) 
(то есть Р является инвариантом цикла) . 

Пусть рассматривается логика Хоара ,  у к-рой в 
иачестве языка для записи условий взят язык ариф
метики 1 -го порядка . Утверждение о частичной пра
вильиости программы паз .  выводимы�! , если оно выво
димо в расширении этой логики посредством добавле
ния истинных формул арифметики , и паз . истинным, 
если оно истинно по отношению к операционной (или 
депотационной) семантике программы . Логика Хоара 
ваз . с о с т о я т е л ь н о й ,  если каждое выводимое 
в пей утверждение истинно,  и паз . п о  л н о й  (отно
сительно арифметики) , если каждое истинное утверж
дение выводимо в ней . Состоятельная и полная логика 
Хоара построена ,  в частности , для языка программи
рования ,  содержащего простые переменпые и опера
торы присваиванил , составной, условный, цикла и 
процедуры (возможно, рекурсивные , но с рядом огра
ничений) .  

Важным обобщением логики Хоара является т .  н . 
а л г о р и т м и ч е с к а л (или д и н а м и ч е с к а л) 
л о г и к а .  Пусть Р {А }Q представлено в виде Р=:; 
�[A ]Q ,  где [A ]Q есть самое слабое предусловие,  для 
R-рого справедливо утверждение о частичной правиль
иости программы А с постусловием Q. Аналогично для 
случал тотальной правильноети пусть Р <А >Q пред
ставлено в виде Р=:; <А >Q. Формулы алгоритмич. 
логики строятел из формул базового логич . языка (для 
записи условий) и программ с помощью булевых опе
раций , кванторов , а также операций вида [A ] Q ,  < А > Q. 
В алгоритмич . логике выразимы различные утвержде
ния о программах ,  напр . их эквивалентность . Анало
гично логике Хоара для алгоритмич . логики построена 
состоятельная и полная конечная аксиоматич. систе
ма в случае языка программирования , допускающего 
и ведетерминированные программы . 

Для доказательства утверждений о рекурсивных 
программах часто используется специальная индук
ция, связанная с определением н. н. т. Пусть для про
стоты рекуреивпал программа задается одним уравне
нием f= т: ( f) ,  а ее денотационнал семантика - н. н. т .  
fн· При естественных предноложенилх о б  условии Р 
справедлив следующий принцип индукции: если фор
мула Р (Q )  истинна и из Р (т:i (Q) ) следует Р (т:i + I (Q) ) , 
то выполилетел Р (/1 1 ) (здесь Q 

- нигде не определен
ная функция) . Для описания депотацнонноii се�шнтики 
языков программировапил высокого уровня исполь-

зуетсл задание области данных в виде т. в. п о  л н ы х 
р е ш е т о к С к о т т а .  

Задачу синтеза программы можно формализовать 
как задачу построепил доказательства теоремы 
"Vх3уП (х , у) и последующего извлечения программы 
иа этого доказательства . Построен алгоритм, к-рый no 
доказательству в интуиционистской логике дает про
грамму на языке алгол-68 . Если доказательство ис
пользует правило индукции, то ему соответствует в 
программе цикл вида fог to . . .  do . . .  od . Извлекаемая 
программа будет приемлемой сложности, если исполь
зовать предположение , что она строител из стандарт
ных (т. е. заданных) функций и предикатов , свойства 
к-рых описаны аксиомами специального вида . 

Алгебраическая теория программ . Примером приме
непил алгебраич . методов в П .  т. может служить про
блема эививалентности дискретных преобразователей 
Глушкова, в к-рые естественно вкладываются опера
торвые схемы программ . Пусть � - конечный автомат 
Мили с входным алфавитом Х и выходным алфавитом 
У и с заданными начальным и заключительным состоя
ниями . Пусть G - полугруппа с множеством образу
ющих У и единицей е .  Пусть рассматривается автомат 
Мура G!t (возможно, бесконечный) с множествами со
стояний G, входов У, выходов Х ,  начальным состоя
нием е, функцией выходов 11 (g) и функцией переходов q (g, y) = gy. Автомат �. работающий совместно с G�t , 
ваз .  д и с к р е т н ы м п р е о б р а з о в а т е л е м ,  
если 2{ воспринимает в I>ачестве входа выход G�t , а 
Q}t воспринимает в качестве входа выход �.  Выходом 
>а. считается при этом состояние Glt в момент останов
ки �- Дискретные преобразователи эквивалентны 
относительно полугруппы G, если для каждого отобра
женил 11 из G в Х они оба не останавливаются при 
работе с G!t либо оба останавливаютел с одинаковым 
выходом . Установлена разрешимость проблемы экви
валентности дискретных преобразователей относи
тельно полугруппы с левым сокращением, неразло
жимой единицей, в к-рой разрешима проблема тож
дества слов .  Описаны также все разрешимые и нераз
решимые случаи эквивалентности дискретных преобра
зователей относительно коммутативной полугруппы. 

П .  т. оказывает свое вJшлние на практику прежде 
всего как концептуальный багаж при изучении про
граммированил и - более технич. путем - через тео
рию формальных языков программированил . Здесь 
свойства абстрактных моделей вычислений использу
ютел для уточнения семантики языков программиро
ванил и для обосновапил различных манипуляций с 
программами (см. Трансляция программ , Програ.м�t 
опти.мизир ующие преобразования) . 

Лит. :  ( 1 ]  Г л у ш R о в В. М. , Л е т и '1 е в с R и й А. А . ,  
в ни . :  Избранные вопросы алгебры и логини,  Новосиб. , 1 973 ,  
с .  5-39 ; L2] Е р m о в А. п . . Введение в теоретичеснос про
граммироваиие , М . ,  1 97 7 ;  (3] К о т о в В. Е . , Введение в тео
рию схем программ , Новосиб. , 1 978 ;  (4] Л а в р  о в С. С . ,  
«Программироваиие»,  1 978 ,  .М 6 , с .  3- 1 0 ;  [5]  Л я п у и о в  
А.  А . ,  <<Проблемы иибериетиню>, 1 958 , в .  1 ,  с.  46-7 4 ;  [6 ] Н е
п е й  в о д а Н. Н . , «Программирование>> , 1 9 7 9 ,  М 1 .  с. 1 5-25 ; 
[7] П л ю ш  R я в и ч ю с  Р. А. [и др. ] , <<Кибериетина», 1 979 ,  
М 2 , с. 1 2 - 1 9 ;  ( 8 ]  Семаитина язьшов программироваиия.  Сб .  
статей, пер . с аигл. , М. , 1 98 0 ;  ( 9 ]  С н о т т д. ,  «Кибериетичесний 
сбориию> ,  1 97 7 ,  в. 1 4 , с .  1 07-21 ; [ 1 0] Я и о в Ю. И. , «Проб
лемы нибериетини», 1 958 . в. 1 .  с .  7 5 - 1 2 7 ;  [ 1 1 ]  M a n n a  Z . ,  
Mathematical theory of computation, N . Y . , - [a .o . J ,  1 974 .  

А . П. Ершов, В .  А.  Непомнящий. 

ПРОГРАММИРОВАНИЯ Я ЗЫК - формальпал зна
ковал система , служащая общению человека с ЭВМ . 
Решал вычислительные задачи или управлял испол
нительными механизмами,  ЭВМ с ее программпым обес
печением демонстрирует сложные формы поведения , 
обычно относимые к умственной делтельности челове
ка. Именно это сходство функций, отражающее общ
ность кибернетич. законов обработни информации в 
живых организмах и автоматич. устройствах , позвол л-
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ет говорит• о языке ЭВМ, о понимании машивой пере
даваем{)Й ей информации , об общании человека и 
эвм. 

Основвое назначение П. я .- быть средством про
гра:м.:м.ировапия, т. е .  формулирования программ, под
лежащих выполнению па ЭВМ . Осмысленпая програм
ма для ЭВМ представляет собой своеобразв�ю опера
ционную и информационную модель нек-рои законо
мерности внешнего мира , причем программа фиксирует 
эту закономерность в точной и воспроизводимой форме . 
Эта документальпая сторона программировавия дела
ет П. я. также важным средством профессиовальвого 
общения людей . 

Наиболее распростравеввым видом П .  я .  являются 
алгориrп:м.ические языки, формулирующие алгоритм ре
шения задачи на ЭВМ . Обычно П . я. носит упивереаль
вый характер,  допуская формулирование алгоритмов 
решения разнообразных задач, подлежащих решению 
па разных ЭВМ . В то же время для более удобного 
представления задач из век-рого четко выделяемого 
класса создают пробле:м.по-ориептироваппые язы�>и , а 
для более полного использования возможностей кон
кретной ЭВМ создают :м.ашиппо-ориептироваппые язы
ки . Наиболее распростравеввые П . я .  в 1970-е гг .
алгол, фор трап, кобол , П Л 1 I, алгол-68 . К более спе
циальным языкам относятся лисп, си:м.ула, спобол . 
В СССР получили распространение также языки альфа 
и рефал .  

Лит. : (1 ] Н р и н и ц к  и й Н .  А . , М и р о н о в Г А , 
Ф р о л о в Т. д. , Программирование и алгоритмические язы
ки, 2 изд. , М . ,  1 979 ; (2] П р  а т т т . , Языки программирова
ния: разработна и реализация, пер. с англ М , 1 979 .  

А.  п. Ершов. 
ПРОГРАММЫ СХЕМА - формальвый конструк

тиввый объект , получающийся из програ:м.:м.ы абстра
гированием от лексич. особенностей использованного 
при ее записи формальпого языка программировавия и 
от смысла элементарных действий и объектов , употреб
ляемых в программе . П . с. изучаются в програ:м.;м,иро· 
вапии теоретическо;м, . А. п. Ершов. 

ПРОГРЕССИЯ - см . Ариф;м,етическая прогрессия , 
Гео;м,етрическая прогрессия . 

ПРО-р-ГРУППА - проконечная группа ,  являюща
яся проективвым пределом конечных р-групп . Напр . ,  
аддитивная группа кольца 71,1' целых р-адических чисел 
является П .-р-г . В теории Галуа П .-р-г .  появляются 
как группы Галуа р-расширевий полей. 

Пусть G есть П .-р-г . Ее с и с т е м о й  о б р а  з у  ю
щ и х  ваз . подмножество EcG, обладающее свойства
ми: 1) G совпадает с минимальвой замкнутой подгруп
пой группы G, содержащей Е, 2) в любой окрестности 
единицы группы G содержатся почти все (т . е. все ,  
кроме конечного числа) элементы ив  Е . 

Пусть I - множество индексов и F 1 - абстрактпая 
свободпая группа с системой образующих {ai l i E I } . 
П роектинвый предел F (/) системы групп F 11 N , где 
N - такие нормальвые делители группы F 1, что ив
деке подгруппы N в F 1 является степевью числа р ,  
а почти все элементы ai ,  i E I, лежат в N ,  является 
П . -р-г . ,  к-рая ваз . с в о б о д в о й  П .-р-г . с системой 
образующих {ai l i Е I }. Всякая замкнутая подгруппа 
свободвой П . -р-г . сама является свободвой П. -р-г . Вся
кая П .-р-г . G есть факторгруппа свободвой П . -р-г . ,  то 
есть существует то!Пiая последовательность гомомор
физмов П . -р-г . 

1 ----+ R ____... F � G ____... 1 , 
где F - подходящая свободпая П . -р-г . (эта последо
вательность ваз . п р  е д с т а в л е в и е м г р у п п ы 
G с п о м о щ ь ю  F) Подмножество EcR ваз . 
с и с т е м о й с о о т н о ш е в и й группы G, если R 
является наименьшим замкнутым нормальным дели
телем в R , содержащим Е, и любой открытый нормаль-

вый делитель в R содержит почти все элементы ив Е . 
Мощности минимального (относительно включения) 
множества образующих и минимальной системы соот
ношений соответствующего представления П . -р-г . G до
пускают когомологич. интерпретацию: первая мощ
ность совпадает с размерностью над 71, /р 71, пространства 
Hl (G)= H1 (G, z /p z ) , а вторая - с размерностью над 
71, /p '!l,  пространства H2 (G) = H2 (G, 71, /p '!l, ) . Здесь 71, /p '!l, 
рассматривается как дискретный G-модуль с триви
альным действием . Если G - конечная р-группа , то 

4 dim Н2 (G) ;;;:.: (dim Hl (G) - 1 ) 2 ; 
из этого результата выводится отрицательвое решение 
классич. проблемы башпи подей классов [ 4] . 

Лит. :  [1 ]  С е р  р Ж. - П. , Ногомологии Галуа, пер. с франц. ,  М. , 1 968 , [2] Н о х Х. , Теория Галуа р-расmирений, 
пер. с нем. , М . ,  1 97 3 ;  [3] Алгебраическая теории чисел, пер. 
с англ. , М . , 1 969 , [4] Г о л о д Е. С . , Ш а  ф а р  е в и ч И Р . ,  
«Изв. АН СССР. Сер . матем.» ,  1 9 6 4 ,  т .  28 , No 2 ,  с .  26 1 -72 .  

В.  Л.  Попов. 
ПРОДОЛЖАЕМОСТЬ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕН

ЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИ й - свойство решений 
обыкновенных дифференциальных уравнений быть про
долженными па больший интервал везанисимого пере
менвого. Пусть 

X = (j) ( t ) , t E I,  
- решение системы 

( t )  

; = /  ( t , х ) , x E IR.n .  (2) 
Решение x='ljJ (t) , t E J, системы (2) ваз . п р  о д о л
ж е в и е м р е  ш е в и я ( 1 ) ,  если J=:;I и ф (t)=(j) (t) , 
t E I  

Пусть функция 
/ ( t , x) = (fl ( t , х1 , . . , Х п) , • • •  , fп ( t , х1 , . . .  , Хп) \  

определена в области GciR.7,+� и t0 E I. Решение ( 1 )  
ваз .  в е о г р а в и ч е в в о п р о д о л ж а е м ы м 
(н е о г р а н и ч е н в о п р о д о л ж а е м ы м в п е
р е д (в п р а в о) , в е о г р а в и ч е н в о п р о д  о л
ж а е м ы  м в а з а  д (в л е в о)) , если существует его 
продоJiжевие , определенвое па оси - оо < t < оо ( соот
ветствевво на полуоси t0<:t < oo , па полуоси - оо <t..o;;;; 
<:t0) . Решение ( 1 ) ваз .  п р о д о л ж а е м ы м в п е
р е д (в п р а в о) д о г р а н и ц ы Г области G, 
если существует его продолжение x='ljJ ( t) , t0<: t<:t+  < 
< оо ,  обладающее свойством: для любого комиакта 
FcG найдется значение t= tp, t0 <tp<t + , такое ,  что 
точка ( tp, 'Ф ( tp)) не содержится в F. Авалогично опре
деляется п р о д о л ж а е м о с т ь в а з а д (в л е
в о) д о г р а в и ц ы Г . Решение , к-рое нельзя 
продолжить ,  ваз .  н е п р о д о л ж а е м ы м .  

Если функция f ( t , х) непрерывна в области G, то 
всякое решение ( t ) системы (2) может быть продолжено 
вперед (назад) либо веогравичевво , либо до границы 
Г . Другими словами , всякое решение системы (2) 
может быть продолжено до непродолжаемого решения . 
Если частвые производвые 

д/ilдxj ,  i, j = f ,  . . .  , n , (3) 
непрерывны в области G, то такое продолжение единст
венно . 

Интервал J ваз . м а к с и м а л ь в ы м и в т е р
в а л о м с у щ е с т в о в а в и я решения системы 
(2) , если его нельзя продолжить па больший интервал . 
Для любого решения линейной системы 

. ,., п t Xj = "'-�i = l aij ( t ) xj + /i ( t ) , ",;;;;; i.;;;;; n , 

с непрерывными па интервале J коэффициентами au (t) 
и правыми частями /i ( t ) , 1 <: i , i <:n ,  максимальвый 
интервал существования решения совпадает с J . Для 
решений в:елинейных систем максимальвый интервал 
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существования может быть разным для разных реше
ний, и его отыскание - трудная задача . Напр . ,  для 
решения задачи Коши 

имеет место 

при x0 <D, 

при x0 >D ,  

при х0= 0. 

х = х2, х (t o) = хо 

J = (t0 + xo 1 ,  оо ) 
J = (- oo ,  t 0 + xo1) 

J = (- oo , оо) 

Достаточные условия , при к-рых можно указать 
максимальный интервал существования решения , дает , 
напр . ,  т е о р е м  а У и н т н е р а: пусть функция 
f (t ,  х) непрерывна при t E J= ( t0 , t0+a] , x E IRn и в зтой 
области выполняется оценка 

1 f ( t ,  х ) 1 <;, L ( J x ) ) ,  
где L (r) - непрерывная при r�O функция, L (r) >О и 

� + оо  dr/L ( r) = + oo ;  

тогда максимальный интервал существования любого 
решения системы (2) совпадает с J . 

Эта теорема справедлива и в том случае , когда J= 
= [ to , оо ) . Большой интерес представляют достаточные 
условия неограниченной продолжаемости решений . 
Напр . ,  если функция f (t, х) и ее частные 11роизводные 
(3) непрерывны при t6 .oE;; t < oo ,  x E Rn и при зтих зна
чениях t , х выполняются оценки 

J дfifдxj ) <;, c ( t ) < оо , i, j = 1 , . . .  , n ,  

то решение системы (2) такое , что х ( t 0) = x0 ,  существует 
при t0 .oE;; t < oo  для любого х0 Е IRn . 

Пусть рассматривается задача 1"\оши 

x = f (x ) , x ( t0) = Xo (4) 

для автопо.мпой систе.мы , причем функция f (x) непре
рывно дифференцируема в области G=IR�. Если при 
возрастании t фазовая траектория решения х= !р ( t) 
задачи (4) остается в .компактном подмножестве Fr::::. G, 
то это решение можно продолжить на полуось t0 .oE;;t < оо . 

Лит. :  [ 1 ]  П о  н т р я г и н л. С . ,  Обыкновенные дифферен
циальные уравнения, 3 изд. , м . ,  1 97 0 ;  [2] А р  н о л ь  д в . И. , 
Обыкновенные дифференциальные уравнения , М. , 1 97 1 ; [3] 
Н е м ы ц к и й В. в . , С т е п а  н о в в. В. , Начественпая тео
рия дифференциальных уравнений, 2 изд. , М . - Л . ,  1 949 ;  [4] 
Н о д д и н г т о н Э .  А . ,  Л е в и н с о н Н. , теория обыкно
венных дифференциальных уравнений, пер. с англ. , М. , 1 958 ;  
[ 5 ]  Х а р т м а н Ф. , Обыкновенные дифференциальные урав
нения, пер . с англ. , М . , 1 970 ;  [6) Ч е з а р и  Л . ,  Асимптотиче
ское поведение и устойчивость решений о быкновенных диффе
ренциальных уравнений, пер . с англ . ,  М . ,  1 964; [7 ]  W i n t n е r 
А . ,  «Amer. J. Math .», 1 9 4 5 ,  v. 6 7 ,  р . 277-8'<.  

М. В .  Федор'Ю'It. 
ПРОДОЛЖЕНИИ И ОХВАТОВ МЕТОД - метод ис

следования различных дифференциально-геометрич. 
структур на гладких Многообразиях и их подмногооб
разиях. В основе П .  и о. м. лежат дифференциально
алгебраич . критерии операций, позволяющих в инва
риащ:ной (безкоординатной) форме присоединять к 
данной структуре внутренне связанные с ней струк
туры, в том числе и их дифференциальные инварианты. 
Исторически П .  и о .  м. возник вслед за методом по
движного репера как инвариантный метод исследова
ния подмногообразий однородных пространств или дро
странств со связностью. Впоследствии П .  и о. м. был 
распространен на геометрию произвольных расслоен
ных пространств . В отличие от главной цели метода 
подвижного репера - построения канонич. поля репе
ров и дифференциальных инвариантов изучаемой струк
туры путем последовательного сужения соответствую
щих главных расслоенных пространств, П . и о. м .  

ставит целью построение инвариантов и иввариантно 
присоединяемых структур без сужения главных рас
слоений реперов . В необходимых случаях П. и о. м. 
включает и процесс канонизации репера.  

Пусть G - группа Ли и К (G) - класс всех G-про
стравств с левосторонним действием группы Ли G на вих 
как группы преобразований .  G-o х в а т  о м наз. такое 
гладкое сюръективное отображение 

f : X ---+ У; Х , У Е К (G) , 
что для любого g Е G коммутативна диаграмма 

х --'--.. у 
lg ! f ! �� ' 

Х -.. У 

где lg и l� - преобразовавия G-пространств Х и У со
ответственно , определяемые злементом g. В зтом слу
чае говорят, что пространство У с помощью f о х в а
ч е н о п р о с т р а в с т в о м Х или п р о с т р а н
с т в о Х является n р о д о л ж е н и е м п р о
с т р а н с  т в а У. Класс К (G) становится категорией 
с морфизмами - G-охватами . 

Примеры G-охватов . 
1 ) Пусть Т (р , q) Е К (GL (n ,  R) )  - пространство тек

воров типа (р, q) , р � 1 , q�1 . Охватом является отобра
жение свертки 

т (р, q) ---+ т (р - 1 , q - 1 ) .  

Полная свертка тензоров пространства Т (р , р )  
Т (р , р) : Т (р , р ) ---+ R 

является примером охвата инварианта. 
2) Если Х, Y E K (G) , то Х Х У  с помощью prx и pry 

охватывает Х и У соответственно . Иными словами, 
Х Х У является продолжением нак Х ,  так и У.  

Понятие охвата естественным образом распростра
няется на классы расслоенных пространств , присоеди
ненных к главным расслоениям. Пусть :rt : Р (М ,  Н) -+ -+М - главное расслоевкое пространство со структур
ной группой Н, действующей на Р правым образом, и 
F Е К (Н) - любое левое Н-пространство . Объектами 
класса К (Р) присоединенных к Р расслоенных про
странств являются пространства типа 

F (P) = P X FJН, 

где факторизация подразумевается по следующему 
правому действию группы Н на P X F: 

( 6 , Y) h = (6h , h - 1 Y) ;  (6 .  Y) E P X F ,  h E il.  
Пространство F (Р )  Е К (Р )  является расслоенным над 
базой М пространством с типовым слоем F .  Элемент 
y E F (P) , определяемый парой (6 , Y) E P X F, записы
вают в виде у = �У. Если F, Ф Е К (Н) и f : F -+ Ф 
отображение Н-охвата , то в силу конструкций F (Р) и 
Ф(Р) f индуцирует послойное сюръективное отображение f : F (Р) -+ Ф (Р) ,  называемое Р-о х в а т о м. Р-ох
ват f определяется по занону: 

т ( 6У) = 61 (У) , 6 Е Р , у E F. 
Таким образом , класс К (Р) присоединенных к Р рас
слоенных пространств является категорией с морфиз-
мами типа Р-охватов f. Соответствие Ff-+F (Р) , /f-+f 
является биективным функтором категории К (Н) на 
категорию К (Р) . Следовательно, достаточно изучать 
операции охвата в категориях Н-пространства .  

Если s : М -+ F (Р) - сечение расслоенного прост
ранства F (Р) (п о л е г е о м е т р и ч е с к о г о 
о б ъ е к т а типа F) , то Р-охват Т :  F (Р) -+ Ф (Р) 
nрисоединяет к сечению s сечение ;= Т (J s охваченного 



659 ПРОДОЛЖЕНИЯ ПО ПАРАМЕТРУ МЕТОД 660 
расслоения Ф (Р ) ;  иными словами , поле rеометрич.  
объекта s (х) , х Е М ,  охватывает поле rеометрич.  объек
та 1 О s (х) . Если s (х) - структурный объект пек-рой 
С-структуры,  то изучение С-структуры и ее инвариан
тов сводится во мноrом к отысканию охватываемых rео
метрич . объектов . В процессе отыскания охватываемых 
rеометрич . объентов важную роль иrрают дифференци
альные критерии охватов,  формулируемые в терминах 
структурных дифференциальных форм расслоенных 
простравств и составляющие основу П .  и о. м .  

Лит. :  [ 1 ]  Л а n т е в Г. Ф. , «Тр . Мосн. матем. об-ва», 1 95 3 ,  
т. 2 ,  с . 275- 382 ; [2] е г о ж е, в ин. : Тр . Третьего Всесоюзного 
матем. съезда . Моснва ,  1 956 ,  т .  3, М . ,  1 958 ,  с. 409- 1 8 .  

Л. Е . Евтуших. 
ПРОДОЛЖЕНИЯ ПО ПАРАМЕТРУ МЕТОД -

включение данвой задачи в однопараметрическое (0 <: 
<:а: <: 1 )  семейство задач, связывающее данную задачу 
(а:= 1 ) с известной разрешимой задачей (а:= О) , и изу
чение зависимос:rи решений от параметра а: . Метод 
широко используется в теории дифференциальных урав
нений. 

Пусть ,  вапр . ,  требуется доказать разрешимость в 
классе Гёльдера задачи Дирихле 

Lи = f , } 
u /дv = <p 

( 1 ) 
в оrраниченной N-мервой области D E A <n, �) для ли
нейвоrо эллиптич.  оператора 2-ro порядка 

� N  д'и � N ди 
Lи = � ·  . _  а;1 (х ) дх . дх . + � · - Ь; (х ) дх · + с (х ) и ,  1 , / - 1 l J 1 - 1  l 

с (х ) о;;;;; о, au. Ь; , c E c<n - 2• �) {D ) ,  D = D + дD ,  
n � 2 , 1-t > О . 

Вводится семейство эллиптич. операторов 
Lаи = а:Lи +  ( 1 - а:) t1 u ,  О о;;;;; а: о;;;;; 1 , 

и рассматривается для неrо задача Дирихле 
La;и = f  в D, } 
u /дv = ep . 

(2)  
Пусть � - множество тех а: Е [О , 1 ] ,  для к-рых задача 
(2) однозначно разрешима в классе с<п . �) (15) при любых 
1 и ер , / Е  c<n- 2 , �) {15) ,  ер Е сrп. щ (дD ) . Множество � 
не пусто ,  поскольку при а:= О (т . е .  для оператора Ла
пласа) задача (2) однозначно разрешима в классе 
c<n, �) (D) , как ::�то следует из теории потенциала .  Мно
жество � одновременно открыто и замкнуто па [0, 1 ]  
и ,  следовательно , совпадает с [ 0 ,  1 ] . Таким образом, 
а:= 1  принадлежит � и задача ( 1 ) разрешима . 

П .  по п .  м . (в варианте авалитич .  продолжения по 
параметру) был предложен и развит в ряде работ 
С. Н .  Бернштейна (см .  [ 1 ) ,  [ 2] ) .  В дальнейшем этот метод 
нашел широкое применевне в различных вопросах 
теории линейных и веливейвых дифференциальных 
уравнений ,  причем идея авалитич. продолжения по 
параметру была дополнена более общими функциональ
ными и тополоrич . принцилами (см . [ 3] ) .  

Лит. :  [ 1 ]  Б е 12 н ш т е й  н С Н , «Math. Ann . » ,  1 904  
Bd 59 ,  s .  20-7 6 ;  [2J е г о ж е , Собр. соч. , т. 3, М. , 1 960 ; [3! 
Л е р  з Ж . ,  Ш а  у д е р Ю . ,  <•Успехи матем. наун»,  1 946 ,  в .  
3 { 4 ,  с. 7 1 -9 5 .  И. А .  ШиШJН.арев. 

ПРОДОЛЖЕНИЯ ПО ПАРАМЕТРУ МЕТОД -
метод приближеввоrо решения веливейвых функцио
нальных уравнений. П .  по п. м. состоит в том, что ре
шаемое уравнение Р (х) = О  обобщается к виду F (х , t )= O 
путем введения параметра t, припимающеrо задан
ные значения на конечном интервале t0 <: t <: t* ,  так,  
что первовачальное уравнение получается при 
t= t* : F (х , t* )=P (х) , а уравнение F (х ,  t0) = 0  леrко 
решается или известно ero решение х0 (см . [ 1 ]  - [3 ] ) . 

Обобщенвое уравнение F (х ,  t )= О последовательно 
решается при отдельных значениях t : tu , t1 , • • •  , tk= t* . 
Уравнение при t= t; + 1 решается каким-либо итераци
онвым методом (методом Н ьютона ,  простой итерации:, 
итерациоввым методом вариации параметра [4 ]  и др . ) ,  
начиная с полученвоrо решения х; уравнения F (х ,  t) =O 
при t= t; . Применеине на наждом шаrе по i, вапр . n 
итераций метода Н ьютона ,  приводит к следующей фор
муле: 

(v+ 1 ) ( v) [ L' ' ( (v) )] 1 F( (v) ) Х i+ 1 = X i + I - г Х X j + l • t ; -1 1 - Xi + l • t i + 1  , 

i - О 1 2 k 1 · - О  1 ' '  1 · ( �) (п) - , ,  7 а  • •  , - , V - ,  , � , . . .  , n - , X t + l =Xi ·  
Если разность t1· + 1-t; достаточно мала , то значение 

х; может оказаться достаточно хорошим начальным 
приближением, обеспечивающим сходимость , для полу
чения решения xi + l  при t= t; + I (см . [ 1 ) ,  [ 3] , [ 5 ] ) . 

На ирактике часто исходная задача естественным об
разом зависит от нек-роrо параметра , к-рый может 
быть выбран в качестве параметра t .  

П.  по п .  м .  применяется как для решения систем 
неливейвых алrебраич . и трансцендентных уравнений 
(см . ( 1 ] ,  [ 2 ) ) ,  так и для более общих пелинейвых функ
циональных уравнений в банаховых простравствах 
(см . [ 5 ]  - ( 7] ) .  

П .  по п .  м .  ивоrда ваз . также прямой метод вариа
ции параметра (см . [2 ] , [ 6] ) ,  а также комбинированвый 
метод прямоrо и итерационноrо методов вариации пара
метра . В ::�тих методах построение уешеиии обобщевпо
rо уравнения сводится путем дифференцирования по 
параметру к решению дифференциальной задачи с на
чальными условиями (задачи Коши) методами числеп
ноrо ивтеrрирования обыкновенных дифференциаль
ных уравнений . Применяя простейший метод Эйлера 
в прямом методе вариации параметра к задаче Коши 

: = - [F� (x, t ) ] - 1 F i (x , t ) ,  x ( t 0 ) = .xo , 

приближенные значения х ( t; ) = x ; , i= 1 ,  2 , k, ре
шения х (t) уравнения Р (х , t) = O  можно определить 
следующими равенствами: 

x; + I = х; - ( t; + 1 - t ; )  [ F� (х; , t / ) ] - 1 F t (х 1 , t ; ) ,  
i = O , 1 , 2 , . . . , k - 1 . 

Элемент xk будет искомым приближенным решением 
исходноrо уравнения Р (х) = О .  Уточнение всех или 
нек-рых значений х 1 + 1 можно проводить итерационвыи 
методом вариации параметра [ 4 ] (или методом Ньюто
на ) . Обобщенное уравнение при ::�том рассматривается 
обычно в виде 

F (х , t ; + I ) = (1 - Л) F (x < o l ,  t 1 + 1 ) , x l o l = X ; + I 
на конечном промежутке О <:Л <: 1  или, заменяя здесь 
1 -Л на е-1:, на бесконечном промежутие О <:т <: оо . 

Метод вариации параметра применев к широкому 
классу задач нак для построения решений,  так и для 
доказательства их существования (см . ,  напр . ,  ( 3] , [4 ] ,  
[6] , [ 7] ) .  

Лит . :  [ 1 ]  L а h а у е Е . ,  << Aca d .  R o y .  Belg.  B u l l . ,  C l .  ScL 
Ser. 5», 1 9 48 ,  t. 3 4 ,  р .  809-27 ; [2) д а в и ц е н н о д. Ф. ,  
«Унр. матем . ж.» ,  1 9 53 ,  т .  5 ,  No 2, с. 1 96 - 206 ; [3) О р т е г а  
Д ж . ,  Р е й  н б о л д т В . ,  :Итера ционные методы решешш не· 
линейных систем уравнений со многими неизвестными , пер. 
с англ . ,  М . ,  1 97 5 ;  [4] д а в и д е н н о д. Ф . ,  << Ж .  вычисл. 
матем. и матем. фиЗ . >> ,  1 97 5 ,  т .  1 5 ,  М 1 ,  с .  30-47 ;  [ 5 ]  Д е м е н
т ь е в а А. М . , <<Доил . АН СССР», 1 9 7 1 ,  т .  201 , М 4, с.  774-
7 77 ;  [6) Д а в и д е н н о Д .  Ф. ,  « Унр.  матем. ж . >> , 1 9 5 5 ,  т.  7 ,  
М 1 , с .  1 8-28 ; [7 1  Ш и д л о в с н а я Н. А . ,  «Уч. зап. ЛГУ•, 
1 958 ,  М 27 1 ,  в. 3 3 ,  с. 3- 1 7 .  Д .  Ф .  Давидеппо. 

ПРОДОЛЖЕНИЯ ТЕОРЕМЫ - теоремы о продол
жении функции с нек-роrо множества на более широкое 
таким образом, что продолженная функция обладает 
определенными свойствами . l{ П .  т .  относятся прежде 
всеrо аадачи об аналитическом продолжении функций. 



66 1 ПРОДОЛ Ж Е Н И Я  662 
Примером теоремы существования непрерывного про

должения непрерывной функции является т е о р е м а 
Б р а у э р  а - У р ы с о в а :  если Е - замкнутое под
множество нормального пространства Х и f : Е - IR -
непрерывная действительная ограниченная функ
ция , то существует такая непрерывная ограниченная 
функция F :  Х - IR ,  что F= j на Е . R числу П .  т .  
относится Хана - Ванаха теорема о продолжении ли
нейных фувкциовалов в векторных простраиствах . 

В евнлидовом пространстве П .  т .  в осиовном сnязавы 
с решением следующих двух задач: 1 ) продолжение 
функций с областей, лежащих в пространстве , на все 
пространство; 2) продолжение функций с границы 
области на саму область . В обоих случаях требуется , 
чтобы продолженная функция обладала определен
ными свойствами гладности, т. е. принадлежала опре
деленному функциональному нлассу, зависящему от 
свойств продолжаемой функции . 

Задача о продолжении функции с сохранением непре
рывности частных производиых с области с достаточно 
гладкой границей на все пространство была решена 
М. Хеетексом [ 3] и Х . Уитни [ 4] . Если на (п -1 ) -мер
ной границе дG области G, лежащей в п-мервом прост
ранстве IR.n , заданы функции 'P k : дG - IR ,  k= O,  1 ,  
. . .  , т ,  то задача построения такой функции и :  G - IR ,  
что для нее 

дlrи "'дni" = <p!J, k = O , 1 ,  . . .  , т , и Е С .. (G) , (ot< )  
где n - нормаль к дG, в случае, ногда гладкость функ
ций <р k и границы дG описывается в терминах непрерыв
ности и принадлежности rгльдерову пространству 
(при наличии , быть может , век-рых особенностей) , рас
сматривалась Э. Леви [5 ] ,  Ж .  Жиро [6 ]  - [ 7 ]  и М .  Жевре 
[8] .  И зучался также порядок роста частных производ
ных порядка k >т при стремлении аргумента к границе 
дG области G. 

Систематически обе указаиные задачи о продолжении 
функций в разных метриках Lp, 1 <Р <+ оо ,  для разных 
измерений и в различных функциональных простраист
вах из�чались С .  М. Никольским и его учениками (см. 
[ 9] ,  [ 1 0] ) .  В терминах ряда функциональных пространсто 
установлены наилучшие характеристики дифферен
циальных свойств функций, к-рые можно получить при 
продолжении функции , обладающей заданными диффе
ревциальио-разностиыми свойствами (см . Вложения 
теоремы) . Для задачи (ot<) было найдено nродолжение, 
наилучшее с точки зрения роста производных порядка 
k>т ПJ!И подходе к граничному многообразию (см. 
[ 1 1 ] , [ 1 21 ) .  

Ч асто методы продолжения функций и систем функ
ций (>�с) с границы области на всю область основаны на 
интегральных Представлениях функций.  Подобные ме
тоды продолжения функций обычно являются линей
ными . Существуют и другие методы продолжения функ
ций , вапр . ,  основанные на разложении функций в ряды 
с последующим продолжением каждого члена ряда .  
Этот метод, вообще говоря , не  линейный . Имеются 
случаи , когда заведомо не существует линейного метода 
продолжения [ 1 3] . 

Лит. : ( 1 ]  Х а  у с д о р ф Ф . , Теория множеств, цер . с нем. ,  
М . - Л. , 1 9 3 7 ;  (2] Н о л м о г о р о в  А .  Н . , Ф о м и н С .  В . ,  
Элементы теории функций и функционального анализа , 5 изд . ,  
М. , 1 98 1 ; ( 3 ]  Н е s t е n е s М .  R . , Extension o t  the range of 
differentiaЫe tunction, «Duke Math.  J .» ,  1 9 4 1.1 v. 8, р .  1 83 - 9 2 ;  
[4]  W h 1 t n е у Н. , «Trans. Amer. Math. ;:;ос. >> ,  1 9 3 4 ,  v.  3 6 ,  
р .  6 3 - 8 9 ;  1 9 3 6 ,  v .  4 0 ,  р .  3 0 9 - 1 7 ;  ( 5 ]  J. е v i Е .  Е . ,  ••Mem. Soc. 
It. dei XL>> , 1 90 9 ,  v. 1 6 , р. 3 - 1 1 2 ;  [6)  G i r а и d G. , <•Ann. Йс. 
norm .  sup . » ,  1 92 9 ,  t. 4 6 ,  р .  1 3 1 -2 4 5 ;  ( 7 ]  е г о ж е , там же, 
1 9 32 ,  t. 49, р. 1 - 1 0 4 ,  2 4 5 - 3 0 8 ;  (8] G е v r е у М . ,  «Ann.  :те. 
norm. sup . >> , 1 9 35 ,  t. 52 ,  р. 39-1 0 8 ;  [9] Н и к о л ь с к и й 
С. М . ,  Приближение функций многих персменных и теоремы 
вложения ,  2 изд. , М . ,  1 97 7 ;  [1 0] Б е с о в О. В . ,  И л ь  и н 
В. П . , Н и к о л ь с к и й С. М. ,  Интегральные представле
ния функций и теоремы вложения, м . ,  1 9 7 5 ;  [ 1 1 ]  Н у д р  я в
ц е в Л. д., «Тр. Матем. ин-та АН СС СР», 1 9 5 9 ,  т. 5 5 ;  [ 1 2] 

У с п  с н с н и й С. В . , <•Сиб .  матем. >К . » ,  1 9 6 6 ,  т. 7 ,  .М 1 ,  
с. 1 92-99 ;  Nv 2 с. 409- 1 8 ;  [ 1 3] Б у р  с н к о в В. И. , 
Г о л ь  д м а н М. Jl . ,  <•Тр. Матем. ин-та АН СССР», 1 97 9 , 
т. 1 50 ,  с. 3 1- 5 1 .  Л .  Д .  Rудрмцев. 

ПРОДОЛЖЕНИЯ ТЕОРЕМЫ в а и а л и т и ч е
с к о й г е о м е т р и и - утверждения о продолже
нии функций,  сечений аналитич . пучков , авалитич . 
пучков , аналитич . подмножеств , голоморфвых и меро
морфиых отображений с дополнения Х"А в аналитич . 
пространстве Х н подмножеству А (как правило , тоже 
аналитическому) на все пространство Х .  Rлассич . ре
зультатами о nродолжении функций являются две тео
ремы Римаиа . 

П е р  в а я т е о р е м а Р и м  а н а утверждает, 
что всякая аналитич . функция на Х"А , где Х - нор
мальное комплексвое пространство, а А его авалитич . 
подмножество норазмериости :;;:.:2 ,  продолжается до 
аиалитич . функции на всем Х .  В т о р а я  т е о р е м  а 
Р и м а в а утверждает, что всякая аналитич . функция 
f на Х"А , где А нигде не nлотное аналитич . подмноже
ство нормального комплексного пространства Х , лональ
но ограниченная на Х ,  nродолжается до аналитич. функ
ции на всем Х .  Существуют обобщения этих теорем на 
произвольвые комплексвые пространства Х , а также 
на сечения когерентных аиалитич . пучков (см . Локаль
ные когомологии) .  

Важнейшими результатами о продолжениях анали
тических подмножеств являются теорема Реммертв -
Штейна - Шифмана и теорема Бишопа . Т е о р е м  а 
Р е м м е р т а - lli т е й в а - Ш и ф м а в а утвер
ждает, что всякое чисто р-мериое комплексное аналитич . 
подмножество в Х "А , где Х - комплексное аиалитич . 
многообразие , а А его замкнутое подмножество , имею
щее нулевую (2р - 1 ) -мерную меру Хаусдорфа , про
должается до чисто р-мерного комплексного аиалитич . 
подмножества во всем Х . Т е о р е м а Б и ш о п а 
утверждает , что всякое чисто р-мерное комплексное ана
литич. подмножество V в Х"А , где Х - комплексвое 
аналитич .  многообразие, а А - его комплексвое анали
тич.  подмножество, продолжается до чисто р-мервого 
компленено аиалитич . подмножества V во всем Х ,  
если V имеет локально конечный объем в век-рой окрест
ности U множества А в Х .  

Имеются критерии продолжаемости аиалитич . отоб
ражений, обобщающие классич. Пикара теорему . Напр . , 
всякое аиалитич. отображение Х'-.._А-У, где Х -комп
лексное многообразие, А - его аналитическое нигде не 
nлотное nодмножество, а У - гиперболическое ком
nактное комплексное многообразие, можно nродол
жить до аиалитич. отображения х-У. Всякое не всюду 
вырожденвое аналитич.  отображение Х'-.._А-У, где 
Х - комплексное многообразие, А - его аналитич. nод
множество , У - компактное комплексвое многообразие 
с отрицательвьtм первым классом Чжэвя , можно про
должить ДО мероморфВОГО отображеНИЯ Х-У. 

Лит. : [ 1 )  Г р и ф ф и т с Ф. ,  Н и н г д ж. , теория Неван
линны и голоморфвые отобрашения алгебраических многооб
разий, пер . с англ . ,  М . ,  1 97 6 ;  (2]  Н о б а я с и Ш. , <•Матема
тика», 1 9 7 3 ,  т. 1 7 ,  в. 1 ,  с. 47 - 9 6 ; [ 3 ]  Х а  р в и  Р . ,  Голоморф
ные цепи и их границы, пер . с англ . , М. ,  1 9 7 9 .  

Д.  А .  Покомарев. 
ПРОДУ КТИВНОЕ МНОЖЕСТВО - множество на

туральных чисел А ,  для к-роrо существует такая час
тично рекурсивная функция <р , что <р (х) Е А - W х для 
всякого рекурсивно персчислимого множества W х с 
геделевым номером х, содержащегося в А .  И звестно , 
что для всякого П .  м .  А существует такая общерекур
сивная фу11кция "ljJ, что уже для каждого х в зависимости 
от взаимного расположения множеств А и W х имеет 
место либо 'lj1 (x) E A - Wx ,  либо "1\J (x} E Wx -A . Таким 
образом , П. м. <<эффективно» отличается от любого ре
курсивно персчислимого множества .  С другой стороны , 
всякое П .  м .  содержит бесконечное рекурсивно пере
числимое подмножество, в силу чего П .  м. противопо-
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ставляются и.м.мунпы.м .мпожествам , хотя иммунны
ми и продуктивными множествами не исчерпывается со
вокупность множеств, не являющихся рекурсивно пе
речислимыми. Продуктивными оказываются многие 
множества, играющие важную роль в рекурсивной тео
рии множеств (напр . ,  множество всех гёделевых номеров 
общерекурсивных функций в пек-рой гёделевой нуме
рации всех частично рекурсивных функций) и в ее при
ложениях (в частности , множества всех номеров истин
ных и ложных формул элементарной арифметики при 
естественпой пумерации всех ее формул ) .  Рекурсивно 
перечислимые множества , дополнение к-рых (до нату
рального ряда) является продуктивным, наз к р е
а т и в н ы м и;  они образуют важный класс рекурсив
по перечислимых множеств . 

Лит [ 1 ]  р о д  ж е р  с Х . ,  Теория ренурсивных фуннций 
и эффентивная вычислимость , пер . с англ. , М . ,  t 97 2 .  

В .  А .  Душспий. 
ПРОЕКТИВНАЯ АЛГЕБРА в у з  к о м с м ы с л е -

алгебра точек па проективной прямой; проекти:вно
инвариантпые конструкции дпя определения сложения 
и умножения точек проективной прямой l, расположен
ной в век-рой проективпой плоскости n, для к-рой вы
полняется Деаарга пред.п.ожение .  Эти конструкции за

р 
висят от выбора на 
l трех различных 
точек О , Е, и. 

К о и с т р у к
ц и я I определяет 
для любых двух 
точен А И: В ,  ОТЛИЧ·  
пых от и, третью 

�--+-------�::---===-� точку А +  В , также 
о и отличную от и и 

Рис. 1 .  называемую с у м
м о й  т о ч е к А  

и В .  Для этого в плоскости n проводятся три прямые а , 
Ь и и, отличные от l , не проходящие через одну точку и 
проходящие соответственно через точки А , В и и .  
Пусть Р - точка пересечения прямых и и а , Q - точка 
пересечения прямых и и Ь, R - точка пересечения пря
мых OQ и а, S - точка пересечения прямых Ь и и R .  
Тогда прямая P S  пересекает прямую l в определенной 
точке Т= А +В (общий случай - на рис . 1 ) .  Оказывает
ся, так построенпая точка зависит лишь от А , В , О, и 
и не зависит от выбора прямых и точки Е . 

К о и с т р у .к ц и я 1 1  определяет для любых двух 
точек А и В , отличных от и, третью точку А . в , также 
отличную от и, называемую п р  о и з  в е д е и и е м 
т о ч е к А и В .  Для этого в плоскости проводятся три 
прямые а, Ь, и, проходящие соответственно через точки 
А , В и и, отличные от l и не проходящие через одну точ
ку. Пусть Р - точка пересечения прямых и и а, Q -
точка пересечения прямых и и Ь, R - точка пересечения 
прямых EQ и а, S - точка пересечения прямых OR 

и Ь .  Тогда прямая 
Р S пересекает пря
мую l в определен
пой точке Т=А ·В 
(общий случай -
на рис. 2) . Оказы
вается , так постро · 
енная точка зави
сит лишь от А , В ,  
О , Е ,  и, но не за
висит от выбора о=""':::::..�;......+--------!!;-.....:�-� прямых а, Ь и и .  

Относит е л ь н о 
Рис . 2 .  этих операций сло -

жения и умноже
ния точки прямой l (отличные от и) образуют тело К (0 , 
Е , и) . Поменяв ролями А и В в конструкции 1 1 , полу
чают ипверсно изоморфное тело К * (О ,  Е , и) . Е сли О ' ,  

Е' , и '  - любая другая упорядоченная тройка точек на 
прямой l из той же плоскости л, то соответствующее теJю 
К ' (О' , Е ' ,  и ' )  изоморфно К (О ,  Е , и) вследствие того, 
что между прямыми l и l '  существует проективное соот
ветствие; поэтому любое тело К, изоморфное им, паз .  
просто телом данной проективной плоскости (или даже 
данпой проективной геометрии) ; говорят также, что 
имеет место п р о е к т и в и а я г е о м е т р и я н а д 
т е л о м К .  В общих случаях конструкций 1 и l i  фигу
рируют четыре лежащие в одной плоскости точки Р, Q ,  
R ,  S ,  никакие три и з  к-рых н е  коллинеарпы; они обра
зуют т .  н .  (полный) ч е т ы  р е х в е р ш и и н и к с 
тремя парами противоположных сторон PQ, R S ;  Р S ,  
QR ; Р R ,  QS . Точки пересечения Z , Х ,  У этих пар проти
воположных сторон называется д и а г о н а л ь
н ы м и т о ч к а  м и, а прямые , соединяющие диаго
нальные точки , - д и а г о н а л я м и. Специальный 
случай ,  не показаивый на рисунке , соответствует той 
ситуации , когда Х ,  У, Z Коллипеарпы (см. Фано по
стулат) . 

Аналогичные построения проводятся и в пучке пря
мых , проходящих через одну точку с использованием 
(полного) ч е т ы  р е  х с т о р о н и и к а - фигуры, 
двойственной четырехвершиннику, и приводят к телу К* , ипверсно изоморфному К. 

Свойства проективпой прямой l как алrебраич .  сис
темы определяются геометрическими (проективпо-ип
вариаптпыми) свойствами проективпой плоскости , в 
к-рой она расположена . Так, напр . ,  коммутативность К 
эквивалентна выполнению Паппа а,.;сиожы; то , что ха
рактеристика К не равна 2 , эквивалентно постулату Фа
но; при отсутствии автоморфизмов у тела К, отличных 
от внутренних , любое проептивпое преобрааовапие есть 
,.;о.п..п.ипеация , и т. д .  

С помощью тела К на прямой , а затем и в проективном 
пространстве, ее содержащем, вводятся прое,.;тивные 
h'оордипаты, описывающие алгебраич . модель проектив
ного пространства ,  так что содержание проективной гео
метрии по существу определяется свойствами того тела К, над к-рым она построена . В широком смысле П .  а .  исследует совокупность под
пространети проективпого пространства , являющуюся 
деде,.;индовой решетr>ой с дополнениями; при этом конеч
номериости пространства не требуется , но накладывают
ся условия полноты , существования однородиого базиса 
и т .  д . ,  благодаря чему устанавливаются разнообразные 
связи с теорией простых и регулярных колец, теорий 
операторных абелевых групп и др . разделами алгебры.  

Лит. :  [ 1 ]  Х о д ж В . ,  П и д о д . ,  Методы алгебраической 
геометрии, пер . с англ. , т. 1 ,  М . ,  1 95 4 ;  [2] А р т и н Э. , Гео
метрическая алгебра , пер . с англ . , М . ,  1 96 9 .  

М. И .  Войцеховспий. 
ПРОЕКТИВНАЯ ГЕОМЕТРИЯ - раздел геометрии, 

изучающий свойства фигур, не мепяющиеся при проеr;,
тивпых преобрааовапиях,  напр при проектировапии . 
Такие свойства паз . п р о е  к т и в и ы м и; к пим отно
сятся , напр . ,  прямолинейное расположение точек 
(к о л л и н е а р н о с т ь) , порядок алгебраич .  кри
вой и т .  д. 

При проектировапии точек одной плоскости П па 
другую плоскость П' не каждая точка П' имеет прооб
раз в П и не каждая точка из П имеет образ в П' . Это 
обстоятельство привело к необходимости дополнения 
евклидона пространства т. н. бес,.;опечпо уда.п.еюtыми 
э.п.ементами (н е с о б с т в е н и ы 11 1  и т о ч к а м и , 
п р я м ы м  и и п л о с к о с т ь ю) и к образован.ию 
нового геометрич . объекта - трехмерного проеr>тивпо
го пространства. При этом каждая прямая дополняется 
одной несобетвенной точкой , каждая плоскость - од
ной несобетвенной прямой , все пространство - одной 
несобетвенной плоскостью. Параллельпые прямые до 
полняются одной и той же песобствеппой точкой, не
параллельпые - разными, параллельпые плоскости 
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дополняются одной и той же весобетвенной прямой, не
параллельные - разными . Несобетвенные точки , кото
рыми дополняется плоскость, принадлежат несобетвен
ной прямой , дополняющей ту же плоскость . Все несоб
етвенные точки и несобетвенные прямые принадлежат 
несобетвенной плоскости . Дополнение евклидона прост
ранства до проективного пространства приводит к тому, 
что проектирование становится взаимно однозначным. 
Аналогичная процедура применима и для п-мерного про
странства. 

Существуют различные способы аксиоматич. построе
ния проективного пространства .  Наиболее распростра
ненным является видоизменение системы аксиом, пред
ложенной в 1 899 Д. Гильбертом (D . Hilbert) для обо
снования элементарной геометрии (см. Гильберта систе
ма апсиом) .  Проективное пространство рассматривается 
как совокупность элементов трех родов: точек, прямых 
и плоскостей, между к-рыми установлено основное для 
П. г .  отношение инцидентности, характеризующееся 
надлежащими аксиомами. Они отличаются от соответст
вующей группы аксиом элементарной геометрии тем, что 
требуют, чтобы каждые две прямые , лежащие в одной 
плоскости , имели общую точку, и на каждой прямой 
имелось , по крайней мере , три различные точки. В кон
кретных случаях для получения более «богатой» П. г .  
эта совокупность аксиом дополняется аксиомами по
рядка и непрерывности (для действительного проектив 
ного пространства) ,  Паппа апсиомой  (для П .  г. над ком
мутативным телом) ,  Фапо постулатом (для П .  г. над те
лом, характеристика к-рого :;i-2) и т. д.  

Замечательным положением П. г .  является двойствен
ности припцип. Говорят, что точка и прямая (точка и 
плоскость, прямая и плоскость) и н ц и д е н т н ы ,  ес
ли точка лежит па прямой (или прямая проходит через 
точку) и т .  д.  Тогда если верно пек-рое предложение .Л 
о точках , прямых и плоскостях проективного прост
ранства,  сформулированное только в терминах ипци
дептности между ними, то будет верно и двойственное 
предложение сtд, к-рое получается из .Л заменой слова 
(<ТОЧКа» На СЛОВО «ПЛОСКОСТЬ» , СЛОВа ((ПЛОСКОСТЬ» па СЛОВО 
«точка» и с сохранением слова «прямая» . 

Важную роль в П .  г. играет Дезарга предложение , 
выполнение к-рого необходимо и достаточно для введе
ния проективными средствами системы проептивпых 
поордипат, составлепных из элементов нек-рого тела К, 
естеств!'ппым образом связанного с точками проектив
пой прямой (см . Проептивпая алгебра) . 

Основы П .  г .  были заложены в 1 7  в .  Ж. Дезаргом 
(G .  Desargues) (в связи с развитием им учения о перс
пективе) и Б .  Паскалем ( В .  Pascal) (в связи с изучением 
им нек-рых свойств конич. сечений) . Большое значение 
для последующего развития П .  г. имели работы Г. Мон
жа (G .  M onge, 2-я пол . 18 - нач . 19 вв. ) .  Как самостоя
тельная дисциплина П. г. была изложена Ж. Поиселе 
( J .  Poncelet, нач . 19 в . ) .  Заслуга Ж. Попселе заключа
лась в выделении проективных свойств фигур в отдель
ный класс и установлении соответствий между метри
ческими и проективными свойствами этих фигур.  К это
му же периоду относятся работы Ж. Брианшока (J . Bri
anchon ) .  Дальнейшее развитие П .  г .  получила в трудах 
Я. Штейнера ( J .  Steiner) и М. Шаля (М . Chasles) . Боль
шую роль в развитии П .  г .  сыграли работы К .  Штаудта 
(Ch . Staudt) , в к-рых были намечены также контуры ак
сиоматич. построения П. г. Все эти геометры стреми
лисЪ доказывать теоремы П .  г .  синтетич. методом, поло
жив в основу изложения проективные свойства Фигур. 
Аналитич . направление в П .  г .  было намечено работами 
А. Мёбиуса (А . Moblus) . Влияние на развитие П. г .  
оказали работы Н .  И.  Лобачевского по созданию неев
клидовой геометрии, позволившие в дальнейшем А. Ка
ли (А .  Cayley) и Ф .  Клейну (F .  Кlein) рассмотреть раз
личные геометрич. системы с точки зрения П. г .  Разви-

тие аналитич . методов обычной П.  г. и построение па 
этой базе комплексной П .  г. (Э .  Штуди, Е .  Study, Э .  Кар
тап, Е .  Cartan) поставили задачу о зависимости тех или 
иных проективных свойств от того тела,  над которым 
построена геометрия. В решении этого вопроса боль
ших успехов добились А. Н .  Колмогоров и Л .  С. Пон
тр.ягин . 

Лит. : [ 1 ] Г л а г о л е в Н. А. , Проентивная геометрия, 
2 изд. , М . - Л . , 1 96 3 ;  [2] Г и л ь б е р т Д. , R о н - Ф G с
с е н с . ,  Наглядная геометрия ,  пер . с нем. , 3 изд. , М. , 1 98 1 ;  
(3] R о н с т е р х .  С .  М . , �ействительная проентивная плос
ность,  пер . с англ. , М. , 1 95 9 ;  [4] Г и л

[
ь б е р  т Д ,  Основания 

геометрии ,  пер . с нем. , М . - л . ,  1 948 ;  5] Х а  р т с х о р  н Р. 
Основы проентивной геометрии, пер. с англ , М. , 1 97 0 ,  [6j 
Е ф и м  о в н. в . , Высшая геометрия ,  6 изд. , М. , 1 978 ;  [7] 
А л е н с а н д р  о в П. С . , Ленции по аналитичесной геомет
рии . . .  , М. , 1 968 ; (8] Е ф и м  о в Н. В . , Р о з  е н д о р н 
э. Р . , линейная алгебра и многомервак геометрия, М. , 1 9 70 ;  
[9 ]  А р  т и н Э. , Геометричесная алrебра, пер . с англ . ,  М. , 
1 9�9 ;  [ 1 0] V е Ь 1 е n 0 . ,  У о u n f J. W.i Pro)ective geometry, 
v. 1 -2 , Boston-N.Y. , 1 9 1 0 - 1 8 ;  1 1 ]  В а s с h k е W. , Pгo
j ektive Geornetrie ,  3 Aufl . ,  Basel , 1 954 .  М. И. Войцеховсхий. 

ПРОЕКТИВНАЯ ГРУППА о т n п е р  е м е н в ы х 
н а д т е л о м К - группа PGLn (К) преобразован:ий 
(п-1 )-мерпого проективпого пространства Pn _ 1  (К) , 
индуцированных невырожденными линейными преоб
разованиями пространства кп. Имеется естественный 
а пиморфизм 

Р :  GLn (К)  ----+ PGLn (К) , 
ядром к-роrо служит группа гомотетий пространства 
кп, изоморфпая мультипликативвой группе Z* центра 
Z тела К.  Элементы группы PGLп(K) ,  паз . п р  о е к
т и в н ы м и п р е о б р а з о в а н и я м и, являются 
коллинеациями пространства Рп - 1 (К) .  Наряду с груп
пой PGLn (К) ,  ваз. также п о  л в о :й. п р о е к т и в
н о й г р у п п о й, рассматривают у н и м о д у л я р
п у ю п р о е к т и в н у ю г р у п п у PSLn (К) и 
вообще группы вида Р (G) ,  где G - пек-рая линейная 
группа .  

При n::;-;;,2 группа PSLn (К) проста , за исключением 
двух случаев, когда п= 2  и I K I = 2 или 3 .  Если К - ко
нечное поле из q элементов, то 

1 PSLn (К) l = ( q - 1 , п ) - 1 qn (n - 1 )/2 (qn - 1 ) X 
X (qn - 1 _ 1 )  • • • (q2 - 1 ) . 

Лит . :  [ 1 ]  Д ь е д о н н е Ж. , Геометрия нлассичесних 
групп, пер . с франц. , М. , 1 974 .  Э .  Б . Вин.берг. 

ПРОЕКТИВНАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕО
МЕТРИЯ - раздел геометрии, изучающий диффереп
циально-геометрические свойства кривых и поверх
ностей, сохраняющихся при проективных преобразова
ниях. Таковы , напр . ,  понятия асимптотич. направле
ния или, более общо, сопряжеппых паправ.лепий, сопри
пасающейся пвадрипи (в частности, квадрики Ли, пучка 
квадрик Дарбу и т. п . ) ,  проективпой пормали и т. д. 
Важную роль в П. д. г. играет двойствеппости прип
цип, так , вапр . ,  поверхность в проективвом простран
стве может рассматриваться и как двухпараметрич. 
семейство точек , и как огибающая двухпараметрич. 
семейства плоскостей. Разработавными разделами 
П .  д. г .  являются (проективвая) теория прямолинейных 
копгруэпций, вопросы проептивпого иагибапия, асим
птотич . преобразовавия (в частности, преобразовавип 
Бэклувда , Биавки, Эйзевхарта , Лапласа и др . ) .  

Первые исследования по  П .  д .  г .  вачались в ков. 1 9  
в . ;  здесь особенно важны работы Г. Дарбу (G .  Darboux) 
по теории поверхностей и конгруэнций. Первой книгой, 
где систематически изложена классич. П .  д. г . ,  явилась 
работа [ 1 ) .  В дальнейшем появились монографии [2] , 
[ 3 ) ,  ( 4] , в к-рых П .  д. г .  предстает уже широко развитой 
геометрич . теорией, связаввой с другими разделами 
геометрии и имеющей широкие приложевия, вапр . в 
теории дифференциальных уравнений (в особенности 
неливейвых ,  что выяснилось в последнее время при «бес
квадратурном>> получении их решений путем авалогов 
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асимптотич . преобразований,  см. , напр . ,  С и н ус ГорDо- ного пространства,  то rcтr. с Р " ,  и з  к-рого удалена пек-
на уравн ен и е) .  _ рая гиперплоскостr, ) ; J •еометрня открытых н. м .  н. наз.  

Г .  Фубинн (G.  l<'нb lп i )  и Э.  Чех (Е . Cecl1 ) дали изло- также Гильберта гео.штр и•ей .  П ространства второго 
жение П. д .  г. в тензорной форме , используя ковариант- типа паз. замкнутыми (они совпадают со всем Р") . 
ное диф фереи цирован ие и положив в основу фунда- Проблема определения ucex П .  м . - вто таi( паз. 
ментальпые формы (см . ,  нанр . ,  Фубини форма) . Так 4-я проблема Гильберта (см .  [ 2] ) , полное ее решение 
была решена задача проективно инвариантного оснаще- дано А. В .  Пш·ореJювым ( 1 974) . 
ния поверхности 3-мерного пространства . Большой С П .  м .  связано , как частный ее случаи,  т. н .  прое,;-
внлад в П. д .  г .  внесен С .  П. Финиковым и его школой, тивное мероопределение - введение в подмножества 
в особенности это касается теории конгруэнций и тео- проективного пространства методами проективноИ гео-
рии пар конгруэнций и их преобразований. Проблема метрии такой метрики, при к-рой эти подмножества 
проективно инвариантного оснащения многообразия в оказываются изоморфными евклидову, гиперболиче-
мпогомерпом проективном пространстве исследовалась скому и эллиптическому пространствам. Так, геометрия 
Г. Ф .  Лаптевым и др.  открытых п .  м .  п . , подлежащее множество к-рых сов-

Эффективным средством изучения П. д. г. многомер- падает со всем аффинным пространством , паз .  г е о-
ных пространств является м е т о д и о р м а л и з а- м е т р и е й М и н к о в с к о г о. Е в I( п и д о в а 
ц и и А .  П .  Нордена [ 6 ] . В этом методе с каждой точкой х г е о м е т р  и я - это одновременно геометрия Гиль-
т-мерной поверхности Х т проективного пространства берта и геометрия Минковского . 
Pn ассоциируется инцидентпая х (п- т)-мерная плос- Г и п е р б о л и ч е с к а я  г е о м е т р  и я - гео· 
кость (н о р м а л ь 1 - г  о р о д а) , порееекающая ка- метрия Гильберта , в к-рой существуют отражения от 
сательную плоскость в единственной точне  х , а в каса- всех прямых . Для этого необходимо и достаточно, чтобы 
тельной т-мерной плоскости выбирается (т- 1 ) -мерная R было внутренностью эллипсоида . 
плоскость (н о р м а п ь 2 - г о р о д а) , не ипци- Э л  л и п т и ч е с  к а я г е о м е т р и я (ипи Р и-
дептная точке х. При этом на поверхности Х т ипдуци- .м.ана геометр ия) - геометрия п. м. 11. второго типа .  
руется афф инная связность без кручения , свойства к-рой Лит . :  [ 1 )  Б у з е  м а н Г. , Н е л л и п.  д ж . ,  ПроективцаJ! 
зависят как от строения Х т , так и от выбора норма- геометрия и проективные метрики, пер . с англ. , м . ,  1 9 5 7 ;  l21 

Про блемы Гильберта , пер . с HI'M . , М. , 1 9 6 0 .  лизации . В случае нормализованной гиперповерхпости м. и. Войцеховс'llий. 
возникает двойственпая конструкция , приводящая к ПРОЕКТИВНАЯ НОРМАЛЬ - обобщение понятия 
внутренним связностям без кручения 1 -го и 2-го рода , нормали в метрич . геометрии . В отличие от последней, 
сопряженным относительно асимптотич . тенаора гипер- где нормаль впопне определяется касательной плос-
поверхности . При специальном выборе нормализации в костью к поверхности (т .  е .  окрестностью первого по-
общую схему включается дифференциальная геометрия рядка) ,  в проективпой геометрии это не так . Даже и 
пространств , отвечающих подгруппам проективной чпены третьего порядка ыалости не определяют вершиву 
групnы : аффинных ,  биаксиальпых , неевклидовых и ев- координатного тетраэдра ,  не пежащую в касатепьной 
клидовых прострапств . плоскости (т .  е. к выбранной Дарбу квадрике можно 

Наконец, в работах Э .  Картапа (Е . Cartan) построена построить не один автополярный тетраэдр) . Это естест-
общая теория прострапств проективной связности . венно: проективная группа значитедьпо шире группы 
Г. Ф .  Лаптев , используя метод внешних форм, иссле- движений, а потому ее инварианты дошю1ы быть более 
довал их как расслоенные пространства ,  струнтурпая высокого порядка ; но и окрестность 4-го порядка не 
группа к-рых является группой проективных преобра- определяет единственной прямой, к-рую можно принять 
зований проективного пространства .  аа третью ось тетраэдра . На втом пути , напр. , получа-

Лит. : [ 1 ]  W i 1 с z у n s k i F. , «Mem. рuЫ. Acad. Bel- ются : gique», 1 9 1 1 ,  t. 3, pt. 2 ; !2] F u Ь i n 1 G. , С е с h Е . , Geometria 
proiectiva differenziale, t. 1 -2 ,  Во! . , 1 926-27 ; [8] В о 1 G. д и Р е  К т Р и с  а 
Proj ective Differentia lgeometrie,  t. 1-3 ,  Gбtt. , 1 9 50-6 7 ;  [4 ]  

В и л ь ч и н е к о г о  
1 . Ф и н и к о в с. П . ,  П роективно дифференциальная геометр ия , W = N  + т и' r i ,  

М . - л . , 1 9 3 7 ;  [5) е г о ж е ,  Теория конrрувнций, М . - JI . , 
1 95 0 ;  [6] Н о р n е н А. П . ,  Пространства аффинной связ- р е б р 0 ности, 2 изд . , м . ,  1 8 7 6 ;  [7] Н а г а н в. Ф. , Основы 'l'еории по- Г р и н а  
верхностей в тензорном изложении, ч. 2 , М . - JI. , 1 94 8 .  

А .  П. Норд•н., А .  II. Широпов . 
ПРОЕКТИВНАЯ МЕТРИКА - метрика р (х ,  у) в 

подмножестве R проективного пространства pn такая , 
что нратчайшая относительно этой метрини является 
частью или всей проентивной прямой . При втом полага-
ют, что R не принадлежит ни одной rиперплоскости и 

о с ь  

1 ( дq l  1 . . ) G = N + - gРЧ --- - А · · T 'l P  r 
4 1 1 l} р · 

Ч е х а  

1 ( · дs 1 1 . .  ) C = N + - gr s  __ _ _ A · k T ' l k r · 3 2 1  1 J " 

что 1) дпя любых трех неколлинеарных точек х , у , z не- н о р м а л ь  Ф у б и н и 
равенство треугольника выполняется в строt ом смысле 

р (х, У) + Р (у, z) > р (х , .z ) ; 
2) если х , у - различные точки из R ,  то пересечение 
l (x ,  у) прямой l, проходящей через х и у, с R есть либо 
вся l (б о л ь ш о й к р у г) , пибо получается иа l 
удалением нек-рого отрезка (могущего сводиться и к 
одной точке) (м е т р и ч е с к а я п р я м а я) . 

М ножества R ,  наделенные П .  м . ,  наа .  п р  о е к т и в-
н о  м е т р и ч е с к и м и  п р о с т р а н с т в а м и 
(п . м .  п . ) .  В одном и том ж е  п .  м .  п .  не могут одновременно су
ществовать оба типа линий : либо все они - метрич . 
прямые (т . е .  изометричны отреаку из Rlj , либо же 
вое они - большие круги одинаковой длины (т е о р е
м а Г а м е л я) . Пространства первого типа ваз . о т
к р ы т ы  м и (они совпадают с подмножествами аффин-

. д s 1  F = N -1- g' s 2"Г '' i 

( эдесь N - аффинная нормаль) . Все они лежат в одноii плоскости . 
Лит . :  [ 1 ] Ш и р о к u в П. А . , l\l и р о к о в А . П . ,  Аф

финная дифференциальная геометрип,  М . , 1 9 5 9 ;  [2 1 Н о р д  с 11 
А. П . ,  Пространства аффинной связности , 2 изд . , М. , 1 97 6 ,  [3\ 
Ф и н и к о в С. 1 1 . , Просктивно-диффсренциальнал геометрия, 
М . - Л . ,  1 937 .  М. И. Войцеховс?<uй 

ПРОЕКТИВНАЯ ПЛОСКОСТЬ,  д в у м е р н о е 
п р о е к т и в н о е п р о с т р а н с т в о , - инци-
дентпостная структура :rt= {5\ :;е, 1 } , где элементы мно
жества ::? паз .  т о ч к а м и, элементы множества :;е -
п р я м ы м  и, а I - отношение инцидептности . Ин
цидентностнан структура удовлетворяет следующим 
аксиомам : 

1 )  для любых двух различных точек р и q существует 
единственная прямая L такая, что pl L и q/ L ; 
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2) для любых двух различных прямых L и М сущест
вует единственпая точка р такая , что pl L и pl М;  3) существуют четыре точки , никакие три  из к-рых 
не инцидентны одной прямой. 

Напр . ,  пучок П прямых и плоскостей трехмерного аф
финного пространства ,  проходящих чере� точку О, 
является П .  п . ,  если в качестве проективнои точки счи,:
тать прямую пучка П , а в качестве проективнои 
прямой - плоскость из П . В этой интерпретации полу
чают прозрачный геометрич . смысл однородвые -коорди
наты точки П. п над полем как координаты какого
либо вектора прямой , изображающей эту точку (см.  
Прое1>тивная геометрия , Прое�>тивные координаты) . 
Другим примером является П п . ,  состоящая из семи 
точек А Р i = 1 , . . .  , 7 , и семи прямых {А 1 , А 2, А 4 } , 

{А 2 , А з , А 5 }, {А з , А4,  А 6 } , {А 4 , 
А Б• А 7 }, {А 5• А 6• А 1 }, {А 6• А , ,  
А 2 } , {А 7 ,  А 1 ,  А 8 } (рис . 1 ) , 
представитель класса конечных 
проектирвых плоскостей . П .  П.: 
Р ( 2 ,  n) паз .  � о н е ч н о и 
п р о е к т и в н о и п л о с
к о с т ь ю nорядка n , если от 
ношение инцидевтности удов
летворяет еще одной аксиоме : 

4) существует прямая , инци
дентпая ровно n+1 точке .  __:_;{�'----'�--�'- В Р (2, n) каждая точка (оря

.: мая) ипцидентна n+ 1 прямои 

Рис. 1 .  
(точке) , а число точек плоскости 
равно числу прямых и равно 
п2+ п+ 1 .  Остается невыяснеиным 

( 1983) вопрос , для каких значений n существует П .  п .  Р (2 , n) . Доказано существование конечной П .  п , порл
док к-рой есть степень простого числа (см . [ 4] ) .  Доказа
но также (см . [ 5 ) )  отсутствие П . ц. Р (2 ,  n) для широкого 
класса чисел : если n сравнимо с 1 или 2 по модулю 4 и 
если в разложении этого числа на простые множители 
ветречаетел в нечетной степени хотя бы одно простое 
число , сравнимое с 3 по модулю 4, то Р (2, n) не сущест
вует; таковы, напр . ,  n=6, 14 ,  2 1 ,  22 , . . . . Вопрос отно
сительно n= 10 ,  1 2 ,  1 5 , 18 ,  . . .  остается открытым . 
Важной задачей теории конечных П .  п .  является изу
чение подплоскостей задацной плоскости Р (2 , n) . Так, 
если Р (2, т) является собственной подплоскостью ко
нечной П. п. Р (2 , n) , то т2+ т �п или т2= n (см . [_5 ] ) .  

Специфическим для П .  п .  является понлтие двоист
венности . Две П .  п .  ваз .  д в о й с т в е н н ы м и, или 
д у а л ь н ы м и, если между точками (�рлмым:ц) од
ной плоскости и прлмыми (точками) другои можно уста
новить вза:цмно однозначное соответствие , сохраняю
щее инцидентность . Нек-рые П. п. (напр . , П .  п. над 
полем k) допускают двойственное отображение на себя ,  
к-рое ваз .  к о р р е  л л ц и е й, а П .  п . ,  допускаю
щие корреляцию, паз .  а в т о д у а л ь н .. ы м и .  Для 
П. п . имеет место т .  н .  малый принцип двоиствепности 
если верно пек-рое предложение А о точках и прямых 
П. п. , сформулированное только в терминах инциден!
пости между ними, то будет верно nредложение сШ ,  двои
ственное А, т .  е. предложение, к-рое получаетел из А 
замепой слова <<точка>> па слово <<nрямат> и наоборот . 

Изоморфное отображение П .  п .  на с�бя паз к о л 
л и н е а ц и е й . Коллинеация копечнои П. п .  Р (2 , n) 
является подстановкой множества точек и подстановкои 
множества прямых, причем эти подст

_
ановки подобны . 

Конечная П .  п .  ваз . д е з а р г о в о и ,  если она имеет 
группу коллинеаций, дважды транзитивную па ее точ
ках . Группа коллинеаций дезарговой П .  п. PG (2, p h) 
имеет порядок 

h (p2h + ph + 1 ) (p2h + ph) p2h (ph - 1 ) 2 .  
Г руппа коллинеаций недезарговой П.  п .  Р (2 , n) имеет 

порядок , не превосходящпй 
ns (п2 + п + 1 ) (п2 + п) n2 (n - 1 ) 2, 

где s..,;;:ln 2n .  Порядки групп коллинеаций известных 
недеза рговых П . п. не иревосходят порядков групп кол
линеаций дезарговых плоскостей того же порядка .  

На рассмотрении 53 типов множеств 
Т (G) = { (х , Х ) 1 G является (х , Х)-транзитивной} , 

определецных для полной группы коллинеаций G, 
основана к л а с с и ф и к а ц и я Л е н ц а - Б а р
т о л о ц ц и П п .  Одним из �сновных путей изучени"! 
П п .  является введение в неи координат и тернарпоп 
операции . Каждому возможному типу П п классифика
ции Ленца - Б артолоцци соответствует система алгебра
ич .  законов, к-рой должно удовлетворять натуральное 
тело П .  п . ,  определенное через тернарную операцию . 
Напр. , П .  п .  является дезарговой (папповой) тогда н 
только тогда когда во всех ее натуральных телах вы
полняется аdсоциативный (коммутативный) закон Де
зарrова конечная П. п .  Р (2, n) является папповой . 

Особенность дезарrовой П п .  РС (2 , n) в том, что она 
обладает коллинеацией порядка п2+ п+ 1 , циклическ ой 
на точках и прямых .  Этот результат дает возможность 
представить П .  п. PG (2 ,  n) в виде циклич. таблицы Та
кое представление PG (2 , n) заключается в том ,  что точ
ки п.цоскости занумерованные натуральными числами 
от 1 до п2+ п+- 1 , располагаются в прямоугольпой табли
це из п+ 1 строки и n2+ n+ 1 столбца таким образом . 
что каждыи столбец, означающий прямую со всеми 
па ней точками , получается прпбавлением к каждому 
элементу предыдущего столбца единицы по модулю 
п2+ п+ 1 .  Напр . ,  представление плоскости Р (2 ,  2 )  име-
ет вид 1 2 3 4 5 6 7  

2 3 4 5 6 7 1  
4 5 6 7 1 2 3 

Плоскости Р (2 ,  n) , где n �8,  единственны с точностью до 
и .юморфизма - это деза рговы плоскости или плоскостп 
Галуа (см . [ 6 ) ) ,  а уже для п= 9 известны четыре неизо
морфные плоскости (см. [ 7 ] ) . 

Если к аксиомам П .  п .  и предложению Дезарга при
соединить аксиомы порядка (к-рыми описывае;ся разд�
ленность двух пар точек, лежащих на одпои прлмои 
напр . ,  на рис . 2 пара С, D разделяет пару А , В, а пара 
А С не разделяет пару В , D) и аксиому непрерывности , 
то

' 
полученная П .  п .  оказывается изоморфной действн

тельной аффинной плоско-
сти пополненной несобст- с D 
вен�ыми элементами:  к А fJ. 
каждой прямой присо-
единяется несобетвенная Рис.  2 .  
(бесконечно удаленная) 
точка , к параллельным прямым - одна и та же, а к 
непараллельным - разные, причем .. 

все нес9бств енные 
точ1ш лежат на одной несобственнои прлмои. 

П. п .  паз. т о п  о л о г и ч е с  н о й , если множества 
ее точек и прямых являютел топологич . проетранства
ми , причем отношение ипцидентпости является непре
рывным. В топологич . плоскости тернарпая операция 
непрерывна по всем своим аргуме�rтам . С то�оЛОI'ИЧ .  
точки зре:пия множество точек деиствительнои П.  п

<: (равно как и множество прямых) представлле! собои 
замкнутое неориептируемое многообразие, эилерова 
характеристина к-рого равна 1 

Лит. : [ 1 ]  R 0 к с т е р  Х . ,  Действительная проективная 
плоскость , пер . с англ . ,  М , 1 95 9 ; ·  [2] Б э Р  Р. , Линейная ал
гебра и проеитивная геометрия, пер . с англ , М . ,  1 9 5 5 ;  [3] 
с к 0 р н я к о в л .  А. , «Успехи матем . наую>, 1 95 1 , т .  6, в. 6 ,  
с 1 1 2-5 4 ;  [4] R а р  т е с и Ф. , Введение в конечные геомет
рии пер. с англ , м , 1 980 ,  (5] Х о л л  М , Теория гру�п . пер 
с англ. ,  м . , 1 962 , гл 20 ;  [6 ) D е m ь о w s k 1 р '  J!' IПi te geo
metries, Б . -N . У , 1 968 ;  [7] R o o m  Т G. , K l r k p a t-
1 i с k Р. В. Miniquaternion geometry ,  Camb . ,  1 9 7 1  ' 

В. В. Афанасъев . 
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ПРОЕКТИВНАЯ ПРЯМАЯ - проективное простран- .Z E M с началом х0 и каждой ее точке х1 проективного 

ство размерности 1 ;  П .  п . ,  рассматриваемая как само- отображения (Рп)х (+(Рп)х 0 так, что удовлетворяется 
стоятельвый объект , является замкнутым одномерным следующее условие.  Пусть М поирыто координатными 
многообразием . П .  п. является своеобразным проектив- областями , в к-рых фиксировано гладкое поле репера 
ным пространством - на ней нет интересных отноше- (Рп)х,  у к-рого вершина , определяемая вектором е0, 
ний ивцидентности , как у проективных пространств совпадает с х. (Репер в Pn определяется классом экви
большей размерности . Единственным инвариантом П. п. валентности базисов в векторном пространстве V n + I • служит число ее точек . П .  п .  ваз .  н е п р  е р ы  в н о й , , 
д и с к р е т н 0 й или к 0 н е ч н 0 й, если она инци- если эквивалентными считаются те {е а. } и {е а. }, ct= О, 1 ,  
дентна со множеством точек мощности континуума, · . .  , n, У к-рых е�= Леа. , Л :;z!: О . )  Тогда при t-o отобра-
счетным или конечным соответственно . жение семейства должно стремиться к тождественному 

П .  п. ваз .  у п о р я д о ч е н н о й, если на ней зада- отображению , причем главная часть его отклонения от 
во отношение разделения двух пар различных точек . последнего должна определяться относительно поля 
Предполагается , что разделение не зависит o:r порядка реперов в век-рой окрестности точки х0 матрицей ли
пар и порвдка точек в парах и любая четверка различ- вейных дифференциальных форм 
вых точек разбивается на две взаимно разделяющиеся 00� = r13a,. dxi ,  det 1 1 ri t ]l ""'" о, пары единственным образом , а также привимается ак- � о т- ( 1 )  
сиома расположения, связывающая пять различных 
точек (см . ,  вапр . ,  [ 1 ] ) .  Упорядочение П. п. над полем R 
связано с упорядоченностью этого поля,  а именно: пара 
точек {А , В } разделяет пару {С , D }, если двойное от
liошение (А , В ; С, D ) отрицательно , и не разделяет, если 
(А , В; С, D ) положительно . Конечную П .  п. PG (l , q) 
над Гадуа подем нечетвого порядка q можно упорядо
чить авалогично вещественной П. п. Полагают (см . 
[ 4] ) ,  что пара точек {А , В } разделяет пару {С , D } 
тогда и только тогда , когда (А , В; С , D )  - квадратич
ный вычет поля Галуа GF (q) . 

П . п .  приобретает определенвое геометрич . строение , 
если она вложена в проективвое пространство большей 
размерности ; так , напр . ,  П .  п. однозначно определяет
ся двумя различиыми точками , а авалитич . определе
ние П .  п. как множества классов эквивалентности пар 
злементов тела k , не равных одновременно нулю , по 
существу эквивалентно вложению П. п. в проективное 
пространство Pn (k) , R;;:,2. Если P1 (k) является П .  п .  
над полем k ,  т о  группа автоморфизмов П .  п .  Aut  P1(k) 
может быть представлева на точках P1 (k) в параметрич . 
форме как множество отображений 

kaa + b  k ----+- -а.-- , а , Ь , с , d E k, ad- bc # О, ct E Aut k. 
k c+ d 

Группа алгебраич . автоморфизмов действительной П .  п .  
изоморФна группе перемещевий действительной плос
кости Л обачевского , а порядок группы Aut PG (1 , ph) 
равен h (р зh-ph) . 

На П .  п .  можно построить другие геометрии . Так , 
напр . ,  плоскость Мёбиуса порядка р допускает интер
претацию на П .  п. PG (1 , р2) (см. ( 5 ] ) . Другой традицион
ной геометрич.  конструкцией является изображение 
проективного пространства Pn (k) на П .  п .  P1 (k) (см . 
[ 2]) , nри к-ром точки из Pn (k) изображаются набором 
n точек П. n. P1 (k) (здесь k - алгебраически замкну
тое поле) . 

Лит. : [1 ] Г л а г о л е в Н. А . ,  Проентивная геометрия, 
М. , 1 96 3 ;  [21 Ш а  ф а р  е в и ч И. Р . ,  Основы алгебраячееной 
геометрии, М. , 1 972 ;  [3] H u g_ h e s  D . R . ,  P i p e r F . C. , 
Projective planes, N. У . ,  1 97 3 ; L�l К u s t а а n h е 1 m  о Р. , 
«Comment. phys -math.» ,  1 957 ,  v. 20,  М 8 ,  [5) V е Ь 1 е n 0 . ,  
Y o u n g  J . W. , Projective geometre, v .  1 , Boston, 1 9 1 0 .  

В . В .  Афакасъев . 
ПРОЕКТИВНАЯ СВЯЗНОСТЬ - дифферен циадь-

но-геометрич,еская структура на гладком многообра
зии М; специальный вид связности на многообразии, 
когда приклееввое к М гладкое расслоенное простран
ство Е имеет своим типовым слоем проективвое nрост
ранство P n размерности n=dim М. Структурой такого 
Е к каждой точке х Е М присоединяется экземпляр nро
ективвого пространства (Рп)х ,  к-рый отождествляется (с точностью до гомологий с инвариантной связкой 
пряr.ш:х в точке х) с касательным центроаффинным про
странством Т х (М) , дополненным бесконечно удаленной 
гиперплоскостью. П .  с . ,  как связность в таком Е ,  пре
дусматривает сопоставление каждой гладкой кривой 

ct, � = 0 , 1 ,  . . .  , п ; i ,  j = 1 ,  . . . , n ,  

общей для всех L .  Другими словами , образ репера в точ
ке Xt при отображении (Рп) ч - <Рп)х 0 должен быть оп
ределен векторами 

е13 [6� + w� (Х) t + е� ( t ) ] , 
где Х - касательный вектор :к L в точке х0 и 
l .  8� ( t )  
1m --t- =0. Возможность перехода :к эквивалентным 

t-+ 0 
базисам приводит к тому , что среди форм ( 1 ) существен
вы только i j i i о о 

Wo, !J i = Wi - 6 ;wo , w ;  (2) 

При иреобразовании репера поля в произвольвой точке 
х Е М согласно формулам еа, , = А � .е/3 , е13 = А � 'еа. . , где 
А � · =А А ' = О ,  т. е. при переходе к проиввольвому эле
менту главного расслоенного пространства П реnеров в 
простравствах (Р,.)х, формы ( 1 ) заменяются следующи
ми 1-формами на П :  

w�', = А� ' аД, + А� . А�' w� (3) 
2-формы 

n/3 ' d /3 ' + /3 ' V '  4 • •а. •  = Wa,•  (J) V ,  1\ Wa. • ( ) 
являются полубазовыми , т. е .  линейными комбинация
ми w� l\ w� , и тензорными , т. е. при иреобразовании ре
пера матрицами А 1 имеют место формулы 

Q�', = Д.Ag'Q� ,  
где Q�', составлены и з  (3) авалогично (4) .  Для сущест
венных форм (2) имеют место структурвые уравнения 
П. с . (где для простоты оnущены штрихи ) :  

i 1 8 i i n i 1 
. . dwo т  i 1\ Wo = ••о • . . 1 

81 81 8k k ( .. 1 о ' .. 1 о) el t d i +  k 1\ i + roo 1\ U iWk т  UkW i = i t  f 
о о 8k ,... о J dw, + Wk 1\ i = •• i ,  

(5) 

где e{= Q�-6{Qg, Здесь правые части nолубазовы ; 
они составляют систему форм кручения-кривизны П .  с .  

Равенство QA= O  имеет инвариантный смысл . В это:r.t 
случае говорят о П .  с .  нулевого кручения; для нее 
e : := ei .  Инвариантные тождества 

QA = O, e i; = O, 
. . 1 . k Kiki = О , е �  = 2 K�kl 00о 

выделяют специальный :класс П .  с . ,  называемых (по 
Картану) н о р м а л ь н ы м и П. с .  

Формы ( 1 ) определяют П .  с .  на  М однозначно: об
раз при отображении (Рп)х t- (Р п)х0  репера в точке Xt 
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о пределяется решением {ea(t) } системы 

dua = (rо�)х щ (; ( t ) )  и 11  ( 6) 

при иачаш,ных условиях и а (О)=  е а , где xi = xi ( t) - урав
нения кривой L в век-рой координатвой окрестности ее 
точки х0 с координатами xi (0) . 

Любые 1 -формы ro&, е{, ro� , задаиные на П и удовлет
воряющие уравнениям (5 ) с правыми частями , выражаю
щимиен через ro� /\ ro� , где ro&, i=1 ,  . . . , n ,  линейно иеза
висимы, определяют в этом смысле иек-рую П. с. на М. 

Кривая ,  к-рую описывает в (Рп)х 0 точка, определяе
мая первым вектором e0(t) решения {е а ( t) } системы (6) , 
в аз .  р а з  в е р  т к о й  кривой L . Кривая ваз .  г е о д е
з и ч е с к о й  л и и и е й  П .  с. на М, если ее разверт
ка в век-рой окрестиости произвольной ее точки х яв
л яется прямой пространства (Р п)х · "Уравнения xi= 
=xi (t) геодезич . линии определяются с помощью функ
ций 

; (t ) = (roi)x <tl  (� ( t ) )  
из системы 

d�i + ;1 (е�) х т <х < t > >  = {t х 10 <х ( t ) )  �i . 
где {t - век-рая 1-форма . В репере, где roi= dxi , 
�i = xi '  эта система имеет вид 

d•жа ( dx' dxn - • ) 
(dxn)• = - Q a dжn ' • · . ,  tiXn + 

dжа ( dx1 dx" - 1 )  + dxn Q n dжn '  • • •  , dxn ' (7) 

где Q4 и Qn - многочлены 2-го порядка, коэффициенты 
к-рых есть функции от xl , . . .  , xn . 

Т е о р е  м а К а р  т а и а :  если на гладком много
образии М задана система кривых, локальио определяе
мая системой дифференциальных уравнений вида (7) , 
то существует одна и только одна нормальная П .  с . ,  
для к-рой эта система кривых является системой геоде
зич . линий . 

Теория П .  с .  дает , таким образом, средство для инва
риантного исследования систем дифференциальных 
уравнений специального вида . П .  с .  полезны также при 
исследовании геодезических (или проективных) отобра
жений пространств аффинной связности . П. с .  сводится 
к афф иппой свяапости,  если на М существуют лональ-

о . 
вые поля реперов, относительно к-рых roi= Р ij ro&. 
Для каждой аффинной связиости на М существует 
единствеиная нормальная П.  с . ,  имеющая общие геоде
зич. линии, из к-рой она может быть получена.  Две аф
финные связиости геодезически (или проективно) эиви
валентны , если их нормальные П .  с. совпадают. В част
ности , аффинная связность на М при diш М>2 проек
тивно евклидона тогда и только тогда ,  когда ее тензор 
проективиой кривизны К ikl обращается в нуль.  

Лит . :  [ 1 ]  С а r t а n Е . ,  <<Bull .  Soc. math. France», 1 924 ,  
t .  52 ,  р .  205-4 1 ;  [2] е г о ж е ,  LEJ9ons sur la theorie des espaces а connexion proj ective, Р . , 1 93 7 ;  [ 3 ]  е г о ж е ,  ПростJ2анства 
аффинной, проентивной и конформной связности , пер с франц. , 
:Казань,  1 962 ;  [4] К о Ь а у а s h i 8 . ,  N а g а n о  Т , <<J Math. 
and Mech .» ,  1 964 , v. 1 3 ,  М 2,  р.  2 1 5-35 .  Ю. Г. Лумисте. 

ПРОЕКТИВНАЯ СХЕМА - замкнутая подсхема 
проективного пространства PZ ;  в однородных координа
тах х0 , • • •  , xn на Р� проективная схема задается систе
мой однородных алгебраич. уравнений: 

/1 (хо ,  • • •  , Х п) = 0 , . . .  , fr (хо , • • •  , Х п) = 0. 
Каждая П. с .  является полной (компактной в случае 
k= С ) ;  обратно , полная схема проективва , если на ней 
есть обильный обратимый пучок. Имеются и другие 
критерии проективиости . 

Обобщением понятия П . с .  служит проективный мор
физм . Морфизм схем f :  Х -+ У ваз . п р о е к т и в и ы м 

Q> 22 Математичесная энц . ,  т. 4 

(а Х - схемой, проективной над У) ,  если Х является 
замкнутой подсх емой проективвого расслоения P y( !J) , 
где !J - локально свободный бv-модуль.  Композиция 
nроективных морфизмов проективиа . Проективвость 
морфизма сохраняется и при замене базы ; в частности, 
слои проективиого морфизма являются проективными 
схемами (но не обратно\ . Если схема Х проективна , а 
Х -+ Z - конечный сюръективный морфизм, то и Z 
проективна . 

Любая П .  с. (над У) может быть получена при помо
щи конструкции п р о е к т и в н о г о с п е к т р а . 
Ограничиваясь случаем аффинной базы, Y= Spec R ;  
пусть А = ffi Ai - градуированная R-алгебра ,  при-i :;;.. о 
чем R-модуль А 1 имеет конечный тип и порождает ал
гебру А ,  и пусть Proj (A )  - множество однородных 
простых идеалов рс:А ,  не содержащих А 1 • Снабженное 
естественной топологией и структурным пучком мно
жество Proj (А ) является проективной У -схемой;  более 
того , любая проективиая У -схема имеет такой вид. 

Лит . :  [1 ] М а м ф о р  д д. , Алгебраичесная геометрия, 
т . 1 - :Компленсные проентивные многообразия , пер. с англ . ,  
М . ,  1 97 9 ;  [2] Итоги науни и тех вини. Алгебра . Топология. Гео
метрия, т.  1 0 ,  М . ,  1 972 ,  с. 4 7- 1 1 2 .  В .  И .  Данилов. 

ПРОЕКТИВНОЕ АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ МНОЖЕСТ
ВО - подмножество точек проективного пространст
ва рп , определенного над полем k, имеющее (в однород
ных координатах) вид 
V (l) = { (ao , . . .  , aп) E Pn l f (ao ,  . . . , ап) = О 

для любого / Е /} . 
Здесь J - однородный идеал в кольце многочленов k ( Х0 ,  • • •  , X nl · (Идеал 1 однороден, если из / E I и j= 
=� /i, где все /i - однородные многочлены степени i ,  
следует, Ч1'О все / i Е l . ) 

Свойства П .  а .  м . : 
1 ) V (� i e sli)= П i e s V (Ii) ; 
2) V (l1 П l2) = V (l1 ) U V (/2) ; 
3) если 11 с: /2 , то V (/ 2) с: V (l1) ; 
4) V (l) = V ( JIT) , 

где yl - радикал идеала J. И з  свойств 1 ) -3) следует , 
что на V (/ ) можно ввести топологию Зариского . Если 
l= yl, то J однозначно представляется в виде пересе
чения однородных простых идеалов: 

I = �1 n . . .  n �s 
и 

V (/) = V (�1)  U · · . U V  (�s) · 
В случае,  когда l - однородный простой идеал,  
П.  а .  м .  V (/ ) ваз. п р  о е и т и в н ы м м н о г о о б
р а з  и е м .  

Лит. : [ 1 ] m а ф а р е в и ч И. Р. , Основы алгебраичесной 
геометрии , М . , 1 972 ;  [2J 3 а р и с с н и й О . , С а м ю э л ь  П. , 
:Коммутативная алгебра , пер. с англ. , т. 1 -2 ,  М . , 1 963 .  

Вик. С. Rу.яиков. 
ПРОЕКТИВНОЕ ИЗГИБАНИЕ - распространение 

на проективную геометрию понятия изгибания (нало
жения) в метрич . теории поверхностей, дано Г. Фубиии 
(G .  Fuhini , 19 16 ) (обобщение этого понятия на геометрию 
любой группы иреобразований получил Э. Картав, 
Е. Cartan , 1 920) с использованием понятия т .  и .  ка•1ения 
одной поверхности по другой .  

Пусть G - группа иреобразований пространства Е . 
Поверхность S' налагается на поверхность S (или ка
тится по S) в геометрии группы G, если между их точ
ками устанавливается взаимно однозначное соответст
вие так , что каждой паре соответствующих точек M E S ,  
М' Е S '  можно присоедивить иреобразование у E G, к-рое 
переводит S' в положение S. При этом требуется , чтобы 

1) М' совмещалась с М; 
2) каждая кривая l ' Е S' ,  проходящая через М, имела 

в этой точке касание п-го порядка с соответствующей 
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кривой l Е S (т. е .  расстояние между точками М' * и вое в гиперплоскости :rt ,  может быть записано в виде М* , близкими к общей точке М'= М, будет бесконечно 
малым порядка п+ 1 по сравнению с расстоянием их от 
общей точки) . Соответствие S и S ' , характеризующееся 
числом п, ваз .  в а л о ж е в и е м п. - г о п о р я д к а .  

Содержащееся здесь понятие расстояния н е  вносит 
ограничения на геометрцю групп�о� . Однако здесь речь 
идет о порядке касания крив�о�х в несJюдько более тес
ном , чем обычно , смысде слова (отличие состоцт в том, 
что соответствие между точками обеих кривых уже уста
вовлево наложением, тогда как обычно оно устававли
вается при определении порядка касания) .  

Пусть, далее, G - групnа проективных преобразова
вий и пусть S и S'  проективно налагаются . Тогда П. и .  
есть иреобразование поверхности S с сохранением про
ективиого дииейного элемента 

ds =!...! , F ,  

где F 2 и F3 - Фубини фор.мы (при этом здесь - нало
жимость 2-го порядка) . И оказывается , что, кроме JIИ
иейчатых поверхностей , тодько т .  н .  поверхности R 
(см .  [ 1 ] )  допускают иетривиадьиое П .  и .  

Проективиая геометрия занимает некое среднее по
ложение между метрической, где, вообще говоря, вся
кая поверхность может изгибаться , и аффинной ,  где 
поиятие изгибания не имеет места: дюбые две поверх· 
иости допускают наложение 1 -го порядка и никакие 
две раздичиые не могут иметь наложение 2-го порядка . 

Лит. : [ 1 ]  Ф и  н и н о в С. П. , Проентивно-дифференциаль
ная геометрия ,  М.- Л. , 1 937 ; [2] Н о р д  е н А П ,  ПростраJI
ства аффи11110й связности, 2 изд. , м . ,  1 97 6 .  

М. И. Войцеховский. 
ПРОЕКТИВНОЕ МЕРООПРЕДЕЛЕНИЕ - вве-

дение в подмножествах проективного пространства 
методами проективиой геометрии такой метрики , при 
к-рой эти подмножества оказываются изоморфными ев
клидову, гипербодическому иди эддиптическому прост
раиствам. Это достигается выдмеиием из класса всех 
проективных преобразова н ий таких преобразовавий, 
к-рые порождают в этих подмножествах группу преоб
разовавий , изоморфную соответствующей группе дви
жений . Надичие движений позволяет (<ОткладыватЬ» 
отрезки от данной точки в данном направлении и тем са
мым ввести поиятие длины отрезка .  

Чтобы получить евкдидово мераопределение в п
мерном проективном пространстве Р, выделяют в нем 
одну (п-1 ) -мерную гиперплоскость :rt , называемую и е
с о б с т в е н н о й г и п е р п JI о с к о с т ь ю, и ус
танавливают в этой гиперплоскости эллиптическое по
лярное соответствие П точек и (п-2)-мерных гиперплос
костей (т. е. полярное соответствие,  nри к-ром никакая 
точка не принадлежит соответствующей ей (п-2)-мер
вой плоскости) . 

П усть Е 11 - nодмножество проективного пространст
ва Р , получающееся удалением из неге несобетвенной 
гиперплоскости ; Х, У, Х ' ,  У' � точки , принадлежащие 
Е11 • Два отрезка Х У  и Х ' У' ваз. к о и г р у э н т и ы
м и, если существует проективиое иреобразование !р, 
переводящее точки Х и У соответственно в точки Х' и 
У' ,  при к-ром сохраняется поляритет П . 

Опредмеииое таким образом поиятие конгруэнтнос
ти отрезков позволяет в Е 11 ввести метрику евкхидова 
пространства.  Ддя этого в проективиом пространстве Р 
вводится система проективных координат с базисным 
симплексом ОА 1А 2 • • •  А m причем точка О не принад
лежит несобетвенной гиперплоскости :rt , а точки А 1 , 
А 2 , • • • , А n принадлежат этой плоскости . Пусть точка О 
в этой системе имеет координаты 0,0 , . . .  , О , 1 ,  а точки 
A i, i= 1 , 2, . . .  , п, имеют координаты 
Х] = 0 , Х2 = 0 , . . .  , Х ;_ 1 = 0 , х;=1 , Xi + 1 = 0 ,  . . .  , Хп+ 1 = 0 . 

Тогда адлиптическое подярное соответствие П , задан-

щ =�;= l aijXj , i = 1 ,  2 ,  . . . , п . 

Матрица l l aul l этого соответствия будет симметричес
кой, а соответствующая ей квадратичная форма 

Q (х1 , х2 , • • • , х 11) = L a;jx ;x j 
- положительно определенной. Пусть 

Х = (а1 : а2 : . . . : a11 : an + 1 ) И У = (Ь1 : Ь2 : . . .  : b11 : Ь n+ l ) 
две точки, прииаддежащие Е 11 (то есть an + 1 i= О, 

Ьп + 1 ;t0) . Можно положить: 
ц1 а1 an 

� = Xt , � =х2 , . . .  ' an + t = xn ; 
Ь 1  Ь1 Ьп 

Ьn+ • = У1 , Ь n + • = У2 , . . . , Ьn + • = у,.. 
Тогда расстояние р между точками Х и У опредедяется 
соотношением 

р ( Х ,  У) = У Q (х1 - У1 , х2 - У2 ,  · · · ,  Х 11- У11) . 
Ддя установления П .  м. в п-мерном гиперболич . 

пространстве в п.мерном проективном пространстве Р 
рассматривается множество и внутренних точек дей
ствитедьной овальной гиперповерхиости S 2-го порядка .  
П усть Х ,  У,  Х ' ,  У'  принадлежат множеству и, тогда 
отрезки Х У  и Х ' У' считаются конгруэнтными, если 
существует проективное иреобразование пространст
ва Р, при к-ром гиперповерхиость S отображается на 
себя , переводящее точки Х и У соответственно в точки 
Х' и У' . Введенное таким образом поиятие конгруэит
ностlf отрез�ов nриводит � установлению во множестве 
и метрики гиперболич.  пространства.  Длина отреэка в 
этой метрике опредедяется соотношением 

р ( Х , У) = с / ln ( X Y P Q ) 1 ,  

где Р и Q - точки пересеqеиия прямой Х У с гиперпо
верхиостью S, а с - подожительвое чисдо, связаввое 
с кривизной п ространства Лобачевского . 

Ддя введения в проективиом пространстве Р эддиn
тич . метрики в этом пространстве рассматривается эд
диптическое полярное соответствие П. Два отрезl\а Х У  
и Х ' У' ваз . конгруэнтными, есди существует проек
тивиое цреобразоваиие !р ,  переводящее точки Х и У со
ответственно в точки Х' и У' ,  при к-ром сохраняется 
поляритет П (т. е. для любой точки М и ее поляры т 
полярой точки !р (М) будет !р ( т ) ) .  Е сли элдиптическое 
подярвое соответствие П задано соотношениями 

�n+ 1 и; = .tti...l j = 1 a;jxj , i = 1 ,  2 ,  . . . , п + 1 ,  

то матрица (a;j) будет симметрической, а соответствую
щая ей квадратичная форма - положительно опреде
ленной. Тогда если 

то 
Х = (х1 : х2 : · · .  : x n : Xn + 1 ) , У = ( У1 : У2 : · · · : Yn : Y n+ 1 ) , 

р (Х , У) = агссоs 1 в (Х ' У ) 1 
У В (Х , Х) V В ( У ,  У) ' 

где В - билииейпая форма с матрицей l l a;j l l . Во всех рассмотренных случаях (если дополнить дей
ствительное проективное пространство до компдекс
иого проективиого пространства) при проективных пре
обраэоваииях, опредедяющих конгруэнтиоеть отрезков, 
т .  е .  движениях , остаются инвариантными нек-рые rи
перповерхиости 2-ro порядка ,  наз .  а б с о л ro т а М· и .  
В случае евкдидова мераопределения абсодютом будет 
мнимая (п-2)-мериая овальная поверхность 2-го по
рядка,  в случае rиперболич. мераопределения - овал ь
ная (п- 1 ) -мериая действитедьная гиперповерхность 
2-го порядка,  в случае элдиптич .  мераопределения -
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мнимал (п- 1 )-мернал овальная гиперповерхность 2-го 
порядка . 

Лит. : [ 1 ] Е ф и м  о в Н. В . , Высшая геометрия, 6 изд. , 
М . ,  1 9 78 ; [2] Г л а г о л е в Н. А. ,  Проективная геометрия, 
2 изд . ,  м. ,  1 963 ;  [3] Б у з е  м а 11 г. , к е л л и n. д ж . ,  Про
ективна я геометрия и nроективцые метрики, пер . с англ . ,  М . ,  
1 957 .  · П. С. Модепо�. А. С. Пархо.меппо .  

ПРОЕКТИВНОЕ МНОЖЕСТВО - множество, к-рое 
может быть получено из борелевских .мпожеств повтор
ным применением операций проектированил и перехода 
к дополнению . П .  м. классифицируютел по классам , 
образующим проентивную иерархию . Пусть /= ww
бэровское пространство (гомеоморфпое пространству 
иррациональных чисел) . Множество Pc.l"' nринадле
жит: 1) !\Л ассу А 1 1 если р есть црощщия оорелевского 
множества nространства /"' + 1 ; 2) 1\лассу СА 11 (Р есть 
СА п-м н о ж е с т в о) , если его допопнение Jm"'-p есть 
Ап-множество (n�1 ) ;  3) :классу А11 (Р есть А п-м н о
ж е с т в о) , если Р есть проекция СА п _ 1-множест
ва пространства Jm + 1 ,  n�2; 4) классу В т если Р при
надлежит одновременно классам А n и СА n• n� 1 . Те 
же 1\лассы по,Jiучаютсл эаменой проекции непрерыв
ным образом (множества того же пространства /"' ) . 

В силу Суслипа теоремы класс А 1  совпадает с клас
сом А -;мпожеств (следовательно , класс СА 1 - с к.цассом 
СА -;мпожеств) , а класс В1 - с классом борелевених 
множеств . Д,JIЛ 11аждого класса А n построено универ
сальное множество , и при его помощи доl\азана следую
щая т е о р е м а о п р о е к т и в н о й и е р а р
х и и (теорема «существованию> ,  теорема <ю непустоте 
классов>>) :  BnCA ncBn+ 1 (следова:ельно , BnCA nc 
с.Вп н) , гд11 каждое из вl\лючении - строгое.  Мощ
ность множества цсех П .  м. пространства / равна z Ko . 

Каждое А а-множество - об-ьедицевие Н1 боре,Jiевских 
множеств и, зиачи'l', счетно или имеет мощность Н1 или 
2К• (см. [ 2 ] ,  ( 7 ] ) .  Для класса А 2 выполнеиы принципы 
увиформизации и редукции, а для нласса СА 2 - (пер
вый) принцип отделимости . Каждый из проективных 
классов с номером n�2 инвариавтен относительно А 
оп ерации. Для каждого из классов А т СА n существует 
6s-операция ,  дающая в точности все множества этого 
класса ,  ис ходя из замкнутых множеств . Изучение П .  м.  
(даже второго класса) - трудная задача . Многие во
просы теории П .  м. оказались неразрешимыми в клас
сич. смысле, что полностью подтвердило предвидение 
(см. [ 6 ) )  <юбласть П .  м. есть область, где принцип ис
ключенного третьего уже не применим». Теория П. м .  
получила свое дальнейшее продвижение с привлече
нием сильных теоретико-множествеиных предположе
ний , таких , как МС (суще�твует измеримый кардинал) , 
PD (аксиома проективнои определимости) , V= L. 

В предположении МС:  каждое А 2-множество измеримо 
(по Лебегу ) ,  обладает Бэра свойством и, если несчетно , 
содержит (непустое) совершенное подмножество ; каж
дое А 3-множество может быть униформизировано А 4-
множеством. 

В предположении PD 1 ) наждое П. м.  измеримо, об
ладает свойством Бэра и, если несчетно , содержит совер
шенное подмножество, может быть униформизировано 
П м . ,  точнее принцип униформизации выполнен для 
классов А 2n и СА 2n + 1 ; 2) для классов А 2n и CA 2n + 1  вы
полнен принцип редукции , следовательно, для .классов 
А 2n + 1 и СА 2n - принцип отделимости.  

В предположении V= L: 1 ) существует несчетное СА 
множество,  не содержащее совершенного подмножества,  
и неизмеримо е В 2-множество без свойства Бэра; 2) при 
n�2 для класса А n выполнен привцип униформизации . 

Е сли для класса А n выполнен принцип увиформиза
ции , то выполнен и принцип редукции. При п�З об
ратная импликация не доказуема в ZFC. Если сущест
вует не измеримое (или без свойства Бэра) А 2-множество, 
то сущ ествует несчетное СА -множество , не содержащее 
совершенного подмножества.  Если каждое несчетное 
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СА -множество содержит совершенное подмножество,  
то это же верно для каждого несчетного А 2-множества 
(см. ( 7 ] ) . 

Отмеченвые результаты справедливы не только для 
пространства I, по и для числовой прямой и, вообще, 
для любого полного сепарабельного метрич . прост
ранства . И меет место следующая теорема о топологич . 
инвариантности П .  м . :  гомеоморфный образ П .  м .  дан
ного класса , расп оложенный в том же или любом другом 
полном сенарабел ьном метрич . пространстве , есть П .  м. 
того же класса . 

Лит. : [ 1 ] Л у з  и н Н. Н . ,  <<С.  r. Acad.  sci . » , 1 9 2.5 ,  v. 1 8 0 , 
р. 1 572 (пер. : [6] ,  с. 304-306) ; [2] S i е r р i n s k i W . ,  « Fund. 
math.», 1 925 ,  t. 7 , р 237- 43 ;  [3] К у {> а т о в с к и й  К., то
nология, пер . [с ацгл. ] ,  т. 1 ,  М . ,  1 96 6 ;  [ 4 ]  К у р а т о в с к и й 
К. ,  М о с т о в с н и й А . , Теория множеств , пер . с англ. , М . ,  
1 970 ;  [5] S i е r р i n s k i W. , Les ensemЫes proj ectifs et  ana
lytique8, Р . •  1 950 ;  [ 6 ] л у з и н Н. Н . ,  Собр. соч. , т .  z ,  M . j 
1 958 , о. 242 , ;! 6 8 ;  [7] J е с h т . ,  Set theory, N . Y . ,  1 978 ; [8 
Н i n m а n Р . , Recursion theoretic hierarchies, В . , 1 97 8 ;  
[9] Н о в и к о в n. с . ,  Избр. труды, М. , 1 97 9 ;  [ 1 0] К о а
л о в а 3. И. , «Изв . АН СССР. Сер .  матем. >> , 1 962. ,  т. 26, М 2 , 
с. 223-60 ; [ 1 1 ]  :К а н т о р о в и ч  Л . В . , ,Л и в е н с о н  Е . М. , 
«Fund. math . >> , 1 9 32,  t. 1 8 ,  р. 2 1 4-79 ; [ 1 2] М а r t i n D . ,  в 
кн. : Handbook of mathematlcal logic, Amst. , 1 97 7 ,  р .  783-8 1 5 :  
[ 1 3]  М о 8 с h о v а k i s У. , в кн. : Proc. of the Inter. Congr. 
of Matheщ. (Vanaouver, 1 974 ) ,  v .  1 ,  М:ontrea l,  1 97 5 ,  р .  2 5 1 - 5 7 ; 
[ 1 4] К а н о в е й  В. Г. , «Дон,л. АН СССР>>, 1 980 ,  т. 2 53 ,  М 4 ,  
с .  800 -03 ; [ 1 5] Л ю б  е ц к  и й В .  А . ,  в сб. : Исследования по 
теории множеств и цеклассич. логикам, М. , 1 97 6 ,  с. 96- 1 22 ;  
[ 1 6] К е с h r i s А. , в кн. : Logic colloquim' 7 7 ,  Amst . ,  1 978 ,  
р.  1 55-60 ;  [ 1 7] М а u 1 d i n R . ,  «Mathematika», 1 976 , v .  23 , 
М 2 , р. 1 5 1 - 5 5 ;  [ 1 8] М а r с u 8 S . ,  «Math. Nachr.» ,  1 9 59 ,  Bd 
17, М 3-6, S.  1 43-50 ; [ 1 9] К о з л о в а  З . И . •  Ф и л и n
п о в В. п . ,  «Изв. В УЗов. Матем. >> , 1 9 78 ,  No 7, с. 3 3-39 .  

А .  Г. Ед?,nип. 
ПРОЕКТИВIJОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ г р у п ц ы 

G - гомоморфизм этой группы в группу PGL ( V) про
ентиВНJi!Х преобразований проективного пространства 
Р ( V) ,  связанного с векторным пространством V над по
лем k. 

С каждым П .  п. <:р группы G связано централ ьное рас
ширение этой группы 

i р 1 __,. k•---"> Е 'Р ---.. G ---.. 1 , ( *) 
где р - естеств . проекцил группы GL ( V) на PGL( V) ,  
i - вложение мультипликативной группы поля k n 
GL ( V) в виде скалярных матриц, а E'P =p - l(<:p (G) ) .  
Каждое сечение s проекции р над <:р ( G )  задает отображе
ние 

Ч' = s о q; : G ---.. GL ( Т') , 

обладающее свойством 
Ч' (g1ga) = с  (g1 , g2) Ч' (q1 ) Ч' (q2) ,  

где с :  G X  G -+  k* - двумерный коцикл на группе G. 
Класс когомологий h этого ко цикла не зависит от выбора 
сечепил s .  Он определяется П. п. <:р и определяет класс 
эквивалентности расширения (* ) .  Условие h= O необ
ходимо и достаточно для того , чтобы П. п. <:р получалось 
факторизацией линейного представления группы G. 

П. п. естественным образом возникают при изучении 
линейных представлений расширений групп . Важней
шие примеры П .  п . :  спинорное представление ортого
нальной груnпы и представление Вейля симплектич .  
группы . На П .  п .  непосредственно переносятел опреде
ления эквивалентности и веприводимости линейных 
представлений. Классификация веприводимых П .  п .  
конечных групп получена И .  Шуром (1 . Schuг, 1 904) . 

П .  п. ваз .  у н и т а р в ы м, если пространство V 
гильбертово ,  а отображение Ч' можно выбрать так , чтобы 
оно принимало значение в группе И ( V) унитарных 
операторов в V. И зучались унитарные веприводимые 
П. п . топологич . групп [4) ;  для связной группы Ли G 
их изучение сводител к изучению унитарных веприводи
мых представлений односвязной группы Ли G, алгебра 
Ли к-рой является центральным расширением алгРбры 
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Ли g группы G с помощью d-мерной коммутативной ал
гебры Л и , где d= dim Н2 ( g , IR.) . 

Лит. : [ 1 ]  l\ и р и л л о в А. А. ,  Эл�менты теории nредстав
лений, 2 изд. , М . ,  1 9 7 8 ;  (2] Х е р т и с Ч . ,  Р а й п е р  И.  
Теория представлений конечных груnп и ассоциативных алгебр ' 
пер . с англ . , М . ,  1 969 ;  [3] М а с k е у G. W. ,  <<Acta math. •> ' 
1 958 ,  v. 99 ,  р. 265-31 1 ;  [4] В а r g m а n n v . ,  ,,Ann. Math . >> ' 
1 94 7 ,  v. 48 ,  р. 568-640 .  А .  А .  Нирu.плов: 

ПРОЕКТИВНОЕ ПРЕОБР АЗОВАНИЕ - взаимно 
однозначное отображение F проективного пространства 
П n па себя , сохраняющее отношение порядка частично 
упорядоченного (по включению) множества всех под
прострапств Пп,  т. е. отображение П" в себя такое , что 

1) если SpC Sq ,  то F ( Sp)C F ( Sq ) ; 
2J для каждого S Р существует S Р такое , что F ( S р) = 

= Sp; 3) S p= Sq тогда и только тогда,  когда F ( S p)= F (Sq) . 
П ри П . п .  сохраняются сумма и пересечение подпро

страпств , точки отображаются в точки , независимость 
точек сохраняется . П .  п .  образуют группу , паз .  п р о
е к т и в н о й  г р у п п о й . П римеры П .  п . :  коллине� 
ация, перспектива, гомология. 

Пусть пространство Пп интерпретируется как сово
купность подпространств Р n (К) левого векторного про
странства А п + 1 (К) над телом К ; п о  л у л и н е й  н ы м 
п р е о б р а з о в а н и е м А n + I  в себя паз . пара 
(F, ер) , состоящая из автоморфизма F аддитивной группы 
А п + 1 и автоморфизма ер тела К такого,  что для любых 
а Е А п + 1 и k E K  имеет место : F (ka) = ep (k) F (a) ; в част
ности , полулинейное нреобразовапие (F, ер) является л и
н е й н ы м, если ер (k)=k . П олулинейное иреобразова-
ние (F, ер) и ндуцирует П .  п. F.  Обратное утверждение 
п е р в а я о с н о н п а я т е о р е м а п р о е к
т и в н о ii г е о м е т р  и и :  если п�2 ,  то каждое П .  п .  
F индуцируется нек-рым полулинейным иреобразова
нием (F, ер) пространства A n + 1  (К) . 

Лит . :  ( 1 ]  Б э р  Р . ,  Линейная алгебра и проективная гео
метрия , пер . с знгл. , М . ,  1 95 5 ;  [2] Х о д  ж в . ,  П и д о д . ,  
Методы алгебрамчесной геометрии , пер . с англ . , т .  1 ,  М . ,  1 9 5 4 .  

М .  И .  Войцеховс-кий. 
ПРОЕКТИВНОЕ ПРОСТРАНСТВО - совокупность 

всех подпрострапств инцидентпоетпой структу ры :rt= 
= {.?, Z, ! }, где злементы множества .?  паз .  т о ч к а
м и ,  а злементы множества Z - п р я м ы м и, I -
отношение и п ц и д е н т п о  с т и .  П о д п р  о с т
р а н с т в о м инцидентпостпои структуры :rt паз .  под
множество S множества ,?, для к-рого справедливо ус
ловие : если р, q E S и p # q, то множество точек прямой , 
проходящей через точки р и q, также принадлежат S .  
Инцидентпостпая структура :rt удовлетворяет следую
щим требованиям: 

1) для любых двух различных точек р и q существует 
единственпая прямая Е такая ,  что pl L , ql L ;  

2 )  каждая прямая ипцидентна по  крайпей мере с 
тремя точками ; 3) если две различные прям,ые L , М пересекаются в 
точке р и выполнено ql [, и rl [, , а sl М, tl М, то прямые, 
проходящие через пары точек r ,  t и s ,  q , пересекаются .  

Подпространство S п о р о ж д е н о множеством s 
точек из .? (пишут S= <s>) ,  если S является пересе
чением всех подпростравств , содержащих s. Множество 
точек s ваз . везависимым, если для любого х Е s имеет 
место xf/=. <•""- {х } >. У порядоченвое максимальное и 
независимое множество точек подпространства S паз . 
б а з  и с о м S ,  а число его злементов d (S ) - р а з
м: е р н о с т ь ю подпространства S. Подпространс•rво 
размерности О является •rочкой, размерности 1 - про
ективной пря.мой .  Подпространство размерности 2 паз .  
проект ивной плоскостыо . 

В П .  п. определены операции сложения и пересече
ния подпрострапств . Суммой Р т+ Р k подпрострапств 
Р rтz и Р k паз .  нюшеньшее из подпрострапств , содержа
щее и Р т , и Р k· Пересечением Р т П Р k подпространств 

Р т и Р k паз.  паибольшее ив подп ространс тв , содержа
щееся и в Р "" и в Р k ·  Равмерноети подпространств Р т ,  
Р k • и х  суммы и пересечения связаны соотношением 

m + k = d  (Рт П Pk) + d  (Рт + Р ,.) . 
Для любого р т существует р n - т - 1 такое,  что р т n 
П Рп- т - 1= Р - 1= о И Рт+Рп - т - 1= Рп (Рп - т - 1  
дополнение Р т в Р п) , и если Р тСР п то 

(Рт + Р rе) П Pr = P т + P k П Pr 

для любого P k (д е д е к и н д о в о п р а в и л о) , т. е .  
относительно введенных операций П .  п .  является деде
кипдопой решеткой с дополнениями. 

П. п. равмерности больше двух дезаргово (см .  Де
зарга предложение) , а следовательно , ивоморфно П. п. 
(левому или правому) над подходящим телом k (см. [ 1 ] ) .  
Р� (k) (напр. , левое) равмерности п над телом k - сово
купность линейных подпространств пек-рого (п+ 1 )-
мерного левого линейного пространства А �+ 1 (k) над 
телом k; точками Р� (k) являются прямые A � + I  (k) , т . е .  
множества классов вквивалептности слева строк (х0 , 
х1 , • • • , хп) , составленных ив элементов тела k и не рав
ных одновременно нулю (строки ( .:r0 , х1 , • • •  , хп) и 
(у0 , у1 , • • •  , Уп) зквивалентпы слева , если существу
ет такое Л Е k, что .r;=Лу; ,  i= О, 1 , . . .  , п ) ; подпространст-
вами Р}" (k) , т= 1 , . . .  , п, являются (m+ 1 )-мерпые под
пространства A /n+ 1 (k) . Можно установить пек-рое со
ответствие между левым Р� (k) и правым Р� (k) П .  п . , при 
к-ром подпространству Р� (k) соответствует P�-s- 1 (k) 
(подпрострапстна Р� (k) и P�-s- 1 (k) паз. д у а л ь
п ы м и друг другу) , пересечению подпространств со
ответствует сумма , а сумме - пересечение . Если пек-рое 
утверждение , основанное только на свойствах ли
нейных подпространств , их пересечений и сумм, спра
ведливо для Р� (k) , то справедливо и соответствующее 
утверждение для Р� (k) . Это соответствие между свойст
вами прострапств Р� (k) и Р� (k) паз . п р и н ц и п о  м 
д в о й  с т в е н н о с т и для П .  п. (см. [ 2 [ ) .  

Конечное тело необходимо коммутативно , следова
тельно , конечное П .  п. размерности больше двух и по
рядка q ивоморфпо П . п .  над Галуа полем PG ( n ,  q) . 
1\онечное П .  п. Р ( п , q) содержит (qn + 1 - 1 )/ (q- 1 )  то-
чек И п;=О (qn + I - i - 1 )/ п�=О ( qГ + 1 - i - J ) ПОДПрО

страНСТВ размерности r (см . [ 4 ] ) . 
1\ о л л и н е а ц и е й П .  п .  является перестанов

ка ее точек , к-рая отображает прямые в прямые, при 
зтом подпространства отображаются на подпространст
ва .  Н етривиальная ноллинеация П .  п. имеет не более 
одного центра и не более одной оси . Группа коллинеа
ций конечного П. п .  PG( n , ph) юrеет порядок, равный 

h
p
hn ( n + 1 ) / 2  ПМ 1 (ph i - 1 ) . ! =  1 

1\аждое П .  u. PG(n , q) допускает циклическую транзи
тивную группу коллинеаций (см . [ 3 ] ) .  

1\ о р р е л я ц и е й б П .  п .  является перестапопка 
подпространств , к-рая меняет включения , т .  е. если 
Sc T, то S6 -::> T6 . П .  п. допускает корреляцию,  только 
если оно конечномерпо . Важное вначепие в проектив
ной геометрии играет корреляция порядка два , паз . 
поляритето.м. 

Лит. : [ 1 ]  А р  т и н Э . ,  Геометрическая алгебра , пер . с 
англ. , М . ,  1 969 ;  [2 ]  Х о д  ж В . ,  П и д о д. ,  Методы алгебраи
ческой геометрии , пер . с англ . , т. 1 ,  М . ,  1 9 5 4 ;  [3] D е m Ь о w
s k i Р. , Finite geometries, в . - [ а .  о . ] , 1 968 ;  [4] S е g г е в . , 
Lectures on modern geometry, Roma,  1 96 1 .  В .  В. Афанасъев. 

ПРОЕКТИВНЫЕ КООРДИНАТЫ - вваимпо од-
новначпое соответствие между элементами проективного 
пространства П п (К) (проективными подпространстsа
ми S q) и классами зквивалевтных упорядоченных ко-
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нечВЬiх п одмножеств элементов тела К. П. к. подпрост
ранств Sq при q >O (ваз .  также г р  а с с м а н о в ы  м и 
к о о р д и н а т а м и) определяются через координаты 
точек (О-мерных подпростраиств) ,  лежащих в Sq , и 
потому достаточно определить П .  к .  точек проектив
ного пространства . 

Пусть в совокупности строк (х•, х1 , • • •  , xn)=x не 
равных одновременно нулю элементов тела К (к-рые 
ваз .  также о д н о р о д н ы м и к о о р д  и н а т а
м и т о ч е к) введено отношение эквивалентности 
слева (справа) :  х-у , если существует Л Е К такое , что 
xi=?..yi (xi= yi?..) ,  i= O, . . .  , n . Тогда совокупность 
классов эквивалентности находится во взаимно одно
значном соответствии с совокупностью точек fP проек
тивного пространства Р� (К) (Ph (К) ) . Если fP интерпре
тируется как множество прямых левого (правого) век-
торного пространства А �н (К) (A h+1 (К)) ,  то однород
ные координаты точки М имеют смысл координат век
торов , принадлежащих прямой l, представляющей эту 
точку , а П .  к . - совокупности всех таких координат. 

В общем случае П. к .  точек проективного простран
ства Пп относительно нек-рого базиса вводятся чисто 
про ективны:ми средствами (при обязательном выпол
нении в Пп Деаарга предложепия) следующим образом. 

Множество а n ( n+ 1 ) независимых точек А 0 , • • •  , А n 
пространства П п  ваз .  с и м п л е к с о м, при этом 
точки А0, • • •  , А ; _ 1 , А ; + 1 , • • •  , A n также иезав�симы 
и определяют век-рое подпространство S n _ 1  = � 1 ,  на;J .  
г р а н ь ю этого симплекса . Существует век-рая точ
ка Е , не лежащая ни на одной из граней � i . Пусть i0 , 
i1 , • • •  , i п - любая перестаковка чисел О, 1 , . . .  , n .  
Точки A ;k + 1 , • • •  , А ;п ' k;;a.O, и Е оказываются незави
симы:ми и определяют век-рое S п - k· Далее, точки 
А ;0 , • • •  , А ;k определяют 1'оже век-рое S k• а так как 
суммой S k и S n- k является все пространство П по то S k 
и S п - k имеют в точности одну общую точку Е 

;0 • • •  ;k ' не 
лежащую ни в одном из (k- 1 ) -мериых подпространств , 
определяемых точками А ;0 , • • •  , A ;j _ 1 , A ;j + 1 '  • • •  , A ;k ; 
при этом Е;0 • • •  ;k ' A ;k + 1 , • • •  , A ;n также незави
симы . Та:ким образом получается 2n + 1 - 1  точек 
Е ;0 • • •  ite • вилючая точки Е;= А ; и Е0 • • •  п= Е , к-рые 
и образуют р е п е р п р о с т р а и с т в а S п= Пп; 
си�шлекс O"n нвляется его остовом . 

На каждой прямой А ;А j имеются три точки А ; , А j• 
Е ij • пусть они играют роль точен О, U, Е в определении 
тела К рассматриваемой проективной геометрии (см . 
П роективпая алгебра) . Тела К (А ; , Е i/• А j) и К (А k• 
E�r.1 ,  А z) изоморфны друг другу ,  причем изоморфизм 
устанавливается п р о е к т и в н ы м с о о т в е т-
с т в и е м T�j между точ:ками двух прямых А ;А j и 
А �еА t та:ким, что точ:ки А k• Е kt • А t отвечают точкам А ;, 
Е il• А j Элемент тела К , соответствующий точке Р пря
мой А ;А j •  паз . п р о е к т и в и о й  :к о о р д и и а т о й  р 
точ:ки Р в пшале (А ; , Е;1, A j) ·  В частности , П .  к .  E;j 
всегда равна 1 ,  а П .  :к. Р в шкале (A j ,  E ;j, А ;) есть 
p * = p - l . 

Пусть Р - точка пространства , не лежащая ни на од
ной из граней симплекса crn: А 0 , • • •  , А п о образующего 
вместе с не:к-рой точной Е репер R . Если использовать 
точку Р вместо Е в вышеприведенной констру:кции ре
пера , то получится последовательность точек Р ; , Р U• 
Р ijk • . . .  , где Р;0 • • •  ;k лежит в подпространстве , опре
деляемом А ; 0 , • • •  , А ite (но не лежит ни в одной из гра
ней симпле:кса O"k , образованного этими точ:ками) .  Пусть 
Р ij - координата точки Р ij (лежащей на А ;А j) в ш:кале 
(А ; ,  Е ij • А j) . Тогда если i , j , k попарно различны , то 

1) P ijPj; = 1 ; 

2) PikPkjPj1 = 1 . 

Пусть .:r0 - произвольвый элемент К , отличный от 
нуля, а ;r; =XoP i�· x ,t: O, i= 1 , . . .  , n (при этом о:казывает
ся ,  что P ij =.1'f х;) . Тогда совокупиость эквивалентных 
между собой строк , определяемых различными злемен
тами х0, и дает П .  :к. точ:ки Р относительно репера R . 

Пусть Р лежит в подпространстве S k • оп�еделяемо� 
точ:ками А ;0 , • • •  , А ite • но не лежит ни в однои из гранеи 
симплекса , определяемого этими точ:ками . Пусть сово
купность эквивалентных строк (х;0 , • • •  , x; k) является 
П .  :к. точки Р относительно репера R подпространства s 11,  определяемого симплексом ak и то 'lкой Е ;0 • • •  ; k . 
Тогда П .  к .  точки Р относительно репера R задаются 
следующим образом: у ;= х ; , i= i0 ,  • • •  , i �e ;  у ,-= 0, i ,t: 
:,t: i0 , • • •  , i �e . " 

Любая сово:купность з:квивалентных между собои 
слева (справа)  ( n+ 1 ) строк, постр�енная вышеизл�жен
ным способом, соответствует однои и толь:ко однои точ
ке Р пространства П п и определяет поэтому в нем П .  н .  

Лит. :  [ 1] Х о д  ж в . , П и д о д . , Методы алге�раичесио_й 
геометрии, пер . с англ. , т. 1 ,  М. , 1 954 .  М. И. Воицеховспии .  

ПРОЕКТИВНЫИ МОДУЛЬ - модуль Р , удовлетво
ряющий любому из следующих э:квивалентных условий: 
1) для любого эпиморфизма модулей а: В - С и любого 
гомоморфизма �: Р - С найдется такой гомоморфизм у :  
Р - С, что �= ау;  2) !I[Одуль Р является прЯ!I[Ыl\[ слага
еl\[Ыl\[ свободного !I[Одулл ; 3) функтор Hom (Р, - )  точен; 
4) любой эпи!l[орфиз!l[ 1\[Одулей: А - Р расщепляется . 

Т е о р е 1\[ а R а п л а и с :к о г о [ 2) ,  утверждаю
щая, что всякий П .  !1[ .  является прЯ!I[ОЙ су!l[мой П. 1\[. 
со счетным числом образующих, сводит изучение струн
туры П .  !1[. К СЧеТНО!I[У случаю . П .  !1[. С :КОНеЧНЫ!\[ ЧИСЛО!\[ 
образующих изучаются в алrебраичес:кой К-те�рии . 
П ростейшиl\[ приl\[еро!l[ П .  1\[. является свободвыи !\[О
дуль. Над :кольца!I[И, разложиl\[Ы!I[И в прямую cyl\[1\[y, 
всегда существуют П .  !1[ . ,  отличные от свободных . Сов
падение классов проективных и свободных 1\[Одулей 
до:казано для локальных :колец [ 2) ,  колец !I[Ногочленов 
над поле!\[ от нескольних переl\[ениых (с!\[ . [3 ) , [ 4 ] ) . 

Лит. :  [ 1 ]  R а р т а н А . ,  Э й  л е н б е р г С . , Гомологи
чесиая алгебра, пер. с англ. , М . ,  1 960 ;  (2] К а р 1 а n s k У J . ,  
«Ann.  Math . » ,  1 9 5 8 ,  v .  68 , No 2 ,  р .  372-7 7 ;  [3] С у с л и н А. !' · · 
«Доил. АН СССР»,  1 976 , т. 229 , .М 5 , с. 1 063-66 ;  [4] Q u 1 1-
1 е n D . ,  «lnvent. Math . » ,  1 9 76 , v. 36 , р. 1 67-7 1 .  В .  Е. Говоров. 

ПРОЕКТИВНЫИ ОБЪЕКТ к а т е г о р и и - поня
тие , форl\[ализующее свойства ретра:ктов (или _прямых 
слагаеl\[ых) свободных групп, свободных !l[одулеи и т . п .  
Объект Р :категории Si' ваз .  п р  о е к т и в н ы !1[ ,  если 
для веяного эпи!l[орфиз!l[а '11 : А - В и произволького 
морфиз!l[а у : Р - в  найдется такой !\[Орфизм у ' : Р - А , 
что y= y''ll . Другими слова!l[и, объект Р прое:ктивен, 
если основной фун:ктор Н р (Х ) = Н (Р ,  Х) из Si' в :ка
тегорию !I[НОЖеСТВ 15 переВОДИТ ЭПИ!I[ОрфИЗМЫ ИЗ Sf 
в эпи!l[орфиз!I[Ы категории 15, т .  е .  в сюръе:ктивные 
отображения . 

П р и 1\[ е р ы .  1 )  В категории !I[Ножеств всякий объ
е:кт проективен. 2) В категории групп проективны сво
бодные группы и только они . 3) В :категории л!D1 левых 
модулей над ассоциативны!\[ кольцом А с единицей 
модуль прое:ктивен тогда и только тогда , :когда он яв
ляется пряМЬiм слагае!I[ЫМ свободного 1\[Одуля. Опи
сание :колец, над к-рыми всякий проективный !I[Одуль 
свободен , составляет содержание п р  о б л е 1\[ ы С е р
р а. 4) В :категории лSJJl все модули прое:ктивны тогда 
и толь:ко тогда , :когда :кольцо А :классически полу
просто.  5) В категории фун:кторов 3f (1:}, 15) из !\[алой 
:категории 1) в :категорию :миожеств 15 :каждый объ
ект проективен тогда и толь:ко тогда, :когда 1) - дис:к
ретная :категория . 

В определении П .  о .  иногда предполагают , что функ
тор Н р переводит в сюръе:ктивные отображения не 
все эпиморфиз!I[Ы , а 1\[ОрфизМЬI выделенного :класса G; .  

, В частности, если (t - класс допусти!I[Ьiх эпииорфпз-
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мов бикатегории .R= (.\t, Q; ,  !]Л), то Р ва з .  д о п у с- Если в категории .R существуют проивведеиия лю
т и м ы  м п р  о е к т и в и ы м о б ъ е к т о м. Напр . ,  бых семейств объектов и ядра пар морфизмов ,  т о  в .R 
в иек-рых Многообразиях групп свободвые группы этого существует предел любого фувюора F : 1) -+  .\{' из про
многообразия являются допустимыми П. о .  относи- извольвой малой категории 1).  м. ш. цмеппо. 
тельио класса всех сюръективиых гомоморфизмов , но ПРОЕКТИВНЫЙ СПЕКТР к о л ь ц а - схежа Х = 
не являются П .  о . , поскольку существуют весюръек- = Proj (R) ,  сопоставляемая градуированному кольцу 
тивные эпиморфизмы . R= � ао Rn·  Как множество точек Х представляет Дуальвым к поиятию П. о. является повятие и в ъ- "'-�n= O 
е к т и в и о г о о б ъ е к т а . Фундаментальная роль собою множество однородных простых идеалов p c R ,  
проективиых и ииъективиых объектов была выявлена таких, что р -л  � "" Rn . Топология на Х определяется при построении гомологич. алгебры . В категориях ./J "'--n:o 1 
модулей всякий модуль представим в виде фактор- следующим базисом открытых множеств : Х 1= {p l f� p } 
модуля проективиого модуля. Это свойство позволяет для f E Rn o  n >O.  Структурвый пучок 6х локальво 
строить т. и. iiроективвые резольвенты и исследовать окольцованного пространства Х задается на базисных 
различные типы гомологич. размерности . открытых множествах так. Г (Х 1, 6х)= [R<л]0 , т .  е . 

Лит. :  [1 ] к а р  т а н А. , э й  л е н б е р г С . ,  Гомологи- подкольцо элементов степени О кольца частных R</l чесная алгебра ,  пер . с англ . ,  М . ,  1 960 ;  [2J М а н л е й  н С. ,  � 
{/ } Гомология,  пер . с англ . ,  м. , 1 966 .  м. m. Цален.по. по муль"Типликативиои системе n n:>o · 

ПРОЕКТИВНЫЙ ПРЕДЕЛ, о б р а  т в ы й  п р е- Наиболее важным примером П .  с. является рп = 
д е л , - конструкция , возникшая первоиачальво в тео- = Proj z [ T0 , Т1 ,  • • •  , Тп] . Множество его k-значвых 
рии множеств и топологии, а затем нашедшая широкое точек р� для любого поля k находится в естествеином 
применевне во многих разделах математики . Наиболее соответствии с множеством точек проективиого n-мер
часто используется П .  п .  семейства однотипных мате- вого пространства над полем k .  
матич . структур, индексированных элементами век-рого Если все кольца Rm как R0-модули натянуты на 
предупорядоченного множества . Пусть 1 - множество, R1(j9 . . .  (j!)R1 , то на Proj (R ) определена еще дополии-
снабженвое отношением предпорядка <, и каждому '--...,..---' 
элементу i E J сопоставлено множество Xi , а каждой т 
паре ( i ,  j) ,  i ,  i E I, в к-рой t<j , сопоставлено отобра- тельная структура . А именно, покрытие {Х/ 1 f E R1 } и 
жеиие fPijX i -+ Х 1 , причем fPii • i E I, - тождественвые единицы f/g определяют 1 -коцикл Чеха на Proj (R) , 
отображения и fPi/fPjlг= fPill при t<i<k . Множество ?! к-рому отвечает обратимый пучок , обозначаемый через 
ваз . п р  о е к т и в в ы  м п р  е д е л о м с е м е и- 6 (1 ) .  Через 6 (n) принято обозначать n-ю тевзорвую 
с т в а множеств Xi и отображений fPit • если выполнены степень 6 (1 )®n пучка 6 ( 1 ) . Существует каноиич . 
следующие условия : а) существует такое семейство ер 
отображений 1tj: Х -+  Xi ,  что nirpij= n1 для любой гомоморфизм Rn � Г ( Х ,  6 (n) ) , указывающий гео
пары t<j ; б) для любого семейства отображений ai : У-+ метрич . смысл градуировки кольца R (см. [ 1 ] ) .  Если ,  
-+ X i , t E I,  произвольного множества У , для к-роrо вапр . ,  R = k[ To ,  . . . , Тп] ,  то 6 (1 )  соответствует пучку 
выполнены равенства aifPit=a1 при t <j , существует гиперплоских сечений в Р� . 
такое однозначно определенвое отображение а: У -+  Х ,  Лит. : [1 ]  М а м Ф о р  д д . ,  Ленции о нривых на алгебраи-

Е / v П чесной поверхности , пер. с англ . ,  М . , 1 9 6 8 ;  . [2] G r о t h е n-ЧТо ai= ani для всех t · n.овструктивио · п. можно 
d i е с k А. , E lements de g�ometrie a lgebri que ,  t. 1 -4 ,  Р . ,  1 960-описать следующим 'образом: рассматривается прямое 1 967  (PuЬI .  IHES) .  в.  в .  Шакуров. 

произведение П- Х i и в нем выделяется подмножество ПРОЕКТОР, п р о е  к ц и о в н ы й о п  е р а т о р , -1 е 1 линейный оператор Р в векторном пространстве Х всех функций f: 1 -+ U i e  IXj ,  для к-рых выполняются такой, что р2= Р . м. и. Войцеховспий. равенства fPi/ (f ( i) )= f U) при t<j . Это подмножество ПРОЕКЦИОННЫЕ МЕТОДЫ - методы отыскания 
является П .  п. семейства Xi ·  Если все X i снабжены приближеиного решения операторного уравнения в дополнительной однотипвой структурой, к-рая пере- заданном подпростраистве , основанные на проектиро
иосится на Пi е 1Xi , то эта же структура индуцируется ваиии уравнения на пек-рое (вообще говоря , другое) 
и в п. п. Поэтому можно говорить 0 п . п. групп, мо- подпростравство . П .  м. являются основой построения 
дулей, топологич . простравств и т. д. различных вычислительных схем решения краевых 

Естествен"'ым обобщением понятия п .  п .  является задач, в том числе метода конечных элементов и ме
повятие П .  п. функтора. Пусть F : :.[) -+  ,R - одвомест- тода коллокации . 
ный ковариавтны:й функтор из малой категории :l) в Пусть L - оператор,  область определения D (L)  
произвольвую категорию .!f . Объект х Е ОЬ .!f, вместе к-рого лежит в баваховом пространстве Х ,  а область 
с морфизмами nv: х -+ р (D ) ,  D Е ОЬ :l), ваз.  п р  0 е к- значений R (L) - в банаховом пространстве У. Для 
т и в в ы  м п р  е д е л о м (о б р а  т и ы м п р е- решения уравнения 
д е л о м, или просто п р е д е л о м) ф у и к т о р а 
F, если выполнены следующие условия: а) nvF (rp)= 
= nn • для любого морфизма rp: D -+  D ' ;  б )  для всякого 
семейства морфивмов an : У -+  F (D ) ,  для к-рого 
avF (rp) = an •  при rp :  D -+  D ' ,  существует такой един
ственный морфизм а :  У -+  Х ,  что av= anv . для любого 
D Е ОЬ :l). Обозначение : lim F= (Х , nv) . Авалогично 
определяется проективный предел контравариантного 
функтора . 

П р и м е р ы П .  п. 1 )  Пусть 1 - дискретная кате
гория . Тогда для произвольного функтора F: 1 -+ .R 
nроективный предел функтора F совпадает с пряжы.м. 
nроиаведепиеж семейства объектов F (i) , i E I . 

2) Пусть :l) - категория с двумя объектами А , В 
и двумя неединичными морфизмами а, � :  А -+ В .  Тогда 
предел любого функтора F : :l) -+ .R является ядром 
пары морфизмов F (а) , F (�) . 

Lx = y (1) 
проекциоввым методом выбирают две nоследователь
ности подпространств {Х n } и {У n } , 

Xn c:. D (L) c X , Уп с У , n = 1 , 2 ,  . . . , 

а также nроекторы Pn, проектирующие У на Yn. Урав
нение (1) заменяется nриближенным-

РпLхп = Р пУ • хп Е Хп.  (2) 

В случае Х = У, Xn= Ym n= 1 ; 2,  . . .  П. м. (2) при
нято называть м е т о д о м Г а л е р к и н а (иноrда 
последний метод трактуется более широко, см . Гадер
кипа метод) . 

Имеет место т е о р е  м а с х о д и м о с т и П. м. для 
линейных уравнений (для случая конечномерных 
подnростравств Xn и Уп) · П усть L линеен и переводит 
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D (L) на R (L) взаимно однозначно , причем D (L) и В применении к краевым задачам для уравнений эл
R (L) плотны в Х и У соответственно; подпространства липтич . типа н качестве Н, как правило , выбирается 
Х n и У n копечномерны, dim Х n= dim У m п= 1 , 2 . . . .  , энергетич . пространство главной части соотнетству
а проекторы Pn ограничены равномерно по n , то есть ющего дифференциального оператора . 
I IPn l l �c= const , n= 1 , • 2 ,  . . .  Тогда следующее уело- Лum. : [t ] :К р а с н о с е л ь с к и й  М. А. [и д р. J , Прибли-
вие а) равносильно набору условий б) и в ) :  женное решение операторных уравнений, М . ,  1 969 .  

а)  начиная с нек-рого n= по существует единственвое Г. М. Вайииппо. 

решение Xn уравнения (2) и I ILxп-Y I I  -+ О при любом ПРОЕКЦИОННЫЙ СПЕКТР - индексированное 
У Е F; направленным множеством (А , >) семейство симп.яици-

б) последовательность подпростравств LXn предм:ь- а.яьных помп.яепсов {Na : а Е А } такое , что для каждой 
во плотва в У, т .  е .  расстояние d (у ,  LX п) -+ О при пары индексов а , а' Е А , для к-рых а' >а, определено 
n -+  00 для Vy E F; симплициальвое отображение (проекция) л� ' ком-

в) 't" = l im 't"n >О, где 1"п= inf I IP nYn l l · илексов N а '  на комплекс N а ·  При этом требуется , 
n-+ "'  Yn E LXn ,  I IYnl l = l a;w а ' а; • 

Быстрота сходимости при соблюдении условий б) чтобы Ла = па па , , когда а" >а' >а (условие травзи-
п в) характеризуется веравенством тивности) . Тогда и говорят, что задан п р о  е к ц и о н-

d (у , LXп) os;;;; I I Lxп- Y I I < (1 + сfтп) d (у , LХ п) · (3) в ы й  с п е к т р  S= {Na , л� ' , A } ,  или просто S= {Nа , 
л� ' } .  Это повятие принадлежит П .  С .  Александрову 
(см. [ 2] ) ;  оно , по сути, эквивалентно общему повятию 
о б р а т н о й с и с т е м ы, или о б р а т в о г о 
с п  е к т р а (см. Cnenmp в категории) . Действитель
но , каждый комплекс N а естественным образом пре

В случае , когда пространства Х и У гильбертовы, 
а Pn и Qп - ортопроенторы, проектирующие У со
ответственно на Yn и LXm условие в) равносильно 
условию 

в' ) 8 =  l im 8п <1 ,  где Вп= I IPп - Qn l l  - раствор под- вращается в частично упорядоченное множестно сим
n ..... .., 

пространс1·в У n и LX n; вместо (3) получается оценна 

1 1  у - Q пУ I J o;;;;; I I Lxп- Y II os;;;; V 
1 1 1  y - Q пY I I ·  

1 - В� 
В случае Y,.= LXn (метод наименьших квадра1:ов) 
Bn= О, n= 1, 2,  . . .  , и критерием сходимости является 
условие б) . 

Теорема дает условие сходимости невязки I ILxп-y l l .  
Е сли L - 1  ограничен и y E R  (L) ,  то  из  аходимости не
вязки следует сходимость самих приближений Xn к 
решению x= L - 1y уравнения ( 1 ) . Из теоремы можно 
извлечь удобный .критерий сходимости метода Галер
кипа ; для метода Галеркипа - Петрова следует до
полнительно наложить условие типа в ' ) .  

Пусть l - линейная ограниченная форма . а а - би
линейная ограниченная форма на действительном гиль
бертоном пространстве Н (или полуторалинейная в слу
чае комплексного Н) . Допускается , что а представима 
в виде а= а+ Ь , так что 

V и Е Н , y = const > О , 

а билинейпая форма Ь вполне непрерывна,  т .  е .  слабые 
сходимости ип -+ и , Vn -+ v в Н влекут за собоi1 схо
димость Ь (и,. , v,.) -+ Ь (и ,  v) (симметричность форм а, 
а, Ь не обязательна) . П усть поставлена задача : найти 
и Е Н такое , что 

а (и ,  v\ = l (v )  Vv E H . (4) 
Метод Галеркипа решения задачи (4) заключается в 

следующем. Выбирают какие-нибудь (замкнутые) под
пространства HnC.H, n= 1 , 2, . . .  , и находят ип Е Нп 
такое , что 

(5) 
Имеет место следующая теорема : пусть {Нп } пре

дельно плотна в Н, выполнены наложенные выше на а 
условия, и задача (4) имеет единственвое решение 
и Е Н (равносильное условие : однородная задача оты
снания и из условия а (и ,  v) = O  V v E H имеет лишь три
виальное решение и= О) ;  тогда задача (5) при всех 
достаточно больших n имеет единственное решение 
и,. Е Нп и l lип-и l l -+ О с оценкой 

где О,. - ортопроектор , 
c= const . 

проектирующий Н на Н m 

плексов этого комплекса ,  а следовательно в тополо-
гическое Т0-простравство Na . При этом проекции л� '  
становятся непрерывными отображениями . Обратно, 
если {N а. л� ' } - обратная система из топологических 
Т0-пространств и непрерывных проекций л�. ' ,  то каж
дое Т0-пространство N а естественно превращается в 
частично упоря:дочеввое мвежество, а это частично 
упорядоченное множество реализуется в виде симпли
циального комплекса N а . П ри этом непрерывные про
екции л� ' становятся симплициальными отображения
ми .  Таким образом, П .  с . - это в точности обратная 
система из топологических Т0-простравств (см . (3 ] ) .  

Понятия «П .  с . »  (а  следовательно, и обратной си
стемы пространств) и в е р в а системы множеств (см . 
ниже) оказали огромное влияние не только на разви
тие топологии , но и на развитие всей теоретико-мно
жественной математики . После этого стало возможным 
говорить о теории аппронсимации сложных топологи
ческих и алгебро-топологич. объектов более простыми . 

Если для каждого а Е А комплене N а конечен, то 
спентр S = {Na , л� ' } паз . к о н е ч н ы м  п р о е н
ц и о в н ы м  с п е к т р о м. С каждым П .  с .  S = {Na , 
л�' } связываются следующие понятия . Всякий набор 
симпленсон �= {ta : а Е А } по одному из наждого ком
плекса N а спектра S паз . н и т ь ю этого спектра ,  ecJIИ 
при а' >а всегда л�' ta • = ta , где ta , ta • E s . Множество 
S всех нитей с топологией, базу к-рой образуют мно
жества вида Otao= {s' Е S : t�o �tao  }, где а0 Е А , ta . Е N а .  
произвольны, а t�. �ta0 означает , что симплене t�. 
нити s' в Iшмплексе N а. является гранью симплекса 
ta0 , паз . п о л н ы м  п р е д е л о м с п е к т р а  S . 
Та же топология получается, если индуцировать на S 
топологию тихоновекого произведения П {<N' а. : а Е А } , 
где <N' а - соответствующее номплексу N а топологи-
ческое Т0-пространство .  Нить 6'= {t� } объемлет нить 
s= {ta }, если для каждого а Е А выполнено t� � ta .  
Нить s паз .  м а к с и м а л ь  н о й  (соответственно м и
н и м а л ь  н о й) , если не существует никакой отлич
ной от нее нити , для к-рой она была бы объемлемой (со
ответственно объемлющей) . Подпространство полного 
предельного пространства S спектра S , состоящее из 
всех максимальных (соответственно из всех минималь
ных) нитей, паз . в е р х н  и м (соответственно н и ж
н и м) п р е д е л о м с п е к т р а S .  Полный предел 
S является полурегулярным (в другой терминологии -
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семи регулярным) Т 0-пространством, а верхний S 
и нижниir S пределы суть Т1-nространства . Если S -
конечный П .  с . ,  то S, S и § - бикомпактные прост
ранства .  

В основе всей теории аппроксимации топологич. 
пространств полиэдрами, вернее симплициальпыми 
комплексами , лежит введенное П .  С. Александровым 
(см. ( �] )  повятие нерва системы множеств . Н е р  в о м 
данпои системы а: множеств паз . симплициальпый комп
лекс Na, , вершипы к-рого взаимно однозначно соот
ветствуют элементам системы а: таким образом, что 
каждое множество вершип определяет симплекс ком
плекса N rx тогда и только тогда , когда соответствующие 
этим вершипам множества системы а: имеют велустое 
пересечепие . 

Удобнее рассматривать т .  н .  капонич.  покрытия 
пространства Х .  Локальпо конечное (конечное) по
крытие а: nространства Х паз . к а н о н и ч е с  :к и м,  
если его злементы - канонические множества (замк
нутые) (в другой терминологии - регулярные замкну
тые) с дизъюиктиыми открытыми ядрами. Е сли из 
двух капонич. поирытий пространства Х покрытие а:' 
следует за покрытием а: ,  т .  е .  а:' вписано в а: (в этом слу
чае а:' >а:) , то определено естественное симплициаль-
ное отображение n� ' (проекция) и�рва Na. ·  на нерв Nrz ,  
к-рое возникает , если каждому злементу А rx • Е а:' по. 
крытия а:' nоставить в соответствие тот единственный 
элемент А а. nокрытия а:, для к-рого А rx:JA а. • .  Пусть 
� (Х ) (соответственно �о (Х ) )  обозначает совокупность 
всех локально конечных (конечных) канонич.  поирытий 
пространства Х . Для каждого а: Е �  (Х) (соответственно 
а: Е �о (Х ) )  обозначена вся совокупность всех локальио 
конечных (конечных) канонич . по к рытий пространства 
Х .  Для каждого а: Е �  (Х )  (соответственно а: Е �о (Х ) ) 
рассматривается комплекс Na. ,  являющийся нервом по
крытия а:. Если а:' >а: , то определено симплициальное 
отображение л� '  : Na. • --+ Na. .  Полученный таким 
образом П. с .  S= {Nrx , л � ' } паз . п о  л н ы м (соот
ветственно к о и е ч н ы м) П .  с .  топологич . простран
ства Х . П. С. Александров [ 2] еще в 1 928 доказал что 
каждый метрический (п-мерныll) ко�шакт явл�ется 
верхним пределом (п-мерного) конечного Л .  с .  над счет
ным множеством индексов . А .  Г. Н:урош в 1 934 до
казал , что каждый бикомпакт есть верхний предел 
своего коне_;ного П .  с. В 1 961 В . И .  Попомарев доказал , 
что каждыи паракомиакт есть верхний предел своего 
полного П .  с . ,  то есть спектра ,  пос1•роенного над мно
жеством � (Х )  всех локально конечных канонич . 
покрытий пространства Х .  В .  И .  Попомарев ввел по
нятие р а с с л а б л е н и я симплициаJiьного ком
плекса К , понимая под этим всякиii замкнутый под
комплекс К'с:.К, содержащий все вершины комплекса 
К. Н ульмерный комплекс, состоящий из всех вершин 
комплекса К ,  паз . его n о л н ы м р а с с л а б л е
н и е м (или о с т о в о м) . Заменяя все комплексы 
данного П. с. их (полным) расслаблением и сохраняя 
при этом проекции , получают (полное) расслабление 
спектра . Исследование неприводимых совершенных 
отображений паракомиактов сводится к исследованию 
раrслаблений их полных Л .  с. П ри атом nредел пол
ного расслабления полиого П. с. нара:компакта Х 
есть т .  н. абсо.яют Х паракомиакта Х , а предел пол
ного расслабления конечного П .  с. любого регуляр
ного пространства - бикомпактное расширение Сто-
уна - Чеха �Х абсолюта Х этого регулярного про
странства . Всякий конечный абстрактный П .  с. эк
вивалентен спектру над нек-рым направленным из
мельчающимся множеством конечных канонических 
поирытий нек-рого полурегулярного бикомпактного 
Т0-простравства , т. е .  получается из этого спектра 

посредством конечного числа следующих оnераций: 
1) замена спектра изоморфным ему спектром, 2) замена 
спектра его копфинальной частью, 3) замена спектра 
спектром, содержащим данный в качестве ковфиналь
ной части (т е о р е м а  З а й ц е в а) .  

Понятия нерва и П .  с .  доставили средства для ре
дукции свойств общих пространств , и прежде всего 
паракомпактов , бикомпактов и метрич . компактов , к 
свойствам комплексов и их симплициальпых отобра
жений.  Это позволило определить и изучать гомоло
гические и когомологические инварианты общих про
странств , а не только полиэдров (см. А .яексапдрова -
Чеха гомо.яогии и когомо.яогии ,  Спектра.яьпые гомо.яогии) .  
Все это привело к синтезу геометрических и теоретико
множествеиных идей в топологии . 

Лит . :  [ 1 ]  А л е к с а н д р о в  п. С . ,  «C . r. Acad. sci . >> ,  1 927 ,  
t .  1 84 , р .  3 1 7- 2 0 ;  [2] е г о ж е ,  «Ann. Math . .. , 1 929 ,  v. 30 ,  р.  
1 0 1 -87 ; [3] е г о ж е ,  « Успехи матем . наую> ,  1 9Н ,  т.  2 , в . 1 ,  
с .  5 - 5 7 ;  (4 ]  е г о ж е ,  Введение в теорию множеств и общую 
топологию, М . , 1 977 ; [5] А л е к с а н д р о в  п. С . , П о  н о
м а р ё в в. И . ,  в кн. : General topo logy and i ts relations to mo
dern analysis and algebra , v. 2 , Prague, 1 96 7 ,  р. 25-30 ;  [6) 
А л е R с а н д р  о в П. С . ,  Ф е д о р ч у к В. В . ,  « Успехи ма
тем . наую>, 1 978 , т. 3 3 ,  в. 3 ,  с. З - 4 8 ;  [ 7 ]  П о н о м а р  е в В. И. ,  
<•Матем. сборни ю> ,  1 96 3 ,  т .  6 0 ,  .М 1 ,  с .  8 9-1 1 9 ;  [8 ] 3 а й  ц е в 
В. И . , «Труды Моек . матrм .  об-ва .. , 1 9 7 2 ,  т. 27 ,  с. 1 29 - 9 3 .  

В .  И. Поно;марев. 
ПРОЕКЦИЯ - термин, связанный с операцией n р о

е к т и р о в а н и я (п р о е ц и р о в а н и я) , к-рую 
можно оnределить следующим образом (см . рис . ) :  
выбирают произволь
ную точку S простран
ства в качестве ц е н
т р а п р о е к т и
р о в а н и я и пло
скость П ' , не прохо-
дящую через точку S ,  s 
в качестве п л о с к о- ------1 
с т и п р о е к ц и й .  
Чтобы спроектиро-
вать точку А (n р о о б р а з) пространства на пло
скость П ' через центр проекций S , проводят прямую 
SA до ее пересечения в точке А ' с плоскостью П' . 
Точку А ' (о б р а з) ваз .  п р о е к ц и е й  точки А ;  
проекцией фигуры F ваз . совокупность П .  всех ее 
точек . Описанная П .  паз .  ц е и т р а л ь и о й (или 
к о н и ч е с к о ii) . П .  с бесконечно удаленным цент
ром проектирования паз . п а  р а л л е л ь н о й (или 
ц и л и н д р и ч е с к о й) . Е сли плоскость П .  распо
ложена перпендикулярно к направлению проекти
рования ,  то l l . ваз .  о р т о г о н а л ь н о й (или п р я
м о у г о л ь н о й) . 

Параллельные П .  широко используются в пачерта
те.яьпой геометрии для получения различных видов 
изображений (см . ,  иапр . ,  А ксопо.�Ке tприя , Перспектива) . 
Имеются специальные виды П .  на плоскость , сферу и 
др . поверхности (см . ,  напр . , Картографическая про-
екция ,  Стереографическая проекция) . А .  Б .  Ивапов. 

ПРОИЗВЕДЕНИЕ с � м е й с т в а о б ъ е к т о в 
к а т е г о р и и - понятие , описывающее на языке 
морфизмов конструкцию дека ртовэ произведения . П усть 
А ; , i E I , - индексированное семейство объектов Rа
тегории .�1' . Объект Р Е ОЬ .lt' (вместе с морфизмами 
л; : Р --+ А ; , i Е /) паз . произведением семейства объек
тов А i •  i Е I , ecJIИ для всякого семейства морфизмов 
а:; : Х --+  А; , i E  l ,  существует такой единственный мор
физм а: :  Х --+  Р , что a:n ;= a: ; ,  i E I . М орфизмы n; ваз . 
п р о е к ц и я м и п р о и з в е д е н и я ; П .  обовна-
чается П� А ; (л;) , или п.  А ; , или А 1 Х · . .  Х А п 

1 E l  t E l 
в случае /= {1 ,  . . .  , n } . Морфизм а: ,  входящий в 
определение Л . ,  иногда обозначается Пi е 1а:; или 
( X )i e 1а:; . П .  семейства А ; , i E I , определено однозначно 
с точностью до изоморфизма ;  оно ассоциативно и ком-
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мутативно.  Понятие П .  семейства объектов двойствен
но понятию Nопроиаведепия семейства объектов .  

Произведением пустого семейства объектов является 
правый нуль (т е р м и н а л ь н ы й о б ъ е к т) ка
тегории . В большинстве категорий структуризованных 
множеств (категории множеств , групп, топологич . 
пространств и т .  д . )  понятие П. семейства объектов 
совпадает с понятием декартова (прямого) П .  этих 
объектов . Тем не менее такое совпадение не является 
обязательным: в категории периодических абелевых 
групп П .  семейства групп G1 ,  i E I, есть периодич. 
часть декартова П. этих групn, к-рая в общем случае 
отличается от самого декартова П .  

В категориях с нулевыми морфмамами для любого 
произведения Р= П� А i (л:i) существуют такие од-t е I 
нозначно оnределенные морфизмы !Jj : А 1 -+ Р ,  i E I, 
что !1fЛ:i= 1Ai • !1fЛ:J= O при i"Pj . Если 1 конечно, то в 
абелевой категории л:1а1+ . . .  +nп!1.n= 1 и П .  семейства 
объектов А 1,  • • •  , A n совпадает с их копроиаведением.  

Лит. : [ 1 ]  Ц а л е н к о м .  Ш . ,  Ш у л ь г е й  ф е р  Е .  Г. , 
Основы теории категорий, М . ,  1 9 7 4 .  М. Ш .  Ца.яmпо. 

ПРОИЗВОДНАН - одно из основных понятий ма
тематич. анализа . П усть действительная функция 
f (x) действительного перемениого х определена в 
век-рой окрестности точки х0 и существует конеЧIIЫЙ 
или бесконечный предел 

lim / (х) - / (х" ) . (*) 
Х -+ Zo Х- Жо 

Этот предел и ваз . п р о и з в о д н о й о т ф у н к
ц и и f (x) в точке х0 • Если положить y= f (x) , 

х - х0 = �х , f (x) - f (х0) = / (х0 + �х) - / (х0) = � у , 

то предел (*) запишется так: 

l . Ау 1m Гх 
Ах ..... О 

Испоilьзуют также обозначения /' (х0) ,  df d<;> , у ' , 
dy d 

dx ,  dX 1 (.хо) и нек-рые другие . 
Операцию вычисления П. ваз . д и ф ф е р  е н ц иР о в а н и е м. Если производвал /' (х0) конечна , то 

функцию / (х) ваз . д и ф ф е р е в ц и р у е м о й в 
т о ч к е х0 • Функцию, дифференцИJ�уемую в каждой 
точке нек-рого множества ,  ваз .  дифференцируемой на 
этом множестве . Дифференцируемая функция всегда 
непрерывна . Однако существуют непрерывные функ
ции ,  не имеющие П .  во всех точках заданиого проме
жутка (см. Недифферепцируем.ая фующия) .  

Пусть функция дифференциру..ема в век-ром проме
жутке . Ее  производпая /' (х) может оказаться при этом 
разр ывпой фушщией.  Однако по классификации Бэра 
(см . Бэра классы) она всегда является функцией 1-го 
класса и обладает свойством Дарбу: приняв два зна
чщшя , принимает и все промежуточные . 

Обобщением понятия П .  является понятие П .  по 
мн6жеству.  Пусть действительная функция f (х) оп
ределена на век-ром множестве Е действительных 
чисел , х0 - предельная точка этого множества , х0 Е Е , 
и существует конечный или бесконечный предел 

1 (x) - f  (Хо) l im Х-Х0 Х -+ Х0 , х Е Е  
к-рый и ваз .  п р  о и з  в о д н о й  о т ф у н к ц и и  
f (х) п о м н о ж е с т в у Е в точке х0 и обозначают 
символом /е (х0) . П .  функции по множеству есть обоб
щение понятия П .  Разновидностями этого обобщения 
являются понятия односторонпей пр оиаводпой , проиа
водпого ч. и сла , аппропсим.ативпой проиаводпой.  

Данвое определение П. (и его обобщение) ,  а также 
простейшие ее свойства почти без изменений распро
страняются на комплексные функции и вектор-функции 
действительного или комплексного переменного . К роме 
того, существуют понятия П. скалярной функции 
точки евклидона пространства IR.n (см . Градиент) , 
П . функции множества по мере (в частности , по пло
щади , по объему и т. п .) , понятие П. распространяют 
на вектор-функции точки абстрактного пространства 
(с111 . Д ифферепцировапие отображения) . 

О геометрич .  и механич . истолковании П . , о nро
стейших правилах дифференцирования , о П. высших 
порядков , о частных П . ,  а также лит . см. в ст . Д иффе
репциальпое исч.ислепие . г. л. Толстов. 

ПРОИЗВОДНОЕ МНОЖЕСТВО - совокуnность 
М' всех предельных точ.еп множества М в топологич . 
пространстве . Множество М , совпадающее со своим 
П. м . ,  ваз . с о в е р ш  е в н ы м. м. И. Войцеховспий. 

ПРОИЗВОДНОЕ ПРАВИЛО в ы  в о д а д л я д а н
н о г о и с ч и с л е н и я - вывода правило ,  заключе
ние к-рого выводимо из его посылок в рассматриваемом 
исчислении . Напр . ,  в выспааывапий исч.ислепии правило 
вывода 

A ::l  В, B ::l  С 

А ::!  С 

является П .  п . ,  поскольку в этом исчислении имеет 
месте выводимость из посылок: 

А �  В. В � С  f-- A � C. 
Всякое П .  п .  является допустимым правилом. ,  но не 
всякое допустимое правило является П .  п .  Hanp . ,  
подсrпаповпи правило в исчислении высказываний яв
ляется допустимым правилом, во не производным . 

Лит. : [ 1 ]  Н л и н и С. Н . ,  Введение в метаматематину, 
пер . с англ . , М. , 1 957 .  С .  Н .  Арте.мов . 

ПРОИЗВОДНОЕ ЧИСЛО, п р о и а в о д в о е ч и с
л о Д и н и,- повятие теории функций действитель
ного переменвого .  В е р х  в и м п р  а в ы  м П. ч .  

Ла ваз .  верхний предел отношения 1 (x, )-f (х) при 
х, х х1 -+  х, где х1 >х .  Аналогично опреltеляют в и ж

н е е п р а в о е Ла , в е р х н  е е Ag и н и ж н е е 
Лg л е в ы  е П .  ч. Если Ла= Ла (Лg= Лg) , то f (x) имеет 
в точке х одностороннюю правую (левую) производвую . 
Обыкновенная производпая существует , если все че
тыре П .  ч. конечны и совпадают. П .  ч. были введены 
У. Диви [ 1 ] .  Rак показаJJ Н . Н . Л узин, если все че
тыре П .  ч. конечны на век-ром множестве , то функция 
имеет обычную производкую всюду на этом множе
стве , кроме точек множества меры нуль .  

Лит. :  [ 1 )  D i n i U . ,  Fondamenti per !а teorica delle funzio
ni d1 variablli reali ,  Pisa , 1878 ,  [2] С а к с с . ,  Теория интеграла ,  
пер. с англ . , М. , 1 949.  т. Л .  Лупашен.по. 

ПРОИЗВОДНЫЙ АВТОМОРФИЗМ в э р г о д и ч е
с к о й  т е о р и и - иреобразование Тх, определя
ющееся по автоморфизму Т пр остранства с мерой 
(М, f.t) и измеримому подмножеству положительной 
меры Х с.М, почти все точки к-рого под действием 
итераций Т снова попадают в Х .  Для каждой такой 
точки х определяют Тх (х) как ту  точку траектории 
тпх , в к-рой эта траектория впервые после х возвра
щается в Х (согласно Пуаппаре теореме о возвращении , 
условие, чтобы почти все точки из Х со временем 
снова возвращались в Х , автоматически выполняется , 
если f.t (М) <  оо ) . П ре образование Т х оказывается 
автоморфизмом (точнее , автоморфизмом по mod О) 
пространства Х с индуцированвой на нем мерой (по
следняя есть мера f.t ,  рассматриваемая только на под
множествах Х ;  если f.t ( Х) < оо ,  то обыкновенно эту 
меру еще нормируют) . 

Обратно , если U n>О тпх= М (это усJiовие автомil.· 
тически выполняется , если автоморфизм Т эргодичев), 
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то исходный автоморфизм Т восстанавливается (с точ
ностью до сопряжения посредством нек-рого изо
морфизма простравств с мерой) по Т х и в р е м е в и 
в о з в р а щ е н и я  

nx (x) = min {n > О : тпх Е Х} .  
А именно, Т есть специальный авто.м-орфиа.м- , постро
енный по Тх и nx. д. в .  Аносов . 

ПРОИЗВОДНЫЙ ФУНКТОР - функтор , <<измеряю
щий» отклонение основного функтора от точного. 
П усть Т (А , С) - аддитивный функтор из категории 
Rсмодулей и R 2-модулей в категорию R-модулей , 
ковариантвый по первому аргументу и контравариант
вый по второму. Для инъективвой резольвенты Х 
модуля А и проективной резольвенты У модуля С 
пол учают дважды градуированный комплекс Т (Х , У) . 
Группы гомологий ассоциированного одинарного ком
плекса Т (А , С) не зависят от выбора резольвент , об
ладают функторными свойствами и ваз . правыми 
провзводными функторами Rn Т (А , С) функтора Т (А , С) .  
Основвое свойство П .  ф . - существование бесконеч
ных точных последовательностей 

-----+ впт (А' ,  С) -----.. Rnт (А , С)-----.. Rnт (А" С)-+ 
-----.. Rn + I Т (А' , С) -----.. . . .  

-----+ Rnт (А , С")----+ RnT (А ,  С) -----+ Rnт (А , С' ) -----+ 
............ Rn+ l  (А ,  С") -----+ • • . , 

индуцированных короткими точными последователь
ностями 

О -----+ А' -----+ А ----+ А" ---+ О ,  
О -----+ С' -+ С -+  С" -----+ О . 

Левые П .  ф .  определяются двойственным образом . 
П .  ф .  функтора Hom обозначаются Ext� . Функтор 
Е xtk (А , С) классифицирует все расширения модуля 
А с ядром С с точностью до эквивалентности (см . 
Бэра у.м-пожепие , Rого.м-ологии алгебр ) .  

Лит . :  [ 1 ] R а р т а н А. , Э й л е н б е р  г с . , Гомологичесная 
алгебра , пер . с англ. , М. , 1960 , [2] М а к л е й  н С. , Гомология,  
пер . с англ . ,  М. , 1 966 .  В .  Е .  Говоров. 

ПРОИЗВОДЯЩАЯ ФУНКЦИЯ , г е в е р а т р и с а ,  
числовой или функциональной последовательности 
{ап (х) } - сумма степенного ряда 

F (х , w) = �Ф an (х) wn ..t:.Jn= o  
с положительным радиусом сходимости . Если известна 
П .  ф. , то для изучения . последовательности {ап (х) } 
используются свойства коэффициентов Тейлора ава
литич . функций .  Для многочленов {Рп (х) } ,  ортого
нальных на интервале (а , Ь) с весовой функцией h (х) , 
при век-рых общих условиях существует П .  ф .  

F (x , w) =�== 0 Pп (x) wn , х Е (а , Ь) .  

Для классических ортогональных многочленов П .  ф. 
представляется в явном виде через весовую функцию h (х) и используется для вычисления значений этих 
многочленов в отдельных точках ,  а также для nывода 
различных тождественных соотношений между этими 
многочленами и их производвыми . 

В теории вероятностей П .  ф. случайвой величины 6 , 
принимающей целочисленные значения {n };' с вероят
ностями { Р� (n) } , определяется формулой 

F (s ,  z ) =�== 0 P� (n) zn , j z l ..;;; i .  

С помощью П .  ф. вычисляются распределения вероят-

востей случайвой величивы 6, ее математич. ожидание 
и дисперсия: 

Р6 (n) = �' F��> (s , O) ,  Es = F; < 6 .  1) , 

Ds = F;• ( s ,  1) + F; (s ,  1) - [F; ( 6 ,  1 ) ]2 • 
П.  ф .  случайвой величины s можно определить как 
математич . ожидание случайвой величины zs ,  то есть 
F (s , z)= Ez6 . 

Лит . :  [ 1 ] С е г е Г . , Ортогональные многочлены , пер . с 
англ. , М . ,  1 962 ;  [2] С у е т и н П. R. , Rлассичесние ортогональные 
многочлены, 2 изд . ,  М ,  1 979 ;  [3] Ф е л л е р  в . , Введение в тео
рию вероятностей и ее nриложения, пер. с англ. , 2 изд. , т. 1-2 ,  
М. , 1 967 .  П. R. Суетии. 

ПРОИЗВОДЯЩИй ОПЕРАТОР п о л  у г р у п п ы 
проивводная в нуле от полугруппы линейных ограничен
ных операторов T (t) , O <t<oo , действующих в ком
плексном баяаховом пространстве Х .  Если Т (t) не
прерывна по норме операторов,  то она имеет вид Т (t)= 
= efAo ,  где А 0 - ограниченвый оператор , 

lim t - 1 [T (t ) x-x) = A0x ( 1 ) 
t � о  

при любом х Е Х и А 0 есть П .  о .  Т (t) . Обратвg, если 
предел слева существует при всех х Е Х ,  то T (t)=e tAo . 

Более сложная картива возникает , когда Т (t) только 
cztльno пепрерывпая полугруnпа . В этом случае предел 
(1 ) существует не при всех х . Оператор А 0 , определен
вый на линейном множестве D (А 0) всех тех х, для 
к-рых предел существует, является линейным пеогра
виченвым оператором и ваз . и в ф и  в и т е з и м  а л ь
в ы м о п е р  а т о р о м . В частности , А 0 определен 
на всех элементах вида � : T (t)ydt , а.,  � >0 ,  у Е Х .  
Если обозначить через Х 0 замыкание объединения 
областей значений всех операторов T (t) ,  t>O, то D (А 0) 
плотно в Х0 и, более того, П nD (А �) плотно в Х0 • 
Все значения оператора А 0 также лежат в Х 0 •  Если 
оператор А0 веогравичен, то D (А 0) является множе
ством первой категории в Х0 •  

Если в Х0 нет элементов х , на к-рых Т (t)x==O, то 
оператор А0 допускает замыкание А= А0 , к-рое и паз . 
п р о и з в о д я щ и м о п е р а т о р о м полугруппы 
T (t) . В этом случае при x ED (A ) 

Т (t ) х - Т  (s) x = � : Т ('t") Ax d"t", 
dT d:) х = А0Т" (t) х = Т (t ) Ах .  

(2) 

Равенство (2) определяет замкнутый оператор А , 
к-рый, вообще говоря , шире , чем замыкание А 0 •  Его 
иногда ваз . о б о б iЦ е в н ы м п р  о и в в о д я щ и  м 
о п е р  а т о р о м полугруппы T ( t) . 

На множестве D R тех же х Е Х ,  для к-рых сходится 
весобетвенный интеграл 

определен оператор 

� : Т (s) х ds , (3) 

R (Л) х = lim r "" e- 'J..sT (s) xds 
t � о  J t 

при Re Л >ro , где ro - тип полугруппы Т (t) . Этот опе
ратор обладает свойствами: 

1 ) R (Л) DR С DR; 

2) R (Л) x-R (�-t) x = (�-t - A.) R (Л) R (�-t) х; 
3) R (Л) (Лl-А0) х = х , х Е D (А0) ; 
4) (Л/-А) R (Л) х =х ,  х Е DR n Хо . 
Если интеграл (3) абсолютно сходится при любом 

х Е Х, то П. о .  А существует тогда и только тогда , когда 
из T (t)x==O , х Е Х0 , следует х=О; оператор R (A.) огра-
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ничеп , и, если Х0= Х ,  оп совпадает с реаол.ьвептой 
оператора А ; для того чтобы А 0 был замкнутым (А =А 0) , 
необходимо и достаточно, чтобы 

l im + r t т (s) х ds =x 
t -.  о J о 

при любом х Е Х0 • 
Основной задачей теории пол угрупп операторов яв

ляется установление связи между свойствами nолу
груnп и свойствами их П .  о . , причем последние обычно 
формулируются в терминах операторов R (Л) .  

Лит. : [ 1 )  Х и л л е Э . , Ф и л л и п с Р , Функциональный 
анализ и nолугруnпы, пер . с англ . ,  М . ,  1 962 , [2) 3 а б р е й
к о П. П . ,  3 а ф и  е в с к и й А. В . ,  «Докл. АН СССР», 1 969 , 
т. 1 8 9 ,  М 5 ,  с. 934- 3 7 ;  [3] е г о ж е, там же, 1 97 0 , т. 1 9 5 ,  М 1 ,  
с .  2'<- 2 7 .  С. Г. Rрейн. 

ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯННЫХ ВАРИАЦИЯ -
метод решения линейных неоднородных обыкновенных 
дифференциальных систем (или уравнений) . Этот метод 
позволяет записать в замкнутой форме общее решение 
неоднородной системы, если известно общее решение 
соответствующей однородной системы . Идея метода 
П .  n. в. состоит в том, что произвольвые постоянные, 
входящие в общее решение однородной системы , за
меняются функциями невависимой переменной, к-рые 
подбираются так, чтобы удовлетворить неоднородной 
системе . В конкретных задачах этот метод применялея 
еще Л .  Эйлером (L . E uler) и д .  Бернулли ( D .  Bernoull i ) ,  но его полная разработка принадлежит Ж. Лаг
ранжу [ 1 ) .  

Пусть рассматривается задача Коши для линейной 
неоднородной системы 

где 
x = A (t ) x + f (t ) , x (t0) = x0 ,  (1 ) 

А : (а., �) --->- Hom (Rn , Rn) , 
f : (a. , �) - Rn 

- суммируемые на каждом конечном отрезке отобра
жения,  t0 E (a. , �) .  Если Ф (t) - фундаментальная мат
рица решений однородной системы 

y = A (t ) y ,  (2) 
то у=Ф (t) c ,  с Е Rn , - общее решение этой системы. 
П .  п .  в .  представляет собой замену nеременных в си
стеме ( 1 ) : 

Х = Ф (t ) и 

и приводит к ф о р м у л е К о ш и для решения за
дачи ( 1 ) : 

Х = Ф (t ) Ф - 1 (t о) хо + Ф (t ) r t Ф - 1 (т) / (т) dт , J lo  
к-рую ваз .  иногда ф о р м у л о й в а р и а ц и и 
(п р о и з в о л ь н ы х) n о с т о я н н ы х (см. также 
Линейпае дифференциальное уравнение обы��:повеппое) . 

Идею П .  п .  в .  иногда удается использовать в более 
общей нелинейной ситуации для оnисания связи реше
ний возмущенной nолной системы и решений невоа
мущенной укороченной системы (см . [ 3] , [4] ) .  Hanp . ,  
для решения х ( t) задачи 

x = A ( t ) x + f ( t , х) ,  x (t 0) =Xo 
(где А , f - непрерывные отображения и где обеспечи
вается условие единственности решения) справедлива 
формула П .  п. в . , являющаяся интегральным уравне
нием: 
х ( t ) = Ф ( t ) Ф - 1 (t0 ) х0 + Ф (t )  r t Ф- 1 (т) f (т , х (т) ) dт; J l o  
здесь Ф (t) - фундаментальная матрица решений си
стемы (2 ) . 

Лит. : [ 1 ] L а g г а n g е J . , <Euvres, t. IV , Р . , 1 869 , р . 1 5 1 -
25 1 ; [2] П о н т р я г и н Л. С . , Обыкновенные дифференциаль
ные уравнения, 5 изд. , М . , 1 98 3 ;  [3] А л е к с е е в В . М. ,  <• Веств. 

Моек . ун-та», 1 96 1 ,  М 2, с. 28-36 ; [4] Р е й з и н  ь Л. Э ,  Ло
кальная эквивалентность дифференциальных УРавнений ,  Рига , 
1 9 7 1 .  Н .  Х .  Роаов . 

ПРОКОНЕЧНАЯ ГРУППА - топологическая груn
па являющаяся прое��:тивпы.м пределом системы но
не�ных групп G; , i E I , снабженных дискретной топо
логией (/ - предуnорядоченное множество) . П .  г .  
G обозначается lim G; . Как подnространство прямого 

-+--
произведевия пi е IG;,  снабженнооо компактной топо-
логией (базой окрестностей единицы: является система 
ядер проекций Пi е 1G; - G;) , она вамкнута и потому 
компактна .  

П р  и м е р ы . 1 )  Пусть 1 - множество целых 
чисел , больших нуля, с естественным отношением 
порядка и G;= Z ipi z .  Пусть тi:l-1 : G; н - G; - естест
венвый элиморфизм и 

�i - �' + 1 �1 + 2  �� . , - ' l  ' l + l ' J - 1 
для любых t <i . Тогда lim G; - (аддитивная) группа +--
кольца z Р целых р-адических чисел . 

2) Всякая компактная аналитич . группа над полем 
р-адических чисел (напр . ,  S Ln (Z р))  является (как 
топологич . группа} П .  г .  

3) П усть G - абстрактная группа и { Н ; ,  t E / } 
семейство всех ее нормальных делителей конечного 
индекса . На  1 можно ввести отношение ..;;: , положив 
i ..;;:j ,  если Н;= Н1.  Это отношение иревращает 1 в 
предупорядоченное множество .  Сопоставляя каждому 
i Е 1 группу G/ Н i и каждой паре i ..;;:j из 1- естественн�й 
гомоморфизм т1 : G/HJ - GIH;, получают П .  г .  G= 
= lim GIH;, ваз .  а с с о ц и и р о в а н н о й с G П .  г . : 
он:-является отделимым пополнением группы G от
носительно топологии , определенной подгруппами ко
нечного индекса .  Ядро естественного гомоморфизма 
G -+ G является пересечением всех подгрупп конеч
ного индекса . В этой конструкции можно было бы вме
сто семейства всех нормальных делителей конечного 
индекса рассматривать лишь те ,  индекс к-рых есть 
степень фиксированного простого числа р .  Соответст-
вующая группа обозначается Gp и является про-р
группой . 

4) П .  г .  следующим образом естественно возникают 
в теории Галуа (вообще говоря , бесконечных) алгеб
раич. расширений полей.  Пусть Klk - Гал.уа расши
рение и {K;Ik , i Е 1 } - семейство всех конечных рас
ширений Галуа поля k ,  лежащих в К. Тогда К= U i e 1К; . 
На 1 можно ввести отвошевие ..;;: , положив i ..;;:j ,  если 
К(=К1 . Тогда 1 становится предупорядоченным мно
жеством. Пусть GalK;Ik - групnа Гал уа расширения 
К ;lk . Каждой паре i ..;;:j из 1 сопоставляется естествен
ный гомоморфизм 

-r{ : G al K1!k ----.. Gal K;/k .  
Тогда соответствующая П .  г .  lim Gal K;lk (абстрактно) 

-+--
изоморфна группе Gal Klk, что позволяет считать 
Gal Klk П .  г .  Система подгрупп Gal KIK ;  образует в 
Gal K!k систему окрестностей единицы (см. Гал.уа 
топол.огичес��:ая группа) . Эта конструкция пол учает 
обобщение в алгебраич . геометрии при определении 
фундаментальной группы схемы. П. г . могут быть 
охарактеризованы как компактные вполне несвязвые 
группы (см .  Ко.мпа��:тпая группа) , а также как ком
пактные группы , у к-рых имеется множество открытых 
нормальных делителей , образующее систему окрест
ностей единицы . Теория когомологий П .  г. (см. Кого
.мол.огии групп , Гал.уа пого.мол.огии) играет важную 
роль в современной теории Галуа. 
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Лиm . : [1 ] С е р р Ж . -П . ,  Ноrомолоrии Галуа , пер . с фравц. , "" ( б I= A  Е s s П L ( S М. ,  1 96 8 ;  [2] Н о х  Х . ,  Теория Галуа р-расmирений , пер . с нем . , на :.u• о означение !D1 ) . ели 1� , то · л .  1 ) 

м . , 1 97 3 ;  [3] Алгебраичесиая теория чисел , пер . с англ . ,  М . , есть совокупность всех формул , общезначимых на 
1 969 .  в .  л .  Поnов . любой структуре !D1 E S1 • Для данной семантики S 

ПРОМЕЖУТОК, о т к Р ы т ы й п р о м е ж У т о к ,  естес1·веино определяется отношение с е м а н т и ч е-
и н т е р в а л , - множество точек , заключенных меж- с к 0 г 0 с л е д 0 в а н и я Г 1= sA , где г состоит и3 ду двумя данными , т .  е . удовлетворяющих условию ф б � 

вида а <х <Ь .  п .  не включает концов и обозначается ормул ;  это отношение означает, что для лю ои струк-
(а ,  Ь) , в отличие от отрезка (а , Ь] (замкнутого П . ) , туры !m E S из !m i= B для всех В Е Г следует !m i= A .  
включающего концы, т .  е .  состоящего из точек а ..::х ..;;: Ь .  Семантики S1 и S 2  паз. э к  в и в а л е в т н ы м и ,  

в с э - а .  если отношения l= s, и l= s. совпадают. Основное 
ПРОМЕЖУТОЧНАЯ ЛОГИКА в ы  с к а з ы  в а- требование, предъявляемое к семантике, - это ее 

в и й - произвольвое непротиворечивое множество к о р р е  к т н 0 с т ь : из Гf-1А должно следовать 
пропозициоиальиых формул , замкнутое относительно г 1= sA .  Все упоминаемые ниже семантики корректны . правила вывода модус nonenc и правила подстаковки Другое важное свойство семантики _ полнота . п .  л .  и содержащее все аксиомы иптуициопистс"ого исчис- L паз .  п 0 л н 0 й 0 т н 0 с и т е л ь н 0 с е м а илепия выс"ааывапий / .  

Наиболее естественным способом задания П .  л .  т и к и S , если А E L�L I= sA .  
являются п р 0 м е ж у т 0 ч и ы е п р 0 п 0 з и ц и о- А л г е б р а и ч е с к а я с е м а н т и к а S А со-
и а л ь н ы е и с ч и с л е и и я .  Каждое такое исчис- стоит из п с е в д о б у л е в ы х а л г е б р, т .  е. 
ление задается указанием нек-рого числа классически алгебр вида 
общезначимых пропозициональных формул , добавля- !ffi = (M , &, \i ,  � .  l ;  1 ,  О) , 
емых к аксиомам исчисления / . 

Совокупность всех П .  л .  образует дистрибутивную 
решетку относительно включения =, причем конечно 
аксиоматизируемые П .  л. образуют в ней подрешетку, в к-рую изоморфно вложима любая конечная дистри
бутивная решетка . 

П .  л .  L паз .  р а з р е ш и м о й, если существует 
алгоритм, к-рый по каждой пропозициональной фор
муле А распознает , принадлежит А П .  л .  L или нет . 
Так , разрешимыми являются интуиционистская и 
:классическая П .  л .  Вообще ,  всякая финитно аппрок
симируемая (см . ниже) конечно аксиоматизируемая 
П. л. разрешима . Построен пример конечно аксиома
тизируемой иеразрешимой П. л. (см . [ 7 ] ) . 

П .  л .  L наз .  д и з ъ ю н к т и в н о й , если из (А V B ) E L 
следует , что А Е L или В Е L .  Этим свойством обладает , 
напр . ,  интуициопистская П .  л . ,  но не обладает клас
сическая П. л .  Существует бесконечно много дизъюнк
тивных п .  л .  

И н т е р п о  л я ц и о н н о е с в о й  с т в о П . л .  
( т  е о р е м а К р е й г а) состоит в том, что если 
формула А �В принадлежит П. л .  L, то существует 
формула С, содержащая только общие для А и В пере
менвые и такая, что (А �С) Е L и (С �В )  Е L ;  если А и В 
не имеют общих переменных ,  то l А Е L или В Е L .  По
казаио , что интерполяциоиным свойством, кроме ин
туициоиистской и классической П .  л . ,  обладают еще 
ровно пять П .  л. (см. [6] ) .  

Формула А паз . в ы р а з и  м о й через формулы В1 , 
В 2 , • • •  в П .  л . L ,  если А можно получить из В1 , 
В 2 , • • •  с помощью конечного числа замен на эквива
лентные (в L) формулы и конечного числа подстановон 
ранее полученных формул вместо переменных .  Список 
формул }; = {В1 , В 2 , • • •  } ф у н к ц и о н а л ь н о  
п о  л о н в П .  л .  L ,  если всякая формула выразима в 
L через }; .  Алгоритмическая проблема распознавания 
функциональной полноты любого списка формул раз
решима для интуиционистской и нек-рых других 
П .  л. (см . [ 3 ] ) . Другая алгоритмич . проблема - про
блема распознавания выразимости А через }; по дан
ным формуле А и списку }; - положительно решена 
лишь для нек-рых П .  л . ;  она остается пока ( 1 983) 
открытой для иитуициопистской П .  л .  

Другой способ задания П .  л .  дает т.  и .  семантич . 
подход . Под с е м а н т и к о й  здесь понимается век-рое 
множество S структур (моделей) !ln, на к-рых опреде
лено отношение истинности !m l=  еА данной пропоаи
цпональной формулы А при данной оценке О (о ц е н
к а - отображение ,  сопоставшпощее неременным фор
мулы А нек-рые значении в !ln) .  Формула А ,  истинпаи 
в !D1 при любой оценке, ваз .  о б щ е з н а ч и м  о й 

где l - унарная, а &, v ,  s - бинарные операции 
на М, соответствующие связкам l , & , v , � . причем 
(М, &, v) - дистрибутивная решетка,  а 1 и О - наи
больший и наименьший элементы в М .  Операции s 
и l удовлетворяют свойствам: для любых а, Ь, с Е М 

а .,.;; (Ь � с ) � (а& Ь ) <; с  и l а = (а � О) .  

О·rношение !m l=  еА адесь означает, что А принимает 
в !D1 значение 1 при данной оценке О . 

Каждая П .  л .  полна относительно конечно порож
денных псевдобулевых алгебр .  Е сли  П. л. L полна 
относительно множества конечных псевдобулевых ал
гебр (одной конечной псевдобулевой алгебры) ,  то она 
паз. ф и  в и т н о а п п р  о к с и м и р у е м о й  (со
ответственно т а б л и ч в о й) . Простейшей табличной 
П .  л .  является классическая П .  л .  Дизъюнктивные 
П. л . ,  в частности иитуиционистская , табличными не 
являются . Имеется пример не финитно аппроксими
руемой конечно аксиоматиаируемой П. л. (см . [ 3 ) ) . 

С е м а н т и к а  К р и п к е  Sк состоит из Криn�>е 
модемй ,  имеющих в данном случае вид (!ln, 0 ) ,  где 
!ffi= (М, <) - частичпо упорядочеппое мпожество , 
наа .  таюке о с т о в о м, или ш к а л о й, а значениями 
оценки О являются подмножества М, причем для 
любых а, � Е М  иа а Е О (р ;) и а<� следует � Е О (р ;) .  

Между семантиками S А и S к имеется тесная свяаь  
(см .  [ 5 ) ) ,  однако они не эквивалентны; в частности , 
существуют П .  л . ,  не полные относительно Sк 
(см . [ 3) ) . 

К о н с т р у к т и в н ы е  с е м а н т и к и - это се
мантика реадиауе.м.ости S R (см . [ 1 ] ) и семантика фи
нитных аадач S F· Эти семантики не полны даже для 
интуиционистской П .  л . ,  более того , существуют фо{J
мулы , общеаначимые в S R и не общезначимые в S F •  
и наоборот . 

П р е  д и к а т н ы е П .  л .  определяются по анало
гии с П .  л. высказываний , т. е. это - расширения 
интуиционистской логики предикатов Ll, содержащие
ел в классич . логике предикатов.  В отличие от пропо
зициональных П. л. все предикатвые П .  л. неразреши
мы . Семантика предикатных П .  л. аналогична соот
ветствующей семантике П. л. высказываний (см . [ 2 ] ) . 

Лит . :  [1 ] Н о в и и о в П. С . , Новструитиввая математи
чесиая логика с точии зрения илассичесиой, м . ,  1 97 7 ,  [2] д р а
г а  л и н А. Г. , Математический ивтуициовизм. Введение в тео
рию доказательств , м . ,  1 97 9 ;  [3] Н у з в е ц о в А. В . , в ин. :  
Лоrичесиий вывод, М , 1 979 ,  с. 5-33 ;  [4 ] е г о ш е ,  «Математи
чесиие исследованию> ,  1 975 ,  т. 1 0 , в. 2, с. 1 5 0 - 5 8 ;  [5] Э с а к и  а 
Л Л ,  в ин. : Логический вывод, М . , 1 979 ,  с. 1 47 - 7 2 ;  [6] М а и
с и м о в а л. л . , «Алгебра и логи!Ш•> ,  1 9 7 7 ,  т .  1 6 ,  с. 643-81 ; 
[7] Ш е х т м а н В. Б . ,  ссДокл . АН СССР•> ,  1 9 78 ,  т 24.0 , No 3 , 
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с. 549-52;  [8] Н о s о i т. , О n  о Н. , «J. тsuda College•> ,  
1 97 3 ,  v .  5 ,  р .  67-82 . С. Н. Собмев. 

ПРОМЕЖУТОЧНЫИ Я КОБИАН - набор комплекс
ных торов , определяемых нечетномерными когомоло
гнями комплексного кэлерова многообразия , геомет
рия н-рых тесно связана с геометрией самого много
образия . 

Пусть Hn ( X ,  R) (соответственно Hn (X , Z ) ) - про
странство п-мерных ногомологий с действительными 
(соответственно с целыми) коэффициентами комплексно
аналитич. кэлерова многообразия Х .  На веществ . торе 

тп (Х )  = Hn ( Х ,  R)/Hn (Х , Z ) 
при нечетном п можно двумя различными способами 
ввести комплексную структуру ,  используя представ
ление п-мерных когомологий с комплексными коэф
фициентами в виде прямой суммы Hn (X , С ) = 

= ffip + q = nHP' q пространств НР' q гармонич . форм 
типа (р , q) .  Пусть Рр, q : Hn ( X ,  С ) - НР' q - проек
ция , а 

p - q  
Cw - � i Р - чр и с - � i-yp:qт Р - �p + q = n p, q  a - .t::.Jp + q= n р. ц  

- операторы, переводящие когомологни с действи-
тельными коэффициентами в себя . Полагая 

(a + ib) ro = aro + ЬCw (ro) и (а + ib) ro = aro + ЬCa (ro) , 
для любого ro из Hn (X , R) ,  а, Ь Е R , получают ком
плексные структуры на тп ( Х ) ,  первая из к-рых T\\r (Х )  
наз .  п р о м е ж у т о ч н ы м я к о б и а и о м В е й
л я, а вторая т& ( Х )  - п р  о м е ж у т о ч н ы м  т о
Р о м Г р и ф ф и т с а. Если Х - многообразие Ход
жа, то ходжева метрика на Х капонически определяет 
па П .  я .  T\\r (Х )  структуру поляризованного абелева 
многообразия , что не всегда имеет место для т'l; (Х ) . 
С другой стороны , при голоморфной вариации много
образия Х промежуточные торы T'l; (Х ) варьируютел 
голоморфно [ 2] , а П .  я. Вейля этим свойством могут 
не обладать .  Сuр-произведение , задающее спаривание 
пространств Hn ( X ,  R) и Hd- n (X , R) ,  где d= dim R X ,  

определяет номплексное спаривание торов т'l; ( Х )  и 
т�-п ( Х )  и двойственность между абелевыми много
образиими Tl\r(X) и т{iin(X). В случае, когда dimc x= 
= 2k+1 , П .  я .  тW+ t  (Х )  является самодвойственным 
абелевым многообразием с главной поляризацией, а 
T�}+l ( Х )  - главным тором. 

П. я. служит важным и ива риантом кэлеровых мно
гообразий . Если для двух многообразий Х и У из 
совпадения Т� ( Х ) =  T\\r ( У) (соответственно Т'[; (Х) = 
= т'l; ( У) )  следует, что Х:::::..У, то говорят, что для Х 
выполнена т е о р е м а Т о р е  л л и .  Теорема То
релли выполняется ,  напр. , для алгебраич . кривых .  
С помощью П .  я .  была доказана иерационалъность 
общей кубики в проективном пространстве р4 (см . 
[ 1 ] ) и нек-рых других мпогообразий Фано . 

Лит. : [ 1 ] С 1 е m е n в С. , G r i f f i t h s Р 11. , «Ann. Math . •> , 
1 97 2 ,  v. 95 ,  No 2 ,  р. 28 1 -3 56 ; [2] С r i f f i t h s Р h . , «Amer. J .  
math. •> , 1 96 8 ,  v. 9 0 ,  р. 568-626 ,  805-65 ;  [3] W е i 1 А . , «Amer. J .  
math . •> , 1 952 ,  v. 7 4 , р.  865-94 .  Вше. С. Нули1'1.ов . 

ПРОНОРМАЛЬНАЯ ПОДГРУППА - подгруппа Н 
группы G, удовлетворяющая следующему условию: 
если К - подгруппа из G, сопряженная с Н, то К 
сопряжена с Н в подгруппе , по рожденной Н и К .  
Силова подгруппы в конечных группах , Холла под
группы и Картера подгруппы в конечных разрешимых 
группах пронормальны . Понятие П .  n .  тесно связано 
с понятием абнирмал ьной подгруппы . Jlюбая абпор
мальная подгруппа пронормальна , а нормализатор 
П .  п .  абнормален . 

Лит . :  [ 1 ] m е м е т к о в JI . А. ,  Формации конечных груnп , 
М . ,  1 978 .  В .  Д .  Маауров . 

ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНАЯ ПЕРЕМЕНПАЯ - сим-
вол фор.м.ального языка , служащий для обозначения 
произвольного высказывания . с. н. Соболев . 

ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНАЯ СВЯЗКА - символ 
формального языка , служащий для обозначения логи
ческой операции , с помощью к-рой из данных выска
зываний можно получать новые высказывания . Важ
нейшими П. с .  являются конъюнкция & (иначе /\ ) ,  
дизъюнкция v ,  импликация => (иначе - или :=:;;:.) ,  
отрицание l (иначе - ) ,  эквивалентность = (иначе +-+
или �) . Эти П .  с .  соответствуют в русском языке 
выражениям «и» , <<или>> , «влечет» , «не верно , что>> и 
«равносильно>> .  Иногда рассматриваются и другие 
П. с . , напр.  т .  н. Шеффера штрих. 

Символ == обычно вводится не как невависимал П. с . ,  
а как сокращение : 

А = В � (А :=> В) & (В :=> А) . (1 ) 
Если же в языке имеется пропозициональная кон

станта _l, обозначающая <<ЛОЖЬ» , то отрицание можно 
рассматривать как сокращение: l А �  (А => _l) . 

П .  с. & , v ,  => и l не являются независимыми в 
классич . логике , поскольку в ней верны эививалент
ности: 

А &  В =  l ( l A v l B) � l (A => l B) , 
A V В =  l ( l A & l B) =  ( l A  => В) =  ( (А => В) =>  В) , 

А => B = ( l A v  В) = l (A & l B) , 

(2) 
(3) 

(4) 
т .  е .  каждая из П. с. &, v ,  => выражается через l 
и одну из остальных . Поэтому при формулировках 
классического пропоаиционального исчисления выска
зываний в качестве исходной можно брать две П. с . :  
l и одну и з  П .  с . & , v ,  :=> , а остальные рассматривать 
как сокращения ,  согласно ( 1 )  - (4) . В интуицио
нистской логике П .  с. &, v ,  => и l являются неза
висимыми . С. Н. Собо.л,ев. 

ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНАЯ ФОРМА, в ы с к а з ы
в а т е л ь н а я ф о р  м а , - языковое выражение , со
держащее переменные, вместо к-рых можно подетаи
лять высказывания,  получая при этом новые выска
зывания . В формализованных языках П .  ф. наз . фор
мулы , содержащие свободные вхождения пропозицио
нальных переменных,  принимающих значения в множе
стве истинностных значений.  

П .  ф .  наз .  также выражения , построенные по типу 
пропоаициональной фор.м.улы, в к-рых вместо пропози
циональных переменных используются символы .м.ета
яаыка, обозначающие произвольвые формулы выска
зываний исчисления .  

Лит. : [1 ) М е н д е л ь  с о н Э . ,  Введение в математическую 
логику, пер . с англ. , М., 1 9 7 1 . В. Н. Гришин. 

ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНАЯ ФОРМУЛА - выраже-
ние , построенное из пропоаициональных пере.м.енных 
с помощью пропоаициональных связок & , V , :=> , l , = 
(и ,  возможно , нек-рых других) по следующим прави
лам: 1) каждая пропозициопальная переменпая есть 
П .  ф . ;  2) если А , В суть П. ф . ,  то (А &В) , (А v В) , 
(А :=>В)  и ( l A ) суть также П .  ф .  

Если а - нек-рый набор nропозициональных связок 
(с и г н а т у р а) ,  то под П. ф. сигнатуры а понима
ется такая П. ф . ,  в построении к-рой в 2) использо
вались лишь связки из а. с. н. Собмев. 

ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ - функция , 
аргументами и значениями к-рой являются истинност
ные значения .  Этот термин употребляют, когда речь 
идет об интерпретации формализованного логич. языка . 

Если Q - множество истинностных значений формул 
данного языка ,  то П. ф . - это любое отображение вида 
Qn - Q ( п�О) . Этими функциями интерпретируются 
пропоаициональные связки , позволяющие образовывать 
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из предложений или формул новые ПJ2едложевия или 
формулы.  При классической двузначнои интерпретации 
множества истинностных значений, т. е. когда Q= {0 , 1 }, 
такие функции ваз. также ф у н к ц и я м и а л г е б
р Ы л о г и К и.  В.  Н .  Гришии. 

ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ, и с ч и с
л е в и е в ы с к а з ы в а н и й ,- логическое исчисле
ние ,  в к-ром выводимыми объектами являются пропо
аициона.яьные формулы. 1\аждое П. и. задается набором 
аксиом (произвольных пропозициональных формул) 
и вывода правил .  Формула , выводимая в данном П .  и . ,  
ваз .  т е о р е м  о й  этого П .  и .  В качестве правил 
вывода обычно берут модус поненс и подставовну (про
извольных пропозициовальных формул вместо пере
менных) .  Иногда П. и .  задают не ансиомами , а аксиом 
схемами; тогда правило подстановни оказы:оается 
излишним. 

1\ .!1 а с с и ч е с  к о е П. и .  задается следующими 
ансиомами: 

1 )  р => (q => р) ,  
2) (р :=> (q :=> r ) )  :=> ( (р :=> q) :=> (р :=> r ) ) , 
3) (р & q) :=> р , 
4) (p & q) :=> q , 
5) р => (q => (р & q ) ) , 
6) p :=> (p V q) , 
7) q :=> (p V q) l 
8) (р :=> r ) :=> ( ( q  :=> r ) => ( (p V q)  :=> r}) , 
9) (р => q) => ( (р => l q) => l p) ,  

10) l l p :=> p . 
В этом П .  и . пропоаициональные связки  &, V , :=> , l 

не являются независимыми. Его можно задать с по
мощью только аксиом 1 ) ,  2) , 9) и 10) ,  основываясь на 
связках :=>, l в качестве исходных.  Тогда связки & 
и v рассматриваются как сокращения :  

А & В �  l (A :=> l B) ,  A v B �  l A :=> B , 

а аксиомы 3) - 8) становятся теоремами . 1\лассиче
ское П .  и. ваз .  также п о  л н ы м П .  и . ,  поскольку 
добавление к нему любой невыводимой в нем формулы 
в качестве аксиомы приводит к п р о т и в о р е ч и
в о м у П .  и . ,  т .  е. к такому , в к-ром выводимы все 
пропозициовальные формулы. Часто классическое П. и .  
ваз .  просто П .  и .  

И н т у и ц и о в и с т с к о е (к о н с т р у к т и в
н о е) П .  и. получается из классического П .  и. заменой 
ансиомы 10) более слабой аксиомой 

1 1 )  l P => (р => q) .  
П .  и . ,  получаемое и з  конструнтивного П .  и .  добавле
нием конечного (или рекурсивного) чиола аксиом, наз. 
п р о м е ж у т о ч и ы м,  с у п е р и н т у и ц й о в и
с т с н и м (или с у п е р н о в с т р у н т и в в ы м) . 
См. также Промежуточная логика . 

Другими примерами П .  и .  являются импликативное 
пропозициональное исчисление, мини:м.альное пропози
циональное исчисление ,  позитивное пропоаициональное 
исчисление .  

И в т е р п р е т а ц и я П .  и .  осуществляется с 
помощью алгебр (матриц) вида 

!ffi = (M , D ;  &* , V *, =>* , l *> ,  
где М - множество истинпостных значений,  D 
множество выделенных истиввостпых значений, 

D с М , а &* , v • , =>*, l * 

- операции на М, соответствующие связкам & , v , :=> и 
l · Множество D должно удовлетворять следующему 
условию: для любых а, Ь Е D , если a E D  и (а :=�* Ь )  E D ,  то 
Ь E D (согласованность с правилом модус поиевс) . Фор-

мула паз .  о б щ е з в а ч и м о й на матрице !ffi, если 
она принимает выделенное значение при любой иmер
претации ее переменных элементами М. П ростейшей 
матрицей является матрица Ш12, состоящая из двух 
элементов 1 ,  О («истина& ,  «ложы) и одного выделенного 
значения 1 ,  а операции &* ,  v * ,  =>* ,  l * определяются 
обычным образом (см . А лгебра логики) . Пропозицио
нальная формула ,  общезначимая на !.IJ}1, ваз .  т а в т о
л о г и е й .  Формула является тавтологией тогда и 
только тогда , когда она является теоремой классиче
ского п . и .  

Лит . :  [ 1 ]  Ч 1! р ч А . ,  ВведеНие в математичесную лоrину, 
пер. с анrл. , М . ,  1 960 .  С. R. Собо.л.ев. 

ПРОСТАЯ АЛГЕБРА - неодповлемевтная алгебра 
без двусторонних идеалов, отличных от О и всей алгебры. 
П .  а .  без единицы может и не быть простым кмьцом , 
т .  к .  в этом случае не веяний идеал кольца является 
идеалом алгебры. Для нек-рых классов алгебр из
вестна нлассифинация нонечаомерных П .  а .  (см. А ль
тернативные кольца и алгебры ,  Ji/орданова алгебрtt, Ли 
алгебра) .  Любая ассоциативная алгебра над полем, 
обладающая единицей, вложима в П. а. с той же еди· 
вицей . 

Лит. см. при ст . Простое пмъцо. Л. А. Скорняхов. 
ПРОСТАЯ ГИПОТЕЗА в м а т е м а т и ч е с н о й 

с т а т и с т и к е - утверждение, согласно к-рому на
блюдаемая случайпая величина подчиняется нонкретно 
заданному распределению вероятностей . Распределе
ние вероятностей , определяемое П .  г . ,  ваз .  г и п о  т е
т и ч е с н и м р а с п р е д е л е в и е м .  Напр . ,  если 
наблюдается случайная величина Х, то утверждение 
<<Х подчиняется занону Пуассона с параметром 1 »  
является П .  г .  См.  также Сложная гипотеза . 

М. С. Ни1t1/дин, , 
ПРОСТАЯ ГРУППА - группа, ве имеющая нор

мальных подгрупп , отличных от всей группы и еди
ничной подгруппы . Описание всех простых конечных 
групп является центральной проблемой в теории 
нонечных групп . В теории бесконечных групп значе
ние П. г. значительно меньше ввиду их необозримости . 
Простой является группа всех четных подстановок ,  
каждая из  к-рых первмещает нонечное подмножество 
элементов множества М, если мощность М не меньше 5 .  
Эта группа бесконечна , если М бесконечно . Сущест
вуют конечно порожденные и даже конечно опреде
ленные беснонечпые П. г. Всякая группа вложима в 
П .  г .  В теории групп Ли и алгебраич . групп опреде
ление П .  г. несколько отличается от приведеиного 
выше (см Ли полупростая группа) . А . Л. Шме.яъпип. 

ПРОСТАЯ ДУГА - гомеоморфный образ отрезка .  
Внутренняя характеристика : П .  д . - это линия ,  имею
щая в двух точках индекс ветвления 1 (к о н ц е в ы е 
т о ч к и) ,  а во всех остальных точках - индекс ветв
ления 2 (в н у т р е  н н и е т о ч к и) .  

М. И. Войцеховспий. 
ПРОСТАЯ КОНЕЧНАЯ ГРУППА - конечная груп

па ,  в к-роИ пет нормальных подгрупп , отличных от 
всей группы и от единичной подгруппы . П .  к .  г . 
наименьшие «строительные блоки» , и з  к-рых с помощью 
расширений может быть <<собрана>> дюбая конечная 
группа .  1\аждый фактор композиционного ряда конеч
ной группы является П. к. г . ,  а минимальная нормаль
пая подгруппа - прямое произведение П. к. г. П ро
стейшими примерами П .  к. г. служат циклич . группы 
простых порядков.  Только таким П. к. г. изоморфны 
факторы композиционных рядов разрешимых групп. 
Все остальные П. к .  г .  неразрешимы и их порядки 
четны [см. Бёрнсайда проблема - 1 ) ] .  Бесконечные 
серии примеров веразрешимых П .  к. г. дают знако
переменные группы �т проективпые специальные 
линейные группы Р S L ( n, q) над конечным полем по
рядка q , проективвые симплектич.  группы PSP (2п ,  q) ,  
проективные ортогональные группы PQ (п, q) и про-
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ективные унитарные группы PS U ( п , q9) . Все перечис
ленные П .  к .  г .  были известны еще в прошлом веке . 
Кроме них , в кон. 1 9  в . были открыты еще 5 групп (см. 
Матьё группа) . В нач . 20 в. построены конечные 
аналоги простых групп Ли  типа G2 (см . Ди�>сопа группа) . 
Открытия новых бесконечных серий П .  к. г . ,  сделан
ные в 50-х гг . ,  позволили получить большинство 
типов известных простых групп из групп автоморфиз
мов простых алгебр Ли (см. Шееалле группа) . Извест
ные бесконечные серии П .  к . г .  nредставлевы в таблице .  

Обозначение , 
связанное с Другое Условия 
т ипом соот- обозначение существования 

ветствующ�й П .  н .  г .  
алгебры Ли 

Z p р - простое число 

a z  / :;;;.. 5 

идеалов и не ивляющаяся двухэлементной полугруппой 
с нулевьtм умножением, б и п р о с т а я - состоящая 
из одного !?])-класса (см . Грина отпошепия в�> вивалепт
пости) , 0-б и п р о с  т а я - состоящая из двух !?])
классов, один из к-рых нулевой , п р о с т а я о т н о
с и т е л ь и о к о н г р у э в ц и й - не имеющая кон
груэнций,  кроме универсального отношения и отноше
ния равенства. 

Всякая простая слева или справа полугруппа би
проста ;  всякая бипростая полугруппа идеально про-

Порядон групnы d 

р 
1 ! /2 

Al (q) PSL (/ + 1 , q) 1 :;;;.. 2 ;  1 = 1 , q :;;;.. 4 ql (1 + 1 ) /2 (q ' _ 1 > (q ' - 1 ) . . . <ч' н _  1 ) /d ( 1 + 1 ,  q - 1 )  

Bl  (q)  РР- (2! + 1 ,  q)  1 :;;;.. 3 ;  1 = 2 , q :;;;.. 3 ;  q 1 2  (q ' - 1 ) (q• - 1 ) · · · (q •l - 1 )/d ( 2 ,  q - 1 ) 
1 = 1 , q :;;;.. 4 

ct ( q )  PSp (2 1 ,  q)  1 :;;;.. 3 ; 1 = 2 , q :;;;.. З ;  
1 = 1 ,  q :;;;.. 4 

ч 12 (q' - 1 )  (q" - 1 ) · .  · (q•l - 1 )/d ( 2 .  q - 1 )  

D l  (q )  P Q +  (21 , q) 1 :;;;.. 3 q l ( l - 1) (q ' - 1 )  (q• - 1 ) · . · (q2l - ·- 1 )  (ql - 1 )/d ( 4 , ql - 1 ) 
Е, (q)  Q 88 (q' - 1 )  (q6 - 1 ) (q8 - 1 )  (q8 - 1 ) (q8 - 1 )  (q 1 2 - l )/d (3 . q - 1 ) 
Е, (q)  q 6 8 (q' - 1 )  (q ' - 1 ) (q 8 - 1 )  (q' 0 - 1 )  (q1 2 - 1 )  (q" - 1 ) (q18 - 1 )/d (2 ,  q - 1 )  
Е ,  (q)  q 1 2 0  (q1  - 1 ) (q • - 1 )  (q" - 1 )  (q " - 1 )  (q" - 1 ) (q20 - 1 ) · 

• (qH - 1 )  (q80 - 1 )  
F ,  (q)  q 2 8  (q2 - 1 )  (q8 - 1 )  (q8 - 1 )  (q1 2 - 1 )  
G ,  (q) q•  (q2 - 1 ) (q8 - 1 )  
'At (q ' ) PSU (/ + 1 , q ' ) 1 :;;;.. 3 ;  1 = 2 , q :;;;.. З 

1 = 1 , q ;;. 4 
q l (1 + 1 ) /2 (q• - 1) (q' + 1 )  (q' - 1  ) · . · (ql + 1 + ( - 1 )l )jd (/ + 1 . q + 1 )  

' Dz ( q' ) p g - ( 2 1 ,  q) / :;;;.. 2 ql (/ - 1 )/2 (q • - 1 ) (q' - 1 ) · .  · (q• l - • - 1 )  (ql + 1 )/d ( 4 ,  ql + 1 )  
•Е, (q' ) q" (q' - 1 )  (q• + 1 )  (q8 - 1 ) (q 8 - 1 ) (q' + 1 )  (q 1 2 - 1 ) /d (3, q +  1) 
•D, (q ' ) q ll  (q' - 1 )  (q• - 1 )  ( q ' + q ' +  1 )  
•в, <ч > Sz (q )  q = 2 •l + t q2 (q - 1 ) (q' + 1 ) 
• G ,  (q) R (q)  q = 3 • l + t q ' (q - 1 ) (q 3 +  1)  
•F. (q)'  q = 2 •l - t q 1 2 (q - 1 )  (q ' + 1 ) (q•- 1 )  (q8 + 1 )/d 2 при q = 2  

Здесь q - неиулева11 сте пень простого числа, l - на
туральное число,  (s , t) - наибольший общий делитель 
чисел s и t . Кроме пер ечислеиных в таблице , известны 
еще 26 П .  к. г . ,  не входящих ни в одну бесконечную 
серию П .  к. г. (т . н. спорадические простые группы) . 

Главной зада чей теории П .  к .  г .  является проблема 
rшассифика ции П .  к. г . ,  содержанием к-рой служит 
доitазательство того, что наждая П .  к. г. изоморфна 
одной из известных простых групп . Другая задача 
состоит в изучении свойств известных простых групп : 
изучении их матричных предстаолений (см . Rопечпой 
груп пы представлен ие) , описании примитинных под
становочных предстаолений (см .  Подстапово�> группа) 
или, более общо , предстаолений в виде групп автомор
физмов различных математич . объектов (графов,  ко
нечных геометрий) ,  описании подгрупп , в частиости 
максимальных подгрупп , и т .  д .  

Лит. : [ t ]  Н а р  т е р  Р . ,  «Математина», 1 966 ,  т .  1 0 , М 5, 
с. 3-47 ;  (2] А ш б а х  е р  М . ,  <• Успехи матем. наую>, 1 98 1 , т. 36j No 2, с. 1 4 1 -7 2 ;  [3] Н u р р е r t в . ,  Endl iche Gruppen , [Bd 
1 , В . , 1 967 ; (4] B l a c k b u r n N . ,  H u p p e r t  В . , Finite 
groups 1 1 ,  1 1 1 ,  В . ,  1 98 1 .  В .  Д .  Магуров. 

ПРО СТАЯ ПОЛУГРУППА - полугруппа, не содер
жащая собственных идеалов или конгруэнций того 
или иного фикспрованного типа .  В зависимости от 
рассматриваемого тип а  возникают различные типы 
П .  п . :  и д е а л ь  н о п р  о с т а я - не содержащая 
собственных двусторонних идеалов (термин «П . п .»  
часто относят только к таким полугруппам) , п р  о
с т а я с л е в а (с п р а в а) - не содержащая соб
ственных левых (правых) идеалов , 0-п р о с  т а я 
( слева ,  справа) - полугруппа с нулем , не содержащая 
собственных иенулевых двусторонних (левых, правых) 

1 при q> 2  

ста , но существуют идеально П .  п . ,  не являющиеся 
бипростыми (и даже такие , что все их !2)-классы одно
элементвы) . Важнейшим типом идеально П .  п. (О-про
стых полуrрупп) является впо.япе простая пол угруппа 
(вполне О-простая полугруппа) . Важнейшие примеры 
бипростых , но не вполне П. п . :  бuци�>личес�>ая полу
группа, ч е т ы р е х с п и р а л ь н а я п о л у г р у п
п а Sp4 (см. [ 1 1 ) )  - это полугруппа , заданная пораж
дающими а ,  Ь , с , d и определяющими соотношениями 
а2= а Ь2= Ь с2= с  d2= d Ьа= а аЬ= Ь Ьс= Ь сЬ= с 
dc= c : cd= d : da= d; полу;руппа 'sp4 из�морфн� рисов: 
с�>ой полугруппе м,атричпого типа над бицинлич. по
лугруппой с порождающими и ,  v, где uv= 1 ,  с сэндвич
матрицей 

1 1 � � 11 · 
Четырехспиральная полугруппа является в нек-ром 
смысле минимальной среди бипростых и не вполне 
П. п . ,  порожденвых конечным числом идемпотентов , 
и вередко возникает как подполугруппа таких полу
групп . 

Простые справа полугруппы (п. с. п . )  наз .  также 
п о л у г р у п п а м и  с п р а в ы м  д е л е н и е м 
или п о л у г р у п п а м и с п р а в о й о б р а т и
м о с т ь ю . Основанием для этих терминов ЯВJiяется 
следующее свойство таких полугрупп, эквивалентное 
определению : для любых элементов а и Ь существует 
элемент х такой, что ах= Ь . П. с. п . ,  содержащие идем
патенты , - это в точности правые группы . В ажный 
пример п .  с. п. без идемпатентов доставляет полугруппа 
Т (М, б ,  р ,  q) всех таких преобразований q> множества 
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М, что 1 )  ядро 1р равно отношению эквивалентности б 
на М, 2) мощность фактормножества М/б равна р , 
3) множество М ер пересекается с каждым б-классом не 
более чем по одному элементу, 4) множество б-классов , 
не пересекающихся с М1р, имеет бесконечную мощ
ность q, причем q<;,p . Полугруппа Т (М, б, р , q) паз . 
п о  л у г р у п п о й  Т е с ь е типа (р , q) , а в случае, 
когда б - отношение равенства , она паз .  п о л у
г р у п п о й  Б э р а - Л е в и  типа (р ,  q) (см. ( 6 ] , 
( 7J) . Полугруппа Тесье - пример п .  с. п. без идем
потентов ,  не обязательно удовлетворяющей правосто
роннему закону сокращения . Всякая п. с. п. без идем
потентов вкладывается в подходящую полугруппу 
Тесье , а всякая п. с. п. без идемпотектон и с право
сторонним законом сокращения вкладывается в под
ходящую полугруппу Бэра - Леви (причем в обоих 
случаях можно выбрать p=q) .  

Различные типы П .  п . часто возникают в качестве 
<<блоков», из к-рых строятся рассматриваемые полу
группы . По поводу классич . примеров П. п. см . Вполне 
простая полугруппа, Брандта полугруппа, Правая 
группа ; о бипростых инверсных полугруппах (в том 
числе структурные теоремы при нек-рых огракичениях 
на полурешетку идемпотентов) см. [ 1 ] , [ 8] , [ 9 ) .  Суще
стl!уют идеально простые инверсные полугруппы с 
произвольным числом .!2)-классов . При изучении вло
жений полугрупп в П. п. обычно либо указываются 
условия для возможности соответствующего вложения, 
либо устанавливается , что всякая полугруппа вклады
вается в подходящую П. п. рассматриваемого типа; 
напр . ,  любая полугруппа вкладывается в бипростую 
полугруппу с единицей (см . [ 1 ] ) , в бипростую полугруп
пу,  порожденную идемпотентами (см. [ 1 0] ) ,  в простую 
относительно конгруэнций полугруппу (к-рая может 
обладать теми или иными наперед заданными свой
ствами: наличие или отсутствие нуля , полнота , пу
стота подполугруппы Фраттини и т. д . , см . ( 3] - [ 5 ] ) .  

Лит. : [1 ] Н л и ф ф о р  д А. , П р е с т о н Г . , Алгебраичес
иая: теория полугрупп , пер. с англ . ,  т. 1 -2 , м . ,  1 9 72 ; [2] Л я
п и н Е .  С. , Полугруппы, М . , 1 96 0 ;  (3] Б о и у т ь л. А. , <•Сиб. 
матем. ж.», 1 96 3 ,  т .  4 ,  No 3, с. 500-1 8 ,  (41 Ш у т о в Э .  Г. , «Ма
тем. сб. >> , 1 96 3 ,  т. 62 , No 4 ,  с.  496-5 1 1 ;  [5] Н л и м о в В . Н . , 
<сСиб .  матем. ж. >>, 1 97 3 ,  т. 1 4 ,  No 5 ,  с. 1 025-36 ; [6] В а е r R . ,  L e
v i F . ,  «Sitzungsber. Heidelber_g. Ak.ad. :W iss. Math.-naturwiss. 
K l .» ,  1 9 32 , Abh. 2 , S. 3-12 ;  [ 7 J  Т е 1 s s 1 е r м . ,  «Compt. rend. 
Acad. sci . » , 1 9 5 3 ,  v .  236, No 1 1 ,  р .  1 1 20-22 ; [8] М и n n W. D . , 
в ин. : Semigroups , N. У . - L . ,  1 969 ,  р. 1 07-23 ;  [9] Н о w i е J . i 
An introduction to semigroup theory, L . - [а. о. ] ,  1 9 7 6 ;  [ 1 0 
Р а s t i J n F . , «Semigroup Forum», 1 97 7 ,  v. 1 4 , N• 3, р. 247-
26 3 ;  [ 1 1 ] В у 1 е е n К . , М е а k i n J . ,  Р а s t i j n F . ,  «J .  Algeb-
ra», 1 978 , v. 5 4 ,  р. 6-26 . Л. Н.  Шеврин.. 

ПРОСТЕйШИй ПОТОК - случайная последова
тельность моментов времени 0 <•1 <-r2 <  . . .  , в к-рые 
происходят события нек-рого потока событий (напр . ,  
потока вызовов , приходящих на телефонную станцию) ,  
удовлетворяющая условию независимости и одинако
вой поиазательной распределенкости разностей •i + 1 -
•i· П .  п .  с распределением 

F (x) = P{-ri н - •i ...;; x} = 1 - e - Ax , х ;;:. О , (*) 

является частным случаем процесса восстановления 
(см . Восстаповдепия теория) . С П. п. связан пуассо
повский  процесс s (t) , равный числу событий потока в 
отрезке времени (0 ,  t ) . П .  п .  и соответствующий 
ему пуассоновский процесс удовлетворяют следующим 
условиям. 

С т а ц и о н а р н о с т ь . Для любых O <t0 , O <t1 < 
<t2 < . . .  <t�г  распределение случайных величин 

s (t t + to) - s (t t - 1+to) .  l = 2 , . . .  , k , 
не зависит от t0 • О р д и п а р  н о с т ь. Вероятность появления в 
интервале ( t , t+ 6t)  двух или более событий потока 
равна o ( 6t) при 6t - О. 

О т с у т с т в и е п о  с л е д е й  с т в и я .  При О < 
<t1 <t2 < . . .  <tn случайные величины s ( tz) - s ( tl - 1) ,  
l= 1 ,  . . .  , k, независимы. 

Доказывается , что при выполнении этих условий 
и при условии 

Р {s (t + M> - s  ( t )  = 1 } = Л м + о (М) 
поток будет простейшим с поиазательным распределе
нием (*) · 

Лит. : [1 ]  Х и н ч и н  А. Я . ,  Работы по математичесмой теории 
массового обслуживания, М. , 1 963 . Б. А. Севастъяков 

ПРОСТОГО СЛОЯ ПОТЕНЦИАЛ - выражение вида 

и (х) = � s h ( 1 х - у  1 ) f(y) du (у) , (1 ) 

где S - замкнутая поверхность Ляпунова (класса 
С(1 ,  Л)) в евклидоном пространстве IRn , п�2, разде
ляющая Rn на внутреннюю область D + и внешнюю 
D - ; h ( lx-y l )  - фундаментальное решение оператора 
Лапласа : 

{ 
1 N 2 ' 

п ;;::;, 3; 
h ( l x - y / ) = (n - 2) roN i x- y j  -

1 1 
-2 lп -1 --1 , п ;;::;, 2;  :n х - у 

ron= 2:n:nf2 /Г (п/2) - площадь единичной сферы в IR.n , 
l x - y l  - расстояние между точками х и у ,  du (y) -
элемент площади S .  

Если f (x) E C <0> (S ) , т о  П .  с .  п .  и (х) определен всюду 
в IR.n . П. с. п. представляет собой частный случай 
ньютопова потенциала , порождаемого массами , рас
пределенными ва поверхности S с поверхностной плот
ностью f (у) , и обладает следующими свойствами . 

В D + и D - П .  с .  п .  и (х) имеет производные всех 
порядков, к-рые можно вычислять под знаком интег
рала, и удовлетворяет уравнению Лапласа 6и (х)= О, 
т. е .  является гармонической фупкцией . При п� 3 
эта функция регулярна на бесконечности , и ( оо )=О .  
П .  с .  п .  и (х) непрерывен в о  всем пространстве Rn , 
причем и (х) Е С(О , v> ( Rn) при любом v, О <v <Л. При 
переходе через поверхность S производпая по направ
лению внешней нормали п0 к S в точке у0 Е S терпит 
разрыв. Предельные значения нормальной производ
ной из области D + и из области D - существуют и 
непрерывны всюду на S и выражаются соответственно 
формулами 

где 

1 .  �� = 
dи (у�) _ f (y0) 

IШ dn i dn 2 ' 
х -+ У о о о 
1 • �� _ du (у,) + f (Уо )  

I Ш  dn 1 - dR 2 ' 
Х -+ Уо о о 

(2) 

d��: > = � s д�, h ( /  у - у0 1) 1 (у ) du (у) (3) 
- т. н. п р я м о е з н а ч е н и е н о р м а л ь н о й 
п р о и з в о д н о й  П .  с. п .  в точке y0 E S , причем 
du (y0)/dn0 E C!O, v) ( S) при всех v , О <v <Л. Если / (у) Е 
Е С<о. AJ ( S ) , то частные производныв функции и (х) 
непрерывно продолжаются в D + и в i')=' до функций 
классов С(о , А) (D + ) и С(о , А) (D - ) соответственно . В 
этом случае также 

du (Yo)fdno Е с<о. А> (S) . 
Эти свойства обобщаются в различных направлениях . 

Напр . ,  если f (y ) E Ll (S ) ,  то и (x) E LI внутри и вне S , 
формулы (2) имеют место почти всюду на S ,  причем 
интеграл (3) суммируем па S. Изучены также свойства 
П. с. п . ,  понимаемых как интегралы по произвольной 
радоиовекой мере � .  сосредоточенной на S :  

и (х) = � h (l x - y l ) d� (y) ; 
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здесь также и (х) - гармович . функции вне S ,  формулы 
(2) имеют место почти всюду на S по мере Лебега с 
заменой f (у) на производную меры t-t' (у0) по мере 
Лебега .  В определении (1) фундаментальное решение 
оператора Лапласа можно заменить на произвольвую 
фующию Леви для общего эллиптич. оператора 2-го 
порядка с переменными коэффициентами класса С<0• 1..) 
с заменой нормальной производной d/dn0 на произ
водную по ковормали . При этом перечисленные свой
ства остаются в силе (см .  [2 ]  - [4] ) . 

П .  с. п .  используется при решении краевых задач 
для эллиптич. уравнений.  Представление искомого 
решения 2-й краевой задачи в виде П. с .  п .  с неиавест
ной плотностью f (у) и использование свойства (3) 
приводит к интегральному уравнению Фредгольма 
2-го рода на S для определения f (у) (см. ( 2] - [ 5) ) .  

При решении краевых задач для параболич. урав
нений используется т е п л о в о й п о т е н ц и а л 
п р о с т о г о с л о я вида 

v (x ,  t ) = � : dт �
5

G (х ,  t; у ,  т:) f (у , т) dа (у) ,  

где 

G (х, t ;  у , т) = 1 ехр [-/ х - у  / 2/4 (t - т:) ]  (2 V;t)n (t - -r)n/ 2 
- фундаментальное решение уравнения теплопровод
ности в п-мерном пространстве,  f (у ,  т) - плотность . 
Функция v (х, t) и ее обобщение на случай произволь
ного параболич. уравнения 2-го порядка обладают 
свойствами, аналогичными указанным для и (х) (см. 
[3] , [4] , ( 6] ) .  

Лит. : (1 ] Г ю н т е р  Н .  М . ,  теория потенциала и е е  при
менение к основным задачам математической физики ,  М. , 1 9 5 3 ;  
[2] М и р а н д а К. , Уравнения с частными производными эллип
тического типа, пер. с итал . ,  М. , 1 9 5 7 ;  [3] Т и х о н о в А. Н . , 
С а м а р  с к и й А. А. , Уравнения математической физики , 
5 изд. , М . , 1 97 7 ,  [4) С м и р н о в В. И , Курс высшей матема
тики , т. 4 ,  5 изд. , М . , 1 9 58 ;  [5] Ф р и  д м а н А ,  Уравнения с 
частными производными параболического типа, пер с англ . ,  М . ,  
1 96 8 ;  [6) Б и ц а д з е А .  В . ,  Краевые задачи для эллиптических 
уравнений второго порядка, М. , 1 966 .  Е. Д. Со.м.мепцев. 

ПРОСТОЕ КОЛЬЦО - неодноэлементное кольцо без 
двусторонних идеалов , отличных от О и всего кольца . 
Ассоциативное П .  к .  с единицей,  содержащее мини
мальный односторонний идеал , изоморфно кольцу 
матриц над нек-рым телом . Без предположепил су
ществования единицы такое кольцо оказывается лu
кально матричным над нек-рым телом D ,  т. е. каждое 
его конечное подмножество содержится в подкольце, 
изоморфном кольцу матриц над D (см. [ 2] ) .  Сущест
вуют П. к. без делителей нуля (даже нётеровы) ,  от
личные от тел , а также нётеровы П. к. с делителями 
нуля ,  но без идемпотевтон [ 3 ] . Известны П .  к . ,  ради
.кальные в смысле Джекобеона (см . [ 1 ] ) .  Однако от
крыт вопрос о существовании простых нильколец. 

Описание строения альтернативных П .  к .  сводится 
к ассоциативному случаю (см . А льтерпативпые кольца 
и алгебры) .  См. также Простая алгебра . 

Лит.:  [ 1 ]  Б о к у т ь Л. А . ,  Ассоциативные кольца, ч. 1 -2,  
Новосиб. , 1 9 7 7-81 ; [2 ]  Д ж е к о б с о н Н . ,  Строение колец , 
пер. с англ . ,  М . , 1 96 1 ;  [3) 3 а л  е с е  к и й  А. Е . ,  Н е р  о е л  а в
с к и й  О . , «Communs. Alg.», 1 97 7 ,  v. 5 , М 3, р. 23 1--44 ;  [4] 
Ф е й с К. , Алгебра :  кольца , модули и категории , пер. с англ . ,  
т .  1 -2 ,  М. , 1 977-79 ;  [5] С о z z е n s J. , F а i t h С. , Simple 
Noetherian rings, Camb. - [а. о . ] ,  1 975 .  Л. А .  Спорн.япов. 

ПРОСТОЕ МНОЖЕСТВО - рекурсивно перечисли
мое множество натуральных чисел , дополнение к-рого 
есть и;м.м,уппое ;мпожество . П .  м. являются промежу
точными в смысле так ваз .  т-сводимости (см . Рекур
сивпая теория ;мпожеств) между разрешимыми множе
ствами и творческими (креативными) множествами -
последние являются наибольшими среди перечислимых 
множеств в смысле т-сводимости . Пусть Р - произ
вольное П .  м . ,  а К - Произвольное Креатинное множе
ство натуральных чисел (пацр . ,  множество геделевых 

ti23 Математическая энц . , т .  4 

номеров теорем формальвой арифметики) . Тогда не 
существует общерекурсивной функции f (х) , сводящей 
К к Р, т, е. такой , что 

х Е к � ! (х) Е Р . 
Сводимость Р к К имеет место всегда , а к Р не сводится 
ни одно разрешимое множество . 

Лит. : [ 1 ] У с п  е н с к и й  В. А. , Лекции о вычислимых 
функциях,  М. , 1 960 ; [2]  М а л ь ц е в А. И . ,  Алгоритмы и рекур
сивные функции ,  М. , 1 965 ; [3) Р о д ж е р с  Х. , Теория рекур
сивных функций и аффективная вычислимость, пер. с англ . , М. , 
1 972 .  С. Н .  Артемов . 

ПРОСТОЕ ОТНОШЕНИЕ трех точек М1 , М, М 2 на 
прямой - число Л такое, что 

М1М = ЛММ2 •  
При этом говорят, что точка М делит отрезок М1М2 
в отношении Л. Если (х1 , у1) и (х2 , у 2) - координаты 
точек М1 и М 2, то координаты точки М определяются 
по формулам 

у - у, + Лу, - i + Л • 

П .  о .  является инвариантом аффинных преобразований. 
А . Б .  Ива'l<ов. 

ПРОСТОЕ ПОЛЕ - поле, не содержащее собствен
ных подполей. Каждое поле содержит единственвое 
простое подполе .  П. п. характеристики О изоморфно 
полю рациональных чисел . П. п. характеристики р 
изоморфно nолю вычетов по модулю р .  о. А. Ива,.ова. 

ПРОСТОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ - то же, что пепри
води.м.ое представление . 

ПРОСТОЕ Ч ИСЛО - натуральное (целое nоложи
тельное) число р > 1 ,  имеющее только два делителя 
1 и р :  

2 ,  3 ,  5 , 7 ,  1 1 ,  1 3 ,  1 7 ,  1 9 ,  23, 29,  31 , о о о 

Числа , имеющие не менее трех различных делителей, 
ваз .  с о с т а в н ы м и. Понятие П . ч .  является ос
новным при изучении делимости натуральных чисел . 
Так, о с н о в н а я т е о р е м а э л е м е н т а р в о й 
т е о р и и чисел утверждает, что велкое натуральное 
число , отличное от единицы , либо простое , либо , если 
оно составное ,  может быть представлено в виде произ
ведения простых чисел . При этом такое представление 
единственно (с точностью до расположения сомножи
телей) . Запись этого произведения в виде степеней 
одинаковых П .  ч . ,  а самих П .  ч . в порядке возрастания, 
дает канонич . разложение натурального числа:  

а, а1 а � n =p1  р2 • • •  pk .. .  

С помощью канонич. разложений натуральных чисел 
а1 , а2 , • • •  , ak находят наибольший общий делитель 
d= (а1 , а2 , • • •  , а�) и наименьшее общее кратное т= 
= [ а1 , а2 , • • •  , ak] этих чисел . С помощью канонич . 
разложения натурального числа n вычисляютел зна
чения теоретико-числовых функций т (п) ,  S (n) и <р (n) , 
к-рые обозначают соответственно число делителей, 
сумму делителей числа n и количество натуральных 
чисел т .,.;п, взаимно простых с n (т. е. таких ,  что 
(т, n) = 1 ) :  

т (n) = (al + 1 ) (txz + 1 )  (ak + 1 ) , 

tp (n) = n ( 1 - ;
,
) ( 1 - ;

,
) . . .  ( 1 - :J · 

Существенной особенностью этих формул является их 
зависимость от арифметич. структуры натурального 
аргумента n. 

П .  ч. играют рош, своеобразных «кирпичиков>> , иэ 
к-рых строятся все остальные натуральные числа.  
Еще в 3 в .  до н. э .  Евклид доказал бесконечность мно-
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жества П .  ч . ,  а Эратоефеи нашел способ отсеивания 
П .  ч .  иа множества натуральных чисел (см . Эратос
фепа решето) .  Л . Эйлер (L .  Euler) нашел доказатель
ство бесконечности множества П .  ч. ,  основаиное на 
использовании средств математич . анализа . Даль
нейшее развитие аналитич. метода Эйлера оказалось 
очень плодотворным (см . А палитичес��:ая теория чи
сел ) . П. Л . Чебышев открыл ряд новых законов , к-рым 
подчиняются П. ч .  В частности, с помощью элементарных рассуждений,  использующих канонич . раз
ложение для числа n ! ,  П .  Л .  Чебышев нашел нера
вепства , к-рым должно удовлетворять количество 
л (х) простых чисел р �х:  

х х 
ln х < л (х) < Ь 

ln х ' 

где а <1 , Ъ > 1  - нек-рые положительные константы. 
Наиболее глубокие закономерности , к-рым подчиня
ется поведение последовательности П. ч . ,  быJiи полу
чены путем углубления исходных идей П .  Л. Чебы
шева с помощью аналитических и, в ряде случаев, 
элементарных методов (см . Распределепие простых 
чисел) .  

П .  ч .  связаны не только с мультипликативиой, но 
и с аддитивной структурой натуральных чисел . До
статочно характерной в этом отношении является 
Гольдбаха пробле.ма о разбиении натуральных чисеJI 
на сумму трех П .  ч . , решенпая в 1937 И .  М .  Виногра
довым (см . А ддитивная теория чисел) . Изучение 
законов разложения П. ч.  в алrебраич. полях проли
вает свет на свойства обычных П. ч .  Напр . ,  рассмат
ривая закон разложения П. ч. р ;t:2 в поле гауссовых 
чисел , получают т е о р е  м у Г а у с с а : р = а2+ Ъ2 
тогда и только тогда ,  когда р=1 (mod 4) . 

Существует много пока ( 1 983) еще не решенных 
проблем , относящихся к П. ч .  Напр . :  

будет ли бесконечным множество П .  ч .  Мерсенна : 

p = 2Q - 1 ,  где q - простое ; 

будет ли бесконечным множество П .  ч. Ферма: 

p = 22n + 1 , где п � О - целое; 

существует ли бесконечное множество П .  ч . р1 и р 2 
«близнецов» , т. е. таких , что р1-р 2= 2 . 

Экспериментальные и звристич .  соображения сви
детельствуют в пользу положительного решения сфор
мулпроваппых выше проблем и др .  аналогичных задач. 

Лит . :  [ 1 ] Х а  с с е Г. , Ленции п о  теории чисел , пер . с нем . , 
М. ,  1 9 53 .  Б .  М. Бредuхи><. 

ПРОСТОП ГОМОТОПИЧЕСКИП ТИП - класс 
клеточных комплексов,  принадлежащих одному го.мо
топичес��:о.му типу, такой, что Уайтхеда кручепие 
соответствующей rомотопич .  эквивалентности равно 
нулю. М. И. ВойцеховсJ<uй. 

ПРОСТОП ИДЕАЛ - двусторонний идеал Р кольца 
R такой , что из А В�Р, где А и В - идеалы в R , 
следует, что либо А =Р, либо В=Р . Для ассоциатив
ного кольца зкuивалентным определением на языке 
элементов будет следующее: 

aRb = P --+ a Е Р или Ъ Е Р , 

где а, Ь - элементы кольца R .  Всякий пр и.митивный 
идеал прост .  

Пусть R - ассоциативно-коммутативное кольцо с 
единицей. Тогда простота идеала P cR эквивалентна 
тому, что аЬ Е Р -+ а  Е Р или Ь Е Р , т .  е. тому, что фактор
кольцо R/P есть область целостности . В зтом случае 
всякий максимальный идеал прост, а пересечение всех 
IJростых идеалов кольца R является радикалом нуле
вого идеала (т. е .  множеством нильпотентных элемен
т ов) . 

Обобщением понятия П . и . служит понятие прим.ар
пого идеала. В теории при.марпых рааложепий П . и .  
играют т у  же роль, что простые числа в разложении 
целых чисел по степеням простых,  а примарвые идеа
лы - роль степеней простых чисел . 

Идеал Р решетки L паз . п р о с т ы м ,  если 
аЬ Е Р - а Е Р или b fP .  

Идеал Р н рост тогда и только тогда ,  когда F =  L '--.._Р -
простой фильтр, т. е. если а+ Ъ Е F -+ a E F или Ъ Е F. 

Лит. :  [ 1 ] Б у р б а н и Н. , Коммутативная алгебра, пер . 
с франц. , М. , 1 9 7 1 ;  [2 ] Д ж е н о б с о н Н . ,  Строение нолец, 
пер. с англ. , М. , 1 9 6 1 ; [ 3 ]  3 а р  и с с R и й О . ,  С а м ю э л ь  П. , 
Коммутативная алгебра , пер. с англ . ,  т. 1 ,  М . , 1 96 3 ;  [ 4 ]  С н о р
н я R о в Л. А. ,  Элементы теории структур, М. , 1 9 7 0 .  

О .  А .  Ивапова. 
ПРОСТОП ИНТЕРВАЛ ч а с т и ч и о у п о р я д о

ч е и н о r о м н о ж е с т в а - подмножество , состоя
щее из двух элементов а � Ь  таких , что между ними в 
данном частично упорядоченном множестве нет других 
элементов ,  т .  е. 

а ,;;;;; х ,;;;;; Ь ;> a = x l\ b = x 
О А. Ивапова . 

ПРОСТОП ИТЕРАЦИИ МЕТОД - метод прибли
женного решения системы линейных алrебраич . урав
нений А х= Ь ,  к-рая иреобразуется к виду х=Вх+ с  
и решение к-рой находится как предел последователь
ности xf< + 1= Bxf<+c, k=O, 1 , . . .  , где х0 - начальное 
приближение.  Для сходимости П .  и. м. при любом 
начальном приближении х0 необходимо и достаточно , 
чтобы все собственные значения матрицы В были по  
модулю меньше единицы; и достаточно , чтобы какая 
либо норма матрицы В была меньше единицы .  Если 
для нормы матрицы В , согласованной с нормой вектора 
х , имеет место оценка I J BJI.;;;;;p < 1 , то П .  и . м. сходится 
со скоростью rеометрич . прогреесии и для потрешиости 
метода верна оценка 

Для случая кубической ,  октаэдрической и сфеrиче
ской векторных норм условие I IB l l �p будет выпол
нено, если имеют место оценки :  

1 ) �;= 1 1 b ij 1 ,;;;;;:; р , i = 1 ,  2 ,  . . .  , п ; 

2) �;= 1 1 b ij 1 ,;;;;;:; р , j = 1 ,  2 , . . .  , п ; 

3) �n 2 2 . . ь . .  ,;;;;; р .  L ,  J = 1 L /  

Простейший вариант метода соответствует случаю , 
когда в качестве матрицы В выбирают матрицу Е - А ,  
где Е - единичная матрица . Если все диагональные 
элементы матрицы А отличны от нуля,  то,  выбирая 
b=D - 1 (D -A ) и c= D - 1b ,  где D - диагональная 
матрица , диагональные элементы к-рой соuпадают с 
диагональными элементами матрицы А ,  получают Якоби 
.метод или метод одновременных смещений . 

Ч астным случаем П .  и .  м. является метод В= Е-тА 
и с= тЬ , где т - итерацио1111ый параметр ,  к-рый выби
рается из условия минимума по т нормы матрицы 
Е -тА . Если у1 и у2 - мини�1альное и максимальное 
собственные значения симметричной положительно 

2 определенной матрицы А ,  то при т= ., , + v, для 
сферич. нормы матрицы В имеет место оценка I IB 1 1 �р, 
где р= v,-v, < 1 . 

v.+ v, 
Для нелинейной сис1·емы алгебраич. уравнений 

!pi (x) = O ,  1 ,;;;;; i ,;;;;; n ,  х = (х1 , х2 ,  • • .  , Хп) ,  
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П .  и .  м .  имеет вид 

k+ 1 k ( k) xi = xi  -T<pi х , k � O . 

Вопрос о выборе итерационного параметра т решается 
в зависимости от дифференциальных свойств функций 
<р ;  (х) . Ч асто он подчинен требованию локальной схо
димости метода в окрестности решения .  

Лит. : [ 1 ]  Ф а д д е е в д . Н . ,  Ф а  д д е е в а в .  Н . , Вычис
лительные методы линейной алгебры,  2. изд. , М . , 1 96 3 ;  [2] Б е
Р е з и н И. С . , Ж и д н о в Н. П. , Методы вычислений, 3 изд. , 
т. 1 ,  М . ,  1 96 6 ;  [3] О р т  е г а Д ж. , Р е й  н б о л д т В . , Яте
рационные методы решения нелинейных систем уравнений со 
многими неизвестными , пер . с англ. , м . ,  1 9 7 5 ;  L4] С а м а р
е н и й  А. А. , Н и н о л а е в Е .  С . , Методы решения сеточных 
уравнений, М . ,  1 978 .  Е. С. Николаев. 

ПРОСТОП ЭЛЕМЕНТ - обобщение понятия просто
го числа.  Пусть G - область целостности или коммута
тивная полугруппа с единицей ,  удовлетворяющая 
закону сокращения . Невулевой элемент р E G, не яв
ляющийся делителем единицы, паз. п р о с т ы м, если 
произведение аЬ может делиться на р лишь в том слу
чае ,  когда хотя бы один из элементов а или Ь делится 
на р. Всякий П. э. является н е п р и в о д и м ы  м, 
т .  е. делител только на делители единицы и ассоцииро
ванные с ним элементы. Неnриводимый элемент не 
обязан быть простым, однако в гауссовой полугруппе 
эти два понятия совпадают . Более того, если всякий 
веприводимый элемент из G является простым, то 
полугруnпа G гауссова . Аналогичные утверждения 
имеют место для факториальпых колец .  Элемент кольца 
является простым тогда и только тогда , когда главный 
идеал, порождепный этим элементом, - простой идеал . 

Существуют обобщения этих попятий на некомму
тативный случай (см . [ 2 ] ) .  

Лит. : [ 1 ] l\ о н П. , Свободные кольца и и х  связи, пер . с 
англ . , М . ,  1 9 7 5 ;  [2.] l\ у р о ш А. Г. , Лекции по общей алгебре ,  
2. изд. , М . ,  1 97 3 ;  [3 ]  Л е н г С . , Алгебра , пер. с англ , М. ,  1 9 68 .  

О. А .  Иванова. 

ПРОСТР АИСТВЕННЫЕ ФОРМЫ - связные полные 
римановы пространства постоянной кривизны. Про
блема классифинации п-мерпых римановых прострапств 
произвольпой постоянной кривизны была сформули
рована В. Киллиигом (W. Ki lling, 1 891 ) ,  к-рый па
звал ее п р о б л е м о й п р о с т р а н с т в е н н ы х ф о р м К л и ф ф о р д а - Н л е й н а ; современ
ная формулировка этой проблемы дана Х. Х опфом ( Н .  Hopf ,  1 925) . 

П р и м е р ы  П .  ф . :  евклидоно пространство En 
размерности n есть П .  ф. нулевой кривизны (так на
зываемое плоское пространство) ; сфера Sn в En + 1 ра
диуса r >O есть П. ф .  положительной кривизны 1 /r2 ; 
п ространство Лобачевского (гиперболич . nространство) 
лп есть П. ф .  отрицательной кривизны; плоский тор 
Tn= En/Г , где Г- п-мерная решетка в En, есть П. ф .  
пулевой кривизны (плоское пространство) .  

Любая П .  ф .  Mn кривизны cr может быть получена 
из односвязной П .  ф. мп той же кривизны фактори
зацией по дискретной группе Г движений пространства 
JIJn , действующих свободно (т. е. без неподвижных 
точек) ; при этом два пространства мп= Мn/Г и M'n= 

. = мпfг'  изометричпы в том и только в том случае, 
когда Г и Г '  сопряжены в группе всех движений Mri. 
Тем самым проблема классификации П .  ф. сводится 
к задаче описания всех песопряженных групп движе
ний пространств sп , En в лп, действующих свободно . 
Пространство Mn паз.  с ф е р и ч е с  к о й  п р о с т
р а н с т в е н н о й ф о р м о й (с .  п .  ф . ) ,  если мп= 
= Snf г ,  е в к л и д о н о й  п р о с т р а н с т в е и н о й  
ф о р  м о й  (е . п . ф . ) ,  если Mn= Enfг , ·И  г и п е р б о

·Л и ч е с к о й п р о с т р а н с т в е н н о й ф о р
м о й  ( t' .  п .  ф . ) ,  если мп�� ;\"/ Г ;  фундаментальная 
группа Jlfn изоморфна Г .  При изучении проблемы 
классификации П .  ф. невулевой кривизны cr значение 

23 * 

1 al не играет существенвой роли , поэтому обычно 
считают l a 1 = 1 . 

Если п четно, то единственным движением сферы 
sп без неподвижных точек является центральная сим
метрия , переводящая каждую точку сферы в дnамет
рально противоположную; факторпространство sп;г 
по группе Г ,  по рожденное этим движением, есть 
пространство Римава (эллиптич . пространство) . Любая 
с .  п .  ф .  четной размерности n изометрична либо Sn , 
либо рп , Были классифицированы трехмерные с .  п .  ф .  
( см .  [ 2 ] ) . Следующим шагом в направлении класси
фикации с . п .  ф. явилась общая программа решения 
этой проблемы и её примененив для классификации 
с .  п. ф. размерности 4k+ 1 (см. [ 4] ) .  Поснольку с_фера 
sп компактна , дискретная группа Г движении Sn 
конечна, то для классификации п-мерных с .  п .  ф .  
достаточно описать все несопряжениые конечные под
группы ортогональной группы О (п+ 1 ) ,  действующие 
свободно на sп . Говорят, что ортогональное представ
ление :rt конечной группы G в En + l  с в о б о д н о о т 
н е п о д в и ж н ы х  т о ч е к , если для всех g E G"- {1 } 
иреобразование :rt (g) сферы sп не имеет неподвижных 
точек ;  в частности, :rt - точное пr,едставление. Согласно 
программе, изложенной в [ 4 , решение проблемы 
с .  п. ф .  Клиффорда - Клейна можно разбить на ряд 
этапов. Во-первых, найти необходимые и достаточные 
уеловил для того, чтобы абстрантная групnа G могла 
служить фундаментальной группой с. п. ф. и класс�
фицировать такие группы: получается пек-рое семеи
ство {Gл } групп . Во-вторых , описать все пеэквивалент
ные веприводимые ортогональные представления каж
дой из групп {Gл } и выделить среди них представления , 
свободные от неподвижных точек. Наконец, определить 
все автоморфизмы групп {Gл. } и выяснить, какие из 
найденных представлений эквивалентны по модулю 
автоморфизма соответствующей группы . Эта программа 
в полном объеме была реализована в ( 5] ,  что привело 
к исчерпывающей классификации с .  п. ф. Л�бая 
конечная цинлич . группа nринадлежит семеиству 
{G л }; чтобы пецюшич . групnа порядка N могла слу
жить фундаментальной группой п-мерной с .  п . ф . ,  не
обходимо (но не достаточно) , чтобы N было взаимно 
просто с п+ 1 и делилось па квадрат какого-либо 
целого числа .  

Глобальная теория е .  п .  ф. возникла как  приложенив 
нек-рых результатов геометрич . кристаллографии . В ра
боте ( 3] был исполыювап известный с кон . 19 в. список 
кристаллографич. групп в Е3 и получена топологиче
ская , а в компактном случае аффинная , классификация 
трехмерных е .  п .  ф. Теоремы Бибербаха о кр�tсталло
графич . группах в En приводnт к структурпои теории 
компактных е .  п .  ф. произвольпой размерности . В част
ности , для любого п;;;.2 существует только конечное 
число разных классов эквивалентных компактных 
е. п. ф. размерности п, n р и  этом две компактные е .  п. ф .  
Mn= Еn/Г и М' n =  Еn/Г' аффинно эквивалентны, если 
и только если их фундаментальные группы Г и Г' 
изоморфны . Напр . ,  любая двумерная компактная 
е .  п .  ф .  гомеоморфна (а следовательно, аффинно экви
валентна) либо nлоскому тору, либо поверхности 
Клейна . Абстрактпая группа Г тогда и только тогда 
может служить фундаментальпой группой компактной 
е. п. ф. Mn, когда а)  Г имеет нормальную абелеву 
подгруппу Г* конечного индекса , изоморфную z n ; б) Г* совпадает со своим централизатором в Г ;  в) Г 
не имеет элементов конечного порядка . Если такал 
группа Г реализована в виде дискретной подгруппы 
в группе всех движений пространства En, то Г* сов
падает с ыножеством параллельпых сдвигов , принад
лежащих Г, и имеется нормальное накрытие р про
странства Mn= En/Г плоским тором Tn = EnfГ* , оп
ределенное формулой р (Г* (х) )=  Г (х) для всех х Е En, 
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Конечная группа Г/Г* изоморфна группе накрываю
щих П{'еобразований для р , к-рая в свою очередь 
изоморфна годоно.мии группе пространства мп . Ком
nактная е. п. ф. всегда имеет конечную группу голово
мии .  Справедливо и обратвое утверждение: компакт
ное риманово пространство, группа головомни к-рого 
конечна , является плоским. Доказано , что любая 
конечная группа изоморфна группе голономин век-рой 
компактной е. п .  ф .  Аффинная классификация ком
пактных е. п. ф .  заданпой размерности п в настоящее 
время ( 1983) известна только для п -<4. При п= 3 
имеется 6 классов ориентируемых и 4 класса веориев
тируемых аффивво эквивалентных компактных е. п .  ф .  
Классифицированы компактные е .  п .  ф .  с циклич . 
группами голономин простого порядка . Семейство всех 
веизометричвых плоских торов тп можно параметри
зовать элементами из 

SL (п , Z )'-._GL +  (п , R)JSO (п) , 
где GL + (п ,  R )  - связная компонента единицы в 
GL ( п , R) ,  а изометрич . классификация компактных 
е. n. ф. размерности п непосредственно следует из их 
аффинной кла�сификации и изометрич . классификации 
торов тп . Некомпактвые е. п. ф. классифицированы 
(с точностью до изометрии) только в размерностях 
2 и 3; в частности, двумерная векомпактвая е. п. ф . ,  
отличная о т  Е2 , гомеоморфва цилиндру , либо листу 
Мёбиуса . Любая векомпактвая е. п. ф. допускает дей
ствительную аналитич . ретракцию на компактное впол 
не геодезич . плоское подмногообразие; класс фунда
ментальных групn векомпактвых е. п .  ф. совпадает с 
классом фундаментальных групп компактных е .  п .  ф .  

И сследование двумерных г .  п .  ф .  по  существу нача
лось в 1888 , когда А. Пуавкаре ( Н .  Poincare, ( 1 ] ) , 
изучая дискретные групnы дробио-линейных преоб
разовавий верхвей полуплоскости Im (z) >О комплекс
вой плоскости - фуксовы группы, заметил , что их 
можно трактовать как группы движений плоскости 
Лобачевского Л2

• Пусть .Z - группа движений Л2 , 
сохраняющих ориентацию; А 1 , • • • , A 4m , т;;;;,2 ,- вы
пуклый 4т-угольник в Л2 с попарно конгруэнтными 
геодезич . сторонами 

A4i - зА4; -2 = А4; - 1А,; , А,; - 2А4; -1 = А4 ;А, ;  + 1 •  
где i= 1 , . . .  , т , A 4 m + 1= A 1 , сумма углов к-рого 2:rt.  
Элементы а ; и Ь ; из .Z переводят А 4 ;  _ 3А 4 ;  _ 2 в 

АмА4i - 1 и A4i - 2A 4i - 1  в A,;- 1A4i 
соответственно (па рис. показав случай т= 2) . Тогда 
подгруппа Гс.Z,  порождеввая элементами а; , Ь; , 
действует на Л2 без неподвижных точек, а заданвый 4т-

А угольник служит фувдамев-5 тальвой областью этой груп
пы; при этом Г имеет единствев
вое определяющее соотношение 

А1 А3 П� ( а; , Ь ; ]  = 1 .  1 ==  1 
Факторпространство Л2/Г ЯВJIЯ· 
ется ориентируемой компактной 
r. п. ф. рода т, и каждая двумер -

А вая ориентируемая компактная 
1 г .  п .  ф. может быть получена та-

ким способом .  Пусть теперь Г- абстрактная группа , изо
морфная фундаменталь вой группе ориентируемой замк
вутой поверхности рода т. Тогда существует вепре
рыввое отображение qJ: Г Х R6tn - в .... .z, удовлетво
ряющее условиям:  а) для всех x E Rвm - a отображение 
!р� : g - 'Р (g, х) является мономорфизмом Г в .:е; 
б) подгруппы Гх= 'Рх (Г )  и Гх •= !рх • (Г )  сопряжены в 
.Z тогда и только тогд<�. , когда х= х' ; в) если дискрет-

пая подгруппа Г' с .Z  изоморфна Г , то она сопряжена 
с Гх для век-рого x E R&m -s . Таким образом , семейство 
неизоморфвых компактных г . п. ф. размерности 2 
рода т зависит от 6т-6 действительных параметров.  
Двумерная компактная г .  n .  ф .  естественным образом 
наделяется структурой римановой поверхности, и 
только что сформулироваввое утверждение первона
чальво было доказано средствами теории увиформа
зации; геометрич. док<�.зательство было дано в [ 7 ] .  
Указ-аввые результаты обобщаются н а  векомпактвые 
г .  п .  ф . ,  гомеоморфные сфере с конечным числом ручек 
и дырок , а также на веориевтируемые г .  п .  ф .  раз
мерности 2 .  В противоположность двумерному случаю 
не существует непрерывных семейств веизометричвых 
компактных г. п. ф. размерности больше 2. А именно , 
компактные г .  п .  ф .  размерности п;;;;:3 , имеющие изо
морфвые фундаментальвые группы,  изометричвы. Дру
гих общих результатов , непосредственно отвосящихся 
к классификации п-мервых г. п. ф . ,  в настоящее время 
( 1 983) нет; примеры г. п. ф .  размерности п:;;:,3 приве
девы в [ 6 ] ,  [8] .  

Кроме римановых П .  ф .  изучались их обобщения : 
псевдоримановы , аффинные и комплексвые П .  ф ,  и 
П .  ф .  симметрич . пространств (см . ,  вапр . ,  [9 ] ) .  

Лит. : [ 1 ] П у а н н а р  е А. , Избр. труды, т .  3 ,  М . ,  1 97 4 ; 
[2] Т h r е 1 f а 1 1 w. , S е i f е r t Н . ,  <<Math. Ann .» ,  1 930,  Blii 
1 04 ,  S. 1 - 7 0 ;  [3] N о w а с k i W. , «Comment. math. helv. », 
1 9 3 4 ,  v .  7,  р. 8 1 - 9 3 ;  [4] V i n с е n t G . ,  там же ; 1 9 4 7 ,  v. 20, 
р .  1 1 7 - 7 1 ; L5] В о л ь  ф Д ж. , ПI!остранства постоянной нри
визны , пер. с англ . , М . , 1 9 8 2 ;  [6) В и н б е р г Э. Б . ,  «Матем. 
сб . >> ,  1 96 9 ,  т. 7 8 ,  .Ni 4, с. 6 3 3-39 ;  [7 ] Н а т а н з  о н С. м. , «Успехи матем. наун», 1 97 2 ,  т. 27 ,  в .  4, с. 1 45 - 6 0 ;  [8] М i 1 1-
s о n  J. J . ,  «Ann . Ma th.» ,  1 97 6 ,  v. 1 04 ,  р. 2 3 5 -47 ; [9) В o
r е 1 А. , <<Topology>>, 1 96 3 ,  .Ni 2, р. 1 1 1 - 22.  н. Р. Ra.мьtшanct..uй . 

ПРОСТРАНСТВО - логически мыслимая форма (или 
структура) , служащая средой, в к-рой осуществляются 
другие формы и те или иные конструкции . Напр . ,  в 
элементарной геометрии плоскость или пространство 
служат средой, где строятся разнообразвые фигуры . 
В большинстве случаев в П .  фиксируются отношения , 
сходвые по формальным свойствам с обычными прост
ранствеиными отношениями (расстояние между точ
ками , равенство фигур и др. ) ,  так что о таких П. можно 
сказать, что они представляют лш·ически мыслимые 
простравствевво-подобные формы . Первым и важней
шим математич . П .  нвляется трехмервое евклидови 
пространство , представляющее приближенвый абст
рактвый образ реального П. Общее повятие «П .)) в 
математике сложилось в результате обобщения и видо
изменения повятий геометрии евклидона П .  Первые 
П . ,  отличные от трехмерного евклидова,  были введены 
в 1 -й пол . 19 в .  Это были Лобачевского пространство 
и евклидоно П .  любого числа измерений (см . Многаяер
пая геометрия) . Общее повятие о математич . П .  кан 
<•многократной протяженностИ>> было выдвинуто в 1 854 
Б.  Римавом (В . R iemann) ;  оно обобщалось, уточня
лось и конкретизировалось в разных направлениях : та
ковы, вапр . ,  ри.мапово пространство , финслерgво про
странство , векторное пространство , ги.��ьбертово про
странство , .метрическое пространство , топологическое 
пространство . В современной математике П .  опреде
ляют как множес·rво каких-либо объектов, к-рые ваз . 
его точками; ими могут быть геометрич. фигуры, функ
ции , состояния физич . системы и т .  д .  Рассматривая 
их множество как П . ,  отвлекаются от всяких их 
свойств и учитывают только те свойства их совокупно
сти,  к-рые определяются припятыми во внимание или 
введенными по определению отношениями . Эти отно
шения между точками и теми ИJIИ иными фигурами, т .  е .  
множествами точек, определяют «геометрию� П .  При 
ансиоматич . ее построепни основные свойств<�. этих от
ношений выражаются в соответствующих аксиомах . 

Примерами П .  моi·ут служить : 1) метрич. П , в к-рых 
определено расетонине между точками; вапр . ,  П .  не -
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nрерывных функций н& к . -л . отрезке [ а , Ъ ] , где точка
ми служат функции 1 (х) ,  непрерывные на [ а ,  Ь] ,  а рас
стояние между 11 (х) и 1 2 (х) определяется как максимум 
модуля их разности: 

r = max / l1 (х) - !2 (х) ( .  
2 )  « П .  событиЙ>> ,  играющее важную роль в геометрич . 
интерпретации теории относительности . Каждое собы
тие характеризуется положением - координатами х, 
у , z и временем t, поэтому множество всевозможных 
событий оказывается четырехмерным П . ,  где <<Точка>> -
событие определяется 4 координатами х, у , z , t. 3) Фа
зовые П . ,  рассматриваемые в теоретич . физике и меха
нике. Фазовое П .  физич . системы - это совокупность 
всех ее возможных состояний, к-рые рассматриваются 
при этом как точки этого П .  А. д. Але"сакдров . 

Н-ПРОСТРАНСТВО - топологическое пространство 
с умножением, обладающим двусторонней гомотопич . 
единицей . Подробнее , пунктпрованное топологич. про
странство (Х , е) , для к-рого задано непрерывное ото
бражение т : Х Х Х � Х, паз .  Н - п р о с т р а н с т
в о м, если т (е, е)= е  и отображение Х � Х, х � 
� т (х, е) и х � т  (е, х) гомотопны rel (е ,  е )тождествен
ному отображению. Отмеченная точка е паз .  г о м о
т о п и ч е с к о й  е д и н и ц е й  Н-П . Х .  Иногда 
термин «Н -П . >> употребляется в более узком смысле, 
ври к-ром требуется ,  чтобы отображение т : Х Х Х � 
�х было г о м о т о п и ч е с к в а с с о ц и а т и в
н ы м,  т .  е. чтобы отображения 

т о (т Х id) , т о ( id Х т) : Х Х Х Х Х -----.. Х 
были гомотопны rel (е ,  е ,  е) между собой . Иногда тре
буется также существование г о м о т о п и ч е с к и 
о б р а т н ы х э л е м е н т о в. Это значит, что долж
но быть задано отображение f.1. : (Х ,  е) � (Х ,  е) , для 
к-рого отображения 

Х -+ Х ,  Х -+ т (х ,  f.1. (х) ) , х � т (f! (х ) ,  х ) 
гомотопны постоянному отображению Х � е. Напр . , 
для любого пунктпрованного топологич . пространства 
У петель прострапство QY являетсн гомотопически 
ассоциативным li -П . с гомотонически обратными элu
ментами , а Q2Y= Q ( QY) является также и к о м м у
т а т и в н ы м Н-П . ,  то есть таким, что отображения 

Х Х Х -+ Х , (х , у) -+ т (х ,  у) , (х , у) -+ т ( у ,  х) 
гомотопны . Группы когомологий Н -П . образуют Хоп фа 
алгебру .  

Лит. : [1 ] Б о р  д м а н Д ж. , Ф о г т Р . ,  Гамотопически ин
вариантные а:rгеГ!раические структуры на топологических про
странстнах, пер .  с англ . , М . ,  1 9 7 7 .  А . Ф .  Харшиладае . 

К-ПРОСТРАНСТВО ,  К а н т о р о в  и ч а п р  о
с т р а н с т в о , - порядково полное векторное про
странство, т. е. векторное полуупорядочеппое про
страпство, в к-ром всякое ограниченное сверху мно
жество имеет верхнюю грань .  Открыто Л .  В .  Канто
ровичем [ 1 ] . 

Лит. : [1 ] Н а н т о р о в  и ч Л. В . ,  «Матем. сб .» ,  1 9 3 7 ,  т. 2 ,  
с .  1 2 1 - 68.  М. И. Войцеховс,.ий. 

ПРОСТРАНСТВО НАД АЛГЕБРОИ - пространство ,  
обладающее дифферепциальпо-геом.етричесr;ой струк
турой ,  точки к-рого могут быть снабжены координата
ми из пек-рой алгебры. В большинстве случаев алгебра 
предполагается ассоциативной с единицей, иногда -
альтернативной с единицей (см . А ссоциативпые кольца 
и алгебры, А льтерпативпые кольца и алгебры) . 

Для построения широкого класса П .  н. а .  можно 
исходить из понятия унитарного модуля над алгеброй , 
определение к-рого получается из определения век
торного врострияства ннд телом путем замены тела 
на ассоциативную а лгебру с единицей (см . [ 1 } , [ 3 ] ) . 
В результате присоединения к элементам модуля , на-

зываемым векторами, новых элементов ,  называемых 
точками, связанных с векторами теми же аксиомами , 
что и точки аффинного пространства с его векторами, 
получается аффинное пространство над ассоциативной 
алгеброй с единицей. Аффинные иреобразования в 
аффинном пространстве над алгеброй имеют в коор
динатах вид 

xi = �� A�f (xi) + a'· , ..:....! =  1 1 

где f (х) - непрерывный автоморфизм алгебры . п-мер
ное аффинное пространство над алгеброй, имеющей 
ранг r над век-рым полем, допускает естественную мо
дель (представление) в пr-мерном аффинном простран
стве над тем же полем . В этой модели каждая точка 
аффинного пространства над алгеброй изображается 
точкой пr-мерного аффинного пространства над рас
сматриваемым полем , координатами к-рой являются 
коэффициенты разложений координат точек простран
ства над алгеброй по базисным элементам алгебры . 
В случае , когда базисные элементы еА,  А = 1 , . . .  , r ,  
алгебры связаны между собой структурными уравне-
ПИЯМИ 

еАев = 'У�в�> с ,  
где I'�B - структурные константы алгебры, каждому 
базисному элементу е А соответствует в модели линейвое 
иреобразование с матрицей 

УА 0 

0 'УА 

где по диагонали стоят n одинаковых r-мерных блоков 

'УА= l ll'�в l l . В аффинных пространствах над алгебрами 
можно задать эрмитову метрику (евклидову и псевдо
евклидову) , а в случае коммутативных алгебр и квад
ратичную (евклидову и псевдоевклидову) метрику. Дл я 
этого в унитарном модуле определяется скалярное 
произведение векторов (а, Ь) , в первом случае обла
дающее свойством 

(а , Ь) = (Ь, а)1 , 
где 1 - инволютивный антиавтоморфизм (инволюция ) 
в алгебре, а во втором случае - свойством 

(а , Ь) = (Ь , а) . 
Скалярный квадрат вектора А В определяет метрич . 
инварианты пары точек А и В; движения евклидоных 
и псевдоевклидовых пространств - аффинные преоб
разовапия , сохраняющие скалярное произведение век
торов . П ри замене в определении эллиптических и ги
перболических П .  п. а. скалярного произведения век
торов скалярным произведением векторов (х,  у) , для 
к-рого (х, ?J)= -(у, x)l или (х, у)= - (у , х) , полу
чается э р м и т о в о, или к в а д р а т и ч п о е 
с и м п л е к т и ч е с к о е, П . н . а . 

Многообразие одномерных подмодулей (п+ 1 ) .-мерпо
го упитарного модуля над алгеброй К паз . п-мерпым 
п р о е к т и в н ы м  п р о с т р а н с т в о м  н а д 
а л г е б р о й  К; точками этого пространства паз . 
одномерные подмодули, а координаты векторов этих 
подмодулей паз .  проективпыми координатами точек .  
В проективпом П .  н .  а .  определяются так же, как в 
проективных прострапствах над полями , r;оллипеацип 
и корреляции. В проективных координатах коллинеа
ции имеют вид 

' l  �n+ ! i . х' = . A1.f (x l ) ,  
J = 1 
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где f (х )  - непрерывный автоморфизм алгебры, а кор
реляции имеют вид 

lи; = �� f (xi) Ai1· , �J = l 
где f (х) - непрерывный антиавтоморфизм алгебры , а 
и; - проективные координаты гиперплоскости . Вве
дение скалярного произведения векторов в унитарном 
модуле позволяет определить в проективном простран
стве ,  построенном с помощью этого модуля,  эрмитовы 
или, в случае коммутативной алгебры, квадратичные 
эллиптические и гиперболич .  метрики . Метрич. инва
рианты точек этих пространств определяются скаляр
ными произведениями векторов х и 11 соответствующих 
подмодулей с помощью двойного отношения 

W = (x , х) - 1 (х ,  'f!) ('f! , 11) - 1 (!J ,  х) . 
В том случае , когда W - действительное число,  инва
риант оо, для к-рого W= cos2 оо , наз . р а с с т о я н и
е м между соответствующими точками (см . [2] ) .  

Проективные,  эллиптические, гиперболические и 
симплектич . пространства над действительными про
стыми алгебрами (напр . ,  алгебрами действительных,  
комрлексных и кватернионных матриц) обладают тем 
своиством,  что их фундаментальные группы являются 
простыми группа�1и Ли бесконечных серий . Е вклидо
вы , псевдоевклидовы и квазиэллиптические, ква:-�иги
перболпческие и квазисимплектич . пространства над 
теми же алгебрами обладают тем свойством , что их 
фундаментальные группы являютел квазипростыми 
группами Ли тех же серий (см . [2 ] ) ; тем же свойством 
обладают проеi,тивные , эллиптические , гиперболиче
сние и симплектич .  пространства над полупростыми 
алгебрами, к R-рым относится алгебра дуальных чисел.  

Несколько сложнее оп ределяются проективные и 
эрмитовы (аллиптические и гиперболические) плоско
сти над альтернативными алгебрами . Фундаментальные 
группы этих плоскостей являются простыми или ква
зипростыми группами Ли нек-рых особых классов . 

Л ит . :  ( J ] Б у р  б а и и Н . , Алгебра. Алгебраичесиие струи
туры. Линейная и полилинейная алrебра , пер . с франц . ,  М . ,  
1 96 2 ;  [2] Р о а е н ф е JI ь д Б .  А . , Неевилидоны пространства 
М . ,  1 9 6 9 ;  (3] В е n z W. , Vorleвungen tiber Geometrie der Algeb� 
ren , В . , 1 9 73. Б. А. Розепфе.льд , А .  П. Широпов. 

ПРОСТРАНСТВО ОТОБРАЖЕНИИ т о п  о л о г и
ч е с R о е - множество Р отображений множества Х 
в топологич . пространство У с накой-нибудь естествен
ной топологией Т на Р. При фиксированных множестве 
Х п пространстве У получаются различные П .  о. в 
завнеимости от того , какие отображения Х -* У вклю
чаются в Р и какая естественная топология берется 
на F. Выбор F связан с наличием на Х и У дополни
тельных структур и спецификой рассматриваемой ситуа
ции .  Так , в качестве F могут фигурировать: множество 
всех непрерывных отобра�ений множества Х в прост
ранство У, множество всех отображений множества Х 
в ЕJРОСтранство У, "множество всех непрерывных ли
неиных отображении топологического векторного про
странства Х в тополо1·ическое векторное пространство 
У ,  множество всех непрерывных гомоморфизмов топо
логич . группы Х в топологич .  группу У, множество 
всех гладких отображений отрезка в прямую и т .  д. 

Важность рассмотрения П. о. в определенной мере 
вызвана тем, что отображенил представля ют собой 
наиболее общий способ сравнении математич . объек
тов . 

Естественные топологии (на множестве F) обычно 
опре!:lеляются по следующей схеме. В Р фиксируется 
семеиство S подмножеств , и предбаза топологии Т на F 
составляется из множеств вида 

V ( A ,  V) = {f Е F ; f (А ) с V} ,  
где А Е S "и V - любое открытое множество в F. Если 
S - семеиство всех конечных (или одноточечных) под-

множеств множества Х ,  то Т наз. т о п о л о г и е й 
п о т о ч е ч и о й с х о д и м о с т и иа Х .  Если S 
состоит из всех компактных подмножеств топологич . 
пространства Х ,  то Т наз . к о м п а к т н о о т к р ы
т о й  т о п о л о г и е й .  Если Х Е S , то Т наз .  т о п о
л о г и е й р а в н о м е р н о й с х о д и м о с т и (на 
Х) . Впрочем , всякую топологию Т на F, получаемую 
по этой схеме, наз .  топологией равномерной сходимо
сти па элементах семейства S .  

В зависимости от области математики те или иные 
П. о. оказываются особенно важными . К числу цент
ральных объектов функционального анализа относятся 
банаховы пространства непрерывных функций на пом
пактах в т о п  о л о г и и н о р м ы , т . е. топологии 
равномерной сходимости , и в с л а б о й т о п о л о
г и и,  к-рая описывается в терминах поточечной схо
димости . В теории гомотопий важную роль играет 
пространство путей в топологич . пространстве , т .  е .  
пространство непрерывных отображений действитель
ного отрезка в это пространство. Гомотопии одного 
отображения в другое представляются путем в прост
ранстве отображений. П .  о. сфер в сферы возникает 
при определении гомотопических и когомотопических 
групп . 

Особенно естественной на множестве всех отображе
ний одного К -пространства в другое оказывается ком
пактно открытая топология .  Преимуществом топологии 
равномерпой сходимости (па всем пространстве) явля
ется ее метризуемость . Эта топология - сильнейшая 
в большом классе естественных топологий на П . о .  
Но обладает важными преимуществами и топология 
поточечной сходимости - слабейшая в том же круге 
топологий . В о-первых , эта топология обладает наи
большим запасом компактов , как слабейшая , а ком
пактность является одним из паиболее полезных свойств 
множества функций . Во-вторых , имеет место фундамен
тальный результат Дз . Нагаты ( J . Nagata) ,  к-рым изу
чеиие любых тихоповских пространств ставится в 
прямую связь с исследованием топологич . колец. 
А имеппо , тихоновекие пространства Х и У гомеоморф
ны в том и только в том случае ,  если топологически 
изоморфны топологич .  кольца С Р ( Х )  и С Р ( У) непре
рывных функций на Х и У, взятые в топологии пото
чечной сходимости . 

Рассмотрение топологич . свойств П .  о .  полезно при 
доказательстве теорем о существовании отображений 
с тем или иным свойством Полнота метрич . пространст
ва непрерывных действительных функций на компакте 
через принцип сжатых отображений применяется для 
доказательства фундаментальной теоремы о существо
вании решения дифференциального уравнения в из
вестных предположениях .  Следствием полноты метрич . 
пространства функций является Вера сво йство . На этой 
основе доказывается , напр . ,  существование непрерыв
ной нигде ие дифференцируемой функции на отрезке .  
Свойство Бэра П.  о .  играет центральную роль при 
доказательстве теорем общего по.ложепия , при доказа
тельстве известной теоремы о вложимости каждого 
п-мерпого компакта со счетной базой в (2п+ 1 )-мерное 
евклидово пространство , и т .  п .  

Влияние пространств действительных функций на  
общую топологию проявилось в следующей задаче 
общего характера :  как связаны свойства пространств Х 
и У, если пространства непрерывных действительных 
функций над ними (в топологии поточечной сходимости 
в 15омпактно открытой топологии) гомеоморфиы (ли: 
неино гомеоморфны) .  Известно , напр . ,  что линейные 
гомеоморфизмы сохраняют компактность и размерность . 

Существенное значение имеет наследование двойст
венности межд� свойствами топологпч . пространства и 
топологич . своиствами пространства функций над ним 
в топологии поточечной сходимости . Примером полез-
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ного результата в этой области может служить теорема : 
любая конечная степень пространства липделёфона в 
том и только в том случае, если пространство функций 
над ним имеет счетную тесноту . Этот результат при
меплетсл , в частности , при исследовании строепил 
к о м п а к т о в Э б е р л е й н а - компактов, лежа
щих в банаховых пространствах , наделепных слабой 
топологией .  

Лит . :  [ 1 ]  Н е л л и Д щ .  Л . ,  О бщая топология ,  пер . с англ . , 
М . ,  1 98 1 .  А .  В .  Архангелъсхий .  

ПРОСТРАНСТВО С ИНДЕФИНИТНОЙ МЕТРИКОй, 
G-п р о с  т р а н с  т в о , - пара объектов (Е ,  G) ,  из 
к-рых первый есть векторное пространство Е над полем 
комплексных чисел ,  а второй есть билинейвал (точнее , 
полуторалинейнал) форма G над Е ;  эта форма наз . 
также G - м е т р и к о й .  Если G - положительно оп
ределенная (т. н. дефинитнал) форма , то G есть скаляр
ное произведение в Е ,  и с помощью G можно канопич . 
способом (см . ,  напр . , Гильбертово простран ство с ип
деф ипитпой .метр ипой) ввести норму и расстояние 
(т. е. обычную метрику) для элементов из Е. В случае 
общей поJiуторалинейной формы нет норм или метрик , 
.канонически связанных с G, и термин «G-метрииа* лишь 
напоминает о тесной связи дефипитпых полуторалиней
ных форм с нек-рыми метриками в векторных прост
рапствах . 

Теория к о н е ч н о м е р н ы х п р о с т р а н с т в 
с и н д е ф и н и т н о й м е т р и к о й ,  наз .  чаще 
билинейно метрич . пространствами или п р о с  т
р а н с т в а м и с б и л и н е й н о й м е т р и к о й ,  
разработана еще Г .  Фробениусом и излагается в курсах 
линейной алгебры (см . [ 1 ] ) . 

Основпой целью о б щ е й  т е о р и  и П .  с и .  м .  
является выделение и исследование сравнительно про
стых, по важных для Приложепий классов неса.мосопря
жеппых операторов в гильбертоном пространстве .  П. с 
и .  м. впервые введены Л .  С .  Поптрлrипым [2 ]  (подроб
нее см . Поптрягипа пространство) .  

Теория П .  с и .  м .  развивается по двум направлени
ям - геометрия этих пространств и линейные операто
ры в них . 

Геометрия общих П .  с и .  м. в основном исследует : 
а) связь G-метрики с различными топологиями на Е; 
б) классификацию векторных подпространств (линеа
лов) в Е относительно G-метрики (особенно т. н .  дефи
витпых подпространств ; см . ниже) ; в) свойства G-про
еitтировапил;  г) базисы G-прострапств .  

В случае э р м и т о в о й  G - м е т р и к и (G9-
м е т р и  к и ) ,  т. е .  такой , что G (x ,  y ) =G (y ,  х) длн 
всех х, у Е Е ,  важнейшими поплтилми и результатами 
геометрии П. с и. м. являютел следующие.  Пусть каж
дому вектору у Е Е поставлен в соответствие линейный 
фупкционал Gy : х -+ G (x, у) , х Е Е .  Т о п  о л о г и л 
т на Е наз. п о д ч и н л ю щ е й G - м е т р и к у ,  
если фупкционал G у непрерывен в т для все� у Е Е ;  
т о п о  л о г и л т паз .  с о г л а с у ю щ е и с л с 
G-м е т р и к о й ,  если она подчиплет G и каждый 
т-непрерывный функционал имеет вид Gy , у Е Е .  В про
странстве Е с индефинитной метрикой можно задать 
не более одной топологии Фреше, подчиняющей G, и ,  
однако , не каждая G-метрика допускает такую тополо
гию (см . [ 4) ) .  Е сли подчиняющая G-метрику топология 
является предгильбертовой топологией па Е и задается 
в Е скалярным произведением Н ( · ,  · ) , то форма Н 
наз .  э р м и т о в о н е о т р и ц а т е л ь н о й м а
ж о р а н т о й формы G; в этом случае 

/ G (x , y) j 2 .e;;;; CH (x , х ) Н (у , у) , C = const , х , у с Е . 

После  пополнения по Н -норме получаетел г п л ь б е р
т о в  о п р о с т р а н с т в о  с и п д е ф и н п т н о й  
м е т р и к о й (Ё, G) , где G - продолжение G по не-

прерывности на все пространство Ё. При этом метрика 
G может оказаться вырождеппой , даже если G - невы
рожденная метрика . Этого вырождения не происходит, 
если  метрина G невырождена и паибольшал И 3  размер
ностей х положительных подпространств в Е конечна . 
В последнем случае получаетел пространство Понтрл
гина Пх .  

Подпространство L в пространстве (Е ,  G) с индефи
нитной метрикой ваз . п о  л о ж и т е л ь н ы  м п о  д
п р о с т р а н с т в о м ,  о т р и ц а т е л ь н ы м п о д
п р о с  т р а н с т в о м (общее название - д е ф и  н и т
н ы м п о д п р о с т р а н с т в о м) или н е й т
р а л ь н ы ы п о д п р о с т р а н с т в о м ,  в зависи
мости от того ,  будет ли G (х, х) >О , G (х , .1:) <О или 
G (x ,  х)= О  для любого x E L; подпространство м а к с и
м а л ь н о п о л о ж и т е л ь н о ,  если оно положи
тельно и не может быть расширено с сохранением этого 
свойства .  Велкое подпространство одного из вазванных 
типов содержител в максимальвом подпространстве 
того же типа . 

В ажную роль в классификации подпрострапств в 
прострапствах с ипдефипитпой метрикой играют попя
тил к а н о н и ч е с к о г о р а з л о ж е н и л и G-
o р т о г о н а л ь н о г о п р о е к т и р о в а н и л .  

Вектор х Е Е ваз .  G-o р т о г о н а л ь н ы м к п о д
п р  о с т р а н  с т в у LcE (= и з  о т р о п  н ы м 
п о  д п р о с  т р а н с  т в о м относительно L) , если 
G (x, у )= О для любого Y E L .  Подпространство L ваз .  
в ы р о ж д е в н ы м,  если оно содержит хотя б ы  
один певулевой вектор,  изотропный относительно L .  

Если L - подпространство в пространстве Е с ин
дефипитвой метрикой, то L' = {у :  G (x, у ) = О , \fx E L }
eгo G-o р т о г о н а л ь в о е д о п о л н е н и е .  Всег
да L"= L't ,  где т - любая топология , СОI'Ласующалсл 
с G.  G-ортОI'ональное дополнение L'  вырожденвого век
торного подпространства L является вырожденным 
векторным подпрострапством, замкнутым относительно 
любой топологии т, согласующейсл с G, а L П L .l есть 
векторное подпространство шютропных элементов . 
Подпространство L ваз .  п р о е к ц и о н н о п о л
н ы м, если каждый вектор у Е Е имеет G-п р о е к ц и ю 
на L, т .  е .  существует такое Yo E L ,  что G (x , у-у0) = 0  
для каждого x E L .  Единственность G-проекции на L 
равносильна певырожденности подпространства L ,  а 
ее существование зависит от непрерывности фупкцио
нала Gy в топологиях па L ,  согласующихсл с G .  Если 
М и N являютел С-ортогональными подпространствами 
и M+ N= E , то М и N проенционно полны ; если L 
проекциоппо полное подпространство , то L+ L' = E ,  
причем сумма есть прямая сумма , если Е - невырож
денное пространство с ипдефивитпой метрикой. 

Пусть L - дефинитпое подпространство в простран
стве с ивдефипитпой метрикой Е; оно ваз .  р е г у
л л р н ы м ,  если каждый фувкц:юнал Gy , у Е Е ,  не
прерывен па L в норме l lx l la= i G (x, x) j ' i • . В противном 
случае оно паз.  с и н г у л л р н ы м .  Велкое невы
рожденное беснопечпомерпое пространство с ипдефи
нитпой метрикой содержит сипгуллрные подпрострап
ства .  Дефипитвое подпространство L проекциовпо 
полно в том и только в том случае ,  если оно регулярно 
и если для любого у Е Е найдетел такой вектор х Е L ,  
что 

l l x i iЪ = i i Gu i iЪ = G (х ,  у) . 
Линейные операторы в пространствах с индефипитпой 

метрикой изучались в осповном в гильбертоных прост
рапствах с ипдефипитпой метрикой; имеется обзор 
бапаховых аналогов (см . [ 8) ) .  

Как и в случае гильбертоных пространств с ипдефи
нитной метрикой , важным иветрументом изучения 
геометрии П. с и. м. и линейных операторов в прост-



719 ПРОСТРАНСТВО С МЕРОЙ 720 

ранетпах (Е !. G) , наделеиных иек-рой топологией , 
согласованкои с G, являются так ваз .  G-o р т о н о р
м и р о в  а и и ы е б а з  и с ы в Е, т .  е .  такие базисы 
{е n } топологического векториого пространства Е, что 
(Gek, еп) = ± бkn; k, n= 1 ,  2, . . .  (см . [ 4] ) . 

Лит. : [1 ] М а л ъ ц е в А. И . , Основы линейной алгебры, З изд . , М . ,  1 97 0 ;  [2] П о  н т р я г и н Л. С. , «Изв. АН СССР. 
Сер . матем . •> ,  1 94 4 ,  т. 8 , с. 243-80;  i3] И о х  в и д о в И .  С . , 
1\ р е й  н М. Г. , «Тр. Мосн. матем. об-ва», 1 95 6 ,  т. 5, с. 367-
4 32 ;  [4] Г и н з б у р  г Ю. П. , И о х в и д о в И.  с . ,  «Успехи 
матем. наун•>,  1 962 , т. 1 7 ,  М 4, с. 3-56 ; [5] R р е й  н м. Г.j 
в ни. :  Вторая летняя матем. шнола, ч. 1,  R. , 1 965 , с .  1 5-92 ;  [6 
А з и з  о в т. Я. , И о х  в и .д о в и. С . ,  «Успехи матем. наун», 
1 97 1 , т .  26, в .  4, с. 43-92;  [7] Н а д ъ R . ,  Пространства состоя
ний с индефинитной метриной в нвантовой теории поля,  пер . с 
англ . ,  М . ,  1 96 9 ;  [8] И о х в и д о в И. С . , «Изв. АН MOJIД. ССР», 
1 96 8 ,  No 1 ,  с. 60-80 .  Н. К. Нипольсхий, Б .  С. Паs.яов. 

ПРОСТРАНСТВО С МЕРОЙ (Х ,  А , !-") - из.мер и.мое 
пространство (Х ,  А )  с задаиной иа А .мерой ft (т . е . 
счетно аддитивной функцией со значениями в [ О , оо ] ,  
для к-рой !-" ( .0' ) = 0 ;  последнее свойство следует из 
аддитивности , если мера конечна , т .  е. не принимает 
значения оо , и даже если имеется хоть одно У Е А с 
�-tY < oo ) .  Запись (Х , А , !-") часто сокращают до (Х , !-") 
и говорят, что !-" есть мера на Х ;  иногда эту запись со 
кращают даже до Х .  Основной случай - когда А 
является а-алгеброй и Х можно представить в виде 
u ;=tX п с Х п Е А  и �-tХп < оо ; меру в этом случае ваз . 

(в п о л н е) а-к о и е ч н о й  (а если �-tX < оо ,  то 
(в п о л  и е) к о и е ч и о й) . Такова , иапр . ,  мера Ле
бега иа R (см . Лебега прострапство) . Однако иногда 
встречаются и ие а-конечные меры,  как, иапр . ,  k-мер
ная Хаусдорфа .мера на IR.n при k <n.  Встречаются так
же модификации , когда !-" принимает значения в ( - оо , 
оо ] , комплексные или векторные значения ,  а также 
когда !-" всего лишь конечно аддитивна . 

Лит . :  [1 ] Х а  л м о m П. , Теория меры, пер . с англ. , М . ,  
1 9 5 3 ;  [2] Д а н ф о р  д Н. , Ш в а р ц Д ж . ,  Линейные операторы, 
ч. 1 - Общая теория, пер. с англ. , М . , 1 962 .  Д. В .  Аиосов . 

ПРОСТРАНСТВО-ВРЕМЯ - термин, обозначающий 
геометрич . конструкцию, к-рая описывает пространет
венные и временнЫе отношения в тех физич . теориях , 
в к-рых эти отношения рассматриваются как взаимо
зависящие (эти теории принято ваз .  релятивистскими) . 
Впервые поиятие П .-в . возникло при формулировке 
и систематизации основных положений теории относи
тельности. П .-в . этой теории является четырехмерным 
псевдоевклидовым пространством Ef1 , з) с линейным 
элементом 

ds2 = c2dt2 - dx2 - dy2- dz2, 

где х, �· z - пространствеиные координаты , а t -
lilременная координата , с - скорость света .  Эта систе
ма координат называется в физике га.яилеевой систе.мой 
координат и соответствует иперциалъпой систе.ме от
счета. Переход между различными галилеевыми систе
мами координат, соответствующий рассмотрению ииер
циальиых систем отсqета , движущихся друг относитель
но друга,  осуществляется с IJОМощью Л орепца преобра
аовtший . То, что значение временной координаты в но
вой системе координат оказывается при этом выражен
ным как через временную, так и через прост-ранствен
ные координаты старой системы координат, отражает 
взаимозависимость пространствеиных и временнЫх от
ношений в специальной теории относительности . П . -в .  
специальной теории относительности принято называть 
также П .-в . М и н к о в с к о г о, л о р е н ц е в ы м 
П .-в . 

В общей теории относительности в качестве П . -в .  
используются различные четырехмерные псевдорима
иовы пространства сигнатуры ( 1 ,  3) . Отличие метрики 
этого П .-в . от плоской метрики П . -в .  специальной 
теории относительности описывает в общей теории от
носи1·ельности гравитационное поле (см . Гравитация) . 
В свою очередь мечлша П .-в .  связана с распределени-

ем и саойствами иегравитациоииых полей и различных 
видов с помощью Эйпштейпа уравпепий. 

Выработка концепции П. -в .  сыграла важную роль в 
преодолении метафизич . подхода к простраиству как 
абсолютному вместилищу тел и к времени как абсо
лютной длительности , не связанной с реальными фи
зич . процессами . 

В дальнейшем концепция П . -в .  в той или иной форме 
входит в структуру других физич . теорий , рассматри
вающих релятивистские эффекты (релятивистской кван
товой механики , квантовой теории поля и др . ) .  В общей 
теории относительности были изучены многие типы 
П . -в . ,  являющиеся решениями уравнений Эйнштейна .  

Качественное различие между пространствеиными и 
временнЫми отношениями с точки зрения релятивист
ской физики находит свое отражение в наличии в 
П . -в .  векторов различной природы - пространствеиио
и времениподобных векторов, образующих в касатель
ных пространствах конусы .  Соответственно , метрика 
П . -в . оказывается индефинитиой, пространственно- и 
времениподобные векторы имеют разные знаки ска
ляриого квадрата . Границу между конусами прост
раиственно- и времениподобных векторов образует 
изотропный конус , изотроппые векторы к-рого имеют 
нулевой скалярный квадрат и соответствуют движению 
света и других частиц с нулевой массой покоя . 

Многие специфич . эффекты теории относительности 
связаны именно с индефинитностью метрики П . -в .  и 
с наличием структуры изотропных конусов на П . -в.  
Напр . ,  лоренцево замедление времени есть следствие 
обратного неравеиства треугольника в пространстве с 
индефинитной метрикой , согласно к-рому в двумерном 
псевдоевклидовом пространстве наклонная всегда ко
роче своей проекции . 

Во многих случаях оказывается полезным в различ
ной степени отвлекаться от конкретного строения мет
рики П .-в . и рассматривать лишь свойства структуры 
изотропных конусов на П . -в . , то есть рассматривать 
различные т. н .  общие пространства кинематич . типа ,  
или времениподобные пространства . 

При ретроспективном анализе предшествующих фи
зич . теорий с точки зрения теории относительности 
были построены различные типы П . -в . ,  к-рые можно 
условно поставить в соответствие ньютонопекой меха
нике (галилеево прострапство) и даже физич. пред
ставлениям Аристотеля (см . [ 5 ] ) .  Эти П . -в . являются 
различными пространствами с вырожденным изотроп
ным (световым) конусом (напр . ,  полуримановым прост
ранством) .  Именно вырождение изотропного конуса 
позволяет рассматривать эти пространства как пре
дельные случаи П .-в . теории относительности и сопо
ставлять их тем теориям, исходной внутренней струR
туре к-рых концепция П . -в . была чужда . 

Лит. : [ 1 ] Э й н ш т е й н  А. , Собр . науч. трудов , т. 1 - 4 ,  
М , 1 96 5 - 6 7 ;  [2] А л е к с а н д .Р  о в А .  д . ,  «Вопросы филосо
фии», 1 959 ,  No 1 ,  с .  6 7 - 8 4 ;  L3] Л а н д а у л. д . , Л и Ф
ш и ц Е .  М . , Теория поля, 6 изд . , М . ,  1 9 7 3  (Теоретич. физика, 
т .  2) ; [4] Р а ш е в с к и й П.  R . ,  Риманова геометрия и тензор
ный анализ, 3 изд. , М. , 1 9 6 7 ;  [5] П е н р о у з  Р . ,  Структура про
странства-времени , пер. с англ . ,  М . , 1 9 72 .  Д. д. Сополов. 

ПРОТИВОПОЛОЖНАЯ ТЕОРЕМА - теорема , по
лучающаяся путем замены условия и заключения дан
ной исходной теоремы их отрицаниями . 

ПРОТИВОРЕЧИВЫЙ КЛАСС - класс К формул 
языка узкого исчисления предикатов (УИП)  такой , 
что существует такая формула <р ,  что средствами У И П  
из К выводимо как <р,  так и l <p (отрицание <р) . Другими 
словами ,  если к аксиомам УИ П добавить все формулы 
из К в качестве новых аксиом, то в полученном исчис
лении будет выводима как формула <р, так и формула 
l <p. в. н. ГрtLшии . 

ПРОТИВОРЕЧ ИЕ - формула <р языка у�кого ис
числения предикатов (УИП)  такая , что во всех моделях 
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этого языка она ложна . Формула qJ являетея П .  тогда 
11  ТОЛЫЮ ТОГДа , КОГДа l qJ  BЫ ROДIIMO В У И П . 

В .  Н. Грищии. 
ПРОТИ ВОРЕЧИЯ ЗАКОН - л огичеекий закон, 

утверждающий , что никакое выеназывание не может 
быть иетинным одновременно ео евоим отрицанием . 
В языке иечиеления выеказываний П .  з .  выражаетея 
формулой 

l (А &  l А ) .  

Эта формула выводима как в клаееичееком, так и в 
иuтуициониетеком печиелении выеказываний . 

В. Н. Гришии. 
ПРОЦЕДУРА - 1 ) Поеледовательноеть дейетвий , вы

полняемая закономерно , еоглаено точному предписа
нию; алгоритм . 2) П . - оеобым образом оформленная программа , ре
шающая задачу , чаетную по отношению к другой , 
более широкой задаче; фундаментальпая нонструкция 
алгоритмических языков. 

П .  явллетея главным ередетвом преодоления елож
ноети программuроваnl�я путем еиетематич . разделения 
задачи на чаети . Различают два епоеоба выделения П .  
при программировании : ниеходящпii 11 воеходящий .  
При н и е х о д я щ е м е п о е о б е П .  возникает при 
однократном разбиении задачи на малое чиело стан
дартно еопрягаемых подзадач; тем еамым П. иденти
фицируетея до того , как будет поетросна ее программа . 
При в о е х о д я щ е м е п о  е о б е П .  заготавлива
ется впрок , с тем чтобы в дал ьнейшем быть использо
ванной при решении более широкой задачи как эле
ментарное действие . 

Программа , образующая П . ,  обычно содержит сво
бодные переменные, называемые формальными пара
метрами П. При обращении к выполнению П. формаль
ным параметрам придаются пх значения ,  называемые 
фактич.  параметрами . Описание П .  обычно состоит из 
четырех частей: тела П . ,  т. е. собственно проrраммы, 
образующей П . , имени П . ,  списка формальных пара
метров и атрибутов - пере<tюi свойств П. ОGы•Iно 
атрибуты характернауют множества ,  к-рым принадле
жат значения формальных параметров и результатов 
П. Простейшим видом П .  являются п р  о ц е д у р ы
ф у н к ц и и .  Для них формальные параметры явля
ются аргумРнтами функции ,  а обращение к П . -функции ,  
имеющее вид имени П . ,  за к-рым стоит в скобках список 
фактич .  параметров , означает <<Команду>> вычисления 
значения функции , соответствующего этим парамет
рам. А .  Л .  Ершов . 

ПРЮФЕРА ПОВЕРХНОСТЬ - пример двумерного 
действительного аналитич.  многообразия ,  не имеющего 
счетного базиса открытых множеств ; приведРн в работе 
Т. Радо ( 1 ] .  И меется обобщение П. п .  на случай любоii 
четной размерности (см. [ 2 ] ) .  Однако всякая риманова 
поверхность имеет счетный базис открытых множеств 
(т е о р е м а  Р а д о) .  

Лит. : [ 1 ]  R а d 6 1' . ,  «Acta Szeged>> ,  1 92 5 ,  v .  2 ,  р .  1 0 1 - 2 1 ; 
[2] С а 1 а Ь i Е . ,  R о s е в 1 i с h t М . ,  « l'l'o c .  Amer. Math. Soc . >> ,  
1 95 3 ,  v .  4 ,  JJ . з :J о -- '•0; (3]  С п  р и н г  е р  Д ж . , Введение 
в теорию риман о в ы х  поверх ностей, пер . с англ . ,  М . , 1 9 6 0 ;  l4 J  
Н е в а н ·" и н и >1 Р . ,  Униформизаци я ,  п е р .  с нем . , М. ,  1 9 5 :J . 

Е. Д .  Соломенцев.  
ПРЯ МАЯ - одно из основных геометрич понятий .  

П .  обычно косвенным образом определяется ансиома
ми геоУiетрии ; напр . ,  евклидона П .- аксиомами ипци
дентности , порядка , конгруэнтности, непрерывности . 
П .  паз .  проективной ,  аффинной, гиперболической и 
т . д. в зависимости от плоскости, в к-рую она вложена . 
П .  можно изучать по ее преобразованиям ,  индуцируе
мыми коллинеациями плоскости . Так , напр . ,  группа 
алгебраич . автоморфизмов действительной проектив
ной П .  изоморфна группе персмещений действительной 
плоскости Лобачевского . Топологически все П .  одной 
плоскости эквивалентны . Так , эллиnтическал и дейст-

вительпая проективная П .  топологически эквивалент
ны окружности евклидоной плоскости ,  а комнлекснан 
проективная П . - двумерной сфере евклидона простран
ства .  П. паз .  непрерывной, дискретной или конеч
ной ,  если она инцидентна со множеством точек мощно
сти континуума , счетным или конечным множеством 
соответственно . 

В плоскости над произвольным полем под П .  пони
мают алгебраич . линию 1 -го порядка . В прямоуголь
ной системе координат (х , у) евклидоной плоскости 
IR.2 П. задается линейным уравненнем 

Ах + В.ч + С = О , 
коэффициенты А , В определяют координаты нормаль
ного вектора этой прямой. 

Прямой (А , В )  аффинного пространства над полем k 
____,. 

(по Вейлю) паз .  множество тюшх точек М, что А М= 
- --+ 

= t A B , где t E k . В .  В. Афшшсъев ,  Л .  А. Сидоров. 

ПРЯ МАЯ СУММА - конструкция ,  широко исполь
зуемая в теориях таких математпч.  структур, категории 
к-рых близки к абелевым категориям ; в неабелевом 
случае конструкция прямой суммы обычно наз . д и с
к р е т н ы м п р я м ы м п р о п з в е д е н и е м .  
Пусть Н - нек-рый класс однотипных алгебраич .  
систем ,  содержащих одноэлементную (нулевую) под
систему . Прямой сум�юй или (дискретным) прямым 
произведением систем Х ; , i Е 1 ,  и :з  класса U наз . под
си�тема прямого произведепия Х = п. Х ; , состоящая 

t Е 1 
из тю;их функций f : I - Х ,  все значения к-рых , кро
ме конечного числа ,  принадлежат соответствующим 
нулевым подспстемю1 . П. с. обозна•шется одним из 
следующих способов :  

п�! Х ; , п� 1 Х ; , �; Е  1 Х; .  

Для конечного чиела слагаемых используются также 
обозначения 

Х 1 + · . . + Х n >  Х 1 ffi . .  · ЕР Х п• 

Непосредственно из  определений следует совпадение 
П .  с .  и прямого произведения в случае конечности 
числа слагаемых . 

Для каждого слагаемого П .  с .  Х = ПЕ!Э Х ; существу-
" Е 1 

ет канонич .  вложение q; : Х ; - Х , к-рое элементу 
х Е Х ;  сопоставляет функцпю q; (х) : I - Х , прини
мающую зна'!ение х при значении аргумента i и равную 
нулю в остальных случаях .  Следовательно , можно 
считать , что П. с. содержит свои слагаемые.  В случае 
Q-групп (в частности ,  в случае групп, абелевых групп , 
векторных пространств , колец) можно дать <<внутрен
нее>> опредРление П. с. Q-группа G является П. с. своих 
Q-подгрупп G; ,  i E I ,  если выполнены следующие усло
вия : а) G поротдается G; , i Е /; б) каждая Q-подгруппа G; лвляетсн идuалом в G; в) пересечение G;  с Q-под
группой , поротденной остаJп.ными идеалами , является 
нулевой подгруппой для каждого i .  

Всякое векторное пространство есть П .  с .  одномер
ных подпространств.  Всякая свободная абелева группа 
н вляется П. с. бесконечных циклич.  групп .  Всякая 
конечная абелева группа ест1, П. е .  nримарпых циклич . 
групп . Всякое ассоциативное кольцо с единицей , удов
летворяющее условию минимальности для идеалов , 
есть П .  с .  конечного числа полных колец линейных 
иреобразований подходящих конечномерных вектор
ных пространств.  

В теории групп , решеток и категорий глубокое раз
витие получила проблема изоморфизма прямых разло
жений, начало к-рой было положено теоремой Рема
ка - Шмидта о центральном изоморфизме прю1ых 
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разложений групп , обладающих главным рядом 
Кру.я.яя - Ремаt>а - Шмидта теорема) . 

(с м .  этому П .  п .  полугрупп,  групп , колец, векторных про
стравств и т .  п .  снова являются полугруппами, груп
пами, кольцами , векторными прострапствами соответ
ственно . 

В теории категорий иногда П .  с .  паз .  понятие, 
двойственное понятию произведения , т .  е .  копроиэве
дение объектов категории . м. ш. Ца,л,еихо. 

О-ПРЯМОЕ ОБЪЕДИНЕНИЕ п о  л у г р  у п п с н у
л е м - полугруппа, полученпая из данного семейства 
{S а. } полугрупп с нулем , попарно пересекающихся 
лишь по этому нулю, заданием на объединении U Sa. 
операции умножеНIIЯ , совпадающей с исходной опера
цией на каждой полугруппе Sa. и такой , что S a.Sf3 = 0 
для любых различных а, � - 0-П . о .  паз .  также о р т о
г о н а л ь н о й с у м м о й .  Описание ряда типов 
полугрупп устанавливает возможность их разложения 
в 0-П . о .  тех или иных известных полугрупп (см . ,  
напр . ,  Максимальный идеал, Минимальный идеал , 
Регулярная полугруппа) . 

Лит. : [ 1 ] Н л и ф ф о р д  А . ,  П р е с т о н Г. , Алгебраиче
ская теория полугрупп ,  пер. с англ. ,  т. 2 , М . ,  1 9 72 .  

Л. Н. Шеврии. 
ПРЯМОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ - одна из основных 

общематематич .  конструкций, идея к-рой принадлежит 
Декарту; поэтому П .  n .  паз . также д е к а р т о в ы м 
п р  о и в в е д е н и е м .  П .  п . , или просто произведе
нием , двух непустых множеств Х и У паз .  множество 
Х Х У, состоящее иэ всех упорядоченных пар вида 
(х , у) ,  где хЕ Х , у Е У:  

Х Х У = { (х , У) l x Е Х , У Е У} . 
Е сли одно из множеств Х или У пусто, то произведение 
пусто.  Множество Х Х У можно отождествить с мно
жеством функций , определенных на двухэлементном 
множестве {1 , 2 } и принимающих значения в множест
ве Х при значении аргумента , равном 1 ,  и в множестве 
У при значении аргумента , равном 2 . Это отождествле
ние позволяет распространить определение П. п. на 
случай любого количества множителей. Пусть 1 -
век-рое множество индексов и пусть Х; - произволь
вое семейство множеств, заиндексированиых элемента
ми множества / . П . п. семейства множеств Х; , i E I, 
ваз.  множество таких функций f : I - Х , где Х= U Х;, i Е 1 
что / ( i) E X;  для каждого i E / . Обычно П .  п. обозна-
чается П. Х ; ; для конечного множества индексов 

1 Е 1 
1= {1 , . . .  , п } используются также обозначения П� Х; 

1 = 1 
или Х1 Х Х 2 Х . . .  Х Хп . Е сли 1 состоит из одного эле-
мента 1 , то Пi= 1 Х1= Х1 . Иногда П. п. конечного числа 
множителей определяется индуктивно : 

ni= 1 Х1 = Х1 ,  п;= 1 Х ; = { (х1 , х2) / х1 Е х1 , х2 Е Х2} , 

пп пn- 1 
i = 1 Х; = i = l X k Х Хп. 

Значение конструкции П .  п .  определяется прежде 
всего тем, что в нем естественно вводится дополни
тельная структура , если все множители являются одно
типными математич . структурами . Напр . ,  пусть Х,· , 
i E I , - однотипные алгебраич . системы, т .  е .  мно
жества с общей сигнатурой конечноместных предика-
тов и операций . Тогда произведение х = пi Е 1х i пре
вращается в алгебраич . систему с той же сигнатурой: 
дл!_l функций /1 , . . .  , fп : 1 - Х и п-арной операции w 
деиствне функции 11 • •  ·lnw на элемент i определяется 
равенством 

/1 · · ·  lпW ( i) = ft ( i) . • . fп ( i) w; 
значение предиката Р (11 , • • •  , lп) истинно , если для 
любого i E / истинно значение P (/1 ( i) , . . .  , fп ( i ) ) . При 
этом выполнение во всех Х i определенных тождеств 
влечет эа собой их выполнение в произведении . По-

Для любого МНОЖИТеЛЯ П. п .  Х = пi Е 1Х i существует 

е с т е с т в е н н а я п р  о е к ц и я P i : Х - Х;, оп
ределяемая равенством IP i= 1 ( i ) .  Множество Х и се
мейство проекпий р ; , i E I , обладают следующим у н и
в е р с а л ь н ы м с в о й с т в о м:  для любого се
мейства отображений g; : У - Х i существует такое 
однозначно определенное отображение h : У - Х , что 
g;= hp; для каждого i E J . Это свойство сохраняется 
в случае, когда все Х i - однотипные алгебраич . си
стемы , и позволяет определить подходящую топологич. 
структуру П .  п .  топологич . пространств . Сформулиро
ванвое свойство лежит в основе определения проивве
дения объектов категории. 

Многие задачи математики связаны с описанием ма
тематич . объектов , неразложимых в П .  п . ,  и с выясне
нием условий, при к-рых множители произведения оп
ределены однозначно с точностью до изоморфизма . 
Классич . результатами здесь являются теорема о 
строении конечно порожденных модулей над кольцом 
главных идеалов и теорема Ремака - Шмидта о цент
ральном изоморфизме прямых разложений групп с 
главным рядом. 

П . п . иногда наз . п о л н ы м  п р я м ы м  п р о и з
в е д е н и е м в отличие от дискретного прямого про
изведения (или прямой суммы) , к-рое определяется в 
тех случаях, когда дополнительная структура в мно
жителях позволяет выделить одноэлементные под
структуры (напр . ,  единичные подгруппы , нулевые 
подпространства и т .  п . ) .  Как правило ,  П. п. конечного 
числа множителей совпадает с дискретным произведе
нием. М. Ш. Цtмeuno. 

ПРЯМОИ ПЕРЕСЧЕТ - пересчет элементов нек-рого 
множества натуральных чисел в порядке их возраста
ния . Точнее, П .  п. множества А натуральных чисел 
есть строго возрастающая функция натурального ар
гумента , область значений к-рой совпадает с А . В тео
рии алгоритмов рекурсивность и скорость возраста
ния П. п .  множества являются его важными характе
ристиками . Напр . , общерекурсивность (примитиввая ре
курсивность) П. п. бесконечного множества эквивалент
на разрешимости (примитивно рекурсивной разреши
мости) этого множества . Множества натуральных чи
сел , П. п. к-рых не мажорируются никакоП общерекур
сивной функцией , ваз . г и п е р  и м м у н н ы м и ,  они 
играют существенную роль в теории табличной сво
димости . 

Лит. : (1 ]  У с п е н с к и й  В. А . ,  Лекции о вычислимых 
фуНкциях , М . , 1 96 0 ; (2 ]  Р о д ж е р с  Х . ,  Теория ренурсявных 
фуНнций и эффентивная вычислимость , пер . с англ. , М . ,  1 9 7 2 .  

С. Н. Арте.мов. 
ПРЯМОУГОЛЬНИК - четырехугольник , у к-рого 

все углы прямые . П. является параллелограммом . 
ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ ФОРМУЛА - формула вы

числения интеграла по конечному промежутку [а, Ь] : 

� : 1 (х) dx � h �:= 1 f (а + (k - 1 ) h) , (*) 
где h= (b-a)IN и а Е [а , a+ h] . Алгебраич . степею, 
точности равна 1 при a= a+ h/2 и равна О в остальных 
случаях . 

Квадратурная формула (*) точна для тригонометрич. 
функций 

2 :rt  • 2 :rt  о COS Ь - а  kx, SШ Ь - а  kx ,  k = , 1 ,  2, . . .  , N - 1 .  

В случае b-·a= 2:rc квадратурная формула (* ) точна 
для всех тригонометрич . полиномов порядка не выше 
N - 1 ,  более того, ее тригонометрич. степень точности 
равна N -1 . Никакая другая квадратурная формула с 
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N действительными узлами пе  может иметь триrоJ.ю
:метрич. степень точности , большую чем N - 1 ,  так что 
П. ф. при Ь-а=2л обладает паивысшей тригопометрич. 
степенью точности . 

Пусть R (! , а) - погрешпость П .  ф . , то есть разность 
между левой и правой частями приближенного равен
ства (* ) . Если подинтегральная функция f (х) дважды 
непре рывно дифференцируема па [а ,  Ь] , то при а= 
= a+h/2 справедливо представление 

R (t , а + {- ) = Ь2-4а h2f" (;) , 

где � - пек-рая точка промежутка [а , Ь] . Е сли функ
ция f (х) - периодическая с периодом Ь -а и имеет не
прерывную про

_
изводпую порядка 2k (k - натуральное 

число) на всеи· действительной оси , то при любом 
а Е [а , a+hl 

h•k R (f , a) = - (b - �) B2k (2k) ! j<2k> ('f]) , 

где 'fJ - точка промежутка [а , Ь] и В211 - число Бер
пулли . И. Л. Мысовспих .  

ПРЯ МЫХ МЕТОД - метод численного решения диф
ференциальных уравнений с частными производпыми 
(см. [ 1 ]  - (3] ) .  Примепим для пелипейпых уравнений 
эллиптического [ 4] ,  гиперболйческого [ 5] и па рабали
ческого [6 ]  типов любых порядков и систем уравнений. 
П. м .  позволлет проводить численные расчеты в облас
тях с криволинейными границами [ 7] . П. м. использу
ется для решепил разнообразных задач мехапики [8] . 

В П .  м. производител аппроксnмация операции диф
ференцирования по пек-рым наnравлениям,  что позно
ллет понизить размерность задачи и замепить решение 
исходпой системы дифференциальных уравнении с част
ными производпыми расчетом аппроксимирующей ее 
системы меньшего порядка.  

С помощью П.  м.  решен ряд задач газовой динамики 
(9] . При этом задача интегрирования исходпой системы 
дифференциальных уравнений с частными производ
пыми с11одится к расчету аппроксимируюшей ее систе
мы обыкновенных дифференциальных уравнений. 
В П . м. область интегрирования разбивается поперек 
ударпо:о слоя рядом прямых лучей па полосы . Замы
кающип луч расположен в сверхзвуковой области . 
Л учи распол'lгиются соответственно узлам многочлена 
Чебышева или равномерно . Газодипамич.  функции 
аппроксим�руются кусочпо линейно вдоль каждой 
полосы лиоо полиномиально с узлами интерполяции 
па все х лучах . Получаемая аппроксимирующая система 
обыкновенных дифференциальных уравнений иптегри
руется вдоль каждого луча от ударпой волны к телу. 
В отличие от иптегра.!! ьnых соо тпошепий метода не 
составляются интегральные соотпоmепил и пе выделя
ется минимальная область влияния затупления ,  что 
приводит к снижению точности , по упрощает вид ап
проксимирующей системы (см .  [ 10] ) .  

П .  м .  проведепы расчеты двумерного обтекания ряда 
тел вращения совершенным [ 1 1 ] ,  равновесным ( 1 2] и 
не равновесным [ 13 ]  газом. П .  м. решена задача сверх
звукового обтекания сферы горючей смесью с исполь
зованием модели детонационной волны [ 1 4] , ударной 
волны и фронта пламени [ 1

_5] и др. С применением три
гонометрич. аппроксимации по меридиональному углу 
П. м .  

_
распрост_ранеп на пространст11енпо-трехмерный 

случаи (см .  [ 1 6] , [ 1 7] ) ,  в том числе для неравновесного 
обтекания затупления [ 1 8] . 

Лит . :  [1 ] R о t h е Е .  Н . •  «Math. Ann � 1 9 30 Bd 1 0 2  s 
6 5 0 - 7 0 ;  [2] R О л м О г о р о в  А. Н.  П е т р о в с R И й И '  Г • 
П и с н У н о в Н. С . ,  «Бюлл . МГУ. '

секц А» 1 937  т 1 � 6 '  
с. 1 -26 ; [3] д о р о д  н и ц ы н А. А . . " в �н. : н

'
онференЦиЛ 

«Пути развития советского математического машиностроения 
и приборостроения•>, М . , 1 9 5 6 ;  [4 ] R о с т ю  и о в и ч Е х 
«Доил . АН СССР•> , 1 9 58 ,  т. 1 1 8 ,  No 3, с. 433- 3 5 ;  [5] Л е б е� 
д е в в. И . ,  «Вест. МГУ», 1 9 5 5 ,  No 1 0 ,  с. 47-5 7 ;  [6] О л е й
н и к О. А. , R а л а ш н и к о в А. с . ,  Ч ж о у Ю й - л  и н ь, 

«Изв. АН СССР. Сер. матем.»,  1 9 58 , т. 22,  No 5, с. 6 6 7 -7 0 4 ;  
[ 7 ]  Б у д а и Б . М. , Г о р б у н о в А. Д . ,  «Доил. АН СССР» 
1 9 58 , т. 1 1 8 ,  М 5, С.  8 5 8 -6 1 ;  [8) А л и х  а ш к и н Я. И . , «ВЫ: 
ЧИСШIТ. МЗТеМ . •> , 1 95 7 ,  No 1 ,  С. 1 36-52 ;  [9] Г И Л И Н С К И Й С. М. , 
Т е л е н и н Г. Ф . ,  Т и н я к о в Г. П. , «Изв. АН СССР. Механ . 
и машиностр . » , 1 96 4 ,  No 4, с. 9-28 ; [ 1 0] Б е л о ц е р  к о в
с к и й  О .  М . ,  Ч у ш и  и н П. И . ,  «Ж. вычисл. матем. и матем, 
физ . •> ,  1 96 2 ,  т. 2, No 5, с. 7 3 1 - 5 9 ;  Е 1 1 ] Р о с  л я к о в Г. С. , Т е
л е н и н Г. Ф . 1 в ин. : Сб. работ ВЦ Моек . ун-та , 1 9 6 8 ,  No 1 1 ,  
с . 9 � - 1 1 2 ; [ 12 J  Т е л е п и н Г. Ф. ,  Т и н н к u в Г .  l l .  <•докл 
АН СССР•> , 1 961! ,  т. 1 5 9 ,  .М 1 , с. 3 9 - 4 2 ;  [ 1 3] С т у .п u 

'
в В. п . : 

в ин . :  Некоторые применения метода сеток в газовой динамике 
в .  5 ,  М. , 1 9 7 4 ,  с. 1 40-227 ; [ 1 4] Г и л и н с к и й  С .  М . ,  3 а ц: 
р я н о в 3. Д. ,  Ч е р н ы й  Г. Г. , «Изв. АН СССР. Механ . жид· 
кости и газа», 1 9 6 6 , No 5, с. 8-1 3 ;  [ 1 5] Г и л и н с и и й с. м 
Ч е р  н ы 11 Г. г. ,  там же, 1 968 ,  М 1 ,  с. 20-32;  [1 6] м и н о .;: 
ц е в В. Б. , Т е л е н и н Г. Ф. , Т и н я к о в Г. п .  «Доил. 
АН СССР•> ,  1 96 8 ,  т. 1 79 ,  No 2, с. 304-07 ; [ 1 7 ] Б а з  ж и' н А.  П . , 
Ч е л ы m е в а И. Ф . ,  «Изв. А Н  СССР. Механ . жидкости 1t 
газа», 1 9 6 7 ,  М 3 ,  с. 1 1 9 -23 ;  [ 1 8] С е м е н и х и н  а О. Н . ,  
Ш к а д о в а В . П. , там же, 1 97 3 ,  No 2 ,  с. 99- 1 03 .  Ю . М .  ДавыiJов . 

ПСЕВДОВАЗА т о п о л о г и ч е с к о г о п р о-
с т р а н с т в а Х - семейство открытых в Х множеств 
такое , что J<аждал точка пространства Х является пе
ресечением всех содержащих ее элементов этого семей
ства . П. существует только в пространствах ,  все одно
точечные подмножества к-рых замкнуты (т. е .  в Тг 
пространствах) . Если Тспространство с базой cOJ наде
лить другой более сильной топологией , то rfJJ уже не 
будет базой нового топологич. пространства , по оста
петел его П .  В частности , счетную П. имеет дискретное 
пространство мощности континуум, в к-ром счетпой 
базы нет . Однако для бикомпактов (т. е. бикомпактных 
хаусдорфовых пространств) из паличия счетпой П .  
следует существование счетной базы . 

Лит. : [1 ] А р х а н г е л ь с к и й  А В . ,  п о и о м а-
Р е в В. И. , Основы общей топологии в задачах и упражнения:х , 
М . ,  1 9 7 4 .  А.  В .  Архапгеаъс"ий. 

ПСЕВДОВУЛЕВА АЛГЕБРА - решетка L = (L ,  �) . 
содержащая паименьший алемент О и такал, что 
для любых ее элементов а и Ь во множестве {х Е L : 
а /\ х � Ь }  существует наибольший элемент a=:J b ,  rде 
а /\  х - наибольшая нижняя грань для а и х . Элемент 
а� Ь ваз . п с е  в д о д о п о  л н е н и е м а о т н о
с и т е л ь н о Ь ,  или и м п л и к а ц и е й от а к 
Ь . Всякая П .  а .  является дистр и бутивпой решет.,.ой 
с наибольшим элементом 1 (таковым будет любой эле
мент вида a::::Ja) . 

П .  а .  служат алгебраич . моделями иптуициопист
ского исчисмн ия выс.,.ааывапий Гейтинга и характеризу
ют его аналогично тому, как бумвы а.ttгебры характе
ризуют классич. исчисление высказываний. П .  а .  паз . 
также а л г е б р а м и Г е й  т и п  г а .  

Решетки с относительным псевдодополпепием рас
сматривал еще в 19 19  Т. Сколем [ 1 ] ,  правда без связи 
с логикой . Впервые такая_ связь появилась при рас
смотрении решеток , д в о и с т в е н н ы х П .  а .  (т .  е .  
решеток,  получающихся и з  П .  а .  обращением отноше
ния <:: ; см. ( 2] ) .  Такие решетки были названы а л г е б
р а  м и Б р а у э р а. Позднее алгебрами Б рауэрn 
стали назЬJва ть и П. а .  

1\ласс П .  а . ,  рассматриваемых как упиверса.!!ью"_е 
а.!!гебры  (L ; О , 1\ ,  V ,  :::> ) с Rопставтой О и двуместными 
операц,!lями 1\ ,  V , �. может быть задан с помощью 
пек-рои системы тождеств . 

Конгруэнция R=L Х L упиверсалъuой алгебры (L; 
О ,  1\ ,  V , � ) , лвллющейся П. а . ,  полностью определя
ется классом эквивалентности, содержащим 1 ,  т .  е .  
множеством 

V = {х Е L : <x ,  1 ) Е R} (1 ) 
по формуле 

<х , У> Е R � (х � у Е V и у � х Е v ) .  (2) 
Множество (1 )  является р е  m е т о ч в ы  м ф и  л ь  т
р о м, т. е .  удовлетворяет условиям 

(х Е v и хс;;;;у) � у Е v и (х Е v п у Е V) � х А у Е v .  
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Наоборот,  всякий иепустой решетоЧИЬIЙ фильтр v отношение х <.у так, что А <.В тогда и только тогда , 
произвольвой П .  а .  L определяет по формуле (2) кои- когда формула А �В выводима в этом исчислении и 
груэицию на алгебре (L; О, л ,  v ,  � ) . класс эквивалент- факторизовать это множество по отношению эквива
иости единицы к-рой совпадает с исходным фильт- леитиости х <.у & у <.х, то получится свободная П. а .  
ром v . Лит. :  [1] S k о 1 е m т. , Selected works in logic ,  Oslo, 1 9 7 0 ,  

В П .  а .  (L ,  <.) выполняется также бесконечный дис- р. 67-1 01 ; (2] М с К i n 8 е У J .  с. с . ,  т а r 8 k i А . , «Ann. 
Math . >>, 1 946 ,  v .  47, р .  1 22-62 ;  [3] Р а с  ё в а Е . , С и н о р-

трибутивиый закон с н и й Р. , Математина метаматематини , пер . с англ , М. , 1 9 72 ;  
[4] Д р  а г а л и н А .  Г. , Математичесний интуиционизм. Введе-

а л suр Х = sup {а л х :х Е Х} (3) ние в теорию доназательств, м . ,  1 9 7 9 ;  [5] Applications of shea-
ves. Proc . . . .  ot sheaf theory to 1ogic, algebra and analysis, в . -

для любого a E L  и любого множества X<=L , имеющего 
в L наименьшую верхнюю грань sup Х . Если решетка 
(L , <.) полна , т. е. sup Х существует для любого X<=L, 
то, наоборот, из того , что в вей справедливо тождество 
(3) ,  вытекает, что она является П . а. Операция � 
определяется равенством 

а �  Ь = sup {х Е L : а л х  о;;;;; Ь} . 
П о л и ы е П .  а .  (т . е .  полвые решетки , удовлетво

ряющие тождеству (3) )  рассматривают как алгебры 
(L ; О, л ,  sup) с ковстаитой О, двумествой операцией 
л : L Х L -+ L и «бескоиечиоместиой» операцией su р : 
{Х : X<=L } -+  L .  Этот подход определяет для полных 
П .  а .  смысл таких поиятий,  как гомоморфизм, конгру
энция, подалгебра . Так , для конгруэнции R<=L Х L 
должно выполняться условие: если Х = {xi : i E 1 } и У= {yi : i E 1 } - два подмножества в L таких , что для 
всякого i E 1  имеет место <х; , Yi> E R , то <sup Х , 
sup Y> E R .  Класс полных П .  а . ,  рассматриваемых 
как алгебры (L ;  О ,  л ,  sup) ,  может быть задав век-рой 
системой тождеств , содержащих операции О, л ,  sup . 
Поэ"t"ому он замкнут относительно подалгебр, фактор
алгебр и прямых произведений семейств алгебр . В клас
се полных П .  а .  существуют свободвые алгебры с 
любым множеством образующих. 

Если J : L -+ L - м у л ь т и п л и к а т и в в ы й 
о п е р  а т о р з а  м ы  к а и и я на полвой П .  а .  L= 
=(L ,  <.),  т .  е. такая функция, что в L тождественно 
выполняются условия 

x o;;;;; J (x) = J (J (x) ) и J (x л y) = J (x) л J (y) , 
то отношение 

RJ = {<x , у) 'Е L Х L :  J (х) = l  (у)} (4) 
является конгруэнцией на алгебре А (L ; О ,  л ,  sup) ,  
а множество J L= {х Е L : J (х)= х } с индуцированным 
из L порядком <. lд - полвой П .  а .  (JL ; <. lд) ,  
изоморфвой факторалгебре А/ R1. Наоборот, произ
вольная конгруэнция R на А определяет по формуле 

J .R(x) = sup {у Е L : < y , х) Е R } (5) 
мультипликативиый оператор замыкания J R : L -+  L .  
Отображения l"r-+R1 и R'г+J .R • определяемые формула
ми (4) и (5 ) ,  взаимвообратиы . 

П р  и м е р ы  П .  а .  1 )  Множество {Х : хс и }, упо
рядоченное по включению с, является полвой П .  а .  
Е г о  подалгебрами будут топологии н а  и и только они . 

2) Е сли функция 1 : L -+  L на полвой П .  а .  (L,  ..,.:) 
тождественно удовлетворяет условиям 

1 (1 (х) ) = 1 (х) о;;;;; х , I (х л у) = 1 (х) л l (у) ,  (6) 
то множество 1L= {x E L : lx= x }  с индуцированным 
отношением порядка образует подалгебру алгебры (L; О,  л , su p) .  Всякую подалгебру A <=L этой алгебры 
можно получить указаиным способом из единствеивой 
функции 1, удовлетворяющей условиям (6) . Она опре
деляется равенством 

/ (x) = sup {a Е А : а о;;;;; х} . 
Функция 1 , удовлетворяющая условиям (6) ,  ваз .  
о п е р а т о р о м в з я т и я в и у т р е и и о с т и .  З) Если определить на  множестве Ф всех формул 
языка иитуициоиистского исчисления высказываний 

N. У . ,  1 979 .  В .  Н. Гришин .  

ПСЕВДОВЕКТОР - т о  же , что осевой ве�r,тор . 
ПСЕВДОВЫttУКЛОСТЬ И ПСЕВДОВОГНУТОСТЬ -

свойства областей в комплексных простраиствах, а 
также комплексных простраиств и функций на них, 
аналогичные свойствам выпуклости и вогнутости об-
ластей и функций в пространстве R n . Веществеиная 
функция ер класса С2 на открытом множестве ис:с п 

ваз . р-п с е в д о в ы п у к л о й (или р-в ы п у к
л о й) ,  если эрмитова форма 

д•ср -
Н (ер) = � · --- UjUJc J ,  11 дzj дz11 

имеет в каждой точке области и не менее чем n-p+ 1 
неотрицательиых собственных значений . В случае, 
когда Н (ер) имеет не менее чем n-p + 1  положительных 
собственных значений, говорят, что ер с и л ь  и о (или 
с т р о г о) р -п с е в д о в ы п у к л а. В частности , 
(сильно) 1 -псевдовыпуклые функции - это (строго) 
плюр исуб'гар.мопичес�r,ие фующии класса С2 • Функция 
на аиалитич. множестве Хс: и ваз .  (сильно) р-выпук
лой , если она является ограничением сильно р-псевдо
выпуклой функцйи на и. Наконец, (сильно) р-выпуклая 
функция на произвольиом комплексном пространстве 
Х - это непрерывная функция на Х , к-рая в окрест
иости любой точки представляется (сильно) р-выпуклой 
функцией в соответствующей локальной модели (см .  
А палитичес�r,ое прострапство) . 

Комплексвое пространство Х паз .  (р , q)-в ы п у к
л о - в о г и у т ы м,  если существуют непрерывная 
функция ер :  Х -+  R и такие d0 , с0 , где - оо  <.d0 <.c0 <. oo , 
что для любых с� с0 и d <.do множество 

Х с , d = {х Е Х 1 d < ер (х) < с} 
относительно компактно в Х , а ер сильно р -выпукла 
на Х." ,  с0 И Сильно q-выпукла иа Хdо .  - оо · Если d0= - oo 
или с0= оо , то пространство Х ваз .  с и л ь в о р
п с е в д о в ы п у к л ы м или с и л ь и о q-в о г н у
т ы  м соответственно . Е сли же d0= c0= - oo ,  то Х паз .  
р-п о л н ы м .  

П р и м е р ы . 1 )  Открытое множество Х с гладкой 
границей дХ в комплексном многообразии М ваз .  
с т р о г о р-п с е в д о в ы п у к л ы м ( с  т р о г о р 
п с е в д о в о г и у т ы  м) ,  если всякая точка х0 Е дХ 
обладает окрестностью и, в к-рой существует такая 
сильно р -выпуклая функция ер , что x n и= {х Е 
Е U l q!(x)<O } (соответственно х n и= {х Е  U l q!(x) >О }) · 
Всякое строго р-псевдовыпуклое (строго р-псевдово
гиутое) относительно компактное открытое множество 
является сильно р-выпуклым (сильно р-вогнутым) мно
гообразием . Если нек-рые компоненты границы дХ 
удовлетворяют условию р-псевдовыпуклости , а дру
гие - условию q-псевдовогнутости, то получаются 
примеры (р , q)-выпукло-вогиутых миогообразий .  

2 )  Компактные комплексные пространства естествеи
во считать О-выпуклыми. 

3) Класс 1-полвых простравств совпадает с классом 
Штейпа прострапств . 

4) :Класс сильно 1 -выпуклых простравств совпадает 
с классом простраиств,  получающихся из простраиств 
Штейна путем собственвой модификации в конечном 
множестве точеi< . 
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5) Пусть Х - компактное комплексное многообра

зие размерности n ,  S- его замкнутое подмногообразие , 
все компоненты к-рого имеют размерность q . Тогда 
X"-.S является сильно (q+ 1 )-вогнутым, а если нор
мальвое расслоение над S положительно - сильно 
( п-q)-выпуклым пространством . 

6 ) Е сли S - замкнутое подмногообразие коразмер
пости р в многообразии Штейна Х , то Х"-.8 р-полво . 

7) Голоморфвое векторвое расслоение Е ранга r 
над многообразием Х паз .  р-п о л о ж и т е л ь в ы м 
(q-o т р и ц а т е л ь н ы  м) , если на Е существует та
кая послойная зрмитова метрика h ,  что функция Х (v)= -h (v, v) на Е является сильно (р + r)-выпуклой 
(соответственно -х является сильно q-выпуклой) вне 
нулевого сечения (в случаях р= 1 и q= 1 получают по
нятия по.ложите.льпого расс.лоепия и отр ицате.льпого 
расс.лоепия) . Е сли Х компактно , то пространство р-поло
жительного расслоения Е является сильно (р+ r)-вог
нутым, а пространство q-отрицательного расслоения -
сильно q-выпуклым . Пространство голоморфкого век
ториого расслоения над р-полвым простравством всегда 
р-полно . 

Для (р , q)-выпукло-вогвутых простравств доказавы 
теоремы о конечномерности и отделимости век-рых 
простравств когомологий со значениями в когерентных 
авалитич . пучках (см .  Копечпости теоремы в теории 
аналитических простравств) .  Авалогичные теоремы ко
нечности доказаны также и для сильно (р , q)-выпукло
воrвутых отображений (см. [ 1 ) ,  [ 2] ) .  Пространство Х 
является сильно 1 -выпуклым тогда и только тогда , 
когда dim нг (Х , F) < оо для всех r и любого когерент
ного аналитич . пучка F на Х .  Если Х р -полно , то 
нr( Х ,  F)= O для всех r�p и любого когерентного апа
литич.  пучка F па Х .  

Группы гомологий р-выпуклых и р-полных про
странств обладают следующими свойствами . Если Х 
есть п-мерное приведеиное сильно р-выпуклое (р-пол 
ное) комплексное пространство ,  то dim Нг (Х , С ) < оо  
(соответственно Нг ( Х ,  С ) = О) для r�n+p . Для сильно 
1 -выпуклых прострапств известно также , что группы 
Нг(Х , Z )  конечно порождены при r;;. n+ 1 ,  а для р
полных многообразий, - что Нг ( Х ,  Z ) = O  для r�n+p 
и что группа Нп + р - J  ( Х ,  Z ) свободна . 

1\омплексвое пространство Х паз .  п с е в � о в о г
н у т ы м ,  если в Х существует относительно компакт
ное откр ытое множество и, пересекающее каждую пе
приводимую компоненту пространства Х и удовлетво
ряющее следующему условию: любая точка х0 Е д и  
об.ладает такой окрестностью V в Х ,  что для любых 
точек х Е V, достаточно близких к х0 , 

1 1 (х ) 1 .;;;;; sup 1 1 (у) 1 
y e v n и 

для всех голоморфных функций 1 в V. Е сли Х есть 
n-мервое многообразие , n�2 ,  то достаточно , чтобы 
множество и было сильно (п-1 )-псевдовогнутым в Х . 
Любое компактное пространство псевдовогнуто . Для 
псевдовогнутых пространств Х доказаны следующие 
теоремы конечности : пространство голоморфных сече
ний любого голоморфкого векторного расслоения над 
Х конечномерно; если Х связно , то все голоморфвые 
функции на Х постоянны ; поле мероморфных функций 
на Х есть поле алгебраич . функций, степень травс
I�ендентвости к-рого не иревосходит d im Х .  Послед
няя теорема имеет важные приложекия к авто.морфпы.м 
фуп�r-ция.м , основанные па том, что пространство D I Г ,  
где Г - собственно разрывная группа автоморфизмов 
ограниченной области D в сп , во многих сл учаях ока
зывается псевдовогвутым (в этом случае говорят,  что 
Г - п с е в д о в о г п у т а я  г р у п п а) .  Напр. , 
псевдовогнутыми являются арифметич. подгруппы 

групп автоморфизмов ограниченных си:мметрич . об
ластей . 

Лит. : [ 1 ] Е r m i n е J. L. , « Ann. Sc. norm. sup. Pisa. CI .  
sci», 1 9 79 ,  v .  6 , М 1 ,  р. 1 - 1 8 ;  [ 2 )  Итоги науки и технини. Алrеб
ра. Топология. Геометрия, т. 1 5 ,  М . , 1 9 7 7 , с. 93-1 7 1 .  

А. Л. Qн.ищих. 
ПСЕВДОГ АЛИЛЕЕ ВО ПРОСТРАНСТВО - проек-

тиввое n-простравство с выделеиной бесконечно уда
леввой (п-1 )-плоскостью Т0 аффинного п-простравст
ва ,  в к-рой, в свою очередь, выделена бесконечно уда
ленная (n-2)-плоскость Т1 псевдоевклидова простран
ства lRп_ 1 , а в (п-2)-плоскости Т1 выделена (п -3)
квадрика Q2 , являющаяся абсолютом гиперболического 
(п-1 )-простраВ'ства индекса l .  Совокупиость плоскос
тей Т0 , Т1 и квадрики Q2 образует абсолют (базис) П. п . ,  
обозначаемого 1 Г п · На пр . ,  3-простравство 1 Г 3 имеет 
своим абсолютом 2-плоскость Т0 , прямую Т1 в Т0 и пару 
действительных точек Q2 на прямой Т1 • П . п .  можно 
определить как аффинное п-простравство, в бесконечно 
удалевной плоскости к-рого при дополнении до про
ективного п-простравства определена геометрия псев
доевклидова (п- 1)-простравства индекса l .  

Расстояние между точками определяется аналогич
но определению расстояния в га.ли.леево.м прострапстве . 

Движениями П .  п .  1 Гп являются его колливеации, 
переводящие абсолют в себя . Движения образуют 
группу, являющуюся группой Ли.  

Пространство , абсолют к-рого двойствен абсолюту 
П . п. 1Г т ваз . попсевдога.ли.леевы.м прострапство.м . Фла
говое npocmfancmвo - предельвый случай П .  п .  1 Г  п· 

Лит. : [ 1 Р о з е н ф е л ь  д Б. А. , Неевнлидовы про-
странства , М . ,  1 969 .  Л.  А.  Сидоров. 

ПСЕВДОГРУППА п р е о б р а з о в а н и й д и ф
ф е р е н ц и р у е м о г о  м н о г о о б р а з и я  М 
семейство диффеоморфизмов открытых подмножеств 
многообразия М в М , замкнутое относительно компо
зиции отображений, перехода к обратному отображе
нию, а также сужения и склейки отображений . Точнее , 
псевдогруппа иреобразований (п. п . )  Г многообразия 
М состоит из л о к а л ь н ы х п р е о б р а з о в а-
н и й , т. е. пар вида p =::. (D Р '  р) , где D Р - открытое 
подмножество в М , а р - диффеоморфизм D Р - М , 
причем предполагается , что 1 )  р , q Е Г�роq= (q- 1 (D р П 
П q(Dq) ) ,  poq) E Г ,  2) !!. Е Г�р - 1= (р (Dр) , j- 1 ) E  Г ,  
3) (М,  i d )  Е Г ,  4 )  если р - диффеоморфизм открытого 
подмножества D сМ в М и D = U aD а , где D а - откры
тые подмножества в М, то (D , р) Е Г � (D a , P"l va) E Г 
для любого а . Видоизменяя �олжным образом усло
вия 1 )-4) ,  можно определить п . п .  произволького то
пологич .  пространства (см. [7]) или даже произволь
кого множества . Так же , каi( группа преобразований, 
п .  п .  определяет на М отношение эквивалентности ; 
классы эквивалентности паз . ее орбитами. П .  п. Г 
многообразия М паз .  т р а н з и т и в н о й, если М
ее единственная орбита , и паз .  п р  и м и т и в н о й, 
если в М нет нетривиальных гладких Г-инвариантных 
слоений (в противном сл учае п .  п. паз . и м п р и м и
т и в н о й) . 

П .  п .  Г дифференцируемого многообразия М паз .  
п .  п .  Л и ,  определяемой системой S дифференциаль
ных уравнений в частных производных, если Г состоит 
из тех и только тех локальных иреобразований много
образия М , к-рые удовлетворяют системе S .  Напр . ,  
П .  конформных иреобразований плоскости - зто п .  п .  
Ли , определяемая уравнениями Коши - Ри;мана . По
рядком п .  п. Ли паз . минимальный порядок определяю
щей ее системы дифференциальных уравнений . 

П р  и м е р ы  п .  п .  Л и. 1 ) П .  всех голоморфных ло
кальных иреобразований п-мерного комплексного 
пространства сп . 2) П .  всех голоморфных локальных 
иреобразований пространства сп с постоянным яко-
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биано:м . 3) П .  всех голоморфных локальных преобра
зовапий нрострапства Сп с якобианом , равным 1 .  
4) Г а м и л ь т о н о в а п с е в д о г р у п п а ,  со
стоящая из всех голоморфных локальных иреобразова
ний пространства сп (n четно ) ,  сохраняющих дифферен
циальную 2-форму 

ro = dz 1  Л dz2 + dz8 Л dz 4 +  . . . + dzп - 1 Л dzп . 

5) П .  всех голоморфных локальных иреобразований 
пространства сп , сохраняющих форму ro с точностью 
до постоянного множителя . 6 )  К о н т а к т н а я 
п с е в д о г р у п n а ,  состоящая из всех голоморфных 
локальных преобравований пространства сп (при 
n= 2m+ 1 , m;;<: 1 ) . сохраняющих с точностью до (функ
ционального) :множителя дифференциальную 1 -фор:му 

dzп + �т (z i  dzm + i - zm + i dzi ) . �l= I 
7) Вещественные аналоги комплексных п .  п. из приме
ров 1 ) - 6) . Порядки л. л. Ли ив примеров 1 ) , 3) - 6) 
равны 1 , а в примере 2) порядок равен 2 . 

Любая группа Ли G иреобразований многообразия 
М определяет п. п. Г (G) , состоящую из ограничений 
лреобразоваиий из G на открытые подмножества мно
гообразия М. П. п. вида Г (G) ваз . г л о б а л и з  у е
м ы  м и. Так ,  П .  локальных конформных иреобра
зований сферы sп глобализуема при n >2 и не глобали
зуема при п= 2 .  

П .  п .  Jlи Г паз .  п .  п .  к о н е ч н о г о т и п а , если 
найдется такое натуральное число d,  что любое локаль
ное лреобразование р Е Г однозначно определяется 
своей d-струей в пек-рой точке х Е D Р; наименьшее 
такое число d паз . с т е л е и ь ю , или т и п о м, п. п .  
Г ; если ж е  такого d не  существует , то Г паз .  п .  п .  
б е с к о н е ч н о г о т и п а . П .  п .  в примерах 1 )-
6) - лримитивные п .  л. Ли бесконечного типа . 

Пусть Г - транзитивная п .  п .  Ли n-мериого диффе
ренцируемого многообразия М и cr (Г )  - совокуп
ность всех r-струй локальных преобразоваиий ин Г , 
сохраняющих точку О Е М , т .  е .  таких р Е  Г ,  что О Е Dр 
и р (О) = О .  Множество сr (Г) , снабженное естественной 
струнтурой группы .Ли ,  ваз .  г р у п л о й и з о т р о
п и и г-г о п о р я д к а п. п. Г (группа G1 ( Г )  нав . 
также л и н е й н о й г р у п п о й и з о т р о п и и 
п. п .  Г) . Алгебра Ли g r ( Г )  группы cr ( Г )  естественным 
образом вкладывается в алгебру Ли r-cтpyii: пе1порных 
полей на М в точке О.  Если Г - п .  п .  Ли первого 
порядка ,  то ядро G!r) ( Г )  естественного гомоморфизма 
GГ + l  ( Г ) - Gr ( Г )  при любом r�1  зависит ТОЛ Ы\0 ОТ 

линейной группы изотропии G1 ( Г )  и паз . ее r-м п р о
д о л ж е н и е м .  П. п. Ли Г первого порядка тогда 
и только тогда является п. п. конечного типа d, когда 

dim G<d- 1)  (Г )  � О и d im G<d) (Г) = О .  

Если при этом линейная группа изотропии GI  ( Г) пе
приводима , то d-<:2 (см . [ 5] ) .  Для того чтобы п .  п .  Ли Г 
первого порядка была п .  п .  конечного типа , необходи
мо , а в комплексном случае и достаточно,  чтобы алгебра 
Ли g 1 ( Г) не содержала эндоморфизмов ранга 1 (см . 
[ 10] ) .  Такие линейные алгебры Ли паз . э л л и п т и
ч е с  к и м и. 

Для п. п. Ли Г первого порядка в терминах ее ли
нейной алгебры изотропии вычислены алгебры Ли всех 
продолжений c<n ( Г ) ,  r� 1 . А именно, алгебра Ли 
gm (Г) группы c<n ( Г )  состоит из (r+ 1 ) -струй вектор
ных полей па М в точке О, имеющих в пек-рой локаль
ной системе координат (х1 , х2 , • • • , хп ) вид 

� i lo i 1 x ir _!_ 
� vi 0i ,  . . . i rx х · · · дхi ' 

i u u где vi.i ,  . . . ir 
- произвольнып тензор ,  симметричвыи по 

нижним индексам и удовлетворяющий условию : при 

любых фиксированных i1 , i 2 , • • •  , iг матрица 

// vJ. 11 , i 2 ,  . . . , iJ. j= 1 , 2, . . . , п 
содержится в. алгебре Ли g1 ( Г) , отнесенной к системе 
координат (х' ) . 

П усть М - n-мерное дифференцируемое многообра· 
зие над полем К =  1R. или С .  Всякая транзитивная п. п. 
Ли Г порядка k многообразия М совпадает с П. всех 
локальных автоморфизмов век-рой Gfl. ( Г)-структуры 
(см. G-cmpyr>mypa) порядка k на М (п е р в а я о с
и о в н а я т е о р е  м а К а р т а и а ) .  Нлассифика
ция всех примитииных п. п. Ли бесконечного типа 
впервые была получена Э. Картавом [ 2] .  Согласно его 
теореме всякая примитииная п. п .  Ли бесконечного 
типа , состоящая из голоморфиых локальных преобра
зований , локальио изоморфна одной из п. п. примеров 
1 ) -6) . Эта теорема неоднократно передоказывалась; ее 
совремеиные доказательства получаются чисто алге
браич . средствами .  При этом локальное изучение тран
зитивной п .  п .  Ли Г сводится к изучению пек-рой фильт
рованной алгебры Ли (см. [ 9] ) . Классификация таких 
фильтрованных алгебр Ли может быть проведеиа на 
основе классификации простых градуированных ал
гебр Ли (см . [ 3] ) .  Классификация примитинных п .  п.  
Ли получена также и в вещественном случае , причем 
условие аналитичности действия п .  п .  заменено более 
слабым условием бесконечной дифференцируемости 
(см .  [ 8] ,  [ 9] ) .  

Построены нек-рые абстрактные модели транзитивных 
п. п. Ли,  к-рые призваны играть в теории п. п .  беско
нечного типа такую же роль , какую в конечномерном 
случае играют абстрактные группы Ли (см . [ 6] ,  [ 9 ] ) .  

Лит. : [ ] С т е р  н !1 е р  г С . , Л еюtии по дифференциальной 
геометрии , пер . с англ . , М . ,  1 97 U ;  [2J С а r t а n � . •  Oeuvres 
compl�tes , v. 2, Р . , 1 9 5 3 ,  f· 5 7 1 - 7 1 4  8 5 7 -925 ;  1 335-84 ; [3] 
G u i 1 1  е m i n V . ,  « J .  Dlf . Geom . •> ,  1 9 70 , v. 4, No 3, р. 257-82; 
(4] К о Ь а у а s h 1 S . , Transformation groups i n  differential geometry , В . - [u. а . ] ,  1 9 72 ; [5 ] К о Ь а у а s h i S . , N а g a· 
n о  т . , <• J .  Math. and Mech . •> , 1 9 6 4 ,  v. 1 3 ,  .М 5, р. 875-907 ; 196 5 ,  
v. 1 4 ,  р .  679-706 ; [6] К u r а n i s h i М . ,  «Nagoya M a t h .  J . », 
1 959 ,  v. 1 5 ,  р. 225-60 ; 1 96 1 , v. 1 9 ,  р. � 5-91 ; [7 ] L i Ь e r· 
m а n n Р . , .. вul l .  Эос. math . France» , 1 9 59 ,  t. 8 7 ,  .М 4 ,  р. 409-25; 
[8] S h n i d е r S., «J.  D i ff.  Geom.» ,  1 9 70 , v. '• · No 1 , р .  8 1 -89; 
[9] S i n g e r I . M . ,  S t e r n b e r g  S . ,  « J . d ' A na lyse rn э th.» ,  
1 9 6 5 ,  t. 1 5 ,  р .  1 - 1 1 4 ;  [ 1 0 ] W i 1 s о n  R. L . , « P ro c .  Amer . Math. 
SoC . >> ,  1 9 7 1 ,  v. 29 , .М 2 , р. 2 4 3 - 4 9 .  Э .  Б .  Випберг. 

ПСЕВДОГРУППОВАЯ СТРУ КТУР А н а м н о-
г о о б р а з и и М - максимальный атлас А глад· 
ких локальных диффеоморфизмов многообразия М на 
фиксированное многообразие V, все функции перехода 
между к-рыми принадлежат данной псевдогрунпе Г 
локальных иреобразований многообразия V. Псевдо
группа Г паз . о п р  е д е л я ю щ е й  п с е  в д о
г р у п п о й, а многообразие V - модельным про
странством . П .  с .  с определяющей псевдогруппой Г ваз. 
также Г-с т р у к т у р о й . Б олее подробно , множество 
А V-значиых карт многообразия М (т . е .  диффеомор
физмов <р : и - V открытых подмножеств исм на 
открытые подмножества <р (и)с V) называется П .  с . ,  
если а) любая точка х Е М принадлежит области 
определения пек-рой карты <р из А ; б) для любых 
карт <р :  и - V, ф :  W - V из А функция перехода 
фо<р - 1 : <р ( и  П W) - ф ( и  П W) является локальным 
иреобразованием данной псевдогруппы Г ;  в) множество 
А является максимальным множеством карт,  удовле
творяющих условию 2) . 

П р и м е р ы П .  с .  1 ) Псевдогруппа Г преобразова
ний многообразия V задает П .  с .  ( V, Г) на V, картами 
к-рой служат локальные иреобразования из Г. Она 
наз.  с т а н д а р т н о й  п л о с к о й  Г - с  т р у к· 
т у р о й .  2) П усть V= кп есть n-векторное пространст
во над К= 1R ,  С или левый модуль над телом кватернио
нов К= Н ,  а Г - псевдогруппа локальных преобра· 
зований V, главные линейные части к-рых принадлежат 
груtше GL (n ,  К) . Соответствующая Г-структура на 
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многообразии М есть структура гладкого многообразия 
при К = R , комплексного аналитич .  многообразия при К=С и специального кватернионного многообразия 
при К= Н .  3) Пусть Г - псевдогруппа локальных 
преобразований векторного пространства V, сохра
няющих данный тензор S .  Задание Г -структуры равно
сильно заданию интl'грируемого поля тензоров типа 
S на многообразии М. Н а пр . ,  если S - невырожден
ная косоеиммстричнал 2-форма ,  то Г-стр уктура ест1. 
симплектич.  структура . 4) П устт. Г - пrевдогруппа 
локальных преобразовапиii пространства /R2n + 1 , со
храняющих с точностью до функционального множи
теля дифференциальную 1 -форму 

dxO +  �� x2i - 1 dx2t . ..::. 1 = 1 
Тогда Г-структура есть контаюная структура.  5) П усть V= GIH - однородное пространство группы Ли G, а 
Г - псевдогруппа локальных преобра<юваиий V, про
должающихся до преобразований из группы G. Тогда 
Г-структура иаз .  П .  с . ,  определяемой однородным 
простраиством V. П римерами таких структур являются 
структура пространства постояиной кривизны (в част
ности , локальио евклидона пространства ) ,  плоские 
конформные и проективные структуры . 

Пусть Г - транзитивная псевдогруппа Ли преобра
зоваиий пространства V= IRn порядка l ; Г-структура 
А на многообразии М определяет главное подрасслое
ние nt : B k -+ М расслоении кореперов любого поряд
ка k на М , состоящее из k-струй карт из А :  

Bk = { i�ep l ep E A ,  rp (x) = O } , nk (j�ep) = x .  
Структурной группой расслоения n k является груnпа 
изотропии k-го порядка Gk ( Г)  псевдогруппы Г, к-рая 
действует на Bk по формуле 

1� (а) j�ep= j� (а о ер) . 

Расслоение nk паз . k-м с т р у к т у р н ы  м р а с
с л о е н и е �� или Gk ( Г)-с т р у к т у р о й ,  опреде
ляемой П .  с. А .  Раеслоение n 1 , где l - порядок псев
догруппы Г, в свою очерель , однозначно определяет 
П. с .  А как миожеетво карт ер : И -+  V, для к-рых 

j� (а о ер) Е В1 , если а Е Г, а о 
ер (х ) = О. 

Геометрия расслоения n k  характеризуется наличием 
канонической Gk ( Г)-эквивариантной горизонтальной 
отвоеительно проекции Bk -+ Bk-1 1 -формы 81l : TBk 
-+ V+ gk  ( Г )  ео значением в пространстве V+g k  ( Г ) , 
где gk ( Г) - алгебра Ли группы изотропии Gk ( Г ) .  
Она задается формулой 

где 
e�k ( b k) = d� i�-1 (ept о epiJ1) I t= o ·  

bk - ·k ( ) bk - d .k ( ) - l х, еро • - ;н  l х1 ept • 

ept E A, ept (xt) = O, t E [O , е) , 
и удовлетворяет век-рому структурному уравнению 
Маурера - Картава.  Алгебра Ли инфинитезимальных 
автоморфизмов Г-структуры может быть охарактери
зована как алгебра Ji и векторных полей на В , сохра
няющих каноничеен ую 1 -форму 81 • 

Основной проблемой теории П .  с .  является проблема 
описания П .  с. на многообразии с определяющей псев
догруппой Г с точностью до эквивалентности . Две П. с .  
ва многообразии паз . э к в и в а л с н т н ы м и ,  если 
одна И3 них может быть персведена в другую диффео
морфизмом многообразия . 

Пусть Г - глобализуемая транзитивная псевдогруп
па преобразоваиий односвязного многообразия V. Лю-

бое о;r�;носвllзное многообразие М с Г-структурой А 
допускает отображение р : М -+  V, называемое раз
верткой Картава , к-рое локально является изомор
физмом Г-структур . Если Г-структура А обладает 
нек-рым условием полноты , в частности, если многооб
разие М компактно , то отображенив р является изо
морфизмом Г-структур .и все Г-структуры рассматривае
мого типа являются формами стандартной Г-структуры V, т. е. пол учаются из V фаr(торизю�исй по свободно 
действующей дискретной группе автоморфпзмов ( V, Г) . 
Так обстоит дело ,  на пр . ,  с (псевдо)римановыми струк
турами постоянной кривизны и с коиформно плоскими 
структурами на IЮМПа J(ТНЫХ Многообразиях .мп , п >2 .  
Важное место в теории П .  с .  занимает теория деформа
ций, первопачально развитая для комплексной с.трук
туры. В ней ивучается вопрос об описании нетриниаль
ных двформаций Г-структуры А , т .  е. семейств A t 
Г-структур , содержащих данную Г-структуру и гладко 
зависящих от параметров t по модулю триопальных 
деформаций . Пространство формальных инфинитези
мальных иетривиальиых деформаций данной Г-струк
туры описывается как пространство Н1 (М, 8) одно
мерных Iюгомологий многообразия М с коэффициента
ми в пучке рост1юв 8 иифинитезимальных автомор
физмов Г-структуры А . Тривиальность зтого простран
ства влечет жесткоет1. Г-структуры.  Тривиальность 
двумерных когомологий: Н2 (М , 8 )�0  позволяет при 
иек-рых усJювиях доказать существование нетривиаль
ных деформаций Г-структуры , соответствующих данной 
инфинитезимальиой деформации из Н1 (М , 8 ) .  

Лит . :  [ 1 )  И а р  т а н Э . , Геометрия римановых пространств , 
пер. с фрвнц . J М . - л . ,  1 9 3 6 ;  [21 G u i 1 1  е m i п V . ,  s t е r n
Ь с r g S . ,  D erorma tion theory ot pseudogroup structures, Provi
dence ,  1 966 («Mem . Amer. Math. Soc. » , М 64 ) ;  [ 3] Р о 1 1  а с k А. S. , 
« J .  D i tt.  Geom.» ,  1 97 4 ,  v . 9, .м 3, р. 355-90 ; [4] G r i f
f i t h s Р. А . ,  .. мath. Ann . >> ,  1 9 6 4� Bd 1 55 ,  Н. 4 ,  s .  292-3 1 5 ;  
1 96 5 ,  B d  1 58 ,  Н . 5 ,  S .  326-35 1 ; [5J Р о m m а r е t J .  F. , •• Ann. 
Inst. Н .  Poincare , n .  Ser. » ,  1 9 7 3 ,  v. 1 8 ,  р .  285-352 ;  [6] В е r а r d 
В е r g е r у L . , В о u r g u 1 g n о n J. Р . ,  L а t о n t а i n е J . , 
« P roc . Symp . Рнrе Math . » ,  1 97 5 ,  v. 27 ,  р. 3-32 ; [7 ] S р е n
c е r D .  С . , <• Ann. Mat.h . » , 1 962 ,  v. 76 ,  .М 2, р. 306-398 ;  М 3 ,  
р .  399-445 .  Д .  В .  Але"сеевс"ий . 

ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР -
оператор,  действующий в функциональных простраист
вах на дифференцируемом многообразии и локальио 
по определенным правилам записываемый с помощью 
ПеК-рОЙ фунКЦИИ , обНIЧНО ваз . СИМВОЛОJ\1 П .  О . , И удов

ЛСТВОрЯЮЩеЙ оценкам производных определенного ти
па , аналогичных оценкам производиых полиномов , 
являющихся символами дифференциальных операторов . 

П усть Q - открытое подмножество в IRn , Со (Q )  -
пространство бесконечно дифференцируемых функций 
с компактным носителем,  принадлежащим Q . Простей-
mий П .  о. в Q - это оператор Р :  Со (Q) -+ соо (Q) , 
задаваемый формулой 

Ри (:r) = (2n) - п  � eix . ;p (х ,  �) u (�) d� ,  ( 1 )  

где и Е Со (Щ , � E Rn , liS - мepa Лебега на  rzn , Х · � 
обычное скалярное произведение векторов х и � . � (� ) -
иреобразование Фурье функции и ,  то есть 

и (�) = s г•х · 'и (х) dx 

(интеграл здесь и выше берется по R n) , р (х ,  � )  - глад
кая функция на Q Х IRn ,  удовлетворяющая нек-рым 
условиям и называемая с и м в о л о м П .  о. Р. Опе
ратор Р вида (1 ) обозначается также р (х , D ) или 
р (х, Dx) · Если 

Р (х ,  �) = �1 а 1 ..;; т Ра (х) �а 
многочлен от � с коэффициентами ра Е соо (Ш 

(здесь а. - мулътииндекс, т .  е. а= (а1 , • • • , ап) , a.j;;;;.o, 
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a.J - целые, l a. l = a.l+ ·  . .  +a.m sa=s�· . . .  ;�п) , то 
р (х , D )  совпадает с дифференциа.л,ьным оператором , 
получаеМЫМ, еСЛИ В выражение ДЛЯ р (х , S) ВМеСТО S 
подставить вектор D = � д

д 
• ' х 

ч асто используется класс символов р (х , s ) Е С"" (Q х 
x iRn) ,  удовлетворяющих условиям 

1 д� д�р (х , s) 1 � са, 1\. ;к (1 + 1 s / )m - p (а) +6 <11> , (2) 

х Е �. s E Rn, 
д д 

rде а. , � - мультииндексы , д,.= дх , дt = дf ,  
� -компакт в Q .  Этот класс обозначается Sp, 6 (или 
S'(:, 6 (Q Х Rn)) . 

Обычно предполаrается , что О <:р <: 1 ,  О <:б <:1 . Через 
Lp, 6 (или Lp, 6 (Q ) ) обозначается класс операторов 
(также называемых П .  о. в Q) вида р (х , D )+ K , rде 
р Е S'P. 6, а К - интеrральный оператор с бесконечно 
дифференцируемым ядром, т. е. оператор вида 

К и (х) = � К (х , у) и (у) dy ,  
rде к (х , у) Е С""  (Q х Q) .  Функцию р (х , s )  по-прежнему 
ваз . символом П. о .  р (х , D ) + K ,  хотя теперь она опре
делена уже не однозначно , а с точностью до символов ,  
принадлежащих s - ""= n me R sт. О •  Оператор A E L';, 6 
ваз .  П .  о .  п о р я д к а н е в ы m е т и т и п а р, б .  
Описанный выше дифференциальный оператор принад-
лежит классу L'{'; 0 • Наименьшее возможное значение т 
часто ваз .  п о р  я д к о м П .  о .  Классы S� 6 , L� 6 
часто ваз . к л а с с а м и Х ё р м а н д е р а .  

Можно задавать П .  о .  в Q с помощью двойных сим
волов , т. е. в виде 

Ри = (2n) - п  � � i <x - y ) · sa (x , у , s) и ( y) dyds . (3) 

При а (х , у , s)= p (х , s ) эта формула переходит в ( 1 ) . 
Обычно предполаrается, что а (х , у , s) Е s� 6 (Q х Q х 
Х Rn) ,  то есть 1 а � · �" 1 дt дх ду а (х , у, s) � 
� са. l\' . 1\",;к (1 + / s l )m - p l a i + 6 1 11 ' + 11" 1 , х ,  У Е � (4) 

rде � - комиакт в Q. Е сли О <:б <р <:1 , то построен
ный класс операторов вида (3) (со всевозможными 
функциями а Е S'ff. 6 )  совпадает с классом L'[i, 6 (Q ) .  При 
этом символ р (х , s) (определенный с точностью до 
символов из s - "" )  имеет следующее асимптотич. раз
ложение : 

р (х , s) - �а �! д�D�а (х , у , s) IY= X' 
rде a.l = a.1 !  . . .  a.n ! и суммирование ведется по всем 
мультииндексам. Эта запись означает, что разность 
между l! (х , s) и частью суммы, взятой по тем а., для 
к-рых l a. l <:N, является символом, принадлежащим 
Sm- (p-6)N р, 6 , т .  е. символом, порядок к-роrо не выше наи-
большеrо из порядков оставшихся членов.  

П.  о .  Р продолжается по непрерывности или с помо
щью двойственности до оператора Р : lf' (Q ) - п · (Q ) , 
rде D' (Q )  и lf' (Q )  - пространства обобщенных 
функций и обобщенных функций с компак'Q!ЫМ носи
телем в Q соответственно . Если 6 <1 ,  то при этом П .  о .  
обладает следующим свойством п с е в д о л о к а л ь
н о с т и: если и E lf' (Q ) П C"" (Q' ) ,  rде Q' c Q ,  то 
Ри Е С"" (Q ' ) .  Друrая формулировка свойства псевдо
локальности : ядро К (х , у) (в смысле Шварца) операто
ра Р бесконечно дифференцируемо по х , у при х"4= у .  

К л а с с и ч е с  к и й  П . о .  порядка т в Q - П .  о .  
P f!:;LТ,o , символ к-роrо р (х , 6) допускает асимптотич.  

разложение 

Р (х ,  S) - �j .. = O Х { ;) Pm - j (:r , S) , 

rде x (s) E C"" (IR.n ) , x (s )= 1 при l s l ;;;a. 1 , x (s )= O при 
l s l <:1/2 , Pm - j (х , s) Е С"" (Q х (Rn-'".0))  и положительно 
однородна по s порядка т-j 

P m - j (х , tS) = tm -lpm -j  (:с ,  s) , x E !J , s E IRn". Q . 
Примером классическоrо П .  о .  является дифференци
альный оператор (с rладкиии коэффициентами) . Функ
ция P m (х , s) ваз .  r л а в н ы м с и м в о л о м клас
сическоrо П. о .  

П .  о .  в Q ваз .  с о б с т в е н н ы м (или П .  о .  с 
с о б с т в е н н ы м н о с и т е л е м, или П . о .  с 
к о м п а к т н ы м н о с и т е л е м) , если проекции 
носителя ero ядра при проектировании Q Х Q на каж
дый сомножитель являются собственными отображе
ниями . Собственный П. о. Р отображает Со (Q) в 
С� (Q )  и продолжается по непр�ывности до отображе
ний С"" (Q ) - C"" (Q ) , 8' (Q ) - ф"'' (Q )  и D'  (Q )  - n ' (Q ) , 
он может быть записан в виде (1 )  с символом р (х , s)= 
=e-ix · 6p  (eix 6 ) , rде экспонента в скобках рассматри
вается как функция от х , а s является параметром. 

Пусть А , В - два П .  о. в Q ,  из к-рых один является 
собственным. Тоrда имеет смысл их произведение (ком
позиция) С= А В .  Важную роль в теории П .  о .  иrрает 
т е о р е м а о к о м п о з и ц и и :  если А Е L"(:.' 6 , 
B E L"(:,• 6 , О <:б <:р <:1 ,  то С= А В Е L;::• бт•. Е сли при 
этом б <р,  с (х , s ) ,  а (х , s ) . ь (х , s ) - сииволы операто
ров С, А , В ,  то 

с (х , s) - �а � [д� а (х , s )] [D�b (х, s )] . 
В частности , если А ,  В - классические П .  о .  поряд

ков т1 , т2 , то С - классический П .  о. порядка т1+т2 
с rлавным символом Cm , + m.  (х , s )= am, (х , s ) Ьт. (х , s ) .  
rде am ,  (х , s ) ,  Ьт. (х , s )  - rлавные символы операторов 
А и В .  

Если P E L'ff. 6 ,  О <:б <:р <: 1 ,  т о  существует и единствен 
с о п р я ж е н н ы й П .  о .  Р *  Е L'{f, 6 .  для к-роrо 
(Ри , v)= (u , P * v) , и,  v E Со (Q ) , rде (и , v) = � и (х ) v (х)dх
скалярное произведение и и v в L2 (Q ) .  Е сли при этом 
б <р и р * (х , s ) - символ П. о. Р* , а р  (х , s)  - символ 
Р ,  ТО 

* ( t ,..., 1 ava --t р х , ь) - �а a l дs хР (х , ь ) · 
Таким образом, собственные П .  о .  при б <:р образуют 

алrебру с инволюцией,  задаваемой переходом к сопря 
женному оператору. Произвольвые П .  о. образуют 
модуль над этой алrеброй . 

Т е о р е  м а о б о r р а н и ч е н н о с т и П .  о .  
классов Хёрмандера в L2-нормах в наиболее точной 
форме состоит в следующем (см . [ 8] ) :  пусть Q= Rn , 
оператор р имеет вид (3) с двойным символом а (х , у , s ) ,  
удовлетворяющим оценкам (4) , rде числа т,  р,  б удов
летворяют условиям 

О � р ..;;;; 1 ,  0 ..:;;; 6 � 1 .  т � о. р - б - : � О; (5) 

тоrда оператор Р продолжается до оrраниченноrо опе
ратора Р : L2 (Rn) - L2 ( Rn) . В частности , при усло
в:ки (5 )  оrраничены в L 2 (Rn) П .  о .  вида ( 1 ) с символами, 
удовлетворяющими оценкам (2) равномерно по х (т . е .  
с постоянными Са, р ,  ;к= Са , � · не зависящими о т  � ) .  
Отсюда следует, напр . ,  оrраниченность в L 2 (IR.n) опе-
раторов P E L� .6 . если О <:б <:р < 1  и ядро оператора Р 
имеет компактный носитель (или оценки символа опять-
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таки равномерны по х) .  При р <б или при В= 1 опера- и микролокальная теорема регулярности: WF (А и)= 
торы такого вида уже не обязательно ограничены. Ава- = WF (и ) , где WF (и) означает волновой фронт обобщен
логично , в общей ситуации невыполпение одного из вой функции и .  
двух последних условий ( 5 )  уже дает класс П .  о . , со- Условия (6 ) при 1 -р <б <р < 1  иввариавтвы отво-
держащий веограничеввые операторы. сительво диффеоморфизмов . Поэтому имеет смысл со-

В термивах оценок символа можно дать условия ог- ответствующий класс операторов на многообразии Х . 
равичеввости П .  о .  в Lр·Нормах , а также в гёльдеровых Если Х - компактное многообразие, то такой опера-
и в жевреевских нормах (см .  (8] ) . тор А фредгольмои в С"" (Х ) ,  'i. е .  имеет в С"" (Х) конеч-

Если в IR.n дав оператор Р=р (х,  D ) ,  где P E S'f:. 6 ,  номервые ядро и коядро , а также замкнутый образ . 
О <:б <р < 1 ,  причем оценки (2) равномерны по х Е IR.n , то Классический П .  о .  А порядка т с главным символом 
этот оператор продолжается до ограниченного ояератора а т (х , s) ваз . э л л и п т и ч е с к и м,  если а т (х , s ) i= о 
р : нs (Rn) -+ нs - m (IR.n) , s E  R , где нt (IR.n)  означает при s # O. Такой оператор удовлетворяет условиям 
обычное пространство Соболева на Rn (иногда обозва- (6) с т0= т и имеет параметрикс, также являющийся 
чаемое также w� ( IR.n) ) . классическим П .  о .  порядка - т. На компактном мно-

гообразии Х такой П .  о .  задает фредгольмов оператор 
Класс П .  о. L'[:. 6 при 1 -р <б <р<1 в естественном 

смысле иввариавтен относительно диффеоморфизмов A : Hs (Х) ---+ нs -т (Х) , s Е R . 
так же, как и его подкласс классических П .  о .  Это Все эти определения и факты переносятся на П. о . ,  
позволяет определить класс п .  о .  L'[:. 6 (Х) и классиче- действующие в вектор-функциях или, более общо, в 
ские П .  о .  на произвольном гладком многообразии сечениях векторных расслоений. Для эллиптич. опера
Х . Формула замены переменной в символе при диффео- тора на компактном многообразии Х индекс задавае
морфизме х : Q -+ Q1 , где Q , Q1 - области в Х, имеет мого им отображения А : нs (Х ) -+ нs - m (Х)  на собо
вид ленских классах сечений не зависит от s Е IR и может 

D a ix;(z) ·11 / Х z e  z= x •  

где а (х , s ) - символ оператора А Е L'{:, 6 (Q ) , а1 (у , Т)) 
символ оператора А 1 Е L'{:: 6 (Q1 ) , задавиого формулой 
А 1и=[А (иох))ох - 1 , т. е. полученного из А заменой 
переменвых х ; х '  (х) обозначает якобиав отображения_ 
х ,  tx ' (x) - транспонированная матрица , 

а(С<) (х , S) = д� а (х , S) ,  х; (z) = Х (z ) - Х (х) - Х' (х) ( z - x) .  
В частности , отсюда следует, что главвый символ клас
сического П .  о. на многообразии Х является коррект
но определенной функцией на кокасательном расслое
нии Т* Х .  

Если Х - компактное многообразие (без края) ,  то 
П .  о. на Х образуют алгебру с инволюцией, если вво
дить инволюцию с помощью скалярного произведевия, 
задаваемого гладкой положительвой плотностью . Опе
ратор А E Lg, 6 (Х) ограничен в L2 (Х) ,  а если А Е 
E L'{:: 6 (Х ) ,  где т <О, то такой П .  о .  компактен в L2 (Х) . 
Для классических П .  о .  А порядка О на Х 

inf l l A + K II =  sup 1 ао (х , 6) / , (Х, !;) Е Т * Х 
где а0 (х, s) - главный символ оператора А , а К про
бегает множество всех компактных операторов в L2 (Х ) .  
Оператор А Е L'{:, 6 (Х) непрерывно отображает нs (Х) 
в нs - т (Х)  при любом s E lZ .  

П а р  а м е т р и  к с о м П .  о .  А ваз . такой П .  о .  В , 
что l-AB и l-BA - П .  о .  порядка - оо ,  т .  е .  интеr-
ральвые операторы с гладким ядром. П усть А Е L� 6(Q) , 
О <б <Р < 1 ,  а (х, s) - символ оператора А .  Доста
точным условием существования параметрикса опера
тора А является выполнение оценок: 

l a (x . s) l ;;;;. e l s lm• ,  l s i ;;;;. R , в > О , mo E IR ; ) 

быть явно вычислен (см . Ипдепса фор.му.лы ) .  
Роль П .  о .  состоит в том, что имеется ряд операций , 

выводящих за класс дифференциальных операторов , но 
сохраняющих класс П .  о .  Напр . ,  резольвента и комп
лексвые степени эллиптического дифференциального 
оператора на компактном многообразии являются клас
сическими П .  о . ,  они возникают при сведении на Г_})а
ницу эллиптической граничной задачи (см . ,  напр . , L7 ] , 
[8] и предпоследнюю статью в ( 1 ] ) .  

Существуют разные варианты теории П .  о . ,  приспо
собленные к решению различных задач анализа и ма
тематич. физики. Часто возникают П. о. с параметром, 
необходимые, напр . ,  для изучения резщхьвевты и асимп
тотяки собственных значений. Важную роль играют 
различные варианты теории П .  о. на Rn, учитывающие 
эффекты, связаввые с описанием поведения функции на 
бесконечности,  и частично инспирироваввые матема
тич . вопросами квантовой механики, возникающими 
при изучении квантования классич. систем (см . [ 5 ] ,  [ 1 ) ) .  
В теории локальной разрепхимости уравнений с част
ными провзводными и в спектральной теории полезны 
П. о . ,  поведение к-рых описывается с помощью весовых 
функций, заменяющих 1 6 1 в оценках типа (2) (см . [8) , 
[ 14] ) .  Построена алгебра П .  о .  на многообразии с краем , 
содержащая, в частности, параметрикс эллиптической 
граничной задачи (см . [3 ] , [ 1 3] ) . 

Частным случаем П .  о. являются многомервые сив
гулярные интегральные и ивтегро-дифферевциальвые 
операторы, изучение которых попготовило nоявление 
теории П. о. (см . [ 10] ) .  

Теория П .  о .  служит основой для изучения иптегра.ль
пых операторов Фурье (см . [7) , [ 10 ] ) ,  играющих ту же 
роль в теории гиперболич. уравнений, что и П. о .  в те
ории эллиптич.  уравнений . 

/ а - 1 (х , s) д� д�а (х , s) / .;;; 
J� .;;; ca, 13 , к l s Г P ie< l + б l f:! l , l s i ;;;;. R , x E K .  

Лит. : [ 1 1 Псевдодифференциальные операторы ,  пер. с 
англ . ,  М . , 1 96 7 ;  [2] А г р а н о в и ч М. С. , В и m и к М .  И . ,  
Псевдодифференциальные операторы, М. , 1 968 ; [3] Э с к и н Г .  И . , 
Нраевые задачи для �ллиптических псевдодифферевциальных 
уравнений, М . ,  1 9 7 3 ;  [4] Г р у m и н В. в . ,  Псевдодифференци
альные операторы, м. , 1 9 7 5 ;  L 5 ]  Ш у б  и н М .  А. , Псевдодиффе-

(6) ренциальные операторы и спектральная теория, М. , 1 9'7 8 ;  [6) 
F r i е d r i с h 8 к .  о., Pseudo-ditterential operators, N. Y.i  
1 970 ; [7 ] Т r е v е 8 F . , Introduction to pseudo-ditterentia 
and Fourier integral operator8, v. 1 -2 , N . У. ,  1 980 ; [8] Т а у-
1 о r М. , Pseudo-ditterentia1 operators, В. - [u. a . J ,  1 9 Н ;  
L 9 ]  к u m а n о - g о Н . ,  P8eudo-ditterential operators , Camb . ,  
1 981 ; [ 1 0] D u i 8 t е r m а а t J . ,  Fourier integral operators, 
N .  У. , 1 9 7 3 ;  [11]  М а с л о в  В . П. , Ф е д о р ю к  М. В . , Нвази· 
классическое приближение для уравнений квантовой механики , м. , 1 9 7 6 ;  [12]  А г р а н о в и ч М . С . ,  <<Успехи матем. наук»,  
1 96 5 ,  т. 20,  в.  5 ,  с. 3-120;  [ 1 3 ]  В о u t е t d е М о n  v е 1 L. ,  
«Acta math.», 1 9 7 1 ,  v .  1 26 ,  р .  1 1 -51 ; tH] Н о r m а n d е r L. ,  
<<Comm. Pure Appl. Math.» ,  1 97 9 ,  v .  32,  .Ni 3 ,  р .  359-44 3. 

В этом случае существует параметрикс В Е L;,б• (Q) . 
Простейшим следствием существования параметрикса 
является гипоэллиптичвость оператора А :  если А и Е 
E C""' (Q' ) ,  где Q' c: Q , то и Е С""' (Q' ) .  Иными словами, 
sing supp A и=sing supp и .  Верен также следующий 
более точный факт (т е о р е м а р е г у л я р н о-
с т и): если А и Е Hioc (Q ' ) , то и Е Hf;J"c то (Q ' ) .  Имеет место М. А. Ш11бин. 

-ti 24 Математичесная энц . , т.  1" 
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ПСЕВДОДУГ А - наследственно неразложимый со

держащий более одной точки ажеевидпый коптипууж . 
Таков , иапр . ,  К-пастера �>оnтипууж . м. и. Войцеховский. 

ПСЕВДОЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО - действи
тельное аффиввое пространство , в к-ром каждым двум 
векторам а и Ь поставлено в соответствие определенное 
число,  называемое с к а л я р и ы м п р  о и з  в е д е
в и е м (а, Ь) . 

1 )  Скалярвое произведение коммутативно : 
(а, Ь) = (Ь ,  а) ; 

2) скалярное произведение дистрибутивио относи
тельно сложения векторов: 

(а (Ь + с) ) = (а,  Ь) + (а,  с) ; 
3) числовой множитель можно вынести за знак ска

лярного произведевия: 
(ka, Ь) = k (а ,  Ь) ; 

4) существуют такие n векторов а i • что 
(ас , ас ) > О, с .;;;; l ; (а4, а4) < О, d > l ; 

(а; ,  а1) =0, i f= j . 

Число n пав . размерностью П .  п . , l - и и д е к с о м ,  
пара чисел ( l , р) , p = n-l, - с  и г и а т у р о й . П . п . 
обозначается E<r .  р) (или lЕп) · Пространство Е<1 , З) паз . 
М ипк�вспого прострапствоJК . В пространстве Е < l , р) во 
всякои системе n векторов Ьi, для к-рых (Ь;, Ьi) =1= 0  и 
(Ь i, Ьj)= О при i =/= j , число векторов Ьi, для к-рых (Ьi , 
Ьi) >О , равно l, а число векторов Ьi, для к-рых (Ьi , 
Ьi) <О, равно n-l (з а к о н  и н е р ц и и  к в а д р а
т и ч и о й ф о r м ы) . 

М о д у л ь  l a вектора а П .  п. может быть определен 
как веотрицательвый корень V l (a, a) l . Векторы, ска
лярвые Rвадраты R-рых равны 1 и - 1 ,  паз . соответст
венно е д и в и ч н ы м и и м в и м о е д и и и ч
и ы м и в е к т о р а м и .  Векторы :v ,  для к-рых 
(:v, :v)= O ,  обладают нулевым модулем и паз. и з  о
т р о п в ы м и в е к т о р а м и ;  наnравления изо
троnных векторов - и з о т р о п и ы м и и а п р а в
л е в и я м и. 

В П. n .  имеются три вида прямых: евклидовы ,  на
правляющий вектор к-рых имеет положительный ска
лярный квадрат ( (а, а) >О) ,  псевдоевклидовы (а, а) <О) 
и изотропные ( (а, а)= О) .  Совокупиость всех изотроп
ных прямых ,  проходящих через век-рую точку, паз . 
и з о т р о п в ы м к о в у с о м .  В П .  п .  имеется несколько видов плоскостей: евкли
довы плоскости Е2, псевдоевклидовы плоскости E( l ; 1 > и плоскости , содержащие изотропные векторы ,- т. и .  
полуевRлидовы плоскости сигнатуры (0 , 1 )  и ( 1 ,0) и 
дефеRта 1 (см. Полуевплидово простра-нство) и изотроп
вые плоскости , все векторы R-рых изотропиы . 

За расстояние между точками А (:v) и В (:v) прииима
ется модуль вектора А В , и оно может быть вычислено 
следующим обрааом: 

АВ1 = 1 y - :v  1 2 = 1  (y - :v) ,  (y - :v) 1 · 
П .  п .  не является метрич . простравством , т .  к .  в нем 
не выполняется веравеиство треугольника .  Если век
торы а и Ь принадлежат евклидопой плоскости (или 
псевдоевклидовой плоскости индекса 0) , то для них вы
полняется неравенство треугольника, а если они при
надлежат псевдоевклидовой плоскости индекса 1, то 
для них выполняется т . в. обратное иеравевство тре
угольника: 

l a + Ь I � I a i + I Ь I .  
В П .  п .  имеются три вида сфер: сферы с положитель

ным квадратом радиуса : (:v, :v) = p2, сfеры с отрицатель
ным квадратом радиуса : (:v, :v) = - а  и сферы нулевого 
радиуса : (:v, :v)= O,  совпадающие с изотроп.ным конусом. 

Д в и ж е н и я П. п. являются аффинными прео!iра
зованиями и могут быть записаны в виде 

x ' = Uw + a. 

Оператор и удовлетворяет условию 1 и :v 1 = 1 х 1 , т .  е .  
сохраняет расстояние между точками . Движения П .  п .  
образуют группу п о  умножению; она зависит от 
n (п+ 1 )/2 пезависимых параметров . Движения П. п .  
пав. движениями 1 -го или 2-го рода , если они являются 
аффинными преобрааоваииями соответствующего рода . 

А и т и д в и ж е и и е м П .  п. называют геометрич. 
преобрааовапие , при к-ром всякий вектор а переходит 
в вектор а, ' такой, что (а, а) = - (а' , а ' ) . 

В П .  п. можно ввести основные операции векторной 
и тепаориой алгебры . Основные диффереициальпо-гео
метрич . понятия строятся в соответствии с правилами 
геометрии псевдоримаиовых прострапств.  М етрич. теп
зор П. п. имеет вид (в галилеевой системе Rоордиват) 

1 

. 
f 1 о 

1 )  
--1 

} .  
-1 )  

П .  п .  является плоским, т .  е .  его Р ижапа те,.зор равен 
пулю . Если теваор Римава псевдоримаиова пространст
ва равен пулю тождественно , то оно является л о
к а л ь н о п с е в д о е в к л и д о в ы м п р о с т
р а и с т в о м .  

Подмногообразия П .  п .  могут нести различные мет
рики : положительно или отрицательно определенную 
римаиову метрику , псевдоримапову метрику и вы
рожденную метрику (см . Ипдефипитпая жетрипа) .  
Так,  иапр . ,  сферы П .  п .  несут (вообще говоря,  ипдефи
питпую) метрику постоянной кривизны . В Е<1 , п - 1 ) 
сфера с положительным квадратом радиуса является 
(п- 1 ) -мериым простраиством, иаометричпым прострав
ству Лобачевского . 

П .  п .  Е а , р) ( l+p = n) и евклидоно пространство En 
можно рассматривать как подпространства комплекс-
ного пространства с формой ds2 = �7=1 dz � .  Если xi -
координаты П. п . ,  yi - действительного евклидона 
пространства ,  zi - комплексного евклидона простран
ства,  то уравнения подпрострапств имеют вид 
xi = Re zf, O < j .;o;; l ;  xi = lm zi, l < j < n ,  yi = Re zi. 
Метрику П .  п .  можно формально получить из метрики 
евклидона пространства заменой xi= iyi , l <j,;;;;;;.n . 

Лит. : [ 1 ) Е ф и м о в  Н. В . ,  Р о з е н д о р н Э .  Р. , Линей
ная алгебра и многомерная геометрия, М . ,  1 9 7 0 ;  [2] Р о з  е н• 
ф е л ъ д Б. А. , Многомерные пространства,  М . ,  1 9 6 6 ;  [3] Л а н
д а у Л. д. , Л 11 ф ш и ц Е .  М. , теория поля, 6 изд. , М . ,  1 973 . 

д . Д. Соколов. 
ПСЕВДОКОМIIАКТНОЕ ПРОСТРАНСТВО - впол-

пе регуляр-ное простра-нство Х такое, что вся кая дей
ствительная функция, определенпая и не прерывная 
па Х, ограничена . В классе нормальных прострапств 
объемы поиятий счетпой компактности и псевдоком
пактиости совпадают. м. и. Войцеховский. 

ПСЕВДОКОНФОРМНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ - биголо
JКорфпое отображе-ние области D пространства Сп на 
область D ' c::.Cn при п > 1 . Название связано с тем, 
что при п > 1  это отображение не является, вообще гово
ря, копфоржnыJК отображепuеJК . Е. д. Соло.мен.цее. 

ПСЕВДОМЕТРИКА в а м и о ж е с т в е Х -
неотрицательпая действительная функция р, определен
ная на множестве всех пар элементов множества Х 
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(т .  е . н а Х Х Х) и подчиненная следующим трем ограни- ПСЕВДООТКРЫТОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ - непрерывчениям ,  ваз .  а :к с и о м а �r п п с е в д о м е т р и- вое отображение f : Х - У такое , что для вс я кой 
к и :  а) есл и  х=у , то р (х,  у ) =О;  б) р (х,  у )=р (у , х) ;  точки у Е У и любой окрестности U множества t - 1y в в) рх , z) <e;::p (x, у) + р (у , z) , где х, у ,  z - любые элемеп- Х непременно y E intjU (здесь Intf U - множество всех ты множества Х .  внутренних точек f U относительно У) . 

Не требуется , чтобы из р (х , у) =О следовало , что z= М. И. Войцеховский. 
=у . По псевдометрике р на множестве Х определяется ПСЕВДОПЕРИОДИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ с п е Р  и о-
топология на Х :  точка х принадлежит замыканию ино- д а м и roo, ro1 , · · . , ro, - функция f ( t , ul , · · . , lt, ) 
жества А с:: Х ,  если р (х, А ) = О , где от r+ 1 перемеивых , удовлетворяющая условиям : 

р (х , A) = inf {p (x , у) : у Е А} . f (t , и1 , . . .  , иi + ro; ,  . . .  , и ,) =  
= f  ( t , и1 , • • •  , щ ,  . . .  , и ,) , i = 1 , . . .  , т ; Эта топология вполне регулярна, во не обязательно 

хаусдорфова: одноточечные множества могут быть не
замкнуты . Каждая вполне регулярная топоJiогия мо
жет быть задана семейством П. как структурвое объе
динение отвечающих этим П .  топологий .  АнаJiогично , 
семейства П .  могут служить для опредеJiения , описания 
и исследования равномерных структур . 

Лит. : [1 ] R е л л и д ж . , Общая тоnология , пер . о авr.л . ,  
2 иэд. , м . ,  1 98 1 .  А.  В .  Apxaшмt�CXuii. 

ПСЕВДОМЕТРИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО - мно-
жество )( , наделеввое псевдо.метрикой .  Каждое П . м.  
нормально и удовлет.воряет первой аксиоме счетности. 
Вторая аксиома счетаости выполняется в том и только 
в тои случае, когда Х - сепарабельвое пространство . 

м. И. Войцехмеw.ий. 
ПСЕВДОМНОГООБРАЗИЕ n - м е р  н о е з а  м к-

н у т о е (соответственно , с к р а е м) - конечное сим
плициальное разбиение со едедующими свойствами . 
а) Н е р а з в е т в л е н н о с т ь: каждый (п-1)-мер
вый симплекс является гранью ровно двух (соответст
венно , одного или двух) п-мерных симплексов; б) с и л ь
н а я с в я з н о с т ь: любые два п-мерных симплекса 
можно соедивить <щепочкой» п-мервых симплексов , в 
к-рой I{аждые два соседние симплекса имеют общую 
(п-1 )-мерную грань ; в) р а з м е р  н о с т в а я о д
в о р о д н о с т ь: каждый симплекс является гравью 
нек-рого п-мервого симплекса . Если век-рая триангу
ляция топологич. пространства является П . ,  то и лю
бая его триангуляция является П . ,  поэтому можно 
говорить о свойстве топологич . пространства быть (или 
не быть) П .  

Примеры П . :  триангулируемые связные компактные 
гомологич. многообразия над z ;  комплексные алгебра
ич. многообразия (даже с особенностями) ; Тома прост
рапства векторных расслоений над триангулируемыии 
компактными многообуазиями . Наглядно П .  можно 
считать комбинаторпои реализацией общей идеи мно
гообразия с особенностями, образующими множество 
коразмервости два . Для П .  имеют смысл понятия ориев
тируемости , ориентации и степени отображения,  при
чем при комбинаторном подходе П .  образуют естествен
ную область определения этих понятий (тем более что 
формально определение П .  проще, чем определение ком
бинаторного многообразия) . Циклы в многообразиях 
можно в пек-ром смысле реализовать посредством П .  
(см.  Стипрода задача) . 

лит. :  [1 ]  3 е й  ф е р т г. , Т р е .л ь  ф а  .л л ь В . ,  Топо.лоrия , 
пер . с нем . ,  М . - л . , 1 938 ;  (2] С п  е н ь е р  Э . , Алrебраическая 
топо.логия,  пер . с анr.л. , М . , 1 97 1 .  Д .  В .  Ан.осов. 

ПСЕВДОНОРМИРОВАНИЕ - обобщение поиятnя 
мультипликативного пор.мировапия, заключающееся в 
ослаблении одной из аксиом: вместо условия w (а , Ь)= 
=w (a) w ( b) требуется только w (a, b) <:w (!l) w (b) . При
мер П . :  в кольце всех непрерывных девствательных 
функций j (x) ,  определенных на отрезке [ 0 , 1 ] , П . ,  в� 
являющееся нормированием, определяется формулов 

(/ ) = max 1 f (х) 1 . 
x e [ O , l ] 

Всякая действительная конечномерная алгебра может 
быть псевдопормировапа . 

Лит. : [ 1 ]  R у р о m А. Г. , Лекции по общей а.лгебре, 2 изд. , 
М . ,  1 97 3 .  О .  А . Иеакоеа. 

24 * 

f ( t + ro0 , u1 , • • • , u, ) = f (t , и1 + rо0 ,  • • •  , и , + rо0) . 
Пример : если f0(t) и ft(t) - непрерывные периодич . функ
ции с периодами ro0 и ro1 соответственно , причем отно
шение roo/ ro1 иррационально, то f (t , u1 ) =/0(t) +Mt-!- ut ) 
является П . ф .  

П .  ф.  связана с квааипериодической функцией и опре
деляется по вей единствеиным образом: функция F ( t )  
квазипериодична с nерио.цами ro0 , rон . . .  , ro, тогда и 
только тогда, когда существует такая непрерывная 
П. ф .  f ( t , u1 , • • •  , и,) с периодами ro0 , ro1 0 • • •  , ro,, что 
F (t)=j (t , О, . . .  , 0) .  Ю. В .  Roм.л.euw.o. 

ПСЕВДОРИМАНОВА ГЕОМЕТРИЯ - совокуп-
ность геометрич. свойств поверхностей и кривых в 
псевдори.мапово.м прострапстве 1 V п · Эти свойства выте
кают из свойств псевдоримановой метрики этого прост
ранства , к-рая является знаковеопределевной квадра
тичной формой индекса l: 

ds2 = g;1 (Х) dxi dxl. 

Длина дуги кривой l выражается формулой 

s = � � V gij dx i dxl, 

она может быть действительной, чисто мнимой или нулем 
(ивотропная кривая) . Геодезич . линии в l V n д�же в 
малых своих частях теряют экстремальные своиства , 
оставаясь линиями стационарвой длины . Длина дуги 
l может быть больше или меньше длины геодезич , от
резка ,  соединяющего концы дуги l. Если рассматри

_:вается пространство n - l  V т то отрезок геодезическои 
А В действительной длины дает длинвейшее расстояние 
между точками А , В (в предположении, что эту дугу 
геодезической можно вложить в полугеод!!зическую кр
ордиватную систему в виде Координатнои "линии и чт� 
для сравнения берутся гладкие кривые деиствительвоп 
длины из области , где определена эта координатная 
система) .  В случае, когда рассматривается псевдорим�
ново пространство n - 1Rт можно всякую прямую деи
ствительной длины принять за ось xn ортовормиро
вавной координатной системы, в к-рой скалярный квад
рат вектора ж имеет вид 

�n- l "1 + п2 
ж = - � i = l  х1 х • 

Здесь любой прямолинейный отрезок действительной 
длины (вдоль оси xn) будет служить длиннейшим рас
стоянием между точками, являющимися его концами .  
В случае пространства 1 V n (или 1Rп) отрезок геодезич. 
линии мнимой длины будет служить длиннейшим рас
стоянием по сравнению со всевозможными гладкими 
кривыми мнимой длины , концы к-рых совпадают с кон
цами геодезич . отрезка .  

На основе псевдоримановой метрики раз!'ертывается 
дифференциальная геометрия поверхностен и кривых 
в псевдоримановом простра�стве, определяются кри
визны кривых и поверхностен и т .  д.  

П. г .  возникает также на поверхностях в гиперболич. 
пространствах. Простейmим случаем П .  г .  является 



743 ПСЕВДОРИМАНОВО ПРОСТРАНСТВО 744 
геометрия псевдо евкли дова n рострапства 1 R n и, в част
ности , геометрия Мипковского прострапства. 

Лит. см:. при ст. Псевдоршкаково пространство. 
Л .  А. Сидоров. 

ПСЕВДОРИМАНОВО ПРОСТРАНСТВО - простран
ство аффинной связности (без кручения) ,  касательное 
пространство в каждой точке к-рого является псевдоев
клидовыж прострапствож .  

Пусть А n есть п-пространство аффинной связности 
(без кручения) и 1 R n - касательное псевдоевклидово 
пространство в каждой точке пространства А !J' в этом 
случае П .  п .  обозначается 1V n •  Как и в сооственном 
�имановом пространстве, метрич. тензор пространства 
V n является невырожденным и абсолютно постоянным,  

а метуич . форма пространства 1 V n является квадратич
ной формой индекса l: 

ds2 = gij dxi dxl , i , j = 1 , . . .  , n ,  

g ii (Х) - метрич . тензор 1V  n• det [ f gu f l ;i: O .  Пространст
во 1 v n можно определить как п-мерное многообразие , 
в к-ром задана инвариантная дифференциальная квад
ратичная форма индекса l .  

Простейшим примером П .  п .  является пространство 
lR n• 

П .  п. 1v n паз . приводимым, если в окрестности каж
дой его точки существует такая �истема координат 
(xl , . . .  , xn) ,  что все координаты х1 можно разделить 

i на группы х а такие , что giaia ;i: O лишь для тех индексов 
ia , ja , к-рые принадлежат одной группе,  а g iaia явля
ются функциями только координат этой группы . 

В П .  п. определяется кривизна пространства в дву
мерном направлении, он а может быть истолкована как 
кривизна геодезической (веизотропной) 2-поверхности, 
провеценной в данной точке в данном двумер�ом на
правлении . Если значение кривизны в каждои точке 
одно и то же по всем двумерным направлениям, то оно 
является постоянным во всех точках (т е о р е м а 
Ш у р а) и П .  п. паз . в этом случае 1! ·  п. постоянно� 
кривизны . Примером П .  п. постоявпои отрицательпои 
кривизны является гиперболич . пространство 1 S n от
рицательной кривизны - оно является П .  п. n - 1 Vn; 
пространство 1R n есть П .  п. нулевой кривизны . 

Лит . :  [1]  Р а m е в с н и й П. Н . , Риманова геометрия: и 
тензорный анализ, 3 изд. , М. ,  1 96 7 ;  [2] Р о з е н ф е л ь  д Б. А. , 
Неевилвдовы 1IРОСтранства, М . ,  1 9 6 9 ; [3] Э й н m т е й  н А. , 
Собр. науч. трудов,  т 1 ,  м . ,  1 9 6 5 .  Л. А.  Сидоров. 

ПСЕВДОСКАЛЯР - величина, не изменяющаяся 
при переносе и повороте координатных осей , но изменя
ющая свой знак при замене направления каждой оси на 
противоположное.  Примером П .  может служить сме
шанное произведение трех векторов и скалярное про_:изведение (а, Ь) , где а - осевой вектор , Ь - обычныи 
(полярный) вектор.  в сэ-а . 

ПСЕВДОСКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ, к о с о е 
п р  о и з  в е д е н и е, а v ь венулевых векторов а и 
Ь - произведение их модулей на синус угла <р положи
тельного (против часовой стрелки) вращения от а к Ь: 

a v Ь = I  а 1 1 Ь / sin <р .  

Если а= О и (или) Ь= О, то П .  п .  полагают равным нулю . 
См.  Векторпая алгебра .  А .  Б .  Иваиов. 

ПС ЕВДОСЛУЧАйНЫЕ ЧИСЛА - см . Случайпые 
и псевдос.лучайпые числа . 

ПСЕВДОСФЕРА - поверхность постоянной отрица
тельно й кривизны, образованная вращением трак
трисы в округ ее асимптоты (см . рис . ) .  Линейный зле
мент в полугеодезич . координатах имеет вид (линия u= O- геодезическая) : 

ds2 = dи2 + ch2 � dv2 , а = const ; а 

в изотермич. координатах :  

ds2 = a2 dx• + dy' a = const . у• ' 
Всякая поверхность посто
янной отрицательной кри
визны паложима на П .  
Внутренняя геометрия П .  ло
кально совпадает с геометрией Лобачевского (см. Ве.ль
тражи иптерпретация) . 

Лит. : [1 ] В ы  г о д с н и й М. Я. , Дифференциальная: гео
метрия: М.- л . ,  1 9 4 9 ;  [2] Н а г а н в. Ф . ,  Основы теории по
верхноСтей в тензорном изложении, ч. 2 , М . - Л. , 1 9 4 8 .  

А.  Б .  ИваШJв. 
ПСЕВДОТЕНЗОР - тензор , рассматриваемый с точ

ностью до произвольного функционального множителя . 
ПСЕВДОХАР АКТЕР м н о ж е с т в а А в т о-

п о л о г и ч е с к о м п р о с т р а н с т в е Х - на
именьший из всех бесконечных кардиналов т таких , 
что существует семейство мощности 't открытых в Х 
множеств, пересечение к-рых есть А .  Обозначается 
обычно 'Ф (А , Х) .  Псевдоха рактер 'Ф (А ,  Х) определен 
для всех подмножеств А пространства Х в том и только 
в том случае, если в Х все одноточечные подмножества 
замкнуты. Под псевдохарактером 'Ф (х, Х) точки х Е Х 
в топологич. пространстве Х понимается псевдохарак
тер 'Ф ( {х }, Х) множества {х } в Х .  

Псевдоха рактер 'Ф (Х) топологич . пространства Х -

наименьший бесконечный кардинал т такой , что каждая 
точка является пересечением семейства мощности .е;:т 
открытых в Х множеств . П ространства счетного П . 
те, в к-рых каждая точка имеет тип G{j • Каждое тополо
гич . пространство можно представить как образ при 
непрерывном открытом отображении нек-рого пара
компактного хаусдорфова пространства счетного П . 
Для бикомпактных хаусдорфовых пространств счет
ность П .  равносильна первой аксиоме счетности . Вооб
ще, П .  замкнутого множества А в бикомпактном хаус
дорфовом пространстве Х равен мощности пекото
рой определяющей систежы окрестпостей множества 
А в Х .  

Лит . : [1 ] А р х а н г е л  ь с н и й А. В . ,  П о  н о м а
Р е в в. И . ,  Основы общей топологии в задачах и упражнениях,  
М. , 1 9 7 4 ;  [2] А р х а н г е л ь с н и й А В.,  < с  Успехи мате!\! · 
наун», 1 9 8 1 , т. 3 6 ,  в. 3, с. 1 27 - 4 6 .  А .  В.  Архакгелъсхии. 

ПСЕВДОЭЛЛИПТИЧЕСКИЙ ИНТЕГРАЛ - интег
рал випа 

� R (z , V f ( z ) )  dz , 

где R - рациональная Функция двух аргументов ,  
f (z) - многочлен 3-й или 4-й степени без кратных кор
вей, к-рый может быть выражен элементарно , т .  е .  
через алгебраич. функции о т  z и логарифмы о т  таких 
функций . Напр . ,  

(' z• dz 
J V z t - 1 

есть П .  и. См. Эллиптический иптегра.л . Е. д . Смомекцев. 
ПСИ-ФУНКЦИЯ , 'Ф - ф у  в к ц и я Г а у с с а ,  

д и г а м м а - ф у  в к ц и я , - первая производвая от 
логарифма гажжа-фупкции . 

ПТОЛЕМЕЯ ТЕОРЕМА: во всяком выпуклом четы
рехугольнике, вписанном в окружность, произведение 
длин диагоналей равно сумме произведений длив его 
противоположных сторон. Названа по имени Клавдия 
Птолемея (2 в . ) , к-рый испоJiьзовал ее для вывода 
нек-рых соотношений в тригонометрии . п. с. Модеков. 

ПУ АНКАРЕ ГИПОТЕЗА - утверждение, приписы
ваемое А. Пуанкаре ( Н .  Poincare) и гласящее: любое 
замкнутое односвязное трехмерное многообразие го
меоморфво трехмервой сфере. Естественным обобщением 
является следующее утверждение (о б о б щ е н в а я 
г и п о  т е в а П у а в к а р  е) : любое замкнутое 
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п-мерное многообразие, гомотопически эквивалентное 
п-мерной сфере sп , гомеоморфно ей; в настоящее время 
( 1 983) доказана для всех n , кроме n=З (при n=4 -
лишь для гладких многообразий) . ю. Б .  Рудя11.  

ПУ АНКАРЕ ГРУППА - группа движений прост
ранства Минковского . П. г . является полупрямым про
изведением группы иреобразований Лоренца и группы 
четырехмерных сдвигов (трансляций) . П .  г. названо по 
имени А. Пуанкаре ( Н .  Poincaгe) , который впервые 
( 1 905) установил , что иреобразования Лоренца образу-
ют группу. А Б Иваков. 

ПУ АНКАРЕ ДВОйСТВЕННОСТЬ - изоморфизм 
р-мерных групп (модулей) гомологий п-мерного много
образия М (в том числе обобщенного) с коэффициентами 
в локально постоянной системе � групп (модулей) , 
изоморфных G, (п-р)-мерным когомологиям М с коэф
фициентами в ориентирующем пучке ;?t n (�) над М 
(слой этого пучка в точке х Е М совпадает с локальной 
группой гомологий Н�= Нп(М, �х; �)) . При этом 
обычные гомологии Н� (М; �) изоморфны когомологням 
Hff (М; ;?t n (�)) , q= п-р,  с компактными носителями 
(когомологиям «второго рода») , в то время как гомоло
гии «второго рода» Н р(М; �) (определяемые «беско
нечнымИ>> цепями) изоморФны обычным когомологиям 
Hq (М; ;?t n ( �)) .  В более общем виде имеют место изо-
морфизмы н: (М; �) = Н&, (М; :?tn (�)) , где Ф - любое 
семейство носителей . 

Аналогичные отождествления имеются также для 
гомологий и когомологий подмножеств А r:::.M и пар 
(М, А ) (д в о й  с т в е н н о с т ь П у а н к а р  е -
Л е ф ш е ц а) . Именно, пусть А - открытое или зам
кнутое подпространство в М и В = М"-А . Пусть Ф/В 
семейство всех тех множеств из Ф ,  к-рые содержатся в 
В ,  и пусть Ф П А  - семейство множеств вида F ПА  , 
Fс:Ф . Тогда точная последовательность гомологий пары 
(М, В) 

. . .  н:18 (В; �> - н: (м; �> - н: (м; в; �> -

- н:�� (В; �) - . . . (*) 

совпадает с когомологич. последовательностью пары 
(М, А )  

• • . ---+ Н:Ь (М ,  А; (?t п (�)) -->- Н:Ь (М; (?t п (�)) ____.. 

-� H �nA (A; f?tп (�) ) -+ H'fr,+ 1  (М; А; (?t п (�)) ---+ . . • • 

Группы н:!В (В; �)= H:IB (М; �) совпадают с 
Н� (В ; �) в случае, когда Ф = с,  и с Н р (В ; �) в случае, 
когда Ф - семейство 1J' всех замкнутых в М множеств, 
а множество В замкнуто (в этом случае символ Ф в 
первой последовательности может быть опущен, при
чем имеет место изоморфизм Нр (М , В ; �)=Нр (А ; �)) . 
В случае,  когда Ф= 1J', а В открыто , символ Ф можно 
опустить лишь во втором и третьем членах гомологич . 
последовательности, т. к .  гомологии н:!В (В ; �) за
висят не только от топологич . пространства В, но и от 
вложения Вс:М.  

В с лучае,  когда Ф = Ч', этот символ (вместе с Ф П А ) 
может быть опущен в когомологич. последовательности 
пары (М, А ) .  Если А замкнуто, то 

H'fr, (М ,  А; (?t п (�)) = H'fr,1в (М; (?t п (�) )  = 

= Н:Ь1в (В; f?t п (�) ) , 
при Ф= 1J' возникающие когомологни В зависят не толь
ко от В, но и от вложения В с: М. Если Ф= с и А замкну
то , то Ф П А  можно заменить на с, и в этом случае 
также Н% (М; А ; ;?t п(�) )=Н% (В ; ;?t n (�) ) - когомоло-

гии <<второго рода» пространства В. Если Ф= с ,  но А 
открыто, ТО КОГОМОЛОГНИ HgnA (А ; (?t n (�))  отличаются 
от нg (А ; n n (�)) (и зависят ОТ вложения А с: М) . 

Двойственность Пуанкаре - Лефшеца легко может 
быть применена для описания двойственности между 
гомологиями и когомологнями многообразия с краем . 
Полезно иметь в виду, что если все отличные от нуля 
слои пучка :?tn (R) изоморфны основному кольцу R ,  
ТО (?t n (�)= f?t n (R )Q9R�· 

В случае, когда пучок ;?t n (R) локально постоянен, 
существует единственный с точностью до изоморфизма 
локально постоянный пучок .Z (R) , для к-рого 
:C (R)®Rf?tп (R)=R . Поэтому если в гомологич . по
следовательности (>�<) вместо � использовать пучок ко
эффициентов :C (R)®R� • то в когомологич . последова
тельности станет (вместо n n (�) ) фигурировать пучок � · 
Таким образом, наперед заданные коэффициенты в изо
морфизмах двойственности могут фигурировать как в 
гомологиях , так и в когомологнях . 

Наиболее естественное доказательство П .  д. получает
ся средствами теории пучков .  П .  д. в топологии -
частный случай соотношений д в о й с т в е н н о с т и 
т и п а П у а н к а р е, справедливых для провзвод
ных функторов в гомологич. алгебре (другой частный 
случай - двойственность типа Пуанкаре для гомоло
гий и когомологий групп) . 

Лит . :  [1]  С н л я: р е н н о Е. Г . ,  «Успехи матем. вауни», 
1 9 7 9 ,  �. 3 4 ,  в . 6, с. 90-1 1 8 ;  [2] е r о ж е , <<Матем. зам�RИ», 
1 980 ,  т. 2 8 ,  N• 5, с. 7 6 9 - 7 6 ;  [3] М а с с и У . ,  Теория: rомолоrвй 
И RОГОМОЛОГИЙ, пер . С ВНГЛ. ,  М. , 1 98 1 .  Е. Г. C1/.11Яpe'lt110. 

ПУ АНКАРЕ ДИВИЗОР - дивизор, заданный есте
ственной поляризацией на якобиане алгебраич. кри
вой. Форма пересечений одномерных циклов гомологий 
алгебраич . кривой Х индуцирует увимодулярную косо
симметрич . форму на решетке периодов.  В соответствии 
с определением поляризованного абелева многообразия 
эта форма определяет главную поляризацию на якобиа
не кривой I (Х) . Поэтому эффективный дивизор 8r:::. 
с:/ (Х) ,  заданный этой поляризацией, определен одно
значно с точностью до сдвига на элемент х Е l  (Х ) .  Гео
метрия П. д .  е отражает геометрию алгебраич. кри
вой Х. В частности, размерность множества особых 
точек П. д.  dim () sing e;;;:.:g-4, где g - род кривой Х 
(см .  [ 1 ]) .  

Лит. :  [ 1 ]  А n d r е о t t 1 А . ,  М а у е r A. , I<Ann. Sc. norm • 
sup . Pisa•>, 1 96 7 ,  v. 2 1 ,  No 2, р. 1 89-238 . Ви11. С. Rули11ов. 

ПУ АНКАРЕ ЗАДАЧА: найти гармоническую в ко
нечной односвязной области S + функцию по условию на 
границе L области : 

А (s) :�+ В  (s) ��+ с (s)и = f (s) , 

где А (s) , B (s) , c (s) , f (s) - заданные на L действитель
ные функции, s - дуговая абсцисса,  n - нормаль к 
L. К этой задаче пришел А . Пуанкаре (Н .  Poincaгe, 
1910 ) ,  разрабатывая математич. теорию приливов,  и дал 
(неполное) решение задачи в случае, когда А (s)= 1 , 
с (s)= О, контур L и функции В (s) , f (s) - аналитичес
кие. 

См. также Грапичпые задачи теории апалитичеспих 
фуnпц.ий. А. Б .  Иванов. 

ПУ АНКАРЕ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ - модель, реали
зующая геометрию плоскости Лобачевского (гипербо
лич. геометрию) на плоскости комплексного переменно
го . В П. и. с круговым абсолютом каждая точка единич
ного круга Е= {z : l z l  < 1 } в плоскости z ваз . г и п е р
б о л и ч е с к о й т о ч к о й, а сам круг - г и п е р
б о л и ч е с к о й п л о с к о с т ь ю. Дуги окруж
ностей (и диаметр) в Е, ортогональные к граничной ок
ружности Q= {z : l z l = 1  }, ваз . г и п е р б о л  и ч е с
к и м и п р я м ы м  и .  Каждая точка Q ваз . и д е
а л ь н о й т о ч к о й. Гиперболич. прямые с общей 
гиперболич. точкой наз . п е р е  с е к а ю щ и м  и с я 
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п р я м ы м и; с общей идеальной точкой - п а р а лл е л ь н ы м и п р я м ы 111 и; прямые,  к-рые не пере
сзкаются и не параллельны, - г и п е р п а р  а л л е л ь
в ы м и (р а с х о д я щ и м и с я) п р я м ы м и. Так, 
напр , на рис . 1 изображены две прямые , проходящие 
через точку z1, параллельио прямой z2z3 •  

В П. и .  в полуплоскости Н= {z= x+ iy l y>O } каждая 
точка верхней полуплоскости ваз. г и п е р б о л и
ч е с к о й т о ч к о й,  а сама полуплоскость - г и
п е р б о л и ч е с к о й п л о с к о с т ь ю .  Полуок
ружиости и полупрямые , ортогональные действитель-

Гис . 1 .  

ной оси, ваз . г и п е р б о л и ч е
с к и м и п р я м ы м и .  Мвоже· 
ством идеальных точек (абсолю
том) является действительная 
ось и бесконечно удаленпая точка 

Рис.  2 .  

плоскости z . Аналогично П .  и .  с круговым абсолютом 
определяются параллельвые, пересекающиеся и рас
ходящиеся прямые. Так, вапр . ,  на рис. 2 изображены 
две прямые, проходящие через точку z1 параллельио 
прямой z1 z8 • 

Движения описываЮ'l'СЯ конформными преобразова
виями, переводящими абсолют в себя . Расстояния опре
деляются с помощью двойного отношения четырех то
чек 

p (z1 , z2) = k ln (z1 , z 2 , z; ,  z;) , 
где z� - идеальная точка полупрямой, исходящей из 
z1 и проходящей через z2 ; z; - идеальпая точка полу
прямой, исходящей из z2  и проходящей через z1 ; k -
произволыrое положительвое постоянное; 

• • 

( • * )  z 1 - z ,  z 2 - zt 
z1 , z2, z 1 , Z 2 = -0-- ; -.-- . 

z 1 - z 2 z 2 - z 2 
Величины углов в П .  и .  совпадают с величинами углов 
в геометрии Лобачевского.  

П. и .  предложена А.  Пуаикаре (Н .  Poincare , 1882) . 
Лит . :  [1 1< л е й  н Ф. ,  Элементарная математика с точни 

зрения высшей, пер . с нем . ,  т. 2, М . - л . ,  1 934 ; [2] Н а г а н 
В. Ф. , Лобачевсний и его геометрия, М . ,  1 9 5 5 ;  [3] Г и л ь
б е р  т д . ,  1< о н - Ф о с с е н С . ,  Наглядная геометрия, пер . с 
нем. , 3 изд. , М . - Л. , 1 981 ; [4] П у а н н а р  е А . ,  Избранные 
труды , [пер . с фрапц.],  М . ,  1 97 4 ;  [5] Н е в а н л и н н а Р . ,  
Упиформизация, пер . с нем. , М . , 1 9 5 5 ;  [6] S a n s o n e  G . ,  
G е r r е t s е n J . , Lectures on the theory o f  functions o f  а comp
Iex vartaЫe, [v. ] 2 , Geometric theory, Groningen, 1 96 9 .  А. Б .  Иван.ов. 

ПУ АНКАРЕ КОМПЛЕКС - обобщение понятия 
многообразия ;  пространство, группы гомологий к-рого 
устроены в век-ром смысле так же, как группы гомоло
гий замкнутого ориентируемого многообразия . А .  Пу
анкаре ( Н .  Poincare) обнаружил , что группы гомоло
гий мвогооб.12азия удовлетворяют век-рому соотноше
нию (изоморфному Пуапкаре двойствеппости) . П .  к .  
представляет собой пространство , где аксиоматизи
ровав этот изоморфизм (см . также Пуапкаре прострап
ство) . 

А л г е б р а и ч е с к и й к о м п л е к с П у а н
к а р е - цепвой комплекс с формальной двойствен
ностью Пуавкаре - авалог прежнего . 

Пусть С= {C t } - пополненный цепной комплекс с 
С;=О при i >O такой, что его группы гомологий конеч
но порождеиы . Пусть, кроме того ,  комплекс С снабжен 
такой (цепной) диагональю Ll: С -+  C(g)C, что (e(8)1) Ll = 

= ( 1@t:) Ll ,  где е : С -+  z - пополнение (11 С отож
дествляется с C@z и z@C) . Наличие диагонали поз
воляет определить спаривание 

Hk (С) @ Нп (С) ---->- Нп- k (С) ,  х @  У ---->- Х П У · 
Комплекс С ваз . r е о м е т р и ч е с  к и м, если задана 
цепная гомотопия между Ll и Т Ll ,  где Т :  С@С -+ C(g) 
@С - перестаиовка сомножителей T (a@b)= b(g)a. 

Геометрич . цепвой комплекс ваз . алгебраическим 
П .  к. формальной размерности n ,  если существует такой 
элемент бесконечного порядка f.1. Е Н n (С) , что для лю
бого k гомо морфизм П f.1. : Hk (С) -+ Н п - lr. (С) есть изо
морфизм. 

Примерами алrебраич . П .  к. являются комплекс сив
гуляриых цепей ориентируемого замкнутого миогооб
равия или , более общо , П. к . ,  определенный выше, 
с ПОJ!Ходящими условиями конечности . Можно опреде
лить также ц е п в ы е п а р ы П у а в к а р е -
алгебраич . аналоги пар Пуаикаре ( Х ,  А ) .  Рассматрива
ются также П .  к. (и цепные пары Пуаи:каре) модулей 
над подходящими кольцами . ю. Б .  Рудяп. 

ПУАНКАРЕ ПРОСТРАНСТВО - 1) П .  п. фор-
мальвой размерности n - топологическое простран
ство Х ,  где задан элемент f.1. Е Н n (Х)= z , что гомо
морфизм П !J. : Hk (X ) -+ Hn - 1/ (X ) вида X -+ X П f.l.  яв
ляется ивоморфивмом для любого k (здесь n - опера
ция Уитни умножения, высечение) . При этом П !!  ваз . 
и з о м о р ф и з м о м д в о й с т в е в н о с т и П у
а в к а р е  и элемент f.1. порождает группу Н n (Х) = z . 
Любое замкнутое ориентируемое п-мервое связное 
топологич . миоrообравие является П. п. формальной 
размерности п; в качестве !-'- берется ориентация (фунда
ментальный класс) многообразия . 

Пусть Х - конечное клеточное пространство, вло
женвое в евклидово пространство 'R.N большой равмер
иости N, и U - замкнутая регулярная окрестиость это
го вложения, а д U - ее край . Стандартное отображе
ние р :  д U -+ Х превращается (по Серру) в расслоение . 
Т е о р е  м а: пространство Х является П .  п. формаль
ной равмериости n тогда и только тогда, когда слой этого 
расслоения гомотопичес:ки эквивалентен сфере S N - n - 1 • 
Возиикающее над П .  п .  Х описанное расслоение (слой 
н-роrо - сфера) единственно с точиостью до стацио
нарной эквивалентности и пав . с ф е р и ч е с к и  м 
и о р м а л ь и ы м р а с с л о е и и е м, или р а с
с л о е н и е м С п и в а н а, П. п. Х .  При этом конус 
проеrщии р :  дU -+ Х есть Тома прострапство нормаль
ного сферич . расслоения над Х .  

Если ограничиться лишь гомологиями с коэффици
ентами в ие:к-ром поле F, то получится т . н . п р о с т
р а н с т в о П у а н к а р е над F. 

Рассматриваются также п а р ы П у а и н а р е 
(Х , А )  (обобщение понятия миогообравия с краем) , где 
для век-рой образующей !J. E H n (Х , А ) = z и любого 
k имеется ивоморфизм двойственности Пуанкаре:  

П !! : Hk (X ) ____. flп- k (X , А) . 
П .  п .  естественным обравом вовиинают в вадачах 

существования и классификации структур на много
образиях . Содержательна также задача сглаживания 
(триангуляции) П. п . ,  то есть отыскания гладкого (ку
сочно линейного) замкнутого многообразия , гомото
пически эквивалентного давиому П. п .  

2) П .  п .  п-м е р н о е - замкнутое п-мерное много
образие М, гомологи й г р у п п ы  Н i (М2 к-рого изоморфны 
группам гомологий Н i ( Sn) п-мериои сферы sп; другое 
название - г о м о л о г и ч е с к а я с ф е р а .  

Односвязное П .  п . гомотопичесни эквивалентно сфере 
(см. Гомотопический  ти п) . Для группы :rt, реализуемой 
как фупдаментальная г р у п па нек-рого П . п . , имеют мес
то равенства H1(:rt) = H  2 (:rt )= O,  где Н i (:rt) - группы г о 

мологий группы :rt . Об ратно , для любого n�5 и любой: 
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хп) удовлетворя-конечно представимой группы :n с H1(:n) = H2(:n) = O  су- где однозначные функции X i (х1 ,  . . .  , 

ществует п-мервое П .  п . М с :n1 (M):n .  ю т  условию 
Для п = 3 ,4 этих условий недостаточно для реализа

ции группы :n в виде :n= :n1 (M) . Так,  напр . ,  фундамен-
тальная группа любого трехмерного П .  п. допускает 
копредставление с одинаковым числом образуюЩJIХ 
и соотвошенпii . Единственная конечная 1·руппа , реа
лизуемая как фундаментал ьная групна трехмерного 
П. п . ,  есть бинарная 1·руппа икосаэдра (х, у :  х2= у 5= 1 ) ,  
являющаяся фундаментальвой группой додекаэдра при
страиства - исторически первого примера П. п .  

Лит . :  [ 1 ] Б р а  у д е р  В . , Иер еетро й н и  одн о с в я зн ы х  мно-
rообрааий , пер . с анrл . ,  М . ,  1 9 8 3 . Ю. Б .  Рудяк. 

ПУАНКАРЕ СФЕРА - сфера в пространстве Ra 
с отождествленными диаметрально противоположными 
точками.  П. с. диффеоморфна проективной плоскости 
RP2;  она была введена А .  Пуанкаре ( Н .  l'o incare , см. 
[ 1] ) для исследования поведения па бесконечности фазо
вых траекторий двумерной автономной системы 

!х = Р (х ,  у) ,  y = Q  (х , у) ( 1 )  

в случае,  когда Р и Q - м ногочлены . П .  с .  оGьrчно изоб
ражают та к ,  чтоGы она I\асалась нлосJюсти (:r , у ) ;  при 
нроектировании из центра П.  с .  взаимно однозначно 
отображается на IRP2 , причем паре диаметрально про
тивоположных точек экватора отвечает бесконечно уда
ленная точка . Соответственно , фазовые траенторюr сис
темы ( 1 ) отображаются на кривые на сфере . 

Эквивалентвый метод исследования системы ( 1 )  -
применевне п р е о б р а з о в а в и й П у а 11 к а р е :  

1 u б " 1 а) Х= z ,  у = z 11 ) X = z , У = z .  
Первое (соответственно второе) из  них прнгодво вис 
сектора ,  содержащего ось у (ocJ, :r) . Напр . , преобразо
вавие а) приводит систему ( 1 ) к виду 

du р• ( dz 
Q

• 
( ) d,; = и ,  z ) ,  d"t = и , z , ( 1 ' ) 

где dt= zndт и n - ваибош,шая из степеней Р , Q ; 
особые точки системы ( 1 ' ) наз . б е с к о в е ч н о  у д а
·" е в н ы м и о с о б ы м и т о ч к а  м и системы ( 1 ) .  
Если многочлены Р ,  Q взаимно просты , т о  многочлены 
1' 8 , Q• также взаимно просты 11 система ( 1 ) имеет ко
вечное число бесконечно удаленных особых точек . 

Лит . :  [ 1 ]  11 у а н 1< а р е А . ,  О н риuых , определяемых диф
фер�нциальными урявнени ями , пер . с франц . ,  М. , 1 9 4 7 ;  [ 2] 
А н д р  о н о u А А . , Л е о н т о в и ч 1� . А . ,  Г о р д  о и И. И . , 
М а й е р  А .  Г . ,  Н а ч ественнан теориА дtшамичесмих си сте�t вто
rюrо порядю1 , М. , 1 96 6 ;  [3 ]  Л е ф ш е ц С . , Геометр ячеемая тrо
РИА дифференциальн ых уравнений,  пер . с анrл . , М. , 1 9 6 1 .  

М. В . Федорюк. 
ПУ АНКАРЕ ТЕОРЕМА : пусть на гладком замкну

том двумерном римановом мно1·ооGразии V определ ено 
векторвое поле Х ,  имеющее конечное число изолиро
ваввых особых точек А 1 ,  . . .  , А 11 · 
Тогда 

� j (X , А 1) = х (У) ;  
здесь j ( Х ,  А i )  - индекс точки А i относительно Х (см . 
Особой точки инде кс) , Х - Эй.яерова .тарактеристипа 
V. Уставовлева А .  Пуавкаре ( Н .  P oincare , 1881 ) .  

М .  И . Войцеховский. 
ПУ АНКАРЕ ТЕОРЕМА в т е о р и и у с т о й ч и

в о с т и - см . Устойчивость по Пуассону . 
ПУАН КАРЕ ТЕОРЕМА ВОЗВРАЩЕН ИЯ - одна н а  

основных теорем oGщeii теории дина щ t ч . с н с т е �t с и н u а 
риантной мерой . 

Пусть движение системы описывается днфференци
альными ураввевия111И 

d:ri dТ = Х; (х 1 . . . .  , х ,. ) , t = 1 ,  . . . , n ,  (1 ) 

,., n д ( МХ; )  _ � ·  --д-- -0 , м >  о , 1 = 1 "'i 
та к 'ITO уравнения ( 1 )  допускают положительвый 
теграл ьный пива риант 

�v М dx1 • • •  dx ,. .  

ив-

(2) 

Предполагается также , что если изображающая точна 
Р с координатами х1 ,  • • •  , Xn в начальный момент вре
мени t0 находится внутри век-рой области V конечного 
объема , то опа будет оставаться неопределенно долго 
внутри этоii области , и •1то 

П. т. в . :  если рассматривается область U0 ,  содержа
щаяся в V, то можно выбрать бесконечным •шсло)I спо
еuvов начальное положевис точки Р таюн1 образом , 
чтобы зта точка пересекла область U 0 бесконечно IIIIIOI' U 
раз . ЕсJш этот выбор начального положения делается 
наудачу внутри U0 ,  то вероятность того ,  что точка Р 
не пересечет область U0 бесконечное число раз ,  будет 
бесконечно мала . 

Д ругими словами , если начал ьные условия не явля
ются искJrючительными в указанном смысле, то точка 
Р пройдет бесконечно много раз скол ь у1·одно близко 
от своего начального положения . 

Движение , при к-ром система бесконечное число раз 
возвращается в окрестиость начального состояния , 
А .  Пуанкаре (Н .  Poincare) назвал у с т о й  ч и в ы  м 
в с м ы  с л е П у а с с о в а .  П .  т .  в .  была впервые 
установлена А. Пуавкаре (см . [ 1 ) ,  [ 2 ) ) , а его доказатель
ство было улучшено К. Каратводори [3 ) . 

Введя в метрич . пространстве R с помощью четырех 
аксиом абстрактное повятие меры f..tA любого множест
ва A c::R и рассматривая дивамич. систему f (p , t )  (р = 
=Р для t= O ) ,  задаиную в R ,  К .  Каратводори вазвал 
меру f..t инвариантвой относительно системы f (p , t) ,  ес
ли для любого f..t-измеримого множества А имеет место 
равенство 

11/ (А ,  t) = /АА , - оо < t < -{- оо . 

Инвариантная мера представляет собой естественвое 
обобщение интегрального инварианта (2) для диффереи
циальвых уравнений ( 1 ) . Предположив меру всего про
странства R коне•Iной,  R.  Каратводори доказал , что : 

1 )  если f..tA = т >O ,  то найдутся значения t , l t l;.: 1 ,  
такие, что f..t[A · f (А , t ) ) >0,  где А ·  1 (А , t) - множество 
точек , принадлежащих одновременно множествам А н 
1 (А , t) ;  

2 )  если в пространстве R со счетвой базой f..tR = 1  длн 
инвариантпои меры f..t , то почти все точки р E R (в смыс
ле меры f..t ) устойчивы по Пуассону . 

А .  Я .  Хинчин [ 5) уточнил часть 1 ) этой теоремы , до
казав , что для всякого измеримого множества Е , f..tE= 
= т >О, и любого t , - oo <t <+ oo ,  вера венство 

f..t ( t ) = f..t (E · I (Е , t ) )  > Л,m2 
выполняется для относительно плотного множества 
значений t на оси - oo <t <+ oo (при любом Л <t ) .  

Н .  Г .  Ч етаев (см . [ 6] ,  [ i ] )  обобщил П .  т .  в .  н а  cлy•1a i i , 
Iюгда функции Х ;  в ( 1 )  аависнт также от времени t 
нериодичесни . Именно , пусть а) дейстоптuльны�1 соl·
тоюшям системы отвечают лишь действительные зна
чения переменвых;  б) функции Х ;  в дифференциаль
ных уравнениях д!Цiжевия ( 1 )  суть периодические отво
ситею,во t с одним общим им всем периодом т; в) в сво
ем движении точка Р не выйдет из пек-рой замкнутоi i  
области R , если ее начальное положение Р0 ваходитсн 
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где-либо внутри определенной области r0; г) mes W k;;;:: определяющие соответственно возможные и действи
�а mes w0, где mes w k= � Wkdx1 . . .  dxn обозначает меру тельные перемещенил системы , - связаны уравнениями 

dcu . ,,k множества Wk (объем в смысле Лебега) , к-рое запол- 1\ru = --af - """ _ cctf3i roa11 13 , i = 1 , . . .  , k ,  
нлют в момент t= t0 + kт движущиесл точки , вышедшие ct, 13 - 1 
в t0 из W0 ; k - пек-рое целое число, постоянная а пред- если группа возможных перемещений Х а  определена 
полагаетел не бесконечно малой. Тогда почти всюду своими струRтурными постоянными са13; :  
(кроме , быть может , множества точек меры нуль) в k 
области r0 траектории имеют устойчивость в смысле (XctXI3  ) = XctXI3 - X13 X ct = �i= 1  са13; Х; , 
Пуассона . 

Н .  М .  Крылов и Н .  Н .  Боголюбов [8] для весьма ши
рокого класса динамич . систем дали построение меры , 
инвариантпой относительно данной динамич. системы 
(см . также [4 ] ) . 

Лит. : [ 1 ] Р о i n с а  r е Н . ,  <<Acta math.», 1 89 0 ,  v. 1 3 ,  
р .  1 -27 0 ;  [ 2 ]  е г о ж е, Иэбр. тр . ,  пер. с франц. , М . ,  1 97 2 ;  
L 3 ]  с а r а t h е о d о r у С . , <<Sitz . Pres. Acad. Wiss. Berlin», 
1 9 1 9 ,  S. 580 , [4] Н е м ы ц н и й  В . В . ,  С т е n а н о в В. В . , 
Качественная теория дифференциальных уравнений,  2 иэд. , 
М . - Л. , 1 94 9 ; [5]  Х и н ч и н  А. Я . , <<Comp . math. >> , 1 934 , v. 1 
р. 1 7 7-7 9 ;  [6]  Ч е т  а е в Н. Г. , <<С. r. Acad. sci . >> ,  1 92 8 ,  t. 1 87 ' 
р. 637-38;  [7] е г о ж е, «Уч. эап. Казансн. ун-та•>, 1 92 9 ,  т. 89 : 
RH. 2, с. 1 99-20 1 ; [8] К р Ы л О В Н. Н . , Б О Г О л 10 б О В Н. Н. 
<<Ann. Math.» ,  1 9 3 7 ,  v. 38 , No 1 ,  р. 6 5- 1 1 3. В . в . Ру.мянцев : 

ПУАНКАРЕ ТЕОРЕМА ПОСЛЕДНЯ Я : пусть К 
кольцо на плоскости , ограниченное окружностями с 
радиусами r= a и r= b , и дано отображение его в себя 
( 8 - полярный угол) 

r= <p (r ,  8) ,  ё= 'i' (r , 8) , 

удовлетворяющее условиям: 1) отображение сохранлет 
площадь , 2) каждая граничная окружность переходит 
в себя ср (а , 8)= а, <р (Ь , 8)= Ь , 3) точки с r= a передвига
ютел против часовой стрелки , а точки с r= Ь - по ча
совой стрелке , то есть 'IJ (a , 8) >8 , 'IJ ( b ,  8) <8 .  Тогда 
это отображение имеет две неподвижные точки . Вместо 
сохранения площади , более общо , можно потребовать, 
чтобы никакал подобласть не иреобразовывалась в свою 
(собственную) часть . 

Эта теорема высказана А .  Пуанкаре [ 1 ]  в 19 12  в свя
зи с нек-рыми задачами небесной механики ; доказана 
им в ряде частных случаев , однако общего доказатель
ства этой теоремы он не получил . Работа была послана 
А .  Пуанкаре в итальянский журнал (см . [ 1 ] )  за две не
дели до смерти , причем автор в сопроводительном пись
ме редактору выразил уверенность в спр аведливости 
теоремы в общем случае. 

Полное доказательство дал через полгода Дж . Бирк
гоф [ 2 ] .  

Лит. : [ 1 ]  Р о i n с а r е Н. , <<Rend. circ. mat. Palermo», 
1 9 1 2 ,  v. 33, р.  375 -407 , [2] В i r k h о t t G. , «Trans. Amer. 
Math . Soc. », 1 9 1 3 , v. 1 4 ,  р 1 4 - 2 2 ;  [3] П а р  с Л. А. , Аналити
чесная динамина, пер.  с англ . ,  М . , 1 97 1 .  М. и. Войцеховспий. 

ПУАНКАРЕ УРАВНЕНИЯ - общие уравнения 
механики голономных систем , представимые с помощью 
нек-рой группы Ли бесконечно малых преобразований. 

Пусть х;, i= 1 , . . . , n , - переменные, определяю
щие положение голономной механич . системы, стеснен
ной идеальными связями , зависящими явно от времени. 
Если система имеет k степеней свободы , то существует 
интранзитивнал группа бесконечно малых иреобразова
ний 

д �n · д �n · д 
х - - 1 _ х - 1 _ о -- дt + i= 1 �о дх . ' ct - i = 1 �ct дх . ' J J 

а = 1 ,  . . .  , k ,  

позволяющая перевести систему в момент времени t из 
положения х; в бесконечно близкие действительное 
положение x i+dx ; и возможное положение х;+бхi бес
конечно малыми иреобразованиями группы (Хо+ 

+ �k _ 1 't]aX ct )  dt и подгруппы �k ro;X i соответ-
сt - """Gt= 1 

ственно .  Здесь roa и 'YJa - независимые переменные, 

а , � = 1 ,  . . .  , k ,  

а оператор Х0 перестановочен с группой 
перемещений 

возможных 

(Х0Ха) = 0,  а = 1 ,  . . .  , k. 

Эти уеловил далее предполагаютел выполненными . 
П .  у. имеют вид обыRновенных дифференциальных 

уравнений 2-го порядка 

где 

d дL k дL 
dt дчi 

= �ct, 11= 1 с ajl3'tJa дч13 + Х jL '  
j- 1 ,  . . . , k , 

L (t , х1 , . . . , xn , 't]1 , . . .  , 't]k) = T + И  

(1) 

функция Лагранжа , Т ( t ,  х ,  't]) - кинетич. энергия,  
И (t , х) - силовал функция. 

Уравненил ( 1 )  были получены впервые А .  Пуанкаре 
(см . [ 1 ] )  для случал транвитивной группы возможных 
перемещений , когда связи не зависят явно от времени , 
и применены (см .  [ 2 ] )  для исследования движения 
твердого тела с эллипсоидальной полостью, целиком 
заполненной идеальной жидкостью, совершающей од
нородное вихревое движение. Н. Г. Четаев (см .  [ 3 ] )  
обобщил П .  у .  на  случай интразитиввой группы переме
щений, когда связи зависят явно от времени ,  и разра
ботал их теорию (см . [ 3 ]-[5 ] ) ,  а также иреобразовал к 
более простому канонич. виду (см . Четаева уравнения) . 
В частности , им был дан (см . [ 5 ] )  метод построения груп
пы возможных и действительных перемещений, когда 
голономвые связи заданы в дифференциальной форме, 
и введено важное понлтие циклич. перемещенил .  

Перемещенил Х п  r= s+1 ,  . . .  , k , паз . ц и к л  и
ч е с к и м и, если они удовлетворяют условиям: 

1) X,L = O, 
2) (Х,Х13 ) = О, r = s + 1 , . . . , k , � = 1 ,  . . .  , k . 

Согласно 2) циклич . перемещенил Х г образуют абелеву 
подгруппу группы возможных перемещений, переста
новочную со всеми операторами Х 13 .  Для циклич. пе
ремещений существуют первые интегралы П. у. 

дL 
дflr = a, = const , r = s + 1 ,  . . .  , k. 

Из этих соотношений переменные 't], можно выразить 
через постоянные а, и переменвые t , х; , 't]1 , • • •  , 1'Js и 
ввести ф у н к ц и ю Р а у с а 

R (t , х1 , . . . , xn ; 1')1 , • . •  , 1'Js; as + 1 •  . • . , ak) = 
�k дL = L - """ Г<= S+ 1 д11r 1'Jr• 

Тогда для нециRли•r . перемещений П .  у. принимают 
вид уравнений 

d дR � дR 
dt дТJi 

= """ Cajl3 YJct дТJI3 + � Cctjy 1')aav + Х iR ,  (2) 

а ,  j, � = 1 ,  . . . , s ;  y = s + 1 , . . .  , k .  

После интегрирования уравнений (2) аначенил 1'), оп
ределяются равенствами 

дR 1'Jг = - даг , r = s + 1 ,  . . . , k .  
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Если дополнительно выполняются равенства Ca.JV= О, 
а. , j= 1 ,  . . .  , s; y= s+ 1 , . . .  , k, т .  е. если нециклич . пе-
ремещения Х 13 ,  �= 1 ,  . . .  , k, представляют собой под-
группу группы возможных перемещений, то по отноше
нию к этой подгруппе рассматриваемая механич . сис
тема образует как бы самостоятельную голономную сис
тему с s степенями свободы , описываемую уравнениями 
( 1 )  при а. , j ,  �= 1 ,  . . .  , s , где роль функции L играет 
функция R . 

П .  у. содержит как частные случаи: Лагранжа урав
нения, когда группа преобразований, увеличивающая 
одну из переменных на бесконечно малую постоянную , 
приводится к гpyiiiie перестановочных между собой 
преобразований; Эйлера уравнения вращения твердого 
тела,  когда роль 'I'Ji играют проекции р, q,  r мгновенной 
угловой скорости . 

Лит. : [ 1 ] Р о 1 n с а r е Н ,  <<С .  r. Acad. sci . •> ,  1 9 0 1 ,  t. 1 32 , р .  
369-7 1 ;  [ 2 ]  е г о ж е ,  <<BUII. Astron . • >, 1 9 1 0 ,  t.  27 , р.  32 1 -56 ; 
[3] Ч е т  а е в Н. Г. , <<Докл .  АН СССР», 1 928 М 7 ,  с. 1 03-04 ' 
[4) е г о ж е, �с. r. Acad. sci .» ,  1 927 , t. 1 8 5 ,  р. 1 577-78 ; [51 
е г о ж е, <<Прикл. матем. и механ. •> ,  1 94 1 , т. 5 ,  М 2, с. 253-6 2 .  

В .  В .  Румян-цев. 
ПУ АНКАРЕ - БЕНДИКСОНА ТЕОРИЯ - раздел 

качественной теории дифференциальных уравнений и 
теории динамич. систем, относящийся к предельному 
(при t-->.- ± go ) поведению траекторий автономных систем 
,р;вух ,р;ифференциальных уравнений 1 -го порядка: 

(условия , обеспечивающие существование и единствен
ность решений, подразумеваются выполненными) . В на
иболее важном случае, когда в ограниченной части плос
кости система имеет только конечное число равновесия 
положений, основной результат А. Пуанкаре (Н .  Poin
care, см. [ 1 ) )  и И .  Бендиксона (1 . Bendixson, см. [ 2 ] )  
состоит в том, что любая ограниченная полутраекто
рия (положительная или отрицательная) либо стремит
ся к положению равновесия, либо навивается (наподо
бие спирали) на предельный цикл, либо аналогичным 
образом навивается на замкнутую сепаратрису или «се
паратрисный контур», состоящий из нескольких се
паратрис, «соединяющих» нек-рые положения равнове
сия, либо сама является положением равновесия или 
замкнутой траекторией . Наиболее часто используемое 
следствие: если полутраектория не выходит из век-рой 
компактной области, не содержащей положения рав
новесия, то в этой области имеется замкнутая траекто
рия . Для тех случаев,  когда положений равновесия 
бесконечное число или когда полутраектория не явля
ется ограниченной, тоже имеется достаточно полное, 
хотя и более сложное описание (см.  [4] ) .  Наконец, мож
но рассматривать непрерывный поток на плоскости, не 
предполагая, что он задается дифференциальными урав
нениями (* ) , ибо при этом все еще возможно использо
вать основные «технические» предпосылки П. - Б .  т . :  
Жордан,а теорему и последования отображение для 
локальных сечений, гомеоморфных отрезку (существо
вание их доказано в [ 7 ] ,  см . также [8) ) .  

R П . - Б .  т .  примыкают: открытая А.  Пуанкаре связь 
между вращением векторного поля на границе области 
и индексами положений равновесия внутри нее (см . 
Особой точки индекс) ; результаты И .  Бендиксона и 
Л .  Брауэра ( L .  Brouwer) о возможных типах поведения 
траекторий возле положений равновесия (см . [2 ] 
[5 ] ) ;  результаты , уточняющие роль «особых траекто
рий>> - положений равновесия, предельных циклов и 
сепаратрис - в «качественной картине» , возникающей 
на фазовой плоскости (см . [ 61 ) .  

Х отя общая теория дает исчерпывающую информацию 
о вариантах поведения фазовых траекторий, возмож
ных для систем (* ) , это не отвечает на вопрос, какой 
вариант реализуется  для той или иной конкретной 
системы.  Решению подобных вопросов (обычно не для 

отдельной системы, а для нек-рого класса систем ) по
священо большое количество работ, в к-рых , как пра
вило, существенно используется общая теория , по 
к-рые никоим образом ве сводятся к ее автоматич. при
менению . 

Лит . :  [ 1 1  П у а н к а р  е А . ,  О кривых , определяемых диф
ференциальными уравнениями , пер. с франц. , М . , 1 94 7 ;  [2] 
Б е н .д и к с о н И. ,  «Успехи матем. наук.>, 1 9 4 1 ,  в. 9 ,  с. 1 9 1 -
2 1 1 ;  1 3] в r о u w е r L.  Е . ,  «Verhandel . Konikl. nederl. akad. 
wet. Atd. natuurkunde . 1 .  reeks•>, 1 90 9 ,  v. 1 1 ,  р.  850-58;  1 9 1 0 ,  
v .  1 2 ,  р. 7 1 6- 3 4 ;  1 9 1 0 ,  v .  1 3 ,  М 1 , р.  1 7 1 -8 6 ;  Ш Н е м ы  ц
к и й в. в . ,  с т е п а н о в В. В . ,  Качественная теория диффе
ренциальных уравнений,  2 изд. , М. , 1 94 9 ;  [5] Х а  р т м а н Ф. ,  
Обыкновенные дифференциальные уравнения ,  пер. с англ. , М. , 
1 97 0 ;  [6] А н д р о н о в  А. А . ,  Л е о н т о в и ч Е .  А . , Г о р
д о н И . и. , М а й е р А. Г. , Качественная теория динамических 
систем второго порядка , М. , 1 96 6 ;  [7] W h i t n е у Н. , <<Ann . 
Math. >> ,  1 93 3 ,  v . 3 4 ,  М 2, р. 244-70;  [8] Н е м ы  ц к  и й В. В . ,  
<<Becm. Моек. ун-та•>, 1 9 4 8 ,  Nv 1 0 ,  с .  4 9 -6 1 .  Д. В . Аносов. 

ПУ АНКАРЕ - БЕРТРАНА ФОРМУЛА - формула 
перестаковки порядка интегрирования в повторных не
собственных интегралах в смысле главного значения 
по Коши. 

Пусть Г - простая замкнутая или разомкнутая глад
кая линия на комплексной плоскости; !р (t ,  t1 ) -опреде
ленная на Г (вообще говоря, комплекснозначная) функ
ция, удовлетворяющая равномерно условию Гёльдера 
по t, t1 ; t0 - фиксированная точка на Г,  отличная от 
концов, если Г разомкнута . Тогда имеет место П . -
Б .  ф .  

r .!:!..._ r ф < t . t , > dt l = J г t - t , J г  t , - t  

= - :rt2!p (t0 , t0) + � г dt1  � г ( t -rpt�: ·(:,•!.. t ) dt . (1 ) 
Формула справедлива и при более общих предполо

жениях относительно линии Г и функции !р (см . [4) ) .  
Если !р ( t, t1 ) = a. (t) � (t1 ) , где a. E LP,- � E Lp • , р >1 ,  р '= 
=pl(p - 1 ) ,  то равенство ( 1 )  справедливо для почти всех 
t0 Е Г (см. [ 5 ] ,  [ 6] ) .  Если линия Г замкнута и функция !р 
зависит от одного аргумента, то равенство ( 1 )  прини
мает вид 

1 r dt r rp (t, > (2 (ni)• J r  t - t, J г т.-=t" dt l = IP  (to) ) 
и имеет место для всех или почти всех t0 Е Г в зависимос
ти от того , удовлетворяет !р условию Гёльдера или 
!JJ E Lp, р >1 .  Равенство (2) также ваз. П . - Б .  ф .  

Построены аналоги формулы ( 1 )  в случае кратных 
интегралов (см. [ 8) - ( 1 1 ] ) .  

Формула ( 1 )  при определенных условиях была полу
чена Г. Харди (см . [ 7 ] )  ранее А. Пуанкаре (см . [ 1 ] ) и 
Ж. Бертрана (см . [2) , [ 3] ) .  

Лит . :  [ 1 ]  Р о i n с а r е н. , Le�ons de mecanique celeste, 
t .  3, Р . ,  1 9 1 0 ;  [2] B e г t r a n d G . ,  <<С .  г. Acad. sci . » ,  1 92 1 , t. 1 72 ,  
р .  1 4 5 8 - 6 1 ; [ 3 ]  е r о ж е, «Ann. sci . Ecole norm. supeг. » ,  1 9 2 3 ,  
t .  4 0 ,  р. 1 5 1 -2 5 8 ;  [ 4 ]  М у с х е л и ш в и л и Н .  И . Сивгуляр
вые интегральные уравнения, 3 изд. , М. , 1 9 6 8 ;  [5) Х в е д е
л и д з е Б .  В . ,  <сСробщ. АН Груз. ССР•> ,  1 9 4 7 ,  т. 8 , М 5 ,  с. 283-
90; [6] е r о ж е, в кв. :  Итоги науки и техники. Современные 
проблемы математики, т. 7 , м. , 1 9 7 5 ,  с. 5 - 1 6 2 ;  [7] Н а r
d у G. н. , <<Ргос. London Math. Soc. •> , 1 909.1 v. 7, М 2, р 1 8 1 -208 ; 
[8J Т г i с о m i F. , <cMath. Z . >> ,  1 928 ,  Bd �7 . S. 8 7 - 1 3 3 ,  [9] G 1-
r а u d G. , <<С .  r. Acad. sci . •> ,  1 936 ,  t. 202,  М 26 1 р. 2 1 2 4-26 ; 
[ 1 0] е г о ж е.� <cAnn. sci. Ecole norm. supeг.», 1 9 3 ч ,  t. 5 1 , t. 3 -
4 ,  р .  25 1 -37�;  [1 1 ]  М и х  л и н С. Г. , «Успехи матем. наук••• 
1 94 8 ,  т. 3, в. 3, с. 29-1 1 2 ;  [ 1 2] е г о ж е, Многомерные сингу
лярные интегралы и интегральные уравнения, М. , 1 9 6 2 .  

Б . В .  Хведелидае. 
ПУАССОНА ИНТЕГРАЛ - интегральное представ

ление решения Дирихле задачи для Лапласа уравнения 
в простейших областях . Так, П. и .  для шара В n (0, R ) 
евклидова пространства Rn , п� 2, радиуса R с центром 
в начале координат имеет вид 

и (х) = � Sп ( О , R) f (y) PBп (x ,  y) dSп (y) , (1) 

где f (у) - данная непрерывная функция на сфере Sп(О , R) радиуса R ,  
1 nп - а  (R2 - I х 1 ' )  РВп (х , y ) = crn l x -y ln 
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- я д р о П у а с с о и а д л я ш а р а ,  о,.= 
= nл:n12R'• - l(Г (n/2+ 1 )  площадь сферы S,. (О, R) ,  dS,. 
элемент площади S,. (O , R) . 

С . Пуассон [ 1 ]  пришел к формуле ( 1 )  в случае п = 2 
как к интегральной форме записи суммы тригонометрич .  
ряда 

а � оо  -f + """k = l  (ak cos k8 + b k sin k8) rk , 

где ak,  bk - коэффициенты Фурье функции f (у)=/ (etQ> ) ,  (r, 8) и ( 1 , !р) - полярвые координаты соответственно 
точек x= reiO и y= eiQ> , когда ядро Пуассона имеет вид 

РВ (х у) = РВ (rei6 eiQ> ) - 1._  1 - r• (2) 2 • 2 ' - zл: t - 2r cos ( 8 - cp) + r' 

(о применениях П .  и .  в теории тригонометрич. рядов 
см . [ 3 ] , а также А бмя - Пуассона .метод су.м.мирован ия) . 

П . и .  для полупространства 

R� = {x= (x1 , • • •  , x ,.) E IR11 :  х ,. > О} 
имеет вид 

где 

и (х) = � R" f ( у )  PR� (х , у) dR� ( у) , (3 ) 
о 

R� = {y = (yl , . . .  , Yп) E IR" :  у,. = О} , 
dR� - элемент площади R�, f (у) - ограниченная не
прерывная функция на R� , 

2Г ( � + 1 ) 
Р R� (х , у) = _ _...:..-=-:,::--:..... х,. 

nл:n/2 i x - y 1 "  
- я д р о  П у а с с о н а  д л я  п о л у п р о с т-
р а н с т в а .  Формулы ( 1 )  и (3) суть частные случа и 
формулы Грина 

и (х ) =  � г f (у) дGд�� У> dГ (у) , (4) 
дающей решение задачи Дирихле для областей D c /R.n 
с гладкой гуаницей Г при помощи производной 
dG (.х, y)/dny функции Грина G (х, у) по направлению 
внутренней нормали к Г в точке у f Г. Иногда форму
лу (4) также ваз. П .  и .  

Основные свойства П .  и . :  1 )  и (х) есть гармонич.  функ
ция координат точки х; 2) П .  и .  дает решение задачи 
Дирихле с граничными данными f (у) в классе (ограни
ченных) гармоиич. функций, т .  е .  функция и (х) , про
долженная на границу области значениями f (у) , не
прерывна в замкнутой области . На этих свойствах ос
нованы применевил П. и. в классической математич. 
физике (см . [4] ) . 

П .  и . ,  понимаемый в смысле Лебега, от суммируемой 
фувкции f (у) , напр. на S,. (O , R ) ,  ваз . и н т е г р а
л о м П у а с с о и а - Л е б е г а; интеграл вида 

и (х) = � Sn ( О , R) РВ,. (х , у) d�-t ( у) (5) 
по произвольной конечной борелевекой мере 1-t• сосредо
точенной на S,. (0 ,  R) , ваз . и н т е г р  а л о м П у а с
с о н а - С т и л т ь е с а .  Класс А гармович. функций 
и (х) , представимых интегралом (5) , характеризуется 
тем, что любая функция и (х) Е А  есть разность двух 
неотриц_ательвых гармонич. функций в В 11(0 , R) . Класс 
функции, представимых интегралом Пуассона - Ле
бега ,  есть правильный подкласс класса А , содержащий, 
в свою оче_редь , все ограниченные гармович . функции в 
В 11 (0,  R) . Для почти всех точек у Е S 11 (0, R ) по мере Л е 
бега на S ,.(О, R ) интеграл Пуассона - Стилтьеса (5) 
имеет угловые граничные значения, совпадающие со 

значением производной �-t' (у) меры 1-L по мере Лебега .  
Теория интегралов Пуассона - Стилтьеса и Пуассо
на - Лебеrа строится и для случая полупространства 
(см. [ 5] ) . 

Б ольшую роль в теории авалитич . функций многих 
комплексных перемевных и в ее примевевиях к кванто
вой теории поnя иrрают рамичвые модификации П .  и .  
Напр . ,  я д р о П у а с с о в а д л я п о  л и к р у г а 

U" = {z = (z1 ,  . . .  , z,.) E C" :  / Zj ( < 1 , j = 1 ,  . . .  , n} 
комплексного nространства с п получается при пере
мкоженин ядер (2) : 

PU" { z ,  �) = п;= 1 РВ2 ( z j ,  �j) · 
Соответствующий П .  и .  

и (z) =  � тп f (�) PU 11 ( z , � )  dT" (�) 

по остову поликруга Т11= {�= (� • . . .  , �,.) Е С11 :  1 �1 1 = 1 ,  j = 1, . . . , n} дает кратвогармонич . функцию и (z) , z E U" , 
прииимающую на остове тп непрерывные значения 
f (�) . Рассматриваются также обобщения в виде интег
ралов Пуассона - Лебега и Пуассона - Стилтьеса 
(см . [6 ] ) . 

В кваитовой теории поля применяются П .  и. для 
трубчатых областей те комплексного пространства сп 
над выпуклым открытым острым ковусом С в прост
ранстве Rn (с вершиной в начале координат) вида 

TC= R" + iC = {z = x + iy E C" :  
x = (xl , . . . , x,.) E IR" ; y = (Yl , . . . , у,.) Е С} .  

П .  и .  для полуплоскости вида (3) при n= 2 еоть частвый 
случай таких П .  и .  для трубчатых областей. П .  и .  для 
оrравичеввых симметрич .  областей пространства С11 
представляется так же, как П.  и .  для трубчатой области 
в пространстве матриц. Понимая плотность П .  и. f как 
обобщенную функцию , а сам П. и . - как свертку f с 
ядром Пуассона, приходят к важному поиятию П .  и .  
о т  обобщенных фуsкций определенных классов (см. 
[ 7 )-[0 ] ) .  

Лит : [ t ]  Р о i s s оn  S. D . ,  «J . :€ cole_polytechn.» ,  1 820 ,  t.  1 1 ,  
р .  ,29�-ЗИ ; 1 82Z!_� t. 1 2 ,  11 ·  404-509 ;  L2] S с h w а r z Н. А . ,  
«Vle[Ц\l)ah1'811chr. Naturtorвch. Gев. Z!lrlch», 1 8 70 ,  B d  1 5 ,  S. 1 1 3 -
28; [S] В а р  и Н. 1\ . ,  Тригонометрические ряды, М . ,  1 96 1 ; [4] 
Т и х  о в о в А. Н . ,  С а м а р  с к и й  А. А. , Уравнения мате
матической фиэи11и ,  5 изд , М , 1 977 ; [5] С о л о м е н ц е в Е .  д . ,  
Итоrи науки Математический анализ. Теория веронтностей. 
Регулирование. 1 9 6 2 ,  М. , 1 96/о ,  с .  8 3-1 00 · [6] Р у  д и н У . ,  
Теория функций в поликруге, пер .  с англ . , М. , 1 9 7 4 ;  [7] В л а
д и м и р о в в. с . ,  Обобщенные функции в математической фи
зике. М.,  1 97 6 ;  [8] Х у а Л о - :к е в, Гармонический анализ 
функций 11ноrих комплексных fеремевных в классических oб
JIIICI!'IIX , пер .  с кит. , м . ,  1 9 5 9 ;  [9 С т е й  в И. , В е й  с Г. , Введе
ние в гармонический анализ на евклидовых простравствах , 
пер с авrл , М:. , 1 9 7 4 .  Е . д Смомен:цев. 

ПУАССОНА МЕТОД СУММИРОВАНИЯ - то же, 
что А 6гло�� - Пуассона .метод су.м.мирования .  

ПУАССОНА ИРЕОБРАЗОВАНИЕ - интегральное 
преобразоваиие вида 

f (x) = *  � = 00  1 + <:- t ) • da. (t ) , 

где а. (t) - фув1щия ограниченного изменения в каждом 
конечном интервале , а таиже иреобразование 

1 r "'  q> < t > f (х) = п J _ ..,  1 + (x - t) •  dt , 
вытекающее из (* ) , если а. ( t) - абсолютно непрерыв
ная функция. Пусть 

g (x) = - � � : и - 2 [g (х + и) - 2g (х) + g (х- и) ] dи 
и 

�"'  t•k T tg (х) = 
(-f ) k - g<2kJ  (х) + k= O ( 2k) 1 

�, "' k t•ll + •  � 2k + """ k=-o  (-f )  ( 2k + 1 ) 1 g< ) (х) . 
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Имеют место следующие формулы обращения длл П .  п . : 

а (х + О ) + а  (х - 0 ) а ( + О ) + а ( - 0 ) 
2 2 

= l im ('Х Ttf ( и) dи 
t -+ 1 - o J o 

при всех х и 
ер (х) = lim Т tf (х) 

t -+  1 - 0 
для почти всех х. 

Пусть С - выпуклый открытый острый конус в IRn 
с вершиной в нуле и С* - сопряженный конус, т .  е .  

С* = {� : �1х1 + . . . + �пхп :;:. О, Vx E C} . 
Функция 

:К с (z ) = � с• el (z, ; ,  + · · · +Zпin)d� 

паз. я д р о м К о ш и трубчатой области те= {z= 
=x+ iu ;  x E Rn, u E C } П . п .  (обобщенной) фуmщии t 
ваз .  свертка 

где 
f*�c (x , у) ,  (х , у) Е Тс, 

1 К с (x + ty) 1 2  
�с (х , У) = (2:n)n К с (iy) 

- ядро Пуассона трубчатой области те (см. [2 ] ) .  
Лит . :  [ 1 ]  Р о 1 1  а r d Н. , <•Trans. Amer. Math. Soc .», 1 95 5 , 

v. 7 8 ,  .М 2, р. 5 4 1 -50 ;  (2] В л а д и м и р о в  В. С . ,  Обобщенные 
фушщии в математичесиой физиие, М. , 1 9 76 .  

Ю. А . Брычпов, А .  П.  Пруднипов. 
ПУАССОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - распределение 

вероятностей случайвой величины Х ,  принимающей 
целые иеотрицательиые значения k= 0 , 1 , 2 ,  . . .  1 с веро
ятностями 

Р {X = k} = e- '- �� , 
где Л >О - параметр . Производящая функция и харак
теристич. функция П. р. определяются соответственно 
равенствами 

q> (z) = e'- <z - l )  и f (t ) = exp [Л (eit _ 1 ) ] . 
Математич. ожидание, дисперсия и все семиинварианты 
более высокого порядка равны Л. Функция распределе
вин n. р. 

F (х) = � (х] , - А  �i 
� 1= 0  t !  

в точках 11:= 0 ,1 ,2 , . • .  выражается формулой 

F (k) = +,- s :  ylce -Y dy = 1 - Sн 1 (Л) , 

где s"_+ I (Л) - значение в точке Л функции гfМ#,;м.а-распределения с параметром k+ 1 (или формулой F (k) = 
=1 -Н211 + 2 (2Л) , где Н2�r.н (2Л) - значение в точке 2Л 
функции «хи-квадрат» распределения с 2k+2 степенями 
свободы\ , откуда , в частности , следует соотношение 

Р {Х = k} = S�c (Л) - Sн 1 (Л) . 

Сумма везависимых случайвых величин Х1 ,  . . .  , Xm 
имеющих П .  р. с параметрами � • . . .  , Лт подчиняется 
п . р. с параметром л1 + . . .  + Лп .  

Обратно , если сумма Х 1 + Х 2 двух везависимых слу
чайных величин Х 1 и Х 2 имеет П .  р . ,  то каждая случай
ная величина Х1 и Х  2 подчинена П .  р. Имеются общие 
необходимые и достаточные условия сходимости рас
пределения сумм везависимых случайных величин к 
п п ' . � X-'J.. . р .  ри ��r-+ oo  случаивал величина V Л имеет в пре · 
деле ставдартвое нормальное распределение .  

П .  р .  было впервые получено С .  Пуассоном (S . Po
isson , 1837) при выво.11е приближенвой формулы для 

биномиального распределения в условиях , когда п (чи
сло испытаний) велико , а р (вероятность успеха) мало.  
См . Пуассона теорема 2) . П .  р .  с хорошим прибли
жением описывает многие фиаич. явления (см . ( 2 ] , т. 1 ,  
гл . 6) . П .  р .  является предельным для многих дискрет
ных распределений, таких как, вапр . ,  гипергео:м.етриче
спое распределение, отрицательное биномиальное рас
пределение, Пойа распределение, для распределений, 
возникающих в задачах о размещении частиц по ячей
кам при определенном изменении их параметров.  В ве
роятностных моделях П. р. играет большую роль как 
точное распределение вероятностей. Природа П. р .  
как точного распределения вероятностей наиболее пол
но раскрывается в теории случайных процессов (см. 
Пуассоновспий процесс) , где П .  р. появляется как рас
пределение числа Х ( t) век-рых случайных событий, 
происходящих в течение фиксированного интервала вре
мени t: 

- 'Лt  (л.t)lc 
P {X (t ) = k} = e li! • k = 0 , 1 , 2 , . . . 

(параметр Л - среднее число событий в единицу вре
мени) , или, более общо ,  как распределение случайного 
числа точек в век-рой фиксироваввой области евкли
дона пространства (параметр распределения пропор
циовален объему области) . 

Наряду с П . р . ,  как оно определено выше, рассматри
вают и так ваз . о б о б щ е в в о е или с л о ж в о е 
П .  р .  Так называют распределение вероятностей. суммы 
X1+ X 1+ . . .  + Xv случайного числа v одинаково рас
пределенных случайных величин Х1, Х2, • • •  (при этом 
v ,  Х1, Х2, • • •  считают взаимно веза11исимыми, и v -
распределенным по П .  р .  с параметром Л) . Характерис
тич .  функция ер (t) обобщенного П .  р .  равна 

ер ( t) = ехр {Л('Ф (t) - 1 ) } ,  
где 'Ф (t) - характеристич. функция Xv , Напр . ,  отрица
тельвое биномиальное распределение с параметрами п 
и р является обобщенным П .  р . , так как для него 
можно положить 

1 1 1 'Ф (t) = т log --=-t , Л = log - ,  q = 1 - p . 
1 - qe1 Р 

Обобщенвые П .  р .  безгранично делимы и каждое 
безгранично делимое распределение является пределом 
обобщениых П . р .  (может быть «сдвинутых&, т. е. с ха
рактеристич. функциями вида ехр (Лп('Фп(t) - 1 - itап)) . 
Вместе с тем все безгра,вичво делимые распределекия 
(и только они) могут быть получены как пределы рас
пределений сумм вида hп1Хп1+ . • • +hпkпXnlrп -Ат 
где (Хп1 ,  . . .  , Xn�r.п) образуют схему серий везависи
мых случайных величин с П . р . ,  hпlсп >О и А п - действи
тельвые числа.  

Лит. : [1 ]  Р о i s s о n  S.  D . ,  Recherches sur !а probaЫ!i�e 
des J ugements en mati�re criminelle et en mati�re civile, _precedees 
des r�gles generales du calcul des probaЬilites, Р. , 1 8 3 7 ;  L2] Ф е лл е р В . ,  Введение в теорию вероятностей и ее приложения:, пер. 
с авгл. , 2 изд. , т. 1 -2 ,  М. , 1 96 7 ;  [3] Б о л ь  m е в л. Н. , С м и р
в о в  Н. в . ,  Таблицы математичесиой статистиии , 2 изд. , М . ,  
1 9 6 8 ;  [4] л и в в и к Ю В . ,  о с '1! р о в с к и й и .  в . ,  Ра:то
жевия: случаЙВЫх величин и веиторов, М. , 1 972. 

А . В.  Прохорое. 

ПУАССОНА СКОБКИ - дифференциальное выра-
жени е 

и и - - - - - -� n ( ди д11 ди д11 ) ( 
' 

)
- i = 1 дqi дрi дР; дqi ' 

(1) 
зависящее от двух функций и (q, р) и и (q, р) 2п перемен
вых q= (q1 , . . . , qп) ,  р= (р1 , . . .  , Рп) ·  Введены С . Пуас
соном [ 1 ] .  П .  с . - частный: случай Япоби спобок. П .  с .  
есть биливейвал форма от функций и, и, причем 

(и , v) = - (и , и) ,  
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и имеет место тождество Якоби (см . [ 2 ] )  

( и , (v , w) ) + (v , (w ,  и) ) + (w , (и , v ) ) = O .  
П .  с .  применяются в теории дифференциальных урав

нений с частными производными 1 -го порядка и являют
ся удобным математич . аппаратом в аналитич . механике 
(см. [ 3 ] - [ 5] ) .  Напр . ,  если q, р - канонич. переменные 
и дано преобразование 

где Q= (Q1 , 
рицы 

Q = Q (q , p) , P = P (q , p) , (2) 
. ,  Qп) , Р= (Р1 , • • •  , Рп) и (n X п)-мат-

(Р , Р ) ,  (Q ,  Q ) , ( Q ,  Р) (3) 
составлевы из элементов (Pi ,  Pj) , (Q i, Qj) ,  (Qi, Pj) со
ответственно , то (2) является кавович. преобразовавием 
тогда и только тогда, когда первые две матрицы в (3) 
нулевые, а третья - единичная . 

П .  с . ,  вычисленвые для случал , когда в ( 1 ) и и v 
замещены какой-либо парой координатных функций от 
q, р , ваз . ф у н n а м е в т а л ь в ы  м и с к о б к а м и .  

Лит . :  [ 1 ]  Р о i s s о n S. , <<J .  йсоlе polytechn.», 1 8 0 9 ,  t .  8 , 
р. 266-3М.; [2] J а с о Ь i с . ;  <cJ .  reine und angew. Math.» ,  1 862 ,  
B d  60 , S. 1-181 ; [3 ] У и т т е н е 1! Е .  Т . , Аналитическая дина
мина , пер . с авrл. , М.- Л. , 1 9 37 ;  [4] Л у р ь е А. И . ,  Аналити
ческая механина , М. , 1 96 1 ;  [5] Г о л д с т е й  н г . ,  Rлассичес
I!QЯ мехавина , пер. с авгл. , 2 изд. , М. ,  1 975 .  А. П. Со.ядатов. 

ПУАССОНА ТЕОРЕМА - 1) П .  т . - предельная тео
рема теории вероятностей, являющался частным слу
чаем больших чисел аакопа . П. т. обобщает Верпу,п,,п,и 
теорему на случай везависимых испытаний, вероятность 
появления в к-рых нек-рого события зависит от номера 
исnытаний (т . в. с х е м а П у а с с о в а) . Формули
ровка П. т. такова: если в nоследовательности независи
мых испытаний событие А наступает с вероятностями P ll • зависящими от номера испытания k, k= 1 , 2, . . .  , 
fJ.пln - частота А в первых n испытаниях , то при любом 
е >О вероятность веравенства 

l l.l.
nn р, + . . .  + p n l n � е  

будет стремиться к 1 при n- co .  Теорема Бернулли сле
дует из П. т. при р1= . . .  =рп· П. т. была уставовлева 
С. Пуассоном [ 1 ] .  Доказательство П. т. было получено 
С. Пуассоном из варианта Ламаса теоремы. Простое 
доказательство П. т. было дано П. Л. Чебышевым ( 1 846) , 
к-рому также принадлежит первая общая форма закона 
больших чисел , включающая П. т .  в качестве частного 
случая . 

2) П .  т . - предельная теорема теории вероятностей 
о сходимости бипом иа,п,ьпого распреде,п,епия к Пуассона 
распреде,п,епию: если Р п(т) - вероятность того, что в 
n испытаниях Бервулли век-рое событие А наступает 
ровно т р аз ,  nричем и вероятность А в каждом испыта
нии равна р , то при больших значениях n и 1 /р вероят
ность Р n (т) близка к 

е - пР (np)m 
тt 

Величина Л= пр равна среднему значению числа нас
туплений А в n испытаниях, а последовательность зна-

u ,._т 
чении e-'J. -, , т= 0, 1 ,  2, . . .  , Л>О, образует распреде-m . 
ление Пуассона . П .  т .  была установлена С. Пуассоном 
[ 1 ]  для схемы испытаний, более общей, чем схема Бер
нулли, когда вероятности наступления события А 
могут меняться от испытания к испытанию так, что Pn-o 
при n - со .  Строгое доказательство П. т. в этом случае 
основано на рассмотрении схемы серий случайных ве
личин такой , что в п-й серии случайные величины неза
висимы и принимают значения 1 и О с вероятностями 
и Pn 1 -Рп соответственно . Более удобна форма П. т .  

в виде веравенства :  если Л=р1+ . .  ·+Pno t'l=p�+ • •  · 

. . .  +р� , то при n�2 \ Р п (т) - е- 'J. �� / � 26. 
Это не равенство указывает ошибку при замене Р n (т) 

,._т 
величиной е-Л 11iТ . Если р1= . . .  =рп=Лiп , то ll =  
=Л.2(п . П .  т .  и теорема Лапласа дают исчерпывающее 
представление об асимптотич . nоведении биномиального 
распределения . 

Последующие обобщения П .  т. создавались в двух 
основных направлениях . С одной стороны, появились 
уточнения П. т . ,  основанные на асимптотич. разложе
ниях , с другой - были установлены общие условия схо
димости сумм независимых случайных величин к рас
пределению Пуассона . Лит. : [1 ] Р о i s s о n  S. - D . ,  Recherches sur Ia probabilite 
d.es jugements en matii\re criminelle et en matii\re civile . . .  , Р . ,  1 837 ;  [2] Л о э в М. , Теория вероятностей, пер. с анrл. , М. , 1 962 ;  [3] Б о р  о в н о в А. А . , Теория вероятностей, М . ,  1976 .  

А .  В .  Прохоров. 
ПУАССОНА УРАВНЕНИЕ - дифференциальное 

уравнение с частными производными, к-рому удовлет
воряет об-ъемный потенциал внутри областей , занятых 
создающими этот потенциал массами . Для пьютопова 
потепциа,п,а в пространстве Rn , n�3 , и логарифмичес
кого потенциала в IR2 П .  у. имеет ви,u 

� n д'и �и = � . -2 = - a (Sn) р (xi , . . .  , Хп) , 1 = 1  дх 1  
где p= p (xi , . . .  , хп) - плотность распределевил масс, 
a (Sn) = n:rtnf2 ( Г (nl2+ 1 )  - площадь единичной сферы 
sп в Rn, Г (п/2+ 1 )  - значение гамма-функции . 

П .  у. является основным примером неоднородного 
уравнения эллиптич . типа. П .  у. впервые рассмотрено 
С. Пуассоном (S . Poisson , 1812 ) . Лит. : [ 1 ]  Б и 1\..а д з е А. В . , Уравнения математической 
физини , М. , 1 9 7 6 ;  [ 2 J  Н у р а н т Р . , Уравнения с частными про
взводными , пер . с англ . ,  М . ,  1 964 .  Е. Д. Со.яОJКеН.цев. 

ПУАССОНА УРАВНЕНИЕ; ч и с л е  н н ы е м е т о
д ы  р е ш е н  и л - методы, заменяющие исходную 
краевую задачу для уравнения Пуассона 

� d � w  (1 �и (х) = � -2- = f (х) , х = (х1 , х2 , • • •  , xd) ) 
r = l  дх, 

системой из N линейных алгебраич. уравнений 
LN (uN) =fN, (2) 

решение к-рой иN= (и1 , и2, • • •  , uN) позволяет постро
ить нек-рую аппроксимацию PNUN для решения исход
ной задачи , N-+ со .  

В зависимости от способа сравнения решений исход
ной задачи ( 1 )  и дискретной задачи (2) определяются 
такие важнейшие понятия , как погрешность численного 
метода и оценка погрешности (точности) . Другими ха� 
рактеристиками численных методов служат алгебраич. 
свойства систем (2) (дискретных аналогов краевых за
дач) , связанные с устойчивостью их решений (коррект
ностью дискретных задач) и возможностью отыскания 
точных или приближенных решений (2) теми или ины
ми прл14ыми или итерационными методами при выпол
нении соответствующей вычислительной работы и соот
ветствующих требованиях на объем используемой па
мяти ЭВМ (см. Мипимиаация вычис,п,ите,п,ьпой работы) .  

Важность численного решения краевых задач для 
П. у.  определяется не только тем , что эти задачи часто 
возникают в разнообразных областях науки и техники , 
но и тем, что они передко служат и средством решения 
более общих краевых задач как для уравнений и систем 
уравнений эллиптич. типа,  так и различных нестацио
нарных систем . Основными численными методами для 
решения рассматриваемых краевых задач являются 
проекционные методы и разностные методы . 



761 ПУАССОНА 762 

П р о е к ц и о н п ы е м е т о д ы включают в себя 
ряд методов : варпационные,  наименьших квадратов , 
Галеркина , проекционно-разностные, проекционно-се
точные,  конечных элементов . Для всех них характерно 
сведение исходной краевой задачи к операторному урав
нению 

L (и) = ! (3) 

(оператор L действует , напр . , из гильбертона прост
ранства Н в Н) с последующим выбором конечномерных 
подпространств HN и FN (N-+oo) ;  сама задача (3) в 
этих методах заменяется задачей нахождения �Е Н  N 
такой , что для любого v Е F N 

(L(;N- f , v ) н = О . 
Тогда при заданных базисах в HN и FN система (2)  
является системой относительно коэффициентов раз
ложения uN по базису HN и за PNUN можно принять 
саму функцию i;N; погрешность метода естественно 
определить как l l и- uN I I н· В наиболее важных случаях 
Н является век-рым подпространством пространства 
Соболева w� (Q) , HN= FN, и если ФI(х) , Ф2(х) , • . .  , 
ф N (х) - бааис Н N• то система (2) принимает вид 

� �- uj \ ,., grad фj grad фj (x) dx = � 1 - l  � •• 

= �
g f (x) фi (x) dx ,  i = 1 , 2 ,  . . .  , N . (4) 

Погрешность метода при этом определяется расстоя
нием в Н от решения исходвой задачи до подпрост
ранства Н N (см. [ 1 ] ,  [ 5 ] - [9 ] ) .  В современных вариантах 
проекционных методов подпространства Н N стремятся 
выбирать так , чтобы функции Фi(х) имели локальные 
носители и в каждом уравнении (4) лишь конечное чис
ло коэффициентов было отлично от нуля. Методы такого 
типа и ваз .  п р о е к ц и о н н о - с е т о ч в ы м и м е
т о д а м и (проекционно-разноствыми , вариационно
разностными, конечных элементов) (см . [ 1 ] ,  [4 ) , ( 7 ] 
[ 9 ] ,  [ 1 1 ] ) .  Наибольшим достоинством этих методов яв
ляется их применимостЪ при достаточно сложной гео
метрии области Q, в к-рой рассматривается краевая 
задача . К проекционным методам примыкает и относи
тельно редко применяемый I!:O.ttдol!:aцuй .метод . 

Р а з н о с т в ы  е ( к о в е ч н о р а з н о с т в ы е) 
м е т о д ы используют аппроксимацию исходной об
ласти Q век-рой сеточной областью QN, содержащей N 
узлов сетки , и обычно приводят к системе (2) на основе 
аппроксимации П. у .  и соответствующих граничных 
условий их разностными (сеточными) аналогами, ис
пользующими лишь значения функции в выбранных 
узлах (см . [ 1 ] ) .  Погрешвость метода обычно получается 
сравнением вектора и N и вектора, получаемого суже
нием искомого решения на множество рассматриваемых 
узлов . Корректность и аппроксимация могут изучаться 
при различных выборах норм, в частности возможно 
использование принципа максим ума ; сходимость полу
чается как следствие корректности и аппроксимации 
(см . [ 1 ] - [  4] ) .  

Системы (2) могут выводиться и н а  основе век-рых 
дискретных аналогов соответствующих вариационных 
аадач и на основе аппроксимации век-рых интеграль
ных соотношений (см . ( 1 ] ,  ( 2] ,  [4 ] , [ 10] ) ;  такие подходы 
несколько сближают эти варианты рааноствых методов 
с проекционно-разноствыми. 

М е т о д ы р е ш е н и я с и с т е м с е т о ч-
в ы х у р а в в е в и й (2) наиболее интенсивно изу
чались для простейших разностных авалогов на парал
лелепипедвой сетке (см . ( 1 ] , [9 ] , [ 1 1 ] - [ 1 9] ) .  В случае 
двух переменвых и области Q на плоскости , являющейся 
прямоугольником , часто применяются для ряда гра
ничных условий прямые методы , позволяющие найти 

решение (2) при затрате О (Nln N) арифметич. дейст
вий . Это - метод рааделения перемеввых, использую
щий дискретное иреобразование Фурье, и метод редуи
ции (см. [ 12 ] , [ 13 ] ) ;  известны и методы с оценкой О (N) 
действий (см.  [ 14 ] ) .  При а;;;;.2 и наличии разделения пе
ремеввых (Q в этом случае - параллелепипед) решение 
(2) с точностью 8>0 можно найти при затрате О (N ln 
N l ln 8 1 )  действий с помощью ятерационного метода 
переменных направлений (см . [ 1 ] , [ 1 2 ] ) ;  ятерационные 
методы с факторизуемыми операторами (метод последо
вательвой сверхрелаксации с симметризацией , непол
ной матричной факторизации, попеременно-треуголь
ный) позволяют найти решение (2) с точностью 8 при 
затрате O (N1 + 1 /2d l ln 8 1 )  действий (см .  ( 12] , [ 1 5 ] )  для 
довольно общих ситуаций. 

В случае односвязных и многосвязных областей Q 
на плоскости, составленных из конечного числа прямо
угольников , решение системы (2) с точностью 8 может 
быть найдено при затрате O (N ln N+N•!• I ln 8 l ln N) 
действий на основе разрезов Q на прямоугольники 
(см . [ 15 ] , [ 1 6] ) .  Похожая асимптотика для дискретных 
аналогов задачи Дирихле в случае некоторых ома
стей получена с помощью метода емкостей (см . [ 17 ] )  
и фиктивных веизвестных (см. [ 1 8]) . Для ряда систем 
(2) , являющихся проекционно-разноствыми аналога
ми исходных задач , затраты типа O (N ln N l ln 8 1 ) ,  а 
иногда и О (N ln N) (при 8XN-a. ,  а >О) достигаются 
с помощью итерационвых методов , использующих эк
вивалентность операторов по спектру (см. [ 1 1 ] , [ 1 7 ] ,  
[ 19 ] ) .  Использование последовательностей сеток в ряде 
случаев позволяет получить итерациоввые методы , 
дающие решение (2) с точностью 8XN-a., а>О, при 
асимптотически минимальных затратах вычислительвой 
работы (число действий есть O (N)) (см . ,  вапр . ,  [ 1 ) ,  [ 9] , 
[ Щ ,  [ 19 ] ) .  

Лит. :  H J  Г о д у н о в С .  Н . ,  Р я б е н ь к и й В .  С . , 
Разностные схемы, 2 изд. , М. , 1 9 7 7 ; [2] Л а д ы ж е н
с к а я О. А . ,  Нраевые задачи математической физики, М. , 1 97 3 ;  [3] М а р ч у к Г .  И . ,  Ш а й д у р о в В .  В . ,  Повышение точнос
ти решений разностных схем, М. , 1 979 ;  [�] С а м а р
е к и й А. А . , А н д р е е в В. в . ,  Разностные методы для I!Ллиn
тических уравнений, М . ,  1 97 6 ;  [5] М и х  л и н С. Г. , Численная 
реализация вариационных методов, М . ,  1 966 ;  [6] Н р а с н о
с е л ь с к и й М.  А.  [и )Ц!.J  Приближенное решение оператор
ных уравнений, М . ,  1 96 9 ;  L 7'/ О б э н Ж . п. , Приближенвое реше
ние эллиптических краевых задач, пер . с анrл . ,  М. ,  1 9 7 7 ;  [8] 
С т р е н r Г. , Ф и к с д ж . , Теория метода конечных элемен
тов , пер. с анrл . ,  М . ,  1 97 7 ,  [9] О r а н е с я н Л.  А . ,  Р и в
к и н д в. Я . ,  Р у х о в е ц л. А . ,  Вариациовво-развостны_е 
методы решения эллиптических уравнений, ч. 1-2, Вильнюс, 1 973-74 (Дифференциальные уравнения и их примевение, в .  5 ,  8) ; [ 1 0] С а м а р  с к и й  А.  А . ,  Ф р я  з и в о в И .  В . ,  <<Успехи 
матем. ваун», 1 97 6 ,  т. 3 1 , в.  6, с. 1 67-97 ; [1 1 ]  Д ь я к  о в о в Е. Г. , 
в кн. : Вариационво-развоствые методы в математической физи
ке, Новосиб. , 1 978 ,  с. Н9-64 ; [ 12 ] С а м а р  с к и й А. А . ,  Н и
к о л а е в Е. С . ,  Методы решения сеточных уравнений,  М . ,  1 97 8 ;  [1 3] В а r k е r R.  J . ,  в кн. : Mathematical models and numeri
cal methodst Warsz. ,  1 978 , р. 255-68 (Banach center puЬlicati
ons, v. 3) ;  1 4] В а n k R. Е . ,  R о s е D. J . ,  <•SIAM J. Numer. 
Anal . •> , 1 97 5 ,  v. 1 2, No 4 , р. 529-40; [ 1 5 ]  Н у э н е ц о в Ю. А . , 
в кн. : Вариационво-разностные методы в математической физи
ке, Новосиб. , 1 978 ,  с. 1 78-2 1 2 ;  [ 1 6 ]  Д ь я к  о в о в Е. Г. , в 
кн . :  Численвые методы в математической физике, Новосиб. ,  1 97 9 ,  с. 45-68; 11 7 ]  А с т р а х а в ц  е в Г. П. , в кв Разност
вые и вариациовво-разностные методы, Новосиб. , 1 9 7 7 ,  с. 63-72 ;  [ 1 8] Н а п о р  и в И. Е . ,  Н и к о л а е в Е .  С . ,  «диФферен
циальные уравнению>, 1 980 ,  т. 1 6 ,  No 7, с. 1 2 1 1-25 ; [ 1 9] Н о р
н е е в В .  Г. , Схемы метода конечных элементов высоких поряд
ков точности, Л. , 1 97 7 .  Е. Г .  Дъяпонов. 

ПУАССОНА ФОРМУ ЛА - 1 )  То же, что Пуассона 
интеграл . 

2) Формула,  дающая интегральное представление 
решения задачи Коши для волнового уравнения в про
странстве R3 :  

д•и 
""i)i2 - a2 i\и = 0 ,  t > О , М = (х , у , z ) ,  

- 00 < х ,  у , z < + 00 ' 

и (М , О) = ер (М) ,  дц <�· О) ф (М) 
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и имеющая вид 
д и ( М ,  t ) = дt  {tГ <1t (qJ) }  + tГ at (\IJ) , (1 ) 

где 
Г a t  (ер) = 4

1
1t � Bat 'Р (Р) dQ 

среднее значение функции <р на сфере Sat в простран
стве (х , у ,  z) радиуса at с центром в точке М, dQ -
элемент площади единичной сферы. В случае иеодиород
ного волнового уравнения в формуле ( 1 ) добавляется 
третье слагаемое (см. [2] ) . 

Из формулы ( 1 )  спусr;а методо;м, получаются формулы 
решения заДАчи Коши для случая двух (П у а с с о н а 
ф о р м у л а) и одного (Д ' А л а м б е р  а ф о р  м у
л а) пространственного перемениого (см. [2] ) .  См . также 
Кирхгофа фор;м,у.л,а . 

3) Иногда П .  ф .  паз . интегральное представление 
решения задачи Коши для уравнения теплопроводности 
в пространстве IR.З : 

�� - а2 6и = 0 ,  t > О , М = (х , у , z) , 

- оо  < х , у ,  z < + oo , 
и (М , О) = <р (М) , 

имеющее вид 

S 

i M P i '  
и (М , t ) = ( у 1 ) 3  qJ (Р) е -� da (Р) . 

2 na•t IR. ,  
(2) 

Формула (2 ) непосредственно обобщается ва любое 
число пространствениых переменных п � 1 . 

Лит. : [ 1 ]  Р о i s в о n  S. D . ,  «Мет. Acad. sci . >>, 1 8 18 ,  t. 3 ,  
р .  1 2 1 -7 6 ;  [2] Т и х  о н о в А. Н. , С а м а р  с н и й А. А. ,  
Уравненик математической физини , 5 изд . , М. , 1 9 7 7 ;  [З] В л а· 
д и м и р о в  В. С . , Уравненик математической физини, /о изд. , 
М . , 1 9 8 1 .  Е. д. СоJЮ.мепцев. 

ПУАССОНА ФОРМУЛА СУММИРОВАНИЯ - фор
мула 

�, + оо � + оо 1 r + оо  . ."-� 1< = - <» g (2kл:) = ."-� 1< = - оо 2Л J - <» g (х) e - r kX dx . 

П .  ф . с . имеет место , если , напр . ,  функция g (x) абсо
лютно интегрируема на интервале (- оо , + оо ) ,  имеет 
ограниченное изменение и 2g (x) = g (x+O) + g (x-O) . 
П . ф. с . записывается также в виде 

Va � ;:_ "" g (ak) = vь � ;:_ "" х (bk) , 

где а и Ь - любые два положительных числа, удовлет
воряющие условию аЬ= 2л:, а х (и) есть преобразова
нпе Фурье функции g:  

х (и) = --=  g (x) e - !U dx . 1 � + ао  · х 
У2п - оо 

Лит. : [ 1 ]  3 и г м у н д А . ,  Тригонометричесиие р11ды, nep . 
с англ. , т. 1 ,  М . ,  1 96 5 ;  [2] Т и т ч м а р m Е . ,  Введение в теорию 
интегралов Фурье, пер . с англ. , М . - Л. , 1 948 .  И. И. Волхов. 

ПУ АССОНОВСКИИ ПОТОК - то же, что пуассоное
сr;ий процесс . Этот термин используют, как правило ,  в 
теории массового обслуживания. 

ПУ АССОНОВСКИИ ПРОЦЕСС - случайный процесс 
Х ( t )  с независимыми приращения:ми Х (t2) -X ( t1) , 
t2 > t1 , имеющими Пуассона распределение . В однород
ном П .  п .  для любых t2 > t1 

Р {Х  (t 2) - X (t1) = k} = л,k ( t��t , )k e - Чt, - t, > , 

k = O , 1 ,  2 , . . . ( 1 )  
Коэффициент Л > О ваз .  и н т е н с и в н о с т ь ю п у
а с с о н о в с к о г о n р  о ц е с с а Х ( t) . Траектории 
П. п. Х ( t) представляют собой ступенчатые функции со 
окачками размера 1 . Моменты скачков О < -r1 < -r2 < . . . 
образуют простейшuй пomor;, описывающий поток тре-

бований во мноrих системах массового обслуживанпя . 
Распределения случайных величин 't'п-'t'n - 1  независи
мы при n= f ,2 ,  . . . и имеют показательную плотность 
Ле-Л. t, t � о. 

Однпм ив свойств П.  п. является следующее: услов
ное распределение моментов скачков О < -r1 < 'r2 < . . .  
<-rп < t при Х ( t) - Х (О) = n совпадает с распределе
нием варпационного ряда иеаависимой выборки объема 
n с равномерным распределением на [ 0 , t) . С друго! 
стороны, если О < 't'1 < -r2 < . . .  <-rп - описанвыи 
выше вариационный ряд, то при n - оо , t - оо ,  с пlt
- Л получают в пределе распределение скачков П .  п .  

В неоднородном П .  п .  интенсивность Л ( t) зависит от 
времени t и распредеяеиие Х ( t 2)-X (t1) определяется 
формулой [ \ lo Л, (и) dи] k - r /2 11. (U) du 
P {X (t2) - X (t1) = k} = J t , ,. 1  

е J t, 
При определенных условиях П .  п .  может быть пока

зав как предел суммы веограниченно возрастающего 
числа независимых «редких» потоков довольно общего 
вида . О нек-рых поучительных парадоксах , связанных с 
п .  п . ,  см . 1 3 ) ,  т.  2 ,  гл . f .  

Лит. :  [ 11 Б о р  о в н о в А. А. ,  Теорик вероктностей, М . , 
1 9 7 6 ;  [2 ] Г 11 х м  а lf и. и . ,  С н о р о х о д А. В . , Я д р  е н
н о М. И . �  Теорик вероктностей 11 математ11чеснак статистика,  
Н . ,  1 9 7 9 ;  LЗ] Ф е л л е р  В . ,  Введение в теорию вероктностей 11 её 
nриложеник, 2 изд. , пер . с англ . , т. 1 - 2 , М . . 1 9 6 7 .  

Б .  А .  Севастъяпов. 
ПУ ЛЬ ВЕРИ3АЦИЯ н а д и ф ф е р е н ц и р у е-

м о м м н о г о о б р а з и и М - векторное поле W на 
касательном пространстве Т М, имеющее в термивах ло 
кальных координат (х1 , . . •  , xn ,  vl , . . . , vn) на Т М, ес
тественным образом связанных с локальными координа
тами �х1 , • • •  , xn) на М, компоненты (vl , . . .  , vn , jl , . . .  , tn) , где f =ji (x1 , . . . , xn , v1 , . . .  , vn) - функции класса 
С1 , причем при фиксированнъrх х1 , . • •  , xn они являют
ся nоложительно однородными функциями от v1 , • • •  , vn 
степени 2 (эти свойства W не зависят от конкретного 
выбора локальных координат) . Определяемая этим по
лем система дифференциальных уравнений 
dxi _ i dvi _ 

Ji ( 1 n 1 n) · -· 1 dt - V , ---cft - х , . . .  , х , v , . . .  , v , � - - , . . .  , n ,  

эквивалентна системе дифференциальных уравнений 
2-го порядка 

d2xi · 

""'iltt= f! (х 1 , . .  · . ' xn , v1 , • . . ' vn) , 
поэтому П .  описывает (причем инвариаитныъJ образом , 
т . е. ве зависящим от системы координат) систему таних 
уравнений на М. 

Важнейший случай П . - КОI'да ji суть многочлены 
2-й степени от vi :  

. �, i 1 . 
k i i f! = ."-� Г jk (х , . . . , xn) vlv , Г jk = Г ki ' 

В этом случае Гfk задают на М аффинную свяаность с 
нулевым теквором кручения . О братно , для всякой 
аффинной связности уравнения геодезич .  линий зада
ются пек-рой П. с ji вида (* ) (nричем при переходе от 
связности к пульверизации г2�_симметризуются по ниж
ним индексам) . Если поле W - класса С2 , то fi обя
заны иметь вид ( * ) .  В общем случае W, каким бы глад
ким оно ви было вне нулевого сечения расслоения Т М, 
не обязано быть полем класса С2 возле этого сечения .  
В такой ситуации иногда говорят о б  обобщенной П . ,  
оставляя термин «П.»  только для специального случая (* ) . Дифференциальные уравнения для геодезических в 
фипслеравой геометрии приводят к обобщенной П .  

Можно дать определение П .  в инвариантных тер
минах , приt·одное и длл банаховых мноrообразий 
(см. [ 1 ] ) .  
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Лит . :  [ 1 ]  Л е н r С . , Введение в теорию дифференцируемых 
многообразий, пер . с англ. , М . ,  1 96 7 .  д .  в .  Аносов . 

ПУНКТПРОВАННОЕ ПРОСТРАНСТВО - тополо-
гическое простр"анство Х с отмеченной точкой х0 в нем; 
пунктированныи объект категории топологич. прост-
ранств. М. и. Войцеховспий. 

ПУНКТПРОВАННЫЙ ОБЪЕКТ к а т е г о р и и 
С, о б л а д а ю щ е й  ф и н а л ь н ы м  о б ъ е к 
т о м , - пара (Х ,  х0) ,  где Х Е ОЬС , х0 - морфизм фи
нального объекта в Х . В ажнейший пример: пунктиро
ванное топологич. пространство , т .  е .  пара ( Х ,  х0) ,  
где Х - топологич. пространство, х0 Е Х - точка,  
называемая отмеченной . Пунктированные топологич . 
пространства образуют категорию, морфизмами в к-рой 
являютел отображения, переводящие отмеченную точку 
в отмеченную . А. Ф. Харшшtадзе. 

ПУНКТИФОРМНЫй НАРОСТ - нарост топологич . 
прос�ранства Х "в его бl!компактном расширении У 
такои, ч!о велкии свлзныи бикомпакт в У"-._Х состоит 
ИЗ ОДНОИ точки. М. И. Войцеховспий. 

ПУСТОЕ МНОЖЕСТВО - множество ,  не содержа
ще� элементов .  Обозначения: g, А. Иначе, 0= {х : 
х ;z= х } , при этом· вместо х j: х в этом определении 
можно было бы использовать любое всегда ложное 
утверждение. П .  м. является подмножеством любого 
множества .  м. и .  Войцеховспий. 

ПУСТЫХ ЯЩИ КОВ КРИТЕРИЙ - статистический 
критерий проверки гипотезы Н0 о принадлежности не
зависимой выборки фиксированному распределению . 
Подробнее, пусть Х1 , • • •  , Xn - независимал выборка,  
в:штал из непрерывного распределения F (х) . Точки 
zo= - оо <z1 < Z2 < . . . <zN_ 1 <zп= оо выбираютел 
так, :тобы F (z".) - F (zk _ 1 ) = 1 /N, k= 1 ,2 ,  . . . , N.  Кри
терии строител на основе статистики !J0 , равной числу 
полуинтервалов (zk _ 1 , z,. ) , в к-рые не попало ни одного 
наблюдения х ; . Этот критерий имеет следующий вид: 
если !Jo ...;: С, то гипотеза Н0 принимаете л; если !lo > С,  
то  гипотеза Н0 отвергается. Константа С выбирается из 
условия , что ошибка 1 -го рода , т. е. вероятность отверг
нуть гипотезу Н0 если она верна , равна заданному 
значению . Вычисление константы С и расчет мощности 
П .  л. к. при больших п и N производится с помощью 
предельных теорем в случайных размещениях . 

Лит. : [ 1 ]  l\ о л ч и н В. Ф. , С е в а с т ь я н о в Б. А. , Ч и
с т я R о в В П , Случайные размещения , М . ,  1 9 7 6 . 

Б .  А .  Севастъянов. 
ПУТЕй ПРОСТРАНСТВО - пространство Е рас

слоения (Е , р , Х) ,  называемое р а с с л о е н и е м 
п у т е й ,  где Х - линейно связное пространство с отме
ченной точкой * ,  Е - множество путей в Х ,  начинаю
щихсл в * ,  р - отобvажение, сопоставляющее каждому 
nути его концевую точку; при этом Е рассматривается в 
компактно открытой топологии . Слоем этого расслоения 
(лвллющегосл Серра расслоением) является петель 
пространство QX - множество всех петель простран
ства Х в точке * .  П .  п .  стягивается по себе в точку , 
так что гомотопич. группы ;n;n (Е) = О, и гомотопич. пос
ледовательность расслоения путей вырождается в 
т. н. и з о м о р ф и з м ы Г у р е в и ч а :  

Л п  (QX) � Л n + l  (Х) . 
М .  И . Войцеховспий. 

ПУТЬ - непрерывное отображение f отрезка [0 , 1 ]  
в топологич . пространство Х .  Точки f (О) и f ( 1 )  паз .  
н а ч а л ь н о й и к о н ц е в о й т о ч к а м и пути f .  
П . ,  определенный п о  f формулой t -+  / ( 1 - t) ,  t E (O ,  1 ] ,  
паз. п у т е м ,  о б р а  т н ы м j ,  и обозначается j - 1 .  
П . ,  определяемый п о  путлм /1 и /2 с /1 ( 1 )=/2 (О) формулой 

t --.. � / (2t ) ,  t ";;;;; 1 j 2 ,  
1 / (2t - 1 ) , t � 1/2 ,  

ваз .  п р о и з в е д е н и с м п у т е й / 1  и f 2 и обозна
чается /1/2 • Совокупность всех П. линейно связного 

пространства Х с отмеченно й  точкой • ,  :начинающихся 
в ней, образует путей пространство . м. и . Войцеховспий. 

ПУЧКОВ ТЕОРИЯ - специальный математич. ап
парат, обеспечивающий единый подход для установле
пил связи между локальными и глобальными свойствами 
топологич. пространств (в частности, геометрич. объек
тов) и лвллющийсл мощным средством исследования 
многих задач в современной алгебре, геометрии, топо
логии и анализе. 

На топологич. пространстве Х задан п р е д п у ч о к 
F, если каждому открытому подмножеству Иr::::.Х сопо
ставлена абелева группа (кольцо, модуль над кольцом 
и т. п . )  F ( И) и велкой паре открытых множеств Ус:. И
гомоморфизм Ff{ : F ( И) -+ F ( V) такой, что F� - тож
дествепный изоморфизм и F�= F�Ff{ для каждой 
тройки W r::::. V r::::. И. Д ругими словами, предпучок -
контравариантный функтор из категории открытых 
подмножеств Х и их вложений в категорию групп (ко
лец и т .  п . )  и их гомоморфизмов. Отображенил Ff{ , 
паз .  г о м о м о р ф и з м а м и  о г р а н и ч е н и я  (напр. , 
если F ( И) - функции какого-либо типа, Ff{ - огра
ничения их на меньшее подмножество) . На множестве 
6[= U 6f х , где 6f х - прямой предел lim F (И) ,  

х е Х  х е  U 
следующим образом определена топология:  для велкого 
И r::::. Х и любого а Е F ( И) в (fF объявляется открытым 
множество S, состоящее из тех точек (fF х, х Е И, к-рые 
служат образами а при определении (fF х · В этой топо
логии слои 6f х дискретны и замкнуты в (jf, определяе
мые прлмыми пределами послойные алгебраич. операции 
на (jf непрерывн!'I ,  а естественпая проекцил р : (fF -+ -+ Х , при к-рои :Jfx= p - 1 (x) ,  является локальным 
гомеоморфизмом . Пространство (jf вместе с послойными 
алгебраич . операциями и проекцией р паз . п у ч к о м 
абелевых групп (колец и т. п . )  над Х , определяемым 
предпучком F. 

В елкое непрерывное отображение s : И -+ (jf, для 
к-рого x=ps (x) , паз . с е ч е н и  е м  (jf над И. Сечение (jf 
над Х , определяемое всеми нулями в (jf х• паз. н у л е
в ы ы. Е сли пек-рое сечение s равно нулю в точке х,  
то s совпадает с нулевым сечением в пек-рой о:крест
ности х, поэтому множество тех точек , в .к-р�х s отлично 
от пуля (носитель сечения s) , замкнуто в И. 

Пусть Г ( И, (jf) (соответственно F Ф (Х , (jf), где Ф -
пек-рое семейство замкнутых множеств в Х , в частно
сти Г с (Х ; 6[)) - группа (кольцо , модуль и т. п . ) всех 
сечений над И (соответственно сечений над Х с носите
лями из Ф ,  в частности сечений с компактными носите
лями) . Соответствие И -+ Г( И, бf) является предпуч
ком над Х ,  к-рый паз . п р е д п у ч к о м с е ч е н и й 
пучка (jf. Используемое при определении топологии на (jf соответствие а -+ s определяет также rомоморфизмы 
Р ( И) -+ Г ( И, (jf), коммутирующие с ограничениями на 
V с И, т. е. гомоморфизм предпучков. Этот гомомор
физм является изоморфизмом при условии, что исход
ный предпучок F удовлетворяет требованиям: а) если 
И= U И л и а, а' Е F ( И) ,  то а= а' , если рав:ны ограни-л 
ченил а, а' на все Ил ;  б) если И= U Ил , а ал Е F ( Ил )-'Л 
такой набор элементов ,  что ограничения ал , aiL на И л n n и j.l. совпадают' то существует а Е F ( И) ' ограничения 
к-рого на каждое И л совпадают с ал . Понлтие предпуч
ка , удовлетворяющего этим требованиям, эквивалентно 
поплтию порождепного им пучка , поэтому такие пред
пучки также передко паз . п у ч к а м и .  

Пучок вида Х Х G, где G - пек-рая группа , наз . 
п о  с т о л н н ы м и обозначается через G. Л о к а л ь
н о п о  с т о л н н ы м паз .  пучок,  постоянный в доста
точно малых окрестностях х Е Х . Топология таких 
пучков отделима , если Х - отделимое пространство . 
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В более типичиых ситуациях топология 6f может 
быть неотделимой, даже если отделимо Х (таков , папр . ,  
пучок ростков непрерывных (или дифференцируемых) 
функций, порожденный предпучком F, где Р ( И) 
непрерывные (дифференцируемые) функции на И; од
нако пучок ростков аналитич. функций на многообра
зии отделим) .  

Велкий гомомgрфизм предпучков F -+ F'  приводит 
к отображению соответствующих пучков 6f -+ tf' ,  
к-рое является локальным гомеоморфизмом и гомомор
фно отображает слои в слои; такое отображение пучков 
паз .  г о м о м о р ф и з м о м п у ч к о в. Стандарт
ным образом определяютел моно- и эпиморфизмы . П ри 
любом гомоморфизме f : ;F' -+ 6F образ f (бf' )  есть 
открытая часть ;т, замкнутал по отношению к послой
ным алгебраич. операциям. Велкал часть бf, удовлет
воряющая этим требованиям, наз .  п о д п у ч к о м 
в 6F. Ф а к т о р п у ч о к пучка 6F по подпучку ;F' 
определяется как пучок бf", порожденный предпучком 
И -+ Г (  И, бf)/Г ( И, бf' ) ;  при этом имеется эпиморфизм 
6F -+ бf", причем tf;= бfxltf; . Для велкого открытого 
И сХ через 6F и обозначается подпучок в ;r, являющий
ел объединением р - 1 ( И) с нулевым сечением 6F над Х , 
а через 6F Х '.. и - соответствующий факторпучок (огра
ничение к-рого на Х'-..., И совпадает с ограничением бf) . 

Возможность употреблять по отношению к пучкам 
над Х такие привычные термины, как гомоморфизм, 
ядро,  образ, подпучок , факторпучок и т.  д. , вкладывал 
в эти понятия такой же смысл , как в алгебре, позволлет 
рассматривать их с категорной точки зрения и приме
нять в П. т. конструкции гомологической алгебры .  Воз
никающие над Х категории пучков родственны таким 
классическим, как категория абелевых групп или ка
тегория модулей; в частности, для пучков определя
ютел прямые суммы, бесконечные прямые произведе
нил ,  индуктивные пределы и др . понятия . 

Аппарат П .  т. проник в разнообразные области мате
матики благодаря тому, что определены естественные 
когомологии Н* ( Х ,  бf) пространства Х с коэффициен
тами в пучке ;т, причем без каких-либо ограничений 
на Х (что существенно , напр. ,  в алгебраич. геометрии, 
где возникающие пространства , как правило, неотде
лимы) ,  и что другие когомологни (в тех или иных кон
кретных условиях) сводятел к пучковым по крайней 
мере в тех ситуациях , где их применение оправдано . 

Для определения Н* (Х ,  бf) сначала строител к а н о
н и ч е с к а л  р е з о л ь в е н т а  

С* (бf) : 0 -+ 6F -+ со (бf) -+ С1 (бf) -+ . . .  , 

где C0 (6f) - пучок, определяемый предпучком F, 
для к-рого F ( И) - группа всех (включал разрывные) 
сечений бF над И, при этом Г ( И, С0 (;F)) = 
=F ( И) ,  С1 (;{) =С0 ( со (;[)/бf) , . . .  , сР + 1 (;[) = 
=СО (СР (бf) /lш сР - 1 (;[)) , • • • • По определению, 
НР ( Х ,  бf)= НР (Г ( Х ,  С* (бf))  (Н� (Х ,  ;[) получа
ютел заменой символа Г на Г Ф) ) .  При этом сам пучок ;[ 
удаллетел из С* (;[) , так что Н:Ь (Х , ;[) = Г  Ф ( Х ,  ;[) 
(для классич. когомологий Н0 (Х ,  G) -группа локально 
постоянных функций на Х со значениями в G) . Резоль
вента С* (;[) -точный ковариантный �унктор от ;{: 
точной тройке <<коэффициентов>> o - ;r  -+ 6F -+ 6F"-+ 0 
отвечает точная тройка резольвент . Функтор Г Ф ока-
зывается точным на членах еР, р ;;;;,: О , резольвент, по
этому укв.занным коэффициентам отвечает точная по
следовательность когомологий 

. . .  -+ H{f,- 1 ( Х , ;F") -+ H{f, (Х , ;['j --+ 

-+ H{f, ( Х ,  ;[ )  ---... H{f, (Х ,  бf") -+ . . . , 

начинающалсл с О -+  Г Ф (Х , ;F') -+ Г  Ф (Х , ;[) -+ . 
Rогомологич. последовательность пары (Х ,  А ) отве
чает тройке О -+ ;[ х , А -+ 6F -+ ;[А -+ О (А - замк
нутое множество) .  

Н о  гомологии н ф  ( Х ,  ;[ )  обладают следующим свой
ством <<универсальности>> , раскрывающим их значение: 
для любой другой резольвенты Z* (т. е .  начинающейсл 
с ;[ точной последовательности пучков zq) имеется 
естественный гомоморфизм <<сравнению> НР (Г Ф (Х , 

Z* ) ) -+ H{f, (X ,  бf) , для описания к-рого в терминах 
Н� ( Х , zq) применлютел спектральные последователь
ности. Важен случай, когда пучки резольвенты Ф
а ц и .к л и ч н ы, т .  е .  когда H/t (X , zq)= O  при р ;;;,: 1 :  
в этом случае указанный гомоморфизм есть изоморфизм .  
Основными примерами ацикличных пучков являютел 
вялые пучки (для всех Ис Х отображенил Г (Х , Z) -+ 
-+ Г ( И, Z) эпиморфны) и мягкие пучки (любое сечение 
над замкнутым множеством продолжается до сечения 
над всем Х ) .  Rанович. резольвента состоит из вялых 
пучков . Если Х - паракомпактное пространство ,  то 
велкий вялый пучок является также и мягким . 

Свойство универсальности позволлет сравнивать с 
пучковыми (а следовательно , и между собой) когомоло
гии, возникающие в более конкретных ситуациях , 
определять для них те естественвые границы, в к-рых 
их применение эффективно , а также применять методы 
П. т. для решения конкретных задач .  Напр . ,  когомоло
гни Александрова - Чеха можно определить с помощью 
коцепей, получающихсл из коцепей специально подоб
равной системы открытых покрытий переходом к прлмо
му пределу. Эти коцепи оказываютел сечениями пучков 
ростков коцепей (определяемых аналогично пучкам 
ростков функций) , составляющих резольвенту группы 
(или даже пучка) коэффициентов , к-рал оказывается 
мягкой, если пространство паракомпактно . Таким о.б
разом, для паракомпактных пространств когомологни 
Александрова - Чеха совпадают с пучковыми. Ава
логичный вывод имеет место для пространств Зариского 
(в частности , для алгебраич . многообразий) . Сеченил
ми пучков резольвенты оказываютел и коцепи Алек
сандера - Спеньера ,  причем резольвента состоит из 
мягких пучков , если Х паракомпактно , в частности, в 
этом случае когомологни Александера - Спеньера и 
Александрова - Чеха естественно изоморфны. В случае 
сингуллрных когомологий отождествление коцепей , 
совпадающих друг с другом на сингуллрных симплек
сах мелкости (произвольных) открытых покрытий, при
водит к т. н.  локализованным коцеплм (дающим те же 
когомологии) , к-рые являютел сечениями пучков,  оп
ределяемых предпучками обычных сингуллрных коце
пей . Пучки оказываютел мягкими, если Х паракомпакт
но (а если Х наследственно паракомпактно , то даже вл· 
лыми) ,  но образуют резольвенту при дополнительном 
требовании , чтобы Х было слабо локально стягиваемым 
(в каждой окрестности И каждой точки х Е Х найдется 
меньшал окрестность, стягиваемая в точку внутри И) . 
Rлассич. примером является т е о р е м а д е Р а м а :  
когомологии комплекса дифференциальных форм диф
ференцируемого многообразия совпадают с обычными 
когомологилми с коэффициентами в поле IR действи
тельных чисел (пучки ростков дифференциальных форм 
являютел мягкими и образуют резольвенту IR:  вблизи 
каждой точки каждая замкнутал дифференциальная 
форма является точной) . 

Имеютел также резольвенты , отвечающие любым от
крытым или локально конечным заьшнутым покрытилм 
и позволяющие сравнивать когомологни Х с когомоло
гнями покрытий (спектральные последовательности 
покрытий) . В частности , изоморфизм обеспечивается 
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условием Hq= O  при q � 1 для всех элементов покрытия 
и их конечных пересечений (т е о р е  м а Л е р  е) . 
Переход к прямому пределу по открытым покрытиям 
дает изоморфизм когомологий Александрова - Чеха 
Ь• с пучковыми и для неиаракомпактных Х при усло
вии, что в Х имеется достаточно много мелких откры-
тых множеств и, для к-рых Ilq ( и, :/f) = O  при q � 1 
(т е о р е м а К а р  т а н а) . Это означает , что приме-
няемые в алгебраич. геометрии когомологии Il• с коэф
фициентами в когерентных пучках также изоморфны 
стандарТНЫМ ПуЧКОВЫМ КОNIМОЛОГИЯМ Н* . 

Общие конструкции, обеспечивающие гомоморфизм 
сравнения, позволяют так>Ке сравнивать когомологии 
НР(Х ,  ;}tq) с Н* (Г (Х , .Z* )) (аналогично Щ�, (Х , ;Jtq) 
с Н* (Г Ф (Х , .Z*))] в случае, когда .Z* - любой д и ф
ф е р е н ц и а л ь н Ь1 й п у ч о к (т. е .  пучок ,  в к-ром 
для любого q композициЯ _zq -+ .zq + 2 равна нулю) с 
ацикличными .zq, где ;Jtq - производвые пучки от .Z* 
(являющиеся факторпучками ядер по образам в каждой 
размерности q) . Соответствующие этому спектральные 
последовательности имеют много различных примене
ний . При этом, если ;}tq= O  при q � 1 , то Н* (Г (Х , 
.Z* ) )= H* (Х , ;}t0) .  Напр . ,  если в качестве .Z* взять 
пучок цепей � * (оператор границы пони>Кает размер
ность на единицу, Г ( и, � . ) - цепи пары (Х , Х"-. и) , 
слои :Jt:= lim Hq ( X ,  Х"-. и) = Нq ( Х ,  Х"-.х) ) ,  то ---+x e U 
получается зависимость гомологий H'f ( Х ,  G) от все
возмо>Кных НI; ( Х ,  ;Jtq) ·  На многообразии ;Jtq= O  при 
q < n= dimX и Н': ( Х ,  G) = на,-Р ( Х ,  :ltп) , т .  е .  имеет 
место Пуапкаре двойствеппость . Если А - открытое 
или замкнутое подмножество локально компактного 
Х , то гомологии А определяются теми сечениями � , 
носители к-рых содержатся в А ,  а гомологии пары (х,  
А) - сечениями ограничения � * на Х"-.А . Наоборот 
(и это - тоже одно из проявлений двойственности 
Пуанкаре) , если �· - любая вялая резольвента для 
когомологий , то ограничение �· на Х"-.А определяет 
когомологии Х"-.А , а сечения �· с носителями в А -
когомологии пары (Х , Х"-.А ) .  Пучки � .  вялые, и в 
случае многообразия гомологич. последовательность 
пары (Х ,  А )  совпадает с точностью до обратной нуме
рации с когомологич. последовательностью пары 
(Х ,  Х"-.А ) .  Это означает, что двойственности в много
образиях , подобные Лефшеца двойствеппости Н р (Х , 
и, G)= Нп- р (Х"-.и, :Jtп) , являются частными случая
ми двойственности Пуанкаре. Оказывается , что соот
ношения двойственности , не укладывающиеся в эту 
схему, являются следствиями двойственности Пуанкаре 
и ацикличности многообразия в нек-рых размерностях . 

Такая >Не ситуация возникает в случае непрерывного 
отображения f : Х -+ У. Резольвента для когомологий 
Х определяет на У нек-рый дифференциальный пучок 
.Z* , для к-рого слои :JtZ суть прямые пределы когомо
логий Hq (f - 1 ( и) ,  ;n по окрестностям и точек у (а 
для замкнутых отобра>Кений HZ= Hq (f - 1 (у) , 3f) ) ,  
причем Н *  ( Х ,  :/f)= H* ( Г  ( У, .Z* )) . Возникающая за
висимость Н* ( Х ,  3f) от НР ( У, ;}tq) описывается спект
ральной последовательностью Лере отображения f 
(частным случаем к-рой является спектральная после
довательность Серра расслоепия) .  Обращение в нуль 
;Jtq отвечает ацикличным отображениям, обеспечивая 
изоморфизмы когомологий Х и У с соответствующими 
коэФфициентами (т е о р е м а В ь е т о р и с а и ее 
обобщения) . Упоминавшиеся выше общие конструкции 
дают так>Ке спектральную последовательность отобра
жения , учитывающую (наряду с их когомологич. струк-
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турой) степень неевязвости прообразов точек , к-рая 
особенно эффективна для нульмерных или конечно
кратных отобра>Кений (в случае вакрытий она прев
ращается в спектральную последовательность Картава) . 
Имеются также специальные спектральные последова
тельности в категориях G-nространств (пространств , 
на к-рых определено действие группы G) .  

В пуч'lювых когомологиях естественным образом оп
ределяется мультипликативная структура .  Существо
вание специальных вялых резольвент, отображения 
внутри к-рых определяются век-рой полусимплициаль
ной структурой, nозволяет дать явные формулы для 
умножения коцепей, аналогичные обычным. Одновре
менно это дает возмо>Кность определить в П .  т. и др .  ко
гомологич. операции . 

Аппарат П .  т. находит много применекий всюду, где 
существенно использование абстрактных гомологич . 
методов : в топологии (гомологич. и когомологич. раз
мерность, локальные гомологии и двойственность, 
структура различных классов непрерывных отображе
ний в том числе вложений на плотные подмножества ,  
в ч�стности бикомпактификаций, и т .  п . ) ,  в теории 
аналитич . многообразий [гомологии и когомологии с 
коэффициентами в когерентных аналитич .  пучках и их 
прило>Кения, когомологии и аналитические дифферен
циальные формы, гомологии и аналитич. потоки (ана
лог теоремы де Рама и т .  п . ) ] ,  а так>Ке в абстрактной ал
гебраич . геометрии (когомологии аффинных, проектив
ных и полных алгебраич. многообразий с коэффициен
тами в когерентных алгебраич. пучках, алгебраич. 
двойственность Серра , алгебраическая (комбинатор
ная) размерность и др . ) .  

Нек-рые основные идеи П .  т .  и спектральных после
довательностей появились в работе Ж. Лере ( J . Leray ,  
1945 и позже) в связи с изучением гомологич . свойств 
непрерывных отображений локально компактных про
странств , к-рым было дано также определение когомо
логий (с компактными носителями) с коэффициентами в 
пучке.  Довольно полное изложение теории пучков с 
применекием резольвент было дано позже А .  Картавом 
( Н .  Cartan) . Большое влияние на развитие П. т .  ока
зали данное А .  Вейлем (А . Weil ,  1 947 ) доказательство 
теоремы де Рама и работы Ж. П. Серра (J . -Р . Serre , 
нач . 50-х гг . )  по алгебраич . многообразиям . Когомоло
гии с коэффициентами в пучке определялись первона
чально способом Александрова - Чеха. 3авершенный 
вид П .  т .  приобрела в конце 50-х гг. в работах А. Гро
теадика (А . Grothendieck) и Р. Годмана ( R . Godement) , 
в к-рых была достигнута максимальная общность, а 
методы значительно упрощены . В частности , было пока
зано , что в категории пучков над Х имеется образующая 
(т. е .  пучок J,  Допускающий венулевые гомоморфизмы 
в любой невулевой пучок; для пучков абелевых групп 
J= �uc:x Z u) . так что каждый пучок вкладывается в 
инъективный (т е о р е м  а Г р  о т е н д и к а) . В 
этом состоит причина формальной аналогИи ме>Кду 
теорией когомологий с коэффициентами в пучках и тео
рией провзводных от функторов в категории модулей: 
в категории пучков над Х «достаточно>> ивъективных 
объектов (хотя , как правило, мало проективных) , и 
поэтому мо>Кно свободно применять все соответствую
щие средства гомологич . алгебры , в частности опреде
лять когомологии НФ (Х , (ff') (без каких-либо огра
ничений на Х) как производвые точного слева функтора 
Г Ф (Х , 3f) (и даже как Ext* ( Z x, 3f)) . Это же пропива
ет свет и на общую природу, вапр. , таких повятий, 
как когомологич . размерность (над Z ) пространства , 
алгебраич. размерность многообразия и глобальная 
размерность кольца . А. Гротеидиком дано описание 
спектральвой последовательности для функтора Е Х t, 
необходимой в алгебраич. геометрии . Более простой 
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способ конструирования инъективных пучков был най
ден Р. Годемапом. Он показал также, что для построе
ния теории когомологий вполне достаточно пользовать
ся предложенпой им канонической вялой резольвентой, 
к-рая с точки зрения гомологич. алгебры оказывается 
просто одной из ацикличных резольвент пучка.  Р. Годе
маи первым стал применять вялые и мягкие nучки , ока
зывающиесл ацикличными в том же смысле (мягкие 
ацикличны лишь при условии паракомпактности Х , 
чем объясняется их использование преимущественно в 
топологии) . 

Лит.:  [ 1 ]  В r е d о n  G. Е . ,  Sheaf theory, N. У . , 1 9 6 7 ;  [2) 
Г о д е м а н Р. , Алгебраичесиая тополоrия и теория пучиов , 
пер. с франц . , М. , 1 9 6 1 ;  [ 3) Г р  о т е н д и 11 А . ,  О неиоторых 
вопросах гомологичесмой алгебры, пер . с франц . , М . ,  H l6 1 ;  
[4] S w а n R . ,  The theory of sheaves, СЫ . - L. , 1964 .  

Е .  Г .  Сп.л.ареппо .  
ПУЧОК - 1 )  П . - предпучок F такой , что для всяко-

го объединения U = u ,. u,. открытых подмножеств u,. 
топологич . пространства Х выполнены следующие 
условия : 1) если ограничения на каждое u,. элемеитов 
в и в' из F ( U) совпадают, то s' = s " ; 2) если B'J. E F ( U). )  
таковы, что для любой пары индексов �.  1.1. ограничения 
8). и Bj.t. на U). n uj.t. совпадают, то существует элемент 
s E F ( U) ,  ограничения к-рого на все u.,., совпадают с 
s,. .  Всякий П .  на Х изоморфен П .  ростков непрерыв
ных сечений векоторого накрывающего пространства 
р : Е -+ Х над Х, к-рое определяется однозначно с точ
ностью до изоморфизма (под накрывающим пространст
вом понимается непрерывное отображение Е ва Х ,  
являющееся локальным rомеоморфизмом) ,  поэтому под 
П .  обычно понимается также и само накрывающее ото
бражение р :  Е -+  Х (см. Пучков теория) . 

Е. Г. Смяреппо. 
2) П . - однопараметрическое семейство линий на 

плоскости или поверхностей в пространстве, линейно 
зависящее от параметра . Пусть F1 и F 1 - функции двух 
переменных, непропорциональные друг другу. Семей
ство линий на плоскости , определяемых уравнением 

Л1F1 + Л2F1 = 0 
при всевозможных значениях параметров Л1 и /..2 (кро
ме Л1= 0, 1..2= 0) , представляет собой П. (фактitчески n .  
зависит от одного параметра Л1 : Л1) . Аналогично запи
сывается уравнение П. поверхностей в пространстве . 
Два уравнения F1= 0, F2= 0 дают два элемента П .  
(цве линии или две поверхности) , к-рые определяют 
весь П .  Каждые два элемента П .  первсекаются по од
ному и тому же множеству точек - :u о с и т е л ю .  
Носитель П .  может содержать как действительные, 
так и мнимые точки. Если исходные кривые П. являют
ся алгебраич . кривыми порядков т и n,  то носитель 
состоит из тп точек (действительных или мнимых , 
собственных или несобственных) .  

П у ч о к  п р я м ы х - множество всех прямых ,  
лежащих в одной плоскости и проходящих через фик
сированную точку (с о б с т в е н н ы й П . )  или парал
лельных фиксированной прямой (н е с о б с т в е и
н ы й П . ) .  Уравнение П. прямых имеет вид 

Лt (Atx + Bly + Ct) + Л2 (А2х + В2у + С2) = 0. 
П у ч о к п л о с к о с т е й - множество всех плос

костей, проходящих через фиксированную прямую 
(с о б с т в е н н ы й П . )  или параллельных век-рой 
фиксированной плоскости (н е с о б с т в е в в ы й  П . ) .  
У равнение П .  плоскостей имеет вид 
/..1 (Atx + Bty + Ctz + Dt) + Л2 (A2x + B2y + C2z + D2) = 0 . 

П у ч о к  о к р у ж в о с т е й  - однопараметриче
ское семейство окружностей, линейно зависящее от 
параметра. П . окружностей содержит о:кружности и 
одну прямую . Носителем (с о б с т в е и в о r о) П .  
окружностей являются две круговые точки и две соб
ственвые точки а и Ь .  Если а 'f= Ь ,  то П. о:кружвостей 

можно определить как множество окружностей (считая 
прямые окружностями бесконечного радиуса) ,  проходя
щих через точки а и Ь; если а= Ь, нужно дополнительно 
требовать , чтобы окружности касались друг друга в 
точ:ке а .  Если а и Ь действительные и различные, П .  

Рис . 1 .  Рис . 2 . 

окружностей ваз. э л л и п т и ч е с  к и м (рис .  1 ) ,  если 
совпавшие (действительные) - п а  р а б  о л и ч е
с к и м (рис . 2 ) ,  если мнимые (различные) - г и п е р
б о л и ч е с к и м (рис . 3) . Н е с о б с т в е и и ы м 
П .  окружностей пав . совокупность ковцентрических 
окружностей (рис . 4) .  

У :каждого собственного П .  окружностей существует 
так паз . радикальная ось - прямая , каждая точ:ка к-рой 

Рис .  3 . Рис. 4 .  

имеет одинаковую степень точки (различную для раз
личных точек) относительно всех окружностей П .  Ра
дикальная ось эллиптического П .  проходит через общие 
точ:ки онружностей; параболического - является их 
общей :касательной; гиперболического - линией цент· 
ров двух окружностей, ортргональных ко всем окруж
ностям П .  Центры окружностей П .  лежат на прямой, 
перпеиди:кулярной радикальвой оси. Точка пересече
ния линии центров П .  и его радииальной оси паз. 
ц е н т р о м П .  Степень центра П. относительно любой 
окружности П. одинакова и ваз .  с т е п е и ь ю П . Если 
ось абсцисс является линией центров окружностей 
П . ,  а ось о рдинат - радикальной осью П . ,  то уравне
ние произ вольной окружности П .  имеет вид 

x2 + y2 - 2xt + p = O , 

где t - параметр , определяющий данную окружность , 
р - степень П .  Для эллиптического П .  р < О, для 
параболического П. р = О , для гиперболического р > О 
(степень несобетвенного П .  можно считать бесконечной) .  

Окружности, ортогональные всем окружностям дан
ного П . ,  сами образуют П . ;  про этот П .  говорят, что он 
с о п  р я ж  е н с данным . Эллиптический П .  сопряжен с 
гиперболическим , параболический - с параболиче
с:ким . 

Любой П .  окружностей я вляется пересечением двух 
свяаок окружностей.  

П у ч о к с ф е р - однопараметрическое семейство 
сфер, линейно зависящее от п араметра .  Любые две 
сферы П. переевкаются по нек-рой окружиости дейст
вительноrо , нулевого или мнимого радиуса . В первом 
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случае П. сфер паз. э л л и п т и ч е с к и м, оп состоит 
из всех сфер, проходящих через данную окружность ;  
во вто:ром п а  р а б  о л и ч е с к и м, П .  состоит из 
всех сфер, касающихся друг друга в общей точке; в 
третьем - г и п е р б о л и ч е с к и  м, П .  состоит из 
всех сфер ,  ортогональных к пек-рым трем давным сфе
рам, пересекающимся в двух точках. 'У П. сфер имеется 
так паз . р а д  и к а л ь  и а я п л о с к о с т ь , каждая 
точка к-рой J:JMeeт одинаковую степень (различную для 
разных точек) относительно сфер П . ;  центры всех сфер 
П .  лежат па одной прямой, перпендикулярпой ради
кальпой плоскости . 

П .  сфер является пересечением трех сетей сфер, 
центры к-рых не лежат па одной прямой . 

В проективпой геометрии а л г е б р а и ч е с к и м 
п у ч к о м . п р я м ы х  паз .  множество всех прямых 
проективпои плоскости , координаты и1 ,  и 2 ,  и8 к-рых 
удовлетворяют уравнению 

F (и1 , и2 , и3) = О , 
где F (и1 , и2 ,  и3) - !!е равный тождествепво пулю 
многочлен , одпородпыи относительно перемеппых и1 1  
и 2 , и3 ; степень многочлена F паз .  с т е п е и ь ю (или 
п о р  я д к о м) П. прямых . Алгебраический П. прямых 
п е р в о г о п о р я д к а задается уравнением 

а1и1 + а2и2 + а8и3 = О 
и представляет собой множество всех прямых , проходя
щих через точку с координатами (а1 , а2 , а3) .  

Алгебраический П . прямых в т о р о г о п о р я д
к а аадается уравнением 

f 11и� + fz2и� + /sаи: + 2/12и1и2 + 2/1зи1из + 
+ 2/zзи2иа = 0 , /ij = /ji • i ,  j = 1 ,  2 ,  3 ,  

где f ij - действительные числа , среди к-рых по  крайпей 
мере одно отлично от пуля .  Если дискриминант li= = 1/ ij l ,  i= 1 ,  2 , 3 ,  отличен о т  пуля , П . прямых второго 
порядка паз .  в е в ы  р о ж  д е в и ы м, если li= O -
в ы  р о ж  д е и и ы м .  Каждый певырождепвый П .  
второго порядка является множеством касательных к 
невырожденвой линии второго порядка;  каждая невы
рожденная линия второго порядка является огибающей 
нек-рого невырожденного П . второго порядка.  

Лит. : [1 ] П о  с т н и к о в М.  М . ,  .Аналитическая геометрия 
М . , 1973 .  А .  Б .  Ива-ков : 

ПФАФФА ПРОБЛЕМА - проблема описания ин
тегральных мпогообразий максимальпой размерности 
для системы Л фаффа уравпепий 

е а. = о ,  а =  1 ,  . . . , q ,  
задаваемой набором И<� q дифференциальных 1 -форм в 
век-рой области Mc iR.n (или на век-ром многоооразии) ,  
линейно вевависимых в каждой точке. Подмногообразие 
NcM ваз . и :в т е г р а л ь п ы м  м н о г о о б р а з и
е м системы ( *) , если оГраничение форм е а. па N тож
дествепво равно пулю. П .  п. была поставлева И .  Пфаф
фом (J . Pfaff , 1814) . 

С геометрич . точки зрения система (* ) определяет 
(п-q)-мервое распределение (Пфаффа стру-птуру) 
в М , т .  е .  поле 

х � Рх = {у Е Rn l е� (у) = О} , х Е м , 

(п -q)-м:ерпых подпрострапств , а П .  п. состоит в опи
сании подмпогообразий максимальпой возможной раз
мерности , касающихся этого поля . Важность П . п .  
определяется тем , что интегрирование произволького 
уравнения с частными производпыми может быть еве
депо к (соответствующим образом уточненной) П. п .  
Напр . , интегрирование уравнения 1 -го порядка 

F (xi , и , диfдхi) = О 

25 * 

сводится к П .  п .  для уравнения Пфаффа e=�cdи -p;dxi= O 
па многообразии (вообще говоря , с особенностями) ,  
задаваемом в пространстве 1R 2n + 1 уравнением 

F (xi , и ,  Pi) = О .  
Вполне иптегриууемая система Пфаффа (а также 

одно уравнение Пфаффа постояиного класса) локально 
может быть приведепа к простому кавонич. виду.  
В этих случаях решение П.  п .  сводится к решению обык
новенных дифференциальных уравнений .  В общем слу
чае (в классе гладких фув'Кций) П. п .  не решена ( 1 983) . 
В аналитич. случае П .  п. была рещеиа Э .  Картавом (Е . Cartan) в его теории систем в ииволюции. Формули
ровка основпой теоремы Картава основана на понятия 
регулярного интегрального элемента . k-мерпое подпро
странство Ek касательного пространства ТхМ паз . k
м е р п ы м  и н т е г р а л ь н ы м  э л е м е н т о м  
системы (* ) , если 

еа. (Ek ) = O , аеа. (Ek Л Ek) = O , tt = 1 , . . .  , q .  
Подпространство S (Ek) к�каса,.ельпого пространства 
т;м, порождеппое 1 -формами e a. l x • E k J d8a.lx , где J - операция впутрепвего умножения , паз . п о  л я р
п о й  с и с т е м о й  интегрального элемента Ek. Ин
тегральный элемент Ek паз . р е  г у л я р  н ы м, если су
ществует такой флаг Ek�Ek н� . . . �Е1�0, для 
к-рого 

dim Ei = i , dim S (E;) = max dim S  (E t) , 
где максимум берется по всем i-мерпым интегральным 
элементам Ei ,  содержащим E i_ 1 • Т е о р в м а К а р
т а н а утверждает следующее: пусть N есть k-м:ерпое 
интегральное многообразие системы Пфаффа с апа
литич. коэффициентами и для нек-рого х Е N касатель
ное пространство Т xN является регулярным интеграль
ным элементом . Тогда для любого интегрального эле
мента Ek+ l� TxN размерности k+ 1 существует в век
рой окрестности точни х интегральное многообразие 
N, локально содержащее N, длл к-рого Ek + 1 = TxN· 
Теорема Картава была обобщена па произвольвые диф
ференциальные системы, задаваемые идеалами в алгебре 
дифференциальных форм па многообразии (т е о р е м а 
К а р т а и а - К э л е р а ) .  

Лит . :  [1 ]  R а р  т а н Э . , Внеmние дифференциальные сис
темы и их геометрические nриложения,  пер. с франц. , М . ,  1 962 ;  
[2] е г о ж е ,  Интегральные инварианты, пер . с франц. , м.
Л. , 1 114 0 ;  [3] Р а ш е в с к и й  П R. , Геометрическая теория 
уравнений с частными nроизводными, М.- Л. , 1 9 4 7 ;  [4] С т е р  н
б е р  г С . ,  Лекции по дифференциальной геометрии , пер . с англ . ,  
М. , 1 970 .  Д. В .  Алепсеевспий. 

ПФАФФА СИСТЕМА - система Пфаффа уравпепий 
(см . также Пфаффа стру-птура) . 

ПФАФФА СТРУКТУРА, р а с п  р е  д е л е н и е ,
векторное подрасслоение n : Р -+ М касательного рас
слоения Т М -+ М многообразия М. Размерность р 
слоев Рх= :л - 1 (х) ваз . р а з м е р н о с т ь ю  П .  с. :rt ,  
а число q= n-p (где n= d im М) - р а и г о м ,  или к о
р а з м е р н о с т ь ю . П .  с. размерности р можно рас
сматривать как поле р-мерпых nодпространств х 1-+ Р х 
па многообразии М .  

Обычно П .  с .  задают системой Пфаффа уравпепий 
81= . . .  = 8q= O  или , двойственным образом , указанием 
векторных полей,  значения к-рых в произвольпой 
точке х Е М образуют базис подпространства Р х .  

Подмногообразие Nc.M ваз. и н т е г р  а л ь н ы м 
м н о г о о б р а з и е м  П .  с . ,  если TxNCPx для всех 
x E N.  П. с. ваз. в п о л  н е и н т е г р  и р у е м о й , 
еели через каждую точку х Е М nроходит р-мерное ин
тегральное мноrообразие или, что эквивалентно , если 
локально она может быть задана системой уравнений 
Пфаффа dy1= . . .  = dyq= O, где yl , . . .  , yn - пек-рые 
локальные координаты в М. Это попятие соответствует 
п�пятию вполне интегрируемой системы уравнений 
Пфаффа . Пусть Г (:л) - пространство сечений рас-
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слоения :n; : Р - М, а L (л) - пространство дифферен- где Р, Q, R - функции от х, у ,  z , а условие (2) полной 
циальных 1 -форм, обращающихся в нуль на Р. Соглас- интегрируемости принимает вид 
но т е о р е м е Ф р о б е н и у с а ,  П .  с .  :n; вполне инте- р (!!!l__ дR ) + Q (дR _ дР ) + R ( дГ __ д Q ) = О грируема тогда и только тогда , когда пространство дz ду дх д z ду ах 
Г (:n) является подалгеброй алгебры Ли D (М) вектор
ных полей на М или, что эквивалентно , если идеал , 
порожденный пространством L (л ) в алгебре Q (М) 
дифференциальных форм, замкнут относительно опе
ратора внешнего дифференцирования . 

(4) 

Пусть А (:n ) - алгебра Ли инфинитезимальных 
автоморфизмов П .  с. :n , т .  е .  множество векторных 
полей Х Е Г (:п) ,  для к-рых [ Х , Г (:п)]с Г (л) . Алгебра 
А (л) есть подалгебра алгебры Ли D (М) и одновре
менно модуль над кольцом F (М) гладких функций на М. 
Фактормодуль Г (л)/А (л) характеризует степень неин
тегрируемости П .  с .  

П .  с .  :n; наз. р е  г у л я р н о й, если размерность про
странства A p (n)= {Хр , К Е А  (:n) } не зависит от р Е М. 
В этом случае А (:n)  есть пространство сечений вполне 
интегрируемой П .  с. :n; ' : P'= U p e MAp (n) - M, к-рая 
наз . х а р а к т е р и с т и ч е с к о й с и с т е м о й 
П .  с .  :n; .  Ранг структуры л '  наз .  к л а с с о м П .  с. :n; ,  
о н  равен наименьшему возможному числу координат 
локальной системы координат , через к-рые выражаются 
все 1-формы из L (л) . Класс регулярной П. с. ранга 1 
(т .  е .  поля гиперплоскостей) нечетен и образует пол
ную СИСII'ему локальных инвариантов: локально в век
рой системе координат yi П .  с . класса 2k+ 1  задается 
уравнением Пфаффа 

dy1 + y2 dyз +  . . .  + y2k dy2k + 1 = 0 . 

Другим важным локальным инвариантом П .  с. яв
ляется ее р о д ,  указывающий размерность максималь
ных интегральных неособых многообразий (см . Пфаффа 
проблема) . Полная система локальных инвариантов 
П. с. размерности р при 1 < р < n - 1 неизвестна . 

П .  с. можно рассматривать как G-структуру беско
нечного типа , где G - группа линейных преобразова
ний пространства IR n , оставляющих инвариантной 
р-мерную координатную плоскость . Ее структурная 
функция 1 -го порядка соответствует F (М)-билиней
ному отображению с : Г (:n) Х Г (л) - D (М)!Г (:n ) , к-рое 
определяется коммутированием векторных полей . Про
странство А (:n ) совладает с ядром векторнозначной 
билинейной формы с . 

Лит.  см . при ст. Пфаффа nробле�tа . Д. В. Алехсеевс»нй. 
ПФАФФА УРАВНЕНИЕ - уравненпе вида 

(J) = а1 (х ) dx1+ . . .  +ап (х) dxn=O , n�3 , ( 1 )  

где x E D c iR.n , ы - дифференциальная 1-форма , фунн
ции ai (х) ,  j= 1 ,  . . .  , n , действительнозпачпы. Пусп, 
aj (x) E C1 (D ) и векторное поле а (х ) = (а1 (х) , . . .  , ап (х ) )  
не имеет критич. точек в области D .  

Многообразие Mkc iR.n размерности k;;. 1  и класса С1 
паз .  и н т е г р а л ь н ы м м н о г о о б р а з и е м 
П . у. ( 1 ) ,  если ы=О па Mk . П .  у. наз .  в п о л  н е и н
т е г р и р у е м ы м , если через каждую точку области 
D проходит интегральное многообразие максимально 
возможной размерности n - 1  и притом только одно. 

Т е о р е м а Ф р о б  е п и у с а :  для того чтобы П. у. 
(1) было вполне интегрируемым, необходимо и доста
точно выполнение условия 

dы л ы = 0 . (2) 

В этом случае интегрирование П .  у. сводится к интегри
рованию семейства систем обыкновенных дифферен
циальных уравнений . 

В трехмерном евклидоном пространстве П .  у. имеет 
вид 

(3) 

или 
(rot F ,  F) = O ,  где F = (P , Q ,  R ) .  

В этом случае существуют гладкие фующии ft , и 
(ft =1= О) такие , что 

Pdx + Q dy + Rdz = ftdи , 
и интегральные поверхности П .  у. (3) задаются урав
нениями и (х ,  у , z)= const . Е сли F есть нек-рое сило
вое поле , то поле ft - Ip имеет потенциальную функ
цию , равную и. Если П. у. (3) не вполне интегрируе
мо , то оно не имеет интегральных поверхностей, но 
может иметь интегральные кривые . Е сли заданы про
извольные функции x= x ( t) ,  y= y ( t) , то (3) будет обык
новенным дифференциальным уравнением для z и кри
вая x=x (t) , y= y (t) ,  z= z (t) будет интегральной . 

Постановка задачи об исследовании уравнения ( 1 )  
для произвольного n );. 3 и о приведении дифферен
циальной 1-формы ы к канонич. виду принадлежит 
И. Пфаффу [ 1 ] .  Условие (4) впервые было получено 
Л. Эйлером в 1 755 (см. [ 2] гл .  I X ) .  

Локально любое П .  у .  с помощью гладкой замены 
переменных приводится к виду 

dy0 - � ;= 1 Zj dYJ =� O ,  (5) 

где у0 , • • •  , Ур • z1 , • • •  , Zp - новые независимые пере
менвые (2р + 1 ,;;;;;; n , р ;;;:;. 0) . Число 2р + 1 наз .  к л а с
с о м П .  у. ; здесь р - наибольшее число такое , что 
дифференциальная форма ы 1\ dы 1\ . • • 1\ dы степени 
2р+ 1  не равна тождественно нулю. При р= О  П. у. 
вполне интегрируемо. Функции у0 (х) , . • . , Ур (х) наз. 
п е р в ы м и и н т е г р а л а м и П . у. (5 ) ,  а его 
интегральные многообразия максимально возможной 
размерности n-p -1  задаются уравнениями 

Уо (х) = с0 , • • • , Ур (х) = ср . 
С и с т е м о й П ф а ф ф а наз .  система уравнений 

вида 
ы1 = О,  . . . , ыk = О ,  k < n , (6) 

где x E D c iR.n , Ыj - дифференциальные 1 -формы: 

Ыj = � ;= 1 w1k (x) dxk , j = 1 ,  . . . , k .  

Ранг r матрицы l lwjk (x) l l паз .  р а н  г о м с и с т е м ы  
П ф а ф ф а в точке х . Система Пфаффа паз.  в п о л н е 
и н т е г р и р у е м о й, если через каждую точку х Е и 
проходит интегральное многообразие максимально воз
�южной размерности n-r и притом только одно . 

Т е о р е м а Ф р о б е н и у с а: для того чтобы 
система П ф а ф ф а (6) была вполне интегрируемой, 
необходимо и достаточно выполнение условий 

dw1 1\ w1 1\  . . .  1\ wk = O , j = 1 ,  . . .  , k .  
Задача об  интегрировании любой конечной нелипей

ной системы дифференциальных уравнений с частными 
пронаводными эквивалентна задаче об интегрировании 
нек-рой системы Пфаффа (см. [ 6] ) .  

Получен ряд результатов по аналитич. теории сис
тем Пфаффа . Рассматривалась вполне интегрируемая 
система Пфаффа 

dy == x -Pfdx -1 z - Qgdz 
из т уравнений, где р , q - положительные целые 
числа ,  а вектор-функции f (х ,  у, z) , g ( .т , у, z) голоморф
вы в точке х= О ,  у= О , z = O ;  указаны достаточные 
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уеловил существования голоморфного в начале коорди- Если р (!, D п) < оо , то говорят , что функция j (х) 
нат решепил (см . [ 7] ) ,  приведепы обобщения на большее имеет ограниченную (конечную) П .  в . на D n, а класс 
число пезависимых переменпых. всех таких функций обозначается через Р (Dп) · Э'1'О 

Лит. : [1] Р f а f f J. F. , «Вег! . Abh . •> ,  1 8 1 4-18 1 5 , s. 7 6-135 ;  определение предложил Дж. Пьерпоит [ 1 ] .  Класс [2] Э й л е Р  л . , Дифференциальное исчисление, пер . с лат. , р (Dп) содержит в себе класс А (Dп) фупкциii , имеющих 
М . - Л. , 1 94 9 ,  [3] П е т р  о в с к и й  И Г. , Лекции по теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений, 6 изд. , м . , 1 9 7 0 ;  ограниченную Арцела вариацию па  Dn .  [ 4 ]  Б о г д а н о в Ю .  с ,  Лекции по дифференциальным ураnне- Лит. :  [ 1 ]  Р i е r Р о n  t J . , Lectures on the theoгy of fun-
ниям, Минск , 1 9 7 7 ;  [5] Н а р  т а н Э . , Внешние дифференциаль- ctions of real variaЬles, v. 1 ,  N. У . , 1 959 ;  [2] Н а h n Н . ,  Theorie 
ные системы и их  геометрические приложения ,  пер.  с франц. ,  der reel len Funktionen, B d  1 ,  В . ,  192 1 . Б .  И. Го.лубов . 
М . ,  1 962 ; [6] Р а m е в с к и й П. Н. , Геометрическая теория ПЭЛИ - ВИНЕРА ТЕОРЕМА: функция / E L2 (- оо , 
уравнений с частными производными , М . - л . , 1 947 ; [7] E qua- + оо )  тогда и только тогда обращается в нуль почти 
tions differentielles et systemes de Pfatf dans le champ complexc, всюду вне отрезка [ -А , А 1 , когда ее иреобразование В . ,  1 979 .  М. В .  Федорюп. 

ПФАФФА ФОРМА дифферепциальпая. форма Фурье 
степени 1 .  F (у ) = � : :  f (..с) eixy dx , у Е IR , 

ПФАФФИАН з п а к о п е р е м е н н о й м а т р п-
ц ы Х - многочлен PfX от элементов матрицы Х , квад
рат к-рого равен det X .  Точнее , если Х = l lxu l l  - знако
переменная (т . е .  удовлетворяющая условиям xu = = -xli • xu= O) матрица порядка 2п над коммутативно
ассоциативным кольцом А с единицей, то PfX есть эле
мент кольца А ,  вычисляемый по формуле 

Pf Х = � s е (s) Xi 1j1 • • • xiпin ' 

где суммирование ведетел по всевозможным разбиениям 
s множества {1 , . . .  , 2n } на пепересекающиесл пары 
{ia , ja} , причем считается , что ia < ja , а= 1 ,  . . . , n, 
а е (s) - знак подсталовки 

( 12  . . .  2n - 1  
i1j1 . · · iп 

�n ) . 
l n 

П .  обладает следующими свойствами: 
1 ) Pf (СТХС) = (det С) (Pf Х) 

AJIЛ любой матрицы С порядка 2п ;  
2) (Pf X )2 = det Х; 
3) если Е - свободный А -модуль 

е1 , • • •  , e2n и 
и = � х · ·е · 1\ е · Е N А � i < j lj l 1 , 

n 
Ли = п !  (Pf Х) е1 1\ • . . 1\ e2n ·  

с базисом 

Лит. :  [ 1 ] Б у р  б а к и Н . ,  Алгебра. Модули , кольца , формы, 
пер . с франц. , М . ,  1 966 , А.  Л .  О�<ищип. 

ПЬЕРПОИТ А ВАРИАЦИЯ - одна из числовых ха
рактеристик функции нескольких переменных,  к-рую 
можно рассматривать как многомерный аналог вар иации 
футщии одного переменного . Пусть функция f (х) = 
= f (x1 , • • •  , хп) , n = 2 ,3 ,  . . .  , задана на п-мерном парал
лелепипеде 

D п = [al , Ь 1] Х . . . Х [ ат Ьп] 
и П;:', k= 1 ,  . . .  , n , - разбиение отрезка [ ak , Ьkl на т ,  
т= 1 ,  2 ,  . . .  , равных между собой отрезков точками 

ak = а� < а� < . . . < a'k = bk 
(a� - a�- 1 = (bk - ak) /т , .1' = 1 , . . . , т) . 

Эти разбиt:шил порождают разбиение 

пт = п;п х . . .  х п� 
параллелепипеда D n на mn параллелепипедов d1 , 
d2, • • •  , dтn с ребрами , нараллельпыми координатным 
осям . 

Пусть 
Q (/ , Пm) = � тn 00 (/ , d;·) ,  � J = l 

где w (!, dj) - колебание функции j (х) на 
def 1 Р (! ,  D п) = Sup sup ----=т Q (! , Пm) . 

т пт mn 
dj . Тогда 

удовлетворяет условию 

и лвллетсл ограничением на действительную прямую 
нек-рой целой аналитич. функции F (z) комплексного 
перемениого z,  при'lеМ I F (z) l .;;;;;; eA i z l  для всех z E IC  
(см . ( 1 ] ) . Аналогом П . - В .  т .  паз. описание образа 
нек-рого пространства функций или обобщенных функ
ций па локальпо компактной группе при Фурье преобра
аовапии или другом инъективном интегральном преобра
зовании; чаще всего аналогом П . - В .  т .  наз. описание 
образа пространства С;;" (G) фипитпых бесконечно 
дифференцируемых функций или пространства S (G) 
быстро убывающих бесконечно дифференцируемых 
функций на локально компактной группе G при преоб
разовании Фурье на группе G. Такие аналоги известны , 
в частности ,  для абелевых локально компактных 
груnп,  для нек-рых связных групп Ли , для нек-рых 
подалгебр алгебры С;' (G) на вещественных полупростых 
группах Ли, а также для нек-рых других интегральных 
преобразований. 

Лит. :  [ 1 ] В и н е р  Н. ,  П э л и  Р . ,  Преобразован11е Фурье 
в комплексной облаСТII, пер . с англ. , М. , 1 9 6 4 ;  [2] В л а д и м и
Р о в  В. С. , Обобщенные функции в математической физике, 
М . ,  1 976 ; [3] Г е л ь ф а н д  И .  М . ,  Г р а е в  М .  И . ,  В и л е н
к и н Н. Я . ,  Интегральная геометрия и некоторые связанные с 
ней вопросы теории представлений,  М . , 1962 ;  [4] Ж е л о б е н
к о д. П. , Гармонический анализ на полупростых комплексных 
группах Ли ,  М . ,  1 9 7 4 ;  [5] Р у  д и н У . , Функциональный ана
лиз, пер . с авгл. , М. , 1 97 5 .  А .  И .  Штер!i. 

ПЮИЗЁ РЯД - см. Ветвмиия. точка . 

ПЯТЫИ ПОСТУ ЛАТ , а к с и о м а п а р а л л е л ь
н о с т и Е в к л и д а , - через точку Р вне прямой 
А А '  в плоскости, проходящей через Р и А А ' , можно 
провести лишь одну прямую, не иерееекающую А А ' . 
В <<Началах» Евклида П .  п. был приведен в следую
щей эквивалентной формулировке : <<И если прямая,  
падающая на две прямые , образует внутренние и по 
одну сторону углы, меньшие двух прямых, то продол
женные неограниченно эти две прямые встретятся с той 
стороны, где углы меньше двух прямых>> (см . [ 1 ] ) . У ком
ментаторов Евклида возник взгляд, что это предложе
ние можно доказать , опираясь на остальные аксиомы . 
Попытки доказательств возникли еще в Древней Гре
ции .  Эти попытки продолжались на Средневековом 
Востоке , а затем в Западной Европе . Если не говорить 
о прямых логич. ошибках, то обычно нелвно (а иногда 
и с отчетливым пониманием) вводилось предположение , 
не выводимое из остальных аксиом,  к-рое оказывалось 
таким образом эквивалентным П. п. Напр. , расстояние 
между параллелями ограничено, пространство допус
кает <<простое>> (поступательное) движение (все траек
тории - прямые линии) , две сближающиесл прямые 
всегда пересекаютсл , существуют подобные не равные 
фигуры , сумма углов треугольника равна двум прямым и др. Дж. Сакиери ( G. Saccheri , 1 733) рассматривал 
четырехугольник с прлмьши углами при основании и 
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равными боковыми сторонами . Ранее такой четырех
угольник рассмотрел Омар Хайям ( 1 1 -12  вв . ) .  Из трех 
возможных гипотез об остальных двух равных углах 
(они тупые , они острые , они прямые) он стремился от
вергнуть две первые , т . к . из третьей вытекал П. п .  
Дж. Саккери удалось привести к противоречию следст
вия из первой гипотезы , во он совершил логич .  ошибку 
в опровержении гипотезы острого угла .  И.  Ламберт 
( J . Lambert , 1 766, опубл . 1 786) при авалоrичвом 
подходе опровергнул гипотезу острого угда , тоже со
вершив при этом серьезную ошибку . Он выс:казал пред
положение , что такая rеометрия осуществляется на мни
мой сфере . А. Лежандр (А. Legendre, 1800) в первых 
пзданиях учебника «Элементы геометрии» исходил из 
суммы S углов треугольника . Опровергнув гипотезу 

S > 2d ,  он допустил ошибку при выводе следствий и з  
гипотезы S < 2d ,  а именно , он иеявио ввел аксиому, 
что для любой точки внутри острого угла существует 
прямая , проходящая через эту точку и иерееекающая 
обе стороны угла . Решение проблемы П. п. (точнее 
се снятие) было получено путем создания Н . И. Лоба
чевским ( 1826) геометрии , отрицающей П. п .  Из непро
тиворечивости Лобачевского геометрии следует незави
симость П. п .  от др. аксиом евклидоной геометрии . 

Лит. : [ 1 ]  Начала Евмлида,  пер . с rреч. , т. 1 -3 , М.- л . , 
1 948- 5 0 ;  (2] R а r а н В . Ф. , Основания геометрии , ч . 1 ,  М . 

л. , 
1 949 'i (3] Е ф и м  о в 

Н .  В. , Высшая 
геометрия, 5 изд. , 

м . ,  1 9 7 1 ; [4 О б  основаниях геометрии . Сб . МJrассичесних работ 
по геометрии Лобачевсмого . . . , м . ,  1 956 ;  [5] Р о з е н ф е л ь  д 
Б. А. , История неевмлидовой геометрии , М . ,  1 97 6 .  

Б .  Л. Ла11тев, 
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Р ААБЕ ПРИЗНАК с х о д и м о с т и ч п с л о-

в ы х р л д о в: ряд ,., ." an сходится , если при доста-"""'n= 1 
точво больших n выполняется перавеяство 

R n = n (�- r) ;;:;=. т , где r > 1 ;  a n + 1  

если Rn ....;: 1 ,  начинал с нек-рого номера n ,  то  ряд рас
ходится.  

Установлен Й. Раабе (J . Raabe) . Е. Г. Соболевская. 

РАВЕНСТВА АКСИОМЫ - аксиомы, регулиру
ющие употребление отношения равенства в математич. 
доказательствах . Аксиомы эти утверждают рефлексин
ность отношения равенства и возможность замены рав
ного равным. Символически Р. а. заnисываю,.сл так : 

Х = Х , 

х = у  /\ <р (yfv) ;> <р (xfv) , 

х = у ::::::;;> t (yfv) = t (xfv) , 

где <р - nроизвольпал формула ,  а t - произвольныi\ 
терм рассматриваемого языка ; х , у , v - переменные , 
имеющие одну и ту же неnустую область изменения ; 
выражения вида <р (xl v) и t (xl v) обозначают результат 
замены всех свободных вхождений переменной v в фор
муле <р или терме t на х . 

С nомощью Р .  а .  можно доказать симметричность и 
транзитивность отношения равенства .  Для этого в 
качестве <р надо взять формулу у= v в первом случае и 
формулу v= z во втором. 

Если формулы и термы рассматриваемого языка стро
ятел из атомарных формул и термов с помощью логич. 
связок и суnерпозиций, то приведеиные Р. а. можно 
вывести из их частных случаев , когда в качестве <р 
и t берутел атомарные формулы и термы . Символи
чески: 

х; = У; /\ Р (х1 , • . . , х; ,  . . .  , хп) ;> Р (х1 , • • •  , У; ,  . . . , xn) , 
X; = Y; :::::;;> f (xl , . . .  , х ; ,  . . .  , Xn) = f (xl , . . .  , У ; , ' . . .  , хп) , 

где Р и f суть п-местные предикатный и фующиональ
ный СИМВОЛ Ы .  В . Н. Гришин.  

РАВНОВЕЛИКИЕ И РАВНОСОСТАВЛЕННЫЕ ФИ
ГУРЫ - две фигуры в IR2 , имеющие равные площади и 
соответственно два многоугольника М1 и М2 такие , что 
их можно разрезать на многоугольники так ,  что части, 
составляющие М1 , соответственно конгруэнтны частям, 
составляющим М 2 • 

Для IRn , n :;;;;. 3 , равновеликость означает равенство 
объемов ; равносоставленность многогранников опреде
ляется аналогично с IR2 • Эти понятия обобщаютел также 
на неевклидовы геометрии . 

Площадь (многоугольника) есть функция s (М) , удов
летворяющая следующим аксиомам: 

(а) s (М) :;;;;. О для любого многоугольника М ; 
(� )  если М есть объединение многоугольников 

М1 , • • .  , .Mk, попарно не имеющих общих точек, то 
s (М) = s  (М1) +  . . .  + s  (Mk) ;  

(у) если J\1!1 и М2 конгруэнтны , то s (M1)= s (M2) ; 

(б) площадь квадрата , стороной которого лвлпется 
едивица длины, равна 1 .  

С помощью этих аксиом определяется площадь пря
моугольника .  

Т е о р е  м а .  Если два многоугольника равносостав
лены, то они равновелики . 

На этой теореме основан м е т о д р а з б и е н и я , 
известный еще Евклиду: для вычисления площади мно
гоуголъника пытаются разбить его на конечное числ? 
частей, из к-рых можно составить фпгуру известнои 
площади .  Напр . ,  параллелограмм равносоставлен с 
прлмоугольником, имеющим то же основание и ту же 

...__.__;j _/ 
Рис. 1 .  Рис. 2 .  

высоту (см .  рис .  1 ) ;  треугольник равносоставлен с па
раллелограммом, имеющим то же основание и вдвое 
меньшую высоту (см . рис . 2) . Таким образом, вел теория 
площадей многоугольников может быть построена на 
основе теоремы о площади прямоугольника . 

Существует и другой способ вычисления площадей, 
основанвый на аксиомах (�) и (у) , - м е т о д д о п о  л
н е н и л .  Два многоугольника наз . р а в н о д о п о  л
н л е м ы  м и ,  ес
ли ИХ МОЖНО ДО· 
полнить соответ
с:rвенно конгру
энтными частями 
так ,  чтобы полу
чились конгру

Рис.  3 .  

энтные многоугольники . Напр . ,  параплелограмм и прл· 
моугольник с одинаковыми основаниями и одина
ковыми высотами равнодополняемы (см . рис . 3) и потому 
равно велики. 

В евклидоной плоскости два многоугольника в том 
и только в том случае равновелики , если они равносо
ставлены (а также если они равнодополнлемы) . Анало
гичная теорема справедлива в плоскости Лобачевского 
и в эллиптической плоскости . Напротив, в неархи
медовой геометрии эквивалентны лишь равновеликость 
и равнодополнлемость ; равновеликость же им не экви
валентна . 

Теория объемов в IR3 базируется на аксиомах (а) , 
(�) , (у) ,  (б) , аналогичных аксиомам площади.  Однако 
для вычисления объема тетраэдра со времен Евклида 
используется предельный переход («чертова лестница>> ) ,  
а в современных учебниках - интеграл , определение 
к-рого также связано с предельным переходом . Обосно
вание использования <<лишнегО>> (по сравнению с пла
ниметрией) предельного перехода , доказательство 
того, что методами разбиения и дополнения невозможно 
вычислить объем произвольного тетраэдра , составили 
третью проблему Гильберта .  В 1 900 М . Ден (М . Dehn) 
решил третью проблему, доказав ,  что правильныл 
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тетраэдр и равновеликий ему куб не равносоставлены . 
Для равносоставленкости двух равновеликих много
гранников М1 И М2 В /R3 необХОДИМО И ДОСТаТОЧ
НО, чтобы для каждого инварианта Дева f (М) (пек-рой 
функции от длин ребер и величин соответствующих 
двугранных углов, см . [ 2] )  выполнялось равенство 
1 (Mt)= f (М2) .  

Имеются многомерные обобщения инвариантов Дева , 
с помощью к-рых сформулировано необходимое условие 
равносоставленкости и доказано, что при n � 3 пра
в�льный п-мерный симплекс не равносоставлен с рав
новеликим ему кубом . В IR4 необходимое условие 
равносоставленкости является также и достаточным. 

Пусть G - пек-рая группа движений плоскости . 
Два многоугольника М1 и М2 паз . G-к о н г р  у э н т
н ы м и, если существует такое движение g Е G, что 
g (M1) = M2 • Два многоугольника М1 и М2 паз.  Gp а в н о с о с т а в л е н н ы м и, если их можно раз
резать на части таким образом, что части , составляю
щие М1 , соответственно конгруэнтны частям, состав
ляющим М 2 • Аналогично определяется G-раваосостав
ленность многогранников . 

Пусть S - группа движений, состоящая из всех 
параллельных переносов и центральных симметрий . 
Понятия равносоставленнос·rи и S-равносоставлениости 
в IR2 эквивале.итны . В частности , равновелиние много
угольники можно разбить на части таким образом, что 
соответствующие их части не только конгруэнтны, но и 
имеют соответственно параллельные стороны. 

Равносоставленкость в том и только в том случае эк
вивалентна G-равносоставленности , если G-:=JS в случае 
IR2 и Gc:..D0 в случае IR3 , где D0 - группа всех движе
ний, сохраняющих ориентацию. 

Ниже приводится определение флаговых инвариантов , 
позволяющих дать необходимое и достаточное условие 
Т-равносоставленности, где Т - группа всех параллель
ных переносов . Пусть IR.n - 1 , • • •  , IR.i , 1 � i � п-1 , 
такая последовательность подпространств простран
ства IR.n,  что /Rn - 1-:=J . . . -:=J IRi (верхний индекс означает 
размерность) .  Пусть , далее , для каждого j= i+ 1 ,  • • •  , n 
Фиксировано одно из двух полупространств , на к-рое 
�i разбивается подпространством IRi - 1 ;  это полупро
странство паз . «положительныМ>> и обозначено через 
Pl . Последовательность Ф= (Pn , . . .  , pi + 1 )  паз . ф л а
г о м порядка i в /Rn . Пусть , наконец, Q= (мn - 1 , • • •  , 
Mi) - такая последовательность граней многогранаи
ка мnc:.. IRn,  что мn - 1-:=J • • .  -:=JMi . Если Mi i iiRi для 
всех j = i ,  . . . , n - 1 ,  то полагают 

НФ ( Q ) = Bn - 1 '  • • •  · B i 1 Mi 1 ,  
где 1 Mi 1 есть i-мерный объем грани .М'' , а . в i= ± 1 
в зависимости от того, примыкает ли MJ + 1  к Ml с поло
жительной стороны или нет . 'Если же Mi '11- IR.i хотя бы 
для одного j , то Н Ф (Q)= О ;  Н Ф (Mn) - сумма �Н Ф (Q) 
по всем последовательностям Q, составленным из граней 
многогранника мп . 

Два равновеликих �шогогранника в том и только в 
том случае Т-равносоставлены ,  если для каждого 
флангового инварианта Н Ф его значения на этих мно
гогранниках одинаковы. 

Многогранник мnc:.. /Rn наз . k-к р а т н о й с у м м о й  
М и н к о в с к о г о ,  если существуют такие много
гранники N1 , • • .  , Nk. (положительных размерностей) , 
несущие плоскости к-рых порождают разложение прост
ранства IR.n в такую прямую сумму, что мn = N1+ . . .  + + N k (в смысле векторной суммы множеств) . Многогран
ник называется принадлежащим классу Зk• если мп 
можно разбить на конечное число многогранников , 
каждый из к-рых Т-равносоставлен с многогранником,  
представляющимся в виде k-кратной суммы Мин
:ковского. 

Многогранник мп Е Зk в том и только в том случае , 
если НФ (Мn)= О  для всех флаговых инвариантов НФ 
порядков , меньших k .  

Пусть Г - группа , состоящая из всех гомотетий с 
положительными коэффициентами и параллельных пе
реносов . В IR.n любые два многогранника Г-равносостав
лены . Рис . 4 иллюстри
рует Г-равносоставлен
ность треугольника и пря
моугольника (одинаковы
ми цифрами обозначены 
Г-конгруэнтные много
угольники) . 

Пусть при гомотетии с 
коэффициентом Л > О 
объем п-мерного много
гранника увеличивается 
в Л,n раз .  Если принять Рис. 4 .  
это утверждение как ак-
сиому, то объем любого многогранника может быть 
найден методом разбиения . 

Пусть группа движений G в п-мерном евклидовом , 
гиперболическом или эллиптич. пространстве почти 
транзитивна (т.  е .  орбита точки всюду плотна ) ;  два 
многогранника в этом пространстве тогда и только тог
да G-равнодополняемы , когда они G-равносоставлены . 

Лит. :  [1 ]  Проблемы Гильберта , М. , 1 9 6 9 ;  [2] Б о л т л н
с к и й в. Г. ,  Равновеликие и равносоставленные фигуры, М. , 1 95 6 ;  [3] е г о ж е, Третья проблема Гильберта , М. , 1 97 7 ; 
[4] Х а д в и г е р  Г. , Лекции об объеме, площади поверхности 
и изопериметрии , пер . с нем . , 1 96 6 ;  [5) 1 е s s е п В . ,  Т h o-
r u р А. , <cMath. Scand. >> ,  1 97 8 ,  v. 4 3 , fasc. 2, р. 2 1 1-40 . _ 

В .  Г. БоJtmянсхии. 
РАВНОВЕСИЯ ПОЛОЖЕНИЕ системы обыкновен

ных дифференциальных уравнений 

X = f  (t , х) ,  х Е IR. n , (*) 
- точка � Е IR.n такая, что х= � является (постоянным по 
времени) решением системы (*) ; Р .  п. паз .  также и само 
это решение . Точка � Е IR.n есть Р .  п .  системы (*)  тогда и 
только тогда ,  когда 

f ( t , �) = О при всех t . 
Пусть х= <р ( t) - произвольвое решение системы (*) 

Замена переменных х= <р (t) + y переводит это решение в 
Р .  п. у= О  системы 

y = F ( t , у) ,  F ( t , у) = / ( t , <р ( t ) + y) - f (t , <р ( t ) ) . 

Поэтому, напр . ,  в теории устойчивости без ограничения 
общности можно считать, что речь всегда идет об иссле
довании устойчивости Р .  п. в начале координат IR.n . 

Р .  п. х= О  неавтономной системы (*) часто паз .  
т р и в и а л ь н ы м ,  или н у л е в ы м ,  р е ш е н и
е м, а термин Р .  п. предпочитают использовать в теории 
автономных систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений и в теории динамич . систем . Здесь употреб
ляется много синонимов этого термина: о с о б а я 
т о ч к а ,  н е п о д в и ж н а я т о ч к а ,  с т а ц и о
н а р н а я т о ч к а, т о ч к а п о к о я ,  с о с т о я
и и е р а в н о в е с и я .  Н. Х .  Роаов . 

РАВНОВЕСИЯ СООТНОШЕНИЕ - соотношение, 
выражающее связь между ростом функции f (z) , меро
морфной при l z l < R � оо , и ее распределением 
значений (ем . Распределепия апачепий теория) .  Каждая 
мераморфная функция f (z ) обладает следующим с в о й
с т в о м р а в и о в е с и я: сумма ее считающей функ
ции N (r ,  а, f) ,  характеризующей плотность распреде
ления а-точек f (z) ,  и фун:кции приближения т (r ,  а, f) ,  
характеризующей скорость среднего приближения 
f (z) к данному числу а, остается инвариантной для 
различных значений а .  Наиболее эффективны м Р .  с .  
становится при использовании сферич . метри:ки. 
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[ а , Ь ] = 
J a - b l 

V 1 + 1 a i • · V 1 + 1 Ь I •  

означает сферич. расстояние между двумя числами 
а и Ь и пусть для каждого комплексного числа а 

о 1 � 2 :rt  f 
m (r , а , f) = 2n 0 ln [ ·е l d8 - a (a , /) , 

f (rel ) , а 
где 

l z l n 
а (а , !) = !i�0 ln 

[/ ( z ) , а] 

а n= n (0 , а, /) означает кратность а-точки f (z) при z= О.  
При т -+  R функция ,;,_ (r, а , f) отличается от невавлив
вовекой функции приближения т (r, а, /) на ограни
ченвое слагаемое . Поэтому на окружиости l z l = r  < R 
функция � (r, а , !) по-прежнему характеризует среднюю 
скорость приближения f (z) к числу а . Имеет место сле
дующее утверждение . Для каждого значения r, О ..;;: ..;;:r < R ,  любого комплексного числа а из расширенвой 
комплексвой плоскости и для произвольвой мероморф
вой при l z l  < R ..;;:оо функции f (z) выполняется ра
венство (с о о т в о ш е в и е р а в в о в е с и я) :  

� (r , a , f) + N (r , a , /) = ,;" (r ,  оо , f) + N ( r , оо ,  !) , 

гnе 
r r о dt 

N (r ,  а , !) = J 0 [n ( t , а , f ) - n ( , а , / ) ]  -т + 
+ n  (0 , а , !) ln r ,  

а n ( t , а ,  / )  означает число а-точек f (z ) ,  попавших в 
круг {z : l z l ..;;: t } . 

После основополагающих работ Р .  Неваплиины [ 1 ]  
Р .  с .  были перенесены на р-мерпые целые кривые (см. 
[ 3) ) и на голоморфвые отображения (см. [4] , [ 5] ) .  

Лttт. : [ 1 ] N е v а n 1 i n n а  R . •  Ana1ytic tunctions, N.  У . 
в . . 1 9 7 0 ;  (2 ]  В и т т и х  Г. , Новейшие исследования по однознач
ным аналитическим фуннциям, пер . с нем . •  М . •  1 960 ;  (3] W е
У 1 Н. , Meromorphic functions and. ana1ytic curves, Princeton, 
1 94 3 ;  (4] Ш а б а т Б. В . ,  Введение в номпленсный анализ ,  2 
изд. , ч. 2, М . ,  1 9 7 6 ;  [5] Г р и ф  ф и т с  Ф . ,  Н и н  г Д ж. , Теория 
Неваплиины и голоморфвые отображения алгебраических мно
гообразий ,  [пер . с англ. ) ,  М . ,  1 976 .  В .  П.  Петреn?tо. 

РАВНОМЕРНАЯ АЛГЕБР А - замкнутая относи
тельно равномерпой сходимости подалгебра А алгебры 
С (Х) всех непрерывных комплексных функций па ком
иакте Х ,  содержащая все функции-константы и разде
ляющая точки компакта Х .  Последнее условие озна
чает , что для каждой пары х , у различных точек из Х 
в алгебре А имеется функция / , для к-рой f (х) =1= f (у) . 
Р . а .  обычно снабжают suр-пормой: 

� H = sup 1 1 (х) 1 · 
х 

При этом 1 1/2 1 1  = 1 1/ 1 12 • Каждая бапахова алгебра с еди
ницей (даже без предположения коммутативпости) , 
норма в к-рой подчинена последнему условию, изоморф
па век-рой Р .  а .  

Р .  а .  составляют важный подкласс класса "о.м..м.у
тативпых бапаховых а.л,гебр над полем С комплексных 
чисел .  

Каждой точке х Е Х отвечает гомоморфизм <рх : А -+ 
-+ IC , действующий по правилу <рх (/)= f (х) . Поэтому Х 
естественпо топологически вкладывается в пространство 
максимальных идеалов алгебры А и при соответствую
щем отождествлении поглощает границу Шилова . При 
изучении Р .  а .  важную роль играют т о ч к и п и к а 
(т . е .  такие точки из Х ,  в к-рых достигается строгий 
максимум модуля хотя бы для одного элемента и з  А ) , 
мультипликативпые вероятностные меры па Х (т .  е .  
представляющие меры гомоморфизмов и з  А в С )  и 

ортогональные к А меры на Х . Многие конкретные 
результаты, отпосящиеся к Р. а . ,  касаются связей 
между этими объектами. 

Р . а. ваз . с и м м е т р и ч н о й, если вместе с каж
дой функцией к алгебре принадлежит и комплексно 
сопряженная ей функция . Согласно теореме Стоуна -
Вейерштрасса , каждая симметричная Р .  а .  на комиакте 
Х совпадает с С (Х ) . Полярный класс составляют т. в .  
а и т и с и м м е т р и  ч в ы  е Р .  а . ,  вовсе не  содержа
щие действительных функций, кроме констант . Типич
ный пример - алгебра всех функций, аналитических в 
открытом единичном диске комплексвой плоскости и не
прерывных в его замыкании (диск-алгебра) . Т е о р е
м а Ш и л о в а - Б и ш о п а: каждая Р . а .  опреде
ленным способом может быть «склеена>> из автисиммет
ричвых .  Известны и более тонкие классификационные 
теоремы . Вместе с тем ПJ!Оизвольвые Р .  а .  не сводятся 
к алгебрам аналитич. функций типа диск-алгебра .  
Напр . ,  можно сконструировать такую Р .  а .  н а  одно
мерном компакте , который совпадает с ее простравст
вом максимальных идеалов, что все точки комиакта 
являются точками пика и одновременно среди эле
ментов алгебры только тождественвый нуль может 
принимать нулевое значение на непустом открытом под
множестве . 

Лит . :  [ 1 ]  Г а м е л и н Т . ,  Равномерные алгебры , пер. с 
англ . М. 1 97 3 . Е. А. Гори11 .  

РАВНОМЕРНАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ - свойство 
функции (отображения) f : Х -+ У, где Х и У - метрич. 
пространства , означающее , что для любого е > О  су
ществует такое 1\ > О , что для всех х1 Е Х ,  х2 Е Х ,  удов
летворяющих условию р (х1 , х2) < 1\ , выполняется 
веравенство р (! (х1) ,  1 (х2) ) < е . 

Если отображение f : Х -+ У непрерывно на Х и 
Х - компакт ,  то f равномерно непрерывно на Х . 
Композиция равномерно непрерывных отображений 
равномерно непрерывна . 

Р . н. отображений встречается и в теории топологич. 
групп . Напр . ,  отображение f : Х0 -+ У, где Х0с::. Х ,  Х 
и У - топологич. группы, паз. р а в н о м е р н о 
н е п р е р ы в н ы м, если для любой окрестности 
и у единицы группы У существует такая окрестность 
их единицы группы Х ,  что для любых элементов х1 Е Х о . 
х2 Е Х0 , удовлетворяющих условию х1х21 Е их (со
ответственно х11

х2 Е и у). выполняется включение 
f (x1) [/ (х2) ] - 1 Е иу ( соответственно [ / (x1) ] - 1f (x2) E  иу). 

Попятие Р .  н. обобщается на отображения равпо.м.ер
пых прострапств . 

Лит. : ( 1 ]  Н о л м о г о р о в  А. Н. , Ф о м  и н С .  В . ,  Элемен
ты теории фуннций и фуннционального анализа , 5 изд. , М . , 
1 9 8 1 ; [2] П о  н т р я г и н Л. С . ,  Неnрерывные групnы, 3 изд. , 
М . , 1 9 7 3 ;  [3] Н е л л и д ж. Л . ,  Общая тоnология, 2 изд . ,  пер . 
с англ. , М . ,  1 9 8 1 ; [4] Б у р б а н и Н. , Общая тоnология, пер. с 
франц. ,  М . ,  1 968 .  Л .  Д.  Кудрявцев . 

РАВНОМЕРНАЯ ОГРАНИЧЕННОСТЬ с в е р х  у 
(с н и з у) - свойство семейства действительных функ
ций fa : Х -+  R , где а Е � . � - пек-рое множество ин
дексов , Х - произвольвое множество , означающее, 
что существует такая постоянная с > О,  что для всех 
а Е � и всех х Е Х выполняется перавепство fa (x) ..;;:c 
(соответственно !а (х) ;;;;.: - с) . 

Семейство функций !а : Х -+  R , а Е � . ваз. р а в
н о м е р в о о г р а н и ч е н н ы м, если оно равно
мерно ограничено как сверху, так и снизу .  

Понятие Р .  о .  семейства функций обобщается па слу
чай отображений в нормированные и полунормирован
ные пространства : семейство отображений fa : Х -+  У, 
где а Е �. Х - произвольвое множество , а У - полу
нормированвое пространство с полупормой (нормой) 
l l · l l v, паз . р а в н о м е р н о о г р а н и ч е н н ы м , 
если существует такая постоянная с > О, что для всех 
а Е � и всех х Е Х выполняется веравепство 1 1/а (x) l l v..;;: 
..;;:с . Если в пространстве {Х -+ У }  ограниченных отоб-
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ражевий f :  Х -+  У ввести полунорму (норму) по фор- Это условие равносильно том у, что 
муле l im sup р ( /п (х) , f (х) ) = 0 . 

� 1 1 1 {Х ..... У} = sup 11 f (х) /1 у ,  
х е Х 

то Р .  о .  множества функций !а. :  Х -+  У, а Е �. озна
чает ограниченность этого множества в пространстве 
{Х -+ У } с полувормой I I · I I {X-+Y} " 

Поиятие Р .  о. свиау и сверху обобщается на случай 
отображений f : Х -+ У в упорядоченвые в том или 
ином смысле множества У. л. д. Нудрявц.ев. 

РАВНОМЕРНАЯ ПОДГРУППА л о к а л ь н о 
к о м п а к т и о й т о п о л о г и ч е с к о й г р у п
п ы G - такая замкнутая подгруппа Hc::. G, что фактор
пространство Gl Н компактно . С попятнем Р. п. близко 
связано понятие к в а а и р а в в о м е р в о й подгруп
пы в G, т. е. такой замкнутой подгруппы Н в G, для к-рой 
на Gl Н существует G-инвариаитвая мера 1t с Jt (GI Н) < оо . 
Напр . ,  подгруппа SL2( '11. ) группы SL2 (R) квазиравио
мерна , во не равномерна в вей. С другой стороны, 
подгруппа Т всех верхветреугольных матриц из 
SL2 (IR) - Р. п. в SL2 (R) , не являющаяся квааирав
номерной (на факторпространстве S L2 (IR)/  Т нет 
SL2 (R)-иввариавтвых мер) . Однако всякая связная 
квазираввомерная подгруппа в группе Ли G является 
Р. п. (см. [ 1 ) ) ,  а всякая дискретная Р .  п. в G кваsирав
вомерва [2 ] . (О дискретных Р. п .  в группах Ли см. Дис�>
ретпая подгруппа . )  Если G- свяsвая группа Ли и Н 
Р .  п .  в G, то вормализатор N а (Н0) в G связной компо
ненты единицы Н0 группы Н содержит максимальную 
связную треугольную подгруппу группы G (см. [ 3] ) .  
Алгебраич. подгруппа 11 связной алгебраической 
комплексвой линейвой группы Ли G тогда и только тог
да является Р .  п . ,  когда Н - параболич . подгруппа в 
G. Описаны все свяsвые Р .  п .  в полупростых группах 
Ли (см . [4] ) .  Недискретвая Р. n. Н связной nолупростой 
группы Ли G обладает свойством с и л ь в о й ж е с т
к о с т и (см . [5] ) , к-рое состоит в том, что в G имеется 
конечное число таких подгруnn Hi, i= 1 ,  . . . , т, что 
любая подгруппа H' c::.G, изоморфная ll, соnряжена 
одной из подгрупn Н i · Важные nримеры равномерных 
и кваsираввомервых nодгрупп строятся следующим 
образом . П усть G - линейная алгебраич . группа , 
определенная над полем рациональных чисел IQ ,  G А -
ее группа аделей и GQc::. GA - подгруnпа главных аде
лей. Тогда GQ - дискретная подгруппа в GA , причем 
GQ является Р. п. в GA тогда и только тогда , когда 
t) у группы G нет ветривиальвых рациональных ха
рактеров , определенных над nолем IQ ,  и 2 )  все увипо
тевтвые элементы группы GQ nринадлежат ее радикалу 
(см . [6] , [ 7] ) .  В частности , если G - увипотевтвая 
алгебраич . групnа , оnределенная над IQ ,  то GQ есть Р .  n .  
в GA . Условие 1 )  является необходимым и достаточным 
для квазираввомервости GQ в GA . 

Лит. : [ 1 ] М о s t о w G. D . ,  «Ann. Math . » , 1 962 ,  v. 7 5 ,  М 1 , 
р. 1 7-37 ; (2] Р а г у н а т а н М . ,  ДисRретные подгруппы групп 
Ли , пер. с англ . , м . 1 11 7 7 ;  [3] О н и щ и  R А. Л . ,  <•Матем. сб. •> ,  1 96 6 ,  т.  7 1 ,  М 4 ,  с .  483-94 ;  [4] е г о ж е ,  там же,  1 9 6 7 ,  т. 74 , 
м 3, с. 398-41 6 ; (5] G о t о м. W а n g Н.- с . ,  «Math. Ann. •>, 1 972 ,  Bd 1 98 ,  Н 4, S. 259-86 ;  (6] Б о р  е л ь  А. ,<<Математика», 1 96 4 ,  т. 8, Jli 2 с. 73-7 5 ;  [7] М о s t о w G. D . ,  Т а m а g a
w а т. ,  ••Ann. Math. », 1 962 ,  v. 7 6 ,  М 3, р .  446-63 . 

В . Л .  Поnов. 
РАВНОМЕРНАЯ СХОДИМОСТЬ п о  с л е д о в а-

т е л ь в о с т и ф у в к ц и й (о т о б р а ж е в и й) 
свойство последовательности fп : Х -+ У,  где Х -
произвольвое множество , У - метрич . пространство , 
n = f ,  2, . . .  , к функции (отображению) f :  Х -+У,  
означающее, что для любого 8 > О существует такоir 
номер п& , что для всех номеров п > пе и всех точек 
х Е Х выnолняется не равенство 

р (/ (z) , /11 (z) ) < 8, 

n -> rn x E E  

Чтобы nоследовательность {/,. } равномерно сходилась 
на множестве Х к функции f,  необходи1ш и достаточно, 
чтобы на шлась такая числовая nоследовательность 
{ап }, что l im an= O,  и существовал такой номер п0 , что n-+rn 
для всех п > п0 и всех х Е Х выполнялось не равенство 

Р Uп (х ) ,  f (x ) ) � a.,. .  
П р и м е р . Последовательность /,. (х) = :r" , n= 1 , 2 ,  . . . , 

равномерно сходится на любом отрезне [ О , а 1 , О < 
< а  < 1 и не сходится равномерно на отрезке [ 0 ,  1 ] . 

Необходимое и достаточное условие Р .  с .  последова
тельности функций без исnользования понятия предель
вой функции дает Коши кр итерий равномервой сходи
мости . 

С в о й с т в а р а в в о м е р в о с х о д я щ и х-
с я п о с л е д о в а т е л ь в о с т е й.  

1 .  Если У - линейное нормированвое пространство 
и последовательности отображений f n : Х -+ У и g,. :  Х -+ У,  n = 1 ,  2 , . . .  , равномерно сходятся на 
множестве Х , то при любых Л Е С и Jt Е С последова· 
тельность {l..fп+ !tgn } также равномерно сходится на Х. 2. Если У - линейвое нормироваввое кольцо, 
последовательность отображений fп :  Х -+ У, п= 1 , 
2, . . .  , равномерно сходится на множестве Х и g :  Х -+  
-+ У - ог:еавичеввое отображение , то последователь· 
вость {gf n }  также равномерно сходится на Х .  

3 .  Если Х - топологич . пространство , У - метрич. 
пространство и последовательность непрерывных в 
точке х0 Е Х отображений fп : Х -+  У равномерно на 
множестве Х сходится к отображению f : Х -+ У, то 
это отображение также непрерывно в точке х0 ,  то есть 

lim J im fп (х) = l im fп (хо) = l im lim fп (х) . 
x---+ x 0 n -+ ao n ..... ao n -+ ao X-+ Xo 

У с1ювие равномервой сходимости nоследовательности 
{/ n } на Х является в атом утверждении с ущественвым в 
том смысле, что существуют даже nоследовательности 
числовых непрерывных на отрезке функций, схор;ящие
ся во всех его точках к функции, не являющеися не
прерывной на рассматриваемом отрезке . Примерок 
такой последовательности является fп (x) = xn , п= 1 ,  
2 , . . .  , на  отрезке [ 0 ,  1 ] . Р .  с .  последовательности не
прерывных функций ве есть необходимое условие 
непрерывности предельной функции . Однако uесли мно
жество Х - компакт , У - множество деиствитель
вых чисел IR ,  последовательность неnрерывных фувн
ций f n : Х -+ 1R во всех точ-ках х Е Х одвовремевво 
возрастает или убывает и и меет конечный предел, 

l im f n (х) = f (х ) , 
n ...... rn 

то цля того , чтобы функция f была вепрерыввой на 
множестве Х ,  необходимо и достаточно, чтобы последо
вательность {/ n }  сходилась равномерно на этом мно
жестве . Необходимые и одновременно достаточвые 
условия для непрерывности предела последователь
ности непрерывных функций в общем случае даются в 
термивах �вааиравпожерпой сходимости последователь
ности . 

4. Если последовательность интегрируемых по Ри
маву (по Лебегу) функций fп : [ а , Ь] -+ IR ,  n= 1 ,2 ,  . . . , 
раввомеуво на отрезке [ а ,  Ь] ,  сходится к функции f : [ а ,  Ь ] -+ IR , то эта функция тю>же интегрируема по 
Римаву (соответственно по Jlебегу) , и для любоrо 
х Е [а , Ь] имеет место равенство 

нm s x fп (t) dt = S x t (t ) dt = S x lim fп (t ) dt , <*' 
n -+ CD а а a n -+ CD  
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и сходимость последовательности { � = fп ( t )dt } на отрез- Устоiiчивал по Ляпунову пеподвижная точка авто-

(' 
номной системы дифференциальных уравнений х= f (х) ,  

к е  [а , Ь] к функции j :  f (t)d t равномерна . Формула (*) x E IRn , равномерно устойчива , но устойчивое по Ляпу-

обобщается на случай Стилтьеса интеграла. Если же 
нову ре�ение , вообще говоря , может не быть �авномер

последо�ательность интегрируемых на отрезке [ а , Ь] =�
��
��тоичивым. Напр . '  решение х ( t) = O ,  t Е + ' урав

функции j m n= 1 ,  2 ,  . . .  , просто сходител в каждой 
точке этого отрезка к интегрируемой же на нем фупкцип j ,  то формула (*) может не иметь места .  

5 . Если последовательность непрерывно дифферен
цируемых на отрезке [а , Ь] функций fп : [а , Ь] -+ IR ,  
n = 1 , 2 ,  . . .  , сходител в век-рой точке х0 Е [а , Ь] , а 
последовательность их производных { �n } равномерно 
сходител на [а , Ь] , то последовательность {/ n } также 
равномерно сходител на отрезке [ а , Ь] , ее предел яв
ляется непрерывно дифференцируемой на этом отрезке 
функцией и 

d 1 '  f ( ) 1 .  d!n (х) dx 1m п Х = Im -d-- , a .;;;;; x ,;;;;;; b .  
п - оо  n --. oo  х 

Пусть Х - произвольвое множество , а У - метрич . 
пространство . Семейство функций (отображений) fa : 
: Х -+  У, а Е !Л:, где !Л - топологич. пространство,  паз . 
р а в н о м е р н о с х о д л щ и м с л при а -+ ао Е !Л 
к функции (отображению) j : Х -+  У, если для любого 
е > О существует такал окрестность и (а0 ) точки а0 , 
что для всех а Е и (а0) и всех х Е Х выполняется нера
венство 

р (f (х) , fa. (х) ) < е .  

Для рав�юмерно сходлщихсл семейств функций имеют 
место своиства ,  аналогичные указанным выше своii
ствам Р .  с. последовательностей функций . 

Понлтие Р .  с .  отображений обобщается на случай , 
когда У - равномерное пространство,  в частности , 
когда У - топологич . группа . 

Лит. : [ 1 ] А л е к с а н д р  о в П. С . ,  Введение в теорию 
множеств и общую топологию, М . ,  1 9 7 7 ;  [2]  Н о л м 0 г а
Р о в А. Н. , Ф о м и н С.  В . , Элементы теоJ)ии функций и фунн
ционального анализа , 5 изд. ,  М . , 1 98 1 ; [3] Н е л л и д ж.  л . 
Общая топология,  пер. с англ . ,  2 изд. , М. , 1 98 1 . ' 

Л. Д. Нудрявцев. 
РАВНОМЕРНАЯ ТОПОЛОГИЯ - топология, по

рожденная равномерной структурой . Подробнее, пусть 
Х - множество.

.. наделенное р а в н о м е р н о й 
с т Р У к т У р о и (т . е .  равномерное пр остр апство ) и ,  
и пусть для каждого х Е  Х через В (х) обозначено мно
жество подмножеств V (х) множеств Х ,  где V пробегает 
все окружения и. Тогда в Х существует и притом 
только одна топология, для к-рой В (х) является фильт
ром окрестностей точки х при любой х Е Х .  Топология 
паз . р а в н о м е р и з у е м о й, если существует рав
номерная структура , ее порождающая.  Не  велкое то
пологич .  пространство равномеризуемо: таковы , на пр . ,  
не регулярные пространства . м. и. Войцеховсхий 

РАВНОМЕРНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ - устойчи� 
вость по Ляпунову , равномерная относительно началь
ного момента . Решен�е х0 (t) , t E IR + ,  системы дифферен
циальных уравнении 

x = f (t , х) , х Е IR.n ,  

паз .  р а в н о м е р н о у с т о й ч и в ы м ,  если для 
всякого е >О найдется б > О такое , что для всякого 
to E IR + и всякого решенин x (t) той же системы , удов
летворяющих неравенству 

1 х (to) - хо ( t o) 1 < б , 
выполнено неравенство 

l x  ( t ) -- x0 (t) 1 < е 
для всех t ;;;" t0 • 

X = [sin ln (1 -t t ) - a] x  ( 1 )  

при каждом а Е ( 1 / У2, 1 )  устойчиво ,  но не равномерно 
устойчиво . 

Пусть дана линейная систе)!D. дифференциальпых 
уравнений 

X = A (t ) x ,  х Е IRn , (2 )  
где А ( · ) - су:шшруемое на  каждом отрезке отобра
жение IR + -+ Hom (IRn , Rn) .  

Для того ч:обы решение х= О  системы (2) было рав
номерно устоичипым, необходимо , чтобы верхнпii осо
бый по�>азатель ��о (А ) системы (2) был меньше или ра вен 
нулю . Напр . , в случае уравнения (1)  верхний особый 
показатель Q0 (А ) = 1 -а , D. Ля пу пава :r ар а ктер и с:п и чес-

кий по�>азатель Л1 (А ) =  11
1
2 -а. Для существования д >О 

такого , чтобы решение х= О всякой системы 

;, = A (t ) x + g (t , х) , х Е IRn , 
уr�овлетворлющей условиям теоремы существования п 
единственности решения задачи Ноши и условию 

l g ( t , x) l < б · l x l , 

было равномерно устойчиво , необходи�ю и достаточн о ,  
чтобы верхний особыii показатель ��о (А )  систе�1ы (2) 
был меньше нуля . 

Лит. : [ 1 ] П е р с и д с к и й  Н . , «Матем. сб .» ,  1 9 33 , т. 4 0 ,  
N. 3 ,  с .  284-93 ; [2] Д е м и д о в и ч Б .  П. , Лекции ио мате
матической теории устойчивости , М . , 1 9 G 7 ;  [ З J  д а л е ц
к и й Ю. Л . ,  Н р е  й н М .  Г . , Устойчивость решений дифферен
циальных уравнений в баяаховом пространстве,  М . , 1 9 7 0 .  

В .  М .  Миллионщи,;ов . 
РАВНОМЕРНО НАИБОЛЕЕ МОЩНЫЙ КРИТЕ

РИЙ - статистический критерий с заданным уровнем 
значим�сти для проверки сложной гипотезы Н0 против 
сложнои альтернативы Н1 , мощность н .. -рого не меньше 
мощности любого другого статистич . I\ритерил , пред
назначенного для проверки Н0 против Н1 и имеющего 
тот же уровень значимости . 

Пусть проверлетел сложная гипотеза II0 : е Е 80с 8 
против сложной альтернативы н 1 : е Е е,= Е>"'. 80 и 
пус;ь задана верхняя грань а, О < а  < 1 ,  вероятно
стен ошибок 1 -го рода ,  к-рые можно совершить , от
клонял проверле�1ую гипотезу Н0 с помощью статистич . 
критерия , когда она в действительности верна (число а 
паз . у р о в н е м " з п а ч и м о с т и к р и т е р и я ,  
а про  сам критерии говорят , что он имеет уровень а) . 
Таким образом , ограничение на вероятности ошибок 1 -ro 
рода сужает множество всех статистич.  нритериев , 
предназначенных для Проверки Н0 против Н1 , до клас
са критериев уровня а. В терминах фушщии мощности 
� (е) , e E 8 = 80 U 81 , статистич . критерия фиксирова
ние уровня значимости а означает , что 

sup � (е) = а. 
е е е.  

EcJJи в классе всех статистич .  критериев уровня а ,  
нредназн�.ченных для проверки Н0 протпв Н1 , сущест
вует такои ,  что его функция мощности � * (е) удовлетво
ряет условию 

sup �* (е) = а,  �* (е ) � � (е) , е Е 81 , 
е е  е.  

где � (е)  - функция мощности любого другого критерия 
из этого же rшасса , то такой критерий ваз. р а в-
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н о м е р н о  н а и б о л е е  м о щ н ы м  к р и т �  
р и е м уровня ct для проверни Н0 против Н1 • Р .  н .  м . к .  
является наилучшим критерием, если сравнение кри
териев производят в терминах мощности критериев . 

Лит. : 11]  Л е м а н Э. , Проверна статистичесних гипотез ,  
пер. с англ . , 2 изд. ,  м. , 1 97 9 .  М .  С. Нипулин. 

РАВНОМЕРНО СХОДЯ ЩИйСЯ РЯД - функцио
нальный ряд 

(1 )  

с (вообще говоря) комплексными членами, сходящийся 
на множестве Х , и такой, что для любого е > О суще
ствует номер ne , что для всех n > ne и всех х Е Х вы
полняется неравенство 

1 Sп (x) - s (х) 1 < е, 
где 

и 
� 00 s (х) = ak (х) . k = l 

Иными словами , последовательность частичных сумм 
sп (х) является равномерно сходящейся последователь
ностью . Определение Р .  с. р. равносильно выполнению 
условия 

lim sup 1 r п (х) 1 = 0 , 
n ..... "' х е Х 

что означает равномерную сходимость к нулю на мно
жестве Х послеl(овательности остатков 

rп (х) = � k"' ап (х) , n = 1 , 2 ,  . . .  , 
� = n + l 

ряда (1 ) .  
П р и м е р .  РяD; 

� "'  �- ez 
� n= l nl -

равномерно сходится на каждом конечном круге комп
лексн�й плоскости и не сходится равномерно на всем 
множестве С комплексных чисел . 

У еловне равномерной сходимости ряда ( 1 )  на мно
жестве Х без использования понятия суммы ряда дает 
Коши "ритерий равномерной сходимости ряда . Доста
точное условие равномерной сходимости ряда дается 
Вейерштрасса привпа"ом . Ряд�"" ап (х) ваз . п р  а в и л ь  н о с х о д  я щ и м-�n = 1  
с я на множестве Х ,  если существует такой числовой 
ряд � ctm сtп�О , что для всех п= 1 ,  2, . . .  и всех х Е Х 
выполняется неравенство 

1 ап (х) \ ...-;;;;; сtп , 
т .  е .  если ряд ( 1 )  удовлетворяет условиям признака 
Вейерштрасса равномерной сходимости рядов .  В силу 
этого признака правильно сходящийся на множестве Х 
ряд равномерно сходится на этом множестве . Обратное , 
вообще говоря , неверно ; однако во всяком равномерно 
оходящемся на множестве Х ряде можно так объеди
нить следующие друг за другом его члены в конечные 
rруппы, что получивmийся при этом ряд будет уже пра
вильно сходиться на множестве Х .  

Имеются признаки равномерной сходи111:ости ряда ,  
аналогичные признакам Дирихле и Абеля для сходимо
сти числового ряда . Эти признаки равномерной сходи
мости ряда впервые встречаются в работах Г .  Харди (G . Hardy) . Если в ряде 

� ап (х) Ьп (х) (2) 
функции an (х) и Ьп (х) , n= 1 , 2, . . .  , определенные на 
множестве Х ,  таковы , что последовательность {ап (х) } 

монотонна при каждом х Е Х и равномерно стремит
ся к нулю на Х ,  а последовательность частичных сумм 
{В п(х) } ряда � Ьп(х) равномерно ограничена на множе
стве Х ,  то ряд (2) равномерно сходится на этом множе
стве . 

Если последовательность {ап(х) } равномерно ограни
чена на множестве Х и монотонна при каждом фиксиро-
ванном х Е Х ,  а ряд � Ь n (х) равномерно сходится 
на множестве Х ,  то ряд (2) также равномерно сходится 
на Х .  

С в о й с т в а р а в н о м е р н о с х о д я щ и х-
с я р я д  о в .  Если ряды � an (х) и � Ьп (х) равномерно 
сходятся на множестве Х ,  Л Е С и 1-t Е iC ,  то ряд 

� ')..,an (х) + �tЬп  (х) 
также равномерно сходится на множестве Х .  

Если ряд � an (х) равномерно сходится на множестве 
Х ,  а Ь (;2_ - ограниченная на этом множестве функция, 
то ряд 2J Ь (х) an (х) также равномерно сходится на Х . 

Н е п р е р ы в н о с т ь с у м м ы р я д а .  Для 
изучения свойств суммы функционального ряда явля
ется полезным понятие «точки равномерной сходимости 
ряда» . Пусть Х - топологич. пространство и ряд ( 1 )  
сходится на Х. Точка х0 Е Х  ваз . т о ч к о  й р а в н о
м е р н о й с х о д и м о с т и ряда (1 ) ,  если для любого 
е >О существует такая окрестность и= и (х0) точки 
х0 и такой номер Xne • что для всех х Е  и и всех п >пе 
выполняется неравенство l rп(x) l <е.  

Если множество Х - компакт , то , для того чтобы 
ряд ( 1 )  равномерно сходился на Х ,  необходимо и доста
точно , чтобы каждая точка х Е Х являлась точкой его 
равномерной сходимости . 

Если Х - топологич . пространство , ряд ( 1 )  сходит
ся на Х ,  х0 - точка равномерной сходимости ряда ( 1 )  
и существуют конечные пределы 

lim ап (х) = сп, n = 1 ,  2 , . . .  , 
Х -+ Хо 

то числовой ряд � сп сходится, сумма s (х) ряда ( 1 ) 
имеет предел при х - х0 , причем 

l im s (х) = l im � an (х) = � l im an (х) = � сп , (3) 
Х ---+ Хо Х -+  Хо Х -+ Хо 

т. е .  при сделанных предположениях в ряде ( 1 )  возмо
жен почленный переход к лределу в смысле формулы 
(3) .  Отсюда следует , что если ряд ( 1 )  сходится на Х ,  его 
члены непрерывны в точке равномерной сходимости 
х0 Е Х ,  то его сумма также непрерывна в этой точке : 

lim s (х) = � li m  an (х) = � ап (хо ) = S (хо) · 
Х-+ Хо Х -+  Хо 

Поэтому если ряд непрерывных функций сходится 
равномерно на тополоrич . пространстве , то его сумма 
непрерывна на этом пространстве . В случае , когда про
странство Х является компаитом и члены ряда ( 1) не
отрицательны на Х , то равномерная сходимость ряда 
( 1 )  является и необходимым условием для непрерыв
ности на Х суммы ряда ( 1 )  (см . Дипи теорема) . 

В общем случае необходимым и достаточным услови
ем для непрерывности суммы сходящегося на тополо
гич . пространстве Х ряда ( 1 ) ,  члены к-рого непрерывны 
на Х ,  является "вавиравпомерпая сходимость последо
вательности его частичных сумм sn (х) к его сумме s (х) 
(т е о р е м а А р ц е л а - А л е к с а н д р о в а ) .  

Ответ на  вопрос о существовании точек равномерной 
сходимости у сходящихся рядов, непрерывных на отрез
ке функций , дает т е о р е м а О с г у д а - Г о б с о
н а: если ряд ( 1 )  сходится в каждой точке отрезка [ а , Ь] 
и члены ап(х) этого ряда непрерывны на [а ,  Ь] ,  то 
на отрезке [ а ,  Ь] существует всюду плотное множество 
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точек равномервой сходимости ряда ( 1 ) .  Отсюда следу- вать и дифференцировать ряды (см . формулы (3) -
ет, что сумма всякого ряда непрерывных функций, (6) ) , а абсолютная сходимость - возможность пере
сходящегося на век-ром отрезке , непрерывна на всюду ставлять члены ряда в любом порядке без изменения его 
плотном множестве этого отрезка . Вместе с тем сущест- суммы и перемвожать ряды почлевво . 
вует и сходящийся во всех точках отрезка ряд вепре- Свойства абсолютной и равномервой сходимости 
рыввых функций такой , что точки , в к-рых он сходится функциональных рядов независимы друг от друга . 
не равномерно , образуют всюду плотвое множество Так, ряд 
рассматриваемого отрезка . 

П о ч л е в в о е и н т е г р и р о в а в и е р а в-
в о м е р в о с х о д я щ и  х с я р я д о в . Пусть 
Х = [а ,  Ь ] . Если члены ряда 

� an (х) ,  х Е [ а , Ь ] , (4) 
ввтегрируемы по Римаву (по Лебегу) на отрезке [а ,  Ь ] , 
а ряд (4) равномерно сходится на этом отрезке , то 
его сумма s (х) также интегрируема по Римаву (по Ле
бегу) на [а, Ь] и для любого х Е [ а , Ь] имеет место 
равенство 

� : s (t ) dt = � : [� an ( t ) ]  dt = � � : an (t) dt ,  (5) 

причем ряд, стоящий в правой части равенства,  схо
дится равномерно на отрезке [ а ,  Ь] . 

В этой теореме нельзя замевить условие равномервой 
сходимости ряда ( 4) просто условием его сходимости на 
отрезке [а ,  Ь] , так как существуют сходящиеся на от
резке ряды даже непрерывных функций с вепрерыв
вой суммой, для к-рых неверва Формула (5) . Вместе 
с тем существуют различные ее обобщения . Ниже при
недев результат для интеграла Стил'.ъеса . 

Если g (х) - возрастающая на отрезке [а ,  Ь ]  функция , 
an (х) - интегрируемы по Стилтьесу относительно функ
ции g (х) ,  ряд (4) сходится равномерно на отрезке [а ,  Ь] , 
то сумма s (x) ряда (4) также интегрируема по Стилтье
су относительно функции g (х) ,  

� :  s (t ) d g  (t ) = � � :  an (t ) dg ( t ) , 

и ряд, стоящий в правой части равенства , сходится рав
номерно на отрезке [а, Ь] .  

Обобщается формула (5) и на функции многих пере
меввых .  

У с л о в и я  n о ч л е в в о г о  д и ф ф е р е �  
ц и р о в а в и я р я д о в в т е р м и в а х р а в
в о м е р в о й с х о д и м о с т и .  Если члены ряда 
(4) непрерывно дифференцируемы на отрезке [а ,  Ь] ,  
ряд (4) сходится в век-рой точке этого отрезка , а ряд, 
составлеввый из nроизводвых членов ряда (4) ,  рав
номерно сходится на [а ,  Ь] , то сам ряд (4) также равно
мерно сходится на отрезке [ а ,  Ь] ,  а его сумма s (х) не
прерывно l{ифферевцируема на нем и 

d d � � d 
dx s (х) = dx � an (х) = � dx an (х) . (6) 

В этой теореме условие равномерной сходимости ря
да , nолучающегося из данного nочленным дифференци
рованием, нельзя заменить nросто условием его сходи
мости на отрезке [а ,  Ь ] , так как существуют равномерно 
сходящиеся на отрезке ряды неnрерывно дифференци
руемых функций , для к-рых ряды, получающиеся из 
них почлевным дифференцированием,  сходятся на от
резке,  однако сумма исходного ряда либо ведиd)ферев
цируема на всем рассматривае�rом отрезке , либо диф
ференцируема, во ее произвоl{вая не равна сумме ряда 
из производных. 

Таким образом, наличие свойства равномерной сходи
мости у рядов , так же как и свойства абсолютвой сходи
мости (см. А бсо.лютпо сходящийся ряд) , позволяет пере
нести на эти ряды нек-рые правила действия с конеч
ными суммами: равномерная сходимость - возможность 
почлевво переходить к пределу, почлеиио интегриро-

� со  х2 

� n = o  ( 1  + x•)n ' 

поскольку все его члены не отрицательны ,  абсолютно 
сходится на всей числовой оси, во заведомо точка х= О 
не является его точкой равномервой сходимости , т .  к .  
его сумма 

{ 1 + х2 , если х # О , 
s (х ) = О , если х = О 

разрывва в этой точке . 
Ряд 

� 00 ( - l )B + I  
� n = l x• + n  

равномерно сходится на  всей действительности оси, во 
не сходится абсолютно ни в какой ее точке . 

Лит см. при ст. Ряд. Л. Д. Кудрявцев. 
РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ - то же , что 

чебышевспое приб.лижепие . 
РАВНОМЕРНОЕ ПРОСТРАНСТВО - множество с 

определенвой на нем равномервой структурой. Р а в
в о м е р в а я с т р у к т у р а (р а в в о м е р
в о с т ь) на множестве Х оnределяется заданием 
век-рой системы � подмножеств произведения Х Х Х .  
При этом система � должна быть фильтром (т.  е .  для 
любых V1 , v 2 Е 2! nересечение V1 n v 2 также содержится 
в 2!, и если W:::::> V, V Е 2!, то W Е Щ и должна удовлетво
рять следующим аксиомам .  

U 1 )  Всякое множество VE2I содержит диагональ А= 
= {(х , х) :  х Е Х } . 

U2) Если V Е 2!, то v-1= {(у ,  х) : (х , у) Е V } Е � . 
UЗ) Для любого V E � существует W E � такое , что 

W o  Wc V , где W o  W= {(x , у) : существует такое z E X , 
что (х , z) Е W и (z , у) Е W }. Элементы � ваз . о к р у ж е
в и я м и равномерности, определяемой системой �. 

Равномерность на множестве Х может быть определе
на также путем задания на Х системы покрытий � .  
удовлетворяющей следующим аксиомам . 

С1 )  Если а Е � и а вписано в покрытие � .  то � Е � · 
С2) Для любых а1 , а2 Е � существует покрытие � Е � . 

к-рое з в е з д в о в п и с а н о в а1 и в а2 (т . е . для лю
бой точки х Е Х  все элементы � . содержащие х , лежат 
в век-рых элементах а1 и а2) .  Покрытия , принадлежа
щие �. ваз . р а в в о м е р в ы  м и п о к р ы т и я
м и Х (относительно равномерности , определяемой сис
темой �) . 

Указанные два способа задания равномерной струк
туры эквивалентны. Напр . ,  если равномерная структура 
на Х задана системой окружений 2!, то система � 
равномерных покрытий Х может быть построена так . 
Для всякого V Е � семейство а ( V)= {У (х) : х Е Х }  (где 
V (х)= {у : (х , у) Е V }) является покрытием Х .  Покрытие 
а принадлежит � тогда и только тогда , когда суще.ству
ет вписанное в а покрытие вида а ( V) , V E �· Обратно , 
если � - система равномерных покрытий Р .  n . ,  сис
тему окружений образуют множества вида U {Н Х Н : 
: Н Е а }, а Е � .  и всевозможные множества,  их содержа
щие . 

Равномерная структура на Х может быть задана так
же с помощью системы псевдо.метрип. Всякая равномер
ность на множестве Х порождает топологию: Т= {Gc X : 
для любой точки х Е G существует такое V Е �. что 
V (x) E_G } . 

Своиства Р .  п .  являются обобщением равномерных 
свойств .метричеспих прострапств . Если (Х ,  р) - ме-
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трич . пространство ,  на Х возникает равномерность , 
порожденная метрикой р .  Систему окружений этой 
равномерности образуют всевозможные множества , со
держащие множества вида {(х ,  у) : р (х , у) <е } , е >О . 
При этом топологии на Х , инду1�ированвые метрикой и 
равномерностью , совпадают . Равномерные структуры , 
порожденные метриками , ваз . м е т р и  з у  е м ы м и .  

Р .  п .  были введены в 1937  А .  Вейлем [ 1 ] (посредством 
окружений; определение Р .  п. посредством равномер
ных поирытий было дано в 1 940 ,  см.  [ 4] ) .  Однако идея 
использования многократной звездной вписанкости для 
построения функций появилась ранее у Л .  С. Понтря
rина (см. [5 ] ) (впоследствии эта идея была использова
на при доказательстве полной регулярности топологии 
отделимого Р. п . ) .  Первоначально равномерные струк
т-уры использовались как инструмент для изучения (по
рожденных ими) топологий (подобно тому, как метрика 
на метризуемом пространстве часто используется для 
иsучения топологич. свойств этого пространства) . Од
нако теория Р .  п. имеет и самостоятельное значение, 
хотя и тесно связана с теорией топологич . пространств . 

Отображение f :  Х -+  У Р .  п. Х в Р .  п .  У паз . р а в
н о м е р н о н е п р е р ы в н ы м, если для любого 
равномерного покрытия а пространства У система j -1a= 
={ f-1 U : И Е а } является равномерным покрытием Х . 
Всякое равномерно вепрерыввое отображение является 
непрерьmным относительно топологий , порожденных 
равномерными структурами на Х и У. Если равномер
ные структуры на Х и У индуцированы метриками, то 
равномерно непрерывное отображение f : Х - У ока
зывается равномерно непрерывным в классич . смысле 
нак отображение метрич . пространств. 

Более содержательной является теория Р. п . , к-рая 
удовлетворяет дополнительной аксиоъ1е отделимости: 

U4) n v е щ:V = д  

(в термина:х: окружений) или (в терминах равномерных 
покрытий) : 

СЗ) для любых двух точек х , у Е Х ,  x=f= y ,  существует 
·rакое а Е � .  что никакой мемен:r а не содержит точки х 
и у одновременно .  

Далее речь будет идти только о Р .  п . ,  ваделенных 
отделимой равномерной структурой . Топология , поро
жденная на Х отделимой равномерностью , является 
вполне регулярной и обратно, всякая вполне регуляр
ная топология на Х порождается пек-рой отделимой 
равномерпой структурой . Как пра"Вило ,  существует 
:�.шого различных равномерностей , порождающих оди
наковую топологию на Х .  В частности , метризуемая 
топология может порождаться неметризуемой отделимой 
ра"Вномерностью. 

Р .  п .  (Х , �) является метризуем,ым тогда и только 
тогда , когда W имеют счетную базу. При этом б а з о й  
ра1!номерности ваз . (в терминах окружений) всякая 
подсистема �с!Л,  удовлетворяющая условию : для лю
бого V E !ll существует такое W E � . что Wc V, или 
(в  термивах равномерных nокрытий) подсистема Wc� 
такая, что для любого а Е � существует �EW, к-рое 
вписано в а . В е с о м Р .  п. (Х , !Л) паз .  наименьшая 
моuцвость базы равномерности !Л .  

Пусть М - подмножество Р .  п .  (Х , !Л ) .  Система окру
жений Wм= {(М Х М) П V : V E !ll } определяет равномер
ность на М . Пар а (М ,  �м) паз . п о д п р о с т р а н с т
в о  м Р. п .  (Х , Щ .  Отображение f : Х - У Р .  п. (Х ,  !Л) 
в Р. п. (У,  !Л') паз . р а в н о  м е р н ы  111 в л о ж е
н и е м ,  если f взаимно однозначно, равномерно непре-
рывно и отображение j - 1 : (fX ,  !Л{х) - (Х , !Л) также 
равномерно непрерывно . 

Р .  п .  Х наз . п о  л н ы м , если всякий фильтр Коши 
в Х (т . е . филир, содержащий нек-рый элемент всякого 
раввомер:IiЮГQ шшрыт.u:я) имеет точку прикосновения 

(т . е .  точку,  лежащую в пересечении замыканий эле
ментов фильтра ) .  l'vl eтpизye)fD!' Р .  п .  ЯВJiяется полным 
тогда и только тогда,  когда полна метрина , порождаю
щая его равномерность . Любое Р .  п .  (Х , ?l.!) может 
быть равномерно вложено в качестве всюду плотвого 
подмножества в единственное (с точностью до равномер-
ного изоморфизма) поJЬНое Р .  п. ()(, !!f) ,  к-рое паз . п о
п о л н е н и е м (Х , � ) .  Топология пополнения ()[, 
Ift) Р .  п. (Х , �) бикомпактва тогда и только тогда , 
Еогда � является п р е к о м п а к т н о й р а в н о
м е р  н о с т ь ю (т . е .  такой, что в любое равномервое 
понрытие можно вписать конечное равномерное покры
тие) . В этом случае пространство Х является биком
пактным расширением Х и паз .  р а с ш и р е  и и е 111 
С а м ю э л я пространства Х относительно равномер
ности �- Для всякого бикомпактного расширения ЬХ 
пространства Х существует единствеиная ирекомпакт
ная равномерность на Х , расширение Самюэля относи
тельно к-рой совпадает с ЬХ . Таким образом , на языке 
ирекомпактных равномерностей описываются все би
компактные расширения ЬХ . На бикомпактном прост
рав:стве существует единственная равномерность (пол
ная и прекомпактная) .  

Всякая равномерность !Л на множестве Х индуци
рует близость б по следующей формуле: 

АбВ � (А Х В) П V f= RJ 
для любого V E !ll . При этом топологии , порожденные на 
Х равномерностью !Л и близостью б , совпадают . Лю
бое равномерно непрерывное отображение является 
близостно непрерывным относительно близостей,  поро
жденных равномерностями . Как правило, существует 
много различных равномерностей, порождающих на Х 
одну и ту же близость . Тем самым множество равномер
ностей на Х распадается на классы эквивалентности 
(две равномерности эквивалентны , если индуцирован
ные ими близости совпадают) . Каждый класс энвива
лентных равномеркостей содержит ровно одну иреком
пактную равномерность , причем расширения Самюэля 
относительно этой равномериости совпадают с расшире
ниями Смирнова (см . Вливости пространство) относи
тельно близости , индуцированной равномеркостями это
го класса . В множестве равномеркостей на Х задается 
естественный частичный порядок : !Л >!Л' , если W:::::>W' . 
Среди всех равномерностей , порождающих на Х фик
сированную топологию, есть наибольшая - т .  и. у н и
в е р  с а л ь  и а я р а в и о м е р н о с т ь ,  к-рая ин
дуцирует на Х близость Стоуна - Чеха . Всякая ире
компактная равномерность является наименьшим эле
ментом в класое эквивалентных ей равномерностей. 
Если � - система равномерных поирытий век-рой рав
номерности на Х , то система равномерных по к рытий 
эквивалентной ирекомпактной равномерности состоит 
из таких поирытий Х , в к-рые можно вписать конечные 
покрытия из � .  

П р о и з в е д е н и е м Р . п . (Х t . �t) , t Е Т , наз . Р . п .  
(ПХt , П!Лt) ,  где П&t - равномерность на  ПХt , базу 
окружений к-рой образуют множества вида 

{ ( {xt} , { Yt} ) : (x 1
,
. ,  Y t J EV1 ,. , i = 1 , . . . , п } , 

t i E T ,  V 1 . E !l11 . •  n = 1 , 2 , . . .  . 1 1 
Топология, индуцированная на ПХt равномерностью 

П�t . совпадает с топологией тихоновекого произведе
ния простране тв Х t · Проекции произведения Р. п .  
на сомножители равномерно непрерывны.  Всякое Р .  п .  
веса 't может быть вложено в произведение 't экземпля
ров метризуемых Р. п .  

Семейство F непрерывных отображений топологич . 
пространства Х в Р .  п. (У , �) наз . р а в н о  с т е п е и-
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п о н е п р е  р ы в н ы м (относительно равномернос
ти �). если для любоii точки х Е Х и любого V Е �  су
ществует онрестность Ох 3 х  такая , что (f (x) ,  f (x' ) ) E V 
при х' Е Ох и f E F .  Имеет место следующее обобщение 
:илассич. теоремы Асколи: пусть Х есть k-пространство , 
(У,  �) - равномерное пространство и ух - прост
ранство непрерывных отображений Х в У с компактно 
открытой топологией . Для того чтобы замкнутое под
множество РсУХ было бикомпактным, необходимо и 
достаточно , чтобы F было равностепенпо непрерывно 
относительно равномерности � и все множества {/ (х) : 
f Е Р } , х Е Х , имели бикомпактные замыкания в У 
(k-прострапства - это хаусдорфовы пространства ,  лв
ляющиесл факторным образом локальпо компактных 
прострапств ; класс k-прострапств содержит все хаус
дорфовы пространства с первой аксиомой счетности и 
все хаусдорфовы локально бикомпактные пространства) . 

Топология метризуемого Р .  п .  паракомпактна в си
лу теоремы Стоуна . Однако решается отрицательно 
проблема Исбелла о равномерной паракомпактности 
метризуемых Р .  п. Построен пример метризуемого Р .  п . ,  
имеющего равномерное покрытие . 

В теории размерности Р .  п. основными являются рав
номерные размерпостные инварианты 1\d и �d, опреде
ляемые аналогично топологич. размерности dim (1\d -
при помощи конечных равномерных покрытий, а �d -
при помощи всех равномерных покрытий) , и равномер
ная индуктивная размерность 1\Ind .  Размерность 1\Ind 
определяется по аналогии с большой индуктивной раз
мерностью Ind индукцией по размерности близостиых 
перегородок между далекими (в смысле близости ,  поро
ждеиной равномерностью) множествами .  При этом 
множестlю Н паз . б л и з о с т и о й  п е р е  г о р о д
к о й  между А и В (где А 6 В) , если для любой /\-окрест
ности U множества Н такой , что U П  (А U B ) =F 0' ,  имеет 
место X"'-. U= A ' U B ' ,  где А 'бВ ' ,  А сА ' ,  ВсВ ' ( U пав . 
/\-окрестностью Н, если Н б(Х"'-. U) . Таким образом, 
размерность blnd (равно как и 1\d) является не только 
равномерным, но и близостиым инвариантом . Размер
ность 1\d Р .  п .  ( Х ,  U) совпадает с обычной размер
ностью dim расширения Самюэлл , построеиного по эк
вивалентной � прекомпактиой равномерности . Если 
размерность �dX конечна , то �dX= 6dX . Однако 
может быть 1\dX= O,  а �dX= oo .  Для метризуемого 
Р. п. всегда МХ ..;;:blnd X= �dX (и если �dX < оо , 
то 1\dX= /\Ind X= �dX) . Равенства 1\d X = O  и blnd X = O  
эквивалентны для любого Р .  п .  Если Р .  п .  метризуемо , 
то эквивалентны также равенства 1\dX= O и �dX = O. 
Если Р .  п .  Х '  является всюду плотным подмножеством 
Р. п. Х, то 1\Ind X ' ;;;"I\Ind Х .  Всегда 1\I nd X..;;;;Ind Х .  
Для размерности 1\ d  имеет место аналог теоремы о пе
регородках . 

Различные обобщения Р .  п .  получаются путем ослаб
ления аксиом равномеуности . Так, в аксиоматике ква
зиравиомериости (см . 8] ) исключена аксиома симмет
рии . При определении обобщенной равномериости (см. 
[ 10] ) (/-равномерности) вместо равномерных nо к рытий 
рассматриваютел равномерные семейства подмножеств 
Х ,  к-рые , вообще говоря , не являютел покрытиями 
(тела этих семейств оказываются всюду плотными в 
Х в топологии , порождеииой /-равномерностью) . Одно 
из обобщений равномериости - так паз .  8-р а в н о
м е р и о с т ь - связано с наличием топологии на 
Р. п. Она определяется семействами 8-покрытий хаус
дорфова пространства ; 8-поr•рытилми паз . система Т] 
канонических открытых множеств Х ,  удовлетворяющих 
следующему условию: для любой точки х Е Х существуют 

V1 , • • •  , Vп Е ТJ  такие , что х Е int U �
= 1 

[ V;] .  
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С s а s z а r А. ,  Foundations of general topology, Oxford - (etc. l ,  1 9 63 ;  (9]  Ф е д о р  ч у  к В .  В . ,  <<Доил .  АН СССР•>, 1 97 0 , т .  1 92 ,  
No 6 с .  1228-3Оiц· [ 1 0] К u 1 р а W. , «Colloq. Math .o> , 1 972 , v. 2 5 , р. 227-40;  {1 1 ]  е п и н Е .  В . ,  «Доил . АН СССР», 1 97 5 ,  т. 222 , 
.М 3 ,  с. 5 4 1 -43.  А. В. Ивапов, Н. С. Стрепо.ловспая. 

РАВНОМЕРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - общее на-
звание класса распределений вероятностей, возии:иаю
щего при распространении идеи <<равиовозможности 
исходов» на непрерывный случай. Подобно нормально
му распределению Р .  р .  появляется в теории вероят
ностей как точное распределение в одних задачах и как 
предельное - в других . 

Р . р .  н а  о т р е з к е  ч и с л о в о й  п р я м о й . 
(п р л м о у г о л ь и о е р а с п  р е  д е л е н и е ) . 
Р . р .  на каком-либо отрезке [ а , Ь] , а < Ь , - это распре
делений вероятностей , имеющее плотность 

р (x ) = J Ь � а ' х Е [ а, h ] ,  

l О, х � [ а ,  Ь ] . 

Понятие Р .  р .  на [ а , Ь] соответствует представлеиию о 
случайном выборе точки на этом отрезке <<наудачу>> . 
Математич.  ожидание и дисперсия Р .  р .  равны, соот
ветственно , ( Ь+ а)/2 и ( Ь -а)2/ 1 2 .  Функция распределе
ния задается формулой 

х � а , 

[ о ,  
х - а Р (х ) = Ь - а ' а < х ..;;;; Ь , 

L 1 ,  х > Ь ,  
а характеристич. функция - формулой 

rn ( t )  = __ 1 _ (e i tb_et' fa) . 'У �� (Ь - а) 

Случайную величину с Р .  р .  на [0 , 1 ]  можно постро
ить, исходя из последовательности иезависимых слу
чайных величии Х1 , Х 2 , • • •  , принимающих значения О 
и 1 с вероятностями 1/2 , полагал 

х = � 00 х 2-п  �n = 1  n 

(Х n являются цифрами в двоичном разложении Х) . 
Слуqайвое число Х имеет Р .  р .  на отрезке [0 , 1 ] . Этот 
факт имеет важные статистич . приложенил, см. , вапр . ,  
Случайхьtе и псевдослучайхые числа. 

Если независимые случайные величины Х1 и Х2 име
ют Р .  р .  на [0 , 1 ] ,  т о  и х  сумма Х1+ Х2 имеет так паз .  
т р е у г о л ь н о е р а с п р е д е л е н и е н а [ 0 , 21 
с плотиостью и2 (х) = 1 - 1 1 -х l длл х Е [0 ,2] и и2 (х) = 0  для 
xf/= [ 0 , 2] . Сумма трех иезависимых случайных величин 
с Р .  р. на [ О , 1] имеет распре.u;елеиие на [ 0 ,3]  с плот
ностью 

О ,.;;;;; х < 1 ,  
1 ";;;; х < 2 , 
2 ";;;; х < 3 , 
х � [0 ,  3 ] . 

В общем случае сумма Х1+ Х 2+ . . + Хп независимыхс 
величин с Р . р .  на [ 0 , 1 ]  распределена с плотиостью 

1 �n 1 k ck ( n-1  ип (х) = (n - 1 ) !  -'.J k =  о (- ) n x - k) + 

для O ..;;:x ..;;:n и uпlx) = O для xf/= [ 0 ,  n] ; здесь 

{ z, z > О , z + = О , z ,.;;;;; O .  
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Распределение суммы Х1+ . . .  + Х" , нормированпой 
математич. ожиданием п/2 и средпеквадратич. отклоне
нием у п/1 2 , с ростом п быст.Ро сближается с нормаль
ным распределением с параметрами О и 1 ( уже при п=З 
приближение удовлетворительно для многих практич. 
целей) . В статистич . приложепиях процедура построения 
случайпой величипы с заданпой функцией распределе
ния F (х) основана па следующем факте . Пусть случай
пая величипа У распределена равномерно па [ 0 , 1 ] и 
функция распределения F (х) непрерывна и строго воз
растает . Тогда случайпая величипа X= F - 1 (Y) имеет 
функцию распределения F (х) (в общем случае надо за
менить в определении Х функцию F- l(y) па нек-рый ее 
аналог, а именно j (y)= inf {х :  F (x).,;;;;;.y:;;;;;,F (х+О)}) . 

х 
Р . р .  н а  о т р е з к е  к а к  п р е д е л ь н о е  

р а с п р е д е л е н и е .  Ниже приводятся типичные 
примеры возникновения Р .  р. на [ 0 , 1 ]  в качестве пре
дельного . 

1 ) П усть Хн Х 2 , • • •  , Х" , . . .  - пезависимые слу
чайные величины, имеющие одну и ту же непрерывную 
функцию распределения. Тогда распредедекие их сум
мы Sn , приведеиной по mod 1 ,  т. е . ,  иными словами , 
распределение дробной части {S n }  суммы S т сходится 
к равномерному на [ 0 , 1] распределению . 

2) П усть параметры а: и � имеют абсолютно непрерыв
ное совместное распределение ; тогда при t - CIO  распре
деление {a:t+ � }  сходится к равномерному на [ О ,  1 ] .  

3 )  Р .  р .  встречается как предельное распределение 
дробных долей нек-рых функций g (п)  натурального 
аргумента п. Напр. , при иррациональном а: доля тех 
т, 1 со;:т <;:п , из п для к-рых 

О :;;;;;, а :;;;;;, {па:} .,;;;;;. Ь :;;;;;, 1 , 
имеет пределом при п - CIO  величину Ь - а .  

Р .  р .  н а  п о д м н о ж е с т в а х  /Rk . П ример Р . р . в 
прямоугольнике встречается уже в Бюффона аадаче (см. 
также Геометрические вероятности , Стохастичеспая 
геометрия) . Р .  р .  на век-ром ограниченном множестве 
D в евклидоном пространстве IR.k определяется как рас
пределение , имеющее плотиость 

p (xi , . . . , Хп) = � С ;i: O , x� D , 
' о ,  X <.t: D , 

где С обратна k-мерному объему (или лебеговой мере) 
области D .  

Рассматривают также и Р .  р .  на поверхностях . Так, 
«случайное направление» (вапр . ,  в R3) определяют век
тором , идущим из начала координат в случайную точку 
поверхности единичной сферы, равномерно распреде
ленную в том смысле , что вероятность ее попадания в 
какую-либо часть поверхности пропорциональна пло
щади этой части . 

Роль Р .  р .  на алrеб'раич . группах играет вормиро
ванная Ха  ара .мера .  

Лит. : [ 1 ]  Ф е л л е р  В . , Введение в теорию вероятностей и 
ее nриложения, пер. с англ. , а изд . , т. 2, м . ,  1 9 6 7 .  

А .  В .  Прохоров. 
РАВНОМЕРНОИ СХОДИМОСТИ ТОПОЛОГИЯ -

топология пространства if (Х ,  У) отображений множест
ва Х в равно.мерпое пространство У, порождевная 
равномерной структурой множества if (Х , У) , базой 
окружений к-рой являются совокупности всех пар 
(/ ,  g) E 3f  (Х , Y) X if(X , У) таких , что (/ (х) ,  g (x)) E v  
для любого х Е Х и v пробегает базу окружений прост
ранства У. Сходимость направления {/а. }а е !(c3f (Х , У) 
к /o E if  (Х , У) в такой топологии ваз . сходимостью /а. 
к /0 • равномерной на множестве Х .  Если У полно , то 
3f (Х , У) - полное пространство в топологии равно
мервой сходимости . Если Х - топологич .  пространст
во и � (Х , У) - множество всех непрерывных в топо
логии пространства Х отображений Х в У,  то � (Х ,  У) 

замкнуто в 3f (Х ,  У) в Р. с. т . ;  в частности, предел f0(x) 
равномерно сходящейся последовательности fп(х) не
прерывных на Х отображений есть отображение , так
же вепреуыввое на Х . 

Лит. : 1 ]  Б у р б а к и Н . ,  Общая топология. Исnользова
ние вещественных чисел в общей топологии . Функциональные 
пространства. Сводка результатов . Словарь, пер . с франц. ,  М. , 
1 97 5 ;  [2] Н е л л и д ж . , Общая топология ,  пер . с англ . ,  2 
изд. ,  М. , 1 98 1 .  В . И. Собо.яев. 

РАВНОСИЛЬНОСТЬ, или э к  в и в а л е в т в о с т ь, 
утверждений (формул) А и В - повятие, означающее ,  
что при каждом допустимом наборе значений парамет
ров утверждения А и В оба истинны или оба ложны. 
Напр . ,  Р .  уравнений, веравеяств и их систем означает 
совпадение множеств их решений. Р. формул выска
аываний исчисления есть совпадение задаваемых ими 
булевых ф_ующий. 

Лит. : ( 1 ] Н о в и к о в П. С . ,  Элементы математической ло-
гики, 2 изд. , М . , 1 9 73 . С. Н. Артемов. 

РАВНОСИЛЬНЫЕ МЕТОДЫ СУММИРОВАНИЯ -
методы , суммирующие одни и те же последовательно
сти (быть может, к разным пределам) ; иначе , Р .  м. с . 
методы суммирования , имеющие одно и то же су.м.ми
руе.мости поле . Иногда Р .  м. с. паз .  методы , к-рые име
ют одинаковые поля суммируемости и являются сов
местными методами суммирования . Примерами равно
сильных и совместных методов суммирования являются 
Чеааро .метод суммирования (С ,  k) и Рисса .метод 
суммирования (R , п ,  k) (при одном и том же fG;,O) ,  Че
заро метод суммирования (С ,  k) и Гёльдера .метод 
суммирования (Н,  k) (при одном и том же целом 
k;;;;.O) . Существуют Р . м .  с . , не являющиеся совмест
ными . 

Иногда рассматривают не полвые поля суммируемос
ти, а их подмножества , принадлежащие век-рому мно
жеству и. Если для двух методов суммирования эти 
подмножества совпадают , то говорят , что методы сум
мирования равносильны на множестве и. Методы сум
мирования действительных последовательностей ваз .  
в п о л в е р а в в о с и л ь н ы м и ,  если равенство 
их полей суммируемости остается справедливым при 
включении в них последовательностей, суммируемых 
к + CIO и - CIO • Аналогично определяется равносильвость 
методов суммирования для специальных видов сумми
руемости (абсолютной, сильной и др . ) .  

Матричные .методы суммирования , определенвые пре
образовавиями последовательности в nоследователь
ность посредством матриц l l ank l l  и 1 1  Ьnt< l l , ваз .  а б с о
л ю т в о  р а в в о с. и л ь в ы м и (а б с о л ю т н о  
з к в и в а л е в т в ы  м и) на множестве и последо
вательностей {sk } ,  если ,;�А> - ,;�В> - О, п - CIO , WIЯ лю
бой {sk }с и, где 

(А) "\:1 "'  (В) ,.., .., 
'rп = ".;..k = l anksk , 

'rп = ".;..k= l Ь nkSk , 

а ряды в выражениях для ,;�А) и -r�B) сходятся для всех n .  
Лит. : [ 1 ]  Н у к Р . ,  Бесконечные матрицы и пространства 

последовательностей ,  пер . с англ . ,  м . ,  1 9 6 0 ; [2]  Х а р д и  Г. , 
Расходящиеся ряды, пер. с англ. , М . , 1 95 1 ; [3] Н а н г р  о Г. Ф. ,  
в сб. : Итоги науки и техники. Математический анализ, т .  12 ,  
м.,  1 97 4 ,  с. 5-70 .  и. и.  во.япов. 

РАВНОСТЕПЕННАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ м н о-
ж е с т в а ф у в к ц и й - повятие , тесно связанное 
с попятнем компактности множества непрерывных функ
ций . Пусть Х ,  У - компактные метрич . пространства и 
С (Х , У) - множество непрерывных отображений Х в 
У. Множество D c C  (Х , У) ваз .  р а в в о с т е п е н н о  
в е п р е р ы в н ы м , если для любого е >О существует 
такое 6 >О,  что из Рх(х1 , х2) .,;:6 вытекает ру(/ (х1) , f (х2))..:;. 
:;;;;,е для всех х1 , х2 Е Х , f Е D .  Р .  в .  D эквивалентна от
носительной компактности D в С (Х , У) , наделенном 
метрикой 

р (/ , g) = ma x p y  (/ (х) ,  g (х ) ) , 
х е Х  



801 РАДИКАЛ 802 
что составляет содержание т е о р е м ы А р ц е л а -
А с к о л и .  I fонятпе Р .  н .  переноси·rся на тонологич .  
пространства .  

Лит . : [ 1 ]  Н о л м о г о р о в  А .  Н. , Ф о м  и н С .  В . ,  Элемен
ты теории фующий и функционального анализа , 5 изд. , М . ,  
1 98 1 ;  [2] Э д в а р д  с Р . , Функциональный анализ, пер . с англ. , 
М. , 1 969 .  Е .  М .  Се  ... епов . 

РАВНОСХОД Я ЩИЕСЯ РЯДЫ - такие сходящиеся 

или расходящиеся числовые ряды ,, "" 
an и ,..,"" 

Ьт ..t::.Jn=l  �n=l 
разность к-рых является сходящимся рядом с суммой, 
равной нулю : �== 1 (ап- Ьп) = О .  Е сли же их разность 
является лишь сходящимся рядом, то исходные ряды 
ваз . р а в н о с х о д я щ и м и с я в ш и р о к о м 
с м ы  с л е .  

Если an= ап(х) и Ьп= Ь,. (х) - функции , вапр . а п  : 
Х - IR. ,  Ьп: Х - IR. ,  где Х - произвольвое множество , 
а IR. - множество действительных чисел , то ряды 

�== 1  
ап(х) и �== 1 

Ьп(х) ваз . р а в в о м е р  н о 

р а в в о с х о д я щ и м и с я (р а в и о м е р в о р а в
н о с х о д я щ и м и с я в ш и р о к о м с м ы  с л е) на 
множестве Х ,  если их разность есть ряд, к-рый равно
мерно сходится на Х и его сумма равна нулю (соответст
венно просто равномерно сходится на Х) . 

П р и м е р . Е сли две интегрируемые на отрезке 
[-:rt , :rt] функции равны на интервале Ic[-:rt ,  :rt ] ,  то 
их ряды Фурье - равномерно равносходящиеся на 
каждом интервале I* ,  внутреннем к интервалу I , а 
сопряженвые ряДЬI Ф урье - равв:омерво раввосходя
щиеся на I* в широком смысле . л. д. Кудрявцев. 

РАДЕМАХЕРА СИСТЕМА - ортовормировавная на 
отрезке [0 , 1 ]  система {r11 (x) } . Введена Х .  Радемахером 
[ 1 ] .  Функции r11(x) можно определить равенствами 

r11 (x) = sign sin 2" :rtx , х Е [О ,  1 ] ,  k = 1 , 2 , . . . 

Другое определение функций Радемахера r"(x) по
лучается путем рассмотрения двоичных разJюжений 
чисел отрезка [ 0 , 1 ] :  если в двоичном разложении числа 
х на k-м месте стоит цифра О ,  то полагают r"(x) = 1 ,  если 
же на k-м месте стоит 1 ,  то r "(x) = - 1 ;  в случае же, ког
да х= О  или число х допускает два разложения,  по
лагают r"(x) = O .  Согласно этому определению отре
зок [ 0 , 1 ]  распадается на 211 равных подинтервала ,  в 
каждом из которых функция r"(x) принимает попе
ременно значения + 1  и - 1 ,  а на концах подивтерва
лов r" (:r) = O .  

Система {r11(x) } представляет типичный пример сто
хастически независимых функций и имеет применевил 
как в теории вероятностей, так и в теории ортогональ
ных рядов.  

Одно из важных свойств Р .  с .  устанавливается т е о-
р е м о й: Р а д е м а х е р а :  если � с: <+ оо , то ряд 
� с" r"(x) сходится почти всюду на [ 0 ,  1 ] ,  и т е о р е м о ii 
Х и в ч и н а - К о л м о г о р о в а :  если � с�= + оо , 

то ряд � с" r,.(x) расходится почти всюду на [ 0 , 1 ] .  
Так как фующии Радемахера в двоично иррацио

нальных точках интервала [ 0 , 1 ]  принимают лишь зна-
чения ± 1 , то рассмотрение ряда � сп rп(х) означает, 
что у членов ряда � сп выбирается распределение зна
ков ± 1 , зависящее от точки х . Е сли х= О,  а1 а2 • • •  

an . . .  - представление числа х Е [О , 1 ]  в виде бесконеч
ной двоичной дроби , то при ап= О  перед Сп ставится 
знак + и при ап= 1 ставится знак - . 

Вышеприведенные теоремы в термивах теории веро-
ятностей означают, что если � с� <+ оо , то ряд � ± сп 
сходится для почти всех распределений знаков (сходит-
ся с вероятностыо 1 ) ,  и если � с�= + оо , то ря� � ± сп 

� 26 Математическая энц . ,  т. � 

расходится для почm всех распределений знаков (рас
ходится с вероятностью 1 ) . 

Наоборот, ряд теорем теории вероятностей можно 
сформулировать в терминах функций Радемахера . 
Напр . ,  теорема Кавтелли о том, что при игре «в герб и 
решетку� со ставкой: 1 средний выигрыш с вероятностью 
1 стремится к нулю , означает , что почти всюду на [0, 1 ]  
выполняется равенство 

l im ..!... � n ' "  (х ) = О . 
n...,. oo n �k :. l 

Лит. : ( 1 ] R а d е m а с h с r H.L <<Math. Ann .� . 1 922,  Bd 87 ,  
S. 1 1 2- 3 8 ; [2] Н а ч м а ж С. ,  Ш т е и н г а 'i з Г . , Теория орто
гональных рядов,  пер. с нем. , М . ,  1 95 8 ;  t3]  А л е к с и ч Г . ,  
Проблемы сходимости ортогональных рядов , пер. с а н  гл. , М . ,  
1 96 3 ;  (4] Н а ц М. , Статистическая независимость в теории веро
ятностей, анализе и теории чисел, пер. с англ . ,  М . , 1 963 .  

А .  А.  Тала.яяп. 
РАДИАЛЬНОЕ ГРАНИЧНОЕ ЗНАЧЕНИЕ - значе

ние функции f (z) ,  определенвой в единичном круге 
D = {z E C :  l z l <1 } в граничной: точке ь = еi В ,  равное 
пределу 

l im f ( re i8) = !* (e ie) 
r -+ 1 - 0  

фующии f (z) по множеству точек радиуса Н= {z= re iB  : 
O <r<t  } , проведеиного в точi< У 6 .  Термин «Р .  г .  з . �  
иногда употребляется в обобщенном смысле для фунn:
ций f( z) ,  заданных в произвольвых обJ1астях (включая 
многомерные) D , причем в качестве Н берется множест
во точек нормали (или ее аналога) к границе D ,  прове
деивой в граничной точке . Напр . ,  в случае бикруга 

D = {(zi , z2) E C2 : j  z 1 l  < 1 , / z 2 j < 1 } 
под Р .  г . з .  в точке 6= (ei8 • , ei6• ) понимается предел 

l im f ( re ;e, , rei8•) = f* (Q . 
Г -+  1 - 0  

Лит. : [ 1 ]  М а р  к у m е в и ч А. И . , Теория аналитических 
функций, 2 изд. , т . 1 - 2 ,  М . .  1 96 7 - 6 8 ;  [2] П р  и в а л о в И.  И. , 
Граничные свойства аналитических ф ункций, 2 изд. , М . - Л . ,  
HJ5 0 .  Е .  Д.  Соломепцев. 

РАДИАН - угол , соответствующпii: дуге ,  длина 
к-рой равна ее радиусу; содершит приблизительво 
57°1 7 '  44" , 80625 . Р. припимается за единицу измере
ния углов при т .  п . круговом, или радианном, измере
нии углов . Если круговая мера у;гла равна а Р . ,  то угол 
содержит 1 80° aln градусов; обратно , угол в n° имеет 
круговую меру :rt n°/ 1 80° Р .  в сэ-з . 

РАДИКАЛ - 1 )  Р . - математический знак v- (из
мененное латинское r) , к-рым обозначают извлечение 
корпя , т. е. решение двучленного алгебраич . урав-
нения вида хп -а= О .  Под символом Vf;; подразумева
ется один из корвей этого уравнения . 

Проблема решения алгебраич . уравнений над полем 
С комплексных чисел в Р . :  выразить корни алгебраич . 
уравнения (с комплексными коэффициентами) через 
его коэффициенты с помощью конечного числа дейст
вий сложения, вычитания ,  умножения, деления ,  возвы
шения н степень и извлечения корня . Уравнения выше 
4-ii степени , вообще говоря, нельзя решить в Р. (см. 
Галуа теор ия) . 

3нак Р . используется также для обозначения ради
кала идеала . 

2) Р .  в нек-ро:м классе алгебраи'lеских систем - поня
тие ,  связанное с повятием радикального свойства . 
Первые примеры Р .  возникли в теории ассоциативных 
колец (см. подрqбнее Радикалы колец и алгебр) , пост
роение общей теории Р .  было начато С. Амицуром 
(S . Amitsur) и А. Г .  К урошем . Теория Р .  может быть раз
вита в любой категории алгебраич . систем, обладаю
щей нек-рыми необходимыми свойствами (напр . ,  в ка
тегории мультиоператорных групп) . Многие вопросы 
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теории Р .  изучаются в рамках теории категорий. См. сиб. , 1 9 7 3 ,  с .  283-99 ; [3] С I i t f о r d А .  Н . , « Semi�roup Forum•>· 

также Радикал группы,  Радикал в классе полугрупп . 1 97 0 , v. 1 ,  ;N; 2 ,  р .  1 0 3-27 ; l 4 J  R о i z Е .  N . , s с h е i n в .  м . , там же , 1 9 7 8 ,  v .  1 6 ,  J'<Ъ 3 ,  р .  299 - 3 4 4 .  Л .  А .  Спорняпов . 
О. А. Иванова . РАДИКАЛ г р у п п ы G - папбольшал нормаль-

рАДИКАЛ в к л а с с е п 0 л У г Р У п п - функция нал подгруппа группы G, принадлежащая данному ради-
р,  ставящая в соответствие каждой полугруппе S ее калькому классу групп. Класс групп наз .  р а д и-
конгруэнцию р (S) и обладающая следующими свойст- к а л ь н ы  м, если он замкнут относительно гомоморф-
вами: 1 ) если S изоморфна Т и р  (S) = O  (через О обозна- ных образов , а также относительно <<бесконечных рас-чено отношение равенства) , то Р ( Т)= О ; 2) если ширений>> ,  т. е. если классу обязана принадлежать вел-
е - конгруэнция на S и p (S/e) = O , то p (S) ..;;: e ; 3) кал группа , обладающая возрастающим нормальным 
p( S/p (S) ) = O .  При выполнении 1 ) и 3) свойство 2) рав- рядом с факторами из данного класса (см. Нормальный 
посильно неравепству д) в . . б 

sup {р (S) ,  e}te tt;;;;. р (S te) 
ря . о всякои группе имеется на и ольшал радикаль
ная нормальная подгруппа - р а д и к а л. Фактор
группа по Р. является п о л у п р о с т о й г р у п
п о й , т. е .  имеет единичный радикал . 

для всякой конгруэнции е на S .  Полугруппа S паз . р
п о л у п р  о с т о й , если р (S)=O .  Класс р-полупрос
тых полуrрупп содержит одноэлементную полугруппу 
и замкнут относительно изоморфизма и подnрямых 
произведений . Наоборот, каждый класс полугрупп,  об
ладающий этими свойствами , служит классом р-полу
простых полугрупп для нек-рого радикала р. Е сли 
p(S) = S X S , то полугруппа S паз . р-р а д и к а л ь
н о й .  В отличие от колец Р .  в nолугруппах не опреде
ляется соответствующим радикальным классом. Если 
в определении Р .  ограничиться рассмотрением конгру
энций,  определяемых идеалами, то возникает другое 
nоияти е Р . ,  где соответствующая функция выделлет 
в каждой полугруппе идеал. 

Если .!i'- класс полугрупп, замкнутый относительно 
изоморфизма и содержащий одноэлементную полугруп
пу, то функция, ставящая в соответствии каждой полу
группе S пересечение всех ее конгруэнций е таких, что 
S/e E .\i', оказывается Р . ,  напр . P.re . Класс jj' совпадает с 
классом Р_rе-полуnростых полугрупп тогда и только 
тогда , когда он замкнут относительно подпрямых про
изведений .  В этом случае на S/pst(S)  можно смотреть 
как на наибольтую факторполугруппу полугруnпы S 
среди лежащих в ,\'i' (с� . Реплика) . 

П р  и м е р . Пусть jj' - класс полуrрупп , допускаю
щих точное веприводимое представление . Тогда 

Ря (S ) = { (а , b ) l a , Ъ Е S , (а , Ь ) E �t (as) П �t (Ьs) 

для всех s E S U .0 } ,  где 

ft (а) = { (х , у) l x , y E S , amx = any 
для некоторых т,  п :;;" О} . 

Рассматривались Р . ,  оnределенные на данном клас
се полугрупп, замкнутом относительно гомоморфных 
образов . 

С каждым радикалом р связан класс левых полигона� 
� (р) . Именно , если А - левый S-полигон, то конгру
энция е на полугруппе S паз . А -аннулирующей, если 
(Л , ft) Е е влечет за собой Л.а= �ta для всех а Е А . Точная 
верхняя грань всех А -аннулирующих конгру:энций 
оказываетсн А -аннуJrирующеii конгруэнцией п обозна
чаетел Ann А .  Класс � (р) , по определению , состоит 
из всех таких левых S-nолигонов А , что р (S/ Ann А ) =  
=0,  причем S пробегает класс всех полугрупп. Если е 
конгруэнция па S ,  то левый (S/е)-полигон лежит в 
� (р) тогда и только тогда , когда он лежит в � (р) , бу
дучи рассматриваеllfЪIМ как левый S-nолигон . Наоборот , 
если дан класс � левых полигонов,  обладающий этим 
свойством, и � (S )  - класс всех левых S-полигонов , 
лежащих в � . то функция 

( 
р (S ) = � 

� 
оказывается Р .  

s x s ,  если � (S) п усто , 
П Ann А в противном случае A e � (S) 

Лит. : [ 1 ]  Н л и ф ф о р  д А . ,  П р  е с т о н Г. , Алгебраиче
сиая теория ПOJiyrpynn, пер .  с англ. , т. 2, М. , 1 972 ; [2] С и о р
н я и о в л. А . , в ин. : Избр . вопросы алгебры и логиии , Ново-

П римером радикального юrасса является класс групп, 
обладающих возрастающим субнормальным рядом с 
локально вильпотентными факторами . Иногда термин 
«Р . >> используется именно применительно к наибольшей 
локально нильпотентной нормальной подгруппе (в  случае конечных групп - это нильпотентный Р . ,  или 
подгруппа Фиттинг а) . Важнейшим Р .  в конечных груп
пах является разрешимый Р .  ( с м .  Разрешимая группа ) .  
1\онечные группы, имеющие тривиальный разрешимый 
Р . ,  допускают не к-рое описание в терминах простых 
групп и их групп автоморфизмов (см . ( 1 ] ) .  

Лит . :  [ 1 ]  Н у р о m А. Г. , Теория групn, 3 изд. , М . ,  1 9 6 7 .  
А .  Л .  Шмелъхu-н. 

В :классе групп Ли радикалом ваз . паибольшую 
связную разрешимую нормаJrьную подгруппу. В лю
бой группе Ли G существует радикал R ,  причем R -
замкнутая подгруппа Ли в G. Если Н - нормальная 
подгруппа Ли в G, то группа Gl Н полупроета (см. Ли 
полупростая группа) тогда и толы{о тогда , когда H2 R . 
Подалгебра алгебры Ли g групnы Ли G, соответствую
щая Р . ,  еовпадает с Р .  алгебры Ли g .  

Р а д и к а л  а л г е б р а и ч е с к о й  г р у � 
п ы - наибольшал связная разрешимая нормальная 
подгруппа алгебраич . группы G,  всегда замкнутал в G. 
Радикал R (G\ линейной алгебраич. группы G совпадает 
со связной компонентой единицы в пересечении всех 
Бореля подгрупп группы G; он является наименьшей 
из таких аамкнутых нормальных подгрупп [{,  что груп
па Gl Н полупроста (см. Полупростая алгебраическая 
группа) . Множество R (G)u всех уиипотентных элемен
тов в R (G) есть свяаная уиипотентнал замкнутал нор
мальная подгруппа в G, лвляющалсл наибольшей среди 
всех связных унипотентных нормальных подгрупп . 
Эта nодгруппа наа . у н и n о т е н т н ы м р а д и к а
л о м г р у п п ы G и может быть охарактеризована 
кан наимею,шая иа таких замкнутых нормальных 
подгрупп Н в G,  что Glll редуктивна . А. л. опищuх . 

РАДИКАЛ ИДЕАЛА А а с с о ц и а т и в н о - к о м
м у т а т и в н о г о к о л ь ц а R - множество всех 
элементов Ь Е R , пек-рая степень к-рых содержится в 
А . Это множество обозначается УА . Оно является 
идеалом в R , причем YA ::JA и V УА = УА . 

Обобщением этого понятия явлнется nоилтис р а д и
н а л а n о д м о д у л я .  П усть М - модуль над R и 
N - его подмодуль . Радикалом подмодуля N паз . мно
жество всех элементов a E R таких,  что anмcN для 
нек-рого целого п (вообще говоря , зависящего от n ) . 
Радикал nодмодуля будет идеалом в R .  О. А .  Иванова. 

РАДИКАЛЫ к о л е ц и а л г е б р - понятие, 
вnервые возникшее в классической структурной теории 
конечномерных алгебр в нач. 20 в .  Под Р .  первовачаль
но nонималсл паибольший нильпотентный идеал конеч
номерной ассоциативной алгебры . Алгебры с нулевым 
Р. (называемые п о л у п р о с т ы м и) получили в 
классич. теории достаточно полное описание : любая 
nолупростая конечномерная ассоциативная алгебра 
является прямой суммой простых матричных алгебр 
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над подходящими телами . Впоследствии было обнару- Известны условия на подклассы алгебр, необходимые 
жено, что наибольшие нильпотентные идеалы сущест- и достаточные для того,  чтобы эти поцклнссы служили 
вуют в любых ассоциативных кольцах и алгебрах с классами n c c x  раюп-.:альных и л и  классами всех полу
условием минимальности для левых (или правых) идеа- простых алгебр для каких-либо Р. n W. Такие подклас
лов, т .  е .  в любых артиновых кольцах и алгебрах , и сы алгебр принято называть соответетвепно р а д и
описание артиl'lовых полупростых колец и алгебр сов- к а л ь н ы м и и п о л у п р о с т ы м и п о д
падает с описанием конечномерных полупростых ал- к л а с с а м и .  
гебр .  В то же время оказалось , что Р . ,  как  наибольший Частичная упорядоченность радикальных классов 
нильпотентпый либо разрешимый идеал , может быть по включению индуцирует частичный порядок на клас
определев и во многих классах конечномерных пеас- се ncex Р. в � . А именно, считается ,  что r1 <:r2 , если 
социативпых алгебр (альтернативных, йордаповых , yt (r1 ) содержи1• yt (r2 ) (и в этом случае также fP (r1 ) 
лиевых и др . ) .  При этом, как и в ассоциативном слу- содержит fP (r2) ) .  
чае , полупростые алгебры оказываются прямыми сум- Для  каждого подкласса М класса � н и ж н и м 
мами простых алгебр нек-рого специального вида . р а д и к а л ь н ы м к л а с с о м l (М) , порождев-

В связи с тем, что в бесконечномерном случае ваиболь- ным классом М , паз . наименьший радикальвый класс , 
шего пильпотентвого идеала может и не существовать, содержащий М , а соответствующий ему Р .  н аз . н и ж
появилось много различных обобщений классического в и м р а д и к а л о м,  определяемым классом М .  
Р . : радикал Бэра , радикал Джекобсона, радикал Л е- В е р х н и м р а д и к а л ь в ы м к л а с с о м 
вицкого , радикал Кёте и др.  Наиболее часто используе- и(М) ,  определенным классом М, ваз . наибольший ради
мый из них - Д же-,;обсопа ради-,;а.л, . Были введены так- кальвый класс ,  относительно Р. к-рого все алгебры из М 
же Р . ,  в пек-ром смысле противоположные классиче- полупросты (этот Р .  паз . в е р х н и м р а д и к а
скому.  Так,  напр . ,  все к л а с с и ч е с  к и п о  л у- л о м,  определяемым классом Jl,f) .  Для любого класса М 
п р о с т ы  е к о л ь ц а (т .  е .  прпмые суммы полных нижний радикальный класс l (М) существует . Если � -
матричных колец) радикальвы в смысле регулпрного класс ассоциативных алгебр , то верхний Р .  для любого 
радикала Неймава и наследствепво идемпатентного ра- подкласса М также всегда существует. В неассоциатив
дикала Блзра . Построение общей теории Р. было начато ном случае верхний Р .  может не существовать. Изоест
в работах С .  Амицура [ 1 ]  и А. Г. Куроша [ 2) .  вы достаточные условия на класс М , при к-рых верх-

Общая теория радикалов . Всюду в дальнейшем го- ний радикал для М существует . Этим условиям , в част
воритсп только об алгебрах (имеютсп в виду алгебры ности, удовлетворяет всякий класс , содержащий только 
над произвольвым фиксированным ассоциативно-ком- простые алгебры. 
м утативпым кольцом с единицей) ; кольца являются Для любого Р.  венкал простан алгебра либо ради-
частным случаем таких алгебр .  Под идеалом алгебры, кальпа , либо полупроста . Таким образом, каждому ра-
если это не оговорено специально, nонимается двусто- дикзлу r соответствует разбиение nростых алгебр па 
ронний идеал . два вепересекающихся класса : S1 - класс r-полупрос-

П усть � - нек-рый класс алгебр, замкнутый отно- тых простых алгебр, или в е р х н  и й к л а с с, и S2 
сительна взятия идеалов и гомоморфных образов, т .  е .  класс всех r-радикальных простых алгебр ,  или в и ж
содержащий вместе со всякой алгеброй любой ее идеал н и й 1\ л а с с. Принято говорить , что радикал r 
и любой ее гомоморфный образ .  И пусть r - век-рое соответствует этому разбиению . Обратно , для произ
абстрактноР свойство , к-рым может обладать или не вольного разбиении простых алгебр на два пелересе
обладать алгебра из � .  Алгебра , обладающая свойст- кающихся нласса , один из к-рых 81 назван верхним, 
вом r,  ваз . r-a л г е б р о й . Идеал I алгебры А паз . ее а другой 8 2 - нижним, существует радикал ,  соот
r-и д е а л о м ,  если I является r-алгеброй . Алгебра ветствующий данному разбиению . Такими будут верх
паз. 1·-п о л у п р  о с т о й , если она не имеет ненуле- ний радикал r1 , определяемый классом 81 , а также ниж
вых r-идеалов . Говорят , что r является р а д и к а л ь- пий радикал r 2 , определяемый классом S2 ; радикалы 
н ы м с в о :й с т в о м в классе � ИJiи что в �  задан r1 и r2 паз . соответственно в е р х н  и м и н и ж н и м 
р а д и к а л (в смысле К уроша) , если выполняютсп р а д  и к а л а м и д а н н о г о р а з б и е н и я 
следующие условия: простых алгебр .  Для любого радикала r, соответствую-

(А) гомоморфный образ r-алгебры есть r-алгебра ;  щего тому же разбиению простых алгебр , r1> r> r2 • 
(Б )  каждая алгебра А класса � обладает наиболь- В классе всех ассоциативных алгебр для любого раз

шим r-идеалом, т .  е .  идеалом,  содержащим любой r- биении простых алгебр r1 >r2 • Классический Р .  в классе 
идеал этой алгебры , и этот максимальный r-идеал конечномерных ассоциативных алгебр над полем со
паз. тогда r-p  а д и к а л о м этой алгебры и обозна- ответствует тому разбиению простых алгебр ,  нижний 
чается r (A ) ;  класс которого пуст, причем явлпетсп единственным 

( В )  факторалгебра A lr (A ) r-полупроста . нетривиальным Р . ,  соответствующим атому раз-
Алгебра, совпадающая со своим Р . ,  паз . р а д и- биению . 

к а л ь н о й . В любом классе алгебр и для любого ра- Наследственные радикалы. Радикал r паз . и д е
дикалэ {О } является единственной одновременно ради- а л ь н о н а с л е д с т в е н н ы м р а д и к а
кальной и полупростой алгеброй . Подпрямое произве- л о м ,  или к Р У ч е в и е м, в классе �. если для вся
девне любого множества полупростых алгебр само полу- кого идеала I алгебры А этого класса : r (l) =  r (А )  n I. 
просто . Идеально наследственные Р .  есть в точности те Р . ,  ддя 

С каждым радикалом r связаны два подкласса алгебр к-рых классы :it (r) и fP (r) замкнуты относительно идеа
Б \l( : класс 5t (r) всех r-радикальпых алгебр и класс лов . Радикал r паз. н а с л е д с т в е н н ы 111 . если 
fP ( r) всех r-полупростых алгебр . По любому из этих класс :'Л (r) замкнут относительно идеалов . В классах 
классов однозначно находится радикал r (А )  для к аж- ассоциативных, а также альтернативных алгебр каж-
дой алгебры А из �. а именно: дый наследственный Р. пвляется кручением .  Радикал 

� r наз .  с т р о г  о н а с л е д с т в е н н ы м, если 
r (А) = � {l l l - идеал в А , 1 Е 5L ( r ) } ;  класс :р ( r) замкнут относительrю подалгебр . 
r (А) = П {l l l - идеал в А ,  A!I E fP (r )} . Класс всех кручений является полпой дистрибутив-

Алгебра r-радикальна тогда и только тогда,  когда она 
не может быть отображена гомоморфно ни на одну не
н улевую r-полупростую алгебру.  

вой «решеткоЙ>> (см . Д истрибутивпая решет-,;а) . Упот
ребление кавычек здесь связано с тем, что совокупность 
элементов этой «решетки» пвляется не множеством, а 
классом. 

26 * 
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В классе всех кручений выделены два противополож

ных подкласса :  класс н а д н и л ь п о  т !'  н т н ы х 
к р у ч е н и й , т .  е .  таких кручений r, что все алгебры 
с нулевым умножением r-радикальны, и класс п о д
и д е м п о т е н т н ы х к р у ч е н и й - таких кру
чений r,  что все алгебры с нулевым умножением r-полу
просты (а все r-радикальные алгебры идемпотентны) .  
Важным частным случаем наднильпотентных Р .  явля
ются с п е ц и а л ь н ы е р а д и к а л ы - такие 
кручения r ,  что все r-полунростые алгебры разлагают
ся в подпрямое произведение пРрвичных r-полупростых 
алгебр .  Существуют наднильпотентные неспециальные 
Р. (см. [ 5] , [ 7 ] ) .  

Радикалы в классе ассоциативных колец . Пусть 
2( - класс всех ассоциативных колец. И пусть : 

<р - нижний Р . ,  определяемый классом всех простых 
колец с пулевым умножением; 

� (н и ж н и й р а д  и к а л Б э р  а) - нижний 
Р . ,  определяемый классом всех нильпотентных колец;  
верхний Р . ,  определяемый классом всех первичных 
колец; наименьший специальный Р . ;  равен пересече
нию простых идеалов кольца ; 

.Z (р а д и к а л Л е в и ц к о г о) - нижний Р . ,  
определяемый классом всех локально нильпотентных 
колец; равен сумме всех локально нильпотентных иде
алов кольца и содержит любой односторонний локально 
пильпотентпый идеал кольца ; 

QYC (в е р х в и й н и л ь р а д и к а л ,  или р а 
д и к а л Н .  ё т е) - нижний Р . ,  определяемый клас
сом всех вильколец; 

'У (р а д � к а л  Д ж е к о б с о н а ) - верхний Р . ,  
определяемыи классом всех примитинных колец; ра
вен пересечению всех примитинных идеалов кольца , 
а также пересечению всех модулярных максимальных 
правых (левых) идеалов, является квазиреrулярпым 
идеалом , содержащим все квазирегулярпые праные 
(левые) идеалы ; 

g (р а д и к а л Б р а у в а - М а к к о я) - верх
ний Р . ,  определяемый классом всех простых колец 
с единицей , совпадает с верхним Р .  своего разбиения ; 
равен пересечению всех максимальных модулярных 
идеалов кольца; 

• - верхний Р . ,  определяемый классом всех матрич
ных колец над телами; 

Л (о б о б щ е н в ы й в и л ь р а д и к а л )  -
верхний Р . ,  определяемый классом всех колец без дели
телей пуля; 

F - верхний Р . ,  определяемый классом всех полей .  
В класс!' всех ассоциативных колец имеют место 

строгие веравенства : 
ер < � < .Z < .Ж <  'у. < g < • < F ,  

QYC < Л < F .  
В классе колец с условием минимальности первые 
семь Р. совпадают и соответствуют классическому Р .  
Е сли радикал r индуцирует в классе колец с условием 
минимальности классический Р . ,  то ер <r <-r. Для колец 
с условием максимальности �= .Z= QYC .  Для коммута
тивных колец 1f=g=-.:= F, �= .Z=Q/C=Л. Радикалы 
� • .Z, QYC, 'У:· Г, 1: , .;t,  F являются специальными . Ра
дикалы ер ,  � • .Z соответствуют одному и тому же раз
биению простых колец, а 'у.. g, 1: ,  Л, Р - друrим по
парно различным разбиениям. 

Лит . :  [ 1 ]  А т i t s u r S .  А . , <• Amer. J .  M a th . •> ,  J n !\ 2 ,  v .  7 4 ,  
р .  774- 8 6 ;  1 9 5 1, ,  v .  76 , р.  1 0 0-36 ;  [2] Н у р о ш А .  Г . ,<<Матем . 
сб. •> ,  1 9 5 3 ,  т. 33 , в. 1 ,  с . 1 3-2 6 ;  [3] D i v i n s k у N . ,  Rings and 
radicals,  Toronto , 1 9 65 ; [4]  А r t i n Е . ,  N е s Ь i t t С . ,  Т h о
г а 1 1  R . ,  Rings w i th minimum condi tion , Ann Arbo1· ,  1 94 4 ;  [5 ] 
Итоги н�уки.  Алгебра . Тоnология .  Геометрия. 1 .9 6 7

j 
М . ,  1 969: с. 28-32 , [6 ] Нольца , т. 2, Новосиб . , 1 9 7 3 ,  с. 3-6 , (7 А н д р  у 

н а к и е в и ч В. А . ,  Р я б у х и н Ю .  М . ,  Радикалы алгебр и 
стр уктурная теория, М . ,  1 9 7 9 ;  [8] Ж е в л а к о в К А. , 
С Jl и н ь к о А. М . , Ш е с т а к о в И. П . , Ш и р ш о в А. И . ,  
Нольца , близкие к ассоциативным ,  М . ,  1 9 7 8 .  

В .  А .  Апдруна�<иевич. 

В классе алгебр Ли обычно радикалом ваз . наиболь
ший: разрrшимый идеал , т. е. разрешимый идеал r, со
держащий все разрешимые идеалы данной алгебры 
Ли. В конечномерпой алгебре Ли g существует такжР 
паибольший нильпотептпый идеал n (называемый иног
да в и л ь р а д и к а л о м) ,  к-рый совпадает с наи
большим идеалом, состоящим из пильпотентпых эле
ментов, а также с множеством таких x E g , что присо
единенвый оператор adx содержится в Р. ассоциативной 
алгебры линейных иреобразований пространства g , 
порожденпой присоединенпой алгеброй Ли adg .  Рас
сматривается также в и л ь п о т е н т в ы й р а д и
к а л {! алгебры Ли g - это множество таких х Е g , 
что а (х)= О для любого веприводимого конечномерного 
линейного представления а алгебры g .  Нильпотентпый 
Р .  совпадает также с наибольшим из идеалов, пред
ставляемых нильпотептными операторами при любом 
конечномерном линейном представлении алгебры g . 
При этом r = n= {! .  Если характеристика основного 
поля равна О, то {! - это паименьший из идеалов fc 
cg , для к-рых g/f - редуктивная алгебра Ли .  В этом 
случае нильпотентный Р .  связан с радикалом r , соот
ношениями 

{! =  [ g , r ] = [g , g] n r;  
любое дифференцирование алгебры Ли g переводит 
r в n и {! в {! .  Нильрадикал и пильпотентпый Р . ,  
однако , не являются Р .  в смысле общей теории Р .  :ко
лец и алгебр . 

Лит. : [ 1 l  Д ж е к о б с о н Н . ,  Алгебры Ли , пер . с англ . , 
М. , 1 9 6 4 ;  [ 2 ]  Теория алгебр Л и .  Топология групп Ли. Семинар 
«Софус Ли», пер . с франц. , М . , 1 9 6 2 ;  [3 ]  Ш е в а л л е К ,  
Теория групп Ли , пер . с франц. , т .  3 ,  м. , 1 958 .  А .  Л .  Опищи�<. 

РАДИКАЛЬНАН ОСЬ - совокупность точек плос
кости , имеющих относительно двух неконцептрич . о:к· 
ружпостей 

х2 + у2 - 2а1х - 2Ь1 у - 2с1 = 0 , 

х2 + у2 - 2а2х - 2Ь2у - 2с2 = 0 

одинаковую степень точки . Уравнение Р .  о . :  

( a 2 - al) x + (b2 - /J I )  У + (с2 - с1) = 0 . 

Р . о .  двух непересекающихся окружностей проходит 
вне окружностей и перпепдикулярпа прямой , проходя
щей через их центры (иногда принимают, что Р .  о .  

копцентрич . окружностей является песобетвенная пря
мая) . Р. о .  двух пересекающихся окружностей являет
ся прямая ,  проходящая через точки их пересечения ; 
а Р .  о .  двух касающихся окружностей - их общая :ка
сательная . Для любых трех окружностей с пеколлипеар
ными центрами Р. о. каждой пары окружностей прохо
дят через одну точку (р а д и к а л ь  и ы й ц е н  т р) . 

А .  Б .  Ивапов. 
РАДИУС о к р у ж н о с т и - отрезок , соединяю

щий точку окружности (или сферы) с центром . Р .  ваз . 
также длину этого отрезка . в ез-а . 
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РАДИУС-ВЕКТОР т о ч к и  п р  о с т р а н  с т в а

вектор ,  идущий в эту точку из пек-рой заранее фикси
рованной точки, называемой п о л ю с о м .  Если в ка
честве полюса берется начало декартовых координат, 
то проекции Р . -в . точки М на оси координат (декар
товых прлмоугольных) совпадают с координатами точ
ки М . БСЭ-3 .  

РАДО КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА - квадратур
ная формула наивысшей алгебраич . степени точности 
для промежутка [а , Ь]�[-1 , 1] и веса р (х)= 1  с одним 
фиксированным узлом - концом промежутка , напр .-1 . 
Р .  к .  ф. имеет вид 

('1 1 (х) dx = Al (-1 ) + ,.,� Cil (xj ) · J - 1 �}= 1  
Узлы х f - корни ортогонального на [ -1 , 1 ]  с весом 
1 +х многочлена Якоби P�·l) (х) , А = 2/ (п+ 1 )2 • :Коэф
фициенты С 1 положительны . Алгебраич . степень точ
ности равна 2 n. Существуют таблицы узлов и коэффи
циентов для Р .  к .  ф. , напр . для n= 1 (1 ) 6 см. [ 2) .  

Формула найдена Р .  Радо [ 1 ] . 
Лит. :  [ 1 ] R а d а u R . ,  <<J .  math . pures et appl . >> ,  1 880 ,  v. 6 ,  

р .  283-336 ;  [2] R р ы л  о в в .  И. , Приближенное вычисление 
интегралов , 2 изд. , М . ,  1 96 7 .  И. Л. Мъtсовспих. 

РАДОНА ИНТЕГРАЛ - интеграл по Радона ;мере .  
Подробнее , пусть даны а-алгебра � подмножеств мно
жества Т и конечная счетно аддитивная функция <р 
на � (мера Радона) .  Тогда в совокупности всех измери
мых функций выделлетел класс функций , называемых 
с у м м и р у е м ы  м и п о  ф у н к ц и и  q>, к-рым 
сопоставляется пек-рое конечное число , к-рое и паз . 
и Н т е Г р а л о м Р а д о Н а . М. И. Войцеховспий. 

РАДОНА МЕРА, в н у т р е  н н е р е  г у л л р н а л 
м е р а , - конечная мера f.t ,  определенная на борелев
екой а-алгебре 5З (Х )  топологич . пространства Х, об
ладающая следующим свойством. Для любого е >О 
найдетел компакт К = Ке с. х  такой , что 1-1 (Х�Ке ) <е . 
Введена И .  Радоном ( J . Radon , 1 913) , исходные по
строения к-рого относились к мерам на а-алгебре 5i)(IR") - борелевекой а-алгебре пространства IR.n , п =  
=1 ,2 , . . . .  Топологич . пространство Х паз . р а д о н о
в ы м п р о с т р а н с т в о м, если любая конечная 
мера ,  определенная на а-алгебре 5i)(X ) , является Р. м. 

Лит. : [ 1 ] Б у р  б а к и Н . ,  Интегрирование. Меры, интег
рирование мер , пер . с франц. , М. , 1 9 6 7 ; [2] д а и ф о р  д Н . , 
Ш в а р ц  Д ж . ,  Линейные операторы. Общая теория , пер .  с 
англ. , т. 1 , М . ,  1 962 .  Р. А.  Мин.лос .  

РАДОНА ИРЕОБРАЗОВАНИЕ - интегральное ире
образование функций от нескольких переменных ,  род
ственное Фурье преобрааовапию . Введено И .  Радоном 
(см. [ 1 ] ) . 

П усть f (x1 , • • •  , х") - непрерывная и достаточно 
быстро убывающая на бесконечности функция от дей
етвительных переменных x1 E IR1 , i= 1 ,  2, . . .  , n, n= 1 ,  
2 , . . .  

и 

Для любой гиперплоскости в IR" 
Г = { (х1 , . . .  , х") : �1х1 + · · · + �пХп = С} , 

� � Е IR1 , i = 1 , . . . , n ,  

�n 2 
�i= 1 � ; > 0 , с Е IR1 , 

определяется интеграл 
F ( �I , . . . , �" ' С) (��

= 1
\7 ) 1 1 2 �/ (х1 , . . . , хп) dVг ,  

где Vг - евклидоный ( п - 1 )-мерный объем н а  гипер
плоскости Г . Ф ункция 

F ( �1 , · · . , �n . С) ,  ( �1 , . . . , � n •  С) Е IR.n + l , 
паз . п р  е о б р а з о в а н и е м Р а д о н а функ-

ции 1. Она является однородпой функцией своих не
ременных степени - 1 . 

Р (а�1 , . . .  , а�"; аС) =  тh- Р ( �1 , . . .  , �" ;  С) 
и связана с иреобразованием Ф урье f (�1 , • • . , �") ,  
� i E IR1 , функции f формулой 

F ( �1 • . . .  , �п; С) = 
1 (' 00 - - iaC = 2л J - oo l (a�1 • . . .  , а�п) е da. 

С Р .  п .  непосредственным образом связана задача , 
восходящая к И .  Радону ,  о восстановлении функции f 
по вначенилм ее интегралов, вычисленных по всем ги
перплоскостлм пространства IR.n (т . е .  задача об обраще
нии Р .  п . ) . 

Лит. :  r1 J R а d о n  J. , <•Ber. Verh. Sachs. Acad . » ,  1 9 1 7 , Bd 
69 , S. 262-77 ;  [2] Г е л ь ф а н д  И. М. , Г р а е в  М.  И . ,  В и
л е н к и н Н. Я . ,  Интегральная геометрия . . . , М . ,  1 962 .  

Р. А .  Миплос. 
РАДОНА - НИКОДИМА ТЕОРЕМА: у заряда v, 

абсолютно непрерывного относительно пек-рой меры f.t , 
dv существует плотность р= d �-t относительно f.t, суммируе-

мал по этой мере . У становлева И .  Радоном [ 1] и О. Ни
кодимом [ 2] .  Точнее , пусть на измеримом пространстве 
(Х , !В ) ,  iВ - пек-рая а-алгебра подмножеств Х ,  оп
ределены заряд v ,  т. е. счетно аддитивная действитель
ная или комплексная функция , заданная на )8, и мера 
f.t, причем заряд v абсолютно непрерывен относительно 
f.t · Тогда существует такал суммируемая по мере f.1 
функция р (х) ,  х Е Х , что для любого множества А Е iВ 
имеет место 

v ( А ) = � А
р (х) df.t (х) . 

Ф ункция р единственна (с точностью до изменения на 
множестве нулевой 1-1-меры) и паз .  п л о т н о с т ь ю 
3 а р л д а v относительно меры f.t · Имеютел (см. [3] ) 
обобщения этой теоремы на случай, когда заряд при
нимает значения ив нек-рого векторного пространства .  

Лит. :  [ 1 ]  R а d о n  J. , <•Acad .  Wiss. » ,  Wien ,  1 9 1 9 ,  t .  1 2 8 ,  
S. 1 0 8 3- 1 1 2 1

j
· [ 2 ]  N i с о d у т О. , «Fund. math .» ,  1 9 30 ,  t .  1 5 , 

р. 1 3 1 - 7 9 ;  [3 Д а н ф о р  д Н . ,  Ш в а р ц  д . ,  Линейные опера
торы, ч. 1 - Общая теори'я ,  пер . с англ . , М. ,  1 962 ,  [4] D i е s
t е 1 J . ,  U h 1 J . , vector measures, Providence , 1 9 7 7 . 

Р. А. Мин.лос . 
РАЗБАВЛЕНИЕ РЯДА - включение в ряд между 

его соседними членами любого конечного числа нулей. 
Для ряда ,., 00 

�k= o uk 
разбавленный ряд имеет вид 

и0+О + . . .  +D+и1 + О + . . .  + О + и2 + О+ . . . 
· · · +О + из + · · · . 

Р .  р .  не отражается на его сходимости , однако может 
нарушить суммируемость ряда (суммируемый к числу 
s каким-либо методом суммирования ряд (*) после рав
бавления может оказаться вообще не суммируемым этим 
методом или суммируемым к числу a*s) . 

И. И. Волхов. 
РАЗБИЕНИЕ - 1 ) Р . - представление заданного 

множества в виде объединения системы множеств , не 
имеющих попарно общих точек . 

В дискретной геометрии часто рассматривают Р .  
нек-рого пространства н а  замкнутые области , к-рые 
покрывают все пространство и попарно не имеют общих 
внутренних точек (граничные точки могут быть общими) . 
Напр . , если зафиксировать любую точечную решетку 
евклидона пространства IR.n и сопоставить каждой точ
ке решетки те точки пространства ,  к-рые удалены от 
этой точки не более , чем от любой другой точки решет
ки, то получаетел т .  н .  р а з  б и е н и е Д и р и х  л е
В о р о н о г о. Р .  пространства паз . п р  а в и л ь н ы  м ,  
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если для любых его областеii D1 п D 2  сущсствуrт тююс 
движение М ,  что D 2 � M (D1 ) и Р е- М ( Р ) . С и .  тан:же 
BoponoJo типы решеток.  

В комбинаторной геометрии имеется ряд задач и 
результатов , отвосящихся к специальным Р .  век-рых 
множеств.  Примером такой задачи является Борсука 
проблема: можно ли разбить любое множество диаметра 
d, лежащее в IR.n, на п+ 1 таких частей, что каждая из 
них имеет диаметр <d? В IR.n существуют такие ограни
ченвые множества , разбиение к-рых на меньшее число 
таких частей невозможно . Любое Р. определяет век
рое покрытпие и из любого покрытия можно получить 
век-рое Р .  Разбиения имеют тесную связь с освещепия 
задачами и с Х адвигера гипотезой .  

Лит.:  [ 1 ]  Б о л т я н с к и й В . Г. , С о л т а н П . С . ,  Номби
ваторвая геометрия различных классов выnуклых множеств , 
Ниш. , 1 978 ;  [2]  Г р  ю н  б а у м Б . ,  Этюды по комбинаторвой 
геометрии и теории выnуклых тел , пер . с авгл . ,  М. , 1 9 7 1 . 

П. С. Со.лтаи. 
2) Р .  п р о с т р а в с т в а Х - система !IЛ его 

дизъювктвых подмножеств , объединение к-рых есть Х . 
Множество !IЛ превращается в топологич . пространство, 
если объявить открытыми в нем множествами всякие 
множества \Jlc:!IЛ, прообразы к-рых при естественном 
отображении �-t= Х - !IЛ (каждой точке х Е Х ставится 
в соответствие единственвое содержащее его множест
во МС:!IЛ) являются открытыми множествами в Х . 

3) Р . - локальво конечное покрытие п р о с  т р а в
с т в а, элементами к-рого являются замкнутые каво
вич . множества с дизъювктвыми открытыми ядрами . 

М. И. Войцеховспий. 
РАЗВЕРТКА - 1 )  Р . - область на плоскости , изо

метрячная задаввой области на развертывающейся по
верхности . Пример :  Р .  боковой поверхности конуса ,  
разрезанного по  образующей , есть плоский сектор .  При
ближенвое построение Р .  может осуществляться графи
чески , средствами начертательной геометрии . 

2) Р .  м н о г о г р а н н о й п о в е р х в о с т и -
набор многоугольников (граней Р . )  с указанием правила 
склеивания их сторон , порождающий .мпогограппую 
.метрипу , изометричпую внутренней геометрии задан
ной многогранной поверхности . Грани Р .  не обязаны 
совпадать с истинными гранями поверхности : при на
ложении на поверхность они могут переламываться . 

В. А . За.лга.л.лер . 

РАЗВЕРТЫВАЮЩАЯСЯ ПОВЕРХНОСТЬ, т о р с , 
ливейчатая поверхность нулевой гауссовой кривизны . 
Во всех точках одной и той же образующей Р .  п .  имеет 
одну и ту же касательную плоскость. Параметр распре
деления Р .  п. равен нулю .  Если образующие Р .  п .  
параллельвы одной и той же прямой , то она - ц и
л и в д р. Если образующие Р. п. проходят через одну 
точку, то она - к о в у с .  В остальных случаях Р .  п .  
образована касательными к пек-рой кривой - р е б
р у в о з в р а т а Р .  п. Для того чтобы кривая на по
верхности была ее линией кривизны , необходимо и до
статочно, чтобы нормали вдоль этой линии образовыва
ли Р. п. 

Р .  п . - огибающая одпопараметрич. семейства плос
костей (вапр . ,  спрямляющая поверхность) и потому 
локально является изгибанием куска плоскости . 

И. Х .  Сабитов. 
РАЗВЕТВЛЕНИЯ ТОЧКА - то же , что ветвления 

точка авалитич . функции . 
РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ МЕТОД - то же , 

что Фурье .метод .  
РАЗДЕЛИТЕЛЬНАЯ ДИЗЪЮНКЦИЯ - одна из  

логич. связок . Предложение А \;в , получающееся 
из двух предложении А и В с помощью Р .  д · v ,  считает
ся истинным в случае , если истинно А и ложно В ,  или 
в случае , если ложно А и истинно В .  В остальных слу
чаях оно считается ложным. Таким образом, Р .  д .  мо-

жет быть выражена через обычную (не разделительную) 
дизъюнкцию по форму.1ш 

A v B � ( A V B ) & l  (A I\ B) .  
В . Н. Гришии. 

РАЗЛИЧ АЮЩАЯ , р а з л и ч а ю щ а я  к о-
ц е п ь , - препятствие н продолжению гомотопии меж
ду отображениями . П усть Х - век-рое клеточное про
странство , У - односвязное топологич . пространство ; 
пусть , далее , даны два отображения /, g: Х - У и 
го мотопия 

F : x x o u xп - 1 x i U X x 1 

(где 1= [ 0 ,  1 ]  и хп есть п-мерный остов пространства Х) 
между ними на ( п-1 )-мерно.м остове . Для каждой ори
ентировавной п-мервой клет1ш en пространства Х ог-
раничение отображения F на д (е Х / )  задает ото(iраже
вие sп - У (Sn есть п-мервая сфера) и, значит , элемент 
группы лп(У) .  Таким образом возникает коцепь 
dn (f , g) E Cn (X ; :rtп(Y) )  (более точным было бы обозначе-
ние d'}: (f , g) ) , к-рая и ваз . р а з  л и ч а ю щ е й к о
ц е п ь ю ; коцепь dn (f , g) является препятствием к 

продолжению отображения F на Х Х О  U Xn X J U X X  
х 1 =  (X X J)n - l u x x {О , 1 } . 

Справедливы следующие утверждения :  1 )  dn(f , g )=O  
тогда и только тогда , когда гомотопия между f и g 
продолжается на xn ;  2) коцепь 

dn (f , g) Е cn (X x l , Х х {О , 1 } ; Лп (У) ) 
является коциклом; 3) класс когомологий 

[dn (f , g ) ]  Е нn (X X I , Х х {О , 1 } ; Лп (У) )  

тогда и только тогда равен нулю,  когда между f и g 
имеется гомотопия на xn , совпадающая с F на xn - 2 • 
Без ограничения общности можно считать , что f и g 
совпадают на xn - l  и что F (x ,  t ) = f (x) = g (x) для х Е 
E xn - 2 • При этих предположениях справедливы сле
дующие утверждения : 

1 )  dn (f , g)= -dn(g ,  /) , в частности d" (/ ,  /)= 0 ; 
2) dn (f , g) + dn (g , h) = dn (f , h ) ;  
3) для любого отображения f : Х - У и любой коце

пи d E  сп(Х ;  лп(У) )  существует такое отображение g , 
что f lxn - 1 = gixn - 1  и dn(f , g) = d. 

Пусть теперь заданы два отображения / ,  g: Х" - У 
! 1 xn - 1  = g l xn - 1  и пусть c'f+ l и c�+ l - препятствия к 
продолжениям соответств ующих отображений . Роль Р .  
в теории прспятствиii опреде.ляРтсн следующим предJю
жевисм: 

c'f + 1 - c� + 1 = 6d" ( f ,  g) .  

Таким образом , если g продолжается на xn + 1 , то 
fc{+l J = O, а если [ c'f + l J = O ,  то f lxn - 1  продолжается на 
xn + 1 . Ю. Б .  Рудяw.. 

РАЗЛИЧАЮЩИП ЭЛЕМЕНТ в К-т е о р и  и - эле
мент группы К (Х , А ) (где ( Х ,  А )  - пара пространств, 
при этом обычно Х считае1·ся конечным к.леточпы.м пр о
страпство.м и А - его клеточным подпространством) . 
строящийся но тройке ( � ,  Т) ,  � ) ,  где � и Т) - веJ(тор
ные расслоения одной и той же размерности над Х и 
� :  � I A - 11 I A - изоморфизм векторных расслоений (здесь 
o l А - часть векторного расслоения о над Х ,  располо
женная над подпространство м А ) . Построение Р .  э .  
осуществляется следующим образом . П усть евачала 
расслоение Т) тривиально и фиксирована какая-нибудь 
тривиализация раселоспил 11 над Х . Тогда � задает 
тривиализацию расслоения � 1 .4 и, значит , задает эле
мент группы i( ( Х 1 А ) = К  ( Х ,  А ) . Этот :Jлемент не зависит 
от выбора тривиализации рассJJоения 11 над всем Х .  
В общем случае подбирается такое расслоение о над Х ,  
что рассJJоепие YJffio тривиаJJьно и тройке (s , У] ,  � )  со-
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поставляется тот же :элемент , что и тройне (�ffia, ТJffia, семейства F= {F1 , • • •  , Fп }  и целочисленного веитора 
�ffiid а) . ю. Б .  Рудя><. р�� (р1 , . • . , Рп) суть множества {л( 1 ) ,  . . .  , л (п) } , 

РАЗЛИЧНЫХ ПРЕДСТАВИТЕЛЕИ СИСТЕМА для где л ( i) � P; ,  i= 1 ,  . . .  , п ,- та:кие попарно различные 
заданного семейетва подмножеств F= {F;, i Е / } мпожест- подмножества S , что 1 -:s;: l л ( i ) l .:s;:p; ; б) k-т р а н  с в е р-
ва S - множество R =  {л ( i) , i E I } при жюбом взаимно с а л и для F= {F; , i E I } и целого числа k� 1 суть под-
однозначном отображении л :  1 -+ S , обладающем свой- множества R =  {л (i ) , i E / }  для отображений л : 1 -+  S 
ством : :rt (i) E F; для любого i E I (здесь 1 - произволь- со свойствами л ( i) E F; и 1 -:s;: l  {л - 1 (л( i) ) }l .:s;:k, i E / . 
Ное множество ипде:ксов) .  Другое название Р .  п .  с .  Лиm. : [ 1 ) Х о л л М . , Rомбинаторика , пер . с англ. , М . , 1 9 70 ;  
R - т р а н с  в е р с а л ь  с е м е й  с т в а F .  Рас- [2) М i r s k у L. , тransversal theory , N. У . - L . , 1 9 7 1 ;  Езl т а-Р а к а н о в в. Е . , в кн. : Вопросы кибернетики , в. 1 6 ,  М. , 1 975 ,  сматриваютел та:кже ч а с  т и ч н ы е т р а н с  в е р- с. 1 1 0-24.  в . Е.  Тараканов. 
с а л и с е м е й  с т в а F - множества вида {л: ( i) , РАЗЛОЖЕНИЕ ЕДИНИЦЫ - однопараметрическое 
i E /0} , где /о - подмножество / ,  л : /о -+ S - взаим- семейство { Ел }, - оо <Л < оо , проекциоппых операторов , 
по однозначное отображение . действующих в гильбертовам пространстве !7t, такое , 

Р .  п .  с .  применяются как в чисто комбинаторных что 
математич. исследованиях, так и в их приложепиях 1) Ел .:s;E11 , если Л <t-t; 
к линейному программировапию , математич .  экономике 2) Ел сильно непрерывно слева, т. е. Ел-о=Ел дня 
и кибернетике . В пределах комбинаторпой математики любого Л Е (- оо ,  оо ) ; 
Р .  п .  с .  играют существенную роль в той ее части , 3) Ел -+0 при Л -+ - оо и Е л -+  Е при Л -+  оо , здесь О 
!{-рая связана с задачами выбора и экстремальными за- и Е - пулевой и единичный операторы в пространстве 
дачами . Они используются , в частности, при изучении !7t .  Условие 2) можно замепить па условие непрерыв-
латинсних прямо угольников,  в задаче о назначениях, н ости справа в каждой точке Л Е (- оо , оо ) . 
при исследовании матриц с пеотрицательпыми элемен- В елкий самосопряженный оператор А ,  действующий 
та ми и с суммами элементов по строкам и столбцам, ле- в !7t, по рождает соответствующее ему вполне опреде-
жащими в заданных границах . лепное Р .  е .  При этом кроме условий 1 ) -3) выполняют-

Критерий существования Р .  п. с. для конечного 1 ел еще условия : 
дается т е о р е  м о й  Х о л л а : пусть на множестве 4) если В - ограниченный оператор такой , что ВА = 
S аадапо семейство F= {F; ,  i E / }  из I I I = п  элементов , =А В ,  то ВЕл = Е л  В для любого Л ; 
n конечно; для существования Р .  п .  с. необходимо и 5) если А - ограниченный оператор,  т ,  М - его 
достаточно, чтобы I F;1 U F;2 U . . .  U F;k l �k для каждого нижняя и верхпял грани соответственно, то 
k-подмножества {i1 , i2 , • • •  , i �t }=I и каждого k , k= Ел = О , - оо < Л ";;;;; т, и Ел = Е  при М <  Л < оо . 
= 1 ,  2 , . . .  , п. Теорема Холла представляет собой утвер
ждение , эквивалентное теореме 1\ёнига (см . В ыбора 
теоремы) о матрицах из нулей и единиц. Этот фунда
ментальный критерий примелим также к бесконечному 
l ,  когда все F;, i E I ,  конечны . Упомянутыми случал
ми, вообще говоря , исчерпывается , как показывают 
примеры, область применепил критерия Холла , по он 
послужил отправной точкой для различных критериев 
в ряде других случаев (см . [ 3] ) ,  напр . :  а) когда сущест
вует такое подмножество /0с./,  что 1 -10 конечно, а 
F; конечны при всех i Е /0 ; б) когда 1 -- счетное мно
жество . 

Ввиду широкого использования Р .  п . с .  представля
ют интерес алгоритмы, ра зработанные для их практич. 
нахождения (см . [ 1 ] ) .  

Одной и з  основных задач о Р .  п .  с .  является задача 
о числе Р .  п. с. для конечных семейств , состоящих из 
конечных множеств ;  она связана с вычислением nepмa
nenma матрицы , состолщей из пулей и единиц. Для 
qисла Р .  п. с. существуют оценки снизу. Пусть семей
ство F состоит из п подмножеств F 1 , . . • , F n и пусть 
они упорядочены по мощности: m= I F1 1 -:s;: I F2 1 ..,.;: • • •  ..,.;: 
";;;;; 1 F n l · Тогда если F удовлетворяет критерию Холла ,  
то  число Р .  п .  с .  не меньше, чем 

JJ;:::: (m , n) ( 1  Fk l - k + 1 ) .  

Вопросы , связанные с системами представителей . 
разрабатываются такше в рамках теории матроидав 
(иначе - пространств независимости, помбипаторпых 
гео.�етр ий ) . Связь теории представителей с матроида
�IИ дается т е о р е м о й Э д м о н д с а - Ф а л
к е р с о н а :  для заданного семейства подмножеств 
конечного множества совокупность всех частичных 
трансвереалей есть совокупность независимых подмно
жеств нек-рого матроида . Матроид, полученный таким 
образом из семейства F, наз . т р а н с в е р с а л ь
н ы м м а т р о и д о м для F. Многие матроиды могут 
быть представлены как трансверсальвые для нек-рого 
семейства подмножеств . 

Понятие Р .  п .  с .  обобщается в различных направле
ниях , напр. : а) р-т р а н  с в е р с а л  и для заданного 

Р. е . ,  по рожденное оператором А ,  полностью опреде
ляет спектральные свойства этого оператора, а именно: 

(а) точка '), есть регулярная точка оператора А тогда 
и только тогда ,  когда она является точкой постоянст
ва , т. е. когда существует 6 >0 такое , что Е11 =Ел длл 
f-! Е (Л-6,  Л+ 6) ; 

(�) точка Л0 есть собственное значение оператора А 
тогда и только тогда ,  когда в этой точке Ел имеет ска
чок , т. е. Ело + о -Е ло >О ; 

(у) если Е( !::.. ) = Е11 -Ел , то LE(!J.) = E  (!::..)!7t есть инва
риантное подпространство оператора А .  

Поэтому Р .  е . ,  по рожденное оператором А , наз .  так
же с п е к т р а л ь н о й ф у н к ц и е й этого опера
тора . 

Обратно , каждое Р .  е .  {Ел } однозначно определяет 
самосопряженный оператор А ,  для к-рого это Р. е .  
является спектральпой функцией. Область определе
ния D (А )  оператора А состоит из тех и только тех х Е !7t, 
для к-рых 

Х) < 00 

и имеет место представление оператора А в виде опера
торного интеграла Стилтьеса 

Лит . :  [ 1 ]  Р и с  с Ф . ,  С ё к е ф а л ь в и - Н  а д ь Б . , Лекции 
по функциональному анализу, пер . с франц. , 2 изд. , М . ,  1 9 7 9 ;  
[2) А х  и е з е р  Н.  И . ,  Г л а з  м а н И.  М. , Теория л инейных опе
раторов в гильбертовам пространстве, 2 изд. , М . ,  1 9 6 6 ;  [3] R а н
т о р о в и ч Л . В. , А к и л о в Г. П. , Функциональный анализ, 
2 изд. ,  М . , 1 9 7 7 . В. И. Собо.лео. 

РАЗЛОЖИМАЯ ГРУППА н а д п о  л е м k, р а с
щ е п и м а я г р у п п а н а д k ,  k-p а з л о ж и
м а я г р у п п а , - линейпал алгебраич. группа , оп
ределенная над k и содержащая разложимую над k 
Бореля подгруппу ;  при этом связная разрешимая линей
пая алгебраич .  группа В паз . разложимой над k ,  если 
она определена над k и обладает таким композицион
ным рядом В = В0-::::;В1-::::;В 2-::::; • • •  -::::;B t= {1 } , что все 
В; - связные , определенные над k алгебраич . подгруп-
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пы , а каждая из факторгрупп BiiB; + 1  изоморфна над k образование вторичных единиц измерения для вели •rин , 
либо одномерному тору  Gm = GL1 , либо аддитивной од- определяемы х через первичные . 
номерной группе Ga . В частности , адгебраически й тир В качестве величин , для к-рых выбираются пер
тогда и только тогда разложим над k ,  когда он опреде- вичные единицы измерения , можно брать различные . 
лен над k и изоморфен над k прямому произведению В разных областях приложений выгодно и удобно 
нескольких экземпляров группы Gm . Для связных выбирать в качестве первичиых единиц измерения 
разрешимых k-разложимых групп справедлива Боредя свои местные единицы . В связи с этим и с установив
теорема о неподвижной точке . Определенная над k шимися обычаями на ирактике были созданы различ
редуктивная линейная алгебраич . группа тогда и ные системы единиц измерения и возникла задача 
только тогда разложима над k, когда она обладает о переходе ( задача пересчета) от одной системы единиц 
разложимым над k максимальным тором , т .  е .  когда измерения к другой . Распространены многочиеленные 
ее k-ранг совпадает с ее рангом (см . Рапг адгебраиче- системы единиц измерения: в числе главных - система 
ской гру ппы ) .  Образ k-разложимой группы при любом СГС , в к-рой первичные сантиметр ,  грамм-масса и 
определенном над k рациональном гомоморфизме яв- секунда ; система М КГСС,  в к-рой первичные метр ,  
ляется k-разложимой группой. Всякая определенная килограмм-сила и секунда ; система СИ , в к-рой пер
над k линейная алгебраич. группа G разложима над вичные метр,  килограмм-масса , секунда , ампер,  кель-
алгебраич . замыканием поля k ;  если , кроме того , вин , каидела .  Число первичиых единиц измерений в 
группа G рер;уктивна или разрешима и связна , то она употребляемых или потенциально допустимых системах 
разложима над нек-рым конечным расширением поля k .  единиц измерения может быть разным : меньшим трех , 
Если поле k совершенно ,  то связная разрешимая оп- равным трем , как в системах СГС и М RГСС , и др.  
ределенная над k линейная алгебраич . группа тогда Выражение производной единицы измерения через 
и только тогда разложима над k, когда она приво- основные единицы паз . ф о р м у л о й р а з м е р
дится над k к треугольному виду. Если ch ar k=O,  н о с т и . к-рая записывается через символы первичиых 
то определенная над k линейная алгебраич. группа единиц измерения и имеет вид степенных одночленов. 
тогда и только тогда разложима над k, когда ее ал- Напр. , в системе СГС формулы размерности содержат 
гебра Ли L является р а з л о  ж и м о й  (или р а с- три аргумента :  единицу длины L ,  единицу времени Т 
щ е п л я е м о й) н а д k а л г е б р о й  Л и ; послед- и единицу масеы М ;  па основании определения силы 
нее , по определению, означает , что алгебра Ли L об- через массу и ускорение формула размерности силы К 
ладает р а с щ е п л я ю щ е й п о д а л г е б р о й имеет вид 
R а р т а  н а, т. е. такой Нартапа подадгеброй Hc.L , 
что все собственные значения каждого оператора adrh, 
h E H , принадлежат полю k .  

Если GIR.- вещественная группа Ли,  совпадающая 
с группой вещественных точек полупростой R-разло
жимой алгебраич . группы G, а Gc - комплексификация 
группы Ли G IR. ,  то GIR. паз .  н о р м а л ь  н о й  в е щ е  с т
в е н н о й  ф о р  м о й  комплексной группы Ли Gc . 

Существуют �>вазираможи.чые гр уппы над полем k, 
не являющиеся Р .  г .  над k ;  примером при k= IR может 
служить группа SO (3 , 1 ) . 

Лит. : [ 1 ]  Б о р е л ь А . ,  Линейные алгебраические группы, 
пер. с англ , М . ,  1 9 72 ;  [2] Б о р  е л ь  А. , Т и т с Ж . , <•Математи
ка•> ,  1 96 7 ,  т 1 1 , М 1 , с. 43- 1 1 1 · [3] М е р з .л я к о в Ю . И . , 
Рациональные группы, М. , 1 980 ;  [4] Х а  м ф р и  Д ж . ,  Линей
ные алгебраические группы , пер . с англ. , М. , 1 98 0 .  В .  Л .  Попов. 

РАЗМАХ в ы б о р  к и - разность 
Шn = Xmax - Xmin 

между наибольшим Xmax= xn и паименьшим Xmi n= x1 
значевия�и в выборке 

(х1 , . • .  , Хп) , х1 .;;;; х2 .;;;; • • •  .;;;; xn,  
получающейся с помощью n независимых измерений 
одной и той же случайвой вЕ>личивы Х .  Пусть F (:z: ) =  
=Р{Х.;;;;х} - функция распределения случайной вели
чины Х . Тогда распределение вероятностей для зна
чений Р .  равно 

Р {шп .;;;; t} = п � : ""  (F (x + t ) - F  (x ) )n - 1  dF (х ) , 

о ";;;;;;; t ";;;;;;; 00 . 

Лит . :  [ 1 )  В а н д е р  В а р д е н Б. Л . , Математическан 
статистика, пер .  с англ . ,  М. , 1 96 0 ;  [2] Б u л ь  ш е в л. Н. , 
С м и р н о в Н. В . , Таблицы математической статистики , 2 
изд. , М . ,  1 9 68 .  Т. Ю . Попова . 

РАЗМЕРНОСТЕЙ АНАЛИЗ - метод установления 
связи между физич .  величинами , существенными для 
изучаемого явления ,  основанный на рассмотрении 
размерностей этих величин . В Р. а .  рассматриваются 
проблемы установления различных систем единиц 
измерения ,  вопросы о выборе первичных величип и 
соответствующих им опытных единиц измерения и 
связанное с выбором первичных единиц измерения 

(1 ) 

В системе СГС формулы для любой величины N ме
ханической,  тепловой или электромагнитной природы 
имеют вид 

(2) 

где показатели степеней l , t , т - нек-рые целые или 
дробные действительные числа,  к-рые ваз . п о к а з а
т е л я м и р а з  м е р н о с т и ,  или р а з  м е р в о
с т ь ю ,  величины N. Принимают, что размерность 
первичной величины в отношении себя равна единице , 
а в отношении любой другой первичной величины -
нулю . 

Формулы размерности позволяют определить чис
ленные масштабные множители для пересчета соот
ветствующих характеристик при изменении веJшчив 
первичных единиц измерения . Если вместо заданных 
единиц измерения длины L ,  времени Т и массы М 
перейти к новым единицам измерения ,  меньшим для 
длины в а раз, для времени в � раэ и для массы в у р11з ,  
то новая единица измерения для величины N с размер
ностью по формуле (2) будет меньше первоначальной 
в a1 �fym раэ . 

Если l= t= т= O ,  то численное значение величины 
не зависит от выбора масштабов для первичных еди
ниц и, следовательно, такая величина будет б е з р а з
м е р в о й , или о т в л е ч е н в о й . Примерами без
раз111ерных величин являются : число Рейнольдса R e= v• = pvЩt ; число Фруда Fr = ,r - , число Маха M = vla ,  • gl 
число кавитации x= 2 !J. P/pv2 Z2 , где для характерных 
в нек-рых явлевия·х размерных величин приняты 
следующие обозначения : р - плотность , v - скорость , 
l - линейвый размер,  f.t - дивамич . коэффициент вяз
кости ,  !J.P - характерная разность давлений , g - ус, 
корекие силы тяжести . 

Число первичвых единиц иэмерепия можно увели
чивать , если кроме уже выбранных первичвых единиц 
измерения выбирать по соглашению независимо еди
ницы измерения для любых др. величин , напр . можно 
взять независимо единицы измерения : для тепловой 
энергии - калорию и для механич .  энергии - кило-
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граммометр, прибанив соотношение: 1 - тепловая энер
гия в калориях или механич . энергия в килограмма
метрах, где 1 - размерная Qфизическаю> постоянная , 
называемая механич. эквивалентом тепла .  

Физич. законы , содержащие размерные постоянные , 
можно исполыювать для сокращения числа первичных 
единиц измерения . Так, напр . ,  постоянную скорости 
света можно считать абсолютной постоянной ,  т. е .  
безразмерной величиной, и таким путем выразить 
единицу измерения и размерность длины через единицу 
измерения и размерность времени; при рассмотрении 
гравитационной постоянной как абсолютного безраз
мерного числа можно выразить размерность и единицу 
измерения для массы через размерность и единицы 
измерения для длины L и времени Т.  

В нек-рых вопросах явно проявляется тенденция 
к стандартизации путем введения единой универсальной 
системы единиц измерения . Однако привязывавие 
универсальной системы единиц измерения к опреде
ленным физически фиксированным масштабам или к 
соответствующим физич. постоянным является искус
ственным. Н аоборот , возможность использования про
извольных единиц измерения и независимость рас
сматриваемых закономерностей от выбора систем еди
ниц измерения могут служить источником ценных 
выводов.  

Физич. закономерности, вообще говоря . не зависят 
от выбора системы единиц измерения . Это обстоя
тельство обусловливает особую структур у функций 
и функционалов, выражающих собой через посредство 
размерных величин физич. закономерности, независи
мые от систем единиц измерения . Эта специальная 
структура функциональных соотношений устанавли
вается n-т е о р е м о й : всякое соотношение между 
размерными характеристиками , имеющее физич. смысл , 
представляет собой , по существу, соотношение между 
отвлеченными безразмерными комбинациями , к-рые 
можно составить из размерных определяемых и опре
деляющих величин , среди к-рых должны учитыватьс.я и размерные физич . постоянные ,  имеющие существен
ное значение в рассматриваемых явлениях. 

Дополнительные данные об отсутствии нек-рых физич . 
постоянных в рассматриваемом соотношении приводят 
к сокращению в этих соотношениях существенных 
аргументов . Напр . ,  если в рассматриваемых тепловых 
и механич. явлениях нет преобразоваиия - перехода 
тепловой энергии , измеряемой в калориях ,  в механи
ческую,  измеряемую в эргах, то постоянная механич. 
эквивалента тепла будет отсутствовать среди аргу
ментов функции , описывающей соответствующую за
кономерность . 

Для пол учения полезных выводов с помощью Р .  а .  
Rеобходимо схематизировать проблему и , прежде 
всего , фиксировать обшее моделирование явлений и 
свойств рассматриваемых объектов . Во многих сл учаях 
такая схематизация может быть связана с рядом рабо
чих гипотез .  В рамках нек-рых моделей устававли
вается система характеристик , к-рые связаны между 
собой физич . соотношением и к-рые согJrасно n-теореме 
должны представляться как соотношения между без
размерными параметрами . Таким образом , нужно 
ввести систему определяющих параметров постоянных 
или переменных, вытекающую из постановки выделя
емого класса задач и характеризующую, вообще го
воря , полностью для данной среды каждую отдельно 
взятую задачу. 

При выделении минимального числа определяющих 
параметров требуется учитывать условия симметрии 
и выбор выгодных систем координат . Независимые 
переменвые (координаты точек пространства и времени\ 
и физи'l .  параметры типа коэффициентов теплопровод
ности , вязкости , модулей упругости и т. п . необхо-

димо включать в таблицу определяющих параметров . 
Такие постоянные , как ускорение силы тяжести или 
механич. эквивалент тепла ,  тоже должны фигурировать 
в перечне определяющих параметров , когда грави
тация или переход тепловой энергии , измеряемой в 
калориях , в механическую, измеряемую в килограм
мометрах (или в эргах) , существенны . 

Для выделенного класса задач необходимо включать 
в число определяющих параметров размерные или без
размерные характеристики заданных границ рассмат
риваемых тел и задаваемых функций, участвующие 
в формулировке начальных, краевых или каких-либо 
других условий. 

Если рассматриваемая задача сформулирована как 
математическая, то можно выписать полную таблицу 
аргументов для соотношений вида 

(3) 

где а - искомая величина , а а1 , • • •  , а,. - определя
ющие параметры . В зависимости от постановки задачи 
число n может быть конечным или бесконечным . Обычно 
при соответствующем фиксировании класса рассмат
риваемых задач можно ограии'rиваться случаями , когда 
n конечно и, вообще говоря , невелико. Параметры 
а1 , • • •  , а,. составляются из задаваемых величин , вхо
дящих в основные уравнения , граничные условия и 
начальные данные . Определяющие параметры -· это 
все исходвые данные , к-рые надо знать предварительно 
по смыслу постановки математич . задачи для вычис
ления искомой функции различными путями, в том 
числе и при расчетах па специальных машипах или 
с помощью аналоговых систем. 

Определяющие параметры при пол учении нужн ых 
ответов с помощью экспериментов - это велпчины ,  
характеризующие каждый отдельный опыт , величины . 
к-рые необходимы и достаточны для повторения и 
сравнения различных экспериментов . 

Можно выписать систему определяющих параметров 
и в тех случаях ,  когда детальные свойства модели и 
системы уравнений, описывающих рассматриваемые яв
ления , вообще говоря , неизвестны . достаточно опе
реться на предварительные данные или гипотезы о 
виде задаваемых функций и о постоянных ,  к-рые 
входят или могут входить в определение модели , и на 
др . условия , выделяющие конкретные решения задачи . 

Выводы Р .  а .  получаются на основании n-теоремы о 
существовании соотношения вида (3) , к-рое выпол
няется для определяемой величины и определяютих 
величин ar , . . .  , а,. в любой системе единиц измерения . 

Система аргументов в соотношении (3) должна в 
смысле теории размерностей обладать полнотой . Это 
значит , что если величина а отлична от нуля или бес
конечности , то существуют числа a.i , . . .  , а. ,.  такие , что 
размерности величины а и комбинаций а�' а�' . . . а�" 
одинаковы . На основании этого и л-теоремы соотно
шение (3) можно переписать в виде 

n = 
а = g (n1 ,  n2 , • • •  , n,. _ �c) ,  (4) а� 1 а�2 • • .  a�n 

где n1 , • • •  , :тt11 _ �с - степенные безразмерные одно
члены (аналогичные n = 3 , 1 4  . . .  ) ,  образованные из 
а1 , • • •  , а ,. ,  причем k .;;.n .  Число k равно числу пара
метров среди а1 , • • •  , а,. с независимыми размерно
стями . 

После явной записи физич . закономерностей в виде 
( 4) по существу заканчиваются возможности приме
нений Р .  а .  Соответствующие результаты , полученные 
таким путем , носят ограниченный характер .  Е сли 
видоиаменить любым способом уравнения движения 
беэ внесения в них каких-либо новых параметров , то 
физич. закономерности (4) могут сильно измениться , 
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но основной вывод, содержащийся в 
сохраняет свою силу. 

формуле (4) ,  частными производиыми к обыкновенным, н о  и для 

Существует целый ряд примеров получения плодо
творных выводов и установления целесообразных 
удобных методов обработки экспериментальных ре
зультатов с использованием Р .  а. и л-теоремы . Особая 
польза достигается за счет сокращения числа аргумен
тов у искомых функций ; это сокращение обеспечи
вается л -теоремой и во многих случаях достигается па 
основании постановки задачи с использованием опыт
ных данных или нек-рых гипотез о мехавиамах сущест
венных эффектов в изучаемых вопросах. 

Основпая практич. польза состоит в установлении 
возможности перенесения результатов опыта в одних 
условиях на др. условия , в к-рых опыт не проводился . 
Напр . ,  по опытам с водой , движущейся в трубе с фик
сированным диаметром, можно давать автоматически 
нужные ответы о движении воды в трубах той же 
формы , во других размеров, о движении в трубах 
нефти , воздуха и т .  п. Однако для возможности перене-. 
сепия результатов данного опыта на др . опыты необ
ходимо обеспечивать в соответствующих случаях оди
наковые значения безразмерных параметров .  Значения 
нек-рых из этих величин легко обеспечиваются rео
метрич . условиями постановки опытов . Значения дру
гих параметров свяааны с фиаико-мехапич. условиями 
проведения опытов . 

Примерами применевин Р .  а. являются примеры уста
новления из постановки задач автомоделькости иско
мых решений . Свойство а в т о м о д е л ь в о с т и 
состоит в следующем. При первом подходе н математич . 
разрешению ставящейся задачи можно отметить веза
висимыв переменвые аргументы фупнций ; обычно это 
три координаты точек в пек-ром объеме пространства 
и время . Кроме этих переменных величин среди аргу
ментов искомых функций могут фигурировать век-рыв 
задаваемые постоянные параметры , возникающие при 
описании свойств из учаемой модели и при выделении 
конкретной схематизированпой задачи . Всякую задачу 
можно сформулировать в безразмерных переменных 
как длп искомых функций,  так и для их независимо 
измепяющихся аргументов .  Автомоделькость прояв
ляется в том , что сокращается число пеаависимых беа
размерпых переменпых аргументов по сравнению с 
числом размерных .  

Эффективные результаты , связанные с автомодель
постыо , получаются в теории нек-рых одномерных не
устаповившихся задач со сферическими,  ЦИJJИндриче
скими и плоскими волнами , когда имеются только две 
независимые переменные :  координата r с размерностью 
длины и время t . Если из определяющих размерных 
постоянных ,  присутствующих в постановке задачи , 
нельзя образовать две комбинации - одну с размер
ностью длины , а другую с размерностью времени , 
то единственным неремеппым безразмерным аргумен
том в искомых безразмерных функциях будет параметр 
вида Л= Crfta , где сх. - нек-рый показатель, а С - ·  

размерпая постоянная , выражающаяся через заданные 
постоянные ,  фигурирующие в постановке задачи.  
В частности , есJш математич . задача сводилась к реше
нию век-рой системы дифференциальных уравнений с 
частными производпыми по r и t, то при наличии только 
одного перемениого параметра Л уравнения с частными 
производпыми по r и t иреобраз уются к обыкновенным 
дифференциальным уравнениям с одной пезависимой 
переменпой Л , вследствие чего математич .  аадача 
сильно упрощается . Таким путем было получено ре
шение Ашогих практически важных задач, папр . задачи 
о возмущенном движении воздуха ,  вызванном кон
центрированным атомным взрывом в атмосфере . 

Соображения Р .  а .  для автомодел�>ных нроцесссв 
могут сл ужить пе только для сведения уравнений с 

получения конечных соотношений между искомыми 
функциями (интегралов этих уравнений) , что позво
ляет находить р11шения нек-рых автомодельных задач 
в замкнутом формульном виде . Эти методы были про
демонстрированы при решении задач о сильном взрыве 
в атмосфере и в задачах о распространении взрывных 
волн в газовых средах, в к-рых в исходном состоянии 
плотность переменна и изменяется вдоль радиуса по 
степенному закону. Эти задачи ставятся как сильно 
схематизированные модели взрыва звезд. 

Р. а. непосредственно связан с понятием о физич. 
подобии , к-рое изучается в подобии теории.  

Лит. :  [ 1 )  Б р и  д ж м е н п. в . ,  Анализ размерностей, пер. 
с англ . ,  Л .- М . ,  1 9 3 4 ;  [2] С е д о в Л. И. , Методы подобил и 
размерности в механиие, 9 иэд. , М . ,  1 9 8 1 .  Л. И .  Седов. 

РАЗМЕРНОСТИ АДДИТИВНЫЕ СВОИСТВА -
свойства , выражающие связь размерности топологич . 
пространства Х , представленвшо в виде суммы своих 
подпространств Ха; , с размерностями пространств Ха; . 
И меется несколько видов Р .  а .  с .  

Т е о р е  м а с у м м ы . Если хаусдорфово и нор
мальное пространство Х представимо в виде конечвQй 
или счетной суммы своих замкнутых подмножеств Х i • 
то 

dim Xi = SUp dim xi . 
i 

Е сли , дополнительно , пространство Х совершенно 
нормально или наследственно паракомпактпо,  то 

Ind х = SUp Ind x i .  
i 

Л о к а л ь н о  к о н е ч н а я  т е о р е м а  с у • 
м ы . Если хаусдорфово и нормальное пространство Х 
представлено в виде суммы локальпо тюнечной системы 
своих замкнутых подмножеств Ха; ,  то 

dim Х = SUp dim Ха; . 
а; 

Если, дополнительно,  пространство Х совершенно 
нормально или наследственно паракомпактно , то 

Ind X = sup Ind Х а .  
а 

Т е о р е м  а с л о ж е н и я .  Если пространство Х 
хаусдорфово, наследственно нормально и Х =А U В ,  то 

dim Х � dim A + dim В + 1  

(ф о р  м у л а М е н г е р а - У р ы с о н а) . Если , 
кроме того , пространство Х совершенпо нормально,  то 

Ind Х ".;;; Ind  А +  Ind В + 1 .  

Метрич пространство R имеет размерность dim R ..;;n 
тогда и только тогда , когда 

n + l 
R = U R i ,  dim Ri ..;;; O ,  i = 1 , . . . , п + 1 ;  n = O ,  1 ,  2 ,  . . . .  

i = l  
В хаусдорфовом наследственно нормальном про

странстве Х для любого замкнутого подмножества F 
выполняются равенства 

dim X = max (dim F ,  dim X"-._F) ,  
lnd Х = шах ( Ind F , Ind X"-._F) . 

Б .  А. Пасыихов. 
РАЗМЕРНОСТИ ТЕОРИЯ - часть топологии , в 

к-рой для каждого компакта , а впоследствии и для 
более общих классов топологич . пространсто тем или 
иным естественным образом определяется числовой то
пологич. инвариант - раамер пость ,  совпадающий, если 
Х есть полиэдр (в частности , многообразие) ,  с его чис
лом измерений в смысле элементарной или дифферен
циальной rеометрии . Первое общее определение раз-
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мерности было дано Л .  Брауэром (L .  Brouwer, 1 9 1 3) так: число dim Х есть наименьшее целое число n та
для комиактов и даже более широкого класса полных кое, что для всякого покрытия пространства Х су
метрич. пространств . Определение строится по индук- ществует вписанное в него покрытие кратности n+ 1 .  
ции следующим образом.  Пустому множеству припи- Но это определение , очевидно, может быть сформули
сывается размерность - 1 .  В предположении, что ровано не только для компактов , а для любых тополо
определены пространства , а значит и лежащие в них гич. пространств , и позволяет определить для них раз
множества , размерности -E;:n , говорят , что простране т- мерность . Размерность dim Х , определенная таким об-
во Х имеет размерность -E;:n+ 1 ,  если между любыми разом для топологич. пространстn , позволяет построить 
двумя дизъюнктными замкнутыми множествами А и В содержательную и богатую математич . фактами тео-
пространства Х имеется перегородка Ф размерности рию, оставаясь ,  по крайней мере , в классе нормальных 
-E;:n (при этом п е р е  г о р о д к о й  между 11шожест- пространств (а значит , в частности ,  и метризуемых 
вами А и В в пространстве Х ваз . такое замкнутое пространств) . 
множество Ф этого пространства ,  что дополнение Х""-Ф Одной из главных проблем Р .  т. является выясне-
есть сумма двух дизъюнктных открытых множеств С ние наиболее широких условий, в и-рых имеет место 
и D , из к-рых одно содержит множество А ,  а другое - т. н. о с н о в в о е т о ж д е с т в о У р ы с о н а ,  а 
множество В ) . В 1 921 П .  С .  Урысон и К .  Менгер именно: ( К . Menger) независимо от Л .  Брауэра и друг от друга 
пришли к эквивалентному в случае комиактов и даже 
любых сепарабельвых метрич. простравств определе
нию, отличающемуел от брауэровеного тем, что одно из 
двух замкнутых множеств А ,  В предполагается со
стоящим из одной точки. Определения размерности в 
смысле Брауэра и в смысле Урысова и Менгера мо
гут быть сформулированы для любых хаусдорфовых 
пространств, и определяемые ими топологич.  инвариан
ты паз. соответственно б о л ь ш о й и м а л о й и н
д у к т и в в о й р а з м е р н о с т я м и и обозначают
ся Ind Х и ind Х ,  причем всегда ind Х oe;;;;Ind Х .  

Совершенно иной подход к понятию размерности бе
рет начало от А. Лебега (Н . Lebesgue) , высказавшего 
следующую теорему: n-мервый в смысле элементарной 
геометрии Ityб Qn при любом положительном числе е 
может быть покрыт конечным числом замкнутых мно
жеств (даже кубов) диаметра <е таним образом, что 
кратность этого покрытия равна n+ 1 ,  тогда как при 
достаточно малом е >О не существует покрытия куба Qn , 
к-рое имеет кратность <п+ 1 и состоит из замкнутых 
множеств диаме1·ра <е (при этом нратностью какой-либо 
(конечной) совокупности МIIожеств ваз . наибольшее це
лое число т такое , что в данной совокупности имеется 
т 1rвожеств с непустым пересечением) . Теперь можно 
теорему Лебега сформулировать так . Ч исло измерений 
куба Qn есть наименьшее такое целое число n, для 
к-рого имеется сколь угодно мелкое (т .  е. состоящее из 
элементов сколь уi'одно малого диаметра) покрытие 
кратности п+ 1 замкнутыми множествами. Эта теоре
ма ,  впервые доказанная лишь Л . Брауэром ,  приводит 
к следуютему определению . Р а з м е р в о с т ь ю dim Х 
к о м п а  к т а Х (определенной посредством покры
тий) ваз. наименьшее число n такое , что при любом 
е >О комиакт Х имеет поь:рытие кратности n+ 1 ,  со
стоящее из замкнутых множеств диаметра -Е;:е . Не ме
няя содержания этого определения ,  можно замевить 
в его формулировне замкнутые множества открытыми . 

При определении размерности комиакта Х применя
ется понятие диаметра множества ,  относящееся к мет
рике , а не к топологии компакта Х .  Однако доказы
вается , что определенвое так число d im Х тем не менее 
является топологич. инвариантом r<омпакта Х ,  т . е .  
что два гомеоморфные между собою комиакта имеют 
одну и ту же размерность d im Х .  Этот факт устававли
вается непосредственно,  но его легко вывести и из то
го , что числу dim Х можно дать и непосредственно то
пологич.  определение , опирающееся лишь на тополо
гию комиакта Х .  

П о к р ы т и е м данного топологич . пространства 
ваз . любая конечная совокупность его открытых мно
жеств, дающих в своей сумме все это пространство. 
Покрытие rz ' мельче покрытия rz ,  если rz ' вписано в rx ,  
т .  е .  если каждый элемент покрытия rz ' является под
множеством хотя бы одно1·о ЭJiеыента нокрытия rx .  
Оказывается , размерность dim Х можно определить 

ind Х = Ind Х = dim Х .  

Оказывается , оно имеет место для всех сепарабельных 
метризуемых пространств, т. е. для всех нормальных 
пространств со счетной базой , а также для пространств 
локально бикомпактных групп (т е о р е м а П а с ы н
к о в а) . Без предположения сепарабельности для мет
ризуемых пространств можно утверждать лишь спра
ведливость ф о р м у л ы К а т е т о в а 

ind Х .,;;;;; Ind Х = dim Х , 

а для бикомпактов - ф о р м у л ы А л е к с а н д р о
в а 

dim Х .,;;;;; ind Х .,;;;;; Ind Х , 

причем имеются бикомпакты Х ,  для к-рых 
dim Х i= ind Х 

(п р и м е р Л у н ц а-Л о к у ц и е в с к о г о) , и би
компакты Х , для к-рых 

ind Х :j: lnd Х 
(п р и м е р  Ф и л и п п о в а) . 

Большое общепознавательное значение имеет следую
щая т е о р е м а Н ё б е л и н г а - П о н т р я г и
н а :  необходимое и достаточное условие для того , что
бы тополоrич.  пространство Х было гомеоморфно под
простраяству какого-либо евклидона пространства ко
нечного числа измерений, заключается в том, чтобы 
Х было нормальным пространством конечной размер
ности ,  имеющим счетную базу. Это позволяет при изу
чении конечномерных комиактов и вообще конечно
мерных нормальных пространств со счетной базой рас
сматривать их как подпространства евклидоных про
стравств . 

В связи с этим приобретает особый интерес т .  в .  т е о
р е м а о б е-с д в и г а х: для того чтобы комиакт Х , 
лежащий в каком-либо ешшидовом пространстве IR.m , 
имел размерность d im Х -E;:n,  необходимо и достаточно,  
чтобы при любом е> О этот комиакт мог быть превра
щен в полиэдр размерности ..;n посредством е-сдвига 
в пространстве Rm (при этом е-сдвигом подпростран
ства Х в евклидоном пространстве /Rm ваз . такое 
непрерывное отображение f этого подпространства Х 
в содержащее его евклидоно пространство IR.m,  nри 
к-ром расстояние р (х , fx) любой точки хЕ Х от ее 
образа fx меньше числа е) . Интуитивное содержание 
этой теоремы состоит в том, что всякий комиакт дав
ной конечной размерности n,  рассматриваемый как мно
жество, лежащее в каком-либо евклидоном простран
стве IR.m , может быть сколь угодно малым непрерыв
ным видоизменением (к чему и сводится его е-сдвиг) 
превращен 11 полиэдр той же , но не меньшей, размер
ности. Эта теорема так же , как и определение размер
н ости dim Х для компактов , может быть переформули
рована в чисто топологич. терминах , причем снова 
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«сколь угодно малыеf> числа е >О заменяются �сколь 
угодно мелкимИ>> покрытиями w. Это позвшшет ана
логичную теорему сформулировать для любых нормаль
ных пространств и придти к заключению, что в пек
ром (все же наглядном) геометрическом смысле вся
кое п-мерпое нормальное пространство «похожеf> и 
даже «сколь угодно мало отличается» от п-мерного по
лиэдра .  

Одной из важнейших теорем Р .  т .  является т .  н .  
т е о р е м а о с у щ е с т в е н н ы х о т о б р а ж е
н и я х,  лежащая в основе значительной части всей 
этой теории. Пусть f - непрерывное отображение (нор
мального) пространства Х па п-мерный шар Qn с гра
ницей sп - . Пусть Фс:=Х - прообраз сферы sп - 1  
при этом отображении, Ф=j - 1Sn - r . Отображение 
f : Х -+Qn паз . с у щ е с т в е н н ы м, если велкое не
прерывное отображение g : X--+Qn , совпадающее с f во 
всех точках х Е Ф ,  есть отображение на весь шар Qn . 
Упомянутал т е о р е м  а А л е к с а н д р о в а утвер
ждает ,  что нормальное пространство Х тогда и только 
тогда имеет размерность diш X�n , когда пространство 
Х можно существенпо отобразить на п-мерпый шар .  
И з  этой теоремы выводител теорема суммы (доказан
пал для комиактов П. С .  Урысоном и 1\. Менгером еще 
в самом начале развития Р .  т . ) :  если (нормальное) 
пространство Х размерности dim Х = n является объ
единением конечного или счетного числа своих замк
нутых множеств Фk , то по крайней мере для одного 
из этих Ф,. имеет место dimФ,.= n .  

Теорема о существенных отображениях лежит в ос
нове т. н. г о м о л о г и ч е с к о й т е о р и и р а з
м е р н о с т и, позволяющей применять к изучению 
размерности в весьма общих предположениях методы 
алгебраич. топологии . Понлтие го.мологичесr;ой раа.мер
пости связано с понлтилми цикла и гомологии и по
этому предполагает, что наряду с топологич.  прост
ранством Х дана и пек-рая коммутативная группа ®, 
к-рая паз .  группой коэффициентов .  Тогда можно го
ворить о циклах комиакта Х по этой группе коэффи
циентов , об их носителях Фс:= Х  и, в частности , о 
циклах, гомологичных нулю в Х по области коэф
фициентов ®, причем эти попятил можно эквива
лентным образом понимать как в смысле теории го
мологий Александрова - Чеха , так и в смысле гомо
лоrич. теории Вьеториса . 

После этого можно определить гомологич . размер
ность комиакта Х по группе коэффициентов ® как 
наибольшее целое число n такое , что в комиакте Х 
имеется (п- 1 ) -мерный цикл zn - 1 , гомологичный ну
лю в Х ,  но не гомологичный нулю на пек-ром своем 
носителе Ф. Оказывается , что dim Х есть гомологич. 
размерность по группе х , лвляющейся факторгруппой 
группы всех действительных чисел по подгруппе целых 
чисел , и она является наибольшей среди всех вообще 
гомологич .  размерностей .  

Если от циклов и гомологий перейти к коциклам и 
когомологилм , то получител r;ого.мологическая раа.мер
пость ,  причем когомологич .  размерность комиакта по 
данной дискретной группе � равна гомологич . раз
мерности по бикомпактной группе �, двойственной 
группе � в смысле теории характеров Понтрягина .  
Отсюда следует, что размерность d i m  Х совпадает с 
когомологической размерностью по группе целых 
чисел . 

Лит. см. при ст . Размерность . П. С. Александров. 

РАЗМЕРНОСТИ ФУНКЦИЯ - целочисленная функ
ция d на решетке Е (т . е .  отображение d : E--+Z ) ,  
удовлетворяющая условиям: 1 ) d (х+ y)+ d(xy)= d (х)+ 
+d (у ) для любых х , у Е L ;  2) если [х ,  у]-простой иптер
вал в L , то d (y )= d (.т) -j- 1 .  Длн решетки , все ограничен
ные цепи к-рой конечны, существование Р. ф. энви
валентно дедекиндовости этой решетки . 

Существует и более общее определение Р .  ф. на ор
томодуллрной решетке или ортамодулярном частично 
упорядоченном множестве , где значениями Р .  ф. мо
гут быть произвольвые действительные числа или даже 
функции (см . [3] ) . 

Лит . :  1 1 1  С к о р н я к о в Л. А. Элементы теории структур, 
М. ,  1 97 0 ;  [2] В i r k h о t f G . ,  Lati'ice theory, 3 ed. , Providence, 
1 9 67 ;  13) К а 1 m  Ь а с h G. , Omolattices, L . , 1 9 8 1 .  

Т .  С .  Фофапова. 
РАЗМЕРПОСТНЫй ИНВАРИАНТ - целое число 

d (Х ) ,  определяемое для каждого топологич. простран
ства Х данного класса еж и обладающее достаточным 
количеством свойств , сближающих его с обычным чис
лом измерений евклидоных многомерных пространств . 
При этом от класса еж требуется, чтобы он содержал 
все кубы любого числа измерений и вместе с любым 
данным пространством Х ,  лвляющимсл его элементом, 
содержал в качестве элемента и всякое пространство, 
гомеоморфное пространству Х . От Р. и .  d (Х ) пред
полагается, во велком случае , что для гомеоморфпых 
пространств Х и Х' всегда d (X )= d  (Х ' )  и что для 
п-мерного куба Jn выполняется d (Jn ) =  n .  Среди Р. и .  
важнейшими являютел т .  н .  к л а с с и ч е с к и е 
р а з м е р  н о с т и - Лебега раз.мерпость dim Х и 
(большая и малая) ипдуктивпая раа.мерпость Iпd Х ,  
ind Х .  

Имеют место следующие предложения,  выделяющие 
размерность dim Х среди всех Р .  и . ,  определенных со
ответственно в классе всех (метрических) компактов , 
всех метризуемых и всех сепарабельных метризуемых 
пространств и тем решающие для этих прострапств 
проблему аксиоматич. определения раэмерпости . Един
ственный , удовлетворяющий нижеперечисленным уело· 
вилм 1 ) ,  2) , 3) , определенный в классе еж всех (метри
ческих) комиактов Х размерпостный инвариант d (Х )  
есть размерность dim Х = Iпd Х = ind Х (т е о р е м а 
А л е к с а н д р  о в а) . 

У с л о в и е  1 )  (а к с и о м а  П у а н к а р е) .  Ес
ли пространство принадлежит к классу еж и d (Х )  рав
но неотрицательному целому числу п ,  то в Х содер
жител замкнутое подпространство Х 0 ,  для к-рого 
d (х0) <п и такое , что множество Х"'Х0 несвязно. 

У с л о в и е 2) (а к с и о м а к о н е ч н о й с у м
м ы ) . Если принадлежащее к классу еж пространство 
Х есть объединение двух :замкнутых подпространств 
Х 1 и Х 2 , для к-рых d (Х 1 ).;;;;;п , d (Х 2 ) �n, то и d (Х )  �n.  

У с л о в и е 3) (а к с и о м а Б р а у э р а в 
м е т р и  ч е с к о й  ф о р  м е ) .  Если Х - принадле-
жащее к классу еж пространство и d (Х )  есть пеотрица
тельное целое число n , то существует такое положи
тельное число е , что для велкого пространства У, лв
ллющегосл образом пространства Х при каком-либо 
е-отображении , имеет место неравенство d (Y )�n .  При 
этом отображение f комиакта Х на компакт У наз .  
е-о т о б р а ж е н и е м ,  если оно  непрерывно,  и пол
ный прооб�аз t - 1 (у ) каждой точки У Е  У имеет в Х 
диаметр <�·  

Т е о р е м  а Щ е п и н а [ 2] .  Размерность d i m  Х 
есть единственный , определенный соответственно в 
классе еж всех метрических, всех сепарабельных мет
рич. пространств Х размерпостный инвариант d (Х ) , 
удовлетворяющий следующим условиям (т е о р е м а 
Щ е п  и н а) . 

У с л о в и е 1 )  (а к с и о м а П у а н к а р е ,  см. 
выше) .  

У с л о в и е 2 )  ( а  к с и о м а с ч е т н о й с у м
м ы) .  Если принадлежащее к классу еж пространстр,о 
Х есть объединение счетного числа своих замкнутых 
подпространств Xtt , k= 1 , 2 ,  . . .  , для каждого из к-рых 
d (Xk) �n , то и d (X ) �n. 

У с л о в и е 3) (а к с и о м а Б р а у э р а в о 6-
щ е й ф о р  м е) . Е сли для принадлежащего к классу 
еж пространства Х имеется d (Х )  �n,  то существует та-
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кое конечное открытое покрытие w пространства Х , 
что для всякого, принаддежащего к классу ОЖ про
странства У, явллющегосл образом пространства Х при 
ь:аком-либо ю-отображении , будет d (У) ;;;,.п .  При этом 
отображение f пространства Х ,  на к-ром зафиксировано 
пек-рое открытое покрытие w, на пространство У паз. 
со-о т о б р а ж е н и е м , ecJIИ каждая точка у про
странства У имеет окрестность Оу ,  полный прообраз 
к-рой j - 1 (Оу ) содержител в пек-ром элементе покры
тил (J) . 

Лит. :  [ 1 ]  А л е к с а н д р  о в П. С . ,  в кн. : Тр.  Международ-
ного симлозин по топологии и ее примененинх. Херцег-Нови . 
1 968 , Beograd, 1 969 ,  с. 38-42 ; [2] Щ е п  и н Е . , «Доил. АН СССР», 
1 972 ,  т. 206 ,  М 1 ,  с. 3 1 - 32 ;  [3] А л е к с а н д р о в  п . с  . ,  П а
с ы  н к о в Б. А . ,  Введение в теорию размерности , М . ,  1 973 .  А. А. Малъцев. 

Р АЗМЕРНОСТНЫИ МНОГОЧЛЕН р а с ш и р е-
н и л д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х п о л е й - мно
гочлен, описывающий количество производных констант 
в решении системы уравнений с частными производ
ными и лвллющийсл аналогом Гильберта .мпогочлепа . 

Пусть G - дифференциальное расширепие дифферен
циального поля F .  Максимальное подмножество поля 
G ,  дифференциально сепарабельно независимое над F ,  
паз . б а з и с о м д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й с е
п а р а б е .11 ь н о с т и .  Базис дифференциальной сепа
рабельности расширепил G над F, дифференциально ал
гебраически не зависимый над F, паз. д и ф ф е р е н
ц и а л ь н ы м  б а з и с о м т р а н с ц е н д е н �  
н о с т и .  

П усть G - конечно поротденное дифференциальное 
расширение : G= F ('f]1 , . . .  ,'f]п) и ('f]1 , . . • ,fJ п) - общий 
нуль простого дифференциального идеала pcF{Y1 , • • •  , 
У п} · Дифференциальная степень трансцендентности по
ля G над F наз.  д и ф ф е р е  н ц и а л ь н о й  р а з
�1 е р н о с т ь ю идеала р (она обозначается d (р ) ) . 
Е сли q - другой простой дифференциальный идеал 
и pC q , то d (p );;;;.d( q ) ,  причем равенство может иметь 
место даже для строгого включения . По этой причине 
желательно иметь более тонкую меру для измерения 
идеалов . 

Фильтрация кольца дифференци.альных многочленов 
F{Y1 , • • •  , Уп} по степеням дифференцирований 8 Е 8 
индуцирует фильтрацию полей расширепил G= F <'111 , 
. . .  ,'fJп > ПОЛЯ F:  

F = ®o С ®1 с . . · c®s с . . . 

Существует (см. ! 2] ) многочлен , значение к-рого в 
точках s Е z для всех s;;;,.N 0 равно степени трансцен
дентности расширепил ®s поля F . Он паз . р а з
м е р н о с т н ы м м н о г о ч л е н о м р а с ш и р е
н и л ®IF и имеет вид 

WТJ/ F (x) = � o < i <: mai (xt i) ' 
где т - мощность множества дифферепцирований � . 
а ai - целые . Р .  м .  является бирациональным инва
риантом поля, то есть F (f]) = F (� )=:;> wТJ/F= w�/F • но 
не является дифференциальным бирациональным инва
риантом, то есть из F <f] >= F <� >,  вообще говоря , 
не следует , что w11 1  F = w�1 F . Тем не менее этот много
член содержит в себе дифференциальные бирациональ
ные инварианты , каковыми являютел степень много
члена т= deg wТJ/F (она паз . д и ф ф е р е  н ц и а л ь
н ы м т и п о м р а с ш и р е н и л F <'11 > над F) и 
старший коэффициент а, (называемый т и п о в о й д и ф ф е р е  н ц и а л ь н о й  р а з м е р н о с т ь ю) . 
Среди дифференциальных Р .  м . ,  соответствующих раз
личным системам дифференциальных образующих диф
ференциального расширения , существует минимальный 
относительно нек-рого отношения порядка на шюже
стве всех целозначных многочленов , лвллющийсл, та-

ким образом, дифференциальным бирациональным ин
вариантом расширения . 

Многочлен дифференциальной размерности опреде
ляется также и для дифференциальных модулей. 

Р. м .  вычислен для расширений , задаваемых сле
дующими системами (см. [ 1 ] ,  где Р . м. паз . мерой жест
кости системы уравнений поля) : 1) волновое уравне
ние; 2) уравнение Максвелла для пустого пространст
ва; 3) уравнения электромагнитного поля,  задаваемого 
потенциалами ; 4) уравнения Эйнштейна для пустого 
пространства .  Другие примеры вычисления Р .  м.  см. 
в [3] .  

Лит. : [ 1 ] Э й н ш т е й  н А . , Со брание научных трудов ,  т .  2 ,  
М. , 1 966 ; [2] К о 1 с h i n Е .  R . t  Differential algebra and algeb
raic groups, N. У . - L. ,  1 97 3 ; 3] М и х  а л е в А. В . , П а  н
к р а т  ь е в Е. В. , в кн . :  Алгебра , М. , 1 980 ,  с. 5 7-67 .  

Е. В .  Паипратъев. 
РАЗМЕРНОСТЬ т о п о л о г и ч е с к о г о п р о

с т р а н с т в а Х - целочисленный инвариант d i m  Х , 
определяемый следующим образом . Тогда и только 
тогда dim Х = -1 , когда Х = ф . О не пустом тополо
гич . пространстве Х говорят , что оно не более чем п
мерно , и пишут dim Х �n ,  если в любое конечное от
крытое покрытие пространства Х можно вписать ко
нечное открытое покрытие пространства Х кратности 
�n+ 1 ,  n = O ,  1 , 2, . . . . Если dim Х �n для нек-рого 
n= - 1 ,0 , 1 ,  . . .  , то пространство Х наз . к о н е ч н о
м е р н ы м , пишется dim Х < оо и считается 

dim Х = min {n : dim Х ,.;;;; n} . 

При этом если dim X = n , то пространство паз .  п-мер
ным . Понлтие Р. топологич . пространства обобщает 
элементарно-геометрич . понлтие числа измерений евк
лидона пространства (и полиэдра) , т. к. размерность 
п-мерного евклидона пространства (и любого п-мерного 
полиэдра) равна n (т е о р е м а Б р а у э р а - Л е
б е г а) . 

Важность понятия Р .  топологич . пространства вы
является т е о р е м о й Н ё б е л и н г а - П о н т
р л г и н а - Г у р е в и ч а - R у р а т о в с к о г о : 
п-мерное метризуемое со счетной базой пространство 
вкладывается в (2п+ 1 ) -мерное евклидоно пространст
во . Таким образом, класс пространств ,  топологически 
эквивалентных подпространствам всевозможных п-мер
ных евклидоных пространств , n= 1 ,  2 ,  . . .  , совпадает 
с классом конечномерных метризуемых пространств со 
счетной базой. 

Размерность dim Х иногда паз . л е б е г о в о й , 
т . к .  ее определение отталкивается от т е о р е м  ы Л е
б е г а <<О м о с т о в ы Х>> :  п-мерпый куб для любого 
в> О обладает конечным замкнутым кратности �п+ 1 
покрытием с диаметром элементов <е ; существует та
кое в0 >0 , что кратность любого конечного замкнутого 
покрытил п-мерного куба ;;;;.п+ 1 ,  если диаметр эле
ментов этого покрытил <в0 • 

Н определению Р .  топологич . пространства возмо
жен другой - индуктивный - подход (см . Ипдуктив
пая раа.мерпость) , основанный на разбиении простран
ства подпространствами меньшего числа измерений . 
Этот подход к понлтию Р .  восходит к А. П уанкаре (Н . Poincare) , Л .  Брауэру (L .  Brouwer) , П .  С . Урысону 
и Н .  Менгеру ( К .  Menger) . В случае метризуемых про
странств он эквивалентен лебеговскому. 

Основы теории Р. были заложены в 1-й пол . 20-х 
гг. 20 в. в работах П. С . Урысона и Н . Менгера.  R кон . 
30-х гг . была построена теория Р .  метризуемых про
странств со счетной базой , а к нач . 60-х гг . - теория 
Р .  любых метризуемых простране тв . 

Ниже все рассматриваемые топологич.  пространства 
считаютел нормальными и хаусдорфовыми . В этом слу
чае в определении Р .  без ущерба вписываемые открытые 
покрытил можно заменить на замкнутые . 
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Лебегов подход к определению Р .  (в отличие от ин

дуктивного подхода) позволяет в случае любых рас
сматриваемых пространств геометризовать понятие Р . 
посредством сравнения исходного топологич .  простран
ства с простейшими геометрич . образованиями - подиэдрами .  Грубо говоря , пространство п-мерно тогда и 
только тогда , когда оно сколь угодно мало отличается 
от п-мерного полиэдра.  Точнее, имеет место т е о р е м а 
А л е к с а н д р о в а об w-o т о б р а ж е н и я х: 
тогда и только тогда dim Х <n, когда для любого ко
нечного открытого покрытия w пространства Х суще
ствует w-отображение пространства Х на не более чем 
п-мерный, n=0 , 1 , 2 ,  . . .  , (компактный) полиэдр . Осо
бую наглядность сформулированная теорема nриобре
тает в случае компактов: для комиакта Х тогда и толь
ко тогда dim Х <:n , когда для любого е> О существует 
е-отображение компакта на не более чем п-мерный 
полиэдр . Если еще Х лежит в евклидоном или гиль
бертоном пространстве , то е-отображение можно за
менить е-сдвигом (т е о р е м а А л е к с а н д р о в а 
об е-о т о б р а ж е н и я х и е -с д в и г а х) . 

Следующее утверждение позволяет выяснить , какова 
Р. nространства , nосредством его сравнения со все
возможными п-мерными кубами: тогда и только тогда 
dim Х:;;;:.п, когда nространство обладает существенным 
отображением на п-мерный куб ,  n = 0 , 1 , 2 , . . .  (т е о
р е м а  А л е к с а н д р о в а  о с у щ е с т в е н н ы х  
о т о б р а ж е н и я х) . 

Этой теореме можно придать следующую форму. Тог
да и только тогда d im Х <:n , когда для любого замкну
того в Х множества А и любого непрерывного отобра
жения f : A -+Sn в п-мерную сферу существует непре
рывное продолжение F :  X-+Sn,  п= 0 , 1 ,  . . .  , отобра
жения f . 

Следующая хара-ктеристика Р .  указывает на роль 
этого понятия в вопросах существования решений си
стем уравнений: тогда и только тогда dim х ;;;;. п ,  n= 
= 1 ,2 ,  . . .  , когда в Х существует такая система дизъюн-кт
ных пар замкнутых множеств А ; , В; ,  i= 1 ,  . . .  , n ,  что 
для любых непрерывных на Х функций /; , удовлетво-
ряющих условию li i A i > O , /; l в ; <О ,  i= 1 , . . .  , n, най-
дется точка х Е Х ,  в к-рой /;(х) = О ,  i= 1 , . . .  , n ( т е о-
р е м а О т т о - Э й л е н б е р г а - Х е м м и н г с е
н а о п е р е г о р о д к а х ) .  

Одно из  важнейших свойств Р .  выражает т е о р е м а 
с у м м ы М е н г е р а - У р ы с о н а - Ч е х а :  
если пространство Х есть конечная или  счетная сумма 
своих замкнутых подмножеств размерности ..,.;n , то и 
dim Х <:n , n= 0 , 1 ,  . . .  В этой теореме мошно условие 
конечности или счетности суммы заменить условием 
ее локальной -конечности . Аналогичное теореме суммы 
утверждение для боJrьшой и малой индуктивных Р .  
не выполняется уже в классе бикомnактов . Следующие 
утверждения принадлежат к числу основных общих 
фактов теории Р .  и позволяют сводить рассмотрение 
любых пространстu к рассмотрению биномпа-ктов .  Длн 
любого нормального пространства 

а) dim �Х = dim Х ,  Ind �Х = Ind Х ,  где �Х - ма-к
симальное бикомпактное расширение Стоуна - Чеха 
nространства Х ;  в то же время неравенство ind �Х> 
> ind X = lnd Х возможно ; 

б) существует бикомпактное расширение Ь Х  про
странства Х , вес к-рого w ( ЬХ ) равен весу wX , и раз
мерность d i m  Ь Х равна размерности d i m  Х ;  аналогич
ное утверждение верно и для большой индуктивной Р .  
Особенно интересен случай счетного веса пространства , 
т .  к .  в этом случае расширение ЬХ метризуемо . 

'Утверждение б) может быть усилено следующим пред
ложе:О:ием: для любого п=0 , 1 ,  . . .  и любой бесконеч-
ной мощности существует бикомпакт n; веса 't' и 

размерности dim n: = n , содержащий гомеоморфный 
образ любого нормального пространства Х веса <:'t' 
и размерности d i m  Х <:n (теорема об универсальном 
бикомпакте данного веса и размерности) .  Аналш ичное 
утверждение верно и для большой индуктивной Р .  При 

о 
этом в качестве n можно взять кантороно совершен-

Но 1 
вое множество , а в качестве n - менгеронскую 

Но универсальную кривую. 
Казалось бы , что Р. должна обладать свойством 1\Ю

нотонности : dim А <:dim Х ,  если А с Х . Это так , если 
а) множество А замкнуто в Х или сильно паракомпакт
но, или б) nространство Х метризуемо (и даже совер
шенно нормально) . Однако уже для подмножества А 
наследственно нормальпого пространства Х может быть 
dim А >d im Х и I nd А > I nd Х .  Но всегда ind А <  
=e;;;;ind Х при А с Х . 

Одним из важнейших вопросов теории Р .  является 
поведение Р. при непрерывных отображениях .  В слу
чае замкнутых отображений (к ним принадлежат и все 
непрерывные отображения бикомпактов) ответ дается 
формулами В. Гуревича (W.  Hurewicz ) ,  полученными 
им первоначально в классе пространств со счетной ба
зой. 

Ф о р м у л а  Г у р е в и ч а  д л я  п о в ы m а ю
щ и х р а з м е р н о с т ь о т о б р а ж е н и й :  если 
отображение f :  Х-+У непрерывно и замкнуто, то 

кратность f + diш Х - 1  :;;;;, dim У ,  
где кратность f =sup{ l f - 1y l : y E Y} . 

Ф о р м у л а Г у р е в и ч а  д л я  п о н и ж а ю
щ и х р а з м е р н о с т ь о т о б р а ж е н и й: для 
неnрерывного замкнутого отображения f : X-+Y на nа
ракомпакт У выполняется неравенство 

где 
dim X - dim / =e;;;; dim Y ,  ( 1 )  

dim / = sup {dim t - 1 y : y  Е У} .  
Для произвольного нормального пространства У эта 
формула ,  вообще говоря ,  неверна . 

В случае непрерывных отображений конечномерных 
комиактов установлено , что непрерывное отображение 
f размерности d i m  f= k является суперпозицией k не
nрерывных отображений размерности 1 (это - уточ
нение формулы ( 1 )  и аналог того факта , что k-мерный 
нуб есть произведение k отреюшв) . В случае открытых отображений можно показать , 
что образ нульмерного бикомпакта нульмерен и в то 
же время гильбертов кирпич есть образ одномерного 
компакта ,  даже если соответствующее отображение f 
имеет раз�юрность d i m  / ,  равную нулю . Однако в слу
'Iае открытого отображения f : Х-+У бикомпактов Х 
и У кратности <Но выnолняется равенство dim Х = = dim У. 

Поведrние Р .  при взятии тонологич . произведения 
онисывают сJ!сдующие утнерждепия :  

а) существуют такие конечномерные комиакты Х и 
У, что dim X X Y <d imX + d im У ;  

б) если один из сомножителей произведения Х Х У 
бикомпактеп или метризуем, то dim X X Y=e;;;;d im X + 
+dim У; 

в) существуют такие нормальные nространства Х и 
У, что d im X X Y> dimX + dimY . 

В случае бикомпактных Х и У всегда Ind Х Х У <сх:> , 
если Ind Х < сх:>  и IndY < cx:> , но может быть lndX X Y> 
IndX+IndY.  Если же бикомnакты Х и У совершенно 
нормальны или одномерны, то Ind Х Х У <:lndX + 
+ Ind У .  

Наиболее содержательна теория Р .  прежде всего в 
классе метрич. пространств со счетной базой и затем 
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в классе любых метрич . пространств .  В классе мет
рич. пространств со счетпой базой выполняются р а
в е п с т в а  У р ы с о п а  

dim Х = i nd X = lnd Х .  (2) 
В классе любых метрич . прострапств выполняется р а
в е п с т в о  К а т е т о н а  

dim Х = Ind Х (3) 
и может быть ind X = 0 <I n dX = 1 .  

В случае метрич . прострапств попятие n-мерпого про
странства следующими двумя способами может быть 
сведено к попятию пульмерного пространства . Для мет
рич . пространства Х тогда и только тогда dim Х <n, 
n= 0 , 1 , . . .  , когда 

а) пространство Х может быть представлено в виде 
не более чем n+ 1 пульмерных слагаемых; 

б) существует непрерывное замкнутое отображение 
кратности <n+ 1 пульмерного метрич . пространства 
па пространство Х .  

Для любого подмножества А метрич. пространства 
Х найдется такое подмножество В =:�А типа G11 в Х , 
что dim B= dim А .  

В классе метрич. прострапств веса <:1: и размерности 
<n существует универсальное (в смысле вложений) 
пространство. Важную роль в построении теории Р .  
любых метрических ( и  более общих) прострапств сыг
рала т е о р е м  а Д а у к е р а: тогда и только тогда 
d im Х <n, когда в любое локальпо конечное открытое 
покрытие пространства Х можно вписать открытое по
крытие кратности <n+ 1 .  

Одним из паиболее важных вопросов теории Р . яв
ляется вопрос о соотношениях между лебеговой и ин
дуктивными Р .  Хотя для произвольпого пространства 
Х значения размерностей dim Х , iпd Х , Ind  Х , вооб
ще говоря , попарно различны , однако для пек-рых 
классов прострапств, в том или ином смысле близких 
к метрическим, выполнено, напр . ,  следующее: 

а )  если пространство Х обладает непрерывным замк
нутым отображением f размерности dim /= 0 па мет
рич . пространство, то выполняется равенство (3) ,  от
сюда следуют равенства (2) для локально бикомпакт
ных групп и их факторпространств; 

б) если существует непрерывное замкнутое отобра
жение метрич . пространства на пространство Х, то 
выполняются равенства (2) . 

Еще одно общее условие для выполнения равенства 
(3) для паракомиакта Х выглядит так: dim X= n и 
пространство Х нвляется образом нульмерного про
странства при замкнутом отображении кратности <n+ 
+ 1 ,  n= 0 , 1 , . . . 

В случае произвольпого пространства Х всегда вы
полняются веравеяства dim Х <: I ndX и indX <:lndX ,  
а равенства d im Х = О  и I ndX= O равносильны . Для 
сильно паракомпактного (в частности , бикомпактпоrо 
или финальпо компактного ) пространства Х выпол
няется перавеяство dim Х <indX . Для бикомпа-ктов 
равенства ind Х = 1 и IndX= 1 равносильны .  Суще
ствуют бикомпакты , удовлетворяющие первой аксиоме 
счетности (и даже совершенпо нормальные в предполо
жении континуум-гипотезы) , для которых d im Х= 1 , 
ind Х = п, n= 2 ,3 , .  . . Построен пример топологич. од
породного бикомпакта с dim Х <ind Х .  Для совершен
по нормальных бикомпактов всегда ind Х = Ind Х .  Су
ществуют бикомпакты даже с первой аксиомой счет
ности , для к-рых ind Х < Ind X . Существует ли такое 
т, что для каждого n> т найдется бикомпакт (метрич. 
пространство) Х с ind Х = т , I nd X= n , - неизвестно 
( 1 983) .  

В случае пеметризуемых пространств Р .  может не 
только не быть монотонной, но и обладает другими 
патолоrич. свойствами . Для любого n=2 ,3 , . . .  построев 

пример такого бикомпакта 8n . что любое замкнутое 
подмножество его имеет Р .  или О или n= dim 8n . Ана
логичный пример в случае индуктивных Р. не возмо
жен . Построен также для любого n= 1 ,2 ,  . . .  пример 
такого бикомпакта Фп, что любое разбивающее этот 
бикомпакт замкнутое множество имеет размерность n= 
=dim Фп . Таким образом, подход к определению Р . в 
случае пеметризуемого пространства в припципе отли
чен от индуктивного подхода А. Пуапкаре , основанного 
па разбиении пространства подпрострапствами мень
шего числа измерений. Бикомпакты Фп имеют пепо
средствеппое отношение к следующему утверждению: 
в любом n-мерпом бикомпакте содержится п-мерпое 
кантороно многообразие . 

Подмножество n-мерпого евклидона пространства En 
тогда и только тогда n-мерпо, rюгда оно содержит 
внутренние относительно En точки . Компакт имеет раз
мерность <n тогда и только тогда , когда он обладает 
отображением Р .  нуль в En , и, таким образом , с точ
ностью до пульмерных отображений n-мерные ком
иакты не отличимы от ограниченных замкнутых ,  содер
жащих внутренние (относительно En ) точки подмно
жеств En . 

См. также Раэ.мерпости теория . 
Лит . :  [ 1 ]  А л е н с а н д р о в  П . С . ,  П а с ы н к о в  Б. А . , 

Введение в теорию размерности, М . ,  1 973 ; [2] Г у р е в и ч В .  
В о л м в н Г. , теория размерности , пер. с англ . ,  м . ,  1 948 ; [ зj 
У р ы с о н П. С . ,  Труды по тоnологии и другим областям мате
матики , т. 1 -2 ,  М .- Л . ,  1 9 5 1 . Б . А. Пасын.хов. 

РАЗМЕЩЕНИЕ с п о в т о р е н и я м и и з т 
элементов по n - конечная последовательность а = 
= (aj1 , a i2 , • • •  ,аiп )  элементов пек-рого множества А = 
={a.J., а2 , • • •  ,ат} · Если все члены а различны, то а ваз . 
Р .  б е з п о в т о р е н и й .  Число всех возможных Р . 
с повторениями из т по n равно тn , а без повторений -
(т) п=- � т (т- 1 )  . . .  (т-n-1 ) .  

Р .  можно рассматривать как функцию q> ,  заданную 
па Zn= {1 ,  2 ,  . . .  , n} и припимающую значения из А :  q> (k= )a;k ,k= 1 ,2 ,  . . .  , n .  Элементы А принято называть 
я ч е й к а м и (или у р н а м и) , а элементы Zn - ч а
с т и ц а м и (или ш а  р а м  и ) ; q> определяет запол
нение различных ячеек различными частицами .  Е сли 
речь идет о перазличимых частицах или ячейках , то 
подразумевается,  что рассматриваются к л а с с ы Р .  
Так, если все частицы одинаковы , то два Р . ,  определя
емые соответственно функциями q> и 'ljJ, относятся к 
одному классу, если найдется подстапопка u множе
ства Zn такая , что q> (u (k) ) = 'ljJ (k) для всех k E Z,. .  
В этом случае число таких классов,  или, как говорят , 
число размещений n одинаковых частиц по т различ
ным ячейкам, есть число сочетаний с повторениями 
.из n по т .  

Если говорят , что все ячей1ш одинаковы , т о  имеют 
в виду, что Р .  разбиваются на классы так , что два Р . , 
определяемые функциями q> и 'ljJ соответственно, отно
сятся к одному классу, если существует подстапопка 
't множества А ,  при к-рой 1: (q> (k) ) = 'ljJ  (k) для всех 
k E Zn . В этом случае число размещений n различных 
частиц по т одинаковым ячейкам,  т .  е .  число классов , 
равно ,..,т S (n ,  k ) , rде S (n ,  k) - ч и с л а С т и p-�k = 1 
л и н r а 1 1  р о д а :  

S (n , k) = S (n - 1 ,  k - 1 ) + kS (n - 1 , k) , S (O ,O ) = 1 , 
S (п , k) = O  при k > n и k = O , n > О . 

Если не различать как частицы, так и ячейки , то 
получают размещение n одинаковых частиц по т оди-

наковым ячейкам; число таких Р .  равно �n Pn (k) ,  �k = l 
где р,. (k) - число разбиений n на k натуральных сла
гаемых . 
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Рассматриваются и другие разбиения Р .  на классы, 

вапр . когда вышеупомянутые подстаковки о и 't бе
рутся из подгрупп симметрич. групп соответственно 
степевей n и т  (см .  об этом и других обобщениях в [ 1 ] ,  
[ 2] ) . Синонимами « Р  . »  являются термивы «n-переста
новка» ,  «упорядоченная п-выборка из генеральной со
вокупности» . 

Лит. : [ 1 ) С а ч к о в в . н. , Комбинаторные методы днеирет
ной математиии , М . ,  1 97 7 ;  [2) Р и о р д а н д ж. , Введение в 
комбинаторный анализ, пер . с англ. , М . ,  1 963 .  В.  М. Михеев. 

РАЗНОСТНАЯ ВАРИАЦИОННАЯ СХЕМА - раз
ностная схема , построенная на основе вариационной 
задачи, соответствующей краевой задаче для дифферен
циального уравнения . Основная идея построения Р .  
в .  с .  состоит в том , чтобы при специальном выборе ко
ординатных функций в Ритца .методе получить систе
му линейных алгебраич . уравнений, совпадающую по 
r.труктуре с системой раан.остн.ых уравн.ен.ий ; обычно 
неизвестными параметрами являются приближенвые 
значения в узлах сетки точного решения и, возможно , 
нек-рых его производвых . В качестве таких коорди
натных функций можно использовать кусочко линей
ные, полилинейные и др .  функции.  

Развоетвые схемы можно получать также , выбирая 
специальным образом координатные функции в Галер
"ин.а .методе . Метод получения разностных схем с по
мощью метода Галеркипа ваз . в а р  и а ц и о н н о 
р а з н о с т н ы м м е т о д о м (или п р о е к ц и о в
н о - р а з н о с т н ы м м е т о д о м) . В ариациовво
развостный метод иногда ваз. м е т о д о м к о н е ч
н ы х э л е м е в т о в, хотя последнее название упо
требляется в более общем смысле . 

Пусть поставлена краевая задача: 
- (р (х) и' (х) ) '  = / (х) , О <  х < 1 ,  ( 1 )  

и (О) = и (1 ) = 0 ,  (2 )  

где f (х) - непрерывная функция , р (х ) - непрерывно 
дифференцируема и р (х);;:э"р0> 0 . 

Умножение ( 1 )  на произвольную функцию <р (х) ,  удов
летворяющую условиям (2 ) , и интегрирование по х : 

- � : (ри ' ) ' <р dx = � � /!j) dx 
приводит к тождеству 

L (и , <р) = � : ри' !р' dx = �><p dx , (3) 

к -рому удовлетворяет решение задачи ( 1 ) ,  (2) . Справед
ливо и обратвое утверждение : функция и (х) , удов
летворяющая граничным условиям (2) и тождеству (3 )  
при произвольных функциях <р (х) , !j) (О)=!р ( 1 ) = 0, яв
ляется решением задачи ( 1 ) ,  (2) . Тождество (3) исполь
зуется для построения приближенного решения методом 
Галеркива . Промежуток [ 0 , 1 ]  разбивается на N ча
стей точками x1= ih, i= 1 ,  . . .  , N-1 , h= N- 1 •  Множе
ство {хд ваз . с е т к о й ,  точки х; - у з л а м и сетки , 
h - ш а  г о м сетки . В качестве координатных функ
ций в методе Галеркипа берутся функции 

где 
<p1 (x) = 'IJ (h-1 x-i) , i = 1 ,  2, . . .  , N -1 , 

при 1 t 1 ".;;;;; 1 ,  
при 1 t 1 > 1 .  

Фу!кции <pi (x)=O вне промежутка [х; _ 1 , x1 + I] .  Это 
своиство координатных функций принято называть 
с в о й с т в о м л о к а л ь в о с т и. Пусть прибли
женвое решение задачи ищется в виде 

(4)  

где v1 - искомые параметры, к-рые являются значе
ниями приближеиного решения в узлах сетки: 

v; = v  (х;) , i = 1 ,  . . .  , N - 1 . 
П усть К - множество функций вида (4) .  Функции 

из К линейны на промежутках [х; , х; + 1 ] ,  непрерывны 
на [ 0 , 1 i  и равны нулю при х= О и х= 1 . Система метода 
Галеркипа получается при подстаковке в (3) функции 
v (x) вместо и (х) и функций <pi (х ) вместо !j) (х) : 

�N - 1  р , , 
L (v , <p;) = �i = 1 Vj J o p (x) <p j (x) <p; (x) dx = 

= � � f (x) <pi (x) dx , i = 1 ,  . . .  , N -1 . (5) 

и 

При этом 

<р{ (х) = { 1 /h 
- 1/h 

при х; _ 1  < х < х; , 
при х; < х < х; + 1 

L (<pj , <р;) = � : p<pj<p /  dx ;6 О 

лишь для f= i-1 , i ,  i+ 1 ,  т .  е .  в кажд4!1м уравнении 
имеется не более трех веизвестных.  

Система (5 )  может быть записана в виде 

h - 2 [ - ai - • t ,v i - 1 + (а; _ ' / • + ai + • t .) v ;- ai + ' f,vi + l ]  = /; , 
i = 1 ,  . . .  , N - 1 ,  

Где 

ai - ' / = h- 1 \ "i р (х) dж, • J "i - 1 
/ ; = h - 1 S"i+ I  f (ж) <р; (х) dж , v0 = VN=0 .  " i - 1 

Эта система по структуре сходна с обычной разност
ной . Системы уравнений , полученвые таким способом, 
и ваз . р а з в о с т в ы м и в а р и а ц и о н н ы м и 
с х е м а м и. В отличие от обычных разностных схем 
коэффициенты ai-'/, и /; являются не значениями функ
ций р и f в фиксированных точках, а их усреднениями . 
Это обстоятельство позволяет использовать Р .  в .  с .  
для уравнений с «плохими» (напр . ,  разрывными) коэф
фициентами . 

П усть Lh= {L (<pj , <р;)} - матрица системы (5 ) .  Так 
как [, (<р i • <р;)= L (<р; , <р j) , то матрица Lh симметрична . 
Имеет место равенство 

(Lh wh , wh) = � : р (w' ) 2 dx , 
{ }N-1 • где wh= w; i=1 - произвольвыи вектор из евклидона 

пространства EN-1 размерности N-1 , ( . , . ) - скаляр
вое произведение в EN-1 , 

�N- 1 
w = �i= 1 w;<p ; (х) . 

Из веравенства 

m�x u2 (х) = max о: и' ( t ) dt ) 2 
".;;;;; � : (и' ) 2 dx, 

справедливого для произвольной вепрерывной и диф
ференцируемой функции ,  удовлетворяющей условию 
и (0)= (0) , следует оценка 

\ 1 р (х) (w' (х) ) 2 dx � р 0 шах (w (х) ) 2 � J o " 
�N- 1 2 � Poh . w; ,  

1 t = 1 
из к-рой выводится веравенство 

(Lh wh , wh) � p0h (wh , wh) · (6) 
Матрица Lh положительно определена ;  система (5 ) од
нозначно разрешим а .  
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П ри малых значениях h система (5) состоит из боль- число, а= (а1 , • • •  ,ап) - вектор с целочисленными коор-

шого числа уравнений. Точность решения системы ал- диватами , l a l = a1+a2+ . . .  +am 
гебраич. уравнений и объем необходимой для этого 
работы в большой степени зависят от величины т. в. Dа.и= д l а. l u  
ч и с л а о б у с л о в л е в в о с т и Р = Лm axfl'"min дх� 'дх:• . . .  дх�п 

матрицы системы , где Amax и Лmin - наибольшее и 
наименьшее собственвые значения матрицы Eh . Из не
равенства (6)  следует , что Лm in>p0h .  Сираведлипа так
же оценка 

Am3x E; 4h - l max p (х) . 
х 

Число обусловленности Р= О  (h - 2) , что совпадает по 
порядку h с известными оценками для матриц обычных 
разностных схем . 

Сходимость приближенного решения к точному до
казывается по обычной для метода Галеркипа схеме . 
Из (3) и (5 ) для произвольвой функции q> из К следует , 
ЧТО 

L (и - v ,  q>) = O, 
отку)lа 

L ( и - v ,  и - v) = L (и- v ,  и - w) ,  
где w - произвольпая функция из К . Правая 
(8) оценивается с помощью веравеяства 

(L (q>, -ф) ) 2 ..; L  (q> , q>) L (-ф, -ф) . 
Таким образом, 

L (и- v , и - v) = � : р (х) (-и' - v ' ) 2  dx < 

Е; inf Р р (х) (и' - w' )2  dx. 
w e  К J 0 

Обозначение 
1 и 1 = ( � � ри'2 dx) 112 

(7) 

(8) 
часть 

(число 1 и 1 ваз . э в е р  г е т и ч е с  к о й  в о р м о й 
функции и) позволяет переписать последнее веравея
ство в виде 

1 и - v  \ Е;  inf 1 и - w 1 · 
w e K 

Оценка погрешвости Р .  в .  с. сводится к оценке наилуч
шего приближения точного решения функциями класса 
К. Если в качестве w (х) взять кусочво линейную функ
цию - �N- 1 w (х) = . и (х;) q> ; (х) , 1 = 1 

совпадающую с функцией и (х) в узлах сетки , то спра
ве;.�.лива оцею{а :  

1 и - v  1 ..;  Ch2 шах р (х) � � (и") 2  dx,  

где С - постоянная . 
Н а рассмотренном примере видны век-рые характер

ные черты вариациовно-разноствого метода: локаль
ность координатных функций , обеспечивающих бли
зость Р .  в .  с .  по структуре к разностным схемам, и при
менимость техники проекциовных методов к исследо
ванию сходимости Р .  в. с .  

Основным при построении Р .  в .  с .  является выбор 
локальных координатных функций , обладающих тре
буемыми аппроксимационными свойствами.  Задача ап
проксимации ставится в различных функциональных 
простравствах . Для задач математич. физики важны 
простравстваu Соболева �Ь (Q ) , т: е .  линейвые множе
ства функции с ковечнои нормои 

где Q - область в Em р;;;. 1 ,  l - неотрицателъвое целое 

'Ci 2 7 Математическая энц. , т. 4 

Многие классы локальных координатных функций 
строятся по следующей схеме . Пусть заданы функции 
q>l (�) , q>2 (�) , . . .  ,q>r Ш, принадлежащие W� (Е п) и рав
ные нулю вне n-мерного куба 1 �/ 1 <R , j= 1 , 2 , . . .  , n .  
П усть h= (h1 , • • •  ,hп) - задаввый вектор с положи
тельными координатами, i= ( i1 , • • •  , iп) - произволь
вый целочисленвый вектор,  

h - 1  (х) """ (h1 1xl , h21x2 , • • •  , h;;1хп) · 
Через 1 обозначено множество векторов i таких , что 

n-мервый параллелепипед l hj1xJ- ii l <R , j = 1 , . . .  , 
n , переевкается с Q .  Для данвой области Q в качестве 
координатных функций выбираются функции вида 

q>� (x) = q>�' (h- 1x - !) ,  i E I, �-t = 1 ,  . . .  , т , 
т. е .  функции , полученные из исходных функций мас
штабированием аргументов и сдвигом на вектор i .  Та
кие координатвые функции принято называть р е г у
л я р  в ы  м и .  Пусть классом К ваз . множество функ
ций вида 

w (x) = � .  J
� r w r q>r (x) . 

�. е  �1&= 1 
Если любой поливом Р1_ 1 степени l от � можно п;.ед
ставить как линейную комбинацию q>l (�) , . . .  , q> (�) , 
то для произвольвой функции и (х> Е wb (!.'2)  можно ука
зать функцию w E K  такую, что справедливо аппрок
симационвое веравевство 

О и - w 1/р , tt ..; chi - tt  11 и 1/p, l • О ..; k < l ,  
где h=max h1 , С не зависит от  h и и . 

1 < !i<n 

(9) 

Р .  в .  с. для краевых задач для эллиптич. уравнений 
строятся на основе эквивалентных задач нахождения 
функций, удовлетворяющих интегральным тождествам . 
Многие из этих задач состоят в нахождении функции 
и Е wr (Q ) , удовлетворяющей при произвольвой функ
ции 1Р Е wr (Q )  интегральному тождеству 

L (и,  q>) """ � l a. l .  I P I ..;;; m �g aa.pDa.иD f3q> dQ + 

(10) 

где S - граница Q, аа.р (х) , Ьр,; (х) и f (x) - заАаввые 
функции . Предполагается, что 

аа.р=ара. , Ь р-с=Ь,;р 
и L (и, и) ;;;;;;. у 11 и �. т. у = const > О .  

Применевне к ( 10) метода Галеркипа с координатными 
функциями q>r приводит к Р .  в. с. для задачи ( 1 0) . 
Пусть решение и (х) задачи ( 10) принадлежит W� (Q ) ,  
l >m , и функции q> �  удовлетворяют условиям , при 
к-рых справедливо веравенство (9) .  Для оценки по
грешвости Р .  в. с. используют стандартную технику 
метода Галеркина: 

y � и- v /�2. m E; L (и - v , и - v) Е; 
<; inf L (и - w ,  и - w) ..; Ch2 <l - m) // и �� l ' 

w e K  
где v - приближенвое решение . 

Задачи вида ( 1 0) ,  для к-рых в качестве функции q> 
может быть взята произвольпая функция из WT( Q ) ,  
паз . з а д а ч а м и с е с т е с т в е н в ы  м и к р а е-
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в ы м и у с л о в и я м и .  Существует другой класс 
краевых задач, в к-рых на границе S ставятся краевые 
условия вида 

(� l a J <m ь&naи) ls = O, O .r;;;;, j .r;;;;, v ,  v .r;;:;;, m - 1 .  (Щ 
В этом случае краевым условиям ( 1 1 )  в тождестве ( 1 0) 
должны удовлетворять и функции q> Е w·� (Q ) .  Для при
ближенного решения таких задач методом Галеркипа 
необходимо, чтобы координатные функции удовлетво
ряли условиям (1 1 ) . Введенные выше координатвые 
функции q>r (х) , в силу самого способа их построе
ния, вообще говоря , не пригодны для представления 
приближенного решения , удов;уетворяющего условиям 
( 1 1 ) . 

Один из приемов построения Р .  в. с .  для задач с 
краевыми условиями вида ( 1 1 )  связан с использованием 
м е т о д а ш т р а ф а . Пусть , вапр . ,  требуется ре
шить задачу Дирихле для уравнения Пуассона . Эта 
задача эквивалентна определению функции и (х ) ,  и l s= 
=0, удовлетворяющей при прuиавольной функции q> (х) , 
q> \ s= O, интегральному тождеству 

(' (дu дf/J+дu дf/J ) dQ = ('  f dQ. J g дх дх ду ду J g q> 
В методе штрафа вводится в рассмотрение функция v, 
удовлетворяющая при произвольвых функциях q> ин
тегральному тождес1ву 

(' c� дf/J +� дf/J) dQ+ .!. I v dS = J fJ дх дх ду ду е J S q> 

= � 
g 

fiP dQ, е > О .  

Фующия v является решением задачи с естественным 
краевым условием . Доказывается , что при малых зна
чениях е решения и и v блюши. Для приближенного 
решения последвей задачи можно применить Р .  в. с .  
с использованием регулярных координатных функций . 

Общий способ построения координатных функций та
ков .  

Пусть для произвольного положительного числа h 
в Q задано множество точек z i , i= 1 ,  2 ,  . . .  , N ,  паз .  
узлами сетки , такое , что каждая точка области отстоит 
от какого-либо узла не более чем на h. Пусть для каж-
дого узла zi определен набор функций ЧJ f ,  q>� ,  . . .  , 
q:tщ из W �  (Q ) ,  удовлетворяющих заданным гранич
ным условиям ( 1 1 ) , причем v ( i ) ..s;;:M ,  где М не за
висит от i и h.  Пусть при каждом i и всех j интеграл 

�
g IP}IP� dQ 

отличен от нуля лишь для числа индексов k ,  ограничен
ного числом, не зависящим от i и h (условие локально
сти координатных функций) . Пусть К - класс функ
ций вида 

W
= �N �v (i ) А� � 

�i= l �i= l JIPJ • 
где Л} - числовые параметры . 

Если решение и (х )  краевой задачи может быть при
ближено функциями класса К с точностью, характери
зуемой неравенством 

inf  J J и- w J J2 , m .r;;:;;, Chl - m JJ и �2 . l , т <  l , 
W E  К 

то для решения , полученного при помощи Р .  в. с . ,  
справедлива оценка погреmности 

\ 1 и- v l l z ,  т .r;;:;;, Chl - m  \/ и l l z ,  l ·  

Нерегулярные сетки применяются иногда для более 
полного учета свойств зuдачи . Напр. , для более точ-

ного воспроизведения функции в окрестности угловой 
точки границы можно расположить узлы на радиальво
кольцевой с.етке . 

Для численвой реализации матрица Р .  в. с .  должна 
обладать не слишком плохой обусловленностью. Для 
задач вида ( 1 0 )  оптимальной считается обусловленность , 
выражаемая соотношением Р=О (N2mfn) , где Р - число 
обусловленности матрицы Р. в. с . ,  N - число узлов 
сетки, n - размерность пространства, содержащего об
ласть Q .  Для многих конкретных задач такая обуслов
ленность действительно имеет место. 

Использование Р. в .  с .  сочетает достоинства метода 
сеток и проекциоввых методов .  Структура Р .  в. с .  
позволяет использовать экономичные методы решения 
разностных схем. Легко устававливается разрешимость 
Р .  в. с . :  матрица Р .  в .  с .  положительно определена , если 
положительно определен дифференциальный оператор.  
Вопрос о сходимости сводится к вопросу об аппрокси
мации точного решения координатными функциями Р .  
в .  с . ,  и ,  следовательно, скорость сходимости опреде
ляется дифференциальными свойствами точного реше
ния . Р .  в. с. можно применять при весьма слабых 
ограничениях на данвые задачи. 

Исследования по Р. в .  с .  проводятся в следующих 
основных направлениях : 

1 )  создание координатных функций, удовлетворяю
щих краевым условиям, исследование их аппроксима
ционвых свойств ; 

2) пол учение оценок точности в различных нормах ;  
3) построение Р .  в .  с .  для задач , имеющих т е  или 

иные особенности (линии разрыва коэффициентов, уг
ловые точки границы и т. д . ) ;  

4 )  разработка методов решения Р .  в .  с .  и способы 
оnтимизации методов решения;  

5) решение неливейвых уравнений ; 
6) применевне Р .  в .  с .  для вестационарвых уравне

ний . 
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РАЗНОСТНАЯ СХЕМА - система разностных урав
нений , аппроксимирующих дифференциальное урав
нение и дополнительвые (начальные , граничные и др . ) 
условия . Аппроксимация исходвой дифференциальной 
задачи Р. с . - это один ив способов приближенной дис
кретизации исходвой задачи . Он закnючается в том , 
что заданную область изменения везависимых перемен
ных G заменяют дискретным множеством точек Gh -
с е т к о й, а проивводные, входящие в дифференциаль
ное уравнение , заменяют на сетке Gh раввоствыми от
ношениями . В ревультате такой замены возникает зам
кнутая система большого числа алгебраич. уравнений 
(линейных или нелинейвых в зависимостц от исходвой 
дифференциальной задачи) , к-рая и представляет собой 
Р. с. По существу Р .  с . - это семейство раввоствых 
уравнений ,  зависящих от шагов сетки . Решение Р. с .  
также зависит п а  раметрически о т  шагов сетки . Р .  с . 
мвогопараметрический и сложный объект . Помимо ко
эффициентов исходного дифференциального уравнения 
она содержит свои собственные параметры такие , как 
шаги по времени и пространству, весовые множители 
и др . Влияние этих параметров может существенно ис
казить представление о поведении исходной дифферен
циал ьной задачи . 

В связи с развоетной аппроксимацией дифференци
альных задач ивучаются следующие вопросы : о спо-
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собах построения Р .  с . ,  о сходимости при измельчении 
сетки решения разностной задачи к решению исходной 
дифференциальной задачи, о методах решения систем 
разностных уравнений.  Все перечисленные вопросы рас
сматривает раапост пых схе.м теория .  Разработаны эф
фективные численные методы решения типичных Р .  с .  
для обыкновенных дифференциальных уравнений 
и уравнений с частными производными, предполагаю
щие использование быстродействующих ЭВМ . 

Ниже приводится простой пример Р .  с. П усть име
ется дифференциальная задача 

u" (.т ) � q (x) u (x) = - f (.т) , q (x) � O,  0 < х < 1 , } (1 ) 
и (0 ) = cru (O) - f.t1 , u (1 ) = f.t2 , а > О .  

Область G{O <x <1 } заменяется сеткой 
Gh = {x; = ih ,  i = O, 1 ,  . . .  , N , hN = 1} . 

Р .  с .  для задачи ( 1 ) имеет вид 

Y i + I- 2Y;+ Щ - t  . \ 11• - q;Y ; = - / ; , t = 1 ,  2, . . .  , N - 1 ,  1 
у,� у· = (a+ 0, 5hq0) Уо - (f.tt + 0,5hfo) , y N = fl2 • J 

(2) 

где У;= у (х, ) , qi= q (x; ) , x; E Gh . Можно показать , что 
при 11-0 решение разностной задачи (2)  сходится к 
решению исходной задачи ( 1 )  и при достаточной глад
кости функции q (х ) , f (x) . 

Р .  с .  (2 ) имеет второй порядок точности, т .  е .  
ш а х  1 Y; - u (х ;) 1 ";;;;;; Mh2, 

O � i � N 
где М - постоянная , не зависящая от h . Решение Р .  с . 
(2 ) наход_ится методом прогонки . 

Лит . :  [ 1 ] С а м а р с и и й А. А . ,  Теория разностных схем, 
М . ,  1 9 7 7 ;  [2] С а м а р  с и и й А. А . , Н и и о л а е в Е .  С . ,  Ме
тоды решения сеточных уравнений, М . ,  1 978 .  

А .  В . Гули�. А .  А .  Са.марспий. 
РАЗНОСТНОЕ МНОЖЕСТВО, с о в е р ш е н н о е 

р а з н о с т н о е м н о ж е с т в о , - множество D ,  со
стоящее из k вычетов а1 , а2 , • • • , а,. по модулю нек
рого натурального числа v, причем для каждого a E D , 
ао;ЕО (mod и) , существует точно Л упорядоченных пар 
(а; , aj) элемен rов из D таких , что 

а =  a; - aj (mod и ) ;  

числа и, k ,  Л паз .  п а р а м е т р а м  и Р . м .  Напр. , 
множество D= { 1 ,  3 , 4 ,  5 ,  9} вычетов по модулю 1 1  есть 
Р .  м .  с Л= 2 . 

Р .  м .  тесно связаны с блоп-с.те.ма.ми ,  а именно : суще
ствование Р. м. равносильно существованию симмет
ричной блок-схемы с параметрами ( и ,  k, Л) , обладаю
щей циклич . группой автоморфизмов порядка v (блоки 
такой схемы суть множества {a1+ i ,  . . .  ,a,.+ i} ,  i = 0 , 1 ,  . . .  , 
и- 1 ) .  Идея Р .  м. обобщается следующим образом: мно
жество D ,  состоящее из k различных элементов а1 , . • . , 
а,. группы G порядка v, паз .  ( v ,  k, Л)-р а з н о с т
н ы м м н о ж е с т в о м в G, если для любого 
а Е G, а*1 , существует в точности Л упорядоченных 
пар (d; , aj) ,  а; , aj E G, таких , что a,aj1=a (или, что то 
же ,  Л пар (а; , aj) с a{

1
aj= a) . Тогда определенное выше 

Р .  м. паз . ц и к л и ч е с к и м  Р .  м. (т .  к .  группа 
классов вычетов по mod v есть циклич. группа) .  Су
ществование (v ,  k ,  Л) -разностных множеств в группе G 
порядна v равносилt.по существованию симметричной 
блок-схемы с параметрами v, k, А., допускающей G в 
качестве регулярной (т .  е .  без неподвижных элементов) 
группы автоморфизмов (эта схема получается отожде
ствлением элементов блок-схемы с элементами группы 
и блоков - с множествами {a1g , . . .  ,ам,r} ,  где g пробе
гает G) . 

Основным в теории Р . м .  является вопрос о сущест
вовании и nостроении Р .  м. с заданными параметрами . 

27 * 

При его изучении оказывается полезным понятие мно
жителя Р .  м . :  автоморфизм группы G паз м н о ж и
т е л е м (v, k, А.)-разностного множества D в G, если 
он является также автоморфизмом блок-схемы, опре
деляемой Р. м .  D .  Для циклического Р. м множитель -
это число t ,  взаимно простое с v и с тем свойством, что 

{ta1 • . . . , ea ,.} = {at + i , • . .  , a,. + i} 
для нек-рого i , O �i � v  -1 . Множители цикличес
кого Р .  м .  образуют группу . Справедливо утверждение : 
если D - циклическое (v,  k, Л)-разностное множество 
и если р - простое число,  делящее k-Л и такое , что 
(р , v) =1 и р >Л, то р - множитель D (т е о р е м  а о 
м в о ж и т е л е Р .  м . ) . При построении Р .  м .  поле
зен следующий результат: для любого множителя (v, 
k ,  Л)-разностного множества D в абелевой группе G 
порядка v в блок-схеме , определяемой D ,  существует 
блок, фиксируемый этим множителем; при (v, k)= 1 
существует блок, фиксируемый любым множителем. 

Р. м .  обычно строятся прямыми методами с исполь
зованием свойств конечных полей, полей деления круга 
(см.  Круговое поле) , а также конечных геометрий. 
Известно несколько бесконечных семейств Р. м . ,  напр . 
следующие типы S и Q .  

Т и п S (р а з н о с т в ы е м н о ж е с т в а 3 и и
г е р  а ) :  это - гиперплоскости в п-мерной проективной 
геометрии над полем из q элементов; параметры :  

v = (qn + 1 - 1 ) J ( q - 1 ) ,  
k = (qn - 1 ) / ( q - 1 ) , Л = (qn - 1 - 1 )/ ( q - 1 ) ; 

т и п Q: квадратичные вычеты в поле GF (р') при 
p'=3(mod 4) (р - простое число) ; параметры: 

V = P' = 4t - 1 ,  k = 2t - 1 ,  Л = t - 1 .  

Другие бесконечные семейства Р .  м .  см. в [ 1 ] - [3] . 
Наряду с Р .  м .  часто рассматриваются о б о б щ е и
н ы е  Р . м . , или р а з и о с т в ы е  с е м е й с т в а , 
это множества D1 , • • •  , D , .  состоящие из вычетов по 
mod v и такие, что для любого а';ЕО (mod v )  сущест
вует точно Л упорядоченных пар (af ,  aj ) ,  а;,  aj E D 11. , 
с а = a ; - aj (mod v) 

для нек-рого k ,  1 �k �r.  
Имеются также другие обобщения Р.  м .  
Лит. : [ 1 ] Х о л л  М. , Иомбинаторииа , пер. с англ . i М . ,  1 97 0 ;  

[2] В а и m е r t L.  D . ,  Cycllc difference sets , В . - H d  Ь . - N .У. ,  
1 9 7 1 ; [3] Н а  1 1  М . ,  «Math. Centre Tracts», 1 97 4 ,  v .  5 7 ,  р .  1 -26 .  

В .  Е.  Тара1rаиов. 
РАЗНОСТНОЕ УРАВНЕНИЕ - уравнение , содержа

щее конечные разности искомой функции . Пусть у (n )= 
=yn - функция целочислеиного аргумента n= 0, ± 1 ,  
± 2,  . . .  ; 

11Yn = Yn+ l - Ym f1m + lyn= 11 (f1myп) , 
111 Уп= 11упо m = 1 ,  2 ,  . . . , 

- конечные разности . Выражение f1myn содержит зна
чения функции у в (т+ 1 )-й точке n ,  п+ 1 , . . .  , п+ т . 
Справедлива формула 

f1myn = ,,т (-1 ) m - kC�Yn+ l< · (1 ) 
� k= O 

Р а з  и о с т н ы м у р а в н е н и е м ваз . уравнение 
вида 

F (n ; Ym 11Ym · · · , f1myп) = 0, (2) 

где у - искомая и F - заданная функции . Замена 
в (2) конечных разностей их выражениями через зна
чения искомой функции согласно (1 )  приводит к урав
нению вида 

Р (n ; Ym Yn+ l •  · . .  , Уп + т) = О. (3) 
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д F дF Е сли д-"=0, -д --"=0, т .  е .  Yn Yn +m уравнение (3) дейст- пения (7) . В случае ,  когда Чt< - корень кратности r, 
линейно везависимыми являются решения 

вительва содержит как Ym так и Yn+ m • то уравне
вне (3) наз . р а з н о с т п ы м у р а в в е в и е м 
т-го п о р  я д к а ,  или д и ф ф е р  е в ц и а л ь  и о
р а з н о с т н ы м  у р а в н е н и е м . 

Наиболее развита теория линейных Р .  у. , к-рая 
имеет много общего с теорией обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений (см. [ 1 ] - [3 ] ) . Линей
ным Р . у. т-110 порядка паз.  уравнение 

am (n )  Yn + m+am - 1 (n) Yn + m  - 1+ · · ·  + ао (п) Уп= fп о (4) 
где fп=f (n) - заданная функция,  a�t (n ) , k=O , 1 , . . .  , 
т ,  - заданные коэффициенты , причем а т (n )"=O , 
а0 (п)"=О . Решением � .  у. (4) ваз . всякая функция Уп= 
=у (n) , удовлетворяющая уравнению (4) . Как и в случае 
дифференциальных уравнений, различают частное и 
общее решения Р .  у .  ( 4) . О б щ и м р е ш е н и е м Р .  у.  
(4) ваз. его решение , зависящее от т произвольвых 
параметров и такое , что каждое частвое решение 
может быть получено из этого общего решения при 
век-ром значении параметров . Обычно конкретные 
значения параметров находятся из дополнительных 
условий. Типичной является задача Коши: по задан
ным у0 , у1 , . . . , Ym - 1 , fп найти решение Yn уравнения 
(4) при п= т,  т+ 1 ,  . . .  Существование и способ 
построения решения Р .  у. (4) устававливаются по 
следующей схеме . Наряду с (4) рассматривается одно
родвое Р. у. 
am (n ) Yn + m + am - 1 (п) Yn + m - 1 +  · · ·  + ао (n) Уп = О . (5) 
Справедливы следующие утверждения . 
1 )  Пусть yif> , у�2) , • • •  , у�> - решения уравнения 

(5) и с1 , с2 , • • •  , ck - произвольвый набор постоянных . 
Тогда функция c1yif1+c2y�2>+ . . .  +cky�k) также яв
ляется решением уравнения (5) . 

2) Е сли у�1 1 , • • •  , y�m> суть т решений уравнения 
(5) и определитель 

УЬ1) 
у\1 ) 

(2 ) У о 
(2 )  У 1  

. . .  у�т) 
(т) · · · У1 

о • о о • о • 

у�>_1  у�>_1 . . . у}:]1 
отличен от нуля , то общее решение однородного Р. у. 
(5) имеет вид �т (k) (б Yn = �k= 1 C kYn , ) 
где ck - произвольвые постоянные . 

3) Общее решение неоднородного Р .  у. (4) представ
ляется в виде суммы какого-либо частного его решения 
и общего решения однородного Р. у. (5) . 

Частное решение веоднородного уравнения (5) можно 
построить, исходА из общего решения (6) однородного 
уравнения , путем применения метода вариации про
извольных постоянных (см. , напр . ,  [ 2] ) .  В случае 
Р. у. с постоянными коэффициентами 

amYm + n+am - 1Ym + n - 1+ · · · + аоУп = О  (7) 

можно непосредственно найти т линейно везависимых 
частных решений. Для этого рассматривается харак
теристич . уравнение 

amчm+am - 1qm - I + · · · + ao = 0 (8) 

и ищутся его корни q1 , q2 , • • •  , Чт · Е сли все корни 
простые,  то функции 

y�l ) = q �n) ,  у�> = q�n) , . . .  , у�т) = q� 

образуют линейно везависимую систему решений урав-

qz , пqZ , n2qZ, . . .  , п' - 1 qZ . 
Е сли коэффициенты а0 ,  а1 , • • •  , am действительные 

и уравнение (8) имеет комплексный корень,  вапр . 
простой корень q�t= p (cosqJ+ isin qJ ) ,  то вместо ком
плексных решений q� , qk.n выделяют два линейно не
зависимых действительных решения 

pn cos nqJ , pn sin nqJ. 
Пусть имеется Р .  у. 2-го порядка с постоянными 

действительными коэффициентами 

a2Yn + 2 +  aiYn + l  +aoYn = 0 . 
Характеристич.  уравнение 

a2q2 + a1q +ао = О 
имеет корни 

Ч l ,э = (- а1 ± Vа�- 4ао а2) / (2аэ) · 

(9) 

Общее решение уравнения (9) в случае q2"=q1 удобно 
записывать в виде 

q,чr-q , q� q�-q� Уп= С1 + са --- , q,- q , q ,-q, 
(10) 

где с1 и с2 - произвольвые постоянные .  E cJiи q1 и q2 -
комп:Лексво сопряженвые корни: 

ql, 2 = р (cos qJ '± i sin «р) , 
то другое представление общего решения имеет в1ощ 

_ n s i n (n- i ) Ф + n- l s i n nф (Н)  Уп - - сlр s i n Ф с2р si n ф . 

В случае кратного корня общее решение может быть 
получено предельным переходом из ( 10 ) или ( 1 1 ) . 
Оно имеет вид 

Yn = - с1 (n - 1 )  q7 + c2n qf-1 . 
Как и в сл учае уравнений произволького порядка , 

для Р .  у. 2-го порядка можно рассматривать задачу 
Коши или различные краевые задачи . Напр . ,  для 
задачи Коши 

Тп+ 2 (х) - 2хТ п + l (х) + Тп (х) = 0 ,  n = O, 1 ,  . . .  , )  ( 1 2) Т 0 (х) = 1 , Т1 (х) = х, { 
где х - любое действительное число, решением ( 1 2) 
является многочлен Т n (х} степени n (м в о г о ч л е н 
Ч е б ы  ш. е в а 1-г о р о д  а ) ,  к-рый определяется 
формулой 

Т n (х) = cos (n arccos х) = 
= 0,5 [(х + у х2- 1 ) n+ (x+ у х2- 1 ) - "] .  

Краевая задача Р .  у .  2-го порядка состоит в нахож
дении функции Ym удовлетворяющей при n= 1 ,  2, . . .  , 
N -1 уравнению 

Lyn= й пУ .. - 1 - СпУп+ЬпУ п+ l  = - f n (13) 
и двум линейно независимым краевым условиям .  Та
кими краевыми условиями могут быть , напр . ,  условия 

Yo = XIYI+f.LI ,  Ун=Х2Ун- 1+f.Lэ (14) 
или условия 

Yo = f.LI ,  Yн= f.L2 · ( 15) 
Для Р .  у. 2-го порядка справедлив следующий 

привцип максимума . Пусть дана задача ( 13 ) , (15) 
и пусть выполнены условия 

an > О, bn > О , cn � a,. + b m  n = 1 ,  2, . . .  , N - 1 . 
Тогда если Lуп>О ( Ly ,. <:O) ,  n= 1 , 2 ,  . . .  , N-1 , то 
Yn�const не может принимать наибольшего поJюжи-
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тельного (наименьшего отрицательного) :шачения при 
п= 1 , 2, . . .  , N-1 . Ив принцила максимума следует 
одновначная раврешимость краевой вадачи (13) ,  (15) 
и устойчивость ее решения относительно ивменения 
граничных условий 1-11 , 1-1 2 и правых частей fп · Для 
решения равностных краевых задач (13) , ( 14) приме
няется прогопки .метод (см. [ 2) ) . 

Построить в явном виде решения нелинейных 

Уп + 1 = fп (Уп) , п = О , 1 ,  . . .  

Р .  у. 
(16) 

удается лишь в отдельных очень частных случаях . 
Для уравнений вида ( 16) ивучаютел в основном каче
ственные вопросы поведения решений при n -+ОО и 
раввита теория устойчивости , аналогичная теории 
устойчивости обыкновенных дифференциальных урав
нений (см . [4) , [5) ) . 

При равноетвой аппроксимации уравнений с част
ными проивводными вовникают многомерные Р. у. 
(см . [ 2 ) ,  [ 6) ) .  Напр . ,  уравнение П уассона 

д'и + д•и f ( х2,\ -д 2 -д 2 = - х1 ,  
х1 х2 

можно аппроксимировать Р .  у. 

где 
и ·  · - и (x<il xU>) x(i) - ih1 x <2i ) = J'h2 , .. .  , - 1 ' 2 ' 1 - ' 

i ,  j = O , ± 1 , ± 2 , . . .  , 
h1 , h2 - шаги сетки .  

- !;,j ,  

Система многомерных Р. у .  в совокупности с до
полнительными начальными и граничными условиями 
образует равностную схему. В свяви с многомерными 
Р .  у. изучаются такие вопросы, как корректность рав
ностных вадач, методы их решения , сходимость при 
ивмельчении сетки к решениям исходных дифференци
альных уравнений (см. Разпостпых схем теория) . 

Хотя существуют равличные математические и тех
нич. модели , приводящие к Р .  у. (см. , напр . , [ 4) , [5) ) ,  
основной областью и х  применении являются прибли·· 
женвые методы решения дифференциальных уравнений 
(см. [6 ) , [ 9) ) .  

Лит. : [ 1 ]  Г е л ь ф о н д А .  О . , Исчисление нонечных ра3-
ностей , 3 изд. ,  М . ,  1 9 6 7 ; [2] С а м а р  с н и й А.  А . ,  Н и н о
л а е в Е. С. , Методы решения сеточных уравнений, М. , 1 9 7 8 ;  
[З] С а м а р с н и й А. А. , Н а р  а м з и н Ю .  Н . ,  Разностные 
уравнения , М . ,  1 9 7 8 ;  [4] М а р  т ы  н ю н  д . И . ,  Ленции по на
чественной теории разностных уравнений , Н . , 1 9 72 ;  [5] Х а  л а
н а й А . ,  В е н с л е р  Д . , :Качественная теория импульсных сис
тем, пер .  с рум. , М. ,  1 9 7 1 ; [6 ] С а м а р с н и й А. А. , Теория 
разностных схем , М . ,  1 9 7 7 ;  [7]  Б е р е з  и н И. С. Ж и д
н о в Н. П . , Методы вычислений ,  2 изд. , т. 2 ,  М . , 1 962 ;  [8 ]Б а х
в а л о в Н. С . ,  Численные методы,  2 изд. , М . , 1 9 7 5 ;  [9] Г о р
б у н о в А. Д . , Разностные уравнения , М . ,  1 9 72. 

А .  В .  Гули�. А . А . Са:марск.ий. 
РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ - методы приближенного 

решения дифференциальных уравнений, основанные 
па вамене этих уравнений уравнениями относительно 
функций дискретного аргумента .  См. Гиперболическо
го типа уравпепие, численные методы решения; Пара
болического типа уравпепие, численные методы реше
ния; Эллиптического типа уравпепие , численные методы 
решения ; Дифферепциальпое уравпепие обыкповеппое , 
приближенные методы решения _ н. с. Бахвалов. 

РАЗНОСТНЫИ ОПЕРАТОР - оператор, действую
щий в пространстве сеточных функций . Р - о. вовникают 
при аппроксимации дифференциальной вадачи равноет
ной и являютел предметом ивученил разпостпых схем 
теории .  Равностную схему можно рассматривать как 
операторвое уравнение с операторами, действующими 
в нек-ром функциональном пространстве , а именно 
в пространстве сеточных функций . Под пространством 
сеточных функций понимаетел множество функций,  

определенных в точках вадаппой сетки и обравующих 
конечномерное векторное пространство. Пространства 
сето1JПЫХ функций обычно вовникают при аппрокси
мации того или иного пространства функций непре
рывного аргумента .  

П р  и м е р  1 .  П усть С [0 ,  1 ) - пространство непре
рывных функций , ваданных на отревке О ..;;:х ..;;: 1 с 
нормой 

11 и llc = шах 1 и (х) j . х е ( О ,  1 1 
Вводится сетка 

roh = {x; = ih , i = O, 1 , . . . , N, hN = 1 } 
и рассматривается множество с", [0 ,  1 ) функций у= 
= {у; };;', у;= у (х;) , ваданных на сетке ro", .  Множество 
Ch[O, 1) обравует (N+ 1 )-мерное векторное пространство 
относительно покоординатного еложенил и умножения 
на число .  Норма в Ch [0, 1 )  

� У llc = шах 1 Yi 1 h O <; i <, N 
согласована с нормой в С [0 ,  1 )  в том смысле , что для 
любой функции и Е С [0 , 1 )  определен вектор 

иh = {и;}i( E Ch [O ,  1 ) ,  и; = и (х;) , 

п существует 
lim � иh llc = Ji и llc · h -+  о h 

Любой линейный Р .  о. Ah как оператор, действую
щий в конечномерном пространстве , может быть пред
ставлен матрицей _ Характерными свойствами матриц, 
порождаемых равностными операторами , являются их 
большой равмер и относительно большое число нулевых 
элементов . 

В общем случае конструкция пространств сеточных 
функций и Р. о .  может быть весьма сложной . Наи
более ив учены свойства Р .  о . , действующих в про
странствах с гильбертовой метрикой . В этом случае 
наибольший интерес представляют такие свойства 
Р _ о. , как самосопряженность и положительность. 
В основе математич . аппарата,  повволяющего иссле
довать свойства Р. о . , лежат равностные аналоги 
формул дифференцирования проивведенил и интегри
рования по частям .  

П р и м е р 2 .  П усть вадано М:.:Jожество действитель
ных функций на сетке roh . Вводятел обовначенил : 

У-х, 
У;-У; - 1  

h 
У; + 1-У; 

Ух , ; =  h 
Y; + 1- 2Y; + Y; - i � N - 1 

Ухх , i h'  ' (у , v) = .;;;;.. i = l y;v;h , 
N �N - 1  ( y , v ) = � .  y;v;h , ( y , v) = . y ·v ·h . "'-�< = 1  1 = 0 l l 

Справедливы следующие формулы : 
(yv);, i = Y;, ; vi+ Y;V:;; , ; - hY;, ;V;, i • 
( yv)..,, ; = Ух , ;v;+Y;Vx ,  ;+hYx, ;vx , i · 

Имеет место также формула суммирования по частям 
(У , v;] = - [Ух , v) + YNJN- YoVo . 

Ив последней формулы следует , в частности ,  самосо
пряженность и положительность оператора второй 
равноетвой пронаводной 

(Ay ) ; = - Yx x , i • i = 1 , 2 , . - . , N - 1  

на множестве функций ,  ваданпых на сетке roh и обра
щающихсл в нуль на границе i=O ,  i= N .  

Многочисленные исследования посвящены ивучению 
свойств разностных аппроксимаций дифференциальных 
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ус-операторов вллиптич . типа (см . [ 1 ]  - [4] ) .  Для по- с дополнительными (граничными, начальными) 

строения соответствующих Р .  о. используются такие ловиими 
эффективные методы, как метод баланса , конечных lи (x) = !J. (x) ,  х Е Г ,  (2) 
элементов, вариационные и. проекционные методы . 
Н айденные разностные аппроксимации хорошо моде
лируют основвые свойства исходных операторов , такие, 
напр . , как эллиптичность , выполнение принципа мак
симума и др . Построены также Р .  о . ,  аппроксими
рующие эллиптические дифференциальные операторы 
в областях сложной формы при различных типах 
краевых условий и в случае верегулярвых сеток 
(см . [ 5] ) .  

Свойства стационарных Р .  о .  используются для 
изучения устойчивости нестационарных разностных 
задач и дли построения итерационвых методов . При 
этом теория итерационных методов может быть изло
жена как один ив раздеJiов общей теории устойчивости 
разностных схем (см .  [6 ] , [ 7 ) ) .  

В связи с построением эiювомичных разностных 
схем для многомерных задач математич . физики ис
следованы ф а к т о р и з о в а н н ы е  Р. о . ,  то есть 
многомерные Р. о . , представимые в виде произведения 
одномерных Р .  о. (см . [ 1 ) ) .  Изучались и нелинейвые 
Р .  о. (см . [8 ) ) .  

Лит. : [ 1 ] С а м а р  с к и й  А .  А. , Теория разностных схем, 
М . , 1 97 7 ; [2] С а м а р  с к И й А. А . ,  А н д р  е е в В. Б. РаЗНОС1'
ные методы для эллиnтических уравнений,  М . ,  1 97 6 ;  t3J Н о р
н е е в В. Г . ,  Схемы метода конечных элементов высоких поряд
ков точности , Л. , 1 97 7 ;  [4]  О б э н Ж. -П. , Приближеннос реше
ние эллиnтичесних краевых задач , пер . с англ. , М . ,  1 97 7 ;  [5] 
С а м а р с к и й А. А. , Ф р я з и н о в И. В . ,  <<Усnехи матем. 
наую>, 1 97 6 ,  т. 31 ,  в. 6 ,  с. 1 6 7-9 7 ;  [6 ]  С а м а р  с к и й  А. А . , 
Г у л и н А. B .J Устойчивость разностных схем , М . , 1 97 3 ;  [7] 
С а м а р с к и и А .  А . ,  Н и к о л а е в Е .  С. , Методы решения 
сеточных уравнений,  М . ,  1 97 8 ;  [8] Н а р  ч е в с к и й М. М . ,  
Л я ш к о А. д. , �изв. вузов. Математика», 1 972 , М 1 1 ,  с. 
23-31 ; 1 9 73 ,  М 3 , с. 44-52 . А . В .  Гу.лщt, А. А .  Сй.А!арсхий. 

РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ТЕОРИЯ - раздел вычисли
тельной математики , изучающий методы приближен
ного решения дифференциальных уравнений путем их 
замены конечноразностными уравнениями (р а з в о с т
н ы м и с х е м  а м и) . 

Р .  с .  т .  изучает способы построения разностных 
схем, исследует корректность разностных задач и схо
димость решения развоетной задачи к решению ис
ходной дифференциальной задачи , занимается обосно
ванием алгоритмов решения разностных задач . Метод 
конечных разностей (называемый также м е т о д о м 
с е т о к) является универсальным вычис1штельным 
методом, позволяющим эффективно решать сложнейшие 
задачи математич . физики , вилючая нелинейвые за
дачи. Отличительвой чертой современной Р .  с. т. 
является ориентация на построение и исследование 
методов, пригодных для ЭВМ . 

Основвые понятия. Метод конечных разностей при
меняется в теории дифференциальных уравнений как 
эффективное средство доказательства теорем сущест
вования . Для целей вычислительвой математики за
дачи Р. с .  т. существенно меняются . Решая приближенно 
ту или иную задачу математич . физики , заранее пред
полагают, что эта задача поставлена корректно; при 
этом основной целью Р .  с. т. становится нахождение 
и обоснование наилучшего метода решения исходной 
дифференциальной задачи , формулировка общих прин
ципов построения разностных схем с заданными свой
ствами для широких нлассов задач математич. физики . 

Ниже излагаются на достаточно общем примере ос
новные понятия , к-рыми оперирует Р .  с. т . - понятия 
аппроксимации, устойчивости , сходимости; демонстри
руется один из возможных подходов к построению 
Р .  с. т .  

П усть 
решение 

в п-мервой области G с границей 
дифференциального уравнения 
Lи (x) = f (.x) , х = (х1 , • • •  , хп) Е G ,  

Г ищется 

(1 ) 

где L и l - линейные дифференциальные операторы, 
f (х) и !-'- (х) - задаиные функции . Пусть в пек-ром 
классе функций задача ( 1 ) , (2) поставлена корректно 
(т . е. ее решение и (х) существует , единственно и не
прерывно зависит от входных данных f (x) , !-'- (х) ) .  
В методе конечных разностей область G= G+ Г при
ближепво заменяют дискретным множеством точек -
с е т к о й  Gh= Gh+ Гh . Параметр h= (h1 ,  • . .  , hп) , 
шаг сетки , характеризует . плотность сетки, и обычно 
при l h l - О  последовательность сеток Gk стремится 
заполнить всю область G. Производные , входящие в 
( 1 ) ,  (2) , аппроксимируются на сетке Gh соответствую
щими разностными отношениями . В результате полу
чается система линейных алгебраич . уравнений 

LhYh (x) = fPh (x) , x E Gh; lhYh (x) = Xh (x) , х Е Гh , (3) 
где Уh (х) - искомая сеточная функция , fPh (x) ,  Xh (x) 
задаввые сеточные функции Lh , lh - развоетвые опе
раторы . Семейство уравнений (3) , зависящее от пара
метра h, ваз .  р а в в о с т в о й с х е м о й . Хотя урав
нение (3) получено путем аппроксимации исходной 
задачи ( 1 ) ,  (2) , его можно рассматривать как незави
симый математич . объект . Ив корректности задачи 
( 1 ) ,  (2) не следует, вообще говоря , корректность раз
ностной задачи (3) . Поэтому. одной из основных задач 
Р .  с .  т. является исследование корректности задачи 
(3) . Кроме того, Р .  с. т .  изучает сходимость при h - О 
решения Yh (х) разностной задачи к решению и (х) 
исходной дифференциальной задачи . Корректность и 
сходимость тесно связаны между собой . 

Пусть множество сето'IВЫХ функций , заданных на 
Gh ,  образует векторное пространство Hh, а операторы 
Lh, lh действуют в этом пространстве ; в пространствах 
решений Yh (х) и правых частей fPh (х) , Xh (h) вводятся 
нормы l l · l l ( 1h ) ,  1 1 · 1 1 ( 2h ) ,  l l · l l ( зh ) · 

Говорят , что разностная задача (3) поставлена кор
ректно , если для всех достаточно малых l h l  и при 
любых fPh • Xh E Hh ее решение существует , единственно 
и для него выполняется оценка 

(4) 

с константой М ,  не зависящей от h . Последнее свой
ство , означающее равномерную по h непрерывную 
зависимость решения от входных данных,  ваз .  у с т о й
ч и в о с т ь ю р а в н о с т н о й с х е м ы .  Оценки 
вида (4) решения разностной задачи через известные 
иравые части ваз . а п р и о р н ы м и о ц е в к а м и .  
Получение априорных оценок составляет основу Р .  с .  т .  

Для оценки погрешности решение задачи (3) пред
ставляется в виде суммы 

Yh (х) = иh (x) + zh (х) , 

где иh (х) - проекция решения и (х) задачи ( 1 ) ,  (2) 
в пространство Н h • zh (х) - погрешность приближен
ного решения . В силу линейности задачи (3) для по
греmвости zh (х) получаются уравнения 

(5) 
где 

1\Jh (х) = fPh (x) -Lhиh (х) ; 'llh (х) = Xh (х) - lhиh (х) , 
функции '!Jh (х) и v1, (х) ваз . п о  г р е  ш н о с т я м и 
а п п р о к с и м а ц и и разностной схемой (3)  урав
нения (1) и дополнительного условия (2) соответствен-
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но . Говорят, что схема (3) аппроксимирует задачу 
( 1 ) , (2) с т-м порядком апnроксимации, если 

� 'Ф II(2h) = O ( I h lm) ,  ll v ll( зh) = O ( i h lm ) , т > О . 

Схема (3) имеет т-й порядок точности или сходится 
со скоростью О ( l h l m ) , если 

1 1 Yh - uh ll ( lh) = 0  ( 1 h I m) .  

Для сходимости разностной схемы одной только ап
проксимации, вообще говоря , недостаточно: надо по
требовать еще , чтобы разностная задача (3) была кор
ректна . Именно, справедливо следующее утверждение : 
если разностная схема (3) корректна и имеет т-й 
порядок аппроксимации , то она сходится со скоростью 
О ( l h l m ) (см . [ 28] ) .  

Возможны и другие подходы к построению Р .  с .  т .  
Так, в теории Лакса (см. [8])  сходимость разностных 
схем изучается не в пространствах сеточных функций, 
а в пространстве решений исходной дифференциальной 
задачи ; здесь доказана т .  н. теорема эквивалентности: 
если исходная задача ( 1 ) , (2) корректна и схема (3) 
аппроксимирует задачу ( 1 ) ,  (2) , то устойчивость не
обходима и достаточна для сходимости . Возможны 
и другие постановки вопроса о связи устойчивости и 
сходимости (см . ,  напр . ,  [9] ) .  Исследование сходимости 
разностных схем проводилось и в пространствах обоб
щенных решений (см . [ 1 0] ) . 

Требования к разностным схемам. При расчетах на 
современных ЭВМ не всегда достаточно требовать от 
разностной схемы только сходимости при l h l -+ О . 
Использование реальных сеток при конечном шаге 
сетки предъявляет к схемам ряд дополнительных тре
бований. Они сводятся к тому, что равностная схема 
помимо обычной аппроксимации и устойчивости должна 
хорошо моделировать харю\терные свойства исходного 
дифференциального уравнения . Кроме того , разност
ная схема должна удовлетворять определенным усло
виям nростоты реализации вычислительного алго
ритма . Ниже рассматриваются пек-рые из этих допол
нительных требований. 

Под о д н о р о д н о й р а з н о с т н о й с х е м о й (см. [ 1 ] ,  [ 1 1 ] )  понимается разпостная схема, вид к-рой 
не зависит ни от выбора конкретной задачи из данного 
класса ,  ни от выбора разностной сетки.  Во всех узлах 
сетки для любой задачи из данного класса разностные 
уравнения имеют один и тот же вид . R однородным 
разностным r.хемам относятся , в частности , схемы 
сквозного счета для решения уравнений с сильно 
меняющимиен или разрывными коэффициентами . Схемы 
сквозного счета не предусматривают явного выделения 
точек разрыва коэффициентов и позволяют вести вы
числения по одним и тем же формулам . Широко ис
пользуются схемы сквозиого счета при расчетах раа
рывпых решений уравнений газовой динамики (см . 
[ 1 ] ,  [5] , [ 1 2 ] ) .  

Требование к о н с е р в а т и в н о с т и р а з -
н о с т н о й с х е м ы означает , что данная разност
ная схема имеет на сетке такой же вакон сохранения ,  
что и исходвое дифференциальное уравнение . В част
ности, если L - самосопряженный оператор и схема (3) 
консервативна , то Lh - самосопряженный в Н h опе
ратор, т. е. консервативная схема сохраняет свойство 
самосопряженности . 

Регулярным методом получения консервативных 
однородных схем является т. н. м е т о д б а л а н с а ,  
или и н т е г р о - и н т е р п о л я ц и о н в ы й м е
т о д .  Сущность метода баланса состоит в аппрокси
мации на разностной сетке интегрального вакона 
сохранения ( уравнения баланса) , соответствующего 
данному дифференциа:1ьному уравпРнию . Метод ба
ланса нашеJI широкое примепепие при аппроксимации 

уравнений с переменными, в том числе и разрывными , 
коэффициентами . Другой группой методов построения 
рааностных схем, сохраняющих свойства самосопря
женности и положительности исходного оператора , 
являются методы , основанные па вариационных прин
ципах (метод Ритца , метод конечных элементов) (см. 
Разпостпая вариациоппая схе.м.а) . 

При конструировании разностных схем для уравне
ний гааовой динамики нашел применение принцип 
полной консервативности (см . [ 5 ] ) .  Для уравнений 
гиперболич. типа оказалось полезным исследование 
дисцерсиgнных свойств соответствующих разпостных 
уравв:ений (см . [ 1 3] ) .  

Е сли иавестно , что при t -+ оо решение исходвой 
дифференциальной задачи стремится к нулю, то естест
векие требовать того же и от решения аплроксимиру
ющей разноствой задачи . Схемы, обладающие этим 
свойством, паз . а с и м л т о т и ч е с к и у с т о й
ч и в ы м и  (см. [4] ) .  

Другой подход к построению разностных схем луч
шего качестаа rостоит в получении схем, удовлетво
ряющих тем же априорным оценкам , к-рые хара:ктерны 
(неулучшаемы) д.11я исходных дифференциальных урав
нений (см .  [ 1 4] ) .  

Экономичные разиоствые схемы дпя мвоrомериых 
задач математической физики. При решеиви систем 
рааностных уравнений, аппроксимирующих вестацио
нарвые многомерные задачи математич . физики (с 
числом пространствеиных перемевных два или более) , 
возникают слецифич . затруднения , связаввые с тем , 
что число арифметич .  операций , необходимых для 
отыскания решения на новом временном слое , резко 
позрастает при измельчении сетки .  В то же время 
решение одномерных вестациоварвых задач осуществ
дяется методом проrонки , к-рый экономичен в том 
смысле , что он требует конечного (не зависящеrо от 
шага сетки h) числа действий на одну точ:ку сетки . 
В общем случае разностную схему ваз .  э к о в о м и ч
и о й, если отношение числа действий,  необходимых 
для отыскания решения на новом временнбм слое 'К 
числу узлов пространствеивой сетки , не зависит от 
числа уалов сетки . Обычные веяввые развоетвые 
схемы не являются экономичными. Наиболее эффек
тивным приемом построения ековомичвых разностных 
схем является метод сведения мвоrомервых вадач к 
нескольким одномерным задачам (метод перемеввых 
направлений , метод расщепления) (см . ( 1 ] ,  [ 15 ] , ( 16] ) .  

Новые алгоритмы стимулировали и новый подход 
к основным понятиям теории разностных схем: ап
проксимации , устойчивости, сходимости . Напр . ,  ОI\а
залось плодотворным понятие суммарвой аппрокси
мации или аппроксимации в слабом смысле (см. [ 1 ] , 
[ 1 6] ) . Сформулирован принцип аддитивности , позво
ляющий в общем случае строить экономичные раавост
вые схемы, обладающие свойством суммарной ап
проксимации (см . [ 1 7] ) .  Дальнейшим обобщением раз
ностных схем перемевных направлений явились схемы 
с уравнениями на rрафах и векторвые схемы (см . [ 1 8] ) .  

Методы исследования корректности и сходимости 
разностных схем. Для ливейиых задач из устойчивости 
и аппроксимации следует сходимость . Поэтому основ
вое внимание в Р .  с. т. уделяется получению априор
ных оценок , из к-рых следует корректность вадач в 
той или иной норме . Методы получения априорных 
оценок для разностных схем во многом аналогичны 
тем же метtщам в теории дифференциальных урав
нений, напр . можно указать следующие методы: раз· 
деление переиенных , преобразовавие Фурье , привцип 
максимума , энергетич . неравевства . 

Методы решения сеточных уравнений .  Любой сеточ
ный метод для дифференциальных уравнений приводит 
к большим системам линейных аJiгебраич. уравнений . 



847 РАЗНОСТЬ 848 
Н а  пр . ,  в случае многомерных задач число уравнений 
достигает порядка '104- 106 •  Одномерные разпостные 
задачи обычно решают методом прогонки (см . [ 2 ] ) , 
представллющим собой вариант метода последователь
ного исключения неизвестных . Наиболее распростра
ненными методами решепил многомерных сеточных 
уравнений являютел итерациопные методы . В вычис
JIИтельной практике широко используютел тание ите
рациопные методы , каr\ метод Ричардсона с чебышев
сюrм набором параметров, итерационные методы пере
менных направлеН!'fЙ , двухступенчатые итерационные 
методы , представллющие собой комбинацию методов 
переменных направлений (впутренплл итерация) с 
каким-либо классич . методом (внешняя итерация) .  
Ч асто используютел также метод верхней релаксации 
и попеременно-треугольный итерациопный метод (см . 
r 2 1 ,  [ 6] ) .  Теория итерациоппых методов может быть 
изложена как один из разделов общей теории устой
чивости разностных схем (см. [ 2] ) . 

Н аметилась тенденция к использованию прямых (не
итерационных) методов решепил многомерных разност
ных задач . К таким методам относятел матричная 
прогонка , бвrстрое дискретное иреобразование Ф урье 
и его обобщения , метод суммарных представлений . 

Нелинейвые задачи. Развита теория однородных 
разностных схем для нелинейных уравнений парабо
лич . типа (см . [ 1 9 ] ) . Обобщена на нелинейвый случай 
теорема Лакса о связи между устойчивостью и сходи
мостью (см . [ 20] , [ 21 ] ) .  Рассматривались разностные 
схемы для нелинейных эллипти •r .  уравнений (см . [23] , 
[ 24] ) и для нелинейных параболич. уравнений (см . 
[ 21 ] ,  [ 22] ) .  Имеется ряд общих теорем о корректности 
разностных схем для нелинейноii абстрактной задачи 
Коши (см . [ 25] ) .  Изуч<�лась сходимость разностных 
схем для нелинейных эволюционных уравнений (см .  
[ 26 ] , [ 27 ] ) .  

Лит. : r t J  С а м а р  с R и й А .  А . , Теория разностных схем , 
М . , 1 9 7 7 ;  {2] С а м а р  с к и й  А . А . , Н и к о л а е в Е .  с . , Ме
тоды уешения сеточных уравнений , М . ,  1 9 7 8 ;  [ 3] С а м а р
е к и и А. А . , А н д р е е в В .  Б . ,  Разностные методы д.пя �л
липтических уравнений, М . ,  1 9 76 ;  [4 ]  С а м а р  с к и й  А. А . , 
Г у л и н А . В . ,  Устойчивость разностных схем, М . , 1 U 73 ; [5] 
С а м а р  с к и й А. А . ,  П о п  о в Ю .  П . ,  Разностные методы 
решения задач газовой динамики , М . ,  1 980 ;  l6] М а р  ч у  1< Г. И . ,  
Методы вычислительной математики , 2 изд. , М . ,  1 98 0 ;  [7] Г ·о
д у н о в С .  Н . , Р я б е н ь к и й  В .  С . ,  Разностные схемы. В ве
дение в теорию, М. , 1 9 7 3 ;  !8] Р и х  т м а й  е р  Р. д . ,  М о р
т о н Н. ,  Разностные методы решения нраевых задач,  пер . с 
англ . , М. , 1 9 7 2 :  [9] Г у д о в и ч Н. Н . ,  <<Ж . вычисл . матем . и 
матем. физ .» ,  1 96 6 ,  т. 6 ,  М 5 ,  с. 9 1 6-21 ; ! 1 0] Н у з  н е
ц о в Н. Н . ,  там же, 1 9 72 ,  т. 1 2 ,  .М 2, с .  334- 5 1 ; [ 1 1 ] Т и х  о
н о в А. Н. ,  С а м а р с к и й  А. А . ,  там же, 1 9 6 1 ,  т. 1 ,  .М 1 ,  с .  
5-63;  1 1 2] Р о ж  д е с т в е н с к и й  Б .  Л . ,  Я н е н к о Н .  Н . ,  
Системы квазилинейных уравнений и и х  приложения к газоной 
динамике, М. , 1 97 8 ;  [ 1 3] П о  т т е р  Д . , Вычислительные методы 
в физике, пер . с англ. , М . , 1 9 7 5 ;  t l 4] М о к и н Ю . И . , « Ж .  ны
числ. матем. и матем. физ . >> , 1 97 5 ,  т. 1 5 , No 3, с. 6 6 1 - 7 1 ;  [ ! о] 
Ф р л з и н о в И. В . ,  там же, 1 9 7 6 ,  т. 1 6 ,  No 4 ,  с. 9 08-92 1 ;  
[ 1 6] Я н е н к о Н.  Н . ,  Метод дробных шагов решспил много
мерных задач математической физики ,  Новоси б. , 1 967 ; [ 1 7 ]  
С а м а р  с к и й А .  А. , «Докл . АН СССР», 1965 ,  т. 1 6 5 ,  .Ne 6 , 
с. 1 253-56 ; ! 1 8] С а м а р  с н и й А. А . , Ф р л з и н о в И. в . ,  
<<Beitr0 Numer. Math .» ,  1 9 7 5 ,  М 4 ,  S .  1 9 1 -203 ;  [ 1 9] С а м н р
е к и и А.  А . ,  « Ж .  вычисл. матем . и матем. физ . » , 1 962 , т .  2 ,  
М 1 ,  с .  25- 5 6 ;  [ 2 0 ]  Я к у т Л. И. , <<Докл . АН СССР»,  1 9 G I, ,  
т .  1 56 , М 6 ,  с . .1 304-0 7 ;  Е2 1 ] А n s о r g е R . ,  Н а s s R . , Koп
vergenz von D tfferenzenverfahrcn fi ir l ineare und nichtlincaJ·c 
Anfangswertaufgaben, В . , 1 9 7 0 ;  [22] д ь я к  о н о в Е. Г. , Раз
ностные методы решения краевых задач , в. 2 - Нестационарные 
задачи , М . ,  1 9 72 ; [23] Н а р ч е в с к и й М. М. Л л ш к о А. Д .  
«Изв . высш . учебн. заведений. Математика>> , 1 97 2 ,  М 1 1 , с .  23--' 
3 1 ; 1 9 7 3 ,  М 3, С. 4 4-52 ;  (24] С а П а  Г О в а С М. П. , «Ж.  ВЫЧИСJJ . 
матем . и матем. физ .» ,  1 9 6 5 ,  т. 5 ,  No 4 ,  с. 638-47 ; [ 25] Н а р
ч е в с к и й  М .  М . ,  Л а n и н  А. В . ,  Л я  ш к о А .  Д. «Изв. высш. 
учебн . заведений. Математика» , 1 9 72 ,  .No 3 ,  с. 23--'3 1 ; [26] Л <�
п и н А. В . , Л я ш к о А. д . ,  там же , 1 9 7 3 ,  .Nё 1 ,  с .  7 1 - 7 7 ;  [27] 
R а v 1 а r t Р. А. , «J .  math. pures et app l . » , 1 96 7 ,  t. 46 ,  М 1 , 
р . 1 1 - 1 0 7 ; М 2 , р . 1 09-83 ;  [28] Р я б е н ь к и й В . С . , Ф и
л и п п о  в А. Ф . ,  Об устойчивости разностных уравнений , М . ,  
1 9 5 6 . А .  В. Гулни , А .  А .  Самарс"ий . 

РАЗНОСТЬ м н о ж е с т в - одна из операций 
над множества�ш . П усть имеется два множества А и В 
(из к-рых второе может и не содержаться в первом) . 

Тогда множество тех элементов множества А ,  к-рые 
не являютел элементами множества Н ,  н аз . р а з н о
с т ь ю этих множеств .  

Р .  множеств А и В обозначается А �В . 
М. И. Войцеховсний . 

РАЗРЕЖЕННАЯ МАТРИЦА - матрица с малым 
числом иенулевых элементов . Системы линейных урав
нений с такими матрицами возникают , в частности , при 
аппроксимации дифференциальных уравнений конеч
норазностными или вариационно-разностпыми .  

Н .  С .  Бахвалов .  
РАЗРЕЖЕННОСТЬ МНОЖЕСТВА E c iR.n в точне 

у0 Е IR.n - локальный признак того, что Е является по
лярпы.м :м пожество.м . Непустое множество EciR.n паз . 
р а з р е ж е н н ы м в т о ч к е у0 Е IR.n в двух слу
чаях : 1 )  если у0 не лвллетсл предельной точной Е ,  
то есть Ynf/=.E' , где Е ' - производвое множество для Е ;  
2 )  если Уо Е Е' и в окрестности у0 существует супергар
монич . функция ll (х) (см . Субгар:мопическая функция ) 
такал , что 

l im inf v (х) > v (у0) . 
Х --+ Уо 

Х Е Е ' {Уо} 
Множество Е лвллетсл полярным тогда и только 

тогда , когда оно - разреженное множество (р. м . )  
в каждой из своих точек . Для произвольного множества 
Е подмножество тех точек , в к-рых Е есть р. м . ,  яв
ляется полярным .  Любое пелустое подмножество р .  м .  
в точке у0 Е IR.n лвJшетсл р. м. в у0 • Объединение конеч
ного числа р. м.  в точке у0 f= IR.n лвллетсл р .  м .  в точке у0 • 

Отрезок на плоскости iR2 не является р .  м .  ни в 
одной из своих точек . Если E c iR2 - р .  м .  в точке у0 , 
то существуют сколь угодно малые окружности с 
центром у0 , не пересекающиесл с Е .  Полярное множе
ство EciR2 вполне разрывно . Однако кантороно мно
жество меры нуль на оси абсцисс не лвллетсл р. м .  
ни в одной из  своих точек . Вместе с тем в пространстве IR3 , на пр . ,  множе«тво точек 

Е = { (х , у, z } : Y (x , у , z) � k > 1 } , 
имеющее острие в точке (0 , О , 0) , где 

1/ (х ,  у , z) = 
� 1 trt t 

о V(x- f)'+Y'+ z' 

- пьютопов потепциал плотности t на отрезке (0 ..-:х ..,.:: 
..,.::1 , О , 0) , есть р .  м . в острие (0 ,  О , О) Е Е ' (п р и м е р  
Л е б е г а) .  

Лит . : ( 1 ] Б р е л  о М. , Основы илассической теории пnтен
циала , пер . с франц . ,  М . ,  1 9 6 4 ;  (2] Л а н д к о ф Н. С . ,  Основы 
современной теории потенциала , М . ,  1 9 6 6 .  Е.  Д . Соломенцев . 

РАЗРЕЗ области D cC по разомкнутоii простой 
дуге у= {z ( t) : O ..,.::t ..-:1 } - удаление из области D точек 
дуги у , т. е. переход от области D к области (или об
ластям) D�y, а также само множество у . При этом 
предполагается ,  что области D принадлежит либо 
вел дуга у , либо вел дуга за исключением начальноii 
или конечной точек z (O) , z ( 1 ) , а z (O)  или z ( I )  принад
лежат границе дD . Каждоii точне z (t) разреза у при О <t <1 соответствуют два гр апичпых эле.м еюпа приле
гающей 1\ у части области D : левый и правыii . В сово
купности �ти элементы образуют соответственно л е
в ы й  и п р  а в ы  й б е р е  г а р а з р е  з а  у .  

Е.  Д .  Соломеицев. 
РАЗРЕЗА МНОЖЕСТВО, м н о ж е с т в о р а з-

д е л а ,  от точки О - множество тех точек х риманова 
многообразия W, к-рые либо соединимы с О более 
чем одной кратчайшей Ох ,  либо Ох не продолжима ка1' 
кратчайшая за точку х .  В двумерном случае Р .  м . 
является одномерным графом без циклов (см. [ 2] ) ;  
в аналитическом W любой размерности --- поли:щром 
из аналитич .  под�шоrообразиii ( c�r . r 3 1 ) .  р .  �'.  не [ [ ре
рывпо зависит от О. Р .  �� . онределяется не TOJJ ько от 
точки , но и от других nодмножеств,  нанр. от края д W , 
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а таюке в пространствах, отличных от римановых ,  
папр . н а  вы 1 1уклых поверхностях (см . [ 4] ) и в двумер
ных Многообразия х Оl'раниченной 1\ривизны.  Лит . · [ 1 ]  Г р  о м о .п д . , J{ л и н г е н б е р  г В. ,  М е й
е р В ,  Риманова геометрия в целом, пер . с нем . ,  М . ,  1 9 7 1 ; [2 ] 
М у е г s S .  В . ,  <•Dиke Math. J . >> ,  1 9 3 5 ,  v. 1 ,  р. 376- 91 ; [3]  
В и с 1 1  n е r М.  А . ,  <• Proc . Amer. Math. Soc . >> ,  1 9 7 7 ,  v . 6 4 ,  
.М 1 , р .  1 1 8-2 1 ;  [ 4 ]  К и n  z е J . ,  Der SchnHtort аиf konvexen 
Verheftнngs f!iichen , В . ,  1 9 6 9 . В . А .  Залгаллер. 

РАЗРЕШАЮЩАЯ ФУНКЦИЯ - то же , что Сколежа 
фупкция .  

РАЗ РЕШЕНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ, д е с и н г у л я
р и з а  ц и я , - замена особого алгебраич . многооб
разия на бирационально изоморфное неособое много
образие . Более точно , Р .  о. алгебраич . многообразия 
Х над основным полем k паз . собственный бирацио
нальный морфизм 1 : Х '-+Х таl\ой , что многообразие Х ' 
неособое (гладl\ое) . Аналогично определяется Р .  о .  
ехемы , комплексно-аналитического пространства и 
т. д. Существование Р .  о .  позволяет сводить многие 
вопросы к неособым многообразиям ,  при изучении 
к-рых можно использовать теорию пересечений и 
а ппарат дифференциальных форм. 

Обычно Р . о. происходит путем последовательного 
применевин операции мопоидальпого преобразовапия . 
И звестно , что если центр D моноидального преобра
зования Х '-+Х допустим (то есть D неособо, а Х -

нормальное плоское многообрюше вдоль D ) ,  то чис
ленные характеристики особенностей многообразия 
(кратность , функция Гильберта и т. д . )  не хуже, чем 
у Х . Проблема состоит в выборе центра раздутия так , 
чтобы особенности у Х ' действительно улучшились . 

В случае кривых проблема Р .  о .  сводится по существу 
к нормализации . В двумерном случае ситуация елож
нее . Доказано существование Р .  о. у любого много
образия над полем k нулевой характеристики . Точнее , 
для приведеиного многообразия Х0 сущеетвует конеч
ная последовательность допустимых моноидальных 
преобразований /; : X ; + l-+X;,  i= O ,  1 ,  . . .  , r , с цент
рами D;cX; такая , что D ; содержатся в множествах 
особых точек Х ; , а Х r - пеособое многообразие . 
Аналогичный результат верен для комплексно-ана
л итических пространств .  В положительной характе
ристике существование Р .  о. установлено ( 1 983) для 
размерностей ...;:3 .  

С задачей Р .  о .  тесно связана задача разрешения 
вложенных особенностей, формулируемая слtJдующим 
образом.  Пусть Х вложено в неособое алгебраич.  мно
гообразие Z; существует ли собственное отображение 
f: Z '  -+Z с неособым Z' такое , что а )  1 индуцирует изомор
физм Z'""j - 1 (Х )  на Z""X ,  б) 1 - 1  (Х )  является дивизором 
с нормальными пересечепиями? (Дивизор на пеоеобом 
многообразии имеет нормальные пересечения ,  если 
локально оп задается уравнением t1 . • • tk= О, где 
t1 , • • •  , tk - часть регулярной системы параметров 
на Z . ) 

Задача разрешения вложенных особенностей яв
ляетсп ч11етным случаем задачи тривиализации лучка 
идеалов .  Пусть Z - неособое многообразие, 1 - коге
рентпыii пучок идеалов на Z , а DcZ - неособое за"'к
нутое подмногообразие.  Слабым прообразом идеала 1 
при раздутии f:Z '-+Z с центром в D паз . пучок идеалов 

!* (/) @бz 62, (mD ' ) 

на Z ' ,  где D ' = j- 1 (D ) ,  а т - I\ратность идеала 1 в 
общей точке D .  Тривиализация пучка идеалов состоит 
в нахождении последовательности раздутий с неосо
быми центрами , при к-рых слабый прообраз 1 стано
вится структурным пучком . П усть Z0 - неособое мно
гообразие над полем пулевой характеристики,  /0 -
когерентный пучок идеалов на Z0 и ,  кроме того, задан 
нек-рыii дивизор Е0 на Z0 с нормальными пересече
нилми .  Тогда существует последовательность раздутий 

/; : Z ; + l-+Z; , i = O , 1 , . . .  , r- 1 ,  с пеособыми цептр� �rи  
D ;CZ; , обладающая следующими свопствами : если 
определить 1 i + 1 как слабыii прообраз 1; при разду
тии /;, а Е;+ 1 - как j-:1 (E ;) U f:-1 (D ) , то I, =6z , ' ' r 
а Е r имеет лишь нормальные пересечения (т е о р е м а 
Х и р о н а к а) . Более того,  можно считать , что D ; 
лежит в множестве точек максимальной кратности I; 
и имеет нормальные пересечения с Е i · В положитель
ной характеристике аналогичный результат извеетен 
лишь при dim Z ...;:3 . 

Другой задачей этого типа является задача исклю
чения точек пеопределенности рационального отобра
жения . Пусть f: X-+ Y - рациональное отображение 
неособых алгебрвич . мпогообразий . Существует ли 
последовательность раздутий с неособыми центрами 

Х , --+  Х , _ 1 --+ . . .  --+ Х0 = Х  
такая ,  что индуцированное отображение Х ,-+У яв
ляется морфизмом? Эта задача сводится к задаче су
ществования тривиализации пучка идеалов ,  и ответ 
утвердителен , если char k= O или если d im Х ...;:3 .  

Лит. : [ 1 ]  А Ь h у а n k а г S . ,  R esolиt ion o f  singиlari ties 
of embedded algebraic surfaces, N .  У. - L . ,  1 966 ; в кн. : Тр. Меж
дународного конгресса математиков . 1 9 G 6 ,  М . ,  1 968 ,  с. 4 69-
4 8 1 ; [2]  L i р т а  n J . , в кн . : A lgebra i c  geometry, Prov i dence , 
1 9 7 5 ,  р. 5 3 1 -4 6 ;  [3 ]  Х и р о н а к а Х . , «Математика», 1 9 6 5 ,  
т .  9 ,  М 6 ,  с .  2-70 .  В. И .  Данилов. 

РАЗРЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМА - алгор итмичРская 
пробле.ма,  в к-рой для заданного множества А требуется 
построить алгоритм , разрешающий А относительно 
другого множества В ,  включающего А (А =В ) , т .  е .  
такой алгоритм SЛ,  к-рый применим к о  всякому зле
менту из В, причем SЛ (х )= 1 ,  если х Е А , и SЛ (х )= О, 
если х Е В"" А .  В 11жным классом алгоритмич . проблем 
являются Р .  п. для формальных теорий , то есть Р .  п .  
множества всех доказуемых в теории формул (множе
ство А )  относительно множества всех формул теории 
(множество В) . 

Термин <<Р . п . >> следует отличать от термина <<Проб
лема разрешимостИ>> , означающего вопрос о разреши
мости той или иной математической (папр . ,  алгорит
мической) проблемы . в . Е. Плиско.  

РАЗРЕШИМАЯ ГРУППА - группа, обладающая ко
нечным субнормальным рядом с абелевыми факторами 
(см. Подгрупп ряд) . Она также обладает пормальпы�t 
рядом с абелевыми факторами (такие ряды паз . р а з
р е ш и м ы м и) . Длина кратчайшего разрешимого 
ряда группы паз . ее д л и н о й , или с т у п е н ь ю 
р а з р е  ш и м о с т и .  Важнейшим из таких рядов 
является ряд 1юммутаптов, или производвый ряд (см . 
Ко.м.мута пт группы ) .  Термин <<Р . Г . >> возник в теории 
Галуа и связан с разрешимостью алгебраич . уравнений 
в радикалах . 

Конечные Р .  г .  обладают субпормальпым рядом с 
факторами простых порядков .  Эти группы характе
ризуются справедливостью следующего обращения 
теоремы Лаграпжа : .'\ЛЯ любого разложения п= п1п2 
порядка п группы на два взаимно простых сомножи
теля существует подгруппа порядка п1 , и все под
группы порядка п1 сопряжены между собой.  Е сли 
порядок конечной группы делится только на два 
простых числа ,  то такая группа разрешима . В 1\дассе 
Р .  г. конечные группы выделяются кю> конечно по
рожденные периодич .  группы . 

Ч астными случаями Р .  г .  являются пильпотептные 
группы , полициклические группы , метабелевы гр уппы . 
Важный подкласс образуют конечно порождепные 
группы, являющиеся расширениями своей абелевой 
нормальной подгруппы с помощью полициклич .  фак
торгруппы . Они удовлетворяют условию максималь
пости для нормальных подгрупп (см . Обрыва цепей 
условиt ) и финитно аппроксимируемы (см . Фи пиrп по 
аппроксимируе.мая группа) . Всякая связная разрешимал 
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группа Ли, а танже Р . г .  матриц, связная в Зариского 
топологии , имеют иилыrотептныlr коммутант . Веяная 
матричная Р. г .  па11 а л  L'Pfi] J  L IРю еки за�пшутым полем 
имеет подгруппу конечпоrо индекса ,  сопряженную с 
подгруппой треугольной группы (см. Ли - Нолчипа 
теорема) . 

Все Р .  г .  длины, не преnосходлщей числа l, образуют 
многообразие (см .  Групп многообразие) . Свободные 
группы таких многообраэий наэ . с в о б о д н ы м и 
р а з р е ш и м ы м и г р у п п а м и .  

Лит . :  i1 ]  Н у р о m А. Г . ,  Теория групп, 3 изд. , М. , 1 9 6 7 ;  
[2] Н а р г а п о л о в М. И. , М е р з л л к о в Ю .  И. , Основы 
теории групп, 2 изд. , М . ,  1 97 7 .  А.  Л. Ш.мелъпии. 

п-РАЗРЕШИМАЯ ГРУППА - обобщение понятия 
раарешижой группы . П усть :rt - нек-рое множество 
простых чисел . 1\онечнал группа , каждый индекс 
композиционного ряда н-рой либо не делител ни на 
одно число из :rt, либо совпадает с нек-рым числом иа :rt ,  
наз.  :rt-p а э р е ш и м о й г р у п п о й .  Основные свой
ства л-Р . г. подобны свойствам разрешимых групп. 
:rt-P . г. является :rtcP .  г. для любого л1c:rt; подгруппы, 
факторгруппы и расширения :rt-P . г .  с помощью л-Р . г .  
также являютел :rt-P . г .  В :rt -Р .  г .  G каждая :rt-п о д
г р у п п а  (т . е .  подгруппа , все простые делители 
порядка к-рой принадлежат :rt) содержител в нек-рой 
х о л л о в с к о й :rt-п о д г р у п п е (:rt-подгруппа наз .  
холловской, если е е  индекс в группе не делител ни 
на одно число из :rt ) ,  а каждая :rt '-подгруппа (где :rt ' -
множество, дополняющее :rt в множестве всех простых 
чисел) - в  нек-рой холлопекой л '-подгруппе ; все 
холлавекие :rt-подгруппы , а также холловские :n: ' 
подгруппы сопряжены в G; индекс максимальной под
группы группы G либо не делител ни на одно число из 
:rt ,  либо равен степени одного из чисел множества 
:rt (см. [ 1 ] ) . Число холловских :n:-подгрупп в G равно 
сц:�2 • • •  CXt, где а;-1 (mod р ;) для каждого P ; E :rt ,  
делящего порядок группы G, причем а ;  делит порядок 
одного из главных фанторов группы G (см .  [ 2] ) . 

Лит . :  (1 ]  Ч у  н и х  и н С. А . ,  Подгруппы конечных групп, 
Минск, 1 96 4 ;  [2] B r a u e r  W . , «Arch. Math. >>, 1 96 8 ,  Bd 1 9 ,  No 3,  S. 245-55 .  С. П.  Струихов. 

РАЗРЕШИМАЯ ФОРМУ ЛА (в данной системе) 
такая формула А данной формальпой системы ,  что 
либо она доказуема в этой системе (т . е .  является тео
ремой) , либо опровержима (т . е. доказуемо ее отрица
ние l А ) .  Если велкал замкнутал формула данной 
формальной системы разрешима в ней ,  то такал си
стема наз .  п о  л н о й . (Следует заметить, что нельзя 
требовать, чтобы в системе были разрешимы все фор
мулы, а не только замкнутые . Так, формула х= О, 
где х - переменпал для натуральных чисел , не вы
ражает ни истинное , ни ложное суждение , и поэтому 
ни она , ни ее отрицание не являютел теоремами фор
мальной арифметики . )  

Название «Р .  ф . >> связано с тем,  что вопрос об ис
тинности или ложности суждения , выражаемого такой 
формулой, может быть решен на основе данной си
стемы аксиом. В силу Гёделя теоремы о неполноте в 
Jiюбой формальной системе арифметики найдетел не
разрешимое предложение , т. е .  замкнутал формула , 
к-рал не является разрешимой в этой системе . В част
ности , неразрешимой оказывается формула , выражаю
щая утверждение о непротиворечивости такой системы . 

Термин «Р . ф . >> следует отличать от термина «разре-
шимый предикат>> . в .  Е. Плисхо. 

РАЗРЕШИМОЕ МНОГООБРАЗИЕ , с о л в м н о г о
о б р а з и е , - компактное факторпространство связ
ной разрешимой группы Ли (иногда , впрочем, ком
пактности не требуют) . Частный случай - пильмпого
обрааие . По сравнению с последним общий случай 
значительно сложнее, по для него тоже имеется полпал 
струнтурпал теория . 

Лит . :  [ 1 ]  А u s 1 а n d е r L . ,  <c Bull .  Amt-r. Matl1 .  Soc . •> .  
1 9 7 3 , v. 7.9 , Nv 2 ,  р .  227-G 1 .  Д .  В . Апосов. 

РАЗРЕШИМОЕ МНОЖЕСТВО - мношестnо коli-
структивпых объектов какого-либо фиксированного 
типа, допуснающее проверку принадлежности к нему 
его элементов при помощи алгорит.11и . Фантически 
мы можем ограничиться понятием Р .  м. натуральных 
чисел т. к. более общий случай может быть сведен к 
данно�у при помощи соответствующей нумерации 
рассматриваемых объектов . Множество М натураль
ных чисел наз . р а з р е  ш и м ы  м, если существует 
такал общерекурсивная фующия f , ч�о М= {п l f (п)=О }. 
В этом случае f и представляет собои алгоритм , прове
рлющий принадлежиость к М натуральных чисел . 
В самом деле , п Е М равносильно тому,  что f (п)=О. 
Р .  м .  натуральных чисел часто наз .  также о б щ е р е
к у р с и в н ы м, или р е к у р с и в н ы м, м н о ж е
с т в о м .  

Многие известные математич . проблемы (такие , как 
проблема тождества ,  проблема гомеоморфии, 1 0-я 
проблема Гильберта , проблема разрешимости в мате
матич . логике) состоят в требовании доказать или 
опровергпуть утверждение о том, что нек-рые нов
кретные множества суть Р .  м. И звестные (отрицатель
ные) решения перечисленных выше проблем состоят в 
установлении неразрешимости соответствующих им 
множеств (см .  также А лгоритжическая проблежа) .  

Лит . : [ 1 ]  У с н е н с к и й  В .  А . ,  Лекции о вычислимы_х 
фуmщилх, М. , 1 960. Н. М. Нагорпыи. 

РАЗРЕШИМЫЙ ПОТОК - поток на раарешижом, 
жпогообрааии M= GIH, определяемый действием на М 
какой-нибудь однопараметрич.  подгруппы gt разреши
мой группы Ли G: если М состоит из смежных клас
сов gH,  то под действием Р .  п. такой класс за время t 
переходит в класс gtgH .  Частный случай Р .  п . - пидь
потоп; в общем случае свойства Р .  п. могут быть зна
чительно более разнообразными . 

Лит. : [1 ] А у с л е н д е р Л . ,  Г р и н  Л. , Х а н  Ф . ,  Потоки на 
однородных пространствах , пер . с англ. , М. , 1 966 ; [2] С т е 
п и н А .  М . ,  «Успехи матем. н аую>, 1 969 ,  т.  2 4 ,  в .  5 ,  с .  2 4 1 -42; 
[3] А u s 1 а n d е r L.,  «Bull . Amer. Math. Soc . » ,  1 97 3 , v. 7 9 ,  М 2 ,  р .  262-85 ;  [4] С а ф о н  о в А. в . ,  «Функциональный 
анализ и его приложению> ,  1 980 ,  т .  1 4 ,  No 4, с. 8 1 -82 .  

Д. В .  А пасов. 

РАЗРЕШИМЫЙ ПРЕДИКАТ - такой п-местный 
предикат Р, заданный на пек-ром множестве кон
струнтинных объектов (напр . ,  натуральных чисел) ЛJ, 
для к-рого существует алгоритм, позволяющий для 
любого набора а1 , • • •  , an элементов множества М 
найти значение (И или Л )  предиката Р на этом наборе. 
Иными словами, предикат является разрешимым, 
если он, рассматриваемый как п-местнал функция 
на М со значениями во множестве {И , Л }, является 
вычислимой функцией .  

Когда в качестве математич . уточнения понятия 
вычислимости используется понлтие репурсивпой фую;
ции или какое-либо эквивалентное понлтие , то вместо 
<<Р .  п . >> обычно употребляется термин <<рекурсивный 
предикат» . в. Е. Плиспо. 

РАЗРЫВА ТОЧ КА - точка ,  принадлежащая мно
жеству Х определения функции 1: Х -+ У, г11е Х и 
У - топологич.  пространства ,  в к-рой: эта функция 
не является непрерывной . Иногда к Р .  т. относят и 
точки , к-рые хотя и не принадлежат множеству опре
деления функции , но в этом множестве содержатся 
нек-рые их проколотые окрестности . 

Среди Р .  т .  функций , определенных в проко.чотых 
окрестностях точек числовой оси ,  различают точки 
разрыва 1 -го и 2-го рода . Если точка х0 является 
Р .  т . функции 1, определенной в век-por1 оi,рестностп 
этой точки, кроме , быть может , ее caмoii , и в нeii су
ществуют конечные пределы слева 1 (х0-О) и справа f (х0+ 0) функции f (по проколотой окрестности точю1 
х0 ) , то эта точка наз . т о ч к о й р а з р ы в а 1-г о 
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р о д а ,  а число f (x0+ 0) -f (х0-0) с к а ч к о м  функции экстремаль доставляла минимум фувкциопалу (6) , 
f в точке х0 , причем Ре ли он равен нулю , то х0 паз . необходимо , чтобы в угловой точке (х0 , ер (х0)) выпол
т о ч к о  й у с т р а в и м о г о р а з  р ы в а. Если вялось условие 
Р . т. не является точкой разрыва 1 -го рода ,  то она паз . [Ft- (m' - y' ) р111 , ]х=х, - о = [Fи+ (ер' -у' ) Fn y • ]x=x, + o ' т о ч к о й р а з р ы в а 2-г о р о д а .  Л. д. Кудрявцев . т • 

РАЗРЫВНАЯ ВАРИАЦИОННАЯ ЗАДАЧА - зада- (7 ) 
ча вариационного исчисления , в к-рой экстремум функ- Для случая , когда F зависит от n веизвестпых функций 
ционала достигается на ломаной экстремали .  Л о 111 а- у= (у1 1 • • •  , Уп) , а поверхность разрыва F задана в виде 
н а я э к с т р  е м а л ь - кусочно гладкое решение Ф (х , У) = О ,  (8) Эйлера уравнения , удовлетворяющее в угловых точках 
пек-рым дополнительным необходимым условиям . Эти 
условия примимают конкретный вид в зависимости от 
типа Р .  в. з .  Так,  в Р .  в. з . 1 -го рода ломаная экстре
маль разыскивается при обычных предположениях 
относительно непрерывности и непрерывной диффе
ренцируемости подинтегральной функции . Для про
стейшего фующиопала 

1 = \ k• F (x , у ,  y ' ) dx , y (xt) = Yt • у (ха) = У2 •  J x, (1 ) 

в угловой точке х0 ломапой экстремали необходимо 
выполнение у с л о в и й В е й е р m т р а с с а -
Э р д м а в а  

F11. (xo , у (х0) ,  y ' (x0 - 0) ) = F11 . (x0 , у (х0) ,  у ' (х0 +О) ) ,  (2) 

F (х0 , у (х0) , у ' (х0 - О) ) -
- у' (х0 - О) F11, (х0 , у (х0 ) , у ' (х0 - О) ) = 

= F (х0 , у (хо) , у '  (х0 + 0) )  + 

+ у' (x0 +0)F11 , (х0 , у (х0 ) , у ' (хо + О) ) .  (3) 
В случае , когда F зависит от n пеизвестпых фу:вкций, 
т . е. у в ( 1 ) есть п-мерпый вектор у= (у1 ,  • • •  , Уп) , ус
ловия Вейерштрасса - Эрдмапа в угловой точке имеют 
вид, аналогичный (2) , ( 3 ) : 

[�] 
= [�] , i = 1 ,  . . . , n , 

ду i х, - о ду i  х, + о 
(4) 

[F -�n у '.Е:.... ] = [F - �n у '..Е:__] . 
i = l  i ду / х, - о �i = l  i дуj Хо + О  

(5) 
Для задач на условный экстремум, в к-рых подинте
гральная функция зависит от n пеизвестпых функций 
и имеется т дифференциальных ограничений типа 
равенства (см . Больца 11адача ) ,  условия Веiiерштрnс
са- Эрдмана формулируются с помощью функции 
Лаграпжа L и имеют вид (4) , (5 )  с замепой F па L .  

В терминах теории оптимального управления необ
ходимые условия в угловой точке ломавой экстремали 
требуют пепрерывности сопряженных переменпых и 
функции Гамильтопа в точках разрыва оптимального 
управления . Как следует из П онтрягина принципа 
:ма�си:мума, эти условия автоматически выполняются ,  
если управление вдоль ломаной Экстремали опреде
ляется из условия максимума функции Гамильтона . 

В Р .  в .  з .  2-го рода подинтегральная функция раз
рывва . Пусть , папр . ,  F (х , у , у ' ) претерпевает разрыв 
вдоль линии у= ер (х) так , что F (х ,  у, у ' )  соответственно 
равна F1 (х , у , у ' )  и F2 (х ,  у , у ' )  по одну и другую 
сторону от линии у= ер (х) . Тогда если оптимальное 
решение существует , то оно достигается на ломапой 
экстремали , имеющей угловую точку (х0 , ер (х0 ) )  и 
вместо фупкциопала ( 1 )  получают фупкциовал 

J = [' Хо 
F1 (х , у ,  y ' ) dx +  [' Х• F2 (х , у ,  y ' )dx = lt +l2 . (6) J Х1 J Хо 

Вариация фупкционала (6 )  сводится к вариации фупк
циопалов J 1 и J 2 на кривых сравнения, имеющих соот
ветственно пра вый и левый подвижные концы, смеща
ющиеся вдоль линии у=ер (х ) .  Для того чтобы ломаная 

необходимые условия в угловой точке ломапой экстре
мали,  ваходящейся па поверхности (8) , припимают вид 

[ll' _ � n ..!!.!2_"1 - [F•-�n �] ' �i= l ду / х0 - О i = l  •ду l Х а + О 

[ �� ] х, 

(9) 

Необходимые условия (7) , (9) дают недостающие 
условия для вычисления произвольпых постоянных,  
определяющих ломаную экстремаль - частное реше
ние уравнения Эйлера , удовлетворяющее граничным 
условиям . Деirствительво , равенства (9)  дают n пеоб
ходИ!\IЫХ условиii , к-рые в совокупиости с _2п гранич
ными условиями , n условиями вепрерывпои стыковки 
ломапой экстремали в угловой точке и уравнением 
(8) дают 4п+ 1 условий,  с помощью к-рых можно 
определить абсциссу угловой точки х0 и 4п произ
вольных постояиных - по 2n для каждой из экстре
малей ,  лежащих по разные стороны от поверхности (8) . 

Лит. : [ 1 ]  Г ю н т е р  Н. М . , Курс вариационного исчисле
ния , л . - м . ,  1 9 4 1 ; [2] С м и р н о в В. и. , Курс высшей мате
матини, 5 изд. , т. 4 ,  М . , 1 9 5 8 ;  L3] П о  н т р я г и н Л.  С. [и др . ] ,  
Математичесная теорю 1  оптимальных nроцессов ,  3 изд. , М . ,  1 9 7� . 

И. Б. Ваппярс?Ши. 
РАЗРЫВНАЯ ФУНКЦИЯ - функция / : Х - У ,  

где Х и У - топологич . пространства , не  являющаяся 
непрерывной фуПЮ\Ией па пространстве Х . Среди 
разрывных действительных функций j: Х - IR  важные 
Iшассы составляют Бэра �лассы , кусочпо непрерывные 
функции , ступенчатые функции . 

Р .  ф . возникают , вапр . , при интегри ровании по 
параметру элементарных функций (см . Дирихле рм
рывиый множитель) , при вычислении суммы функцио
нальных рядов ,  членами к-рых являются элементарные 
функции , в частиости при вычислении суммы тригово
метрич . рядов , в задачах оптимального управления . 

П р и м е  р ы. 

1 ) �== о  ( 1 ::. )п 

2) �== 1  
sin nx 

n 

если х = О, 
если x ;z!: O . 

если х = О ,  

если О < х < 2n:.  
Л .  Д .  Кудрявцев . 

РАЗРЫВНЫй МНОЖИТЕЛЬ - величина , завися
щая от одного или более параметров и привимающая 
два (или больше) значения . Напр . ,  

1 [' 2 + iao 11s + 2k ds 
2:rti J 2 - i ao  s ( s + 1 ) . • •  (s + 2k)  

= � (2�) ! (y - 1 )2k ,  если у�1 ,  k > О ,  
t О ,  если О ..; у < 1 .  
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Р .  м. применяются для формального расширения 
области суммирования или интегрирования , для све
дения давиого выражения к другому, к к-рому можно 
примевить задаввые формулы или преобразовапия . 
Другие примеры - Дирихле раарывпый жпожитель ,  
дельта-фупrщия Дирака и т .  п .  R .  Ю. Булата. 

РАМА КОГОМОЛОГИИ, д е Р а м а к о г о м о
л о г и и ,  алгебраического многообразия - теория ко
гомологий алгебраич . мвогообразий, основанная на 
дифференциальных формах . С каждым алгебраич. 
многообразием Х над полем k связывается комплекс 
регулярных дифференциальных форм (см .  Дифферен
циальная форма на алгебраическом многообразии) ;  
его группы коrомологий Н�щ (XIk) ваз . группами Р.  к .  
многообразия Х . Е сли Х гладко и полно , а char k=O ,  
то  Р .  к .  являются Вейля погожологияжи (см. [ 2] , [3] ) .  
Если Х гладко и аффивво , а k= C ,  т о  справедлив сле
дующий авалог Ража теоремы :  

H{)R (X/k) � НР (X8n, С ) ,  р � О, 

где X8n - комплексвое апалитич . многообразие , со
ответствующее алгебраич. многообразию Х (см . [ 1 ] ) .  
Напр . ,  если Х - дополнение к алгебраич . гиперпо
верхвости в pn (С ) '  ТО когомологни нР (Х ' С) могут 
быть вычислены при помощи рациональных диффе
ренциальных форм на pn (С ) с полюсами на этой 
гиперповерхвости . 

Для любого морфизма f : Х - S можно определить 
относительвый комплекс де Рама �р:>О Г (0�18) (см .  
Д ифференциалов модуль) , приводящий к о т в о с и
т е л ь н ы м  к о г о м о л о г н я м  д е  Р а м а  
НЪR. (X/S) . В случае , когда X = Spec А и S = Spec В 
аффиввы, относительвый комплекс де Рама совпадает 
с AQ�fВ · Когомологни .rt'{)R (X/S) комплекса пучков 

�р:>О/*0�18 на S ваз . п у ч к а  м и о т в о с и т е л ь
в ы х к о г о м о л о г и й д е Р а м а .  Эти пучки 
когерентны на S ,  если f - собственвый морфизм. 

Лит . :  (1 ] G r о t h е n d i е с k А. , «PuЬis math.  IHES>> , 
1 966 ,  t .  29 ,  р .  35 1-59 ;  �2] Н а r t s h о r n е R . ,  Ample sub
varteties ot algebraic vartetles, В . , 1 9 7 0 ;  [3] е г о ж е, «Ma
nuscr. math. >> ,  1 972 ,  v. 7, р. 1 25-t.O.  А. Л. 01/.ищип. 

РАМА КРУЧЕНИЕ, д е Р а м  а к р у ч е в и е ,
иввариант , позволяющий различать многие струк
туры в дифференциальной топологии ; то же , что Рей
дежейстера пручепие . 

РАМА ТЕОРЕМА, д е Р а м  а т е о р е  м а ,
теорема , выражающая вещественвые когомологни диф
ференцируемого многообразия М при помощи ком
плекса дифференциальных фор ж на М .  Если Е* (М)= 
= �;= 0ЕР (М) - комплекс де Рама многообразия М , 
где ЕР (М) - пространство всех бесконечно диффе
ренцируемых р-форм на М, снабженвый ввеmвим диф
ференциалом, то Р .  т .  устававливает изоморфизм меж
ду градуированными алгебрами когомологий Н* (Е* (М)) 
комплекса Е* (М) и когомологий Н* (М , R)  
многообразия М со значениями в IR . Явная интерпре
тация этого изоморфизма состоит в том, что каждой 
замкнутой р-форме оо сопоставляется линейпая форма 
у - J v оо па простравстве р-мервых сингулярных 
циклов у в м.  

Р .  т .  впервые была установлена Ж .  де Рамом [ 1 ] ,  хо
тя идея связи между когомологнями и дифференциаль
ными формами восходит к А .  Пуапкаре (Н . Poincю.oe) . 

Существует ряд вариантов Р .  т .  Напр . ,  когомологни 
н• (Е; (М)) комплекса Е; (М) с компактными воси
те�ями изоморфны алгебре веществеиных когомологий Не (М , R) многообразия М с компактными носите
лями . Когомологни многообразия М со значениями в 

локальво постоянном пучке векторных пространств 
изоморфны когомологням комплекса дифференциаль
ных форм со значениями в соответствующем плоском 
векторном расслоении [ 3] . Когомологни симплициаль
вого множества S со значениями в любом поле k ха
рактеристики О изоморфны когомологням соответст
вующего полиномиального комплекса де Рама над k .  
В случае, когда S - сивгулярвый комплекс произ
вольного топологич . пространства Х , получают таким 
образом градуировавво-коммутативную дифференци
альную градуированную k-алгебру А DR (Х ) ,  алгебра 
когомологий Н* (A DR. (Х ) )  к-рой изоморфна алгебре 
сипгулярвых когомологий Н* (Х , k) (см. [ 4] ) .  Если 
Х - гладкое аффинное алгебраич . многообразие над С , то когомологни Н* (Х , С) изоморфны когомоло
гням комплекса регулярных дифференциальных форм 
па М (см . Ража погожологии) . 

Лит. : [ 1 )  R h а m J. de ,  «J. math . pures et appl . 9 ser. >> ,  1 93 1 , 
t. 1 0 , р. 1 1 5-200 ; [2] Р а м  Ж д е, Дифференцируемые много
образия , пер . с франц. , М. , 1 9 5 6 ; [3) Р а г у  н а т а н М. , Дис
нретные подгруппы групп ли , пер. с англ. , М . ,  1 97 7 ; [t,] Гомо
топичесная теория дифференциальных форм , пер. с англ. и 
франц. , М. , 1 98 1 . А. Л. Опищип. 

РАМАНУДЖАНА ГИПОТЕЗА - высказаввое С .  Ра
мавуджавом [ 1] предположение , что коэффициенты 
Фурье 't (n) функции !J. (параболич. формы веса 1 2) 
удовлетворяют перавепству 

1 't (p) j ..;;; 2p 1 1 12 , р - простое , 
't (n) ваз . также Ражапуджана фуппцией.  Функция 
!J. есть собственная функция операторов Гекке, 't (п) -
соответствующие собственвые значения . Петерсов (Н . 
Petersson) оообщил Р .  г .  на случай собственных зна
чений операторов Гекке модулярных форм веса k ,  
k - целое � 2  (г и п о т е з  а П е т  е р с о и а ) .  П . Де
линь (Р .  Deligne ,  см . [ 2 ) )  свел гипотезу Петерсона к 
гипотезе Вейля , затем доказал последнюю ( 1974) . 
Этим была доказава и Р .  г .  

Лит. : [ 1 ] R а m а n u 1 а n S . ,  <<Trans . Camb. Phil .  Soc .» ,  
1 9 1 6 ,  v .  22;, [2] д; е л и н ь П. , «Успехи матем. н�ун>> ,  1 9 7 5 ,  т. 30 ,  
в .  5 ,  с .  1 5 11-9 0 ,  [3) Ф о м  е н н о О .  М . , в н н  . .  Итоги науни и 
техники. Алгебра.  Топология. Геометрия, т. 1 5 ,  М . ,  1 9 7 7 ,  с .  
5-9 1 .  R. Ю .  Булота . 

РАМАНУДЖАНА СУММЫ - зависящие от двух 
целочислеиных параметров k и n тригопометрич. суммы 

� ( 2nnhi ) � 2 nnh 
ck (n) = ""-ih ехр --��.- = ""-ih cos -��.- , 

где h пробегает все цеЛЬiе пеотрицательпые числа , 
меньшие , чем k, и взаимно простые с k .  Основные 
свойства Р. с . - мультипликативпость относительно 
индекса k :  

Ckk • (n) = ck (n) Ck • (n) ,  если ( k, k ' )  = 1 , 
а также представление через функцию Мёбиуса fl :  

ck (n) = �d\. (k, n )  fl ( : ) d . 

Р .  с .  являются ограниченными, если ограничено k 
либо n .  В частности , ck ( 1 )= 1 .  

Многие мультипликативвые функции от натураль
пого аргумента разлагаются в ряды по Р .  с. и наобо
рот , основные свойства Р. с .  позволяют просуммировать 
суммы вида 

� ао ck ( qn) � ао ck (qn) 
""-� n = 1 _п_•_ f (n) ' ""-'k = 1 -��.-.- f (k) • 

где f (п ) - мультипликативпая функция , q - целоЕ:' 
число . В частности , 

� ао ck (n) _ а 1 _ 8  (n) ""-� k - 1 п• - � (s )  ' 
где � (s) - дзета-функция Римапа ,  Ua (n) - сумма а-х 
степеней делителей числа n . Такие суммы тесно свя-
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запы с особыми рядами пек-рых аддитивных проблем 
теории чисел , напр .  предетавление натуральных чисел 
в виде четного числа квадратов . С. Рамапуджаном [ 1 ]  
были получены многие формулы , содержащие Р .  с .  

Лит. : [! ] R а m а n u J а n S . , «Trans. Camb. Phi l .  Soc.»  1 9 1 8 ,  
v .  2 2 ,  р .  259-7 6 ;  [2] Н а r d у G.  Н . ,  «Proc. Camb. Phil .

' Soc . •>, 
1 920/2 1 ,  v .  20, р.  263-7 1 ;  [3] R а m а n u J а n S . , Collected 
papl'rs , ed. G .  Н . , Hardy, [а . о . ] ,  Camb . ,  1 927 , р. 1 37 -41 · [ 4] 
V о 1 k m а n n В. , <<J .  reine und angew. Math . >>, 1 9 74 ,  Bd '2 7 1 ,  
S .  203-1 3 ;  1.5 ]  Т и т q м а р ш  Е .  К ,  Теория цзета-фуннции 
Римана, пер . с англ . ,  М . ,  1 9 5 3 ;  [6] Л е в и н в . И . ,  в ин. : Исто
рино-математичесние исслецования , т. 1 3 , М . ,  1 960 .  

Н. Ю .  Булота .  
РАМАНУДЖАНА ФУНКЦИЯ - функция п -+  't' (п ) ,  

где "С (п) - коэффициент при xn (п;;;;. 1 )  разложения 
произведения 

D (x) = x п:
= 1 ( 1 - xm)24 

в степенной ряд : 

Если положить 

D (х) = � ех> 1' (п ) xn . 
.:=..n = 1 

� (z ) = D (e2:rtiz) ,  Im z > О , 
то Р .  ф .  является п-м коэффициентом Фурье параболич. 
формы � (z) , впервые исследованной С .  Рамануджаном 
[ 1 ] .  Нек-рые значения Р. ф . :  • (1 )= 1 , • ( 2 )= -24 , 
1' (3 )= 252 , 1' (4 )= -1472 , 1' (5 )= 4830, 1' (6 )= -6048 , 
• ( 7 )= - 16744 , 1' (30)= 9458784518400 . С .  Рамануджан 
предположил (а Л .  Дж. Морделл , L . J .  Mordel l ,  до
казал) справедливость следующих свойств Р. ф . : 

1' (т п) = 1' (т) 1' (п) ; если (т, п) = 1 '· 

1'(pn + 1 ) = 1' (pn) 1' (p) - p 11' (pn - 1) , если р - простое , п;;::::;. 1 .  

Следовательно, вычисление 1' (п) сводится к вычислению 
1' (р ) , р - простое . Известно, что l • (p ) l <,2p " l• (см. 
Рамапуджапа гипотеаа) . Известны многие сравнения, 
к-рым удовлетворяет Р .  ф. Напр . , С. Рамапуджану 
было известно сравнение 

1' (р) = 1 +Р1  (mod 691 ) . 

П римеры позже найденных сравнений: 
1' ( n ) = а11 (п)  (mod 2 1 ) , если п = 1 (mod 8) ; 

1' (р) = Р + Р10  (mod 25) ; 
и т .  п .  

Лит. : [ 1 ] R а m а n u / а n S. , «Trans. Camb. Phi l .  Soc. », 
1 9 1 6 ,  v. 22, р. 1 5 9 - 8 4 ;  [2  С е р  р Ж . -П . , «Математина», 1 9 69 , 
т. 1 3 ,  Nv 4, с. � -1 5 ;  [3]  Ф о м  е н н о О. М . , в ин . :  Итоги науни и 
технини . Алгебра . Топология. Геометрия , т. 1 5 , М . ,  1 97 7 ,  с. 5-
9 1 .  Н. Ю .  Булота. 

РАМСЕЯ ТЕОРЕМА - название нескольких теорем 
в дискретной математике ,. сформулированных и до
казанных Ф .  Рамсеем [ 1 ] .  

Первую и з  этих теорем Ф .  Рамсей сформулировал 
следующим образом. Пусть Г- бесконечный класс 
и 11 и r - положительные целые числа ;  и пусть все 
те поднлассы Г, к-рые имеют r злементов или, иначе , 
все r-сочетапия злементов Г ,  разделены любым спо
собом па 11 взаимно исключающих IШассов С; , i= 1 , 2 , 
• . .  , f.t ,  так,  что каждое r-сочетапие является злементом 
одного и только одпо1·о класса С;; тогда , предполагая 
справедливой аксиому выбора, нласс Г должен содер
жать бесконечный подкласс � такой, что все r-соче
тапия членов � принадлежат одному и тому же классу 
С;. К о н е ч н ы й  а н а л о г  этой Р .  т . , также уста
новленный Ф. Рамсеем , можно сформулировать сле
дующим образом. 

Пусть S - множество , содержащее N элементов, 
и Т - семейство всех подмножеств множества S, 
содержащих в точности r злементов из S .  Пусть се
мейство Т разбито па t (пепересекающихся) подсе
мейств Т1 , Т2 , • • •  , Тt и пусть q1 , q2 , • • •  , qf , r - целые 
числа , q;;;;;. r;;;;. t ,  i= 1 , 2 , . . .  , t . Тогда существует такое 

минимальное число п (q1 , 
q2 , • • •  , q1 , r) , зависяшее 

только от q1 , q2 , • • •  , qf , r и не зависящее от множества 
S, что если N;;;;. п (q1 , q2 , • • •  , qf ,  r) , то для пен-рого i ,  
i= 1 , 2 , . . .  , t , в S существует подмножество А i и з  q; 
элементов, все r-подмпожества к-рого находятся в 
семействе Т i (доказательства этой теоремы содержатся 
также в [ 2 ] ,  [3 ] ) . 

Последнюю теорему можно поясвить примером , в 
к-ром вычисляется число п (3 ,  3, 2) . Рассматриваются 
шесть точек па плоскости , связанных попарно дугами . 
1\аждая из к-рых окрашена либо в красный ,  либо в 
голубой цвета .  Существуют три точки такие, что дуги . 
соединяющие их, окрашены в один и тот же цвет . Из 
пяти дуг , соединяющих пек-рую точку Р0 с пятью дру
гими точками , три дуги одного цвета (вапр . ,  краевого) . 
Пусть зто дуги Р0Р1 , Р0Р2 , Р0Р3 •  Если какая-нибудь 
из дуг Р1Р2 , Р1Р8 , Р2Р3 краевая , то она и две другие , 
соединяющие ее концы с точкой Р0 , образуют краевый 
треугольник, если же они все голубые , то сами обра
зуют голубой треугольник . Это означает , что п (3, 3 , 2) <, 
<,6 . Однако пять точек па плоскости можно так по
парно соединить красными и голубыми дугами, что 
при этом не найдется треугольника одного цвета .  Для 
этого пусть дуги Р 1Р 2 , PiP8 , Р2Р4 , P3Pr. , Р4Р5 будут 
красными, а остальные - голубыми . Это показывает , 
что п (3 ,  3, 2) >5 . Таким образом, п (3 , 3, 2)= 6 .  

Из  Р .  т .  въrrекает следующий результат : для данного 
натуральпого п;;;;.3 существует целое число N= N (п) 
такое , что любые N точек в плоскости , никакие три из 
к-рых не лежат па одной прямой, содержат п точек , 
образующих выпуклый п-угольпик (см. [4 ] ) . 

Лит . :  [ 1 ]  R а m s е у F. Р . ,  <<Proc. London Math . Soc. Ser. 2 >>, 
1 9 30 ,  v. 30 ,  р. 264-86 ;  [2] Р а й  з е р  Г.- д ж. , Комбинаторная 
математина ,  пер . с англ. , М . ,  1 966 ; [3] Х о л л  М. , Rомбинато
рина, пер . с англ . , М . ,  1 97 0 ;  [4] Е r d б s Р . ,  S z е k е r е s G . ,  
«Compositio math . •>, 1 9 3 5 ,  v .  2 ,  р .  463-70 ;  [5] Е r d б s Р . ,  
R а d о R . ,  «Bull .  Amer. Math . Soc . », 1 956 ,  v .  62 , р .  427-89.  

М. П. Мишев.  
РАНГ - попятие , тесно связанное с попятнем 

бааиса . Обычно Р. определяется либо как минимальная 
из мощностей поротдающего множества (так ,  папр . ,  
вводится б а з и с н ы й р а п г а л г е б р а и ч е
с к о й  с и с т е м ы ) ,  либо нак максимальпая мощность 
независимой в нек-ром смысле подсистемы элементов . 

Р а п г с и с т е м ы в е к т о р о в в векторном 
пространстве над телом - зто максимальное число 
линейно пезависимых векторов в этой системе (см. 
Липейпая пеаависимость ) . Р а п г, или р а з м е р
н о с т ь , в е к т о р п о г о п р о с т р а п с т в а, в 
частности , равен числу злементов базиса этого про
странства (Р .  не зависит от выбора базиса .  все базисы 
имеют одну и ту же мощность) .  Для модулей ситуация 
сложнее. Существуют такие ассоциативные кольца R , 
что даже свободный модуль над R может обладать 
двумя базисами с различным числом злементов (см . 
Рапг модуля , Свободпый модуль ) . Если каждый свобод
ный R-модуль имеет единственный Р . ,  то говорят , что 
R обладает свойством инвариантности базисного числа .  
Таким кольцом является всякое ассоциативно-комму
тативное кольцо с единицей, что позволяет определить ,  
папр . ,  ранг (Прюфера) абелевой группы (к-рую можно 
рассматривать как модуль над кольцом z ) .  В неабе
левом случае вводятся два понятия Р. группы -
общий и специальный Р .  (см. Рапг группы ) . Особым 
образом определяются рапг алгебраической группы 
и рапг группы Ли . 

Р а п г а л г е б р ы (над телом) понимается как Р .  
ее аддитивного векторного пространства .  Однако особо 
существует еще попятие Р .  в теории алгебр Ли (см. 
Рапг алгебры Ли) . 

Р а п г м а т р и ц ы определяется нак Р . системы 
векторов ее строк (с т р о ч п ы й р а п г) или си
стемы ее столбцов (с т о л б ц о в ы й р а п г ) .  Для 
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матриц над телом или коммутативным кольцом с еди
ницей оба эти понятия Р .  �о впадают . Для матрицы 
над полем Р .  ращ•н т;шжс максимаJrыrоиу порядку 
отличного от нулн минора . Р. произведения матриц 
не больше Р. каждого из сомножителей. Р. матрицы 
не меняется при умножении ее на невырожденную 
матрицу. 

Р а н г  л и н е й н о г о  о т о б р а ж е н и я  
это размерность образа этого отображения . В конеч
номерном случае он совпадает с Р .  матрицы этого 
отображенил . 

Вводятел также понятия р а н г а б и л и н е й н о й 
ф о р м ы  (см . Билипейпая форма) и р а н г а к в а д
р а т и ч н о ii ф о р м ы  (см . Квадратичная форма) . 
Они также (в конечномерном случае) совпадают с Р .  
матрицы соответствующей формы . о. А .  Ивакова .  

РАНГ линейного обыкновенного дифференциального 
уравнения в комплексной области 

,..,� P1· (z ) w<n -j ) = 0 , P0 (z) = 1 ,  ..::;., ] = 0 

- число r=k+ 1 ,  где 

k = max n}fj . 1 <- i < n  

(1 )  

Н.оэффициенты уравненин ( 1 )  -- сходящиеся при 
больших l z l ряды 

}:n . 
Pj (Z ) =  1 Pjmz - m ,  j = 1 ,  . . .  , n .  m = - oo  

Поилтис Р .  употребляется только тогда,  когда z= 
�� оо - особая точка дифференциаJiьного уравнения ( 1 ) .  
Р . дифференциального уравнения паз . также р а н г о м 
о с о б о й т о ч к и z= оо . Е сли эта точка - регуляр
пая особая точка , то r= O;  если иррегуляр пая особая 
точка , то r >O . Число k паз . п о  д р  а н г о м. Р .  урав
нения - целое или дробное число . Если подранг 
дробный, со знаменателем q;;;:, 2 ,  то подранг уравнения, 
полученного из ( 1 )  заменой переменной z= � 1 1 q ,  будет 
целым. Р .  уравнения инвариантеп относительно за
мены переменной вида z= �ер (� ) ,  где функция ер ( �) 
голоморфна и отлична от нуля в точке �= оо . 

Понлтие Р .  уравнения и особой точки используется 
при исследовании структуры решений уравнения ( 1 )  
на бесконечности . Пусть Q (z) - многочлен степени р ,  

''' (�) = '"' ""  ''' � - т 't' ..t:..J m = O 't'm 

- формальный ряд , s;;;:, 1 - целое число . Ряд 

( 1 /S) 
w = eQ z zP'f (z 115) (2) 

паз. н о р м а л ь н ы м (соответственно п о  д н о р
м а л ь н ы м) порядка р / s ,  если s =  1 (соответственно 
s;;;:, 2) .  Решение уравнения ( 1 ) ,  представимое сходящим
ел в окрестности точi<и z= оо нормальныи (поднор
мальным) рядом , паз .  н о р м а л J ,  н ы м (п о д н о р
м а л ь н ы  м) решением того же порядка (см . [2 ] , [3 ] ) . 

Порядок нормального (поднормального) решения 
не провосходит Р .  уравнения; это верно и длн фор
мальных решений вида (2) . Если рапr r уравнения ( 1 )  
целый, то  оно имеет по  крайней мере одно формальное 
решение вида (2) порядка r. Подстановка и• (z) = e Q <z>и(z ) 
не менлет Р .  уравнения. Если подранг k=plq,  где р ,  
q - взаимно простые целые числа и q;;;:, 2 ,  то уравнение 
имеет не менее q формальных решений вида (2) по
рядка r. 

У р а в н е н и е м Г а м б у р г е р а паз .  урав-
нение ( 1 )  с рациональными коэффициентами , если оно 
имеет ровно две особые точки: регулярную z= О и 
иррегулярную z= оо . Для уравнения Гамбургера 
получены достаточные условия, при к-рых оно имеет 

нормальные решения , а при n = 2 - необходюrые 
и достаточные условия существования нормальнЬIХ 
и поднормальных решениi1 (см. ( 2 ] ) . 

Понлтие Р .  вводится и в том случае ,  когда урав
нение ( 1 )  имеет конечную особую точку (см. [ 2 ] ,  (3] ) .  

В случае линейпой систе:�Jы из n обыкновенных 
дифференциальных уравнений в комплексной области 

w' = zrA (z)  w , (3) 
где r;;;:, - 1 - целое число , матрица-функция А (z) голо
морфна в точке z= оо и А ( оо )=;<=0, число r+ 1 н аз .  р а н
г о м с и с т е м ы  (3) , или р а н г о м о с о б о й  
т о ч к и z= оо ,  число r - ее п о  д р  а н г о м (см. 
[4 ] - [ 6] ) .  Если r= - 1 ,  то точка z= oo - регулярная 
особая точка ;  в отличие от скалярного уравнения (1 ) ,  
точка z= оо может быть регулярной особой , если r >-1 
(см . [4] ) . 

Лит. : [ 1 ]  р о i n с а  r е Н . ,  «Acta math.» ,  1 8 86 ,  v. 8; [2] 
А й н с Э . Л . ,  Обынновенные дифференциальные уравненил, 
пер. с англ . ,  Харьнов, 1 9 3 9 ;  [3] Л а т ы ш е в а  Н. Я . , Т е
Р е щ е н н о Н. И . , О р е л  Г. С . ,  Нормально-регулярные реше
ния и их приложения, Н . , 1 97 4 ;  [4] Н о д д и н г т о н Э . ,  Л е
в и н с о н Н. , Теория обынновенных дИфференциальных урав
нений ,  пер. с англ . , М. , 1 95 8 ;  [5 ]  Н а м н е Э . ,  Справочнин по 
обынновенным дифференциальным уравнениям, пер . с нем. , 
5 изд. ,  М . , 1 97 6 ;  [6J В а з  о в В . , Асимптотичесние разложения 
решений сбынновенных дифференциальных уравнений, пер . с 
англ. , М. , 1 968 .  М. В.  Федорюк. 

РАНГ о с о б о й  т о ч к и - см. Ранг линейного 
обыкновенного дифференциального уравнения . 

РАНГ АЛГЕБРАИЧ ЕСКОЙ ГРУППЫ С - размер
ность любой из ее Картапа подгрупп (эта размерность 
не зависит от выбора подгруппы J'tартана) .  Н аряду с 
Р .  а .  г .  С рассматриваютел ее п о л у п р о с  т о й  
р а н г и р е  д у к т и в н ы й р а н г ,  к-рые , по оп
ределению, равны соответственно Р .  а .  г .  CIR и Р .  а. г .  
C!R u , где R - радикал алгебраич . группы С,  а R u 
ее унипотентный радикал . Редуктивпый Р .  а .  г .  G 
равен размерности любого из ее максимальных торов. 
Р е д у к т и в н ы м k-p а н г о м линейной алгебраич. 
группы С ,  определенной над полем k (а в случае , когда 
группа С редуктивна , - просто ее k-p а н г о м) , паз. 
размерность любого ее максимального k-разложимого 
тора (эта размерность не зависит от выбора тора; см. 
Разложимая группа) . Е сли k-ранг определенной над k 
редуктивной линейной алгебраич. группы С равен 
нулю (соответственно рангу С) , то группа С паз . а н и
з о т р о п н о й  (соответственно р а з  л о ж и м о й) 
над k (см .  также А пиаотроппая группа ) .  

П р  и м е р ы . 1 )  Р .  а .  г .  Tn всех невырожденных 
верхнетреугольных квадратных матриц порядка n 
равен ее редуктивному рангу и равен п ; полупростой 
ранг группы Т n равен нулю . 2) Р .  а .  г .  И n всех верхне
треугольных квадратных матриц порядка n с едини
цами на главпой диагонали равен ее размерности 
п ( п-1 ) /2 ,  а редуктивпый и полупростой ранги группы 
Ип равны нулю . 3) Р .  а .  г .  Оп (k , f) нсех автоморфизмов 
определенной над полем k квадратичной формы f в п
мерном векторном пространстве над k равен [ п/2] , а 
k-ранг группы Оп (k , !) равен индексу Витта формы f. 

Если характеристиiiа  основного полн равна О, то 
Р . а. г. С совпадает с рангом ее алгебры Ли L (С}!. 
Рапг алгебры Ли) и равен минимальной из кратпостей 
собственного значения Л= 1 всевозможных присоеди
ненных операторов Ad 1"g (минимум берется но всем 
g E C) . Элемент g E C, для к-рого эта кратность равна 
Р .  а. г. С, паз .  р е г у л я р н ы  м. Множество регу
лярных элементов группы С открыто в С в топологии 
Зариского.  

Лит. : [ 1 ]  Ш е в а л л е Н . , Теория групп Ли , пер. с франц. , 
т 3, М . ,  1 9 58 ; [2] Б о р  е л ь  А . ,  Т и т с Ж . , «Математина», 
1 96 7 ,  т.  1 1 , .NO 1 ,  с. 43-1 1 1 ;  [ 3] Б о р е л ь  А . ,  Линейные алге
браичесние группы, пер. с англ . , lVI . , 1 972 ;  [t,] Х а  м ф р и д ж . ,  
Линейные алrебраичесние группы , пер.  с англ . , М . , 1 9 8 0 .  

В. Л. Попов. 
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РАНГ АЛГЕБРЫ ЛИ-минrшальпая из кратпоетЕ'Й 

собственного значения Л= О для линрfiных опернторов 
adLx по всем х из алгебры .Ни [,. П редполагнстсн , 
что алгебра L конечномерна . Элемент х , для к-рого 
эта кратность минимальна, паз .  р е г у л я р н ы м .  
Множество регулярных элементов алгебры Ли открыто 
в ней (в топологии Зарискоrо) . Р . а. Ли равен размер
ности любой из ее Нар тапа пода.л,гебр . Ранг rkL иену
левой алгебры Ли L удовлетворяет перавенетвам 

1 ";;;;, rk L ,;;;;;;; dim L ,  
причем равенство rkL= dimL имеет место тогда и 
только тогда , когда L нильпотептна . Для полупростых 
алгебр Ли над полем k ранг совпадает со степенью 
трансцендентности над k подполя поля рациональных 
функций на L, порожденного всеми коэффициентами 
характеристич. многочлена эндоморфизма adrx . 

Р .  а .  Л и  LIR , где R - радикал в L ,  паз . п о  л у
п р о с т ы  м р а н г о м а л г е б р ы L .  

П р  и м е р ы . Пусть L - одна из  еледующих 
алгебр Ли: 1) алгебра ®ln всех квадратных матриц 
порядка п с элементами из поля k; 2) алгебра ®ln всех 
матриц с пулевым следом; 3) алгебра всех верхнетре
угольных мнтриц; 4) алгебра всех диагональных мат
риц; 5) алгебра всех верхнетреугольных матриц с ну
лями па главпой диагонали . Для этих алгебр ранг и 
полупростой ранг равны соответственно п, п- 1 ,  п, п ,  
п (п-1 )/2 и п-1 , п-1 ,  О ,  О ,  О .  

Лит. : [ 1 ) Д ж е R о б с о н Н. , Алгебры Ли, nep . с англ . ,  М . , 
1 9 6 4 ;  [2) С с р р ж .. п. , Алгебры Ли и группы Ли , пер. с 
англ . и франц. , М. , 1 969 ; [3) Ш е в а л л е к . ,  Теория групп 
Ли, пер. с франц. , т. 3 ,  М . ,  1 958 .  В.  Л.  Попов. 

РАНГ ГРУППЫ (общий и специальный) - попяти е 
теории групп . Группа G имеет конечный о б щ и й 
р а н г r, если r - наименьшее число с тем свойством, 
что всякая конечно порожденная подгруппа группы G 
содержится в подгруппе, обладающей r' образующими (r' �r) . Группа G имеет конечный с п е ц  и а л ь н ы  й 
р а н г r, если r является наименьшим числом с тем 
свойством, что всякая конечно порожденная под
группа группы G обладает системой образующих, 
содержащей не более чем r элементов . В случае , если 
соответствующего конечного числа не существует , 
общий (специальный) Р .  г. считается бесконечным. 

Общий Р .  г. меньше или равен ее специальному 
рангу. Существуют группы, общий ранг к-рых конечен 
(и даже равен двум) , в то время как специальный 
ранг бесконечен . Такова,  напр . ,  счетная симметрич. 
группа . Для абелевых групп общий и специальный 
ранги совпадают с рангом Прюфера (см. А бемва группа) .  

Лит . :  [ 1 )  K y p o m  А .  Г. , теория групn, З изд. , М . ,  1 96 7 .  
О. А. Иванова 

РАНГ ГРУППЫ ЛИ (вещественной или комплекс
ной) - размерность (соответственно вещественная или 
комплексная) любой из ее Нартапа подгрупп.  Р . г .  
Ли равен рангу ее  алгебры Ли (см. Ранг а.л,гебр ы  Ли) . 
Если группа Ли G совпадает с множеством вещест
венных или комплексных точек линейной алгебраич. 
группы Ci, то Р. г. Ли G равен рангу а.л,гебраичес"Кой 
группы G"'. В. Л. Попов. 

РАНГ МОДУ ЛЯ - 1 )  р а н г л е в о г о м о д у л я 
М над кольцом R ,  вложимым в тело k - размерность 
тензорпого произведения kR@M, рассматриваемого 
как векторное пространство над k. Е сли R= :;>:; -
кольцо целых чисел , то это определение совпадает с 
обычным определением ранга абелевой группы. Если 
тело k является плоским Я-модулем (напр. , k - тело 
частных кольца R) , то для точной последовательности 

О --+ М' --+ М --+ М" --+ О 

выполняется следующее равенство между рангами: 

rk М = rk М' +rk М". 

2) р а н г е в о б о д н о г о м о д у л я JИ над 
произвольным RОЛЫ \ОМ R определлетсн KaJ{ чпсло его 
споGодпых о6ра:1ующих . Длн ROЛCIJ., пложимых в 
тело, это определение совпадает с определением из 
пункта 1 ) .  В общем случае ранг свободного модули 
определяется пеоднозпачпо . Существуют r�ольца (на
зываемые п-F I -кольцами) , над к-рыми любой свобод
ный модуль с не более , чем п свободными образующими, 
имеет однозначно определенный ранг , а для свободных 
модулей с числом образующих, большим п, это свой
ство не верно . Достаточным условием однозначности 
ранга свободного модуля над кольцом R является 
существование гомоморфизма <р: R -+  k в тело k .  В этом 
елучае понлтие Р .  м . распростраплетсл на проективные 
модули следующим образом. Гомоморфизм <р инду
цирует гомоморфизм групп проективных классов 
<р* : K0R -+ КоТе""' z и р а н  г о м п р  о е к т и в н о
г о м о д у л л Р паз . образ представители модуля Р в 
:;>:; .  Гомоморфизм <р существует для произвольного ком
мутативного польца R .  

Лит. : [ 1 )  К о н П. , Свободные ко.пьца и их связи, пер . с 
англ. , М . ,  1 9 7 5 ;  [2) М и л н о р дж. , Введение в алгебраиче-
скую Н-теорию, пер. с англ . , М . ,  1 974 .  В. Е. Говоров. 

РАНГОВ ВЕКТОР - векторпал статистика R= 
= (R1 , • • •  , R п) , построепиал по  случайному вектору 
наблюдений Х = (Х1 , • . .  , Хп) , i-я компонента к-рой 
R;=R;  (Х) , i= 1 ,  2, . . .  , п, определяется по правилу 

R; =  �� б (Х ;- Х1·) , .o::..J J = l 

где б (х) - характеристическая функция множества 
[0 , + ао ) ,  т. е .  

б (х = { 1 ,  если х ;;" О , 
) О ,  если х < О .  

Статистика R;  наз . р а н  г о м i-й компоненты Х; , i= 1 ,  
2 ,  . . .  , n ,  случайного вектора Х . Определение Р .  в .  
будет корректным при выполнении следующего ус
ловия : 

Р {R ; = Rj} = O, i :;i: j ,  

к-рое заведомо выполняется , если распределение веро
лтпостеii: случа.lшого вектора Х задается плотностью 
р (х)=р (х1 , • • •  , хп) · В этих условиях из определения 
Р . в .  следует , что статистика R принимает значения в 
пространстве \R =  {r } веех пересталовок r= (r1 , r2 , 
• • •  , l'п) чиеел 1 ,  2, . . .  , п ,  при этом реализация r; 
(r;= 1 ,  2, . . .  , n) ранга R; численпо равна количеству 
компонент вектора Х , наблюдснные значения к-рых 
не иревосходят реализации i-й компоненты Х ;, i= 1 ,  2 ,  
. . .  , n .  

Пусть Х ( · )= (X (nJ ) , • . .  , X (nn)) - вектор порядко
вых статистик , построенный по вектору наблюдений 
Х .  Тогда пара (R ,  Xl · ) ) является достаточной стати
стикой для распределепил вектора Х , причем сам 
вектор Х однозначно восстанавливается по достаточной 
статистике (R , Х( · ) ) .  Кроме того, при дополнительном 
предположении о симметричности плотности вероят
ности р (х) случайного вектора Х относительно пере
становок аргументов компоненты R и Х ( · )  доотаточпой 
етатистики (R ,  Х ( · )) независимы и 

1 P {R = r} = nт · r E \R . 

В ·частности, если 

р (х) = р (х1 ,  х2 , • • .  , Хп) = П� f (x;) , t = l (1) 

т. е. компоненты Х1 , Х2 ,  • • •  , Xn случайного вектора 
Х суть пезависимые одинаково распределяемые слу-
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чайные величины (/ (х; ) - плотность вероятности слу
чайной величины Х ;) , то 

P {R ; = k} = � ,  i = 1 , 2 , . . . , n ,  
1 Р {R; = k ,  Rj = т} = n (n 1 )  , i :j: j , k :j: т , 

i ,  j ,  k ,  т = 1 , 2 , . . . , n , 
n+ 1 n• - 1  Е {R ;} = -2- , D {R ;} = ---тг , i = 1 ,  2 ,  . . . , 

для любого k= 1 ,  2 , . . .  , n . 
При выполнении условия ( 1 )  существует совместная 

плотвость вероятности q (х; ,  k) , k= 1 ,  2 , . . .  , n , слу
чайных величин Х; и R ; ,  к-рая выражается формулой 

q (x; , k) = 
(n- 1 )  1 ll 1 fl ( k- 1 ) ! (n- k) 1 [F (х;) ] - [ 1 - F (х;) ]п - f (х;) , (3) 

где F (х;) - фующия распределения случайной ве
Jiичины Х; . Из (2) и (3) следует, что условная плотность 
вероятности q (x; ! R;= k) случайной веJiичины Х; при 
условии, что R ;= k  (k= 1 ,  2 , . . .  , n ) , выражается 
формулой 

(4) 

Последняя формула позволяет проследить внутреннюю 
связь, существующую между вектором наблюдений Х ,  
Р .  в .  R и вектором порядковых статистик х< · ) ,  так 
как (4) есть не что иное , как плотвость вероятности k-й 
порядковой статистики X<nll!> k= 1 ,  2 , . . .  , n. Кроме 
того, из (3) следует, что условное распределение ранга 
R; выражается формулой 

P {R; = k ! X;} = 

(k -\�� ��.:. k) !  [F (X;) ]k -
1 [ 1 - F  (X;) ]n - k . 

И , наконец, при допущении о существовании моментов 
Е {Х; } и D {X ; } и выполнении ( 1 ) из (2) и (3) следует , 
что коэффициент корреляции р (Х; , R; )  между Х ;  и R; 
равен 

Р (Х ; , R ;) = V (n1� )(�f� ;} s : ..,  х; [F(x;) - Т J dP (x;) . 

В частности , если Х;  подчиняется равномерному рас
пределению на отрезке [0 , 1 ] , то 

р (Х · R ·) =  .. /- n- 1 
1 '  1 r n+ 1 

В случае , если Х; под.;чиняется нормальному распреде
Jiению N (а, а2) , то 

f З (n- 1) р (Х ; , R;\ = Y :rt (n + 1 )  ' 

причем р (Х; ,  R;) не зависит от параметров нормального 
закона.  

Лит. :  [ 1 ]  Н о е f f d i n g W , в нн : Proc. 2 Berkpley sympo
sium on mathematical statlstics and probab i l ity ,  Berkeley - Los 
Ang. , 1 95 1 , р. 83-92 , [2] Г а е н Я , Ш и д а  н 3 . ,  Теория ранго
вых критериев , пер.  с анrл . , М . , 1 97 1 ; [З] Т а р а с с н н о Ф. П . , 
Непараметричесная статистика, Томен , 1 97 6 .  М. С. Нихулии . 

РАНГОВАЯ СТАТИСТИКА - статистика,  постро
енная по вектору рангов . Если R = (R1 ,  . . .  , Rn) -
рангов вектор , построеввый по случайному вентору 
наблюдений X = (X i , . . .  , Х п ) ,  то  любая статистика 
Т= Т (R) ,  являющаяся функцией от R , ваз. р а в г о
в о й с т а т и с т и к о й.  Классич. пример Р .  с. дает 
к о э ф ф и ц и е в т • р а в г о в о й к о р р е л я
ц и и К е в д а л л а между векторами R и 1 = ( 1 , 
1 , . . .  , 1 ) ,  к-рый определяется по формуле 

• = n (n
f
- i ) �l '* i sign ( i - j) sign (R ; - Rj) ·  

В классе всех Р .  с .  особое положение занимают т .  н .  
линейные Р .  с . , к-рые опреJ1еляются следующим обра
зом . Пуеть А =  / !а ( i ,  j) / 1 - произвоJiьная квадратная 
матрица порядка n. Тогда статистика 

Т = � � a ( i , R ;) """ · = 1 
паз.  л и н е й  н о й  р а н  г о в о й  с т а т и с т и к о й. 
Напр . ,  к о э ф ф и  ц и е н т р р а н г о в о й  к о р р е
л я ц и и С п и р м е н а между векторами R и 1 , 
определяемый по формуле 

_ 1 2 �n ( i - n+ 1 ) (н . _ n+ 1 )  
P - n (n- 1 ) """ i = l  2 ' 2 ' 

является линейной Р .  с .  
Линейные Р .  с . ,  как  правило,  просто устроены в вы

числительном отношении и их распределения вероятно
стей ветрудно находить . Именно поэтому в теqрии Р. с. 
играет большую роль понятие проекции Р .  с. в семей
ство линейных Р .  с .  EcJiи Т - пек-рая Р .  с . ,  построен
ная по случайному вектору Х , относительно распреде
ления вероятностей к-рого высказана гипотеза Н0, то 
п р о е к ц и е й Т= Т (R)  Р .  с .  Т в семейство линейных 
Р. с. паз . такую линейную Р .  с . , что Е {( Т- Т)2 } мини
мально при справедливости Н0 • J\ак правило,  проекция 
Т достаточно хорошо аппроксимирует Р .  с. Т, и раз
ность Т - Т  прснебрежимо мала ,  когда n - оо . При 
справедJiивости гипотезы Н0, согласно к-рой комnо
ненты Х 1, . • • , Х n случайного вектора Х суть незави
симые случайные величины, проекция Т Р .  с. Т опре
деляется по формуле 

� n- 1 ,,n � 
Т = -n- """i= 1 а ( i ,  R;) - (n - 2) Е {Т } ,  

где i(i ,j )= E {T !R ;=j } , 1 ..;;: i , j ..;;:n (см . ( 1 ] ) .  
Существует внутуенняя связь между Р. с. • и р. 

Как показано в ( 1 ] ,  при справедливости гипотезы Н0 
проекция i ко;эффициента корреляции Кендалла t 
в семейство линейных Р .  с. с точностью до постоянного 
множителя совпадает с коэффициентом ранговой кор
реляции Спирмена р, а именно: 

� = : ( t + � )p . 
Из этого равенства следует , что коэффициент корреля
ции corr (р , •) между р и • равен 

у-::- 2 1 
СОI'Г (р , 't) = � = (n+ ) , D 't  Y2n ( 2n+ 5 )  

т .  е . при больших n Р .  с .  р и • асимптотически эквива
лентны (см. [ 2] ) . 

Лит. : ( 1 ] Г а е н Я. , Ш и д а н з . , Теория ранговых нрите
риев , пер. с англ. , М . ,  1 97 1 ; [2] К е n d а 1 1  М . G . , Rank COЛ'e
lation methods , 4 ed. , L. , 1 97 0 . М. С. Нихулик. 

РАНГОВЫЙ КРИТЕРИИ - статистический крите
рий , основанный на рапговой статистике . Haup. , 
критерии Вилкоксона и Манна - Уитни являются 
ранговыми. Р .  к. инвариантны относительно группы G 
всех преобразований,  задаваемых непрерывными строго 
возрастающими функциями и, следовательно , являются 
инвариантными относительно изменений параметров 
сдвига и масштаба . К роме того, во многих задачах ста
тистич.  проверки гипотез наиболее мощные инвариант
ные критерии хорошо аппроксимируются Р .  к .  

См . также Непара.метрический критерий .  
Лит. : [ 1 ]  Г а е н Я . ,  Ш и д а н 3 , Теория ранговых нрите

риев , пер .  с англ . ,  М . ,  1 9 7 1 ; [2 ] Л е м а н Э . , Проверна статисти· 
чесних гипотез , пер. с англ. , 2 изд , М . ,  1 979 .  М С. Нихулuн. 

РАНДОМИЗАЦИИ КРИТЕРИИ, п е р  е с т а в: о
в о к к р и т е р и й, - статистический критерий, пред
назначенный для проверки гипотезы о симметричности 
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плотности вероятности наблюдаемого случайного век
тора относительно перестапопки ее аргументов . 

Пусть по реализации х= (х1 , • • •  , х11) случайного век
тора Х = (Х1 , • • •  , Х,.) надлежит проверить гипотезу Jf0 , 
согласно к-роi1 веизвестпая плотвость вероятности 
р (х) = р (х1 , • • •  , х11) случайного вектора Х симметрична 
относителhпо перестанопок своих аргументов,  т. е .  

р (.-r1 , • • • , Хп) = р (x r, • . . .  , х rп ) • 
где (r1 , • • •  , r11) - вектор,  получающийся в результате 
произвольной переставовки координат вектора ( 1 , 
2, . . .  , п ) .  Далее , пусть х< · ) и R - вектор порядковых 
статистик и вектор рангов соответственно , построеввые 
по вектору наблюдений Х , и пусть lf = 1f (X< · t , R) такая 
статистика , что 

Е {lf (X< · I , R) / X < · l } = a  
nочти всюду для век-рого а Е (О; 1 ) .  В таком случае ста
тистич . критерий с критич . функцией ер , связаввой со 
статистикой 1f соотношением ер ( Х ) =  1f (Х < · 1, R ) , ваз . 
к р и т е р и е м р а в д о м и з а ц и и .  В силу того 
что Х< · ) является полвой достаточной статистипой ,  
то при справедливости гипотезы Н0 семейство подобных 
-критериев совпадает с семейством критериев переста
вовок . 

Лит. : [ 1 ]  Г а е н Я . ,  Ш и д а н 3 . , теория ранговых нрите
риев , пер . с англ . ,  М . ,  1 9 7 1 ;  [2] Л е м а н Э . , Проверна статисти
чесних гипотез , пер . с англ. , 2 изд. , М . ,  1 9 7 9 .  М. С. Нипулин. 

РАНДОМИЗАЦИЯ - статистическая процедура,  в 
к-рой решение привимается случайным образом . П усть 
по реализации х случайпой величины Х , ПI!Инимающей 
значения в выборочном пространстве (! , 33, Ре ) , е Е 8 
надлежит принять решение 6 из измеримого пространст
ва решений (8 , ell) и пусть на этом пространстве (8 , .Л) 
задано семейство {Q х } , х Е ! , т. п .  переходных вероят
ностных распределений Q х ( · ) таких , что для любого 
фиксированного события А ,  А Е .Л ,  функция Q . (A ) яв
ляется 53-измеримой от х . В таком случае статистич . 
процедура припятил решения , в к-рой по ваблюденной 
реализации х случайвой величины Х решение прини
мается с помощью розыгрыша по вероятностному за-
кону Qx(  · ) , ваз . р а в д о м и з  а ц и е й . 

Лит. : l 1 ) Ч е н ц о в Н. Н . , Статистичесние решающие пра-
вила и оптимальные выводы,  М . , 1 9 72 .  М. С. Нихулин . 

РАО - БЛЭКУЭЛЛА - КОЛМОГОРОВА ТЕОРЕ-
МА - утверждение из теории статистич . оценивавия, 
на основе к-рого построен метод улучшения несмещев· 
ных статистич . оценок . 

Пусть Х - случайная величина,  принюrающая зна
чения в выборочном пространстве (!, 53, Ре ) ,  е Е  е ,  
причем семейство вероятностных распределений {Ре , 
е Е 8 } обладает достаточной статистикой Т= Т (Х ) ,  и 
пусть ср = <р (Х ) - пек-рая векторпая статистика с ко
нечной матрицей вторых моментов . В этом случае ма
те:матич . ожидание Е е {ер } статистики ер существует и ,  
кроме того , условное математич . ожидание ер* = 
= Ее {ер / Т }  является нес:мещенной оценкой для Е е  {ер }, 
то есть 

Ее {ер*} = 'Ее { Е е {ер 1 Т} } =  Е е {ер} . 
В этих условиях Р . - Б . - R .  т .  утверждает , что квад
ратичный риск статистики ер* не иревосходит квадра
тичного риска статистики <р равномерно по всем е Е е , 
т .  е .  для любого вектора z , имеющего ту же раз�rер
пость , что и статистика ер , выполняется перавеяство 

zEe  { (ср - Е6 {ср} ) Т  (ер - Ее {cp}) } z T � 
� .z E 6  { (ср* - Е е {ср*}) Т  (<р* - Ее {ер*}) } z T  

для всех е Е е .  В частности , когда ер является одномер
ной статистикой , то при любом е Е е дисперсия De ер* 
етатистики ер* не иревосходит дисперсии D8 ер статис
тики !р .  

,::, 28 Математичеснан энц . , т . 4 

В самом общем случае Р . - Б . - R .  т .  утверждает , 
что операция осредневия по достаточной статистике не 
приводит к увеличению риска относительно произволь
вой выпуклой функции потерь , откуда следует, что хо
рошие статистич . оценки нужно искать только в терми
вах достаточных статистик, т. е. в клаесе необходимых 
статистик . 

В случае , когда семейство {Ре } является полным, 
т. е. когда единственвой веемещеивой оценкой нуля 
является функция , почти всюду равная нулю, нееме
щеиная оценка с равномерно минимальным риском, 
получаемая с помощью Р . - Б . - R .  т . , является един
ственной . Таким образом, Р . - Б . - R .  т .  дает рецепт 
построения паилучших неемещеиных оценок: нужно 
взять любую веемещеиную оценку, а затем осредпить 
ее по достаточной статистике . Именно таким образом 
в следующем примере, принадлежащем А. Н. l\олмо
горову, строится наилучшая неемещеиная оценка функ
ции распределения нормального закона . 

П р и м е р .  П усть по реализации случайного векто
ра Х = (Х1 , . . .  , Х11) ,  компоненты к-рого X i, i= 1 ,  
2 , . . .  , n , n�3 ,  суть везависимые случайвые величины, 
подчивяющиеся одному и тому же нормальному закону 
N1(6 , а2) , следует оценить функцию распределения 

Ф ( x - s )  = -1 - sx - ( и - !;)'/ 2 а' d 
а }'2:rt a - оо  

е и , 1 6 1  < оо , а > О .  

Предполагается , что параметры 6 и а2 неизвестны . Так 
как семейство 

нормальных законов является полным и существует 
достаточная статистика Т= (Х , 82) , где 

и 

- 1 Х = п (Х1 + . . .  + Х п) 

82 = ..!_  ,_,� (X i - X) 2 , n ""-�•= 1 
то для построения наилучшей неемещеиной оценки 

функции распределения Ф ( х�� ) следует воспользо
ваться Р . - Б . - Н .  т. В качестве исходной статистики 
ер можно взять , вапр . ,  функцию эмпирич . распределе
ния , построенную по какой-то одной компоненте век· 
тора Х , напр . Х1 , то есть 

{0, если х < х1 ер -- 1 ,  если х � Х 1 , 
к-рая является тривиальной неемещеиной оценкой для 

ф (х-а; ) '  так как 

Е {ср} = Р { Х1 <е;;;; х} = Ф (х� � ) . 
Осредпепие оценки ер по достаточноii статистике Т 
приводит к оценке 

<р* = Е {ср / Т} = Р { Х1 <е;;;; х / Х , S2} = 

- Р {Х , -Х ,.;;: х - х  l Х""" s2 } - s � s ' . 

В силу того что статистика 

( х , - :Х  х , - :Х  V =  -s- · -s- · Хп - Х ) . . .  , --8- ' 

( 1 ) 

являющаяся дополнительной к достаточной статистике 
Т, имеет равно\lервое распределение на (п-2) -мерной 
сфере радиуса n и, следовательно , не зависит ни от не
известных параметров 6 и а2 , НJI от достаточноi'1 стати-
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стию1 Т, то (X1 -X)/S тоже не зависит от � . а2 и Т,  
приче"\1 

Р { х ,�х ";;: и } = тп_ 2 (и) , l и l < Vп - 1 , (2) 

где 

Г (�) ·и 1 - 2 
Т ( и) - 1 2 ( -- ( 1 -.!:._)2 dи (3) f - }'л (/ + 1 ) г ( � )  J - l f + I /+ 1 

- функция распределепил Тщшсона с f степенями 
свободы . Таким образом , из ( 1 ) - (3) следует , что наи-
лучшей неемещеиной оценкой для Ф ( х-;;� ) , построеи
ноii по n независимы)f наблюдениям Х 1 , . . • , Х т яв
ляется 

lj!* = Tn - 2 ( х�Х) =Sn- 2 (x�X 1/ n
(x

2
- x '- ' ) ' 

n - t - - ) . s 
где S f( · ) - функция распредеJiенил Стьюдента с f 
степенями свободы. 

Лит . :  [ 1 ] Н о л м о г о р о в  А. Н . , «Изв.  АН СССР . Сер .  
матем . » ,  1 9 5 0 ,  т .  1 4 ,  "'""' 4 ,  с.  3 0 3 - 2 6 ;  [ 2 ]  Р а u с .  Р. ,  Линейные 
статистические методы и их применени я,  пер . с англ . , М . ,  1 968 ;  
[3] В а н д е р В а р д е н Б .  Л. , Математическая статистюш , 
пер . с нем. , М . , 1 960 ; [4] В 1 а с k w е 1 1  D . ,  << Аnн . Ma tl1 . S ta
tisticS>> , 1 94 7 ,  v. 1 8 ,  р. 1 05-10 .  М. С. Нипулип. 

РАО - КРАМЕРА НЕРАВЕНСТВО , н е р  а в е н
е т в о Ф р е ш е , н е р а в е н с т в о и н ф о р м а
ц и и, - неравенство в математич. статистике, устанав
ливающее нижнюю границу риска в задаче статистич. 
оцепивапил неизвестного параметра относительно квад
ратичной функции потерь. 

Пусть распредеJiение вероятностей случайного векто
ра Х = (Х1 , . . .  , Хп) , принимающего значения в п-мер
ном еюшидовом пространстве Rn , задается плотностью 
вероятности р (x l 8 ) ,  х= (х1 , • • •  , х")т ,  8 E 8c iR1 , и пусть 
в качестве оценки неизвестного скалярного параметра 8 
используется статистика Т= Т (Х ) такал, что 

Е8 Т = 8 + Ь  (8) , 

rде Ь ( 8) - нек-рал дифференцируемая функция , назы
вае'<Iал с �� е щ е н и е м статистики Т. В таком cJiyчae 
при определенных условиях рt>гуллрности семейства 
{р (x l 8) } ,  одно из к-рых заключается в отличии от нуJiя 
и н ф о р м а ц и о н н о г о к о л и ч е с т в а Ф и
ш е р а  

1 (В) =  Е [ д 
! n  Рд�х 1 8) т, 

ю1еет место н е р а в е н с т в о Р а о - н: р а ) J  е р а 

Е в  1 т - 8 12 ;:", r н:iei8J J ' + Ъ2 (В) ' ( 1 ) 
устанавливающее нижнюю границу для среднеквадра
тичной ошибки E e l Т-8 1 2 всех оценок Т неизвестного 
параметра е ,  имеющих одну и ту же функцию смещения 
ь ( 8) . 

В частности , если статистика Т является неемещеиной 
оценкой параметра 8 ,  то есть Ее Т= е , то из ( 1 )  следует , 
что 

(2) 

Таким образом, в этом случае Р . - 1\ . н. показывает 
fШЖнюю границу для дисперсий неемещеиных оценоr{ Т 
параметра 8, к-рал равна 1 /I ( 8) ,  и, кроме того ,  Р . -
1\ . н .  демонстрирует, что существование состолтельных 
оценок связано с неограниченным ростом информацион
ного количества Фишера I (8) при n -+ оо .  В случае 
если в Р . - К. н .  (2) достигается равенство для какой-то 
неемещеиной оценни Т, то она является наилучшей в 
смысле минимума квадратичного риска в классе всех 

песыещенпh!.х оценок и наз .  э ф ф е н  т и в н о й  
о �� е н к о п . Н апр . ,  если Х 1 , Х2 , . . . , Xn - неаави
симые cJiyчaiiныe веJiичины , подчиняющиеся одному и 
то.\IУ же нормальному закону N (е , 1 ) , то статистика 
Т=_!_ ( Х 1 + . . .  + Х п) является эффективной оценкой не-п 
известного математич . ожидания е .  

В общем cJiyчae равенство в (2) достигается тогда и 
тоJiьно тогда, когда семейство {p (x l e) } является экс
поненциальным, т. е. пJiотность вероятности случай
ного вектора Х представима в виде 

р (х J е) =  с (х) ехр {и (8) ljJ (х) - v (8) } ,  
причем эффективной оценкой для параметра 8 в этом 
случае  является достаточная статистика Т= <:р  (Х ) .  
В тех случаях , когда эффективные оценки н е  существу
ют , нижнюю границу дисперсий неемещеиных оценок 
с 11едует уточнЯ1ь в cиJiy того, что Р . - 1{ . н дает JIИШЬ 
нижнюю границу, к-рал пе обязательно является точ
ной нижней границей.  Напр . ,  если Х1 , • . .  , Х" - :не
зависимые случайные величины, подчиняющиеся одно
му и тому же нормальному закону N (a 1 1 ' ,  1 ) ,  то нижней 
границей для дисперсий неемещеиных оценок парамет
ра а является 

в то время как 
1 9 а 4  

Т(ё) = n 
Вообще , если н Р . - К .  н. (2) равенство не достигается,  
то это не означает , что найденная оценка не является 
наилучшей, т. к. она может оказаться единственной не
смещенной оценкой . 

Существуют различные обобщения Р . - К .  н .  на слу
чай векторного параметра , а танже на случай, когда 
оценивается неизнестнал функция от этого параметра . 
Именно в этих случаях большую роль играют уточне
ния нижней границы в Р . - 1\ . н .  

Неравенство ( 1 ) было получено независимо друг от 
друга М .  Фреше (М . Frechet) , Рао (С. R .  Rao) , Г .  Кра
мером (Н . Cramer) . 

Лит. : [ 1 ] Н р а м  е р  Г. , Математические методы статистики , 
пер . с англ . , 2 изд. , М . ,  1 9 7 5 ;  [2] В а н д е р В а р  д е н Б. Л. , 
Математическая статистик а ,  пер . с нем , М . , 1 9 6 0 ;  [3] Б о л ь
ш с в Л. Н . ,  «Теория вероятностей и ее применению>, 1 96 1 , т . 6 , ;м 3, с. 3 1 9-26 ; tt• J В h а t t а с h а r у у а А. , «Sankhya•> ,  1 9 1,6 , 
v. 8 , No 1 , р . 1- 1 4 ;  1 9 47 ,  v. 8 ,  No :J , р . 2 0 1- 1 8 ;  1 91,8 , v. 8 ,  No 4 , 
р .  3 1 5- 28 . М. С. Нипулип. 

РАС КРОЯ ЗАДАЧА, з .а д а ч а р а ц и о н а л ь
н о г о р а с  к р о я, - выбор такого размещения за
готовок в кусках материаJiа ,  к-рое дает заготовки , как 
правило, в требуемой комплектности при минимаJiьном 
расходе материала . В соответствии с особенностями в 
технологии и организации раскроя различаютел мате
матич . модели рационального раскроя ( р .  р . )  для мас
сового и индивидуального производства : для прямых 
(отрезки , прямоугольники, параллелепипеды) и фи
гурных заготовок , для случая кусков материала по
стоянных размеров и формы и с разбросом формы или 
размещения пороков (см. [ 1 ] ) .  В зависимости от отрасли 
производства и используемого оборудования учитыва
ются ограничения на допустимые виды раскроев .  С Р. з .  
совпадает постановка нек-рых задач размещения грузов 
в сушильных печах,  в вагонах , на палубах судов . 

В массовом производстве при поступлении одинако
вых кусков материала ,  если можно перечислить все i= 1 ,  2 ,  . . .  , N доступные способы раскроя одного куска 
материала на нек-рые из j = 1 ,  . . .  , т нужных видов за
готовок , Р. з .  сводится к решению задачи липейпого 
програм.мировапия : наiiти интенсивность применения 
х1;;;.о каждого из раскроев , при к-рых � .x,. = min и для 

"", l 
каждого j собJiюдено усJJовие ..:...J iaijx;;;;. Ъj , где a;i- ко-
личество j-x заготовок в i -м раскрое , а Ь i - необходи-
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мое на одно изделие количество этих заготовок . На 
ирактике обычно нельзя перечислить в с е  допустимые 
раскрои . У помянутую задачу линеiiного программиро
вания решают исходя из нек-рого набора допустимых 
раскроев методом последовательного улучшения пла
на . Одновременно передко изменяют список допущен
ных к рассмотрению раскроев .  На каждом шаге состав
ляют (генерируют на ЭВМ) один из тех раскроев ,  к-рые , 
согласно оценкам двойственной задачи линейного про
rраммирования , способны улучшить план раскроя в 
целом. В случае «линейного>> материала (к-рый надо 
кроить только по длине) упомянутое генерирование 
осуществимо в приемлемое время средствами дипамиче
спого программировапия (см. [ 1 ] , [ 2] ) . При раскрое ли
стов на прямоугольники этот путь принципиально тоже 
осуществим, но в реальных задачах может становиться 
громоздким . Генерирование улучшающих раскроев 
тогда ведут эвристич . алгоритмами: ограничиваются 
целенаправленным составлением раскроев с участием 
не более трех разнотипных заготовок (см .  [ 2] , [ 3] ) .  

Сходно ставятся и решаются Р .  з .  при возможности 
выбора одного или нескольких стандартных размеров 
материала или при необходимости использовать имею
щийся в наличии материал нескольких размеров (см .  
[ 1 ] ) .  В программах решения Р .  з .  для. прямых и прямо
угольных заготовок учитываются ограничения , связан
ные со спецификой используемого оборудования (см . [ 2] , [3] ) .  В программы включают составление подеталь
ных норм и печать карт раскроя . 

В массовом производстве часто используют линей
ный материал смешанных длин . Здесь Р .  з. состоит в 
выборе раскроя очередного куска конкретной длины . 
В машиностроении целесообразно применять специаль
но рассчитываемую линейку, предписывающую раскрой 
остатка,  к-рый возникает носле отрезания нескольких 
заготовок [ 1 ] . В швеiiно�1 производстве при составлении 
настилов ткани из рулонов разной длины используют 
также малые специализированные ЭВМ (см . [4 ] ) ,  решаю
щие только эту Р .  з .  В металлургии на прокатных 
станах замеряют на ходу длину прокатиого металла и ,  
на основе решения Р .  з .  на ЭВМ,  осуществляют в авто
матич . режиме управление раскроfrным устройством 
(см . [ 5 ] ) .  В зарубежной стекольной промышленности 
автоматизируют обнаружение пороков стекла и решают 
на ЭВМ Р .  з . ,  подчиняя ее обходу пороков . В лесопи
лении бревна также имеют разброс размеров и формы , 
но массовость задачи придает коэффициентам aijk (ха
рантеризующим для k-й группы бревен выход досок ;.-го 
вида при установке ПИJI i-м способом) устойчивый ста
тистич . характер .  Р. з. в лесопилении математически 
поставлена давно (см . [ 1 ] ) и эффективно решена в произ
водственных условиях (см . [ 6 ] ) . 

Для фигурных заготовок в массовом производстве 
есть вполне применимыв программы выбора оптималь
ного положения заготовок при однорядной и двухряд
ной штамповке из бесконечной ленты (см . [7 ] , [8 ] ) , а 
также при штамповке из лент , нарезаемых из заданного 
листа . Остается эффективным также глазомерное состав
ление наборов , включающих разные фигурные заго
товки раскроев с последующим решением задачи ли
нейного программирования только на этом множестве 
раскроев .  

При индивидуальном производстве Р .  з .  требует вме
сто линейного программирования решения более слож
ной задачи целочисдеппого программировапия , снова 
с неявно заданной матрицей ноэффициентов, поскольку 
все допустимые раскрои не перечислены . Для линейных 
и прямоугольных заготовок запрограммированы прак
тичные эвристич . алгоритмы прибJшженного решения 
этой задачи (см . [ 2 ] ) .  

Для фигурных заготовок при индивидуальном произ
овдстве имеются различные разработки , во пока нет 

28 * 

( 1 983) достаточно удовлетворительных приемов решения 
Р .  з. на Э В М . Надобность в таком решении ощущцет 
в первую очерс;·(ь судостроительная промьппленность . 
Довольно эффективны диалоговые алгоритмы, при к-рых 
глазомерные возможности человека сочетаются с пере
носом на ЭВМ труда по воспроизведению поправок, 
обсчету и оформлению возникающих вариантов . 

Лит. :  [ 1 ]  Н а н т о р о в  и ч Л. В . ,  3 а л г а л л е р  В. А . ,  
Рациональный расирой промышленных материалов , 2 изд. , 
Новосиб . ,  1 9 7 1 ; (2] М у х а ч е в а Э . А . , <<Кузи. - штамп. про
из-ВО>>, 1 9 7 9 ,  No 6, с .  Н . - 1 7 ;  [3] Математичесиое обеспечение рас
четов линейного и прямоугольного расироя, Уфа ,  1 980  (Тр. Все
союзного науч. семинара) ;  [4] Г а л ы н и е р  И. и. , С а ф р о
н о в а И. в . , Механичесиая технология производства одежды, 
М . ,  1 9 7 7 ; [5]  Э п ш т е й н В . ,  Л а г у т и н А . ,  «Материально
техн. снабж . » ,  1 9 7 6 ,  No 1 1 ,  с. 7 7-81 ; [6] С о б о л е в И . В . ,  Уп
равление производством пиломатериалов,  Петрозаводси , 1 9 7 6 ;  
L 7 )  Б е л я и о в а Л .  Б . , Р Я б  и Н И н а Н .  0 . . «Нузн.- штамп. 
произ-во•> , 1 9 7 7 ,  No 1 1 ,  с .  2 5-28 ;  (8] С т о я н Ю. Г. , П а  н а
с е н и о А. А . ,  Периодичесиое размещение геометрячеених 
объеитов,  Н . , 1 9 78 .  В. А . За.яга.л.л.ер ,  Л .  В .  Rапторович. 

РАСПАДА РАЗРЫВА МЕТОД - один из методов 
численного решения задач математич . физики . Термин 
«распад разрыва>> привнесен из газовой динамики .  Он 
означает процесс, возникающий при соприкосновении 
двух масс гаэа с различными состояниями газодинамич . 
величин (плотности, скорости , давления , внутренней 
энергии) . П рименительно к численному решению задач 
газовой динамики метод заключается в следующем.  
В области, где численно решается задача , строится раз
ностная сетка (см . Подвижных сет ок .метод) . П рини
мается, что в пределах каждой ячейки разностной сетки 
газодинамич . величины постоянны и равны нек-рым 
средним значениям, полученным пз пмеющегося их 
распределения .  Затем на каждой из границ ячеек сетки 
решается задача о распаде разрыва применительно к со
стоянию газов в двух соседних ячейках . Ее решение 
достаточно просто алгоритмизируется для двух полу
безграничных . соприкасающихся по плоской поверх
ности газов,  в каждом из к-рых распределение газоди
намич . величин постоянно . Значения газодпнамич. ве
личин из решения этой задачи , отвечающие пространст
венпо-временному положению границы , разделяющей 
ячейки сетки , принимаютел за значения на соответст
вующей границе ячейки . Это приближение справедливо 
по крайней мере на промежутке времени !J. t ,  пока ни 
одно из попарных взаимодействий на границах сосед
них ячеек не будет влиять друг на друга. Рассчитав 
потоки по значениям газодинамич . величин на границах 
ячеек и зная исходное ступенчатое распределение на 
момент t0 , из балансов массы , импульса , полноii энергии 
по каждой ячейке разностной сетки рассчитывается сту
пенчатое распределение на момент t0-l- /'Н. Сама разност
ная сетка может перестраиваться в ходе расчета . Ее 
движение может задаваться независимо или опреде
ляться в соответствии с особенностями решаемой зада
чи . Упомянутое выше ограничение на временной шаг 
!J.t является по своей сути условием устойчивости 
описанноii: схемы расчета . 

Изложенный подход к построению вычислительных 
алгоритмов обобщается применительно к решению задач 
гидродинамики с теплопроводностью, теории упругости 
и др . Благодаря наглядной фиаич. интерпретации , 
адекватности граничных условий исходноii дифферен
циальной постановке и универсальности , Р. р. м .  nол у
чил широкое распространение в ирактике численного 
решения задач математич. физики . 

Лит. : [ 1 ] Л а н д а у л. Д . ,  Л и Ф ш и ц Е .  М . , механика 
сплошных сред , 2 изд . , М . ,  1 9 5 4 ;  [2] Численное решение много
мерных задз ч газовой динами к и ,  М . ,  1 976 .  А. В. Забродин. 

РАСПИСАНИЙ ТЕОРИЯ - ветвь прпкладной мате
матики (раздел иссдедовапия операций ) , изучающая ма
тематич . постановки п методы решения задач оптималь
ного упорядочения и согласования выполнения нек-рых 
действий во времени . К Р .  т. относятся вопросы , свя-
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занные с построеннем оптимальных расписаний (кален
дарных планов, графиков) выполнения конечных (или 
повторяющихся) комплексов операциii . Область при
ложении результатов Р .  т. включает в себя управление 
производством , транспортом , строительством , вычисли
тельными системами и др.  

Исследуемые в Р .  т .  задачи часто формулируются 
как задачи оптимизации процесса обслуживания ко
нечного множества требований в системе , содержащей 
ограниченные ресурсы . Конечное множество требова
ний отличает . модели Р .  т. от сходных с ними моделей 
массового обслуживания теории , где в основном рас
сматриваются бесконечные потоки требований . В ос
тальном эти теории имеют близкие отправные точки. 
В Р . т .  для каждого требования задается момент его 
поступления в систему. Находясь в системе , требование 
должно пройти одну или несколько , в зависимости от 
условий задачи, стадий обслуживания . Для каждой 
стадии указываются допустимые наборы ресурсов и 
длительности обслуживания требования при использо
вании этих наборов . Оговаривается возможность пре
рываний процесса обслуживания отдельных требова
ний . Ограничения на очередность обслуживания 
задаются , как правило,  транзитивным,  антирефлексив
ным бинарным отношением . Алгоритмы расчета ха
рактеристик больших частично упорядоченных мно
жеств требований составляют основное содержание 
раздела Р .  т . , к-рый носит название теории сетевого 
планирования . Иногда в моделях Р .  т . указываются 
длительности переналадок при переходе от обслужива
ния одного требования к обслуживанию следующего 
требования и др . условия . 

Следует отметить , что исходя из практич . направ
ленности Р. т. не стремится R унификации терминоло
гии: наряду с термином «требование» употребляются , 
напр . ,  термины «работа» , «операция» и т .  д .  По той же 
причине по-разному формально определяется расписа
ние обслуживания требований . В общем случае под 
расписанием можно понимать однозначное отображе
ние , CTIIJ!ящee в соответствие наждому требованию в 
каждый момент времени определенный набор ресурсов . 
В качестве критериев обычно выбираются критерии 
суммарного и максимального штрафов, имеющие сле
дующий вид : 

F (s) = � IPa (ta (s) ) и F ( s) = max IPa (ta (s) ) , �a e N  a e N  

здесь ta (s) - момент завершения обслуживания требо
вания а в расписании s, N - множество требований, 
а IPa ( · ) - не убывающие функции , именуемые функция
ми штрафа . В практич . постановках функции штрафа 
имеют обычно конкретный экономич . смысл (напр . ,  
омертвление оборотных средств, ущерб от потери по
требителей и т. д . ) . Рассматриваются многокритери
альные задачи . 

Помимо детерминированных изучаются и стохастич . 
модеJIИ . В этом случае обычно рассматривается либо 
задача минимизации математич . ожидания значения од
ного из используемых в детерминированных постанов
ках критериев , либо задача минимизации вероятности 
иек-рого события . Таким событием может быть , напр . ,  
запаздывание в обслуживании требований относительно 
заданных сроков . 

Основным подходом к решению детерминированных 
задач Р . т. является общая алгоритмич. схема последо
вательного анализа вариантов . Именно на этом пути 
удалось решить наиболее адекватные практике задачи, 
отработать оптимизационные процедуры планирования 
работ во времени (к а л е н д а р н о е п л а н и р о в а
н и е) , реализуемые в автоматизированных системах 
управления . Вместе с тем для ряда детерминирован
ных задач получены быстродействующие решающие 

правила ,  доказаны необходимые и достаточные условия 
их применимости , предложены эффективные приемы ,  
имеющие значение для дискретной оптимизации в це
лом (см . ,  напр . ,  [ 1 ] -[4] ) .  При разработке таких опти
мизационных алгоритмов находят применение, в част
ности , результаты графов теории и математич . програм
мирования . Опубликованные в нач. 70-х гг . 20 в .  рабо
ты по теории N Р-полноты привели к появлению много
численных исследований сложности задач Р .  т. (см. , 
напр . ,  [5 ] ) .  Результаты этих исследований повысили 
интерес к алгоритмам приближенного решения и оцен
ке точности таких алгоритмов (см . ,  напр . ,  [ 6] ) .  Для 
многих подходов и приемов решения задач дискрет
ной оптимизации Р .  т. представляет легко формули
руемые практически значимые «nробные камни» -
примеры . 

Лит. : [1 ] Т а н а е в В. С . , Ш и у р б а В . В . , Введение в 
теорию расписаний, М . ,  1 9 7 5 ;  [2] К о н в е й  Р. В . , М а и с
в е л л В. Л . ,  М и л л е р Л. В . ,  Теория расписаний, пер . с 
англ . ,  М . ,  1 9 7 5 ;  [3] Computer and j ob-shop scheduling theory, 
N. У.- [а . о . ] , 1 97 6 ;  [4] G о n  z а 1 е z М.  J. «А С Т Computing 
Surveys», 1 97 7 ,  v. 9, No 3 ,  р. 1 7 3-204 ; L5) L е n в t r а J. К . , 
R i n n о  о у К а n А. Н. G . ,  «Operations Research», 1 97 8 ,  v. 26 , 
No 1 ,  р. 22-35 ;  [6] G а r е у М. R . ,  G r а h а т R. L . ,  J о h n
s о n  D. S . , там же, р. 3-2 1 .  Н. Б. Зипдер , В. В. Шпурба. 

РАСПОЗНАВАНИЕ ОБРАЗОВ - раздел математич . 
кибернетики, разрабатывающий принципы и методы 
классификации , а также идентификации предметов, 
явлений, процессов, сигналов,  ситуаций - всех тех 
объектов ,  к-рые могут быть описаны конечным набором 
нек-рых признаков или свойств , характеризующих 
объект . 

Описание объекта представляет собой п-мерный век
тор, где n - число признаков,  используемых для ха
рактеристики объекта , причем i-я координата этого 
вектора равна значению i-го признака ,  i= 1 ,  . . .  , n .  
В описании объекта допустимо отсутствие информации 
о значении того или иного признака . Если необходимо 
расклассифицировать предъявленные объекты по не
скольким группам (о б р а  з а м) только на основе их 
описаний, причем число групп не обязательно известно, 
то такая задача Р. о. ваз . з а д а ч е й т а к с о н о
м и и (к л а с т е р а ,  о б у ч е н и я б е з у ч и т е
л я, с а м о о б у ч е н и я) . Собственно для задач 
Р . о . (о б у ч е н и я  с у ч и т е л е м) , кроме описания 
объектов ,  необходимы дополнительвые сведения о при
надлежности этих объектов к тому или иному классу 
(образу) . Количество классов конечно и задано . Классы 
могут пересекаться . 

Совокупность описаний объектов ,  для к-рых известны 
образы , к к-рым они принадлежат, образует т. н .  
о б у ч а ю щ у ю п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь (на
бор эталонов) . О с н о в н а я з а д а ч а Р .  о .  заклю
чается в том, чтобы исходя из обучающей последова
тельности определить класс , к к-рому принадлежит 
описание нек-рого объекта , подвергаемого классифика
ции или идентификации . К такой схеме приводится лю
бая задача припятил решен:и'й , если только процесс 
припятил решения базируется в основном на изучении 
ранее накопленного опыта . 

Прикладвые задачи, решаемые методами Р .  о . ,  воз
никают при идентификации машинописных и рукопис
ных текстов , идентификации фотоизображений, при 
автоматич . распознавании речи , в медицинской диагно
стике , при геологич . прогнозировании , прогнозирова
нии свойств химич . соединений , оценке экономических, 
политических , производственных ситуаций, при клас
сификации социологич . материала и т. п. Для решения 
этих задач накоплено большое число т . н. э в р и с  т и
ч е с к и х а л г о р и т м о в р а с п о з н а в а н и я ,  
ориентируемых на специфику каждой конкретной за
дачи . Кроме того , на основе нек-рых интуитивных 
принципов строятся м о д е л и а л г о р и т м о в 
р а с п  о з н а в  а н и я ,  т .  е .  семейства алгоритмов для 
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решения классифИJ\ационных задач . Наиболее употре
бительны следующие модели :  модели, построенные с ис
пользованием припципа разделения , задающие класс 
поверхностей, разделяющих образы ; модели ,  построеи
ные на припципе потенциалов; модели вычисления 
оценок (голосования) ; структурные модели; статистич. 
:модели . 

На уровне модели ставится задача отыскания экстре
мального по качеству алгоритма распознавания (модель 
вычисления оценок) . О качестве работы распознающего 
алгоритма обычно судят по результатам работы алго
ритма на век-ром тестовом наборе объектов (контроль
ная последовательность) , для к-рого исследователю 
априори известна достоверная классификация . При 
построении общей теории распознающих алгоритмов 
паиболее полные результаты получены в рамках алгеб
раич . подхода . Распознающий алгоритм представляется 
в виде произведения распознающего оператора и решаю
щего правила .  Введение над распознающими операто
рами операций сложения , умножения , умножения па 
скаляр позволяет доказать существование в рамках 
пек-рого алгебраич . расширения исходиого набора рас
познающих операторов такого распознающего алгорит
ма,  к-рый обладает экстремальным качеством на любой 
контрольпой последовательности . 

К задачам Р .  о .  относятся также задачи мипимиза
ции описания исходных объектов , выделения информа
тивных призпаков . 

Лит. : [1 ]  Ж у р а в л е  в Ю .  И . ,  «Проблемы иибернетини•>, 
1 978 , .  в. 3 3 ,  с. 5-68 ; [2] А й з е р  м а н м. А . , Б р а в е р
м а н Э. М . , Р о з  о н о з р Л.  И . ,  Метод потенциальных фунн
ций в теории обучения машин , М . ,  1 97 0 ;  [3] В а п н и  н В . Н. , 
Ч е р в  о н е н н и с А. Я . ,  Теория распознавания образов , М. , 
1 97 4 ;  [4) Ф у  К . С . , Струитурные методы в распознавании об
разов , пер. с англ. , М . ,  1 977 .  Л. П. Нолъцов. 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - то же , что обобщенная функ
ция . 

F-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - см. Фишера F-распределе
ние . 

t -РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - см. С"!ьюдента распределе
ние . 

Т2-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - см. Хотеллинга Т2-распре
деление .  

W-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - с м .  Уишарта распределе-
ние . 

z-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - см . Фишера z-распределение . 
В-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - см. Вета-распределение. 
Г -РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - см . Гамма-распределение . 
х2-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - см. «Хи-пвадрат» распре-

делепие . 
rо2-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - см. «Омега-квадрат» рас

пределение . 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ - одно из 

основных попятий вероятностей теории и математиче
ской статистики . При совремеином подходе в качестве 
математич . модели изучаемого случайного явления бе
рется соответствующее вероят ностное пространство 
{Q , S, Р } , где Q - множество злементарных событий,  
S - выделенпая в Q а-алгебра подмножеств ,  Р - опре
деленная па S мера со свойством Р (Q )= 1 (вероятност
ная мера} . 

Любую такую меру на {Q , S }  и называют р а с п р е
д е л е н и е м  в е р о я т н о с т е й (см. [ 1 ] ) . Однако 
зто определение , являющееся основой аксиоматики 
А.  Н .  Колмогорова ( 1 933) , при последующем развитии 
теории оказалось чрезмерно общим и было ,  с целью 
исключения пек-рых «патологических» случаев,  заме
нено более ограничительным,  папр . требованием «со
вершенностИ>> вероятностной меры Р (см . [ 2] , особенпо 
добавление к апгл . переводу [31 зтой книги) . От Р . в .  
в функциональных пространствах требуют обычно вы
полнения пек-рого свойства регулярности , формули
руемого как сепарабельность , но допускающее форму-

лировку и в других терминах (см Сепарабельный про
цесс , а также [4] ) .  

Р .  в . ,  встречающиеся в большинстве конкретных за
дач теории вероятностей и математич . статистики, весь
ма немногочислеппы . Все они давно известны и связаны 
с основными вероятностными схемами [ 5 ] .  Они описы
ваются или вероятностями отдельных значений (см. 
Дискретное распределение) или плотпостями вероятно
сти (см . Непрерывное распределение) . В необходимых 
случаях для них составлены таблицы [ 6] .  

И з  зтих основных Р .  в .  одни связаны с повторениями 
пезависимых испытаний (см . Винамиальное распределе
ние , Геометрическое распределение , Полиномиальное 
распределение) , а другие - с соответствующими зтой 
вероятностной схеме предельными закономерностями, 
возникающими при неограничеппом возрастании числа 
испытаний (см . Нормальное распределение , Пуассона 
распределение , Арпсинуса распределение) . Однако зти 
предельные распределения могут возиикать и как точ
ные : в теории случайных процессов (см . Винеровспий 
процесс , Пуассоновспий процесс) или как решения урав
нений , возникающих в т. и. хараптеризационных тео
ремах (см . также Нормальное распределение , Попаза
тельное распределение) . Равномерное распределение ве
роятностей , принимаемое обычно как математич . выра
жение равновозможности соответствующих исходов 
опыта , также может быть получено как предельное 
(на пр . ,  при приведении по какому-то модулю суммы 
большого числа случайных величип или каких-либо 
других случайных величип с достаточно гладкими «рас
плывающимися» распределениями) . Из упомянутых 
выше основных Р. в. получают другие Р. в. с помощью 
функциональных иреобразований рассматриваемых слу
чайных величин . Так, напр . ,  в математич . статистике из 
нормально распределеиных случайных величип полу
чают величины, имеющие «хи-пвадрат» распределепие, 
нецентральное «хи-пвадрат» распределение , Стьюдента 
распределение , Фишера F -распределение и др. 

Важные классы распределений были открыты в связи 
с развитием асимптотич . методов теории вероятностей 
и математич . статистики (см . Предельные теоремы ,  Ус
тойчивое распределение , Везгранично делимое распреде
ление , «О.мега-пвадрат» распределение) . 

С теоретической и прикладпой точек зрения важно 
умение определить попятие близости распределений . 
Совокупиость всех Р .  в .  па {Q , S }  может быть различ
ными способами превращепа в топологич . пространство . 
При зтом основную роль играет слабая сходимость Р .  в .  
(см . Распределений сходимость) . В одномерном и конеч
номерном случаях основным средством изучения сходи
мости Р .  в. является аппарат характеристических 
функций . 

Часто полное описание Р .  в .  (напр . ,  при помощи 
плотности вероятности или распределения функции) 
заменяют заданием небольтого числа характеристик . 
Из зтих характеристик паиболее употребительны ;мате
;матичеспое ожидание (среднее значение) , дисперсия , 
медиана и .моменты в одномерном случае . О числовых 
характеристиках многомерных Р. в. см. Корреляция ,  
Регрессия . 

Статистическим аналогом Р .  в .  является эмпирическое 
распределение . Эмпирич . распределение и его характе
ристики могут быть использованы для приближенного 
представления теоретического Р. в. и его характеристик 
(см . Оценка статистическая) .  О способах измерения 
степени согласия змпирич . распределения с гипотети
ческим Р .  в. см.  Статистичеспuх гипотез проверпа , 
Непара;м,етричеспие методы статистики .  

Лит. :  [ 1 ]  Н о л м о г о р о в А .  Н . Основные понятия тео
рии вероятностей, 2 изд. , м . ,  1 97 4 ;  t3] Г н е д е н н о Б В . , 
к о л м о г о р о в  А. Н . ,  Предельные распределения для сумм 
независимых случайных величин , М . - Л. , 1 9 49 ;  [3) и х  ж е, 
Limit distributions for sums of independent random variaЫes, 
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Camb.  Мавs .  1 9 5 4 ; [ 4] П р  о х о р о в  Ю . Б . .  в ин . :  Proc . fourtl1 
Бerkeley symposium оп mathematica! statistics and probahility, 
v .  2 ,  Бerkeley - Los Ang. , 1 9 6 1 ,  р .  403- 1 � ; [5] Ф е л л е р  В . , 
Введение в теорию вероятностей и ее приложения,  пер . с англ . , 
2 изд. ,  т. 1-2 ,  М . ,  1 967 ; [6] Б о л ь ш е и  Л. Н . ,  С м и р
н о в Н. Б . ,  Таблицы математической статистики ,  2 изд. , М. , 
1 968 ;  [7] Г н е д е н к о Б. Б . ,  Курс теории вероятностей, 5 
изд. ,  М . ,  1 969 ; [8] К р а м  е р  Г. , Математические методы ста
тистики , пер. с англ . ,  2 изд. , М . ,  1 97 5 ;  [9] Н е в ё Ж. , Математи
ческие основы теории вероятностей, пер . с франц. , М . ,  1 969 . 

Ю . В .  Прохоров. 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДРОБНЫХ ДОЛЕЙ - распреде

ление в единичном интервале [0, 1 )  дробных долей {aj} 
последовательности действительных чисел а1, j= 
�1 , 2 ,  . . .  Последовательность дробных долеи {aj} ,  
; =1 , 2 , . . . , ваз . р а в н о м е р н о р а с п р е д е л е н-
н о й в и н т е р  в а л е [0 , 1 ) , если для каждого питер
вала [ а , Ь ) с [О ,1 ) имеет место равенство 

l im Ч'п (а ,  Ь) = Ь - а n -+  оо n ' 

где <J!п(а ,  Ь) - число первых n членов {aj} , 1.;;;;j";;;;n, 
последовательности {aj} ,  j=1 ,2 , . . .  , попавших в 
[ а , Ь) . При атом последовательность чисел ai, j = 
=1 , 2 ,  . . .  , на� . р а в н о м е р н о р а с п р е д е л е н
н о й  п о  м о д у л ю  1 .  

К р и т  е р  и й В е й  л я (см. [ 1 ] )  для равномерно 
Р . д. 1( . :  бесконечная последовательность дробных долей 
{а J } , j = 1 ,  2 , . . . , равномерно распределена в единичном 
интервале [ 0 ,  1 )  тогда и только тогда, когда 

l i rn � '\...., n f ({aj}) = P j (x) dx 
n -+ oo " "-"i= l  .) о  

для любоii интегрируемой по Римаву на отрезке О �х ..;;: 
..;;: 1 функции f (х) . Это утверждение эквивалентно сле
дующему. Для того чтобы последовательность ai , j= 
= 1 ,  2 ,  . . . , была равномерно распределена по модулю 1 , 
необходиыо и достаточно, чтобы 

l . 1 �n 2 лima . О I Ш  - е ] = 
n � с:ю n i= 1 

для каждого целого т*О . Из критерия Вейля и его 
оценок тригонометрич . сумм 

'\,"1 Р e2 лif (х) "-"x - J  
следует, что если хотя бы один из коэффициентов as , 
1 ..;;:s ..;;:k ,  многочлена 

f (х) = a,.xk + . . .  + а1х 

иррационален,  то последовательность дробных долей 
{/ (n) } , n= 1 ,  2, . . .  , равномерно распределена в интер
вале [ 0 ,  1 ) .  

Понятию равномерного Р .  д
.: 

д .  {а J } , j = 1 ,  2 ,  . . . , 
можно придать количественнып характер,  если ввести 
в рассьютрение величину 

D 
'\ Ч'п (а ' Ь) (Ь 1 n = sup --"-- - - а) , 

о < а <  Ь < 1 

называемую отклонением первых n членов последова
тельности {a,t } . j= 1 , 2, . . .  (см. [ 2] ,  [3 ] ) . 

Лит. :  [ 1 ] \'1 с v 1 Н . ,  «Math. Ann.» ,  1 9 1 6 ,  Бd 7 7 ,  S .  3 1 3-52 ; 
[2 ] Б и н о г р  а д 'о в И. М . ,  Метод тригонометрических сумм в 
теории чисел, М . , 1 9 7 1 ;  (З]  Х у а  Ло - к е н, Метод тригономет
ричесиих сумм и его Примененил в теории чисел , пер . с нем. , 
М. , 1 964 .  С. А .  Степанов. 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДРОБНЫХ ДОЛЕИ МНОГО
МЕРНОЕ - распрещ•ление в п-мерно.м единичном кубе 
Е , O ..;;:xi <1 , i= 1 , 2 ,  . . . , n ,  дробных долей {Р · }= 

( ') • J 
= ( {х/ } , . . .  , {хЦ> }) последовательности точек IНiер-
ного евклидона пространства Р J= (х1Л ,  . . .  , х�\ j= 1 , 
2 , . . . . Здесь { } - знак дробной доли . 

Последовательность дробных долей {Р j }, j= 1 ,  2 ,  . . .  , 
паз .  р а в н о м е р н о р а с п р е д е л е 11 н о ii в 

единичном п-мерно:м кубе Е , если для каждого прямо
угольника У, содержащегося в Е,  имеет место равенство 

lim Ч'т (\' )  = 1 V 1 m ---+- oo т ' 

где <J! т ( V) - число точек среди первых т членов после
довательности {Р J }, попавших в V, и 1 Vl - мера пря
моугольника V.  

Последовательность Р; , j= 1 ,  2 ,  . . .  , точек п-мерноrо 
пространства наз . р а в н о м е р н о р а с п р  е д е
л е н н о й  п о  м о д у л ю 1 , если соответствующая ей 
последовательность дробных долей {Р J } равномерно 
распределена в единичном кубе Е . 

Критерий Вейля для Р. д. д. м. Последовательность 
{Pj j, j = 1 ,  2, . . . , равноыерно распределона в единичном 
кубе Е тогда и только тогда , когда 

1 . 1 �, N 2 Л i  (a,xiЛ +a,x�i) +  . . .  + anxW>) О N�oo N "-"i = l e = 

для каждого набора целых чисел (а1 , а2 , . . .  , ап) *(О, 
О . . .  0) . Частным случаем этой теоремы является Вейля 
критерий для равномерного распределения по модулю 
1 последовательности действительных чисел . Из  кри
терия Вейля следует т е о р е м а К р о н е к е р а :  
пусть el , 82 , . . .  ' e !l ,  1 - действительные числа,  линей
НО независимые над полем рациональных чисел, а1 , 
а2 ,  . . .  , an - произвольные действительные числа п N ,  Е - положительные числа ;  тогда существуют целые 
т и р1, р 2 ,  . . . , Pn такие , что 

т >  N ,  1 тei-Pi - ai 1 < Е 
для всех i= 1 ,  2 ,  . . . , п .  Иначе говоря , последователь
ность т8= (т81 , т 82 , . . . , т8п ) ,  т= 1 ,  2 , . . .  , равномер
но распределена по модулю 1 .  

Лит . :  [ 1 ]  К а с с е л с д ж .  Б .  С . ,  Введение в теорию дио
фантовых приближений,  пер . с англ . ,  М. , 1 9fi 1 .  

С .  А . Степанов. 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ - раздел 

теории чисел , в к-ром изучаются закономерности рас
пределения простых чисел (п. ч . )  среди натуральных 
чисел. Центральной является проблема наилучшего 
асимптотич . выражения при х -+  оо функции :n: (х ) , 

обозначающей число п .  ч . , не превосходящих х ,  а также 
функции :n: (х ;  d, l ) , обозначающей число п. ч . , не пре
восходящих х в арифметич. прогреесии dn+ l при 1 ..;;: 
..;;:l ..;;:d, n= O, 1 , 2, . . .  , для растущих вместе с х значе
ний d .  

О с н о в н а я т е о р е м а а р и ф м е т и к и :  
каждое натуральное число п >1 является или п .  •r . или 
единственным (с точностью до перестановки сомножи
телей) произведениеы п .  ч .  

n =  Р7 '  . . .  p�k 

(т . н .  к а н о н и ч е с к о е п р  е д с т а в л е н и е 
ч и с л а  n) , где р 1 , . . . , P k - различные п .  ч . , n1 , . . . 

. . .  , nk - натуральные чисJr а .  Таким образоы , п .  ч . 
есть базис мулътипликативного построения ряда нату
ральных чисел, это , однако ,  непосредственно ничего 
не говорит о В!'Личине :n: (х) . 

Для нахождения п .  ч .  от 1 до х служит известный с 
3 в .  до н .  :1 .  метод Эратосфепа решета . Решето Эрато
ефена является простейшей процедурой получения по
следовательности п. ч. Однако аналитич . формула ре
щета 

3t (х) - л c v-;;) + 1  = � d( - 1 ) v  (d) [ � ] . 
где d пробегает делители произведения всех п .  ч . ..;;:у:;;; 
v (d) - число простых делителей d, [ и] - целая часть и, иенригодна для из учения л (х) при х -+  оо .  

Рассмотрение последовательности н .  ч .  от 1 до х :  

2 , 3 , 5 , 7 , 1 1 , 14 , . . .  , р ( 1 )  



877 РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ 878 
показывает , что с увеличением х она становится в сред
нем все более редкой.  Существуют скош, угодно длин
ные отрезки ряда натуральных чисел , среди к-рых нет 
ни одного п. ч. Напр . ,  n-1 натуральных чисел вида 
n !+2 , . . .  , п ! + п для любого n�2 являются составными 
числами. В то же время в ( 1 )  встречаются п. ч. такие , 
как 80041 1 9  и 80041 21 , разность между к-ры�IИ равна 2 
(п .  ч . - блиапецы) . Проблема поведения ::t (х) при 
х-+ оо является одной из наибоJiее трудных и интерес
ных проблем теории чисел . 

ПервыИ результат о величине :rt (х) - т е о р е м а 
Е в к л и д а: :rt (х) -+ оо при х -+ оо .  Л .  Эйлер ( L .  Eu
ler, 1 737,  1 749 , см . [ 1 ] ) ввел функцию 

� (s) = �"" п - s  
�n= 1 

и показал , что при s > 1  
� (sJ = llp ( 1 - ;s ) - \ 

(2) 

(3) 

где ряд распространяется па все натуральные числа , 
а произведение па все п .  ч. Тождество (3) и его обобще
ния играют фундаментальную роль в теории Р .  п. ч .  
Исходя из него , Л . Эйлер доказал , что ряд � 1/р и про-

изведение П (1 - � ) - 1 по простым р расходятся . Это
новое доказательство бесконечности числа п. ч. Более 
того ,  JI . Эiiлер установил , что п. ч. «МНОГО>> , ибо 

:rt (х ) > log ..=... , е 

и ,  в то же время , почти все натуральные числа являют
ел составными, т. к . 

:rt (х) х - 1 --+ О при х --+ оо .  

Далее значительного успеха достиг П .  Л .  Чебышев 
(185 1 -52, см . [ 2] ) .  Оп доказал ,  что:  

1 )  для любых т >О, М >О есть последовательности 
х -+  оо , у -+  оо , для к-рых 

:rt (x) - l i x < Mx log - m x,  
:rt ( y ) - li у >  - М у log - m у ;  

2) если существует предел частиого :rt (х) log xlx при 
х -+ оо ,  то оп равен 1 .  

Тем самым впервые был решен вопрос о существова
нии простой функции 

li x =  r x � = J 2 1og и 

= 1o: x+ Jo:. x+ · · ·  + (r - 1) ! -
1 

xr +0  (-
1 r\ 1 ) •  · og х og х 

к-рая служит паилучшим приближением для :rt (х) . 
Затем П .  Л .  Чебышев установил истинный порядок 

роста :rt (х ) , т .  е .  существование постояиных а >О , А >О 
таких , что 

а _х_ < :rt (х) < А _х_ (4) 1og х 1og х '  
причем, а= 0,92 . . .  , А = 1 ,05 . . .  для х�х0 • Он же до
казал , что прп любом n�2 в интервале (n ,  2п) содер
жится по крайней мере одно п .  ч. (п о с т у л а т 
Б е р т р а н  а ) .  В оенове вывода неравеиств (4) лежит 
т о ж д е с т в о  Ч е б ы ш е в а  

F (x) = log [x ] ! = � 1jJ ( =-) .  (5) � n <;  х n 
в к-ро:м введенпал П .  Л .  Чебышевым функция 1jJ опреде
ляется суммой по степеням рт , m= 1 , 2, . . .  , п . ч .  р : 

1jJ (х) = � т log p = � Л (п) . �р <:, х �11 <:, х 
Именно, RО)Iбпнацпя log [ и] !  для х�30 в форме 

F * (х) = F  (x) + F (зх0 ) - F ( ; ) - F ( ;  ) - F ( � ) , 

вследствие (5) , дает тождество 

F* (x ) = 'ljJ (:r) - 'ljJ  ( � ) + 'Ф  ( ;  ) - 'Ф Схо) + . . .  , 
из к-рого следует , что 

'Ф (х) - 'Ф  ( � ) < Р* (х) < 1jJ (х) . 

Отсюда ,  вследствие асимптотич . формулы Стирлиига 
для n ! , вытекает аналог перавенети (4) для 1jJ (х) , из 
к-рых частичным суммированием получаются иеравеи
ства (4) .  Функция Чебышева 1jJ (х) оказалась более удоб· 
ной:, чем :n (х) , при изучении Р. п. ч . ,  поскольку наи
лучшим приближением ее является сам аргумент х. По
этому обычно сначала рассматривают 1jJ (х) , а затем час
тичным суммированием получают соответствующий ре
зультат для :n (х) . 

Принцип Римана . В 1859- 60 Б . Римаи (В . R iemann , 
см. [3 ] )  рассмотрел введенную Л .  Эйлером для s >1 
функцию � (s) как функцию комплексного перемениого 
s= a+ it , где а, t - действительные перемеииые , опре
деляемую рядом (2) при cr >1  (см . Даета-фуп�ция ) ,  
и обиаружил исключительную важность этой функции 
для теории Р .  п .  ч .  В частности , он указал выражение 
разиости :n (x)- l i х через х и пули функции � (s) , лежа
щие в полосе О .е;:а.е;:1 , к-рые паз .  и е т р и в и а л ь
н ы м и и у л я м и функции � (s) . 

Вместо формулы Римава обычно используется более 
простой конечный ее аналог для 1jJ (х) , доказанный 
(наряду с формулой Римана) Х. Маигольдтом (Н . Man
goldt ,  1895 ) . Именно , для х >1 

'ljJ (x) = x - � I Y l < т х: +О ( ,; log2 xT + Iog 2x ) , (6) 

где р= �+ iy пробегает иетривиальпые пули � (s) , Т -
любое ;;. 2 .  

Поскольну 

� 1 v 1 < т � « log2 Т '  

формула (6) показывает , что величипа разиости 1jJ (х)-х 
в главном определяется величиной � (действительной 
частью самых правых пулей р) . В частности,  если � (ф;о!= 
=;6:0 правее вертикали а= 8 , 1/2 <:8 <1 ,  для функций 
'Ф (х) , :rt (х ) справедливы следующие асимптотич. выра
жения : 

1jJ (х) = х + О  (х8 l og2 x) , 
:rt (х) = li х+О (х8 log х) . 

Наоборот , из этих соотношений следует , что � (s)=t=O 
для а� е .  Если справедлива гипотеза Римаиа , т. е .  
все петривиальпые нули � (s) лежат на одной прямой 
а= 1(2 , тогда асимптотич .  закон распределения п. ч. 
должен иметь вид 

'Ф (х) = х+О ( Ух log2 x) , 
:n (х) = l i х+О ( Ух l og х ) . 

П ричем: эти соотношения существенно усилить нельзя ,  
т .  е .  существуют последовательиостп х - оо ,  у -+  оо 
такие , что 

( ) l .  . r - 1o,.- Im� J o g  х n Х - I Х < - J' Х lo� log х ' 

:n: (  ) - l i > +  ] OI( \ O j! \ O �! Y у у у log log 11 ' 

Таким образо�r, согJшсио принциву Римава проблема 
асимптотич . выражения фуикциii Р .  п. ч. 'ljJ (x) , л (х) 
сводится к пробле)Jе границы действительной части не
тривиальных иулеii фуию�ии � (s) . До сих пор ( 1 983) , 
однако,  не удалось иаiiтп каrше-либо постояиное 8 , 1(2 <:8 <1 ,  с условием � ;;. 0 . Иско.-.rая граница для � 
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оказывается связанной с мнимой частью 1' нулей р ,  
причем так ,  что прямая а= 1 является для нее асимп
тотой . 

Методы Адамара и Балле Пуссена. Асимптотич . закон 
Р .  п .  ч в простейшем виде 

lim :rt (х) log х = lim 1i' (х) = 1 
X -+- CXI Х' X -Joo ctJ Х 

был получен в 1896 независимо Ж .  Адамаром (J . Hada
mard ) и Ш. Балле Пуссеном (Ch . La Vallee Pouьsin) ,  
к-рые доказали , что 6 ( 1+ it)=i=O, т .  е .  что н а  прямой а =  1 
нет нулей функции 6 (s) . В 1899 Ш . Балле Пуссен 
показал, что 1; (a+ it)=f=O в области a;;;;. 1-c/log ( l t l + 2) .  
Тем самым было доказано , что 

'Ф (х) = х +О (х ехр ( - а Vlog x) ) , 
л (x) = li x+O (x exp ( - Ь J/ log x) ) 

при постояиных а >О, Ь >О.  
Были получены также дальнейшие расширения об

ласти свободной от нулей функции 6 (s) (см . [ 4] - [ 1 2] ) .  
Метод Вейля - Литлвуда. Существует опредt:Jленная 

связь между ростом модуля функции 6 (s) и ее нулями 
вблизи прямой а= 1 .  Именно , если Ь (s) �exp (ep (t)) при 
1-8 (t) <:а <:2, где ер (t) , 1 /8 (t) - положительные не убы
вающие функции t;;;;.O такие , что 8 (t) <: 1 , ер (t) - оо при 
t - оо и ер (t)/8 (t)�exp ер (t) , то существует постоянная 
А такая, что 6 (s)=f=O в области 

а � 1 - А (8) (2t+ 1 )/ep (2t + 1 ) . 
При зтом для оценки 6 (s) используется частная сумма 
ее ряда (2) ,  к-рая сводит вопрос к оценке тригономет
рич сумм вида 

� ехр ( i t log n ) . � v < n <:;: u  
3а счет оценок таких сумм по Вейля .методу Дж. Литл
вуд (J . Littlewood , 1921 ) показал , что для t>A 6 (s) � 
<( log5t при a;;;;. 1-log2log tllog t и, следовательно, 6 (s) 1= 
=1=0 в области 

Отсюда 
а �  1 - А  log log t/log t .  

л (x) = li x --j- O (x exp ( - а Vlog x log log x) ) . 
Метод Виноградова. Дальнейший прогресс в оцен

ках л (х) , 'Ф (х) связан с созданием И .  М .  Виноградовым 
(см . Виноградова .метод) нового , значительно более 
мощного метода оценок тригонометрич . сумм . При по
мощи этого метода им в 1938 было доказано, что 6 (s) oi= O  
при 

a� 1 -c/ log3 1 4 ( 1 t 1 +2) log3 1 4 log (\ t 1 + 2) 
и соответственно что 

л (х) = li х +О (х ехр ( - а log4 1 7 х log - 31 7 log :r ) ) . 
В 1858 И .  М .  Виноградов и другие (см .  [ 6] - [ 1 1 ] )  

показали , что Ь (s)oi=O при 
а �  1 - c/ log2 f з (l t 1 + 2) log l/ 3 log ( 1 t 1 +2) . 

Это пока ( 1983) лучший результат о границе нетриви
альных нулей функции 6 (s) , к-рому отвечает лучший 
результат в Р . п . ч . :  

:rr. (х) = l i х+О (х  ехр (- а log3/ 5 х log - 1 1 5 log х)) , 

'Ф (х) =х+О (х ехр ( - Ь  l og3 1 5 х log- 1 1 5 log х)) . 
Из асимптотяки л (х) следует асимптотяка п-го простого 
числа р,.� п log n. Показано (см. [ 2 1 ] )  также ,  что Рп > 
>п log n для всех п;;;;. 1 и что для 1 7  <:x <:eioo , х;;;;.е20О 

х ( х 
log х < л х) < log х - 2 ; 

для х;;;;.55 
х х Jog x + 2 < Л (.т) < log x - 4 · 

Элементарные методы. Так называют методы изуче
ния асимптотич . закона Р. п. ч . ,  не опирающиеся на 
припцип Римава (пули дзета-фупкции) и ,  вообще , па 
какие бы то ни было положения теории функций комп
лексного перемеппого . Впервые такой метод открыли в 
1 948 А .  Сельберг [ 1 6] и П .  Эрдёш [ 1 7 ] .  В основе лежит 
злемента рпая ф о р м у л а С е л ь б е р г а 

'Ф (х) log x+ �n <  х 'Ф ( � ) Л (n) = 2х log x+O (х ) . (7) 
Дальнейшая задача состоит в том , чтобы из асимптотяки 
в среднем для 'Ф (и) в виде (7) вывести асимптотяку 'Ф (х) . 
Это можно сделать по-разному, по общим во всех слу
чаях является использованием факта медлепиого коле
бания фупкции -ф (см . [ 18 ] ) . В 1962 Э .  Бомбьерн (Е . Bom
Ь ieri) и Э . Вирзипг (Е . Wirsing) доказали, что при лю
бом фиксированном А >О 

'Ф (х ) =х +О (х log-A х) . 
В 1970 Х .  Дайамопд и Дж. Стейпиг (см . [ 19 ] )  существеи
но усовершенствовали идею и техпику оценок злемен
тарного метода и доказали , что для х�ехр ехр 100 

1 'Ф (х) - х 1 < х ехр ( - log 1 / 7 х log - 2 log х) . 
Наконец, в 1973 А .  Ф .  Лаврик и А .  Ш . Собиров [ 20] 
показали, что при злементарвом методе доказательства 
справедлива теорема : для х;;;;.ехр ехр 103 

I 'Ф (х) -х /  < x exp (- log1 1 6 x log- 3 log x) . 
Этот результат представляет пока лучшее достижение 
элементарпого метода в изучении Р .  п. ч . ,  хотя оп не
сколько слабее того , к-рый получен апалитич . методом, 
в припципе зти результаты близки между собой.  

Разиость между простыми числами. Существует мно
го вопросов Р. п. ч . , касающихся разности между п. ч. 
Среди них выделяются вопросы поведения dn=Pn+ l
-p ,. - разиости между соседними п .  ч . ;  проблема ко
личества п. ч. близнецов , или ,  более общо , пар п. ч .  
разиости 2k  и ,  вообще ,  числа систем р , р+ и1 , • • •  , р+ит 
из т+ 1 п. ч . , лежащих па отрезке [ 1 ,  х ] . 

С помощью гипотезы Римава доказано, что dn< 
�yp,.log Pm а пек-рые звристич . рассуждения показы
вают , что ,  вероятно, справедлива оценка dn�log2Pn · 
Лучшей к 1 983 является оценка d,.<(p�, где 11= 1

7
2-+ е ,  

в >О , полученная М .  Н .  Хаксли (М . N .  Huxley , 1973 ) 
по методу большого решета . Что касается пар п .  ч .  
разности , равной 2 (близнецов) ,  или разности , равпоii 
2k , k= 1 ,  2 , . . .  , то до сих пор ( 1983) неизвестно, являет
ся количество их бесконечным или пет . Пусть лk(х) 
есть число пар п .  ч . , не иревосходящих х , разиости 2k . 
В 1919 В .  Б рун (V . Brun ) нашел метод решета (см .  

Вруна решето) ,  к-рый позволил получить ожидаемую 
оценку сверху для л k(х ) :  

лk (x) � Ia:• xП p,k ( 1 -f ) - � . 
Кроме этого , за счет оценок И .  М .  Виноградова триго
нометрич . сумм с п .  ч. (см . Виноградова .метод) доказано 
круговым .методом (см . [ 1 3] ) ,  что если положить 

f (х) = 2 П Р > 2 ( 1 - (р! 1 ) • )  � = !о:� и • 
то при любых фиксированных А >1 , М >О 

Ll < 2k <:;: x !og- Ax [лk (x) - f (x) пр'\. k , р > 2 �=�Т � 
�xз log-A-Mix . 
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Отсюда , в частности , следует , что при Х=х log- Ax для 
всех 1 <EO:k�X ,  исключая пе более Х log-Mx из них, л:,.(х) имеет асимптотич . выражение в виде 

л: ,. (х ) -
2 пр > 2 ( 1 - (р� 1 ) • ) х 

х 
х II р - 1 

log• x p \_ k, p > 2 p - 2 ' 

Аналогичные результаты получены для систем п .  ч.  
р , р+и1 , . .  , р+ ит при любом т;;;;. t . 

Простые числа арифметической проrрессии . Первый 
способ (Е вклида) доказательства бесконечности числа 
п. ч. можно перенести и па пек-рые арифметич. прогрес
сии . Но доказать таким путем, что в каждой арифметич .  
прогреесии dn+ l ,  первый член к-рой l и разность d 
взаимно просты , содержится бесконечно много п .  ч . , 
до сих пор (1 983) пе удалось.  Задачу другим методом 
решил П .  Дирихле (Р .  Dirichlet , 1 837 -40) , распро
странив идею Л .  Эйлера о том, что �1/р .. -+ оо при 
s -+  1+0 па п. ч .  p=l (шоd d) . Для этого оп ввел ариф
метич функции - характеры х=х (n , d) (см .  Дирихле 
характер) и функции L (s, ')(.) (см . Дирихле L-фупкция ) ,  
которые подобно функции � (s) для л: (х) , 'ljJ (х) служат 
в качестве основного аппарата изучения функции 
л: (х ; d, l) и ее аналога 

'1/J (х; d , l ) = �n .;;: х, n = 1 (mod d) А (n) · 
В случае фиксированного значения d, 1 �l�d, ( l ,  d)= 1 ,  
большинство результатов, указанных выше для л: (х) 
и 'ljJ (х) , перенесены и па функции л: (х; d, l) и 'ljJ (х ; d, l) . 
Однако особый интерес здесь представляют результаты 
для растущих вместе с х значений d, к-рые важны в ад
дитивной теории чисел и ряде других задач . В таком 
случае возникают значительные дополнительные труi-\
пости , связанные прежде всего с оцепкой величипы 
d - паибольшего действительного пуля фушщии L (s,')(.) 
по шоd d. При помощи Пейджа теорем доказано, что 
для 1 <d�(log х)2-8 , O<e<l/2 , 

'ljJ (х ;  d, l) = 'Р 7d) + О(х ехр ( - а logE/ 3 х) ) , 

а вследствие оценки К .  3игеля ( К .  S iegel , 1 935) для 
любого фиксированного А >1 при 1 <E;;:d�logAx 

'ljJ (x ; d, l) = 'P  7d) +O (х ехр ( -с1 y"iOg х) ) , 

где IP (d) - функция Эйлера , а - положительпая по
стоянная , с1= с1 (А ) - пеэффективпая постоянная >О, 
то есть с1 пе может быть вычислена по заданному А . 

Если справедлива расширенпая Римапа гипотеаа , ·ro 
для d<E;;:x 

'ljJ (a·; d , l) = "'  7d) + O ( Yx log2 x) . 
Таким образом, к 1 983 доказано , что п .  ч .  равномерно 
распределев:ы по всем IP (d) прогрессиям 1 �l�d, ( l ,  d)= 
= 1 ,  разности d лишь при d<E;;:logAx . Что же касается 
отрезков прогрессий dn+ l�x разности, папр . d=xe с 
каким бы то пи было постоянным е >0, то из предыду
щего пе следует даже,  что такая прогреесия содержит 
ХОТЯ бы ОДНО П. Ч .  

Метод решета Брупа , как  и его модификация ,  пред
ложенная А .  Сельбергом в 1 947 , показывает , что для 
всех 1 �d<x, 1 �l�d, (l, d)= 1 ,  имеет место перавеяство 
сверху 

л: (х;  d ,  l) � х 
х , 

<р (d) log d 

с абсолютпой копстаптоii � ,  по ПИI\аких оценок снизу 
для :п: (х ; d, l ) эти методы дать пе могут . 

Выражение для ф (х ; d, l) по припципу Римава через 
пули p= �+i1', лежащие в полосе О�а<Е;;:1 функциii 

L (s, Х ) ,  имеет вид 

( • lj) (х) 'ljJ х , d , l ) = (jJ (d) -
1 (�' - l � хР i ( l )  xrL ) - ЧJ (d) �х Х ( )  � \ v \ .;;: т р- + rx +R , (8) 

где штрих у суммы - знак суммирования по комплекс
ным х шоd d, а - действительный пуль функции 
L (s, ')(.) , если оп существует и больше 1-C0/log d, 

R � xT - 1 log2 dx+x1 1 4  lug x , 
Т - любое ::;:;: 2 .  

И з  (8) видно, если пе считать слагаемого, отвечаю
щего а, что остаточный член асимптотики 'ljJ (х ; d, l) 
определяется величиной двойной суммы , зависящей и от 
действительной части пулей р и от количества всех 
L (s, ')(.) с ')(. шоd d, имеющих пули р с Re р= �. Если для 
0 ,5 �а <ЕО:1 через N (а , Т , ')(.) обозначить число нулей 
функции L (s, ')(.) в прямоугольпике: a�Re s�1 , l t i <EO:T ,  
т о  вопросы оценки остаточного члена для 'ljJ (х ; d, l) 
и его среднего значения сводятся к вопросам оценки 
плотности распределения пулей L-фупкций в виде 

N1 = �� mod d N (a , Т , ')() , ) 
N = 

� �· N (а Т ) � 2 - �d .;;: D �Х mod d ' ' Х • J 
(9) 

Таким образом, попижепие разного рода оценок для 
п. ч. связывается пе только с отсутствием нулей L (s, ')(.) 
в критич . полосе , по и с сравнительно редким их рас
пределением здесь . 

Реализация этой идеи была одним из цептральных 
направлений исследований Р. п. ч. последних 40 лет .  
Начало положил Ю .  В .  Липпик открытием в 1 9 4 1  мето
да большого решета (см. [22 ] , а также [ 1 4 ] ,  [ 1 5 ] , [24] ) .  
Особо важными являются теоремы о паименьшем п .  ч .  
в арифметической прогрессии , о поведении л: (х ; d, l )  и 
'ljJ (х ; d, l) в среднем по d�D и о двойном усреднении 
этих функций по 1 �l�d, ( l ,  d)= 1 ,  и d<.D . 

Именно , в 1 944 Ю .  В .  Липпик [ 23] показал , что при 
d -+  оо сумма N1 в (9) имеет оценку �da(1 - о) ,  где а -
постоянная ; отсюда оп вывел существование постоян
пой с такой, что любая арифметич . прогреесия dn+ l ,  где 
1 �l<E;;:d, ( l ,  d)= 1 ,  содержит п. ч . , меньшее dc . Послед
няя к 1 983 оценка постоянной Липника имеет вид 
с= 1 7 ; а если верна плотпостпая гипотеза : N1<( 
� (dT) 2(1 - 0 + E) , ТО с= 2+е .  

В 1 965 А .  И .  Виноградов и Э . Бомбьерн пезависимо 
получили сильные оценки сумм N 2 из (9) . Более совер
шенствованный метод оценки этих сумм разработал 
Г. Монтгомери (Н . Montgoшery, 1969) . Одним из след
ствий оценок N 2 является следующий результат о 
Р .  п .  ч. в арифметич . прогрессиях в среднем: 

� 
_ _ 8 шах шах 1 'ljJ ( у ; d , l ) 

_ _!!_(d) 1 � 
� d <  У x log х у .;;; х ( / ,  d)= 1 ЧJ 

� х  iog- A x ,  

V, шах шах 1 л: ( у ;  d , l) - � i(�) 1 � 
"'-�d .;;: Yxlog - вх У < х ( 1 ,  d) = 1  "' 

� x iog- A x ,  
при любом постоянном А и В= А + 7!2 .  Эти оценки су
щественно усилить уже нельзя,  т .  к .  из расширенпой 
гипотезы Римава следует ,  что В=А+2 . 

Другие вопросы распределения простых чисел . Пусть 
лv (х ; d, l) есть количество чисел вида dn+ l�x, к-рые 
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являются произведением простых v чисел Х 
(Н . R ichert , 1953) доказал , что 

nv (x; d ,  l ) = 
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Рихерт Первые результаты о распределении степенных вы

четов были получены еще Н. Гауссом (С . Gauss, см . [ 1 1 )  
в 1796 .  С того времени и до работ И .  М .  Виноградова 

! �, r ( л )  �, \' - 1 (' х lol(h J og и 
= QJ (d) �m= O � h = O Av ( lz ,  тп , d) j 2 logm + • и du+ 

+О (х ехр  ( - r (х) ) ) + О  ( x 1 - 1 /bde l ogV -;�d��:g-: logx) 
где r (x) = c Y  log х ,  с;;;;, 20, Ь= Ь (в) , в >О ,  А (h , т ,  d) 
определяется рядами, зависящими от h , т ,  d и v 

Э .  Ландау (Е . Landau , 1903 - 1 918)  перенес иек-рые 
результаты Р .  п . ч на алгебраические числовые поля . 
Пусть К - алгебраическое числовое поле п-й степени, л (х ; К) - есть число простых идеалов с нормой -<:..с 
в К . Тогда 

гдэ 

л: (х , K) = li x 1 0  ( х с х р  ( _ vсп Vlog x) ) , 
с - абсолютная положительная постоянная , 

л: (x) - li х = ± Q 1-v-;: log log log x ,  og x 
где Q - отр:ицание символа о (малое) . 

и 

Много изучалась функция Р (х, у ) , обозначающая 
число натуральных чисел -<:х,  не содержащих простых 
делителей, меньших у. Для у= х1 1 � , �= � (х) -+ оо при х -+ оо , такие числа паз к в а з и п р о с т ы м и 
ч и с л а м и .  Методом решета для этих чисел получена 
достаточно полная теория их распределения , аналогич
ная ожидаемой теории Р .  п. ч .  Рассматривалось также 
распределение чисел с малыми простыми делителями 
(см . [ 25] ) . 

Лит . :  [1 ] Э й л е р Л. , Введение в анализ бесионечных , 
пер . с латин. , 2 изд. , т. 1 ,  М . ,  1 96 1 ; [2] Ч е б ы  m е в П. Л . ,  
Избр. матсм. труды, м . - л . ,  1 9 4 6 ;  [3) Р и м  а н Б . ,  Соч . , пер. 
с нем. , М . - л . ,  1 948 ; ,  [4) И н г а м А .  Е . ,  Распfеделение прос
тых чисе.JJ пер . с а11гл . , М . - л . ,  1 936 ; [5 В и н о г р  а
д о в И М. , Избр . труды, М. , 1 952 ;  [6] е г о ж е «Изв . АН 
СССР. Сер . матем. •> ,  1 958 , т . 22 , No 2 , с .  1 6 1-64 ;  [71 е г о ж е , 
Метод тригонометричесиих сумм в теории чисел, М . ,  1 97 1 ; [8) 
Т и т ч м а р  m Е . ,  Теория дзета-фуниции Римава, пер .  с авгл , 
М. , 1 9 5 3 ;  [9] n р а х  а р  к . ,  Распределение простых чисел , пер . 
с нем. , М . ,  1 9 6 7 ;  [ 10 ] К а р  а ц � б  а А. А . ,  Основы авалитв
чесной теории чисел,  М. , 1 9 7 5 ;  [1 1 ]  Х у а  Л о-и е н , Метод три
говометричесиих сумм и его применепил в теории чисел, пер . с 
нем. , М . ,  1 96 4 ;  [ 1 2] Ч у  д а и о в н. г . ,  Введение в теорию L
фуниций Дирихле, М . - Л . ,  1 947 ; [1 3] Л а в р  и и А. Ф. <сТр. 
Матем. ин-та АН СССР•> ,  1 9 6 1 , т .  64, с. 90-1 2 5 ;  [1 4) Д э в е в
п о р  т Г . . Мультиплииативнал теория чисел ,  пер. с англ . ,  М . ,  
1 97 1 ;  [ 1 5] М о н т г о м е р и  Г . ,  Мультиплииативнал теория 
чисел, пер . с англ . ,  М . , 1 97 4 ;  [1 6] �. е 1 Ь е r g А . , «Ann . Math . •?• 1 949 , v . 50 ,  р .  305- 1 3 ;  [1 7] Е r d о s Р . , «Proc. Nat .  Acad.  SCJ . 
USA», 1 949 , v . 35 ,  р. 3 7 1-84 ;  [1 8] Л а в р  и и А. Ф. (Обзорный 
доилад международной ионференции по теории чисел , М . ,  1 9 8 1 ) ; 
[19] D i а т о n  d Н. G . ,  S t е i n i g J . , «lnvent .  Math . », 1 9 7 0 , 

v. 1 1 ,  р. 1 99-258 ; [20] Л а в р и и А. Ф. , С о б и р о в  А . Ш. , 
«Доил АН СССР», 1 9 7 3 ,  т. 2 1 1 ,  � 3 , с. 534-36 ; [2 1 ] R о 8 8 е r В . ,  
«Proc. London math. SoC . •> ,  1 9 39 , v .  4 5 (2) , р .  2 1-44 ;  [22] Л и н
н и к Ю. В , «Доил. АН СССР•> ,  1 9 4 1  т. 30 , No 4 ,  с. 290-92 ; 
[23] е г о ж е, «Матем. сб . >> , 1 9 1, 4 , т. 1 5 ,  с. 1 39-78 ;  [24] Л а в
р и  к А.  Ф. , <с Успехи матем. наую> , 1 980 ,  т .  35 ,  в .  2 ,  с.  55-6 5 ;  
1 25] Н а 1 Ь е r s t а m Н . ,  R i с h е r t Н .  Е . , Sieve Methodв, 
L.- [etc] , 1 97 1, .  .4 . Ф. Лаврип . 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СТЕПЕННЫХ ВЫЧЕТОВ И НЕ
ВЫЧЕТОВ - распределение среди чисел 1 ,  2 ,  . • .  , 

т - 1  тех значений х, для к-рых сравнение 
yn = x  (mod т) , 

п >1 - целое , разрешимо (неразрсшимо) . В вопросах,  
связанных с Р .  с .  в .  и н . ,  наиболее полно изучен случай 
простого модуля р . Пусть q= (n ,  р - 1 ) .  Тогда сравнение 
yn= x (mod р ) разрешимо при Р - 1 значениях х иа мпо-q 
жества 1 ,  2, . . . , р - 1  и иеразрЕ:'шимо при остальных 

(q- 1 )  Р - 1 значениях х (см .  Д вучлеи пое сравнепие) . 
q 

Однако сравнительно немного известно о том , как рас
положены эти значения среди чисел 1 ,  2 ,  . . . , р - 1 .  

в вопросах о Р .  с .  в .  и и .  были получены лишь отдель-
ные частные результаты . В 1 9 15  И .  1\ 1 .  Виноградов 
(см . [ 2] )  доказал ряд общих результатов о распределе
нии степеиных вычетов и иевычетов , а также первооб
раапых корней по модулю р среди чисел 1 ,  2 , . . .  , р . 
В частности , им была получена оценка 

1 
Nmin < р 2 Vё (ln p) 2 

для паименьшего 
о ценна 

квадратичного невычета N min И 

N�Jin ..;;;; 22k Jfp ln p , 
где k - число различных простых делителей р - 1 ,  для 
наименьшего первообразиого корня N�in по простому 
модулю р .  Кроме того , И .  М .  Виноградовым был вы
сказан ряд гипотез о распределении квадратичных вы
четов и иевычетов (см. Виноградова гипотеаы) ,  стимули
ровавших ряд исследований в этой области . Так , 
Ю .  В .  Лииник [ 3 )  доказал, что при достаточно большом 
N на отрез-ке [Ne ,  N] количество простых чисел р , для 
-к-рых N min >ре , не иревосходит пек-рой -константы 
С (в) , зависящей лишь от в >О .  Та-ким образом, простые 
числа р ,  для к-рых Nmin >Pe ,  если только они сущест
вуют, встречаются очень редко .  Другим существенным: 
шагом в исследовании гипотез Виноградова лвилась 
теорема Д .  Бёрджесса [ 4 ] :  для любого фиксированного 
сколь угодно малого б >О максимальное расстояние 
d (р) между соседиими -квадратичными невычета111и удов
летворяет иеравенству 

..!.. + б 
d (р) ..;;;;;; А (б )  р 4 

Отсюда , в частности , следует оценка 
1 у- +6 

Nmin ..;;;; B (б) p 4 е 
В этих неравенствах константы А (б) , В (1\) зависят 
только от б и не зависят от р .  Доказательство теоремьr 
Бёрджесса , сложное само по себе , основывалось па тeo
pellle Хассе - Вейля о числе решениii гиперэллиптич . 
сравнения 

у2 = f (х) (mod р) , 
доказательство к-рой требовало привлеченил аппарата 
абстрактпой алгебраич . геометрии . П ростой вывод тео
ремы Бёрджесса см . в [ 5] , [ 6] . 

Лит. :  [1 ] Г а у с с К .  Ф . ,  Труды по теории чисел , пер. с 
нем. , М . ,  1 9 5 9 ;  [2] В и н о г р а д о в И. М . , Избранные труды, 
М . ,  1 9 5 2 ·  [3] Л и н н и к Ю. В . ,  «докл . А Н  СССР», 1 942 , т. 36 , 
с. 1 3 1 ;  [4] В е г d g е s s D. ,  «Mathematikн» , 1957 , v.  4 ,  No 8 , 
р.  106- 1 2 ;  [5] С т е п  а н о в С .  А . , «Тр. Матсм. ин-та АН СССР», 
1 9 7 3 ,  т. 1 3 2 ,  с. 237-46 ; [6] К а р  а ц у б а А. А. , «докл .  А Н 
СССР», 1 968 , т. 1 80 ,  No 6 , с . 1 2 8 7-8 9 .  С .  А .  Степанов. 

РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПОЛНОЕ СЕМЕЯСТВО - се
мейство вероятностных мер { Рв ,  е Е 8c1Rk } , заданное 
на измери1110111 пространстве (3: , iS ) ,  ДJIЯ к-рого единст
венпой нес111ещеппой оцеп-кой нуля в классе iВ-измери
!\IЫХ функций на I является функция , тождественпо 
равная нулю, т .  е. для любоii �-измеримой функции 
f ( · ) , определенной на ! и удовлетворяющей соотно
шению 

\ f (х) dРв (х) = О для любого е Е е , о� х  
следует , что f (x)=O . Напр . ,  экспоненциальное се111ейство 
распределений является полным.  Если соотношение ( ••) выполняется при дополнительном предположении 
об ограниченности функции f (х) , то семеiiство {Ре , 
е Е е } на3 .  о г р а н и ч е н н о п о л н ы м. Ограни
ченно полные семейства распределений достаточных 
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статистик играют важную роль в математич . статисти- = (дА )Е ) . Если S= IRk и распределение Р абсолютно 
ке , в частности в задаче построения подобных r;pumepueв , непр<'рывно по мере Лебега , то Рп-==>Р тогда и только 
обладающих Ней:мана cmpyr;mypoй .  тогда , Iюгда Р п(А ) -+ Р (А )  равномерно по  всем боре-

Лит. :  [ 1 )  Л и н н и и Ю .  В . ,  Статистичесиие задачи с мсша- левсКИ)f выпуклым множествам А .  
ющими параметрами , М . ,  1 9 0 6 ;  [2) л е м а н э. , Проверна ста- П усть Pn ,  р _ распределения на мстрич . простран-тистJiчесиих гипотез, пер . с анг.н . ,  2 изд. , М. , 1 9 7 9 .  Р м. с. Нипу.лип. стве S ,  Р п=>Р и lt - непрерывное -почти всюду из-

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СХОДИМОСТЬ - в основном меримое отображение S в метрич . пространство S ' ;  
слабая сходимость и сходимость по вариации , опреде- тогда Р nlt - 1 � Ph - 1 , где для любого распределепnn Q 
ляемые следующим образом. Последовательность рас- на S распределение Qh- 1 есть его h-образ на S ' :  
предолений (вероятностных мер) {Рп }  н а  бореленских Q h - 1 (А) = Q (h -I (А) ) множествах метрич . пространства S паз .  с JI а б о 
с х о д  я щ е й с я к распределению Р , если 

lim 5 f dP n = \ f dP 
n S .., S 

для любой действительной ограниченной непрерывной 
функции f на S .  Слабая сходимость является основным 
типом сходимости, рассматриваемым в теории вероят
ностеii . Обозначают ее обычно знаком � .  Следующие 
условия равносильны слабой сходимости : 

1 ) соотношение (*) выполняется для любой ограни
ченной равномерно неuрерывноii деiiствительной функ
ции j ; 

2) соотношение (* ) выполняетсн для любой ограничен
ной непрерывной Р-почти всюду действительной функ
ции f ; 

3) lim Р n (F) ".;;;; Р (F) 
n 

ДЛЯ ЛЮбОГО З!J.МКНУТОГО 
4) l im Р n (G) :;?= Р (G) 

n 

�шожества Fc S ;  

для любого открытого множества Gc S ;  
5) lim Рп (А) = Р (А) 

n 
для любого борелевекого множества А с S такого , что 
Р (дА )= О , где дА - граница А ; 

6) lim p (Pт Р) = О , 
n 

где р ость Леви - Прахарапа .'>ternpur;a . 
Пусть и - замкнутый относитеJJЫЮ поресечений 

класс подмножеств S такой, что ВСЯI{()е открытое )!НО
жество из S есть конечное или счетное объединение 
множеств из и. Тогда если lim Рп(А ) = Р (А )  при всех 

n 
А Е и ,  то Р"-)Р . Е сли S= IRk и Р,. , Р - функции рас
пределении , отвечающие Р" п Р соответственно , то 
Рп�>Р тогда и только тогда , Jюгда F11(x) -+  Р (х) 
в каждой точке х непрерывности функции F . 

П усть нространство S сепарабельно и (;[ - класс 
ограниченных бореленских действительных функциii на 
S. ДJш того чтобы � 

5
/dP п-+ � /dP равномерно по f Е (jf 

для всякоii последовательност11 {Р 11 } такоii , что 
Р n ';>Р , необходимо и достаточно , чтобы : 

а) sup w1 (S) < ер ,  
f Е F 

б) l i m sup Р ({x : w1 (Sx, 8) > б}) = 0 , rtб > О, 
e j, O t E(jf 

где 
w1 (A) = sup {l f (x) - f (y) l ,  х ,  у Е А} , 

и где Sx, 8 - открытый шар радиуса в с центром в х . 
Е сли класс (jf образован индикаторами множеств из 
нек-рого класса Е , то условия а )  и б)  сводятся I{  условию 

где 

lim sup Р (АЕ "'А-Е ) =О , в j, О А Е Е 
АВ = U х Е лSх, 8 , А- в =  S'-,, (S"-A)E 

(когда всякий открытый шар в S связен, А е "- А -в = 

для любого борелевекого А Е S ' . 
Семейство распределений :!? на S паз . с л а б о 

о т н о с и т е л ь н о к о м п а н т н ы м, если всякая 
последовательность его элементов содержит слабо схо
дящуюся подпоследовательность . Условие слабой отно
сительноii компактности дает теорема Прохорова .  Се
мейство fP наз . п л о т н ы  м , если Ve >O существует 
компакт Kc S  такой, что P (k) >1 -e rtP E ::J' .  Т е о
р е  м а П р о х  о р о в а: если :!? плотно, то оно отно
сительно компактно , а если S сепарабельно и полно, 
то слабая относительная компактность :!? ВJiечет его 
плотност1, . В случае , когда S= IR" , ce�Iei'rcтвo распре
делений ::7' слабо относительно компактно тогда и ТОJIЬ
ко тогда , когда соответствующее :!? семейство характе
ристич. функций равностепенно непрерывно в нуле . 

Пусть теперь Р",  Р - распределения на измеримом 
пространстве (Х , А ) ,  где А есть а-алгебра .  Под с х о
д и м о с т ь ю 11 о в а р и а ц и и Р n к Р понимают 
равномерную сходимость 110 всем �шожествам из А ил11 ,  
что равносильно, стремление вариации 

1 Рп - Р 1 = (Р11- Р) +  + (Рп- Р) -
к нулю; здесь (Рп-Р) + и (Рп-Р) - - компоненты 
разложения Жордана - Хана обобщенной меры Рп-Р . 

Лит. : ( 1 ]  Ij и л л и н г с JI и П. , Сходимость вероятностных 
мер , пер. с англ. , М. , 1 9 7 7 ;  (2] Л о э в М. , Теория вrроятностей, 
пер. с англ. , М . . 1 962 ;  [3) Б х а  т т а ч а р  и я Р. Н . ,  Р. Р а н
г а Р а о , Аппроксимация норJWальным расnределением и асим
птотичесиие разложения , пер .  англ . , 1 9 8 2 . В .  В .  Сааmов. 

РАСПРЕДЕЛЕНИй ТИП - совокупность распреде
лений вероятностей случайных величин , получаемых 
одна из другой какю1-либо линейным преобразованием.  
Точное определение в одномерном случае таково :  рас
пределения вероятностей случайных величин Х 1 и Х 2 
называют о д н о т и п  н ы и и, eCJIИ существуют посто
янные А и В >О такие , что распределения величин Х 2 и 
ВХ1+А совпадают . Соответствующие функцпп распре
деления связаны при этом соотношением 

F2 (х) = Р1 ( х�А ) = }\ (Ьх + а) , 

где Ь= 1 !В и a= -A IB . 
Таким образо�I , множество функций распределепил 

разбивается на попарно непересекающиеся типы . При 
этом,  напр . ,  все нормальные распределения образуют 
один тип , все равномерные распределения также обра
зуют один тип .  

Понятие типа широко используется в предел ьных тео
ремах теории вероятностей .  Распределение сумм S n 
независимых случайных величин часто «неоrраничен
но расплываются» при n -+ оо и сходимость к пре
дельному распределению (например ,  к нормальному) 
оказывается возможной только после линеiiноii <<норми-

Sп - an ровкю> ,  т. е .  для сумм --Ь-п
-, где an и Ь11 >0 - неJ{-рые 

константы, Ьп -+ оо при n -+  оо . При этом если для ка
ких-либо случаiiных вели•шн Х" распределения вели-

}{ п - ап Xrz - a� 
чин --ь-- и --,- сходятся к невырожденным llpe-" bn 
дельным распределениям. то эти последние обязательно 
однотипны. Поэтому можно дать следующее определе-
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ние сходимости типов (А .  Я .  Хинчив , 1938 ) . Пусть рема, допускающая геометрич. интерпретацию харю{
Т (F) - тип, к-рому принадлежит функция распреде- теристики Т (r ,  /) . Пусть F г обозначает часть римановой 
ления F (из дальнейшего изложения исключается вы- поверхности f (z) , соответствующей кругу { i z l  <.r } ,  а 
р.ожденный тип - тип, к-рому принадлежат вырожден- :rtA (r ,  f) - сферич . площадь поверхности F, .  тогда 
ные распределения) .  Говорят, что последовательность 
типов Т n сходится к типу Т, если существует последо- Т ( r ,  /) = � � А ( s , f )  d ln s + О (1 )  
вательвость функций распределения F n Е Т m сходящая
ел (слабо) к функции распределения F E Т .Топологизи
ровавное таким образом множество типов есть хаус
дорфово нерегулярвое пространство и ,  следовательно, 
неметризуемо (В . Дёблин, W. DoeЬl in , 1 939) . 

( r ___,. оо ) .  

Пусть, теперь , Sn - суммы везависимых одинаково 
распределенных случайных величин и F n - соответст
вующие функции распределения . Тогда класс типов, 
предельных для Т (F п) , совпадает с классом всех ус
тойчивых типов, т. е. таких типов , что из F1 Е Т и F 2 Е Т 
вытекает, что свертка F 1 и F 2 принадлежит Т (т. е . ,  
иными словами, сумма двух независимых случайных 
величин с распределениями типа Т снова имеет тип Т., 
см. Устойчивое распределение) . 

Повятие Р .  т. может быть распространено на много
мервый случай. Однако это распространение веодно
значно . Выбирая какую-либо подгруппу G полвой груп
пы матриц, можно получить соответствующее повятие 
Р. т. Случайвые векторы Х1 и Х2 со значениями из /Rn 
называют G-одвотипвыми, если существует такое пре
образование g Е G, что Х 2 и g Х 1 имеют одно и то же рас
пределение . Соответственно можно ввести понятие 
G-устойчивости Р .  т. По отношению к полной группе 
матриц устойчивы только нормальные распределения 
(Г .  Сакович, 1960) .  

Лит . :  [ 1 ] Г н е д е н к о Б. В . ,  Н о л м о г о р о в А .  Н . , 
Предельные распределения для сумм независимых случайных 
величин ,  М.-Л. , 1 9 49 .  Ю. В . Прохоров. 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗАКОН в т е о р и и в е р о
я т н о с т е й - удобный описательвый термин, мо
гущий означать, в зависимости от контекста , распреде
ление вероятностей (напр . ,  какой-либо случайвой ве
личины) или соответствующую распреде.�tения функцию 
или nАотность вероятности . Ю. в. Прохоров. 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ ТЕОРИЯ - теория 
распределения значений мероморфвых функций, по
строенная в 20-х гг . 20 в. Р. Неваилииной (R . Nevan
linna , см. ( 1 ] ) ,  основной задачей к-рой является изуче
ние систем {zп } точек области G, в к-рых функция w (z) 
принимает заданное значение w= a (так ваз .  а-т о ч е к) ;  
при этом рассматриваются всевозможные значения 
а Е С  U {оо } .  

Основвые понятия . Основные положения неванлин
вовской теории можно проиллюстрировать на случае , 
когда w= f (z) является трансцендентной меромi>рфвой 
функцией во всей открытой комплексной плоскости С .  
Пусть n ( t ,  а , f) обозначает число а-точек f (z) с учетом 
их кратвостей ,  попавших в круг { l z l  <.t }. И пусть для 
произвольного комплексного числа а 

N (r ,  а ,  /) = � � [ n ( t , а ,  1 ) - n (O , а ,  f ) ] d ln t + 

+ n  (0, а, !) ln r ,  

т (r ,  а , f) = т  ( r , оо , f�a ) , а i= оо ,  
1 r 2:n: т (r , oo , / ) = z:n: J o  ln + i f (rei8) 1 d8 , 

Т (r ,  !) = m (r , оо , f) + N (r , оо ,  !) . 

Функция Т (r , f) паз .  н е в а н л и н н о в с к о й  
х а р а к т е р и с т и к о й (и л и х а р а к т е р и
с т и ч е с к о :й ф у н к ц и е й) мероморфвой функции 
f (z) . Функция т (r, а, f) характеризует скорость сред
неl'о приближения / (z) к числу а при l z l - оо , а функ
ция N (r ,  а , !) характеризует среднюю плотность рас
пределения а-точек f (z) . Справедлива следующая тео-

С помощью характеристики Т (r, /) определяются поря
док роста р функции f (z) и ее нижний порядок роста Л: 

-1 . ln T ( r· ,  /) , 1 . l n T (r, f) Р = I Ш  I n  r ' л = � l n r Г-+ �  

П е р в а я  о с н о в н а я  т е о р е м а  Н е в а �  
л и в н ы :  при r -+ оо 

т (r , а , Л + N (r ,  а ,  / ) = Т (r , ! ) + 0 ( 1 ) , 
т .  е .  сумма т (r ,  а ,  f)+ N (r, а, /) , с точностью до огра
ниченного при r -+ оо слагаемого, сохраняет постоян
ное для различных а значение Т (r, /) . В этом смысле 
все значения w для мероморфной функции f (z) являются 
равноправными . Особый интерес представляет поведе
ние при r -+ оо функции N (r, а, f) . В Р .  з. т. исполь
зуются следующие количественные характеристики 
роста функций N (r, а, !) и т (r, а, f) по сравнению с рос
том характеристики Т (r, /) : 

" ( /) _ 1 _ -1-. - N ( r , а, /) = l im т (r , а , /) _ 1 u а ,  - I Ш  
Т ( r , /) - Т ( r , / )  ._ ' r ---+- ш r -+ (IO 

1 . N (r , а , /) l im т (r, а , /) <;; f .  � (а , /) = 1 - � T (r , f) Г -+ �  T (r , f) г -+  � 
Величина 6 (а, f) ваз . д е ф е к т о м f (z) в т о ч к е а 
в с м ы с л е Н е в а в л и н в ы , а величина � (а, f) -
д е ф е к т о м f (z) в т о ч к е а в с м ы с л е В а
л и р о н а .  П усть 

D (!) = {a : 6 (a ,  /) > 0} , V (f) = {a : � (a , /) > 0} . 
Множество D (!) ваз . множеством дефектных аначений 
f (z) в смысле Невавлинвы , а множество V (!) - множе
ством дефектных значений f (z) в смысле Валирона . 
Т е о р е м а Н е в а н л и в н ы о величинах дефектов 
и о множестве дефектных значений f (z) : для произ
вольной мероморфвой функции f (z) справедливы ут
верждения : а) множество D (!) не более чем счетно; 
б) дефекты f (z) удовлетворяют соотношению 

� 6 ( а , / ) <;; 2 <а > (1 ) 
(с о о т н о ш е н и е д е ф е к т о в) . Постоянная 2 ,  
фигурирующая в ( 1 ) ,- это эйлерона характеристика 
всей замкнутой плоскости С U { оо }, к-рую накрывает 
риманова поверхность функции f (z) . 

Структура множества D (/) . Утверждение Р .  Неванлин
ны о том , что множество D (!) не более чем счетно, уси
лить нельзя . Справедлива теорема : каково бы ни было 
конечное или счетное множество Е точек из расширен
вой· комплексной плоскости и каково бы ни было число 
р, О <р <. оо , существует мероморфвая функция /р (z) 
порядка р, для к-рой Е совпадает с множеством ее де
фектных значений D (/р ) . Для мероморфвых функций 
нулевого нижнего порядка D (!) может содержать самое 
большее одну точку. Таким образом, вопрос о струк
туре множества D (/) полностью решен . 

Кроме того, показано, что для каждого р >О,5 су
ществует целая функция gp (z) порядка р, ДJIЯ к-poii мно
жество D (gp ) является счетным .  Целые функции ниж
него порядка Л <.О,5  не могут иметь конечных дефект
ных значений . 

Структура множества V (!) . Множество валировов
ских дефектных значений V (!) исследовано ( 1 983) не в 
полной мере . Ж .  Валирои ( G .  Val iroв) показал,  что су
ществует целая функция g (z) 1 -го порядка ,  для к-рой 
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множество V(g) имеет мощность контиуума.  С другой 
стороны , справедлива теорема для произвольной меро
морфной функции f (z) множество V (!) всегда имеет 
нулевую логарифмич. емкость .  

Для  каждого множества Е класса F а нулевой лога
рифмич . емкости существует целая функция g (z)  бес
конечного порядка , для к-рой Ее V (g) . 

Свойства дефектов мероморфных функций конечного 
нижнего порядка . Для мераморфных функций беско
нечного нижнего порядка величины дефектов, вообще 
говоря , не удовлетворяют никаким дополнительным 
соотношениям , кроме основного соотношения ( 1 ) . Одна
ко есл� ограничиться рассмотрением мераморфных 
функции конечного нижнего порядка , то картина резко 
меняется . Справедлива теорема : если f (z) имеет конеч
ный нижний порядок Л, то при любом а , 1 j3 ..,;:a ..;;:1 , 

�(а ) ба ( а ,  !) ,.;;;;; К (Л , а) , (2) 
где постоянная К (Л ,  а) зависит лишь от Л и а . С другой 
стороны, существуют мераморфные функции конечного 
нижнего порядка,  для к-рых при а <113 ряд, стоящий 
слева в (2) , уже может расходиться . Наличие у меро
морфной функции f (z) нижнего порядка Л ..;;:0,5  одного 
дефектного значения а такого, что б (а ,  /);;:;" 1 -cos :n:Л, 
влияет на ее асимптотич. свойства : такал функция не 
может иметь других дефектных значений . 

Обратная задача Р. з .  т .  В несколько упрощенном 
виде обратную задачу Р .  з .  т .  в каком-либо классе ;;ус 
мераморфных функций можно сформулировать в сле
дующем виде . :Каждой точке нек-рой последовательно
сти {ak } из расширенпой комплекспой плоскости по
ставлено в соответствие число б (ak ) , О <б (ak) < 1 , так , 
что � kб(a k) ..;;:2 .  Требуется указать мераморфную функ
цию f (z) Е iiYC такую , что б (а k • !) = б  (ak) , k= 1 ,  2, . . .  , и 
б (а ,  /)= 0 для каждого a=f=a k ,  k= 1 ,  2, . . .  , либо дока
зать отсутствие таких фун кций в iiYC .  Обратпал задача 
по�постью решена положительно в классе целых функ
ции бескопеч�ого нижнего порядка и в классе мераморф
ных функции �ескопечпого нижнего порядка . При ре
шении обратпои задачи в классе мераморфных функций 
конечного нижнего порядка возникают определенные 
трудности , к-рые обълсплютсл тем, что в этом случае 
величипы дефектов, кроме основного соотношения ( 1 ) ,  
подчинены еще другим соотношениям (см . (2 ) ) .  

Рост мероморфных функций. Пусть для мераморфпой 
функции f (z)  

L (r , оо , /) = max ln + i f ( z ) l ,  
1 z l = r 

L (r , а ,  /) = L ( r ,  оо , 1 � J , а f:: оо , 
� ( а , /) = l im 

L (r . а, /) 
__ T ( r. !) r __,. "" 

Величина � (а , f) паз . в е л и ч и н  о й о т к л о н е н и л 
мераморфпой функции f (z) от числа а, а множество 
Q (!) = {а : � (а ,  !) >О } наз .  множеством положительных 
отклонений мероморфпоi'I функции f (z ) ; D (f)=Q (/) . 
Доказано , что если g (z) - целая функция конечного 
порядка р, то 

f :n:p о о � ( оо , g) .;;;;; ) sin :n:p ,  если < Р <  , 5 , 

� лр ,  если р � О ,5 . 

Справедлива также теорема : если мераморфпал функция 
f (z) имеет конечный нижний порядок Л, то а) множество 
Q (!) не более чем счетно; б) для каждого а 

f :n;Л, 
� (а ,  f) ,.;;;;; ) si n :n:Л , еслн О < Л < U ,5 , 

� лЛ , если Л � О ,5 ; 

в) при любом а, 0 ,5 < а ..,;1 .  

�(а) �а (а ,  ! ) ,.;;;;; К (Л ,  а) , 
где постоянная К (Л,  а) зависит лишь от Л и а ;  
г )  Q (!) <;:; V (!) .  

:Кроме этого, существуют мераморфные функции бес
конечного нижнего порядка, для к-рых множество Q (!) 
имеет мощность континуума .  Множество Q (!) (подобно 
V (!) )  для каждой мераморфной функции f (z) имеет 
нулевую логарифмич. емкость . Следующая теорема 
характеризует отличил в свойствах величин {j (а , f) 
и �  (а, !) :  для любого Л, О ..;;:Л < оо , существует мераморф
ная функция /л (z )  нижнего порядка Л, для к-рой при 
нек-ром а выполняютел соотношения 

б (а , ! ) = 0 и � (а ,  !) � 1 . 
Исмючительные значения мероморфных функций 

в смысле Пикара и Борелл. Значение а наз . исп.п,ючи
те.п,ьпы.м апачепием мераморфной функции f (z ) в смысле 
Пикара , если число а-точек f (z) при { l z l < оо } конечно. 
Значение а наз . исключительным значением f (z) в смыс
ле Борелл, если n (r, а , /) при r -+ оо растет в оп:ееде
ленном смысле медленнее Т (r ,  /) . :Каждая мероморфнал 
функция , отличная от постоянной , не может иметь 
более двух борелевених .,<а значит , и пикаровских) 
исключительных значении . 

Успешно развивается теория распределения значе
ний голаморфных отображений комплексных многооб
разий - многомерный аналог теории Неваплиины (см. 
[ 6] , [ 7 ] ) , а также теория распределепил значений мини
мальных поверхностей (см. [9] , [ 10] ) .  

Распределение значений функций, мероморфвых в 
круге. Выше описана теория распределевил значений 
мераморфных во вuсей открытой плоскости функций; это 
параболич. случаи.  Теория роста и распределения зна
чений построена также и для случал гиперболического , 
т .  е .  когда f (z) является функцией , мераморфпой в еди
пично!II круге { l z l <1 } (см . [ 1 ] , [8] ) .  При этом функции 
N (r ,  а ,  f) , m (r , а , /) , L (r ,  а ,  f) и T (r , /) определяютел 
для каждого r ,  O ..;;r <1 ,  точно так же, как и в параболи
ческом случае . Дефект f (z) в точке а в смысле Невап
лиины и в смысле Валирола определяется соответствен
по так: 

А величина 

б (а /) = l i m  m (r , a , f) 
' -- Т (r , f) ' r ->- 1 

Д ( а , /) =  l im т (r . а, /) '  , __,.  1 T (r , !) 

� (а , !) = lim L (r , а , /) 
-- Т (r, f) r ->- 1 

паз .  величиной отклопепил f (z) относительно значе
ния а . 

Пусть D (/)= {а : б (а ,  /) >О } , 
V (!) = {а : д (а , /) > О} и Q (! ) = {а : � (а , !) > 0} . 

Основные положепил параболич. случал о величинах 
б (а ,  /) , д (а ,  /) и � (а ,  /) , а также о структуре множеств 
D (!) , V (/) и Q (/) сохраплютел и в гиперболич. случае 
по не для всех функций, а лишь для функций с быстр� 
растущей (в определенном смысле) при r -+ 1 характе
ристикой Т (r ,  /) . 

Лит. : [1 ] Н е в а н л и н н а Р. , Однозначные аналитические 
функции , пер . с нем. , м . - л . , 1 94 1 ; [2] Х е й  м а н У. - Н . ,  
Мераморфные функции , пер . с англ . ,  М . ,  1 966 ; [3] А р а к е
л я н Н. У. , «Докл .  АН СССР», 1 966 ,  т. 1 70 ,  No 5, с. 999 - 1 002 ; 
[4]  Г о л ь  д б е р  г А. А . , О с т р о в  с к и й И. в . ,  Распределе
ние значений мераморфных функций, м . ,  1 97 0 ;  [5] П е т р  е н
н о В. П. , «Изв. АН СССР. Сер. матем.» ,  1 969 ·r. 33 ;м 6 с 1 330-
1 3 4 8 ;  1 97 0 ,  т. 3 4 ,  м 1 , с. 3 1 - 5 6 ;  l6J  г Р и Ф  Ф ,;  т с Ф . ,  н ,;  н г д ж. , 
Теория Неваилиины и голаморфные отображения алгебраичес
ких многоо{jразий, пер . с англ . , м . , 1 9 7 6 ;  [7]  Ш а  б а т Б. В . ,  
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Введение в комплексный анализ ,  2 изд . , ч .  2, м. , 1 9 7 6 ;  [8] П е т- 1 щих Р .  ф. F и S ,  полагая , вапр . ,  
р е  н к о в .  П. , Рост мераморфных функций, Хар . ,  1 97 8 ;  [9] 
е г о ж е, «Докл . АН СССР», 1 98 1 , т. 2 56 ,  No 1 ,  с. 4.0-42 ;  [ 1 0 ] 
B e c k e n b a c l1 E . F . , H u t c h i s o n  G. A . ,  « Pнcific J .  

Pr ( P , Q ) = sup i F (x) - S (x) l 
х 

Math . » ,  1 96 9 ,  v. 28 ,  Nv 1 ,  р .  1 7-47 .  В . Л. Петреппо . 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ФУНКЦИЯ к а к о й - л и б о или 

с л у ч а ii и о ii в е л и ч и н ы Х - функция действи
тельного персмениого х, прииимающая при каждоl\I х 
значение , равное вероятности иеравеиства Х <х .  

р2 ( Р , Q ) = Var (F (x) - S (x) )  

Наждая Р .  ф.  F (х) обладает следующими сво1ютвами : 1 ) Р (x ' ) �F (х") при х' <х";  
2) Р (х )  непрерывна слева при каждо�1 х ;  
3) l im F (х) = О ,  l im F (х) = 1  

X -+ - «J X -+ a:J 
(иногда Р .  ф. определяют как вероятность не равенства 
Х �х . и тогда она оказывается непрерывной справа ) .  

В математич. анализе Р .  ф .  называют любую функ
цию, для к-poii имеют место свойства 1 ) -3 ) .  Существует 
взаимно однозначное соответствие между распределе
ниями вероятностей Р F на о-алгебре &1 бореленских 
подмножеств числовой прямой IR1 и Р. ф. Это соответст
вие определяется формулой: для любого интервала l a ,  Ь) 

PF ( [a , Ь ) ) = Р \Ь ) - Р (а) . 

Каждая функция F ,  обладающая свойствами 1 ) -3) , 
может рассматриваться как Р ф .  нек-роii случайной ве
личины Х (иапр. , cлyчaiiиoii величины Х (х) = х ,  задан
ной ва вероятностном пространстве ( IR1 , &З ,  Р F)) .  

Всякал Р .  ф .  может быть однозначно представлена 
в виде суммы 

Р (х) = a1F1 (х) + а2Р2 (x)-f- а3/•' 3  (х) ,  

где а1 , а 2 , а3 - иеотрицательные чпс.1Iа ,  сум�ш. к-рых 
равна 1 ,  а Р1 , F2 , Р3 - Р .  ф .  такие , что F1 (x) абсолютно 
непрерывна : 

F1 (х) = � � ..,  р ( z ) dz ,  

F2(x) - «ступенчатая функция» :  

F2 (х) = �х < xP k , k 
где xk - точки с качков F (х) , а P �t >O пропорциоиальиы 
размеру этих скачков ; F3 (x) - <<спнгуллрнат> компо
нента - непрерывная функция , производпая к-рой 
почти всюду равна нулю . 

П р п )J е р .  П усть Х k • k= 1 ,  2 . 3 ,  . . . . - бесконечная 
последонательность независимых CJiyчaiiныx величин , 
принимающих значения 1 и О с вероятностями О <р k -<: 
�1/2 и q,.= 1 -р k • соответственно. Пусть 

тогда 

"" xk Х = �  -
..:. k = 1 zk ' 

1 )  если P k =  q11.= 1 /2  при всех k , то Х юrеет абсолютно 
непрерывную Р. ф. (с р (х) = 1 для O �.r � 1 ,  т. е. Х рав
номерно распределена на [ 0 , 1 ] ) ; 

2) если "\.' "' р k < оо ,  то Х имеет <<ступенчатую» ..:.. k = 1 
Р .  ф. (она пмеет скачки во всех двоично-рациональных 
точках отрезка [ 0 , 1 ] ) ;  

3) CCJIИ � 00 р k= 00 ,  р k - 0 ПрИ k - 00 ,  ТО Х "-" п = 1 
имеет «сингулярвую» Р .  ф .  

Этот пример является иллюстрацией одноii теоремы 
П .  Леви ( Р .  Levy) , в соответствии с к-poii предел бес
конечной свертки дискретных Р .  ф . может содержать 
только одну из указанных выше компонент . 

<<Расстояние» между распределениями Р и Q на число
вой прямой часто определяют в терминах соответствую-

(см . Распределепий сходимост ь , Леви метри�а , Хара�
теристичес�ая фуп�ция ) .  

Р .  ф .  наиболее употребительных распределений ве
роятностей (на пр . ,  нормального, биномиального, иуас
соповского распределений) табулированы . 

Для проверки гипотез о Р .  ф .  F по результатам неза
висимых паблюдеии1I используют так или плаче изме
ренное отклонение F от эмпирической Р .  ф. (c�r . Кол.лtо
горова критерий , Колмогорова - С.м ир пова кри тер и й ,  
Кр амера - Миаеса �р итерий) . 

Понлтие Р .  ф. естественным образом распространяет
ел на многомерный случай, но многомерные Р. ф. зна
чительно менее употребительны , чем одномерные . 

О приближенном представлении Р .  ф .  см . Г рама -
Шарлье [JЯд,  Эджвор та ряд,  Предельпые теоремы .  

Лит. : [ 1 ] Н р а м  е р  Г . , Случайные величины и распределе
ния: вероятностей, пер. с англ . ,  м . ,  1 94 7 ;  [2] е г о ш е, Матема
тические методы статистики , пер . с англ . ,  2 изд. , М . ,  1 97 5 ;  [3] 
Ф е л л е р  В . ,  Введение в теорию вероятностей и ее прилошени11 , 
пер . с англ . ,  2 изд. , т. 1 - 2, м. , 1 967 ; [4] Б о л ь ш е в Л Н . , 
С м и р н о в Н . В . , Таблицы математической стАтистики , 
2 изд. , М . ,  1 9 6 8 .  Ю .  В . Прохоров. 

РАССЕИВАНИЕ ВЫБОРКИ - одна 11 3 скалярных 
характеристик разброса выборки па прямой относи
тельно какой-либо конкретной точки , называем ой 
ц е в т р о м р а с с е и в а в п л ,  численно равная 
сумме квадратов отклонений значений случайных ве
личин , образующих выборку,  от центра рассеивания.  
Пусть Х 1 , . . .  , Xn - пезависИ.\IЫе случаiiные величины , 
подчиплющиесл одному и то�1у же закону, и пусть точ
ка х , х Е  IR1 , выбрана в качестве центра рассеивания . 
Тогда величина 

Sn (х) = ��= 1 (Xi -x)2 

паз . р а с  с е и в а и и е м в ы б о р  к и Х1 , . . .  , Х" 
относителъио центра рассеивания х .  Так как для лю
бого х 

-· 1 где Х = -;;- (Х1+ . . .  + Хп) ,  то Р .  в .  будет мииимальвым,  

если в качестве центра рассеивания выбрать Х.  М: алые 
значения Р. в. говорят о сосредоточенности элементов 
выборки около центра рассеивания,  и наоборот: боль
шие значения Р .  в. говорят о большой разбросанности 
элементов выборки . Понлтие Р .  в. естеетвенным обра
зом распространяется на многомерные выборки . 

Лит . :  [ 1 ]  У и л к с С . ,  Математическан статистика ,  пер . 
с англ . , М . ,  1 96 7 .  111 . С .  Ifш;yлun. 

РАССЕИВАНИЯ ЭЛЛИПСОИД - элшшсопд в про
странстве реализаций случайного вектора ,  характери
зующий сосредоточенность его распределения вероят
ностей возле нек-рого заданного вектора в термивах 
моментов 2-го порядка .  Пусть случайный вектор Х ,  
принимающий значения :r= (x1 , . . •  , .rп) Т в n-мерном 
евклидоном пространстве Rn , имеет невырожденную ко
вариационную матрицу В .  В тако�I случае для шобого 
фиксированного вектора а, а Е IR.n , в пространстве реа
лиэаций: IR.n можно определить эллипсоид 

(х- а ) Т В - 1  (x - a) = n + 2 , x E IR" , 

к-рый наз . э л л и п с о и д о м р а с с е п в а в и я 
распределения вероятностей сл учайного вектора Х от
носительно вектора а ,  или эJrлипсоидом рассеивания 
случайного вектора Х .  В частности , если а= ЕХ , то 
Р. э. является rеометрич. характеристикой концентра -
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ции распределения вероятностей случайного вектора Х 
около его математич .  ожидания ЕХ . 

В задаче статистич. оцепивапил неизвестного п-мер
пого параметра е с помощью понятия Р .  э .  можно 
ввести отношение частичного упорядочивания па :мно
жестве 't= { Т }  всех веемещеиных оценок Т параметра е ,  
имеющих невырожденвые ковариациовпые матрицы, 
считая, что из двух оценок Т1 , T2 E 't предпочтительней 
является оценка Т1 , если Р. э. оценки Т1 лежит цели
ком внутри Р. э. оценки Т2 • Именно в этом смысле не
смещенные эффективные оценки неизвестного вектор
ного параметра являются наилучшими, то есть Р .  э .  
неемещеиной эффективной оценки лежит внутри Р .  э .  
Jrюбой другой неемещеивой оценки . См.  Рао - Краже
ра иеравепство ,  Эффек,тивиая статистик,а , Иифор.ча
ции к,оличество .  

Лит. : [ 1 ] R р а м  е р Г . , Математические методы статистики , 
пер . с англ . ,  2 изд . , м . ,  1 97 5 ;  [2] А н д е р  с о н Т. , Введение в 
многомерный статистический анализ ,  пер . с англ. , М . ,  1 96 3 ;  
[3] И б р а г и м  о в И .  С . , Х а  с ь м и н с к и й  Р .  3 . , Асимл
тотическая теорин оценивания, М . , 1 979 .  М. С. Никулии. 

РАССЕЛА ПАРАДОКС - см. А итииомия . 
РАССЕЯНИЯ МАТРИЦА, S-м а т р и  ц а ,- совокуп

иость величип (матрица) , описывающая процесс пере
хода кваптовомехапич. систем из одних состояний в 
другие при их взаимодействии (рассеянии) . 

При рассеянии система переходит из одного кванто
вого состояния, начального (его можно отнести к момен
ту времени t= - oo ) , в другое , конечное ( t= + oo ) . 
Если обозl'lачить набор квантовых чисел , характери
зующих начальное состояние, через i , а конечное -
через j ,  то амплитуда рассеяния (квадрат модуля к-рой 
определяет вероятность данного рассеяния) может быть 
записана как S;1 . Совокупность амплитуд рассеяния об
разует таблицу с двумя входами , к-рая и паз . м а т
р и ц е й р а с с е я н и я  S . 

Нахождение Р .  м . - основпая задача квантовой ме
ханики и квантовой теории поля. Р .  м .  содержит всю 
информацию о поведении системы , если известны 
не только численные значения , по и аналитич. свойства 
ее элементов ; в частности , ее полюсы определяют свя
занные состояния системы (а следовательно , дискрет
ные уровни энергии) . Из основных припципов кванто
вой теории следует важнейшее свойство Р .  м .- ее 
упит арность . 

По жатериала.м cm. Матрица рассеяпия в Б СЭ-3 . 
РАССЛОЕНИЕ - непрерывное сюръективвое отобра

жение n : Х -+ В пространства Х па пространство В 
(сJrедует различать Р .  как процесс и Р .  как объект (Х ,  
n ,  В) ) .  При этом Х паз . п р  о с т р а н  с т в о м Р . ,  
В - б а з о й  Р . , n - п р о е к ц и е й  Р . , n - 1 (Ь) 
с л о е м над Ь . Р . представляет собой объединев:ие сло
ев n - 1( b) , параметризоваппых базой В и склеенных 
топологией пространства Х .  На пр . , р а с с л n е н и е -
n р о и з в е д е н и е n : В Х F -+ В ,  где n - nроек
ция па первый сомножитель; р а с с л о е н и е - б а з а 
n :  В -+  В ,  где n = id, Х отождествляется с В ;  р а с
с л о е н и е н а д т о ч к о й* , где Х отождествляет
ся с (единственным) прострапством F.  

С е ч е н и е м Р .  паз . непрерывное отображение 
s : В -+ Х такое , что ns= id. 

О г р а н и ч е н и е м р а с с л о е н и я  n : X -+ JJ 
па подмножестве А с:. В наз . расслоение n' : Х' -+ А , 
где X1 = n - 1 (A ) и n ' = n l x , ·  Обобщением оnерации огра
ничения является построение иидуцироваииого расслое
иия .  

Отображение F : Х -+  Х' паз .  м о р ф и з м о 111 
р а с  с л о е н и я n : Х -+  В в расслоение n '  : Х ' -+ 
-+ В' ,  если оно nереводит слои в слои , т .  е .  если для 
каждоii точRи Ьс:.В существует такая точRа Ь' Е В ' , 
что F (n - 1 ( b) )c:.n - 1 (b' ) .  Отображение F оnределяет 
согласно формуле f ( b)= n ' F (n - 1 (b) ) пек-рое отобра
жение f : В -+ В' ; F является иак,рытием f и имеет 

место равенство n'oF=fon;  ограничения Fь : л - 1 ( Ь) -+ 
-+ (л ' )  - 1  ( Ь' ) суть отображения слоев .  Если В = В ' 
и f= id , то морфизм F ваз . В - м о р ф и з м о м .  Р .  
и и х  морфизмы образуют категорию , содершащую в ка
честве подкатегорви Р .  над В и их В-морфизмы . 

Всякое сечение расслоения n : Х -+ В представляет 
собой В-морфизм s : В -+ Х расслоения (В , id , В)  
в расслоение (Х , n ,  В) .  Если А с:.В , то  капопич . ВJЮ
жение i : n - 1 (А ) -+ В является морфизмом расслое
ния n i A  в уасслоепие n .  

Гомеоморфпое отображение F паз . и з о м о р ф и з
м о м .  Р . ,  изоморфное расслоепию-произведепию, паз. 
т р и в и а л ь и ы м Р . ,  а изоморфизм е : Х -+ В Х F
т р и в и а л и з а ц и е й  n .  

Е сли каждый слой n - l  ( Ь) расслоепил гомеоморфев 
прострапству F, то расслоение n ваз . р а с с л о е
и и е м с о с л о е м F. Hanp . ,  в любом локальио 
тривиальном Р. над связной базой В все слои :rt - l( Ь) 
гомеоморфны , и в качестве F можно взять любое 
л - 1 ( Ь0) ; таким образом, определены гомеоморфизмы 
<рь : F -+  n - 1 (Ь) . м. И. Войцеховский. 

G-РАССЛОЕНИЕ, р а с  с л о е н п е с о с т р у к
т у р н о й  г р у п п о й , - обобщение понятия прямо
го произведения двух топологич. пространств.  

П усть G - топологич . групnа , а Х - эффективное 
иравое G-прострапство, т . е. топологич. пространство 
с задаиным nравым действием группы G таким , что 
xg= x  влечет g= 1 , х Е Х ,  g E G. П усть Х * с:. Х Х Х 
подмножество таких пар (х ,  х' ) ,  что x' = xg для век
рога g E G, В = Х/о - пространство орбит и р : Х 
-+ В - отображение , сопоставляющее с каждой точкой 
ее орбиту. Если отображение Х* - G :  (х , xg) - g 
непрерывно , то набор 6= (Х ,  р , В) паз . г л а в в ы  111 
р а с с л о е н и е м с о с т р у к т у р н о й г р у n
п о й  G.  

Пусть F - левое G-nрострапство.  Тоnологич. прост
ранство Х Х F снабжается правым действием груnпы G 
по формуле (:rf)g= (xg , g- 1/) , / E F . Комnозиция Х X F �r! 
� Х !'.. В индуцирует отображение Х F= (Х Х P)IG � 
!'..!: В (здесь Х F - пространство орбит действия G на 
X X F) .  Набор (XF, PF• В ,  F) паз . р а с  с JI о е н И JJ. M  
с о с т р у к т у р н о й г р у п п о й,  а с с о ц и
и р о в  а в н ы м с г л а в п ы м р а с с л о о н и е м ; , 
а набор (XF, PF• F, s ) - р а с  с л о е н и е м с о 
с л о е м F , б а з о й В и с т р у к т у р н о ii г р у п
п о й  G. Таким образом, главное расслоение со 
структурпой группой является частью струюуры лю
бого расслоения со структурпой группой, и оно одно
значно определяет расслоение для любого левого G
nрострапства F .  

Если s= (X , р ,  В) ,  s ' = (X' , р ' , В ' ) - два главных 
расслоения со структурпоii группоir G , то морфизмом 
; -+ 6' паз . отображение G-прострапств h : Х -+ Х ' . 
Отображение /� индуцирует отображение 1 : В -+ В' .  
Главное расслоение со структурпой группой наа . 
т р и в и а л ь н ы м, если оно изоморфно расслоению 
следующего вида : 

(B X G ,  рrв , В) ,  (Ь , g) g ' = (Ь ; gg' ) , Ь Е В , g ,g ' E G. 
Пусть (Х , р ,  В) - главное расслоение и f : В' -+ 

-+ В - непрерывное отображение произвольпого то
пологич. пространства В '  в В. Пусть Х ' с:.В '  Х Х -
подмножество таких пар (Ь , х) , что f (Ь ) =р  (х) . Про
екция рrв , : В ' Х Х -+ В' индуцирует отображение 
р' : Х ' -+ В ' . П ространство Х ' обладает естественпой 
структуроii правого G-прострапства , и троii:ка (Х' , 
р ' , В' ) представляет собой главное расслоение , оно ин
дуцировано расслоением (Х ,  р, В) с помощью отобра
жения j и ваз.  и н д у ц и р о в а п н ы м р а с с л о е
в и е м. Если j : В ' -+ В - включение подпрострав-
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ства , то (Х ' , р' , В' ) паз .  о г р а и и ч е и и е м (Х ,  р ,  и з в е д е и и е м о б ъ е к т о в А и В (над l:l и � ) ,  
В) над подпростраиством В' . если <pl:l='IJ� и для любой пары морфизмов у: Х -+ А ,  

Главное расслоение со структурной группой паз .  б : Х -+  В ,  для которой у�Х= б� ,  существует такой 
локальио т р и  в и а л ь  и ы м, если его ограничение единственный морфизм � : Х -+  D , что �<р = у ,  �'IJ = б. 
на иек-рую окрестиость любой точки базы В триви- Коммутативный квадрат 
альио . Для широкого класса случаев требование ло
кальной тривиальности излишне (на пр . ,  если G -
компактная группа Ли, Х - гладкое G-миогообра
зие) . Поэтому часто термин «расслоение» со структур
ной группой используется в смысле локальио триви-
ального расслоения (или косого произведеиия) . 

Пусть (Хр, р р, F, �) , (Х р , р р , F,  � ' ) пара расслое
ний с одной структурной группой и одним G-прост
раиством в качестве слоя . Для морфизма h : � -+ �' 
главных расслоений отображение h Х id : Х Х F-+ Х' Х F 
индуцирует непрерывное отображение <р :  Хр -+ Хр ,  
и пара (h , <р )  паз . морфизмом расслоений со  структур-
ной группой (Хр, рр, F, �) -+ (Хр , р р , F, �' ) . 

Локальио тривиальное расслоение ч= (Хр, рр, 
F, �) допускает следующее описание , лежащее в основе 
другого , также общепринятого определения расслое
ния со структурной группой. Пусть U= {ua. } - откры
тое покрытие базы В для к-рого ограничение Т) на ua. 
при всех l:l тривиально . Выбор тривиализации и их 
сравнение на пересеЧеНИЯХ Ua. n Uf3 ПрИВОДИТ К Непре
рЫВНЫМ функциям (паз.  ф у н к ц и я м и п е р е
х о д  а) {ga.f3 } , ga.f3 : иа. П иv -+ G. В пересечениях трех 
ОКреСТНОСТеЙ Ua. n Uf3 n U'l' ИМееТ МеСТО равеНСТВО 
ga.13og13'1'ogva.= 1  E G, а выбор других тривиализаций над 
каждой окрестностью приводит к новым функциям 
g�13=ha.ga.f3hfi1 • Таким образом, функции {ga.f3 } обра-
зуют одномерный коцикл в смысле Александрова -
Чеха с коэффициентами в пучке ростков G-значных 
функций (коэффициенты неабелевы) , и локально три
виальное расслоение определяет этот коцикл с точ
ностью д_о кограницы. 

Лит. : [1 ] Х ь ю з  м о л л е р  д. , Расслоенные пространства,  
пер. с анrл . ,  М. , 1970 ;  [2] С т и н р о д  Н. , Тополоrин косых 
произведений ,  пер. с анrл . ,  М . ,  1 953 .  А .  Ф. Харшиладае . 

РАССЛОЕННАЯ ВЫБОРКА - выборка , разбитая 
на несколько выборок меньших объемов по нек-рым 
отличительным признакам. Пусть каждый элемент 
какой-то выборки объема N�2 обладает одним и 
только одним из k�2 возможных признаков. В таком 
случае исходную выборку можно разбить на k выборок 
объемов n1 ,  • • •  , nk соответственно (n1+ . . . + n k= 
= N):  

Хн , · · . ,  Xtnp 
X2 t • . . . , Х2п, , 

Х тн • • • . , Xkn • k 
исходя из принципа : в i-ю выборку Xit •  . . .  , X ini 
отнесены только те элементы исходной выборки, к-рые 
обладают i-м признаком . В результате такого разбие
ния первоначальная выборка оказывается как бы 
расслоенной на k слоев Xil , . . .  , X ini ' i= 1 ,  . . .  , k , 
причем именно i-й слой содержит информацию об i-м 
признаке . R повятию Р .  в. приходят, наблюдая, напр . ,  
реализации компоненты Х двумерной случайной вели
чины (Х , У) , вторая компонента к-рой У подчиняется 
дискретному распределению . 

Лит. : [ 1 ] У и л к с С . ,  Математическан статистика , пер.  с 
анrл . ,  М. , 1 967 .  М. С. Никулин. 

РАССЛОЕННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ о б ъ е к т о в 
к а т е г о р и  и - частный случай понятия (обрат
ного или проективного) предела . Пусть .я'- произ
вольная категория и пусть заданы морфизмы l:l: А -+ 
-+ С, � : В -+  С из .я'. Объект D , вместе с морфизмами 
<р : D -+ А 1j): D -+ В , ваз . р а с с л о е н н ы м п р о-

1IJ 
D ---. B 

(j) l l 13 
А ->- С 

часто ваз .  у в и в е р  с а л ь в ы  м ,  
в ы м, к в а д р а т о м .  Объект D 
мами <р и 1jJ есть предел диаграммы 

в 
J 13 

А ->- С . 
а. 

или д е к а р т о
вместе с морфиз-

Р .  п. объектов А и В над l:l и � обозначают одним из 
следующих способов: 

АХВ, 
с 

АХВ, 
а., (3  

Р .  п . , если оно существует , определено однозначно 
с точиостью до изоморфизма . 

В категории с конечными произведениями и ядрами 
пар морфизмов Р .  п. объектов А и В над l:l и �  строится 
следующим образом . Пусть Р= А ХВ  - произведе
ние А и В с проекциями :rt1 и :rt2 и пусть (D , /1 ) - ядро 
пары морфизмов :rt 11:l , :rt2� : Р -+ С . Тогда D ,  вместе 
с морфизмами !!:rt 1 = <р и !!:rt2=1j) , есть Р .  п. А и В над 
l:l и � · Во многих категориях структуризованных мно
жеств D является подl\!Вожеством произведения (А Х 
ХВ) ,  состоящим из всех таких пар (а ,  Ь) ,  где а ЕА , 
Ь ЕВ ,  для к-рых al:l= b� . М. Ш. Цаленхо . 

РАССЛОЕННОЕ ПРОСТРАНСТВО - тотальвое про-
стравство расс.лоепия . м. и. Войцеховсхий, 

РАСТЯГИВАЮЩЕЕ ОТОБРАЖЕНИЕ - дифферен
цируемое отображение f замкнутого многообразия М 
на себя, под действием к-рого длины всех касательных 
векторов (в смысле какой-нибудь , а тогда и любой, 
римановой метрики) растут с экспоненциальной ско
ростью, т. е . существуют такие константы С >О и 
1.. >1 , что для всех Х Е ТМ и всех n > O  

, 1  Tt<n) (Х)  1 / ;;::;;: Ct..n 1 1 Х ! 1 · 
Имеется также вариант понятия Р. о .  без условия диф
феревцируемости , охватывающий, в частности , 1\!Вогие 
ранее изучавшився одномервые примеры . Свойства 
Р . о .  авалогичны свойствам У-систем и отчасти даже 
проще (так , Р. о. класса С2 всегда имеет конечную ив
вариантную меру, задаваемую в термивах локальных 
координат положительвой плотностью) .  д . в . Аносов. 

РАСХОДЯЩАЯСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ - по
следовательность точек топологич . пространства , не 
имеющая предела . Из всякой расходящейся последо
вательности метрич . компакта можно выделить схо
дящуюся подпоследовательвость . В классе Р. п. нор
мированных простравств выделяют бесконечно боль
шие последовательности , т. е. такие последователь
ности {хп } точек этих простравств, что lim llxп l l= оо .  

n -+ oo  
Повятие Р .  п .  обобщается на кратвые последователь
ности и на направленвые (частично упорядоченные) 
множества .  л. д . Кудрявцев . 

Р АСХОДЯЩИИСЯ ИНТЕГРАЛ - повятие , противо
положное повятию сходящегося интеграла (см. Не
собствеппый иптегра.л) .  Напр . ,  если функция опреде
лена на конечном или бесконечном промежутке [ а ,  Ь ) , - оо  <а .;;: Ь.;;;;;оо ,  если для любого Т) Е [ а ,  Ь] она интег
рируема на отрезке [а, ТJ ]  и не существует конечного 
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предела 

l iш ('Тl f (х) dx , 
Т] -+ Ь J a  

то говuрлт, что интеграл �� f (x) dx расходится. В слу
чае , когда 

liш ('Тl f (х) dx = + oo или - оо , 11 --+ ь J а  
говорят, что Р .  и .  � : f (x)dx равен соответственно 

+ оо ИЛИ - оо .  Л. Д . Кудрявцев. 
РАСХОДЯЩИйСЯ РЯД - ряд, у к-рого последова

тельность частичных сумм не имеет конечного предела . 
Напр . ,  ряды 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 +  . . . , 
1 - 1 + 1 - 1 + 1 - . . .  , 
1 - 2 + 3 - 4 + 5 - . . .  , 
1 + х + х2 + х3 + х4 + . . .  ( j x j � 1 ) , 

расходятся . 
Р .  р .  стали появляться в работах математиков 

1 7-18 вв.  Л .  Эйлер (L . Euler) первым пришел к вы
воду, что нужно ставить вопрос, ве чему равна сумма , 
а как определить сумму Р .  р . ,  и нашел подход к реше
нию зтого вопроса , близкий к современному. Р. р .  
до  ков. 1 9  в .  ве находили применении и были почти 
забыты . Накопление к кон . 1 9  в .  различных фактов 
математич. анализа вновь пробудило интерес к Р. р .  
Стал выдвигаться вопрос о возможности суммирова
вил рядов в нек-ром смысле , отличном от обычного. 

П р и м е р ы. 1 ) Если перемножить два ряда 

� "" an И �
"" 

bm k.ln= О "'-n= О 
сходлщихся соответственно к А и В ,  то полученный 
в результате перемноженил ряд 

�"" 0 cn = �,
"' (а0Ь п + а1Ь п- 1 + · · · + апЬu) ( 1 ) k.ln= """n= O 

может оказаться расходлщимсл . Однако если сумму 
ряда ( 1 )  определить не как предел частичных сумм sm 
а как 

(2) 
то в этом смысле ряд ( 1 )  всегда будет сходиться (т. е . 
предел в (2) будет существовать) и его сумма в этом 
смысле равна С= АВ .  

2 )  Ряд Фурье функции f (х) , непрерывной в точке х0 
(или имеющей разрыв 1-го рода) ,  может расходиться 
в этой точке . Если же сумму ряда определить по фор
муле (2) , то в этом смысле ряд Фурье такой функции 
всегда будет сходиться и его сумма в этом смысле равна 
f (x0) (или соответственно ( f (x0 + O) +f (x0-0) ]/2 , если 
х0 - точка разрыва 1 -го рода) . 

3) Стеленвой ряд 

(3) 

сходител для l z l <1 к сумме 1/ (1 -z) и расходител для 
l z l �1 .  Е�ли сумму ряда определить как 

liш е - х � "' snxn 
х �  со �n= O n! ' 

(4) 

где sn - частичные суммы ряда (3) , то в этом смысле 
ряд (3) будет сходиться для всех z , удовлетворяющих 
условию Re z < 1 ,  причеы его суммой будет функция 
1 /( 1 -z) . 

Ц 29 Математическая энц . ,  т.  lo 

Для обобщения понятия суммы ряда в теории Р .  р . 
рассматривают нек-рую операцию или правило, в ре
зультате к-рого Р .  р .  ставится в соответствие опреде
ленное число , наз . его суммой (в зтом определении) . 
Такое правило наз. суммирования :методом . Так, пра
вило , описанное в примере 1 ) , наз .  методом суммиро
вания средних арифметических (см. Чезаро :методы 
суммирования) . Правило, определяемое в примере 2) , 
наз .  Бореля :методом суммирования .  

См.  также Суммирование расходящихся рядов .  Лит. : [ 1 ] в о r е 1 Е. , Le<;ons sur les series divergentes, Р . , 
1 928 ;  [2] Х а р д и  Г. ,  Расходящиеся ряды, пер. с англ. , М. , 
1 9 5 1 ; [3] Н у н Р. , Бесконечные матрицы и пространства после
довательностей, пер с англ . ,  М. , 1 960 ;  [4] Р е  у е r i m h о f f 
А. , Lectures on summabllity, В . ,  1 96 9 ;  [5] К n о р  р К , Theory 
and applicatюn on шfmite series, N. У. , 1 9 7 1 ; [6] Z е 1 1  е r К . ,  
В е е k т а n n v. , Theory der Limitierungsverfahren, B . 
Hdlb. - N .  У. , 1 970.  И. И. Водпов. 

РАСШИРЕНИЕ а л г е б р ы Л и S с ядром А -
алгебра Ли G с злиморфизмом q; : G -+ S ,  ядром к-рого 
служит идеал A cG, это равносильно заданию точной 
последовательности 

� О -+ А -+ G -+ S -+ О. 

Р .  наз . р а с  щ е п и м ы  м, если существует подал
гебра S1cS такал, что G= S1ffiA (прямая сумма моду
лей) . Тогда q; индуцирует изоморфизм S1 � S , и потому 
определено действие алгебры S на А дифференцирова
нилми . Обратно , по любому гомоморфизму а : S -+ 
-+ Der А ,  где Der А - алгебра дифференцирований 
алгебры А ,  однозначно строится расщепимое расшире
ние SffiA с законом умноженил 

[ (s , а) ,  (s ' , а ' ) ] =  ( [s , s ' ] , а (s) а' - а (s ' ) а + [ а , а' ] ) . 

Для конечномерных алгебр Ли над полем характери
стики О справедлива т е о р е м а Л е в и :  если S пол у
проста , то велкое расширение алгебры S расщепимо . 

Из нерасщепимых Р .  наиболее изучены абелевы Р . ,  
то есть Р .  с абелевым ядром А .  В этом случае действие 
алгебры G на А индуцирует действие алгебры Gl А �S 
на А ,  то есть А есть S-модуль.  Для алгебр Ли над 
полем велкое а бел е во Р .  алгебры S, ядром к-рого 
служит S-модуль А ,  имеет вид SffiA со следующим 
законом умножения : 
[ (s , а) ,  (s ' , a ' ) J = ( [s , s' ] , a (s) a ' - a (s' ) a + ф (s , s' ) ) ,  
где ф - нек-рое линейное отображение S 1\ S -+ А .  
Тождество Якоби равносильно тому, что ф - двумер
ный коцикл (см. Кого:мологии алгебр Ли) . Р . ,  к-рым 
эквивалентны когомологичные коциклы,  эквивалент
ны в естественном смысле ;  в частности , Р .  расщепимо 
тогда и только тогда , когда ф когомологичен нулю. 
Таким образом, а бел е вы Р .  алгебры S с ядром А опи
сываютел группой когомологий Н2 (S ,  А ) .  К случаю 
абелевых Р .  сводител изучение Р с разрешимым ядром . 

Лит. : [1 ] Д ж е к о б с о н Н. , Алгебры Ли , пер. с англ , 
М , 1 9 6 4  А Н То.л.пыго 

РАСШИРЕНИЕ а с с о ц и а т и в н о й а л г е б р ы 
R над коммутативным кольцом К - гомоморфизм 
q; : S -+ R К-алгебры S на алгебру R . Если Kerq;= 
= / - алгебра с нулевым умножением,  то Р . наз . 
с и н г у л л р н ы м. В этом случае на I естествен
ным образом вводител структура R-модулл. На мно
жестве всех Р. ассоциативной алгебры R с яд
ром I вводител отношение эквивалентности (так же , 
как для групп , модулей и т. д. ) ,  и множество классов 
эквивалентных Р. обозначается F (R , / ) .  Если алгеб
ра R является К -проективной, то алгебра S разложима 
в прямую сумму К-модулей S=I+ R ,  и элементы ал
гебры S можно записать в виде пар (и ,  r) ,  и Е I , r E R ,  
к-рые перемножаютсл по правилу 

( щ ,  r1 ) (и2 , r 2) = (и1 r2 + r 1и2 + a (r1 , r2) , r1 r2) , 

где а :  R@R -+ /. Ассоциативность умноженил на-
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кладывает ограничения на функцию а , иревращая ео 
в коцикл . Сопоставление Р. его коцикла устанавли
вает изоморфивм К -модуля F (R , /) со второй гр уппоi'r 
когомологий Н2 (R , /) алгебры R с ноэффициентами в I .  

Р .  алгебры R паз.  также алгебру, содержащую R .  
Такие Р .  часто связаны с конкретной конструтщией 
(многочлены над R ,  локализация R , нол ьцо частных 
алгебры R и т . д . ) . См. танже Расширепие поля .  

Лит. : [ 1 ]  М а н л е й  н С. , Гомология ,  пер . с англ. , М . , 1 96 6 ;  
[2] Н о с h s с h i 1 d G . ,  «Ann. Math. >> ,  1 94 5 ,  v .  46 ,  р .  58-6 7 .  

В .  Е . Говоров . 
РАСШИРЕНИЕ г р у п п ы - группа,  содержащая 

данную группу в качестве нормального делителя .  
Обычно фиксируется и фа:кторгруппа,  т .  е .  р а с ш и
р е н и е м г р у п п ы А п р и п о м о щ и г р у п
п ы В наз . группа G, содержащая А в качестве нор
мальпого делителя и такая , что G/ А =.В , или точная 
последовательность 

v Е ___..... А ---->- G ·-+ В -+ Е .  

Иногда группу G наз . р а с ш и р е н и с м г р у п п ы 
В при п о м о щ и  г р у п п ы  А (см . ,  напр . , [ 2 ) )  или 
элиморфизм у :  G ""* В - Р. группы В (см . , [ 1 ] ) . На
:копец , точная последовательность ( 1 )  мошет назы
ваться :как Р .  группы А при помощи группы В , та:к 
и Р .  группы В при помощи группы А . Р .  группы А 
при помощи группы В всегда существует ,  однако груп
пы А и В определяют его пеодпозпачно . Необходимость 
описания всех Р. группы А при помощи группы В 
вызвана :как потребностями самой теории групп ,  так 
и ее прилошенилми . Такое описание естественпо про
водить с точностью до эквивалентности . Два Р .  груп
пы А при помощи группы В паз . э к в и в а JI е н т
н ы м и ,  если коммутативна диаграмма 

E -+ A -+ G ---->- B -+ E  
1 1 t 1 1  

Е -+А -+ G'  _.,. В _.,.  Е .  

Произвольное Р .  ( 1 ) определяет путем трансформи
рования элементами группы G гомоморфизы 

a : G -+ Aut А, а (g ) a = gag - 1 ,  
для к-рого а (А ) содержител в группе I n  А внутрен
них автоморфизмов группы А , и, следовательно , 
определяет гомоморфизм 

� : В -+ Aut А/lп А .  
Тройку (А , В , � ) паз . а б с т р а к т н ы ы  я д р о м  Р .  
Фиксир ул Р .  ( 1 ) ,  выбирают для каждого Ь Е В пред
ставители и ( Ь) Е G так , чтобы удовлетворялись уело
вил уи ( Ь) = Ь и и ( 1 ) = 1 .  Тогда сопрлшепие элементом 
и ( Ь) порождает автоморфизм ер ( Ь) группы А :  

ер (Ь ) а = и (Ь) а и (Ь) - 1 = аЬ .  

Произведение и (Ь1 ) и (Ь2 ) равно и (Ь1 Ь2) с точностью до 
множителя 1 (Ь1 , Ь 2) Е А : 

и (br) и (Ь 2) = / (Ьr , Ь2) и (b r Ь2) . 

Легко проверлется , что введенные фушщии должны 
удов летворять условиям 

[�p(Ьr ) f (b2 , bз) J f (br , b2 bз) = f (br , Ь 2) / (ЬrЬ2 , Ь3) , (2) 
(аЬ' )Ь• = (af (Ь,, Ь,) )Ь ,Ь2 , (3) 

где в равенстве (3) неянпо присутствует функция 
ер :  В - Aut А . 

Задание групп А и В и функций f : В Х В - А , 
ер : В - Aut А ,  удовлетворяющих условиям (2 ) 11 (3 )  и условиям пормализоваппости : 

ер (1 ) = 1 , f (a, 1 ) = 1 = ! (1 , b ) ,  

определяет Р .  ( 1 ) в следующем с м ы с ле .  Множество 
В 0 ( А , В ,  (JJ , f )  nap (a, Ь ) , а Е А . Ь Е В , 

является группой относительно операции 

(а , Ь )  (а1 , Ь1 ) = (aatf (Ь , Ь1 ) , ЬЬ1 ) . 

Гомоморфизмы а �  (а , 1 ) , (а , Ь) 1->- Ь задают Р .  
Если задано абстрактное ядро (А , В ,  �) , т о  всегда 

�южно найти нормализованную функцию (р , удовлет
воряющую условию (3) . Естественно возни:кает функ
ция f , однако условие (2 )  не всегда выполняется; в об
щем сл учае 

j ( b2 • Ь3) j (ЬJ , Ь2 Ь3) = k (Ьr , Ь2 , Ь3) 1 (Ьr , Ь2) 1 (br Ь 2 , Ьз) , 

I'ДО k (b1 , Ь2 , Ь3 ) Е А . Ф ун:кцил 1 : В Х В - А наз . 
с и с т е м о !r ф а  к т о р о в , а функции k :  В Х В Х 
Х В -+ А  паз .  п р е п я т с т в и л м и к Р .  Если  
группа А абелева ,  то  системы факторов составляют 
группу Z2 (В ,  А ) относительно их естественного сло
жения .  Факторы , соответствующие пол упрямым про
изведениям,  составляют подгруппу В 2 (В , А )  группы 
Z2 (B , А ) .  Факторгруппа Z2 (B , A )IB 2 (B ,  А ) изоморфна 
второй группе когомологий группы В с коэффициен
тами в группе А .  Аналогичную интерпретацию имеют 
преплтствил в третьей группе когомологий. 

Идея изучения Р .  с помощью систем факторов по
явилась давно ( 0 .  Гёльдер , О .  HOlder , 1 893 ) . Однако 
упоминание систем факторов обычно связано с именем 
О. Шрайера ( 0 .  Schrei er) ,  предпринявшего с их по
мощью первое систематич . изучение расширений. 
Р .  Бэр (R . Baer)  впервые начал инвариантные исследо
вания Р . групп без участил систем факторов . Теория 
Р .  групп явилась одним из истоков гомологич .  алгебры . 

Лит. : ( 1 ]  R а р  т а н А. , Э й  л е н б е р  г С . , Гомологическал 
алгебра , пер . с англ . ,  М . , 1 960 ;  (2] R и р и л л о в А.  А. , Эле
менты теории представлений, М . 1 97 8 ;  [ 3 ] R у р о ш А. г. , 
Теория групп, 3 изд. , М. , 1 967 ;  [4j М а н л е й  н С . , Гомология, 
пер . с англ . ,  М. , 1 966 .  В .  Е . Говоров. 

РАСШИРЕНИЕ д и ф ф е р е п ц и а л ь п о г о 
п о  л л F0 - дифференциальное поле F-:::JF0 с таким 
множеством дифферепцировапий � ,  что ограничение 
� па F0 совпадает с множеством дифферепцировапий , 
заданных па F0 • В свою очередь F0 будет д и ф ф е
р е п ц и а л ь п ы м п о д п о л е м поля F .  

Пересечение любого множества дифференциальных 
подполей в F является дифференциальным подпоJrеМ 
поля F. Для любого множества элементов '2. c F су
ществует паименьшее дифференциальное подполе в F,  
содержащее все элементы из '2. и F0 ; оно обозначается 
F0 ('2.) и паз .  р а с ш и р е п  и е м п о  л я F0 , п о
р о ж  д е п н ы м м н о ж е с т в о м '2. (при этом 
говорят, что '2. является множеством, или семейством, 
образующих расширения F0 ('2. ) над F0 ) . Р. паз . к о
п е ч п о п о р о ш д е п п ы м ,  если оно имеет :конеч
ное множество образующих , и паз . п р  о с т о п о
р о ж д е п п ы м, если множество образующих состоит 
из одного элемента . Если F1 и F 2 - два дифферен
циальных подполя в F, то подполе 

F1F2 = F1 <F2) =  F1 (F2) = F2 (Fl) = F2 <F1) , 
являющеесл дифференциальным подполем поJrл F, 
наз . :к о м п о з и т о м полей F 1 и F 2 • 

Пусть 8 - свободпал :коммутативная полугруппа 
с множеством свободных образующих � (ее элементы 
н аз .  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и о п е р а т о
р а м и) . Семейство (а ;) ; Е 1 элементов дифференциаль
ного поля F паз . д и ф ф е р е п ц и а л ь п о а л г е б
р а и ч е с к и з а в и с и м ы м над д и ф ф е р е в
ц и а л ь н ы  м полем Р0с Р , если семейство ( 8а;) ;  Е r , B E е 
алгебраически зависимо над Р0 , в противном случае 
семейство (а;) ; Е 1 паз . д и ф ф е р е н ц и а л ь н о а л
г е б р а и ч е с  к и н е з а в и с и м ы  м над Р0 , или 
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сеиейством д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х н е и 3 в е
с т н ы х над F0 •  Говорят , что элементы (ai)i E 1 д и ф
ф е р е н ц и а л ь п о  с е п а р а б е л ь п о з а в • 
с и м ы  над F0 , если семейство ( 8ai) i E l ,f:J E 6 селарабель
по зависимо над F0 ; в противном случае семеiiство 
(ai\ E l паз .  д и ф ф е р е п ц и а л ь п о с е п а р а-
б е л ь п о  п е з а в и с и м ы м  нq �-

Расширение Р паз . д и ф ф е р е  н ц и а л ь  н о а л
г е б р а и ч о с к и м над F0 , если таковым является 
каждый элемент поля F .  Аналогично, F паз . д и ф ф е
р е н ц и а л ь п о с е п а  р а б е л ь н ы м над Р0 , 
если таковым является каждый элемент из F .  Для 
дифференциальных Р .  справедлива теорема о прими
тинном элементе : пусть множество 8 независимо па 
Р0 , тогда велкое конечно порожденное дифференци
альво сепарабельное расширение F поля Р0 порож
даетсл одним элементом.  

Пусть J - пек-рое множество и Fo[ (y if:J ) .i e J,f:J E e ! 
aлгeбpa многочленов над F0 от семейства неизвест
ных (yif:J) j E J ,f:J E €1 с множеством индексов J X 8 . Лю
бое дифференцирование б Е б поля Р0 единственным 
образом продолжается до дифференцирования кольца 
Fo[ (Yjf:J)j E J, f:J E e ! , отображающего Yje в Уjм ·  Это диф
ференциальное кольцо паз . к о л ь  ц о м д и ф ф е
р е в ц и а л ь н ы х м н о г о ч л е н о в от диффе
ренциальных не известных Yj ·  j Е J , и обозначается 
Ро {(уj); и }· Его д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  п о л е 
ч а с  т н ы х (т . е .  поле частных с продолжением диф
ференцирований) обозначается F0 ( (y) j Е J ) , а элементы 
этого поля паз . д и ф ф е р е  н ц и а л ь н ы  м и ф у  н
к ц и л м и над Р0 от дифференциальных неизвест
ных (У · )j E J ·  Для обЫiшовенных дифференциальных .. J полеи имеет место аналог т е о р е м ы Л ю р о т а :  
пусть Р - произвольвое дифференциальное Р .  диф
ференциального поля F0,  содержащеесл в F0 (u) , тогда 
Р содержит элемент v такой, что P= P0 (v) . 

Для любого дифференциального поля Р существует 
с е п а р а б е л ь н о е  п о л у у н и в е р с а л ь н о е  
р а с ш и р е  н и е ,  т .  е .  такое Р . ,  в к-рое вкладывается 
велкое конечно по рожденное се па рабельвое Р .  поля F.  
Более того, существует с е п а р а б е л ъ н о е у н и
в е р с а л ь н о е р а с ш и р е н и е И, т .  е .  такое 
Р . ,  к-рое является полууниверсальным над каждым 
конечно по рожденным Р .  дифференциального поля Р , 
содержащимсл в И .  

В теории дифференциальных полей нет объекта , 
соответствующего алгебраически замкнутому полю 
в теории полей . До пек-рой степени их роль играют 
стесненно замкнутые поля . Основным свойством та
кого поля Р является то, что любая конечная система 
алгебраических дифференциальных уравнений и не
равенств с коэффициентами в Р, имеющая решение, 
рациональное над нек-рым Р. поля F , имеет решение , 
рациональное над Р. Семействр ч= (1'Jj) j Е J элементов 
из нек-рого Р .  дифференциаль/юго поля Р паз.  с т е с
н е н н ы м над F, если существует дифференциальный 
многочлен c E F {(yj)j E .Т } такой, что с (1'))"=0 и с (1') ' ) = 0  
для любой необщеii дифференциальной специализации 
11 ' точки 1') над F. Расширение � поля F паз . с т е с
н е н н ы м над F , если любая конечная система 
элементов 1')1 , . . . , 1'Jn Е � является стесненноii над Р ; это равносильно тому, что цроизвольный элемент 
из � является стесненным над F. Дифференциальное 
поле , не имеющее нетривиальных стесненных Р . , паз. 
с т е с н е н н о з а  м к н у т ы  м .  Пример такого по
ля - универсальное дифференцпаJrьное поле нулевой 
характеристики (универсальное Р поля рациональ
ных чисел Q) . Для любого дифференциаJrьпого поля 
нулевой характеристики существует с т е с н е н н о е 

29 * 

3 а м ы  к а н и е, т. е .  стесненно замкнутое Р .  поля F, 
к-рое вкладывается в любое другое стесненно замкну
тое Р . поля F. 

Определение нормального Р. из теории полей можеr 
быть перенесено в дифференциальную алгебру раз
личными способами . В дифферепццаJrьной теории Га
луа основную роль играют сильно нормальные Р .  
Пусть И - фиксированное универсальное дифферен
циальное поле характеристики О с полем констант К . 
Все дифференциальные поля , встречающиесл ниже , 
предполагаются лежащими в И, а все упоминаемые 
далее изоморфизмы предполагаются дифференциаль
ными изоморфизмами, т. е. коммутируют с операто
рами из множества б .  Пусть Р и � - дифференциаль
ные поля , над к-рыми И универсально . Пусть С 
поле копетаит поля �- Изоморфизм cr поля � паз. 
с и л ь н ы м ,  если а оставляет инвариантным 
каждый элемент из С, cr�c�K и �са�К (то есть 
�К= �аК) .  С и л ь н о  н о р м а л ь н ы м Р .  диффе
ренциального поля F паз.  конечно порожденное рас
ширение � поля F такое , что всякий изоморфизм 
поля � над F является сильным.  Сильно нормальные 
Р. являютел стесненными .  Множество сильных изо
морфизмов сильно нормального расширения � над 
F имеет естественную структуру алгебраич. группы, 
определенной над полем К (обозначаемой через 
G (�/F)) . Это - Галуа дифференциальпая группа 
расширения �/F. Частным случаем сильно нор�rаль
ных Р. являютел р а с ш и р е н и я П и I\ а р а -
В е с с и о ,  т .  е .  расширения, сохраняющие поле кон
стант и получающиесл присоединением к полю F базиса 
решений какой-либо системы линейных однородных 
дифференциальных уравнениii с коэффициентами из F. 
Для таких Р. группа Г ал уа G (�/ F) является алгеб
раической матричной группой, т. е . алгебраич . под
группой группы GLк (n) для неR-рого целого п >О . 

Дифференциальные группы Галуа типичных диф
ференциально-алгебраических Р .  имеют следующий 
вид. 

1) Пусть �= F(a) , где а удовлетворяет системе 
уравнений б ;а= а ;а , б ; Е б ,  a; E F, i= 1 , . . .  , т , и 
пусть поля констант полеii � и F совпадают .  Тогда � является расширением Пикара - Вессио поля F 
и дифференциальная группа Г ал уа G (�/ F) является 
подгруппоlт мулыипликативпоlr группы поля К (то 
есть GLк (1 ) = K* ) .  Если элемент а трансцендентеп 
над F, то G (�IF) ""' K* ,  а если а алгебраичеи , то а 
удовлетворяет уравнению вида уd- Ь= О, где Ь Е F и 
G (�IF) = Zd (группа корпей из 1 степени d) . Расширеине 
� поля F паз .  Р .  п р и п о м о щ и  э к с п о н е н т ы . 

2) Пусть �= F(a) , где а удовлетворяет системе 
уравиеиий б ;а= а i , б ; Е б ,  a; E F, i= 1 ,  . . .  , т (такой 
элемент а иаз . п р и м и т и в и ы м над F) . И пусть 
поле констант иолл F (а) совпадает с С. Если а$. F ,  
то  а трансцендеитен над F.  Получоиное Р .  лвJIЯстся 
расширением Пикара - Вессио, и грунпа Галуа 
G (F(a) /  F) изоморфна аддитивной группе поля К . 
Такие Р .  паз.  р а с ш и р е  и и л м и п р  и п о м о щ и  
и н т е г р а л а .  

3) Пусть g2 , g3 - элементы поля С такие , что 
g�-27g�"=O.  Элемент а Е И паз . в е й е р ш т р а с
с о в ы м над F, если а удовлетворяет систе�1е уравнений 
(б;a) 2-a�(4a3 -g2a-g3) ; бi Е � ,  ai Е F, 1 -o;;: i -о;;: т .  Рас
ширение �= F(a) является сильно нормальным над 
F, одиако, если а трансцепдентен над F, оио не яв
ляется расширением Пикара - Вессио . Имеется моио
морфизм 

c : G  (F <rx>/F) --+ Wr.:. 

где W к- группа точек кубич . кривой 

X0X� - (4X�- g2X�Xl - g3X�) = 0. 
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Если а трансцендентеи над Р, то с является изомор
физмом. 

4) П усть F - дифференциальное поле , а1 , • • •  , а п Е Р 
и (ТJ1 ,  • • •  , ТJп ) - фундаментальная система нулей 
уравнения y<n > + a1y<n - 1 > +  . . . +апу= О , к-рая порождает 
расширение Пикара - Вессио поля F. Группа Галуа 
G (F <ТJ1 , • • •  , ТJn > IF) содержится в S Lк (n ) тогда и 
только тогда , когда уравнение у ' + а1у= О имеет не
тривиальный нуль в F . В частности, если F= C (x) 
дифференциальное поле рациональных функций од
ного комплексного перемениого с дифференцирова
нием d!dx и Bv = y"+ x - 1y '+ (1 -v2x - 2)y - дифферен
циальный многочлен Бесселя , то группа Галуа соот
ветствующего Р .  совпадает с S Lк (2) при v-1/2 $. '/l .  
Если v -1/ 2 Е 7l ,  то группа Гап:уа совпадает с К* . 

Для любого натуральпого n можно построить Р .  диф
ференциальных полей '§�F такое, что G ('§/ F) "", G Lк (n) . 

Существует соответствие Галуа между множеством 
дифференциальных подполей сильно нормальпого Р .  
и множеством алгебраич. подгрупп его группы Галуа . 

Как и в обычной теории Галуа , в дифференциальном 
случае рассматриваются две общие задачи . 

а ) Прямая задача: задано сильно нормальное рас
ширение '§ дифференциального поля F. Определить 
его группу Галуа .  

б )  Обратная задача: заданы дифференциальное поле 
F и алгобраич. группа G. Описать множество сильно 
нормальных Р .  поля F, группа Г ал уа к-рых изоморфна 
группе G (в частности , определить, не пусто ли оно) . 

Существует другой способ обобщения нормальности 
на случай Р .  дифференциальных полей и построения 
дифференциальной теории Галуа , использующий ме
тоды дифФеренциальной геометрии [4] .  Лит. : (! ] R i t t J. F . , Differential algebra , N. У . ,  1 950 ;  
[2] К о 1 с h i n Е .  R . ,  Differentlal a lgebra and a lgebraic groups , 
N .  У . , 1 97 3 ;  [3] Н а п л а н  с к и й  И. Введение в дифферен
циальную алгебру, пер . с англ . , М . ,  H i59 ;  [�] Р о т т а r е t 
J . F . , Di fferent i a l Ga lo i s  theory , N .  Y . -L . - P . , 1 9 8 3 .  А. В. Миха.яев, Е . В. Папкратъев. 

РАСШИРЕНИЕ м о д у л я - любой модуль Х ,  со
держащий данный модуль А в качестве подмодуля . 
Обычно , говоря о Р .  модуля А ,  фиксируют фактормо
дуль XIA , т. е. р а с ш и р е  н и е м м о д у л я А 
с 11 о м о щ ь ю м о д у л я В паз . точную последова-
тельность 

О --+ А --+ Х --+ В --+ 0 . 

Такой модуль Х всегда существует (папр . ,  прямая сум
ма А и В ) ,  по не определяется модулями А и В одно
значно .  Как в теории модулей , так и в ее Приложениях 
в озникает потребность в обозрении всех различных 
Р .  модуля А с помощью В .  С этой целью в классе всех 
Р .  модуля А с помощью В вводится отношение эквива
лентности , а на классах эквивалентных Р . - операция 
умножения (см . Вара у:м иожение) , относительно к-рой 
множество классов эквивалентности Р .  модуля А над 
кольцом R образует абелеву группу ExtR(A , В ) .  Эта 
конструкция обобщается и па п-к р а т н ы е Р .  м о
д у л я А с 11 о м о щ ь ю  В ,  т .  е .  на точные последо
вательности вида 

О --+ А --+ X n - 1 --+ . . . --+ Х0 ->- В --+ О, 
к-рым соответствует группа Ext 'R(A ,  В ) .  Группы 

Ext 'k (A, B) , n = 1 , 2 ,  . . . , 
являются производвымя функторами функтора 
НошR(А , В) и вычисляются с помощью проективной 
резольвенты модуля А или инъективной резольвенты 
модуля В .  Расширение Х модуля А паз.  с у щ е с т
в е н н ы м,  если для любого подмодуля S модуля Х 
и з s n A = O  СJiедует S= O .  Всюшй МОДУJIЬ обJiаДает мак
симальным существенным Р . ,  являющимся мипималь
ньаi ин-ьептивны.м, .м одуле-tt , содержащим данный . 

Лит. см. при ст. Расширение группы.  В .  Е. Говоров. 

РАСШИРЕНИЕ о п е р а т о р а - линейный опе-
ратор,  график к-рого содержит график данного линей
ного оператора . Тот факт, что оператор В есть Р .  опе
ратора А , записывается в виде АсВ. Обычные задачи 
теории Р . :  максимально расширить оператор ,  сохраняя 
определенное свойство, или изучить Р. оператора , 
обладающие пек-рым дополнительным свойством . 

Пусть , напр . ,  дан изометрич. оператор А в гильбер
тоном пространстве Н с областью определения D (А )с Н 
и областью значений R (А )СН; тогда изометрические Р .  
оператора А находятся в о  взаимно однозначном соот
ветствии с изометрич . отображениями из Н + = D  (A ) J.. 
в Н _ = R  (A ) J.. . В частности , А имеет унитарные Р . ,  
когда размерности Н+ и Н_ совпадают . 

Р а с ш и р е п и я  с и м м е т р и ч е с к и х  о п е
р а т о р о в . Наиболее развитой (и важной для прило
жений) является теория самосопряженных Р .  симмет
рич. операторов в гильбертоном пространстве . Опера
тор Т является симметрическим тогда и только тогда , 
когда Те Т* , где Т *  - сопряженвый к Т оператор .  
Поэтому область определения любого симметрического 
Р. оператора Т содержится в D ( Т* ) ,  и это Р. есть с у
ж е в и е оператора Т* . Тем самым описание симметри
ческих Р. сводится к нахождению их областей опреде
ления . Подпространство LcD ( Т* ) является областью 
определения пек-рого симметрического Р. оператора Т 
тогда и только тогда , когда ( Т*х ,  у )= (х Т*у)  для любых 
х, y E L . Оказывается , что 

D (T*) = D ( T ) .f. N  + .f. N _ ,  

где N ± = Ker ( Т* =f i ) - д е ф е к т н ы е п о д п р о с т
р а н  с т в а (их размерности n± = dim N ± паз.  д е
ф е к т н ы м и ч и с л а  м и) , и симметрические Р .  
оператора Т находятся в о  взаимно однозначном соответ
ствии с изометрич. отображениями из N + в N _ :  каждо
му такому отображению V соответствует Р .  оператора Т 
с областью определения D ( T)i- Г у, где Гv - график 
оператора V. Самосопряженные Р. соответствуют уни
тарным операторам V и, следовательно, существуют 
тогда и только тогда , когда дефектные числа равны . 

Области определения Р .  симметрич . операторов удоб
но описывать с помощью т. н. (абстрактных) граничных 
условий . Г р а н и ч н ы м з н а ч е н и е м для сим
метрич. оператора Т паз.  всякий линейный функцяопал 
на D ( Т* ) , непрерывный относительно нормы (х) = 
= ( ! !x i J2+ ! 1 T*x ! !2) ' / • и равный пулю на D ( Т) ;  г р  а н и ч
н ы м у с л о в и е м паз . уравнение / (х)= О ,  где f 
граничное значение . Граничные значения определяются 
своими значениями па N + + N _ . Если дефектные числа 
симметрич. оператора Т конечны , то всякое его симмет-
рич . расширение Т определяется семейством гранич
ных условий, ТО есть D ( Т)= n �=1Ker /; , где /i - гра
ничные значения . Семейства граничных значений, оп
ределяющие самосопряженные Р .  оператора Т с дефект
ными числами n + = n - = n , описываются следующим 
образом . Пусть <р1 , . . .  , <pn - ортопормировапныi'! базис 
в N+ , a 'IJ1 , . . .  , '\Jп - в N _ и пусть для 1 ..;i ..;n 

/; (х) = (Т*х , (jJi) - (x , T*qJi) ,  
gi (х) = (Т*х , 'IJ; ) - (x ,  T*'IJ; ) . 

Тогда всякое самосопряженное расширение Т операто
ра Т определяется граничными условиями 

D ( Т) = n �= t Ker ( t; -�;= 1 Bijgi) , 

где I ! B ij l l  - унитарная (n Х п)-матрица . 
В нек-рых случаях удается установить существова

ние самосопряженных Р. (и найти нек-рые из них) , не 
решая трудной задачи нахождения дефектных подпрост-
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рапств и дефектных чисел . Напр . ,  если Т коммутирует 
с (аптиупитарпой) инволюцией пространства Н,  то оп 
допускает самосопряженное Р .  Это часто используется 
в теории дифференциальных операторов , где в качестве 
инволюции берется комплексное сопряжение простран
ства :1:2. Равенство дефектных чисел имеет место и в том 
случае, когда па действительной оси есть точки регу
лярного типа оператора Т (точка Л паз . т о ч к о й 
р е г у л я р н о  г о т и п  а ,  если I I Tx-Лxl l�c l lx l l  при 
пек-ром с >О и для всех x E D  ( Т) ) .  

Р а с ш и р е п и я  п о л у о г р а н и ч е н н ы х  
о п е р а т о р о в .  Оператор Т паз . п о л у о г р а н и
ч е н н ы м с н и з у числом а Е R ,  если его ч и с л о
в а я о б л а с т ь  {( Тх , х) : l lх 1 1= 1 , х Е D ( Т) } лежит в 
интервале (а ,  оо ) ;  оператор ,  полуограниченный снизу 
нулем, паз . п о л о ж и т е л ь н ы м. Если Т полу
ограничен снизу числом а, то все числа Л <а - его точ
ки регулярного типа ,  дефектные числа равны и сущест
вуют самосопряженные Р .  Одно из них можно постро
ить следующим образом . Полуторалинейпая форма 
qт(х , у)= ( Тх , у) ,  определенпая па D ( T) X D  ( Т) ,  допу-
скает замыкание Чт· Но, как всякой замкнутой симмет
ричной билипейпой форме , форме qт соответствует един
ственный самосопряженный оператор f такой, что qтС: 
c:fiт· Оператор Т паз . р а с ш и р е  н и е м Ф р и  д
р и х с а оператора Т, оп полуограпичеп , и нижняя 
грань его спектра равна нижней грани числовой обла
сти оператора Т .  Это - единственное самосопряженное 
Р . ,  область определения к-рого содержится в области 
определения формы fiт· С помощью расширения Фрид
рихса можно описать другие полуограниченные Р .  опе
ратора Т (если дефектные числа оператора Т конечны, 
то все его самосопряженные Р .  полуограпичепы) . Для 
этого достаточно найти все положительные Р .  положи
тельных операторов (общий случай сводится к данному 
добавлением оператора , кратного единичному) . Пусть 
Т - положительный оператор , L= Ker Т* , тогда по
ложительные самосопряженные Р .  оператора Т одно
значно соответствуют положительным ограниченным 
операторам В в L: для каждого такого оператора В под
пространство D ( T) + ( i - 1+B)L - область определе
ния соответствующего Р .  (см . [ 4 ] ) .  

Построение расширения Фридрихса обобщается па 
с е к т о р и а л ь  н ы е о п е р а т о р ы, т. е. опера
торы, числовая область к-рых содержится в пек-ром 
угле {z Е С : 1 arg (z-z0) 1 <:8 <:п/2 }; существует Р . ,  яв
ляющееся максимальным секториальпым оператором, 
числовая область к-рого находится в том же угле и к-рое 
обладает свойством минимальности , аналогичным свой
ству расширения Фридрихса . Рассмотрен случай опе
раторов, действующих из бапахова пространства в со
пряженное к нему (см . [ 5 ] ) . 

Д и с с и п а  т и в н ы е р а с ш и р е н и я .  В пек-рых 
задачах возникает необходимость строить симметриче
ские Р .  симметрич . операторов . Типичный результат 
состоит в следующем. Оператор А паз . д и с с и п а
т и в н ы м, если его числовая область лежит в левой 
полуплоскости ,  и м а к с и м а л ь н ы  м д и с с и п а
т и в н ы м, если он диссипативеп и не имеет диссипа
тивных Р .  Всякий симметрич . оператор имеет Р .  вида 
iA , где А - максимальный диссипативный оператор; 
все такие Р. описываются с помощью сжимающих отоб
ражений N + в N _ (см . [ 8] ) .  

Р а с ш и р е н и я д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х о п е
р а т о р о в .  Важные применекия теория Р .  операто
ров имеет при исследовании дифференциальных опера
торов .  Пусть 

- формально самосопряженное дифф�епциальпое вы
ражение па интервале (а, Ь ) ;  пусть D Е Z2(a ,  Ь) - под
пространство , состоящее из всех функций с абсолютно 
непрерывными квазипроизводными порядков О, 1 ,  . . .  , 
2n-1  и 2n-й квазипроизводпой, принадлежащей Z2 (a ,  
Ь) , где D0 - подпространство в D , состоящее из функ
ции , носители к-рых не содержат концов интервалов . 
Формула Ty= l (y) при y E D  определяет оператор Т ;  
пусть Т� - его сужение на D0 • Оператор Т� - симмет
рический, т�* = Т и пусть Т0= Т� - его замыкание . 
Область определения оператора Т0 в регулярном слу
чае (т. е .  когда интервал (а ,  Ь) конечен и функция 
1 /р0 суммируема) образована всеми функциями из D , 
первые 2n-1 квазипроизводных к-рых обращаются 
в О па концах интервала . В сингулярвом случае D ( Т0) 
описывается более сложно (см. [ 2 ] ) . Дефектные числа 
оператора Т0 равны , причем в регулярном случае они 
равны 2n, а в сингулярвом - не превосходят 2n . 
Таким образом , Т0 всегда обладает самосопряженными 
Р . ; их спектры , спектральные разложения и резольвен
ты являются основными объектами теории дифференци
альных операторов, поскольку выбор того или иного 
самосопряженного Р. является фактически точной 
постановкой пек-рой спектральной задачи . Это особен
но наглядно проявляется в регулярном случае: (аб
страктные) граничные условия , задающие область оп
ределения самосопряженного Р. оператора Т0 , запи
сывается тогда в виде обычных граничных условиii : 

� 2n ,�2 n  k �k= 1 a,jkY rk - 11 (а) + "-"k :: !  �jkYr - 11 (Ь) = О ,  

j = 1 ,  . . .  , 2n , 
где a,ik • � ik  - набор чисел (такое описание следует из 
вышеприведенного описания (абстрактных) граничных 
условий, поскольку в регулярном случае опЕеделены 
граничные значения <р j(y) = уШ(а) , 'Ф j(y)= y[J ] ( b ) ) . 

При р0(х) >О оператор Т0 является полуограничен
ным снизу, и его расшир�пие Фр�дрихса соответствует 
граничным условиям y[? 1 (a)= y[J ] ( b)= O , 0 <j <2n- 1 . 

В общем случае самосопряженные Р .  оператора Т0 
можно описать следующим образом . Пусть 

[у ,  z ) = �;= 1 (y rk - 11 :;rzn - k] _  y[2n - k] z[k - 1 1) 

для любых функций у и z из D ; тогда существуют пре· 
делы 

l iш [ у , z ] x = [у ,  z ] a , l iш [ у , z ] (х) = [у , z ] ь , 
х -+ а  х -+ Ь  

причем 
[ у , z ) ь - [ У , z ) a = (Т у , z) - ( y, T z ) 

(ф о р  м у л а Л а г р  а н ж а ) . Поэтому для описания 
самосопряженных Р.  оператора Т0 достаточно выбрать 
базисы <р1 , . . .  , (/Jп и -ф1 , . . .  , 'Фп в дефектных _!!Одпрост
рапствах N + и N _ (удобно считать , что 'Фi= (/Ji)  и каж
дой унитарной матрице 1 1 8 ,']'1 1  поставить в соответствие 
самосопряженное расширение Те , область определения 
к-рого состоит из всех функций у Е D , удовлетворяющих 
граничным условиям 

где 
[у , Sj] ь - [ у , Sj] a = O , 1 ";;;;: j ";;;;;;; n ,  

sj = {jJj - }:7= 1 eijq;i · 
Р а с ш и р е н и я, о т в е ч а ю щ и е к р а е в ы м 

з а д а ч а м .  Р .  полуограниченных операторов играют 
центральную роль в теории эллиптических краевых 
задач .  Пусть , па пр . , l (у) - эллиптическое дифферен
циальное выражение 2-го порядка в области G п-мер-
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поrо пространства и пусть А 0 и А =А ;  - минимальный 
и максимальный операторы , определенные этш1 выра
жением .  Тогда оператор А 0  положительно определен , 
его дефектные числа бесконечны и дефектное подпрост
ранство L0= Ker А (оно паз . п р о с т р а н с т в о м 
l - г а р м о н и ч е с к и х ф у н к ц и ii в G) допу
скает естественную реализацию в виде пространства 
функций па границе дG области G.  Таким образом ,  
рюшичпые Р . оператора А 0 соответствуют тем или иным 
граничным условиям и определяют различные :краевые 
задачи . В частности , расширение Фридрихса А0 опре
делено на всех фун:кцилх из пространства Соболева 
W�(G) ,  обращающихсл в нуль на дG, и уравнение 
А 0и= j соответствует задаче Дирихле : 

l (и) = f , zt /aa = O .  
Теория уравнений с частными производными ди:ктует 

поставовну многих общих задач о Р .  симметрич . опера
торов . Среди них задачи об условиях единственности 
самосопряженного Р.  (т . н .  с у щ е с т в е н н а л 
с а м о с о п р  л ж о н н о с т ь ) ,  о существовании :ком
мутирующих Р. у :коммутирующих (в том или ином смы
сле) симметрич . операторов, о существовании проме
жуточных Р. с заданными свойствами (напр . ,  с уеловил
ми на спе:ктр) и т. д. (см . [ 7 ) - [9] ) .  Р а с ш и р е н и л с в ы х о д о м и з г и л ь б е р
т о в а п р о с т р а н с т в а. Веяний симметрич . 
оператор, действующиii в гильбертоном пространстве 
Н, може_т быть расширен до самосопряженного опера
тора , деиствующего в пек-ром пространстве Н1-:::;Н (см. 
[ 1 0] ) ,  от:куда следует существование у веяного симмет
рич .  оператора обобщенной спе:ктральноti фун:кции . С этим та:кже связаны различные результаты о Р .  с вы
ходом из пространства и дилатацилх (см .  [ 1 1 ] ) .  Та:к , 
веяное с ж а т и е, т. е .  оператор с нормой �1 , гиль
бертона пространства может быть расширено до :коизо
метричес:кого (т . е. сопряженного к изометричес:кому) 
оператора; веяное сжатие , степени :к-рого сильно схо
дятся :к нулю, может быть расширено до обратного од
ностороннего сдвига (т . е. сопряженного к односторон
неыу сдвигу) . Результаты о Р .  с выходом из простран
ства обобщаютел на :коммутативные семейства ,  полу
группы и т. д .  
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А . . И. Логииов, В .  С. Шу.ль;маи. 
РАСШИРЕНИЕ п о л у г р у п п ы А - полугруп

па S, содержащая А в :качестве подполугруппы . Обычно 
речь идет о расширениях полугруппы А , связанных с А 
теми или иными условиями . Наиболее развита теория 
идеальных Р. полугрупп (полугрупп, содержащих А 
в качестве идеала) . Наждому элементу s идеального 
расширения S полугруппы А сопоставляют ее левый и 
правый сдвиги Л8 , Ps : A8x= sx , xp8= xs(x E A ) ; пустr, тs= 
= (Л8 , р8) . Отображение т является гомоморфизмом по
лугруппы S в сдвигоную оболочку Т (А ) полугруппы А 
пшi изоморфизмом , если А слабо реду:ктивна (см . Сдви-

ги полугрупп) . Полугруппа тS паз .  т и п  о м и д е
а л ь  н о г о р а с ш и р е н и л S. Среди идеальных 
расширений S полугруппы А выделлют с т р о г и о Р . ,  для к-рых тS =тА , и ч и с т ы  е Р . ,  в :к-рых т - lтА = 
= А  . Каждое идеальное Р .  полугруппы А является чи
стым Р. не:к-рого ее строгого Р .  

Идеальное расширение S полугруппы А паз . п л о т
н ы м (иногда с у щ е с т в е н н ы м) , если вся:киii 
гомоморфизм полугруппы S ,  инъе:ктивный на А ,  яв
ляется изоморфизмом. Полугруппа А тогда и толь:ко 
тогда обладает максимальным плотным идеальным рас
ширением D , когда А слабо реду:ктивна ; в этом случае D 
единственна с точностью до изоморфизма и изоморфна 
Т (А ) ,  а полугруппа А паз . п л о т н о  в л о ж е н
н ы м  и д е а л о м в D . Подполугруппы Т (А ) ,  содер
жащие тА , и только они изоморфны плотным идеаль
ным Р .  слабо реду:ктивной полугруппы А . 

Если S - идеальное Р .  полугруппы А и фанторполу
группа S 1 А изоморфна Q ,  то S называется Р .  полугруп
пы А при помощи полугруппы Q. Хорошо изучены иде
альные Р .  вполне простых полугрупп , идеальные Р .  
группы при помощи вполне О-простой полугруппы,  
коммутативной полугруппы с сонращением при помощи 
группы с присоединенным нулем и т. д .  В общем случае 
задача описания всех идеальных Р .  полугруппы А 
при помощи полугруппы Q дале:ка от решения . 

Среди Р .  полугруппы А других типов выделлютея 
полугруппы S ,  обладающие :конгруэнцией, одним из 
:классов :к-рой является А ,  в частности т. н. ш р е й  е
р о в ы  Р .  полугруппы с единицей [ 1 ) - аналог шрейе
ровых расширений групп . При изучении различных 
видов та:ких Р .  полугрупп (в частности , для инверсных 
полугрупп) используютел когомологни полугрупп . 

Другим широ:ким направлением теории Р .  полугрупп 
являютел различные задачи о существовании Р. полу
группы А, принадлежащих фи:ксированному :классу по
лугрупп . Та:к , веяную нолугруппу А можно вложить 
в полную полугруппу, в простую относительно :кон
груэнций полугруппу, в бипростую полугруппу с ну
лем и единицей (см. Простая полугруппа) ; веяную ко
нечную или счетную нолугруппу - в полугруппу с дву
мя образующими . Известны условия , при к-рых полу
группу А можно вложить в полугруппу без собствен
ных левых идеалов , в инверсную полугруппу, в группу 
(см . Вложе�ше полугруппы ) и т. д .  
Лит [ 1 ] Н л и ф ф о р д  А. , П р  е с т о н  Г . , Алгебраичес

кая теория полугрупп, пер. с ангJJ . ,  М . , 1 972 , т. 1 ;  [2J р е t
r i с h М . , I n tтoduction to semigroups ,  Columbu8 .  1 97 3 . 

л . м. г .луспии. 
РАСШИРЕНИЕ п о л л - поле, содержащее данное 

поле в :качестве подполя . Запись К lk означает: К -
расширение поля k .  Поле К в этом случае паз . также 
н а д п о л е м поля k .  

Пусть Klk и Llk - два Р .  поля k . Изоморфизм полей 
qJ : К -+ L паз . и 3 о м о р ф и з м о м р а с ш и р е
н и й (или k- и з о м о р ф и з м о м п о л е й) , если <J! 
тождествен на k .  Если изоморфизм Р .  существует, то 
Р .  наз . изоыорфными .  В случае K= L qJ паз . а в т о
м о р ф и  з м о м р а с ш и р е н и л Klk . Множество 
всех автоморфизмов Р .  образует группу G (Kik) =  
= Aut (K/k) , нaз . г р у п п о й  Г а л у а п о л я  К 
о т н о с и т е л ь н о k ,  или г р у п п о  й Г а л у а 
р а с ш и р е  н и л Klk . Расширение паз . а б е л е
в ы м, если эта группа абелева . 

Элемент поля а паз . а л г е б р а и ч е с  к и м над k , 
если он удовлетворяет пек-рому алгебраич . уравнению 
с :коэффициентами из поля k , и т р а н с ц е н  д е н т
н ы м - в противном случае .  Для каждого алгебраич . 
элемента а существует единственный многочлен fa (x) 
со старшим коэффициентом , равным 1 ,  веприводимый 
н кол�це многочленов k [х] и такой, что fa(a) = O ,  и 
всякии многочлен над k ,  корнем к-рого явJшетсл эле
мент а ,  делител на fa (x) . Этот многочлен JJ:a3 . м и н и-
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м а л ь  и ы м м и о г о ч л е и о м в л е м е и т а а .  при расширении обласm D через дополнительные дуrи 
Расширение Klk паз . а л г е б р а  и ч е с  к и м, если �С:: Г , а U �= Г . Точнее,  пусть граница Г области D на 
вспкий элемент из К алгебраячеи над k . Р . ,  не являю- плоскости комплексного перемениого z состоит из ко
щееся алгебраическим, ваз .  т р а в с ц е и д е и т н ы м. печиого числа жорданоных нривых ,  а - часть Г , со· 
Р. паз . н о р м а л ь н ы  м, если оно алгебраическое стоящая из конечного числа дуг Г , и пусть область D '  
и всякий веприводимый в k [х) многочлен , обладающий есть р а с ш и р е н и е о б л а с 1' и D через допол
корнем в К , разлагается в К [х)  на Jiинейные множите- вительвые дуги � = г·,а, то есть D c:: D '  и а есть часть 
ли . Подполе k ваз . а л г е б р а  и ч е с  к и з а  м к н у- границы: Г' области D ' .  Тогда ДJIЯ гармонич.  мер спра
т ы м в К ,  если каждый алгебраический над k элемент ведливо веравеяство ro (z , а ,D )  E;;;; ro ( z , а, D ' ) ,  z E D , 
из К на самом деле лежит в k , т. е. всякий элемент из причем знак равенства здесь имеет место только в случае 
Klk траисцендентен над k .  Поле , алгебраически замкну- D'=D .  Р. о. n. справедлив и для гармонич меры отко
тое в любом своем Р . ,  является а.ягебраичеспи аамппу- сительно областей евклидона пространства Rn , n;;;.,2 ,  
ты.м полем . или сп, п;;;.. 1 .  

Расширение Klk ваз . к о н е ч н о п о р  о ж д е н- Р .  о .  п .  находит важные применевил в различных си-
в ы  м (или р а с ш и р е н и е м к о н е ч н о г о туациях ,  связанных с оценками гармонич . меры. Hanp . ,  
т и п  а) , если в К существует такое конечное подмно- еще т. Карлемаи [ 1 )  дал при помощи Р .  о. п. решение 
жество элементов S, что К совпадает с наименьшим под- следующей п р о б л е м ы  Н а р л е м а н а - М и ii ю .  
полем, содержащим S и k .  В этом случае говорят , что Пусть граница Г односвязной области D состоит из ко
К порождается множеством S над k. Если К может быть вечного числа жорданоных дуг, точка ь расположена 

,порождепо над k множеством ив одного элемента а, то на г или ь Е СD,  6 = {z : l z-Ь I <R } - круг радиуса R Р . иаз . п р о с т ы м  и обозначается К=k (а) . П ростое с центром ь . а а - часТJ, Г , поnавшая в 6R= 6 П D .  алгебраич. расширение k (а) полностью определяется Требуется найти оценку снизу для гармонич . меры минимальным многочленом !а порождающего элемен- ro (z , а, 6R) , зависящую только от R и l z - 6 1 , z E  6R . та а .  Точнее, если k (�) - другое простое алгебраиче- Решение выражается веравеяством 
ское Р .  и !а= fr. , то существует изоморфизм расширений 
k (a) --+- k (� ) . переводящий а в � ·  Далее ,  для любого 
веприводимого многочлена / E k [х) существует простое 
алгебраич. расширение k (а) с минимальным многочле
ном fa.=f. Оно мржет быть построено как факторколь
цо k [x)/fk [х) . С другой стороны , для всякого простого 
трансцендентного расширения k (а) существует изомор

( 1 ) 

где R8 (R) - су111ма длин дуг пересечения 

{z : 1 z - Ь I = R} П D . 
физм расширений k (а) --+- k (х) ,  где k (х) - поле рацио- Поскольку е (R) .c;;:2:n , то нальных функций от х над k. Любое Р .  конечного типа 
может быть пол учено с помощью конечной цепочки 
простых Р .  

Расширение Klk ваз .  к о н е ч н ы м, если К как 
алгебра конечномерна над полем k , и б с с к о н е ч
н ы м , если эта алгебра бесконечномерна . Размерность 
этой алгебры ваз . с т е п е н ь ю р а с ш и р е н и я 
K/k н обозначается [ К : k) . Наждое конечное Р .  являет
ся алгебраическим и каждое алгебраическое Р .  конеч
ного типа - конечным. Степень простого алгебраиче
ского Р .  совпадает со степенью соответствующего ми
нимального многочлена .  Напротив, простое трансцен
дентное Р .  бесконечно . 

Пусть дана последовательность расширений Kc::Lc 
с:: М .  Расширение М 1 К является алгебраическим тогда 
и только тогда , когда и LIK и MIL - алгебраические 
Р. Далее , М/К конечно тогда и только тогда , когда ко
нечны LIK и MIL , причем 

[М : К) = [ M : L) · [L : K] . 

Если Plk и Qlk - два алгебраических Р .  и PQ 
хо.мпоаит полей Р и Q в век-ром их общем надполе ,  то 
PQ!k также алгебраическое Р .  

См . также Сепарабельпое расширепие, Трансцепдепт
ное расшир_ение . 

Лит . :  [ 1 ]  Б у р  б а к и Н. , Алгебра . Многочлены и поля. 
Упорядоченные группы, пер. с Франц. ,  М. , 1 96 5 ; [2] В а н д е 1! 
В а р  д е н в. JI . ,  Алгебра, 2 изд . , пер. с нем. , М. , 1 97 9 ;  [3] 
3 а р и с с к и й  0 . ,  С а м ю э л ъ П. , Номмутативная алгебра , 
т. 1 ,  пер . с англ . ,  М. , 1 96 3 ;  [�] Л е н г С . , Алгебра , пер . с англ . , 
М. , 1 968 . О. А. Ива-нова . 

РАСШИРЕНИЕ т о п о л о г и ч е с к о г о п р о-
с т р а н с т в а Х - топологическое пространство У, 
в к-ром Х является всюду плотным подпрострапством .  
Если У бикомпактно , то  оно ваз . б и к о м п а  к т
н ы м р а с ш и р е н и е :м, если У хаусдорфово -
х а у с д о р ф о в ы  м р а с ш и р е н и е м .  

М. И .  Войцеховс><ий. 
РАСШИРЕНИЯ ОБЛАСТИ ПРИНЦИП , п р и н-

ц и п Н а р л е м а н а: гармопичеспая .мера ro (z , а, D) 
;цуr а границы Г области D может только возрастать 

ro (z , а, !!.я) :;=,: ; arctg ( � ln 1 z�t; 1 ) , z E �R·  (2) 

Имеются обобщения проблемы Нарлемана - Мийю и 
уточнения формул ( 1 ) , (2) (см . [3 ) ) .  Р .  о. п .  позволяет 
доказать также Линделёфа теоремы .  Многочислеиные 
применепил Р .  о. п. и формул типа ( 1 ) ,  (2) дал А. Мийю 
(см. [2) , а также [ 3) , [4) ) .  

Лит . :  [ 1 ]  С а r 1 е т а n т. , <<Al·k . Mat.  Astгon. Fys.» ,  1 !!2 1 ,  
v. 1 5 ,  No 1 0 ;  [ 2 ]  М i 1 1 о u х Н. , <<J .  math. pures e t  арр 1 . » ,  9 ser. , 
1 92� ,  t. 3 ;  [3]  Н е в а н .л и н н а Р. ,  Однозначные аналитические 
функции пер.  с нем . ,  М .- Л . ,  1 94 1 ; [4]  Е в г р а ф о в М .  А . ,  
АналитиЧеские функции , 2 изд . , М . , 1 968 .  Е Д Со.яо�<еицег. 

РАСШИРЕННАЯ КОМПЛЕКСНАЯ П ЛОСКОСТЬ 
плоскость номплексного перемениого IC ,  номпактифи
цированиая посредством добавления бесrюнечно удален
вой точки оо и обозначаемая С .  Окрестностью оо яв
ляется внешность любого круга в С, т . е .  :множество 
вида { oo } U {z E C : I z - z0 1  > R} ,  R :;=" O . Р .  к . п. есть 
А ленсапдрова бunoJitnanmnoe расширепие плоскости С ,  
гомеоморфное и конформно эквивалентное Р и.мана 
сфере .  С ф е р и ч е с к а я ,  или х о р  д а л ь  н а я ,  
м е т р и к а на С дается формулами 

2 1 z - ш (  Е ".. 
p (z , w) =  , z , w ov ,  V 1 + 1 Z ( 1 ""г 1 + 1 Ш ( 1 

2 
p (z , oo ) = V 1 + 1 z l • '  

Лит. : [ 1 ]  М а р  к у m е в и ч А. И . , Теория аналитических 
функций,  2 изд . , т. 1 -2 ,  М. , 1 96 7-68 ; [2] Ш а  б а т Б. В . , 
Введение в комплексный анализ ,  2 изд. , ч. 1-2 , М . ,  1 97 6 .  

Е . Д .  Со.яо.мепцев . 
РАСЩЕПЛЕНИЯ МЕТОД - сеточный метод реше

ния нестационарных задач со многими пространствеи
ными переменВЬiми , в к-ром переход от заданного вре
менного слоя t" к новому слою tn + 1=tп+ -r  осуществля
ется за счет последовательного решения сеточных ана
логов родственных нестационарных задач с меньшим 
числом пространствеиных персменных (см. [ 1 ] - [4] ) .  
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Часто в этом классе методов могут быть найдены такие , 
что 1 )  весь переход от сеточного слоя в момент времени 
tn к вовому сеточному слою t= tn+ 1 является достаточно 
простым и может быть осуществлен при затрате О (N) 
арифметич .  действий, где N - число узлов простран
ствеивой сетки ; 2) гарантируется абсолютная устой
чивость метода , 3) гарантируется наличие приемлемой 
точности метода (наличие аппроксимации в том или 
ином смысле) .  Р .  м. довольно широко применяются 
при практич . решении многомерных задач математич . 
физики, связанных, вапр . ,  с линейными и веливейвы
ми системами параболического, гиперболического или 
смешанного типа (см. [ 1 ]  - [8] ) .  

Обычно для задачи с р простравствепвыми перемеп
ными переход от tn к tn+ 1 в Р. м. производится с ис
пользованием р вспомогательных (дробных) шагов : 

A�n> иn + S JP = B�n) (ип , иn + 1 /Р , . . .  , иn + (S - 1 > /P) , ( 1 ) 
где 

иn = и ( t n) '  иn + k/p = и ( t n + 1 ) ,  A�n> 
- матрица , соответствующая развоетвой аппрокси
мации век-рого дифференциального оператора ,  со
держащего производвые только по xs (одномерного диф
ференциального оператора) , а правые части ( 1 )  легко 
вычислимы. При соответствующей нумерации веизвест
вых , связаввой с выбором направления X s ,  матрицы 
A�n> становятся обычно диагональными и решение 
систем ( 1 )  при каждом s сводится к многократному 
решению одномерных разностных систем по направле
нию X s - Поэтому пасто Р .  м. ваз . также или перемеппых 
паправлепий методом или дробпых шагов методом . 

Одним из типичных примеров в случае уравнения 

с начальным условием и l t =o=!p (х1 , х2) и краевым ус
ловием и l г = 'IJ (x1 , х2 , t) , где 0=(0 , 1 ) Х (О , 1 ) ,  Г - гра
ница Q ,  может служить следующий метод, построеввый 
на квадратвой сетке с шагом h: 
и7 + 1 / 2 _и? 

---::'7n'--'- + [А1 (aиn + 1 J2 + (1-а) иn ) ] ; = !п,. + 1 / 2 ,  't/2 

и7+ 1 _и? + 1 / 2  
't/ 2 

где i = ( i1 , i2 J .  х; == ( i1h , i2h ) , и?= и ( п  -r, х;) , \IJ� + 1 1 2= 1 
= \jJ ( (n+lf2 ) -r, х; ) , - А1 и А2- простейшие разво-

д2 д2 
ствые аппроксимации для -- и --- , О п- совокуп-

дх� 
ах; 

ность внутренних узлов "ij, а;;;.1 ;2 . 
Имеются два альтернативных подхода к теории Р .  м . 

В одном из них промежуточные шаги ни в чем сущест
венном не отличаются от целых шагов, и сами разпо
стные уравнения па дробных шагах и граничные усло
вия для них , подобно методу (2) ,  устроены одинаково, 
и можно ожидатJ, , что и11 и и n + 1 1 2 будут служить ап
проксимациями для решения исходной задачи в момен
ты времени tn и tn + J /2= tп+'t/2 . Этот подход основан 
на использовании понятия составной схемы и суммар
вой аппроксимации (см. [ 2] ) . Схемы такого типа часто 

ваз .  л о к а л ь и о о д и о м е р и ы м и с х е м а м и 
или а д д и т и в и ы м и с х е м а м и ; их можно также 
трактовать как обычные развоетвые схемы для век
рого уравнения с сильно осциллирующими по времени 
коэффициентами, решение к-рого должно быть близко 
к решению исходвой задачи (см . [ 1 ]- [4] ) .  Достоинства 
этого подхода в его простоте и общности , вапр . обоб
щения метода (2) возможны и для случая криволиней
ных областей Q и более общих задач . Точность же полу
чаемых на этом пути методов обычно не очень высока . 
Известны и и;ногда успешно применяются варианты 
Р .  м . ,  в к-рых расщепление производится не по про
странствеиным перемеввым, а по физич . процессам 
(см . [5 ] ) . 

Второй подход в плаве анализа устойчивости и схо
димости исключает какие-либо дробные шаги из рас
смотрения . Сама разностная схема и аппроксимация 
трактуются традиционным образом . Необычвость раз
ноствой схемы проявляется лишь в том, что на верх
нем слое схемы появляется веобычвый развоетвый опе
ратор. Напр . ,  вместо метода (2) рассматривается метод 

( А ( un +:- иn ) )  i + (A1иn) ; + (A2иn) ; = ft + l/2 ' 
х; Е Оп (3-) 

n n -
щ = $i при х; Е Г , 

где A =(E+a'tA1) (E+ cr'tA2) ,  Е - тождественвый опе
ратор . Такие операторы А обычно ваз . р а с щ е п  л я
ю щ и м и с я  или ф а к т о р и з о в а н н ы м и  
о п е р а т о р а м и .  Дробные шаги связываются лишь 
с методом решения возникающих систем и для одной 
и той же схемы (3) могут быть введены различными спо
собами , граничные условия для них должны выбираться 
в зависимости от этого . Сами схемы типа (3) можно трак
товать как обычные схемы с весом для е-уравнения, 
папр . ,  вида 

�- д•и - � + е  д•и 
дt дх � дх� дх � дх�дt 

/ , е >  О , 

решения к-рого отличаются от решения исходвой зада
чи на О (е) (см . [4] ) . В случаз области Q ,  составлеввой 
из прямоугольвиков, матрицы возникающих систем в 
методах типа (3) уже не представимы в виде произве
дения «одномерных•> матриц. Все же решения подобных 
систем могут быть найдены при затрате O(N) арифме
тич. действий (см . [ 4] ) , операторы подобного типа паз. 
р а с ш и р е п в о  р а с щ е п л я ю щ и м в с я  о п е
р а т о р а м  и .  При исследовании устойчивости и схо
димости схем с расщепляющимвся и расширенно рас
щепляющимвся операторами большую r,оль играет 
метод энергетич . веравеяств (см . [ 2] ,  [4 , [ 6] - [8] ) .  

Лит. : [ 1 ] М а р  ч у R Г.  И. , Методы вычислительной мате
матини , 2 изд. , м . , 1 9 8 0 ;  [2] С а м а р  с R и й А. А . ,  Теория раз
ностных схем, М . ,  1 9 7 7 ;  [ 3] Я: н е н R о Н.  Н . ,  Метод дробных 
шагов решения многомерных задач математичесной физини ,  Но
восиб. , 1 9 6 7 ;  [4] Д ь я н о н о в Е. Г. , Разностные методы реше· 
ния нраевых задач, в. 1 -2 ,  М . ,  1 9 7 1 -72 ;  [5) Н о в е н я В. М . , 
Я н е н R о Н. Н. , Метод. расщепления в задачах газовой дина
м;ин� . Новосиб. , 1 9 8 1 ; [ 6J д р  ы я М. , в нн. : Banach center pub
llcatlOns, v. 3 ,  Warszawa , 1 1178 ,  р . 59-67 ; [ 7 )  3 л о т н и R А.  А . ,  
«Ж. вычислит. матем. и матем. физ .» ,  1 980 ,  т .  2 0 ,  No 2 ,  с .  422- 32 ; 
[8) Н а y e s  L. J . ,  <<SIAM J. Numer. Analysis>> ,  1 98 1 , v. 1 8 , No 4 ,  
р .  627-43.  Е. Г.  Дьяхон.ов. 

РАСЩЕПЛЯ ЕМАЯ ГРУППА - группа G, порож
депвая своими подгруппами Н и К такими , что Н 
иввариаптва в G и пересечение Н n К= Е (так что фак
торгруппа GIH изоморфна К ) .  В этом случае G паз . 
также р а с щ е п л я е м ы м р а с ш и р е н и е м 
группы Н при помощи группы К ,  или п о л у п р я
м ы м п р о и з в е д е н и е м Н па К .  Если подгруп
пы Н и К поэлемептпо перестаповочпы, то их полупря
мое произведение совпадает с прямым произведением 
Н Х К .  Полупрямое произведение G группы Н па группу 
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К существует тогда и только тогда , когда существует 
гомоморфизм ф группы К в группу Aut Н автоморфиз
мов группы Н . В этом случае для любых k Е К, h Е Н 
справедлива формула 

k - ] hk = h"'Ф ' 
определяющая умножение в G. В случае,  когда 
K= Aut Н и ф - тождественное отображение, группа 
G паз . г о л о м о р ф о м группы Н. Лит. : [ 1 ]  G о r е n s t е i n D . ,  Finite groups ,  N У . - L. , 
1 968 . Н Н Вилъя.мс . 

РАСЩЕПЛЯ ЮЩАЯСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ-
mочпая последовательпость 

f g 0 -+ А -+ В -+ С -+ 0 
в абелевой категории, изоморфная последовательности 
прямой суммы: 

О -+  А -+ А ЕJЭ С -+ С -+ О, 

причем этот изоморфизм таков, что А и С отображаютел 
в А и С соответственно тождественным образом. Для 
расщепляемости последовательности (* ) достаточно су
ществования правого обратного /' для отображенил f 
или левого обратного g' для отображения g . Класс 
расщепллющихся точных последовательностей явля
ется нулем группы Ext � (А ,  С) (см . Бэра умпоже
пие) . В категории векторных прострапств (т . е .  моду
лей над фиксированным полем) все точные последо
вательности являются расщепляемыми . 

Для отпосительпой гомологичеспой алгебры типич
на ситуация , когда рассматриваются точные последо
вательности одной категории , являющиеся Р .  п. в дру
гой категории . В. Е .  Говоров. 

Р АУСА ТЕОРЕМА - теорема, позволяющая для 
многочлена f (х) с действительными коэффициентами 
(в регулярном случае) определить с помощью схемы 
Рауса число комплексных корпей этого многочлена с 
положительпой действительной частью . 

Пусть многочлен f (х) для удобства записан в виде 
f (х) = a0xn + b0xn - 1 + а1хn - 2+ Ь1хn - з + . . .  (а0 i= 0) . 

С х е м о й  Р а у с а этого многочлена паз . система чи
сел 

аоа1а2 
ЬоЬ1Ь 2 
сос1с2 dodld2 . . .  

В этой схеме первые две строки составлены из коэф
фициентов многочлена f (х) , а каждая строка,  начинал 
с третьей, получаетел из двух предыдущих следующим 
образом: из первой строки вычитается вторая, умно
женная па такое число , чтобы первый элемент обра
тился в пуль . Выбрасывал этот первый пуль, полу
чают искомую строку .  Напр . ,  в третьей строке 

i = 0 , 1 , 2 ,  . . . . 

В первой строке схемы Рауса число элементов равно 
" n + i " " целои части числа -2- ,  во нторои - целои части числа 

� , в k-й строке при k >2 число элементов па 1 меньше, 
чем в (k-2)-й строке . Вел схема содержит n + 1  строку. 
Р е г у л я р п ы м паз . тот случай ,  когда в схеме Ра
уса многочлена все числа первого столбца отличны от 
пуля.  

Т е о р е  м а Р а у с а .  Для многочлена с действи
тельными коэффициентами в регулярном случае число 
кораей, лежащих в правой полуплоскости (т . е. име-

ющих положительные действительные части), равно 
числу перемен знака в ряду чисел первого столбца 
схемы Рауса . В регулярном случае многочлен не может 
иметь корней, лежащих на мнимой оси .  J\ р и т е р и й 
Р а у с а :  для того чтобы все корни многочлена f (х) с 
действительными коэффициентами имели отрицатель
ные действительные части , необходимо и достаточно, 
чтобы все числа первого столбца схемы Рауса были 
отличны от пуля и имели одинаковые знаки . Эти тео
ремы были установлены Э. Раусом [ 1 ] .  Метод Рауса 
применяется для определения числа корней многочле
на в правой полуплоскости и в нек-рых нерегулярных 
случаях. 

Построение схемы Рауса возможно лишь для много
членов с заданными числовыми коэффициентами . Более 
широко примелим метод, в к-ром роль схемы Рауса 
играет матрица Гурвица , а роль первого столбца схе
мы Рауса - последовательность главных миноров 1'1; ,  
i= 1 ,  2,  . . .  , n (см.  Рауса - Гурвица �>ритер ий) . При 
этом аналогом Р. т .  будет т е о р е м а Р а у с а -
Г у р в и ц а :  если все миноры 1'1; отличны от нуллJ то число корней многочлена f (х) , лежащих в правои 
полуплоскости , равно числу перемен знака в ряду чисел 

1'1 112 Ll, Lln 
ао , r ,  ""Х':" '  "Х; '  . . . , t1n - • 

и f (х) не имеет корней, лежащих на мнимой оси . Этот 
метод примелим при нек-рых дополнительных условиях 
к случаю, когда отдельные из миноров 1'1 ; равны нулю. 

Лит. :  [ 1 ]  R о u t h Е .  J . , Treatise on the stabi l ity of а given 
state of motion . . .  , L . , 1 8 7 7 ;  [2] е г о ж е ,  The advanced part of 
а treatise on the dynamics of а system of rigid Ьodies , 6 ed. , L . ,  
1 9 0 5 ;  [3] Л л п у и о в А .  М . ,  Общая задача о б  устойчивости 
движения, М . - Л . , 1 95 0 ;  [Z.] Г а и т м  а х е р Ф. Р . , Теория мат-
риц, 3 изд. , М. , 1 96 7 .  И. В .  Проспуряпов. 

РАУСА - ГУРВИЦА КРИТЕРИЙ, Г у р в и  ц а 
к р и т е р и й ,  - необходимое и доотаточное условие 
того, чтобы вое корни многочлена 

f (х) = a0xn + a1xn - 1 + . . . + ап 
с действительными коэффициентами и а0 >О имели от
рицательные действительные части . Р . - Г .  к .  состонт 
в том,  чтобы были положительными вое главные ми
норы 1'1; ,  i= 1 ,  2, . . .  , n, м а т р и  ц ы Г у р в и  ц а 
Н, где Н - матрица порядка п , i-я отрока к-рой имеет 
вид 

и ,  по определению, ak= О, если k <0 или k >п (у с л о
в и л Г у р в и ц а ,  у о л о в и я Р а у с а - Г у р
в и  ц а) . Этот критерий. получен А .  Гурвицем [ 1 ]  и 
является обобщением работы Э .  Рауса (см . Рауса 
теорема) . 

Многочлен f (х) , удовлетворяющий условиям Гур
вица , паз . м п о г о ч л е п о м Г у р в и ц а ,  или 
у с т о й ч и в ы м м п о г о ч л е н о м,  что связано 
о примепепиями Р . - Г. к. в теории уотойчивооти ко
лебательных систем . Известны и другие критерии уо
тойчивости многочленов: критериii Рауса , Льепар а  -
Шипара кр итер ий ,  а также споообы определения числа 
корней многочлена .  

Лит . :  [ 1 ]  Н u r w i t z А. , <<Math. Ann. >>, 1 89 5 ,  Bd Z.6 ,  S .  273-
8 Z. ;  [2] Г а и т м а х  е р  Ф .  Р . , Теория матриц, 3 изд. , М . , 1 967 .  

Е. Н. Куаъ.мин. 
РАЦИОНАЛЬНАЯ КРИВАЯ - одномерное алrеб

раич. многообразие , определенное над полем k , ноле 
рациональных функций к-рого явлнется чисто транс
цендентным раоширением поля k степени 1 .  Все пеосо
бые полные Р .  к изоморфны проективной прямой Р1 • 
Полная пеособая кривая Х рациональна тогда и 
только тогда ,  когда ее геометрич. род g= O,  то есть 
когда па Х нет регулярных дифференциальных форм. 

В случае, когда k = IC  - поле комплексных чисел , 
пеособая полпая Р .  к .  Х - это сфера Римана С U { оо } . 

Вип. С. Кулипо�. 
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РАЦИОН АЛЬНАЯ ОСОБЕННОСТЬ - нормальная 

особая точпа Р алгебраич .  многообразия или I<омплек
сно аналитич.  пространства Х ,  допускающая разре
шение �собенности :rt : У -+Х , при к-ром прямые об
разы R' :rt*O y  структурного пучка О у тривиальны при 
i;;;,: 1 .  Тогда зтим свойством будет обладать и любое 
разрешение давной особенности . Если основное поле 
имеет характеристику О, то особениость является Р .  о .  
тогда и только тогда , когда Х - многообразие Коэна -
Маколея и вложение :rt* : wv-wx дуализирующих 
пучков является изоморфизмом [5 ] . 

Р .  о .  являются , например , особые точки фактор
пространства Cn/G, где G - конечная группа линейных 
преобразований ; особая точка О гиперповерхвости 
x�'-f- . . .  + х�" = 0  при � �= 1  

k[
1 >1  (см.  [8] ) ; торичес

нив особенности . 
Если Р Е Х - г о р е и ш т е й н о в а изолирован

ная особенность (т . е .  пучок wx локально свободен) 
над полем С и w - образующая пучна wx, то Р явли
ется Р .  о .  тогда п только тогда , ногда 

� U W I\W < oo 
в достаточно малоii окрестности U точки Р (см . [ 7 ] ) . 

В случае ,  когда d im Х = 2 ,  особеввостJ, Р рациональ
на тогда и только тогда , когда hl (Oп) = O  для каждого 
цикла D на исюiючительной кривоii E = :rt  - I  (Р) раз
решения :rt .  В этом случае для Р. о. все компоненты E i  
кривой Е изоморфны проективной прямой Р1 , Е -
дивизор с нормальными пересечениями и граф Г раз
решения является деревом. 

Фундаментальным циклом особенности паз .  мини
мальныii цикл Z >O на Е, для к-рого Z · Е1 <.0 для всех i .  
В терминах I\ИКЛа Z можно дать критерий рациональ
ности : /t1 (O z ) = O,  а также вычислить кратность осо
бенности и размерность касательного пространства [ 1 ] .  

Обозначен ие 

А 11 , n � 1 

Dn , n ,.  4 

Е, 

[7 

fв 

Уравнение 

x n + 1 + у 2  + 1 2  

ху 2 + х п - 1  + z 2  

т з  + у '  + z 2  

х з  + ху з + z 2  

х з  + y S  + z 2  

Граф G 

o--o- . • • ...r()o-oo() СП1-1 

�· .
. 
-< 

Dn - z  
о--о 

i 
о--о т 

о о 
l о 

о о о 

о о I С>о-() <>-0 1 

Р . о .  гиперповерхностей Х в трехмерном аффинном 
пространстnе А а или, что эквивалентно, двумерные Р. о .  кратности 2 паз . д в о й н ы м  и Р. о. Двойные 
Р. о. имеют ряд ;швивалентных характеризациii и 
несколько разJшчных названий: о с о б е н н о с т и 
н: л е й  н а ,  о с о б е н н о с т и Д ю В а л я, п р  ос т ы  е о с о б е н н о с т и. Уравнения двойных Р. о. 
возникают как уравнения , связывающие инварианты 
I'рупп сим:метриii нравильных многогранников (см. ( l.i) ) .  Это соответствует характеризацип двойных Р. о .  
как особенностей факторпространств Х = C2/Gc.C3, 
где G - конечная попгруппа n SL (2 ,  С ) ;  с точностью 
до сопряженности тание подгруппы исчерпываются 
списком: Сп- цшшич . группа порядка n ,  бинарные 
группы диэдра D m  г р уппа тетраэдра Т ,  группа октаэд
ра О , группа пкосаэдра 1 .  Если л - мини�шльное 
разрешение дnoiiнo ii Р .  о . , то nre Е�- -2  и взвешенный 
граф Г совпадает с о  cxe�юii вростых корней О);!НОЙ И3 

полупростых алгебр Ли А ,. , Dn ,  Е6,  Е 1 ,  Е � ,  обозначе
ния к-рых переносятся и на особенности . С точиостью 
до изоморфизма такая особенность определяется своим 
взвешенным графом Г ( [ 3] , [ 1 1 ] ) , см .  таблицу, кол . 91 5 .  
Двойные Р .  о .  могут быть охарактеризованы как дву
мерные горенштейновы Р .  о .  Они наз . также к а в о
н и ч е с  к и м и о с о б е н н о с т я м и ,  т .  к .  это 
в точности те особенности, к-рые появляются на ка
нонич .  моделях алгебраич.  поверхностеii основного 
типа . 

Если Р Е Х горенштейнова Р .  о. произвольной раз
мерности , то ее общее гиперповерхностное сечение есть 
либо рациональная , либо эллиптическая горевштейнона 
особенность, что позволяет ,  в частности , описать трех
мерные Р .  о .  (см . [8 ] ) . 

В произвольной размерности справедливы следующие 
факты (сы. [ 4 ) ) .  1 )  Деформация Р. о. есть снова Р. о.  
2) Если f : X-+S - плоский морфизм, х Е Х ,  причем 
точка s= f (x) является Р .  о .  в S ,  а х - Р .  о .  слоя 
Х s= t- l (s) ,  то х является Р. о. в Х . 3) Если деформация 
f :  X-+S имеет гладкую базу S и допускает одновре· 
менвое разрешение особенностей, то точка х Е Х явля
ется Р. о. тогда и только тогда , когда х является Р. о .  в 
своем слое j - 1 (f (x) ) .  

В случае dim Х= 2 любая деформация многообразия 
У, разрешающего Р .  о .  Р Е Х ,  определяет деформацию 
особенности Р , к-рая пол учается , если стянуть исклю
чительные кривые слоев данной деформации . В ре
зультате получается морфизм !р : Def У -+Def Х баз 
версальных деформаций многообразия У и осо(iенности 
Р . Образ А = !p( Def У) есть неособая веприводимая 
компонента в Def Х , называемая к о м п о в е н т о й 
А р  т и н а ,  а !р : Def У-+А - накрытие Галуа ,  груп
па W к-рого может быть найдена при помощи графа 
Г особенности Р (см. [ 2) ,  [ 1 0] ) . В частности , для двойной Р . о. !р сюръективно и W совпадает с группой Вейля 
соответствующей алгебры Ли, т. е. версальная дефор
мация Р. о. одновременно разрешается после накрытия 
Галуа базы деформации с группой Вейля W (см. [9] ) .  

Лит. : [ 1 ]  А r t i n М. , «Amer. J .  Math . •> ,  1 96 6 ,  v .  8 8 ,  р .  1 29-
36 ;  [2] е г о ж е, «J .  Algebra» , 1 97 4 ,  v . 29 ,  М 2, р. 330-t.8;  
[3] В r i е s k о r n Е . ,  <clnvent. math . » ,  1 968 ,  v. 4 ,  р .  336-58 ; 
[4] Е 1 k i k R . , там же, 1 97 8 ,  v . 4 7 ,  р. 1 39-1,7 ;  [5 ]  К е m р f 
G.

j 
в нн. : Toroidal embeddings, v . 1 ,  В . - [u .  a . J , 1 97 3 ,  р. Н - 52 ;  

[6 К 1 е i n F. , Vorlesungen tiber  das Ikosaeder und die Auf· 
lбsung der Gleichung von ftinften Grade , Lpz . , 1 8 8 1, ;  [7 ] L а U• 
f е r Н .  В . ,  «Amer. J .  Math . », 1 972 , v . 94 , р .  597-608 ; [8] R е i d 
М . , в ин. : Geometrie algebrique , R ockv i l l , 1 9 8 0 , р .  2 7 3 - 3 1 1 ;  [ 9 ]  
S 1 о d о w у Р. J . ,  Simple singu larities and simple algebra ic 
groups, В . , 1 980 ;  [ 1 0 ]  W а h 1 .J . , «Compos. math .» ,  1 97 9 ,  v .  38 , 
р. 1,3-54 ; [ 1 1 ]  Т ю р и н а Г. Н . ,  «Изв. АН СССР. Сер. матем .» , 
1 968 ,  т. 32 ,  -с. 91,3-7 0 . Ва.я. С. Rулипов . 

РАЦИОНАЛЬНАЯ ПОВЕРХНОСТЬ - двумерное ал
гебраич . многообразие , определенное над полем k ,  
поле рациональных функций к-рого является чисто 
трансцендентным расширением поля k степени 2 .  Лю
бая Р. п .  Х биfационально изоморфна проективному 
простран�тву Р . 

Геометрич . род pg и иррегулярность q полной глад
кой Р .  п .  Х равны О ,  то естJ, на Х нет регулярных диф
ференциальных 2-форм и 1 -фор�! . Все кратные роды Pn= dim H0 (X , Ox(nKx))  гладкой нолной Р .  п. Х 
также равны О ,  где Кх- канонич . дивизор поверхно
сти Х . Эти бирациональные инварианты выдеJIЯЮТ 
Р. н .  среди всех алгебраич . поверхностей , а именно, 
всякая глад1шя полная алгебраич . поверхность с ин
вариантами Pg= q= P 2= 0  является Р .  п. (к р и т e
p и i'I  р а ц и о н а л ь н о с т и  К а с т е л i, н у о
в о) . Согласно другому к р и т е р и ю р а ц и о н  а л ь
н о с т и гладкая полная алгебраич .  поверхность 
Х является Р .  п .  тогда и только тогда , когда на Х 
лежит неособая рациональная кривая С, индекс са
мопересечения к-рой ( С2 )х >О .  

I \ ашдая алге·браич .  поверхность , кроме Р .  п .  и ли
нейчатых поверхностей,  бирациовальво изоморфна 
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единственной минимальной модели . В классе Р .  п .  име
ется счетное множество относительно минимальных 
моделей . Это - проективное пространство Р2 и поверх
ности F n'::>.P ( Z п) (проективизации двумерных линей
ных расслоений над проективной прямой Р1 ) , Z n� :::::"Op,ffi0p1 (-n ) ,  где n�O и n'i=1 .  Другими словами , 
поверхность Fn- зто расслоение на рациональные 
кривые над рациональной кривой, у к-рого есть се
чение Sп- гладкая рациональная кривая с индексом 
самопересечения (S�)F= -n.  Поверхность F0 изо
морфна прямому произведению Р1 Х Р 1 , а поверхности 
F n получаются из F0 с помощью последовательности 
элементарных преобразований (см. [ 1 ] ) .  

Р . п .  имеют большую группу бирациональных преоб
разований (т . н. г р у п п у к р е  м о н о в ы  х п р  е
о б р а з о в а н и й) . 

Если на гладкой полной Р .  п .  антиканонич . пучок 
Ох(-Кх) обилен , то Х наз . п о  в е р х н  о с т ь ю 
Д е л ь  П е ц ц о .  Наибольшее целое число r >O та
кое ,  что -Kx� rD для нек-рого дивизора D на Х ,  наз .  
Индексом п о в е р х н  о с т и Д е л ь П е ц ц о .  Ин
декс r может принимать значения 1 , 2, 3 (см . [ 2] ) .  По
верхность Д ель Пеццо индекса 3 изоморфна Р2 • Для 
поверхности Дель Пеццо Х индекса 2 рациональное 
отображение <pOx(D) : Х-Р3, определяемое пучком 
Ox (D ) ,  дает бирациональны:й изоморфизм на квадрику 
в Р3 • Поверхности Дель Пеццо индекса 1 могут быть 
получены n моноидальными преобразованиями пло
скости Р2 с центрами в точках общего положения , где 
1 <:n �8 (см. [ 2] ) .  

Лит. :  tt J  Алгебраичесние поверхности , М . , 1 9 65  [Тр. Ма
тем. ин-та АН СССР, т.  75] ; [2] И с н о в с н и х В. А . ,  в сб. : 
Современные проблемы математини , т. 1 2 ,  М . , 1 97 9 ,  с. 59-1 57 ;  
[3] Х а  р т с х о р  н Р . ,  Алгебраячеенан геометрия, пер . с 
англ. , М. , 1 98 1 . Вип. С. Кулипов. 

РАЦИОНАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ - 1) Р. ф . - функ
ция w=R (z) , где R (z) - рациональное выражение 
от z , т .  е .  выражение , полученное из независимого 
перемениого z и нек-рого конечного набора чисел (дей
ствительных или комплексных) посредством конечного 
числа арифметич . действий . Р .  ф. можно записать (не 
единственным образом) в виде 

р (z ) R (z ) = Q (z ) , 

где Р,  Q - многочлены ,  Q (z)ФO . Коэффициенты этих 
многочленов наз . к о э ф ф и ц и е н т а м и Р .  ф .  
Дробь PIQ наз .  несократимоii , если Р ,  Q не  имеют об
щих нулей (то есть Р , Q - взаимно простые многочле
ны) .  Всякую Р .  ф. можно записать в виде несонратимой 
дроби R (z)= Р (z)IQ (z) ; если при этом Р имеет степень 
т, а Q - степень n ,  то степенью Р .  ф. R (z) наз . пару 
(т, n) или число 

N = шах {т , п} . 

Р . ф .  степени (т ,  n) при n=O ,  т .  е . .мпогочлеп, наз . 
ц е л о й р а ц и о н а л ь н о й ф у н к ц и е i'r , в 
противном случае - д р о б н о - р а ц и о н а л ь н о ii 
ф у н к ц и е й . Р .  ф .  R (z)=O не имеет степени . При 
т <п дробь R наз . правильной , при т�п - пеправиль
поii . Неправильную дробь можно единственным обра
зом записать в виде 

� = Р� + �' , 

где Р1 - многочлен, наз . целой частью дроби P!Q , 
а P2/Q - правильпал дробь . Правилт,нан дробь с не
сонратимой записью R (z )= P (z) /Q (z) , где 

Q (z) = b ( z - b1 ) n 1 
. • .  (z - Ь /l,  

может быть единственным образом разложена в сумму 

простеiiпшх дробеii : с .  

l ci• r ; a 
l n i 

R ( z ) = ! i= 1 z - ь,. + ( z - b,.) 2 + . . .  + (z - bi ) n i . ( 1 ) 
Если р (x)IQ (х) - правильная Р .  ф .  с действительными 
козффициентами и 

Q (х) = Ьо (х - Ь1) 1 ' . . . (х - Ь ,) 1 ' (x2 -j- plx -j- ql)t ,  . . .  
( 2 t s 

. .  х + Psx -J- qs) , 

(2) о о о + t . , (x2 + pjx + qj) J 
где все коэффициенты действительны . Эти коэффициен
ты , как и c1i в ( 1 ) ,  могут быть найдены ltеопределеппых 
r;оэффициептов .методо.м . " 

Р .  ф .  степени (т , n) в несократ�мои записи �!lреде
лена и аналитична в расширеннон комплекснон пло
скости (т .  е .  плоскости , дополненной точкой z= ос )  
з а  исключением конечного числа особых точек- по
люсов в нулях ее знаменателя , а при т >п еще и в точ
ке ос ;  при этом сумма кратностей полюсов функции R 
равна ее степени N .  Обрати� , всякая анд:;ЛИТИЧ функ
ция , имеющая в расширенпои комплекснон плоскости в 
качестве особых точек только полюсы , является Р .  ф .  

В результате арифметич. действий над Р .  ф .  полу
чают также Р .  ф. (деление на R (z)=O исключается) , 
так что все Р .  ф. образуют поле ; вообще ,  Р .  ф .  с ко
эффициентами из нек-рого поля образуют поле . Е сли 
R1 (z) ,  R 2 (z )  суть Р . ф. ,  то и R1 (R 2 (z)) является Р. ф .  
Производпая порядка р от Р .  ф .  степени N есть Р .  ф .  
степени �(p -j- 1 )N .  Неопределенный "интеграл (пер.� вообразная) от Р .  ф. представляет собои сумму пек-рои 
Р .  ф .  и выражений вида c,ln (z-Ь,) . Если Р .  ф. R (х) 
действительна при действительном х ,  то иеопределеп-
ный интеграл � R (:r) d:r может быть записан в виде сум
мы нек-рой Р .  ф. R0 (х) с действительными коэффици
ентами, выражениii вида 

Cj1 ln l x - bi l • Mj ln (x2 -j-p1x + q1) , 
2x + pj N1 arctg v 

2
. , i = 1 ,  . . .  , r ;  j = 1 ,  . . .  , s ,  4 qГpi 

и произвольной постоянпо!i С (здесь числа с ,. 1 ,  bi, 
р1,  qj- те же , что и в (2) , llfJ , NJ- нек-рые действи
тельные числа) .  Функцию R0 (х) по Остроградского 
.методу можно найти, минуя разложение R (х) на про
стейшие дроби (2) . 

'Удобные для вычислениii , Р .  ф. используются для 
приближенного представления функций . Рассматрива
ются также Р. ф .  от нескольних действительных или 
комплексных переменных R = P/Q ,  где Р , Q - много
члены от соответствующих переменных (Q'JEO) , а также 
абстрантные Р .  ф .  

R 
А ,Ф 1 +  . . .  + АтФт 
В1Ф1 + . . .  + ВпФп ' 

где Ф1 , Ф 2 ,  • • •  - линеiiно независимая система не
прf'рывпьrх функций на иен-ром биномпакте Х ,  а 
А 1 , . . .  , А т , Н1 , . . .  , Bn - числа . 
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См. также Дробпо-.ли1tейпая фу ющия , Жуповспого 
фупrщия . 

Лит. : [ 1 ]  П р и в а л о в И. И . ,  Введение в теорию функций 
комплексного переменного , 1 2  изд. , М . ,  1 97 7 ;  [2] Н у р о m А . Г . ,  
Нурс высшей алгебры, 1 1  изд. , М . ,  1 975 .  Е .  П. До.лжен.по. 

2) Р . ф .  н а  а л г е б р а и ч е с к о м  м н о г о о б
р а з и и - обобщение классич . понятия рациональной 
функции (см . п. 1 ) .  Р .  ф . .  на веприводимом алгебраич.  
многообразии Х - это класс эквивалентности пар ( И, /) , где Х- неиустое открытое подмножество в Х , 
а f - регулярная функция на U. Две пары ( И, f) и 
( V, g) паз . эквивалентными, если f= g  на u n V. Р .  ф.  
на Х образуют поле, обозначаемое k (Х ) .  

В случае, когда Х = Spec R - аффинное веприводи
мое многооеразие, поле Р .  ф. на Х совпадает с полем 
частных кольца R .  Степень трансцендентности над 
k поля k (Х) паз. р а з м е р н о с т ь ю м н о г о о б
р а з и л  Х .  

Лит. : [ 1 ] Ш а  ф а р е в и ч И .  Р. , Основы алгебраической 
геометрии , М . ,  1 972 .  Вип. С. Rу.яипов. 

РАЦИОНАЛЬНОЕ МНОГООБРАЗИЕ - алгебраиче
ское многообразие Х ;над алгебраически замкnутым по
лем k , поле рациональных функций k (Х ) к-рого изо
морфно чисто трансцендентному расширениЮ конеч
ной степени поля k. Другими словами, Р. м .- это 
алгебраич . многообразие Х , бирационально изоморф
ное проективному пространству рп . 

Полное гладкое Р .  м .  Х обладает следующими бира
циональными инвариантами . Размерности всех про
странств Н0 (Х , Qi: ) регулярных дифференциальных 
k-форм на Х равны О. Кроме того, кратный род 

Pn = diшk H0 (Х , Ох (пКх) ) = О при n > O, 

где Кх- канонич . дивизор алгебраич . многообразия 
Х ,  т. е. кодаировекая размерность Р. м. Х равна О .  

В малых размерностях перечисленные выше инвари
анты однозначно выделяют класс Р .  м. среди всех ал
rебраич . многообразий. Так, если dimkX = 1 и род ал
гебраич. кривой Х равен О, то Х - рациональная 
кривая. Если dimk Х = 2, а арифметич. род 

Pa = dimk но (Х, Q� ) - dimk H0 (Х , Ok) = O  
и кратный род Р2= 0, то Х - рациональная поверх
ность . Однако в случае dimk Х;;;;о: 3 нет хорошего крите
рия рациональности из-за отрицательного решения 
Люрота n]JОб.лем ы .  

Лит. : [ 1 ]  Ш а  ф а р  е в и ч И .  Р . ,  Основы алгебраической 
геометрии, М. ,  1 972 .  Вип . С .  Rу.яипов . 

РАЦИОНАЛЬНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ - обобщение 
понятия рациопа.льпой ф у ющии на алгебраич . мно
гообразии . А именно,  р а ц и о н а л ь н ы м о т о б
р а ж е н и е м веприводимого алгебраич . многообра
зия Х в алгебраич . многqобразие У (оба определены 
над полем k) паз . класс эквивалентности пар (И , <pu) , 
где И - неиустое открытое подмножество в Х , а <рu
морфизм из И в У. При этом пары ( U, <pu) и ( V, <pv) 
считаются эквивалентными, если IPu и <pv совпадают на ИП V. В частности , Р. о .  многообразия Х в аффинную 
прямую есть рациональпая функция па многообразии 
Х .  Для каждого Р. о. <р : Х - - -у существует такая 
пара ( Й, <р ёj) . что Uc 6  для любой эквивалентной ей 
пары ( U, <pu) и <pu является ограничением IР й  па U. 
Открытое подмножество 6 паз .  о б л а с т ь ю р е г у
л я р и о с т и Р о. <р, а <р ( Й) - о б р а з о м м и о
г о о б р а з и я Х (обозначается <р (Х) )  при Р .  о .  <р . 

Если <р : Х - - - У - Р .  о. алгебраич . многооб
разий и образ <р (Х)  плотен в У, то <р определяет вло
жение полей <р* : k (Y)-k (X ) .  Обратно,  вложение полей 
рациональных функций <р* : k (Y)-k (Х ) определяет Р .  о .  многообразия Х в У. Если Р .  о .  <р индуцирует изо
морфизм полей рациональных функций k (Х ) и k (У) ,  

т о  <р наз . б и р а ц и о и а л ь  и ы м о т о б р а  ж е
и и е м .  

Множество точек из Х , в к-рых Р .  о .  <р :  Х - - -У 
не регулярно, имеет в общем случае коразмерпость 1 .  
Н о  если У - полное многообразие, а Х - гладкое не
приводимое многообразие , то множество точек из Х ,  
в к-рых <р не регулярно, имеет коразмерпость не мень
ше двух . Если Х и У - полные веприводимые мно
гообразия над алгебраически замкнутым полем харак
теристики О,  то Р. о. <р:  Х - - -у может быть вклю
чено в коммутативную диаграмму (см . [2] ) :  

где 'I'J ,  f - морфизмы алгебраич . многообразия Z ,  
и 'I'J является композицией моноидальпых преобразова
ний. Если <р :  Х- - -у - бирациопальное отобра
жение полных неособых поверхностей , то существует 
диаграмма (* ) , в к-рой оба морфизма f и '1'\ являются 
композициями мопоидальпых иреобразований с пеосо
быми центрами (т е о р е м а 3 а р и с к о r о), т. е .  
любое бирациональное отображение полных пеособых 
поверхностей раскладывается в композицию мопо
идальпых иреобразований с пеособыми центрами и об
ратных к пим отображений . В случае dim Х� 3 ана
логичный вопрос о разложении бирациопального отоб
ражения открыт (1983) . 

Лит. : [ 1 ]  Ш а  ф а  I! е в и ч И. Р . ,  Основы алгебраической 
геометрии ,  М . ,  1 97 2 ;  [ 2 J  Н i r о n  а k а Н. , «Ann. Math .» ,  1 964 ,  
v .  7 9 ,  No 1 - 2 , р .  1 09-326 .  Вип. С. Rу.яипов. 

РАЦИОНАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ а л г е б-
р а и ч е с к о й г р у n n ы G - линейное представле
ние алгебраич. группы G над алгебраически замкнутым 
полем k в конечномерном векторном пространстве V 
над k, являющееся рациональным (и тем самым регу
лярным) гомоморфизмом группы G в GL ( V) . Говорят 
также, что V - р а ц и о н а л ь и ы й G-м о д у л ь .  
Прямая сумма и тепзорное произведение конечного чис
ла Р. п. группы G являются Р. n . ;  подпредставление и 
факторпредставление нек-рого Р .  n. являются Р .  п . ;  
симметрическая или внешняя степень любого Р .  п .  яв
ляется Р. n . ;  представление , коптрагредиептпое к Р. п . , 
является Р .  п .  

Если G конечна , то  всякое е е  линейное представле
ние будет Р .  п. и теория Р .  n .  сливается с теорией пред
ставлений конечных групп. В наибольшей степени 
специфич. методы теории линейных алгебраич. групп 
используются при исследовании Р. n. в том случае, 
когда рассматриваемая группа связна ,  причем паибо
лее глубоко развита теория Р. n. связных полупростых 
алгебраич. групп . Далее G - такая группа . Пусть 
Т - ее максимальный тор, Х (Т ) - его группа рацио
нальных характеров (записываемая аддитивно) , � -
система корпей группы G относительно Т, .W - ее груп
па Вейля. И пусть <p : G-GL ( V) есть Р .  п. Ограни
чение представления <р па Т разлагается в прямую 
сумму одномерных представлений, точнее 

V = ЕВх е р Ф V (Х ) ,  
где Р Ф  с:Х (Т ) - нек-рое множество характеров то
ра Т ,  называемых в е с а м и представления, а 

v (x) = {v E V  1 <р (t ) v = x (t ) v \1t E T} т= о . 
Множество весов Р Ф инвариаптпо относительно W. 

Если char k= O, то всякое Р .  n. группы G вполне при
водимо, по если char k >O,  то это уже не так (см . Мам
форда гипотеза ) .  Однако при любой характеристике 
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поля k имеется полное описание веприводимых Р .  п .  
Пусть В - борелевекая подгруппа в G ,  содержащая 
Т, и /'!;. - определяемая ею система простых корпей в 
I: .  Группа Х (В) рациональных характеров группы В 
отождествляется с Х ( Т) . В пространстве V любого пе
приводимого Р. п. ер : G-+GL ( V) существует единст
веиное одномерное весовое подпространство V (бr:р) , 
бr:р Е P r:p , инвариантное относительно группы В . Харак
тер бr:р  паз . с т а р ш и м в е с о м и е п р  и в о д и м о
г о Р. п. ер; оп домипаптеп , т. е .  скалярное произве
дение (бср , а.);;;;;. О для любого a. E I'! , а всякий другоii 
вес Х Е Р  r:p ииеет вид 

x = бr:p -�a e ll maa., ma E Z , ma ;:: o . 

Отображение ер�бr:р определяет биекцию между клас
сами эквивалентных веприводимых Р. п. и домипапт
пыми элементами из Х ( Т) .  Явная конструкция всех 
не приводимых Р. п. может быть получена следующим 
образом . Пусть k[ G] - алгебра регулярных функций 
на G.  Для любого х. Е Х( Т) = Х (В)  рассматривается 
подпространство 

k [GJ x = {/ E k [G] 1 f (gb) = x. (Ь) f (g) "'Ь E B, g E G} . 

Оно конечномерно и является рациональным G-мо
дулем относительно действия группы G левыми сдви
гами . Геометрич. смысл этого пространства таков: 
оно канонически отождествляется с прострапством ре
гулярных сечений одномериого однородиого векториого 
расслоения над G/ В ,  определеппого ха рантером -:х. 
Пусть w0 E  W - элемент , переводящий положительные 
корпи в отрицательные . Тогда если k[ G]_ w. <x>*O, то 
)( - доминантвый характер и минимальный иенулевой 
G-подмодуль в k[ GI_ wo ('X ) является веприводимым ра
циональным G-модулем со старшим весом Х · Всякий 
веприводимый рациональный G-модуль получается при 
помощи такой конструкции . Если char k = O , то уже сам 
G-модуль k [ G]_ wo ('X.) пеприводим . 

Для получепия веприводимых Р .  п .  часто использу
ются упомянутые выше операции над Р .  п .  Напр . ,  если 
epi- веприводимое Р. п. со старшим весом Xi • i= 1 , 
• • .  , d, то пек-рое факторпредставление ер&9 . . .  @epd 
является веприводимым Р .  п .  со старшим весом :х1+ 
+ . .  · + Xd (оно паз.  к а р  т а и о в с к о й  к о м п о
з и ц и е й  Р .  п .  ер1 , • • •  , epd) ·  Если ер - веприводи
мое Р. п. со старшим весом :х . то пек-рое факторпредстав-
ление s; является веприводимым Р. п. со старшим 
весом dX, а ер* - веприводимо и его старшим весом 
является - w0 (Х.) . 

Пусть g - алгебра Ли группы G. Е сли ер : G-+GL( V) 
есть Р .  п . ,  то его дифферепциал dep является представле
ннем алгебры Ли g .  Р .  п .  ер паз . и п ф и п и т е з и
м а л ь и о и е п р и в о д и м ы м ,  если dep - вепри
водимое представление алгебры g .  ИпфипитезимаJIЬПО 
веприводимое Р .  п .  пеприводимо, а в случае char k = O  
верно и обратное (что в значительпой степени сводит 
теорию Р. п. группы к теории представлепий ее алгеб
ры Ли) ,  однако в случае char k >О это уже не так. 
Ипфипитезимальпо веприводимые Р. п. в этом случае -
это в точиости веприводимые Р .  п .  со старшими весами 
:х ,  для к-рых 

О � 2
<
('Х, а

)
) < р при любом а. Е

!'! . а, а 

Более того , все веприводимые Р .  п .  могут быть построе
ны при помощи ипфинитезимальпо пеприводимых . 
Точнее ,  если G одпосвязпа ,  т . е .  если Х (Т)  совпадает с 
решеткой весов корневой системы I: , то всякое вепри
водимое Р. п. однозначно разлагается в тепзорное про-

изведение вида 

где ер0, ер1 , • • • , epd ипфипитезимальпо пеприводимы , 
i 

а epfr - представление , полученное nримепепием к 
матричным элементам nредставления epi автоморфиз
ма Фробепиуса a�api (а Е k) , Р = char k .  

Лит. : [ 1 ]  Б о р е л ь А . ,  Линейные алгебраические группы, 
пер . с англ . ,  М. , 1 97 2 ;  [2] е г о ж е , в кн. : Algebraic geometry , 
Providence , 1 97 5� р. 4 2 1 - 4 0  (Proc. Symposia in pure math. , 
v. 29 ,  Arkata , 1 9 t 4 ) ;  [ 3 ]  Х а  м ф р и  Д ж. Линейные алгебраи
ческие группы , пер . с англ . ,  М . ,  1 98 0 ;  [41 Семинар по алгебра
ическим группам , пер. с англ . ,  М . ,  1 973 ; [5] С т е й  н б е р г Р . ,  
Лекции о группах Шевалле,  пер. с англ. , м. , 1 975 ; [6] е г о ж е ,  
«Nagoya math. J . », 1 96 3, v .  2 2 ,  р .  33-56 ;  [7] Н о с h s с h i 1 d 
G . ,  The structure of L1e groups, S. F . , 1 9 6 5 ;  [8] Н u m р h
r е у s J . Е . ,  Introduction to Lie algebras and representatioп 
theo1·y , N. У .  - [а .  о . ] ,  1 972 .  В . Л. Попов. 

РАЦИОНАЛЬНОЕ ЧИСЛО - число,  выражаемое ра
циональной дробью . Формальпая теория Р. ч .  строится 
с помощью пар целых чисел . Р а ц и о и а л ь  и о й  
д р о б ь ю  � паз.  упорядоченпая пара (а, Ь) целых 
чисел а и Ь, у к-рой Ь*О . Две рациональные дроби � 
и � паз .  э к  в и в а л е и т и ы м и (р а в и ы м и) 
тогда и только тогда , когда ad= Ьс . Это соотношение 
эквивалентности, будучи рефлексивпо, симметрично 
и трапзитивпо, разбивает множество всех рациональ
ных дробей па классы :швивалептпости . Р а ц и о
н а л ь и ы м ч и с л о м паз .  каждый класс эквива
лентности рациональных дробей.  Разные классы опре
деляют разные Р. ч. Множество Р. ч .  счетно .  Р .  ч. ,  

о содержащее рациональную дробь вида ь• паз . и у-
а л е м. Если r есть Р .  ч. и ь- Е r, то Р .  ч. , содержащее 

-а рациональную дробь ь ,  паз.  рациональным числом,  
противоположным Р .  ч .  r ,  и обозначается через -r .  
Р .  ч .  r паз . п о  л о ж и т е л ь и ы м (о т р и  ц а т е л ь-
п ы м) , если оно содержит рациональную дробь : , 
у к-рой а и Ь одного знака (разных знаков) .  Е сли Р .  ч .  
положительно (отрицательно ) , т о  противоположное ему 
число отрицательно (положительно) . В множестве Р .  ч . 
вводится упорядоченность: всякое отрицательное Р .  ч .  
считается меньшим всякого положительного ,  положи
тельное Р. ч .  r' считается меньшим положительного 
Р. ч .  r" : r' <r" , если существуют такие рациональные 
дроби : E r' и � Е r" , а >О, Ь >О, с >О, d >O, что ad <  

< Ьс; всякое отрицательное (положительное) Р .  ч .  r счи
тается меньше (больше) пуля : r <O (r >O) ; отрицательное Р. ч. r' считается меньшим отрицательного Р. ч. r" , 
если положительное Р .  ч .- r' больше положительного 
Р. ч . -· r" : -r' > -r" . Абсолютпая величипа l r l Р. ч .  
определяется как обычно : l r l = r, если r;;;;;, O , и 1 ,· 1 = - r, 
если r <O .  

с . б .. а с уммои рациональных дро еи ь и d паз . рацио-
аd + Ьс а с пальпая дробь --ь;т- , а произведением - Ьd • С у м-

м о й и п р о и з в е д е и и е м Р .  ч. r' и r "  паз . 
классы эквивалентных рациональных дробей , содер
жащие соответс1·веппо сумму или произведение раци-
ональных дробей : и � , принадлежащих r' и r": 

� Е r' , � Е r" .  Упорядоченность , сумма и произведение 
Р. ч. r 'и r" не зависят от выбора представителей в соот
ветствующих классах эквивалентности f Е r' и � Е r",  

т. е .  однозначно определяются самими Р. ч .  r' и r" . 
Р .  ч. образуют упорядоченное поле,  обозначаемое Q .  
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Для обозначения Р. ч .  r применяются рациональвые 
а дроби ь из класса эквивалентности, задающего зто число: 

а 
ь Е r. Таким образом , одно и то же Р .  ч. может быть 
записано разными, по эквивалентными рациональными 
дробями. 

Если каждому Р.  ч. ,  содержащему рациональную 
дробь вида � , поставить в соответствие целое число а ,  
то  получится изоморфное отображение множества 
указаиных Р .  ч. на кольцо z целых чисел . Позтому 
Р. ч . ,  содержащие рациональные дроби вида � , обо
значают через а .  

Всякая функция вида 
ep (r) = l r la,  0 < а ое;;;; 1 ,  (1 ) 

является метрикой в поле Р .  ч .  Q ,  то есть удовлетво
ряет условиям: 

1 )  ер (r) >О при любом r i= О,  ер (О) = О ; 
2 ) ер ( r '  + r") .";;;; ер ( r ' )  + ер  (r") ; 

3) ер ( r ' , r") = ep ( r ' )  ер (r ") 

при любых r' Е Q и r" Е Q .  Поле Р .  ч. не является пол
н ы м  в метрике ( 1 ) .  Пополнением поля Р .  ч. по метрике 
( 1 )  является поле действительных чисел .  

Функция 
(2 ) 

где р - простое число,  r- P .  ч . , представимое в виде 

а 
(v (r) - целое , ь - песократимая рациональпая 
дробь , причем числа а n Ь не делятся па р ) ,  а р - фик
сированное число , О <р <1 ,  также является метрикоii 
в поле Р .  ч. Q .  Она паз .  р -а д и ч е с к о й  м е т р и-
1\ о й .  Поле Р .  ч. Q с метрикой (2) не является полным . 
Пополнением поля Р .  ч .  по метрике (2) является поле 
р-адичесrоих чисел . Метрики ( 1 )  и (2) (для всех простых 
чисел) исчерпывают все нетривиальпые метрики в поле 
Р .  ч .  

В десятичной записи Р .  ч .  и только они представи
мы периодическими деснтичпыми дробями . 

Лит. : [ 1 ] Б о р  е в и ч 3. И . ,  Ш а  Ф а р  е в и ч И. Р . ,  Тео
рия чисел , 2 изд. ,  М . ,  1 9 7 2 ;  [2] П и з  о ill . ,  3 а м а н с н и й м . ,  
Н урс математини. Алгебра и анализ, пер . с франц . ,  М . ,  1 9 7 1 . 

Л .  Д . Rудрявцее. 
РАЦИОНАЛЬНОСТИ ТЕОРЕМЫ д л я а л г е б

р а и ч е с к и х г р у п п - утверждения о рацио
нальпости (увирациопальпости) или верациовальпости 
тех или иных групповых алгебраич.  мвогообразий. 
Так как абелевы многообразия всегда перациопальны , 
то основпой интерес представляют Р .  т .  для линейных 
алгебраич . групп, Здесь проблема рациональпости 
имее1• два существепво различных аспекта:  геометри
•Iескиii и арифметический , отвечающие соответственно 
алгебраически замкнутому и пезамкнуто111у основному 
полю К .  Первые Р. т. над полем С комплексных чи
сел были фактически доназавы еще Э. Пикаром (Е . Pi
card) и в современной терминологии устававливают 
упирациопаJiьность мпогообразий связных комплекс
ных груш1 . В явной форме проблема рациональпости 
групповых .мпогообразий была поставлена Н: . Шевалле 
[ 1 )  лишь в 1 954 . Прогресс в этом направлении тесно 
связан с достижениями структурпой теории алгебра
ич . групп. Так, разложение Леви позволяет свести 
проблему рациональпости к редуктивным группам, а 
разложение Б рюа - доказать рациональпость мпого
образий редуктивпых групп над любым алгебраиче
СЮI замкнутым полем . Таким образом, в геометрич . 
случае имеется окоичательвыii ревультат . 

Гораздо более сложной оказываЕ-тся ситуация дли 
незамкиутых полРii К .  Примеры нерациональиых К
мвогообразий доставляют уже алгебраич . торы ; папр . ,  
трехмерный норменвый тор T= RL�IJ. (Gт) , соответ
етвующий биквадратячному расширепиюL= К( у;;: у"Ь) 
поля К (см . [ 1 ) ) .  Этот пример минимален , ибо то
ры размерности ..;;:2 рациональны . В общем случае 
алгебраич . торы всегда унирациональпы . Произволь
вые связные К -группы не обязательно упирацио
нальпы [ 3) ,  однако, если поле К совершенно или груцпа 
G редуктивпа , унирациональпость имеет место (см. 
[ 1 ) - [4) ) .  Тем самым проблема рациональпости груп
повых мпогообразий имеет характер Люрота проб.лем ы 
над пезамкпутым полем . 

Так как произвольпая редуктивпая группа является 
почти прямым произведением тора и полупростой 
группы,  то естественно различать два основных слу
·чая :  1 ) G - тор; 2) G - полупростая группа . В пер
вом случае исследование проводится при помощи раз
личных когомологич . инвариантов (для полупростых 
групп эти инварианты оказываются незффективными) .  
Достаточно закопченные результаты имеются для то
ров , разложимых над абелевым расширением поля оп
ределения (см. [5 ) ) . Первы:й пример перациопального 
многообразия в классе полупростых групп был неодпо
связной группой , конструкция к-рой фантическп со
держится в [ 1 0 ) .  Возникшая при этом гипотеза о 
том, что многообразия односвязных групп всегда ра
циональны , была решена отрицательно В .  П .  Плато
новым при помощи развитой им п р и в е д е и н о й 
К - т е о р и и (см . [ 6) ,  [ 7 ) ) .  Оказалось , что приведеиная 
групnа Уайтхеда SK1 (D) конечномерпой центральной 
простой К-алгебры D тривиальна , если многообразие , 
определяемое S L( 1 , D ) , рационально над К .  Эти ре
зультаты были перенесены на унитарные группы [ 1 2) .  
Ряд результатов связан с исследованием рациональпо
сти спинорных мпогообразий Spin (n,  /) , где f - невы
рожденная квадратичная форма над К от n перемепных 
(char К*2) .  Спинорные многообразия рациональны, 
если либо п ..;о:5 , либо поле К является недискретным ло
кальпо компактным или полем рациональных чисел 
(см. [8 ) , [ 9 ) ,  [ 1 1 ) ) ; для n� 6  существуют нерациопальпые 
спинорные многообразия [8 ) . Последпий результат 
удивителеи тем, что Spin ( n ,  /) является двулистным 
накрытием рациональпого многообразия SO (п , j) . 

Термин «Р .  т . »  иногда употребляется в теории ал
гебраич . групп в несколько ином смысле , nримепи
тельно к утверждениям о свойствах групп над не обя
зательно алгебраически замкнутым полем. R утвержде
ниям таRого типа относится , напр . ,  т е о р е м  а Р о
з е н л и х т а - Г р о т е н д и к а о том, что любая 
связная К-группа обладает максимальным торо�r, опре
деленным над К (см. [4 ) ) . 

Лит. :  [ 1 ]  С h е v а 1 1 е у С . , <•J .  Math. Soc . Japan•>, 1 9 5 • , 
v. 6 ,  ,N; 3/4 ,  р 303-24 ;  [2] D е m а z и r е М . , G r о t h е n d i
e с k А . ,  Schemas en gгoupes, В. - [u.  а . ] ,  1 9 7 0 ;  [3] R о s е n-
1 i с h t м . ,  <<Ann . mat. pura арр1 . » ,  1 957 ,  v. 4 3 ,  р. 25-50 ;  [ 4 ] 
Б о р е л ь A.j Линейные алгебраичесние груnпы, пер. с анrл. , 
М. , 1 9 72 ;  [5 В о с н р е с е н с н и й В. Е . ,  Алгебраичесние 
торы, м . ,  1 9 7 7 ;  [6] П л а т  о н о в В. П. , «Тр. Мllтем . ин-та АН 
СССР», 1 976 ,  т.  1 42 ,  с .  1 98-207� [7 ]  е г о 1и е, «доил .  А Н БССР», 
1 97 7 ,  т. 2 1 ,  М 3 ,  с. 1 97-98 ; t8] е г о ж е, <<Доил . АН СССР», 
1 9 79 ,  т.  248 ,  М 3 ,  с. 524-27 ; [9] е г о ж е ,  «Тр. Матем. ин-та 
АН СССР», 1 9 8 1 ,  т. 1 5 7 ,  с. 1 6 1 -69 ;  [ ! О ] С е р  р Ж - П . ,  Ногоме
логни Галуа , пер . с франц. ,  М. , 1 968 ; [ 1 1 ]  Ч е р н о  у с о в В. п. , 
<<Доил .  А Н БССР», 1 9 8 1 ,  т. 2 5 ,  N• 4 ,  с. 293-96 ; [ 1 2] ff н ч е в
с н и й В. И . ,  «Матем. сб . » ,  1 979 ,  т. 1 1 0 , М 4 , с . 579-96 .  

А .  С. Раnин.чук. 

РЕАЛИЗУ ЕМОСТЬ - один из видов пеклассич . 
иптерпретаиий логичесRих и логино м.атематических 
языков.  Различные интерпретации типа Р. определя
ются по следующей cxe�re . Для формул логико-матема
тич .  языка определяется отношение «объект е реализует 
замкнутую формулу F>> , R-poe соRращепно записыва
ется «erF'» . Определение косит индуктивный характер : 
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сначала отношенир erF определяется для элементарных 
формул F, а затем для сложных формул в предполо
жении,  что для составляющих их более простых фор
мул это отношение уже определено Замкнутая формула 
F наз . р е  а л и з  у е м о й , или истинной при даввой 
интерпретации , если существует такой объект е, что 
erF . Формула F, содержащая свободвые переменвые 
х1 , • • • , Xm считается реализуемой, если реализуема 
замкнутая формула ';Jx1 • • •  'VxnF . 

Впервые интерпретация такого вида , известная как 
репурсивпая реализуемость,  была предложена С. Или
ни (см. [ 1 ] ,  [2])  с целью уточнения ивтуициовистской 
(конструктивной) семантики языка формальной ариф
метики в термивах рекурсивных фу1tnций . Друrие по
нятия Р .  являются модификациями рекурсивной Р .  

Интуитивный смысл отношения erF такой : объект е 
кодирует информацию об истинности формулы F .  
Напр . ,  в рекурсивной Р .  натуральвое число О реализует 
элементарную формулу вида s= t тогда и только тогда , 
когда эта формула верна (т .  е .  значения термов s и t 
совпадают) ; если число е реализует дизъюнкцию А V В , 
то по нему можно выяснить , какой ее член реализуем , 
и найти число,  его реализующее; по числу, реализую
щему формулу ';/хА (х) ,  можно построить алгоритм, 
к-рый по любому натуральному числу n строит реали
аацию формулы А (n ) . В качестве реализаций , т. е .  
объектов , реализующих формулы, чаще всего высту
пают натуральвые числа .  Однако при ивтуициовистской 
интерпретации языка математич . анализа в качестве ре
ализаций могут использоваться и другие объекты, вапр . 
одноместные теоретико-числовые функции (с�1 , вапр. , 
[ 3] ) .  

Для форму.ч логич . языков , вапр . для пропозицио
иальвых или предикатвых формул , Р .  определяется 
обычно через понятие Р .  для того или иного логико-ма
тематич . языка Q . Логич . формула IJI считается реа
лизуемой, если реализуема всяl{ая формула языка 
Q , получающаяся подставовкой в IJI формул языка 
Q вместо предикатвых перемеввых .  

Интерпретации типа Р .  нашли широкое применевне 
в исследовании веклассических , прежде всего ивтуи
ционистских и конструктивных , логических и логико
математич. теорий . Имеется описание различных поия
тий Р .  и их применекий в теории доказательств для 
исследования интуиционистских теорий (см . [ 3] , [4] ) .  

Лит. : [ 1 ) К 1 е е n е S.  С . , « J .  Symbollc Logic», 1 94 5 ,  v .  1 0 , 
р. 1 0 9-24 ; [2] К л и н и с. К. , Введение в метаматематику, 
пер. с англ . ,  М. , 1 957 ; [3] К л и н и С . , В е с л и Р , Основания: 
интуиционистской математиии . . .  , пер . с англ. , М , 1 97 8 ;  [4) 
Д р  а г а л и н А. Г. , Математичесиий интуиционизм. Введение 
в теорию доиазательств , М. , 1 979 .  В . Е .  Плиспо. 

РЕБРО м и о г о г р а и и и к а - сторона грани 
многогранника . 

РЕГРЕССИИ КОЭФФИЦИЕНТ - коэффициент прп 
независимой переменной в уравнении регрессии . Так , 
напр . ,  в уравнении линейной регрессии E (Y I X= x) =  
= �о+ �1х , связывающей случайвые величины У и Х ,  
Р .  к .  �о и �1 равны: 

R cr, R cr. �Jo = т2 - Р а, т1 , 1-'t = P cr,  , 
где р - порреляции поэффициепт Х и У, m1= EX ,  
т2= ЕУ, cr�=DX , cr�= DY. Вычисление оценок Р .  к . 
(в ы б о р  о ч и  ы х Р .  к . )  - основная задача регрес-
сионного аналиаа . 

РЕГРЕССИИ МАТРИЦА - матрица 
евтов регрессии �/i • j= 1 , . . . т , i= 1 , 
гомерной линейной модели регрессии 

Х = ВZ + в .  

А .  В Прохоров. 
В коэффици-

. . .  , r , в мно-

Здесь Х - матрица с элементами Х fk• j= 1 , . . .  , т ,  
k= 1 , . . .  , n ,  Xfk • k= 1 , . . .  , п , - наблюдения над j -й компонентой исходной т-мериоii с лучайноii ве
личины; Z - матрица известных регрессионных пере-

менных Zi k ,  i= 1 , . . .  , r, k = 1 , . . . , п ;  е - матрица 
ошибок P-jk , j= 1 , . . .  , т ,  п= 1 , . . .  , n ,  с EBJk= O . 
Элементы �ji Р .  м. В неизвестны и подлежат оценке . 
Модель (*)  является обобщением на т-мерный случай 
общей линейной модели регрессионного аналиаа . Лит . :  [ 1 ]  И е н д а л  л М. Д ж. , С т ь ю а р т А . , Многомерный 
статистичесиий анализ и временные ря:ды, пер . с англ. , М. , 
1 976 .  А . В . Прохоров. 

РЕГРЕССИИ ПОВЕРХНОСТЬ (гиперповерхность) -
общее геометрич . представление уравнения регрессии . 
Если заданы случайвые величины Х1 , Х 2 , • • • , Xn и 

f (х2 , . . . , Хп) = Е (Xt l  Х 2 = Х2, . . . , Хп = Хп) 
- регрессия Х1 по Х 2 ,  • • •  , Xm то уравнение у= 
= f (х2 , • • • , х11 ) задает в п-мервом пространстве соот
ветствующую Р .  п .  При n= 2 Р .  п .  обычно ваз . к р и
в о й  р е  г р е  с с и и .  Иногда эти термивы используют
ся для того, чтобы подчеркнуть, что соответствующие 
уравнения регрессии не являются линейными . В ли
нейном случае Р. п. ваз . соответственно n л о с к о
с т ь ю р е г р е с с  и и и п р  я J.I о й  р е  г р е  с с и и .  См.  Регрессия . А. В. Прохоров .  

РЕГРЕССИИ СПЕКТР - спектр случайного процес
са ,  входящего в регрессионную схему для стационарных 
временвьтх рядов . Именно , пусть случайный процесс 
Yt •  наблюдаемый при t= 1 , . . . , n ,  представляется в 
виде (1 ) 
где х1- стационарвый процесс с Ext=O, а среднее зна
чение Eyt= mt выражено в форме линейвой регрессии 

тt = �: = i �,.qJ �k> , (2) 

где qJ<1< 1 = (qJ�kJ ,  • • • , qJ�k J ) ,  k= 1 ,  . . .  , s , - известные ре
грессионвые векторы , �1 , • • •  , �s- неизвестные ре
грессии коэффициент ы . Пусть М (Л) - спектральная 
функция распределения регрессионных векторов qJ< 1 J , 
• • •  , qJ<sJ . С п е к т р о м р е г р е с с и и для М (Л) 
ваз . множество всех Л таких , что М (Л2) - М (Л1) >О 
для любого интервала (Л1 , Л2) , содержащего Л , Л1 <А. <Л2 • 

Р .  с . играет важную роль в задачах оценки коэффи
циентов регрессии в схеме ( 1 )  - (2) . В терминах эле
ментов Р .  с .  выражается , иапр . ,  необходимое и доста
точное условие асимптотич . эффективности оценок � 
по методу наименьших квадратов.  

Лит. : [ 1 )  G r е n а n  d е r U . , R о s с n  Ь 1 а t t м. ,  Statlsti
cal analysi s of s tationary timc series ,  Stockh. ,  1 956 .  

А .  В . Прохоров . 
РЕГРЕССИОННЫИ АНАЛИЗ - раздеЛ математич . 

статистпки, объединяющий практич . методы исследова
ния регрессиоввой зависимости между величинами по 
статистич . данным (см . Регрессия) . Проблема регрессии 
в математич . статистике характерна тем, что о распреде
лениях изучаемых величии пет достаточной информации . 
Пусть , напр . ,  имеются основания предполагать, что 
случайная величина У имеет пек-рое распределение 
вероятностей при фиксированном значении х другой 
величины , так что 

E (Y i x) = g (x , �) ,  
где � - совокупиость пеизвестных параметров, опре
деляющих функцию g (х) ,  и нужно по результатам 
наблюдений определить значения параметров.  В зави
симости от природы задачи и целей анализа результаты 
эксперимента (х1 , у1) ,  • • •  , (хт Уп) по-разному интер
претируются в отношении переменной х . Для установ
ления свяви между величинами в эксперименте исполь
зуется модель , основаиная на упрощенных допущени
ях: величина х является контролируемой величиной, 
значения к-рой заранее задаются при планировании 
эксперимента , а наблюдаемые значения у представимы в 
виде 

i = f , . . .  , n ,  
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где величины е; характеризуют ошибки , независимые 
при различных измерениях и одинаково распределен
ные с нулевым средним и постоянной дисперсией. В слу
чае неконтролируемой переменвой результаты наблю
дений (х1 , у1 , ) ,  • • •  , (xm Уп) представляют собой выбор
ку из пек-рой двумерной совокупности . Методы Р. а . 
одинаковы и в том, и в другом случае , однако интер 
претация результатов различается (в последнем слу
чае анализ существенно дополняется методами теории 
пор реляции) . 

Исследование регрессии по экспериментальным дан
ным производится методами, основанными на принципах 
средней квадратич . регрессии . Р .  а. решает следую
щие оснqвные задачи: 1 ) врrбор модели регрессии , что 
заключает в себе предположения о зависимости функ
ций регрессии от х и � . 2) оценка параметров � в выб
ранной модели методом наименьших квадратов , 3) про
верка статистич . гипотез о регрессии . 

Наиболее естественной с точки зрения единого 
метода оценки веизвестных параметров является модель 
регрессии , линейная относительно этих параметров: 

g (х, �) = �ogo (х) + . · · + �тgт (х) .  
Выбор функций g;(x) иногда определяется по располо
жению экспериментальных значений (х ,у)  на диаграм
ме рассеяния , чаще � теоретич . соображениями .  Пред
полагается также , что дисперсия а2 результатов на
блюдений постоянна (или пропорциональна извест
ной функции {}Т х) . Стандартвый метод оценки регрес
сии основан на использовании многочлена век-рой 
степени т , 1 <:т <п: 

g (х ,  �) = �о + �1х + . . .  + �тхт 
или в простейшем случае - линейной функции (линей
ная регрессия) 

g (х ,  �) = �о +  �1х .  
Существуют критерии линейности и рекомендации по 
выбору степени аппроксимирующего многочлена . 

В соответствии с принципами средней квадратич . 
регрессии оценка неизвестных регрессии поэффициептов 
�0 , • • •  , �т и дисперсии а2 осуществляется методом наи
меньших квадратов . Согласно этому методу в качестве 
статистич . оценок параметров �0 , • • •  , �т выбираются 
такие значения � • . . .  , �т • к-рые обращают в мини
мум выражение 

Д= 1 (y ;-g (х;) )2 . 

Многочлен g (x)= �o+ · . .  + �тхт , построенный мето
дом наименьших квадратов,  ваз . э м п и р и ч е с к о й 
л и н и е ii: р е г р е с с и и и является статистич. 
оценкой неизвестной истинной линии регрессии . При 
гипотезе линейности регрессии уравнение эмпирич . 
прямой регрессии имеет вид 

где 
g (х) = �о + �1х ,  

- 1 � - 1 � х = - _ х; , У = - Yi ·  n � n t 

Случайные величины �0 , • • •  , �т ваз . в ы б о р о ч
н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и р е г р е с с и и . 
Неемещеиная оценка параметра а2 дается формулой 

s2 -= �� (Y;-g (х;) ) 2/ (п - т) .  ""'"�= 1 
Еслп дисперсия зависит от х , то метод наименьших 
квадратов применим с нек-рыми видоизменениями . 

Если изучается зависимость случайной величины У 
от нескольких переменных х1 , • • •  , xk , то общую линей
ную модель регрессии удобнее записывать в матричной 
форме : вектор наблюдений у с независимыми компонен
тами у1 , • • •  , Уп имеет среднее значение и ковариаци
онную матрицу 

E (Y i x1 , . . .  , x �r) = X� , D (Y i x1 , . . . , xk) = a2f , (•) 
где �= (�1 , • • •  , �Тr) - вектор коэффициентов регрес
сии , X = l lxul l . i= 1 , . . .  , п, j = 1  , . . .  , k , - матрица 
известных величин , связанных друг с другом, вообще 
говоря , произвольным образом, I - единичная мат
рица п-го порядка ; при этом п >k и 1 х т X I :;=O.  В более 
общем случае допускается корреляция между наблюде
ниями у;: 

Е (У 1 х1 , . . . •  xk) = х � . D (У 1 х1 , . . . • Xfr) = а2А , 
где матрица А известна , но эта ехема сводится к мо
дели (*) · Неемещеиной оценкой � по методу иаимень
ших квадратов является величина 

�= (Х т Х) - 1 Х т у , 
а смещенной оценкой для а2 служит 1 т р_ т  т s2 = ;:;::-;; (у У - 1-' Х у) . 

Модель ( * ) является наиболее общей линейвой мо
делью, поскольку она применима к различным регрес
сионным ситуациям и включает в себя все виды пара
боличеспой регрессии У по х1 , • • •  , Xfr (в частности, рас
смотренная выше параболич . регрессия У по х поряд
ка т может быть сведена к модели (* ) , в к-рой т ре
грессионных переменных функционально связаны) .  
При таком линеййом понимании Р .  а .  задача оценки � :и 
вычисления ковариационной матрицы оценок D� = 
= а2(Х т Х ) - 1 сводится к задаче обращения матрицы 
х т х .  

Указанный метод построения эмпирич . регрессии 
в предположении нормального распределения результа
тов наблюдений приводит к оценкам для � и а2 , со
впадающим с оценками наибольшего правдоподобия . 
Однако оценки , полученные этим методом, являются 
в век-ром смысле наилучшими и в случае отклонения 
от нормальности, если только объем выборки достаточ
но велик . 

В данной матричной форме общая линейная модель 
регрессии (*) допускает простое обобщение на тот слу
чай,  когда наблюдаемые величины Yi являются век
торными случайными величинами . При этом никакой 
новой статистич . задачи не возникает (см. Регрессии 
матрица) . 

Задачи Р .  а .  не ограничиваются построением то
чечных оценок параметров � и а2 общей линейной мо
дели (*) . Проблема точности построенной эмпирич . 
зависимости наиболее эффективно разрешается при до
пущении , что вектор наблюдений у распределен нор
мально . Если вектор у распределен нормально и лю-
бая оцепк& � является линейной функцией от у , можно 
заключить , что величина �i распределена нормально 
со средним �i и дисперсией D�;= a2b;;, где Ь;;- диа
гональный элемент матрицы (Х т Х ) - 1 • Кроме того, 
оценка s2 для а2 распределена независимо от любой ком
поненты вектора �� а величина (п-k)s2/a2 имеет «хи
пвадрат� распределение с (п-k) степенями свободы . 
Отсюда следует, что статистика 

t = ( �; - M![s2b ;;] I / 2  
подчиняется Стьюдепта распределепию с п-k степеня
ми свободы . Этот факт используется для построения до-
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верительных интервалов для параметров �i и для про
верни гипотез о значениях, к-рые принимает величипа 
�i · Кроме того, появляется возможность найти довери
тельные интервалы для Е (Yi x1 ,  • • •  , xk) при фиксиро
ванных значениях всех регрессионных перемеппых и 
доверительные интервалы , содержащие следующее 
(п+ 1 ) -е значение величипы у (т . н. интервалы пред
сказания) . Наконец, можно на основе вектора выбороч-
ных коэффициентов регрессии � построить доверитель
ный эллипсоид для вектора � или для любой совокуп
ности неиэвестных коэффициентов регрессии , а также 
доверитеJrьную область для всей линии или прямой ре
грессии . 

Р .  а .  является одним из наиболее распространенных 
методов обработки экспериментальных данных при 
изучении зависимостей в физике , биологии , экономике , 
технике и др . областях. На моделях Р .  а .  основаны 
такие разделы математич. статистики , как дисперсион
ный анализ и планирование эксперимента , эти модели 
широко используютел в .мпого.мерпо:м статистичеспо:м 
апалиае . 

Лит. : [ 1 ]  R е н д а л л М. д ж. , С т ь ю а р  т А . , Статисти
ческие выводы и связи , пер.  с англ . ,  М. , 1 9 7 3 ;  [2] С м и р
н о в Н. В . ,  Д у н и н - Б а р к о в с к и й Н. В . ,  Rypc теории 
вероятностей и математической статистики для технических 
приложений,  3 изд. , М. , 1 969 ;  [3] А й  в а з  л н С. А . , Статисти
ческое исследование зависимостей, М. , 1 968 ;  [4] Р а о С. Р. , 
Линейные статистические методы и их примененил,  пер .  с англ. , 
М . ,  1 968 ;  [5] д р  е й  п е р  Н. , С м и т Г. , Прикладной регрес
сионный анализ,  пер. с англ. ,  М . ,  1 97 3 .  А .  В .  Прохоров. 

РЕГРЕССИЯ - зависимость среднего значения ка
кой-либо случайной величины от пек-рой другой вели
чипы или от нескольких величин . Если , например ,  
при каждом значении х= х; наблюдается n ;  значений 
Yi1 • . . . , Yin i случайпой величины У, то зависимость 
средних арифметических 

- 1 
Y i  = - (Yi1 + . .  · + Уiп ·) ni t 

этих значений от xr и является Р .  в статистич . понима
нии этого т�рмина . При обнаруженной закономерности 
изменепил у с изменением х предполагается , что в ос
нове наблюдаемого явления лежит вероятностная за
висимость : при каждом фиксированном значении х 
случайная величипа У имеет определенное распределе
ние вероятностей с математич. ожиданием, к-рое явля
ется функцией х: 

Е (У 1 х) = т (х) .  
Зависимость у= т (х) , где х играет роль �неэависимоЙ>> 
переменпой, наэ .  р е г р е с с и е й (или ф у п к ц и
е й р е г р е с с и и) в вероятностном понимании этого 
термина . График функции т (х) паз .  л и п и е й р е
г р е с с и и ,  или к р и в о й р е г р е с с и и ,  вели
чины У по х . Переменнан х паз.  р е г р е с с и о н н о й  
п е р е м е н н о й ,  или р е г р е с с о р о м.  Точность , 
с к-рой линия регрессии У по х передает изменение У 
в среднем при изменении х, измеряется дисперсией ве
личины У, вычисляемой для каждого значения х: 

D (У 1 х) = а2 (х). 
Графически зависимость дисперсии а2 (х) от х выража
ется т. п .  с к е д а с т и ч е с к о й  л и н и е й .  Если 
а� (х)= О при всех значениях х, то с вероятностью 1 ве
личины связаны строгой функциональной зависимо
стью. Если а2 (х)*О пи при каком значении х и т (х) не 
зависит от х, то регрессия У по х отсутствует . 

В теории вероятностей задача Р .  решается примени
тельно к такой ситуации , когда значения регрессион
пой переменной х соответствуют значениям нек-рой 
случайпой величины Х и предполагается известным сов
местное распределение вероятностей величип Х и У 
(при этом математич . ожидание Е (Yi x) и дисперсия 
D ( Y i x) будут соответственно условпыы математич .  
ожиданием и условной дисперсией случайпой величины 

'(:{ 30 Математическая энц . ,  т. 1" 

У при фиксированном значении Х=х) . В этом случае 
определены две Р . :  У по х и Х по у, и попятие Р. может 
быть использовано также для того, чтобы ввести нек
рые меры вэаимосвлэаппости случайных величип Х 
и У, определяемые как характеристики степени кон
центрации распределепил около линий Р .  (см. Корре
ляция) . 

Функции Р .  обладают тем свойством, что среди всех 
действительных функций j (х) минимум математич. 
ожидания Е (У-! (х))2 достигается для функции j (х)= 
= т  (х) , то  есть регрессия У по х дает паилучшее (в ука
занном смысле) представление величипы У. Наиболее 
важным является тот случай, когда регрессия У по х 
л и н е й н а ,  т. е .  

Е (У 1 х) = �о + �1 (х) . 
Коэффициенты �о и �1 ,  паз .  к о э ф ф и  ц и е п т а м и 
Р . ,  легко вычисляются: 

ау ау �о = ту - р - тх, �1 = р -
ах ах 

(эдесь р - порреляции поэффициепт Х и У, тх= Е Х , 
ту= ЕУ, a�= DX , a2= DY) ,  и п р  л м а л р е  г р  е с
с и и У по х имеет вид 

ау у = ту + р - (х - тх) 
ах 

(аналогичным образом находител прямая регрессии 
Х по у ) .  Точная линейпал Р. имеет место в случае, 
когда двумерное распределение величип Х и У является 
нормальным. 

В условиях статистич. приложепий, когда для точ
ного определения Р .  пет достаточных сведений о форме 
совместного распределения вероятностей, возникает 
задача приближенного нахождения Р .  Решепию этой 
задачи может служить выбор из всех функций g (х) , 
принадлежащих заданному классу, такой функции , 
к-рал дает наилучшее представление величипы У в 
том смысле , что минимиэирует математич. ожидание 
Е (У -g (Х ))2 • Н айдепиал функция паз . с р е  д п е й 
к в а д р а г и ч е с к о й  Р .  

П ростейшим будет случай л и п е й н о й с р е д н е й 
к в а д р а т и ч е с к о й Р . ,  когда отыскивают паи
лучшую линейную аппроксимацию величины У по
средством величипы Х , т. е. такую линейную функцию 
g (x)= �o+ �1x ,  для к-рой выражение E (Y-g (X ))2 
принимает паименьшее возможное значение . Данпал 
экстремальная задача имеет единственное решение 

ау �о = ту - �1тх , �1 = Р а- . х 
т .  е .  вычисление приближенной линии Р .  приводит к 
тому же результату, к-ры:й получен в случае точной 
линейпой Р . :  

ау 
У = ту + р - (х - тх) . 

ах 
Минимальное значение Е (У -g (Х ))2 при вычисленных 
значениях параметров равно а�(1 -р2) . Если регрессия 
т (х) существует , то при любых �о и �1 имеет место соот
ношение 

откуда следует , что прямая средпей квадратич. ре
грессии у= �о+ �1х дает паилучшее приближение к ли
нии регрессии т (х) , если измерять расстояние вдоль 
оси у .  Поэтому если линия т (х) есть прямая, то она 
совпадает с прямой средней квадрагической Р .  

В общем случае , когда Р .  сильно отличается от ли
нейной, можно поставить задачу нахождения многочле
на g (x)= �o+ �1x+ . . . + �mxm нек-рой степени т, для 
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к-рого среднее вначе11ие Е (У -g (x ) )2 имеет возможно 
меньшее значение.  

Такое решение задачи соответствует п а р а б о л и
ч е с к о й (или п о л и н о м и а л ь н о й) средней 
квадратячеекой Р .  (см.  Параболичес"ая регрессия) по
рядка т. Н:ривая y= g (x) есть парабола т-го порядка , 
дающая наилучшую аппроксимацию истинной линии 
Р. Обобщением параболической Р. служит функция Р . ,  
выраженная линейвой комбинацией тех или иных 
заданных функций : 

g (х) = �oCj)o (х ) + �1Cj)1 (х) + . . . + �m!Fm (х) . 
Наиболее важное значение имеет случай , когда ср0 (х) , 
. . .  , cpm (х) - ортогональные многочлены соответст
вующих порядков, построеввые по распределению Х. 
Другими примерами н е л и в е й н о й  (к р и в о л и
в е й н о й) Р. являются случаи тригонометрической Р . ,  
показательной Р . ,  и т .  п .  

Понятие Р .  естественным образом обобщается на 
тот случай, когда вместо одной регрессионной пере
менной рассматривается век-рое множество переменвых. 
Если случайные величины Х1, Х2 , • • •  , Xn имеют 
совместное распределение вероятностей, то м н о ж е
с т в е н н а я Р. определяется ,  напр . ,  как регрессия 
Х 1 ПО Х2 , • • • , Xn : 

Е (XI I Х2 =х2 , . . . , Хп = Хп) = m1 (х2 , . . . , Хп) · 
Соответствующее уравнение определяет п о в е р х
н О С Т Ь р е Г р е С С  И И Х 1 ПО х2 , • • •  , Xn · JlивеЙНаЯ 
регрессия Х1 по х2 , • • • , xn имеет вид 

Е (X1 I х2 , • • • , Хп) = �2х2 +  . . . -!- �n:l.'m 
где � 2 , • • •  , �п- коэффициенты Р .  (при EXk= O) . 
Jlинейная средняя квадратическая Р .  величины Х 1 по 
х2 , • • •  , Xn определяется как наилучшая линейная 
оценка величины Х1 величинами Х2 , • • • , Xn в смыс
ле обращения в миниму�r выражения 

Е (XI - �2X2- · · · - �nXn)2. 
Соответствующая п л о с к о с т ь Р .  дает наилучшую 
аппроксимацию поверхности регрессии х1= т(х2 , 
• • •  , хп ) ,  если последняя существует . Если поверх
ность Р .  есть плоскость, то она необходимо совпадает 
с плоскостью средвей квадратической Р. (так будет 
в случае , когда совместное распределение всех n ве
личин нормально) . 

Просты)I примером регрессии У по Х является за
висимость между У и Х,  к-рая выражается соотно
шением У= и (x) + ll ,  где и (x) = E (YI X = x) ,  а случай
ные величины Х и 1\ независимы. Это представление 
полезно, когда планируется эксперимент для изучения 
функциональной связи у= и (х) между веслучайными 
величина�rи у и х . Эта же модель Р .  используется во 
многих Приложениях при изучении характера зависи
мости случайвой величины У от веслучайной величи
ны х . На практике выбор функции у= и (х) и оценку 
не известных коэффициентов Р. по экспериментальным 
данным производят методами регрессиоппого апалиаа . 

Лит. : [ 1 ]  Н р а м е р  Г. , Математические методы статисти
ки , пер . с англ . ,  2 изд. , М. , 1 9 7 5 ; [2] Н е н д а л л М. Д ж. , 
С т ь ю а р т А . , Статистические выводы и связи , пер. с англ . ,  
М . , 1 97 3 .  А . В . Прохоров. 

РЕГУ ЛЯРИЗАЦИИ МЕТОД - метод построения 
приближенных решений векорректвых задач, состоя
щиii в том, что в качестве приближенных ре
шений векорректных задач [точнее - некорректно 
поставленных задач (н. п. з . ) ]  берутся значения 
регуляризирующего оператора с учетом приближен
ного характера исходной информации (см . Jlenopperom
uыe задачи) . 

Для определенности ниже рассматривается задача 
нахождения решений функциональных уравнений вида 
А z= и , в к-рых z и и - элементы метрич. nространств 

F и U с расстоянием рр( , ) и Pu( , ) . Если , напр , А -
вполне непрерывный оператор,  то решения такого урав
нения не обладают свойством устойчивости к малым 
изменениям правой части и. Пусть вместо точных зна
чений исходной информации (Х, � даны их приближе
ния (А , u) . в этих условиях речь может идти лишь о 
нахождении приближений к решению z уравнения 
A z=u. Нельзя в качестве приближенного решения 
н. п . з. такого вида с приближенной исходвой инфор-
мацией (А , u) брать точное решение уравнения A:z=;, 
т .  к .  такого решения может не существовать , а если 
оно и существует, то не будет устойчивым к малым из
менениям исходной информации и, следовательно, та
кое «решение>> может не допускать физич . интерпрета
ции . В дальнейшем полагается для простоты , что при
ближенной может быть лишь правая часть и , а оператор 
А задан точно. 

Пусть 1\ - оценка уклонения u от ;;, т .  е .  расстоя
ния Pu(;; , u) , и F0c:.F - заданный класс возможных 
решений (моделей сравнения) . Естественно искать 
приближенные решения уравнения A z= u среди эле
ментов z Е F 0, сопоставимых с исходной информацией , 
т .  е .  таких , что Pu(A z , u) ..;;:l\ .  Пусть Fб - множество 
всех таких элементов из Fo . Если в выбранном классе 
F0 возможных решений нет элементов (напр. , функций 
z (s) ) , сопоставимых с исходными данными, то это зна
чит , что элементы z из F0 имеют слишком упрощенную 
(грубую) структуру. В этом случае надо расширять 
класс F0 , беря , возможно, последовательность расши
ряющихся классов F0 с:. F1c:. . . .  С:. F n с:. . . .  , пока не 
найдется класс Fm содержащий элементы (наnр . ,  функ
ции) , сопоставимые с исходными данными .  

Если F n не  пусто , то оно может содержать сущест
венно отличающиеся друг от друга элементы(функции) . 
В таких случаях одно лишь требование сопоставимости 
возможных решений с исходными данными не может 
служить критерием нахождения однозначно опреде
ленных приближенных решений уравнений A z= u , т. к .  
нет достаточных оснований для выбора в качестве при
ближенного решения того или иного сопоставимого 
элемента из F п · 

Для однозначного определения устойчивых решений 
необходим нек-рый привцип отбора сопоставимых с u 
решений.  Обычно его формулируют , пользуясь смыслом 
задачи . Такой отбор может быть произведен , вапр. , 
по принципу выбора элемента (функции) из F т име
ющего минимальную сложность . Повятие сложности 
элемента z может быть формализовано , напр . , с по
мощью функционалов сложности Q [ z] - непрерыв
ных ,  веотрицательных и удовлетворяющих нек-рым 
специальным условиям (см . [ 1 ] ) .  За меру сложности 
элемента z принимается значение функцяовала Q [ z] . 
Так , если элементами z являются непрерывные на от
резке [ а ,  Ь] функции z (s) класса W�, то функцяовал 
сложности Q ( z] можно взять , напр . ,  в виде 

Q [z] = � :  { z2 + (�:у } ds. 

Желание иекать приближенные решения уравнений 
A z= u среди простейших элементов (функций ) ,  сопо
ставимых с исходными данными , приводит к задаче 
нахождения элемента из Fб , минимизирующего Q[z] 
на F{) . Если оператор А линейный и функцяовал Q[z ]  не 
имеет локальных минимумов на области своего опре
деления F Q • то эта задача может бытъ сведена (см. под
робнее в [ t j) к задаче нахождения элемента za из мно
жества Fб П Fg ,  минимиэирующего функцяовал - 2 -

ма ( z ,  А ,  и] = Pu ( Az , и ) + а�� [ z ] .  
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3начение параметра а (параметра реrуля:ризации) долж
во быть согласовано с уровнем погрешности исходных 
данных.  Его можно определить, вапр . , по вевязке , т. е .  
и з  условия Pu(A za , u)= б ,  если известно число б . Но 
возможны и др .  способы определения а (см . [ f ] ) .  Та
ким образом, параметр а должен зависеть от б и u, 
а= а (б , z7) . Элемент za(б , u) и привямается за прибли
женвое решение уравнения А z= ii. Это и есть одна 
из форм разработавного в [ 2] , [ 3] Р .  м. Аналогично 
строятся приближенвые решения ура внений Az = u  с 
nриближенно заданным оператором А и правой частью 
ii. При этом мивимизируется фупкционал типа ма [z ,  А ,  
u] (см . , вапр . , [ 1 ] ) .  Возможны и другие формы Р .  м .  
и применевне его к иным классам задач(см . [ 1 ] ) .  Р .  м .  
развит и для решения веливейвых задач (см . [ 1 ] ,  [ 4] ) .  

Лит . :  [ 1 ]  Т и х  о н о в А .  Н. , А р  с е н и н В.  Я . ,  Методы 
решеник ненорректных задач, 2 изд. ,  М. , 1 979 ; [2] Т и х  о 
н о в А. Н. , «Донл. АН СССР>>, 1 1163 ,  т. 1 5 1 , М 3 ,  с. 5 0 1 - 0 4 ;  
[ 3 ]  е г о ж е ,  там же ,  т 1 53 , М 1 ,  с .  4 9-52 ;  [ 4 ]  Л а в р  е н т ь
е в М. М . ,  О некоторых неноррентных задачах математической 
физики ,  Новосиб , 1 962 В.  Н. Арсепин, А .  Н. Тихонов. 

РЕГУ ЛЯРИ3АЦИЯ - использование той или ивой 
формы отбора допустимых :решений при построении 
устойчивых к исходвой информации приближенных 
решений векорректво поставленных задач (см . также 
Неr;,оррептпые аадачи и Регуляриаации .метод) . 

В. Fl. Арсепип, А .  Н. Тuхопов . 
РЕГУ ЛЯРНАЯ ГРАНИЧНАЯ ТОЧКА - точка 

у0 границы Г области D евклидона пространства IRn , 
п;;;;. 2 ,  в к-рой для любой вепрерывной па Г функции 
f (y ) обобщенное решение u (x) Дирихле аадачи в смысле 
Вивера - Перроив (см . Перрапа .метод) принимает 
граничное значение f (у0) , то есть 

l im u (x) = f (Yo) · 
x __. y0 , x e n  

Р .  г .  т .  для области D образуют множество R ,  в 
точках к-рого дополнение CD = Rn'--._D не является 
разреженным множеством; множество Г'--._R иррегуляр
ных грапичпых точеп есть полярное множество типа F а . 
Если все точки Г суть Р .  г .  т . ,  то область D паз . р е
г у л я р  и о й  относительно задачи Дирихле . 

Для того чтобы точка у0 Е Г была Р .  г .  т . ,  необходимо 
и достаточно , чтобы в пересечении U0= U П D  области 
D с пек-рой окрестностью U точки у0 существовал 
барьер , т. е. супергармопич. функция ro (х) >О в U0 та
кая , что l imro (х)= О (к р и т е р и й  б а р ь е р  а Л е-

х-+Уо 
б е г а) . А. Лебег (Н .  Lebesgue , 1 9 1 2) впервые показал , 
что при п;;;;.З вершипа достаточно острого входящего в 
D острия может не быть Р .  г .  т .  

Пусть 
Ek = {x E CD : 2 - k .s;;;;;, 1 х - у0 l .s;;;;;. 2 - k + l } , 

достаточно малой окрестности у0 • В случае области 
D компактифицироваввого пространства Rn, п;;;;.З ,  
бесконечно удаленная точка оо Е Г всегда является 
Р. г. т . ;  при п= 2 бесконечно удаленная точка оо Е Г 
является Р .  г .  т . ,  если существует вепрерыввый 
путь x (t) , O <:t <1 , такой , что x (t) E CD при O <:t < 1  
и lim x (t)= oo .  

t .... 1 -0 
См. также Иррегулярная грапичн,ая точr;,а .  
Лит. : [ 1 ] Н е л д ы ш м .  В . ,  «Успехи матем. наук�. 1 94 1 , 

в. 8 , с. 1 7 1 -232 ;  [2] Л а н д к о ф Н. С . , Основы современной 
теории потенциала, М. , 1 966 ;  [3] Х е й  м а н У . ,  Н е н н е
д и П. , Субгармоничешше функции, пер. с англ . ,  М. , 1 980 .  

Е, д . С0о11о.менцев. 
РЕГУЛЯРНАЯ р-ГРУППА - р-группа G такая , 

что для любых ее элементов а, Ь и любого целого n= ра  
справедливо равенство 

( ab ) n = апьпs� • . .  s? , 

где s1 , • • • , St- пен-рые элементы из r;,о.м.мутапта под
группы , порождеввой элементами а и Ь .  Подгруппы и 
факторгруппы Р .  р-г . регулярны . Нонечиая р-группа 
регулярна тогда и только тогда , когда для любых ее 
элементов а и Ь справедливо равенство 

aPlJP = (ab )PsP , 
где s - нек-рый элемент коммутанта подгруппы , по
рожденной элементами а и Ь .  

Элементы Р .  р-г .  G,  имеющие вид аРа , a E G, обра
зуют характеристич. подгруппу са (G) , а элементы по
рядка , не большего числа ра , - вполне характеристич. 
подгруппу Ca (G) . 

Примерами Р . р-г . являются любая р-группа , нласс 
вильпотевтности к-рой меньше р ,  а также любая р
группа порядка , не большего числа рР. Для любого 
р существует перегулярпая р-группа порядка pP + l , а 
именно , сиповекая подгруппа S Р симметрич . группы S (р2) степени р2 (она изоморфна сплетению циклич. 
группы порядка р с самой собой) . 

Лит. :  [ 1 ] Х о л л  М . ,  Теория групп, пер . с англ . ,  М . ,  1 962 .  
Н. Н . Вилъя.мс. 

РЕГУЛЯРНАЯ МЕРА - мера, определенная на бо
релевской а-алгебре !8 ( Т) топологич . пространства Т 
такая, что для любого борелевскоrо множества Х Е !В( Т )  
и любого е >О найдется открытое множество Gr:;;. Т ,  по
крывающее Х : XcG и ft (G'--._X) <e . Равносильвое 
определение : для любого Х Е !8 ( Т) и е >О найдется 
замкнутое множество FcX такое , что 11 (X"'-.F) <е. 

Р. А . Миплос. 
РЕГУЛЯРНАЯ ОСОБАЯ ТОЧКА - повятпе теории 

обыкновенных линейных дифференциальных уравнений 
с комплексным независимым перемеппым .  Точка а Е С 
ваз .  Р .  о .  т .  уравнения 

y<n> + a1 (t ) y<n - 1 > + . . .  + ап ( t ) у = О  (1 ) 
ck= C (Ek) - e.JUnocmь Efl .  Для того чтобы точка у0 Е Г  или системы 
была Р .  г. т . ,  необходимо и достаточно, чтобы расхо- z = A ( t ) z ,  z E Cn , (2) дился ряд 

� ""  21i<n - 2> ck n >- 3 � k = 1 ' =-- ' 

или при п= 2 ряд 

причем здесь 
Ek = {x E CD : 21i .s;;;;;, ln l x�Yo l .s;;;;;, 2H1 } 

(к р и т е р и I'r В и н е р а) . 
При n = 2 точка у0 Е Г является Р .  г .  т . , если суще

ствует пепрерьцшый путь х (t) , 0 -<:t-<:1 , таJюй , что 
х (1 ) = у0 , x (t) E CD при O <:t <1 . При п;;;;.3 точка у0 Е Г  
является Р .  г .  т . ,  если ее можно коснуться вершиной 
прямого кругового конуса , принадлежащего CD в 

30 * 

с апалитич, коэффициентами ,  если а - изолированная 
особенность коэффициентов и все решения уравнения 
( 1 ) или системы (2) растут не быстрее ,  чем i t-a i d 
для в:ек-рого d E  IR , когда t стремится к а, оставаясь 
внутри произвольпого острого угла с вершипой а . 
Последнее ограничение вызвано тем , что в окрестно
сти Р. о. т. решения являются пеоднозначвыми апа
литич. функциями и при t-+a по произвольпой кривой 
могут расти существещю быстрее, чем при стремлении 
t-+a по лучу с вершиной а .  

Для того чтобы особая точка коэффициентов урав
пения ( 1 )  или системы (2) была Р .  о . т . ,  необходимо , 
чтобы она была полюсо.м , а не существеппо особой точ
кой коэффициентов . Для уравнений ( 1 )  имеет место 
у с л о в и е Ф у к с а: особая точка t= O коэффициен-
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тон aj ( t) регулярна для уравп�пий ( 1 ) _ тогда и только по и в силу определенной «универсальности» их класса 
тогда , когда все функции ( t-a)l aj (t ) , j = 1 ,  . . .  , n, го- для Р .  п. А именно, для любого биупорядочеппого мпо
ломорфпы в пуле . Для систем (2) справедливо следую- жества Е можно капопич. образом сконструировать фуп
щее достаточное условие : если элементы матрицы А ( t) дамептальпую Р .  п .  Т Е• для к-рой Е будет биупорядо
имеют простой полюс в точке а,  то эта точка - Р .  о. т .  чеппым множеством всех идемпотептов, причем для 
системы (2) . Явное условие па матрицу А (t ) , пеобходи- любой Р. п. S такой, что E (S )=E ,  существует разделя
мое и достаточное для того, чтобы точка а была Р. о. т. ющий идемпотепты гомоморфизм <р :  S-+ Тв, для к-рого 
системы (2) , пока ( 1983) пе получено .  <р (S )  будет подполугруппой в Тв, содержащей Е (о 

Лит . :  { 1 )  Г о л у б е в  В .  В . ,  Леиции п о  аналитичесиой теории различных конструкциях для Тв см . [3 ] , [ 5] , [ 8] ,  [ 10] ) .  
дифференциальных уравнений, 2 изд. , М .- л . , 1 9 5 0 ;  [2] Н о д- Р .  п .  s фундаментальна тогда и только тогда , когда д и н г т о н Э. А . , Л е в и н с о н Н . , Теория обыиновенных 
дифференциальных уравнений, пер . с англ . , м . ,  1 95 8 ;  [3] L е- гомоморфизм <р ипъективеп . 
v е 1 t А . Н. М . ,  «Proc . Koninkl. Nederl . akad. wet. Ser. А», 1 9 6 1 ,  Если S - Р .  п . ,  то подполугруппа <Е (S )> ,  порож-
v. 6 4 ,  .No 4, р .  362-403 ;  [4] D е 1 i g n е Р. , Equations differen- б р tiel l es а points singuliers regu i l iers , в . ,  1 970  (Lect. Notes in мath. ,  девпая всеми е е  идемпотептами , также удет . п . 
.м 1 6 3) ; [5] - Р 1 е m е 1 J J . , ProЫems in the sense of Riemann Подполугруппа <Е (S )>  оказывает существенное влия
аnd K lein, Univ. of Adelaide, 1 96 4 .  ю. С. Илъяшен.по.  пие па строение S. Р. п. идемпотептпо порождепа тогда 

РЕГУЛЯРНАЯ ПОЛУГРУППА - полугруппа, каж- и только тогда , когда таков каждый ее главный фактор 
дый элемент к-рой регулярен . [ 10] . В идемпотептпо порождеппой Р .  п .  S для произ-

Произвольпая Р. п. S содержит идемпотепты (см. вольного элемента х существует представление х= 
Регу.мрпый эле.мепт) ,  и строение S в значительпой =е1е2 • • • em где е; Е Е  (S ) и e ; (.Z U 51,)e; + I  при i= 
степени определяется «строением» и «расположением» = 1 ,  . . .  , п-1  (здесь .Z и 5t - отношения эквивалент
в S множества всех ее идемпотевтоп Е (S ) .  Р .  п. с един- пости Грина ) (см. [ 5 ] ) .  Последовательность идемпотеп
ствеппым идемпотевтом - это в точности группы . На тов е1 , е2 , • • •  , en с указанным свойством паз . Е - ц е
Е (S ) прежде всего можно смотреть как па частично п ь ю . В бипростой идемпотептпо порождеппой полу
упорядоченное множество относительно естественного группе любые два идемпотепта связаны пек-рой Е
частичного п6рядка (см . Иде.мпотепт) ;  известны цепью , и если они сравнимы в смысле естественного 
структурные теоремы, описывающие Р .  п .  S с пек-рыми частичного порядка , то длина такой цепи � 4 .  
естественными ограничениями па  множество Е (S ) .  Если (Е (S)> = E  (S) ,  т . е .  произведение любых двух 
Одно из таких ограничений (для полугрупп с нулем) идемпотевтоп снова есть идемпотепт ,  то Р .  п. S паз . 
состоит в том, что все певулевые идемпотенты прими- о р т  о д о к с а л ь  п о  ii . Класс ортодоксальных по
тивпы (см. Вполне простая по.яугруппа) ; полугруппа лугрупп содержит , в частности , все инверсные полу
с этим свойством паз . п р и м и т и в п о й. Следую- группы . Полугруппа ортодоксальна тогда и только 
щие условия для полугруппы S эквивалентны : а) S тогда , когда каждый ее главный фактор ортодоксален . 
есть примитиппая Р .  п . ,  б) S есть Р .  п . ,  равная объе- Имеются структурные теоремы об ортодоксальных 
дипепию своих О-минимальных (см. Минимальный полугруппах (см.  [4 ] , [ 9 ] ) . 
идеал) правых идеалов, в) S есть 0-пря.мое об"Ьедипепие Отношение естественного частичного порядка па 
вполне О-простых полугрупп . Опис.апо строение Р. п . ,  E (S) может быть продолжено п а  Р .  п .  S следующим 
у к-рых Е (S )  есть цепь, упорядоченпая по типу отри- образом: х �у . если существуют идемпотепты е и f 
цательпых целых чисел [ 2] . такие , что х= еу= yj . В случае , когда S ипверспа , от-

Более информативный взгляд па Е (S) состоит в рас- ношение � превращается в отношение естественного 
смотрении па этом множестве частичной операции о ,  частичного порядка,  для произвольпой Р .  п .  оно также 
заданпой следующим образом. Если для е , f E E  (S )  паз . отношением е с т е с т в е п н о г о ч а с  т и ч
хотя бы одно из произведений ef , fe равно одному из п о г о п о р я д к а. Отношение � па Р. п . S саг
элементов е , j, то ef Е Е (S ) ;  полагают тогда eof= ej.  ласовапо с умножением тогда и только тогда , когда 
Возникающая частичная алгебра может быть охарак- для любого идемпотепта е подполугруппа eSe иннерепа 
теризопапа аксиомами , использующими два отпоше- [ 6] . Р .  п . ,  обладающие таким свойством, паз .  п с е в
пия квазипорядка юr и юl , тесно связанные с заданпой д о и п в е р  с п  ы м и. Более широкий класс состав
частичной операцией (реализация этих отношений в ляют п с е в д о о р т о д Ь к с а л ь н ы е полугруппы 
Е (S) такова : eюrf означает fe= e ,  eюlj означает ej= e; (для любого идемпотента е подполугруппа eSe ортодак
тогда юr n юl есть отношение естественного частичного сальна) . Для указанных классов полугрупп использо
порядка на Е (S ) ) ;  такая частичная алгебра наз . б и- вались также термины слокально инверсная» и «ло
у п о р я д о ч е н н ы м  м н о ж е с т в о м  (см. [ 5 ] ) .  кально ортодоксальная» .  Р . п .  наз . е с т е с т в е н
Произвольпая Р .  п .  может быть определенным обра- н о й , если множество всех ее групповых элементов 
зом сконструирована из биупорядоченного множества (см .  Регуляр ный эле.мепт) есть подполугруппа . Имеются 
и групп . Таким образом, в терминах биупорядочен- структурные теоремы о псевдоинверсных ,  псевдоор
ных множеств можно проводить классификацию Р .  п .  тодоксальных ( 1 1 ]  и естественных [ 1 2 ] Р . п .  
Среди исследованных в этом направлении типов полу- Многие структурные теоремы о различных типах Р .  п .  
групп - к о м б и н а т о р н ы е Р .  п . (см . [ 7 ] ) ,  т .  е .  представляют собой (подчас весьма далекие) обобще-
имеющие лишь одноэлементные подгруппы . ния и модификации конструкции рисавекой полугруппы 

Гомоморфный образ Р. п .  будет Р. п .  Всякий пор- .матричного типа или суммы прямого спектра групп 
.мальпый комплекс Р. п . ,  являющийся подполугруппой, (см. Клиффордова полугруппа) , либо опираются на те 
содержит идемпотент . Произвольпая конгруэнция на или иные представления полугрупп и разложения их 
Р. п. однозначно определяется своими классами , содер- в подпрямые произведения (см . [ 1 ] ,  [ 1 3 ] ) . См . также ст . 
жащими идемпотенты . Конгруэнция на Р .  п .  S разде- Пи.яугруппа . 
ляет идемпотенты тогда и только тогда , когда она со- Лит. : [ 1 ]  Н л и Ф Ф о Р  д А. ,  П Р е с т о н Г. ,  Алгебраячее-

держится в отношении ;?t (см. Грина отношения эк- иая теория полугрупп ,  пер . с англ . , т .  1 -2 ,  м . ,  1 9 7 2 ;  [2] М u n n 
W. D . ,  <•Glasgow Math. J . >> , 1 9 68 ,  v. 9, pt .  1 ,  р. 46-66 ; [3] С 1 i t

вивалептпости) ; множество таких конгруэнций состав- t о r d А . ,  «Semigroup Forum», 1 97 5 ,  v. 1 0 ,  р. 84-92 · [4] е г о 
ляет модулярную подрешетку с нулем и единицей в ре- ж е, <• J .  pure and app l .  algebra•>, 1 9 7 6 ,  v. 8, р.  23-50 ;  [5] N а m
шетке всех конгруэнций на s .  р .  п . ваз .  ф у н д а м е н- Ь о о r i р а d К .  s. s. , <•Mem . Amer. Math. Soc . », 1 9 7 9 ,  v. 22 , 

.М 224 ;  1 6 ] е г о ж е, <•Proc. Edinburgh Math . Soc . » ,  1 980 ,  
т а л ь н о й, если эта подрешетка состоит лишь из v. 23 ,  pt  3 ,  р. 249 - 6 0 ;  [7 ]  N а m ь о о 1· i р а d к .  s .  s.  s . , R а J а n 
отношения равенства . Всякая комбинаторная Р .  п .  бу- А . R . ,  <•Quart. J. Math . •> ,  1 97 8 ,  v .  29 ,  .No 1 1 6 ,  р . 489-504 ; [8] 
дет фундаментальной Фундаментальные Р. п. важны G r i 1 1  е t Р.  А. , ,.semig:roup Forнm», 1 9 7 4 ,  v .  8,  р .  1 7 7 - 8 3 ;  

б б 
р. 254-65 ; р. 368 - 7 3 ;  [ 9 J  Н а 1 1 т .  Е . ,  <• Pacif. J .  Math . •> , 1 9 7 1 ,  

не только как один и з  олее о озримых типов Р .  п . , v. 39 ,  р. 677-86 ;  [ 1 0 ]  е г о ж е , «J .  Algebra•> , 1 97 3 ,  v. 24 ,  
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р .  1 -2 {. ;  [ 1 1 ] М е а k 1 n J . , N а m Ь о о r 1 р а d К . S. S . , 
«J . Austral .  мath. Soc .» ,  1 980/ 1 9 8 1 , v. 3 0 ,  р . 7 3-86 ;  [1 2] W a  r
n е R. J . , в кн. : Algebraic theory of semigroups , Amst. , 1 9 7 9 ,  
р .  685-720 ; [ 1 3] L а 1 1  е m е n t G. , «Seшigroup Forum•>, 1 972 ,  
v. 4 ,  р . 9 5-123 .  Л. Н. Шеврип. 

РЕГУЛЯРНАЯ РЕШЕТКА, с т р у к т у р а р е
г у л я р  н а я ,- условно полная решетка (структура) , 
в к-рой выполняется следующее условие (паз . также 
а к с и о м о й р е г у л я р н о  с т и) : для любой по
следовательности {Еп }  ограниченных множеств , для 
к-рой 

(о) (о) 
sup En -->- а ,  inf En -.... Ь ,  

найдутся конечные подмножества E�cEn с тем же 
свойством (� означает сходимость по упорядочению) . 
Такие структуры (в первую очередь регулярные К
пространства и булевы алгебры) чаще всего встреча
ются в функциональном анализе и теории меры . Они 
естественно возникают в задаче продолжения гомомор
физмов и линейных положительных операций . В Р .  р .  
выполняются следующие два принципа : а )  принцип диа-
гонали (если Xnm�Xm Xn�x , то Хпт п�х для пек-рой 
последовательности индексов тп) и б) принцип счет
кости типа (всякое бесконечное ограниченное множество 
содержит счетную часть с теми же гранями) . В свою 
очередь , а ) и б)вместе эквивалентны аксиоме регуляр
ности . Примеры Р .  р . :  всякое КВ-пространство и, в 
частности , всякое LP , 1 <Е;:р < + оо ; булева алгебра 
mod О измеримых множеств произволького пространст
ва с конечной счетно аддитивной мерой . Другие из
вестные примеры регулярных булевых алгебр основы
ваются на отрицании Суслина гипотеаы . 

Лит. : [ 1 ]  К а н т о р о в и ч Л. В . , В у л и х  Б .  3 . ,  П и н
с к е р А. Г. , Функциональный анализ в полуупорядоченных 
пространствах ,  М . - Л. , 1 95 0 .  Д .  А .  В.яадшкиров. 

РЕГУЛЯРНАЯ СХЕМА - схема (Х , 6х) , локаль
ное кольцо 6х.х любой точки х к-рой регулярно . 
Для схем конечного типа над алгебраически замкну
тым полем k регулярность эквивалентна тому, что пучок 
дифференциалов Q�/k локально свободен . Регулярные 
локальные кольца факториальны , поэтому любая зам
кнутая приведеиная неприводимая подсхема кораз
мерности 1 на Р .  с. (Х , 6х) локально задается одним 
уравнением (см. [ 2] ) .  Важной задачей является постро
ение Р .  с. (Х , 6х) с заданным полем К рациональных 
функций ,  снабженной собственным морфизмом X-+S на 
нек-рую базисную схему S .  Эта задача решена в слу
чае , когда S - спектр поля характеристики О (см . 
[ 3] ) ,  а для малых размерностей схемы и в случае простой 
характеристики, а также в случае , когда S - спектр 
дедекиидопой области и dim X/S <E;:1 (см . [ 1 ] ) .  

Лит. : ( 1 ]  А Ь h у а n k а r S h .  S h . , в кн. : Тр. международ
ного конгресса математиков (Москва - 1 966 ) ,  М . , 1 96 8 ,  с. 469-
4 8 1 ;  (2 ]  М а м ф о р  д Д . , Лекции о кrивых на алгебраической 
поверхности , пер. с англ . ,  М . ,  1 9 68 ; [3 Х и р о н а к а Х . , <•Ма
тематика», 1 965 ,  т .  9 , М 6, с .  2-70 ;  1 96 6 ,  т. 1 0 ,  М 1 ,  с. 3-89 ;  
М 2 ,  с. 3-58 . С. Г. Тап"еев. 

РЕГУ ЛЯРНАЯ ФУНКЦИЯ , 11 р а в и л ь  н а я 
ф у н к ц и я, в области - функция f (z) комплексно
го перемениого z, однозначная в этой области и имею
щая в каждой ее точке конечную производкую (см. 
А налитическая функция) .  Р. ф. в т о ч к е  а - это 
Р .  ф. в пек-рой окрестности а .  Ю . д . ма"сшков. 

РЕГУЛЯ РНАЯ ФУНКЦИЯ МНОЖЕСТВА - адди
тивная функция ft , определенная на системе множеств 
то11ологич . 11ространства , полная вариация к-рой l �t l  
удовлетворяет условию 

1 ft 1 (Е ) = inf 1 ft  I (G) = sup 1 ft  1 (F) ,  G ::> Е ::>  F,  
где G - внутренность множества G,  F - замыкание 
множества F (E , G, F - из области определения ft) .  
Ограниченная аддитивная Р .  ф .  м . ,  определенная на 
полукольце множеств бикомпактного топологич. про-

странства ,  является счетно аддитивной функцией (т е
о р е м  а А л е к с а н д р о в  а) . 

Свойство регулярности можно относить и к мере 
как частному случаю функции множества и говорить 
о р е  г у л я р  н о й  м е р  е ,  заданной на топологич .  
пространстве . Примерам регулярной меры является 
Лебега .мера .  

Лит . :  [ 1 ]  д а н ф о р д Н. , Ш в а р ц  Д ж . ,  Линейные опе
раторы, пер . с анг.л . , ч. 1 ,  М . , 1 9 62 ;  [2] А л е к с а н д р о в  А. Д . , 
<•Матем. сб. >>, 1 9 4 1 ,  т. 9, с. 563-628 .  А.  П. Tepexun . 

РЕГУЛЯРНАЯ ЭКСТРЕМАЛЬ, н е о с о б е н н а я 
э к с т р  е м а л ь , - экстремаль у (х) , во всех точках 
к-рой выполняется условие 

Fy •y •  (х , у (х) , у ' (х) )  j: О ,  ( 1 ) 
где F (х ,  у , у ' )  - подинтегральная функция , входящая 
в минимизируемый функционал 

J = (' x• F (x , у , y ' ) dx .  J x, 
Как всякая экстремаль ,  Р .  э .  есть , по определению, 
гладкое решение Эйдера уравнения 

d Fy - dx Fy · = O .  

Точки экстремали, в к-рых выполнено условие ( 1 ) ,  
ваз . р е г у л я р н ы м и т о ч к а  м и .  Доказано , что 
в каждой регулярной точке экстремаль имеет непре
рывную 2-ю производкую у" (х) .  На Р .  э. 2-я производ
пая у" (х) непрерывна . Для Р .  э .  уравнение Эйлера 

F y - Fy •x- Fy •yY '  -Fy •y • Y" = O 
можно записать в виде , разрешенном относительно 
старшей производной 

y" = f (х , у , у ' ) . 
Свойство регулярности ( 1 )  непосредственно связано 

с необходимым Лежандра условие.м (в усиленной форме) , 
согласно к-рому во всех точках экстремали должно вы
полняться неравенство 

Fy •y •  (х , у (х) , у ' (х) )  < О . 
Регулярность существенно используется при доказа
тельстве возможности включения экстремали у (х) в 
окружающее ее поле экстремалей . Если хотя бы в од
ной точке условие ( 1 )  нарушается , то экстремаль не 
всегда может быть включена в поле . Условие включения 
экстремали в поле является одним из достаточных ус
ловий экстремума . 

П ринеденное определение Р .  э .  дано для простейшей 
задачи вариационного исчисления, в к-рой рассматри
вается функционал , зависящий от одной неизвестной 
функции . Для функционалов , зависящих от n неизвест
ных функций : 

J = F х , У1 , • •  . ,  Yn • У1 , • • •  , Уп dx , � х, { 
, 

' ) х, 
Р .  э .  паз .  такая экстремаль , во всех точках к-рой опре
делитель п-го порядка 

1 Fu /uj 1 f: О .  (2) 

Для более общих задач вариационного исчисления 
на условный экстремум (см. Вольца аадача) Р .  э .  оп
ределяется аналогично : только вместо F в (2) следует 
подставить Л агранжа функцию L .  

Экстремаль , у к-рой на  пек-ром участке условие ре
гулярности ( ( 1 )  или (2)) нарушается во всех точках ,  
паз.  о с о б о й э к с т р е м а л ь ю ,  а указанный уча
сток паз .  у ч а с т к о м о с о б о г о р е ж и м а . 
Для особых режимов выведены необходимые условия , 
дополняющие известные классические необходимые 
условия экстремума (см. Оптимальный режи.м особый) .  
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Лит. : ( 1 ] Б л и с с Г. А . ,  Лещ�ии по вариационному исчис
лению,  пер .  с англ . ,  М . ,  1 9 5 0 ;  ( 2] Л а в р  е н т ь е в М. А . , 
Л ю с т е р н и к Л. А. , Курс варпационнuго исчисления , 2 
изд. , М .- Л. , 1 950 . И. Б .  Ваnиярсп.ий. 

РЕГУЛЯРНОЕ КОЛЬЦО в к о м м у т а т и в н о й 
а л г е б р е - нётерово кольцо А , все локализации 
A JJ к-рого регулярны; здесJ, \) - простой идеал в А .  
При этом Jюкальное нётерово кольцо А с максимальным 
идеалом m наз.  р е г у л я р н ы м ,  если m поротда
ется n элементами , где n= dim А , т. е. если касательное 
пространство m/nt2 (как векторное пространство над 
полем вычетов) имеет размерность , равную dim А .  Это 
равносильно отсутствию особенностей у схемы Spec А . 
Локальное Р .  к .  А всегда целостно и нормально , а так
же факториально (т е о р е м а А у с л е н д е р а -
Б у к с б а у м а ) , глубина его равна dim А . Ассо
циированное градуированное кольцо 

Gttt (A) = ffic;;.. o mi;щi + l 

изоморфно кольцу многочленов k [X 1 ,  • • • , Х nl · Ло
кальное нётерово кольцо А регулярно тогда и только 
тогда , когда регулярно его пополнение А ;  воо-бще , если 
А сВ - плоское расширение локальных колец и В 
регулярно , то и А регулярно . Для полных локальных 
Р . к .  имеет место с т р у к т у р н а я  т е о р е м а  
R о э п а : они имеют вид R [ [ X1 , • • . , Xnl l ,  где R -
поле или кольцо дискретного нормирования. Любой 
модуль конечного типа над локальным Р. к. обладает 
конечной свободпой резольвентой (см. Гильберта me
ope.!lta о сизигиях) ; верно и обратное (см. [ 2 ) ) .  

Р .  к .  являются любое поле и любое дедекиндово коль
цо . Е сли А регуляfно , то регулярно кольцо многочле
нов A [Xf· , . . .  , Xn и кольцо формальных степенных 
рядов А [ Х i• • . .  , Х nl l  над А . Е сли а Е А - пеобрати
мый элемент локального Р. к . ,  то A laA регулярно тогда 
и только тогда , когда a�m2 . 

Лum. : [ 1 ]  3 а р  и с с к и й  О . ,  С а м ю э л ь П. , Коммутатив
ная алгебра , пер . с англ . , т. 2, М. , 1 96 3 ;  [2) С е р  р Ж.- П . ,  
<<Математика», 1 96 3 ,  т.  7 ,  No 5 ,  с .  3-93 ;  [ 3] G r о t h е n d i
e с k А . , D i е u d о n  n е J. (red . ) ,  EJements de geometrie al
gebrique, chap . t,, Р . ,  1 9М .  В . И . Дапи.яов. 

РЕГУ ЛЯРНОЕ КОЛЬЦО (в смысле Неймана) -
ассоциативное кольцо (обычно с единицей) , в к-ром 
уравнение аха= а разрешимо для любого а . Следующие 
свойства ассоциативного кольца R с единицей равно
сильны: а) R есть Р .  к . ;  б) каждый главный левый иде
ал кольца R поротдается идемпотентом; в) главные 
левые идеалы кольца R образуют подрешетку в решетке 
всех его левых идеалов , являющуюся деденивдовой ре
шеткой с дополнениями ;  г) каждый главный левый 
идеал кольца R имеет дополнение в структуре всех его 
левых идеалов ; д) все левые R-модули плоские ; е) име
ют место иравые аналоги свойств б) - д) (см . [3) , [4 ) , 
[5 ) , [8 ) , [ 10) ) .  Ввиду д) Р .  к .  иногда ваз . а б с о л ю т  н о 
п л о с к и м и .  Коммутативное кольцо регулярно 
тогда и только тогда , когда инъективны все простые 
модули над пим (см . [5 ) ) .  Любой конечно порожденный 
левый (правый) идеал Р .  к .  оказывается главным и,  
следовательно, выделяется прямым слагаемым . Вся
кий веделитель нуля в Р. к .  обратим . Радикал Дже
кобеона Р .  к. равен нулю . l{ольцо матриц над Р .  к. ока
зывается Р .  к. Класс Р. к. замкнут относительно пере
хода к прямым произведениям и факторкольцам. Идеал 
Р. к. является Р. к. (возможно , без единицы) . Если 
Р. к. нётерово или совершенно (слева или справа) , 
то оно оказывается классически полупростым кольцом . 
Всякое классически полупростое кольцо регулярно .  
Более того, регулярным оказывается кольцо зндомор
физмов векторного пространства над телом (даже бес
конечномерпого) , а также факторкольцо кольца зпдо
морфизмов инъективного левого (правого) модуля над 
любым кольцом по его радикалу Джекобеона (см. [3 ) ) . 
В частности , всякое самоипъективное слева (справа) 
кольцо с пулерым радикалом Джекобеона регулярно . 

Групповое кольцо группы G над Р .  к .  регулярно тогда и 
только тогда ,  когда любая :конечно поротденная под
группа в G :конечна и порядок каждой из таких 
подгрупп обратим в исходном Р. :к. (см. [ 3) ) .  Кольца 
зндоморфизмов всех свободных левых R-модулей ре
гулярны в том и только в том случае , :когда R класси
чески полупросто [ 6) .  Счетно по рожденные односторон
ние идеалы Р .  :к . прое:ктивны [8) . 

Если R есть Р .  :к . ,  то конечно порождеппые подмоду
ли левого R-модуля Rn п-мерпых строк над R образу
ют дедекипдону решетку L с дополнениями, являющу
юся подрешеткой решетки всех подмодулей модуля Rn . 
Решетка L содержит о д н о р о д н ы й б а з и с 
а1 , • • • , am то есть эти злементы пезависимы (см. Де
депипдова решетпа) , их сумма равна наибольшему зле
менту из L (а именно , Rn) и любые ai и а, п е р  с п  е к
т и в н ы, что означает существование для них общего 
дополнения . Наоборот , всякая деденивдова решетка с 
дополнениями, обладающая однородным базисом, со
держащим не менее четырех элементов, изоморфна ре
шетке L для подходящего Р .  :к .  R .  Решетка L изоморф
на решетке главных левых идеалов :кольца всех (п Х п)
матриц над R (см . [4) , [ 10) ) .  

Важный частный случай Р .  :к . - с т р о г о р е г у
л я р н о е :к о л ь ц о, в к-ром, по определению, раз
решимо уравнение а2х= а .  Равносильны следующие 
свойства Р .  :к .  R :  а) R строго регулярно; б) R не содер
жит венулевых нильпотентных элементов ;  в) все идем
потенты кольца R центральны ; г) :каждый левый (или 
:каждый правый) идеал кольца R является двусторон
ним; д) решетка главных левых (правых) идеалов коль
ца R дистрибутивна ; е) мультипликативная полугруппа 
кольца R является инверсной полугруппой (см. [ 7 ) ,  
[ 8) ) .  

Другой подкласс класса Р .  к .  образуют и-р е г у л я р
н ы е к о л ь  ц а, где , по определению , уравнение 
а х  а = а имеет в качестве решения обратимый элемент. 
В классе Р .  к .  и-регулярные кольца характеризуются 
транзитивностью перспективности в решетке конечно 
поротденных подмодулей суммы двух экземпляров ос
новного :кольца , а также возможностью сокращать 
прямую сумму на конечно порождепный прое:ктивный 
модуль (см. [4 ) , [8 ) ) . 

Р . к .  паз . н е п р е р ы в н ы м  с л е в а , если не
прерывна решетка его главных левых идеалов .  Не
прерывное Р .  к. и-регулярно и разлагается в прямую 
сумму строго Р. к. и самоинъе:ктивного кольца . На 
Р .  :к. может быть определена псевдоранг-функция, яв
ляющаяся аналогом меры на булевой алгебре . Она 
определяет псевдометрику. Пополнение Р .  к. по этой 
метрике оказывается самоинъективным Р .  к. (см . [8 ) ) .  

Р .  :к .  являются частным случаем :rt-p е г у л я р  н ы х 
:к о л е ц, в :к-рых , по определению , для каждого зле
мента а найдутся злемент х и натуральное число n 
такие, что anxan= an . 

Как двусторонний аналог Р .  :к .  можно рассматривать 
б и р е  г у л я р н ы е к о л_ь ц а ,  в :к-рых , по опре
делению , каждый главный двусторонний идеал порот
дается центральным идемпотентом . Каждый двусто
ронний идеал бирегулярного кольца является пересе
чением его максимальных двусторонних идеалов . Вся
кое бирегулярное кольцо с единицей изоморфно :кольцу 
глобальных сечений с бикомпа:ктными носителями пуч
ка простых колец с единицей над бикомпактным впол
не неевявным хаусдорфовым топологич . пространством, 
и всякое такое кольцо глобальных сечений бирегулярно 
(см .  [ 2] ) .  В коммутативном случае классы бирегуляр
ных ,  строго Р. к. и Р .  к .  совпадают , и простые 1юльца 
в последней теореме заменяются полями . 

Близки :к Р к .  б з р о в с к и е :к о л ь ц а ,  опре
деляемые тем условием ,  что :каждый левый (или , что 
при наличии едпницы равносильно , каждый правый) 



941 I'EI' .VЛЯPHOE 942 
аннулятор поротдается идемпотентом. Примерами бэ
ровскпх колец служат кольцо эпдюrорфиююв вектор
ного пространства над телом и кольцо ограниченных 
операторов гильбертона пространства . Бэровсков кольцо 
наз . а б е л е в ы  м, если все его идемцотепты централь
вы , и к о н е ч н ы м  (п о Д е д е к и н д у) , если ху= 1 
влечет за собой ух= 1 .  Идемпотент е бэровеного нольца 
R паз. а б е л е в ы  �1 (к о п  е ч н ы м) , если кольцо 
eRe абелево (конечно по Дедекипду) . Различаются сле
дующие типы бэравених нолец: lf in - конечные коль
ца , содержащие абелев идемпотент , не принадлежащий 
никакому собственному прямому слагаемому; I inf 
беснонечные по Деденииду (т. е .  це содержащие вену
левых конечных цептральных идемпотентов) кольца , 
содержащие абелев идемпотент , пе принадлежащий ни
какому собственному прямому слагаемому; I lнn (или 
I l1) - конечные по Дедекипду нольца без иенулевых 
абелевых идемпотептов, содержащие нопечный идем
потент, не принадлежащий пиканому собственному 
прямому слагаемому; I l tn f - беснонечпые по Дедекии
АУ кольца с условием, указанным в I l f in i  I I I  - кольца 
без иенулевых конечных идемпотептов . Каждое бзров
ское кольцо единственным способом разлагается в 
прямую сумму колец пере'lислепных типов (см. [ 9] ) .  

Р .  к .  были введены для ноординатизации непрерыв
ных геометрий, бирегулярные - в связи с исследова
нием функциональных представлепий колец ,  бэравекие 
(и риккатовы) - при исследовании колец операторов . 

Рассматривались неассоциативные Р .  к. См . также 
ч.-регуляр пое ��:альца ,  р ип��:ар таво кольцо .  Лит. : [ 1 ]  Б у р б а R и Н . , :Коммутативная алгебра, пер. с 
франц. , М . ,  1 9 7 1 ; L2] Д а у н с д ж. , Г о ф м а н Н . ,  <•Математи
Rа», 1 968 ,  т. 1 2 ,  No Z., с. 3 - 2 4 ;  [3] Л а м б е R И. , :Кольца и модули , 
пер. с англ. , м . ,  1 9 7 1 ; [4] С и о р н л и о в л. А . ,  Дедекиндовы 
структуры с дополнениями и регулярные RОльца, М. , 1 96 1 ; 
[ 5 ] Ф е й  с Н . , Алгебра : Rольча, модули и Rатегории , пер. с 
англ . , •г. 1 -2,  М . ,  1 97 7-79 ;  l 6 J  Ц у к е р  м а н Г. М . ,  «Сиб. 
матем. ж . >>, 1 9 6 6 ,  т. 7, No б ,  с. 1 1 6 1 -6 7 ;  [7] Ш а й н  Б.  М. , 
«Изв,  ВУЗов. Матеl'f\аТ!Iка•>, 1 966 , No 2, с. 1 1 1 -22;  [8] G о о d е
а r 1 К .  R. , Von Neumann regu1ar rings ,  L . - [а .  о . ] ,  1 9 7 9 ;  [9] 
К а р  1 а n s k yJ ! . ,  Rings of operators, N .  У.- Amst. , 1 9 68 ;  
[ 1 0] N е u m а n n J . , Continuous geometry, Princeton, 1 960 .  

Л. А. Спорпяrив. 
* -РЕГУЛЯРНОЕ RОЛЬЦО - регулярное кольцо ,  

допуснающее инволюционный антиавтоморфизм а�а* 
такоii , что аа* = О  влечет за собой а= О .  Идемпатент е из * -Р .  к. ваз. п р  о е к ц и е й , если е* = е .  Каждый ле
вый (правыii) идеал * -Р .  к. поротдается однозначно 
определенной проенцией .  Поэтому можно говорить о 
решетке проекций * -Р . к. Если эта решетка полна , 
то она является непрерывной геометрией. Дедекипдона 
решетка с дополнениями , обладающая однородным ба
зисом а1 , • • •  , а" ,  где n)>4 (см . Регулярпое ��:ольцо) , яв
ляется решеткой с ортодополнениями тогда и только 
тогда , когда она изоморфна решетке проекций нек-рого 
* -Р .  к .  

Лит. : [ 1 ]  С к о р  н л и о в Л .  А. , Дедеииндовы струитуры с 
дополнениями и регулярные Rольца , М. ,  1 9 6 1 ;  [2] В е r Ь е r i
n а n S. К . ,  Baer *-rings, В . - [а. o . J , 1 9 7 2 :  [З] К а р  1 а n s
k у I . , R ings of operators , N. У . - Amst. ,  1 968 .  Л. А . Спорн,яr;ов. 

РЕГУ ЛЯРНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ - 1) Р .  п. (л е
в о е) а л г е б р ы А - линейное представление L 
алгебры А в векторноы простраNстве Е= А ,  определяе
мое формулой L (а) Ь= а Ь  для всех а, Ь Е А ; аналогично, 
формула R (а) Ь= Ьа, а, Ь Е А ,  определяет (анти)-пред
ставление алгебры А в пространстве Е= А ,  наз . (пра
вым) Р .  п. А .  Если А - топологич . алгебра (с умно
жением, непрерывным по совокупности переменных) , 
то L и R - непрерывные представления .  Если А -
алгебра с единицей или полупростая алгебра, то все 
ее Р .  п . - точные . 

2) Р . п .  (п р а в о е) г р у п п ы  G - линейное пред
ставление R группы G в пространстве Е комплексно
значпых функций на G, определенное формулой 

(R (g) f ) (gl) = t  (glg) , g , g1 E G , ! ЕЕ , 

' uриче�r пространство Е разделлет точ:ки группы G и 
обладает теч CBOЙCTR(),f , ЧТ() фующин gl-+f (g1g) , g1 E G , 
принадлежит простране тв у Е длн всех f Е Е , g Е G. Ана
логично, форыула 

(L (g) !) (gi) = f (g -1  g1 ) .  g, g1 E G , f E E , 
онределяет (левое) Р .  п .  группы G в пространстве Е , 
если функция g1-+f (g - 1g1) ,  g1 E G, принадлежит Е 
для всех g E G, f E E . Если G - топологич . группа , то в 
качестве пространства Е часто рассматриваются про
странства непрерывных функций на G. Е сли G - ло
кально компактная группа , то (правым) Р. п .  группы 
G наз . (правое) Р .  п. группы G в пространстве L2 (G) , 
построенном по правоинвариантной мере Хаара па G; 
Р. п .  лонально компактной группы является ее непре
рывным упитарНЬiм представлениеы, причем левое и 
правое Р .  п. упитарно эквивалентны . А. и. Штерн, 

РЕГУЛЯ РНОЕ ПРОСТОЕ ЧИСЛО - простое нечет
вое число р , для к-рого число классов идеалов кругового 
поля R (e2n•IP) пе делится на р .  Все остальные про
стые нечетвые числа наз . и р р е  г у л я р н ы м и 
(см . Иррегулярпое простое число) . О. А. ивапова . 

РЕГУЛЯРНОЕ ПРОСТРАНСТВО - топологическое 
пространство ,  в к-ром для каждой точки х и каждого 
не содержащего ее замкнутого множества А найдутся 
непересекающиеся множества и и V тание , что х Е и 
и А Е V. Регулярными являются все вполпе регулярпые 
прострапства и, в частности, все :метричесrше про
страпства .  

Если в Р .  п .  все одноточечные подмножества зам
кнуты (а это выполняется пе всегда ! ) ,  то оно наз . 
Т 3-п р о с т р а н с т в о м. Не велкое Р .  п . вполне 
регулярно: существует бесконечное Т3-пространство ,  
на  к-ром наждая непрерывная действительная функция 
постоянна Тем более , не каждое Р .  п. является нор
мальным пространством. Однано если пространство 
регулярно и из каждого его открытого покрытия можно 
выделить счетное подпонрытие, то оно нормально. Про
странство со счетной базой метризуемо в том и только 
в том случае, если оно является Т 8-пространством . 
Регулярность наследуется любыми пространствами и 
м у льтиплинативна . 

Лит. : [ 1 ]  Н е л л и Д ж . ,  Общая топология, пер. с англ. , 
2 изд. , М. , 1 98 1 ;  [2] А р х а н г е л ь с к и й А В . ,  П о  н о м а
Р е в В. И . ,  Основы общей топологии в задачах и упражнениях, 
М . ,  1 97 4 .  А. в .  Архапге.аский. 

РЕГУ ЛЯРНОЕ СОБЫТИЕ - множество слов конеч
ного алфавита , к-рое на алгебраич . язьше может быть 
задано с использованием выражений специального ви
да - р е г у л я р н ы х  в ы  р а ж  е п и й .  Пусть А -
нонечный алфавит и U , о , * - символы операций , 
наз .  о б ъ е д и н е н и е м, к о н к а т е н а ц и е й и 
и т е р а ц и е й соответственно . Р е г у л я р н ы е 
в ы р а ж е н и я в алфавите А задаются индуктивно: 
1 )  наждая буква из алфавита А есть регулярное вы
ражение, 2) если R1 , R2 и R - регулярные выражения, 
то (R1 U R2) , (R1oR2) и R* суть также регулярные вы
ражения . Язык регулярных выражений интерпретиру
ется следующим образом. 

Пусть А * - множество всех слов в алфавите А ,  
SU1=A * , SU2=A 11< .  Символ любой буквы из А пони
мается нак множество , состоящее из одной бунвы, а 
sul u su2 - как обычное теоретико-множественное объе
динение . Множество SU1o�2 состоит из всех слов, 
к-рые представимы в виде а1а2 ,  где а1 Е SU1, а2 Е SU2 , 
причем если sul и su2 содержат пустое слово л, то 
Ла2=а2 ,  а1Л=а1 , ЛЛ=Л.  Пусть SU=A * и для лю
бого n)>2 имеет место обозначение llfn= �{о . . .  oSU 
( п раз) . Тогда SU* совпадает с SU U SU2 U SU3 U  . . .  , т . е . 
если a E SU*,  то существует т)> 1 такое , что а предста
вимо в виде а1 а2 . . .  am , где a; E SU  для любого i= 
= 1 ,  . . .  , т . Таним образом, множество слов нонечного 
алфавита является р е г у л я р н ы м с о б ы т и е м 
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тогда и только тогда , когда оно может быть получено 
из однобуквенных множеств с помощью применекия 
конечного числа операций объединения , конкатенации 
и итерации . Р .  с. могут быть заданы и с помощью дру
гих операций, сохраняющих регулярность (напр . ,  пе
ресечение , дополнение и т. п . ) ,  а также путем задания 
множества слов, выводимых в формальных системах 
типа систем полу-Туэ (см. Туэ система) , грамматик и 
т .  д .  

Понятие «Р .  с . »  возникло при исследовании поведе
ния автомата конечного , рассматриваемого в качестве 
акцептора . Одной из основных для конечных автоматов 
является теорема : событие представимо в конечном 
автомате тqгда и только тогда , когда оно регулярно. 
В связи с этим в теории автоматов рассматривают две 
задачи : з а д а ч у а н а л и з а - по данному авто
мату, представляющему век-рое событие , построить ре
гулярное выражение , задающее это событие ; и з а д а
ч у с и н т е з а - имея век-рое регулярное выраже
ние , построить автомат , представляющий соответству-ю
щее событие . 

Множество всех подмножеств слов в конечном алфа
вите А (событий) вместе с введенными на этом множе
стве операциями образуют нек-рую а л г е б р у с о
б ы т и й; важнейшими среди таких алгебр являются 
алгебры Р .  с. с операциями,  позволяющими все Р .  с .  
получить из  однобуквеиных множеств. Наибольший 
интерес представляет вопрос о конечно-аксиоматизируе
мости алгебр Р .  с . , то есть вопрос о существовании в та
ких алгебрах конечных полных систем тождеств .  В са
мой общей постановке ответ на этот вопрос отрицателен, 
хотя существуют важные подалгебры алгебр Р .  с . , в 
к-рых конечная полная система тождеств существует . 

См. также А втомат, А втоматов способы задания ,  
Синтеза задачи .  

Лит. : [ 1 ] Н у д р я в ц  е в В .  Б . , А л е ш и н  С .  В . ,  П о  д
к о л з и н А. С. , Элементы теории автоматов ,  М . ,  1 9 78 ;  (2] 
С а л о м а а А . , «Проблемы кибернетикИ>>, 1 9 6 6 ,  в .  1 7 , с. 237-
2 �6 ;  (3] Я н о в Ю .  И. , там же, 1 9М ,  в . 1 2, с. 2 53-58 ;  1 966 , в .  1 7 ,  
с .  255-58 ;  (4] У ш ч у м л и ч Ш. , «Доил. АН СССР», 1 9 79 , 
т. 2 47 ,  No 3, с. 56 1 -6 5 .  В. А .  Вуевич. 

РЕГУЛЯРНОСТИ ПРИЗНАКИ д л я м е т о д о в 
с у м м и р о в а н и я - условия регулярности сумми
рования .метода . 

Для .матричного .метода суммирования , определен
ного иреобразованием последовательности в последова
тельность посредством матрицы l lankl ! , п, k= 1 ,  2 ,  
условия: 

1 ) �:= 1 1 ank i ,.;;;; M , � 
2) lim ank = O , � n -+ oo ( 
3) lim � "' ank=1 , \ n -+ a>  k= 1 } 

( 1 )  

являются необходимыми и достаточными для регуляр
ности метода суммирования . Для матричного метода 
суммирования, определенного иреобразованием ряда в 
последовательность посредством матрицы l l gnk ll , п,  
k= 1 , 2 ,  . . .  , необходимыми и достаточными усло
виями регулярности являются: 

1 )  �;= 1 1 gп , k-gn, k - l i ,.;;;; M , 1 
2) l1m gпk = i . 

) n -+ "' 

(2) 

Условия ( 1 )  первоначально были уставовлевы О. Тёп
лицем [ 1 )  для треугольных методов суммирования , а 
затем Х .  Штейвхаузом [ 2) распространены на про
извольвые матричные методы суммирования . В свя
зи с этим матрицу, удовлетворяющую условиям ( 1 ) ,  
ваз . м а т р и  ц е й  Т ё п л и  ц а ,  или Т-м а т р и
ц е  й. 

Для полунепрерывных .методов суммирования , опре
деленных преобразовавием последовательности в функ
цию посредством полунепрерывной матрицы l la k ( ю ) 1 1 
или иреобразованием ряда в функцию посредством полу
непрерывной матрицы l lgk (ю) l l , Р. п. подобны соответ
ственно условиям ( 1 )  и (2) . 

Регулярный матричный метод суммирования явля
ется в п о л н е р е г у л я р н ы м,  если все элементы 
матрицы иреобразования веотрицательны . Это условие 
в общем случае не является необходимым для полной 
регулярности . 

Лит. : (1 ] Т о е р  1 i t z 0 . ,  «Prace rnat.-fizyczne•>, 1 9 1 1 , v. 22,  
р . 1 1 3-1 9 ;  (2] S t е i n h а u s Н. ,  там же, р .  1 2 1-3� ; [3] Х а  р
д и Г . ,  Расходящиеся ряды, пер .  с англ . ,  М . ,  1 95 1 ; [4] Н у к Р . , 
Бесконечные матрицы и пространства последовательностей, 
пер . с англ. , М . ,  1 960 .  И. И. Во.лпов. 

РЕГУЛЯРНЫЕ МЕТОДЫ СУММИРОВАНИЯ , п е р
м а н е в т н ы е м е т о д ы с у м м и р о в а н и я , 
методы суммирования рядов (последовательностей) , 
суммирующие каждый сходящийся ряд (последователь
ность) к той же сумме , к к-рой этот ряд (последова
тельность) сходится . Р .  м. с. являются частным слу
чаем к о н с е р  в а т и в н ы х м е т о д о в с у м м и
р о в  а н и я - методов , к-рые каждый сходящийся ряд 
(последовательность) суммируют к конечной сумме , 
хотя быть может и отличной от той, к к-рой он сходится . 
Если Р .  м .  с .  определен иреобразованием последова
тельности {sп} в последовательность {ап } посредством 
бесконечной матрицы l lank l l :  

(см . Матричные .методы суммирования ) ,  то иреобразо
вание (* ) и матрицу этого иреобразования l lankl l  ваз . 
р е г у л я р н ы м и .  

Наиболее распространенвые методы суммирования , 
как правило , регулярны . Напр . ,  регулярными явля
ются Чезаро .метод суммирования (С, k) при k;;;,O ,  
Гёльдера .методы суммирования, А беля .метод сумми
рования и др . Существуют нерегулярвые методы сум
мирования . Напр . ,  метод суммирования Чезаро (С , k) 
при k <O, Ри.мана .метод суммирования не являются ре
гулярными . 

Метод суммирования ваз . в п о  л н е р е  г у л я р
в ы м м е т о д о м с у м м и р о в а н и я, если он 
регулярен и каждый ряд (последовательность) с дей
ствительными членами, сходящийся к + оо (или - оо ) , 
суммируется этим методом также к +  оо (соответственно 
- оо ) .  Р .  м. с . ,  определенвый положительной матри
цей, является вполне регулярншм (см. также Регуляр
ности признаки) . 

Лит. : (1 ] Х а р д и Г. , Расходящиеся ряды, пер . с англ. , 
М. , 1 95 1 ; [2] Н у к Р . , Бесконечные мат.рицы и пространства пос
ледовательностей, пер . с англ. , М. , 1 96 0 ;  (3] Н а н г р  о Г. Ф . , 
в сб. : Итоги науки и техники. Математический анализ, ·r. 1 2 , 
М. , 1 97 4 , с. 5 -70 ;  (�] Б а р о н С . ,  Введение в теорию сумми
руемости рядов,  Таллии , 1 97 7 .  И. И. Во.лпов . 

РЕГУЛЯ РНЫй АВТОМОРФИЗМ - автоморфизм 
<р группы G такой , что g<p=/=g ни для какого неединич
ного элемента g группы G (т . е .  образы всех неединич
ных элементов группы при Р .  а .  должны быть отличны 
от своих прообразов) . Если <р - Р .  а .  конечной группы 
G, то для каждого простого р ,  делящего порядок груп
пЫ, он оставляет инвариантной (т . е. отображает в 
себя) единствеиную силовекую р-подгруппу S Р и 
любая инвариантная относительно <р р-подгруппа груп
пы G содержится в S р· Конечная группа , допускающая 
Р. а. простого порядка , нильпотентна [ 2) ,  однако су
ществуют разрешимые ненильпотевтные группы, допу
скающие Р . а. составного порядка.  

Лит. : [ 1 ] G о r е n s t е i n D . ,  Fini te groups, N .  У . ,  1 968 ;  
[2] Т 11 о т р s о n  J .  G . ,  <cProc. Nac .  Res. Acad. Sci . •> , 1 959 ,  

v .  45 ,  р .  578- 8 1 .  Н .  Н .  Вильяме. 
РЕГУ ЛЯРНЫЙ ИДЕАЛ - то же , что и .модулярный 

идеал .  
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РЕГУЛЯРНЫй ТОР - алгебраический тор в связ

ной алгебраич. группе G, содержащийся лишь в конеч
ном числе борелевених подгрупп. Максимальные торы 
в G всегда регулярны. В общем случае тор Sc.G явля
ется регулярным тогда и только тогда , когда его цен
трализатор Са (S) - разрешимая группа . В теории 
алгебраич. групп важную роль играют одномерные 
Р. т. S и соответствующие им однопараметрич. под
группы Л :  Gm-s (т. н. р е г у л я р н ы  е п а р  а
м е т р ы) . Тор, не являющийся регулярным, паз . с и н
г у л я р н ы м. Для редуктивной группы G можно 
дать критерий сиигуляркости тора Sc.G в терминах 
системы корней. А именно , если Т - максимальный 
тор в G, содержащий S , и Ф (Т , G) - соответствующая 
система корней , то S сингуляреи в том м только в том 
случае, если Sc.Ker а для нек-рого а Е Ф  ( Т ,  G) . 

Иногда под Р .  т. в G понимают тор S , содержащий 
р е г у л я р н ы й э л е м е н т (элемент s Е S регу
лярен , если размерность централизатора Са (s) в G ми
нимальна) ,  и называют п о л у р е г у л я р н ы м тор , 
являющийся регулярным в смысле первоначального 
определения (см. , напр . , [ 1 ] ) .  Для редуктивных групп 
оба эти определения эквивалентны . 

Лит. : ( 1 ]  Б о р  е л ь  А . ,  Линейные алгебраичесиие группы, 
пер . с англ . ,  М . ,  1 9 72 ;  (2] Х а  м ф р и  Д ж. , Линейные алгебраи
чесиие группы , пер. с англ . ,  М . ,  1 98 0 .  В. Л. П.яатоШJв . 

РЕГУЛЯРНЫй ЭЛЕМЕНТ п о  л у г р у п и ы -
элемент а такой, что а== аха для нек-рого элемента х 
данной полугруппы; если при этом ах== ха ,  то а паз. 
в и о л н е р е г у л я р н ы  м .  Если а - Р . э .  полу
группы S , то главный правый (левый) идеал в S , по
рожденный а , поротдается нек-рым идемпотентом; 
обратно , каждое из этих двух симметричных свойств 
влечет регулярность а. Е сли аЬа== а и ЬаЬ== Ь, то эле
менты а и Ь паз . и н в е р с н ы м и друг к другу 
(а также о б о б щ е н н о о б р а т н ы м и, р е  г у
л я р н о  с о п р я ж е н н ы м и) .  Всякий Р. э. имеет 
инверсный к нему элемент, вообще говоря , не обяза
тельно единственный (ер . Ипверспая полугруппа . )  Полу
группы , в к-рых всякие два элемента инверсны друг 
к другу, - это в точности прямоугольные полугруппы 
(см . Иде.мпотептов полугруппа) .  Всякий вполне Р .  э .  
а имеет инверсный к нему элемент , перестановочный 
с а. Элемент вполне регулярен тогда и только тогда , 
когда он групповой, т .  е . принадлежит пек-рой под
группе полугруппы (ер .  Клиффордова полугруппа) . 
О регулярных .@-классах см . Грипа отношения э�>ви
валептпости .  

Лит. : [ 1 ]  Н л и ф ф о р  д А . , П р  е с т о н  Г . ,  Алгебраичесиая 
теория полугрупп , пер . с англ . , т. 1 ,  м . ,  1 9 72 ;  (2] Л я п и н  Е. С . , 
Полугруппы, М . ,  1 9 6 0 .  Л. Н. Шеврин. 

РЕГУЛЯТОР п о л я К а л г е б р а и ч е с к и х 
ч и с е л  - число Rк, к-рое , по определению, равно 1 ,  
если К есть поле Q или мнимое квадратичное расшире-

" 
ние поля Q ,  а в остальных случаях равно v r + 1 , где 
r - ранг группы Е единиц поля К (см . А лгебраическое 
число ,  А лгебраичес�>ая теория чисел) , а v-r-мерный 
объем основного параллелепипеда r-мерной решетки в IR'+ 1 , являющейся образом группы Е при ее л о г а
р и ф  м и ч е с  к о м и з  о б р а ж  е н и и l в IR' + 1• 
При этом гомоморфизм l определяется следующим обра
зом. Пусть cr1 , • • •  , Us - все вещественные ,  а Us + l • . . .  , 
Us + t - комплексные попарно несопряженные изомор
физмы К в С ; s+ 2t== dimQ К (см. Дирихле теоре.ма о 
единицах) . Тогда r+ 1 == s+ t ,  а гомоморфизм l :  E-/Rr + l  
определяется формулой 

где 
l (а) == ( l1 (а) , . . .  , lн t (а) ) , 

{ ln 1 cr i (а) 1 при 
l i (сх) == ln 1 rJi (а) 1 2 при 

Образом гомоморфизма l является r-мерная решетка в 
�r+ l IR.' + 1 , Лежащая В ПЛОСКОСТИ �i�O 

Xj== O (Хj-КаНОНИЧ. 
координаты) .  

Единицы е1 , • • •  , еп  для к-рых l (е1) , • • •  , l (е,) 
является базисом решетки l (Е) , наз . о с н о в н ы  м и 
е д и н и ц а м и  поля К и 

Rк == 1 det ( l i (ej) ) ; ,  j= I ,  . . . , r 1 ·  
Имеются и другие формулы , связывающие Р .  с други
ми инвариантами поля К (см. , напр . ,  Дискри.мипапт, 3 ) ) .  

Если вместо Е рассматривать пересечение этой груп
пы с каким-либо порядком (i) поля К, то аналогично 
можно определить регулятор R 6 порядка 6. 

Лит. :  ( 1 ]  Б о р  е в и ч 3. и . ,  Ш а  ф а р  е в и ч И. Р . , тео
рия чисел , 2 изд. , М . , 1 9 72 ;  [2] Л е н г С. , Алгебраичесиие числа, 
пер . с англ . ,  М . ,  1 9 66 .  В .  Л. Попов. 

РЕДУКТИВНАЯ ГРУППА - линейная алгебраич . 
группа G, удовлетворяющая о.в;ному из следующих 
эквивалентных условий: 1 )  радикал связной компонен
ты единицы GO группы G есть алгебраический тор , 
2) унипотентный радикал группы GO тривиален, 3) груп
па G0 разлагается в произведение замкнутых нормаль
ных подгрупп S и Т, являющихся соответственно по
лу простой алгебраической группой и алгебраич. тором . 
При этом S - коммутант группы GO , а Т совпадает с 
радикалом группы GO , а также со связной компонентой 
единицы ее центра ; s n т конечно , любая полупростая , 
а также любая унипотентная подгруппа группы G0 
содержится в S . 

Линейная алгебраич. группа G паз . л и н е й н о 
р е д у к т и в н о й ,  если выполнено любое из следую
щих двух эквивалентных условий: а) каждое рацио
нальное линейное представление группы G вполне при
водимо , б) для каждого рационального линейноr.о пред
ставления р : G-G L ( W) и любого р ( G)-инвариант
ного вектора w Е �{О} существует такая р ( G)
инвариантная линейная функция f на W, что f (w)=;kO.  
Всякая линейно Р .  г .  является Р .  г .  Е сли характери
стика основного поля К равна О, то верно и обратное . 
В случае char К >О это не так - всякая связная ли
нейно Р .  г .  является алгебраич. тором . Однако и в 
общем случае Р .  г .  могут быть охарактеризованы в тер
минах теории представлений . Линейная алгебраич. груп_:па G паз . г е о м е т р и ч е с к и  р е  д у к т и в н о и 
(или п о  л у р е  д у к т и в н о й) ,  если для каждого ра
ционального линейного представления р : G-GL ( W) 
и любого р(G)-иивариантного вектора w E �{О} су
ществует такая р (G)-инвариантная полиномиальная 
функция f на W, что f (w)=;kO. Линейная алгебраич. 
группа тогда и только тогда является Р. г . ,  когда она 
геометрически редуктивна (см. Ма.мфорда гипотеаа) . 

Для Р .  г .  справедлива обобщенная Гильберта теоре
ма об инвариантах. Верно и обратное : если G - линей
ная алгебраич. группа над алгебраически замкнутым 
полем К и при любом ее локально конечномерном ра
циональном представлении автоморфизмами произ
вольной конечно поротденной ассоциативно-коммута
тивной К-алгебры А с единицей алгебра инвариантов 
А й конечно порождена , то G есть Р. г. (см. [4] ) .  

Каждая конечная линейная группа является Р .  г . ,  
а если е е  порядок н е  делится н а  char К ,  т о  и линейно 
Р .  г. Связные Р .  г. допускают структурную теорию , 
во многом аналогичную структурной теории редуктив
ных алгебр Ли (система корней, группа Вейля и т .  п . , 
см . [ 2] ) .  Эта теория распространяется и на группы вида 
Gt, где G - связная Р .  г . ,  определенная над нек-рым 
подполем kc.K,  а Gt- группа ее k-рациональных то
чек (см. [3] ) .  При этом роль борелевених подгрупп , 
максимальных торов , групп Вейля играют соответ
ственно минимальны·е определенные над k параболич. 
подгруппы , максимальные разложимые над k торы , 
относительные группы Вейля (см. Вейля группа) . Лю-
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бые две минимальные определенные над k па раболич. 
подгруппы группы G сопряжены над k ,  т .  е .  при по
мощи элемента группы G11 ; то же верно и для любых двух 
максимальных k-разложимых торов группы G. 

Если G - связная Р. г . ,  определенная над полем 
k, то G - разложимая группа над век-рым сепарабель
ным расширением конечной степени поля k; если , 
кроме того , поле k бесконечно ,  то Gk плотна в G в 
смысле топологии Зариского. Если G - Р .  г .  и Н 
ее замкнутая подгруппа , то факторпространство G/H 
аффинво тогда и только тогда , когда Н - Р .  г .  Линей
ная алгебраич . группа над полем характеристики О ре
дуктивна тогда и только тогда , когда ее алгебра Ли 
является Ли реду"тивпой алгеброй или когда она яв
ляется комплексификацией век-рой компактной груп
пы Ли (см . Ко.мпле"сифи"ация группы Ли) . 

Лит. : [1 ) С п  1:1 и н г е р т . ,  Теория инвариантов , пер . с 
англ . , М. , 1 98 1 ; [2] Х а  м ф р и  Дж. ,  Линейные алгебраичесиие 
групnы, nep . с англ . ,  М. , 1 980 ;  [ 3 )  Б о р е л ь  А. , Т и т с Ж.j  
«Математииа», 1 96 7 ,  т .  1 1 ,  No 1 ,  с .  4 3- 1 1 1,.t No 2 ,  с. 3-31 ; [4 
П о n  о в В. Л . ,  «Доил. АН СССР>> , 1 97 9 ,  т. <�49 ,  No 3 ,  с. 55 1 - 5 5.  В . Л .  Попов. 

РЕДУКТИВНОЕ ПРОСТРАНСТВО - такое одно
родвое пространство G/ Н связной группы Ли G, что в алгебре Ли g группы G существует Ad9 (Н)-ивва
риантвое подпростр11нство ,  дополнительное к nодалгеб
ре �c:g , являющейся алгеброй Ли группы Н. Вы
полнение любого из следующих условий достаточно 
для того,  чтобы однородвое пространство GIH было 
Р. п : 1) линейная группа Ad,1 (Н) вполне приводима ,  
2 )  на g существует Ad9 (Н)-иввариантвая биливейпая 
форма , сужение к-рой на � вевырождево.  В частности, 
всякое однородное риманово пространство является 
Р .  п .  Если M= GIH - Р .  п .  и группа G действует эф
фективно на М , то линейвое представление изотропии 
группы Н в :касательном пространстве М 0 к многообра
зию М в точке о= еН Е М  точно . С каждым Ad 9 (Н)
иввариавтвым подпростравством m c: g ,  дополнитель
ным к � . связаны две важные G-иввариантвые аффин
ные связности на М :  к а в о в и ч е с к а я с в я з
н о с т ь  и е с т е с т в е н н а я  с в я з н о с т ь  б е з  
к р у ч е н и я .  Канович. связность на Р .  п .  M= GIH 
с фиксированным Ad9 (Н)-иввариантным разложением 
g= �+m - единственная G-иввариавтвая аффинная 
связность на М, обладающая тем свойством, что для 
любого вектора Х Е m и любого репера и в точке о 
кривая (ехр tХ ) и  в главном расслоении реперов над 
М горизонтальна . Кавович . связность полна и множе
ство ее геодезических , проходящих через точку о, сов
падает с множеством кривых вида (ехр tX) о , где Х Е m. 
После естественного отождествления пространств m 
и М 0 тензор кривизны R и тевзор кручения Т канович. 
связности определяются формулами (R (Х ,  У) Z) 0= 
= -[ [ Х , У] � , Z ]  и Т (Х , У)0= - [Х , Y]m , где Х ,  У, Z E m , а через W� и W111 обозначены проекции вектора 
W Е g на � и nt соответственно. Тензорные поля R и 
Т параллельны относительно канонич. связности так 
же , как и любое другое G-инвариантное тензорное поле 
на М. Алгебра Ли линейной группы голономин (см . 
Голопо.мии группа) канонич. связности на М с опор
ной точкой о порождается множеством {Л ( [ Х , У]� ) 
I X ,  Y E m }, где Л - линейное представление изотро
пии алгебры Ли � в пространстве М 0• Всякое связное 
односвязное многообразие , снабженное полной аффин
ной связностью с параллельными полями кривизны и 
кручения , может быть представлено в виде Р .  п . ,  кано
нич. связность к-рого совпадает с заданной аффинной 
связностью. На Р. n. М= G/ Н с фиксированным 
Ad 9 (Н) -инвариантным разложением g= IJ-t tn су
ществует единственная G-инвариантная аффинная связ
ность с нулевым кручением , имеющая те же геодезиче-

ские , что и кавонич. связность. Эта связность ваз .  е с
т е с т в е в в о й  с в я з н о с т ь ю б е з  к р у ч • 
в и я на М (относительно разложения g= lj+m) . 
Однородвое риманово или псевдориианово пространст
во M= GIH ваз .  е с т е с т в е н н о  р е д у к т и в
н ы м, если оно допускает такое Ad9 (Н) -инвариант-
ное разложение g= q+m , что 

В ( Х ,  [Z ,  У] 111) + В ( [Z , Х] 111 , У) = О (*) 
для всех Х ,  У, Z Е tn , где В - невырожденная сим
метрическая билинейпая форма на m ,  индуцированная 
римановой (псевдоримавовой) структурой на М при ес
тественном отождествлении простравств m и М о · Если 
М= G/ Н - естественно редуктиввое риманово или псев
дориманово пространство с фиксиро�авным Ad9 (Н)
инвариавтным разложением g = �+m , удовлетво
ряющим условию (*) , то естественная связность без 
кручения совпадает с соответствующей римановой или 
псевдоримавовой связностью на М. Если М - одно
связное естественно редуктиввое однородное риманово 
пространство и М= М 0 Х М 1 Х . . .  Х М, - его разложе
ние де Рама , то М может быть представлево в виде 
M= G/H, причем G= G0 X G1 X . . .  X G" Н= Но Х Н1 Х 
Х . . .  Х Н, и Mi= Gi/Hi ( i= O , 1 ,  2 , . . .  , r) . 

Важным обобщением Р .  п. являются v-редуктивные 
однородные пространства [ 4] . Однородвое пространство 
G/H ваз . v-p е д у к т и в в ы  м, если его стационар
ная подалгебра � допускает разложение в пря-
мую сумму подпространств �= �1+ �2+ . . .  +�v , где 
�v =1= {О } , причем в � существует такое дополнитель
ное к � подпространство m, что [ lji ,  tn]c: lji- 1 •  i= = 1 ,  2, . . .  , v, где f)0= m.  При этом 1 -редуктиввые 
однородвые пространства - это в точности Р .  п . ;  
примерами 2-редуктивных однородных простравств яв
ляются проективное и конформвое пространства , на 
к-рых действуют группа проективвых преобразовавий 
и группа конформных преобрааований соответственно. 
Если М= G /Н есть v-редуктиввое однородвое про
странство и v >1 ,  то линейвое представление изотропии 
алгебры Ли 11 не является точным (так как [ f)i , m]c:lj 
при i >1 )  и ,  следовательно, на  М не  существует G
инвариавтной аффинной связности . Однако на v-ре
дуктивном однородном пространстве существует кано
ническая G-инвариантвая связность, слоем к-рой явля
ется однородвое пространство век-рой транзитивно
дифференциальвой группы порядка v (см. [ 4] ) .  

Наряду с Р .  п .  рассматриваются также ч а с т и ч н о 
р е  д у к т и в н ы е п р  о с т р а в с т в а ,  т .  е .  
такие однородвые пространства G / ll,  что существует 
разложение алгебры Ли g в прямую сумму двух вену
левых Ad9 (Н)-инвариантных подпростравств ,  одно из 
к-рых содержит подалгебру [J (см . [ 5 ] ) .  

Лит. :  [ 1 Г Н о б а я с и Ш. , Н о м и д з у Н . ,  Осноnы диффе
ренциальной геометрии , nep . с англ . , т. 2 ,  М . ,  1 98 1 ;  [2]  Р а ш е в
с н и й П. Н . ,  «Тр .  Семинара no веит. и тенз. анапизу», 1 952 ,  
в .  9 ,  с. 49-7 4 ;  [3] N о т i z u К . , <•Ame•·. J .  Matlt . » ,  1 954 ,  v. 7 6 ,  
No 1 ,  р .  33-6 5 ;  [4] Н а н т о р И. Л. , <•Тр. Се"!инара no вент. и 
тенз. анализу», 1 966 ,  в. 1 3 ,  с. 3 1 0-98 ;  L5] В и н б е р  г Э. Б . ,  
<•ТР. Моси . матем. об-ва», 1 9 6 0 ,  т .  9 ,  с.  1 9 1 -2 1 0 . 

Д. В .  Алепсеевс>Шй. 
РЕЗИДУ АЛЬНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ - изотонное 

отображение <р частично упорядоченного множества Р 
в частично упорядоченное множество Р' , для к-рого 
существует изотонное отображение <р' из Р' в Р такое ,  
что <р' (<р (х));;;;;:х для всех х Е Р  и <р (<р' (х' ) ) ...;:х ' для всех 
х' Е Р' .  Если Р и Р' - полные решетки и <р сюръектив
но, то это равносильно равенству 

<р (sup А) =  sup <р (А) 
для всяБог о подмножества А из Р .  Совокупность Р .  о.  
частично упорядоченноrо множества Р в себя образует 
полугруппу, к-рую можно сделать частично упорядо-
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ченной (см .  Упорядочеппая полугруппа) , полагая 
<p ...;:'ljJ, если <p (x) ...;:'ljJ (x) для всех х Е Р . Свойства этой 
частично упорядоченной полугруппы тесно связаны со 
свойствами частично упорядоченного множества Р 
(см . Решетка) . Л. А. Спорнлпов . 

РЕЗНАЯ ПОВЕРХНОСТЬ - поверхность, образо
ванная из ортогональных траекторий однопараметрич. 
семейства плоскостей. Р. п .  имеет одно семейство пло
ских линий кривизны, к-рые одновременно являются 
для Р .  п .  геодезическими . Если семейство плоскостей 
вырождается в пучок , то Р .  п. будет поверхностью вра
щения . Сечения Р. п .  плоскостями семейства наз . м е
р и д и а н а м и , а ортогональные траектории - п а
р а л л е л я м и Р .  п .  Все меридианы конгруэнтны, 
так что Р. п .  можно образовать движением плоской 
линии L (меридиана) ,  плоскость к-рой катится без 
скольжения по нек-рой развертывающейся поверхно
сти , называемой н а п р а в л я ю щ е й поверхностью 
Р. п. и являющейся одной из полостей ее эволюты. 

Если р (s) - радиус-вектор одной параллели , то ра
диус-вектор Р. п. есть 

r = р (s) + 11 (v) р (s) + � (v) q (s) , 
где p = v  cos е+ � sin е , q= -v sin е+ � cos е , v - глав
ная нормаль , �-бинормаль, х - кручение кривой Г , 

а е= - � xds. Ее линейный элемент: 

ds2 = [ 1 + k (� sin е-11 cos e) j 2  ds2 + (11 ' 2 + �'2) dv2, 

где 11 (v) , � (v) - уравнения Г, а k - кривизна . 
И. Х. Сабитов. 

РЕЗОЛЬВЕНТ А - 1 ) Р .  а л г е б р а и ч е с к о г о 
у р а в н е н и я f (х) = О  степени n - алгебраическое 
уравнение g (у) =  О с коэффициентами, рационально 
зависящими от коэффициентов f (х ) , такое , что знание 
корней этого уравнения позволяет наi"Iти корни данного 
уравнения f (х) = О  в результате решения более простых 
уравнений, степеней не больших n. Иногда Р .  называют 
са·мо рациональное выражение у= у (х1 , • • •  , хп) · 

Пусть / (х) - сепарабельный многочлен над полем k 
с группой Галуа G и Н - нормальный делитель группы 
G. Пусть у= у (х1 , • • •  , хп) - рациональное выражение 
от хн . • . , Xm остающееся инвариантным при всех 
подстановках корней х1 , • • •  , Xn из группы Н, и y $. k . 
Тогда у является корнем нек-рого уравнения g (у)= О 
с коэффициентами из k , группа Галуа к-рого является 
собственной факторгруппой группы G. Таким образом, 
решение уравнения f (х) = О  сводится к решению урав
нения g (у) = О  и решению уравнения f (х)= О  над полем 
k (y1 , • • • , Ys) · 

Напр . ,  для решения уравнения 4-ii степени 
х4 + рх2 + qx + r = О 

(любое уравнение 4-й: степени приводится к такому ви
ду) используют кубич . Р .  

уз - 2ру2 + (p2 -4r2) У + ч2 = 0 ,  
корни к-рой Ун у2 , у3 связаны с корнями х1 , х2 , х3 , х4 
соотношениями у1= (х1+ х2) (х3 + х�) ,  у2 = (х1+х3 ) (х2+ 
+х4) ,  у3 = (х2+х4) (х2+х 3 ) . Корни у1 , у2 , у8 определя
ются с помощью формулы 1\ардано , что позволяет 
определить и корни х1 , х2 , х3 , х4 • 

Последовательное применение метода Р .  позволяет 
свести решение любого уравнения с разрешимой груп
пой Галуа к решению цепочки уравнений с циклич. 
группой Галуа . Для решения последних использу
ются резольвенты Лагранжа . 

Пусть f (x) = O - уравнение над полем k с циклич. 
группой Галуа G порядка n и пусть k содержит пер
вообразный корень из единицы �n степени п .  Для эле
мента а , принадлежащего полю разложения многочле
на f (х) , и характера х группы G в группу корней из 

единицы степени n р е з о л ь в е н т а Л а г р а н ж а 
р (х , а) определяется формулой 

р (х , а) = ,..., х (о) - 1  а (а) .  
...:;_;а Е G 

Пусть а= х1- один из корней многочлена f (х) и х 
пробегает все характеры группы G. Тогда система 
линейных уравнений ( * ) позволяет определить корни 
х1 , х2 , • • •  , xn , если известны резольвенты Лагранжа 
для всех характерt�в х группы G. 

Для т Е G выполняется соотношение 
тр (х , а) = х (т) р (х , а) , 

к-рое показывает, что элементы а= р (х , а)" и Ь;= 
= р (х , a) - ip (xi , а) при любом целом i инвариантны от
носительно G и, следовательно , являются однозначно 
определенными рациональными выражениями от коэф
фициентов многочлена f (х) и корня �n· Е сли Х порождает 
группу характеров группы G, то имеют место равен-
ства р (Х, а)= f/a и р (Х' , а)= Ь;р (Х , a)i для х ' = x i . 

Р е з о л ь в е н т о й  Г а л у а уравнения f (x) = O  
наз . такое веприводимое над данным полем алгебраич. 
уравнение у (х)= О (см . Галуа теория ) , что в резуль
тате присоединения одного из его корней к этому полю 
получается поле , содержащее все корни уравнения 
f (x) = O .  

Лит . :  [ 1 ]  В а н д е р  В а р д е и Б.  Л. , Алгебра , пер . с 
нем. , 2 изд . ,  М. , 1 979 . Л. В .  Нуаъмин. 

2) В теории интегральных уравнений под Р .  (р а з
р е ш а ю щ и м я д р о м) уравнения 

<р (s) + Л, � : К  ( s ,  t ) <р ( t ) dt = f (s) (**) 

понимают функцию Г (s, t; Л,) переменных s, t и пара
метра Л, при помощи к-рой решение уравнения (* * ) 
представляют в виде 

f (s) + Л � : Г (s , t , Л) f ( t ) dt , 

если Л, не есть собственное значение уравнения (* * ) , 
напр . для ядра К (s, t )= s+ t  резольвентой является 
функция 

Б СЭ-3 . 
З) Р . о п е р а т о р а - оператор R л. , обратный к Тл. = =А -Л, Т , где А - замкнутый линейный оператор,  опре

деленный на плотном множестве D А банахова прост
ранства Х со значениями в том же пространстве ,  при 
условии, что Л, таково, что Т-;;.,1 есть линейный непрерыв
ный оператор ,  определенный на всем Х .  Точки Л, для 
к-рых Р .  существует , наз . р е  г у л л р н ы м и т о ч
к а м и оператора А ,  а совокупность всех регулярных 
точек - р е з о л ь в е н т н ы м м н о ж е с т в о м р(А ) 
этого оператора . Мuожество р(А ) - открытое и на 
каждой его связной компоненте оператора Rл. являет
ся аналитич . функцией параметра Л .  

Свойства Р . :  
1 )  Rд. - RIL = (Л-�-t)Rл. R11 для любых двух точек Л,  

�-t E P(A ) ; 
2) из R л. х= О  следует х= О; * 
3) если Х - гильбертоно пространство , то R 'i:= R л.· 
Лит . :  [ 1 ]  И о с и д а R. , Фующиональный анализ, nep .  с 

англ. , М. , 1 967 ; [2] А х  и е з е р  Н. И. , Г л а з  м а и И .  М . , 
Теории линейных операторов в гильбертоном пространстве, 
2 изд. , М . ,  1 9 66 ;  [3] R а н т о р о в  и ч Л. В . , А 1< и Л о в Г. П. , 
Фуннциональный анализ ,  2 изд. , М . , 1 9 7 7 .  В. И. Соболев . 

4) В гомологической алгебре Р .  м о д у л л - по.м п
лепс С, определенный для положительных степеней и 
снабженный пополняющим гомоморфизмом А -+С (мо· 
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дуль А рассматривается как комплекс, равный нулю 
в иенулевых степенях) таким образом, что последова
тельность 0-+А -+С0-+С1-+ . . • точна .  Р. наз .  и н ъ е к
т и в н о й, если все Ci инъективны . Двойственным об
разом определяется п р о е к т и в н а л р е з  о л ь  в е н
т а. Р .  является основным средством вычисления проиа
водпых фупкторов .  В частных случаях удобно исполь
зовать специальные виды Р. Напр . ,  для кольца много
членов R = k[x1 , . . .  ,xnJ вн,ешпяя алгебра ЕR (и1 , . . .  , ип) 
превращается в Р .  тривиального R-модулл k, если за
дать дифференциал д (щ) = хi и пополняющий гомомор
физм е(и i)= О . Эта конструкция применяма к кольцам 
степенных рядов (как сходлщихсл , так и формальных) 
и носит название к о м п л е к с а Н: о з ю л  л .  

В .  Е .  Говоров . 
РЕЗОЛЬВЕНТНОЕ МНОЖЕСТВО - множество р ( Т) , где Т - линейный оператор в банаховом прост

ранстве , такое , для к-рого существует оператор Rz= 
=( T-zl) - 1 , ограниченный и имеющий область опре
деления, плотную в Х. Дополнительное к Р. м .  мно
жество есть спектр оператора Т . 

Лит . :  [ 1 ]  Р и с е  Ф. , С �J к е ф а л ь в и - Н а д ь  Б . , Лекции 
по функциональному анализу , пер .  с франц. , 2 изд. , М . , 1 9 7 9 .  

М. И. Войцеховс><ий. 
РЕЗОНАНС - явление увеличения амплитуды 

выпуждеппых колебапий при приближении частоты внеш
него воздействия к одной из частот собствен,н,ых коле
бан,ий динамич. системы . Явление Р .  имеет наиболее 
простой характер в линейной динамич. системе . Диф
ференциальное уравнение движения линейной системы 
с одной степенью свободы в среде с вязким трением при 
гармонич. воздействии имеет вид 

aq + b q -f- cq = H sin (рt + б) ,  
где q - обобщенная координата ; а ,  Ь , с - постоянные 
параметры, характеризующие систему; Н, р ,  б - соот
ветственно амплитуда , частота,  начальная фаза внеш
него воздействия . У становившиесл вынужденные коле
банил происходят по гармонич. закону с частотой р и 
амплитудой 

D н 

-{ Ь' 

, 

а ( k' - P')' + - р' а' 
где k= У с/а-частота собственных колебаний при отсут
ствии рассеивания энергии (Ь= О) . Амплитуда D имеет 

максимальное значение при .!!._ = � 11- Ь '  и при малом k Jl 2ас 
рассеивании энергии близна к ее значению при p = k. 
Принято называть р е з о н а н с о м тот случай, когда 
p = k .  Если Ь= О , то при p = k  амплитуда вынужденных 
колебаний возрастает пропорционально времени . 

Если линейная система имеет n степеней свободы, 
то Р .  наступает при совпадении частоты внешней силы 
с одной из собственных частот системы .  При негармо
нич. воздействии Р .  может иметь место лишь при сов
падении частот его гармонич . спектра с частотами соб
ственных колебаний.  

Лит . : [ 1 ]  С т р е л  к о в С .  П. , Введение в теорию колеба-
ний, М . - л . , 1 9 5 1 .  • Н. В . Бутеиии. 

РЕЗОНАНСНЫЕ Ч ЛЕНЫ - те члены fpQXP x 
х ехр { i< Q ,Y>} ряда Тейлора - Фурье 

f ( Х ,  У) = � fpQX P exp { i  < Q ,  У)} , (1 ) 

P E z m ,  Р � О , Q E z n , 
XP = xf' . . . x�m , 

у к-рых показатели Р и Q удовлетворяют линейному 
соотношению вида 

<Р , Л> + i < Q , Q) = c . (2) 

Здесь fPQ - постоянные коэффициенты, <Q, У> -

скалярное произведение Q и У; постоянные (Л1 , • • • , 
Лт) = Л  и ( ffi1 , • • •  , ffiп) = Q - обычно собственные зна
чения и базис частот нек-рой системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений; константа с не зависит 
от Р и Q, она определяется ролью ряда ( 1 )  в рассмат
риваемой задаче . 

Если в линейной системе 

Xj = AjXj ,  j = 1 , . . . , т, Yk = ffik ,  k = 1 , . . .  , n , (3) 
все л1 чисто мнимые и в (2) с= О , то сумма Р. ч .  рл�а ( 1 )  
совпадает с осреднением этого ряда вдоль решении си
стемы (3) . Систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений в окрестности нек-рых инвариантных много
образий можно привести к пормальпой фор.ме ,  в к-рой 
ряды содержат только Р .  ч. (см . [ 1 ] ) . Так , для гамиль
топовой системы в окрестности неподвижной точки га
мильтониан может быть приведен к виду (1 ) , где п= О, 
и выполнено (2) с с= О ,  причем Л= (Л1 , • • . , Лt , -Л1 , . . .  , 
-Л1) - вектор из собственных значений линеаризован
ной системы (см . [ 2 ] ) .  В этом случае иногда члены с 
PJ=P/ + l• i= 1 , . . .  , l , наз .  в е к о в ы  м и (для них 
(2 )  выполняется тривиально) ,  а резонансными наз . ос
тальные члены ряда ( 1 ) , для к-рых выполнено (2) . 

Выделение Р .  ч . ,  производимое в задачах с малым па
раметром, зачастую также может быть обосновано с по
мощью нормальной формы (см . [ 1 ] ) . Для точечного ире
образования с мультипликаторами (f-11 , • • •  , f-tт) = M по
казатели Р. ч. ряда ( 1) с n= О удовлетворяют соотноше
нию М Р= 1 ; если положить Л= lnM и ffi1 = 1 , то по
лучится соотношение (2) с с= О .  

Лит. : [ 1 ]  Б р ю н  о А . д . , Локальный метод нелинейнога 
анализа дифференциальных уравнений, М . ,  1 97 9 ;  [2] е г о ж е ,  
«Тр. Моек. матем. об-ва», 1 97 1 , т .  2 5 ,  с. 1 1 9- 2 6 2 ;  1 9 7 2 , т .  2 6 ,  
с .  1 99 - 2 3 9 .  А . Д .  Брюио. 

РЕЗУ ЛЬТАНТ м н о г о ч л е н о в  j (x) и g (х} 
элемент поля Q, определяемый формулой 

s n Пп Пs R R \ 1 , g) = aobo i = 1 j= 1 (ai - tJj) , ( 1 )  
Где Q - поле разложения многочлена jg, a.i , �� - кор
ни многочленов 

f (х) = a0xn -f- a1xn - 1 + . . . + an 
и 

g (х) = boXs + Ь1хs - 1 + . . .  + bs 
соответственно . Если а0 Ь0о;ЬО , то многочлены тогда и 
только тогда имеют хотя бы один общий корень, когда 
их Р .  равен нулю. Имеет место равенство 

R (g, f ) = (-1 )ns R (f , g ) . 
Р .  можно записать в любом из следующих видов: 

s пп ( R (! , g ) = a o  i = 1 g a. r) , (2 ) 

R (f , g) = (-1 )пsь� п;= 1  f ( �1) . (3) 

Выражения ( 1 ) , (2 )  и (3) неудобны для вычисления Р . ,  
так как они содержат корни многочленов. Через ко
эффициенты многочленов Р .  можно выразить в виде 
следующего определителя порядка п+ s: 

аоа1 . . . an- 1an. 
ао . . . . . . an - 1 an 

R (f , g) = 
а0 al · · · an_ 1 an 

Ь 0Ь1 • • • Ьs - l b s 
Ь0 Ь s - l Ьs 

Ь0 Ь1 • • • Ьs - 1 Ьs 

(4) 

Этот определитель в первых s строках содержит коэф
фициенты многочлена j (х} , в последних n строках -
коэффициенты многочлена g (х) , а на свободных ые
стах - нули . 
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Р. многочленов f (х) и g (х} с числовыми коэффипиен

тами можно представить в виде определителя порядка 
n (или s) . Для этого находят остаток от деления 
xk g (x) на f (x} , k= O,  1 , 2 , . . .  , n - 1 . П усть это будет 

aku+a,.1x+ . . . + akn - 1xn - 1 .  
Тогда 

R (t ,  g) = 
an - 10 an - 11 

Дисr;римипапт D (!) многочлена 

ао п - 1 
а1 n- 1 

«п- 1'п - 1 

f (x) = aoxn + a1xn - 1 . . .  an , а0 ;6 0 ,  
выражается через Р .  многочлена f (х} и его производ
ной /' (х} следующим образом: 

n (n- 1 ) 
D (f) = (-1 )

_2_ a01 R (! ,  f ' ) .  
П р и м е н е и н е  к р е ш е н и ю  с и с т е м  

у р а в н е н и й .  П усть дана система двух алгебраич . 
уравнений с коэффициентами из поля Р :  

f (x , y ) = O , } 
g (x , y ) = O . 

Многочлены f и g записывают по степеням х :  
f (х , у ) = а0 ( у) xk + а1 ( у) xk - 1 + . . .  + а,. ( у ) , 
g (х ' У) = Ьо ( у ) хЧ - ь1 ( у) х l - l + о  о о + b l ( у) ' 

(5) 

и по формуле (4 )  вычисляют Р .  этих многочленов как 
многочленов от х . Получаетел многочлен, зависящий 
ТОЛЬКО ОТ у :  

R (! ,  g) = F  ( у ) .  
Говорят , что многочлен F (у} получен путем исключе
ния х из многочленов f (х ,у ) и g (х , у ) .  Если х= а , у= �
решение системы (5 ) ,  то F (� ) = O ,  и обратно , если 
F (� )= 0 , то или многочлены f (x , � ) ,  g (x ,  � ) имеют об
щий корень (к-рый надо искать как корень их наиболь
шего общего делителя) , или а0 (� )= Ь0 (� ) = 0 .  Тем са
мым решение системы (5) сводител к вычислению кор
ней многочлена F (у} и общих корней многочленов 
f (х , � ) , g (х , �) с одним неизвестным. 

Аналогично можно решать и системы уравнений с 
любым числом неизвестных ,  но эта задача приводит 
к весьма громоздким вычисл нилм (см. также Исr;.л,ю
чепия теор ия ) . 

Лит. :  [ 1 ]  Н у р о ш А . Г. ,  Курс высшей алгебры, 1 1  изд.  
М . ,  1 9 7 5 ; [2] О 1< у н е в JI . Я . ,  Высшая алгебра ,  4 изд. , М . _: 
л . ,  1 9 49 ;  [3] В а н д е 1! В а р  д е н Б . л . ,  АJJГебра , пер . с 
нем . , 2 изд. ,  М . ,  1 97 9 ;  [4 J Х о д  ж В . , n и д о д . ,  Методы нл
гебраичесиой геометрии, пер . с англ. , т .  1- 3 ,  М. , 1 %4-55 .  

И. В .  Проспуряпов. 
РЕЙДЕМЕЙСТЕР А КРУЧЕНИЕ, к р у ч е н и е 

д е Р а м а ,  к р у ч е н и е Ф р а н ц а , - инвариант, 
позволяющий различать многие структуры в дифферен
циальной топологии , напр . узлы ,  гладкие структуры 
на многообразилх , в частности на линзовых простран
ствах . Впервые Р .  к . введено К .  Рейдемейстером (см . 
[ 1 ] )  при изучении трехмерных линз , обобщения длн 
п-мерных линз были независимо пол учены в [ 2] и [ 3] . 

Пусть С - свободный комплекс левых А -модулей,  
где А - ассоциативное кольцо с единицей.  Пусть, да
лее ,  h - матричное представление кольца А , т .  е . го
моморфизм кольца А в кольцо Rnxn всех действитеJJЬ
ных (п Х п) -матриц. И пусть в модуJшх Ck комплекса С 
отмечены базисы с,. , а комплекс С' = Rn x n Q9лС R n x n_ 
модулей ацикличен; тогда определено У айтхеда r;py
чenue т ( С ' )  Е К1 Rnx n = K1 R = R + ,  где R + - мультп
шшкативная грунпа ноля действительных чисел . Чи
сло т( С ' )  наз .  к р у ч е н и е м  Р е й д е м е й с т е р а  
комплекса С' , а также д е й с т в и т е л ь н ы  м Р . к .  

Эффективность замены кручения Уайтхеда н а  Р .  к .  
основывается на т е о р е м  е Б а с с а [ 4 ] :  если л -
конечная группа , то элемент ffi Е Wh (л) имеет конеч
ный порядок , если h* ( (J) )= 1 ДJJЛ любого нредставле
нил h , где h* (ffi) - P . к . ,  индуци рованное элементом ffi .  

Лит. : [ 1 ) R е i d е m с i s t е r К . ,  <<Abhandl . math. Semin . 
Univ. Hamburg>>, 1 9 3 5 ,  Bd 1 1 ,  S. 1 02-09 ; [2) F r а n z W. ,  
«J .  filr r. und ang. Math . •> ,  1 935 ,  Bd 1 7 3 ,  S. 1 76-84 ;  [3) R h а m G. 
d е ,  <<Матем. сб . » ,  1 93 6 ,  т .  1 ,  No 5 ,  с. 737-43 ; [4] В а s s Н . , 
«РuЬ! .  matll . >> ,  1 9 64 ,  :М 22 ,  р. 5-60 [IHES) .  А . С . Мище нпо . 

РЕйНОЛЬДСА ЧИСЛО - один из критериев по
добил для течений вязких жидкостей и газов , характе
ризующий соотношение между инерционными силами 
и силами вязкости: 

Re = pv lff-1 , 
где р - плотность ,  1-1 - динамич .  коэффициент вязко
сти жидкости или газа , v - характерная скорость по
тока ,  l - характерный линейный размер .  

От  Р .  ч .  зависит также режим течения жидкости , 
характеризуемый к р и т и ч е с к и м Р. ч. Rекр · 
При Не <Rекр возможно лишь ламинарное течение 
жидкости , а· при Re > Rекр течение может стать тур
булентным.  

Р .  ч .  названо по  имени О .  Рейнольдса (0 .  Reynolds) . 
По .материалам одиоимеюiОй статъи иа Б СЭ-J . 

РЕКУРРЕНТНАЯ ТОЧКА д и н а м и ч е с к о й 
с и с т е м ы  - точка х динамич . системы jl (или, в 
иных обозначениях,  f ( t ,  · ) ,  см. [ 2 ] ) ,  заданной на мет
рич . пространстве S , удовлетворяющая условию: для 
велкого Е> О  найдется Т> О такое , что все точки тра
ектории jlx содержател в Е-окрестности велкой дуги 
временной длины Т этой траектории (иными словами, 
при любом т Е IR. Е-окрестность множества 

{f1x} , t Е [т, т +  Т ] , 

содержит всю траекторию jlx) . В этом случае ftx наз . 
р е  к у р р е н т н о й т р а е к т о р и е й .  

Т е о р е  м а Б и р к г о ф а : если пространство S 
полное (напр . ,  S= IR.n) ,  то 1 )  для того чтобы точка бы
ла рекуррентной ,  необходимо и достаточно , чтобы за
мьшание ее траектории было .мипимальпы,�� .мпожество.м ; 
2) для того чтобы существовала Р .  т . , достаточно , что
бы существовала точка,  устойчивая по Лагранжу (см. 
Устойчивость по Лаграпжу) . 

Р .  т .  устойчива по Лагранжу и по Пуассону (см . 
Устой<tивость по Пуассопу) . Почти периодическая (в 
частности , неподвижнал или периодическая) точка ди
намич . системы рекуррентна . Вообще , велкал точка 
строго эргодической динамич. системы рекуррентна, но 
сужение динамич . системы на замыкание рекуррентной 
траектории (минимальное множество) может не быть 
строго эргодической динамич . системой (п р и м е р 
М а р к о в а ,  см. [ 2 ] ) .  

Лит . :  [ 1 ] Б и р и г  о ф д . Д . ,  Динамичесине системы, пер .  с 
англ. , М . , 1 9 4 1 ;  [2] Н е м ы  ц и и й В .  в . ,  С т е п а н о в В .  В . ,  
Начественнан теория дифференциальных уравнений ,  2 изд. ,  
М .- Л . ,  1 949 . В .  М. Миллиоищипов. 

РЕКУРРЕНТНАЯ ФОРМУ ЛА - то же, что per;yp
pP11mnoe соотпошепие. 

РЕКУРРЕНТНАЯ ФУНКЦИЯ - функция,  лвллю
щалсл реr;уррептпой точr;ой сдвигов динамич . системы .  
Эквивалентное определение : функция qJ : IR-+S, где S -
метрич . пространство , наз . рекуррентной , если она 
имеет предко�шактное множество значений , равномер
но непрерывна и для велкой последовательности чисел 
t k Е IR. такой , что существует предел 

� ( t ) = l iш <p ( t k + t ) 
k� 00 

(п р е д е л в к о м п а к т н о о т к р ы т о й т о п о
л о г и и ,  т. е .  равномерный на каждом отрезке ) ,  най-
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дется последовате.11Ьность чисел 'tk E IR  такая , что пав .  р е к у р р е н т н ы м  с о б ы т и е м, наступив

в компактно открытой топологии . 
Если !p . IR-+/Rn - ограниченпая равномерно непре

рывная функция ,  то найдутся tk Е 1R такие , что предел 

(в комnактно открытоii топологии) существует и явля
ется Р ф. Всякая почти периодич.  функция и, в част
ности , всякая периодич . функция являются Р .  ф .  

Лит. :  [ 1 ]  Итоги на�·ии и техниии. Математический анализ ,  
т .  12 ,  М . ,  1 97 4 ,  с .  7 1 - Н •6 . В . М. М11о11лиопщи"ов. 

РЕКУРРЕНТНОЕ СООТНОШЕНИЕ, р е  :к у р р е п т
н а я ф о р м у л а , - соотношение вида 

an + p = F (n , an >  an + l •  . . . , an+ p- 1) , 
к-рое позволяет вычислять все члены последовательно
сти ai ,  а2 , а3 ,  • • •  , если заданы ее первые р членов . При
меры Р. с . :  1) anн= q · aп (q ;t O) - геометрич . прогрес
сия , 2) ап+ 1= ап+ d - арифметич. прогрессия, 3) an+ 2= 
=ап + 1 + an - последовательность чисел Фибопаччи . 

В случае,  когда Р .  с .  линейно (см .  В оавра т н ая после
довательность) , задача описания множества всех по
следовательностей, удовлетворяющих данному Р .  с . , 
имеет аналогии с решением обыкновенного однород
ного линейного дифференциального уравнения с по
стоянными коэффициентами . 

Лит . :  [ 1 ]  М а р  и у m е в и ч А. И. , Возвратные последова-
тельности , 2 изд. , М. , 1 97 5 . С. Н. Арте.мов. 

РЕКУРРЕНТНЫЕ СОБЫТИЯ в п о  с л е д о в а
т е л ь н о с т и  п о в т о р н ы х  и с п ы т а п и i'1 с о  
с л у ч а й п ы м и и с х о д а м и - ряд событий 
A t , А 2 ,  • • •  , А т . . .  таких , что наступление события 
А n определяется исходами первых n испытаний, n= 1 ,2,  . . .  , а при условии , что паступило событие А "' 
наступление события A m , т> п , определяется исхода-
1\IИ (п+ 1 )-го , (п+ 2)-го и т .  д. до т-го испытаний, при
чем при условии одновременного наступления событий 
A n и А т ( т> n)  исходы первых n и последующих m-n 
испытаний условно неэависимы . 

Более точно, пусть Х - совокупность (конечная или 
счетная) всех исходов отдельного испытания , Х [ ! • n] _  
пространство последоватеJiьностеii (х1 , • • •  , Хп) , х; Е Х , 
1= 1 ,  . . .  , n ,  исходов при n испытаниях, n= 1 ,  2 ,  3 , . . .  , 
и x [ l ,  оо ] _ пространство бесконечных последовательно
стей (х1 , • • •  , Хп . . . ) ,  х; Е Х , 1 = 1 , 2 ,  . . .  , n ,  . . .  , исходов,  
в к-ром задано пек-рое распределение вероятпостеii р . 

Пусть в каждом пространстве Х [ ! , nJ
, n= 1 , 2 ,  . . . , выде

лено пек-рое подмножество e11� X [ l , nJ так , что для 
любых n и т, 1.;;;;п <т < оо , последовательность х = 
- (- - [ ! , т ] , - п - -
-- х1 , . . . , Хт ) Е Х такая ,  что х/ 1  = (.r 1 , . . . ,хп ) Е е" ,  
принадлежит Em в том и только в том случае , когда 
последовательность 

Если последнее условие выполнено и 

р { x E X [ t ,  оо > : х \'r = x} = p {x E X [ t ,  "' > : х \� = 
= х / � } Р { х Е x [ l ,  "' > : х  /�н = х /�н } ,  

где для n_оследовательпости х =  (xl • ·  о . ,Xm · о . )  Е x [ l '  оо ]  
через х / !  обозначена последовательность 

x l f = (x; ,  xi + l • . . . , xj) , i .;;;; j ,  ( i , j ) = 1 , 2 ,  
Событие 

шим после n испытаний . 
П р и м е р ы . 1 )  В последовательности певависимых 

бросаний монеты - события , состоящие , соответствен
по, в том, что при n испытаниях герб и решка выпадут 
одинаковое число раз (такое событие вовможно только 
при четных n) . 

2) При случайном блуждании точки по одномерпой 
решетке Z1 , пачипающемся в пуле (с пезависимыми 
при разных шагах переходами в соседние точки с ве
роятпостяАш р и q, p + q= 1 ) , события, состоящие, соот
ветственно , в том , что блуждающая точка окажется в 
нуле после п-го шага , n=2 ,4 ,  . . . , явJшются: рекуррент
ными . 

Лит . :  [ 1 ]  Ф е л л е р В . ,  Введение в теорию вероятностей и 
се приложения, пер . с англ . ,  2 изд. , т. 1 ,  М . ,  1 96 7 . Т. Ю. Поnова. 

РЕКУРСИВНАЯ ИГР А - стохастичесl'iая игра 
с терминальным выигрышем (см . также Д и н а;м ичес�>ая 
и гра) . Ввиду того, что Р .  и .  может никогда не закон
читьсЯ , необходимо определять выигрыши игроков в 
случае бесконечных партий . Авалив любой игры Шеп
ли может быть сведен к анализу пек-рой Р и , по ив-ва 
возможности бесконечных партий исследование Р .  и .  
в общем случае сложнее , чем исследование стохастич.  
и1·р .  Любая антагонистическая конечная Р.  и. обладает 
значением, и оба игрока имеют стациопа рпые е-опти
мальные стратегии . Х .  Эверетт [ 1 ]  указал метод па
хождения как зпачепиii игры , так и оптимальных стра
тегий. 

Лит . :  [ 1 ]  Е v е r е t t Н . , в ин. : Contributions to  the theory 
of games, v. 3, Princeto n, 1 9 57 , р. 4 7 - 7 8 . В. Н. До.мапспuй. 

РЕКУРСИВНАЯ РЕАЛИЗУЕМОСТЬ - уточнение 
иптуициопистской семантики арифметич.  суждений на 
основе понятия частично рекурсивной функции , пред
ложенное С .  Нлипи (см . [ 1 ] ,  [ 2) ) .  Для всякой замкнутой 
арифметич.  формулы F определяется отношение �нату
ральное число е реализует формулу F>> ,  обоавачаемое 
erF.  Отношение erF определяется индуктивно в соот
ветствии с построением формулы F.  1 )  Если F - элементарная формула без свободных 
перемеппых , т .  е .  формула вида s= t , где s и t - по
стоянные термы , то erF тогда и только тогда , когда е= 
=0 и значения термов s и t совпадают . 

Пусть А и В - формулы без свободных пере:\шппых . 
2) er (A &B)  тогда и только тогда , когда е= 2а . зь, 

где arA , brB . 
3) er (A V B )  тогда и тмыю тогда , когда е= 2° . за и 

arA или е= 21 · 3 Ь  и brB . 
4) er (A :::::>B )  тогда и только тогда , ногда е - гёделев 

помер такоil одноместпой частично рекурсивной функ
ции !р ,  что для любого liатурального числа а ,  если arA , 
то !р при�шпима к а и !р (a)rB . 

5) er ( l A )  тогда и только тогда ,  Iюrда er (A :::::> 1 = 0) .  
Пусть А (х) - формула без свободных перемеппых,  

ОТЛИЧНЫХ ОТ  :r ;  eCJIJI  n - натураЛЬНОе ЧИСЛ О ,  ТО n
терм , изображающиii в формальпоП арифмстю>е чис
ло n .  

6 )  er(3.tA (х) ) тогда и только тогда , когда e= 2n . за 
и arA (n) .  

7 )  er (\f.rA (.r ) )  тогда и только тогда , когда е - гёде
лев помер такой общерекурсивной фупкцпи /, что для 
любого натуральпого n число f (n) реализует А (n} . 

Замкнутая формула F называется р е а л и з у е
м о й , если существует число е , реализующее F . Фор
мула А (у1 , • • . . ут ) , содержащая свободные перемен
вые у1 , • • •  , Ym • может рассматриваться как предикат 
от у1 , • • •  , Ym («формула А (у1 , • • •  , ут ) реализуема») .  
Е сли формула F выводима из реализуемых формул в 
иптуициопистском арифметическом исчислении , то F 
реализуема (см . [ 3] ) .  В частп?сти ,  всякая формула , до
казуемая в ивтуиционистскоп арифметике, реализуема. 
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Можно указать таную формулу А (х) , что формула к В, если существует всюду определенная вычислимая 
Vx (A (x) V l A  (х ) ) не реализуема . Соответственно ,  в функция f такая , что для всех х из N 
этом случае формула l Vx (А (х) V А (х) ) реализуема , х Е А � f (х) Е В .  хотя является классически ложной . 

Всякая предикатпая формула �(, доказуемая в ин- Если f можно выбрать разнозначной, то говорят, что 
туициопистском исчислении предикатов , обладает тем А 1 -с в о д и м о к В .  
свойством, что каждая арифметич. формула , получаю- Обобщением т-сводимости является т а б л и ч н а я 
щаяся из & подстановкой , реализуема . Предикатвые (tt-) сводимость . Множество А tt-сводимо к множеству 
формулы , обладающие этим свойством , паз . р е а л и- В ,  если существует алгоритм , к-рый для каждого х 
з у  е м ы  м и .  Было показано [4] , что пропозициопаль- дает набор чисел <tf , t� , . . .  , t�(X )> и булеву функцию 
пая формула �х (Yl · • .  , Y n(x> ) , причем 

( ( l l D => D) :::J ( l  · 1  D v l D))  => П "l D V l D) , 
где D обозначает формулу l P v l q ,  реализуема , но 
не выводима в интуиционистском исчислении высказы
ваний . 

Лит. : [1] К 1 е е n е S. С . ,  <cJ ,  Symbolic Logic», 1 9 4 5 ,  v. 1 0 , р. 1 09-24; [2] Н л и н и с. Н . , Введение в метаматематину, 
пер .  с англ . , М. , 1 9 5 7 ;  [3] N е 1 в о n  D . ,  �тrans. Amer. Math. 
Soc . », 1 9471 v .  6 1 ,  р.  307-68 ; [Z.) R о s е G. F . , там же, 1 95 3 ,  v .  7 5 , 
р. 1- 1 9 ;  L5] Н о в и н о в П. С. , Нонструнтивнал математичес
нал логина с точни зрения нлассичесной, М. , 1 9 7 7 .  

в .  Е. ПJtUCI<O. 

РЕКУРСИВНАЯ ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ - раздел тео
рии рекурсивпых фующий, в к-ром рассматриваются 
и классифицируются подмножества натуральных чисел 
с алгоритмич . точки зрения, а также исследуются струк
туры , возиикающие в результате такой классификации . 
Для каждого множества А , к-рое является подмноже
ством множества всех натуральных чисел N ,  можно 
сформулировать следующую п р о б л е м у р а з р e
tti и м о с т и: существует ли алгоритм, позволяющий 
для любого х Е N ответить на вопрос о принадлежtrости 
х к А ?  

Математическая постановка проблем такого рода , 
как и развитие Р .  т .  м . , стала возможна лишь в 40-х гг . 
20 в .  после успешl!:ой формализации интуитивного по
нятия (алгоритмически) вычuсJtuмой фупr;ции .  Области 
значений таких функций образуют семейство р е к у р
е и в и о п е р е ч и с л и м ы  х м н о ж е с т в ( р .  п .  
м . ) . Множества , для к-рых сформулированпая выше 
проблема разрешима , пав . р е к у р с и в н ы м и .  Точ
нее , А рекурсивно тогда и только тогда , когда А и N"-.,A 
оба являются р. п. м . Первыми примерами нерекур
сивных р. п. м. оказались т. н. креатИвiiЫе (твор'lеские) 
множества. Именио, р .  п .  м .  К пав . к р е  а т й в н ы м, 
если существует вычислимая функция , к-рая по номе
РУ любого р. п . м. А ,  не пересекающегося с К ,  выдает 
число, принадлежащее N"-.,(K U A ) .  Одновременно с 
креативными множествами были обнаружены и другие 
перекурсивные р .  п. м . , в частности простые . Р .  п .  м. 
паз . п р  о с т ы  м,  если оно имеет бесконечное дополне
ние , к-рое не содержит бесконечных р .  п. м. Таким об
разом, уже для р .  п .  м. возникает тонкая проблема 
классификации их проблем разрешимости . Одним из 
инструментов для такой классификации служит поня
тие с в о д и м о с т и .  На интуитивном уровне мно
жество А с в о д и м о к множеству В ,  если существует 
алгоритм, к-рый решал бы nроблему вхождения эле
ментов для множества А при условии , что есть возмож
ность по мере надобности пользоваться информацией 
о принадлежности тех или иных натуральных чисел 
множеству В .  В этом случае А оказывается в опреде
ленном смысле «рекурсивным» относительно В ,  а обыч
ные рекурсивные множества - «рекурсивiiЫМИ» отно
сительно любого множества . Такая сводимость в са
мом общем виде (точная формулировка к-рой достаточ
но сложна) пав . т ь ю р и н г  о в о й , или Т-с в о д и
м о с т ь ю .  Накладывая те или иные ограничения на 
алгоритм, участвующий в понятии сводимости , прйхо
дят к оnределению других сводимостей, напр . 1 - ,  т- , 
Ьu- или tt-сводимости . В частности , А т-с в о д и м о 

х Е А � Рх (х ( ti } ,  . . . , Х. ( t�,x1) ) =1 ,  
где ')((t) =1 ,  если t E B ,  и x(t ) = O  в противном случае . Если 
А можно таблично свести к В так, что n (х) будет ограни
чено пек-рой константой ,  то говорят , что А о г р а н  и
ч е н н о т а б л и ч н о ( Ьtt-) с в о д и т с л к В .  

Пусть r - пек-рая сводимость . Пишут А <.,В , если 
множество А r-сводимо к В .  Отношение <-r должно 
быть предпорлдком . Если положить 

А =, В � (А ..;;;,В & В ..;;;,А) ,  
то =r будет отношением эквивалентности , отдельный 
класс к-рой паз . r-c т е п е и ь ю (и рекурсивно перс
числимой r-степенью , если этот класс содержит р. п. м . ) .  
Тьюринговы степени известны в литературе и как 
с т е п е tt и н е р  а з  р е  m и м о с т и. Отношение <., 
порождает частичное упорядочение всех r-степенеfr. 
Сводимость r' слабее, чем r, если А <.,В влечет А <.r·B . 
Частично упорядочениые множества r-степепей для 
т- и более слабых сводимостей образуют верхние полу
решетки (что неверно для 1-степеней) ,  имеющие наи
меньший элемент 0-r-степень рекурсивных множеств. 
Если ограничиться изучением только рекурсивно пере
числимых r-степеней, то они имеют также и наиболь
ший элемент 1 ,  к-рый паз.  п о  л н о й r - с т е п с
н ь ю. Р. п. м . , содержащиеся в полпой r-степепи ,  паз . 
r-п о л н ы м и .  М и н и м а л ь н ы . м и r-c т е п е и я
м и паз . такие , к-рые имеют лишь единствеиную стро
го меньшую r-степень, а именно О .  

После определения той или иной сводимости ее  изу
чение развивается в основном в двух направлениях . 
Первое связано с вопросами описания верхней полу
решетки степеней относительно введенной сводимости . 
Известным примером проблемы такого типа явилась 
п р о б л е м а  П о с т а ( 1 ] : верно ли , что все рекур
сивно перечислимые перекурсивные множества имеют 
одну и ту же степень неразрешимости? Или ,  другими 
словами , верно ли , что полурешетка рекурсивно пере
числимых степеней неразрешимости состоит лишь из 
двух элементов? Получено отрицательное решение этой 
проблемы [2] . Решенил этих вопросов о строении верх
них полурешеток рекурсивно перечислимых т-, tt- и 
Т-степеней являются определениыми вехами в изуче
нии сводимостей.  В нач. 1960-х гг .  было доказано , что 
полурешетка Т-степеней (везде ниже подразумеваются 
полурешетки рекурсивно перечислимых степеней) не 
является решеткой и не имеет минимальных эле11rентов; 
тогда же было отмечено существование минимальных 
т-степеней и показано, что полпал т-степень не яв
ляется точной верхней гранью двух несравнnмых т
степеней.  Позднее выяснилось, что этот факт не имеет 
места для Ьtt- и более слабых сводимостей.  Ю. Л .  Е р
шов [4] доказал, что верхняя полурешетка т-степеней 
не является решеткой и что под нек-рыми ее элемента
ми нет минимальных .  Аналогичные результаты , а так
же существование минимальных элементов , были по
лучены для полурешеток Ьtt- и и-степеней (5 ] . Установ
лено , что элементарные теории полурешеток т- , Ьtt- , 
tt-, Т- и нек-рых других степеней попарно различны. 

Второе направление свявано с вопросами о '!'ОМ,  ка
кие r-степени, сколько их и как они расположены в сте• 
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певлх относительно более слабой сводимости , чем r .  
В частности , полвал Т (и-, Ыt-) -степевь содержит счет
вое число рекурсивно перечислимых и (соответственно 
Ьtt- ,  т-) -степевей .  С другой стороны , существуют не
рекурсивные Т ( Ьtt- ) -степени, состоящие из одной 
и (т- ) -степени , но каждая перекурсивная и-степень 
содержит, по крайней мере , две Ыt-степени . 

К изучению р .  п .  м. имеютел и другие подходы, не 
связанные с понлтием сводимости . Один из них заклю
чается в следующем. Все р. п. м. вместе с операция
ми объединения и пересечения образуют решетку «J .  
Нек-рое свойство р .  п .  м .  ваз .  т е о р е т и к о-р е ш е
т о ч н ы м, если оно сохранлетел при всех автомор
физмах «J . Такими, на пр. , являютел свойства «быть 
рекурсивным>> ,  <<быть простым>> или <<быть максималь
ным>> множеством . Р. п. м. А ваз . м а к с и м а л ь
н ы м (r-м а к с и м а л ь н ы  м) , если его дополнение 
бесконечно и не может быть разбито р. п. м. (соответ
ственно рекурсивным множеством) на две бесконечные 
части . Классич . результатами, связанными с изуче
нием 11, могут служить теоремы о существовании мак
симальных множеств и о возможности разбиения любого 
верекурсивного р. п. м. на два верекурсивных р. п. м .  
(см . [ 2] )  и теорема о существовании т-максимального 
множества без максимальных надмножеств (см . [ 3] ) .  

Понлтие максимального множества возникло в связи 
с надеждой, что они окажутел не Т-полными . Это было 
бы естественным решением проблемы Поста . Сам 
Э. Пост, накладывал все более жесткие ограничения на 
дополнения р. п. м . ,  определил классы гиперпростых и 
пшергиперпростых множеств , показав , что гинерпростые 
множества не могут быть и-полными. При зтом р. п. м . А с бесконечным дополнением ваз .  г и п е р п р о с
т ы  м (г и п е р г и п е р п р  о с т ы  м) ,  если не су
ществует вычислимой последовательности попарно не
пересекающихсл конечных (соответственно рекурсивно 
перечислимых) множеств , каждое из к-рых имеет не
пустое пересечение с дополнением А . Определение этих 
классов множеств дается не в теоретико-решеточных 
терминах,  и в действительности удалось показать , что 
<<быть гиперпростым>> не является теоретико-решеточ
ным свойством . Однако доказано, что р. п. м. А с бес
конечным дополнением является гипергиперпростым 
тогда и только тогда , когда для любого р. п. м. В су
ществует рекурсивное множество R такое , что R=B 
и (B"'-A )=R , т .  е .  свойство «быть гипергиперпростым» 
оказалось теоретика-решеточным. Было построено ги
пергиперпростое множество без максимальных над
множеств , а также доказано , что для любого перекур
сивного р .  п .  м .  А существует автоморфизм Ф решетки 11 такой, что Ф (А ) является Т-полным множеством 
[ 6] . Таким образом , надежда найти теоретико-решеточ
ное свойство , к-рым не обладали бы рекурсивные и 
Т-полные множества, не оправдалась . 

Имеется также концепция (в духе [ 7 ] ) , согласно 
к-рой Р. т. м. должна изучать свойства ПО/\Множеств N , 
сохранлющиесл при рекурсивных перестановках .  В со
ответствии с зтим говорят, что множества А и В имеют 
один и тот же т и п р е к у р с и в н о й з к в и в a
JI е н т н о с т и, если существует разнозначная вычис
лимал функция f такал , что j (A ) = B  и j- 1(B ) = A . 
Типы рекурсивной зквивалентности,  не содержащие 
множеств ,  имеющих бесконечные рекурсивно перечис
лимые подмножества , ваз . и з  о л л м и. После опре
деления для изолей подходящим образом операции ело
женил и умноженил стала развиваться <<арифметикю> 
изолей. 

Изучение свойств р .  п .  м .  и сводимастей не только 
взаимосвязано с другими направлениями теории ре
l(урсивных функций, но и находит применение в логи
ке , теории моделей и алгебре . Р .  т .  ы. имеет в своем 
арсенале собственные , присущие пока только ей мето-

ды исследований . Наиболее известным является т. н .  
приоритета .метод , с помощью к-рого получаютел осо
бенно глубокие результаты . 

Лит . :  [ 1 ]  Р о s t Е .  L. , <• Bull . Amer. мatl1 . Soc .» ,  1 9 4 4 ,  v .  5 0 , 
р. 284- 3 1 6 ;  [2] F I' i е d Ь е r g R. М . ,  «J .  S ymbolic Logic», 
1 9 5 8 ,  v. 23 ,  р .  3 09 - 1 6 ;  [3]  L а с h 1 а n А .  Н . , «Trans. Amer. 
Math. Soc. >>, 1 9 6 8 ,  v .  1 3 0 ,  М 1 , р .  1 - 3 7 ;  [4]  Е р ш  о в Ю. Л. , 
«Алгебра и логика•> ,  1 9 6 9 ,  т. 8 ,  М 5, с. 523- 5 2 ;  [5]  Д е г т е в 
А. Н . , <•Успехи матем. наую>, 1 9 7 9 , т. 3 4 ,  в. 3, с. 1 37 - 6 8 ;  [6]  
S о а r е R .  I . ,  «Bul l .  Amer.  Math. Soc. >> ,  1 9 7 8 ,  v. 84 ,  .N ;  6,  р .  
1 1 49 - 8 1 ; [7]  D е k k е r J .  С .  Е . ,  М у h i 1 1  J . , «Univ. СаШ. 
puЬI. math.» ,  1 96 0 ,  v. 3 ,  М 3 ,  р .  6 7 - 2 1 3 ;  [8] М а л ь  ц е в А . И. , 
Алгоритмы и рекурсивные функции ,  М . ,  1 9 6 5 ;  [9]  Р о д ж е р с  Х . ,  
Теория рекурсивных функций и эффективная вычислимость , 
пер . с англ . , М . ,  1 9 7 2 .  А .  Н. Дегmев.  

РЕКУРСИВНАЯ ФУНКЦИЯ , ч а с  т и ч н о р е
к у р с  и в н а л ф у н к ц и я , - одно из математич. 
уточнений интуитивного понятия вычисли.мой функции , 
определяемое следующим образом . Рассматриваютел 
функции, заданные на натуральных числах и с нату
ральными значениями . Функции предполагаютел ч а
с т и ч н ы м и ,  т .  е. определенными , вообще говоря , 
не для всех значений аргументов . Следующие функ
ции наз . п р  о с т е й  ш и м и :  S ( х )= х+ 1 ,  о (х ) = О ,  
l �  (х1 , . • . ,х" )= хт(1";;;;;;т";;;;;;п ) .  Б удем говорить , что п-ме
стнал функция 'Ф пол учена из т-местной функции ер и 
п-местных функций /1 , . • . ,fm с помощью о п е р  а т о
р а с у п е р п о з и ц и и, если для всех х1 , • • •  ,xn име
ет место равенство 

-ф (х! , . . . , хп) = ер (f1 (х1 , . . .  , хп) ,  . . . , fт (Xt , . . .  , х п) ) .  
Скажем, что ( п+ 1 )-местнал функция f пол учаетел из 
п-местной функции ер и ( п+ 2 )-местной функции 'Ф с 
помощью о п е р а т о р а п р и м и т и в н о й р е
к у р  с и и , если при любых значениях х1 , • • •  , х" , у 
выполняютел равенства 

f (х1 , • • • , Xn , О ) = ер (х1 , • • • , Хп) ,  
t (x1 , • • •  , х" , у + 1 ) =-ф (х1 , . • . , xn , у , f (x1 , • • •  ,х", у) ) . 

Будем говорить , что п-местнал функция f получаетел 
из ( п+ 1 )-местной функции ер с помощью о п  е р а т о
р а м и н и м и з а ц и и ,  или наи.менъшего числа опе
ратора, если для любых х1 , . . . ,х" , у выполнено усло
вие f (х1 , • • •  , х,. ) =у тогда и только тогда , когда значе
ния ер (х1 , • • •  ,х,. ,О ) , . . .  , ер (х1 , • • •  , х,. , у-1 )  определе
ны и не равны О, а ер (х1 , • • •  ,х ,. , у )= О .  Ч астичная функ
ция f наз . р е  к у р с и в н о й, если она может быть 
получена из простейших функций с помощью конеч
ного числа применений операторов суперпозиции , при
митинной рекурсии и минимизации . 

Иными словами , f является Р .  ф . , если существует 
такал конечная последовательность частичных функ
ций g1 , . . .  ,g,. , что gk= f и каждая функция этой после
довательности либо является простейшей, либо полу
чаетел из предыдущих с помощью операторов супер
позиции, примитинной рекурсии или минимизации . 
С помощью метода ариф.метиаации можно nолучить 
пересчет всех таких описаний Р. ф . ,  а именно, можно 
указать алгоритм ,  к-рый каждому натуральному числу 
х сопоставляет нек-рое описание Р. ф .  Задаваемую этим 
описанием Р .  ф. обычно обозначают ерх , а х наз . ее г ё
д е л е в ы м н о м е р о м .  

Всюду определенные Р .  ф .  наз . о б щ е р е к у р
е и в н ы м и. Существуют Р .  ф . ,  к-рые не могут быть 
продолжены до общерекурсивных .  

Для любой Р .  ф .  можно указать алгоритм вычисления 
ее значений , т. е. все Р. ф. суть вычислимые функции . 
Распространенная гипотеза , известная под названием 
т е з и с а Ч ё р ч а, состоит в том , что велкал вычис
лимал функция является Р. ф .  Эта гипотеза подтверж
дается рядом фактов .  Так , все рассматривавшиеся в 
математике конкретные функции, признаваемые вычис
лимыми в интуитивном смысле этого слова , оказыва
лись рекурсивными .  Понятие Р. ф.  оказывается совпа
дающим по объему с другими математич.  уточнениями 
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ПОНЯТИЯ ВЫЧИСЛИМОЙ фуНКЦИИ (папр . ,  С ПОПЯТИЯМИ функ
ЦИИ , вычислимой па машине Тьюрипга , вычислимой 
с помощью нормального алгорифма Маркова и др . ) .  

Возможны различные определения класса всех Р .  ф .  
через исходные функции и порождающие операции . 
В частности , велкал Р .ф .  может быть получена из функ
ций 

а (х , у) = х + у ,  т (х, у) = х · у ,  [� 
и 

( { О , если х < у , 
k х , у) = 

1 ,  если х �  у , 
с помощью конечного числа применепий операторов 
суперпозиции и минимизации. 

Лит. : [ 1 ) М а л ь ц е в А.  И . ,  Алгоритмы и рекурсивные 
функции , М. , 1 96 5 ;  [2] Р о д ж е р с Х. , Теория рекурсивных 
функций и эффективная вычислимость , пер . с англ. , м . ,  1 972 .  

В .  Е.  Пдисхо. 
РЕКУРСИВНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ - часто приме

няемый в математике способ задания функций, при 
к-ром значение искомой функции в данпой точке опре
деляется через ее значения в предшествующих точках 
(при подходящем отношении предшествованил) .  Р. о .  
теоретико-числовых функций являютел объектами изу
чения в теории алгоритмов (см. Репурсия ) .  В теории 
множеств постоянно используется для определения 
функций на ординалах трансфинитная репурсия . В 
более общем плане Р .  о .  рассматриваютел в теории до
пустимых множеств, в основе к-рой лежит некий син
тез идей теории множеств и теории алгоритмов (см. 
( 2 ] ) . 

Лит. : [ 1 ]  Р о д ж е р с  Х . ,  Теория рекурсивных функций и 
эффективная вычислимость, пер. с англ. , М. , 1 97 2 ;  l 2 ]  В а r
w i s е J . ,  AdmiSIЬ!e sets and structures , в . ,  1 97 5 .  Н. В .  Беляпин. 

РЕКУРСИВНОЕ ОТНОШЕНИЕ - такое отношение 
Rc::Nn, где N - множество натуральных чисел, что 
функция j, определенпал на Nn условием 

( 
{ 1 ,  если <х1 , . . • , хп> Е R ,  

f Xt , . . . , хп) = d" О ,  если <х1 , • • •  , xп)'f..R , 
является репурсивной фунпцией . В частности, при лю
бом n универсальное отношение Nn и нуль-отношение 
g являютел Р .  о. Е сли R и S суть п-местные Р .  о . , 
то отношения R U S , R П S, R ' = Nn"-,R ,R"-,S также бу
дут Р. о. Относительно операций U ,  П , ' система всех 
п-местных Р. о. образует булеву алгебру. в . Е. Плисхо . 

РЕКУРСИВНОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ТИП - класс 
эквивалентности для отношения ре_курсивной эквива
лентности, т. е. совокупность всех подмножеств нату
рального ряда , каждые два из к-рых могут быть прине
девы во взаимно однозначное соответствие с помощью 
частично репурсивной фунпции .  Таким образом, понл
тие Р .  э .  т. служит в репурсивной теории :множеств 
аналогом понятия мощности в классич . теории мно
жеств . Так как любые два конечных множества рекур
сивно эквивалентны тогда и только тогда , когда они 
содержат одинаковое число элементов,  то Р .  э .  т .  ко
нечного множества полностью характеризуется мощ
ностью этого множества . Для бесконечных множеств 
натуральных чисел , несмотря на их равномощпость , 
это не так : совокупность всех таких множеств распа
дается на множество континуальной мощности различ
ных Р. э. т. При этом велкий Р .  э. т. (кроме Р. э. т .  
пустого множества ) сам является счетным множеством. 
Множества, принадлежащие одному Р . э .  т . ,  сходны в 
отношении нек-рых алгоритмич . свойств . Так , беско
нечные рекурсивно перечислимые множества (как ре
курсивные , так и нерекурсивные)  образуют один Р. э. т .  
Так как  множество, рекурсивно эквивалентное про
дуктивному, само является продуктивным, велкий 
Р .  э. т . ,  содержащий продуптивпое :множество , состоит 

-ti 3 1 Математическая энц . , т .  4 

только из продуктивных множеств; так же обстоит дело 
с и:м:мунны:ми :множествами. Теория Р. э. т. иммунных 
множеств , называемых вместе с Р .  э .  т. конечных мно
жеств изо.ая:ми, разрабатывалась особенно интенсивно . 

Над Р .  э .  т .  определяютел алгебраич . операции, 
важнейшими из к-рых являютел сложение и умножение : 
если А и В суть Р .  э .  т . ,  а Е А , � Е В ,  причем а состоит 
из четных чисел , а � - из нечетных, то А +В есть 
Р .  э .  т. множества a U �; А · В  есть Р .  э .  т. множества 
j (а Х �) , где j - общерекурсивная функция, взаимно од
нозначно отображающая декартов квадрат натураль
ного ряда на натуральный ряд . Алгебра Р .  э .  т. тесно 
связана с алгеброй кардинальных чисел , развиваемой 
без аксиомы выбора . Совокупность изолей замкнута 
относительно указанных операций . 

П редпринимались попытки перенесения понятия 
Р .  э .  т .  на классы множеств . 

Лит. : [ 1 ]  Р о д ж е р с  Х . , Теория ренурсявных фуннций и 
эффективная вычислимость, пер. с англ. , М. , 1 97 2 ;  [2] D е k
k е r J. С. Е . ,  М у h i 1 1  J . ,  Recursive equivalence types , Berk. 
Los Ang. , 1 960 .  - В. А. Душспий. 

РЕКУРСИВНЫЙ ОПЕРАТОР - всюду определен-
ный частично репурсивпый оператор . В. Е. Плиспо. 

РЕКУРСИВНЫй ПРЕДИКАТ - предикат Р (х1 , 
. . .  ,хп) , определенный на натуральных числах и та
кой, что функция j, заданная на натуральных числах 
условием 

{ 1 ,  если Р (xt ,  . . .  , хп) истинно , 
f (xl , · · · , xп) =  

О,  если Р (х1 , . . • , хп) ложно , 

является репурсивной фунпцией . В. Е. Плиспо. 
РЕКУРСИИ ВЫСШИХ СТУПЕНЕЙ - репурсивные 

опреде.л,ения , в к-рых в качестве вспомогательных объ
ектов наряду с числовыми функциями используютел 
нек-рые функциопалы более высоких типов . Напр . ,  для 
случал рекурсии второй ступени таковыми являютел 
«подстановочные>> функционалы вида 

Vx, . . . Xn (al ,  . . .  , am f (Xt , . . . , Хп) ) = f (а! , . . .  , an) , 

а также функциопалы ,  получаемые из них посредством 
этой рекурсии . Интересное свойство Р .  в. с. заклю
чается в том, что :многопратную репурсию можно свести 
к однократной за счет перехода к более высокой сту
пени . На этом основан метод приведения многократных 
рекурсий к нормальной форме . Следует иметь в виду, 
что терминологию в этой области нельзя считать окон
чательно установившейсл .  В частности, под термином 
<<Р .  в. с . >> иногда понимают нормальные формы много
кратных рекурсий. 

Лит. :  [ 1 ]  П е т  е р  Р . , Рекурсивные фуннции , пер . с нем . ,  
М. , 1 95 4 .  Н. В .  Б еляпин. 

РЕКУРСИЯ - способ определения функций, лв
ллющийсл объектом изучения в теории алгоритмов и 
других разделах математич . логики . Этот способ давно 
применлетел в арифметике для определения числовых 
последовательностей (прогрессии, чисел Фибоначчи и 
пр . ) .  Существенную роль играет Р .  в вычислительпой 
математике (рекуррентные методы) . Наконец, в теории 
множеств часто используется трансфинитнал Р . 

Долгое время термин «Р .» употреблллся математика
ми, не будучи точно определенным . Его приблизитель
ный интуитивный смысл можно описать следующим об
разом .  Значение искомой функции f в произвольпой 
точке х (под точкой подразумевается набор значений 
аргументов) определяется , вообще говоря , через зна
чения этой же функции в других точках У, к-рые в 
каком-то смысле <<nредшествуюТ>> х. (Само слово <<ре
курсия» означает «возвращение >> . )  l\онечно ,  в нек-рых 
<<исходных» точках зна чения f должны задаваться не
посредственно . Иногда при помощи Р. определяютел 
одновременно несколько функций; тогда вышеприве
денные разъяснения нуждаются в соответствующей мо-
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дифинации . Примеры раанообразnых Р .  будут даны 
ниже .  Отношение «х1 предшествует х2» (где х1 , х;; 
принадлежат области определения искомой фушщии) 
в разных 11идах Р. («рекурсивных схемах>>) может 
иметь разь:ый смысл , однако оно должно быть «фунди
рованным» (т . е. не должно существовать бесконечной 
последоватеJiьности точек xm n=O ,  1 ,  2, . . .  , такой, что 
;n+ l  предшествует хп) . !{роме того , пеявпо подразу
мевается , что оно является «достаточно естественным» 
(напр . ,  желательно ,  чтобы это отношение усматривалось 
из самого описания рекурсивной схемы,  а не из про
цесса ее применения) . Последнее условие имеет чисто 
звристич. значение (напр . ,  для определения каких
нибудь специальных ,  сравнительно простых видов Р . ) .  
"Уточнение этого условия п о  существу неотделимо от 
уточнения самого понятия Р . ,  а для втого необходимо 
установить , какого рода формальные выражения могут 
быть признаны в качестве рекурсивных определений .  

В тех случаях , когда речь идет о рекурсивных опи
саниях числовых функций (т . е. функций от натураль
ных аргументов и с натурапьпыми значениями) , обыч
но подразумевается , что такие описания задают способ 
вычисления определяемых функций . Ниже всюду (кро
ме заключительных замечаний) термин «Р .» будет пони
маться именно в таком смысле . ПростеПшей и паибош•е 
употребительной рекурсивной схемой является п р и-
1\f и т и в н а я  Р . :  

/ (0 , х1 , • • •  , x") = g (x1 , • • • , х") , 
f ( y + 1 ,  х1 , • • • , хп) = h (у , f (y ,  х1 , • • •  , хп) , х1 ,  • . .  , хп) , 
где функции g , h предполагаются известными,  f 
определяемая функция , у - перемепная, по к-рой ве
дется Р . ,  х1 , • • • , хп - параметры , не участвующие в 
Р .  Ближайшим обобщением этой схемы является т .  н . 
в о з в р а т н а я Р . ,  охватывающая такие виды ре
курсивных определений, у к-рых , подобно примитивной 
Р . ,  только одна переменпая участвует в Р . , а соответ
ствующее отношение предшествования совпадает с 
обычным упорядочением натуральных чисел (иногда , 
впрочем, этот термин употребляется и в более широком 
смысле) . Наиболее типичная разновидность в о з в р а т
н о й  Р. такова :  

f (0 , х1 , . . .  , Хп) = g  (х1 , . . . , х") , 

j (y + f ,  Xt , . • .  , Хп) = 
= h (y , / (а:1 (у ) , х1 , . . . , х,. ) , • . .  , f (ak (Y) , х1 , • • • , х 11) , 

xl , . . .  , xll) , 
где ai ( y ) ..;;;:y , i= 1 , . . .  , k. Представллет интерес тот 
факт , что возвратную Р .  можно заменить конечным чис
лом nримитивных Р. и подстановок . Другой пример 
рекурсивной схемы,  сводящейсл к nримитивпой Р . , 
дает о д н о в р е м е н н а я Р .  вида 

/ i (0 ,  Х1 , • • · ,  Хп) = gi (xt , · · · , Хп) , 
/ i ( Y -f- 1 , х1 , . . .  , х") = 

= hi (Y , ft ( Y , Xt , . . .  , хп) , . . .  , fk (Y , Xt , . . . , х п) , 
. . . , 

где i=1 , . . .  , k .  Математич . .логика часто имеет дело с 
п р и м и т и в н о р е к у р с и в н ы м и ф у н к ц и
я м и, т .  е. с такими, к-рые можно получить за конечное 
число шагов при помощи подстановон и примитивных 
Р . ,  исходя из нек-рого фиксированного заnаса совсем 
простых функций (наnр . ,  f (x)= x+ i , f (x , у)= у и т. п . ) .  

Последовательность функциональных равенств , оnи
сывающая такое nостроение , паз . п р  и м и т и в н о 
р е к у р с и в н ы м о п и с а н и е м соответствую
щей функции . Эти описания суть синтаксич.  объекты 
(т . е . цепочки символов) , обладающие опредеJrенной 
эффективно распознаваемой структурой . Практически 

все числовые функции,  употребляемые в математике по 
какому-либо конкретному поводу, оказываются при
митивно рекурсивными . Этим в значительной мере объ
ясняется интерес к данному классу функций. 

Более сложные виды рекурсивных определений nолу
чаются , когда Р .  идет сразу по нескольким переменным. 
Такие определения , вообще говоря , выводят из класса 
примитинпо рекурсивных функций, хотя соответствую
щее отношение предшествовапия может выглядеть как 
вполне естественное . Напр . , в определении f (x , у )  !110-
гут участвовать значения f (и , v) , где и <х или и= х, 
v<y ,  как это имеет место в следующей схеме д в у
к р а т н о й  Р . :  

f (х , Y) = g (х, у) , если х = О  nли у = О ,  

f (х+ 1 , У + 1 )  = 
= h (x , у , f (x ,  а (х , у, f (x+ 1 , у) ) ) , f (х + 1 ,  у ) ) . 

Эта схема уже не сводится к примитипной Р .  С другой 
стороны , к пей сводимы многие более сложные рекур
сивные определения (см. [ 1 ] ) .  

Перечисленные частные виды Р .  имеют точные мате
матич. определения - в отличие от расплывчатых <юко
ло математических» представлепий о «рекурсии вооб
Ще>> . "Уточнение этих представлепиii естественпо мыс
лить как отыскание подходящего алгоритмич. языка 
(т . е. формального языка для описания вычислитель
ных процедур) , включающего все вообразимые виды 
Р . ,  но и ile слишком широкого.  Правомерно ожидать, 
что выработка такого уточнения может потребовать 
дополнительных соглашений , вносящих нечто новое в 
интуитивное понимание Р .  В этой связи пебезинтересно 
отметить , что все расемотрепные выше рекурсивные 
схемы ориентированы на порождение тотальных (всю
ду определенных) функций . Так, если в схеме прими
типной рекурсии g, h тотальны , то такова же и f. И во
обще , рекурсивные определения , задающие частичные 
функции , с интуитивной точки зренn:я выглядят не
сколько искусственно . Однако есть причипы привлечь 
такие Р. к рассмотрению . Это связано с т . п. д и а г о
н а л ь н ы  м м е т о д о м. Именно ,  пусть дан алгорит
мич. язык L , в н-ром определимы лишь тотальные 
функции , и пусть сиптаксич. конструкции L не выво
дят за nределы интуитивно понимаемой рекурсивно
сти . Rонечпо подразумевается, что выражения языка 
L (являющиеся описаниями функций) алгоритмически 
распознаваемы и что имее:rся единообразный способ 
вычисления функций, представимых в L, по их опи
саниям. Еели рассматривать выражения в L просто 
как цепоЧ1tи символов , то каждую такую цепочку мож
но считать изображением натурального числа в под
ходящей системе счисления, являющегося «кодом>> дан
ного выражения . Пусть теперь функция G (т ,  х) опре
делена так . Если т есть код описания (в языке L) 
неи-рой одноместной функции /т ,  то G (т , х)= !т (х) . 
В противном случае G (т,  х)= <р (х) , где <р - какая
нибудь фиксированная функция , представимая в L .  
Ясно, что G (т,  х) вычислима и тотальна и такова же 
функция F (x) = G (x , х)+1 . Но F невыразима в L, ибо 
ни при каком т невозможно равенство F (т) = /m (т) . 
(В этом рассуждении существенно испольвована то
тальность F . )  Возникает вопрос : является ли данное 
описание F рекурсивным? Если в качестве L ваять язык 
примитивно рекурсивных оп:nсаний, то оно окавывает
ся сводимым к двукратной Р .  В общем с.лучае ситуа
ция неясна ив-за расплывчатости интуитивных пред
ставлений о Р . ,  так что положительный ответ на по
ставленный вопрос представляет собой дополнительное 
соглашение . Е сли принять его (как зто неявно делает 
современная логика) , то язык L, описывающий в точ
ности все виды «тотальной>> Р . ,  оказывается невозмож
ным. 
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Между 'rем , если в L вырааимы также частичные РЕЛАКСАЦИИ МЕТОД, о с л а б л е н и л м е-
функции (и пх описания признаются рекурсивными) , т о д ,- метод итерационноrо решенип системы линей-
то диаrонализация не обязательно выводит за пределы ных алrебраич . уравнений А х= Ь , элементарный шаг 
L ,  так что такой языR в принципс может быть приrод- к-роrо состоит в изменении только одной компоненты 
ным для адекватного уточнения рекурсивности . Прав- вектора неизвестных , причем номера изменяемых ком-
да , это связано с нек-рым переосмыслением самого по- понент выбираются в пек-ром циклич. nорядке . Наибо-
иятин Р . ,  и современное строгое определение этого по- лее часто Р .  м. используется для решения систем с по-
нятия не вполне согласовано с имевшимиен ранее ложительно определенной матрицей А .  
интуитивными представлениями . В новом уточненном Если измеnение одной компоненты вектора непзвест-
смысле Р .  есть пек-рая синтаксич. операций (с фиксп- ных xk осуществляется так ,  что для поnого прйблnже
рованной интерпретацией) , употребляеыая для построе- ния xll + 1 квадратичная форма (А (xk + 1 -x) , xk + 1-x) 
ния выражений в различных алгоритмич. языках. Если минимизируется , то Р .  м. паз . м е т о д о м п о  л н о й  
L-одпн из таких языков , то естествепво предполагать, р е  л а к с а ц и и .  Если же за один элементарный mar 
что в нем есть и другие синтаисич . операции , от к-рых значение квадратичной формы лишь уменьшается ,  но 
зависит конкретный вид рекурсивных описаний в L . не минимизируется ,  то Р .  м .  паз . м е т о д о м н е п о  л-
Вообще говоря , выражения языка L не обязательно н о й  р е  л а к с а ц и и .  
описывают только числовые функции . Нек-рые из них Наиболее noлno исследован м е т о д п о  с л е д о-
могут задавать функциоnальные операторы и другие в а т е л ь н о й в е р х н е й р е л а к с а ц и и ,  ног-
объекты . Это нужно , в частности , для определения Р .  д а  матрица А обладает т .  н .  свойством (А) и сотласо-
Рекурсивные описания в L - это системы функцио- ванно упорядочена . Матрица А наз . матрицей ,  обла
нальных уравнений вида /i= Ti(/1 , . . .  , /п) , i= 1 , . . .  , n ,  дающей с в о й с т в о м  (А) , если существует матрица 
где fi - определяемые функции, а Ti - выражения в перестановок р такая , что матрица РА РТ имеет форму 
L, задающие в совокупности нек-рый оператор . Но все I ID н 1 1 вырази.-.Iые в L операторы должны быть эффективными к' D, ' где Dl и D 2 - квадратные диагональные мат-
( nоскольку L - алrоритмич . язык) и потому монотон- риll,ы . 
ными (т . е .  они сохраняют отношение !р � \jJ ,  означаю- Итерационная схема Р .  М. имеет следующпй вид: 
щее , что \jJ доопределяет !р) .  В силу этого веяная система (D -j- wL) xk -t  1 = ( (1 - w) D - wи)  xk -j- wb , k = 0 ,  1 ,  . . . , уназапноrо вида обладает минимальным (в смысле от
ношеиил �) решением и, по определению , является 
рекурсивным описанием функций , составляющих это 
решение . Исходи из данного описания , искомое мини
мальное решеnие можно получить посредством следую
щего процесса . Для i= 1 , . . .  , n пусть /1- нигде не 
определенная функция и t7+I = Ti(f� ,  . . .  , !� ) , так что 
t7� t1+1 . Нетрудно убедиться , что искомые функции 
fi получаютел <<объединением>> t7 (k= O ,  1 ,  2, . . . ) .  Тем 
самым задан способ совместного вычисления fi ·  Этот же 
процесс задает более или менее естественное отношение 
предшествования на аргументах ,  к-рое и оправдывает 
(в удовлетворительной мере) употребление термина 
<<Р . >> в данной связи . 

Для того чтобы приведеиные ранее рекурсивные 
схемы подходили под такое определение , необходимо, 
чтобы язык L был не слишком беден . Так , уже в случае 
цримитивной Р .  нужны подстановка и «кусочное>> опре
деление (r . е .  задание функции несколькими равенст
вами) .  Вместе с тем этих двух синтаксич . операциii, 
в сочетании с только что определенной Р . ,  уже доста
точно длл получения всех вычислимых функций (исходя 
из простейших) . При соответствующих предположениях 
об L можно также достаточно уверенно утверждать, что 
данное определение Р . охватывает все интуитивно мыс
Jшмые рекурсивные описания . В то же время введенное 
общее определение обладает характерными чертами не
фор:маJiьно понимаемой рекурсивности , к-рые приана
ютсл существенными в современной математике . 

Плодотворность данного определения Р .  заключается 
не только в его значении длл теории алгоритмов , но и в 
том, что оно позволяет взглянуть с <<алгоритмической>> ( в обобщенном смысле) точки зрения также и на нек-рые 
конструкции абстрактной мате�штики , имеющие опре
деленное сходство с <<числовыми» Р .  (трансфинитнан 
Р . ,  индуктивные определения , рекурсивные иерархии 
и т .  п . ) . 

Лит . :  [ 1 ]  П е т е р  Р. , Рекурсивные функции, пер .  с нем. , 
М . , 1 9 5 4 ;  [2) М а л ь  ц е в А .  И. , Алгоритмы и рекурсивные 
функции , М . ,  1 9 6 5 ; [3] У с п  е н с к и й В. А . ,  Лекции о вычисли
мых функципх , М . ,  1 9 6 0 ;  [ 4 ]  l\ л и н и С. К ,  Введение в мета
математику,  пер . с англ . ,  М . , 1 9 5 7 ;  [5] М о s с h о v а k i s У .  N . , 
Elementary induction on abstract structures, Amst. ,- [а .  о ] ,  
1 97 4. · Н. В. Бе.аякин.. 
31 * 

где w - параметр релаксации , D - диагональная , L 
нижняя треугольная и и - верхняя треугольная мат
рицы из разложения A = D -j- L-j- и. Если w >1 , то метод 
н аз .  м е т о д о м в е р х н е й р е л а к с а ц и и 
(с в е р х  р е  л а к с а ц и и) , если w ..;;:: 1 - м  е т о д о м 
н и ж н е й р е л а к с а ц и и .  Параметр w выбирается 
из условия минимизации спеt\тральноrо радиуса матри
цы S перехода от итерации к итерации: 

S =  (D + wL) - 1  ( ( 1 - w) D - wи ) . 

Если А - симметричная матрица с положительными 
диагональными элементами и Л; - корни детерминант
ноrо уравнепил det (L-1-ЛD -j- U) = O, то оптимальное 
значение параметра w дается формулой 

2 w 
'= Шо =  V ' 1 + 1 - Л� 

где Л�= шах Л� . Для w= w0 спектральный радиус мат
рицы S равен 

1 -V� w0 - 1 =  
V 

< 1 .  
1 + 1 - ч 

Рассмотрены случаи, когда нек-рые Лi комплексны . 
Разработаны методы блочной реJtаксации . 

Лит. :  [ 1 )  У о u n g D .  М. , <•Trans. Amer. Math. Soc.», 1 9 5 4 ,  
v .  7 6 ,  м 1 ,  р .  92- 1 1 1 ;  [2) е г о ж е ,  I terative solution of large 
linear syвtems, N. У.  -L. , 1 97 1 ; [3) В а з  о в В . ,  Ф о р
е а й т д ж . ,  Разносtные методы решения дифференциальных 
уравнений в •шстных производных , пер . с анг;т . ,  М . , 1 96 3 ;  [4] 
Ф а  д д е е в д . l\ . ,  Ф а  д д е е в а В. Н . ,  Вычислительные мето· 
ды линейной алгебры, М . ,  1 960 .  Е.  С. Ниполаев . 

РЕЛАКСАЦИОННОЕ КОЛЕБАНИЕ - периодичес
кий процесс , при к-ром медленное , плавное изменение 
состояния объекта в течение конечного промежутка 
времени чередуется с быстрым, скачкообразным изме
нением его состояния в а бесконечно малое время . Такие 
колебательные процессы наблюдаютел во многих реаль
ных механических ,  радиотехнических , биологических 
и др . объектах (см . ,  напр . ,  [ 1 ) - [3) ) .  

Математич . моделью ,  описывающей Р .  к . ,  являются 
автопо:мпые системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений с малым параметром при части производных :  

е; = / (х, у ) ,  y=g (х , у) ,  · = djdt , (1 ) 
x E IRk ,  v E IR"' ,  0 < е .;;;; 1 . 
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Периодическое по времени t решение такой системы и а Kn v - коэффициенты , эффективно вычисляемые не-
паз. р е л а к с а ц и о н н ы м к о л е б а н и е м .  посре"дственно по  функциям f (х, у) и g (х, у) (см . [ 1 0] ) .  
Нлассич. примером системы с одной степенью свободы , Для общей системы ( 1 )  произвольного порядка остается 
имеющей Р .  к . ,  служит Ban дер Поля уравнение ( 1 983) не перекрытым результат Л .  С .  Понтрягина и 

d'x , 2 d'"C Е .  Ф. Мищенко , вычисливших асимптотику Р. к .  с a,, - л ( 1 -x ) t:tt + x = 0 (2) точностью до О (е) (см . [ 1 1 ] ,  [ 1 2] ,  [ 9] ) .  
при больших положительных значениях параметра Л 
(с этой точки зрения уже значение Л= 10  можно считать 
большим) . Если положить 

- r х ( 2 1 dx '{ 1 Y - J o  х - 1 ) dх +т а, • t = т · е = 11_, . 
то уравнение (2) приводится к системе типа ( 1 ) :  

• х• ех = у - з +х , у = - Х . 
Вопрос о существовании и числе Р .  к .  системы ( 1 ) 

решается в терминах в ы  р о ж  д е н н о й  с и с т е м ы 
f (х , у) = О , y = g (х ,  у) , (3) 

являющейся гибридной системой уравнений . Траекто
рии системы (3) в фазовом пространстве IR.k x /Rm ес
тественно трактовать как пределы фазовых траекторий 
н е в ы  р о ж  д е н н о й  с и с т е м ы  ( 1 )  при е -+  О .  
В частности , траектория Р .  к .  системы ( 1 )  при е -+  О 
стремится к замкнутой траектории системы (3) , состоя
щей из чередующихся участков двух типов: участков , 
проходимых фазовой точкой системы (3) за конечнов 
время (каждый из них лежит на поверхности f (х , у)= 
= 0) , и участков , проходимых фазовой точкой сис
темы (3) мгновенно (каждый из них начинается в т о ч
к е с р ы в а ,  т. е .  в точке , где 

f(x, y ) = O , det 1 1  дf /дх 1 1 = О , 

лежит в плоскости , параллельной IR.k, и кончается на 
поверхности f (х , у ) = 0) . Решение системы (3) ,  соответст
вующее такой замкнутой траектории , паз . р а з  р ы в
н ы м п е р и о д и ч е с  к и м р е ш е н  и е м ,  а по
тому Р .  к. системы ( 1 )  часто паз .  п е р  и о д и ч е с  к и м 
р е ш е н и е м, б л и з к и м к р а з р ы в н о м у, 
или даже просто р а з р ы в н ы м к о л е б а н и е м. 
(Система (3) может иметь замкнутую траекторию, цели
ком лежащую на поверхности f (х , у)= О и не проходя
щую через точки срыва . В таком случае система ( 1 )  
имеет близкую к ней замкнутую траекторию ,  однако со
ответствующее ей периодич. решение системы ( 1 )  не 
будет Р . к . ;  см . [6 ] . )  

Важной задачей является асимптотич. (прп е -+ О) 
вычисление фавовой траектории Р .  к. системы ( 1 ) ,  а так
же получение асимптотич. формул для характери
стик этого колебания - его периода , амплитуды и т. д. 
Вычисление траектории Р. к. уравнения Ван дер Поля 
(2) проводил А. А. Дородницын [ 7 ] ,  построивший асим
птотич. приближения при Л -+  оо для амплитуды 

а = 2 +  0 ,77937Л - '/ з - �� 1�,/. - 0,8762Л - 2+0 (Л - ' / з )  
и для периода (см. также [8 ] )  

Т = 1 613706Л + 7 01 432Л - ' / з _ l:._ Iп Л_ 1  3233Л - 1 + ' ' 3 л ' '  + O (л - 'l s ) .  
В случае системы ( 1 )  2-го порядка (т .  е . при k= т= 1 ) 
с точками срыва общего положения проблема асимп
тотич . вычисления Р. к. решена полностью [9 ] . В част
ности , выяснена структура асимптотич. разложения 
при е -+  О периода Р .  к . :  

где 

Т - Т + '--, "' . п ( з �Х (n - 2 ) К  I v 1 - О  """'n= 2 8 """'V= O n , v ll е '  
n 2 VЗ лп х (п) = з + -9 - tg з • 

Изучался также вопрос о периодич. решениях типа 
Р. к. неавтономных систем обыкновенных дифференци
альных уравнений (см. , напр . ,  [ 1 3] ) .  

Лит . :  [ 1 ]  А н д р о н о в А .  А . ,  В 11 т т А .  А. , Х а й-
1{ и н с. Э. , Теория ]{олебаний, 2 И3д. , М . ,  1 9 5 9 ;  [2) Л а н
д а II. С. Авто]{олебания в системах с ]{онечным числом степеней 
свободы, ' М . ,  1 98 0 ;  [3] Р о м а н о в с ]{  и й Ю. М . ,  С т е п  а
н о в а Н. В . ,  Ч е р н а в с ]{ и й д. С . , Математичес]{ое модели
рование в биофи3И]{е, М . , 1 97 5 ;  (z, ]  V а n d е r Р о 1 В. ,  « Phi l .  
Mag. Ser. 7 » ,  1 926 ,  v .  2 ,  М 1 1 ,  р . 978-92;  [5) Ж е л е 3-
ц о в Н. А . , Р о Ц. Ы  г и н Л .  В . ,  «До]{Л . А Н  СССР>> ,  1 95 1 , т .  81 , 
М 3 ,  с. 3 9 1-94 ;  [f;)  А н о с о в Д .  В . ,  «Матем. сб.» ,  1 96 0 ,  т .  5 0 , 
No 3 ,  с. 299-334 ;  [7] Д о р о д н и ц ы н А. А . , «При]{л . матем. 
и механ.» ,  1 94 7 ,  т.  1 1 ,  М 3, с .  3 1 3-28 ;  [8] Ж а р о в М. И . ,  М и
щ е н ]{  о Е. Ф . ,  Р о 3 о в Н. Х . ,  «ДО]{Л. АН СССР», 1 98 1 ,  т .  26 1 , 
М 6, с. 1 292- 9 6 ;  [9] М и щ е н ]{  о Е .  Ф . ,  Р о 3 о в Н. Х . ,  Диф
ференциальные уравнения с малым параметром и рела]{сационные 
]{Олебания М.  1 97 5 ;  [ 1 0] Р о 3 о в Н.  Х . ,  «ДО]{Л. АН СССР», 
1 962 ,  т .  1 4'5 ,  N; 1 ,  с. 38-40 ;  [ 1 1 ]  II о н т р я г и н Л. С . , «И3в. 
АН СССР. Сер . матем.» ,  1 95 7 ,  т .  2 1 , JV, 5 ,  с .  605-26 ; [ 1 2] М и
щ е н ]{  о Е .  Ф. , �Гам же, с. 627 - 5 4 ;  [1 3] L е v i М . ,  «Мет . 
Amer. Math. Soc . » ,  1 98 1 ,  v. 32 ,  М 244 .  Н .  Х . Розов. 

РЕЛЕЙНО- КОНТАКТНАЯ СХЕМА - математиче-
ская модель электротехнич . устройств , состоящих из 
контактов и промежуточных реле ,  функционирующих 
в дискретные моменты времени . Р . -к .  с .- один из пер
вых классов управляющих систем , рассмотренных с ма
тематич. точки зрения , а также один из первых вариан
тов понятия автомата �>оnечпого . Первые описания 
Р . -к .  с. появились в 1938-44 (см . [ 1 ] -[3] ) .  

Математически Р . -к .  с .  представляет собой конечный 
граф, всем ребрам и нек-рым выделенным вершинам 
к-рого приписаны символы из алфавитов 

Х = {х1 , х1 , . . . , Xm _;;-п} , У = {Yt , · · · ,  У т} , 
y = {Yt , У1 , . . .  , Ym • Ут} , а = {а + , а _ , а1 , . . .  , as} 

следующим образом . Наждой выделенной вершине гра
фа (эти вершины паз .  п о  л ю с  а м и) приписан символ 
из алфавита а так , что различным полюсам приписаны 
различные символы . Множество ребер графа разбито 
на три непересекающиеся подмножества: R ,  К1 , К2 • 
Ребрам каждого из этих подмножеств приписаны сим
волы из У, х , у следующим образом. Наждому ребру из 
R приписан символ из У, всем ребрам из R приписаны 
различные символы , и все символы из У приписаны реб
рам из R .  Наждому ребру множества К1 (соответствен
но К2 ) приписаны символы из х (соответственно у) так, 
что каждый символ может быть приписан нескольким 
ребрам, нек-рые символы могут быть не приписаны ни
I,аким ребрам . Если множество У пусто , то пусто и мно
жество К2 • В таком случае (если непусто только К1) 
Р . -к .  с .  является �>опта�>тnой схемой . Две Р .-к . с .  паз. 
изоморфными, если изоморфны их графы и соответст
вующим ребрам и полюсам приписаны одинаковые сим
волы. 

Полюс а+ паз . в х о д  н ы м ,  полюсы а1 , . . .  , as паз. 
в ы х о д н ы м  и ,  полюс а _ может иногда также быть 
выходным. Ребра , к-рым приписаны символы из х , 
паз .  к о н т а к т а м и о с н о в н ы х р е л е (или 
о с н о в н ы  м и к о н т а к т а м и) ; множество всех 
ребер,  помеченных символами У;, у;, у;, паз . i-м п р о
м е ж у т о ч н ы м  р е л е , i= 1 ,  . . .  , т; ребра ,  поме
ченные символами из у , паз .  к о н т а к т а м и п р  о
м е ж у т о ч н ы х р е  л е; ребра,  помеченные симво
лами из У,  паз. о б м о т к а м и .  Последовательность 
контактов и обмоток между нек-рыми вершинами Р . 
к .  с . ,  соответствующая простой цепи графа , паз . 
ц е п ь ю . 
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Функционирование Р . -к . с. происходит в дискретные 
моменты времени 1 ,  2, . . .  , t, . . .  и рассматривается в тер
минах проводимостей,  к-рые в каждый момент представ
ляют собой (в рассматриваемой модели) функции ал-
гебры логики:. Проводимость коитактов Xj , ;ч, j = 1 ,  
. . . , n ,  в любои момент t равна значению соответствую-
щей переменной (Xj или "ij) .  П р о в  о д и м о с т ь 
к о и т а к т а Yi • i= 1 ,  . . .  , т , промежуточного реле в 
момент 1 равна нулю , проводимость коитакта Yi в мо
мент 1 равна единице ; п р  о в о д и м о с т ь о б м о т
к и всегда равна единице . Всякая обмотка в момент t 
может находиться в различных состояниях . Состояние 
обмотки в момент t (в рассматриваемой двузначной мо
дели - 1 и О - •возбуждена» и •не возбуждена») может 
определяться по-разному. Напр . ,  обмотка Yi находится 
в состоянии 1 в момент времени t тогда и только тогда , 
когда либо а) существует цепь а между полюсами а + и 
а _ , проходящая через Yi и имеющая в момент t прово
димость 1 ;  либо б) выполнено условие а) и не сущест
вует цепи, состоящей только из контактов, имеющей 
в момент t проводимость 1 и соединяющей некоторые 
вершины цепи а, расположеиные по разные стороны 
от Yi. 

Проводимость промежуточного коитакта Yi (Yi) в мо
мент t зависит от состояния обмотки Yi в момент t- 1 ,  
а именно: проводимость Yi с ним совпадает , проводи-
мость Yi - противоположна . Проводимость цепи Р . 
к .  с .  между двумя вершинами в момент t равна конъ
юнкции проводимастей в момент t образующих ее кои
тактов и обмоток . Состояния обмоток, таким образом, 
в момент t, вообще говоря , зависят от последовательно
сти наборов значений перемеииых х1 , . . .  , Xn в предыду
щие моменты времени . При подаче в последовательные 
моменты времени на переменвые х1 , . . .  , Xn последова
тельности наборов значений между парой полюсов а + 
и ak,  k= 1 ,  . . .  , s, а в частном случае и между а + и а _ , 
реализуется ограпичеппо-детер.мипироваппая фующия . 
Изоморфные Р . -к . с . реализуют одну и ту же qграиичеи
ио-детерминироваииую функцию . Если Р .-к. с . такова , 
что при подаче на переменвые х1 , . . .  , Xn одного и того 
же набора значений (а1 , . . .  , ап) , начиная с иек-рого 
момеитэ. t, обмотки промежуточных реле не меняют 
своих состояний (и так для каждого набора значений 
перемеииых х1 , . . .  , хп) , то говорят об «устаиовившихсю> 
состояниях обмоток , и посредством Р . -к .  с. реализуются 
функции алгебры логики . Если стабилизация обмоток 
с момента t наступает сразу для всех наборов значений 
перемеииых х1 , . . .  , Xm то Р . -к . с .  паз . о д и о т а к т
и о й ; если стабилизация наступает в момент t+-r, то 
Р . -к . с. паз . -r-т а к т и о й . 

С л о ж и о с т ь Р . -к . с. определяется как сумма 
весов (или индексов сложности) всех основных контак
тов, промежуточных коитактов и обмоток Р .-к. с .  
Асимптотич . выражение для сложиости самой простой 
Р . -к .  с . ,  реализующей самую сложно реализуемую функ
цию алгебры логики, имеет вид p2nfп ,  где р - констан
та, зависящая от выбраниого способа функциониро
вания, топологии схем и сложиости коитактов и обмоток 
реле 

Лит. : ( 1 ] Ш е н н о н R . ,  Работы по теории информации и 
иибернетиие,  пер . с англ . , М . ,  1 96 3 ,  с. 9-45 ;  [2] Г а в р и
л о в М. А. , Теория релейно-ионтаитных схем , 2 изд . , Минем ,  
1 9 50 ; [3] Ш е с т  а и о в В .  И . ,  «Уч. зап. МГУ. Математииа•>, 
1 9 4 4 ,  в. 7 3 ,  ин. 5 , с .  4 5-48 ;  [4] Л у п а н о в О. Б . , <<Проблемы 
иибернетииио> ,  1 96 4 ,  в. 1 1 ,  с .  2 5 - 4 7 . Н. А .  Rарпова. 

РЕЛЬЕФ АНАЛИТИЧЕСКОИ ФУНКЦИИ - то же, 
что апалитический лапдшаф т .  

РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ДИНАМИКА - раздел част
ной теории относительности , посвященный изучению 
движения материальных тел под действием приложеи
ных к ним сил .  

В теории относительности свободные , т .  е .  не подвер
женные действию сил , материальные точки имеют в ка
честве своих мировых линий времениподобные или изо
тропные геодезические . Этот факт является выражением 
закона инерции в теории относительности . 

Если па частицу действуют силы, то ее мировая ли
ния не совпадает с геодезической . Для описания дви
жения частицы вводятся понятия четырехмерного век
тора энергии-импульса p i и вектора четырехмерной 
силы gi . Именно , 

pi = (Ejc ;  р) , (f ) 
где Е - энергия частицы , т - мас9а покоя , р - трех
мерный импульс частицы . Вектор g1 определяется соот
ношением 

• :I!'J' I!' ) g' = ( . 
c• V 1 -V•tc• ' c V 1-V•tc• ' 

где F- трехмерпая сила , V - скорость . С использова
нием этих векторов основные уравнения Р .  д. могут 
быть записаны в виде , аналогичном виду уравнений 
второго закона Ньютона; . 

· dp1 dи1 
g' = d8 = тcd8 . (2) 

Конкретный вид силы g1' устанавливается в тех разделах 
теории относительности, к-рые изучают конкретные 
свойства различных взаимодействий . На пр . ,  сила , дей
ствующая па частицу в электромагнитном поле -
с и л а Л о р е н ц а ,  имеет вид 

gi = .!... piku��,, с 
где е - заряд частицы, Fik - теизор электромагнит
ного поля , uk - четырехмерная скорость. 

Лит. : [1 ] Л а н д а у л. д., Л и ф m и ц Е.  м.,  теория поля, 
6 изд. , М. , 1 97 3 .  д. Д .  Соколов.  

РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ИНВАРИАНТНОСТЬ - свой
ство физич . законов сохраиять свой вид при иреобразо
ваниях Лоренца , описывающих переход от одной ииер
циальной системы отсчета к другой . Это свойство фи
зич . законов паз . л о р  е и ц - и и в а р  и а н т н о с т ь ю .  
В тех случаях ,  когда необходимо подчеркнуть , что Р .  и .  
включает и инвариантность при параллельиых перено
сах во времени и пространстве , говорят о п у а и к а
р е - и н в а р и а н т н о с т и. Лоренц-инвариантность 
означает равноправие всех ииерциальпых систем и од
нородность пространства-времени . 

В общей теории относительности инвариантность фи
зич . законов при переходе от одной л о к а л ь н о й 
иперциальиой системы отсчета к другой паз . л о к а л ь
и о й л о р е н ц - и н в а р и а н т и о с т ь ю. В пек-рых 
случаях в общей теории относительности рассматри
вают также величины , к-рые определены при задании 
конгруэнции линий времени (т. е. задании системы от
счета) и ипвариаптиы относительно выбора пространет
венных сечений. Эти величипы паз .  х р о и о м е т р и
ч е с  к и м и и н в а р и а и т а м и .  

Лит. : [ 1 ]  Ф о и В. А . ,  Теория Эйнштейна и физичесиая от-
носительность, М . ,  1 96 7 .  Д. Д .  Соколов. 

РЕЛЯТИВИСТСКОП АСТРОФИЗИКИ МАТЕМАТИ
ЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ - задачи, возникающие при изу
чении астрофизич . явлений , в к-рых существенны реля
тивистские эффекты , т. е. эффекты специальной или 
общей теории относительности. 

Принято разделять Р. а. м .  з. па задачи, отпосящие
ся к космологии - науке о строении и эволюции Все
ленной, и задачи релятивистской астрофизики отдель
ных небесных тел. Примером космологич. решения , 
описывающего расширение (или сжатие) однородпой и 
изотроппой Вселенной , является решение А. А .  Фрид
мана . Однородные анизотропные космологич. решения 
классифицированы (выделено 9 типов по Бианки) и 
хорошо изучены . Детально изучены анизотропные и не-
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однородвые решения , представляющие собой малые от
клонения от решения Фридмана (линейное приближе
ние) , и построены некоторые простые нелинейвые 
решения. 

Особое место занимает проблема , связанная с наличи
ем особой точки в общем космологич . решении, в к-рой 
достигается бесконечная плотность вещества и беско
нечная кривиэва пространства-времени . Показано , что 
сиигуляркость неизбежна в прошлом в условиях , имею
щих место в реальной Вселенной , и построено общее 
решение уравнений общей теории относительности с 
сингулярностью.  Активно исследуется возможность по
строения космологич. решений без сингулярности , 
связанная с выходом за рамки классической общей тео
рии относительности . 

Большой класс Р .  а .  м .  з .  связан с изучением взаимо
действия реликтового излучения , заполняющего прост
ранство , с веществом в ходе расширения Вселенной и 
физич . nроцессов , способных породить такое излучение . 

Р .  а .  м. з .  для отдельных небесных тел касаются ран" 
иовесия и устойчивости звезд и звездных скоплений. 
Найдены равновесные массы белых карликов и ней
тро;в:ных звезд и изучен релятивистский коллапс более 
массивных звезд, превращающихся в т. н. «черные 
дыры» - объекты , к-рые можно обнаружить лишь по 
nроявлению их гравитационного поля .  В связи с зада
чей поиска и изучения релятивистских объектов (ией
тронных звезд , «черных дыр» и др . )  рассматривается 
задача об аккреции на них вещества с магнитным 
полем. 

К Р.  а .  м. з .  относится также исследование гравита
ционного излучения . В слабом гравитационном поле в 
пустоте возмущения , иапр . инварианта кривизны , под
чиняются волиовому уравнению , и поле тяготения рас
пространяется в пространстве подобно электромагнит
ным волнам . 

Лит . :  [ 1 ]  3 е л ь  д о в и ч Я. в . ,  Н о в и и о в И. Д . ,  Реля
тивистенан астрофизииа , М . , 1 9 6 7 ;  [2] и х  ж е, Теория тяготе
ния и вволюцик звезд, М . , 1 97 1 ; [3] и х  ж е, Строение и эволю
ция Вселенной, М. , 1 9 7 5 ;  [4] П и б л с П . ,  Физичесиак иосмоло
rил,  пер. с англ . ,  М. , 1 9 7 5 ;  [5] М и з н е р  Ч. , т о р н Н . , У и
л е р  Д ж. , Гравитацик, т. 2-3 ,  пер . с англ . , М. , 1 977 ; [6 ] 
Л и ф ш и ц Е .  М . ,  «Ж. виспериментальной и теоретич.  физи
ИИ», 1 946 , т. 1 6 ,  С. 587-602 ;  [7 ]  Б е Л И Н С И И Й В .  А . , Л И ф
Ш и ц Е . М . ,  Х а л а т н и и о в И. М . ,  «Усnехи физ . наую> , 
1 9 70 ,  т. 1 02 ,  с. 463-500 ; [8] Б р а г и н с и и й В. В . ,  •гам же, 
1 96 5 ,  т .  86 , с. 433-46 .  А .  А .  Руамайпии. 

РЕЛЯТИВИСТС КОП ГИДРОДИНАМИКИ МАТЕ
МАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ - задачи для системы урав
нений, описывающей течения жидкости со скоростями , 
близкими к скорости света с , и ее взаимодействие с силь
ными гравитационными полями. В предельном случае 
малых скоростей v�c и слабых гравитационных полеf1 
q>�c2 , где q> - гравитационный потенциал , Р .  г . м .  з .  
сводятся к гидродин.амипи .м,атем атичеспи.м, аадача.м, . 
Система уравнений релятивистской гидродинамики об
разуется путем приравиивания к нулю ковариантных 
дивергенций теизора энергии-импульса и вектора плот
иости потока вещества :  

T ik=(в +p) щuk-Pgik+'l:ik • ( 1 )  
n i = nиi +"i • i ,  k = 1 ,  2 , 3 , 4,  (2) 

где в , р и n - плотность энергии , давление п плотность 
числа частиц в системе отсчета, покоящейся относитель
но рассматриваемого элемента жидкости , gik - метрич . 
теизор,  щ - четырехмерная скорость , 'l:ik и "i - части 
теизора энергии-импульса и вектора потока вещества, 
описывающие эффекты, связанвые с вязкостью (см . [ 1 ] ) .  

Пример решений Р .  г .  м .  з . :  распространение звука 
в веществе с ультрарелятивистским уравнением состоя
ния р= е/3 , для возмущения давления или плотности 
энергии получается волновое уравнение со скоростью 
звуна u=c Y3. 

Р .  r .  м. з .  возникают , напр . ,  при рассмотрении фи
зич . процессов,  протекающих в окрестиости звезд, об
ладающих сильными гравитационными полями (ией
тронные звезды и т. и. «черные дыры») и расширяющей
си Вселенной, заполненной излучением и веществом. 

Лит . :  [ 1 ] Л а н д а у Л. д. , Л и ф ш и ц Е. М . ,  Механина 
сплошных сред, 2 изд . ,  М . ,  1 9 54 ;  [2] 3 е л ь  д о в и ч Я . Б . ,  
Н о в и и о в И. д . , Теория тяготения и эволюция ввезд, м . ,  
1
[
97 1 ; [3] и х  ж е ,  Строение и эволюция Вселенной,  М . ,  1 9 7 5 ;  
4 ]  М и з н е р Ч . , Т о р н Н . ,  У и л е р Д ж. , Гравитация,  пер.  

с англ . ,  т. 2 ,  М. ,  1 97 7 .  А .  А .  Рузмайпии. 
РЕЛЯТИВИСТСКОП ТЕРМОДИНАМИКИ МАТЕ

МАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ - установление соотноше
ний между величинами, характеризующими макроско
пич . состояния тел (термодинамич . величинами) , при 
наличии сильных гравитационных полей и скоростей,  
сравнимых со скоростью света. 

Обычн� рассматривается равновесная термодинамика 
идеальпои жидкости с задаиным химич . составом . Уста
иовленные в иерелятивистской термодинамике соотно
шения между термодинамич . величинами сохраняются 
как при релятивистском макроскопич . движении час
тиц, составляющих тело , так и релятивистском движе
нии самого тела , а также в сильных гравитационных 
полях, если значения термодинамич . величии взяты в 
системе отсчета , покоящейся относительно рассматри
ваемого элемента объема жидкости или тела , и в энер
гию и химич . потенциал включены все формы энергии 
(в частности , энергия покоя) . 

Основные уравнения релятивистской термодинамики 
формулируются в следующем виде : 

(пu i ) , i= O - закон сохранения барионов, 
de� ftdn+ n Tda - первый закон термодинамики , 
(cru� ) . i= O - условие адиабатичности , 

где и1 - четырехмерная скорость (величины n - плот
иость бариоиов, е - плотность энергии , Т - темпера-

е+ р тура , �t= п- - химич. потенциал ,  р - давление , а -
плотиость энтропии относятся к системе отсчета , покоя
щейся относительно рассматриваемого элемента объе
ма) . При этом давление и плотность энергии связаны 
соотношением р <.е/3 . При переходе к движущейся от
носительно элемента объема системе отсчета или к ло
кализованному наблюдателю (при наличии гравитаци
онных nолей) нек-рые величины (напр . ,  плотность ба
риоиов n или энтропия S) не изменяются , т. е. являют
ся скалярами, другие преобразуются , напр . 

Т = Т ио , � = ftuo , 
где компонента четырехмерной скорости u0 берется 
вдоль мировой линии, описываемой данной точкой тела . 
Следствием этого является , напр. , тот факт , что в по
стоянном гравитационном поле условие теплового рав
новесия требует постоянства вдоль тела не температуры , 
а величины Т У g00= const ,  где g00 - компонента 
метрич . тензора , g00= 1 -2q>/c2 в слабом гравитационном 
поле (q> - гравитационный потенциал , с - скорость све
та) . А теипература , измеренная наблюдателем, относи
тельно к-рого тело движется со скоростью v, равна 

Т = T/(f - v2fc2) '/ • .  
Релятивистская инвариантность энтропии S позво

ляет записать второй закон термодинамики в форме , 
припятой в иерелятивистской термодина111ике : 

dS � b Q/T ,  
где изменение тепла lJQ и Т иреобразуются по  одинако
вому закону. Равенство достигается для обратимых 
процессов . 

Лит. : [ 1 ] Л а н д а у Л. д . , Л и ф ш и ц Е .  М . ,  Статисти
чес!lая физю1а , 2 изд. , м . , 1 96 4 ;  [2]  М и з  н е р  Ч . , т о р н н . ,  
У и л е р  Д ж. , Гравитация,  пер . с анГJI . ,  т .  2-3 М.  1 9 7 7 ·  
[3] М ё л л е р Н . ,  Теориа относительности,  пер . с анГл . ,  '2 изд. ; 
М. , 1 975 .  А. А.  Руамайнип. 
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гурации , состолщеl! из двух поверхностей 80 : n= n (u1 , 
u2) и S :  r= r (u1 , u2) , находлщихсл в Петерсопа соот
ветствии .  Аналогия между этим соответствием и сфери
чеспи.м отображепие;м позволила ввести понятия реля
тивной площади, полной и средней кривизны и т. д. , 
в частности релятивно минимальной поверхности 
(см. [ 1 ] ) .  

Рассмотрение деривационных уравнений для репера 
дr дr . .  р а и ' 

• 
д и' • n привело к понлтию внутренне и . г . по-

верхности S (см . [ 2) ) . Это есть геометрия аффинной связ
ности (точнее эквиаффинной) без кручения . Было вве
дено поилтис геометрии 2-го рода , аналогичной геомет
рии сферич. отображенил (см. [3 ] ) . 

Р .  г .  позволлет включить в общую схему, кроме 
геометрии поверхностей евклидона и псевдоевклидова 
пространств, также и геометрию аффинной дифферен
циальной геометрии . Вектор п аффинной нормали ха
рактеризуется тем, что асимптотич. сеть поверхности 
S - чебышевекая (см . [3 ] ) . 

Дальнейшим обобщением Р .  г .  является теория 
н о р м а л и з о в а н н ы х п <А в е р х н о с т е й (см . 
[ 4] ) .  С каждой точкой поверхности S проективного про
странства связываютел две прямые : нормаль 1 -го рода , 
проходящая через точку поверхности А ,  но не имеющая 
с касательной плоскостью а других общих точек и нор
маль 2-го рода , принадлежащая а, но не проходящая че
рез А .  На поверхности S определяются при этом две 
внутренние геометрии , сопряженные относительно 
асимптотич .  сети . Построепил Р .  г. допускают много
мерное обобщение (см . [4) ) .  

Лит . :  [ 1 ]  М ti 1 1  е r Е . , <<Monatsh. Math. und Physik», 1 921 , 
Bd 3 1 , S. 3 - 1 9 ;  [2] N о r d е n А. Р. (Н о р д  е н А . П . ) ,  << С .  r. 
Acad. sci . » ,  1 93 1 , t. 1 92 ,  р . 1 35-37 ; [3] е г о ж е, «Изв. ВУЗов . 
Математина», 1 958 ,  No 4 , с. 1 72-83 ; [4) е г о 1н е, Простран
ства аффинной связности , 2 изд. , М . , 1 9 7 6 .  А. Л. Норден, 

РЕПЬИ КРИТЕРИЙ - статистический критерий , 
применяемый для проверки простой непараметрич .  
гипотезы Н0 , согласно к-рой независимые одинаково 
распределенные случайные величипы Х 1, • • •  , Х n имеют 
заданную непрерывную функцию распределения F (х} , 
против альтернатив следующего вида: 

Ht :  sup ф [ F (x) ] (EFп (x ) - F (x) ) > O , 
1 х 1 < 00 

Н1 : inf ф [ F (х ) ]  (EF п- (x )F  (х) )  < О , 
1 х 1 < 00 

Н1 : sup ф [Р (х) ]  1 EFn (х ) - Р  (х) 1 > О, 
1 x l < оо 

где F п(х) - функция эмпирич . распредРления, постро
еиная по выборке Х1 , . . .  , X m ф (F) ,  ф;;;;,О , - весовал 
функция . В случае , если 

ф [ F (x ) J ' = { 1 /Р (х) при F (х) � а , 
О при F (x) < а , 

где а - любое фиксированное число из отрезка [0 , 1 ] ,  
то Р .  к . ,  предпа3пачеппыii: для проверки Н0 протпв 
указанных альтернатив нt , Н1, Н1 ,  основан на соот
ветствующих им с т а т и с т и к а х Р е н ь и :  

т 

Fn (x)-F (х) n-F (Х <т> )  Ri; (а , 1 ) = sup шах 
F (x) > a  F (x) F (X<m J) "> a  F (Х<т> ) 

f Fn (x)-F (х) R;;(a , 1 ) = - in F (x) F (x) > a 
т- 1 F (X ) -

шах (m ) - n 
F ( Х<т >) > а F (Х<т> ) 

1 F" (x)-F (х) 1 Rn (а , 1 )  = sup .:...._:..:._:.,F�:---'--'-'-
F (х )  > а  (х) 

= шах { Ri; (а ,  1 ) ,  R;; (а , 1 ) } ,  

где Х ш ,  Х< 2 > ,  . . .  , Х <п> - члены вариационного ряда 
X<I > .;;;;;; Х<2> .;;;;;; . . . .;;;;;; Х <п> •  

построенного по наблюдениям Х 1 ,  . . . , Х <nJ . 
Статистики R;i (a , 1 ) и R;;(a , 1 ) подчиняются: одному 

и тому же вероятностному закону, и если О <а -<1 ,  то 

l im Р { -.1 1n�a Ri; (а , 1 )  < х } = 2Ф (х) - 1 , х > О , (1 )  
fl----+- 00 

lim Р { -.1 fn::a R "  (а ,  1 ) < х} = L (х) , х > О ,  (2) 
n ......�J. oo .  

где Ф (х) - функция распределения стандартного нор
мального закона , L (х) - ф у н к ц и л р а с n р е  д е
л е н и я Р е н ь и , определяемая формулой: 

4 � "' (-1 )k { (2k+ 1 ) ' n' } · L (x) = � kJk = 0 2k+ 1 exp 8х' 

В случае , если а= О , то 

P {R;i (0 , 1 ) � х } = 1 - 1:х ' х > С .  
Из ( 1 )  и (2) следует , что при больших значениях n для 
вычисления Q-процентных критич . значений (0% <Q < 
<50% ) для статистик Ri; (a , 1 ) и R п(а , 1 ) можно вос
пользоваться следующими приближенными значениями: 

... / 1 -а Ф - 1 (1 - 0,005 Q ) и ... /1 -a L - 1 (1 - 0,01 Q ) Jl пa V na 
соответственно, где Ф - 1(х) и L - l(x) функции, обратные 
Ф (х} и L (х} соответственно , при этом имеют в виду, что 
если 0% <Q <10% , то Ф - 1(1 -0 ,005Q) "" L - 1(1 -0,02Q) . 

Кроме того , если х >2,99,  то при вычислении значе
ний функции распределения Репьи L (х) рекомевдуется 
пользоваться приближенным равенством 

L (х) :::::: 4Ф (х) -3 , 
погрешность к-рого не иревосходит 5 . 10 - 7 •  

Н роме рассмотренных Р .  к . ,  существуют аналогичньrе 
критерии , отвечающие весовой функции 

ф [ F (х ) ] = { t-� (х) , ес.!J:и J? (х) .;;;;;; а, 
О, если F (х) > а, 

где а - любое фиксированное число из отрезка [О , 1 ] . 
Лит. : [ 1 ]  R е н у 1 А. , «Acta math. Acad. scient. hung. >>, 

1 95 3 ,  v. 4 ,  р . 1 9 1 -23 1 ; [2J Г а е н Я . ,  Ш и д а н 3 . ,  Теория ран
говых нритериев , цер . с англ. , М. , 1 97 1 ; [3) Б о л ь ш е  в Л. Н . ,  
с м и р н о в Н.  В . ,  Таблицы математической статистини , 2 
изд. , М . ,  1 968 .  М. С. Ни�q�лин. 

РЕПЕР - совокупность линейно независимых век
торов ,  взятых в определенном порядке и отложенных от 
общего на чала .  Для векторов в пространстве Р .  может 
служить любая тройка непараллельных одной плоско
сти векторов . Если векторы , составляющие Р . ,  попарно 
ортогональны , то Р .  ваз . о р т  о г о н а л ь н ы  м ;  
если при этом векторы имеют длину, равную единице , 
то Р .  паз . о р т о н о р м и р о в а н н ы м . всэ-а .  

РЕПЛИКА а л г е б р а и ч е с к о й с и с т е м ы 

А в ааданиом классе sr алгебраических систем той же 
сигнатуры - алгебраическая система К0 из sr, обла
дающая следующими свойствами: 1) существует сюръек
тивный гомоморфизм с:р0 системы А на К0 ; 2) если K E st 
и с:р - гомоморфизм системы А в К ,  то с:р= с:р0ф для не
к-рого сюръективного гомоморфизма ф системы К0 на 
К .  Р. системы А в классе .1r (если она существует) опре
деляется однозначно с точностью до изоморфизма . 
Класс ,\r ваз . р е п л и ч н о п о л н ы м, если он со
держит Р .  любой алгебраич. системы той же сигнатуры . 
!\ласе алгебраич. систем фиксированной сигнатуры 
реплично полон тогда и только тогда , когда он содержит 
одноэлементную систему и замкнут относительно nод· 
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систем и прямых произведевий . Аксиоматизируемыми 
реплично полными классами являются квазимвогооб
разия и только они . 

Лит. : ( 1 ] М а л ь  ц е в А. И . ,  Алгебраические системы, 
М . ,  1 97 0 .  Л .  А .  Спорштов. 

РЕПЛИКА э в д о м о р ф и з м а Х конечномерного 
векторного пространства V над полем k характеристики 
О - элемент наименьшей , содержащей Х ,  алгебраич. 
подалгебры Ли g(  ( V) (см. Ли алгебраичеспая алгебра) . 
Эвдоморфизм Х '  Е gl ( V) является Р .  эвдоморфизма Х 
тогда и только тогда , когда всякий тевзор на V, аннули
руемый эндоморфизмом Х ,  аннулируется также и эвдо
морфизмом Х ' .  

Каждая Р .  эвдоморфизма Х может быть представлева 
в виде многочлена от Х с коэффициентами из поля k 
с нулевым свободным членом. Полупростая и вильпо
тентпая компоненты эвдоморфизма Х (см .  Жор дана раа
ложепие , 2) являются его Р .  Подалгебра алгебры Ли 
gl ( V) тогда и только тогда алгебраичва , когда она со
держит все Р .  любого своего элемента .  Эвдоморфизм. 
Х пространства V тогда и только тогда вильпотевтев , 
когда Tr Х Х ' = О для любой реплики Х '  эвдоморфиз
ма Х .  

Пусть k алгебраически замкнуто, !р - автоморфизм 
поля k , Х - полупростой 11вдоморфизм пространства V, 
а !р (Х )  - такой эвдоморфизм пространства V, что вся
кий собственвый вектор эвдоморфизма Х ,  отвечающий 
собственному значению Л, является собственным векто
ром и для !р (Х ) ,  во отвечающим собственному значению 
!р (Л} . Эвдоморфизм Х ' Е g( ( V) тогда и только тогда 
является Р .  эвдоморфизма Х ,  когда Х ' = !р (Х )  для 
век-рого автоморфизма !р поля k .  

Лит . :  [ 1 ] С е р  р Ж .-П . , Алгебры Л и  и группы Л и ,  пер .  
с англ . и франц. , М. , 1 9 6 9 ;  (2] Теорин алгебр Ли. Топологин 
групп Ли, пер . с франц. , М . ,  1 9 62 ;  [ЗJ Ш е в а л л е К . ,  Теорин 
групп Ли , пер с франц . ,  т .  2, М . ,  1 9 58 . В. Л. Попов. 

РЕПРЕЗЕНТАТИВНОЕ ПОДПРОСТРАНСТВО 
подпространство Х топологич. простравОО'ва У такое , 
что включение Хс:У является слабой гомотопич. экви
валентностью . А .  Ф. Харшиладае. 

РЕТРАКТ о б ъ е к т а к а т е г о р и  и - понятие , 
обобщающее соответствующие понятия алгебры и топо
логии . Объект R категории st ваз . р е  т р а к т о м 
объекта А , если существуют такие морфизмы 

!J. : R -+ A  и v : A -+ R ,  
что !J.V= 1R . Морфизм !-'- при этом оказывается мономор
физмом и, более того , ядром пары морфизмов 1 А ,  v�L . 
Двойственно , морфизм v - эпиморфизм и ,  более того , 
коядро пары морфизмов 1 А ,  V!J. . Иногда !-'- ваз . с е ч е
в и е м, а v - р а с с л о е в и е м .  

Если R есть Р .  объекта А и объект R ' изоморфен R,  
то R ' есть ретракт А .  Поэтому изоморфвые Р .  образуют 
один подобъект объекта А . :Каждому ретракту R , опре
деляемому морфизмами !-'- : R -+ А и v : А -+ R ,  соответ
ствует идемпотевтвый морфизм !p= V!J. : А-+А .  Два рет
ракта R и R ' объекта А принадлежат одному и тому же 
подобъекту тогда и только тогда , когда им соответствует 
общий идемпотевт . Р. любого объекта произвольвой ка
тегории образуют множество . м. ш. Цалеипо. 

РЕТР АКТ т о п о л о г и ч е с к о г о п р о с т р а в
с т в а Х - подпространство А этого пространства ,  
для к-рого существует ретрапция Х н а  А . Если прост
ранство Х хаусдорфово, то всякий Р . пространства Х 
замкнут в Х .  Всякое веиустое замкнутое множество кан
торона совершенного множества является его Р. При 
переходе от пространства к его Р .  сохраняются многие 
важные свойства .  В частности , всякое свойство , сохра
вяющееся при переходе к непрерывному образу,  равно 
как и любое свойство ,  наследуемое замкнутыми под
пространствами ,  устойчиво относительно перехода к Р .  
Поэтому компактность ,  связность , линейная связность , 
сепарабельвость , ограничение сверху на размерность , 

паракомпактвость, нормальность , локальная компакт
ность , локальная связность сохраняются при переходе 
к Р .  В то же время Р .  пространства может быть устроев 
гораздо проще его самого , более обозрим , более удобен 
для конкретного исследования .  Так , одноточечное мно
жество является Р. отрезка , прямой, плоскости и т. д· 
Если пространство Х имеет с в о й с т в о в е п о
д в и ж в о й  т о ч к и , т. е .  для каждого непрерывного 
отображения f : Х -+ Х существует точка х Е Х такая , 
что f (x)= x ,  то и каждый Р .  пространства Х обладает 
свойством веподвижвоii точки . В частности, п-мервая 
сфера не является Р. (п+ t )-мервого шара евклидова 
пространства , где n= O ,  1 ,  . . .  , так как замкнутый шар 
обладает свойством веподвижвой точки (т е о р е м а 
Б р а у э р  а) , а сфера этого свойства не имеет . Под
пространство А пространства Х ваз . о к р е с т в о с т
в ы м Р .  этого пространства ,  если существует в Х от
крытое подпростравство , содержащее А , ретрактом 
к-рого А является. Повятие Р. имеет прямое отношение 
к вопросу о продолжаемости непрерывных отображений. 
Так, подпространство А пространства Х является его Р. в том и только в том случае , если всякое вепрерыввое 
отображение пространства А в произвольвое тополо
гич. пространство У можно продолжить до непрерыв
ного отображения всего пространства Х в У. 

Метризуемое пространство Х ваз . а б с о л ю т  в ы  м 
Р .  (а б с о л ю т н ы м  о к р е с т п о с т н ы м  Р . ) ,  
если оно является Р .  (соответственно окрестпостным Р . )  всякого метризуемого пространства , содержащего Х 
в качестве замкнутого подпростравства . Для того чтобы 
метризуемое прост-ранство Х было абсолютным Р . ,  
необходимо , чтобы оно было Р .  век-рого выпуклого 
подпространства линейного нормированного простран
ства , и достаточно , чтобы Х было Р .  выпуклого подпро
странства локальво выпуклого линейного пространства .  

Таким образом, все выпуклые подпространства ло
кальво выпуклых линейных простравств являются аб
солютными Р . ;  в частности , таковы точка , uтрезок ,  шар ,  
прямая и т .  д .  И з  приведеивой характеристики вы
текают следующие свойства абсолютных Р. Всякий Р .  
абсолютного Р .  снова есть абсолютвый Р .  Каждый аб
солютный Р. стягиваем по себе и локальво стягиваем. 
Все гомологические , когомологические , гомотопические 
и когомотопич. группы абсолютного Р .  тривиальны. 
Метризуемое пространство У является абсолютным Р .  
в том и только в том случае,  если , каковы бы ни были 
метризуемое пространство Х ,  его . замкнутое подпрост
ранство А и вепрерыввое отображение пространства А 
в У, его можно продолжить до непрерывного отображе
ния всего пространства Х в У . Абсолютвые окрествоет
вые Р .  характеризуются как Р .  открытых подмножеств 
выпуклых подпростравств линейных нормированных 
простравств . К их числу относятся все компактные по
лиэдры . Существенным их свойством является ло
кальная стягиваемость . 

Если ретракция пространства Х на его подпростран
ство А гомотопва тождественному отображению прост
ранства Х на себя , то А ваз .  д е ф о р м а ц и о в в ы  м Р .  пространства Х .  Деформационный Р .  пространства 
гомотопически эквивалентен этому пространству, т. е .  
имеет с ним один и тот же гомотопич . тип .  Обратно , два 
гомотопически эквивалентных пространства всегда мож
но вложить в век-рое третье пространство таким обра
зом , что оба они будут его деформационными Р .  

Лит . :  [ 1 ) Б о р  с у к К . ,  Теорин ретрактов , пер . с англ . , 
М . ,  1 9 7 1 .  А .  В .  Архангельспий. 

РЕТРА КЦИЯ - вепрерыввое отображение f топо
логич . пространства Х на его подпространство А ,  тож
дественвое на А ,  то есть такое , что f (х) = х при всех 
Х Е А .  М. И. Войцеховский. 

РЕФАЛ , а л г о р и т м п ч е с  к 11 й я з ы к  р е-
к у р с и в н ы х ф у н к ц и й , - алгор ит.мичеспий яаып ,  
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ориентированный на задачи иреобразования символьной 
информации ; в первоначальном варианте назывался 
«метаалгоритмическим языком» (см . [ 1 ] ) . Р .  был создан 
как универсальный метаязык для описания иреобразо
ваний языковых объектов . Он используется для транс
ляции с одного алгоритмич. языка на другой , для ма
шинного выполнения аналитич . выкладок , доказатель
ства теорем, перевода с естественных языков и т. п .  

Запись алгоритма на  Р . представляет описание не
к-рого числа рекурсивных функций на множестве в ы
р а ж е н и й (т . е .  последовательностей символов и 
скобок) , правильно построенных (в обычном смысле) 
относительно скобок. Значение функции q> при аргу
менте rfl изображается на Р. в виде Kq>rfl....:... , где К -
з н а к  к о н к р е  т и з  а ц и и ,  служащий для явного 
указания на необходимость вычисления значения функ
ции , а символ ....:... означает закрывающую скобку для К. 
Описание функции распадается на несколько предло
жений (п р а в и л к о н к р е т и з а ц и и) , относя
щихся к случаям, когда аргумент имеет тот или иной 
частный вид. Напр . ,  функция сложения в рекурсивной 
арифметике описывается на Р. двумя предложениями: 

1 ) К+ (ЕА) (О) =  ЕА, 
2) К +  (ЕА) (ЕВ1 ) = К+ (ЕА) (ЕВ)_:._1 . 

Предложение состоит из левой и правой частей, раз
деляемых знаком = , и может включать свободные пере
менные (в примере это - ЕА и ЕВ) .  Оно считается при
менимым для конкретизации выражения вида Kq>r{l....:... , 
если это последнее может быть отождествлено с левой 
частью предложения при нек-рых значениях входящих 
в нее свободных переменных. Применекие предложения 
состоит в замене конкретизируемого выражения на 
правую часть предложения , в к-рой свободные перемен
ные замещены их значениями . Для вычисления значе
ния функции предложения рассматриваются последова1 
тельно , и применяется первее из них , оказавшееся под
ходящим. Этот процесс повторяется , пока в объект ра
боты входят знаки К. 

Для реализации программ на Р .  разработаны эффек
тивные трансляторы (см . [3 ] , [ 4] ;  пример использования 
Р. для машинного выполнения выкладок в теоретич.  
физике см . в [ 5 ] ) .  

Лит . :  [ 1 ] Т у р ч и н  В . Ф . ,  «Кибернетика>> ,  1 9 68 ,  No 4 ,  с .  
4 5-54 ;  [2] Т у р ч и н В .  Ф. , С е р  д о б о л ь с к и й В .  И. , 
«Кибернетика�. 1 969 ,  No 3, с. 58-62 ;  [3] Ф л о р  е н ц е в С. Н. , 
О л ю н и н В. Ю . ,  Т у р ч и н В. Ф. , ссТр . 1 Всесоюзн. конфе
ренции по программированию>>, Н. , 1 968 ,  с. 1 Н-33 ;  [4] р о
м а н е н к о О. А. ,  Т у р ч и н В. Ф . ,  <сТр. 2-й Всесоюзн. кон
ференции по программированию>>, Новосиб . , 1 9 7 0 ,  с .  3 1 -42 ;  
[5]  Б у д н и к А. П .  [и д р.] ,  ссЯдернаR физика>> ,  1 9 7 1 , т .  Н, 
с. 304-1 3 . В. Ф. Тур'Чиn. 

РЕФЛЕКСИВНОЕ ПРОСТРАНСТВО - бакахово про
странство Х , совпадающее при каноническом вложении 
со своим вторым сопряженным Х* * .  Подробнее , пусть 
Х* - пространство, сопряженное с Х , то есть совокуп
ность всех непрерывных линейных функционалов , оп
ределенных на Х . Если (х ,  f> - значение функдионала 
f Е Х* на элементе х Е Х , то при фиксированном х и f, 
пробегающем Х* , выражение (х ,  f>= tf  xU) будет ли
нейным функдионалом на Х* , то есть элементом прост
ранства Х * * .  Пусть ХсХ* * - множество таких фун:к
ционалов . Соответствие х - tf х есть изоморфизм, не 
меняющий нормы l lx l l= l ltfx l l . Если Х = Х* * , то прост
ранство Х паз . р е ф л е к с  и в н ы м.  Пространства 
·zp и Lp(a,  Ь) ,  р >1 , рефлексивны , пространство С [ а ,  Ь] 
не рефлексивно .  

Пространство Х рефлексивно тогда и только тогда , 
когда Х* рефлексивно . Другим критерием рефлексив
кости банахова пространства Х является слабая ком
пактность единичного шара этого пространства . 

Р .  п .  слабо полно , и замкнутое подпространство Р .  п .  
рефлекси вно . 

Понятие рефлексивности естественным образом рас
пространяется на локально выпуклые пространства . 

Лит. :  [ 1 ]  д а н ф о р  д Н . , Ш в а р ц  Д ж . ,  Линейные опе
раторы, ч .  1 - Общая теориR , пер . с англ . ,  М . ,  1 962 ;  [2] И о
с и д а Н . ,  Функциональный анализ ,  пер . с англ . , М . ,  1 9 6 7 ;  
[3] Н а н т о р о в и ч Л .  В . ,  А к и л о в Г .  П . , Функциональ
ный анализ , 2 изд. , М . ,  1 977 . В. И. Соболев. 

РЕФЛЕКСЯВНОСТЬ - одно из свойств бинарных 
отношений.  Отношение R на множестве А наз . р е ф
л е к с и в н ы м, если aRa для любого а Е А . Примера
ми рефлексивных отношений являются равенство, эк
вивалентность , порядок. т. с. Фофапова . 

РЕФЛЕКТИВНАЯ ПОДКАТЕГОРИЯ - подкатего
рия , содержащая «наибольшую» модель любого объекта 
категории .  Точнее,  полная подкатегорвя � категории Si' паз . р е ф л е к т и в н о й, если � содержит �-реф
лектор (см .  Рефлектор) для любого объекта категории . 
Полная подкатегорвя � категории Si' рефлективна тог
да и толь:ко тогда , когда функтор вложения I dQ:, .re : �-SI' 
обладает сопряженным слева функтором s : sr - �. 
Функтор S сопоставляет каждому объекту А из  Si' его �-рефлектор S (А ) ;  морфизмы :rtA : А - S (А ) , 
входящие в определение �-рефлектора, определяют 
естественное иреобразование тождественного функтора 
Id.sr в композицию функторов Sld& , .sr .  Двойственным 
к понятию Р. п. является понятие к о р е ф л е к т и в
н о й п о д к а т е г о р и и .  

Р . п .  � наследует многие свойства объемлющей ка
тегории Si'. Напр . ,  морфизм �-t E Mor � тогда и только 
тогда является мономорфизмом в �. когда он мономор
физм в Si'. Поэтому всякая Р. п. локально малой слева 
категории локально мала слева . Р. п . обладает произ
ведениями тех семейств объектов , для к-рых произве
дение существует в самой категории , при этом оба 
произведения оказываются изоморфными. То же самое 
справедливо и для любых пределов . С другой стороны , 
функтор S переводит копределы из Si' в копределы в � .  
Поэтому Р .  п .  полной (слева) категории является пол
ной (слева) категорией. 

Пусть .ff - полная локально малая категория . Вся
кая полная подкатегорвя � категории Si', замкнутая от
носительно произведений и подобъектов своих объектов 
и содержащая правый нуль , является Р. п. В частности , 
всякое многообразие категории .� есть Р .  п .  

�-рефлектор произволького объекта А строится сле
дующим образом . Выбираются представители (v; , A j) ,  
i E I, таких факторобъектов объекта А ,  что А; Е ОЬ � .  
Произведение 

р = Пi е  I Ai (:rti) 

принадлежит � . и �-рефлектор S (А )  является обра
зом однозначно определенного морфизма у : А - Р , 
для к-рого y:rt;= v; , i E I . 

П р  и м е р ы . 1 ) Пусть R - область целостности . 
Полная подкатегорвя инъективных модулей без круче
ния является Р .  п. категории В-модулей без кручения: 
рефлекторами являются инъективные оболочки моду
лей . В частности , подкатегорил полных абелевых групп 
без кручения есть Р. п .  категории абелевых групп без 
кручения . 

2) Полная подкатегорвя нормальных топологич. 
пространств есть Р .  п .  категории вполне регулярных 
топологич. простраиств : рефлекторы строятся с по
мощью компактификации Чеха. 

3) Полная подкатегорвя пучков есть Р. п .  категории 
предпучков: рефлекторы определяются функтором ас
социированного пучка . м. ш . Цалею.:о. 

РЕФЛЕКТОР о б ъ е к т а к а т е г о р и и - поня
тие , описывающее «наибольшую» модель данного объек
та в пек-ром классе объектов .  А именно , пусть � 
подкатегорвя категории .\t; объект В Е � ваз . р е  ф
л е к т о р о м  о б ъ е к т а А E SI'  в �. или � - р е  ф-
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л Е' к т о р о :r.r, если сущестuует таиой морфющ :rt : А -
- В ,  что для любого объЕ'кта Х и:1 (& uтобрюнрюrе 

Н x (:rt) : Н� (В , Х) ---+ Н я ( А ,  Х )  

биективво . Другими словами , для любого морфизма а : А - Х существует такой единственвый морфизм а' : в - х  Е <;!: , что a = :rta ' .  {&-рефлектор объекта А опре
делен веодповвачво, во любые два {&-рефлектора объек
та А изоморфны . G;-рефлектор левого нуля (инициаль
ного объекта) категории Л' является левым нулем в G; .  

П р и м е р ы . В категории групп факторгруппа G/G' 
произвольвой груnпы G по коммутанту является Р. 
группы G ц подкатегории абелевых групп. Ддя абеп:е
вой группы А ее фа:t<торгруппа А 1 Т (А ) по периодич.  
подгруппе Т (А )  является Р.  группы А в полной подка
тегории абелевых групп без кручения . Пополнение 
(ивъективвая оболочка) А группы А 1 Т (А )  является Р .  
групп А и A I T (A ) в подкатегории полных абелевых 
групп без кручения . 

Обычно Р .  рассматриваются в полных подкатегориях .  
Полная подкатегория � категории .\f, в к-рой сущест
вуют Р .  для любых объектов из Л', паз . р е  ф л е к т и в
н О Й.  М. Ш .  Ца.яе?iпо.  

РЕШАЮЩАЯ ФУНКЦИЯ , р е ш а ю щ а я  п р  о
ц е д у р а ,  с т а т и с т и ч е с к о е р е ш а ю щ е е 
п р  а в и л о , - правило ,  согласно к-рому па основании 
полученных наблюдений делают статистич . выводы (при
нимают решения) . 

Пусть Х - случайная величина ,  принимающая зна
чения в выборочном пространстве (! ,  !В, Ре ) , е Е 8, и 
nусть D =  {d } - множество всех возможных решений d,  
к-рые можно вынести относительно параметра е по реа
Jiизации случайпой величипы Х .  Согласно терминоло
гии , припятой в математич. статистике и теории игр, 
любое !В-измеримое отображение б : ! -+ D простран
ства реализаций ! случайной величипы Х в множество 
возможных решений D ваз . Р. ф. Напр . ,  в задаче стати
ст.ич. оцепивапил параметра е любая точечная оценка 
8= е (Х ) является Р .  ф . Основпой задачей статистики 
при подучении статистич.  выводов является выбор та
кой Р. ф. б ( · ) ,  к-рая мипимизирует риск 

R ( е , <'I) = Ee [L (6 , () (Х) ) ]  

относительно используемой функции потерь L ( · ,  · ) .  
Понятие Р .  ф .  является основным в теории статисти

ческих Р .  ф . ,  созданпой А .  Вальдом (А .  Wald ) .  
Лит . :  [ 1 ]  Ч е н ц о в Н .  Н. , Стаrцстичесние решающие пра

вила и оптимальные выводы, М . ,  1 9 72 ;  [2] В а л ь  д А . , Статис
тичесние решающие фуннцци,  в сб. : Позиционные игры,  М . ,  1 96 7 ,  
с .  300-522 .  М. С.  Ни1<1JЛи1i. 

РЕШЕНИЕ в т е о р и и и г р - исход (или мно
жество исходов) ,  удовлетвориющий припятому в данной 
модели принципу оптимальности . Выделяют следующие 
осповные типы Р . : 1 )  р е ш е н и е  п о  Н э ш у (см . 
Беспоалиционная игра) , в частности седловая точка 
функции выигрыша в аптагоnистич. играх; 2 )  р е  ш е
н и е п о  Н е й м а п у - М о р г е п ш т е р п у 
(Н - М - р е ш  е н и е) - множество дележей, никакиt) 
два из к-рых не доминируют друг друга ,  причем для 
каждого дележа , не принадлежащего этому множеству, 
найдется доминирующий его дележ из этого множества 
(см . Доминирование) ; 3) р е ш е н  и е Н э ш а  в арбит
ражных схемах . 

Лит . :  [ 1 ] Н е й  м а н Д ж . ,  М о р  г е и ш т е р  и 0 . , Теория 
игр и знономичесное поведение ,  пер. с англ . ,  М . ,  1 9 70 ; [2] О у
а н Г . , Тео_IJил игр , пер . с англ , М . ,  1 9 7 1 .  А. Н . Ляnу?iов. 

РЕШЕТА МЕТОД - один из общих методов теории 
чисел , обобщающий припцип высеивания составных чи
сел из натуральпого ряда (см . Эратоефена решето) . 
Проблема Р .  м .  состоит в оценке для конечного мно
жества А целых чисел количества тех элементов ,  к-рые 
не делятся ни на какое простое число р из нек-роrо .мно-

жества Р простых чисел . Оценивается «просеиuающаю> 
функция S (А ; Р ,  z ) , обозначающая количество указан
ных элементов из А при дополнительпои условии: р <z. 
Для получения оценок просвивающей функции часто 
используется информация о числе N (А q ) элементов 
множества A q , состоящего из элементов А , к-рые делят
ся на свободное от квадратов число q. При q= 1 множе
ство А q= А .  Поэтому обычно оценивается более общая 
просвивающая функция S (A q ; Р , z) . 

При выборе ожидаемого значения для N (A q) в форме 
(ro (q)/q) X ,  где Х - ожидаемое значение для N (A )  11 
ro (q) - м:ультипликативвая функция , руководствуютои 
тем, чтобы погрешвость 

R (Х , q ) = N  (Aq ) - (ro ( q )/q )  Х 
была относительно мала . Если при этом ro (p ) = k  (по 
крайвей мере , «в среднем») , то k ваз . р а з м е р  н о с т ъ ю 
р е ш е т  а .  

Общая теория Р .  м .  с е е  приложенияl\'IИ прод11инулась 
наиболее далеко в случае линейного решета (при k= 1 ) .  
Существуют различные специализации Р .  м , , паиболее 
важные из к-рых принадлежат В .  В руну (V . Brun ; см. 
Вруна решето) и А. Сельбергу (А. Selberg ; см. Седь
берга решето) . 

В приложепиях Р .  м. к аддитивным задачам (см . 
А ддитивная теория чисел) , кроме оценок просеивающей 
функции сверху, необходимы оценки этой функции 
снизу. Получение оценок снизу может быть основано 
па логическом комбинаторном тождестве 

S (Aq ; Р , z) = N (Aq) -�p<z, P E PS (Aqp i  Р , р) . 
Наиболее точные оценки снизу получаются с добавле
нием комбинаторных соображений , связанных с ис
пользованием весовых функций . Сильный результат 
в приложепиях Р .  м. с весовыми функциями состоит в 
том, что каждое достаточно большое четное число N 
представимо в виде N=p + P2 , где р - простое число, Р2 содержит не более двух nростых множителей .  

Лит . :  [ 1 ]  П р  а х а  р Н . , Распределеине простых 1Цiсел , 
пер .  с нем. , М . ,  1 96 7 ;  [2] Г е л ь  ф о н  д А. О . ,  Л и н н и н Ю. В . ,  
Элементарные методы в аналитичесной теориt�: чисел , М . ,  1 96 2 ;  
[З] Н а 1 Ь е r s t а m Н. , R i с h е r t Н. , Sleve methods, 
L.- [а . o . J , 1 974 .  Б .  М. Бредихип. 

РЕШЕТ:КА в г р у ц п е Л и - дискретная под
группа Г группы Ли G такая , что G/Г имеет конечный 
объем относительно G-инвариаптпой меры . Р .  р а з м е р н о с т и (или р а н г а) п в вектор
ном пространстве V над 1R или С - свободпая абелева 
подгруппа в V, порождеппая п векторами , линейно не
зависимыми над полем IR . Подгруппа аддитивной груп
пы конечномерного векторного пространства V над 1R 
дискретна тогда и только тогда , когда она является ре
шеткой [ 1 ] . 

Лит. : [ 1 ]  М о р р и с  С . ,  Двойственность Понтрягина и стро
ение лонально-номпантных абелевых групп ,  пер . с англ . ,  М . ,  
1 980 .  А .  Л. Оиищип . 

РЕШЕТКА, с т р у  к т у р а , - частичпо упорядочен
ное .множество , в к-ром каждое двухэлементное под
множество имеет как точную верхнюю , так и точную 
нижнюю грани . Отсюда вытекает существование этих 
граней для всякого неиустого конечного подмножества . 

П р и м е р ы . 1 )  Линейно упорядоченное множество 
М (или цепь) , где для а, Ь Е М, если а <: Ь , то 

sup {а ,  Ь} = Ь , inf {а ,  Ь} = а .  
2) Подпространства векторного пространства ,  упоря

доченные по включению , где 
sup {А, В} = {х 1 Х = а + Ь ,  а Е А , Ь Е В} , 

inf {А , В} = А П А . 
3) Подмножества данного множества ,  уnорядоченвые 

по включению , где 
sup {А ,  B} = A U B , 
inf {А ,  В} = А П В . 



981 РЕШЕТКА 982 
4) Неотрицательвые целые числа , упорядочев:ные по Под к о о р д и и а т и в а ц и е й Р .  понимают на-

делимости: а <:Ь,  если Ь = ас для пек-рого с ,  где sup {а , хождение алгебраической систе.!tЫ (чаще ,  универсальной 
Ь } - паименьшее общее кратное а и Ь, а inf {а , Ь } - алгебры) такой , что данпая Р .  изоморфна Р .  подсистем , 
паибольший общий делитель а и Ь .  Р .  конгруэнций или какой-либо другой Р . ,  связанной с 

5) Действительные функции, определенные па от- этой алгебраич. системой или универсальной алгеброй. 
резке [ О ,  1] и упорядоченные условием: f <:g, если П роиввольная Р .  с О и 1 коордипатизируется частично 
(t) <:g (t) для всех t E [O , 1 ] , где упорядоченной полугруппой ее резидуальных отобра

жений в себя , оказываясь изоморфной Р . правых аниу
ляторов этой полугруппы. Сама полугруппа является 
б э р  о в с к о й , т. е. как правый, так и левый ап
пулятор каждого из ее элементов порождается идем
потептом. 

sup {/ ,  g} = и, 
причем 

и ( t ) = шах {/ ( t ) ,  g(t )} , 
а 

inf {/ , g} = v , 
причем 

v ( t ) = min {f (t) , g (t) } . 
Пусть М - решетка . М становится упиверсальпой 

алгеброй с двумя бинарными операциями, если опреде
лить 

a + Ь = sup{a,  Ь} , 
a · Ь = inf {а ,  Ь}  

(вместо + и . часто Уnотребляются символы u и n или 
v и А ) .  Эта универсальная алгебра удовлетворяет сле
дующим тождественным соотношениям: 

(1 ) а+ а = а; (1 ' )  а · а = а; 
(2) а + Ь = Ь + а ; (2' ) а · Ь = Ь · а ; 
(3) (а + Ь) + с = а + (Ь + с) ; (3' ) (а · Ь ) · с = а · (Ь · с) ;  
(4) а (а + Ь) = а ;  (4 ' )  а + а · Ь = а. 

Наоборот, если М - множество с двумя бинарными 
операциями , обладающими перечисленными выше свой
ствами ( 1 ) -(4) , ( 1 ' )-(4' ) , то на М можно задать поря
док <:, полагая а<.Ь ,  если а+ Ь= Ь (при этом окажется , 
что а <:Ь тогда и только тогда , когда а · Ь= а) .  Возникаю
щее частично упорядоченное множество будет Р . , при
чем 

sup {а , Ь} = а +Ь , а inf {а , Ь} = а · Ь . 
Таким образом, Р .  можно определить как универсаль
ную алгебру, описываемую тождествами ( 1 )-(4) , ( 1 ') 
(4' ) ,  то есть Р .  образует упиверсальпых алгебр .мпого
обрааие. 

Если частично упорядоченвое множество рассматри
вать как .малую патегорию ,  то оно оказывается Р .  в том 
и только в том случае , когда для любых двух объектов 
этой категории существует их произведение и копроиз
ведеиие . 

Если Р и Р' - решетки и f - изоморфизм этих час
тично упорядоченных множеств , то f является также 
изоморфизмом соответствующих универсальных ал
гебр , т. е .  

f (x + y) = f (x) + f (y) и f (xy) = f (x) · f (y) 
для любых х, у Е Р .  Однако произвольвое изотопное ото
бражение решетки Р в решетку Р' не обязано быть го
моморфизмом этих Р . ,  рассматриваемых как универ
сальные алгебры . Так , для любого а Е Р  отображения 
f (х)= х+а и g (х) =х  · а - изотоипые отображения ре
шетки Р в себя , являющиеся гомоморфизмами лишь в 
том и только в том случае , когда Р - дистрибутивпая 
решетка . Впрочем , первое из этих отображений являет
ся гомоморфизмом полурешетки Р с операцией + . а вто
рое - гомоморфизмом полурешетки Р с операцией · .  Со
вокупность всех Р .  образует категорию, если морфиз
мами считать гомоморфизмы . 

А н т и г о м о м о р ф и з м р е ш е т к и Р в ре
шетку Р'  есть такое о rображевие f : Р -+ Р' , что 

f (x +y) = f  (x) · f  (у) и f (x · y) = f (x) + f (у) 
для любых х , у Е Р .  Последовательвое выполнение двух 
автигомоморфизмов является гомоморфизмом. Частично 
упорядоченное множество , аитиизоморфное Р . ,  есть Р .  

Наиболее важные результаты получены ддя Р . ,  под
чипеиных тем или иным дополнительным ограничениям 
(см. А лгебраичеспая решетпа , А тожная решетпа , Брау
ара решетка, Вектор пая решетка , Дедекипдова решет
ка , Дистрибутивная решетка , Мультиплипативпая 
решетка , Орто.модулярпая решетпа , Полпая решетка , 
Свободпая решетпа , Решетwа с дополпепиями ,  Булева 
алгебра ) .  По отдельным вопросам теории Р .  см. Идеал , 
Фильтр , Пополпепие сечепия.ми .  Особую роль играют 
алrебраич . образования , явдяющиеся в то же время Р . 
(см. Стру�r.турпо упорядочеппая группа) . Наибольшее 
число приложепий теории Р ,  связано с булевыми алгеб
рами . Другие классы Р .  испольвовались в квантовой 
механике и физике . 

Появление понятия «Р . »  относится к сер . 1 9  в .  и свя
зано с тем, что многие факты , касающиеся множества 
идеалов кольца и множества нормальных подгрупп 
группы, выглядят аналогично и могут быть доказаны в 
paJ\Iкax теории дедекипдовых Р .  Как самостоятельное 
направление алгебры теория Р ,  сформировалась в 
30-х гг . 20 в .  

Лит . :  [ 1 ]  Б и р н г о ф Г. , Теория решеток,  пер. с анг.д. , 
М . ,  1 983 ;  (2] Г р  е т ц е р  Г. , Общая теория решеток, пер . с 
англ . ,  М . ,  1 982 ;  [З] С а л и й В. Н. , Лекции по теории решеток,  
Саратов , 1 97 0 ;  [4] С н о р н я н о п  Л. А. , ДедениндовЬ[ струн
туры с дополнениями и регуляряые нольца 1 М . ,  1 96 !i. L5] е г о 
щ е, Элементы теории структур , 2 и зд. , м. , 1 98 2 ;  [6] .111тоги нау
ки. Алгебра. 1 964 ,  М . ,  1 966 ,  с. 237-74 , [7] Итоги науки. Алгеб
ра , топология, геометрия. 1 968 ,  М. , 1 970 ,  с. 1 0 1 -54 ; [8] Упо
рядоч:енные множества и решетнц , в. 3, Саратов , 1 97 5 ;  [9) 
В 1 у t h Т . ,  J а n о  w i t z М. , Residuation theory, N .  У . , 1 972 .  

Л .  А .  Спорняпог. 
РЕШЕТКА ПОДАЛГЕБР у н и в е р с а л ь н о й 

а л г е б р ы А - частично упорядоченное (отцошени
ем теоретико-множествеиного включения) множество 
Sub А всех подалгебр алгебры А .  Для произвольвых 
Х ,  У Е S ub А их супремумом будет подалгебра, порож
денная х и у' а их инфивумом - пересечение х n у. 
Пересечение подалгебр может быть пустым, поэтому 
для век-рых типов алгебр (вапр . ,  для полугрупп и ре
шеток) к числу подалгебр относят и пустое множество .  
Для любой алгебры А Р .  п .  Sub А является алгебраиче
ской и обратно , для любой алгебраической решетки L 
существует алгебра А такая , что L�Sub А (т е о р е м а 
Б и р к г о ф а - Ф р и в к а) . Любая решетка вло
жима в решетку Sub А для век-рой группы А .  

Р .  п .  Sub А - одна из основных производв:ых струк
тур, сопоставляемых алгебре А (наряду с такими струк
турами, как группа автоморфизмов,  полугруппа эвдо
морфивмов , решетка конгруэнций и т .  п . ) . Проблемати
ка , посвященная иэучевию связей между алгебрами 
и их Р. п. делится на такие аспекты: решеточные изо
морфизмы ,  решеточные характеристики тех или иных 
классов алгебр , исследование алгебр с различными огра
ничениями на Р .  п. Алгебры А и В ваз .  р е ш е т  о ч в о 
и з  о м о р ф  и ы м и ,  если Sub A �Sub В ;  всякий изо
морфизм Sub А па Sub В ваз . р е ш е т  о ч н ы м  и з  о
м о р ф и в м о м (или п р о е к т и р о в а в и е м) 
А на В. Изоморфвые алгебры решеточно изоморфны , 
обратвое же далеко не обязательно . Говорят , что ал
гебра А р е ш е т о ч в о о п р е д е л я е т с я (в дан
ном классе .Ж ) ,  если для любой однотиппой с вей алгеб
ры В (из .Ж) из S ub B esSub А следует Ber.A .  В иекото-
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рых случаях (на пр . ,  дпя полугрупп) поняти:е решеточ
ной определяемости расширяют добавлением в заклю
чение импликации условия �или В антиизоморфна А >> , 
так как антиизоморфные полугруппы также решеточно 
изоморфны . Классический пример решеточной опреде
ляемости доставляет первая основная теорема проек
тивной геометрии (см. [ 1 ] ) ,  где в качестве А рассматри
ваются векторные пространства над телами . Решеточно 
определяющимися являются также всякая абелева груп
па, содержащая два независимых элемента бесконечно
го порядка ,  всякая свободная группа (свободная полу
группа) и группа (полугруппа) , нетривиально разло
жимая в свободное произведение , всякая пильпатентная 
группа без кручения , всякая коммутативная полугруп
па с законом сокращения и без идемпотентов , всякая 
свободная полугруппа идемпотентов , свободная полу
решетка более чем с двумя свободными образующими . 
При этом передко оказывается , что каждое проектиро
вание алгебры индуцируется ее изоморфизмом (или ан
тиизоморфизмом) . Класс однотипных алгебр :К может 
содержать решеточно не определяющиеся алгебры , но 
обладать тем свойством, что из А Е :К и Sub B$:Sub А 
вытекает, что В Е :К ;  в этом случае говорят, что :К р е
ш е т о ч н о о п р е д е л я е т с я (или р е ш е т о ч
н о з а  м к н у т) ;  если при этом алгебры В берутся 
только из класса cvlt, то к соответствующему термину 
добавляют «в классе cvlt>>. Среди решеточно замкнутых 
классов - класс всех разрешимых групп . 

Многие ограничения , накладываемые на изучаемые 
алгебры, формулируются в терминах Р. п . ;  классиче
ский пример - условия минимальности и максималь
ности для подалгебр . S ub А удовлетворяет условию мак
симальности тогда и только тогда , когда все подалгебры 
в А конечно порожденпые (см. также Группа с условием 
-попечпости,  Полугруппа с условием -попечпости) . В ка
честве других накладываемых на Р. п. ограничений рас
сматриваются такие теоретико-решеточные свойства 
как дистрибутивность , модулярность , различные виды 
полумодулярности , условие Жордана - Дедекинда , до
полняемость , относительпая дополняемость и т. д .  
На пр . ,  для группы А Р .  п .  дистрибутивна тогда и только 
тогда , когда А локально циклическая (т е о р е м а 
О р е) ;  условия дистрибутивности изучены и в случае 
полугрупп , ассоциативных колец, модулей , алгебр Ли 
и др . 

Наряду с изоморфизмами Р .  п .  рассматриваются д у а
л и з  м ы  (т. е. антиизоморфизмы) , гомоморфизмы . В 
случае , когда А - топологическая алгебра , паиболее 
естественно сопоставлять ей решетку всех замкнутых 
подалгебр; соответствующая проблематика также ак
тивно разрабатывается . 

Лит. : [ 1 ] Б э р Р , Линейнан алгебра и проентивнак геомет
рия, пер . с англ . ,  М ,  1 95 5 ;  [2] С у д з у  н и М . ,  Строение груп
пы и строение струнтуры ее подгрупп, пер . с англ . ,  М . ,  1 96 0 ;  
[3] С н о р н к н о в Л .  А . ,  Деденивдовы струнтуры с дополне
никми и регулкрные нольца , М . ,  1 96 1 ;  [�<] Н о н П . ,  Универсаль
ная алгебра, пер . с англ . ,  М. , 1 968 ;  (5] С а д о в с н и й Л. Е . ,  
«Успехи матем. науН>>, 1 968 ,  т .  2 3 ,  в .  3 ,  с .  1 23-57 ; [6] А р  ш и
н о в М .  Н.� С а д о в с н и й Л. Е . ,  там же, 1 972 ,  т. 27 ,  в. 6 ,  
с .  1 39-80 ;  L7] Ш е в р и  н Л. Н . ,  «Сибирсн. матем. ж . >>, 1 962 ,  
т .  3 ,  No 3 ,  с. 1<1<6-ИО ; (8] Итоги науни Алгебра.  1 96,. ,  М . ,  
1 96 6 ,  с .  237-71< ;  [9] Итоги науни Алгебра Топологик. Геомет
рик. 1 968 ,  М . ,  1 97 0 ,с .  1 01 -51< ;  [ 1 0] Упоркдоченные множества 
и решетни , в. 3, Саратов ,  1 9 7 5 ,  с. 50-71< .  Л . Н.Шеврии. 

РЕШЕТКА С ДОПОЛНЕНИЯМИ решетка L 
с нулем О и единицей 1 ,  в к-рой для любого элемента а 
существует такой элемент Ь (паз . д о п  о л н е н и е м 
э л е м е н т а а) , что а v Ь= 1 и а л Ь= О . Произвольную 
решетку можно вложить в решетку, каждый элемент 
к-рой обладает единственным дополнением. Если для 
любых а ,  Ь Е L интервал [ а ,  Ь] является Р .  с д. , то L паз . 
р е ш е т к о й с о т н о с и т е л ь н ы м и д о п о л
н е н и я м и.  Каждая модулярная Р .  с д. является 
решеткой с относительными дополнениями. Решетка L 

с нулем О в:азывается : а) р е ш е т к о й с ч а с т и ч
п ы м и д о п  о л н е н и я м и ,  если каждый ее инт«:>р
вал вида [ 0 ,  а ] , а Е L , является Р. с д . ; б) р е ш е т к о й  
с о с л а б ы  м и д о п о  л н е н и я м и ,  если для лю
бых а, Ь Е L существует такой элемент с Е L , что а л с= О 
и Ь Л с ;t О; в) р е ш е т к о й с п о  л у д о п  о л н е н и
я м и, если для любого a E L , a ;t 1 ,  существует такой 
элемент b E L , b;t O, что а Л Ь= О; г) р е ш е т к о й  с 
п с е в д о д о п о л н е н и я м и ,  если для любого 
a E L  существует такой элемент а* , что а Л х.= О тогда и 
только тогда , когда х ..s;;:a* ; д) р е ш е т н о й с к в а з и
д о  п о  л в: е в: и я м и ,  если для любого x E L сущест
вует таной элемент y E L , y=t=-x, что x V y  является 
плотным элементом. Большую роль играют также решет
ки с ортадополнениями (см. Ортомадулярпая решет
-па) . О связи между различными типами дополнений в 
решетках см. [ 4] . 

Лит. : [ 1 ] Б и р н г о ф Г . , Теорик струнтур, пер . с англ. , 
М . ,  1 952 ;  [2] С н о р н к н о в Л. А . ,  Элементы теории с·rрунтур , 
2 изд. , М . , 1 9 8 2 ;  [3] е г о ж е, Деденивдовы струнтуры с допол
неникми и регулкрные нольца , М . ,  1 96 1 ; [�<] G r i 1 1  е t Р. А . ,  
V а r 1 е t J .  С. , «Bull .  Soc. roy. Sci. Liege>>, 1 96 7 ,  t . 36 , 
No 1 1 - 1 2 , р. 628-1<2.  Т. С. Фофаиова. 

РЕШЕТОЧНО УПОРЯДОЧЕННАЯ ГРУППА - то 
же , что стру-птур по упорядоченпая группа . 

РЕШЕТЧАТОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - дискретное ве
роятностное распределение , сосредоточенное на мно
жестве точек вида а+пh ,  где h >O,  а - действительное 
число , п= 0 , ± 1 , ± 2 , . . . . Число h наз .  ш а г о м  Р . р . ,  
и если ни при каких а1 и h1 >h  распределение не сосредо· 
точено на множестве вида а1+ пh1 , п= О , ± 1 ,  ± 2, . . .  , 
то шаг h в:аз .  м а к с и м а л ь н ы м. Частным случаем 
Р. р. является арифметич. распределение . 

Для того чтобы вероятностное распределение с харак
теристич . функцией f ( t) было р е ш е т ч а т ы м, не
обходимо и достаточно,  чтобы существовало действй
тельное число t0 ;t 0  такое , что l / ( t0) 1 = 1 ;  причем h яв
ляется максимальным шагом тогда и только тогда , ког
да l / ( t) l <1  при O <t <2nlh и l / (2л/h) l = 1 .  Характери
стич. функция Р .  р. является периодич. функцией. 

Формула обращения для Р. р .  имеет вид 

р = ..!!:.... (' e - i t ( a+ nh) f ( t ) dt n 2:rt J 1 t 1 < :rt/h ' 
где Pn - вероятность , к-рую Р .  р .  приписывают точке 
а+ пh , f ( t) - соответствующая характеристич. функ
ция . Справедливо также равенство 

� 00 2 h (' 2 
�n= - oo Pn = 2n J i t l < :rt/h \ / ( t ) l dt . 

Свертка двух Р .  р .  с шагами h1 и h2 является Р .  р . 
тогда и только тогда , когда h11h2 - рациональное число . 

При исследовании предельного поведения сумм пеза
висимых случайных величин , имеющих Р .  р . ,  основпой 
результат цептральпой предельпой теоремы о сходимо
сти к нормальпому распределению существенно допол
няется локальными теоремами для Р .  р. Простейшим 
примерам локальной теоремы для Р .  р. является Л апла
са теорема. Ее обобщением служит следующее утверж
дение: пусть Х1 ,  Х 2 ,  . . .  - последовательность пезави
симых одинаково распределенных случайных величин 
с ЕХ1= т,  DX1= a2 и Sk= X1+ . . .  +Xk и Х1 принимает 
зпачо.пия вида а+пh ,  h >O;  тогда если 

Pk (п) = Р {Sk = ka + пh} ,  
для выполнения при k -+ оо предельного соотношения 
l o l�"ii" 1 f 1 ( ha + nh - hт ) 2 } / 
-h- pk (п ) - Y2n ехр t - 2  о Yh --->- О 

равномерно относительно п , необходимо и достаточно, 
чтобы шаг h был максимальным. 

Лит. : ( 1 ] Г н е д е н н о Б .  В . , Нурс теории вероктностей,  
5 изд. ,  м.,  1 969 ;  [2] П е т р  о в В .  В . ,  Суммы независимых слу
чайных величин, М . ,  1 9 72 ;  (3] П р  о х о р  о в Ю. В . , Р о з а
н о в Ю. А. , Теория вероятностей, 2 изд. ,  М . ,  1 973 .  

Н. Г. Ушапов. 
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РИБОКУРА КОНГРУЭНЦИЯ - конгруэнция пр-л- справа .  Сами же кольца зндоморфизмов при этих усло-

мых , развертывающиесл поверхности к-рой еекут ее вилх оказываютел бзровскими (см. Регуляр ное польцо) . 
среднюю поверхность по сопряженной сети линий . I\оммутативное кольцо R лвллетен Р .  к. тогда и тош.ко 

Пусть S - ереднлл поверхность Р. к. Тогда сущест- тогда , когда его полное кольцо частных регулярно в 
вует семейство поверхностей , к-рые соответствуют по- смысле Неймана и для велкого максимального идеала 
верхиости S ортогональностью линейных злементов и в щ кольца R кольцо частных Rm не имеет делителей ну-
каждой паре соответетвующих точек имеют нормаль ,  ля.  Кольцо многочленов над коммутативным Р .  к .  лв-
параллельную лучу конгруэнции . Наоборот, если зада- ллетсл Р .  к .  
н а  пара поверхноетей S и S, соответствующих ортого- Кольцо е инволюцией * наз . р и к к а р т о в  ы м 
нальноетью линейных элементов,  то конгрузнцил , об- * - к  о л ь ц о м, если левый аннулятор любого злемен-
разовавпал лучами , проходящими через точки поверх- та порождаетсл проекцией, т. е .  таким злементом е , 
ности s и коллинеарными нормалям поверхности S в что е = е2= е* . Аналогичное свойство для правых анну-
соответствующих точках , является Р . к .  со ередней по- литоров при этом выполняется автоматически . Проек-

ции риккартова *-кольца образуют решетку. Эта ре-верхностью S . Поверхность S ваз .  о б р а з у ю щ е й шетка полна в том и только в том случае , когда проек-
п о в е Р х  н о с т ь ю Р. к. Линии кривизны образую- цией порождаетсн аннулятор любого множества . Такие 
щей поверхности S соответствуют тем линейчатым по- кольца ваз .  б з р о в  с к и м и * - к о л ь ц а м и .  
верхпостны конгруэнции , линии сжатия к-рых пересе- Термин <<Р .  к . »  введен в честь Ч . Риккарта , рас-
кают луч в центре . Развертывающиесн• поверхности емотревшего соответетвующее свойство в кольцах опе-
Р .  к. еоответетвуют асимптотич. линиям образующей раторов (см . [ 1 ] ) .  
поверхности s .  у нормальной Р .  к .  образующая по- Лит. : [ 1 ]  R i с k а r t с. Е . ,  «Ann. math. •>, 1 946 , v. 4 7 ,  р . 

5 28- 50 ·  ( 2] В е r Ь е r i а n S. К . ,  В а е r * -rings, В- [а. о . ] ,  верхиость минимальная . Такал конгруэнция образована 1 9 7 2 ;  [зj к а р  1 а n 8 k у 1 . ,  Rings of operators, N. У . - Amst. , 
нормалями поверхноети с изотермическим сферич . из- 1 968 ; [4] Итоги науни и технини. Алгебра . Топология. Геомет-
ображением линий кривизны . рия, т. 1 5 ,  М . ,  1 98 1 ,  с. 3 1 - 1 3 4 .  Л .  А .  Спорпяпов. 

Конгруэнция впервые рассмотрена А. Рибокуром РИККАТИ УРАВНЕНИЕ - обыкновенное диффе-
(А .  R i baucour , 1 881 ) .  ренциальное уравнение 1 -го порядка вида 

Лит. : [ 1 ]  Ф и н н н о в  С . П . ,  Проентивно-дифференциаль- z ' + az2 = Ъta , (1 ) нал геометрия, М . - Л. , 1 9 3 7 ;  (2] е г о ж е, Теория нонгруэн-
ций, М . - л . , 1 9 50 .  В .  С .  Малаховспий.  где а , Ь ,  а - постоянные . Впервые зто уравнение ис-РИБОКУРА КРИВАЯ - пло· еледовал Я .  Риккати ( 1 723,  см. ( 1 ] ) ;  отдельные частные екая кривая , радиус кривизны случаи рассматривалиеь раньше . Д .  Бернулли (D . Ber-
R к-рой в произвольной точке noulli , 1 724-25) установил , что уравнение ( 1 )  интегри-
М пропорционален длине отрез- руется в злементарных функциях, если а= -2 или а= 
ка нормал!l М Р (см . рис . ) .  Урав- = -4k(2k - 1 ) ,  где k - целое число. Ж. Jlиувилль 
пение Р. к. в декартовых пря- ( J . Liouv ille , 1 841 ) доказал , что при других значениях а 
моугольных координатах: решение уравнения (1) нельзя выразить в квадратурах 

(' У  dy от злементарных функций. Общее решение уравнения х = j о , / ( су ) 2n 
_ 1

' :;. ( 1 ) может быть записано с помощью цилиндричеспих 
Jl фунrщи й (см. [ 1 ] ) .  

где п= м: . Е сли п= 1 /h (h - любое целое число) , то 
параметрич . уравнения Р .  к . :  

х = (т + 1 ) С � � sinm + I tdt , у = С sinm + l t , 
где т= -(п+ 1 ) п .  При т = О  Р .  к .  есть окружность , при 
т= 1 - циклоида , при т= -2 - цепная линия , при 
т= -3 - парабола .  

Длина дуги Р.  к . :  

l = (т + 1 J  С � � sinm t dt ; 
радиус кривизны : 

R = - ( m + 1 ) C sinm t .  
Эту кривую исследовал А .  Рибокур (А .  R ibaucour, 
1880) . 

Лит . :  [1 ] С а в е л о в А. А . ,  Плоение нривые, М . ,  1 960 ;  
( 2 ]  Р а ш е в с н и й П. Н. , Курс Дифференциальной геометрии , 
4 изд . , М . ,  1 9 56 .  д. Д.  Сополов. 

РИККАРТОВО КОЛЬЦО левое, л е в о е Р Р-к о л ь
ц о , - кольцо , в к-ром левый аннулятор любого зле
мента порождается идемпотевтом (симметричным обра
зом определяются п р  а в ы  е Р .  к . ) .  Р .  к .  характери
зуютен проективностью всех главных левых (правых) 
идеалов . Риккартовыми являются регулярные , бзров
ские и полунаследственные кольца .  Левое Р. к. не 
обязано быть правым Р .  к. Может не быть риккартовым 
и кольцо матриц над Р. к. Jl:ольца зндоморфизмов всех 
свободных левых R-модулей суть Р. к. тогда и только 
тогда , когда R наследственно слева . Все зти кольца 
будут правыми Р .  к .  в том и только в том случае , когда 
R наследственно слева , совершенно слева и когерентно 

Дифференциальное уравнение 
z ' = 2n ( t )  z + Ъ ( t ) - c (t )  z2 , (2) 

где а (t) , Ь (t) , с (t) - непрерывные функции , паз . о б
щ и м у р а в н е н и е м Р и к к а т и (в отличие от 
него уравнение ( 1 )  паз . с п е ц  и а л ь н ы м у р а  в н е
н и е м Р и к к а т и) . При c ( t)=O общее Р .  у. является 
линейным дифференциальным уравнением , при Ь ( t)= �о - Вер нулли уравнением ; решения этих двух урав
нений находятся в квадратурах .  Изучены также другие 
случаи интегрируемости общего Р .  у. (см . [ 2] ) .  

Уравнение (2) тесно связано с системой дифференци
альных уравнений: 

x' = a (t ) x + Ъ (t ) y , } 
у' = с (t ) х - а  (t ) у . (3) 

Если (х (t) , у ( t ) ) - решение системы (3) при t E I= (t0 , t1 ) 
и у (t) не обращается в нуль на /, то z= x (t) y - 1 (t) есть 
решение уравнения (2) ; если z ( t) - решение уравнения 
(2) ,  а у (t) - решение уравнения 

у ' = [с ( t ) z (t ) - a ( t ) ]  у , 
то пара (х (t) = z  (t)y (t) , у (t ) )  является решением систе
мы (3) .  В частности , решения уравнения(2) при с ( t)=1 
связаны с решениями уравнения 

y" = 2a (t ) y ' + Ъ (t ) y , t E I , 
равенством z ( t) = y ' (t )y - 1 (t) , если y ( t ) не обращается 
в нуль на 1. В силу отмеченной связи , уравнение (2) 
часто привлекается для исследования колеблемости, 
неосцилляции , приводимости и многих других вопро
сов качественного поведения линейных уравнений и 
систем 2-го порядка (см .  [ 3] ,  [ 4 ] ) .  
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Уравнение 

Z' = A (t ) Z + R (t) - ZC ( t ) Z - ZD (t ) ,  (4) 
где Z"""Z (t) - неиавестпая (п Х т) -матрица-фующия , а 
матрицы-функции А , В , С, D имеют размеры n Х n ,  

n Х т,  т Х п , т Х т соответственно, паз . м а т р и ч
п ы м у р а в и е н и е м Р и к к а т и. Решепия Z ( t) 
матричного Р .  у. (4) связаны с решениями (Х ( t) , У (t) ) 
матричной линейной системы: 

X' = A (t ) X + B (t) Y , } (5) 
У' = С (t )  Х + D  ( t )  У 

равенством X (t)= Z (t)Y (t) . 
Матричное .Р .  у .  играет важную роль в теории линей

ных гами,льтоповых систем, париационпом исчислении , 
задачах оптимального упран.Jiепия ,  фильтрации , ста
билизации управляемых линейных систем и др. (см. [ G] ,  
[ 7 ] ) .  Напр . ,  оптимальное управление u0 в задаче мипи
мизации функцианала 

х т ( t 1 ) Фх (t 1)!+ 1 1 ' [x T ( t ) М ( t ) х ( t ) + и т (l )  N ( t )  и ( 1 ) ]  dt j t ,  
на решениях системы 

х ' = А (1 )  х + В  (t )  и ,  х ( t0 )  =х0 ,  
( (n Х п)-матрицы Ф ,  М ( t )  симметричны и неотрицатель
цо определены, а (т Х т)-матрица N ( t) , положительно 
определенная при t Е [ t0 , t1 ] ) ,  дается равенство�! 

и0 (t ) = - N - 1 (1) в т  (1) Z ( t ) х ,  
где Z (t ) - решение матричного Р .  у .  
Z' = - ZA ( t )-A т ( 1 )  Z+ZB ( 1 )  N - 1  ( 1 )  В т ( t )  Z- М ( t )  (6) 
с граничным условием Z ( t1 )=Ф (см. [5 ] , [8] ) .  

В задачах управления п а  бесконечном интервале вре
мени важными являются вопросы о существовании у 
матричного Р .  у. неотрицательпо определенного огра
ниченного па [ 10 ,  оо ) решения , о существовании периоди
ческого или почти периодического решения (в случае 
периодических или почти периодических коэффициен
тов уравнения) и о способах приближеиного построепил 
таких решений. 

В вариационных задачах с дискретным временем и 
задачах дискретной оптимизации апалого�I уравнения 
(4) служит м а т р и  ч и о е р е  к у р р е  и т и о е 
у р а в н е н и е  Р и к к а т и 

Z�t + l = AkZk + Bk -ZkCkZk - ZkDk . 
Уравнепию (4) можно естествеиным образом поста

вить в соответствие дипамич. систему па многообразии 
Грассмапа Gm , n (см. [ 9] ) ,  что позволлет привлечь 
к исследованию уравнепил (4) теорию дипамич . систем . 
Напр . , если матрицы А ,  В ,  С, D в уравнении (4) пери
одичны с периодом w >O и I Л1 1 < I Л2 1 < . . .  < I Лn + m l , где 
Л; - мультипликаторы (см. Флоке - Ляпуиова тeope
.lta) системы (5) , то соответствующая дипамич . система 
порождается диффеоморфизмом Морса - Смейла (см . 
Морса - С.1tейла систе.11tа) , и потому она структурно 
устойчива . 

Лит. : [ 1 )  R i с с а t i J . , Opere, Trev iso, 1 7 58 (2 Aufl . ,  Luc
ca , 1 7 6 1 -65 ) ;  [2)  R а м н е Э . ,  Справочник по обыкновенным 
дифференцальным уравнениям, пер с нем. , 5 изд. , М . ,  1 97 6 ;  
[ 3 ]  Е р у г и н Н .  П. , Rнига длн чтенин п о  общему курсу диффе
ренциальных уравнений, 3 изд . , Минск , 1 979 ;  [t, ] е г о ж е, 
Линейные системы обыкновенных дифференциальных уравне
ний, Минск , 1 96 3 ;  [5) R е i d W. Т . ,  Riccati differential equati
ons , N .  У . - L . ,  1972 ; [6) }{ а л м а ц Р. ,  Ф а  л б П. ,  А р  б и б М . ,  
Очерки п о  математичесной теории систем, пер с англ . , М . ,  1 97 1 ; 
[7] Л и о н с Ж.-Л . ,  Оптимальное управление системами , опи
сываемымц уравнениями с частными производцыми , пер . с 
франц. , М . ,  1 972 ;  [8) 3 а х а р - И т к и н М . Х . ,  « Успехи матем. 
наую>, 1 97 3 ,  т.  28 ,  в .  3 ,  с .  8 3 - 1 20 ; [9) S с h n е i d е r С .  R . , 
«Math. Syst, Тh�ОГУ», 1 9 7 3 ,  v. 7 , No 3, р 28 1-86 .  Е. Л. Тою;ов . 

РИМАНА ГЕОМЕТРИ Я ,  э л л и п т и ч е с  к а л 
г е о м е т р  и л , - одна из неевклидовых гео:метрий, 

т. е. геометрич. теория , основа:Q:ная па аксиомах, тре
бования к-рых отличны от требований аксиом евклидо
вой гео.JI!етрии .  В отличие от евклидоной геометрии в 
Р .  г . осуществляется одно из двух возможных отрица
ний аксиомы параллельпости евклидоной геометрии: 
в плоскости через точку, пе ипцидептпую данпой пря
мой , не проходит ни одной прямой, не иерееекающей 
данную; другое отрицание евклидоной аксиомы парал
лельпасти осуществляется в Лобачевского гео.JI!етрии: 
в плоскости через данную точку, не ипцидептпую данпой 
прямой, проходит по крайпей мере две прямые, не пере
еекающие данную. 

Система аксиом трехмерпой Р .  г .  может быть постро
ена по основе тех же попятий, что и Гильберта cucтe.JI!a 
аксио.JI! евклидоной геометрии , где в качестве основных 
понятий полагаются «точка>> ,  «прямая» , <<плоскосты> .  
«Прлмаю> и «плоскостЬ>> понимаютел как нек-рые классы 
«точею> ,  а под «прострапством>> подразумевается сово
купиость ВСе.Х объектов: (<ТОЧеК>> , «ПрЯМЫХ>) И «ПЛОСКО
СТеЙ>> . 

Система аксиом состоит из четырех групп . 
1 группа - а к с и о м ы п р и и а д л е ж н о с-

т и - содержит все аксиомы , составляющие 1 группу 
гильбертовой системы аксиом, и , кроме того , допол
няется еще одной аксиомой: каждым двум различным 
прямым в плоскости принадлежит одна и только одна 
общая им точка.  

11 группа - а к с п о м ы п о р я д к а ,  или р а
с п  о л о ж е н и я т о ч е к  и а п р  я м о й .  Аксиомы 
этой группы описывают поплтие <<разделенность двух 
пар точек прямоЙ>> ,  с помощью к-рого определяется по
рядок точек па прямой . 1 1 1 • Каковы бы ни были три раз
личные точки А ,  В ,  С произвольпой прямой, сущест
вует па этой прямой такал точка D ,  что пара А ,  В раз
деллет пару С, D (обозначается A B + CD ) .  Если А В + 
-7- CD ,  то все четыре точки А , В ,  С, D различны . 1 1 2 •  
Если A B -7- CD ,  то BA -7- CD и CD -7- A B . 1 1 3 •  J\аковы 
бы ни были четыре различные точки А , В , С ,  D прямой, 
из них могут быть всегда и едипствеппым образом 
составлены две разделеиные пары . 1 1 4 •  Пусть точки А ,  
В ,  С, D ,  Е лежат па одной прямой, если CD + A B  и 
СЕ-7-А В ,  то пара DE не разделлет пару А В .  I I 5 ,  Если 
пары CD и СЕ не разделлют пару А В ,  то и пара DE не 
разделяет пару АВ (см. 1 1 4 ) . 1 1 6  Пусть четыре различ
ные прямые пек-рого пучка пересекаютсл двумя раз
личными прямыми соответственно в точках А , В, С, D 
и А 1 , В1 , С1 , D1 , тогда если A B + CD , то и A 1B1 +C1D1 • 

111  группа - а к с п о м ы  к о и г р  у э и т и о с-
т и - описывает отношение «копгруэптпосты отрезков, 
углов и т .  д Под отрезком подразумеваете/! множество 
точек прямой , определенное парой различных точек А ,  
В этой прямой следующим образом . Вследствие аксиом 
11 группы па прямой существует такал пара точек М, N, 
что A B + MN; множество точек Х ,  к-рые удовлетворяют 
соотношению А В -7-М Х ,  образуют класс внутренних 
точек отрезка , определяемого точками А и В ;  обозпа
чается [АВ]м .  Точки прямой , внешние относительно 
[АВ]м,  образуют в з а  и м н о д о п о  л и и т е л ь
п ы й о т р е з  о к [ A B IN, точки А и В паз . концами 
отрезков [А В]м и [A BIN· В аксиомах , относлщихся к 
понятию отрезка, под отрезком подразумевается всегда 
класс внутренних точек или всегда класс впешппх то
чек .  1 1 1 1 .  Каждый отрезок конгруэнтен самому себе . 
1 1 1 2 •  Если первый отрезок конгруэнтен второму, то вто
рой отрезок конгруэнтен первому. 1 1 1 3 .  Если первый 
отрезок конгруэнтен второму, а второй конгруэнтен 
третьему, то и первый конгруэнтен третьему. 1 1 1 4 •  
Из конгруэнтности дв ух отрезков следует конгруэнт
ность их взаимно дополнительных отрезков . I I  I 5 •  1\аж
дый отрезок не конгруэнтен своей части . П о л у н р я
м ы м и паз.  конгруэнтные взаимно дополнительные 
отрезi>и одной прямой . Концы та1шх отрезков наз . про-
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тивоположными точками прямой . 1 1 1 6 •  Для каждой точ
ки прямой существует ей противоположная . 1 1 1 7 •  Все 
полупрямые конгруэнтны между собой . I I I 8 • ЕсJш от
резок [АВ] конгруэнтен отрезку [А 1В1] и точка С есть 
внутренняя точка первого отрезка ,  то внутри второго 
отрезка существует такая точка С1 1 что отрезок [А 1С1] 
конгруэнтен отрезку [А С] и отрезок [ С1В1] конгруэн
тен отрезку [ СВ] . Пусть на сторонах угла , образован
ного двумя прямыми, отмечены противоположные точ
ки относительно вершивы угла , тогда отрезком, соот
несенным углу, ваз .  отрезок прямой, проходящий через 
эти две точки , к-рый расположен внутри давиого угла . 
Два угла ваз . к о в г р у э в т в ы м и, если конгру
энтны соотнесенные им отрезки . 1 1 1 9 •  Если в двух тре
угольниках АВС  и А 1В1С1 сторона АВ конгруэнтна 
стороне А 1 В 1 , а сторона А С - стороне А 1 С 1 , то угол А 
конгруэнтен углу А1  тогда и только тогда , если конгру
энтны стороны В С  и В1С1 • 

IV группа - а к с и о м а в е п р е р ы в в о с т и . 
Пусть внутренние точки отрезка [АВ]м разделены на 
два класса таких , что 1 )  каждая точка отрезка попадает 
в один из этих классов , 2) каждый класс не пуст ,  3) если 
точка Х принадлежит первому классу, а точка У 
второму, то Х - всегда внутренняя точка отрезка 
[А У]м .  Тогда на отрезке [АВ]м существует такая точка 
С, что всякая внутренняя точка отрезка [А С]м принад
лежит первому классу, а всякая внутренняя точка 
отрезка [ СВ]м - второму. 

Имеются и другие системы аксиом Р. г . ,  в основе 
к-рых лежат иные основвые понятия и отношения (см. , 
вапр . ,  [3 ] , [ 5 ) ) .  

Метрич . свойства Р .  г .  «11 малом» совпадают с метрич. 
свойствами век-рой гиперсферы 11 соот11етствующем 
евклидовом пространст11е . Напр . ,  для любой точки 
пп:оскости Римава существует содержащая эту точку 
часть плоскости , изометричпая пек-рой части сферы в 
3-мервом евклидо11ом пространстве , радиус r этой сфе
ры - один и тот же для 11сех плоскостей давиого прост
равстl!а Римава - паз . радиусом кри11извы этого про
странства ;  метрич.  с11ойства 3-мервого пространст11а 
Римава «11 малом» со11падают с метрич . сllойстl!ами ги
персферы 4-мервого евклидо11а простравст11а и т. д .  
Число k= 1/r2 ваз . к р и в  и з в о й  п р  о с т р а в  с т
в а Р и м  а в а .  

Ниже при11едевы осноl!ные факты Р .  г .  прямой,  пло
скости и 3-мервого пространства . 

П р я м а я Р и м а н а (э л л и п т и ч е с к а я 
п р я м а я) - замкнутая конечная линия 91 • Моделью 
прямой 11 е11клидо11ой плоскости Е' может служить ок
ружность радиуса r с отождествленными диаметрально 
проти11оположными точками . Дв� различные точки пря
мой делят ее на д11е части . Взаимное расположение то
чек на прямой определяется с помощью понятия «раз
деленности д11ух пар точек». Расстояние между двумя 
точками прямой определяется двузначно:  меньшее из 
них не пре11ышает nr/2 , большее - пре11осходит nr/2 . 
Длина 11сей прямой равна nr.  Две точки , расстояние 
между к-рыми равно nr/2 ,  ваз .  в з а  и м в о п о  л я р
в ы  м и ;  каждой точке прямой соот11етст11ует единст
венная , полярная ей . 

П л о с к о с т ь Р и м а в а (э л л и п т и ч е с к а я 
п л о с к о с т ь) - замкнутая конечная односторовняя 
поверхность 92 , гомеоморфная листу Мёбиуса , граница 
к-рого заклеена кругом . Моделью плоскости Р .  г .  с кри
визной 1 /r2 в 3-мердом евклидо11ом прострапст11е может 
служить сфера радиуса r с отождест11левпыми диамет
рально проти11оположными точками . Прямая не разде
ляет плоскость на две области . 

Всякие д11е прямые на плоскости обладают общим пер
певдикуляром; его длина равна rxr, где а. - угол между 
прямыми , r - радиус кри11изпы плоскости Римана . 
Две различные прямые делят плоскость ва две области, 

к-рые паз . у г л а м и. Трехсторонник разделяет всю 
плосRость па 4 области , к-рые ваз . т р е  у г о л ь  н n
к а м и . 

Метрич . соотношения 11 треугольнике на плоскости 92 
кривизны 1 /r2 11ыражаются соответствующими соотно
шениями сферич . тригонометрии на сфере радиуса r 
в евклидовом пространстве Е3 • Вообще , формулы три
гонометрии в 9 Р .  г. тождествеивы формулам сфер иче
с11:ой тр игопожетр ии на сфере соответствующего ради
уса в евклидоном пространстве, однако существуют оп
ределенные условия справедливости сферич . формул 
на плоскости 92 • 

Множество точек плоскости , отстоящих от да&ной 
точки (п о л ю с а)  на расстоянии nr/2 ,  есть прямая -
п о  л я р  а полюса . Любая прямая однозначно опре
деляется свои м полюсом и ,  обратно , определяет свой 
полюс . Полюсы прямых, проходящих через данную точ
ку, располагаются на поляре этой точки , а поляры то
чек ,  лежащих на пек-рой прямой, пересекаются в nо
люсе этой прямой. В з а и м в о п о л я р в ы е т р е
У г о л ь в и к и имеют вершивами полюсы соответст
вующих сторон . Для двух взаимно полярных треуголь
ников имеет место т е о р е м а Ш а л я о пересечении 
в одной точке трех прямых, соединяющих соответствую
щие вершины этих треугольвююв. Если вершивы тре
угольника являются полюсами его сторон , то его ваз .  
а в т о п о л я р в ы м т р е у г о л ь в и к о м .  

Сумма углов треугольника больше n ;  его площадь 
S = r2 · 1:!.  пропорциопальна угловому избытку !:! = А�+ 
+B+ C-n , где r - радиус кривизны плоскости Ри
мава . 

О к р у ж н о с т ь в 92 - множество точек , распо
ложенных на одинаковом расстоянии от век-рой точки 
(ее ц е в т р а ) .  Под радиусом окружности R можно 
понимать любой из взаимно дополнительных отрезков 
длины R и nr-R , обычно выбирается радиус , не боль
ший nr/2 .  Окружность является эквидиставтой век-рой 
прямой (б а з ы  о к р у ж в о с т и) . При R = лr/2 ок
ружность является прямой - п о л я р о й центра. 
Длина окружности радиуса R равна 2лr sin (R/r) , а 
площадь круга равна 4nr2sin2(R/2r) . 

Существуют четыре и только четыре окружности , 
проходящие через три данные точки , не лежащие па 
одной прямой . Две различные окружности могут пере
секаться не более,  чем в четырех различных точках . 
Площадь всей плоскости 92 радиуса кривизны r равна 
2nr2 • 

В Р .  г .  плоскости имеет место п р  и н ц и п д в о й
с т в е в в о с т и: во всяком верном утверждении мож
но взаимно замевить термивы «точка» и «прямая», в ре
зультате получается вервое утверждение . 

П р о с т р а в с т в о Р и м а н а трехмервое (э л
л и п т и ч е с  к о е п р  о с т р а в  с т в о) - замкну
тое конечное двустороннее (ориентируемое) простран
ство 93 • Моделью пространства 93 в евклидовом прост
ранстве Е4 может служить гиперсфера радиуса r с отож
дествленными диаметрально противоположными точ
ками . Пространство Римава с радиусом кривизны r 

имеет объем n2r3 . 
Плоскость не разделяет пространство на две области . 

Две различные плоскости в 93 пересекаются по прямой . 
Прямая , не лежащая в плоскости, пересекает ее в ОДifОЙ 
точке . 

Множество точек пространства,  отстоящих от даввой 
точки (п о л ю с а) на расстоянии nr/2 ,  есть плоскость -
п о л я р а полюса . Любая плоскость определяется 
однозначно своим полюсам и обратно , определяет свой 
полюс. Е сли три плоскости проходят через одну пря
мую , то их полюсы лежат на одной прямой и обратно, 
если иолюсы трех плоскостей лежат на одной прямой, 
то эти плоскости пересекаются по одной прямой . Для 
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каждой прямой существует такал скрещивающалсл с 
ней прямая, что полюсы плоскостей ,  проходящих через 
одну прямую, лежат на другой , а полярные плоскости 
точек ,  лежащих на одной прямой, проходят через дру
гую. Такие скрещивающиесл прямые наз.  в з а  и м н о 
п о  л я р н ы м и (взаимные поляры) . Две скрещиваю
щиесл прямые наз . к о с ы м и ,  если они не являются 
взаимными полярами или если каждая из них не пере
секает пQллру другой . Две косые прямые имеют два 
общих перпендикуллра , являющихсл взаимными по
лярами . Если два общих перпендикуляра косых пря
мых неравновелики (имеют разные длины) ,  то эти косые 
прямые наз .  р а с х о д  я щ и  м и с я, а длины общих 
перпендикуляров дают наименьшее и наибольшее рас
стояния одной прямой от другой .  Две косые прямые , 
имеющие бесконечное множество общих перпендикуля
ров одинаковой длины, наз . п а р а л л е л л м и 
К л и ф ф о р д а (р а в н о о т с т о я щ и м и ,  п а
р а т а к т и ч н ы м и п р я м ы  м и) . Через каждую 
точку пространства , лежащую вне данной прямой и вне 
полярной ей прямой, проходят две параллели Клиффор
да к данной прямой .  Множество точек, отстоящих от 
данной прямой на одном и том же расстоянии, меньшем л r/2,  наз .  п о в е р х н  о с т ь ю К л и ф ф о р д а .  
Данная прямая наз . осью , а расстояние р точек от оси 
радиусом поверхности Н:лиффорда . Эта поверхность 
имеет две взаимно полярные оси и соответственно два 
радиуса , дополняющих друг друга до полупрямой. 
Плоскости , проходящие через ось поверхности !\лиф
форда , иерееекают ее по окружности . Через каждую 
точку поверхности Н:лиффорда проходят две прямые, 
равноотстоящие от ее осей и целиком принадлежащие 
поверхности; эти прямые наз .  п р я м о л и н е й н ы-
111 и о б р а з у ю щ и м и п о в е р х н о с т и Н: л и ф
ф о р д а .  Всякие три прямые, равноотстоящие друг от 
друга , определяют поверхность Клиффорда , для к-рой 
они являютел образующими . Каждая пара прямоли
нейных образующих различных семейств пересекаетсл 
под постоянным углом . Поверхность Н:лиффорда изо
метрична евклидову ромбу с острым углом, равным углу 
между образующими различных семейств, и стороной 
длины лr ,  у к-рого отождествлены точки противополож
ных сторон, соединяемых прлмыми, параллельными 
другим сторонам. Иными словами , поверхность Клиф
форда несет на себе евклидову геометрию . Площадь 
поверхности l{лиффорда радиуса р равна л2r2sin (2p/r) . 

С ф е р а в 93 - множество точек, расположенных 
на одинаковом расстолнии от нек-рой точки (ее ц е н т
р а ) .  Сфера является эквидистантой пек-рой плоскости 
(б а з ы с ф е р ы) . Площадь сферы радиуса R равна 
4л r2sin2 (R/r) . 

В Р .  г. пространства имеет место п р и н ц и п д в о й
с т в е н н о с т и :  во всяком верном утверждении мож
но взаимно заменить термины «точка>> и «плоскостЬ>> , 
в результате получаетел также верное утверждение . 

По-видимому, первое сообщение о Р .  г .  сделано 
Б .  Рималом (В .  R ieшaнn) в его лекции «0 гипотезах ,  
лежащих в основании геометрию> ( 1854, опубл . 1867 ,  
см. [ 1 ] ) ,  где Р .  г .  рассматривалась как  римапава 
г еометрия  постоянной положительной гауссовой 
кривизны. 

Лит. : [ 1 ]  Р и м  а н Б . , в кн. : Об основаниях геометрии , М . , 1 9 56 , с. 30!1- 2 5 ;  [2] Е ф и м  о в Н. В . , Выешал геометрия ,  6 
изд. , М . , 1 9 7 8 ;  [З]  Р о з  е н ф е л ь  д Б. А. , Неевилидоны нрост
ранства , IYI. , 1 9 ti 9 ;  [4] Н а г а н В. Ф . ,  Основанил геометрии , 
ч. 2 ,  М . ,  1 9 5 6 ;  l5]  Б о г о м о л о в С .  А. , Введение в неевилидо
ну геометрию Римана , Л . - М. , 1 9 34 Л. А. Сидоров. 

РИМАНА ГИПОТЕЗЫ в а н а л и т и ч е с к о й 
т е о р и и ч и с е л - пять гипотез , высказанных 
Б .  Риманом (В .  R ieшann , 1 876) относительно распреде
лепил нетривиальных нулей дзета-функции � (s) п от
носительно выражения через эти нули числа простых 
чисел , не иревосходящих х (см . Двета-фующия) . Не 

доказана и не опровергнута одна Р. г . :  все нетриви
альные нули дзета-функции � (s) лежат на прямой 
Re s= l/2 • А. Ф. Лаврип. 

РИМАНА ДЗЕТ А-ФУНКЦИЯ - см. Даета-фупщия. 
РИМАНА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 

линейное однородное обыкновенное дифференциальное 
уравнение 2-го порядка в комплексной плоскости , име
ющее три заданные регулярпые особь1е точки а ,  Ь ,  с 
с соответствующими характеристич . показателлми а, а' , � .  � ' , у ,  у' в этих точках .  Общий вид такого уравне
ния впервые выписал Э .  Паппериц (Е . Papperitz ) ,  из-за 
чего оно также наз . Папперица уравпепием . Решения 
Р .  д. у. записываются в виде так наз . Р-ф у н к ц и и 
Р и м а  н а  

1 z } .  
) 

Р .  д . у. принадлежит Фукса классу уравпепий с тремя 
особыми точками . Частным случаем Р .  д. у. является 
гипергеометрическое уравпение (особые точки: О ,  1 ,  оо ) ;  
поэтому само Р .  д .  у. иногда наз .  о б о б щ е н н ы м  
г и п е р г е о м е т р и ч е с к и м у р а в н е н и е м. 
Р. д .  у. приводится к Лохгаммера уравпению ,  а потому 
решение Р .  д. у.  можно записать в виде интеграла по 
специальному контуру в комплексной плоскости . 

Лит. см. при ст. Папперица уравнепие. Н. Х. Розов. 
РИМАНА ИНТЕГРАЛ - обобщение понятия Ноши 

иптеграла на нек-рый класс разрывных функций, 
введенное Б .  Риманам (В .  R ieшann,  1 853 ) .  Пусть функ
ция f (х) задана на отрезке [ а ,  Ь] и а= х0 <х1 < . . .  <х; - 1 < 
<х; < . . .  <хп= Ь , i= 1 ,  2, . . .  , n ,  x; --x; - 1= /"J.x; . Сумму 
вида 

а =  f ( S1 ) (х1 -хо) + . . .  + f (s;) (х;-х; - 1 ) + . .  · 

· · · +-- f (sп) (хп - хп- 1 ) , (1 ) 
где x1 _ 1 .:s;;:s,-.:s;;:x,- , наз .  и н т е г р  а л ь  н о й  с у м м о й, 
отвечающей данному разбиению отрезка [ а ,  Ь] точками 
х; и выбору точек Si · Число I наз . пределом интеграль
ных сумм ( 1 )  при шах !"!.х; <б ,  если для любого е >О най-

i 
детсл б >О такое , что при шах I"J.x; -+ О справедливо не

i 
равенство l a -I I <е . Если существует конечный предел 
I интегралt.ных сумм при шах I"J.x; -+ О ,  то функцию 

i 
f (х) наз . и н т е г р и р у е м о й в с м ы с л е Р и м а
н а на отрезке [ а ,  Ь] при а <Ь ,  а указанный предел -
о п р е д е л е н н ы м  и н т е г р а л о м  Р и м а л а 
от функции f (х) по отрезку [ а ,  Ь] и обозначают 

� :  f (х) dx . (2) 
При а= Ь ,  по определению , полагают 

� : /  (х) dx = O , 

а при а >Ь определяют интеграл (2) с помощью равен-
ства �: / (х) dx = - �: f (х) dx . 

Необходимым и достаточным условием интегрируе
мости f (х) па [ а ,  Ь ] в с�1ысле Рииана являютел ограни
ченность f (x) на этом отрезке и равенство нулю Лебега 
меры множества всех точек разрыва f (х) ,  содержащихся 
на [ а ,  Ь ] . 

С в о й с т в а Р .  и .  1 )  Велкал интегрируемая по Ри
мапу на отрезке [ а ,  Ь] функция f (x) ограничена на этом 
отрезке (обратное неверно : примером ограниченной и 
неиптегрируемой на [ а ,  Ь] функции служит Дupux.11e 
функция ) .  
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2) Л и в е й  н о е с в о й  с т в о: для любых постоян

ных а и � из интегрируемости на [а , Ь] каждой из функ
циii f (х) и g (х ) СJiедуют интегрируемость на этом отрез
ке фующии [af (x) + �g (x) ] и равенство 

�: [af (x) + �g (х) ]  dx = a  �: 1 (х) dx + � �> (х) dx . 
3) Из интегрируемости на отрезке [а ,  Ь] каждой из 

функций f (х) и g (х) следует интегрируемость на этом 
отрезке произведения f (x)g  (х) . 

4) А д д и т и в в о с т ь: из интегрируемости функ
ции f (х) на каждом из отрезков [а , с] и [ с ,  Ь] следуют ии
тегрируемость f (х) на от резне [а , Ь] в равенство 

� :  f (х) dx =  �: 1 (х) dx+ � :  f (х) dx . 

5) Если функции f (х) и g (х) интегрируемы на (а ,  Ь] 
и если f (x) ;;;;.g (х) всюду на этом отрезке , то 

� : / (х) dx � � : g (х) dx . 

6) Из интегрируемости на [а ,  Ь] функции f (х) следуют 
интегрируемость на этом отрезке функции 1 t (х) 1 и спра
ведливость оценки 

1 � : f (х) dx 1 � � : l f  (х) 1 dx . 

7) Ф о р м у л а с р е д в е г о з в а ч е в и я :  если 
функции f (x) и g (x) интегрируемы на [ а ,  Ь] , функция 
g (х) веотрицательна или не положительна всюду на этом 
отрезке , а М и т - точные верхняя и нижняя грани 
f (x) на [а , Ь ] , то найдется число ft из отрезка т <ft <:M 
такое ,  что справедлива формула 

�: f (х) g (х) dx = ft  s: g (х) dx . (3) 

Если , кроме того , функция f (х) непрерывна на [а ,  Ь ] ,  
то  на  этом отрезке найдется точка � такая , что в форму
ле (3) 

ft = f ( S) . 
8) В т о р а я ф о р м у л а с р е д в е г о з в а ч е

н и я (ф о р м у л а Б о н н е) : если функция f (х) ин
тегрируема на [а , Ь ] , а функция g (х) монотонна на этом 
отрезке , то найдется точка � на [а , Ь] такая , что справед
лива формула 

� : f (x) g (x)dx = g (a) � : f (x) dx + g (b) � : f (x) dx . 

Лит . :  [ 1 ]  R i е m а n n В . , <<Gi.ittinger Akad. Abhandl .» ,  
1 8 6 8 ,  Bd 1 3 ; [2]  И л ь  и н В .  А. ,  П о з  н я и Э.  Г. , Основы мате
матичесиого анализа , 3 изд. , ч. 1 ,  М. , 1 9 7 1 , 2 изд. , ч. 2, М ,  1 980 ;  
( 3 ]  Н у д р я в ц е в Л .  д . ,  Курс математичесиого анализа , 
т. 1 -2 ,  М. , 1 98 1 ; (4 ]  Н и и о л ь с и и  й С. М. , Курс математи
чесиого анализа, 2 изд. , т .  1 -2 ,  М . , 1 97 5 .  В. А. Ильин,. 

РИМАНА МЕТОД , Р и м а в а - В о л ь т е р р а 
м е т о д , - метод решения Гурса аадачи и Коши аадачи 
для линейных гиперболич . типа уравнений 2-го порядка 
с двумя иезависимыми перемеввыми 

Lи = иху + а  (х, у ) их +Ь (х , у) иу + с (х , у) и = 
= f (x , y) . ( 1 ) 

В Р .  м .  фундаментальную роль играет ф у и к ц и я 
Р и м  а в а R = R (х , у ; � . ТJ ) , к-рая при определеп:а:ых 
предположениях относительно заданных функциii а ,  Ь ,  
с и f однозначно определяется как решение специаль
ной задачи Гурса : 

R (� . у ;  � . Т) ) = ехр � � а (� .  t ) dt ; 

R (х ,  Т) ; � . ТJ ) = ехр \ х  Ь ( t , ТJ ) dt 
w S  

-f4 32 Математическая энц . •  т .  /о 

для сопряженного уравнения 

L*R = Rxy -:ж (а , R) -� (bR ) + cR = 0 . 

Фувкцил R по перемеввым � .  ТJ является решением 
однородного уравнения 

R61J +а ( � .  ТJ) R; + Ь ( � , ТJ) R'IJ + с (� .  ТJ) R = О.  
При а= Ь = О ,  c= const функция R = J0( Y4c(x-�) (y-Т) )) , 
где J0(z) - функция Бесселя порядка нуль . 

Функцию Римава можно определить как решение 
нагруженного интегрального уравнения Вольтерра : 

R (х , у; � .  ТJ) - �� а (х , -r) R (х, -r; �. ТJ) d-r:

- � ; Ь (t , у) R ( t ,  у ;  � .  ТJ) dt + 
+ � ; dt �� с (t , -r) R (t , -r; �. ТJ) d-r = 1 . (2) 

Р .  м .  решения задачи Гурса реализуется следующим 
образом : для любой дифференцируемой до соответству
ющего порядка функции и= и (х , у) имеет место тож
дество а• 

дж 
ду (иR (х ,  у ; � .  ТJ) ] - R (х , у ;  �. ТJ) Lи =  

= а� [и ( �= - aR ) ]  + � [и ( 88� - ЬR ) ] , 

из к-рого интегрированием по частям получается , что 
любое решение и уравнения ( 1 )  представляет собой ре
шение нагруженного интегрального уравнения: 

и (х ,  у) = R (х , у0 ; х ,  у) и (х ,  Уо) + 
+R (х0 , у ; � .  У) и (х0 , y) - R (х0 , у0 ;  х, у) + 

+ � :. [ Ь ( t , Yu ) R ( t , Уо ; х ,  y) - дR ( t , �;; ж , у)] Х 

Х и ( t , у0 ) dt + � �. [а (х0 , -r) R (х0 , -r; х, у) 

дR (ж0 , т; 
ж , у) J дт и (х0 , -r) d-r + 

+ (' х  dt (' Y  R ( t , -r ;  х ,  у) f (х , -r) d-r , х > хо ,  у > Уо ·  (3) J Хо J У о 
Из (3) непосредственно вытекает корректность задачи 
Гурса 

и (х , Yo) = qJ (x) , u (xo , Yo) = 1jJ (y) , cp (xo) = 'I' (Yo) 
для уравнения ( 1 ) .  

Р .  м .  приводит решение задачи Ноши для уравнения 
( 1 )  с начальными данными на любой гладкой вехаракте
ристич . кривой к нахождению функции Римава и дает 
возможность в квадратурах выписать решение этой 
задачи . 

Р .  м . обобщен на широкий класс линейных гипербо
лич. уравнений и систем . 

Для случая гиперболич .  типа системы линейных 
уравнений с частными производпыми 2-го порядка 

ихх - иуу +а (х ,  У) их+Ь (х , у) иу + с (х ,  у) и = f  (х, у) , 
где а ,  Ь ,  с - заданвые действительные квадратвые сим
метрич .  матрицы порядка т ,  != (f 1 , • • •  , f т ) - задаввый , 
а и = (и1 , • • •  , ит) - искомый векторы , :м а т р и  ц а 
Р и м а и а однозначно определяется как решение 
системы нагруженных интегральных уравнений Воль
терра вида (2) , в правой части к-рой стоит единичная 
матрица I порядка т.  

В .  Вольтерра (V . V olterra) впервые обобщил Р , м .  на 
волновое уравнение 

(4) 



995 РИМАВА 996 
Роль функции Римана , позволяющей выписать в квад
ратурах решение задачи Коши с начальными данными 
па плоскости t= const и задачи Гурса с данными па ха
рактеристич. конусе для уравнения (4) , играет функция 

R = log [ {< 1�,')' - 1  + ..:; t] , 
где r2 = (x- s)2+ (Y - rJ)2. 

Метод предложен Б .  Римапом (В . R ieшann , 1 860) . 
Лит. : [ 1]  Б и ц а д з е А. В . ,  Уравненил смешанного типа,  

М . ,  1 95 9 ;  [2 ] Н у р а  н т Р. , Уравнения с частными nроизвод
ными ,  пер . с англ . ,  М . , 1 9 6 4 ;  (3 ]  С м и р н о в В .  И . ,  Курс выс
шей математики , 5 изд. ,  т. 4 ,  м . ,  1 9 58 .  А.  М. нахушев. 

РИМАНА МЕТОД СУ ММИРОВАНИЯ - один из 
методов суммирования числовых рядов . Ряд 
суммируется методом Римана к числу S , если 

ь�� [ао + !:= 1 an ( si:�h YJ = S .  

Впервые этот метод ввел и доказал его регулярность 
Б .  Риман (В . R ieшann , см . [ 1 ] )  в 1854 . Р .  м. с. приме
няется в теории тригонометрич . рядов , где его ,обычно 
формулируют следующим образом: тригонометрич. ряд 

�· + �:= 1 an cos nx+Ьп sin nx 

с ограниченными коэффициентами а",, Ьп суммируется 
методом Римана в точке х0 к числу S , если функция 

F (х) ",. а.х' _ '"" "' ancos nx + bn sin nx 
4 �n= 1 � 

имеет в точке х0 Ри.мапа проиаводпую ,  равную S .  
Лит. : [ 1 ) Р и м  а н Б. , Соч. , пер. с нем. , М . - Л . , 1 948: 

[2] Б а р  и Н. Н ., Тригонометрические ряды, М. , 1 96 1 ; (3] 3 и г
м у н д А . ,  Тригонометрические ряды, пер. с англ. , т .  1 ,  М. , 
1 96 5 ;  [4) Х а р д и  Г. , Расходящиеся ряды, пер . с англ . ,  М. , 
1 9 5 1 . Т. П. Лупашеппо. 

РИМАНА ОБОБЩЕННАЯ ГИПОТЕЗА - высказы
вание о нетривиальных нулях Дирихле L-фуn�>ций, 
даета-фуп�>ций Дедекинда и нек-рых других подобных 
функций, вполне аналогичное Ри.мапа гипотезе относи
тельно нетривиальных нулей дзета-функции Римана 
� (s) . Р .  о. г. в случае Дирихле L-функций наз . также 
р а с  ш и р е  и н о й  г и п о  т е з о й Р и м а н а .  

А .  Ф .  Лаврип. 
РИМАНА ПРОИЗВОДПАЯ , п р о и з в о д н а л 

Ш в а  р ц а ,  в т о р а л с и м м е т р и ч е с  к а л 
п р  о и з  в о д н а л ,  функции f (x) в точке х0 - предел 

D2/ ( ) - 1 ' f (xo + h) - 2! (хо) + /  (xo - h) Хо - IШ h' , 
h -+ о 

Введена Б .  Риманом (В .  R ieшann, 1854) ;  он доказал, 
что если в точке х0 существует 2-л производпал /"(х0) , 
то существует Р .  п. и D2f (x0)=j"(x0) . Верхний и нижний 
пре;g;елы 

при h - О ваз . соответственно верхней D2f (x0) и ниж
ней D2f (x0) Р .  п .  

Р .  Л. получила широкое применение в теории пред
ставления функций тригонометрич. рядами ; в частно
сти, в связи с Ри.мапа .методом суммирования . 

Т. П. Лупашеппо. 
РИМАНА СООТНОШЕНИЕ, б и л и н е й н ы е с о

о т н о ш е н и я  Р и м а н а , - см . А белев дифферен
циал . 

РИМАНА СФЕРА - сфера в евклидоном простран
стве IR3 (s ,  rJ ,  t) ,  на к-рую расширенная комплексная 
плоскость С отображается взаимно однозначно и кон
формно nри nомощи стереографической проекции . 
Напр . ,  в качестве Р .  с .  можно взять единичную сферу 

82 = {(6 ,  fJ, t) E IRз ;  62+'12+ t2 = 1} ,  

а плоскость С совместить с плоскостью t= O так ,  чтобы 
действительная ось совпала с осью ч = О ,  t= O ,  а мнимал 
ось - с осью 6= 0 , t= O (см . рис . ) .  Каждой точке z= 
= х+ iy=/= оо nри стерео
графич . проекции соот
ветствует точка сферы 
М (� , rJ ,  t)=!=P (0 , О, 1 ) , 
получающалсл как точ
ка пересечения луча со 
сферой s2 , nроведеино
го из северного полюса 
сферы Р (0 ,  О ,  1) в точку 
z ;  бесконечно удаленной L------------------J 
точке z= оо соответствует северный nолюс Р (0, О, 1 ) .  
Аналитически это соответствие выражается форму
лами !: + · 2z t = �  s + i'l] 

'::о !rj = Т'Z'i'+Т • l z l ' + 1 ' Z =  1 - t 
· (*) 

Иначе говоря, соответствие (*) определяет дифференци
руемое вложение одномерного комnлексного проектив
ного пространства СР1 в nространство IR.З в виде сферы 
S2 • Во многих вопросах теории функций расширенную 
комплексную nлоскость отождествляют с Р .  с. От ис
ключительной роли бесконечно удаленной точки плос-
кости С можно избавиться , если за расстояние между 
двумя точками z, ш Е С nринять х о р д а л ь н о е ,  
или с ф е р и ч е с н о е , р а с с т о л н и е х (z ,  ш) 
между их образами М ,  N Е S2 : 

2 1 z - w 1 2 x (z , w) =  , x (z , oo ) = -�= V 1 Z \ ' +  1 V 1 W 1 ' +  1 V \ Z \' + 1 

Вложение многомерного комплексного проективного 
пространства CPn , п >1 ,  в пространство IR.n<n + 2) мож
но осуществить при помощи формул комплексно п-мер
ной стереографич . проекции, обобщающих формулы (*) 
(см . [2 ] ) . 

Лит. : [ 1 ) Ш а  б а т Б . В . , Введение в комплексный анализ, 
2 изд. ,  ч. 1 -2 ,  М. , 1 1! 76 ; [2] Ф у  к с Б. А. , Введение в теорию 
аналитических функций многих комПJJексных переменвых, 
[2 изд. l ,  М . ,  1 962 .  Е .  Д .  Соло.м.епцев. 

РИМАНА ТЕНЗОР - четырехвалентный тензор, 
рассматриваемый в теории кривизны пространств . 
Пусть Ln - nространство аффинной связности , Г�j 
объект связности пространства Lm компоненты (коор
динаты) Р. т . ,  один раз контравариантного и трижды 
ковариантного , имеют вид 

q q 
q дГ/ i  дГki  q Р q Р R 1k ; = --,. - -z- - Г 1рГ k; + ГkрГ /i , ' дх дх 

l ,  k , i ,  q = 1 ,  2, . . . , n ,  
д 

где а х "  - символ дифференцирования по пространет-
венной координате xk , k= 1 ,  . . .  , n .  В римановом прост
ранстве Vn с основным метрич . тензором gij , кроме 
тенэора Rrk. i ,  рассматривается четырежды ковари
антный Р .  т . ,  получаемый опусканием верхнего индек
са q с помощью метрич. тензора gij : 

1 ( д'g zj 
Rrk i gqJ· = Rtk . . = -2 -,.--. -• • <!  дх дх 1 

д'gц д'gkj д'gki ) р Q р q - --. - --. + ---. + gpq (Г/iГk; - ГkjГz ;) . 
дхk дх 1 дхl дх1 дх l дхl 

k k v б " Здесь Г;j= Гjt,  так как n сна жено римановои свлз� 
ностью (без кручения) .  В произвольком пространстве 
с аффинной связностью без кручения координаты Р .  т. 
удовлетворяют т о ж д е с т в у Р и ч ч и 

Щk; + R%;,  z + R?t. k = O , 
Rzk, ij + Rki, tj+Ru, kj = O , 
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т .  е .  циклирование по трем первым (нижним) индексам 
дает нуль . 

Р .  т .  обладает следующими свойствами: 

f) R zk , ij = R u. zk ;  2) R ?. tk = - R 1, k t; 
3) R zk . iJ = -Rkl , if• Rzk . if = -Rzk. Ji ; 

4) Raa ,  ij = O , R1k ,  ь ь = О ,  

если оба индекса одной пары одинаковы, то  соответст
вующая координата равна пулю: RZa, t= O ;  

5) для абсолютных производных Р .  т .  имеет место 
т о ж д е с т в о  Б и а в к и  

V mRZt. ; + V kR 7m, t + v zR:hk,  t = O , 
где V т - символ ковариантпого дифференцирования 
по координате хт . Аналогичное тождество имеет место 
и для тензора R tk, ij ·  

Р. т .  имеет всего п4 координат , где n - размерность 
пространства , из них п2(п2-1 )11 2  существенных ,  между 
к-рыми нет тождествеиных зависимостей, вытекающих 
из указанных свойств . 

В случае n= 2 Р .  т. имеет одну существенную коорди
нату R12 , 12 , к-рая входит в определение внутренней, 

й в . . .  " ( или риманово , кривизны поверхности К= det 8 . . см . 
/}  

Гауссова кривиапа) . 
Р .  т .  был определен Б .  Римаиом (В .  R iemann) в 1 861 

(опубл . в 1876) . 
Лит. :  [ 1 ] Р а ш е в с к и й  П. Н . ,  Римщюва геометрия и те!I

зор!IЫЙ а»ализ, 3 изд. ,  М . ,  1 967 ; [2] Э й  з е н х а  р т л. п. , 
Рима!Iова геометрия, пер. о англ. , М. , 1 948 ;  [3] Г р о м о л д . ,  
Е л и II г е н б е р г В . ,  М е й  е р  В. , Риманова геометрия в це
лом, пер. с !Iем. , М. , 1 9 7 1 .  Л. А .  Сидоров. 

РИМАНА ТЕОРЕМА - 1) Р. т. о к о н ф о р м н о м 
о т о б р а ж е и и и: каковы бы ни были две односвяз
ные области G1 и G2 расширенной комплексной плоско-
сти t ,  отличные от С, а также от iC с какой-либо ис
ключенной из нее точкой, найдетел бесконечное число 
аналитических и однолистных в области G1 функций, 
каждая из к-рых осуществляет взаимцо однозначное и 
конформное отображение G1 па G2 •  При этом для любой 
пары точек а Е G1 , а=!= оо , и Ь Е G2 и любого действительно
го числа r:x, О ...;;:а ...;;:2л, найдется , и притом единственная , 
функция f этого класса , для н-рой f (а) = Ь ,  arg j'(a)= r:x .  
Условие arg j ' (a) =r:x геометрически означает, что каж
дый бесконечно малый вектор , выходящий из точки а, 
при отображении w= f (z) переходит в бесконечно малый 
вектор, направление к-рого образует с направлением 
исходного вектора угол а . 

Р .  т. является основной в теории конформных ото
браж ений и вообще в геометрич . теории функций 
комплексного перемеппого. Вместе со своими обоб
щениями па многосвязные области она имеет обшир
ные применепил в теории функций комплексного 
перемеппого , математич. физике , теории упругости,  
аэро- и гидромеханике, электро- и магнитостатике 
и т. д. Эта теорема для более общего случая односвяз
ных и, вообще говоря , пеоднолистпых областей над ком
плексной плоскостью была сформулирована Б .  Рима
пом (В . Riemann , 185 1 ) .  При этом вместо условий 
нормировки <<f (а) = Ь, arg f ' (a )= r:x» копформного отобра
женил w=f (z ) ,  обеспечивающих его единственность , в 
формулировке Б .  Римава для той же цели использова
лись уеловил «f (a) = Ь ,  ! ( �) = ffi>> , где a E G1 , Ь Е G2 , а � и 
(J) - наперед заданные точки границ областей G1 и G2 
соответственно .  Последние уеловин при современном 
определении попятил односвязной области не всегда 
корректны . Б .  Римап доказывал свою теорему в значи
тельной степени исходя из физич. представлепий, к-рые 
его также убедили в важности этой теоремы для прило
жепий . В современном понимании математич . строгость 
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доказательству Б Римава придал Д .  Гильберт (D .  Hil
bert) , обосновавший использованный Б. Риманом в его 
доказательстве т .  н. Дирихле припцип . 

См. также Копформпае отображепие . 
Лит . :  [ 1 ] р и м а н Б. , Соч . ,  пер с нем. , М.- Л . ,  1 94 8 ,  

с. 49-8 7 ;  [2] П р  и в а л о в И .  и . ,  Введение в теорию фующий 
комnлененого переменного ,  12 изд. , М. , 1 97 7 ;  [3] Г о л у
з и н Г. М. , Геометричесная теория фуннций намплененого пере
менного ,  2 изд. , М . , 1 966 .  Е.  П. Должеипо . 

2) Р .  т .  о п е р  е с т а н о в к е ч л е н о в р л д а :  
если ряд, члены к-рого являются действительными чис
лами, сходится , но не абсолютно, то каково бы ни было 
число А ,  можно так переставить члены этого ряда , что 
сумма получившеrосл ряда будет равна А .  1\роме того , 
члены ряда можно так переставить , что его сумма будет 
равна одной из наперед заданных бескопечпоетей со 
знаком + оо или - оо ,  а также так ,  что его сумма не 
будет равна ии + оо ,  ни - оо , но последовательпоеть его 
частичных сумм будет бесконечно большой, и, наконец, 
так , что последовательность его частичных сумм не 
будет иметь ни конечного , ни бесконечного предела 
(см. Ряд) . Л . д. Нудрявцев 

РИМАНА ТЕТ А-ФУНКЦИЯ - суперпозиция 
тета-функций 1-ro порядка 8н(и) , и= (и1 , . . .  , ир) ,  
с полуцелыми характеристиками Н и абелевых иптегра
лов 1-го рода , применеиная Б. Римапом (В . Riemann, 
1857) для решения Япоби проблемы обращепия . 

Пусть F (и ,  w)= O  - алrебраич. уравнение , опреде
ляющее компактную риманову поверхность F рода р ;  
qJ1 ,  . . .  , (J)p - базис абелевых дифферепциалов 1-го рода 
па F с матрицей периодов размера р Х 2р : 

:rti  о о ан а12 arp 

W = ll :rti E ,  A ll = 
о :rti  о а21 а22 а2р 

о о :rti apr ар2 Орр 
Пусть 

и ( w) = ( и1 ( wr ) = �:.· CjJ1, Up (Wp) = s�: {j)p) 

- вектор базисных абелевых интегралов 1 -го рода , где 
(с1 , . . .  , ер) - фиксированпал система точек па F, а w= 
= ( w1 , . . . , wp) - текущая система точек па F. Для 
любой тета-характеристики 

Н = // �
,
�1 =  ll h� . . .  h.Т: � .  
\ hr . . · hp 11 

где целые числа h;, hi припимают только значения О 
или 1 ,  можно построить тета-функцию 8н(и) с матрицей 
периодов W, причем 8н(и) удовлетворяет основным со
отношениям: 

h� ) Bн (и+ nte�) = (-f ) 6н (и) ,  
h' )} ( 1 ) 

8н (и+ е�А) = (-f ) � ехр (-а!А!А - 2и!А) · 6н (и) ,  

где е� есть 11-я вектор-строка единичной матрицы Е ,  
,..,= 1 ,  . . .  ' р .  

Если z= (z1 , . . .  , zp) - нек-рый фиксированный век-
тор в комплексном пространстве еР , то т е т а - ф у н к
ц и л Р и м а н а Ф н(w) представляет из себя супер
позицию 

Фн ( w) = 6н (и (w) - z ) . (2) 
В области F* , получающейся из F после удалепил раз
резов вдоль циклов а1Ь1 . . .  арЬр базиса гомологий F ,  
Р .  т . -ф . (2) всюду определены и апалитичпы При  пере
ходе через разрезы Р .  т . -ф . , вообще говоря, умножаютел 
па мультипликаторы, значения к-рых определяютел из 
основных соотношений ( 1 ) .  Особую роль при этом игра
ет тета-функция 1 -го порядка е (и)= 8о(и) с пулевой 
характеристикой Н=О. Именно пули Т]1,  . . .  , ТJр соот-
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ветствующей Р .  т . -ф .  Ф (w)=Ф0(w) определяют реше
ние проблемы обращения Якоби . 

Для фактич. построения аналитич . выражений, ре
шающих проблему обращения , используются отноше
ния Р .  т . -ф .  вида '1'н(w)= 8н(и (w) )  с общим знаменате
лем '1' (w)= 8 (и (w))= 80(и (w)) . Из ( 1 )  видно, что такие 
отношения '1' н(w)l'l' (w) могут иметь в качестве нетри
виальньrх мультипликаторов только - 1 ,  а квадраты 
этих отношений являются однозначными мероморфны
ми на F функциями, т . е .  рациональными функциями 
точки поверхности F. Используемые при этом квадраты 
и другие рациональные функции от отношений тета
функций представляют собой специальные абе.яевы 
фующии с 'f.p nериодами . Специализация выражается 
в том, что р (р+1 )/2 разлИЧНЬiх элементов a11v симмет
рич . матрицы А при р >З связаньr определенными соот
ношениями, налагаемыми конформной структурой по
верхности F, так что независимых среди них остается 
3 (р - 1 ) .  

Р .  т . -ф . , построенные для случая гиперэллиптич. 
поверхности F, когда F (и , w) = w2-P (и ) ,  где Р (и) 
многочлен степени п;;;;;;.5 без кратных корней, иногда вы
деляются под названием г и п е р э л л и 11 т и ч е
с к и х т е т а - ф у н к ц и й .  

Лит. : [ 1 ]  Ч е б о т а р  е в н. Г. ,  теория: алгебраических 
фуннций, М . - л. ,  1 948 , гл. 9; (2] М а р  н у m е в и ч А.  И . , 
Введение в нлассичесную теорию абелевых фуннций, М . , 1 979 ; 
[3] К r а z е r А . ,  Lehrbuch der Thetafunktionen,  Lpz. , 1 90 3 ;  
[ 4 ]  С о n  f о r t о F. , Abelsche Funktionen und algebraische Geo
metrie, В . , 1 9 5 6 .  Е .  д. Со.яомепцев. 

РИМАВА ФУНКЦИЯ - 1 ) Р . ф. в т е о р и  и т р и
г о н о м е т р и ч е с к и х р я д о в - функция , вве
денная Б .  Риманом (В .  Riemann , 185 1 )  (см . [ 1 ] )  для изу
чения вопроса о представимости функции тригономет
рич . рядом. Пусть дан ряд 

а2• + � ао (ап cos пх + Ь п  sin nx)  (* ) 
-".Jn= 1 

с ограниченными последовательностями {ап }, {Ьп } .  
Ф у н к ц и е й Р и м а н а для этого ряда ваз . функ
ция F (х) , полученная почленным двукратньrм интегри
рованием данного ряда : 

F (х) = а.х• -�.00  _.!_ (ап cos nx + b п sin nx) + Cx + D ,  4 -".Jn= l n• 

С, D = const. 
Т е о р е м  ы Р и м а н а .  1 )  Пусть ряд (•) сходится 

в точке х0 к числу S . Тогда производпая Шварца 
D 2F (x0) = S . 2) Пусть am bn -+ 0  при n -+  оо .  Тогда в 
любой точке х 

l . F (x + h) + F (x- h) - 2F (x) 
О lill h = ' 

n -+ "' 

причем сходимость на любо.м промежутке равномерная, 
то есть F (х) - равномерно гладкая функция . 

Если ряд (• ) сходится на [ 0 ,  2л] к f (x) и 
f (x) E L  [0 ,  2:rt ] ,  то D 2F (x)=f (x) на [0 ,  2л] и 

F (х ) = � �  dt � �  f (и) dи + Cx + D .  

Пусть am bn -+ О при n -+  оо и пусть 

� (х) = lim Sп (х) и S (х) = l im Sn (х) 

конечны в точке х , а 
1 - 1 S (х) = 2 (S (x) + S  (х) ) , 6 (х) = 2 (S (х) - � (х)) .  

Тогда нижняя и верхняя производвые Шварца 1.!..2F (х) 
и D2F (х) принадлежат [ S-1-1.6,  8+ 1-1.6] , где 1-1. - век-рая 
абсолютная постоянная (л е м м а Д ю б у а - Р е й
м о в а) . 

Лит . :  [ 1 ]  Р и м  а н Б. , Соч . ,  пер . с нем. , М . - Л. , 1 948 ; 
[2] Б а р  и Н. н . ,  Тригонометрические ряды , М . ,  1 9 6 1 .  

А .  А .  Rонюшков. 
2) Р .  ф .  в т е о р и  и д и ф ф е р  е н ц и а л ь н ы  х 

у р а в н е н и й - см. Ри:м.ан,а :м.етод . 
РИМАНА - ГИЛЬБЕРТА ЗАДАЧА- см. Грапич

пые аадачи теории апа.яитичеспих фуппций . 
РИМАНА - ГУРВИЦА ФОРМУЛА, ф о р м у л а 

Г у р в и ц а ,  с о о т н о ш е н и е Г у р в и ц а ,
формула, связывающая род замкнутой римаповой по
верхпости с числом ее листов и кратностью точек 
ветвления .  Пусть R - замкнутая риманова поверхность 
рода g, Ёi - накрывающая R риманова поверхность , 
имеющая т листов над R ,  конечное число точек ветвле
ния с краткостями kн . . .  , ks и род g. Тогда имеет место 
Р . - Г. ф. : 

2g- 2 = т (2g - 2) + �:= l (kv - 1 ) . 

В частности , если риманова поверхность R рассматри
вается как накрывающая поверхность над Ри:м.апа 
сферой , то g= O и Р . - Г .  ф .  дает соотношение 

-
g = 

� s  kv - 1
- т + 1 . �'Y= l 2 

Р .- Г .  ф .  позволяет подсчитать род алгебраич . функ
ции (т . е. род соответствующей римановой поверхно
сти) , определяемой алгебраич . уравнением F (z ,  w)= O . В более общем понимании Р . - Г .  ф .  связывает род g 
поля алгебраич. функций с родом g его конечного (се
парабельвого) расширения степени т и индексами ветв
ления kv (см . ,  вапр . ,  [4] , [ 5 ] ) .  

Р .- Г .  ф .  была высказана Б .  Римаком [ 1 ] и доказана 
А. Гурвицем [ 2] . 

Лит . :  [ 1 ]  R i е m а n n В . ,  Gesammelte mathematische 
Werke, Lpz. , 1876 ,  S. 129 ; [2] Н u r w i t z А. , Mathematische 
werke, Bd 1 ,  вasel , 1 932, s .  32 1-83 ;  [3] Г у р в и  ц А. ,  Н у
Р а  н т Р . ,  Теория фуннций, пер . с нем . ,  М . ,  1 96 8 ;  [ � ] Н е в а н
л и н н а Р . ,  Униформизация, пер. с нем. , м . , 1 9 5 5 ;  [5] Л е н г С . , 
Введение в алгебраические и абелевы фуннции , пер. с англ . ,  
М . , 1 976 .  Е .  Д . COJtOJIIR'I!Цeв . 

РИМАНА - КРИСТОФФЕЛЯ ТЕНЗОР - четырех
валентвый тензор ,  координаты (компоненты) к-рого оп
ределяются объектами Гi/ связности пространства , 
называемыми Нристоффе.яя си:м.во.яа:м.и 2-го рода . Р . 
К .  т .  ваз . также Ри:м.апа теltЗоро:м. . л . А .  Сидоров. 

РИМАНА - РОХА ТЕОРЕМА - теорема, позволя
ющая выразить эйлерову характеристику х (Е) локаль
во свободного пучка Е на алгебраическом или авалитич . 
многообразии Х в термивах характеристич . классов 
Чжэня пучка Е и многообразия Х. Она может быть 
примевена для вычисления размерности пространства 
сечений пучка Е (п р о б л е м а Р и м а в а - Р о х  а) .  

Классическая Р . - Р .  т .  относится к случаю неособых 
алгебраич . кривых Х и утверждает , что для любого 
дививора D на Х 

l (D ) - l (Kx - D ) = deg D- g + 1 , (•) 
где l (D)= d im Н0(Х , Ox(D ))  - размерность простран
ства фупкциii: / E k (Х ) ,  для к-рых (f) + D � O, Кх - кано
кич . дивизор, а g - род кривой Х .  В сер .  19 в. Б .  Ри
ман (В . R iemann) аналитич. методами получил неравен
ство 

l (D) � deg D - g + 1 . 

Равенство (*)  было доказано Э .  Рохом (Е . R och) . 
Р .- Р .  т. для кривых представляет собой одномер

ный случай более общей теоремы Римава - Роха -
Хирцебруха - Гротендика. Пусть Х - веособое нро
ективвое многообразие размерности n, а н·х - подхо
дящая теория когомологий : либо Н"Х =Н" (Х , Q) 
сивгулярвые когомологни в случае ,  когда основвое 
поле k= C , либо н · х = А  (X )Q9Q , где А (Х ) - Чжоу 
по.яьцо,  либо н·х - кольцо, присоединенвое к кольцу 
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Гротендика К0(Х)  (см . К-фуп�тор в алгебраической 
геометрии) относительно век-рой специальной у-филь
трации (см . [ 2] ,  ( 7] ) .  Пусть Е - локально свободный 
пучок ранга r на Х .  Для пучка Е следующим образом 
определяютел универсальные многочлены с рациональ
ными коэффициентами ch (- ) и td (-) от классов Чжэнл 
с;(Е) Е Н"Х пучка Е .  Для многочлена Чжэнл рассмат
ривается разложение на множители 

Ct (E) = co (E) + · · · +cr (E) tr = п;= 1 (1 + a;t ) ,  

где а; - формальные символы . Экспоненциальный ха
рактер Чжэнл определяется формулой 

ch (Е ) = �;= 1 eai ( еХ = 1 +х + i, х2+ . . .  ) , 

и, соответственно, класс Тодда 

td (Е ) =  П� _а_; - ; 
• = 1 1 -e - ai 

ch (Е) и td (Е) - симметрич . функции от а; ,  и их можно 
записать в виде многочленов от с;(Е) . 

Т е о р е м а Р и м а н а - Р о х а - Х и р ц е б р у
х а: если Х - неособое проективное многообразие или 
компактное комплексное многообразие размерности n,  
Е - векторное расслоение ранга r на Х ,  то 

Х (E) = deg (ch (Е) td (Тх) ) т 

где Тх - касательный пучок на Х ,  а deg ( ) n обозна
чает компоненту степени n в н· Х .  Эта теорема была до
казана Ф .  Хирцебрухом (F .  Hirzebruch) в случае ос
новного поля С .  В случае п= 2 и обратимого пучка Е= 
= 6x(D ) она приводит к равенству 

Х (6x (D ) )  = � D (D - Kx) + 1
1
2 ( К� + с2) , 

где с2= с2 (Х) - 2-й класс Чжэнл поверхности Х ,  а 
Кх - ее канонич. класс . В частности , при D = O  полу-
чаетел ф о р м у л а Н ё т е р а 

6 
1 2 Х ( x) = 1 + Pa = f2 ( Kx + c2) · 

Для трехмерных многообразий (п= З)  теорема приводит 
к равенству 

Х (6x (D ) )  = {- D3 - 1  D2Kx + /2 D (К�+с2) -
1 

- 24  Кхс2 . 
В частности, при D= O 

1 
Х (6х) = - 24 Кхс2 . 

В 1957 А.  Гротендик (А .  Grothendieck) обобщил 
теорему Римава - Роха - Хирцебруха на случай мор
физмов неособых многообразий над произвольным 
алгебраически замкнутым полем (см . [ 1 ] ) .  Пусть К0Х 
и К0Х - группы Гротендика соответственно когерент
ных и локальных свободных пучков на Х .  Функтор 
К0Х является ковариантным функтором из категории 
схем и собственных морфизмов в категорию абелевых 
групп , при этом для собственного морфизма f : Х -+ У 
гомоморфизм !1 : К0Х -+ К0У определяется формулой 

! , (tir) = � (-1) i Rif* (бf) ,  
где !f - произвольвый 

� 
когерентный пучок на Х ;  

К0 Х - контравариантвыи функтор в категорию колец . 
Для регулярных схем с обильным пучком группы 
К0Х и К0Х совпадают и обозначаютел К (Х) . Характер 
Чжэнл ch : К ( Х) -+ н· Х является гомоморфизмом ко
лец; н·х также является ковариантным функтором: 
определен гомоморфизм Гизина f* : н· х -+ Н"У. 

В случае, .когра н·х=Н" (Х , IQ) ,  гомоморфизм f* по
лучается из f * для гомологий с помощью двойственно
сти Пуанкаре . Обобщенная А. Гротеидиком теорема 
выражает меру отклонения от коммутативности гомо
морфизмов t 1  и ch . 

Т е о р е м а Р и м а н а - Р о х а - Х и р ц е б р у
х а - Г р о т е н д и к а :  пусть f : Х -+ У - гладкий 
проективный морфизм неособых проективных много
образий; тогда для любого х Е К (Х) в н · х  справедливо 
равенство 

ch (11 (х) ) = /* (ch (х ) td ( Т  f) ) ,  
где T1= Tx-f*( Tv) E Kx (о т н о с и т е л ь н ы й к а
с а т е л ь н ы й п у ч о к м о р ф и з м а f) . 

В случае, когда У - точка, эта теорема сводител к 
теореме Римава - Роха - Хирцебруха .  Имеютел об
общения (см . (5 ]-[7] ) на случаи, когда У - нетерова 
схема , обладающая обильным обратимым пучком, когда 
f - проективный морфизм, слои к-рого - локально 
поJLНые пересечения, а также на особые квазипроек
тивные многообразия . 

Нек-рые варианты Р . - Р .  т. тесно связаны с пробле
мой индекса эллиптич . операторов (см . Ипде�са форму
лы) .  Напр. , теорема Римава - Роха - Хирцебруха 
для компактных комплексных многообразий является 
частным случаем теоремы Атьи - Зингера об индексе . 

Лит. : [ 1 ] Б о р  е л ь  А. , С е р  р Ж.-П. , <<Математика», 
1 9 6 1 ,  т. 5, М 5, с. 1 7 - 5 4 ; [2] М а н и н Ю. И . , <<Успехи матем. 
наук», 1 96 9 ,  т. 24 ,  в. 5, с. 3-8 6 ;  [3] Х а  р т с х о р  н Р . , Ал
гебраическая геометрия, пер. с англ. ,  М . ,  1 9 8 1 ; [4] Х и р ц е 6-
Р у х Ф. , Топологические методы в алгебраической геомт·рии , 
пер . с англ. , М . , 1 9 7 3 ;  [5] В а u m Р . ,  F u 1 t о n  w. , М а с ,  
Р h е r s о n  R . , <<РuЫ. Math. IHES», 1 975 ,  М 45 ,  р .  1 0 1 - 4 5 ;  
[ 6] и х  ж е, «Acta math . » , 1 9 7 9 ,  v .  1 4 3 , М 3 - 4 , р .  1 5 5-9 2 ;  
[ 7) Theorie des intersections et theor�me de Riemann - Roch 
(SGA, А6) , В . - [е.  а ] , 1 9 7 1 . Вал. С. Нулипов . 

РИМАНА - СТИЛТЬЕСА ИНТЕГРАЛ - см . Стил-
тьеса интеграл . 

РИМАНА - ШВАРЦА ПОВЕРХНОСТЬ - .мини-
жальпая поверхность, натянутал на полигональный 
контур, многоугольник. Она представляет собой одно 
из первых достаточно общих решений Плато задачи . 
Аналитически выражается с помощью Кр истоффеля 
Шварца формулы.  Рассмотрена впервые Б .  Риманом 
(В . Riemann , 1872) и Г. Шварцем (Н .  Schwarz , 1874) .  

М. И. Войцеховспий. 
РИМАНА - ШВАРЦА ПРИНЦИП, п р и н ц и п 

с и м м е т р и  и Р и м  а н а - Ш в а р ц а ,- метод про
долженил конформных отображений и аналитич . функ
ций комплексного переменного , сформулированный 
Б .  Риманом (В . Riemann) и обоснованный Г. Шварцем 
(Н .  Schwarz) в 19 в .  

Р . - Ш. п.  для к о н ф о р м н ы х  о т о б р а ж е
н и й состоит в следующем. Пусть области D1 , D 2 на 
комплексной плоскости С симметричны относительно 
действительной оси IR и не пересекаютсл, а их границы 
содержат общий интервал yc iR, причем D =D1 U y U  
UD 2 - тоже обл:асть. Пусть аналогично определены 
n ; ,  n; , у* и D * .  Если функция /1 , непрерывная на 
D 1 U y , конформно отображает D1 на n; и если f1 (y) = 
= у* , то функция f (z) , равнал /1(z) при z E D1 U y и ft (z) 
при z E D 2, осуществляет конформное отображение об
ласти D на область D * .  

Более общая формулировка Р . - Ш. п .  получается , 
когда D1 , D 2 и n;, ,  n; - области на Ри.мапа сфере С ,  
симметричные относительно окружностей С, С * с С  
соответственно, и ус С , усС* - открытые дуги (см . 
Си.м.метрии припцип) . 

р .- ш. п. для г о л о м о р ф и ы х ф у н к ц и й .  
Пусть граница области D cC содержит открытый уча
сток у, к-рый является гладкой вещественно аналити
ческой дугой . Если функция f голоморфна в D , непре
рывна в D U у и ее значения на у принадлежат нек-рой 
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другой гладкой вещественно аналитической дуге у* , то кривой с ( t) : [О , 
f аналитически продолжается в нек-рую окрестиость 

1 ] -+ Mn определяется формулой 
\ 1 • l = .) о 

1 с 1 dt , дуги '\' · 
Р .- Ш. п .  используется для построения конформных 

отображений плоских областей ,  а также в теории ана- где � - касательный вектор к c ( t) . Длина кусочно 
литич. продолжения функций одного и многих комп- гладкой кривой равна сумме длин ее гладких звеньев.  
лекспых переменных . Если xi= x1'(t) - уравнения с ( t )  в локальных коорди-

Лиm. : [ 1 )  Л а в р  е н т ь е в М.  А . , m а б а т Б .  в . ,  Ме- ватах,  то 
тоды теории функций комплексного переменного , 4 изд. , М . ,  
1 973 .  Е М. Чирпа. 

РИМАНОВА ГЕОМЕТРИЯ - теория риманова про
странства .  Р и м а в о в ы м п р о с т р а в с т в о м 
ваз . п-мерное связное дифференцируемое многообразие 
М т ва к-ром задано дифференцируемое поле ковари
антвого , симметрического и положительно определен-
ного тевзора g ранга 2. Тевзор g ваз .  м е т р и ч е
с к и м т е в з о р  о м. Р .  г. есть многомервое обобще
ние внутренней геометрии двухмерных поверхностей 
в эвклидовом пространстве Е3 • Метрика риманова про
странства с точностью до первого порядка малости , 
по сравнению с размерами рассматриваемой области , 
совпадает с евклидавой метрикой .  Отличие этих метрик 
оценивается (локальво) римановой кривизной - мно
гомерным обобщением понятия гауссовой кривизны 
поверхности в ЕЗ . 

В основании Р .  г . лежат три идеи. Первая идея 
осознание факта существования неевклидовой геомет
рии - геометрии Н .  И .  Лобачевщюго .  Вторая идея 
повятие ивутренвей геометрии поверхностей, создан
ной К. Гауссом (С.  Gauss) . Третья идея - понятие п
мерного пространства , разработаввое в 1 -й под . 1 9  в .  
Б .  Риман (В . R iemann) соедивил и обобщил эти идеи в 
лекции <<0 гипоте<�ах , лежащих в основании геометрии» . 
Понятия Р .  г. сыграли важную роль в создании А .  Эйн
штейном (А.  Einstein) общей теории относительности , 
дальвейшее ее развитие связано е созданием аппарата 
тевзорвого исчпслевия . Р. г. и ее многочисленные об
общения успешно развиваются , особенно в той ее части , 
к-рая ваз . римановой  геометрией в целом , и находят 
обширные и глубокие механические и физич. примеве
ния .  

Основвые понятия Р .  г .  следующие . 
С к а л я р в о е п р о и з в е д е н и е .  В каждом 

касательном пространстве ( Т  Mn) р• р Е мп, те взор g оп
ределяет скалярное (внутреннее) произведение < · , · > 
по формуле 

(Х , Y) = g (Х , У) , Х, Y E (TMn)p 

Верно и обратное: если для любого р Е Mn в ( Т  Mn) Р оп
ределено скалярное произведевие, дифференцируемо за
висящее от р, то оно определяет тензорвое поле g с ука
занными выше свойствами. Степени гладкости мп и g 
варьиру;ются в зависимости от поставлевной задачи . 
В бощ.шивстве случаев достаточно потребовать , чтобы 
мп было трижды непрерывно дифференцируемо , а поле 
тензора g - дважды непрерывно дифференцируемо (да
лее необходимая степень гладкости указываться не 
будет) . В локалып.tх координатах {х'' } с локальным ба
зисом {д; } , t= 1 , . , . , 11 ,  комцоненты тевзора g имеют 
вид 

так что 

< Х, У> = �;, 
/= t euXiYl, 

где 

у � n . = . YJдJ·· J <= l  

Р и м а н о в о п р о с т р а н с т в о к а к м е т р и
ч: е с к о е п р о с т р а н с т в о. Д л и в а l гладкой 

• "' n dx'' - r l  " 1  � n . . dxi dxf dt . c = �i= l dt д;, l - .) o V ""-' i , / = l g 1 J  dt dt 
Имея в виду эту формулу , метрику иа мп записывают 
в традиционной форме 

ds2 = � n g ·1 dxi dxi 
�i, i= l l ' 

и ds ваз. элементом длины , а функции g1j(x) - коэф
фициентами метрической (основной , первон квадратич
ной) формы . У г о л между двумя кривыми в точке их 
пересечения определяется как угол между касательны
ми к ним. Объём V ( и) области и, п.ринадлежащей �tо
ординатной окрестности , определяется формулой 

V (и) = �  U 1 g \ 1 1 2 dxl . . .  dxn , 

где g= det l lg11 1 1 . Объем проиввольиой области равен 
сумме объемов ее частей , причем каждая из ч:астей ле
жит в век-рой координатной окрестности . 

Р а с с т о я н и е р (р , q) между точками р , q E Mn 
определяется как точная нижняя граць длин всех ну
сочно гладких кривых, соединяющих р с q .  Аналогично 
определяется метрика Pu в цроиввольной связной обла
сти и. Два римановых пространства м� и м� ваз.  
и з о м е т р и ч: в ы м и ,  если существует отображение 
(j) :  м� - м�. при к-ром 

Рмп (р , q) = Рмп ((j) (р ) , fP (q ) ) ,  
2 

или , что то же, l (c)= Z ((j) (c) ) ,  rде с - произвольпая кри
вая в М�. Если (j) - изометрия, то для любой точки 
р Е М� существует координатная окрестность и 1 :Э р и 
координатная окре�т�ость и 2 :Э (j) (р ) такие , ч:то g�j(x) = 
= gij((j) (x) ) ,  х Е  и1 , z, J =1, . . .  , n . Изометрич . отображе
ние мп иа себя ваз . д в и ж е и и е м .  

Кривая с концами в точках р и q ваз .  R р а т ч а й
ш е й, если ее длина равна р (р , q) .  Стационарная кри
вая функцианала длины l ваз .  г е о д е з и ч е с к о й 
линией . Каждая кратчайшая в мп есть геодезич:еская , 
и каждая достаточно малая дуга геодезич:еской есть 
кратчайшая. Область ис:.мп Jiaз .  г е о д е з и ч е с  к и 
в ы п у к л о й, если кратчайшие , определенвые по 
метрике Pu. есть геодезические мп. Если xi= xf(t) , 
i= 1 ,  . . .  , n , - уравнения геоде;шческой в локальной 
системе ноординат {.тi } ,  то функции xi(t)  удовлетворяют 
системе уравнений , к-рая в слу•1ае , когда t - параметр, 
пропорциовальвый длине дуги , имеет вид 

где 

d•i � n i dxf dxfl . 
'dii + ""-'i· k= 1 г jk /lt dТ =0 ,  t = 1 ' 

1 �n а ·  Гjk = �a= l g 1 Гjk, а, 

. . .  , n ,  

1 (дgja дgka дgjk� г .k = т - + - - -
/ ' а 

д;х; k дхl дха ' 
- символы Кристоффеля , gаЬ - злементы матрицы, 
обратвой к l lgu l l .  i ,  j , k , а , Ь=1, . . .  , n .  

Риманово пространство ваз .  п о л в ы м (г  е о д е
в и ч е с  к и п о  л в ы  м) , если оно полно как метрич . 
пространство (если любую дугу геодезической можно 
неогравичевво продолжить в обе стороны ) .  Риманово 
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пространство полно тогда и только тогда,  когда оно 
геодезически полно . В полном римановом пространстве 
любые две точки можно соединить кратчайщей (пе обя
зательно единственной) .  На любом дифференцируемом 
многообразии можно ввести структуру полного римано
ва пространства .  

Р и м а н о в о п р о с т р а н с т в о к а к м н о г о
о б р а з и е с о с в я з н о с т ь ю .  J(овариаптпая 
проиаводпая v ваз. с и м м е т р и ч е с н о й  и с о в
м е с т н о й с м е т р и к о й g пространства мп , если 
выполняются условия симметрпчиости 

VxY - v yX = [X , У] 
и совместности 

Z <X , Y> = < VzX ,  У> + < Х ,  VzY>, 
где Х, У, Z - дифференцируемые вонторl)"ые поля , а 
[ Х ,  У] - их коммутатор .  Этими условиями производ
пая V определяется однозначно через поле метрич . 
тензора g. В локальных координатах {xi } компоненты 
связности v имеют вид ГkJ , ;= < v 11a1, д;> и совпадают 
с символом Кристоффедя 1 -го рода , а 

�n (�n д У i  ,,n i . ) v xY = �t= t �k= t дx k Xk + �i. k= t Гik XJYk д; . 
Аналогичной формулой определяется ковариаитная 
производпая любого тензора .  

Векторное поле У ( t )  вдоль кривой с ( t )  ваз .  п а р а л
л е л ь н ы  м, если v . Y= O. Аналитически параллель

с 
ное поле У (t) определяется рещением системы 

dYi �n i · dx k . df" + �i. k= 1 ГjkY l dt '  � = 1 , . . .  , n ,  

где xi= xi(t) - уравнения кривой с ( t) .  Рещения втой 
системы при различных начальных условиях дают отоб� 
ражекие ( TMn)c < o> в ( ТМn)сщ;  оно оказывается изо� 
метричным и паз . п а р а л л е л ь н ы м п е р е н е
с е н и е м Л е в и - Ч и в и т а .  Результат перенесе
ния зависит, вообще гоиоря , це только от нонечнJ>Iх то� 
чек с (О) и с ( 1 ) ,  но и от самого пути с ( t ) . Кривая , для 
к-рой v с� О, является геодезической, и это свойство 

с 
геодезической можпо взятQ за ее определение . 

П о д м н о г о о б р а з и я р и м а н о в а ц р о с �  
р а н  с т в а .  Если Mk,  k <.n,- диффереццируемое под
многообразие римацова пространства мп , то в каждом 
касательном пространстве к Mk(( Т Mk) рС:( Т Mn) р) инду
цируется скалярное произведение и тем самым на Mk 
возникает структура риманова пространства с метрич.  
тензором а, компоненты к-рого вычисляются по форму
лам 

�n дх i дхi R aap = � i · - 1 g i J ---a; -.,- , а:, .., = 1 , . . . , k , 
• 1 - ди ди" 

где xi= xi(u1 , . . . , uk) - уравнения Mk в локальных 
координатах . Внещняя геометрия: Mk, k�2 , описывает
ся вторыми квадратичными формами В (vp) ,  к-рые опре
деля!?тся для каждой единичной нормали 'Vp к Mk фор
мудои 

B (vp) (X , Y) = - ( v xv ,  У) ,  
где Х и У - векторные поля на Mk, а v - произволь
вое поле единичных нормалей , содержащее vp . Для 
любой формы В (vp) определяются нормальные кривиз
ны , главные направления и кривизны , средняя и полная 
кривизны и т. д. и выводятся уравнения Гаусса - Ко
дацци - Риччи, связывающие коэффициенты первой 
и вторых квадратичных форм. Свойствами вторых форм 
характеризуются важные классы подмногообразий, 
напр. минимальные, вполне геодезические, выпуклые 
и т .  п. Для М1=с ( t) (гладкая кривая) строится теория , 

аналогичная теории кривых в En, определяются пер
вая, вторая и т .  д .  кривизны и выводятся уравнения , 
аналогичные формулам Френе .  Первая кривизна кри
вой k1 обычно ваз .  г е о д е з и ч е с  н о й к р и в и з� 
н о й и вычисляется по формуле 

kt = l v.; ё j , 
если t - длина дуги; в локальных координатах 

kt = . /  �n g . . �i !li v �i. j= l l ] ' 
где 

• d2xi �n i dxi dx k 
ll' = "ilti"" + � /. k= t Гfk (U Тt • 

а xi=xi(t ) - уравнения c(t ) .  
Больщой круг задач Р .  г .  связан с иsо.метричвс�>и.м.и 

погружепия.ми одного риманова пространства в другое 
и изучением свойств этих погружений . Эти задачи труд� 
вы и исследованы мало (более подробно - в двумерном 
случае) . 

Э к с п о н е н ц и а л ь н о е  о т о б р а ж е н и е  
expq : ( TMn) q -+ Mn определяется у�овием :  expqX= 
= r, где r - конец дуги геодезическои с началом в q ,  с 
паправлецием Х Е ( Т Mn)q и длины 1 Х 1 .  Если в окрест
ности точки р ввести систему координат,  сопоставляя 
точке р декартовы координаты точки exp;J1p E ( TMn)q ,  
то  окажется 

r Jп )xc q = г  fk, i lx= q = 0,  то есть 
дflJk / = 0 ,  i ,  j ,  k = i ,  . . .  , п ;  
дх i х= q 

это - т. н. (римановы) н о р м а л ь н ы е к о о р д и� 
п а т ы . 

R р и в и з :ц: а. Если в окрестности точки q ввест:а 
нормальные координаты, то комuоненrы метрич. теu
зора заnисываются в виде 

g · · = I'I ·J - ..!.. �, n R · k jl xkxl+ �, n е ,· • j l xk xl 
l] l 3 � k . l = l l . � ��. l = l "· ' 

где е;11 jt -+ О при xi -+ О , i, j ,  k, l= 1 ,  . . .  , n. Отсюда 
выводится важное свойство римановой метрики : для 
любой точки g Е мп экспоненциальное отображение <р== 
=expq : ( TMn)q -+ мп обладает свойством 

Р(тмп) q  ( Х , У) = i Х - У / = Рмп (<р (Х) , <р (У) ) Х 
X (i + e ( X ,  У) ) ,  

где е (Х , У) -+ О при I X I , I Y I -+ О . Добиться более вы
сокого по порядну малости совпадения метрик Afn и 
( TAfn)q за счет удачиого выбора отображения <р в общем 
случае невозможно .  Поэтому коэфф11циенты Rik л ха
рактеризуют отличие метрики Mn от евклидавой 'метри
ки ( TMn)q •  Эти коэффициенты являются компонентами 
т. н. т е н з о р а к р и в и з н ы ,  или т е н з о р а 
Р и м а н а - К р и с т о ф ф е л я (в точке q) . В ло
кальных координатах {xi } они выражаются через коэф
фициенты метрич . тензора и их nервые и вторые произ� 
водные по формуле 

1 ( д' gи 8'lJkJ д'lJu д'g kt  ) 
R ·k л = - -- + -- - -- - -- + 

1 • 2 дхk дхl дх i дх l дх k дх l дх / дхi 
+ 1::. b = l gab (Гkj ,  а Г ;е, ь - ГIIt, а •  Г;j, ь) ,  

i ,  j ,  k ,  l ,  а ,  Ь = 1 ,  . . .  , n . 
С тензором кривизв:ы связан целый ряд других понятий, 
также (с разu:ых: сторон) характеризующих меру отли-
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чия метрики Mn от евклидовой . Так , через теквор кри
визны определяются т е н з о р ы Р и ч q и 

R · . = ��� gkt R ·k J t lj � k .  1= 1 l • 

и Э й н ш т е й н а  

где 

R Gii = R ii - n; giJ, 

R = �� . gii R ''J �1, ] = 1 1 

- т. н с к а л я р н а я к р и в и з н а М11• 
Трилинейное отображение, сопоставляющее трем 

векторным полям Х ,  У, Z поле 
R (Х, У) Z =  V y ( V xZ) - Vx ( V 1,Z) - V [ X YJ Z, 

ваз . п р е о б р а з о в а н и е м к р и в и з н ы. Его 
свойства :  

1 ) R (Х , У) Z +R (У ,  Х) Z= O; 
2) R (X , Y) Z+R (Y, Z) X+R (Z , Х) У = О (т о ж д е

с т в  о Р и ч ч и) ,  
3) (R (X ,  Y) Z ,  W> = <R (X , Y) W , Z ) ;  
4) (R (Х, У) Z ,  W> = <R (Z, W) Х , У). 

Кроме того , имеет место т о ж д е с т в о Б и а н к и 
V х (R (У , Z) W)+ V y (R (Z, Х) W)+ v z (R (Х, У) W)=O.  

Преобразование кривизны можно связать век-рой кон
струкцией с параллельным перенесением . Алгебраич . 
свойства тензора кривизны выводятся из свойств иреоб
разования кривизны, т. к. через него , а именно через 
(<биквадратичную форму>> k (X , Y)= <R (X , У)У, Х), 
тензор кривизны (точнее, его значения на векторах Х , 
У, Z, W) однозначно (алгебраически) выражается 
(см . Кривиана) .  

С е к ц и о н н а я к р и в и з н а .  Пусть F2 - дву
мерная поверхность в М11, проходящая через р , а= = (TF2)p, Г - простая замкнутая кривая на Г2, про
ходящая через р , S - площадь области на F2 , ограни-
ченной кривой Г , z E ( TF2)p ,;- вектор ,  полученный из 
z параллельным перенесением вдоль Г , !р - угол меж_:: 
ду вектором z и касательной составляющей вектора z . 
Тогда при стягивании Г к точке р существует предел 
К (р , a)= liш � , к-рый паз . римановой с е к ц и о н
н о й к р и в и з н о й пространства мп в данной точ
ке р и в данном двумерном направлении а (К (р , а) не 
зависит от поверхности F2 , а зависит только от а) .  Сек
ционная кривизна показывает меру «искривления>> М11 
в данной точке и в данном двумерном направлении . 
Вообще говоря, в разных двумерных направлениях это 
искривление различно; но если в каждой точке кривиз
на К (р , а) не зависит от выбора а, то ояа не меняется 
и от точки к точке (т е о р е м а Ш у р а) . Тождествен
ное обращение секционной кривизны в нуль - необхо
димое и достаточное условие того , чтобы мп было ло
кально изометрично En (в целом оно может отличаться 
от Е11) . Секционную кривизну мп можно связать и с 
другими объектами Р .  г . ,  напр . с дефектом (избытком) 
геодезич. треугольника (см . Гаусса - Бонне теорема) . 
Сам Б . Риман определял секционную кривизну как 
гауссову кривизну двумерной поверхности ехрра, вы
численную по формуле Гаусса в точке р. В свою оче
редь, по секционной кривизне метрика мп определяет
ся однозначно в следующем смысле: если у двух много-
образий М1 и М� секционные кривизны постоянны и 
равны одному и тому же числу а, то М1 и М� локально 
изометричны, если они к тому же оба односвязны, то -
просто изометричны. Односвязное риманово простран
ство постоянной секционной кривиаиы а изометрично : 

IJ-мерному пространству Лобачевского L11 при а <О , п
мерному евклидову пространству Е11 при а= О; п-мер-
ной сфере sп в En + 1 радиуса 1 / Vii при а >О.  В общем 
случае известен следующий результат. Если М� -
аналитическое риманово пространство непостоянной 
секционной кривизны и существует диффеоморфизм 
!р :  м1 - �. при к-ром К (р , а)= К (!р (р) , d!p (a)) ,  то 
при п�4 отображение !р - изометрия; в случае n= 3 
это утверждение доказано при нек-рых дополнительных 
предположениях, а в случае n=2 теорема не верна . 
Однако неизвестно ( 1983) , кроме двумерного случая, ка
кова должна быть функция К (р , а) , чтобы для нее суще
ствовала метрика g, для к-рой К (р , а) была бы секцион
ной кривизной . В этом направлении известны только 
нек-рые отрицательные результаты . 

Секционная кривизна связана с иреобразованием 
кривизны формулой (R (Хр , Ур) Хр, Ур) 

К (р , a) = l xp i2 I Yp /2- (Xp , Ур)2 ' 
а через компоненты тензора кривизны выражается так: 

К (р , а) =  
"\;, n н . (x iyk _ xkyi) (xlyl _xtyi) 
� i. j, k, l= 1 l k , jl 
�� .  j giJ gi l j ( x i vl - xlyi) (xkyt _ xt yk) ' '· ] ,  k , l= 1 gkj gkl 

где а определено векторами 

Х =  ,...,п Хiд · У = �� Уiд1· • �1= 1 . .  �] = 1  
Значение тензора Риччи R;1 на векторе Х связано с сек
ционной кривизной следующим образом: пусть векторы 
Х , У1 , . . .  , У11 _ 1 образуют ортонормированный базис 
в ( ТМ11) Р • тогда 

��� R . .XiXi = ��� к (р all) ��. j= 1 I J �k = 1  ' ' 
где ak - двумерное направление векторов Х и У k ·  

К л а с с ы р и м а н о в ы х п р о с т р а н с т в .  
Помимо общих (произвольных) римановых пространств 
существуют римановы пространства,  на к-рых могут 
быть введены дополнительные структуры . Эти структу
ры возникают тогда , когда непосредственно на метрику 
или на кривизну накладываются те или иные условия 
геометрического или алгебраич . характера . Таким 
способом определяются важные классы римановых 
пространств : многообразия постоянной секционной кри
визны (см. Пространственные формы) , однородное про
странство , симметрическое пространство , эрмитовы и 
кэлеровы многообразия, пространства Эйнштейна и т. д. 

О б о б щ е н и я .  Развитие идей Р .  г .  и геометрии 
в целом привело к ряду обобщений понятия Р. г .  

П с е в д о р и м а н о в а г е о м е т р и я - теория 
псевдориманова пространства .  Псевдоримановым про
странством ваз . дифференцируемое многообразие, на 
к-ром задано поле знакопеременного симметриqного 
невырожденного тензора. 

Ф и н с л е р о в а г е о м е т р и я - теория диффе
ренцируемого многообразия, на касательном расслое
нии к-рого задана функция F (x , Л) , однородная первой 
степени по Л. Длина l нривой с ( t )  вычисляется: 

l = � � F ( c , c) dt. 

П р о с т р а н с т в а о г р а в и ч е н н о й к р и
в и з н ы - теория двумерных метрич . многообразий с 
внутренней .метрикой (без всяких предположений глад
кости) ,  в к-рых определена интегральная кривизна лю
бого ограниченного борелевекого множества. Сюда ,  в 
частности, относится внутренняя геометрия выпуклых 
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поверхностей . Этот .класс метрич . пространства можно 
получить, присоединяя к двумерным римановым прост
ранствам двумерные метризованные многообразия, мет
рика к-рых в окрестности каждой точки допускает рав
номерное приближение римановыми метриками с огра
ниченными в совокупности интегралами от абсолютной 
гауссовой кривизны . 

П р о с т р а н с т в а  к р и в и з н ы  н е  б о л ь ш е 
К - теория полных метрич. многообразий с внутрен
ней метрикой, в к-рых сумма верхних углов треуголь
ников, составленных из кратчайших, не иревосходит 
суммы углов треугольника на плоскости постоянной 
кривизны К с такими же длинами сторон (кроме того, 
предполагается, что любые две точки можно соединить 
единственной кратчайшей) . 

См . также Геодезических геометрия, Конформная гео
метрия, Риманово пространство обобщенное . 

Лит . . [ 1 ]  Р и м  а н Б . , Соч. ,  пер. с нем . , М . -Л . ,  1 948 ;  [2) 
Р а ш е в с R и й П .  К . ,  Риманова геометрия и тензорный ана
лиз , 3 изд. , М . ,  1 96 7 ;  [3] Э й  з е н х а  р т Л. П. , Риманова гео
метрия, пер. с англ . , М . , 1 9 4 8 ;  [4 ]  Г р  о м о л д . , К л и н г е н
б е р  г В . , М е й е {1 В . ,  Риманова геометрия в целом, пер . с 
нем. , М . ,  1 9 7 1 ;  [5]  А л е н с а н д р  о в А. д . ,  Внутренняя 
геометрия выпунлых поверхностей , М. -Л. , 1 9 4 8 ;  [6] Б у р  а
г о IO . д . , 3 а л г а л л е р В .  А . , «Успехи матем. наую> ,  
1 97 7 ,  т. 32 ,  в . 3 ,  с .  3-55j· [7] М и л н о р Д ж. , Теория Морса , 
пер . с англ . ,  М . , 1 96 5 ;  [8 К а р  т а н Э . , Геометрия римановых 
пространств , пер . с франц. , М .-Л. , 1 93 6 ;  [9) К u 1 k а r n i R .  S . , 
«Ann. Math . >> ,  1 9 7 0 ,  v. 9 1 ,  .N'o 2, р. 3 1 1 -3 1 ; [ 1 0] W о 1 f J. А. , 
Spaces of constant curvature, N. У . , 1 96 7 .  В. А. Тоnm{огов. 

РИМАНОВА ГЕОМЕТРИЯ В ЦЕЛОМ - раздел рима
новой геометрии, изучающий связи между локальными 
и глобальными характеристиками римановых многооб
разий (р .  м . ) .  Термин Р .  г .  в ц. обычно относят к опре
деленному кругу проблем и методов, характерных для 
геометрии в целом. Основное место в Р. г. в ц . занимает 
изучение связи между кривизной и топологией р. м .  
При этом исследуются вопрос о топологическом и мет
рич. строении р. м. с данными условиями на кривизну 
и вопрос о существовании на заданном гладком много
образии римановой метрики с предписанными свойст
вами кривизны (секционной  кривизны Ко , Риччи кри
визны Ric , скалярной привианы Кск) · Большая часть по
лученных результатов относится к пространствам с 
кривизнами постоянного знака . Р .  г .  в ц . тесно сопри
касается с теорией однородных пространств и вариа
ционной теорией геодеаичеспих .линий. О подмногооб
разиях Р. м. см. в статьях Иаометричеспое погружение 
и Погруженных многообрааий геометрия. 

Методы Р .  г .  в ц . носят синтетич . характер .  Наряду 
с локальной дифференциальной геометрией широко ис
пользуются теория дифференциальных уравнений и 
Морса теория. Но основные достижения связаны с на
хождением удачных конструкций, напр. построением 
замкнутых геодезических , минимальных пленок или 
пленок из геодезических , орисфер, выпуклых множеств . 
Исследованию топологии р. м. обычно предшествует 
изучение их метрич. свойств . Последнее часто осуществ
ляется путем сравнения р. м. с подходящим эталонным 
пространством (см . ниже теоремы сравнения) .  

Т о п о л о г и ч е с к о е с т р о е н и е .  Для замк
нутых поверхностей связь между кривизной и тополо
гией по существу исчерпывается формулой Гаусса -
Бонне . Среди замкнутых поверхностей метрику положи
тельпой кривизны могут нести только сфера S2 и про
ективная плоскость Р2 , а нулевой кривизны - тор и 
бутылка Клейна .  Строение р .  м. размерности п>2 из
вестно хуже (1983) .  Вот примеры известных теорем .  

Полное односвязное р .  м .  мп с Ка ..;;:0 диффеоморфно 
/Rn (т е о р е м а А д а м а р а - К а р т а н а ) ,  при
чем для любой точки х Е мп экспоненциальное отобра
жение ехрх есть диффеоморфизм касательного простран
ства Т xMn па мп. 

Для замкнутых р .  м .  с Ка >О имеет место следующая 
т е о р е м  а о с ф е р  е: полное р. м. мп с 0 <11 ..;;: 

..;;:К0 ..;;:1 паз . 11-з а щ е м л е н н ы м; ести оно одно
связно и 11 >1/4, то мп гомеоморфно sп . Для четных п 
граница здесь точная: при 11= /4 существуют мп, не
гомеоморфные sп, это - симметрические пространства 
ранга 1 и только они . Для нечетных п теорема о гомео
морфности мп и sп верна и при 11= 1/4• При п <7 , п # 4 , 
гомеоморфность сфере sп влечет диффеоморфность. При 
п� 7 диффеоморфность сфере установлена при более 
жестком,  чем в теореме о сфере, защемлении (доста
точно взять 11 >0,87 , а при п --+  оо взять 11 >0,66) . Из
вестно также, что при еще более жестком защемлении 
(достаточно 11 >0,98 и 11 >0,66 при п -+  оо )  неодносвязное 
мп диффеоморфно пространству постоянной кривизны 
(факторпространству sп по дискретной подгруппе изо
метрий) . Есть ряд результатов об условиях на Ка , обе
спечивающих гомеоморфизм симметрич . пространству 
ранга 1 (см . [ 14] , [ 1 5] ) . 

Открытое, т. е. полное пекомпактное, р .  м .  с Ко >О 
всегда диффеоморфно IR.n . Множество Xc.Mn паз. 
а б с о л ю т  н о в ы п у к л ы  м ,  если каждая геодези
ческая с концами в Х вся лежит в Х. Пусть мп - от
крытое р. м. с Ка ;;;::, 0 , тогда в мп существует вполне 
геодезическое абсолютно выпуклое замкнутое подмно
гообразие N такое , что мп диффеоморфно пространству 
v (N) нормального расслоения N в Mn (если Ко >О, то 
dim N=O) .  В случаях dim N= 1 или п-1 , а для одно
родных пространств - всегда, мп даже изометрично 
v (N) со стандартной метрикой нормального расслоения . 
При п ..;;:3 это дает полную классификацию открытых 
р. м. с Ка ;;;::, о .  

П р я м о й паз .  полная геодезическая, кратчайшая 
на любом своем участке .  Т е о р е  м а о ц и л и н д р е: 
открытое мп с Ка �О изометрично прямому метрич . 
произведению мп - k х  IR.k , О ..;;:k ..;;:п, где мп - k  не содер
жит прямых . Условие Ка ;;;::, о здесь можно заменить на 
Ric;;;::, O . 

Ф у н д а м е н т а л ь н а я г р у п п а .  При К0 >О 
и четном п замкнутое мп либо ориентируемо и односвяз
но, либо неориентируемо и фундаментальная группа 
:rt1(Mn)= z 2; при нечетком п оно всегда ориентируемо ,  
но  о :rt1(Mn) за пределами теоремы о сфере мало что из
вестно . Даже для мп постоянной кривизны Ка = 1 пол
ное описание возможных строений :rt1 (Mn) для нечет
ных п оказалось трудной задачей (см . [9 ] ) .  

Если К0 = 0, то  универсальное накрывающее мп 
пространства мп изометрично IR.n и фундаментальная 
rруппа :rt1(Mn) изоморфна дискретной группе изометрий 
IR.n без неподвижных точек; она содержит подгруппу 
сдвигов конечного индекса. (Тем самым мп допускает 
конечное изометрич . накрытие плоским тором . ) 

Если в ifn все Ко ..;;:0 , то ifn диффеоморфно JRn . По
этому все гомотопич . группы :rti (Mn) для i>1  тривиаль
ны, и гомотопич . тип определяется :rt1(Mn) .  Если К0 <0, 
то :rt1(Mn) полностью некоммутативна в том смысле, что 
любая абелева (и даже любая разрешимая) ее подгруп
па является бесконечной циклической. В случае К0 ..;;:0 
известно следующее. Пусть Г - разрешимая подгруппа 
:rt1(Mn) . Тогда Г изоморфна дискретной группе изомет
рий R_n (без неподвижных точек) и мп содержит ком
пактное вполне геодезич . подмногообразие, изометрич
ное RnJГ .  Вместо Ка ..;;:0 достаточно при этом потребо
вать отсутствия на геодезических сопряженных точек. 

Для двух многообразий одинаковой постоянной отри
цательной кривизны и одинаковой размерности п� 3 
изоморфизм :rt1 влечет изометрию (т е о р е м а М о с
т о в а) . 

Римановы многообразия , для к-рых шах 1 Ка 1 Х 
X diam Mn <e, паз .  е-п л о с к и  м и . Такие многообра
зия могут при произвольном е >О топологически отли
чаться от локально плоских .  Для них при любом п � 2  
существует такое en, что для еп-плоского мп в :rt1 (Mn) 
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есть иильпотевтиая подгруппа конечного индекса. При 
этом мп допускает конечное (с кратностью, зависящей 
лишь от n) накрытие, диффеоморфвое факторпростраи
ству вильпотевтвой группы Ли по ее дискретной под
группе (см . [8 ] ) .  

Полвое р .  м .  с кривизной Ric;;;.:a >O имеет конечный 
diaш Мn ..;;::п! Уа и nотому конечную группу :n1(M") .  
Если для замкнутого мп Ric;;;.,O , то существует такая 
конечная нормальная nодгруппа ГC:n1(Mn) , что :n1/ Г -
дискретная группа изометрий IRII:, O ..;;:k ..;;:n , причем М11 
разлагается в прямое метрич. произведение М* Х IR. k ,  
где М* замкнуто , разложение иввариантно относи
тельно :n1(M11) ,  а Г - тривиальна на IR.k. 

Наряду с ·изучением :n1 (M11) получены с помощью 
теории гармонических дифференциальных форм нек-рые 
оценки для чисел Бетти bk для б-защемленных Mn, Так,  
Ь2= 0 при б >(п-3) (4п-9) - 1 и нечетвом п;;;.:5 .  

Т е о р е м ы с р а в н е н и я .  Многие глобальные 
свойства р. м. доказываются путем сравнения конст
рукций в изучаемом р. м. с авалогичными конструкция
ми в эталонном пространстве.  В качестве nоследнего 
берут многообразие постоявной кривизны , реже -
другое симметрич . пространство.  Ниже с - п  л о с
к о с т ь ю называем IR2 при с= О,  сферу S� радиуса 
с - '1• при с>О,  плоскость Лобачевского кривизны с при 
с <О .  

Многочисленные применении имеет следующая т е о
р е м а Т о п о н о г о в а с р а в н е в и я у г л о в . 
Пусть в р .  м .  мп все Ка ;;;., с и а1 , а2,  а3 - углы тре
уrольнина из кратчайших, а а; , а; , а� - соответствую
щие углы треугольника с теми же длинами сторон на 
с-плоскости ; тогда а;;;;..а{ . Если Ка <:с и любые две точ
ки сторои рассматриваемого в мп треугольника соеди-
нимы единствеиной кратчайшей, то a; ..-:ai.  Эта теорема 
эквивалентна следующему у с л о в и ю в ы: п у н л о
с т и :  если в Mn кратчайшие аЬ , ас образуют тот же 
угол , что кратчайшие а' Ь' , а' с' тех же длин на с-плоско
сти , то Рмп(Ь, с) <Рс(Ь' , с' ) .  Здесь по существу сравни
вается быстрота расходимости кратчайПIИх. 

В т е о р е м е с р а в и е н и я Р а у х а еравви
ваются скорости движения Rоицов Ь и Ь' кратчайших 
аЬ ,  а' Ь ' в двух р. м. мп и M'n при условии, что ah и а' Ь' 
поворачиваются вокруг своих начал а, а' с одинаковой 
скоростью в условиях , когда (при неR-ром естественном 
сопоставлении) секционные кривизны в мп не меньше, 
чем в М'11• Тогда сRорость движения Ь не больше, чем 
скорость Ь' . В осиовном случае (при сравнении с с-пло
СRостью) теорема Рауха равносильна инфинитезималь
иому варианту теоремы сравнения углов . 

Имеются аналоги теоремы Рауха,  в к-рых точки а ,  а' 
смещаются по гиперповерхностям, к к-рым аЬ ,  а' Ь' 
остаются ортогональными .  Есть также теоремы сравне
ния для объемов трубчатых окрестностей подмвогооб
разий (см . [ 13] , [16)) . 

Э к с т р е м а л ь в ы е т е о р е м ы: .  Теоремы: срав
нения приводят к оценкам таких характеристик М11, 
как диаметр , радиус ивъективвости, длина замкнутой 
геодезической, объем шара данного радиуса и т .  п . От
веты на вопросы о случаях достижения равенства в та
ких оценках дают экстремальные теоремы . 

Для мп с Ка ;;;., 1 всегда diaш Мn ..;;::п .  Равенство до
стигается только для единичной сферы . Если Mn замк
нуто и О< Ка ..;;:1 при четном n или 1 /4 <Ка ...;:: 1 при не
четном n,  то радиус ииъективиости r;п(M")�:n и длина 
замкнутой геодезической ;;;.,2:п. Если при этом в мп есть 
замкнутая геодезическая у длины 2:n, то при четном n в 
мп существует вполне геодезич . поверхность , содержа-
щая у и изометричвая S�, а при 1 14 <Ка ...;:: 1 , иезависимо 
от четности п, М11 изометрично S� (см. [ 6 ) ) .  Объем шара 

D радиуса r<r;11(M11) в Mn с Ка ..;;:с (Ка ;;;;о:с) не меньше 
(не больше) ,  чем объем шара D c того же радиуса в про
странстве постоянной кривизны с, с равенством ,  лишь 
если D изометрично D c .  

Экстремальные теоремы не всегда связаны с оцепнами 
нривизны . Пусть, напр . ,  на замкнутой поверхности F 
для любой точки множество точен, ей сопряженных , 
состоит из единственной точ:ки . Тогда F изометричво 
сфере . 

К о н е ч н о с т ь т о п  о л о г и ч е с к и х т и п о в .  
Среди замкнутых р .  м .  с равномерно ограниченными 
кривизнами и ограниченными снизу радиусами ивъек
тиввости Vol М" <С1 , r;11>C2>0, Ка <С3,  есть лишь 
конечное число попарно гомотопически веэквивалевт
ных , а при замене Ка <С3 на 1 Ka i <C3 - лишь :конеч· 
вое число попарно вегомеоморфных .  В этом утвержде
нии условие r;11>C2>0 можно замевить обеспечиваю
щими его , во легче провернемыми условиями Vol мп;;;., 
;;;., С4>0, diaш Мn <Сь (см . [ 14 ] ) .  

Для р .  м. с о  званопостоянными Ка условия,  обеспе
чивающие конечность их топологич . типов , упрощают
ся . Напр . ,  для четных n и Ка >О достаточно условия 
шах Ка <С шin Ко . 

При п >3 для мп с - 1  ..-:Ка <О сnраведлива оценка 
Vol M" >C ( 1+diaш М11) . Поэтому при n ;i: 3  конечно 
число топологич . типов замкнутых р. м . ,  удовлетворяю
щих условиям Vol М11 <С1 , С2 <Ка <О. Но при n= 3 су
ществует бесконечная серия nопарно негомеоморфных 
МЗ, удовлетворяющих условиям (см .  [ 1 2] ) .  

М е т р и к и с з а д а в п о й к р и в и з и о й .  
Пусть х - эйлерова характеристика замкнутой по
верхности М2 • Чтобы гладкая функция f на мп была 
крививвой пек-рой римановой метрики на М2 , необхо
димо: шах f>O при х >О,  шin f <O при х <О и t меняет 
внак или /==0 при х= О .  Эти условия и достаточны . Ус-
ловие � м• ro= 2:nx необходимо и достаточно , чтобы 2-

форма ro была формой кривизны ro= � К dS римановой 
метрики на МЗ . Если М2 - открытое подмногообразие 
замкнутого многообразия N2 , то любая гладкая f на М2 
есть :кривиана век-рой (быть может, неполиой) римапо
вой метрики па М . Необходимые и достаточные усло
вия ,  при н-рых f есть кривизна полной римаповой мет
рики на некомпаитвой поверхности, выяснены ( 1983) 
лишь для коиечносвяаиых поверхностей . 

С ростом размерности чиело неаависимых компонент 
тензора кривизны растет быстрее числа компонент 
метрич. тензора.  Условия , при к-рых данное поле теи
зора служl'.iт, хотя бы локальво, полем теквора кривиз
ны век-рой метрики , неизвестны ( 1983) . Но для скаляр
вой кривизны при п>2 каждая гладкая функция f на 
заМRнутом мп, для к-рой шin f <O, является скалярпой 
:кривизной век-рой римановой метрики на мп (см. [4 ] ) . 
Существуют многообразия , не допускающие метрики с 
положительпой скалярвой кривизной, напр.  трехмер
вый тор (см. [ 5] ) .  

В ы п у к л ы е ф у, н к ц и и .  Существование н а  р .  м .  
мп скалярной функции f , выпуклой вдоль любой гео
дезической, налагает жесткие ограничения на строение 
такого мп . Напр . ,  если па мп есть выпуклая функция 
/ , то Vol Mn= оо .  Если f строго выпукла и при любом 
с компактны множества j - l (c) , то мп диффеоморфпо /R_n , 

В ряде случаев выпуклые функции удается постро
ить . Напр . ,  при Ка ...;::0 выпуклы функции f1 (x)= р (:т, р ) ,  
/2(х)= р (х, р)2 , р Е М".  Если Ка <:О и у : мп - мп 
изометрия, то выпукла функция бv (х)= р (х , ух) . При 
Ка ;;;.. о существуют выпуклые f с компактными j - l (c) ;  
это связано с абсолютпой выпуклостью (прп Ка ;;;.,О) 
дополнений к оришарам п с тем обстоятельством ,  что 
при Ка ;;;.:о выпуклость множества Uc.Mn влечет выпук
лость множества {х Е И :  р (х, д U)�t } .  
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Изучались и проблемы Р .  г .  в ц. для р. м .  с дополни
тельными структурами , папр . для кэлеровых мпогооб
разий (см . [ 10] ) .  

Лит. :  [ 1 ]  Г р  о м о л Д. , К л и н г е н б е р  г В .  М е й  е р  
В . , Риманова геометрия в целом, пер . с нем. , М . ,  1 9 7 1 ; [2] Б у 
р а г о Ю .  Д . , 3 а л г а л л е р  В .  А . ,  «Успехи матем . наую> ,  
1 9 7 7 , т .  32 ,  в .  3 ,  с .  3-5 5 ;  [ 3 ] C h  e e g e r  J . ,  Е Ь  i n  D . , Com
parison theorems in rlemanni an geometry ,  Amst.- Oxf .-N . У . ,  
1 9 7 5 ;  [ 4 ] Исследова>Iия по метрической теории поверхностей , 
пер. с англ. и франц. , М . , 1 9 8 0 ;  [5 ] S c h o e n  R . , Y a u  8 . , 
�Ann. Math. », 1 97 9� v. 1 1 0 ,  р. 1 27-42 ;  [6] Т о ц_ о н о г о в В. А. , 
«Сиб. матем . ж. >>, 1 11 7 4 ,  т .  1 51 J\11 61 с. 1 348-7 1 ;  L7] G r о m о v М . ,  
L а w s о n В . , «Ann. Matn. >> ,  t 980 v. 1 1 1 ,  J\11 2, р. 209-ЗО ;  
[ 8 ]  В u в е r Р. , К а r � h е r Н.  Gromov ' s  almost flat mani
folds, «Asterisque>> , 1 98 1 , v .  8 1 ;  [9) В о л ь  ф Дж. , Пространст· 
ва постоянной иривизны , пер .  с анrл . , М . ,  1 982 ;  [ 1 0 ]  G о 1 d
b е r g 8 . , Curvature and homology, N. У. , 1 963 ;  [ 1 1 ]  Б е с с е А . ,  
Многообразия с заминутыми геодезическими , пер . с англ. , М . ,  
1 98 1 ; [ 1 2] Т h u r s t о n  W. , The geometry and topology of 3 
manifolds, Preprint, Prlnceton, 1 978 ; [ 1 3] Н е 1 n t z е Е . ,  
К а r с h е r Н. , «Anj . scient. Ecole norm . super. >>.J_ 1 978 ,  v .  1 1 ,  J\11 4i р .  45 1 -70;. [Н С h е е g е r J . ,  «Amer. J. мath.» ,  1 969 , 
v. 9 , J\11 3, р. 8u7-34;  [ 1 5 ]  М 1 n·O о,. R u h Е . ,  �Ann. scient. 
E cole, norm. super. >> , 1 979 , v. 12,  р.  33 5 - б З ;  [16] G r а у А. , 
«Topology>>, 1 982,  v. 2 1 ,  J\11 2, р . 20 1 -28.  

Ю. Д .  Бураго, В .  А .  Топооогов. 
РИМАНОВА КРИВИЗНА - мера отличия метрик 

риманова и евклидова простравств . Пусть М - точка 
риманова пространства, F - двумерная регулярная 
nоверхность xi= xi(и , v) ,  проходящая через М, L -
простой замкнутый ковтур на F, проходящий через М, 
а - площадь участка поверхности, ограниченного кон
туром L. Пусть произвольвый вектор ai, касательный к 
nоверхности F _ (т .  е. линейно выражающийся через 

дх1 дх1 ) 
векторы дU , 

дv 
, перевесев параллельво по L .  Тогда 

составляющая перевесенного вектора , касательная к F, 
окажется повернутой по отношению к ai на угол <р 
( положительное направление отсчета углов должно сов
падать с направлением обхода L) .  Если при стягивании 
L в точку М существует предел 

K = lim : , 
то он ваз . р и м а в о в о й  к р и в  и в в о й  (кривизной 
риманова пространства) в даввой точке в направлении 
двумерной поверхности ; Р .  к. зависит не от поверхно
сти , а лишь от ее направления в точке М, т. е. от на
правления: двумерной плоскости касательного евклидо-, l 
ва пространства,  содержащего векторы 

дх' , � • 
ди дv 

Р .  к .  К связана с тенвором кривизны формулой 

где 
К = �  R 'k . xm l xfci ,J{.Jm, l, k, j т. 1 ' 

xml = _1_ (� дх t
- дх t дх т ) 

2 ди дv ди дv ' 
причем параметры и , v выбраны так, что площадь 
параллелограмма , построенного на векторах дхi , 

дх '' 
, ди дv 

равна 1 .  
По .м.атериала.м ст. Ри.м.аиова гео.м.етрия в Б СЭ-3 . 

РИМАНОВА МЕТРИКА - метрика пространства ,  
задаваемая положительно определенвой квадратичной 
формой. Если в пространстве V п введена локальная си-
стема координат (х1 , . . .  , хп) и в каждой точке Х (xl , . . .  , 
. . . , хп) Е V п определены функции g;j(X) , i ,  j= 1 , 2 , . . .  , 
п, det (g;j) >0, g;j(X )=  gj;(X ) ,  являющиеся компонента
ми ковариавтвого симметричного тещюра второй ва
лентности , то этот тенвор ваз . о с н о в н ы м м е т
р и ч е с к и м т е н з о р о м пространства V п · С помо
щью основного тенэора выражается длина ds контрава
риантного вектора (dx1 , . . .  , dхп) :  

ds2 = g;J ( Х) dxi dxi ; 
форма g;jdxidxi является положительно определенвой 
квадратичной формой . Метрика пространства V п r  опре
деленная с помощью формы ds2 , ваз . римановой, а про-

странство с введенвой в нем Р .  м . пав . ри,;паноtJы.м про
страпство.м . Задание Р .  м. на пек-ром дифференцируе
мом многообразии означает задание па этом многообра
зии евклидопой структуры , дифференцируемым образом 
зависящей от точки . 

Р .  м. является обобщением первой квадратичtrой фор
мы поверхности в трехмерном евклидовом пространст
ве - внутреввей метрики поверхности . Геометрия про
странства V пr основанная на определенвой Р. м. , ваз . 
ри,;пановой геометрией .  

Существуют обобщения понятия Р .  м .  Tal( , псевдо
риманова метрика определяется с помощью неопреде
леввой квадратичной формы (см. Псевдори.;nапово прост
ранство и Относитедьпости теор ия) . Вырожденпая Р. м. , то есть метрич форма , определенпая с помощью 
функций g;j(X) , для к-рых det (g11 )=0 ,  определяет ве
к-рое пмуfи,;папово пространство . 

Лит. : [ 1 Э й  з е н х а  р т Л. п. , Риманова геометрия, пер . 
с англ . , М. , 1 948 ; [2] Р а ш е в с и и й П. К. , Риманова гео
метрия и тенворный анализ ,  З изд. , М . , 1 967 ; (З] Р и м  а н Б . ,  
О гипотезах,  лежащих в основании геометрии, пер . с нем . ,  в Rн . : 
Об основаниях геометри'll М . , 1 956 . Л. А. Сидоров. 

РИМАНОВА ОБЛАСтЬ, к о м п л е к с н о е (а н а
л и т и ч е с  к о е) м в о г о о б р а  а и е в а д с п , 
аналог р и.маповой поверхности авалитич . фующии w= 
=/ (z) одного комплексного перемениого z для случая 
авалитич. функции w= f (z) , z= (z1 , . . . , zп) , многих ком
плексных перемеввых z1 , . . . , Zп r п;;;;" 2 .  

Точнее, линейно связное хаусдорфово топологич . 
пространство R ваз . (а б с т р а к т  в о й) р и м а н о
в о й о б л а с т ь ю ,  если существует локальный гаме
оморфизм (п р о е к ц и я) :rt : R -+ Сп такой, что для 
каждой точl(и р0 Е R существует окрестность U (р0 ; е) , 
гомеоморфно отображающаяся на sек-рый поликруг 

D (zO ;  e) = {z = ( z1 , . . . , z ,.) f Cп: 
i zJ - Z� I < е , j = 1 ,  . . . , п}  

в комnлексном пространстве с п .  Р. о .  сеnарабельна. 
Комплексная функция g паз . г о л о м о р ф н о й  

на R ,  если для любой точки p0 E R функция g [:rt - 1(z) ] 
от п комплексных переменвых z1 , . . . , zп голоморфва в 
соответствующем полиl(руге D (.z0 ; е) .  Проеl(ция :rt зада
ется набором п голоморфвых функций :rt = (:rt1 , . . . , :rtп) , 
соответствующих координатам z1 , . . .  , zп в Сп . Исходя 
из данного регулярного элемента аналитич . функции 
w=f (.z) , ее Р .  о .  строится аналогично тому, как строится 
риманова nоверхность данвой аналитич .  функции од
ного комплексного перемеввого , т. е. евачала посред
ством аналитич. продолжения строится полпая апалити
ческал, фупхция w= f (z) , а затем с помощью окрестно
стей вводится топология на множестве элементов пол
ной аналитич.  функции . Так же , как и римановы по
верхности , Р. о. неизбежно возникают при апалитич. 
продолжении давиого элемента авалитич .  функции , ког
да nолную авалитич. функцию w= f (z) стремятся пред
ставить, следуя идеям Б .  Римава (В . R iemann) , как од
воввачвую функцию точки соответствующей Р .  о .  

В частности , Р .  о .  возникают как многолиствые голо
,;порфности области аналитич .  функций многих комп
лексных переменных .  Т е о р е м  а О к а утверждает, 
что Р. о .  является областью rоломорфпости тогда и 
только тогда , когда она голоморфво выпукла (см . Голо
,;порфпо выпуклое ко.;пплекспое пространство ) .  

Современное ;шучевие Р .  о .  проводится в рамках об
щей теории апалитич . простравств.  Обобщение поня
тия области голоморфвости приводит к Штейна про
странства.;п . 

Лит . :  [ 1 ]  Ш а  б а т Б. В . , Введение в иомплеисный анализ, 
2 изд. ,  ч .  2 ,  М . , 1 9 76 ; [2] Г а н н и н г Р. , Р о с с и Х . ,  Анали
тические ф:униции многих комплексных переменных ,  пер . с англ . , 
М. , 1 9 69 ;  L3] Х е р  м а н д е р  Л. , Введение в теорию функций 
несиольних номплеисных переменных, пер. с англ . ,  М . , 1 968 .  

Е. Д.  Соло.м.еицев. 
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РИМАНОВА ПОВЕРХНОСТЬ а и а л и т и ч е с к о й к-рых случаях в определении А более удобно допускать 

ф у и к ц и и w=f (z) к о м п л е к с и о г о п е р е- коиформвое отображение не только 1 рода , во и 1 1  рода. 
м е и и о г о z - поверхность R такая ,  что даивая Получающаяся при таком подходе Р .  п. с краем ii (или 
полпая апалитичеспая фующия w= f (z) , вообще говоря без него) не является уже , вообще говоря , ориентируе
миогозиачиая,  может рассматриваться как однозначная мой, во в предположении ее конечности она может 
аиалитич . функция w= F (p)  точки р поверхности R .  быть вложена коиформио в ориентируемую замкнутую 

Поиятие Р .  п. возникло в связи с изучением алгебра- р .  п .- дубль римаповой поверхности if (см . [8 ) ) .  ич .  функций w= f (z) ,  определяемых алгебраич . уравие- Пусть аиалитич . функция w= f (z) задана одним из вием своих регулярных элементов (а , Р)= (а , Р (z-a) ) ,  т. е . 
a0 ( z) шm +a1 (z) wm - 1+ . . .  + aт (z ) = 0 , (1 ) парой, состоящей из точки а Е С  и степениого ряда 

где aj(z) , j= O, . . .  , т ,- многочлены с постояиными 
коэффициентами ,  a0(z):;EO , ат(z):;ЕО.  В работах В .  Пюи
зё (V. Puiseaux , 1 850 - 5 1 ) было достигнуто ясное по
нимание многозначности , присущей этим функциям 
w= f (z) , когда каждому значению перемениого z ста
вится в соответствие т значений перемениого w. Б .  Ри
маи (В . R iemann , 1 851 -57 , см. [ 1 ] ) впервые показал , как 
для любой алгебраич . функции построить поверхность,  
на к-рой ее можно рассматривать как однозначную ра
циональную функцию точки . Полученную Р. п. можно 
отождествить с алгебраич. кривой, определяемой урав
нением ( 1 ) .  Вообще , для всего дальнейшего развития 
теории Р .  п. , связанного с имеиами Ф .  Клейна (F . K lein) , 
А. Пуаикаре (Н .  Poincare) , П .  Кёбе (Р . КоеЬе) 
и др . ,  характерно (то усиливающееся , то несколько ос
лабевающее) взаимопроиикиовеиие , с одной стороны, 
идей и методов теории функций комплексного перемеи
иого, с другой - алгебры и алгебраич . геометрии . 
Важной вехой в этом развитии явилось первое издание 
книги Г .  Вейля [ 1 8] ,  в к-рой было сформулировано об
щее понятие абстрактвой Р .  п. 

О п р е д е л е и и е А: связное хаусдорфово топо
логич . пространство R ваз .  а б с т р а к т и о й  р и
м а и о в о й  п о в е р х  и о с т ь ю ,  или просто р и
м а и о в о й п о в е р х и о с т ь ю ,  если оно допуска
ет покрытие открытыми множествами и с соответствую
щим каждому множеству и гомеоморфиым отображени
ем а :  и - D ,  где D = {z E C : l z l  < 1 } есть единичный 
круг на плоскости С комплексного перемениого z , 
причем если точка р Е  R принадлежит и и и' , то взаимно 
однозначное соответствие z' = а' а -1(z) есть коиформвое 
отображение 1 рода в окрестиости точки а (р )  Е D ,  то 
есть z ' = a'a- l(z) есть однолиствал аиалитич . функция в 
окрестиости точки а (р ) Е D .  Иначе говоря ' аострактиая 
Р .  п. есть двумерное комплексвое аиалитич . многооб
разие . 

Определение р и м а и о в о й п о в е р х и о с т и с 
к р а е м ii отличается от определения А тем, что варя
ду с гомеоморфизмами а : и - D допускаются гомеомор
физмы а :  и - Dt ,  где Dt = {z E C :  l z l  < 1 , Im z;;;a.O } 
- единичный полукруг на плоскости С ,  причем 
обычно предполагается , что R не является Р .  п. в смыс
ле определения А .  Точки Р .  п. с краем ii, имеющие 
окрестности , гомеоморфиые D ,  ваз . внутренними, а 
остальвые точки , отображающиеся в точки отрезка 

{z = х +  iy E C : - 1  < х < 1 , у = О} ,  

образуют край дR . Совокупиость внутренних точек R 
(в и у т р е и и о с т ь R) есть Р .  п. в смысле опреде
ления А. Таким образом, в случае Р .  п. с краем обычно 
край предполагается иепустым множеством. 

Р. п. (или Р. п .  с краем) есть триаигулируемое и ори
ентируемое многообразие со счетвой базой, к-рое , сле
довательно, сепарабельио и метризуемо . Компактная 
Р .  п .  (без края) ваз . з а  м к и у т о й  Р .  п . ;  более ши
рокий класс к о и е ч и ы х Р. п. включает замкнутые 
Р .  п . и компактные Р .  п. с краем, состоящим из конеч
ного числа связных компонент . Некомпактиые Р .  п. с 
краем или без него ваз . о т к р ы т ы м и Р .  п .  В не-

Р (z - a) = � "" а., (z - a) " �v= O • 

с центром а и радиусом сходимости r (a) , O <r (a) ..,;:oo .  
Апалитичеспое продолжение элемента (а , Р) вдоль все
возможных путей в расширеивой плоскости С позво
ляет получить все регулярные элементы такого же типа 
( Ь , Q) , составляющие в совокупиости полную аиалитич . 
функцию , к-рую мы будем продолжать обозначать w= 
= / (z) . Кроме того , при аиалитич . продолжении появ
ляются элементы более общей природы 

(Ь , S) = (Ь ,  S ( }Yz - b)) , 

т . е .  пары, состоящие из точки Ь Е С и обобщенного 
степениого ряда (р я д а П ю и з ё) :  

S (  }Уz - Ь) = �:=т bv (z- b)v/n 

или (в случае , когда Ь= оо - бесконечно удаленная 
точка) :  

S (z - 1/n) = �"" Ь � - v/n 
� v =m " ' 

где т - целое , а п - натуральвое числа,  причем эти 
ряды сходятся соответственно при l z- bl <r ( Ь) или при 
l z l  >r ( oo ) >O. Обобщенвые элементы ( Ь , S) ,  а точнее 
их классы эквивалентности , составляют в совокупиости 
апалитичеспий обраа А 1 • соответствующий даввой 
аиалитич . функции w= / (z ) . Среди составляющих аиа
литич . образ классов эквивалентности элементов ( Ь , S) 
различаются регулярные с п= 1 и разветвленвые с п >1 . 
Введение подходящей топологии на аиалитич . образе 
А1 иревращает его в Р. п. R1 аиалитич . функции w= 
= / (z ) .  Это получается , иапр . ,  если задавать окрест
иость элемента ( Ь , S) ,  b=f= oo ,  как множество , состоящее 
из самого элемента ( Ь ,  S )  и всех тех регулярных элемен
тов (а , Р) из А1, для к-рых l b-a 'l <pn ,  p < r (b) и ряд 
Р (z-a) сходится к одному из п определений ряда 
S (V z- b) в их общей области определения , т. е . 

Р (z - a) = S(вJY z - b) , 

где в - один из корвей из единицы стеnени п, вn= 1 . 
Окрестиость элемента ( оо , S) состоит из самого элемен
та ( оо , S) и всех тех регулярных элементов (а , Р) из А 1, 
для к-рых l a l >p -n , p <r ( b) и ряд Р (z-a) сходится к од
ному из п определений ряда S (z - 1 /n) . Пространство R1 удовлетворяет всем условиям определения А .  

Таким образом, каждой аиалитич .  функции w= f (z) 
соответствует Р. п .  R 1 • на к-рой эта функция представ
ляется как однозначная аиалитич . функция точки w= 
= F (p) , р = (Ь , S) ERJ. Это означает , что в окрестиости 
любой точки р0= ( Ь , S) существует лопальпый упифор.ми-

v-аирующий параметр t= z- b ,  через к-рый w выра-
жается как однозначная аиалитич . функция w= P (t)= 
= F (p ) .  Иначе говоря , Р .  п. R1 аиалитич . функции есть 
геометрич . конструкция для глобальной упифор.миаа
ции многозначного , вообще говоря , соотношения w= 
= / (z) . В окрестиости каждой точки р0= (Ь ,  S) E R1 оно 
униформизируется посредством двух однозначных ана
литич .  функций z= Ь+tn и w= S (t) . С другой стороны, 
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отображение проектирования П : ( Ь ,  S) -+  Ь, ставящее остаются свободными , не отождествляются . Понлтие 
в соответствие каждому элементу р0= (Ь , S) E R1 его рода обобщается и для открытых Р. п .  R, напр . при 
центр Ь , показывает , что Р. п .  Rt аналитич. функции помощи исчерпанил R последовательностью {Rv };'�1 есть (разветвленная) накрывающая поверхность над 
расширенной комплексной плоскостью С или , что то 

принадлежащих R компактных р . п . с краем Rv та-
же , над Рш11дна сферой .  Проекции разветвленных ких , что Rv содержител внутри Rvн . u ;=1Rv= R . 
элементов ( Ь , S) с п >1 суть точки ветвления этого на- Род g Р .  п. R полагают равным g= l im gv , где gv - род 
крытил . v-> oo 

В то же время каждой априори заданной р .  п. R Rv . Этот предел существует и не зависит от выбора не
соответствует бесконечно много аналитич. функций w= черпания {Rv } , O ....;:g ....;:+ оо .  Однако род не полностью 
= / (z) ,  для к-рых именно R является их Р .  п . , R1= R .  определяет топологич. тип открытой Р .  п . ;  топологич . 
Это утверждение для случал замкнутых Р .  п. было вы- типы открытых Р .  п .  могут быть весьма разнообразны
сказано и обосновано еще Б .  Риманом в 185 1 . Централь- ми. Так, на рис . 2 изображены две модели с g= O  и 
ным пунктом соответствующего доказательства являет- g= 2 .  
ел конструкция гармонич .  функций на R с заданными Важной топологич. характеристикой Р .  п. R являет
особенностями. Данное Б .  Риманом обоснование опи- ся порядок связности: R наз . о д н о с в я з н о й ,  
ралось на  некритич. применеиле т .  н .  Дирих.ле прип- если любую простую замкнутую кривую на R можно 
ципа ; строгое доказательство впервые было дано П .  Rё- непрерывно деформировать в точку, не выходя за пре
бе ( 1909) ; позднее были даны более простые доказатель- делы R ,  т. е . ,  иначе говоря , если фунда.мента.льная 
ства этого фундаментального положения , в том числе группа поверхности R тривиальна . В противном слу
и опирающиесл на надлежащим образом применяемый чае Р .  п. R ваз . м н о г о с в л з н о й. Важный класс 
нринцип Дирихле (см. , напр . , [3] , [4] , [ 1 7] ,  [ 18] ) .  составляют Р .  п . , п о  д о б н ы е о д н о л и с т н ы м: 

I\акова бы ни была ориентируемая топологич. по- так наз . Р .  п. (с краем или без крал) , к-рые разделлютел 
верхиость S , можно построить Р .  п. R ,  гомеоморфную любой простой замкнутой кривой на две непересекаю
S, т. е. построить Р. п .  R того же топологич. типа , что щиеся части . Напр . ,  на рис . 2 ,  а представлена тополо
и S. Замкнутые Р .  п. топологически вполне характе- гич . модель многосвязной Р .  п . , подобной однолистной . 
ризуютен одним числом - родом g, O ....;:g <+ co .  Топо- Р. п . ,  подобная однолистной, необходимо имеет род 
логич. тип такой Р .  п. R при g= O  есть сфера , при g= нуль . Р .  п. R ,  подобная однолистной, наз . п-с в я з
= 1 - тор , при g>1  - обобщенный тор, или сфера с g 
ручками . Разрезав Р .  п. R рода g= O  вдоль нек-рой ду
ги, получают в качестве ее топологич . модели , или н о р
м а л ь  н о й  ф о р  м ы , днуугольник с символом s= aa - 1 , 
указывающим, что точки сторон а и а - 1 отождествляют
ел ; при g)> 1  необходимо сделать 2g r;,аноничеспих рагре
гов а1 , Ь1 , • • •  , ag, bg , после чего получается нормальная 
форма замкнутой Р. п. R - многоугольник с 4g сторо
нами, попарно отождествляемыми , символ s= a1 • • •  дол
жен указывать порядок следования сторон . Напр. , на 
рис . 1 изображены нормальные формы сферы при g=O и 
тора при g= 1 с их символами . С аналитич . точки зрения 
замкнутал Р .  п. R характеризуется тем , что она есть 
Р .  п .  нек-рой алгебраич . функции w=f (z) , определяе
мой алгебраич . уравнением ( 1 )  степени т .  Эту Р .  п .  R 
можно представлить себе также в виде т листов , про-

Рис. 1 .  
стирающихсл над сферой Римана и определенныы об
разом соедиплющихсл между собой в точках ветвления 
и вд-оль нек-рых линий, соединяющих эти точки (способ 
соединения определяется конкретным видом уравне
ния (1 )) .  При этом род g Р .  п. R выражается через число 
листов т и порядки k1 , . . .  , ks точек ветвления Ри.ма
на - Гурвица фор.му.лой 

s kv - f 
g =  � - - т+1 . �v== 1 2 

Конечные Р .  п. R топологически вполне характери
зуютел родом g, O ....;:g < co , и числом l связных компо
нент крал , O ....;: l < oo ;  их топологич . типом является сфе
ра с g ручками и l отверстиями . В нормальной форме 
конечной Р .  п .  число сторон не обязательно четное ,  
нек-рые стороны , соответствующие компонентам крал , 

Рис . 2 .  
н о й , если минимальное число разрезов , иревращаю
щих R в односвязную Р .  п . ,  равно п-1 , п;;:"1 (см . 
рис . 2, б) .  

Топологич. свойства Р .  п .  R отнюдь н е  определяют 
полностью аналитич . свойства R ,  т. е. топологвч . свой
ства R не определяют полностью поведение функций 
различных классов на R . В частности , пусть f : R1 -+ 
-+ R2 - функция на Р .  п. R1 со значениями на дРУf'ОЙ 
Р .  п. R2 • Функция f наз . аналитической на R1 , если для 
любой точки р0 E R1 , f (p0)= q0 , можно найти локальные 
униформизирующие параметры соответственно t= <p (р) 
в окрестности р0 на R1 и 't'='Ф (q) в окрестности q8 на R2 
такие , что сложная функция 

't' = 'Ф  {/ [<р - 1 (t) ] } = g (t) 
является аналитич. функцией комплексного перемен
иого t в окрестности значения t0= <p (p0) . Две Р .  п. R1 и 
R2 ваз . к о н ф о р м н о э к в и в а л е н т н ы м и ,  
или принадлежащими одному и тому же конформному 
классу, если существует аналитич. функция f : R1 -+  
-+ R2 , взаимно однозначно отображающая R1 на R2 •  
С точки зрения поведения аналитич. функций на Р .  п . ,  
конформно эквивалентные Р .  п .  следует рассматривать 
как одну и ту же Р. п . ,  но топологически эквивалентные 
Р .  п. не всегда являютел конформно эквивалентными. 

Применительно к Р .  п. можно следующим образом 
сформулировать т е о р е м у Р и м а н а о к о н
ф о р м н о м о т о б р а ж е н и и: велкал односвяз
ная Р. п . R конформно эквивалентна одной из трех об
ластей: 1 ) расширенной комплексной плоскости ё= 
= С U {оо }, или сфере Римана (э л л и п т и ч е с  к и й  
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с л у ч а й) ;  2) конечной комплексной плоскости С , 
или сфере Римава с одной выколотой точкой (п а р а б о
л и ч е с  к и й  с л у ч а й) ;  3) единичному кругу D =  
= {z E C  : l z 1 < 1 } н а  плоскости С , или сфере Римана с 
разрезом положительной длины (г и п е р б о л и ч е
с к и й с л у ч а й) . Важный результат состоит в том, 
что любая Р. п . ,  подобная одволиствой, ковформво эк
вивалентна век-рой кавович . области расширенвой ком
плексной плоскости . В качестве такой кавович . области 
можно взять всю расширенную плоскость с ковечвым 
или бесконечным числом разрезов , параллельвых дейст
вительной оси , причем век-рые из этих разрезов могут 
вырождаться в точки . Как уl{азаво выше , в случае од
восвязиой Р. п. каиоиич . область либо не имеет ни од
ного разреза (э л л и п т и ч е с  к и й  т и п) ,  либо раз
рез вырождается в точку (п а р а б о л и ч е с к и й 
т и п) ,  либо разрез имеет положительную длину (г и
п е р б о л и ч е с  к и й  т и п) .  Все три типа односвяз
ных Р. п. ковформво различны, хотя последние два из 
них топологически эквивалевтвы. П р о б л е м а т и� 
п а , пока ( 1983) не получившая полного решения, 
состоит в разыскании дополнительвых условий в:а одно
связную Р .  п . ,  при к-рых она принадлежит гиперболи
ческому или параболич . типу (см . [6 ] , [ 7 ] ,  [ 10] , [ 1 1 ] ) .  

В общем случае произвольвой Р .  п .  R односвязной 
Р .  п. будет всегда ее универсальная накрывающая по
верхность R ,  к-рая , следовательно,  принадлежит одно
му из трех указанных типов.  Сама Р .  п. R считается 
Р .  п .  э л л и п т и ч е с  к о г о ,  п а р  а б о л и ч е с  к о
г о или г и п е р б о л и ч е с к о г о типа в соответствии 
с тем,  какого типа будет ее ув'иверсальная накрываю
щая R .  Эта классификация Р .  п .  оправдывается следую
щими соображениями . Пусть D - одна из трех обла
стей: расширенная комплексная плоскость , конечная 
комплексная плоскость или единичный круг , а А 
век-рая группа дробио-линейных отображений области 
D на себя (автоморфизмов) ,  не имеющая неподвижных 
точек в D .  Ковформное отображение w= W (q) увивер
сальвой накрывающей R на D переводит группу Л ире
образований накрытия R , изоморфную фундаменталь
вой группе n1(R ) ,  в век-рую группу А автоморфизмов 
области D .  При этом w= W (q) можно рассматривать как 
ковформвое отображение факторпространства R 1 А на 
факторпространство Dji\, а R./Л можно отождествить 
с R .  Таким образом, w= W (q) можно рассматривать как 
ковформвое отображение Р. п. R на факторпространст
во D/.1\ с век-рой группой автоморфизмов А, изоморф
вой фундаментальной группе n1 (R ) .  

Так как Р .  п .  R эллиптич . типа обязательно одиосвяз
на ,  то группа А тривиальна, а значит , такая Р .  п .  есть 
обязательно Р .  п. функции, обратной рациональной. 
Односвязная Р .  п. параболич . типа обязательно яв
ляется Р .  п. функции , обратной мераморфной в конеч
ной плоскости . Компактная Р. п. рода g= O , g= 1 и g >1 
является соответственно Р .  п .  эллиптического, парабо
лического и гиперболич . типа . 

В связи с ковформной эквивалентностью Р .  п .  воз
иикает также вопрос о строении группы � конформных 
автоморфизмов Р. п .  R. За век-рыми простыми исклю
чениями эта группа � дискретна , а для комnактных 
Р .  п .  рода g >1 она конечна (т е о р е м  а Ш в а р ц  а) . 
Исключительных случаев, когда группа � непрерывна , 
всего семь, а именно (указаны представители соответст
вующих конформных классов) : сфера в эллиптич . слу
qае ; сфера с одной или двумя выколотыми точками и тор 
в параболич . случае; круг, круг с выколотой точкой и 
кольцо в гиnерболич . случае . 

Важное значение имеет также п р о б л е м а м о д у
л е й Р .  п. в различных постановках .  Это вопрос о воз
•южном описании раsиообразия ковформво веэквива-

лентвых Р .  п. того или иного вида . Напр . ,  легко уста
навливаются следующие положения. Множество видов 
ковформно неэквивалентвых днусвязных Р .  п . , подоб
ных однолистиым (колец) , зависит от одного действи
тельного параметра (.м о д у л я) k , O <k <1 ; т. е .  два 
кольца O <rv < l z l <Rv , v= 1 ,  2, конформво эквивалент
ны тогда и только тогда , когда совпадают отношения их 
радиусов: k= (r1/ R1)= (r2/ R2 ) .  Множество видов конфор
мно веэквивалентиых п-связных Р .  п . ,  подобных одво
листвым, при п >2 зависит от 3п - 6 действительвых 
параметров . Множество видов ковформво веэквивалевт
вых замкнутых Р .  п. рода g;;;;,: 1 при g= 1 зависит от 
двух действительных параметров , а при g >1 - от 
6g - 6 действительвых параметров (см . Рижаповых 
поверх-ностей попфоржпые плассы , а также [3 ] , [ 1 2] , [ 1 3] ,  
[ 1 5 ] ,  [ 16 ] ; относительно поведения функций других 
классов на Р. п. см. Рижаповых поверх-ностей пласси
фипация) . 

Важным аспектом теории Р .  п .  является связь с по
нятием униформизации . Для многозначной, вообще го
воря , авалитич . функции 

w = f (z ) (2) 

ее Р. п. R1 дает геом:етрич . средство униформизации : 
многозначное соотношение (2) заменяется двумя одно
значными представлениями : 

w = F (р) , z =  g (р) , p E Rt, (3) 

выражающими переменвые z и w однозначно во всей 
области существования функции (2) как полной анали
тич . функции . С другой стороны , подход К. Вейерштрас
са (К . Weierstrass) к построению понятия полвой ава
литич . функции (2) состоит в использовании локального 
уииформизирующего параметра t ,  позволяющего выра
зить переменвые z и w аналитически в виде однозначных 
авалитич . функций z= z (t) и w= w (t) локальво в окрест
иости век-рой точки (z0 , w0) , w0=f (z0) . Задача увифор
мизации в ее простейшей классич . постановке есть зада
ча синтеза этих двух идей. Требуется замевить соот
ношение (2) во всей области его определения двумя 
авалитич . Представлениями z= z ( t) , w= w (t) , где t 
униформизирующее комплексвое перемевное , измеияю
щееся в век-рой области на плоскости . 

Возможность увиформизации в указаввой постановке 
уставовлева П. Кёбе и везависимо А. Пуавкаре почти 
одновременно в 1907 . Если . Р .  п. R1 функции (2) одно
связва или подобна одволиствой , то задача увиформи
зации сводится к построению ковформного отображе
ния qJ :  R 1 -+ D  Р .  п. R1 на плоскую область D .  Пред
ставления (3) тогда дают искомую униформизацию: 

Z = g [qJ -
1 (t ) ] , W = F [qJ -

1 (t ) ] , t E D . 

Конформное отображение f на плоскую область суще
ствует для Р .  п .  R1• подобных однолистным, и толь
ко для них (о б щ а я '1' е о р е м а у в и ф о р м и
з а ц и и) . 

В общем случае произвольнога авалитич. соотно
шения (2) Р. п. R1 не является подобной одволистной, 
во ее универсальная накрывающая R 1 одвосвязна, и 
следовательно, существует ковформвое отображение 

ф: R. , ---. n , 
где D - одна из упоминавшихся областей: С ,  С или 
единичный круг . Функция w= f (z) мероморфва на Р .  п .  
R 1, а следовательно и на  R 1,  причем она зависит только 
от проекции p =p (q) ,  p E Rt, тоЧки q E Rt .  Таким обра
зом, получается геометрич. униформизация в виде 

z =g [р (q ) J , w = F [р (q) ] , 
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а отсюда и аналитич . униформизация : 
z =g {р ['IJ - 1 (t) ] } = {_{�' (t ) , 

W= F {р [\jJ - 1 (t ) I } = Ф  ( t ) ,  t E D ,  
где z и w выражаются как мераморфвые функции Ф (t) 
и {{'  (t) перемениого t E D . Эти функции Ф (t) и V (t) суть 
авто.морфпые фующии в области D относительно группы 
автоморфизмов А, изоморфвой фундаментальной груп
пе :rtt (R f) Р .  п. R 1 униформизируемой функции (см. [ 3] ,  
[ 7 ] ,  15 ] , [ 1 6 ] ) .  
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С .  Л . ,  А п а н а с о в . Н . ,  Г у с е в с к и й Н .  А . ,  Клейно
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Е. Д. Со.яо.JК�?Uцев . 
РИМАНОВА СВЯЗНОСТЬ - аффиппая свяапость на 

р;имаиовом пространстве М, относительно к-рой мет
рич. тевзор пространства g;1 является ковариавтво по
стоянным. Если аффинная связность на М задана с по
мощью матрицы локальных форм связности 

w�= Г� dx" , det \rL \ Ф O, } 
(1 ) 

w j= Г /k dxk 
и метрич . формой на М является ds2= guwiwl , то по
следнее условие выражается в виде 

dg;1 = g".1w' +g;�r.w7 . (2) 

Оно может быть выражено еще следующим образом: 
при паралле.яьпо.м перенесепии вдоль любой кривой мно
гообразия М скалярное произведение <Х ,  У>= 
=guwi(X )wl(Y) произвольвых двух векторов сохра
няет свое значение , т. е. для любых векторных полей 
Х ,  У , Z на М справедливо равенство 

Z (X , Y> = <vzX , У> + <Х , VzY) , 
где V 2Х - векторвое поле , называемое ковариаитвой 
производвой поля Х относительно поля Z и определяе
мое формулой 

wi (VzX) = Zwi (X ) +w� (Z) wk (Х) . 

Если на М перейти к локальному полю ортовормиро
ваниых реперов,  то gu=бu (если ограничиться случаем 
положительно определенвой ds2 ) и условие (2) прини
мает вид 

j . 
wi+w}= O , 

т .  е .  матрица w, составленная из форм ( 1 ) ,  принимает 
значения в алгебре Ли группы движений евклидона 

пространства En размерности п= d im М. Поэтому Р .  с .  
может быть интерпретирована как связиость в рас
слоенном пространстве ортанормированных реперов в 
касательных к М евклидоных пространствах . Голопо
.м,ии группа Р .  с. есть век-рая подгруппа группы дви
жений пространства En; римановой связностью для 
век-рой римановой метрики на М является каждая 
аффинная связность , группа голономин к-рой - груп
па движений или век-рая ее подгруппа . 

Если в ( 1 )  wi= dxi (то есть М отнесено к полю нату
ральных реперов локальной координатвой системы) ,  
ТО 

и 

где { �-} = _!_ gk l ( дgli+ дglj- дgij) 
IJ 2 

д
хf дi дхl 

k k k - т . н .  символ Кристоффеля и Sij= Гtj- Гjk - теизор 
кручения Р .  с. Существует одна и только одна Р. с. 
без кручения (т : е. �акая , что S�j= O) , к-рая определяет
ся формами wj= {/k}Udxk и ваз . Леви-Чивита свяа
постью . 

Лит. : [ 1 ]  Г р  о м о л д . ,  Н л и н г е н б е р г В. М е й  е р  
В . ,  Риманова геометрия в целом, пер. с нем . ,  М . , 1 97 1 ;  [2] Л и
х н е р  о в и ч А. , Теория связностей в целом и группы голо
номий, пер . с франц. , М . ,  1 960 .  Ю .  Г. Лу;м,исте. 

РИМАНОВО МНОГООБРАЗИЕ - дифференцируемое 
многообразие , наделенное римаповой .метрикой.  По 
существу Р. м .- то же , что и ри.мапово пространство . 

М. И. Войцеховспий. 
РИМАНОВО ПРОСТРАНСТВО - пространство , в ма

лых областях к-рого имеет место приближенно (с точ
ностью до малых высшего порядка сравнительно с раз
мерами областей) евклидона геометрия , хотя в целом 
такое пространство может не быть евклидовым. Р .  п .  
названо по имени Б .  Римава (В .  Riemann) ,  наметившего 
в 1 854 основы теории таких простравств (см .  Ри.мапова 
геометрия) .  Простейшими Р .  п .  являются евклидово 
пространство и примыкающие к нему два других про
странства постоянной кривизны , в к-рых имеет место 
Лобачевс�>ого геометрия и Рижапа гео.м,етрия (не смеши
вать последнюю с общей римановой геометрией , к-рая 
изучает Р . п. вообще) . 

По :м.атериа.яа.м одШJшкеипой статъи в Б Сэ-а . 
РИМАНОВО ПРОСТРАНСТВО ОБОБЩЕННОЕ 

пространство с впутреппей метрикой , подчиненное ве
к-рым ограничениям на кривизну. К ним относятся 
пространства с �кривизной, ограниченвой сверху», 
и др. (см. [ 3 ] ) . Р .  п. о .  отличаются от ри.маповых прост
рапств не только большей общностью , но и тем , что они 
определяются и исследуются , исходя из метрики , без 
координат . При век-ром соединении условий на кри
визну и поведении кратчайших (т . е. кривых , длины 
к-рых равны расстояниям между концами) . Р .  п. о .  
оказывается римановым, что дает чисто метрич. опреде
ление риманова пространства . 

Определения Р .  п .  о .  исходят из классич . связи кри
визны с избытком геодезического треугольпипа (избы
ток= сумма углов минус :п) . Эти понятия переносятся 
на . пространство с внутренней метрикой такое , что у 
каждой точки его есть окрестность, любые две точки 
к-рой соединены кратчайшей. Это условие дaJree подра
зумевается без оговорок . Т р е  у г о л ь н и к о м Т= 
= А В С  ваз.  тройка кратчайших А В , В С , СА - сторон 
треугольника,  соединяющих попарно три различных 
точки А ,  В, С - вершины треугольника . Угол опреде
ляется между кривыми в любом метрич. пространстве . 



10 23 РИМ АНОВО ПРОСТРАНСТВО ОВОВЩЕННОЕ 1024 

Пусть L ,  М - исходящие ив одной точки О кривые в 
пространстве с метрикой р . Выбираются точки X E L,  
У Е М (Х ,  Y'i=O) , строится евклидов треугольник со 
сторонами х= р (О ,  Х ) ,  у= р (О , У) ,  z= p (X ,  У) и углом 
у (х , у) ,  противолежащим стороне z. Определяется 
в е р х в и й у г о л между L и М: 

а =  lim у (х ,  У) . (1 ) 
ху ..... о 

Верхние углы треугольника - это верхние углы а, � .  
у между его сторонами при вершинах А ,  В ,  С, а избы
ток треугольника б( Т)=а+ �+у-л: . 

Р .  п. о .  с ограниченвой кривизной ( <.К и ;;, К') опре
деляется условием:  

(А ) для каждой последовательности треугольников 
Т m стягивающихся к точке , 

К >- lim б (Т,.) >- lim б (Tn) >-К' (2) 
� а (т�) � а (т�) � ' 

где и ( Т�) - площадь евклидова треугольника с такими 
же сторонами , что Tn (если cr ( T�)=O ,  то б ( Тп)= О) . 
Такое пространство оказывается римановым при двух 
естественных дополнительных условиях : 

( 1 )  л о к а л ь н а я к о м п а  к т н о с т ь п р о с т
р а н с т в а (в пространстве с внутренней метрикой 
это уже обеспечивает условие локального существо
вания кратчайших) ;  

(2) л о к а л ь в а я п р о д о л ж а е м о с т ь к р а т
ч а й ш и х - у каждой точки существует окрестность 
и такая, что любую кратчайшую ХУ, где Х ,  У Е и, 
можно продолжить за ее концы .  При всех этих услови
ях пространство является римановым (см. [4) ) , причем 
в окрестности каждой точки можно ввести координаты 
xi так, что метрика будет задаваться линейным элемев-
том ds2= giidxidxl с коэффициентами gil Е w� n Cl· а, 
О <а: <1 . Тем самым имеется параллельный перевое (с 
непрерывными rjk) и почти везде - тевзор кр�визвы . 

Кроме того, доказано [ 7 ) ,  что координаты х1 можно 
взять г�мовическими, т. е. удовлетворяющими равен
ствам . . giJГfj= O . Гармович . системы координат со-1/ 
ставляют атлас класса cs. а при любом а:, 0 <а: < 1 .  

Р .  п .  о .  с ограниченной кривизной при К = К' ,  
удовлетворяющее условиям ( 1 )  и (2) , является рима
новым пространетвои постоявной римановой кривизны 
К (см . [3) ) . 

Всякое риманово пространство с римановой кривиз
ной, заключенной между К и К' (К '  <.К) ,  является 
Р .  п. о. кривизны <.К и ;:,К' и удовлетворяет услови
ям ( 1 )  и (2) . 

«Пространство с кривизной <.К» определяется левым 
неравенством (2) , т. е. условием: 

(А - )  для любой последовательности треугольников 
Т m стяrивающихся в точку, 

lim '6 (Tn) .r;;;; K . а (т�) (3) 

Другое равносильное определение и начало исследо
вания Р .  п. о. исходят из сравнения произволького 
треугольника Т=АВС с треугольником Tk со сторонами 
той же длины в пространстве постоянной кривизны К . 
Пусть а:,�, �k • Yk - углы такого треугольника ; от
носительный верхний избыток треугольника Т опреде-
ляется как бk( T)= {a+�+y)-(a:k+ �k+Yk) · Условие 
(А - )  в определении пространства с кривизной <.К мож
но заменить на условие: 

(А 1) у каждой точки есть окрестность R k, в к-рой 
бk( Т) <.0 для всякого треугольника Т. Выполняется и 
более сильвое свойство вогнутости метрики . Именно, 

пусть L, М - кратчайшие ,  исходящие из одной точки 
О, и Yk(x , у)  - угол в треугольнике Tk со сторонами 
х= р (О , Х ) ,  у= р (О ,  Х) ,  z= p (X ,  У) , X E L, У Е М, в 
пространстве постоянной кривизны К, противолежащий 
стороне z . В Rk (локальво) угол Yk(x , у) оказывается 
не убывающей функцией (yk(x1 , у1) <-Yk(x2 , у2 ) при х1 <. 
<.х2 , Yi <-Y2) .  Отсюда следуют л.�>Кальные свойства :  

( I )  между любыми двумя кратчаишими, исходящими 
из одной точки, существует угол и даже «угол в сильном 
смысле» a:c= lim Yk(x, у) (так что, в частности , если 

ху ..... о 
y-z 

y=const , то lim -х- = cos а:с) ; 
х ..... о 

( I I )  для углов а:, � . у  треугольника в Rk и соответст
вующего треугольника Tk 

a: .r;;;; a:k , � .r;;;; �k • y .r;;;; Yk; 
(I I I ) в Rk , если A n -+ A , Bn -+ В ,  кратчайшие 

A nBn -+ А В  (тем самым кратчайшая в Rk с данными 
концами единственна) . 

Двойственными пространствами с кривизной <.К бу
дут пространства с кривизной � К ,  определяемые ана
логично через нижние избытки , к-рые вычисляются по 
нижним углам в сильном смысле . Для кратчайших L,  
М этот угол есть 

СХ: = lim у (х, у) . 
ху ..... о 

Нижний избыток треугольника есть �= �+�+y_-:n; . 
Пространство с кривизной ;:, к  - это такое простран
ство ,  в к-ром вместо (А - )  выполняется условие : 

(А + ) для любой последовательности Т n треугольни
ков , стягивающихся к точке , 

• 6 (Т,.) !1m .=....-( 0 ) � К . - а Tn 
(4) 

Неравевство с верхним избытком б ,  противоположное 
неравенству (3) , не дает содержательных результатов ,  
их не  дает и неравевство с избытком, вычисляемым про
сто с нижиими угла ми 

lim у (х ,  у) . 
ху ..... о 

Условие (А + ) можно заменить на условие : 
(А { ) у каждой точки есть окрестиость Ri; ,  в к-рой 

бk( Т);з,О для всякого треугольника Т. В R{ (локальво) 
угол Yk(x , у ) для двух кратчайших L, М оказывается 
невозрастающей функцией (выпуклая :метрика) . 

Аналогично простравствам с кривизной <.К для 
пространств с кривизной ;:,к выполняются (локальные) 
свойства ,  подобные ( I ) и ( I I ) :  между кратчайшими 
существует угол в сильном смысле ; a:;;,a:k, �;:, �k •  у;;, 
;:,yk для всякого треугольника в Ri; . Вместо ( I I I ) вы
полняется условие неналегавия кратчайших или, что 
то же , единственность их продолжения: если А С=:;А В 
и А С1=:;А В в Rt. '  ТО либо А С=:;А с1, либо А С1=:;А с. 

Таким образом, пространство с ограниченной кри
визной получается соединением условий, определяю
щих оба класса пространств - с кривизной, ограни
ченвой сверху или снизу (причем в левой части вера
венства (3) нет нужды брать б) . Условие (А) можно за-
менить, подобно (A t )  и (А 1� на условие : 

(А1) у каждой точки есть окрестность Rkk • , где 
бk( Т) <.О , lik · ( T)-;;;:.0 для всякого треугольника Т .  Это 
оказывается также равносильным следующему: 

(А2) для всякой четверки точек в Rkk• существует 
четверка точек с теми же попарными расстояниями в 
пространстве постоянной кривизны k ,  где К' <.k <.K и 
k зависит, вообще говоря , от выбранной четверки точек 
в R kk• · 
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Примером Р .  п. о. с кривизной <. К С;;;;:: К ' )  является 

область риманова пространства ,  в к-рой римановы кри
визны всех двумерных площадок во всех точках огра
ничены сверху (снизу) числом К (К' ) . 

Множество V в пространстве с внутренней метрикой 
наз .  в ы п у к л ы  м,  если любые две точки Х ,  У Е  V 
можно соединить кратчайшей Х ,  У и всякая такал 
кратчайшая содержител в V. 

Установлен [8]  следующий результат : если простран
ство R с внутренней метрикой получено склеиванием 
двух пространств R ' , R" кривизны .".;.К по выпуклым 
множествам V'c:R" и V"c:R" , то R само есть простран
ство кривизны .".;.К . Условие склеивания заключается 
в том, что R = R ' U R" , V'= V"=R '  П R" и в R ' ,  R " 
индуцируется метрика пространства R .  

Две выходящие из точки О кривые L ,  М (по опреде
лению) имеют в О о д и н а к о в о е н а п р а в л е
н и е ,  если верхний угол между ними равен нулю 
(если L= M,  то говорят, что L имеет в О определенное 
направление) .  Н а п р  а в л е н и е в точке О опреде
ляется как класс кривых , имеющих в О одинаковое 
направление . Направления в точке О образуют метрич. 
пространство , в к-ром расстояние между направленил
ми определяется верхним углом между любыми их пред
ставителлми .  Это пространство наз . п р  о с т р а н
с т в о м н а п р а в л е н и й в точке О .  

Доказано [5 ] :  если точка О содержител в окрестности 
пространства кривизны <.К , гомеоморфной En , то 
пространство направлений в точке О является прост
ранством кривизны .";;;.1 .  Неизвестно ( 1 983) , гомеоморф
но ли оно (п-1 )-мерной сфере . 

В двумерном случае теория многообразий ограничен
ной кривизны (см . Д ву.мерное многообразие ограничен
ной кривизны) включает в себя как частный случай тео
рию многообразий с кривизной .".;. К .  Примером двумер-

, ного многообразия с кривизной .".;.К является линейча
тая поверхность в Rk ,  снабженная внутренней метри
кой, т. е .  поверхность , образованная внутренними 
частями кратчайших , концы к-рых зачеркивают две 
спрямляемые кривые L1 , L2 • Е сли кривая L2 вырож
дается в точку О , поверхность паз . к о н у с о м к р а т
ч а й  ш и х , натянутым из точки О на кривую L1 • Если 
L1 есть треугольник ОА В ,  то такой конус наз . п о
в е р  х н  о с т н ы м т р е  у г о л ь  н и к о м (см .  [3] ) . 

Отображение (jJ : М1 -+ М2 метрич. пространства наз. 
н е р  а с т л г и в а ю щ и  м, если Рм,(Х , Y) ;;;;,pм,((jJ (Х) ,  
qJ (Y) )  для любых Х ,  У Е М1 • Отображение (jJ :  Г1 -+ Г 2 
замкнутой кривой Г1 в М1 на замкнутую кривую Г2 в 
М2 наз . э к  в и л о н г а л ь н ы  м, если длины соот
ветствующих при отображении (jJ дуг кривых Г 1 и Г 2 
совпадают . Пусть V - выпуклая область в простран
стве постоянной кривизны К и L - краевой контур V. 
Область V м а ж о р и р у е т замкнутую кривую Г в 
метрич. пространстве М,  если существует нарастающее 
отображение области V в М, эквилонгально отображаю
щее L на Г. Само отображение наз . м а ж о р и р у ю
щ и м . 

Пусть Rk - выпуклое пространство с внутренней 
метрикой; С - конус кратчайших , натянутый на замк
нутую спрямляемую кривую Г в R k из точки О Е Г, 
причем в случае К >О длина l кривой Г меньше 2л/ J/7{. 
Тогда в пространстве постоянной кривизны К сущест
вует выпуклая область V, мажорирующал Г ,  такал, что 
(jJ ( V)= С для соответствующего мажорирующего ото
браженил (jJ . Это свойство характеризует пространства 
кривизны <.К . Достаточным является уже существо
вание эквилонгальпого верастягивающего отображе
нил контура [, области V на  Г .  

П о в е р х п о с т ь ю в метрич .  пространстве 1\f 
наз . непрерывное отображение f круга В в М . Пусть 
Р - триапгулируемый многоугольник, т .  е .  комплекс 

t:1 33 Математичес�>ая э н ц  . •  т . 4 

из треугольников Ti, вписанный в В .  Треугольнику Ti 
с вершинами Х ,  У, Z сопоставляется евклидов треуголь-
ник т2 со сторонами, равными расстоянию между 
точками f (Х) ,  f (У) , f (Z) .  Пусть S0(P) обозначает сумму 
площадей S ( Т�) всех треугольников т2; тогда п л о
щ а д ь S (!) п о в е р х  н о с т и f определяется (см. 
[3 ] )  как нижний предел величин S0(P) при условии, 
что вершины комплекса Р неограниченно сгущаютел в 
В : S (!)= liш S0(P) . Это определение модифицировано 
так (см . [6] ) .  Вместо точек f (X) ,  f (Y) ,  ! (Z) вершинам 
Х , У, Z треугольника Т i комплекса Р сопоставляютел 
нек-рые тоЧКИ ХР, уР, zP в М, причем вершинам ком
плекса Р сопоставляются одинаковые точки в том и 
только в том случае , когда образы вершин при отобра
жении f совпадают. За площадь L (!) поверхности f 
принимаетсл нижний предел сумм площадей евклидо-

о вых треугольников Т l со сторонами, равными расстоя-
ниям между точками ХР, уР, zP при дополнительном 

р предположении , что p (f (Xk) , Xk ) ПО всем вершинам xk 
комплекса Р стремител к нулю . Всегда L (!) .";;;.S (!) . 

1 )  Если последовательность поверхностей fп в Rk 
равномерно сходител к поверхности f ,  то 

L (!) .;:;:;; lim L Uп) (полунепрерывность) . 
2) Если р - верастягивающее отображение из R k 

в Rk и f - поверхность в Rk,  то 
L (р о !) .;:;:;; L (!) (принцип Колмогорова) . 

3) Площадь S (!) поверхностного треугольника Т в 
R k не больше площади соответствующего треугольника 
Tk и равна ему тогда и только тогда , когда треугольник 
Т изометричен Tk (локальное свойство) . 

4) В условиях теоремы о существовании мажорирую
щего отображенил (см. выше) площадь S (G) не больше 
площади круга в пространстве постоянной кривизны К 
с периметром l (изопериметрическое неравенство) (см. 
[3] , [6] ) . 

Решается [6 ]  задача Плато в R k  о существовании по
верхности минимальной площади, натянутой на замкну
тую кривую Г . Доказано следующее . Пусть Rk - мет
рически полное пространство кривизны <.К (при К >О 
диаметр d ( R k) <л/2 ук) , Г - замкнутал жорданова 
кривая в R k · Тогда существует поверхность f мини
мальной площади L (!) , натянутал на кривую Г .  Пусть 
Г , Г т n= 1 ,  2 , . . .  , - замкнутые жордановы кривые 
в таком пространстве и а ( Г) ,  а (Г п) - минимальные пло
щади поверхностей, натянутых соответственно на Г и 
Г п· Если Г n равномерно сходятел в нек-рых парамет
ризацилх к Г ,  то a ( Г) <.lim а ( Гп) · 

Рассматривались двумерные многообразия с инде
финитной метрикой ограниченной кривизны . Не ре
шена ( 1 983) задача бескоординатного определения мно
гомерных пространств с индефинитной метрикой огра
ниченной кривизны , в частности пространств общей тео
рии относительности . 

Л'IМУI. : [ 1 ] А л е к с а н д р о в  А. Д. , Внутренняя геомет
рия выпуклых поверхностей, М. -Л. , 1 948 ;  [2] е г о ж е, «Тру
ды Матем. ин-та АН СССР>> ,  1 95 1 ,  т. 38, с. 5-23 ;  [3] е г о ж е , 
<<Schrift. Inst. Math. Deutsch. Acad. WISS . >> ,  1 9 5 7 ,  Н .  1 ,  S. 33-
84 · [4] Б е р е с т  о в с к и й  В .  Н . , «Сиб. матем. ж. >> ,  1 9 7 5 ,  
т .  

'1 6 ,  N• 4 ,  с .  6 5 1 -62 ;  [5] Н и к о л а е в И.  Г. , там ж е ,  1 9 7 8 ,  
!J',  1 9 ,  N• 6 , с. 1 341-48 ;  [ 6 ]  е г о ж е, там же ,  1 9 79 ,  т. 20 ,  No 2 , . 
с 345-5 3 · [7]  Р е m е т н я к Ю Г. , «Матем. сб.»,  1 9 60 ,  т. 52 ,  N, 3 ,  с. 789-98 ; [ 8 ]  е г о ж е ,  «Сиб. матем. ж. >> ,  1 968 , т .  9 ,  No � .  
с. 9 1 8-27. А. Д .  А.ае><сандров, В .  Н. Верестовс><ии. 

РИМАНОВО ПРОСТРАНСТВО ОДНОРОДНОЕ 
риманово пространство (М,  у) вместе с транзитивной 
эффективной группой G его движений . Пусть К - ста
циана рвал подгруппа фиксированной точки о Е М.  
Тогда многообразие М отождествляется с факторпрост
ранством Gl К с помощью биекции G/ К Э g К � go Е М,  
а риманова метрика '\' рассматривается как С-инвариант
ная метрика на G! К. Обычво предполагается дополни-
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тельно ,  что группа G замннута в пошной группе дви
жений. В этом случае стационарная подгруппа К ком
пактна . 

Пусть К - компактная подгруппа группы Ли G, не 
содержащая нормальных делителей группы G. Тогда 
однородное пространство М= G/ К допускает инвариант
ную риманону метрику у ,  к-рая определяется следую
щим образом . Пусть ® = .lt+ !.D1  - редуктивная струк
тура в М, т. е .  разложение алгебры Ли ® группы Ли G 
в прямую сумму алгебры Ли Sf группы К и подпро
странства !.1)1, инвариантного относительно присоеди
ненного представления Ad К группы К в пространстве 
®. Пространство !.1)1 естественным образом отождеств
ляется с касательным пространством T0M� ®I.It точки 
о=еК,  а представление изотропии группы К в Т0М 
с представленнем Ad К / !.1)1 .  Любая G-инвариаитиая ри
манова метрика у на М получается из нек-рого Ad К
инвариантного скалярного произведения у0 в !.D1 раз
несением с помощью преобразований из G: 

'\'g o (Х , У) = Уо (g-1X ,  g-1Y) , Х , Y E Tg0M , g E G . 
Существование такого скалярного произведения следу
ет из компактности груnпы изотроnии Ad К I!.JЛ. 

Любое Р. п .  о . , локальио изометричиое односвязиому 
Р. п .  о. М ,  получается из М факторизацией по произ
вольной дискретной группе изометрий Клиффорда -
Вольфа (т . е .  движений многообразия М , первмещаю
щих все точки на одинаковые расстояния [ 2 ] ) . 

Наиболее изученными классами Р .  п .  о .  являются 
римановы симметрич . пространства, однородные кзле
ровы пространства и однородные кватернионные про
странства , изотропно веприводимые Р .  п. о. (классифи
цированы в [9 ] , [ 10] ) ,  нормальные Р .  п .  о . , в к-рых 
скалярное произведение у0 в !.1)1 продолжается до невы
рожденной симметричесной Ad G-инвариантной били
нейной формы на ®, естественно редуктивные Р .  п. о . , 
характеризуемые тем , что в них любая геодезическая 
является траекторией однопараметрич . группы движе
ний. 

Изучена структура Р. п .  о .  с различными условиями 
на тензор кривизны . Напр . ,  известна классификация 
Р .  п. о. положительной секционной кривизны [5 ] . Опи
сана структура просто транзитивных групп движений 
Р. п. о. неположительной кривизны [8] , неотрицатель
ной кривизны и неотрицательной кривизны Риччи [ 4] . 
Р .  п. о .  с разрешимой группой движений G всегда имеет 
неположительную скалярную кривизну sk , и случай 
sk= О возможен только для локально евклидона про
странства. Любая инвариантная риманова метрика на 
односвязном Р. п. о. GIK имеет неположительную 
скалярную нривизну тогда и только тогда,  когда К 
есть максимальная компактная подгруппа группы G 
(см . [4] ) .  

Р . п . о . (М, у ) наз . з й н ш т е й н о в ы м, если его 
тензор Риччи р пропорционален метрю>е: р= Лу , Л= 
= const . Проблема описания зйнштейновых Р. п .  о. не 
решена ( 1983) . Известен ряд частных результатов . П усть 
(M= GIK ,  у ) - зйнштейново Р. п. о. со скалярной 
кривизной sk . 1) Если sk >O , то многообразие М ком
пактно . Описаны все такие пространства:  а) если (М,  
у) - кватернионвое пространство, б) если М диффео
морфно симметрич. пространству ранга один , в) для 
нек-рого класса естественно редуктивных Р .  п. о. (см . 
[ 7 ] )  и для изотропно веприводимых Р .  п. о .  (см . [ 10] ) .  
2)  ЕсJш sk= O,  то М есть локально евклидоно простран
ство.  3) Если sk <O и группа G унимодулярна (т . е. оп
ределитель операторов ее присоединенного представле
ния равен 1 ) ,  то группа G полупроста . 

Лит . : [ 1 ]  К о б а я с и Ш . , Н о м и д з у  К . ,  Основы диф
ференциа.пьной геометрии ,  пер . с англ . ,  т. 2, М . ,  1 98 1 ; L2] 
В о л ь ф Дж. , Пространства постоянной кривизны, пер . с 
англ . , М . ,  1 982 ; [3J Х е л г а с о н С . ,  Дифференциальная гео
метрия и симметрические пространства, пер. с анг.п. , М: . ,  

1 96 4 ; [ 4 ]  В е r а r d В е r g е r у L. , .. Ann. sci Ее.  norm. sup . »1 1 978 ,  t. 1 1  М 4 ,  р. 5 43-76 ;  [5 J е г о ж е , "J .  Math. pures е� 
арр 1 . • , 1 976 ,  t .  5 5 ,  р.  47-67 ; [6] J е n в е n G. R . ,  .. J. D it. 
Geom. •>, 1 97 3 ,  v.  8 ,  р. 599-614 ;  [7] D ' A  t r i  J. Е . ,  z i 1 1  е r W . , 
..меm. Amer. Math. Soc . •> ,  1 97 9 ,  v. 1 8 ,  р. 1 -72 ;  [8) А z е n с о t t 
R . ,  W i 1 s о n Е .  N . , там же , 1 976 ,  v. 8 ,  р. 1-102 ;  [9] 
М а н т у р о в о. в. «Тр. сем. по вект. и тенз . анали зу•, 
1 96 6 ,  т .  1 3 ,  68-1 45 ; {1 0] W о 1 t J . , «Acta math .» ,  1 968 ,  v. 1 20 ,  
р. 59-1 48 .  Д. В .  А.яехсеегс-.шй. 

РИМАНОВЫ КООРДИНАТЫ - см. Геодеаичеспие 
поордин,аты.  

РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ КЛАССИФИКА
ЦИЯ - изучение римановых поверхностей (р. п . ) ,  свя
занное с рассмотрением поведения функций различных 
классов на этих поверхностях.  

Комплексная функция f : R - iC на р .  п .  R паз . 
а н а л и т и ч е с к о й на R, если для любой точки 
p0 E R  существуют окрестность и и доnадьн,ый упифор 
.м.иаирующий параметр z= ep  (р ) ,  ер (р0)=0 ,  отображаю
щий гомеоморфно и на единичный круг D = 
= {s E C : l z l <1 } и такой, что сложная функция F (z)= 
=/ [ep- l(z) ]  является однозначной аналитич . функцией 
в D . Аналогично определяются на р. п. действительные 
и ком�;�лексные гармонич. функции, субгармонич . функ
ции и др. Пусть W - нек-рый конформно инвариант
ный класс функций на р .  п. R , содержащий константы . 
Задача Р .  п .  к .  в простейшей постановке состоит в оп
ределении условий , при к-рых данная р. п. R принад
лежит или не принадлежит классу Ow таких р. п . ,  что 
класс W на них состоит только из констант . Теория 
Р. п .  к. выросла в 20 в. из классич . теоремы Римава 
о конформном отображении односвязных р . п . ,  пробле
мы типа , проблемы существования Грин,а фун,пции 
р .  п .  и понятия идеальной границы р .  п .  

Т е о р е м а Р и м а н а утверждает , что любая одно
связная р. п. R отображается конформио (и,  следова
тельно, гомеоморфво) на плоскую область D одного из 
трех видов: D=C = C  U ! оо } - расширенная комп
лексная плоскость (случаи р. п. R з л л и п т и ч е
с к о г о т и п  а) ; D = C - конечная комплексная пло
скость (R - п а р а б о л и ч е с к о г о т и п а) ; D =  
= {z E C : l z l  <1 } - единичный круг ( R  - г  и п е р
б о л и ч е с  к о г о т и п  а ) . Поскольку зллиптич . 
случай отличается от остальных уже топологически, 
остается трудная задача распознавания , когда данная 
р. п. R принадлежит гиперболическому или параболич . 
типу. Это и есть классич . п р о б л е м а т и п а , пол
ностью пока не решенная ( 1983 ) .  Иввество , что замкну
тая р. п рода g при g= O  эллиптич. типа , при g= 1 пара
болич . типа , при g >1 гиперболич . типа , поэтому про
блема типа важна в освовном для открытых р. п. В слу
чае произвольвой р .  п. R ,  не обязательно односвязной , 
ее типом является тип ее универсальной накрывающей 
поверхности (см . Упиверсадьн,ое н,ахрытие) R ,  к-рая 
всегда односвязва . 

Для односвязных конечных р .  п. R задача отыскания 
конформного отображенин R на единичный круг D 
эквивалентна задаче отыскания функции Грина G (p , р0) 
для R ,  т. е .  положительной гармонич . функции о лога
рифмяч. особенностью вида ln ( 1 / 1 z-z0 1 ) в полюсе р0 Е R 
(z= ер (р )  - параметр в окрестности р0 , z0= 'Р (р0) ,  
обращающийсн в нуль в о  всех точках кран дR ) . Функ
ция Грина строится и для многосвязных конечных р. п. 
гиперболич . типа . В случае произвольной открытой 
р. п. R можно построить исчерпаиие {Rv };'=1 поверх
ности R с помощью конечных р .  п. Rv с краем, имею
щих функции Грива 

1 Gv (р , р0) = ln тz=z.;т+ Yv +О ( 1  z - z0 1 ) , z --+  z0 

(или Gv(p , р0)=+ оо , начиная с нек-рого номера v) ,  
и таких , что RvCRvн, U ;'-lRv=R .  Постоянная 
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Yv , - cx:> <yv <: + сх:> , паз . Робе nа постояnnой р .  п .  Rv, 
-v -

Cv=e v есть емкость края дRv (относительно фикси-
рованного полюса p0 E R ) . При стремлении v к оо зна
чения Gv(p ,  р0) и Yv могут только возрастать . Функ
ция Грина открытой р. п. R определяется как предел 
G (р , р0) возрастающей последовательности {Gv(P , р0) }, 
если он существует ; в противном случае,  когда 

lim Gv (р , р0) = +  сх:> ,  
V -+ 00  

говорят , что р .  п .  R н е  имеет функции Грина , причем 
существование или несуществование функции Грина не 
зав:ьсит от выбора полюса p0 E R . Rласс р. п . ,  для 
к-рых функция Грина не существует , обозначается 6 0 .  
Иными словами, класс 6а характеризуется тем, что 

lim Yv = + oo  или lim cv = O, 
'V-Joo QD 'V-+- CJI 

вричем эти соотношения также не зависят от выбора 
полюса . 

Пусть R - открытая р .  п .  и {�v };-l - т .  н .  о п  р е
д е л я ю щ а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь замк
нутых на R областей �v . т. е. такая последовательность . 
что 1 )  граница �v есть простая замкнутая кривая на R ;  
2 )  �v+ lC:�v. v= 1 ,  2 ,  . . .  ; 3) n ;-l�v= .0 ,  т о  есть � v  
не компактны на R . Две определяющие последователь-
ности {�v } и {�� } эквивалентны , если каждому v соот
ветствуют такие n и т , что ��C: �v и � mC: �� . l{лассы 
эквивалентности определяющих последовательностей 
ваз .  г р  а н и ч н ы м и в л е м е н т а м и р .  п. R ,  
а совокупность всех граничных злементов образует 
и д е а л ь  н у ю г р  а н и ц у Г р . п. R ,  рассматри
ваемой как топологич. поверхность. Напр . ,  идеальпая 
граница единичного круга D состоит из одного гранич
ного элемента . Отметим , что функция Грива открытой 
р. п. R , в отличие от случая гиперболич . конечной р. п . ,  
не обязательно обращается в пуль на всех элементах 
идеальпой границы Г. Rласс 6а характеризуется так
же как класс р .  n .  с идеальпой границей нулевой 
емкости, или , короче , как класс р. п. с пулевой грани-
цей ; если R $ 6a,  то l im cv= c >O паз .  емкостью иде-

v-+оо  
альвой границы . Существование или несуществование 
функции Грина р. п. R ,  а также объем других функцио
нальных классов на R определяются прежде всего этой 
и другими более тонкими характеристиками идеальной 
границы, связанными с самими функциональными клас
сами. 

О с н о в н ы м и ф у н к ц и о н а л ь в ы м и к л а с
с а м и W на р .  п .  R являются следующие : 

А В - класс ограниченных однозначных аналитич. 
функций на R ; 

AD - класс однозначных авалитич .  функций f (z) 
на R с конечным Дирих.ле иnтегра.лом 

DR (/) = и R 1 :: 1 2 dx dy , z = x + iy ; 

Н Р ,  НВ и HD - классы однозначных гармонич. функ
ций на R соответственно положительных, ограниченных 
и с конечным интегралом Дирихле . Эти классы могут 
комбинироваться , напр .  A BD - класс ограниченных 
однозначных аналитич.  функций на R с конечным 
интегралом Дирихле . Для соответствующих классов 6w р. п. R установлены следующие строгие включения 
и равенства : 

33* 

6а с: 6НР с: 6нв с: 6Ав с: 6Aвn = 6AD • 

6нв с 6нп с: 6AD • 6нвп = 6нn· 

Для плоских областей R эти соотношения упрощаются : 
6а = 6НР = 6нв = 6нп . 

6АВ С: 6ABD = 6AD · 
Важное значение имеют также к л а с с ы Х а р д и  

А Нр, О <р <=+ сх:> , однозначных аналитич . функций w= 
=/ �z) па р. п. R .  При О <р <+ оо  функция f E A Hp• 
если субгармонич . функция l f i P  имеет на всей р. п. R 
гармопич .  мажоранту,  а А Н  оо=А В (см . Грапичnые 
свойства аnа.литических фующий) . 

Р .  п .  параболич . типа принадлежит классу 6а ,  
поэтому иногда вопрос о характеризации р . п .  класса 
6а паз . о б о б щ е н н о й п р о б л е м о й т и п а .  
Имеется много результатов , в к-рых в различных терми
вах устанавливаются условия принадлежности р. п .  
указанным выше классам.  Глубокие исследования были 
посвящены выяснению внутренних свойств р. п. опре
деленных классов . В частности, оказалось , что р .  п. с 
нулевой границей во многих отношениях аналогичны 
замкнутым р .  п . На них строятся аналоги абе.левых 
дифферепциа.лов и соответствующие интегралы . 

Более тонкие свойства идеальной границы р .  п .  R 
удается исследовать также с помощью различных ком
пактификаций R .  Напр . ,  пусть N (R )  - виверовекая 
алгебра функций и на р .  п .  R ,  ограниченных , непре
рывных и гармонизуемых на R ;  последнее означает , 
что для любой регулярной области Gc:R существует 
обобщенное решение задачи Дирихле в смысле Вине
ра - Перрона (см. Перроnа метод) с граничными дан
ными и па границе дG. R о м п а  к т и ф  и к а ц и е ii 
В и н е р  а р .  п .  R ваз . компактное хаусдорфово про
странство R* такое , что R есть открытое плотное под
пространство R * , каждая функция и E N (R )  непрерыв
но продолжается на R* и N (R )  разделяет точки R * .  
Rомпактификация Винера существует для любой р .  п .  
R .  Множество Г (R )=R* ',R пав . в и н е р  о в с к о й  
и д е а л ь  в о й  г р  а в и ц е й  р .  п .  R ,  а подмножест
во � (R )с: Г (R) ,  состоящее из тех точек R* , в к-рых все 
потенциалы из N (R )  обращаются в пуль ,- в и н е
р о в с к о й г а р м о н и ч е с к о й г р а н и ц е й .  
В этих терминах , напр . , включение R Е 6а равносиль
но равенству � (R)= .0 ;  отсюда получается также стро
гое включение 6нрС:6нв · 

С Р .  п .  к .  связан также вопрос об устрапимых мnоже
ствах на р. п. Так , компакт К на р. п. R ваз . АВ
у с т р а в и м ы м, если для век-рой окрестности U-=:J 
::! К на R все А В-функции на U"-K имеют аналитич. 
продолжение на всю окрестность U. 

Внимание многих исследователей привлечено также 
к вопросам классификации римановых многообразий 
nроизвольвых размерностей N;;;;,2 ,  связаввой с рассмот
рением описанных выше классов функций . 

Лит. см. при ст.  Ри.ман.ова nоверхность. 
Е. Д. Соло.мен.цев. 

РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТ.Ей КОНФОРМНЫЕ 
КЛАССЫ - классы, состоящие из конформво экви
валентных римановых поверхностей. Замкнутые рима
новы поверхности (р. п . )  имеют простой топологич. 
инвариант - род g; при этом любые две поверхности 
одного рода гомеоморфвы . В простейших случаях то
пологич . эквивалентность двух р. п. обеспечивает и их 
принадлежиость к одному и тому же Р .  n. к .  к . ,  то 
есть конформную эквивалентность , или , говоря иначе , 
совпадение их конформных структур .  Это выполняет
ся, вапр . ,  для поверхностей рода О, то есть гомеоморф
ных сфере . В общем случае дело обстоит не так . Еще 
Б .  Римав (В .  Riemann) заметил , что классы конформвой 
эквивалентности р. п. рода g>1  зависят от 3g-3 комп
лексных параметров ,  называемых жоду.ляжи римаповых 
noeepxnocmeй;  ДJIЯ конформпо эквивалентных поверх
ностей эти модули совпадают . Случай g= 1 описав ниже . 
Если же рассматривать компактные р .  п . рода g с n 



1031 РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ КОНФОРМНЫЕ КЛАССЫ 1032 
аналитич. компонентами нрая , то для их конформной кости рода 1) допускают одновременную униформиза
знвивалентности требуется совпадение 6g-6+3n дейст- цию с помощью фуннции Вейерштрасса gд (z ; 1 ,  -r) и ее 
вительных параметров-модулей (g;;;;;.O ,  п;;;::О , 6g-6+ производной &'>' (z ; 1 ,  -r) .  
+ 3n >O) . В частности, для n-связных плоских областей При g >1 ситуация значительно сложнее . Установ-
(n;;;::3) таних модулей 3n-6 ; веяная днусвязная плоская лены , в частности , следующие основные свойства про
область конформно энвивалентна кольцу с определен- странства Т g: 1 ) Т g гомеоморфно R6g- в ; 2)u Т g биголо
ным отношением радиусов . морфно внладывается в виде ограниченпои области в 

Уназаиное выше замечание Б .  Римана послужило ис- сзg-з ,  к-рая голаморфно выпунла;  3) модулярная 
током классич . п р  о б л е м ы  м о д у л е й  р. п . ,  группа Г g диснретна (даже собственно разрывна) и при 
к-рая занлючается в том, чтобы изучить природу этих g >2 является полной группой биголоморфных автомор
параметров и, если возможно , ввести их тан , чтобы они физмов Т g; 4) нанрытие Т g -+  Т giГ  g является развет
определяли на множестве р. п. данного рода g номплекс- вленным, а Т giГ g= Rg есть нормальное номплексное 
но-аналитич. струнтуру. Имеются два подхода к проб- пространство с неуниформизируемыми особенностями . 
леме модулей: алгебраичесний и аналитический . Алгеб- Такие же свойства ,  за отдельными иснлючениями в 3) ,  
раич. подход связан с изучением полей К (S)  мероморф- имеют место и для более общего случая замкнутых р. п .  
ных фуннций на р .  п .  S .  В случае замкнутой поверх- с нонечным числом проколов,  к-рым соответствуют ко
кости К (S) есть поле алгебраич. фуннций (для g= O - нечномерные пространства Тайхмюллера . Уназаиное 
это поле рациональных , а для g= 1 - поле эллиптич. биголоморфное вложение Т 1{ в сзg-з получается с по
фуннций) . Rаждая замкнутая р. п. S нонформно экви- мощью ун,ифор.миаации и свойств квааипопфор.мпых ото
валентна р. п. нек-рой алгебраич. фуннции, определяеJ бражепий . Поверхность S0 представляется в виде 
мой уравнением P (z ,  w)= O , где Р - неприводимый S0= HIГ0 , где Г0 - фуксова группа, действующая раз
многочлен над 10. Это уравнение задает плоскую алгеб- рывно в верхней полуплосности Н (определяемая с 
раич. кривую Х , и поле рациональных фуннций на Х точностью до сопряжения в группе всех конформных 
отождествляется с полем мераморфных функций на S .  автоморфизмов Н) , и рассматриваются нвазиконформ
Rонформной энвивалентности р. п. соответствует бира- ные автоморфизмы w= jiJ.(z) плосности С=С U { оо }, 
циональная энвивалентность (совпадение) полей их ал- ) гебраич. фуннций или, что равносильно, бирациональ- т. е .  решения уравнения Бельтрами w:z= f.L (Z Wz, где 
ная энвивалентность определяемых этими поверхно- f.L (z)dZfdz - инвариантные относительно Г0 формы с ко
стями алгебраич. нривых . сителями в Н, l lf.L I IL"" <1 .  Пусть еще fiJ. оставляют не-

Аналитич. подход опирается на геометрические и ана- подвижными точни О , 1 ,  00 • Тогда т g можно отождест
литич. свойства р. п .  Оказывается удобным ослабить вить с пространством сужений fiJ. ! R или , что равноеиль-
конформную энвивалентность р. п . ,  наложив топологич. } б ограничения. Вместо р .  п .  S данного рода g;;;:: 1 берутся но , сужений /IJ. ! L, L= {z Е С : Im z <O ' и Т g иголо-
пары (S ,  f) , где f - гомеоморфизм фиксированной по- морфно эквивалентно области , заполняемой производ
верхиости S0 рода g на S; две пары (S ,  f) ,  (S ' , f' ) счита- ными Шварца 
ются эквивалентными, если существует таной кон- !' " (z) з ['" (z)J 2 
формный гомеоморфизм h :  S -+ S ' ,  что отображение {fJJ. , z} = !' (z) - т  !' (z) • f = fiJ. , z E L , 

(f') - 1 0 h 0 f: So ---+ So в комплексном пространстве В (L ,  Г0) голаморфных в L 
гомотопно . тождественному. Мнол<ество классов эквива
лентности {(S ,  /) } наз . п р  о с т р а п  с т в о м Т а й  х
м ю л  л е р а Т (80) поверхности 80 •  В Т (S0) вводится 
метрика с помощью квазинонформных гомеоморфизмов 
S -+ S' . Аналогичным образом определяется простран
ство Тайхмюллера и для некомпактной р. п . , но тогда 
берутся только квазиконформные гомеоморфизмы f . 
Для замннутых поверхностей S0 данного рода g прост
ранства Т (S0) изометрически изоморфны , и можно 
говорить о пространстве Тайхмюллера Т g поверхно
стей рода g . Пространство Rg Р .  п. к. к. рода g полу
чается факторизацией Т g по нек-рой счетной группе Г ..К 
его автоморфизмов ,  называемой .модулярной группои . 

Наиболее простым является случай поверхностей 
рода 1 - торов .  Rаждый тор S после конформного ото
бражения его универсальной накрывающей на ком
плексную плоскость С представляется в виде C!G, 
где G - группа сдвигов с двумя образующими ro1 , ro2 
таними, что Im ( ro2/ ro1) >О; при этом два тора S и S' 
конформно эквивалентны тогда и тольно тогда, ногда 
отношения -r= ro2/ ro1 и -r' = ro�/ ro� соответствующих об
разующих связаны модулярным иреобразованием 

-r' = (a-r+ Ь)j (c-r+d) , ad-bc = 1 ; 
а , ь , с, d E z . 

В качестве (номплексного) модуля данного Р .  п .  н .  н .  
{S }  можно взять значение эллиптической модуJiярной 
фуннции J (-r) . Пространство Тайхмюллера Т1 совпадает 
с полуплоскостью Н= {-r E C :  Im -r >O } , Г1 есть эллип
тичесная модулярная группа SL (2 , :z; )/ { ± 1  }, а R1 = 
= Т1/Г1 - риманова nоверхность , нонформно энвива
лентная О""- {0 , 1 } . Все эллиптич. кривые (и поверх-

решений уравнения 
<р (у (z ) )  у'2 (z) = <p (z ) , у Е Го. 

с нормой 
11 <р � = sup 1 Im z ! 2 1 <р (z ) 1 ;  

L 
nри этом dim В (L,  Г0)=3g-3 .  Используя это вложе
ние , можно nостроить расслоенное пространство Т ( с базой Т g• также допуснающее введение комnлексной: 
<:.труктуры , и голаморфные функции ф1 , . . .  , ф5g- 5 на 
Т g• nозволяющие дать nараметрич . представление всех 
алrебраич . кривых рода g в комплексном проективном 
пространстве рп , п;;;:: 2 .  Указанная конструкция , свя
занная с вложением Т g в В (L,  Г0) ,  обобщается на про
извольные р. п. и фунсовы группы . В частности , для 
Iюмпактных р. п. с аналитич. границами получающееся 
пространство Тайхмюллера допускает введение в нем 
глобальной вещественно аналитич . структуры соответ
ствующей размерности . 

Другое описание Р .  п .  н .  к .  рода g >1 получается с 
помощью т .  н .  м а т р и  ц n е р  и о д о в этих поверх
ностей . Это - симметричесние (g X g)-матрицы с по
ложительно оnределенной мнимой частью . П ростраист
во Т g голаморфно внладывается во множество всех та
ких матриц (верхнюю полуплосность 3игеля) Н g (см . 
(4] , [ 5 ] ) .  

Имеются замкнутые р .  л .  с определенной симметрией, 
конформные классы к-рых зависят от меньшего числа 
па раметроп . Это - г и п е р э л л и п т 'и ч е с к и е п о
в е р х н о с т и, эквиваJiентные двулистным р. п .  
функций w =  Vp (z) , где p (z) - многочлены вида 
(z-z1) . . . (z-z2gн) · Они допускают конформную инво-
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люцию и зависят от 2g-1 комплексных параметров . Все по формуле 
поверхности рода 2 гиперэллиптичны; при g >2 такие 
поверхности образуют в Т g аналитич . подмногообразия R (е, б) = S a:SDL (е , d) dQ х (d) dP 6 (х) , 
tозз 1084 

размерности 2g-1 .  
С Р .  п .  к .  к .  связан вопрос о конформных автомор

физмах данной римановой поверхности S. За исключе
нием нескольких частных случаев группа Aut S таких 
автоморфизмов дискретна . В случае замкнутых поверх
ностей рода g >1 она конечна , причем тогда порядок 
Aut S не иревосходит 84 (g-1 ) .  

Имеющаяся классификация некомпактвых р .  и .  бес
конечного рода основана на выделении отдельных кон
формных инвариантов и не определяет Р .  п .  к .  к .  пол
ностью ; обычно это делается в терминах существования 
аналитических или гармонич. функций с определенными 
свойствами . 

Лит. :  [ 1 ]  Н е в а н л и н н а  Р. , Униформизация, пер. с 
нем. , М. , 1 9 5 5 ;  [2] С п  р и 11 г е р  Дж. ,  Введение в теорию ри
мановых поверхностей, пер. с англ. , М . ,  1 960 ;  [3]  Н р у ш н а л ь  
С .  Л . ,  Нвазинонформные отображения и римановы поверхно
сти , Новосиб. , 1 9 7 5 ;  [4] Б е р  с Л. , «Успехи матем. науН>> , 1 973 ,  
т. 28 ,  в.  4 ,  с .  1 53-98;  [5] m и ф ф е р м . ,  с п е н с е р  д . н . , 
Фуннционалы на IЮнечных римановых поверхностях, пер. с 
англ . ,  М. , 1 957 ; [6]  А Ь i k о f f w. , The real analytic theory ot 
Teichmiiller space , В . - [u. а . ] ,  1 980 .  С. Л. Rрушпа.яъ. 

РИМСКИЕ ЦИФРЫ - цифры древних римлян . 
Система Р .  ц. основана на употреблении особых знаков 
для десятичных разрядов 1 = 1 ,  Х= 10,  С= 1 00 ,  М = 1000 
и их половин V= 5 ,  L= 50 ,  D= 500 . Натуральные числа 
записываются при помощи повторения этих цифр. 
При этом если большая цифра стоит перед меньшей, то 
они складываются (принцип сложения) ,  если же мень
шая - перед большей, то меньшая вычитается из боль
шей (принцип вычитания) .  Последнее правило приме
няется только во избежание четырехкратного повторе
ния одной и той же цифры . Выполнение арифметич. 
дi!Йствий над многозначными числами в этой записи 

) весьма неудобно. Система Р .  ц. в настоящее время не 
применяется, за исключением, в отдельных случаях, 
обозначения веков , годов н . э. и месяцев при указании 
дат, порядковых числительных ,  а также иногда произ
водных небольтих порядков , больших трех: iv, yv 
и т .  д. в сэ-а . 

РИСК с т а т и с т и ч е с к о й п р о ц е д у р ы -
характеристика ,  выражающая средние потери экспери
ментатора в задаче припития статистич . решения и этим 
самым определяющая качество используемой статистич. 
процедуры . 

Пусть по реализации случайной величины Х ,  прини
мающей значения в выборочном пространстве (;;t, !В, Р 6) ,  е Е 8 , надлежит принять решение d из измеримого 
пространства решений (D ,  Л) относительно параметра е . Далее , пусть потери статистика от принятия решения d, если случайная величина Х подчиняется закону Р 6 , 
равны L ( е ,  d) , где L - пек-рая функция потерь , задан
пая на 8 Х D .  В таком случае , если статистик в задаче 
принятия решения d пользуется нерандомизированной 
решающей фующией б : ! - D ,  то в качестве харак
теристики этой решающей функции б используют функ
цию 

R (e, б) = Е8L (е , б (Х))= �i (е ,  б (Х)) dР6 (х) , 
называемую ф у н к ц и е й р и с к а ,  или просто р и
с к о м, статистич . процедуры, основанпой на решаю
щей функции б относительно функции потерь L .  

Понятие Р .  позволяет ввести отношение частичного 
упорядочивания на множестве �= {б } всех перандоми
зированных решающих функций, при этом считают , что 
из двух различных решающих функций б1 и б2 предпоч
тительнее является б1 , если R ( е , б1) <.R ( е , б2 ) равно
мерно по всем е . 

В случае , если решающая функция б является рап
домизированной , Р. статистич. процедуры определяется 

где {Qx(d) } - семейство марковених переходных рас
пределений вероятностей, определяющих процедуру 
рандомизации . 

Лит . :  [ 1 ]  Л е м а н Э . ,  Проверна статистичесних гипотез , 
пер . с анrл. , 2 изд. , М . ,  1 97 9 ;  [2] Ч е н ц о в Н. Н. , Статисти
чесиве решающие правила и оптимальные выводы, М . ,  1 9 7 2 ;  
[3]  В а л ь ц А. , Статистичесние решающие фуннции, в с б  : 
Позиционные иrры, М. ,  1 96 7 .  М .  С Нипулии. 

РИСОБСКАЯ ПОЛУГРУППА МАТРИЧНОГО ТИ
ПА-теоретико-полуrрупповая конструкция, опреде
ляемая следующим образом. Пусть S - произвольпая 
полуrруппа , 1 и А - (индексные) множества , Р= (р 'J..i) 
(А Х /)-матрица над S , т .  е .  отображение декартова про
изведения А Х /  в S. На множестве M= J X S X A  опре
деляется операция посредством формулы 

( i , s , Л) (j , t , /t) = ( i , sp'J.. .t , /t) · 1 

Тоrда М превращается в полугруппу, к-рая паз . Р .  и . 
м . т .  над полугруппой S и обозначается � (S ; 1, А; Р) ;  
матрица Р паз . с э н д в и ч - м а т р и ц е й полу
группы � (S ;  1, А; Р) . Если S есть полугруппа с нулем 
О, то Z= {( i , О, Л) l i E J, Л Е А }  есть идеал в M=� (S ;  
1,  А;  Р) и факторполугруппа Риса MIZ (см . Полугруппа) 
обозначается ryff}I(S ;  1 ,  А; Р) ; в случае , когда S = GO есть 
группа GO с пr,исоединенным нулем , вместо �0 (GO; 1, А;  
Р )  пишут � (G; 1,  А; Р )  и называют эту полугруппу 
Р. п. м. т. над группой с присоединенным иулем GO . 
Для полугрупп � (G; 1, А;  Р) и ryff}I(G; 1, А; Р) группа G 
паз . с т р у к т у р н о й  г р у и п о й. 

Другое представление Р .  п. м .  т. над полугруппой S 
с нулем и (А Х /)-сэндвич-матрицей Р осуществляется 
следующим образом. (/ Х А)-матрица над S пав . м а т
р и ц е й Р и с а, если она содержит не более одного 
иенулевого элемента.  Через ! la ! l i'J.. обозначается матрица 
Риса над S , у к-рой в i-й строке и Л-м столбце стоит а ,  
а на  остальных местах - нули . На множестве всех 
(J Х А)-матриц Риса над S задается операция: 

А о В = АРВ , 

где в правой части - «обычное» матричное умножение . 
Относительно этой операции указанное множество об
разует полугруппу. Отображение ! la l l i'J.. 1-+ ( i ,  а, Л) яв
ляется изоморфизмом этой полугруппы на полугруппу 
�0(S; 1, � ;  Р) ;  обозначение �0(S ;  1, А; Р) применяется 
для обеих этих полугрупп. Формула (*) объясняет тер
мин «сэндвич-матрица» для Р . Если G - группа , то 
полугруппа �0(G; 1,  А; Р) будет регулярной тогда и 
только тогда , когда каждая строка и каждый столбец 
матрицы Р содержит иенулевой элемент ; всякая полу
группа �(G; 1, А; Р) вполне проста, всякая регулярная 
полугруппа �0(G; 1, А; Р) вполне 0-проста . Обращение 
последних двух утверждений составляет основное со
держание т е о р е м  ы Р и с  а [ 1 ] :  всякая вполне про
стая (вполне О-простая) полугруппа изоморфно пред
ставима Р .  п. м. т. над группой (регулярной Р .  п. м. т .  
над группой с присоединенным нулем) . Если �0(G; 1 ,  
А;  Р) и �0(G' ; 1' , А' ;  Р' )  изоморфны, то группы G и G' 
изоморфны, 1 и 1'  равномощны, А и А' равномощны; 
необходимые и достаточные условия ивоморфизма полу
групп �0(G; 1, А; Р) и �0(G' ; 1' , А' ; Р' ) хорошо извест
ны и наряду с только что приведеиными условиями 
включают вполне определенную связь между сэндвич
матрицами Р и Р' (см. [ 1 ] -[3] ) .  В частности, любая 
вполне О-простая полугруппа изоморфно представима 
Р .  п. м. т . , у сэндвич-матрицы Р к-рой каждый элемент 
в данпой строке и данном столбце равен либо О, либо 
единице структурной группы; такая сэндвич-матрица 
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ваз н о р м а л и в о в а н н о й. Аналогичные свой
ства выполняются для вполне простых полугрупп .  

Лит . .  [ 1 ]  R е е в D . ,  tcProc. Camb. Phi l .  Soc». , 1 940 ,  v .  36 ,  
р. 387-400 ; [2] Н л и ф ф о р д А. , П р е с т о н Г. , АлгебQа
ическая теория полугрупп, пер. с англ . ,  т. 1 ,  М. , 1 9 7 2 ;  l 3] 
Л я п и н Е. С . ,  Полуrруппы, М. , 1 960 .  Л . Н. Шеврии. 

РИССА БАЗИС - см. Pucca система .  
РИССА ИНТЕРПОЛЯЦИОННАЯ ФОРМУЛА - фор

мула, дающая выражение для производной тригономет
рич . поливо1118 в век-рой точке через значения самого 
полинома в конечном числе точек .  если Т п(х) -
тригонометрич. nоливом с действительными коэффи
циентами стеnени n, то для любого действlfтельвоrо х 
имеет :место равенство 

т ·  (х) = � � 2 n  (-1 ) k+ 1  1 
т (х +х<п>) n 2n .-'.l k= 1 sin ' (x�n) / 2) n k ' 

где x<�1= (2k-1):rt/2n,  k= 1 ,  2, . . .  , 2n . 
Р .  и .  ф. обобщается ва целые функции экспоненци

ального типа : если f - целая функция , ограниченная 
на действительной оси IR и имеющая степень а , то 

, а � "" < - t >k ( 2 h + 1 ) R f (x ) = пz -"'-� k = - ... (k+ 1t2P / x+2U :rt  ' z E ' 

причем ряд, стоящий в правой части равенства, сходит
ся равномерно на всей действительной оси . 

Установлена М .  Риссом [ 1 ] . 
Лит . :  [1 ]  R i е s z М. , «С . r. Acad. sci . >> ,  1 9 1 4 ,  t. 1 58 ,  р. 1 1 52-

5 4 ; [2] Б е р н m т е й н С. Н . ,  Экстремальные свойства поли
номов и наилучшее приближение непрерывных функций одной 
вещественной переменной, ч. 1 ,  Л. -М. ,  1 937 ; [3]  Н и к о л ь
с к и й С. М. , Приближение функций многих персменных и 
теоремы вложения;. 2 изд. , М . , 1 97 7 .  Л. д. I(удрявцев .  

РИССА МЕТuД СУММИРОВАНИЯ - :метод сум
мирования числовых и функциональных рядов;  обозпа-
чается (R , Л ,  k) . Ряд �;=о an суммируем м е т о д о :м 

с у м м и р о в а в и я Р и с с а (R , Л, k) к сумме s,  
если 

lim � ( 1 - Лп ) kan = S,  
ro .... + .., -"'-�Лn< ro  ro 

где k >О, 
О 

<:Л0 <Л1 < . . . <Лп - оо ,  w - непрерывный 
пара:метр .  Метод был введен М .  Риссом [ 1 ]  для суммиро
вания рядов Дирихле . Метод (R , Л, k ) регулярен ; при 
Лп= п равносилен Чеааро методу суммирования (С ,  k)  
и совместен с ним. 

М .  Рисе рассматривал также метод, в к-ром сумми-
руемость ряда �==О an определяется через предел по

следовательности {ат } ,  где 
1 � т  

Um = Р ".  ""'k = 0PfeSfe, 

Pm = �т Pk i= О ,  s �г = �k an . 
�k= O ""'п= О 

Этот метод обозначается (R , Рп) . Метод (R , Л, k) яв
ляется модификацией метода (R , Рп) (при k= 1 ) и обоб
щением его па произвольвые k >О.  

Лит . :  [ 1 ]  R i е s z М. , «С .  r. Acad. sci . >> , 1 9 1 1 ,  t. 1 5 2 ,  р .  1 6 5 1 -
5 4 ;  [2] е г о ж е ,  там же, 1 90 9 , - t .  1 49 , р .  1 8-2 1 ;  [3] Н а r d у 
G. Н . ,  R i е s z М. , The general theory of D irichlet ' s  serieв , 
Camb. , 1 9 1 5 ;  [4] Х а р д и  Г. , Расходящиеся ряды, пер. с англ. , 
М . ,  1 9 5 1 .  И .  И .  Вмпов. 

РИССА НЕРАВЕНСТВО - 1) Пусть {(JJп } - орто
нормированная система функций на отрезке [ а , Ь] , 
I <J>п l <.М почти всюду на [ а ,  Ь] для любого n . 

а) Если f E EP[a ,  Ь] , 1 <р <.2 , то ее коэффициенты 
Фурье 

удовлетворяют н е р а в е н с т в у Р и с с а 

l\ {cп} Jiq o;;;;; M2 Jp - l ll / llp , 1 fp + 1 fq = 1 . 

б) Для любой последовательности {сп } с l l {cп } l lp < oo , 
1 <р <-2, существ ует функция f E Eq(a ,  Ь] , имеющая Сп 
своими коэффициентами Ф урье и удовлетворяющая 
п е р а в е п с т в у  Р и с с а  

ll / llq < M21P - 1 II {cп} llp , 1 !p + 1 fq = 1 . 

2) Если / E LP[O ,  2л:] , 1 <р < сю ,  то сопряженная функ
ция /Е V[O, 2л:] и справедливо и е р а в е в с т в о 
Р и с  с а 

II T 1/ р о;;;; Ар 11 f li p· 
где А р - постоянная , зависящая только от р .  

Утверждение 1 )  впервые доказано Ф .  Риссом [ 1 ] ,  
частвые сл учаи этого утверждения ранее рассматрива
ли У . Юнг (W.  Young) и Ф .  Х аусдорф (F . Hausdorf) . 
Утверждение 2) впервые доказано М .  Риссом [ 2 ] .  Лит . : [ 1 ] R i е в z Р. , «Math. Z . »� 1 923 ,  Bd 1 8 ,  S. 1 1 7-24 ; 
[2] R 1 е 8 z М . , там же, 1 1!27 ,  Bd 21 , S. 2 1 8-44;  [3] Б а Р.  и 
Н. R . ,  Тригонометрические ряды, М. , 1 9 6 1 ,  с. 2 1 1 ,  566 ; [4] 
З и г м у н д А. ,  Тригонометричесние ряды, nep . с англ. , 2 изд. , 
т. 1-2,  М. ,  1 1! 6 5 ,  с. 404 (т .  1 ) ,  о. 1 М  (Т. 2) т. л. Лупашен.по. 

РИССА ПОТЕНЦИАЛ,  а-п о т е в ц и а л , - потев

цпаn вида 

V а (х) = V (х;  а, /-") = \ dJ.t <У> , а > О, J ( х - у  (а 
где 1-" - положительная борелевекая мера с компакт
ным носителем на евкnидовом пространстве Rn , n;;;o,. 2 ,  
l x-y l - расстояние между точками х ,  У Е Rn .  При n;;;o,.3 
и а= п-2 Р .  п .  совпадает с классическим пьютоповы.м 
потенциалом ; при n= 2 и а - О предельным случаем 
Р .  п. в век-ром смысле является логарифмический по· 
тепциал . При п;;о;.3 и O <a. <.n-2 Р .  п . есть супергар· 
мопич . функция во всем пространстве Rn ; при этом в 

классич . случае a=n-2 вне носителя S ' (�-t) меры 1-" 
потенциал V (x)= v"_ 2(x) есть гармонич. функция . При 
а >п-2 Р .  п. Va(x) есть субгармонич . функция вне 
S (�-t) · При всех а >О Р .  п. Va(x) - полунепрерывная 
снизу функция в IRn , непрерывная вне S (/-") ·  

И з  общих свойств Р . п .  важнейшими являются сле
дующие . П р и н ц и п и е п р е р ы в н о с т и: если 
x0 E S (�-t) и сужение Va (x) I S (�-t) непрерывно в точке х0 , 
то Va(x) непрерывен в х0 как функция на всем Rп . 
О r р а н и ч е н н ы й п р и н ц и п м а к с и м у м а : 
если Va(x) I S (�-t) <.M, то Vа(х) <.2ам всюду в IRn . При 
п-2 <-а <п справедлив более точный п р и н ц и п 
м а к с и м у м а : если Va(x) I S (�-t) <.M,  то Va(x) <. М  
всюду в /Rn (это утверждение остается верным и при 
п= 2 и а - О, то есть для логарифмич . потенциала) . 

Теория емкости для Р .  п. строится , напр . ,  исходя 
из понятия а-энергии меры 1-" :  

Е а (/-") = \ \ d��o (х) d��o (у) 
' а > О .  J J  ( х - у ( а 

Для компакта К можно положить 
Уа (K) = inf  {Еа (/-") } , 

где нижняя грань берется по всем мерам �-" •  сосредото
ченным па К и таким, что 1-" (К)= 1 ;  тогда а-е м к о с т ь 
равна 

Са (К ) = [ Va (K) j - l ta . 
Если V а(К) < + сю ,  то нижняя грань достигается па со
средоточенной на К е м к о с т н о й м е р е Л,  
Л ( К)= 1 ,  по рождающей соответствующий е м к о с т
н ы й а-п о т е н ц и а л V (x;  а, Л) . Дальнейшее по
строение а-емкостей произвош.ных множеств nроизво
дится так же , как и для классич . емкостей. 

Р.  п .  назван по имени М. Рисса (см .  [ 2] ) ,  получившего 
ряд важных свойств Р .  п . ;  впервые такие потенциалы 
были исследованы О .  Ф_ростманом (см.  _[ 1_] ) .  

Лит. :  ( 1 ] F r о s t т а n n О . , «Medd. Lunds Univ. Ma-t. 
Sem.» ,  1 935 ,  v . 3; [2] R i е s z М . ,  «Acta sci . math. Szeged», 
1 938,  v, 9 ,  р. 1 -42 ;  [З] Л а н д к о Ф Н. С . , Основы современ-
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ной теории потенциала , М . , 1 9 6 6 ;  [4] Х е й  м а н У . ,  К е н· 
н е д и П. , Субгармонические функции , пер . с англ . ,  т. 1 ,  М . ,  1 980 .  Е.  Д .  Со.яо.меицев. 

РИССА ПРОИЗВЕДЕНИЕ - бесконечное произве-
дение вида 

n"' nk + l  k _ 1 (1 + a,. cos п ,.x ) , -- ":;;!!: q > 1 , l ak ! ..o;;; 1 , ( 1 ) - nk 

для всех k E N ,  х Е [ О ,  n] . 
С помощью таких произведений (а,.= 1 , п,.= Зk при 

всех k Е N) Ф .  Рисе (F . R iesz ) указал первый пример 
непрерывной функции с ограниченным изменением, 
коэффициенты Фурье к-рой не равны о ( � ) • Если q >3,  
то тождество 

пт р k=l (1 + а  т. cos п,. х) = 1 + �k=l у ,.cos kx ,  

Рт = n1 + · · · + пт , т f N ,  х Е [О , n ] , 

определяет ряд 
(2) 

о к-ром говорят , что оп представляет Р .  п. ( 1 ) . В случае , 
когда q�3,  - 1 <ak < 1 для всех k Е N , ряд (2) есть ряд 
Фурье - Стилтьеса неубывающей непрерывной функ
ции F. Если ч >З ,  

�:== l a� = + oo ,  -1 < а,. .,.;;; 1 

при всех k E N , то F' (х ) = О почти всюду. Если дополни
те.llьно а,. - О, то ряд (2) сходится к нулю почти всюду. 

Ряд проблем, относящихся в основном к теории триго
нометрич . рядов , удалось решить , используя остествен
ное обобщение Р .  п . ,  когда в (1 ) вместо akcos п,.х запи
саны специальво выбранные тригонометрич . полипомы 
Tk (x) . 

Лит. : [ 1 ]  Б а р  и Н. Н . ,  Тригонометрические ряды , М. , 
1 96 1 ;  [2] 3 и r м у н д А. , Тригонометрические ряды, пер. с 
анrл . ,  т. 1 - 2 ,  М. , 1 965 .  в . Ф .  Емелъяиов.  

РИССА ПРОСТРАНСТВО, в е к т о р 11 а я р е ш е т
к а , - веществеиное частично упорядоченное векторное 
простравство Х, в к-ром 

1 )  структуры векторного пространства и упорядочен
ного множества согласованы , т .  е .  из х , у ,  z E X  и 
х < У  следует x+z < У + z и из х Е Х , х > О , "- E R ,  Л > О следует "-х > О ; 

2) для любых двух алементов х ,  у существует sup (х ,  
у) Е Х . В частности ,  сущеотвуют sup и i n f  любого конеч
ного множества . 

В отечествеиной литературе Р .  п . обычно паз . R-л и
н е а л а м и. Впервые такие пространства были вве
дены Ф .  Риссом (F . Riesz , 1 928) . 

Примерам Р .  п .  может служить прострапотво С [а , Ь] 
действительных непрерывных на С (а, Ь] функций с 
поточечным упорядочением . Для любого алемента х Р .  п .  определяются x + = sup (x , 0) , x _ = sup ( -x,  О) 
и l x l = x + + x _ . При атом оказывается , что х= х + - х _ .  
В Р .  п .  вводятся два вида сходимости последователь
ности {х11 } . П о р я д к о в а я с х о д и м о с т ь ,  

о 
о-с х о д и м о с т ь :  Xn -+ х0 , если существуют моно
тонно возрастающая последовательность {у11 } и моно
тонно убывающая последовательность {z11 } такие , что 
Уп < Xn < Zn И sup y11= inf z11= x0 • О т н о с и т е л ь
н о р а в н о м е р н а я с х о д и м о с т ь ,  r-c х o-

r 
д и м о с т ь :  х11 - х0 , если существует алемент и > О 
такой , что для любого в > О существует п0 такое , что 
l x11 - х0 1 < ви при п � п0 (r-сходимость паз . также 
с х о д и м о с т ь ю с р е г у л я т о р о м) . Понятия 
о- и r-сходимости обладают многими обычными свой
ствами сходимости числовых последовательностей и 

естественным образом распространяются на направле
ния {ха }а е �1с: Х .  

Р . п .  паз . а р  х и м е д о в ы  м ,  если из х ,  у Е Х и 
пх < у для п= 1 , 2 ,  . . .  следует х < О .  В архимедоном 
Р .  п . из "-п -+ Ло и Х11 -+ Хо следует "-пхп - Л0хо ("-т 
"- Е  IR ,  Xm х0 Е Х) и из r-сходимости следует о-схо
димость . 

Лит. :  [ 1 ]  R i е s z F. , в нн. : Attl del Congr. Int. dei Math. , 
v. 3, Bologna , 1 9 3 0 , р. 1 1. 3-48 ; [2] L u х е m Ь u r g w. , Z а a
n е n А. , Rieszspaces , v. 1 ,  Amst. -L. , 1 9 7 1 ; [3] В у л и х  
Б .  3 . , Введение в теорию полуупорядоченных пространств , М . , 
1 96 1 .  В .  И. Соболев . 

РИССА СИСТЕМА - попятие теории ортогональных 
систем. Пусть фиксирована в пространстве L2= L2 (а , Ь) 
полная система функций <-Фп }. Ее считают пормирован
пой или , более общо, почти нормированной , т .  е .  до
пускают наличие чисел т >  О и М > О , при к-рых 
т < II"Фп l l  < М для всех п Е N . Ослабляя требования 
ортогональпости системы {Ф11 }, предполагают, что су
ществует полпая в L2 система функций {g11 } и такая , 
что ('1/J" , g11) = 1 ,  ('I/J11 , gт) = О для всех п =1= т . В частном 
случае ,  когда система {'1/J" } ортонормировапа,  Кп= 'Фп 
для всех п Е N - Если ряд 

�:", 1ап'Фп 
сходится в L2 к функции f, то an= (f , g 11) при всех п Е N . 
Позтому имеет смысл называть число an= (f, g11) п
ноэффициоотом Фурье функции f по сиотеме {'Фп } . В до
казательстве ряда теорем теории ортогональных рядов 
играют важную роль перавепство Бесселя и теорема 
Рисса-Фишера . В общем случае эти теоремы не верны, 
и позтому приходится выделять специальный класс 
Р .  с .  с помощью следующих требований к сиотеме {'1/'11 } . 

1 ) Для любой функции f сходитоя ряд из квадратов 
коэффициентов Фурье , т. е .  

�:== 1 (/ , gn) 2 < + QO .  

2) Для любой последовательности чисел {а11 } Е l2 
существует функция j, имеющая чиола а11 своими п
коэффициептами Ф урье по системе {'Фп }, то есть а11= 
= (/, g11) для всех п Е N . 

Первое требование к системе {'Фп } заменяет не равен
ство Бесселя ,  второе - теорему Рисса - Фишера . Н . R .  Вари доказала (см. [ 2) ) ,  что система {'1/'11 } есть 
Р .  с. тогда и только тогда , когда существует линейный 
непрерывный обратимый в L2 оператор А такой, что 
система функций {А '1/J" } является полной и ортонорми
ровапной . Поэтому Р. с. паз . также б а з и с о м Р и с
с а ,  эквивалентным ортопормированпому .  Н .  1\ ,  Вари 
указала удобный критерий для Р. с. Полная в L2 си
стема функций {'Фп } является Р. с . тогда и только тогда , 
когда матрица Грама 11 ('Фп• 'Фт) l l  определяет линейный 
непрерывный обратимый оператор в l2 • Если в Р .  с .  
переставить произвольпо члены, т о  получится Р .  с .  
Обратно , если базис в L2 остается базисом после любой 
перестапопки его членов,  то, нормируя его , nолучают 
Р .  с. Естественное обобщение Р .  о . получают , если за
менить L2 па замыкание линейпой оболочки системы 
{'Фп } по норме того гильбертона пространства ,  из к-рого 
взяты элементы 'Фп (см . [ 4] ) .  

Лит. : [ 1 ]  Б а р  и Н .  К . ,  <<Доил. АН СССР», 1 9 4 6 ,  т .  54 ,  
с. 383-8 6 ;  [2] е е ж е ,  <<УЧ. зап. МГУ>> ,  1 95 1 , в .  148 ,  No 4 ,  
с. 69- 1 0 7 ;  [3] Г о х б е р r И .  Ц. , К р е й  н М. Г. , Введение 
в теорию линейных несамосопряженных операторов в гильбер
тоном пространстве, М . ,  1 9 6 5 ;  [4] Г а п о  т к и н В. Ф. , «Ус
пехи матем . наую>, 1 966 ,  т. 2 1 ,  в. 6 ,  с. 3-82.  В .  Ф. Е.мелъяиов. 

РИССА ТЕОРЕМА - 1 ) Р . т . о п р е д с т а в л е
н и и с у б г а р м о н и ч е с к о й ф у н к ц и и: если 
и (х) - субгармопич . фуннция в области D евклидона 
пространства IR11 , n � 2 ,  то существует единственпая 
положительная борелевекая мера f.1. па D такая , что для 
любого относительно компактного множества Kc:D 
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справедливо п р е д с т а в л е в и е Р и с с а фувк- функцией от параметров а и � в области а ;;;;:. О ,  � ;;;;:. О , 
ции и (х) в виде суммы потенциала и гармович . функции если форма действительна (aii • х; , y; E IR + ) , и в области 
h (х) :  О ,.;;: а ,  � < 1 ,  а + � ;;;;:, 1 ,  если форма комплексна 

и (х) = - �K Eп ( i x-y i ) df.t (Y)+h (x) , �1 ) (aii •  х; , Yi E C ) . Эта теорема была доказава М .  Рис
сом [ 1 ] . 

где 
f E2 ( 1 x-y l ) = ln l x - y l , Eп ( l x-y i ) 1 х - У  1 n • • 

n ;;;;:. 3 ,  l x-y l - расстояние между точками х , у Е IR.n 
(см . [ 1 ] ) .  Мера 11 ваз . а с с о ц и и р о в  а в в о й  м е
р о й для функции и (х) или м е р о й Р и с с а .  

Если К= ii есть замыкание области Н, причем су
ществует обобщенная функция Грива g (х , у; Н) , то 
формулу ( 1 )  можно записать в виде 

и (х) = - � H g (х , у; Н) df.t (y)+h* (х ) , (2) 

где h* (х) - наименьшая гармович . мажоравта и (х) в 
области Н. 

Формулы ( 1 ) ,  ( 2 )  можно распростравить при век-рых 
дополнительных условиях на всю область D (см . Суб
гар.моничеспая фунпция , а также [ 3] ,  [ 5 ] ) . 

2) Р .  т .  о с р е д в е м з в а ч е в и и с у б г а р м о
в и ч е с к о й  ф у  в к ц и и :  если и (х) - субгармович .  
функция в кольцевой области {х Е IR.n : О ,.;;: т <: l x-x0 1 <: R }, то ее  среднее значение по площади сферы 
Sn (x0 , р) с центром х0 и радиусом р , т <: р <: R , рав
но 

J (р) = J  (р ; Хо , и) = _!__
( ) \ и (у) dUn (y) , 

а ,.  Р J s,. (х0 , р) 
где сrп (Р) - площадь Sп (х0 , �) , и является выпуклой 
функцией относительно 1 7pn - при п;;;;:.3 и относитель
во lnp при n= 2. Если же и (х) - субгармович. функ
ция во всем шаре {x E IR.n : l x-x0 I ,.;;:R }, то J (p) , кроме 
того ,- веубывающая вепрерыввал функция относи
тельно р при условии , что J (О)= и (х0) (см . [ 1 ] ) .  

3 )  Р .  т .  о б а в а л и т и ч е с к и х ф у в к ц и я х 
к л а с с о в Х а р д и  н6, б > 0: если f (z) - регу
лярная авалитич. функция в единичном круге D =  
= {z= тei8 E C : l z l < 1 }  класса Харди Н6, б > О  (см. 
Граничные свойства аналитичеспих фунпций) , то для 
нее имеют место соотношения 

где Е - любое множество положительной меры на ок
ружности Г= {z= ei8 : l z l = 1 } , f (ei8) - граничные 
значения / (z) на Г . Кроме того, f (z) Е Н1 тогда и только 
тогда , когда ее первообразвая непрерывна в замкнутом 
круге D U Г и абсолютно непрерывна на Г (см . [2 ] ) . 

Теоремы 1 ) - 3) доказавы Ф .  Риссом (см. [ 1 ] ,  [ 2 ] ) .  
Лит . :  [ 1 ]  R i е s z F.  «Acta math . >>, 1 926 ,  v .  1, 8 ,  р .  329 --t.3 ;  

1 930 ,  v. 5 t. ,  р.  32 1 -6 0 ;  [2] е г о ж е ,  «Math . Z . » ,  1 9 2 3 ,  Bd  18 ,  
S.  8 7 - 9 5 ;  [3] П р  и в а л о в И. И. , Субгармонические функции , М.-Л. , 1 937 ; [t,J е г о ж е, Граничные свойства аналити
ческих функций, 2 изд. , М. -Л . ,  1 95 0 ;  [5) Х е й  м а н У . н . ,  
Н е н н е д и П.  Б . ,  Субгармонические функции , пер . с англ. , 
т. 1 , М. , 1 980 .  Е.  Д .  Соло.меицев. 

РИССА ТЕОРЕМА ВЫПУКЛОСТИ : логарифм 
ln М (а , �) точной верхвей грани модуля М (а , �) би
ливейвой формы 

на множестве 

�;: 1 l x; l 1 /a .e;;;; 1 , �;: 1 1 Yi l 1 1 13 .r;;;;; 1 

(если а= О или � = 0 , то соответственно l x ; l  <:1 , i= 1 ,  . . . . 
. . •  , т или / yjl ,.;;: 1 ,  j = 1 ,  . . .  , n) явлJlется выпуклой 

Обобщение Р .  т. в. на линейные операторы (см . [ 3] ) :  
пусть Lp , 1 <: р <: оо , - совокупность всех комплек
созвачвых суммируемых в р-й степени при 1 .е;;;; р < оо 
и существенно ограниченных при р = оо функций на 
век-ром пространстве с мерой;  пусть , далее, Т : Lp .-' - Lq . • 1 <: р ; , q; <: оо , i = О ,  1 , - ливейиый вепре-

' 
рыввый оператор ;  тогда Т является непрерывным опе-
ратором из LPt в Lqt ' где 

1 /Pt = (1 - t )!Po+ t fpl , 1/qt  = (1 - t ) jq0 + tfql , t Е [0 , 1 ]  
и норма kt оператора Т (как оператора из LP в L q ) 

t t t t 
удовлетворяет веравеяству kt <:k�- k1 (т .  е .  является 
логарифмически выпуклой функцией) . Эту теорему 
ваз . т е о р е м о й Р и с с а - Т о р и н а о б и в
т е р н о л я ц и и ,  во иногда т е о р е м о й в ы
п у к л о с т и Р и с  с а [4 ] .  

Р .  т .  в . явю1ась отправным пувктом для целого на
правления в анализе , где изучаются иитерполяциовные 
свойства Jшвейвых операторов . Среди первых из обоб
щений Р .  т .  в . - т е о р е м а М а р ц и в н е в и ч а 
об интерполяции [5 ] , н-рая гарантирует при 1 ,.;;: р ; <:  
,..;q; ,.;;: оо , i= О,  1 ,  непрерывность оператора Т : L Pt -
- Lqt ' t E (O ,  1 ) ,  при более слабых предположениях ,  
чем в теореме Рисса - Торива . С м .  также Интерполи
рование операторов . 

Лит . :  [ 1 ]  R i е s z М. , «Acta math . >> , 1 926 ,  v. 1,9 ,  р. 1,65-97 ; 
[2] Х а р д и Г. , Л и т т л ь в у д д . , П о л и а Г. , Неравен
ства, пер . с англ. , М . ,  1 91, 8 ;  [3] Т h о r i n G . ,  «Comm. Sem . 
Math. Univ. Lund. », 1 939 ,  v. t., р. 1 - 5 ;  [t,] С т е й  н И. , В е й  с 
Г. , Введение в гармонический анализ на евклидовых простран
ствах, пер .  с англ. , М. , 1 9Н ;  [5] M a r c i n k i e w i c z  J . ,  
«С. r .  Acad. Sci . » ,  1 9 39 , t .  208 ,  р .  1 272-7 3 ;  [6]  Н р е й  н с .  г. , 
П е т  у н и н Ю. И . ,  С е м е н о в Е .  М. , Интерполяция ли
нейных операторов , М. , 1 97 8 ;  [7] Т r i е Ь е 1 Н. , Interpola
tion theory, В . ,  1 978 .  В .  М. Тихомиров. 

РИССА - ФИШЕР А ТЕОРЕМА - теорема, устанав
ливающая связь межд-У простравствами l2 и L2 [а ,  Ь] : 
если система фувкциi'I {«рп ( t) };;'=1 ортовормировава на 
отрезке [а ,  Ь] , а последовательность чисел {сп};;'=1 
такова , что 

,, .. с2 < оо � = 1  n 

(то есть cn E l2) , то существует функция f ( t) E L2 [а , Ь] , 
для к-рой 

\Ь 1 f (t )  1 2 dt = � 00  С2 , Сп = \ Ь  f (t ) !J'n (t ) dt .  ., а ""'"n= l n J а 
При этом функция f ( t) единствеива как элемент про
странства L2 [ а ,  Ь] , т. е . с точиостью до ее значений 
на множестве нулевой меры Лебега . В частности ,  если 
ортонормированвая система {«рп (t) } замкнута (полна) в 
L2 [ а , Ь] , то с помощью Р . - Ф .  т .  устаиав.11ивается,  что 
пространства l2 и L2 [а , Ь] изоморфны и изометричиы . 

Р . - Ф .  т .  доказава везависимо Ф .  Риссом [ 1 ] и Э .  Фи
шером [ 2] . 

Лит. : [ 1 ]  R i е s z F . , «С. r. Acad.  sci . >> ,  1 9 0 7 ,  t. 1 Н ,  р. 6 1 5 -
1 9 ; [2] F i s с h е r Е . ,  там же, 1 907 , t .  1 Н , р .  1 022-21,,  1 Н8-
50; [ 3] Н а т а н с о н И.  П. , Теория функций вещественной 
переменной, 3 изд. , М . ,  1 9Н ,  с .  1 6 8 .  Б . И. Голубов. 

РИССОВ ТЕОРЕМА - 1 ) Р . т .  е д и н с т в е в н о
с т и д л я о г р а в и ч е и в ы х а в а л и т и ч е с
к и х  ф у  в к ц и й :  если f (z) - ограниченнар регуляр
ная авалитич. функция в единичном круге D= {z E C : 
l z l  < 1 }, имеющая радиальные гр аничные значения 
нуль на множестве Е точек онружиости Г= {z : l z l = 1 } 
положительвой меры , mes Е > О ,  то f ( z )  = О. Теорема 



1041 РИЧАРДСО Н А ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ 1042 

с.формулировава и доказава братьями Ф .  Риссом и М .  определяются и з  линейвой системы уравнений 
Риссом (F . R iesz , М .  R iesz , 1916 , см.  [ 1 ] ) . 

Это - одна из первых граничных теорем- единствен
ности для авалитич . функций . Независимо от братьев 
Риссов наиболее общие граничные теоремы единствен
ности были получены Н .  Н .  Лузиным и И .  И .  При
валовым (см . [ 2] ,  [3 ] ) . 

2) Р .  т .  об и и т е г р а л е К о m и: если f (z) есть 
интеграл Коши 

f ( z ) = -1-. r / (C) dt 
2:rtt J г t - z 

в единичном круге D и его граничные значения f (ь)= 
=j (eiB) образуют функцию ограниченвой вариации 
на Г , то f ( 6) есть абсолютно непрерывная функция на Г 
(см . [ 1 ] ) .  

Эта теорема допускает обобщение для интегралов 
Коши по любому спрямляемому ковтуру Г (см . [3 ] ) . 

Лит. :  [1 ]  R i е s z F. , <Euvres compll!tes , t. 1 ,  Р . - Bdpst, 
1 960 , р. 537-54 ; [2] П р  и в а л о в И. И . , Интеграл Cauchy, 
Саратов, 1 9 1 8 ;  [3] е г о ж е.._ Граничные свойства аналитиче
ских фувнций, 2 изд. , М . -.11. , 1 950 .  Е. Д. Соло.менцев. 

РИТЦА МЕТОД - метод решения задач вариацион
ного исчисления и вообще бесконечномерных задач на 
зкстремум, основанный на минимизации функцио
нала на конечномерных подпространствах или мвого
образиях. 

Пусть поставлева задача нахождения точки миниму
ма ограниченного снизу функционала J : и -+ 1R. на 
сепарабельвом баваховом пространстве и. Задается 
век-рая (т . н. координатная) система злементов {<рп };"с: 
с: и, полная в и. По Р .  м .  минимизирующий злемент в 
п-м приближении разыскивается в линейной оболочке 
первых n координатных злементов <р1 , • • •  , <рпо т. е .  
коэффициенты с�п> , . . . , c)zn> приближения 

ип = �� c(n)(p 1 �1 = 1 1 

определяются из условия минимальности J (ип) среди 
злементов указанного вида . Вместо координатной систе
мы можно задать последовательность подпространств 
ипс: и, не обязательно вложенных друг в друга . 

Пусть Н - гильбертоно пространство со скалярным 
произведением (и ,  v) , А - самосопряженный, положи
тельно определенный, вообще говоря , веогравичевный 
оператор в Н, а НА - гильбертоно пространство,  
получаемое пополнением области определения D (А )с:Н 
оператора А по норме l l и i iA , порождевной скалярным 
произведением (и , v)А= (А и , v) , и , v E D  (А ) . Пусть 
нужно решить задачу 

Аи = f . (1 )  
Она равносильна задаче отыскания точки минимума 
квадратичного функциовала 

Ф (и) = (Аи ,  и) - (и, / ) - (/ , и) , 

к-рый можно записать в виде 
Ф (и) = ll и- иоll�-11 Uo 11� . и Е НА , 

где и0= А - lj - решение уравнения ( 1 ) .  Пусть Hnc:HA, 
n= 1 ,  2, . . .  , - замкнутые (обычно ковечномерные) 
подпространства такие , что l lи-Pnи i iA -+  О при n-+oo 
для каждого и Е НА , где Pn - ортопроектор в НА, 
проектирующий на Н n· Мивимизируя Ф в Н п о полу
чают ритцовское приближение ип= Р пио к решению 
уравнения ( 1 ) ;  при этом l lип-иo i iA = l lиo - Pnиo i iA-+ О 

Е d .  Н - (n )  (n) б при n -+ оо .  ели 1m п- n и <р 1 , • • , <р n - азис 
Н n• то коэффициенты элемента 

ип = �� c(nJ�p(!'l) (2) �1 = 1 1 1 

(3) 

К ритцопекому приближению можно прийти и минуя 
вариационную формулировку задачи ( 1 ) .  А именно , 
определив приближение (2) из условий 

(Аи - f m(n )) О · 1 n ' т l = , � = , . . .  , n 
(м е т о д Г а л е р к и н а ) ,  приходят к той же системе 
уравнений (3) . Поэтому Р .  м. для уравнения ( 1 )  иногда 
ваз . м е т о д о м Р и т ц а - Г а л е р к и и а . 

Р .  м:. широко применяется и при решении задач на 
собственные значения , краевых задач и вообще опера
торных уравнений . Пусть А и В - самосопряженные 
операторы в Н, причем А положительно опуеделен , В 
положителен,  D (А )c:D (В )  и оператор А - В вполне 
непрерывен в пространстве НА. В силу наложенных 
условий А - tв самосопряжен и положителен в НА 
и спектр задачи 

Аи = Л.Ви (4 ) 
состоит из положительных собственных значений: 
Аиk = Л.kВиk , О < Л1 о;;;;; Л2 о;;;;; . • •  ; Л.k --+- оо при k --+- oo . 

Р .  м .  основан на вариационной характеризации соб
ственных значений. Напр . ,  

Л1 = inf � .  и е Н (Ви ,  и) А 

и, проведя мивимизацию лишь по подпространству 
Н nC:H А ,  получают ритцовские приближения Аtп о и1п к 
Л1 , и1 • Если <p�n>, . . .  , <phn' ,  как и выше , базис Hn, то 
ритцовские приближения Л.kn к Лk,  k= 1 , . . .  , n ,  опре
деляются из уравнения 

det ( Ап-Л.Вп ) = 0 , 
An = { (  A<p}n> , ф�п)) }7, i = 1 , Вп = { ( B<p�n) , <p<f> ) }7, j= l •  

а вектор коэффициентов ck, n= (с�1' , . . .  , с�1') прибли
жения 

иk = �n c(n)�p(!'l) n �i= l Jk 1 
к иk определится как нетривиальное решение линейвой 
однородной системы (А п-Л.k,.В п)Ckn= О. Р .  м. прибли
жает собственвые значения сверху, то есть Л.kn � f..k , 
k= 1 , . . .  , n .  Если k-e собственное значение задачи 
(4) простое (Лk - t < Л.k < Лk + 1 ) ,  то быстрота сходимости 
Р .  м. характеризуется соотношениями 

Akп- Ak = Ak (1 + ekn) ll иk- Pnиk ll� , 
[1 иk �А = 1 , 1 1 иkп- иk JIA = (1 + ekn) [J иk- Pnиk [IA , 

[J иkп JIA = � и IIA = 1 , 
где еkпо е� -+ О при n -+ оо . Подобные соотношения 
распространяются и на случай кратного Л.k , во требуют 
нек-рых уточнений (см . [ 2] ) . В .  Ритц [4] предложил 
свой метод в 1908 , во ранее Рэлей (R ayleigh)  применял 
этот метод при решении нек-рых задач на собственные 
значения . В связи с этим Р .  м. часто ваз . м е т о д о м 
Р э л е я  - Р и т ц  а , особенно , если речь идет о реше
нии проблемы собственных значений. 

Лит. : [ 1 ]  В а й  в б е р  г М .  М.,  Вариационный метод и 
метод монотонных операторов в теории нелинейвых уравнений, 
М . ,  1 972 ;  [2] Н р а с  в о с е л ь  с н и й М .  А.  [и дР. ]  Приб
лиженное решение операторных уравнений, М . , 1 969 ;  [3j М и х
л и в С. Г. , Вариационные методы в математической физине, 
2 изд. , М . 1  1 970 ;  [4] R i t z w. , «J.  reine und angew. Math.» ,  
1 908 ,  Bd 1 35 ,  S .  1-61 . Г. М. Вайниппо. 

РИЧАРДСОНА ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ - метод уско
рения сходимости решений разностных задач (см. 
А ппропси.м.ация дифферепциа.яьпой праевой аадачи 
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раапостпой) . Основпал идея метода состоит в исследо
вании решения uh (х) сходлщейсл разпостпой задачи 
при фиксированных х как функции параметра h разно
стной сетки , стремящегосл к нулю .  н подборе подходл
щей интерполлционной функции х (h) , построенной по 
нескольким значениям решения uh (х) при различных 
1� , и вычислении величины х (0) , лвллющейсл прибли
женным значением искомого решения и (х) - предела 
последовательности иh (х) при h � О. Ч аще всего функ
ция Х (h) ищется в виде интерполлционного многочлена 
ОТ h .  

Метод носит имя Л .  Ричардсона [ 1 ) ,  к-рый впервые 
использовал его как средство для улучmенил точности 
решений разностных задач и называл п о с т е п е н
н ы м п е р  е х о д  о м к п р  е д е л у. 

Теоретич. основой применимости метода служит су
ществование разложения вида 

�m- 1 fl ·  и,h (х) = и  (х) + �i= 1 h ' v; (x) +hBТJh (х) , 

где В > �т - 1 > . . .  > �i > О и функции Р; не зависят 
от h, а ТJh (х) - значения сеточноii фующии , ограни
ченные при h � О. Имеется несколько теоретич . прие
мов для выяснения существования таких разложе· 
ПИЙ [4 ) . 

Чаще всего используется линейная экстраполяция: 
с помощью т значений uh (х) в одной точке х для раз
личных параметров h=h1 , • • •  , hт вычисляется экстра
полированное значение ин (х) по правилу 

ин(х) = �:= 1 'VI�.Uhk (х) , 
где веса 'Vk определяютел из системы уравнений :  

�7= 1'Vk = 1 ;  �7= 1ykh�i = O , i = 1 , . . .  , т - 1 . 

Если среди hk нет слишком близких значений,  то 
1 ин (х) - и (.т) 1 = 0 (fiB) , 

где fi= max hk,  то есть величина ин ( .т ) сходится к и (х) 
1<;; k<:т 

при h � О с порядком В, что больше �1 - порядка 
сходимости иh (х) к и (х) . В двух частных случаях су
ществуют алгоритмы вычисления величины ин (х) ,  ми
нул определение коэффициентов 'Vk : 

а) в случае � i = ip , р > О, i = 1 ,  . . .  , т - 1 , метод 
приводит к интерполяции многочлена от hP и из свойств 
Л аграпжа иптер по.ляциоппой фор.му.лы следует , что 

где 
ин (х) = a�m-1) , 

а<9) = иh . (х) , j = 1 ,  2 , . . .  , т; 1 1 a( i - 1 ) _ 0 ( i - 1 )  
a<.i) = a\i - 1 ) +  j + 1 i (*) 1 1 + 1 (h -jh . · )Р - 1 1 l + 1 

j = 1 ,  . . . , m - i ,  i = 1 , . . .  , m - 1 ;  

б) в случае h;= h0Ь i ,  О < Ь < 1 ,  i= 1 ,  . ,  m - 1 ,  
фор мула (* ) заменлетел следующей :  

a(i - 1 ) _ a\i - 1 ) 
( i) - (i - 1 )  + 1 + 1 1 

ai - ai + 1 
ьfli - 1 

Этот алгоритм, называемый п р а в и л о м Р о м
б е р  г а (W.  Romberg ,  1 955) , наmел распространение 
при конструировании квадратурных формул (см . [ 5 ) ) . 
Для того чтобы при различных h; сетки D h .и (см . А n-

' 
про�>си.мация дифферепциа.льпого опер атора раапост-
пы.м) имели возможно больше общих узлов для осуще
ствления Р .  э . ,  параметры h; выбирают как часть одно!i 
из последовательностей: h;= h0/ i ,  i= 1 ,  2 ,  . . .  ; h;= h021 - ' , 
i= 1 , 2 , . . .  ; h0 , h0/2 ,  h0/3 ,  h0/4 ,  h0/6 ,  h0/8 ,  h0/1 2 , . . . . 

Линейная экстраполяция не является единственно 
возможной . Н апр . ,  в случае � ;= ip . р > О, в качестве 
интерполяциnнноii функции х (h) пспользуют рацио
нальные функции вида cp(kP) /'IjJ(hP) ,  где cp( t) , -ф(t) - много
члены от t степени [ ( m - 1 )/2) и [ т/2) соответственно . 
Тогда результат рациональной экстраполяции ин (х )= 
= х (О) может быть вычислен с помощью рекуррентной 
процедуры : 

d ( - 1) о . 2 . j = ' J = ' . о . ,  т, 
dj0 ) = иhj (х) , j = 1 , 2, . . .  , т ;  

d(i) = d<.i - 1 ) + (d(i - l ) _ d(i - 1 )) х 
1 1 + 1  1 + 1 1 

f h ·  [ d(i - l ) _ d ( i - 1 )] "l - 1  
х ( -1- ) р  1 - 1 + 1 1 - 1  \ h; + j d(i - 1 ) - d(i 1 ) J , 

1 + 1 1 + 1 
j = 1 ,  . . . , m - i ,  i = 1 ,  . . . , m - 1 ; 

ин (.т) = d\m- 1 ) . 

Р .  э .  удобна для реализации на ЭВМ , поскольку 
для достижения высокой точности использует много
кратное решение простых разностных задач (иногда 
с небольшими модификациями) невысокого порядка ап
проксимации, для к-рых обычно хорошо разработаны 
стандартные приемы решения и программы для ЭВМ . 

Лит. :  [ 1 ]  R i c l1 a г d s o n  L . F . ,  « Philos. Trans. Roy. Soc. 
Ser.  А>> , 1 9 1 0 ,  v .  2 1 0 ,  р .  307-57 ; [2] В u 1 i r s с h R . ,  S t о е r .J . ,  
<•Numeг. M a th . >> ,  1 9 6 4 ,  B d  6 , Н .  5 ,  S .  4 1 3-27 ; [3] J о i с е D .  С . , 
«SI AM Review», 1 97 1 ,  v. 1 3 , N' 4 ,  р .  4 3 5-90 ;  [4 ]  М а р ч у к  
Г. И. , Ш а  й д у р о в В .  В . , Повышение точности решений 
разностных схем , М . ,  1 9 7 9 ;  [5] Б а х  в а л о в Н. С . ,  Числен
ные методы, 2 изд. , М . ,  1 9 7 5 .  В .  В . Шайдуров . 

РИЧЧИ КРИВИЗНА р п м а н о в а м н о г о о б
р а з  и л М в т о ч к е  р Е М - число, сопоставляе
мое каж11,ому одномерному подлростраяству из каса
тельного пространства М Р по формуле 

r (1!) = (cR) ( 1, , v) 
· g (v ,  v) ' 

где cR - Риччи menaop , 1! - вектор ,  поротдающий 
одномерное подпространство ,  g - метрич . тензор рима
нова многообразия 111 . Р .  к .  выражается через секцион
ные кривизны многообразия М .  П усть К Р (а ,  � ) -
секционная кривизна в точке р Е !И в направлении 
площадки,  определяемой векторами а и � . 11 , • • •  , 
ln _ 1 - нормированные векторы , ортогональные друг 
другу и вектору Р, n - размерность М ,  тогда 

� n - 1  r (и ) = �i = 1 Kp (P , l i ) · 

Для многообра:шii" М размерности больmе двух имеет 
место СJiедующее предложение : если Р .  к .  в точке р Е М 
имеет одно и то же значение r по всем направлениям 
Р, то Р .  к. имеет одно и то же значение r во всех точках 
многообразия . Многообразия с постоянной Р . к. наз . 
п р о с т р а н с т в а м и Э й н ш т е й н а .  Тензор 
Риччи пространства Эйнштейна имеет вид cR= 1·g , где 
r - Р .  к .  Для пространства Эiiнштейна выполняется 
равенство 

nR;JR ij - s2 = 0 ,  

где R ij, R iJ' - ковариантные и контравариантные коор
динаты тензора Риччи , n - размерность пространства, 
s - скалярная кривизна пространства . 

Р .  к .  может быть определена и на псевдоримановых 
многообразилх с помощью аналогичных формул ,  в этом 
случае вектор предполагается неизотропным.  

По Р .  к .  однозначно восстанавливается тензор Риччи: 
1 (сR) (и ,  1!) = Т [ 1· ( и + Р ) g (и + v ,  и + l!) - r ( и) g (и,  и) -

- r (v ) g (1! , v)J . 
Лит. :  [ 1 ]  Г р о м о л  д . , К л и н г е н б е р г  В. , М е й

е tJ В . ,  Риманова геометрия в цело м ,  пер с нем. , М . ,  1 97 1 ;  
[ 2 J  П е т р о в А .  3 ,  Пространства Эйнштейна , М . ,  1 9 6 1 .  

Л . А :  Сuдоров. 
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РИЧЧИ ТЕНЗОР - дважды ковариантный тензор , 
получаемый из Ри.мапа тепзора R ikz путем свертыва
ния верхнего индекса с нижним: 

R k; = R':,_k, i · 
В римановом пространстве V n Р. т. является симметри
ческим: R ki= R ik · В результате свертывания Р. т. с 
контравариантным метрич .  тензором gil пространства 
f'п получается скалярная величина R = giJR ij ,  назы
ваемая и н в а р и а н т о м к р и в и з н ы, или с к а
л я р н о й:  к р и в и з н о й  Vn. 1\омпоненты Р .  т .  
выражаются через основной метрич . тешюр g;j про
странства V11: 

R; · = д• Jn l'i а Г�- + г�гk . - гт д Jn }"g 1 дхiдхi дхk ' 1  •k m1 1 дхт ' 
rде g= det g;j, Г�j - символы Кристоффеля 2-го рода , 
вычисленные относительно те взора g iJ . 

Тензор введен Г .  Риччи [ 1 ] .  
Лит. : [1 ]  R i с с i G . ,  « Atti Reale Inst. Veneto•> ,  1 903-0 4 ,  

t .  5 3 ,  No 2 ,  р.  1 233-39 ; [ 2 ]  Э й з е н х а  р т Л. П. , Риманова 
геометрия,  пер . с англ . ,  М. ,  1 9 4 8 .  Л. А .  Сидоров. 

РИЧЧИ ТЕОРЕМА : для того чтобы поверхность 
S с метрикой ds2 и гауссовой кривизной К <Е;;: О была 
локально изометрична век-рой минимальной поверх
ности F, необходимо и достаточно, чтобы метрика d;2 = 
= У -Kds2 имела (во всех точках, где К < О ) гауссову 
кривизну К = О .  И .  Х. Сабитов. 

РИЧЧИ ТОЖДЕСТВО - 1 )  Тождество ,  выражающее 
одно из свойств Римапа тепаора R�j ,k , (или R; ,  J, kz ) : 

R� . k +R�k · + Rkz .  · = 0 .  L} t / t & L ,  / 
Для ковариантного тенвора R;J, kl тождество имеет вид 

R;J, kz +R Jk, il +Rki , jl = O , 

т . е .  циклированис по трем первым индексам дает 
нуль .  

2 )  Тождество, к-рому должны удовлетворять кова
риантные производвые 2-го порядка относительно мет
рич .  тензора g;J риманова пространства V т отличаю
щисся лишь порядком дифференцирования . Если Л; 
тензор 1 -й валентности , . Л;, Jk - ковариантная произ
водная 2-го порядка по xl и по xk относительно тензора 
Kii • то Р .  т. имеет вид 

Л; , Jk - Лi , kJ = ЛzR �i . k •  
rде RiJ, k - тензор Римана , определяемый метрич . 
тензором gil , то есть в метрике пространства V n (иными 
словами, альтернированная 2-я абсолютная производ
пая текзориого поля Л; в метрике g;J выражается через 
тензор Рцмана и компоненты Л;) . 

Для ковариантного теквора 2-й валентности au Р .  т .  
имеет вид 

a;J , kz - aiJ, l k = a;hR7k , Z + ah1R�k .  z · 

Вообще , для ковариантного теквора т-й валентности 
4r1 • . . rm тождество имеет вид 

Аналогичные тождества образуются и для ковариант
пых и смешанных тензоров в V п· Р .  т .  применяется , 
вапр . ,  при построении геометрии подпространств в Vn 
в качестве условия интегрируемости основных дерива
риационных уравнений, из к-рого выводятся уравне
ния Гаусса и Петерсона - Кодацци для подпространств 
В Vn. 

Тождество установлено Г .  Риччи (см . [ 1 ] ) .  

1 046 

Лит. : [ 1 ] R 1 с с i G . , L е v i-C i v i t а Т . ,  «Math. Ann . •> ,  
1 90 1 ,  B d  54,  S . 1 25-20 1 ; [2] Р а ш е в с к и й  П .  Н .  Риманова 
геометрия и тензорный анализ ,  3 изд. , М . ,  1 96 7 ;  [Зj Э й  з е и
х а р т JI . II. , Риманова геометрия ,  пер . с англ. , М . ,  1 9 48 . Л. А .  Сидоров. 

РИШАРА ПАРАДОКС - см. А птипомия . 
РОБЕВА ЗАДАЧА, 3 а д а ч а р а в н о в е с и я ,  

э л е к т р о с т а т и ч е с к а я з а д а ч а , - задача о 
таком распределении ноложительноii борелевекой 
меры Л на граНИI\е S rю�шаr>та К в п -мерном евклидоном 
пространстве IR.n , n ;;;;;, 2, к-рое создает постоянный 
пьютопов потенциал при n > 2 или логарифмический 
потенциал при n= 2 на каждоii и з  евязных компонент 
внутренности К, т. е .  3адача о равновесном распределе
нии электрич. заряда Л (К) на поверхности S провод
ника К .  

В простейшем классич. случае , когда К есть гомео
морфная шару замкнутая область в IR.n , ограниченная 
гладrшй простой замкнутой поверхностью или (при 
п = 2) иривой S класса Cl ,  а. , О < а  < 1 ,  О Е К ,  решение 
Р .  з. сводится к отысканию нетривиального решения 
v (х) , х Е S ,  однородного интегрального уравнения Фред
гольма 2-го рода 

1 1 (' д т v (x) +k';;' J sv (y) дn" Eп (x , y) dS (у) = О , x E S , (1 ) 

с условием нормировки 

Л (S ) = � 5v ( у) dS (у ) = 1 .  (2) 

Здесь 1 
Е2 (х ,  у) = ln тх=УТ ,  Е n (х , У) l х - у  1n - 2  

при n ;;;;;, 3 ,  lx-y l - расстояние между точками 
х, у Е IR.n , n x - направление внешней нормали к S в то
чке х Е S , v (х) - производная, или плотность, абсо
лютно непрерывной меры Л по мере Л е бега на S ,  

2 (n - 2 ) 1tn/2 
k2 = 2л,  kп = Г (n/ 2 ) 

при n ;;;;;, 3 ,  dS ( у )  - элемент площади поверхности S . 
Уравнение ( 1 )  получается при рассмотрении внутрен
ней задачи Неймана для области с границей S при нуле
вых граничных данных,  т. к. потенциал простого слоя 

и (х) = и (х ; К) =  � 5v ( у) En (х , у) dS (у) , 

называемый п о т  е н ц и а л о м Р о б е н а ,  или р а в
н о в е с н ы  м п о  т е н ц и а л о м, должен , по усло
вию Р .  з . ,  иметь постоянное значение на К (см .  Потен
циала теория , а также [ 2] ) . Решение v (x) задачи ( 1 ) ,  
(2) при указанных условиях всегда существует в илас
се непрерывных функций С (S ) .  Мера 

Л (Е) = \ v ( у ) dS (у ) , Е с S , " Е  
дающая решение Р . з . ,  ваз р а в н о в е с н о й  м е
р о й. Аналогично решается Р .  з .  и в более сложном 
случае , когда граница компакта К еостоит из конечного 
числа непересенающихся простых замкнутых поверх
ностей или (при п= 2) нривых нласса Cl , а. , О < а  < 1 
(см . [ 2] ) .  При этом на ограниченных связных компо
нентах открытого множества G= СК = Rn"'-K потен
циал Робева и (х) также сохраняет постоянное зна
чение , т. е. на границах этих компонент плотность 
v (x )= O . 

Пусть компакт К есть связное множество . Постоянное 
значение потенциала Робева и (х) на К 

У = � 5v (у) En (х, У) dS (у) , х Е К ,  
ваз . п о  с т о я н н о й  Р о б е н а компакта К .  При 
n ;;;;;, 3 она связана с гармонической, или ньютоновой, 



1047 РОВЕН А 1048 
е.м"остью комиакта К простым соотношением С (К )= 
= 1/у , причем О <  у <  + оо ,  О <С (К) <+ оо .  При n= 2 
постояиная Робева может принимать все значения 
- оо < у < + оо ,  гармонич . емкость выражается фор
мулой С (K )=e-'V.  

Иначе , равновесная мера Л определяется как мера, 
дающая минимум интегралу энергии 

� �l(Xl(En (х ,  у) df1 (х) df1 (у) 

в классе всех мер 11 • сосредоточевВЪiх на К и таких, 
что 11 ;;;;.: О , 11 (К) = 1 .  Такая мера Л в случае комиакта 
К с гладкой границей совпадает с найдеивой выше ,  во 
она существует и в общем случае произвольвого ком
иакта Kc:: IR.n , n � 2 , если только С (К) > О . Соответ
ствующий р а в в о в е с в ы й п о т е в ц и а л 

и (х )  = и  (х ; К ) = � En (х ,  у) dЛ (у) , 

являющийся обобщением потенциала Робева , сохраняет 
постояввое значение у= 1 / С( К) при п;;;;о:3 или у= -ln C( К) 
при п= 2 всюду на К, за возможным исключением точек 
век-рого множества емкости нуль . 

Название Р .  з .  связано с исследованиями Г .  Робева 
(см . [ 1 ] ) .  _ 

Лит . :  [ 1 ] R о Ь i n G . , «Ann. sci . Ее. norm. super.» ,  
1886,  v .  3 ;  [2]  Г ю н т е р  Н.  М. , Теорик потенциала и ее при
меневне R основным задачам математичесной физини , М. , 1 95 3 ;  
[3] Л а н д R о ф Н. С . ,  Основы современной теории потенциа
ла,  М. , 1 9 6 6 ;  [4] Х е й  м а н У . , Н е н н е д и П. , Субrармони
чесние фуннции , пер. с англ. , т .  1 ,  М. , 1 980 .  Е.  Д. Соло.меицев . 

РОБЕНА ПОСТОЯННАЯ - числеиная характерне
тика множества точек евклидона пространства IR.n , 
n ;;;;.: 2, тесно связанная с е.мпостью множества . 

Пусть К - компакт в IR.n , 11 - положительная боре
левекая мера,  сосредоточенная на К и нормированная 
условием 11 (К)= 1 .  Интеграл 

V (/1 ) = Н Кх l(En (х , у) df1 (х) df1 (у) ,  

где 
Е2 (х, y) = ln 1 _�Y I , Е,. (х , у ) = 1 

2 при n :;:::;,: 3 ,  
� 1 ж - у ln 

lx-y l - расстояние между точками х ,  y E Rn , есть 
энергия .меры 11 · П о с т о я в в о й  Р о б е в а к о м
п а  к т а К ваз . нижняя грань у (К ) = i n f  V (/1 ) по 
всем мерам 11 указаниого вида . Е сли у (К) < + оо ,  
то эта грань конечна и достигается на век-рой (един
ственной) р а в н о в е с н о й (или е м к о с т в о й) 
м е р е Л > О , у (К) =  V (Л) , Л ( К) = 1 ,  сосредоточенвой 
на К; если у (К)= + оо , то V (�t) = + oo  для всех мер 11 
указаниого вида . Р .  п .  комиакта К связана с его ем
костью соотношениями 

у (К) = 1 /С (К) при n :;:::;,: 3 , 
y (K) = - ln C (K) при n = 2 .  

Если граница S комиакта К достаточно гладкая, вапр.  
состоит из конечного числа попарно непересекающихся 
простых замкнутых поверхностей (при n ;;;;.: 3) или кри
вых (при n= 2) класса с1. а , 0< а <  1 ,  то равновесная 
мера Л сосредоточена на части Sc::S ,  к-рая составляет 
границу той связной компоненты дополнения СК= 
= R.n"-.K , к-рая содержит бесконечно удаленную точку. 
Р а в в о в е с в ы й  n о  т е в ц  и а л ,  т .  е .  потенциал 
равновесвой меры 

и (х) = � En (х , у) dt.. (y) , 

в этом случае принимает на S постоянное значение , рав
ное у (К) , что и позволяет вычислить Р. п .  комиакта в 
uростейших случаях (см . Робе па вадача) . Напр . ,  Р .  п .  
круга радиуса r > О в IR2 равна - ln r, а Р .  11. шара 

радиуса r > О  в IR.n , n ;;;;.: 3, равна 1 /rn - 2 • В случае 
произвольного комиакта К положительной емкости 
всюду и (х) -<: у (К) и и (х) = у  (К) всюду н а  носителе 
S (Л) равновесной меры Л, кроме , быть может, точек 
век-рого поляриого множества ,  причем всегда S (Л)с::К. 

Пусть D - область расширеивой комплексвой плос
кости С, содержащая внутри бесконечно удаленную 
точку и допускающая функцию Грива g (z , оо ) с полю
сом в бесконечности . Тогда имеет место представление 

g (z , oo ) = l n l z l + y (D) + e (z , oo ) ,  (1 ) 
где z= x+ iy - комплексвое перемеввое , у (D ) - n о
с т о я н в а я  Р о б е в а  о б л а с т и  D , e (z ,  оо ) 
гармонич . функция в D ,  причем 

liш е (z , оо ) = О .  
IZI  .... oo 

Определяемая формулой ( 1 )  Р .  п .  области D совпадает 
с Р .  п. комиакта дD , у (D ) = y (дD ) .  Если функция Грива 
для области D не существует, то полагают у (D ) =  + ао .  

Обобщая представление (1 ) ,  для римановой поверх
ности R , допускающей функцию Грива,  может быть 
получено локальное представление функции Грива 
g (p , р0) с полюсом Po E R :  

1 g (р , Ро) = ln 1 z - z . 1 + У  (R ;  Ро) + е  (р , Ро) ,  (2) 
где z= z (p ) - локальный увиформизирующий пара
метр в окрестиости полюса р0 , z (p0) = z0 , y (R ;  Ро) 
постояиная Робева римановой поверхности R относи
тельно полюса р0 , е (р ,  р0) - гармович . функция в 
окрестиости р0 , причем l iш е (р , р0) = 0 .  Для римановых 

р .... р. 
поверхностей R , не допускающих функцию Грива, по
лагают у (R ; р0)= + оо .  В выражении ( 2) значение Р .  п .  
y (R ; р0) зависит уже от выбора полюса Ро Е Р , во соот
ношения y (R ;  р0) < + оо и y (R ; р0) = + оо не зависят 
от выбора полюса , что и позволяет использовать по
вятие Р .  п. для классификации римановых поверхно
стей . 

Лит. : [ 1 ]  Н е в а н л и н н а Р. , Однозначные аналитиче
сние фуннции , пер . с нем. , М. -Л. , 1 94 1 ;  [2] С т о и л о в С. ,  
Теорик фуннций номпленсного переменного , пер. с рум. , •r. 2 ,  
М. , 1 9 62 ;  [ 3 ]  S а r i о L. , N а k а i М. , Classification theory о! 
Riemann surfaces ,  B . - N .  У . ,  1 9 7 0 .  Е. Д. Соло.меицев. 

L-РОД - характеристическое число, соответствую
щее L-классу Хирцебруха (см . Поптрягипа пласс) . 

А .  Ф. Харшиладае. 
РОД АЛГЕБРАИЧЕСIЮИ ФУНКЦИИ - см . А лгеб

раичеспая фуппчия . 
РОД КРИВОИ - численный инвариант одномериого 

алгебраич. многообразия , определенного над полем 
k . Род g гладкой полвой алгебраич. кривой Х равен 
размерности пространства регулярных дифференци
альных 1 -форм на Х . Род алгебраич . кривой Х , по опре
делению, равен роду полной гладкой алгебраич .  кри
вой, бирациональво изоморфной кривой Х .  Для любого 
целого g � О существует алгебраич. кривая рода g.  
Алгебраич. кривая над алгебраически замкнутым по
лем рода g= O является рациональпой кривой , т .  е . 
бирационально изоморфна проективвой прямой Р1 • 
1\ривые рода g= 1  (эллиптич . кривые) бирациовальво 
изоморфны гладким кубич . кривым в Р2 • Алгебраич. 
кривые рода g > 1 распадаются на два класса : гипер
;�ллиптич. кривые и негиперэллиптич. кривые . Для 
негиперэллиптич .  кривых Х рациональное отображе
ние IJ>Iкx l : Х - pg- 1 , определяемое кавович . классом 

Кх полвой гладкой кривой, является изоморфным вло
жение]\[. Для гиперэллиптич.  кривой Х отображение 
IJ>IKxl : Х - pg - l является двулистным накрытием 
рациональвой кривой q> IKx l (Х ) , разветвленным 

в 
2g+ 2 точках. 
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Если Х - проективная плоская кривая степени т, то 

g (т - 1 ) (т - 2)  
2 d ,  

где d - неотрицательное целое число , измеряющее 
отклонение от гладкости кривой Х .  Если Х имеет толь
ко обыкновенные двойные особые точки,  то d равно чис
лу особых точек алгебраич . кривой Х .  Для простран
ствеиной кривой Х имеет место оценка 

{ (т - 2)2 --4 - , если т - четно , 

g .,;;. l (т - 1 ) (т - 3) 
4 , если т- нечетно , 

где т - степень кривой Х в ps . 
Если k=C - поле комплексных чисел , то алгебраич. 

кривая Х может быть рассмотрена как риманова по
верхность .  В этом случае гладкая полная кривая Х ро
да g гомеоморфна сфере с g ручками . 

Лит. : [ 1 ]  Ш а  ф а р  е в и ч И .  Р. , Основы алгебраической 
геометрии , М. , 1 97 2 ; .  L2] Х а р т с х о р  н Р . , Алгебраическая 
геометрия ,  пер. с англ . , М . ,  1 9 8 1 . Вип. С. Rулипов. 

РОД ПОВЕРХНОСТИ - численный бирациональный 
инвариант двумерного алгебраич . многообразия , опре
деленного над алгебраически замкнутым полем k . 
Различают два рода - арифметический и геометриче
ский . Г е о м е т р и ч е с к и й  р о д  Рg полной гладкой 
алгебраич. поверхности Х равен 

Pg = dimk H0 (X , П�) 
размерности пространства регулярных дифференци
альных 2-форм на Х .  А р и ф м е т и ч е с к и й р о д 
Ра полной гладкой алгебраич . поверхности Х равен 
Ра = Х (Х , Ox) - 1 = dimk Н2 ( Х ,  Ox) - dimk H1 ( Х ,  Ох) · 

Геометрический и арифметич . роды полной гладкой 
алгебраич . поверхности Х связаны соотношением Pg-pa= q,  где q - иррегулярность поверхности Х ,  рав
ная размерности пространства регулярных дифферен
циальных 1 -форм аа Х . 

Лит. : [ 1 ] Алгебраические поверхности , м . ,  1 96 5  (Труды 
МИАН СССР,  т. 75 ) .  Вип. С.  Rулипов. 

РОД ЦЕЛО И ФУНК:ЦИИ - целое число, равное паи
большему из чисел р и q в представлении целой функции 
/ (z) в форме 

z z• z P 

f (z ) = z�eQ <z> П"' ( 1 - -z- ) е -,;-;
+ 

2а�+ . .  .+ ра� , (*)  
k = l  a k 

где q - степень многочлена Q (z) , а р - наименьшее 
целое , удовлетворяющее условию 

� "' __ 
1 
__ < оо  

�k = I i a k !P + l  
. 

Число р паз . р о д  о м п р  о и з в е д е н и я , участ
вующего в формуле (* ) · 

Лит. : L 1 ] Л е в и н Б. Я . ,  Распределение корней целых 
функций, М. , 1 956 .  А . Ф .  Леоптьев. 

РОД ЭЛЕМЕНТА а р и ф м е т и ч е с к о й  г р у п п ы
совокупность элементов группы единиц G Z связной ал-
гебраической !О-группы G, сопряженных с данным зле
ментом а в группах GQ и GZ для всех простых р , где 

р iQ ,  z р - соответственно поле рациональных чисел и 
кольцо целых р-адических чисел;  к л а с с элемента а 
определяется как его класс сопряженности в G :Е • Число 
непересекающихся классов ,  на к-рые распадается род 
элемента а, конечно [ 1 ] ,  обозначается fa (a) и наз . ч и с
л о м к л а с с о в в р о д е э л е м е н т а а . Возии
кающая здесь функция f 0 на G Z является важной 
арифметич .  характеристикой, выражающей отклоне
ние от локально-глобального припципа в вопросах со
прнженности . Вообще говоря , fa (a) > 1 .  Более того , 
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если группа G полупроста , а группа GZ бесконечна , то 
sup fa (а)= оо для любой арифметич . подгрупiiЫ Не 
а е Н 
cGZ (см . [ 1 ] ,  [ 3] ) .  Рассмотренные понятия представля-
ют естественную модификацию соответствующих клас
сич . понятий из теории квадратичных форм и приме
няются при исследовании финитной аппроксимируе
мости арифметич. групп относительно сопряженности 
(см. ( 2 ] ) . 

Лит . :  [ 1 ]  П л а т  о н о в В. П. , <<Докл. АН СССР», 1 97 1 ,  
т .  2 0 0 ,  No 4 ,  с .  793-9 6 ;  [2] П л а т  о н о в в .  П. , М а т в е е в 
Г. В . , «Докл. АН БССР», 1 97 0 , т. 1 4 ,  J'& 9, с. 7 7 7-79 ;  [3] 
Р а п и н ч у  к А.  С. , <<Докл. АН БССР», 1 98 1 ,  т. 25, J'& 2 ,  
с .  1 0 1 -04 .  А .  С. Рапиичуп. 

РОДРИГА ФОРМУЛА - 1 ) Р . ф . - формула,  свя
зывающая дифференциал нормали n к поверхности с 
дифференциалом радиус-вектора r поверхности в глав
ном направлении : 

dn = - k1dr или dn = - k2dr, 
где k1 и k2 - главные кривизны . 

Формула получена О .  Родригом (0 .  R odrigues , 18 15 ) .  
А . Б .  Иваиов . 

2) Р .  ф .- представление ортогональных многочле
нов через весовую функцию с помощью дифференци
рования . Если весовая функция h (х) удовлетворяет 
дифференциальному у р а в н е н и ю П и р с о н а 

h' (х) 
h (x) Ро + р,х = А (х) х Е (а Ь) q0 + q 1x + q2x• - В (х) ' ' ' 

причем на концах интервала ортогональности выполня
ются условия 

l im h (х)  В (х) = lim h (х) В (х) = 0 ,  
х�а + О  х�Ь - 0 

то ортогональный многочлен Р n (х) представляется в 
виде формулы Родрига 

Pn (х) = Сп [ h (х) вn (x) ] lnljh (х) , 

где с11 - постоянная .  Р .  ф .  имеет место только для 
классических ортогональных многочленов и для мно
гочленов , полученных из последних линейными иреоб
разованиями аргумента . Первоначально эта формула 
была установлена О. Родригом [ 1 ] для Лежан.дра мн.ого
члепов . 

Лит. : [ 1 ]  R о d r i g u е s о . ,  <<Correspondance sur I ' ]jjcole 
polytechnique», 1 8 1 6 ,  t .  3 ,  р ,  3 6 1-85 .  Л. R. Суетии . 

РОЖДЕНИЯ И ГИБЕЛИ ПРОЦЕСС - марковекий 
процесс с состояниями О, 1 , 2, . . .  , в к-ром за время 
(t ,  t+h) возможны переходы из состояния n в состоя
ния п+ 1 и n-1  с вероятностями Лп (t)h+o (h) и 1-'-п ( t)h+ 
+о (h) соответственно , а вероятность остальных пере
ходов равна о (h) . При специальном выборе коэффици
ентов размножения Лп (t) и гибели 1-'-п (t) получаются 
частные случаи , к-рые дают удовлетворительное опи
сание различных реальных процессов : радиоактивных 
превращений, работы телефонных станций, эволюции 
биологич . популяций и т .  д. Использованию Р .  и г .  п .  
в Приложениях способствует простота уравнений для 
первходных вероятностей , к-рые часто удается найти в 
явном виде . Напр . ,  в случае пуассоновского процесса 
Лп ( t)= Л , 1-'-п (t)= О ,  вероятности Рп (t) (Рп (t) - веро
ятность нахождения в момент времени t в состоянии 
n , если процесс начался из состояния О) удовлетворяют 
системе уравнений: 

Р� (t ) = -ЛР0 ( t ) 
Р� ( t ) = -I..P n  ( t ) + Л.Pn-l  ( t ) , n � 1 .  

Решение этой системы :  

Pn (t ) = (��)n е-Лt , n = O , 1 , 2 , . . .  n .  
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Более общим является процесс , для к-роrо A.11 (t)= nЛ, 
!1 12 ( t) = O .  Этот тип процесса был впервые изучен 
Дж. Юлом (G .  J ule , 1 924) в связи с математич . теорией 
эволюции . П р  о ц е с с Ю л  а является частным слу
чаем п р о ц е с с а ч и с т о г о р а з м и о ж е и и я ,  
к-рый получается и з  общего Р .  и г .  п . ,  если положить 
Лп (t) = Лт !А-п (t) =О .  Е сли Лп растут очень быстро , то за 
конечное время можно с положительпой вероятностью 
пройти по всем состояниям и тогда 

Условие 
�:= О Pn (t) < 1 

� 00  Р 11  ( t ) = 1 "-'n= O 
для процесса чистого рю!Мвожения выполняется тогда 
и только тогда , когда расходится ряд � 1 //..11 •  Есл)l 
Л 11 ( t) = nЛ+ v, !A-п (t) = n/1 ,  то Р .  и г .  п .  представляет 
собой ветвящийся пр оцвсс с иммиграцией, в к-ром со
стояние n означает число частиц, причем каждая ча
стица за время (t , t+ h) с вероятностью 11h+ o  (h) поги
бает , с вероятностью t..h+ o (h) делится на две и, кроме 
того ,  извне иммигрирует одна частица с вероятностью 
vh+ o  (h) . Если v= O,  то получится простейший в е т
в я щ и й с я п р о ц е с с б е з и м м и г р а ц и и .  
Если Л= О,  а v > О, то  этот вид процесса с иммиграцией 
можно применить к описанию работы телефонной си
стемы с бесконечным числом Jiиний . Состоянием тогда 
является число занятых линий. Коэффициент размно
жения Л11 (t) = v  характеризует поступающий поток 
вызовов, а 11 - длительность разговора . 

Лит. : [ 1 ] Ф е л л е р  В . ,  Введение в теорию ве:{!оятностей 
и ее приложения , пер . с англ . , т. 1 - 2 ,  М. , 1 9 64-6 7 ;  L2] С е в а
с т ь я н о в Б .  А. ; Теория ветвящихся процессов ,  в кн . :  Итоги 
науки. Серия Математика,  т. 1 4- Теория вероятностей. Мате
матическая статистика. Теоретическая кибернетика. 1 967 , М . ,  
1 9 68 ,  с .  5 - 4 6 ;  [3] С а а т и Т .  Л. , Элементы теории массового 
обслуживания и ее приложения, пер . с антл. , М . ,  1 96 5 .  

В .  П.  Чистяпов. 

РОЖДЕНИЯ ОПЕРАТОРЫ - семейство замкнутых 
линейных операторов {а* (!) ,  / Е Н }, где Н - пек-рое 
гильбертоно пространство , действующих в Фо10а про
страпстве , построенном над Н, и являющихся сопря
женными к уничтожения оператор ам {а (!) ,  f E H }. 

Р. А .  Миплос . 

РОЗЫ - плоские кривые, уравнения к-рых в поляр
ных координатах имеют вид 

p = a sin k<p , 

где а и k - постоянные . Е сли k= тln - число рацио
нальное , то Р . - алrебраич . кривая четного порядка .  

k=J k =2 

Порядок Р .  равен 
т+п,  если т и n -
нечетвые числа ,  и ра
вен 2 (m+ n) ,  если 
одно из чисел т или 
n - нечетвое . Вся 
кривая расположена 
внутри круга радиу
са а, состоит из кон
груэнтных лепестков 
(см. рис ) Если k -
целое , то Р .  состоит 
из k лепестков при 
k нечетном и из 2k 
лепестков при k чет
ном . Если k= тln и 
т ,  n - взаимно про
стые , то Р. состоит 
из т лепестков , ког
да т и n иечетные , 

и из 2m лепестков , если одно из чисел т ипи n явля
ется четным. 

При иррациональном k лепест_ков бесконечное мно
жество . Р. относятся к семепству циклоидальных 
кр ивых . Р .  являются гипоциклоидами,  если k > 1 ,  и 
эпициклоидой , если k < 1 . 

С семейством циклоидальных кривых Р . связаны и 
тем ,  что они являются подэрами эпи- и гипоцинлоид 
относительно центра их неподвижпого круга . 

Длина дуги Р .  выражается: эллиптич. интегралом 
2-го рода . Площадь одного лепестка : S= лa2/4k .  

Р .  ваз . также к р и в ы м и Г у и д о Г р а н д и 
( G .  Grandi ) ,  впервые описавшего их в 1728 .  

Лит. :  [ 1 ] С а в е л о в А .  А . , Плоские кривые, М . ,  1 960 .  
Д .  Д .  Сопмов. 

РОЛЛЯ ТЕОРЕМА: ес.ц:и действительная функция 
f непрерывна на век-ром отрезке [ а ,  Ь ] ,  имеет в каждой 
его внутренней точке конечную или определенного знака 
бесконечную производную , а на его концах принимает 
равные значения , то на интервале (а, Ь) существует по 
крайней мере одна точка , в к-рой производпая функции 
f равна пулю . 

Геометрич .  смысл Р .  т .  состоит в том, что на графике 
функции /, удовлетворяющей условиям Р .  т . ,  сущест
вует такая точка (s , f ( s) ) , а < s < Ь, что в ней каса
тельная к графику параллельна оси х . 

Механич . интерпретация Р .  т .  означает , что для ма
териальной точки , непрерывно двигающейся по пря
мой и вернувшейся через нек-рый промежуток времени 
в исходную точку, существует момент времени ,  в к-рый 
ее мгновенная скорость равнялась нулю . 

Впервые теорема была получена для алгебраич . мно
гочленов М .  Роллем [1 ] . 

Лит. :  [ 1 ] R о 1 1  е М . , Tra ite d ' a1gi!bre , Р . , 1 69 0 ;  [2] Н и
к о л ь  с к и й  С. М . , Курс математического анализа , 2 изд. , 
т . 1 ,  М . ,  1 9 7 5 .  Л .  Д Кудрявцев. 

РОМБ - плоский четырехугольник с равными r.то
ронами . Р. можно рассматривать как частвый случай 
параллелограмма ,  у к-рого или две смежные стороны 
равны, или диагонали взаимно перпендикулярны , или 
диагональ делит угол пополам . Р .  с прямыми углами 
ваз .  квадратом . в сэ-а . 

РОМБЕРГА МЕТОД ,  п р  а в и л о Р о м б е р  г а , 
метод вычисления определенного интеграла , основан
ный па Ричардсона экстр аполяции . Пусть вычисляется 
значение 1 нек-рого функционала , при этом вычисляе
мое приближеиное значение Т (h) зависит от параметра 
h, так что в результате вычисления получается прибли
женное равенство 1 ==: Т (h) ,  Пусть известна информа
ция о поведении разности 1 - Т (h) как функции от J� , 
а именно: 

(1 ) 
где т - натуральное число и а зависит от прибlшжае
мого функционала и той функции , на к-рой он вычисля
ется , от способа приближения и (слабо) от h. Если на
ряду с Т (h) вычислено Т (2h) , то способ Ричардсона 
дает для I приближение 

1 ""'  2тт (h) - т (2h) -
2m- 1 

· (2) 

Это приближение тем лучше , чем слабее а из равенства 
( 1 )  зависит от h . В частности, если а от h не зависит , то 
в (2)  имеет место точное равенство . Р .  м. применяется к вычислению интеграла 

1 = � � f (х) dx . 

Промежуток [0 ,  1 ]  взят для простоты записи,  он может 
быть любым нонечным.  Пусть 

def [ 2k 1 J T �o0 = 2 - k - l ! (0) + 2 �
i =� ! UГ ") +/ (1 ) , (3) 

k = O, 1 , 2 ,  . . . . 



1053 РУЛЕТТА 1054 

Вычисления в Р. м. сводятся к составлению следующей РОСТА ИНДИКАТРИСА, и и д и к а т о р ц е л  о й  
таблицы: ф у  и к ц и и , - величина 

Тоо Tol Т о2 To , n- 1 Топ h ( ) - 1-. - ln l t ( reiФ ) I  

Т 1о Тн Т12 Т1 , п - 1 - ep -- r�� rP ' 
Т п - 2 .  о 
Т n- 1 ,  О 
Т по , 

Т n - 2 , 1 
T n - 1 , 1 

Т n- 2 , 2 

где первый столбец состQИТ из квадратурных сумм (3) 
формулы трапеций . Элементы ( l+ 2)-го столбца подуча
ются из элементов ( l+ 1)-го столбца по формуле 

22l + 2т т k + 1 , z - 111 
_______ __.: ,  k = O , 1 , 2 ,  . . .  , n - l - 1 .  (4) 221 + 2 _ 1  

При составлении таблицы главная часть вычислитель
ного труда затрачивается на вычисление элементов 
первого столбца . Элементы следующих столбцов вычис
ляются чуть сложнее нонечных разностей. 

Каждый элемент Т kl таблицы есть квадратурная 
сумма, приближающая интеграл 

l � Tkl ·  (5) 

Узлами квадратурной суммы Т11 1  являются точки 
j2 - k - l , j = O , 1 , 2, . . . , 211 + 1 ,  а ее коэффициенты 
положительные числа . Квадратурная формула (5) точ
на для всех многочленов степени не выше 2l+ 1 .  

В предположении, что подинтегральная функция 
f (х) имеет непрерывную провзводную порядка 2l+2 
на [О , 1 ] ,  разность I- Т kl имеет представление вида 
( 1 ) ,  в к-ром т= 2l+ 2 .  Отсюда следует , что элементы 
(l+ 2)-го столбца , вычисляемые по формуле (4) , явля
ются улучшениями по Ричардсону элементов (l+ 1 )-го 
столбца . В частности, для погрешности квадратурной 
формулы трапеций справедливо представление 

I - т ko = - 1"1Т h2 , h = 2 - k ,  s E [O ,  1 J ,  

и способ Ричардсона дает более точное приближение 
к / :  

Z. Tk + 1 , 0 - Tko 
3 

, k = O, 1 ,  2 , . . .  , n - 1 . 

Т111 оказывается квадратурной суммой формулы Симп
сона , и т .  к .  для погрешвости этой формулы справед
ливо представление 

ti iV>  (ТJ) 4 
I - T111 = - 1 8 0 

h ,  h = 2 - 1t - 1 , ТJ Е [О , 1 ] ,  

то снова можно воспользоваться способом Ричардсона 
и т. д .  

В Р.  м .  в качестве приближения к I берется Тот при 
этом предполагается , что существует непрерывная 
производпая f<2n >  (х) на [ 0 , 1 ] .  Ориентировочное пред
ставление о точности приближения Т оп можно полу
чить, сравнивая Т011 и Т1 ,  11 - 1 · 

Впервые метод изложен В .  Ромбергом [ 1 ] .  
Лит. : [ 1 ]  R о т Ь е г g W. , <<Kgl. norske vid.  scl skabs for

handl . » , 1 955 ,  Bd 28 ,  .М 7 ,  s . 3 0 - 36 ;  [2] В а u е r F. L . , R u
t i s h а u s е r Н . ,  S t i е f е 1 Е . , «Proc. Symp. Appl. Math . » ,  1 963 ,  v.  15 ,  р. 1 99-218 .  И .  П. Мысовс"uх . 

РОМБИЧЕСКАЯ СЕТЬ , к о и ф о р м н о-ч е б ы-
m е в с к а я с е т ь , - сеть , в каждом четырехуголь
нике к-рой, образованном двумя парами линий различ
ных семейств , стороны равны с точностью до бесконечно 
малых 1 -го порядка . На поверхности вращения ее асим
п тотическая сеть есть Р .  с. Напр . ,  на гиперболоиде 
вращения его прямолинейные образующие составляют 
Р .  с .  А. В .  Ива'ШЮ. 

характеризующая рост целой функции f (z) конечного 
порядка р > О  и конечного типа а вдоль луча arg z= ep 
при больших r (z= relФ) . Напр . , для функции 

f ( z ) = e(a- ib) zP 

порядок равен р и Р .  и .  равна h (ер) = а cos рер + Ь  sin рер ;  
для функции в in  z порядок р= 1 и h (rp)= l sinep l .  Функ
ция h (ер) всюду конечна , непрерывна , имеет в каждой 
точке провзводную слева и справа , имеет провзводную 
всюду, кроме , быть может , счетного множества точек ; 
всегда h (ер) ..";: а  и имеется , по крайней мере , одно ер ,  
когда h (<р) = а ;  обладает характерным с в о й с т в о- м 
т р и  г о н о м е т р и  ч. в ы п у к л  о с т и, т .  е .  еслп 

h (ер1 ) ".;;;; н (ер1 ) ' h (ср2) � н (ер2) ' 
Н (ер) = а  cos рср + Ь  sin рер ,  

CJ!1 < ера , CJ>a - <p1 < min ( 1t/p , 2n.) ,  
то h (<р) ..;; н (<р) , <pl ..;;; <р � CJ!2 · 
Выполняется неравенство 

1 f (reiiP) 1 ....:;; e[h(q>) + e] rP , r > ro (е) , Ve > 0 ,  
где r0 ( е )  не  зависит о т  ер .  

Р .  и.  вводится также для функции, аналитической в 
угле и имеющей в этом угле конечный порядок или уточ
ненный порядок и конечный тип . 

Лит. :  [ 1 ] Л е в 11 н в. Я. , Распределение норней целых 
фуню:щй, М. , 1 9 56 ;  [2] М а р ц у 111 е в и ч А. И. ,  Теория ана
литичес«их фушщий, 2 изд. , т. 2, м. ,  1 968 .  А .  Ф. Леонтьев. 

РОСТОК - термин, означающий точечную локализа
цию различных математич. объектов (Р .  функций, Р .  
отображений, Р .  аналитических множеств и т .  п . ) .  
Пусть , напр . ,  х есть точка топологич . пространства и 
F - пек-рое семейство функций , определенных в ок
рестности х (каждая в своей) . Функции j,  g считаются 
эквивалентными (в точке х) , если они совпадают в пек
рой окрестности х . Класс эквивалентности по этому 
отношению наз . р о с  т к о м ф у н к ц и й  класса F 
в точке х .  Так определяются Р .  непрерывных функций, 
дифференцируемых функций в точках дифференцируе
мого многообразия , голоморфных функций в точках 
комплексного многообразия и т. п .  Если семейство F 
обладает пек-рой алгебраич . структурой, то множество 
Р. функций семейства F наследует эту структуру (опе
рации при помощи представителей классов) .  В частно
сти , Р. голоморфных функций в точке z образуют коль
цо . Элементы поля частньiх этого кольца паз . р о с  т 
к а м и м е р о м о р ф н ы х ф у н к ц и й в точке z .  

Аналогично определяется Р .  семейства подмножеств 
топологич . пространства .  Напр . ,  в точках аналитич. 
многообразия есть Р .  аналитических множеств (класс 
эквивалентности определяется по совпадению в окрест
ности данной точки) . На Р .  семейств подмножеств есте
ственно определяются теоретико-множествеиные опе
рации и отношения . Понятие Р .  имеет смысл и для 
других объектов , определенных на открытых подмно
жествах :rопологич. пространства.  

См. также А па.яити.ческая функция , Мераморфпая 
фуппция , Пучок .  

Лит. : [ 1 ]  Г а н н и н г Р . ,  Р о с  с и Х. ,  Аналитические 
фуннции многих номпленсных переменных, пер с англ . ,  М , 
1 969 . Е. М. Чирпа. 

РОТОР - то же , что вихр ь .  
РУЛЕТТА - павванне плоской кривой, рассматри

ваемой как траектория точки , жестко еняванной с пек
рой кривой, катящейся по другой неподвижиой кри
вой. В случае , когда окружность катится по прямой, 
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Р .  есть циклоида ; если окружность катится по окруж
ности - циклоидальная пр ивая ; если по прямой катится 
гипербола ,  эллипс или парабола - Ш турма кр ивая . 
Траектория точки эллипса , катящегося по др . эллипсу, 
паз. э п и э л л и п с о м. Каждая плоская кривая 
многими способами может быть рассмотрена как Р . ;  
на пр . ,  всякая кривая может быть образована качением 
прямой по эвмюте . 

Лит. : [ 1 ] С а в е л о в А. А . , Плоение нривые, М . , 1 960 .  
Д .  Д Сохо.л.ов. 

РУНГЕ ОБЛАСТЬ, о б л а с т ь Р у  н г е п е р  в о
г о р о д  а ,- область G в  пространстве сп комплексных 
переменных (z1 ,  . . .  , zп) , обладающая тем свойством, 
что для любой голоморфной в G функции f (z1 , Zп) 
существует Последовательность многочленов 

сходящаяся в G к f (z1 , . . .  , zп) равномерно на каждом 
замкнутом ограниченном множестве Ec;G. Определение 
Р .  о. в т о р о г о р о д а получается отсюда заменой 
последовательности (*) последовательностью рацио
нальных функций {Rk (z1 , . . .  , zп) }k=l · При n= 1 всякая 
односвязная область является Р .  о. первого рода , вся
Iщя область - Р .  о. второго рода (см. Рунге теорема) . 
При n � 2 не всякая односвязная область есть Р .  о . 
и не всякая Р .  о .  односвязна . 

Лит. : [ 1 ] Ф у  R с Б. А ,  Специальные главы теории анали
тичесних фуннций многих номпленсных переменных, М . ,  1 96 3 ; 
[2] В л а д и м и р о в В. С , Методы теории фуннций многих 
номпленсных переменных ,  М. , 1 96� .  Е. П. До.л.жепхо. 

РУНГЕ ПР А ВИЛО - один из методов оценки по
г решиости формул численного интегрирования .  Пусть 
R= hkM - остаточный член формулы численного ин
тегрирования , где h - длина отрезка интегрирования 
или какой-то его части, k - фиксированное число и М -
произведение постоянной на производкую подинтег
ральной функции порядка k-1  в какой-то точке про
межутка интегрирования . Если J - точное значение 
интеграла , а I - его приближенное значение , то J = 
= I+hkM. 

Согласно Р.  п .  вычисляется тот же самый интеграл 
по той же формуле численного интегрирования ,  но 
вместо h берется величина h/2 .  При этом, чтобы получить 
значение интеграла по всему отрезку, формула интег
рирования применяется дважды. Если производная , 
входящая в М, меняется не сильно на рассматриваемом 
промежутке, то 

R - hkM - I, - 1  
- -

1 - -
f
-

' 

2k -1 

где 11 - значение интеграла , вычисленное по h/2 .  
Р .  п .  используется и при численном решении диффе

ренциальных уравнений . 
Правило предложено !\ .  Рунге (С.  Runge , нач . 2О в . ) . 
Лит. : ! 1 1 Б е р е з  и н И. С. , Ж и д н <> в Н. П . ,  Методы 

вычислений,  3 изд. , т. 1 ,  М. , 1 9 6 6 ;  2 изд.� т. 2, М. , 1962 ; [2] 
Современные численные методы решения ооынновенных диффе
ренциальных уравнений, пер. с англ. , М. , 1 979 .  

А . Б . Иваиов. 
РУНГЕ ТЕОРЕМА - теорема о возможности поли

номиальных приближений голоморфных функций, впер
вые доказанная R. Рунге (С. Runge, 1885}. 

Пусть D - односвязная область на плоскости комп
лексного перемениого z. Тогда всякая функция /, 
голоморфпая в D , приближается равномерно внутри D 
многочленами от z. Точнее, для любого комиакта Kc;D 
и любого е > О найдется многочлен р (z) с комплексны
ми коэффициентами такой, что 1 / (z) - p (z)l < е для 
всех z E K .  

В иной формулировке: любая функция / ,  голоморф
пая в односвязной области DcC , представляется в 
виде ряда из многочленов от z ,  абсолютно и равномерно 
сходящегося к f внутри D . 

Эквивалентная формулировка Р .  т . :  пусть К 
комиакт на комплексной плоскости С со связным до
полнением с-......к ;  тогда всякая функция , голоморфпая 
в окрестности К,  равномерно на К приближается много
членами от z. В такой форме Р .  т. есть частный случай 
Мервеляна теоремы .  

Р .  т .  паз .  также следующая т е о р е м  а о р а ц и о
н а л ь н ы  х п р и б л и ж е н и я х: всякая функция 
j,  голоморфпая в области DcC , равномерно внутри D 
приближается рациональными функциями с полюсами 
вне D .  

Р .  т .  имеет многочисленные применекия в теории 
функций комплексного перемениого и в функциональ
ном анализе . Аналог Р .  т .  справедлив на некомпактных 
римановых поверхностях . Обобщением Р .  т. для функ
ций многих комплексных переменных является теорема 
Ока - Вейля (см. Ока теоремы) . 

Лит. :  [1 ] М а р  R у ш е в и ч А. И. , Rратний нурс теории 
аналитичесних фуннций, � изд. , М. , 1 9 7 8 ;  [2] Ш а  б а т в. В . , 
Введение в номпленсный анализ,  2 изд. , ч. 1 ,  М. , 1 97 6 .  

Е .  М. Чирха. 
РУНГЕ - КУТТА МЕТОД - одн:ошаговый метод чи

сленного решения задачи I\оши для системы обыкно
венных дифференциальных уравнений вида 

и' = f (t , и) .  (1 ) 

Основная идея Р . - R .  м. была предложена R .  Рунге 
[ 1 ]  и развита затем В .  Rутта [ 2] и др.  Первоначально 
эта идея использовалась лишь для построения явных 
схем Р . - R .  м. , к-рые разыскивались в виде 

где 
YJ + l = YJ + 't' �;= l  Aiki , (2) 

Yj + a � и (tJ + a.'t') ,  kl = f (tj , Yj) , 

kп= f ( tJ + CX.п't', Yj + 't' �:�\ �пm km) , n = 2 , 3 , . . . , q ,  

при этом значения постоянных A i, CX.n, �nm • i= 1 , 2 , . . . , q ;  
n= 2,  3 ,  . . .  , q ;  т= 1 ,  2 , . . .  , n-1 , определялись из 
требования , чтобы логрешиость равенства (2)  на точ
ном решении уравнения ( 1) имела возможно высокий 
порядок малости в сравнении с шагом 't' для любых урав
нений вида ( 1 ) .  

В отличие о т  А дамса метода и др. многошаговых ме
тодов , Р . - R. м. , как и всякий одношагоный метод, не 
требует предварительного построения начала таблицы 
значений приближенного решения и дает возможность 
вести вычислительный процесс при естественных для 
уравненИЯ ( 1 )  начальных условиях , что позволяет ис
пользовать его непосредственно и в случае неравно
мерных сеток . Однако поскольку в этом методе не ис
пользуется информация о решении в предыдущих узлах 
сетки, то он, вообще говоря , оказывается локально 
менее экономичным, чем,  напр . ,  метод Адамса . 

Наиболее широко известным (см . ,  напр . ,  [3 ] )  среди 
Р . - R. м. является метод 

f YJ + I = YJ +в 't' (k1 + 2k2 + 2kз + k4) , 

k1 = f ( tJ , Yj) ,  k2 = f ( ti + ; 't', YJ +f -rkl ) • 

kз = f ( ti+f 't', YJ + { 't'k2 ) , k4 = f (tJ + 't', YJ + 't'kз) ,  

принадлежащий зависящему от двух свободных пара
метров семейству методов четвертого порядка точности 
вида (2) с q=4 .  Популярен и простейmий явный P . 
R .  м. первого порядка точности , получающийся из 
(2 )  при q= 1 .  Этот метод известен под названием м е т о
д а Э й л е р  а .  При значениях q , равных 2 и 3, из (2)  
могут быть найдены семейства Р . - R. м. второго и 
третьего порядка точности , зависящие от одного и двух 
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свободных параметров соответственно . В случае q > 4 методы, напр . метод 
имевшее место ранее соответствие между значением q 1 ( f ( + ) )+ и порядком точиости метода уже нарушается . Р . - К .  м.  У i +1 = Yj+z т: 1 ( t j • Уj+ 1-т: t j т:, У j + 1 
вида (2) пятого порядка точности удается построить 

) лишь при q= 6 ,  шестого - при q= 7 ,  седьмого - при + f (tj+т:, Yj+ 1) 
q = 9  и т .  д. В этом случае с увеличением значения q 
на единицу расширение множества подлежащих вы
бору в (2) постоянных А i , an, �nm часто оказывается 
уже недостаточным, чтобы удовлетворить условиям, 
возникающим из требования повышения на единицу 
порядка точности явного Р . - К .  м. С целью увеличе
ния числа выбираемых в (2) параметров можно рассмот
реть , папр . ,  следующее обобщение конструкции одно
шаговых методов , основанных на идее К .  Рунге : 

kп= f  ( tj+ctп't, Yj+'t�:= l �пmkm ) , 

n = 1 , 2 ,  . . . , q .  
(3) 

Методы вида (2) , (3) в общем случае являются уже 
неявными , что значительно осложняет их численную 
реализацию: величины kп ,  n= 1 , 2, . . .  , q , на каждом 
шаге приходится находить из системы, вообще говоря , 
пелинейных уравнений (3) . Однако за счет достигнутого 
здесь значительного увеличения числа подлежащих вы
бору констант такие методы приобретают следующее 
свойство (см. [ 4] ) :  для каждого значения q существует 
веяввый Р . - К .  м. порядка точности 2q. Кроме того , 
при таком расширении класса Р . - Н .  м. появляются 
методы , хорошо ориентированные на случай жестких 
дифференциальных сиетеж . 

Имеется еще одно видоизменение (см . ,  напр . ,  [5 ] ) 
идеи Н .  Рунге конструирования одношаговых методов 
численного решения уравнений вида ( 1 ) . Именно , ис
ходя из ( 1) записывается равенство 

и (t j+т:) - и (t j) = т: � � f (t j+ат:, и (t j+ат:) ) da. 

Приближенное представление последнего интеграла 
квадратурной формулой с q узлами дает 

и ( tj+т:) � и ( tj) +т: �:= 1 Ai/ (tj+aiт:, и ( tj+aiт:) ) . (4) 
Если выбор узлов ai и коэффициентов А i • i= 1 , 2 ,  . . .  , 
q , рассматриваемой квадратурной формулы подчинить 
условиям 

n = 1 , 2, . . .  , р - 1 , 
(5) 

то погрешность приближенного равенства (4) будет 
величиной порядка т;Р + 1 • При р <= 2q система уравне
ний (5) разрешима и приближенное равенство (4) может 
быть построено . Аналогично можно записать прибли
женные равенства для неизвестных величин и (tj+aiт:) , 
входящих в правую часть (4) , при этом требования к их 
точности могут быть понижены на порядок, и т .  д .  

В качестве примера так построенного одношагового 
метода ниже приводится (см. [6 ] )  метод третьего порядка 
точности предсказывающе-исправляющего характера: 

1 Yj + l / 4 = Yj+t; т:f (tj , Yj) , 

Yj + 1 /2 = Yj++ •t ( tj++ т:, Yj + 1 / 4 ) ' 

Yiн= Yj+ т:f ( tj +-} т:, Yj + l /2 ) . 

Yj + 1 = Yj+{- т: ( f (tj , Yj) +4f ( t i ++ т:, Yj + 1 / 2 ) + 

+f (tj+т:, Уiн> ) . 

Если положить в (4) одно из значений ai равным 
единице , на этом пути можно строить также и веяввые 
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второго порядка точности. 
Рассмотренные выше па примере уравнений вида ( 1 )  

подходы к построению численных методов могут быть 
распространены на обыкновенные дифференциальные 
уравнения высших порядков (см . [6 ] , [ 7 ] ) ,  а также 
использованы при конструировании разностных схем в 
случае дифференциальных уравнений с частными про
взводными . 

Лит . . [i] R u n g е С . ,  <cMath. Ann •. 1 8 9 5 ,  Bd 4 6 ,  S. 1 6 7 -
1 7 8 ;  [2] К u t t а w. , « Z .  Math und Phys.• .  1 9 0 1 , Bd 4 6 ,  S. 
435-5 3 ;  [3] Б а х в а л о в Н. С. Численные методы, 2 изд. , 
М. , 1 97 5,. [4] В u t с h е r J. с . ,  «Math. Comp.• ,  1 96 4 ,  v. 1 8 ,  р .  
50-6 4 ;  L5] Б о б к о в В. В . ,  «Весцi АН БССР. Сер. фiз .-мат. 
навук• , 1 96 7 , No �. с .  27 -35 ; [6] Н р ы л  о в В. И. ,  Б о б
к о в В .  в . ,  М о н а с т ы  р н ы й П. И. , Вычислительные ме
тоды , т. 2 , М , 1 97 7 ;  [7 ] Н о л л а т ц Л. , Численные методы 
решения дифференциальных уравнений, пер . с нем . , М. , 1 9 5 3 .  

В .  В .  Вобпов. 
РУЧЕК ТЕОРИЯ - один из методов изучения тополо

гич . многообразий, основанный на представлении мно
гообразия в виде объединения топологич. шаров с ве
пересекающимися внутренностями и специальным обра
зом пересекающимися краями . 

Пусть мп есть п-мервое многообразие , k - такое 
целое число ,  что О ...,.;: k ...,;: n , и пусть топологич . шар Н 
является образом гомеоморфвого отображения 
h :  Bk х вп - k - мп, где вт обозначает стандартвый 
т-мерный шар с центром в точке О. Тогда пара (Н, h) 
(или просто Н) паз . р у ч к о й  и в д е к с а k в многооб
разии мп. Гомеоморфизм h ваз . х а  р а к  т е р и с
т и ч е с к и м о т о б р а ж е н и е м р у ч к и Н, 
диск h (Bk Х О) - с р е д и в н ы м, а диск h (О Х 
х вп - k) - с е к у щ и м. Сфера h (дBk X O) паз . п р  и
к л е и в а ю щ е й (или п о д о ш в е в н о й) сферой , 
а сфера h (O X дBn - k) - с е к у щ е й. Пространство 
h (дВk х вп - k) ваз . п о  д о ш в о й  р у ч к и  Н. 

Если многообразие мп кусочко линейно, то имеет 
смысл говорить о кусочпо линейных ручках ,  имея в 
виду кусочную линейность характеристич. отображе
ния . Точно также в случае гладкого многообразия 
мп можно говорить о гладких ручках . 

Пусть (Н, h) - ручка индекса k в многообразии 
мп, Р - ее подошва и М� - такое подмногообразие 
мп, ЧТО н n м� =Р .  Операция перехода от многообра
зия М� к многообразию M�= M� U H паз . о п е р  а
ц и е й п р и к л е и в а в и я р у ч к и индекса k . 
Вложение f = h  k n k паз . п р и к л е и в а ю щ и м  

1 дВ Х В  -
о т о б р а ж е в и е м. С точностью до веподвижвого 
на М� гомеоморфизма многообразие М� полиостью 
определяется приклеивающим отображением f и не за
висит от объемлющего многообразия М. Если f -
произвольвое вложение дВk Х вп - k  в дМ� , то резуль
тат приклеивавия ручки по вложению f можно описать 
так: M�= (M� U (Bk x вn - k))lcn, где отношение экви
валентности сп поро>Кдево ото>Кдествлением точек 
дВrе х вп - k  и дМ� по ВЛО>Кевию f . Операция перехода 
от дМ7 к дМ� ваз . с ф е р и ч е с к о й п е р е
с т р о й к о й. По аналогии с этим приклеивание ру
чек ваз . иногда п р  и с т р о й  к а м и. Многообразия , 
получающиеся приклеивавием ручки по изотопным вло
жениям,  гомеоморфпы . На рис . 1 изобра>Кево приклеи
ванне трехмерных ручек индексов 1 и 2. Приклеиванне 
к м7 ручки индекса о состоит в добавлении к м� 
отдельно взятого шара размерности n. Добавление 
ручки индекса n заключается в заклеивании п-мервым 
шаром одной ив компонент дМ�. 
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Если многообразие м1 и приклеивающее вложение 
f : дВ" х вп - k -+ дМ1 кусочво линейны, то многообра
зие М�, получающееся приклеивавием ручки по вло
жению j, также кусочво линейно . В случае гладких 
м1 и f многообразие М� обладает естествеивой гладкой 

структурой во всех точ-а ках , кроме «угловых>> 
точек , объединение к-рых 
совпадает с краем подош-

/ вы ручки . Эту структуру 

Рис. 1 .  

, можно единствеиным об
разом продолжить до 
гладкой структуры на 
всем М�. Такое продол
жение паз . с г л а ж и в а
и и е м у г л о в .  В глад
ком случае операцию 
сглаживания углов вклю
чают в операцию прикле-
инавил ручки . Прикле

иванне гладкой ручни полиостью определяется при
клеивающей сферой вместе с тривиализацией ее нор
мального расслоения . 

П редставлевие компактного многообразия М" в 
виде объединения конечного упорядоченного семейства 
ручек в М" ваз . р а з л о ж е в и е м мп в а р у ч н и, 
если наждая следующая ручка первсекается с объедине
нием предыдущих в точности по своей подошве . Дру
гими словами , мп допуснает разложение на ручки , 
если его можно получить из шара (или из пустого 
множества) последовательным приклеивавием ручен . 
Аналогично , под разложением пары (М" , М�) , где М� 
подмногообразие многообразия мп , понимается пред
ставление М" в виде результата последовательных 
приклеивавий ручек к М�. В частиости , р а з л о ж е
в и е м б о р  д и з  м а ( W, М0 , М1) в а р у ч к и  ваз . 
разложение пары ( W, M0 X l) ,  где M0 X l - воротник 
М0• Разложение на ручки векомпактвого многообразия 
мп состоит из бесконечного числа ручек.  При этом 
обычно требуется , чтобы разложение было локальво 
конечным, т. е .  чтобы каждый компакт в М" пересе
калея тольно с конечным числом ручек. 

Применяя приведение в общее положение секущих 
сфер уже принлееввых ручен и подошвеивой сферы при

Рис. 2 .  

клеипаемой ручки и заме
няя приклеивающие ото
бражения на изотопные , 
можно добиться , чтобы 
ручки одного индекса не 
первсекались и чтобы ин
дексы последовательно 
принлеиваемых ручен не 
убывали . Такое разложе
ние на ручни ваз . п р  а
в и л  ь в ы  м .  

Каждое нусочво ливей
вое многообразие раснла
дывается на кусочво ли
нейные ручки . Если Т 
триангуляция мп и т· -
ее второе барицентриче-
ское подразделение , то в 

качестве ручек индекса k можно взять замннутые 
звезды в Т" барицентров k-мерных симплексов Т (см . 
рис. 2 ; определение звезды дано в ст . Ком плеr;с ) .  

Существует тесная связь между разложевиями глад
кого многообразия Af" на гладние ручни и гладкими 
функциями на Af" с невырожденными нритич. точка
ми - Afopca фунr;ция;м,и .  Эта связь заключается в сле
дующем. Пусть х0 - такая критич. точка индекса k 

функции Морса f : М" -+ R ,  что для вен-роrо е > О в 
прообразе отрезка [f (x0)-e ,  f (xo )+el нет других кри
тич.  точек , и пусть М с= {х Е М" : f (х)  ...:с } . Тогда 
многообразие М /(х,) + е получается из многообразия 
М/(х,)-е приклеивавием гладной ручки индекса k .  
Таким образом , каждая функция Морса на компактном 
многообразии М" порождает разложение М" на глад
кие ручки, причем число ручек индекса k в этом разло
жении совпадает с числом критич. точек индекса k .  
Этим доказывается существование разложения любого 
гладкого многообразия на гладкие ручки . Обратно, 
каждое разложение М" на гладкие ручки порождево 
век-рой функцией Морса на мп. 

Сложнее обстоит дело с разложением на ручки топо
логич. мвогообразий. Известно , что любое замкнутое 
топологич. многообразие размерности п ;;;;;. 5 расклады
вается на топологич. ручки . Многообразия размернос
ти п ..,.: 3 комбиваторво триавгулируемы и поэтому 
раскладываются на ручки . Доказано , что существует 
многообразие размерности 4, не допускающее разло
жения на ручки . 

Если в правильном разложении на ручки многообра
зия М" последовательно стянуть все ручки на их ере
диввые диски, то получится r>леточное пространство 
К. Каждой ручке индекса k в разложении М" отвечает 
k-мервая клетка в r>леточно;м, разбиении пространства 
К. Пространство К имеет тот же го;м,отопичесr>ий тип , 
что и М". В случае замкнутого М" пространство К 
совпадает с мп . 

Из определения ручки следует , что каждая п-мервая 
ручка Н индекса k является одновременно ручкой ин
декса п-k. Если Pk - подошва Н кан ручки индекса 
k, а Pn- k - подошва Н как ручки индекса п-k, то 
Pk U Pn- k= дH и Рk П Рп - k= дР k= дРп- k · Каждое 
разложение замкнутого многообразия Af" ва ручки 
по рождает т. в. д в о й с т в е в в о е р а з л о ж е
в и е М" на ручки . Двойственвое разложение состоит 
из взятых в обратном порядке ручек исходного разло
жения , причем каждая ручr<а индекса k считается уже 
ручкой индекса п-k. Этот факт служит геометрич. ос
новой Пуанкаре двойственности.  Если многообразие 
М" имеет край , то двойственное разложение можно 
рассматривать как разложение пары (M" U (дМ" Х l) ,  
дМ" Х l) . 

Пусть Н1 , Н.2 - вепересекающиеся ручки индекса k ,  
приклееиные к мвогообрааию мп с односвязным краем 
по вложениям j1 j2 : дВk х вп - k -+ дМ" . Пусть k ;;;;. 2 
и п-k ;;=. 2 ,  а [ /) обозначает элемент группы Л k - 1  (дМ") , 
определяемый отображением j. Тогда вложение /2 
изотопво в д (М" U Н1) такому вложению f; :  дВ k Х 
х вп - ll -+  дМ" , что [j;) = [/1 1+ 1/2) .  Это означает , что 
многообразия M" U H1 U H2 и M" U H1 U H� , где н; 
ручка, приклееиная по вложению j; , гомеоморфвы . 
Операция перехода от многообразия мп U Н 1 U Н 2 к 
многообразию мп u н1 u н; паз . с л о ж е в и е м 
р у ч е к . 

Пусть многообразие М� получено из многообразия 
Af1 последовательным приклеиванпем ручки Н1 ин
декса k и ручки Н2 индекса k + 1  так , что подошвенная 
сфера ручки Н 2 травевереально пересекает секущую 
сферу ручки Н1 ровно в одной точке . Тогда эту пару 
ручек можно устранить . Это означает, что существует 
гомеоморфизм М� на Af1, не подвижный вне окрестно
сти H1 U H2 • Операция устранения иногда ваз . с о к
р а щ е н и е м д о п о л н и т е л ь в ы х р у ч е к .  
Сложение ручек и сокращение ручек можно произво
дить , оставаясь в рамках кусочво лилейной или гладкой 
категории . С помощью сокращения ручек индексов О 
и 1 можно , вапр . ,  любое разложение на ручки связного 
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компактного многообразия мп заменить на равложение 
с ровно одной ручкой индекса О. Если мп односвязно и 
п > 5 ,  то,  складывал и сокращал ручки ,  можно любое 
разложение на ручки свести к разложению с минималь
ным числом ручек , совместимым с гомологич. структу
рой мп . 

Пусть (Н, h) - топологич. ручка индекса k в кусоч
но линейном многообразии мп , причем характеристич . 
отображение h кусочно линейно в окрестности дВk х  
х вп - k.  Существует ли неподвижная на окрестности 
дВk х вп - k  ивотопил отображенил h, выпрямляющая 
ручку Н, т. е. переводящая ее в кусочно линейную руч
ку? Если бы ответ на этот вопрос был всегда положи
тельным, то на каждом топологич. многообразии можно 
было бы внести кусочно линейную структуру, согласовы
вал структуры на координатных окрестностях с помо
щью выпрямления кусочно линейных ручек одной ок
рестности внутри другой . На самом деле ответ зависит 
от индекса k и размерности п ручки Н. Если п ..".;: 3 
или п ;;::;: 5 и k =1= 3, то любая ручка выпрямляема . Из
вестно, что при п ::;", 5 существуют невыnрлмляемые 
ручки индекса 3, nричем nреплтствие к выnрямлению 
лежит в группе ;Е 2 • В размерности 4 ручки индексов О 
и 1 выпрямляемы,  а индексов 2 и 3 , вообще говоря , 
нет . Преплтствием к сглаживанию кусочно линейных 
ручек служат т. н. груnпы Милнора Гk · 

Лит . :  [1 ] С м е й  л С . ,  «Математика>>, 1 9 62 ,  т. 6 ,  М 3 , 
с. 1 38 - 5 5 ;  [2] е г о ж е, там же, 1 9 6 4 , т. 8 ,  М 4, с . 95- 1 08 ;  
[3] е г о ж е ,  «Успехи матем. наую>, 1 9 6 4 ,  т.  1 9 ,  в .  1 ,  с .  1 25-38;  
(4] К i r Ь у R .  С. ,  S i е Ь е п m а n n L.  С . ,  «Ann. Math.  
Stud . >> ,  1 9 7 7 ,  М 88 ;  [5] Р у р к  R . ,  С а н д е р с о н  Б. , Введение 
в кусочно линейную топологиR!J пер . с англ. , М . , 1 97 4 ; [6] Р о х
л и н В. А . ,  Ф у  к с Д. Б. , .ttачальный курс топологии. Гео-
метрические главы, М. ,  1 977 . С. В .  Матвеев. 

РУЧНОЕ ВЛОЖЕНИЕ - вложение топологич. 
полиэдра Р в nространство IRn такое , что существует 
гомеоморфизм IRn на себя , при к-ром Р nереходит в 
прямолинейный nолиэдр . Тогда Р наз . р у ч н ы м. 
В nротивном случае Р наз . д и к и м, а вложение -
ди��:и.м вложеnие.М . М. И. Войцеховс"ий. 

РУШЕ ТЕОРЕМА: пусть f (z) и g (z) - регулярные 
аналитич . функции комплексного nеремениого z в об
ласти D ,  простал замкнутал нусочно гладкая кривая Г 
вместе с ограничиваемой ею областью G nринадлежит 
D и всюду на Г выnолняется не равенство lf (z) 1 > 1 g (z) 1 ; 
тогда в области G сумма f (z)+ g (z)  имеет столько же 
нулей ,  сколько и f (z) . 

Эта теорема была получена Э .  Руше [ 1 ) .  Она является 
следствием аргумента пр инципа , и И3 нее в свою оче
редь получается основная теорема алгебры многочле
нов .  

Справедливо также о б о б щ е н и е Р .  т .  для много
мерных голоморфпых отображений, папр . в следующем 
виде . Пусть / (z )= (/1 (z) , . . .  , fп (z} ) и g (z )= (g1 (z ) ,  . . .  , 
gn (z)) - голоморфвые отображения области D комп
лексного пространства l[;n в l[;n , п ;;::;: 1 , с изолирован
ными нулями , пусть гомеоморфная сфере гладкая 
поверхность Г вместе с ограничиваемой ею областью G 
принадлежит D и всюду на Г выполняется перавенство 

1 f (z) 1 = У 1 /1 (z ) 12+ · · · + 1 f n (z) 1 2 > 1 g (z )  1 · 

Тогда отображение / (z) + g (z) имеет в G столько же 
нулей , сколько и f (z) . 

Лит . :  ( 1 ] R о u с h е Е . ,  <<J .  Ecole polyt . >> , 1 85 8 ,  t. 21 ; 
[2] М а р к у ш е в и ч А. И. , Теория аналитических функций, 
2 изд. , т. 1 ,  М. , 1 96 7 ;  [3] Ш а б а т Б.  В. , введение в комплек
сный аналиэ'р 2 изд. , ч. 1 - 2 ,  М. , 1 9 7 6 .  Е.  Д. Соло.меицев. 

РЭЛЕЯ АСПРЕДЕЛЕНИЕ - непрерывное распре
деление вероятностей с плотностью 

f Х - Х2 / 2 О2 
р (х) = · а• е , х > О ,  

t o  , х .;;;; о , 
зависящей от .масштабного пapaJJtempa а > О . Р .  р .  

3 4 *  

имеет положительную асимметрию, его  единственная 
мода находится в точке х= а. Все моменты Р. р. конеч
ны , математич. ожидание и дисперсия равны соответ-
ственно (' � а и 2а2 ( 1 - � ) . Функция распреде
левил Р .  р .  имеет вид 

f 1  - e - x'f2 a2 0 F (х) = ' х > ' 
' О , х .;;;; О .  

Р . р .  является частным случаем распределения с плот
ностью 

2 xn - 1 e - x'f2 a' , 
2п; 2 аnг ( � ) 

при п= 2 и ,  следовательно , nри а= 1 Р .  р .  совnадает с 
расnределением арифметического квадратного корня ив 
случайной величины , имеющей «хи-��:вадраm>> распреде
лепие с двумя степенями свободы .  Иначе , Р .  р. может 
быть интерnретировано как расnределение длины век
тора в nрямоугольпой системе координат на nлоскости , 
координаты к-рого независимы и имеют нормальное 
распределепие с параметрами О и а2 • Аналогом Р .  р .  в 
3-мерном пространстве служит М а,;свелла распределе
пие . 

Р .  р .  находит основное применевне в теории стрельбы 
и статистич.  теории связи . Р. р. впервые рассмотрено 
Рэлеем ( R a yleigh ,  1880) , как распределение результи
рующей амnлитуды nри сложении гармонич . колебаний. 

Лит. : [ 1 ] С т р е т  т Д ж.  В .  (л о р  д Р э л е й) , Волновая 
теория света,  пер . с англ . ,  М.- Л. , 1 94 0 . А .  В. Прохоров. 

РЭЛЕЯ УРАВНЕНИЕ - нелинейвое обыкновенное 
дифференциальное уравнение 2-го порядка 

x+ F (х) +х = О , X = dxjdt , 

где функция F (и) удовлетворяет nредnоложению: 
иF (и) < О при малых 1 и 1 ,  
иF (и) > О при больших 1 и 1 · 

Р . у . описывает типичную нелинейную систему с од
ной степенью свободы , в к-рой возможны авто,;олеба
ния . Названо по имени Рэлея ( R a yleigh) , изучавшего 
уравнение такого типа в связи с задачами акустики [ 1 ) .  

Если уравнение ( * )  продифференцировать,  а затем 
положить у= :Х:, то получится Льепара уравпен,ие 

ii+f ( y) y +y = O ; f (и) = F' (и) . 
Частным случаем Р .  у. при 

F (и) = - Л.  (и-�· ) , Л = const , 

является Ван дер Поля уравнение . Иногда Р .  у. паз . 
частный случай уравнения ( * ) :  

;;·- (а -Ь;2) х+х = О , а >  О ,  Ь > О . 
Имеется большое число работ , в к-рых выясняются 

условия существования и единственности устойчивого 
предельного ци��:ла у Р. у. , то есть условия возникнове
ния автоколебапий. Вопрос о периодич. решениях 
изучалсл и для различных обобщений Р .  у . , напр . 
для 

где е (t) - периодич.  функция . 
С и с т е м о й т и п а  Р э л е л часто IШ3 . урав-

не ни е 
_;: + F  (;; ) + G (х) = Н  ( t , х ,  ;;) , 

x E IRn, F : IR n ---+ IRn, G · IRn ---+ IRn , 
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причем обычно предполагается , что 
F = grad / , f : Р._п __,. R ,  / Е С1 , 
G = grad g ,  g : IR_n __,. IR_ , g E C2 , 

а Н - ограниченная и периодическая по t вектор
функция . Представляет интерес получение достаточ
ных условий существования периодич . решений таких 
систем . 

Лит . :  [ 1 ] С т р е т  т Дж. В .  (л о р  д Р э л е й) ,  Теория 
звука, пер. с анrл. , 2 изд. , т.  1 , М.- Л. , 1 9 5 5 , [2] Ч е з а р и  Л. , 
Асимnтотичесиое nоведение и устойчивость решений обыиновен
ных дифференциальных уравнений, пер. с анrл . ,  М. , 1 964 .  См. 
таиже лит. при ст. Лъе'Шlра уравн.ение .  Н. Х . Роаов. 

РЯД, б е с к о н е ч н а я с у м м а ,- последова
тельность элементов (паз . ч л е н а м и д а н н о г о 
р я д  а) нек-рого линейного топологич . пространства и 
определенное бесконечное множество их конечных сумм 
(паз .  ч а с т и ч н ы м и с у м м а м и р я д а ) , для 
к-рых определено понятие предела .  Простейшими при
мерами Р .  являются следующие . 

Однократные числовые ряды.  Пара последователь
ностей комплексных чисел {ап } и {sп } таких , что 

Sn = a1 + a2 + · · · + am n = 1 , 2, . . . , (1 ) 
паз . ч и с л о в ы м (о д н о к р а т н ы м) р я д о м и 
обозначается так: 

или 
(2) 

Элементы последовательности {а п }  паз . ч л е н  а м и 
р я д а, а элементы последовательности {sп } - его 
ч а с т и ч н ы м и с у м м а м и,  причем an паз. п-м 
членом Р .  (2) , а sn - его частичной суммой порядка n .  
Р .  (2) однозначно определяется каждой и з  двух после
довательностей {ап } и {sп }: члены последовательности 
{sп } получаются из членов последовательности {ап } по 
формуле (1 ) , а последовательность {а п }  восстанавли
вается по последовательности {sп }  согласно формулам 

a1 = s1 ,  a n + 1 = Sn + 1 - Sn o  n = 1 , 2 , . . .  
В этом смысле изучение Р .  равносильно изучению пос
ледовательностей: для каждого утверждения о Р .  мож
но сформулировать равносильное ему утверждение о 
последовательностях . 

Р .  (2) паз . с х о д  я щ и  м с я, если последовательность 
его частичных сумм {s" } имеет конечный предел 

s = l im s n ,  
n-+ CII> 

к-рый паз . с у м м о й Р .  (2) , и пишут 

s = � a". 

Таким образом, обозначение (2) применяется как для 
самого Р . , так и для его суммы . Если последователь
ность частичных сумм Р. (2) пе имеет конечного предела ,  
то  он  паз .  р а с х о д  я щ и  м с я .  

Примерам сходящегося Р .  является сумма членов 
бесконечной rеометрич . прогреесии 

(3) 

при условии , что l q l < 1 . В этом случае ее сумма равна 
1 �"" 1 -1- ,  то есть q"=-1 - . Если же l q l ;;;;;, 1 , то Р .  
- q  n=l -q 

( 3) дает пример расходящегося Р .  
Если Р (2) сходится , т о  последовательность его чле

нов стремится к нулю: 
l im an = O .  

n-+ "" 

Обратное утверждение неверно : последовательность 

членов { � } гаржоничесr�ого ряда 
1 1 1 1 + т +з + · · · +п+ · · ·  

стремится к нулю , однако этот Р .  расходится . Ряд 

� оо  an + k  паз . о с т а т к о м порядка n Р . (2) . Если 
�k=l 
Р .  сходится , то каждый его остаток сходится . Если 
нек-рый остаток Р .  сходится , то и сам Р .  сходится . Если 
остаток порядка n Р. (2) сходится и его сумма равна 
rпо то есть rп= �==1an + k • то 

Если Р. (2) и ряд 
(4) 

СХОДЯТСЯ , ТО СХОДИТСЯ И ряд 

� ( ап+ Ьп) , 

паз . с у м м о й  рядов (2) и (3) ,  причем его сумма равв:а 
сумме этих Р .  

Если Р .  (2) сходится и Л- комплексное число, то ряд 
�Лап о  паз .  п р о и з в е д е н и е м Р .  (2) на число Л, 
также сходится и �Ла"=Л�а". 

Условие сходимости Р . ,  не использующее попятие 
его суммы, дает Коши пр итерий сходимости Р .  

Если все члены Р .  (2) являются действительными 
числами: а" Е IR , то Р .  (2) паз . действительным . Важ
ную роль в теории Р .  играют действительные Р .  с в:е
отрицательными членами: 

� а", а ... :;;;;. о , n = 1 ,  2 , • .  . . (5) 

Для того чтобы Р .  (5) сходился , необходимо и дос
таточно, чтобы последовательность его частичных сумм 
была ограничена сверху. Если же он расходится , то его 
частичные суммы стремятся к бесконечности: 

lim s" = + оо ,  
n-+ ex> 

поэтому в этом случае пишут 

� а"= + оо . 
Для Р .  с неотрицательпыми членами существует много 

различных признаков сходимости . Основными являются 
следующие . 

П р и з н а к  с р а в н е н и я . Если для Р .  (5) и 

(6) 
с пеотрицательными членами существует такая посто
янпая с > О, что О ...;;: an ...;;: сЬп о  то из сходимости Р .  
(6) следует сходимость Р .  (5) , а и з  расходимости Р .  
(5) - расходимость Р .  (6) . 

При применении признака сравнения для исследова
ния сходимости заданного Р. с неотрицательными чле
нами часто оказывается целесообразным выделить глав-

1 пую часть его п-го члена относительно n при n - оо в 

виде � (а - пек-рая постоянная) , а в качестве Р . ,  
nor. 

с к-рым сравнивается данный Р . ,  взять ряд 

�== 1 :а. , ct E IR , (7) 

сходящийся при Gt > 1 и расходящийся при Gt ...;;: 1 .  
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Как следствие признака сравнения в случае , когда в Р .  паз.  у с л о в в о с х о д  я щ и  м и с я .  Примером 
качестве Р. сравнения взят Р (7) , получается следую- условно сходящегося Р .  является ряд 
щее правило : ecJJИ � "' ( - l )n - • . l im па ап = Ь , ""-�n= l n 

то при а > 1 и О ""  Ь < + оо Р .  (5) сходится , а при а "" 1 и О < Ь "" + оо Р .  (5) расходится . 
Следствиями признака сравнения являются также 

Д 'А ламбера пр иапап и Коши пр иапап сходимости чис
ловых рядов с положительными членами . Для таких 
Р. имеются еще Бер трапа пр иапап , Гаусса пр иапап, 
Ермапова пр иапап ,  Куммера пр иапап, Раабе пр и
апап .  

И н т е г р а л ь н ы й  п р и з н а к  с х о д и м о с
т и дает достаточные условия сходимости Р .  (5) с не
отрицательными членами, образующими убывающую 
последовательность : an ;;;:,: an+ I ;;;;. О, n = 1 ,  2 , . . .  
Пусть Р .  (5) таков , что для него существует функция f 
определенная и убывающая при х ;;;:,: 1 ,  у к-рой ее зна
чения в целочисленных точках совпадают с членами 
давиого ряда: j (п) = ап. n= 1 ,  2 , . . . . Тогда если sп
частичвые суммы , а rп - остатки ряда (5) ,  то для них 
имеют место следующие оценки: 

\ + «> j (x) dx <. rп o;;;;; \ + «> f (x) dx J n + l  J п 
11 

где с - век-рая постоянная , а 
l im 8n= 0 . 

n = 1 , 2 ,  . . .  , 

Поэтому Р .  (5 )  сходится тогда и только тогда , когда 
сходится интеграл 

r + «> J I j (x ) dx .  

Если же  Р .  (5 )  расходится ,  т о  его частичные суммы sn 
растут так же , как интегралы 

� �+ 1 
j (x) dx , 

т .  е .  sn асимптотически равны указаиным интегралам : 

r п + 1 Bn '"" J 1 f (х) dx, n --+ + оо .  

Для Р .  (5) ,  члены к-рого образуют убывающую пос
ледовательность , имеет место т е о р е м а К о ш и:  
если члены Р .  (5) убывают, то он сходится или расходит
ся ОJХВовремевво с рядом 

�:= 1 2ka2 k . 

Необходимым условием сходимости Р .  (5) с убываю
щей последовательностью членов является условие 

an = о ( � ) , n --+ 00 . (8) 
Пример расходящегося ряда 

� «> 1 

""-�n= 2 n ln n  
показывает , что условие (8) не является достаточным 
для сходимости Р .  (5) с убывающей последовательностью 
членов . 

Важный класс числовых Р .  составляют абсмютпо 
сходящиеся ряды, т. е. такие Р. (2) ,  для к-рых сходятся 
ряды � lan l · Если Р .  абсолютно сходится , то он просто 
сходится и его сумма не зависит от порядка следования 
слагаемых . Сходящиеся , во не абсолютно сходящиеся 

Сумма условно сходящегося Р .  зависит от порядка его 
членов (см . Римапа теорема о переставовке членов 
ряда) :  каковы бы ни были а и � .  принадлежащие 
множеству действительных чисел , дополненному бес
конечностями + оо и - оо ,  а "" � . можно так переста
вить члены любого условно сходящегося Р . , членами 
к-рого являются действительные числа , что для час
тичных сумм sn полученного Р. будут иметь место ра
венства 

lim sn= a , lim sn= � . n->-"' 
Таким образом, для условно сходящихся Р .  не  имеет 

места коммутативный закон сложения . Не для всех 
Р .  оказывается справедлив и ассоциативный закон сло
жения: если Р. расходится , то Р . ,  полученвый из дав
иого последовательвой группировкой его членов ,  может 
сходиться , причем его сумма зависит от способа груп
пировки членов исходного Р .  На пр. ,  ряд 

1 - 1 + 1 - 1 +  . . .  + (-1)n - l +  . . .  
расходится , а ряды ( 1-1 )+ ( 1 -1 )+ . . .  и 1 -(1 -1 )
(1 -1 )  - . . .  , полученвые из него попарной группиров
кой его членов , сходятся и имеют различные суммы . 
Однако если Р .  сходится , то, конечно , всякий Р . ,  
получающийся последовательвой группировкой его 
членов ,  сходится , и его суммой является сумма дав
иого Р . ,  ибо последовательность частичных сумм но
вого Р .  есть подпоследовательность частичных сумм 
исходного р .  

Среди Р .  с членами разных знаков выделяют звако
чередующиеся Р . ,  для к-рых имеется Лейбница пр иапап 
сходимости . Различные признаки сходимости для про
извольных числовых Р. могут быть получены с помощью 
А беля преобрааовапия сумм попарных произведевий , 
вапр . А беля пр иапап, Дедепипда пр иапап, Дир ихле 
пр иапап,  Дюбуа-Реймопа приапап сходимости Р .  

У м в о ж е в и е р я д о в .  Для умножения Р .  су
ществуют различные правила. Наиболее известно пра
вило Коши, согласно к-рому при перемвожевии рядов 
(2) и (4) евачала суммируются по конечным «диагона
лям» попарные произведения ambm т. е. такие, у к-рых 
сумма индексов т+ n имеет одно и то же значение: 

Ср = � атЬп , ""-�m+n = p  �9) 
и ряд�ср, членами к-рого являются получевные суммы, 
ваз . п р о и з в е д е н и е м  данных Р .  Это правило 
умножения Р. подсказывается формулой умножения 
степенных рядов: 

Пусть Р. (2) , (4) ,  (9) сходятся и 

� am= a, � Ьп= Ь ,  � ср= с .  
Если Р .  (2) и (4) абсолютно сходятся, то Р .  (9) также 

абсолютно сходится и аЬ=с .  Если Р. (2) абсолютно 
сходится, а Р. (4) сходится , то сходится Р. (9) и а Ь= с 
(т е о р е  м а М е р т е в с а) . Если же ряды (2) и (4) 
условно сходятся , то Р .  (9) может не сходиться; вапр . ,  
ряд 
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условно сходится , а ряд (�"' ( - 1�- ' ) ' = 
"""n= 1 V n 

= �:= 1  (-1)n - 1 L;= 1 V i< V�- k + 1  
расходится . Если все три Р .- (2) , (4) ,  (9)- сходятся, 
то аЬ= с .  

П римером другого правила умноженил Р .  л�ллетсл 
суммирование сначала попарных произведении ambn, 
у к-рых произведение индексов тп имеет фиксирован
ное значение 

::Е ер = ambm mn = p 
и определение произведения рядов (2) и ( 4) как ряда 
�с р · Это правило умноженил Р .  подсказывается фор
мулой умноженил Дир ихм рядов: 

� am � Ьп � ер 
� тЖ � пЖ 

= � рЖ • 

Встречаются также Р . ,  члены к-рых an занумерованы 
всеми целыми числами n=O , ± 1 , ± 2 ,  . . . . Они обозна
чаются: 

(10 ) 
Р .  (10) наз . с х о д  л щ и  м с л, если сходятся ряды 

�== l an - 1  И � == l  a _ m  

и сумма этих Р . наз . суммой Р . ( 10) . 
Числовыми Р .  более сложной структуры являются 

кратпые ряды, члены an, . . . nm к-рых снабжены 
мультииндексами, где n11. - натуральные числа,  k= 
= 1 , 2, . . .  , т, т= 2 , 3, . . . . В теории кратных Р . 
рассматриваются различные типы частичных сумм: тре
угольные 

Sn = �k, + . . .  +km .,; п ak, km • 
прямоугольные 

s = � n, . . . �а т а ' n, . . . nm """k, = 1 """kм= l k, . km 
сферические 

s = � ak k r > O  r """k� + . . . + k�.,; r• ' т ' ' 

и др . В зависимости от выбора типа частичных сумм 
определяется понятие суммы кратного Р .  как соответ
ствующего их предела .  В случае т= 2  кратный Р .  ваз . 
двойпыж рядож . Для кратных Р . ,  в отличие от однократ
ных, члены Р .  уже могут не определяться заданием 
множества частичных сумм:, т. е . ,  вообще говоря , для 
того чтобы кратный Р .  был определен , необходимо за
дать как кратную последовательность членов Р . , так и 
множество его частичных сумм. 

В математич. анализе находят применевне не только 
сходлщиесл Р . ,  но и расходлщиесл . Для последних 
разработаны разнообразные методы суммирования . 

В виде сумм числовых Р .  записываютел многие важ
ные иррациональные постоянные , напр . :  

е= �"' 1.. , :rt2 = 6 �"' 4-, �n= o n ! �n= l n 

а также значения определенных интегралов,  первооб
разные подинтегральных функций к-рых не выражаются 
через элементарные функции : 

r 1 arctg x dx= �
.. 

( - 1 )n - t 

j о х """n= 1 ( 2n - 1 )2 ' 

r 1 x -X dX = �<X> 2... . J o """п = l пп 

Функциональные ряды. Ф у н к ц и о н а л ь н ы м 
(о д н о к р а т н ы м) р л д о м 

(1 1 ) 
ваз . пара функциональных последовательн?стей {ап (х) } 
и {sп (х) } , состоящих из числовых функции , определен
ных на век-ром множестве Х и таких , что 

sп (х) = а1 (х) + а2 (х) т · · · + ап (х) , n = 1 , 2, . . . . 

Как и в случае числовых Р . ,  элементы последователь
ности {ап (х) } ваз . ч л е н а м и Р .  ( 1 1 ) , а последова
тельности {sп (х) } - его ч а с т и ч н ы м и с у м м а
м и. Р. ( 1 1 ) наз. с х о д  л щ и  м с л н а м н о ж е
с т в е Х, если при любом фиксированном х0 Е Х схо
дител числовой ряд 

П р  и м е р . Ряд 
� ею zn 

= ez 
"""n= O  nJ 

сходится на всей комплексной плоскости , а ряд 

�00 n ! zn , z E IC ,  """п= О 
только при z= O .  

Сумма сходлщегося Р .  непрерывных , иапр . на век
ром отрезке , функций не обязательно является непре
рывной функцией, напр . ряд 

1 + �, "' xn - 1  (х- 1 ) """n= l 
сходится на отрезке [ 0 , 1 ] , его члены непрерывны на 
этом отрезке , а сумма 

{ О если О � х < 1 , 
s (x ) = 1 : если х = 1 

разрывиа в точке х= 1 .  Ряд услов�й ,  при к-рых на 
функциональные Р .  переносятся своиства непрерывнос
ти, дифференцируемости и интегрируемости конечных 
сумм соответственно непрерывных , дифференцируемых 
или интегрируемых функций, формулируегсл в терми
нах равномерной сходимости рядов (см . Равпо:мер по 
сходящийся ряд) .  

Р л д ы и з м е р и м ы х, ф у н к ц и й. Пусть Х -
измеримое по Лебегу подмножество п-мерного евклидова 
пространства IRn , ft - мера Лебега и члены ak (х) ряда 

(1 2) 
являютел измеримыми почти всюду конечными на Х 
функциями, принимающими значения из расширен
ной числовой прямой (т . е .  наряду с деiiствительными 
числами они могут принимать значения + оо и -оо ) . 
Если Р .  ( 12) сходител почти всюду на множестве Х ,  
то его сумма s (х) также является измеримой функцией 
и, в силу Егорова теоремы ,  для любого Е > О сущест
вует такой компакт ЕсХ , что ft (Х"'-Е) < Е, а Р . ,  
членами к-рого являются сужения: ak (x) i н  функций 
ak (х) на компакте Е, сходител на нем равномерно и 
его суммой является s (x) l н - сужение суммы Р .  ( 1 2) 
на рассматриваемом компакте.  

Пусть L Р ( Х) , 1 ..;;:: р ..;;:: + оо , - пространство функ
ций f : Х -+ IR соответственно с нормой 

11 f 1/р = ( � 
Х 

\ f (х) J P dx у/Р 
при 1 ..;;:: р < + оо и с нормой 

1 1 f lloo = sup vr·ai 1 f (х) 1 
х е Х  
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при р= оо .  Р .  ( 1 2) наз .  с х о д я щ и м с я  в простран
стве Lp (Х ) ,  если последовательность его частичных 
сумм {sп (х) } сходится в Lp (Х) и ее предел s(x) наз . 
суммой Р .  (1 2) в этом пространстве : 

s (х) = � ak (х) в Lp (Х) . 

Если Р .  ( 12) сходится в Lp (Х) и s (х) - его сумма, 
то существует подпоследовательность последователь
ности его частичных сумм, к-рая сходится к s (х) почти 
всюду на Х .  

П о ч л е н н о е и н т е г р и р о в а н и е р я д о в .  
Обобщением теоремы о почленном интегрировании рав
номерно сходящихсл Р .  являются следующие теоремы . 

Т е о р е  м а 1 .  Если существует такал суммируемая 
на множестве Х функция f , что для всех т= 1 ,  2 , . . .  
и всех х Е Х  частичные суммы sп (х) Р .  ( 1 2) удовлетво
ряют неравенству 

1 sm (х) 1 <:, f  (х) ,  

Р .  ( 1 2) сходится почти всюду на Х и его сумма равна 
s (x) , то 

� х s (х) dx = � х [�ak (x)] dx= � �Х ak (х ) dx . (13) 

Т е о р е м а 2 . Если ak (x) E Lp (X) ,  s (x) E Lp (X) ,  
1 < р < + оо , t-tX < + оо,  и последовательность ча
стичных сумм {sт(х)} Р. ( 1 2) слабо сходится на мно
жестве Х к функции s(x) (т . е .  для любой функции 
b = b(x) ELq(x) ,  1 fp + 1fq = 1 , выполняется условие 

l i m  ( s-sm , b )=l im  5 [s (x)-sm (х) ] Ь(х) dx=O) , 
m� Ф m-+ oo Х 

то имеет место формула ( 13) .  
Можно почленно интегрировать и Р .  ( 1 2) ,  все члены 

к-рых неотрицательны на множестве Х .  'У таких Р .  
последовательность и х  частичных сумм в каждой точке 
х Е Х возрастает и потому имеет конечный или беско
нечный предел, к-рый наз . значением суммы s (х) рас
сматриваемого Р .  в этой точке . 

Т е о р е м  а 3 .  Если члены Р .  ( 12) неотрицательны , 
то имеет место формула ( 13 ) .  

В предположениях теоремы 3 обе части формулы ( 1 3) 
могут обратиться в + оо .  Достаточные условия их ко
нечности даются следующей теоремой . 

Т е о р е м  а 4 .  Если члены Р .  ( 1 2) неотрицательны 
и интегралы от его частичных сумм sm (х) ограничены в 
совокупности: 

� х sm (х) dx ,.;;;;, с ,  где с -постоянная , 
т = 1 ,  2 ,  . . .  , 

то сумма s (х) Р .  ( 1 2) является суммируемой функцией . 
П о ч л е н н о е  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  

р я д  о в .  Пусть IR_n есть п-мерное арифметическое 
евклидоно пространство точек х= (х1 , х2 , • • • , хп) ,  х; Е IR ,  
G - открытое в IR_n множество, f : G -+  IR .  И пусть D х .f - обобщенная производпал функции f по пере-' 
менной х; ,  i= 1 ,  2 ,  . . .  , n . Если ak (x) E Lp (G) , 
D х . ak (х) Е Lp (G ) { i0 - фиксировано) , 1 "" р  "" + оо ,  

'• 
и ряды � ak (х ) ,  � Dxi, ak (х) , x E G ,  сходятся в 

Lp (G) :  s (x) = � ak (x) , a (x) = � Dx. аk (х) , то функ-
'•  

ция s (х) имеет в G обобщенную производную по пере
менной х . и Dx .  s (х) = а (х) , то есть 1.о !о 

Среди функциональных Р .  особо важную роль играют 
степенные ряды,  Фур ье ряды,  Дир ихле ряды и вообще 
Р . ,  получающие ел при разложении функций по собст
венным функциям того или иного оператора .  Многие из 
перечисленных свойств фующиональных Р .  обобщаются 
на более общие Р . ,  когда их членами являются функ
ции со значениями в линейных нормированных прост
ранствах или,  более общо, в линейных топологич . 
пространствах , а также на кратные функциональные 
Р . ,  то есть Р . ,  члены к-рых снабжены мультииндексами: 

� an, . . .  nт (х) . 
Теория функциональных рядов дает удобные и весьма 

общие методы для изучения функций , поскольку функ
ции весьма широкого класса могут быть представлены в 
определенном смысле в виде суммы нек-рого ряда эле
ментарных функций . На пр . ,  однозначная аналитич . 
функция является в окрестности каждой внутренней 
точни из множества своего определения суммой своего 
Тейлора ряда; всякал непрерывная на отрезке фуНI<
цил является суммой равномерно сходлщегося на этом 
отрезне ряда , членами к-рого являются алгебраич . 
многочлены ; наконец, для всякой измеримой и конечной 
почти всюду на отрезке [ -л , л] функции существует 
тригонометриlJ . ряд . 

�+�"" an cos nx +Ьп sin nx ,  2 �n= 1 
сумма к-рого почти всюду совпадает с заданной фунн
цией . 

Разложение функций в Р .  применяется в различных 
разделах математики: в анализе для исследования фунн
ций, при отыскании решений в виде Р .  тех или иных 
уравнений , содержащих неизвестные фуннции, напр . 
неопределенных поэффициентов .методом , Б численных 
методах для приближенного вычисления значений 
фуннций и т .  п .  Историческая справна. К понятию бесконечных сумм 
подошли еще ученые Др .  Греции , у них уже встречалась 
сумма членов беснонечной геометрич . прогреесии с 
положительным знаменателем, меньшим единицы . Как 
самостоятельное понятие Р. вошел в Математину в 
1 7  в .  И .  Ньютон ( J . Newton) и Г .  Лейбниц ( G .  Le ibn iz ) 
систематически использовали Р .  для решения как ал
гебраических , так и дифференциальных уравнений . 
Формальная теория Р .  усиленно развивалась в 18-
1 9  вв . в работах Я .  и И .  Бернулли ( J akob н n d  J ohann 
Bernoнlli) ,  Б .  Тейлора (В . Taylor) , К. Маклорена 
(С .  Maclaнrin) , Л. Эйлера (L . Eнler) ,  Ж. Д 'Аламбера 
( J . D ' Alembert) , Ж. Лагранжа (J . Lagrange) и др . 
В этот период использовались как сходшциесл , так и 
расходлщиеся Р . ,  хотя не было полной ясности в вопро
се о законности действий над ними. Точная теория Р .  
была создана в 1 9  в .  н а  основе понятия предела в 
трудах К .  Гаусса (С .  Gaнss) , Б .  Больцано (В .  Bolzano) ,  
О .  Коши (А .  Сансhу) ,  П .  Дирихле (Р . Dirichlet) , 
Н .  Абеля ( N .  Abel) , К .  Вейерштрасса ( К .  Weierstrass) , 
Б .  Римана (В . R iemann) и др . 

Лит. : [1 ] Н о л м о г о р о в  А. Н. , Ф о м  и н С .  В . ,  Эле
менты теории функций и функционального анали�а .  5 изд. ,М . ,  
1 981 , [2] Л у з и н Н .  Н. ,  Теория функций деиствительного 
переменного , 2 изд. , М . ,  1 9 4 8 ;  [3] Н и к о л ь  с к и й  С. М . ,  
Приближение функций многих переменных и теоремы вложения,  
2 изд. ,  М. ,  1 97 7 ;  [4] Х а р д и  Г. , Расходящиеся ряды,  пер . с 
англ. , М . ,  1 9 5 1 ; [5] Б а х  в а л о в Н. С . ,  Численные методы, 
2 изд. , М. ,  1 9 7 5 ;  [6 ] И л ь  и н В. А. , П о з  н я к Э. Г. , Осно
вы математического анализа , 3 изд. , ч. 1 ,  М. , 1 9 7 1 , 2 изд. , ч. 2 ,  
м. , 1 980 ; [7] Н у д р я в ц е в л .  д. , Н урс математического ана
лиза , т. 1 - 2 ,  М . ,  1 98 1 ; [8] Н и к о л ь  с н и й С. М . ,  :Курс ма
тематического анализа , 2 изд. , т. 1 - 2 ,  М . ,  1 9 7 5 ;  [9] Н е м ы  ц
к и й  в С л у д с к а я  М . ,  Ч е р н а с о в А . ,  Нурс матема
тичесно�о анализа, 2 изд. , т. 1 -2 , М.- л . , 1 9 4 4 .  

Л. Д .  Нудряоцев. 



с 
САККЕРИ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИК - четырех-

уrольник A B CD ,  имеющий при вершинах А и В 
прямые углы .и равные стороны A D  и В С . Рассматри
вался Дж. Саккерн ( G .  Saccheri , 1 733) при попытках 
доказать постулат Евклида о параллельных .  Из трех 
предположений о величипах уrлQв при вершинах С и 
D : либо углы прямые , либо углы тупые , либо острые , 
первая гипотеза является утверждением, эквивалент
ным постулату Евклида о параллельных ; вторая при
водит к противоречию с др . аксиомами и постулатами 
Евклида . Относительно третьей гипотезы Дж. С�ккери 
пришел к ошибочному выводу, что она противоречит 
др . аксиомам и постулатам Евклида . 

Лит. : [ 1 ] R а г а н В. Ф . ,  Основания геометрии , ч. 1 , 
м . - Л . ,  1 91<9 ; [2] П о г о р е л  о в А .  в . ,  Основания геомет
рии , 3 изд. , М. , 1 96 8 . А. Б. Иваиов . 

САЛОННАЯ ИГР А - игра с несколькими участни
ками , в к-рой исход определяется не только искусством 
играющих , но и случайными факторами (раскладами 
карт, выпадениями игральных костей и т. n . ) Иссле
дование С. и. (преимущественно карточных) занимает 
значительное место в игр теории .  С. и . ,  с одной сторо
ны , являются неисчерпаемым источником интересных 
с математич. точки зрения игровых моделей ;  а с дру
гой - сами являются моделями более серьезных конф
ликтов - военных, экономических и т .  n. Покер ,  пер
вая модель к-рого исследовалась Дж. Неймапом в 
1928 (см . [ 1 ] ) ,  сыграл при возникновении теории игр 
роль , аналогичную роли игры в кости в возникновении 
теории вероятностей . Позднее были построены и ре
шены многие частные модели иrр типа покера ,  а в сер .  
50-х гг . С .  Карлином (S .  K arlin) и Р .  Рестрепо (R . Rest
repo) были заложены основы общей теории а-нтагонисти
ческих игр типа «nокер» . В их модели игрок 1 (1 1 )  знает 
свою карту � (соответственно rJ) - реализацию случай
ной величины, имеющей распределение F (� ) [ соответ
ственно G (rj) ] . Стратегии игроков 1 и 1 1  представляют 
собой соответственно векторы !р (� ) и ф (rJ) , а функция 
выигрыша имеет вид 

К (q> , ф) = � � Р [ � , rJ , q> ( S) , ф (rJ)] dF (S) dG (rJ) . 

С. Карлин и Р .  Рестрепо нашли достаточно эффектив
ные методы решения подобных игр (см . [ 2]) . 

Довольно мноrо исследований было посвящено бри
джу. Ввиду того что в бридже два партнера представ
ляют собой фактически одного игрока, он является 
примером игры без полной памяти . 

Лит. :  [1 ] Н е й  м а н д ж . ,  в сб . Матричные игры, М . ,  
1 96 1 , с .  1 7  3-201< ;  [2] R а р л и н С . , Математические методы 
в теории игр ,  программировании и экономике, пер . с англ. , М. , 
1 96 t. ; [3] Т h о m р s о n  G. L . ,  в кн. : Contributions to the the
ory of games, v. 2, Princeton, 1 9 53 ,  р 267-77 .  

В .  R. ДоJКажхий. 
САМОИНЪЕКТИВНОЕ КОЛЬЦО л е в о е - коль

цо , инъективное как левый модуль над собой . Симмет
ричным образом определяется п р а в о е С. к. Клас
сически полупростые кольца и все кольца вычетов 
суть С. к. Если R - С. к. с радикалом Джекобеона 
J ,  то факторкольцо RIJ регулярно в смысле Неймапа 
(см . Регу.ляр пое ко.льцо) .  Регулярное С. к. непрерывно . 
Всякое счетное С. к .  квазифробепиусово . Левое С .  к .  
может не  быть правым С .  к .  Кольцо матриц над С .  к . 

и полное кольцо линейных иреобразований векториого 
пространства над телом самоинъективны . Кольца 
эндоморфизмов всех свободных левых R-модулей явля
ются С. к. тогда и только тогда , когда R квазифробе
ниусово. Если М - кообразующий категории левых 
R-модулей, то EndRM есть С .  к .  Если сингулярпый 
идеал кольца R равен нулю , то его инъективная обо
лочка естественным образом превращается в С. к .  
Групповое кольцо RG самоинъективно слева тогда и 
только тогда , когда R есть С .  к . ,  а группа G конечна . 
Прямое произведение самоинъективных колец самоинъ
ективно. Кольцо R изоморфно прямому произведению 
полных колец линейных иреобразований над телами в 
том и только в том случае , когда R - левое С. к .  без 
нильпотентных идеалов , каждый иенулевой левый идеал 
к-рого содержит минимальный левый идеал . 

Лит. : [ 1 ] Итоги науки и техники. Алгебра. Топология.  Гео
метрия, т .  1 1< ,  М. , 1 9 7 6 ,  с. 57- 1 9 0 ;  [2] Ф е й  с Н . ,  Алгебра : 
кольца , модули и категории , пер с англ , т. 1 -2 ,  М . ,  1 977-79;  
[3] L а w r е n с е J . ,  «Proc. Amei Math. Soc .» ,  1 97 7 ,  v .  65 ,  
М 2 ,  р .  2 1 7-20. Л. А. Спори.япов. 

САМОПЕРЕСЕЧЕНИЯ ТОЧ КА - одна из особых 
точек кривой или поверхности . См. , напр . ,  Двойпая 
точка .  

САМОПЕРИМЕТР - длина 2:rts центрально-сим
метричной замкнутой выпуклой кривой S на плоскости , 
измеренная в той метрике Минковского,  для к-рой са
ма S играет уоль единичной окружности . Всегда 3 <Et:  
<Et::rts <Et:4 (см. 1 ] ) . При обобщении на несимметричный 
случай С. приписывается направленной кривой S и за
висит от выбора начала внутри S (см . [ 2] ,  [ 3) ) . Рассмот
рен случай звездной S (см . [ 4] ) .  Существуют различные 
обобщения С .  для единичной сферы S в нормированном 
пространстве размерности , большей двух (см . [5 ] , [6 ] ) . 

Лит. : [ 1 ] Р е ш е  т н я к Ю. Г. , «Успехи мате}I. наук»,  
1 9 53 ,  т .  8,  в .  6 ,  с. 1 25-26 ; [2] С о р о к  и н В . А. � <•Уч. зап. 
Моек . гос. пед. ин-та», 1 96 5 ,  М 2 1< 3 ,  с. 1 6 0-8 5 ;  [3J С h а k e
r i а n G. D . ,  Т а 1 1  е у w . К . ,  «Arch. math . >> , 1 96 9 ,  v. 20 ,  М t. ,  р .  1< 3 1 -1<3 ; [q] G о 1 а Ь S. , <cColloq. rnath . », 1 96 6 ,  v .  1 5 ,  М 1 ,  р .  1 H -t. t. ;  [5] S с h _ii f f е r J .  J . ,  «Math. Ann .» ,  1 97 1 , 
Bd 1 9 0 ,  No 3, S. 21<2-1<7 ; [6] Р е  t t у С . м . , «Georn. dedic .» ,  
1 97 1< ,  v. 3 ,  М 1 ,  � ·  77-97.  В .  А . За.ягамер . 

САМОПРИКОСНОВЕНИЯ ТОЧКА - одна из осо
бых точек кривой или поверхности . См. ,  напр . , Д войпая 
точка . 

САМОСОПРЯЖЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ 
УРАВНЕНИЕ - линейное обыкновенное дифферен
циальное уравнение l (у)= О, совпадающее с сопряжеп
пы.м дифферепциа.льпы.м уравпепие.м l* (у)= О .  Здесь 

l ( у) = ао (t) y<n) + . . .  + ak (t )  y<n - k) + . . .  + an (t )  у, 
z• (у) = (-1 )n (аоу) <п) + · . •  + (-t )n - k (a",y) <n - k) + 

+ ·  . .  +li;.y , 
где 
y(v) = dV yjdtV , у ( · ) E Cn (/) ,  ak ( · ) E Cn - k (/) , 

а0 ( t ) :j: О ,  t E I; 
ст(/)-пространство т раз непрерывно дифференцируе
мых комплекснозначных функций на /= (а ,  � ) ;  черта 
означает операцию комплексного сопряжения .  

Левая часть всякого С .  д .  у.  l (у)= О есть сумма вы-
ражекий вида 

lsm ( у ) = (pт y<m ) ) (m ) • 
Z2m - l (у ) = Т ( ( iqm y<m - l ) ) (m ) + ( iqmy<m ) ) (m - 1 ) ] ,  
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где р т (t) , qm (t) - действительпозначвые достаточно 
гладкие функции, 1'2= -1 . С. д. у. с действительными 
коэффициентами - обязательно четного порядка и 
имеет вид 

(p0y!m>)  (m> + . . .  + (pteylm - k> ) ( m - k> +  . . . + РтУ = О  
(см . [ 1 ]  - [ 3] ) .  

Линейная система дифференциальных уравнений 

L (x) = O, L (x) """" x + A  (t) x , t E I , 
с вепрерывной комплекснозвачвой (n Х п)-матрицей 
А (t) паз . с а м о с о п р я ж е и в о й, если А (t)= 
= -А * (t) , где А *  ( t) - э_рмитово сопряженная матри
ца к матрице А (t) (см . [ 1 ] ,  [4]) . Это определение не 
согласовано с опре�левием С. д. у. Напр . ,  система 

Xt - Xg = O, х2 + Р  (t) x t = O, 
эквивалентная С . д. у.  

У+Р (t ) у = О, 
- самосопряже11вая только в том случае ,  если р ( t)=1 . 

1\раевая задача 
l (у) = О . t E A =  [to . t t ] , 
U�e (Y) = O, k = 1 ,  . . . , п , 

( 1 )  
(2) 

где Ute : Cln> (A ) - Rl - линейные и линейно веза
висимыв функционалы , описывающие краевые условия, 
паз . с а м о с о п  р я ж е н н о й , если она совпадает со 
своей сопряженной краевой задачей, то есть ( 1 )  -
С.  д. у. , а U�e (y)= Uk (Y) для всех y( · ) E Cn (A) и всех 
k= 1 ,  . . .  , n (см. [ 1 ] - [3] ,  [5 ] ) . Е сли ( 1 ) ,  (2) - самосо
пряженная краевая задача,  то справедливо равенство 
(см. Гр ина фор.мулы) 

r t, �z ( у) dt = r t , T(s) ydt J t. J t. 
для любой пары функций у ( • ) ,  6 ( · ) Е сп (А) , удовлет
воряющей краевым условиям (2) . 

Все собственные значения самосопряженной задачи 
l (у) = Лу ,  U�e (y) = O ,  k = 1 ,  . . . , п ,  

действительны , а собственные функции !р1 , !р� , отвечаю
щие различным собственным значениям Лr , Л2 , ортого
нальвы � :: iP1 (t) 1Р2 ( t )  dt = О . 

Линейная краевая задача 

L (x) = _;; + A (t ) x = O, U (x) = O , t E L\ , (3) 
где А ( t) - непрерывная комплекснозначная п Х n мат
рица , U есть п-вектор-функционал на пространстве 
С� (А) непрерывных комплекснозначвых функций х : 
А - IR.n, наз . с а м о с о п  р я ж  е н н о й, если она 
совпадает со своей сопряженной краевой задачей, 

L8 (x) = 0 , U• (x) = O , t E A , 
т .  е .  

L (x) = - L8 (x) , U (x) = U* (x) 

ДЛЯ всех х ( . ) Е с� (А) .  Самосопряженная краевая задача 
обладает свойствами, аналогичными свойствам задачи 
( 1 ) ,  (2) (см. [4] ) . 

Понятия С .  д. у. и самосопряженной краевой задачи 
тесно связаны с понятием самосопряженного оператора 
[6 ] . С. д .  у .  и самосопряженная краевая задача опре
деляются также для линейного уравнения с частными 
производными (см. [5 ] , [ 7] ) . 

Лит. : [ 1 ] Н а м и е Э . , Справочнии по обыиновенным диф
ференциальным уравнениям , пер. с нем. , 5 изд. , М. , 1 97 6 ;  [ 2] 
Н а й м а р и М. А . ,  Линейные дифференциальные оnераторы, 
2 изд. , М. , 1 96 9 ;  [З] Н о д д и н г т о н Э.  А . ,  Л е в и н с о н Н. , 

Теория обыиновенных дифференциальных уравнений, пер . с 
англ. , М. , 1 9 5 8 , [4] В л а д и м и р о в  В . С . ,  Уравнения мате
матичесиой физиии , 4 изд. , М . ,  1 98 1 ; [5] Х а  р т м а н Ф . ,  Обы
иновенные дифференциальные уравнения, пер. с англ. ,  М . ,  1 9 7 0 ;  
[6] д а н ф о р  д Н . ,  m в а р  ц Д ж. Т. ,  Линейные операторы.  
Спеитральная теория. Самосопряженные оператОI!Ы в гильбер
тоном пространстве, пер. с англ . ,  ч. 2, М. , 1 96 6 ;  [7 ] М и х а й
л о в В П , Дифференциальные уравнения в частных производ
ных,  М . ,  1 97 6 .  Е. Л.  Тон.хов. 

САМОСОПРЯЖЕННОЕ ЛИНЕИНОЕ ПРЕОБРА30 -
ВАНИЕ - линейное преобразование евклидона или 
унитарного пространства , совпадающее со своим 
сопряженным линейны.м преобрааование.м . В евклидоном 
пространстве С .  л. п. наз . также с и м м е т р и ч е с 
к и м ,  а в унитарном пространстве - э р м и т о в ы м .  
Необходимое и достаточное условие самосопряжен
ности линейного преобразования конечномерного про
странства состоит в том, что его матрица А в произволь
ном ортонормированном базисе совпадает с сопряжен
вой матрицей А * , т. е. является симметрич . матрицей 
(в евклидоном случае) или эрмитовой матрицей (в уни
тарном случае) . Собственные значения С. л. п. действи
тельны (даже в унитарном случае) , а собственные 
векторы , отвечающие различным собственным значе
ниям, ортогональны . Линейное преобразовапие конеч
номерного пространства L является самосопряженным 
тогда и только тогда , когда в L существует ортонорми
рованный базис, состоящий из собственных векторов, 
и в этом базисе записывается действительной диа
гональной матрицей. 

С .  л .  п. А наз . н е о т р и ц а т е л ь н ы м (или п о
л о ж и т е л ь н о п о л у о п р е д е л е н н ы м) , 
если (Ах, х) ;а, О для любого вектора х, и п о  л о ж и 
т е л ь н о о п р е д е л е н н ы м,  если (Ах, х) > О 
для любого вектора х =1= О .  Для неотрицательности 
(положительной определенности) нек-рого С. л .  п. в 
конечномерном пространстве необходимо и достаточно, 
чтобы все его собственные значения были неотрицатель
ны (соответственно положительны) или чтобы соответ
ствующая ему матрица была положительно полуопре
деленной (соответственно положительно определен
вой) . В этом случае существует единственное пеотрица
тельпое С. л. п. В ,  удовлетворяющее условию В2= 
= А - к в а д р а т н ы й  к о р е н ь  из С . л . п .  А.  

А . Л. Он.ищих. 
САМОСОПРЯЖЕНВЫИ ОПЕРАТОР, э р м и т о в 

о п е р а т о р , - линейный оператор А , определенный 
на линейном всюду плотном множестве D (А ) гильберто
ва пространства Н и совпадающий со своим сопряжеп
ны.м оператором А, т .  е .  такой, что D (А )=D (А * ) и 

<Ах ,  у) = <х, Ау) (*) 

для любых х , y E D  (А ) .  Всякий С .  о .  замкнут и не до
пускает расширения с сохранением равенства (* ) на 
более широкое , чем D (А ) , линейное многообразие , в 
силу чего С .  о .  наз . также г и п е р м а к с и м а л ь -
н ы м. Поэтому если А ограниченный С .  о . ,  то он опре
делен на всем пространстве Н. 

1\аждый С .  о .  однозначно определяет рааложение еди
ницы F � ,  - со  < Л< со ;  имеет место интегральное пред
ставление 

Ах = \ 00  ЛdF�x . J - oo 
где интеграл понимается как сильный предел интегра
льных сумм, для каждого х Е D (А ) и 

D ( А) = {х 1 � = 00 Л2d <Е�х , х) < со } . 

Спектр С .  о .  А не пуст и лежит па действительной 
оси . 1\вадратичная форма К (А ) = <А х , х) ,  порождеп
ная С. о . А ,  действительна , что по;�воляет ввести поня
тие полож ительного опер атора .  
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С помощью С .  о. описываются многие краевые задачи 

математич . физики . 
Лит . :  [ 1 ]  Л ю с  т е р  н и н Л. А. , С о б о л е в В. И . ,  

Элементы фу1шционального анализа , 2 изд. , М . ,  1 96 5 ;  [2] А х  и
е з е р Н. И. , Г л а з м а н И. М. ,  Теория линейных операто
ров в гильбертовам пространстве , М. , 1 96 6 ;  [3] Р и с с Ф. , 
С ё н е ф а  л ь  в и-Н а д ь Б. , Ленции по фуннциональному 
анализу, пер. с франц. ,  2 изд. , М. , 1 97 9 .  В .  И. Соболев. 

САРДА ТЕОРЕМА: пусть j : м_,.. N - отображение 
класса cr многообразий М и N размерности т и n 
соответственно ; если r > max (0, т-п) , то "ритичес"ие 
апачепия f образуют множество меры нуль . Множество 
же регулярных значений оказывается массивным и 
всюду плотным. Установлена А. Сардом [ 1 ] .  

Лит. : ( 1 ]  S а r d А . ,  «Bull .  Amer. Math. Soc.» ,  1 9�2 . v .  �8 . 
р. 883-90. 

· 
М. И. Войцеховспий. 

СБАЛАНСИРОВАННОЕ КОЛЬЦО л е в о е (п р а
в о  е) - кольцо, над к-рым все левые (правые) модули 
сбалансированы . Кольцо сбалансировано слева тогда 
и только тогда , когда все его факторкольца суть QF-1-
к о л ь  ц а ,  т .  е .  все точные левые модули над ними 
сбалансированы . В частности , кольцо сбалансировано, 
если все эти факторкольца квазифробениусовы .  Всякое 
С. к. разлагается в прямую сумму однорядного R'Ольца 
и колец матриц над локальными кольцами специального 
типа . Любое С. к. полусоверmенво. Нётерово С. к .  
оказывается артиновым. 

Лит . :  ( 1 ] Итоги науни и технини .  Алгебра . Топология. 
Геометрия,  т. 1 9 , М. , 1 98 1 , с. 3 1 -1 3 � ;  [2] Ф е й с к. , Алгебра : 
нольца , модули и натегории , пер. с англ . ,  т. 1 -2 , М. , 1 97 7-79. 

Л. А. Спорняпов. 
СБАЛАНСИРОВАННЫИ МОДУ ЛЬ - модуль 

М такой, что естественвый кольцевой гомоморфизм 
q> : R _,... EndEnd мМ, в случае правого модуля оп-

u R 
ределяемыи равенством q> (r) (т)=тr для любых r E R  
и т Е М, сюръективев . Модуль Р над кольцом R ока
зывается образующим категории R-модулей тогда и 
только тогда , когда Р есть С .  м. как R-модуль , проек
тивев и конечно порождеи как ЕndRР-модуль . 

Лит . :  [ 1 ]  Ф е й  с R . ,  Алгебра :  нольца , модули и натегории , 
пер . с англ . , т. 1-2 ,  М. , 1 9 7 7-79 .  Л. А. Спорияпов. 

СВЕРТКА ф у н к ц и й f (х) и g (х) ,  п р и и а д л е -
ж а щ и х  L (- oo ,  оо ) , - фуикция h (x) , определяемая 
равенством 

h (х) =  � : 00 / (х- у) g (у) dy = � : 00  f ( у) g (x - y) dy 

и обозначаемая символом (/*g) (х) . Функция f*g опре
делена почти всюду и также принадлежит L (- оо ,  оо ) .  
Свертка обладает основными свойствами операции ум
�;�ожевия , а именно:  f*g= g*f, 

(a.1f1+a.2/2)*g = a.1 U1*g)+ a.2 U2*g) , а.1 , a.2 E /R , 
(/*g)*h = f* (g*h) 

для любых трех функций из L (- оо ,  оо ) .  Поэтому 
L (- оо ,  оо ) с обычным слоЖением и умножением на 
число, с операцией С. в качестве умиоже!Iия элементов 
из L (- оо , оо )  и с нормой 

1 1 f 11 = � : ..,  1 f (х) 1 dx , 

nревращается в бан.ахову алгебру (при такой норме 
l lf* g l l  ......: 1 1/ 1 1 • l lg l l ) . Если F [/] - преобразоваиие Фурье 
функции f ' то 

F (f*g ] = V2л F (f ] F (g) 
и это используется при решении ряда иринладных задач . 

Так, если задача сведена к интегральному уравнению 
вир;а 

f (x) = g (x) + � : .., к (x - y) f ( y) dy , (*) 

где g(x) E L2(-oo , oo ) , К (x ) E L(-oo , oo ) ,  
1 su� 1 F (К] (х) J � V 2n , 

то в предположении, что f (x) c. L (- oo , оо ) , применяя к 
уравнению (*) преобразование Фурье , получают 

F (/] = F [g J +  V2л F [/]  F (К] , 
откуда 

F (f ] - F [g] 
- 1 - V2n F [К] ' 

и обратное nреобразование Фурье приводит к решению 

f (х) = 1 \ ..,  F [g] (�) е - i�x d� 
V2n J - ..,  1 - 1f2п F [KJ Ш 

уравнения ( *) . 
Свойства С .  функций находят важные приложении в 

теории вероятностей . Если f (х) и g (х) являются плот
ностями вероятности независимых случайных величин 
Х и У, то С. (/'l'g)x есть плотность вероятности слу
чайной величины Х + У. 

Операция С. распространяется на обобщен.н.ые фун."
ции . Если f и g - обобщенвые функции , из к-рых по 
крайвей мере одна имеет компактный носитель , и q> (х) 
принадлежит простравству основных функций, то f*g 
определяется равенством 

<f*g , q>) = (/ (x) X g (у) ,  q> (х + у)> ,  
где f (х) Х g (у ) - прямое произведение обобщенных 
функций f и g, т. е .  фувкциовал в пространстве основ
ных функций двух везависи!11ЫХ переменвых такой; что 

def 
<f (x) Xg (x) , и (х , y ) > = (f (x ) , (g ( y) , и (х, у))) 

для любой финнтвой бесконечно дифференцируемой 
функции и (х, у ) .  

С .  обобщенных функций также обладает свойством 
коммутативности , линейности по каждому аргументу, 
а если по крайней мере две из трех обобщенных функций 
имеют компактные носители, то и свойством ассоциатив
ности. Справедливы равенства :  

па. (f*g) = D'Ч*g = f*Dag , 
где D оператор дифференцирования и а. - любой 
мультииидекс , (Daб)!!o/=Daj, в частиости б*f=/, где 
б - дельта-функция , и если /т n= 1 , 2, . . . , - обобщен
ные функции такие , что fп - /0 и существует компакт 

K :::> supp fm n = 1 ,  2, . . . , 
то 

f n*g -+ fo*g · 
Наконец, если g - фииитная обобщенная функция и 
f - обобщенная функция медлениого роста, то к f*g 
примеиимо преобразоваиие Фурье и снова 

F (f*g] = V2л F [/ ] F [g] . 
С .  обобщенных функций широко используется при ре

шении краевых задач для уравнений с частными произ
водиыми . Так , интеграл Пуассона ,  написанвый в виде 

1 
U (x, t ) = f.L (x)* 2 V nt

e - x•;4f , 

дает решение уравнения теплопроводности для беско
нечного стержня , когда начальная температура f.L (х) 
может быть не только обычной, во и обобщенной функ
цией . 

Повятие С .  как обычных, так и обобщенных функций 
естественным образом переносится на случай функций 
многих везависимых перемеииых :  надо в предыдущем 
считать х, у не действительными числами,  а векторами 
ИЗ IR.n . 

Лит. : [ 1 ]  В л а д и м и р о в  В. С . , Уравнения математичес
ной физини, 4 изд. , М. , 1 98 1 ; [2] Г е л ь ф а н д И. М . , Ш и л о в 
Г. Е . ,  Обобщенные фуннции и действия над ними, М. , 1 95 8 ;  
[ 3 ]  Т и т ч м а р m Е . ,  Введение в теорию интегралов Фурье ,  
пер . с англ . ,  М.- Л. , 1 9�8 .  В .  И. Собо.л.ев. 
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СВЕРТКА ТЕН30Р А - операция тензорной алгебры, 2) если 
ставящая в соответствие тензору ai: · · · i.P , р ;;;;, 1 , Лnv+ 1 - Лnv > evЛnv• lim ev = + оо ,  
q ;;;;, 1 , тензор l• · ·  · lq v-+oo 

' ' 1 '  .. о ..  .. · · то последовательность {Snv (z) } сходител равномерно в ь••  . . . "р =а . ' 2  · · •. 'р +а� " > · · ·. "р + • +a�Lz · · :  Lp 
j1 • • •  j q - 1  l • · · · l q _ 1 1 l • · · · l q _ 1 z · ·  l • · · · lq _ 1n любой замкнутой ограниченной части области суще

ствования функции 1 (z) . = а ai, . . . ip 
j, . • . iq -la 

(здесь свертка производител по паре индексов i1 , iq). 
Аналогично определяется С .  т .  по любой паре верхне.го 
и нижнего индексов . р-кратнал С . т . ,  р раз ковариант
ного и р раз1 :контравариантного, является инвариантом . 
Так, С .  т. aj есть "!fНвариант .а� , называемый с л е д о м 
т е н з  о р а Sp(aj) , или tr aj. Сверткой произведения 
двух тензоров наз . свертка их произведения по верх
нему индексу одного сомножителя и нижнему индексу 
другого . А .  Б .  Иванов. 

СВЕРТКИ ПРЕОБР А30ВАНИЕ - интегральное ире
образование вида 

F (х ) = � : 00 G (х - t) 1 ( t ) dt . 

Функция G (x) наз . л д р о м С .  п .  Для определенных 
типов ядер G после соответствующих замен перемен
ных С. п . переходит в одностороннее Лапласа преобра
аовапие , Стилтьеса преобрааовапие ,  Мейера преобра
аовапие . Обращение С .  п . осуществляется линейными 
дифференциальными операторами бесконечного поряд
ка ,  инвариантными относительно сдвига .  

С .  п .  введено также для нек-рых классов обобщенных 
функций (см . [ 2] ) .  

Лит. : [ 1 ] Х и р ш м а н  И .  И . , У и д д е р  Д .  В . ,  Преоб
разования типа свертки , пер. с англ. , М . ,  1 9 5 8 ;  [2.] Б р ы ч
к о в Ю .  А. , П р  у д н и к о в А. П. ,  Интегральные иреобра
зования обобщенных функций,  М . ,  1 9 7 7 .  

Ю . А.  Брычпов, А .  П .  Пруднипов. 
СВЕРХРАЗРЕШИМАЯ ГРУППА - группа G, об

ладающая конечным инвариантным рядом подгрупп 
G = Ao = А1 = . . . = Аг = 1 , 

в к-ром каждая факторгруппа А i _ 1/ А i циклична. 
Всякал С .  г .  является полициклической группой . Под
группы и факторгруппы С. г .  также сверхразрешимы, 
коммутант С. г .  нильпотентен. I\онечнал группа явля
ется С. г. тогда и только тогда , когда все ее максималь
ные подгруппы имеют простые индексы ( т е о р е м а 
Х У П П е р  Т а ) .  Н .  Н .  Вилъяжс. 

СВЕРХРЕЛАКСАЦИИ МЕТОД, п о с л е д о в а-
т е л ь н о й в е р х н е й р е л а к с а ц и и м е
т о д ,- метод решения систем алгебраич . уравнений. 
См. Релаксации :метод . 

СВЕРХСХОДИМОСТЬ - сходимость пек-рой подпос
ледовательности частных сумм ряда в области, боль
шей, чем область сходимости ряда . Имеют место сле
дующие т е о р е м ы о с в е р х с х о д и м о с т и: 

1 )  если в степенном ряде 

1 ( z) = ,,оо а zЛn �n = 1 n 
с радиусом сходимости R ,  О < R < оо , показатели 
Лп таковы, что для бесконечного множества значений 
пv индекса п 

Лпv + 1 - Лпv > елпv • 
где е - фиксированное положительное число, то по
следовательность частных сумм порядков пv 

Sn (z ) =  '\,"1n v amz'Лm, V = 1 , 2 , . . .  , v �m = l  · 

схоr�итсл равпо:�шрпо в достаточно малой окрестности 
кажr�ой точки z0 окружности l z i =R ,  в к-рой сумма 
ряда f (z) регулярна ; 

Имеет место и следующая теорема (обратная первой 
теореме) :  если у степенного ряда 

f (z ) = �:= 0 йпZ" 

с радиусом сходимости R, О < R < оо ,  имеется под
последовательность частных сумм, к-рал равномерно 
сходител в нек-рой окрестности точки z0 ,  l z0 1  ;;;;, R ,  
то данный степенной ряд может быть представлен 
суммой ряда с радиусом сходимости, большим R , и 
лакунарпого степеппого ряда 

1;:= 1  dпzлп , Лпk+ 1 - Лпk > елпk • k = 1 ,  2, . . . ; е > О .  

Первые теоремы верны и для многих других рядов,  
в частности для рядов Дирихле . 

Лит. : [1 ] Б и б е р  б а х Л . ,  Аналитическое продолжение ,  
пер. с нем. , М. , 1 96 7 ;  [2.] Г о л у з  и н Г.  М. , Геометрическаfi 
теория функций комnлексного nеременного, 2 изд. , М. , 1 96 6 ;  
[3] Л е о н т ь е в А. Ф. ,  Ряды экспонент , М. , 1 97 6 .  

А .  Ф .  Леонтьев. 
СВЕРХЭФФЕКТИВНАЯ ОЦЕНКА, с у п е р э ф-

ф е к т и в н а л о ц е н к а, - общепринятое сокра
щение термина «сверхэффективнал (суперэффективнал) 
nоследовательность оценок», употребляемого по отно
шению к состолтельной последовательности асимпто
тически нормальных оценок неизвестного параметра ,  к
рал является более эффективной, чем состолтельная по
следовательность оценок максимального правдоподобил . 

Пусть Х1 , Х 2 , • • •  , Xn - независимые одинаково 
распределенные случайные величины , принимающие 
значения в выборочном пространстве (!' ,  :JЭ, Ре ) ,  
е Е 8 , и пусть семейство распределений {Ре } таково , 
что существует состолтельная последовательность 
{8п }  оценок Bn= eп (Xr, . . .  , Хп) максимального прав
доподобил параметра е. Далее, пусть {Т п } - последо
вательность асимптотически нормальных оценок Т п= 
= Тп (Х 1 · • •  , х п) параметра е .  Если при всех е Е 8 

l im Е е [п (Тп- е)2] ..;;;; 1 �В) , 
n->- ao 

где I (е )  - информационное количество Фишера ,  
и ,  кроме того, хотя бы  в одной точке е* , е*  Е 8 ,  вы
полняется строгое неравенство 

lim Е е • [п (Т п - е•)] < 1 /е •) , 
n->- oo  

т о  такал последовательность оценок {Т } наз . с в е р х -
э ф ф е к т и в н о й (с у п е р э ф ф е к т и в н о й) 
относительно квадратичной функции потерь , а точки 
е* , в к-рых выполняется (*) , наз .  точками с у п е р  э ф 
ф е к т и в н о с т и . 

Лит. : [ 1 ] И б р а г и м  о в И . А. , Х а  с ь м и н с к и й  
Р. 3. , Асимптотическая теория оценивания ,  М . , 1 9 7 9 ;  [2.] 
Ш м е т т е р  е р  л. , Введение в математическую ста тистину ,  пер . 
с нем. , М . ,  1 9 7 6 ;  [3] L е С а т L. , «Univ. California . РuЫ. 
Stat.», 1 953 , v .  1 ,  р .  2.7 7-330 .  М. С. Н ипулuп. 

СВОБОДНАЯ АВЕЛЕВА ГРУППА - группа , сво
бодная в многообразии всех абелевых групп (см . Сво
бодпая алгебра) . Прямые суммы (в конечном или бес
конечном числе) бесконечных циклич. групп и только 
они являютел свободными группами в классе абелевых 
групп. При этом совокупность образующих элементов 
всех циклич . прямых слагаемых служит системоii 
свободных образующих (называемой также б а з о й) 
С .  а .  г .  Не велкал максимальная линейно независимал 
система элементов С. а. г. служит для нее базой . С. а. г .  
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изоморфны тогда и только тогда , когда их базы равно
мощны . Мощность базы С .  а .  г .  совпадает с рангом 
Прюфера этой группы . Всякая подгруппа С. а. г . ,  от
личная от нулевой, сама свободна .  Абелева группа 
свободна тогда и только тогда , когда она обладает 
возрастающим рядом подгрупп (см . Подгрупп ряд) , 
каждый фактор к-рого изоморфен бесконечной циклич. 
группе . 

Лит. : ( 1 ] Н у р о m А. Г . ,  Теория групп , 3 и зд. , М. , 1 967 ; 
i2] Н а р  г а п о  л о в М. И. ,  М е р  в л я н о в Ю. И . , Осно
вы теории групп, 3 изд . , М . ,  1 98 2 .  О .  А .  Иванова. 

СВОБОДНАЯ АЛГЕБРА к л а с с а st универсаль
вых алгебр - алгебра F из класса .\f, обладающая 
с в о б о д в о й  п о р о ж д а ю щ е й  с и с т е м о й  
(или б а з о й) Х ,  т .  е .  таким множеством по рождаю
щих Х , что всякое отображецие множества Х в любую 
алгебру А из st продолжается до гомоморфизма алгеб
ры F в А (ер . Свободпая алгебраичес"ая система) . С .  а .  
обладает любой вепустой класс алгебр, замкнутый 
относительно подалгебр и прямых произведений и 
содержащий веодвоэлемевтвые алгебры . В частности , 
С .  а .  всегда существует в ветривиальвых мвогообJ1азиях 
и квазимногообразиях универсальных алгебр (см . 
Упиверсальпых алгебр .мпогообрааие , Алгебраичес"их 
систем "вааи.мпогообрааие) . С .  а .  класса , состоящего из 
всех алгебр даввой сигнатуры Q, ваз . а б с о л ю т  в о 
с в о б о д в о й . Алгебра А сигнатуры Q является С .  а .  
век-рого класса универсальных алгебр сигнатуры Q 
тогда и только тогда , когда А в в у т р е в в е с в о -
б о д в а ,  т .  е .  обладает таким порождающим множест
вом Х ,  что всякое отображение Х в А продолжается 
до видоморфизма алгебры А .  Если С. а .  обладает 
бесконечной базой, то все ее базы имеют одну и ту · же 
мощность (см. Свободпая абелева · группа, Свободпая 
алгебра над ассоциативно-коммутативным кольцом, 
Свободпая ассоциативпая алгебра , Свободпая булева 
алгебра , Свободпая группа , Свободпая полугруппа , Сво
бодпая решет"а, Свободпый группоид, Свободпый .модуль, 
а также Свободпае проиаведепие) . Лево, что каждый эле
мент С. а .  с базой Х записывается как слово в алфавите 
Х в сигнатуре рассматриваемого класса . Естествен воп
рос: когда различные слова равны как элементы С. а . ?  
В век-рых случаях ответ почти тривиален (полугруnпы, 
кольца , групnы, ассоциативные алгебры) ,  в других -
достаточно сложен (алгебры Ли,  решетки , булевы ал
гебры) ,  а иногда и не nоддается решению (альтернатив
вые кольца) . л. А. С11орня11ов. 

СВОБОДНАЯ АЛГЕБРА над ассоциативно-комму
тативным кольцом Ф - свободная алгебра многообра
зия алгебр над Ф (см . Кольца и алгебры) . Элементами 
такой С. а. со свободвой порождающей системой Х 
служат линейвые комбинации элементов свободного 
группоида со свободвой nорождающей системой Х с 
коэффициентами из Ф .  Другими словами, эта С .  а .  яв
ляется свободпы.м .модулем над Ф с вышеупомянутым 
группоидом в качестве базы . Если Ф - кольцо целых 
чисел , то С. а. над Ф ваз . с в о б о д в ы м к о л ь ц о м 
(ер . Свободпая ассоциативпая алгебра) . Невулевая 
подалгебра С .  а. над nолем Ф сама является С. а .  

Л .  А .  С11орня11ов. 
СВОБОДНАЯ АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ СИСТЕМА 

свободвый объект в пек-ром классе алгебраич . систем. 
Пусть st - венустой класс алгебраич . систем (см. 

Алгебраичес"их систем "ласе) . Система F ваз . с в о б о д
в о й  в к л а с с е st, или .\'i'-c в о б о д в о й, если она 
принадлежит классу .\'i' и обладает таким множеством 
Х порождающих, что всякое отображение q>0 : X -+ А  
множества Х в любую систему А из .\'i' продолжаемо до 
гомоморфизма q> : F -+  А . В этом случае говорят также , 
что F с в о б о д в а в а д Х в к л а с с е .11' . Множество 
порождающих Х с тюшм св оiiство�1 паз . .1\'-с в о б о д 
в ы м б а з и с о м с и с т е м ы Р, а его мощность -
р а н г о м с и с т е м ы F . .\'r-свободвые системы одного 

и того же ранга изоморфны .  Если класс .� обладает 
свободвой системой ранга r, '!'О всякая система из Sf, 
допускающая порождающее множество мощности . <.r, 
является ее гомоморфвым образом . st-свободвый базис · 
Х .\'r-свободвой системы является и ее минимальным 
nорождающим множеством, поэтому если класс .\'i' обла
дает изоморфными свободными системами F и F' раз
личных рангов r и r' , то оба кардинала r и r' конечны. 

Класс алгебраич . систем ваз .  т р и в и а л ь в ы м ,  
или в ы р о ж д е в в ы м, если в каждой его системе 
истинно тождество х=у, т. е .  все его системы одвоэле
мевтвы . В противном случае класс ваз . в е т р и  в и 
а л ь в ы м, или в е в ы р о ж д е в в ы м .  в9 всяком 
невырожденном квазимвогообразии (мвогообррзии) ал
гебраич . систем (см . Алгебраичес"их систем "вааи.мпо
гообрааие, А лгебраичес"их си,сте.м .мпогообрааие) су
ществует С .  а .  с .  любого ранга .  Всякий вырожденвый 
класс алгебраич . систем обладает только свободвой 
системой ранга 1 .  

Пусть класс .\'i' обладает свободными системами 
Ft и Pk конечных рангов l и k соответственно и k < l .  
Изоморфизм Fk-:::::::.Fz имеет место тогда и только 'l'Orдa , 
когда существуют такие термы 

Sj (Xi , , , , , Xk) ,  i = 1 ,  , , , , l ,  
tj (xi , . . . , xz) ,  j = 1 , . . .  , k ,  

в сигнатуре класса Sf, что в классе st истинны т()ЖJJ;е
ства s i (ti (х1 , • • •  , xt) , . . .  , t k (х1 , • • •  , х1) )  =Xj , 

tj (Si (Xt , . . .  , Xk) , . . .  , S[ (Xt , . . . , X�t.) ) = Xj1 

где i= 1 ,  . . .  , l, i= 1 ,  . . .  , k .  Е сли же класс Sf содержит 
конечную систему А мощности :;;;;. 2 ,  то .\'r-свободвые 
системы различных рангов не изоморфны . В частности, 
во всех миогоо'бразиях групп , полугрупп, решеток, 
ассоциативных колец свободвые системы различных 
рангов не изоморфны . С другой стороны , в век-рых 
мвогообразиях модулей (см. Свободпый .модуль) все сво
бодвые модули конечного ранга изоморфны . 

Существуют также многообразия алгебраич. систем 
конечного типа (см. А лгебраичес"ая система) , в к-рых 
все С. а. с. конечных Jlавгов изоморфны междУ. собой; 
вапр . ,  многообразие �1 • 2 алгебр <А , q>1 , q>2 , w) тиnа 
< 1 ,  1 ,  2) , определяемое тождествами 

Ч'i (w (xi , x2) ) =r xi , i = 1 ,  2, 
W (q>i (х) , q>2 (х) )  = Х . 

Доказано (см . [ 3] ) ,  что в Многообразиях �т . n (1 <. 
<.т < п) алгебр <А , <i'i • ·  . .  , Ч'm w1 , • • •  , wт> с 
т-арными операциями q>1 , • • •  , Ч>п и п-арвыми опера
циями w1 , • • • , Wm , определяемых тождествами 

Ч'i (w1 (х1 ,  . . .  , Хп) , • • . , Wm (.xl , . . .  , Хп) ) = xi , 
Wj (q>1 (х1 , . . .  , хт ) , . . .  , Ч>п (х1 , . . .  , Xm ) ) = xj , 

i=1 , . . .  , п ,  j=1 , . . .  , т ,  

при фиксированных т и п свободвые алгебры конечных 
рангов k * l изоморфны тогда и только тогда , когда 

k = l (mod (п-т) ) , k ;;:. т, l ;;:. т . 
Существуют универсальные классы , не имеющие сво

бодных систем . Примером такого класса может служить 
класс групп, определяемый универсальными формулами 

(х2 = 1 ) V (х3 = 1 ) , ху = ух 
(кванторы опущены) . Универсальный класс 11 ,  обла
дающий свободвой системой любого конечного ранга,  
имеет свободвые системы любых рангов . 

Пусть � - совмествое множество универсальных 
формул G (x1 , . • •  , Х п) вида 

l G1 V , , ,  V .. ] Gp V Gp+ I  V . . .  V Gq , 
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где Gt • · . .  , Gq - атомные формулы сигнатуры Q. Пусть Для любого кардинального числа а существует един-
пgG = G1& . . . & Gp . ственная с точностью до изоморфизма С .  б .  а .  с а обра-

зующими . Ее стоуновский бикомпакт есть топологич. 
Говорят , что � обладает r-п о д с т а н о в о ч н ы м  произведение а простых двоеточий - двоичный дис�tоп
свойством ( r � 1 ) ,  если для любой формулы G (x1 , .  • •  , типуум .  
Хп) и з  I: и любых термов Конечная булева алгебра свободна тогда и только 

t1 (xt , . . . , х,) , . . . , t n (х1 , • . • , xr ) тогда , когда число ее элементов имеет вид 22n ; здесь 
п - число образующих . Такая С. б. а. реализуется в 
виде алгебры булевых фуп�tций от п переменных . Счет
ная С .  б .  а .  изоморфна алгебре открыто-замкнутых под
м:ножеств �tanmopoвa мпожества . Всякое множество 
попарно дизъюнктных элементов С. б. а. конечно или 
счетно . 

от r переменных х1 , • • •  , х, верно утверждение:  
� \- (Vxt) · . · (Vx,) пg G  ( tl ,  . . . , t n) � 

� (3 i > Р) I: \- (Vxt) . . . (Vx7 ) Gi { t j ,  . . . , t n) · 
В невырожденном универсальном классе [ �  ] , опреде
ляемом м:ножеством универсальных формул � , свобод
ная система конечного ранга r � 1 существует тогда и 
только тогда , когда I: обладает r-подстановочным свой
ством [ 4] . В частности, если все формулы из � несокра
тимы и � содержит позитивную формулу 

(Vxt) . . . (Vx,) G1 V . . . V Gq 
с числом дизъюнктных членов q � 2, то универсальный 
класс [ I: ] не имеет свободных систем ранга п � r. 
Itaпp. ,  класс линейно упорядоченных групп в сигнатуре (.;;;; , · , - 1> не имеет С .  а. с. ранга r ;;;::;. 2 .  

Лит . :  [ 1 ] М а л ъ ц е в А.  и. , Алгебраические системы 
М. , 1 9 7 0 ;  [2] J ,6 n s s о n  В. , Т а r s k i А . ,  «Math. Scand. » : 
1 9 6 1 ,  v. 9, р. 9 5 - 1 0 1 ; [3] $ w 1 е r с z k о w s k i S . ,  «Fund. 
Math.» ,  1 9 6 1 , v. 50, No 1 ,  р. 35-44 ; [4] G r ii t z е r G. , «Math. 
Nachr.» ,  1 96 8 ,  Bd 3 6 ,  Н. 3{1,. ,  S. 1 35-40.  Д. М. С.Мирпов. 

СВОБОДНАЯ АССОЦИАТИВНАЯ АЛГЕБРА - ал
гебра k < Х > м:ногочленов (со свободными членами) 
над полем k от некоммутирующих переменных Х .  С в о й
с т в о у н и в е р с а л ь н о с т и определяет алгебру 
k < Х > единственным с точностью до изоморфизма 
образом: существует отображение i : Х -+ k < Х > 
такое , что любое отображение Х в нек-рую ассоциатив
ную алгебру А с единицей над k можно единственным 
образом пропустить через отображение i. Основные 
свойства алгебры k < Х > : 

1 )  алгебра k < Х > вложима в тело (т е о р е м а 
М а л ь ц е в а - Н е й м а н а ) ;  

2) алгебра k < Х > обладает слабым алгоритмом 
деления, т .  е .  из соотношения 

d c�;= l aib i) < ШаХj {d (ai) +d (bi) } , 

где ai , bi Е k <Х> ,  все ai, 1 .;;;; i .;;;; п ,  не равны нулю, 
d (al) <: . . .  <:d (ап) , всегда следует , что существуют 
целое число r, 1 < r <: п, и элементы с1 , • • • , с, _ 1 такие, 
что 

d ( а,-�;�: aici) < d (a r) 
и d (ai) +d (ci) <;;; d (а,) ,  1 .;;;; i .;;;; r - 1 

(здесь d (а) - обычная степень многочлена а Е k < Х ) ,  
d (O)= -oo ) ;  

3 )  алгебра k < Х > является левым (правым) кольцом 
свободных идеалов (т . е .  любой левый (правый) идеал 
алгебры k < Х > является свободным модулем одноз
начно определенного ранга) ; 

4) централизатор любого нескаляркого элемента ал
гебры k < Х > (т . е .  м:ножество элементов , перестановоч
ных с данным) изоморфен алгебре многочленов над k 
от одного перемениого (т е о р е м  а Б е р  г м а н а) . 

Лит. : [ 1 ] й о н П. , Универсальная алгебра, пер . с англ . , 
М. , 1 96 8 ;  [2] е г о ж е, Свободные кольца и их связи ,  пер . с 
англ . ,  М . ,  1 97 5 .  Л.  А. Бопуть . 

СВОБОДНАЯ БУЛЕВА АЛГЕБРА - булева алгеб
ра, обладающая такой системой образующих, что вся
кое отображение этой системы в какую-либо булеву 
алгебру допускает продолжение до гомоморфизма . 
Любая булева алгебра изоморфна факторалгебре пек
рой С. б. а . 

Бесконечная С .  б .  а .  не может быть полной . В то же 
время мощность любой бесконечной полной булевой ал
гебры есть верхняя грань мощностей ее свободных под
алгебр (см. [ 5] ) . 

Лит. :  [ 1 ] С и к о р с к и й  Р. , Булевы алгебры, пер . с англ . , 
М . ,  1 96 9 ;  [2] В л а д и м и р о в  Д. А . , Булевы алгебры,  М. , 
1 96 9 ;  [3] Н а 1 m  о s Р . R . , Lectures on Boolean algebras, Pri
ncetOn - [а .о . ] , 1 9 6 3 ;  [4] Б и р к г о ф ф Г. ,  Теорюr структур , 
пер. с англ . , М . , 1 95 2 ;  [5] Н и с л я к о в С . В. , «Сиб.  матем. 
ж.» ,  1 9 7 3 ,  т. 1 4 ,  No 3, с. 569-8 1 .  Д .  А .  Владшкиров. 

СВОБОДНАЯ ГРУППА - группа F с системой Х 
порождающих элементов такая , что любое отображение 
м:ножества Х в любую группу G продолжается до гомо
морфизма F в G. Такая система Х паз . с и с т е м о й  
с в о б о д н ы х п о  р о ж д а ю щ и  х ;  ее мощность 
наз . р а н  г о м с в о б о д н о й  г р у п п ы  F. Мно
жество Х паз . также а л ф а в и т о м.  Элементы из F 
представляют собой слова в алфавите Х ,  т .  е .  выраже
ния вида 

Et 81 En v = x it  xiz . . . xin ' 
где Xij E X ,  Ej= ± 1 при всех j, а также пус;ое сло�о.  
Слово v н аз . н е с о к р а т и м ы  м,  если x�J. =1= xi-.81 + > 

'] J + • 
при любом j= 1 , 2 ,  . . .  , п- 1 .  Несократимые слова яв-
ляются разными элементами С. г. F, и каждое слово 
равно единственному песократимаму слову.  Число п 
наз . д л и н о й  с л о в а v , если оно несократимо . 
П р е о б р а з о в а н и я м и Н и л ь с е н а конечно
го упорядоченного множества элементов а1 , • • •  , ak 
группы называются : 1 )  перестаковка двух элементов в 
этом множестве, 2) замена одного из ai на ai1 , 3) за
мена одного из ai на aiaj, где j ;i:. i. Если С. г. F имеет 
конечный ранг,  то иреобразования Нильсена над систе
мой свободных порождающих приводят к новым систе
мам свободных порождающих , причем любая система 
свободных порождающих может быть получена из любой 
другой последовательности применекием этих иреобра
зований ( т е о р е м а Н и л ь с е н а, см. [ 2] ) .  Зна
чение С. г. определяется тем, что всякая группа изо
морфна нек-рой факторгруппе подходящей С. г. Всякая 
подгруппа С. г. также свободна (т е о р е м  а Н и л ь 
с е н а -Ш р а й  е р  а ,  см. [ 1 ] ,  [ 2] ) .  

С .  г .  групп мпогообрааия \В определяется аналогично 
С. г . ,  но в пределах \8. Ее паз . также \8-с в о б о д н о й  
г р у п п о й, или о т н о с и т е л ь н о с в о б о д н о й 
(а также п р  и в е д е н н о с в о б о д н о й) . Если \В 
определяется системой тождеств v= 1 , где v Е V, то 
С. г. многообразия \В с системой Х свободных пораж
дающих изоморфна факторгруппе FjV(F) С. г. F с 
системой Х свободных порождающих по вербальной 
подгруппе V (F) - подгруппе, порожденной все111И 
значениями слов v E V в F. С .  г .  нек-рых м:ногообразий 
имеют специальные названия , напр . :  свободная абелева ,  
свободная нильпотентная , свободная разрешимая, 
свободная бернсайдова - С. г. многообразий �. \Rc, 
�l,  �n соответственно .  

Лит. : [ 1 ] Н у р о ш А. Г. , Теория групп, 3 изд. , М . , 1 967 ; 
[2] М а г н у с В . ,  Н а р р а с А . ,  С о л и т э р д . ,  Номбина
торная теория групп ,  пер .  с англ . ,  М. , 1 97 4 ;  [3] Н е й м а н Х. , 
Многообразия групп, пер . с англ . ,  М. , 1 96 9 .  

А .  Л. Ш.мельпии. 
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СВОБОДНАЯ ПЕРЕМЕННАЯ , с в о б о д н о е в х о
ж д е н и е п е р е м е н н о й , - вхождение перемен
ной в языковое выражение , являющееся параметром 
этого выражения . Строгое определение этого понятия 
может быть дано только для формализованного языка . 
Для каждого языка дается свое определение С .  п . ,  зави
сящее от правил образования выражений давиого языка. 
Семавтич. критерием здесь служит следующее требо
вание : подставовна какого-либо объекта из подразуме
ваемой интерпретации на место данного вхождения пе
ременвой не должна приводить к бессмысленному 
выражению . Напр . ,  в выражении {(х ,  y) l x2+y2= z2 },  
обозначающем множество точек оrtружности радиуса z ,  
переменвал z входит свободно , а переменвые х и у 
нет (см . Связанпая перемеппая) . Если f обозначает 
отображение вида Х Х У - Z и переменвые х , у про
бегают множества Х , У соответственно , то в выраже
нии f (х, у) переменвые х и у свободны (так же , как и j, 
если f рассматривать как перемеввую по функциям) . 
При фиксировании х и варьировании у получается 
функция вида У - Z. Она обозначается через Луj (х , у) . 
В этом выражении х свободно , а у нет . В выражении 
(Луf (х , у ) ) (у ) , обозначающем значение функции Л.уf (х , у) 
в произвольвой точке у , последнее вхождение пере
менной у будет свободным. Два других вхождения не 
являются свободными .  Первое ваз . о п е р  а т о р в ы  м 
(ваходящимся под знаком оператора) , второе - с в я
з а  н в ы  м .  

Для неформализованных языков,  т .  е .  в реальных 
математич. текстах , у отдельно взятого выражения не 
всегда можно определенно выяснить какие перемен
вые у него свободны, а какие связанвы . Напр . ,  в вы-
ражении �i<k аа� в зависимости от контекста перемен
вал i может быть свободной, а k связаввой или наобо
рот , но обе свободными быть не могут . Указание на то , 
какая переменпая считается свободной , дается с по
мощью дополнительных средств . Напр . ,  если это 
выражение встречается в контексте вида <<nусть f (k)= 
= �i<kaoг», то k свободна . Иногда принимают согла
шение , что по k суммирование производиться не будет; 
тогда k - это параметр .  Выражение {ai }, часто исполь
зуе�юе в математике , обозначает иногда одноэлемент
ное множество, и тогда переменвал i входит свободно; 
а иногда оно обозначает множество всех ai , когда i пробегает отведенную ему область предметов , и тогда 
переменпая i входит связанно . в. н. Гришип. 

СВОБОДНАЯ ПОЛУГРУППА н а д а л ф а в и т о м 
А - полугруппа , элементами к-рой являются всевоз
можные конечные последовательности элементов из А 
(букв) , а операция состоит в приписывании одной после
довательности к другой. Элементы С. п. принято назы
вать словами ,  а операцию часто называют к о н к а т е 
н а ц и е й. Ради удобства передко рассматривают 
также и пустое слово 1 (длина к-рого по определению 
равна нулю) , полагая w1 = 1 w= w для любого слова w; 
возникающая таким образом полугруппа с единицей наз . 
с в о б о д н ы м м о н о и д о м над А .  С .  п .  (свобод
ный моноид) над А часто обозначают А + (соответствен
но А* ) .  Для С .  п. А +  алфавит А является единствен
ным веприводимым порождающим :множеством; он 
состоит в точности из элементов, перазложlilмых в 
произведевие .  Б уквы �з А ваз . с в о б о д в ы  м и о б
р а з у ю щ и м и. С. п. определяется однозначно с 
точностью до изоморфизма мощностью своего алфавита;  
эта мощность паз .  р а в г о м с в о б о д н о й  п о  л у
г р у п п ы .  С. п. ранга 2 имеет подполух·руппы , яв
ляющиеся С. п. счетного ранга . 

С. п .  являются свободн,ы."ltи алгебрами в классе всех 
полугрупп . Следующие условия для полугруппы F 
эквивалентны: 1 )  F есть С. п . ;  2) F имеет порождаю-

щее множество А такое , что любой элемент из F един
ственным образом представим в виде произведения эле
ментов из А, 3) F удовлетворяет закону сокращения, 
не содержит идемпотевтов ,  каждый элемент из F имеет 
конечное число делителей, и для любых и, v, и ' , v' Е Р 
равенство иv= и'v' влечет , что и= и' или один из эле
ментов и , и ' есть левый делитель другого . 

Всякая подполугруппа Н в С .  п .  имеет единственное 
веприводимое порождающее множество, состоящее из 
элементов , неразложимых в Н в произведепие ; однако 
не всякая подполугруппа О. п. сама свободна . Сле
дующие условия для подполугруппы Н в С. п. F экви
валентны: 1) Н есть С. п . ;  2) для любого w E F  из того , 
что wН П Н =!= ф и Нw П Н  =!= ф , следует , что w E H; 
3) для любого w E F  из того, что wН П Нw П Н=/= ф ,  сле
дует , что w E H. Для произвольпых различных слов и ,  
v в С .  п .  F либо и и v являются свободными образую
щими порождеввой ими подполугр уппы , либо сущест
вует w E F  такое , что и= wk , v= w1 для пек-рых нату
ральных k, l; вторая альтернатива выполняется тогда 
и только тогда , когда иv= vи . ВсякаЯ подполугруппа с 
тремя образующими в С .  п .  будет конечно определен
вой полугруппой, во существуют подполугруппы с 
четырьмя образующими, не являющиеся конечно опре
деленными. 

С. п .  естественпо возникают в автоматов алгебраи
чеспай теории (см. также [ 5 ] ,  [ 6 ] ) , теории кодирова
ния (см. Rодировапие алфавитное , [4] - [6] ) ,  теории 
формальных языков и формальных грамматип (см . [3 ) , 
[ 5 ] ,  [ 6] ) .  С указанными областями связана проблематика 
решения уравнений в С. п. (см. [ 7 ]  - [ 9) ) .  Существует 
алгоритм, распознающий разрешимость произвольпых 
уравнений в С .  п .  

Лит . :  [ 1 ] К л и ф ф о р  д А . ,  П р  е с т о н Г. , Алгебраиче
сная теория полугрупп , пер . с англ. , т. 1 - 2 ,  М. , 1 9 7 2 ;  [2] Л я
п и н Е. С . , Полугруппы , М. , 1 96 0 ;  [3] Г р о с с М. , Л а н
т е н А . )  Теорик формальных грамматин , пер . с франц. , м. , 
1 97 1 ; [4 М а р к о в А . А. , Введение в теорию нодирования,  м. , 1 98 2 ;  [5] Е i 1 е n Ь е r g S. ,  Automata , languages and ma
chines , v. А - В ,  N .  Y . - L . , 1 97 4 - 7 6 ;  [6] L а 1 1  е m е n t G. , 
Semigгoufs and comЬinatoria l  appli cations , N. У . - [а. о . ] ,  
1 97 9 ;  [7 L е n t i n А . ,  Equations dans les monoides libres , 
Р . , 1 97 2 ;  [8] Х м е л е в с н и й Ю. И . , Уравнения в свободной 
полугруппе , М . ,  1 9 7 1  (Тр . Матем. ин-та АН СССР, т. 1 07 ) ;  
[9] М а н а н и н Г.  С . , «Матем. сб.» ,  1 97 7 ,  т .  1 0 3 ,  No 2 ,  с .  1 4 7 -
236. Л. Н. Шеврии. 

СВОБОДНАЯ РЕЗОЛЬВЕНТ А - частный случай про
ективпой резольвенты . Веяний модуль М над ассоциа
тивным кольцом R является фактормодулем J?0/ N 0 
свободного R-модуля F 0 по пек-рому его подмодулю 
N0• Для подмодуля N0 существует аналогичное пред
ставление J?1/N1 и т. д. В р13зультате получается точная 
последовательность свободных модулей 

Fo +- Ft +- J?2 +- . . .  +- Fn +- , 
называемая С .  р .  модуля М. Кавонич. гомоморфизм 
F0 - М паз . п о п о л н я ю щ и  м г о м о м о р ф и  з
м О М . В. Е. Говоров . 

СВОБОДНАЯ РЕШЕТКА - свободпая алгебра мно
гообразия всех решеток .  Решены [ 1 ]  проблемы тожде
ства слов и кавопич. представления слова в С .  р .  

Лит. : [ 1 ] W h i t m а n Р. М . , «Annals Math . >> , 1 9 4 1 , v. 42 , 
р. 325- 3 0 ;  1 9 42 ,  v. 4 3 ,  р. 1 04 - 1 5 .  Т. С. Фофаиова. 

СВОБОДНО СТАНОВЯЩАЯСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ - см. Иптуициопизм . 
СВОБОДНОЕ ГАРМОНИЧ ЕСКОЕ КОЛЕБАНИЕ -

синусоидальное колебание . Е сли механическая или фи
зич . веJiичива х (t) , где t - время, меняется по закону 

x ( t ) = A coь (rot + ep) ,  (1 ) 
то говорят , что х ( t) совершает С .  г .  к .  Здесь А ,  ro , ер -

действительные постоянные ,  А > О , ro > О .  Величины 
А ,  ro, ер паз.  соответственно а м п л и т у д о й, ч а с-

' т о т о й, ф а з о й  С .  г .  к .  П е р и о д С .  г .  к .  равен 
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Т= 2л/rо .  В физике и технике часто употребляется 
такая терминология:  С .  г. к. ваз .  г а р м о в и ч е
с к и м к о л е б а в и е м, или п р о с т ы м г а р м о
н и ч е с к и м к о л е б а в и е м, функция вида ( 1 ) 
паз. гармоникой , переменпая величина rot+<p ваз. 
м г в о в е в в о й ф а з о й ,  а постоянная <р - в а
ч а л ь в о й ф а з о й .  Величина ro ваз . также к р у
г о в о й , ил� ц и к л  и ч е с к о й, частотой , а f= rо/2л
ч а с т о т о и. С .  г .  к .  ( 1 ) можно записать в виде 

х (t) = a cos rot +Ь sin rot , 

где а, Ь и А , <р связаны соотношениями 

А = Vа2+Ь2 , cos <p = а , sin <p = - Ь , Уа• + Ь• Уа• + Ь• или в виде 
х (t) = Re (Ае i <rot + cp) ) . 

Часто фазой ваз . не <р ,  а -<р . 
Малые колебания механических или физич . систем 

с одной степевью свободы вблизи устойчивого невы
рожденного положения равновесия представляют собой 
С. г. к. с большой степевью точности . Таковы , вапр . , 
малые колебания маятника ;  колебания груза , подвешен
ного на пруживке; колебания камертона ; изменение 
напряжения и силы тока в электрическом колебатель
вом контуре ; качка корабля и т. д. Система , совершаю
щая С .  г. к . ,  ваз . линейным г а р м о в и ч е с к и м 
о с ц и л л я т о р о м, и ее колебания описываются 
уравнением 

;; + ro2x = 0. 

Для математич. маятника длины l и массы т : 002= 
= gll, для груза массы т на пруживке с коэффициентом 
упругости k : ro2= klт ; для электрического колебатель
ного контура, состоящего из емкости С и индуктивности 
L : ro2= 1/CL .  На фазовой плоскости (х, ;) положение 
равновесия х= О, ;=0 для С .  г .  к .  есть центр ,  а фазовые 
траектории - окружности . 

Сумма двух С .  г .  к . х1 (t)+ x2 (t) , 
где x1 (t) = AJ cos (ro1t +<p1) ,  j = 1 , 2 , 

с соизмеримыми частотами ro1 , ro2 есть С .  г .  к .  Если же 
частоты ro1 , ro2 весоизмеримы , то х1 (t) +x2 (t) есть почти 
периодическая функция и 

sup (xi ( t ) +x2 ( t ) )  = А1 + А2 = - inf (х1 (t) + x2 (t ) ) . 
t e iR t e iR 

Сумма n С .  г .  к .  с частотами ro1 , . . .  , Ыт к-рые рацио
нально везависимы , также есть почти периодич. функ
ция . Для суммы двух С. г. к .  величина Q= l ro1 - ro21 
ваз . р а с с т р о й к о й .  Если расстройка мала :  
Q/ro1 � 1 , а ro1 , ro2 - одного порядка ,  то  

х1 ( t ) +x2 ( t ) = А ( t ) cos (ro1 t +ЧJ ( t )) , 
А2 (t ) = А� +А� + 2А1А2 cos ('IJ (t ) - q:t) ,  

'IJ (t ) = Qt + <p2 . 
«Амnлитуда>> А ( t) - медленно мевяющаяся функция, 
имеющая период 2л/Q ,  и А 2 (t) меняется в пределах от 
(А 1-А 2)2 до (А 1 + А 2)2 . Колебание x1 (t)+x2 (t) ваз . 
б и е в и е м: «амплитуда>> А ( t )  поочередно увеличи
вается и уменьшается . Этот случай важен для анализа 
приемвых устройств . 

Пусть имеется система из п уравнений: 

м;; + Кх = О ,  x E Rn , 

где М,  К - действительные симметрические положи
тельно определенвые матрицы с постоянными элемен
тами . С помощью ортогонального преобразовавия 

х= Ту эта система приводится к распадающейся си
стеме : 

• •  2 YJ+ЫiYJ = O , j = 1 , . . .  , п . 

Координаты у1 , • • •  , Yn ваз.  в о р м а л ь в ы  м и.  
В нормальных координатах х (t) есть векторвал сумма 
С. г. к. вдоль координатных осей . 

Лит. : [1 ] А н д р  о н о 11 А. А . , В и т т А. А . ,  Х а й  к и н 
С. Э. , теория колебаний, 2 изд. , :м . ., 1 981 ; [2] Г о р  е л и к Г. С. , 
Колебания и волны , М. , 1 95 9 ;  [3J  Л а н д а у Л. д. , Л и ф
ш и ц Е. М. ,  Механика, 3 иsд. , т 1 ,  М . ,  1 973 .  

М.  В . Федор'КI1t. 
СВОБОДНОЕ МНОЖЕСТВО в в е к т о р в о м 

п р о с т р а в с т в е Х в а д п о  л е м К - то же , 
что линейно везависимая система векторов из Х ,  т .  е .  
множество элементов А = {at}C:X,  t Е Т ,  такое , что соот
ношение !: �1at= O, где �t= O для всех кроме конечного 
числа индексов t , влечет �t= O для всех t .  Неевободвое 
множество ваз .  также з а  в и с и м ы  м . 

С в о б о д в о е м в о ж е с т в о в топологическом 
векторном пространстве Х над полем К (т о п  о л о г и
ч е с к и с в о б о д в о е м в о ж е с т в о) - множе
ство А = {at }с:Х такое , что для любого s E Т замкнутое 
подпростравство, порождеввое точками at , t:j:: s, не со
держит а8 • Топологически С. м. является С. м. веitтор
вого пространства ; обратвое неверно. Напр . ,  в . ворми
роваввом пространстве С непрерывных функций на [ 0 ,  
1 ] функции e2knix, k E Z, образуют топологически 
С .  м. в отличие от функций xk (поскольку х содержител в 
замкнутом подпростравстве ,  порождеввом {x2k }) .  

Совокупность всех (топологически) С .  м . в Х ,  вообще 
говоря, не индуктивна относительно включения; кроме 
того, она не обязательно содержит максимальвое то
пологически С. м. Напр . ,  пусть Х - пространство 
над R, образоваввое непрерывными функциями и на
деленное отделимой топологией: соответствующая фун
даментальная система окрестностей нуля в Х состоит 
из уравновешенных поглощающих множеств Vs, е= 
= {х :  1 / (х) 1 ..,.: б всюду вне (зависящего от /) открытого 
множества меры ..,.:в, О <в < 1 ,  б > О } . Тогда каждый 
вепрерыввый линейвый фувкциовал равен нулю и в Х 
не существует максимального С .  м .  

Для того чтобы А было (топологически) С .  м .  в ослаб
лев�ой топологии а (Х , Х* )  в Х, необходимо и доста
точно, чтобы для каждого t существовал элемент Ьt Е Х* 
такой, что <at, Ьt >  =1= О и <а8, Ьt >= О для всех s=/=t. 
Для локальво выпуклого пространства С .  м . в ослаб
леввой топологии является С. м. и в исходвой топологии . 

М. И. Войцеховспий. 
СВОБОДНОЕ ОБЪЕДИНЕНИЕ - операция в век-ром 

классе универсальных алгебр, сопоставляющая задав
вой совокупности алгебр из этого класса в век-ром смыс
ле «самую свободную» алгебру этого же класса , содер
жащую подалгебры, изоморфвые заданным, и порож
даемую ими . Термин в настоящее время вытеснен тер
мином свободпае произведепие . О. А. иваШJва. 

СВОБОДНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ в классе Sf уни
версальных алгебр А а. ,  a E Q , из класса Sf - алгебра А 
из класса Sf, содержащая все А а. в качестве подалгебр и 
такая, что любой набор гомоморфизмов алгебр А а. в 
любую алгебру В из Sf продолжается до гомоморфизма 
алгебры А в В . С. п .  заведомо существует , если Sf 
многообразие универсальных алгебр .  Каждая свобод
ная алгебра является С. п .  одвопорождеввых свободных 
алгебр .  В классе всех абелевых групп С. п .  совпадает 
с прямой суммой . В век-рых случаях поддаются описа
нию подалгебры С. п . ;  вапр . ,  в группах (см .  Свободпае 
произведепие групп) , веассоциативвых алгебрах, ал
гебрах Ли . 

С .  п .  в категориях универсальных алгебр совпадает 
с копроиаведепие.м в этих категориях . л. А. Спорняпов . 

СВОБОДНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ г р у п п  Gi , 
i E I, - группа G, порождеввая группами G1, причем 
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любые гомоморфизмы IPi : Gi --+- Н групп Gi в любую 
группу Н продолжаются до гомоморфизма ер : G --> Н. 
Для обозначения С .  п .  испохьзуется знак * • вапр . : 

G = п;е ! G i и G = G1*G2* · . · *G k  
в случае конечного множества I . Каждый не равный 
единице элемент С .  п. G единственным образом выра
жается в виде весократямого слова v= gi ,gi. · . .  gin , 
где g; i E Gij • gij=l= 1 ,  и при любом j= 1 , 2 ,  . . .  , n -1 ,  
ij=l= ij + l · Конструкция С .  п .  является важной в изу
чении групп , заданных множеством порождающих 
элементов и определяющих соотношений . В этих тер
мивах оно может быть определено следующим образом . 
Пусть каждая группа Gi задана множествами X i порож
дающих и Фi определяющих соотношений, причем 
Хi П Хj= ф , если i =1= j . Тогда группа G, заданная мно
жеством Х i= U i е 1Х i порождающих и множеством Ф= 
= u i e iфi определяющих соотношений ,  будет с .  п .  
групп Gi , i E I . 

Всякая подгруппа С .  п .  G сама разлагается в С .  п .  
своих подгрупп, из  к-рых век-рые являются бесконеч
ными циклическими, а каждая из других сопряжена с 
век-рой подгруппой какой-либо группы Gi, входящей в 
свободвое разложение группы G (т е о р е м а К у
р о ш а) . 

Лит. : [ 1 ] R у р о m А. Г. , Теория групп, 3 ивд. , М. , 1 96 7 ;  
[2] М а г н у с В . ,  R а р р а с А. , С о л и т э р д. , Комби
наторная теория групп, пер .  с англ . ,  М. , 1 97 4 .  

А .  Л . Ш.ме.яытн.. 
СВОБОДНЫЙ ВЕКТОР - см. Ве"тор . 
СВОБОДНЫВ ГРУППОИД - свободная алгебра 

многообразия всех группоидов .  С .  г .  с множеством Х 
свободных образующих совпадает с труппоидом слов , 
если под словом понимать любую упорядоченную систе
му элементов из Х с любыми повторениями , причем в 
этой системе задано распределение скобок (каждый 
символ считается взятым в скобки , а затем скобки 
расставлевы так, что каждый раз перемвожаются лишь 
две скобки) .  Произведением слов (а) и (Ь )  считается сло
во ( (а) (Ь ) ) . О. А. Иванова. 

СВОБОДНЫй МОДУ ЛЬ - свободвый объект (сво
бодная алгебра) в многообразии модулей над фиксиро
ванным кольцом R .  Е сли R - ассоциативное кольцо с 
единицей , то С .  м .- это модуль, обладающий базисом, 
т . е. линейно везависимой системой порождающих . 
Мощность базиса С .  м. ваз. ei'o р а н  г о м. Ранг не всегда 
определен однозначно, т. е .  существуют кольца , над 
к-рыми С. м. может обладать двумя базисами , состоя
щими из различного числа элементов . Это равносильно 
существованию над кольцом R двух прямоугольных 
матриц А и В ,  для к-рых 

AB = lm , BA = lm т :/:  n ,  
где I т и I n - единичные матрицы порядков т и n 
соответственно . Неоднозвачвость ,  однако ,  имеет место 
лишь для конечных базисов , если же ранг С. м. беско
нечен , то все базисы С. м. раввомощвы. Кроме того, 
над кольцами, допускающими гомоморфизм в тело (в 
частности, над коммутативными кольцами) , ранг С . м .  
определен всегда однозначно. 

Кольцо R ,  рассматриваемое как левый модуль над 
самим собой , является С. м. ранга один . Всякий левый 
С. м. является прямой суммой С. м. ранга один . Лю
бой модуль М представим как фактормодуль F01H0 
нек-рого С .  м .  F0 • Подмодуль Н0 в свою очередь пред
ставим как фактормодуль F1/H1 С .  м .  F1 • Продолжая 
этот процесс , получают точную последовательность: 

. . .  --. F2 --> F1 --> F0 --> M --> O ,  
к-рая паз . с в о б о д н о й  р е з  о л ь  в е в т о й  моду
ля М. Тела могут быть охарактеризованы как кольца , 

над к-рыми все модули свободны . Над областью глав
ных идеалов подмодуль С. м. свободен . Близкими к 
С .  м .  являются прое"тивпые .модули и плос"ие .модули . 

Лит. : [ 1 ] К о н П. , Свободные нольца и их связи , пер . с 
англ . ,  М . ,  1 9 7 5 ;  [2] М а н л е й  н С . , Гомология ,  пер . с англ . , 
М. , 1 966 .  В .  Е .  Говоров . 

СВОДИМОСТИ АКСИОМА - аксиома, добавленная 
Б. Расселом ( В .  Russell) к его разветвленвой теории ти
пов с целью избежать расслоения повятий (см . Непре
ди"ативпое определепие) . В разветвленвой теории типов 
множества давиого типа разделяются на порядки . 
Так, вместо понятия множества натуральных чисел по
является повятие множества натуральных чисел дав
иого порядка . При этом множество натуральных чисел , 
определяемое формулами без использования каких-либо 
множеств , принадлежит первому порядку .  Если в опре
делении используется совокупность множеств первого 
порядка , а совокупности множеств высшего порядка 
не используются , то определяемое множество принад
лежит второму порядку, и т .  д. Напр . ,  если S - се
мейство множеств , состоящее .из множеств одного и 
того же порядка , то множество 

М = {х I 3 Y ( y E S  Л х Е у)} 
должно принадлежать следующему порядку,  т .  к. в его 
определении содержится квавтор по множествам дав
иого порядка . С. а .  утверждает , что для каждого мно
жества существует равнообъемное ему (т . е .  состоящее 
из тех же самых элементов) множество первого порядка . 
Таким образом , С .  а .  фактически сводит разветвленную 
теорию типов к простой теории типов . 

Лит . :  [ 1 ] Г и л ь б е р ·т Д. , А н н е р  м а н В . , Основы 
теоретичесной логини, пер. с нем . , М . ,  1 94 7 .  

В .  Н .  Гришин.. 
СВЯЗАННАЯ ПЕРЕМЕНПАЯ , с в я з а н н о е 

в х о ж  д е в и е п е р  е м е в в о й ,- тип вхождения 
переменной в языковое выражение . Точное определе
ние для каждого формализованного языка - свое и 
зависит от правил образования этого языка . Вместо 
С. п. нельзя подетаилять объекты . Такая подставовка 
приводит к бессмысленным выражениям . Но замена 
С. п. всюду, где она встречается , на новую для данного 
выражения переменную приводит к выражению с тем 
же самым смыслом . Напр . ,  в выражениях 

� f (х , у) dx , {х 1 f (х , у) = 0} 
переменпая х является связанной . Подстановна вместо 
х какого-нибудь числа приводит к бессмысJiенным вы
ражениям В то же время , написав всюду вместо х ,  
например z ,  получают выражения , обозначающие те 
же самые сущности . 

С .  п . всегда возиикают при применении к век-рому 
выражению е со свободными вхождениями переменной 
х какого-нибудь оператора с операторвой переменной 
х (см . Свободпая пере.меппая) .  В получившемел выра
жении все вхождения переменпой х в е , бывшие свобод
ными, становятся связанными . Ниже указаны нек-рые 
наиболее употребительвые операторы (помимо уже ис-
пользованных операторов � . . .  dx и {x l . . .  }) , в к-рых 
х является операторвой переменвой: 

Vx ( . . .  ) , 3х( . . .  ) - квавторы общности и существо-
вания ; � : : · . . . .  dx - определенвый интеграл по х ;  

� х · . . - сумма по х ;  
Лх ( • • . ) - функция от х, значение к-рой в точке х 

равно . . . . 
Вместо многоточий можно подставJшть онределеввые 
языковые выражения . 

В реальных (не формализованных) математич . тенетах 
возможно веодвозвачное употребление одних и тех же 
выражений, в связи с чем выделение С. п .  в данном 
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выражении зависит от контекста и смысла выражения . 
В формализованных языках имеется формальная про
цедура выделения свободных и связанных вхождений 
переменных . в. н. Гришии. 

СВЯЗАННЫЙ ВЕКТОР - см . Вектор . 
СВЯЗКА - днупараметрическое семейство линий на 

nлоскости или поверхностей в пространстве , линейно 
зависящее от параметров . Пусть F1 , F2 , F3 - функции 
двух переменных , из к-рых ни одна не является линей
ной комбинацией двух других . Семейство линий на 
плоскости , определяемых уравнением 

Л1F1 +Л2F 2+Л8F з = О 
при всевозможных значениях параметров Л1 , Л2 ,  Л3 
(кроме Л1= 0, Л2=О ,  Л3=0) ,  представляет собой С. (фак
тически зависит от двух отношений Л1 : Л2 : Л3) . Ана
логично записывается уравнение С. nоверхностей в 

Рис. 1 .  

пространстве . Три уравнения F1=0 ,  F2= 0, F3=0  
дают три элемента С . (три линии или три поверхности) ,  
к-рые определяют всю С .  

С в л з к а п р л м ы х - множество всех прямых, 
каждая пара из к-рых лежит в одной плоскости . В 
евклидоной геометрии С .  прямых - множество всех пря
мых, проходящих через одну точку.  Если эта точка ко
нечная , то С. прямых наз . э л л и п т и ч е с к о й , ес
ли бесконечно удаленная , - п а  р а б о л и ч е с  к о й. 

С в л з к а п л о с к о с т е й - множество всех 
плоскостей, проходящих через одну точку (с о б с т
в е н н а л С . )  или параллельных век-рой прямой 
(н е с о б с т в е н н а л С . ) .  

С в л з к а о к р у ж н о с т е й - двупараметрич . 
семейство окружностей ,  линейно зависящее от парамет
ров . С о б с т в е н н о й  С. окружностей является 
множество тех окружностей, относительно к-рых данная 

Рис. 2 .  Рис. 3 .  

точка (ц е н  т р С . )  имеет данную степень точки . Н е
с о б с т в е н н о й  С. окружностей наз . множество 
всех окружностей, центры к-рых принадлежат век-рой 
фиксированной прямой (т. н. ф у н д а м е н т а л ь 
н о й п р л м о й) (см . рис . 1 ) .  Если (0 ,0) - центр 
собственной связки , то ее уравнение 

х2 + у2 - 2ах - 2Ьу +р = 0 ,  а2 + Ь2 > р , 
где а и Ь - параметры, опредеJшющие окружность , 

{;l 3 5 J\l:атематичес!lаЯ энц . , т. 4 

р - степень центра С .  относительно окружностей С .  
(степень несобетвенной С .  считается бесконечной) .  

Имеютел три типа собственных С .  окружностей : 
1 )  г и п е р б о л и ч е с к а л С .  (р > 0) , состоящая 

из всех окружностей, ортогональных век-рой данной 
окружности (ф у н д а м е н
т а л ъ н о й  о к р у ж н о
е т и) (см. рис . 2) ; 

2) п а р а б о л и ч е с к а л 
С .  (р= О) ,  состоящая из всех 
окружносте:И , проходящих 
через нек-рую данную точку 
(ц е н  т р С . )  (см. рис .  3) ; 

3) э л л и п т и ч е с к а л 
С .  (р < 0 ) ,  состоящая из 
окружностей, иерееекающих 
нек-рую данную окружность Рис. 4 .  
в двух диаметрально проти-
воположных точках последней (см . рис . 4) . 

Пересечение двух С .  окружностей является пучком 
окружностей. Эллиптическая С. содержит только эллип
тич . пучки , nараболическая С .- только эллиптич.  и 
параболич. пучки , гиперболическая С .- три типа соб
ственных пучков . Несобетвенная С. содержит как не
собственные пучки , так и собственные пучки всех трех 
типов . 

Пересечение двух С . ,  из к-рых одна эллиптическая , 
может быть только эллиптич . пучком. Пересеченил 
двух С . , из к-рых одна параболич . ,  может быть только 
эллиптическим или параболич. пучком. Пересечение 
двух С . ,  из к-рых одна собственная , может быть только 
собственным пучком . 

С в л з к а с ф е р - двупараметрич . семейство сфер , 
линейно зависящее от параметров . С .  сфер состоит из 
множества сфер ,  относительно к-рых точки нек-рой пря
мой (р  а д и к а л ь н о й о с и) имеют одинаковую 
степень (различную . для разных точек) . Радикальная 
ось пересекает все сферы С. в двух точках .  В зависимо
сти от того,  являютел ли эти точки действительными 
(различными) , комплексно сопряженными или совпадаю
щими , С. сфер наз . э л л и п т и ч е с к о й  С . ,  к-рая 
состоит из всех сфер ,  проходящих через две общие 
точки ; г и п е р б о л и ч е с к о й  С . ,  к-рая состоит из 
всех сфер ,  ортогональных двум нек-рым пересекаю
щимся сферам; п а р а б о л и ч е с к о й  С . ,  к-рал 
состоит из всех сфер ,  касающихся нек-рой данной пря
мой в данной точке . Центры всех сфер С. лежат в одной 
плоскости, перпендикулярной к радикальной оси . 

С .  является пересечением всех общих сфер двух сетей 
сфер .  

В проективной геометрии С . - множество всех пря
мых и плоскостей , проходящих через данную точку. 

Лит . :  [ 1 ] П о  с т н и к о в М. М. , Аналитическая геомет
рия ,  М . ,  1 97 3 ;  [2] М о д е н о в П. С . ,  Аналитическая геомет
рия , М . , 1 96 9 .  А. Б .  Иваиов. 

СВЯЗКА ПОЛУГРУПП д а н н о г о с е м е й с т в а 
{Sa } - полугруппа S , обладающая разбиением на под
полугруппы , классы к-роrо суть в точности полугруппы 
Sa , и длл любых Sа , S13 существует Sv такал, что SaSf3 c:::. 
c:::.Sv . В этом случае говорят также , что S р а з  л о ж и
м а в с в л з к у nолугрупп Sa . Другими словами , S 
есть С .  п .  Sa , если все Sa- подполугруппы в S и су
ществует конгруэнция р на S такал , что р-классы суть в 
точности Sa . Полугруппы Sa наз . к о м п о  н е н т а м и 
данной связки . Термин <<С .  п . >> согласуется с использо
ванием вередко слова «связка» как синонима термина 
<<полугруппа идемпонентов», так как конгруэнция р 
на полугруппе S определяет разложение S в связку 
тогда и только тогда , когда факторполугруппа S/p -
полугруппа идемпотенто в .  

Многие полугруппы разложимы в связку полугрупп 
с теми или иными <<более хорошими» свойствами; таким 
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образом, изучение их строения в известной мере сво
дится к рассмотрению типов , к к-рым принадлежат ком
поненты связки , и к рассмотрению полугрупп идемпотев
тои (см . ,  вапр . ,  Архимедава полугруппа , Вполне простая 
полугруппа, Rлиффордова полугруппа , Периодичес�tая 
полугруппа, Сепаративная полугруппа) . 

С .  п .  Sа.ваз . к о м м у т а т и в в о й, если для соот
ветствующей конгруэнции р факторполугруппа S/p 
коммутативна;  тогда S/p - полурешетка (в этом случае 
часто говорят , что S есть полурешетка полугрупп 
Sa. , в частности , если S/p - цепь ,  то говорят , что S 
есть цепь полугрупп Sa.) .  С .  п. ваз . п р я м о у г о л ь 
в о й:  (иногда - м а т р и  ч в о й) , если S/p - прямо
угольная полугруппа (см . Идемпатентов полугруппа) . 
Это эквивалентно тому, что компоненты связки могут 
быть индексированы парами индексов Si'A., где t и Л 
пробегают век-рые множества 1 и А соответственно, 
причем для любых S n, S i��o выполняется включение 
S i'A.Si��ocSi��o · Любая С. п. есть полурешетка прямо
угольных связок , т. е. ее компоненты могут быть рас
пределены на подсемейства так , что объединение ком
понент каждого подсемейства есть прямоугольпая 
связка этих компонент , а исходная полугруппа разло
жяма в полурешетку указаиных объединений (т е о р в
ы а К л и ф ф о р  д а [ 1 ] ) .  ПосКDльку свойства быть 
полугруппой идемпотевтов , полурешеткой, прямоуголь
вой полугруппой характеризуются тождествами , на лю
бой полугруппе S для каждого из перечисленных свойств 
е существует наименьшая конгруэнция , для к-рой 
соответствующая факторполугруппа обладает свойст
вом е, т. е .  существуют в а и б о л ь ш и е  (или в а и 
б о л е е д р  о б в ы  е) р а з  л о ж е в и я S в С .  п . ,  
в коммутативную С .  п . ,  в прямоугольную С .  п .  

К специальным типам С .  п .  относится с и л ь в а я 
с в я з к а [ 4] : для любых элементов а и Ь из разных 
компонент произведение аЬ равно степени одного из 
этих элементов.  Важным частным случаем сильной 
связки и одновременно частным случаем цепи полу
групп является о р д и в а л ь в а я с у м м а (или п о
с л е д о в а т е л ь  в о а в в у л и р у ю щ а я с в я з  к а ) :  
множество ее  компонент {Sa. } линейно упорядочено 
и для любых Sa.,  811 таких , что Sa. < 811 , и любых а Е Sa. ,  
Ь Е S/3 имеет место равенство аЬ= Ьа= а . Заданием 
компонент и способа их упорядочения ординальная 
сумма определяется однозначно с точностью до изо
морфизма . 

Лит. : L 1 ] С 1 i t t o  r d А. , « Proc. Amer. Math Soc », 1 95 4 ,  
v .  5 ,  р .  1,99-504 ; (2] R л и ф ф о р  д А. , П р  е с т о н Г . ,  
Алгебраичесная теория полугрупп , пер. с англ . , т .  1 ,  М. , 1 9 72 ; 
(3] Л я п и н Е . С . , Полугруппы, М. , 1 9 60 ;  [t,] Ш е в р и  н Л . Н . ,  
«Изв. вузов . Матем.» ,  1 96 5 ,  No 6 ,  с .  1 56-65 .  Л. Н .  Шеврин . 

СВЯЗНАЯ КОМПОНЕНТА ЕДИНИЦЫ г р у п п ы 
С - наибольшее связное подмножество (J' топологи
ческой (или алгебраической) группы С, содержащее 
единицу этой группы. С. к .  е. со является замкнутой 
вормальвой подгруппой в С; смежвые классы по этой 
подгруппе совпадают со связными комrювевтами груп
пы С.  Факторгруппа С/С0 вполне веевязва и хаусдорфо
ва ,  причем со - наименьшая из таких нормальных 
подгрупп Нс:.С, что С/Н вполне иесвязва . Если С 
локальво связна (вапр. , С - группа Ли) ,  то (J' открыта 
в С и С/С0 дискретна . 

В произвольной алгебраич . группе С С к .  е .  С0 
также открыта и имеет конечный индекс,  причем С0 
является минимальвой замкнутой подгруппой конеч
ного индекса в С. Связные компоненты аJrгебраич . груп
пьr С совпадают с веприводимыми компонентами . Для 
любого регулярного гомоморфизма q> : С -+ С' алгеб
раич . групп справедливо равенство q> (C0)=q> (С)0 • Если 
С определена над нек-рым полем k, то и G0 определена 
над k .  

Если С - алгебраич. группа над полем С , то  е е  С .  к . е .  
со совпадает со  С .  к .  е .  группы С, рассматриваемой как 

комплексная группа Ли . Если С определена над IR, 
то группа (J' (IR) вещественных точек в С0 не обязательно 
связна в топологии группы Ли C (IR) ,  во число ее связ
ных компоt�евт конечно и имеет вид 2l , где l � О. Напр . ,  
группа GLn (С ) распадается на  две компоненты , хотя 
GLn (IR )  связна . Псевдоортоговальвая увимодулярвая 
группа SO (р , q) , к-рая может рассматриваться как 
группа вещественных точек связной комплексвой ал
гебраич .  группы S Op+ q (С ) , связна при р=О  или q= O  
и распадается н а  две компоненты при р , q > О .  

Лит.:  (1 ]  Б о р  е л ь  А .  Линейные алгебраичесние груп
пы, пер. с англ . , М . ,  1 9 7 2 ;  t21 П о н т р я г и н Л. С . ,  Непре
рывные группы, 3 изд. , М . , 1 97 3 ;  [3] Х е л г а с о н с. , Диф
ференциальная геометрия и симметричесние пространства , пер . 
с англ . , М. ,  1 96 4 :  (4] Ш а  ф а р  е в и ч И. Р . ,  Основы алгебра
ичесной геометрии , М. , 1 972 .  А. Л .  Оиищип. 

СВЯЗНАЯ СУММА с е м е й с т в а м в о ж е с т в -
объединение этих множеств в единое связное множество .  
Само понятие С .  с .  возникло из  необходимости отличить 
такого рода объединение от понятия несвязвой или 
открыто-замкнутой суммы , т. е .  такого объединения 
множеств , когда они не первсекаются и связными под
множествами в этом объединении могут быть только под
множества-слагаемые . в. и. Ма.л.ыхин. 

СВЯЗНОЕ МНОЖЕСТВО - подмножество объемлю
щего множества , в к-ром определено повятие связности 
и в смысле к-рого само подмножество связно . Напр.  
С .  м .  пространства действительных чисел являются 
выпуклые множества и только они ; С. м. графа явля· 
ется такое множество ,  в к-ром любые две точки соеди
нены путем, целиком лежащим в этом множестве . 

В. И. MaJ\ыxun. 
СВЯЗНОЕ ПРОСТРАНСТВО - топологическое про

странство ,  к-рое нельзя представить в виде суммы двух 
отделенных друг от друга частей или , более строго , 
непустых непересекающихся открыто-замкнутых под
множеств . П ростравство связно тогда и только тогда , 
когда каждая непрерывная числовая функция прини
мает на нем все промежуточные значения. Непрерывный 
образ С. п . , произведение С. п . ,  пространство замкну
тых подмножеств в топологии Вьеториса С. п. суть С. п .  
Каждое связное вполне регулярное пространство имеет 
мощность не менее континуума , хотя существуют и 
счетные связные хаусдорфовы пространства .  

В .  И. Ма.л.ыхин. 
СВЯЗНОСТИ НА МНОГООБРАЗИИ - дифферен-

циально-геометричес�tие стру�tтуры на гладком много
образии М, являющиеся свяаиостями в приклеенных к 
М гладких расслоенных пространствах Е с однород
ными типовЫ . .'IШ слоями С/ Н размерности dim М. В за
висимости от выбора однородного пространства С/ Н 
получаются , вапр . ,  аффинные связности , прое�tтивные 
связности , �tонформные связности и др . на многообразии 
М. Общее поиятие С. на 111 . ввел Э. Картав [ 1 ] ;  он вазвал 
многообразие М с задавной на нем связностью «веголо
вомным простраиством с фундаментальной группой» . 

Современное определение С .  на м. опирается на по
вятие гладкого расслоенного пространства , приклеен
ного к многообразию М. Пусть F= CIH является 
од породным пространством размерности dim М (на пр . ,  
аффинным простраиством , проективиым простраиством 
и т .  п . ) . П усть р : Е -+ М является гладким локальво 
тривиальным расслоением с типовым слоем F и пусть в 
этом расслоении существует и фиксировано гладкое 
сечение s, т. е. такое гладкое отображение s :  М -+ Е, 
что р (s (x) )=x для любого х ЕМ. Последвее условие 
гарантирует , что s является диффеоморфизмом М на 
s (M) , и поэтому М и s (M) можно при желании отож
дествлять , Другими словами , к каждой точке х ЕМ 
присоединен экземпляр F х однородного пространства F 
размерности d imM - слой расслоения р : Е -+ М над 
х-с фиксироваввой в вей точкой s (x) , отождествляе
мой с х . 
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С. па м. является частным случаем общего понятия 
связности ; самостоятельно она может быть определена 
следующим образом . П усть для каждой кусочво глад
кой кривой L (х0 , х1) многообразия М определен изо
морфизм Г L : F х, -+ F хо касательных однородных про
стравств в концах кривой (вапр . ,  если F является аф
финным , проективвым и т. д. простравством, то ГL -
соответственно аффинное , проективвое и т .  д .  отобра
жение) . Пусть , кроме того :  

1 )  при L (х0 , х1) ,  L' (х1 , х2) ,  L-1 (х1 , х0) и LL' (х0 ,  х2) 
справедливы ГL - 1=  (ГL) - 1 ,  Г (LL' )= (ГL) (ГL' ) ;  

2) для каждой точки х Е М и касательного вектора 
Х х Е Т х (М) изоморфизм Г Lt :  F x t -+ F х • где Lt - образ 
отрезка [0, tl при параметризации Л : [0, 1 ] -+ L (х , х1 )  
кривой L с касательным вектором Х, стремится при 
t -+ О к тождественному изоморфизму, и его отклоне
ние от последнего зависит в своей главвой части только 
от х и Х, причем гладко . 

В этом случае говорят , что на многообразии М дана 
связность Г типа F;  изоморфизм ГL ваз . параллелыtым 
перепесепием вдоль L .  Для каждой кривой L (х , х1 )  Е М  
определяется ее р а з  в е р т к а :  кривая в F х • состоящая 
из образов точек Xt кривой L при параллельном переве
сении вдоль Lt. Из 2) следует, что кривые с общим 
касательным Х в точке х дают развертки с общим ка
сательным вектором У, гладко зависящим от х и Х ,  
вследствие чего для каждой точки х возникает отобра
жение 

fx: Tx (M) -+ Ts (x) (Fx) · 
Наиболее изучены линейвые С .  на м . ,  к-рые облада

ют следующим дополнительным свойством: 
3) элемент ro (Х ) в алгебре Ли g структурвой группы 

G, к-рый определяет главную часть отклонения изо
морфизма Г Lt от тождественного изоморфизма при t -+0 
относительно век-рого поля реперов , зависит от Х ли
нейно . 

В этом случае отображение f х является ливейвым . 
Если f х оказывается изоморфизмом для любой точки 
х, то говорят о невырожденвой С. на м.  или о с в я з
н о с т и К а р т а в а ;  в этом случае изоморфизм f; / 
трактуется также как приклеивание расслоения р :  Е -+ М к базе М ( вдоль заданного сечения S ) .  Связ
ность Картана на М ваз.  п о  л н о й , если для каж
дой точки х всякая гладкая кривая в F"" с началом в х 
является разверткой век-рой кривой в М . 

С точки зрения общей теории связностей,  где линейная 
связность в расслоении р : Е-+М задается с помощью 
аориаоптальпоао распределепия 8. на Е ,  отображение 
f х является композицией изоморфизма s* , отображаю
щего Х в соответствующий касательный к s (М) вектор, 
и последующей проекции пространства Т s<ю (Е)= 
= !! s<x>ffi T s<x> (Рх) на второе прямое слагаемое . Отсю
да следует , что связность невырождена тогда и только 
тогда , когда !! s (x) n т S ( X )  (s (М) ) = {О }  для любой точки 
х Е М .  На М применимы все понятия и результаты 
общей теории связностей, напр . такие , как аолопомии 
группа, привиапы форма, теорема о голономни и др . 
Дополнительная структура расслоения , приклеенного 
к многообразию М, позволяет ,  однако, ввести нек-рые 
более специальные понятия . Кроме развертки наиболее 
важным из них является понятие пручепия формы связ
ности на М в точке х . 

Особое место в теории С .  на м .  занимают связности 
Картава в случае, когда F= G/ Н является однородным 
редуптивпым прострапством , т. е. когда существует 
прямое разложение g=h+ m со свойством [hm] c m .  
В этом случае происходит расщепление формы кривизны 
Q на два самостоятельных объекта :  ее компонента в т 
порождает форму кручения , а компонента в h порождает 
форму кривизны. Здесь наиболее известным примером 

35 *  

является аффинная связность н а  М, у к-рой F является 
аффинным простравством размерности dim М .  

Редуктиввое пространство F обладает инвариантвой 
аффинной связностью . Вообще , если на F существует 
инвариантная аффинная или проективвая связность , то 
определяются аеодеаичеспие липии связности типа F 
на М как такие линии в М, развертки к-рых являются 
геодезич . линиями указанвой инвариантвой связности . 

Лит. : [ 1 ]  С а r t а n Е . ,  <cActa щath.» ,  1 926 ,  t. 48 ,  р. 1 -42 
(в рус . пер.  - Н а р т а н Э. , Группы голономни обобщенных 
пространств , пер .  с франц. , Назань, 1 933) ; [2] Л а п
т е в Г. Ф . ,  <сТр. Моек. матем. об-ва», 1 953 ,  т. 2, с. 275-382 ;  
[3) Е h r е s щ а n n с. , Coll. de Topologie (Bruxells , 1 9 5 0) ,  
Р . , 1 9 5 1 ,  р .  2 9-5 5 ;  [ 4] K o b a � a s h i  s . ,  <•C anad .  J . Math . », 
1 9 5 6 , v. 8 , N 2. р. 1 45-156 ; [5 ]  С 1 1  t t о n  У. Н . , <c J .  Math . 
and Mech.» , 1 966 , v .  1 6 ,  М 6 ,  р. 569-76 . Ю. Г. Лумисте. 

СВЯЗНОСТИ ОБЪЕКТ - дифференциально-геоме-
трический объект на гладком главном расслоенном 
пространстве Р , с помощью к-рого задается аориаопталь
пое распределепие 8. связности в Р . Пусть R0 (Р) явля
ется расслоением всех таких реперов в касательных к 
Р простравствах, что первые r векторов е1 , • • •  , er ка
сательвы к слою и порождаются определенными r 
базисными элементами в алгебре Ли структурвой 
группы G пространства Р, r=dim G.  С. о. составляют 
тогда функции Г� на R0 (Р) такие , что подпространство 
распределения 8. натянуто на векторы е i+Г�ер (р, 
а= 1 ,  . . .  , r; i , j , . . .  = r+ 1 ,  . . .  , r+ п) .  Условия , к-рым 
должны удовлетворить функции rf на R0 (Р) , чтобы они 
составили С. о . ,  следующие : 

Р Р i+ I'a Р Р rP . dГ i - Гj Ыi iЫа+Ыt = aroJ . (1 ) 

Они выражены с помощью 1 -форм на. R0 (Р) , входящие 
в структурвые уравнения для форм ro' , roP , составляю
щих дуальвый кобазис к {ei , ер }: 

. 1 i 

} 
dro1 = ro  л Ыj , 
droP = -+ Cg,;roa Л ro't +roi Л rof , 

rog = -Cg,;ro..: . 
(2) 

С .  о .  определяет также свяапости форму е согласно фор
муле еР= roP -Гfroi и привиапы форму Q согласно 
формулам 

gP = --} R�iroi л roi, 

R�i = - 2 (Г�1n+С&..:ГУГj) . 
Напр . , пусть Р является пространством аффинных 

реперов в касательных пространствах п-мерного глад
кого многообразия М. Тогда вторые из уравнений (2) 
имеют вид 

и ( 1 )  сводятся к 
. . l . 1 l . j • dГ {k- Г�kroi- Г1iiro"+ Г ikro}+roik = Гjktro1 . 

При . параллельпом перепесепии должно быть ro} 
- Гfkrok= O .  Если на М выбрана локальная карта и в ее 
области сделан переход к натуральному реперу карты, 
то rok= dxk и параллельвое перенесение определяется с 
помощью ro}= Г}kdxk . Классич . определение С .  о .  а.Ф
финной связности на М кан сово:купности фун:кций Г}k. 
заданных на области каждой карты и преобразующих
ся при переходе к координатам другой карты по форму
лам 

следует из условия инвариантности перенесения . 
Ю. Г. Лумuсте, 
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СВЯЗНОСТИ ФОРМА - линейпая дифферепциаль- СВЯЗНОСТИ ЧИСЛО - мощность семейства Iюм-

ная форма е на главном расслоенном пространстве Р ,  понент свявпости топологич . пространства . Напр . , 
к-рая принимает :значения в алгебре g структурной если ив числовой прямой выбросить n точек а1 , • • •  , 
группы G пространства Р ,  определяется пек-рой ли- а т то компонентами остатка являютел множества 
пейпой свяапостью Г в Р и сама определяет эту свлв- ] ] п г с ф е (у) - оо ,  а1 [ , а1 , а2 [ , . . .  , Jam оо [ ность одновначно . о свлвности :значение . . у , 
где у Е Р ,  У Е Ту (Р) , определяется как тот элемент в g , и ,  таким обравом , С .  ч. остатка равно n+ 1 . 
к-рый в действии G на Р порождает вторую компо- Термин <<С .  Ч . >> испольвуетсл и в следующем смысле: 
ненту вектора У относительно прямого расслоения область евклидона пространства пав . n-c в л 3 н о й , 
Ty (P)= I:!.y(J)Ty (Gy) , где Gy - слой , содержащий у ,  если ее  граница состоит ив  n непересекающихсл свлв-
а /::,. - горивонтальное распределение свявности Г .  ных подмножеств . Напр. , внутренность круга - одно-
По С. ф. е горивонтальное распределение 1:!. ,  а тем са- свлвнал область, внутренность кольца - двусвлвнал . 
мым и свлвность Г, восстанавливается следующим об- в. И. Малыхин. 

равом . СВЯЗНОСТЬ - свойство топологич . пространства ,  
Т е о р е  м а К а р т а  н а _ Л а п т е в а .  Чтобы состоящее в том , что пространство нельвл представить 

нек-рал форма е на р со :значениями в g была с . ф . , в виде суммы двух отделенных друг от друга частей ,  
необходимо и достаточно следующее: 1 ) при у Е т У (Gy) или , более строго ,  непустых непересекающихсл откры-
вначением еу (У) является тот элемент в g , к-рый в то-вамкнутых подмножеств . Пространство , не являю
действии G на р порождает У, 2) g-вначнал 2-форма щееся свлвным, пав . н е с в л з н ы м .  Напр . ,  обычная 

1 
евклидона плоскость - связное пространство ; если 

Q=d8+2 [е ,  8] , удалить ив нее точку,  то остаток связен; если удалить 
какую-нибудь окружность , не сводлщуюсл к точке , то 
остаток уже несвлзен . составленная ив е ,  является полубавовой, или горивон

тальной , т .  е .  QY (У ,  У' )= О , если хотя бы один ив 
векторов У и У' принадлежит Т у (Gy) · 2-форма Q 
нав . �>ривиапы формой свявности . Если в g :задан бавис 
{е1 , • • •  , е, } , то условие 2) выражается локально в 
виде равенств: 

Р 1 еР ecr et 1 R Р . J ае +- (Jt 1\ =- iJ·w• 1\ (J) 
2 2 

(р , а , 't = 1 ,  . . .  , r ; i , j = r+ 1 ,  . . .  , r+n = dim Р) , 

где w1 , • . .  , wn - нек-рые линейно невависимые полу
бавовые 1 -формы. В такой форме необходимость уеловил 
2) установил Э .  Картап [ 1 ] ; его достаточность при вы
полнении условия 1) докавал Г. Ф .  Лаптев [ 2] .  Урав
нения (* ) на компоненты С. ф. нав . с т р у к т у р н ы-
м и у р а в н е н и я м и свлвности в Р , в них R�j 
составляют о б ъ е к т к р и в и в н ы .  

Пусть Р ,  в качестве примера , является пр остраяст
вом аффинных реперов в касательных пространствах 
п-мерного гладкого многообравил М. Тогда G и g яв
ляются соответственно группой и алгеброй Ли матриц 
вида 

и 

det 1 А} 1 f: О , 

� � :; /) ( i , j = 1 ,  . . . , п) . 

В силу теоремы Картапа - Лаптева g-вначпал 1 -форма 

е
= � �  :; JJ 

на Р является С .  ф .  пек-рой аффиппой свяапости на М 
тогда и только тогда , когда 

. i . f i . dw•+wi 1\ юJ = т  T jkWJ 1\ wt< , 
i + i k 1 i k l dWj W k 1\ Wj = z; Rjkt W 1\ W . 

i i Здесь Tjk и Rjkl составляют соответственно тенвор 
кручения и тенвор крививны аффинной свлвности на М .  
Последние два уравнения на компоненты С .  ф .  нав.  
структурными уравнениями полученной на М аффинной 
свявности. 

Лит [ 1 ] С а r t а n Е . ,  «Acta math . », 1 9 2 6 , v.  4 8 , р . 1 -4 2 ;  
[ 2] Л а п т е в Г .  Ф . , «Тр . Моек. м атем . об-ва», 1 9 5 3 , т .  2 , с .  
2 7 5- 3 8 2 ; ( 3 ] 1\ о б а я с и Ш. , Н о м и д з у :К . , Основы диф
фе_ренци альной геоме·rрии, т. 2 , пер . с англ . , М. , 1 9 8 1 . 

Ю. Г. Лу.мисте. 

Абстрактное свойство С .  выражает интуитивное 
представление о С. пространства в единое целое , об 
отсутствии в нем каких-либо иволированных «остров
кою> .  С. топологич. пространства еохранлетсл при го
меоморфивмах и лвллетел одним ив важнейших свойетв 
топологич. проетранства . 

Подмножеетво топологич . проетранетва нав .  е в л-
3 н ы м ,  еели оно - евлвное подпространетво . После 
введения этого понятия можно утверждать , что прост
ранство свлвно , еели любые его две точки лежат в пек
ром евлвном подмножестве , т. е. их можно еоединить 
нек-рым евлвным множеством .  С этой точки эрепил аб
етрактпое евойетво С. можно рассматривать как обоб
щение л и н е й  н о й  е в л в н о с т и, т. е. евойства 
проетранства , ваключающегосл в вовможноети евл
вать любые его две точки пек-рым путем - непрерыв
ным обравом отревка . Открытое свлвное пQДмножеетво 
пав .  о б л а с т ь ю. Облаети и выпуклые подмножества 
в евклидоных проетранствах являютел линейно свлв
ными и,  тем более , евлвными . 

Если семейство евлвпых подмножеетв имеет пепустое 
пересечение , то объединение этого еемей:ства - свлв
ное множеетво. Для веякой точки топологич . прост
ранства объединение веех свлвных подмпожеетв , ее 
еодержащих,  есть наибольшее свлвное подмножеетво , 
ее содержащее , оно нав . к о м п о  н е н т о й  этой 
точки . Компоненты - :замкнутые множества ,  равлич
ные компоненты не порееекаютел . 

К в а в и к о м п о  н е н т о ii точки пав .  пересече
ние всех еодержащих ее открыто-вамкнутых подмно
жеетв .  Компонента точки еодержитсл в ее квазиком
поненте . В бикомпактных пространетвах компоненты 
и квавикомпонепты совпадают. 

Проетранство пав . н а с л е д е т в е н н о н е е в я з
н ы м (дисперсным) , еели вее его компоненты одното
чечны , т. е. вее его евявные подмножества только одно
точечпы. Проетранетво нав . в п о л н е п е с  в л в
н ы м (нигде не свлвным) , если все его квавикомпоненты 
одноточечны. Пространство нав . э к с т р е м  а л ь  н о 
н е с в я в н ы м ,  если :замыкание любого открытого 
множества открыто. Хаусдорфово экстремально пе
свлвное проетранство вполне несвлвно, а всякое вполне 
неевявное пространство наследственно несвявно. Су
ществует свлвное пространство, содержащее точку 
дисперсии , по удалении 1•-рой остаток есть вполне не
свлвное проетрапство. Пример - Нуратовс�>ого -
Нпастера веер . 

Свявпое бикомпактное пространство нав .  J{ о п  т и
н у у м о м. Пересечение убывающего семейства не-
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пустых контивуумов есть непустой континуум. Однако 
никакой континуум нельзя разложить в объединение 
счетного семейства непустых непересекающихсл :замк
нутых подмножеств (т е о р е м а С е р п и н ь с
к о г о) . 

Пространство наз . н е п р  и в о д и м ы  м между 
нек-рыми своими двумя точками , если оно свлэно и 
эти две точки нельзя соединить никаким свлэным мно
жеством, отличным от всего пространства .  Велкий 
континуум для любых своих двух точек содержит 
неприводимый между ними подконтинуум (т е о р е м а 
М а з  у р к е  в и ч а - Я  н и ш е в с к о г о) . 

Пространство наз . л о к а л ь  н о с в л э н ы м в 
точке , если велкал окрестность этой точки содержит 
нек-рую связную ее окрестность . 

Пространство наз . с в л з н ы м в размерности п ,  
если каждое непрерывное отображение п-мерной сферы 
в него продолжается до непрерывного отображения 
п-мерного шара . С .  в размерности 1 эквивалентна 
тривиальности фупдамептальпой группы пространства . 

Непрерывное отображение одного топологич . прост
ранства в другое наз . м о н о т о н н ы м, если прооб
раэ каждой точки - связное подмножество. Для замк
нутых отображений монотонность эквивалентна связ
ности прообраза каждого связного подмножества . 

Лит. :  [ 1 ]  А л е к с а н д р о в  П. С. , Введение в теорию 
множеств и общую топологию, М. , 1 9 7 7 ;  [2] R у р а  т о в
с к и й  R . ,  топология, пер. с англ. , т. 2, М. , 1 969 .  

В . И. Мадыхип. 
СВЯЗНОСТЬ н а р а с с л о е н н о м п р о с т р а

н с т в е дифферепциальпо-геометричес�>ая cmpy�>
mypa на гладком расслоенном пространстве со струк
турной группой Ли, обобщающая свяапости па мпого
обрааии ,  в частности, напр . ,  Леви-Чивита свяапость 
в римановой геометрии . Пусть р : Е - В является 
гладким локально тривиальным расслоением, на типо
вом слое F к-рого эффективно и гладко действует 
группа Ли G. С. в этом расслоении - это отображение 
категории кусочно гладких кривых баэы В в катего
рию диффеоморфизмов слоя на слой, к-рое кривой 
L= L (х0 , х1) с началом х0 и концом х1 сопоставляет 
диффеоморфизм ГL :  р - 1 (х1) - р - 1 (х0) и удовлетво
ряет следующим аксиомам: 

1) при L (х0 , х1) ,  L' (х1 , х2) ,  L - 1 (х1 , х0) и LL ' (хо , х1) 
справедливы 

ГL - 1 = (ГL) - 1 , 
Г (LL' ) = (ГL) (ГL' ) ; 

2) при произвольном тривиализующеы диффеомор
фиэме ер : и х F - р - 1 ( и) и при L (х0 , х1) Е и диффео-
морфизы ер;, 1 ( ГL)ерх, : (х1 , F) - (хо , F) ,  где epx= epl (x, f) •  
определяется действием нек-рого элемента g� Е G; 

3) для нек-рой кусочно гладкой параметризации 
Л : [О , 1 ] - L (х0 , х1)с. и отображение t � g�t , где 
Lt - образ отрезка [0 ,  t] при Л, определяет кусочно 
гладкую кривую в G, начинающуюся в единице е= 
= g�• , причем Л, и Л,' : [0 , 1 ] - L' (х0 , х1) Е и с общим 
невулевым касательным вектором Х Е Т х0В опреде
ляют пути в G с общим касательным вектором е'Р (х0 , 
Х) Е Т е (G)= g, гладко зависящим от х0 и Х .  

Диффеоморфизм ГL ваз . параллельпым перепесепием 
вдоль L. Параллельные перенесения вдоль всевоз
можных :замкнутых кривых L (х0 , х0) составляют 
голопомии группу связности Г в точке х0 , иэоморфную 
нек-рой подгруппе Ли в G, не зависящей от х0 • Кривая 
А (у0 , у1) в Е н аз . горизонтальной для свяэности Г , 
есЛи Г (pAt)Y t= y0 для любого t E [O , 1 ] при век-рой ее 
"Усочно гладкой параметризации . Если заданы L (х0 , 
х1) и Уо Е Р - 1 (х0) ,  то всегда существует единственная 
горизонтальная А (у0 , у1) ,  наз . г о р и  э о н т а л ь-

н ы м п о д п я т и е м к р и в о й L, такая , что 
pA=L; она состоит из ГL/1у0 • Множество горизонталь
ных поднятий всех L в В определяет связность Г од
ноэначно: Г L отображает концы всех поднятий кри
вой L в их начала . 

С. наз . линейной , если е'Р (х , Х) при произвольных 
ер и х зависит от Х линейно или , что равносильно, если 
для любой у Е Е касательные векторы гориэонтальных 
кривых с началом у образуют в Т у (Е) векторное под
пространство !'!у , наэ . горизонтальным подпростран
ством. При этом Ty (E)= !'!yffiTy (Fy) , где Fy - слой , 
проходящий через у ,  то есть F у=р - 1 (р (у)) . Гладкое 
распределение 1'1 :  у � !'!у наз . гориаоптальпым рас
пределепием линейной связности Г . Оно определяет Г 
однозначно: горизонтальными поднятиями явпяются 
его интегральные кривые . 

Расслоенное пространство Е наз . главным (соответ
ственно пространством однородного типа) и обозначает
ся Р (соответственно Q) , если G действует на F просто 
транзитивно (соответственно транзитивно) , т. е. если 
для произвольных z, z' Е F существует точно один 
(соответственно существует) элемент gE G, к-рый пере
водит z в z' . Пусть G действует на F слева ; тогда на Р 
определяется ее естественное правостороннее дейст
вие , в к-ром g определяет Rg : z � zog .  При этом Q 
отождествимо с фактормногообразием Р 1 Н, состав
ленном иэ орбит уоН, где Н - стационарная под
группа нек-рой точки из F=GIH. Общее Е отождест
вимо с фактормногообраэием (Р Х  F)/G орбит (у , z)oG 
относительно действия , определяемого формулой 
(у , z)og= (yog,  g- 1oz) . 

Гладкое распределение 1'1 на Р является горизон
тальным распределением век-рой линейной С. (к-рую 
оно определяет однозначно) тогда и только тогда , когда 

Ту (Р) = !'!у ffi Т у (F у) ,  R;l'1y = l'1y о g 
для произвольных у Е Р и g E G. Все горизонтальные 
распределения на Q (соответственно Е) являются об
разами таких 1'1 при канонич. проекции Р - Q= PIH 
(соответственно естественных поднятий таких 1'1 на 
P X F  при канонич. проекции P X F - E= (P X F)IG) . 
Часто линейная С .  определяется прямо как распреде
ление с указанными выше свойствами . Известно, что 
в каждом Р ,  а вместе с тем и в каждом Q и Е, сущест
вует век-рая линейная С .  

Исследование линейной С .  в Р проводится обычно 
с помощью свяапости формы, к-рая определяет С .  
однозначно и может быть положена в основу еще од
ного ее определения . Важной ее характеристикой яв
ляется �>ривиапы форма, с помощью к-рой можно вы
числить алгебру Ли группы голономии. 

В первые понятие С .  возникло в 1 9 1 7 в работе Т .  Ле
ви-Чивита [ 1 ]  о параллельном перенесении вектора 
в римановой геометрии . "Уже в 19 18 Г . Вейль [2] дал 
понятие аффиппой свяапости. В 20-е гг . Э .  Картав 
(см.  [ 3] - [5] )  перешел к исследованию прое�>mивпой 
свяапости и �>опформпой свяапости , в 1926 дал общую 
концепцию <<Неголономного пространства с фундамен
тальной группоЙ>> (см . Свяапости па мпогообрааии) , где 
эти пространства освещены с точки зрения общей тео
рии С .  В 40-е гг . В .  В .  Вагнер раэвивал еще более об
щую концепцию , близкую по духу (но не по методу) 
к современному понлтию С. Решающим был 1 950 , 
когда появились сводное изложение В .  В .  Вагнера [6 ] , 
первые заметки Г .  Ф .  Лаптева ,  открывающие новые 
подходы , особенно в части аналитич . аппарата , и ра
бота Ш. Эресмана [ 7 ] ,  положившая начало современ
ной глобальной теории С .  См. также Вейля свяапость , 
Лппейпая свяапость , Римапава свяапость , Симпле�>mи
чес�>ая свяапость , Эрмитова свяапость . 

Лит . :  [ 1 ]  L е v i-C i v i t а Т. , «Rend. circ. mat. Palermo», 
1 9 1 7 ,  t. 2, р. 1 7 3 - 205 ;  [2] W е у 1 Н . ,  Raum , Zeit, Materie, 
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5 Aufl . , в . ,  1 923 ; [3] с а r t а n Е . ,  «Ann . Soc. pol .  math . >>, (п р а в ы м) с д в и г о м .  Множество А0 (S) (соот-
1 923 ,  t. 2. р. 1 7 1 -221 ; [t,] е г о ж е, «Bull .  Soc. math. de Fran- р (S) )  ( ) се» , 1 92Z. t. 52? р. 205-z.t ; [5] е г 0 ж е, «Acta math . » ,  l 92o , ветственно 0 всех внутренних левых правых 
t. Z.8 ,  р. 1 - Z.2 ,  L6] в а г н е р в .  в . , «Тр. семин. по веит. и С. п .  S есть левый идеал в А (S) (правый идеал в Р (S) ) . 
тенз.  анализу», 1 950 ,  в .  8, с 1 1 -72 ;  [7J  E h r e s m a n n  С. , Левый сдвиг Л и иравый сдвиг р полугруппы S наз. 
в ин . : Coll. de Topologie. Bruxelles , 1 950 , Р . , 1 9 5 1 , р .  29-55 ; с в л з а  н н ы м и ,  если х (Лу )= (хр)у для любых х, (8] Л а п  т е в Г. Ф . ,  «Тр.  Моси матем об-ва>> , 1 9 5 3 ,  т. 2, с. 
275-382 ; [9] н о м и д з у  к. , Группы ли и дифференциальная у Е S; в этом случае пару (Л, р) паз . б и с д в и г о м S .  
геометрия,  пер. с англ . , М. ; 1 96 0 ;  [ 1 0] Л и х  н е р  о в и ч А. , Для любого a E S  пара (Ла , Ра ) есть бисдвиг ;  он наз . 
Теория связностей в целом и группы голономий,  пер .  с Франц. ,  в н у т р е  н н и м б и с д в и г 0 м ,  соответствующим М. , 1 960 ; [ 1 1 ]  Л у м и с т е  Ю. Г . ,  в ин. : Итоги науии. Сер . В " 
Математииа, в. 21 - Алгебра. топология. Геометрия.  1 969 ,  элементу а. полугруппах с единицеп и только в них 
М. , 1 9 7 1 ,  с. 1 23-68. ю. г. Лу.м.исте. велкий бисдвиг внутренний . Множество Т (S) всех 

СГУЩЕНИЯ ТОЧКА, н а к о п  л е н и л т о ч к а , - бисднигон полугруппы S есть подполугруппа декар-
то же, что предельная точка . М. И. Войцеховский тона произведения А (S) Х Р (S) ; она наз . с д в и г о-

СДВИГ - аффинное иреобразование плоскости , при в о й о б о л о ч к о й полугруппы S .  Множество 
к-ром каждая точка смещается по направлению оси Ох Т0 (S) всех внутренних бисднигон есть идеал в Т (S ) ;  
на  расстояние , пропорциональное е е  ординате . В де- он паз . в н у т р е н н е й  ч а с  т ь ю T (S) . Отобра-
картоной систеые координат С. задается соотношениями жение т : S -+  T0 (S ) , заданное формулой т (а)= (Ла , 

x' = x + ky , у ' = у , k :f. O . Ра) ,  есть гомоморфизм S на T0 (S ) ,  называемый к а
н о н и ч е с к и м. Полугруппа S паз .  с л а б о р е
д у к т и в н о й , если для любых а , Ь Е S из того , что 
ах= Ьх и ха=хЬ для всех x E S , следует а= Ь ;  т. е. ка
нонич. гомоморфизм полугруппы S есть изоморфизм . 
Если S слабо редуктивна , то Т (S) совпадает с идеали
затором T0 (S) в A (S) X P (S) , т .  е .  с наибольшей под
полугруппой uз A (S) X P (S) , содержащей T0 (S) в ка
честве идеала . 

При С .  сохранлютел площади " и ориентация .  
С .  пространства п о  направлению оси Ох задается 

соотношениями 
x ' = x + kz , у ' = у ,  z ' = z ,  k :f. O . 

При С . пространства сохранлютел объемы и ориента
ция . А. Б .  Иваиов. 

СДВИГА ОПЕРАТОР - оператор Tt , зависящий от 
параметра t и действующий на пек-ром множестве Ф 
отображений q:> : А -+ Е  (где А - абелева полугруппа , 
Е - множество) по формуле 

т t(jJ ( . ) = q:> ( . + t )  
(говорят также , что Тt - о п е р а т о р  с д в и г а  
н а t) . В качестве А часто фигурируют lR, IR + (тогда 
Т t - сдвиг в том или ином пространстве функций 
действительного переменного) , :z или N (тогда Tt -
сдвиг в том или ином пространстве последовательнос
тей) . Множество Е ,  а соответственно этому и мно
жество Ф ,  обычно наделено нек-рой структурой (век
торного , векторного топологического , нормированного, 
метрического , вероятностного пространства) . 

С. о .  используется, в частности , в теории динамич . 
систем (см . Сдвигов динамичес�>ая система, Вернулли 
автоморфизм) .  Употребляется также термин <<С .  о .  по 
траекториям дифференциальных уравнениЙ>> (см . Коши 
оператор) .  В . М. MUJ!Jiuaищunoв. 

СДВИГА ПАРАМЕТР - параметр О, 8 E 8cRk, 
семейства функций {q:>0 ( . ) }, заданных на Rk по сле
дующему правилу: 

q:>e ( · )= q:> ( · - 8) для любого 8 Е 8 , 
где q:> ( · ) - пек-рая заданная функция на Rk. 

Лит. : [ 1 ] И б р а г и м о и  И А . ,  Х а с ь м и н с и и й  
Р. 3 . , Асимптотичесиая теория оценивания,  М . ,  1 9 79 .  

М. С. Ниrщлин. 
СДВИГИ ПОЛУГРУПП - прообразования полугрупп, 

удовлетворяющие специальным условиям: п р а в ы м 
с д в и г о м полугруппы S наз . иреобразование р 
такое , что для любых х ,  у Е S имеет место (ху)р= х (ур) ; 
левый сдвиг определяется симметричным образом, при 
этом ради удобства левые сдвиги чаще записывают как 
левые операторы .  Таким образом , л е в ы й  с д в и г 
полугруппы S - такое ее иреобразование Л, что для 
любых х ,  у Е S имеет место Л (ху)= (Лх)у . Соответственно 
последовательность выпоJrненил двух левых сдвигов 
в произведении (см. Иреобразований полугруппа) осу
ществляется снрава налево . Произведение двух ле
вых (правых) С. п. само будет левым (правым) С. п . , 
так что множество А ( S) (соответственно Р ( S) ) всех ле
вых (правых) С .  п .  S будет подполугруппой симметрич .  
полугруппы g S ·  ДJIЯ произвоJrьного элемента а Е S ире
образование Ла (Ра) , за11анное формулой Лах= ах (хра = 
= ха) является Jшвым (nравым) сдвигом, соответствую
щим элементу а . Он ню1 . в н у т р е  н н и м л е в ы  м 

С .  п .  и ,  в частности , сдвигоные оболочки играют 
существенную роль при изучении идеальных расшире
ний полугрупп . Роль сдвигоной оболочки при этом 
в известной степени аналогична роли голоморфа груп
пы в теоуии групп .  

Лит . :  1 ]  К л и ф ф о р  д А. ,  П р  е с т о н Г. , Алгебраи
чесиая теория полугрупп, пер . с англ . , т .  1 ,  М. , 1 97 2 ;  [2) Р е  t
r i с h М. , Introduction to semigroups. Columbus, Ohio, 1 9 7 3 ;  
[3] е г о ж е, «Semigroup Forum», 1 9 7 0 ,  v .  1 ,  р . 283-360.  

Л.  Н.  Шеврии. 
СДВИГОВ ДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА - дина

мическал система jl (или, в иных обозначениях , f ( t ,  • ) ) 
на пространстве непрерывных функций q:> : IR -+ S (S -
ыетрич. пространство) , наделенном к о м п а  к т н о 
о т к р ы т  о й  т о п  о л о г и е й (т . е . топологией 
равноыерной сходимости на отрезках) , заданная фор
мулой 

!1q:> = Ttq:> . 
где Tt - сдвига оператор на t, то есть 

Ttq:> ( • ) = q:> ( · + t ) . 

Таким образом, траектор-ия точки q:> в С .  д .  с . есть 
множество всех сдвигов функции q:>, т. е. всех функций 
вида q:> (t+ т) переменяого т Е  IR , а замыкание этой 
траектории - множество всех функций вида 

� (т) = l im q:> (t k + т) ,  
k-+ oo  

где предел равномерен н а  каждом отрезке . С .  д.  с . 
наделлетел нормированными инвариантными мерами , 
существующими в силу теоремы Боголюбова - Кры
лова (инвариантные меры Боголюбова - Крылова со
средоточены на компаr,тах) . 

С .  д. с. используется в теории динамич . систем, глав
ным образом - для построепил примеров (при этом 
в качестве S обычно берут IR; п р и м е р М а р к о в а 
не строго эргодич. системы па компакте , каждая тра
ектория к-рой всюду плотна , и др . ) ,  а также в теории 
неавтопомных систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, где в качестве S берется обычно IR.n или 
пек-рое пространство отображений IR.n � IR" (в теории 
линейных однородных неавтономных систем обычно 
берется S= Hom (IR.n , IR.n) ) . 

См. также Особые поJ>аааrпели ,  Центральные nи�>а-
аатели . В. М. Миллuо>iщипов. 

СЕГМЕНТ - 1 )  С . н а п л о с к о  с т п - плоская 
фигура , заключенная между r•ривой и ее xopдoi'r .  Пло-
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щадь �уга (к Р У г  о в о г о с е г м е в т а) S = х0) суть аффинные образы гипербол вида х2= с l х1 1 "-•/Л., , 
= 2 V2hr-h2 , где r - радиус круга , h - высота С .  c E IR"'-.. {0 } (рис . 2) . 

2) С .  в п р о с т р а в  с т в е - часть тела , ограни- Термин �С.» применяют и для наименования любого 
чеввая плосностью и отсекаемой ею частью поверх- расположения траекторий системы (* ) в окрестности 
ности . Объем С . шара (ш а р о в  о г о с е г м е в т а) :  и изолироваввой 
V= lf3лh2 (3R -h) ,  где R - радиус шара , h - высота точки покоя х0 , при �� С . шара . Площадь кривой поверхности С .  шара : S= к-ром из И"'-.. {х0 } к 
= 2:rtRh . А. в .  Ива!Юв. точке х0 примыкает 

СЕГМЕНТ - см. Интервал и сегжепт . лишь конечное чис- � 
СЕГРЕ ВЛОЖЕНИЕ - вложение ер :  рп х рт -+ ло т (;;:;.2) траекто-

-+ РN произведения проективвых простравств р п х рт рий, и каждая из Рис .  2 . 
в проективвое пространство pN , где N=пт+п+т .  них , будучи дополве-�сли х= (и0 • • •  ип) Е Рn , y= (v0 • • •  vт) E Pm , а wi, j • на точкой х0 , касается в вей определенного ваправле�=0 ,  . . .  , n ,  j = O , . . .  , т ,  - однородвые координаты вия (т-с е п а р  а т р и с в о е С . ) .  С .  ваз . и век-рые 
в pN, то отображение определяется формулами типы точек покоя автономных систем обыкновенных 

N дифференциальных уравнений порядка п;;;;.3 .  ep (x X y) = (wi , j) E P • Лит. см. при ст. Особая точпа дифференциального уравне-
ник. А .  Ф. Ан.дреев. 

где wu= иivj . Отображение ер корректно определено и 
является замкнутым вложением. Образ С .  в .  ер (Pn Х pm ) 
наз . м в о г о о б р а  з и е м С е г р е . Случай п=т= 1 
имеет простой геометрич . смысл: ер (Р1 х Р1) - это невы
рожденная квадfика в Р3 с уравнением w11 w00= w01 w10 •  
Образы ер ( х  Х Р ) и ер (Р1 Х у) дают два семейства 
прямолинейных образуюЩI!IХ на квадрике . 

Названо в честь Б . Сегре (В . Segre) . 
Лит. : [ 1 ] Ш а  ф а р  е в и ч И. Р . , Основы алгебраичесной 

геометрии , М . , 1 972 .  Ва.л.. С. Rу.л.ипов. 
СЕДЛО - тип расположения траекторий автономной 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
2-го порядка : 

СЕДЛО В БЕСКОНЕЧНОСТИ ,  н е с о б с т в е в в а я 
с е д л о в а я т о ч к а ,- тип расположения траекто
рий динамич . системы . Говорят , что дивамич . система {t (или , иначе , f ( , р ) ,  см. ( 1 ] ) ,  заданная на Rn , имеет 
С. в б . ,  если найдутся точки Xk и числа 'tk <O ,  8k >O, 
k E N , такие , что последовательности 

{f'tkxk}k e N '  {f6kxk} k E  N 
- сходящиеся, а ! xk 1 -+ оо при k -+ оо . Это определе
ние В .  В .  Немыцкого было обобщено М .  В .  Бебутовым 
на дивамич . системы , задаввые на произвольвом мет
рич .  пространстве ; при этом требование « l xk l -+ оо при 

; = ! (х) , х Е  IR2 , f : G c= IR2 --. IR2 , 
k -+  оо » заменяется требованием: �последовательность 

(*) {xk} не содержит ни одной сходящейся подпосле-
k Е N  

f Е С (G) , G - область единственности,  в окрестности 
особой точки (равновесия положения ) х0 • Этот тип ха
рактеризуется следующим образо111 . Существует ок
рестность и точки х0 такая, что для всех траекторий 
системы , вачивающихся в и"'-..{х0 },  как положительные, 
так и отрицательвые полутраектории являются уходя
щими (с течением времени понидают любой комиакт 
V с= и) . Исключение составляют лишь четыре траекто
рии (с е п а  р а т р и с  ы с е д л а) . Для двух из них 
отрицательвые полутрае:ктории являются уходящими, 
а положительные полутраектории примы:кают к точке 
х0 , для двух других - наоборот . Первые две сепарат
рисы ваз . у с т о й  ч и в ы  м и, две вторые - и е у с
т о й ч и в ы м и .  Устойчивые се па ратрисы , будучи 
дополнены точкой х0 , образуют проходящую через :r0 
гладкую кривую - у с т о й ч и в о е м в о г о о б
р а з  и е с е д л а .  Неустойчивые сепаратрисы вместе 
с точкой х0 образуют гладкое в е у с т о й  ч и в о е 

м в о г о о б р а з и е с е д л а .  
С .  при этом ваз .  и сама точ
ка х0 • 

Рис . 1 .  

Седло х0 веустойчиво по 
Ляпунову. Его индекс Пуав
каре равен -1 . Для системы 

х1 (*) класса С1 (f E С1 (G) )  с вену-
левой матрицей А =!' (х0) точка 
покоя х0 является С. в случае , 
когда собственные значения Л.1 , 
Л.2 матрицы А удовлетворяют ус
ловию Л.1Л.2 <О (простое С . ,  рис . 1 ,  

где х0 = 0) , но может быть С .  и в тех случаях , ко
гда Л1=0;i:Л2 или Л1= Л2= 0 . В любом из этих случаев 
сепаратрисы С. касаются в точке х0 направлений , 
определяемых собственными векторами матрицы А . 

Если система (*) линейна (f (x)= A (х-х0) , А -
постояиная матрица с собственными значениями Л.1 ,Л.2) , 
то для нее точка х0 является С .  лишь при условии 
ЛtЛ2<0. Сепаратрисы седла х0 в этом случае прямоли
вейиы,  а все остальвые траек1·ории (отличные от точки 

довательвости» . 
Отсутствие С .  в б . - необходимое условие глобаль

ной выпрямляемости дивамич . системы (см . Полпая не
устойчивость) .  Для того чтобы вполне веустойчивая 
дивамич . система , заданная на метрич . пространстве , 
не имела С .  в б . ,  необходимо и достаточно , чтобы фак
торпространство дивамич . системы было хаусдорфовым. 

Лит. : [ 1 ] Н е м ы  ц н и й в. в . ,  С т е п  а н о в В .  В . , 
Качественнан теория дифференциальных уравнений,  2 изд. , 
М. , 1 9 4 9 .  В .  М. Ми.я.л.ионщипов. 

СЕДЛОВАН ПОВЕРХНОСТЬ - обобщение поверх
ности отрицательвой кривизны . Пусть М - поверх
ность в трехмерном евклидовом пространстве , опреде
ляемая потруженнем f : W -+ Е3 двумерного многооб
разия W в Е3 •  Плоскость а отсекает от М горбушку, 
если среди компонент прообраза множества М"'-..а в W 
имеется компонента с компактным замыканием. Часть 
поверхности М, соответствующая этой компоненте , 
ваз . г о р б у ш к о й (см . рис . ) .  Поверхность М ваз . 

С .  п . , если от нее нельзя отсечь горбуш:ки викакой 
плоскостью. Примерами С .  п .  являются однополост
ный гиперболоид, гиперболич . параболоид, линейча
тые поверхности . Для того чтобы дважды непрерывно 
дифференцируемая поверхность была С. п . ,  необхо
димо и достаточно, чтобы в каждой точке поверхности 
ее гауссова кривизна была веположительва . Поверх
ность , все точки к-рой седловые точ��:и, является С .  п .  

С .  п . ,  ограниченная спрямляемым контуром, по  своей 
внутренней Ме'l'рике , индуцированной метрикой прост
ранства , является двумерным многообразием веполо
жительной кривизны . На класс С .  п .  можно обобщить 
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ряд свойств поверхност11й отрицательной кривизны , 
однако эти поверхности не образуют , по-видимому, 
столь же естественного класса поверхностей, как вы
пуклые поверхности . 

Лит . :  [ 1]  Б а к е л ь м  а н И. Л . ,  В е р н е р  А. Л. , 
Н а н т о р Б. Е . , Введение в дифференциальную геометрию 
«В целом», М. , 1 9 7 3 ; [2] Ш е ф  е л ь  С. 3 . ,  Исследования по гео
метрии седловых поверхностей, Новосиб. , 1 963 .  

Д. Д. Сополов.  
СЕДЛОБАЯ ТОЧКА - точка гладкой поверхности, 

вблизи к-рой поверхность лежит по разные стороны от 
своей касательной плоскости. Если С .  т. является 
точкой двукратно непрерывно дифференцируемой по
верхности , то ее гауссова кривизна в этой точке не
положительна . С .  т .  является обобщением гипербо-
лич. ТОЧКИ . Д. Д. Сополов.  

СЕДЛОБАЯ ТОЧКА (в теории игр) функции 
F, заданной на декартовом произведении двух множеств 
Х Х У, - точка (х* , у* ) Е Х Х У, для к-рой 

F (x*,  y*) = max F (x , y*) = min F (x* ,  у) . 
х е Х  у е У  

Наличие С .  т .  у функции F равносильно существованию 
оптимальных стратегий у игроков в антагонистической 
игре Г= (Х , У, F) . В. Л. Rрепс. 

СЕДЛО-УЗЕЛ - тип расположения траекторий ав
тономной системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений 2-го порядка: 

j Е С (G) , G - область единственности , в окрестности 
особой точки х0 •  Этот тип характеризуется следующим 
образом: нек-рал окрестность И точки х0 разбивается 
примыкающими к х0 полутраекториями (с е п а  р а т
р и  с а м и С . -у . )  на т криволинейных секторов 
(З..;;:т<+оо ) , из к-рых h, 2 ..;;h <т,  являютел седловы
ми, а остальные - открытыми узловыми; каждая 
примыкающая к х0 полутраекторил , будучи дополие
на точкой х0 , касается в ней определенного луча . 
С .-у. паз . при этом и сама точка х0 • 

С.-у. неустойчив по Ляпунову .  Его индекс Пуанкарс 
равен 1 - (h/2) . Если / Е С1 (G) , а матрица A = j' (х0) # 0, 
то особая точка х0 может быть для системы (*) С . -у. 
лишь в случаях, когда собственные значения Л1 , Л2 
матрицы А удовлетворяют одному из следующих усло
вий: 

а) Л1 = О  # Л2; б) Ai = A2 = 0 . 
В любом из этих случаев точка х0 может быть для сис
темы (*) также седлом или узлом , а в случае б) и точ
кой mioгo типа . Если же она является С . -у. , то для 

х2 

Рис. 1 .  Рис. 2 .  

нес т=3 , h= 2 ,  а все примыкающие к х0 полутраекто
рии системы касаются в этой точке направлений, оп
ределяемых собственными векторами матрицы А (см. 
рис . 1 и 2 ,  где жирными линиями изображены сспарат
рисы С . -у. х0 = 0, а стрелки указывают наnравление 
движения по траекториям системы с возрастапие.м t; 
оно может быть и противоположным) . 

Лит.: [1 ] Б а у т и в Н. Н. , Л е о н т о в и ч Е. А. , Ме
тоды и приемы качественного исследования динамических сис
тем на плос1юсти , М . ,  1 9 7 6 .  А .  Ф. Аидреев. 

СЕКАНС - одна из тригонометрических функций: 
1 y = sec x = cos x

' 

другое обозначение sc х . Область определения - вел 
числовал прямая за исключением точек, абсциссы 
к-рых 

:rt х=2 (2n + 1 ) ,  n = O , ± 1 , ± 2 ,  . . . 

С .- неограниченнал четная периодическая (с периодом 
2л:) функция . Производнан С . :  

(sec х) ' = sin, х = tg х sec х. cos х 
Интеграл от С . :  

� sec x dx = ln 1 tg ( � + � ) 1 + С · 

С. разлагается в ряд 

sec x :rt 3:rt 

Cz
:rtY- x• + 

5:rt ( 5:rt) 2 
2 -х• 

Ю. А. Горы<ов. 
СЕКВЕНЦИАЛЬНО КОМПАКТНОЕ ПРОСТРАНСТ

ВО - топологическое пространство (у с л о в и е 
Б о л ь  ц а н о - В е й  е р ш т р а с с а) , любая бес
конечная последовательность точек к-рого содержит 
сходлщуюсл подпоследовательность . В классе Тг 
прострапств С. к. п. является счетно компактным 
прострапством . Если к тому же пространство удов
летворяет первой аксиоме счетпости , то из его счет
пой компактности следует секвепциальпал компакт
ность .  С. к. п. пе обязательно является бикомпактным 
пространством: таково, папр . ,  множество всех поряд
ковых чисел , меньших первого песчетиого числа ,  па
деленное топологией, база к-рой - всевозможные ин
тервалы. М. И. Войцеховспий. 

СЕКВЕНЦИАЛЫЮЕ ПРОСТРАНСТВО - топологи
ческое пространство Х такое , что из А с Х и А # l А ] 
(т .  е .  множество А незам:кнуто) следует существование 
последовательности xk ,  k= 1 ,  2, . . .  , точек из А ,  схо
длщихсл к нек-рой точке [А ]"'А . Если из х Е [А ]сХ 
всегда следует, что существует последовательность xk 
точек из А , сходлщалсл к х,  то Х наз . п р  о с т р а н
с Т В О М ф ·р е Ш е - У р Ы С О Н а .  М. И. Войцеховспий. 

СЕКВЕНЦИЙ ИСЧИСЛЕНИЕ - одна из формули
ровок предикатов исчисления . БJiагодарл удобной фор
ме вывода С. и. находит широкое применение в до
казательств теории , основаниях математики , при ав
томатич . поиске вывода . С .  и . было предложено Г .  
Генценам в 1 934 (см. [ 1 ] ) .  Ниже приводител одщ1 ив 
вариантов классич . исчисления предикатов в форме< 
с. и .  

Н а б о р о м  ф о р м у л нав .  конечное множество 
формул нек-рого логико-математического лвыка Q , 
причем в этом множестве допускаютел повторения фор
мул . Порядок формул в наборе Г несуществен, но дJiл 
каждой формулы укавано , в скольких экземплярах 
она присутствует в Г. Набор формул может быть и 
пустым. Набор ер Г получаетел ив Г присоединением 
одного эквемпллра формулы ер . С е к в е н ц и е й  нав . 
фигура вида Г - i\ , где Г и i\ - наборы формул , 
Г нав . а н т е ц е д е н т о м секвенции , а i\-ee 
с у к ц е д е н т о м. 

Аксиомы С. и .  имеют вид ер Г - i\ep, где Г ,  i\ - про
извольные наборы формул , а ер - проиввольнал ато
марная (элементарная) формуJiа . Правила вывода ис
числения устроены очень симметрично и вводят ло-
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I'ИЧ связки в антецедент или сунцедевт секвенции: 

( q>,РГ -+ � Г -+ �q>. Г -+  �'Ф 
1\ -+) (q> л 1jJ) г -+  � ; ( ...... 1\ )  г -+ �  (q> л 'Ф> 

( q>Г -+ �; 1jJГ -+ � Г -+ �Ф'Ф 
V � ) (q> V \jJ) Г -+ � ; (-+ V ) Г -+ � (q> V 1JJ) ; 

( ) Г ....,. �q>; 1jJГ -+ � q>Г -+ �1jJ 
:::1 -+ (q> � 'Ф) Г -+ � ; (-+ :::!) Г -+ � (q> �  1jJ)  

( -1  ) Г -+ �q> q>Г -+ � 
-+ 1 q>Г -+ � ; (-+- l )  Г -+  ��q> ; 

('r/ VХФ q> (х 1 f )  Г -+ � Г -+ �q> 
-+) vxq>Г -+ � ; (-+ V) Г -+  �yxq> (YIX) ; 

( ) q>Г -+ � Г -+ Aq> (х 1 t) axq> 3 -+ аХ«Р (У 1 х) г -+ � ; (-+ 3) Г -+ �axq> • 

Здесь в правилах (- V) и (3 -> предполагается, что 
переменпая у не есть параметр Г и � . а х не есть па
раметр <р .  

С.  и .  эквивалентно обычной форме исчисления преди
катов в том смысле, что формула <р выводима в исчис
лении предикатов тогда и тольно тогда ,  ногда секвен
ция - <р выводима в С. и. Для доназательства этого 
утверждения существеива о с в о в в а я т е о р е
м а Г е в ц е в а (или т е о р е м а о в о р м а л и
з а ц и и) , к-рая для С. и. может быть сформулирована 
следующим образом: если в С. и. выводимы секвенции 
Г - �<р и <р Г - � . то выводима и сенвенция Г - � -

г -+  "' ч> ;  q>Г -+ � Правило вывода г -+ ,.. паз . п р  а в и л о м 
с е ч е н и я , и теорема о нормализации утверждает , 
таким образом, что правило сечения допустимо в 
С .  и. или что добавление правила сечения не изме
няет объема выводимых секвенций. Ввиду этого теоре
му Генцена паз . также т е о р е м о й о б у с т р а
н е н и и с е ч е н и я .  

Симметричное устройство С .  и .  в значительной мере 
облегчает изучение его свойств , поэтому в теории до
казательств важное место занимает поиск секвенциаль
ных вариантов прикладных исчислений: арифметики, 
анализа,  теории типов и доказательство для таких ис
числений теоремы об устранении сечения в той или 
ивой форме (см. ( 2] ,  [3 ] ) . Найдены секвенциальвые 
варианты и для многих исчислений, основанных на 
неклассич. логиках - интуиционистской , модальных 
и релевантных логиках и др. (см. [ 3 ] ,  [4]) . 

Лит. : [ 1 ]  Математическая теория логического вывода. Сб. 
переводов, М . ,  1 967 ; [2] Т а к е у т и Г. ,  Теория доказательств , 
пер. с англ . , М . , 1 97 8 ;  [3] Д р  а г а л и н А. Г. ,  Математический 
интуиционизм. Введение в теорию доказательств , М. , 1 9 7 9 ;  
[4] Ф е й  с Р . ,  Модальная логика , пер . [с англ ] , М . ,  1 9 7 4 .  

СЕКВЕНЦИЯ - выражение вида 
А . Г Драга.яии. 

А1 ,  • • • , Ап -+ В1 , • • •  , Вт , 
где А1 , • • •  , А по В1 , • • •  , Вт- формулы. Читается: 
<<nри допущениях А 1 7 • • •  , An имеет место В1 или В2 , 
или . . .  , или Вт» - Часть С . ,  стоящая слева от стрелки, 
паз . а н т е ц е д е н т о м; часть С . ,  стоящая справа 
от стрелки, паз.  с у к ц е д е н т о м (к о н с е к в е н
т о м) . Формула (А 1& . . •  &А п)=:I(В1 V . • .  V Bm) 
(пустая конъюнкция обозначает ложь, пустая дизъюн-
кция - истину) ваз . ф о р м у л ь н ы м о б р а-
з о м С .  Г. Е. Мииц. 

СЕКТОР - 1 ) С . н а п л о с к о  с т и - плоская 
фигура , ограниченная двумя полупрямыми , исходя
щими из внутренней точки фигуры , и дугой контура .  
С .  круга (к  р у г о в о й  с е к т о р) - фигура , ог
раниченная двумя радиусами и дугой, на к-рую они 
опираются . Площадь С .  круга :  S= lr/2, где r - ра
диус круга , l - длина дуги . 

2) С .  в п р  о с т р а н  с т в е - часть тела,  ограни
ченная конич. поверхностью, вершина н-рой вахо-

дится внутри тела ,  и вырезаемой частью поверхности 
тела .  Ш а р о в о й с е к т о р - тело, вознинающее 
при вращении сектора большого нруга вонруг одного 
из радиусов (шаровой С .  1 -го рода) или вокруг диа
метра , не пересенающего его дуги (шаровой С .  2-го 
рода) .  Объем шарового сентора: V= lf3nR2h,  где R -
радиус сферы, h - проекция хорды, стягивающей дугу 
С. на ось вращения . всэ-а . 

СЕКТОР в т е о р и и о б ы н н о в е н н ы х д и ф
ф е р  е н ц и а л ь н ы  х у р а  в н е н и й. 1 ) С .- от
нрытый криволинейный сентор S с вершиной в изо
лированной особой точне О автоно.м ной систе.мы обын
новенных дифференциальных уравнений 2-го порядна:  

x = f  (х) , x E R2 , (*) 
/ Е С (G) , G - область единственности, удовлетворяю
щая следующим четырем условиям. 1 )  Каждая из бо
новых стенон S является ТО-н р и в о й  системы (*) 
(полутраенторией, примынающей при 1 t 1 - + сон точке 
О, касаясь в ней определенного направления) .  2) Зад
ней стенной S является простая параметрич . дуга 
(гомеоморфный образ отрезна) .  3) В S", {О } нет особых 
точек системы (*) · Четвертым условием является 

о о о 
Рис. 1 .  Рис. 2 .  Рис. 3 .  

одно из  трех следующих. 4а) Все траектории системы 
(*) , начинающиеся в S, покидают этот сектор как 
с возрастанием, так и с убыванием t; такой С. паз. 
г и п е р б о л и ч е с к и м, или с е д ло в ы м (рис. 1 ) .  
4б) Все траектории системы (*) , начинающиеся в S 
в достаточной близости от О , с возрастанием t , не вы
ходя из S, примыкают к точке О , а с убыванием t 
понидают S (или наоборот) ;  такой С. паз . п а р а б о
л и ч е с к и м, или о т к р ы т ы м у з л о в ы м 
(рис. 2) . 4в) Все траектории системы (*) , начинаю
щиеся в S в достаточной близости от О , как с возрас
танием, так и с убыванием t, не выходя из S ,  примы
кают к точке О, образуя вместе с О замкнутые кривые 
(п е т  л и) , причем из любых двух петель одна охва
тывает другую; такой С. паз . э л л и п т и ч е с  к и м, 
или з а м к н у т ы м у з л о в ы м (рис . 3) . 

Для аналитич. системы (*) , имеющей ТО-кривые , 
круг Q достаточно малого радиуса с центром в точ
ке О всегда может быть разбит на конечное число С .  
описанного вида : h гиперболических , р параболиче
ских и е эллиптических (см. [ 1 ] ,  [ 2] ) .  Выявить все 
эти С . ,  определить тип каждого из них и установить 
для них закон следования друг за другом при обходе 
точки О по границе круга Q (и тем самым выяснить 
топологич . структуру расположения траекторий сис
темы (*) в окрестности точни О) можно, напр . ,  с по
мощью Фро.м.мера .метода . Для чисел h, р и е имеются 
априорные оценки сверху через порядок малости нор
мы 1 1/ (x) l l  при х - О (см . [ 1 ] ,  [ 4] ,  [ 5] ) .  

Иногда (см . ,  напр . ,  [3] )  понятие «С .» определяется 
свободнее: в гиперболич. и параболич. С. допускается 
наличие петель, nокрывающих множество, не имеющее 
предельных точек на задвей стенке С . ,  а :в эллиптич. 
С. - наличие петель,  не охватывающих друг друга . 
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При этом первая фрааа предыдущего абзаца сохраня
ет силу и для систем (*) общего вида , а индекс 
П уанкаре особой точки О системы ( * )  выражается 
ф о р м у л о й Б е в д и к с о н а :  

i =  1 + (e - h)/2 . 
Лит. : [ 1 ]  В е n d i х в о n  I . , « Acta math.» ,  1 9 0 1 , v. 24 , 

р. 1 - 8 8 ;  [2] А н д р  о н о в А. А. , Л е о н т о в и ч Е. А . , 
Г о р д о н И. И. , М а й е р А. Г . ,  Начественнан теория дина
мических систем второго порядка, М . , 1 966 ; [3] Х а р т м а н Ф . , 
Обыкновенные дифференциальные уравнения,  пер. с англ . , 
М. 1 9 7 0 ;  [4] Б е р л и н с к и й  А. Н. ,  «Докл. АН СССР»,  
1 969 ,  т. 1 87 ,  М 3 ,  с. 502- 0 5 ;  [5] С а г а л о в и ч М.  Е . , <•диФ
ференц. уравнения», 1 9 7 9 , т .  1 5 , М 2, с .  3 6 0-6 2 .  

2) С е к т о р Ф р о м м е р а ,  в о р м а л ь н а я 
о б л а с т ь Ф р о м м е р а ,- круговой С.  

N = {(r , q>) / 0  < r .s;;;;; б , l q> - q>o l .s;;;;; e} 
с вершиной в иаолированной особой точке О (х= х0) 
системы (*) (см . п. 1 ) , боковыми стенками ОА и ОВ , 
IPA= q>0-e, q>в= q>0+e , и аадней стенкой А В (здесь 
r, q> - полярные координаты на х-плоскости с по
люсом в точке О ,  б , е , q>0 E IR) , удовлетворяющий сле
дующим условиям: 

( 1 )  q>= q>0 - и с к л ю ч и т е л ь н о е н а п р а в
л е н и е  с и с т е м ы (*) в точке О ,  т . е . сущест
вует последовательность xk= x0+ (rk cos 'P k • rk sin q>,.) , 
k= 1 ,  2 ,  . . .  , r,. -+  О , 'Pk -+ q>0 при k -+ + оо ,  такая , 
что если � (х)= (/ (х) � х-х0) , то tg � (x,.) -+ 0  при 
k -+ + оо ,  и такое направление единственно в N ,  

(2) tg � (x)=FO для любого х Е ОА U ОВ , 
(3) � (х )=;Ьn/2 для любого х Е N.  

в 

Рис . 4 .  Рис. 5 .  

Пусть угол � (х) отсчитывается от вектора х -х0 и 
имеет знак направления отсчета .  Сектор N нааывается : 
в о р м а л ь в о й  о б л а с т ь ю  Ф р о м м е р а  
1-г о т и п  а (обозначение N1) ,  если tg � (х) <О при 
х Е ОА ,  tg � (x) >O при х Е ОВ ;  

н о р м а л ь н о й  о б л а с т ь ю  2 - г о  т и п а  
(N2) , если tg � (x) >O на ОА , tg � (x) <O на ОВ ; 

н о р м а л ь н о й  о б л а с т ь ю  3 - г о  т и п а  
(N3) , если tg � (х) на ОА и на ОВ имеет один и тот же 

8 '8вак . Эти области были вве-
дены М. Фроммером [ 1 ] .  

Траектории системы (*) 
в нормальных областях 
Фроммера ведут себя 
следующим образом . Об
ласть N1 покрыта О-кри
выми системы (рис . 4) . 
Они обраауют открытый 
пучок - семейство одно-О А именных О-кривых , не-

Рис. 6 .  прерывно зависящее от 
параметра , пробегающего 

открытый промежуток . В области N 2 существует 
либо (а) единственная О-кривая (рис . 5) , либо (б) 
бесконечно много О-кривых (замкнутый пучок , рис . 6) .  
В области N3 либо (а) существует бесiюнечно много 
О-кривых (полуоткрытыn пучок , рис . 7) , либо (б) не 
существует О-кривых (рис . 8) . В нормальной области 
N любого типа О-кривые при t -+ + оо (пли t -+ - оо ) 

примыкают к точке О по направлению q>= q>0,  а с убы
ванием (воарастанием) t покидают область N; все ос
тальные траектории понидают область N нан с воз
растанием, так и с убыванием t. Задачи рааличения 
случаев (а) и (б) для областей N 2 и N 3 паз . соответст
венно 1-й и 2-й п р  о б л е м а м и р а а л и ч е
н и я Ф р о м м е р а .  

Если система (* )  имеет в точке О конечное число 
( >О) исключительных направлений, каждое иа них 

в 

Рис. 7 .  Рис . 8 .  

можно заключить в нормальную область N , и для всех 
областей N 2 и N 3 будут решены проблемы различения 
Фроммера , то топологич . структура расположения 
траекторий сис·rемы в окрестности точни О будет вы
яснена полностью ,  ибо секторы с вершиной в О, рас
положенные между нормальными областями , в доста
точной близости от точки О полностью пересекаются 
траекториями системы (как на рис . 8) . Такая ситуация 
имеет место , напр . , в сл учае , ногда 

j (x) = P (x) +p (x) , P = (PI , Р2) , 
Р1 , Р 2 - формы степени n;;;,: 1 от компонент х1 , х2 
вектора х ,  

р (х) = о ( 1/ x l ln) п р и  1 / x [ j -+ 0 , 
причем выполняются следующие условия :  форма 
х1Р2 (х) - х2Р1 (.х) имеет действительные линейные мно
жители; формы Р1 , Р2 не имеют общих действительных 
линейных множителей ; р Е сп + 1 , II ри этом в наж
дой из областей N2 , N3 будет иметь место располо
жение (а) . 

Аналоги нормальных областей Фроммера введены и 
для систем вида ( * )  порядна ;;;,: 3 .  

Лит . :  [ 1 ] F r о т т е r М . , «Math . Ann . •> ,  1 928 , Bd 99,  S .  
222-7 2 ; [2] Н е м ы ц к  и й В .  В . , С т е п  а н о в В .  В . ,  
Начественнан тео р и я  дифференциальных уравнени й ,  2 изд . ,  
М . -Л . , 1 9 4 9 ;  [ 3 1  А н д р  е е в А .  Ф . ,  в сб . : Тр . Четвер·rого 
Всесоюзного ма·rем . съезда , т. 2 ,  Л . , 1 961. ,  с. 3 9 4 -402 . 

А. Ф. Андреев. 
СЕКУНДА - единица намерения плосю1 х  углов , 

равная 1/3600 части градуса или 1 f 60 части минуты ; 
обозначается знаком " . М е т р и ч е с  к а я С . - 1/ 1 08 
часть прямого угла ;  обоавачается аваком се . 

СЕКУЩИХ МЕТОД - метод вычисления нулей не
прерывных фуннций . Пусть в [ а , Ь] содержится нуль � 
непрерывной функции f (х) ; х0 , х1 - различные точни 
этого отрезна . Ятерационная формула С. м . :  

х,. н = х,.- (1 ( )-/ i (��)/ ( ) , k = 1 ,  2 ,  . . .  (1 )  Xf< - t  Xk Xf< - t  XJ< 
Если последовательность {х k } сходится , то обяаатель
но к нулю фуннции f (х) .  При наличии у f непрерывной 
пропаводной на [ а ,  Ь] лональная сходимость С. м. 
н простому норню будет сверхлинейной .  Е сли усилить 
требования н гладкости f , можно указать точный по
рядок (лональной) сходимости [ 1 ] .  Именно , для / Е  
Е С2[а , Ь] и � такого , что f (�) = О , f ' (�)=;60 , /" (�)=;60,  

l im I Xk + г a. l k .  
k-н:LJ i Xk - a. i P  

3десь p = ( YS+ 1)f2.", 1 , 6 18 ,  k= / /" (�)/2/' (�) j .  
Сверхлинейная сходимость С .  м .  для гладких функ

ций - очень важное обстоятельство , поскольку вы-
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другими методами решета С .  р .  
оценки снизу, особенно сильные 

числепил производных не требуется и на каждом шаге 
вычисляется лишь одно новое значение функции . Так, 
для сравнения , в методе Ньютона ,  порядок (локаль
ной) сходимости к-рого равен 2 ,  на каждом шаге тре
буется вычисление значения функции и ее производ
ной, что , как правило , не менее трудоемко , чем вычис
ление двух значений функции . 

Поскольку сходимость С .  м. зависит от гладкости 
функции и выбора начальных приближений, в стан
дартш"х машинных подпрограммах вычисления нулей 
непрерывных функций этот метод комбинируется с 
каким-либо методом, обладающим гарантированной 
сходимостью, напр . методом деления отрезка пополам.  
На каждом шаге такого tшм:бинированnого метода ко
рень а локализован в отрезке [а,. ,  ь,.] , на концах 
.к-рого функция меняет знак (предполагается , что это 
условие выполнено для исходного отрезка [ а ,  Ь] ) .  
В соответствии с нек-р,ым тестом очередное приближе
ние выбирается либо по формуле ( 1 ) ,  либо по формуле 
деления пополам. При этом если f (х) - гладкая функ
ция , то итерации ,  начиная с нек-рого номера k0 , 
автоматически идут по С .  м. Возможна еще более 
сложная комбинация методов , напр .  алгоритм ZEROIN 
(см. [ 2] ) , в к-ром , кроме упомянутых выше , исполь
зуется еще метод обратной квадратичной интерполя
ции . Иногда С. м. называют метод с итерационной 
формулой 

Xt. н = Xt. (/ (XJд -�(�:�i f (Xfe-Xo) , k = 1 , 2 ,  • • •  (2) 

Другое название метода (2) - м е т о д л о ж н о г о 
п о л о ж е 1I и я ,  или regula falsi . Такой метод схо
дится лишь линейно. 

При обобщении С .  м .  на случай системы уравнений 
возможен двоякий взгляд на итерационную формулу 
(1 ) .  Можно считать , что она получена из формулы Ме
тода Ньютона дискретной аппроксимацией производ
ной. Другая возможность - счйтать , что для f (x) 
произведена линейная интерполяция по точкам 
(xk- 1 • f (x,. _ 1) )  и (х,.,  f (xk) )  и за хн 1 вэят нуль линейной 
интерполянты . Обе интерпретации позволяют получить 
большое количество многомерных аналогов С. м . ;  
нек-рые из  них (но далеко не  все) имеют тот же поря-
док (локальной) сходимости р= (1 + У5 )(2 (см. [ 3]) . 

Лит. : [ 1 ]  В r е n t R. Р. , Algorithms for miШmizatюn Wit
hout derivatives, Englcwood с!Шs (N .  J . ) , 1 9 7 3 ;  [2] Ф о р
с а й т  Д ж. , М а л ь к о л ь м  М . ,  М о у л е р 1\. , Машинные 
методы математических вычисленцй, пер . с англ. , М . , 1 98 0 ;  
[ 3 ]  О р т  е г а Д ж. , Р е й  н б о л д т В . , Итера ционные методы 
решения нелинейных систем уравнений со многими неизвест-
ными, пер . с англ . , М . ,  1 97 5 .  Х. Д. Ипра;мов. 

СЕКЦИОННАЯ КРИВИЗНА ри.чапова кри-
визна дифференцируемого риманова многообразия М 
в точке р в направлении двумерной плоскости а (в на
правлении бивектора, определяющего плоскость а. 
в точке р многообразия М) . Л. А .  Сидоров. 

СЕЛЬБЕРГА РЕШЕТО, С е л ь б е р  г а м е т о д, 
специальный и в то же время достаточно универсаль
ный решета .четод , созданный А.  Сельбергом [ 1 ] . 
С .  р .  позволяет хорошо оценивать сверху просеиваю
щую функцию S (А ; Р ,  z) ,  обозначающую количество 
элементов конечного множества А целых чисел , к-рые 
не делятся на простые числа р <z и принадлежат пек
рому множеству Р простых чисел . 

Пусть Р (z)= П р .  Метод Сельберга основан p<z ; р Е Р  
н а  очевидном неравенстве 

S (А - Р z) ...- ,., (� Л )2 ' ' ._ "'-'а е А "'--d(a; d ( P (z )  d ' 
к-рое верно при Л1= 1  для произвольных действитель
вых чисел Лd (d? 2) . Идея Сельберга состоит в том, 
чтобы , положив Лd=О для d?z , минимизировать пра
вую часть неравенства ( * ) путем надлежащего вы
бора оставшихся чисел Лd (2 ..":d <z) . 

В комбинации с 
позволяет получать 
при использовании весовых функций . 

Лит. :  [ 1 ] S е 1 Ь е r g А. , <<Norske Vid .  Selsk. Forh.», 1 9 4 7 ,  
Bd 1 9 , М 1 8 ,  р .  64-67 ; l2] П р а х  а J;! R. , Распределение про
стых чисел пер. с нем. , М. , 1 9 6 7 ;  L3] Н а 1 Ь е r s t а m Н. , 
R i с h е r i Н . ,  Sieve methods, L .- [а . о . ] , 1 97 4 .  

Б .  М .  Бредихип. 

СЕМАНТИКА в м а т е м а т и ч е с к о й л о г и-
к е - исследование интерпретаций .логического исчисле
ния , формальной аксиоматич . теории ; иэучение смысла 
и значения конструкций формализованного языка 
теории , способа понимания его логич . связок и фор
мул. С .  уделяет внимание возможности точного опи
сания и определения таких понятий, как «истина>> , <юп
ределимосты, <<обозначение>> , по крайней мере приме
нительно к точно описанным языкам . В несколько 
более узком смысле под С. формализованного языка 
понимают систему соглашений, определяющих пони
мание формул языка , задающих условия истинности 
этих формул . 

С. логич . связок в классической и интуиционистской 
логике носит э к с т е н с и о н а л ь н ы й х а р а к
т е р, т. е. истинность сложного высказывания опре
деляется только характером истинности составляющих 
его высказываний . В иных классич . логиках , напр . 
релевантных,  может учитываться и смысловое содер
жание понятий (такие логики наз . и н т е н с и о
н а л ь н ы  м и) . В такоrо рода логиках , напр . , не 
обязательно , чтобы все истинные высказывания были 
эквивалентны. 

Построение четкой С. достаточно сложных форма
лизованных языков типа языков аксиоматической тео
рии .м1южеств является трудпой проблемой . Это 
связано по существу с тем, что процесс абстрагирова
ния в математиltе является весьма сложным и много
ступенчатым с привлечением таких глубоких. и неоче
видных абстракций, как абстракция аптуа.яыюй бес
конечности или абстрмщия потенциальной осущест
вимости . В результате объем объектов исследования 
в математике , способы обращения с этими объектами 
и способы доказательства утверждений относительно 
таких объектов , как множества произвольной при
роды , становятся весьм.а пеопределенными . При не
осторожном обращении с принцилами доказательства 
в рамках теории возникают ант,ино.мии , �апр . пара
докс Рассела в теории множеств . В такои ситуации 
приходится отказываться от построения исчерпываю
щей и интуитивно убедительпой С .  языка и ограпич�
ваться формулировкой пек-рых семаптич . соглашении.  
При формализации теории при этом стремятся , чтобы 
правила вывода полученного исчисления были кор
ректны по отношению к этим соrлашениям, т .  е. при 
применении к верным формулам вновь давали верные 
формулы. Полученная формальная система может 
уже изучаться в рамках нек-рой метатеории с более 
ясной с . 

Часто семантич . понятия для пек-рого языка могут 
быть точно сформулированы в рамках более богатого 
языка , играющего для первого роль .метаяаыпа . Напр . ,  
средствами теории множеств можно дать строгое мате
матич. определение (классической) истинности фор
мулы данного языка 1 -го порядка на алгебраич . си
стеме . Это попятие является основным в .чоде.яей теории . 
С другой стороны, как показал А. Тарекий (А .  Tarski , 
1 936) , для достаточно богатых теорий их исtинность 
не может быть выражена на языке самой теории. 

Широко изучаются С. неклассич . теорий, папр . ма
тематич .  теорий, развиваемых в рамках интуициопиа
.ча . Роль моделей в таких исследованиях играют ал
гебраич. структуры, учитывающие неклассич . характер 
понимания логич . связок . Таковы, напр . ,  Крипке .чо-
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дe.ttu , pea.ttuaye.мocmь по  Rливи, ступепчатая се.мапти
чесl'iая систе.ма А.  А .  Маркова. 

Лит. : [1 ] Н а р н а п Р. , Значение и необходимость пер . 
с англ . , М . ,  1 9 5 9 ;  [2] Ч ё р ч А. , Введение в математичесную 
логину, пер . с англ . ,  М. , 1 9 60 ;  [ 3 J  Н л и н и С .  Н . ,  Введение в 
метаматематину, пер . с англ . , М . ,  1 9 5 7 ;  [4] Д р  а г а л и н А. Г. , 
Математичесний интЛ�ционизм. Введение в теорию дона
зателъств , М. , 1 9 7 9 ;  [5 J Ф е й  с Р. , Модальная логина , пер . с 
англ. , М . ,  1 974 . А. Г. Драгалин.. 

СЕМИИНВАРИАНТ - 1) С . - то же , что no.ttyиn
вapuanm . 2) С .- одна из числовых характеристик 
случайных величин , родственная повятию .мо.мепта 
старшего nорядка.  Если �= (�1 ,  . . .  , ���) - случайвый 
вектор,  <ps ( t)= Eei< f. 6 > - его характеристич . функ
ция , t= ( t1 , • • •  , tk) , ti E R , 

k 
( t , �) = �i = l t i�i 

и для век-рого п;;;а: 1 моменты E l �i f n < oo , i= 1 , . . .  , k , 
то существуют (смешанные) моменты 

m(v, , . . .  ,Vk) _ Et"• t Vk 6 - "'1 . .  • \ok 
для всех веотрицательвых целочислеввых v1 ,  • • •  , vk 
таких , что v1+ . . .  +vk<n. Тогда 

� . v, + • . .  + Vk ) <р ( t ) - � t т <" • ·  . . .  ' "k Х 6 - v, +  · • • + Vk "  n v, l . . . Vkl 6 
Х t�' · . .  t}? + o ( 1 t l n) ,  

где l t f = l t1 f + . . .  + l tk l  и для достаточно малых l t l 
главвое значение ln <р6 ( t) представимо по формуле 
Тейлора в виде 

� .v, + . . .  + Vk 
ln m ( t ) - .J::.J. � i"" · · . , Vk) Х "'6 - "• + · · · + Vk < n v, !  . . • vf<! s 

Х t�' . . .  t�k + o  ( f t ln) , 
где коэффициенты s�"• •  · · · • "k) ваз .  (с м е ш а в в ы м и) 
с е м и и а в а р и а в т а м и , �и к у м у л я в т � 
м и, порядка v= (v1 , . . .  , vk) вектора �= (�1 , • • • • �k) · 
Для везависимых случайных векторов �= (�1 , . . .  
• . . , ���) и fl= (fll •  . . .  , 'Yik) 

8(v, , . . •  , Vk) = s<v, ,  . . .  , Vk) +8(v" . . . , Vk) 6+11 6 1J ' 
то есть С .  суммы везависимых случайных векторов 
есть сумма С. Именно это и послужило причиной тер
мива «семииввариавт» , отражающего свойство адди
тивности для случая везависимых величин (во это 
свойство уже , вообще говоря , не верно для зависимых 
величин) . 

Между моментами и С .  справедливы следующие фор
мулы связи : 

(v) _ � * ...!_ vl пq (').}Р> ) 
т, - � qt м• > t . . . мqн р= 1 

86 • 
(V) _ � *( - 1 )Q - • v! пq (Л.(Р) ) 

8!; - � q м• > t  . . .  MQH p = t m s • 
где �* означает суммирование по всем упорядочен
ным наборам целых веотрицательвых векторов Л !р> ,  
f Л <р > 1 >О, дающих в сумме вектор v . В частности , если 
� - случайная величина (k= 1 ) ,  т.п=тr=е�п, sn= 
=s{n>, то 

и 

ml = sl ,  
m2 = s2+s� ·  
ma = s3 +3sls2 + s�. 
m4 = s4 +Зs� + 4s1s3+6s�s2+s�. 
s1 = m1 ( = E�) , 
s2 = mg - m�( = D �) , 
sa = ms -3m1mg+2m� , 
s4 = m4 - зт: -4mlma + 12m�mg - 6тt. 

Лит.:  [1 ] Л е о н о в в. п . , Ш и р я е в А. Н . ,  <<Теория 
вероятн. и ее примен. >> , 1 959 ,  т. 4, в. 3 , с. 342- 55 .  

А .  Н. Ширяев. 
СЕМИМАРТИНГ АЛ - стохастический процесс, пред

ставимый в виде суммы локального мартингала и 
процесса локальво ограниченвой вариации. При фор
мальвом определении С. исходят из допущения, что 
все рассмотрения ведутся на стохастич . базисе (Q ,  
tf, f , Р) ,  где f= (tft>t:;; •. o · Стохастич . процесс Х= 
= (Xt, tft) t:;..o ваз . с е м и м а р  т и в г а л о м, если 
его траектории непрерывны справа и имеют пределы 
слева и он представим в виде Xt=Mt+Vt, где М= 
= (Mt, tft) - локальный мартивгал , а V= (Vt , 3ft) 
процесс локально ограниченвой вариации , т . е .  

� � l dV8 (ro) l <  оо , t > O , roEQ .  
Такое представление , вообще говоря , веодвозвачво.  
Однако в классе разложевий с предсказуемыми про
цессами V рассматриваемое представление единственно 
(с точностью до стохастич . эквивалентности) . К классу 
С. относятся (помимо локальных мартингалов и про
цессов с локальво ограниченными вариациями) ло
кальные супермартивгалы и субмартивгалы, процессы 
Х с везависимыми приращевиями , для к-рых функ
ция f (t)= EeiЛ.Xt является функцией локальво огра
ниченвой вариации для любого Л Е R (и значит - все 
процессы со стациоварвыми везависимыми прираще
виями) , процессы Ито , процессы диффузионного ти
па и др. Класс С .  иввариантев о1;восительво эквива
лентвой замены меры . Если Х есть С . ,  а /=/ (х) - дваж
ды непрерывно дифференцируемая функция, то f (Х)= 
= (/ (Xt) .  tft) также С .  При этом (ф о р  м у л а И т о) 

f (Xt)=f (Хо)+ s:f ' (X8 - )dX.r+ � s:t• (Х , _ ) d [Х , XJ�+ 
+ � о <  8 .,;  t [/ (X,r) - / (X8- ) -f '  (Х8- ) �Xs] 

или , что эквивалентно , 

f (Xt ) = f  (ХоН S> ' (Xs- ) dXs+ � s:f" (Xs- ) d [Х '  X] s+ 

+ � [! (Xs)-f(Xs- )-f ' (Xs- )�Xs-�0 < 8 .,;  t 
-ff"(Xs- ) (�Xs)2] , 

где [Х , Х] = ([Х , Xlt . tft) - квадратич. вариация 
семима ртивгала Х , то есть 

[Х ,  X ]t= Х� + 2 � �  Х8- dXs , 
[Х , Х]� = [Х , X]t-�O < s o;;; t (�Xs)2 

- непрерывная часть квадратич . вариации [Х , Х ] , 
�X8=X8-Xs - • а рассматриваемые интегралы по
вимаются как стохастич. интегралы по С .  

Если Х есть С . , т о  процесс x<"l )= (x1< 1 > , tft) с 
x<to;;; 1 ) = Xt - ,.., t �X,I ( 1 �Xs 1 > 1 ) �о < s .,; 

имеет ограниченвые скачки , I �X�.,; 1 ) 1  .,.;:1 , и в силу 
этого ов допускает единственное представление вида 

Х�.,; 1 > = Xo+Bt+ Mt ,  
где B= (Bt , tft) - предсказуемый процесс локальво 
ограниченвой в ариации, а М = ( Mt, 31"1) - локаль
вый мартивгал . Это1· мартингал однозначным образом 
представим как М = м с + Md, где мс = ( M�tf t) -
вепрерыввый локальный мартингал (непрерывная мар
тингальпая составляющая семимартингала Х ) ,  а 
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Md= (M1, !fFt) - чисто разрыввый локальный мар
тингал , к-рый может быть записав в виде 

М1= � � � 1 х 1 .;;;: 1 xd (!J.-V) ' 
где d!J.= !J. (ro ,  dt , dx) - случайная мера скачков семи
мартингала Х ,  то есть 

!! (ro , (0 , t ] , Г)=�о < 8 ..;; t I (�Хs Е Г) , Г Е 9д (IR"-..{0}) , 
а dv=v (ro ,  dt, dx) - ее компенсатор .  Поскольку 

�о < в " t �х sl ( 1 �х $ 1 > t ) = � � � 
1 х 1 

> 1 х d!J. ' 
то всякий семимартивгал Х допускает представление 

Xt = Xo+Bt+M�+ (' t (' xd (!J.-v}+ (' t (' xd!J., J О J 1 xlo;;; 1 J О J 
1х 1 

> 1 

к-рое ваз . к а в о в и ч е с к и м п р е д с т а в л е
н и е м (р а з  л о ж е в и е м) . 

Набор (предсказуемых) характеристик (В , (МС), v) ,  
где (Мс> - квадратич . характеристика мс, т .  е .  
такой предсказуемый возрастающий процесс , что 
(МС)2 - (Мс> является локальным мартивгалом, ваз. 
т р и п л е т о м локальных (предсказуемых) характе
ристик Х .  

Лит . :  [ 1 1 J а с о d J . ,  Calcul stochastique et proЬlem�s de 
mar-tingales , В . , 1 979  (Lecture notes in mathematics, No 7 1 4) . 

А. Н. Ширяев. 
СЕПАР АБЕЛЬНАН АЛГЕБР А - конечномерная по

лупростая ассоциативная алгебра А над полем k ,  
остающаяся полупростой при любом расширении К 
поля k (т. е. алгебра A ®kK полупроста для любого 
поля K'=>k) . Алгебра А сепарабельва тогда и только 
тогда, когда центры простых компонент этой алгебры 
(см. А ссоциативпые пмьца и алгебры) являются сепа
рабельными расширениями поля k .  

Лит . :  [ 1 ]  В а н ;1:! е р  В а р  д е н Б. Л. Алгебра, пер. с 
нем . ,  2 изд. , М . ,  1 9 7 9 ;  L2] R з р т и с ч . , Р а Й н е р  И . ,  Теория 
представлений конечных групп и ассоциативных алгебр, пер. 
с англ . ,  М. , 1 969 .  Л. А .  Бопутъ. 

СЕПАРАБЕЛЬНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ - доминантвый 
морфизм f веприводимых алгебраич. мвогообразий Х 
и У, f : Х - У, для к-рого поле К (Х) является сепа
рабельным расширением подполя f* К (У) (изоморф
ного К (У) ввиду доминантности) . Несепарабельвые 
отображения существуют только тогда , когда характе
ристика р основного поля больше нуля . Если f - ко
вечный морфизм и его степень не делится на р ,  то он 
сепарабелев. При С .  о .  для точек в век-ром открытом 
подмножестве Ur:::.X дифференциал (df)x отображения f 
сюръективво отображает касательное пространство 
Тх, х в TY, f<x! и наоборот: если точки х и f (х) веосо
бые и (df)x - сюръективев, то f есть С .  о .  

Термин «сепарабельвость» употребляется для мор
фивмои и в ином смысле . Морфизм f : Х - У схем Х 
и У ваз .  с е п а  р а б е л ь  в ы  м, или (чаще) о т д е
л и м ы  м, если диагональ в Х Х уХ замкнута . Компо
зиция отделимых морфизмов отделима ; f : Х - У 
отделим тогда и только тогда , когда для любой точки 
у Е У существует такая окрестность V 3 у, что морфизм 
f : t - 1 ( V) - V отделим. Морфизм аффинных схем 
всегда отделим. Существует критерий отделимости 
для вётеровых схем. А .  н. Рудапов . 

СЕПАРАБЕЛЬНОЕ ПРОСТРАНСТВО - топологиче
ское пространство , обладающее счетвой базой. Про 
такие пространства иногда говорят, что они удовлет
воряют второй аксиоме счетвости . м. и. Войцеховспий. 

СЕПАРАБЕЛЬНОЕ РАСШИРЕНИЕ п о  л я - рас
ширение Klk такое, что для век-рого натурального n 

- п  поля К и w> линейно разделены над k (см. Липейпо 
равделеппые расширепия) . Расширение , не являющееся 
сепарабельвым, ваз. в е с е п а р а б е л ь в ы м. 

В дальнейшем рассматриваются только алгебраич. 
расширения (о трансцендентных сепарабельвых рас
ширениях см. Трапсцепдептпое расширепие) . Конеч
ное расширение сепарабельво тогда и только тогда, 
когда отображение следа Sp : К - k является венуле
вой функцией. Алгебраич. расширение сепарабельво, 
если любое конечное его подрасширение сепарабельво . 
В характеристике О все расширения сепарабельвы. 

С .  р. образуют о т м е ч е в н ы й к л а с с р а с
ш и р е  в и й, т. е .  в башне полей L=:JK=:Jk расшире
ние Llk сепарабельво тогда и только тогда, когда 
сепарабелЬВDI и LIK и Klk . Если K1/k и K2/k суть 
С. р . ,  то и K1K2/k сепарабельво ; для С. р. K/k и про
извольного расширения Llk расширение К L/ L снова 
сепарабельво . Расширение Klk сепарабельво тогда и 
только тогда, когда оно допускает погружевие в век
рое расширение Галуа L/k . При этом для конечного 
расширения Klk число различных k-изоморфизмов 
поля К в L совпадает со степевью [К : k] . Любое ко
вечное С. р. является простым. 

Многочлен f (x) E k[X) ваз . с е п а р  а б е л ь в ы  м 
над k, если его веприводимые множители не имеют 
кратных корней. Алгебраич. элемент а ваз .  с е п а
р а б е л ь в ы м (над k) , если он является корнем 
сепарабельвого над k многочлена . В противном слу
чае а ваз. в е с е п а р а б е л ь в ы м .  Элемент а 
ваз . ч и с т о в е с е п а р а б е л ь в ы м над k ,  если 
aPnE k  для век-рого n. Неприводимый многочлен f (x) 
весепарабелев тогда и только тогда, когда производ
пая f' (х) тождественно равна О (это возможно только 
в случае, когда k имеет характеристику р и f (х)= 
=f1 (xP) .  Произвольвый многочлен f (x) однозначно 
представим в виде f (x)=g  (хРе) , где g (х) - сепарабель
ный многочлен. Степень многочлена g (х) и число е 
ваз . соответственно р е  д у ц и р о в  а в в о й  с т е
п е в ь ю  и и н д е к с о м многочлена f (x) . 

Пусть L/k - произвольвое алгебраич. расширение. 
Все элементы поля L ,  сепарабельвые над k ,  образуют 
поле К, к-рое является максимальным С. р. поля k ,  
содержащимся в L.  Поле К ваз . с е п а р а б е л ь
в ы м з а м ы к а в и е м поля k в L .  Степень [К  : k] 
ваз . с е п а р а б е л ь в о й с т е п е в ь ю расшире
ния L/k ,  а степень [L : К] - в е с е п а р а б е л ьв о й с т е п е в ь ю, или с т е п е в ь ю в е с е п а
р а б е л ь  в о с т и. Несепарабельвая степень равна 
век-рой степени числа p = char k. Если K=k ,  то поле k 
ваз . с е п а  р а б е л ь в о з а м к в у т ы  м в L .  
В этом случае расширение Llk ваз . ч и с т о в е с е
п а  р а б е л ь в ы  м. Расширение Klk чисто весепара
бельво тогда и только тогда , когда 

_ ..,  - n  
Kr:::. kP = U nkP 

т. е. когда любой элемент поля К чисто весепарабелев 
над k. Чисто весепарабельные расширения поля k 
образуют отмеченвый класс расширений. Если рас
ширение Klk одновременно сепарабельво и чисто не
сепарабельно , то K=k .  

Лит. см. при ст. Расширеиие поля. Л .  В .  RуаЪJКии. 
СЕПАР АБЕЛЬВЫЙ ПРОЦЕСС - случайвый про

цесс, поведение траекторий к-рого по существу опре
деляется их поведением на век-ром счетном прост
ранстве.  Именно , определенвый на полном вероятност
ном пространстве {Q , ;т, Р }  действительный случай
ный процесс {Xt , t f.  Т } , где Т - подмножество дейст
вительной прямой "R, с е п а р  а б е л е н о т в о с и
т е л ь  в о к л а с с а Л подмножеств IR, если су
ществует счетвое множество T1r:::. T (с е п а р  а в т а) 
и множество Nr:::.!fF, Р (N)=O, такое , что для любого 
A r:::..Jl и любого открытого интервала Ir:::.IR 

П t е  rт, {Xt E A}"-..П t e IT {Xt E A}r:::.N. 
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Наиболее важны понятия сепарабелъности относи
телъtю класса замкнутых множеств и относительно 
класса замкнутых интервалов (в последнем случае 
процесс называется просто с е п а р а б е л ь н ы м) . 
Если процесс {Xt ,  t E  Т }  сеnарабелен , то для любого 
ro l!f:. N  и любого открытого интервала /c: IR 

inf Xt (ro) = inf Xt (ro) ,  sup Xt (ro) = sup Xt (ro) , (1 ) 
t Е IT 1 t Е IT t Е I T  1 t Е I T  

inf  Xt (ro) ..;;; Xt (ro) ..;;; sup Xt (ro) , t E IT ,  
t E  I T 1  t E  I T ,  

lim inf Xu (ro) = lim inf Xu (ro) , 
и-+t , и Е Т,  и-+t , и Е Т 

lim sup Xu (ro) = lim sup Xu (ro) , 
и-+t ,  1./. Е  Т 1 и-+ t ,  и Е Т 

(2) 

(3) 

lim inf Xu (ro) os;;; Xt (ro) ,..;;; lim sup Xu (ro) , t E T . (4) 
и-+t , и Е Т1 и-+t , u E T 

Каждое из свойств ( 1 )  - (4) равносильно сепарабель
пости . Если t - левая предельпая точка множества Т ,  
то существует последовательность t11.j. t точек из Т 
такая , что 

lim infX t = lim inf Х и • lim sup Х t = lim sup Х и 
n n и-+t + О n n и-+t + О  

с вероятностью 1 (аналогично для пределов справа) . 
Если Xt - сеnарабельный случайный процесс , непре
рывный по вероятности, то любое всюду плотное в Т 
счетное множество Т1с: Т  является сепарантой; кроме 
того , для любого открытого интервала /, I П Т=f=. ф 
и любой последовательности s11= {sпk •  k <;.k11 } конеч
ных подмножеств /Т ,  удовлетворяющей условию 
sup inf j t -snk l ->0 , 
t E I T k 

inf Х8 -+ inf Xt , sup Х 8  -+ sup Х1 (5) 
k nk t E IT k nk t E I T 

по вероятности . Сходимость в (5) можно замепить схо
димостью с вероятностью 1 ,  если Xt непрерывен с ве
роятностью 1 .  

Для всякого случайного процесса Xt, t E Т, суще
ствует па том же вероятностном пространстве сепара
бельпый относительно класса замкнутых множеств 
процесс Xt, t E T ,  nрипимающий значения из расши
ренной числовой прямой, и такой , что P {X1= Xt}= 
= 1 ,  tE Т. Понятие сеnарабельности и его свойства 
обобщаются на процессы , у к-рых Т и область значений 
суть различные общие топологич. пространства . Пере
ход к С. п. позволяет утверждать прnменимость ряда 
важных функционалов и множеств , связанных с nро
цессом. Альтернативный подход состоит не в измене
нии случайных величин, образующих процесс , а в рас
ширении а-алгебры , на к-рой он определен (напр. , 
в случае функционального пространства - произве
дения хаусдорфовых комиактов меру с обычной а-ал
гебры, порожденной цилиндрич . множествами , мож
но однозначно продолжить на весьма богатую а-ал
гебру бореленских множеств) .  

Лит. : [1 ]  Д у б Д ж. Л . ,  Вероятностные процессы , пер . 
с англ . ,  М . ,  1 95 6 ;  [2] Л о э в М . ,  Теория вероятностей, пер . с 
англ. , М. , 1 962 ;  [3] Г и х  м а н И. И ,  С к о р  о х  о д А. В . ,  
Теория слуЧайных процессов,  т .  1 ,  М . ,  1 9 7 1 ; [� ] D о о Ь т .  L . ,  
<cBull .  Amer. Math. Soc. » ,  1 9И ,  v .  5 3 ,  No 1 ,  р . 1 5-30 ;  (5] N е 1 -
s о n Е . ,  «Ann. Math. >> , 1 959 ,  v. 69 ,  No 3 ,  р . 6 3 0-�3 .  

В .  В .  Сааонов. 
СЕПАРАТИ ВНАЯ ПОЛУГРУППА - полугруnпа,  в 

к-рой для любых элементов х, у из х2=ху=у2 следует 
х=у . Если полугруппа S обладает разбиением па 
подполугруппы, удовлетворяющие закону сокраще
ния , то S будет С .  п .  Для коммутативных полугрупп 
верно и обратное; более того , всякая коммутативная 
С. п. разложима в свяаl'lу полугрупп (автоматически 
в полурешетку) с заtюном сокращения . Коммутатив-

пая полугруппа будет С . п. тогда и только тогда, 
когда она вложима в клиффордову полугруппу. Пе
риодич . полугруппа будет С. п. тогда и только тогда, 
когда она клиффордова. Коммутативная полугруппа S 
будет С .  п. тогда и только тогда, когда ее характеры 
отделяют ЭJiемепты S .  

Лит. : [ 1 ] Н л и ф ф о р  д А. , П р  е с т о н Г. , Алгебраичес
кая теория полугрупп, пер . с англ . ,  т. 1 ,М . , 1 972 .  Л. Н Шеврип. 

СЕЛАРАТРИСА - термин качественпой теории диф
ференциальных уравнений. 

1 )  С .  в первопачальпом смысле слова - траектория 
{Stp }  пomol'la {St } на плоскости , стремящаяся (при 
t - + оо  или при t - - оо ) к пек-рому равповесия по
ложепию р0 , причем сколь угодно близко к пей имеются 
траектории, к-рые вначале приближаются к р0 , как бы 
«идя вдоль траектории {Stp }» , а затем отходят от него 
на пек-рое конечное расстояние . Формально послед
нее означает существование таких окрестиости И 
точки р0 , последовательности точек р11 - р и последо
вательностей чисел sm t11 , что s11 - оо (соответственно 
s" - - CIO  ) , 

Ss Рп --> Ро , St Pn l!f:. U , t n > sn ( t n < sп) ·  n n 

Основной пример - С .  невырожденного (или прос
того) седла . Для последнего под С. может попиматьсл 
также его устойчивое (соответственно пеустойчивое) 
многообразие, т . е .  (в данном случае) линия , включаю
щая седло и обе траектории , стремящиеся к нему при 
t - + CIO (соответственно nри t - - оо ) .  

Название «С.»  связано с наблюдением , что С .  наряду 
с замкнутыми траекториями делят фазовую плоскость 
па области с одинаковым поведением траекторий . Это 
наблюдение может быть строго формализовано (см . [ 1 ] ,  
[ 3]) . С .  могут входить в состав предельпых множеств 
траекторий. Так , траектория может навиваться на 
«петлю С . »  - замкнутую кривую,  образованную тра
екторией, стремящейся к одному и тому же седлу как 
при t - - оо ,  так и при t - оо ,  или па «сепаратрисный 
коптур (цикл)» - замкнутую кривую , состоящую из 
нескольких С . ,  соединяющих седла . При малом воз
мущении из петли С. может возникнуть предельный 
ци!'lл (это один из основных типов бифурl'lаций для по
токов па плоскости ; с:м. [ 2] ,  [3] ) .  

2) В многомерном случае под С .  (или с е п а  р а т
р и с н ы м и м н о r о о б р а з и я м и) чаще всего 
понимают устойчивое и неустойчивое многообразия 
гиперболич. положения равновесил или периодич . 
траектории . 

Имеются попытки выделить под названием <<С . »  класс 
траекторий, входящих в множества ,  которые в пеко
тором смысле «разделяют» траектории с различным по
ведением . Непосредственное обобщение случая плос
кости имело бы ограниченную примепимость , по
скольку в многомерном случае фазовое пространство ,  
вообще говоря , не разбивается на области ,  запол
ненные траекториями с одинаковыми предельными мно
жествами (тогда как Ita плоскости такая ситуация <<ти
пична>>) .  Предложенные формулировки являются до
вольно сложными (см. [4] ) ,  и не приходится ожидать 
полного описания различных типов С .  и составленных 
из них множеств . 

Лит. :  [ 1 ]  А н д р о н о в  А . А. , Л е о н т о в и ч  Е. А . , 
Г о р д  о н И. и . ,  М а й  е р  А. Г. , Начественнан теория дина
мических систем второго порядк а ,  М . ,  1 96 6 ; [2] и х  ж е ,  Теория 
бифуркаций динамических систем иа плосности , М . ,  1 9 6 7 ;  [3] 
Б а у т и н Н.  Н . ,  Л е о н т о в и ч Е. А . ,  Методы и приемы 
качественного исследования динамических систем на плоскости , 
М . ,  1 97 6 ;  (�] Н а г t z т а n С. S . , «Aequationes math . >> ,  1 98 0 ,  
v .  20 ,  No 1 ,  р .  5 9 - 7 2 .  Д .  В .  Апосов. 

СЕРВАНТПАЯ ПОДГРУППА, ч и с т  а я п о  д г р  у п
п а , - такая подгруппа С абеJJевой группы G, что 
для любого элемента с Е С из разрешимости в G урав
нения nx = c  следует его разрешимость в подгруппе С.  
Примерами С .  п .  служат пулевая подгруппа , сама 
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группа G, периодич. часть данной группы и прямые 
слагаемые . Даже для примарной группы не всякая 
С. п. должна быть ее прям ым слагаемым Однако если 
С - периодическая С .  п. абелевой группы G, причем 
порядки ее элементов ограничены в совокупности, то 
С - прямое слагаемое в G. Имеется (см. [ 1 ] )  полное 
описание абелевых групп, в к-рых каждая С. п. слу
жит прямым слагаемым . Полностью исследован также 
вопрос о мощности множества С. п .  абелевой группы . 

Лит. : [ 1 ]  Н у р о ш А. Г. , Теория групп, З изд . ,  М . ,  1 967 . 
О. А. Иваиова. 

СЕРИАЛЬНЫИ КОЭФФИЦИЕНТ КОРРЕЛЯЦИИ -
статистика ,  к-рал служит оценкой автопорреляции 
(автокорреллционной функции) временного ряда . 
Именно , пусть х1 , х2 ,  • • •  , xN - времеnной ряд .  С .  к .  к . 
порядка k наз . статистика rk , задаваемая формулоi'r 

СЕРИИ СХЕМА, п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 
с е р и й - двойная последовательность случайных ве
личин S�k • 1 �k �kпо kп -+ оо ,  n:;:?:1 , в к-рой случайные 
величины Snt •  6n2 , • • •  , Snk" • обрааующие п-ю серию, 
взаимно независимы при любом n . Простейшая С .  с .  
соответствует случаю kп= n . Класс случайных вели
чин ,  образующих С. с . ,  играет в предельных теоремах 
теории вероятностей особую роль , к-рал определяется 
предельным поведением при n -+ оо распределений 
сумм случайных величин: 

'I'Jn=  �kп Snk ·  ""'-'k = 1  
(1 ) 

При определенных условиях класс предельных рас
пределений для таких последовательностей совпадает 
с классом безгранично делимых распределений. Имен

_i_ "X,N-k { (x�- -�-�N-k x ·) (xi + k- -1 �.,N-k xi + k ) t
/ · 1 *  N-k ""'-'i= 1 N-k""'-'i= 1 ' N- k""'-'i = 1 

--=--=-----:-=::-:-:--[_1_�N-k {x ·- -1-�.,N-k x · } '-1_�N-k { xi + k - -1-�N-k X ' + k ) ' ] '/• ) 

но, пусть С .  с .  Snk удов
летворяет условию беско
нечной малости (условию 
асимптотической пренебре
гаемости) , то есть при 

N-k""'-'i = 1  ' N-k""'-'i = 1 ' N-k""'-'i = 1 N-k""'-'i = 1  ' f n -+ оо 
В качестве С . к .  к. используютел статистики, близкие 
к (*) несколько упрощенного вида . Совокупность 
С. к. R. наз. норрелограммой; этот термин употреб
ляется также для обозначения графика rk как функ
ции k .  

При различных предположениях относительно рас
пределений xi имеются точные и приближенные выра
жения для распределения С. к. к. и их моментов .  С. к. к .  
используютел в статистич .  задачах для обнаружения 
зависимости членов временного ряда . 

Наряду с термином <<С .  к .  к .» используется термин 
«в ы б о р о ч н а я а в т о к о р р е л я ц и ю> . 

Лит. : [ 1 ]  А н д е р с о н Т. , Статистический анализ времен
ных рядов, nep . с англ. , М. ,  1 9 7 6 ;  [2] Н е н д а л л М. , С т ь ю
а р т А . ,  Многомерный статистический анализ и временные ряды, 
пер . с англ . ,  М . ,  1 9 7�j_ [З] Х е н н а н Э. ,  Анализ временных ря
дов ,  пер . с англ . ,  1v1 . ,  1 96Z. . В. Г. Уша><ов . 

СЕРИИ ПРЕДСТАВЛЕНИИ - семейства (непре-
рывных неприводnмых унитарных) представленnй ло
:кально компактной группы (точнее, неприводимые 
множества классов унитарной эквивалентности таких 
представлений) ,  обладающие общими свойствами по 
отношению к регулярному представлению этой группы . 
Так ,  семейство неприводимых унитарных представле
ний группы, матричные элементы к-рых являютел рав
номерными на компактах пределами матричных эле
ментов регулярного представления , образуют о с
н о в н у ю с е р и ю п р е д с т а в л е н и й; ос
тальные веприводимые унитарные представления (если 
они существуют) образуют д о п о л н и т е л ь н у ю 
с е р и ю п р е д с т а в л е н и й ; семейство (классов 
эквивалентности) веприводимых прямых слагаемых 
регулярного представления образует д и с к р е т
н у ю с е р и ю п р е д с т а в л е н и й данпой 
группы.  Для редуктивных групп Ли или групп Ше
валле понятие С. п. имеет смысл также для подмно
жеств множества классов эквивалентности представ
лений этой группы, элементы к-рых обладают теми 
или nными свойствами по отношению к регулярному 
представлению редуктивных факторгрупп параболич . 
nодгрупп этой группы . Так , семейство представлений 
редуктивной группы , индуцированных конечномер
ными Представлениями ее параболич. подгруппы, обра
зует связанную с этой параболич . nодгруппой часть 
пространства представленпй, называемую соответст
вующей основной (основной вырожденной , если пара
болич . подгруппа не является борелевской) С. п .  

Лит . :  [ 1 ] Н и р и л л о в А. А . ,  Элементы теории представ
лений,  2 изд. , М . , 1 9 7 8 ;  [2] N g u е n Н u u А n h . ,  <<Ann. Inst. 
Fourier», 1 98 0 , v. 3 0 ,  fasc. 1 ,  р.  1 52- 9 2 ,  [З] С а 1 1  е z J . ,  Les 
soнs-groups paraboliqнes de S U  (р,  q) et Sp (n, R) et app lications, 
Р . ,  1 979 .  А. И.  Штерп. 

max P { / Snk l :::?: в} -+0 . (2) 1 ..;; h ..;; hп 
Говорят , что Snk образуют н у л е в у ю с х е м У 
с е р и й. Тогда множество распределений, предель
ных в смысле слабой сходимости для распределений 
( 1 ) ,  где Snk - нулевал С. с . , удовлетворяющая усло
вию бесконечной малости , совпадает с множеством 
безгранично делимых распределений . 

Известны условия сходимости распределевnй 'I'Jn 
к заданному безгранично делимому распределению 
(см. [ 1 ] ) .  В частности , условие сходимости R пор.маль
пому распределепию имеет следующий вид. 

Пусть Snk есть С .  с . ,  Fnk - функция распределения 
Snk · Для того чтобы Snk удовлетворяла условию (2) 
и распределение сумм ( 1 )  слабо сходилось к нормаль
ному распределению с параметрами а и Ь , необходимо 
и достаточно, чтобы для любого фиксированного в >О 
выполнллись условия:  

1 )  �:� 1 P { I S nl< l :::?: в} -+ 0 , 

2) ,..,kn { \  x2dFnk (x) - ( (' xdF пk(x) ) 2 \1 -+Ь2, ""'-'1<= 1 o� l x J <e J J x J < e  

3) �l<n (' xdF nk (х) -+ а .  �k = 1 J J x J < e  
Изучение предельных распределений для нормиро

ванных частичных сумм последовательности незави
симых случайных величин сводится R С .  с .  

По поводу С .  с .  см .  также Беаграпичпо делимое рас
пределепие , Больших чисел аапоп, Пределъпые тео
ремы .  Так , напр . ,  в классич . вариантах центральной 
предельной теоремы и закона больших чисел рассмат
риваются частные случаи С .  с . ,  образованные случай
ными величинами 

�nk 1 -v ��= i D�k 

Snk = �k� Es1<  
, 

где Sk - независимые случайные величины . 
Лит . :  [ 1 ] Г н е д е н к о Б .  В . ,  Н о л м о г о р о в А. Н . ,  

Предельные распределе':'ип .для сумм независимых случайны� 
величин,  М .- Л. , 1 949 , [2] П р  о х  о р о в  Ю . В . ,  Р о з  а 
н о в Ю .  А. , Теория вероятностей, 2 изд. , М. , 1 9 7 3 ;  [3) П е т
:Q о в В. В . ,  Суммы независимых случайных величин , М . , 1 972 ;  
L4 ] Ф е л л е р  В . ,  Введение в теорию вероятностей и ее прило
жения,  пер . с англ . ,  2 изд. , т. 2, м . ,  1 9 6 7 .  Н.  Г. Уша><ов. 

СЕРПИПЪСКОГО КРИВАЯ , к о в е р С е р  п и н ь
с к о г о ,- пример папторовой привой ,  содержащей 
подмножество,  гомеоморфное любой наперед задавной 
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капторовой кривой . Построена В .  Серпиньским [ 1 ) ,  лепил - табличную, цифровую и т .  п. Все формы 
конструкцию см . в ст . Линия . Эта кривая в каждой представления С м. равносильны. 
точке имеет континуальный индекс ветвления . Основой С .  м. является ее структура , т . е .  граф 

Лит. : [1 ] s i е r р i n s k i w. , <<Compt.  Rend .  Acad .  sci . » , комплекса работ , к-рый, как правило, определяется 
1 9 1 5 ,  v .  1 6 0 ,  р.  302 ; 1 9 1 6 ,  v .  1 6 2 ,  р. 629 ; [2 ]  А л е н с а н д Р  о в следующим образом. Пусть v1 , v2 , • • •  , vn - комплекс П. С . , Введение в теорию множеств и общую топологию, М . , ) 1 9 7 7 ;  [3] н у р а т о в с н и й н . ,  топология ,  пер . с англ. , работ (напр . ,  возведение многоэтажного здания , для 
т. 2, М. , 1 969 . М. и. Войцеховспий. к-рого определены стадии х1 , х2 , • • •  , Хт : начало х1 , СЕРРА ПОДКАТЕГОРИЯ - иенулевал полная ло- конец Хт и ,  в зависимости от логики частичного порядка, 
кально малая подкатегорил @3 абелевой категории SЛ обусловленной взаимосвязью работ , каждая проме-
та кал , что для каждой точной последовательности жуточнал стадия х; (напр . ,  нельзя закончить монтаж 

0 -+  А -+  в --+  с -+  0 каркаса десятого этажа , не выполнив соответствую-
щие работы по девятому этажу) . Промежуточные ста-

в SЛ верно , что В Е 15 эквивалентно А Е @3 и С Е @3. дии , равно как и их число, являютел в достаточной 
Л о к а л ь н а л м а л о с т ь категории есть условие : мере условными и во многом определяютел ответет-
совокупность представителей классов эквивалентных венными за реализацию комплекса . Пусть V= {v; } -
подобъектов любого объекта составляет множество . комплекс работ, а Х= {х; } - множество стадий . 
С .  п .  можно охарактеризовать как ядро точного функ- Если теперь определить граф G, для к-рого Х является 
тора в категории \Л. множеством вершин, а работа Vj ,  j= 1 ,  2, . . .  , п, имею-

С. п. позволлет определить факторкатегорию 1!{/@3, щал началом стадию х, и концом стадию Xs , является 
объектами к-рой являютел объекты категории \Л, а его дугой , то полученный ориентированный граф G= 
морфизмы определяютел равенством = (Х , V) без контуров и есть искомая структура С. м .  

Mor�11� (Х , У) = limy,  Х!Х' е � Mor (Х ' , YjY' ) . рассматриваемого комплекса работ . На языке С .  м .  
___,. • & работы v1, v2 , • • •  , vn. наз .  о п е р а ц и л м и, а стадии 

Факторкатегория \Л/@3 является абелевой . 
С .  п. наз .  л о к а л и з у ю щ е й, если канонич. 

функтор Т : SЛ - SЛ/� имеет правый сопряженный 
функтор S : SЛ/@3 - \Л, наз . ф у н к т о р  о м с е
ч е н и й. Если \Л - Гротендипа патегория , обладаю
щая копроизведенилми ,  то локализующий функтор 
существует . Таким образом получаетел обобщение 
классич. теории локализации модулей над коммута
тивным кольцом . Этот метод охватывает многочислен
ные конструкции колец частных и теории кручений 
(радикалов) модулей над ассоциативными кольцами.  

Понлтие «С .  п . >> было введено Ж .  П. Серром [ 1 ) и 
названо им классом. Используя это понлтие ,  он полу
чил далеко идущее обобщение теоремы Гуревича (см . 
Г ом отопичеспая группа) . 

Лит. : [ 1 )  S е r r е J . -P. , <<Ann. Math . >>, 1 953 ,  v. 58 , М 2 ,  
р.  258-94  (рус. пер. , в сб. : Расслоенные пространства и их при
ложения, М . ,  1 958 ,  с. 1 24-59) ; [2] Ф е й  с Н . ,  Алгебры : ноль
ца , модули и натегории , пер. с аигл. , т .  1 , М . ,  1 97 7 ;  [3] Р о
Р е  s с о N. , G а Ь r i е 1 Р . ,  «С.  r. Acad. sci . >>, 1 964 ,  t. 258 ,  
М 1 7 ,  р.  4 1 88-90.  В . Е. Говоров. 

СЕРРА РАССЛОЕНИЕ тройка (Х , р ,  У) , где 
Х ,  У - топологич. пространства , р : Х - У - непре
рывное отображение , обладающее следующим свойст
вом (наз .  свойством существования накрывающей 
гомотопии для полиэдров) . Для любых конечного поли
эдра К и отображений 

f : K x [O , 1 ) -+  У, F0 : K = K X {O} -+ У 
с f 1 (K X {O}) = poF0 
существует отображение 

F : (K X [O,  1 ) ) -+ Х 
такое , что F I (K X {O })= F0 , poF=f .  С .  р . было опре
делено Ж. П .  Серром (J . -Р . Serre) в 1 951 (см. [ 1 ) ) .  

Лит. :  [ 1 ]  Расслоеиные пространства и и х  приложения. Сб. 
пер . ,  М . , 1 958 ,  с. 9-1 1 4 . А . Ф. Харшиладае.  

СЕТЕВАЯ МОДЕЛЬ - интерпретация программы 
(илана) реализации нек-рОI'О комилекса взаимосвя
занных работ в виде графа ориентированлога без коп
туров , отражающего естественный порядок выпол
нения работ во времени с нек-рыми дополнительными 
данными комплекса (стоимость , ресурсы , иродолжи
тельность и т. д . ) . Обычно С. м . изображают графи
чески на плоскости и в этом случае ее наз . с е т е в ы  м 
г р а ф и к  о м .  С .  м. лежит в основе метода сетевого 
планирования и управления и календарного планиро
вания .  В зависимости от условий при обработке ин
формации С. м. может иметь и другие формы представ-

х1 , х2 , • • •  , Хт - с о б ы т и л м и . 
С .  м .  строител на основе своей структуры в зависи

мости от целей , к-рые ставятел при этом относительно 
комплекса работ . Напр . ,  в случае ,  когда относительно 
комплекса ставится задача выполнить его в минималь
ный срок при заданных ресурсах ,  то С. м. включает 
в себя и данные о времени , необходимом для выпол
нения каждой работы Vj ,  и в этом случае говорят, 
что С . м .  построена по к р и т е р и ю в р е м е н и .  
С .  м .  может быть построена и п о  другому критерию 
или одновременно по нескольким критериям . В зави
симости от этого С. м. наз . о д н о м е р н о й  или 
м н о г о м е р н о й . Различают С. м. к а н о н и ч е
с к и е  и а л ь т е р н а т и в н ы е  (см . [ 1 ) ,  [ 3) ) .  
Первые епределлютсл при помощи фиксированной 
структуры и условия , что любая операция vj= (х" xs) 
не может быть начата , пока не выполнены все операции 
с концом в х, . Вторые имеют переменную структуру и 
допускают начало нек-рой операции vj= (х, , xs) после 
выполнения какой-либо одной операции с концом в 
х, . С. м. бывают также д е т е р м и н и р о в а н н ы
м и и в е р о л т н о с т н ы м и в зависимости от 
того, точны критерии или прогнозированы с какой
либо вероятностью . 

Лит . :  [ 1 ]  Основные положения по разработне и применению 
систем сетевого планирования и управления,  3 изд. , М. , 1 9 7 4 ;  
[2] Энцинлопедия нибернетини, Н . ,  1 9 7 /. ;  [ 3 )  Л о п а т н и н о в 
Л. и. , Нратний энономино-математичесний словарь, М . ,  1 9 7 9 .  

П. С. Солта><.  

СЕТЕВОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ , с е т е в о й м е т о д 
п л а н и р о в а н и л и у п р  а в л е н и л ,- метод 
управления при реализации нек-рого комплекса работ 
(проекта , программы, темы и т. п . )  на основе сетевой 
модели комплекса , известной также под названием 
ПЕРТ (см . [ 2) ) .  С. п. позволлет существенно поднять 
качество планирования и управления при реализации 
комплекса работ, в частности оно дае'l' возможность 
четко координировать делтельность всех сторон (орга
низаций) , участвующих в реализации комплекса, вы
делить наиболее важные задачи, судить о наиболее 
целесообразных сроках реализации проекта, своевре
менно корректировать планы реализации и т . д .  

С .  п .  может быть условно разбито на два этапа: 1 )  по
строение сетевой модели (с . м . )  комплекса работ, 
2) использование с .  м. для планирования и управлепил 
при реализации комплекса работ (см . [ 1) - [ 3) ) . Пост
роение с .  м .  комплекса сводител к отображению в виде 
специально ориентированного графа множества ста
диii (событий) и естественного порядка (вообще гово
ря, частичного) самих работ (операций) комплекса , а 
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также и век-рой числовой информации, необходимой г р а ф с в ы д е л е н н ы м и п о  л ю с а м и. Час
при этом (время выполнения каждой операции, ресур- то под С. понимаетел граф (с полюсами или без них) , 
сы и др . ) .  В зависимости от сформулированных целей, элементам к-рого приписаны символы из нек-рого 
после составления е .  м . приступают к ее анализу для множества . Напр . ,  граф с полюсами , ребрам к-рого 
лучшей подготовки плана их достижения. Напр . ,  если приписаны неотрицательные числа , называемые про-
с. м. построена по критерию времени , т. е . когда не- пускными способностями, представляет собой т р а н с-
обходимо добиться минимальной продолжительности п о  р т н у ю с е т ь .  
всего комплекса работ при заданных ресурсах, т о  этот Понлтие С .  используется в определении и описании 
анализ сводител к нахождению критич. пути и вылс- управляющей системы и специальных классов управ
нениш того времени, меньше к-рого делает задачу ллющих систем (контактные схемы, схемы из функцио-
реалиаации комплекса нераарешимой. Это означает нальных элементов) , диаграмм переходов автоматов ,  
следующее. Пусть G= (X, V) - структура с .  м .  ком- коммуникационных сетей и др. 
плекса, г�,�;е Лит. :  [1] Я б л о н с к и й  С .  В . ,  «Проблемы кибернетикИ•>, 

1 959 ,  в.  2, с. 7 -38 ;  [2] Ф о р д Л. , Ф а л к е р с о н д . ,  По
�оки в сетях ,  пер. с англ . ,  М. , 1 96 6 ;  [3] К u n t z т а n n J . ,  
Theorie des reseaux Graphes , P.i 1 972 .  А . А .  Сапожекпо . 

Х = {х1 , х2 , • • •  , хт} и V = {vi , v2 , • • •  , v"} 
- соответственно множества событий и операций;  а 
t (v;) - время выполнения операции vj E V. Рассмат
ривается множество Р всех путей графа G, максималь
ных по вк лючению .  Таких путей в G, вообще говоря, 
много, и для более простой ситуации, когда имеется 
одно начальное событие х1 и одно конечное событие xm , 
все эти пути начинаютел в х1 и кончаютел в Xm · Среди 
всех путей :множества Р ищется тот , к-рый обладает 
наибольшей длиной (под д л и н о й  п у т и р= 
= {vjl , Vj2 , • • • , Vjk }  понимаетел число t (p)=t (vj1)+ 
+t (vj2)+ . . .  +t (v;k)) . Путь р Е Р , обладающий этим 
свойством, наа. к р и т и ч е с к и м п у т  е м с. м . ,  
и его длина выражает, что реализация комплекса ра
бот за меньшее время , чем t (р ) ,  невоаможна . Поэтому 
метод С .  п. наа. также м е т о д о м к р и т и ч е
с к о г о п у т и  (см . [ 1 ]  - [4] ) .  

С .  п .  н а  период самой реализации комплекса работ 
играет роль механизма в управлении , помогающего об
рабатывать информацию о фактич .  состолнии работ 
для данного момента времени и о .прогноаируемых из
менениях и необходимой корректировке планов для 
выполнения оставшихся работ . 

Лит. : [ 1 ]  Основные положения по разработке и применению 
систем сетевого планирования и управления, 3 изд. , М. , 1 971. ;  
[2] К о ф м а н А . ,  д е б а з  е й  Г. , Сетевые методы планиро
вания. Применевне системы ПЕРТ и ее разновидностей при уп
равлении производственными и научно-исследовательскими про
ектами, пер . с франц. , М. , 1 9 6 8 ;  [3] Сетевое планирование и 
управление, М. , 1 967 ; [4 ]  А б р а м  о в С. А . , М а р  и н и ч е n 
М. И . ,  П о  л л к о в П. Д. ,  Сетевые методы планирования 
и управления, М. , 1 965 ; [5]  Энциклоnедия кибернетики, Н . ,  
1 97 4 ;  [ 6 ]  Л о п а т н и к о в Л .  И . ,  Нраткий экономико-мате
матический словарь, М . , 1 9 7 9 .  П. С. Со.лтак. 

СЕТЕБОИ ГРАФИК - сетевая модель , изображен-
ная графически на nлоскости . п. с. Со.лтак. 

СЕТОК МЕТОД - собирательное название группы 
приближенных методов решения дифференциальных, 
интегральных и интегро-дифференциальных уравне
ний . Применительно к дифференциальным уравнениям 
с частными пронаводными термин «С . м.» используется 
n качестве синонима терминов <<метод конечных раз
ностей» и <<разностный метод>> .  С. м .- один из наиболее 
распространенных приближенных методов решения 
задач,  связанных с дифференциальными уравнениями. 
Широкое применение С .  м .  объясняется его большой 
универсальностью и сравнительной простотой реали
зации на ЭВМ . 

См .  Раапостпых схем теория . 
По материалам одкоимеккой статьи в Б СЭ-3 . 

СЕТЬ - обобщение понятия графа. С .  задается 
парой вида ( V, 1) , в к-рой V - пек-рое множество, 
С= (Е0 ; Е1, Е 2 , • • • ) - семейство наборов элементов 
из V. В наборах Е; Е С  элементы могут , вообще гово
ря, повторяться . Элементы множества V паз . в е р
ш и н а м и С. , элементы набора Е0 - п о л ю с а
м и С . ,  наборы Е;, i= 1 ,  2, . . .  , - р е б р а  м и С.  
В случае ,  когда множество полюсов пусто и каждый 
из наборов Е; является множеством , С .  представляет 
собой гиперграф . Если каждый из наборов Е; , i= 
= 1 ,  2 ,  . . .  , содержит ровно два элемента , С .  есть 
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СЕТЬ - система � n= {а , а2 , • • •  , an } n семейств 
(n�2) достаточно гладких линий , определенных в об
ласти G п-мерного дифференцируемого многообразия М 
так , что 1) через каждую точку х Е q проходит точно 
по одной линии каждого семейства а' ; 2) векторы , ка
сательные к этим кривым в точке х , образуют базис 
пространства Т х - касательного пространства к мно
гообразию М в точке х . Векторы ,  касательные к ли
ниям одного семейства ai , принадлежат одномерному 
распределению 8f ,  определенному в области G. Ус
ловил того ,  что семейства линий составляют С. в век
рой окрестности точки , могут не выполняться при 
продолжении линий . Линии семейства ai являютел 
интегральными кривыми распределения 8f . Сеть 
� nCG определяется заданием n одномерных распреде
лений 8f таких ,  что в каждой точке х Е G касательное 
пространство Т х является прямой суммой подпрост-
ранств 8f ,  i= 1 ,  2, . . .  , n. Сеть � nCG определяет 
в области G (п-1 )-мерные распределения 8А_1 такие , 
что в каждой точке х Е G подпространство 8�-1 (х)С Т х 
является прямой суммой n - 1  одномерных подпрост-
ранств 8� (х) ,  f=f=i .  Различают следующие типы С . :  
г о л о н о м н ы е С . , для к-рых каждое из  распреде
лений 8�_1 интегрируемо (при n = 2  велкал С .  голо
помпа) ; ч а с т и ч н о  г о л о н о м в ы е  С . ,  для 
к-рых нек-рые из распределений 8А-1 интегрируемы , 
а остальные неинтегрируемы (такие С .  подразделлютел 
по числу неинтегрируемых распределений) ; н е г .о-
л о н о м н ы е С . ,  для к-рых все ра.спределенил 8�-1 
неинтегрируемы . . 

Если распределение 8�_1 ,  n >2,  интегрируемо и 
yi - интегральная кривая распределения 8{ ,  то через 
каждую точку x E yi пр<?ходит интегральное многооб-
разие распределения 8�-1 , несущее сеть � n- 1 (х) из 
нривых , принадлежащих семействам ai , j=/=i .  

Сеть � nCG можно задать также одним из следующих 
способов : а) системой векторных ш.>Лей Х ;c8i . .  б) си
сте�ой дифференциальных 1-форм ffi1 тюшх,  чтoffi' (Х j) = 
=б} ,  в) полем аффинора Ф такого ,  что фn= Е (Е -
единичный аффинор) .  

При изучении С .  рассматриваютел три основные 
проблемы: внутренние свойства С . , внешние свойства 
С. и исследование диффеоморфиамов С .  

Внутренние свойства С .  индуцируютел структурой 
многообразия , несущего С. На пр . ,  сеть � n в прост
ранстве М аффинной связности \7 паз . г е о д е а и
ч е с к о й  с е т ь ю, если все ее линии геодезические . 
Если риманово многообразие М со связностью без 
кручения , в к-рой метрич . тенаор ковариантно постоя
нен , несет ортогональную чебышевспую сеть 1-го рода , 
то М - локально евклидово .  Связь таких С .  с nарал
лельным nеренесением векторов на поверхности была 
установлена Л .  Бьлнни (L .  Bianchi ,  1922) . Эта связь 
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была положена А .  П .  Норделом в оенову определения СЕТЬ т о п о л о г и ч е с к о г о п р о е  т р а н  е т-
чебышевекой С. '1 -го рода в пространсТВl' аффшшоii в а Х - семейство fP но/(�шожеетв это rо н роетранства 
с вязности . такое ,  что для кuждой точки .т· Е Х  и 1шждоii ее окрест-

Внешние свойства С .  индуцируются структурой ности Ох найдется элемент JVI семейства :!Р такой, что 
объемлющего пространства Е .  Так, напр . , пусть сеть х Е Мс.Ох. 
L m  заданная в пек-рой области G на гладкой поверх- Семейство всех одноточечных подмножеств прост-
Irости V n проективного (п+ k)-мерного пространства ранства и каждая его база всегда является его С.  От-
( lс�1 ) ,  - с о п  р л ж е н н а л С . , то есть в каждой личие С .  от базы в том, что элементы С. пе обязаны 
точке х Е G сопряжены направления дf (х) , дl (х) ка- быть открытыми множествами . С. появляются при не-
са тельных к любым двум линиям С . ,  проходящим прерывных отображениях: если j - непрерывное от-
через точку х (два направления сопряжены , если каж- ображение топологич .  пространства Х на тополоrич. 
дое из них принадлежит характеристике касательной пространство У и �З - база пространства Х , то об-
плоскости Т х при ее смещении в другом направлении) .  разы элементов базы �З при f составляют сеть :?= 
Еоли Vn не вмещается в проективное пространство = {!И : И Е �З }  пространства У. Далее , если прост-
размерности , меньшей п+k,  то при k= 1 поверхность ранство Х покрыто каким-либо семейством {Ха : а Е  
V n несет бесконечное множество сопряженных С . ;  Е А } своих подпространств, то, фиксируя при каждом 
при k= 2 поверхность несет в общем случае единст- а Е А какую-либо :В а пространства Ха  и соединяя все 
венную сопряженную С . , но существуют и такие n- эти базы вместе , получают сеть f?= И{:Ва : а ЕА } 
�rерные поверхности , на к-рых нет ни одной сопряжен- пространства Х .  Пространства со счетной С. ха ракте-
нон С . ;  при k >2 только п-мерные поверхности специ- ризуютен как образы сепарабельных метрич. прост-
ального строепил несут сопряженную С .  При п >2 со- ранств при непрерывных отображениях.  
пряженнал С .  может и не быть голономной (см . [ 3] ) .  Минимум мощностей всевозможных С.  пространства 
Частным случаем голономной сопряженной С . лвлл- Х паз .  с е т е в ы  м в е с о м этого пространства и 
етсл п-с о п  р л ж е н н а л с и с т е м а: сеть L т обозначается nw (Х ) .  Сетевой вес пространства всегда 
обладающая тем свойством, что касательные к линиям пе иревосходит его веса, но , как показывают примеры 
наждого семейства ,  взятые вдоль любой линии любого счетных пространств без счетной базы , сетевой вес 
другого ·семейства , образуют развертывающуюсл по- может отличаться от веса . Для всех бикомпактных 
верхность . Сопряженные системы существуют в про- хаусдорфовых пространств сетевой вес совпадает с ве-
rктивном пространстве любой размерности n+k при сом: . Это утверждение распространяется на локальпо 
п;;;,2 ,  k;;;,O .  Поверхности V т несущие п-сопряженную бикомпактные пространства , пространства , полные по 
систему в проективном (п+k)-мерном пространстве,  Чеху,  и на перистые пространства . Отсюда , в част-
когда k;;;,п , и в каждой точке х Е Vn соирикасающеесл ности , следует, что вес не увеличивается при отобра-
к V" пространство (пространство вторых дифференциа- женилх на такие пространства . Другое следствие: 
лов точки х) размерности 2п,  впервые рассматривал если перистое пространство Х (в частности , биком-
Э .  I\артан [ 4] под названием «многообразия особого пакт) представлено в виде объединения семейства мощ-
проективного типю> (п о в е р х н  о с т и К а р т а  н а) . ности ..,;т своих подпространств, вес каждого из к-рых 
На такие С. было распространено понлтие Лапласа не иревосходит кардинала т, предполагаемого беско-
преобразования (см . [5] ,  [ 6] ) . печным, то и вес всего пространства Х не больше, 

При изучении диффеоморфизмов С .  по известным чем т .  
свойствам сети L пС.М описываютел свойства сети Лит. : [ 1 )  А Р х а н г е л ь с к и й А. в .  п о  н о м а-

( "' ) N ф Р е в В .  И.( Основы общеit топологии в задачах' и упражнениях 
(р � n С при заданном диффеомор изме q; : М - N м. , 1 9 7 4 ;  2] А р х а н г е л ь с к и й  А . , <•Доi<л . АН ссср.,; 
(напр . ,  при изгибании или при конформном отображе- 1 959 ,  т. 1 26 ,  .М 2, с .  239- 4 1 .  А. в . Архангелъспий. 
нии поверхности , несущей С . )  или ищется диффеомор- СЕЧЕНИЕ , с е к у щ а л п о в е р х н  о с т ь, рас-
физм q;, сохраняющий нек-рые из свойств сети L п · слоепил р : Х - У - непрерывное отображение 
Так, напр . , сеть L 2 на поверхности евклидона прост- s : У - Х такое , что pos= idy. Если (Х ,  р , У) - рас-
ранства паз .  рамбичеспай сетью (конформно-чебышев- слоение Серра , обладающее С . , то 
ской) , если она допускает конформное отображение :Л:n ( Х) = Лn (р - 1 (p t ) )  ffi Л п (У) . на чебышевскую С .  На велкой поверхности вращения \L 
аси:мптатичеспая сеть является ромбической . 

Лит . :  [ 1 ] Н о р д  е н А. П. ,  Пространства аффинной связ
тюсти , 2 изд . , М. , 1 9 7 6 ;  [2) Д у б н о в Я. С . , Ф у  к с С. А . ,  
«Доил. АН СССР>> ,  1 940 ,  т .  28 ,  .М 2 ,  с .  '1. 0 2 - 0 4 ;  [3) Б а з ы л е в 
В. Т. , в кн . : Итоги науки. Геометрия ,  1 96 3 ,  М . ,  1 9 6 5 ;  [4] С а rt а n Е. , <<Bull .  Soc. math. de France», 1 9 1 9 ,  t. 47 , р. 1 2 5 - 60 ; [5] 
C_ll е r n S. S . ,  <<Proc. Nat. Acad. Sci . USA», 1 944 ,  v. 30 , р .  95-
g , ;  [6] С м и р н а в Р. В. , <<Доил. АН СССР», 1 9 5 0 ,  т. 7 1 ,  No 3 ,  
с .  437 -439 .  В . Т. Б азы.оев . 

СЕТЬ - отображение направленнага множества в 
(топологическое ) пространство . м. и. Войцеховспий. 

СЕТЬ с ф е р - совокупность всех сфер, относительно 
к-рых данная точка (ц е н  т р С . , или р а д  и R а л ь
п ы й ц е н  т р) имеет данную степень р - с т е
н е н ь С. Существуют три типа С .  сфер: 

1 )  г и п е р б о л и ч е с к а л С .  (р >О) , состоящая 
из всех сфер, ортогональных нек-рой данной сфере; 

2) э л л и п т и ч е с к а я  С .  (р <О) , состоящая из 
всех сфер, пересеRающих нек-рую данную сферу по 
какому-либо большому кругу последней ; 

3) п а р а б о л и ч е с к а я  С .  (р = О) ,  состоящая 
пз всех сфер ,  проходящих через нек-рую данную 
точку. Совокупность всех общих сфер двух С. паз .  
rвязпой сфер . Совокупнасть всех общих сфер ,  центры 
п-рых не лежат на одной прямой, паз . пучпа.м сфер . 

А. Б .  Иванов. 

Для главного расслоепил из существования С. сле
дует его тривиальность . Векторное расслоение всегда 
обладает т .  н .  п у л е в ы  м с е ч е н и е м .  

А .  Ф. Харшиладзе. 
СЕЧЕНИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ р : Х - У - отоб-

ражение s :  У - Х , для к-рого pos= idy .  В более 
широком смысле С .  о .  любого морфизма в произволь
ной категории - обратный снрава морфнам . 

А .  Ф. Хар шнладзе. 
СЖАТИЕ - аффинное преобразовапае шюсiшстп, 

при к-ром каждая точка смещается 1\ оси Ох по на
правлению оси Оу на расстояние , пропорциональное 
ее ординате .  В декартовой системе координат С. за
дается соотношениями 

х' = х , y ' = ku , k > O . 

С .  пространства к плоскости Оху по направлению 
оси Oz задается соотношениями 

х' = х ,  у ' = у , z ' = kz ,  lc > О . 
Н. В. Р евсру�. 

СЖАТИЕ , с ж н м а ю щ п й о п е р а т о р ,- ш·
раничепное линейное отображение Т гильбертона 
пространства Н в гильбертоно прострапство Н' с 
I I T I I �1 .  Пpu H= ll' сжатпе 1' паз .  в п о л н е н е у н и-
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т а р  н ы м, если оно не лвллетсл унитарным операто
ром ни при каном отличном от {О }  приводящем Т 
нодпространстве .  Таковы,  напр. , односторонние сдвиги 
(в отличие от двусторонних сдвигов, явллющихсл 
унитарными С . ) .  Велкому С. в Н отвечает единствен
ное ортогональное разложение H= H0ffiH1 на приво
дящие Т подпространства такое , что Т0= Т l но уни
тарен , а Т1= Т i н, вполне неунитарен .  Т= T0ffi T1 наз. 
к а н о н и ч е с к и м р а з л о ж е н и е м сжатия Т. 

Д и JI а т а ц и е й , или р а с т л ж е н и е м,  дан
ного сжатия Т, действующего в Н , наэ .  ограниченный 
оператор В ,  действующий в пек-ром объемлющем 
гильбертоном пространстве K:::JH и такой, что тп= 
= РЕп, n= 1 ,  2, . . .  , где Р - ортопроектор иэ К на 
Н. Велкое С .  в гильбертоном пространстве Н обладает 
унитарной дилатацией И в пространстве K :::J H и при
том минимальной в том смысле, что К = э .  л. о .  
{unн };i,:_"" (т е о р е м  а С ё к е ф а л ь в и - Н а д л) . 
Минимальные унитарные дилатации и определенные на 
основе спектральной теории функции от них позво
ллют построить функциональное исчисление для С . , 
развитое в основном для ограниченных аналитич . 
функций в открытом единичном круге D (класс Харди 
Н"" ) .  Вполне неунитарное сжатие Т принадлежит , по 
определению, классу С0 , если существует функция 
и Е Н"" ,  и (Л)фО, такал , что и ( Т) = О . Класс С0 содер
жител в классе С00 сжатий Т ,  для к-рых тп - О , T*n 
- О при n - оо . Для велкого сжатия Т класса С0 
существует т .  н .  м и н и м а л ь н а л ф у  н к ц и л 
mт (Л) (� . е .  внутренняя функция и Е Н"" , [ и (Л) I ...;:1 в 
D ,  1 и (e ' t),l = 1 почти всюду па границе D) такал , что 
и ( Т) = О и и (Л) лвллетсл делителем всех nрочих внут
ренних функций, обладающих тем же свойством. Мно
жество нулей минимальной функции mт (Л) сжатия Т 
в D вместе с дополнением до единичной окружности 
к объединению тех дуг , череэ к-рые т т (Л) допускает 
аналитич. продолжение ,  совпадает со спектром а ( Т ) .  
Понлтие минимальной функции сжатия Т класса С0 
позволлет распространить для этого класса С . функцио
нальное исчисление на нек-рые мероморфные в D 
функции .  

Теоремы об унитарных дилатацилх получены не 
только для индивидуальных С . ,  но и для дискретных 
{Tn }, п=О ,  1 ,  . . .  , и непрерывных { T (s) } , O ..,;:s..,;: oo ,  
полугрупп С .  

Кан и для диссипативпых операторов , для С .  пост
роена теория их характеристич . оператор-функций 
и на ее основе - функциональная модель , позволяю
щая изучать структуру С. и соотношения между спект
ром, минимальной функцией и характеристич . функ
цией (см. [ 1 ] ) .  Преобраэованием Кэли 

A = (l + T) (/ - Т) - 1 , 1 $ ар (Т ) ,  
сжатие Т свлэано с максимальным аккретинным опе
ратором А ,  т .  е .  таким, что iA - максимальный дис
сипативный оператор . На этой основе строител тео
рия диссипативных расширений В0 симметрич . опе
раторов А 0 (соответственно диссипативных по Филлип
су расширений iВ0 консервативных операторов iA 0) . 

Для С. разработана теория подобия , кваэиподобил 
и одноклеточности . Теория С. тесно связана с теорией 
прогноэирования стационарных случайных процессов 
и теорией рассеяния . В частности , схему Лакса - Фил
липса [2 ]  можно рассматривать как континуальный 
аналог теории Сёкефальви-Надл-Фолша С .  класса С00 • 

лит . :  [ 1 ]  С е к е ф а  л ь  в и-Н а д ь Б . ,  Ф о л ш Ч . ,  Гар
монический аНаЛИЗ ОПеfаТОрОВ В ГИЛЬбертОБОМ ПрОСТраНСТВе ,  пер . с франц. , М.,  1 9 7 0 ;  2] Л а к с П. д . ,  Ф и  л л и п с Р. С . ,  
Теория рассеяния ,  пер . с англ. , М. ,  1 9 7 1 .  И .  С. Иохгидов. 

СЖАТИЕ а л г е б р ы Л и, с т л г и в а н и е 
а л г е б р ы Л и , - операция , противоположная де
ф ормации алгебры Ли . Пусть g - конечномерная 
вещественная алгебра Ли, {с�/ } - набор ее структур-
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ных констант в фиксированном базисе е1 , • • •  , е 11 и 
А ( t ) , 0 < t ...;: 1 , - нривая в группе невыроп;денных 
линейных преобраэований пространства g такал , что 
А ( 1 )= Е .  П усть e ; ( t) = A (t)e; и c1j (t) - структурные 
константы алгебры g в базисе {е ; ( t) } .

k
Если c1j (t) при 

t - О стремятся к век-рому пределу C ij (0) , то алгебра 
g, определяемая этими константами в исходном ба
зисе , наэ. с ж а т и е м исходной алгебры g .  Сжатие 
g также лвллетсл алгеброй Ли, причем g можно 
получить путем деформации алгебры g. Если g -
алгебра Ли группы Ли G, то группу Ли G, соответст
вующую g, также наэ . с ж а т и е м г р у п п ы G. 

Хотя dim g= dimg, эти алгебры, вообще говоря , k k не изоморфны: папр . ,  если А (t) = tE ,  то Cij (t)= tc ij--+0, 
так что при таком С .  предельная алгебра всегда 
коммутативна.  Естественное обобщение этого примера 
состоит в следующем: пусть а - nодалгебра в g, 6 -
дополнительное к а подпространство, причем [ а ,  I1]= 
=Ь , и A ( t) v= v для v E a , А (t)v= tv для v E B .  Тогда 
в пределе (J становител коммутативным идеалом ал-
гебры g, в то время как умножение в а и присоеди
ненное действие алгебры а на (J остаются неизмен
ными .  

В частности , пусть G - группа Лоренца , g - ее 
алгебра Ли ,  а - подалгебра, соответствующая под
группе вращений 3-мерного пространства . Тогда опи
санное С. алгебры g дает алгебру Ли группы Гали-
лен G (см. Гадилея преобраэовапие , Лорепца преобра
эовапие) . Соответственно алгебра Лоренца является 
деформацией алгебры Галилея и можно покаэать , что 
комплексификация алгебры Галилея других дефор
маций не имеет; в вещественном случае алгебру Га
лилея можно получить также С. ортогональной ал
гебры Ли so (4) .  Эквивалентный способ получения ал
гебры Галилея иэ алгебры Лоренца состоит в том, 
чтобы определить алгебру Лоренца как алгебру, со
храняющую форму Минконского x2+y2+z2-c2t2 , и 
эатем устремить скорость света с к оо .  Пока с<  оо ,  воз
никающие алгебры изоморфны g .  Аналогично, дефор
мируя алгебру Пуаикаре (неоднородную алгебру Ло
ренца) , можно получить алгебры де Ситтера so (4 , 1 )  и 
so (3, 2) движений пространства постолиной кривизны . 
Соответственно , устремлял кривнэпу к О, получают 
группу П уанкаре как С. групп де Ситтера. 

Свяэь между этими алгебрами продолжается на 
представления . Если , как в описанных примерах , 
существует матрица А (O)= lim А (t) , то каждое пред

t-+-0 
ставление S алгебры g порождает представление S 
()Жатой алгебры по формуле 

S (х) = S (А (О) х) 
для любого х Е g. Обратвал операция (деформация 
представлений) , вообще говоря , невоэможна.  

Лит.: [ 1 ]  Б а р  у т А . , Р о н ч к а Р . ,  Теория представле
ний групп и ее приложенил , пер . с англ . ,  т.  1 ,  М . , 1 980 ; [2] 
1 n б n ii Е . ,  W i g n е r Е .  Р. , <<Proc. Nat. Acad. Sci . USA>>, 
1 953 ,  v. 39 ,  р . 5 1 0-24;  [3] S а 1 е t а n Е .  J . ,  « J .  Math. Phys . » ,  
1 96 1 , v .  2 ,  р .  1 -22 . А . Н. Толпъtго .  

СЖАТИЙ ПОЛУГРУППА - однопараметрически 
сильно непрерывная полугруппа Т (t) , O ...;:t < оо ,  
Т (0)=1,  линейных операторов в банаховом прост
ранстве Е , для к-рых 1 1  Т ( t) l1 ..,;:1 .  Плотно определенный 
в Е оператор А будет п р о и э в о д я щ и м о п е р а
т о р о м  (г е н е р  а т о р о м) С. п .  тогда и только 
тогда , когда выполнено условие Хилле - Иосиды 

1 1 (А- Л/) - 1  1 1 < � 
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при всех Л >О .  В других терминах: плотно определен- у отображенил f полного метрич .  пространства (Х ,  р) 
ный оператор А - генератор С .  п .  тогда и толыю ( или замкнутого подмножества такого пространства) 
тогда , когда он является максимальным диссипатив- в себя , если ДJIЛ любых х ' , х" выполняется неравенство 
ным оператором .  

Детально изучены С .  п .  в гильбертоном пространстве 
Н. Частными видами С. п. являютел п о л  у r р у п п ы 
и з о м е т р и й  ( I I Tx l l= l lx l l ) ,  у н и т а р н ы е п о
л у r р у п п ы  ( T * (t)= T - l (t) ) ,  с а м о с о п р я ж е н
н ы е  п о  л у г р  у п п ы ( Т* (t) = Т (t) ) ,  н о р м а л ь-
н ы е  п о л у г р у п п ы  ( T* (t) T (t) = T (t) T* (t ) ) .  
Вместо генератора А иногда удобно рассматривать его 
п р е о б р а з о в а н и е  1\ э л и: B = (A + I) (A -1) - 1 
(к о r е н е р  а т о р) . Оказывается, что полугруппа бу
дет полугруппой изометрий, унитарной,  самосопрл
женноii , нормальной полугруппой тогда и только 
тогда , когда котеператор соответственно будет изо
метрическим , унитарным, самосопрлженным, нормаль
ным оператором. 

С . п. ваз . в п о  л н е н е у н и т а р н о й , если ее 
сужение на любое инвариантное подпространство не 
является унитарным . Для вполне неунитарной полу
группы ( Т  (t)x ,  у) --+  О при t --+ оо и любых х, у Е Н. 
Для того чтобы С .  п .  была вполне неунитарной , до
статочно , чтобы она была устойчивой, т .  е .  чтобы 
I I T (t)x l l --+ 0  при t -+  оо и х Е Н. 

Для всякой <!; .  п .  Т (t) существует такое ортогональ
ное разложение H= H1ffiH2 на инвариантные отноеи
телыrо Т (t) подпространства ,  что на Н1 полугруппа 
унитарна , а на Н 2 вполне неунитарна .  

Если Т (t) есть С .  11 .  в гильбертоном пространстве Н, 
то СУ!!\ествует более широкое rИ'Льбертово простран
ство Н, содержащее Н как подпространство , и в нем 
такая унитарная группа U (t) , - oo <t < oo , что T (t)= 
= P U (t) при t;;;;.O ,  где Р - ортогональный проектор 
из Й на Н. Группа И (t) паз . у н и т а р н о й  д и л а
т а ц и е й полугруппы Т (t) . Дилатация определя
ется однозначно с точностью до изоморфизма ,  если 
потребовать , чтобы fi совпадало с замкнутой линейной 
оболочкой множества U U (t)H ( - oo <t < oo )  (м и н и
м а л ь н а я  д и л а т а ц и я) .  

Пусть N - гильбертоно пространство и L 2 (IR ,  N) 
гильбертоно пространство всех измеримых N -злачных 
функций f(s) , s E IR, с интегрируемым квадратом нор
мы . В этом пространстве определена унитарная группа 
двустороннего сдвига ( И ( t)f) (s)= f(s-t) .  Аналогично, 
в пространстве L2 (1R + , N) , IR + = (O ,  оо )  определена 
полугруппа одностороннего сдвига 

(И (t ) f )  (s) = f (s - t ) при О .;;;;;; t < s и О при t > s. 

Всякая вполне неунитарная полугруппа изометрий 
изоморфна одностороннему сдвигу в L2 (IR + , N) , при 
пек-ром вспомогательном пространстве N .  

Если Т (t) - вполне неунитарная С .  п .  и И (t) -
ее минимальная унитарная дилатацил , то на пек-ром 
инвариан1·ном подпространстве Й (а если Т (t) устой
чива, то и на всем Й) группа изоморфна двусторон
нему сдвигу. О полугруппах сжатия с нелинейными 
операторами см . Подугруппа нединейных операторов . 

Лит. : [1 ] D а v i е s Е . , One-parameter semigroups , L . 
[a . o . ] , 1 98 0 ;  [2] С е н е ф а л ь в и-Н а д ь Б . ,  Ф о я m Ч . ,  Гар
моничесний анализ опера:горов в гильбертовам пространстве, 
пер; с франц. , М. , 1 970 .  С .  Г .  Нрейи. 

СЖАТЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ ПРИНЦИП - одно из 
основных положений теории метрич . пространств о 
существовании и единственности неподвижной точки 
множества при пек-ром специальном («сжимающем>>) 
отображении его в себя . См. Сжимающих отображений 
принцип . 

СЖИМАЮЩИХ ОТОБРАЖЕНИй ПРИНЦИП, сжа
тых отображений принцип,- теорема , утверждающая 
сущеса'вованио и единственность пеподвижной точки 

р (f (х' ) ,  f (х")) .;;;;;; qp (х ' , х") ,  (1 ) 

где O <q <1 . Этот принцип широко используется 7\ЛЯ 
доказательства существования и единственности ре
шения не только уравнения вида f (х)= х , но и урав
нений f (х)= у путем замены такого уравнения на эк-
вивалентное : f (х) = х , где {(х) = х ± (f (х) -у) . 

Схема применепил С .  о .  п .  обычно такова :  исходя 
из свойств отображением f находят сначала замкнутое 
множество Мс:.Х , обычно замкнутый шар ,  такое , что 
f (М)с:. М, а затем доказывают ,  что на этом множестве f 
является отображением сжатия . После этого , отправ
ллясь от произвольлото элемента х0 Е М, строят по
следовательность {sп } ,  xn=f (xп- J ) , п= 1 , 2, . . .  , 
принадлежащую М ,  к-рал сходится к пек-рому эле-
менту "Х Е М. Это и будет единственное решение урав
пения f (х)=х ,  а xn будут последовательными прибли
люнилми решения . 

В общем случае условие ( 1 )  нельзя заменить условием 
р (! (х' ) ,  f (х") )  < р (х ' , х") ,  (2) 

однако если это условие выполняется на компактном 
множестве К ,  к-рое f отображает в себя ,  то условие (2) 
обеспечивает у f существование единственной непод
вижной точки ; Е к . 

Имеет место следующее обобщение С .  о .  п .  Пусть 
снова f отображает полное метрич . пространство Х 
в себя и 

р (! (х' ) , f (х") ) .;;;;;; q (а , �) р (х' , х") 
при а ..,;;:р (х' ,  х") ..,;;:� , где O <q (a , � ) < 1  для О <а -<� < оо .  
Тогда отображение f имеет н а  Х единственную непод
вижную точку.  

Лит . :  [ 1 ] Н о л м о г о р о в А.  Н. , Ф о м  и н С .  В . , Эле
менты теории фуннций и фуннционального анализа , 5 изд . , М. ,  
1 98 1 ;  [2] Н р а с  н о с е л ь с н и й М .  А .  [и др . ] ,  Приближен
ное решение операторных уравнений, М . ,  1 9 6 9 ;  [3]  Л ю с т е р
н и н Л. А . , С о б о л е в В. И . , Элементы фующионального 
анализа, 2 изд. , М . ,  1 9 6 5 ;  [4] Т р е н  о г и н В. А. ,  Фуннцио
нальный анализ,  М. , 1 98 0 .  В .  И .  Соболев. 

СИГНАТУРА - 1 )  С . а л г е б р а  и ч е с к о й  с и
с т е м ы - совокупность отношений и операций , дей
ствующих на основном множестве данной алrебраич. 
системы, вместе е указанием их арностей . Алrебраич . 
система (универсальная алгебра) с сигнатурой Q на3 . 
также Q-c и с т е 111 о й (соответственно Q-a л г е б
р о й) .  

2) С .  к в а д р а т и ч н о й или с и м м е т р и ч е
с к о й б и JI и н е й н о й ф о р м ы над упорядо
ченным полем - пара целых неотрицательных чисел 
(р ,  q) ,  где р - положи1·сльный ,  а q - отрицательный 
индекс инерции данной формы (см. Иперции закон ,  
Квадратичная форма) . Иногда С .  формы наз . число 
p -q . О. Л. Иванова. 

3) С. м н о г о о б р а з и я мп- сигнатура квад
ратичной формы 

Q м (x) = (x u .x , 0) ,  
где U - внутреннее коrомолоrичеСJюе умножение, 
О Е Нп (М; Z ) - фундаментальный класс . Многообра
зие предполагается компактным и ориентируемым. 
С .  обозначается cr (М) .  

Если п=i:О mod 4 , то полагают cr (М) = О .  С .  обладает 
свойства11iи: 

1) cr (M +M' ) = cr (M) +cr (M' ) ;  
2 )  cr (M X M') = cr (M) cr (M ' ) ;  
3) cr (дN) = О. 

С .  многообразин может быть представлена кю' лине:\rная функция от его Понтрягина кдассов (см. [ 2] ) .  
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О представлении С. как индекса нек-рого дифферен- порядка рт , то любая ее собственвал подгруппа со
циального оператора см . ИндеК-са формулы .  держител в нек-рой максимальной подгруппе порядка 

Лит . :  [ 1 ]  Д о л ь  д А . ,  Лекции по алгебраической тополо- p m - 1 и все максимальные подгруппы группы Р но р-
гни ,  пер . с англ. ,  М. , 1 9 76 ; [2] М и л н о р  Д ж. ,  С т а ш е ф 
Д ж . ,  Харантеристические нлассы, пер . с англ. , М . ,  1 9 79 .  мальвы.  

м .  и .  Войцеховспий. В т о р а л т е о р е м а С и л о в а : все силов-
СИГПУМ - функция действительного перемениого ские р-подгруппы конечной группы сопряжены между 

х , равная 1 , если х положительно , равная О , если х собой. Для бесконечных групп аналогичное утвержде-
равно нулю , и равная - 1 , если х отрицательно . Обо- ние , вообще говоря, неверно . 
значение: sgn х или sign х . Таким образом, Т р е т ь л т е о р е м а С и л о в а: число силон-{ 1 , если х > О ,  

sgn x =  О , если х = О , 
-1 , если х < О . 

Ю. А. Горъпов. 
СИЗИГИЯ - астрономический термин, означающий 

расположение трех небесных тел на одной прямой . 
В алгебре употребляется в значении соотношения . 
Пусть М - левый А -модуль , (mi)н 1 - семейство эле
ментов из М; соотношением, или сизигией, между 
(тi) ваз . набор (ai)i е 1 элементов кольца А такой, 
что �i«iтi= O . Так возникает модуль сизигий , цепь 
сизигий и т .  д .  См. Гидьберта теорема о сизигиях .  

в . И .  Даншtов. 

СИ ЛОВА ПОДГРУППА, с и л о в с н а л п о  д г р у п
п а ,- максимальпал л-подгруппа группы, где л -
век-рое множество простых чисел , т .  е .  периодич. 
подгруппа , порядки элементов к-рой делятел только 
па простые числа из л ,  и не содержащалсл ни в какой 
большей подгруппе с таким свойством (с и л о в с к а л 
:rt- п о д г р у п п а) . Основное значение для теории 
групп имеют с и л о в с к и е р-подгруппы, то есть 
С .  п . ,  множество :rt у к-рых состоит из единственного 
Frростого числа р . Название дано в честь Л .  Силова ( L .  Sylow) , доказавшего ряд теорем о таких подгруп
пах в конечной группе (см. Силава теоремы) .  

С .  п .  играют важную роль в теории конечных групп . 
Так , вопрос о дополняемости нормальной абелевой 
подгруппы сводител к такому же вопросу для силон
еких подгрупп; существование нетривиальной р-фак
торгруппы связано с существованием нетривиальной 
р-факторгруппы у нормализатора силовеной р-подгруп
пы ; строение конечной простой группы во многом оп
ределяется строением ее силовеной 2-подгруппы . В тео
рии бесконечных групп, исключая теорию локально 
конечных групп , роль С. п. меньше , поскольку уже 
основной вопрос о сопряженности силонеких р-под
групп решается положительно только в отдельных 
классах бесконечных групп . 

Лит. :  [ 1 ]  Н а р г а п о л о в М. И. , М е р з л я н о в  Ю . И . ,  
Основы теории групп, 3 изд. , М. , 1 9 8 2 ;  [2] Ш е м е т н о в Л .  А. , 
«Успехи матем. наую), 1 9 7 5 ,  т. 3 0 ,  No 2, с. 1 79-98 ; [ 3 ]  Итоги 
науки .  Алгебра . Топологи!I. Геометрия.  1 96 5 ,  м . ., 1 967 , с. 4 5 -
6 1 ; [4 ] Н u р р е  r t В . ,  Endliche Gruppen, [BdJ 1 ,  В . , 1 97 4 .  В. Д. Мазуров. 

СИЛОБА ТЕОРЕМЫ - три теоремы о максимальных 
р -подгруппах конечной группы, доказанные Л. Си
ловым ( 1 ]  и играющие большую роль в теории конеч
ных групп. Иногда объединение всех трех теорем наз . 
т е о р е  м о й  С и л о в а .  

Пусть G - конечная группа порядка pms, где р -
простое число, не делящее число s . Тогда имеют место 
следующие теоремы . 

П е р в а я т е о р е м а С и л о в а : группа G 
содержит подгруппы порядков ·p i для всех i� 1 , 2 , 
. . .  , т , причем н:аждал подгруппа порядка р' -1 яв
ляется нормальпой подгруппой по крайпей мере в од
ной подгруппе порядка pi . Из этой теоремы , в част
ности, следуют такие важные утверждения : в группе G 
существует Силава подгруппа порядка pm ; любая 
р-подгруппа группы G содержител в пек-рой силон
екой р-подгруппе порядка рт , индекс силонекой р
подrруппы не делител на р ;  если G=P есть группа 

еких р-подгрупп конечной группы делит порядок 
группы и сравнимо с единицей по модулю р .  

Для произвольных множеств :rt простых чисел ана
логичные теоремы о силонеких :rt-подгруппах получены 
лишь в классе конечных разрешимых групп (см. Холла 
подгруппа) . В неразрешимых группах ситуация иная . 
НапЕ· , в знакопеременной группе А 5 степени 5 для 
:rt = {2 , 3 } есть силонекая :rt-подгруппа S порядка 6 ,  
индекс к-рой делител на  число из  :rt .  Кроме того , в А 6  
есть силонекая л-подгруппа , изоморфная А 4  и несоп
ряженная с S .  Число силонеких :rt-подгрупп в А 5 не 
делит порядок группы А 5 • 

Лит. :  [l]  S у 1 о w L. , <cMath. Ann.», 1872�.Bd 5 ,  S. 584- 9 4 ;  
[2] Х о л л  М. , теория групп, пер . с англ . ,  ш. , 1 962. В. Д. Маауров. 

СИЛЬНАЯ ГОМОЛОГИЯ - см . Слабая гомодогия . 
СИЛЬНАЯ ПРОИЗВОДПАЯ - то же , что Фреше 

проиаводная .  
СИЛЬНО НЕПРЕРЫВНАЯ ПОЛУГРУППА - се

мейство _линейных ограниченных операторов Т (t) , 
t >О, в баяаховом пространстве Х ,  обла�ающее свой
ствами : 

1 ) Т (t + т) х = Т (t )  Т (т) х, t , т > О , х Е Х; 
2) функции Т ( t )x непрерывны на (0 , оо ) при любом 

х Е Х . 
При выполнении 1 )  из измеримости всех функций 

Т (t )x, х Е Х , и, в частности , из односторонней (справа 
или слева) слабой непрерывности следует сильная не
прерывность Т (t) . Для С. н. п. конечное чвсло 

W = inf t - 1 In !! T ( t ) !! = lim t - 1 ln � T (t) [! 
t > о  t ..... "' 

наз . т и п о м п о л у г р у п п ы .  Таким образом, 
нормы всех функций Т (t)x растут на со не быстрее 
экспоненты ero t . Классификация С. н. п. основана на 
их поведении при t-+ О. Если существует такой огра
ниченный оператор J, чте I I T (t) -J ! I -+ О при t -+ О , 
то J - проекционпый оператор и Т (t) =JetA , где 
А - ограниченный линейный оператор, коммути
рующий с J .  В этом случае Т (t) непрерывна по норме 
операторов . Если J=I,  то T (t )=et A ,  - оо <t < оо , 
равпомерно непрерывная группа операторов . 

Если Т (t)x -+ J х при каждом х Е Х ,  то J- также 
проекционпый оператор ,  проектирующий Х на под
пространство Х 0 - замыкание объединения всех зна
чений T (t)x , t >O,  х Е Х . 

Для того чтобы J существовал и равнллся I, необ
ходимо и достаточно ,  чтобы I I T (t) 1 1  была ограничена 
на (0 , 1 )  и чтобы Х0 = Х .  В этом случае полугруппа 
Т ( t) ,  доопределенпал равенством Т (0)= I, сильно 
непрерывна при t;;;;:O (удовлетворяет С0-у с л о в и ю) . 
Для более широких классов полугрупп предельное со
отношение Т (t) -+ I выполняется в обобщенном смыс
ле : 

lim _!_ S
t 

T (т) x d't = x , х Е Х  
t ...... o t о 

(суммируемость по Чезаро, С1-у с л о в и е) , 

lim Л \ "'  е-Лr:т (т) х dт = х ,  х Е Х  
Л-+ со .) О 

или 

(суммируемость по Абелю ,  А - у  с л о в и е) . При этом 
предполагается , чtо функции I I T (t)x l l ,  х Е Х ,  интегри-
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руемы На r.0 , 1 ]  (а ЗНаЧИТ , И На любом Т{ ОI!еЧНОМ ОТ
резке) . 

Поведение С .  н .  п .  при t --+- О может быть совсем 
нерегуллрпым . Напр . ,  функции I I T ( t)x l l  могут иметь 
при t=O степенную особенность . 

Для плотного в Х 0 множества элементов х функции 
Т (t)x дифференцируемы па [ 0 , оо ) .  Важную роль иг
рают С .  н. п . ,  для к-рых функции Т ( t)x дифференци
руемы при всех х для t >O . В этом случае оператор 
Т'  ( t )  ограничен при каждом t и его поведение при 
t --+- О дает новые возможности для классификации 
полугрупп . Выделены классы С .  н .  п . , для к-рых Т (t) 
допускает голоморфвое продолжение в сектор комп
лекспой плоскости , содержащий полуось (0 , оо ) . 

См . Полугруппа операторов , Производящий оператор 
полугруппы. 

Лит. : [ 1 ]  Х и л  л е Э. , Ф и  л л и п с Р . ,  Функциональный 
анализ и полугруппы, пер . с англ . ,  М . ,  1 96 2 .  С. Г. Kpe1m.  

СИЛЬНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ пеопределен
пого интеграла - нахождение сильпой производной 
неопределенного интеграла 

F (/) = � 1 f (х) dx 

действительнозпачпой функции /, суммируемой на 
открытом подмножестве G п-мерпого евклидона прост
ранства , рассматриваемого как функция сегмепта . Если 

1 f 1 (ln (1 + 1 f 1 ))n - l  

суммируема па G (в частности , если f ELP (G) , р >1 ) ,  
т о  интеграл F от f сильно дифференцирует почти всюду 
на G. Для любой ер (и) , и;;;;,О ,  положительной , пеубы
вающей и такой , что 

ер (и) = О  (и lпn - 1 и) 

при и - оо ,  существует такал суммируемая па G 
функция {;;;,0 , что ер (f( t ) )  также суммируема и отношение 
F (I)I I l l  неограниченпо в каждой точке x E G при ! , 
стремищемся к х , то есть F не является С .  д .  

Лит . :  [ 1 ]  J е s s е n В. , М а r с i n k i е w i с z J . ,  Z у g
m u n d А. «Fund . Math . » , 1 9 35 ,  v. 25 ,  р .  217-34 ;  [ 2 ]  S а k s S . , 
«Fund. Math . » ,  1 93 5 ,  v.  25 ,  р.  235-52 ;  L3] С а к с С. , теория ин
теграла, пер . с англ . , М . ,  1 9 49 ;  [4] 3 и г м у н д А. , Тригономе
трические ряды, пер . с англ . , [2 иэд. J ,  т. 2 ,  М. , 1 965 .  

Т. П. Лупашенпо. 
СИЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ дифференциального уравне

пил 
Lи = � � аа (х) Daи = f � а! ,.; т 

в области D - это локальпо интегрируемая функция и ,  
J{-рал имеет локальпо интегрируемые обоgщенпые про
изводные всех порядков ..,;т и удовлетворяет урав
нению (* ) почти всюду в области D . 

Поплтие <<С .  р . »  может быть введено и таким об
разом .  Функция и паз . С . ·  р. уравнепил (*) , если су
ществуют такие последовательности гладких (папр . ,  
класса С"" ) функций {ип } , {/п } , что ип - и, fп --+- f и 
Lип=fп при каждом п ,  где сходимость понимаетел 
в L1 (К) для любого комиакта Kc:.D .  В этих опреде
лениях L1 можно замепить классом L Р локальпо ин
тегрируемых со степепью р ;;;;, 1 функций . Наиболее 
употребительным является класс L2 • 

В случае эллиптич . уравнепил (*) оба попятил 
С . р .  совпадают . А .  л. Солдатов. 

СИ ЛЬНЫй ИНТЕГРАЛ - интеграл лебеговского 
типа от функций со значениями в линейном: топологич .  
пространстве по скалярной мере или от скалярной 
функции по мере со значениями в векторном прост
ранстве . При этом предельные процессы , с помощью 
к-рых определяется интеграл, понимаютел в смысле 
сильной топологии . Примерами С. и. являются : 

1 )  Бахпера иптеграл от векторнозначной функции; 
2) Д апиеля иптеграл , если значения подинтеграль-

ной функции принвдлежат а-полной венторпой ре-
шетке ; 

3) интеграл � �"" "лdFл ,  дающий спектральпае раало
жепие самосопряженного оператора , действующего 
в гильбертоном пространстве . 

В С .  и .  от скалярных функций по векторпой мере 
значения меры во многих случаях предполагаютел 
принадлежащими векторному полуупорядочеппо:му про
страпству .  

Лит. : [ 1 ]  Д а н ф о р д  Н . ,  Ш в а р ц  д )ft. -T . ,  Линейные 
операторы, пер .  с англ. , т. 1 - 2 , М . ,  1 962-66 ; [2] Н i 1 d е Ь
r а n d t т .  Н . ,  «Bul l .  Amer. Math. Soc . •> ,  1 95 3 ,  v .  5 9 ,  р. 1 1 1 -
1 39 .  В .  И .  Соболев. 

СИЛЬНЫЙ ОТНОСИТЕЛЬНЫЙ МИНИМУМ - ми-
нимальное значение J (у) , достигаемое функцяопалом 
J (у) на кривой у- (х) , х1.-;;;:.х.-;;;:.х 2 , такое , что 

(1 ) 
для всех кривых сравнения у (х) , удовлетворяющих 
условию е-близости нулевого порядка:  

i y (x ) - y (x) l .e;;;; e (2) 

па всем промежутке [х1 , х2] .  Предполагается , что кри
вые у (х) , у (х) удовлетворяют заданным граничным 
условиям . 

Если , помимо уеловил (2) , требующего е-близости 
по ординате , добавить условие е-близости по произ
водной: 

J у ' (х)-у ' (х) l .e;;;; е (3) 

на всем промежутке [х1 , х 2] ,  то говорят об условии е
близости первого порядка . 

Значение , достигаемое функцяоналом J (у) на кри
вой у-(х) ,  для к-рого неравенство (1)  выполняется для 
всех кривых сравнения у (х ) ,  удовлетворяющих усло
вию е-близости первого порядка ,  паз .  с л а б ы м 
о т н о с и т е л ь н ы м м и н и м у м о м . 

Поскольку условие е-близости нулевого порядка 
(2) выделлет более широкий класс кривых по срав
нению с условием е-близости первого порядка (2) , 
(3) ,  то всякий сильный минимум является одновре
менно слабым минимумом, но не велкий слабый мини
мум является сильным. В связи с указанным разли
чием необходимые ,  а также достаточные уеловил опти
мальности для сильного и слабого относительного ми
нимума имеют неодипаковый вид . 

Наряду с понлтием С .  о .  м .  можно ввести понлтие 
а б с о л ю т  н о г о м и н и м у м а .  Абсолютный ми-
нимум - это минимальное значение J (у) ,  достигаемое 
функцяоналом J (у) на всем множестве кривых , па 
к-рых фупкционал J (у) имеет смысл . Абсолютный 
минимум является глобальным , а сильный и слабый 
относительные минимумы- локальными минимумами. 

Абсолютный минимум является одновременно и 
С .  о .  м. , но пе велкий С .  о .  м .  является абсолютным 
минимумом .  

Вариационную задачу , имеющую более одного С .  о .  
м . , наз . жпогоэкстрежальпой задачей . При решении 
практических вариационных задач С. о. м. находят 
приближенно ,  используя численные методы вариацион
ного исчисления (см . Вариациоппое исчислепие ; чис
ленные методы) .  

Для аадач ,  в к-рых С .  о .  м .  единственный, необхо
димые уеловил оптимальности С. о. м.  являютел одно
временно достаточными условиями абсолютного ми
нимума . Такал ситуация имеет место , напр . ,  в теории 
оптимального управлепил для линейных задач опти
мального быстродействия (см .  Опти:мальпого быстро
действия задача) , а также для нек-рых других классов 
задач вариационного исчисления .  
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Л ит . : [ 1 ] Л а в р е  н т ь е в м. А . ,  Л ю с  т е р  н и н л. А . ,  

Rypc вариационного исчисления ,  2 и з д . , M . -JI . ,  1 9 5 0 ;  [2] 
С м п р н о в В .  И . ,  !\ урс высшей математи ни, 3 изд. , т. 4, М . ,  
1 9 5 7 .  И .  Б .  Ваппярсхий. 

СИЛЬНЫЙ ЭКСТРЕМУМ - минимальное или мак-
симальное значение J (У) , достигаемое функционалом 
J (у) на кривой у (х) , х1 �х �х2 , для к-рого выполня
ется одно из неравенств 

J (у) .,.;;; J (у) или J (у) :;;;, J (у) 
для всех кривых сравнения у (х) , находящихся в е
окрестности кривой у (х) . Кривые у (х) , у (х) должны 
удовлетворять заданным граничным условиям . 

Поскольку максимизация функцяовала J (у) эк
вивалентна минимизации функционала - J (у) , то 
часто вместо сильвого зкстремума говорят о сильном 
минимуме . Термин «сильный» подчеркивает , что на 
кривые сравнения у (х) наложено условие е-близости 
только по у (х) : 

I Y (x) -y (x) l .;;;;; e 
на всем промежутке [х1 , х2] , тогда как по производной 
кривые у (х) и у (х) могут отличаться как угодно <<силь
но>> . 

По самому своему определению С .  з . является силь
ным относительным зкстремумом,  поскольку дает 
зкстремум не абсолютный, т. е. не на всем классе 
допустимых кривых сравнения у (х) , на к-рых функцио
нал J (у) имеет смысл , а локальный, относительный, 
соответствующий подмножеству всех допустимых кри
вых сравнения , находящихся в е-окрестности кривой 
у (х) . Однако для краткости термин «относительный» 
часто оnускают и говорят о С. з . , имея в виду сильный 
относительный зкстремум (см. Сид.ьный отпоситед.ь
ный минимум) . 

Лит . :  [ 1 ]  Л а в р  е н т ь е в м. А . ,  Л ю с  т е р  н и н л. А. 
Rypc вариационного исчисления, 2 изд. , М . -л . ,  1 950 ;  [2] 
С м и р н о в в. И. ,  Rypc высшей математики , 3 изд. , т . 4 ,  
м . ,  1 95 7 .  И .  Б .  Ваnпярсхий. 

СИМВОЛ ОПЕРАТОРА - скалярная или матричная 
функция , ассоциированная с оператором и обладающая 
свойствами, в той или иной форме отражающими свой
ства этого оператора . Обычно считается , что С. о. за
даны для операторов , принадлежащих век-рой ал
гебре . Тогда , как правило , при сложении операторов 
их символы складываются , а при умножении - пере
множаются с точностью до членов , в век-ром смысле 
являющихся младшими, но иногда и точно . Бывает, 
что С. о .- зто функция со значениями в век-рой ал
гебре (в частности, операторной алгебре) , более про
стой, чем исходная . 

Обычно символы ассоциируются с операторами,  дей
ствующими в функциональных пространствах .  Тогда 
одна из типичных ситуаций состоит в том, что если 
оператор действует на функции от n переменных (или , 
более общо, на функции на n-мервом многообразии) , 
то его символ - функция от 2n nеремевных (или на 
2п-мерном многообразии) . На основе использования 
таких С .  о. строится теория nсевдодифференциад.ьных 
о ператоров . Соответствие между символами и операто
рами является основой квантования , при к-ром символ 
является классич. величиной , а сам оператор - соот
ветствующей квантовой величиной .  

С и м в о л ы о п е р а т о р о в в IR.n Пусть дан 
полином 

а (р , q ) = � l tн l3 1 < таа.ма.р13 • 

где q , p E IR" , q= (q1 , • • •  , q" ) ,  р = (р 1 , • • • , Рп ) - муль
тииидексы (т . е . ,  иапр . ,  а:= (а:1 , • • • , а:п) , !XJ�O, а:/ 
целые , l a: l = a:1+ . . .  +а:п , аа.13 Е С ) . Тогда по нему 
несколькими различными способами liioжнo пост-

роить оператор А , действующих� на функциях па IR. " •  
подставляя вместо q1  оператор ql  умножения на �дну 
из координат х1 в Rn , а вместо р 1 - оператор р 1 = 

= J;. _дд , где i= Jf - 1 , h- произвольвая постоянная \ Xj 
(играющая роль постояиной Планка) . Если при этом 
менять порядок букв q и р ,  то получатся разные опе
раторы. Е сли положить 

A= aU , 1) =�l c н f\ 1 ..:;: maa,(3qa.pf3 • 
то а (q ,  р) ваз . qp- с и м в о л о м, или л е в ы  м с и м
в о л о м оператора А .  Получаемое таким образом со
ответствие между левыми символами и операторами яв
ляется взаимно однозначным соответствием между 
поливомами и дифференциальными операторами с по
линомиальными коэффициентами и может быть рас
пространено на значительно более широкие классы 
операторов и символов, если воспользоваться форму
лой 

..!.. (х-У) 6 (Аи) (х) = (2nh) -п s е h а (х ,  s) и (у)  dy d6 , 
где zs= zlsl+ · . .  +zпsn для п-мериых векторов z = 
= (zl , · · . , Zп ) И 6= (61 , • · . , Sп) , dy= dyl , · · . , dyn , 
ds= d61 . . . dsn · 

Оператор А с pq-c и м в о л о м, или п р а в ы м 
с и м в о л о м а (q ,  р ) определяется формулой 

A= aU, � )  =�l a. +f\ 1 ..:;:  таа.(3Р 13 q a 
или для более общих символов 

....!... (х-у) '  (Аи) (х) = (2:rth) - п s е h а (у , s) и (у) dy ds .  
Более симметричный способ построения оператора 

по полиному a (q , р) получается , если ввести для не
коммутирующих операторов В ,  С симметри�юваввое 
произведение (BkC1 ) формулой 

(sB + tC)" = � .!!.!... sktl (BkCl ) ,  
.-'..Jk + l = n k ! l !  

а затем положить 
А = �., aa.<�(q a'p 13 •) . . . (q an_p fln) .-'..J i a + fl l < m  " 1 1 n n 

Тогда а (q ,  р ) ваз . с и м в о л о м В е й  л я опера
тора А . Оператор А может быть записав через символ 
Вейля по формуле . 

S 2.. 
(х-у) 6 

(Аи) (х) = (2:rth) - п  е h а с;у , s) и (у) dy ds . 

Вторичное квантование приводит к появлению еще 
двух видов символов операторов на IR.n - виковекого 
и антивиковского.  А именно , если ввести операторы 
рождения at=qJ- iPJ и операторы уничтожения aj= 
=q1+ iPJ и записать дифференциальный оператор с по
линомиальными коэффициентами в виде 

А = �  Ca,f3 (a + )a.af3 a. , fl  или в виде А = �a , fl  ca13af3 (а + )а ,  
то его в и к о в с к и й  с и м в о л с (q , р ) и а н т и
в и к о в с к и й с и м в о л а ( q, р ) задаются соот
ветственно формулами 

с (q , р) = �a , f\Ca.(3 (q - ip)et (q + ip)f3 , 

а (q ,  р) = �a , f\ с�13 (q - ip) a.  (q + ip)f3 .  
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О формулах , связывающих разные виды символов од
ного и того же оператора , см. в [ 1 ] -[4 ] . 

С и м в о л ы о п е р а т о р о в н а м н о г о о б
р а  з и и. Если символы описанных выше типов на IR.n 
вsаимно однозначно соответствуют операторам нек
рых достаточно широких классов,  то на многообразии , 
как правило , нет естественных символов , для к-рых 
существовало бы такое взаимно однозначное соответ
ствие . На многообразии важную роль играет т. н . 
r л а в н ы й с и м в о л ,  к-рый определяется для 
нек-рых псевдодифференциальных операторов и яв
ляется однородной функцией на Т* Х"'-0 - кокасатель
ном расслоении многообразия Х без нулевого сече
ния .  Его обратимость означает , что рассматриваемый 
оператор А является эллиптическим и гарантирует 
выполнение теоремы регулярности ,  т. е. гладкости 
решений уравнения A u=j с гладкой правой частью j , 
а также фредгольмовость оператора А (в случае ком
пактного Х) в подходящих пространствах Соболева . 
При сложении и умножении операторов их главные 
символы . соответственно складываютел и перемно
жаютсл . Главный символ не менлетел при добавле
нии к оператору членов меньшего порядка . 

С и м в о л ы о п е р а т о р о в н а м н о г о о б
р а з и и с к р а е м. На многообразии с краем Х 
псевдодифференциальный оператор имеет вид мат
рицы (см. [5] ) :  

щ =  : ЕВ -.. EEJ . 11 А+ В К � Г (Е1 ) Г (Е2) 
Т Q Г (Gr ) Г (G 2) 

где Er, Е2 - векторные расслоения на Х , G1 , G2 -
векторные расслоения на У, А - псевдодифференци
альный оператор на Х ,  удовлетворяющий mp aнc.Jtuccuu 
ус.л,овию , Т - граничный оператор ,  т. е. оператор 
взятия каких-то граничных условий (вообще говоря , 
псевдодифференциальных) , К - ко граничный опе
ратор , или оператор типа потенциала,  В - сингулир
ный оператор Грина (так называютел композиции гра
ничных и коrраничных операторов и нек-рые более 
общие операторы аналогичной структуры) , Q- леевдо
дифференциальный оператор на У. Оператор Щ имеет 
символы двух типов : внутренний и граничный. В н у
т р е н н и й с и м в о л а0 (Щ) - это обычный символ 
оператора А ,  лвллющийсл функцией на Т* Х"'-О ,  
точнее, сечением расслоения Нош (:rt* Е1 , :rt* Е 2) , где 
:rt : Т* Х"'-0 -+ Х - канонич . проекцил . Г р а н и ч
н ы й с и м в о л ау(&) - это функция на Т* У"'-0 , 
значения к-рой - операторы на полуоси [0 ,  оо ) , 
получающиесл из & замораживанием коэффициентов 
главной части в точке границы (в координатах , в к-рых 
граница является гиперплоскостью) и последующим 
иреобразованием Фурье по касательным переменным.  
Обратимость а0( &) - это обычная эллиптичность опе
ратора А . Если предположить эту эллиптичность ,  то 
обратимасть ау (&) в классах убывающих функций на 
полуоси - это фактически условие эллиптичности гра
ничной задачи, определяемой оператором &, или 
т. н. у с л о в и е Ш а п и р  о- Л о п а т  и н с к о г о .  
Таким образом, символом & / естественно называть 
пару {а0 (Щ} , ау (&) } . Если обратимы оба символа 
<J0 (Щ) и ау (&) , то �LJ наз . э л л и п т и ч е с к и м , и 
в этом случае для него верны обычные теоремы о ре
гулярности и фредгольмовости (последняя - когда Х 
компактно) . 

Лит . :  [ 1 ] Б е р е з и н Ф. А. , Метод вторичного квантова
ния , М. 1 9 6 5 ;  [2] М а с л о в В П . , Операторные методы, М. , 
1 97 3 ;  [З) Ш у б  и н М. А . ,  Псевдодифференциальные операторы 
и спектральная теория , М. , 1 97 8 ;  [ 4] Б е р е з  и н Ф.  А . ,  «Ма
тем. сб . » ,  1 97 1 ,  т. 8 6 ,  ;м 4 ,  с. 578-6 1 0 ;  [5] В о u t е t d е М о n
v е 1 L . ,  «Acta math .» ,  1 9 7 1  v. 1 2 6 ,  р. 1 1 - 51 . М. А. Шубин . 

СИМВОЛИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА - 1 ) С .  д .  в уз
ком смысле слова - исследование определяемого ниже 

топологич . автоморфизма Бернулли а - его инва
риантных замкнутых подмножеств , инвариантных мер 
и т . д ·  Т о п  о л о г и ч е с к и й  а в т о м о р ф и  з м 
Б е р н у л л и а действует в пространстве Q беско
нечных двусторонних последовательностей символов 
из нек-рого алфавита А (обычно конечного) ,  снабженном 
топологией прлмого произведения бесконечного числа 
экземпляров А (в каждом из к-рых обычно берется 
дискретная топология) . А именно , а переводит после
довательность ю= {ю; }  в ю' = {юi } , где ю(= юi+ I 
(<<сдвиг последовательности на один шаг налево») . 
Очевидное обобщение - действие группы (или полу
группы) G в пространстве А а .  

Пусть нек-рые пары (а , Ь) символов из А объявлены 
«допустимыми» . Всевозможные последовательности 
{ю; } , для к-рых при всех i пары (ю;,  ю; + 1 ) допустимы , 
образуют нек-рое замкнутое инвариантное (относи
тельно а) подмножество Q1cQ . Это - важнейmиfr 
пример инвариантного подмножества топологич. ав
томорфизма Бернулли. Динамич . система в Q1 , порож
деннал сдвигом ai Q1 , наз. т о п  о л о г и ч е с к о й  
ц е п ь ю  М а р к о в а .  

2 )  С .  д .  в широком смысле слова - применение С .  д .  
в узком смысле слова к исследованию динамич .  систем, 
I{-рые сами по себе определяютел совершенно незави
симо от Q и а. 

Лит. : [ 1 ]  А л е к с е е в В.  М . , Символическая динамика, 
К . , 1 976  (Одиннадцатая [летняя] математическая школа , ч. 1 ) ;  
[2] Б о у э н Р. , Методы символической динамики , пер. с англ . ,  
М . , 1 979  (Новое в зарубежной науне .  Математика, в .  1 3) . 

Д. В. Аносов. 
СИММЕТРИЗАЦИИ МЕТОД (в теории функций) -

один из методов решения экстремальных задач геомет
рич. теории функций . В основе метода лежит понятие 
симметризации замкнутых и открытых множеств п
мерного евклидона пространства . Впервые С .  м .  в 
теории функций был применен к изучению свойств 
трансфинишого диаметра (см. [ 1 ] ) , несколько позд
нее - к решению проблемы :Карлемана - Миллу (см . 
[ 2] ) ,  а затем использовался достаточно широко (см. 
[3]  - [6] , [9]) . 

Использование С .  м. в теории функций основано на 
монотонном характере изменения емкости конденса
тора и внутреннего радиуса области при различных 
видах симметризаций . Возможность применепил С. м.  
при решении экстремальных задач геометрич . теории 
функций обусловливается определенной симметрией 
экстремальных отображений. Опираясь на свойство 
неубыванил внутреннего радиуса области при ее сим
метризациn относительно прямой или луча , с помощью 
теоремы об изменении внутреннего радиуса области 
при отображении ее посредством регулярной функции 
был получен следующий п р и н ц и п с и м м е т
р и з  а ц и и (см . [ 4] ) :  если функция w=f (z) , j (O)= w0 , 
f' (О)=а1 , регулярна в круге Е :  l z l <1 ,  Е 1 - множество 
значений функции w= f (z) в Е ,  Е у- результат сим
метризации Е 1 относительно луча или прямой, прохо
дящих через w= w0 , а r (E t ,  w0) - внутренний радиус 
области Е у относительно точки w= w0,  то 

Равенство в (; ) имеет место тогда и только 1'огда , когда 
фующил w= f (z )  однолистна в Е , а область Е{ совпа
дает с Е 1 ( при симметризации Штейнера) или полу
чаетел из Е 1 в результате поворота вокруг w= w0 
(при симметризации Пойа) .  Аналогичный результат 
имеет место и для других видов симметризаций, для 
к-рых справедливо свойство неубывания внутреннего 
радиуса . Дополнительное исследование обычно не
обходимо для выяснения условий достижимости в (* ) 
равенства . 
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Имеютел обобщения иринципа симметризации на 

случай кольца и областей произвольной связности 
(см. [ 6] ) . Плодотворным оказывается сочетание С. м. 
с другими методами решепил экстремальных задач 
геометрич . теории функций (эr:стре.мальпой .метриr:и 
.методом ,  теорией r:вадратичпых дифферепциалов и 
др . ) .  Таким путем был получен ряд теорем покрытия 
и искаженил ДJIЯ различных классов регулярных в 
данной области функций (однолистных ,  однолистных 
в среднем, слабо р-листных в круге или в кольце и 
др . ,  см. [4] - [6] ) .  

С .  м .  применлетел танже при изучении свойств про
странствеиных квазинонформных отображений . Это 
обстоятельство особенно существенно в связи с огра
ниченными возможностями исследования таких ото
бражений. С .  м. позволлет находить среди двусвлзных 
пространствеиных областей , обладающих определен
ными геометрич. свойствами , область с наибольшим 
конформным модулем. Определение такой области в 
свою очередь позволлет установить пек-рое экстремаль
ное свойство квазикопформного отображения . В част
ности, с помощью С. м. установлены нек-рые теоремы 
искаженил для квазиконформных отображений в трех
мерном евклидоном пространстве (см. [7 ] , [8 ] ) . 

Лит . :  [ 1 ]  F а Ь е r G. , «Sitzungsber. Bayer. Akad. Wiss. 
Math.-naturwiss. Kl . » ,  1 920 ,  Bd 20, S.  4 9 - 6 4 ;  [2] В е u r 1 i n g 
А . , Etudes sur un proЫeme de maj oration, Uppsala, 1 9 3 3 ; [3] П о
л и а Г. , С е г ё Г. , Изопериметрические неравенства в мате
матической физике, пер . [с англ . ] , М. , 1 962 ;  [4] Х е й  м q_ н 
в. К. ,  Многолиствые функции, пер . с англ . ,  М. , 1 9 6 0 ;  L5] 
д ж е н к и н с Д ж. , Однолиствые функции и конформные 
отображения , пер . с англ. , М. , 1 9 6 2 ;  t 6 ]  Г о л у з  и н Г. М. , 
Геометрическая теория функций комплексного переменного , 2 изд. , М. , 1 9 6 6 ;  [7 ] Ш а  б а т Б. В . ,  «Докл. АН СССР», 
1 960 , т. 1 32 , М 5, с. 1 045-48 ;  [8] G е h r i n g F. W. ,  <<Trans. 
Amer. Math. Soc. », 1 9 6 1 , v. 1 0 1 ,  М 3, р. 499-51 9 ;  [9] 
В а е r n s t е i n А. , «Acta math. >> , 1 97 4 ,  v .  1 33 ,  р .  1 39-69 . 

И. П. Митюп. 

СИММЕТРИЗАЦИЯ - сопоставление каждому объ
екту F объекта F* (того же класса ) ,  обладающего 
иен-рой симметрией . Обычно С .  подвергают замкнутые 
множества F в евклидоном пространстве En (или в 
пространстве постоянной кривизны) ,  а также отобра
жения , причем С .  строител так , что F* непрерывно 
зависит от F. С. сохранлют одни и монотонно изме
нлют другие характеристики объекта . С .  использу
ютел в геометрии , ма.тематич. физике, теории функций 
при решении экстремальных задач. Впервые С .  вве
дена Я .  Штейнером ( J . S teiner) в 1 836 дли доказатель
ства иаопери.метр ического  перавепства .  с . о т н о с и т е л ь  н о п л о с к о с т и En - k в 
En:  для каждого неиустого сечении множества F пло
скостью Ek _[_En - k в Ek строит шар с центром Ek П En - k 
и тем же k-мерным объемом , что F n Ek ; заполняемое 
шарами множество F* есть результат симметриаации. 
С. относительно плоскости сохранлет объем , выпук
лость , не увеличивает площадь границы и интегралы 
поперечных мер (см . [ 2] ) .  При k= 1  эта С .  есть с и м
м е т р и а а ц и л Ш т е й н е р а , при k= n-1 -
c и м м е т р и  а а ц и л Ш в а  р ц а .  

С .  о т н о с и т е л ь н о п о л у п л о с к о с т и 
Н" - k в Е":  для каждого не пустого сечепил Р сферой 
Sk , имеющей центр на границе днп - k  и лежащей в 
Ek + 1j_днn - k, строят сферич . шапочку Sk П Dn (Dn 
шар С центром нn - k П Sk) ТОГО Же k-мерного объема , 
что F n Sk; заполняемое шапочками множество Р* 
есть результат С .  При k= n-1 это - с ф е р и ч е с н а л 
С . ,  если п= 2 .- к р у г о в а л С . 

С .  с м е ш е н и е м: для выпуклого множества 
FcEn строят симметричное ему относительно пло
сности E"k множество F' ; результатом С .  является 
множество F* = (P-t- F')/2 , где сложение множеств 
понимаетел как векторная сумма . 

С .  о к а т ы в а н и с м : для выпуюJUго тeJr a  РеЕ" 
его опорпая футищия усредняется на нapaJIJieJiьныx 

сечениях единичной сферы ; результатом С. считается 
тело F * ,  восстановленное по получившейсл опорной 
функции . 

В ЕЗ симметризацил Штейнера не увеличивает ем
кость ;  симметризацил Шварца сохранлет непрерывность 
гауссовой кривизны границы и не уменьшает ее ми
нимум; С. относительно полуплоскости не увеличивает 
основную частоту области и площадь границы;  сфери
ческал С. не увеличивает емкость ; С. смешением со
храняет интеграл средней кривизны границы и не 
уменьшает площадь последней; С. окатыванием со
храняет ширину (см . [ 1 ] , [3] ) .  

В Е2 симметризацил Штейнера не увеличивает по
лярный момент инерции , внешний радиус , емкость , 
основную частоту; не уменьшает жесткость кручения , 
максимальный внутренний конформный радиус (см. 
[3 ] ) . 

В связи с многократным применением С .  рассматри
ваютел вопросы сходимости С. Определения аналогов 
С. для незамкнутых множеств допускают ветвления . 
О применении С. в теории функций см . Си.м.метри
зации .метод . 

Лит . :  [ 1 ]  Б л я ш к е  В . ,  Круг и шар , пер . с нем. , М. , 1 9 6 7 ;  
[2] Х а д в и г е р  Г. , Лекции об объеме, площади поверхности 
и изопериметрии , пер. с нем. , М. ,  1 96 6 ;  [3]  П о  л и а Г. ,  С е
г ё Г. , Изопериметрические неrавенства в математической физи
ке, пер. с англ. , М. , 1 96 2 ;  [4 L е i с h t w е i s s К . ,  Konvexe 
Mengen, В . , 1 9 80 .  С. Л. Печерспий. 

СИММЕТРИИ КРИТЕРИЙ - статистический кри_:
терий для проверки гипотезы Н0 , согласно к-рои 
одномерпал плотность вероятности симметрична от
носительно нуля . 

Пусть проверлетел гипотеза симметрии Н0 , согласно 
к-рой плотность вероятности р (х) вероятностного 
закона, к-рому подчинлютс.я независимые случайные 
величины Х i, . . .  , Х ", симметрична относительно 
нуля , то есть р (х)=р (-х) для любого х из области 
определения плотности р (х) . Любой статистич . крите
рий, предназначенный для проверки Н0 , паз . к р и т е
р. и е м с и м м е т р и и .  

Наиболее часто в качестве альтернативы к Н0 рас
сматривается гипотеза Н1, согласно к-рой все рас
сматриваемые случайные величины Х1 , • . .  , Xn имеют 
плотность вероятности р (х- А) , А*О . Иначе говоря , 
согласно гипотезе Н1 плотность вероятности случайной 
величины Х; получаетел в результате сдвига плотности 
р (х) вдоль оси Ох па расстояние I A I  вправо или влево, 
в зависимости от знака А .  Если знак смещения А из
вестен , то конкурирующая гипотеза Н1 паз . о д н о
с т о р о н н е й , в противном случае - д  в у с т о р о н
н е й. Простой пример С .  к. дает апаков кр итер ий .  

С .  к .  является частным случаем рапдо.м иаации 
критер ия 

Лит [ 1 ]  Г а е к Я. , Ш и д а к 3 . ,  Теория ранговых кри
териев ,  пер. с англ. , М . ,  1 97 1 ;  [2] К е н д а л л М . ,  С т ь ю а р  т 
А . ,  Статистические выводы и связи ,  пер. с англ. , М . ,  1 97 3 .  

М .  С. Нипудип. 
СИММЕТРИИ ПРИНЦИП, п р и н ц и п с и м м е т

р и  и Ш в а р ц а , п р  и н ц и п с и м м е т р и и Р и
м а н а - Ш в а р ц а для аналитических функций: 
пусть область G расширенной комплексной плоскости t 
ограничена замкнутой жордановой нривой Г ,  в со
став к-рой входит дуга l окружности L расширенной 
комплененой плоскости t. Пусть , далее , функция 
f (z) определена и непрерывна на G U l, аналитична в G,  
а на l принимает значения , принадлежащие нек-рой 
окружности С расширенной комплененой плоскости С . 
Тогда f (z) продолжается черев дугу l в область G* , 
симметричную с G относительно L, до функции ,  анали
тической в области G U l U G* . Такое продолжение 
(через l) единственно и определяется следующим свой
ством продолженной функции f (z) :  если точни z Е G 
и z* Е G* симметричны (инверсны) относительно L , то 
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точки w= / (z) и w*=/ (z*) симметричны относительно С.  
В частности , если L и С совпадают с действительной 
осью плоскости С, то / (z)=/ (z) при z E G U l U G* . Под 
окружностями расширенной комплексвой плоскости 
понимаются как собственно окружности ,  так и пря
мые . Непрерывность также может пониматься как в 
обычном , так и в обобщенном смысле , т .  е .  когда f (z) 
паз . непрерывной в точке :о , если f (z) - f (z0) при z -z0 , 
независимо от конечности или бесконечности величины 
f (z0) .  Rривая Г ,  равно как и l, может проходить через 
точку оо . По условию , f ( l)cC, но не обязательно 
f (l)= С. Кроме того , если G и G* имеют общие внутрен
ние точки , то продолженная функция в этих точках 
может быть неодвозначной . 

С .  п .  д л я г а р м о н и ч е с к и х ф у н к ц и й при 
тех же G, L ,  l и G* формулируется так: если функция 
и (х , у) гармонична в G, непрерывна на G U  l и равна 
нулю на l ,  то и продолжается через l в G* до функции ,  
гармонической в G U l U G* . При этом если точки (х ,  у) E G 
п (х* , у*) Е G* симметричны относительно L ,  то 
u (x* , y *)= - u (x , у) . 

Обобщением С .  п. на случай аналитич . дуг l (и С) 
является припцип Шварца апалитич. продолжения 
аналитических и гармопич. функций (см. [ 1 ] ,  [2] ) . 
Обобщение С .  n .  для гармович. функций на случай 
функции любого числа переменных паз . отражения 
пр ипципо.м . С .  п .  широко используется в приложепиях 
теории аналитических и гармопич. функций (при кон
формных отображениях областей с одной или несколь
кими осями симметрии , в теории упругости , гидроме
ханике , электростатике и т .  д . ) .  

Лит . :  [ 1 ]  S с h w а r z Н.  Gesammelte mathematische Ab
handlungen , Bd 2 В. , 1890 ;  [2) П р и в а л о в И. И . ,  Введение 
в теорию функциЙ комплененого переменноrо, 12 изд. , М. , 1 9 7 7 ,  
с. 350-60 ;  [ 3 ]  л а в р е н т ь е в м. А . ,  m а б а т Б. в . ,  Ме
rоды теории функций RОМЩiенсного переменного, 4 изд . , М . , 
1 97 3 ,  с. 1 58-97 ,  2 14-15 .  Е. П .  Должепко. 

СИММЕТРИКА и а м и о ж е с т в е Х - неотри
цаrельпая действительная функция d, определенная 
па множестве пар всех элементов множества Х и удов
летворяющая следующим аксиомам: 

1 ) d (x ,  у) = О  в том и только в том случае,  если х= у; 
2) d (x ,  y)= d (y ,  х) при любых х, у Е Х .  
В отличие от .метр и�r,и и псевдо.метр и�r,и С .  может 

не удовлетворять аксиоме треугольника . По симмет
рике d па множестве Х определяется топология на Х:  
множество А сХ замкнуто (относительно симметрики 
d) в том и только в том случае, если d (x ,  А ) >О для 
каждого х Е Х"'.А . При этом 

d (x ,  A) = inf {d (x ,  у) : у Е А} . 

Замыкание множества А в так определенном топологич . 
пространстве содержит мнqжество всех тех точек х Е Х , 
для к-рых d (x ,  А )= О ,  по может этим множеством не 
исчерпываться . Соответственно, е-шары вокруг точек 
множества Х могут иметь пустую внутренность . То
пологич. пространство паз .  с и м м е т р и з у е м ы м ,  
если топология его порождается по указаниому пра
вилу пек-рой С. !\ласе симметризуемых пространств 
гораздо шире класса .метр иауе.мых пр остр апств : сим
метризуемое пространство может не быть ни параком
пактвым, ни нормальным, ни хаусдорфовым. !\роме 
того, симметризуемое пространство может не удовле
творять первой аксиоме счетности . 

Но каждое симметризуемое пространство Х с е к
в е н ц и а л ь н о, т. е. его топология определяется 
сходящимиен последовательностями по правилу: мно
жество А замкнуто в том и только в том случае , если 
предел каждой сходящейся в Х последовательности 
точек множества А принадлежит А . Для бикомпактвых 
хаусдорфовых пространств симметризуемость равно
сильна метризуемости . 

Лит . :  [ 1 ]  А р  х а  и r е л ь  с н и й А . В . ,  П о н о м а-
Р е в В. И . ,  Основы общей rопологии в задачах и упражнени
ях , М. , 1 9 7 4 ; [2] Н е д е в с. й. , «Тр. Моек . матем. об-ва» , 
1 97 1 ,  т. 24 ,  с. 201 -36 . А. В. Архангельский. 

СИММЕТРИРОВАНИЕ, с и м м е т р и  з а  ц и я ,-
одна и з  операций тензорной алгебры , при помощи к-рой 
по данному тензору строится симметричный (по группе 
индексов) тензор . С .  всегда производится над несколь
кими верхними или нижними индексами . Тензор S 
с координатами {s�• · · · i.P, 1 <:iv , jiJ. <:n } является ре-, , . . . J q  . . 
зультатом С .  тензора Т с координатами {t�· · · · �P , , , . . .  J q 
1 <:iv , j iJ. <:n } по т верхпим индексам , папр .  по группе 
индексов 1= ( i1 , i 2 , • • •  , iт) , если 

8i, . . .  ip = _1_ ,., {!-• · . . . a.mim + • · . .  ip , (*) j, , . . jq т ! "'-- 1-+а. J, . • • Jq 
Здесь суммирование производится по всем т !  переста
новкам а= (а1 , а2 , • • •  , ат) группы индексов / .  С .  
по группе нижних индексов определяется аналогично. 
С .  по группе индексов обозначается взятием этих 
индексов в круглые скобки ( ) .  Посторонние индексы 
(не участвующие в С . )  отделяются вертикальными 
черточками . Напр . ,  
t (4 1 5 1 1 7 ) = 

3
\ [ t45 17 -f- t l574 -f- t7541 -f- t457 1 -f- t7;;н + t ls47 ] . 

Последовательное С .  по группам индексов /1 и /2 , 
/1с/2 , совпадает с С .  по группе индексов /2 • Другими 
словами, еслиsj , . . . iq = tu, . . . (ife . . . ;!)  . . . iqJ '  то s; ,  . . . Jq = 

t
<;, . . . iцJ (внутренние скобки снимаются) .  

Тензор, не изменяющийся при С .  по пек-рой группе 
индексов , паз . си.м.метричес�r,и.м, тепаоро.м .  

С .  по пек-рой группе индексов тепзора , альтерпиро
ванного (см. А льтер пировапие) по этой группе , дает 
нулевой тензор . 

"Умножение двух и более тепзоров с последующим С .  
их  произведения по  всем индексам паз .  с и м м е т р и
ч е с  к и м у м н о ж е н и е м.  С. тензоров , паряду с 
операцией альтерпировапия , применяется для разло
жения тензора на тепзоры более простого строения . 
С. применяется также для образования сумм вида (*) 
с многоиндексными слага�мыми. Напр . ,  если эле
менты матрицы 

а� а� . . .  а� 

а� а� . . . а� 
коммутируют при умножении , то выражение 

1 ( 1 2 n) 1 ( 1 2 n ) 1 ( 1 2 n) n . а 1 а2 . . . an = n . а ( ! а2 . • .  an) = n . а( 1 а2 . . . an) 

паз . п е р м а и е и т о м м а т р и ц ы .  
Лит. : [ 1 ]  Ш и р о н о в П . А . ,  Тензорвое исчисление, 2 изд. , 

Казань, 1 96 1 ;  [2] Б е н л е м и ш е в Д. В . ,  Курс аналитичес
кой геометрии и линейной алгебры, М. , 1 97 1 ;  13] С х о у т е н 
Я .  А . , Тензорный анализ для физююв ,  пер. с англ . ,  М . ,  1 96 5 .  

Л.  П. Купцов . 
СИММЕТРИЧЕСКАЯ АЛГЕБР А - обобщение ал

гебры многочленов. Если М - унитарный модуль над 
коммутативно-ассоциативным кольцом А с единицеii , 
то С .  а .  модуля М ваз .  алгебра S (М) = Т (M)II , где 
Т (М) - тепаорпая алгебра модуля М, I - ее идеал , 
порожденный элементами вида x(l)y - y(l)x (х , у Е М) . 
С .  а .- коммутативно-ассоциативная А -алгебра с еди
ницей; она градуирована: 

S (М) = �р:;;,. 0sP ( М) , 

где SP (M) = TP (M)II П TP (M) , приче�r S0 (J1.f) = A , 
S1 (М)= М .  Модуль SP (М ) паз .  p-ii с и �� м е т р и  ч с
с к о й  с т е п е н ь ю  м о д у л я М .  Если М -
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свободный модуль с конечным базисом х1 , • • •  , Xn, разложения п= т1т2) и только они. Примитивные мак-
то соответстnие х i -+ Х i ( i= 1 , . . .  , п) продолжается симальвые подгруппы в S n не описаны ( 1983) , но из-
до изоморфизма алгебры S (М) на алгебру многочленов вестны нек-рые их бесконечные серии . Напр . ,  группа 
А ! Х1 , · · . ,  Xnl (см. Многочленов полъцо) . Sn естественным образом действует на множестве В� 

Для любого гомоморфизма А -модулей f: М -+ N всех подмножеств мощности т множества конечной 
р-я тензорнал степень ТР (!) : ТР (М) -+  ТР (N) индуци- мощности п ;  при п*2т тем самым определяется при-рует гомоморфизм SP (f) : SP (M) -+ SP (N) (р-я с и м- митивпал группа подстанопок множества В� .  Она м е т р и ч е с к а я  с т е п е н ь  г о м о м о р ф и •  
м а f) . Получаетел гомоморфизм А -алгебр S (!) : S (М) -+  максимальна в S (В'/() ,  если (т,  п)* (2 ,6 ) , (2 ,8) ,  (3 , 1 0) , 
-+ S (N) . Соответствия f -+  SP (!) и 1 -+ s (!) являютел (4, 1 2) , (т ,  2m) , (т , 2m+ 1)  (см. [1 ) ) . Другая серил (см. 
соответственно ковариантными функторами из кате- [ 6) )  получаетел при рассмотрении группы Г Ln (GF (q ) ) 
гории А -модулей в себя и в категорию А -алгебр .  Для полулинейных иреобразований пространств G (F (q) ) 
любых двух А -модулей М и N имеет место естествен- над конечным полем из q элементов .  Эта группа опре-
ный изоморфизм S (MffiN)�S (M)Q9S (N) . деллет примитинную группу подстанопок Грассмапа 

Если М - векторное пространство над полем харак- многообразия Gn, 1n (GF (q) ) , 1 ..;;:т ....;п-1 , к-рал мак-
теристяки О, то симметр ирование а: Т (М) -+  т (М) симальна в S (Gп , т (GF (q)) при п;;.3.  
определяет изоморфизм с . а .  s (М) на алгебру s (М)с Пусть Х - бесконечное множество .  Группа всех 

(М) подстанопок множества Х, перемещающих лишь ко-с Т симметрических контравариантных тензоров вечное число элементов из Х, наз. ф и  н и т н 0 й, или на М относительно симметрич . умножения : 
0 г р а н и ч е н н 0 й с и м м е т р и ч е с  к 0 й ,  г р у п-

и v v = a (u Q9 v) ,  и Е SР (М) , v E Sq (M ) . п о й  множества Х и обозначается SF (X) , а ее под
группа , состоящая из всех четных подстановок , на3 . 
ф и н и т н о й ,  или о г р а н и ч е н н о й з н а к о
п е р е м е н н о й, г р у п п о й множества Х и: обо
значается A F (X) . Подгруппы SF (X) и A F (X) - нор
мальные делители в S (Х) .  Более общо, пусть а - мощ
ность множества Х и � ...;а - нек-рое бесконечное кар
динальное число ; совокупность всех подстанопок мно
жества Х ,  перемещающих не более чем � элементов 
множества Х ,  является подгруппой в S (Х ) ,  обоавача
емой S13 (Х) . Наряду с SF( X) и A F (Х) группы S13 (Х )  -
нормальные делители в S (Х) для всех � ...;а , и других 
нетривиальных нормальных делителей у S (Х) нет (т е о
р е м а Ш р е й  е р  а - У л а м а - Б э р  а, см . [ 3] ) .  

Лит. : [ 1 ]  Б у р б а к и Н . ,  Алгебра.  Многочлены и поля. 
Упорядоченные группы, пер . с франц. , М . ,  1 9 6 5 ;  [2] R о с т
Р и к и н А . И . , М а н и н Ю .  И . , Линейная алгебра и гео
метрия, М . ,  1 980 .  А .  Л. Он.ищип. 

СИММЕТРИЧЕСКАЯ ГРУППА - группа всех под
станопок (биекций) нек-рого множества Х с операцией 
суперпозиции (см. Подстановоп группа) . С. г. подста
нопок множества Х обозначается S (Х ) .  Для равномощ
ных Х и Х' группы S (Х) и S (Х ' )  подобны . В случае 
конечного множества Х= {1 , 2, . . .  , п } С. г. обозна
чаетел S п · Велкал абстрактная группа изоморфна под
ходящей подгруппе симметрич . группы S (Х) нек-рого 
множества Х (т е о р е  м а R э л и ) .  

Пусть множество Х конечно . Всякая подстанорка л 
на Х однозначно записывается в виде произведения 
независимых или взаимно простых циклов (ц и к л о
в а л з а п и с ь п о n; с т а н о в к и) ; числовой век
тор 

где ai - число циклов длины i в цикловой записи 
подстановки л, наз . ц и к л  о в ы  м т и п  о м подста
новки л. Две подстановки л и л ' сопряжены в группе 
Sn тогда и только тогда, когда они имеют один и тот 
же цикловой тип . Подставовки с цикловым типом 

{п - 2 , 2 , О , . . .  , О} 
наз . т р а н с п о з  и ц и л м и; их совокупность яв
ляется системой образующих группы S n . Множество 
транспозиций � ={ ( i ,  i+ 1 ) l i= 1 ,  . . .  , п -1 }  является 
минимальной системой образующих (базой) для Sn . 
Вообще, множество i\= { ( ik , j k ) l ik=l=ik } образует базу 
для Sm если граф с Х в качестве множества вершин и с 
парами ( ik , j k ) в качестве ребер является деревом [ 2] . 
Число таких баз равно пп - 2 • 

Знакопеременная группа A n - нормальный дели
тель в группе Sn ,  причем если п*4,  то A n  - един
ственный нетривиальный собственный нормальный 
делитель , а S4 содержит еще один нетривиальный 
нормальный делитель - ч е т в е р н у ю г р у п п у 
R л е й  н а : К4= {1 ,  (1 2) ,  (3 4) , (1 3) ,  (2 4) , ( 1 4 ) , (2 3) } . 
При п ..;;:4 группа Sn разрешима , а при п;;.5 неразре
шима и An - простал неабелева группа . Т е о р е м а 
Г ё л ь д е р а : при п=/=2,6 группа Sn совершенна 
(см . Совершенная гр уппа) . Группа S2 коммутативна ,  а 
группа S6 обладает внешним автоморфизмом порядка 2 .  

Известны все максимальные интранзитивные и им
примитивные подгруппы в Sn . Для велкого разбиения 
п= m1+ m2 , m1=1=m2 , максимальными интранзитивными 
в Sn будут все подгруппы Sm , + Sm ,  и только они . 
Транзитивными импримитивными м аксимальными под
группами в Sn будут сплетения Sm , с Sm, (для всякого 

Лит. : [ 1 ]  R а л у ж н и н Л. А. , R л и н М. Х. , «Матем. 
сб », 1 972 ,  т. 8 7 ,  М 1 , с. 9 1 - 1 2 1j 

[2] О р е О. , теория графов, 
пер. с англ . ,  2 изд. , М . , 1 98 0 ;  [3 П л о т  к и н Б. и. , Группы 
автоморфизмов алгебраических систем, М. , 1 9 6 6 ;  [4] У с т и
м е н к о-Б а к у м о в с к и й В. А . ,  «Докл . АН СССР>> ,  1 97 8 ,  
т .  240 , М 6 ,  с .  1 305 -08 .  См. также лит. при ст. Подстановоп 
группа. Л. А. Налужнин.. 

СИММЕТРИЧЕСКАЯ МАТРИЦА - квадратная ма
трица , в к-рой любые два элемента, расположенные 
симметрично относительно главной диагонали , равны 
между собой, т. е. матрица А =  i laik 1 1� ,  совпадающая 
со своей транспонированной матрицей 

Действительная С. м. порядка п имеет ровно п дей
ствительных собственных значений (с учетом кратно
сти) . Если А есть С .  м . ,  то А - 1  и АР суть С .  м . , если 
А и В суть С. м. одного порядка,  то А +В есть С. м . , 
а произведение АВ есть С .  м. тогда и только тогда , 
когда А В = ВА . Т. С. Пиголпин.а. 

СИММЕТРИЧЕСКАЯ ОБЛАСТЬ - комплексное мно
гообразие D ,  изоморфное ограниченной области в 
((;n , для каждой точки р к-рого существует инволютив
ное голоморфвое иреобразование ар : D -+ D ,  имеющее р 
единственной неподвижной точкой. С .  о .  является 
эрмитовым симметрич . пространством отрицательной 
кривизны относительно метрики Бергмана .  Группа ее 
автоморфизмов как комплексного многообразия со
держится в группе движений и имеет ту же связную 
компоненту G (D ) ,  к-рая является некомпактной ве
щественной полупростой группой Ли без центра . Ста
ционарная подгруппа Н (D) точки р Е  D в группе G (D )  
есть связная компактная группа Л и  с одномерным 
центром. Rак вещественное многообразие С. о. диффео
морфна R2n . 

Всякая С .  о .  единственным образом разлагается в 
прямое произведение веприводимых С .  о . , перечислен
ных в сJiедующей таблице (где М р ,  q обозначает про
странство комплексных матриц размера р Х q) . 
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� с.  "' "'  Тип "' ;,:; � G ( D) 
= ' "'  �:-< ro ,.. 

l 1 

I
AP + < - ' 

! !  

! ! !  

Dp/2 + 1 
I V  в<Р + 1 ) / 2  

v 1 Es 1 
Vl 1 Е , 1 

тип dim D Н (D) 

А р - 1 + pq 

+Aq - 1 
(р ';р. q) 

1 р (р2- i ) 1 Ар - 1  

Ар - 1 1 р (P2+ i ) 1 
Dp/2 - 1  l 

в ( р - 1 )/ 2  J р 

п .  1 1 6  

Е• 1 2 7  

Модеп ь D 

{ Z E M  Р• q :  z·"z < Е) 

{ Z E M  : Zf = - Z , р . р 
Z* Z < E) 

{ ZE M
p , p

: zl = z , 

Z*Z < E ) 

{ zEiCP : � / z i i ' < 
< -} ( 1 + 1 1:  z71 2) < 1 }  

С .  о .  типа I I I  может быть представлена как верхпял 
полуплоскость Зигелл: 

{Z E Mp. p : zt = z , Im Z > 0} . 
Ее точки параметризуют главно поляризованные абе
левы многообразия . Остальные С. о. также могут быть 
представлены как Зиге.л,я аб.л,асти первого или второго 
рода (см. [2 ] ) .  

Лит . :  [ 1 ]  3 и г е л ь  1\ . ,  Автоморфвые фун!щии нескольких 
комплексных переменных, пер . с англ. ,  М . ,  1 95 4 ;  (2] П я т  е ц
к и й-Ш а п и р о И. И . , Геометрия классических областей 
и теория автоморфных функций, М. , 1 96 1 ; [3] С а r t а n Е . ,  
«Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg>>, 1 935 ,  B d  1 , S .  1 1 6-62;  
[4] D r u с k е r D . , Exceptional Lie algebras and the structure 
ot hermitian symmetric spaces, Providence, 1 978 (Mem.  Amer. 
Math. Soc. , v .  1 6 ,  М 208) . Э. В .  вииберг . 

СИММЕТРИЧЕСКАЯ ПРОИЗВОДПАЯ - обобще-
ние понятия производной па случай функций множе
ства Ф в п-мерном евклидоном пространстве . С. п. в 
точке х есть предел 

. Ф (S (х; r) ) 
l 1m 1 8 (х · r ) 1 = DsymФ (х) , , ..... + о . 

где S (х ;  r) - замкнутый шар с центром в точке х и 
радиусом r .  С .  п .  п о р  л д к а n в точке х функции 
действительного перемениого f (х) паз . предел 

. il�/ (х , h) 
l1rn hn 

h -. o  

�n ck (-1 )11 1 ( х + n - Zk h ) .t(.Jk= О n 2 = lim hn = Dnf (x) .  
h -. o  

Функция действительного персмениого f (х) имеет 
С .  п. в точке х порядка 2r: 

если 
DZrf (х) = �Zr • 

1 �, r h'k or 2 (f (x + h) + f(x - h) ) - �k = 0 В2, ( Zk) ! = o(h• ) ; 
порядка 2r+ 1 : 

DZr + lf (х) = B2r + 1 • 
если 
1 � ' h•k + • 2 (! (x+h) - f (x- h) ) - k-'k = oB2 k + l ( 2k + 1 ) ! = о (h2' + 1) . 

Если в точке х существует п-л производпал t<n) (х ) , 
то в зтой точке существует (в обоих смыслах) С .  п .  и 
она равна t<n) (х) . Если f (х) иыеет в точке х производ-

ную D21f (x) или D2' + 1f (x) ,  то она имеет производную 
D"f (х) . Обратное утверждение справедливо при ус
ловии существования всех производных Dnt (х) мень
шего порядка той же четности . 

Лит . :  [ 1 ]  С а к с С . ,  Теория интеграла, пер . с англ . , М . ,  
1 D 4 9 ;  [2] J а m е s R .  D . ,  «Trans. Amcr. Math.  Soc. >> , 1 9 о 4 ,  
v .  76 ,  М 1 ,  р .  1 4 9-76 .  Т. П. Лупашеипо . 

СИММЕТРИЧЕСКАЯ РАЗНОСТЬ м н о ж е с т в -
одна из операций над множествами . Пусть имеютел два 
множества А и В . Тогда их с и м м е т р и ч е с к а л 
р а з  н о с т ь обозначастел А !!..В и определяется ра
венствами 

А!!..В = (А"'-.В) U (B"'-.A) = (А П В' )  U (B' П А) , 
где символы U , n ,""-. , ' означают соответственно опе
рации объедипепил , пересечения , разиости и допол
ивпил надлежащих множеств . м. и. Войцеховспий. 

СИММЕТРИЧЕСКАЯ РАЗНОСТЬ порядка n в 
точке х функции действительного перемениого f (х) 
выражение 

/!.. �f (х , h) = �:= О С� (-1 )k f ( х+ 
n�Zk 

h) . 
Часто также симметрич . разиостью называют выраже-
ни е 

,..,п ck (-1 )kf (x + (n - 2k) h) ,  .t(.Jk= O  n 
получающеесл из вышеприведенного замепой h на 2h . 
Если функция f (х) имеет в точке х производную tn (х) 
порядка п, то 

l!..�f (x , h) = f(n) (x ) hn + a (hn) .  
Т. П. Лу�<ашеипо. 

СИММЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ - функция , не из
менлющалсл при любой перестановке своих аргумен
тов . С .  ф. лвллютсл , напр . ,  х1+х2+ . • •  +xn o х1х2 • • •  xn o 

� . . x ixi ,  шах (х1 , х2 , . . . , хп) , l < t < J < n  
х1 + . . . +хп (mod т) ,  

цифры в десятичной записи суммы произвольпого 
количества одноразрядных чисел , «функция голосо
ванию> ,  к-рал характеризуется тем, что ее аргументы 
принимают лишь два зпачепил : 1 («за>> ) и О («против>>) ,  
а сама функция равна 1 , если больше половины ее 
аргументов равны 1 ,  и О в противном случае . Триви
альными примерами С. ф. являютел константы и функ
ция одной переменной . 

Любая С .  ф. , отличная от константы , существенпо 
зависит от всех своих перемепных .  Позтому при до
бавлении песуществеппых переменпых отличная от 
константы функция становител несимметрической , а 
при их изъятии может стать С .  ф .  Таким образом ,  
понлтие С .  ф .  связано с точным указанием всех ее 
персменных . П ростой критерий симметричности функ
ции f (х1 , • • •  , хп ) состоит в одновременном выполнении 
двух равенств : 

f (x1 , х2 , Хз , . . .  , Хп) = f (х2 , х1 , Хз , . . . , Хп) ,  
f (х1 , Х2 , Хз , · · · ,  Хп ) = f (хп ,  х1 , Х2 , • · . , Хп- 1 ) 

или n равенств вида 
f (x1 , . . .  , Xi ,  Xi + 1 '  . . .  , хп) = f (х1 , . . .  , x i + 1 • xi , . . .  , хп) · 

К С .  ф. относятел си.м.метр ичеспие .м пагач.л,ены .  Вел
кал рациональная С .  ф .  (над полем характеристики О) 
лиллетел отношением двух симметрич . многочленов . 
Любая булева С .  ф .  на наборах значений аргументов , 
содержащих одинаковое число единиц, принимает оди
наковые значения . Эти функции играют важную роль 
в математич . кибернетике и ее приложенилх ,  в част
ности они встречаютел при схемной реализации ариф
метических и нек-рых других операций. 
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нем . ,  2 изд. , М. , 1 9 7 9 ;  [2] Я б л о н с и и й С. В . ,  Введение н 
дисиретную математииу, М. , 1 9 7 9 .  В .  М. Xpanчl!'lino.  

СИММЕТРИЧЕСКИЙ МНОГОЧЛЕН - многочлен ! 
с коэффициентами из век-рого поля или ассоциативно
коммутативного кольца К с единицей, являющийся 
симметр ичеспой фуппцией от своих перемеввых, т. е .  
инвариантвый при любых подставовнах перемеввых : 

f (xl , . . . , xп) = / (:rt (x1 ) , . . . , :rt (xп)) . (* ) 
С . м .  образуют алгебру S (х1 , • • •  , Хп ) над К . 

Важнейшие примеры С .  м . - э л е  м е в т а р  в ы е 
с и м м е т р и ч е с к и е  м н о г о ч л е н ы  

sk (xl , . . .  , xп) = � . . . Xj Xj . . .  Xi l ..;;: t , < t 2 <  . . . < t k ..,; n  • • k 

и с т е п е в в ы е с у м м ы ,  т. е .  многочлены 
Pk (xi , . . .  , Хп) = х� +х: +  . . .  +х� . 

Для выражения степенных сумм Pk (х1 ,  • • •  , хп ) в 
виде многочленов от элементарных симметрич . много
членов имеются рекуррентные формулы , называемые 
ф о р м у л а м и Н ь ю т о в а :  

Pk -Pk - lsl +Pk - 2s2 + . · • 

. . .  + (-1)k - 1p1sk - 1 + (-1 ) k ksk = 0 при 1 .,.;;;;; lc .,.;;;;; n ;  

Pk -P k - lsl +Pk - 2s2 + . · .  
· . · + (-1 )n - lP k - n+ iSn - l + (-1 )n Pk - nsn = O  при k > n .  
Элементарные С .  м .  от  корвей произволького много
члена одной переменвой со ста рmим коэффициентом 1 с точвос.тью до знака совпадают с остальными коэф
фициентами этого многочлена (см . Виета теорема) . 

О с н о в н а я  т е о р е м а  о с и м м е т р и ч • 
с к и х м в о г о ч л е н а х: каждый С .  м .  является 
многочленом от элементарных С .  м. , причем представим 
в этом виде единственным образом . Другими словами , 
элементарные С .  м. являются свободной системой 
образующих алгебры S (х1 ,  • • • , хп) . Если поле имеет 
характеристику О , то многочлены р1 ,  • • •  , Pn также 
являются системой свободных образующих алгебры 
S (х1 ,  • • •  , Хп) · 

К о с о с и м м е т р и ч е с к и м, или з в а к о п е
р е м е п п ы м, м п о г о ч л е в о м паз . многочлен 
/ (х1 , • • •  , хп) , удовлетворяющий соотношению (* ) , 
если подстапопка :rt четная , и соотношению 

f (xl , . . .  , Х п) = -/ (:rt (xl) ,  . . .  , :rt (хп) ) , 

если :rt почетная . Любой кососимметрич. многочлен 
представим в виде l'!ng ,  где g есть С. м . ,  а 

i'! n = п i < j (Xj -Xj) • 

Это представление не одпозпачпо, поскольку имеется 
соотношение I'!�= Dis (s1 , • • •  , sп) · 

Лит . :  [ 1 ]  Н у р о ш А. Г. , Курс высшей алгебры, 1 1  изд. , 
М . ,  1 9 7 5 ;  [2] Н о с т р и  и и н А. И . ,  Введение в алгебру,  М . , 
1 9 7 7 ;  [З] М и ш и н  а А. П. , П р  о с и у р я и о в И. В . , 
Высшая алгебра , 2 изд. , М. , 1 9 65 .  О. А .  Иванова. 

СИММЕТРИЧЕСКИй ОПЕРАТОР - отображение 
А множества D А гильбертона пространства Н (в общем 
случае комплексного) в себя такое , что <А х ,  у>=<х,  А у) 
для любых х, y E DA . Если DA - линейвое многооб
разие , всюду плотвое в Н (что предполагается в даль
нейшем ) ,  то А - линейвый оператор. Если DA = H ,  
т о  А ограничен и,  следовательно , непрерывен па Н.  
С .  о .  А порождает н а  D А билипейпую эрмитову форму 
В (х , у) = (А х ,  у), т .  е. такую, что В (х, у) = В (у ,  х) . 
Соответствующая квадратичная форма < А х ,  х> дей
ствительна . Обратно ,  действительная па D А форма 
( А х,  х> влечет симметричность А . Сумма А +В С .  о .  
А и В с общей областью опредеJшния D A = Dв есть 
снова С . о . ,  и если А. дейст вительно,  то А.А также сим-

метричев . Для всякого С. о . А существует однозначно 
определенвое замыкание А и сопряженвый оператор 
А * =:�А. В общем случае А * не является С. о .  и А * ,РА . 
Если А * = А , то С .  о .  ваз .  с а м о с о п р я ж е н
в ы  м о п е р  а т о р о м . Таким будет , в частности , 
С .  о. , определенный на всем Н . С. о . ,  ограниченный на 
D А, допускает продолжение на все Н с сохранением 
симметричности и ограниченности . 

П р и м е р ы .  1 )  Пусть бесконечная матрица l !au l ! ,  
i ,  j = 1 ,  2 ,  . . .  , такова , что ai/=a; i '  и 

�'"' .  l au /2 < co . l, J =  1 
Тогда система равенств 

Т\i =  �;= l  aij�J • i = 1 , 2, . • .  , 

ставящая в соответствие элементу х= {�i } Е  l2 элемент 
у = {'I'Ji } , определяет ограниченвый С . · о . ,  причем он 
оказывается самосопряженным в комплексном про
странстве l2 • 

2) В комплексном пространстве L2 (0 , 1 ) оператор 
А = i d� , определенвый на множестве D А абсолютно 
непрерывных на [0 ,  1] функций , имеющих суммируемую 
с квадратом производкую и удовлетворяющих условию 
х (О) = х  (1 ) = 0 , есть С .  о . , не являющийся самосопря
жевным.  

Лит. : [ 1 )  Л ю с  т е р  н и и Л. А . , С о б о л е в В.  И. , 
Элементы фующионального анализа , 2 изд. , М. , 1 9 6 5 ;  [2] Р и с  с 
Ф. , С е н е ф а л ь  в и - Н  а д ь В . ,  Леиции по фуннциональному 
анализу, пер. с франц. , М . ,  1 954 .  В.  И. Соболев. 

СИММЕТРИЧЕСКИЙ ТЕНЗОР, с и м м е т р и ч
в ы й т е в з о р ,  по паре индексов - тевзор, к-рый 
не меняется при перестаковке данной пары индексов . 
Результат альтер пировапия С .  т .  по этой паре индек
сов равен нулю . Тензор с и м м е т р и  ч е в п о  г р  у п
п е и н д е к с о в, если он симметричен по любым 
двум индексам из этой гpyiiiiы .  А . Б .  Иванов . 

СИММЕТРИЧЕСКОЕ ПРОИЗВОДНОЕ ЧИСЛО в т о ч
к е х - обобщение понятия производиого числа на 
случай функций множества Ф в n-мерном евклидоном 
пространстве . С. п. ч .  в точке х есть предел 

Ф (S (х; rk)) 
lim 1 S (х · r ) 1 ' k -+ oo  ' k 

где S (х ,  rk) - пек-рая последовательность замкнутых 
шаров с центрами в точке х и радиусами rk , rт. --+ О.  

k .... ... 
С. п .  ч. п о р я д к а n в точке х функции действитель
ного перемениого f (х) паз. предел 

1. I:J.�/ (х, hk) IШ = 
k.... ... hZ 

�n cm (- i )m t ( х+п - 2т h ) 
""'"m= O n 2 k 

= l im k .... оо h� 
где hk - О при k - со ,  11�! (х , hk ) - симметричеспая 
раапость t .  

Лит. : (1 ] С а н с С . ,  Теория интеграла , пер.  с англ. , М. , 
1 949 .  Т. П. Лу!'iашен'l'lо, 

СИММЕТРИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО - общее на
звание нескольких видов прострапств , встречающихся 
в дифференциальной геометрии . 

1 ) Многообразие с аффинной связностью паз . а ф
ф и в в ы м  л о к а л ь в о  с и м м е т р и ч е с к и м 
п р о с т р а п с т в о м, если тождествепво равны пулю 
тепзор кручения и ковариаптная производпая тевзора 
кривизны . 

2) (Псевдо) риыаново многообразие паз . (n с е  в д о) 
р и м а н о в ы м  л о к а л ь п о  с и м м е т р и ч е-
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с н и м п р о с т р а в с т в о м, если :ковариантпая 
производпая тензора его кривизны тождественно равна 
пулю . 

3) П севдоримапово многообразие (соответственно 
многообразие с аффинной связностью) М паз . п с е в
д о р и м а п о в ы м (а ф ф и н н ы м) г л о б а л ь п о 
с и м м е т р и ч е с к и м п р о с т р а н с т в о м, ес
ли с каждой точкой х Е М связана изометрия (аффинное 
преобразование) Sx многообразия М такая , что S�= id 
и х есть изолированпая неподвижпая точка преобра
зования Sx . 

4) Пусть G - связная группа Ли, Ф - ее инволю-
тивный автоморфизм (Ф2= id) , GФ- замкнутая под
группа всех Ф-пеподвижных точек, � - компонента 
единицы группы � и Н - замкнутая подгруппа в G, 
удовлетворяющая условию 

G� С: Н С: GФ . 
Тогда однородное пространство Gi Н паз . с и м м е т
р и ч е с к и м  о д н о р о д н ы м  п р о с т р а н с �  
в о м .  

5) С и м м е т р и  ч е с к и м п р  о с т р а н с т в о м 
в · с м ы  с л е Л о с а ваз . многообразие М ,  на к-ром 
задано умножение 

М Х М ---+ М , (х , у) � х · у , 
удовлетворяющее следующим четырем условиям: 

а) Х · Х = х; 
б) Х • (Х · у) = у; 
в) X · (y · z) = (x · y) · (x · z) ;  
г )  для каждой точки х Е М существует такая окрест

ность И, что х ·у = у�у= х для 'Vy E И. 
Каждое аффинное (псевдориманово) глобально сим

метрич. пространство является аффинным (псевдори
мановым) локально симметрич. пространством и одно
родным С. п. Любое однородное С. п. есть аффинное 
глобально симметрич. пространство и симметрич. 
пространство в смысле Лоса . Всякое связное С. п .  
Лоса есть однородное С .  п .  

Пусть М - связное С .  п .  Лоса , а значит и однород
ное пространство: M=GIH. Пространство GIH можно 
снабдить инвариантной аффинной связностью без кру
чения , обладающей следующими свойствами: 1) ко
вариантная производпая тензора кривизны равна 
нулю, 2) каждая геодезическая '\' есть траектория 
пек-рой однопараметрич. подгруппы ф группы G, и 
нараллельный перенос векторов вдоль '\' совпадает с 
их трансляцией с помощью ф; 3) геодезические замк
путы относительно умножения и ваз . одномерными 
подпространствами . Аналогично вводится понятие про
извольного подпространства М как такого подмного
образия N в М, к-рое замкнуто относительно умно
жения и с индуцированным умножением является 
С. п. Замкнутое подмножество N в М ,  устойчивое 
относительно умножения , является подпространством. 
Аналог алгебры Ли для С .  п .  G!H вводится следующим 
образом. Пусть g и h - алгебры Ли групп G и Н, а 
rp= dФe (дифференциал в единице) , где Ф - инволю
·гивный автоморфизм, определяющий симметрическое 
однородное пространство Gi Н. Собственные векторы 
эндоморфизма пространства rp ,  соответствующие соб
ственному значению - 1 ,  образуют подпространство т 
такое , что g есть прямая сумма подпространств т и h ,  
а т можно отождествить с касательным пространством 
к пространсто у Gi Н в точке о= Н. Если ввести в век
торном пространстве т трилинейную композицию 

т х т х т -+ т , (Х , У , Z) � R (Х , Y) Z , 
где R - тензор кривизны , то тп станет Ли rпройпой 
системой . Если N - подпространство пространства М, 

проходящее через точку о ,  то касательное пространство 
к N в точке о есть подсистема в т и обратно. 

Если М есть С. п .  Лоса , то произведение М Х 11/ 
также является С .  п. Лоса . Пусть R есть подпростран
ство в М Х 111 и отношение эквивалентности в М .  
Тогда R паз .  к о н г р у э н ц и е й .  Это  понятие ис
пользуется для построения теории накрывающих ДJIЯ 
С .  п .  Две точки х ,  У Е-М ваз .  коммутирующими, если 

Х · (а · ( у · Ь ) ) = У · (а · (х · Ь ) ) , va , Ь Е М . 
Ц е н т р о м Z (М) пространства М относительно 
точки о Е М наз. множество всех точек из М, к-рые 
коммутируют с точкой о .  Центр Z (М) есть замкнутое 
подпространство в М ,  к-рое можно снабдить струк
турой абелевой группы . Пусть М - односвязное С .  п .  
Тогда разыскание С .  п . , для к-рых М является накры
вающим пространством, сводится к классификации 
дискретных подгрупп группы Z (М) . 

Большое внимание при построении теории С .  п .  
уделяется вопросам классификации (см . [ 2] ) .  Пусть М - локально симметрическое риманово пространство; 
оно ваз . п р  и в о д и м ы  м, если в пек-рой системе 
координат его основная квадратичная форма может 
быть представлена в виде 
ds2 = gij (х1 , . . .  , хfг) dxi dxi + ga./3 (xl н l ,  . . . , xn) dxa.dx/3 , 

i ,  j = 1 , . . . , k; а, � = k + 1 , . . .  , n .  

В противном случае пространство паз . н е п р  и в о
д и м ы м. Э .  Картав (Е . Cartan) показал , что рааы
скание всех веприводимых локально симметрических 
римановых пространсто сводится к классификации 
инволютивных автоморфизмов вещественных компакт
ных алгебр Ли, и проделал эту классификацию . Вместе 
с тем была решена задача локальной классификации 
симметрических однородных пространсто с простыми 
Rомпактными основными группами. Получена клас
сификация симметрических однородных пространсто с 
простыми некомпактными основными группами (см. 
[ 2] , [3] ,  [5] ) .  

Лит . :  [tJ Ш и р о к о в П. А . ,  Избранные работы по гео
метрии ,  Назань, 1 9 6 6 ;  [2] Н а р  т а н Э . ,  Геометрия групп Ли 
и симметрические пространства ,  пер . с франц. , М. , 1 9 4 9 ;  [3] 
В e .r g е r м. ,  «Ann. Sci . :f:cole norm. super.» ,  1 9 5 7 ,  v. 7 4 ,  р. 85-
1 7 7 ,  L4] L о о s О . ,  Symmetпc spaces, t . 1 - 2 , N. У . - Amst. , 
1 969 ;  [5] Х е л г а с о н С . ,  Дифференциальная геометрия и 
симметрические пространства,  пер . с англ. , М . , 1 9 6 4 .  

А .  С .  Федеиr;о. 
СИММЕТРИЧНАЯ АЛГЕБР А - алгебра Е над 

полем комплексных чисел, снабженная ипво.л.юцией 
х -+ х* ,  х Е Е . Примерами С .  а. являются : алгебра 
непрерывных функций на компакте , в к-рой инволюция 
определяется как переход к комплекспо-сопряженной 
функции; алгебра ограниченных линейных операторов 
в гильбертовам пространстве , в к-рой инволюция 
определяется как переход к сопряженному оператору; 
групповая алгебра локально компактной группы; 
алгебра мер на локально компактной группе .  Элемент 
х* алгебры Е ваз . с о п  р я ж е п н ы м к элементу х;  
элемент х Е Е  ваз . с а м о с о п р я ж е н н ы м, или 
э р м и т о в ы м, если х * = х ,  и н о р м а л ь н ы м, 
если х*х= хх* ;  если алгебра Е содержит единичный 
элемент 1 ,  то элемент х Е Е ,  удовлетворяющий условию 
х*х=хх* = 1 ,  ваз . у н и т а р  н ы м .  Множество Eh 
эрмитовых элементов алгебры есть действительное 
векторное подпространство в Е ,  и любой элемент х Е Е 
однозначно представляется в виде x=x1+ ix2 , где хн 
х2 Е Eh ; элемент х Е Е нормален тогда и толыш тогда , 
когда элементы х1 , х2 перестановочны . Всякий элемент 
вида х*х эрмитов; единичный элемент эрмитов .  Если .т 
обратим, то х* также обратим и (х* ) - 1� (х - 1)* . Спектр 
каждого эрмитова элемента симметричен относительно 
действитr.льной осп . С .  а . Е н а <� . в п о л н е с и м м е т
р и ч н о й а л г е б р о й, если спектр любого ЭJiе
мента вида х*х , х Е Е , содержится в множестве неотри-
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цательных действительных чисел . Примерами вполне 
симметричных алгебр являются : С .  а .  непрерывных 
функций на компакте ; С .  а. ограниченных линейных 
операторов в гильбертоном пространстве; групповые 
алгебры компактных и коммутативных локально ком
пактных групп . Групповые алгебры некомпактных по
лупростых групп Ли не являются вполне симметрич
ными.  l\оммутативная С. а. Е тогда и только тогда 
вполне симметрична ,  когда все максимальные идеалы 
в Е симметричны, или тогда и только тогда , когда 
всякий характер коммутативной алгебры Е эрмитов. 
Любая С*-алгебра вполне симметрична.  

Подмножество М С. а .  Е наз . с и м м е т р и ч н ы м , 
если х* Е М  для всех х Е М. Отображение <р С .  а .  Е в 
С .  а .  F наз . с и м м е т р и ч н ы м, если <р (х)* = <р (х* )  
для всех х Е Е . Ядро симметричного гомоморфизма С .  а .  
Е в С .  а .  F есть симметричный двусторонний идеал ;  
всякий симметричный односторонний идеал является 
двусторонним, и факторалгебра С .  а. по симметричному 
идеалу естественно снабжается структурой С. а. Ра
дикал С .  а. симметричен . Симметричная подалгебра F 
в С .  а .  Е является С .  а .  Пусть Ё - прямая сумма 
С .  а. Е и поля IC , в к-рой линейные операции и инво
люция определяются покомпонентно , а умножение 
определяется формулой 

{х ,  Л} { у ,  J.t} = {xy +Л.Y +J.tx , Лt-t} 
для всех Л, t-t E IC ,  х, у Е Е ; тогда Е есть С .  а .  с единич
ным элементом . 

Линейный функцяовал f на С .  а .  наз . э р м и т о
в ы  м, если f (x* )=f (x) для всех х Е Е , и п о  л о ж и
т е л ь н ы  м, если f (x* , х) ;;;.О для всех х Е Е .  Множество 
Ei, эрмитовых линейных функционалов на Е есть дей
ствительное векторное подпространство пространства 
Е' , сопряженного Е , и Е' есть прямая сумма подпро-
с транс тв Ei, и iEi, . Если Е содержит единицу 1 ,  то 
всякий положительный функционал f на Е эрмитов 
и l f (x) l 2 �/ (1 )/ (x*x) для всех х Е Е .  Если f - положи
тельный фупкционал на С. а. Е , то f (y*x)=f (x*y) и 
l f (y*x) l 2 �f (y *y)f (x*x) для всех х, у Е Е . 

Пусть С .  а .  Е снабжена нормой , иревращающей Е 
в нормированную алгебру и удовлетворяющей условию 
l lx* l l= l lx l l  для всех х Е Е ; тогда Е наз . н о р м и р о в а н
н о й  С .  а. Если Е полна относительно рассматриваемой 
нормы , то Е наз . б а н а х  о в о й  С .  а. Всякая нор
мированная С. а. Е может быть вложена в нек-рую 
банахову С. а. Е, содержащую Е как плотную сим
метричную подалгебру; Е определена однозначно с 
точностью до изометрического симметричного изомор
физма: Е наз . п о  п о л н е н и е м Е. Если Е - бана
хова С. а . ,  причем Е имеет аппроксимативную единицу, 
то всякий положительный функционал f на Е непреры
вен и допускает продолжение до положительного ли
нейного функцяовала на Е. Если Е содержит единич
ный элемент 1 и 1 1 1 1 1= 1 ,  то для любого положительного 
линейного функционала f на Е выполняются соотно
шения 1 1/1 1= / (1 )  и f (x*x) �f (1 )r (x*x) , где r (x*x) 
спектральный радиус элемента x* r (см . Ванахова а.л,
гебра) . 

Эрмитов элемент вполне С .  а .  имеет действительный 
спектр, для любого максимального замкнутого левого 
идеала I во вполне С .  а .  Е с единичным элементом су
ществует такой положительный линейный функционал 
f на Е , что l= {х Е Е: f (х*х)= О }, и элемент х Е Е обратим 
слева в Е тогда и только тогда, когда f (х*х) >О для 
всех иенулевых положительных функционалов f на Е .  
Радикал вполне С .  а .  Е совпадает с множеством таких 
элементов х Е Е, что f (х*х)= О для всех положительных 
линейных фующионалов f на Е. Банахова С. а. Е 

с единичным элементом 1 тогда и только тогда вполне 
симметрична , когда r (x*x)= sup f (х*х) , где верхняя 
грань берется по множеству таких положительных 
линейных функдионалов f на Е ,  что / (1 )= 1 .  

Лит. :  [ 1 ] Н а й  м а р  н М .  А. , Нормированные нольца , 
2 изд. , м. , 1 9 6 8 ;  [2] Д и н с м ь е Ж. , С *-алгебры и их предс:ав
ленил,  пер . с франц. , М . ,  1 97 !. ;  [3] Р t а k V . ,  «ManuscrJpta 
Math . » ,  1 972 ,  v .  6 ,  J\1\ 3 ,  р .  245-90 ; [4] Х ь ю и т т Э . , 
Р о с  с R . ,  Абстрантный гармоничесний анализ, пер. с англ. , 
т . 2 ,  М. , 1 97 5 .  А .  И .  Штер1< . 

СИММЕТРИЧНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ - представ
ление л си.мже тричной а.л,гебры А непрерывными ли
нейными операторами н гильбертоном пространстве 
такое , что л (х)* = л (х* )  для всех х Е А (здесь х* - об
раз х при инволюции А ) . А . И. Штерп . 

СИММЕТРИЧНОСТЬ - одно из свойств бинар ных 
отношений . Отношение R на множестве А наз . с и м
м е т р и ч н ы м, если для любой пары элементов а ,  
Ь Е А  из аR Ь следует , что ЬRа, т .  е .  если R - 1c:.R .  При
мером симметричного отношения является эквива.л,ент
ность .  Т. С. Фофапова. 

СИММЕТРИЧНЫЙ ОПЕРАТОР - см . Си.м.метр и
ческий оператор . 

СИММЕТРИЯ - 1 ) С .- инволютивное ортогональ
ное преобразование , изменяющее ориентацию; инво
лютивность преобразования означает , что двукратное 
применевне его дает тождественное преобразование . 
Напр . ,  о т р а ж е н и е относитель
но плоскости а в пространстве (от
носительно прямой а на плоскости) 
есть С . ,  при к-рой каждая точка М 
переходит в точку М' такую, что от
резок М М' перпендикулярен пло
скости а (прямой а) и делится ею по
полам . Плоскость а (прямая а) ваз . 
п л о с к о с т ь ю (о с ь ю) С .  (рис . 1 ) . 
Любое ортогональное иреобразование 

Рис. 1 .  

можно осуществить последовательным выполнением 
конечного числа отражений . 

2) С .- свойство геометрич. фигуры Ф совмещаться 
с собой при действии век-рой группы G ортогональных 
преобразований, наз .  г р у п n о й  с и м м е т р и и Ф ;  
таким образом, С .  отражает нек-рую 
правильиость формы фигуры, инвари
антность ее при действии преобразова
ний из G. Напр . ,  если на плоскости фи
гура Ф такова , что повороты относитель
но какой-либо точки О на угол 360°/n , 
n - целое , переводят ее в себя , то Ф 
обладает С .  п-го порядка, а О наз .  
ц е н  т р о м  С .  п-го порядка (рис . 2) ; Рис . 2 .  
здесь G - циклическая группа п-го по-
рядка . Окружность обладает С. бесконечного поряд
ка (поскольку совмещается с собой поворотом на лю
бой угол) . 

Простейшими видами пространствеиной С . ,  помимо 
С. , по рождевной отражениями,  являются: 

а) С .  о т н о с и т е л ь  н о п р  я м о й п-го порядка ;  
в этом случае фигура накладывается на себя вращением 
вокруг нек-рой прямой (оси С. )  на угол 360°/n.  Напр . , 
плоская фигура, симметричная относительно прямой 
А В , имеет в пространстве эту прямую осью С. 2-го 

А 

Рис . з .  Рис .  1, . 
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порядка (рис . 3) .  Нуб имеет прямую АВ осью С .  3-го удовлетворяющие условию � �:р (а)= 1 . Топология 
порядка, а прямую CD - осью С. 4-го порядка (рис . 4) ;  а Е А 

А 
вообще, правильные и полуправильные многогранники в I A  1 полагаетел индуцированной из IR - простран-
симметричны относительно ряда прямых . Располо- ства всех функций: из А в IR . Действительное число 
жение , количество и порядок осей С. иrрают основную qJ (а) паз . а-й б а Р и ц е н  т Р и  ч е с к о й  к о о Р д и-
роль в кристаллографии . н а т о й  точки qJ , р а з  м е р н о с т ь ю симплекса 

б) с . п е р  е н 0 с а ; в этом случае фигура наклады- I A I паз . число car dA -1 . В случае , когда А является 
ваетсл на себя переносом вдоль пек-рой прямой (о с и линейно пезависимым подмножеством евклидова про

н е р  е н 0 с а) на ка - странства , симплекс I A I гомеоморфен выпуклой обо-
кой-либо отрезок . лочке множества А (гомеоморфизм задается соот-
Напр . ,  фигура с един- ветствием qJ -+ �

а 
Е 

А 
qJ (а) · а) . В связи с этим выпуклая 

ственной осью пере- оболочка линейно независимого подмножества евкли-
поса обладает беско- дова пространства паз . евклидовым С.  
печным множеством Для любого отображенил j: А -+ В конечных мно-
плоскостей С . (по- жеств формула ( 1 / l qJ) (Ь)=  �� ьqJ (а) , Ь Е В , определяет 
скольку любой пере- � (а) = 

нос можно осущест- непрерывное отображение 1 f 1 : 1 А 1 -+ 1 В 1 , лвллющеесл 
вить двумя последо- для евклидовых С. аффинным (неодпородным линейным) 
вательпыми отраже- отображением, продолжающим отображение f . Этим 

Рис. 6 . нилми) , перпендику- задается функтор из категории конечных множеств в Рис. 5 .  
ллрных оси перено· категорию топологич . пространств .  Если Вс=А и 

са (рис . 5) . Фигуры ,  имеющие несколько осей пе· i :  В -+ А - соответствующее вложение , то 1 i l  - гомео-
реноса , играют важную роль при исследовании кри- морфизм па замкнутое подмножество ,  паз . г р а н ь ю  
сталлич. решеток . симплекса IA 1 и обычно отождествляемое с I B I .  Нуль-

Комбинации С. , порождепные отражениями и враще- мерные грани паз . в е р ш  и н а м и (как правило, 
нилми (исчерпывающие простсйшие виды С .  конечных вершины отождествляютел с элементами множества А ) .  
фигур) , а также переносами , Т о п  о л о г и ч е с к и м у п о  р л д о ч е н н ы м С .  
представляют интерес и наз . топологич . пространство Х ,  для к-рого задан 
являютел предметом иссле - гомеоморфизм h: f).n -+ Х ,  где f).n - стапдартпый си.!lt-
довапия в различных об- nлer>c. Образ граней /)." при гомеоморфизме h наз. 

Рис.  7 .  Рис .  8 .  

ластлх естествознания , искусства и т .  д .  Напр . ,  вин
товал С . ,  осуществляемая поворотом на нек-рый угол 
вокруг оси, дополненным переносом вдоль той же оси, 
наблюдается в расположении листьев у растений 
(рис. 6) . С. широко распространена как один из при
емов построения бордюров и орнаментов (плоских 
фигур , обладающих одной или несколькими С. пере
носа в сочетании с отражениями) (рис . 7, 8) . 

Лит. : ( 1 ] Ш у б  н и R о в А. В . ,  Симметрия.  (Законы сим
метрии и их применеиве в науке, технике и прииладном искусст
ве) , М .- Л. , 1 940 , (2] R о R с т е р  Г. С. М. , Введение в геомет
рию, пер. с англ. , М. , 1 966 ;  [3] В е й л ь  Г. , Симметрия,  пер.  
с англ. , М . ,  1 968 .  М. И. Войцеховспий. 

СИМПЛЕ�С - п-мерный многогранник , являющий
ел выпуклои оболочкой n+ 1 точек (в е р ш  и н С . ) ,  
к-рые не  лежат в (п-1)-мерной плоскости . При п= О ,  
1 ,  2 ,  3 С. - точка , отрезок , треугольник , тетраэдр .  
Грани �- суть С .  меньшей размерности . Два  С .  оди
наковои размерности аффинно эквивалентны . Наждой 
точке С. соответствует единственный способ распре
деления единичной массы между вершинами С. так, 
чтобы центр тяжести был в данной точке С .  Это ис
пользуется при введении в С. барицентрич . координат, 
а также служит источником обобщения понятия С.  
для бесконечномерного случал (см.  Шоr>е симплеr>с) . 
С. может приписыватьсл одна из двух ориентаций, 
что индуцирует определенную ориентацию его (п-1)
мерных граней . в. А. За.лга..л.лер . 

СИМПЛЕКС - топологическое пространство I A 1 ,  
точками к-рого служат неотрицательные функции 
qJ :A -+ IR , определенные на конечном множестве А и 

г р а н ь ю топологического упорядоченного симплек
са Х .  Отображение Х -+ У топологических упорядо
ченных симплексов Х и У паз . л и н е й н ы м, если 
оно имеет вид koFoh - 1 , где k и h - заданные гомео
морфизмы , F - произвольвое отображение f). n -+ f).n 
вида 1 / 1 . 

Т о п о  л о г и ч е с к и м С .  (размерности n) паз . 
топологич. пространство Х , наделенное (п+ 1 ) !  гомео
морфизмами f).n -+ Х (то есть (п+ 1 ) !  структурами 
топологического упорядоченного С . ) ,  отличающимиен 
на гомеоморфизмы f).n -+ f).n вида 1 / 1 , где f - произ
вольная пересталовка вершин. Аналогично , отобра
жение топологического С. паз .  л и н е й  н ы м,  если 
оно является линейным отображением соответствующих 
топологических упорядоченных С .  

С .  паз . также элементы си.�tплициальпых мпожеств 
и отмеченные подмножес'Fва симплициальпых схем . 

А. В. Хох.лов. 
СИМПЛЕКСНЫИ МЕТОД , с и м п л е к с - м  е т о  д, 

м е т о д  п о с л е д о в а т е л ь н о г о  у л у ч ш е
н и л п л а н  а ,- метод решения общей задачи ли
пейпого программировапия : 

где А j= (a1j , . . . , amj) т , j= O ,  . . . , n . 
С .  м .- паиболее распространенный метод линей

ного программированил (л . п . ) . Он состоит в движении 
по соседним вершинам многогранного множества за
дачи л .  п . ,  определяемого ее ограничениями , и реализу
ется в виде конечной последовательности итераций . 
Б а з и с о м  в е р ш и н ы  х= (х1 , • • • , хп) много
гранного множества задачи паз . такал система т ли
нейно независимых векторов А 81 , • • •  , A 8m(sa;;. 1 ,  а= 1 , 
. . .  , т) , что Xj= O , если j� {s1 , . . .  , sт }· Исходная 
информация для каждой итерации С. м. складывается 
из базиса А х= (А 8, , • • •  , A 8m) вершины х, параметров 
Xij • определяемых из соотношений 

i = 0 , 1 , . . .  , n  
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(в частности , x;0=x9i- базисные 
шины х), и параметров 

компоненты вер- Несмотря на то, что С. м. теоретически не достаточно 

1\j = �: \ c, 1xu - cj , j = 1 , . . .  , п . 
Если 1\j�O, 'rtj (1 ) ,  то х - искомое решение задачи 

л. п. В противном случае выбирается отрицательный 
параметр .!\ lг ·  Отсутствие среди x1�z , i= 1 , . . .  , т, 
положительных величин (2) указывает на неразреши
мость задачи л. п . , обусловленную неограниченно
стью целевой функции задачи на ее многогранном 
�rножестве . В случае положительности нек-рых x;k (3) 
вершина х заменяется вершиной x' = x+ Bxk , где 

xk = (xf , . . .  , х�) , х� = - x;k , } = 1 ,  . . .  , т , Х� = 1 . 
i 

остальные компоненты xk - нули , 

8 = min 
xio х,о 

i : xu.> о xik xrk 

Вершина х' имеет базис Ах , ,  отличающийся от Ах  
тем,  что А s , заменен н а  А k · Параметры x;i и .!\ f '  свя
занные с Ах , ,  определяются по простым рекуррент
ным формулам, исходя из xu и .!\ j · 

Случай (1 ) означает , что вдоль каждого ребра мно
гогранного множества задачи , выходящего из вершины 
х ,  целевая функция задачи не возрастает . Случаи (2) 
и (3) соответствуют наличию ребра , вдоль к-рого целе
вая функция возра.стает , причем в случае (2) это реб
ро - луч, а в случае (3) - отрезок , другой конец 
к-рого - вершина х' .  Итерации проводятся до полу
чения оптимальной вершины либо до выяснения не
разрешимости задачи л. п .  

Программпая реализация С . м . , рассчитанная на зада
чи достаточно большого размера , обычно основывается 
на иной его алгоритмич . реализации , в к-рой основой 
исходной информации для каждой итерации служит 
обратная матрица А _;-1 базиса А х  (м е т о д о б р а  т
н о й м а т р и  ц ы) .  Она nредназначена для задач 
л. п . , матрица условий А =  (А 1А 2 • • •  А п) к-рых обла
дмт с в о й с т в о м  с л а б о й  з а п о л н е н н �  
с т и (число иенулевых au мало по сравнению с тп) . 
Слабо заполненные матрицы хранятся в запоминающих 
устройствах ЭВМ в компактном виде , когда фиксиро
ваны лишь неиулевые элементы и их позиции . Разра
ботаны специальные приемы хранения обратного ба
зиса , направленные на сокращение информации , не
обходимой для восстановления А �1 . Они основаны на 
представлении А _;-1 в виде произведения матричных 
множителей (мультипликаторов) , отличающихся от 
единичной матрицы лишь одним столбцом . 3аполнен
ность нетривиальных столбцов мультипликаторов за
висит от порядка введения векторов в базис . Поэтому 
после накопления нек-рого числа мультипликаторов 
организуется т. н. повторение , в результате к-рого 
образуется более экономное мультипликативное пред
ставление А_;-1 . 

Важная часть алгоритма С. м .- стратегия выбора 
вектора А k для включения в базис . С одной стороны, 
она должна способствовать сокращению информации , 
необходимой для хранения А �1 ; с другой стороны 
препятствовать попаданию в плохо обусловленный 
базис . 

Существуют программвые реализации С .  м . ,  позво
ляющие решать на ЭВМ задачи л .  п .  с мало заполненной 
матрицей условий при т порядка тысяч и р. порядка 
десятков тысяч. Разработаны многочисленные вари
анты С .  м . ,  учитывающие особенности различных 
специальных классов задач л .  п. (блочные задачи, за
дачи транспортного типа и др . ) .  

tr 37 МатЕ'матичесная энц. , т .  4 

эффективен (он имеет экспоненциальную оценку тру
доемкости на всем классе задач л. п . , хотя алгоритмич. 
сложность этого класса всего лишь полиномиальна) ,  
опыт его применевил и сравнения с другими методами 
позволяет сделать вывод, что для него пока ( 1 983) 
нет серьезного конкурента . 

Лит. : [ 1 ]  Ю д и н д. Б . , Г о л ъ ш т е й  н Е .  Г. , Линей
ное nрограммирование, М. , 1 96 3 ;  [2] Д а н ц и г Д ж. , Линей
ное nрограммирование, его применении и обобщения , пер.  с 
англ . ,  М. , 1 96 6 ;  [З] А ш м а н о в С. А . , Линейное nрограм
мирование, М. , 1 9 8 1 . Е. Г. Гмьштейп. 

СИМПЛЕКСНЫЙ ПОИСК - один из методов мак
симизации и минимизации функций многих перемен
ных , при к-ром выбор направления спуска (подъема) 
производится упорядоченным перебором вершин до
пустимого многогранного множества (см . Си.мп.лепс
пый .метод) . А . Б .  Иван.ов. 

СИМПЛЕКТИЧЕСКАЯ ГРУППА - одна из п.лас
сичеспих групп , определяемая как гууппа автоморфиз
мов знакопеременной билинейной формы Ф на левом 
К-модуле Е, где К - коммутативное кольцо . В слу
чае , когда E=K2m и матрица формы Ф в канонич. 
базисе {е; } модуля Е имеет вид 

где 1 т- единичная матрица порядка m ,  соответст
вующая С. г. называется С. г. от 2m переменных над 
кольцом К и обозначается Sp (т , К) или Sp2m (К) . 
Матрица любого автоморфизма из Sp2m (К) в базисе 
{е1 } наз . с и м п л е к т и ч е с к о й м а т р и ц е й .  

Пусть К - поле и Ф - невырожденная знакопере
менная билинейпая форма в п-мерном векторном про
странстве Е над К. Тогда п четко, ассоциированная с 
формой Ф С. г . ,  изоморфная группе Sрп (К) , пораж
дается всевозможными линейными иреобразованиями 
пространства Е вида ае, а. ,  

х � ае, а. (х) = х + аФ (е,  х ) е ,  

где е Е Е , а Е К . Линейные иреобразования вида ае, а. 
наз . с и м п л е к т и ч е с к и м и т р а н с в е к ц и я
м и, или с д в и г а м и ,  в направлении прямой Ке . 
Центр Z группы Spn (К) состоит из матриц 1 n и -/ m 
если char K=F2; если же char К= 2,  то Z= {/ п } .  Фактор
группа Spn (K)IZ ваз . п р о е к т и в н о й с и м п
л е к т и ч е с к о й г р у п п о й и обозначается 
PSpn (К) . Все проективные С. г. просты за исключен:и;ем 

PSp2 (F2) = Sp2 (F2) , PSp, (F2) = Sp4 (F2) и PSpa (Fз) , 

к-рые изоморфны соответственно симметрич . группам 
S3 и 86 и знакопеременной группе А4 (через Fq обо
значено поле из q элементов) . Порядок С. г. Sp2m (Fq) 
равен 

(q2m - 1 ) q2m - 1  (q2m - 2 - 1 ) q2m - 3  . . .  (q2- 1 ) q .  

С .  г .  Sp2 (К) совпадает с о  специальной линейной груn
пой S L2 (К) ; если сhаr K=F2, то группа PSp4 (К) изоморф
на факторгруппе группы Q5 (К, /) по ее центру (rде 
Q 5 (K, /) - коммутант ортогональной группы симмет
рической билинейной формы f от пяти переменных 
индекса 2) . 

3а исключением случая т= 2 ,  char К= 2 , всякий 
автоморфизм ер группы Sp2m (К) может быть представ
лен в виде 

ер (g) = h1hagтh21h11 ,  
где • - автоморфизм поля К ,  h1 E SP21п (K) и ha - ли-
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нейвое иреобразование пространства Е, представлл
ющеесл в базисе {е; } матрицей вида 

( � - иенулевой элемент поля К) . 
С. г .  Sр2т (К) совпадает с группой К-точек линейной 

алгебраич . группы Sр 2т , задаваемой уравнением 
А .L J тА =  J т . Эта алгебраич . группа , тоже называ
емая С. г . ,  является простой односвязной линейной 
алгебраич . группой типа Ст , ее размерность равна 
2m2+ т .  

В случае,  когда К =  С или IR , С .  г .  Sр2т (К) есть 
связная односвязная простал комплексная (соответ
ственно вещественная) группа Ли. Группа Sр2т (IR) 
является одной из вещественных форм комплекснрй 
С. г. Sр2т (С) . Остальные вещественные формы этой 
группы тоже иногда называют С. г .  Это - подгруппы 
Sp (p , q) , р , q�O, p+q= m, выделяемые из группы 
Sp2m (С ) условием сохранения эрмитовой формы вида 

� 2 m -
""'"i= 1 Б;z;z ; , 

где в;= 1 при 1 .;;: i .;;:p и m+ 1 <: i <:m+p п Б ;= -1 
при остальных i .  Группа Sp (0, т) - компактная 
вещественвал форма комплексной С. г . Sр2т (С ) . С .  г .  
Sp (р , q )  изоморфна группе всех линейных иреоб
разований правого векторного пространства нт 
над телом кватернионов Н размерности m=p+q, 
к-рые сохранлют кватернионную эрмитову форму 
индекса min (р , q) , то есть форму вида 

где 
�р - ,..,т 

-(х ,  У) = �i= 1 х ;у; - ""'"i= P+  1 х;у; , 

х= (х1 , х 2 , • • •  , Хт ) , у= (у1 , у 2 , • • •  , Ут) Е Нт , 
а черта означает переход к сопряженному кватер
ниону. 

Лит. : [1] А р т и н Э., Геометрическая алгебра, пер. с англ. , 
М . ,  1 9 6 9 ;  [2] Б у р б а к и Н . ,  Алгебра. Модули , кольца, фор
мы, пер . с франц. , М . ,  1 9 6 6 ;  [3] Д ь ё д о  н н е Ж . ,  Геометрия клас
сических групп, пер . с франц. ,  М. , 1 9 7 4 ;  [4] Х е л г а с о н С . ,  
Дифференциальная геометрия и симметрические пространства , 
пер. с англ. ,  М . ,  1 9 6 4 ;  [5] Ш е в а л л е К . ,  Теория групп Ли , 
пер. с англ . , т. 1 ,  М . , 1 948.  В .  Л.  Попов. 

СИМПЛЕRТИЧЕСКАЯ СВЯЗНОСТЬ - аффицная 
свяаность на гладком многообразии М размерности 2n, 
обладающая ковариантно постоянной относительно нее 
невырожденной 2-фор:мой Ф .  Если аффинная связность 
па М задана с помощью локальных форм связности 

и 

(J)i = Г� dkk , det jj Г k ll :j:. О , 
(J)i - Гi (J)k 

i - jk 

Ф=aiju:i /\ wl, aiJ= -ali• 
то условие ковариантного постоянства Ф выражаетсн 
в виде 

dau = akj(J)r + aik(J), . 

2-форма Ф определяет на М симплектич. структуру 
(или почти гамильтонову структуру) , превращал каж
дое касательное пространство Т х (М) в симплектич. 
пространство с кососимметрич . сналлрным произве
дением Ф (Х , У) . С. с. можно определить так же , 
как аффинную связность на М, сохраняющую при 
параллельном перенесении векторов это произведение . 
Репер в каждом Т х (М) может быть выбран так, что 

Ф= 2 �
n 

оо <Х /\ oon+a . ""'"а= 1 
Все такие реперы образуют главное расслоенное про
странство над М ,  структурной группой к-рого является 

симплектич. группа . С. с.-это связность в этом глав
ном расслоенном пространстве . Существуют многообра
зия М четной размерности , на к-рых нет невырожден
ной глобально определенной 2-формы Ф и , следователь
но , нет С. с. Однако если Ф существует , то С. с . , 
относительно к-рой Ф ковар:иантно постоянно , опре
деляется неоднозначно . 

Лит. : [1] С т е р н б е р r С . ,  Лекции по дифференциальной 
геометрии, пер . с англ. , М. ,  1970 .  Ю .  Г .  Лумисте. 

СИМПЛЕКТИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА - инфини-
теаижа.аьная cmpyl'lmypa 1-го порядка на четномерном 
гладком ориентируемом многообразии М2п ,  к-рал оп
ределяется заданием на M2n невырожденной 2-фор
мы Ф . В каждом касательном пространстве Т х (M2n) 
возникает структура симплектич . пространства с ко
сосимметрическим скалярным произведением Ф (Х , У) . 
Все касательные к M2n реперы, адаптированные н 
С .  с .  (т . е .  реперы, относительно к-рых Ф имеет кано
нич . вид 

Ф= 2 � n (J)a /\ (J) IH<X) 
..;;.. а= 1 ' 

образуют главное расслоенное пространство над M2n, 
структурной группой к-рого является симплектич . 
группа Sp (n) . Вообще, задание С .  с. на M2n равно
сильно заданию Sp (п)-структуры на M2n, как век-рой 
G-cmpyl'lmypы .  

На M2n со С .  с .  существует изоморфизм между мо
дулями векторных полей и 1-форм на M2n, к-рый 
векторному полю Х ставит в соответствие 1 -форму 
(J)x : У -+  Ф (Х, У) . Образ скобки Ли [Х , У] ваз . при 
этом скобкой Пуассона [ (J)x, (J)y] ;  в частности, когда 
(J)X и (J)y полные дифференциалы, получаетел понятие 
скобки Пуассона двух функций на M2n, к-рое обобщает 
соответствующее классич . понлтие . 

С. с. ваз . п о ч т и г а м и л ь т о н о в о й с т р у к
т у р о й, а если Ф замкнута , т. е. dФ= О, то г а м и л ь
т о н о в о й с т р у к т у р о й ; впрочем, иногда ус
ловие dФ=О включают в определение С .  с. Эти струк
туры, находящие применепил в глобальной аналитич . 
механике , основаны на том факте , что на касательном 
расслоенном пространстве Т* (М) любого гладкого 
многообразия М существует каноническая гамильто
нова структура . Она определяется формой Ф=d8, 
где 1-форма 8 на Т* (М) , ваз . ф о р м о й  Л и у
в и л л л, задается следующим образом: 8u (Х u) = 
= и  (n*X u) для любого касательного вектора Х и в 
точке и Е Т* (М) , где n - проекцил Т* (М) -+ М . Если 
на М выбраны локальные координаты х

1 , • . •  , xn и 
u= y; (u)dx�!UJ • то 8= y;dxi , вследствие чего Ф= dy; /\ dxi . 
В классич. механике М интерпретируется как конфи
гурационное пространство, а Т* (М) как фазовое про
странство . 

Векторное поле Х на M2n с гамильтоновой структурой 
ваз . г а м и л ь т о н о в ы  м (или г а м и л ь т о н о
в о й  с и с т е м о й) ,  если 1 -форма (J)x замкнута . 
Если она , кроме того, точна, т .  е. (J)x= -dH, то функ
ция Н на M2n паз . г а м и л ь  т о н и а н о м и явля
ется обобщением соответствующего классического 
понятия . 

Лит. : [ 1 ]  С т е р  н б е р г С . ,  Лекции no дифференциальной 
геометрии , пер . с англ . ,  М . ,  1 97 0 ;  [2] Г о д б и й о н К . , Диф
ференциальная геометрия и аналитичесная механика , пер . с 
франц. ,  М. , 1 97 3 .  Ю. Г .  Лумисте. 

СИМПЛЕКТИЧЕСКОЕ МНОГООБРАЗИЕ - мно-
гообразие, снабженное cuJitn.ael'lmичecl'loй cmpyl'lmypoй.  

СИМПЛЕRТИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО - нечет-
номерное проективное пространство P2n+1 над полем k 
с ваданной в нем инволюционной корреляцией - нуль
системой ; обозначается Sp2n+1 · 

Пусть характеристика поля k не равна 2 .  Абсолют
ная нуль-сиС1·ема в Sp2n+l всегда может быть записана в виде u;= a;jXi , где l la;1 1 1  - кососимметрич. матрица 
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(au= -afi) · В векторной форме абсолютная нуль-си
стема может быть записана в виде и= А х, где А - ко
сосимметрич. оператор,  матрица к-рого наl:(лежащим 
выбором базиса приводится к виду 

1/ A II = 

о +1 
-1 о 

о +1 
-1 о +1 

-1 о 
В этом случае абсолютная нуль-система принимает 
канонич .  вид: 

u2i = x2i + 1 ,  u2i + 1 = -x2i . 
Абсолютная пуль-система порождает билинейкую фор
му, к-рая записывается в канонич . виде : 

хА у = �i (x2ly2i + l_x2i + ly2i) . 
Rоллинеации пространства Sр211н,  перестановочные 
с его нуль-системой, паз . с и м п л е к т и ч е с  к и м и 
п р  е о б р а з о в  а н и я м и; операторы, определя
ющие эти коллинеации , - с и м п л е к т и ч е с к и
м и. Для указанной выше канонич. формы матрицы 
1� 1 1 определяется (2п+2)-матрица симплектич . опе
ратора и, элементы к-рой удовлетворяют условиям 

""' (·и2iи2i+ l и2i+lи2i) " б "'-"i j k - j k = uj ,  k - 1 - j •  k + 1 • 
где ба, ь - символ Кронекера , а матрица_ такого опе
ратора и паз .  с и м п л е к т и ч е с к о и; ее опре
делитель равен единице . Симплектич . преобразования 
образуют группу, являющуюся группой Ли . 

Всякая точка пространства Sp2n+1 лежит в (2n-1 )  
плоскости, соответствующей ей в абсолютной нуль
системе . Можно определить также и нулевые т-пло
скости в Sp2n+ 1 · Многообразие нулевых прямых про
странства Sp2n+ 1 паз . его а б с о л ю т н ы  м л и н е й
н ы м к о м п л е к с о м. В связи с этим симплектич. 
группа паз . также г р у п п о й л и н е й н _о г о 
к о м п л е к с а ,  или к о м п л е к с - г  р у п п о  и.  

Всякая пара прямых и соответствующих в нуль
системе двух (2п-1 )-плоскостей определяют единст
венный в пространстве Sp2nн симплектич. инвариант 
относительно группы симплектич. преобразований этого 
пространства . Через каждую точку обеих прямых 
проходит трансвереаль этих прямых и (2п-1 )-плоско
стей так, что определяет проективвые четверки точек . 
Это составляет геометрический смысл с и м п л е к т и
ч е с к о г о и н в а р и а в т а ,  который утверждает 
равенство двойных отношений получаемых четверок 
точек. 

Симплектич. 3-пространство допускает ин'Рерnрета
цию в гиперболич. пространстве , что указывает , в 
частности на связь симплектич . простравств с гипер
болическ�ми . Так , группа симплектич . преобразовавий 
пространства Sp3 изоморфна группе движений гипер
болич. пространства 284 • В этой интерпретации сим
плектич. инвариант связан с расстоянием между точ
ками гиперболич. пространства .  

Лит . :  [ 1 ]  Р о з е н ф е л ь д Б.  А . , НеевнлидООJы простран-
ств а ,  М ., 1 969 .  Л. А. Сидоров. 

СИМПЛЕКТИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО ОДНОРОД
НОЕ - симплектическое многообразие (М , ro) вме
сте с транзитивной группой Ли G его автоморфиз
мов . Элементы алгебры Ли g группы G можно рас
С)rа т р и в а т ь  к а к  си�шлектические векторные поля на М, 
т .  е . поля Х,  сохраняющие симплектическую 2-форму ro : 

Х - ro = dixro = O ,  

3 7 *  

где точкой обозначена производпая Ли,  tx- оператор 
внутреннего умножения на Х , d - внешний диффе
ренциал . С .  п .  о .  паз . с т р о г о с и м п л е к т и ч е
с к и м, если все поля Х Е g гамильтоновы, то есть 
ixro= dHx, где Нх функция на М (гамильтониан поля 
Х) ,  причем гамильтонпав Н:х можно выбрать так , 
чтобы отображение Х 1--+ Н х было гомоморфизмом ал
гебры Ли g в алгебру Ли функций на М относительно 
скобки Пуассона . Примером строго С. п. о. является 
орбита М а.= (Ad*G)a груnпы Ли G относительно ко
присоединенного представления Ad*G груnпы G в 
пространстве g* линейных форм на g ,  проходящая 
через произволькую точку а Е g* . Инвариантная сим
плектическая 2-форма ro на М а. задается формулой 

ro (X11 , Y11) = d� (X , У) ""' � ( [ Х ,  У) ) , 

где Х 11 , У 11 - значения векторных полей Х , У Е g в 
точке � Е Ма. .  Поле X E g  имеет гамильтониав Нх (�) = 
= � (Х) .  

Для произвольвого строго С .  п .  о .  (М ,  ro ,  G) опре
делено G-зквивариавтвое отображение момента 

1.1. : М ---+ g* , х 1--+ f.l.x • !lx (Х) = Нх (х) , 

к-рое отображает М на орбиту 11- (М) группы G в g* 
и является локальным изоморфизмом симплектич . 
мвогообразий .  Таким образом, любое строго С .  п. о .  
группы G является накрытием над орбитой группы G 
в коприсоединенном представлении .  

Односвязные С .  п .  о .  с одвосвязвой, во  н е  обязатель
но эффектив-во действующей группой автоморфизмов G 
находятся во взаимно однозначном соответствии с 
орбитами естествеиного действия группы G в про
странстве Z2 (g) замкнутых 2-форм на ее алгебре Ли g .  
Соответствие определяется следующим образом: ядро яа любой 2-формы (J Е Z2 (g) является подалгеброй 
алгебры Ли g .  Соответствующая .!fG связная под
группа ка группы Ли G замкнута и определяет одно
связное однородвое пространство ма = G!Ка . Форма а 
задает невырожденную 2-форму в касательном про
странстве T0Ma:::..gfSta точки о= ека мв!?гообразия 
ма , к-рая продолжается до G-иввариавтвои симплек
тич. формы roa на ма . Таким образом, форме а отве
чает односвязное с. п. о. (ма ' ro0 ) .  Если sra не со
держит идеалов алгебры Ли g, то действие G на М0 
локальио эффективно . С. п. о .  ма и ма• изоморфны 
тогда и только тогда , когда формы а , а' принадлежат 
одной орбите группы G в Z2 (g) . Для точной 2-форм� 
a=da с .  п. о. ма отождествляется с универсальпои 
накрывающей С.  п .  о .  М а,, являющегося орбитой 
точки а в коприсоедивеввом представлении . Если 
[ g ,  g]= g , то орбита Ga любой 

_точки o E Z2 (g) ка
нонически снабжается структурои С .  п. о .  и любое 
С. п. о. одвосвязвой группы G изоморфно накрытию 
над одной из таких орбит.  В частности, ма есть уни
версальная накрывающая орбиты Ga . 

Пусть (М,  ro) - компактное С . •  п. о. односвяз
ной связной группы G, действующеп локально зффек
тивно . Тогда G есть прямое произведение полупро
стой компактной группы S и разрешимой группы R , 
разлагающейся в полупрямое произведение абеле
вой подгруппы и абелева нормального делителя , а 
С .  п. о. (М,  ro) разлагается в прямое произведение 
С .  п. о. с группами автоморфизмов S и R соответст
венно . 

Частным случаем С .  п. о. является симплектическое 
групповое пространство - группа Ли вместе с лево
иввариантвой симплектич. фориой ro .  Известно,  что 
из редуктиввости группы Ли, допускающей лt>воив
вариантвую симметрич . форму, следует ее номмутатив
вость , а из упимодулярпости - разрешимость . Все 
такие группы размерности <:4 разрешимы, но начиная 
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с размерности 6 существуют иеразрешимые симплск
тические групповые пространства [3 ] . 

Лит. : [ 1 ] Н и р и л л о в А. А. , Элементы теории nредстав
лений, 2 изд. , М. , 1 9 7 8 ;  [2] Г и й е м и н В , С т е р  н б e f г С. , 
Геометричесиие асимптотиии , пер. с англ. , М. ,  1 9 8 1 ; [3 С h u 
В .-У . ,  «Trans. Amer. Math. Soc.» ,  1 9 7 4 ,  v. 1 9 7 ,  р. 1 1.5-59 ;  
[t,J Z w а r t Р h. в . ,  В о о t h Ь у w. м . ,  «Ann. Inst. Fouri
er», 1 9 8 0 ,  t. 30, Nv 1 ,  р. 1 29-57 . Д. В. Ал�тсеевс?Шй. 

СИМПЛИЦИАЛЬНАЯ СХЕМА (прежние названия -
с и м п л и ц и а л ь в ы й к о м п л е к с, а б с т р а к т
в ы й  с и м п л и ц и а л ь в ы й  к о м п л е к �  -
множество, элементы к-рого ваз .  вершивами и в к-ром 
выделены такие конечные вепустые подмножества ,  ваз. 
с и м п л е к с а м и ,  что каждое веиустое подмноже
ство симплекса s является симплексом, ваз . г р а в ь ю 
симплекса s, и каждое одноэлементное подмножество 
является симnлексом. 

Симnлекс ваз . q-м е р  в ы м, если он состоит из q+ 1 
вершив. Р а з м е р в о с т ь ю dimK симплициальвой 
схемы К ваз .  максимальная размерность ее симплексов 
(она может быть и бесконечной) . С. с. ваз . л о к а л ь
в о к о в е ч в о й, если каждая ее вершива принад
лежит лишь конечному числу симплексов . С. с. ваз. 
у п о р я д о ч е н в о й ,  если на вей задано частичное 
упорядочение , линейвое на каждом симплексе . 

П р и м е р С .  с. Пусть Х - множество и U= 
= {U ailct E A } - век-рое семейство его вепустых под
множеств. Неиустое конечное подмножество а Е А  ваз. 
симплексом, если множество П t:t e AUt:t вепусто . Полу
чающаяся С .  с. А ваз .  в е р  в о м семейства U.  

С и м п л и ц и а л ь в ы м  о т о б р а ж е н и е м  
С .  с .  К1 в симплициальвую схему К2 ваз . такое ото
бражение f : К1 -+ К2 , что для каждого симплекса s 
в С .  с. К1 его образ f (s) является симплексом в С .  с .  
К2 • С .  с .  и их  симплициальные отображения состав
ляют категорию . 

Если симплициальвое отображение f :  L -+ К яв
ляется вложением, то С .  с. L ваз. с и м п л и  ц и а л ь
в о й  п о  д с х е м о й  С .  с .  К.  Все симплексы С .  с .  
К размерности , меньшей или равной n ,  составляют 
симплициальвую подсхему С .  с .  К, к-рая обозначается 
кп и ваз . n-м е р в ы  м (или n-м) о с т о в о м С. с .  
К.  Симnлициальвая подсхема L С.  с .  К ваз . п о л н о й ,  
если каждый симплекс в К, все вершивы к-рого при
надлежат L , сам лежит в L . 

Каждой С .  с .  К канонически сопоставляется си.м
п.аициа.аьное .множество О (К) , симплексами размерно
сти n к-рого являются (n+ 1 )-члеввые последователь
ности (х0 , • • • , Хп) вершив С. с. К, обладающие тем 
свойством, что в К существует такой симплекс s , что 
xi E s  для любого i=O ,  1 , . . .  , n. Операторы граней di 
и вырождения si этого симплициального множества 
определяются формулами 

di (x0 ,  • • •  , Хп) = (х0 ,  • • • , Xj, • • . , х п) ,  
Sj (X0 , • • •  , Xn) = (Xo , • • • , �i • X j ,  Xi + l •  • • •  , Хп) , 

где знак 1\ означает , что символ, стоящий под ви�I , 
опускается . Для упорядоченвой С. с .  К определено 
симплициальвое подмножество о +  (К) с: О (К) , состоя
щее из тех симплексов (х0 , • • •  , Хп) , для к-рых х0 ..;;:х1 ..;;: 
..;;: • • •  ..;;:xn. Групnы (ко)гомологий симплициальвого 
множества О (К) изоморфны группам (ко)гомологий 
симnлициальвого множества О +  (К) и ваз . группами 
(ко)гомологий С. с .  

Каждому симплициальному разбиению (симплици
альвому пространству) Х отвечает С. с. симплициаль
вого разбиения , вершивами к-рой являются вершивы 
разбиения Х ,  а симплексами - те вепустые конечные 
множества вершив, на к-рые в Х натянут симплекс. 
Для каждой С .  с .  К существует однозначно опреде
ленвое с точностью до изоморфизма симплициальвос 
разбиение, С. с. к-рого является К. Оно ваз . г е о-

м е т р и ч е с к о й р е а л и з а ц и е й (или т е n о м) 
С. с .  К и обозначается 1 K l . Им является геометрич. 
реализация в смысле Джинера - Ху (см. Си.мп.аици
а.аьное .множество) 1 10 (K ) I I симплициальвого множе
ства О (К) , а если С .  с. К упорядочена - геометрич. 
реализация в смысле Милвора J O +  (K) I  симплициаль
вого множества О + (К) . Соответствие К -+ 1 10 (K) J I 
является ковариавтвым функтором из категории С. с .  
в категорию клеточных разбиений (клеточных про
стравств) .  Топологич . пространство Х ,  гомеоморфвое 
телу I K I век-рой С. с. К , ваз .  п о  л и э д р  о м (а 
танже т р и а в г у л и р у е м ы м п р о с т р а в с т
в о м) , а пара (К, /) , где f :  I K I -+ Х - гомеоморфизм, 
ваз .  т р и а в г у л я ц и е й пространства Х . 

Точни топологич. пространства 1 К 1 можно отожде
ствить с функциями ct :  К -+  [ 0 , 1 ] ,  для н-рых множе
ство {х Е K/ct (x)=FO } является симпленсом в К и 

�х е К ct (х)= 1 .  
ЧисJю ct (х) ваз. х-й б а р и ц е в т р и ч е с к о ii 

к о о р д и в а т о й точки ct .  ФормуJrа 

d (ct, �) = у �х е К  (ct (х ) - � (х) ) 2  

определяет на множестве 1 К] метрику, во соответст
вующая метрич . топология, вообще говоря , сильнее 
топологии пространства �1 K l . Множество 1 K l , снаб
шеивое метрич . топологией, обозначается 1 K l d· 

С. с. К изоморфна нерву семейства звезд вершин 
пространства 1 K l , т. е. открытых подмножеств Stx= 
= {ct E I K I I ct (x)=FO }, где х Е К . 

Следующие утверждения равносильны: 1 ) С .  с .  К 
локальво конечна ; 2) пространство I K I локальво ком
пактно; 3) I K I = I K i d ; 4) пространство I K I метризуемо; 
5) пространство I K I удовлетворяет первой аксиоме 
счетвости . Пространство 1 K l сепарабельво (компак'I'во) 
тогда и только тогда , когда С .  с .  К не более чем счетна 
(конечна) .  

Клетки клеточного разбиения 1 K l находятся в би
ективвом соответствии с симплексами С .  с. I K I , и за
мыкание l s l клетки , соответствующей симплексу s, 
определяется формулой 

1 s 1 = {ct Е / К 1 1 ct (х) ;<: О :::;> х Е s} . 
Оно гомеоморфво q-мервому (q= d ims) замкнутому 
шару (так что клеточное разбиение 1 Kl регулярно) . 
Более того , на каждом множестве l s l имеется кавонич . 
линейная (аффинная) структура ,  по отношению к 
r<-рой оно изоморфно стандартному си.мпм�r,су t!q . 
Отсюда и ИЗ того , что l s n s' l = l s l n l s' l для любых 
симплексов s, s' c:K, вытекает , что пространство I K / 
может быть rомеоморфво отображено (вложено) в 
пространство IR.n (возможно,  с травсфивитвым n) так , 
чтобы все замкнутые клетки l s l оказались (прямоли
вейвыми) симплексами . Это означает , что образ 1 Kl 
в Rn является си.мп.аициа.аьны.м простр анство.м (по
лиэдром) , т. е .  объединением замкнутых симплексов, 
пересекающихсл только по целым граням . Это сим
плициальвое пространство ваз . р е а л и з а ц и е й 
С .  С. К В IR.n . 

С .  с. К тогда и только тогда реализуется в прост
ранстве IR.n с конечным n ,  когда С .  с .  К локальио 
конечна , не более чем счетна и ее размерность конеч
на . При этом, если dim К ..;;:n ,  то К реализуется в IR2n+ I . 
С .  с . ,  состоящая из 2n+ 3 вершив, каждое (n+ 1 )
:элемеитвое подмножество к-рой является симплексом, 
в IR2n не реализуется . 

По любой С .  с .  К можно построить новую С .  с .  BdK, 
вершипами к-рой являются симплексы С .  с .  К, а сим
плексами - такие семейства (s0 , • • •  , sq) симплексов 
из К ,  что s0c:s1 c:  . . . C:sq . С. с. BdK ваз . б а р  и ц е в т
р и ч с с к и м и з м е л ь ч о н и о м (иJiи п о д р а з-
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д е л е н и е м) С. с .  К. Клеточные пространства I BdK I Для любого топологич .  пространства Х определено 
и I K I естественно гомеоморфны (но не изоморфны) . С . м. S (Х) , наз . с и н г у л я р  н ы м С .  м. пространства 
При этом гоме.оморфизме каждая вершина l s l из I BdKI Х , симплексами к-рого являются сингулярвые сим
(т. е. нульмерная клетка, отвечающая вершиве s E BdK) плексы пространства Х (см . Сипгуляр пые го.мологии) , 
переХОЮiТ в центр тяжести (барицентр) замкнутого т .  е .  вепрерыввые отображения а :  1111 -+ Х ,  где 1111 -
симплекса l s l c i KI .  п-мерный геометрический стапдартпый си.мпле"с 

С. с. BdK естественным: образом упорядочена . Если 1 n ) С .  с .  К упорядочена ,  то соответствие s -+ (первая 1111 = \ ( to , . . . , t ��) I O .;;;; t ; .;;;; 1 , � i= O t ; = 1 J c iR.n + l . 
вершина s) определяет симплициальное отображение 
BdK -+ К, сохраняющее упорядоченность . Оно ваз . Операторы граней d; и вырождения s; этого С .  м .  
н а в о в и ч е с  к и м с д в и г о м .  Его  геометрич . определяются формулами 
реализация (являющаяся непрерывным отображением (d;a) ( t o ,  . . .  , t 11 _ 1) = a (t0 ,  • • •  , t ; _ 1 ,  О, t ; ,  . . . , t 11 _ 1) ,  
1 BdK I -+IK/ )  гомотопна естественному гомеоморфизму ( ) I BdK I -+ I K I .  (s;a) to , . . .  , t n + 1  = 

Симплициальное отображение <р :  К -+ L (или его = а ( to , · · · ,  t i - 1 • t ; + t i+ 1 •  t i + 2 • · · · '  t n + 1 ) ·  
геометрич . реализация l <p l : 1 Kl -+ 1 L l ) ваз . с и 111 п л и- Соответствие Х t-+ S (Х) является функтором (наз .  
ц и а л ь н о й а п п р о к с и м а ц и е й непрерывно- с и в г у л я р н ы м ф у н к т о р о м) из категории 
го отображения f : I K I -+ I L I ,  если для каждой точки топологич . простравств Тор в категорию С .  м. 11°Ens .  
a E I K I точка IIP I  (а) принадлежит минимальному замк- Произвольвал симплициалъная схема К определяет 
нутому симплексу, содержащему точку f (a) , т. е . ,  С .  м .  о (К) ,  симплексами размерности n к-рого явля-
что равносильно, если для каждой вершины х Е К  имеет ются (п+ 1 )-членные последовательности (х0 , • • •  , хп) 
место вложение f (Stx)cSt<p (x) .  При этом отображения вершив схемы К, обладающие тем свойством, что в К 
f и 1 <p l гомотопны . существует такой симплекс s, что: х; Е s для любого i= O ,  

Т е о р е м а о с и м п л и ц и а л ь в о й а п п Р  о к- 1 , . . .  , n . Операторы граней d; и вырождения s; этого 
с и м а ц и и утверждает , что если С .  с. К конечна , с .  111 • определяются формулами 
то для каждого непрерывного отображения f: I K I -+ I L I 
найдется такое число N, что для всех n�N существует 
симплициальвая аппроксимация Bd11K -+ L отобра
жения f (рассматриваемого как отображение I Bd11KI -+ 
-+ I L I ) .  

Лит. : [ 1 ] С п  е н ь е р  Э . , Алгебраическая топология, пер .  
с англ . ,  М. , 1 9 7 1 ; [2 ]  Х и л  т о н П.  д ж . , У а й  л и С . , Теория 
гомологий. Введени� в алгебраическую топологию, пер . с англ . ,  
М . ,  1 96 6 ;  [3] W h 1 t е h е а d J . Н .  С . ,  <cProc. London Math. 
Soc. »,  1 9 3 9 ,  v .  4 5 ,  р. 243-327 . 

С. Н. Ма.яыгип, М. М. Постн.ипов. 

СИМПЛИЦИАЛЬНОЕ МНОЖЕСТВО (прежние наз
вания - п о л у с и м п л и ц и а л ь н ы й к о м п
л е к с, п о л в ы й п о л у с и м п л и ц и а л ь н ы й 
к о м п л е к с) - с имплициалъный об"Ьект категории 
множеств Ens,  т. е. система множеств (п-х с л о е в) 
Кт n�O,  связанных отображениями d; : К11 -+ Кп _ 1 , 
O ..,.; i ..,.;n (о п е р а т о р а м и  г р а н е й) ,  и s; : K11 -+  
-+ К11+ 1 , O ..,.;i ..,.;n (о п е р  а т о р а м  и в ы  р о ж  д е
н и я) , удовлетворяющих соотношениям 

d;dj = d1 _ 1d; , если i < j ,  
s;s1 = s1 + Is; ,  если i ".;; j ;  

f .si _ 1d; , е�ли
.
i < i •

. . d;si = 'l r d ,  если � = J
.
ИЛ� � = 7 + 1 , 

� sld; _ 1 , если � > 1 + 1 . } 
Точки слоя Кп ваз . п-м е р  н ы м и с и ЪI п л е к с а м и 
С .  м .  К. Если заданы только операторы d ; ,  удовле
творяющие соотношениям d;d1= dJ_ 1d; ,  i <j ,  то система 
{Кт dп } ваз .  п о л у с и м п л и ц и а л ь н ы м м в о

ж е с т в о м .  
С и м п л и ц и а л ь н ы м  о т о б р а ж е н и е м  

f : К -+ К' С .  м.  К в С .  м .  К' ваз.  морфизм функторов ,  
т .  е .  последовательность отображений /11 : К11 -+ К� , 
n�O,  удовлетворяющих соотношениям 

d;fп + 1 = f11d; ,  O ".;; i oe;;;; n + 1 ;  s;fп = fn + 1Sj , O ".;; i oe;;;; n . 

С .  м. и их симплициальвые отображения образуют на
тегорию 11°Ens . Если все отображения fп являются 
вложениями, то С .  м. К ваз .  с и м п л и ц и а л ь в ы м 
п о д м н о ж е с т в о м С. м .  К' . При этом опера
торы граней и вырождения в С. м. К представля
ют собой ограничения соответствующих операторов в 
С .  м .  К' . 

d; (Хо , . . .  , Хп) = (хо , . . .  , Х; , . . .  , Хп) , 
s; (x0 ,  • • •  , x,J = (x0 ,  . . . , x; , x; , x i + 1 ' . . . , хп) ,  

где знак л означает , что символ , стоящий под ним,  
опускается . Если симплициальвая схема К упорядо
чена , то симплексы (х0 ,  • • •  , Хп) , для к-рых х0 ..,.;:  • • •  ..,.;xn , 
образуют симплициальвое подмножество о +  (К) С .  м .  
О (К) .  Соответствие К 1-+ О (К) ( и  К �---+ О + (К)) являет
ся функтором из категории симплициальных схем (упо
рядоченных симплициальных схем) в категорию !1°E n s .  
Для произвольвой группы :n: определено С .  м .  К (:n:) , 
симплексами размерности n к-рого являются нлассы 
пропорциональвых (п+ 1)-члеввых последовательно
стей (х0 ,  • • •  , х11) , x; E :n:  (по определению (х0 ,  • • •  , хп) 
� (х; , . . .  , х�) ,  если существует таной элемент u E :n: , 

что xi= yx; для всех i= O , . . .  , n) .  Операторы гра
ней d; и вырождения s; С .  м .  К (:n:) определяются фор
мулами 

d; (х0 :  • • •  : х11) = (хо : . . . : x; - 1 :x i + 1 : . . .  :х 11) ,  
s; (х0 : • • •  : х11) = (х0 : • • •  : x; - 1 : x(x ; :xi + 1 : . . .  : х11) . 

С .  м .  К (:n:) является на самом деле симплициальвой 
группой. 

Для произвольвой абелевой групnы :n: и любого 
целого n � 1  определено С. м. (на самом деле , симпли
циальвая абелева группа) Е (:n: , n) ,  симплексами раз
мерности q к-рого являются п-мерные коцепи q-мер
вого геометрического стандартного симплекса f1Q с 
коэффициентами в группе :n: (таким образом , Е (:n: , n)q= 
= Сп (f1Q ;  :n: ) ) . Обозначая вершины симплекса 11q 
символами еУ , j= O ,  . . .  , q , определяют симплициаль
вые отображения б; : !1q - 1 -+11q и а;: 11q -+ !1q - 1 фор
мулами 

f еЧ , если j < i , 
б; (е<?- 1 ) = 1 

1
Q 1 t ei + 1 ' если j :;;;;: i ; 

еЧ-1 , если i .;;;;; i ,  1 
e1:::f , если i > i . 

Индуцированвые гомоморфизмы групп коцепей 
d; = бi : сп (f1Q ;  :n:) --->- сп (IJ..Q - 1 ; :n:) , 

s; = a; : сп (IJ..Q - 1 ; :n:) --->- Ch (f1Q; :n:) 

являются , по определению, операторами граней и 
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вырождения С .  м. Е (л , n) . Симплексы, являющиеся лярвому функтору S :  Тор - �0Ens . Соответствующие 
коциклами, образуют симплициальвое подмножество изоморфизмы функторов 
С. м .  E (n ,  n) , к-рое ваз . С. м.  Э й л е в б е р г а - cp : �O Ens (K , S (X)) ---+ Top (R K ,  Х) ,  
М а к л е й  в а и обозначается К (л , n) . Когравичный 
оператор на группах С* (�q ;  л ) определяет кавовиче- 'Ф : Тор (RK , Х) ___,. �о Ens (К , S (Х ) )  
ское симплициальвое отображение Е (л , n) - определяются формулами 
....... К (n , n+ 1 ) ,  к-рое обозначается б. Поскольку повя-

ер (!) [х , и ] = !  (х) (и) ,  тие одномерного коцикла имеет смысл и для кеабеле-
вой группы л; (см . Неабе.яевы погожмогии) , С. м.  К (n , 1 )  ('Ф (g-) (х)) (и) = g [х , и ] , 
определено и без предположения, что группа л; абелева .  где 
Это С. м. изоморфно С .  м. К (л ) (следует каждому сим- х Е Kn, и Е �n , f Е �о Ens (К , S (Х) ) ,  g Е Тор (RK ,  Х ) .  
плексу z E K (л , 1 )q = Z1 (�q .  л) сопоставить значения 
нульмервой коцепи, когравицей к-рой является 
коцикл z, на вершивах е1> ·  

Сопоставив каждому слою Kn  С .  м .  К свободную 
абелеву группу, им порождеввую, получают симпли
циальвую абелеву группу и, следовательно, ц е п в о й 
к о м п л е к с. Этот комплекс обозначается С (К) и ваз . 
к о м п л е к с о м ц е п е й С .  м. К .  Группы (ко)го
мологий комплекса С (К) (с коэффициентами в группе 
G) ваз . г р у п п а м и (к о)г о м о л о г и й Н* (К; G) 
и Н* (К; G ) С .  м. К .  Группы (ко)гомологий сивгуляр
кого С. м. S (Х) являются сивгулярвыми группами 
(ко)гомологий топологич . пространства Х .  Группы 
(ко)гомологий С. м. О (К) и О + (К) изоморфны и ваз . 
г р у п п а м и (к о)г о м о л о г и й с и м п л и ц и
а л ь  в о й  с х е м ы  К.  Группы (ко)гомологий С .  м.  
К (n) суть г р у п п ы  (к о)г о м о Ji о г и й  г р у п
п ы  л; ,  

Симплекс х Е К., С .  м .  К ваз .  в ы р о ж д е в в ы м, 
если существует такой симплекс у Е Кп- 1 и такой опе
ратор вырождения Sj ,  что х= sш . Л е м м а Э й л е н
б е р  г а - 3 и л ь  б е р а утверждает , что любой сим-
плекс х Е Кп С. м . К единственным образом представ-
ляется в виде х= К (s)y ,  где s - век-рый элиморфизм 
si :  [ n] - [т] , т �п,  а у Е Кт - невырожденвый симп
лекс . Наименьшее симплициальвое подмножество С. м. 
К, содержащее все его невырожденвые симплексы 
размерности , меньшей или равной n, обозначается кп 
или Sknк и ваз.  п-м е р  в ы  м о с т о в о м С .  м. К. 

Геометрические стандартвые симплексы 

�п = { ( tо , . . . , tп) I O .e;;;; t i .;;;; 1 , �;= 0 ti = 1 } c:: IR n + l  

составляют косимплициальвое топологич. пространство 
относительно операторов когравей бi и ковырождения 
ai , определенных формулами 

бi (t0 ,  . . . , f п - 1) = (to , . . . , t i.- 1 • О , t i ,  . . . , t п - 1 ) ,  
Oj ( t o , . . .  , t n + 1) = (to , . . .  , t i - 1 •  t i+t i + 1 •  t i + 2 •  . . .  , t n+ 1) ' 

В дизъювктвом объединении U;;'=oKn X �n ,  где все 
Kn рассматриваются как дискретные множества ,  фор
мулы 

(djX , и) � (х , 1'\ iи) , х Е Кт и Е �n - 1 ; 

(SjX , и) � (х , аiи) , х Е Кт и Е �n + l ,  
определяют отношение эквивалентности, факторпро
странство по к-рому является клеточным разбиением 
(нлеточным простравством) , клетки к-рого находятся 
в биективвом соответствии с невырожденными симплек
сами С. м. К. Это клеточное разбиение обозначается 
j K / или RK и ваз .  г е о м е т р и ч е с к о й р е а л и
з а ц и е й в с м ы с л е М и л в о р а С. м. К. Каж
дое симплициальвое отображение f : К - L индуци
рует по формуле 

Rt (х , и] = [f (х) ,  и] 
вепрерыввое отображение Rf : R K - R L , и соответст
вия К �  RK,  f � Rf представляют собой функтор R :  
A0Ens - Тор . Этот функтор сопряжен слева к сивгу-

Морфизм сопряжения Ф (Х) : R S (Х) - Х являРтся 
для любого топологич. пространства Х слабой гомото
пич. эквивалентностью (это, в частности, доказывает, 
что произвольвое топологич. пространство слабо го
мотопически эквивалентно клеточному разбиению) . 

Конструкция геометрич . реализации / К /  обобщается 
на симплициальвые топологич. пространства К. Можно 
также определить г е о м е т р и ч е с к у ю р е а л и
з а ц и ю в с м ы  с л е Д ж и в е р а - Х у 1 /К / 1 , 
учитывающую только операторы граней di (в этой 
реализации имеются клетки для всех симплексов из К, 
а не только вевырождеввых) . Если каждый оператор 
вырождения si является замкнутым корасслоевием 
(условие , автоматически выполненвое для С. м . ) ,  
то  естественвое отображение р : 1 /К / 1  - I KI является 
гомотопич. эквивалентностью . 

Категория �0Ens допускает произведевил ,  при этом { К К }  { L L для любых С .  м. К= Kn, d; , Si и L= Ln,  d ; , si } 
их произведением будет С .  м. K X L, для к-рого 

(К ХL)п = К n XLn, 
df<XL = df< X df , 
sf<XL = sf x sf . 

В частности , для каждого С .  м. К определено его 
произведение на симплициальвый отрезок �1 •  Про
екции n1 : К Х L - К и n 2 : К Х L - L определяют би
ективвое отображение 

R n1 X Rn2 : Л (K XL) ___,. RK X RL ,  
r<-poe является гомеоморфизмом, когда произведение 
R К х R L представляет собой клеточное разбиение 
(вапр . ,  если оба С .  м. К и L счетны или же если одно 
из клеточных разбиений R К или RL локальво ко
нечно ) .  Отсюда, в частности, следует , что геометрич. 
реализация любого счетного симплициальвого мовоида 
(группы, абелевой группы) является топологич. 1110-
воидом (группой, абелевой группой) .  

Симплициальные отображения f , g : К - L паз . 
г о м о т о п в ы м и, если существует такое симп
лициальвое отображение (г о м о т о п  и я) Р:  К Х  �1 -
- L, что 

F (x , sd0t1 ) = f (x) , 
F (х , sd1t1)  = g (х ) 

для любого симплекса х Е К n и для любой композиции s 
(длины n) операторов вырождения . Это определение 
(моделирующее обычное определение гомотопии не
прерывных отображений) равносильно (для случая 
С. м. ) общему определению гомотопвости симплици
альвых отображений любых симплициальвых объек
тов . 

Имея повятие гомотопии , можно развивать теорию 
гомотопий С. м. авалогично теории гомотопий полиэд
ров . Оказывается , что эти две теории полностью па
раллельвы; это находит свое выражение в том, что 
соответствующие категории эквивалентны (эквивалент
ность осуществляетсн функтором геометрич . реали
зации) . В частности , геометрич. реали:зации гомотоп-
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ных симплициальных отображений гомотопны, и ,  
напр . ,  геометрич . реализация С .  м . К (n ,  n ) будет Эй
.л,епбер га - Мап.л,ейпа прострапствож К (:rt , n) .  Од
вано фантич . построение теории гомотопий для С .  м .  
в деталях несколько отличается от  построения теории 
гомотопий для топологич . пространств . Основное от
личие состоит в том, что отношение томотопиости сим
плициальных отображений не является , вообще говоря, 
отношением эквивалентности. Эта трудность преодо
левается следующим образом. 

Симплициальное отображение л� - К стандартного 
фунтика (см .  Стапдартпый си.м п.л,епс ) в С. м. К паз . 
ф у н т и н о м в К. Каждый фунтик однозначно за
дается (п+ 1 )-членной последовательностью п-мерных: 
симплексов х0 ,  х1 , . . .  , Xk - l • Xk + l • . . .  , Xn + l • для 
к-рых dixj= dj- 1  xi при любых i <J , i=Fk. Говорят , что 
фунтик з а п о л н я е т  с я ,  если он распространяется 
на все С .  м. �11 + 1 , т. е .  найдется такой (п+ 1 )-мервый 
симплекс х, что dix= xi для каждого i=Fk .  С. м. К ваз . 
п о л в ы м (или у д о в л е т в о р я ю щ и м у с л о
в и ю К а н а) , если каждый его фунтик заполняется.  

Сингулярное С .  м .  S (X ) произвольвого топологич. 
пространства Х всегда полно. Любая симплициальвая 
группа полна, в частности полны С. м. Эйлевберга -
Маклейна К (:rt) и К (n , n) . 3вачевие полных С .  м. со
стоит в том, что отношение томотоnиости симплициаль
ных отображений произвольвого С. м. в nолное С. м .  
является отношением эквивалентности . Поэтому на 
подкатетории полных С .  м .  построение теории гомо
топий принципиальных трудностей не вызывает . Вме
сте с тем существует [4] функтор E x "" : �oEns -+ �oEns , 
сопоставляющий каждому С .  м. К полное С .  м .  Ех"" К,  
геометрич . реализация к-рого томотопически эквива
лентна геометрич . реализации С. м.  К и к-рое поэтому 
вполне заменяет С .  м .  К во всех гомотопичесних во
просах.  

Два п-мерных симплекса х и х ' С .  м .  К паз . с р а в
н и м ы  м и, если dix= dix ' , U � i  �n .  Сравнимые сим
плексы ваз . г о м о т о п н ы м и, если существует 
таной (п+ 1 ) -мервый симплекс у, что d11y= x, dn+ 1y= x' 
и diY = S11 - 1dix= sn- 1dix' , O � i �n . Для полных С, м . 
зто отношение является отношением эквивалентности , 
причем симплексы тогда и только тогда гомотопны, 
когда их характеристические симплициальные ото
бражения гомотопны re1Skn - 1 �n . 

С .  м .  К паз . п у н к т и р о в а н н ы м ,  если в не�r 
отмечен нен-рый нульмерный симплекс е (тем же сим
волом е обозначаются все вырождения этого симплек
са ,  а танже порождевное им симплициальвое nодмно
жество ,  к-рое обычно паз . о т м е ч е н в о й т о ч к о й 
в К) . Для полного пувктировавного С .  м. К множество 
:rt ,. (K) нлассов гомотопных п-мерных симплексов, срав
нимых с симпленсом е ,  является при п;;;;. 1 группой.  
Эта группа ваз . п - м  е р в о й г о м о т о п и ч е с к о й 
г р у п п о й пувнтироваввого полного С .  м. К; эта 
терминология оправдывается тем, что :rt11 (K) =:rt11 ( I K J ) , 
и в частности :rtn (К {:rt, n) ) = :rt и :rti (K (:rt , n)) = 0 при i=Fn . 
С .  м. К ,  для к-рого л,- (К) = О при всех i �n,  ваз . п-е в я з
и ы м; при этом О-связное С .  м. ваз .  с в я з  н ы м, а 
1 -связное С .  м . - о д н о с в я з в ы м .  Сложение в 
группе :rtn (К) ,  п> 1 ,  индуцируется операцией, сопо
ставляющей симплексам х и у (сравнимым с е) симп
лене d11z , где z - с"Импленс размерности п+ 1 ,  запол
няющий фунтик xi= e ,  i �n-2 ,  Хп - 1= х, Xn + 1 = y . 
EcJIИ С .  м .  К является симплициальным liЮВоидом с 
единицей е ,  то сложение индуцируется также умноже
нием в этом мовоиде (произведение двух симпленсов ,  
сравнимых с е ,  сравнимо с е) . 

Поскольн:у  любой симплене х ,  сравнимый с е ,  яв
ляется цюшом (цепного комnлекса С (К) ,  определя
С ) !ОГО С. м .  К) ,  то возвин:ает естественный г о м о м о р-

ф и з м Г у р е в и ч а k : :rt11 (К) -+ Н n (К) , при n= 1 
индуцирующий изоморфизм 

:rt1 (K)/ [:rti (К) , :rt1 (К) ] -+  Н1 (К) 
(т е о р е м  а П у а н к а р  е) , а при п >1 являющийся 
изоморфизмом, когда С. м. К (п-1 ) -связно (т е о р е м а 
Г у р е в и ч  а) . Для полных С .  м .  справедлива также 
и теорема Уайтхеда в обоих ее вариантах ,  т. е. симп
лициальвое отображение f : К -+ L полных С. м. тогда 
и только тогда является гомотопич . эквивалентностью , 
когда оно индуцирует изоморфизм гомотопич . групп, 
причем для односвязных С .  м .  это условие равносильно 
тому, что индуцированные гомоморфизмы групп го
мологий являются изоморфизмами. 

В случае , когда К является симплициальвой груп
пой, гомотопич. группа :rt11 (К) изоморфна группе 
гомологий Н n (К) цеnного (не обязательно абелева) 
комплекса К, для к-рого 

Кп = Кп П Кеr dо П  • • . П Ker d11- f ,  
а гравичвый оператор является ограничением н а  Kn 
оператора ( - 1 )nd11 • Если симплициальвая группа К 
абелева ,  то комплекс К является подкомплексом этой 
группы, рассматриваемой как цепвой комплекс, и , 
более того , ее цепным деформационным ретрактом, и ,  
в частности, ее  прямым слагаемым. Оказывается, что 
дополнительным прямым слагаемым служит подком
плекс, порождеввый вырожденвымя симплексами . По
этому соответствующий факторкомплекс комплекса К 
ему цепно эквивалентен . Hanp . ,  для групп когомоло
гий произволького С. м. К отсюда следует (т е о р е м а 
о в о р м а л и з а ц и и) , что еви изоморфны нормали
зованным группам когомологий, т .  е. группам, полу
чающимся , если ограничиться коцепями, раввыми 
нулю на всех вырождеввых симплексах.  Кроме того , 

-:rtп (C (К) )=Нп (К) . 
Функтор К �  К осуществляет эквивалентность 

теории гомотопий симплициальвых абелевых l'pynn 
с теорией гомологий :цепных комплексов . Отсюда, 
в частности, следует , что любая связная симпли
циальная абелева группа К томотопически экви
валентна произведению С. м. Эйлевберга - Маклейна 
K (:rtп (K) , п) . 

Полвое С .  м .  К ваз . м и в и м а л ь в ы  м, если срав
нимые симплексы тогда и только тогда гомотопны, 
когда они совпадают . С .  м. К (n , n ) минимально .  Вся
кая гомотопич . эквивалентность минимальных С. м .  
является изоморфизмом. Каждое полвое С .  м .  К об
ладает минимальным симплициальвым подмножеством. 
Оно является его деформационным ретрактом, и nо
этому с точностью до изоморфизма определено одно
значно. 

Симплициальвое отображение р : Е -+ В ваз . р а с
с л о е н и е м в с м ы с л е К а н а ,  если в Е запол-
няется любой фунтик f :  л�- Е, для к-рого фунтик 
роf:Л�-+ В заполнен, причем для любого заполнения 
g :  �n + 1 -+ В фунтика pof существует такое заполне-
ние /: �n + 1-+ Е фунтика / ,  что pof= g. Расслоение в 
смысле Капа является симплициальвым авалогом 
расслоения в смысле Серра и для него имеет место 
т е о р е м а  о н а к р ы в а ю щ е й  г о м о т о п и и  
в следующей форме: если для симплициальвых отоб
ражений f: K -+ E и Ф : К Х N -+ В имеет место равен
ство Фо (i d  Х б1) =  р о f� то  существует таное симплици
альвое отображение d5 : K X  �� - Е , что Фo (id X б1) = f 
и poiD = Ф . Если расслоение р является сюръективвым 
отображением, то С. м. Е полно тогда и только тогда , 
когда полно С .  м .  В . С л о е м расслоения р :Е -+ В 
ваз . (автоматически полное) С .  м .  F=p - 1 (e) , где е 
отмеченная точка в В .  Длл любого расслоения в смысле 
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Серра р : Е -+ В симплициальное отображение S (р ) :  Д л я  так определенных С .  м .  Х " имеют место вложения 
S (E) -+ S (B)  является расслоением в смысле :Капа , S X nC X n + l • где S - надстройка . По последователь-
и для любого расслоения в смысле :Капа р : Е -+  В ности С .  м. Х n и вложениii SX nC X n + 1 симплициаль-
отображение R Р : RE -+ RB является расслоением в ный спектр Х, в свою очередь , восстанавливается 
смысле Серра (см. [5 1 ) . однозначно . Если все С .  м .  Х полны , то Х n= Q X n + 1 • 

Пусть К - полное пунктпрованное С .  м .  и n�O.  где Q - функтор петель . Функтор геометрич. реали-
Положим х� у , где х, y E Kq ,  если d1x= di!f для всех зации осуществляет :швивалентность категории сим-
i..;;;п , т. е. если плициальных спектров с категорией топологич. спект

(см. Стапдар тпый си.мплекс) . Это отношение является 
эквивалентностью , и фактормножества (CosknK)q= 
= Kqln составляют (по отношению к индуцированным 
операторам граней и вырождения) С. м. CosknK, к-рое 
наз . п-м к о о с т о в о м С. м. К. По определению , 
полагается CosknK = K . Для любого n�O С .  м. CosknK 
полно и Лq (CosknK) = O  при q >n .  !{роме того ,  для 
любого т ..;;;п естественное сюръективное симплици
альное отображение 

р;:. : Coskn К --+ Cosk m К 
является расслоением, индуцирующим в размерностях , 
меньших или равных т , изоморфизм гомотопич. групп . 
В частности , слой расслоения р�-1 гомотопически 
эквивалентен С .  м. Эйленборга - Маrшейна К (пп (К) ,  п) . 
Последовательность расслоениii 
К --+ . . .  --+ Coskn + 1  К -+  Coskn К ->- Cosk" - 1 К --+  . . .  
наз . Постпикава систе.мой полного С .  м .  К .  Если 
С. м. К минимально , то эта последовательность яв
ляется его резольвентой (см . Го.мотопический тип) . 

:Конструкция системы Постникова непосредственно 
обобщается на Произвольное расслоение р :Е -+ В 
полного С .  м. Е над полным С .  м .  В .  Пусть Cosknp 
есть С. м . ,  слоями (Cosknp )q к-рого являются фактор.-

п 
множества слоев Eq rю отношению х-у ,  к-рое имеет 
место тогда и только тогда , когда р (х )= р (у ) и d1x= dш 
при всех i <.n .  По определению ,  полагается Cosk00p = E .  
При этом Cosk0p = B .  При т <.п <. оо естественное сюръ
ективное симплициальное отображение 

p�t : Coskn р --> C oskm р 

является расслоением , индуцирующим в размерно
стях , меньших или равных т и больших п+ �. изо
морфизм гомотопич. групп . В частности , слои рас-
слоения р�- 1 гомотопически эквивалентен С .  м .  Эйлен
борга - Маклейна К (nп (F) , n) .  Слоем расслоения 
p � : Cosknp -+ В является С. м. CosknF , где F - слой 
расслоения р : Е -+ В. Последовательность расслоений 

наз.  с и с т е м о й М у р а - П о с т н и I\ о в а рас
слоения р :Е  -+ В . 

На языке С .  м. удобно определять спеi\тры . С и м
п л и ц и а л ь н ы м с п е к т р о м н аз . последова
тельность {Х <q>} пунктпрованных множеств (его эле
менты наз . симплексами , отмеченныii симплекс обо
значается 8) , определенных для пропзволт,ного целого 
числа q, снабженная отображениями d;: X <q> -+ Х <q - 1 , ,  
i�O ( о  п е р а т о р а м и г р а н е й) ,  и s( X <q>-+ 
-+ Х <q - 1 , .  i�O (о п е р а т о р а м и в ы  р о ж  д е н и я) , 
к-рые удовлетворяют соотношениям (* ) и следующему 
условию: для каждого симплекса х Е Х существует 
такое целое п , что d1x= 8 при i >п .  :Каждому спектру Х 
и произвольному целому n можно сопоставить С . .'>I . 
Xm определив его формулой 

(Хп)q = {х Е X < q - n) \  d;x = 8  
при i > q , d0 , . . .  , dqx = 8} . 

ров . Симшrициальные спектры могут быть определены 
для произвольной rштегории .  1\атегория абелевых 
групповых спектров изоморфна категории (абелевых) 
цепных комплексов.  

Лит. : [ 1 ]  Г а  б р и е л ь  П . , Ц и с м а н  М. , Натегории 
частных и теория гомотопий, пер . с англ . , М . ,  1 9 7 1 ; [2] М а у 
J .  Р. , Simplicial objects in algebraic topology, Princeton, 1 96 7 ;  
[3] L а m о t k е К . , Semisimpliz iale algebraische Topologie ,  
в . - [u. а . ] ,  1 96 8 ;  [t,J К а n D . ,  <•Amer. J .  Math . » ,  1 9 5 7 ,  v .  7 9 ,  
р .  Z.Z.9-76 ; [5] Q u i 1 1  е n D . ,  «Proc. Amer. Math. Soc.» ,  1 968 ,  
v. 1 9 , р .  1 1,99-500 ; [6] Б р а  у н Э .  Х. ,  <•Математика», 1 958,  
т. 2 ,  No 2 t с. 3-2Z. ; [7] К а н д . , там же, 1 962 ,  т. 6 ,  No 1 ,  
с. 3-32;  8] е г а ж с ,  там ше , 1 9 6 6 ,  т .  1 0 , ;N; 3 ,  с. 1 2-28.  

С. Н. Малыгин, М. М. Постиипов. 
СИМПЛИЦИАЛЬНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ - морфизм 

либо категории си.мплициалъпых прострапств , либо 
категории си.мплициалъпых схе.м . А. в .  Хохлов. 

СИМПЛИЦИАЛЬНОЕ ПРОСТРАНСТВО - тополо-
гическое пространство Х ,  снабженное таким покры
тием топологическими симпленсами (н аз . т р и а н г у
л я ц и е й) , что грани любого симплекса триангу
ляции принадлежат триангуляции, пересечение любых 
двух симплексов триангуляции является гранью каж
;�ого из них (возможно , пустой) ; множество Fc X тогда 
п только тогда замкнуто , когда замкнуто его пересе
чение с любым симплексом триангуляции . :Каждое 
С .  п. является клеточпы.�� прострапство.м . Задание 
триангуляции равносильно заданию гомеоморфизма 
1 S l  -+ Х ,  где 1 S l - геометрич. реализация нек-рой 
си.мплициальпой схоtы .  С. п. наз . также с и м п л и ц и
а л ь н ы  м и к о м п л е к с а м и , с и м п л и  ц и а л ь
н ы м и р а з  б и е н и я м и .  С .  п .  являются объек
тами категории , морфизмами к-рой Х -+ У служат ото
бражения такие , что каждый симплекс триангуляции 
пространства Х Jrинейно отображается на нек-рый сим
плекс триангуляции пространства У. Морфизмы наз . 
также с и м п л и ц и а л ь н ы м и о т о б р а ж е н и
я м и .  А .  В .  Хохлов.  

СИМПЛИЦИАЛЬНЫЙ . КОМПЛЕКС - то же, что 
си.мплициальпое прострапство .  

СИМПЛИЦИАЛЬНЫЙ ОБЪЕКТ .. к а т е г о р и п '{f - произвольвый контра�;�ариантньш фунi,тор Х : 
L'1 -+  '{f (или, что то же самое, ковариантныii функтор 
Х : Дор -+ '{6) из категории L'i, объектами н-рой явля
ются упорядоченные множества [ n]= {0, 1 ,  . . . , n } ,  
n�O,  а морфизмами - неубывающие отображения t-t:  
f nl -+ [ т] .  :Ковариантный функтор X : L'i -+ '{6 (или , 
'!ТО то же самое , контравариантный функтор Х :  L'1 ор -+ 
-+ '{6) наз . к о с и м п л и  ц и а л ь н ы  м о б ъ е к
т о м категории '{f.  

Морфизмы 
бi = б? : [n - 1 1 -+ [ n l , O ";;;; i ";;;; n , 
а i �� aJ : [ n + 1 1  ___,. [ n 1 , О ";;;:; i ";;;:; n ,  

категории д ,  определенные формулами 
{ j если j < i , 

бJ ( j )  = )  .+' 1 . . 
l 1 , если J � L , 

. { j, еслп j ";;;:; i ,  
а7 ( 1 )  = . 1 . > . J - , если 1 -·- L ,  

порождают любоii морфизм категории L'i ,  так что С .  о .  
Х полностью определен ,  если для любого n�O аадан 
объект Х ( [ ni ) = Xn (наз . п-м с л о е м , или п-й к о м
и о н е н т о й, С .  о .  Х) и морфизмы 

di = X (б;) : Xn ___,. x n - 1 и s; = X (ai ) : Xп ---+ Xn - 1  
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(паз . соответственно о п е р  а т о р а м и г р  а н е й  и 
о п  е р а т о р а м  и в ы  р о ж � е н и я) . В случае,  
когда � является категориен структуризованных 
множеств , точки множества Х n наз . обычно п-м е р
н ы м и с и м п л е к с а м и С .  о .  Х . Отображения 
б; и О; удовлетворяют соотношениям 

б/iц = б;бj _ 1 ,  если i < j , l ap; = a;aj + 1 ,  если i � j ; . 
J б;аj _ 1 , если t < ] ,  J cr/J; = ) id , если � = i

.
или i = J + 1 .  

� б; - 1аj , если t > J + 1 ; 
причем любое соотношение между этими отображе
ниями является следствием соотношений ( *) . Это оз
начает , что С .  о .  Х можно отождествить с системой 
{Хт d; , s; } , состоящей из объектов X m n�O, кате
гории '(5 и морфизмов d;: Х " - Х " _ 1 , 0 -<:i -<:n, и 
s; : х" - X n + l •  0 -<:i -<:n,  удовлетворяющих соотно
шениям 

d;dj = dj _ 1d; , если i < j ; 
s;sj = sj + 1s; , если i .,;;;;} ;  

( sj _ 1d; , если i < j , 
d;sj = � id , если � = f . пли i = i -f- 1 , 

� sjd; _ 1 , если l > 1 + 1 .  

Аналогично, косимплициальныii объект Х можно 
рассматривать как систему {Х ,. , di, si } ,  состоящую из 
объектов Х", n�O (n - х  к о с л о е в) , и морфизмов di : 
xn -.l - xn ,  0 -<:i -<:n (о п е р  а т о р о в  к о г р  а н е й) , 
и s' : xn + 1 - xn , 0 -<:i -<:n (о п е р  а т о р о в  к о
в ы р о ж д е н  и я) , удовлетворяющих соотношениям 
(*) (в к-рых положено б;= di , a;= si ) .  

С и м п л и ц и а л ь н ы м  о т о б р а ж е н и е м t 
Х - У С. о. Х в С. о .  У (одной и той же категории �) 
паз . Произвольное иреобразование (морфизм) функ
тора Х :  � - � в функтор У: � - �. т. е. такая 
система морфизмов f" :  Х" - У,., n�O,  критерии � .  
что 

d;fn + 1 = f11d ; , O .,;;;; i .;;;;; n + 1 , 
s{fп= fп + 1s; , О .,;;;; i .,;;;; n . 

Симплициальные объекты категории � и их симплп
циальные отображения образуют категорию �о � .  

С и м п л и ц и а л ь н о й г о м о т о п и е i i  lt : f-:::,.g ,  
связывающей симплициальные отображенил f, g: Х -У 
симплициальных объектов категории С, наз .  тако(' 
семейство морфизов h; :  Х 11 - У" + 1 , 0 -<: i -<:n,  катего
рии �. что 

doho = fn; 
d11h11 = g11; 

hj _ 1d; , если 
djhj _ 1 , если 
hjd1 _ 1 , еели 

i < j ,  
i = f > о , 
i > 1 + 1 ; 

{ hj + 1 s; , еелп i .,;;;; j ,  s ·Jt · = 1 1 hjs; _ 1 , если i > j.  
На основе этого определения в категории �о � над 
произвольной категорией � можно воспроизвести по 
существу всю обычную теорию гомотопий. В случае 
категории множеств или топологич .  пространств функ
тор геометрич .  реализации (см . Си.мплициа.яьпое .мlю
жество) переводит эту <<симплициалыiую� теорию в 
обычную . 

П р  и м е р ы  С .  о . :  симплициальное множество ,  
симплициальное топологич. пространство ,  симплици
альное алгебраич . многообразие , симнлициальная груп
па , симплициальная абелева группа , симплициальная 
алгебра Ли,  симплициальное гладное многообразие 
и т. д .  

Каждая симплициальная абелева груnпа является цеп
ным комплексом с граничным оператором d= � (- 1 ) id; . 

Лит. : [ 1 ]  Г а б р и е л ь  П. , Ц и с м а н М. ,  Натегории час
тных и теории гомотопий, пер . с англ . ,  М. , 1 9 7 1 ; [2] М а у J . Р . , 
Simplicial obj ects in algebraic topology , Princeton, 1 96 7 ;  [3] L a
m о t k е К . ,  Semisimpl iziale algebraische Topologie,  B . 
(u. а . ] ,  1 9 68 .  С. Н. Ма.л.ыгип, М. М. Постпипов. 

СИМПСОНА ФОРМУЛА - частный случай Ньют о
на - Komeca �вадратур пой формулы , в к-рой берутся 
три узла :  

r ь ь - а [ 4 ( а+ ь )  J J a
f (x) dx � -6 f (a) + f -2- + f (b) . ( 1 )  

Пусть промежуток [ а ,  Ь] разбит на  n частичных про
межутков [х; ,  х ; + 1 ] ,  i= O ,  1 , 2 ,  . . .  , n- 1 , длины h= 
= ( b-a)ln , при этом n считается четным числом, и 
для вычисления интеграла по промежутку [x2k , x2k + 2] · использована квадратурная формула ( 1 ) : 

� :2k + 2 f (х) dx � � [f (x2k) +4f (x2k + 1 ) + f (x2k + 2) ] .  
2k 

Суммирование по k от О до п/2-1  левой и правой 
частей этого равенства приводит к составной С .  ф . :  

� : f (x) dx � � {f (a) + f (b) + 2 [f (x2) + f (x4) + . . .  

. . . +f (хп - 2) ] +4 [f (x1) +f (хз) + ·  · . +f (хп - 1) ] } , (2) 
где Xj= a+jlz , j = O ,  1 ,  2 ,  . . .  , п .  Квадратурную формулу 
(2) та.кжt:: называют С .  ф .  (без добавления слова со
ставная ) .  Алгебраич . степень точности квадратурной 
формулы ( 2) , как и формулы ( 1 ) ,  равна 3 .  

Если подинтегральная функция f (х) имеет непре
рывную производную 4-го порядка на [а , Ь] , то по
греmность R (/) квадратурной формулы (2) - разность 
между левой и правой частями приближенного ра
венства (2) - имеет представление 

R (/) = -��� h4fПV > ( s) , 

где 6 - пек-рая точка из промежутка [а , Ь] .  
С .  ф .  названа по имени Т .  Симлеона (Th . S impson ) , 

получившего ее в 1 743, хотя эта формула была из
вестна ранее , напр . Дж. Грегори ( J .  Gregory, 1 668) . 

И. П. Мысовспих. 
СИМСОНА ПРЯМАЯ - прямая, на к-рой лежат ос

нования перпендикуляров, опущенных :из произволь
ной точки Р окружности , описанной вокруг треуголь
ника , на его стороны . С. п. делит на две равные части 
отрезок , соединяющий точку Р с точкой пересечения 
высот треугольника . С .  п .  названа по имени Р .  Симсо
на (R . Simson) ,  хотя она впервые была указана ранее .  

А .  Б .  Ивапов. 
СИМУЛА (от англ . «SIMUlation LAnguage� . т . е .  

<<язык моделирования�) - название двух алгоритмич . 
языков,  разработанных на основе алгола в Норвежском 
вычислительном центре и неофициально различаемых 
как симула 1 и симула-67 . 

С и м у л а 1 - пробле.мпо-ор иептир овашtый яаып для 
моделирования систем с дискретными событиями 
(напр . , систем массового обслуживания) ,  разработан 
в 1964 .  Спецификация модели сопоставляет компо
нентам системы (клиентам, станкам, материалам и т. п . )  
п р  о ц е с с ы .  Процесс имеет атрибуты (структуру 
данных) и программу действий (алгоритм) . Модель 
работает по принципу к в а з и п а р а л л е л и з м а : 
в каждый момент активен только один процесс; ис
полняя свою программу, он может использовать свои 
и чужие атрибуты, порождать новые процессы, пла
нировать себе и другим процессам с о б ы т и я - но
вые фазы активности (применяя встроенное в язык 
понятие дискретного времени) , приостановить себя . 
Реализация С . 1  привела к разработке аJIГоритмич. 
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средств большой общности , позволяющих выравить СИНГУЛЯРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
также иные подходы к моделированию (и не только уравнение , содержащеЕ> пепомую фующпю под зна1шм 
дискретному) . Включение их в явык привело к со- весобетвенного интеграла в смысле главного значения 
зданию С . -67 . по Коши . В зависимости от размерности многооб-

С и м у л а - 6 7 определена как база для построе- разил , по к-рому распространены интегралы, разли
ния проблемво-ориевтироваввых языков . Ее влемев- чают одномервые и многомервые С. и. у . По сравнению 
тарные средства включают весь алгол-60 (с небольшими с теорией уравнений Фредrольма теория С .  и. у. яв
изменениями) , а механизм расширения основав на ляется более сложной .  Так , вапр . ,  теории одномерных 
концепции к л а с с а о б ъ е к т о в .  и многомерных С .  и .  у .  как в смысле формулировок 

Повятие объекта возникло из понятия процесса С . 1  окончательных результатов ,  так и применяемых для 
путем абстрагирования от сравнительно частвой орга- их установления методов значительно отличаются 
визации квазипараллельвого исполнения в термивах друг от друга . Теория одномерных С. и. у .  разработана 
дискретного времени . Оригинальные средства задания более полно, причем ее результаты формулируются 
программы и атрибутов объектов через описания клас- проще , чем авалогичные результаты в многомерном 
сов составляют главвое достижение С .-67 .  Особенно случае . Ниже в освовном будет рассмотрев одномервый 
важен привцип п р  е ф и  к с а ц и и к л а с с о м, по- случай.  
зволяющий включить в описание вового класса объ- Важным классом одномерных С .  и .  у .  являются 
ектов (вапр . ,  класса «студент») атрибуты и действия уравнения с ядром Коши : 
более общего класса (вапр . , «человек») . Префиксация 
нримевима и к блокам в смысле алгола ; такой б л о к а ( t ) q> (t ) +  ь �;> � г���) d• + � Г  k ( t , 1:) q> ('t) d• =  f ( t ) , 
с п р е ф и .к с о м получает «пролог» и «эпилог» из 
программы своего префикса , а также все его атрибуты t Е Г ,  (1 ) 
(перемеввые и процедур ы) .  Это позволяет оформить где а, ь, k, f _ известные функции , из к-рых k - ядро 
разработку проблемно-ориевтироваввого языка как Фредгольма (см . Интегральный оператор ) ,  <р - искоописание класса . В частности, поставив ирефиксом мая функция , г _  плоская линия , а несобствеввыii 
стандартвый класс SIMULATION ,  пользователь полу- интеграл понимается в с м ы  с л е г л а в н о г о чает доступ к средствам, энвивалевтвым средствам С .  1 з в а ч е в и я п 0 К 0 ш и ,  т .  е .  
( и  описанным через б а  в у) . 

Идеи С . -67 окавали большое влияние на позднейшие i 11' < 't) d• = lim i ��' ('t) d't ,  t Е г ,  языки программировавия . Повятие объекта как соче- J г 't - t 8 _,  0 J г8 't - t  тавия действий и данных привело к концепции а к
т о р а во многих явыках программирования задач 
искусственного интеллекта и повлияло на развитие 
концепции абстрактных типов данных . Непосредст
венно средствами С . -67 ,  помимо языков моделирования , 
описаны языки работы с бавами данных,  машинвой 
графики и т. д .  

С . -67 реаливована на  БЭСМ-6 и ЕС ЭВМ . 
Лит. : [ 1 ] Д а л О. И. ,  Н и г а р  д Н . , СИМУЛА - кзык 

д.чк программ:ированик и описаник систем с дискретными собы
тикми , пер . с анrл . ,  <<Алгоритмы и алгоритмические кзыкИ>> ,  
1 96 7 ,  в .  2 с .  3-72; [2] д а л У.  и.,  М ю р х а у г Б. , Н ю г  о р д 
К. , СИМУЛА-67  универсальный язык программировавик, пер . 
с авгл . , М . , 1 969 .  В. В. Ополън.ишн.ихов, С. Б .  Похровспий. 

СИНГУЛЯРВАН ФУНКЦИЯ - отличная от пос
тояввой непрерывная ограниченпой вар иации фующия , 
проивводвая к-рой почти всюду на рассматриваемом 
отревке равна нулю . С. ф .  входят в качестве слагаемых 
в Лебега разложение функций ограниченвой вариации . 
Напр . ,  всякая непрерывная функция ограниченвой 
вариации f (x) на отрезке [а , Ь] единственным обравом 
представима в виде суммы f (x) = <p (x) + r (.t) , где <р (х) 
абсолютно непрерывная функция, удовлетворяющая 
условию <р (а) = f (а) , а r (х) есть С .  ф. или тождественвый 
нуль . 

П р  и м е р . Пусть Х= [О , 1 ] .  Любое х Е Х  может быть 
представлево в виде � СХ>  a.i 

х = . -t· = O , а1, а2, . . . , 1= 1 3 

где ai= O,  1 или 2, t= 1 , 2 , . . .  При этом если х Е С, 
где С - �Санторово :м ножество , то ai= О или 2, i= 1 , 2 , 
. . . .  Пусть п= п (х) - первый индекс, при :к-ром an= 1 ;  
если таких индексов нет, то полагают п (х) = со .  Функ
ция 

является монотонвой С. ф .  
Лит. : [1 ] Л е б е г А . ,  Интегрирование и отыскание прими

тивных фуНКЦИй пер . с франц. , М.-Л. , 1 93 4 ;  [2] Н а т а н с о в 
И. П. , Теория ФУRкций вещественвой перемеввой, 3 изд . , М. , 
1 974 ;  [3] Х а  л м о m П . ,  Теория меры, пер.  с англ .J_ М . , 1 9 5 3 .  

В .  JrJ. ,  Го.л.убов. 

где Ге = Г"-.lе , le  обозначает дугу t ' t t"  линии Г такую, 
что длины дуг t t '  и tt" равны е . 

Оператор К, определяемы:ii: левой частью равенства 
( 1 ) ,  ваз . с и в г у л я р в ы  м о п е р а т о р о м (иног
да его ваз . о б щ и  м с и в г у л я р в ы  м о п  е р а
т о р о м) : 

K = al + ЬS + V ,  (2) 

где l - тождественвый оператор,  S - с и в г у л я р
в ы й и в т е г р а л ь в ы й о п е р а т о р (иногда 
его на в .  с и в г у л я р в ы м и в т е г р а л ь в ы м 
о п  е р а т о р о м с я д р о м К о ш и) , т .  е .  

1 � qJ ('t) (Sq>) ( t ) = --:- г--1 d> , tiJJГ ,  :JИ 't -
V - интегральный оператор с ядром k ( t ,  1:) .  

Оператор K0= al+ ЬS нав .  х а р а к т е р  и с т и
ч е с к о й ч а с т ь ю с и в г у л я р в о г о о п е
р а т о р а  К, или х а р а к т е р и с т и ч е с J{ И М  
с и в г у л я р в ы м о п е р а т о р о м ,  а у р а в н е
н и е 

a (t ) <p (t ) + ь�;> � г  :�1/ d• = f (t ) , t Е Г , (3)  
- характеристическим С. и. у . ,  функции а , Ь - ко::>ф
фициевтами соответствующего оператора или урав-· 
невия . 

Уравнение 
а (t ) • 1 • ( t ) - � (' ь ('t) 1Р ('t) d• + '1' :rtt J Г 't - t 

+ � г k (> , t ) '\' (>) d> = g (t ) , t Е Г , 

вав .  с о ю в в ы  м с у р а в в е в и е м ( 1 ) ,  а оператор 
K' = al+ SЬI+ V' ( V' - интегральный оператор с яд
ром k ('t ,  t) ) - с о ю в в ы  м с о п е р  а т о р о м  К . 
В частности, K�= al+ S ЬI явJrяется союзным с К0 • 

Операторы К, К0 , К' , К� или соответствующие и�1 
уравнения ваз .  в о р м а л ь в о г о т и п а, есJш 
функции 
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не обращаются в нуль нигде на Г .  В этом случае го
ворят также , что коэффициенты оператора или урав
нения удовлетворяют у с JI о в и ю н о р м а л ь н о
с т и .  

Пусть На (Г) ,  0 <а ..;;;:1 , - класс функций {/ } ,  оп
ределенных на Г и удовлетворяющих условию 

'rl (t l , t2 Е Г)  1 f (tt ) -f (t2) j ..;;;; const 1 t1- t2 ja . 
Когда предполагается, что функция f принадлежит 
классу Н а (Г )  при пек-ром допустимом значении а 
и не требуется знания численного значения а , то будет 
употребляться обозначение f Е Н (Г) или f E H, если из 
контекста ясно , о какой линии Г идет речь . 

Множество Н паз .  ф у  н к ц и о н а л ь н ы  м к л а с
с о м Г ё л ь  д е р  а ;  если f E H, то говорят , что f 
удовлетворяет условию Гёльдера или что f является 
Н-ф у н к ц и е й . 

Пусть G - комплекснозлачная непрерывная функ
ция, не обращающалсл в нуль на ориентированной 
замкнутой простой г лалкой линии Г ,  и 

1 х = 2Л [arg G ( t ) Jг , (4) 
где [ lг обозначает приращение функции, заключен
ной в скобках , при однократном обходе линии Г в 
положительном направлении . Целое число х паз .  
и н д е к с о м ф у н к ц и и G: x= indG . 

Решение характеристического и союзного с ним 
С. и. у. Пусть Г - простал замкнутая , ориентирован
ная гладкал линия, на к-рой положительное направ
ление выбрано так , что оно оставляет конечную область 
с границей Г слева, начало координат лежит в этой 
области и а, Ь , f Е Н (Г) , причем а, Ь удовлетворяют 
условию нормальности . Пусть , далее х определено 
равенством (4) , в к-ром 

G = � . (5) а + Ь  
Тогда справедливы следующие утверждения. 

1 )  Если х;;;;,О ,  то уравнение (3) разрешимо в классе 
Н (Г )  при любой правой части t E H (Г ) и все его Н
решения представляютел (см . [ 1 ) ,  [2] )  формулой 

где 

m (/) = а (t )  f (t ) - ь,. (t)  00 ( t) (' 1 ('t) dт + 'У * :rti .) г (/) ('t) ('t - t) 

+ ь. (t )  ro (t )  Px-t ( t ) , (6) 

а Ь а". = а• - ь• ' ь. = а' - Ь' ' 
х 

ro ( t ) = t - т  У а2 ( t ) - b2 (t ) ехр [ 2�i � г ln [,;��� (,;) ] dт J , 
рх-1- произвольвый многочлен степени х-1 (р - 1= 
= 0) . Если х <О, то уравнение (3) разрешимо в классе 
Н (Г) тогда и только тогда ,  когда правая часть f удов
�етворлет условиям 

(' t k  .) г oo (t) f ( t ) dt = O , k = O ,  1 ,  . . .  , - х - 1 .  
При соблюдении этих условий уравнение (3) имеет 
единственное Н-решение , определяемое формулой (6) ,  
в к-рой Px-t= O . 

2) Союзное с (3) С. и. у. 

а (t ) 'Ф (t) - �i �г ь <�>-� ('t) dт = g (t ) , t Е Г ,  (7) 

разрешимо в классе Н при любой правой части g E  Н (Г ) ,  
если х ..;;;:О,  н все его  Н-решения представляютел 
формулой 

'Ф (t) = а* ( t ) g (t ) +  

+ __ 1_ (' оо (,;) ь,. (t) g ('t) d 
+ 

Р-х-1 ( t) 
nioo (t)  .) г  ,; - t т оо ( t) • (8) 

Е сли ж е  х >О ,  то уравнение (7) разрешимо тогда и 
только тогда , ногда правая часть g удовлетворяет х 
условиям: 

� г tkb". (t ) ro ( t )  g ( t ) dt = O , k = O , 1 ,  . . . , х - 1 ,  
при соблюдении к-рых решение дается формулой (8) , 
где нужно положить P -x-t= O . 

Теоремы Нётера. Пусть v и v' - числа линейно 
независимых решений однородных уравнений K�tp = O  
и К�ф = О  соответственно . Тогда разность v-v' паз .  
и н д е к с о м о п е р а т о р а К0 или у р а в н е н и л 
K0tp = O : 

ind K0 = v - v' .  

Т е о р е м а 1 .  Однородные С .  и .  у. K0tp= O и K�'ljJ= O 
имеют конечное число линейно независимых решений. 

Т е о р е м а 2. Необходимые и достаточные уеловил 
разрешимости леоднородного уравнения (3) заклю
чаютел в том, что 

� г f (t) '\jJj (t) dt = O ,  j = 1 ,  2 ,  . . . , v ' ,  

где Фн . . .  , Ф v · - полная система линейно независи
мых решений союзного однородного уравнения К�ф= О. 

Т е о р е м  а 3 .  Индекс оператора К0 равен индексу 
функции G, определяемой равенством (5) ,  т .  е .  

. d К 1 [ а - Ь J ш 0 = 2л arg а + Ь г .  (9) 
Эти теоремы остаются в силе и в случае общего 

С . и .  у. ( 1 ) ,  то есть в сформулированных теоремах 
операторы К0, К� можно заменить операторами К, К' . 
Надо только иметь в виду, что в случае общих С .  и .  у. 
числа v и v ' ,  вообще говоря, оба отличны от нуля,  в 
отличие от характеристических С .  и .  у . ,  когда одно 
из этих чисел обязательно равно нулю . 

Теоремы 1 -3 паз . т е о р е м  а м и Н ё т е р а , в 
честь Ф .  Нётера (F. Noether) , впервые доказавшего их 
[ 9) в случае одномерного С .  и. у. с Гильберта ядр ом :  

b (s) (' :rt t - s а (s)  tp (s) + "'"'2n .)  - n QJ (t ) ctg 2 dt + 

+ � ::rt k (s , t) tp (t ) dt = f (s) , - n ..;;;; s ..;;;; n . (10) 

Эти теоремы аналогичны теоремам Фредгольма (см. 
Фредго.л.ь.ма уравпепие) и отличаютел от них только тем, 
что числа линейно независимых решений однородного 
уравнения и союзного с ним уравнения, вообще го
воря , различны , т .  е. тогда как индекс уравнения 
Фредгольма всегда равен нулю , С. и. у. может иметь 
отличный от нуля индекс . 

Формулы (6) , (8) так же , как теоремы Нётера ,  ос
таются в силе и в случае , когда Г= U Г k состоит из 
конечного числа гладких взаимонепересекающихсл 
замкнутых линий. В этом случае в равенстве (4) символ 
[ lг обозначает сумму приращений выражения, за
ключенного в скобках при обходе отдельных линий Гk .  
Случай же , когда Г - конечная совокупность гладких 
разомкнутых взаимонепересекающихся линий (Г= 
= U Гk) , требует специального рассмотрения.  

Если функция tp является Н -функцией внутри каж
дой из вакрытой части линий Гk ,  не содержащей концов 
этой линии, вблизи же любого конца с представима в 
виде tp (t) = tp* (t) i t-c l -a,  O <:a= const < 1 ,  где <р * яв
ляется Н-функцией в окрестности с ,  включал с ,  то 
говорят, что tp п р и в а д л е ж и т к л а с с у Н* . 
Если а, Ь Е Н, f , g E H* и решения уравнений (3) , (7) 
разыскиваютел в классе Н* , то можно так определить 
число х и функцию ro , что и в этом случае остаются 
в силе формулы (6) ,  (8) . Далее, если соответствующим 
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образом определить подклассы класса Н* , в 1{-рых 
разыскиваются решения данного и союзного с ним 
С. и .  у. , то остаются в силе и теоремы Нётера (см. [ 1 ] ) .  

Указанные выше результаты обобщены в различных 
направлениях . Показано (см . [ 1 ] ) ,  что при нек-рых 
условиях они остаются справедливыми и в случае 
кусочно гладкой линии Г (т . е. когда Г-объединение 
конечного числа гладких разомкнутых дуг , к-рые 
могут попарно пересекаться только по своим концам) . 
С .  и .  у. исследованы также в функциональных про
странствах Лебега Lр (Г) и Lр (Г ,  р) , где р >1 ,  а р 
нек-рый вес (см. [4] - [7 ] ) .  В работах [4] - [6 ]  при
ведены результаты , к-рые непосредственно обобщают 
выше сформулированные утверждения . 

Пусть уравнение простой спрямляемой линии Г 
есп t= t (s) , O ...;:s ...;:y ,  где s - дуга этой линии , отсчи
тываемая от нек-рой фиксированной точки на ней, 
у - длина Г .  Говорят, что функция f , определенная 
на Г, почти ваюду конечна , измерима , интегрируема 
и т. д. , если функция f (t (s) ) на сегменте [0 ,  у] обладает 
соответствующим свойством . Интеграл Лебега от f 
на Г определяют равенством 

�Г f ( t ) dt = �� f ( t  (s) ) t ' (s) ds . 

Через Lp (Г) обозначается множество измеримых 
на Г функций таких , что 1 ! / Р интегрируема на Г . Функ
циональный класс Lp (Г ) ,  р � 1 ,  преврашаетсл в бана
хово пространство,  если норму элемента f определить 
равенством 

1 1  f /1 = О Г / t  / Р ds) 1 1 Р .  

Если в уравнениях (3) , (7) , в к-рых равенства со
бJiюдаются почти всюду, коэффициенты а, Ь непрерывны 
и удовлетворяют условию нормальности, /, g E Lp (Г) , 
р >1 ,  то остаются в силе утверждения 1 ) и 2) , если в 
них класс Н заменить классом Lp (Г) , р > 1 .  Далее , 
если решения уравнения Kff!=f, где оператор К имеет 
вид (2) , разыскиваются в банаховом пространстве 
L Р (Г) , р >1 ,  а решения союзного однородного с ним 
уравнения K''ljJ= O - в пространстве L p ' (Г ) ,  rде р ' = 
= p l (р -1 ) ,  то остаются в силе и теоремы Нётера , при
че�r V может быть любым вполне непрерывным опе
ратором в Lр (Г) . 

Когда Г является конечной совокупностью разомк
нутых линий или Г замкнута , но коэффициенты С .  и. у. 
терпят разрывы, то решения уравнений часто разыски
ваются в весовых функциональных пространствах 
Lр (Г , р) , р >1  U E Lp (Г , р) <:=>р/ Е Lр (Г) ) .  При опре
деленных условиях относительно весовой функции р 
остаются справедливыми результаты , аналогичные вы
шеприведенным. 

Задача регуллризации. Одной из основных задач, 
возникающих при построении теории С. и. у . ,  явля
ется задача регуляризации , т. е. задача приведения 
С .  и .  у. к уравнению Фредгольма . 

Пусть Е и Е1 - банаховы пространства , к-рые могут 
и совпадать , А - линейный ограниченный оператор 
А :  Е -+ Е 1 • Ограниченный оператор В паз . л е в ы м 
р е г у л л р и з а т о р о м о п е р а т о р а А , если 
BA = I+ V, где I, V - тождественный и вполне непре
рывный операторы в Е . Если уравнения А ff!= f и В А ff!= 
= В! эквивалентны , каков бы ни был элемент f E E1 , 
то В наз .  л е в ы м э к в и в а л е н т н ы м р е г у
л я р и з а т о р о м о п е р а т о р а А . Ограничен
ный оператор В наз . п р  а в ы  м р е г у л л р и з  а
т о р о м  о п е р а т о р а  А , если A B = I1+ V1 ,  где 
!1 , V1 - тождественный и вполне непрерывный опе
раторы в Е1 соответственно . Если при любом f E E1 
уравнения А ff!= f и А B'ljJ= f одновременно разрешимы 
ПJIИ нераарешимы, причем в CJi yчae разрешимости 

между их решениями существует связь qJ=B'IjJ, то В 
паз . п р а в ы м э к в и в а л е н т н ы м р е г у л я
р и з а т о р о м о п е р а т о р а А .  Если В является 
одновременно левым и правым регуллриаатСJром опе
ратора А ,  то его наз . д в у с т о р о н н и м р е  г у
л л р и з а т о р о м, или просто р е г у л л р и з а
т о р о м,  о п е р а т о р а А .  Говорят, что оператор А 
д о п у с к а е т р е г у л л р и з а ц и ю л е в у ю ,  
п р а в у ю ,  д в у с т о р о н н ю ю ,  э к в и в а л е н т
н у ю, если существует его регуллризатор (соот
ветственно левый, правый, двусторонний, эквивалент
ный) .  

Пусть К - оператор , определяемый равенством (2) , 
где Г- замкнутал простал гладкал линия , а, Ь суть 
Н-функции (или непрерывные функции) , удовлетво
ряющие условию нормальности, V - вполне непрерыв
ный оператор в пространстве Lр (Г) , р >1 .  Тогда в 
этом последнем пространстве оператор К имеет бес
численное множество регуллризаторов,  среди к-рых 
находится , на пр . ,  оператор 

а 
l Ь М = li2=Ь2 - а• - Ь• S . 

Для того чтобы оператор К допускал левую эквива
лентную регуляризацию, необходимо и достаточно, 
чтобы индекс х оператора К был неотрицательным [7 ] . 
В качестве эквивалентного левого регуллризатора 
можно язлть оператор М. Если х <О,  то оператор К до
пускает правую эквивалентную регуллризацию, к-рую 
можно осуществить с помощью оператора М (см. [ 1 ] ) . 

Системы С. и. у. Если в ( 1 )  а, Ь ,  k - квадратные 
матрицы п-го порядка,  рассматриваемые как матрицы 
линейных иреобразований искомого вектора qJ= ((jJ1 ,  
. . .  , (jJ п) ,  а /= (!1 ,  • • •  , fп) - известный вектор,  т о  ( 1 )  
наз .  системой С .  и .  у .  Система (1 ) наз . нормального 
типа , если матрицы А = а+ Ь и В = а- Ь  неособенные 
на Г ,  то есть V (t E Г) detA =;t=O,  detB =;t=O. 

Теоремы Нётера остаются в силе для системы С .  и .  у.  
в классе Н (см.  [ 1 ] ,  [ 3] )  и обобщаются на случай функ
циональных пространств Лебега (см. [4] , [ 5] ) .  В отли
чие от одного уравнения характеристич. системы С .  
и .  у .  в общем случае не решаются в квадратурах ,  но 
для вычисления индекса и в этом случаен айдена (см . 
[ 1 ] ) формула,  аналогичная формуле (9 ) :  

ind К = -,/- [ arg det А - 1  В ]г . � :rt  
В случае системы С. и. у .  задачи регуллризации (см. 

[ 3] ) аналогичны задачам регуляризации для одного 
с . и .  у. 

В различных постановках исследованы как одно 
С .  и .  у. , так и их системы , когда нарушаются условия 
нормальности (см. [ 1 1 ] и указанную там библиогра
фию) . 

Многомерные С. и. у. Так называются уравнения впда 

a ( t ) qJ ( t ) +  � г g (��.�) (jJ (т) dт+ (VqJ) ( t ) = / ( t ) , t Е Г , 

(Щ 
где Г - область евклидова пространства Е т ,  т >1 ; 
Г может быть конечной ИJIИ бесконечной, в частности 
может совпасть с Е т; t, т - точки пространства Е гл .  
r= / t -тj ,  tt= (т-t) lr ,  dт - элемент объема в про
странстве Е т . V - вполне непрерывный оператор в 
банаховом функциональном пространстве , в к-ром 
ищется решение qJ; а, g - заданные функции ; несоб
етвенный сингуллрныii интеграл понимается в смысле 
главного значения , т. е .  

1 (jJ (т) g (t , �) dт = l im r (jJ (т) g ( t ,  �) dт · (12) J г  rт е -;.  0 J Г'- { r < е} rm ' 
точна t паз .  п о  л ю с  о м, функция g (t ,  tt) - х а  р а к
т е р и с т и к о й, фушщин (jJ - 11 л о т н о с т ь ю сип-
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гуляриого интеграла  ( 1 2) .  П редел в равенстве ( 1 1 ) ,  интегралов и применил е е  к решению одного класса 
как правило ,  не существует ,  е с л и  не выполняется С. и. у .  В этом направлении фундаментальное неследо-
условие вание принадлежит Ж .  Жиро ( G .  Giraud ,  1 934) , дока

(13) 

где и - единичная сфера с центром 
динат . Поэтому условие ( 13) всегда 
выполненным.  

завшему справедливость теорем Фредгольма для нек
рых классов многомерных С. и. у . на ляпуновених 
мноrообразиях.  

в начале коор- Лит. : [ 1 ]  м у с х е л и m в и л и Н.  и. , Сингулярные ин
предполагается тегральные уравнения ,  3 изд. , М. 1 9 68 ;  [2] Г а х  о в Ф. д. , 

Краевые задачи , 3 изд. ,  М . ,  1 977 ; (3] В е к у а Н. П. , Системы 
сингулярных интегральных 11Щвнений и некоторые граничные 
задачи ,  2 изд. , М. , 1 97 0;. [4] Х в е д е л и д з е Б .  В . ,  е<Тр. 
Тбилисск . матем. ин-та An Груз. ССР», 1 956 ,  т .  23, с. 3 - 1 5 8 ;  
[5] д а н и л ю к и. И. , Нерегулярные граничные задачи на 
плоскости , м. , 1 9 7 5 ;  [6] Г о х  б е р  г И .  ц. , Н р у п н и  к н . ,  
Введение в теорию одномерных сингулярных интегральных опе
раторов , Ниш. , 1 9 7 3 ;  [7] М и х  л и н С. Г. , Многомерные син
гулярные интегралы и интегральные уравнения ,  М. , 1 9 6 2 ;  [8] 
Б и ц а д з е А. В. , Н раевые задачи для еллиптических уравне
ний второго порядка,  М , 1966

j
· [9]  N о е t h е r F . , «Math. Ann. >> ,  

1 921 , Bd 82 ,  S.  42-63; [1 0 С а r 1 е m а n Т . , «Arkiv mat. , 
astron. och fyS. >> , 1 922 ,  Bd 1 6 ,  М 26 ,  S. 1 - 1 9 ;  [ 1 1 ]  П р  е с д о р ф 
3 . ,  Некоторые классы сингулярных уравнений ,  пер . с нем. , 
М. , 1 97 9 .  А. В .  Бицадае , Б .  В .  Хведелидае. 

В теории многомерных С. и. у. важную роль играет 
понятие символа сингулирного оператора А ,  к-рый 
строится с помощью функций а, g , причем по данно
му символу сингулирный оператор восстанавливает
ся с точностыо до вполне непрерывного слагаемо
го. Композиции сингулярных операторов соответству
ет произведение их символов . Доказано [ 7 ] ,  что при 
нек-рых ограничениях уравнение ( 1 1 ) допускает ре
гуляризацию в пространстве Lp, р >1 ,  тогда и толь
ко тогда , когда модуль его символа имеет положи
тельную нижнюю грань и в этом случае справед
ливы теоремы Фредгольма . 

Историческая справка. Исследование одномерных 
С. и. у. бьrло начато почти одновременно с построением 
теории Фредго.лъжа уравпепия в работах Д .  Гильберта 
(D .  Hilbert) и А. Пуанкаре (А. Poincare) . В одном 
частном случае С. и .  у. с ядром Коши было рассмо
трено гораздо раньше в докторской диссертации 
Ю. В .  Сохоцкого, опубликованной в Петербурге в 
1873;  однако это исследование осталось незамеченным . 

Основополагающие результаты по построению об
щей теории уравнения ( 1 ) ,  (10) были получены в нач. 
20-х гг . 20 в. Ф. Нётером [9] и Т. Rарлеманом [ 10] . 
Ф .  Нётер впервые ввел понятие индекса и доказал 
сформулированные выше теоремы 1 -3 с помощью 
применепил способа левой регуляризации . Этот спо
соб впервые был указан (в различных частных случаях) 
А. Пуанкаре и Д .  Гильбертом, но в общем виде оп 
появляется именно у Ф . Нётера . Основным моментом в 
реализации упомянутого способа является применевне 
формулы перестановки (композиции) в повторных 
сингулирных интервалах в смысле главного значения 
по 1\оши (Пуаппаре - Вер трапа форжу.ла) . Т. Кар
лемаи для нек-рых частных классов уравнения (3) 
дал основную идею метода редукции этого уравне
ния к следующей грапичпой аадаче теории  апа.лити
чеспuх фуппций (з а д а ч а л и н е й: н о г о с о п р я
ж е н и я, см. [ 1 ] ) :  

Ф + ( t ) = G ( t ) Ф - (t ) + g (t ) , t Е Г ,  
и указал путь построения явного решения . Т .  Кар
леману и И .  Н .  Векуа принадлежит способ регуляри
зации уравнения (1) с привлечением решения характе
ристич . уравнения (3) .  

Большое теоретическое и прикладвое значение С .  и .  у .  
особенпо проявилось с кон . 30-х гг . в связи с решением 
нек-рых весьма важных задач механики сплошной 
среды (теории упругости , гидро- и аэромеханики и 
др . )  и теоретич . физики . Теория одномерных С. и .  у .  
была значительно продвинута в 40-х гг . и получила в 
определенном смысле законченный вид в трудах со
ветских математиков . Изложение такой теории одно
мерных С . .и. у. в гёльдеровых классах функций дано 
в монографии одного из создателей этой теории 
Н .  И .  Мусхелишвили (см. [ 1 ] ) .  Эта монография стиму
лировала научные исследования и в пек-рых других 
наnравлениях , напр .  в теории С. и. у . ,  не удовлетворя
ющих условию нормальности по Хаусдорфу,  С .  и .  у. с 
недиагональными особенностями (со смещениями) , урав
нений Винера - Хопфа , многомерных С .  и .  у. и т .  д. 

Первые исследования по многомерным С .  и .  у .  при
надлежат Ф . Трикоми (F .  Tгicomi , 1928) , к-рыii уста
новил формулу перестановки двумерных сив:гулярных 

СИНГУ ЛЯРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ - распределе
ние вероятностей в IR.n , сосредоточенное на множестве 
нулевой меры Лебега и приписывающее каждому 
одноточечному множеству нулевую вероятность . 

На прямой IR1 определение С .  р .  эквивалентно сле
дующему: распределение с и н г у л я р н о ,  если со
ответствующая функция распределения непрерывна, 
а ее множество точек роста имеет нулевую меру Ле
бега . 

Примером С .  р .  на прямой может служить распреде
ление ,  сосредоточенное на канторовом множестве , 
т . н. к а н т о р о в  о р а с п  р е  д е л е н и е ,  к-рое 
можно описать следующим образом. Пусть Х1 , Х 2 , 
. . . - последовательность независимых случайных ве
личин, каждая из к-рых принимает значения О и 1 с 
вероятностями 1/2 • Тогда случайная величина 

� QD  1 
Y = 2 �i = ' -;i x1 

имеет канторово распределение , и его  характеристич . 
функция равна 

, ( t ) = ii/ 2 п� cos _t_ . 
J = ' 3 /  

Пример С .  р .  в IR. n  (n;;;;, 2) - равномерное распреде
ление на сфере положительного радиуса . 

Свертка двух С .  р .  может быть либо сингулярной, 
либо абсолютно непрерывной , либо представлить со
бой смесь сингулирного и абсолютно непрерывного 
распределений.  

Любое вероятностное распределение Р может быть 
единственным образом представлено в виде 

Р = а1Р а+ а2Р а+ а3Р s •  
где Р d - дискретное , Р а - абсолютно непрерывное , 
а P s - С .  р . , ai;;;;,O ,  al+ a2+ a3= 1  (р а з  л о ж е н и е 
Л е б е г а) . 

Иногда сингулярность понимается в более широком 
смысле: вероятностное распределение F является С. р .  
п о  отношению к мере Р , если оно сосредоточено на 
множестве N таком, что P {N}= O .  При таком опреде
лении каждое дискретное распределение является С. р .  
п о  отношению к мере Лебега . 

По поводу сингулирных функций множеств см . 
также А бсо.лютпая пепрер ывпость функции множества . 

Лит. : [ 1 ] П р  о х  о р о в  Ю . в . 1  Р о з  а н о в Ю . А . , Тео
рия вероятностей, 2 изд. , М . ,  1 9 7 3 ;  t2] Ф е л л е р В . ,  Введение 
в теорию вероятностей и ее приложения, пер .  с англ. ,  2 изд. , 
т. 2 ,  М . ,  1 9 6 7 .  В .  Г. Ушапов. 

СИНГУ ЛЯРНЫЕ ГОМОЛОГИИ - гомологии , опре
деляемые исходя из сингулирных симплексов тололо
гич . пространства Х таким же образом , как обычные 
(симплициальные) гомологии (и когомологии) полиэд
ра - исходя из линейных симnлексов . Под с и в г у-
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л я р н ы м с и м п л е к с о м an понимается непре
рывное отображение п-мерного стандартного c u .1! n
лer;ca /'.." в Х ,  причем образ а" обычно ваз .  н о с и т е
л е м an и обо:шачаетсл l a" l .  С и и г у л л р и ы е 
ц е п и - это формальные линейные комбинации син
гулирных симплексов коэффициентами в абелевой 
группе G. Они образуют группу Sn (Х ; G) , изоморфную 
прямой сумме групп G0n= G  (по всем а") . Группы 
цепей объединяютел в сингулирный цеппой комплекс 
S* (X ;  G) с граничным гомоморфизмом д: Sп (Х ; G) -+ 
-+ Sn - 1 (Х ; G) , определяемым соотношением 

да" = �i (-1 )i а7-1 , 

где cr?- 1 - композиция с cr" стандартного наложения 
!'..n - 1  на i-ю грань /'..n .  Как обычно, циклами считаютел 
цепи , принадлежащие ядру,  а границами - цепи, 
содержащиеся в образе д" . Группа п-мерных сингу
лирных гомологий Н� (Х ; G) определяется как фак
торгруппа группы п-мерных циклов по подгруппе 
границ. 

Е сли А сХ'  ТО группы н� (А ;  G) определлютс� 
подкомплексом в S* (Х;  G) , состоящим из всех цепеи 
с носителями в А , а группы пары Н� (Х , А ;  G) - со
ответствующим факторкомuлексом . Имеет место точная 
гомологич . последовательность 

. . .  -- Н� (А; G) --->- Н� (Х; G) --->- Н� (Х , А; G) � 
-->- Н�- 1 (А; G) -->- . . • , 

лвллющалсл ковариантным функтором на категории 
пар (Х ,  А )  топологич. пространств и их непрерывных 
отображений. 

Гомоморфизм 6 определяется границей в Х цикла 
пары (Х ,  А ) ,  представллющего соответствующий эле
мент из Н� (Х , А ;  G) .  С. г . - гомологии с компакт
ными носителями в том смысле , что группы Х равны 
прлмому пределу гомологий компактных СсХ .  

С и н г у л л р н ы е к о г о м о л о г и и определя
ютел дуальным образом. Комплекс коцепей S* (Х ;  G) 
определяется как комплекс гомоморфизмов в G комп
лекса целочисленных сингулирных цепей S* (Х ;  Z ) .  
Менее формально, к о ц е п и - это функции � .  опре
деленные на сингулирных симплексах и принимающие 
значения в G, а кограничный гомоморфизм d определя
ется формулой 

(d�) (a" + I )  = � i (-1 )i � (а7 ) . 

Сингулирные когомологни Н� (Х ;  G) - это фактор
группы групп п-мерных к о ц и к л о в (ядер d) по 
подгруппам к о г р а н и ц (образов d) . Когомологни 
подпространства А совпадают с когомологнями огра
ничения S* (Х ;  G) на А ,  в 'ТО время как когомологни 
пары Н� (Х ,  А ; G) - с подкомплексом в S* (Х ;  G) , 
состоящим из всех коцепей, обращающихсл в пуль па 
сингулирных симплексах из А .  Имеет место точная 
последовательность 

. . .  --->- Н� (Х , А; G) --->- Н� (Х ; G) ---... 
-+ Н� (А; G) � H�+ l  (Х , А; G) __,. . . .  , 

лвллющалсл контравариантным функтором (Х , А ) . 
Отображение 6 определяется кограницей в Х коцикла 
из А , представллющего нужный элемент Н� (А ; G ) .  

Гомологии и когомологни с козффициентами в про
извольной группе G могут быть выражены через цело
численные гомологии с помощью формул универсаль
ных козффициентов . Когомологни с коэффициентами в 
группе G связаны с целочисленными когомологнями 
формулами универсальных коэффициентов только для 
конечно порождепных групп G .  

В категории полиэдроn сингуляриал теория экви
валентна симплициальпой (а также ютеточнui1) .  Этюt 
обычно устанавливается тоrюлогич .  инвариантность 
последних. Однако значение групп С. г. этим не ис
черпывается . Имел простое описание , они примепимы 
в достаточно широких категориях топологич . прост
рапств , гомотопически инвариаптны . Естественные 
связи с теорией гомотопий делают сигнулирную теорию 
незаменимой в гомотопич . топологии . 

Однако, хотя группы С .  г .  определены для любых 
топологич: . пространств без каких-либо ограничений, 
их примепепие оправдано лишь при существенных 
ограничениях типа локальной стягиваемости или 
гомологической локальной связности. Сингулирные 
цепи, будучи по своей природе <<слишком>> линейно 
связными , не несут в себе информацию о «непрерывных� 
циклах , если они не являютел <<достаточно>> линейно 
связными . Возможны и другие <<аномалию> (напр . ,  
гомологии компактных подпространств евклидона про
странства могут отличаться от пуля в сколь угодно 
высоких размерностях,  гомологии и когомологни пары 
(Х , А )  могут неизоморфно отображаться при отобра
жении Х па факторпространство Х 1 А , отвечающее замк
нутому подмножеству А сХ ,  и т. п . ) .  Поэтому в общих 
категориях топологич. пространств вместо сипгуллр
пых обычно используютел когомологни Александро
ва - Чеха и ассоциированные с ними гомологии. Эти 
теории свободны от указанных недостатков и совпа
дают с сингулирпой веяний раз ,  когда ее применепие 
не вызывает сомнений. 

Лит . :  [1 ] д о л ь  д А . , Ленции по алгебраичесной тополо
гии , пер. с англ. , М. , 1 97 6 ;  [2] М а с с и У. , Теория гомологий 
и ногомологий, пер . с англ . ,  М . , 1 98 1 , гл .  8-9 ;  [3] С н л л р е  н
н о Е. Г. , «Успехи матем. наую>, 1 97 9 ,  т .  34 , в .  6, с .  90-1 1 8 ;  
[4] М а s s е у w . ,  Singular homology theory , N.  У. , 1 980 .  

Е .  Г. С п.л.я  реп по. 

СИНГУ ЛЯРНЫИ ИНТЕГРАЛ - интеграл 

In (f , х) = � : / ( t ) Фп ( t , х) dt 

с особенностью в точке х , определенный для интегри
руемой па [ а , Ь] функции j (х) , ядро к-рого Фп ( t ,  х) 
удовлетворяет условиям: для любого 6 > О  и произ
вольного интервала [а , � ]с [а ,  Ь] 

п 

lim 1 Фп ( t ,  х) dt = i , (1 ) 
n -+  «> j (а, Ь] n (х - 6 ,  Х + 6] 

lim 1 Фп ( t , х) dt = 0 (2 ) 
n -+  00 j [а: , (3] - [х - 6.,  х+ 6] 

vrai max 1 Фп ( t ,  х) 1 � Ф , (о ) , (3) 
t E  [а, х - 6] U [х + 6 ,  Ь] 

причем Фх (6) зависит только от 6 и х и не зависит от n .  
Если уеловил (1 ) ,  (2) и (3) выполнюотел равномерно 
на х-�шожестве Ес[а ,  Ь] , то интеграл In (f , х) паз . 
р а в н о м е р п о с и н г у л л р п ы м па  Е . Наи
более изучены свойства т .  п. положительных ядер 
(Фп (t , х)�О) ,  Дирихле ядер 

ядер Фейера 

. 2n + 1 sш --2- ( t - x) 
Dn ( t , х) = ---=---;-t --x-. -2 sin -2-

sin2 n+ 1 ( t - x) 2 F n ( t ' х) = -------,1;--х:::- ' 2 (n + 1 )  sin' 2 

ядер Пуассона - Абеля 

р ( t  х) - 1 - r' О .;;:: < 1 r ' - 2 [ 1 - 2 cos ( t - x) + r'] ' � r ' 
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ядер,  порожденных различными 
в а н и я  ортогональных разложений 
ным полиномам . 

методами суммиро- формул и т. п. С другой стороны , для формальных 
по ортонормирован- языков с ограниченными выразительными возможно

Понятие «С . и . >> введено А .  Лебегом [ 1 ] , указавшим 
на его важность при исследовании вопросов сходи
мости . Так , к исследованию сходимости С. и. приводят 
вопросы сходимости и суммируемости тригонометрич. 
рядов Фурье , рядов по ортогональным многочленам, 
а также ра:шожений по общим ортогональным систе
мам. 

А .  Лебегом был установлен критерий сходимости 
С. и. для непрерывных функций f (х) с ограниченной 
вариацией. Д .  R. Фаддеев [ 2) установил необходимые 
и достаточные условия для сходимости С .  и в точках 
Лебега суммируемой функции f (х) . Так как данные 
А Лебегом и Д .  R .  Фаддеевым условия сходимости 
С. и .  трудно провернемы для конкретных С. и . ,  то 
целый ряд работ был посвящен отысканию эффектив
ных достаточных условий сходимости С. и. как в от
дельных точках , так и для равномерной сходимости. 
Для сходимости С .  и .  в точках непрерывности до
статочна ограниченность нормы оператора 1 n (/, х) , 
т .  е .  ограниченность интеграла 

�� \ Фп (t ,  х) \ dt ,  

а для сходимости в точках Лебега необходимо сущест
вование т .  н. «Горбатой мажоранты» для ядра Фп (t ,  х) ,  
т .  е .  такой интегрируемой функции '1' n (t , х);;;,:О ,  к-рая 
монотонно возрастает на [а ,  х) ,  монотонно убывает 
на (х,  Ь] и для почти всех t Е [а ,  Ь] 

1 Фп (t ,  х) j .;;;; '1' n ( t , х ) ,  
причем 

�� 'l'п (t , x) dt = 0 (1 ) .  

Лит . :  [1 ] L е Ь е s q u е Н . ,  <<Ann . Fac. sci . Univ .  Tou\ou
se» , 1 909 ,  v. 1 ,  р. 25-1 1 7 ;  [2] Ф а  д д е е в д. R . , «Матем. сб.», 
1 936 ,  т. 1 ,  с. 3 5 1 -6 8 ;  [3] R о р о в  н и и П. п. , Линейные опе
р аторы и теории приближений,  М . ,  1 95 9 ;  [4] Н а т а н с о н 
И П. t Теория функций веществеиной перемеииой, 3 изд. , М. , 
1 9 7 4 ;  5] А л е н с и ч Г . ,  Проблемы сходимости ортогональных 
рядов, пер . с аигл . , М . ,  1 963j [6] Е ф и  м о в А. В. , <<Изв. АН 
СССР. Сер. матем.», 1 960 ,  т. 2�>,  в .  5 ,  с. 743-56 ; [7] Т е л я н о
в с н и й С. А . ,  там же, 1 96 4 , т. 28, в .  6, с. 1 209-36. 

А .  В. Ефи.мов. 
СИНТАКСИС в м а т е м а т и ч е с к о й  л о г и

к е - описание и изучение формальной аксиоматич. 
теории как чисто знаковой системы (в отличие от 
семаптики , исследующей смысл и содержание объек
тов формальной теории) . Различие между С. и семан
тикой особенно существенно в основаниях математики, 
когда научаются формальные теории, семантика к-рых 
интуитивно недостаточно ясна . В этом слу>�ае описание 
и исследование С. формальной теории часто может 
быть осуществлено гораздо более надежными и инту
итивно убедительными средствами в рамках не:к-рой 
.иетатеории и, таким образом, может служить обо
снованием и косвенным разъяснением существенных 
черт сложной семантики изучаемой теории . Напр . ,  в 
аксиоматической теории мпожеств известный резуль
тат R .  Гёделя ( К .  Godel) о совместности аксиомы вы
бора можно трактовать как синтаксичесное и финитно 
,'\Оiшзываемое утверждение о том, что если формальная 
теория Цермело - Френкеля непротиворечива , то она 
остается тановой и после присоединения ансиомы 
выбора . 

Вне рамок оснований математики в доказательств 
т еории различие между С .  и семантикой не столь 
существенно.  Употребляются т. н. п о л у ф о р м а л ь
н ы е с и с т е м ы, понятие вывода в к-рых зависит 
от тех или иных семантич . соглашений . Формальные 
языки могут определяться существенно теоретико
множественно,  с привлечением бесконечно длинных 

стями типа языков комбипаторпой логики или алгорит
мических языков семантика может быть точно сформу
лирована в чисто синтаксических терминах самого 
языка. 

Лит. : [ 1 ]  С а r n а р R. ,  Logische Syntax der  Sprache, Wien, 
1 93 4 ;  [2] Ч ё р ч А . ,  Введение в математичесную логину, пер . 
с аигл . ,  М . , 1 96 0 ;  [3] R л и и и С. R . ,  Введение в метаматема
тину, пер . с аигл . ,  М. , 1 9 5 7 .  А .  Г .  Драга.ttии. 

СИНТАКСИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА - математичес
кая конструкция, используемая в математической 
липгвистике для описания строения предложений 
естественного языка . Наиболее широко употребляются 
два типа С .  с .- с и с т е м ы  с о с т а в л я ю щ и х 
и о т н о т е н и я с и н т а к с и ч е с к о г о п о д
ч и н  е н и л .  Понятие системы составляющих можно 
определить следующим образом . Пусть х - велустал 
ц е п о ч к а (слово) в алфавите V; вхождепия символов (букв) в цепочку в дальнейшем наа . ее т о ч к а м и ;  
множество точек цепочки, имеющее вид {x / a ...;:x ..s;;:b } , 
где а ,  Ь - фиксированные точки , наа . о т р е а к о м 
цепочки . Множество С отрезков цепочки х наа . си
стемой составляющих этой цепочки, если 1 ) С содержит 
отрезок , состоящий иа всех точек х , и все одноточечные 
отрезки х; 2) любые два отрезка иа С либо не пересе
каются, либо один иа них содержится в другом . Эле
менты С наа .  с о с т а в л я ю щ и  м и. Если алфавит 
V интерпретируется как множество слов естественного 
языка и х - как предложение , то при подходящем 
выборе системы составляющих для х нетривиальные 
составляющие (т. е. отличные от входящих в С по п. 1 )  
представляют собой с л о в о с о ч е т а н и я ,  т .  е . 
группы слов , к-рые интуитивно ощущаются носителем 
языка как «синтаксически связные» куски предл-оже
ния . Напр . ,  предложение 

,,ОбъеАИНение двух замкнутых множеств есть замкнутое множество•• 

допускает следующую «естественную» систему состав
ляющих (границы нетривиальных составляющих отме
чены скобками) : 

(Объе}!Инение (двух (замкнутъrх мнnжеств))) (есть ( эамкнутое множество)). 

Если на системе составляющих С введено отношение 
непосредственного включения , то С представляет 
собой по этому отношению дерево с корнем (корнем 
служит составляющая, состоящая иа всех точе:к х) -
д е р е  в о с о с т а в л я ю щ и  х ,  к-рое для приве
деиного примера имеет следующий вид 

1]6ъединение двух замкнутых множеств 

/ 
о6ъединение двух замкнутых множеств 

/ � 
о 6ъединение двух зам К��утых множеств 

/ \ 
АВУХ замкнущх множеств 

/ "\ 
аамкнутых множеств 

есть замкнутое множества 

\ 
есть замкнутое множество 

/ \ 
есть замкнутое множество 

/ \ 
замкнутое множество 

Обычно составляющие снабжаются м е т к а м и ,  
к-рые nредставляют собой «синтаксические характе
ристи:ки» словосочетаний (составляющая может иметь 
более одной метки) . В приведеином примере состав
ляющую, совпадающую со всем предложением,  ес
тественно пометить символом ПРЕДЛ , означающим 
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«предложение» , составляющую «объединение двух замк
нутых множеств>> - символом Sср , е д ,им • означающим 
«группа существительного среднего рода в единствен
ном числе и именительном падеже» ,  и т .  д . Получаемый 
при этом объект - дерево с помеченными вершина
ми - nаз . р а з м е ч е н н ы м д е р е в о м с о
с т а в л я ю щ и  х .  

Другой способ описания строения предложения 
получается , если определить на множестве Х точек 
цепочки х бинарное отношение -+ таким образом ,  чтобы 
граф (Х ; -+) был (ориентированным) деревом с корнем . 
Всякое такое отношение ваз .  о т н о ш е н и е м (с и н
т а к с и ч е с к о г о) п о д ч и н е н и я ,  а соответ
ствующее дерево - д е р е в о м (с и н т а к с и ч е
с к о г о) п о  д ч и н  е н и я .  Понятие отношения под
чинения является формализацией обычного в «школь
ной>> грамматике ,  в частности русского языка , пред
ставления о подчинении одних слов в предложении 
другим . При графич . изображении дерева подчинения 
обычно располагают точки цепочки на горизонтальной 
прямой и проводят стрелки сверху от нее . Приведеиное 
выше предложение допускает следующее «естественное>> 
дерево подчинения : 

� DбЪеАииение .о.вух аамккуtых множесiв 
� 

ес11> аамкнуtое множе�твn 

(корнем дерева подчинения принято считать сказу
емое, т .  к .  оно представляет собой организующий эле
мент предложения) .  

Дуги дерева подчинения часто снабжаются метками, 
указывающими типы представляемых этими дугами 
синтаксич . связей. В рассмотренном примере связь 
между <<естЬ» и «объединение>> естественным образом 
получает «предикативный>> тип, связь между «Множеств» 
и «замкнутых» - <юпределительный» тип и т. д .  

Деревья подчинения предложений, встречающихся в деловых и научных текстах , удовлетворяют, как 
правило,  т .  н .  у с л о в и ю п р  о е к т и в н о с т и ,  
к-рое при указанном выше способе графич . изобра
жения формулируется так : во всякую точку, лежащую 
под нек-рой стрелкой, идет путь из начала этой стрел
ки ; отсюда следует , в частности, что никакие две 
стрелки не пересекаются (последнее условие иногда 
называют у с л о в и е м с л а б о й п р о е к т и в
н о с т и) . В художественной литературе это условие 
часто нарушается , но такие нарушения обычно зна
чимы, т .  е .  служат цели создания определенного худо
жественного эффекта.  

Одно предложение может допускать несколько раз
личных <<естественных» систем составляющих (деревь
ев подчинения) . Чаще всего это бывает в тех случаях , 
когда смысл предложения можно понимать по-раз
ному, и разные системы составляющих (деревья под
чинения) отвечают разным толкованиям смысла (с и н
т а к с и ч е с к а я о м о н и м и я) . Напр . ,  предло
жение «Гости из Москвы уехалю> может означать, что 
либо <<московские гости уехали (откуда-то)» ,  либо 
«(какие-то) гости уехали из Москвы» ;  первому смыслу 
отвечают система составляющих «(Гости (из Москвы)) 
уехали» и �ерево подчинения 

� .roctи из Москвы уехалии, 

второму - соответственно «Гости ((из Москвы) уе
хали)>> и 

� ,.racrк ИЗ МОСК2Ьl yexaJIИ". 

Если на цепочке задано дерево подчинения и а -

точка цепочки , то множество точек цепочки, в к-рые 
идут пути из а (включая саму точку а) , наз . г р у n
п о й  з а  в и с и м о с т и точки а. Всякое множество, 
получающееся из группы зависимости точки а выбра
сыванием групп зависимости нек-рых (или всех) точек, 
подчиненных а (т .  е .  таких , в к-рые из а идут дуги) ,  
nаз . у с е ч е н н о й г р у п n о  й з а в и с и м о с т и 
точки а .  

Система составляющих С цепочки х и заданное на х 
дерево подчинения наз . с о г л а с о в а н н ы м и, если 
группы зависимости всех точек х являются состав
ляющими и каждая составляющая есть груnпа зави
симости или усеченная группа зависимости нек-роii 
точки цепочки х. «Естественные>> система составляющих 
и дерево nодчинения , построенные для одного и того 
же предложения и отвечающие одному и тому же его 
смыслу, обычно согласованы (см . приведеиные выше 
nримеры) . Дерево nодчинения, согласованное с си
стемой составляющих , проективно . Для данной си
стемы составляющих может существовать больше од
ного согласованного с ним дерева подчинения ; однако, 
если доnолнительно задать век-рое отношение «гла
венствования» между составляющими, можно добиться, 
чтобы «естественное >> дерево подчинения определялось 
однозначно . Именно, если в системе составляющих С 
цеnочки х для каждой неточечной составляющей 
выделить в множестве всех непосредственно вложен
ных в нее составляющих одну, называемую г л а в
н о й, то упорядоченная пара (С , С' ) , где С' - множе
ство всех главных составляющих, ваз . и е р а р х и
з о в а н н о й  с и с т е м о й  с о с т а в л я ю щ и х ;  
иерархизованная система составляющих с в я з а н а 
с деревом nодчинения , если система С согласована с 
этим деревом и для каждой неточечной составляющей 
А корень отвечающего ей поддерева дерева подчинения 
совпадает с корнем nоддерева , отвечающего главной 
из неnосредственно вложенных в А составляющих. 
<<Естественная» система составляющих предложения 
при «естественной>> иерархизации, как правило, свя
зана с <<естественным>> деревом подчинения . Так, если 
в рассмотренном выше примере иерархизовать систему 
составляющих следующим образом: ( [Объединение] 
(двух [ замкнутых [множеств) ] ) )  [ [есть] (замкнутое 
[множество]) )  (главные составляющие выделены квад
ратными скобками) , то полученная иерархизованная 
система составляющих будет связана с указанным 
выше для данного предложения деревом подчинения . 

Не все тиnы предложений допускают достаточно 
адекватное оnисание с помощью систем составляющих 
и деревьев подчинения . В частности , затруднения воз
никают при описании предложений, содержащих сло
восочетания с «особо теснымИ>> внутренними связями 
(напр. , сложные формы глагола) , а также сочиненные 
конструкции . Кроме того , при описании строения 
предложений и иных отрезков речи на более <<глубо
КИХ>> уровнях возникает необходимость использовать 
графы более сложного вида , чем деревья . Для боль
шей адекватности описания языка нужно учитывать 
наряду с синтаксическими еще т . н. а н а ф о р  и ч е
с к и е с в я з и - связи между вхождениями слов,  
<шазывающими одно и то же>> ;  напр . :  

"Если f есть »rображение Е н а  F 
и существует обратное отображение 

f �1 ;�т;;-;ОёЛеднее есть отображение F на Е. ч. 

Поэтому разрабатываются и другие , более сложные 
концепции С .  с .  

Лит . :  [ 1 ]  Т е s n i е r е L. , Elements d e  syntaxe structurale , 2 
и зд . ,  Р . , 1 9 6 5 ;  [2] П а  д у ч е  в а Е .  В . ,  <<Вопросы язынознания>> , 
1 96 4 ,  М 2, с. 9 9 - 1 1 3 ;  [3] Г л а д к и й  А. В . ,  «Научно-техни-
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чесна.я информация. Сер. 2»,  1 97 1 , М 9 , с. 35-38 , [4] е г о 
ж е , ФорМ!'льные грамматяни и . языни , м . , 1 973 ;  [ 5 ] е г о 
ж е , «Slavica>> , 1 98 1 , v. XVI I , XVI I I А . В. Г.ладпий. 

СИНТАКСИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА - теорема сиптап
сичеспого явыпа , т. е. теорема о формализованной тео
рии .  Примеры С. т . :  теорема дедукции для исчисления 
предикатов ,  теорема Гёделя о неполноте арифметики . 
Эти теоремы относятся к элементарному синтаксису. 
Примером неэлементарной С. т . , то есть теоремы , дока
зательство к-рой существенно использует бесконечные 
совокупности , может служить теорема о непротиворе
чивости элементарной арифметики . в. н. Гриши-н. 

СИНТ АКСИЧЕСКИИ ЯЗЫК - язык, предназна
ченный для изучения формализованного языка в от
влечении от его главной интерпретации . Понятие о 
С. я .  возникло в математич.  логике в связи с вопросами 
формализации и исследования содержательных мате
матич . теорий . Результатом формализации какой
либо содержательной теории является формальпая 
система , к-рую можно рассматривать как самостоя
тельный объект исследования , забыв о ее происхож
дения . Для исследования формальных систем в таном 
плане служит С. я .  

В С .  я .  дается описание языка формальноii: системы, 
т . е. его исходных символов , термов, формул и пр . ,  
определяется понятие вывода в формальной системе , 
формулируются и доказываются теоремы о формальной 
системе . Таким образом, с формальной системой свя
зываются два язьша:  один - исследуемый язьш самой 
формальной системы (о б ъ е к т н ы й, или п р  е д
м е т н ы й, я з ы к) , другой - язык , на к-ром ведется 
исследование формальной системы (С . я . ) . 

С .  я .  должен содержать имена для символов и формул 
язьша-объекта ,  а также иеременные, значениями к-рых 
являются сами символы и формульr . При этом символы 
и формулы язьша-объекта выступают в С. я. в каче
стве своих собственных имен (т . е. в качестве имен, 
обозначающих сами эти символы и формулы) . С. я . ,  
как правило , не должен содержать языковых средств 
для рассуждения о бесконечных совокупностях как 
самостоятельных объектах . Чтобы подчеркнуть это 
обстоятельство,  говорят об э л е м е н т а р н о м с и н
т а к с и с е для данной формальной системы, в про
тивоположность с и н т а к с и с у т е о р е т и ч е
с к о м у, в к-ром допускается рассмотрение произволь
ных образований. Язык теоретич. синтаксиса наз . также 
.метаявыпом . Достаточно четко очерченный С. я .  может 
быть формализован и стать объектным языком. Многие 
достаточно сильные формальные системы могут служить 
формализациями своего собственного элементарного 
С. я .  На этом факте основано доказательство Гёделя 
теоремы о пеполпоте формальных систем . 

В языках теоретич. синтаксиса можно рассматривать 
модели данной формальной системы и говорить об 
истинности формул формальной системы в моделях. 
В качестве примера форма.fшзованного языка теоретич. 
синтаксиса элементарной арифметики можно указать 
на язык арифметики 2-го порядка . 

Лит. : [ 1 ]  Ч ё р ч А. , Введение в математичесную логину 
пер . с англ . , М . ,  1 96 0 .  В .  Н. Гришин: 

СИНТЕЗА ЗАДАЧИ - совокупность задач, нонцент
рирующихся вокруг проблемы построения управля
ющей системы (у . с . ) ,  имеющей предписанное функцио
нирование . У .  с. строится из элементов , к-рые обычно 
сами являются простыми у. с. При синтезе заранее 
заданы состав элементов , правила их соединения между 
собой и способ определения по структуре у. с. функ
ции, к-рую она реализует . 

С каждым классом у. с .  естественным образом свя
зан определенный класс функций. 3 а д а ч а с и н
т е з а в ее исходной постановке состоит в том чтобы 
по заданной функции из этого класса построи�ь реа
лизующую ее у. с .  Напр . : 1) задана булева фуппция -

ц 38 Математичесная эиц . ,  т. i 

требуется построить формулу, к-рая ее реализует ; 
2) задана систрма булевых функций - требуется по
строить многополюсную поптаптпую схему ,  реали
зующую эту систему; 3) имеется точное описание 
поведения автомата - требуется построить такой ав
томат ; 4) задана вычислимая фуппция - требуется 
найти алгоритм, к-рый ее вычисляет , либо составить 
соответствующую программу. 

Приведеиные примеры относятся к дискретной ветви 
математики . Однако аналогичные примеры харак
терны и для непрерывной ветви математики : 1 )  задана 
логарифмическая амплитудно-частотная характеристи
ка системы автоматич. регулирования (или , в более 
общем случае , условия ее работы , т. е. возмущающие 
и управляющие воздействия, помехи , ограничения по 
времени работы и т. д . )  - требуется синтезировать 
систему автоматич.  регулирования , обладающую за
данной характеристикой; 2) задана система линейных 
уравнений и неравенств,  а также нек-рая линейная 
функция - требуется построить схему вычисления , 
к-рая максимизирует заданную линейную функцию 
на множестве решений заданной системы; 3) задана 
система дифференциальных уравнений и указана не
обходимая точность ее решения - требуется найти 
алгоритм численного решения этой системы с указан
ной точностью . 

Имеется определенная условность в том, что послед
ние три примера отнесены к непрерывной математике , 
ибо поиск приближенного численного решения уже 
предполагает аппроксимацию непрерывных функций 
дискретными , а значит, в этих задачах непрерывная 
ветвь математики тесно переплетается с дискретной . 

Математическая постановка С. з . предполагает точ
ное указание языка, на к-ром задается функция . От 
этого языка зависит , какие трудности могут возник
нуть при решении С. з. В большинстве случаев сущест
вует сравнительно простой метод построения у. с .  
канонич. вида . 

Однако (если только класс у. с. не слишком беден) 
задача имеет и много других решений; естественно 
возникает задача выбора среди них в каком-то смысле 
наилучшего . При таком подходе вводится параметр,  
характеризующий качество у. с .  Это может быть число 
элементов у. с . , ее стоимость, занимаемый ею объем , 
максимальное число ее элементов, находящихся в 
активном состоянии (т . е .  мощность) , время ее работы , 
вероятность выхода ее из строя и т .  д. Важно , чтобы 
этот параметр , обычно наз . с л о ж н о с т ь ю, пра
вильно отражал требующееся свойство у. с .  и по воз
можности просто по ней вычислялся . В уточненной 
постановке С .  з. состоит в том, чтобы по заданной 
функции построить такую реализующую ее у. с . ,  на 
к-рой достигается минимум сложности . 

На  самом деле столь определенная постановка за
дачи возможна лишь для конечных моделей у. с .  Как 
следствие , для них и вся синтезпая проблематика 
оказывается очерченной лучше . Поэтому ниже основ
ное внимание уделено конечным моделям . 

Для конечных моделей у. с. типична ситуация , когда 
существует тривиальное решение поставленной за
дачи . Напр . ,  если минимизируется число элементов в 
схеме ,  то тривиальный метод решения состоит в пере
боре сначала всех схем, содержащих один элемент , с 
проверной того , есть ли среди них схема , реализующая 
заданную функцию, затем в переборе всех схвм, содер
жащих два элемента , и т .  д. до тех пор, пока не встре
тится схема ,  реализующая заданную функцию . На  
этой схеме и достигается минимум числа элементов . 

Однако из-за большого числа требующихся шагов 
тривиальный метод малоэффективен . Более того,  если 
сложность реализуемой функции превышает нек-рый 
сравнительно невысокий порог , то тривиальный метод 
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становител практически неосуществимым, причем ис
пользование самых быстрых вычислительных машин 
лишh нРсуществеппо расширяет границы его приме
нимости . Это означает, что требуется дальнейшее уточ
нение постановки С. э .  

Сложившиесл эдесь тенденции продемонстрированы 
ниже па примере одного из классов у. с .- схем ua 
фун�>циопальпых эле.меппwв для одного частного слу
чал , когда сложность понимаетел как число элементов 
в схеме . Функции , реализуемые этим классом у. с . ,
это функции алгебры логики (булевы функции) . 

Прежде всего следует отметить , что неприемлемость 
решения , к-рое дает тривиальный метод, - это лишь 
одна из причин , ведущих к пересмотру постановки С .  э .  
Существует гипотеза , что любой алгоритм, к-рый для 
каждоii булевой функции строит схему с минимальным 
числом элементов ,  неизбежно содержит в себе в ка
ком-то смысле перебор всех булевых функций. В пользу 
этой гипотезы говорит теорема о том, что если рас
смотреть бесконечное множество булевых функций, 
содержащее при каждом числе переменных по одной 
самой сложной функции, и замкнуть это множество 
относительно операций переименования переменпых 
(без отождествления) и подстановки констант , то полу
чител множество , состоящее из всех вообще булевых 
функций (с точностью до песуществепных перемеппых 
функции) Эта гипотеза получила много других кос
венных подтверждений, причем пек-рые из них свиде
тельствуют о том, что если даже ослабить требование 
по числу элементов , допускал построение схем, близ
ких к оптимальпьш, по сохранить требование приме
нимости алгоритма к каждой булевой функции , то 
перебор не должен существенпо уменьшиться . Идея 
о припципиальной неизбежности перебора и является 
основпой причиной видоизменения постановки С .  э .  
Здесь имеется несколько возможностей . 

Шеипоповский подход (по имени К .  Э .  Шеппопа,  
к-рыii впервые предложил его для коптактных схем) 
связан с рассмотрением функции 

L (n) = max L (/ ) ,  
где [, (/} - минимально возможное число элементов 
в схеме, реализующей функцию j ,  а максимум берется 
по всем булевым функциям f от n перемепных . При 
этом L (!) и L (n ) зависят от базиса , т. е. от множества 
функциональных элементов, к-рые можно использо
вать при построении схем . С .  э .  состоит в том, чтобы 
найти эффективный метод построения для каждой 
булевой функции от n переменных схем с числом эле
ментов, существенно не иревосходящим L (n) . 

При более общей постановке задачи каждому функ
циональному элементу Е сопоставляется положитель
ное число L (Е) - сложность этого элемента , к-рал 
зависит только от функции, реализуемой элементом Е ,  
а каждой схеме S приписываетсл сложность 

L (S) = � L (Е) ,  
где суммирование производител по всем элементам сх!'
мы S .  Для каждой булевой функции f определяется 
сложность ее реализации (в заданном базисе) : 

L (!) = min L (S) , 
где минимум берется по всем схемам S ,  реализующим 
функцию f . Затем, как и раньше , вводител L (n)= = maxL (/) и требуется для произвольной булевой 
функции от n перемеппых построить схему, имеющую 
сложность не выше (или не па много выше) , чем L (n) . 

При таком подходе нужно уметь вычислять или 
хорошо оценивать хотя бы снизу величипу L (n) . Ока
зывается , что пеплохую нижнюю оценку для L (n ) 
дает уже м о щ н о с т н о й м е т о д, основанный па 
следующем соображении : число всевозможных схем , 

реализующих булевы функции от n перемеппых и 
имеющих сложность не более /, (n ) , должно быть не 
меньше числа всех булевых функций от n ПС'ремепных .  
В мощиостлом методе требуется только получить удов
летворительную верхнюю оценку для числа рассмат
риваемых схем. 

После этого о качестве любого универсального 
метода сиптеза (т . е. метода, пригодного для произ
вольной булевой функции) можно в значительной мере 
судить по тому, во сколько раз сложность построенных 
им схем при соответствующем n отличается от нижней 
оценки для L (n) . Одновременно сложность этих схем 
служит конструктивной верхней оценкой для L (n) . 
Основным достижением в этом направлении является 
соэдание эффективного универсального метода синтеза,  
к-рый: дает схемы со сложностью , мало отличающейся 
от нижней оценки для L (n) , а при n - оо асимптоти
чески совпадающей с ней .  Таким образом , это асимп
тотически наилучший метод синтеза, позволяющий к 
тому же установить асимптотич . поведение функции 
L (n) . Пусть 

p = min L  (E) / ( i - 1 ) , 
где i - число входов элемента Е , а минимум берется 
по всем элементам, имеющим не менее двух входов.  
Тогда 

zn L (п) - Р п · 

Для других классов у. с . сложность J, (S) .  а с ней 
и сложности L (!) и L (n) вводятел аналогичным обра
зом . Обычно L (S )  для коптактпой схемы S есть число 
коптактов в пей, а для формулы S - это число сим
волов перемепных в пей . Для автоматов и машин Тью
ринга L (S) иногда вводител как число состояний ав
томата S или машины Тьюринга S .  Соответствующее 
асимптотическое поведение величипы L (n) для этих 
классов показало в таблице 1 .  

:Классы управляющих 
систем 

Схемы из фующиональ
ных элементов 

Нантактные схемы 

Формулы 

Автоматы 

Машины Тьюринга 

L (n) 

о п  
-р .::,:,-

zn 
- l0�2 n 

2 "  - n ( k - 1 ) 

Т а б л и ц а  

Примечанне 

. L (E ) р = mш -у=т-

1 � а (п) � 2. 1 k - число букв во 
внешнем алфавите 
машины Тьюринга 

Если поплтие сложности вводител иначе , папр . как 
вероятность ошибки , или если рассматривается другой 
класс у. с . ,  папр . автоматы , то соответствуюшее асимп
тотич.  соотношение может содержать не один , а два 
и более параметров , причем в обще�! случае задача 
о получении асимптотики , папр . для авто�штов , алго
ритмически перазрешима . 

Анализ нижней оценки для L (n) показывает , что 
па самом деле для почти всех булевых функций от n 
перемепных сложность реализации асимптотически 
не меньше L (п) . Это означает, что данный метод сип
теза для почти всех булевых функций дает почти самые 
простые схе�rы . 
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Однако , во-первых ,  при достаточно большом n ни 
одну из функций <�того класса , несмотря на то, что 
он содержит почти нrf' булевы функции , не удается 
явно указать ,  а во-вторых,  этот класс еостоит из наи
более сложно реализуемых функций, к-рые , по-види
мому, не встречаютел в задачах прикладиого харак
тера . Поэтому такие функции не представляют боль
шого интереса . И снова появляется необходимость в 
видоизменении постановки С .  з .  

При этом следует иметь в виду, что функции , для 
к-рых С .  з .  актуальна , составляют ничтожную долю 
всех булевых функций, и что любой эффективный 
универсальный метод синтеза (если гипотеза о необхо
димости перебора верна в полном объеме) для нек-рых 
из них заведомо даст дадеко не самые простые схемы . 
Описать множество таких функций невозможно, но 
проблема классификации булевых функций для целей 
синтеза возникает . Такой подход к постановке С. з .  
связан с выделением важных классов функций , со
зданием для них специальных методов синтеза , каждый 
из к-рых ориентирован на функции определенного 
класса ,  а такж11 с оценкой качества получающихсл при 
этом схем .  

Эффективно решать такие задачи позволлет п р и н
ц и п л о к а л ь н о г о к о д и р о в а н и л. Этот 
принцип предполагает такое кодирование функций из 
рассматриваемого класса,  при к-ром значение функции 
можно вычислять по сравнительно небольшой части 
кода . Если при этом удается достаточно просто реа
лизовать нек-рые вспомогательные операторы , то 
принцип локального кодирования дает асимптоти
чески наилучший метод синтеза для рассматриваемого 

Число точе :к ,  
в н-рых 

фуннция 
равна 1 

2 cn О < с < 1 

2 "  
nc ,  с > О  

Т а б л и ц а 2 

(c + 1 ) Iog2 n 

класса , причем в доволь
но широких пределах 
справедливо соотноше
ние 

L (N ) Iog, 1 N п 1 , n - р Iog, log, 1 N n 1 

где N n - подмножество 
тех функций из рассмат
риваемого класса , к-рые 
зависят от заданных n 
переменных ,  а 

L (N п) = шах L (!) ,  

где максимум берется по 
всем булевым функциям f из Nn · (здесь р=1) .  

Конкретный вид, ко
торый может иметь это 
асимптотическое соотно
шение ,  удобнее всего 

проиллюстрировать на классах булевых функций , при
нимающих значение 1 в заданном числе точек .  Наибо
лее ха рактерные примеры приведены в таблице 2 .  

На основе принципа локального кодирования были 
получены хорошие методы синтеза и для весьма узких 
классов функций (напр . ,  для симметрич . функций) , 
т .  е .  для тех фушщий, к-рые с практической точки 
зрения наиболее интересны . Однако в данном случае 
нижняя оценка , получающалсл мощностным методом , 
оказывается слишком слабой, для того чтобы по ней 
судить о качестве схем . По мере сужения класса рас
сматриваемых функций в какой-то момент это неиз
бежно должно было произойти , поскольку предельным 
случаем узкого класса является класс , содержащий 
не более чем по одной функции от каждого числа пере
менных . Фактически это означает, что рассматрива
ютел отдельные конкретные функции . 

Здесь возникают две проблеыы: 1 )  построить для 
заданной конкретной функции f схему с возможно 
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меныпим числом элементов и тем самым получить 
верхнюю оценку для L (!) ; 2) получить возможно луч
шую нижнюю оценку для L (!) . Среди этих задач первал 
обычно бывает легче , так как для ее решения доста
точно, в конечном счете , построить одну схему, а вторая 
требует в каком-то смысле просмотра всех схем, реа
лизующих функцию / . По этой причине возникло целое 
направление , свнзанное с поиском методов получения 
нижних оценок для конкретных функций. 

Получение нижних оценок, линейных относительно 
n - числа аргументов функции (или в общем случае 
относительно объема входной информации) , обычно 
все-таки не вызывает больших трудностей .  Получение 
более сильных нижних оценок - значитеш,но более 
сложная задача . Первыми при�rерами в этом направ
лении были нижняя оценка порядка n1 , 5  для формул 
в базисе {& ,  V , - } , реали3ующих линейную функ
цию (сумму по модулю 2 )  n аргументов , и нижняя 
оценка порядка n2/log�n для пор.ма.л,ьпых а.л,гориф.мов 
Маркова ,  к-рые обращают слова длины n .  Наиболее 
высокие нижние оценки , к-рые к настолщему времени 
(1 984) удалось получить , имеют пор1Iдок n2 , если не счи
тать оценок , получающихсл при очень сильных ограни
чениях на класс у .  с. (напр . ,  неполнота системы эле
ментов) либо при использовании столь мощных средств 
для задания функции , что они фактически содержат в 
еебе перебор всех функций . 

О нетривиальности исследования сложности реали
зации конкретных функций говорит и то, что многие 
задачи, такие , как умножение целых чисел , умноже
ние матриц, распознавание симметрии слова на мно
голенточных машинах Тьюринга , для к-рых ожидались 
сравнительно высокие нижние оценки , оказались на 
самом деле проще , чем предполагалось раньше . 

При минимизации других параметров схем - за
держек , вероятности сбоя и т. д .- возникают при
мерно такие же задачи . При этом удается установить 
определенную связь между различными параметрами , 
причем благодаря моделированию одних объектов на 
других такую связь часто удается установить между 
различными параметрами у. с. из разных классов .  
Таким образом, полученные в С . з .  результаты не яв
ляются изолированными , а тесно переплетаютел друг 
с другом и часто переносятел из одной области в другую . 

Многое из сказанного выше относител и к бесконеч
ным моделям у. с. Однако с постановкой задачи син
теза ,  а тем более с ее решением дело обстоит значи
тельно сложнее . 

Лит . :  [ 1 ]  Л у п а  н о в О. Б . , «Проблемы нибернетики>> ,  
1 9 6 5 , в . 1 4 ,  с . З I - 1 1 0 ;  [2] Я б л о н с к и й С . В . ,  там же , 
1 9 5 9 ,  в. 2 ,  с. 7 5 - 1 2 1 . В .  М. Храпченко. 

СИНУС - одна из тригонометрич . функцпй: 
у = sin x .  

Область определения - вел числовал прямая , область 
значений - отрезок [ -1 ;  1 ] ;  С . - функция нечетнал , 
периодическая с периодом 2л . С .  и косинус связаны 
формулой 

С. и косеканс 
sin2 x + cos2 x = 1 ,  

связаны формулоii 
. 1 

Slll X =  --- . 
cosec .r 

Производнан С . :  
(sin .т) ' = cos .r . 

Интеграл от С . :  

� sin x dx = - cos x + C .  

С .  разлагается в степенной ряд: 
. хз хб sш х = х - 3Т' + 5! - . . .  ' - 00 < х < 00 • 
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Функция , обратпая С . ,  паз . а р  к с и п у с о м. 
С. и косинус комплексного аргумента z связаны с 

поиазательной функцией ф о р м у л а м и Э ii л е р а 
eiz = cos z + i sin z , iz _ e - iz 
sin z = 2i 

если z= i::r: (чисто мнимое число) , то 
sin ix = - sh :r, 

где shx - гиперболич . синус . 
Ю. А .  Горьпов . 

СИНУС АМПЛИТУДЫ, э л л и п т и ч е с к п й с п
п у с ,- одна из трех основных Япоби эллипт ичеспих 
фуппций , обозначаемая 

sn и = sn ( и , k ) = sin am и . 
С и п у с а м п л и т у д ы определяется через тета

функции или при помощи рядов следующим образом: 

sn и = sn (и, k) = ""; ( О) ,-. , (v) = "'2 ( О )  .., , (v) 
= и- (1 +k2) �� + (1 + f4k2+k4) �; - . . .  , , 

где k - модуль С .  а .  (чаще всего O..;;:k..;;: 1 ) , v= иl2w, 
2ro=лtt; (0) . При k=O, 1 соответственно sn (и , 0)= 
=sin и , s n  (и , 1 )=th и.  

Лит . :  [ 1 ] Г у р в и  ц А. , К у р а  н т Р. , Теория функций, 
пер . с нем . ,  м . ,  1 9 68 , ч. 2 , гл. 3 .  Е. д. Соло.менцев. 

СИНУС ГИПЕРБОЛИЧЕСКИИ - см . Гиперболи
чеспие фупrщии . 

СИНУС ГОРДОНА УРАВНЕНИЕ, S i n e-G о r d о n  
у р а  в п е п и е , - релятивистсии инвариантное урав
нение , в прострапствеппо-времеппых перемеппых име
ющее вид д'и д'и . ""дi2 - """дХ1 + т2 sш и = О; 

- oo < x, t < oo , и E IR1 , т > 0 .  (А) 

Название предложено М .  Крускалом по аналогии с 
линейным Нлейпа - Гордона уравпепиеж (где вместо 
sin и стоит и ) . В характеристических (светоподобпых) 
перемепных С .  Г . у. выглядит так: 

д 'и + 2 • 
О Е IR.l О (В) 

да дт т s1n и = , а ,  ,; , и , т > . 
Как в случае (А) , так и в случае (В) С .  Г .  у. допускает 
п р е д с т а в л е н и е  Л а к с а  

дL 
дt = [L, М] 

с линейными операторами L и М ,  что позволяет при
мепить к нему метод обратной задачи рассеяния ( [L , 
M]=LM-ML) . 

Задача Коши для С .  Г .  у. формулируется следующим 
образом . 
Случай (А) : 

Случай (В ) :  

и1 (х)=о  (mod 2:rt) . 

· и lт=о = и о ; �:· ES (IR 1  ) ; 
lim и0 (а) =  О (mod 2:rt) . 

1 o l ->- oo 

Здесь S ( IR1) - пространство Шварца быстроубыва
ющих функций . Задачи Коши (А) и (В) при нек-рых 
дополнительных ограничениях на начальные данные 
однозначно разрешимы в указанных классах , и мно
жества их решений совпадают . Эволюция данных 
рассеяния соответствующих L-операторов дается яв
ными формулами, а решения и (х ,  t) и и (а , -r) находятся 

с помощью интегральных уравнений типа Гельфанда 
Левитапа - Марченко . 

Периодич . задача для С .  Г .  у. может быть исследо
вана с помощью алгебро-геометрич . метода (подобно 
тому, как это делается для Нортевега - де Фриса урав
нения) ;  в частности , получены явные выражения для 
копечпозоппых решений С .  Г . у. через е-функции па 
соответствующих абелевых мпогообразиях . 

Гамильтонона формулировка С .  Г . у. заключается в 
том, что , папр . ,  в случае (А) оно представляет собой 
гамильтопову систему с гамильтопиапом 

1 \ + "' ( 1 1 ( ди ) 2 
) Ро = -:; J _ ." т :rt2 (x ) -f- т  дх -f- т2 (1 - соs и ) dx ,  

'У > о ,  
и симплектич. формой 

Q = _!_ r + "' d:rt (х) 1\ du (::r:) d:r ,  " J _ .., д!t 
л = ы · 

Эта система является впоJrне интегрируемой, и пере
ход от перемеппых и и :rt к даппы111 рассеяния соот
ветствующего оператора L является капопич . преоб
разовапием к перемеппым типа действие-угол . Фазовое 
пространство параметризуется капонически сопряжен
ными перемепными трех типов :  

1 )  О � р (р ) < оо', О < ((! (р) < 2:rt , p E IR1 ;  
2) Ра . q aE IR1 , а = 1 ,  . . .  , N1 , N1 � 0 , N1 E Z ;  

3) rJь ,  Sb Е IR1 , о �  аь < 8"'Jt , О..;;; �ь  < 2:rt , ь = 1 , • . . , Jli 2 •  

N2 � 0 , N2 E Z ·  
Полпая энергия Р0 и полный импульс 

1 \ + «> ди Р1 = V J _ 00 :rt (х) дХ dx 

поля и в новых перемеппых выглядят следующим 
образом: 

Ро = � � = У  р2+т2р (р ) dp -f- �:� 1 V р� -f- М 2 + 

+ � N , Vч� -1- (2М s iп еь ) 2 ; �Ь= 1 

\ + «> � N 1 �, N,  Р2 = J - oo  рр (р) dp -f- �a= I Pa -f- �l> = l  Ч Ь • 

м = 8.;' , е = 1� а . 

В случае (В) также получается вполне интегриру
емая гамильтонона система. 

О д н о  и з  п р и л о ж е п и й  I< к в а н т о в о й  
т е о р и и п о  л я .  П усть и (х ,  t) - скалярное поле 
с лагранжиапом 

L= 2� � � : ( ( �� Y - ( : ) 2 -2т2 (1 - cos и ) ) d:r 

(rщесь у - константа связи) . С .  Г .  у. является урав
нением Эйлера - Лагранжа для этого лагранжиапа .  
При  квазиклассич . квантовании поля и основную 
роль играют приведеиные выше выраже:ния для Р0 
и Р1 • Первые члены в правых частях указанных формул 
отвечают частицам с массой т - частица�r основного 
поля.  Переменным второго и третьего типов соот
ветствуют локализованные решения С .  Г . у . - солптопы 
и двойные солитопы с массами М и 2М sin е. Система 
обладает законом сохранения (топологич . заряд) : 

1 Q = 2n" (и (+ oo ,  t ) - u (- oo , t ) ) ,  Q E Z ·  
Частицы первого и третьего типов имеют заряд , рав
ный О, а у частиц второго типа за ряд равен ± 1 . Ч а
стицы с одинаковыми зарядами отталкиваются , а с 
разными зарядами - притягиваются . Наличие бес-
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конечного числа законов сохранения означает, что при 
рассеянии сохраплютея количества частиц каждого 
типа ; п-частичпая S-матрица сводится к парпым 
S-матрицам. С помощью иптеграла по трае/'lториям 
можно вычисJшть J{нантовые поправки к массам и к 
квазиклассической S-матрице солитонов . Одним из 
нетривиаJiьных свойств указанной модели является 
появление целого спектра частиц (солитонов) , в то 
время 1ш1: лаграижиан теории содержит только одно 
поле .  Нроме того , в приближении слабого взаимодей
ствия (т е когда у мало) солитоны - тяжелые ча
стицы и сильно взаимодействуют . 

Лит. : [1 ]  А Ь 1 о w i t z М. [и др . ] ,  « Phys. Rev. Lett. » ,  
1 9 7 3 ,  v.  30 ,  р .  1 262-6Z. ; [2] Т а х  т а д ж я н Л .  А . , Ф а  д д е
е в л. f· · <•Теоретич. и матем. физика>> ,  1 9 Н , т .  21 , ; м  2 ,  с. 1 60-
1 7Z. ;  [3  и х  ж е ,  «Тр . Матем. ин-та АН СССР>>, 1 97 6 ,  т. Н2,  
с. 25Z.-66 ; [Z.] К о з е л В .  А . ,  К о т л я р  о в В .  П. , «Доил . 
АН УССР, сер . А. >> ,  1 9 7 6 ,  .NЪ 1 0 ,  с. 878-8 1 ;  [5] К о р е
п и н в. Е . ,  Ф а  д д е е в л. д. , <<Теоретич. и матем. физика>> 
1 9 7 5 ,  т. 25 ,  М 2 ,  с. Н7-6 3 ; [6] В i а n с h i L . , Lezioni di geo� 
metria differenziale,  v. 2, pt 1 - 2 ,  Pisa , 1 923-24 ;  [7] Ф и  н и
к о в С. П. , Изгибание на главном основании . . . , М . - л . , 1 937 · [9] П е л  и н о в с к и й  Е .  Н . ,  <<Изв. вузов. Радиофизика>> ,  1 976 : 
т. 1 9 ,  N, 5 - 6 ,  с. 883-90 1 .  Л .  А .  Тахтаджяп. 

СИНУСОВ ТЕОРЕМА: для произвольнаго треуголь
ника со сторонами а, Ь, с и противолежащими им уг
лами А , В ,  С имеют место соотношения 

-. a- = -. ь- = -. c- = ZR 
sш А s tn В s t n  С ' 

где R - радиус описанного круга . ю. А. Горь�<ов. 
СИНУСОИДА - график функции y= sin х (см . рис . ) . 

С . - непрерывная кривая с периодом Т= 2л .  Пересе-

'1 

х 

чения с осью Ох - точкц (k л ,  О ) ;  они же - точки пере
гиба с углом ± л/4 наклона к оси Ох ;  экстремумы 
((k+ 1!2) :n:, ( - 1 ) k ) . 

График функции y= cos x= sin (x+ :rt/2) - к о с и н у
с о и д а - представляет собой С . ,  сдвинутую влево 
на :rt/2 • Пересечения косинусоиды с осью Ох - точки 
((k+ lf2)л , О) ; экстремумы (kл ,  (- 1 )k) . 

Многие колебательные процессы описываются перио
дич . функцией вида у= а sin ( Ьх+с) ,  где а, Ь и с -
постоянные . График этой функции (т . н. о б щ а я 
с и н у с о и д а ,  по сравнению с графиком функ
ции y= sin х (о б ы  к н о в е н н а я с и н у с о и д а) 
вытянут вдоль оси Оу в l a l  раз,  сжат вдоль оси Ох 
в Ь раз, сдвинут влево на отрезок с/Ь и при а <О зер
кально отражен относительно оси Ох; период Т= 2л/Ь ,  

k:rt - с пересечения с осью Ох - точки ( --ь- , О) ; экст-

ремумы ( (k + ' / ,ь)л-с ' 
( -1 ) k а) . Ю. А. Горъ�<ов. 

СИНУСОИДАЛЬНАЯ СПИРАЛЬ - плоская кривая, 
уравнение к-рой в полярных координатах имеет вид 

pm = am cos тrр . 

При рациональном т С .  с. является алгебраич .  кривой . 
В частности , при т= 1 - окружность , при т= - 1 -
равносторонняя гипербола, при т= 1/2 - l'lардиоида , 
п ри т= -1/2 -парабола . 

В общем случае для т >  О С .  с .  проходит через полюс 
и полностью помещается внутри круга радиуса а .  
При отрицательном т радиус-вектор кривой может 

принимать сколь угодно большие значения и не про
ходит через полюс .  С .  с. симметрична относительно 
полярной оси, при рациональном rn=p/q (где р и q 
взаимно простые числа) име
ет р осей симметрии , про
ходящих через полюс . При 
целом положительном т 
радиус-вектор С .  с. являет
ся периодич . функцией с 
периодом 2л/т . При измене- ==-+.::=��=:-t-__;;=;::; 
нии rp от О до 2л кривая -------, 
состоит из т лепестков,  каж
дый из которых распола
гается внутри угла ,  равного 
л/т .  Полюс в этом случае 
кратная точка (см . рис . ) .  
При дробном положительном 
т= р/ q кривая состоит из р пересекающихся лепест
ков . При целом отрицательном т С. с. состоит из l т l 
бесконечных ветвей , к-рые могут быть получены ин
версией спирали с т'= -т. 

Лит [ 1 ]  С а в е л о в А. А. , Плоские кривые, М. , 1 960 .  
д. д. COI<0-"08. 

СИНУС-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ - см. Фурье 
преобрааовапие . 

А-СИСТЕМА - счетно ветвящаяся система множеств , 
т .  е .  семейство {An, . . .  nk } подмножеств множества Х , 
занумерованных всеми конечными последовательно
стями натуральных чисел . А -С .  {A n, . . .  nk } наз . р е-
г у л я р  н о .й, если An, . . . nk nk + 1cAn, . . . nk ' После-
довательность An, •  . . .  , An, . . .  nk ' . . .  элементов А -С . , 
занумерованных всеми отрезками одной и той же бес
конечной последовательности натуральных чисел, наз . 
ц е п ь ю этой А -С .  Пересечение всех элементов цепи 
наз .  ее я д р  о м,  а объединение ядер всех цепей А -С . 
ядром этой А-С . ,  или р е з у л ь  т а т о м А -о п е р а
ц и и, применеиной к этой А -С . ,  или А -м н о ж е с т
в о м, порожденным этой А -С .  Всякая А -С .  может 
быть регуляризована без изменения ядра (достаточно 
положить А � , . . . пk =Ап, П . . . П А п, . . . пk) . Если a!lt -
нек-рая система множеств , то ядра А -С . ,  составленных 
из элементов системы alt, наз . А -м н о ж е с т в а м и ,  
нарожденными системой cvft. А -множества , порожден
ные замкнутыми множествами топологич . пространства , 
наз . А -множествами этого пространства . 

Лит. :  [ 1 ]  А л е к с а н д р о в  П. С . ,  Введение в теорию 
множеств и общую топологию, М. , 1 9 7 7 ;  [2] К у р  а т о в с к и й  
к. ,  топология ,  пер. с франц. ,  т .  1 ,  М. , 1 966 .  А .  Г. Ель1<ин. 

К-СИСТЕМА {Ti } - такой иамеримый потм (К
п о  т о к) или каскад (К-к а с к а д) в Лебега прост
рапстве , что существует иа.мери.мое раабиепие 6 фазового 
пространства со следующими свойствами: а)  оно в о з
р а с т а ю щ е е (в более старой те_IJминоJюгии - и н
в а р и а н т н о е) относительно {Т1 }, то есть Т16 
мельче 6 mod О при t >O; б) оно является д в у с т о
р а н н и м  о б р а з у ю щ и м  для {Т1 }, т .  е .  един
ственным mod О измеримым разбиением , к-рое мельче 
mod О всех тt6 ,  является разбиение на точки ; в) един
ственным mod О измеримым разбиением , к-рое крупнее 
mod О всех тt6 ,  является тривиальное разбиение , 
единственный элемент к-рого - все фазовое прост
ранство . 

Автоморфизм пространства с мерой , итерации к-рого 
образуют К-каскад, наз . К-а в т о м о р ф и  з м о м .  
Если {Tf } - К-С . ,  т о  все тt с t7"=0 являются К-авто
морфизмами ; обратно , если для измеримого потока 
или каскада {Т1 } хоть одно тt является К-автоморфиз
мом, то {rt } - К-С . К-система обладает сильными 
эргодич . свойствами :  положительная энтропия , эрго
дичность , перемешивание всех степеней, счетнократ-
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ный лебеговский спектр (см . Спектр дипа.мической 
систе.мы , а та:кже [ 2 ] ) . 

Эндоморфизм пространства Лебега имеет в п о л н е 
п е л  о ж и т е л ь  н у ю э н т р о п и ю , если любой 
его нетривиальный факторэндоморфизм имеет положи
тельную энтропию . Среди таких эндоморфизмов со
держатся как К -автоморфизмы (именно последние 
суть в точности автоморфизмы с вполне положитель
ной энтропией) , так и другие интересные объекты (точ
пые эпдо.морфиа.мы) .  Имеются обобщения К-С . в других 
направлениях: на случай бесконечной инвариантной 
меры (см . [ 6] , [ 7] ,  [ 1 1 ] )  и для действия группы, отличной 
от IR и Z (см . (8 ] - ( 10] , ( 1 2] ) . 

К-С . наз . также с и с т е м а м и (п о  т о к а м и 
и т . д . )  1 \  о л м о г о р о в а ,  к-рый впервые ввел их 
(см . [ 1 ] ) под названием �квазирегулярных>> .  Последнее 
подчеркивает аналогию с регулярными случайными 
процессами (см . [4] ) .  Если случайный процесс {Xt  } , 
стационарный в узком смысле слоnа , интерпретиро
вать :как дипамич . систему, то значения процесса <<в 
прошлом» определяют нек-рое измеримое воврастающее 
разбиение ; - наименьшее , относительно :к-рого из
меримы все Xt с t <O. Если ; обладает свойствами б) 
и в) (закон �все или ничего>>) , то процесс наз . р е  г у
л я р н ы м. В частности , вероятностное происхож
дение имеет простейший пример К-автоморфизма -
Верпулли авто.морфиа.м . 

Если у измеримого потока или каскада в простран
стве Лебега одно из преобразовапий тt изоморфно 
автоморфизму Бернулли ,  то и все они (при t*O) изо
морфны автоморфизмам Бернулли ; в этом случае ди
па�шч . система паз . б е р н у л л и е в с к о й (см . [5 ] ) . 
Существуют К-С . ,  не являющиеся бернуллиевскими . 
К-С . (даже бернуллиевские) естественно возникают не 
толь:ко в теории вероятностей , по и в других вопросах 
(алгебраической , геометрической и даже физич . при
роды ; см . [ 2] ,  [3] , [ 5 ] ) . 

Лит. : [ 1 ]  К о л м о г о р о в  А. Н. , «Доил. АН СССР•>, 1 9 58 , 
т. 1 1 9 , м 5 ,  с. 8 6 1 - 6 4 ;  1 9 5 9 , т . 1 2 4 , м 4 , с. 7 5 1< -5 5 ;  (2] 
К о р н ф е л ь д И. П . , С и н а й  Я .  Г . ,  Ф о м  и н с .  В . , 
Эргодическая теория, М . , 1 980 ; [3] Итоги науки и техники . 
Математический анализ ,  т. 1 3 ,  М . , 1 9 7 5 , с. 1 29-262 ;  [4] 
Р о з  а н о в Ю .  А . , Стационарные случайные процессы , М . ,  
1 96 3 ;  [5) О р н с т е й  н д . , Эргодическая теория, случай
ность и динамические системы, пер . с англ. , М . ,  1 9 7 8 ;  [6) 
Р а r r у w., «Proc. Ашеr. Math. Soc . >> ,  1 9 65 ,  v . 1 6 ,  М 5 ,  
р .  960-66 ; L 7 ]  D и g d а 1 е J . К . , «PuЬI .  шath .» ,  (Debrecen) , 
1 96 7 ,  t. 1 4 ,  М 1 / 4 ,  р .  79-8 1 ; [8) C o n z e  J .  Р . , «Z .  Wahrs
cheinlichkeitstheorle und verw. Geblete>>, 1 9 7 2 ,  Bd 25 ,  Н. 1 ,  
S .  1 1 - 30 ;  [9) B u r t o n R .  М . , там же , 1 9 7 9 , B d  4 7 ,  Н. 2 ,  
S .  207- 1 2 ;  [ 1 0] D а n i S . ,  «Ашеr. J .  Mat!J >> , 1 9 7 6 ,  v .  98 ,  М 1 ,  
р .  1 1 9-63 ;  [ 1 1 ]  K r e n g e l  U . , S u c h e s t o n  L . ,  <<Ann . 
Math. Statistics>>, 1 969 ,  v. 40 ,  .N"o 2, р .  694-96 ; [ 1 2] К а ш i ti s k i 
В . ,  «Bull .  Acad.  polon . sci .  Ser. sci . math . , astron .  et phys . >> ,  
1 9 7 8 ,  v .  26 ,  М 2 ,  р .  95-97 .  Д. В .  Аносов. 

У -СИСТЕМА - гладкая динамич . система (поток 
или каскад) с компактным фазовым многообразием, 
к-рое все является гиперболическим .�t ножество.м . Диф
феоморфизм, порождающий У-каскад , наз . У-д и ф
ф е о м о р ф и з м  о м .  У-С . были ВВЕ'дены Д .  В .  Ано
совым (см .  [ 1 ] ,  [ 2] ) ,  поэтому иногда их наз . с и с т е
м а м и А п о с о в а .  

У-С . являются грубы.ми систе.ма.ми ,  причем при 
малом (в смысле С1 ) возмущении У-С . снова получа
ется У-С . ; число периодич . траекторий У-С . периода 
не больше Т экспоненциально растет с ростом Т. У-С . 
обладают сильными эргодич . свойствами по отношению 
к широкому клас·су т. н. <<гиббсовских» инвариантных 
мер (см .  [4] - [6] ) . [В частности , если У-С . имеет ко
нечную инвариантную меру, «совместимую с гладко
стью>> , т. е .  задаваемую в терминах локальных коорди
нат положительной плотностью (в первых работах 
только такие меры и рассматривались , см. [ 1 ]  - [ 3] ) ,  
то эта мера - гиббсовскал . ]  Так , если у У-диффео
морфизма нет блуждающих точе�> , то он метрически 
иво�юрфен Верпулли авто.морфиа;му ; сходимость вре
менных средних :к пространствеиному среднему в 

широких предположениях подчиняется центральной 
предельной теореме , а скорость перемепшвания -
экспоненциальная (<<Экспоненциальное убывание кор
реляций») . 

При исследовании У-С . передко используется сим
волическая дипа.мика , что cтaJio возможным благодаря 
введенным в [ 7 ] ,  [8] (окончательный вариант в [ 5 ] )  
марковским разбиениям. Ряд результатов об  У-С . 
оказался справедливым и для нек-рых других типов 
гиперболич. �1ножеств ; имеются и менее непосредствен
ные обобщения , при к-рых несколько ослабляются ус
ловия гиперболичности (см .  [ 6] , [ 1 4 ] ) . 

У-С . являются гиперболич . автоморфизмы торов и 
геодезические поrпо�>и па замкнутых многообразиях 
отрицательной кривизны;  имеются и другие примеры 
родственной алгебро-геометрич . природы . В этих при
мерах У-С . имеет инвариантную меру, совместимую 
с гладкостью . При малом возмущении такая мера мо
жет исчезнуть , но ввиду грубости все точки остаются 
неблуждающими. П ринципиально иной характер имеют 
примеры У-С . с блуждающими точками (см. [9] ) .  

Существование У-С . н а  многообразии налагает ог
раничения на его топологич . свойства . В общю1 случае 
об этом известно немногое (см . [ 1 0] , [ 1 1 ] ) ; хорошо изу
чен тот случай, когда устойчивое или неустойчивое 
подпространство (см . Гиперболическое М /iожество) од
номерно (см .  [9] , [ 1 2] ,  [ 1 3] ) .  

Лит. : ( 1 ]  А н о с о в д.  В. ,  <•доил . АН СССР»,  1 9 62 , т .  1 45 ,  
:NQ 4 ,  с .  707-09 ; 1 9 6 3 , т .  1 5 1 ,  J\l'o 6 , с . 1 2 5 0- 5 2 ;  [2] е г о ж е ,  
Геодезичесние потони на замкнутых римановых много
образиях отрицательной кривизны , М . ,  1 9 6 7 ;  [3] А н о с о в 
д. В . , С и н а й  Я. Г . ,  «Успехи матем. наую>, 1 9 6 7 ,  т. 22 ,  в. 5 ,  
с. 1 0 7-72 ;  [4]  С и н а й  Я .  Г. , там ж е ,  1 9 7 2 ,  т .  2 7 ,  в .  4 ,  с .  2 1 -
64 ;  [ 5 ]  Б о у э н Р . , Методы символячееной динамини , пер . с 
англ . , М . ,  1 9 7 9 ;  [6 ] Итоги науки и техники .  Математический 
анализ ,  т .  1 3 ,  М . , 1 9 7 5 ,  с. 1 29-262 ;  ( 7 ]  А d 1 е r R. L . ,  W е i s s 
В . ,  «Proc . Nat. Acad.  Sci . USA•>, 1 9 6 7 ,  v. 5 7 ,  М 6 , р .  1 5 7 3-76 ;  
[8] С и н а й  Я .  Г. , «Фующиональный анализ и его приложе
нил.>, 1 9 6 8 ,  т. 2, М 1 с. 64-89 ; (9] F r а n k s J. М . ,  W i 1-
1 i а m s В . , в нн. : Global theory of dynamical systeшs, B . 
[u . a . J ,  1 980 ,  р .  1 58-7 4 (Lecture notes in matl1 . ,  ,N\ 8 1 9 ) ;  [ 1 0] 
н i r s с h М. W. , «Topology•> ,  1 97 1 , v. 1 0 ,  .NЪ 3 , р. 1 7 7-83 ; [ 1 1 ] 
S h i r а i w а К . ,  «Nagoya Math. J . •> , 1 97 3 ,  v. 1,9 ,  р .  1 1 1 - 1 5 ; 
[ 1 2] Гладкие динамические системы,  пер .  с англ . ,  М . ,  1 9 7 7 ; 
[ 1 3] у е r j о v s k у А . , «Bolet. Soc. Matem . Mex icana>> , 1 9 74 , 

v. 1 9 , .N"o 2, р. 4 9 - 7 7 ;  [ 1 4 ] F a t h i  А . , L a u d e n b a c h F . ,  
р о е n a  r· н V . , «Asterisqнe>> , 1 9 7 9 , t .  6 6 - 6 7 , р .  7 1 - 7 9 , 1 39-
5 8 , 2 2 5 - 1, 2 .  Д . В .  Аносов. 

СИСТЕМНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ - 1) Инже
нерная дисципJiина , разрабатывающая методы пост
роения с и с т е м н ы х п р о г р а м м, т . е . программ, 
входящих в состав бoJIЬШJIX программных комплексов 
(программных систем) , придающих вычислительным 
средствам постоянные функции нек-роii специальноii 
системы -обработки информации . 2) П роцесс составления системных программ - в 
этом начестве все больше становител синонимом про
фессионального программированил , т.  е. составJiения 
программ (иначе называемых программным продук
том) , отчуждаемых от их автора и применяемых 
впоследствии мпогонратпо .  

В начальный период применепил ЭВМ , главным 
образом для мате�штич.  расчетов , основной сферой 
приJiоженил С . и .  была разработка базового матема
тич .  обеспС' ченил : операционных систем , систем про
граммированил , бибJiиотек стандартных подпрограмм. 
В связи с расширением и усJiожнением применепил 
ЭВМ в методах С . п. все больше начинает нуждаться 
разработка прикладиого математич . обеспечения -
пакетов прикладных программ, автоматизированных 
систем управлепил и банков данных .  

С .  п .  в своем развитии ветречаетел с рядом трудно
стей . Главными источниками их являютел болыuоii 
объем программных систсы (до 1 �rлн . машинных IЮ
манд) , с угубо нелин!'iiнал зависимость сложности от 
объема , елабал устойчивость системных програ мм к 
ошибкаи программиста и отказам оборудования . 
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В методах С. п . различается программирование «в 
малом&,  т .  е .  методы разработки системной программы 
одним человеком,  и «в большом» , т . е .  методы объеди
нения индивидуального програимного продукта в 
большую систему. 

В С. п .  «в малом» на первый план выступают мате
матич . методы программирования . описание и свой
ства математич . модели программируемой задачи, ме
тоды систематич . иреобразования исходной формули
ровки задачи в программвый текст, методы доказа
тельства правильности (верификации) программы . С. п .  
« в  большом» сближается с теорией больших систем, 
общей системотехникой, методами организации кол
лективной работы и даже с вопросами зволюции ди
:вамич . систем. 

Лит. : [ 1 ]  Б р у н  с Ф . , Rан nроентируются и совдаются 
программвые номпленсы. Мифичесний человека-месяц, пер. с 
англ . , М . ,  1 9 7 9 ; [2] Создание начественнаго пуограммного 
обесnечения. Тр . Рабочей нонференции Междунар. федерации по 
обработне информации , пер. с англ . , т .  1-2 ,  Новосиб. , 1 978 .  

А.  11. Ершов. 
СКАЛЯР - величина , каждое аначение к-рой может 

быть выражено одним (действительным) числом (см. 
Величина) .  В общем случае G . - элемент нен-рого nоля . 

СКАЛ Я РНАЯ КРИВИЗНА р и м а н о в  а м н о
г о о б р а з и я в т о ч к е р - след Риччи mепаора 
п о  отношеtшю :к метрич . тензору g. Скалярная кривизна 
s (p )  связана с Риччи кривиано й  r и секционной крививной 
k формулами 

s (р) = ,,�_ 1  r (е ;) = �� . _ 1 k (е; , ej) , .::..; , _  1 , / -
где е1 , • • •  , en - ортонормированный базис касатель
ного nространства . В эквивалентной индексной форме 
эти равенства имеют вид 

s (p) = giiR ii = giigklR kiil • 
I'де R u и Rkijt - координат.ь! тензора Риччи и тензора 
кривизны соответственно , g11 - контравариантные но
ординаты метрич. тензора . 

Лит. : [ 1 ] Г р  о м о л д . , К л и н г е н б е р  г В . ,  М е й  е р В . ,  
Риманова геометрия в це.пом, пер . с нем. , М . ,  1 9 7 1 ;  [ 2 ]  Р а ш е в
с н и й П. К . ,  Риманова геометрия и тензорный анализ,  3 изд. , 
М. , 1 96 7 .  Л .  А. Сидоров. 

СКАЛЯРНОЕ ПОЛЕ - скалярная фуннция точни об
ласти нек-рого пространства .  Примеры С .  п . :  поле тем
nературы внутри тела , nоле плотности . 

СКАЛЯРНОЕ ПРОИ3ВЕДЕНИЕ , в н у т р е н н е е п р о и з в е д е н и е (а, Ь) иенулевых векторов а и Ь, - произведение их модулей на косинус угла <р между 
ними: 

(а , Ь) = l a i i Ь J cos <p . 
З.а <р принимается угол между венторами , не иревосхо
дящий :rt . Если а = О  и Ь=О ,  то С .  п. полагают равным 
нулю. С .  п .  (а ,а) = а2 =  \ а \ 2 паз . с к а JI я р  н ы м 
н в а д р  а т о м вектора а . См . Векторпая алгебра . 

С .  п .  двух п-мерных векторов а = (а1 , а2 , • • • •  ап) и 
Ь = (Ь1 , Ь2 , • • •  Ьп) в случае действительных координат 
паз . число 

(а , Ь) = а1Ь1 + а2Ь2 + . . . + апЬп , 
в случае компленсных координат - число 

(а , Ь) = а1Ь1 + а2Ь2 +  . . .  + апЬп .  
Бесконечномерное векторное пространство, в к-ром 

определено С .  п. и выполнена ансиома полноты,  паз .  
г ильбертовым прострапство;м . А. Б . Ива·пов. 

СКАНИРОВАНИЯ МЕТОД - метод максимизации и 
минимизации функции путем последовательного пере
бора и сравнения значений функции во всех точках 
нек-рого подмножества допустимого множества . В отли
чие от перебора методом Монте-Карло уназанные точки 
в С . м. лежат на заранее детерминированвой траектории . 

Название <<С . м . )> пришло из технини, где часть задач 
о бзора и обнаружения целей эквивалентна максимиза-

ции или минимизации функции яркости и решается с 
помощью аналоговых или цифровых разновидностей 
С. м . В дальнейшем С . м. привлен внимание в I>ачестве 
удобного средства оптимизации на ЭВМ в диалоговом 
режиме . 

Траентория сканирования, в частности, может обра
зовывать всюду плотное множество в допустимом мно
жестве аргумента .  

Достоинствами С .  м . являются отсутствие ограниче
ний на способ задания фупнции и функциональные клас
сы, к к-рым она может приnадлежать . Последнее (наря
ду с большой трудоемкостью перебора) является в то 
же время и главным недостатком С . м . :  не используется 
для сокращения вычислений доnолнительная информа
ция, имеющаяся у вычислителя .  Поетому в вычислитель
пой ирантике С .  м. редко применяется без номбипации 
с другими методами оптимиааци:и. НапримРр, для 
функций, удовлетворяющих условию Липшица , поиск 
глобального зкстремума эффективнее производить вме
сто С. м методом «перебора на неравномерной сетке» 
(см . [ 2] , [3] ) .  

Лит. : [ 1 ]  Р а с т р и г и н .П .  А. , Системы энстремащ,ного 
управления, М . , f 9 7 4 : L2 ] Е в т у ш е н н о Ю. Г . , Методы 
решения энстремальных задач и их применеиве в системах 
оm·имизации , м.�. 1982 ;  [3 ] тowards Globa l Optirnisation , 
v. 1 -2 , Arnst .- � - У . ,  1 975-78 .  

Ю.П. Ивани.лов, В .  В .  Охри.менпо. 

СКАЧКОВ ФУНКЦИЯ - одна из трех компонент 
в Лебега разложении функции ограниченпой вариации. 
Пусть f (х) - oгpanи'U!nnoй вариации фующия на от
резне [ а , Ь] . Пусть d11 (x) =f (x)-f (x-O) при а <х...: Ь 
и. dn (x)=f (x+ O) -f (x) при а...:х<Ь . Число d11 (x) наз .  
с н а ч к о м ф у н н ц и и f в т о ч к е х с л е в а ,  
а число dп (х) - с к а ч к о м ф у н к ц и и f в т о ч
к е х с п  р а в а . Если а <х< Ь, то число 

d (x) = f (x + O) - f  (х - 0) = d11 (x) +dn (х) 

пав . с к а ч к о м ф у н к ц и и f в т о ч к е х. Пусть 
{x i } - последовательность всех точек разрыва функ
ции f на отрезке [а , Ь] и 

s (x) =� dn (xi)+� d11 (xi) (s (а) = О) .  а < х; < х a < xi < x 

Функция s (x) наз .  ф у н к ц и е й с к а ч н о в д л я 
ф у н к ц и и  f (x) .  При этом равность f (x) -s (x) = qJ (x) 
является непрерывной функцией огfаниченной ва�иа
ции на отрезке [ а ,  Ь] , причем V0 (f) = V� ( qJ)+ V0 (s) , 
где V� (F) - вариация функции F на отрезке [ а , Ь] . 
При этом 

ь ,, � 
Va (s) = """а <  х . < ь 1 dn (х;) 1 + "'-'а < х . ..; ь J dл (Xj) r .  

1 l 
Лит. : [ 1 1 Л е б е г А . ,  Интегрирование и отыснание примитив

ных фуннциИ,  пер . с франц. , М . -Л . ,  1934 ;  [ 2 ]  Н а т а н с о н и . П. , Теория фуннций вещественной переменной, 3 изд. , М . ,  1 9 7 4 .  
Б .  И. Голубов. 

СКА ЧКООБР А3НЫ:Й ПРОЦЕСС - случайный про
цесс, к-рый изменяет свое состояние только в случайные 
моменты времени , образующие возрастающую последо
вательnость . Иногда термин «С .  n . »  относят н любому 
процессу с кусочно постоянными траенториями . 

Важный класс С .  п. образуют марновсине С .  п .  М ар
ковекий процесс является С. п . ,  если его переходпая 
функция Р (s, х, t , В) такова,  что 

l im [ Р (s , х , t ,  B) - I в (x)]f(t - s) = q (s , х , В) , (1 ) 
Ц s  

где 1 ь (х) - индикатор множества В в фазовом прост
ранстве (E ,<f}) ,  и выполнены уеловил регулярности, 
заключающиеся в том, что сходимость в ( 1 )  равномерна 
и ядро q (s, х, В) удовлетворяет нек-рым требованиям 
ограниченности и непрерывности . 
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Пусть 
а ( t ,  s) = - q (t ,  х ,  {х}) , а (t , х ,  В) = q (t , х , В"{х}) , 

П (t ,  х , В) = а ( t ,  х , B)ja (t ,  х) , есп:и а (t ,  х) > О ,  
и П ( t ,  х, В) = О 
- в противном случае. В веденные величины допускают 
следующую интерпретацию: с точностью до о ( � t )  (при 
�t-0) a ( t ,  x) �t есть вероятность того, что в промежуток 
времени (t , t+ �t) процесс покинет сос'J'ояние х; П ( t , 
х, В) , когда a (t , х) >О, есть условная вероятность попа
дания процесса во множество В при условии, что в мо
мент t он покидает состояние х. 

При выполнении условий регулярности переходпая 
функция С . п. дифференцируема по t при t > s, по s 
при s <t и удовлетворяет прямому и обратному у р а  в
н е н и я м R о л м о г о р о в а с соответствующими 
граничными условиями: 

дР ( s ,  х, t , В) ' (t ) р ( - а , у s , х , t ,  дt v в 

+ \ a (t , y , B) P (s , x , t , dy) ,  � Е 
lim P (s , х , t ,  B) = lв (z) ;  
Ц . s  

dy) + 

дР (s , :� t, В) 
а (s , х ) [р (s , х , t ,  В) -

- �Е P (s , у , t ,  В) П (s , х , dy)] , 
l iш P (s , х ,  t ,  B) = l8 (x) . 
s t t 

Пусть Х= (Х1) 1:;;.0- непрерывный справа строго мар
ковекий С .  п . , Т 11 - момент п-го скачка процесса, 
Т0= О, У 11= Х т , S 11 - время пребывания в п-м состоя-

. n 
нии, Т oo = lrm T 11 - момент обрыва , Х т = б , где б -
точка вне Е .  Тогда последовательность ( т", У") обра
зует однородную цепь М аркова . При этом если Х -
однородный марковекий процесс , то распределение S 11 
при заданном У ,.= х-показательное с параметром Л (х) . 

Естественным обобщением марковених С . п. являют
ся нолумарковекие С. п . , для к-рых последовательность 
(У 11) является цепью М аркова , однако время пребыва
ния в п-м состоянии зависит от У 11 и У n + I  и имеет про
извольвое распределение . 

При исследовании общих С .  п .  ока3алсн плодотвор
ным т. н .  мартингальвый подход. В рамках этого под
хода удается получить содержательные резулм:аты без 
дополнительных предположений о вероятностной струк
туре С . п. При мартингальном подходе предполагается, 
что на вероятностном простр�нстве (Q , @Г, Р ) ,  где за
дан С. п. Х, фиксировано неубывающее непрерывное 
справа семейство а-алгебр f= (@rt)t :;;, 0 , @ГtС.@Г, причем 
для каждого t случайная величина Х t является @Г tизмеримой и , значит, моменты Т 11- марковскими . 

Пусть fP - предсказуемая а-алгебра на Q x  R + , fft= 
= fP X  rfl. Случайная мера '1'] па (R + Х Е ,53 ( IR + )@rfl) наз .  
п р е д с к а з у е м о й ,  если для любой неотрицатель-
ной 5'-измеримой функции f процесс (/*'I'Jt) 1�  где � о '  

f*'I'Jt = \ f (t , x) 'l'] (dt , dx) ,  J ( 0 , t ] XE 
является предсказуемым. 

Пусть 11= /l (dt , dx) - мера скачков процесса Х, т. е .  
целочисленная случайная мера на  (IR + Х Е, 53 ( 1R + )@rfj) , 
определенная равенством 

/l ( [O , t ] X B) = �,. :;;.. ! / [O , t]xв (T" , Y") , t E IR + , B E rfl ·  

При весьма широких предположениях на (Е , rfl) 
(выполненных, в частности, когда Е - полное сепара
бельное метрич . пространство с борелевекой а-алгеброй rfj) существует предсказуемая случайная мера v= v (dt , 
dx) такая, что пмеет место любое из следующих двух 
эквивалентных условий: 

1) Ef*!l oo= Ef*voo ДJIЯ любой неотрицательной ?-из
меримой функции / ; 

2) при любых п;;.. 1 и В Е rfl процесс 
(!l ( [O , t Л T"] X B) - v ( [O , t Л Т"] Х В))1 � 0 

является мартинrалом, выходящим из нуля . 
П редсказуемая случайная мера v определена одно

значно с точностыо до множества Р-меры нуль и наз .  
к о м п е н с а т о р о м (или д у а л ь н о й п р е д
с к а з у е м о й п р о е к ц и е й) ll ·  Можно выбрать 
такой вариант v,  что 

v ( ( T oo ,  оо ) Х Е) = О , v ({t}) X E) o;;;; 1 , vt . (2) 
Пусть !] - пространство траекторий С. п. Х, при

нимающих значения в (E ,rfl) , @Гt= a ( X s , s <.t) , gf = U @rt, 
t > о  

Р0 - веронтпостная мера, для к-рой выполнено (2) . 
Тогда на (Q, gf) найдется и притом единственная веро
нтностная мера Р такая, что v является компенсатором 
!l относительно Р и сужение Р на ff'o совпадает с Р0 •  
Доказательство этого утверждения опирается на явную 
формулу, связывающую условные распределения вели
чин ( Т  11, У 11) и компенсатор,  к-рый в ряде случаев ока-
3Ывается более удобным средством для описания С .  п .  

С . п .  является процессом с независимыми прираще
ниями тогда и только тогда,  когда ему отвечает детерми
нированный компенсатор . 

Лит. : [ 1 ]  Н о л м о г о р о в  А. Н . ,  «Усnехи матем. наук», 
1 938 ,  т. 5 ,  с. 5-4 1 ,  [2 ]  Г И Х  М а Н И. И . , С R о р о Х  о д А. В . , 
Теория случайных nроцессов , т. 2, М . , 1 9 7 3 ;  [ 3 ]  J а с о d J . , 
Calcul stochastique et proЬ!emes de martingales , В . - [а.о . ] , 
1 9 79 .  Ю .  М. Rаба>tОв. 

СКЕЛЕТ КАТЕГОРИИ - минимальная полная под
категория категории , эквивалентная самой категории . 
В произвольной категории .\f существует, вообще гово
ря, много скелетов.  Любой скелет можно построить 
следующим образом. В каждом классе изоморфных объ
ектов категории .� выбирается по одному представите
лю . Тогда полная подкатеr'ория категории ,\i', порож
денная выбранным подклассом объектов , является 
с . н .  jf. 

Две категории эквивалентны тогда и только тогда ,  
когда их  скелеты И3оморфны . С .  к .  наследует многие 
свойства самой категории : локаш.ную малость, наличие 
бикатегорных структур , различные виды полноты и 
т . д .  М. Ш. Цалеппо.  

СКЛЕИВАНИЯ МЕТОД в т е о р и и п о в е р х
н о с т е й - метод построения поверхностей, изомет
рячных данной. С . м. имеет приложекия к доказательст
вам реализуемости абстрактно заданных выпуклых 
метрик, к вопросам изгибания выпуклых поверхностей 
и к количественным оценкам изгибаемости; сила его 
в том, что он работает там, где дифференциальные урав
нения бессильны . 

Т е о р е м а А л е к с а н д р о в а :  пусть G1 , • • • , 
G" - замкнутые области в многообразиях с внутренней 
метрикой и положительной криви3ной, ограниченные 
конечным числом кривых с ограниченной вариацией 
поворота . Пусть G - многообразие , составленное из 
областей G1 путем отождествления точек их границ та
ким образом, что 1 )  отождествленные отрезки границ 
областей Gi и G 1 имеют равные длины; 2) сумма поворо
тов отождествленных отрезков границ областей G1 и 
G ;  со стороны этих областей неотрицательна ; 3) сумма 
углов секторов в отождествленных точках областей G k 
со стороны этих областей не иревосходит 2:rt . Тогда 
многообразие G имеет внутреннюю метрику положи-
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тельной кривизны, совпадающую с метриками областей 
в окрестностях соответствующих точек . 

Jl ит. : [ 1 ] А л е к с а н д р о в  А. Д . ,  З а л г а л л е р  В. А . , 
Двумерные многообразия ограниченной нривизны , М . -Л . ,  
1 9Н 2 :  L � ]  П о  г о р е  JI а н А .  В . , Изгибание выпуюiых поверх
ностРй .  М.� .1J . , 1 g 5 1 .  М .  И. Войцеховспий. 

СКЛЕИВАНИЯ ТЕОРЕМЫ - теоремы, к-рые уста
павливают существование апалитич . функций, подчи
ненных определенным соотношениям па границе об
ласти . 

Т е о р е м а  с к л е и в а н и я  Л а в р е н т ь е в а 
1 1 ] :  какова бы ни быJJа аналитич . функция .r1 = qJ (x) ,  
определенная н а  сегменте [ - 1 , 1 ] , ер ( ± 1 ) =  ± 1 ,  (jJ' (х) >0, 
можно построить две аналитич . функции /1 ( z ,  h) и 
/2 (z ,  h) , z= x+ i y , h=const,  отображающие однолистно 
и конформно прямоугольпик J x J < 1 , -h <y <O и прямо
угольник 1 х 1 < 1 , О < у < h соответственно на области D1 
и D2 без общих точек так ,  что / 1 (х ,  h) = /2 ((jJ (:r) , h) . 
Эта С .  т .  была использована (см . [ 6 ] )  для доказательст
ва теоремы о существовании функции wc""f (z) , / (0) = 0, 
f ( 1)  = 1 ,  осуществляющей квазиконформное отображе
ние кру1·а Jz j ...: 1 на нруг J w J ...;: 1 п обладающей почти 
всюду заданной ха рантеристиной h (z) , где 

h ( z ) = w-zf wz , / h (z) j .;;;;; ho < 1 , 
h (z )  - измеримая функция , определенная почти для 
всех z= x+ iy ,  J z j ...;: 1 .  С .  т . , являющаясн видоизменени
ем С .  т. Лаврентьева , была также использована при 
решении вопроса о конформном отображении одноеняа
ной римановой поверхности на однолиствый круг [ 5] . 

Были получены и другие С .  т .  (см. [ 2 ] ) , сыгравшие 
важную роль в теории римановых поверхностей (при 
этом брались более слабые ограничения на функцию 
типа x1= qJ ( x) ) .  Имеет место следующая С .  т. (см. [ 3 ] ,  
[ 5] ) :  пусть на  окружности J z / = 1 дана дуга у1 с конца
ми а и Ь , a=f'= b ,  и на у1 задана функция g (z) , обладаю
щан свойствами: 1) она регулярна во всех внутренних 
точках дуги у1 и в них g ' ( z )=FO;  2) функция z1 = g (z ) 
устанавливает взаимно однозначное отображение дуги 
у1 на дополнитеш.ную дугу у2 на Jz l= 1 с сохранением 
концов а и Ь; тогда существует фуннцин 

1 
w = F ( z ) = -z + arz +  . . .  , 

регулярнан в J z J ...;: 1 ,  за исключением точек О , а и Ь , 
и во внутренних точках дуги у1 удовлетворяющая соот
ношению F (z) = F (g (z) ) .  

Доказано также существование функции P (z) , одно
листной в J z J < 1  (см .  [4 ] , гл .  2) . 

Лит. : [ 1 ] Л а в р е н т ь е в М .  А . , «Матем . сб . >> ,  1 9 :3 5  т. 4 2  
.М t, ,  с. 4 0 7-24 ;  [2 ]  В о л н о в ы  с н и й л .  И. , там же ' 1 946 ' 
·г. 1 8 ,  Хо 2, с. 1 8 5-2 1 2 ;  [3 ] S с h а е t f  е r А. С. , S р е n  с е Г D. с .

' 

«Duke Math. J . » , 1 9t, 7 , v .  1 4 , .М 4 , р . 949-6 6 ;  [ .\ J и х  ж e , « Amer< 
Math. Soc. Co1 1oq.  РнЬI . » ,  1 950 ,  v. 3 5 :  [ 5 ] Г о л у з  и н Г. м . ,  
Геометричесная теория фуннций намплененого переменного , 
2 изд . , М . ,  1 96 6 ,  ГJI .  1 1 ,  § 1 -2 ;  [ 6 ]  Б е л И н с н И Й  П. П. Об
щие свойства квазинонформных отображений, Новосиб.  \ 974 
ГJI . 2 ,  § 1 .  Е .  Г .  Го;.узипа : 

СКОЛЕМА ПАРАДОКС - следствие теоремы Лёвен
хейма-Сколема (см. Гёде.ля теорем.а о по.лпоте) , со
стоящее в том, что всякая непротиворечивая формаль
ная аксиоматич . теория , заданная счетным семейством 
аксиом, выполнима в счетной области . В частности, 
если предположить непротиворечивость аксиоматич . 
системы теории множеств Цермело - Френкелл или 
простой теории типов (см . А ксиом.атическая теория 
�tпожеств) , то существует иптерпретация этих теорий 
на счетной области . И это несмотря на то, что сами эти 
теории предназначены для описания весьма обширных 
фрагментов наивной теории множеств и в рамках этих 
теорий можно докааать существование множеств весьма 
большой несчетной мощности , так что в любой интерп
ретации этой теории должны существовать несчетные 
множества .  

Следует подчерннуть,  что С . п .  не  является парадок
сом в строгом смысле этого слова , т . е .  отнюдь не сви
детельствует о противоречивости теории , в рамках н-рой 
он установлен (см . танже А птипо.мия) . Кажущаясл 
варадонсальность С .  п. может быть прояснена тем, что 
счетно-бесконечнан интерпретация теории множеств 
является в пек-ром роде нестандартной . Элемент интер
претации может оказаться счетным в широком интуитив
ном смысле п несчетным внутри самой теории . Послед
нее означает , что среди элементов интерпретации отсут
ствует функция,  задающая взаимно однозначное соот
ветствие между элементами данного множества и эле
ментами множества натуральных чисел , в то времн как 
с теоретико-множественной точ1ш зрения существова
ние такой функции можно доказать . 

Лит. : [ 1 ] Н л и н и С .  Н . , Введение в метам а тематину , пер .  
с анг.а . ,  М . , 1 9 5 7 . А .  Г. Д paгa.Jtu>< . 

СКОЛЕМА ФУНКЦИЯ , ф у  н н ц и я С к у л е-
�� а ,  с к о л е м о в с к а я ф у н к ц и я ,  - понятие 
Jrогики предикатов . Если А (х1 , • . . , xm у) - преди
катнал формула от ипдивидпых пере.чеппых х1 , • . • , 
.г," у , области изменевин к-рых суп, множества Х 1 ,  
. . .  , Х т У соответственно, т о  функцин f : Х 1 Х . . . Х 
Х Х ,.-+У паз . ф у н к ц и е й С к о л е м а ,  или р а з
р е ш а ю щ е й ф у н к ц и е й, для формулы 3У 
А (х1 , • • • , х ,. ,  у ) ,  ecл tr для всех х1 Е Х1 , . . .т,. Е Хп 
имеет место импликацин 

3уА (:rr , . . .  , .Г т у ) =;> А (:cr , . . .  , х,. ,  f (xi , . . . , .тп ) ) . 
С .  ф . былп введены Т .  Сколемом (Т . S koleш) в 20-х гг .  
20 в .  Понятие С .  ф .  широко применяется в работах по 
математич . логине . Объясняется это тем, что с помощью 
С. ф . можно исключить чередование кванторов v и 3 ·  
Тан, нанр . ,  для всякой формулы А языка узкого ис
численин прединатон можно построить формулу вида 
3 xr , . . .  , х ,. v YI ·  . • . , у т С, называемую с к о л е м о в
е к  о й  н о р м а л ь н о й  ф о р м о й  ф о р м у л ы  
А ,  где С не содержпт кванторов , но содержит новые 
(т .  е. не встречающиеся в А )  предикатвые символы, и 
такую , что в исчислении преДiшатов формула А выводи
ма то t·да и только тогда , когда выводима ее сколемон
екая нормальнан форма . 

Идея С .  ф. испоJJьзуется в таких фундаментальных 
теоремах математич . логинп, 1\ак теорема Эрбрана , сво
дящая вопрос о выводимости в исчислении предикатов 
предикатной формулы к иссJrедованию вопроса о вы
водимости в исчислении высказываний бесконечной 
последовательности пропозициональных формул ,  теоре
ма Лёвенхейма - Сколема и др . 

В тех случаях , когда предметная область, на к-рой 
рассматриваютел формулы, обладает дополнительной 
структурой, можно потребовать от С. ф. определенной 
связи с этой структурой . Напр . ,  если рассматриваемая 
предметная область принадлежит иерархии копструк
тивпы.r по Гёде.лю м.пожеств, то можно потребовать, 
чтобы С. ф. также принадлежали определенному уров
ню в конструктивной иерархии. Существование С. ф . , 
удовлетворяющих дополнительным свойствам, не всегда 
гарантировано, но эффект от их исполь:ювания в слу
чае, когда они существуют, оназывается более значи
тельным. 

В качестве примера можно унааать на результат 
Йенсена о выводимости г и п о т е з ы Ч э н а о 
д в у х  к а р д и н а л а х (см . [ 6 ] )  и отрицания Сус
.липа гипотезы ( см .  [ 5 ] )  и:1 ансиомы конструктивности 
Гёделя. Теорема Новикова - Кондо об униформиза
ции П �-отношений из дескриптивной теории множеств 
утверждает существование определенного рода С. ф. 
(см . [ 2 ] , с .  280) . 

Лит. : [ 1 ]  Н о А и " о А П. С. , Э.:�емснты математичесной 
JJOГИIOI , 2 иод. , М. , 1 D 7 3 ;  [2] Ш с н ф и  л д Дж. Р. , Математичс
ская Jюгюш , пер . C iiHГJJ . ,  М . ,  1 U 7 5 ;  [З ] Н е й с л е  р Г . , Ч э н Ч. Ч. , 
Теория моделей, пер . с англ . ,  М . ,  1 9 7 7 ;  [ 4 ]  Е р  m о в Ю .  Л. , 
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П а  л ю т  и н Е .  А . ,  Матсматичсснал .логина М . . 1 9 7 9 ;  [5 ] цессов , имеющих спектральную плотность / (А) такую, 
Handbook of rna theшa t ical  log·ic, Amst . ,  1 9 7 7 ;  [6 ]  D е v l i n К . •  т . ,  
Aspecls of constructiЬi J i ty ,  В . - [а . о . ] , 1 9 7 3 .  В .  Н .  Гришим. что 

СКОЛЬЖЕНИИ ГРУППА р е г у л я р н о г о н а- (' : :rt  log f (Л,) d Л,  > - оо 
к р ы т  и я р :  х-У - группа Г (р )  таких гомеомор- .) 
физмов '\' пространства Х на себя , что ур= р ( Х  и У - (см. [ 2 ] ,  f 1 ] ,  [ 3] ) .  
свя:шые ло l\ально линейно связные хаусдорфовы топо- Односторонним или соответственно двусторонни�f 
логич . пространства) . Так, С .  г .  накрытия окружности С .  с .  п. с непрерывным временем наз .  стационарвыи 
действительной прямой IR , определяемого формулой процесс Х ( t) , - оо < t < оо ,  представимый в виде 
t 1-->- (cos t, sin t) , будет группа сдвигов t � t+ 2лп,  п Е z .  

х ( t )  = (' <fJ ь (s) dY ( t - s) ,  r <fJ 1 ь (s) 1 2 ds < 00 ' Группа Г (р)  является дисr;ретной группой преобра- j 0 .) 0 
зований пространства Х ,  действующей свободно (т .  е .  или соответственно в виде 
у (х) = .т ;> у= 1 ) ,  11 пространство У естественно изоморф
но факторпространству Х 1 Г (р ) . С .  г .  Г (р) изоморфна 
факторгруппе фупда;мептальной группы :rt1 (У , у0) , где 
Уо Е У , по образу группы :rt1 (Х ,  х0) , где р (х0) = у0 , при 
гомоморфизме , индуцированном отображением р .  
В частности , для универсального наl\рытия р С .  г . 
изоморфна фундаментаJrьной группе пространства У .  

Лит. : Х у С ы- ц � л  н ,  Теория гомотопиl! , пер . с англ . , М. , 
1 9 6 4 .  Э .  Б .  В инберг . 

СIЮЛЬЗЯЩЕГО СРЕДНЕГО ПРОЦЕСС - стационар
ный в широl\ом с�rысле случайный процесс , к-рый может 
быть получРн с по ,\ющью применепил нек-рого линей
ного иреобразования 1\ процесс у с некоррелированными 
значения м и  (т . е .  I\ процесс у белого шума) . Часто С .  
с .  11 . паз . таi\ЖС более частный процесс Х ( t )  с дискрет
ным вре�1енем t �с- О , ± 1 , . . .  , представимый в виде 

Х ( t ) = У ( t )  + h 1Y (t - 1 ) + . . .  + Ь qУ ( t - q) , (1 ) 

где ЕУ ( t )  = О , Е У ( l )  У (s) = a2&ts • Оts - символ Кронеке
ра (так что У ( t ) - процесс белого шума со спектраль
ной плотностью а2j2л) , q - нек-рое целое положитеЛI,
ное число , а Ь 1 , • • •  , Ьq - постоянные коэффициенты . 
Спектральная плотность f (Л) такого С .  с .  п .  определя 
ется формулой 

f (Л) = (a2j2:rt) 1 ф (еiЛ) 1 2 , 
ф (z ) = t0 -t- Ьtz + . . .  + Ьqzq , Ь0 = 1 , 

а его корреJшционнан функция r (k) = E X  ( t )X  ( t-k) 
имеет вид 

� q - / k  1 
г (k) = a2�i = O ЬJЬJ + t k  / при / k l < q ,  

r (k) = O  при l k l  > q .  

Обратно , если корреляционная функция r (k) стацио
нарного процесса Х (t )  с дискретным временем t облада
ет тем свойством, что r (k) = O  при \k \ >q для какого-то 
целого положительного q,  то Х ( t )  - это С .  с. п. поряд
ка q, т .  е . он допускает представление вида ( 1 ) ,  где 
Y (t) - белый шум (см . , напр . ,  [ 1 ] ,  § 5 . 7 ) . 

Наряду со С .  с .  п. конечного порядка q, представимы
ми н виде ( 1 ) , существуют также два типа С .  с. п. с 
дискретным временем бесконечного порядка , а именно : 
односторонние С .  с .  п . ,  допускающие представление 
вида 

�
00 

X ( t ) = . Ь1.Y (t - j ) , 1 = 0  (2) 

где У (t) - белый шум , а ряд в npaнoi'r части (2) схо
дится в среднем квадратичном (и , 

значит, �j:O  \ Ь j \2 < 

< ао ) ,  и более общие двусторонние С .  с. п . ,  представи
мые в виде 

(3) 

где Y (t) - белый mу:м , а �7=-ж \ ЬJI2 < оо . :Класс дву

сторонних С .  с .  п .  совпадает с классом стационарных 
процессов Х ( t ) , имеющих спектральную плотность 
! (Л) , а класс односторонних С .  с .  п . - с классом про-

(" ОО (' оо  X (t ) = j _ 00 b (s) dY ( t - s) , .) _ 00 / b (s) j2 ds < ао ,  

где E [dY ( t ) ] 2 = a2dt , т .  е .  У' ( t ) - обобщенный процесс 
белого шума . Класс двусторонних С .  с. п. с непрерыв
ным вре менем совпадает с классом стационарных про
цессов Х ( t ) , имеющих спектральную плотность 1 (Л) ,  
а класс односторонних С .  с .  п .  с непрерывным време
нем - с классом процессов , имеющих такую спектраль
ную плотность 1 (Л) ,  что 

\ <ro log f (Л) (1 +Л2) - 1 dЛ > - оо  
., - оо 

( см . [ 4] ,  [ 3 ] ,  [ 5] ) .  
Лит. : [ 1 ]  А н д е р с о н Т . , Статистический анализ времен

ных рядов,  пер . с англ . ,  м . , 1 976 ; [2 J Н о л м о г о f о в А. Н. , 
« Бюлл. Моек . гос. ун-тю>, 1 9 4 1 ,  т. 2, в. 6 ,  с. 1 - 4 0 ;  [3 д у б Дж. , 
Вероятностные nроцессы, пер . с англ . ,  М . ,  1956 ;  [4] К а r !1 u
n е n К . , <•Ann. Acad. Sci . Fennicae . Ser. А. Math. -PhyS . >> ,  1 94 7 ,  
М 37 ,  р .  3-79 ;  [5 ] Р о з  а н о в Ю .  А . ,  Стационарные случай
ные процессы, М . ,  1 963 .  А .  М. Яг.лом.. 

СКОЛЬЗЯЩИП ВЕКТОР - см. Be r;mop . 
СКРЕЩЕННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ г р у п п ы С и 

к о л ь ц а К - ассоциативное кольцо, определяемое 
следующей конструкцией. Пусть заданы однозначное 
отображение а группы С в группу автоморфизмов ассо
циативного кольца К с единицей и семейство 

p = {Pg, h  \ g , h E G} 
обратимых элементов кольца К, удовлетворяющее 
условиям 

Pg , , g,, g , · Pg, . g , = Pg, g,, g3 Pf:� g, ;  
ag,a · g,a = р - 1 a(g,g,) а р g , ,  g, g , , g , 

для всех а Е К и g1 , g2 , g3 Е С. Семейство р паз . с и с т е
.\1 о й  ф а  к т о р о в .  Элементами С .  п .  группы С и 
кольца К при системе факторов р и отображении а будут 
всевозможные формальные конечные суммы вида 

�g e G agtg, g E G , ag E K  
( tg - символ , однозначно сопоставляемый каждому 
элементу g Е С) , а операции определяются формулами 

�g e G agtg+ �g e G  �gfg = �g e G (ag + �g) fg ; 

(�g E G  agtg) ( �g E G  �gtg ) = 

= �he a (�xy=h. х, y e G (ax�ZaPx. У) ) th . 
Это кольцо обозначается К (G, р, а) ; элементы t g обра
зуют К-базис С .  п. К (С, р, а) . 

Если а отображает С в единичный автоморфизм коль
ца К, то С .  п. К (G, р) паз.  с к р е щ е н н ы м  г р у п
п о в ы м  к о л ь ц о м, а если , I<роме того , Pg, h= 1 
для всех g, l� Е С , то К (G , р , а) - г р у п п о в о е  к u л ь
ц о группы G над кольцом К (см . Групповая алгебра) . 

Пусть К - поле и а - мономорфизм . Тогда С . п. 
К (G, р ,  а) - простое кольцо, являющееся С. п .  поля 
с его группой Галуа . 

Лит. : [ 1 ]  S е h g а l s. К . ,  Topics in gтoup rings , N. У . ,  
1 9 78 ;  [2 ]  Б о в д и А .  А . ,  <•Сиб. матем . ж . » ,  1 96 3 , т .  1, , с .  48 1 -
500 ;  [3 ] Итоги науки и техники . Современные пробJ!смы матема
тики , т. 2, М . ,  1 9 7 3 ,  с. 5- 1 1 8 .  А. А . Бовди. 
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СКРЕЩЕННЫЕ . МОДУЛИ - понятие, родственное понятию С-модулеи (см. Модуль) . Группа М (не обязательно коммутативная) с группой операторов С, снаб

женная гомоморфизмом f : М -+С таким, что для любо
го g E C и любых х, У Е М  имеют место соотношения 

f (gx ) = g (fx) g - 1 ,  (fx) y = xyx - 1 , 
наз .  с R р е  щ е н н ы м  (С, !)-м о д у л е м . Тогда и только тогда М является С-модулем (то есть М - абелена группа ) ,  когда f = const (=е Е С) . М. И. Войцеховс>tUй. 

СКРЕЩЕННЫЙ ГОМОМОРФИЗМ группы С в опе
раторную группу Г над С - отображение ер : с-г, 
удов�етворяющее условию ер (аЬ ) = ер  (а) (аер (Ь) ) . Если 
С деиствует на Г тождественно , то С .  r .  � зто обычный 
гомоморфизм . С. r .  наз .  также 1 -к о ц и к л а м и 
группы С со значениями в Г (см . Неабелевы кого;мологии) . 
:Каждый злемент 1' Е Г определяет С .  r .  ер (а) = '\'  - 1  (ау) 
(a E G) ,  паз . r л а в н ы м С. r . , или коциклом, коrо 
молоrичным е . Отображение ер : с-г является С .  r .  тогда и только тогда , когда отображение р группы С в голо
морф группы Г, заданное формулой р (а) = (ер (а) , а (а) ) , 
где а :  Г -Aut Г - гомоморфизм, определяющий 
на Г структуру операторной группы, является гомомор
физмом . Напр . , если а - линейное представление труп" 
пы С в векторном пространстве V, то С. r. ер : с_г 
определяет представление р группы С аффинными пре
обрааованиями пространства V. Я д р  о м С .  r. ер на з .  
множество ер - 1 (е) сС ; оно всегда является подгруппой 
в С. А. Л. Опищип. СКРЕЩИВАЮЩИЕСЯ ПРЯМЫЕ - прямые в про" 
странстве , не лежащие в одной плоскости . 

У r л о м между С .  п .  наа . любой ив углов между 
двумя параллельными им прямыми, проходящими через 
nроизвольпую точку пространства . Если а и Ь - на
правляющие векторы С .  п . , то косинус угла между 
С .  п .  выражается формулой 

(а , Ь) cos ер1 , 2 = ± тат:ть-; .  
О б щ и  м п е р п е н д и к у л я р о м двух С .  п.  

наз .  прямая, пересекающая каждую из прямых и им 
перпендикулярная. Для любых двух С .  п. существует 
единственный общий перпендикуляр .  Уравнения (как 
линии пересечения двух нек-рых плоскостей) общего 
перпендикуляра к двум С .  п. r= r1+ at1 и r= r2+ Ы2 
имеют вид 

( (r - r1) , а ,  [а ,  Ь ] )  = 0 , 
((r - r2) ,  Ь, [ а ,  Ь] ) = 0 .  

Р а с  с т о я н и е м между С .  п .  паз . длина отрезка 
общего перпендикуляра к этим двум прямым, концы 
к-роrо лежат на этих прямых (или расстояние между 
параллельными плоскостями, в к-рых лежат С .  п . ) .  
Расстояние d между С .  п .  выражается формулой 

d = 1 ((1'1 - 1'2 ) .  а , Ь)/ • 1 [  а , Ь ] 1  
А . Б .  Ивапов. 

СЛАБАЯ ГОМОЛОГИЯ - отношение эквивалентно
сти между циклами, приводящее к определению групп 
спектральных гомологий Й Р (С; G) . Известно, что го
мологии Стиврода - Ситникова компактного прост-
ранства Н Р ( С; С) отображаются на Й Р (С ;  С) эпиморф
но, причем ядро К этого отображения изоморфно пер
вому производиому функтору l iш1 от обратного предела 

+-

гомологий Н Р (а; С) нервов открытых покрытий а про
странства С.  Первоначально группы Н Р определялись 
в терминах циклов В ьеториса,  причем циклы, :задающие 
злементы подгруппы Kcllp (C ;  С) , паз . с л а б о г о
�� о JI о г и ч н ы м и п у л ю. Наоборот, циклы В ьсто
риса,  гомологичные нулю в указанном выше определе
нии групп Н Р' иногда пав .  с и л ь н о r о м о л о r· и ч-

н ы м и н у л ю ( а  соответствующее отношение экви
валентности между ними - с и л ь н о й г о м о л о
г и е й) .  В случае,  когда С - компактная группа или 
поле, ядро К равно нулю ,  и понятия сильной и слабой 
гомологий оказываются эквивалентными . 

Лит . :  [ 1 ] А л е к с а н д р о в  П. С . , <<Тр . Матем . ин-та АН 
СССР>>, 1 9 59 ,  т. 5 4 ,  с. 3- 1 36 ;  [2 ] М а с с и У . ,  Теория гомологий 
и когомологий, пер . с англ . ,  М . , 1 98 1 .  Е. Г. CW<яpmno. 

СЛАБАЯ ОСОБЕННОСТЬ ,  п о л я р н а я о с о-
б е н н о с т ь ,- неограниченность ядра интегрально
го оператора К (х, s) при ограниченном произведении l x-sl aK (:т,  s) ,  (х, s) E Q Х Q ,  где Q - множество прост
ранства IR.n , l x-s l - расстояние между точками х, s и 
О < a= const < п .  Интегральный оператор, к-рый nорож" 
дается таким ядром 

S 
М 

(х, s) 
Кер (t ) = --а ер ( s) ds , 

g / Х-в l (1 )  
наз. и н т е г р а л ь н ы м о п е р а т о р о м с о 
с л а б о П: о с о б е н н о с т ь ю (или с п о л я р н о й 
о с о б е н н о с т ь ю) .  Пусть Q - компактное под
множество пространства IR.n . Тогда если М (х, s) непре
рывна на Q Х Q, то оператор ( 1 )  вполне непрерывен в 
пространстве непрерывных функций IC (Q) ,  а если М -
ограниченная функция, то - в пространстве L2 (Q) . 

Ядро 
(К1 * К2) (х ,  s) = � gK1 (х , t ) /(2 ( t , s) dt  (2) 

пав . с в е р т к о й  я д е р  К1 и К2 •  Пусть эти ядра 
имеют С. о . ,  причем 

const 1 К; (х , s) 1 ..;:;;; а . , t'Xi = const < п , t = 1 , 2, 
1 х-в / ' 

тогда их свертка (2) ограничена или будет ядром со 
С .  о . , а именно : 

{
с если а1 + а2 < п , 

I (K1 * K2) (x , s) l .s;:;;; c l ln l x - s l l , если a1 + a2 = n ,  l 
с 

l x - s ln - a, - a. , если а1 + а2 > п , 
где с - нек-рая постоянная . 

Если ядро имеет С .  о . ,  то все его итерированные ядра ,  
начиная с нек-рого,  ограничены . 

Лит. : [ 1 ]  С м Jil р н о в В. И. , Rypc высшей математики, т. 5 ,  М . , 
1 9 5 9 ;  [ 2 ] В л а д и м и р о в В. С . ,  Уравненин математической 
физики,  3 изд. , м . ,  1 97 6 ;  [ 3]  R р а с н о с е л ь с к и й  М. А. 
[и др. ] , Интегральные операторы в пространствах суммируе
мых функций , М . ,  1 966 .  Б .  В .  Хведе.аидзе. 

СЛАБАЯ ПРОИЗВОДПАЯ - то же , что Гато про
иаводпая . 

СЛАБАЯ ТОПОЛОГИЯ - локальпо выпуrолая топо
логия на векторном пространстве Х , по рожденная се
мейством полунорм p (x) = l f (x) l ,  где f пробегает пек-рое 
подмножество F сопряжеппого прострапства Х' . 

Лит. : [ 1 ] Л ю с т е р н и к  Л. А. С о б о л е в В. и . , Ират
кий курс функционального анализа , :М:. ,  1 982 ;  [2] Ш е Ф  е р Х . ,  
Топологические векторные пространства , пер. с англ . , М. , 1 97 1 .  

М .  И .  Воiiцеховспий. 
СЛАБО БЕСКОНЕЧНОМЕРНОЕ ПРОСТРАНСТВО 

топологическое пространство Х , для любой бесконечной 
системы пар множеств :к-рого 

(А; , В ;) , А; П В; = .0 ,  i = 1 , 2 , . . .  , 
найдутся перегородки С i (между А i и В ;) такие, что 
n с;= .0 .  пространство ,  не являющееся слабо беско
нечномерньtм, паз с и л ь н о б е с к о н е ч н о м е р
н ы м .  С. б .  п .  наз также А -с л а б о б е с к о н е ч
н о м е р н ы м .  Если в определении С .  б .  л .  еще по
требовать, чтобы пары множеств были дизъюнктны, то 
получится понятие S -с л а б о б е с к о н е ч н о м е р
н о r о п р о с т р а н с т в а .  

Лит. : [ 1 ] А л е к с а н д р о в  П. С. , П а с ы н к о в  Б .  А�, 
Введепис n .тсорию размерности, М. , 1 9 7 3 .  М. И . Войцеховспии. 

СЛАБО БЛУЖДАЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО для обрати
мого ивмеримого преобразования Т иамеримого прост
рапства (Х ,  }8) - измеримое подмножество А сХ, для 
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к-рого существует такал бесконечная последователь
ность целых чисел ni,  что множества TniA попарно не 
иерееекаютел (здесь обратимость Т подразумевает изме
римость т - 1) .  Если Т имеет а-конечную квааиипвари
аптпую .меру ft (определенную на �) ,  то необходимое и 
достаточное условие существования у Т конечной ипва
риаптпо й .меры ,  эквивалентной ft ,  состоит в том, чтобы 
для любого С. б. м. А было ftA = O.  

Лит . : [ 1 ] Н а j i а n А . :В . ,  К а k u t а n i Sh. , <<Trans Amer · 
Math. Soc.>>, 1 96 4 ,  v. 1 1 0 ,  х, 1 ,  р. 1 36-5 1 ;  (2 ]  Н а J i а n А . •  
1 t о У . , « J .  math. and mech . » ,  1 969 ,  v. 1 8  • •  М 1 2 ,  р. 1203-16 ·  

д .  В .  Аносов· 
СЛАБОЕ РЕШЕНИЕ д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о 

у р а в н е н и я  
Lи = �� аа (х) Da и = t (*) "'- а / < т 

в о б л а с т и D - локально интегрируемая функция 
и, удовлетворяющая равенству 

� 
D и L*cpdx = � D fcpdx 

для любой гладкой (напр . ,  класса С"") функция ер с 
комnактным носителем в D .  Здесь коэффициенты а а (х ) 
у�авненил (*) предполагаютел достаточно гладкими и 
L означает формально сопряженный по Лагранжу 
с L дифференциальный оператор 

L*cp = �  ( - 1 ) / a iDa (aacp) , 
"'-�1 а 1 < т  

Напр . ,  обобщенную производную f= D aи можно опре
делить как такую локально интегрируемую функцию /, 
что и есть С. р. уравнения D aи=f .  

При рассмотрении С .  р .  уравнения (*) возникает за
дача:  при каких условиях они являются сильпы.ми ре
шепия.ми .  Н апр . ,  для эллиптич .  уравнений велкое С. р .  
является сильным . 

Лит. : [ 1 ) Б и ц а д з е А . В . ,  Некоторые классы уравнений 
в частаых ПjЮизводных, _  М.,  1 98 1 .  А .  П Со.лдатов. 

СЛАБЫИ ОТНОСИТЕЛЬНЫВ МИНИМУМ - мини-
мальное значение J (у ) ,  достигаемое функцианалом 
J ( у) на кривой у (х) ,  цs;;;;;х.;;;;х2 , такое, что J (y)";;;;J (у) 
для всех кривых сравнения у (х) ,  удовлетворяющих 
условию е-близости 1-го порядка 

1 у (х ) - у (х) j ";;;; e ,  1 у ' (х) - у' (x) l .;;;; е ( 1 )  
на всем промежутке [х1 , х2] . Предполагается, что кри
вые у (х ) , у (х) удовлетворяют заданным граничным ус
ловиям . 

Если в ( 1 )  отбросить условие е-близости по производ
ной, то это приведет к условию е-близости нулевого 
порядка .  Минимальное значение функцианала J (у) в 
е-окрестности нулевого порядка паз .  сильпы.м отпоси
тельпы.м .м ипи.м у .м о .м .  

Поскольку условие е-близости нулевого порядка вы
деляРт более широкий класс кривых по сравнению с 
условием в-близости 1-го порядка, велкий сильный от
носительный минимум является одновременно С. о. м . ,  
но не вслкиii С .  о .  м .  является сильным относительным 
минимумом . 

Для того чтобы экстремалЪ у-(х) доставляла С .  о .  м . , 
необходимо, чтобы на ней выполнялось Л ежапдра ус
J!Овие . Для сильного относительного минимума вместо 
уеловил Лежандра необходимо выполнение более nб
щего Вейерштрасса условия . В терминах теории опти
мального управления это различие в формулировках 
необходимых условий означает следующее: для С. о .  м .  
необходимо, чтобы Га.ttильтопа функция в точках экст
ремали достигала JIОI�ального максимума,  а для силь
ного минимума - абсолютного ll!аксимума по управле
нию (в соответствии с принцином максимума Понтрл
I'ина) . 

Достаточные уеловил С .  о. м .  налагают неп-рые тре
бования только на экстремаль у(х) , тогда как в слу
чае сильного минимума требуется выполнение сходных 
по смыслу условий не только на экстремали y( r ) ,  но и 
в нек-рой ее е-окрестности нулевого порядка . Экстре
маль доставляет С . о. м . , если вдоль нее выполняется 
усиленное условие Лежандра и усиленное усJювие Яко
би. Экстремаль доставJшет сильный относительный ми
нимум , если она может бып, окружена полем ;щстрема 
лей и для всех точек этого поля функция Вейершт
расса неотрицательна . 

Лит. : ( 1 ] Л а в р е н т ь е в  М .  А . , Л ю с т е р н и к Л .  А . ,  
Курс вариационного исчисления , 2 изд . , М .-Л . , 1 9 5 0 ;  [ 2] 
С м и р н о в в. И. , Курс высшей м атематики , 3 изд . , т. 4 ,  
М . , 1 9 5 7 .  И .  Б .  Вапиярспий. 

СЛАБЫИ ЭКСТРЕМУМ - минимальное или макси
мальное значение J (у) , достигаемое функдионалом J (у) 
на кривой у (х) , х1 �х �х2 , для к-рого выполняется одно 
из неравенств 

J (У) ";;:;; J (у) или J (у) � J (у) 
для всех кривых сравнения у (х) , находящихсл в Е
близости от кривой у (х) как по ординате , так и по про
изводной: 

1 у (х) -у (х) ) ";;;; е , 1 у ' (х) -у ' (х) ) ";;;; е . 
Кривые у (х) ,  у (х) должны удовлетворять заданным 
граничным условиям . 

Поскольку максимизацил функдионала J ( у) эквива
лентна минимизации функцианала - J (у) , 1'0 часто вме
сто С .  э . говорят о слабом минимуме .  Термин «слабый>> 
подчеркивает, что на кривые сравнения у (х) наложе
но условие е-близости не только по ординате , но и по 
производной (в отличие от сильного экстремума, где от 
у (х) требуется е-близость к у (х) только по ординате) . 

По определению, С .  э .  является слабым относитель
ным экстремумом, поскольку дает экстремум не абсо
лютный, т .  е. не на всем классе допустимых кривых 
сравнения у (х) ,  на к-рых функционал J (у) имеет смысл, 
а локальный, относительный, соответствующий пек
рому подмножеству всех допустимых кривых сравне
ния . Однако для краткости употребляют термин «С . э . >> .  

Лит . :  [ 1 ) Л а в р  е н т ь е в М. А . ,  Л ю с т е р н и к  л .  А . , 
Курс вариационного исчисления ,  2 изд. , М.-Л . ,  1 9 5 0 ;  [2]  С м и р
н о в в. И. , Курс высшей математики, 3 изд. , т. 4, М. , 1 957 .  

И. Б .  Вапнярспий. 
СЛАВЯНСКИЕ ЦИФРЫ - цифры древнерусского 

счета, в к-ром каждое из целых чисел от 1 до 9 ,  а также 
десятки и сотни обозначались буквами славянского ал
фавита с надписанным над ними знаком (титло) . Целые 
числа до 999 составлллись с помощью рядом стоящих 
С. ц. Тысячи обозначалисЪ с помощью приставки нек
рого знака к цифре , выражающей число тысяч. 

СЛЕД - отображение Sрю k поля К в поле k (где 
К - расширение k) , лвллющеесл гомоморфизмом адди
тивных групп и ставящее в соответствие элементу а Е К 
след матрицы k-линейного отображения К -+К , пере
водящего 6 из К в а� .  

Если K/k - сепарабельное расширение, то 
SpК/k (а) = � ai (а) ,  

где а i пробегают все k-изоморфизмы поля К в алгебраич. 
замыкание k поля k .  Отображение следа обладает своЙ
ством транзитивности: если L! К и K/k - конечные 
расширения, то для любого a E L 

Sp Lf k (а) = SpKfh (Sp LfK (а)) . 
Л. В. Нуаъ;мин. 

СЛЕД к в а д р а т н о й м а т р и ц ы - сумма эле
ментов этой матрицы, стоящих па главной диагонали . 
С .  матрицы А = l ! aul l обозначается tr А или Sp А : 

tr А = �,� au.  �t = l 
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Пусть А - квадратпая матрица порядка n над полем 
К . С . матрицы А сонпадает с суммой корпей характе
ристич .  многочлена матрицы А . Если К - поле харак
теристики О, то n следов : tr А ,  . . .  , tr А n однозначно 
определяют характеристич. многочлен м атрицы А ;  в 
частности , матрица А нильпотептна тогда и только 
тогда , когда tr А " = О для всех k = 1 ,  . . . , n .  

Если А и В - квадратные матрицы одного порядка 
над поле�t К ,  а rx, � Е К , то 

tr (аА + �В ) = а tr А + �  tr В , 
tr AB = tr ВА 

и при det B=i=-0 
tr (ВА В - 1 ) = tr А .  

С .  телзориого произведения квадратных матриц над по
лем равен произведению следов сомножителей. 

Д. А. Супрунmк.о. 
СЛЕД н а С* -а л г е б р е  А - функция f на мно

жестве А + положительных элементов алгебры А ,  при
нимающая значения в [ 0, + оо ] , аддитивная, однородная 
относительно умножения на положительные числа и 
удовлетворяющая условию f (xx* )=f (x* x) для всех 
х Е А .  След f наз. к о н е ч н ы м, если f (x) <+ oo  
для всех х Е А + ;  п о л у к о н е ч н ы м, если f (x) = 
= sup {/ (y) : У Е А , у �х, f (y) <+ oo } для всех х Е А  + . Ко
нечные следы на А суть ограничения па А + таких 
положительных :Jiинейных фушщионалов ер на А , что 
ер (ху)= ер (ух) для всех х, у Е А .  Пусть / - след па А ,  
\Л 1- множество таких элементов х Е А ,  что f (хх* ) < 
< + оо ,  Ш1 1- множество линейных комбинаций попа р
ных произведений элементов из )Л1; тогда sл1 и Ш11_- са
мосопряжеппые двусторонние идеалы в А и па �.ш1 су
ществует однозначно определенный линейный фупкцио
пал ер, совпадающий с f па Ш1 1n А + . Пусть f - полуне
прерывный снизу полуконечный след па С*-алгебре 
А ; формула s (х, у )= ер (у* х) определяет па )Л1 эрмитову 
форму, и для любого х Е А отображение Лj (х) : У-+ХУ 
пространства )Л1 в себя непрерывно относительно этой 
формы. Пусть ff1= {х Е \Л1, s (x, .т) = О } ,  Н1 - пополнепие 
факторпространства 9( tf N 1 относительно скалярного 
произведепия , определенного формой s. Операторы 
Л1 (х) определяют при переходе к факторпрострапству 
и пополнению нек-рые операторы л1 (х) в гильбертоном 
пространстве Н 1, и отображение х-+л1 (х) есть пред
ставление С* -алгебры А в Н 1 . Соответствие f -+Л 1 есть 
взаимпоодпозпачпое соответствие между множеством 
полунепрерывных снизу полуконечных следов па С* 
алгебре А и множеством представлепий С*-алгебры 
А со следом , определенных с точностью до квазиэкви
валептпости . 

Лит. : [ 1 ] Д и к с м ь е Ж . ,  С*-алгебры и их представления. 
пер . с франц. , М . ,  1 974 .  А . И. Штерн. 

СЛОВО - горизонтальный ряд букв пек-рого алфа
вита .  Н апр. , ряд знаков <<слововалфавите>> является 
С .  в алфавите , состоящем из букв е, т, и, в , а, ф, л, о, с .  
Для удобства к рассмотрению допускается и п у с т о е 
слово, т .  е. С . ,  пе содержащее пи одной буквы. Оно 
является С .  в любом алфавите . 

Возможно, несколько более точной является и н-
11 у к т и в н а я х а р а к  т е р  и з а  ц и я С . ,  соглас
но к-рой С .  в алфавите А определяются как объекты, 
получающиеся в результате развертывания поротдаю
щего процесса, определяемого следующими правилами: 
а) пустое С .  считается С .  в алфавите А ;  б) если объект Р 
оказался С .  в алфавите А ,  а � является буквой этого 
алфавита, то объект Р� также считается С .  в алфавите 
А .  Индуктивная характеризация С . делает оправдан
ным примепепие правила индукции для доказательства 
утверждений типа всеобщности о С .  в данном алфавите . 

С . представляет собой достаточно общий тип -,;он
стру-,;тивного объе-,;та, и в силу этого обстоятельства 

попятие С .  играет важную роль в конструктивной ма
тематике. Понятие С. широко используется также в 
алгебраич . исследованиях, работах по математич . линг
вистике и т . п. 

Лит . :  [ 1 ] М а р к о в А. А. , Теория алгорифмов ,  М.-Л. , 1954  
(<<Тр.  матем. ин-та АН СССР», т. 42 ,  с. 1 2-25) . Н.  М. Нагорюхй. 

СЛОЕНИЕ н а n - м е р п о м м п о г о о б р а-
з и и Mn - такое разбиение Mn па линейно связные 
подмножества ,  именуемые с л о я м и, что Mn можно 
покрыть координатными окрестностями И а с локаль
ными координатами х� , . . .  , х� , в терминах к-рых 
л о к а л ь н ы е с л о и - компоненты связности пере
сечения слоев с Иа , задаются уравнениями xg+ l= 
= const , . . .  , x� = const . С .  в этом смысле наз.  т о п  о 
л о г и ч е с  к и м С . ;  требуя же, чтобы Mn имело 
кусочно линейную, дифференцируемую или аналитич. 
структуру и чтобы локальные координаты были кусочно 
линейными, дифференцируемыми (класса cr) :или ана
литическими, получают определение к у с о ч н о л и
н е й п о г о, д и ф ф е р е п ц и р у е м о г о (клас
са cr) или а н а л и т и ч е с к о г о С. Определение 
дифференцируемого С . класса cr формально годится 
и при r= О, совпадая в этом случае с определением топо
логич . С .  Обычно, говоря о дифференцируемом С . , nод
разумевают, что r;?: 1 .  Слои естественпо снабжаются 
структурой п-мерпых мпогообразий (топологических, 
кусочпо линейных, дифференцируемых или аналитиче
ских) и тем самым оказываются по.цмпогообразиями 
(в широком смысле слова) многообразия Mn. Число 
р (размерность слоев) паз . р а з м е р н о с т ь ю С . ,  
а q = п-р - его к о р а з м е р  п о  с т ь ю .  Р ассмат
ривая С .  па многообразии с краем, обычно требуют 
либо трапеверсальности слоев к краю, либо же того , 
чтобы слой, пересекающийся с краем, целиком в нем 
содержался . Очевидным образом определяются к о м п
л е к с п о - а н а л и т и ч е с к и е С. Основным в тео
рии С .  является дифференцируемый случай (ниже С. и 
отображения, как правило, подразумеваются диффе
ренцируемыми) .  

Отображение 

ера : И а -+ IR_q , U -+  (x�+ l (и) , . . . , 

является суб:мерсией .  Локальные слои суть ep;l (c) , 
с Е IR.q . Система локальных субмерсий {( И а , ера) } явля
ется согласованной в том смысле, что если и Е Иа П И13 , 
то возле и можно перейти от ера ( v) к ер13 (!;)  с помощью 
нек-рого локального диффеоморфизма Ф ва , и (клас
са c r) nространства IR.q, т. е .  для всех v, достаточно 
близких к и, имеет место ер13 ( v) =Ф13а , и epa ( v) . Обратно, 
если Mn nо крыто областями И а и заданы субмерсии 
ера;:  И a-+IR.q, согласованные в том же смысле, что и 
выше, то nутем подходящего <<склеиванию> ер;: 1 (с) между 
собой получается такое С . , что каждое ер;:1 (с) содержится 
в нек-ром слое . 

Соnоставление каждой точке и Е Mn касательного 
пространства к проходящему через эту точку слою, 
приводит к нек-рому полю р-мерных касательных под
прострапети (по другой терминологии, р-мерному р а с
с л о е н и ю) , к-рое наз . к а с а т е л ь п ы м п о
л е м С .  При р= 1 любое поле р-мерпых касательных 
подnространств, при самых минимальных требованиях 
дифферепцируемости, является касательным полем пек
рого однозначно оnределенного С. При р >1 это пе 
так. Данный воnрос имеет локальный характер (см. 
Фробениуса теорема) . Непосредствепное применешrе 
теоремы Фробепиуса к инволютивпому расnределению 
показывает, что при выnолнении соответствующих ус
ловий имеется система согласованных локальных суб-
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мерсий, для к-рых заданное поле касается, переход к 
С .  осуществляется путем надлежащих «склеиваний» (в других терминах ато описано в [3 ] ) . 

Формирование понятия С .  произошло в 40-х гг .  20 в . 
в цикле работ Ж .  Риба (G . Reeb) и Ш .  Эресмапа (Ch . 
Ehresmann) , завершившемен киигой [ 1 ]  (в связи с исто
рией см . [ 2 ] ) ,  и было связано с переходом к глобальной 
точitе зрения .  Этому отчасти способствовала теория 
гладких динамических систем, где разбиение фазового 
многообразия (с выкинутыми равновесия по,л,ожепиями) 
на траектории потока является одномерным С . Особое 
положение, к-рое в этой теории занимают потоки на 
поверхностях (Пуапкаре - Вендиксон а теория , Диффе
репциа,л,ьпые уравнения па торе , Kneaepa теорема) . 
Особое полоЖение, где траектории локально разбивают 
пространство , способствовало привлечению внимания 
к С .  коразмерпости 1 .  Другой пример С . ,  проанализи
рованный в 40-х гг . , - разбиение группы Ли на смеж
ные классы по аналитич . подгруппе (не обязательно 
замкнутой) (см. [ 3] ) .  Наконец, в комплексной области 
решения дифференциального уравнения dw/dz=f (z ,  w) 
с аналитической правой частью образуют (с веществеи
пой точки зрения) двумерное С . 

После первых работ паступил перерыв в развитии 
теории С . ,  к-рая тогда была еще бедна значительными 
результатами . Интенсивное развитие началось с работ 
А .  Хефлигера [ 4) и С . П. Новикова [ 7 ] , паиболее извест
ные результаты к-рых таковы (см. [ 1 7 ] ) : С .  коразмер
ности 1 на трехмерной сфере имеет компактный слой 
[ 7 ]  и не может быть аналитическим [4) , хотя еще Ж .  Риб 
построил С .  класса С"" . Тогда же при изучении нек-рых 
динамич. систем (У-системы  и родственные им) возник
ли нек-рые вспомогательные С .  (уже не одномерные , 
что тоже стимулировало исследование С . (см. [ 7 ) , [8] ) .  
Все эти работы и ряд последующих можно отнести к 
<<геометрическому» или <<Качественному>> направлению 
[ 16] . В нем большое внимание уделяется С .  коразмер
ности 1, существованию компактных слоев , теоремам 
устойчивости (устанавливающим, что при определенных 
условиях С .  с компактным слоем устроено в его окрест
ности и глобально как расслоение; первые такие теоре
мы доказал еще Ж. Риб, см. [ 1 7 ] ) ,  характеристике <<рос
та>> слоев (т. е .  зависимости р-мерного объема геодезич . 
шара радиуса r па слое от r) или их фундаментальных 
групп. Отметим также ведавнее решение вопроса : если 
на замкнутом Mn имеется р-мерное С . , все слои к-рого 
компактны, то обязательно ли ограничен р-мервый объ
ем слоев? д .  Эпстейв ( D .  Epstein) , д. С улливав (D . Sul
l ivan) и др. выяснили, что ответ положительный толь
ко при q-<:2 (см . [ 9 ) ) . 

Позднее возникло <<гомотопическое>> направление , 
прообразом к-рого послужила гомотопич . теория рас
с,л,оепий. Отличия, возникающие для С . ,  отчасти свя
заны с тем, что для С . , вообще говоря, нет авалога 
ипдуцироваппому рассдоепию . Это вынуждает перейти 
от С .  к более общим объектам - Хеф,л,игера структурам 
(нечто вроде С .  с особенностями) , для к-рых такой ава
лог имеется . 

Слоения F0 и F1 на М ваз .  к о н к о р д  а н т в ы
м и, если на щилиндре» М Х  [0 , 1] существует такое С . 
(той же коразмервости) , слои к-рого травевереальны 
ко <<дну» и <<крышке» цилиндра и <<высекают» на них слое
ния F0 и F1 . Сходным образом определяется конкор
давтвость структур Хефлигера . В сякая структура Хеф
лигера конкордавтна такой, к-рая вне множества <<Осо
бых точек» на М соответствует век-рому С . , причем 
выполняются определенвые условия о поведении слоев 
последнего возле этих точек. В этом смысле структуру 
Хефлигера можно представить себе как С .  с особеннос
тями. Имеется естественное биективвое соответствие 
между классами ковкордавтных структур Хефлигера 
и гомотопич . классами непрерывных отображений М 

в т .  и .  к л а с с и ф и  ц и р у ю щ е е п р о с т р а и
с т в о вг� (q указывает коразмерность , r - класс 
гладкости структуры Хrфлпгера) .  

Гомотопич .  теория устапавлнвает , какие l'омотопич . 
объекты определяют копкордантвость С . :  два С .  конкор
даптпы тогда и только тогда , когда они копкордантпы 
как структуры Хефлигера , а их касательные поля rомо
топпы (см .  [6 ] ,  [ 10 ] , [ 1 1 ] ) . Родственный результат 
доказательство существования р-мерпых С .  па любых 
открытых М (см .  [6 ] )  и на таких замкнутых М , на к-рых 
существует непрерывное поле р-мерных касательных 
подпрострапств (что является очевидным необходимым 
условием существования С . ,  см. [ 10] , [ 1 1 ] ) , ранее раз
личными учеными было доказано существование С . 
па ряде мноrообразий путем пепосредственпых по
строений [ 12 ] . Идея (см . [ 10] , [ 1 1 ) ) состоит в том, чтобы , 
начав со С .  с особенностями , ликвидировать их путем 
пек-рых модификаций С . Случай q >1 оказывается бо
лее простым (см. [ 10 ] , [ 1 3] )  и ликвидация особенностей 
может быть проведепа в духе «геометрической» теории 
[ 14 ] ; случай q = f сложнее [ 1 1 ] .  

Отображение f : мп-вгг  порождает отображение 
u q когом:ологии, что приводит к хараrотер истическим п,л,ас-

са.м, С .  В возникающую здесь <<гомологическую» или «ко
личественную>> теорию С . (см: . [ 13] , [ 15 ] , [ 16 ] ) включают
ся и пек-рые результаты, полученные ранее без обра
щения к вг� .  вапр . инвариант Годбийова-Вея; ДЛЯ 
п= 3 (см:. [ 1 7 ] )  или указаввые Р .  Боттом ( R .  B ott( 
условия, необходимые для того ,  чтобы непрерывно е 
поле касательных nодпространств было гом:отопво каса
тельному полю С .  

Лит. : [ 1 ]  R е е Ь G . ,  в кн. : Actualites Sci. Ind. , М 1 1 83 ,  Р. , 
1 952 ;  [ 2 ]  R е е Ь G. , S с h w е i t z е r Р. А . ,  в кн . :  D ifferential 
topology . . .  , В . ,  1 97 8 ;  [ 3 ] Ш е в а л л е К . ,  Теория групп Ли , пер . 
с англ . ,  т. 1 ,  М. , 1 9 �8 ;  [ 4 ] Н а е f 1 i g е r А . ,  «Ann . Scuola norm. 
Sup . Pisa», ser. 3 , 1 962 ,  t .  1 6 ,  р .  367-97 ; [5] е г о ж е ,  в кн. : Ma
nifolds, Amst. , 1 970 ,  В . ,  1 97 1 ;  [ 6 ]  е г о ж е, «Topology•>, 1 970 ,  
v. 9 ,  М 2 ,  р .  1 8 3-9 4 ;  [ 7 ]  Н о в и н о в С .  П. , <•Тр. Моек . матем. 
об-ва»,  1 965 ,  т . 1 4 ,  с. 248-78 ; [8 ] Гладние динамические систе
мы, [пер . ] ,  М . ,  1 9 7 7 ;  [9 ]  Б е с с е А . ,  Многообразия с заминуты
ми rеодезичесними . пер. с англ. , М . ,  1 9 8 1 ;  [ 1 0 ] Т h u r s t о n  w. , 
«Comm . math. Helv . » ,  1 9 7 � .  v. 49 ,  р. 2 Н- 3 1 ; [ 1 1 ]  е г о ж е, 
<• Ann. Math . » ,  1 9 7 6 ,  v. 1 04 ,  М 2, р . 2�9-68 ;  ( 1 2 ]  L а w s о n  Н . ,  
« Bull.  Amer. Math. Soc.>> ,  1 9Н ,  v. 8 0 ,  р .  369-Н 8 ;  [ 1 3 ]  е г о ж е ,  
Thc quanti tative theory o f  foliations , Providence , 1 9 7 7 ;  [ 1 4 ] М и
ш а  ч е в Н. М. , Э л и а m б е р г Я. М. <•Фуннц. анализ и его 
прил .» ,  1 9 7 7 ,  т. 1 1 ,  М 3 ,  с. � 3-53 ;  [ 1 5 i Ф у  к с Д. Б. , в кн. : 
Итоги науки и техн . Сер . Совр . пробл . матем. ,  М . , 1 97 8 ,  т. 1 0 ,  с.  
1 7 9-285 ; [ 1 6 ]  е г о  ж е , в кн . :  Итоги науни и техн . Сер . Алгебра. 
ТОПОJЮГИЯ. Геометрия, М . , 1 98 1 ,  Т.  1 8 , С . 1 5 1 - 2 1 3 ;  [ 1 7 ] Т а М у
р а  И . ,  Топология слоений ,  пер . с япон. , l\1 . ,  1 97 9 .  д. В . Аиосов . 

СЛОЖЕНИЕ - одна из основных арифм:етич . опе
раций. Результат С . ваз . с у м: м: о й . Сумма чисел 
а и Ь обозначается а+ Ь,  при этом: а и Ь ваз .  с л а г а е
м ы  м и. С .  чисел коммутативно: а+ Ь= Ь+а, и ассо
циативно: (а+ Ь)+с= а+ ( Ь+с) . Операция, обратная С . , 
ваз . в ы ч и т а н и е м. 

Обычно С .  называют также операцию в абе,л,евой 
группе (аддитивная запись) и ту бинарную оnерацию 
в rоо,л,ьце, относительно к-рой элементы кольца образу
ют абелеву группу. Эдесь также С . ассоциативно и 
коммутативно . Иногда сложением ваз .  и некоммутатив
ная операция в группе , вапр. операция в му,л,ьтиопера
торпой группе. О. А .  Иваиова. 

СЛОЖЕНИЕ м в о ж е с т в - векторное сложение 
и век-рые другие (ассоциативные и коммутативные) 
действия над множествами А i · С .  рассматривается чаще 
всего для выпуклых множеств А i в евклидоном прост
ранстве IR.n . 

В е к т о р н а я с у м м: а (с коэффициентами Л ;) 
определяется в линейном: пространстве правилом 

S = �i Л;А i = U х; Е  А ; { ! iЛ;х; } ' 

где Л ; - действительные числа (см . [ 1 ] ) .  В пространстве 
IR.n векторная сумма ваз .  также с у м: м о ii М и н-
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к о в с к о г о . С зависимостью объема S о т  Л ; связана 
cмeшallllЫX объемов теория . Для выпуклых А i С .  со
храняет выпуклость и сводится к С .  опорпых фующий, 
а для С2-гладких строго выпуклых А ;c iRn характери
зуется С. средних значений радиусов кривизны в точ
ках с общей нормалью . 

Рассматриваются также : С .  множеств с точностью 
до сдвига ; С . замкнутых множеств , сопровождаемое 
замыканием результата (см . Выпуклых мпожеств про
страпство) ; интегрирование континуального семейства 
множеств ; С .  в коммутативных полугруппах (см . [ 4] ) . 

р-е у м м ы Ф а й р и определены в классе выпук
лых тел А ;c iRn,  содержащих нуль .  При р�1  опорная 
функция р-суммы определяется как ( � ;Hf) 1 /Р ,  где 
Н i - опорные функции слагаемых . При р <- 1 выпол
няют ( -р)-сложение полярных для А ;  тел и берут 
поляру результата ( см . [ 2] ) .  р-сумма Файри непрерывна 
по А i и р .  П роекция р-суммы на подпространство есть 
р-сумма проекций . При р= 1 сумма совпадает с вектор
ной , при р= - 1  ваз .  и н в е р с н о й  с у м м о й  
( см .  [ 1 ] ,  с .  38) , при р= + оо  дает выпуклую оболочку 
слагаемых , при р= - оо  - их пересечение. При этих 
четырех значениях р-сумма многогравииков есть мно
гогранник; при р= ± 2  сумма эллипсоидов есть эллип
соид (см. [ 2] ) .  

С у м м а Б л я ш к е определена для выпуклых 
тел А ;ciRn,  рассматриваемых с точностью до сдвига . 
Определяется сложением поверхностных функций [ 3] .  

С у м м а в д о л ь п о д п р о с т р а в с т в а оп
ределена в векторном пространстве Х ,  разложенном в 
прямую сумму подпространств У и Z . Сумма А i вдоль 
У определяется как 

U z c: z  { �l (Уz П А ;) } •  
где Yz - так сдвинутое У, что Yz П Z= {z } (см . [ 1 ] ) .  

Лит . :  [ 1 ]  Р о к  а ф е л л а р  Р. , Выnуклый анализ, пер . с 
англ . , М . ,  1 9 7 3 ;  (2 ] F 1 r е у W. J . ,  «Pacit. J . Math.» ,  1 9 6 4 ,  v. 1 4 ,  
р .  5 3- 6 0 ;  [ 3 ]  е г о ж е ,  «Proc. Colloq. o n  Conv.» ,  Copenh�en , 
1 9 6 5 , Kbh . • 1 9 6 7 , p . 9 4 - 1 0 1 ; [4 ] D i n g h a s A. Minkowsk1sche 
Summen und Integrale. Superadditive mengen-tunktionale. I sope
rimetrische Ungleichungen, Р. ,  1 9 6 1 . В. п. Федотов .  

СЛОЖНАЯ ГИПОТЕЗА - утверждение (предполо
жение) о принадлежности функции распределения (плот
ности вероятности) случайной величины век-рому мно
жеству функций распределения, содержащему более 
одного элемента .  См . Статистических гипотез проверка , 
Простая гипотеза . 

Лит. : [ 1 ] Н р а м  е р  Г. , Математические методы статистики, 
пер . с англ . , 2 изr�. , М. , 1 9 7 5 .  М .  С. Нипулин. 

СЛОЖНАЯ СИСТЕМА - собирательное название си
стем, состоящих из большого числа взаимосвязанных 
элементов . Следует подчеркнуть неформальность этого 
понятия, поскольку на современном этапе развития 
науки нет строгого математич. определения С .  с . , охва
тывающего все интуитивные представления о реальных 
С. с. Типичными примерами С .  с. являются : нервная 
система, мозг , ЭВМ ,  система управления в человеческом 
обществе и т . д. 

В 20 в. в связи с необходимостью изучения все более 
сложных объектов к понятию С .  с. подошли многие 
науки: биология, техника , экономика , социология и 
др . Особо следует отметить рождение кибернетики как 
самостоятецьной науки, основным предметом к-рой 
являются сложные управ.л,яющие системы.  В результате 
этого процесса появился также ряд специальных дис
циплин, имеющих в своем названии слово «система»: 
системный анализ , системотехника , общая теория си
стем и др .  

Существуют различные подходы к математич. описа
нию и изучению С .  с. в зависимости от используемого 
математич . аппарата . Можно выделить два типа мате
матпч . моделей С. с . :  дискретные и непрерывные . Пер
вые изучаются преимущественно в математич .  киберне-

тике (теория управляющих систем) и опираются на ап
парат дискретной математики, а вторые - в теории 
динамических систем и теории автоматич . управления, 
математич . основой к-рых является теория дифферен
циальных уравнений. Широко применяются также при 
изучении С. с. вероятвостно-статистические методы -
теория массового обслуживания, методы стохастич . 
программировавия и стохастич . моделирования . Не
смотря ва различие форм и математич.  аппарата , все 
эти подходы к описанию С . с . объединяет общая мето
дология и общий предмет изучения . 

Одним из наиболее трудных моментов при всех по
IIЫтках математич . описания С .  с . является формализа
ция понятия с л о ж в о с т и . Реальным С. с . прису
щи многие характерные черты <<сложности»: большое 
число элементов, из к-рых состоит система ; мвогоQбра
зие возможных фоЕм связи элементов системы между 
собой;  сложное функционирование; иерархичность 
структуры и т .  д. Необходимо отметить, что понятия 
С . с. и «большая система» не являются синонимами , т. к . 
последний термин охватывает системы, обладающие 
лишь одной чертой сложности - большим числом эле
ментов . 

К настоящему времени ( 1983) основвые продвижения 
в формализации понятия сложности в математич . изуче
нии С. с. получены для достаточно простых (модельных) 
массов управляющих систем - Тьюрипга машип, схем 
из фупкциопальпых ;мемептов , автоматов копечпых 
и т .  п. Дальвейшее изучение С. с. идет по пути рассмот
рения все более сложных математич . моделей, позволяю щих полнее отразить структуру и функционирование 
реальных С .  с . При этом многие закономерности, уста
вовлеввые для более простых моделей, часто перено
сятся на более сложные . 

Лит. : 1 1 ]  Л л n у н о в А. А . , Я б л о н с к и й  С. В . ,  <<Проб
лемы кибернетини», 1 9 6 3 ,  в. 9, с. 5-22 ;  [ 2 ]  Б у с л е н к о Н. П . ,  
Н а л а ш н и к о в В .  В . , Н о в а л е н к о И .  Н . ,  Лекции по 
теории сложных систем, М. , 1 9 7 3 ;  [3 ] Энциклоnедия кибернети
ки, т . 2 , Н . ,  1 97 5 ,  с. 37 3-75 . Н. Н. Rуаюрин . 

СЛОЖНАЯ ФУНКЦЦЯ - функция, представленная 
как композиция нескольких функций. Если множество 
значений У i функции f i содержится во множестве опре
деления X ; + l  функции / ; + 1 , т .  е .  

/ ; : Х; ---... У;с Х ; + 1 , i = 1 ,  2 ,  . . .  , п - 1 , 
ТО фуНКЦИЯ 

fп 0 fп - 1° · · · 0 f1 , п :::::;" 2 , 
определяемая равенством 
(f;. o fп- 1 ° · · ·  o ft ) (x) = f n U" - 1 ( . . .  (f1 (x) ) . . .  ) ) , x E Xi , 
ваз . с л о ж в о й  ф у н к ц и е й  или ( п - 1 )-крат
ной к о м п о з и ц и е й  (с у п е р п о з и ц и е й) 
функций /1 , /2 , • • •  , f n· Напр . , всякая рациональная 
функция любого числа переменвых является компози
цией четырех арифметич . действий , т. е. композицией 
функций х+у, х-у, ху, xly . 

С .  ф . сохраняет многие свойства функций , компози
цией к-рых она является. Так, композиция непрерывных 
функций непрерывна . Это означает , что если функция 
/1 : Х -+У непрерывна в точке х0 Е Х , а функция /2 : У-+ 
-+Z непрерывна в точке /1 (х0) Е У, то С .  ф. /2 о /1 также 
непрерывна в точке х0 (здесь Х , У и Z являются ,  вапр . ,  
топологич . пространствами) . Подобным образом, ком
позиция n раз (непрерывно) дифференцируемых функ
ций представляет собой также n раз (непрерывно) диф
ференцируемую функцию,  n= 1 ,  2, . . . Композиция 
возрастающих (убывающих) функций есть возрастаю
щая (соответственно убывающая) функция . При ком
позиции функций иногда меняются количественные 
характеристики свойств функций: композиция функ
ций f1 и /2 , удовлетворяющих условию Гёльдера век
рых степеней ,  есть функция , удовлетворяющая усло
вию Гёлr,дера стt'пенп , равноfi пропзведt'нпю степеней 
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условий Гёльдера , к -рым удовлетворяют функции указать функцию n переменных напРред :заданной 
f1 и f2 • Нек-рые характеристюш функций не сохра- гладкости , непредставимуЮ композrщией функций 
няются при композиции . Так , композиция ф ункцпй ,  меньшего числа перРменных той же  гладкости . В :Jтом 
интегрируемых по Римаву пли по Jiебегу ,  нь является ,  смысле средн гладких функций любого чпсJrа пРре
вообще говоря , функцией, интегрируемой по Римаиу менных существуют функции , существенно зависящие 
или, соответственно, по Лебегу; композиция абсолютно от всf'х свопх аргументов .  
непрерывных функций может оказаться не абсолютно В 1956 А .  Н .  Колмогоров показал [ 1 1 ) ,  что вся11:ая 
непрерывной функцией . В месте с тем, согласно резуль- определенная на п-мерном ( п;;;;;: 4) кубе непрерывная 
татам Н. К. Бари и д. Е. Меньшова [ 1 ) , композиция функция является композицией непрерывных функций 
трех абсолютно непрерывных на отрезке функций не трех переменных . Затем В .  И .  Арнольд уменьшил 
nриводит к новому классу функций по сравнению с число персменных с трех до двух . Именно, он доказал 
композицией двух абсолютно неnрерывных функций .  [ 1 2) ,  что любую непрерывную на  кубе функцию трех 
Н . К. Бари [2) доказала , что любая непрерывная на персменных можно представить в виде композиции 
отрезке функция может быть представлена в впде сум- непрерывных функций двух переменных (и даже,  более 
мы трех композиций абсолютно непрерывных функций, точно , в виде суммы 9 функций, каждая из к-рых яв
и есть такие непрерывные функции , к-рые не могут ляется однократной композицией непрерывных функ
быть представлены в виде суммы двух таких компо- ций двух переменных) . Тем самым было показано, что 
:шций . Вместе с тем, всякая неnрерывная на отрезке каждая непрерывная на п-мерном ( п;;;;;: 3) кубе функция 
функция является суммой двух композиций функций представима в виде композиции непрерывных функций 
с ограниченным изменением; однако п -riратные ко�пю- двух переменных . ::>то явилось последним слоtюм по 
зицrш функций с ограниченным изменением для каж- опровержению гипотезы Гильберта о нево:зможности 
дого п= 1 ,  2, . . .  п риводят к существенно новым клас- представленпя корней уравнения ( * ) в виде компози
сам функций и существуют однократные композиции ций непрерывных функций двух переменных . Работы 
функций с ограниченным изменением, не явлнющиеся А .  Н . Колмогорова и В .  И .  Арнольда дали, в частности , 
непрерывными функциями [ 3 ) .  ноложительный ответ на вопрос о предс rавимости кор-

Понятие компо:шции функцпй представля<'т собой ней алгебраич . уравнений любой степени в виде ком
наиболее широкое пониманне термина <<Представление позиции непрерывных функций не более чем двух 
функции формулой» . Задача о представлении функций переменных.  Для композиций аналитич . п алгебраич . 
в виде композиций возникла в связи с отысканием фор- функций аналогичный вопрос не решен. До сих пор 
мул для решений алгебраич . уравнений . В сякпй ко- ( 1 983) неизвестно, являются ли корни уравнения ( '�< )  
рень уравнения степени не  выше четвертой может быть композицией аналитич . функций или нет . 
представлен формулоii , выражающей его через коэф- Этот цикл работ <�аверпrает следующая т е о р е м а 
фициенты уравнения и представляющей собой компо- l{ о л м о г о р о в  а [ 1 3) : любая непрерывная фую!
зицию четырех арифметич.  действиfi и радикалов .  цпя n персменных может бытr, получена с помощью 
Всякое уравневне степени n�5 может быть с помощью компози r \в ii непрерывных функций одного перемен
подстановки (наз .  иреобразованнем Ч прнгаузена) при- ного н единственной функции двух персменных 
ведено к виду g (.т, у ) = х+у ;  именно , он доказал, что любая функция 

4 0 
/, непрерывная на п-мерном нубе, может б ыть пpeд-:rn -t- a1xn - + . . . + ап - 4х + 1 = . етавлена в виде 

Таким образом ,  каждый корень уравнения степени n�5 представляет собой функцию n -4 параметров. 
Задача состоит в выяснении :  можно ли эти функции 
представить в виде композиции алгебраич . функций 
меньшего чис.тrа переменных . Одна и<� 23 проблем 
Д .  Гильберта (D . Hi lber·t) ,  поставленных им на Меж
дународном конгрессе математиков в Париже в 1900 , 
относиласr, 11 ;1той задаче .  Именно, 1 3-я проблема со
стояла в следующРм (см . [ 4) \ :  представляется ли ко
рень 1 уравнения 

P +xi3 + YIЧ- z1 + 1 = 0  

через коэффициенты :r ,  у и z этого уравнения посредст
вом композиций каких-либо непрерывных функций 
двух переменных (следует отметить , что всякая функ
ция конечного числа персменных является номпози
цией разрывных функций двух переменных) .  Д .  Гиль
бертом была показана невозможность получения всех 
аналитич . функций трех персменных в виде компози
ций аналитич. функций двух перРмРнных . Он же для 
уравнения 9-й степени доказал [ 5) , что решение 
уравнения 9-й степени можно представить в вrrде ком
позиции алгебраич . функций четырех персменных (вме
сто пяти, как это сразу следует из применепил преоб
разования Чирнгау:зена) . Эти  исследования были про
должены многими математика��<.и (см. [ 6 )  - [ 1 9) ) .  

А . Г .  Витушнин в 1954 доказал [ 10) , что если нату
ральные числа m ,  n , m1 и n1 удовлетворяют перавен-

т т ству n >п� '  то можно ука<�атr, n раз дифференцируе-
мую функцию т переменных, непредставимую в виде 
КОМИОЗИЦИИ n 1 раз дифферРНЦИруеМЫХ фуНН:ЦИЙ ОТ 
m 1 переменных. В частности , при всяком n можно 

f (.r1 , . . .  ' х") = ���� 1 11; с�;= 1 Ч!ij (х j) ) ' 
где фующип lt ; и Ч!ij- непрерывны , а фующии fPii •  
кроме того, стандартны , т . е .  не  зависят от  выбора 
функции /. А . Г . Витушкпн показал [ 14) , что для любых ко
нечных наборов непрерывных функций р k и непрерыв
но дифференцируемых функций q,. ,  аависящи х от n 
переменных,  k= 1 ,  2, . . .  , т, п= 1 ,  2 ,  . . .  , существую1 
даже аналитич . функцип n перРменных , не  представи
мые композицией вида 

�:= 1 P k о (!,. о qk) , 

где 1 k - произвольвые непрерывные функции од
ного переменного . 

Лltm. : 1 1 ] Б а р  и Н .  Н . ,  М е н ъ ш о в  д. Б . ,  «Ann . di Mat.» ,  
1 92 7 , v .  5 ,  р .  1 9-5 4 ;  [ 2 ]  Б а р  и Н .  Н . , «Math.  Ann . » , 1 9 3 0 ,  Bd 1 U 3 ,  
S .  1 8 5-248 , pt  2 , S .  5 98-6 5 3 ; [ 3 ]  е е ж с ,  «Матем . сб . » ,  1 9 :З 3 ,  т .  40 ,  
с. 326-72 ;  [ 4 ]  Проблемы Гильберта , М . ,  1 969 ; [ 5 ]  Н i 1 Ь с r t D . , 
<•Mat\1 . Ann . » , 1 927 , Bd 97 , S. 243-5 1 ; [6 ] В i е Ь е г Ь а с h L . , 
« J . reine u .  a ngew. Math . >> ,  1 93 1 , Bd 1 65 ,  S. 89-92 ;  [ 7 ] Ч е б о
т а р  с в Н. Г. , Собр . соч . , т. 1 ,  М . -.:1 , 1 949 , с. 2 5 3 - 3 4 0 ;  [8 ] Ч  е
б о т а р  е в Г. Н . ,  <• УЧ.  зап. Назанск . ун-та>> , 1 951t , т. 1 1 4 ,  кн. 2 ,  
с .  1 Н 9 -93 ; [ 9 ]  М о р о з о в  В .  В . ,  там ж е ,  1 95 4 ,  т. 1 11< ,  н и .  2 ,  
с .  1 7 3�8 7 ;  [ 1 0 ] В и т у ш к и  н А.  Г . , О многомерных вариаци
я х ,  М . ,  1 95 5 ;  [ 1 1 ]  Н о л м о г о р о в  А. Н . ,  «Донл . АН СССР>> , 
1 95 6 ,  т. 1 08 , No 2 ,  с. 1 7 9-82 ; [ 1 2 ]  А р  н о л ь  д В .  И . , там же, 
1 95 7 ,  т.  1 1 4 , М 4 ,  с. 679-8 1 ;  [ 1 3 ]  Н о л м о г о р о в  А .  Н . , там 
же, 1 957 , т .  1 1 4 , М 5, с. 953-56 ; [ 1 4]  В и т у ш к и  н А. Г . , там 
же, 1 96 4 ,  т. 1 56 ,  М 6 ,  с. 1 258-6 1 ; [ 1 5 ]  L о r е n t z G. G . , Appro
x ima tion of functions, N. У . , -[ а . о . ] , 1 9 6 6 ;  [ 1 6 ] S р г е с h е r D. А . ,  
« J .  Appro • im. Theory>>, 1 97 2 ,  v.  6 ,  М 2 ,  р .  1 23-34 ; [ 1 7 ]  К а h a 
n е J .  Р . •  там ж е ,  1 97 5 ,  v.  1 3 ,  р .  229-34 ; [ 1 8 ]  Л и н В .  Я . ,  <<Функц. 
анализ и его прилож . •> ,  1 976 , т .  1 0 ,  М 1 , с. 37-45 ; [ 1 9 ] В и т }' ш
к и н А. Г. , « Б nseign. math . • .  1 977 , t. 2 3 ,  р. 2 5 5 - 3 2 0 .  

Jl .  Д .  Rудрявцев. 
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