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Vorwort. 

Das Werk, dessen erster Band hiermit veroffentlicht wird, soIl ein 
Lehrbuch, kein Handbuch sein. Es soIl zunachst durch Darstellung 
des Grundsatzlichen den Leser in den Stand setzen, die Wirkungsweise 
vorhandener Maschinen und ihre Betriebseigenschaften zu verstehen, 
dariiber hinaus aber soIl es ihn auch anweisen, solche Maschinen zu 
entwerfen. Es verzichtet bewuBt darauf, aIle speziell an Turbomaschinen 
gewonnenen Erkenntnisse und Erfahrungen gewissenhaft anzufiihren. 
Vielmehr sucht es dem Leser den We g zu zeigen, aus allgemeinerem 
Wissen heraus die Besonderheiten der Maschinen theoretischzu er
klaren, von Erfahrungstatsachen aus bereits erforschten groBeren 
Gebieten fiir die Aufgaben des Sondergebietes Nutzen zu ziehen und 
schlieBlich die Spezialerfahrungen systematisch zu ordnen und auf 
allgemeinere zuriickzufiihren. 

Hierzu liefert der erste Band zunachst die allgemeinen hydro
dynamischen und stromungstechnischen Grundlagen und 
entwickelt dann eine Grundzugstheorie der behandelten Ma
schinen .. DaB nur Maschinen fiir unzusammendriickbare Fliissigkeiten 
in die Darstellung aufgenommen wurden, entspricht einem allgeineinen 
Gebrauche und rechtfertigt sich dadurch, daB die Maschinen fiii- kom
pressible Fliissigkeiten theoretisch und konstruktiv wesentlich anders 
behandelt werden miissen. 

Der Abschnitt A, "Das Wichtigste aus der Hydromechanik , 
gibt eine kurze Darstellung der heutigen Stromungslehre. Hier habe ich 
mich bemiiht, einige Begriffe, die dem Ingenieur meiner Erfahrung 
nach im allgemeinen nicht so recht lebendig zu werden pflegen, an
schaulich herauszuarbeiten und erst nach gehoriger physikalischer 
Beleuchtung mathematisch zu formulieren. So habe ich besonderen 
Wert darauf gelegt, das Geschwindigkeitsfeld fiir den allgemeinsten 
Fall der nichtstationaren Bewegung ausfiihrlich zu besprechen und an 
einigen speziellen Beispielen, die verhaltnismaBig schnell zu iibersehen 
sind und deren wesentlichste Eigenschaften auch in den Turbomaschinen 
wiederkehren, zu erlautern. 1m Zusammenhang damit steht die ver
haltnismaBig breite Behandlung der Beschleunigung der Fliissigkeits
teilchen. 

Der Abschnitt A behandelt ferner kurz den Zusammenhang der 
Turbinen- mit der Tragfliigeltheorie und daran anschlieBend ausfiihrlich 
die Parallel- und Kreisgitter. An dieser Stelle habe ich den Begriff der 
"Zirkulation", der in der modernen Siromungslehre so fruchtbar ge
worden ist, eingefiihrt. Die Begriffe "Potential-" und "Wirbelstromung" 
werde ich dagegen erst im zweiten Bande bringen. 



IV Vorwort. 

In dem Kapitel iiber die zahe Fliissigkeit konnte nur das Aller
wesentlichste behandelt werden. Dieses Kapitel wird im zweiten Bande 
einer besonderen Erganzung bediirfen. Dort wird namentlich gez~igt 
werden miissen, wie eine urspriingliche Potentialstromung durch 
Sekundarstromungen, die durch WandeinfluB und Turbulenz entstehen, 
verandert werden kann. 

Den Hauptgegenstand des Abschnittes B, "Die vollbeauf
schlagten Kreiselrader in geschlossener Stromung", bildet 
eine eindimensionale Theorie (Theorie der Mittelwerte, "Stromfaden
theorie"). Diese miiBte heute wieder erfunden werden, wenn sie in den 
Hauptziigen nicht schon von Euler vor bald 200 Jahren (1750-1754) 
geschaffen worden ware1. 

Sie ist eines der schonsten Beispiele dafiir, wie der Ingenieur einen 
an sich komplizierten V organg systematisch vereinfacht darstellen und 
doch fUr viele FaIle geniigend genau auch rechnerisch beherrschen kann. 
Die Art und Weise, wie ich den Leser auf diese eindimensionale Theorie 
hinfUhre, diirfte neueren Anspriichen geniigen, indem sie deutlich 
macht, wie stark zum Zwecke der Rechnung die Vorstellung vereinfacht 
wird und wie weit die Tragweite der Vereinfachung geht. In der Absicht, 
hieriiber schon im ersten Bande keinen Zweifel zu lassen, habe ich 
in Kapitel IX die Grundzugstheorie durch einige weitergehende Nahe
rungsrechnungen erganzt und dadurch Stromungserscheinungen, auf 
welche die Grundzugstheorie ihrer Natur nach gar nicht hinweisen kann, 
erklart und bis zu einem gewissen Grade auch zahlenmaBig erfaBt. 
DaB man aber schon mit der eindimensionalen Darstellung zu einer 
brauchbaren Formenlehre der Turbinen und Pump en gelangen kann, 
glaube ich in Abschnitt 41 iiberzeugend dargetan zu haben. Ais Hills
mittel zur Aufstellung dieser Formenlehre wurden die Ahnlichkeits
gesetze weitgehend herangezogen. Besonderen Wert habe ich auch 
darauf gelegt, die Energiebilanz der Kreiselradmaschinen aufzustellen, 
die urspriinglich in ihr auftretenden mechanischen GroBen durch 
Wassermenge und Drehzahl zu ersetzen und so die Energiebilanz in 
eine Betriebsgleichung umzuformen. Mit dieser kann man das betrieb
liche Verhalten der Maschinen in weitgehender Dbereinstimmung mit 
der Erfahrung vorausberechnen, ohne die Vorstellungen der Strom
fadentheorie im wesentlichen aufgeben zu miissen. 

Dberall habe ich Pumpen und Turbinen einheitlich und unmittelbar 
nebeneinander behandelt, nicht nur im Interesse des Studierenden, 
sondern auch im Sinne gegenseitiger Anregung unter den in den ver
schiedenen Industriezweigen tatigen Ingenieuren. 

1m Abschnitt C, "Vollbeaufschlagte Kreiselrader im offen en 
Strom", bringe ich eine Strahltheorie, in der auch die rotierenden 
Komponenten im Strahl beriicksichtigt sind. Nur auf diese Weise kann 
man innerhalb einer Strahltheorie etwas iiber die Schaufelwinkel und 
iiber die Abhangigkeit der wahren Leistungs- und Wirkungsgrade von 
den BetriebsgroBen aussagen. Durch einen einfachen Ansatz fiir die 

1 V gl. 0 s twa 1 d s Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 182. 



Vorwort. v 
Reibung zwischen Flussigkeit und Radschaufeln gelangt man zu 
Leistungs- und Wirkungsgradkurven, die mit beobachteten noch besser 
ubereinstimmen. Die gauze Darstellung scheint mi,r den Zusammenhang 
mit der allgemeinen Kreiselradtheorie folgeriehtig zu wahren und 
andererseits durch Vergleich mit der Erfahrung, durch Einzelmessungen 
im Strahl und eventuelle Verbesserung der Annahmen noch recht aus
baufahig zu sein. 

Der Abschnitt D, "Die moderne Freistrahlturbine", unter
scheidet sieh nicht sehr von den entsprechenden Abschnitten anderer 
Lehrbucher. 

Von der "hoheren" Mathematik habe ich so viel verwendet, als man 
von einem Studierenden einer Technischen Hochschule im 4. und 5. Se
mester im. Durchschnitt verlangen mufi. DaB mir aber ebenso hoch 
wie das Mathematisch·Formale das Physikalisch-Anschauliche steht, 
habe ich mich bemuht in meiner Darstellung zum Ausdruck zu bringen. 

Als Erganzung des ersten Bandes solI eine kleine Beispielsammlung 
mit dem Titel "Anwendungen der Grundzugstheorie" folgen, die zeigen 
wird, wieviel diese Theorie leistet. Der zweite Band solI eine exakte 
Hydrodynamik der Kreiselradmaschinen und ihre stromungstechnische 
Formgebung bringen und sich dabei in erster Linie mit dem !l!llgemeinen 
Schaufelungsproblem, dann aber auch mit Bemessung und Gestaltung 
von Spiralgehausen, Leitapparaten, Saugrohren usw. befassen. Dazu 
muB er, wie oben bereits angedeutet, die hydrodynamischen Grundlagen 
des ersten Bandes sowohl nach der Seite der idealen als auch der zahen 
Flussigkeit hin erweitern. 

Die mechanisch-konstruktive Seite der Kreiselradmaschinen solI 
einem dritten Band vorbehalten bleiben. 

SchlieBlich bleibt mir noch ubrig, meinen Assistenten Dipl.-Ing. 
Hahn, Obenaus, Krisam, Weinel, Marguerre fiir ihre Hilfe zu danken. 
Herrn Hahn insbesondere fiir viele von ihm angefertigte Zeichnungen, 
l.Ierrn Marguerre vorzugsweise fiir seine wertvolle Mithilfe bei der Ab
fassung der Strahltheorie der Propeller und Windturbinen. 

Ganz besonderen Dank aber schulde ich· der Verlagsbuchhandlung 
Julius Springer fur die ausgezeichnete Ausstattung des Buches. 

Karlsruhe, im Januar 1931. 
W. Spannhake. 
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A. Das Wichtigste ans der Hydromechanik. 

I. Die Eigenschaften del' ideal en, volumbestandigen 
Fliissigkeit. Gl'undbegriffe und FOl'muIiel'ungen. 

1. Unzusammendrtickbarkeit und Reibungslosigkeit. 
Der Begrllf des Fltissigkeitsdruckes. 

AlB Hauptvertreter unter den volumbestandigen Fliissigkeiten 
kennen wir das Wasser; unter dessen Eigenschaften treten erfahrungs
gemaB die drei nachstehend beschriebenen am starksten hervor: 

1. Versucht man eine gegebene Menge Wasser in einem zylindrischen 
GefaB durch einen dicht passenden Kolben (Abb. 1) zusammenzudriicken, 
so st6Bt man auf einen auBerordentlich hohen Widerstand. 

2. Versucht man andererseits einen Teil einer gegebenen 
Fliissigkeitsmenge gegeniiber dem andern zu verschieben -
z. B. in Abb. 2 die oberhalb der Ebene a-b gelegenen 
Fliissigkeitsteile parallel zu a-b mit iiberall gleicher und 
gleichbleibender Geschwindigkeit -, so tritt demgegeniiber 
ein sehr geringer Widerstand auf. 

3. Einer vollstandigen Trennung einer gegebenen Menge 
Wasser in mehrere Teile wird ebenfalls nur ganz geringer 
Widerstand entgegengesetzt. 

Abb.1. 
Unzusammen
driickbarkeit 

einer Fliissig-
keit. 

Es ist nur natiirlich, wenn man fiir die theoretische Behandlung 
.diese Eigenschaften als restlos vollkommen vorhanden ansieht und 
die ideale, volumbestandige Fliissigkeit durch folgende Eigenschaften 
charakterisiert : 

1. Sie ist unzusammendriickbar. 
2. In den Trennungsflachen aneinander vorbeigleitender Fliissig

keitsteile werden keine Krafte tangential zu diesen Flachen iibertragen. 
3. Die einzelnen Teile einer gewissen Fliissigkeitsmenge kann man 

ohne Krafteaufwand voneinander trennen. 
Satz 1 und 3 kann man zusammenfassen in 

die Aussage: 
Eine ideale Fliissigkeit iibertragt nur 

Druckkrafte, keine Zugkrafte. 
Satz 2 lautet mit anderen Worten: 

Abb.2. Gegenseitige Ver
schiebbarkeit von Fliissig

keitsteilen. 
Eine ideale Fliissigkeit iibertragt keine 

Schubspannungen, oder auch: Sie ist reibungsfrei. 
Von Erscheinungen der Kohasion und Adhasion wird also gar nicht 

gesprochen. 
Die Vereinfachungen, die durch diese Festsetzungen in der theo

retischen Behandlung erzielt werden, sowie die in vielen Fallen aus· 

Spannhake, Kreiselriider. Bd. I. I 



2 Das Wichtigste aus der Hydromechanik. 

gezeichnete Ubereinstimmung dieser Theorie mit der Erfahrung recht
fertigen furs erste die Aufstellung des gegebenen Idealbildes. Sehr 
haufig konnen auch die Fliissigkeiten, die nicht in dem MaBe wie Wasser 
oder andere tropfbare Fliissigkeiten volumbestandig sind, noch als 
unzusammendriickbar betrachtet werden, wenn nur die vorkommenden 
Druckanderungen klein genug sind. Dies ist im allgemeinen der Fall, 
solange die auftretenden Geschwindigkeiten unterhalb der Schall
geschwindigkeit in dem betreffenden Medium bleiben. 

Die Eigenschaft der Unzusammendriickbarkeit auBert sich in der 
Unveranderlichkeit der spezifischen Masse; in einem Kubikmeter sind 
immer soundso viel Kilogramm Fliissigkeit enthalten, gleichgiiltig unter 
welchem Druck die Fliissigkeit steht. Die Anzahl dieser Kilogramme 
bezeichnen wir mit rig. FUr die mathematische Formulierung des Be
griffes "Fliissigkeitsdruck" ziehen wir eine Vorstellung heran, die in 
der Mechanik allgemein gebrauchlich ist. Wenn man innerhalb eines 

beliebigen K6rpers von gewisser Ausdehnung 
einen Teil abgrenzt, so werden auf diesen von 
dem iibrigbleibenden Krafte iibertragen. Man 
hat diese Krafte als "innere" zu bezeichnen, sie 
werden in der Trennungsflache der beiden Teil
k6rper iibertragen, sind also Oberflachenkrafte. 
Da in der idealen Fliissigkeit nur Druckspan

Abb. 3. Oberfiachenkrafte 
am Teilkorper nungen vorkommen, SO geht die Richtung dieser 

Krafte fiir den abgegrenzten Teilk6rper von 
auBen nach innen. In Abb.3 ist im Innern einer Fliissigkeitsmenge 
der Teilkorper a durch die geschlossene Flache t abgegrenzt; auf ihn 
wirken Krafte P von auBen nach innen; diese Krafte stehen, da nach 
Satz 2 in der Flache f keine tangentialen Krafte iibertragen werden, 
senkrecht auf f. Betrachtet man umgekehrt den auBeren Teilkorper b, 
so werden auf ihn die gleichen Krafte P, jetzt aber in umgekehrter Rich
tung, also vom Standpunkt des Korpers b aus, auch wieder von auBen 
nach innen iibertragen. 

Wird eine gewisse Fliissigkeitsmenge zum Teil von festen Wanden 
begrenzt, so hort die Giiltigkeit dieser Betrachtung keineswegs auf; 
die festen Wande "halten die Fliissigkeit zusammen", indem sie Driicke 
auf die Fliissigkeit ausiiben, die fiir diese von auBen nach innen gerichtet 
sind. Andererseits driickt die Fliissigkeit auf die GefaBwande. Die 
Krafte auf die GefaBwande sind die "Reaktionen" der von den GefaB
wanden auf die Fliissigkeit ausgeiibten Krafte. 

Die Vorstellung, daB die Kraftwirkung zwischen einzelnen Teilen 
der Fliissigkeit in den Oberflachen der Teile iibertragen wird, fiihrt 
dazu, den Begriff des Fliissigkeitsdruckes als den eines "spezi
fischen Flachendruckes" einzufiihren, genau so, wie man die in 
den gedachten Trennungsflachen innerhalb beliebiger K6rper iiber
tragenen Krafte auf die Flacheneinheit bezieht und sie dann als "Span
nungen" bezeichnet. 

Wenn man an irgendeiner Stelle der Fliissigkeit eine kleine, letzten 
Endes ebene Flache in irgendeiner Richtung gelegt denkt und die 
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gesamte Kraftwirkung, die dort zwischen den in der Flache aneinander
grenzenden Fliissigkeitsteilen iibertragen wird, durch den Inhalt der 
kleinen Fliiche dividiert, so erhalt man einen bestimmten Grenzwert, 
eben den "Fliissigkeitsdruck", wenn man die Flache kleiner und 
kleiner werden laBt. 

Es fragt sich nun: 1st dieser Grenzwert fiir verschiedenE), an ein 
und derselben Stelle in verschiedener Richtung angeordnete Flachen
elemente verschieden groB oder nicht? Hieriiber kann man AufschluB 
durch folgende Betrachtung gewinnen. In Abb.4 sei das Tetraeder 
ABCP ein im Innern einer Fliissigkeit abgegrenztes Volumen. Die 
Kante CD von der Lange 11, sei nach der Richtung der Schwere orien
tiert und die Grundflache ABO mit dem 
Flacheninhalt I horizontal. Der Winkel der 
Norma]en . auf die Flache ABD, die den 
Flacheninhalt 11 haben moge, gegen die Verti
kale sei 0(,. Auf das Teilchen wirken nun in 
der Richtung der Schwere folgende Krafte: 
das Gewicht und die Vertikalkomponente der 
gesamten in der Flache 11 iibertragenen Kraft. 

B 

In entgegengesetzter Richtung wirkt die ganze A 
in der Flache I iibertragene Kraft. Die in 
den beiden iibrigen Begrenzungsflachen iiber-

Abb. 4. Fliissigkeitsdruck in 
tragenen Krafte haben keine Komponente in verschiedenen Richtungen. 
der gewahlten Richtung. Wir wollen nun das 
Teilchen schon so klein genommen denken, daB wir die Fliissigkeits
driicke in' seinen Begrenzungsflachen bereits als gleichmaBig verteilt 
ansetzen diirfen. 

Die Summe aller Kraftekomponenten in der Schwererichtung ist nun: 
h r· 1·3" + PI· 11 . coso(' - p. I· 

Wenn das Teilchen nicht zufallig in einer ruhenden Fliissigkeit ein
gelagert ist, so ruft diese Summe aller in der Schwererichtung auf das 
Teilchen wirkenden Krafte eine Beschleunigung in dieser Richtung, 
die wir als z-Richtung bezeichnen wollen, hervor. Nach der Newton
schen Grundgleichung gilt also: 

y h de. h . 
g. 1·3"· at - r . 1·3" - PI· 11 • coso(' + p. I = 0, (1) 

worin ~. I·~ die Masse des Tetraeders,· ~~. seine Beschleunigung 

in der z-Richtung ist. Lassen wir nunmehr das Tetraeder nach der 
'Ecke C zusammenschrumpfen, so verschwinden zuerst die beiden ersten 
Glieder, da sie dem Volumen proportional, also von 3. Ordnung klein 
sind, wahrend die beiden letzten den Flachen proportional, also nur 
von der 2. Ordnung klein sind, wenn die Kantenlangen des Tetraeders 
von 1. Ordnung klein geworden sind. Zuletzt bleibt also die Gleichung: 
PI· 11 . cos (X. - p. 1= O. Nun ist aber: 11· coso(' = I, es ergibt sich also 

PI = p. (2) 

1* 
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Uber den Winkel ()(, ist keine spezielle Annahme gemacht, ebenso kann 
das Tetraeder um die senkrechte Kante 0 D herum in jeder Richtung 
orientiert sein und schlieBlich seine Ecke 0 irgendwo in der Fliissigkeit 
liegen. Wir erhalten daher den Satz: 

In einem beliebigen Punkte der idealen Fliissigkeit hat 
der Fliissigkeitsdruck nach jeder Richtung hin denselben 
Wert. 

Die Ableitung ist auch unabhangig von der besonderen Art des 
Bewegungszustandes, sie gilt also sowohl im Falle der Ruhe als auch 
im Falle der Bewegung mit irgendwelcher Geschwindigkeit. Dasselbe 
.Resultat erhalt man auch, wenn man sich vollstandig auf die Betrach
tung der an dem kleinen Tetraeder wirksamen Oberflachenkrafte be
schrankt und ihre auf die Volumeneinheit bezogene Resultierende fiir 
irgendeine beliebige Richtung ausrechnet. Die Richtung der Kante 
o D sei jetzt diese Richtung. Man erhalt die erwahnte Resultierende R, 
wenn man den Ausdruck: PI t I cos ex - P • t durch das V olumen des 
Tetraeders dividiert. Es ergibt sich: 

11 
PI' - • COSl\: - P 

R=3· I h =3.PI~P 

Wenn nun h und damit das Volumen kleiner und kleiner wird, so wiirde 
dieser Ausdruck unendlich groB werden, wenn nicht gleichzeitig auch der 
Zahler sich dem Wert Null naherte. Da man aber nirgends in der Natur 
upendlich groBe, auf die Volumeneinheit bezogene Krafte kennt, so 
folgt also genau wie oben, daB fiir den Grenzfall, wo das Tetraeder 
ganz in seiner Ecke 0 zusammenschrumpft, PI = P sein muB. Dieser 
Beweis ist von vornherein vom Bewegungszustand des Teilchens un
abhangig, da die ganze Betrachtung im Falle· einer Bewegung, wo die 
Driicke dauernd wechseln ktinnen, in jedem Augenblick an jeder Stelle 
der Fliissigkeit neu angestellt werden kann. Beide Ableitungen machen 
nur von zwei aus den Erfahrungstatsachen herausgeschalten Vorstel
lungen iiber Fliissigkeitseigenschaften Gebrauch, namlich, daB die auf 
einen abgegrenzten Fliissigkeitsteil wirkenden Oberflachenkrafte senk
recht auf den Begrenzungsflachen stehen und von auBen nach dem 
Innern des abgegrenzten Teiles gerichtet sind. Statt Fliissigkeitsdruck 
wird im folgenden auch haufig "Druck" gesagt werden. Gemeint ist 
immer ein spezifischer Flachendruck. Die GroBe P erscheint also von 
der Dimension [kg/cm2] oder [kg/m2]. In einem von Fliissigkeit erfiillten 
Raum ist nun zwar der Druck an jeder Stelle fiir jede durch den Orts
punkt gedachte Richtung der gleiche, von Ort zu Ort jedoch verschieden. 
Er ist also eine Ortsfunktion. MiBt man den Raum in irgendeinem 
Koordinatensystem, z. B. in einem rechtwinkligen System xyz aus, 
so ist der Druck eine Funktion dieser Koordinaten. Eine anschauliche 
Vorstellung von seiner Verteilung erhalt man, wenn man sich durch den 
Raum FIachen gleichen Druckes gelegt denkt, deren Abstand so gewahlt 
ist, daB zwischen je zwei aufeinanderfolgenden gleicher Druckunter
schied herrscht. Diese Flachen sind dann als Niveauflachen des Druckes 
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zu bezeichnen. Man kommt auf diese Weise zum Begriff des Druck
gefalles. Wenn man zwischen zwei Niveauflachen irgendeine Linie 
mit den Endpunkten A und B zieht (s .. Abb. 5), so wird zwischen diesen 
beiden Punkten, gleichgiiltig, wie sie zueinander liegen, der gleiche 
Drucklinterschied herrschen. Druckgefa11e ist aber 
ein auf die Langeneinheit des Weges bezogener 
Druckunterschied. Dieser Weg ist aber am kiirze
sten, wenn die beiden Punkte A und B auf einer 
Orthogonaltrajektorie der Niveauflachen liegen. Das 
Druckgefa11e ist also normal zu den Niveauflachen 
am, groBten. Diesen Maximalwert bezeichnet man 
schlechthin als das Druckgefalle. Dieses hat Abb.5. Niveaufliichen 

des Druckes. 
dahet in jedem Punkte nicht nur einen bestimmten 
Wert, sondern auch eine bestimmte Richtung, natnlich normal zu der 
durch den betreffenden Punkt laufenden Niveauflache. Das Druck
gefi:i.lle ist also ein Vektor, den man nun wieder an jedem Punkt 
in Komponenten, z. B. nach den drei Achsen eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems zerlegen kann. Druck und Druckgefalle werden 
zunachst als stetige Funktionen der Koordinaten angesehen. Urn das 
Gefa11e auszurechnen, muB man sich durch einen Punkt die Niveau
flache gelegt denken (Abb.6) und dann auf der Normalen urn ein 
kleines Wegelement zur benachbarten weiter schreiten. Stellt man 
dann einen Druckunterschied dp fest, so ist der auf die Langenein
heit bezogene Druckunterschied = opjon. 
Erhalt man bei positiv gezahlter Fortschreit
richtung der Normalen einen Druckanstieg 
(also eine positiveAnderung dp) so liegt ein 
negatives Druckgefa11e vor. Man hat also 
zu definieren: 

fl"'konst. 

D k f "l1" op " rue ge a e = - 0 n . (3) Abb. 6. Druckgefime. 

Den positiven Differentialquotienten opjon faBt man mit der Rich
tung der Normalen zum Vektorbegriff des "Gradienten des Druckes" 
zusammen und schreibt ihn grad p. Das Druckgefalle schlechtweg 
(vgl. oben!) ist also dem negativen Gradienten des Druckes gleich. 
In irgendeiner anderen von dem gewahlten Punkte ausgehenden Fort
schreitrichtung s ist das Druckgefalle kleiner und durch den Wert 
-apjos gegeben. Nach den drei Achsen eines recht-~ 
winkligen Koordinatensystems herrschen also be- .,.d~ 
ziehungsweise die Gefa11e ~ 02: 

op op op T" 8t 
- - - - - - Abb. 7. Komponenten ox' 0 y , 0 Z • des DruckgefiilIes. 

Die Strecken dx, dy, dz sind die Abschnitte auf den Koordinaten
achsen, die von der durch den Ausgangspunkt gehenden Niveauflache 
und der unendlich benachbarten abgegrenzt werden. Abb.7 macht 
dies durch eine Darstellung deutlich, wobei die x- und y-Richtung in 
einer Normalflache zu zwei benachbarten Niveauflachen liegen. 
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2. Gesamte Kraftwirkung an einem FUissigkeitsteilchen. 
a) Die Wirkung der OberfHichenkrafte. 

Ein im Innern der Fliissigkeit abgegrenztes Teilchen erleidet, nach 
den Auseinandersetzungen unter 1, von seiner Umgebung Kraftwir
kungen, die nach seinem Innern gerichtet sind und in seiner Oberflache 
iibertragen werden . .AIle diese Wirkungen setzen sich zu einer resul
tierenden zusammen. Wegen der stetigen, vonPunkt zu Punkt fort
schreitenden Veranderlichkeit des Fliissigkeitsdruckes miissen wir das 
Teilchen sehr klein, im Grenzfalle unendlich klein abgrenzen, um diese 
resultierende Wirkung ausrechnen zu konnen. Sie ist dann auch von 
Teilchen zu Teilchen nach GroBe und Richtung stetig veranderlich. 
Die mathematische Formulierung hat daher folgendermaBen vor sich 
zu gehen. Man denlm sich zunachst ein Fliissigkeitsteilchen von end
lichen Dimensionen mit dem Volumen V und der Oberflache O. Auf 
den einzelnen Elementen do dieser Oberflache herrschen die Fliissig
keitsdriicke p und ergeben auf jedem Element eine Kraft -p. do 
von bestimmter GroBe und Richtung, wobei die Richtung diejenige 
der Normalen auf do mit dem Richtungssinn in das Innere des Teil
chens hinein ist. (Deswegen - p • do, weil dem Flachenelement do 
die Richtung der Normalen nach auBen zugeordnet wird.) Bildet man 
nun die Resultierende aus all diesen Elementarkraften nach GroBe und 

o 
Richtung, so kann man dies durch das Integral - jpdo ausdriicken, 
wobei der Pfeil im Integralzeichen anzeigt, daB bei der Integration die 
Richtung der Elementarbeitrage beriicksichtigt werden muB. Die ge
samte Kraftwirkung bezieht man nun auf die V olumeneinheit. Damit 

o 
ergibt sich - ~fPdo als resultierende Wirkung der Fliissigkeits

driicke auf die Volumeneinheit bezogen. LaBt man nun das Teilchen 
kleiner und kleiner werden, so muB wegen der obenerwahnten Stetig
keit der Druckverteilung dieser Wert einem Grenzwert zustreben, 
den man als 

lim [_~fOp. dO] 
v--+o V . 

zu schreiben hat. Dieser Grenzwert hat eine bestimmte GroBe und 
Richtullg, ist also ein Vektor; er ist nach aHem bisher Gesagten stetig 
in dem von der Fliissigkeit erfiillten Raum verteilt. 

Man kann GroBe und Richtung dieses Vektors sofort bestimmen, 
wenn man das ins unendlich Kleine zusammengezogene Teilchen ge
schickt auswahlt. Dazu betrachte man in Abb. 6 die unendlich kleine, 
zwischen zwei unendlich benachbarten Niveauflachen des Druckes 
gelegene, in der Grenze als zylindrisch anzusehende Rohre mit Mantel
linien parallel zu der zwischen den Niveauflachen gezogenen Normalen. 
Dieser kleine Zylinder erfahrt durch die Driicke auf der Mantelflache 
keine resultierende Kraftwirkung, denn es besteht keine Tendenz zur 
Verschiebung des Zylinders parallel zu den Niveauflachen. Die einzige 
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resultierende Wirkung riihrt von dem kleinen Unterschied der Driicke 
in den StirnfHichen df des Zylinders, die in die beiden Niveauflachen 
fallen, her. 

Herrscht in del' ersten Niveauflache der Druck p, so hat del' in der 

zweiten den Wert p + ~~ . dn. In del' Richtung des Druckanstieges 

ergibt sich also die gesamte Kraft (bis auf GroBen, die davon herriihren, 
daB die Rohre nicht genau ein Zylinder ist, die aber von 2. Ordnung 
klein sind): 

Das Volumen des Teilchens ist aber bis auf GroBen hoherer Ordnung 
gerade = d f . dn. Die auf die Volumeneinheit bezogene Kraft wird 
also: 

Wir erhalten also den Satz: "Die von den Fliissigkeitsdriicken 
herriihrende, auf die Volumeneinheit bezogene resul tie
rende Kraftwirkung ist an jeder Stelle nach GroBe und 
Richtung gleich dem Druckgefalle an dieser Stelle." 

Diesen Satz konnen wir auch sofort fUr die Komponente der resul
tierenden Kraftwirkung nach irgendeiner Richtung entsprechend for
mulieren und erhalten: Die Komponente der von den Fliissig
keitsdrii,cken h-erriihrenden Kraftwirkung bezogen auf die 
Volumeneinheit nach irgendeiner Richtung ist gleich der 
Komponente des Druckgefalles nach diesel' Richtung, odeI' 
kiirzer: gleich dem Druckgefalle nach diesel' Richtung. 

Will man den Komponentensatz direkt beweisen, so grenzt man 
das auf das unendlich Kleine zusammengezogene Teilchen wiederum 
besonders geeignet ab; dies geschieht, indem man in del' Richtung s 
um ein kleines Stiickchen ds einen kleinen Zylinder mit den Mantel
linien parallel ds und del' Stirnflache df senkrecht zu dslegt. Die Driicke 
auf del' Mantelflache liefern keinen Beitrag in del' Richtung von ds, 

dagegen die Stirnflachen eine solche von del' GroBe - ~~ . ds· df. 

Dividiert man durch das Volumen ds· df, so erhalt man - ~:, 
womit del' obige Satz wieder bewiesen ist. 8 

b) Die Wirkung von Volumkraften (Gewichtswirkung). 
AuBer der von den Flachenkriiften herriihrenden Resultierenden 

konnen noch beliebige andere existieren, die von irgendwelchen von 
auBerhalb (aus del' Ferne) wirkenden Krafte herriihren und die der 
Masse des Teilchens, bei unzusammendriickbarer Fliissigkeit also auch 
seinem Volumen proportional sind. Z. B. irgendwelche auBere An
ziehungskrafte. Praktisch kommt hier nur die Schwerkraft, also das 
Gewicht des Teilchens in Frage. Diese wirkt immer in der Vertikalen, 
hat also in irgendeiner Richtung eine Komponente von bestimmter 
GroBe. 
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Betrachten wir in Abb.8 wieder einen um das Langenelement ds 
herumgelegten kleinen Zylinder, so liegt dieser im allgemeinen gegen 
die Richtung der Vertikalen geneigt; wir rechnen die vertikale Rich
tung positiv nach oben und bezeichnen den Winkel zwischen dieser 
positiven h-Richtung und der positiven s-Richtung mit tX. Damit erhalt 
man fiir die positive s-Richtung eine Komponente der Gewichtswirkung 
im Betrage von - d f . d s . y • cos ~. Solange hier ex. zwischen 0 0 und 90 0 

bzw. zwischen 270 0 und 360 0 liegt, ist der Hohenunterschied dh zwischen 
11. Anfang und Ende von ds ein positiver; statt cos ex. 

a: S kannalso iJh/iJs geschrieben werden. Somitergibt 
~ sich fiir die Komponente der Gewichtswirkung: 

dJF / <,"1dO=dr.ds." - y. df· ds • ~: oder, wiederum auf die Volu-
L ,~/ 
Iff ,7 meneinheit bezogen: 

Abb. 8. Gewichtswirkuug am 
Fliissigkeitsteilchen. 

ok 
-Yes' 

c) Vereinigte Druck- und Gewichtswirkung. 
Die Summe der Komponenten der beiden Kraftwirkungen konnen 

wir als einen einzigen negativ genommenen Differentialquotienten 
schreiben und erhalten den Satz: 

Nach irgendeiner Richtung ist die Komponente der aus 
Druck- und Schwerewirkung zusammengesetzten Kraft
wirkung gleich dem Gefalle der Summe p + y. h nach dieser 
Richtung, also gleich: 

Die gesamte Kraftwirkung hat die Richtung der Resultierenden aus 
Druck- und Schwerewirkung. Das Druckfeld hat einen von Punkt zu 
Punkt nach GroBe und Richtung wechselnden Gradienten (gradp), 
das Schwerefeld einen von konstanter GroBe und Richtung (grady. h), 
seine Richtung geht vertikal nach unten, seine GroBe ist y. Man kann 
zusammenfassend schreiben: Die gesamte Kraftwirkung am 
Flussigkeitsteilchen ist, auf die Volumeneinheit bezogen, 
nach GroBe und Richtung = -grad(p + yh). 

3. Ruhende Fliissigkeiten. 

a) Das hydrostatische Druckverteilungsgesetz. 
In ruhenden Fliissigkeiten muB auf jedes Teilchen die Resultierende 

aller Kraftwirkungen Null sein, weil sonst kein Gleichgewicht besteht. 
In ruhenden Flussigkeiten besteht also nirgends ein Gefalle des Aus
drucks p + y' h, mit anderen Worten: 

"Fur ruhende Flussigkeiten ist im ganzen von der Flus
sigkeit erfullten Raum die Summe p + yh konstant." 
Dieser Satz umschlieBt die ganze Hydrostatik. Es verdient hervor
gehoben zu werden, daB im Gebiet der Hydrostatik das Bild der idealen 
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Fliissigkeit besser auf wirkliche Fliissigkeiten paBt als in der Lehre 
von der Fliissigkeitsbewegung, weil im Falie der Ruhe in der Fliissigkeit 
tatsachlich keine Reibungen auftreten. 

b) Auftrieb und Bodendruck. 
Aus dem hydrostatischen Verteilungsgesetz folgt sofort der Satz 

yom Auftrieb. Dieser ist nichts anderes als die Ersatzkraft fiir die 
Summe der Elementarwirkungen der Fliissigkeitsdriicke an den ein
getauchten Oberflachenelementen eines 
Korpers. :J\IIit Beziehung auf Abb.9 ist --------
z. B. die senkrechte Komponente der 
Elementarkraft der Fliissigkeitsdriicke an 
dem gezeichneten kleinen, den Korper 
durchsetzenden Zylinder, der mit den 
beiden Elementen dfl und df2 aus seiner 
Oberflache heraustritt und senkrecht zu 
seiner Achse den Querschnitt d f besitzt: 

dA = dfl • Pl' COSD:I - df2P2 COSLX 2 

= df(PI - P2), 

da dfl COSD:I = df2 COSLX2 = df ist. Es ist 
aber nach dem Verteilungsgesetz PI - P2 
= Y h mit y als spezifisches Gewicht der 
Fliissigkeit. Man erhalt also fiir das Inte
gral alier Elementarwirkungen: 

o 

A = y f df· h = y. V, 
Abb. 9. Auftrieb. 

wenn V das Volumen des eingetauchten Korpers ist. Der Korper erfahrt 
alsoeinenAuftrieb, derdem Gewicht des verdrangtenFliissigkeitsvolumens 
gleich ist. Wendet man den Satz auf ein abgegrenztes Fliissigkeits
volumen an, so besagt er nichts anderes, als daB die Fliissigkeitsdriicke 
in der ruhenden Fliissigkeit dem Gewicht der Teile das Gleichgewicht 
halten; mit anderen Worten: In einer Fliissigkeit ist der Auftrieb 
eines bestimmten Fliissigkeitsvolumens gleich dem Gewicht 
dieses Volumens. 

Ferner rechnet man mit Hilfe des Verteilungsgesetzes die Krafte 
auf Boden- und Seitenflachen in GefaBen aus, die von Fliissigkeit mit 
oder ohne freie Oberflache erfiillt sind. Die FIachen gleichen Druckes 
sind nach diesem Satz horizontale Ebenen, da ja in ihnen schon h und 
damit auch P aliein konstant ist. Freie Oberflachen in ruhenden Ge
faBen sind demnach auch horizontale Ebenen, wenn die Fliissigkeit 
in ihnen ebenfalls ruht. Das sog. hydrostatische Paradoxon erscheint 
nach Kenntnis dieses Satzes durchaus nicht als ein solches, denn bei 
der Ableitung des Satzes ist nichts iiber die besondere Gestalt des von 
der Fliissigkeit erfiillten Raumes vorausgesetzt. Auch hort seine Giil
tigkeit an der Grenze der Fliissigkeit, also Z. B. da, wo sie sich mit 
festen Korpern (GefaBwanden oder GefaBbOden) beriihrt, nicht auf, 



10 Das Wichtigste aus der Hydromechanik. 

da die Kraftwirkung zwischen diesen festen Flachen und den Fliissig
keitsteilchen, wie bereits S. 2 bemerkt, ebenso vorstellbar und begrifflich 
zu formulieren ist, wie die Kraftwirkung zwischen verschiedenen Teilen 
der Gesamtfliissigkeit, die durch eine beliebig gelegte Flache getrennt 
sind. Der gesamte Bodendruck ist demnach fUr die GefaBe a, b, c der 
Abb. 10 der gleiche, da in allen diesen Fallen der Fliissigkeitsdruck p 

Abb. 10. Bodendruck. 

am Boden der gleiche ist, und zwar um 
den Betrag y h hoher als der auf der 
freien Oberflacbe der Fliissigkeit 
lastende atmospharische Druck, die 
Bodenflache Faber auch die gleiche ist. 

c) Messung des Fliissigkeitsdruckes d urch FI iissigkeitssaulen. 
Auch die Messung des Fliissigkeitsdruckes beruht auf einer An

wendung obigen Satzes, der erklart, warum in untereinander verbun
denen GefaBen mit ruhender Fliissigkeit und beiderseits freier Ober
Hache die Fliissigkeitsspiegel gleich hoch stehen. Fiir eine Messung 
wird das eine GefaB zweckmaBig als Rohr mit kleinem Querschnitt 
ausgefiibrt (sog. Piezometerrohr, s. Abb. 11). Aber auch auf bewegte 
Fliissigkeiten wendet man diese MeBmethode ohne grundsatzlichen 
Fehler an. Wenn z. B. an der Wand A-B (s. Abb.12) Fliissigkeit 
entlang stromt und senkrecht zu dieser Wand an einer Stelle derselben 
eine Bohrung mit angesetztem, nach oben abgebogenem und senkrecht 
gestelltem Rohr angebrach~ wird, so wird zunachst Fliissigkeit aus der 

Abb. 11. Abb. 12. 
Druckmessung. 

Stromung entnommen und in das 
Rohr hineingedriickt, sofern an der 
Bohrungsstelle ein Uberdruck iiber die 
Atmosphare herrscht. Dies dauert so 
lange, bis die Hohe der Fliissigkeits
saule im Rohr der Beziehung p = )' h 
geniigt; dabei ist h von der Bohrungs
stelle nach 0 ben und pals Uberdruck 
iiber den Atmospharendruck zu rechnen. 

Von nun an bleibt die Fliissigkeit in Ruhe und die Stromung gleitet langs 
A-B iiber den FuBquerschnitt der Fliissigkeitssaule an der Bohrungs
stelle hinweg. Wenn die Bohrung klein genug ist und ihre Achse genau 
senkrecht zul' Stl'omung steht, wenn fernel' dafiir gesorgt ist, daB die 
Randel' der Bohrung nirgends in die Fliissigkeitsstl'omung vorspl'ingen, 
so bleibt die Druckanzeige auch bei stl'omender Fliissigkeit richtig. 
Man kann daher als MaB des Druckes, an Stelle von kgjm2 auch die 
Hohe h einer Fliissigkeitssaule angeben, dabei muB man natiirlich hin
zufiigen, was fUr eine Fliissigkeit als MeBfliissigkeit benutzt wird. Sehr 
haufig ist es die gleiche Fliissigkeit wie diejenige, deren Druck man 
feststellen will; ebensogut aber kann es eine andere sein. So miBt man 
den Druck der atmospharischen Luft in Millimeter Quecksilbel'saule 
oder in Meter Wassersaule. Die Hohen der beiden Saulen verhalten 
sich bei gleichem zu messenden Druck umgekehrt wie die spezifischen 
Gewichte dieser beiden Fliissigkeiten. Um die Beziehung del' vel'-
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schiedenen MaBzahlen fiir den Fliissigkeitsdruck festzustellen, brauchen 
wir uns, da der gesamte Bodendruck in einem GefaBe nicht von dessen 
Form, sondern nur von der Rohe des freien Fliissigkeitsspiegels iiber 
dem Boden abhangig ist, nur ein zylindrisches GefaB mit 1 m2 Boden
flache vorzustellen. Dann muB, damit die gesamte Bodenbelastung 
10000 kg, der spezifische Druck p also gerade 10000 kg/m2 ist, iiber 
dem Boden eine Wassersaule von dem Gesamtgewichte = 10000 kg 
stehen. Da bei 4 0 das spezifische Gewicht des Wassers r = 1000 kg/m3 

ist, so miissen 10 m Wassersaule iiber den Boden stehen.1 Somit erhalt 
man 

10000 k /m2 = 1 kg/cm2 = { 10 m Wassersaule (735 = 10000)' 
g 735 mm Quecksilbersaule 13,6 . 

Diese GroBe wird auch die metrische Atmosphare genannt, wahrend 
der physikalische Atmospharendruck bei 0° und bei mittlerem Feuch
tigkeitsgehalt der Luft an der Meeresober-~ 
flache = 10,33 m Wassersaule bzw. 760 mm 
Quecksilbersaule ist. ./ / 

1m Innern einer bewegten Fliissigkeit ist ~. ---r' 
die Messung des Fliissigkeitsdruckes erheb-~ ~ 
lich schwieriger. Abgesehen davon, daB das ~ 
Einbringen irgendeines und sei es noch so ~ 
kleinen Instrumentes die zu beobachtende Abb. 13. Druckmessung in der 

Striimung. 
Stromung etwas verandert, bleibt die Raupt- . 
aufgabe, sine kleine Flache parallel zu der an der Beobachtungsstelle 
herrschenden Geschwindigkeit zu stellen und senkrecht zu dieser Flache 
eine kleine Bohrung zu fiihren, die mit dem MeBrohrchen kommuni
ziert. Abb. 13 veranschaulicht eine Annaherung an den Idealfall einer 
solchen Messung und macht gleichzeitig die bestehenden Schwierig
keiten deutlich. 

II. Die charakteristischen Bewegungsformen stromender 
Fliissigkeit und ihre Beschreibung. 

4. Stationare und nichtstationare Bewegungen. 

a) Stationare Bewegung. Stromlinien und Stromrohren. 

In Abb. 14 ist ein Rochbehalter gezeichnet, in dem durch ZufluB 
an immer der gleichen Stelle der Wasserspiegel dauernd auf gleicher 
Rohe gehalten wird. Ein Rohr fiihrt von dem Behalter hinunter nach 
irgendeiner Entnahmestelle, die durch eine Diise von gegebenem Quer
schnitt t (kleiner als der Rohrquerschnitt F) gebildet wird. Bei geoff
netem und dann festgehaltenem Diisenquerschnitt stromt durch das 
Rohr in jeder Sekunde die gleiche Wassermenge Q. An irgendeiner 
Stelle der Rohrleitung beobachtet man dann dauernd nach GroBe und 
Richtung gleiche Geschwindigkeit. Von Stelle zu Stelle kann diese 
Geschwindigkeit veranderlich sein; insbesondere ist die mittlere Ge-
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schwindigkeit in einem Querschnitt des Rohres von Querschnitt zu 
Querschnitt verschieden, wenn diese Querschnitte verschiedene GroBen 
haben. In dem Stromungsraum bilden sich bestimmte Bahnen aus, 
"Stromlinien", in denen sich die Fliissigkeitsteilchen bewegen. Diese 
Linien werden von Punkt zu Punkt aus den herrschenden Geschwindig
keitsrichtungen zusammengesetzt, sie behalten ihre Gestalt und gegen-
~ seitige Anordnung dauernd beL Die einer Strom-
_ \I linie umnittelbar benachbarten (unendlich nahe 

liegenden) Stromlinien kann man zu einem 
Biindel zusammenfassen, das man eine "Strom
rohre" oder einen "StrOlnfaden" nennt. Das Ver-
h1iltnis zweier, an zwei bestimmten Stellen beob
achteten GeschwindigkeitsgroBen ist dauernd das
selbe. Einen solchen Stromungszustand nennt 
man einen stationaren. Bedingung fiir das 
Zustandekommen eines solchen ist in dem be
schriebenen Beispiel, daB die Diisenoffnung 
dauernd die gleiche Weite hat, wahrend der 
ZufluB im Hochbehalter dauernd in gleicher 
Weise erfolgt und der Menge nach gleich dem 

Abb.14. Stationareundnicht- AbfluB durch die Du"se I·St. stationare Rohrstromung. 

b) NichtstationareBewegung bei festbleibenden StromrOhren. 
Wird die Diisenoffnung plotzlich verstellt oder der ZufluB im 

Hochbehalter p16tzlich verandert, so ist zunachst das Verhaltniszwischen 
ZufluB- und AbfluBmenge ein anderes geworden, und es wird nun der 
Wasserspiegel im Hochbehalter steigen oder fallen. Wahrend dessen 
andert sich Gestalt und Lage der Stromlinien im Hochbehalter und 
im Rohreinlauf ein wenig, in starkerem MaBe tritt dies in der nachsten 
Umgebung der AusfluBdiise ein. In langen Strecken des Rohres aber 
andert sich die Gestalt und Lage der Stromlinien nicht, da der EinfluB 
von Einlauf und Auslauf nicht sehr weit reicht, dagegen flieBt nun in 
jedem Augenblick eine andere Wassermenge durch das Rohr, so daB 
man an einer bestimmten Stelle in jedem Augenblick eine andere Ge
schwindigkeitsgroBe feststellt. Insbesondere sind auch die Inittleren 
Geschwindigkeiten in einem bestimmten Rohrquerschnitt von Moment 
zu Moment verschieden. Dieser Zustand dauert solange, bis ZufluB 
und AusfluB wieder einander gleich geworden sind, also em neuer 
stationarer Zustand eingetreten ist. Wahrend der Ubergangszeit liegt 
eine besondere Form nichtstationarer Bewegung vor. Die Be
sonderheit besteht darin, daB die Stromlinien und Stromrohren im 
Rohr dauernd gleiche Gestalt behalten und nur die Geschwindigkeiten 
in jedem ihrer Punkte der GroBe nach von Moment zu Moment wechseln. 
Das Verhaltnis zweier, an bestimmten Punkten beobachteten Geschwin
digkeiten ist dabei immer noch das gleiche, insbesondere auch das 
Verhaltnis zweier Inittleren Geschwindigkeiten, namlich gleich dem 
umgekehrten Verhaltnis der betreffenden Querschnitte. Die Richtungen 
der Geschwindigkeiten sind ebenfalls noch dauernd dieselben. 
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.c) Nichtstationare Bewegung mit wechselnden Stromrohren. 
Momentane absolute Stromlinien. DurchfluB- und Ver

drangungsstromungen. 
Die unter b beschriebene Stromung ist zwar schon nicht mehr statio

nar, aber doch noch ziemlich speziell, da das ganze Stromungsbild im 
wesentlichen stets das gleiche ist. Fassen wir aber nun die Vorgange 
in unmittelbarer Nahe des Absperrorgans ins Auge, so ist klar, daB 
durch dessen Stellung auch die Form und An~ 
ordnung der Stromlinien in seiner unmittelbaren 
Umgebung beeinfluBt wird, so daB diese wahrend 
einer allmahlichen Verstellung des Absperr
organes von Augenblick zu Augenblick wechseln 
(Abb.15). An einer bestimmten Stelle wird dabei 
die Geschwindigkeit c nach GroBe und Richtung 
wechseln; und das Verhaltnis der an zwei ver
schiedenen Stellen beobachteten Geschwindig
keiten ist nicht mehr zeitlich konstant. Ein ande
res Beispiel fiir eine solche ganz allgemeine Be
wegungsform ist die Bewegung einer schwimmen-
d P .. B· J h d Abb.15a und b. Nichtstatioen erson m emem assm. e nac er augen- nareStromungdurcheineDiise. 
blicklichen Lage des schwimmenden Korpers zu 
den Grenzen des Bassins sowie je nach der GroBe und Richtung seiner 
eigenen Geschwindigkeit bzw. seiner Bewegungen und Gestaltsande
rungen wird dann die Verteilung der Stromungsgeschwindigkeiten in dem 
ganzen Bassin eine verschiedene sein. Man kann aber auch in diesem 
Falle in jedem Augenblick die momentane Geschwindigkeitsrichtung an 
jeder Stelle ennitteln und diese von Punkt zu Punkt verfolgen, mit ande
ren Worten, diese Richtungen zu Kurvenzugen, zu "momentanen 
absoluten Stromlinien", zusammensetzen. Man erhaltdann in jedem 
Augenblick ein bestimmtes anderes Stromlinienbild, und an keiner Stelle 
des von der Fliissigkeit erfiill
ten Raumes ist die Geschwin
digkeit konstant, weder ihrer 
GroBe n00h ihrer Richtung 
nacho Ein ahnlicher Fall, der 
aber doch wieder seine Be
sonderheit hat, liegt vor bei 
der gleichformigen Fahrt eines 
Schiffes auf hoher See bei ruhi-
gem Wasser oder eines Unter

Abb. 16. Momentane absolute Stromlinien 

seebootes unter Wasser in so groBer Entf.ernung vom Wasserspiegel, dem 
Meeresboden und irgendwelchen Kiisten, daB man das umgebende Wa.sser 
als unendlich ausgedehnt betrachten kann. Die Bewegungen des Wassers 
riihren hier nur von der des Bootes her; dieses verdrangt die Teilchen 
vor seinem Bug und schiebt sie vor sich her oder zur Seite, andererseits 
zieht es sie am Heck hinter sich her oder holt sie seitlich heran. FaBt 
man in einem bestimmten Augenblick die momentanen Geschwindigkeits
richtungen zu Kurvenzugen zusammen, so ergibt sich das in Abb. 16 
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gezeichnete Bild. Da nun das Boot in jedem Augenblick gegeniiber dem 
umgebenden unendlichen Raum und gegeniiber der Richtung seiner eigenen 
Geschwindigkeit in der gleichen Lage ist, so sehen die momentanen 
Stromlinien, die von der Bootsoberflache ausgehen und wieder an ihr 
enden, immer gleich aus. Das ganze Bild der Stromlinien, das "Ge
schwindigkeitsfeld" fahrt wie mit dem Korper fest verbunden mit. 

Die drei zuletzt besprochenen Beispiele weisen charakteristische 
Unterschiede auf. Die Stromung durch das Absperrorgan der Rohr
leitung setzt sich aus einer Art Eigenbewegung der Fliissigkeit - einer 
"DurchfluBstromung" - und einer von der Bewegung des Absperr
organes verursachten - einer "Verdrangungsstromung" - zu
sammen. Die Stromlinien veriindern dauernd ihre Gestalt und Lage, 
auch relativ zum bewegten AbspeITorgan. Die Stromung im begrenzten 
Schwimmbassin wird nur yom Schwimmer hervorgerufen, ist also eine 
reine Verdrangungsstromung; die Stromlinien andern ebenfalls dauernd 
ihre Lage und Gestalt, auch relativ zum bewegten Korper, der selbst 
dauernd seine eigene Bewegungsart und Gestalt andert. Die Stromungen 
in ruhiger See werden nur durch das U·Boot hervorgerufen, die Strom
linien behalten relativ zum Korper Gestalt und Lage bei und machen 
nur die Reise des bewegten Korpers mit. 

d) Allgemeine Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes. 
In allen besprochenen Fallen haben wir den Charakter der Be

wegung danach beurteilt, was an einer festgehaltenen Stelle im un
l)eweglichen Raum beobachtet wird, d. h. wir haben das zeitliche Ver
halten der absoluten Fliissigkeitsgeschwindigkeit an einer festen Raum
stelle beobachtet. Ein Gesamtbild der Stromung kann dabei natiirlich 
nur gewonnen werden, indem an allen Stellen des Raumes gleichzeitig 
beobachtet wird. Dabei wird nicht darauf geachtet, welches einzelne 
Fliissigkeitsteilchen als Trager der beobachteten Geschwindigkeit an 
der gewissen Raumstelle vorbei passiert. Fiir die Beschreibung der 
Bewegung geniigt schon die Feststellung der Geschwindigkeiten an 
sich nach GroBe und Richtung. Der allgemeinste Fall der Fliissigkeits
bewegung ist also derjenige, wo an jeder Stelle die Geschwindigkeit 
nach GroBe und Richtung fortwahrend wechselt. In allen Fallen aber 
kann man in einem bestimmten Augenblick die Geschwindigkeits
richtungen zu Kurvenziigen zusammensetzen und erhalt so ein Augen
blicksbild von der Bewegung im ganzen Raum durch die momentanen 
a bsolu ten Stromlinien. Ein Biindel solcher benachbarter Stromlinien,. 
z-wischen denen momentan konstante Wassermenge flieBt, kann man zu. 
momentanen absoluten S.tromrohren zusammensetzen. Kennt 
man nun in jedem Augenblick das Strombild, also seine Veranderung 
mit der Zeit, so ist damit die allgemeinste zeitlich veranderliche Stro
mung beschrieben. Mit der Geschwindigkeit wechselt auch der Druck. 
Die Niveauflachen des Druckes, von denen unter 1 die Rede war, 
andern also ihre Gestalt und gegenseitige Lage ebenfalls von Augenblick 
zu Augenblick. lYIithin sind an einer bestimmten Stelle des Raumes 
Druck und Geschwindigkeit Funktionen der Zeit. Andererseits sind 
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sie aber auch in jedem einzelnen Augenblick von Punkt zu Punkt ver
schieden. Somit sind Druck und Geschwindigkeit im allgemeinsten 
FaIle sowohl Funktionen des Ortes als auch der Zeit. Dabei verandern 
sie sich im allgemeinen' stetig. 

Nach dem Gesagten sind im allgemeinen die Stromlinien 
durchaus nicht die Bahnen bestimmter Fliissigkeitsteilchen, 
dies ist nur in den unter a und b beschriebenen Fallen wirklich so. Die 
Bestimmung der wahren Bahnen eines einzelnen Fliissigkeitsteilchens 
ist im allgemeinen eine komplizierte Aufgabe. Diese Schwierigkeit 
hangt mit der schon geschilderten Art und Weise zusammen, wie bei 
der angestellten Betrachtung die Fliissigkeitsbewegung beschrieben 
wird. Man kiimmert sich dabei zunachst nicht um den Trager der Ge
schwindigkeit, namlich das materielle Teilchen, und verfolgt nicht die 
Schicksale eines solchen bei seinem Wege durch den von der Fliissigkeit 
erfiillten Raum, sondern beobachtet an einer bestimmten Stelle des 
Raumes, sodann an allen Stellen des Raumes und setzt aus den ermit
telten Geschwindigkeitszustanden das Bild eines Geschwindigkeits
feldes nach seiner augenblicklichen und dann von Moment zu Moment 
veranderlichen Gestalt zusammen. Natiirlich ist auch die andere Be
trachtungsweise moglich, wobei man die einzelnen Fliissigkeitsteilchen, 
die durch die Anfangslage beini. Beginn der angestellten Betrachtung 
voneinander unterschieden werden, herausgreift und ihre Wege und 
Schicksale verfolgt. Beide Betrachtungsweisen gehen auf Euler zuriick, 
den Begriinder der klassischen Hydrodynamik, der sie schon um die 
Mitte·des'18. Jahrhunderts geiibt hat. In diesem Buch wird die erste 
Art angewendet werden. 

e) Darstellung des Geschwindigkeitsvektors als Funktion 
des Ortes und der Zeit. 

Selbst wenn man in der wirklichen Ausfiihrung auf die Beschreibung 
des Stromungsvorganges durch augenblickliche oder dauernde Strom
Iinien letzten Endes verzichtet, so gewinnt man doch auf diese Weise 
eine gute Vorstellung von der Existenz eines Geschwindigkeits
feldes, in dem sich die Geschwindigkeit im allgemeinen nach GroBe 
und Richtung an jedem Raumpunkt zeitlich verandert, und zwar an 
jedem Raumpunkt in anderer Weise. Wir nehmen nun eine stetige 
Veranderung mit Railm und Zeit, d. h. GeschwindigkeitsgroBe und 
Richtung a.ls stetige Funktionen des Ortsvektors r und der Zeit tan. 
Dies fassen wir in die vektorielle Gleichung: 

c = f(r, t) (4) 
zusammen. Wird die Lage eines Punktes durch Angabe seiner drei recht
winkligen Koordinaten x, y, z beschrieben, so zerlegt man die Geschwin
digkeit c in ihre drei Komponenten nach den Richtungen der Koordi
natenachsen; dann ist jede Komponente eine Funktion aller drei Koordi-
naten und der Zeit; also c - f (x y z t) I 

a:: - 1 , " , 

cy = f2(X, y, z, t) , (5) 

Cz ~= f3(X, y, z, t). 
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Der Sinn rueser Darstellung ist der folgende: Man begibt sich als Beob
achter zunachst an eine feste Raumstelle und beobachtet dort den 
zeitlichen Wechsel der Geschwindigkeit nach GroBe und Richtung. 
Sodann erweitert man ruese Beobachtung auf alle Raumpunkte. Dazu 
muB in der gedanklichen Vorstellung entweder rue Beobachtung an 
allen Raumpunkten gleichzeitig gemacht oder es muB der ganze zeit
liche Stromungsverlauf fiir jede, an einem neuen Raumpunkt vorgenom
mene Beobachtung vollstanrug reproduziert werden. 

Uber das Schicksal eines einzelnen Fliissigkeitsteilchens erfahrt man 
zunachst nichts; aber man kann, wie wir unter 9 sehen werden, Glei
chungen fiir rue Bewegung eines solchen in der nachsten Umgebung 
eines bestimmten Punktes aufstellen. 

5 . .Absolute und relative Bewegung. 

Alles unter 4 Gesagte bezieht sich auf rue absolute Bewegung der 
Fliissigkeit. Die Geschwinrugkeiten werden dabei vom feststehenden 
Raum aus beobachtet und gemessen. Haufig ist es jedoch bequemer 

E iZ 

--- Reltrlive Slrom/inien 
---Momenfune obsolute 

Sfromlinien 

--- Bonn eines Teilc/1ens 

...... ~ xre/oliv 
&-~ _____ X~A_~_u_-_t ______ --J __ ~ ~z._u_m_G._~_aB __________ ___ 

Abb.17. DurchfluBstromung durch ein bewegtes GefiW. 

oder auch nur anschaulicher, rue Beobachtung von einem bewegten 
Korper oder Korpersystem aus vorzunehmen. Man gelangt so zu der 
Beschreibung von Relativbewegungen, rue namentlich dem Tech
niker haufig naher liegt als rue der Absolutbewegung. Betrachten wir 
z. B. das in Abb. 17 gezeichnete, senkrecht zur Zeichenebene rechteckige 
GefaB mit seitlich schrager AusfluBoffnung, so hat man sehr bald eine 
einigermaBen klare Vorstellung iiber rue Stromlinien im Innern und 
in dem ausflieBenden Strahle, jedenfalls, wenn das GefaB stillsteht. 
Hier sind rue Stromlinien gleichzeitig Strombahnen der Fliissigkeits-
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teilchen, vorausgesetzt, daB der ZufluB im GefaB immer an derselben 
Stelle und in solcher Starke erfolgt, daB der Wasserspiegel in fum 
dauernd auf der gleichen Rohe bleibt. Bewegt sich aber das GefaB, z. B. 
in der Richtung entgegengesetzt derjenigen des ausflieBenden Strahles, 
so erlangt jedes Teilchen auBer seiner Geschwindigkeit im oder relativ 
zum GefaB eine zweite mit dem GefaB, die so groB ist wie die Geschwin
digkeit, die der Raumpunkt, den das Teilchen gerade passiert, dann 
hatte, wenn er mit dem GefaB fest verbunden ware. In dem vorliegenden, 
einfachen Beispiel einer reinen Translationsbewegung des GefaBes ist 
diese Geschwindigkeit fUr aile Punkte des GefaBes die gleiche. Sie 
kal1l1 daher anschaulich als Fahrzeuggeschwindigkeit bezeichnet 
werden. Aber auch in dem allgemeineren Faile, wo die Geschwindig
keit des augenblicklichen Aufenthaltsortes eines Flussigkeitsteilchens 
mit dem bewegten System von Punkt zu Punkt verschieden ist - z. B. 
bei Drehbewegungen -, soli diese Geschwindigkeit als Fahrzeug
geschwindigkeit bezeichnet werden. Die Absolutgeschwindigkeit des 
Flussigkeitsteilchens setzt sich dann in bekannter Weise aus der Fahr
zeuggeschwindigkeit seines augenblicklichen Aufenthaltspunktes und 
aus seiner Relativgeschwindigkeit gegenuber dem Fahrzeug zu
sammen. Die Absolutgeschwindigkeit ist dabei die geometrische Summe 
aus Fahrzeug- und Relativgeschwindigkeit. 

c= u + w, (6) 

c = Absolutgeschwindigkeit I 
W = Relativgeschwindigkeit (s. Abb. 18). 

u = Fahrzeuggeschwindigkeit 

~ u 
Abb. 18. Geschwindigkeits

dreieck. 

Die erste Frage ist nun die: Sind wahrend der Bewegung des 
GefaBes, vorausgesetzt, daB del' ZufluB auf irgendeine Weise mit ihm 
mitgefuhrt wird und dabei nach Lage, GroBe und Richtung relativ zu 
ihm derselbe wie vorher im Ruhestand bleibt, die Geschwindigkeiten 
relativ zum GefaB die gleichen, wie sie bei stillstehendem GefaB waren 1 
Ist also das relative Strombild wahrend der Bewegung dasselbe wie 
beim Stillstand des GefaBes 1 Der Techniker ist in vielen Fallen leicht 
geneigt, diese Frage schnell zu bejahen, tatsachlich aber ist sie im all
gemeinen zu verneinen. So ist z. B. das Aussehen der Relativbewegung 
in unserem Beispiel fUr Ruhe und Bewegung des GefaBes nicht ver
schieden, Welm dieses sich gleichformig geradlinig bewegt, dagegen anders 
wel1l1 es sich geradlinig beschleunigt bewegt; wieder anders, wenn das 
GefaB keine Translationsbeweglmg ausfUhrt, sondern sich urn irgendeine 
Achse dreht. Es muB also das Aussehen der Relativbewegung doch 
in jedem einzelnen Faile besonders lmtersucht werden. 

Auf die Relativbewegung kann man aber dieselben Begriffe an
wenden, wie sie oben fUr die Absolutbewegung aufgestellt worden sind. 
Es gibt also stationare und nichtstationare Relativbewegungen; und 
die nichtstationaren Relativbewegungen konnen wieder danach unter
schieden werden, ob nur die GroBe der Geschwindigkeiten sich andert, 
Gestalt und Lage del' relativen Stromlinien also dieselben bleiben, oder 

Spannhake, Kreiseirader. Bd. I. 2 
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ob auch die Richtungen der Geschwindigkeiten wechseln, Gestalt und 
Lage der relativen Stromlinien sich also auch andern. 

Die zweite Frage ist die folgende: Wie sieht die Absolutbewegung 
aus, die einem gegebenen Relativstrombild entspricht, und welches 
sind ihre charakteristischen Eigenschaften? Wenn man in einem be
stimmten Augenblick aus dem relativen Stromlinienbild das absolute 
konstruieren will, so hat man Punkt fiir Punkt zu der Relativgeschwin
digkeit die Fahrzeuggeschwindigkeit geometrisch zu addieren. In jedem 
Punkt, an dem sich iiberhaupt Fliissigkeit befiudet, erhalt man statt 
der bisherigen Relativrichtung aus dem Geschwindigkeitsdreieck eine 
neue, die Absolutrichtung. Setzt man alle diese Richtungen zu Kurven
ziigen zusammen, so erhalt man das Bild der absoluten Stromlinien. 
Dieses Stromlinienbild stellt aber, wie bereits unter 4 ausgefiihrt, nicht 
die Bahnen der Fliissigkeitsteilchen dar, sondern ist nur eine Darstellung 
der Geschwindigkeitsverteilung im absoluten Geschwindigkeitsfelde. 
Bewegt sich das Fahrzeug selbst stationar, so kann die Relativ
bewegung ebenfalls stationar sein. Trifft beides zu, so erhaIt man in 
jedem Augenblick, dasselbe Bild der absoluten Stromlinien, nur hat 
es sich mit dem Fahrzeug, als ware es mit ihm starr verbunden, 
weiterbewegt. Man kann das auch so ausdriicken: Auch das Bild 
der momentanen absoluten Stromlinien ist in diesem FaIle relativ zum 
bewegten System stationar. Die absolute Fliissigkeitsbewegung, yom 
festen Raum aus gesehen, ist aber nicht stationar, denn wenn man an 
irgendeiner Stelle des festen Raumes die Geschwindigkeiten fliissiger 
Teilchen, die nacheinander an der Stelle passieren, beobachtet, so 
wird man nach GroBe und Richtung verschiedene Geschwindigkeiten 
feststellen, weil ja das von Fliissigkeit erfiillte und im ganzen gegen 
den festen Raum bewegte System mit seinem relativen Strombild 
nacheinander verschiedene Stellungen gegen den festgehaltenen Raum
punkt einnimmt. So wird man in dem Beispiel des bewegten GefaBes 
an einem festen Raumpunkt, der iiberhaupt im Wege des GefaBes 
liegt (etwa Punkt A in Abb. 17), zunachst gar keine Geschwindig
keiten feststellen, bis die V orderwand des GefaBes an fum an
langt. Von diesem Moment ab beobachtet man eine Reihe irgend
welcher aus Relativ- und Fahrzeuggeschwindigkeit zusammen
gesetzter Absolutgeschwindigkeiten, bis die Riickwand des GefaBes 
gerade den Punkt A passiert. Von diesem Moment ab stellt 
man gar keine Geschwindigkeiten mehr fest. 1st in diesem Falle die 
Relativbewegung stationar, so entwirft man sich das ebenfalls relativ 
zum Fahrzeug stationare Bild der momentanen absoluten Stromlinien 
in der oben beschriebenen Weise und laBt dieses mit der Fahrzeug
geschwindigkeit an dem festgehaltenen Raumpunkt vorbeiziehen. Dies 
kommt auf dasselbe hinaus, als ob man das Fahrzeug mit dem relativen 
und absoluten Stromlinienbild festhalt und den vorher festen Raum
p~t mit der Fahrzeuggeschwindigkeit, jedoch in umgekehrter Rich
tung, durch das nunmehr stillstehende Stromfeld hindurchfiihrt und den 
Wechsel der Geschwindigkeit feststellt, den man als Mitreisender des 
Punktes A erlebt. Diese Reise des Beobachters durch das Geschwindig-
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keitsfeld erfolgt nach dem Fahrplan XA = -ut, wenn man konsequent 
die positive x-Richtung mit der positiven u-Richtung zusammenfallen 

laBt. Die fiir den Beobachter zeitlichen .Anderungen a 1~A I ergeben 

sich aus den ortlichen .Anderungen des Geschwindigkeitsdiagramms 

a ~:A I durch den Zusammenhang: 

oicAI aiel dx olcl 
---at = 7fX' at = -u7fX' 

Die a bsol u ten Bahnen eines Fl ussigkei tsteilchens erhalt 
man, indem man fiir einen bestimmten Augenblick sowohl die Stellung 
des Fahrzeugs als auch den Ort des Fliissigkeitsteilchens im Fahrzeug 
ermittelt. Das letztere ist besonders einfach in dem FaIle, wo die relative 
Bewegung stationar ist. In Abb. 17 sind diese Verhaltnisse fiir das 
Beispiel eines mit konstanter Geschwindigkeit geradlinig bewegten 
AusfluBgefiiBes erlautert. 

6. Randbedingungen. 

Am Beispiel des ruhenden und bewegten AusfluBgefaBes lassen sich 
auch die wichtigsten FaIle der sog. Randbedingungen erlautern. Be
grenzt ist das von der Flussigkeit erfullte Gebiet einmal von den GefaB
wanden, dann innerhalb derselben durch eine freie Oberflache, auBer
halb des GefaBes nur durch freie Oberflachen, namlich die des freien 
Strahles. . 

a) Ruhendes GefaB. 
Die GefaBwande sind Stromflachen, d. h. sie enthalten lauter Strom

linien; die Geschwindigkeit der Fliissigkeit ist tangential zu ihnen ge
richtet. Am freien Spiegel im GefaB ist der Druck konstant, namllch 
gleich dem atmospharischen; uber die Geschwindigkeiten dortselbst 
kann man nur aussagen, daB sie klein und ungefahr so gerichtet sein 
werden wie etwa in gleicher Rohe an den GefaBwanden. (Bei senkrechten 
GefaBwanden und genugender Rohe des Spiegels uber der AusfluB
offnung werden sie also senkrecht gerichtet sein.) An der Strahlober
flache herrscht ebenfalls konstanter atmospharischer Druck, die Ober
flache besteht aus Stromlinien. 

b) Gleichformig bewegtes GefaB. 
Fur die Relativbewegung gelten die gleichen Randbedingungen wie 

beim ruhenden GefaB. Fiir die Absolutbewegung abel' bestehen ganzlich 
veranderte Randbedingungen. An den GefaBwanden muB die Absolut
geschwindigkeit c eine Komponente Cn senkrecht zur Wand haben, die 
ubereinstimmt mit del' Komponente Un, welche die Fahrzeuggeschwin
digkeit u des Wandelementes normal zu diesem hat (s. Abb. 17). Denn 
wenn dies nicht der Fall ware, so wiirde entsprechend del' Differenz 
Cn - Un ein Durchtritt von Flussigkeit durch die Wand im einen oder 
anderen Sinne stattIinden. Fur die freien Strahlgrenzen gilt das gleiche. 
Auch hier darf ja keine Flussigkeit durch die Grenzflachen treten. Bei 

2* 
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dem freien Spiegel im GefaB liegt die Sache anders, hier tritt ja gerade 
Fliissigkeit durch die SpiegelfHiche senkrecht hindurch, man muB hier 
sagen, daB Relativ- und Absolutgeschwindigkeit die gleiche Komponente 
Wn bzw. en senkrecht zur Spiegelflache haben, [Unter den im Falle a) 
bereits genannten Bedingungen ist en = Wn = w.] Die Bedingungen 
konstanten Druckes am freien Spiegel und an den freien Strahlgrenzen 
bleiben fiir Relativ- und Absolutbewegung in gleicher Weise bestehen. 

In der Abb.17 sind die Randbedingungen durch Diagramme mit 
hervorgehoben. 

Unter den beschriebenen Randbedingungen befinden sich kine
matische und dynamische, letztere als Vorschriften iiber den Druck. 
Die kinematischen zerfallen in zwei Gruppen; in der ersten Gruppe 
wird verlangt, daB die Geschwindigkeiten der Fliissigkeit an gewissen 
starren (ruhenden oder bewegten) Flachen tangential gerichtet sein 
sollen, in der zweiten ist die GroBe der Normalkomponente der Fliissig
keitsgeschwindigkeit in allen Punkten einer oder mehrerer bewegter 
Flachen vorgeschrieben. In der mathematischen Hydrodynamik spricht 
man im ersten Fall von Randwertproblemen erster, im zweiten von 
solcher zweiter Art. 

Reicht das Stromungsgebiet in irgendeiner Weise ins Unendliche, 
so kommen noch Bedingungen iiber das Verhalten im Unendlichen 
hinzu. Bewegt sich z. B. ein endlich begrenzter, starrer Korper in 
allseitig unbegrenzter Fliissigkeit, so klingen die von seiner Bewegung 
erzeugten Stromungsgeschwindigkeiten nach allen Seiten hin ab, so daB 
1m Unendlichen die Fliissigkeit in Ruhe bleibt. Stromt andererseits 
Fliissigkeit aus dem Unendlichen an einem ruhenden starren Korper 
vorbei, so muB Richtung und GroBe der Geschwindigkeit im Unendlichen 
irgendwie gegeben sein. Haufig kann man ein Stromungsproblem in 
zwei Teilprobleme zerlegen, von denen das eine ein Randwertproblem 
erster, das andere eines zweiter Art enthalt. 

7. Kontinuitatsgleichungen. 
Die Vorstellung der Stromlinien kann man beniitzen, um die physi

kalische Tatsache der Unzusammendriickbarkeit der Fliissigkeiten rein 
kinematisch zu formulieren. Wir gehen dabei von der gelaufigen Vor
stellung einer Stromung durch ein Rohr aus. Wenn die Querschnitte 
des Rohres sich iiber seine Lange hiniiber nur allmahlich andern, so 
kann man annehmen, daB das Rohr an jeder Stelle mit tatsachlich 
stromender Fliissigkeit ausgefiillt ist. Was man als Querschnitt des 
Rohres zu bezeichnen hat, hangt von der Gestalt des Rohres, welche 
ihrerseits wieder die Form der Stromung beeinfluBt, abo JedenfalIs 
muB die Querschnittsflache zunachst senkrecht auf den Rohrwandungen 
stehen und im Innern des Rohres so gelegt werden, daB alIe Stromlinien 
sie senkrecht durchsetzen. Diese Flache steht dann mit der das Rohr 
in der Zeiteinheit durchstromenden Wassermenge in der Beziehung, 
daB der Quotient Q/F die mitt.1ere Geschwindigkeit in der Flache dar
stellt, und zwar in m/sec, wenn Q in m3/s und F in m2 gegeben sind. 



Kontinuitatsgleichungen. 21 

Nun kann man in einem beliebigen Geschwincligkeitsfeld ein Bundel 
benachbarter Stromlinien urn eine mittlere herum zu einer Stromrohre 
zusammenfassen und den Raum in solche Stromrohren aufteilen. Die 
Geschwincligkeit in solchen Stromrohren wird urn so weniger uber den 
Querschnitt hinuber veranderlich sein, je kleiner er ist; oder anders 
ausgedruckt, clie mittlere Geschwincligkeit im Quarschnitt einer solchen 
Stromrohre unterscheidet sich urn so weniger von der wahren Ge
schwincligkeit auf der Stromlinie, urn clie herum clie Stromrohre gelegt 
ist, je mehr sich clie Stromrohre auf die Stromlinie zusammenzieht. 
Urn so genauer stimmt dann clie Aussage: daB der Ausdrnck cJ! fur 
aUe Punkte langs der Stromrohre konstant ist. Man kann also clie Un
zusammendruckbarkeit bzw. die Kontinuitat der Flussigkeitsstromung 
kurz folgendermaBen formulieren: 

lim [cJf] = konst. = dq. (7) 
LJ /--+ 0 

Haufig faBt man auch wirklich ausgefiihrte Rohre von endlichem 
Querschnitt als eine Stromrohre auf und betrachtet die Querschnitte 
des Rohres oder clie Unterschiede der Geschwincligkeit in ihnen als so 

klein, daB es geniigt, clie mittlere Geschwincligkeit c = ~ auszurechnen 

und sie als konstant uber den Querschnitt hinuber anzunehmen. Oft 
kann man dabei als Querschnitt eine ebene Flache ansehen, die auf der 
Rohrachse . senkrecht steht. Die Kontinuitatsgleichung lautet dann 
einfach: 

c . F = konst. = Q. (8) 

Die Kontinuitatsgleichung (7) kann man sowohl auf stationare wie 
auf nichtstationare Stromlinienbilder, ferner sowohl auf absolute wie 
auf relative anwenden. Bei nichtstationaren Feldern muB die Glei
chung in jedem Augenblick neu auf das gerade geltende Stromrohren
bild angewendet werden. 

Wenn das Geschwincligkeitsfeld nicht durch Stromrohren, sondern 
durch Angabe der drei Geschwincligkeitskomponenten cx , cy , Cz nach 
irgendwelchen Koorclinaten als Funktion clieser Koorclinaten und der 
Zeit beschrieben wird, so ist eine andere Formulierung der Kontinuitats
gleichung am Platze. Dazu betrachtet man irgendein passend gestaltetes 
Volumenelement, berechnet die ein- und ausstromenden Flussigkeits
mengen und spricht die Tatsache aus, daB die Summe clieser Mengen 
Null sein muB, sofern clie Flussigkeit unzusammendruckbar ist. In 
besonderen Fallen kann man fiir clie mathematische Behandlung clie 
V orsteUung heranziehen, daB in einem V olumenelement Fliissigkeit 
entspringt oder verschwindet, das Volumenelement also Sitz einer 
Quelle oder Senke Lgt. Dann nennt man clie auf clie Volumeneinheit 
bezogene, in der Zeiteinheit an dem betreffenden Raumpunkt ent
springende oder verschwindende Flussigkeitsmenge "clie Divergenz des 
Vektors 75", geschrieben cliv 75. In einer unzusammendruckbaren Fliissig
keit, ist demnach in Gebieten, wo keine Quellen sitzen, cliv 75 = O. 
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8. Die Beschleunigung der Fliissigkeitsteilchen. 
a) Stationare oder konvektive Beschleunigung. 

Um spater die Bewegungsgleichungen fiir die FlUssigkeit aufstellen 
zu konnen, muB man sich iiberlegen, wie die Beschleunigung eines mate
riellen fliissigen Teilchens zu berechnen ist. Dazu wollen wir als erstes, 
einfachstes Beispiel wieder die Bewegungen in einer Rohrleitung nehmen, 
deren Querschnitte langs einer geradlinigen Rohrachse veranderlich 
sein sollen. Wir wollen die Rohrleitung als eine Stromrohre 
betrachten, in der wir die Geschwindigkeit e sofort als den Quo
tienten QjF bestimmen konnen. Das Geschwindigkeitsfeld in einem 
solchen Rohr ist ein besonders einfaches, da e nur von einer einzigen 
Koordinate abhangt, namlich von der Lange 8. der Rohrachse, die von 
einem beliebigen Anfangspunkt gezahlt wird. Die das Rohr durch
stromende Wassermenge Q wollen wir zunachst als zeitlich konstant 

voraussetzen, womit wir den Fall einer 
stationaren Stromung zugrunde legen. Nun 
handelt es sich darum, festzustellen, welohe 

l&.. Beschleunigung ein scheibenformiges Teil
-~----- chen erleidet, das sich zur Zeit t mit seiner 
l&.. Mittelebene a-a (s. Abb.19) an einer Stelle 

s befindet. Naoh Ablauf des Zeitelementes dt 
solI das Teilchen gerade so weit vorgeschritten 

oS sein, daB seine neue Mittelebene b-b sioh an 
Abb.19. Konvektive Beschleunigung. der Stelle s + ds befindet. Am einfachsten 

ist es, sich vorzustellen, daB durch dieses 
Vorriicken der anfangs yom Teilchen ausgefiillte Raum gerade vollstandig 
von ihm verlassen ist. Wegen der Kontinuitat der Stromung und der 
Unzusammendriickbarkeit der Fliissigkeit muB FfJs1 = (F + dF) fJs 2 

sein, wenn F und F + dF die durch die Mittelebene a-a bzw. b-b 
gekennzeichneten Querschnitte sind. Notwendig fiir die folgende Ab
leitung ist diese Vorstellung jedoch nicht. Die "Dicken" fJs1 bzw fJs 2 

mUssen jedoch so gering gewahlt sein, daB man die Unterschiede der 
Geschwindigkeit in den einzelnen Ebenen, die das Teilchen noch weiter 
unterteilen, vernachlassigen kann. In der Anfangslage ist die mittlere 

Geschwindigkeit fiir das Teilchen e = ~ , in der Endlage e + de = F 2 dF' 

(Wir mUssen beim Weiterschreiten in der positiven s-Richtung die 
Anderungen de und dF zunachst positiv ansetzen.) Der Gesohwindig
keitszuwachs des Teilchens ist also 

Q Q F -F - dF Q 
de = F + dF - F = Q (F + dF) • F = - F2 • dF. 

Durch Division mit dt ergibt sich die Beschleunigung 
de Q dF 
dt = - Fa • de . (9) 

Der Dilierentialquotient dFjdt bedeutet natiirlioh nicht, daB sich die 
Querschnitte des Rohres mit der Zeit andern, sondern daB ein und das-
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selbe Fliissigkeitsteilchen nacheinander verschiedene Querschnitte ein
nimmt. Der Querschnitt des Rohres ist an sich eine Funktion der Rohr
lange 8, und in dieser Rohrlange 8 nimmt das betrachtete Fliissigkeits
teilchen nacheinander verschiedene Lagen ein. Die Koordinate s ist 
also diejenige Variable,durch deren Durchlaufen das Fliissigkeitsteilchen 
die Anderungen seines Querschnittes erleidet. Wir miissen also F als 
Ftlnktion von s und gleichzeitig 8 als Funktion von t betrachten und 
deswegen dF dF ds 

fit = ds' dt 

schreiben. Das Wegelement ds wird nun mit einer Geschwindigkeit 
zuriickgelegt, die zwischen e und e + de liegt, also etwa die GroBe 

e + ~e hat, so daB also d8 = (e + ~e) dt ist. Daraus wird aber beim 

Ubergang zur Grenze durch Streichen des unendlich kleinen Gliedes 
hOherer Ordnung e . dt. Damit ergibt sich als Beschleunigung 

de Q dF d(~) 
dt = - F2' ds • e = + dB . e (10) 

oder auch 

de de d(;) 
. dt = ds • e = ([8' (lOa) 

Der Sinn dieser Betrachtungen ist zusammengefaBt der folgende: Bei 
einer stationaren Stromung erfahrt ein Teilchen eine Beschleunigung 
dadurch, daB es von einer Stelle im Geschwindigkeitsfeld, wo eine be
stimmte Geschwindigkeit e herrscht, an eine andere gelangt, wo eine 
groBere oder kleinere besteht. Man hatte das Resultat rein formal, 
wie folgt, erhalten konnen: In der Stromrohre ist bei stationarer Be
wegung die Geschwindigkeit eine Funktion der Rohrlange. DiesEl selbst 
ist aber fiir das bewegte Teilchen eine Funktion der Zeit. Hierdurch 
erst wird die Geschwindigkeit fiir das Teilchen eine Funktion der Zeit. 
Folglich ist die Differentiation de/dt in der Form de/ds· ds/dt aus
zufiihren. ds ist dabei der yom Teilchen wahrend des Augenblicks dt 
zuriickgelegte Weg, also d8/dt in der Grenze gerade seine urspriingliche 
Geschwindigkeit e. 

Man nennt die eben beschriebene Beschleunigung stationare 
Beschleunigung. Eine andere Bezeichnung, namlich konvektive 
Beschleunigung, bringt unmittelbar zum Ausdruck, daB diese durch 
den Ortswechsel des Teilchens verursacht wird. 

b) Lokale und substantielle Beschleunigung. 
Wenn durch das Rohr eine zeitlich veranderliche Wassermenge 

stromt, so erfahrt ein Fliissigkeitsteilchen auBer der eben berechneten 
Beschleunigung noch eine zweite. Zu Anfang des Zeitelementes hat das 

Teilchen die Geschwindigkeit e = ~, am Ende desselben: 

Q+dQ 
e + de = F+ dF' 
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Die Geschwindigkeitszunahme ist also: 
d _ (Q + dQ)F - Q(F + dF) = dQ _ !I. dF 

c - F(F + dF) F F2 , 

mithin also die Beschleunigung: 
de 1 dQ Q dF 1 dQ Q dF ds 
dt = F' de - F2' de = F • de - F2 • ds • dt . (ll) 

Der zweite Posten ist uns aus der obigen Ableitung bekannt als die 
konvektive Beschleunigung. Bei dem ersten Posten hat man folgendes 
zu beachten: Er riihrt davon her, daB sich die Wassermenge andert und 
Fist fUr ihn als zeitlich unveranderlich zu betrachten, weil dieser Posten 
mit der Ortsveranderung des Teilchens nichts zu tun hat. Man kann 
ihn also schreiben: 

und zwar muB nun der Differentialquotient rechts als ein partieller 
geschrieben werden, weil jetzt die Geschwindigkeit sowohl von der 
Koordinate 8 als auch von der Zeit t abhangig ist. Das Fliissigkeits
teilchen erleidet also eine Beschleunigung aus zwei Griinden; einmal, 
weil sich im ganzen Geschwindigkeitsfeld, also auch an der Stelle, wo 
es sich zu Anfang des Augenblicks dt befindet, die Geschwindigkeit 
andert, und zweitens, weil es sich wahrend des Augenblicks dt an eine 
andere Stelle begibt, an der die Geschwindigkeit auch ohne Veranderung 
v~m Q eine andere ist als an der Ausgangsstelle. Man nennt den ersten 
Posten die lokale Beschleunigung, weil sie unabhangig ist von der 
Ortsveranderung des Teilchens. Entsprechend der obigen kUrzeren 
Ableitung kann man hier, wie folgt, aussagen: Die Geschwindigkeit c 
des Teilchens ist bei der nichtstationaren Bewegung im ganzen Ge
schwindigkeitsfeld schon unabhangig von der Bewegung des Teilchens 
eine Funktion der Zeit, auBerdem aber infolge der Ortsveranderung 
des Teilchens nochmals Funktion der Zeit. Also: c = 1(8, t), wobei 
8 = q; (t) ist. 

Die totale Differentiation dc/dt muB dann, wie folgt, geschrieben 
werden: de oe oe ds oe oe oe 0 (e2) 

dt = ot + os' dt = ot + os • c = ot + os 2" . (12) 

NatUrlich muB nun auch die Ableitung nach 8 partiell geschrieben wer
den. Die Gesam,tbeschleunigung nennt man auch substantielle Be
schleunigung, weil sie an die Substanz des Teilchens gebunden ist. 

c) Tangential- und N ormalbeschleunigungen. 
Die angestellten Betrachtungen gelten zunachst fUr ein gerad

liniges Rohr, dann aber auch fUr eine unendlich kleine geradlinige 
Stromrohre. 

Wenn nun ein ganz allgemeines, zeitlich veranderliches Geschwindig
keitsfeld vorliegt, so teilt man es, wie bereits bekannt, zur anschaulichen 
V orstellung der Geschwindigkeitsverteilung in momentane Strom
rohren ein. 1m allgemeinen Falle sind die Stromlinien, aus denen die 
Stromrohren zusammengesetzt sind, raumlich gekriimmte Kurven. 
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Wir wollen nun fUr die nachste Uberlegung den besonderen 
Fall voraussetzen, daB die Stromrohren Gestaltund Lage dauernd 
bei behalten und die zeitliche Verander lichkeit des Ge. 
schwindigkeitsfeldes nur dadurch zustande kommt, daB 
sich in den Stromrohren die durchflieBenden Wasser
mengen and ern. Die Stromlinien sind dann auch wahre Bahnen 
der Fliissigkeitsteilchen. An jeder Stelle des Feldes andert sich 
nur die GroBe der Geschwindigkeit, wahrend ihre Richtung gleich 
bleibt, und zwar ist diese Richtung (8 in Abb. 20a) diejenige der 
Tangente an die durch den Punkt gehende Stromlinie. Verfolgen wir 
die Bewegung eines Teilchens in einer Stromrohre von einem Punkt 
zu einem unendlich benachbarten, so find en wir, daB sich die GroBe 
der Geschwindigkeit genau in derselben Weise und aus denselben Griin
den andert wie bei einer geradlinigen Stromrohre. FUr die Anderungen 
der GroBe der Geschwindigkeit kommt nur die sog. Tangential
beschleunigung in Frage, die sich genau so wie bei nichtstationarer 
Bewegung in einer festen geradlinigen Stromrohre erstens aus der 
zeitlichen Veranderlichkeit der Fliissigkeitsmenge und zweitens aus 

de 

Abb. 20a. Natiirliches Koordi- Abb. 20b und c. Geschwindigkeitspiane zur Bestimmung 
natensystem fUr eine Str6mung. der Normaibeschleunigung. 

dem Ortswechsel des bewegten Teilchens in der Bahn, d. h. in der 
Tangentenrichtung, ergibt. Andererseits aber erfahrt die Geschwindig
keit des Teilchens - jedoch nur durch seinen Ortswechsel -
auch eine Richtungsanderung, weil sich die Bahn kriimmt. Das ist 
gleichbedeutend mit einer Beschleunigung normal zur Bahn. Um diese 
auszurechnen, geniigt es, sich die Bahn an der betrachteten Ausgangs
stelle als eine ebene vorzustellen, und zwar ist die in Betracht kommende 
Ebene die Schmiegungsebene der Stromlinie, in der die Hauptnormale 
und auf dieser der Mittelpunkt der ersten Kriimmung im Abstand e 
(Kriimmungsradius) liegt. Nach diesem Kriimmungsmittelpunkt hin 
ist die Normalbeschleunigung gerichtet, sie hat die GroBe c2/e (Rich
tung n in Abb. 20 a). 

Die ganze Betrachtung schlieBt sich hier, wo die Stromlinien gleich
zeitig Bahnen der Teilchen sind, unmittelbar an die Mechanik der 
krummlinigen Bewegung eines materiellen Punktes an. Man zerlegt 
dort bekanntlich die Gesamtbeschleunigung in eine Tangentialbeschleu
nigung vom Werte dc/dt, die nur die GroBenanderung der Geschwindig
keit betrifft, und eine Normal- oder Zentripetalbeschleunigung, die, 
nach dem Kriimmungsmittelpunkt der Bahn gerichtet, nur durch die 
Richtungsanderung der Geschwindigkeit bedingt ist und den Wert 
c2/e besitzt (vgl. den Geschwindigkeitsplan Abb. 20b und c). FUr die 
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Fliissigkeitsbewegung konnen wir also in dem eben betrachteten spe
ziellen FaIle einer nur durch die wechselnde Menge Q zeitlich verander
lichen Bewegung in unveranderlichen und feststehenden Stromlinien 
schreiben: 

Tangentialbeschleunigung: 
de oe oe 

bt = dt = at + as' e . 
Normalheschleunigung: e2 

bn =-· e 

(13a) 

(13b) 

Die Tangentialbeschleunigung hat hier einen lokalen und einen konvek
tiven, die Normalbeschleunigung jedoch nur einen konvektiven Anteil. 

Wenn die Veranderlichkeit der Stromung so weit geht, daB auch 
die Gestalt und Lage der Stromlinien sich andert, so ist dIe angestellte 
Betrachtung nicht mehr ausreichend. Wir miissen jetzt die Beschleu
nigung in drei zueinander senkrechte Komponentenzerlegen. Als dritte 
Richtung kommt diejenige der Binormalen senkrecht zur Schmiegungs
ebene (Richtung min Abb. 20a) der Stromlinie zu denen der Tangente 
(s) und der Hauptnormalen (n) hinzu. Das aus diesen drei Richtungen 
gebildete Koordinatensystem halten wir wahrend des Zeitelementes 
dt fest. Um nun die konvektiven Glieder der Beschleunigung zu er
mitteln, genugt es, wahrend des Elements dt die Stromlinie noch als 
Bahn des Teilchens zu betrachten. FUr die konvektive Beschleunigung 
in der Richtung der Hauptnormalen ergibt sich daher der gleiche Wert 
wie in Gleichung (13b) und fiir die konvektive Beschleunigung in Rich
tung der Binormalen ergibt sich nach wie vor der Wert 0, da die Strom
linie mit dem ersten, wahrend dt durchlaufenen Wegelement ds nicht 
aus der Schmiegungsebene heraustritt. Dagegen mussen wir, um die 
lokalen Beschleunigungen festzusteIlen, UDS daran erinnern, daB wah
rend des Zeitelementes dt sich das ganze Strombild andert und daher 
an der Ausgangsstelle des Teilchens nicht nur GroBen-, sondern auch 
Richtungsanderungen des Geschwindigkeitsfeldes auftreten, wodurch 
sich lokale Beschleunigungen nicht nur in der Tangentenrichtung, 
sondern auch in den beiden andern ergeben. Bezeichnen wir die Ge
schwindigkeitskomponenten in der Richtung der Tangente, der Haupt
normalen und der Binormalen nacheinander mit e, Cn , Cm , so kommt 
das Gesagte in den drei Formeln zum Ausdruck: 

bl = Beschleunigung in der Tangentenrichtung 

= oe + C • oe = oe + a (~2) 
at 08 at 08' 

bn = Beschleunigung in der Hauptnormalenrichtung 

= ~i' + ~ , 
bm = Beschleunigung in der Binormalenrichtung 

Oem 
= at· 

(14a) 

(14b) 

(15) 
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Man nennt das aus Tangenten-, Haupt- und Binormalenrichtung 
gebildete Koordinatensystem ein natiirliches. Seine Anwendung leistet 
infolge der damit verbundenen geometrischen Anschaulichkeit oft, 
namentlich bei prinzipiellen Uberlegungen, sehr gute Dienste. Man 
muB nur im Auge behalten, daB seine Richtungen jedenfalls von Punkt 
zu Punkt, im allgemeinsten Falle auch an jedem Punkt von Moment zu 
Moment wechseln. 

d) Darstellung der Beschleunigung im kartesischen Koor
dinatensystem. 

Benutzt man die V orstellung der Stromlinien nicht, sondern be
schreibt man die Ortslage des Teilchens durch Angabe seiner drei 
Koordinaten in einem im Raum dauernd festgehaltenen Koordinaten
system, so ist jede seiner nach den Koordinaten genommenen Geschwin
digkeitskomponenten Funktion der Zeit aus zwei Grunden: erstens, 
weil sie sich im ganzen Geschwindigkeitsfeld zeitlich andert, zweitens, 
weil das Teilchen seine Ortslage, d. h. alle drei Koordinaten zeitlich 
andert und darum wiederum seine Geschwindigkeiten wechselt. Es ist 

also: cx=tx(x,y,z,t), x=CPx(t), I 
cy = ty(x, y, z, t), aber auch y = CPy(t) , (16) 

c. = t.(x, y, z, t), Z = CP.(t) " 
Demnach hat man die totalen Differentiationen, durch die man die 
Bes.chleuirigungskomponenten erhalt, wie folgt auszufuhren: 

dcz = iJcz + iJcz " dx + iJcz " dy + iJcz • dz 
dt at ox dt oy dt oz dt (17) 

oder, da dx, dy, dz gerade die Komponenten des Weges dB des Fliissig-

k · il h dx dy dz ls d" K " G h" d' eItste c ens at' Tt, at' a 0 Ie omponenten semer esc WIn 19-
keit sind, 

III. Dynamik der idealen Fliissigkeit. 
9. Eulersche Gleichungeno 

(lSa) 

(ISb) 

(ISc) 

Die N ewtonsche Bewegungsgleichung fiir einen einzelnen mate
riellen Punkt lautet: 

"Kraft = Masse mal Beschleunigung"; 
de -

m°Tt=P, (19) 

und zwar bezieht sich die Gleichheit der beiden Seiten der Gleichung 
sowohl auf den zahlenmaBigen Wert als auch auf die Richtung der 
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dargestellten mechanischen GroBen. Da wir in der Stromung einer 
F1iissigkeit ein Fe1d vor uns haben,in dem alle Kraftwirkungen, 
also auch die Beschleunigung sowoh1 vom Raumpunkt zu Raumpunkt 
als auch von Augenblick zu Augenblick, stetig veranderlich sind, so 
konnen wir die angeschriebene Gleichung mIT auf ein unendlich k1eines 
F1iissigkeitsteilchen anwenden. Auf ein solches wirkt eine unendlich 
kleine Kraft, und wenn sein Vo1umen c5 V ist, so lautet die dynamische 
Grundgleichung: 

y de - de /Jp g 
c5 V . g . at = c5 P oder at = /J V . Y 

Rechts steht hier in dem Ausdruck c5 P/o V die auf die Volumeneinheit 
bezogene gesamte Kraftwirkung auf das Fliissigkeitsteilchen. Diese 
haben wir aber schon unter 2. ermittelt und sie gleich dem Gefalle oder 
dem negativen Gradienten des Ausdruckes p + y. h gefunden. Somit 
erhalten wir: 

~~ = - ~ grad(p + yh) = -g. grad(~ + h). (20) 

An Stelle dieser vektoriellen Gleichung konnen wir sofort auch eine 
Komponentengleichung fliI eine beliebige Richtung s anschreiben; also: 

dc, = _ .!!..-(E + h) 
dt g 88 y . (21) 

In Worten: Die Beschleunigung eines Fliissigkeitsteilchens 
nach irgendeiner Rich tung ist gleich der Erd beschleuni-

gung multipliziert mit dem Gefalle der Summe k + h in 
)' 

der betreffenden Richtung. Eine Gleichung von dieser Form 
nennt man eine Eulersche Bewegungsgleichung. Wir schreiben jetzt 
fUr die drei Richtungen des natiirlichen Koordinatensystems die Euler
schen Gleichungen hin und erhalten, indem wir des Beschleunigungen 
sofort in die lokalen und konvektiven Antei1e zerlegen: 

~ +8_(c~) = _g~(k + h) (22a) 
8t 88 2 88 Y , 

~~n+:2 =-g88n(~ +h), (22b) 

= _g~(k +h). 
8m y 

(22c) 

10. Die Stromungsenergie. 
a) Konstanz der Energie in einem Stromfaden. 

Die erste der Gleichungen (22) kann durch Zusammenziehen 
beiden Ab1eitungen nach ds auch in der Form 

8c + .!!..- (k + h + ~) = 0 8t g 88 Y 2 g 

der 

(23) 

geschrieben werden. Diese soIl zunachst weiter besprochen werden. 
In einem bestimmten Augenblick kann man sich eine solche Gleichung 
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in jedem Punkt einer momentanen Stromlinie angeschrieben denken. 
Die fortwahrende Richtungsanderung von s spielt keine Rolle; mit 
andel'll Worten: Gleichlmg (23) kann nach s, d. h. entlang der Strom
linie integriert werden. Natiirlich hat dies nur einen Zweck, wenn die 
lokale Beschleunigung acjat als Funktion von s schon bekannt ist. 
Dies aber vorausgesetzt, liefert die Integration: 

[ ac (P (2 ) - . ds + g -- + h + ... = F (t) . . at 'Y 2g 
(24) 

DaB rechts vorlaufig eine Funktion der Zeit geschrieben ist, entspricht 
der Tatsache, daB hier eine partielle raumliche Integration vorgenommen 
wird. Physikalisch kann diese Funktion z. B. dadurch verwirklicht 
werden, daB der ganzen Stromung "von auBen her" willkiirlich zeitlich 
veranderliche, im ganzen Raum abel' in jedem Augenblick gleiche Be
dingungen (etwa periodisch schwankender Druck) aufgezwungen werden. 
Man denke z. B. an eine Zentrifugalpumpe, die durch SchlieBen von 
Druck- und Saugschieber volhltandig abgesperrt, jedoch mit Wasser 
gefUllt und von auBen durch AnschluB an ein GefaB mit periodisch 
veranderlicher Hohenlage unter wechselnden Druck gesetzt wird. Wird 
das Kreiselrad der Pumpe in Umdrehung versetzt, so bildet sich im 
Rade und im Pumpengehause eine bestimmte Stromung aus, die' fiir 
sich eine gewisse Druckverteilung bedingt. An jeder Stelle schwankt 
dann aber der Druck um den gleichen Betrag wie der von auBen will
kiirlich iiberlagerte. Da solche FaIle aber entweder ohne praktische 
Bedeutung sind oder ihre Besonderheiten nachtraglich flIT sich beriick
sichtigt werden konnen, so ist es erlaubt, an Stelle von F (t) eine Kon
stante zu schreiben. Damit ergibt sich: 

{aC (P &) - . ds + g - + h + -- = C . . at 'Y 2 g 
(25) 

Fiir die Anwendung ist die Gleichung in erster Linie geeignet, wenn die 
Stromrohrenanordnung unveranderlich und unbeweglich und nur die 
GroBe der Geschwindigkeiten veriinderlich ist. Ein praktisches Beispiel 
ist die Theorie der zeitlich veriinderlichen Stromung in einer R,ohr
leitung, etwa in Turbinenrohrleitungen wahrend der Reguliervorgange 
an der Turbine, soweit die Elastizitat der Wandungen und des Wassel's 
nicht in Frage kommen. Ein ganz besonders einfaches Resultat abel' 
erhalt man, wenn auch noch die GroBe der Geschwindigkeiten zeitlich 
konstant, die Stromung also vollkommen stationar ist; dann vereinfacht 

sich die Gleichung wegen ~~ = 0 auf die folgende: 

~- + h + ;: = C. (26) 

Es ist nur natiirlich, wenn man eine GroBe, deren Konstantsein 
charakteristisch fUr den Bewegungsvorgang ist, mit einem besonderen 
Namen belegt. Wir bezeichnen daher die obige Summe mit einem ein
zigen Buchstaben H und nennen nunmehr den Ausdruck: 

P c2 

H = y + h + 2 g (27) 

die Stromungsenergie. 
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Gleichung (25) lautet daher in Worten: 

In einer absolut stationaren Stromung ist in jeder Strom
rohre die Stromungsenergie konstant. 

Von einer Stromrohre zur andern ist sie im allgemeinen veranderlich. 

b) Aufteilung der Energie. 
Die Dimension des Ausdruckes (27) ist eine Lange, also etwa Meter. 

Die Dimension einer Energie ist aber Kilogrammeter. Die GroBe H 
ist also eine auf die Gewichtseinheit bezogene Energie, also etwa 
die Energie pro Kilogramm stromender Fliissigkeit. Die drei 
Anteile der Stromungsenergie werden mit besonderenNamen bezeichnet, 
und zwar wie folgt: 

Die GroBe h driickt die Arbeitsfahigkeit eines Kilogramms aus, 
das sich urn h Meter iiber einem willkiirlichen Nullniveau (z. B. bei 
einer Wasserkraftanlage iiber dem Unterwasser) befindet. Sie wird 
daher als Lagenenergie bezeichnet. Dementsprechend heiBt die GroBe 
ply die Druckenergie oder auch, da sie in Metern gemessen wird, 
Druckhohe. Der letzte Posten spielt dieselbe Rolle wie beim .mate
riellen Punkt die lebendige Kraft und fiihrt den Namen Geschwindig
keits- oder kinetische Energie, oder Geschwindigkeitshohe. 

Die obige Aussage iiber die Stromungsenergie gestattet, einen An
teil der Gesamtsumme zu berechnen, wenn die beiden andern und die 
Konstante, die den Wert der Gesamtsumme fiir die betreffende Strom
rohre angibt, bekannt sind. Praktisch kommt es darauf hinaus, daB 
man zwei Stellen der Stromrohre miteinander vergleicht, wenn an der 
einen Stelle aIle TeilgroBen bekannt sind. Man zieht also eine sog. 
Energie bilanz zwischen den beiden Stellen, und die obige Aussage ist 
dann gleich bedeutend mit der andern, daB zwischen den beiden be
trachteten Stellen der Fliissigkeit keine Energie verlorengeht. 

c) Konstanz der Energie im ganzen Felde. 
Bei allen technisch wichtigen Stromungen kann man mit 

geniigender Genauigkeit annehmen, daB samtliche Stromrohren in 
einem Gebiet beginnen, in dem aIle Fliissigkeitsteilchen gleiche Stro
mungsenergie besitzen. Bei einer \Vasserkraftanlage Z. B. geniigt es, 
sich vorzustellen, daB aIle Wasserteilchen vom Oberwasserspiegel allS 
ihren We'g durch die Kraftanlage beginnen. Dort ist ihre Lagenenergie 
fiir aIle Teilchen dieselbe, sie wird zweckmiWig vom Unterwasserspiegel 
aus als dem Nullniveau gemessen und ist demnach gleich dem Gefalle 
der Anlage. Ferner ist im ganzen Oberwasserspiegel der Druck gleich 
dem atmospharischen Luftdruck, ebenso groB ist er im ganzen Unter
wasserspiegel. ZweckmiWig wird man daher den Luftdruck als das 
Nullniveau des Druckes bzw. der Druckenergie ansetzen. Soweit sind 
also die Stromungsenergien im Ober- bzw. im Unterwasserspiegel 
nur durch das Gefalle Hb unterschieden. Ein weiterer Unterschied konnte 
nur auf das Konto der Geschwindigkeitsenergien zu setzen sein. Nun 
sind aber die Geschwindigkeiten, mit denen die Teilchen den Ober-
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wasserspiegel verlassen bzw. im Unterwasserspiegel ankommen, wenn 
auch weder oben noch unten untereinander, noch im ganzen zwischen 
den beiden Spiegeln strenggenommen gleich, jedoch absolut betrachtet 
so klein, daB man sie entweder selbst oder doch die Unterschiede ihrer 
Quadrate vernachlassigen kann. Man erhalt also das Resultat, daB 
aIle Stromrohren zwischen zwei Gebieten gleicher Stromungsenergie 
verlaufen und daB sich die beiden Stromungsenergien um den Wert des 
Bruttogefalles Hb voneinander unterscheiden. In einem bestimmten 
Zwischengebiet wird, wenn wir an die ideale Fliissigkeit denken, dieser 
Energiebetrag Hb den Wasserteilchen vollkommen entzogen. Wir 
werden spater sehen, daB wir uns dieses Gebiet im wesentlichen auf das 
Turbinenrad und seine nachste Umgebung beschrankt vorstellen und 
die Stromung yom Oberwasserspiegel bis zum Eintritt in dies Gebiet 
bzw. yom Austritt aus ihm bis zum Unterwasserspiegel als stationar 
ansehen und deswegen (bei idealer Fliissigkeit) die Stromungsenergie 
in den beiden Teilgebieten auBerhalb des Rades als beziehungsweise 
konstant einfiihren konnen. 1m Rade selbst kann die Stromung, wie 
Gleichung (25) ohne weiteres zeigt, nicht stationar sein, da sonst den 
Fliissigkeitsteilchen keine Energie entzogen werden konnte. 

Wir entnehmen diesem Beispiel: Bei technisch wichtigen 
Stromungen konnen wir sehr haufig Gebiete abgrenzen, 
wo die Stromungsenergie nicht nur in einer einzelnell, 
sondern in allen Stromrohren, d. h. im ganzen "Felde" 
konstant ist. 

Eindringlich sei hier nochmals auf die beiden Voraussetzungen hin
gewiesen, die der Ableitung dieses Resultates zugrunde liegen. Die 
Stromung muB stationar und die Fliissigkeit muB eine ideale sein. 

d) Berechnullg der Druckverteilung aus der Energiegleichung. 
In der stationaren Stromung einer reibungsfreiell Fliissigkeit stehen 

also im allgemeinen die drei Summanden der Stromullgsenergie in 
dauerndem Austausch miteinallder. Kommt also beispielsweise ein 
Teilchell aus einem Gebie!; geringer Geschwindigkeit in ein solches 
von hoherer, so muB es einen gewissen Betrag entweder an Lagenellergie 
oder an Druckenergie oder an beiden Energieformen zusammen gegen 
den Zuwachs an Geschwindigkeitsenergie abgeben. Liegt das Gebiet 
hoheren Druckes auf gleicher oder groBerer Hohe wie das Gebiet 
niederen Druckes, so kann das Teilchen in das Gebiet hoheren Druckes 
nur dadurch eilldringen, daB es einen entsprechenden Betrag von 
Geschwindigkeitsenergie fiir diesen Zweck - und n ur fiir diesen Zweck 

aufwendet. 
In Stromungsgebieten, wo die Geschwindigkeit zunimmt, kann es 

zu einer solchen Abnahme des Druckes kommen, daB die Fhissigkeit 
zerreiBt bzw. daB sich in der Fliissigkeit gebulldelle Gase ausscheiden 
und die Hohlraume ausfiiIlen, oder daB die Fliissigkeit selbst in die 
Hohlraume hinein verdampft. Man bezeichnet diese Erscheinung als 
"Kavitation". Die Giiltigkeit unserer Gleichungen hort strenggenom
men schon bei einiger Annaherung an diesen Zustand auf. Doch ist 
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es gebrauchlich und oft ausreichend, die Verhaltnisse immer noch nach 
der Gleichung (26) zu beurteilen, in der man die Konstante C kennen 
muB, um nach Einsetzen von dem der herrschenden Temperatur ent
sprechenden Dampfdruck ply der Fliissigkeit den kritischen Wert C 

zu berechnen, der zur Hohlraumbildung an einer durch ihre Hohenlage 
h gekennzeichneten Stelle fiihrt. 

Fiir die praktische Berechnung des Druckes und fiir die folgerichtige 
Unterscheidung wesentlicher Einfliisse ist es meistens niitzlich, den 
Gesamtdruck P in zwei Anteile, den "dynamischen Druck" Pay und 
den "sta tischen" Pst, zu zerlegen. Man hat dann: 

2 

Pdy + Pst + h + ~ = konst. = k (26a) 
)'), 2g 

und kann folgendermaBen zusammenfassen: 
2 

Pay + c __ = k 1 
)' 2g l' 

P;t +h =k2 • J 
(26b) 

Die Konstante k kann entweder willkiirlich vorgeschrieben werden, 
oder sie ist schon durch vorgegebene physikalische Bedingungen be
stimmt, z. B. dann, wenn die Stromung in irgendeinem ihrer Teile mit 
freier Oberflache verlauft, wo der Druck der atmospharische ist. Manch
mal kann es auch bequem sein, kl = 0 und k2 = k zu setzen (Luftkraft . 
am Flugzeug). Andererseits kann man haufig die statische Druckver
teilung ganz vernachlassigen. Dem obigen Gedankengang folgend, 
spricht man von dynamischer und statischer Druckverteilung. 
Man kann auch so sagen: 1m Innern einer homogenen Fliissigkeit heben 
sich die Kraftwirkungen der hydrostatischen Druckverteilung mit dem 
Gewicht der Teilchen gerade auf, die Vorgange verlaufen daher so, als 
ob die Schwere nicht vorhanden ware. An der Grenze zweier Fliissig
keiten, insbesondere an freien Oberflachen, ist dies aber nicht mehr 
der Fall, hier konnen z. B. unter der Wirkung der Schwere Wellen 
gebildet werden. Auch die Form eines frei ausflieBenden Strahles ist 
von del' Wirkung del' Schwere abhangig; haufig sieht man allerdings, 
gerade bei Strahlbildungen in freier Luft, um eine erste Naherung zu 
gewinnen, davon abo Wenn eine Fliissigkeit einen Korper umstromt, 
so gibt es eine Stromlinie, die sich vorne am Korper teilt und hinten 
an ihm wieder zusammenschlieBt. Die erste Stelle heiBt "vorderer 
Staupunkt", die zweite "hinterer Staupunkt". In beiden Punkten 
ist die Geschwindigkeit relativ zum Korper gleich Null. Ruht del' Korper 
und ist die Stromung stationar, so stellt sich nach unseren Satzen in 

2 

beiden Staupunkten einDrucknach der Beziehung ~ + h + ;g = H ein, 

wo H die bekannte Stromungsenergie ist. Beschrankt man sich auf die 
2 

dynamischen Driicke, so gilt auch .E.- = 2co , wenn Co die Geschwindig-
)' g 

keit in denjenigen Gebieten des Feldes ist, wo der Druck Null herrscht. 
ErfahrungsgemaB stellen sich diese Driicke in den vorderen Stau-
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punkten tatsachlich ein. Dies wird fiir die Messung mit den sog. Pitot
rohren benutzt. Diese bringen einen kleinen Staukorper mit rundem 
Kopf und schlankem Schwanz in die Stromung; am Kopf befindet sich 
eine Offnung, die mit einem Piezometerrohrchen kommuniziert. Steht 
die Flache dieser Offnung senkrecht gegen den Strom, so miBt sie 

p c2 
die Summe y- + 2 g' Man kann das Instrument durch Anbringen 

weiterer Bohrungen seitlich am Staukorper zu einem kombinierten 
Druck- und Geschwindigkeitsmesser ausgestalten. (Prand tlsches 
Staurohr, vgl. Hiitte, 25.Aufl., Bd.l, Abschn. VII, S.912). Wegen der 
unvermeidlichen Storung des Stromungsfeldes sind die Instrumente 
nur dort geniigend genau, wo ein Stromungsfeld mit angenahert par
allelen Stromlinien vorliegt. 

2 

Die GroBe p = ; ~ wird "Staudruck" genannt, was nach Obigem 

anschaulich ist, man bezeichnet sie auch mit q (vgl. auch 14e, zweites 
Beispiel). 

11. Die Bewegungsgleichungen fiir station are Stromungen 
mit konstanter Stromungsenergie. 

Aus Gleichung (22a) wird unter den in der Uberschrift ausgespro-
chenen Voraussetzungen einfach die bereits bekannte Integralaussage 

p c2 - + h + -2 = konst. = H. 
y g 

Aus Gleichung (22b) wird zunachst wegen ~~n = 0 

:2 + g :n (~ + h) = 0 . 

Addieren und subtrahieren wir oOn (~), so folgt: 

c2 oH 0 (e 2 ). e + gan - on 2 = O. 

Da aber H im ganzen Felde konstant sein solI, ist auch ~! = 0 
und es bleibt: 

~-~(~)=~-c~=o 
I.' on 2 I.' on ' 

also OC e 
on = e' 

oem _ 0 Aus Gleichung (22c) wird zunachst wegen ot -

Da aber auch 

ist, folgt auch 

oder 

0: g( ~ + h) = O. 

~(L+h+~)=O 
om y 2g, 

o e2 
--=0 
om 2 

oc 
8m=0. 

(28) 

(29) 

Mit Hille dieser Gleichungen sollen drei Beispiele besprochen werden. 

Spannhake, Kreiselrader. Bd. T. 3 
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12. Stromungen einer idealen Fliissigkeit mit konstanter Energie 
in einem Rotationshohlraum. 

a) Die freie Stromung ohne kreisende Komponente 
(Meridianstromung) . 

In Abb. 21 sind AB und 0 D die Meridianlinien zweier Rotations
£lachen um die Achse z-z, die einen "Rotationshohlraum" zwischen 
sich einschlieBen. Durch diesen flieBe eine Stromung - etwa von auBen 
radial herankommend und nach unten axial abgefiihrt - mit der be
sonderen Eigenschaft, daB aile Geschwindigkeitsrichtungen, also aile 
Stromlinien in Ebenen durch die Achse (Radialebenen) liegen. Man 
kann das Stromungsfeld in vierkantige Stromrohren aufteilen, die 
durch diese Radialel>enen und eine Schar von Rotations£lachen (z. B. 

c 

E-F) gebildet werden. Die Stromlinien I sind also ebene Kurven. Die Richtung der 
Tangente und der Hauptnormalen liegt in 

ZI' der Radialebene, die der Binormalen senk
recht dazu, d. h. tangential zu einem die 
Stromlinie im bet):'. Punkte schneidenden, 

I, zur 'Achse konzentrischen Kreis. Aus 

, :~ = 0 folgt, daB auf solchen Kreisen die 

I Geschwindigkeit konstant ist und infolge

, dessen auch die Summe L + h, bei 

I senkrechter Achse also auch p: Man nennt 
zl' eine solche Stromung eine achsensymme

trische. Die Gleichung fUr die n-Richtung 
kann man nun benutzen, um die Ge
schwindigkeitsverteilung durch ein graphi
sches Annaherungsverfahren 1 zu ermitteln. 
Man kann Gleichung (28) nach n inte
grieren ,und findet: 

Abb. 21. Stromung im Rotations- Jdn fdn 
hohlraum. 

19c = e + 0' oder c = 0 . e e. (29) 

Man zeichne nun zuerst nach Gefiihl, d. h. unter Beriicksichtigung des 
Umstandes, daB die Geschwindigkeiten nach der Hohlseite der KrUm
mung hin ansteigen miissen und daB nach dorthin wegen der zunehmen
den Radien bei gleichen Abstanden L/ b auch die Teilquerschnitte 
2r:n;L/b wachsen, Stromlinien ein, und zwar schatzungsweise in solchen 
Abstanden, daB zwischen ihnen gleiche Teilwassermengen flieBen. 
Ferner zeichne man eine Orthogonaltrajektorie - z. B. G-H - ein, 
langs deren man obige Integration durchfiihrt, indem man sie abwickelt 

und iiber ihr die GroBen e, .!., Jdn, eren auftragt (e durch Ab-
e e 

1 Siehe Fliigel: Ein neues Verfahren der graphisohen Integration, angewandt 
alJlf Stromungen idealer Fliissigkeit durch Kreiselrader. Miinchen: Oldenbourg 1914. 
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greifen aus dem Stromlinienbild, Jd{!n durch graphische Integration 

ermittelt). Die e-Funktion ist schlieBlich mit c proportional, zur Be
stimmung der MaBstabkonstanten 0 dient die Beziehung rn 

Q = 2n . 0 -Jr. e e. dn, (30) 

das Integral iiber die ganze Trajektorie hiniibergenommen. Ohne die 
Bestimmung der Konstanten auszufiihren, kann man die letzte Glei
chung auch benutzen, um eine erste Kontrolle iiber den Grad der 
Richtigkeit in der Annahme der gezeichneten Stromlinien auszufiihren. rn 
Man tragt dazu q , J e e! dn iiber der abgewickelten Trajektorie 
auf, teilt die Endordinate in soviel gleiche Teile ein, als man Teilraume 
durch Einzeichnen von Stromlinien gebildet hat und sucht aus der 
Kurve q die zugehorigen Abzissen. Diese miissen dann die Stellen liefern, 
an denen die angenommenen Stromlinien die Orthogonaltrajektorie 
schneiden. AuBerdem miiBte, strenggenommen, fiir Zwischenpunkte 
kontrolliert werden, ob die gefundene c-Verteilung und das Strom-

linienbild die Beziehung ~c = ~ wirklich erfiillen. Beide Kontrollen 
un {! 

miissen fiir mehrere Orthogonaltrajektorien stimmen. 1st dies nicht 
der Fall, so muB eine zweite verbesserte zeichnerische Annahme iiber 
das Stromlinienbild gemacht werden. 

Wir ht:j.ben hier mit der Bestimmung der Stromung eine Randwert
aufgabe geli:ist. Die Randbedingungen sind zunachst die, daB die Ro
tationsflachen A-B und O-D Stromflachen sein sollen. Dann aber 
miissen noch Aussagen iiber den "Eintritt" und den "Austritt" des 
Raumes hinzukommen. Praktisch lauft dies darauf hinaus, daB man 
an zwei im Endlichen gelegenen Stellen die Geschwindigkeitsverteilung 
iiber einen schatzungsweise angenommenen "Querschnitt" vor
schreibt. Man hat sich dabei etwa zu denken, daB man diese Geschwin
digkeitsverteilung durch irgendwelche Leitvorrichtung erzwingt. Physi
kalisch kann man sich leicht vorstellen, daB dies am Eintritt in den 
Raum besser gelingt als am Austritt, wo sich die Nachwirkung der 
ungleichen Verteilung im Raume nicht einfach wird verwischen lassen. 
Die errechnete Geschwindigkeitsverteilung wollen wir kurz die "freie 
cm-Verteilung" nennen; Cm deswegen, weil die Geschwindigkeit iiberall 
tangential zu den Meridianlinien fester Rotationsflachen gerichtet ist, 
die den Hohlraum in kleinere Teilhohlraume unterteilen. Aus der 
cm-Verteilung errechnet sich die zugehorige "freie" Druckverteilung 

2 

nach der Beziehung ~ + h + ;; = konst.; wobei die Konstante vor-

geschrieben werden kann und das allgemeine Druckni yea u kennzeichnet. 
Cm- und p-Verteilung tragt man zweckmaBig und anschaulich tiber den 
Abwicklungen einiger Meridianlinien einerseits und einiger Orthogonal
trajektorien andererseits auf. Die durch die Orthogonaltrajektorien 
dargestellten Rotationsflachen sind die eigentlichen "Querschnitte" 
der Stromung. Auch hier ist es zweckmaBig, dynamische und statische 
Druckverteilung getrennt zu berechnen. 

3* 
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b) Die rein kreisende Stromung. 
Diese ist dadurch gekennzeichnet, daB aIle Teilchen sich da,uernd 

auf konzentrischen Kreisen bewegen. Die Richtung 8 ist jetzt die der 
Tangente an einen solchen Kreis, die Richtung n die des Kreisradius r, 
und auBerdem ist hier dn = -de = -dr; die Richtung m geht 

parallel der z-Achse, also ist dm = dz, und :z (~ + h) = 0; in der 

z-Richtung ist der Druck statisch verteilt; auBerdem ist :~ = 0 . 

Auf Kreiszylindern urn die Achse ist die Geschwindigkeit konstant. 
Ferner gilt nun 

oc 
on 

oc c 
c· r = konst., (31) 

also ist c umgekehrt proportional dem Radius. Auf Parallelkreisen ist 

die Geschwindigkeit einerseits und die Summe ~ + h andererseits 
y 

konstant. Besteht eine solche Stromung in einem Rotationshohlraum, 
so muB die nachste Umgebung seiner Achse durch eine innere Rotations
flache - einen "Kern" - aus der Stromung ausgeschlossen werden, 
da sonst nahe der Achse eine unzulassige Druckerniedrigung auftreten 
wiirde. Andernfalls wiirde der Charakter der Stromung in del' Umgebung 
der Achse ein ganz anderer sein, als die abgeleiteten Beziehungen an
geben. 

, Die betrachtete Geschwindigkeitsverteilung wollen wir die "freie 
cu-Verteilung" nennen, weil hier die Geschwindigkeit iiberall in der 
Umfangsrichtung von Parallelkreisen geht. 

c) Allgemeine Stromung. 
Ubereinanderlagerung del' Stromungen a und b. 

Da beide Stromungen fUr sich den Raum kontinuierlich erfiillen, so 
storen sie sich gegenseitig nicht, wenn man sie iibereinanderlagert; 
ihre Summe erfiiIlt den Raum auch wieder kontinuierlich. Wenn man 
beide im Rotationsraum kombiniert, so werden auch die Randbe
dingungen aIle richtig erfilllt, denn die Stromung a wird, wie oben aus
gefUhrt, gerade so ermittelt, daB die begrenzenden Rotationsflachen 
Stromflachen sind, und die rein kreisende Stromung erfilllt diese Rand
bedingungen ganz von seIber. Die Stromung durchlauft nun den 
Rotationshohlraum in spiralartigen Kurven, deren Projektionen in 
irgendeiner Radialebene genau so aussehen wie die Kurven des Stro
mungsanteils a. Die Stromlinien liegen also auf Rotationsflachen, deren 
Meridianlinien die Stromlinien des Stromungsanteiles a sind. Diesen 
Stromungsanteil wollen wir in Zukunft die Meridianstromung nennen, 
weil ihre Geschwindigkeiten c, die wir jetzt als Meridiangeschwindigkeit 
und deshalb mit Cm bezeichnen, tangential zu den Meridianlinien liegt. 
Cm hat wieder zwei Komponente Cr senkrecht zur Achse und Cz parallel 
zu ihr. Die Gesamtgeschwindigkeit del' allgemeinen Stromung hat also 
die drei Komponenten Cr , Cz und cu , letztere tangential zum Parallel
kreis. Die kombinierte Stromung kann ebenfalls als eine achsensym-
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metrische bezeichnet werden, da auch sie durch Konstanz der Geschwin

digkeit c und der Summe E- + h auf Parallelkreisen ausgezeichnet ist. 
)' 

Die dynamische Druckverteilung der kombinierten Stromung gewinnt 
man hier durch Ubereinanderlagerung der dynamischen Druckvertei
lungen der Teilstromungen. Denn es ist 

Pdy, + c;;, = 0 und Pdy, + c~ = 0 . 
)' 2q )' 2g 

Pdy + _~= 0 
)' 2g 

addiert 

wie es sein muE, weil c2 = c;" + c~ ist. In allgemeineren Fallen muE 
man die Druckverteilung einer aus Teilstromungen zusammengesetzten 
Stromung aus deren Geschwindigkeitsverteilung nachtraglich auf Grund 
des Energiesatzes berechnen. 

IV. Die ziihe Fliissigkeit. 
13. Vergleich von Ergebnissen der Theorie der idealen Fliissigkeit 

mit der Erfahrung. 
Ein Hauptresultat aus der bisher vorgetragenen Theorie der idealen 

Flussigkeit ist der Satz von der Konstanz der Stromungsenergie in 
stationarer Stromung, zunachst in einem Strom
faden, dann aber - fUr aIle technisch wichtigen 
FaIle - auch im ganzen Stromungsfeld. Dieses 
Resultat laEt sich leicht an Hand der Erfahrung 
nachprmen. Zwei Beispicle sind charakteristisch 
fUr das Ergebnis dieser Nachprufung. 

a) Freier AusfluE aus GefiiEen. 
In Abb. 22 ist ein GefiiB mit groEem Quer

schnitt /1 und kleiner Bodenoffnung /2 dargestellt; 
der Flussigkeitsspiegel in ihm wird durch ZufluB Abb.22. Freier AusfluB 

aus einem Gefiil!. auf einer konstanten Hohe Huber der Mundung der 
Bodenoffnung gehalten. Der ZufluB erfolge mit ganz geringen Geschwin
digkeiten (etwa durch eine Art Regen uber dem groBen Querschnitt /1 
verteilt). Nach den in den K!1piteln I bis III entwickelten Vorstellungen 
machen wir uns folgendes Bild: Die Flussigkeit sinkt in Stromrohren 
vom £reien Spiegel zunachst (des groBen zur Verfuglmg stehenden Quer
schnittes wegen) sehr langsam herab. Zuletzt ziehen sich die Strom
rohren in der Bodenoffnung zusammen, die Geschwindigkeit steigert 
sich. Wenn die Mundung "gut abgerundet" ist, kann man annehmen, 
daB sie die Stromfaden zum SchluB aIle wieder parallel gerichtet hat, 
so daB aIle den Querschnitt 12 senkrecht durchsetzen und in einem zylin
drischen Strahl ins Freie treten. An del' Oberflache des Strahles herrscht 
gleicher Druck; sind die Faden aIle parallel, so kann kein Quergefiille 
des Druckes in einem Strahlquerschnitt bestehen. Daraus folgt abel' 

2 

auch Gleichheit del' Geschwindigkeit, da die Summe ]1_ + h + 2c 
)' g 
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konstant und ihre beiden ersten Glieder in einem Querschnitt fiir sich 
konstant sind. Allerdings ist h, das von einem beliebigen Niveau unter
halb des GefaBes zu rechnen ist, fiir verschiedene Strahlquerschnitte 
nicht konstant, und dem muB strenggenommen eine Veranderung von 
C und damit eine Veranderung von I im Strahl entsprechen, womit 
auch die zylindrische Form unmoglich wird. Aber in der nachsten 
Umgebung der Bodenoffnung und in dieser selbst konnen wir davon 
absehen und daher die durchflieBende Menge durch Q = 12' Ca aus
drUcken. Ebenso konnen wir annehmen, daB 11 von allen Stromiaden 
senkrecht und mit gleicher Geschwindigkeit c1 durchsetzt wird, so daB 
auch gilt Q = 11 • c1. Um den genauen Verlauf der Stromlinien zwischen 
11 und 12 kummern wir uns weiter nicht. Wir haben damit den goru 

dischen Knoten, der in dem Problem der Randbedingungen liegt, 
einfach durch plausible Annahmen uber die Zustande in einem 
Anfangs- und Endquerschnitt zerhauen. Der Vorteil zeigt "ich dadul'ch, 
daB wir sofort den Ausdruck fiir die Stromungsenergien in beiden Quer
schnitten aufstellen konnen. Es ist: 

H = Pl + h + c~. H = P2 + h + c~ . 
1 r 1 2g , 2 r 2 2g 

C1 und ca konnen wir aber in Q ausdrucken; tun wir dies und bedenken, 
daB PI = Pa = atmospharischem Druck und daB nach der Theorie 
der idealen Fliissigkeit HI = Ha ist, so folgt: 

Q2 QZ 
hI + 2g n = ha + 2g f~ 

und hieraus sofort: 

Q2(f~ - ~)=2g(hl-ha)=2gH. 
Nun ist in vielen Fallen 1/fl. verschwindend klein gegen 1m, so daB sich 
Q = la-Y2gH ergibt, was auch in der Form 

~ = ca =-Y2gH (32) 

geschrieben werden kann. 
Erprobt man nun diese "AusfluBformel" durch AusfluBmessungen, 

so findet man bei groBeren, tatsachlich "gut abgerundeten, glatten 
AusfluBdusen", die in unmittelbarer Nahe der Mundung einen 
glatten zylindrischen Strahl zeigen, einen Unterschied von nur 1 %. 
Bei kleineren Dusen wird die Abweichung groBer und kann in praktisch 
vorkommenden Fallen, namentlich bei Rauhwerden der Dusen, die 
GroBenordnung von 10 % erreichen. 

b) Stromung zwischen Ober- und Unterwasserspiegel in 
geschlossener Rohrleitung (Abb.23). 

In einem Oberwasserkanal kommt Wasser mit der Geschwindigkeit 
ci an, in einem Unterwasserkanal flieBt es mit ca ab, nachdem es die 
Verbindungsrohrleitung, die gegenuber den Kanalen kleinen Querschnitt 
besitzt, durchstromt hat. Hier sind nun zwei Gedankengange moglich. 
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1. Man nimmt an, daB der aus dem Rohr austretende Wasserstrom 
sich irgendwie - vielleicht nach der strichpunktierten Form - wieder 
verbreitert und dabei seine Geschwindigkeit allmahlich auf den Wert 
c2 verzogert. Wollen wir nun zwei Stellen miteinander vergleichen, an 
denen wir von der Stromungsenergie die Bestandteile ply und h einzeln 
kennen, so konnen dies nur die Stellen /1 im Oberwasser und /2 im Unter
wasser sein, wo wir C1 und C2 konstant voraussetzen und also durch 

C1 = % bzw. C2 = ~ ausdriicken konnen. Wir erhalten daher wie 

im FaIle a) 
Pl + h + c~ = P. + h + c: . r 1 2g r 2 2g 

Betrachtet man aber die Stromungen in den Kanalen jede fiir sich, so 
muB, wenn man cl im Vertikalquerschnitt des Oberwasserkanals, C2 

Abb. 23. stromung zwischen Ober· und Unterwasserspiegel In geschlossener Rohrleitung. 

im Vertikalquerschnitt des Unterwasserkanals konstant annimmt, in 

diesen Querschnitten auch Pi + hl und P2 + h2 fiir sich konstant, 
r r 

und zwar gleich hl bzw. h2 sein, da man den Atmospharendruck als 
Nulldruck rechnen kann. Damit folgt 

~2 • 2 

~=h -'h +~=H+~. 2g 1 2 2g 2g (33) 

Dieser SchluB steht aber in vollstandigem Widerspruch mit der Er
fahrung. Denn man weiB, daB man eine derartige Anlage mit gleichen 
oder nahezu gleichen Geschwindigkeiten im Ober- und Unterwasser 
betreiben kann, trotz betrachtlichen Niveauunterschiedes H; wahrend 
dies nach Gleichung (33) nur bei verschwindendem Hohenunterschied 
H moglich ist. Uber die Geschwindigkeiten im einzelnen und die Wasser
menge wird iiberdies nichts ausgesagt. Die Losung bleibt also letzten 
Endes unbestimmt. 

2. Man nimmt an, daB der aus dem Rohr austretende Strom zunachst 
in zylindrischer Strahlform mit dem Querschnitt / beieinander bleibt 
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und von ruhender Fliissigkeit umgeben ist. 1m Austrittsquerschnitt 

fist dann C2 = -~, die Stromungsenergie also 

p~ I I Q2 
-+h"'2 fO. y " (/ " 

Da aber hier der Strahl noch von ruhendem Wasser umgeben ist, kann 

man fUr ~ + h~ auch ~2 + h2 setzen oder h2' da P2 der atmospha

rische Druck ist. 
Damit wird die Stromungsenergie im Rohrendquerschnitt 

Q2 
H2 = h2 + 2(/ /2 . 

Setzt man Sle der Energie im Oberwasser gleich, so folgt 
Q2 c2 

h2 + 2 (/ /2 = hI + 2~ . 
Rier kann man ci gegen (QJf)2 vernachlassigen, und es bleibt 

Q = fi2g(h1 - h2 ) = fV2gH, (34) 

also die gleiche Formel wie fUr das AusfluBgefii,I3. Rier ergibt sich also 
sofort die Geschwindigkeit im Rohrendquerschnitt und damit die Wasser
menge in bestimmter Weise. Aber auch dieses Resultat steht in gar 
keiner Ubereinstimmung mit der Erfahrung. Die DurchfluBmenge 
hangt ganz von der Lange, Lichtweite und Gestaltung der Rohrleitung 
ab und kann bis auf Bruchteile des obigen Wertes heruntergehen. 

c) Energiebilanz der wirklichen Fliissigkeiten. 
Die geschilderten Unstimmigkeiten zwischen Theorie und Erfahrung 

fiihren unl3 zu der Folgerung, daB in der stationaren Stromung 
der wirklichen Fliissigkeit Stromungsenergie verlorengeht 
bzw. sich in eine Energieform verwandelt, die wir bisher nicht in Be
tracht gezogen haben, die Wiirme. Da wir mit dieser im allgemeinen 
technisch nichts mehr anfangen konnen, ist diese Umwandlung als 
Verlust anzusehen. Wir werden nun versuchen, mit moglichst geringer 
Anderung unserer Formulierungen auszl~ommen, und daher in statio
naren Stromungen nach Moglichkeit immer nach Gebieten forschen, 
in deren jedem fUr sich die Energie konstant ist, und dann den Unter
schied der Energiewerte feststellen. Dieser Vergleich flilirt also zu einer 
"Energiebilanz" zwischen den einzelnen Gebieten konstanter Energie. 
Zwischen zwei Gebieten 1 und 2 lautet eine solche Bilanz: 

(35) 

Del' Verlust auf dem Wege der Stromung vom Gebiet 1 nach Gebiet 2 
verringert die Energie von HI auf H 2 • 

Wir behalten also die Methode bei, iiber die Stromung im "Anfangs
und Endgebiet" und damit iiber ihre Energie plausible Annahmen zu 
machen. Dabei konnen wir die Geschwindigkeiten meistens in der 
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DurchfluBmenge Q und irgendwelchen gegebenen QuerschnittsgroBen 
f ausdriicken. Gelingt es nun, die Verluste in den Geschwindigkeiten 
c und damit in der Wassermenge Q auszudriicken, so hat man schlieB
lich die Gleichung (35) in eine solche von der FormF (Q, ply + h) = 0 
verwandelt, aus der man entweder die DurchfluBmenge bei gegebenen 
Druck- und Hohenunterschieden oder bei gegebener Menge und Hohen
unterschieden die Druckunterschiede ausrechnen kann. Damit ver
schwinden einerseits Unbestimmtheiten aus den Problemstellungen, 
andererseits konnen die Resultate den Erfahrungstatsachen angepaBt 
bzw. diese nach einer einheitlichen Auffassung, wenn auch nur in sum
marischer Weise, geordnet werden. Allerdings ist noch zu untersuchen, 
was wir jetzt unter dem Fliissigkeitsdruck p zu verstehen haben; diese 
Frage wird im nachsten Abschnitt erortert. 

14. Grundlegende Einzelerfahrungen an wirkliehen Fliissigkeiten. 
a) Laminare und turbulente Bewegung. 

1m letzten Absatz haben wir auch bei stationar bewegten realen 
Fliissigkeiten von Stromlinien und Stromrohren gesprochen und uns 
darunter bestimmte, gewissermaBen geordnete Kurvenbiischel vor
gestellt, also angenommen, daB durch die Angabe von solchen die Be
wegung erschopfend beschrieben seL Die Erfahrung zeigt, daB dies nur 
in bestimmten, verhiUtnismaBig selten vorkommenden Fallen tatsach
lich so ist. Fiihrt man in ein Rohr, das sehr langsam durchstromt 
wird, vorsichtig etwas Farbfliissigkeit ein, so zieht sich diese zunachst 
von einigen Storungen am Eintritt abgesehen, als gerader, achsen
paralleler Faden durch das Rohr; der Faden erscheint als Ganzes un
bewegt und starr. Steigert sich die Geschwindigkeit der Stromung, 
so andert sich bei Uberschreiten einer ganz bestimmten Geschwindigkeits
grenze, deren Hohe vom Durchmesser des Rohres und dem Zahigkeits
grade der Fliissigkeit abhangt, der Charakter der Bewegung vollstandig; 
der Farbfaden wird unruhig, lost sich auf und bald erscheint ein groBerer 
Teil der Stromung getriibt. Man nennt den ersten Bewegungszustand 
einen "laminaren" (von lateinisch lamina, Schicht, weil die Bewegung 
in erkennbaren Schichten verlauft), den zweiten einen "turbulenten", 
(unruhigen, wirbligen). Der zweite weist augenscheinlich viel kompli
ziertere Wege der einzelnen Teiichen auf als der erste. Man stellt sich 
aber vor, daB er sich aus einer Grundbewegung, die in erkennbar 
geordneten Bahnen verlauft, und dariibergelagerten, schnellen und 
kleinen Schwankungen zusammensetzt. Strenggenommen ist da,her 
diese Bewegung niemals eine stationare, man nennt sie daher auch eine 
quasistationare, wenn die aus den (angenommenen oder beobachteten) 
Stromrohren oder Schichten errechneten Geschwindigkeiten stationare 
Mittelwerte sind, die Grund bewegung also stationar ist. 

Die systematische Untersuchung der Bewegung im Rohrl hat 
weiter ergeben, daB bei jedem Rohr unterhalb der obenerwahnten 

1 Schiller: Experimentelle Untersuchungen zum Turbulenzproblem. Z. A.M. M. 
Bd. 21, S. 436ff. 
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Geschwindigkeitsgrenze stets laminare Bewegung vorliegt, ja sogar, 
daB sie immer wieder laminar wird, wenn sie durch irgendwelche Storung 
turbulent geworden war. Oberhalb dieser Grenze kann sie laminar 
sein, wenn man vorsichtig StOrungen fernhii.lt. 1st sie aber einmal 
turbulent, so bleibt sie turbulent. Dieses charakteristische Verhalten 
kann nach heutiger Ansicht allen praktisch vorkommenden Stromungen, 
nicht nur derjenigen im Rohr, zugeschrieben werden. So kann die 
Stromung einer allseitig ausgedehnten Fliissigkeit um ein eingetauchtes 
Hindezonis herum laminar oder turbulent sein. 

b) Verhalten an den Wanden; laminare und turbulente 
Gesch windigkei ts verteilungen. 

Sorgfaltigste Messungen und theoretische SchluBfolgerungen haben 
ergeben, daB an festen Wanden die Fliissigkeit in den meisten praktisch 
vorkommenden Fallen haftet, also die Geschwindigkeit Null oder die 
der festen Wand besitzt. Diese Aussage kommt als weitere Rand
bedingung zu den fiir ideale Fliissigkeiten bestehenden hinzu, sie ist 
eine Aussage iiber die Tangentialkomponente an festen Wanden, die 

bei idealen Fliissigkeiten sich durch die Be
stimmung der Stromung mit ergibt. In einzel
nen Fallen scheint das Haften an der Wand 
nicht einzutreten; wir wollen aber darauf hier 
nicht weiter eingehen1. Von den Wanden aus-
in die freie Fliissigkeit hinein steigt die Ge-

J- schwindigkeit bei turbulenter Bewegung sehr 
-------- --------- rasch, bei laminarer viellangsamer an. 1m Zu-

1 sammenhang hiermit ist in der freien Stromung 
Abb. 24. Laminare und tur. selbst die Geschwindigkeit bei turbulenter Be
bulente Geschwindlgkeitsver· wegung gleichmaBiger verteilt als bei laminarer. 

teilung. 
Vgl. hierzu Abb.24, welche die laminare und 

turbulente Verteilung in einem Rohr darstellt; bei der turbulenten 
Verteilung ist dabei daran zu erinnern, daB die dargestellten Werte 
die Geschwindigkeiten der Grundbewegung, also die zeitlichen Mittel
werte der Geschwindigkeit sind. 

c) Das Elementargesetz der inneren Fliissigkeitsreibung. 
A banderurtg des B egriffes FI iissigkei tsdruck. 

Laminare Stromungen geben die Moglichkeit, einen Ansatz nach
zupriifen, den schon Newton fiir die innere Reibung der Fliissigkeiten 
gemacht hat. Bei der idealen Fliissigkeit gibt es eine Kraftiibertragung 
zwischen den einzelnen Teilchen nur durch den Fliissigkeitsdruck, der 
an jeder Stelle einen bestimmten von der Richtung unabhangigen Wert 
hat und auf irgendeinem Element der Oberflache eines abgegrenzten 

1 Bei der Schmiermittelreibung scheinen solche Falle vorzukommen. V gl. 
v. Karman: Oberflachenreibung. Verhandl. d. Innsbrucker Kongresses. Berlin: 
Julius Springer 1924. 
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Teilchens senkrecht steht; sie wirkt auf das Teilchen als Druckspan
nung. Del' Vergleich mit del' Erfahrung zeigt, daB in del' wirklichen 
Fliissigkeit noch andere Kraftwirkungen existieren miissen. Diese Wir
kungen fiihrt man auf eine gegenseitige Beeinflussung aneinander 
vorbeigleitender Fliissigkeitsschichten zuriick. Die Aussage unter 1., 
wonach das Verschieben von Fliissigkeitsschichten aneinander vorbei 
keine Kraft erfordert, laBt sich also nicht aufrechterhalten. Die wirk
liche Fliissigkeit iibertragt also nicht nul' Druck-, sondern auch Schub
spannungen. Infolgedessen beeinflussen sich aneinander vorbeigleitende 
Schichten in del' Weise, daB schneller bewegte von den benachbarten 
langsameren gebremst werden und diese ihrerseits beschleunigen. Die 
so geschilderte Eigenschaft del' wirklichen Flussigkeit nennt man 
"Zahigkeit" odeI' "Viskositat" . Da sie sich nul' bei bewegten Flussig
keiten bemerkbar macht, liegt es nahe, sie mit dem Unterschied del' 
Geschwindigkeiten benachbarter Schichten in Verbindung zu bringen. 
Als Elementargesetz wird daher angenommen, daB zwischen zwei 
benachbarten, im Abstand dn aneinander vorbeibewegten Schichten 
eine Scherkraft (Tangentialschub pro Flacheneinheit) ubertragen wird, 
die dem Betrag des Geschwindigkeitsgefalles i Be/Bnl in del' Richtung 
quer zur Bewegung proportional ist, also dem Ansatz 

(36) 

folgt. 1] 'heiBt "Zahigkeits-" odeI' "Viskositatskoeffizient"; er hat die 
Dimension Kraft pro Flache eins und pro Geschwindigkeitsgefalle eins; 
also 

(37) 

Die Annahme von Schubspannungen zwingt dazu, den Begriff des 
Flussigkeitsdruckes abzuandern. Da in die Gleichungen unter 1. iiber 
die Krafte am kleinen Tetraeder nun auch die Schubspannungen ein
treten, so wird del' fUr die ideale Fliissigkeit gezogene SchluB, daB die 
Normalspannungen an einer Stelle in allen Richtungen gleich groB 
sind, hinfallig. Unter dem Fliissigkeitsdruck versteht man daher jetzt 
die Mittelwerte del' Normalspannungen, die an einer Stelle in ver
schiedenen Richtungen existieren. Fur die MeBtechnik existiert aller
dings bis heute keine Moglichkeit, zu entscheiden, ob die Druckanzeige 
den Mittelwert odeI' einen anderen liefert. Diese Bemerkung gilt natur
gemaB nur fUr die bewegte Flussigkeit, da in del' ruhenden keine Scher
spannungen herrschen und die Normalspannung an einer Stelle in allen 
Richtungen gleich ist. Die Messung in del' bewegten Flussigkeit mit den 
heutigen Methoden des Piezometerrohrchens muB immer darauf achten, 
daB die MeBbohrung des Instrumentes senkrecht zur Geschwindig
keitsrichtung steht, sie kann also gar nicht in verschiedenen Richtungen 
erfolgen (vgl. auch 3.). Man hilft sich im allgemeinen dadurch, daB man 
die Angabe solcher Piezometerrohrchen als Werte des Fliissigkeits
druckes ansieht (so auch die an del' Wand!), indem man dabei von del' 
Tatsache ausgeht, daB die Unterschiede nur gering sein konnen. 
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d) Priifung des Reibungsansatzes durch die Stromung im 
Kreisrohr. 

Unmittelbar verwenden laBt sich der in Gleichung (36) gegebene 
Ansatz nur, wenn tatsachlich nur das Geschwindigkeitsgefalle in einer 
einzigen Richtung maBgebend fiir die Reibungswirkungen istl. Das 
ist z. B. der Fall bei der stationaren laminaren Stromung im geraden 
Kreisrohr, die wir jetzt behandeln wollen (Abb. 25). Nach der Theorie 
der idealen Fliissigkeit ist jede Geschwindigkeitsverteilung moglich. 
Beschranken wir uns nach den Feststellungen unter 10. auf Stromungen 
mit konstanter Energie (ZufluB aus einem groBen Oberwasserbehalter), 

2 

so ist im ganzen Rohre L + h + 2c konst. Nehmen wir nun noch, was r g 
naheliegend und plausibel ist, an, 
daB die Bewegung in geradlinigen, 
achsenparallelen Bahnen vor sich 
geht, so kann zunachst quer zur 

Bewegung kein Gefalle von L + h 
r 

bestehen [Gleichung (22b)], dies 
muB also in einem Querschnitt 
senkrecht zur Achse konstant sein. 

~ 
Da aber in jedem Stromfaden der 

DC 
G Kontinuitat wegen c konstant sein 

muB, ist auch in jedem Stromfaden 

L + h konstant. Oder: L + h ist 
Abb. 25. Laminare stromung im geraden r r 

Kreisrohr. im ganzen Rohr konstant, der Druck 
ist statisch verteilt. FUr die Theorie 

der laminaren Stromung einer zahen Fliissigkeit behalten wir nun die 
Annahme geradliniger achsenparalleler Bewegung und diejenige sta
tischer Druckverteilung in einem Querschnitt beL Unter P ist dann 
strenggenommen die Normalkomponente des Druckes auf den Flachen
elementen des Querschnittes zu verstehen, wir wollen diese aber kurz 
mit P bezeichnen und als mit den Angaben des Piezometers identisch an-

nehmen. Die Summe '£. + h ist nun von Querschnitt zu Querschnitt 
r 

verschieden. Wir betrachten zwei um die Lange 1 auseinanderstehende 
Querschnitte und stellen die Bewegungsgleichung fiir einen zwischen 
ihnen liegenden, weiterhin durch zwei Zylinder vom Radius x und 
x + dx begrenzten Korper auf. Die Geschwindigkeit c ist eine reine 
Funktion von x. Auf die Stirnseiten des Ringzylinders wirkt dann ins
gesamt in Richtung der Bewegung die Kraft (PI - P2) 2 x . n . d x; 
ferner treibt das Gewicht mit einem Anteil 

2x· n· dx ·Z· y. sinlX = 2xndxy(hl - h2). 

1 Die Verallgemeinerung des Ansatzes auf drei· und zweidimensionale Pro
bleme soIl in diesem Band nicht behandelt werden. 
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Auf der Innenseite bremst - wenn wir c zunachst mit r wachsend an
nehmen - die Kraft de 

2x.n ·lo'l'l-· ./ dx' 

auf der AuBenseite beschleunigt die Kraft 

2(x+. dx)o.nolo'l'l(de + d2 e odx). 
'J dx dx2 · , 

also bleibt als treibend 

2.n lO1] (x:x~ + ::)dx. 

Die Summe aller treibenden Krafte ist: 

2.nxdx[Pl - P2 + r(h1 -h2)] + 2.n olo 1] 0 dx(x:x~ + ::); 
diese muB verschwinden, wenn die Bewegung stationar sein soll. Dies 
liefert die Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeitsverteilung: 

PI + h _ (P2 + h) 
(d2 e ~ 0 de) = _ 0 Y I l' 2 

1] dx2 + X dx r l (38) 

mit der Losung (Integration nach x): 

PI + h1 - (P2 + h2) 
C = ..L 0 y y (r2 - x2) (39) 

41] l 

in der die Randbedingung c = 0 fiir x = r (Raften an der Wand) bereits 
beriicksichtigt ist. Wenn das Rohr iiberall gleiche Beschaffenheit hat, ist 

~+hl-(~+h2) 
l 

eine Konstante, die man als "Rohrgefalle" bezeichnen kann, das also 
aus geodatischem und Druckgefalle zusammengesetzt erscheint. Wir 
schreiben also: (PI ) (P2 ) 

-+hr - -+h2 
"Rohrgefalle" J = Y l Y (40) 

oder auch: J = PI - P2 + sinx 
yl ' 

(41) 

c = ;1] 0 J 0 (r2 - x2 ) • 

und erhalten 
(42) 

r 
Bilden wir f2X 0 .ndx 0 c, so erhalten wir die das Rohr durchflieBende 

o 
Wassermenge; es wird Q = :n:y 0 J 0 r4. (43) 

81] 

Diese Resultate stehen mit den von Poiseuille1 an Kapillarrohrchen 
angestellten Beobachtungen durchaus iiberein. Dies ist einer der stark
sten Stiitzen fiir die Richtigkeit des elementaren Reibungssatzes. 

I Poiseuille: Memoires presentes par divers savants. Bd. 19, S. 518. Paris 1846. 
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Q 
Definiert man die mittlere Geschwindigkeit durch em = 1'2:n;' SO 

ergibt sich: 
c..L.J.r2 • 

m 8rJ ' 
(44) 

Hiernach ist also das "Rohrgefii,lle" bei der laminaren Stromung mit 
der DurchfluBgeschwindigkeit proportional; auch dies stimmt mit den 
Poiseuilleschen Beobachtungen iiberein. 

Bei turbulenter Bewegung stimmt diese Beziehung nicht mehr; 
das zum Durchtreiben der Fliissigkeit notwendige Rohrgefalle J wachst 
erheblich starker als mit der ersten Potenz der Geschwindigkeit. 

Versuche mit laminarer Stromung im Rohr konnen zur Bestimmung 
des Zahigkeitskoeffizienten benutzt werden. Die Geschwindigkeits
verteilung im laminar durchstromten Rohr ist eine parabolische, der 
Maximalwert ist: 

Cmax = :rJ • J . r2 = 2cm , (45) 

er verhalt sich also zum Mittelwert wie 2 : 1. Auch dieses Resultat ist 
experimentell bestatigt. Dagegen ist das Geschwindigkeitsbild bei tur
bulenter Bewegung durch einen viel rascheren Anstieg von der Wand, 
eine gleichmaBigere Verteilung im Inneren und ein kleineres Verhaltnis 
der maximalen Geschwindigkeit zur mittleren gekennzeichnet (vgl. 
Abb.24). v. Mises hat nachgewiesen 1, daB es moglich ist, das ganzlich 
veranderte Geschwindigkeitsbild der turbulenten Bewegung durch die 
Annahme von Zusatzgeschwindigkeiten zu den mittleren zu erklaren, 
die nur einige Hundertstel der mittleren betragen. 

Uber die Griinde, warum die Stromung unter gewissen Bedingungen 
aus dem laminaren in den turbulenten Zustand iibergeht, warum in 
einem Fall die eine, im anderen die andere Bewegungsform stabil ist, 
herrscht auch heute noch keine ausreichende Klarheit. Die Theorie 
(siehe unter 15.) liefert zwar die allgemeine Form eines Kriteriums, 
an Hand dessen angegeben werden kann, ob laminare oder turbulente 
Bewegung vorliegt, aber zur Bestimmung des kritischen Wertes, der 
den Ubergang aus der einen in die andere Bewegungsform charakterisiert, 
ist man im wesentlichen auf empirische Daten angewiesen. 

e) Gegensatz zwischen beschleunigten und verzogerten 
Stromungen. 

An dem Beispiel a) unter 13. ergab sich eine in manchen Fallen fast 
genaue Ubereinstimmung der Beobachtungen mit der Theorie der idealen 
Fliissigkeit, die allerdings durch plausible Annahmen iiber die Geschwin
digkeitsverteilung erleichtert bzw. erganzt war. Der Energieverlust 
wurde dort unter Umstanden verschwindend gering. Charakterisiert 
wird diese Stromung durch kleine Geschwindigkeiten auf langen Strecken 
langs den Wanden und groBe Beschleunigung, auch langs der Wand, 
auf der Endstrecke. Dementsprechend zeigt die Beobachtung auch fiir 

1 v. Mises: Elemente der Hydromechanik, 1. Teil. Sammlung Jahnke. 
Teubner 1924. 
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die beschleunigte Stromung im linken Rohrteil del' Abb. 26 nur geringen 
Verlust, etwa einige Hundertstel des del' Geschwindigkeitssteigerung 

entsprechenden Druckabfalls C~;g c~ in del' idealen Stromung, und 

zwar ist del' Verlust kleiner als del' in einem Rohr von gleicher Lange, 
abel' konstantem und so bemessenem Querschnitt, daB etwa das Quadrat 
del' Geschwindigkeit gleich dem mitt
leren im verengten Rohr ist. Ganz 
andel's ist del' Verlauf im verzogerten 
Teil del' Stramung, also im erweiter
ten Rohrteil. Hier ergibt sich ein 
Verlust von etwa zehnfacher GraBen
ordnung, d. h. es gehen von dem in 
idealer Fhissigkeit zu erwartenden 1 

2 

Yerzogerl 

.2 '2 Abb. 26. BeschIeuuigte und verzogerte 
Druckanstieg C 2 ;g c, mindestens 15 Robrstromuug. 

l' 

bis 20%, in ungunstigen Fallen noch mehr verloren. Gleichzeitig be
obachtet man Ablasung von den Rohrwanden und deutliche Wirbel
bildung an ihnen. 

Ganz analog sind die Erfahrungen uber das Verhalten einer all
seitig ausgedehnten Flussigkeit beim Umstr6men eingetauchter starrer 
Karpel'. In Abb.27, die einen (etwas ubertrieben stumpfen) Luft
schiffkarper darstellt, ist eine fiir ideale Flussigkeit geltende, am Karpel' 
unmittelbarr anliegende Stromschicht gezeichnet und dazu Geschwindig
keit und Druck del' Luft in del' zentralen An- und Abstramlinie sowie 
am Karpel' entlang als 
Diagramme uber del' Zen
trallinie aufgetragen. Am 
vorderen "Staupunkt" (am 
"Bug") wird C zu Null, er
reicht am "Hauptspant" 
(del' dicksten Stelle des 
Karpel's) einen Maximal
wert, sinkt am Hinterende 

Abb. 27. Beschleuuigte uud verzogerte Stromung um 
einen eingetauchten Korper. 

(am "Heck") nochmals unter den Wert Coo del' An- und Abstram
geschwindigkeit in wei tel' Entfernung und nahert sich dann diesel' 
wieder. Entsprechend steigt del' Druck am Bug auf einen Maxi
malwert, del' Uberdruck gegen den atmospharischen in wei tel' Ent-

fernung heiBt "Staudruck" und hat den Wert q = L.t:~. 1m Haupt-
g ~ 

spant hat del' Druck ein Minimum; am Heck ubersteigt er noch einmal 
den atmospharischen und nahert sich dann diesem allmahlich. Die 
Drucke (Uber- und Unterdrucke) verteilen sich so, daB keine resultie
rende Kraft auf den Karpel' entsteht. Da in del' idealen Flussigkeit auch 
keine Wandreibung besteht, setzt also del' Karpel' dem Luftstl'om 
keinen Widerstand entgegen. In del' wirklichen Flussigkeit vel'halten 
sich nun die Teile hinter dem Hauptspant ganz vel'schieden von denen 
Val' ihm. Die VOl' ihm zeigen gegenuber del' idealen Flussigkeit fast 
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gar keinen Unterscbied, insbesondere kommt auch die Drucksteigerung 
in der Zentrallinie vor dem Bug, also in der freien Fliissigkeit, so 
gut wie restlos zustande, desgleichen steht die Drucksenkung bis zum 
Hauptspant bei glatter OberfIache in fast volliger Ubereinstimmung 
mit der idealen; dagegen zeigen Stromlinien und Druckverlauf in der 
verzogerten Stromung langs der Wand hinter dem Hauptspant betracht
liche Abweichungen auch bei glatter Oberflache. Es tritt AblOsung auf, 
und der Druckanstieg ist kleiner als der ideale. Damit ergibt sich nun 
eine resultierende Kraft auf den Korper in der Bewegungsrichtung oder 
ein Widerstand, di:m er der Stromung entgegensetzt. Er hangt im ganzen 
von der Rauhigkeit der Oberflache und der Form des Korpers - bei 
dem in Abb. 27 gezeichneten Korper in erster Linie von der des 
Teiles hinter dem Hauptspant - abo Man spricht daher auch von 

Reibungswiderstand und 
Formwiderstand. Exakt 
und prinzipiell voneinander 
zu trennen sind sie nicht; 
doch ist es naheliegend, 
bei ausgefiihrten Messungen 
des Gesamtwiderstandes 
und der durch Bohrungen 
an der Oberflache festge
stellten Druckverteilung die 
durch Integration der Ele

Abb. 28. Einseitig begrenzte Stromung gegen einen Pfahl. mentardriicke iiber die 
Oberflache errechneteKraft 

als Form-, den Rest als Reibungswiderstand zu bezeichnen. 
Ganz analog sind die V organge an einem zylindrischen, unendlich 

langen, von unendlich ausgedehnter Fliissigkeit quer zu seiner Langs
richtung angestromten Pfahl. Auch bier kommt die Drucksteigerung 
am Bug restlos zustande. 1st die Stromung aber einseitig, etwa durch 
eine Ebene senkrecht zur Pfahlrichtung begrenzt, so ruft der starke, 
durch den Bug veranlaBte Druckanstieg langs der Ebene Ablosungs
erscheinungen hervor1 (vgl. Abb. 28) . 

. Deutlich tritt bei den geschilderten Erscheinungen der EinfluB 
besonderer V organge an der Wand hervor; man hat den Eindruck, 
daB die Fliissigkeit sich wie eine ideale verhalten wiirde, wenn die Wande 
nicht waren, und daB sie sich um so mehr wie eine ideale verhalt, je 
weiter sie von Wanden (festen oder bewegten) entfernt ist. 

15. Stellung der Theorie zu den Erfahrungstatsachen. 
a} Ahnlichkeitsgesetze. 

Der Vielseitigkeit der Erfahrungstatsachen gegeniiber wird man 
zunachst nach einem Ordnungsprinzip suchen, das von den bei irgend
einem Vorgang beobachteten Erscheinungen auf die bei einem ahnlichen 

1 Auf diese Ersoheinung hat meines Wissens zum erst.enmal Fottinger hin
gewiesen, vgl. Jahrb. Sohiffsbaut. Ges. Bd.25. 1924. 
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in irgendeiner Weise zu schlieBen gestattet. Ahnlich konnen zwei 
Stromungsvorgange in verschiedenen Fliissigkeiten sein, wenn die 
auBeren Bedingungen ahnliche sind, wenn also die Raume, in denen 
sich die Stromungen abspielen, untereinander geometrisch ahnlich 
sind. Es konnen also die Stromungen in geraden Kreisrohren ohne 
weiteres ahnlich sein, ferner die in geraden rechteckigen Rohren, wenn 
die rechteckigen Querschnitte gleiches Seitenverhaltnis haben. Sind 
die Rohre gekriimmt, so muB auch noch das Verhaltnis des Kriimmungs
radius der Rohrachse zu irgendeiner Querschnittscij.mension in allen 
Fallen das gleiche sein. Handelt es sich um Stromungen um eingetauchte 
Korper, so miissen diese Korper untereinander geometrisch ahnlich 
sein. Wirnennen die Stromungen aber erst dann ahnlich, wenn auch 
die Stromlinienbilder und die Geschwindigkeitsverteilungen ahnlich 
sind. (Der Hinweis auf die Geschwindigkeitsverteilungen ist notwendig, 
weil in zwei Stromungen mit geometrisch ahnlichen Strombildern ver
schiedene Verteilungen quer zu den Stromlinien an sich moglich sind.) 
Irgendeine Lange in diesen Bildern steht dann zu den Langen der ein
getauchten Korper ebenfalls in festen Verhiiltnissen. Diese Ahnlichkeit 
miiBte bei turbulenten Stromungen strenggenommen bis in die ver
wickelten Einzelheiten gehen, man begniigt sich aber, da die turbulente 
Bewegung nichtstationar ist, haufig mit der Feststellung der Ahnlich
keit der Grundbewegung. Man nimmt also an, daB die Geschwindigkeit 
einer stationaren Grundbewegung an irgendeiner Stelle den Mittelwert 
aller Geschwindigkeiten der turbulenten Bewegung darstellt, die an 
der Stelle zu irgendeiner Zeit vorkommen, und daB die von diesen 
Grundgeschwindigkeiten herriihrenden Stromlinien ahnliche Strom
bilder und Geschwindigkeitsverteilungen liefern. In ahnlichen Stro
mungen stehen auch die Beschleunigungen in entsprechenden Punkten 
in konstantem Verhaltnis und haben gleiche Richtung. Das gleiche gilt 
von den Tragheitskraften der bewegten Teilchen. Mit diesen Tragheits
kraften miissen nun die auf die Teilchen wirkenden Krafte im Gleich
gewicht stehen. Dies ist nur moglich, wenn die Kraftepolygone, in denen 
die Tragheitskrafte die SchluBlinie sind, fiir entsprechende Stellen der 
ahnlichen V organge selbst untereinander ahnlich sind. Die Abmessungen 
der betrachteten Teilchen selbst aber miissen im gleichen Verhaltnis 
stehen wie die fiir beide V organge charakteristischen Langen. Von 
nun an unterscheiden wir zwei FaIle: 

1. Das Reynoldssche Ahnlichkei tsgesetz. 
1m Innern einer homogenen Fliissigkeit erfolgen die Vorgange so, 

als ob die Schwere nicht vorhanden ware, diese ruft lediglich eine zu
satzliche statische Druckverteilung hervor, die nachtraglich iiber die 
gefundene dynamische iiberlagert werden kann. Wir betrachten daher 
jetzt zwei Bewegungen in zwei verschiedenen Fliissigkeiten 1 und 2, 
indem wir Ahnlichkeit voraussetzen und als ins Spiel tretende Krafte 
nur die von den Fliissigkeitsdriicken p und von den Reibungsspannungen 
T ausgeiibten, ferner die Tragheitskrafte in Betracht ziehen. Die Fliissig
keitsdriicke und Scherspannungen messen wir in Saulen der betr. 
Fliissigkeit. Greifen wir eine Stelle im Gebiet der S~romung 1 heraus, 

Spannhake, Kreiselriider. Bd. I. 4 
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so sind dort die Druckkrafte auf ein Teilchen mit l~. hI . 7'1 pro
portional, weil die Flachen des betrachteten Teilchens mit dem Quadrat 
irgendeiner passend ausgewahlten Lange II proportional sind. Bei der 
Berechnung der Tragheitskrafte wollen wir stationare Bewegung vor-

aussetzen, stationare Beschleunigungen sind vonTypus c· ~: oder 
c2 

0"2 
as' also Geschwindigkeitsquadrat pro Lange. Wenn daher Cl eine 

passend ausgesuchte, charakteristische Geschwindigkeit in dem Vor
gang 1 ist, so kann die Beschleunigung mit ci/ll proportional gesetzt 

werden. Die Masse des Teilchens ist .12. li; die Tragheitskraft also 

ri lj. cl~ oder rl Zi ci. Die gesamte Reibu!gskraft ist mit der Reibungs
gig 

spannung und der Oberllache proportional, also mit fJl . ~ . l~ = fJI cill . 

Nun miissen sich die Krafte an den entsprechenden beiden Stellen 
verhalten wie 

(46) 

Also ergeben sich zwei Gleichungen, die gleichzeitig erliillt sind, wenn 
zwei Stromungsvorgange ahnlich sind. Es ist erstens: 

~= c' (47) 1 

c~ , 

zweitens: 
rl~Cl 11 , c1 12 , c2 7Jl oder (48) 
r2 l2 C2 7J2 7Jl 7J2 

rl rl 
g g 

Man nennt den Quotienten .!L den kinematischen Zahigkeits
r 
g 

koeffizienten und bezeichnet ihn mit 'P, im Gegensatz dazu wird 'YJ 
manchmal der absolute Zahigkeitskoeffizient genannt. v hat die Dimen
sion kgsec· m- 2 • kg-I. m3 • msec- 2 = m2 sec- l • Das Verhaltnis lc/v 
wird nach dem Englander Osborne Reynolds, der dieses Ahnlich
keitsgesetz zum erstenmal aufgestellt haP, Reynoldssche Zahl genannt 
und mit R bezeichnet. Es miBt das Verhaltnis der Tragheitskrafte zu 
den Reibungskraften und ist deshalb eine dimensionslose Zahl, deren 
GroBe von der Wahl der charakteristischen Lange und Geschwindigkeit 
abhangt. Wenn die Reibung verschwindet, stehen in ahnlichen Stro
mungsfeldern an entsprechenden Punkten die Druckhohen ohne weiteres 
in gleichen Verhaltnissen wie die Quadrate der Geschwindigkeiten. 
In der reibenden Fliissigkeit tritt als neue Beziehung die Gleichheit 
der Reynoldsschen Zahl fiir beide Vorgange. Diese ist also gerade die 

1 O. Reynolds: Phil. Trans. Bd.l77, S. 17. London 1887. 
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Bedingung fUr die hydromechanische Ahnlichkeit del' beiden V organge. 
Wir fassen zusammen: 

Zwei Stromungsvorgange, die sich unter geometrisch ahnlichen 
Bedingungen abspielen, und in denen Reibungs- und Tragheitswir
kungen die Hauptrolle spielen, sind ahnlich, wenn fUr beide die aus 
einer charakteristischen Lange l, einer charakteristischen Geschwindig
keit c und dem kinematischen Zahigkeitskoeffizienten v nach del' Vor
schrift: 

o· l 
R=

v 
(49) 

gebildete Reynoldssche Zahl die gleiche ist. Dann sind die Druck
hohen an entsprechenden Stellen - odeI' auch die Druckhohenunter
schiede zwischen entsprechend gelegenen Punkten - den Geschwindig
keitsquadraten proportional. Del' Proportionalitatsfaktor ist eine Kon
stante fUr die Berechnung der Druckhohenunterschiede aus dem Ansatz 
h = 1; . c2 also nur, wenn die Reynoldssche Zahl konstant ist, mit 
anderen Worten: 1; ist eine Funktion derselben; der Ansatz muE also 
lauten: 

Da h in Metern gemessen wird, schreibt man bessel' 

02 
h = 1; (R) . 2 (J , (50) 

wodurch ~an 1; als reine Zahl angeben kann. Natiirlich hangt 1; auch 
von den auEeren geometrischen Bedingungen, d. h. von der allgemeinen 
Form der Stromung abo Die beiden Abhangigkeiten sind von Fall zu 
Fall zu untersuchen. 

Da laminare Stromungen niemals turbulenten ahnlich sein konnen 
(vgl. die verschiedenen Geschwindigkeitsverteilungen im Rohr !), so 
wird der Wert von R geradezu ein Kriterium dafUr, ob laminare oder 
turbulente Bewegung vorliegt. Der Umschlag von der einen in die 
andere Stromunsgart wird daher durch einen bestimmten 'Wert von 
R, die sog. kritische Reynoldssche Zahl Rk , charakterisiert. 
Deren Wert ist fUr jeden einzelnen Stromungsvorgang davon abhangig, 
welche Lange man aus der geometrischen Anordnung und welche 
Geschwindigkeit man aus dem Strombild als charakteristisch entnimmt. 
Liegt aber hieriiber einmal eine Vereinbarung fest, so ist Rk , fUr jeden 
Stromungsvorgang ein bestimmter Wert. Das Reynoldssche Ahn
lichkeitsgesetz gilt fUr aIle Stromungen in geschlossenen Kanalen und 
Leitungen und fUr aIle Stromungen um eingetauchte Korper. 1m ersten 
Fall dient es zum Vergleich des Druckgefalles, das eine Stromung in 
Leitungen verbraucht, im zweiten FaIle zum Vergleich del' Krafte, 
die auf den eingetauchten Korper ausgeiibt werden bzw. zu deren Be
stimmung aus Modellversuchen1 . Diese sind ja den Oberflachen und den 
an ihnen angreifenden Fliissigkeitsdriicken und Schubspannungen pro-

1 Die eingehende Theorie des J\~?dellversuches geht tiber den Rahmen dieses 
Buches hinaus; siehe Z. B. Weber: Ahnlichkeitsmechanik. Htitte, 25.Aufl., Bd. l. 

4* 
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portional. Daher kann man alle Krafte an den eingetauchten Korpern 

in der Form: h· r' F ausdriicken, wo h = f;(R) ;: ist. Man erhalt 
dann: 

(51 ) 

Fist irgendeine charakteristische Flache; fiir die GroBe y jg . c2 j2 wahlt 
man haufig den "Staudruck" q der Stromung, namlich immer dann, 
wenn unter c die in weiter Entfernung vom Korper herrschende, von 
ihm ungestorte Geschwindigkeit eines homogenen Feldes verstanden 
wird, so daB an einem "Staupunkt" des Korpers ein Uberdruck q 
gegeniiber der weiteren Umgebung herrscht. Die bekanntesten Bei
spiele fiir die Anwendung der Formel (51) sind die Bestimmungen der 
Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte an Flugzeugprofilen in der Gottinger 
Versuchsanstalt 1. 

2. Das Froudesche Ahnlichkeitsgesetz. 
Dieses beriicksichtigt das Zusammenwirken von Tragheit und 

Schwere, letztere an Stelle der Reibung. Man kann sofort folgende 
Gleichungen hinschreiben (der Gedankengang ist der gleiche wie oben!): 

l~.hl·Yr li . Yl • ci l~ . f'l (52) 
l~ • h2 • Y2 l~ . Yl • c~ l~ • )'2 

Also: 
hI c; 

und 
c; - II (53) 

h2 c~ c~ Z; 

Die Vorgange sind demnach ahnlich, wenn der Wert c((f in beiden 
Fallen der gleiche ist. Das Gesetz findet seine Anwendung bei der 
Untersuchung desjenigen Anteiles des Schiffswiderstandes, der seine 
Ursache in der Wellenbildung hat. 

b) Spezielle Theorien 2. 

Die Einfiihrung des elementaren Reibungsansatzes in die Differential
gleich ungen der Fliissigkeits bewegung fiihrt zu den sog. N a vie r - S t 0 k e s -
schen Gleichungen. Diese sind so verwickelt, daB es bisher nicht ge
lungen ist, sie fUr gegebene Falle streng zu losen. Nur durch planmaBige 
Vernachlassigungen gelingt es, zu praktischen Losungen zu gelangen. 
Ein Typus von Losungen entsteht, wenn man die Beschleunigungs
glieder in den Gleichungen streicht, also den EinfluB der Tragheit ver
nachlassigt. Physikalisch entspricht dies Stromungen mit sehr kleinen 
Reynoldsschen Zahlen (R -+ 0). Dies ist nur moglich, wenn die Be
wegung so langsam vor sich geht, daB die durch Geschwindigkeits
anderungen nach GroBe und Richtung hervorgerufenen Tragheitskrafte 
verschwindend gering gegen die Reibungskrafte sind. In dem bereits 
behandelten Fall der laminaren Kreisrohrstromung verschwinden die 

1 Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt, G6ttingen. I. und II. 
Lieferung. Verlag Oldenbourg. 

2 Hier kann nur eine ganz kurze Andeutung tiber das Vorhandene gegeben 
werden. Siehe Handb. d. Physik, hrsg. v. Geiger u. Scheel, Bd. VII: Mechanik 
del' fltissigen und gasf6rmigen K6rper, Kap.2. Berlin: Julius Springer 1926. 
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Tragheitskrafte vollkommen, und das Problem wird exakt losbai:'. Als 
gute Naherung ergeben sich diese Losungen bei vielen anderen laminaren 
Stromungen. Eine Schwierigkeit liegt manchmal darin, daB nicht in 
allen Gebieten der Stromung die Tragheitsglieder gegeniiber den Rei
bungskraften verschwinden. Durch eine teilweise Beriicksichtigung der 
Tragheitsglieder ist diese Schwierigkeit in Einzelfallen iiberwunden 
worden l . Ein technisch wichtiger Fallliegt vor bei der Schmiermittel
reibung in Trag- und Drucklagem. Hier laBt sich die Theorie unter 
vollkommener Vemachlassigung der Tragheit immer so durchfiihren, 
daB wenigstens prinzipielle Erkenntnisse in Ubereinstimmung mit. der 
Erfahrung gewonnen werden. Auch die Theorie der Grundwasser
stromungen wird unter vollkommener Vemachlassigung der Tragheit 
durchgefiihrt und gelangt zu praktisch richtigen Ergebnissen2• 

Von allgemeiner technischer Wichtigkeit sind aber die Stromungen, 
bei denen die Tragheitswirkungen iiberwiegen und die Zahigkeits
wirkungen klein, die Reynoldsschen Zahlen also groB sind (R -+ (0). 
Man konnte hier meinen, daB man mit der Annahme v = 0 zu den Glei
chungen der idealen Fliissigkeit als einer guten Annaherungsdarstellung 
fiir das Verhalten wirklicher Fliissigkeiten gelangt. Allein dies ist nicht 
der Fall, und das kann auch nicht iiberraschen, wenn man bedenkt, 
daB die ideale Fliissigkeit eine wesentliche Bedingung der Wirklichkeit 
nicht erfiillt: das Haften an festen Wanden. Dieses Verhalten muB 
zunachst wenigstens in uninittelbarer Umgebung der Wande die Stro
mungsform der idealen Fliissigkeit umgestalten, und man kann sich 
also die Frage vorlegen: Wie weit geht dieser EinfluB der Wand und wie 
geht die Umgestaltung der Stromungsform vor sich 1 1m Zusammen
hang hiermit steht die Tatsache, daB immer wieder - abgesehen von 
der Nahe fester Wande - die Stromungsformen idealer Fliissigkeit 
rein mechanisch mogliche Bewegungsformen auch fiir zahe Fliissig
keit sind 3. 

Auf der Erkenntnis des maBgebenden Einflusses fester Wande und 
auf der richtigen Abschatzung der GroBenordnung der miteinander ins 
Spiel tretenden Wirkungen, beruht der geniale Griff und der Erfolg 
der von Prandtl1904 aufgestellten Theorie der Fliissigkeit mit kleiner 
Reibung 4 , die heute allgemein unter dem Namen Prandtlsche Grenz
schichtentheorie bekannt ist. Sie liefert eine Differentialgleichung 
der Grenzschicht, die durch planmaBige, aus unmittelbarer IJhysika
lischer Anschauung entspringende Abschatzungen vereinfacbt ist. 

Auf anderem Wege sucht Oseen eine Losung. Er vemachlassigt 
in den allgemeinen Navier-Stokes-Differentialgleichungen der zahen 

1 VgI. die Arbeiten von Stokes und die daran anschlieBenden von Oseen: 
Math. and Phys. Papers Bd. 1, S. 75 sowie Vortr. a. d. Geb. d. Hydro- und Aero
dynamik, Innsbruck 1922, hrsg. v. Karman u. Levi Civita. 1924. 

2 Handb. d. Physik, hrsg. v. Geiger u. Scheel, Bd. VII, Kap.2. 
3 Siehe einen anschaulichen Beweis hierffu bei Betz: Z. V. D. J. 1925, S.9. 
4 Prandtl, L.: Verh. d. 3. intern. Math. Ver.,Heidelberg 1904. Leipzig: B. G. 

Teubner; oder auch: Vier Abhandl1mgen z. Hydrodynamik u. Aerodynamik von 
Prandtl und Betz. Siehe ferner die Arbeiten von Karman u. Pohlhausen in 
Z. ang. Math. Mech. Bd. 1. 1921. Heft 4. 
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Fliissigkeit mehr nach rein mathematischen Gesichtspunkten gewisse 
Tragheitsglieder, lost die entstehenden Gleichungen mit der Grenz
bedingung des Haftens an der Wand zunachst fiir endliche Werle des 
Zahigkeitskoeffizienten und macht dann einen Grenziibergang zur 
Zahigkeit o. Er kommt zu dem bemerkenswerten, mit der Wirklichkeit 
iibereinstimmenden Ergebnis, daB die Stromung vor einem eingetauchten 
Korper wie die einer idealen Fliissigkeit, hinter ihm aber wesentlich 
anders verlauft. Der Ingenieur wird die Prandtlsche Theorie ihrer 
physikalischen Anschaulichkeit wegen der Oseenschen vorziehen. Die 
Grenzschichtentheorie hat den groBen Vorzug, daB sie auch da, wo 
ihre rechnerische Verfolgung aussichtslos wird, klare physikalische 
Anschauung bietet, die qualitativ das Geschehen bis in Einzelheiten 
vorauszusagen gestattetl. 

c) Die Prandtlsche Grenzschichtentheorie2 • 

Der Grundgedanke der Theorie ist der, die Reibung iiberall da zu 
vernachlassigen, wo nicht etwa groBe Geschwindigkeitsunterschiede 
herrschen oder eine akkumulierende Wirkung der Reibung vorliegt. 
Es ergibt sich, daB die Stromungsform der idealen Fliissigkeit ein An
fangszustand ist, der alsbald durch die Wirkungen einer noch so kleinen 
Reibung, von den festen Wanden ausgehend, mehr oder minder ver· 
andert wird. 1st die Zahigkeit klein und der Weg entlang der Wand 
noch nicht sehr lang, so herrscht schon in geringem Abstand von der 
Wand eine Geschwindigkeit wie in der idealen Fliissigkeit. Es existiert 
aber eine schmale Schicht, in der ein sehr schroffer Ubergang von der 
Geschwindigkeit an der Wand (bei ruhenden Wanden = 0) zu der 
Geschwindigkeit in der "freien" Fliissigkeit besteht, und wo eben wegen 
des groBen Geschwindigkeitsgefalles erhebliche Reibungswirkungen auf
treten. Die Druckverteilung an der Wand wird der Fliissigkeit von 
der freien Stromung aufgepragt. Das wichtigste Ergebnis aber ist, 
daB sich an einer bestimmten Stelle der Fliissigkeitsstrom von der 
Wand ablOst; die notwendige Bedingung dafiir ist, daB langs der Wand 
eine Drucksteigerung in Richtung der Stromung (stromab \) besteht. 
Physikalisch kann man sich dies folgendermaBen erklaren: Bei der 
idealen Stromung setzt die Fliissigkeit bei einer Drucksteigerung ihre 
Geschwindigkeitsenergie in Druckenergie um; die Ubergangsschichten 
an der Wand haben aber durch die akkumulierende Wirkung der Rei
bung einen groBen Teil ihrer Geschwindigkeitsenergie eingebiiBt und 
konnen daher in das Gebiet hoheren Druckes nicht eindringen; sie 
weichen ihm seitlich aus. Mit einem Schlage wird hierdurch das 
grundsatzlich verschiedene Verhalten beschleunigter und verzogerter 
Bewegung erklart. Die Entwicklung des Reibungseinflusses auf die 
Stromung in der Grenzschicht und die Lage der Ablosungsstelle kann 

1 Vgl. z. B. die Erklarung des Magnuseffektes (Flettner-Rotor) durch Fot
tinger und Betz mit Hille der Grenzschichtentheorie, siehe Betz: a. a. O. -
Fottinger: Neue Grundlagen der Propellertheorie. Jahrb. Schiffsbaut. Ges. 1918. 

2 Die folgenden Darlegungen schlieBen sich im allgemeinen an die Prandtlsche 
Originaldarstellung a. a. O. an, siehe aber auch Handb. d. Physik Bd. VII. Kap. 2. 
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man berechnen, wenn man die der Grenzschicht von der freien Fliissig
keit aufgepragte Druckverteilung kennt. In erster Annaherung kann 
man dazu die Druckverteilung einer idealen Fliissigkeit heranziehen 
und erhalt dann die AblOsungsstelle fiir die Anfangsstadien der Bewegung. 
Spater aber bilden sich durch die immer wiederholte Ablosung Wirbel, 
die sich in die freie Stromung hineinschieben und auch diese wesentlich 
umgestalten, so daB auch die Drucksteigerung an der Wand sich andert, 
ohne daB man sie dann noch genau kennt. Die Ablosungsstelle ver
schiebt Sibh mehr und mehr stromaufwarts. 1m Endzustand haben wir 
drei Stromungsgebiete zu unterscheiden: erstens den AuBenraum, 
dessen Fliissigkeit von den Wanden unbeeinfluBt bleibt und sich wie 
eine ideale bewegt, zweitens die unmittelbare Umgebung der Wande, 
in der der Ubergang vom Haften an der Wand zur Geschwindigkeit 
des AuBenraumes erfolgt, drittens einen stark durchwirbelten Raum. 
Von der Lage der Ablosungsstelle hangt die GroBe des durchwirbelten 
Raumes, die Summe der pro Sekunde erzeugten, in die Wirbel ein
gehenden BewegungsgroBe und damit der Widerstand des Korpers gegen 
die Stromung sehr wesentlich abo Besitzt der Korper scharfe Kanten, 
so erfolgt die Ablosung dauernd an ihnen. Sonst aber kann die Ab
losungsstelle bei mehreren verschiedenen, durch die GroBe der Ge
schwindigkeit unterschiedenen Bewegungszustanden verschieden sein. 
Entscheidend scheint dabei zu sein, ob die Grenzschicht selbst laminaren 
oder turbulenten Charakter hat. 

16. Zahlenma.llige Angaben iiber Energieverlnste1• 

I. Stromnng in geschlossenen Rohren nnd Kanalen. 

a) Glattes, gerades Kreisrohr 2 von gleichbleibendem 
Querschnitt. 

Hier sind ahnliche geometrische Verhaltnisse bei Rohrstiicken mit 
gleichem Verhaltnis lid (1 = Lange, d = Durchmesser) vorhanden. Von 
diesem Verhaltnis muB der Widerstandskoeffizient 1; zunachst abhangen. 
Da aber hier kein Grund vorhanden ist, warum ein Teil der Rohrlange 
sich anders verhalten soll wie ein anderer, so muB 1; von 1 linear ab
hangen; da aber die Ahnlichkeit verlangt, daB 1; nur von dem Verhaltnis 
lid abhangt, ergibt sich linearer Zusammenhang zwischen 1; und lid, 

also etwa 1; = Ao' ~ und hierin ist Ao eine Funktion der Reynoldsschen 

Zahl; also wird der Druckabfall auf die Lange 1: 

l 02 
A h = Ao (R) • d . 2 g , 

c = ~ = mittlere Geschwindigkeit. 

(54) 

1 Vgl.auchHiitte,25.Aufl., Bd.l, S.349ff.; Handb. d. Physik Bd. VII, Kap.2. 
2 Schiller: Experimentelle Untersuchungen zu Turbulenzproblemen, S.436. 

Z. A. M. M. 1926. 
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Die kritische Zahl Rkn welche die unterste Grenze fUr die Moglich
keit einer turbulenten Stromung angibt, ist: 

c·d Rkr = - = 2320. 
v 

(55) 

Oberhalb dieser Grenze ist laminare Stromung m6glich, wenn StO
rungen ferngehalten werden. Praktisch kommen aber laminare Stro
mungen oberhalb R = 3000 nicht vor. 

1m laminaren Gebiet kann der Druckabfall tiber die Lange 1, wie 
bereits entwickelt, aus dem elementaren Reibungsansatz heraus errechnet 
werden. Die so gewonnene Gleichung (44) kann auch folgendermaBen 
geschrieben werden: 

J.1 = Ah = 81] • _c_ .1 = 64. _'1'_. ~. ~ = 64 . ~. ~ (56) 
r (:r c·d d 2g R d2g' 

in der allgemeinen Formel (54) ist also fUr laminare Stromung 
. 64 

10 lammar = R . 

1m turbulenten Gebiet ist es bis heute noch nicht in prinzipiell befrie
digender Weise moglich, den Koeffizienten 10 aus allgemeinen Ansatzen 
heraus zu errechnen; man ist bier im wesentlichen auf Erfahrungstat
sachen angewiesen. Nach Blasius1 ist: 

1]1 
10 = 0,316 V R . (57) 

Nach neueren Untersuchungen von Jakob und Erk2 gibt das Blasius
sche Gesetz fUr R> 10 5 zu niedrige Werte. Nach ihnen ist 

10 = 0,00714 + 0,614. R-O.35. 

b) Rauhes, gerades Kreisrohr mit gleichbleibendem 
Querschnitt. 

(58} 

Die "Rauhigkeit" erhoht die Widerstandsziffer. Als einfachste 
Vorstellung ergibt sich, die Raubigkeit durch eine Verhaltniszahl sjd 
zu messen, wo s die mittlere Rohe der als Erhebungen an der Wand 
gedachten Rauhigkeiten darstellt. sjd ist dann ebenfalls ein Ahnlich
keitscharakteristikum, von dem 1; analog wie von ljd abhangen muB. 
Die Form dieser Abhangigkeit kann nur aus der Erfahrung entnommen 
werden. Es ist aber bei genauerer Betrachtung nicht angangig, den 
EinfluB der Rauhigkeit durch eine einzige Zahl zu erfassen. Neuere 
Untersuchungen von Ropf3 und Fromm4 unterscheiden zwischen 
Rauhigkeit erster und zweiter Art (letzteres auch "Welligkeit" genannt). 

1 Blasius: Das Ahnlichkeitsgesetz. Mitt. Forschungsarbeiten H.131. 
2 Mitt. Forschungsarbeiten H.267. 
3 Hopf: Messung d. hydraul. Rauhigkeit, S.329ff. Z. A. M. M. 1923. 
4 Fromm: Stromungswiderstand in rauhen Rohren, S.339ff. Z.A.M.M. 1923. 
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FUr die Zwecke dieses Buches geniigt die erste Vorstellung, die zu einer 
Formel 

fiihrt. Eine solche ist von R. v. Mises (1924) 1 aufgestellt und lautet 
nach unseren Bezeichnungen umgeschrieben: 

A = 0,0096 + 5,66 -V~ + 1,7 fI fiir grOBere R; (59) 

in der Nahe des kritischen Wertes aber: 

l~ 
A = (0,0096 + 5,66 VI) (1- 2~0) + 1,7 V + + ~. (60) 

Dabei kann mannach v.Mises fiirs etwadie inZahlentafell enthaltenen 
Werte setzen: 

Zahlentafel 1. Rauhigkeitszahl 8 verschiedener Wandungen. 

Glas •...... 
Glasrohr ..... 

MaterlaJ 

Asphalt, Blech oder GuBrohr 
GuBeisen, neu . . . . . . 
GuBeisen, gebraucht . . . 
Genietete Blechrohrleitung 
Bruchsteinmauerwerk . . . 
Erdwande, Kiesboschungen 

10' 8 in em 

0,2-0,8 
20-50 
30-60 

100-200 
250-500 
200-500 I 200Q--4000 

10000-20000 

10'¥8 in em 

0,45-0,9 
4,5 -7 
5,5 -7,7 

10-14 
16-22 
14-22 
45-63 

100-140 

c) Gerade Rohrleitung mit beliebigem, gleichbleibendem 
Querschnitt2. 

Man vergleicht hier den Querschnitt mit einem kreisformigen, von 
gleichem Verhaltnis des benetzten U mfanges zum Querschnitt und nimmt 
an, daB beide Rohre die gleiche Widerstandsziffer haben. Das Verhaltnis 
FjU wird beim Kreisquerschnitt = dj4. Man nennt es auch den hydrau
lischen Radius des Querschnittes, der mit r' bezeichnet werden solI, 
er ist also beim Kreisquerschnitt = rj2. Mit Einfiihrung des hydrau
lischen Radius schreiben sich die Formeln folgendermaBen um: 

c·r' c·d R 
Reynoldssche Zahl R' = - = -4 = -4 • v .1' 

(61} 

Kritische Reynoldssche Zahl R~r = Rt = 580. (62) 

1 Techn. HydromechaniJF. 1. 
2 Siehe auch Schiller: Uber den Stromungswiderstand von Rohren verschie

dener Querschnitte und Rauhigkeitsgrade, S.2££. Z. A. M. M. 1923. 
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Widerstandsziffer : 

) f" I' St .. " AO 16 16 4 
IX- ur allilnare romung: 11.0 = 4 = R = 4R' = R" (63) 

fJ) fiir turbulente Stramung: 

nach Blasi us fiir glatte Rohre 

,Ao 14(1 14/-1- 4!"T 
10 = 4 = 0,0791 V ]I = 0,0791 V 4R' = 0,056 V R" (64a) 

nach v. Mises fiir rauhe Rohre und R'::;> 580 

, A lis liT 1 = 4 = 0,0024 + 0,708 V 7 + 0,425 r R' . (64b) 

d) Als Mittelwert fiir die erste Annaherung in technischen 
Rechnungen kann man fiir Rohrleitungen setzen: 

1 l c2 1 l c2 1 U c2 

L1 h = 50 . (1" 2 g = 200 • 7 . 2 g = 200 • l· F • 2 g . (65) 

e) Kreisrings p al teo 

Die Frage, ob in erster Annaherung der hydraulische Radius zur 
Kennzeichnung der Querschnittsform geniigt, mage an dem fiir Kreisel
rader wichtigen Beispiel del' Kreiselringspalte beleuchtet werden. Be
zeichnet man die Spaltweite zwischen dem AuBenzylinder mit dem 
Durchmesser D und dem Innenzylinder mit dem Durchmesser d mit 

a = D ; d, so ergibt sich fiir die laminare Stramung durch Integration 

del' G1. 38 unter Beriic.ksichtigung der Grenzbedingungen c = 0 fiir 
D d 

x = - und x = - und mit der Naherung D ~ d das Gesetz 
2 2 

121) l 
L1 h = - . - . c (65a) 

y a2 

(Siehe auch G1. 44!) 

Del' hydraulische Radius des Querschnittes ist 

(D2 _ d2)!!... 
, F 4 D -d a 

r = u = (D + d) • % 4 2' 

Man kann nun schreiben: 

y l c2 l' l c2 
L1 h = 21 -. - . - = 6 . - . - • -

c·a a 2g c·r' r' 2g' 

, l c2 
L1 h = }, (R ) • - • - . 

r' 2g 
(65b) 

mit 

R' = c . r' d' (R') 6 
y un 11. laminar = R" (65c und d) 
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Nach Messungen von Winkel1 all, einem Ringspalt von a = 2,5 mm 
bei D = 30 mm gilt dies Gesetz ta tsachlich bis zu einem R' = 450; 
dartiber hinaus wird die Stromung turbulent und man erhalt: 

, 4([ 
A(R )turbulent = 0,054 1/ R" (65e) 

also fast der gleiche "Vert wie beim Kreisrohr nach Blasius. Messungen 
von Schneckenberg 2 ergaben fUr glatte Ringspalten mit a <: 1,0 mm. 

4'1 
A(R')turbulent = 0,0755 V R' (65f) 

und ein R~r = 350. Es ist plausibel, daB engere Spalten ein hoheres 
A aufweisen. Weitere Untersuchungen waren erwtinscht. 

f) Zahlenwerte ftir den absoluten und kinematischen 
Zahigkeitskoeffizienten (17 und 1'). 

t °0 
y 

y/g 
106 '1) 
106 • y 

Zahlentafel 2. 

Wasser bei atmospharischem Druck 1 Luft bei 700 mm Hg I Dimension 

4 25 
1000 997 
102,0 101,9 
157 90 
1,54 0,885 

50 75 100 1 0 25 50 75 100 
988 975 959 11,29 1,18 1,09 1,01 0,95 kg/m3 

100,5 99,5 97,7 0,1320,1200,1110,1030,097 kg sec2/m4 

57 42 28,9! 1,71 1,86 2,01 2,16 2,33 kg sec/m2 

0,570 0,422 0,295 113,0 15,218,1 21,1 24,5 m2jsec 

g) Verengte gerade Rohre. 
Kurze Strecken mit rascher Zusammenschntirung, also starker Be

schleunigung, sind nahezu verlustlos. Langere Strecken konnte man 
nach der Formel: 

Llh = ~fA' ~. dl 
2g d 

berechnen. Die genaue Auswertlmg des Integrals unter Berticksich
tigung aller Veranderlichkeiten hat aber kaum einen Wert, um so weniger, 
als die einzelnen A nicht fUr jede Gesamtordnung die gleichen sind. Man 
wird sofort tiber die ganze Lange l hintiber mit Mittelwerten A und 
c2 jd rechnen. 

h) Erweiterte gerade Rohre. 
Wenn die Aufgabe besteht, in einer geraden Rohrstrecke die Ge

schwindigkeit vom Werte C1 auf c2 zu verzogern, so entspricht dem eine 
Querschnittserweiterung von Fl auf F 2 • Diese kann man auf lange 
Strecken l vornehmen, der Erweiterungswinkel 0 (volle Kegeloffnung 
beim Kreisrohr, s. Abb.29) wird dann klein. Die Ablosung von der 
Wand wird sehr weit hinausgeschoben, daftir die Oberflachenreibung 
an der Rohrwand vergroBert. Umgekehrt beginnt bei groBerem 0 die 

1 R. Winkel: Die Wasserbewegung in Leitungen mit Ringspalt-Durch
fluBquerschniU. Z. A. M. M. 1923. Heft 4. 

2 Der DurchfluB von Wasser durch enge konzentrische und exzentrische 
Ringspalten mit und ohne Ringnuten. Aachener Dissertation 1929. 
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Ab16sung verh1i.ltnismaBig rasch, was groBere Wirbelverluste hervor
ruft, wahrend die Oberflachenreibung kleiner wird. Es wird also einen 
giinstigsten Erweiterungswinkel ge ben. Dieser ist etwa (j = 8 - lO 0 ; 

fUr ihn betragen die durch das Erweiterungsstiick verursachten Gesamt-
verluste etwa . ci - c~ 

ilh = (0,15 --;- 0,2) ~. (66)· 

Abb. 29. Erweitertes gerades Rohr. 

Um diesen Betrag bleibt also die tat
sachliche Drucksteigerung in der Erweite
rung hinter der theoretischen 

c~ - c~ 

zuriick. 
2g 

Nach Versuchen von Andres l begiinstigt rein kegelige Form, 
sowie die Einleitung einer schraubenformigen oder wirbligen Bewegung 
die Umsetzung von Geschwindigkeit in Druck; das zweite Mittel scheint 
aber nach den Resultaten von Turbinensaugrohren nicht ohne weiteres 
wirksam zu sein. Man muB zunachst zwischen der Umsetzung der 
achsialen und tangentialen Geschwindigkeitunterscheiden (s. auch 34b)., 
DaB besondere Glatte der Wand die Umsetzung befordert, liegt auf der 
Hand. Wichtig sind auch die Ubergange in den anschlieBenden Strecken. 
Eine N achwirkung der Erweiterung in die folgende Rohrstrecke ist 
immer vorhanden. 

i) Schwach gekriimmte Rohre. 
Diese konnen wie gerade Rohrstrecken behandelt werden. Eine 

kleine Nachwirkung auf die folgende und Vorauswirkung auf die voraus
gehende Strecke ist wegen der durch die Kriimmung hervorgerufenen 
Geschwindigkeitssteigerung auf der konkaven Seite der Kriimmung 
immer vorhanden, kann aber vernachHissigt werden. 

k) Stark gekriimmte Rohre (Kriimmer). 
Hier machen sich die eben geschilderten Verhaltnisse stark bemerk-

bar. Auf der konvexen Seite besteht ein Druckanstieg an der Wand 

I am Einlauf in den Kriimmer (Abb.30), auf der kon-L kaven am Auslauf. Beide konnen zu Ab16sung und 

~
' Wirbelbildung fiihren. Bei hintereinander geschalte

ten Kriimmern kann zum SchluB ein einziger Wirbel 
I iibrigbleiben, der das ganze Rohr durchzieht2. Die 

Verluste sind natiirlich geringer, wenn der Kriimmer 
im Mittel beschleunigte Stromung hat, als wenn er 

Ab1;;OKr;t!~~~~gen mit gleichbleibender oder gar, wenn er mit verzoger
ter mittlerer Bewegung durchstromt wird. Die Ver

haltnisse sind so mannigialtig, daB auf eine Wiedergabe der Einzel
erfahrungen hier verzichtet und auf die Literatur 3 verwiesen werden 

1 Mitt. Forschungsarbeiten H. 46. 
2 Vgl. Fiittinger: Hydraulische Probleme, S.109. V. d. I.-Verlag 1926. 
3 Hiitte, 25. Aufl., Bd.l, S. 359££. - Bra b bee: Gesundhtsing.1913, Beiheft. -

Hydraulische Probleme, Vortr. Pliigel. V. d. I.-Verlag 1926. 
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muB. Sehr scharfe Kriimmer konnen nach der im nachsten Absatz ge
schilderten Art und Weise behandelt werden. 

1) Plotzliche Richtungs- und Querschnittsanderungen. 
In dem Kniestiick der Abb.31, WO c1 die Geschwindigkeit in dem 

kleineren, C2 die in dem groBeren Querschnitt (sobald dieser wirklich 
.ausgefiillt wird) ist, entsteht Ablosung an der scharfen Kante. Um 
zu einen Ordnungsprinzip fiir die Erfahrungen zu kommen, kann man 
die annehmbare Vorstellung zugrunde legen, daB c1 plotzlich (knick
artig) auf C2 verandert wird. Tragt man C1 und C2 von einem Pol als 
gerichtete Strecken auf, so ergibt sich eine geometrische Differenz 
Cs = c2 - c1 • Der Geschwindigkeitsenergie c;j2g kann man den ent
stehenden Druckverlust proportional, 
.also ~ c; 

Llh = (,s'-
2g 

(67) 

setzen. C8 kann fiir verschiedene An
ordnungen zwischen Werten < 1 und 
> 1 schwanken. Bei plotzlicher zentraler 
Erweiterung (also ohne Richtungsande
rung) scheint durchweg Cs = 1 zu sein. ~s Abb.31. Pl6tzlicheRich-

1 . h 1 V d di tuugs- uud Querschnitts-P otzhc e zentra e erengung un e c1 iiuderung. 

mit ihr verbundene Beschleunigung fiihrt 
.an sich zu keinem Druckverlust, wenn der Strahl sich weiter einschniirt 
und nicht wieder einen groBeren Querschnitt erfiillen soli; tut er dies, 
so ist der Fall wie p16tzliche Erweiterung zu behandeln, wobei aber die 
Strahleinschniirung zu beachten ist. 

m) Der EinfluB von Anlaufstrecken. 
Die oben fiir turbulente Rohrstromungen angegebenen Wider

standsbeiwerte sind nur gtiltig, wenn sich nach Durchlaufen einer be
stimmten Strecke von den gleichen Querschnittsabmessungen eine 
Geschwindigkeitsverteilung im Rohr ausgebildet hat, die sich inner
halb der MeBstrecke nicht mehr wesentlich andert. Das zum .Dber
winden der Rohrreibung notwendige Druckgefalle hangt eben mit der 
Geschwindigkeitsverteilung eng zusammen 1. Streng genommen andert 
sich dies tiber das ganze Rohr hintiber dauernd. Man kann aber 
immer eine "Anlaufstrecke" im obigen Sinne angeben, innerhalb deren 
das Druckgefalle erheblich (ungefahr bis zum Doppelten) groBer sein 
kann als die angegebenen Werte zeigen. 

Allgemein muB man feststellen, daB in jedem Stromungsraum 
(Rohr, Krtimmer, Erweiterung, Verengung, Knick usw.) der Energie
verlust von der Gschwindigkeitsverteilung abhangig ist, mit der die 
Fliissigkeit herankommt. Systematisch geordnete Erfahrungen iiber 
das gesamte Gebiet liegen noch nicht vor2. 

1 Siehe hieruber die Prandtl-Karmansche Theorie in dem Karmanschen 
Aufsatz: Uber laminare und turbulente Reibung. Z. A. M. M. 1921. S.233-298. 

2 Siehe z. B. S chi 11 e r: Untersuchungen tiber laminare und turbulente 
Striimungen. Forschungsarbeiten d. V. d. J., H. 248 (1922). 
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II. Widerstand eiugetauchter Korper. 

n) Oberflachenreibung 1. 

Man kann fiir die Scherkraft pro Flacheneinheit, die ein an einer 
Wand vorbeistreichender Fliissigkeitsstrom ausiibt, den Ansatz 

(68) 

machen. Erfahrung und Uberlegung zeigen aber, daB fiir die Reibungs
kraft am Flachenelement im allgemeinen das ganze Stromungsbild 
und die besondere Stellung des Elementes in der Gesamtordnung maB
gebend sind. Immerhin kann man "mittlere Reibungskoeffizienten" 
einfiihren, die aber fiir jede besondere geometrische Anordnung ver
schieden ausfallen und dadurch das eben Gesagte nur bestatigen. Die 
Koeffizienten fallen auBerdem verschieden aus, je nachdem die Grenz
schicht laminar oder zum kleineren oder groBeren Teile turbulent 
stromt. 

Die ebene, parallel zu ihrer Ebene angestromte Platte. 

Als Reynoldssche Zahl fiihren wir c ~ I ein, worin C die Geschwindig

keit der vorbeistreichenden, freien Stromung, l die Lange in der Strom
richtung ist. 0 sei die benetzte Oberflache, W die durch Reibung aus
geiibte Kraft. Es ist bei turbulenter Grenzschicht, die in allen tech
nisch wichtigen Fallen vorherrschen diirfte: 

_ y c2 ([ 

Tt f = cf' 0 . g . 2 mit cf = 0,072 V R ' (69) 

jedoch nur fiir "glatte" Oberflachen. 

Umlaufende Scheib en in ruhender Fliissigkeit (beiderseitig 
benetzt). 

Wenn d del' Durchmesser der Scheibe in Metern, n ihre Drehzahl, 

u = ~ .. ~.n ihre Umfangsgeschwindigkeit am auBeren Rand, M das 

zur Drehung notige Moment im mkg ist und als Reynoldssche Zahl 

die Kombination 7t;, d eingefiihrt wird, so ist bei turbulenter Grenz
schicht 

)' u2 1 
M = 0,021 . d3 • -- • -2 . 1 

g RD 
(70) 

und del' kritische Wert von R, oberhalb dessen die Formel gilt, ist: 

R kr =5·10 5• 

Naherungsweise kann man diese Formel auch fUr die Reibung einer 
in einem Gehause rotierenden und verhaltnismaBig eng (nach Abb. 32) 

1 Vgl. v. Karman: Uber die Oberflachenreibung von Fliissigkeiten. Vortrag 
a. d. Gebiet d. Hydro- u. Aerodynamik, Innsbruck 1922, S. 146. Berlin: Julius 
Springer 1924. 
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eingebauten Scheibe und sogar fiir die Seitemeibung von Kreiselradern 
mit groBerem Radienverhaltnis (nach Abb. 33) gebrauchen. In den 
praktisch vorkommenden Fallen von Kreiselradern, wo die Rad
seitemeibung iiberhaupt eine Rolle spielt, erreichen die Reynolds
schen Zahlen die GroBenordnung 

von u . d = 1000. lOs. 
'P 

FUr diesen Wert liefert Glei
chung (70) 

M = 0,74. 104 • d5 • n2 , 

ein Wert, der mit Erfahrungen 
an ausgefiihrten Wasserscheiben- 1 
b d Kr · lr"d t Abb.32. Rotierende Abb.33. Seitenreibungeines remsen un else a ern gu Scheibe im GeMuse. Kreiselrades. 
iibereinstimmt. Der Leistungs-
verbrauch einer solchen Scheibe bzw. eines solchen Rades durch die 

"Radseitemeibung" ist: N = 1,1.10-7. n3d5 in PS 1. (7l) 

0) Formwiderstand. 
Strenggenommen ist, wie schon bemerkt, Reibungs- und Form

widerstand deswegen nicht zu trennen, weil die Schubspannungen auch 
von der Gesamtordnung, "also der Form", abhangen. lmmerhin kann 
man experimentell den Gesamtwiderstand und dann noch besonders 
die Komponente der Ersatzkraft der Normalspannungen an der Korper
oberflache in der Stromrichtung durch Druckmessungen bestimmen. 
Diese bezeichnet man als den Formwiderstand. Er iiberwiegt weitaus 
in allen Fallen, wo ein betrachtlicher Wirbelraum hinter dem Korper 
entsteht; er kann aber bei dafiir geeigneten Formen sehr gering gehalten 
werden (Luftschiffmodell). Liegen die AblOsungsstellen immergleich, 
so daB auch der Wirbelraum immer im gleichen Verhaltnis zum Korper
raum steht, so resultiert fast genau ein rein quadratisches Widerstands
gesetz dadurch, daB pro Sekunde ein bestimmter lmpuls erzeugt wird, 
der in die Wirbelbewegung eingeht. Konnen aber die Ablosungsstellen 
mit steigender oder fallender Reynoldsscher Zahl wechseln, so wird 
der Widerstandskoeffizient von der Reynoldsschen Zahl merklich 
abhangig. 

1m Folgenden sind, um den groBen EinfluB der Form und die eben 
geschilderten Verhaltnisse anschaullch zu machen, einige Wider
standszahlen fiir den Gesamtwiderstand angegeben fur den 
Ansatz 

W 
cW=-F' q. 

r c2 
Dabei bedeutet q den Staudruck -. 2 ; 
charakteristische Flache. g 

(72) 

F eine fiir die Anordnung 

1 Siehe auch Ch. Hanocq: Etude sur Ie Frottement des disques en rotation 
dans un fluide visqueux. Rev. Univ. d. Mines, 1. April 1928. Liege. 
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Das beste Luftschiffmodell hat eine Hauptspantflache F von 
D,0278 m 2 und eine gesamte benetzte Oberfliiche 0 von 0,479 m2• Es ist: 

Cwr (Reibungswirkung auf 0 bezogen) = 0,0013, 1 
Cwr ( " F ) = 0,0224, I r (73) 
Cwd (Normaldruckwiderstand" F ) = 0,0342, I 

Cw (Gesamtwiderstand "F ) = 0,0566. J 

Diese Ziffern gelten bei C = 10 m/sec und 15 0 C, mit wachsendem C 

nehmen sie ab wegen des starken Einflusses des Reibungswiderstandes. 
Eine dlinne Kreisplatte von dem Flacheninhait F, senkrecht 

von der Stromung getroffen, ergibt: 

Cw = 1,1, (74) 

also rund den zwanzigfachen Wert wie beim Luftschiff mit gleichem 
Hauptspantquerschnitt. Die Ziffer ist so gut wie unabhanglg von der 
Reynoldsschen Zahl, da der Widerstand liberwiegend durch die 
Wirbelung hinter der Platte bedingt ist und die AblOsung dauernd am 
Rande der Platte erfolgt. 

Eine Kugel vom groBten Kreisquerschnitt F zeigt fUr den Ge
samtwiderstand 

C = 022 fUr R = ~d = 25.10 5 I 'W, v" 
(75) 

= 0,47 " R = 2,0.10 4 -;- 1,5· 10 5 , 

also verschiedene Bereiche, die offenbar durch verschiedene Lage der 
AblOsungsstellen bedillgt sind l . 

17. SchluBfolgerungen fur die 'Iheorie der Kreiselrader. 
Zunachst ist festzusteIlen, daB die Stromullgell in Kreiselradern in 

der liberwiegelldell Mehrzahl der FaIle turbulent sind. Wenn wir also 
in den folgenden Kapiteln von Stromlinien, Strombildern, Geschwindig
keiten sprechen, so ist es wichtig, daran zu denken, daB wir damit die 
Daten der Grundbewegung meinen, mit andern Worten zeitliche und 
raumliche Mittelwerte, liber die sich die Pulsationen lagern. Diese 
Grundbewegungen ermitteln wir als Stromungen der idealen Fliissig
keiten und ziehen dann, wenn es notig ist, die Erfahrungen liber tur
bulente Geschwindigkeitsverteilung cinerseits, diejenigen liber Energie
verluste andererseits heran, um die Aussagen der Idealtheorie zu korri
gieren. 

In der Grundzugstheorie der Kreiselrader in diesem ersten Bande 
(s. unter 28.) wird jedoch die Aufgabe der Ermittlung der Geschwindig
keiten so vereinfacht werden, daB die Notwendigkeit der Verwertung 
von Erfahrungen liber Geschwindigkeitsverteilungen entfallt. Da
gegen wird die Erfahrung sofort ausgiebig herangezogen werden, um 
summarische Aussagen liber die Energieverluste zu machen. 

1 Siehe hierzu auch das hiichst interessante Diagramm in Hutte, 25. Aufl., 
Bd. 1, S. 374. 
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Dabei ist allerdings Vorsicht bei der Verwendung von Zahlen
werten fiir Rohre und ahnliche Stromungsraume geboten, da diese 
sich meistens auf Falle beziehen, in denen das turbulente Geschwin
digkeitsprofil so gut wie fertig ausgebildet ist. So lange aber aus
fiihrliche besondere Messungen in Stromungsraumen, ahnlich denen in 
Kreiselradern, wo die durchlaufenen Strecken verhaltnismaBig sehr 
kurz sind und ihre Form - ihren hydraulischen Radius - fortwahrend 
andern, nicht vorliegen, bleibt nichts anderes iibrig, als die Verluste 
nach den in den vorigen Abschnitten gegebenen Zahlenwerten vor
sichtig abzuschii.tzen und das gewonnene Resultat summarisch - durch 
Feststellung des Wirkungsgrades - mit der Erfahrung zu vergleichen1 . 

V. Kraftwirkungen und Energieaustausch 
zwischen stromender Fliissigkeit und ruhenden oder 

bewegten starren Korpern. 

18. Ablenkung eines freien Fliissigkeitsstrahles an einer feststehenden 
starren FiihrungsYlache. Del' Begriff des Impulsstromes. 

Wir betrachten zunachst die feststehende starre Fiihrungsflache 
der Abb. 34, die eine Zylinderflache iiber del' horizontal genommenen 
Bildebene sein soll und denken uns an 
derselben die kleine starre Kugel K in 
del' Bildebene entlang rollend, die an 'fI 
del' Anfangsstelle A mit einer bestimm
ten Geschwindigkeit c gerade tangen
tial zur Leitlinie A-B der Zylinder
flache und senkrecht zu ihren Er
zeugenden ankommt. Yom Gewicht 
der Kugel konnen \vir also absehen. 
Die FiihrungsfHiche iibt dann - wenn 
wir die geringe Reibung vernachlassi- Abb.34. Ablenkung einer Kugel an eiuer 
gen - in jedem Augenblick eine nor- FiihrungsfIache. 

male Zwangskraft auf die Kugel K aus, 
die sich aus der konstant bleibenden Geschwindigkeit c und dem Kriim
mungsradius (! del' Bahn an der Stelle, wo sich die Kugel gerade befindet, 
berechnen laBt. Umgekehrt erfahrt die Fiihrungsflache eine Reaktion, 
die sich von Augenblick zu Augenblick nach GroBe, Richtung und Lage 
andert. Die GroBen dieser Reaktion sind in Abb. 34 eingetragen und 
ergeben ein Diagramm G, aus dem man die augenblicklich auf die 
Fiihrungsflache ausgeiibte Kraft entnehmen kann, wenn man irgend
einen augenblicklichen Ort der Kugel herausgreift. Wenn nun dauernd 
gleichgroBe Kugeln in gleichen, endlichen Abstanden die Fiihrungsflache 
mit gleicher Geschwindigkeit c passieren, so werden in jedem Augenblick 

1 Derartige systematische Messungen, die den Vergleich mit Messungen an 
Rohren bringen, sind z. Zt. im Laboratorium ftir Stromungsmaschinen der 
Technischen Hochschule Karlsruhe im Gange. 

Spannhake, Kreiselrader. Bd. 1. 5 
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gleichzeitig . mehrere aus dem Krii.ftediagramm zu entneh~ende Reak
tionskrafte auf die Fiihrungsflache ausgeiibt, die sich zu einer Resul
tierenden zusammensetzen lassen. Diese Resultierende wechselt nach 
GroBe, Lage und Richtung je nach der augenblicklichen Konfiguration 
der aufeinanderfolgenden Kugeln. (FUr die in Abb.34 gezeichnete 
augenblickliche Lage der Kugeln ist sie dort eingezeichnet als geo-
metrische Summe 1[1 + 1[2 + 1[3 + 1[4') Der Wechsel der Resultie
renden hat periodischen Charakter, da ein und dieselbe Konfiguration 
der Kugel an der Fiihrungsflache in einem gewissen Rhythmus immer 
wiederkehrt. Dieser Rhythmus wird immer schneller und gleichzeitig 
die Schwankung in GroBe, Lage und Richtung der Resultierenden 
immer kleiner, in je dichterem Abstand die Kugeln aufeinanderfolgen. 
Folgen sieunendlich dicht aufeinander, wobei man die Kugeln, um die 
Kontinuitat vollstandig zu machen, zu Scheiben deformieren muB, 
die vollstandig an der Fiihrungsflache anliegen, sich wahrend der Be
wegung zwanglos weiterdeformieren konnen und in der Bewegungs
.richtung unendlich diinn sind, so erfahrt die Fiihrungsflache dauernd 
und gleichzeitig alle im Diagramm dargestellten (jetzt unendlich kleinen) 

CX1 Krafte, also auch dauernd ein und 
~~ dieselbe Resultierende von endlicher 

~y ?",:? GroBe und bestimmter Lage und 
I Richtung. Diese Vorstellung kann I mansofort benutzen, um die zwischen 
I' einem sehr flachen Wasserstrahl und . 
1 einer Ablenkungsflache bei statio-
I narer Stromung wirkenden Krafte 

I (RdeaLktionen)bnachh GroB( e'ARbibch3t5un)g 
I un age zu erec nen s. . a. 
I rp Die Dicke des Strahles sei so gering, 
L ____ ~ ___ ~ ~ daB wir als Bahn aller Wasserteil-

Co chen die Leitkurve der zylindri-
Abb. 35a. AblenkungeinesFliissig- "fI2 C1=C2 schen Ablenkungsflache betrachten 
keitsstrahles an einer Fiihrungs- tp2 konnen. . Von der Dickenanderung 

Wiehe. cX2 und den damit verbundenen Breiten-
anderungen sehen wir ab, setzen also die Dicke konstant = <5 und die 
Breite konstant = 1. An der durch den Winkel cp der Normalen der 
Ablenkungsflache mit der positiven x-Achse gekennzeichneten Stelle 
iibt nun das gerade dort passierende Teilchen vom Volumen dB' <5 

und der Masse .z.. dB' <5 den Zentrifugaldruck 
g 

dR = .z. . dB • <5 • !!.. 
g e 

aus. Dieser hat die Komponenten 

r c2 
dRx = - . dB • <5 • - • coscp in der x-Richtung, 

g e 
r c2 • dRy = - . dB • <5 • - • smcp in der y-Richtung. 
g e 
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Nun ist a ber ds = - Q dip; demnach folgt 

dR", = - (~ <5 • c) . c· cOSip dip; dRy = - (~ <5. c) . c· sinip dip. 

Der eingeklammerte Ausdruck ist aber die sekundlich an der Stelle 
vorbeipassierende und wegen der Kontinuitat an jeder Stelle gleiche 

Fliissigkeitsmasse Q . L , wo Q die pro Sekunde durchstromende Fliissig-
g 

keitsmenge (z. B. m3/sec) ist. Also folgt: 

Qy Qy 
dR", = - - . c . cos ip dip; dRy = - - . c . sinip dip . (76) 

g g 

Integriert man zwischen Anfangs- und Endstelle (Index 1 bzw.2) 
und beriicksichtigt, daB c· sin cP = Cx ; c· cos cP = - cy , so ergibt sich: 

R Qy (. .) Qy ( ) I ~dx rp x = .- c • sm CP2 - c • SIn CPI = - cx, - cx, , , 

g g (77) % dy 

Ry = + qr (c· COSCP2 - c· COSCPl) = Qy (cy, - cy,) . rp 
g g Abb.35b. 

Hieraus kann GroBe und Richtung der resultierenden Reaktion sofort 
ermittelt werden; um ihre Lage zu bestimmen, muB eine Momenten
gleichung angeschrieben werden. Die Elementarkraft hat um den 
Koordinatenanfangspunkt das Moment: 

Qy 
dM = dRx ' y - dRy' x = - g' c(y coscp dcp - x sincp dcp). (78) 

Der Ausdruck in der Klammer ist a ber = d (x . cos cP + Y sin q}), wie 
man durch Ausfiihrung der Differentiation und Beriicksichtigung der 
aus Abb. 35b ablesbaren Beziehung dx· cosip = -dy sincp leicht nach
weist. Integration liefert: 

M Qy( ')9 = - - c· cos cP • x + c . sm cP • Y l' . 
g 

Dies wird aber, wenn man wieder 
Cx = c . sin cP, cy = - c . cos cP einfiihrt: 

M Qy )" = - - (-cy ' x + Cx ' Y i g 

oder, wie man aus Abb. 35 c erkennt: 

M = Qy [(crlJ - (c· rhJ. (79) 
g 

t 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Abb. 35 c. 

r ist der senkrechte Abstand der Geschwindigkeit c vom Nullpunkt, 
c . r das "Geschwindigkeitsmoment". In der letzten Formel ist absicht
lich von der Tatsache c2 = c1 = c kein Gebrauch gemacht. 

Die Gleichungen (77) und (79) enthalten GraBen von der Dimension: 
Masse· Geschwindigkeit 

Zeit Die GroBe im Zahler ist bekannt als "Be-

wegungsgroBe" odeI' "Impuls". Der ganze Bruch kann demnach als 
"Impulsstrom" definiert werden. Diesel' ist, wie der Impuls selbst, 
ein Vektor, hat also GroBe und Richtung; ist also auch nach Kompo-

5* 



68 Das Wichtigste aus der Hydromechanik. 

nenten zu zerlegen; ebenso kann man auch das Moment des Impuls
stromes bilden. In den Bereich der AblenkungsfHiche tritt ein Impuls-

strom, nach GroBe und Richtung durch Qr . c1 = J1 gegeben, ein, aus 
(J 

ihrem Bereich heraus tritt ein anderer Qr • c2 = J2 ; die Anderung von 
(J 

~ in .J; liefert nach GroBe, Richtung und Lage die von der Ablenkungs-
Hache auf den Flu.ssigkeitsstrom ausgeubte resultierende Kraft ji und 
nach Wechsel des Vorzeichens die Reaktion Ii auf die Ablenkungsflache. 
Das Resultat der obigen Ableitungen kann man also in den beiden 
Vektorgleichungen zusammenfassen: 

ji = -R = JrJ = J2 - J1 , } (80) 

[PrJ = - [Rr] = JUJr] = [J2 T2J - [J1 T1J . 

P~von o'er 17b1ellkongs
fliiche auf den Fliis
sigkeilsstrom oosge

liNe /(rafj 
if~-p~ !Teaktion aofdie 

Ab!enkungsfldche 

Abb. 36. 

Die Abb. 36 macht diese Be
ziehungen anschaulich. Die 
Untersuchung des vorliegen
den Falles ist deshalb beson
ders einfach, weil wir uber 
das Stromungsbild sofort bis 
auf einige zulassige Vernach
lassiglmgen im klaren sind und 
durch Summation der Elemen
tanvirkungen zwischen Flache 
und Strahl sofort die Resul
tierende errechnen konnen. 

19. Beeinflussung eines unendlich ausgedehnten homogenen 
J~uftstl'omes durch einen Tl'agniigel. 

a) -oberblick uber das Stromungsfeld (s. Abb.37). 
Ein allseitig unendlich ausgedehnter, in stationarer Bewegung be

findlicher Luftstrom sei gegen einen festgehaltenen Ablenkungskorper 
von dem gezeichneten "Profil" gerichtet; der Korper sci quer zur 
Stromungsrichtung ebenfalls von unendlicher Ausdehnung und habe in 
jeder Ebene senkrecht zu dieser Querachse das gleiche Profil. Die 
Querachse liege senkrecht zu der in weiter Entfernung gleichformigen 
Anstromrichtung der Geschwindigkeit c=. Der Ablenkungskorper heiBe 
in Anlehnung an die Fluglehre eine "Tragflache" oder ein "Tragflugel". 
Die Neigung einer im Profil festgelegten Richtung, etwa der Kopf- und 
Schwanzende verbindenden "Sehne" gegen die Anstromrichtung wird 
durch den "Anstellwinkel" (J gemessen. Die Stromung verlauft in jeder 
Ebene senkrecht zu der Querachse des Profils in glcicher Weise; wir 
nennen sie daher eine e bene Stromung und beschranken unsere Betrach
tung auf eine Stromungsschicht von der Dicke 1, gemessen in Richtung 
der Querachse des Profils. Der Tragflugel beeinfluBt nun die Stromung 
in der Weise, daB die am nachsten an ihm vorbeistromenden Fhissigkeits
schichten am starksten, die weiter von ihm entfernten weniger ab-
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gelenkt werden. Die unmittelbar an seiner Unter- bzw. Oberseite 
(U bzw. 0) entlangstromenden Schichten vereinigen sich zu einer am 
Schwanzende S tangential zu diesem abstromenden Schicht. Sehr weit 
oben oder unten stromende Schichten werden sehr wenig beeinfluBt; 
hinter dem Korper verliert sich die Ablenkung alier Schichten in be
stimmter Weise. 

Wollte man das Geschwindigkeitsfeld ermitteln, so hatte man als 
gegebene Bedingungen die folgenden: 

1. Die Korper-"Kontur" oder das "Profil' muB fUr die aus dem Un
endlichen kommende und sich ins Unendliche entfernende Stromung 
Teile von Stromlinien des Feldes bilden. 

2. Am Schwanzende solI die Luft tangential abstromen. 1st das 
Schwanzende keilformig mit endlichem Keilwinkel, so ist eine mittlere 

Ie,!! 

i 
e 

i-I i+~ I 

Abb. 37. Unendlich breiter Tragfliigel im Luftstrom. 

Richtung maBgebend. Die mathematische Stromungslehre zeigt, daB 
diese beiden Bedingungen geniigen, um das Geschwindigkeitsfeld zu 
bestimmen. Physikalisch ist die erste Bedingung ohne weiteres verstand
lich, weil der Korper fUr die Luft undurchdringlich ist. Die zweite wird 
am besten zunachst als eine in vielen Fallen beobachtete Erfahrungs
tats ache bingestelit. 1m vorliegenden Fall trifft sie immer zu, wenn der 
Ansteliwinkel eine bestimmte GroBe () c-.:l 15°) nicht iiberschreitet, die 
Ablenkung der Stromung also ebenfalis nur gering ist. 

Der Ablenkung muB eine vom Profil auf die Stromung ausgeiibte 
Kraft entsprecben, die der Ersatzkraft aller von den Fliissigkeits
driicken an der Korperoberflacbe ausgeiibten Elementarwirkungen ent
gegengesetzt gleich sein muB. Die Kraft auf die Stromung muB von oben 
nach unten gerichtet sein oder zum mindesten eine Komponente in 
dieser Richtung haben. Ihre Reaktion ist die von der Stromung aufdas 
Profil ausgeiibte Kraft, die man" Quer- oder Auftrieb" nennt. Hieraus 
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folgt, daB die Drucke auf der Unterseite hoher sein mussen als auf der 
Oberseite. In der ganzen Stromling gilt, wenn wir zunachst einmal 
Reibungslosigkeit voraussetzen und die Wirkung der Schwerkraft ver-

nachIassigen oder gesondert betrachten, die Beziehung L + 2es = konst. r g 
Setzen wir den Druck in der ungestorten Stromung (den Atmospharen-

. 2 2 

druck in weiter Entfernung vomProfil) = 0, so folgt einfach.k = eoo2- e . 
.. r g 

Die "Uberdrucke" auf der Unterseite bzw. die "Unterdriicke" oder 
"Saugdrucke" auf der Oberseite bedingen demnach "Untergeschwindig
keiten" auf der Unterseite bzw. "Ubergeschwindigkeiten" auf der 
Oberseite. Auf der Unterseite staut sich also die Stromung an; dieser 
Anstau macht sich schon in einiger Entfernung vor und noch in einiger 
Entfernung hinter dem Korper bemerkbar und bewirkt ein Aufbiegen 
der Stromlinien im Sinne der in die Abbildung eingezeichneten Pfeile 
A und A'. Am starksten tritt dies bei der Stromlinie auf, die sich zum 
Umstromen des Profils am Kopfende, dort senkrecht auf die Kontur 
auftreffend, spaltet, das Profil umflieBt und am Schwanzende sich wieder, 
dort tangential abstromend, zusammenschlieBt. An der Aufsetzstelle 
dieser "Spaltungslinie" herrscht die Geschwindigkeit c = 0 und daher 

2 

der hochste Druck Pmax = q = ~ . e; , den man den "Staudruck" der 

Stromung nennt; entsprechend heiBt der Spaltungspunkt auch "Stau
punkt" (vgl. 10.). Wie schon bei Besprechung der Grenzschichten
theorie bemerkt, kann man in der zahen Flussigkeit die Druckverteilung 
an der Wand in erster Anniiherung - am Kopfende sogar so gut wie 
streng - gleich derjenigen der idealen Flussigkeit setzen, jedenfalls 
werden die geschilderten Verhaltnisse durch die Zahigkeit - wenigstens 
bei schlanken Profilen - nicht prinzipiell geandert. 

b) Berechnung der zwischen Profil und Stromung 
wirksamen Krafte. 

Aus den Elementarwirkungen der Fliissigkeitsdrucke auf der Kontur 
kann man die Ersatzkraft nach GroBe, Lage und Richtung bestimmen. 
Ihre beiden Komponenten nach der x-Richtung, die zunachst beliebig 
orientiert sei, und senkrecht dazu sind (s. Abb. 37) 

K K 

Rz = - f pcos1pds; Ry = - f psin1pds, (81) 

wo das Integral uber aIle Linienelemente ds der Kontur K zu erstrecken 
ist. Zur Auswertung benotigt man also die Kenntnis von p an der 
Kontur, die nur durch exakte Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes 
zu erlangen ist. 

Es gibt aber eine andere Betrachtung, die unter Umstanden schneller 
zum Ziel fiihrt. Die betreffende Methode besteht in folgendem: 

Man grenzt in dem Stromungsfeld einen beliebigen (von Fall zu 
Fall passend gewahlten) Raum durch sog. "Kontrollflachen" abo Dann 
schreibt man die dynamische Grundgleichung in Form einer Kompo-
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nentengleichung fiir diejenige Richtung, die gerade interessiert, und 
zwar zunachst fiir ein kleines bewegtes Teilchen an. Diese Gleichung 
denkt man sich weiter fiir aIle den abgegrenzten Raum· erfiillenden 
Teilchen angeschrieben und dann aIle Gleichungen summiert. Hierbei 
bezieht man, wenn starre Korper im abgegrenzten Raum mitenthalten 
sind, entweder aIle starren Teilchen mit in die Summation hinein, 
oder dehnt sie nur auf flussige Teilchen aus, wenn man die Korper
oberflache mit als Grenze des "Kontrollraumes" ansieht. Das erste 
Verfahren ist besonders dann am Platze, wenn es sich um starre Korper 
handelt, die sich in der Fliissigkeit bewegen. Dasselbe Verfahren 
wendet man auf Gleichungen an, die den Satz vom statischen Moment 
der BewegungsgroBe (Flachensatz der Mechanik in speziellen Fallen I) 
fiir jedes einzelne Teilchen aussprechen. Auf diese Weise erhalt man den 
Impulssatz und den Satz vom Impulsmoment (Satz vom 
"Drall" I) fur Fl ussigkei tsstrom ungen. 

Das beschriebene Verfahren sei fiir das vorliegende Beispiel durch
gefiihrt. Dazu greifen wir, wie schon erwahnt, eine Schicht der Stro
mung von der Dicke 1 senkrecht zur Bildebene heraus. In dieser grenzen 
wir um den Korper herum einen kreiszylindrischen Raum abo Der 
Mittelpunkt des Begrenzungskreises liege irgendwo im Innern des 
Profils, der Radius des Kreises sei r.AuBer von dem Kreise ist der von 
Fliissigkeit erfiillte Raum noch von der Korperoberflache begrenzt. 
In der Richtung y, die jetzt, abweichend von Abb. 37 senkrecht zu 
der Anstromgeschwindigkeit Coo gerechnet sei, gilt nun fiir ein bewegtes 
flussiges Teilchen von der Masse LI m : 

LI m • ~c: = LI P y . 

Denkt man sich diese Gleichung fiir aIle den Raum gerade erfuIlenden 
Teilchen angeschrieben und dann summiert, so erhalt man: 

(82) 

Bei der Summierung fallen aIle Krafte im Innern, die auf gegenseitiger 
Wechselwirkung beruhen, heraus, also aIle Wirkungen des Flussigkeits
druckes und der Fliissigkeitsreibung: ubrigbleiben nur die etwaigen 
Volumenkrafte (Gewicht usw.). Von den letzteren wollen wir absehen 
bzw. ihre Wirkungen gesondert betrachten. Dagegen verbleiben als 
Rest aIle Krafte, die von den Fliissigkeitsdrucken und der Flussigkeits
reibung an den Grenzflachen des Raumes herriihren. Diese Reibung 
wollen wir zunachst vernachlassigen. Tatsachlich vernachlassigt wird 
also nur die Reibung an den Grenzen des Kontrollraumes, da die Rei
bung im Innern von selbst aus der Rechnung ausscheidet; wesentlich 
ist diese Vernachlassigung aber nur an den Wanden des Profils, wo die 
wirkliche Flussigkeit haftet und von wo nennenswerte Reibungswir
kungen ausgehen. Unwesentlich ist es in vielEm Fallen an den in der 
freien Stromung gezogenen Grenzen. Die Drucke stehen senkrecht auf 
den Begrenzungsflachen. Daher liefern samtliche Drucke auf der Kreis-
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begrenzung eine Ersatzkraft, die in der y-Richtung die Komponente: 
2,,; 

-Jp.rsing;.dg; besitzt. Ferner habe die Ersatzkraft P, die aIle 
o 

Druckwirkungen an der als Grenze des Kontrollraumes mitgerechneten 
Oberflache des Korpers ersetzt, die Komponente Py positiv nach oben 
gerechnet. Py ist der von uns gesuchten Kraft, namlich der y-Kom
ponente der von der Stromung am Korper ausgeiibten Reaktion, ent
gegengesetzt gleich. Die rechte Seite von Gleichung (82) wird also im 
ganzen: 

2,,; 

Py - f prsing; dg;. 
o 

Um die Summe auf der linken Seite von Gleichung (82) auszurechnen, 
teilen wir den Raum in StromfUi,chen, die hier auch die Bahnen der 
Teilchen darstellen, auf. In diesen nehmen wir die Teilchen so klein, 
daB wir fUr jedes mit einer mittleren Geschwindigkeit cy rechnen 
konnen. Ein Teilchen im Innern eines solchen Stromfadens habe die 
Ordnungsnummer i, die stromab vorangehenden i + 1, i + 2 ... , die 
stromauf nachfolgenden i-I, i - 2, ... Wahrend des Zeitelementes 
dt riickt jedes Teilchen an die Stelle des vorangehenden. Das Teilchen 
i erleidet also die Geschwindigkeitsanderung CYi + 1 - CYi • Diese Art des 
Nachriickens ist aber nur moglich, wenn aIle Teilchen gleiches Volumen 
haben, so daB die Kontinuitat gewahrt wird. Ihr Volumen muB ferner 
hinreichend klein sein, damit wir fUr jedes mit einer bestimmten Ge
schwindigkeit cy rechnen konnen. Die beiden Forderungen ergeben, 
daB ihr Volumen = dq' dt sein muB, wo dq die sekundlich durch den 
Faden stromende Menge ist. Der Beitrag der Teile i-I, i, i + 1 zur 
linken Seite von Gleichung (82) betragt also: 

L.dq.dt.CYi+2-CYi+l+CYi+l-CYi+CYi-CYi-l=L.d ·(c. -c. ). 
(J dt (J q y,+2 Y,-l 

Dehnt man die Summierung iiber den ganzen Stromfaden aus, so fallen 
aIle Anderungen im Innern heraus, und es bleibt nur die Differenz 

(83) 

als Beitrag des Stromfadens. Mit dem Index a soll die Austrittsstelle 
eines Stromfadens aus dem Kontrollraum, mit dem Index e seine Ein
trittsstelle gemeint sein. Durch Integration iiber aIle Stromfiiden ergibt 
sich der endgilltige Wert der linken Seite. Aus Gleichung (82) wird also: 

2n 

; j (cYa - cy,). dq = Py - /pr sing; dg; 
o 

oder nach Py aufgelOst: 
2,., 

Py = ; j (CYa - CYe) dq + jpr sing; dg; . 
o 

(84) 
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Das erste Integral stellt wieder einen Impulsstrom dar, und zwar den 
Uberschu.B des aus dem Kreise austretenden Impulsstromes gegeniiber 
dem eintretenden. 

Nun ware mit dieser Gleichung nichts gewonnen, wenn man die 
rechts stehenden Integrationen nicht einfacher ausfiihren konnte als 
diejenigen iiber alle Elementarkrafte am Korper [Gleichung (SI)]. 
Diese Frage kann nur von Fall zu Fall entschieden werden. Fiir das 
vorliegenden Beispiel zeigt die moderne mathematische Stromungslehre 
folgenden Weg: Zur Berechnung des ersten Integrals fiihren wir· Polar
koordinaten ein und zerlegen die Geschwindigkeit C am Kreisumfang 
in eine Radialkomponente Cr , positiv nach au.Ben gerechnet, und eine 

Abb.38. 

Umfangskomponente cu , positiv gerechnet, wenn sie auf der Oberseite 
des Korpers im Sinne von Coo geht. Dann ist zunachst dq = rdcp • c" 
und man erhalt: 

2", 

; f (cYa - cYe) d q = r f Cy • Cr • d cp . 
o 

(S5) 

(Rechts ist der Wechsel zwischen Ein- und Ausstromen beriicksichtigt.) 
Nun steht es uns frei, den Begrenzungskreis beliebig gro.B zu wahlen; 
Gleichung (S4) bleibt immer richtig. 

Nun weist aber die mathematische Stromungslehre nach, daB man 
sich in groBer Entfernung die Stromung zusammengesetzt denken 
kann aus der ungestorten ("Translations-" oder "Transport-") Stromung 
cZoo = Coo in der x-Richtung und einer kreisenden Stromung um einen 
im Profil gelegenen Mittelpunkt nach dem Gesetz Cu' r = konstant. 
Es laBt sich ferner nachweisen, daB der Ausdruck 2r n . Cu = r eine 
Konstante ist, die sich als immer die gleiche herausstellt, wenn man 
irgendeine das Profil umschlingende Kurve C zieht und fiir sie das Inte-

G 

gral f C • cos IX • ds bildet, wo C die gesamte Feldgeschwindigkeit, ds 
ein Linienelement der Kurve C und IX der Winkel zwischen beiden ist 
(vgL Abb. 3S). Die Kurve C kann jetzt entweder in unmittelbarer Nahe 
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oder in irgendeiner Entfernung vom Profil liegen, wenn sie es nur um-
a 

schlingt. Man nennt den Wert f C cos 1% ds = r allgemein das "Linien
integral der Geschwindigkeit" und in dem vorliegenden Falle einer 
geschlossenen Kurve den Wert r die "Zirkulation" um den Korper. 
Man kann ihren Wert aus der Bedingung tangentialen Abstromens am 
Schwanzende berechnen. Mit diesen .Feststellungen ergibt sich nun zur 
Auswertung des Integrals rechts in Gleichung (85) (vgl. Abb.38). 

r 
Cr = coo' cosrp; cy = -Cu' cosrp = - 2arr' cosrp. 

Demnach wird: 
2", 2", 

r f Cy 'Cr ' drp = -coo' ~f' cos2rp • drp . 
o 0 

2 2 

Fiir p fiihren wir seinen Wert p = ; Coo ;~ ein; es ist aber 

c 2 = c; + c~ + 2coo ' cu' sinrp; 
also r c~ + 2coo ' c" . sintp 

P=--g 2 

Setzt man alles ein, so folgt schlieBlich: 

oder 

da 

2", 2", 

Py = _.1.. • Coo • ~f(COS2rp + sin2rp) drp - .1... c~J'sinrp drp 
g 2.7r g 2 

o 0 

Py = _.1... Coo' r, 
g 

2", 2", 

f (cos2 rp + sin2 rp) drp = 2;77; und f sinrp drp = 0 
o 0 

(86) 

ist. P y ist nach der ganzen vorausgegangenen Ableitung eine auf die 
Stromung pro Schichtbreite ausgeiibte Kraft; die entgegengesetzt gleiche 
Kraft Ry = - Py ist der gesuchte Auf- oder Quertrieb pro Breite 1, also 

Ry = .1.. . Coo • r. 
g 

(87) 

Die Kraft wird also in einfachster Weise aus der ungestorten Anstrom
geschwindigkeit und der Zirkulation errechnet. 

Das Vorhandensein eines zirkulatorischen Anteils in der Gesamt
stromung ist also das kinematische A.quivalent fiir die dynamische Tat
.sache, daB der Fliigel ablenkend auf die Stromung wirkt und infolge
dessen einen Auftrieb erfahrt. Ohne Rechnung, nur auf Grund physi
kalischer Vorstellung, kann man den Nachweis fiir das Vorhandensein 
einer Zirkulation um den Fliigel folgendermaBen fiihren: Erfahrt der 
FIiigel einen Auftrieb, so mii.ssen, wie schon in Absatz a) angefiihrt, die 
Driicke auf seiner Unterseite groBer sein als auf der Oberseite. Den 
Uberdriicken unter dem Fliigel entsprechen Untergeschwindigkeiten, 
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den Unterdriicken iiber dem Fliigel entsprechen Ubergeschwindigkeiten. 
Rein kinematisch kann man diese aus der ungestorten Geschwindigkeit 
Coo unten durch negative, oben durch positive Zusatzgeschwindigkeiten 
bilden. Diese Zusatzgeschwindigkeiten sind es, die auf einer geschlos
senen, den Fliigel umschlingenden Kurve zu einem bestimmten Wert 

a 
des Integrals Ic cos 0(, ds, also zu einer Zirkulation r fiihren. 

Die Zirkulation muB man also bestimmen, um den Auftrieb berech
nen zu konnen. Die moderne Stromungslehre zeigt auch hierfiir den Weg 
fiir gegebene Fliigelprofile. Sie benotigt dazu als physikalische Be
dingung nur das tangentiale Abstromen am Fliigelende. 

Durch eine ganz analoge Betrachtung, wie sie fiir den Auftrieb 
durchgefiihrt wurde, kann auch die Kraft auf den Fliigel in der Be
wegungsrichtung errechnet werden; sie ergibt sich zu Null, wenn man 
wieder die Reibungen an der Korperoberflache und an den sonstigen 
Grenzen des Kontrollraumes vernachlassigt. Dies Resultat ist verstand
lich, wenn man sich daran erinnert, daB infolge dieser Vernachlassigungen 
und, da die Reibung im Fliissigkeitsinnern aus der Rechnung ausscheidet, 
eine Stromung mit konstanter Energie der Betrachtung unterworfen 
wurde. Einer Kraft in der Stromungsrichtung wiirde eine Arbeitsleistung 
der Stromung entsprechen, die auf Kosten der Energie der Stromung 
gehen miiBte. In der wirklichen Fliissigkeit verandert die Reibung die 
Ergebnisse dahin, daB der Auftrieb vermindert wird und durch die 
Reibung am Profil und im Gefolge davon Wirbelbildung am Scbwanz
ende ein Widerstand des Korpers in der Bewegungsricbtung hinzu
kommt. (Vgl. hieriiber auch 6. Bemerkung iiber Wirbelbildung.) Nach
driicklich muB aber betont werden, daB alles Bisherige nur gilt, wenn 
die Stromung in allen Ebenen senkrecht zum Fliigel die gleiche istl. 
Ferner liegt auf der Hand, daB die Ergebnisse fiir Luft nur Giiltigkeit 
besitzen, solange die Luft als unzusammendriickbar betrachtet werden 
kann. Dies hangt von den auftretenden Druckunterschieden und damit 
von den Geschwindigkeiten abo Nahern sich diese der Schallgeschwindig
keit, so verliert die Rechnung ihre Geltun~. 

Das Wesentliche der hier durchgefiihrten Betrachtung ist, daB es 
ohne Eingehen auf die Elementarkrafte am Fliigel, d. h. ohne die 
sicherlich sehr miihsame Berechnung der Fliissigkeitsdriicke, nur durch 
Betrachtung des Impulsstromes und seiner Anderung moglich ist, die 
Krafte zwischen Fliigel und Stromung zu berechnen. Ein solcher Erfolg 
wird immer erzielt, wenn es gelingt, iiber das Verhalten des Impuls
stromes an den Grenzen eines passend gewahlten Kontrollraumes, 
wenn moglich exakte, oder doch wenigstens geniigend genaue Angaben 
zu machen. 

1 Mit den Stromungen um Tragflligel von endlicher Lange befaBt sich die 
Prandtlsche Tragflligeltheorie, auf die hier nicht weiter eingegangen werden kann. 
(Siehe Prandtl und Betz: Vier Abhandlungen zur Hydro- und Aerodynamik 
Gottingen 1927. 1m Selbstverlag des Kaiser-Wilhelm-Instituts fiir Stromungs
forschung.) Die ersten Beweise fUr obige Resultate des "ebenen Tragfliigelproblems" 
stammen von Kutta und Joukowsky (siehe Kutta: Auftriebskrafte in stro
menden Fliissigkeiten. Ill. aeron. Mitt. 1902, S. 133). 
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20. Stationare Stfomung dureh ein festsu> hendes, geradaehsiges 
SehaufeIgitter (Parallelgitter). 

a) Uberblick iiber das Stromungsfeld. 
In Abb.39a ist eine unendlich ausgedehnte Reihe untereinander 

kongruenter, in gleichem Abstand voneinander und unter gleichem Win
kel gegen eine feste Gerade angeordneter Ablenkungskorper von zylin
drischer Gestalt mit Zylindererzeugenden senkrecht zur Bildebene dar
gestellt. Die erwahnte Gerade heiBt die "Achse des Parallelgitters"; 
der konstante Abstand zweier Ablenkungskorper oder "Schaufeln" 
heiBt die "Teilung" (t), die Schaufeldimension senkrecht zur Achse die 
"Gitterhohe" (h). Das Gitter werde quer zu seiner Achse parallel zur 
Bildebene, also von einer "ebenen" Stromung unter einem bestimmten 
Winkel lXI gegen die Gitterachse angestromt. Die Anstromrichtung sei 
in weiter Entfernung vom Gitter durch irgendeine Leitvorrichtung vor
geschrieben; dort "im Unendlichen" herrsche gleicher Dr.uck und 
gleiche Geschwindigkeit, die Stromung komme also aus einem Gebiet 
gleicher Energie. Von der Schwere wird wieder abgesehen. Das Gitter 
erzwingt nun eine Abstromung unter einem anderen Winkel lX2 gegen 
die Achse. Die Einwirkung des Gitters auf die Stromung macht sich 
strenggenommen schon in unendlicher Entfernung "vor" dem Gitter 
bemerkbar und ist erst in unendlicher Entfernung "hinter" dem Gitter 
zu Ende. Praktisch tritt sie erst in endlichetn Abstand (etwa = t) vor 
dem Gitter in Erscheinung und hort auch in einem solchen wieder auf. 
In diesem Abstand seien die Ebenen 1 und 2 parallel der Gitterachse 
und senkrecht zur Bildebene gelegt; sie werden also praktisch mit 
gleicher und gleichgerichteter Geschwinillgkeit CI bzw. C2 durchstromt. 
Das Strom'Ungsbild besitzt eine ortliche Periodizitat mit der Periode 
gleich der Teilung t, d. h. wandert man in Richtung der Gitterachse 
durch das Stromungsfeld, so trifft man, von irgendeinem belieqigen 
Punkt ausgehend, nach Durchlaufen einer Strecke n . t wieder auf eine 
gleiche und gleichgerichtete Geschwindigkeit und den gleichen Druck. 
Diese Periodizitat ist in den Ebenen 1 und 2 so gut wie verschwunden; 
in groBerer Nahe der Schaufeln und besonders zwischen ihnen ist sie 
aber in ausgepragtester Weise vorhanden. 1m iibrigen ist das Geschwin
digkeitsfeld genau wie beim einzelnen Tragfliigel (der auch als Einzel
schaufel angesehen werden kann) durch die Bedingungen bestimmt, 
daB die aus dem Unendlichen kommende und sich wieder ins Unendliche 
entfernende Stromung die Schaufelkonturen in der Weise als Teile von 
Stromlinien enthalt, daB einzelne derselben, die "Spaltungslinien" am 
"Kopfende" der Schaufeln senkrecht auf den Konturen aufsetzen, sich 
dort spalten, am "Schwanzende" sich wieder zusammenschlieBen und 
dort "tangential" abgehen. Der Ablenk11Ilg der Stromung entspricht 
eine Kraft zwischen Stromung und Schaufeln und folglich ein Uberdruck 
auf der "Bauchseite", ein Unterdruck auf der "Riickenseite" jeder 
Schaufel. Als Nullniveau des Druckes gilt dabei zweckmaBig der 
Druck der ungestorten, anstromenden Fliissigkeit (also im UnendJichen 
vor dem Gitter). Die Bauchseite der Schaufel entspricht der Unter-
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seite des Tragfliigels, ihre Riickseite seiner Oberseite. Der Druckanstau 
auf der Bauchseite biegt auch hier die ankommenden und abgehenden 
Stromlinien auf. Bei keiliormigem Schaufelkopf muLl daher die Neigung 
def mittleren Schaufeltangente gegen die Gitterachse (-t /Xi in Abb. 39 a) 
eine andere sein als diejenige der Anstromrichtung (/Xd, we11ll man von 
einem hydrodynamisch zwanglosen Auffangen der Stromung durch 
das Gitter - von hydrodynamisch "stoBfreiem Eintritt" ins Schaufel
gitter - sprechen will. Die Schaufel muB also iiberkriimmt werden. 
Die Aufbiegung und Ablenkung der Spaltungslinie ist die starkste, aile 

andern Stromlinien werden weniger beeinfluBt; die gesamte mittlere 
Ablenkung der iiber eine Teilung hiniiber ankommenden Fliissigkeits
menge ist daher geringer als der Winkel /X2 der mittleren Schwanz
tangente gegen die Gitterachse angibt. Auch hier muB also, wenn 
eine bestimmte mittlere Gesamtablenkung verlangt ist, die Schaufel 
iiberkriimmt werden. Zwischen den Schaufeln variiert der Druck vom 
Riicken der einen bis zumBauch der nachsten in aufsteigender, die 
Geschwindigkeit umgekehrt in absteigender Tendenz. In Abb. 39 b ist 
unter der Gitterzeichnung ein Diagramm dieser beiden GroBen, wie sie 
etwa in der das Gitter schneidenden Ebene 3 existieren, iiber der Spur 
dieser Ebene als Abszisse aufgetragen. Die Werte wurden angenahert 
ermittelt, nachdem das Geschwindigkeitsfeld durch Einzeichnen von 
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Stromlinien, die eine Teilung t in den Ebenen 1 und 2 in vier gleiche 
Abstande teilen, naherungsweise in ihrem ganzen Verlauf eingezeichnet 
waren. (Die Stromlinien wurden nach einer der Methode in 12. a) ganz 
entsprechenden entworfen.) Au.Berdem ist seitlich von:der Gitterzeich
nung in Abb. 39 c der Druckverlauf in der Spaltungsstromlinie und einer 
mittleren Stromlinie (f....,-f') aufgezeichnet. Als Nullniveau des Druckes 
ist an Stelle des Werles im Unendlichen vor dem Gitter der in Ebene 1 
herrschende gewahlt. Bis zum Schaufelkopf und dann wieder yom 
Schwanzende ab ist der Druckverlauf auf der Spaltungslinie natiirlich 
der gleiche; auf der Schaufelkontur ist der Druck im Staupunkt der 
hochste; auf der Riickenseite zeigt er zwei extreme Unterdriicke, den 
ersten unmittelbar neben dem Staupunkt am Kopf; den zweiten sehr 
viel weiter im Innern des Gitters. Das erste Vorkommen hangt mit der 
speziellen Kopfform, das zweite mit der Form der ganzen Schaufel, 
insbesondere ihren Kriimmungsverhaltnissen zusammen. Die hier ge
zeichnete "hakellformige" Schaufel ist besonders ungiinstig, da sie auf 
der Riickenseite der Schaufel durch ihre Kriimmung Ubergeschwindig
keiten hervorbringt, die hoher sind als die nach vollzogener Gesamt
ablenkung ausgeglichenen Gescbwindigkeiten in Ebene 2. Die not
wendige Verzogerung an der Wand bringt nach 14. e) und 15. c) besondere 
Verluste und evtL starke Umbildung der Stromung gegeniiber der hier 
betrachteten reibungsfreien mit sich. 1m Turbinenbau sind daher haken
formige Schaufeln langst verlassen worden. 

. Genaueres iiber den Entwurf des Geschwindigkeitsfeldes siehe weiter 
unten1 • 

b) Berechnung der Krafte zwischen Stromung und Schaufeln. 
Wir grenzen wieder einen "Kontrollraum" "passend" abo Als Gren

zen desselben nehmen wir einmal Stiicke der Ebenen 1 und 2 von der 
Lange t, dann zwei Zylinderflachen, mit zwei um t versetzten, nach 
obigem kongruenten Stromlinien a-a' bzw. b-b' als Spuren. (Seit
lich ist der Raum durch zwei zur Bildebene parallele, um die Lange 1 
voneinander abstehende Ebenen geschlossen.) Der Raum enthalt ein 
Stiick einer Schaufel von der Lange 1 senkrecht zur Bildebene. Die 
Oberflache dieser Schaufel gilt mit als Grenze des Kontrollraumes. 
Wieder denken wir uns die Gleichung 

Am. ~CtZ = AP", 

als Bewegungsgleicbung in der Ricbtung parallel zur Gitterachse fiir 
jedes im Raum befindlicbe fliissige Teilchen angeschrieben und dann 
aIle Gleichungen zu der folgenden: 

~ L1m. ~~z = ~ L1P", (88) 

summiert. Von der Gewichtswirkung seben wir wieder abo Rechts 
bleiben dann nur die Krafte auf den Begrenzungsflachen stehen. In 

1 Der Leser wird bereits bemerkt haben, daB in Abb. 39 die Stromung 
einer idealen Fliissigkeit dargestellt ist. 
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den Stucken 1 und 2 stehen die Fliissigkeitsdrucke senkrecht zur Be
wegungsrichtung; von den Reibungswirkungen an den Grenzflachen 1 
und 2 wollen wir wieder absehen; keiner von diesen Teilen liefert also 
einen Beitrag zur Kraftsumme. Auch die beiden Flachen uber den Strom
linien a-a' und b-b' liefern im ganzen keinen Beitrag; denn jedem 
Flachenelement auf a-a' mit dem Druck P und der Schubspannung T 

steht ein solches gegenuber mit den gleichen, aber entgegengesetzt 
wirkenden Werten P und T. Die Reibungswirkungen in den Strom
flachen a-a' und b-b' sind also nicht vernachlassigt. 

Es bleiben nur die Kraftwirkungen zwischen Schaufel und Stromung 
ubrig. Diese fassen wir zu der Ersatzkraft Px zusammen, die also die 
Gesamtwirkung auf die Stromung in der x-Richtung darstellt, und zwar 
- dies ist hier ausdrucklich hervorzuheben - einschlieBlich der Wand
reibung. Die Begrenzung der urn den Abstand 1 auseinanderstehenden, 
parallelzur Bildebene liegenden Ebenen fassen wir nicht als materiell 
auf. Dies und die Auffassung der Stromung als eine ebene bringt es mit 
sich, daB wir sie senkrecht zur Bildebene als reibungslos anzusehen und 
daher keine weiteren Krafte anzusetzen haben. Urn die linke Seite 
[Gleichung (88)] auszuwerten, zerlegen wir den Kontrollraum in Strom
faden und summieren erst uber einen derselben, etwa den entlang der 
Stromlinie f - f', und finden genau entsprechend dem Resultat im 

vorigen Beispiel als Teilsumme fur den Stromfad~n ; (cx, - cx,) dq 

und fiir aBe Stromfaden innerhalb einer Teilung ; f (cx, - cx,) dq. Da 

wir in den Grenzflachen 1 und 2 gleichmaBige Gesch"windigkeitsver

teilung voraussetzen, so konnen wir dafur sofort Qy (cx, - cx,) schreiben 
und erhalten somit: g 

(89) 

Q ist demnach die auf die Teilung und die Breite 1 del' Stromung ent
fallende, sekundliche Wassermenge, Px die auf die Breite 1 einer 
einzelnen Schaufel entfallende Kraft. P x ist entgegengesetzt gleich del' 
"Reak-tion" R x, die auf die Schaufel wirkt, also Rx = - P x, und somit 
ist Qy 

Rx = - (cx, - cx,) . 
g 

(90) 

Wenn wir die entsprechende Uberlegung fur die y-Richtung anstellen, 
so ergibt sich folgendes: 

Die Drucke auf den Grenzflachen 1 und 2 fallen jetzt nicht heraus, 
sondern liefern den Beitrag t . (PI - P2); die Zahigkeitsspannungen in 
diesen Flachen abel' fallen aus der Rechnung heraus. Die Drucke und 
Zahigkeitsspannungen auf den Grenzflachen a-a' und b-b' heben sich 
wieder auf; die Kraftwirkungen von del' Schaufel auf die Stromung 
liefern die Ersatzkraft P y , einschlieBlich Reibungswirkungen. Die 
Gesamtkraft an den Grenzen des Kontrollra urnes ist also P y + t (PI - P2). 

Die Impulsanderung auf del' linken Seite liefert hier Q; (cy, - cy,). 
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Der Kontinuitat der Stromung wegen ist aber cYI .~ cy.; also ergibt sich 
Py + t(PI - pz) = 0 oder: . 

Py = t(pz - PI) bzw. Ry = t(PI - pz). (91) 

Gleichung (91) gilt ganz exakt auch fUr die zahe Fliissigkeit. In Glei
chung (90) ist die wesentlichste Reibungswirkung an der Schaufel
oberflache in Rx ebenfalls eingeschlossen, dagegen sind. die weniger 
wesentlichen Reibungen in 1 und 2 vernachlassigt. Wenn die Reibungs
wirkungen so weit gehen, daB Ablosung und Totraumbildung eintritt, 
so sind zwei Faile zu unterscheiden. Entsteht ein stationarer Totraum 
innerhalb des Kontrollraumes, was nur an den Schaufelflachen geschehen 
kann, so andert sich nichts an den Resultaten. Das im Totraum befind
liche Wasser kann dann ebensogut als auBerhalb des Kontrollraumes 
befindlich betrachtet werden. Es ist ein Wasserpolster, das die Stro
mungsdriicke auf die Schaufeliibertragt und kann als Teil des Schaufel
korpers mitbetrachtet werden. Bildet sich aber ein Wirbelschwanz an 
der Schaufel, der mit der Stromung aus dem Kontrollraum heraustritt, 

t 
so muB dies zunachst bei der Ausrechnung von f Cx,y dq2 beriicksichtigt 

o 
und auBerdemdie durch die periodische Wirbelbildung im Innern des 
Kontrollraumes verursachte Impulsvermehrung (Beitrag zur Summe 

'L) LI m d~~y im ganzenabgegrenzten Raum) der obigen Summe hinzu

gefiigt werden. 
Es solI nun noch GroBe und Richtung der Gesamtreaktion R auf 

die Schaufel ermittelt werden. Es ist: 

R2 = R2 --l- R2 = c2tz(L)2(C - C )2 + tZ(p _ P )2 x. 11 11 (/ X. x, 1 2· 

Dabei ist fUr Q sein Wert cy • t eingesetzt. FUr PI - P2 kann man eine 
Energiebilanz anschreiben, es ist: 

PI - P2 = C. - C, + h = cx, Cz. + h = cx• cx• 1 + __ (/_"_ 22 2_' 2_2( 2h) 

r 2(/ • 2(/ • 2(/ c;.-c;. ' 

weil cy der Kontinuitat wegen konstant ist. Unter h. ist der Energie
verlust verstanden, der infolge der Zahigkeitswirkungen zwischen den 
Stellen 1 und 2 auftritt. M.an erhalt weiter 

R2 = t2(L)2{C;(Cx• _ cx,)2 + (cx• _ cx.)2.(CZ. ~ CX,)2(1 + 22~hr )2}. 
(/. . . ~ ~ 

Daraus wird: 

R=L.t(c -c )1/c2+{Cx'+CX'(I+~)}2. (92) (/ z. x, V 11 2 c;, - c;. 
Der Ausdruck unter der Wurzel hat die Dimension eines Geschwindig
keitsquadrates, die Wurzel selbst stellt also eine Geschwindigkeit dar, 
wir wollen sie daher mit Ci bezeichnen. Damit erhalt man: 

(92a) 
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Die beiden Summanden in der Klammer haben die Form von Linien
integralen der Geschwindigkeit C iiber die Strecke t. Man kann nun 
diese . Posten durch die Linienintegrale iiber die beiden Stromlinien 
a-a' und b-b' zu einem Integral iiber den geschlossenen, aus den beiden 
Strecken t und den beiden Stromlinien bestehenden, die Schaufel um
schlingenden Kurvenzug, also zu einer Zirkulation rs um die Schaufel 
erganzen. Es ist ja auf diesem Kurvenzuge, wenn man den durch cx, 

festgelegten Umlaufsinn fiir die Integration konsequent einhalt, 
b' a 

rs = t· cx, + f C • ds - tcx, + f c . ds . 
b a' 

(Auf den Linien a-a' und b-b' £alit c in Richtung von ds, ist also 
cos ex = 1. ) Nun ist aber 

b' a 

f C • ds = - f C • ds , 
b a' 

so daB sich die Zirkulation auf 

rs = tcx, - tcx, 

reduziert. Wir k6nnen jetzt schreiben: 

R = ~ . r. . c· (93) 
(f s • 

und haben damit eine der Gleichung (87) fiir den Quertrieb an einem 
einzelnen Tragfliigel vollkommen entsprechende Formel gefunden. Die 
Analogie wird noch vollkommener, wenn noch die Richtung von R 
ermittelt wird. SchlieBt R mit der Gitterachse den Winkel y ein, so ist 

()~2 - ()~, (1 + 02 (f hr ) 
2 c;, - c~, 

cy(Cx, - cx,) 

(94) 

Cy 

Der Ausdruck im Zahler ist aber gerade die x-Komponente der oben 
eingefiihrten Geschwindigkeit Ci' Bezeichnen wir diese mit eXi , so wird 

tg y = - ~~. Da cy die y-Komponente auch von Ci ist, so ist erwiesen, 
Cy 

daB R auf der Richtung von Ci senkrecht steht. Damit ist die Analogie 
mit den Verhaltnissen beim einzelnen Tragfliigel vollkommen; Ci mit 
den Komponenten: 

kann alsmittlere DurchfluBgeschwindigkeit durch das Gitter bezeichnet 
werden. Bei reibungsfreier Str6mung kann Ci sofort aus den An- und 

Spannbake, Kreiselriider. Bd.1. 6 
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Abstromgeschwindigkeiten C1 und Cz konstruiert werden, wie es die 
Abb.39c, 40a und 40b zeigen. Aus Abb.40c ist zu ersehen, wie sich bei 
gleichen An- und Abstromgeschwindigkeiten die Verhaltnisse in der 
zahen Flussigkeit gegenuber denen in der idealen andern. DaB diesen 
Konstruktionen die Geschwindigkeiten "im Unendlichen" zugrunde zu 
legen sind, stort ihren praktischen Wert nicht. Fiir die Komponenten 
Rx und Ry ergibt sich im Zusammenhang mit den vorangehenden Ent
wicklungen 

R-~.r..c· x - g 8 y' 
R = - ~ r Cx, + cx, (1 ~) 

y gS 2 +. 2' ex:!; - eX1 

(95) 

In der "Eintrittsflache" 1 konnte man sich die gleichmaBige Ge-
schwindigkeitsverteilung durch sehr eng gestellte Leitflachen erzwungen 

a 

b 

2 

I 
I 
I 
I 

1,-----Cx1~ 

denken; dann kann die Flache 1 auch in 
unmittelbarer Nahe des Gitters liegen. 
Entsprechend kann man sagen, daB die 
Flache 2 um so naher am Gitter liegen 
kann, je enger dessen Teilung ist. 

I J 

-?>It 
g·h r 

: cx2 -CX , J : 

I I I 
--CX2~cX~ 

c 

""i 
J 

Abb. 40a bis c. Richtung der Resultierenden in reibungsfreier und reibungsbehafteter Stromung. 

1m ubrigen steht es uns, wenn wir die Stromung genau kennen, 
zur Berechnung von Rx und Ry frei, ,,1" und ,,2" in beliebige Nahe 
des Gitters zu legen. Dann mussen an Stelle der einfachen Produkte 
Integrale treten, und man erhalt: 

t t 

Rx= ;!(Cx1-Cx,).dq; Ry=!(Pldll-Pzdlz)' (89a)und(90a) 
o 0 

Man sieht an Hand dieser Uberlegungen auch ein, daB in der rei
t 

bungsfreien Stromung auBerhalb des Gitters die Werte f Cx ' dq und 
t 0 

f P dl immer den gleichen Wert liefern mussen, und zwar deswegen, 
o 
weil sich Kontrollraume (mit den Eintrittflachen I und II und den 
seitlichen Begrenzungsflachen III und IV; in Abb.39a strichpunktiert 
schraffiert) angeben lassen, innerhalb deren und auf deren Grenzflachen 
keine Mafte wirken, die den Impuls verandern. Hieraus folgt weiter, 
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daB die Veranderung der mittleren c",-Komponente und des mittleren 
Druckes nur innerhalb des Schaufelgitters vor sich geht. Diese Mittel-

werte sind durch C"'no = JCQdq und Pm =JPtdldefiniert. Diese Bemer

kungen gelten auch fiir die zahe Fliissigkeit, und zwar diejenige iiber den 
Druck exakt; diejenige iiber c'" unter Vernachlassigung der Reibung in 
den Grenzflachen 1 und II. 

Die eigentliche Lage der Richtungslinie von R kann durch eine 
Momentengleichung festgestellt werden; zu deren wirklicher Auswertung 
ist aber die Kenntnis der Stromung im einzelnen erforderlich, es geniigt 
dazu nicht die Kenntnis der Geschwindigkeitsverteilung auf den Grenz
flachen I und 2. 

Die vorstehenden Uberlegungen zeigen auch an diesem Beispiel 
wieder, daB man die' Kraftwirkungen zwischen der Stromung und einem 
Ablenkungsorgan (hier dem Gitter) berechnen kann, wenn man die 
Veranderung des Stromungszustandes aus einem in bestimmter Weise 
vorgegebenen (dem Anstromzustand) in einen von dem Ablenkungs
organ in bestimmter Weise erzwungenen (den Abstromzustand) kennt. 
1m allgemeinen wird also die genaue Berechnung des Stromungsbildes 
nicht erspart, insbesondere handelt es sich darum, den erzwungenen 
Abstromzustand genauer zu berechnen, wahrend man den Anstrom
zustand als gegeben annehmen kann. Haufig aber kann man auch 
iiber den Abstromzustand wenigstens naherungsweise geniigend genaue 
Aussagen 'machen [vgl. Absatz c)]. 

Besonders solI noch hervorgehoben werden, daB die erhaltenen 
Resultate vollstandig unabhangig von der Bedingung hydrodynamisch 
stoBfreien Eintritts sind; dies geht einfach daraus hervor, daB in den 
Gleichungen als Zustand I ein vor dem Eintritt ins Gitter herrschender 
auftritt. 

c) Angenaherter Entwurf des Stromlinien bildes fiir ein 
gegebenes Schaufelgitter. 

Das Verfahren besteht in einem Aufzeichnen der Stromlinien nach 
Gefiihl und in nachtraglicher Kontrolle ihrer Richtigkeit. FUr den 
Entwurf hat man als Anhaltspunkte die bereits im Absatz a) erwahnten 
charakteristischen Merkmale des Stromlinienbildes. Diese sind: 

1. das Aufbiegen der Stromlinien beim An- und Abstromen; 
2. das Abfallen der Geschwindigkeiten von der Riicken- zur Bauch

seite der Schaufeln; 
3. der Ausgleich der Geschwindigkeitsunterschiede auBerhalb des 

Gitters in einer Entfernung von ihm etwa gleich der Teilung1. 

Man wird daher in einemAbstand t vor und hinter dem Gitter Parallelen 
I-I und 2-2 ziehen (s. Abb. 41) und auf ihnen eine Strecke t in n 
gleiche Teilstrecken teilen. Vor dem Gitter tragt man die gegebene 
Richtung der Anstromgeschwindigkeit c1 in den Teilpunkten an; hinter 
dem Gitter muB man die tatsachlich erzwungene Richtung der Abstrom-

1 Der Beweis hierfiir kann erst im 2. Band erbracht werden. 

6* 
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geschwindigkeit schatzen, und zwar entweder an Hand von Erfahrungen1 

oder nach den Resultaten fur eiruache Beispiele exakt durchgefuhrter 
Rechnungen2 • Jederualls mu.B diese Abstromrichtung einen geringeren 
Unterschied der c",-Komponente zwischen den Stellen 1 und 2 liefern, 
als die Richtung der (mittleren) Schwanztangente der Schaufel ergeben 
wiirde. Sie wird aber um so mehrmit dieser ubereinstimmen, je enger 
die Teilung ist. Ferner zeicbnet man im lnnern des Gitters zwischen 

1 

2. 

1 
zwei Scbaufeln n Teilkanale 
gleicher Stromungsmenge unter 
Berucksichtigung der Geschwin
digkeitsverteilung ein, dann ver
schiebt man die Strecke t auf 
den Parallelen 1-1 und 2-2 
mit der gleichformigen Einteilung 
und Geschwindigkeitsrichtung so 
lange, bis der Ubergang in das 
Stromlinienbild im Innern des 
Gitters plausibel erscheint. Nun
mehr hat, man folgende Kon
trollen: 

1. Man ziehe irgendeine 
Orthogonaltrajektorie und kon
trolliere langs dieser das Erfiillt-

. dB· h Ge e 
Abb. 41. Kontrolle des Stromlinienbildes fiir sem er eZle ung a = -. 

reibungsireie Striimung. n e 
Dazu wickelt man die Trajek-

torie ab und tragt uber ihr die zeichnerisch abgegriffenen KrUm
mungsradien der Stromlinien und die eberualls aus dem Stromlinien-

bild aus c = ~ ~ ermittelten Geschwindigkeiten auf und bildet die 

durch die Kontrollgleichung vorgeschriebenen Werte oclon und cll!; 
n" ist die Abszisse der Abwicklung 3 , L1 b die Breite des Teilkanals, also 
auch ein Stuck der Trajektorie und ihrer Abwicklung. LI Q kann beliebig 
angenommen werden. Diese Kontrolle wird ungenau fiir Trajektorien, 
die durch den Staupunkt am Kopfende oder in dessen Nahe verlaufen. 

t 
2. Au.Berhalb des Gitters gilt f c'" dq = konst. uber eine Teilung 

" 0 

hinuber parallel zum Gitter, unabhangig von der Entfernung y vom 
n 

Gitter. Statt des Integrals schreibt man: ~ c'" . LI q = konst. Da 
" 1 n 

L1 Q fiir aIle n Teilkanale das gleiche ist, wird darans einfach 2: c'" = konst., 
1 

und zwar = n • C"" vor dem Gitter und n· c"" hinter dem Gitter. 
Nun ist: LlQ 

c'" = c· COSiX- = LIb· COSiX-. 

1 Siehe z. B. Mitt. aus dem Institut f. Stromungsmaschinen der Techn. 
Hochschule Karlsruhe H. 1. Verlag OIdenbourg. 

2 Siehe hieriiber den 2. Band. 3 Vgl. auch Kap. III, 12, .Aba. a). 
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Also muB n 
"'"' cos (X ..:.;..; LlQ. AI) = konst. 

1 

sein. Ll Q kann als Konstante herausgehoben werden, und es bleibt: 
n 

"'"' cos (X cos (Xl • cos <X2 
..:.;..; AI) = konst., und zwar = n· ~ vordem GItter bzw. = n· Ll b 

1 I 2 

hinter dem Gitter. Aus dem Geschwindigkeitsfeld ist nach dem Energie-
2 

satz L + 2c = konst. fUr reibungsfreie Stromung die Druckver-
)' g 

teilung zu ermitteln. Dies muB nachtraglich immer geschehen, um 
festzustellen, ob nicht an irgendeiner Stelle del' Druck unzulassig 
niedrig wird. Da zunachst durch die Rechnung nur Druckdifferenzen 
festgestellt werden, hat man es durch Wahl eines genugend hohen, 
allgemeinen Druckniveaus, d. h. durch Wahl eines Anfangsdruckes 
z. B. in Ebene 1-1 in del' Hand, das Auftreten zu niedriger Drucke 
(Kavitation!) zu vermeiden. Physikalisch laBt sich dies z. B. dadurch 
ausfiihren, daB man das ganze Gitter genugend tief unter einen gegebenen 
Wasserspiegel verlegt. 

d) Angenaherter Entwurf eines Parallelgitters fur gegebene 
Gesamtablenkung unter bestimmten Bedingungen bei Ver-

nachlassigung del' Reibung. 
Je engel' die Teilung t ist, , desto weniger unterscheiden sich uber t 

hinuber Geschwindigkmt und Druck von ihren Mittelwerten. Je naher 
die Schaufeln rucken, desto dunner muB und kann man sie machen 
und um so weniger unterscheiden sich die Geschwindigkeitsrichtungen 
von denen del' Scliaufeltangenten.' Stellt man die Schaufeln unendlich 
dicht (t -+ 0) und macht sie gleichzeitig unendlich dunn, so daB sie auf 
die Langeneinheit del' Gitterachse immer noch die gleiche Wassermenge 
Q durchlassen, so werden die Stromlinien innerhalb des Gitters kon
gruent mit den Schaufelkurven, del' stroBfreie Eintritt und das Ab
stromen erfolgt ohne Aufbiegen del' Stromlinien in Richtung del' Schau
felendtangenten. Diese Uberlegung benutzt man zum Ausgangspunkt 
eines angenaherten Gitterentwurfes. Man denke sich also zunachst ein 
Gitter mit unendlich diinnen und unendlich dicht gestellten Schaufeln 
und verlange von ihm, daB es die x-Komponente del' Geschwindigkeit 
in einer bestimmten Abhangigkeit von del' Koordinate y verandere, 
d. h. man nehme Cx = f(y) an (s. Abb.42). Die Komponente cy ist 
hier wegen del' verschwindenden Dicke del' Schaufeln von y unab-_ 
hangig und eine gegebene Konstante. Del' Mittelwert von cy ist beim 
Gitter mit endlicher Teilung t auBerhalb des Gitters immel', innerhalb 
desselben nur bei unendlich diinnen Schaufeln konstant, und zwar 

cy = -~-. Del' Winkel ex del' Geschwindigkeit c und damit nach Obigem 

auch del' Schaufeltangente gegen die y-Richtung ist durch tg ex = ~x = ~ 
gegeben. Damit erhalt man als Gleichung del' Schaufelkurve Y Cy 

~.::.. /(Y) oder integriert x = .!.ff(y) dy. (96) 
dy Cy Cy 
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Die Integrationskonstante kann = 0 gesetzt werden. Nunmehr kann 
man den Druck als Funktion von y angeben; er wird: 

P PI C! - C!l PI 1 r = r -~ = r - 2g {(f(y)2 - (f(Yl)2} , (97) 

wenn man durch den Index 1 die konstanten Werte vor dem Gitter 
bezeichnet. Die Komponente cy erscheint in Gleichung (97) nicht mehr, 
da sie von y unabhangig ist. Geht man nun wieder zu endlicher Teilung 

c t iiber, so kann man nahe-
~ rungsweise den mittleren 
II~I Druck zwischen zwei Schau-t feln gleich dem aus Glei

chung (97) errechneten und 
die mittlere Geschwindig
keit Cz und cy gleich der 
bisherigen setzen und ferner 
annehmen, daB der iiber die 
Teilung hiniiber bestehende 
Druckunterschied halb als 
Druckabfall, halb als Druck-

Abb.42. Entwurf eines Schaufelgitters. anstieg gegeniiber dem mitt-
leren Druck erscheint (also 

linearen Druckanstieg voraussetzen). Den gesamten Druckunterschied 
fUr eine Teilung kann man aber durch Anschreiben des Impulssatzes 
fUr einen klein en K.ontrollraum zwischen zwei Schaufeln mit Ein- und 
Austrittsfllj,chen parallel zur Gitterachse und um d y vOIieinander ent
fernt bestimmen. Man erhalt bei Vernachllissigung der Reibung (s. 
Abb.43) 

oder 

oder 
LIp _ Cg • tf ( ) ---- y. y g . (98) 

Dabei ist ein Druckanstieg in der positiven 
x-Richtungals positives LIp gerechnet. 

Nunmehr ergeben sich die Driicke vor und hinter der Schaufel zu 

L _ Pm ± ~ LI P (99) 
y-y 2 y' 

~ = ~I _ 21g {(f(y)2 - (f(y])2} =f ~~ f'(y) . (100) 

Diese Gleichung kann benutzt werden, entweder um· bei gegebener 
Abhangigkeit Cz = f(y) den Druckverlauf an Vorder- und Riickseite 
der Schaufel zu errechnen oder um umgekehrt fUr einen gewiinschten 
Druckverlauf an Vorder- oder Riickseite der Schaufel die Abhangigkeit 
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f(y) zu bestimmen. Ermittelt man dann nach dem oben angegebenen 
Verfahren die zugehorigen Schaufeln, so hat man sich daran zu erinnern, 
daB die Rechnung strenggenommen nur fiir t -4- 0, sowie fiir unendlich 
diinne Schaufeln gilt. Die fiir endliches t tatsachlich auszufiihrenden, 
zunachst immer noch unendlich diinnen Schaufeln mussen um so 
starker uber die errechnete hinaus gekriimmt werden, je weiter die 
Schaufeln auseinanderstehen (s. Abb.44). Die tatsachliche Druckver
teilung weicht natiirlich von der errechneten unter Umstanden stark 
abo Fiihrt man verdickt "profilierte" Schaufeln aus, so andert sich die 
Druckverteilung nochmals, sowohl weil die mittlere Geschwindigkeit 
sich etwas andert als auch - und zwar in starkerem MaBe - weil 
lokal starkere Kriimmungen der Strombahnen auftreten konnen, die 
zu lokalen Geschwindigkeitssteigerungen und Drucksenkungen oder 
umgekehrt fiihren. 

Einen ganz rohen Anhalt iiber den Druckanstieg zwischen den Schau
feln erhalt man auf folgende Weise. Es muB sein (s. Abb.39a, letzte 
Schaufel rechts): 

Rz = f Pb • cosfh . dSb - f Pr' cosfJr' ds" 

wo der Index b sich auf die Vorder-, 
r auf die Riickenseite der Schaufel be
zieht. Nun ist aber 

COSfJb.· dSb = cosfJr' dSr = dy, 

also 
h 

R z =I(Pb - Prj dy. (101) 
o 

tt~~~~Ut 
I I 

~ t __ _ Q f'llr t-o errechnef 

\ \.: f'tlr t > 0 ouszuf'iihren 
" ... -- ...::::--- ..... --

"'~ 
Abb.44. Schaufelkriimmung fiir t=o und 

t>O. 

Rechnet man nun mit einem iiber die Schaufelhohe h konstanten Mittel
wert Pb - Pr = LI Pm, so folgt: 

LI Pm = Q; . ~ (Cz, - Cz') . (102) 

21. Ebene stational'e Stl'omung durch ein feststehendes Kl'eisgittel'. 

a) Uberblick iiber das Stromungsfeld. 
In Abb. 45a ist ein Schaufelgitter dargestellt, dessen einzelne Schau

feln in gleichem Abstand von einer festen Achse und auch voneinander 
angeordnet sind. Die Oberflachen der Schaufeln sind Zylinderflachen 
mit Erzeugenden parallel zur Achse. Der von der Stromung erfiil1te 
Raum ist durch zwei zur Achse rechtwinklige, im Abstand 1 voneinander 
stehende Ebenen von unendlicher Ausdehnung begrenzt. Die Stromung 
komme aus dem Unendlichen und munde nach Durchstromen des 
Schaufelgitters in die Achse ein. Das Achsenstiick zwischen den beiden 
Ebenen spielt also die Rolle einer Senke, in der die Flussigkeit ver
schwindet. Diese abstrakte Vorstellung erleichtert ein wenig die mathe
matische Behandlung des Problems. Die Stromung wird als eine ebene 
behandelt. 
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In geniigender Entfernung yom Gitter nach auBen hin sowie in 
unmittelbarer Nahe der Achse sind die auf die Wirkung des Gitters 
zuriickzufiihrenden, auf einem zur Achse konzentrischen Zylindermantel 
yom Radius r herrschenden Verschiedenheiten der Geschwindigkeit so 
gut wie ausgeglichen. Man kann hierdie Stromung als eine freie ansehen. 
Nach 12. gilt fiir sie das Gesetz cu' r= konst. AuBerhalb des Gitters 
ist der Wert der Konstanten ein anderer als innerhalb; die Wirkung 
des Gitters besteht gerade darin, daB es den fiir die ankommendeStro
mung charakteristischen Wert (cu' r)1 = k1 in den fiir die abgehende 
Stromung charakteristischen (cu' r)2 = k2 verwandelt. (Natiirlich gelten 
die gleichen Uberlegungen sinngemaB fiir eine Stromung von innen 

nach auBen.) Ein ganz 
ahnliches Gesetz wie 
fiir die "Umfangskom
ponente" Cit gilt aber 
in der freien Stromung 
auch fiir die "Radial
komponente" Cr. Es 
muB ja im Gebiete von 
Stromungenmitgleich
maBiger Geschwindig
keitsverteilung auf ko
axialen Zylinderman
teln Q == 2r :nCr sein, 

1 wobei Q natiirlich 
Abb.45a. Stromung durch eln ebenes, ruhendes Kreisgitter. wegen der Kontinuitat 

der Stromung eine 
Konstante ist, und zwar die gleiche Konstante in den beiden Gebieten 
nahe der Achse und weit drauBen vor dem Gitter. DrauBen gilt also 

Cu _ leI • 2nT -"K 
Cr - r Q - l' 

nahe der Achse Cu = K 2 • Nun ist aber tgy = Cu , ~enn y der Winkel 
~ ~ 

der Stromlinien gegen den Radius ist. Weit drauBen und in der Nahe 
der Achse stromen also die Teilchen auf logarithmischen Spiralen, die 
nahe der Achse einen anderen Winkel gegen den Radius zeigen als 
weit drauBen. 

Die Durchstromung eines vor dem Gitter - vor und hinter im 
Sinne" der Stromung - in endlicher Nahe desselben angeordneten 
Zylindermantels kann man sich auch hier wieder durch sehr viele und 
sehr eng gestellte Fiihrungsflachen, die eine konst"ante Wassermenge 
Q unter dem gleichen Winkel gegen dif3 Umfangsrichtung durchlassen, 
erzwungen denken. Hinter dem Gitter kann man einen gleiehmaBig 
durchstromten Zylindermantel um so naher am Gitter annehmen, je 
groBer die Schaufelzahl z des Gitters, je kleiner also die Schaufel-

teilung tip = 2n r ist. 1m iibrigen gelten die Betrachtungen iiber Peri-
z ~ 

odizitat des Str6mungsbildes, die beim Parallelgitter angestellt wurden, 
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sinngemaB auch bier. Man hat nul' an Stelle einer Parallelen zur Gitter
achse, iiber del' dort das periodisch sich wiederholende Geschwindigkeits
und Druckdiagramm aufgezeichnet w3:r, hier einen zur Achse konzen
trischen Kreis zu setzen. An Stelle gerader Stromlinien bei gleichfor
miger Geschwindigkeitsverteilung treten hier die logarithmischen Spi
ralen. Auch die Bemerkungen iiber das Aufbiegen del' Stromlinien, 
iiber den hydrodynamisch stoBfreien Eintritt und iiber das tangentiale 
Abstromen sind hier sinngemaB giiltig. In Abb. 45a ist absichtlich del' 
Fall hydrodynamisch stoBfreien Eintrittes nicht gezeichnet, um hervor
zuheben, daB die folgenden Rechnungen von einer solchen Bedingung 
unabhangig sind. 

b) Berechnung der Kraftwirkungen. 
In Abb. 45a grenzen wir durch die Zylindermantel 1 und 2 sowie 

diejenigen iiber den beiden' um eine Teilung versetzten Stromlinien 
a-a' und b-b' einen Kontrollraum um die Schaufel heraum abo 1m 
ganzen existierten zwei solcher Raume, in jedem ist das Stromungs
bild das gleiche. AuBerdem gilt wieder die Oberflache del' Schaufel als 
Grenze des Kontrollraumes. Wir denken uns fiir jedes in diesem Raum 
gerade enthaltene Fliissigkeitsteilchen den Satz vom statischen Moment 
del' BewegungsgroBe, bezogen auf die Gitterachse, also in der Form 

LI m ~((Jur') = LI M 
- dt 

angeschrieben, und summieren dann iiber aIle gerade im Raum befind
lichen Teilchen; man erhalt dann 

(103) 

LI M solI also das auf die Achse bezogene, auf das Teilchen wirkende 
Moment sein. Wieder fallen auf del' rechten Seite aIle Momente del' 
Krafte zwischen den Fliissigkeitsteilchen heraus - auch del' Reibung 
zwischen ihnen! - iibrig bleiben nur die Momente del' Krafte an den 
Grenzen und die Momente del' Gewichte del' Teilchen. Diese letzteren 
konnen wieder gesondert (rein statisch) betrachtet werden. In den 
Flachen 1 und 2 liefel'll nul' die tangential zu den Flachenelementen und 
rechtwinklig zur Achse stehenden ·Reibungsspannungen del' Stromung 
Beitrage zur Momentensumme; diese sollen abel', da es sich um die 
geringen Reibungen zwischen Fliissigkeitsteilchen handelt, vel'llach
lassigt werden. Die Fliissigkeitsdriicke auf diesen Flachen stehen 
radial, haben also kein Moment. Die Fliissigkeitsdriicke auf und in 
den Grenzflachen a-a' und b-b' haben zwar Momente um die Achse, 
abel' da das Stromungs- und Druckfeld gerade dadurch gekennzeichnet 
ist, daB in b-b' die Verhaltnisse,.. die in a-a' herrschen, sich gerade 
wiederholen, so steht jedem Element in a-a' mit einer Momentwirkung 
LI M ein anderes mit del' entgegengesetzt gleicherr -LIllI gegeniiber, 
so daB die beiden Flachen.im ganzenrkeinen Beitrag zur Momenten
summe liefel'll. Ubrig bleiben nur die Momente aller Driicke und Rei
bungen an del' Schaufeloberflache, die wir in einemErsatzmoment 
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Hs zusammenfassen. Die Begrenzung durch die Ebenen I und II fassen 
wir wieder (wie frillier) nicht als materiell auf, so daB wir keine weiteren 
Momente einzufiihren haben. Um die linke Seite auszuwerten, betrach
ten wir ganz analog wie frillier zunachst die einzelnen in Abb. 45b 
besonders gezeichneten Stromfaden und im Innern eines derselben die 
aufeinanderfolgenden Teilchen mit den Ordnungsnummern i - 2, i-I, 
i, ... Damit Kontinuitat herrscht, muB im Zeitelement dt jedes Teil
chen an die Stelle des vorausgehenden riicken und dessen Geschwindig

Abb. 45 b. Zur Ableitung des Momentensatzes und 
des Schaufeldruckes. 

keit c und Geschwindigkeits
moment Cu • r annehmen; da
mit wir jedem Teilchen die 
stationare an einem Feldpunkt 
herrschende Geschwindigkeit 
und damit das Geschwindig
keitsmoment zuschreiben kon
nen, miissen wir es unendlich 
klein nehmen. Beide Forde
rungen bedingen, daB wir die 
Masse aller Teilchen gleich 
groB, und zwar zu 

Am=L.dqdt 
g 

festsetzten, wo dq die sekundlich durch den Faden stromende Menge ist. 
FUr die oben numerierten Teilchen ist dann ihr Teilbeitrag zur linken 
Seite von Gleichung (103) 

r d dt (cur)i+2 - (cUr)i+l + (cUr)l+l - (cur); + (cu'r); - (cur)i_l + ... -. q .• 
g dt 

Dehnen wir die Summation iiber den ganzen Stromfaden aus, so fallen 
aIle "inneren" Anderungen weg, und es bleibt (da sich auBerdem dt 
weghebt) : 

Summieren wir nun iiber aIle Stromfaden, so konnen wir, da (cur) 
als konstant in 1 und 2 gilt, sofort 

Qr [(cU r)2 - (cu r)1] 
g 

schreiben, wo Q die Wassermenge pro Schaufelteilung ist. Damit 
ergibt sich Q Q 

Ms = -.L [(cU r)2 - (cU r)1] = -.L A~(cur) . (104) g g 

Der Ableitung nach entspricht Ms einer Wirkung der Schauflung auf 
die Stromung: das Moment der "Reaktion" ist Mr = -Ms, also ist 

Mr = Qr A~ (cur). (105) 
g 

Setzt man in Gleichung (104)/(105) fUr Q die gesamte durch das Gitter 
stromende Menge, so hat man sofort das Gesamtmoment fUr das ganze 
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Gitter. Diese Gleichung lii-Bt sich wieder umformen. Rechnet man auf 
den Kreisen 1 und 2 die Linienintegrale f c • cos IX ds iiber den ganzen 
Umfang, d. h. die Zirkulationen r l und F2 aus, so ergibt sich 

Fl = 2r1 .71cU ,; F2 = 2r2.71cU , oder (cur)l = :::; (cur)2 = :; . 
Damit wird: M = Qr r1 - r2 

, g 2n . (106) 

(Q und Mr auf die Breite 1 der Schaufel bezogen, aber fiir das ganze 
Gitter gerechnet.) Von Fl und F2 weist die m.athematische Stromungs
lehre nach, daB Fl im Raum auBerhalb, F2 innerhalb des Gitters in 
reibungsfreier Fliissigkeit konstant ist. Andererseits kann man aber 
auch die Zirkulation auf dem die Schaufel umschlingenden, aus den 
Begrenzungsspuren 1 und 2 sowie a-'-a' und b-b' gebildeten Linienzug 
ausrechnen und findet fiir diese "Schaufelzirkulation" 

~ a 
r. - 2rl3TcU, + f d 2r2neu, + f d - r 1 - r 2 
8---Z- c· s---z- c· s---z-' 

b ~ 

weil die Integrale entgegengesetzt gleich sind. Damit ergibt sich: 

M = Qr z· r, (107) 
, g 2n·· 

Von F8 laBt sich wieder nachweisen, daB es auf jeder eine einzelne 
Schaufel umschlingenden Kurve C konstant ist. Durch eine ganz 
analoge Betrachtung wie in 20. (Abgrenzung eines Kontrollraumes 
auBerhalb. der Schaufel) folgt hier, daB auf Parallelkreisen, die die 

Schaufeln nicht schneiden, f (cur) dq konstant ist, der durch fC~ dq 

definierte Mittelwert von cur wird also nur im eigentlichen Schaufel
raum verandert. 

Den Kontrollraum kann man auch benutzen, um die Komponenten 
Rr und Ru der Kraft auf die einzelne Schaufel nach irgendeiner beliebig 
festgelegten Radialrichtungund senkrecht dazu zu ermitteln. Es zeigt 
sich dann aber, daB man die Stromung im einzelnen kennen muB, da 
die Krafte auf den Grenzen a-a' und b-b"sich nicht aufheben. Auch 
nur die Richtung der Kraft auf die Schaufel zu errechnen, gelingt nicht 
ohne diese genauere Kenntnis der Stromung. 

Auch hier kann man sich einen Anhalt iiber die GroBe des Uber
druckes von Bauch- und Riickseite der Schaufeln verschaffen. Be
zeichnet man den Unterschied von Kopf- und Schwanzradius der Schau
feln der GitterhOhe des Parallelgitters entsprechend mit h, so ist (Abb. 45 b) 

M, = f PbCOS{3b- rdsb - f p,cos{3,· rdsr = f(Pb - p,) rdr. 

Mit L1 Pm als Mittelwert des Schaufeliiberdruckes ist die obige Formel 
'a 

durch M,=11Pmfrdr' oder M,=11pm-h-rm, wo rm der Mittel-
'i 

wert aus Kopf- und Schwanzradius ist, zu ersetzen. Daraus folgt: 

11 P . = Qr LI (cur) (108) 
m g h - rm • 



92 Das Wichtigste aus der Hydromechanik. 

Alle am Parallelgitter weiter angestellten Uberlegungen, z. B. auch 
diejenigen iiber die angenaherte Druckverteilung usw., konnen hier 
sinngemaB wiederholt werden; dabei tritt an Stelle von Cx der Wert 

(cur), an Stelle eines konstanten cy die Radialkomponente Cr = -2Q , 
fn 

an Stelle einer Parallelen zur Gitterachse (y = konst.) ein Parallel
kreis (r = konst.), an Stelle der Kraft Ex das Moment .Mr. 

22. Del' Ellergieaustausch zwischen stromellder Fliissigkeit und 
bewegten starren Korpern. 

In den bisher betrachteten Beispielen konnte von einem Energie
austausch zwischen Stromung und Korpern keine Rede sein. Da die 
betrachteten Korper ruhten, konnten die an ihnen angreifenden Krafte 
keine Arbeit leisten. Dem entspricht der Umstand, daB die betrachteten 
Stromungen stationar waren. In solchen aber kann der Stromung nur 
durch Reibung oder sonstige Verluste Energie entzogen werden. Urn 
also Energie in nutzbringender Form aus der Stromung herauszuholen, 
miissen sich die mit ihr in Beriihrung kommenden Korper bewegen. 
Dann ist aber auch die Absolutstromung nicht mehr stationar und die 
Stromungsenergie kann sich auch in reibungsfreier Fliissigkeit andern. 

Bevor wir aus der Betrachtung der Stromungskrafte an bewegten 
Korpern auf die ausgetauschte Energie schlieBen, solI ein allgemeiner 
Satz iiber dieAnderung der Stromungsenergie fiir ein bewegtes 
Fliissigkeitsteilchen in einer nichtstationaren Stromung 
der idealen Fliissigkeit abgeleitet werden. 

In einer nichtstationaren Stromung sind die GroBen c und p Funk. 
tionell des Ortes und der Zeit, h ist eine reine Ortsfunktion. Die Stro-

2 

mungsellergie JL + h + 2C . ist demnach auch eine Funktion von Zeit 
y g .. 

und Ort. Ihre substantielle Anderullg fiir ein materielles Teilchen setzt 
sich ganz analog wie die der Geschwindigkeit aus der lokalen und der 
konvektiven Anderung zusammen (vgl. unter 8.). Es ist also: 

dR oR oR 
dt = 7ft + c· (f8 , (109) 

wenn ,vir wieder das natiirliche Koordinatensystem zugrunde legen 
(vgl. 8. und 9.). Damit ist also die vollstandige momentane, zeitliche 
Anderung von H gemeint, die ein Teilchen wahrend des Elementes d t 
infolge der Anderung des Feldes und durch seine Fortbewegung urn 
ds in Richtung der momentanen absoluten Stromlinie erleidet. Wenn 
wir auf der rechten Seite von Gleichung (109) den Definitionsausdruck 
fiir H einsetzen, so folgt: 

dd~ = :t (~ + h) + c a~ (~ + h) + :t (;;) + c :8 (;; ) 
=:t(~ +h)+; :8(g(~ +h)) +; ~~+ ~ ~: 
=:t(~ +h)+ ;[:8(g(~ +h))+~~+c~:]. 
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Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist aber nach Gleichung (22a) 
(E ulersche Gleichung in Richtung der momentanen Stroml.iirie) = Null; 
es bleibt also: dH . _ ~ (~ ) 

dt - at r + h . 

Nun ist aber auch~: = 0, weil die Hohenlage eines Raumpunktes 

nur eine Ortsfunktion ist. Mithin bleibt: 

(110) 

Die substantielle Anderung der Stromungsenergie eines 
Teilchens ist also gleich der lokalen Anderung der Druck
hohe an seiner augenblicklichen Durchgangsstelle im Felde. 

Die Bedeutung und Verwendung dieser Beziehung wird in den 
folgenden Beispielen klar werden. 

23. Das gleichformig angestromte und parallel zu seiner Achse 
gleichformig bewegte gerade Gitter. 

a) Uberblick iiber die Stromung. 
Das in Abb. 46 dargestellte Parallelgitter solI sich nunmehr in Rich

tung seiner Achse mit der gleichformigen Geschwindigkeit U bewegen~ 
Gleichzeitig werde es quer zu seiner Achse von einer ebenen Stromung 
unter einem gewissen Winkel IXl gegen seine Achse angestromt. Der zur 
Herstellung dieser Anstromrichtung notwendige "Leitapparat" befinde 
sich auch wieder in solcher Entfernung vom Gitter und habe so viele 
und so eng gestellte Schaufeln, daB man dort von gleichformiger Rich
tung und GroBe der Geschwindigkeit sprechen kann, sofern nur auf 
jede Langeneinheit parallel zur Gitterachse gleich viel Stromungs
menge entfallt. 1m iibrigen sollen keine Korper mit der Stromung in 
Wechselwirkung treten. Das Gitter befindet sich dann zunachst rein 
kinematisch gegeniiber der Stromung in jedem Augenblick in der 
gleichen Situation; anders ausgedriickt: die Randbedingungen fUr die 
Stromung sind in jedem Augenblick die gleichen. Die "aus dem Un
endlichen" kommende und sich wieder "ins Unendliche" entfernende 
Stromung darf nirgends die Oberflache der Korper durchdringen. An 
der Schaufelkontur muB daher iiberall die Normalkomponente Cn der 
momentan dort herrschenden Absolutgeschwindigkeit gleich der Pro
jektion Un der Fortschreitgeschwindigkeit des betr. Konturpunktes 
auf die dortige Normalrichtung sein; Cn = Un. An je einem Punkt des 
Schaufelbauches bzw. Riickens ist in Abb. 46a an der letzten Schaufel 
rechts ein diese Randbedingung veranschaulichendes Diagramm ge
zeichnet. Das Bild der momentanen absoluten Stromlinien hat also in 
jedem Augenblick dasselbe Aussehen und die gleiche Lage zum Gitter; 
es wandert, als ware es starr mit dem Gitter verbunden, mit ihm fort. 
Addiert man geometrisch zur Absolutgeschwindigkeit den entgegen
gesetzten Wert der Fortschreit- (Fahrzeug-, Gitter-) Geschwindig
keit, also -u, so erhalt man die Relativgeschwindigkeit to = c - u. 
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o 

Das Relativstromlinien
bild ist also, da u zeit
lich konstant sein soll, 
ebenfalls unverander
lich; die Relativstro
mung ist eine stationare. 
In Abb.46b istalsRela
tivstromung die gleiche 
zugrunde gelegt, die in 
Abb.39a als Stromung 
durchdas feststehende 
Gitter erririttelt war; 
die dort· als Absolut
geschwindigkeitenzu be
zeichnenden Werte c 
sind hier die Relativ
geschwindigkeiten w • 
Insbesondere sind also 
die gleichformigen Werte 
w in Ebene I gleich den 
friiheren gleichformigen 
Werten c; wahrend die 
nunmehrigen Werte c 
aus den friiheren durch 
vektorielle Addition von 
u entstanden sind; 
c = w + U. Ebenso ist 
das Bild der momenta
nen Absolutstromung 
aus dem der Relativ
stromung durch Uber
lagerung der konstan
ten Geschwindigkeitent
standen l • 

Es ergibt sich die 
Frage: 1st dies zulassig 1 
Andert sich nicht die 
Stromung durch die 
einzelnen Kanale des· 
Schaufelgitters relativ 
zu ihm, wenn es sich 
geradlinig gleichfOi'mig 
bewegt, selbst wenn da
fiir gesorgt wird, daB 
die Zustromung zum 
Gitter relativ zu ihm die 

1 Nach einem Verfahren, das von Maxwell stammt und im 2. Band erlautert 
werden soll. 
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gleiche bleibt 1 Die Antwort lautet wie folgt: Die Druckverteilung in einem 
stationaren Stromungsfeld hangt mit der konvektiven Beschleunigung 
so zusammen, daB das Druckgefalle in die Richtung dieser Beschleuni
gung fallt und mit ihr proportional ist. Die Uberlagerung einer nach 
GroBe und Richtung im ganzen Felde und auBerdem zeitlich konstanten 
Geschwindigkeit andert aber die stationaren Beschleunigungen nirgends, 
folglich bleibt die Druckverteilung die gleiche. Damit entfallt aber auch 
jeder Grund fiir ei,';le Veranderung der Stromlinien des urspriinglichen 
Feldes bei ihrem Ubergang in relative Stromlinien des neuen Feldes. 

Damit ist also dargetan, daB das Stromlinienbild des Gitters nach 
Abb. 39 a als relatives Stromlinienbild bestehen bleibt, Wenn sich das 
Gitter geradlinig 
gleichformig (also 
z. B. parallel seiner 
Achse) bewegt und 
die absolute Zu
stromung (c) so ein
gerichtet wird, daB 
die relative (w) die
selbe bleibt Wle 
friiher beim fest
stehenden (die da
mals auch als abso
lut bezeichnet wer
den konnte). Rela
tives undmomentan 
absolutes Stromfeld 
wandern also mit 
dem Gitter mit. 
Ebenso auch das 

y ~y' 
I 
I 

--------+- -~ 
I 

u.t---+------ --
I Cons (fiir to'+.---'---+--L_';'; 

x 

~I'--------x'~'~~====~~~~~~ I~'------- x~Const 

Abb.46d. 
P (x, y) = absolut fester Sitz des Beobachters. 

P' (x', V') = relativ fester Puukt im bewegten Gitter. 
, {J {J ,{J a 

X=X +u.t;ax = ax"Y=Yo+Y ;ay=ay" 

Das Ortsdiagramm P = p(x') wird beim Vorbeigleiten am festen 
Punkt P fUr den dortigeu Beobachter ein Zeitdiagramm p = p(t) 

nach der Beziehung t = const - x'. Damus folgt: 
u 

(a p ) =(ap).dx' =_a~'(_U)=_uap. 
at p <lx' dt ax' ax 

Diagramm der Geschwindigkeiten und Driicke, das man iiber einer 
Gitterparallcle auftragt und periodischen Charakter hat (wie beispiels
weise das in Abb. 39 b gezeichnete). Fiir einen im Raum feststehenden 
Beobachter verwandelt sich die raumliche Periodizitat dieses Diagramms 
in eine zeitliche. Mit dem Gitter zieht das Diagramm an ihm vorbei, 
und er stellt daher an seinem Beobachtungspunkt zeitlich periodische 
Schwankungen der Geschwindigkeit und des Druckes fest. Sind x' 
lmd y (Abb. 46d) die Koordinaten parallellmd senkrecht zum Gitter in 
einem fest mit dem Gitter verbundenen, also mit ihm bewegten System, 
so ist die Zeit, nach der er einen bestimmten Zustand (p, w) erlebt, der 
an einer urn x' von Koordinatennullpunkt entfernten Stelle dauernd 
h h konst. -X' d' K t di E tf d errsc t, = --v;--' wenn Ie onstan e e x- n ernung es 

Beobachters yom Koordinatenanfangspunkt zur Zeit t = 0 war. Die 
fiir den feststehenden Beobachter zeitliche, lokale Anderung eines Zu
standes, z. B. cpjct kann also im vorliegenden Faile auch aus dem reht-
tiven Diagramm als fJp fJp fJp 

at = -ex' = -UfJx' 
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abgelesen werden. Statt des relativen d x' kann aber auch das absolute 
d x geschrieben werden, weIl beide durch x = x' + ~tt zusammenhangen. 

Mithin folgt: ~~ = -u ~~. Vgl. Abb.46d. Dieses Resultat gilt in 

jedem FaIle, wo die Relativstromung eine stationare ist, gleichgiiltig 
wie sie sonst aussieht. 

Die Absolutbewegung ist also eine periodische. Dies driickt sich auch 
in der Gestalt der wahren Bahnen einzelner Teilchen aus. Denkt man 
sich als Beobachter an einem festen Raumpunkt unmittelbar am Ein
tritt ins Gitter aufgestellt, so sieht man dort nacheinander verschiedene 
Fliissigkeitsteilchen ankommen. Je nachdem, ob im gleichen Augenblick 
eine Schaufel in der Nahe oder weiter weg vom betreffenden Punkt 
steht, durchlauft das Teilchen ganz verschiedene wahre Bahnen. Von 
ein und demselben Raumpunkt gehen also periodisch pendeInde Bahnen 
aus. In Abb. 46b sind drei solcher Bahnen eingezeichnet. Zwei davon 
(I und II) sind die Bahnen von Teilchen, von denen das eine gerade 
iiber den Bauch der Schaufel, das andere iiber ihren Riicken weg gleitet, 
die dritte Bahn (III) ist die eines Teilchens, das nie mit einer Schaufel 
in Beriihrung kommt, sondern sich mitten durch einen Schaufelkanal 
bewegt. 

b) Berechnung der Krafte zwischen Schaufeln und Stromung. 
Da die Druckverteilung relativ zu den SchaufeIn in jedem Augen

blick die gleiche und zwar dieselbe ist wie im FaIle feststehender Schau
feIn, so kann man die Form der Gleichung (89a) unter gOa ohne weiteres . 
anwenden, wenn man zunachst dq' statt dq und w'" statt e", schreibt 
und unter dq' die in den relativen Stromiaden flieBenden Wassermengen 
versteht. Es ist also: 

t 

R", = + I (Wx, - w;,) dq', 

t 

Ry = f (PI - P2) d x . 
o 

(Ul) 

(U2) 

Da aber die Begrenzungsflachen 1 und 2 parallel zur Bewegungsrichtung 
liegen, so ist die "relative" Wassermenge gleich der absoluten dq; beide 
sind namlich = cy · d x . Ferner ist wx, = ex, - u und wx, = ex, - u. 
Daher ist a uch : 

(U3) 

oder, wenn in den Grenzen 1 und 2 schon gleichmaBige Geschwindig
keitsverteilung herrscht: 

Qy 
R", = - (ex, - ex,) . 

g 
(U4) 

Damit ist alles wieder auf die Absolutwerte zuriickgefiihrt und die 
Formel vollig identisch mit der friiheren geworden. 
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Die angestellte Betrachtung kommt darauf hinaus, daB man in 
irgendeinem Augenblick- eine Schaufel in den gleichen, durch zwei 
kongruente, um eine Teilung versetzte relative Stromlinien begrenzten 
Kontrollraum einschlieBen kann und daB man weiterhin diesen Raum 

zur Auswertung der Summe 2: Am· ~; in relative Stromfaden mit den 

relativen Wassermengen dq' aufteilen kann. Man erhalt dann un
mittelbar t 

Rz = ; I(cx1 - cz,) dq 

und braucht nur noch festzustellen, daB dq' = cy · dx = dq ist. 

c) Der Energieaustausch. 
Wenn die Schaufeln sich bewegen und die Stromung auf sie dabei 

eine Kraft Rz in der Bewegungsrichtung ausiibt, so wird Arbeit geleistet 
vom Betrage: t 

A = Rz • u [m kg] = ~I(Cul - cu,) dq , (115) sec g 

indem wir jetzt Cu statt Cz schreiben. Dieser Arbeit muG ein Betrag 
von Stromungsenergie gegeniiberstehen, um den sich die Energie im 
Gebiet vor dem Gitter von der hinter dem Gitter unterscheidet. Denn 
dann sinkt jedes Kilogramm Fliissigkeit von seinem urspriinglichen 
Energieniveau auf ein um A H niedrigeres herab, und die Arbeit A 

t 
wird auch durch -y J AH· dq gemessen, wenn wir unter +AH 
einen Energiezuwachs verstehen. Es folgt also: 

t t 

Y I dq A~H = -%-. u I (cu, -- CU ,) dq. (116) 

Durch Differentiation ergibt sich fiir den einzelnen relativen Stromfaden 

(117) 

Wird also Cu beim Durchgang der Fliissigkeit durch das Gitter erhoht 
(cu positiv im Sinne von u!), so wird auch H gesteigert (Pumpwirkung, 
Arbeitsmaschine); wird es verringert, so sinkt auch H (Turbinenwirkung, 
Kraftmaschine) . 

In idealer Fliissigkeit ist u/g Aicu der einzige auftretende Energie
unterschied. Die Ableitung und ihr Resultat konnte den Eindruck er· 
wecken, als ob sie auf den Vergleich eines Anfangs- und Endzustandes 
beschrankt seien. Es soll daher eine zweite Ableitung gegeben werden, 
die auf dem unter 22. entwickelten, allgemeinen Satz beruht. Danach 
ist die substantielle Anderung der Stromungsenergie eines Fliissigkeits
teilchens in idealer Fliissigkeit 

dd~ = :t(~). 
Spannhake, Kreiselriider. .Rd.!. 7 



98 Das Wichtigste aus der Hydromechanik. 

Dafiir konnen wir aber, wie wir in Absatz a) dieser Ziffer gesehen haben, 

auch dB = _ ~ (E.) 
dt U oaf r 

schreiben. Hierin bedeutet x' die Koordinate des im relativen Felde 
festgehaltenen Punktes. Das absolute GefiHle 8pj8x ist aber von dem 
relativen an derselben Stelle und im gleichen Augenblick nicht verschie
den (vgl. nochmals Abb. 46d), so daB man auch schreiben kann: 

dB = -u~ (E.). 
dt ox ,r 

Fiir oOx (~) kann man aber eine Eulersche Gleichung fiir die 

U = x = Richtung anschreiben, sie lautet: 

dc.. 0 (P) Tt= -Yax r ' 
wenn wir von der Wirkung der Schwere 
absehen. Fiihren wir dies ein, so folgt: 

Abb.47. Geschwindigkeitsdiagramm. oder 

dB u dc .. 
Tt=g-Tt 

dH= ~.dcu. 
g 

(US) 

D. h. an jeder Stelle andert sich fiir ein bewegtes Teilchen die 
Stromungsenergie in dem MaBe und im gleichen Sinne, 
wie sich die u-Komponente seiner Absolutgeschwindigkeit 
andert. 

(Wenn die Schwere mit beriicksichtigt sein soll, so enthalt H den 
Summanden h. Die Druckdiagramme iiber der Schaufelteilung stellen 

gleichzeitig nicht mehr E. sondern die Summe E. + h dar, die nun

mehr periodisch wiederk~hrende Werte hat; sta~t ! (~) kann man 

aber :t (~ + h) schreiben, weil ~~ = 0 ist; andererseits aber ist wieder 

~(E. + h) = -u~(J!.. + h) = -u~(E. + h) = u dCu .) at r ox' r ax r dt 
Gleichung (US) liefert integriert: 

H - uCu = konst. 
g 

oder E. + h + c2 
- 2ucu = konst. (U9) 

r 2g 

und diese Gleichung tritt an Stelle der fiir stationare Absolutstromungen 
(also Stromungen ohne Energieaustausch) geltenden: H = konst. 
Mittels des zwischen Absolut- und Relativstromung bestehenden 
Zusammenhanges c = u + w, der auch in den beiden Gleichungen 
Cu = u + wu; cy = Wy ausgedriickt werden kann, laBt sich Gleichung (U9) 
noch umformen (s. Abb. 47). Es ist namlich w2 = c2 - 2ucu + u2 

also c2 - 2ucu =.w2 - u2• Damit geht Gleichung (U9) iiber in 

P w2 u 2 r + h + 2(1 - 2g = konst. (120) 



Das parallel zu seiner Achse gleichformig bewegte gerade Gitter. 99 

Da aber u selbst im ganzen Feld konstant ist, ergibt sich: 

~ + h + 2W = konst. (121) r (J 

Hierdurch wird unsere in Absatz a) ausgesprochene Behauptung, daB 
qie Druckverteilung und damit die Geschwindigkeitsverteilung der 
Relativbewegung im geradlinig gleichformig bewegten Gitter genau so 
aussieht wie diejenige der Stromung durch das gleiche feststehende 
Gitter (bei relatiy gleicher Ausstromung), von neuem bestatigt. 

Man sieht nun sofort, daB der Energieaustausch prinzipiell weit vor 
dem Gitter beginnen kann und erst weit hinter ihm beendet zu sein 
braucht; praktisch liegt in ziemlicher Nahe (Ent
fernung ex>t) vor dem Gitter und hinter dem Gitter 
ein Gebiet konstanter Energie. In Abb.46c ist fiir 
drei Teilchen der Energieverlauf bei ihrer Reise aus 
dem einen ins andere Gebiet liber der Koordinate y 
aufgezeichnet. Zwei von diesen Teilchen bewegen 
sich relativ zur Schaufel auf der Spaltungsstrom
linie bzw. auf Bauch und Rlicken der Schaufel, 
das dritte auf einer mittleren relativen StromJinie. 

Die Satze liber GroBe und Richtung der Reak
tion R an den Schaufeln und liber ihre Komponen
ten R", und Ry , die unter 20. b) fiir das ruhende 
Gitter entwickelt wurden und ihren Ausdruck in den 

Abb. 48. Berechnung der 
ZlrkuIation aus den rela 
tiven oder den absoluten 

Geschwindigkeiten. 

Gleichungen (92) bis (95) fanden, bleiben fiir das gleichformig geradlinig 
bewegte Gitter bestehen; man hat hier nur liberall an Stelle der dort 
geschriebenen Absolutgeschwindigkeit e die Relativgeschwindigkeitlw 
zu setzen. 

Wenn man in Gleichung (115) fiir R", seinen in der Schaufelzirkulation 
rs ausgedrlickten Wert [so Gleichung (95)] einfiihrt, so wird: 

A = R",' u = .L II. r.. u = -Qy L1 H, 
(J t 

also folgt auch: 
L1H=-~r. 

(J t· (122) 

rs kann auf irgendeiner die Schaufel umschlingenden Kurve errechnet 
werden, und zwar sowohl aus dem momentanen Absolutbild als auch 
aus dem Relativbild. Denn es ist (Abb. 48) 

c c c c 
r. = Je. cos !Xc . ds = J u 0 cos !Xuds + J w· cos tXw 0 ds = J W· cos!Xwds, 

c 
weil f u cos !Xu ds wegen der konstanten GroBe und Richtung von u 
fiir jede geschlossene Kurve Null isto Positiv ist r. dann gerechnet, 
wenn der Umlaufsinn auf der Kurve Cam Eintritt ins Gitter im Sinne 
der Bewegung des Gitters zeigto 

In der zahen Fllissigkeit ist der Energieunterschied, den das Gitter 
aufrechterhalt, geringer oder groBer als in idealer Fliissigkeito Ein 

7* 
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Tell von Stromungsenergie wird auf Ubel'windung von Reibungswider
standen, "zur Deckung von Verlusten" verwendet. Diesel' Betrag be
deutet immer eine Enel'gieabnahme beim DurchfluB durch das Gitter. 
An Stelle von Gleichung (117) tritt dann: 

L1~H = ~ L1~ c" - hvl ->-2, (117 a) 
g 

wenn mit hvl->-2 die Verlustenergie bezeichnet wird, und an Stelle von 
Gleichung (121) 

P w
2 1 - + h + -2 + hv = konst. 

y g 

P2 ' w~ wi - + h2 + -2 = PI + hI + -2 - hvl -->-2. y g g 

odeI' (121 a) 

Diese Gleichungen gelten sowohl fiir Pumpen- als auch fiir Turbinen
wirkung. 1m Faile del' Turbinenwirkung stehen in Gleichung (117a) 

lauter negative GroBen, so daB rechts die Summe aus ~ L1 CIt und hv 
erscheint. g 

1m Fane del' Pumpwirkung kann man das Verhaltnis 

~L1~Cu-hVl->-2 l 
g = I _ ~->-2, 

~L1~cu ~L1ic" 
g. g 

im FaIle del' Turbinenwirkung 

I 

I + ~->-2 
~ L1~cu 
g 

als Gitterwirkungsgrad bezeichnen. (Man beachte den Wechsel del' 
lndizes an L1 und den der Vorzeichen!) Uber die weitere Verwendung del' 
hinter dem Gitter vorhandenen Energie wird hierbei nichts ausgesagt. 

24. Das gleichforrnig angestrornte und urn seine Achse gleichforrnig 
sich drehende Kreisgitter. 

a) Uberblick iiber das Stromungsfeld (Abb..49). 
Denkt man sich fiir ein feststehendes Kreisgitter die DurchfluB

stromung gezeichnet, so darf man nicht etwa nach dem Beispiel del' 
vorigen Ziffer annehmen, daB die Relativstromung durch das gleiche 
Gitter, wenn es sich um seine Achse dreht, ebenso aussieht wie die 
bereits bekannte, auch nicht, wellli die Zustromung l'elativ zum Gitter 
die gleiche geblieben ist. Dies sieht man mechanisch sofort ein. Denn 
wenn man jetzt aus diesel' unverandert beibehaltenen Re!ativstromung 
durch Hinzufiigen von u = r . w an jedem Punkt die Absolutstromung 
konstruiert, so ergibt sich, weil man an jedem Punkt ein anderes 17 
hinzufiigen muB, eine neue Druckverteilung, die nicht mehr mit del'. 
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urspriinglichen Relativstromung im Einklang ist. Der Entwurf einer 
Relativstromung fiir ein sich drehendes Kreisgitter ist denn auch etwas 
schwieriger als der fiir ein geradliniges bewegtes Parallelgitter. Das 
schadet aber nichts fiir unsere allgemeinen Uberlegungen. Wenn wir 
die Stromung entweder aus dem Unendlichen herankommend und in 
der Achse als in einer Senke oder umgekehrt aus der Achse als einer 
Quelle entspringend und ins Unendliche abstromend annehmen, so ist 
die Relativstromung jedenfalls stationar, wenn die Winkelgeschwindig
keit des Gitters und die durchflieBende Wassermenge Q (pro Einheit 

u der Hohe in der ebe
nen Stromung) konstant 
sind. Das Stationarsein 
der Relativstromung ist 
wieder (genau wie beim 
Parallelgitter unter 23.) 
gleichbedeutend mit der 
Unveranderlichkeit des 
momentanen, absoluten 
Strombildes nach Ge
stalt und Lage relativ 
zu den Schaufeln. Denn 
auch hier sind die Rand
bedingungen fiir die Ab
solutstromung in jedem 
Augenblick die gleichen 
(s. Abb. 49). An der 
Schaufelkontur muB en 
= Un sein. Das Bild der 
momentanen absolutell ' 
Stromlinien rotiert also 
mit dem Gitter fest 
verbunden um deSSell 

Abb. 41l. Stromung durch ein gieichfOrmig umlaufendes Kreis
gitter. 

Achse. Ein im Raum fest aufgestellter Beobachter erlebt auch hier 
periodische Druck- und Geschwindigkeitsschwankungen, ulld ganz ent
sprechend wie frillier kann er auch diese an einem mit dem Gitter ver
bUlldenen mit ihm rotierendell Druck- und Geschwindigkeitsdiagramm 
ablesen. Durch diese Uberlegung findet man, ganz analog wie frillier, 
fur die an einem festen Raumpunkt beobachtete lokale Druckanderung 

- -+h =-u- -+h =-w·- -+h. a (P) a (P . ) a (P ) 
at J' . r orp J' orp J' 

(123) 

Dabei bedeutet ~ den Drehwinkel um die Achse; rdcp ist ein Bogen
element des Parallelkreises, auf dem der Beobachter aufgestellt ist. 

b) Berechnung des Momentes. 
Wir grenzen wieder in einem bestimmten Augenblick um eine 

Schaufel herum den Kontrollraum durch zwei kongruente, um eine 

Teilung t", = 2n versetzte relative Stromlinien sowie durch die zwischen 
z 
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ihnen liegenden Bogenstiicke zweier Kreise mit den Radien r 1 und r 2 

ab und teilen zur Auswertung der Summe ~Am. d~;r) diesen Raum 

in relative Stromfiiden, die von den relativen Mengen dq' durchstromt 
werden, auf. Dann erhalten wir durch den .gleichen Gedankengang 
wie in 21. b): 

Wieder aber ist an den Grenzflachen 1 und 2 die relative Wa8sermenge 
gleich der absoluten: dq'=dq=cr ' rdq;; also kann man auch schreiben: 

2", 

M. = Lj"LI§{cur). dq 
g. 

o 
(124) 

oder, wenn in 1 und 2 bereits gleichformiger Geschwindigkeitszustand 
herrscht: 

c) Energieaustausch, 
Die Schaufelreaktionen leisten eine Arbeit: 

2 

A = M. w [mkg] = OJ· Yj'LI§(cur) dq. 
sec g 

o 

(125) 

Hierfiir muB ein .A.quivalent an (verausgabter) Stromungsenergie 
existieren im Betrage von: 

Aus der Gleichsetzung folgt: 

LliH = !!!... Lli(cur). 
- g 

(126) 

Die Veranderung der Stromungsenergie ist also mit der .A.nderung des 
Produktes cur oder U· Cu proportional und gleichsinnig. Das gleiche 
Resultat kann man auch bIer wieder fiir die ideale Fliissigkeit aus der 

Beziehung ~~ = :t (~ + h) ableiten. Die rechte Seite kann, wie wir 

aus Absatz a) wissen, durch -u-aa (E. + h) ersetzt werden. FUr den 
a() rg;y 

Ausdruck rag; ~ + h kann aber eine Momentengleichung angeschrieben 

werden; der Ausdruck stellt mit r multipliziert eine Kraftkomponente 
in der Umfangsrichtung auf die Volumeneinheit bezogen dar. Wird 
mit r multipliziert, so erhiilt man das Moment der auf die Volumen
einheit bezogenen Kraft; dieses ist nach dem Satz vom statischen Moment 
der BewegungsgroBe gleich der .A.nderung des Produktes cur fiir die Masse 
der Volumeneinheit. 
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Es ist also: 
-ror:<p(; +h)ol'=; °d~(c"r) 

oder: 
-ll 0 ~ (1- + h) = ~ de/v) . 

r8<p y g dt 
SchlieBlich folgt: dH OJ d 

lIt = g dt (c"r) 

dH - ~ d(c"r) = 0 und H - ~ (c"t") = konst. g g 
(127) 

oder: 

Damit sind ganz analoge Formeln wie in 23. entwickelt. Die weitere 
Besprechung dieser Beziehungen erfolgt bei den Kreiselradern selbst. 
Auch hier kann man wieder den Begriff der Zirkulation einfiihren. 
Benutzt man Gleichung (107), so folgt: 

Qy z· r, 
A = Mow= -o-ow = -Ql'oLJH 

g 2" 
und hieraus: 

LJ H = _ ~ 0 z· r, = __ ~ 0 r, (128) 
g 2" g t fp 

ganz entsprechend Gleichung (122). Positiv ist rs gerechnet, wenn del' 
Umlaufsinn auf del' Kurve C mit dem Drehsinn des Gitters iiberein
stimmt. Auch hier kann rs sowohl aus dem relativen wie aus dem 
absoluten Stromblld errechnet werden. 

Fiir die zahe Fliissigkeit sind ganz analoge Betrachtungen wie beim 
Parallelgitter anzustellen. 

B. Die vollbeaufschlagten Kreiselrader 
in geschlossener Strornung. 

VI. Beschreibung der Yollbeaufschlagten, geschlossen 
durchstromten I{reiselrader und ihres Stromungsfeldes. 
25. Die wesentlichen Konstruktitmselemente del' vollbeaufschlagten 

KreiselrMer in geschlossener Stromung. 
1m letzten Kapitel haben wir gesehen, daB ein Energieaustausch 

zwischen stromender Fliissigkeit und den in fur bewegten starren 
Korpern dann zustande kommt, wenn die Korper den Geschwindig
keitszustand der;;Stromung in bestimmter}:Weise verandern, und zwar 
muBte bei geradliniger Bewegung die Geschwindigkeitskomponente c" 
parallel zur Bewegungsrichtung, bei drehender Bewegung das Produkt 
c" 0 r, wo Cu die Komponente in Richtung des Kreismnfanges, die "Um
fangskomponente" war, verandert werden. Geradlinige Bewegungen 
kommen in unseren Maschinen tatsachlich nicht VOl', sie konnen ge
legentlich als Idealisierung wirklicher Bewegungen herangezogen werden 
(z. B. bei den sog. Axialradern). Wir konnen also die Kreiselrader 
allgemein als solche Stromungsmaschinen definieren, in 
denen die Veranderung des "Dralles" C,,' r wesentlich fiir 
die Wirkungsweise ist. 
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Es muB also zunachst ein "bestimmter Anfangsdrall" hergestellt 
werden, mit dem das "Laufrad" angestromt - "beaufschlagt" -
wird, diesen Drall muB das Laufrad durch die Form seiner "Laufschau
fem" und gleichzeitig durch seine Drehung verandern. 

Hergestellt wird der Anfangsdrall in irgendeiner "Leitvorrichtung". 
Diese kann im einfachsten Fall in einem reinen Rohrbestehen, das vor 
dem Laufrad axial zu diesem und mit einem Querschnitt senkrecht 
zur Achse der Maschine ankommt und daher die Fliissigkeit dem Lauf
rad in der unmittelbaren Umgebung der Achse und - wenn nicht be
sondere Zufalligkeiten auftreten - ohne Drall (cu· r = 0) zufiihrt. 
Das Rohr kann andererseits quer zur Achse ankommen. Dann kann es, 
wenn die Zustromung zum Laufrad immer noch in der Umgebung der 
Achse erfolgeh solI, durch einen "Kriimmer" in die axiale Richtung 
umgebogen werden; wiinscht man einen Drall in der Zustromung zu 
haben, so kann man es vor dem Rad um die Achse herum zu einem 
"Spiralgehause" ausbilden. Haufiger wird jedoch diese Form angewen
det, indem man das Rohr um den auBeren Umfang des Laufrades in 
Form eines Spiralgehauses herumwindet. Es ist in beiden Fallen nach 
dem Rade zu aufgeschnitten und gibt die Fliissigkeit moglichst gleich
maBig verteilt am Umfang an das Rad ab. Hierbei enthii.lt die Zustro· 
mung zum Rade ohne weiteres gewisse cu-Komponenten und einen 
bestimmten Drall cu· r. Um den Anfangsdrall regulieren zu konnen, 
wendet man vielfach ~ namentlich bei den modernen Turbinen - be
sondere "Leitschaufem" an, die sich verstellen lassen und dabei durch 
Veranderung von Querschnitten oder Schaufelrichtungen oder beiden 
die GroBe und Richtung der Geschwindigkeit in der Zustromung zum 
Rade beeinflussen. Sie sind mit den zu ihrer Verstellung notwendigen 
Bewegungsmechanismen zum "Leitapparat" vereinigt. Ein solcher kann 
prinzipiell sowohl bei axialer Zustromung in der Umgebung der Achse, 
als auch bei Zustromung von auBen am auBeren Umfang des Rades 
angeordnet sein. Die Zustromung kann ferner unmittelbar aus einer 
groBeren oder kleineren Wasserkammer heraus erfolgen, in die man die 
Kreiselradmaschine einbaut, in solchen Fallen sind meistens verstell
bare Leitschaufem vorhanden; die Kammer kann eine offene sein und 
sitzt dann am Ende eines Kanales, oder sie ist eine geschlossene und be
findet sich dann in Form eines Kessels am Ende einer Rohrleitung. 

Fiir die Abfiihrung des Wassers kann man prinzipiell die gleichen 
Organe verwenden wie fiir die Zuleitung, also Rohre, Kriimmer, Spiral
gehause, auch kann man unter Umstanden auch die Abstromung durch 
verstellbare oder feste Leitschaufem beeinflussen. 

Sowohl die Zufiihrungs- als auch die Ableitungsorgane konnen jede 
entweder im Gebiete des hochsten oder des niedrigsten Druckes der 
Gesamtanordnung liegen. Man kennzeichnet sie oft besonders als 
"Saugrohre, Saugkriimmer, Saugspiralen" und entsprechend als 
"Druckrohre, Druckspiralen". 

In der unmittelbaren Umgebung des Rades sucht man entsprechend 
der Tatsache, daB dieses selbst ein um eine Achse symmetrisch gebautes 
Organ ist und gemaB der natiirlichen V orstelhing, daB es bei ringsum 
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gleichformigem Stromungszustande am besten arbeiten wird, die Zu
und Abstromung "achsensymmetrisch" oder "rotationssymmetrisch" 
zu gestalten; dieser Gesichtspunkt ist fUr die Ausbildung der betreffenden 
Organe wesentlich. 

Samtliche dem Rad unmittelbar benachbarten Organe werden zu 
einem Gehause vereinigt, innerhalb dessen das Rad arbeitet und an 
das normalerweise die weiteren Organe so anschlieBen, daB die Gesamt
stromung von einem durch auBere Bedingungen gegebenen "Unter
wasserspiegel" nach einem ebenso gegebenen "Oberwasserspiegel" -
oder umgekehrt - "wie in einer geschlossenen Rohrleitung erfolgt, an 
der an irgendeiner Stelle das Laufrad sitzt. Einschrankende Bedingungen 
fUr die Lage des Rades zwischen Ober- und Unterwasserspiegel ergeben 
sich erst aus der Arbeitsweise der Maschinen selbst, d. h. aus der durch 
sie bedingten Druckverteilung. 

Die Vorstellung einer geschlossenen Rohrleitung fUr die ganze Stro
mung zwischen Oberwasser und Unterwasser ist wesentlich fUr die in 
diesem Abschnitt B behandelten Kreiselrader. Auf dem ganzen Wege 
zwischen Ober- und Unterwasser hat also die Stromung keine Beruhrung 
mit der Atmosphare; es konnen also in der Stromung auch Unterdrucke 
vorkommen. Diese durfen sich jedoch nie dem absoluten Vakuum so weit 
nahern, daB in der Flussigkeit ge16ste Gase sich ausscheiden oder die 
Flussigkeit selbst zu verdampfen anHingt [Kavitationsgefahr, vgL 10. d)]. 

Man kann auch mehrere Kreiselrader zwischen einem Unter- bzw. 
Oberwasserspiegel anordnen und entweder parallel zueinander von der 
entsprechend geteiIten Flussigkeitsmenge oder bintereinander, jedes 
von der gesamten Menge, durchstromen lassen. 1m ersten Fall spricht 
man von "Doppel-" oder "Mehrfachkreiselradern" oder auch "Mehr
strommaschinen" gegenuber "Einstro=aschinen", im anderen von 
"mehrstufigen Maschinen". In ganz besonderen Fallen sind mehrere 
Kreiselrader so in einem Gehause vereinigt, daB die Stromung gar nicht 
aus diesem heraustritt, sondern geschlossen, in sich selbst zuruckkehrend 
innerbalb des Gehauses verlauft. (Turbinengetriebe, z. B. Fottinger
Transforma tor en.) 

Wenn man verschiedene Kreiselradtypen unterscheidet, so geschieht 
dies in erster Linie und in maBgebender Weise nach der Form des 
einzelnen Laufrades und seiner nachsten Umgebung. Man entwirft 
zweckmaBig folgendes 

"Schema einer einstufigen Kreiselradmaschine". 
In Abb. 50 stellen die Linien a-a' und i-i' die "Meridian- ("Profil"-) 

linien" einer auBeren und einer inneren Rotationsflache dar. Ein TeiI 
der auBeren, in der AbbiIdung das Stuck k-k', wird von der Profillinie 
des auBeren Radkranzes oder des Radkranzes schlechtweg, ein Stuck 
der inneren n-n' wird von der Profillinie des inneren Radkranzes und 
der Radnabe gebiIdet. Zwischen diesen beiden Stucken sind die Lauf
schaufeln angeordnet, welche die beiden Kranze (oder Kranz und Nabe) 
verbinden. Sie erscheinen in der Abbildung im AufriB in Zirkular
projektion in der Zeicbenebene; die beiden Linien 81-8~ und 82-8~ 
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des Aufrisses sind die Meridianlinien zweierRotationsflachen, auf denen 
die Schaufelkanten liegen; im allgemeinen verlaufen diese, wie man aus 
dem GrundriB, wo die gleichen Buchstaben zur Kennzeichnung der 
Schaufelkanten verwendet sind, sieht, nicht in einer Radialebene (Ebene 
durch die Achse). 1m GrundriB sind dann die Linien 81-82 bzw. 8~-8~ 

/-~ 

'f1!(JSt.~( --- s;J ----- ----------------

,Its. ' 2' _I Abb.50, Schema einer einstufigen Kreisclrad-
I ".-- maschine. 

II i I--s -
2\ I 

die Projektionen der Raumkurven, in denen die Schaufelflache die 
auBere bzw. innere Rotationsflache durchdringt. Um eine weiter
gehende V orstellung von der Gestalt der (im allgemeinen doppelt 
gekrummten) Schaufelflache zu erhalten, schneiden wir sie noch durch 
eine mittlere Rotationsflache, etwa m-m'. Um diesen Schnitt darzu
stellen, legen ,vir an die Rotationsflache ungefahr in der Mitte zwischen 
den Schaufelkanten einen Tangentialkegel, der natiirlich seine 
Spitze in der Rotationsachse, etwa in K, hat. Das zwischen den 
Schaufelkanten liegende Stuck der Rotationsflache verzerren wir 
nun ein wenig, so daB der Bogen U 1-U2 auf die tangierende Mantellinie 
des Ersatzkegels abgewickelt wird. Diesen Kegel breiten wir in die 
Zeichenebene aus, und hier erscheinen nun angenaherte Bilder der Schau
felli, wie sie von der Rotationsflache m-m' herausgeschnitten werden. 
Man kann sich jetzt auch - gerade in der Abwicklung - sofort ein 
ungefahres Bild von der Durchstromung des "Schaufelgitters" machen, 
denn die Flache m-m' wird ja auch eine ungefahre "FluBflache" sein, 
die im Mittel dauernd mit Geschwindigkeiten durchstromt wird, deren 
Richtungen wenigstens angenahert in ihren Tangentialebenen liegen. 
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1m GrundriB erseheint der Sehaufelschnitt in der Kurve U 1-U2 einer 
mit 81-82 und 81-82 ahnlich verlaufenden Linie. 

Die beiden Rotationsflachen a-a' und i-i' werden in ihrem weiteren 
Verlauf von festen Gehauseteilen gebildet, sie selbst begrenzen zwischen 
sich einen "Rotationshohlraum", in dem die "arbeitende Stromung" 
verlauft. Der Rotationshohlraum geht "vor" bzw. "hinter" derSchauf
lung in andere, evtl. nicht mehr rotationssymmetrische Zu- bzw. Ab
fiihrungsorgane iiber. Sowohl vor wie hinter der Laufschauflung konnen 
"Leitschaufelgitter" angeordnet sein; ist dies der Fall, so liegen sie 
noch im Rotationshohlraum, also noch zwischen den Rotationsflachen 
a-a' und i-i'. 1m allgemeinen konnen auch die Leitschaufeln doppelt 
gekriimmte Flachen sein. Uber deren Gestalt kann man sich in analoger 
Weise wie tiber die der Schaufeln AufschluB verschaffen (s. Abb.50). 
Die festen Gehauseteile, welche dann die beiden Leitapparate verbinden 
bzw. den einen von ihnen durch einen "Deckel" oder "Boden" bis zur 
"Stopfbiichse" an der Radwelle fortsetzen, schlieBen das Rad voll
standig ein. Die Raume zwischen Rad und Gehause sind ebenfalls von 
Fliissigkeit erfiillt, die sich in bestimmter Bewegung befiudet, aber 
an dem bezweckten Energieaustausch zwischen Stromung und Rad 
nicht teilnimmt. Die Spielraume zwischen den Radkranzen und den 
festen Gehauseteilen heiBen "Kranzspalte". 1m Gegensatz hierzu nennt 
man die von der Arbeitsstromung durchflossenen Zwischenraume 

Jt\1 
Abb. 51. Radialrad. Abb. 52. Axialrad. Abb. 53. Diagonalrad. 

zwischen zwei Schaufelsystemen "Schaufelspalte". Letztere sind immer 
von ganz anderer GroBenanordnung als die Kranzspalte. Neuere Kreisel. 
rader haben haufig keinen auBeren Radkranz, das Stiick k-k' der 
Flache a-a' wird dann als fester Gehauseteil ausgefiihrt, in dem die 
Schaufeln mit geringem Spiellaufen; auch dieses Spiel bezeichnet man 
am besten als Kranzspalt. 

Je nachdem nun das Laufrad in einem Rotationshohlraum liegt, 
dessen Begrenzungsprofile im wesentlichen senkrecht zur Achse, schrag 
oder parallel zu ihr verlaufen, spricht man von einem "Radial.", "Dia. 
gonal." oder "Axialrad". Es ist dazu nicht notig, daB die Profilkurven 
des Rotationshohlraumes gena u senkrecht oder gena u parallel zur 
Achse verlaufen, wenn nur die Hauptrichtung die genannte ist. So ist 
z. B. das in Abb. 51 dargestellte Rad immer noch als Radialrad zu be
zeichnen, wenn auch die Kranzprofile nicht streng radiallaufen und zum 
Teil schon Umlenkung in den axialen Teil des Rotationshohlraumes 
zeigen, und ist ferner das in Abb. 52 dargestellte als Axialrad anzu· 
sprechen, wenn auch die Begrenzungskurven des Hohlraumesnicht 
streng parallel zur Achse sind. Ein "Diagonalrad" zeigt die Abb. 53. 
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Zwischen den genannten drei Formen konnen aile Ubergange vor
kommen. 

Leitapparate mit drehbaren Schaufeln kommen - der konstruktiven 
Einfachheit wegen - meistens nur in einem radial erstreckten und 
auBerdem parallelkranzig begrenzten Hohlraum vor, wo dann die Dreh
achsen der Schaufeln parallel zur Achse stehen (Abb. 54), gelegentlich 
aber auch in einem diagonal erstreckten, durch zwei konzentrische Kugel
flachen begrenzten Raum, wobei die Drehachsen der Schaufeln Mantel
linien eines Kegels sind, dessen Spitzen gemeinsam mit dem Mittel
punkt der Kugelflachen in einem Punkt der Maschinenachse liegen 
(Abb.55). Man kann die beiden Formen als "radiale" und "diagonale 
Leitapparate" unterscheiden. Nur ganz selten kommen "axiale Leit
apparate" vor. Die Laufschaufeln der Laufrader sind meistens mit 

Abb. 54. Drehbare Leitsehaufeln zwischen 
eben en Wanden. 

o 
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Abb. 55. Drehbare Leitschaufeln 
zwischen K ugelflachen. 

den Kranzen fest verbunden (entweder mit ihnen aus einem Stuck ge
gossen oder als Blechschaufeln ausgefiihrt, die in die Form miteingesetzt 
und in die Kranze eingegossen werden; auch Niet- und SchweiBver
bindungen kommen vor); die neueren Axialrader zeigen dagegen haufig 
im Betrieb verstellbare Laufschaufeln (Kaplanturbinen). Es ist durch
aus nicht ausgeschlossen, daB in Zukunft - zum mindesten gelegentlich 
- auch Radial- und Diagonalrader mit verstellbaren Laufschaufeln 
gebaut werden. 

Die beschriebene Kreiselradmaschine kann prinzipiell sowohl als 
Pumpe wie auch als Turbine wirken; in jedem der beiden Falle kann 
sie prinzipiell sowohl in der einen als auch der anderen Richtung durch
stromt werden. Man spricht von "innerer" oder "auBerer" Beauf
schlagung. 

26. Kurze Beschreibung einiger charakteristischer 
Ausfiihrungsformen von Kreiselradmaschinen. 

Abb. 56a zeigt schematisch den Schnitt durch die Achse einer "Ein
radturbine mit stehender Welle". Das Wasser wird durch ein 
Spiralgehause S dem Leitapparat L, durch diesen dem Laufrad R zu
gefiihrt. Die Zustromung zum Rade erfolgt, abgesehen von den tangen
tialen Komponenten, rein radial, das Rad lenkt den Gesamtstrom (auBer 
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in tangentialer Richtung) in die axiale Richtung um. Das Wasser 
stromt schliealich durch das °konzentrische, geradachsige, kegelformig 
erweiterte Saugrohr ins Unterwasser abo Abb.56b zeigt den Schnitt 
der Leit- und Laufradschauflung mit der Mittelebene des Leitapparates 
a-a. Die Leitschaufeln erscheinen in diesem Schnitt in wahrer Gestalt, 
die Laufschaufeln nur dann, wenn sie ebenfalls Zylinderflachen sind, 
was bei Formen wie der gezeichneten, nicht der Fall zu sein braucht. 
Ein Bewegungsmechanismus fiir die Leitschaufelno ist nicht gezeichnet; 
man ka.nn sich aber vorstellen, wie durch gleichzeitiges Drehen aller 

- -- ---L-__ --j ___ ~----

Abb. 56a und b. Einrad·Spiralturbine mit stehender Welle. 

Leitschaufeln um die Achsen b-b Winkelstellung und Querschnitte ver
andert und die Stromung sogar - bis auf kleine Leckverluste zwischen 
Leitschaufeln und Boden und Deckel des Leitapparates - abgestellt 
werden kann. 

Fast genau dieselben Formen, soweit sie im Schnitt hervortreten, 
kann eine Pumpe mit stehender Welle haben (Abb. 57a u. b). Die 
Richtung der Gesamtstromung ist die umgekehrte, das Rad zeigt (im 
Schnitt a-a) anders gekriimmte Schaufeln; Leitapparate fehlen sehr 
haufig. Das Laufrad hat in beiden Fallen Locher, um die Driicke iiber 
und unter dem Rade auszugleichen und damit den Axialschub des 
Rades herabzusetzen. 

In Abb. 58 ist in etwas mehr konstruktiver Ausfiihrung eine stehende 
Einradturbine mit einem in Beton ausgefiihrten Spiralgehause (8) und 
einem ebenfalls in Beton ausgeformten Saugrohrkriimmer (K) darge
stellt. Der untere Fundamentring F u am Einlauf in den Kriimmer ist 
durch "Stiitz- oder Spannschaufeln" ("Traversen") 8t mit dem oberen 
Fundamentring Fo verbunden; die durch die genannten drei Elemente 
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gebildete Konstruktion heiBt auch "Stiitz- oder Spannschaufelring" 
("Traversenring"). In diesen eingesetzt sind "Leitradboden" B und 
"Leitrad- oder Gehausedeckel" D, dieser in Form einer groBen Laterne. 
Die Laterne enthalt wieder Einsatze fiir die "Weilendichtungsbiichse" 
E, den Lagerkorper G und die Leitschaufeln L. Die an die LeitschaufeIn 
angegossenen oder angeschmiedeten SpindeIn H tragen Hebel J; diese 
werden durch Drehen des auf der Laterne zentrisch gefiihrten Regulier
ringes P durch Vermittlung von Lenkern Q bewegt; dadurch werden die 

Abb. 57 a und b. Pumpe mit stehender Welle. 

LeitschaufeIn versteilt. Die Generatorwelle ist unmittelbar mit der 
Turbinenwelle gekuppelt, iiber dem Generator ist ein zweites Halslager 
und ein Axialschublager angeordnet. 

In Abb. 59 ist eine "Einrad- Stirnkessel-Tur bine" gezeichnet, so 
genannt, well aile wesentlichen Elemente in einem am Ende einer Rohr
leitung als deren SchluBstiick ausgeblldeten Kessel eingebaut sind. 
Das auf der Deckelseite befindliche Wellenlager muB durch besondere 
Leitung geschmiert werden. Der Regulierring P mit den Mechanismen, 
die seine Bewegung auf die Leitschaufein iibertragen (Zapfen, Lenker), 
liegt hier vollstandig im Wasser. Man spricht von "Innenregu
lierung", wahrend man die entsprechende, in Abb. 58 dargestellte 
Konstruktion "AuBenregulierung" nennt. Charakteristisch fiir die 
Innenregulierung ist meistens noch, daB die LeitschaufeIn eine durch-
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laufende Bohrung haben, durch die die Distanzbolzen D gehen. Diese 
verbinden Leitradboden und -deckel; die Schaufeln drehen sich auf 
ihnen. Angedeutet ist ferner die Art, me der Regulierring P von einer 

Abb. 58. Elnradturbine mit Betonspirale nnd -saugrohr. 

"Regulierwelle" W aus bewegt wird. Die Welle tragt ein Querhaupt Q, 
von dem zwei Stangen zu Augen A des Regulierringes fiihren. W 
seinerseits wird durch irgendeinen Hebel- und Stangenmechanismus 
gedreht, meistens von einem durch Oldruck betatigten und vom Ge
schwindigkeitsregler der Maschine beherrschten Servomotor; bei kleinen 
Aggregaten auch von Hand. 
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Abb.60 ist eine "Querkessel-Zwillings- oder Zweistrom
turbine" (mit AuBenregulierung), eine Bezeichnung, die ohne weiteres 
verstandlich ist. Ein Eingehen auf die Einzelheiten eriibrigt sich. 
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Ahh.61 giht den Schnitt durch eine "Einrad-Spiralturhine" 
mit liegender Welle und AuJlenregulierung; der Regulierring P liegt 
auf der Kriimmerseite. Die gleiche Ahhildung kann auch eine "Pumpe 

Spannhake, Kreiselrader. Bd. I. 8 
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mit Leitschaufelregulierung" darstelien. Das Herabsetzendes Axial
schubes erfolgt hier durch Verbinden der Kammern K mit dem Saug
rohr. Das Verbindungsrohr erhalt einen Regulierschieber. 

Abb.62 stelit eine "Doppelstrom- oder Zwillingsspiral
pumpe" dl.\.r. Die Stromung ist in den Saugrohren und im Rad geteilt, 

Abb. 61. Elnrad-Spiralturbine mit liegender Welle. 

im Spiralgehause dagegen wieder vereinigt. Ebensogut gibt es Aus
fiihrungen, wo die Stromung im Saugrohr ungeteilt und in Radern und 
Spiralgehausen geteilt ist. Letztere Ausfiihrung kommt aber nut fiir 
Turbinen und auch da nur selten in Frage. 

Abb.63, 64, 65 und 66 sind Maschinen "im offenen Einbau", 
iiber die nichts wesentlich Neues zu sagen ist. Sie stehen in offener 
Kammer, die am Ende eines Oberwasserkanals angeordnet ist. 
Prinzipieli konnen alie diese Formen fiir Pumpen und Turbinen 
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verwendet werden. Praktisch kommen sie fiir Pumpen nur selten in 
Frage. 

Abb.67 stellt schematisch eine "Kaplanturbine" im offenen 
Einbau mit Leit- und Laufschaufelregulierung dar. Der in 
Nabe und Welle eingebaute Hebel- und Stangenmechanismus (mit 

Abb. 62. Doppelstrom- oder Zwillings-Spiralturbine oder -pumpe. 

Querhaupt Q, Lenker L, Hebeln H und Schubstange S) ist angedeutet. 
Ein GrundriB der Laufschaufeln und eine Abwicklung ihres Schnittes 
mit dem Zylinder C ist beigefUgt. Man sieht, daB diese Abwicklung 
wie ein Parallelgitter mit groBer Teilung aussieht. Fiir Turbinen mit 
groBer Schaufelteilung, wenn die Schauflung im Diagonal- oder Axial
teil liegt, hat sich, wenn die Laufschaufelregulierung fehlt, auch der 
Name "Propellerturbine" eingebiirgert, weil die Schaufeln Wle 
Propellerfliigel aussehen. 

8* 
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Abb. 67. Kaplanturbine. 

Abb. 68. Diagonal· oder Propellerpumpe. 
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Abb.68 zeigt eine "Pumpe mit Diagonalschauflung", auch 
"Propellerpumpe" genannt. Ein Schnitt der Schauflung mit dem 
Kegel a-a ist in die Zeichenebene abgewickelt gezeichnet. 

Abb. 69. Hochdruckkreiselpumpe. 

222 

Abb. 70. Ventilator. Abb. 71. Ventilator. 

Abb.69 ist ein Schnitt durch eine "fiinfstufige Hochdruck
kreiselpumpe" mit festen, auswechselbaren Leitapparaten Lund 
ebenfalls ins Gehiiuse eingesetzten Umlenkkaniilen U. Das Gehiiuse 
ist horizontal geteilt. Am rechten Ende der Welle ist ein mitrotierender 
Boden zum Ausgleich des Axialschubes der Laufriider vorgesehen. 
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Abb.70 stellt einen primitiven Ve n til a tor mit schraubenformigen 
Fliigeln dar, wie er zur Liiftung normaler Raume dient. 

Abb. 71 einen Niederdruckventilator mit radialer Schauflung fUr 
Tunnelbeliiftung. Die Schauflung ist ihrer groBen axialen Breite wegen 
zum Zwecke besserer Fiihrung durch Zwischenwande unterteilt . 

. -\bb. 72. Hochdruckgeblii.se. 

/ 

Abb. 73. Fiittinger·Transformator. 

Abb. 72 ist nur des Vergleiches mit Hochdruckkreiselpumpen wegen 
eingefiigt, sie zeigt ein vierstufiges Hochdruckgeblase, bei dessen 
Berechnung aber die Zusammendriickbarkeit der Luft beriicksichtigtwer
den muB. Leitapparate (L) und Umlenkkanale (U) werden mit den Radern 
iiber die Welle gestreift und ins horizontal geteilte Gehause eingelegt. 
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Abb.73 gibt einen Schnitt durch einen "Fottinger-Transfor
mator". Auf der Primarwelle sitzt das Primarrad P; es ist unmittelbar 
umgeben von dem ersten Sekundarrad S[, dieses ist an das zweite 
Sekundarrad SII angeflanscht; SII sitzt auf der Sekundarwelle. Zwischen 
S[ und SII befindet sich der im Gehi.i.use (Q) feste Leitapparat (L). Das 
Gehause wird vollkommen mit Wasser gefiillt; im Betrieb entsteht ein 
dauernder Kreislauf in dem durch die Laufrader und das Leitrad ge
bildeten Rotationshohlraum. Die Sekundarwelle lauft bei dieser An
ordnung im Falle besten Wirkungsgrades etwa 2,5 bis 5,5mallangsamer 
als die Primarwelle. 

27. Die Stromung im Arbeitsraum (Rotationshohlraum) 
der Kl"eiselradmasehinen. 

Unter 12, Absatz c) ist die allgemeinste Stromung mit konstanter 
Energie in einem schaufellosen Rotationshohlraum besprochen worden. 
Man kann sie in eine "Meridianstromung" ohne kreisende Kompo
nente (Geschwindigkeit cm) und in eine "kreisende Stromung" (Ge
schwindigkeit cu) zerlegen. Die kombinierte Stromung verlauft in spiral
formigen Bahnen auf den durch die Meridianstromung bedingten 
"FluBflachen". Diese sind Rotationsflachen, die einen stetigen Uber
gang von der einen "Profilkurve" des Rotationshohlraumes zur 
andern bilden. Wenn nun feste Schaufelgitter - verstellbare Leit
schaufeln gelten bei den folgenden Uberlegungen auch als feste Schau
feln - in den Rotationshohlraum eingebaut werden oder wenn sich 
andere Schaufelgitter - die der Laufrader - in ihm drehen, so fragt es 
sich: Bleibt die "Cm-Verteilung", gleiche durchstromende Wassermenge 
Q vorausgesetzt, auch jetzt noch die gleiche wie im freien Hohlraum ~ 
Zu der freien cm-Verteilung gehort eine bestimmte dynamische Druck
verteilung (s. unter 12.). Wenn wir diese durch den Einbau von festen 
oder rotierenden Schaufelgittern oder die Rotation von solchen nicht 
storen, so bleibt auch die cm-Verteilung erhalten. Man bedenke aber, 
was alles beachtet werden muB, damit keine solche Storung eintritt. 
Zunachst miissen wir, damit die "Querschnitte" nicht verengt werden, 
unendlich diinne Schaufeln annehmen. Dann haben wir die von den 
Schaufeln erzeugte cu-Verteilung ins Auge zu fassen. Diese hat nicht 
mehr wie die "freie" auf den Parallelkreisen konstante Driicke, sondern 
periodisch von Schaufel zu Schaufel veranderliche (vgl. 20, 21, 23, 24). 
Diese Schwierigkeit konnten wir - begrifflich wenigstens - dadurch 
beseitigen, daB wir sehr viele, strenggenommen unendllch viele Schau
feln annehmen, so daB diese periodischen Druckuntet:schiede ver
schwindend gering werden. Dann bleibt aber immer noch die Aufgabe, 
langs den Orthogonaltrajektorien der freien cm-Stromung die zu dieser 
gehOrige Druckverteilung nicht zu storen. Es kommt infolge der Drehung 
der Laufschaufelgitter zweier.Iei hinzu. Erstens ist die Stronmng nicht 
mehr stationar. 1m besten Falle kann daher die freie cm-Verteilung 
die Bedeutung eines zeitlich mittleren Strombildes haben, dem sich die 
wahre annahert, wenn· die Schaufelzahlen gesteigert werden. Zweitens 
hangt die von dem Laufschaufelgitter erzeugte Cu-Verteilung sowohl 



Die Str6mung im Arbeitsraum der Kreiselradmaschinen. 123 

von der Wassermenge Q als auch von der Winkelgeschwindigkeit wab. 
Andert sich deren VerhiHtnis, so andert sich auch die cu-Verteilung, und 
damit wird wieder ein storendes Element eingefiihrt. Die genaue Unter
suchung dieser Verhaltnisse kann erst im zweiten Band erfolgen; hier 
kann nur festgestellt werden, daB im allgemeinen die "freiecm-Vertei
lung" nicht mit der in dem Rotationshohlraum einer Kreiselrad
maschine sich einstellenden iibereinstimmt. Es mag gleich, um l\fiB
verstandnissen vorzubeugen, hinzugefiigt werden, daB auch keine prin-
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Abb. 74a uud b. Periodischer Wechsel in der gegenseitigen Stellung der Schauielsysteme. 

zipielle Notwendigkeit - etwa um besonders gute Energieausnutzung 
zu erzielen - vorliegt, eine solche Ubereinstimmung - wenigstens im 
Mittel - zu erzwingen. 

Der nichtstationare Charakter der Stromung moge noch etwas 
naher erlautert werden. Wir betrachten dazu die Stromung in der 
bereits friiher (Ziff.25, Abb. 50) benutzten mittleren Rotationsflache 
(m-m'). Deren Schnitte mit allen Schauflungen der Maschine denken 
wir uns unter Zuhilfenahme irgendeines "Abbildungsverfahrens" in 
der Zeichenebene so dargestellt, daB die Schaufelformen hinsichtlich 
ihrer wesentlichen Ablenkungswirkung auf die Stromung richtig dar
gestellt sind. Am brauchbarsten hierfiir ist eine Abbildung, welche die 
Winkel del' Schaufeltangenten gegen die Radien richtig wiedergibt; 
dies wird durch eine sog. konforme Abbildung erreicht. Abb. 74 solI eine 
solche sein. Die Schnitte der in der linken Halfte von Abb. 74a ge
zeichneten Rotationsflache m-m' mit den Schauflungen ll' 1', l2 
sind dabei auf eine Ebene senkrecht zur Achse - etwa u-u' - ab
gebildet. Der Einfachheit der Zeichnung wegen ist angenommen, daB 
in dieser Abbildung die Schaufeln teils als gerade Linien, teils als Kreis
bogen erscheinen. Wenn man will, kann man Abb. 74b auch als Dar-
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stellung eines reinen Radialrades mit rein radialen Leitapparaten, das 
Ganze in einem Rotationshohlraum zwischen zwei zur Achse senkrechten 
Ebenen angeordnet, betrachten. Die Stromung muB man sich dann 
in der Achse vollstandig entspringend oder verschwindend vorstellen. 
Die Schaufelzahl des einen Leitapparates sei Zl" die des anderen Zl" 

die des Rades Zr, dessen Winkelgeschwindigkeit OJ. 

Zur Beschreibung der Bewegung der Fliissigkeit suchen wir wieder 
einen Uberblick iiber die momentane Verteilung der Absolutgeschwindig
keiten zu gewinnen. Dazu wollen wir annehmen, daB sich der Rotations

Abb. 75. Offener Einbau mit rotationssymmetrischem Zu
und Ablauf. 

hohlraum auBerhalb des 
von den drei Schauf
lungen eingenommenen 
Teiles ins Unendlic;he 
erstreckt und keine 
weiteren Einbauten ent
halt. In einiger Entfer
nung von den Schauf
lungen soIl die Stromung 
symmetrisch um die 
Achse verteilt sein; d. h. 
dort sollen auf Parallel
kreisen nach GroBe und 
Richtung gleiche Ge
schwindigkeiten , herr
schen. Ferner sollen dort 
die Querschnitte der 
Stromung mit gleich
maBiger Geschwindig
keit durchstromt wer
den. Ein solcher Zu
stand wird praktisch 
mit groBer Annaherung 
verwirklicht, wenn der 
Zulauf zur Maschine aus 
einer Kammer in einen 
Rotationshohlraum hin
ein erfolgt und die Be

grenzungswande der Kammer iiberall geniigend weit von dem Einlauf 
in den Rotationshohlraum entfernt sind, wenn ferner der Auslauf aus 
dem Rotationshohlraum ebenfalls in eine geniigend weite Kammer vor 
sich geht. Abb. 75 veranschaulicht diese Verhaltnisse. Aber auch in 
zahlreichen anderen Fallen kann man dieselbe Annahme machen oder 
die andere, daB die Randbedingungen, denen die Stromung auBerhalb 
der Schaufelraume unterliegt, ihren ElnfluB innerhalb dieser entweder 
iiberhaupt nur verschwindend wenig oder wenigstens auf irgendeinem 
Parallelkreise gleichmaBig geltend machen, so daB von dieser Seite 
die Rotationssymmetrie des Strombildes nicht gesttirt wird. Mit anderen 
Worten: 1m wesentlichen hangt die momentane Geschwindigkeits-
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verteilung zwischen den festen und rotierenden Schaufeln und in ihrer 
nachsten Umgebung nur von deren momehtaner gegenseitiger Stellung 
abo Eine bestimmte gegenseitige Stellung der Schaufelsysteme kehrt 
aber periodisch wieder; Zwischen Leitrad II und Laufrad r wird z. B. 
immer nach einer Raddrehung urn 2n/ml dieselbe Konstellation wieder 
hergesteIlt, wenn m1 das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Schau
felzahlen Z" und z, ist; entsprechend kehrt gleiche Konstellation zwischen 
dem Rade r und dem Leitapparat l2 je nach einer Drehung urn 2n/m2 
wieder, wenn m2 das kleinste Vielfache von Z" und z, ist. Vollstandig 
gleiche Stellung des Rades zu beiden Leitapparaten ist aber erst dann 
wieder eingetreten, wenn die beiden kleinsten Vielfachen dieser beiden 
Teildrehungen gleiche Gesamtdrehung des Rades ergeben. Diese Ge
samtdrehung findet man ala. 2n/m wenn m der groBte gemeinschaftliche 
Teiler von m1 und m2 ist. In Abb.74b zeigen dieausgezogenen und ge
'strichelten Radschaufeln zwei benachbarte Radsituationen gleicher 
Konstellation zwischen Rad und Leitapparat ll' die ausgezogenen und 
strichpunktierten gleiche Konfigurationen zwischen Rad und Leit
apparat l2. Die Drehung bis zur gleichen Konstellation gegen beide 
Leitrader ist hier zufallig gleich der Drehung urn eine Schaufelteilung. 
Vollstandig gleiche KonsteIlation des Rades gegen beide Leitapparate 
bedeutet aber auch gleiche Geschwindigkeitsverteilung zwischen den 
Schaufeln, natiirlich in dem Sinne, daB sich das BUd der momentanen 
absoluten Stromlinien mit dem Rade urn den betreffenden Winkel 
gedreht hat. Bestimmt ist dieses Stromlinienbild in jedem Augenblick 
durch die Randbedingungen, daB die Geschwindigkeiten an den festen 
Leitschaufeln tangential gerichtet, an den rotierenden Laufschaufeln 
aber von solcher GroBe und Richtung sind, daB diese ebenfaIls nicht 
von der Stromung durchsetzt werden; die entsprechende Bedingung 
ist schon in 22. und 24. durch eine Vorschrift iiber die Normalkompo
nente ausgedriickt, die in Abb.50 durch ein Diagramm wiederholt 
dargesteIlt ist und so gedeutet werden kann, daB die Relativgeschwin
digkeit tangential zu den Schaufeln sein muB. Dazu kommt noch die 
Annahme rotationssymmetrischer Stromung im Zu- und Ablauf mit 
gleichmaBiger Geschwindigkeit im Querschnitt. 

Ein momentanes Absolutstrombild kehrt also mit einer gewissen 
Periodizitat und urn einen dieser Periode entsprechenden Drehwinkel 

verdreht immer wieder (Drehwinkel = 2:, Periodenzahl = w;n;m). AIle 

diese Strombilder reduzieren sich auf ein einziges, unveranderliches, 
das nun an das Rad geheftet mit diesem rotiert, wenn die Leitrader 
entweder unendlich viele Schaufeln haben, oder unendlich weit yom 
Rade entfernt sind. In diesen Fallen ist das Relativstromlinienbild das 
einer stationaren Stromung, wahrend im allgemeinen auch dieses perio
dischen Charakter hat mit den gleichen Periodenzahlen, wie oben an
gegeben. Bei den vorstehenden Uberlegungen war unter der in die 
Zeichenebene abgebildeten Rotationsflache m-m' nicht etwa eine 
Stromflache verstanden, sondern mit der Geschwindigkeitsverteilung 
in ihr nur an die zu ihr tangentialen Komponenten gedacht. Die wahren 
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Stromflachen unterliegen nach Gestalt und Lage ebenfalls Schwan
kungen mit den gleichen Periodenzahlen wie oben und sind auch keine 
Rotationsflachen. Besonders interessiert an dem ganzen Geschwindig
keitszustand das Produkt cur. Dies hat wie die Geschwindigkeit selbst 
in einem bestimmten Augenblick iiber die ganze Austrittsflache hiniiber 
einen raumlichen Mittelwert 

1 ' 
(cur}m = Q.J curdq , 

o 

der aber selbst wieder zeitlichen Schwankungen unterworfen ist. Der 
Mittelwert ist konstant, wenn die Leitrader lmendlich viele Schaufeln 
haben oder unendlich weit abgeriickt sind. 

Bisher wurde nur von der Periodizitat des gesamten Strombildes 
bei seiner Mitbewegung mit dem Rade gesprochen. Demgegeniiber ist 
aber auch eine Periodizitat des Geschwindigkeits- und Druckzustandes 
an einem festen Raumpunkt zu beobachten. Hier kehrt ein und derselbe 
Zustand in allen Fallen erst nach Drehung des Rades urn eine Schaufel-

teilung wieder, daher ist die Periodenzahl = 0)2· z'. AIle die angege benen 
n 

Periodenzahlen sind in praktischen Fallen so hoch, daB die Schwan
kungen des Stromungszustandes nur sehr schwer zu beobachten sind. 
1m iibrigen schwankt mit dem ganzen Stromungsbilde auch das zwischen 
Rad und Stromung iibertragene Moment, so daB im allgemeinen auch w 
nicht absolut konstant sein wird, was bisher stillschweigend angenommen 
wurde. 

Der periodische Charakter del' Stromung an einem festen Raum
punkt hangt, wie schon an den Beispielen unter 20.,21.,23.,24. dar
getan, wesentlich mit del' Energieumsetzung zwischen Rad und Fliissig
keit zusammen. Denn selbst wenn man die durch die endlichen Schaufel
zahlen der Leitrader verursachten Schwankungen dadurch beseitigt, 
daB man die Schaufelzahlen ins Unendliche steigert oder die Leitapparate 
weit abriickt, so bleibt doch immer noch die Tatsache, daB das Ab
solutbild von Laufschaufel zu Laufschaufel periodisch sich wieder
holende Gestalt hat und bei der Drehung mit dem Rade an jedem 
festen Raumpunkt periodisch wechselnde Zustande hervorbringt. Die 
Form des Strombildes zwischen den Schaufeln ist wesentlich dadurch 
bedingt, daB mit einer Energieumsetzung eine resultierende Kraft auf 
jede Schaufel und damit Druckunterschiede und hiermit wieder Ge
schwindigkeitsunterschiede auf beiden Seiten einer Schaufel verbunden 
sind. Wenn man fiir den Fall unendlich vieler oder unendlich entfernter 
Leitschaufeln iiber der Abwicklung eines Parallelkreises ein Geschwin
digkeits- und Druckdiagramm aufzeichnet, so sieht dies im wesentlichen 
genau so aus, wie das fiir das Parallelgitter in Abb. 39b gezeichnete. 
Die lokalen Andenmgen des Geschwindigkeits- und Druckzustandes 
ire oc.. oCu iJp k f··· f t R kt di ot' 7ft, 7ft, at ann man ur eInen es en aumpun aus esem 

Diagramm entnehmen, indem man es an diesem als Beobachtungs
posten mit der Umfangsgeschwindigkeit des Rades vorbeiziehen lii,Bt 
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oder indem man es in umgekehrter Richtung mit dieser Umfangs
geschwindigkeit als Beobachter durchlauft. Es wird also ganz wie 
frillier (in 24.): 

op op 
Tt=-wor:p' 

Dabei ist unter cp zunachst die Winkelkoordinate in einem auf dem Rade 
festen Koordinatensystem, also eine relative Koordinate, verstanden; 
man kann sie aber fiir einen Augenblick dt auch als absolute Koordinate 
deuten. Geht man nun wieder zu Leitradern mit endlicher Schaufel
zahl in endlicher Nahe des Rades iiber, so iiberlagern sich den periodisch 
von Radschaufel zu Radschaufel vviederholten Diagrammen wahrend 
seiner Drehung mit dem Rade noch zeitliche Schwankungen, die im 
allgemeinen in jeder Teilung im gleichen Augenblick verschieden sind, 
aber die oben abgeleiteten Periodenzahlen besitzen. Zu den obigen 
rechtsseitigen Ausdriicken hat dann noch ein Glied zu treten, das von 
diesen Schwankungen herriihrt. 

Es ist zur Zeit noch nicht entschieden, ob die Tatsache der Perio
dizitat bzw. die Hohe der auftretenden Periodenzahlen irgendeinen 
EinfluB auf die Giite der Energieumsetzung in Kreiselradern haben 
oder .ob sie bei Stabilitatsfragen eine Rolle spielenl. Nicht unerwahnt 
darf hier bleiben, daB wir bei der ganzen bisherigen Darstellung, wenn 
wir von Geschwindigkeiten redeten, immer an die zeitlichen Mittelwerte 
der Grundbewegung gedacht und die dariiber gelagerten turbulenten 
Schwankungen vollstandig vernachlassigt haben. 

28. Vereinfachung des Stromungsbildes fUr eine 
eindimensionale Grundzugstheorie. 

Nach den Darleglmgen des vorigen Abschnittes ist die nachst
liegende Vereinfachung die, daB wir die Schaufelzahl des Rades unend· 
lich groB annehmen. Gleichzeitig miissen wir, damit jede Wassermenge 
zwischen den Schaufeln stromen kann, diese unendlich diinn voraus
setzen und zwar in dem MaBe, daB ihr Anteil am gesamten Radschaufel
raum in del' Grenze verschwindet. Dadurch wird die Periodenzahl del' 
Schwankungen unendlich groB und die Amplitude der Schwankungen 
unendlich klein. Auch fiihren dann die Radschaufeln die Stromung 
exakt, und wenn man die cm-Verteilung kennt, so kann man auch die 
wichtigen cu-Komponenten im Radschaufelraum fiir jede Wassermenge 
und Drehzahl unmittelbar angebell. Fiir die Leitrader gilt dies aber 

1 Gelegentlichc Beobachtungen lassen einen EinfluB vermuten. Siehe z. B. 
Prasil, Schweiz. Bauzg. Bd.45 "Vergleichende Dntersuchung an Reaktions
Niederdruckturbinen", wo fUr Rader mit kleinem Spalt zwischen Leit- und Lauf
schaufeln bei bestimmten Wassermengen und Drehzahlen gewisse Wirkungs
gradsenkungen beobachtet wurden. Oder auch: Graf und D. Thoma: "Neuere 
Schnellauferturbinen", Z. V. d. I. 1907, S. 1012, wo tiber zwei verschiedene, bei 
sonst gleichen Bedingungen beobachtete Drehmomente des gleichen Rades, also 
anscheinend verschiedene Stromungszustande in ihm berichtet wird. 
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nicht, hier miiBte man, da nur an den Schaufeln selbst die Richtungen 
angegebensind, die Stromungzwischen den Schaufeln doch wieder 
unter Beriicksichtigung der Randbedingungen genauer untersuchen 
und den Mittelwert der cu-Komponenten bzw. des Dralles cu' r be
rechnen. AuBerdem ist die cm-Verteilung ja durchaus nicht sofort 
bekannt, sondern hangt auch wieder von den Schaufelformen abo Man 
kann zwar Schaufelformen angeben, bei denen bei einem bestimmten 
Verhaltnis Q:w die cm-Verteilung der freien Verteilung im schaufellosen 
Rotationshohlraum gleich bleibtl. Auch wenn man die Leitschaufel
zahl ins Unendliche steigert, umgeht man diese letztere Schwierigkeit 
nicht; man hat eben dann immer noch eine zweidimensionale Theorie 
notig, wodurch die cm-Verteilung, d. h. die Abhangigkeit der cm-Kom
ponente von den Koordinaten r und z senkrecht und parallel zur Achse 
zum Ausdruck kommt. 

Wir gehen daher noch einen Schritt weiter und fiihren auBer unend
lich groBen Schaufelzahlen auch noch die cm-Komponente und eine 
mittlere Drehflache im Rotationshohlraum in einer Weise ein, daB eine 
eindimensionale Grundzugstheorie entsteht, welche gestattet, 
das Verhalten der Kreiselrader unter gegebenen Betriebsbedingungen 
und den EinfluB ihrer wesentlichen Konstruktionsdaten, namlich 
lineare Dimensionen, Stromungsquerschnitte und Schaufelwinkel auf 
das Betriebsverhalten rasch mit geniigender Annaherung zu uber
sehen. 

Das Verfahren besteht darin, daB wir uns die ganze Wirkung der 
Stromung auf die festen und rotierenden Schaufeln in einer als Dreh
flache angenommenen mittleren Stromflache gewissermaBen konzen
triert denken. Die Lage dieser Drehflache kann man nur schatzen; 
sie solI fiir aIle Wassermengen und Drehzahlen dauernd als "mittlere 
wirksame Stromflache" gelten, und auf sie sollen aIle Konstruktions
daten des Kreiselrades bezogen werden. Bei allem, was iiber die cm-

Verteilung gesagt wurde, ist es klar, daB vom hydrodynamischen Stand
punkt aus iiber die Lage dieser Drehflache eine gewisse Unsicherheit 
herrscht; es ist daher naheliegend zu versuchen, sie nach rein geo
metrischen Gesichtspunkten festzulegen. In Abb. 76a sollen durch die 
Meridianlinien a - b -c und a' - b' -c', die den Hohlraum einschlieBenden 
Drehflachen dargestellt sein. Wir ziehen nach "Gefiihl" einige Meridian
linien von Flachen, die orthogonal zu den Flachen a-b-c und a' -b' -c' 
stehen und als "Querschnitte" des Hohlraumes gelten konnen, z. B. 
die Linien a-a', b-b' und c-c'. Diese Drehflachen teilen wir nun 
durch geeignete Wahl der Punkte a" b" cIt in zwei Flachen gleichen 
InhaIts. Mit den Bezeichnungen der Abb. 76a inuB dazu beispielsweise 
sein (Flache c-c'): LI b' . D' = LI b" . D". Dabei ist D' der Durch
messer des Kreises durch den Halbierungspunkt (streng genommen den 
Schwerpunkt!) des Bogens c-c" usw. Die Meridianlinie a" -b" _cIt 
reprasentiert dann eine Drehflache, die den Rotationsh?hlraum in 

1 Vgl. den 2. Band oder auch Mises: Theorie d. Wasserriider, Sonderdruck aus 
Z. f. Math. u. Physik. 1908. 
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zwei Raume von iiberall dem halben Querschnitt teilt; sie soll natiirlich 
ihrerseits orthogonal zu den Querschnittslinien a-a', b-b', c-c' sein. 
Diese Drehflache nehmen wir als mittlere wirksame Strom
flache an. In einem Querschnitt des Hohlraumes rechnen wir die 
mittlere cm-Geschwindigkeit als den Quotient QjF, z. B. im Quer
schnitt c-c' 

Q 
cm = :n:(D'LI b' + D" LI b") 

(129) 

aus und ordnen diesen cm-Wert dem Parallelkreis zu, iIi dem die mittlere 
Stromflache den Querschnitt schneidet; also z. B. dem Parallelkreis 
durch Punkt c". 

Diese Querschnittsbestimmung und cm-Berechnung soll auch in 
schaufelbesetzten Rotationshohlraumen gelten, sie wird aber zweck-

a' 

a"-t--__ 

a 

u 

Abb. 76a und b. 

maBig an den "Ein- und Austrittsstellen" von Schaufelraumen noch 
etwas verfeinert.Als Ein- und Austrittsstellen gelten die Parallel
kreise, in denen die mittlere Stromflache von den begrenzenden Dreh
flachen der Schaufelraume geschnitten wird, also in Abb. 76a z. B. die 
Parallelkreise durch p" und q". Die Durchmesser dieser Kreise gelten 
als "Ein- und Austrittsdurchmesser". Die begrenzenden Drehflachen, 
in Abb.76a z. B. p-p' und q-q' sind im allgemeinen nicht mit 
Querschnitten des Rotationshohlraumes identisch. Als wirksamen 
Querschnitt fiir die Stellen p" und q" rechnen wir dann die Summe 
der' beiden Teilquerschnitte, deren Meridianlinie durch die Hal
bierungspunkte der beiden Teilstrecken p-p" und p" -p' bzw. 

Spannhake, Kreiselriider. Bd. I. 9 
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q-q" und q" -q' gehen, und die also im allgemeinen zu verschiede
nen Vollquerschnitten des Rotationshohlraumes gehoren. Hiernach 
wird z. B. 

Fl =(DIAbI + D'iAb'f).;n bzw. Fu = (DhAbIl + D'ilAb'il)·;n; (130) 

dabei sind AbI und Ab'i bzw. AbIl und Ab'il durch die Halbierungs
punkte der Bogen p-p" und p" -p' bzw. q-q" und q" -q' gezogen 
und Dr und D'i bzw. DIl und D'il diesen Halbierungspunkten zugeordriet. 

Q . Q 
cmI = F und CmIl = F- werden den Stellen p" und q" zugeordnet. -

I 11 

Die Umfangsgeschwindigkeit irgendeiner Stelle in einem mit rotierenden 
Schaufeln besetzten Schaufelraum errechnet sich aus 

Dnn 
u=6Q' (131) 

Ala letztes Bestimmungsstiick fUr die Stromung benotigen'wir den 
Schaufelwinkel fJ gegen die Umfangsrichtung, der nach unserer jetzigen 
Auffassung unmittelbar identisch ist mit dem Winkel der Relativ
geschwindigkeit w gegen die Umfangsgeschwindigkeit u. Ala wirksame 
Schaufelwinkel rechnen wir die Winkel der Raumkurve, in denen die 
(unendlich diinne!) Schaufelflache von der mittleren Stromflache ge
schnitten wird, gegen die Umfangsrichtung des betreffenden Punktes 
der Schnittkurve. Dargestellt wird der Winkel in der Abwicklung des 
Tangentialkegels, der mit der mittleren Stromflache den Parallelkreis 
der betreffenden Stelle gemeinsam hat. In Abb. 50 ist diese Konstruk
tfon bereits fUr einen allgemeinen Schaufelwinkel ausgefiihrt; in Abb. 76 b 
ist sie fUr die Stelle p", die bei der eingezeichneten Durchstromrichtung 
(cm-Pfeil!) als Eintrittsstelle zu bezeichnen ist, und die dementsprechende 
Austrittsstelle q" wiederholt. Dort ist auch das ganze fUr diese Stellen 
giiltige Geschwindigkeitsdiagramm in den Kegelabwicklungen gezeich
net. Die Kegelabwicklung an der Stelle q" ist zufallig in eine Zylinder
abwicklung ausgeartet. Die Schaufelrichtungen sind identisch mit 
denen der Tangenten an die Schaufelschnittkurven 8-8'. Die cm-Rich
tung ist die der Mantellinie des Beriihrungskegels (in der Abwicklung 
die einer Radialen); cm ist also immer 1.. u. NatUrlich kann das Ge
schwindigkeitsdiagramm in gleicher Weise fUr irgendeine Stelle der 
mittleren Stromflache aus u, Cm und fJ gezeichnet werden. Uber die 
Anfangs- und Zahlrichtung des W~els fJ bedarf es noch einer Fest
setzung. Wir rechnen einheitlich fUr aIle Kreiselrader in folgender Weise: 
Die positiven Richtungen von u, w und Cm werden von der betreffenden 
Stelle aus abgetragen; fJ ist dann > oder < 90 0, je nachdem die positive 
w-Richtung zwischen 'der positiven oder negativen u-Richtung einer
seits und der positiven cm-Richtung andererseits liegt. Die positiven 
Cm- und w-Richtungen liegen dabei natUrlich immer in der gleichen 
Halfte der durch die u-Richtung halbierten Zeichenebene; in welcher 
man sie zieht, ist gleichgiiltig; ihre Richtungen entsprechen in irgend
einer Weise der der DurchfluBmenge durch das Kreiselrad. 1m all-
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gemeinen ko=en dann fiir unsere Grundzugstheorie negative Cm und 
W nicht vor und es bewegen sich die Winkel fJ zwischen 0° und 180°. 
1m "Eintrittsdreieck" der Abb. 76 b ist also fJ < 90 0; im Austrittsdreieck 
dagegen >90°. Die weiteren geometrischen Beziehungen der Geschwin
digkeitsdreiecke werden fiir die Zwecke unserer Grundzugstheorie am 
besten ausgedruckt durch die Formeln: 

W = Si:P = F s~nP ; Wu = Cm • cotgfJ = Q co;~ , 
_ + _ D:n;n + QcotgfJ . 

Cu - U Wu - 60 F' Wm = Cm , (132) 

D2:n;.n Q D 
C • r = u • r + W • r = --- + - . - . cotgfJ u u 120 F 2 . 

Das + Zeichen entspricht der festgesetzten Zahlung des Winkels fJ. 
Wenn das Schaufelsystem nicht rotiert, so wird die Relativgeschwindig. 
keit zur Absolutgeschwindigkeit. Deren Richtung gegen die positive 
Umfangsrichtung der Raddrehung wollen wir stets mit iX bezeichnen 
und ebenso zahlen wie oben fiir fJ angegeben. Wir identifizieren sie 
ebenfalls mit dem Schaufelwinkel IX des festen Systems, den wir gleich
falls aus dem abgewickelten Schnitt des Tangentialkegels an die mittlere 
Stromflache mit den Flachen des festen Schaufelsystems entnehmen. 
Aber auch in dem allgemeinen Diagramm der Geschwindigkeiten in 
einem rotierenden System wollen wir mit IX den Winkel der resultierenden 
Absolutgeschwindigkeit gegen die positive u-Richtung bezeichnen. In 
allen Fallen gilt also: 

Q D 
Cu • r = Jfi . 2 cotg iX ; 

Cu = Cm cotg iX = ~ cotg iX; ) (133) 

u + ~ cotgfJ = ~ cotgiX. 

Rechtfertigen lassen sich die vorgetragenen, stark vereinfachen
den Festsetzungen letzten Endes nur durch einen Vergleich der Folge
rungen aus der so gegriindeten Theorie mit den Ergebnissen ausgefiihrter 
Rader. Auf solche Vergleiche wird in den folgenden Absatzen noch 
hingewiesen werden. Man kann bei den getroffenen Vereinbarungen 
auch von einer Theorie des mittleren Stromfadens sprechen, der als 
Ersatz fiir das dreidimensionale Kreiselrad konstruiert wird; die 
obigen Ausfiihrungen geben an, in welcher Weise der mittlere Strom
faden aus dem gegebenen Schauflungssystem herausgeschalt wird und 
wie seine wesentlichen Bestimmungsstucke, Querschnitte, Winkel, 
Abstand seiner einzelnen Punkte von der Achse anzusetzen sind. 
Gegenuber dem Naherungscharakter des ganzen Verfahrens hat es 
natiirlich gar keinen Zweck, irgendwelche Verfeinerungsversuche zu 
machen - wie z. B. durch Berucksichtigen der endlichen Schaufel
starke mit Hilfe eines "Verengungsbeiwertes" fiir die Querschnitte 
oder durch ahnliches. 

9* 
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29. Die Inderung des Dralles durch die Kreiselrader. 
a) Abhangigkeit der Drallanderung von Wassermenge und 

Drehzahl. 
Mit unseren vereiniachten Anschauungen stimmt es iiberein, wenn 

wir die gegenseitige Einwirkung der Schaufelsysteme und ihrer mit der 
Drehung wechselnden Stellung zueinander auf die Stromung nicht 
beachten und die Stromung jeweils yom Eintritt in ein Schaufelsystem 
bis zum Eintritt ins nachste als nur durch das auf diesem Teilwege 
durchstromte System bestimmt ansehen. D. h. folgendes: jedem 
Schaufelsystem stromt die Fliissigkeit mit einem Drallwert zu, wie er 
durch den Austritt aus dem vorhergehenden Schaufelsystem vor
geschrieben ist. Wir miissen uns dabei daran erinnern, daB in dem 
schaufelfreien Ubergangsstiick des Rotationshohlraumes zwischen den 
Schaufelsystemen - dem "Schaufelspalt" - die Stromung mit kon
stantem Drall cu' r = konst. erfolgt. Bei den normalen Kreiselrad
maschinen ist die Kombination Leitrad-Laufrad von besonderem Inter
esse. Der Drall zwischen Leitrad und Laufrad ist dann durch 

( Q D, 
cu' rlz = F,' 2' cotglXl (134) 

gegeben, derjenige hinter dem Laufrad durch: 

() + D~JT, • n , Q D. t R 
cu'r r = ur ' rr W Ur ' rr = ---r2O T F • '2 co g,.,n . (135) 

wobei sich die Indizes lund r auf den Austritt aus Leitrad bzw. Laufrad 
beziehen. Der Betrag, um den der Drall im positiven Sinne (= dem der 
Raddrehung) durch das Rad gesteigert wird, ist also: 

Ar<cu ' r) = ~~; . n + (2z;;,. cotgf3r - 2;, CotglXl) Q, (136) 

also eine lineare Funktion von n und Q. Stehen die Leitschaufeln radial, 
oder stromt die Fliissigkeit durch ein Saugrohr dem Rad axial zu, so 
ist IX = 90 0 ; cotg IX = 0 . 

b) Ubergang von einem Schaufelsystem ins andere. 
Die Frage, ob der Drall, mit dem die Fliissigkeit vor einemSchaufel

system ankommt, fiir den Eintritt in dieses System paBt, spielt in den 
obigen Formeln keine Rolle; sie ist auch tatsachlich ohne Interesse, 
solange man nur nach derDrallsteigerung bei gegebenen Q und n fragt. 
Sie erlangt aber sofort sehr groBe Wichtigkeit, wenn man nach den 
Energieverlusten in der Stromung fragt. Yom hydrodynamischen 
Standpunkt aus ist die Fragefiir endliche Schaufelteilung t im Gitter 
bereits unter 20. beleuchtet worden. Fiir unsere Grundzugtheorie 
miissen wir auch hier vereinfachte Vorstellungen und entsprechende 
Rechenvorschriften herausarbeiten. Wir sprechen yom stoBfreien 
Eintritt in ein Schaufelsystem, wenn die Richtung der Absolutge
schwindigkeit iibereinstimmt mit der der Schaufeltangenten am Ein
tritt in ein feststehendes Schaufelrad, bzw. wenn die Richtung der 
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R,elativgeschwindigkeit gleich ist derjenigen der Schaufeltangenten am 
Eintritt in ein rotierendes Rad. Da der Kontinuitat wegen die cm-

Komponenten fiir die unmittelbar ankommende Fliissigkeit und die 
unmittelbar weiterstromende iiberall, also auch am Eintritt gleich sein 
miissen, so bedeutet Gleichheit der Richtung natiirlich auch Gleichheit 
der GroBe der Geschwindigkeit. Stimmen die Richtungen nicht iiberein, 
so denken wir uns das "Einrenken" der Richtung von der Schauflung 
des angestromten Rades unmittelbar - "p16tzlich" - am Eintritt 
erzwungen, und wir sprechen vom Eintritt mit StoB. Die cm-Kompo
nenten der anstromenden und weiterflieBenden Menge miissen immer 
noch gleich sein. Der Unterschied der Richtung laBt sich also auf einen 
Unterschied der Cu- bzw. wu·Komponenten zuriickfiihren. In Abb. 77 
sind die Verhaltnisse fiir den Eintritt in ein feststehendes Leitrad 

,5 

s' 

Abb. 77. Eintrittsstoll an einem Leitrad. Abb. 78. Eintrittsstoll an einem Laufrad. 

gezeichnet. Die Stromung kommt mit einem Cu an, das sich aus dem 

VOl' dem Rade herrschenden Cu . r zu cu~ r ergibt, \Venn D del' Eintritts-

2 
durehmesser ist. Der Eintritt in Richtung der Schaufeltangente wiirde 

aber ein C~ = ~ cotg IX erfordern. Den Unterschied Cu - c~ = LI Cu = Cs 

bezeichnet man als "StoBgeschwindigkeit". Die entsprechenden Ver
haltnisse am ~intritt in ein rotierendes Rad zeigt Abb. 78. Die Stro-

mung kommt absolut betrachtet mit c" = cu~ r, relativ zum Rade mit 

2 
Wu = Cu - u an. Eintritt in Richtung der Schaufeltangente wiirde 
abel' 

I _ ' I _ !!..""!!.. + Q cotgfJ 
Cu - u T Wu - 60 F 

erfordern. Die Differenz ist: 
LI _ _ Cit • r D,," n Q cotg fJ 

Cu - Cs - ---y) - ----w- - --F-' (137) 

"-:r 
sie kann auch als LI w" bezeichnet werden. 

Ein Beispiel moge den Fall noch weiter erlautern. Ubergang aus 
einem Leitrad in ein Laufrad. Index l fiir den Austritt aus dem Leitrad; 
Index re fiirden Eintritt ins Laufrad. Die Stromung kommt an mit: 

( ) Q D z 
Curl= F,cOtgIX l ' 2' also 
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StoBfreier Eintritt· wiirde erfordern: 

I Dr,Jln Q fJ 
cUr, = 60 + F r , cotg 1'" 

also ist: 
C8 = (cotg IXI • !!£ _ cotgpre) . Q _ Dr, . Jl • n. (138) 

F z Dr, Fre 60 

Also auch hier wieder lineare Abhangigkeit von Q und n. StoBfreier 
Eintritt herrscht nul' bei einem bestimmten Verhaltnis 

Q 
(139) 

RechnungsmaBig kann sich dieses auch negativ ergeben; dies heiBt in 
Ubereinstimmung mit unseren Festsetzungen in Abschnitt 28 tiber 
positives Cm , W und die Zahlrichtung von fJ nur, daB bei del' angenom
menen Durchstromrichtung kein stoBfreier Eintritt ins Rad moglich 
ist. Bei del' umgekehrten Stromungsrichtung ware abel' die Eintritts
stelle zur Austrittsstelle geworden, und damit hat die Fragestellung 
keinen physikalischen Sinn mehr. Man kann die Gleichungen auch 
benutzen, um bei gegebenem Q und n und weiter D und F die Winkel 
fUr stoBfreien Eintritt zu bestimmen. Diese Aufgabe sowie die Be
stimmung von Cs wird abel' in einem bestimmten Fall viel em
facher durch Zeichnen del' Geschwindigkeitsdiagrannne ge16st! 

VIT. Kraftwirkungen und Energieaustausch 
in den vollbeaufschlagten, geschlossen durchstromten 

Kreiselradern. 
30. Axialschub und Drehmoment. Unterschied zwischen Pump en 

und Turbinen. 
Um Krafte und Momente an einem feststehenden odeI' l'otierenden 

Kreiselrade auszurechnen, bedienen wir uns wieder del' Methode des 
"Kontrollraumes", die hier beispielsweise auf das Laufl'ad del' Abb. 79 
angewandt sei. Das Laufrad werde vollstandig in eine umgebende 
"Kontrollflache", die eine geschlossene Dl'ehfHiche ist, eingehtillt. 
(strichpunktiert gezeichnet). Diese Flache verlauft mit ihl'en Haupt
teilen 0 ganz in del' Fltissigkeit, nul' mit einem kleinen Teil durchsetzt 
sie an einer Stelle (bei durchgehenden Wellen an zwei Stellen) innerhalb 
del' Wellenstopfbuchse die Welle. Del' Hauptanteil 0 zerfallt wieder in 
Teile von verschiedenel' Bedeutung. Erstens die Teile, die den eigent
lichen Arbeitsraum, den Rotationshohlraum, durchsetzen (a-a' und 
b-b'); diese sind die Ein- und Austrittsflachen fUr die Betriebsfltissig
keit in und aus dem Kontrollraum; tiber die Durchstromrichtung 
braucht keine Voraussetzung gemacht zu werden. Zweitens die Teile, 
die zwischen dem Laufrad und den umgebenden Gehauseteilen liegen 
(a-c-b) und (a'-d). Diese Teile del' Kontrollflache sollen sich del' 
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RadoberfIache vollkommen anschmiegen. Wir stellen nun - zunachst 
fiir einen bestimmten Augenblick - fiir jedes fliissige oder starre Teil
chen, das sich wahrend dieses Augenblickes im. Kontrollraum befindet, 
gerade ein- oder gerade austritt, die beiden folgenden Gleichungen auf: 

Am. ~:a = APa, 

A . d(e"r) = AM m dt • 

(140) 

(141) 

Am ist ein kIeines Massenteilchen; Ca die Axialkomponente, Cu die 
Umfangskomponente seiner Absolutgeschwindigkeit; APa die Axia1-
komponente der Resultierenden aller auf das Teilchen wirkenden 

Abb. 79. KontrolIfIiiche urn das Lanfrad. 

Krafte, AM das Moment dieser Resultierenden um die Radachse. 
Dann denken wir uns die entsprechenden Gleichungen fiir aIle starren 
und fliissigen Teilchen 1 im Kontrollraum angeschrieben und summiert; 
damit erhalten wir: 

~Am.~:a = ~APa, 

2;Am. d~;r) = ~AM. 

(142) 

(143) 

Wir nehmen zunachst die Summation der rechten Seiten vor. Der All
gemeinheit wegen machen wir keine speziellen Annahmen tiber die 
Wellenlage, die Achse schlieBe vielmehr mit der Schwererichtung einen 
beliebigen Winkel ein. Zunachst erscheint als Kraftkomponente fiir 
jedes fliissige oder starre Teilchen die Komponente AGan bzw. AGa .. 

seines Gewichtes. Die Summation liefert also fiir die Komponenten
gleichung einfach die Summe der Gewichtskomponenten aller im Kon-

1 Hier werden also - im Gegensatz zu den Ableitungen in 20, 21, 23 und 24 -
die Schaufelflachen nicht aIs weitere Begrenzungsflachen des Kontrollraumes 
betrachtet. Auf die Moglichkeit dieses Verfahrens ist bereits in 19 hingewiesen. 
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trollraum befindlichen festen Teile und der ganzen eingeschlossenen 
Fliissigkeit: Ga •• + Gafl . Positiv sind diese Komponente'n zu rechnen, 
wenn sie iIb. Sinne des axialen Teiles der Stromung gehen. Jede einzelne 
dieser Gewichtswirkungen hat natiirlich auch ein Moment, im ganzen 
aber liefern die Gewichte kein Moment, wenn der Schwerpunkt aller 
im Kontrollraum befindlicher Massen in der Achse liegt. AIle "inneren" 
Krafte, d. h. die Driicke und Reibungen zwischen den fliissigen, die 
Spannungen zwischen den starren Teilchen, heben sich bei der Sum
mation gegenseitig auf. Auch die Driicke und Reibungen zwischen 
fliissigen und starren Teilchen, also zwischen Stromung einerseits' und 
Schaufel~ und Radwanden andererseits, fallen, soweit sich die Teilchen 
im Innern des Kontrollraumes befinden, heraus. Ebenso ist es mit den 
Momenten dieser Krafte. Uhrig bleiben nur die Kraftwirkungen der 
Driicke, Reibungen und Spannungen an der Oberflache des Kontroll
raumes und deren Momente. Die Kontrollflache muB zur Berechnung 
wieder in den Gesamtteil 0 innerhalb der Fliissigkeit und die Schnitt
flachemit der Welle zerlegt werden. Die in der letzteren von dem 
auBeren Wellenteil auf den inneren iibertragenen Axialspannungen bzw. 
deren Resultierende A fUhren wir positiv ein in der Richtung, in der die 

o 
Fliissigkeit axial stromt. Ebenso fUhren wir das Integral J Pa • do, 
das die Axialkomponente der Resultierenden aller Driicke und Rei
bungen auf dem in der Fliissigkeit gelegenen Teil der Kontrollflache 
darstellt, positiv ein, wenn diese Komponente im Sinne des axialen 
Teiles der Stromung geht. Damit ist die rechte Seite von Gleichung (140) 
vollstandig berechnet; es ist: 

o 

LLlPa = Ga •• + Gafl + A + f Pa do . (144) 

Das in der Schnittflache der Welle von deren auBeren Teilen auf die 
inneren iibertragene Torsionsmoment wollen wir mit M t bezeichnen 
und positiv rechnen, wenn es im Sinne der Raddrehung wirkt. In dem 
Hauptteil 0 der Kontrollflache haben nur die Fliissigkeitsreibungen 
Momente, wahrend die Richtung aller Normalspannungen die Achse 
schneidet und diese daher keinen Beitrag zum Moment liefern. Von 
dem Reibungsmoment konnen wir aber den Auteil, der auf die "Ein
und Anstrittsflachen (a-a', b-b') entfallt, vernachlassigen, da diese 
ganz in der Fliissigkeit liegen und Zahigkeitswirkungen im Innern der 
Fliissigkeit nach unserer ganzen Auffassung nicht beriicksichtigt zu 
werden branchen. Wesentlich sind nur die Reibungen an der auBeren 
Naben- und Kranzoberflache; man spricht dort von einem "Waten" 
des Rades in der Fliissigkeit und nennt die darauf zupiickzufiihrenden 
Wirkungen die Radseitenreibung. Sie wirkt der Drehung immer 
entgegen, der Betrag ihres Momentes sei mit Mr bezeichnet; die rechte 
Seite der Gleichnng (141) wird also 

LLlM = M t - Mr. (145) 

Zur Auswertung der linken Seiten betrachten wir zunachst die starren 
Teile. Diese haben keine Axialgeschwindigkeiten, liefern also keinen 
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Beitrag zu Gleichung (142). Ihre cu-Komponente ist r . w, und die Sum

mierung liefert fiir das sich drehende Rad ~; j r2dm oder J. ~; , 
wenn J das Massentragheitsmoment des Rades ist. Wir wollen uns 
nun im folgenden auf solche Bewegungszustande beschranken, wo Q 
und w im Mittel konstant sind; nach den Erorterungen unter 27. 
mussen wir dazu unsere Betrachtung uber eine Periode erstrecken, 
nach deren Ablauf das momentane absolute Strombild oder auch das 
Relativstromlinienbild, wenn auch verdreht, so doch als Ganzes unver
andert wiederkehrt. Dann ist aber im Mittel dwfdt = 0, und im Mittel 
liEifern die starren, umlaufenden Teile auch zur Gleichung (143) keinen 
Beitrag. Bei den flussigen Teilchen haben wir zu beachten, daB 
irgendeine fiir das Stromungsfeld charakteristische GroBe, z. B. die 
Axialkomponente Ca oder das Geschwindigkeitsmoment Cu • r, sich aus 
zwei Griinden andert, erstens weil sich das Teilchen in dem augen
blicklichen Strombild auf einer Stromlinie weiter bewegt - konvektive 
Anderung-. zweitens weil das ganze Strombild sich andert - lokale 

Anderung. Diese zweite ist fiir ein Teilchen Am iJiJ~a bzw. Am iJ~;r) und 
v v 

fiir aIle im Kontrollraum enthaltenen = j; ~~a. dV bzw. j ; iJ~;r). dV, 

wo V das gesamte von Flussigkeit erfiillte Volumen im Kontrollraum 
ist. Da aber ein und dieselbe Geschwindigkeitsverteilung periodisch 
wiederkehrt, kann man die beiden Integrale im Mittel = 0 setzen, 
indem man ein mittleres Strombild herausgreift. Aus diesem hat man 
nun die konvektiven Anderungen zu berechnen. Ein solches Strombild 
ist fiir eine mittlere Rotationsflache durch eine Abbildung in die Zeichen
ebene, die einem abgewickelten Schnitt des Ersatzkegels nahekommt, 
in Abb. 79b dargestellt. Die Ein- und Austrittsgrenze des Kontroll
raumes ist ebenfalls eingetragen (strichpunktiert). Das Bild sieht 
prinzipiell so aus wie das der Abb.49 in Abschnitt 24, nur ist es im 
allgemeinen von Schaufelteilung zu Teilung etwas verschieden, wegen 
der verschiedenen Stellung des einzelnen Schaufelkanales zu den um
gebenden Leitschauflungen. Durch Aufteilung in relative Stromfaden 
erhaIt man nun fiir die Summe der konvektiven Anderungen genau 
wie iJ;l 24.: 

o o 
; j(Caa - cae).dq' bzw. ; j «cur)a - (cur).) dr!. 

Dabei sind unter dq' die in den relativen Stromiaden flieBenden und in 
den Kontrollraum eintretenden bzw. aus ihm austretenden Wasser
mengen verstanden; da aber die Ein- und Austrittsflachen sich nur in 
sich selbst bewegen, kann man auch 

Oa O. 0. o. 

; {lCaa dqa - I Cae dq.} bzw. ; {I (cur)a dqa - j (cur), dq.} 

schreiben, wo die dqa bzw. dq. die in der Flache Oa austretenden bzw. 
in der Flache 0. eintretenden absoluten Wassermengen bedeuten. 
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Die Indizes e und a beziehen sich auf die Ein- bzw. Austrittsflachen. 
Aus den beiden Gleichungen (142) und (143) wird also: 

o Oa o. 

Ga" + Gafl + A + f Pa do = ; {fCaadqa -f ca.' dq.} , (146) 

0 4 Oe 

= ; {f (cur)a dqa - f (cur). dq.}. (147) 

1m Zusammenhang mit den Erorterungen des Abschnittes 27 ist es 
v v 

niitzlich zu bemerken, daB die Integrale f~~a. d V und fa~~r). d V 

dauernd = Null und die Integrale f Ca' dq und f (cur) dq zeitlich kon
stant sind, wenn die Leitrader entweder unendlich viele Schaufeln 
haben oder unendlich weit abgeriickt sind. 

Wenn man schlieBlich, wie es in unserer Grundzugstheorie geschieht, 
fiir aIle Schaufelsysteme unendliche Schaufelzahl annimmt, so erhalt 
man einfach: 0 

Ga .. + Gafl + A + fPado = Qr (caa - ca.) = Qr L1~ca, 
g g 

(148) 

Qr Qr Aa = - «cur)a - (cur).) = - LJ e (cur) • (149) g g 

Es ist wichtig, sich noch einmal aller Vorzeichenfestsetzungen zu er
innern. Ga , A und die Elementarkrafte Pa • do gelten positiv als Krafte 
von auBen auf die Teile im Kontrollraum und im Richtungssinn des 
a~ialen Stromungsanteiles; M t rechnet positiv, wenn es als Dreh
moment von auBen auf die Teile im Kontrollraum im Sinne von OJ wirkt. 
M, ist immer negativ, cu/gilt positiv im Sinne von OJ. Es ist niitzlich, 
die Gleichungen (148) und (149) immer erst nach dem entwickelten Ge
dankengang und in der angegebenen Zusammenfassung auf den linken 
und rechten Seiten aufzustellen, dabei die erwahnten Vorzeichen
regeln zu beachten und dann erst nach den gewiinschten GroBen auf
zu16sen. Man erhalt aus Gleichung (148): 

o 

A = Q; L1~ca - Gast - Gafl - f Pa do . (150) 

A ist entgegengesetzt gleich der Kraft, mit der das Drucklager belastet 
wird; diese meint man meistens, wenn man vom. Axialschub der Welle 
spricht. Es ist also: 0 

ADruckIager = -A = Ga .. + Gafl + fPadO - Q; L1~ca' (151) 

Es ist gebrauchlich, den Wert - Qr L1~ca den dynamischen und die 
Summe g 0 

Ga" + Gafl + f Pa do 
o 

den statischen Anteil des Axialschubes zu nennen. Da f Pa • do sowoh1 
die dynamische als auch die statische Druckverteilung enthalt, so kann 
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man den statischen Anteil des Axialschubs auch in der Weise berechnen, 
daB man Ga(l weglaBt und G ast um den Auftrieb vermindert, wenn 

o 
man im JPa do nur die dynamische Druckverteilung einsetzt. (Diese 
Betrachtung ware mit Riicksicht auf den Wellenquerschnitt in den 
Stopfbiichsen etwas zu korrigieren.) 

Aus Gleichung (149) folgt: 

M t = M, + Qy LI~(cur). (152) 
g 

In dieser Gleichung ist M, immer positiv zu rechnen. 1st (cur)a > (cII,r)., 
so ist JJlt positiv, d. h. die Welle treibt das Kreisehad an, es muB ein 
Drehmoment in die Welle eingeleitet werden, es liegt eine Pumpe 
(Arbeitsmaschine) vor. 1st dagegen (cur)a < (cur)., so ist, da Mr hoch
stens 10% der rechten Seite ausmacht, M t negativ, die Welle wird 
vom Kreiselrade angetrieben, es ist ein Drehmoment aus der Welle ab-

zuleiten, es liegt eine Turbine (Kraftmaschine) vor. DerWert - Qy LI~(cur) 
g 

stellt das Reaktionsmoment dar, das die Stromung an den Schaufeln 
ausiibt; wir wollen es mit M bezeichnen; es ist treibend (Turbine), 
wenn (cur)e> (cur)a ist. Ein und dasselbe rotierende Kreisehad kann 
prinzipiell als Pumpe und als Turbine arbeiten, im ersten Fall vergroBert 
es den Drall der durchstromenden Fliissigkeit, im zweiten verkleinert 
es ihn. Die Frage des Wirkungsgrades bleibt zunachst noch offen. Die 
Gleichung 

(153) 

heiBt die Momentengleichung der Kreisehader; ihre Aufstellung lmd 
Ableitung im Sinne einer eindimensionalen Theorie geht auf Euler 
zuriick. 

Auch hier kann man die Momentenformel so umformen, daB die 
Zirkulationen um das Kreiselrad bzw. die einzelnen Schaufeln darin 
erscheinen. Die Formel lautet genau, wie die fUr das reine Radiahad 
in 24., namlich 

(154) 

iiber ihre Voraussetzungen und Giiltigkeit solI aber erst im zweiten Band 
berichtet werden. 

Die Gleichungen (148) bis (153) gelten sinngemaB auch fiir feststehende 
Kreisehader, fiir Leitapparate (Mr ist dann immer = 0). An Stelle der 
'Welle, die von auBen Momente und Axialkrafte auf die im Kontroll
raum befindlichen Teile iibertragt, treten hier feste Gehausekonstruk
tionen: Boden, Deckel, Anker, Bolzen usw. Der Kontrollraum wird 
hier zweckmaBig auBer durch die Ein- und Austrittsflachen durch die 
Wande des Rotationshohlraumes begrenzt. In deren Schnitten mit 
den Schaufeln werden dann die den Wellenkraften und Momenten ent
sprechenden Krafte und Momente von den Gehauseteilen auf die Teile 
im Innern des Kontrollraumes iibertragen. Die linken Seiten der Glei
chungen errechnen sich aus dem absoluten Strombild, das ein Teil 
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des gesamten, periodisch wechselnden ist. Aile Bemerkungen iiber 
Mitte1werte ge1ten wie oben. 

Es ist von besonderer Wichtigkeit, darauf hinzuweisen, daB die 
Momentengleichung ganz unabhangig davon ist, ob der Eintritt in 

Turbine 
e das Schaufelrad mit 

e 

a oder ohne StoB er-
____ :~':'~e____ folgt. Deutlich zeigt 

------ die Ableitung, daB 
als Eintrittsdrall 
derjenige zu rech
nen ist, der der Str6-____ '!:.~~:~_:-= mung schon vor 
dem Eintritt ins 
Rad aufgepragt ist. 
Die "StoBwirkun-

Abb. 80. Bauch- und RilckeustoB bei Turbine und Pumpe. gen" des Wassers 
beim Eintritt in die 

Radschauflung verlangen ebensowenig eine besondere Beriicksichtigung 
wie die Reibungswirkung im 1unern des Kontro1lraumes, oder, wenn 
man nur an das Moment J,1 denkt, nicht an .111t , der Reibungs
wirkungen iiberhaupt einschlieBlich der Radgeitenreibung und der 
Reibung in del' Ein- und Austrittsflache. 1mp1izite steckt natiirlich 
im allgemeinen FaIle die StoBwirkung doch in der Gleichung insofern, 
als sie auf die Gestalt der Str6mung und damit auf die Ein- und Aus
trittswerte des Dralles EinfluB hat. Flihrt allerdings del' falsche Ein

tritt in den Laufschaufelraum 
zu solchen Wirbe1ungen, daB 
ein Wirbe1schwanz sich bis liber 
die Grenzen des Kontrollraumes 
hinauszieht, so gilt das in 2l. 
liber diesen Fall Gesagte. Fiir 
unsere Grundzugstheorie jedoch Abb. 81 a und b. Bauch und RiickenstoB und die 

zugehorigen relativen Eintrit,tsrichtungen 
steht es in Ubereinstimmung 

mit den ihr zugrunde liegenden Anschauungen, wenn wir daran 
festhalten, daB del' Eintrittswert des Dralles allein dureh das dem 
betrachteten vorgeschaltete Rad, der Austrittswert allein durch das 
betrachtete Rad selbst bestimmt ist. Der StoB am Eintritt ist dann so 
zu verstehen, daB, gleichgiiltig ob del' Drall im ganzen erh6ht oder 
erniedrigt wird, an den Eintrittsenden der Schauflung 10ka1 in beiden 
Fallen sowohl eine Erh6hung als auch eine Erniedrigung eintreten karol. 
Abb. 80 veranschaulicht die vier typischen FaIle, indem sie den Verlauf 
des Drallwertes liber der Abwicklung 8 eines mittleren Str6mungs
weges durch das Rad hindurch darstellt. Dabei ist BauchstoB = StoB 
durch zu groBen, RlickenstoB = StoB durch zu kleinen Drall. Den 
BauchstoB zeigt Abb. 81 a, den RlickenstoB Abb. 81 b; in beiden ist 
die mit der Schaufel-Anfangsrichtung nicht libereinstimmende, relative 
Anstr6mung und die dadurch hervorgerufene Wirbel- und Totwasser
bildung angedeutet. 
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31. Energiebilanz der verlustlosen Kreiselradmaschine. 
Hauptgleichung der Kreiseh'adtheorie. 

Wenn sich ein Kreiselrad dreht und gleichzeitig in der Welle ein 
Torsionsmoment besteht, so wird Leistung entwickelt oder verbraucht; 
einAquivalent dafiir muB sich darinfinden, daB sekundlich eine bestimmte 
Wassermenge von einem Energieniveau in ein anderes iibergeht. Wenn 
keine Energieverluste auftreten, muB die Energiesteigerung in der 
Stromung vollstandig aquivalent sein der zur Drehung der Welle durch 
das Torsionsmoment aufgewendeten Leistung. Dabei sehen wir also 
auch von der Leistung desjenigen Teiles des Torsionsmomentes ab, 
der M" dem Reibungsmoment, entspricht, und beschranken uns auf das 
Moment yom Betrage desjenigen, das die Stromung an den Schaufeln 
ausiibt. Dann besteht aber die Gleichung: 

M· w = Q. y • il~H . (155) 

Setzt man abel' fUr 111 seinen Wert aus Gleichung (153) ein, so folgt 
weiter: 

odeI' 

il~H = ~ il~(cu' r). 
g 

H ist die bekannte "Stromungsenergie"; also: 

ila H = ;1a( P + h + ~) . 
e ",r 2g 

(156) 

(157) 

(158) 

In Worten: Halt ein rotierendes Kreiselrad in den Gebieten, 
die es voneinander trennt, einen Unterschied del' Drall
werte (cur) aufrecht, so halt es gleichzeitig einen Unter
schied des Energieniveaus aufrecht, del' jenem nach MaB
gabe von Gleichung (157) gleichsinnig und proportional ist. 
Drallsteigerung bedeutet also auch Energiesteigerung, Drallsenkung 
auch Energiesenkung. 

Gleichung (157) wird die Hauptgleichung del' Kreiselrad
theorie genann t; fiir den Ausdruck il~H findet sich neuerdings in 
der Literatur die Bezeichnung: "theoretische spezifische Schaufel
leistung", weil er die auf I kg/sec stromender Fliissigkeit bezogene 
Leistung darstellt. Die Indizes e und a beziehen sich auf schaufelfreie 
Gebiete VOl' und hinter dem Laufrad. Die Gleichung (157) wird haufig 
in anderer Form geschrieben; indem man w als konstanten Faktor in 
die Differenz hineinnimmt, ergibt sich: 

A({H _ 1 ,1"( ) 
LJ~ - - LJ e 'u" Cu • . g' (159) 

Man muB hierbei nur beachten, daB man unter den 1t diejenigen Um
fangsgesch"cindigkeiten zu verstehen hat, welehe die Ein- und Aus-
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trittsstellen, an denen man die en miBt, hatten, wenn sie mit dem Rade 
fest verbunden waren. Gleichung (159) wird meistens angewendet. 
indem man die u an den Endstellen der Laufradschauflung miBt. Liegt 
stoBfreier Eintritt vor, so ist dabei keine Gefahr; ist dies aber nicht 
der Fall, so laBt Gleichung (159) nicht erkennen, welchen en-Wert man 
einzusetzen hat; wahrend Gleichung (157) deutlich sagt, daB hier nur 
der en-Wert der ankommenden Stromung, nicht etwa der fill stoBfreien 
Eintritt erforderliche in Frage kommt. In diesem Buche wird daher 
der Gleichung (157) der Vorzug gegeben. Beide Gleichungen gelten 

Abb. 82. Energie- und Drallverlanf in eine KreiseIradmaschine. 

fiir Pumpen- und Turbinenwirkung; das Vorzeichen von LI~(eu· r) ent
scheidet in bereits bekannter Weise die Frage, welche Betriebsart 
vorliegt. 

Flir das in Abb.50 dargestellte Schema einer Kreiselradmaschine 
ergeben sich nun an Hand unserer Grundzugstheorie bei ver
lustlosem Betriebe folgende Vorstellungen uber die Energie- und Drall
verhaltnisse. Der von der Flussigkeit zuerst durchstromte Leitapparat 
liegt vollstandig in einem Gebiet konstanter Stromungsenergie Hei 
vor ihm herrscht konstanter Drall, er verandert ihn auf einen Wert 
(en· r)e; dieser ist konstant zwischen dem Leitrad und dem Rade. 
Das Gebiet konstanten Wertes He reicht bis unmittelbar an die Rad
schauflung heran. Das Laufrad verandert den Drall auf den Wert 
(en· r)a; dieser ist konstant im Raum zwischen der Schauflung des 
Laufrades und der des zweiten Leitrades, dieses verandert den Drall 
wieder. Der Raum z1'-ischen Laufschauflung und zweiter Leitschauflung, 
diese selbst und der weitere Raum bis zu einem etwaigen neuen Lauf
rade bilden ein Gebiet konstanten Wertes Ha. Abb.82 veranschaulicht 
diese Verhaltnisse durch ein Diagramm, aufgetragen liber der Abwick
lung eines mittleren Stromungsweges durch alle erwahnten Gebiete 
hindurch. 
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32. Energiebilanz wirklicher, vollbeaufschlagter KreiselradmaschiIien 
mit geschlossener Stromung. 

a) Die Hauptdefinitionen und Rechnungsweisen. 
Die Energiebilanz, welche die Verluste beriicksichtigt, wird am 

besten nicht fiir das Laufrad allein aufgestellt, sondern sofort auch auf 
andere Teile der Maschine ausgedehnt, die zu ihrem Betrieb gehoren 
und fiir deren vorteilhafte Gestaltung der Konstrukteur verantwortlich 
ist. Wie weit man da zu gehen hat, ist von Fall zu Fall zu entscheiden. 
Drei typische Beispiele sollen im folgenden besprochen werden. 

Die Tur bine mit freiem Zulauf (Abb.83). Die Turbine ist am 
Ende eines offenen Zufiihrungskanales in offener Kammer eingebaut 
und mit stehender oder liegen
der Welle, im ersten FaIle mit ge
radem oder gekriimmtem Saug
rohr, im zweiten stets mit ge
kriimmtem ausgefiihrt. Nach 
Durchstromen der Turbine und 
des Saugrohrs flieEt das Wasser 
im Unterwasserkanal abo Die 
Stromungsenergie im Unter
wasser, und zwar in der Nahe 
des Sa,ugrohrendes - dort, wo 
das Wasser "wieder beruhigt" 
ist -, nehmen wir als N ull
niveau derEnergie, zahlen also 
alle Hohenlagen h positiv nach 
b U 1 Abb. 83. Bruttogefiille einer Turbine mit freiem o en yom nterwasserspiege Zulauf. 

aus und rechnen als Null-
niveau der Druckhohe ph' den Atmospharendruck; die Geschwin
digkeitsenergie vernachlassigen wir zunachst. 1m Vertikalschnitt 
des Unterwasserkanals haben wir die Stromungsenergie als kon
stant zu betrachten, d. h. aIle Wasserteilchen laufen letzten Endes 
in ein Gebiet konstanter Stromungsenergie yom Werte H = 0 ein. 
Desgleichen betrachten wir die Energie in einem Vertikalquerschnitt 
des Oberwasserkanals unmittelbar vor der Kammer als konstant, und 

2 

zwar gleich der im Oberwasserspiegel. Dort ist H = ~ + h + 2c = H b , 
y g 

wenn Hb der Hohenunterschied zwischen Ober- und Unterwasser
spiegel ist. Denn ply ist dort wieder = 0 und c2/2g kann wieder ver
nachlassigt werden. Man kann auch sagen: Hb ist der Unterschied an 
Stromungsenergie zwischen Ober- und Unterwasser und dabei ist nur 

die Differenz Cg;g c~ vernachlassigt. Alles, was nun zwischen Ober

und Unterwasser eingebaut ist, um das Wasser dem Laufrade zu- und 
wieder von ihm abzufiihren, also die Einbaukammer, der Leitapparat, 
das Laufrad, das Saugrohr, fallt, da die Gestaltung dieser Organe die 
Ausnutzung der \Vasserkraft beeinfluEt, unter die Verantwortlichkeit 
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des Turbinenkonstrukteurs .. Es versteht sich daher von selbst, da.6 als 
"disponibles Gefalle" Hb gerechnet wird. Man nennt es auch das 
"Bruttogefalle". Wird es mit einem "Gesamtwirkungsgrad" 1] aus
genutzt, so erhalt man am Kupplungsflansch der Turbinenwelle eine 
Leistung Q. 'Y. Hb • 

N w = 1] 75 ill PS. (160) 

Turbine mit Druckrohrleitung (Abb.84). Die Turbine wird an 
die Druckrohrleitung, die von einem entfemt und hoher liegenden "Was
serschlo.6" herkommt, mittels eines Spiralgehauses oder eines Kessels 
angeschlossen. Hier ware es unbillig, dem Turbinenkonstrukteur den 
Energieverlust, den die Rohrleitung verbraucht, mit anzukreiden. Man 

rechnet daher als disponibl~s Gefalle die Gro.6e Hb = Po + ho + 2o~ 
'Y g 

in einem Rohrquerschnitt unmittelbar vor dem Anschlu.6 an die Spirale 

Abb. 84. Bruttogefiille bei einer Turbine mit 
Druckleitung. 

oder den Kessel; diese beiden 
Organe fallen also mit unter 
die Verantwortlichkeit des Tur
binenkonstrukteurs. In der 
Summe fiir H b bedeutet ho die 
mittlere Hohenlage des Me.6-
querschnittes im Bohr iiber 
dem Unterwasserspiegel, polr 
den Uberdruck in dem Quer
schnitt, ~ ein mittleres Ge
schwindigkeitsquadrat. Mei
stens begniigt man sich damit, 

das Quadrat der mittleren Geschwindigkeit, die aus Co = J bestimmt 
o 

wird, zu rechnen. Dies geniigt auch, das c6/2g in den praktisch vor-
kommenden Fallen nur wenige Prozente von Hb ausmacht. Die Ge
schwindigkeitsenergie im Unterwasserkanal wird vemachlassigt. 

Kreiselpumpe. Kreiselpumpen sind viel mehr Marktware als 
Wasserturbinen; sie werden haufig auf Lager gebaut. Ein und dieselbe 
Pumpe wird in ganz verschiedener Weise aufgestellt und erhalt ver
schieden lange Saug- und Druckleitungen. Der Pumpenkonstrukteur 
iibernimmt nur fiir die Gestaltung der Maschine selbst vom Saug
stutzen bis zum Druckstutzen die Verantwortung. Beim Abnahme
versuch mi.6t man daher den Unterschied der Stromungsenergien 
zwischen dem Anfangsquerschnitt des Saugstutzens und dem End
querschnitt des Druckstutzens und bezeichnet diesen als "Nutz- oder 

NettoforderhOhe" Hn = L1~ (~ + h + ;:). Haufig kann ;: vemach

lassigt werden oder es fant heraus, da Saug- und Druckanschlu.6 gleiche 
oder annahemd gleiche Lichtweite haben. Mi.6t man ferner die Forder
menge und die mechanische, am Kupplungsflansch der Welle aufgewen
dete Leistung N w , so ist der Gesamtwirkungsgrad 

Q.'Y.Hn 
1) = 75. N,. (161) 
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Die Gedankengange der besprochenen drei Faile sind typisch und 
sinngema13 in Spezialfallen anzuwenden 1 (Pumpen mit kurzem zur 
Maschine zahlendem Saugrohr, Ventilatoren, Fottinger-Transformatoren). 

b) Aufteilung des Gesamtverlustes in vier Gruppen. 
Hier gehen wir folgerichtig von einem Kreiselrade mit positiver, 

d. h. aufgewendeter mechanischer Leistung, also einer Pumpe aus. 
Von der zum Betrieb einer Pumpe am Kupplungs£lansch ihrer 

Welle aufgewendeten Leistung N w geht zunachst ein Betrag fiir Lager
und Stopfbiichsenreibung Nl abo Man kann daher einen rein "hydrau
lischen Gesamtwirkungsgrad" Ch definieren durch die Gleichung; 

Q.".H 75 n = Ch' (N w - Nz) . (162) 

Auch die Leistung N w - Nl gelangt noch nicht in vollem Betrage an 

die Schauflung heran, es geht ein Teil M;~ (jJ zur Uberwindung der 

Radseitenreibung verloren; nur der Rest N w - Nl - M;~ (jJ steht 

fiir den Umsatz in Stromungsenergie zur Verfiigung. Er geht aber 
nicht allein an die Fordermenge Q der Pumpe, sondern an eine etwas 
gro13ere Wassermenge Q + Q8 tiber. Q. ist die "Spaltwassermenge". 
Q8 geht ganz oder teilweise andere Wege als die Hauptstromung Q. 
Bei der in Abb. 79 dargestellten Kreiselradmaschine Z. B. findet eine 
"Spaltstromung" statt in dem Spielraum zwischen dem au13eren Rad
kranz undo dem umgebenden Gehause; eine zweite ist moglich durch 
den Spalt zwischen Nabe und Gehause, und zwar dann, wenn der iibrige 
Raum zwischen Nabe und Gehause entweder mit der Atmosphiire oder 
auch mit Stellen niedrigen Druckes in der Maschine selbst - natiirlich 
unter Einschaltung von Drosselstellen - in Verbindung steht. (Solche 
Anordnung findet man haufig, um den Druck in dem Raum iiber der 
Nabe (Raum N, Abb. 79) herunterzuziehen und damit den Axialschub 
zu vermindern.) Wenn das Kreiselrad keinen au13eren Kranz besitzt, 
sondern die Schaufeln mit Spiel in dem Gehause laufen (wie bei Pro
peller- und Kaplanturbinen sowie bei Diagonal- oder Axialpumpen), 
so tritt an jedem Schaufelende eine Spaltstromung von der Schaufel
seite hoheren Druckes zu der niederen auf. Zur Aufrechterhaltung der 
Spaltstromung wird bei Radern mit Kranzspalten fast der ganze Energie
unterschied der Gebiete vor und hinter dem Laufrad verbraucht, da 
hier die Loslosung der Spaltstromung aus dem Hauptstrom und seine 
Wiedervermischung mit ihm unter den ungiinstigsten Verhiiltnissen 
erfolgt und auBerdem die langen Spaltwege erheblichen, Drosselwider
stand bieten. Die Spaltstromung einer ohne Kranz mit Spiel im Gehiiuse 
laufenden Schaufel verbraucht dagegen weniger Energie, da die Wieder
vermischung mit dem Hauptstrom unter giinstigeren Verhaltnissen vor 
sich geht und der Spaltweg weit kleineren Drosselwiderstand zeigt. 
Aber auch in diesem FaIle kann man die Sache so darstellen, als ob 

1 Siehe auch die verschiedenen Normen fiir Leistungsversuche. 

Spannhake, Kreiselrader. Bd. 1. 10 
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eine "ideelle" Wassermenge Qs (eine kleinere als die wirkliche) unter 
Verbrauch der ganzen vom Rad aus mechanischer in hydraulische um
gesetzten Energie durch die Spaltwege strOmt. Bei Pumpen hat man 
sich den Vorgang weiterhin so zu denken, daB die Spaltwassermenge 
dauernd vom Austrittsgebiet des Laufrades durch die Spaltwege zum 
Eintritt stromt und von da durch das Rad wieder zum Austrittsgebiet 
zuruckbefordert wird. Das Rad fordert also eine groBere Wassermenge, 
als man von auBen als Fordermenge feststellt. 

Somit besteht die Energiebilanz: 

Q + Qs OJ Aa 1\ }jIlr • OJ -- , r ' - 'LJ (c 'r) = N - .LVI - --75 g e u w 75 ' (163) 

denn ..':': LI~(cu 'r) ist ja der Austauschbetrag zwischen mechanischer 
g 

und Stromungsenergie pro Kilogramm stromender Flussigkeit; er ist 
hier "Bruttoforderhohe" zu nennen und mit Hb zu bezeichnen. Man 
erhalt: 

M 'w N -Nl--r-
OJ • 75 Hb = -Ll~(cu' r) = 
g Q + Q. 

75')' 
(164) 

An der Hauptstromung Q zeigt sich aber nur eine Energiesteigerung 
um den Betrag der "Nettoforderhohe" Hn. Das Verhiiltnis 

(165) 

nennen wir den "Stromungswirkungsgrad der Pumpe". Dieser 
wird nur durch die Stromungsverluste (Druckverluste) in dem Betriebs
raum der Hauptstromung Q bedingt. Gleichung (164) gilt sofort 
auch fur Turbinen, wenn man nur bedenkt, daB hier LI~(cu' r) 
negativ wird, ebenso aber N w und Qs, denn N wist jetzt eine abgegebene 
Leistung, und Q8 beteiligt sich nicht zusatzlich, sondern entzieht sich 
dem Energieaustausch. Man erhalt also, wenn man aIle Zeichen richtig 
einfuhrt, als Umkehrung: 

JJ1r • W 
N.+Nl+---

~Lle(c 'r) = _ 75 
g a " Q - Q, 

75')' 

Es ist aber nutzlich, Gleichung (166) besonders abzuleiten. 

(166) 

Beim Betrieb einer Turbine steht uns die Bruttoleistung 

zur Verfugung. Zum Umsatz in mechanische Leistung an den Lauf

radschaufeln gelangt aber nur eine kleinere (Q - Q;5' )' . Hb ,da die 

(ideelle oder tatsachliche) Spaltwassermenge Qs das Laufrad umgeht. 
Der Umsatz erfolgt mit dem Stromungswirkungsgrad Cs der Turbine. 



Energiebilanz w:irklicher, vollbeaufschlagter Kreiselradmaschinen. 147 

Es gilt nun: (Q - Q,) • y • ~ Ae (c • ) = (Q - Q,) • y . H" 
75 (J LJ" " r 75' (167) 

~ Ll~(c,,· r) = Hn 
(J 

Hier ist also 
(168) 

als "Netto- oder Nutzgefalle" zu bezeichnen. Der Stromungswirkungs
grad ist 

H ~ J~(c,,· r) 
n (J 

Cs = Hb = -~". (169) 

Die an den Schaufeln umgesetzte Leistung wird zunachst noch um 

My' W kl' t A I . b' d P kId h ~ ver erner. na og Wle el er umpe ann man a so urc 

die Gleichung: Q. y. Hb (Q - Q,).),' Hn My' W 

ch 75 = 75 - ~ (170) 

den hydraulischen Gesamtwirkungsgrad der Turbine definieren. An der 
Welle erhalt man schlieBlich nach Abzug der Lager und Stopfbuchsen
reibung die Leistung: 

(Q - Q,) • y W e 1YI, . W T Q • Y • Hb 
N w = ~--. g-Ll"(c,,. r) - 75- -]VI = J}' ---,;;s- .' (171) 

was mit Gleichung (164) iibereinstimmt. 

c) Einheitliche Energiebilanz fur Pumpen und Turbinen. 

Wir bezeichnen in der Folge mit Hm den Wert ~ Ll~(c" . r) und 
bringen dadurch zum Ausdruck, daB (J 

Hm = ~ Ll~(c" . r) 
(J 

sowohl bei Pumpen als auch bei Turbinen das Aquivalent fUr die zwischen 
Laufradschaufeln und Stromung ausgetauschte mechanische Energie 
ist. Die Indizes e und a beziehen sich nach wie vor auf das Eintritts
gebiet unmittelbar vor dem Laufrad bzw. das Austrittsgebiet unmittel
bar hinter dem Laufrad. Demgegenuber sollen die Indizes E und A 
sich auf den Eintritt in die ganze Kreiselradmaschine bzw. denAustritt 
aus ihr beziehen. Dann gilt fUr Pumpen und Turbinen ein und dieselbe 
Bilanzgleichung, namlich 

'/H.A (() A(/( ) V,} 
LJ E = g- LJ e Cu' r - el E-+A.. (172) 

JAH 
Das Verhaltnis: ; stellt bei Pumpen unmittelbar den Stromungs-

m 

wirkungsgrad Cs dar, wahrend es bei Turbinen seinen reziproken Wert 
angibt. Denn bei Turbinen kann man Gleichung (172) unter Vertau
schung der Indizes und der Vorzeichen auch schreiben: 

oder: 
-Ll;;H = -'iLl~(c". r) - VerlE->A. ) 

Ll1,H = -"'- Ll~(cu' r) + VerlE-+A. 
(J 

und hieraus sieht man, daB ; Ll~ (c" . r) hier < Ll~H ist. 

(173) 

10* 
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Bei mehrstufigen Kreiselradmaschinen kann man die Bilanzgleichung 
entweder auf eine Stufe odeI' auf die Gesamtheit aller Stufen anwenden. 

i=n 

1m zweiten Faile tritt 'LHrrIi an Stelle von H m , wenn n die Stufen
i=l 

zahl bedeutet. Die lndizes E und A sind sinngema13 zu beziehen. 
Wir nennen im Folgenden die Gro13 e 

Hm = ~ L1~(cu r) 
g 

die "Radenergie". 

33. Die Energie- und Druckverteilung in den Kreiselradmasehinen. 
Der Radiiberdruck. 

Gleichung (172) zieht eine Energiebilanz zwischen Eintritt und Aus
tritt del' ganzen Maschine. Ebensogut kann man auch andere Stellen 

Abb. 85. Kreiseiradmaschine mit Spil'aigehause. 
Die Abb. kann cine Pumpe oder eine Turbine darstellen. Iu del' linken Halfte sind die im Text 
unter a erwahnten "Stationen" 0 bis 4 und die Bezeichnungen e und a flir Ein- nnd Austritt bei 
Pumpenbctrieb eingeschrieben. Fur Turbinenbetrieb waren e und a zu vertauschen. Rechts stehen 
die neutralen, rein geometrisch aufzufassenden Bezeichuungen i nnd a, die in Abb. 34 a und b 

verwendet werden. 

des durch die Maschine fiihrenden Stromungsweges, z. B. auch irgend
eine Stelle x zwischen Ein- und Austritt des Rades zum Vergleich heran
ziehen. Die bis zu diesel' Stelle zum Austausch gelangte, aufgenommene 

odeI' abgegebene mechanische Energie wird dann durch Hm = (J)_ L1~ (cu· T) 
g 

dargestellt. Man gewinnt durch die Energiebilanzen die Kenntnis del' 
Anteile del' einzelnen Energieformen an dem Gesamtumsatz, insbesondere 
die Kenntnis del' Druckvcrteilung, die notig ist, um die Beanspruchung 
del' Maschinenteile, den Axialschub usw. zu errechnen und au13erdem 
festzustellen, ob der Betrieb del' Maschine nicht an irgendeiner Stelle 
zu unzuHissig niedrigen Driicken fiihrt (Kavitationsgefahr I). Es ist 
selbstverstandlich, daB diese Bilanzen, solange sie mit den Mittelwerten 
del' Grundzugstheorie aufgestellt werden, auch nur Mittelwerte del' 
Driicke liefern, die wir unserer mittleren Stromungsschicht zuordnen. 
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Der Rechnungsgang moge an einem einfachen Beispiel erlautert 
werden. Abb.85 zeigt eine Kreiselradmaschine mit stehender Welle, 
geradem Saugrohr und Spiralgehause. Leitschaufeln fehlen vollstandig. 
Derartige Maschinen werden als Kleinturbinen mit ZufluB durch die 
Spirale und AbfluB durch das Saugrohr, als Pump en mit umgekehrter 
DurchfluBrichtung gebaut. Als Pumpen erhalten sie ein Laufrad mit 
einer Schauflung nachAbb. 85a, als Turbinen ein solches nachAbb. 85b, 
die beide Abwicklungen des mittleren Tangentialkegels der mittleren 
Rotationsflache darstellen. In ihnen erscheinen die Schaufelwinkel 
Pa und Pi in einer geringen Verzerrung. 

i i 
i -----t-----

i ------t------
Abb. 85a. Pumpenschauflung. Abb. 85 b. Turbinenscbauflung. 

a) Pumpenbetrieb. 
Die einzelnen Stationen eines mittleren Stromungsweges yom U~ter

wasser durch die Maschine bis zum Austrittsquerschnitt mogen folgende 
Indizes erh"alten: Der Unterwasserspiegel: 0, das Saugrohrende unmittel
bar vor dem Eintritt e ins Rad: 1, eine Stelle unmittelbar nach dem 
Eintritt ins Rad: 2, der letzte Querschnitt unmittelbar vor dem Austritt 
a aus dem Rad: 3, der Eintritt in die Spirale unmittelbar hinter a: 4, 
der Endquerschnitt der Spirale: 5. Diese Stationen sind in Abb. 86 
auf dem abgewickelten Stromungswege vermerkt. Natiirlich macht die 
Abwicklung nicht den Anspruch, die wahren Langen des Weges dar
zustellen, besonders sind die Stellen 1 und 2 bzw. 3 und 4, die fast mit e 
bzw. a zusammenfallen, der Deutlichkeit wegen stark auseinander
gezogen. Vom Anfangsniveau der Stelle 0 ab sinkt die Stromungs
energie zunachst etwas, da im Saugrohr Verluste durch Reibungswider
stande auftreten. Deren Uberwindung, sowie die Erzeugung der Ge
schwindigkeitsenergie ci/2g, ferner das Hinaufheben auf die Hohe hI 

werden durch eine Anleihe aus dem Atmospharendruck geleistet; an 
der Stelle 1 herrscht daher betrachtlicher Unterdruck. Zur Berechnung 
des Druckes PI/Y dient eine Energiebilanz zwischen den Stellen 1 und O. 
1m Unterwasser sind aIle drei Anteile der Energie = 0 (vgl. 32, a), die 
Euergie an der Stelle 1 ist dann negativ; namlich: 

HI = Pl + hI + 2ci = - Va ->-1 • 
y g 

Hieraus folgt 
PI _ (h I ci + V ) r - - I T 2g 0->-1· (174) 
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Bei Stelle e £angt die Fliissigkeit an, eingeleitete mechanische Energie 

Hm = ~Ll~(cu· r) allzunehmen und in Stromungsenergie umzusetzen. g 
Die Ausgabe von Energie zur Deckung von Verlusten geht aber weiter. 
So kann am Eintritt ein StoBverlust V 1->- 2 auftreten und im Laufrad 
ergeben sich Reibungsverluste V 2->- 3; am Laufradaustritt ist das Energie
niveau H am hochsten, der Druck an dieser Stelle ist aber noch nicht 
der hochste in der Maschine. Man berechnet ihn wieder aus einer 
Energiebilanz, am besten zwischen den Stellen 3 und 0 

H = ~ + h + c~ = ~ Lla (c • r) - V 
3 Y 3 2g g C U 0->- 3, 

0 1 e 2 x 3 a If- 5 

I&~mhr i?rId Spirl7/e 

~------

J ~1 
~-~ ~ 

:; 
~ 
<l'b 
"'l 

------ ~l~ 
II 

VO~J_I JJ 
t ~h !~~ 

! ~ ; UJ7!erdrock l ~ lj- iib8rdrl/ck 

Abb. 86. Energieaufteilung in der Pumpe. 

hieraus: 

Pa = ~ Ll~(cu. r) - (h3 + 2c§ + V O->-3)' (175) 
]' g g' 

Beim Ubergang in die Spirale kann wieder ein StoBverlust V3 ->-4 auf· 
treten, urn den sich der Druck verringert. Dann aber steigt er durch 
Umsetzung von Geschwindigkeits- in Druckenergie in der Spirale, die 
allerdings mit einem Verlust V4 ->-5' und zwar dem groBten von den Ein
zelverlusten in der Maschine, verbunden ist. Die Energiebilanz zwischen 
5 und 0 lautet: 

(176) 

also: 

- = - Lle(cu • r) - h5 + " + VO->-5 • 
P5 0) a (c; ) 
]' g ;:,g 

(177) 
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Allgemein gilt fUr eine Zwischenstelle x: 
2 

H., = Px + h., + 2cx = ~ LI~(cu' r) - V o->-., = Hmx - Vo->-." 
y g g 

(178) 

also: 
(179) 

b) Turbinenbetrieb (s. Abb.87). 
Hier erhalt der Eintrittsquerschnitt der Spirale den Index 0; eine 

Stelle unmittelbar vor dem Radeintritt e den Index 1, eine unmittelbar 
dahinter: 2, der Radaustritt a wird 3, besondere Stellen vor und hinter 

o 1 e 2 x 

~ ~ -; VIJerdrvc!r ! ~ ;-Unlerdruc!r 

Abb. 87. Encrgieaufteilung in der Turbine. 

ihm brauchen nicht angemerkt zu werden, da Ubergangsverluste vom 
Rad ins Saugrohr nicht auftreten; der Unterwasserspiegel wird 4. Die 
Spirale verwandelt Druckenergie in Geschwindigkeitsenergie, die dabei 
auftretenden Verluste VO->-l sind reine Wandreibungsverluste und daher 
gering. Der Druck an Stelle 1 errechnet sich aus einer Energiebilanz 
zwischen 1 und 0 zu: 

PI __ ( ci ..L ) y -- Hb - hI + 2g I VO->-l • (180) 

Beim Ubergang ins Rad kann ein StoBverlust V l ->-2 entstehen, der den 
Druck weiter verringert; inzwischen beginnt auch die Abgabe mecha
nischer Energie ans Rad. 1m Laufrad entwickeln sich Reibungswider
stande. Am Laufradaustritt a = 3 ist noch ein geringer Energievorrat 
da, der ausreicht, um die Verluste im Saugrohr V3 ->-4 zu decken. Der 
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Druck hinter dem Laufrad errechnet sich am einfachsten aus der Energie
bilanz zwischen 3 und 4. 

H P3+h e: V s = - s + -2 = 3-+4· y g 
Hieraus: 

~3 = -(hs + ~~ -.- V3 -+ 4). (181) 

(Man beachte den Unterschied im Vorzeichen von V3 -+ 4 gegeniiber der 
Pumpe!) Ebensogut kann man ihn aberauch aus dem Vergleich zwischen 
3 und 0 errechnen: 

Pa = Hb - (hs + ~: + VO-+3 + ~ LI~(cu· r»). (182) 
Y ,g g 

An einer beliebigen Stelle x im Rade zwischen e und a ist: 

~z = Hb - (hz + ~~ + Vo-+a: + ~ LI~(cu· r»). (183) 

[Man beachte in Gleichung (182) und (183) die Vertauschung der Indizes 
e und a bzw. e und x!] 

Zieht man einen Vergleich zwischen 4 und x, so ergibt sich 

~z = Va:-+4 + ~ LI~(cu· r) - (hz + ~~). (184) 

c) Der Rad ii berdru.ck. 

Der Mittelwert des Druckunterschiedes zwischen den Gebieten e vor 
und a hinter dem Rade ergibt sich zu 

Pa - P. = ~ Lla (c • r) - (e! - e! +. h - h + V) (185) y g e u 2g a e e-+a 

oder 
Pa-p._2(u •. eua-ue·eue)-(e!-e!)_(h -h +V ) (186) 

.y - 2g a e e-+a· 

Die Differenz der beiden ersten Posten auf der rechten Seite laBt sich 
umformen. In jedem Geschwindigkeitsdreieck it, tv, c besteht die Be
ziehung [Abb.47, vgl. auch Gleichung (U9)] 

c2 = c;;' + c;, = w2 - w; + u2 + 2uwu + w; = w2 - u2 + 2ucu. (187) 

Fiihrt man dies in Gleichung (186) ein, so kommt 

Po - Pe = Lla E = Ua - u. _ a - W. _ (h _ h + V ) . () • • w' • 
y e y 2g 2g a e e-+a (188) 

womit die Absolutgeschwindigkeiten durch die Relativ- und Umfangs
geschwindigkeiten ersetzt sind. "Ubrigens kann man Gleichung (188), 
wenn man auf beiden Seiten 

e!- e! + h -h 
2g a e 
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addiert, auch so schreiben 

J: H = 21g J~(U2 + c2 - w2) - Ve _ a • (189) 

Greift man schlieBlich eine beliebige Stelle im Rade heraus, so erhliJt 
man allgemein: 

J;(f) = 21gJ;(u2 - w2) - (ha; - he + Ve_a;) (190) 

und 
(191) 

Bei den Formeln,(188 bis 191) gilt fiir die einzusetzenden u- und w-Werte 
die gleiche Bemerkung wie bei Gleichung (159) fiir die u-Werte. ' 

34. Bereehnung des Verhaltens der Kreiselradmasehinen bei 
weehselnden Betriebszustanden mit Hilfe der Energiebilanz. 

Das Sehauflungsproblem. 
In Gleichung (172) kann J~(cu·r) sofort durch den Ausdruck auf der 

rechten Seite der Gleichung (136) ersetzt werden. Das Glied VerlE_ A 
setzt sich aus einzelnen Teilen zusammen, deren jeder ungefahr - bei 
gleicher ReynoldsscherZahl genau-dem Quadrat einer bestimmten, 
im Kreiselrade vorkommenden Geschwindigkeit proportional ist. Jede 
solche Geschwindigkeit laBt sieh aber, wie aus den Gleichungen (132) 
hervorgeht, linear in Q und n ausdriicken. Das Glied VerIE_A wird 
daher angenahert - bei gleicher Reynoldsscher Zahl genau - eine 
Funktioniweiten Grades von Q und n. J~(cu· r) ist eine lineareFunktion 
von Q und n, durch Multiplikation mit Q) entsteht aber wieder eine 
zweiten Grades, die ganze rechte Seite von Gleichung (172) wird also 
ungefahr eine Funktion zweiten Grades, die mit F (Q, n) bezeichnet 
werden moge. Aus Gleichung (172) wird somit: 

J~(H) = F(Q, n). (192) 

Diese Gleichung wird entweder benutzt, um bei gegebenem Q und n 
das (bei Pumpen) erreichbare bzw. (bei Turbinen) notwendige J~ (H) 
zu bestimmen, oder um bei gegebenem J~ (H) und n die Menge Q zu 
ermitteln. Beide Rechnungen liefern schlieBlich ein vollkommenes Bild 
des Betriebszustandes, insbesondere ergeben sich, da das Gesamtgefalle 
und die Verluste bekannt sind, auch der Stromungswirkungsgrad £8' 

sowie nach gehOriger Beriicksichtigung des Spaltverlustes und der Rad
seitenreibung der hydraulische Gesamtwirkungsgrad 10k als Funktionen 
des Betriebszustandes 

An Hand der Abb 85 moge die Rechnung beispielsweise durch
gefiihrt werden. Die dabei eingefiihrten, in der rechten Halfte der Abb. 
eingetragenen Indizes a und i sollen sich bei Pumpe und Turbine in 
gleicher Weise auf den auBeren bzw. inneren Umfang der Schauflung 
beziehen, iibernehmen also beide, je nach der Betriebsart, die Rolle von 
a oder e. 
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a) Pumpe. 
Bruttogefalle. 1m Saugrohr nehmen wir axiale Stromung an 

(kreisende Komponenten konnen ja nur durch Zufalligkeiten entstehen). 
Dann ist (c,,' r)i = 0 und 

H w ( ) U a CUa U a ( + ) m = - C,,' r a = ~- = ~ ~~a W"a g g g 
oder 
H =! (u2 + u • W ) = !{(Da . "')2. n2 + Da' n . cotgfla • n . Q} (193) 

m g a a Ua g 60 60 Fa . 

Hm ist beim Pumpenbetrieb = H b ; die Verluste sind davon abzuziehen. 
Reibung im Saugrohr. Das Saugrohr wird beschleunigt durch

stromt, verursacht also nur geringen Energieverlust durch reine Wand
reibung, der nach 16, I, f abzuschatzen ist. Er kann auf die Endgeschwin
digkeit am Eintritt ins Rad bezogen und mit 

(194) 

angesetzt werden. 
StoB am Eintritt ins Rad. Die StoBgeschwindigkeit CSi ist nach 

Gleichung (138), in der cotglXe = 0 zu setzen ist: 

~ _ (cotgfli • Q + Din. ) 
CSi ~ Fi 60 n. (195) 

Der entstehende Verlust solI im Durchschnitt = i'f.. gesetzt werden; er 
betragt also: g 

V t = ~ {(Din) 2. n2 + 2. Din. cotgfli • n. Q + cotg2fJ~. Q2} (196) 
8 2 g 60 60 Fi F;' 

Reibung im Laufrad. Diese kann durch Vergleich des einzelnen 
Laufradkanals mit einem Rohrstiick von gleicher Lange, gleichem mitt
lerem Quadrat der Relativgeschwindigkeit und gleichem mittleren 
hydraulischem Radius abgeschatzt werden. Auf diese Weise laBt sich 
in dem Ansatz 

w2 

Vr = I:;r '2~ (197) 

der Beiwert I:;r mit geniigender Genauigkeit bestimmen. Nun ist 

Cma Q 
Wa == -~. - == - ---.---, 

sm(Ja Fa' smfla 
also 

V = ~. 1;, • Q2 (198) 
r 2g F~.sin2fla . 

Ubergang in das Spiralgehause und Energieumsatz in 
ihm. Eine Spirale ist als eine feste Leitvorrichtung anzusehen. Denken 
wir sie uns einen AugenbIick zur Beaufschlagung einer Turbine von 
auBen nach innen durchflossen, so leuchtet dies sofort ein. Sie entlaBt 
die Betriebsfliissigkeit, wenn sie richtig gebaut ist, mit gleichmaBiger 
Geschwindigkeit und unter gleicher Richtung, d. h. auch mit gleich
maBiger Umfangskomponente Cu tiber den ganzen Umfal1g an das Rad. 
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Mit anderen Worten, sie wirkt genau wie ein Leitapparat und erzeugt 
einen Drall nach Gleichung (134), in der ~e = ~8P aus den Abmessungen 
der Spirale zu bestimmen ist. Unter diesem Winkel kommt die Stromung 
am Umfang des Rades an. Mithin ist 

(c . r) = Da cotgcX,,,-. Q 
u 8p 2 Fa . (199) 

Wird die Spirale von innen nach auBen durchflossen, so vollzieht sich 
der Eintritt der Betriebsflussigkeit in sie ohne Starung, wenn diese ihr 
vom Pumpenrad gerade mit dem Drallwert der Gleichung (199) ange
liefert wird, wenn also (cu· r)a = (cu· r).p ist. Weicht (cu· r)a von diesem 
Wert ab, so tritt ein Ubergangsverlust auf, der seinem Wesen nach als 
"StoBverlust" zu bezeichnen ist. Um ihn zu erfassen, rechnen wir daher 
auch hier eine StoBgeschwindigkeit Cs aus, indem wir uns die plOtzliche 
Umlenkung im Austrittsquerschnitt Fa des Rades konzentriert denken. 
Dort liefert das Rad die Flussigkeit mit 

(200) 

ab; del' Eintritt in die Spirale erfordert abel' 

c~a = (c,,;r),p = cot~cX,P. Q. 
a a 

(201) 

2 
Die Differenz ist 

_ Dan. . I cotgfJa - cotgcX,p . Q 
cSa - 60 n T Fa . (202) 

Der Geschwindigkeitshohe c;al2 gist del' entstehende Verlust proportio
nal zu setzen, nul' wird del' Beiwert, der am Radeintritt = 1 gesetzt 
wurde, hier geringer sein, da die Spirale keine Schaufeln enthalt, an deren 
jeder, wie beim Rade, die falsche Anstromrichtung zu Wirbelbildung 
fllhren wiirde. Wir setzen daher 

y = '"- {(Da~"-)· 2 • n2 .L 2 .. ~"- . cotgfJa - cotgex,p . n . Q 1 
a 2g 60 I 60 Fa 

+ (Cotg ,8a ;'acotgex,p)2 . Q2}. 
(203) 

Nachdem die Tangentialgeschwindigkeit am Eintritt auf den Wert 
c~a gebracht ist, wird nun die Spirale unter allmahlicher Verzogerung 
der Gesamtgeschwindigkeit durchstromt. - Deren Anfangswert unter
scheidet sich nicht mehr von c;'a; man kann daher sagen, c~a wird 

durch die Spirale auf die Austrittsgeschwindigkeit csp = pQ . aus der 
'P 

Spirale verzogert. (FS1J = AnschluBquerschnitt der Rohrleitung.) Der 
hierbei auftretende, von Wancheibung und Wirbelbildung in der Er
weiterung herruhrende Verluste kann mit 

(204) 
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angesetzt werden. (;u wird immer groBer sein als der in 16, I, g, Glei
chung (66) angegebene Wert 0,15 bis 0,2 fUr erweiterte gerade Rohre 
mit Kreisquerschnitt. Denn die Verhaltnisse sind fUr die verzogerte 
Stromung in der Spirale, infolge der Kriimmung, sowie wegen der groBen 
Unterschiede des Verzogerungsweges fUr die einzelnen Teilchen, weit 
ungiinstiger (vgl. 40, d, c). 

Energie bilanz. Die tatsachlich zwischen Eintritt ins Saugrohr 
und Austritt aus dem letzten Spiralquerschnitt erzeugte nutzbare 
Energiesteigerung ist nun 

!J1H = Hm - VE ...... A = Hn. (205) 

Daraus wird, wenn sofort nach n2, nQ, Q2 geordnet wird: 

2gHn = n2{(~ony(2 - (;a) - (~~nn 
+ 2. n. Q {Dan. cotgP.{l- (.)+cotgiXsp _ Din. cotgp,} 

60 F. 60 Fi 

Q2{1;.+cotg2P,+ 1;, +I;a( tfJ t )2 - -F2-- FO' 213 F2 CO g a -CO gCX. p 
i a SIn a a 

(206) 

+ (; (cotg2 iX. v _ ~)} 
u F! F~v' 

Die Klammerwerte sind fiir eine gegebene Kreiselradmaschine bekannte 
Festwerte, wenn man die Verlustbeiwerte (; als tatsachlich konstant an

sieht, was in erster Annaherung erlaubt 
ist. Gleichung (206) Iiefert bei kon
stantem n fiir variable Q eine Parabel, 
wenn Hn iiber Q aufgetragen wird; 
wahrend Gleichung (193) fiir Hm eine 
gerade Linie ergibt (vgl. Abb. 88). Fiir 
den Stromungswirkungsgrad C8 ergibt 
sich eine Hyperbel, die in dem gleichen 
Punktwie die Hn-Parabel die Abszissen
achse schneidet und fiir Q = 0 noch 

<---------..1..g---3>----3- einen betrachtlichen Wert liefert. Die 
Abb.88. RechnungsmiiBige Kennlinien zum Antrieb aufzuwendende Leistung 

einer Pumpe. Q )' H 
N m = . 7~ m ergibt nacb der Rech-

nung eine durch den Nullpunkt und den Punkt Hm = 0 laufende Parabel. 
Ausgefiihrte Pumpen zeigen in der Umgebung des besten Wirkungs
grades und nach der Seite der groBeren Fordermengen gute Ubereinstim
mung mit der angestellten Rechnung; dagegen in der Umgebung der 
Fordermenge Null ein stark abweichendes Verhalten. Dies riihrt davon 
her, daB bei kleinen Fordermengen die Stromung in den Pumpen ganz 
andere Formen annimmt, als bei Ableitung der Gleichungen voraus
gesetzt ist. Es treten Sekundarstromungen auf, die sich der Durch
fluBstromung iiberlagern und schlieBIich - bei der Fordermenge N ull
das Feld allein behaupten. Damit ist auch bei Fordermenge Null ein 
erheblicher Leistungsverbrauch N w verbunden, ganz abgesehen von 
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demjenigen, der durch Radseitenreibung und Forderleistung fiir den 
Spaltverlust erklart wird IDld der in der durchgefUhrten Rechnung 
ebenfalls nicht erscheint (vgl. 32, b). Auch die genaue Hohe des von der 
Pumpe bei der Fordermenge Null erzeugten Druckes laBt sich aus den 
angegebenen GrUnden durch die entwickelte Rechnung nicht bestimmen. 

b) Turbinen. 
N u tzgefalle. Hier schreibt die Spirale den Eintrittsdrall vor; am 

auBeren Umfang des Rades wird die Betriebsfliissigkeit mit 

( ) _ Da cotga,p • Q 
cur 81) - 2 Fa 

angeliefert. Vom Rade entlassen wird sie mit [S. 

(207) 

Gleichung (135)] 

( ) . = Din. + D,. cotg(3i . Q 
cur, 120 n 2 Fi ' (208) 

so daB die vom Rade erzwungene Dr a 11 sen k u n g 

LI~(cur) = (cu' r)a - (c,,' r)i ) 
= (Da . cotg asp _ Di cotg (3i) . Q _ 1)'tn . n 

2 Fa 2 Fi 120 

(209) 

ist. Wird mit ~ = 30n • n multipliziert, so ergibt sich: 
(J .g 

Hm (hier = Hn) 

= ~ {(D6~ n c?lasp _ ~6~ CO~(3i) n . Q - (~ionr . n2} . I (2!OJ 

Verlust in der Spirale. Diese wird hier beschleunigt durchstromt 
und verursacht nur einen Reibungsverlust, der nach der Lange des mitt
leren Wasserweges, dem mittleren hydraulischen Radius und einem mitt
leren Geschwindigkeitsquadrat abzuschatzen ist. Er kann schlieBlich 
auf das Quadrat von CUa bezogen werden, das sich ja nicht sehr von der 
Absolutgeschwindigkeit ca am Austritt aus del' Spirale unterscheidet. 

So kommt man zu dem Ansatz 

(211) 

StoBverlust beim Ein tri tt ins Rad. Die Fliissigkeit kommt 

mit cu" = cO~O:sp . Q ans Rad heran; stoBfreier Eintritt wiirde aber 

c~a = ~on . n -: CO~:fJa . Q verlangen. Wir erhalten als StoBgeschwin

digkeit 
(212) 

Die entsprechende Geschwindigkeitshohe betrachten wir als vollkommen 
verloren und erhalten: 

V t =~ {(Da n )2 . n2 _ 2. ])a,! . cotgo:,p - cotg(3a • n • Q) 
8 2g 60 60 Fa 

+ (cotgasp - cOtg (3a)2. Q2l. (213) 
Fa J 
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Reibungsverlust im Rad. Diesen beziehen wir auf die relative 
Austrittsgeschwindigkeit und setzen 

V Cr 2 Cr 1 Q2 
r = -2 Wi = -2 • F2 • 2fJ' . g g ism i 

(214) 

Verlust im Saugrohr. Ein Verlust beirn Ubergang yom Roo ins 
Saugrohr nach Art eines StoBverlustes, wie wir ihn beirn Ubergang 
yom Roo in die Spirale bei der Pumpe festgestellt haben, tritt hier nicht 
auf. Es handelt sich lediglich darum, wieviel von der Geschwindigkeits-

e2 e~ + e!. e!, 
energie 2~ = '2g , in Druckenergie umgesetzt wird. Den Betrag 2g 

wollen wir fiir die betrachtete Maschine vollkommen verloren setzen, 
da das gerade Saugrohr trotz betrachtlicher Querschnittserweiterung nur 
eine geringe Zunahme des Radius zeigt und sich daher die Komponente 
cu, die in dem Saugrohr dem Gesetz Cu' r = const folgt, nicht wesentlich 
verringern kann. Die ihr entsprechende Energie gehe also letzten Endes 
durch Wirbelung im Unterwasser verloren. Dagegen soIl sich die Energie 
c:rn/2g mit einem Wirkungsgrad 11u = 0,8 [vgl. 16. I, g, Gleichung (66)] 
umsetzen. Dann ist der Verlust im Saugrohr: 

v = 1 - 'YJ .. • c2 . + eu~ (215) 
a 2g m, 2g 

Nun ist 
Q Din cotgfJ; Q 

Cm; = F; und Cu, = Ui + Wi = 60 . n + -~. , 
also wird 

Va = 2~ {(~~r- n2 + 2~; CO~fJ,. n· Q + e - 'YJ .. ;; cotg2fJ,. Q2)}. (216) 

Energie bilanz. Das Bruttogefalle muB das Nutzgefalle und die 
Verluste decken. Es ist also: 

(217) 

Daraus wird 
2 H - 2 {(Dan)2 2 (Din)2} + 2 Q Dan cotg/l. g b- n 60 - . 60 ·n· '60'~ 

+ Q2 {Cap cotg2aap + (~;g<x.P - cotgfJ.)2 (218) 

+ Cr +1 - 'YJu + COtg2 /li } 

F; sin2 fJi F; . 
Gleichung (218) liefert bei konstant angenommenen Verlustbeiwerten 

1; bei festgegebenem Hb eine Parabel, Ellipse oder Hyperbel als Dar
stellung fiir Q in Abhangigkeit von n. Die so errechneten Werte und der 
im Zusammenhang damit bestirnmte Wirkungsgradverlauf stehen in 
sehr guter prinzipieller und haufig auch quantitativer Ubereinstimmung 
mit den Erfahrungswerten. Dies trifft fiir die verschiedensten Turbinen
typen mit starken Unterschieden in Radien- und Breitenverhaltnissen, 
Leitrad- und Laufradwinkeln zu. Wenn man in den Klammerausdriicken 
der Gleichung (218) (X.8P als Leitradwinkel auffaBt und ihn variiert, er-
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halt man durch die Rechnung sogar im ganzen, praktisch in Frage kom
menden Arbeitsgebiet der Turbinen Zusammenhange zwischen Q, n und 
~, die mit den aus Versuchen gewonnenen recht gut iibereinstimmen. 
Insbesondere ergibt sich aus der Rechnung durchaus richtig das ver
schiedene Verhalten von Schnellaufern und Langsamlaufern bei kon
stantem Gefalle und konstanter Drehzahl, wenn durch Veranderung 
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des Leitradwinkels die 
Wassermenge geandert 
wird. Sogar das Ver
halten der Kaplantur
bine, die als weiteres 
variables Element die 
Laufradwinkel Pa und 
Pi enthalt, wird durch 
Gleichung (218) richtig 
wiedergegeben, wenn 
man Pa und Pi, beide 
gleichzeitig und in dem 
der Konstruktion ent
sprechenden Zusam
menhang variiert. 

Die Abb. 89 bis 91 
zeigen Diagramme von 
Turbinenwirkungsgra -
den als Funktion von 
Q und n, die auf diese 
Weise berechnet sind, 
und zwar Abb. 89 das 
einer langsamlaufigen, 
Abb. 90 das einer nor
mallaufigen, Abb. 91 
das einer schnellaufi
gen Francisturbine. 
AIle Diagramme gelten 
fiir ein Bruttogefalle 
von 1 m und fiir eine 

o 42 q¥ 46' 0,8 1,0 1,2 1,9 1,6' 1,8 2;0 2,2 -':9 ~6' AusfiihrungsgroBe der {!: m-¥seA-

Abb. 91. Q-n-Diagramm eines Turbinen-Schnellaufers_ 
Turbinen vom Durch-
messer 1 m am Saug
rohranfang. 

Die Abb. 92 bis 94 gebendie zugehorigen Profile und ungefahren 
Schaufelschnitte der Laufrader wieder (uber die Begriffe langsamlaufig 
und schnellaufig und die zugehorige MaBzahl n. vgl. 39). In den Abb. 95 
und 96 sind mit Hilfe der Energiebilanz berechnete Diagramme eines 
Francis-Langsamlaufers fiir konstante Wassermenge bzw. fiir konstantes 
Gefalle dargestellt. 

Diese nbereinstimmung mit der Erfahrung bei Turbinen, wo man 
sich fur Betriebszustande mit der DurchfluBmenge Null nicht inter-
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essiert, und die Nichtiibereinstimmung bei Pump en in der Umgebung 
der Fordermenge Null zeigen, daB die Grundannahme, man konne die 
Stromung in einer festen mittleren Rotationsflache konzentriert denken . 
und dieser Flache feste Durchmesser, Querschnitte und Schaufelwinkel 
zuordnen, fiir eine Grundzugstheorie tatsachlich geniigt, solange nur 
ein einigermaBen intensiver Durch£luB durch das Kreiselrad besteht. 

I 
i 
\ 

Abb. 92. Turbinen-Langsamliiufer. Abb. 93. Turbinen-NormalHiufer. 

Insbesondere ist noch hervorzuheben, daB sich erfahrungsgemaB bei 
Turbinen von verschiedenstem Typus, vom Langsamlaufer bis zur 
Kaplanturbine, ein linear mit der 
Drehzahl veranderliches Dreh
moment ergibt, wenn sie bei ver
anderlicher Drehzahl mit konstanter 
Wassermenge [und daher mit ver
anderlichem Gefalle H b entsprechend 
Gleichung (218)] erprobt werden 
und dabei aIle Schaufelwinkel fest 
bleiben (Selbstverstandlich muB das 
Moment der Radseitenreibung aus 
den Versuchswerten eliminiert wer
den.) Dieses Ergebnis liefert aber 
die Momentengleichung (153) sofort, 
wenn der Ausdruck (136) fUr den 

Abb. 94. Turbinen-Schnelliiufer. 

Drallunterschied in sie eingefUhrt wird und in ihm Durchmesser, Quer
schnitte und Winkel als Festwerte angesehen werden. Abb. 95 zeigt ein 
fiir konstante Wassermenge und konstante Leitradoffnung ger~chnetes, 
iiber der veranderlichen Drehzahl aufgetragenes Diagramm, Abb.96 
das gleiche, nach den sog. Ah.nlichkeitsbeziehungen (vgl. 35ff.) auf 
das Hb des besten Es umgerechnet. 

Allgemein kann man aus den Gleichungen (206) und (218) folgern, 
daB bei einer Kreiselradmaschine, deren Abmessungen und Querschnitte 

Spannhake, KreiseJriider. Ed. 1. II 
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festliegen, wahrend die Schaufelwinkel (eX in den festen, fJ in den um
laufenden Teilen) veranderlich sind, zwischen den Gefallen Hb bzw. Hn 
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Abb. 96. Turbinen-Kcnnlinien fUr Hb~const. 

einerseits, den DurchfluBmengen Q, den Drehzahlen n, den Schaufel
winkeln eX und fJ andererseits eine Gleichung 

F(Hn oder m, Q, n, eX, fJ) = 0 (219) 



Berechnung des Verhaltens der Kreiselmdmaschinen. 163 

besteht. Dabei ist (3 ein Schaufelwinkel im Rade, mit dem sich (3a und (3i 
gleichzeitig und gesetzm11Big andern. Durch Veranderung von IX bzw. 
(3 oder IX und (3 zusammen ist es daher moglich, den Zusammenhang 

C[>(H, Q, n) = 0, (220) 

der sich aus Gleichung (219) ergibt, wenn man in ihr IX und (3 alsParameter 
auffaEt, zu beeinflussen, d. h. die Leistung der Maschinen zu regulieren. 
Wie sich dabei der Wirkungsgrad andert, kann durch den Rechnungs
gang, der zu den Gleichungen (219) und (220)fiihrt, gleichzeitig fest
gestellt werden. 

Von dieser Reguliermethode wird fast nur bei Turbinen, selten bei 
Pumpen Gebrauch gemacht. 

Will man die Gleichung (206) und (218) bzw. (219) und (220) im 
Einzelfalle wirklich aufstellen, so wird man sofort mit Zahlenwerten 
rechnen. Am besten priift man dabei den ganzen Gedanken nochmals 
im einzelnen nach und paBt die Verlustkoeffizienten den Ausfiihrungs
formen der einzelnen Teile an. Das Zeichnen von Geschwindigkeits
diagrammen und das Abgreifen der c, w, c," Cs aus ihnen ist an Stelle 
der Formelrechnung sehr zu empfehlen, insbesondere auch, wenn IX und fJ 
variiert werden. 

c) Das Schaufelungsproblem 
der Kreiselrader liegt nun so: Die Dralldifferenz, die in der Gefalls
gleichung vorkommt, ist bei festliegendem Gefalle oder verlangter 
Forderhohe durch vorlaufiges Abschatzen des Wirkungsgrades lOs ge
geben. Wohlgemerkt, nur die Dralldifferenz, nicht die Drallwerte vor 
und hinter Clem Rade selbst, sind gegeben. Diese nun gilt es, bei weiterhin 
gegebenem Q und n so zu wahlen, daB Schaufelformen entstehen, in 
denen die unvermeidlich nebenhergehenden Verluste so gering wie mog
lich ausfallen. Dabei wird man, wenn es tatsachlich gerade bei den vor
gelegten Werten Q und n darauf ankommt, den besten Wirkungsgrad 
zu erreichen, fiir diesen Betriebszustand jeden StoBverlust vermeiden, 
iiberall die Verzogeruugen moglichst klein halten und auf dem \Vege 
durch die Maschine mit moglichst kleinen Geschwindigkeiten auszukom
men versuchen. Die Aufgabe kannnur durch ein Probierverfahren gelost 
werden, indem man eine Reihe von Formen, die alle das gleiche LI (c,,· r) 
aufweisen, auf ihren Wirkungsgrad durch Aufstellung und Auf16sung 
einer Bilanzgleichung nachrechnet. Natiirlich muE das wirtschaftliche 
Moment durch Vergleich del' Gestehungskosten der Maschinen bei del' 
Beurteilung der einzelnen Formen mit beriicksichtigt werden. 

Dem ganzen Charakter del' angestellten Rechnungen nach handelt 
es sich dabei zunachst nur um einen Einblick in die mittleren Verhalt
nisse im Sinne del' fUr unsere Grundzugstheorie in 28 getroffenen Ver
einfachungen; also auch nul' um eine Festlegung der mittleren Schaufel
form (00 Schnitt mit del' mittleren Rotationsflache m - m'). Die raum
liche Ausbildung der Schaufel muB dann nach besonderen Gesichts
punkten, unter denen der gleichen Energieaustausches in allen Strom
schichten an erster Stelle steht, erfolgen. Dabei kann es vorkommen, 

11* 
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daB eine zunachst als "giinstigst" erkannte mittlere Schaufelform bei 
del' raumlichen Durchbildung wieder verlassen werden muB, weil sie 
zu ungiinstigen raumlichen Verhaltnissen fiihrt. Diese hohere Aufgabe 
soil in diesem Bande nicht in Angriff genommen werden, sondern nul' die 
Festlegung del' mittleren Formen behandelt werden (s. 40). Die Praxis 
hat zur Entwicklung brauchbarer Formen, neben del' theoretischen 
Uberlegung und Rechnung, von jeher das Experiment mit herangezogen 
und iiberlaBt ihm auch heute noch die letzte Entscheidung. Sie bedient 
sich seiner in Form des systematischen Modellversuches, dessen 
Anwendbarkeit auf den Ahnlichkeitsbeziehungen del' Kreisel
rader beruht. 

VIII. Ahnlichkeitsbeziehungen und Typenreihen 
der Kreiselrader. 

35. Ahnliche Kreiselradmaschinen und ahnliche Betriebszustande. 
Solange sich in den Stromungsraumen vollbeaufschlagter Kreisel

rader keine Hohlraume mit freien Fliissigkeitsoherflachen bilden (Kavi
tation!) ist es leicht, zwei Maschinen gleichen Typs mit verschiedenen 
Abmessungen, Drehzahlen, Gefallen bzw. Forderhohen und Betriebs
mengen zu vergleichen und die Beziehungen aufzustellen, die bei ahn
lichen Betrie bszustanden zwischen ihren ebengenannten Kon
struktions- und BetriebsgroBen bestehen. Ahnliche Betriebszustande 
setzen ahnliche Stromungsbilder, diese wieder ahnliche Stromungs
raume voraus. Diese Bedingung wiirde in letzter Konsequenz dazu. 
fiihren, nul' in ganzen Kreiselradmaschinenanlagen die Moglichkeit 
ahnlicher Stromungsvorgange anzuerkennen. Es liegt auch auf del' Hand, 
daB die Stromung durch eine offen eingebaute Turbine nicht in allen 
Teilen einer solchen durch eine Spiralturbine odeI' die durch eine Maschine 
mit geradem Saugrohr nicht durchweg einer solchen durch eine Maschine 
mit Saugkriimmer ahnlich sein kann. Immel' abel' wird man yom Rade, 
odeI' bei Mehrstrom- und Mehrstufenmaschinen von den Radem aus
gehend einen gewissen Bereich feststellen konnen, innerhalb dessen bei 
geometrisch ahnlicher VergroBerung del' Ausfiihrung ahn
liehe Stromungen herrschen, wenn nur an den Ein- bzw. Austritts
grenzen des Bereiches die Stromung ahnlich zu- bzw. abgefiihrt wird lmd 
die Rader die noch zu ermittelnden Bedingungen ahnlicher Betriebs
zustande erfiillen. SchlieBlich kann man sogar den Bereich ganz eng 
um das Rad ziehen und braucht nul' zu verlangen, daB ihm die Stromung 
ahnlich zugefiihrt und ahnlich abgenommen wird. Bei del' Ubertragung 
von Erfahrungstatsachen, die an einemModell gewonnen sind, auf groBere 
Ausfiihrungen, ist es daher immer notwendig, genau zu priifen, ob die 
verglichenen Stromungsraume auch wirklich geometrisch ahnlich sind 
und an den Grenzen ahnliche Geschwindigkeitsverteilungen herrschen .. 
Manche Enttauschungen im Kreiselradmaschinenbau sind dadurch ent
standen, daB allzu rasch del' SchluB gezogen wurde, "diese Abanderung 
gegeniiber dem Modell wird kaum einen EinfluB haben"! Speziell beim 
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Rade und Saugrohr solite die Ahnlichkeit bei Modeliversuchen so genau 
wie irgend moglich sein (Schaufelzahl und -starke im Radel). Bei Pum
pen ist auch fiir die Spirale und einen evtl. Leitapparat strenge Ahnlich
keit zu fordern, da die verzogerte Stromung in ihnen zu Labilitat neigt 
und daher durch geringe Anderungen unter Umstanden beeinfluBt wird. 
Bei Turbinen :\>.ann man sich hinsichtlich dieser Teile etwas mehr Freiheit 
gestatten, da die beschleunigte Stromung die Neigung zurLabilitat 
nicht hat. Es kommt hier in erster Linie darauf an, durch diese Teile 
die Stromung dem Rade im Mittel mit gleichen Winkeln gegen den Um
fang oder Radius zuzufiihren. Den EinfluB kleiner Anderungen in Schau
felzahl und -starke im Leitapparat und solcher in den Abmessungen 
der Spirale kann man gesondert abschatzen. 

Die Ahnlichkeit der Stromungsbilder erfordert Ahnllchkeit 
der Geschwindigkeitsdreiecke an ahnlich gelegenen Raumpunkten, also 
Gleichheit der Dreieckswinkel und damit des Verhaltnisses der Ge
schwindigkeiten. Von diesen wahlen wir zwei fUr unseren Zweck passend 
aus. Die Umfangsgeschwindigkeit u eines Radpunktes ist mit der Dreh
zahl n und einem als VergleichsmaBstab irgendwie gewahlten Durch
messer D proportional., also u ",-0 (nD). Die Geschwindigkeitskompo
nente Cm ist aus der DurchfluBmenge Q und dem an der betr. Stelle ge
zogenen Querschnitt F zu errechnen. Faber ist bei ahnlichen Radem 

mit D2 proportional. Demnach ist Cm <Xl 22. Aus der Ahnlichkeit der 

Dreiecke folgt nun Gleichheit des Verhaltnisses cm/u. Wir stellen 
daher fest: 

Ahnli~he Betriebszustande haben gleiches Verhaltnis 

em bzw. QD3. Die mit der mechanischen Energie in Austausch 
u n· 
tretende Stromungsenergie Hm ist mit dem Produkt zweier Geschwindig
keiten (cu und r· OJ = u) proportional; da aber wegen der Ahnlichkeit 
der Dreiecke jede Geschwindigkeit mit u, also auch mit (n· D) propor-
tional ist, wird Hm <Xl (n • D)2. 

Damit auf beiden Seiten gleiche Dimensionen stehen, schreiben wir: 

H (n. D)2 
m<Xl~. (221) 

Die Verlustenergien (Druckverluste) wachsen nur bei gleicher Reynolds
scher Zahl R mit den Geschwindigkeitsquadraten, man kann also 
schreiben: D 2 

Hv <Xl f(R) (n ~g) • (222) 

Zur vollstandigen Ahnlichkeit gehort aber gerade die Gleichheit der 
Reynoldsschen Zahl fiir die verglichenen Betriebszustande. Gemessen 
wird R durch irgendeine charakteristische herausgegriffene Geschwindig
keit, die sicher aber mit nD <Xl -V 2 g H", proportional ist, femer den Be
zugsdurchmesser D und die kinematische Zahigkeit y 

R = V2iH". . D. (223) 
v 
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1st R gleich fiir die verglichenen Zustande, so ist f (R) eine Konstante; 
dann ist aber Hv genau so wie Hm mit (nD)2 proportional; das Verhaltnis 
Hv/Hm ist dann eine Konstante und damit der Stromungswirkungsgrad 
£8 fiir beide FaIle gleich. Andert sich der Betriebszustand, so andert sich 
das Verhaltnis Hm/{nD)2 und das Verhaltnis Hv/(nD)2, jedes in verschie
dener,aber ausgepragter Weise. Andert sich R, so andert sich das Ver
haltnis Hv/(nD)2, wenn auch nicht so ausgepragt, aberdoch nachweisbar. 
Somit ist Ea sowohl vom Betriebszustand als auch von der Reynolds
schen Zahl abhangig. 

= f (_Q_ Y~'D) 
Ea 8 n. D3 , V • (224) 

Diese Folgerung kann 'sofort auc~ auf den hydraulischen Gesamt
wirkungsgrad ausgedehnt werden, der ja nur zwei weitere, aber rein 
hydrodynamische, wesentlich· durch Fliissigkeitsreibung beeinfluBte 
Vorgange, namlich die Radseitenreibung~und den Spaltverlust mit be
riicksichtigt. Also gilt auch 

_ f (_Q - Y2i;---:-ti;.. • D) 
Eh - h n. D3 , V • 

(225) 

Die Abhangigkeit der einzelnen Verluste in einer Kreiselradstromung 
von der Reynoldsschen Zahl ist noch nicht ausreichend bekannt. Man 
kann nur nach den Erorterungen in § 15 und 16 sagen, daB die Beiwerte, 
mittels deren die Verluste auf die Quadrate der Geschwindigkeiten be
zogen werden, bei reinen Reibungsverlusten in nicht verzogerter Stro
mung verhaltnismaBig stark mit wachsender Reynoldsscher Zahl ab
nehmen, wahrend diese Tendenz bei Stromungen mit Verzogerung weniger 
stark vorhanden zu sein scheint. Verluste, die auf starke, immer an der 
gleichen Stelle erfolgende Wirbelablosung zuriickzufiihren sind - z. B. 
StoBverluste -, die daher von einer Art Formwiderstand herriihren, sind 
so gut wie unabhangig von der Reynoldsschen Zahl. Da die Anteile 
der Einzelverluste am Gesamtverlust mit der Veranderung des Betriebs
zustandes stark wechseln, so ist auch der EinfluB der Reynoldsschen 
Zahl auf den Wirkungsgrad bei den verschiedenen Betriebszustanden 
ein verschieden starker. Am starksten tritt er beim Betriebszustand des 
besten Wirkungsgrades hervor, da hier bei allen Kreiselradmaschinen 
angestrebt wird, die Verluste auf reine Reibungsverluste zu beschranken 
(was natiirlich nicht vollkommen gelingt). Die Radseitenreibung ist 
sicher bei groBen Durchmessern und groBen Geschwindigkeiten verhalt
nismaBig geringer. Der Spaltverlust ist aber sicher verhaltnismaBig 
groBer, da hier die verhaltnismaBig sinkende Reibung die Spaltwasser-
menge verhaltnismaBig steigert. -

Wird die Abhangigkeit von der Reynoldsschen Zahl als bekannt an
genommen, so laBt sich die Steigerung von Ea, die bei einer GroBaus
fiihrung gegeniiber einem Modell zu erwarten ist, berechnen. 

Fiir Pumpen gilt 
Es = 1 _ ~;erl . 

m 
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Wird nun die GroBausfiihrung durch den Index A, das Modell durch 
den Index M gekennzeichnet, so ist 

H = H (nD)~."", "'" f(RA ) (nD)~ 
"'A mllf (nD)}J' ..:..., VerlA = ..:..., VerlM f(RM ) (nD)fu.· (226) 

Also wird 
. = 1 _ l;'Verl"I. f(RA ) = 1 _ (1 _ ) f(RA ) 

eS A HmM f(RJl1) e11'1 f(R1I1)' 
(227) 

Fiir Turbinen gilt: 1 

Nun ist mit den gleichen Beziehungen wie in Gleichung (226) 

1 1 
es = 1 + 2: VerlM • f(RA ) 1 +---;-(-=-I-_-I--;-)---'f'-;-(R=_~~L' 

Hm.'f f<Rm) ellf f (Rl>l) 

(228) 

Macht man die Annahme, daB beim besten Wirkungsgrade fiir die dabei 

iiberwiegenden Reibungsverluste die Blasiussche Formel f(R) '" VIB, 

gilt und daB auch die anderen Verluste naherungsweise diesem Gesetze 
gehorchen, so ergibt sich fiir Betrieb mit gleicher Temperatur, also 
gleichem y: 

. Fiir Pumpen: y--.-.. -...... -D:M1Hm 
eSA = 1 - (1 - esM ) D 'H-JlI.· 

Ali mA 

(229) 

Fiir Turbinen: 

(230) 

Die so gerechneten Werte sind haufig in guter Ubereinstimmung mit der 
Erfahrung. Dies liegt wohl mit daran, daB die Modellausfiihrungen sehr 
sorgfaltig - mit "glatten" Wandungen - hergestellt werden, die GroB
ausfiihrungen aber ihrer GroBe wegen auch als "glatt" bezeichnet wer
den konnen. 

In der Praxis vernachlassigt man in erster und meistens geniigender 
Annaherung den EinfluB der Reynoldsschen Zahl. Dann werden H", 
und Hv miteinander proportional, da auch die Verluste und damit aile 
GefallsgroBen mit (nD)2 proportional werden. Bei Pumpen rechnet 
man dann mit Hn = H", -.E VerI. bei Turbinen mit Hb = H", + .EVerI. 
weil bei Pump en H n , bei Turbinen Hb unmittelbar meBbar ist. ~1it 
diesen H-Werten stellt man dann die Ahnlichkeitsgesetze so auf, als 
ob sie den Geschwindigkeitsquadraten streng proportional waren, also 
nach dem Grundsatz: 

H ( 2 2 2 2 2 ) (n D)2 ) 
mC"o.:> C ,U ,ClpCm,W, ("\.J 2g 

C, 1t, Cw C"" W cv nD C'C) Y2g Hm . bzw. 
(231) 
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Die Steigerung von E" kann man nachtraglich nach Gleichung (229) 
oder (230) berucksichtigen, indem man Hm entweder ~ Hn oder ~ Hb 
setzt. 

36. Die Ahnlichkeit der dynamischen Druckverteilung und 
Folgerungen aus ihr. 

a) Die dynamische Druckverteilung. 

In § 10 ist bereits allgemein darauf hingewiesen worden, daB es 
wichtig ist, bei jedem Stromungsvorgang die Druckverteilung in eine 
dynamische und statische zu zerlegen. Ebenso wie dort die Glei
chung (26) fur Stromungen mit konstanter Energie in die beiden Glei
chungen (26a) fUr den dynamischen und den statischen Druck gespalten 
wurde, nehmen wir jetzt in den Druckgleichungen des § 33 dieselbe Auf
teilung vor. Greift man z. B. Gleichung (179) heraus, so erhalt man: 

PX/Y + P;" --.:. ; LI~(cu' r) - (;~ + YO-H) - h", (179a) 

und kann nun zerlegen in 

und: 

Pxdy = ~LlX(c • r) _ (~.-I-
)' g e u .2g I 

Put =-h 
)' x 

(179b) 

(Stelle 0 = Unterwasser; hx = Hohe uber dem Unterwasser). Hieraus 
ersieht man sofort, daB nm die dynamische Verteilung den Geschwindig
keitsquadraten angenahert - bei Vernachlassigung des Einflusses der 
Reynoldssch.en Zahl genau - proportional ist, wahrend die statische 
ihr eigenes Gesetz befolgt. Bess.er druckt man dies so aus: 

Die dynamischen Druckunterschiede in ahnlichen Krei
selradstromungen sind den Geschwindigkeitsquadraten 
und damit den Energiehohen H - genau oder angenahert
proportional, die statischen uberlagern sich ihnen und 
verhalten sich wie in einer ruhenden Flussigkeit. 

b) Krafte und Momente. 

Hier ist es nutzlich, einen Augenblick die Vorstellungen der Grund
zugstheorie zu verlassen und auf die wahre Stromung zwischen endlich 
vielen Schaufeln einzugehen. Die Gleichungen in § 33 liefern nur Mittel
werte des Druckes; die eben ausgesprochene Beziehung gilt aber nach 
dem allgemeinen Reynoldsschen Ahnlichkeitsgesetz fUr aIle dynami
schen Druckunterschiede in jeder Kreiselradstr6mung, solange nicht die 
Bildung freier Oberflachen die Verhaltnisse wesentlich verandert. 
Die Unterschiede des Druckes, die zwischen Vorder- und Ruckseite 
einer Schaufel bei endlicher Schaufelzahl herrschen mussen, damit das 
Drehmoment in der Welle entsteht, sind also auch den Geschwindigkeits
quadraten oder den Forderhohen bzw. Gefallen proportional. Wir wollen 
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diese Druckunterschiede kurz "die Schaufeldrucke" nennen und sie 
mit LI P. bezeichnen. Also gilt 

LIp. "'" c2, u2, c;, c;;., w2"", (nD)2. (232) 

(Die Faktoren, die zur Hersteilung der Dimensionsgleichheit beizusetzen 
waren, sind in diesem Paragraphen weggelassen.) 

Die gesamte Schaufelkraft p. wird also im Faile der Ahnlichkeit, 
da ahnliche Flachen quadratisch mit den Abmessungen wachsen: 

p. "'" c2 • D2 "'" n2 D' "" H· D2. (233) 

1hr Moment hat einen Hebelarm, der linear mit den Abmessungen zu
nimmt, daher folgt: 

(234) 

c) Materialbeanspruchungen. 
Flussigkeitsdrucke sind Krafte pro Flacheneinheit; an den Wan

dungen der Rader, Leitapparate, Gehause der Kreiselradmaschinen 
auBern sie sich als spezifische Flachendriicke. Von dieser Art der 
Materialbeanspruchung - soweit sie von der dynamischen Verteilung 
herriihrt - sieht man also ohne weiteres ein, daB sie den Geschwindig
keitsquadraten oder dem Gefaile bzw. der Forderhohe proportional ist. 
Diese Beziehung gilt aber weiterhin fiir aile Arten von Beanspruchungen. 
Man denke nur an das Drehmoment der Weile, das ex> H . DB ist, aber 
bei ahnlicher VergroBerung durch ein polares Widerstandsmoment 
aufgenommen wird, das mit DB wachst. Wenn ferner irgendein Kon
struktionsteil Biegungsbeanspruchung erleidet, so wachst das Biegungs
moment (Kraft mal Hebelarm) mit H . DB; das Widerstandsmoment 

b ~ h2 bei ahnlicher VergroBerung aber auch wieder mit DB. Es gilt also 

ailgemein: 
Ahnliche Stromungen verursachen in ahnlichen Maschi

nen Beanspruchungen, die mit der Forderhohe bzw. dem 
Gefalle wachsen, d. h. 

(235) 

Dabei ist natiirlich vollkommene geometrische Ahnlichkeit der 
Maschinen (z. B. auch der Wandstarken) vorausgesetzt. Diese kann 
meistens nicht eingehalten werden; dann bietet der obige Satz aber 
einen Anbaltspunkt zum Abschatzen der Beanspruchungen. 

37. Zusammenwirken von dynamischer und statischer 
Druckverteilung. 

Fiir das Studium der Druckverteilung ist es wieder notwendig, die 
Vorsteilungen der Grundzugstheorie einen Augenblick zu verlassen, 
d. h. ein Kreiselrad mit endlicher Schaufelzahl ins Auge zu fassen und 
auBerdem auch die Verhaltnisse zu beiden Seiten der mittleren Rota
tionsflache zu betrachten. Bisher sind die Mittelwerte der Drucke aus
gerechnet worden; sie bestehen in der mittleren Rotationsflache m - m' 
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und variieren bei unendlicher Schaufelzahl nur von Parallelkreis zu 
Parallelkreis dieser FHiche. 1st aber die Schaufelzahl endlich, so sind 
sie nur Mittelwerte auf einem gewissen Wege durch den Schaufelkanal, 
etwa i-a in Abb. 97b, der dort zwischen zwei Schaufeln gezogen ist 

~ ~ ~ 'I:i 
~ ~ ~ 
~ ~ ;:l 
~ <lli J;; 
~ ~ ~ 
~ ~ ~ 

<::; ~ 't .~ ~ <:oj 

~ ~ \ 
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1: ~ ~ 
c::s <::S 

I I 

i I 
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'" 
"- i I 

~ 
;" I 

. .." 
'<) 

.s 
bD 

-----------_. 

f 
" ~ 
" 8 
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und selbst wieder auf der mittleren Rotationsflache verlauft. Gegeniiber 
diesen Mittelwerten bestehen im Schaufelkanal einerseits zu beidenSei
ten der Mittelflache nach dem auBeren bzw. inneren Radkranz hID, 
andererseits auf jedem Parallelkreis mehr oder minder erhebliche Unter
scruede; deren GroBe hangt einerseits von der Profilform des Rades, 
a,ndererseits von Schaufelzahl und -form abo Die Abb. 97 a bis c ver-
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anschaulichen die Verhaltnisse. An die mittlere Rotationsflache m - m' 
der Abb. 97 a ist wieder der Tangentialkegel K gelegt und sein Schnitt 
mit zwei Schaufeln in Abb. 97b (Abwicklung von K) gezeichnet. In der 
so dargestellten, der Rotationsflache m - m' angehorigen Schicht eines 

Schaufelkanals ist die Verbindungslinie i-a als Ort des mittleren 
dynamischen Druckes eingezeichnet. Uber zwei Parallelkreisen P 
und Pa ist der Verlauf der Unterschiede des dYllamischell Druckes 
gegenuber dem Mittelwert (Uberdruck +, Unterdruck -) als Diagramm 
aufgetragen. (Abszissen = Bogenlangen, Ordinaten = Radien bzw. Kegel
malltellinien.) Auf dem Kreise P a ist dem Umstande Rechllung ge-
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tragen, daB der Druck an den Schaufelenden keinen Sprung mehr auf
weisen kann (wie es im Schaufelinnern von Vorderseite zu Riickseite 
der Schaufel der Fall ist). In Abb. 97c ist fiir die auBere, mittlere und 
innere Rotationsflache der Verlauf des mittleren Kanaldruckes sowie 
der Druckverlauf auf der Schaufeldruck- und -saugseite als Funktion 
der Rohenlage y dargestellt, wahrend Abb. 97 a, durch Kurven gleichen 
Druckes, deren Niveau durch die Liniengleicher Numerierung in Abb. 97c 
festliegt, den gesamten Druckverlauf auf der Schaufelsaugseite be
schreibt. Fiir jede Kanalschicht zwischen Schaufeldruck- und -saugseite 
(deren raumliche Form ungefahr der der Schaufelflache entspricht}, jede 
gekennzeichnet durch einen bestimmten Bogenabstand von der Druck
seite in den Schaufelkanal hinein, ware ein solches Niveaulinienbild zu 
zeichnen. An Stelle eines Niveaulinienbildes und an Stelle der Kurven 
der Abb. 97 c kann man auch den Druckverlauf _in einer Kanalschicht 
durch Diagramme in Zylinderschnitten darstellen. Dies ist als Er
ganzung der Darstellungen der Abb. 97 a bis c in Abb. 98 b fiir die Kanal
schicht an der Schaufelsaugseite geschehen, wahrendAbb. 98a eine Wie
derholung von Abb. 97 a ist. 

Die Profilschnitte Abb. 97 a und 98 a sind Darstellungen eines be-
stimmten Kreiselradtypus in irgendeinem beliebigen MaBstab. Wir be
trachten nun senkrechte Stellung der Welle und messen das Profil der 
Rohe nach durch die dimensionslose Koordinate r;, dem Radius nach 
durch die dimensionslose Koordinate ~ aus, und zwar sollen diese das 
VerhaItnis der absoluten Koordinaten y und x zum Einschniirungs
durchmesser D angeben. 

x y 
~ = D ; r; = D . (236) 

In jedem Zylinderschnitt kann dann die dynamische Druckverteilung 
als Funktion von 1] dargestellt werden; dabei erzielt man eine vollkommen 
dimensionslose Darstellung, indem man die verhaltnismaBigen Druck-

werte )'~ = f (r;) auftragt. Die fiir jeden Zylinderschnitt verschiedenen 

Funktionen sind durch dieKurven der Abb. 98b dargestellt. Am meisten 
interessiert an den Kurven die Umgebung des starksten dynamischen 
Unterdruckes. Es ist daher fiir das Folgende niitzlich und auch aus
reichend, sich jede Druckkurve der Zylinderschnitte durch eine Parabel 
mit dem Scheitel am dynamischen Unterdruckmaximum und der Achse 
senkrecht zur 1]-Richtung zu ersetzen. Rechnen wir nur mit dem dyna
mischen Unterdruck (Pu/Y)dy, fiihren ihn also positiv ein, so konnen 
wir fiir die Kurve eines Zylinderschnittes in der Umgebung ihres Maxi
mums schreiben: 

(PU) = (PUdY) _ a(r; - r;o)2. 
)'dy )' max 

(237) 

Dabei mogen die r; yom tiefsten Punkt der Schaufelkante gerechnet sein 
und r;o demnach die Rohenlage der Stelle des Unterdruckmaximums 
in dem betr. Zylinderschnitt angeben. Pu/Y ist in m gemessen, der Koeffi
zient a hat daher ebenfalls die Dimension m. Da die dynamische Druck-
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verteilung das Reynoldssche Ahnlichkeitsgesetz befolgt, so sind 
(Pudy/Y)max und a mit H (Gefalle oder Forderhohe) proportional; daher 
werde gesetzt: 

( PUd Y ) = 'X·H, 
r max 

a=IX·H. 

(238) 

(239) 

x und IX sind in jedem Zylinderschnitt verschieden. Man kann jetzt 
schreiben: 

(240) 

und damit hat man eine dimensionslose Darstellung der dynamischen 
Druckverteilung, die fUr den Typus der betr. Kreiselradmaschine gilt,. 
Die Werte 'X und IX sind (Ahnlichkeits-) Konstanten des Typus und von 
der AusfuhrungsgroBe unabhangig. Die Abb. 98b sei ebenso eine dimen
sionslose Darstellung, sie stellt also uber den verhaltnismaBigen Hohen
lagen 'YJ die verhaltnismaBigen Unterdruckwerte Pudy/yH dar. Uber 
die dynamische Druckverteilung lagert sich die statische; der durch 
sie verursachte zusatzliche Unterdruck Pust/y ist yom Gefalle unab
hangig. Er ist in jedem Punkte gleich dem Hohenabstand zum Unter
wasser (allgemein zu einem Bereich atmospharischen Druckes I). Der 
Hohenabstand des tiefsten Punktes der Schaufelung sei mit h. bezeich
net; diese GroBe wird im Kreiselradbau allgemein "statische Saughohe" 
genannt. Innerhalb des Rades nimmt der Unterdruck um den Betrag 
y = 'YJ • D zu. Der resultierende Unterdruck ist dann 

Pu = hs + 'YJ' D + u· H - IX' H('YJ - 'YJo)2. (241) 
r 

Die Stelle des Unterdruckmaximums der resultierenden Druckverteilung 
verschiebt sich in jedem Zylinderschnitt. Differenziert man namlich 
Gleichung (241) nach 'YJ, so ergibt sich fur die Stelle 'YJ~ des resultierenden 
(Pu/Y)max: 

oder 
D - 2IXH('YJ~ - 'YJo) = 0 

liD 
'YJo - 'YJo = 2; . H . 

Setzt man dies in Gleichung (241) ein, so ergibt sich 

( Pu) = hs + u.H + 'YJo. D + -41 .DH2. 
r max IX 

(242) 

(243) 

(244) 

Dividiert man durch H, so gewinnt man wieder eine vollkommen dimen
sionslose Darstellung; man erhliJt namlich fur das verhaltnismaBige 
Unterdruckmaximum 

( Pu ) h. D + 1 (D)2. 
r . H max = H + X + 170 H 41X' H . (245) 

Fiir jeden Zylinderschnitt existiert eine solche Gleichung (170' x und IX 
haben in jedem Zylinderschnitt ihre besonderen Werte). Die statische 
Druckverteilung verschiebt also die Maximalstellen des resultierenden 
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Unterdruckes von denen des dynamischen in jedem Zylinderschnitt nach 
oben und erhoht samtliche Maximalwerte des Unterdruckes. Dabei tritt 
der absolut hochste Wert des Unterdruckes im allgemeinen in einem 
anderen Zylinderschnitt, als in dem des hochsten dynamischen Unter
druckes auf. 

Den entwickelten Gedankengang kann man sich an Hand von 
Abb. 98 b rein geometrisch klar machen. Tragt man in dieser den verhalt
nismaBigen statischen Unterdruck 

Pust = h. + I) • P. 
yH H H (246) 

ein, so hat die durch diese Beziehung dargestellte gerade Linie um so 
starkeren Anstieg, je groBer DIH ist. Man findet nun graphisch die neuen 
Maxima lmd Minima dadurch, daB man an den Kurven des dynamischen 
Unterdruckes Pu dyly H die Stellen aufsucht, wo die Tangenten eine der 
Geraden Pust!yH entgegengesetzte Neigung haben. (Denn dort ist 

d~(Pust:;UdY) = O!) Diese Stellen liegen aber von den Maximal

stellen (Pu dyly H)max um so weiter in der positiven l)-Richtung ver
schoben, je groBer DIH und je flacher die Maxima der dynamischen Ver
teilung sind; um so hoher werden aber auch die Maximalwerte der resul
tierenden Verteilung. Abb.98b veranschaulicht dies; aus den Kurven 
der dynamischen Druckverteilung sind durch Kombination mit zwei 
Geraden der statischen Verteilung (gezeichnet fUr zwei extrem ver
schiedene Werte DIH) zwei neue Kurvenscharen der resultierenden Ver
teilung entwickelt. Man sieht, wie sich grundsatzlich die Verhaltnisse 
durch den EinfluB der statischen Verteilung verschieben konnen. 

Der Wert DIH kann bei Niederdruckanlagen den Wert 1 erreichen 
und iiberschreiten; bier ist also der EinfluB der statischen Verteilung 
besonders groB. Bei Hochdruckanlagen hat DIH die GroBenordnung 
-d-u, bei Mitteldruckanlagen ]10' Bei Modellausfiihrungen, die erprobt 
werden, um etwaige Kavitationserscheinungen zu studieren, hat man 
den Wert DIH grundsatzlich in der Hand. Praktisch ist man aber auch 
hier meistens auf kleine und sehr kleine Werte beschrankt (-lo bis 2h). 

3S. Kavitation in Kreiselradern1 • 

Wenn an irgendeiner Stelle in der Stromung der Druck bis auf die 
Dampfspannung der Betriebsfliissigkeit abnimmt, so bilden sich Hohl
raume, in die hinein die Fliissigkeit verdampft. Evtl. schon vorher, bei 
etwas hoheren Driicken, scheiden sich in der Fliissigkeit geloste Gase aus 
und bilden solche Hohlraume. Die Gas- oder Dampfvolumina werden 
von der Stromung mitgefiihrt und stiirzen dann, welll1 sie wieder in 

1 Uber die mit der Kavitation zusammenhiingendenFragen vgl. F6ttinger: 
Untersuchungen tiber Kavitation und Korrosion bei Turbinen. Hydraulische 
Probleme. VDJ-Verlag 1926. D. Thoma: Die Kavitation bei Wasserturbinen. 
Ebenda. Ferner in Wasserkraftjahrbuch 1924: Aufsiitze von D. Thoma, 
V. Kaplan, E. Englesson. AuBerdem Ackeret: Experimentelle und theore
tische Untersuchungen tiber Hohlraumbildung (Kavitation) im Wasser. Tech
nische Mechanik und Thermodynamik. Heft 1 und 2. VDJ-Verlag 1930. 
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Gebiete hoheren Druckes gelangen, stoBartig zusammen. In den weitaus 
meisten Fallen spielt sich der Vorgang an einer ROO- oder Sc4aufelwand 
ab, und hier entstehen dann unter Umstanden enorme Druck- und Scher
stoBe, die das Material in ganz kurzer Zeit sehr stark angreifen. Nebenher 
gehen auch chemische Zerstorungswirkungen. Der Verlauf der Stromung 
in der fiir Leistung und WirkungsgrOO giinstigsten Weise wird durch 
solche Erscheinungen naturgemaB gestOrt. 

Nimmt man an, daB bis hart an die Kavitationsgrenze heran das 
Reynoldssche Ahnlichkeitsgesetz gilt, so kann man Gleichung (244) 
auf den Vorgang anwenden und hat in ihr 

(Pu) = hb - hd' (247) 
y max 

zu setzen; dabei ist hb der barometrische AuBendruck, hd die Dampf
spannung der Betriebsflussigkeit entsprechend der Betriebstemperatur, 
beide Werte in Metern Flussigkeitssaule gemessen. Man erhalt also 

1 D2 
kb - (k. + hd) = " . H + 'YJo . D + 4a • H ' (248) 

oderldimensionslos: 

hb - (~ + hd) = " + 'YJo (~) + 41
(X • (~r . (249) 

FUr die linke Seite hat sich die Bezeichnung a und der Name "Kavita
tionsbeiwert" eingebiirgert 1. 

~-~+~ (~O) a= H 

Nach den °Erorterungen des vorigen Paragraphen haben 'YJo und IX nur 
dann fur alle Zylinderschnitte die gleichen Werte, wenn die dynamische 
Druckverteilung in der Umgebung ihrer maximalen Unterdruckwerte zu
fMlig durch einen Zylinder f (~ , 'YJ) mit Erzeugenden parallel zur ~, 'YJ-Ebene 
und speziell zur ~-Richtung dargestellt wird. 1m allgemeinen Fall kann 
das Gebiet der maximalen dynamischen Unterdrucke durch eine Flache 
zweiter Ordnung ersetzt werden. Auch dann kommt man auf einen Aus
druckfiir a, der die erste und zweite Potenz von DIH enthalt, nur haben 
die beiden Glieder dann andere Koeffizienten; allgemein kann man also 
schreiben: 

(251) 

cine Entwicklung, die man schlieBlich auch sofort ohne Eingehen auf die 
Einzelheiten der dynamischen Druckverteilung hatte hinschreiben 
konnen. 

Den Kavitationsbeiwert a bestimmt nian versuchsmaBig auf folgende 
Weise an einer Modellmaschine. Man halt ein bestimmtes Sauggefalle 
h8 konstant und erzeugt verschiedene Gesamtgefalle H; dabei stellt 
man jeweils ahnliche Betriebszustande (n "'" fii) ein und beobachtet 

1 Siehe D. Thoma a. a. O. sowie derselbe: Beitrag zur Weltkraftkon
ferenz 1924. 
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die Wassermenge Q, die Leistung N und den hydraulischen Wirkungs
grad Ii". Solange keine Kavitation eintritt, muB Q = fii, N = H V H 
und Ii" konstant sein, (solange die Veranderungen der Reynoldsschen 
Zahl gering sind I). Ein Nachlassen der letztgenannten drei Werte deutet 
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Abb. 99. Kavitationsversuche an einer Turbine. 

auf eingetretene Kavita
tion. Der Eintritt der 
Kavitation offenbart 
sich, je nach dem beson
deren Betriebszustand, 
mehr oder minder scharf. 
Die bisherige Erfahrung 
zeigt folgendes: 

Bei Turbinen, fur 
die verhaltnismMlig die 
ill eisten Erfahrungen in 

o bezug auf Kavitations
versuche vorliegen, ist 
es allgemein ublich ge
worden, die Abhangig-

keit von Leistung, Wassermenge und Wirkungsgrad yom Kavitations
beiwert a aufzutragen. Man erhalt so Kurven nach Abb. 99. Kurve a 
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Abb. 100. Kavitationsversuche an einer Pumpe. 

25 

zeigt kurz vor dem Be
ginn del' Kavitation 
einen Anstieg der Lei
stung, eine Erscheinung, 
die schon des ofteren 
von verschiedenen Be
obachtern festgestellt 
wurde 1 . Die Kurven a 
und b sind Kavitations
kurven des gleichen 
Kaplanrades einmalmit 
4 (Kurve b) und mit 
6 Schaufeln (Kurve a)2 . 

FUr Pumpen sind 
bisher noch wenig Kavi
tationsversuche bekannt 
geworden. Damit hangt 
es wohl auch zusammen, 
daB man sich noch llicht 
in dem MaBe auf die Be-
niitzung eines bestimm

ten Kavitationsbeiwertes geeinigt hat wie bei Turbinen. 
Abb. 100 zeigt einige Kavitationskurven 2, bei denen Fordermenge 

und Leistung uber (h. - hd ) aufgetragen sind (hs = absoluter Druck 

1 Siehe D. Thoma, Wasserkraftjahrbuch 1924. 
2 Aufgenommen im Institut fiir Stromungsmaschinen der T. H. Karlsruhe. 
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vor dem Laufrad, hd = Dampfspannung des Betriebswassers). Gesamt
forderhohe und Drehzahl wurden bei dem Versuch konstant gehalten. 
Das Naclilassen von Fordermenge und Leistung bei einsetzender Ka
vitation ist je nach der Lage des Betriebspunktes im Q-H-Diagramm 
verschieden scharf ausgepriigt, und zwar so, daB bei groBen Forder
mengen, bzw. bei kleinen Forderhohen der Ubergang am sanftesten ist. 
Der bei Turbinen mitunter festgestellte Anstieg der Nutzleistung bzw. 
des Wirkungsgrades ist bisher in analoger Form bei Pumpen nicht 
bekannt geworden, wenigstens nicht, soweit das bis jetzt veroffent
lichte, recht spiirliche Material eine Beantwortung dieser Frage erlaubtl. 

Wenn man 3 Kavitationsversuche mit verschiedenem Sauggefiille 
anstellt, so beobachtet man den Eintritt der Kavitation bei ebenfalls 
verschiedenem Gesamtgefiille. Erhiilt man dann aus der Beziehung 

kb - (kg + kd ) 

G= H 

auch deutlich verschiedene G-Werte, so kann man die drei Beiwerte ", 
111' 112 aus den gewonnenen drei Gleichungen yom Bau der Gleichung (251) 
errechnen, da diese wegen der verschiedenen Werte Hauch verschiedene 
Werte DjH enthalten. Hiiufig sind allerdings die Modellriider im Ver
hiiltnis zum Gefiille so klein, daB das angegebene Verfahren praktisch 
schwierig, wenn nicht unmoglich wird. Hat man zwei oder mehrere 
Modellriider von verschiedener GroBe zur Verfiigung, so sind die Aus
sichten des Verfahrens schon wesentlich giinstiger. Auch die Variation 
von hd durch Arbeiten mit erwiirmten Fliissigkeiten kommt in Frage. 
Hiiufig begniigt man sich aber damit, den EinfluB von DjH beim Modell
versuch zu vernachliissigen, d. h. G = ", also einer Konstanten gleich
zusetzen. Bei der Ubertragung auf GroBausfiihrungen ist dann Vorsicht 
geboten; es ist unerliiBlich, den EinfluB von DjH durch eine angeniiherte 
Berechnung der dynamischen Druckverteilung abzuschiitzen. Am besten 
wiiren natiirlich Druckmessungen an den rotierenden Schaufeln des 
Modellrades zum Zwecke genauer Feststellung der dynamischen Druck
verteilung. Die Reynoldssche Zahl hat sicher auch einen gewissen Ein
fluB auf den Wert von o. Man braucht nur beispielsweise daran zu 
denken, daB der dynamische Unterdruck am Eintritt ins Saugrohr einer 
Turbine bei hOheren Reynoldsschen Zahl verhiiltnismiiBig groBer ist, 
weil das Saugrohr infolge der verhiiltnismiiBig geringeren Verluste einen 
hoheren Wirkungsgrad hat. Ob G noch in anderer Weise von R abhiingt, 
ist zur Zeit noch nicht entschieden. 

Kennt man den Kavitationswert, so kann man die Gleichung (250) 
dazu beniitzen, um entweder bei gegebenem H den zulassigen Wert h., 
also z. B. die zuliissige Aufstellungshohe des Rades iiber dem Unter
wasser, oder umgekehrt, wenn h. gegeben ist, den hochstzulassigen Wert 
H zu bestimmen. 

(252) 

1 Vergl. Pfleiderer: Die Kreiselpumpen, § 64, Berlin: Julius Springer 1924. 
Ferner F. Krisam: Versuche und Rechnungen zum Kavitationsproblem der 
Kreiselpumpen. Zeitschrift: Turbinen und Pumpen, Heft 2, 1930. 

Spannhake, Kreiselriider. Bd. 1. 12 
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39. Einheits- und spezifis ehe GroBen der Kreiselradmaschinen. 
a) Die Definitionen der technischen·~Praxis. 

Liegt eine mit der Forderhohe bzw. dem Gefalle H erprobte Maschine 
yom Durchmesser D vor, so denke man sie sich ahnlich vergroBert oder 
verkleinert, so daB der Bezugsdurchmesser D, an dem man die Aus
fiihrungsgroBe miBt, = 1 m wird; ferner denke man sie mit der Forder
hohe bzw. dem Gefalle H = 1 m arbeitend. Diese Maschine nennt man 
die Einheitsmaschine. Dann bestehen zwischen den Betriebszustan
den gleichen Wirkungsgrades der beiden Ausfiihrungen bei Vernach
lassigung des Einflusses der Reynoldsschen Zahl folgende Be
ziehungen, wobei die Werte der Einheitsmaschine durch den Index ~ 
hervorgehoben sind: 

n~.(D~=I)_l/H;=I_~I~. also: ' n D 
n· D - V H - YH; nl = VIi' . (253) 

Q~ n~ (ff, = 1)3 n~ 1 also: Q' Q 
Q n . D3 = n . D . D2 = fli . D2 ; 1 = D2VIi' (254) 

nl und Q~ sind charakteristische Werte des Typus, sie ergeben sich selbst
verstandlich immer gleich, einerlei, welche beliebige Ausfiihrung man 
zu ihrer Ermittlung heranzieht. Man nennt: 

nl die "Einheitsdrehzahl" oder "Stichzahl", 
Qi die "Einheitswassermenge" oder "Schluckfahigkeit" 

des Typus. Die Leistung der Einheitsmaschine wird: 

Einheitsleistung Ni = Q~~ r bei Pumpen, (255a) 

= ~. Eh.:J'. bei Turbinen (255b) 
75 

Aus den Werten einer beliebigen Ausfiihrung errechnet sich die Ein
heitsleistung so: 

N~ ~.1 Q 1 
N = Q. H = D2YH' Q . H ' 

N'- N 
1- D2 tH.H· (256) 

Die Einheitswerte beziehen sich selbstverstandlich nur auf die hydrau
lische Leistung; Spaltverluste und Radseitenreibung sind aber mit 
beriicksichtigt. Sie wechseln mit dem Betriebszustand ebenso wie 13k' 

Man vergleicht die einzelnen Typen aber in erster Linie nach den Ein
heitswerten des Betriebszustandes besten Wirkungsgrades; erst in 
zweiter Linie interessieren die Werte fiirBetriebszustande geringeren 
Wirkungsgrades. . 

Man kann sich die beliebige Ausfiihrung iiber die Einheitsmaschine 
hinaus noch weiter vergroBert oder verkleinert denken, bis sie im Gefalle 
H = 1 bei ahnlichem Betriebszustand, also gleichem 13k gerade 1 PS 
leistet. Sie moge dann den Durchmesser DB und die Drehza:hl ns haben; 
diese Werte nennt man spezifischen Durchmesser und spezifische 
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Drehzahl. Zu ihrer Berechnung hat man folgende Beziehungen, die 
zum Tell schon in den Gleichungen (253) bis (256) enthalten sind. 

Bei ahnlichen Betrie bszustanden ahnlicher Maschinen 
verhalten sich 

die Energiehohen H wie c2, u2, w2 "'" (n· D)2, (257) 

die DurchfluBmengen Q " F· cm c-.;) D2. n D "'" n· D3 "'" D2. fii, (258) 

die Leistungen N" Q·H ~ n3D5 "'" D2YH.H. (259) 

Die spezifischen GroBen ergeben sich demnach aus den Gleichungen 

N (=1) n3 • D5 und H,(=I) _ n:. D; (260) ----7s- = n~ . D~ -H-- - n 2 . D2 • 

Eliminiert man hieraus Ds, wofiir man sich nicht weiter interessiert, so 
folgt VN 

Spezifische Drehzahl n. = n . ---.-= . (261) 
" . H'jIH 
Die spezifische Drehzahl ist diejenige, die eine Maschine 

bei der Gefallshohe (bzw. Forderhohe," allgemein Energie
differenz) 1 m macht, wenn sie so weit vergroBert oder ver
kleinert wird, daB sie 1 PS lei stet. 

Man kann nun hier auch die Einheitsmaschine "als die Ausfuhrung 
ansehen, die man zum Vergleich heranzieht, und erhalt 

n. = n~iN't. 
Setzt man die Werte fiir N't aus (255) ein, so kommt 

ni ,r;:::;;-:: 
n. = 8,66 Y Ql . r 

ns = ~ YQ~ . r . ch 8,66 

Fur Wasser (r = 1000) wird daraus 

fUr Pumpen, 

fur Turbinen. 

(262) 

(263 a) 

(263b) 

ns = 3,65· nl~ fUr Pumpen, (264 a) 

ns = 3,65· nl VQ~ . Ch fur Turbinen. (264 b) 

Die Bestimmung von ns ist unabhangig von den Dimensionen der be
liebigen Ausfiihrung, sie enthalt nur BetriebsgroBen, ns is t ein Ahnlich
keitscharakteristicum fur den ganzen Typus und seinen 
besonderen Betriebszustand. Wieder wird man aber in erster 
Linie die Typen nach der spezifischen Drehzahl vergleichen, die sie im 
Betriebszustand des besten Wirkungsgrades haben. 

Die spezifische Drehzahl miBt die Schnellaufigkeit 
(oder Langsamlaufigkeit) eines Kreiselradtypus. 

b) Verwendung der aufgestellten Begriffe zur Dimensio-
. nierung von A usfuhrungen. 

Sind N, H... und n fiir eine Ausfuhrung vorgeschrieben, so folgt aus 
(261) sofort n.; ist Q an Stelle von N gegeben, so kann doch N bei Pumpen 
sofort, bei Turbinen durch Schatzung von Ch berechnet werden. Nun 

12* 
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wird man im allgemeinen bei den gegebenen Konstruktionsdaten ein 
Wirkungsgradmaximum verlangen, man sucht daher unter vorhandenen 
Typen diejenige aus, die beirn besten Wirkungsgrad dasselbe n. hat, wie 
es aus den gegebenen BetriebsgroBen ausgerechnet ist. Dabei hat der 
Typus eine bestimmte Schluckfahigkeit und es gilt: 

oder D= -VQi~H' (265) 

Damit ist aber die Dimensionierung erledigt, denn D gibt gleichzeitig 
den MaBstab an, nach dem man aIle Abmessungen der Einheitsmaschine 
zu vergroBern oder zu verkleinern hat, um zu der Ausfiihrung fiir die 
gegebenen Werte N, Q, H, n zu gelangen. Nach Kenntnis von D kann 
man die Drehzahl n aus der Umkehrung der G1. 253 bestimmen. 

c) Dimensionslose, fiir Pumpen und Turbinen einheitliche 
Definitionen der Einheits- und spezifischen Werte. 

Die Aufstellung der Begriffe Stichzahl, Schluckfahigkeit, Einheits
leistung und spezifische Drehzahl im vorigen Abschnitt geschah nach 
rein praktischen Gesichtspunkten. Daher sind die durch die Gleichungen 
(253) bis (260) sowie (261) bis (264) definierten GroBen nl' Q~, N~ und n. 
zwar Ahnlichkeitskonstanten, die bisher fiir sie aufgestellten Defini
tionsformeln liefern aber bei der Ausrechnung dimensionsbehaftete 
Zahlenwerte. In der Ahnlichkeitsmechanik verlangt man aber von den 
Konstanten, daB sie dimensionslose Zahlen sind, da sich dadurch leichte 
Kontrollen beim Rechnen ergeben und auBerdem die Zahlenwerte der 
Konstanten unabhangig von speziellen MaBsystemen werden. Ferner 
hat sich eingebiirgert, fiir den Vergleich der Leistungen bei Turbinen 
und Pumpen immer die Nutzleistung, beim Vergleich der Gefalle bzw. 
Forderhohen bei Pumpen die Nutzforderhohe, bei Turbinen aber das 
Bruttogefalle zugrunde zu legen. Dies riihrt davon her, daB die Besteller, 
welche verschiedene Angebote z. B. nach der Schnellaufigkeit ver
gleichen, bei Pumpen eine gewisse, beim Abnahmeversuch unmittelbar 
meBbare Nutzforderhohe verlangen und kein Interesse an der Kenntnis 
der Bruttoforderhohe (sondern nur an der der Bruttoleistung) haben und 
umgekehrt bei Turbinen ein meBbares Bruttogefalle zur Verfiigung 
stellen und eine gewisse Nutzleistung verlangen. Daher ergeben sich fiir 
ein und dasselbe Rad, das mit ein und derselben Wassermenge und 
Drehzahl, dagegen mit verschiedener Drehrichtung, das eine Mal als 
Pumpe, das andere Mal als Turbine, beide Male aber mit gleicher Wellen
leistung (verbraucht bzw. abgegeben) lauft, trotzdem zwei verschiedene 
spezifische Drehzahlen, weil der in beiden Fallen verschiedene Wir
kungsgrad fUr die Pumpe eine Nutzforderhohe liefert, die kleiner ist 
als das Bruttogefalle der Turbine. Es kommt hinzu, daB bei einer an 
diese Definition anschlieBenden Berechnung der Einheits- und spezi
fischen Werte aus Formchar~kteristiken des Profils und der Schauflung 
das Abschatzen von Wirkungsgraden notwendig wird, was einer gewissen 
Willkiir nicht entbehrt. 



Einheits- und spezifische GroGen der Kreiselradmaschinen. 181 

Demgegeniiber ist es folgerichtiger, nur das reine Rad zu betrachten 
und ihm zunachst den Wirkungsgrad 1 beizulegen. Tatsachlich sind ja 
die reinen Stromungsverluste im Rade von der GroBenordnung 0,01 H, 
wahrend die Summe der iibrigen die GroBenordnung 0,1 H erreicht. Wir 
woilen also in diesem Abschnitt als Ge
faile oder Forderhohe immer die Rad-
energie 

Hm=~Ll(cu·r). 
(J 

und als Leistung immer die GroBe 

N = Q),.Hm 

m 75 

rechnen. Die Radenergie H m solI voriiber
gehend einfach das Gefalle heiBen. Wir 
nennen dann die GroBe 

Ch = l/2g Hm (266) 

die "Gefallsgeschwindigkeit". 

a ~~>-___ . 

b 

Fiir die weiteren Rechnungen miissen c 
wir noch einige Bezeichnungen festlegen. 
Als Vergleichsdurchmesser fiir die Aus
fiihrungsgroBe der Rader diene der mehr-
fach· erwahnte "Einschniirungsdurch-
messer" De. Das Rad- bzw. Schauflungs-
gebiet, das in der Nahe der Einschniirungs-
stelle liegt und bei Pumpen Eintritts-, Abb. 101 a bis c. Da- und Dc-Gebiet 

b ei verschiedenen Radtypen. 
bei Turbinen Austrittsgebiet ist, solI 
als "De-Oebiet" bezeichnet werden. Demgegeniiber bedeute Da 
den Durchmesser des Pal'allelkreises, in dem die mittlere Rotations
flache m - m' die Schaufelkante des anderen Gebietes, das entspl'echend 
"Da-Gebiet" heiBen solI, schneidet (Abb. 101 a bis c). Bei Pumpen ist Da 
del' mittlere Austrittsdurchmessel', bei Turbinen der mittlere Eintritts
durchmessel' der Schauflung. Das Verhaltnis Da/De ist ein erstes, wesent
liches Fol'mchal'akteristikum des Rades. Die Abb. 101 a bis c zeigen, 
daB Da/De bei einem Radialrad > 1, bei einem Axialrad < 1 ((Xl 0,8) ist 
und dazwischen aIle Werte annehmen kann. 

Um nun zu definitionslosen GroBen zu gelangen, vel'gleichen wir zu
nachst die DurchfluBmenge Q des Rades mit der gedachten 

Q.--~.F.c --D21/2gH t- n e h- e l rn' 

Das Vel'haltnis Q/Qi sei mit n/4 fk bezeichnet, es wird dann 

n -- Q 
"4 ilc = 152-)i2 H-

e g 1n 

(267) 

( 
Q \ 2 1 c; 

D; ~) . 2g = 2g = lc • H m 

Aus 
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sieht man, daB k das VerhaItnis der Geschwindigkeitsenergie im Quer

schnitt Fe zum Gefalle darstellt. i fk kann dagegen als "Schluck

fahigkeit" bezeichnet werden; denn es unterscheidet sich von dem frillier 
so genannten Werte (abgesehen von der einheitlichen Bezugnahme auf 

die Radenergie Hm an Stelle von Hb oder Hn) nur durch den Faktor ,/1 _, 
r 2g 

durch dessen Hinzutreten der frilliere Ausdruck dimensionslos wird. 
Wir wollen die neuen, dimensionslosen Werte von den friiheren, 

dimensionsbehafteten durch Beisetzen eines Sternes * unterscheiden. 
Wir haben also: 

" Schluckfahigkeit" (Q1')* - Q - ~''k - Q' _1_ (268) 
- DZY2gHm - 4 VI{; - 1 Y2g· 

Wir vergleichen ferner die Umfangsgeschwindigkeit ue = D. 0 n 0 ;0 
mit der Gefallsgeschwindigkeit und nennen das 60/nfache dieses Ver
haltnisses "Stichzahl". Wir finden: 

"Stichzahl" (n~)* = ,~. 0 n = n~ 0,/1 • 
r2gHm r2g 

Entsprechend ist die "Einheitsleistung" 

(N' )*= N m Q.yoHm I 
""- D!V2gHm 0 yHm 75D!Y2gHm 0 yHm 

(Q~)* :n: 0 yiC _ N'ml 
~ 4 75 - yoy-2g· 

SchlieBlich erhalt man als "Spezifische Drehzahl" 

( )* _ ( , !N')* _ n . YN: _ 0 1 
ns - n1l ml - (yHmY/2(2gHm)S!. - ns y"!2(2g)'!.· 

Fillirt man statt der Einheitsleistung die Schluckfahigkeit ein, 

(n)* - (n~~)* = o 1154 (n"'li') * 
s - Y75 ' tr"tl· 

(269) 

(270) 

(271) 

so ist 

(271 a) 

Die durch Gleichung (271) definierte spezifische Drehzahl ist die
jenige, die ein nach bestimmtem Typus entsprechend dimensioniertes 
Kreiselrad macht, wenn es mit Fliissigkeit vom spezifischen Geiwcht 
r = 1 kg/m3 in einem Schwerefeld von der Fallbeschleunigung g = t m/sec2 

arbeitet und dabei eine Energiedifferenz von 1 m Fliissigkeitssaule 
zwischen seinem Eintritts- und Austrittsgebiet aufrecht erhalt oder ver
arbeitet. (Reiner Radwirkungsgrad = 1.) Der Wert g = t ist deshalb 
gewahlt, damit die anschaulich vorstellbare "Gefallsgeschwindigkeit" 
-Y2g Hm neben dem ebenso anschaulichen "Gefallsdruck" r 0 Hm in den 
Formeln erscheint. 

In entsprechender Weise konnte man auch Schluckfahigkeit, Stich
zahl und Einheitsleistung in Worten definieren, doch sei darauf ver
zichtet. 
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40. Darstellung der Einheitswerte und der spezifischen Drehzahl 
durch Stromungs- und Formcharakteristiken. 

In den nachfolgenden Rechnungen wird sich (n.)* immer als dimen
sionslose Zahl ergeben, und zwar auf der einen Seite nach wie vor rein 
aus BetriebsgroBen (Leistung, Drehzahl, Gefalle), auf der anderen rein 
aus Form- und Stromungscharakteristiken. Wir schlieBen uns an die 
Bezeichnungen des vorigen Abschnittes an und schreiben fiir ein Rad 
von beliebiger GroBe 

N -- Q.y.B.. oder Q_ 75N .. 
m- 75 - y.B .. · (272) 

Q = DlnY2gkHm 
Andererseits ist 

(273) 

Hierin ist k die gleiche dimensionslose Zahl, wie in Abschnitt a), d. h. 
die verhaltnismaBige kinetische Energie im D.- Querschnitt. Es ist ein 
erstes Stromungscharakteristikum. 

Fiir die weitere Rechnung nehmen wir nun drallosen Stromungs
zustand im D.-Gebiet an. FUr Pumpen ist dies deswegen berechtigt, 
well sie nur in den allerseltensten Fallen in diesem Gebiet einen Leit
apparat besitzen. Bei Turbinen gewahrleistet dralloser Abstrom vom 
Rade in den allermeisten Fallen die besten Wirkungsgrade fiir die Um
setzung von Geschwindigkeit in Druck im Saugrohr. 1m D.-Gebiet 

sei also (cu' r). = O. (274) 

Damit wird die Gefallsgleichung 

H OJ 1ta' Cu. 
m = g' raO CUa = -g-. -. (275) 

Dabei ist fiir Turbinen im Da-Gebiet stoBfreier Eintritt ins Rad voraus
gesetzt; dasselbe gilt fiir Pumpen im D.-Gebiet. Der beste Wirkungs
grad der Maschinen setzt ja ungefahr stoBfreien Eintritt voraus; anderer
seits liegt es auf der Hand, daB man bei einem Vergleich von Kreisel
radtypen hinsichtlich ihrer Schnellaufigkeit in erster Linie ihre Be
triebszustande besten Wirkungsgrades zugrunde legt. 

Wir fiihren nun ein weiteres Stromungscharakteristikum ein, nam
lich das Verhaltnis 

(276) 

Es bedeutet folgendes: Auf dem Parallelkreis Da hat das Rad die Um
fangsgeschwindigkeit ua ; die bei Pumpen vom Rad abstromende oder 
bei Turbinen dem Rade stoBfrei zustromende Fltissigkeit hat eine 
Tangentialkomponente CUa ~ U a • Wenn die Da-Kanten der Schauflung 
alle auf dem gleichen Durchmesser liegen, ist cualua tiber die Kanten 
hintiber gleich; ist dies nicht der Fall (wie bei Diagonal- und Axialradern), 
so variiert CUa im entgegengesetzten Sinne wie U a, well (cur)a tiber die 
Schaufelkante hintiber konstant bleibt; m variiert also aus doppeltem 

Grunde. In diesem Falle ist unter m = Cu. der mittlere Wert, der dem 
Ua 

Parallelkreis Da zugeschrieben wird, zu verstehen. mist ein wesentliches 
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Charakteristikum des dem Parallelkreis Da zugeschriebenen, fiir die 
Gefallsgleichung maBgebenden Geschwindigkeitsdreiecks. Wir erhalten 
damit 

Daraus wird 
Bin = ; D~ ·n2 (:or = ; (~:r D;n2 (;or 

wobei die Profilcharakteristik Da/De eingefiihrt ist. 
Aus Gleichung (278) folgt sofort 

lIT 60 

St' h hI" ( ')* = De' n = V 2' or 
" 10 za nl ,/-- D . 

y2q Hm De. jim 
Andererseits kann man schreiben ' 

D2 = 2qHm • _1_. ~. (60)2 

e 2m (~~-r n2 
3t • 

(277) 

(278) 

(279) 

(278a) 

Durch Gleichsetzen del' beiden Ausdriicke (272) und (273) fUr Q und 
EinfUhrung von D~ aus Gleichung (278a) ergibt sich 

n2 • N m _ ~ • 1. !k 1 

(y Hm) (2q Hm)3/ 2 - 600 . or (~: r m 1 
oder 

(280) 

n (.&: _ ( )* _ 1,38 "ry; 
( H )'/ (2 H )'/ - ns - 15 - . 1 . y m 2 g m 4 ~ Vm 

D, 

(281) 

Links und rechts stehen dimensionslose Zahlen, links eine Kombination 
aus BetriebsgroBen, rechts eine solche aus Profil- und Stromungs
charakteristiken. Jeder Kreiselradtyp, del' rechts durch die Werte 
Da/De> m, k eine bestimmte Zahlliefert, paBt fUr einen Betriebszustand 
n, N, H Tn del' links die gleiche Zahlliefert. Wie groB die betr. Type fUr 
den gegebenen Betriebsfall ausgefUhrt werden muB, ist schon in 39, b 
angegeben. 

Die Stromungs- (oder Diagramm-)charakteristiken m und k konnen 
durch weitere Formcharakteristiken (entsprechend Da/De) ersetzt wer
den. Zu diesem Zwecke beziehen wir auch die Stelle i (Abb. 85) in die 
Ubedegungen mit ein. Sie ist del' Parallelkreis des Schnittes del' Schaufel
kanten des De-Gebietes mit del' mittleren Rotationsflache m - mi. An 
diesel' Stelle kann man die mittlere c",-Geschwindigkeit fur den Durch-

schnitt del' Typen mit del' im Querschnitt Fe =:i-" gleich setzen 

(Cmi = Cme = ce). Wegen des clortigen drallosen Stromungszustancles ist 

tap. = _ em, = _ ____ Q ___ = _ v2(ikIi;;. (282) 
o ~ 'U-i D; J[:Jl :J[ • 

4 . Di . 60 . n D; . n . 60 

1 Bei Axialradern wird die hier vernachlassigte Verengung des Querschnittes 
Fe durch die Nabe verhaltnismaBig groB (bis zu 25%). n; wird dadurch bei 
gleichem k entsprechend kleiner (bis zu 12%). 
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(Man erinnere sich an die Festsetzungen fiber die Zahlung des Winkels 
in 28; fJi ist immer > 90°, im Turbinen- und Pumpenbau findet man an 
seiner Stelle haufig 180 --'- fJi)' Hieraus folgt: 

(283) 

Ferner ist: 

gH - rn • u 2 = rn • D2 n"' -9 (11:)2 
m- a a 60' (284) 

Mit n aus (283) 
D 2(1I:)2 2gkHm 

2g Hm = 2 . rn· a 60 2 (.11:)2 2 .' 

D; 60 tg fJ, 

Also 

(285) 

(Bei etwaiger AuflOsung nach tgfJi muE das Resultat mit negativem 
Vorzeichen genommen werden!) 

Ferner ist 

rn = cu. = U a + WUa = 1 + WUa = 1 +~. (286) 
U a U a U a uatgfJa 

(Hier muE fJa zunachst allgemein < 90° gerechnet werden.) Aus (286) 
wird weiter 

---=--Q_-- = 1 + 
D!1I:ba· n:O tgfJa 

Q (287) 

Mit n aus (283) wird daraus 
D· 

rn = 1 _ -.!.. (De )2. p~ tgfJ'. 
4 Da ~ t fJ 

Da g a 

(288) 

Der in Gleichung (281) vorkommende Ausdruck in Da/D" k, und m 
wird jetzt 

Es genfigt hier, rn -'I, nach dem binomischen Satz zu entwickeln und 
die Entwicklung nach dem ersten Glied abzubrechen. Damit wird, 
wenn jetzt auf ns fibergegangen wird: r D· l 

• 'f /~ D 3D)2 D' ·tgfJi 
ns bzw. (ns)* = A '1/ -l----'-tgfJi --'-11 + - (--"- -"---. (289) 

2 D" Da 16 .Da ba t fJ 
Da' g a 

Hierin ist A, je nachdem ns dimensionsbehaftet oder dimensionslos er
scheinen solI, ffir Wasser und das Schwerefeld der Erde mit dem Zahlen-
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wert A = 405 im metrischen System oder A = 1,38 einzusetzen. 

(405 = -Y1000 .0/19,623 • 1,38). 1m iibrigen aber ist ns nur noch in 
den Schaufelwinkeln und in den Durchmessern- bzw. Breitenverhliltnis
sen des Rades ausgedriickt. 

ba ist bei einem Radialrad unmittelbar als Radbreite gegeben. Fiir 
andere Typen stellt ba nach den Verabredungen in 28 eine "ideelle" 
Radbreite dar, die im AnschluB an Gleichung (129) durch 

D' . LI b' + D" • LI b" b - a a a a 
a- Da (290) 

zu bestimmen ist. 
Es ist ferner moglich, DajDe und k durch andere Form- und Stro

mungscharakteristiken zu ersetzen. Bei den neueren, besonders schnell
laufigen Kreiselradern spielt der mittlere Schaufeliiberdruck LJ Pm eine 
groBe Rolle, da er mit der Kavitationsgefahr zusammenhangt. Es moge 
daher noch eine Ableitung von ns gegeben werden, die diese GroBe ent
halt. Zu diesem Zwecke stellen wir die Leistung durch die Drehzahl 

und das Moment der Schaufeliiberdriicke dar, das 
gleich dem der Stromungsleistung entsprechenden 
Wellenmoment ist. Wir haben 

F, 

M=z-!r.LJp.cosy.dFs • (291) 

Hierin ist z die Schaufelzahl, dFs ein Element der 
Schaufelflache, y der Winkel zwischen seiner Nor

Abb,102. Moment der malen und der dortigen Umfangsrichtung, LJp der 
Schaufeldriicke. 

dort vorhandene Schaufeliiberdruck, r der Radius 
der betr. Stelle. dFs ' cosy ist aber dFp, wobei dFp ein Element der 
Projektionsflache der Schaufel im Profilschnitt ist. Durch Einfiihrung 
des mittleren Schaufeliiberdruckes kann man nun schreiben: 

Fp 

M = z . LJ Pm fr . d F p • (292) 

Das Integral ist aber nichts weiter als rs . F p' wenn rs der Schwerpunkt
radius von Fp ist (Abb. 102). Damit wird 

M 
.Jpm= --~F . 

z· rs· p 
(293) 

Diese Ubedegung lauft parallel mit der in 20d und 21 b. Bei ahnlichen 
und ahnlich betriebenen Kreiselradern ist aber LJ Pm mit y . Hm propor
tional, also 

LJ Pm = }, . y . Hm . 

Andererseits ist: M = 716,2. N ; durch Einfiihren 
n 

Vergleich von Gleichung (293) und (294) folgt 

716,2.N -1 .. H 
D - Y In' 

n· z· ---". F 2 p 

(294) 

dieses Wertes und 

(295) 
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worin noeh r8 dureh ~' ersetzt ist. 

und nach wie VOl' Cu. = m . U a , also 

Wir setzen nun D = D, • D 
8 Da a 

U a = Da' n . :0 = y!~~'n odeI' Da = ~ y'2 g Hm . 
Y2 . .n m 

Ferner ist Fp bei ahnliehen Radern mit D; proportional, also 

Fp = f·D~. (296) 

Dureh Einsetzen in (295) ergibt sieh nach eilllgen Umformungen 

n YN * l/z . I, • t Ds 
(y H m)'!2(2gHm)'!4 = (ns) = 1,32 / ~. D.' (297) 

Hier erseheint die Sehaufelzahl z mit als Charakteristikum, und zwar 
zunaehst so, als ob dureh Erhohung del' Sehaufelzahl die Sehnellaufig
keit erhoht wiirde. In Wahrheit hangen abel' z, A, m und f in bestimm
tel' Weise zusammen. Wenige Sehaufeln von gleieher Form und Pro
jektionsflaehe erzwingen geringere Ablenkung als viele Sehaufeln. 

Z • ~/. f kann daher eine mit abnehmendem z zunehmende GroBe sein. Diese 
m 2 

Verhaltnisse konnen erst im zweiten Bande naher besproehen werden. 

41. Formen und Eigenschaften del' Kreiselradtypen in Abhangigkeit 
von den Werten Da/De, m u. k und die Auswahl diesel' Grollen. 

a) Allgemeines. 

Del' Grundsatz, nach dem fUr ein gegebenes ns die 3 GroBen Da/De, 
m und k odeI' die entspreehenden del' Gleiehung (289) bzw. (297) £est
zusetzen sind, lautet genau so einfaeh wie in 34, c: Die d ureh Wahl 
von D, m und k zustande kommenden Rad-, Sehauflungs
und Gehauseformen und die in ihnen sieh ausbildenden 
Stromungsformen und -gesehwindigkeiten sollen ein Mini
mum von VerIusten verursaehen. Wie aueh schon in 34 c be
tont, handelt es sieh, da wir uns hier durehaus im Rahmen del' Grund
zugstheorie bewegen, um Festlegung del' Rad- und Schaufelform in del' 
mittleren Rotationsschicht. Es kann daher - wie ebenfalls schon in 
34 c zum Ausdruck gebracht - vorkommen, daB man bei spaterer Dureh
bildung del' raumlichen Sehaufelform, die sieh an eine fUr die mittlere 
Sehicht festgelegte ansehlieBt, die ursprunglieh angenommenen Werte 
D, m, Ie noeh etwas abandert, weil man dadureh Vorteile fUr die raum
liehe Schaufelform erzielt. Es kann ferner verlangt sein, Rader fUr be
sonders hohe Gefalle bei besonders hoher Sehnellaufigkeit zu entwerfen; 
dann muB man unter Umstanden den Gesiehtspunkt geringster VeI'luste 
etwas zuruektreten lassen und dafUr den geringster Kavitationsgefahr 
mehr beaehten. 

Um abel' zunachst einen Uberbliek uber die durehschnittlich besten 
Radformen fUr normale, nach del' Seite von Gefallen und Drehzahlen 
hin nieht extreme Betriebsdaten zu gewinnen, genugt es vollkommen, 
die Verhaltnisse in del' mittleren Rotationsschicht zu betraehten und 



188 Die vollbeaufschlagten Kreiselrader in geschlossener Stromung. 

das Ziel geringster Verluste im Durchschnitt anzustreben, und zwar 
zunachst fUr den durch den besten Wirkungsgrad ausgezeichneten Be
triebszustand, wahrend das Verhalten bei abweichenden Betriebs
zustanden zunachst unberiicksichtigt bleiben kann. 

Uber die Verluste ist im ailgemeinen, unter Hinweis auf die Er
orterungen in 14, 15, 16 folgendes zu sagen. Reine Reibungsverluste 
irgendeiner Relativstromung, z. B. durch das Laufrad oder durch das 
Saugrohr einer Pumpe, oder durch Spirale und Leitrad einer Turbine 
konnen durch Glatte der Wandungen immer verhaltnismaBig niedrig 
gehalten werden, insbesondere, wenn man zu 801chen relativen Stro
mungsformen gelangt, die in jedem Stromfaden, also auch in denen an 
den fiihrenden Wanden Beschleunigung aufweisen. Man denke an den 
AusfluB aus der richtig abgerundeten Miindung, bei der, wenn die Rey
noldssche Zahl nicht gar zu klein ist, nur 1,5% der Geschwindigkeits
energie (d. h. also auch der Differenz der Geschwindigkeitsenergien 
zwischen Miindungs- und Anfangsquerschnitt) verlorengehen. Auch 
die Verluste durch Formwiderstand konnen durch geeignete Gestaltung 
gering gehalten werden. Dazu gehort schlanke schneidenformige Zu
scharfung an den Austrittsenden, weniger schlanke, mehr beilformige 
Form mit einer Abrundung mittlerer GroBe an den Eintrittsenden der 
Schaufeln. Aile anderen Verluste konnen von der 10fachen GroBe wer
den. Man denke daran, daB im besten Faile, namlich im schlank er
weiterten, kegelformigen Rohr die Umsetzung von Geschwindigkeit in 
Druck mit 85 % Wirkungsgrad, also noch mit einem Verlust von 15 % 
der Differenz der Geschwindigkeitsenergien vor sich geht. In gekriimmten 
:K:analen treten zusatzliche Umsetzungsverluste auf; auch in solchen 
mit mittlerer Beschleunigung lagern sich iiber die Reibungsverluste 
Umsetzungsverluste, wenn an der einenKanalwand infolge der Kriimmung 
Beschleunigung iiber den Betrag der mittleren Austrittsgeschwindigkeit 
entsteht und Riickverzogerung auf die mittlere Geschwindigkeit not
wendig wird. Nun kommt man ohne jede Verzogerung bei den 
normalen, im gegebenen Gefalle arbeitel1den Kreiselradmaschinen nicht 
aus; das Saugrohr einer Turbine, der Leitappa,rat und die Spirale 
einer Pumpe haben gerade die Aufgabe, die unvermeidlich auftretenden 
Geschwindigkeitsenergien in Druck umzusetzen. Dagegen kann man 
im Rade beschleunigte Relativbewegung - wenigstens im Mittel- an
streben. Bei Turbinen gelingt dies immer; bei Pumpen im allgemeinen 
nur bei Typen mittlerer Schnellaufigkeit. (Vollkommen gelingt die 
Losung der Aufgabe, jede relativ verzogerte Bewegung zu vermeiden, 
im Fottinger-Transformator!) . 

Auf die Spalt- und Radseitenreibungsverluste muB grundsatzlich 
bei allen Typen geachtet werden; es erweist sich aber, daB sie nur bei 
ausgesprochenen Langsamlaufern, die mit kleiner Schluckfahigkeit und 
Einheitsleistung arbeiten, eine, dann allerdings nicht unerhebliche Rolle 
spielen. 

Fiir die Variation der Charakteristiken Da/De, m und Ie zeigen Uber
legung und Erf~.hrung iibereinstimmend, daB es mit Riicksicht auf 
guten Wirkungsgrad nicht angangig ist, starke Veranderung von ns 
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durch einseitige, entsprechend starke Veranderung nul' einer (odeI' auch 
nur zweier) del' Charakteristiken anzustreben, sondern, daB es notwendig 
ist, sie in diesem Falle aIle gleichzeitig zu andern. Dagegen bleibt fUr 
ein bestimmtes ns die besondere Auswahl in gewissen Grenzen offen. 
Die unbrauchbaren Formenlassen sich durch Nachrechnen an Hand einer 
Bilanzgleichung (341), wobei die Verluste auf Grund allgemeiner hydrau
lischer Erfahrungen bzw. Ansatze geschatzt odeI' berechnet werden, aus
scheiden. Das letzte Urteil libel' wenig voneinander verschiedene Formen 
kann nur del' Vergleichsversuch sprechen. 

Werm wir nun im folgenden den EinfluB del' Werte Da/D" m, k 
auf die Verluste besprechen, so karm dies nur so geschehen, daB wir 
die durch verschiedene Wahl diesel' Werte entstehenden Formen darauf
hin untersuchen, ob sie glinstig odeI' unglinstig sind, und daB wir nach 
Moglichkeit auch zahlenmaBige Anhaltspunkte libel' die GroBe del' Ver
luste zu gewinnen versuchen. Dabei mlissen wir, da keine eingehenden 
Versuche libel' die Einzelverluste, sondern nur Wirkungsgradversuche 
vorliegen, diese Einzelverluste zu schatzen versuchen. Dies tun wir, wie 
in 17 angedeutet, indem wir die Stromung durch Spiralen, Saugrohre, 
Leit- und Laufradkanale stlickweise mit Stromungen durch Rohre und 
Krlimmer vergleichen. Dazu mlissen wir von del' Vorstellung unend
licher Schaufelzahl abgehen, um in Leit- und Laufrad von "Schaufel
kanalen" sprechen zu konnen. Die endliche Schaufelzahl z wird daher 
in den nachfolgenden Uberlegungen verschiedentlich eine Rolle spielen. 

b) Die GroBe k (die Schluckfahigkeit). 
Wenn es gelange, die dynamischen Druckunterschiede immer so 

libel' die Schaufelflache zu verteilen, daB gegenliber dem mittleren Druck 
im De- odeI' Di-Gebiet kein tieferer Druck mehr vorkommt, so hinge die 
Ka vitationsgrenze nul' noch von k ab ; mit anderen Worten: a ware dann 
= k. Ob dieses Ziel immer odeI' nul' bei gewissen Schaufeln, und auch 
dann nul' fUr gewisse Betriebszustande erreichbar ist, moge hier dahin
gestellt bleiben; anzustreben und angenahert erreichbar ist es jedenfalls. 
Kreiselradtypen, die mit hohem Gefalle arbeiten sollen und die nicht 
gleichzeitig in geringster Hohe libel' dem Unterwasserspiegel odeI' gar 
unter ihm aufgestellt werden odeI' denen die Betriebsfllissigkeit klinstlich 
zugedrlickt wird, mlissen daher einen geringen k-Wert - eine gcringe 
Schluckfahigkeit - erhalten. Dies gilt fUr Pumpen und Turbinen in 
gleicher Weise. Bei Turbinen kommt hinzu, daB del' Ic-Wert den Betrag 
an Geschwindigkeitsenergie in Prozcnten des Gefalles darstellt, del' nach 
dem Austritt aus dem Rade noch in del' Stromung steckt und im Saugrohr 
in Druck umzusetzen ist. VerhaltnismaBig hohes k bedeutet also fUr 
Turbinen verhaltnismaBig hohen Verlust im Saugrohr. Moderne Schnell
lauferturbinen (Kaplan- odeI' Propellerrader) haben ein k = 0,4"", 0,5. 
Erinnert man sich daran, daB del' beste Umsetzungswirkungsgrad in 
gerader, kegelformiger Erweiterung etwa 85% betragt, ein Wert, del' 
bei groBen AusfUhrungen vielleicht auf 0,88 odeI' noch etwas mehr steigt, 
so ergibt sich, wenn man von allen anderen Verlusten absieht, ein theore
tischer Maximalwirkungsgrad von 1 - 0,5'0,12 bis 1-0,4' 0,12 
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= 1-0,06 bis 1-0,048 = 0,94 bis 0,952. Die Moglichkeit bei Turbinen 
mit so hohenk-W erten zu arbeiten; besteht also durchaus. Die in Abb.103a 
und b dargestellten rotationssymmetrischen Saugrohrformen gewahr
leisten jedenfalls die besten Umsetzungswirkungsgrade; 103a eignet sich 
am besten ffir FaIle, wo die Stromung hinter dem Rade im wesentlichen 
nur axial gerichtet ist, 103b dagegen ffir solche, wo auch nennenswerte 
Umfangskomponenten in ihr enthalten sind. Andererseits zeigt die ganze 
Uberlegung, wie sehr die Wirtschaftlichkeit extremer Schnellaufer
turbinen von den Saugrohrwirkungsgraden abhangt und daB diese 
Turbinenarten wegen der Kavitationsgefahr auf kleinere Gefalle be
schrankt sind. Die gemessenen Gesamtwirkungsgrade betragen oft 

~D1---' iiber 90 % ; der Stromungs
wirkungsgrad ergibt sich 
daraus hoher als 91 bis 
92 % (Spaltverlust 1 % ), 
so daB ffir die reinen 

::;~IIII~~:: Reibungsverluste im Ein-lauf , Leitapparat und 
Laufrad ein Gesamtbe
trag von "'" 4 % des Ge-

a b 
Abb. 103 a und b. Rotationssymmetrische Saugrohrformen. 

falles iibrigbleibt. Bei 
langsamlaufenden Turbi
nen liegen die Verhaltnisse 

umgekehrt; hier gibt es k-Werte von 0,02 ex> 0,03; so daB die Verluste 
im Saugrohr fast keine Rolle mehr spielen. Dagegen haben jetzt Leitrad, 
L~ufrad und meistens auch der Einlauf ungiinstigere Stromungsquer
schnitte (langere Kanale mit schlechteren hydraulischen Radien), so 
daB die Reibungsverluste verhaltnismaBig groBer werden. Trotzdem 
sind auch hier Wirkungsgrade von 93 % gemessen worden; der Stro
mungswirkungsgrad ergibt sich damit zu "'" 95 %, Spaltverlust und Rad
seitenreibung sind ex> 2,5 %, fiir die Reibungsverluste verbleiben also 
etwa 4,5 %. Bei Pumpen entfallt fiir die Wahl von k die Riicksicht auf 
guten Wirkungsgrad fast ganz; hier bringt die Zustromung zum Rade 
nur Reibungsverluste mit sich, die man trotz groBen k-Wertes klein hal
ten kann, indem man die Stromungsquerschnitte erst unmittelbar im 
D.-Gebiet auf die dem groBen k-Wert entsprechenden kleinen Flachen 
herunterbringt. Die Kavitationsgefahr beansprucht aber bei Pumpeh 
die gleiche Beachtung bei der Wahl von k wie bei Turbinen. 

c) Geeignete Kombinationen von k - und ~a .l'm -Werten 
• 

(von Schluckfahigkeit und Stichzahl). 

Aus Gleichung (281) geht hervor, daB die k- und ~a. ym-Werte in 
• 

entgegengesetzter Weise auf die Schnellaufigkeit einwirken; hieraus 
schlieBt man zunachst, daB, um weit auseinanderliegende n.-Werte zu 
erreichen, verhaltnismaBig kleine k-Werte mit verhaltnismaBig groBen 

DDa • ym-Werten und umgekehrt groBe k-Werte mit kleinen ~a • ym-. . 
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Werten zu verbinden sind. ~a. ym ist der Stichzahl umgekehrt pro-
e 

portional; man kann also auch sagen: Um die Schnellaufigkeit wirksam 
zu andern, muB man Schluckfahigkeit und Stichzahl gleichzeitig und 
im gleichen Silme andern. Es ist nur zu untersuchen, ob es durch diese 
MaBnahme nicht irgendwie schwierig wird, giinstige Schaufelformen zu 
erhalten. Dazu losen wir Gleichung (285) nach tgfJi auf und erhalten 

tgfJi = -l2 ~~ jmk. (298) . 
Di ist nie '> De> bei Radialradern hochstens = De> bei Axialradern 

ist es = Da ~ ,-",0,8 De. Diesen Wert hat es bei Radialradern, wenn 
deren Schauflung in den Diagonalteil des Profils hineinreicht, haufig 
auch. Wir wollen daher Di immer = 0,8 De setzen. Damit erhalten wir 

(298a) 

Setzt man hierin ~a 1m aus Gleichung (281) ein, so folgt , 
tgfJ. = - f2 . 1,38 . k3/4 

, 0,8 (nil . (298b) 

Wir sehen, daB die Verbindung von kleinen k-Werten mit groBen 

~a .Ym-Werten bzw. mit kleinen ns-Werten und umgekehrt, daraufhin , 
wirkt, tgfJi im Durchschnitt konstant zu halten. Natiirlich braucht 
dieses Konstanthalten kein starres Gesetz, sondern nur eine mittlere 
Richtschnur zu sein; die Uberlegung zeigt, daB die vorgeschlagene Kom
bination es jedenfalls im Di-Gebiet ermoglicht, aIle Typen mit einem 
brauchbaren (nicht zu flachen oder nicht zu steilen) Schaufelwinkel aus
zustatten. (Sehr flache Winkelliefern lange Schaufeln mit groBen Rei
bungsflachen; sehr steile Winkel kommen deswegen nicht in Frage, weil 
dann k unverhaltnismaBig groB werden wiirde.) 

Ersetzen wir ferner in Gleichung (288) Di durch De und losen nach 
tgfJa auf, so wird (D e )3 

fJ 0,2 Da fJ 
tg a = - m _ 1 ~b~ • tg i 

a 

und wenn wir hier tgfJi aus (298) einsetzen, so kommt 

~ v'm:k 
tgfJa= +0,25.'ji2. 'D)2 b 

(m - 1) (-,,,: ---"
De Da 

(299) 

(300) 

Fiihrt man hierin (~:r = (~;~t:~ aus Gleichung (281) ein, so kommt 

tgfJ = ° 1315112. ~"-'--. Da. (n*)2. 
a , . m - 1 b" ' 

(301) 

Die Schaufelform wird also durch k allein nur an der Di-Stelle be
riihrt, und da auch nur sehr wenig. Wir bleiben also dabei, groBe Schluck-
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fahigkeit mit hoher Stichzahl zu kombinieren und wollen dabei als mitt
lere Richtschnur aufstellen, daB Pi bei allen Typen im Durchschnitt das 
gleiche sein soll. Wir wahlen dazu Pi ex:> 180 - 30 0 • Es ist niitzlich, sich 
daran zu erinnern, daB P hydrodynamisch den mittleren relativen An
bzw. Abstromwinkel zum bzw. vom Rade darstellt und daB wir nur in 
der Grundzugstheorie diesen Winkel mit dem Schaufelwinkel gleichsetzen. 
Tatsachlich hangt das Verhaltnis dieser beiden Winkel von der Schaufel
zahl abo Bei den schaufelarmen Axialradern findet man daher betracht
liche Unterschiede zwischen dem hydrodynamischen relativen An- oder 
Abstromwinkel und dem ausgefiihrten Schaufelwinkel. Dies sind aber 
von unserem Standpunkt aus sekundare Uberlegungen. Unsere Durch
schnittsregel fiihrt an Hand von Gleichung (298 b) zu einer Beziehung 
zwischen k und n:, namlich 

k ex> 0,14(n;t')4/,. (302) 

Fiir n; = 2,5 (n. = 742) liefert dies k = 0,475, fiir nt . 0,25 (n. = 74) 
erhalt man k = 0,022. Die Ausfiihrungen entsprechen diesen Werten, 
natiirlich konnen Abweichungen nach der einen oder anderen Seite vor
kommen. 

d) Der EinfluB vein Da/De und m auf die Eigenschaften der 
Maschinen und die Stromung. 

Uber die Grenzen der Werte k wissen wir bereits Bescheid, wir wissen 
ferner, daB wir den Wert Da/De im gleichen Sinne wie k zu andern haben, 
um n8 wirksam zu andern und gleichzeitig brauchbare Formen zu erhal
ten. Es handelt sich also jetzt darum, Grenzen fiir die Werle Da/De und 

~festzulegen. Vorlaufig wissen wir nur, daB der kleinste Wertfiir ~a = 0,8 
ist und bei den Axialradern in Erscheinung tritt. e 

Da/De und m wirken in gleicher Weise auf die Schnellaufigkeit ein; 
man wird also nicht verhaltnismaBig groBe Werle Da/De mit verhalt
nismaBig kleinen Werten m kombinieren. Dagegen arbeiten sich die 
beiden Werte mit ihrem EinfluB auf den Wirkungsgrad teilweise ent
gegen, so daB es grundsatzlich notwendig wird, die giinstigste Auflosung 

des Produktes ~a • V m in seine beiden Faktoren zu ermitteln. Dazu 
e 

betrachten wir jetzt die Abhangigkeit der einzelnen Eigenschaften der 
Typen und ihrer Stromungen von Da/De und m. 

IX) Der Wert m und die Kriimmung der Schaufelkanale. Mit dem Werte 
mist das der Stelle Da zugeschriebene Geschwindigkeitsdreieck noch 
nicht vollstandig festgelegt; dazu benotigt man noch den Wert oma' Der 
weitaus wesentlichere Faktor ist aber m; er ist, wenn auch nicht allein 
und vollstandig, so doch in der Hauptsache entscheidend fiir das MaB 
der absoluten und .damit auch der relativen Umlenkung der Stromung, 
also der Kriimmungsverhaltnisse der Laufradkanale. Abb. lO4 zeigt 
zwei Schaufelformen, die fiir gleiches Da/D., gleiches Pi und gleiche 
Schaufelzahl z gezeichnet sind und sich nur durch m ~ 1 unterscheiden. 
Dabei ist naherungsweise angenommen, daB die Schaufeln trotz ihres 
erheblichen endlichen Abstandes eine relative Umlenkung der ganzen 
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Strtimung erzwingen, wie sie den Schaufelwinkel Pi und fJa entspricht. 
Diese Annahme entspricht der Voraussetzung unendlicher Schaufelzahl 
in unserer Grundzugstheorie. Um 'den EinfluB von m auf die Kanal
kriimmung darzustellen, geniigt es vollkommen, diese Annahme fest
zuhalten. Die Schaufel, die zu dem durch m > 1 gekennzeichneten 
Strtimungszustand gehtirt, hat eine relative Umlenkung > 90 0 , sie muB 
im Ubergang von Eintritt zum Austritt verdickt werden, um das Ver
haItnis der Kriimmungsradien der relativen Stromfaden zur "Kanal
breite" (wohl zu unterscheiden von Radbreite!) einigermaBen giinstig 
zu gestalten. Trotzdem ruft die Kriimmung noch sehr starke Geschwin
digkeitBunterschiede im Innern des Kanales iiber die Schaufelteilurig 
hiniiber, hervor. Dieser EinfluB ist beim ruhenden so gut wie beim rotie
renden Kanal vorhanden. Die Rotation und die damit erzeugte Pumpen-

Abb. 104. Laufradschaufeln fiir m < 1. 

oder Turbinenwirkung steigert die GeschwindigkeitBunterschiede iiber 
die beim ruhenden Kanal vorhandenen hinaus. Die stark hakenftirmige 
Schaufel ist daher im Kreiselradmaschinenbau fiir unzusammendriick
bare Fliissigkeiten langst verlassen. Sie hat infolge der starken Kriim
mung gelegentlich zu Kavitation sogar in der Nahe der Stelle a (also im 
Gebiete verhaltnismaBig hohen mittl.eren Druckes) gefiihrt. Aber auch 
wenn Kavitation durch Tiefsetzen noch vermieden werden kaml, muB 
sie starke Umsetzungsverluste verursachen. Schwach hakenftirmig
gekriimmte Schaufeln (m 2: 1) kommen bei ganz extremen Turbinen
langsamlaufern vor; der Wert m = 1 erscheint bei normalen Turbinen
langsamlaufern haufig; Pumpenrader haben immer ein m < 1. Der 
Wert m < 1 schafft fiir die Kriimmung sofort wesentlich giinstigere Ver
haltnisse, insbesondere wenn man mit ihm zu "riickwarts gekriimmten" 
Schaufeln gelangt (dem Gegenteil der "hakenftirmig" oder "vorwarts 
gekriimmten")1. 

1 Diese Bezeiohnungen fiir Sohaufeln mit m < 1 sollten irn. Kreiselradbau fiir 
Pumpen und Turbinen gleiohmiiBig gelten. Die "vorwarts- (oder hakenformig-) 
gekriimmte" Sohamel (m> 1) biegt sioh beirn. Pumpenrad mit der abstromenden 
Fliissigkeit naoh vorn und biegt sioh beirn. Turbinenrad der ankommenden Stro
mung naoh vorn entgegen. Sie zeigt also der ankommenden oder abgehenden 
Stromung ihre konkave Seite. Umgekehrt die "riiokwartsgekriimmte" (m;S 1). 

Spannhake, KreiseIritder. Bd.1. 13 
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Dann herrschen namJich im ruhend gedachten Kanal Geschwindig
keitsunterschiede, die den durch die Rotation verursachten entgegen
gesetzt sind, so daB die resultierenden wesentlich geringer ausfallen. 
Damit werden auch die Umsetzungsverluste durch Riickverzogerung 
auf den mittleren Betrag der Geschwindigkeit wesentlich verringert. 
Diesem Umstand ist die neuere Tendenz mit zuzuschreiben, auch die 
Turbinenlangsamlaufer mit Schaufeln fiir m < 1 auszurUsten. Die 
Kriimmung der Schaufeln hangt natiirlich auch von dem Verhaltnis 
der cm-Komponenten der Stellen a und i, sowie den DalDe bzw. DaID, 
abo GroBe Cm und DalDe wirken mildernd auf die Kriimmung. Diese 
Einfliisse treten aber gegeniiber dem des Wertes m zurUck. 

fI) Relative Beschleunigung bzw. Verzogerung im Laufrad. Die 

GroBe W!;;, wl ist bei Turbinen immer negativ, d. h. es gelingt hier, 

wie bereits erwahnt, immer, die Stromung durch das Laufrad relativ zu 
beschleunigen. Anders ist es bei Pumpen, wo sehr haufig verzogerte 
Relativstromung in Kauf genommen werden muB. Es ist daher wichtig, 

den verhaltnismaBigen Betrag w! ;;, w~ zu ermitteln. Es wird, wenn wir 

wieder Di = 0,8 D. und Ci = Ce setzen: 

(303 a) 

Cma und c. sind fast immer wenig voneinander verschieden (bei Axial
radern sind sie genau gleich), dadurch fallt der EinfluB von k angenahert 
heraus; man hat demnach angenahert: 

2 _ 2 (m - 1)2 - 0,64 (DDe)2 
Wa Wi a H 
~ ('.) 2m • m' (303b) 

Fiir Axialrader, wo auBerdem 0,8 De auch = Da ist, ergibt sich genau 

W! - wi f" A' lr"d (m 1) H ~ ur XIa a er=-.: 2- m' (303c) 

Dies ist - yom Vorzeichen abgesehen - bei Axialradern gleichzeitig der 
Betrag des Radiiberdruckes LI Pr/Y, da dieser ja allgemein 

APr u! - ul _ W! - W'! 
r 2g 2g 

ist. Man sieht also, daB bei Axialradern (ua = Ui!) der ganze Radiiber
druck durch die Differenz der relativen Geschwindigkeitsquadrate ent
steht. Bei reinen Axialturbinen herrscht immer noch Beschleunigung. 
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Bei reinen Axialpumpen dagegen ergibt sich, daB die ganze Forderhohe 
nur durch Umsetzung von Geschwindigkeitsenergie in Druck, und zwar 
sowohl im Laufrad wie im Leitapparat erzeugt wird. Man erkennt auch 
hier wieder die grundsatzlichen Schwierigkeiten del' Pumpen gegeniiber 
den Turbinen. 

Radialrader konnen prinzipiell sowohl als Pumpen wie auch als 
Turbinen mit Beschleunigung arbeiten. Z. B. liefert m = 1 und 
De ° 625 w! - wi 1 H f·· T b· ht .. t· d D = ex> , : -2-- = - 8 "', was ur ur men rec guns 19, a-

g;gen flir Pumpe! schlecht ist. Ein Pumprad mit ~' = 0,625 bzw. 

-:"E-" = 1,6 miiBte m = 1/2 haben, damit wenigstens Wa~wiaware, falls man 
a 

nicht (ba/Da) sehr klein machen will, wodurch man schon bei m = 1/2 Be
schleunigung im Laufrad erhalten kann. Kleine Werte ba/Da sind abel' wie
der wegen del' entstehenden schmal-rechteckigen Querschnitte am Lauf
radaustritt ungiinstig. Es fragt sich abel' aus anderen Griinden (siehe 41, 
d, (), ob man sich die Kombination eines solchen Wertes Da/De mit dem ver
haltnismaBig kleinen Werte m = 1/2 erlauben darf. Jedenfalls sieht man 
abel' hier den Grund daflir, daB man tn = 1, das bei Turbinen noch gut 
ist, bei Pumpen vermeidet, ganz besonders deutlich ein: m = 1 liefert 
eben hier die vorwarts gekriimmte Schaufel und auBerdem relative 
Verzogerung, eine Kombination, die nach allem, was wir von verzogerten 
Stromungen wissen, besonders schlecht ist. Wir werden auf diese Uber
legung noch einmal (41, d, () zuriickkommen und merken uns vorlaufig 
rein schatzungsweise m ~ 0,8 als Hochstwert flir Pumpen, und zwar in 
Verbindung mit hoheren Da/De-Werten als bei Turbinen. 

y) Del' ·Radiiberdruck und die Geschwindigkeitsenergie an der D u -

Stelle. Del' Radiiberdruck ist, wenn von Verlusten im Rade abgesehen 
wird, 

A 2 2 c2 c2 c2 
LJ Pr _ H Ca - Ce ___ H U a 11ta; - e 
-y- - 1i! - ~ -- '" - 2i - 2q 

if m ( 1 (~J)I 
= 1 - 2" + k 1 - 16 (~:r H", . 

(304a) 

Nun sind, wie schon erwahnt, c"'a und Ce meistens nicht sehr (bei Axial
radern gar nicht 1) voneinander verschieden. Es geniigt daher meistens: 

,1;, (') (1 - ~). H", (304b) 

zu setzen. Es ist niitzlich, sich an diesel' Stelle daran zu erinnern, daB 
wir immer nul' mit Mittelwerten rechnen und daB also auch die Glei
chung (304a) bzw. (304 b) im allgemeinen nur einen Mittelwert, und zwar 
den Wert in del' mittleren Rotationsschicht liefert, del' nur bei aus
gesprochenen Radialradern libel' die ganze Rad brei te hiniiber so gut 
wie konstant ist, wahrend er bei Diagonal- und Axialradern stark vari
ieren kann, da m selbst und die cm-Werte von ihren Werten in del' mitt
leren Rotationsschicht erheblich abweichen. Die Uberlegungen, um 

13* 
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derentwillen wir den Radiiberdruck und die Geschwindigkeitsenergie 
ausrechnen, spielen aber gerade bei Radialradern die groBte Rolle, wah
rend sie bei Diagonal- und Axialradern mehr zuriicktreten. 

Die Geschwindigkeitsenergie ist 

c~ = c~a+C;'a=~I1+~(~:t.!LHm 
2g 2g 2 l 8 (tJ mJ . 

(305a) 

Da, wie schon bei den Gleichungen (309) bemerkt, ema haufig nicht sehr 

verschieden von Ce ist (Danba (Xl D;. ~), so geniigt es oft, 

(305b) 

zu setzen. Bei Langsamlaufern mit k = 0,03 und m = 0,75 spielt das 

zweite Glied in der Klammer noch keine groBe Rolle (~ ~,~~2 = 0,054), 

bei hoher Schnellaufigkeit dagegen ist es nicht zu vernachlassigen (mit 
k = 0,5, m = 0,4 wird es = 2,5). 

Wenn man in Gleichung (305b) fiir k seinen Durchschnittswert nach 
Gleichung (302) einfiihrt, so ergibt sich: 

;~ ~ ~ (1 + 0,28. (n~4/'}. (305c) 

Dies liefert fiir n; = 0,25 mit m = 1 :;~ = 0,544 H n" dagegen fiir 
CO g 

n; = 2,5 mit m = 0,3: <f = 0,625 Hm, also keine groBen Unterschiede 
~g 

zwischen Langsam- und Schnellaufer. 
d) Die DurchUuBverluste bei rein beschleunigter Stromung in Leit

und Laufrad (Turbinen). Wir bilden zunachst einen Ausdruck fUr ein 
mittleres w2 /2 g im Laufrad und erhalten 

(W2) = w! + w; = _w~a + c;'a + O,64u; + c~ 
2g m 4g 4g 

(306a) 

Da cma meistens cme ist, geniigt es auch: 

(W2) _ {(m - 1)2+ O,64(~:r } 
- - -------+k ·H 
2g m 4m m (306b) 

zu setzen. (Da/De)2 kann durch die Gleichung (281) eliminiert werden. 
Man erhalt dann 

(_W2) = {lm -~ + 0084 (n~~ + k}. H . (306c) 
2g ,m 4m ' V k . m 



Formen und Eigenschaften der Kreiselradtypen. 197 

Ersetzt man auch hier kim Durchschnitt nach Gleichung (302) durch n:, so folgt schlieBlich 

(~) ={(m-I)2 I 037(n*)4/s}.H 
2g m 4m T, 8 m' (306dl 

Der erste Posten in der Klammer hat ein Minimum, und zwar den Wert 
Null fiir m = 1; wir wissen schon aus den vorausgegangenen Uber
legungen, daB m mit zunehmendem n: abnimmt; der erste Posten wachst 
also auch mit n:. Wir erhalten 
fiir n; = 0,25 (ns = 74) mit m = 1 

den Betrag (;;t = 0,058 Hm; a 

dagegen fiir n; = 2,5 (no = 740) 

mit m = 0,3 den Wert (:;t 
= 1,66 Hm, also den 30fachen 
Betrag! 

Wir konnen uns j etzt einen 
Uberschlagwert iiber den ver-
haltnismaBigen Verlust im Lam- P' 
rad verschaHen. Wir wollen dies 
zunachst fiir den Fall einer Axial
turbine mit geringer Schamel-
zahl (Kaplan- oder Propellertur-
bine) tun. Del' mittlere Zylinder-
schnitt durch die Schamlung einer b 
solchen Turbine (Abb.105a bis c) 
zeigt Schamelprofile, wie sie auch 
bei Tragfliigeln vorkommen. Fiir 
diese ist der Widerstandsbeiwert 
bezogen auf die Projektion der 
FlUgelflache, senkrecht zur Flii
gelsehne bekanntl. 

Er ist im besten FaIle, der 
hier vorausgesetzt werden kann 

( 
W ' c 

Cw = ~--2) = 0,01. 
F . .r. ~ Abb. l05a bis c. Kaplanturbine. 

g 2 

Fist hier die Flache aIler Schaufeln und = A • D; ~ D;, . (CO:{J)m zu 

setzen; es ist A = 1, wenn die Schameln gerade anfangen, sich in der 
Projektion parallel zur Achse zu iiberdecken (Abb.105b); (cosPlm miEt die 
mittlere Neigung der Schaufeln gegen die Umfangsrichtung; es kann 

(1 - ;). u 

(cosPlm = -'-----'--
Wm 

1 Ergebn. der Aerodyn. Versuchsanstalt G5ttingen, I. II. III. Lieferung 
Messungen an Flugzeugprofilen. 
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gesetzt werden; Dr! ist del' Durchmesser del' Nabe. Die Arbeit, die von 
del' Stromung zur Uberwindung des Widerstandes zu leisten ist, kann 
auf zweierlei Weise ausgedriickt werden, namlich durch 

L = W . W", und durch 
D2_ D2 / 

L = Q. y. h,. = hr' y. ~-"-. n12gkH",. 

Also erhalt man fiir den Druckverlust im Laufrad 

h = ~.~ . [( ;;)",]2. H 
r m H "', 

1-- m 
2 

(307) 

wobei (w2)", und (Wm )2 gleichgesetzt sind, was fiir die Uberschlagsrechnung 
erlaubt ist. Setzt man fiir (w2j2g)rn seinen Wert aus Gleichung (306d) 
ein, so folgt 

112m 
Gw ' J. r T {( _ 1)2 }2 

h,.b = m 4 + 0,37· {n;)'/s • H",. 
1- m m 

2 

(308) 

(Index b zum Zeichen, daB beschleunigte Bewegung vorliegt!) Mit 
Cw = 0,01, A = 1; m = 0,3, k = 0,5 folgt 

h,., = 0,036 . Hm . 

Diese Darstellung sieht von den Reibungen an del' Nabe und an del' 
auBeren Gehausewand ab; an del' N abe ist del' Reibungsbetrag wegen 
del' kleinen Flache gering. An del' auBeren Gehausewand tritt als rei
bende Geschwindigkeit die absolute auf, die wesentlich geringer ist als 
die relative (vgl. auch 0. 

Die DurchfluBverluste im Rade liegen also. in del' GroBenordnung 
von 3 bis 4 % des Gefalles. Man erkennt hier deutlich die Notwendigkeit, 
bei noch hOherer Schnellaufigkeit geringe Schaufelzahlen, d. h. A < 1 
(negative Uberdeckung) anzuwenden. 

Die DurchfluBverluste in ausgesprochenen Langsamlaufern sind 
zunachst entsprechend den wesentlich geringeren Relativgeschwindig
keiten erheblich geringer; allerdings nicht in dem MaBe, wie man nach 
den oben errechneten Betragen fiir (w2j2g)m vermutet. Dies riihrt daher, 
daB die Schaufelkanale wesentlich langeI' sind und ungiinstigere Formen 
haben. Man kann, um die DurchfluBverluste zu berechnen, die Schaufeln, 
da sie auf beiden Seiten von Radbodenflachen gleicher GroBenordnung 
begleitet sind und mit diesen geschlossene Kanale bilden, nicht mehr 
als einzelne Tragfliigel behandeln, sondern muB die Schaufelkanale 
betrachten und die Verluste in ihnen mit solchen in Rohrstiicken und 
Kriimmern vergleichen. Del' Ansatz ware dann derselbe wie in Glei
chung (65) also 

(309) 
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Wiirde man den gleichen Ansatz auch an Stelle von Gleichung (307) 
fiir die schnellaufenden Axialrader machen, so ware dort 

lf2m (W2) 112m 
i;,.. lU = C

w
• A r k • 2g m = cUI .,1. V T {(m - 1)2 + 0,37 (n:)"'} (310) 

F 1 _ m Hm 1 _ m 4m 
2 2 

zu setzeJ;l.. Dies liefert mit den 
Zahlenwerten des obigen Bei
spiels fiir schnellaufende Axial-

rader i;,.. l% = 0,022. Bei lang

samlaufenden Radialradern 
kann man fiir U IF einen 
Mittelwert 

(~)m= ; {(~t + (~i} 
ausrechnen und ihn mit der 
ungefahren mittleren Kanal-
lange 1 (Da - D,) 

lm ex> 2 (sinP)m 

multiplizieren, wo 

( . fJ) - sin p. + sinP, sm m- 2 

ist. Dabei ist allgemein 
Abb. 106. Normaler KanaJquerschnitt. 

1 t.p 1 Dn. p 
U b -i- tsinP + b sm + b . - . sm 
F = 2 b. t. sinp = 2 t. sinP = 2 :n; Z (Abb.106). (311) 

D· -. sinp 
z 

Man erhalt so schlieBlich fiir langsamlaufende Radialrader: 

11 Da n . ,0 1 D, n . ,0\ Da +-·-·sm a +-·-.sm, ---1 
(l. U\ = . ba Z + bi Z D, . (312) 

F-J.m Da .!!..-. sinP !!..- . sinP, 2 (sinP)m . 
D, Z a Z 

Dies liefert fUr ein Rad mit ~a = 16; ~i = 5; ~ •. = 1,7; sinfJa = 1; 
a , 

SinfJi = 0,4; (sinfJ)m = 0,7; z = 16: 

(lJ-)m N 15. 
Der Koeffizient {;r ist allerdings nur zu schatzen; fiir das durch obige 
Daten gekennzeichnete Rad, das zwar eine ausgesprochene mittlere 
relative Beschleunigung, aber doch noch verhaltnismaBig starke Kriim
mungder Kanale aufweist, diirfte er mit {;,. = 0,0125 nicht zu hoch an
genommen sein. (Gerades Rohr hat im Mittel 0,005)1. Damit wird 

i;, e ~1m fiir langsamlaufende Radialrader = 0,19. 
-----

1 Vergl. auch die Bemerkungen in 16, m und 17 fiber den Vergleich langerer 
Rohrstrecken mit kurzen Kanalstrecken! 
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Mit diesem Wert und dem oben bereits errechneten fiir (w2J2g)m ergibt 
sich 

hrb <Xl 0,19·0,058 Hm = 0,01l Hm . 

Das Laufrad tragt also hier bedeutend weniger zu den DurchfluBver
lusten bei als bei den schnellaufigen Axialradern. 

Umgekehrt liegen die Verhaltnisse im Leitrad. Hier unterscheiden 
sich die Werte c~J2g bei Schnell- und Langsamlaufern nicht sehr. Der 

Wert C l ~u ist aber auch hier bei Langsamlaufern wesentlich groBer als 

bei Schnellaufern. Bei diesen kommt noch hinzu, daB die Austritts
geschwindigkeiten aus den Leitradschaufeln, da diese auf verhaltnis
maBig groBerem Kreise, als dem Durchmesser Da entspricht, endigen, 
merklich kleiner sind als Ca. BeiLangsamlaufern, die bei groBenDurch
messern verhaltnismaBig kleinen Schaufelspalt haben, ist dieser Unter
schied nicht nennenswert. Jedenfalls werden die DurchfluBverluste im 
Leitrad von radialen Langsamlaufern verhaltnismaBig wesentlich groBer 
als im Leitrad von axialen Schnellaufern. 1m ubrigen ist es klj.um mog
lich, hier allgemeine Formehl aufzustellen; um so weniger, als auch die 
verschiedenen Einbauarten fur den ZufluB zum Leitrad verschiedene 
Verluste bringen. 

Als SchluBergebnis dieses Abschnittes kann man aussprechen: Bei 
langsamlaufigen Radialturbinen uberwiegen die DurchfluBverluste im 
Leitrad, bei schnellaufigen Axialturbinen diejenigen im Laufrad. Die 
Summe der DurchfluBverluste wird bei den Radialturbinen etwas 
geringer sein als bei den Axialturbinen. 

Insgesamt liegt der DurchfluBverlust bei Turbinen fur GroBausfiih
rungen in der GroBenordnung von 4 bis 5 % ; bei langsamlaufigen Tur
binen wachst der Verlust mit abnehmender GroBe und Leistung (d. h. 
Reynoldsscher Zahl) schneller als bei schnellaufigen. 

l') DurchHullverluste bei teilweise oder vollkommen verzogerter 
Stromung im Leit- und Laufrad (Pump en) . Wie schon bemerkt, ge
lingt es im allgemeinen nur bei Typen von mittlerer .schellaufigkeit, im 
Laufrad mit beschleunigter Stromung zu arbeiten. Bei langsamlaufigen 
Radialpumpen und schnellaufigen Axialpumpen herrscht im Laufrad 
im allgemeinen verzogerte Bewegung. Da aber 1n noch nicht in die 
Nahe von 1 kommt, gleichzeitig bei den Langsamlaufern DaJDe groB 
ist, so sind die Schaufelkanale der Radialpumpen nicht sehr stark ge
krummt und auch nicht sehr stark erweitert. Die Krummung liegt 
auBerdem so, daB sie der durch die Pumpenwirkung erzeugten Druck
verteilung entgegenwirkt. Dies alles laBt es als sicher erscheinen, daB man 
hier in dem Ansatz 

(313) 

(Index v zum Zeichen, daB verzogerte Bewegung vorliegt!) mit einem 
Wert fiir lTv auskommt, der nicht viel uber dem bekannten Wert gun
stigster Umsetzung liegt, also im Durchschnitt etwa mit: 
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fiir Radialrader. Bei Axialradern diirfte Arv trotz geringster relativer 
Kriimmung etwas hoher liegen, da diese Kriimmung die durch die Ro
tation erzeugten Druckuntersehiede verstarkt. Wir setzen 

Ar. = 0,3 

fUr Axialrader. Mit den Gleiehungen (303b) bzw. (303e) erhalt man nun 

0,64 (~: r -(m - 1)2 
hr, = 0,25 (bzw. 0,3) . 2m Hm. (314) 

b c a 
Abb. 107 a bis c. Verschiedene Formen von Pumpenspiralen. 

Dies liefert mit m = 0,8 und ~' = 212 
a , 

fUr langsamlaufige Radialrader hrv = 0,028 Hm 

und mit ~ = 0,3 und g' = 018 
a , 

fur sehnellaufige Axialrader hrv = 0,025 Hrn, 

also bei der Unsieherheit in der Annahme von Arv keinen Untersehied. 
Der Verlust im Leitrad und der Spirale ist 

bei Pumpen immer ein Umsetzungsverlust. 
Diese Umsetzung erfolgt in einer radialen, un
mittelbar um das Rad herumgelegten 
Spirale (Abb. 107) sieher ungiinstiger als in 
einer Verbindung von Leitapparat und 
Spirale. Del' Grund dafiir liegt darin, daB 
die einzelnen vom Rade abgehenden Stromfaden 
unter verschiedenen Bedingungen in das Gebiet 
des von der Spirale zu erzeugenden hi:iheren 
Druekes eindringen. Auch wenn man die Form
gebung der Spirale so wahlt, daB eine mog
liehst rotationssymmetrisehe Druekverteilung Abb. 108. Geschwiniligkeits-

um das R ad entsteht, so ist doeh der Ubergang verteilung am Austritt aus del' Spirale. 
aus der Spirale in den ansehlieBenden Druek-
stutzen - die Umgebung der "Zunge" der Spirale (Abb. 108) - ein 
Gebiet, in dem dieFliissigkeitsteilehen auf kiirzestem Wege den Enddruek 
erreiehen miissen, wahrend andere dazu nur auf dem langen Wege dureh 
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die ganze Spirale kommen. Der erste Ubergang wird also sehr kleine 
Wandreibung, aber groBe Ablosungsverluste verursachen, der zweite 
sehr viel Reibungs- und wenig Ab16sungsverluste. Man kann die Sach
lage auch folgendermaBen kennzeichnen. Beim Ubergang aus der Spirale 
in den Druckstutzen herrschen im Ubergangsquerschnitt ganz . ver
schiedene Geschwindigkeiten, die sich auf den gemeinsamen Endwert 
der Austrittsgeschwindigkeit aus dem Druckstutzen ausgleichen mus
sen. In Abb. 108 sind diese Verhiiltnisse veranschaulicht. 1st der Druck
stutzen kurz und rein zylindrisch, so wird der Ausgleich starke Verluste 
bringen. Durch langeren und schlank erweiterten Druckstutzen lassen 
sie sich mildern. Dadurch entsteht sofort die Frage: 1st es nicht giin
stiger, die Spirale mit moglichst kleinen Querschnitten auszufuhren, 
d. h. sie im wesentlichen nur zum Sammeln und Abfiihren der Flussig
keiten zu benutzen und die Verzogerung hauptsachlich im konischen 
Druckstutzen vorzunehmen 1 Dadurch wiirde man naturgemaB in der 
Spirale groBere Verluste durch Wandreibung hervorrufen; ganz ab
gesehen davon, daB sich die Maschine durch einen langeren Druckstutzen 
sperriger baut. Ein anderes Mittel, die UngleichmiWigkeit in den 
Schicksalen der yom Rade abstromenden Flussigkeitsteilchen abzu
schwachen, besteht darin, um das Rad herum zunachst ein rotations
symmetrisches Gebiet von gewisser radialer Ausdehnung (einen sog. 
radialen Diffusor, Abb. 107 bu. c) zu legen, in dem zunachst jedes Flussig
keitsteilchen in gleicher Weise verzogert wird, und erst auBerhalb dieses 
Diffusors die Spirale mit ihrer Zunge anzubringen. Auch diese Anord
nung verlangert die Reibungswege. Haufig findet man in diesen radialen 
Diffusor Leitschaufeln eingebaut. Dadurch kann man einen groBen 
Teil der Verzogerung in ausgesprochene Kanale verlegen, deren KrUm
mung und Erweiterung man noch ziemlich in der Hand hat. Ailerdings 
werden auch hier die Reibungsflachen vermehrt. Immerhin scheinen 
die Ergebnisse der Praxis den Einbau sorgfaltig ausgebildeter Leit
schaufelkanale zu rechtfertigen, wenn auf hochsten Wirkungsgrad Wert 
gelegt wird. 

Die angestellten Uberlegungen machen es verstandlich, daB man in 
radialen Leitapparaten, Diffusoren und Spiralen nicht auf den maximalen 
Umsetzungswirkungsgrad von 0,85 rechnen darf. Wir wollen im Durch
schnitt fur die genannten Bauweisen in dem Ansatz 

c· 
hi. = It.' 2~ 

setzen. 
AI. = 0,35 

Bei ausgesprochenen Axialpumpen findet man den bei Radial
pumpen vorkommenden Formen entsprechend als AbfluBorgane entweder 
kegelformig oder gekrummt erweiterte Rohre oder axial- bzw. diagonal 
entwickelte Spiralen. Aile Formen konnen mit Leitapparaten ausgeriistet 
werden. Die beiden nachstehend beschriebenen Formen versprechen 
den besten Umsetzungswirkungsgrad. Die erste besitzt unmittelbar am 
Rade einen axialen Leitapparat, der die am Radaustritt vorhandene, 
mit einer gewissen Umfangskomponente begabte Geschwindigkeit in 
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die rein axiale Richtung umlenkt und dabei schon etwas verzogert, und 
ein anschlieBendes, moglichst langes, rotationssymmetrisch verlaufendes, 
kegelformig erweitertes Rohr (Abb.109). Die zweite verzichtet auf 

c· c· c· 
einen Leitapparat, sondern setzt von der Energie 2~ = ;; + 2u; den 

ersten Teil in einem kegelig erweiterten Rohr, den zweiten in einer 
anschlieBenden Spirale um (Abb.110). 

Bei der ersten Form kann man wohl mit At. NO,2, 
bei der zweiten mit 

At. ") 0,17 
auskommen. Bei groBen Aus
fiihrungen diirften diese Werte 
noch unterschritten werden. 

Abb.109. Axialpumpe mit Leitapparat, erweiter· Abb.110. Axialpumpe mit erweitertem Rohr 
tem Rohr und Kriimmer. und Spirale. 

;) Der EinfluB von Da/De und m auf die Radseitenreibnng. In 
§ 16, II war fill' die Radseitenreibung in PS ein Ansatz angegeben, der 
jetzt besser in folgender Weise beschrieben wird: 

N = {} . J'.... • n3 DO = {} . J'.... (n D )3 • D2 . 
U <:"g a <:"g a a 

IDerin ist 
nDa = 60. Ua = 60ygHm • 

:if :It m 

Setzt man dies ein und dividiert durch 

Q • r _ D2:!.. f2ikli: 
75 - e 4 r 75 ' 

so erhalt man den Verlust durch Radseitenreibung 
net in einen aquivalenten Druckhohenverlust 

h - 4 7 . 105 • (~:r. H 
N ST - , e ,;-- m' 

r lc • m3 

umgerech-

(315) 
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Fiihrt man hier aus Gleichung (281) die Beziehung 

( Da)2 1,9t'k 
D. = (n:')2 . m 

ein, so erhalt man 
kNsr =8,93 . 105 • (*/ '1' Hm· (316) ns . m '2 

Man sieht, daB bei gegebenem n. der prozentuale Verlust durch Rad
-seitenreibung nur von m abhangt. Bei Turbinen kann man (der be
schleunigten Laufradstromung wegen) m maximal etwa 1,1 machen; 
will man damit n. = 75 entsprechend n"f = 0,256 erreichen, so muB 
man bei Wasser und den inFrage kommendenmittleren Reynoldsschen 
Zahlen und den gewohnlichen Temperaturen (e C'V 1,1' 10- 9) 

kNsT = 1,17 .1O- 2 .Hm 

in Kauf nebmen. Dies ist ertraglich. Mit vall beaufschlagten Turbinen 
n. noch weiter zu verkleinern, hat man nicht notig, weil man, wie wir 
in XI. sehen werden, hierzu das Mittel der partiellen Beaufschlagung 
zur Verfugung hat. Fiir Pumpen ist dies aber nicht anwendbar; man 
muB also hier versuchen, kleinere n. zu erreichen. Da man andererseits 
so groBe m-Werte wie bei Turbinen nicht anwenden kann, so sieht man 
sofort ein, daB man hohere Betrage an Radseitenreibung in Kauf 
neh:Q1en muB. Diese konnen schlieBlich in die GroBenordnung des Um
setzungsverlustes in Leitapparat und Spirale hineinwachsen. Dabei 
wirkt m auf die beiden Verluste in entgegengesetzter Weise ein, es gibt 
also ein gunstigstes m, das die Summe aus Radseitenreibung und 
Umsetzungsverlust zu einem Minimum macht. Dieses ist leicht zu be
stimmen. In Gleichung (308) vernachlassigen wir das mit kIm behaftete 
Glied, das fur die in Frage kommenden Langsamlaufer sehr klein gegen 
list und schreiben 

hzv + hk,r _ A • ~ + 8 93 . 105 • e (317) 
Hm - l" 2' (n:')'· m·I.· 

Der gleich Null gesetzte Differentialquotient nach m liefert 

AlJ2 - 2,23 . 106 • (*/ 'I = 0 . ns . m 2 
(318) 

( 

(J )'/7 
m~80· (~;}2 . 

Hieraus 

(319) 

Setzt man dies in Gleichung (317) ein, so folgt 

( h1V+hNsr ) .. ~55(llv-:f2)'/'. 
Hm Mimmum (n, ) 

(320) 

Fiir Wasser, also mit einem mittleren e = 1,1 . 10- 9 , ferner mit Az. = 0,35 
ergibt sich 0,3 

m~ (n;')4/,' 

Dies wiirde fur n~ C'V 0,2 (n. = 60) 

und 

liefern. 

m = 0,74 

hlv + hNsr N 0 2 
Hm =, 

(321) 
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Die Rechnungen nehmen keine Riicksicht auf den Laufradverlust. 
Dieser wird es im allgemeinen notig machen, kleinere m anzuwenden, 
damit die Verzogerung im Laufrad geringer wird. Wenn dadurch auch 
hz., + hNor steigt, so wird doch die Gesamtsumme hl. + hN" + hr. 
geringer als mi.t hoheren m-Werten. Die obigen Formeln auch auf Tur
binen anzuwenden, hat keinen Sinn, well hi hier mit hr von der gleichen 
GroBenordnung ist und mit m beide entgegengesetzt variieren. 

Mit abnehmendem n8 muB man also immer hohere Verluste durch 
Radseitenreibung und Umsetzung in Kauf nehmen. Dies fiihrt bei 
Pumpen schlieBlich dazu, das GefaIle zu tellen, d. h. bei einem bestimm
ten n. fUr ein Rad stehen zu bleiben und die spezifische Drehzahl der 
ganzen Maschine weiter durch Hintereinanderschalten mehrerer Stufen 
zu erniedrigen. Aus Gleichung (281) erkennt man, daB 

1 
n"Maschine = i".· n 8Rad (322) 

ist, wenn i die Anzahl der hintereinandergeschalteten Rader ist. Man 
muB nur bedenken, daB durch die Hintereinanderschaltung zusatzliche 
Verluste entstehen, indem namlich Ct. steigt, weil man die im Leitapparat 
einer Stufe nach auBen gerichtete Stromung wieder nach innen umbiegen 
und der nachsten Stufe zufiihren muB. Diese "Umkehrleitapparate" so 
auszubilden, daB die Summe aus Reibungs- und Umsetzungsverlusten 
ein Minimum wird, ist, eines der Hauptprobleme der mehrstufigen Hoch
druckpumpen. Bei vielstufigen Pumpen wird diese Aufgabe sehr er
schwert durch die Notwendigkeit, den Lagerabstand der mit den zahl
reichen Radern besetzten Welle mit Riicksicht auf die kritische Drehzahl 
in bestimmten Grenzen zu halten. Es ist daher kein Wunder, daB extrem 
vielstufige Hochdruckpumpen (Kesselspeisepumpen mit 10 Stufen, ns 
des einzelnen Rades C'V 45, Q "'" 251/sec, Hn"'" 1000 m) Wirkungsgrade 
von nur 65 % aufweisen. 

Bei Diagonal- und Axialradern gilt die Formel (316) nicht mehr. 
Die reibenden Radwande sind hier nicht mehr rein radial, sondern zum 
Teil oder ausschlieBlich kegelformig bzw. zylinderformig ausgedehnt. 
Da die Umfangsgeschwindigkeiten gleichzeitig verhaltnismaBig stark 
wachsen, so haben Diagonal- und Axialrader ausgesprochen hohere 
Radseitenreibung, als die Formel (316) liefert. Bei Axialradern hat dies 
dazu gefiihrt, den auBeren Radkranz wegzulassen. Man spart dadurch 
sogar nicht nur die Reibung des langen Zylinders im umgebenden 
Wasserpolster, sondern verringert auch die Reibung im Laufrad selbst, 
da an Stelle der hohen Relativgeschwindigkeit am Zylinderumfang der 
Laufradabgrenzung die kleinere Absolutgeschwindigkeit tritt. Aller
dings wird hierdurch wohl der Spaltverlust vermehrt; im ganzen kommt 
aber noch ein Gewinn heraus. 

11) Der Spaltverlust. Mit dem Radiiberdruck steigt und fallt auch der 
Spaltiiberdruck. Dieser ist aber bei allen Radern mit Da/D. > 1 kleiner 
als der Radiiberdruck. Die Fliissigkeit zwischen dem Rade und den Ge
hauseteilen wird durch das Rad mit in Rotation versetzt; diese Rotation 
erfolgt erfahrungsgemaB mit der halben Winkelgeschwindigkeit des 



206 Die vollbeaufschlagten Kreiselrader in geschlossener Stromung. 

Rades (die Schicht an der Radwand hat deren Umfangsgeschwindigkeit, 
die Schicht an der Gehausewand steht still). Dadurch werden in den 
Raumen zwischen Rad und Gehause Zentrifugaldruckunterschiede vom 
Betrage 1/4 LI (u2/2g) hervorgerufen (Abb. llI). Man spricht von dem 
"Rotationsparaboloid der Druckverteilung zwischen Rad und Ge
hause". Ein Kranzspalt, namlich der auf der Saugrohrseite des Rades, 

IE 
I 
I 
I 
I 

i 
I 

hat einen Durchmesser D8 <Xl De; dort ist 
~-----;-----j----.-.lJs also der Spalttiberdruck urn den Betrag 

R =~u! (I_(De)2)=~ 1-(~t. H (323) 
42g D" 8 m m, 

kleiner als der Radtiberdruck. Es wird 
also dort 

~ _ (1 _ ~ _ ~ 1 - (~r) H 
---t---.lJe=1 Y - 28m m' 

Abb. 111. Rotationsparaboloid. 

wobei nur auf die vereinfachte Formel (304 b) 
Bezug genommen und von Druckunter
schieden im De-Gebiet abgesehen ist. Dieser 
Uberdruck erzeugt im Spalt eine DurchfluB-
geschwindigkeit 

l/~L1p:-;: ~( m 1 1 -(~:Y) 
a8p = #sp V 2g-y-~PSP V2gHm 1- 4 - 16 m ' 

so daB ein Spaltverlust von 

Q8P ~ #spDe . 8 • ;n; • asp 

(8 = Spaltweite) entsteht. In Bruchteilen der ganzen DurchfluBmenge 
bedeutet dies einen Verlust vom Betrage 

Q.,P = ftspDesJT:Csp_ = 4 ._8 __ ftS~(I _ ~ _ ~ 1 - (~!t). 
Q D2"!..'/2 kH De Yk 4 16 m 

e 4 r g m 

(324) 

Haufig wird auf der Gegenseite des Rades ein Kranzspalt mit dem 
gleichen Durchmesser vorgesehen und der Raum innerhalb desselben 
durch Locher im Radboden oder durch eine besondere Umlellkleitullg 
mit dem Saugraum (dem De-Gebiet) verbulldell. Man erreicht dadurch 
eillen mehr oder millder vollkommell Axialschubausgleich (Abb. llI). 
In diesem FaIle erreicht der Spaltverlust ungefahr den doppelten Be
trag des durch Gleichung (324) angegebenen (insofern namlich, als man 
den Umstand vernachlassigen kann, daB der Druck innerhalb des 
zweiten Kranzspaltes nicht genau gleich dem im Saugraum und auch 
nicht frei von Zentrifugaldruckunterschieden ist). 

D2 1 
Gleichung (324) geht durch Eillsetzen von --'-. ---

~ D~ m 
tiber in 

-~ = 4· ~ . VI (1 - ~ (m - 4~) + 3;,4 (V~2) 

(n~)2 

1,9Yk 
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oder, wenn man den Durchschnittswert fUr k aus GIeichung (302) ein
fUhrt, in 

Q, p 10 8 f's p (1 1 ( 1 ) + 1 (*)4) Qc::-:' ,7· D (n;)'I, , - 4 m - 4m 11,4 ns Is . (325) 

Man sieht, daB bei gleichem n; der Spaltverlust im wesentlichen nur von 
m. abhangt, und daB es einen Wert m gibt, fUr den er ein Maximum er
reicht. Dieses m ergibt sich aus 

1 1 1 
1 - 4 m2 = ° zu: m = 2 . 

Setzt man dies in (325) ein, so wird 

Q,p = 10 7. !...-~ (1 + (n:)4/3) (326) 
Q ' D (n;)2/3 , 11,4' 

flsp ist wegen der ungunstigen Durchstromverhaltnisse immer «< 1, 
man kann es durch besondere konstruktive MaBnahmen sehr niedrig 
halten, im Mittel moge es auf 0,45 geschatzt werden. siD folgt der geome
trischen Ahnlichkeit bei Ausfuhrungen von verschiedener GroBe nicht. 
Wahrend es bei einem De = 0,2 m bei sorgfaltiger AusfUhrung kaum 
unter 0,001 gebracht werden kann (s = 0,2 mm), verringert es sich bei 
groBenAusfUhrungen (De> 2 m) unter Umstanden auf 0,0005 (s = 1 mm). 
Wir setzen es im Mittel = 0,00075. Fur ein ns = 0,25 (n. = 74) ergibt 
sich dann Q 

QP = ",,0,009 

fur einen Spalt und 0,018 bei zwei Spalten. Bei der GeringfUgigkeit dieses 
Betrages stelleh wir fest, daB wir uns bei der Festlegung von m um den 
Spaltverlust nicht zu kummern brauchen; wir bemerken vielmehr, daB 
dieser VeTlust weit mehr als durch die hydraulischen VerhlHtnisse, 
durch besondere konstruktive und fabrikatorische MaBnahmen zu be
einflussen ist. Bei Axialradern gilt die obige Uberlegung wegen des Fort
falles des Rotationsparaboloides nicht mehr; auch bei Diagonal
radern herrschen schon andere Verhaltnisse, alle diese Rader haben aber 
schon so groBe Schluckfahigkeit, daB es sich nicht lohnt, den EinfluB 
von m auf den Spaltverlust zu untersuchen. 

e) Variation derWerte Da/D" m und k fur die Kreiselradtypen. 
In den vorausgegangenenAbschnitten sind sie Einflusse der obigen GroBen 
auf die Form der Typen und ihre Verluste eingehend besprochen worden. 
Dabei sind die Zahlenbeispiele schon den bewahrten AusfUhrungen ent
sprechend gewahlt worden. Die dabei errechneten Verluste gelten fUr 
GroBausfiihrungen mit GroBleistungen. Kleinere mit kleineren Leistun
gen haben, entsprechend den kleineren Reynoldsschen Zahlen ihrer 
Stromungszustande, groBere Verluste. . 

Uberlegungen, wie sie in dem vorangegangenen Abschnitt angestellt 
worden sind, haben Hand in Hand mit den Modellversuchen fUr Tur
binen zu einer ziemlich festliegenden Reihe von Durchschnittsformen 
fUr die Typen der verschieden schnellaufigen Kreiselrader gefuhrt. Im 
Pumpenbau weichen die Ausfuhrungen fUr ein bestimmtes ns starker 
voneinander abo 
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In den Abb.112 u. 113 sind die nach den Richtlinien der vorigen 
Abschnitte gewahlten Werte fiir Pumpen bzw. Turbinen dargestellt. 
Sie sind nach aHem, was uber sie schon gesagt worden ist, nur als mittlere 

2,0 ~o 

f?9 
1.5 0,8 
'rp 

0,6' 
1,0 0,5 

0,'1 

43 
q,5 0,2 

0,1 

h 

1\ 

"'~ ...... .J~-; 

100 200 300 '100 500 6'00 700 800 .900 1000 
~n8 

Abb. 112. CharakterLstiken der Pumpen. 

Richtschnur fUr den Entwurf von Kreiselradern ~ufzufassen. In dem 
Pumpendiagramm ist auBer DaJD., m und k die Geschwindigkeits
energie am Radaustritt (unter der Annahme cma = ce) und die Rad-
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Abb. 113. Charakteristiken der Turbinen. 

seitenreibung mit dargestellt; im Turbinendiagramm nur die Radseiten
reibung. Diese ist nach Gleichung (315) gerechnet, die aber, wie schon 

erwahnt, nur fiir Werte r;; ::;?> 1 gilt. Unterhalb des Wertes ~a = 1,2 
, e 

ist daher die Radseitenreibung nicht mehr angegeben (sie spielt fur die 
betr. Rader keine Rolle mehr). 
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42. Das Verhalten del' versehiedenen Typen bei weehselnden 
Betriebszustanden. 

a) Der Modellversuch und der Abnahmeversuch. 
Grundsatzlich muB hervorgehoben werden, daB der Abnahmeversuch 

an Ort und Stelle niemals auf die Genauigkeit Anspruch machen kann, 
die sich in einer besonderen Versuchsanstalt erreichen laBt. Die Schwierig
keiten liegen dabei sowohl auf seiten der Wassermengen-, wie auch der 
Leistungsmessung. Beide lassen sich in der Versuchsanstalt mit weit 
hoherer Genauigkeit durcbfiihren. Da im iibrigen die konstruierende 
Praxis, sofern sie auf Weiterentwicklung der Maschinen Wert legt, die 
versuchsmaBige Forschung nicht entbehren kann, so hat gerade in der 
Pumpen- und Turbinenindustrie der Versuch in eigener Versuchsanstalt 
groBe Verbreitung gewonnen. Pumpen, die in weitaus normalerer Fabri
kation sowie weitaus mehr als Turbinen mit kleinen Abmessungen und 
Leistungen hergestellt werden, konnen dort sehr oft unmittelbar in der 
ffir die Ablieferung bestimmten Ausfiihrung untersucht werden. Reicht 
dabei die zur Verfiigung stehende Leistung nicht aus, so nimmt man die 
Versuche mit herabgesetzter Drehzahl und damit wesentlich verringerter 
Leistung vor. Turbinenausfiihrungen konnen in der Versuchsanstalt 
des Lieferwerkes nur sehr selten in wahrer GroBe erprobt werden. Statt 
des sen wird ein Modellversuch vorgenommen, bei dem die wesentlichsten 
Teile der Maschine (Spirale, Leitapparat, Saugrohr, manchmal auch nur 
Rad- und Saugrohr, vgl. 35) geometrisch getreu verkleinert ausgefiihrt 

und mit ahnlichen Betriebszustanden (;; bzw. ,! = const) erprobt 
werden. . 1 H v H 

1m folgenden werden an Hand schematischer Plane die wesentlich· 
sten Einrichtungen solcher Versuchsanstalten beschrieben1 . 

Ein Schema einer Modellversuchsanstalt ffir Turbinen zeigt Abb. 114. 
Die Turbine T ist dort mit vertikaler Welle und geradem kegelformigem 
Saugrohr gezeichnet; man sieht aber auch horizontale Einbaumoglich-' 
keiten mit Saugrohrkriimmern vor. Die Turbine sitzt in einem ge
schlossenen Druckkessel K d • Ihre "VelIe W tritt durch eine Stopfbiichse 
aus dem Kessel heraus und tragt eine Bremsscheibe B, um die ein sog. 
"Pronyscher Zaum" gelegt ist. Die mechanische Leistung geht am 
Bremszaum in 'Varme iiber und wird durch das Produkt von Brems-

M·n 
moment und Drehzahl nach der Formel N = 716,2 gemessen. Das Mo-

ment wird durch ein Gewicht G und die Lange eines am Bremszaum 
befestigten Hebelarmes ermittelt. Der Druckkessel wird durch die 
Pumpe Pa unter Druck gesetzt, welche aus einem Pumpensumpf U 
Wasser ansaugt und es der Turbine T zudriickt. 1m Druckkessel sind 
Beruhigungs- und Gleichrichtervorrichtungen V vorgesehen. Von der 
Turbine stromt das Wasser durch das Saugrohr S in einen Saugkessel K., 
in dem durch Absaugen des Wassers mittels der Wasserpumpe Ps und 
der Luft mittels der Luftpumpe PI eine freie Oberflache unter Vakuum 

1 Vgl. Z. d. V. d. I. 1929. Nr. 36. "Das Institut fUr Stromungsmaschinen 
a. d. Techn. Hochschule Karlsruhe." 

Spannhake, Krciselriider. Bd. I. 14 
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von beliebiger Hohe gehalten wird. Die Pumpe p. fordert das Wasser 
in den MeBkanal M, wo es durch besondere Vorrichtungen V beruhigt 
und seine Menge durch die Uberfallhohe h tiber der Kante D gemessen 
wird. Hinter dem Uberfail fiilIt das Wasser in den Pumpensumpf U, 

0,90 
von dem aus der Kreislauf von neuem 
beginnt. Durch Regulieren der Druck
und Saugpumpen entweder mittels del' ~'tt,~80 
Drehzahl ihrer Antriebsmotoren oder ~ 9,70 

mittels Drosseln in den Leitungen kann ....,~ 
0,60 

man innerhalb der Leistungsfiihigkeit 

9,'10 

~30 

0,10 

N 
II 

/ 
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/ ns 
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der Pumpen jedes Gesamtgefaile und 
dieses wieder belie big aufgeteilt in seine 
Anteile Druck- und Sauggefaile bei ge
gebener Wassermenge herstellen. Da 
sich kleinere Schwankungen des Be
harrungszustandes und damit auch der 
DurchfluBmenge an del' Turbine nicht 
vermeiden lassen, so muB man den 
Druck im Druckkessel und das Vakuum 

o 10 20 30 '10 50 60 70n; 

im Saugkessel durch Druckregulierungen 

Abb. 115. Bremsdiagramm eines 
Langsamliiuiers. 

automatisch konstant halten. Diese bestehen aus zusatzIichen Neben
kreislaufen, die Wasser durch eine Leitung Rd aus dem Druckkessel Kd 
in den Pumpensumpf U bzw. durch eine Leitung Rs aus dem MeBkanal M 
in den Saugkessel Ks zurticklassen. Diese Nebenstromungen werden bei 
sinkendem Druck in Kd bzw. steigendem in Ks starker und im um
gekehrten Faile schwacher gedrosselt. 

Eine solche Einrichtung wird in folgender Weise bentitzt: Man stellt 
bei konstantem Druck- und Sauggefaile eine gewisse Anzahl von Ver-
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Abb. 116. Bremsdiagramm eines Schnelliiufers. 

suchsreihen her, dadurch, daB man in jeder Reihe eine bestimmte Leit
schaufelstellung konstant halt und die Drehzahl zwischen Null und der
jenigen variiert, bei der kein Moment mehr gemessen wird (Festbrems
moment und Leerlauf- bzw. Durchgangsdrehzahl). Man erhalt dann 
Diagramme nach den Abb. 115 und 116, von denen 115 fUr einen Lang
samiaufer, 116 fUr einen SchnelIaufer gilt. Der wesentlichste Unter
schied zwischen beiden i'3t der, daB beim Langsamlaufer die Wassermenge 
bei steigender Drehzahl abnimmt, wahrend sie beim Schnellaufer steigt. 

14* 
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Wenn man die Versuchsreihe fUr genugend viel verschiedene Leit
apparatstellungen durchgefiihrt hat, so kann man zwei raumliche 
Flachen, und zwar die Wirkungsgradflache s = t.(eX, n) und die Wasser

elL ffir ex - /(Ol7sl: 

mengenflache Q = t q (eX, n) 
herstellen. Diese beiden 
Flachen, deren jede aus 
den einzelnen Diagram
men der bei festgehalte
ner Leitschaufelstellung 
durchgefiihrten Versuchs
reihen aufgebaut ist, sind 
in den Abb. 117 und 118 
dargestellt. Durch gra
phische Elimination von 
eX aus beiden ergibt sich 
eine Flache s = t(Q, n), 
die man in der Q-n

n Ebene durch Kurven kon
~=A:::b=b=-.-11-7-.L'-V-ir-k-U-ng-S-gI-.a-d-f1-aC-h-e-e-in-e-r-T-u-rb-in-e-.--:j;..· stanten Wirkungsgrades 

darstellt. AuBerdem lassen 
sich in diesem Diagramm die Kurven konstanten Leitradwinkels, kon
stanter Leistung und konstanter spez. Drehzahl einzeichnen. Zur be
quem en Anwendung rechnet man das Diagramm auf das Gefalle lund 

Abb. 118. Wassermengenfliiche einer Turbine. 

den Durchmesser D = I um. So erhalt man dureh den Versueh genau 
solehe Diagramme, me sie in 34 in den Abb. 89-91 als Ergebnisse der 
Reehnung erwahnt worden sind. Rier mage noeh Abb. 119 hinzugefugt 
werden, die auch die Ni und ns-Kurven enthalt. Aus den Q-n-Dia
grammen kann man Kurven, wie sie Abb. 120 zeigt, dureh Einsehneiden 
mit n = konstant entnehmen1. 

1 Nach Angaben der Firma J. M. Voith·Heidenheim a. Brenz. 
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Bei einer Kaplanturbine geniigen die Variationen der Leitrad
stellung :r.llcht, man muB zu jeder Serie auch noch mehrere Laufrad-

~Or---r--''--'---'---'---r---r---r---r--~ 
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Q; mo/sek 
Abb. 119. Q-n·Diagramm einer Turbine. 
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Abb. 120. Wirkungsgrads· und Leistungskurven fiir konstante Drehzahl. 
KT = Kaplanturbine, FT=Francisturbine, PT=Propellerturbine. 

stellungen untersuchen. Man erhiiJt dann mehrere Q-n-Diagramme, 
deren jedes fiir eine bestimmte Laufradstellung gilt. Aus diesen kann 
man aIle diejenigen Kombinationen von Leit· und Laufradstellungen 
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zusammensuchen, welche bei gegebenem konstantem n jeweils den besten 
Wirkungsgrad ergeben (vgL Abb. 120). 

Die GroBe der Modellrader kann nach neuesten Erfahrungen sehr 
gering gewahlt werden; so hat z. B. das Laboratorium fiir Stromungs
maschinen· der Technischen Hochschule Karlsruhe, das nach dem be
schriebenen Schema eingerichtet ist, Modellversuche fiir die Kaplan
turbinen des Oberrheinischen Kraftwerkes Ryburg-Schworstadt im 
MaBstab von ca. 1: 30 ausgefiihrt. Die GroBausfiihrungen erhalten 
Rader von 7 m Durchmesser, die Modellrader hatten einen solchenvon 
230 mm. Schon mit diesen wurden bei Anwendung eines geraden Saug
rohres bei 5 m Gefalle und 10 PS Leistung Wirkungsgrade von maximal 
87 % festgestellt, wahrend man bei den GroBausfiihrungen mit Saugrohr
kriimmern bei 10 m Gefalle und Leistungen von 40000 PS solche von 
iiber 90 % erwartet. 

Bei Abnahmeversuchen in der Praxis lassen sich naturgemaB Ver
suche in dem geschilderten Umfang nicht durchfiihren. Es interessiert 
dort immer nur die Wirkungsgradkurve fiir eine konstante Drehzahl und . 
ein konstantes oder einige wenige konstant gehaltene Gefalle.· Diese 
Kurven werden auf Grund der Modellversuche und der aus ihnen fiir 
die speziellen Betriebszustande der Praxis ermittelten Wirkungsgrad
kurven garantiert und beim Abnahmeversuch nachkontrolliert (vgL 
Abb.120). 

Fiir Freistrahlturbinen, die hier mit erwahnt werden mogen, ver
einfacht sich naturgemaB die Versuchseinrichtung, da es hier kein Saug
gefalle gibt. Die Diisenkonstruktion der Freistrahlturbine, die an Stelle 
des Leitapparates der Vollturbine tritt, wird mittels Rohrleitung an den 
Druckkessel Kd angeschlossen und der AbfluB vom Rade geht unmittel
bar in den MeBkanal M. 

Auch zur Untersuchung von Pumpen benotigt man nur Pumpen
sumpf und MeBkanal und braucht das Druckrohr der Pumpe nur vor 
der Beruhigungsvorrichtung V in diesen zu leiten. GroBe SaJIghohe kann 
man durch Drosseln in der Saugleitung, groBe Druckhohe durch dasselbe 
Mittel in der Druckleitung erzielen. Dabei tut man gut, darauf zu achten, 
daB die Drosselorgane geniigend weit von der Pumpe entfernt sind und 
zentrisch in den Rohrleitungen sitzen, damit die unmittelbare Zu- und 
Abstromung an der Pumpe nicht gestort wird. Die Messung der zu
gefiihrten Leistung geschieht am besten durch Einbau eines Torsions
dynamometers (Amsler oder Fottinger) zwischen Antriebsmotor und 
Pumpe. Das Schema einer solchen Sondereinrichtung fiir Pumpen zeigt 
Abb.121. 

Die Versuchsreihen fiir die Pumpen konnten prinzipiell ebenso durch
gefiihrt werden, wie bei Turbinen. Pumpen werden aber nur in ganz 
besonderen Fallen mit drehbaren Schaufeln gebaut. Man begniigt sich 
haufig mit Drosselreglung und Antrieb durch Drehstrommotoren, d. h. 
also mit konstanter DrehzahL Dementsprechend wird auch der Abnahme
versuch oder der auf dem Priiffeld bei konstanter Drehzahl so vor
genommen, daB man durch Drosseln in Druck- oder Saugleitung den 
Betriebszustand andert und die sich einstellende Fordermenge bzw. den 
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zwischen Saug- und Druckstutzen 
sich ergebenden Unterschied der 
Stromungsenergie miBt. Den glei
chen Versuch nimmt man bei ver
schiedenen konstant gehaltenen 
Drehzahlen vor; insbesondere auch, 
um festzustellen, ob die Pumpe bei 
irgendeiner praktisch vorkommen
den Drehzahl "a breiBt" . Solange 
dies nicht der Fall ist, und die Be
triebszustande bei verschiedenen 
Drehzahlen ahnlich sind, stehen 
dann die Q-H-Kurven 'fiir ver
schiedene Drehzahlen untereinander 
in der punktweise erfiillten Bezie
hung H <:Xl Q2. Die Kurven ahn
licher Betriebszustande sind also 
Parabeln zweiten Grades. Die 
hydraulisch verbrauchte Leistung 
(nach Abzug von Lager- und Stopf
biichsenreibung) geht mit der 
dritten Potenz der Drehzahl, so 
daB, wenn wir die N -Q-Kurven 
mit ins Diagramm hineinnehmen, 
die Ahnlichkeitskurven fiir diese 
Parabeln . dritten Grades werden. 
Die Abb. 122 und 123 zeigen in 
dieser Weise aufgenommene Pum
pencharakteristiken, und zwar 122 
fiir einen. Langsamlaufer, 123 fiir 
einen Schnellaufer. 

Statt die Kurven fiir die ver
schiedenen Drehzahlen zu zeichnen, 
kann man, solange man tatsach
liches Erfiilltsein der Ahnlichkeit 
der Betriebszustande gleichen Wir
kungsgrades und gleichen Verhalt
nisses Q/n voraussetzen darf, mit 
einem einzigen Diagramm aus
kommen. Man rechnet hierzu aus 
irgendeinem fiir konstantes n ge
zeichneten Diagramm die Einheits
werte genau so wie beiTurbinen 
aus, indem man auf den Bezugs
durchmesser D. = 1 und die Nutz-

215 

forderung Hn = 1 nach den Formeln n~ = n . De; Q~ = _Q- redu-
fH,. D~ fH,. 

ziert. Man tragt dann iiber der Schluckfahigkeit Q~ die Stichzahlen nl 
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Abb. 122. Drosselkurveu filr einen Pumpen·LangsamIaufer. 
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und den Wirkungsgrad 13h auf. Niitzlich ist es, sich auch noch die 
spezifische Drehzahl nach irgendeiner der moglichen Formeln z. B. 

ns = Hn VH" = VH~ 
n VQ· H" nVQ ~ 

m 
$2 
.I-;:~---~o ch 

0;8 80% 
0;6 60 I 

I 
I 
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o q05 q10 415 
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Abb. 124. Beziehung zwischen Einheitsdiagramm und Diagramm fiir konstante Drehzahl elnes 
1 Pumpentypus. 

mit in das Diagramm einzutragen. Auf diese Weise, die durch die 
Abb. 124 veranschaulicht wird, sind aus den Abb. 122 bzw. 123 die 
beiden Abb. 125 bzw. 126 entstanden. Dabei wurde die Tatsache 
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Abb. 125. Einheitsdiagramm eines Pumpen

LangsamJaufers. 
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Abb.12O. Einheitsdlagramm eines Pumpen
Schnelliiufers. 

zugrunde gelegt, daB die Kurven der Abb. 122 mit einem Rade von 
dem Durchmesser 100 mill, diejenigen der Abb. 123 mit einem vom 
Durchmesser 220 mm gewonnen wurden. Die "Einheitsdiagramme" der 
Abb. 125 bzw. 126 konnen zum Dimensionieren in der in 37 angegebenen 
Weise benutzt werden. AuBerdem zeigen sie sofort, in welchem Bereich, 
und mit welchen Wirkungsgraden man gegen eine konstante Forderhohe 
durch .Anderung der Drehzahl verschiedene Wassermengen fordern kann 
(hieriiber siehe auch den SchluB von 42 i). 
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b) Die durch die Grundzugstheorie nicht zu erklarenden 
Versuchserge bnisse. 

Bereits in 34 ist darauf hinge wiesen worden, daB die Grundzugstheorie 
nur so lange richtige Ergebnisse liefern kann, als ein einigermaBen inten
siver DurchfluB durch die Maschine besteht. 

Vollkommen von dieser Voraussetzung weicht der Betriebszustand 
der Kreiselpumpe ab, bei dem gar keine Fliissigkeit gefOrdert wird, ent
weder, weil der Druck- bzw. der Saugschieber geschlossen ist und das 
Kreiselrad schon lauft (Anfahrzustand) oder weil die zu uberwindende 
Forderhohe gerade den Wert hat, den auch die Pumpe gerade bei Null
forderung erzeugen kann (Schwebezustand der Fliissigkeitssaule). Auch 
der Nullforderung benachbarte Zustande weichen von den Vorausset
zungen der Grundzugstheorie erheblich abo Die Folge ist, daB man drei 
wichtige BetriebsgroBen der Kreiselpumpen grundsatzlich iiberhaupt 
nieht und praktisch nicht mit geniigender Sicherheit durch die Grund
zugstheorie berechnen kann: Die bei Nullforderung erzeugte Forderhohe 
(den Druck bei geschlossenem Schieber), den Leistungsverbrauch bei 
Nullforderung und schlieBlich den Verlauf der Forderhohe in der Um
gebung der Nullforderung. Von del' genauen Leistungsaufnahme des 
Kreiselrades, die ja auch von der nach del' Grundzugstheorie errechneten 
abweicht, moge in diesem Zusammenhange abgesehen werden. Bei dem 
Leistungsbedarf bei Nullforderung talit auf, daB er bei Langsamlaufern 
geringer als bei Schnellaufern ist. Wahrend er bei Langsamlaufern 
ca. 30% des Leistungsbedarfs bei bestem Wirkungsgrade betragt, steigt 
er bei Schnellaufern auf iiber 100% des Bedarfes im besten Betriebs
zustand. Hinsichtlich der Forderhohe interessiert insbesondere die Frage, 
ob sie von dem Wert bei Nullforderung mit zunehmender Betriebsmenge 
monoton abfallt oder zuerst ein Maximum erreicht (das also hoher liegt 
alsder Druck bei geschlossenem Schieber) und dann erst abfallt. 

Weniger stark als bei Kreiselpumpen sind die bei Turbinen vor
kommenden Abweichungen von den Voraussetzungen und Ergebnissen 
der Grundzugstheorie. Hier kommt niemals ein Betriebszustand mit 
Nullbeaufschlagung VOl'; der extremste Betriebszustand ist der Leerlauf 
der Turbine bei konstantem Gefalle und konstanter Drehzahl, der ge
rade nur durch eine bestimmte Beaufschlagung aufrecht erhalten wer
den kann. Diesel' Leerlaufbetriebsmenge entspricht ein Energiever
brauch, der ihr wegen des konstanten Gefalles proportional und auch hier 
wieder bei Langsamlaufern geringer, bei Schnellaufern groBer, im ganzen 
Durchschnitt abel' wesentiich geringer ist als der Leistungsbedarf der 
Kreiselpumpen bei Nullforderung. 1m Gegensatz zu diesem aber kann 
der Leerlauf-Energieverbrauch der Turbinen zu einem sehr erheblichen 
Teil durch die Vorstellungen der Grundzugstheorie erklart werden. Dies 
mage jetzt geschehen. Dazu stellen wir fUr das Gefalle, den Eintritts
stoB und den Saugrohrverlust bei allgemeinen Betriebszustanden Aus
driicke her, die im wesentlichen nichts sind als Umformungen der in 34 
gegebenen, von Q und n abhangigen Formeln filr diese Gr6Ben. Die neuen 
Ausdriicke enthalten jedoch diejenigen Werte, die sofort die verschiede
nen Typen zu unterscheiden gestatten. 
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Wir gehen von dem normalen Betriebszustand aus, nach dem die 
Typen hinsichtlich ihrer Schnellaufigkeit unterschieden werden; dieser 
ist charakterisiert durch die Beziehungen: 

H = mo· u!". c2 C~ 
m. g' 2; = 2~ = ko • Hm. ; Q = Qo ; 

*=~~rrc n, D V "'0 • 
Day:;;; . 

C: = 0 I 2g , 

(327) 

Einen hiervon abweichenden Betriebszustand kennzeichnen wir durch 
ua = X, ua• ; k = y2 • ko ; Q = y • Qo ; 

(328) 

In Abb. 127 ist das Eintrittsdreieck des normalen Betriebszustandes mit 
U a., Cmu.' Cu •• = mo· U a• ausgezogen gezeichnet. Um keine un
wesentlichen Faktoren mitschleppen 

1< 
zu miissen, wollen wir dem Durc, h- ... 1 ~ __ IE 
schnitt der Verhaltnisse entsprechend 
cm• = cm• = cm, annehmen, wie es in 
40d schon mehrfach geschehen ist. 
Ein anderer Betriebszustand, fiir den 
aIle Abweichungen von den norma
len Werten ua" mo' ko positiv an
genommen sind, ist durch das ge
strichelt gezeichnete Diagramm (Tra-

"I 

Pez) dargestellt. Es ergibt sich zu- Abb. 127. Turbineneintrittsdreieck fUr nor
malen und abweichenden Betriebszustand. 

nachst fiir die Winkel 

Vg·Hm 

cotgiXo = mo· Uao = mo ~ = l,tm; 
Cm. V2g ko • Hm. r 2k ' 

(329) 

t fl ' (mo - 1) . Ua. mo - 1 
co g a = = . 

Cm. Y2mo' ko 
(330) 

Wir wollen zunachst nur Turbinen mit unverstellbaren Laufradschaufeln 
betrachten, dann ist fla eine Konstante; dementsprechend ist das ge
strichelte Diagramm gezeichnet. Dagegen ist IX mit dem Betriebszustand 
veranderlich, es ist namlich: 

f-t. mo 'Ua f-t 
cotgiX = • = -. cotglXo' (331) y.cm .. Y 

Nunmehr kann man Cs ausrechnen; es wird: 
mo -1 

Cs = ua + cm • cotg fl - cu. = X • ua• + y . Cm • • -;;- - fl . moua• 
r2mo ko 

= :1: - Y +ymo(Y - f-t)ygHm •. 

mo 

Damit wird der StoBverlust: 
c! -' (:1: - Y + mo (Y - f-t»)2 • H 
2g - 2mo m.· (332) 
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In Abb. 128 ist'das normale (rechtwinklige, drallose) Austrittsdiagramm 
ausgezogen und eines fUr groBeres u und groBeres Ctn gestrichelt gezeich
net. Die ctn-Komponente ist vergroBert auf: 

ctnj = YY2gkoHtno 
auBerdem ist eine cu-Komponente neu entstauden im Betrage von 

Icu;1 = Ib - Aud . (333) 
Nun ist aber: 

b : a = uio : Ctn., also: b = a • _,_0_ = '0 ' •• u 

oder b = (y - 1;' uio, andererseit:~;o Au,; = (~i~ 1) . Ui:o 

Ui YCm · - Cm· I 
(334) 

fOlglich: Icuil = I(y - x)· Uio\' 
Dieses CUi 

Hiermit: 
ist entgegengesetzt u gerichtet, wenn (y - x) positiv ist. 

( ) 8 D. Y - x ,r:;u-
CUi = y-x ·0, 'j).uao=0,8n---rgHtno' (335) 

'""!'E;----XUio~ 

"""'E;----l.I.io 311 eLI 311 

a a,~ -ymo 
D. 

SchlieBlich wird die vergroBerte Aus
trittsenergie: 

c: ( (y - X)2) 
2g = y2. ko + 0,32 (~:r mo • Hmo' (336) 

Von dieser Energie ist der zweite Teil, 
der auf die Umfangskomponente zuruck

Abb. 128. Turbinenaustrittsdiagramm geht, so gut wie ganz verloren, der erste 
fiir normalen und abweichenden Be- setzt sich ungefahr mit dem gleichen 

trlebszustand. 
Wirkungsgrad, wie beirn normalen Be-

triebszustande wieder in Druck um. Der Verlust im Saugrohr kann 
also mit: 

V8 = (~a . y2 • ko + 0,32 (~)2 ::) . Htno (337) 

angesetzt werden. Dieser Ausdruck kann mit Hille der Gleichung (281) 
umgeformt werden in: 

V = (r . y2 • k + ° 168 (y - x)S . (n:)2) . H (338) 
8 <,a 0' Yko tno , 

oder auch, wenn fUr ko der Durchschnittswert aus Gleichung (302) ein
gefiihrt wird: 

V8 = 0,14 (n:)'/' gay2 + 3,2 (y - X)2} • Htno ' (339) 
Dies laBt sich aber auch, wenn man den Saugrohrverlust bei normalem 
Betriebszustande mit Vso bezeichnet und man bedenkt, daB 

Vso = ~a' ko Hmo = 0,14 • ~a • (n:')'/ •• Hmo ,(340 
ist, in der Form: 

V8 = y2 • V80 + 0,45 (y - X)2 • (n:')'/ • • Htno (341) 
schreiben. 
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Man sieht zunii.chst, daB bei gleichen prozentualen Anderungen des 
Betriebszustandes (gleichen x und y) der Saugrohrverlust in zwei Teile 
zerlii.llt, von denen bei gleicher prozentualer Veranderung der Beauf
schlagung der erste fiir alle Typen die gleiche prozentuale Veranderung 
zeigt, wahreI).d der andere mit steigender Schnellaufigkeit sich immer 
starker andert. Dies riihrt davon her, daB die schnellaufigen Typen mit 
verhaltnismaBig groBeren Umfangsgeschwindigkeiten arbeiten und die 
zusatzlich entstehenden cUj-Komponenten bei gleicher Anderung der 
Beaufschlagung um so groBer sind, je groBer die Umfangsgeschwindig
keiten sind (Gleichung (334»). Hiermit ist sofort ein wesentlicher Grund 
dafiir gefunden, daB Schnellaufer mit unverstellbaren Laufradschaufeln 
eine wesentlich hohere Leerlaufbeaufschlagung brauchen und im Zu
sammenhang damit ihre Wirkungsgradkurve wesentlich steiler abfii.llt, 
als dies bei Langsamlaufern mit unverstellbaren Laufschaufeln der 
Fall ist. 

Wir benotigen ferner noch einen Ausdruck fiir das Gefalle Hm des 
veranderten Betriebszustandes (das Nutzgefalle der Turbine). Es ist 

H ro A( ) ro ) m·ua·u -CU;'Uj m = - LJ Cu· r = - (m· uao • ra - CUi. T. = 0 a • 
f/ f/ f/ 

Hier ist CUi = - (y - X) • uio einzufiihren. Man erhalt: 

p- • mo· x· u~o + (y - x) • 0.64 (~:Y . x· u!. 
Hm= ----------------------~~------

f/ 

= x\,u + 0,64 (£. -; x I· Hmo' 
--) . mo Pe 

(342 a) 

Fiihrt man hierin wieder statt (~a r· mo in bekannter Weise n* ein, so 
kommt: e 

Hm = x {,u + 0,9 (y - x)· (n:)'!,} Hmo' (342b) 

Die entwickelten Beziehungen wollen wir nun zur zahlenmaBigen Unter
suchung der Leerlaufzustande einer extrem langsamlaufenden und einer 
ausgesprochenen schnellaufenden Turbine verwenden. 

Ein Langsamlaufer mit n~ = 0,25 (ns = 74) hat erfahrungsgemaB 
bei normaler Drehzahl (x=I) eine Leerlaufwassermenge, die etwa 10% 
von derjenigen des besten Wirkungsgrades betragt. Hiervon entfallen etwa 
1,5 % auf die Spaltwassermengen, so daB 8,5 % fiir den Leerlaufbetrieb ver
bleiben. Dieser wird mit einem Hm aufrecht erhalten, das den Leistungs
bedarf der Lager-, Stopfbuchsen- und Radseitenreibung deckt. 
Gleichung (316) liefert fiir die normale Wassermenge Qo als Gefalls
aquivalent fiir die Radseitenreibung allein ein bestimmtes hNor ; da 
aber jetzt nur 8,5% von Qo zur Verfiigung stehen, so ist jetzt: 

S 93.105 (} 

hNsr flir Leerlauf = ToS5 . (n*)2. m':, . (343) 
, 8 0 

Dies liefert mit n: = 0,25; e = 1,1. 10-9 , mo = 1,08 (s. Abb. 127) 

hNsrftirLeerlauf = 0,15 Hmo' (344) 
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FUr Lager- und Stopfbuchsenreibung mogen zwei Drittel dieses Wertes 
zugeschlagen werden, so daB also 

Hmflb: Leerlanf = 0,25 . Hmo (345) 

den Verhiiltnissen entsprechen diirfte. Aus Gleichung (342) ergibt sich 
jetzt mit 

;m = 0,25; x == 1; y = 0,085: 

mo fl'fiir Leerlauf = 0,38 . 
(346) 

Nunmehr kann der StoBverlust ausgerechnet werden; aus Gleichung (332) 
ergibt sich: 

( 
C2 ) -'- = 0,16Hmo ' 
2g fib: Leerlauf 

(347) 

SchlieBlich wird der Austrittsverlust nach Gleichung (339) mit l;a = 0,15 

( 
C2 ) 
_i_ = 0,06 Hmo' 
2 g fib: Leerlauf 

(348) 

Die Summe der nach der Grundzugstheorie errechenbaren Verluste be
tragt also (mit Vernachlassigung der Kanalreibung im Leitrad und Lauf
rad) 

(0,25 + 0,16 + 0,06) Hmo = 0,47 Hmo' (349) 

wahrend in Wahrheit (wenn beim besten Betriebe e. = 0,91 ist) etwa 
1,1 Hmo zur Verfiigung stehen. Es wird also irgendeine zusatzliche 
Leistung verbraucht vom Betrage 

N - 0,63· 0,085Qo' Hmo. N 
zus. - Qo • Hmo 0 

= 0,0535· No, (350) 

also von"'" 51/ 2 % der beim besten Betriebe entwickelten Stromungs
leistung. Dies ist etwa das 3,5fache der Radseitenreibung und an sich 
gering gegeniiber dem zusatzlichen, durch die Grundzugstheorie nicht 
erklarbaren Leistungsbedarf eines entsprechenden Pumpenlangsam
laufers bei Nullforderung. 

Die gleiche Uberlegung moge fUr einen Schnellaufer durchgefiihrt 
werden. pie Leerlaufwassermenge mit y = 0,35 ist hier einem Versuch 
mit einem als Propellerrad betriebenen Kaplanrad entnommen, das beim 
besten Betriebe mit n. = 600 ein mo = 0,33 und ein ko = 0,22 hatte. 
Da Spaltverlust, Radseiten-, Lager- und Stopfbuchsenreibung hier auch 
gegeniiber der Leerlaufleistung nur gering sind, mogen sie ganz vernach
lassigt werden. Mit anderen Worten, wir setzen hier 

Hmftir Leerlauf = o. (351) 

Bei dem erprobten Rade ist ~a = 0,8 und mo = 0,33 bekannt, wir 

verwenden daher hier Gleichung (342a) und erhalten 

fl'fiir Leerlauf = 1,97 . (352) 
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Aus Gleichung (332) folgt dann 

( c; ) - = 0,182· Hmo' 
2 (J ffir Leerlauf 

(353) 

An Stelle von Gleichung (339) beniitzen wir Gleichung (337) und finden 

VSftir Leerlauf = 0,645 Hmo' (354) 

Die Summe von Gleichung (353) und (354) liefert (wieder miter Ver
nachlassigung der Kanalreibung in Leitrad und Laufrad): 

Verluste bei Leerlauf = 0,827 Hmo' (355) 

wahrend :;; = 1,15 Hmo (bestes e. = 0,87) zur Verfiigung stehen. Es , 
bleibt also hier eine Zusatzleistung 

N = 0,323·0,35· QoHmo N - ° 113N 
zus. QoHmo 0 -, 0' 

also 11,3 % der normalen Stri::imungsleistung durch die Grundzugstheorie 
nicht nachweisbar. Dies ist zwar wesentlich mehr als beim Turbinen
langsamlaufer, aber immer noch bei weitem nicht soviel als beim ent
sprechenden Pumpenschnellaufer. 

In IX, 43 wird nochmals auf diese Verhaltnisse eingegangen. 

43. Die Regulierung der vollbeaufschlagten, geschlossen durch
stromten Kreiselriider. 

A1s Hauptproblem der Regulierung ist die Aufgabe anzusehen, bei 
gleichbleibender Drehzahl mit Pumpen verschiedene Mengen bei ver
langter gleichbleibender Nutzfi::irderhi::ihe zu fi::irdern und mit Turbinen 
bei gegebenem gleichbleibendem Bruttogefalle verschiedene Mengen zu 
verarbeiten. Dabei solI der Wirkungsgrad mi::iglichst ebenfalls gleich
bleiben. Wenn es gelange, ihn vollkommen konstant zu halten, so wiirde 

das Regulierproblem einfach heiBen: Die Radenergie Hm = ~ LI (cu' r) 
(J 

soli von der Variation der Betriebsmenge Q unberiihrt bleiben. DaB diese 
Forderung nicht streng erfiillt werden kann, geht schon daraus hervor, 
daB durch die Veranderung der Betriebsmenge bei sonst gleichbleibenden 
Betriebsgri::iBen die spezifische Drehzahl der Maschine weitgehend ge
andert wird und man demnach fiir die verschiedenen Betriebszustande 
aus einer Maschine verschiedene Typen machen miiBte, um den erreich
bar besten Wirkungsgrad wirklich zu erzielen. Weitgehend annahern 
ki::innte man sich diesem Ziel, wenn es gelange, die Geschwindigkeits
diagramme mi::iglichst an allen Stellen der Maschine, mindestens aber 
an den Ein- und Austrittsstellen der Rader und Leitapparate konstant 
zu halten. Dies wiirde, da die Drehzahl und damit die Umfangsgeschwin
digkeiten die gleichen bleiben, zwar unveranderliche Schaufelwinkel 
gestatten, aber veranderliche -Querschnitte der Rader und Leitapparate, 
sowie auch der unmittelbar anschlieBenden Teile der iibrigen Organe 
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(Saugrohre, Spiralgehause) verlangen. Dadurch wiirde die Radenergie 
Hm tatsachlich unverandert erhalten werden. Der Wirkungsgrad wiirde 
nur insofern variieren, als die Kanalformen zwischen den Schaufeln 
bei kleinen Betriebsmengen doch ungiinstige Formen erhielten. StoB
verluste wiirden aber so gut wie ganz vermieden werden. Die Ausfiihrung 
des Gedankens (der sich bei Freistrahlradern, wie wir in XI. sehen wer
den, in einfacher Weise verwirklichen laBt) stoBt bei den vollbe
aufschlagten Kreiselradmaschinen auf uniiberwindliche konstruktive 
Schwierigkeiten. 

Am nachsten in Wirkungsweise und Eigenschaften kommt der obigen 
Idealregulierung diejenige durch gleichzeitige Verstellung der Leit
und Laufschaufeln, wie sie in der modernen Kaplanturbine zum ersten
mal mit groBem Erfolg verwirklicht worden ist. Das Axialrad der Kap
lanturbine ist durch die verstellbaren Laufschaufeln in erster Linie von 
der in 42 festgestellten, bei unveranderlichen Laufschaufeln mit Ab
nahme der Betriebsmenge auftretenden starken Zunahme des Saugrohr
verlustes befreit worden. Daneben sind auch die StoBverluste am Ein
tritt in das Rad verringert worden. Abb. 129 zeigt die Ein- und Austritts
diagramme ffir den mittleren Zylinderschnitt eines Kaplanrades. Wenn 

u die Regulierung tatsachlich so 
"f~~ot1 I 7! IL.Einfriit wirkte, daB die Ecken ,,1" und 

,,1 <..i c> I 'IV 1 ,,2" der Dreiecke dauernd auf den 
l __ ~__ I 1 Senkrechten zur u-Richtung blie-

u ben, so wiirde die Radenergie Hm 
2" f~ -C=--=~:::=:::::~:':~\.AvstrJn' von der Betriebsmenge Q unab-

." 1:~ 'z ~a~g~ ~=ni ~un s~d R ab~ di: 
Abb.129. Regulierdiagramme des Kaplanrades. cae e 1"1 un 1"2 urc 

die einmal gewahlte Schaufelform 
und die Lage der Drehachse ffir die an sich starre Schaufel in einer 
Weise gesetzmaBig miteinander verbunden, die den theoretischen 
Anforderungen im allgemeinen nicht genau entspricht. Auch ist es im 
allgemeinen nicht moglich, den Leitradwinkel, der die absolute Zu
stromungsrichtung lXl vorschreibt, exakt einzustellen. Man hat ja auch 
die den verschiedenen Schaufelstellungen entsprechenden DurchfluB
verluste nicht so in der Hand, daB sich genau die Betriebsmengen ein
stellen, die man nach den cm-Komponenten der Dreiecke erwartet. 
Dadurch wird Hm doch beeinfluBt, d. h. die cu-Komponenten andern 
sich, wodurch weitere Verluste entstehen. Es kommt bei dem Axialrad 
hinzu, daB sich die Ein- und Austrittswinkel in den verschiedenen Zylin
derschnitten (die von vornherein unter sich wegen der wechselnden Um
fangsgeschwindigkeiten sehr verschieden sind) bei einer Verdrehung 
der Schaufel als starres Gauze in verschiedener Weise andern. Immerhin 
ist es mit dieser Reguliermethode gelungen, ffir die Axialrader der Kap
lanturbine Wirkungsgrade zu erzielen, die in einem weitaus weiteren 
Bereiche der Betriebsmengen als bei irgendeiner anderen vollbeauf
schlagten Turbine sehr flach verlaufen. Dabei wird der giinstigste Zu
sammenhang zwischen Leitschaufel- und Laufschaufelstellung, wie be
reits in 42 erwahnt, experimentell durch Modellversuche ermittelt und 
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durch eine Kurvenfiihrung oder entsprechende konstruktive Mittel im 
Reguliergestange festgelegt. Man kann dies Gestange auch in der Weise 
verstellbar ausfiihren, daB der Zusammenhang zwischen Leitschaufeln 
und Laufschaufel geandert werden kann. Damit hat man es in der 
Hand, fiir verschiedene Drehzahlen bei gleichem Gefalle oder umgekehrt 
(d. h. allgemein fiir verschiedene Festwerte nlfii) die bei wechselnder 
Betriebsmenge giinstigste Wirkungsgradkurve zu erreichen. 

Das Verdrehen der Laufschaufeln ist bisher nur bei Axialradern 
angewendet worden. Dies hat in erster Linie konstruktive Griinde. Die 
Nabe der Kaplanrader gestattet ohne weiteres, einen Mechanismus in ihr 
unterzubringen, der die Drehbewegung der Schaufeln in die Verschiebung 
einer Regulierstange innerhalb der hohlen Welle verwandelt und damit 
die Verstellung der Schaufeln von auBen ermoglicht. (Siehe die Be
schreibung in 26.) Schwieriger wird diese Aufgabe bei Radialradern, 
wo die Drehachsen der Schaufeln llicht mehr senkrecht zur Maschinen
achse, sondern parallel zu ihr liegen. Es kommt hinzu, daB man bei 
Radialradern, um das Drehen der Schaufeln zu ermoglichen, auf kon
stante Breite im Bereich der Laufradschaufeln beschrankt ist und daB 
man den zweiten, zur seitlichen Fiihrung dienenden Laufradkranz oder 
-boden nur ungern fortlassen wird, weil genaues Spiel zv.rischen Schaufel 
und Gehausewand, das hier ein axiales ist, ganz und gar von del' genauen 
Montage und dem Abnutzungszustand des Wellendrucklagers some von 
der evtl. Dehnung der Welle und ahnlichen Einfliissen abhallgt. Bei 
den Axialturbinen ist man in dieser Hinsicht freier, da das Spiel zwischen 
Laufschaufeln und Gehause im wesentlichen ein radiales ist und daher 
von axialen Verschiebungen des Laufrades nur wenig beeinfluBt wird 
(auch bei kugeliger Ausdrehung des Laufradgehauses !). Auch bei 
Diagonalradern diirften die konstruktiven Schwierigkeiten kaum ge
ringer sein, wobei man hier in der Profilausbildung auf eine Begrenzung 
des Rotationshohlraumes durch konzentrische Kugelflachen beschrankt 
ware, deren Mittelpunkt in der Maschinenachse liegt und gleichzeitig 
Schnittpunkt aller Schaufeldrehachsen ist. 

Stromungstechnisch ist aber iiber das Verdrehen in sich unverander
licher Schaufeln bei Radial- oder Diagonalradern das Folgende zu sagen. 
Mit der Winkelstellung der Schaufeln andern sich im allgemeinen Ein
tritts- und Austrittsradius des Schaufelraumes, und damit miissen sich 
wegen der Veranderung der Umfangsgeschmndigkeiten auch die Cu-

Komponenten andern, damit die Radenergie Hm gleichbleibt. Dadurch 
kommen aber in merklichem Grade solche Diagrammverschiebungen 
zustande, die man, weil sie zusatzliche Verluste bringen, vermeiden will, 
namlich StoBverluste und vermehrte Umsetzungsverluste im Saugrohr 
bzw. del' Spirale. Das Verdrehen der Schaufeln ist also hier fiir das 
Konstanthalten der GefallsgroBen weniger geeignet. Dagegen kann es 
gelegentlich fiir andere Aufgaben, z. B. das Konstanthalten der Wellen
leistung bei veranderlichem Q und H (wie es bei Fliissigkeitsgetrieben 
vorkommen kann) niitzlich sein. 

Werden nur drehbare Leitschaufeln vorgesehen, so wirken nur 
solche, die vor dem Eintritt ins Rad angeordnet sind, in grundsatzlich 

Spannhake, Kreiselriider. Ed. 1. 15 
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richtiger Weise, d. h. iiber eine reine, mehr oder minder ungiinstige 
Drosselwirkung hinaus. Dies sieht man sofort ein, wenn man die Auf
gabe, wie oben schon angedeutet, in erster Annaherung so auffaBt, daB 

die Radenergie Hm = ~ LI (c"r) von der Betriebsmenge Q unabhangig g 
gehalten werden soll, wahrend die GefallsgroBen Hb und Hn erst dann 
von Q unabhangig werden, wenn es gleichzeitig gelingt, den Wirkungs
grad ebenfalls unveranderlich zu halten. Nun ist aber im Ausdruck fiir 
Hm nur die GroBe LI (c"r) von der Betriebsmenge Q abhangig, und zwar 
allein von dieser, wenn das vor dem Rade angeordnete Leitorgan (Spirale 
oder Leitrad) unverstellbar ist. Sind aber drehbare Leitschaufeln vor
gesehen, so wird L1 (cur) auch von der Winkelstellung dieser Schaufeln 
abhangig und daher die Moglichkeit gegeben, Hm bei veranderlichem 
Q konstant zu halteD.. Ein dem Rade nachgeschalteter Leitapparat kann 
die Radenergie nicht beeinflussen, sondern nur die am Radaustritt noch 
vorhandene Geschwindigkeitsenergie mehr oder minder vorteilhaft in 
Druck umsetzen. In dieset Richtung sind tatsachlich bei modernen 
Pumpen einige Erfolge erzielt worden, namentlich sind Speicherpumpen 
mit drehbaren Leitschaufeln ausgeriistet worden, dabei sind dadurch, 
daB sich die drehbaren Leitschaufeln bei Teilforderung den Austritts
geschwindigkeiten besser anpassen, die Wirkungsgrade um einige 
Prozente erhoht worden. Die eigentliche Aufgabe, mit moglichst unver
anderlichem Wirkungsgrade LI (c"r) und damit Hm konstant zu halten, 
kann aber damit nicht geWst werden. 

Allerdings ist bei Pumpen die Anordnung drehbarer Leitschaufeln 
.vor dem Radeintritt konstruktiv schwierig. Axiale Leitschaufeln dreh
bar zu machen, bringt besondere groBe Komplikationen mit sich. Die 
Aufgabe ist auBerdem stromungstechnisch nicht durchaus einwandfrei 
zu lOsen, weil die Verdrehung in den verschiedenen Zylinderschnitten 
verschieden sein miiBte. Ein radial angeordneter Leitapparat vor dem 
Innenkreis der Pumpenschauflung ",mde sehr viel Platz, unter Um
standen den Vorbau einer Einlaufspirale zum Laufrad erfordern. Pum
pen mit Eintrittsleitapparat sind daher auch noch nicht bekannt ge
worden. Er kann iibrigens bei Pumpen mit einigermaBen groBem Radien
verhiiltnis nicht in gleichem MaBe wirksam sein wie bei Turbinen, und 
zwar deshalb nicht, weil er bei Pumpen nur einen verhaltnismaBig 
kleinen Austrittsradius erhalten und daher durch eine schon ziem-

lich groBe Winkelverstellung das Produkt c" r = ~ cotg 0(. • r und damit 

die Radenergie Hm nur verhaltnismaBig gering beeinflussen kann. Da
gegen hat sich bei den Turbinen die drehbare Leitschaufelregulierung 
vollkommen durchgesetzt. Der Leitapparat liegt hier auBen um das 
Rad herum, die Schaufeln drehen sich zwischen zwei zur Achse senkrech
ten Ebenen um Achsen, die zur Maschinenachse parallel sind; die ganze 
Konstruktion laBt sich fiir kleine und groBe, sogar groBte Ausfiihrungen 
beherrschen und fiir automatische Regulierung vorziiglich verwenden. 
Gelegentlich sind zwecks Platzersparnis auch diagonale I .. eitapparate 
verwendet worden. 
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Das Verhalten der Kreiselradmaschinen mit drehbaren Leit- oder 
Laufschaufeln oder einer Kombination von beiden kann, wie schon in 
32 auseinandergesetzt, durch Aufstellung und Auflosung von Energie
bilanzgleichungen untersucht werden. Wenn dabei auch nicht immer 
gena;ue Zahlenwerte fiir Leistung, Betriebsmenge und Wirkungsgrad zu 
ermitteln sind, so lassen sich doch die verschiedenen Reguliermethoden 
miteinander qualitativ vergleichen. 

Hier moge nur beispielsweise die Wirkungsweise der ReguIierung 
einer Turbine mittels drehbarer Leitschaufeln durch Aufstellung einer, 
wenn auch nicht zahlenmaBigen, so doch grundsatzlichen Energiebilanz 
klargestellt und auch ihr Zusammenarbeiten mit der Laufschaufel
verstellung der Kaplanturbine nochmals beriihrt werden. In Abb. 130 
sind das Ein- und Austrittsdiagramm einer Turbine (zufallig eines Lang
samlaufers) gezeichnet. Die stark ausgezogenen Dreiecke beziehen sich 
auf den Betrieb mit maximaler Wassermenge. Dabei erfolge der Ein. 
tritt ins Rad stoBfrei, der Austritt aus ihm ohne cu-Komponente. Die 
Leitschaufeln fiihren das Wasser dem Rade unter dem Winkel cXo zu. 
Nun mogen die Leitschaufeln so verstellt werden, daB die Zustrom
richtung £lacher, etwa unter dem Winkel ex' erfolge. Wenn jetzt die 
Wassermenge die gleiche bliebe I': c~ 
wie bisher, so besaBe die Stro- ;.., ~;----
mung einen viel groBeren Ein- a.. Eintritt Ioo;;;::::----:::,...-'..,.-,.---r--or.-, 

trittsdrall, und da am Austritt 
alles unverandert bliebe, ware e," 

jetzt der Drallunterschied 11 (cur) ~ 

viel groBex:. (Entsprechend dem fW~"'1! 
Unterschied c'u - cu. am Eintritt.) "ti' 
Damit ware die absolute und re- 1 

b. /lustritt 
lative Ablenkung und damit die Abb. 130. Regulierdiagramm einer Francisturbine. 
Energieentziehung viel groBer als 
aus dem zur Verfiigung stehenden Gefalle geleistet werden kann. Selbst 
wenn also kein StoBverlust hinzukame, wie es in Wirklichkeit der Fall 
ist, miiBte die Wassermenge zuriickgehen, weil das vorhandene Gefalle 

den erhohten Betrag Hm = ~ 11 (cur) nicht decken kann. Die Wasser-
g 

menge geht also zuriick. Dadurch wird der Eintrittsdrall wieder kleiner 
(entsprechend c~: in Abb. 130), auBerdem entsteht jetzt am Austritt ein 
positiver Drall und aus beiden Griinden geht A (cur) schlleBlich auf den 
urspriinglichen Betrag zuriick oder auf einen kleineren, wenn der neue 
Stromungszustand mit groBeren Verlusten verbunden ist als der alte. 
Der neue Zustand erfiillt wieder die Energiebilanz Hb = Hm + ~Verl. 
Die Kaplanturbine vermeidet nun durch die gleichzeitige Verstellung 
der Laufschaufeln in weiten Grenzen das Anwachsen der Verluste, ins
besondere das Auftreten wesentlicher StoBverluste und zusatzlicher 
Saugrohrverluste. Nimmt man naherungsweise an, daB sie die Verluste 
genau konstant haIt, so kann man den Zusammenhang der Wassermenge 
mit der Stellung der Leitschaufeln sofort ausrechnen. Es muB dann 
namlich, da dauernd dralloser Abstrom vom Rade eingehalten wird (und 

15* 
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H m konstant sern soil), der vom Leita ppara t erzeugte Drall fiir aIle Wasser
mengen konstant sejn. Es gilt also: 

also 

Q £.Hm 
(cu' r)z = Fl ctg~l' rl = konst. = w 

gHm Fl I ctg ~l = -- . -- . - . 
OJ rl Q 

Wenn die Konstanz der Drehzahl nicht gefordert wird, besteht die 
Moglichkeit, gerade durch Anderung der Drehzahl bei verhaltnismiiBig 
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Abb. 131 a bis c. Wirkungsgrade und Drehzahlen fUr Regulierung auf verschiedene konstante 

Fiirderhiihen durch Drehzahlverstellung. 

gutem Wrrkungsgrade verschiedene Betriebsmengen unter gleichem 
Gefalle ohne rrgendwelche Schaufelverstellung zu verarbeiten. Bei 
Turbrnen kommt allerdings diese Methode kaum in Frage, dagegen 
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haufig bei Pumpen mit Dampfturbinen- oder Gleichstrommotorenantrieb. 
Am. SchluB von 42a ist auf diese Moglichkeit bereits hingewiesen worden. 
Entsprechend dem dort angegebenen Verfahren ist aus dem Q-H- und 
Ek-Diagramm der Abb.124a das Einheitsdiagramm des betreffenden Typus 
errechnet und in Abb. 124b aufgezeichnet. Aus diesem sind dann die-

jenigen Drehzahlen ermittelt worden (n = nl YJI) , die zum Fordern ver

schiedener Wassermengen (Q = Ql . D2 • iii) gegen eine konstante 
Fordermenge H notig sind; diese und die zugehOrigen, aus Abb.124b 
bei den entsprechenden Werten Ql entnommenen Wirkungsgrade sind 
schlieBlich in den Abb. 131 a, b, c aufgetragen. Diese drei Diagramme 
unterscheiden sich durch den Wert der konstanten.Forderhohe H; ferner 
sind in jedem Diagramm sowohl fiir die Drehzahlen n als auch 
die Wirkungsgrade Ek drei Kurven eingetragen, die fiir verschiedene 
Ausfiihrungsdurchmesser De des durch das Einheitsdiagramm dar
gestellten Typus gelten. Nachdriicklich muB hier nochmals darauf hin
gewiesen werden, daB man sicher sein muB, daB in dem ganzen Drehzahl
und Leistungsbereich die hydromechanische A.hnlichkeit mit geniigender 
Armaherung (d. h. ohne daB die Reynoldssche Zahl beriieksichtigt wer
den miiBte und ohne daB irgendwo Kavitation eintritt) gilt. Ist dies 
aber der Fall, so kann aus dem Einheitsdiagramm das ganze Verhalten 
des Typus unter den verschiedensten Betriebsbedingungen abgelesen 
werden. 1m gegenteiligen Faile miiBte man durch Einschneiden mit 
H = konst. in ein Diagramm nach Art von Abb.122 das Verhalten er
mitteln. 

Werm die Drehzahlanderung zu einer automatischen Regulierung 
der Fordermenge durch Drehzahlverstellung der Antriebsmaschine ver
wendet werden soli, so ist es sehr wichtig, daB die Q-H-Charakteristik 
der Pumpe stabil ist, d. h. ihren hochsten Punkt bei der Fordermenge 
Null hat. Nur in diesem Faile namlich gibt es bei einem bestimmten Fest
wert H fiir jede Wassermenge nur eine einzige Drehzahl und gehort zu 
steigender Wassermenge auch immer steigende Drehzahl, wahrend 
andernfalls bei einer bestimmten Wassermenge ein Minimum der Dreh
zahl existiert und ein und dieselbe Drehzahl zu zwei verschiedenen 
Fordermengen gehoren kann. Durch solche Verhaltnisse kann eine 
automatische Regulierung leicht ins Pendeln geraten, insbesondere werm 
zwei Pumpen parallel geschaltet sind. Andererseits soli die Q-H-Linie 
nicht zu steil verlaufen, damit groBe A.nderungen der Betriebsmenge 
schon mit geringen A.nderungen der Drehzahlerreicht werden. 1m Ein
heitsdiagramm soli also die Linie der nl ihren tiefsten Punkt bei Ql = 0 
haben und von da monoton und nicht zu steil aufsteigen. 

Zum Vergleich mit den Wirkungsgraden bei Drehzahlenverstellung 
sind noch in den Abb. 131 a, b, c diejenigen Wirkungsgrade dar
gestellt, die erreicht werden, wenn die Drehzahl konstant gehalten und 
die Fordermenge durch Drosseln in der Druckleitung einreguliert wird. 
Diese Wirkungsgrade sind selbstverstandlich schlechter als diejenigen, 
die dem natiirlichen Verlauf der Q-H-Charakteristik entsprechen. 
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IX. Erganzungen zur Grundzugstheorie 
der vollbeaufschiagten Kreiselrader in geschlossener 

Stromung. 
44. Die Differentialgleichung fUr die Geschwindigkeitsverteilung einer 
idealen Fliissigkeit auf dem Parallelkreis zwischen den Schaufeln. 

Gelegentlich sind schon in den vorausgegangenen Abschnitten die 
Vorstellungen der Grundzugstheorie verlassen worden, um Eigenheiten 
der Kreiselrader, die schon beim Festlegen der Hauptdimensionen 
berucksichtigt werden mussen, wenigstens qualitativ besprechen und 

summarisch berucksichtigen 
zu konnen. Insbesondere war 
es notwendig, auf die Druck
und Geschwindigkeitsvertei
lung bei endlicher Schaufel
teilung einzugehen. Diese 
Frage solI nun im folgenden 
weiter behandelt werden. 

Das nachste Ziel ist dabei 
die Aufstellung einer Differen
tialgleichung fur die Gesch win
digkeitsverteilung einer ide
alen Flussigkeit im Raum 
zwischen zwei Schaufeln. In 
strenger Form wird diese erst 
im zweiten Bande dieses 
Buches gewonnen werden. Hier 
kann es sich im AnschluB an die 
Grundzugstheorie nur um eine 
Naherungstheorie handeln. 

Um diese zu gewinnen, 
betrachten wir eine Rotations
schicht von kleiner Breite LI b 
(s. Abb. 132). Wir nehmen 
an, daB die Stromung dauernd 
in dieser verlauft, sehen also 
auch jetzt von periodischen 

Abb. 132. Rotations- nnd Ringschicht im Kreiselrad. Schwankungen, mit denen 
auch Querpulsationen der 

Rotationsschicht verbunden sind, ab (vgl. 27). Wenn man will, kann man 
sich die beiden die Schicht einschlieBenden Rotationsflachen auch als 
die seitlichen Begrenzungen einer "Kreiselradmaschine mit kleiner 
Breite" vorstellen. Innerhalb der Schicht greifen wir ein kleines Teil
chen heraus mit den Abmessungen dl (Bogenlange auf der mittleren 
Rotationsflache), r· drp bzw. (r + dr) drp (Bogenlange auf den beiden 
begrenzenden Parallelkreisen, in der Kegelabwicklung dargestellt) und 

iJ,db 
LIb bzw. LI b + aT"· dl (veranderliche Breite der Schicht). Auf dieses 



Die Differentialgleichung fur die Geschwindigkeitsverteilung. 231 

Teilchen wenden wir den Satz yom Impulsmoment (statischem Moment 
del' BewegungsgroBe) an. Er lautet: 

r d(cu ' r) 
g-r. dcp. dl· Jb-d-t - = dPu ' r. (356) 

.. d(c r) 
Bei del' Ausrechnung del' substantiellen Anderung -it- muB man 

bedenken, daB wir die Absolutbewegung betrachten und daB diese nicht 
stational' ist, die Anderung des Wertes (cur) sich also aus del' lokalen 
und konvektiven zusammensetzt. Also ist 

:!ic,,!l = fa (curl + c o(cur) 
dt at as' 

(357) 

Unter ds ist dabei die Bogenlange del' momentanen absoluten Strom
linie zu verstehen, auf del' sich das Teilchen im Augenblick gerade be
wegt. ds liegt fUr den betrachteten Augenblick in del' Rotationsschicht, 
die Koordinate s ist also eine Funktion del' Bogenlange lund del' Bogen
lange rdcp auf dem Parallelkreis. In del' Abwicklung des Tangential
kegels del' mittleren Rotationsflache del' betrachteten Schieht ist ds 
eingezeichnet; Abb. 132. Wir haben also: 

f( l ) und daher: a a dl + a rdcp s = , cp as = 7)l . ds rocp • as . 
Mithin: 

C' o(cur) = C. o(cur) • dl + c. o(c"r) • rdcp 
AS ol ds rdcp ds 

. . o(c"r) + o(c"r) = c· SInlX' ~o-l- c· COSlX. rdcp . 

IX ist del' Winkel del' absoluten Stromlinie gegen die Umfangsriehtung, 
er erscheint in del' Abwieklung des Tangentialkegels del' Rotationsflaehe 
in wahrer GroBe. Nun ist abel': 

c· sin IX = Cm und c· eoslX = Cu 

und demnaeh: 
~~ _ • o(cur) + . o(c"r) 

c AS - Cm Ol Cu rocp' (358) 

Die lokale Andel'ung -.i a ~t22 wird, wenn wir von del' gegenseitigen Be

einflussung von umlaufenden und feststehenden Sehaufelradern ab
sehen (vgl. 27), nur dadul'eh hel'vol'gerufen, daB das an sich unvel'ander
liehe Absolutstrombild mit dem Rade umlauft. Es ist also fUr die 10-
kalen Andenmgen irgendeiner GroBe des Stromungsfeldes: 

a [; 
-at = - W iF;:; . 

(Vgl. 23, 24, 29.)1 Unter cp kann man dabei sowohl die Bogenkoordi
nate im festen Raum als aueh die im relativen (umlaufenden) Raum 
verstehen. 
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Die Umfangskraft dPu riihrt nur von dem Unterschied der Driicke 
auf dem Parallelkreis her und ist also: 

dPu 7" dl· Llb(p - (p + r°l;,rd<p)) l 
= - rd<p . dl· LI b· °oP . 

r rp 

Setzt man alles in (356) ein, so erhalt man: 

o (cur) + o(cur)o(cur) _ o (p/r) 
Cm ----rfl Cu ---;:a;p - w --aq;- - - g a;p . 

Nun gilt aber [vgl. 24, G1. (127) und 33] 

(359) 

(360) 

(361) 

Ersatz von c2 durch ~ + c; und Differentiation nach der Umfangs
richtung liefert 

o(p/r) + oCm + oCu o (cur) _ 0 
g a;p Cm 0 rp Cu 0 rp - w --aq;- - . (362) 

Verbindung von (360) und (362) ergibt: 

o(cur) + oCu o(cur) _ oCm + oCu o(cur) 
Cm ------ar- Cu aq; - w --aq;- - Cm 0 rp Cu aq; - W --aq;- , 

wobei in (360) fiir o(ocur) einfach oOcu geschrieben ist, da ja r von <p un-
r rp rp 

abhiingig ist. SchlieBlich folgt: 

(363) 

Nunmehr fUhren wir die aus 28, Gleichung (132) bekannten Be
ziehungen 

Cu = r· W + Cm ' ctgfJ und Cu' r = r2w + Cm' r· ctgfJ, 

ein, worin fJ der Winkel der relativen Stromlinie mit der Umfangsrichtung 
ist, und erhalten: 

oCm dr (OCm dr)' a ctg{J 
arp = 2rw . III + -----ar:-' r + Cm • III ctgfJ + cmr -a-l -. (364) 

drjdl ist = sin <5 , wenn mit <5 die halbe Kege16ffnung des Tangential
kegels der mittleren Rotationsschicht, die im Radialschnitt erscheint, 
bezeichnet wird. 

Wenn wir andererseits fiir ein im Raume festes Volumenelement mit 

denKantenlangendl, LIb bzw. LIb + a:lb • dl und rd<p bzw. (r + dr) d<p 

die (Kontinuitats-)Bedingung dafiir aufstellen, daB aus ihm nicht mehr 
abstromen darf, als ihm zustromt, so gilt: 

(c,,, + aaci' dl) (r + dr)d<p(LI b + aa~b • dl) l 
+ (Cu + ;;;. rd<p). dl· LIb = ClIl ' rd<pLlb + Cu' dlLlb. J 

(365) 
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Durch Ausmultiplizieren und Streichen der Glieder h6herer Ordnung 
erhiilt man: 

(366) 

Durch Einsetzen in (364) ergibt sich, wenn man drjdl = sinc5 ein
fiihrt, 

OCm 2 . jl fJ (Cm • r 0 A b . jl OC,,) I o <p = r w sm u - ctg ----:Jb ----a:r sm u + aq; . 
o ctgp .. (367) + Cm .r-o-r-· smc5. 

Nun ist aber 
OC" = oCm ct fJ + C 0 ctgp . 
o<p o<p g m o<p , (368) 

(368) in (367) eingesetzt, liefert: 

:~m (1 + ctg2 fJ) 

= sinc5[2rw+Cm.r{o~t;L - ctgfJ(:b o:rb + rs:no O(~t:P))}l· 
Mit 

1 2fJ _ 1 + ctg - --=--2Ji SIn t' 

ergibt sich schlie.Blich: 

~~ = sinc5· sin2 fJ X 

[2 + . {octgp _ t fJ(~ oAb + _1_ octgp )}] rw cm r!\ c g • b 0 . ~ 0 • ur LJ r rSlnu <p 

I (369) 

Wir dividieren noch durch den fiir den betreffenden Parallelkreis giil
tigen Mittelwert der cm-Geschwindigkeit, niimlich: 

AQ 
cm, = 2rnAb ' (370) 

indem wir unendlich diinne Schaufeln annehmen. Dadurch, da.B die 
Durchflu.Bmenge mit LI Q bezeichnet wird, sei angedeutet, da.B man die 
Gleichung gelegentlich auch fiir eine Teilschicht eines Rades mit gro.Berer 
Breite gelten lassen kann. Setzen wir noch 

(371) 

so kann Gleichung (369) auch in der dimensionslosen Form 
ox aq; = a + b • x (372) 

geschrieben werden, wenn unter a und b die Zahlenwerte: 

• 5: • 2fJ 2u I a = SInu . SIn . - . 
Cm, , 

b =. jl. 2fJ{ octgp _ tfJ(~OAb+_1_ octgp )} (373) 
smu sm r or C gAb or sind o<p 

verstanden werden. 
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Der Fall des reinen Radialrades ist in (372) und (373) mit sinb = 1 
ohne weiteres enthalten; fiir das reine Axialrad mit sin b = ° wird a = 0; 
b aber nicht, da sinb· a/or hier = a/ah zu setzen ist, wenn mit dh das 
nunmehr der Achse parallel gerichtete Langenelement dl bezeichnet 
wird; auBerdem ist das letzte Glied in b tatsachlich von sin b frei. Es 
wird also speziell 

_ 0: 2R{ rJctg(J _ t R(~ rJLI~ + ~tg(J)} I (374) 
- sm t' r rJh c ge ,Llb rJh rJrp' 

a fiir Axialrader 

b fur Axialrader 

Die Zahlen a und b sind aber nicht von rp unabhangig, denn 
darin besteht ja gerade das Wesentliche der durch die endliche 
Schaufelzahl bedingten Verhaltnisse, daB sowohl p und b als auch 

rJ~;(J nicht den an den Schaufelflachen geltenden Werten gleich 

sind, sondern iiber die Schaufelteilung hiniiber (also mit rp) variieren. 
Da man diese Variation nicht kennt, 
kann man strenggenommen mit 
der aufgestellten Differentialglei
chung nichts anfangen, wenn man 

~ nicht ein vollstandiges Stromlinien
bild (ein absolutes oder relatives) 
fiir die Durchstromung des Schaufel
raumes aufzuzeichnen versucht. 
Dies erfordert aber die Losung 
einer Randwertaufgabe verwickel
ter Art, die sich aus Randwert
problemen erster und zweiter Art 
zusammensetzt (vgl. 6). Entspre
chende Losungen konnen erst im 
zweiten Bande gewonnen werden. 

Dagegen kann man naherungs
weise die Differentialgleichung (373) 

Abb. 133. Relative Stromlinien im Schaufcl- doch benutzen, urn charakteristische 
kanal. 

Eigenschaften der Relativstromung 
aufzudecken. Man kann namlich zunachst versuchen, festzustellen, ob 
es nicht geniigt, die Winkel b und p doch iiber die Teilung hiniiber 
als konstant zu betrachten. Fur p trifft dies sicher mit groBer An
naherung im Innern eines Schaufelkanals zu, der im Verhaltnis zur 
Teilung lang ist, und zwar- jedenfalls fiir solche Stellen, die yom Ein- und 
Austritt geniigend weit entfernt sind. In Abb. 133 ist ein solcher Kanal 
(in einer Kegelabwicklung) gezeichnet und angedeutet, wie die relativen 
Stromlinien etwa verlaufen. Man hat im Gefuhl, daB in dem schraffierten 
Bereich die Winkel der relativen Stromlinien gegen den Umfang kaum 
von den Schaufelwinkeln p abweichen, daB vielmehr nur die w und damit 
die em an sich variieren. Die Annahme stimmt naturgemaB in der Nahe 
der Ein- bzw. Austrittsgegend schlechter, auch kann man noch nicht 
wissen, ob nicht auch im Innern Verhaltnisse auftreten, die eine wesent-
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Hehe Versehiedenheit der relativen Strombahnwinkel herbeifiihren. 
Aber vorbehaltlich einer nachtraglichen Kontrolle ist es doch niitzlich, 
die Annahme gleicher Strombahnwinkel auf dem ParalleIkreis und ihrer 
Ubereinstimmung mit dem Schaufelwinkel {J einmal zu machen, da sie 
sofort die Integration der Differentialgleiehung gestattet und zu inter. 
essanten Aufschliissen fiihrt. 

Unter a~;(J ist dann diejenige Anderung von ctgfJ zu ver. 

stehen, die unmittelbar an der Schaufelkurve festzustellen ist. 
Von ~ kann man bei nicht zu groBer Breite L1 b von yom· 

herein annehmen, daB es iiber die Teilung hiniiber nieht so sehr 
variiert. 

45. Integration der Differentialgleiehung der Gesehwindigkeits
verteilung unter Annahme der Gleiehheit der relativen Strombahn

winkel mit dem Sehaufelwinkel fJ und Folgerungen aus ihr. 
Da fiir einen bestimmten ParalleIkreis r und ~ konstant sind, werden 

fiir ~: = 0 die GroBen a und b konstante Zahlenwerte, die nur von einem 

ParalleIkreis zum anderen variieren. Die Gleichung (373) kann dann 
nach p integriert werden. Die Losung lautet: 

a 
x = O· ebrp - fj' 

Nun muB aber, wenn z die Schaufelzahl bedeutet, 

also 

2", 

Z 

Z " AQ 
2r:n:Abj em' rdpAb = 2r:n:A-6 = em., 

o 

2", 2", 

Z Z 

f x dp =f(O. ebrp - -~)dp = 2;7 
o 0 

sein. Daraus bestimmt sieh 0; man erhiilt: 

Damit wird: 

a 
0=2:n:b l+fj 

z 2"b 

e Z - 1 

(375) 

(376) 

(377) 
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Besonders interessieren die Werte fiir f{J = 0 und 
bekommt: 

2.n 
f{J= -. Man z 

(379) 

X 2", = ;b . e2;h _ ~ (1- ;:;b . e2;h). (380) 
(P=--Z 

e Z _l e Z _l 

Das Verhiiltnis aJb ist nach (373) proportional uJcmo (u = Umfangs
geschwindigkeit auf dem betrachteten Parallelkreis). (379) und (380) 
konnen daher folgendermaBen geschrieben werden: 

Hierin ist: 
2.nb 

z e = ---'2-",-o-b -

2rrb 

e' = e 'e-z-; 

u 
x<p=o = e - a • - , 

Cm• 

, ,u 
X 2", = e - a '-. 

tp=-Z Cmo 

1-0 a = 2 . c-----=~---=-__=~C7 
r ( 0 ctgfJ _ ctgfJ . 0 LI b) , 
\ or LIb or 

'2 1- (I' a = . 
1" (octgfJ _ ctgfJ . 0 LI b) . 
\ or LI b or 

(379 a) 

(380 a) 

(381) 

(382) 

Man sieht also, daB auf der Druckseite der Schaufeln eine Umkehr 
der Stromungsrichtung eintreten kann, insbesondere bei groBen Werten 
u/cmo ' d. h. wenn die DurchfluBgeschwindigkeit klein ist im Verhiiltnis 
zur Umfangsgeschwindigkeit. Dies beginnt, wenn xp=o = 0 wird; 
d. h. wenn u e 

ist. Wird uJcmo noch groBer, so kann man aus (378) entnehmen, wie 
weit sich die Umkehr der Stromungsrichtung iiber die Schaufelteilung 
erstreckt. Fiir x = 0 ergibt sich unter Benutzung der Konstanten e aus 
der Bedingung: 

u 1 - (I • eb<p e . eb<p - 2· - ~ = 0 
Cm• r (octgfJ _ ctgfJ . OLlb) 

or LIb or 
fiir den Winkel f{J, bis zu dem das Riickstromen vorgedrungen ist: 

f{Jx=o= ~ In{~. (~_~~~) 2}' (383) 
r or LIb or Cn •• + U 

1m besondern erhiilt man fiir cmo = 0 (kein DurchfluB!): 
1 1 

f{Jx=o, Cn",=O = -b" In -(1- (384) 
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Ein Sonderfall ,liegt vor, wenn in einem parallelkranzigen Radial~ 
rad die Schaufeln nach logarithmischen Spiralen gekriimmt sind. 
Dann ist b = O. Die Losung wird in der angegebenen Form unbestimmt; 
man geht am besten auf die Differentialgleichung zuriick, die dann 

OX 
orp = a (385) 

lautet und die Losung 
x=a91+O (386) 

hat, die unter Beriicksichtigung der Bedingung (376) ubergeht in: 

mit den Randwerten: 

1 a."'l 
x<p=o = - z und l ' a:rt 

x 2:r = +-. 
q;=- Z 

z 

Fiihren wir wieder fiir a seinen Wert aus (373) ein, so ist 

x = 1 + 2 sin2 f3 .3!.... (91 - !!...)' , 
Cmo Z 

oder auch: 
t . sin2{:J.w 

x<p=o = 1 - ---- ; 
Cm• 

X 2", = 1 + 2 sin2 f3. :rt • .3!.... 
<p=-Z Z C"", 

tsin2{:J. W 

X 2",= 1 + c ' 
(P=-Z mo 

(387) 

(388) 

(389) 

(390) 

wo t die auf dem betreffenden Parallelkreis gemessene Schaufelteilung 
ist. Fiir den Fall em. = 0 ist die dimensionslose Darstellung ungeeignet~ 
wir schreiben dann (389) nach Multiplikation mit em. in der Form 

(391) 

und finden fiir den Betriebszustand ohne DurchfluBmenge den Punkt 
auf dem Parallelkreis, in dem vollstandige Ruhe herrscht (em = 0), 
durch: 

also, wie es bei der linearen em-Verteilung von vornherein klar ist, in der 
Mitte der Teilung. 

Fur das Axialrad konnen die Formeln mit a = 0 und b nach (374) 
sofort aus den allgemeinen gewonnen werden. 

Man erhalt: 
2:rtb 

x = __ z __ • eb<r 
2nb 

e z -1 

(392) 

Man sieht hier sofort, daB an keiner Stelle der Teilung negative Werte 
von x vorkommen konnen. Auch wenn Cm. = 0 ist, gibt es kein Ruck-
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stromen. Wir miissen uns aber hier bewuBt bleiben, daB bisher nur von 
einem der urspriinglichen DurchfluBrichtung entgegengesetzten Riick
stromen die Rede war. Wir werden noch zu iiberlegen haben, ob nicht 

Abb. 134. Offenes kreisrundes Wasserbecken mit rotierendem Schaufelstern. 

auBer dieser Erscheinung noch Sekundiirstromungen senkrecht zu der 
DurchfluBrichtung, d. h. quer iiber die Breitenausdehnung des Kreisel
radprofiles hiniiber auftreten konnen (in dem reinen Radialrad also in 
Richtung der Drehachse, bei dem reinen Axialrad in Richtung des 
Radius). 

Fiir die Randwerte erhiilt man beim Axialrad 
2nb 

z 
xp =o =~, 

e z -1 

2.n:b 
z 

X 2.n: - xp =o . e 
p=-

z 
(393) 

1m allgemeinen ist also durch die vorstehenden Entwicklungen dar
getan, daB in einem rotierenden Schaufelkanal unter Umstiinden sowohl 
negative als auch positive Geschwindigkeiten in der urspriinglichen 
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DurchfluBrichtung vorkommen k01menl. In extremster Weise tritt dies 
ein, wenn der DurchfluB vollkommen aufhort, wie dies z. B. in Kreisel
pumpen bei Nullforderung der Fall ist. Innerhalb des Schaufelkanals 
entsteht dann relativ zum Rade eine richtige Rotation, ungefahr so, als 
ob der Kanal an den beiden Enden abgeschlossen ware. Man nennt diese 
Erscheinung den "relativen Kanalwirbel". 

Abb. 135 ist eine Lichtbildaufnahme eines solchen, der bei einem, 
im offenen, kreisrunden Wasserbecken nach Abb. 134 rotierenden radia-

Abb. 135. Kanalwirbel hei radialen Schanfeln. 

len Schaufelstern mit 16 Schaufeln durch aufgestreute Aluminiumteil
chen sichtbar gemacht wurde 2 • FUr schraggestellte Schaufeln zeigt 

1 Zum erstenmal ist in der Literatur auf diese Tatsache hingewiesen worden in 
der sehr klaren und interessanten Schrift von Kucharski, Stromungen einer 
reibungsfreien Fliissigkeit bei Rotation starrer Korper. Verlag Oldenbourg 1918. 
Kucharski behandelt dort die Relativstromung nach den strengen Methoden der 
mathematischen Hydrodynamik und gibt auiler verschiedenen Beispielen eine 
Liisung fiir den Fall eines parallelkranzigen Radialrades mit rein radialen Schaufeln. 

2 Entnommen aus Mitt. Inst. f. Striimungsmaschinen d. Techn. Hochsch. 
Karlsruhe H. 1, Verlag Oldenbourg 1930, und zwar aus dem Aufsatz W. Barth, 
Verdrangungsstromungen zylindrischer Schaufeln bei Rotation in einer Fliissigkeit 
mit freier Oberflache. 

Vgl. hierzu auch Oertli, Untersuchung der Wasserstriimung durch ein ro
tierendes Zellen-Kreiselrad. Ziiricher Dissertation. Gedruckt bei Jaques Boll
mann A.-G., Ziirich 1923. 
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Abb. 136 den relativen Kanalwirbel. AuBerhalb des Schaufelraumes, 
aus dem der Kanalwirbel heraustritt, bewegt sich die Fliissigkeit re
lativ zum Schaufelsystem ungefahr in Kreisen entgegengesetzt der Rad
drehung. Kommt nun die DurchfluBstromung hinzu, so entsteht die 
resultierende Stromung aus der Uberlagerung des Kanalwirbels und des 
Durchflusses. Dabei verbleiben bei geringer DurchfluBmenge zunachst 
abgeschlossene Bezirke mit reiner Drehbewegung, sie verschwinden erst 
mit zunehmender DurchfluBmenge. In den Lichtbildern ist eine kleine 
DurchfluBstromung neben einem groBen Wirbelbereich in den Kanalen 

Abb. 136. Kanalwirbel bei schrag gestellten Schaufeln. 

zu sehen. Die Durchflu13stromung entstand durch die Reibuug am Boden 
des GefaBes, die am Boden eine geringere Steigerung der Zentrifugal
driicke und deswegen dort eine Riickstromung von au13en nach innen und 
entsprechend an der freien Oberflache eine Stromung von innen nach 
au13en verursachte. Der Zustand ist also idealisiert gedacht so, als ob 
ungefahr im Drehzentrum fiir die Oberflachenstromung eine schwache 
QueUe und fiir die Bodenstromung eine schwache Senke saBe. Abb. 137, 
die einen schematischen Schnitt durch den im Lichtbild Abb. 134 dar
gesteUten Versuchsapparat wiedergibt, veranschaulicht den Stromtings
zustand im Radialschnitt. 

Die Intensitat der Drehbewegung im relativen Kanalwirbel kann 
nach den Formeln (379a) und (380a) bzw. (389), (390) und (391) ab-
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geschatzt werden. Dazu werden auch (379) und (380) bzw. (389) und 
(390) zuerst in dimensionbehafteter Form geschrieben; man erhalt: 

em 2n== e'· cmo - a'· u 
<P=-Z 

(394) 

bzw. beim parallelkranzigen Radialrad mit logarithmischen Spiralen als 
Schaufelkurven: 

2n . 2fJ 
Cm. =Cm -~'SIn 'U' 

<p=o 0 z ' 
Cm 9 = Cmo + 2n sin2 fJ -u. (395) 

.... n: Z 

( 

... " 
T 

III 
1 I 

<P=-
z 

Abb. 137a. Schematischer Schnitt durch den Apparat 
nach Abb. 134. 

Abb. 137 b. Geschwindigkeiten 
in Oberfliichen- und Bodenniihe 

beim Apparat nach Abb. 134. 

Fiir Cmo = 0 ergibt sich, wenn man noch fiir 0 und 0' die Werte aus 
(381) und (382) einfiihrt: 

1m allgemeinen Fall: 
2nb 

1_~_Z~ 
2nb 

e z -1 
C = - 2 -----,----;;----;---;;-'" 
m fUr em" ~ 0 und <p = 0 r (a ctgfJ _ ctg fl . a L1 b) , 

or L1b or 
2nb 2nb 

__ Z ___ e z -1 
2nb 

e z -1 
C = +2 . 

m f" _ 0 d _ 2n (a ctgfl ctgfl a L1 b) urCmo- un 'P- r --. - -_.-_ 
z or L1b or 

(396) 

Fur das parallelkranzige Radialrad mit logarithmischen Spiralen mit 
cmo=O: 

2 n . 2fJ cm 0= ---SIn ·u; 
<p= z 

(397) 

Fiir fJ, a ~t; fl r, L1 b, o:r b und U sInd die Werte ungefahr in der Mitte 

zwischen den Kanalenden einzusetzen. 
Die Gleichungen (394) und (395) konnen umgekehrt auch dazu be

nutzt werden, um fUr einen bestimmten Parallelkreis mit dem Radius r 
diejenige DurchfluBmenge Q auszurechI~en, bei der auf der Schaufel
druckseite gerade das Ruckstromen beginnt. 

Spannhake, Kreiselriider. Bd. 1. 16 
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Ubrigens gilt die Differentialgleichung auch fUr den ruhenden Kanal. 
oder anders ausgedriickt, fUr die reine DurchfluBstromung. Man braucht 
nur Q) = 0 zu setzen; dann wird a = O.und die Formeln werden mit der-

jenigen der Axialturbine identisch, wenn man noch :r = oOk (oder dr = dl 

= dh) setzt. Da man das Schaufelgitter der Axialturbine bei kleiner 
Breite LI b als ein geradlinig fortschreitendes Parallelgitter ansehen kann. 
so ist hier von neuem bewiesen (vgl. 23, S. 94 und 95 I), daB sich die 
Relativstromung durch ein solches Gitter bei gleichformiger Bewegung 
nicht von der durch das ruhende Gitter unterscheidet. Allgemein aber 
kann man sagen, daB man in jedem rotierenden Schaufelrad, die Stro
mung in den relativen Kanalwirbel und eine DurchfluBstromung zer
legen kann, wobei die DurchfluBstromung genau so gestaltet ist, wie in 
dem gleichen, stillstehenden Rade. Die beiden Teilstromungen iiber

lagern sich, wobei je nach ihrer ver
hitltnismaBigen Starke die verschieden
sten Stromungsbilder entstehen. 

+ __ l1. Man hat also durch die Aufstellung 
der Differentialgleichung eine kine
matische Analyse der Relativstromung 
gewonnen, die an Stelle des Studiums 
der Druckverteilung getreten ist. Sie 
erklart genau so wie diese die Tatsache. 
'daB die Richtung der relativen Strom
linien in der Nahe der Schaufelenden 
erheblich von der Richtung der Schaufel
kurven abweichen konnen; denn der 
relative Kanalwirbel bringt in die Stro
mung nahe den Schaufelenden zusatz
liche Umfangsgeschwindigkeiten hinein, 

Abb. 138. Raum zwischen 2 Schaufeln welche die Leistungsaufnahme und die 
eines Axialrades als radiale Zelle. 

Bedingungen fUr stoBfreien Eintritt 
gegeniiber den fUr unendliche Schaufelzahl giiltigen verandern. 

Auch in einem vollkommen abgeschlossenen Kanal entsteht also bei 
Rotation der relative Kanalwirbel1 . Wenn ein Axialrad von betracht
licher Breite ohne DurchfluB rotiert, so kann man den Schaufelkanal 
auch als einen abgeschlossenen Kanal von wesentlich radialerErstreckung 
mit radialer Begrenzung auffassen - wenigstens im mittleren Hohen
schnitt, vgl. Abb. 138. In dieser Mittelschicht wird sich dann eine Dreh
stromung ausbilden. Damit ist also fUr das Axialrad eine Tendenz zur 
Querstromung, die oben schon angedeutet war, festgestellt. 

Die hier entwickelten Rechnungen und Vorstellungen lassen sich zu 
einer Naherungsmethode zur Ermittlung der Relativstromung in nicht 
zu extremen Fallen (nicht zu kleine Schaufelzahl, nicht zu geringes 
Radienverhaltnis) ausbilden. Deren Darstellung wiirde aber den Rah
men dieses Buches iiberschreiten. 1m zweiten Bande wird ausfiihrlich 
auf das ganze Problem zuiickgegriffen werden. 

1 Vgl. Oertli, a. a. O. 
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46. Die Geschwindigkeitsverteilung der idealen Fltissigkeit tiber die 
Breite des Kreiselradprofiles hintiber. 

Bei der Besprechung des Schauflungsproblemes in 34 c ist bereits 
erwahnt, daB bei der raumlichen Ausbildung der Schaufelflache der 
Gesichtspunkt gleichen Energieaustausches in allen Schichten an erster 
Stelle steht. In einem vollkommen geradachsigen Parallelgitter (23) und 
in einem reinradialen, parallelkranzigen Kreisgitter (24) erreicht man 
dies fiir alle DurchfluBmengen durch zylindrische Schaufeln mit Erzeu
genden der Zylinderflachen senkrecht zur Achse des Parallelgitters bzw. 
parallel zur Drehachse des Kreisgitters. Denn durch solche Schaufeln 
wird in allen Schichten parallel zur Achse des Parallelgitters bzw. senk
recht zur Drehachse des Kreisgitters fiir wechselnde DurchfluBmenge 
zwar eine von dieser abhangige, fUr die einzelnen Schichten aber gleiche 
Anderung der cu-Komponenten bzw. des Drallwertes cur herbeigefUhrl. 
Da von diesen Anderungen die Druckverteilung abhangt, so anderl sich 
diese bei wechselnder DurchfluBmenge fiir aIle Schichten gleichmaBig, 
es entsteht also keine Tendenz zum Abweichen von gleichmaBiger Ver
teilung der DurchfluBmenge auf aIle Schichten. Anders ist dies bei 
Kreiselradern von allgemeinerer Form, bei denen die Radschauflung in 
einem Rotationshohlraum von bestimmter Krummung der begrenzenden 
Rotationsflachen liegt. 

Fiir die freie Stromung in einem solchen Rotationshohlraum ohne 
kreisende Komponenten ist in 12a ein Verfahren angegeben worden, 
nach dem man die Geschwindigkeitsverteilung berechnen kann. In 12c 
ist daml ausgefUhrt worden, daB man dieser Stromung eine rein kreisende 
nach dem Gesetz cur = const uberlagern kann, ohne ihre Verteilung 
zu stGren. Auch die Druckverteilungen der beiden Teilstromungen be
einflussen sich nicht. Angeliefert wird den Kreiselradern die Stromung 
meistens durch ein Organ, das zwar im allgemeinen fUr verschiedene 
DurchfluBmengen verschiedene, aber doch fUr aIle Schichten quer uber 
die Breite mindestens stark naherungsweise gleiche Drallwerte erzeugt. 
(Leitapparat mit zylindrischen Schaufeln im parallelkranzigen Profil 
der Turbinen, Saugrohr ohne Leitapparat, also ohne kreisende Kompo
nenten bei Pumpen.) Fiir die Anderung dieses angelieferten Dralles 
durch die Radschauflung ware nun anzustreben, daB sie Druckverteilun
gen liefert, die sich der Druckverteilung der freien Meridianstromung 
zwanglos uberlagern. Man iibersieht die Auswirkungen dieser Forderung 
zunachst am besten, wenn man sehr viele Schaufeln annimmt, da dann 
die Druck- und Geschwindigkeitsunterschiede auf dem Parallelkreis, die 
in der freien Meridianstromung uberhaupt nicht vorhanden sind, sehr 
gering werden und schlieBlich ganz vernachlassigt werden konnen. Wir 
betrachten dann die kleinen Schichten zwischen zwei benachbarten 
unendlich dunnen Schaufeln in einem Radialschnitt (s. Abb. 139). Fur 
die freie Stromung ohne kreisende Komponente wurde gelten 

p c2 

-.-l_ + h + --"'- = const = HI. 
y 2g 

Dann kann man in den einzelnen, durch die Schaufeln getrennten 
Schichten nunmebr Verteilungen mit konstantem Werle cur uberlagern, 

16* 
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der aber nunmehr wegen der trennenden Schaufeln fiir jeden zwischen 
zwei Schaufeln liegenden Teil der gleichen Radialschicht verschieden 
sein darf; dadurch entsteht eine zusatzliche Druckverteilung nach der 
Beziehung 

P C2 P k2 
~ + h + ~ = ~ + h + -- = const = H r 2g r 2gr2 2' 

die aber die Verteilung 1 nicht sWrt, wenn sie auch in jeder zwischen zwei 
Schaufeln gelegenen Teilschicht ein und derselben Radialschicht eine 
andere Konstante hat. Wird nun die· Schaufelform so eingerichtet, daB 
sie bei ihrer Drehung gerade das eben genannte cur in der betrachteten 
Teilschicht aufrechterhalt, dann kommt noch ein dritter aber wegen 
cur = const in der ganzen Schicht zwischen zwei Schaufeln konstanter 
Anteil in der Druckverteilung hinzu, der sich aus 

P3 + h _ wc,.r = H 
r g :I 

errechnet, der aber auch die Druck
verteilung des cm-Anteils der Ge
schwindigkeitsverteilung nicht stort. 

.... Man kann also letzten Endes bei sehr 

Abb. 139. Schichten des gleichen Radial
schnittes zwischen eng gestellten Schaufeln. 

vielen (streng: <Xl vielen) Schaufeln 
sagen: Die Radialschnitte der Schau
feln miissen Linien konstanten Wer
tes Cu r sein. Ein- und Austrittskanten 
der Schaufeln miissen ebenfalls in 
Radialschnitten liegen 1. Da nun cu' r 
= r2 W + Cm ' r ctg {J ist, so kommt 
diese Vorschrift auf eine partielle 
Differentialgleichung fiir die Schaufel
flache hinaus, die den {J-Verlauf von 
Radialschnitt zu Radialschnitt fiir 
jede Rotationsschicht festlegt, wenn 

der cur-Verlauf von Radialschnitt zu Radialschnitt angenommen wird. 
Die cm-Verteilung ist als gegeben zu betrachten, da aber die Absolut
werte von C,n von der DurchfluBmenge Q abhangen, so kann man nur 
fiir ein Verhaltnis Q/w erreichen, daB sich die cm-Verteilung nicht ver-
schiebt. . 

Die Praxis hat sich an die erlauterte Vorschrift im allgemeinen nicht 
gehalten, sondern sich damit begniigt, nur die Ein- und Austrittsenden 
der Schaufeln, haufig nur deren letzte Elemente nach der Vorschrift 
cur = const auszubilden. Dabei liegt die Vorstellung stoBfreien Auf
fangens der mit Cu r = const ankommenden Stromung und des Ab
stromens in einen mit konstanter Energie, also auch konstantem Cu r 
durchflossenen Raum zugrunde. 

Wir wollen aus dem Vorgetragenen zur Aufstellung einer Naherungs
theorie folgende Vorstellung entnehmen. Wir legen durch den Rotations-

1 Siehe hieriiber auoh von Mises, Theorie der Wasserrader. Ferner Bauers
feld. Z. d. V. 1. 1912. 
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hohlraum eine Reihe von Rotationsflachen, die ungefahr die Form 
haben, wie diejenigen, auf denen die freie Meridianstromung verlauft. 
Wir bestimmen nun die Schnittkurven der vorgelegten Schaufelflache 
mit den Rotationsflachen und deren Winkel fJ gegen die Umfangsrich
tung. Diese Winkel fJ betrachten wir fiir jede Verteilung der Wasser
menge als unveranderliche Winkel der relativen Strombahnen. (Wir 
setzen dabei geniigend groBe Schaufelzahl voraus.) Diese Festsetzung 
lauft darauf hinaus, daB wir anJ)ehmen, der DurchfluB erfolge wmer auf 
den gleichen Rotationsflachen, nur mit der GroBe nach verschieden ver
teilten cm-Komponenten. Man kann auch so sagen: Wir nehmen an, 
daB sich fiir aIle Verteilungen der DurchfluBmenge die gleichen Ortho
gonaltrajektorien der Stromung ergeben und nur die Werte der Cm-

Komponenten, nicht ihre Richtungen wechseln. Ferner sehen wir es als 
Tatsache an, daB die Fliissigkeit, die einem Kreiselrad mit konstantem 
Drall zustromt, auch dabin strebt, es wieder mit einem konstanten Drall 
zu verlassen, und daB sich ihre Verteilung entsprechend einstellt. Nun 
ist aber iiberall, also auch am 
Austritt, 

Cu· r = r2 W + Cm • r ctgfJ = k. 

Wenn dies konstant sein solI, 
so ist also 

k - r2 ro Abb. 140. Austrlttsdreiecke fiir verschiedene, iiber 
Cm = r ctg fJ· (398) die Austrlttskante gIeiche cu· r. 

Da nun iiber die Rotationsflache der Austrittskante bin an jeder 
Stelle r und fJ gegeben sind, so gehort zu jedem Wert k eine bestimmte 
Cm-Verteilung. Wir bilden nun das Integral 

Q = f2rn. Cm • ds 

iiber die ganze Austrittskante, wobei ds deren Bogenelement ist und 
erhalten: Q _ 2 f k - r2 ro . d 

- n ctgfJ s. (399) 

Es gehort also zu jedem k-Wert eine bestimmte Wassermenge und 
umgekehrt; den Zusammenhang kann man durch Auswertung des 
Integrales fiir verschiedene k-Werte ermitteln und graphisch darstellen. 
Setzt man nun die nach diesem Zusammenhang zu bestimmten Q-Werten 
gehOrigen k-Werte in (398) ein, so erhalt man zu jedem k-Wert eine ganz 
bestim:in;te cm-Verteilung und kann fiir gewisse Stellen (r) zu negativen 
Wertenofiir Cm gelangen. Dies bedeutet alsQ, daB man, je nach dem 
Radius des Kreises, auf dem die besondere Austrittsstelle liegt, sowohl 
mit positiven als auch mit negativen cm-Werten den gleichen cur-Wert 
herzustellen hat. Diese Moglichkeit sieht man sofort durch folgende 
kurze Betrachtung ein. Ein Kreiselrad habe fiir normale DurchfluB
menge drallosen Austritt. In Abb. 140 sind die dabei geltenden (recht
winkligen) Austrittsdreiecke fiir die Stellen mit dem groBten und dem 
kleinsten Radius gezeichnet. Geht nun die Wassermenge zuriick, so ent
steht ein positiver Drall, der beispielsweise an der auBeren Stelle zu dem 
gezeichneten cu-Werte fiihrt. SolI nun der entsprechende cur-Wert auch 
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an der inneren Stelle herrschen, so muB dort c,.. im umgekehrten Ver
haltnis der Radien oder der Umfangsgeschwindigkeiten groBer sein. Dies 
ist, wie das Diagramm zeigt, nur durch ein negatives c'" zu erreichen. 

Bei reinen Axialradern mit Austrittsflachen senkrecht zur Achse kann 
man das Integral (399) leicht ausrechnen. Fiir eine NormaldurchfluB
menge Qo nehmen wir Austritt mit dem positiven Drall ko und gleich
maBige Verteilung mit der Geschwindigkeit c"'. an. Dann ist 

ct f3 = ko - r2 w (400) 
g em . r ' o 

d. h. fiir diese Winkelverteilung in Schnitten mit Kreiszylinderflachen 
wird die Schaufel entworfen. Da wir diese als unveranderlich trotz 
wechselnder DurchfluBverteilung ansehen, haben wir (400) in (399) ein-
zusetzen und erhalten: T. 

Abb.141. Beobachtete 
Riickstromung in einer 

Francisturbine. 

1'k - r 2 w 
Q = 2n c"'. k 2 - rdr 

, 0 - r w 
T, 

oder 
Q = 2 {r! - rf + k - ko I ko - r2i.~} nc"" 2 2 n k 2 • 

(0 o-raw 

Hierin fiihren wir: 

Qo = n(r~ - r~) - c"', 
ein und bekommen 

Q = Q + (k - ko)QQ -In ko - r;w 
o w(r!-rf) ko-r~w' 

Auflosung nach k liefert 

k = ko + Q - Qo. w (r! - :;) . 
Qo InlcJ~~1)) 

ko - 1"!w 

(401) 

Die c",-Verteilung ergibt sich durch Einsetzen von (400) und (401) 
in (398) zu: 

(402) 

Auf dem Kreise mit dem Radius r tritt also Riickstromen gerade 
ein, wenn 2 2 

Q= w(ra-1"i) .Qo. (403) 
(k 2) In ko - r'f w ( 2 2) 

0 - r W· --~-'---- + (;J r - r· 
kO-r!w a ~ 

geworden ist. Dieses Riickstromen wird tatsachlich bei Turbinen und 
Pumpen beobachtet. Abb. 141 ist einem Aufsatz von D. Thoma aus 
dem Jahre 1918 entnommen1 und zeigt die mit Rauch sichtbar ge
machte Stromung in einer mit Luft betriebenen Turbine bei verhaltnis
maBig kleiner Beaufschlagung. Innerhalb und auBerhalb des Kreises, auf 
dem crr, = 0 ist, ist ein Wirbel zu sehen, dessen Drehachse senkrecht zum 
Radius, also in der Umfangsrichtung liegt. Er ist also treffend als Ring
wirbel zu bezeichnen, wahrend der in 44 und 45 besprochene relative 

1 Thoma, D.: Die neue Wasserturbinen- Versuchsanstalt von Briegeel, 
Hausen u. Co., Gotha. 1918. 
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Kanalwirbel ebenso anschaulich als ein Axialwirbel angesprochen werden 
muB, da seine Achse der Drehachse parallel ist. Abb. 142 a, b, c geben 
Beobachtungen aus demLa
boratorium fiir Stromungs
maschinen der Technischen 
Hochschule Karlsruhe wie
der, die an einer ebenfalls 
mit Luft betriebenen Krei
selpumpe, und zwar im 
Saugstutzen kurz vor dem 
Rade,gemachtwurden. Da
bei wurde die Stromungs
richtung durch flatternde 
Wollfiiden sichtbar ge
macht. Wie aus dem Schnitt 
Abb. 142a hervorgeht, ver
lauft das Profil in der Ein
trittsgegendfast axial. In der 
perspektivischen Zeichnung 
Abb. 142b ist dargestellt, 
wie die Richtung der Abso
lutgeschwindigkeit tiber den 
Radius hintiber bei creringer 
DurchfluBmenge variiert, 
wahrendAbb.142c diese Va
riation von der Durchfluf3-
mcngc 0 bis 70% der Menge 
des besten Wirkung grade. 
zeigt. Aus den Mes 'ungen 
sind chatzungs
weise die 1 urven 
dcr Abb. 142a kon
struiert, welche die 
Ausdehnung des _____ 
Ringwirbels bei ver
schiedenen Durch
fluBmengen zeigen. 

Die entsprechende El'
scheinung am Austritt ende 
der Radschauflung konnte 
aus meBtcchnischen Grun
den nicht beobachtet wer
den. Prinzipicll miissen sich 
aber dort bei del' Forder-

Abb. 142 a. Ringwirbel in einer Kreiselpumpe bei ver
schiedenen Fordermengen. 

f}rehsinn ties 

~ 

"'4"'=------ -----

menge 0 in einem reinen Abb. 142b. 

Axialrad ahnliche Verhaltnisse ausbilden, was schon daraus hervor
geht, daB in einem solchen Rade bei Nullforderung keine der heiden 
Endpartien der Schauflung etwas vor der anderen voraus hat. Ein 
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reines Axialrad wird also bei Nullforderung zwei Ringwirbel nach 
Abb. 143 erzeugen. Ohne die vorausgegangenen Rechnungen zu kennen, 
kann man dies damit begriinden, daB die Schauflung des Axialrades am 
auBeren Kranz bei Nullforderung einen bestimmten Zentrifugaldruck 

~~o,ZP.pt 

-----i ::: 

30· 

r 

erzeugt, der auBerhalb der 
Schauflung nicht besteht. Es 
muB also ein Pumpen von 
innen nach auBen und ein 
Riickstromen auBerhalb der 

Abb. 142c. striimungswinkel am Eintritt des Kreisel- Abb. 143. Ringwirbel in einem Axial-
rades nnch Abb. 142 a. rad bei DurchfluJ3menge Null. 

Schauflung von auBen nach innen zustande kommen, und zwar verteilt 
sich dieses Riickstromen auf das urspriingliche Ein- und Austrittsgebiet. 
Die angestellten Rechnungen werden aber durch diese Betrachtung nicht 
iiberfliissig, da sie den EinfluB der DurchfluBmenge auf die Gm-Verteilung 
ganz allgemein zeigen und den Anteil eines Ringwirbels an der Gm-Ver
teilung beweisen. 

47. Der Leistungsbedarf bei der DurchfluBmenge Null und die 
Abhang'igkeit der DurchfluBverluste vom Verhaltnis Qlro. 

Die vorausgegangenen Rechnungen bezogen sich auf die ideale 
Fliissigkeit; die aus ihnen gezogenen Folgerungen werden aber - gerade 
in extremen Fallen - sehr gut durch den Versuch bestatigt. FUr die 
reale Fliissigkeit ergibt sich bei der DurchfluBmenge Null ohne weiteres, 
daB dabei das Kreiselrad wie eine Wirbelbremse arbeitet und zur Auf
rechterhaltung der Drehung Leistung verbraucht. Aus den Rechnungen 
fUr die ideale Fliissigkeit kann dies natiirlich nicht gefolgert werden, 
weder fUr das Radialrad mit seinen Axialwirbeln, noch fUr das Axialrad 
mit seinen Ringwirbeln. Dies erklart sich beim Radialrad dadurch, daB 
ebensoviel Menge idealer Fliissigkeit in der einen Richtung mit be
stimmter Energiesteigerung stromt, als in der anderen Richtung unter 
gleich groBer Energieabgabe zuriickstromt. Beim Axialrad liegt der 
Rechnung die Annahme Gur = const zugrunde, so daB von vornherein 
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Energieanderungen nicht in Betracht kommen. Ganz anders aber ist es 
bei der realen Fliissigkeit. Hier vermischen sich die Wirbel heftig mit 
der umgebenden Fliissigkeit. Beim Radialrad tritt allerdings auch bei 
Nullforderung der Kanalwirbel nur wenig aus dem Schaufelkanal 
heraus, und zwar verhaltnismaBig um so weniger, je langer im Verhalt
nis zu seiner Teilung der Schaufelkanal ist. Dies erklart die Tatsache, 
daB Radialrader mit groBem Radienverhaltnis ra/ri> 1 verhaltnis
maBig den geringsten Leistungsverbrauch aufweisen. Wesentliche Ur
sache der Vermis chung mit der Fliissigkeit auBerhalb des Rades ist der 
Umstand, daB in zwei diagonal einander gegeniiberliegenden Ecken des 
Schaufelkanals der Kanalwirbel der idealen Fliissigkeit relativ zur Wand 
schroffe Verzogerungen bedingt. Dort bilden sich also neue Einzel
wirbel unter heftigem Riickstromen von Fliissigkeit aus der Umgebung 
in den Kanal. Der doppelte Ringwir bel des Axialrades dagegen fOrdert 
an sich sphon die ganze, an ihm teilnehmende Fliissigkeit in den 
auBeren Umfangspartien aus dem Rade heraus; sie mischt sich mit der 
umgebenden Fliissigkeit und kommt unter starkstem Energieverlust zu 
den inneren Umfangsteilen des Rades zuriick, in das sie hier unter StoB
verlusten wieder eintreten kann. Allerdings bemerkt man auch, daB in 
dem Saugrohr eines Axialrades der Fliissigkeitsinhalt auf verhaltnismaBig 
weite Strecken mit in Rotation um die Achse versetzt wird, wodurch 
die StoBverluste beim Eintritt del' Ringwirbelmassen ins Rad gemildert 
werden. Der Leistungsbedarf bei Nullforderung hangt auch merklich 
davon ab, ob ein solcher Fliissigkeitsinhalt yom Rade mit beeinfluBt 
wird. Jedenfalls aber wird es durch die Natur des Ringwirbels verstand
lich, daB die von einem Axialrad bei Nullforderung verbrauchte Leistung 
wesentlich 'hoher als die eines Radialrades ist; sie kann den Leistungs
bedarf des giinstigsten Betriebszustandes iibersteigen. 

Der Leistungsbedarf bei der DurchfluBmenge Null kann nach dem 
Vorstehenden als ein solcher zur Aufrechterhaltung der Axial- bzw. 
Ringwirbel bezeichnet werden; er macht sich naturgemaB schon bei 
Annaherung an die Nullforderung allmahlich wachsend bemerkbar. 
Die Kurve der von Kreiselpumpen verbrauchten Leistung, die in Ab
hangigkeit von der Fordermenge nach der Grundzugstheorie eine Pa
rabel mit dem Werte Null fiir Q = 0 ware, weicht daher gegen die Null
fOrderung hin mem und mehr von dieser Parabel abo (1hr Verhalten in 
del' Gegend H = 0 interessiert nicht so sem und ist daher noch wenig 
untersucht; es wird auch stark durch Auftreten von Kavitation be
einfluBt.) Man kann vermuten, daB der Leistungsverbrauch von der 
Para bel del' Grundzugstheorie dann abzuweichen beginnt, wenn im 
Schaufelkanal das Riickstromen und damit Bildung eines Wirbel
bereiches anfangt. Die DurchfluBmenge Q, bei der die Bildung der 
Wirbel beginnt, kann naherungsweise nach unseren Formeln berechnet 
werden, und zwar fiir das Radialrad nach Gleichung (394) bzw. (395), fiir 
das Axialrad nach Gleich ung (403), indem man diese Gleichungen fiir j eden 
Parallelkreis zwischen dem groBten und kleinsten innerhalb der Schauf
lung gelten laBt. Da fiir den Vergleich mit der Erfahrung noch nicht ge
niigend Material vorliegt, solI hierauf nicht weiter eingegangen werden. 
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Wenn man sich die Lichtbilder Abb. 135 und 136 naher ansieht, 
wird sofort klar, daB kleine DurchfluBmengen es wesentlich schwerer 
haben, den Schaufelkanal zu durchflieBen, als groBe bei gleicher Dreh
zahl des Rades. Die Auffassung, die man sehr haufig in der Literatur 
findet, und die auch den Verlustansatzen unserer Grundzugstheorie 
(s. 34) vorlaufig zugrunde gelegt ist, daB namlich der DurchfluBverlust 
ungefahr (d. h. abgesehen yom EinfluB der Reynoldschen Zahl) quadra
tisch mit Q wachst, laBt sich also nicht aufrecht erhalten. Schon wenn 
noch kein ausgepragter Kanalwirbel entstanden ist, sind doch die Ge
schwindigkeiten bei verschiedenem Verhaltnis Q/w auch verschieden ver
teilt. Da die Oberflachenreibung (Wandreibung) etwa quadratisch von 
der Relativgeschwindigkeit abhiingt, so ruft eine ungleichmaBige Ver
teilung mehr Reibung hervor als eine gleichmaBige. Mit abnehmender 

Abb.144. 

DurchfluBmenge wird also der DurchfluBverlust 
im Rade nicht so stark wie Q2 abnehmen. Sobald 
sich aber ein isolierter Kanalwirbel bildet, tritt 
als neue Verlustquelle der turbulente Impuls
austausch der DurchfluBstromung mit dem 
Wirbel auf. 

Theoretisch sind diese Verhaltnisse schwer 
in quantitativen Aussagen zu fassen; der Ver
such wird hier noch geraume Zeit allein das 
Wort fiihren. Dabei wird sich der beim Durch
stromen eines Kreiselrades auftretende Gesamt~ 
verlust nur schwer in einen "StoBverlust" am 
Eintritt und einen "DurchfluBverlust mit er
hohter Turbulenz" trennen, sondern nur im all
gemeinen als von der relativen Zustromrichtung 
abhangig angeben lassen!. 

1 In seinem hochst interessanten, durch weiten Riickblick und beherrschende 
"Obersicht ausgezeichneten, von der eigenen Forschertatigkeit beredtes Zeugnis 
ablegenden Vortrag: "Die hydrodynamische Arbeitsiibertragung, ins
besondere durch Transformatoren" (Jahrb. Schiffsbaut. Ges. Bd.31, 1930) 
berichtet Fottinger iiber seine Erkenntnisse, Erfahrungen und Untersuchungen 
auch auf dem Gebiet der Relativstromung durch Kreiselrader. Schon 1910 hat 
Fottinger die Relativwirbelung durch Versuche in der Danziger Hochschule £est
gestellt und als Mittel zu ihrer Verminderung die ErhOhung der Schaufelzahl an
gegeben. Veranlassung dazu gaben ihm Resultate mit einer besonderen Type 
seines "Transformators", die gerade fiir kleine DurchfluBmengen bei hohen Um
fangsgeschwindigkeiten verwendet werden sollte. (Die sogenannte Kupplungstype, 
s. hieriiber den oben genannten Vortrag.) Wahrend bei den anderen Transformator
typen, die nicht mit extrem kleinen Werten Q/ro arbeiten, eine nach dem Schema 
unser Energiebilanzen in 34 mit StoB- und Reibungsverlusten angesetzte Gr)lIld
zugstheorie das Verhalten der Maschlnen ausgezeichnet wiedergab, war diese "Ober
einstimmung zwischen Versuch und Rechnung fiir die Kupplungstype nicht zu 
erzielen. Fottinger hat dann 1911 auf Grund seiner Versuche eine (unveroffent
lichte) Theorie aufgestellt, die mit den Versuchen iibereinstimmende Ergebnisse 
lieferte. In seinem Vortrag 1930 berichtet er kurz iiber Versuche mit einem ro
tierenden U-Rohr nach nebenstehender Skizze, in dem er bei kleinem Verhaltnis 
Q/w mehr als den vierzigfachen Betrag des DurchfluBwiderstandes bei stillstehendem 
Rohr gemessen hat. Auf Einzellieiten der in Aussicht gestellten Charlottenburger 
Dissertation (Dipl.-Ing. Seelig) iiber diese Versuche darf man gespannt sein. 
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48. SchluBbemerkung zu den Erganzungen. 
Die Darlegungen der Abschnitte 44-47 diirfen nur als ein erster 

Hinweis auf besondere Erscheinungen angesehen werden, die bei ex
tremen Betriebszustanden auftreten. Da aIle Folgerungen aus einem 
Ansatz gezogen sind, der die Fliissigkeit als reibungslos behandelt, so 
kann nicht erwartet werden, daB die wirklichen Stromungen vollkommen, 
jedenfalls nicht, daB sie quantitativ mit den errechneten iibereinstimmen. 
Dadurch verlieren aber die angestellten Rechnungen durchaus nicht an 
Wert. Die moderne Stromungslehre ver.folgt in sehr vielen Fallen auch 
heute noch den Weg, daB sie zunachst untersucht, was fiir ein Geschwin
digkeits- und Druckzustand sich in idealer Fliissigkeit ausbilden wiirde, 
und daB sie diesen als einen Anfangszustand ansieht, der sich unter 
dem EinfluB der Reibung, namentlich der Wandreibung, umbildet. 
Diese Umbildung kann sehr weit gehen und tut es auch in unserem FaIle. 
Auf Einzelheiten kann hier nicht eingegangen werden; dies muB dem 
zweiten Bande vorbehalten bleiben. Besonders stark umgebildet werden 
die Axialwirbel, weniger die Ringwirbel; die Axialwirbel namentlich 
durch die Wechselwirkung mit der DurchfluBstromung. Den EinfluJ3 
aller dieser Vorgange auf DurchfiuJ3menge und Leistung kann man bis 
heute nur durch summarische Abschatzung oder durch Erfahrungs
werte beriicksichtigen. 

C. V ollbeanfschlagte Kreiselrader im offenen 
Strom. 

X. Strahltheorie der Axialrader im offenen Strom. 
49. Beschreibung der Anordnung und des Stromungsfeldes fur die 

technisch wichtigsten Ausfiihrungsformen. 
Vollbeaufschlagte Kreiselrader im offenen Strom kommen im wesent

lichen als Axialriider, und zwar in zwei Ausfiihrungen vor: als Hub
schrauben und Propeller oder Treibschrauben einerseits und als 
Windturbinen andererseits. Hubschrauben und Windturbinen sind 
ortsfeste Axialriider, Propeller haben auJ3er der Drehung eine Fort
schreitbewegung in Richtung ihrer Achse unter Uberwindung 
eines Widerstandes. Hubschrauben und Propeller sind ihrer inneren 
Wirkungsweise nach Axialpumpen, denn sie werden maschinell an
getrieben und setzen die mechanische Energie bei ortsfester Anordnung 
ganz (ideale Fliissigkeit vorausgesetzt I), bei eigener Bewegung teilweise 
in Stromungsenergie um. 1m zweiten Fall solI allerdings dieser Anteil 
moglichst gering sein und der groJ3te Teil in Schubarbeit verwandelt 
werden; aber umgehen liiJ3t sich die Erzeugung von Stromungsenergie 
aus mechanischer Arbeit auch in diesem FaIle nicht. Zweck der Hub
schrauben und Propeller ist jedenfalls die Erzeugung von Axialschub 
bzw. Schubleistung unter moglichst geringem Aufwand mechanischer 



252 V ollbeaufschlagte Kreiselrader im offenen Strom. 

Arbeit und mit moglichst geringen Dimensionen der Rader. Zweck der 
Windturbinen ist entsprechend die Umwandlung von Stromungsenergie 
in mechanische Arbeit; hier kommt es hauptsachlich darauf an, mit 
gegebenen Dimensionen moglichst viel mechanische Leistung zu ge
winnen. Hin und wieder kommen ortsfeste Axialrader auch als Venti
latoren vor, doch ist diese Anwendung zur Zeit nicht von groBer tech-
nischer Bedeutung. . 

DaB die vollbeaufschlagten Rader im offenen Strom immer Axial
rader sind, liegt in der Natur der Sache. Denn eine radiale oder tan
gentiale Beaufschlagung wiirde eine Abdeckung eines Teiles der Schau
feln verlangen, damit dieser nicht einen mehr oder minder groBen 
Arbeitsbetrag unntitz verbraucht. Der Abdeckung in der Wirkung 
gleich kommen Vorrichtungen, welche die Schaufeln periodisch wahrend 
einer Drehung verstellen und sie nur bei gtinstigster Anstellung so be
aufschlagen lassen, wie es der Energietibertragung entspricht. Aile 
solche Vorrichtungen tragen den Charakter des Komplizierten und Un-

wirtschaftlichen und haben sich daher 
nicht eingebiirgert. Das voll beauf

-------t-t+-/7..::/-:7'-./f-. --- schlagte Axialrad hat sich im wesent-
-------'¢b#'?7-"' .:;../____ lichen allein behauptet und solI daher 

--------~-:Jt, ~ -~ ------ im folgenden behandelt werden. Es 
./.. f.:.l.. wird mit seiner Drehachse in die Strom-

.. /./ richtung gebracht und bietet ihm in 
/'.- I I normaler Anstellung die volle Projek

tiorrsflache senkrecht zur Achse als 
Abb.145. Windrad. Beaufschlagungsflache dar (Abb.145). 

(Nur zur Verminderung des Energie
austausches und damit zur Verminderung von Uberbeanspruchung 
dreht man bei Windturbinen die Achse aus der Stromrichtung heraus; 
Abb.145.) 

Das Geschwindigkeitsfeld, das durch die Wechselwirkung zwischen 
den Schaufeln und der Stromung entsteht, ist in Wirklichkeit recht 
kompliziert. Denkt man zunachst an ortsfeste Rader (Windturbinen, 
Ventilatoren), so ist auch hier wieder die Absolutstromung nur peri-

odisch stationar~ Wenn Leitapparate fehlen, so ist die Periode = ~, 
Z·O) 

(wobei z die Zahl der Radschaufeln bedeutet), und das Relativstrom
bild ist stationar. Werden aber Leitapparate angebracht, so gelten die 
gleichen Bemerkungen wie in 27 tiber den periodischen Wechsel des 
Absolut- und Relativstrombildes. 

Um die Schwankungen zum Verschwinden zu bringen und damit den 
nichtstationaren Charakter der Stromungen durch ortsfeste Axialrader 
zu beseitigen, werden wir auch hier unendlich groBe Schaufelzahl an
nehmen. Hat aber das Kreiselrad auBer der Drehung noch eine andere 
Bewegung (insbesondere eine translatorische in Richtung seiner Achse, 
wie es bei Propellern der Fall ist), so ist die Absolutbewegung unbedingt 
nicht stationar, und die Folgerungen aus dieser Tatsache konnen durch 
keine MaBnahme oder Vorstellung umgangen werden. 
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Um die Verhaltnisse zu iibersehen, betrachten wir zunachst ein orts
festes, innerhalb einer allseitig ausgedehnten Fliissigkeitsmasse um
laufendes, mechanisch angetrie benes Axialrad mit unendlich 

Abb. 146 a. Theoretische Eigenstriimung eines angetriebenen Axialrades. 

vielen Schaufeln. Die Fliissigkeit ruhe zunachst, erst unter dem Ein
fluB der Raddrehung setze sie sich in Bewegung. 1m Beharrungszu
stand erfaBt das Rad in der Zeiteinheit eine gewisse Masse Fliissigkeit 
und beschleunigt sie in Richtung 
seiner Achse. Dies kann nur so ge
schehen, daB sich auf der einen Seite 
des Rades - der Eintrittsseite -
ein Unterdruck, auf der anderen -
der Austrittsseite - ein t"berdruck 
gegeniiber dem Druck der ungestor
ten Fliissigkeit ausbildet; den Druck
anstieg beim Durchtritt durch das 
Rad halt dieses durch seine Wirkung 
auf die Stromung aufrecht. Das ent
stehende Strombild zeigt Abb. 146 a 
fiir die nachste Umgebung des Rades Abb.146b. Theoretische Eigenstromung 

eines angetriebenen Axialrades. 
und Abb.146b fUr den weiteren Raum. 
Die Fliissigkeit wird von allen Seiten herbeigeholt und vom Rade 
zu einem Strahl zusammengefaBt. Da sich in diesem der Druck all
mahlich dem der Umgebung angleicht, wird auch in ihm (also hinter 
dem Rade) die Fliissigkeit noch beschleunigt, der Strahl zieht sich also 
noch zusammen und erreicht schlieBlich bei kreiszylindrischer Gestalt 
eine Geschwindigkeit Ca ... Man kann das Rad in der Vorstellung durch 
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einen sehr rasch und auf kurze Strecke hin und her gehenden Kolben 
in einem Rohr ersetzen; der Kolben miiBte sehr viele Riickschlag
ventile haben, die sich beim Hingang schlieBen und beim Riickgang 
<Hfnen, damit der Strom nicht unterbrochen wird 1. In groBer Entfernung 
vom Rade kiM man sich die Stromung auBerhalb des Strahles wie die 
radiale Zustromung zu einer im Eintrittsgebiet vor dem Rade liegenden 
punktforlnigen Senke vorstellen. Dies ist wichtig ffir die spateren Rech
nungen; wir stellen namlich fest, daB die Zustromung in groBer Ent
fernung durchschnittlich radial nach einem in der Nahe des Rades auf 
der Achse liegenden Punkt gerichtet ist und die Zustromgeschwin
digkeiten umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung von 
diesem Punkte sind (weil sich die Zustromung iiber eine Kugelflache 
verteilt, die nur an der Austrittsstelle des Strahles unterbrochen ist). 
Da die Abb.146a ffir ideale Fliissigkeit gezeichnet ist, so sieht man eine 
ausgepragte Grenzstromflache, an der die Geschwindigkeiten von 
auBeren, kleineren Werten auf innere, groBere springen und ihre Richtung 

umkehren. An ihrer, etwa in Mittel
ebene des Rades gelegenen, ring
formigen Endkante miiBte die Ge
schwindigkeit unendlich groB sein. 
In Wirklichkeit ist die Grenze des 
Strahles eine von Wirbeln erfiillte 
Schicht, innerhalb deren auch Strom
linien vorkommen konnen, die aus 
dem Unendlichen kommen, aber 
umkehren, ohne die Raddurchtritts-

:Abb.147. Durch Messung ermittelte Eigen- fl·· h . h d· L·· 
stromung eines angetriebenen Axialrades. ac e zu errew en; lese llllen ver-

laufen aber jedenfalls in Gebieten 
geringer Geschwindigkeit. Abb. 147 zeigt ein aus Messungen erInitteltes 
Stromlinienbild2, das generell unsere Vorstellungen durchaus bestatigt. 
Dementsprechend entwerfen wir als ein mehr der Wirklichkeit ent
sprechendes, aber immer noch idealisiertes Bild Abb.148. iller ist 
die symmetrische Zustromung zu der vor dem Rade gedachten Senke 
noch starker gestort als im FaIle der Abb. 146. Trotzdem konnen wir 
die GroBe der Zustromgeschwindigkeiten zum Rade in groBer Entfernung 
immer noch so berechnen, als ob sie gleichmaBig iiber eine groBe Kugel
flache verteilt waren. 

Die Abb. 146, 147 und 148 geben die von einem angetriebenen 
ortsfesten Axialrad in urspriinglich ruhender Fliissigkeit erzeugte 
Stromung. Ob dieses Rad dabei als Ventilator oder als Hubschraube 
dient, ist gleichgiiltig. Jedenfalls geht dabei, ideale Fliissigkeit voraus
gesetzt, die ganze mechanische Antriebsleistung in Stromungsenergie 
iiber. Der Antriebsleistung entspricht ein Antriebsmoment in der 

1 Vgl. Fottinger: Neue Grundlagen der Propellertheorie. Jahrb. Schiff
baut. Ges. 1918. Verlag Springer. 

2 Entnommen aus Bendemann: Luftschraubenuntersuchungen, Berichte 
der Geschaftsstelle d. Sonderausschussel;l der Jubilaumsstiftung der deutschen 
Industrie. 3. Heft. 1918. Verlag Oldenbourg. 
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Welle und diesem wieder ein Drall im Strahl. Die an das Rad heran
kommende Fliissigkeit hat keine Umfangskomponenten in ihren Ge
schwindigkeiten, die durch das Rad hindurchgegangene muB solche im 
Sinne der ROOdrehung besitzen, wenn wir ein mechanisch angetriebenes 
Roo vor uns haben (Hubschraube, Propeller, Ventilator). Man kann 
den Drall auf verschiedene Weise wieder beseitigen. Entweder ordnet 
man 2 Axialriider an, deren zweites in entgegengesetzter Richtung an
getrieben wird wie das erste und die von diesem erzeugten Umfangs
komponenten gerade wieder aufhebt. Da es einen seiner Drehrichtung 
entgegengesetzten, also negativen Drall auf Null bringt, wirkt es genau 
wie das erste als Pumpe, iibertragt ebenfalls Stromungsenergie auf die 
Fliissigkeit und beschleunigt sie ebenfalls. Beide Rader zusammen konnen 

Abb. 148. Idealisierte Elgenstromung eines angetriebenen Axialrades. 

demnach als ein einziges Rad betrachtet werden, das auf eine Stromung 
Energie zu iibertragen vermag, ohne ihr einen Drall aufzuzwingen. Rein 
theoretisch konnte man sich dies auch durch ein einziges Rad erzielt 
vorstellen, wenn man sich die mechanische Leistung durch ein un
endlich kleines Moment M mit unendlich groBer Winkelgeschwindig
keit ro hergestellt denkt, wobei M· ro dem gegebenen Leistungsbetrag L 
gleich ist. Ferner kann man dem umlaufenden Axialrad ein fest
stehendes als Leitrad vor- oder nach- oder sogar sowohl vor- als auch 
nachschalten. Die Wirkung solcher Leitrader zusammen mit der des 
Rades muB immer die sein, den Strahl aus dem Kreiselradsystem 
ohne Drall zu entlassen. Denn dann ist aIle Energie verwendet, um 
rein axiale Geschwindigkeiten zu erzeugen und ist die gesamte Be
schleunigungskraft der Reaktion in axialer Richtung, namlich dem 
Schub, gleich. Solche Leitrader haben sich daher unter der Bezeich
nung "Kontrapropeller" bei Schiffen bereits eingefiihrt und sind auch 
fiir Flugzeuge vorgeschlagen. Die Abb. 149 und 150, die dem Jahrbuch 
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der Schiffbautechnischen Gesellschaftl entnommen sind, zeigen solche 
Ausfiihrungen. Auch bei ortsfesten Axialradern k6nnen aile die obigen 
MaBnahmen in Frage kommen und sei es nur zu dem Zweck, den 
Trager des Kreiselradsystems von der Reaktion gegen das Antriebs
moment frei zu machen. 

Abb. 149. Propeller und Kontrapropeller am Schiff. 

Die Axial-, Radial- und Umfangskomponenten andern sich beim 
Durchtritt durch ein Leit- oder Laufrad stetig. Man kann nun jedes 
Leit- oder Laufrad idealisiert durch eine zur Axialrichtung senkrechte 
Durchtrittsflache ersetzen. Auch dann noch mussen sich die Axial
und Radialkomponenten beim Durchtritt durch diese Flachen stetig 

1 Siehe Wag n e r: Riickblick und Ausblick auf die Entwicklung des Kontra
propellers. Jahrb. Schiffbaut. Ges. 1929. 30. Ed. 
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andern, da der Strahlquerschnitt stetig verlaufen muB. Die Umfangs
komponenten andern sich aber an den Durchtrittsflachen unstetig; 
desgleichen auch der Druck. Die Stromlinien haben dann innerhalb 

Propeller 
\ 

contra-leitwerk 
I 

Abb. 150. Propeller und Kontra·Leitwerk am Flugzeug. 

der Rotationsflache, in der sie verlaufen, an der Durchtrittsflache in 
der Umfangsrichtung einen Knick. Fur das ortsfeste Axialradsystem 
sind in Ahb. 151 Geschwindigkeits- und Druckverlauf in einer Ro
tationsschicht gezeichnet, 
im GrundriB ist eine in 
dieser Flache verlaufende 
Stromlinie dargestellt. 
Die Rotationsflache ist 
nur in der oberen Halfte 
des Aufrisses eingezeich
net, Axial-, Radial- und 
Tangentialgeschwindig -

keit und Druck sind uber 
der Achse aufgetragen. Es 
ist ein Eintritts- und ein 
Austrittsleitapparat und 
ihr Zusammenwirken mit 
dem Rade so angenom
men, daB keine Umfangs
komponenten im Strahl 

IIvfrift 

Grundr!f3 

Abb.151. Geschwindigkeits- und Druckverlauf in der Eigen
striimung. 

verbleiben. Wenn man in einer Durchtrittsflache ein Ringelement des 
Strahles zwischen den Radien r und r + dr herausgreift und von der 
geringen Radialgeschwindigkeit, die von der Querschnittsanderung des 
Gesamtstrahles herriihrt, absieht, so kann man sich die Stromung in 

Spannhake, Kreiselrader. Ed. 1. 17 
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einer ebenen Abwicklung darsrellen. Ihre Beeinflussung durch· die 
Schaufeln des (Leit- oder Lauf-) Rades kommt dann einer solchen 
durch ein (feststehendes oder bewegtes) Parallelgitter (oder, wenn man 
die Strahleinschniirung bzw. -erweiterung berucksichtigen will und 
deshalb eine Kegelabwicklung in der uns aus 28 bekannten Art vor
nimmt, der Stromung durch ein Kreisgitter mit sehr groBem Radius) 
gleich. Auch ein solches Gitter kann man durch eine Durchtrittsflache 
ersetzen, an der die Normalkomponenten stetig, die Tangentialkompo-. 
nenten unstetig sind. Infolgedessen ist an ihr aber auch der Druck un
stetig. Dasselbe ist im Strahl beim Durchtritt durch die Ersatzflachen 
der Rader der Fall. 1m ubrigen variieren die Geschwindigkeiten und 
der Druck im Strahl auch uber den Radius hinuber. An den scharfen 
Strahlgrenzen, die ~an sich in idealer Fliissigkeit vorzustellen hat, 
sind die Geschwindigkeiten, wie bereits erwahnt, unstetig, der Druck 
aber muB an den Strahlgrenzen stetig in den der Umgebung ubergehen. 
In der wirklichen Flussigkeit wird sowohl fiir die Geschwindigkeiten 
als auch fiir den Druck der Obergang in die Werte der Umgebung 
durch eine unter Umstanden mit ruhender oder nur sehr langsam 
bewegter Flussigkeit, meistens aber mit Wirbeln erfiillte Schicht 
vermittelt. 

Mit zunehlnender Entfernung hinter dem Radsystem nimmt der 
Strahl mehr und mehr Zylinderform an. Enthalt er keine Umfangs
komponenten, so hat er gleichen Druck im ganzen Querschnitt, und zwar 
den der Umgebung (d. h. den der ungestorten Fliissigkeit). Besitzt er 
aber solche, so ist im allgemeinen der Druck im Strahlquerschnitt ver
~chieden und nur an der Mantelflache gleich dem der Umgebung. 

Die im vorstehenden beschriebene Stromung, die von einem orts
festen Radsystem mit mechanisch angetriebenen Laufradern in ur
spriinglich ruhender, allseitig ausgedehnter Fliissigkeit erzeugt wird, 
wollen wir die "Eigenstromung" des Systems nennen. Als charak
teristisch fiir diese sehen wir zunachst nur die erzeugte axiale Strahl
geschwindigkeit Cast im kreiszylindrischen Strahlteil an, und zwar zu
nachst einen mittleren Wert dieser GroBe, da wir uber ihre Verteilung 
im Strahl noch nichts aussagen wollen. 

Hat dieses System auBer der Drehbewegung seiner Laufrader noch 
eine gleichformig geradlinige Fortschreitbewegung, bei der seine Achse 
sich immer parallel und das System von den Grenzen der Fliissigkeit 
immer genugend entfernt bleibt, so schreitet seine Eigenstromung 
unverandert mit ihm fort: sie wird dadurch zur momentanen 
Absolutstromung. Die Relativstromungerhalt mandann, indem man 
in jedem Augenblick und an jedem Raumpunkt von dem Geschwindig
keitsvektor der Eigenstromung den Geschwindigkeitsvektor V der Fort
schreitbewegung subtrahiert. Da dieser nicht nur raumlich, sondern 
auch zeitlich konstant ist, so ist die Relativbewegung stationar. In den 
meisten praktischen Fallen kommt nur eine Fortschreitbeweguilg in 
Richtung des Strahles, aber entgegengesetzt zur Strahlgeschwindigkeit 
Ca.! in Frage. Zur Konstruktion der Relativstromung ist in diesem Faile 
tiber die Eigenstromung ein homogenes Geschwindigkeitsfeld mit einer 



Besohreibung der Anordnung und des Stromungsfeldes. 259 

Geschwindigkeit V in gleicher Richtung wie Ca,' zu superponieren. Die 
Tangential- und Radialkomponenten der Eigenstromung bleiben hier
von unberiihrt; nur die Axialkomponenten werden dadurch verandert. 
Je nach dem Zahlenwert des VerhaItnisses V: Ca,' entstehen verschiedene 
Relativstromlinienbilder. Die Abb. 152a, 152b und 152c geben diese fiir 
die Verhaltnisse V: ca., = 0,2, 0,5, 1,0 wieder!. Sie zeigen, daB ein 
Teilder Relativstromung "'" ~ ~ 
vom Kreiselrad zwar V c~ ~ 
beeiniluBt wird, dieses Cast bzw. C:;' =0,2 

aber nicht durchstromt; ~ 
das Rad sondert viel-
mehr einen je nach den 
VerhaItnissen verschie
denen Strahl aus der Re-

lativstromtmg aus; und ~~;~~~~~~iiiillllllll_ zwar nimmt mit steigen-
dem Geschwindigkeits-
verhaltnis V : Ca.. das 
Verhaltnis der Strahl- a 
querschnitte vor undhin
ter dem Kreiselrad ab 

Abb.152a. Relativstromung eines in Achsenrichtung beweg
ten Axialrades. 

und nahert sich mit V: ca., --->- 00 der Eins. Gleichzeitig bleibt die 
Fliissigkeit vor und hinter dem Propeller im feststehenden Raum in 
Ruhe, der Propeller iibt keine Wirkung auf die Fliissigkeit aus und er
iahrt keine von ihr. 

Die Abb.152a-c konnen aber auch als Darstellungen von Ab
solutstromungen gedeutet werden, die ein ortsfestes Kreiselradsystem 
in einem vorgegebenen Ge
schwindigkeitsfelde von der 
gleichformigen, mit Cast 

gleichgerichteten Geschwin
digkeit CalOO erzeugt. Es liegt 
dann der Fall eines Geblases 
oder einer Hubschraube mit 
vorgegebener Zustromge
schwindigkeit vor. SchlieB
lich sind sie auch Darstel
lungen der Relativstromung, 
die zu einem mit der Ge
schwindigkeit V entgegen

a ---Cast 
Abb.152b. Relativstromung eines in der Achsenrich· 

tung bewegten Axlalrades. 

gesetzt ca., bewegten Propeller gehort, wenn dieser sich in einem vor
gegebenen Geschwindigkeitsfelde von der gleichlormigen, mit ca•t gleich
gerichteten Geschwindigkeit calOO bewegt. An Stelle von V bzw. Cal 00 

tritt hier die Summe (calOO + V). 

1 Um die Bilder sohnell zeiohnen zu konnen, wurde an Stelle der rotations
symmetrisohen Stromung eine ebene zugrunde gelegt, damit das in 23 erwahnt e 
Verfahren von Maxwell zur Konstruktion einer resultierenden Stromung au s 
zwei Teilstromungen angewandt werden konnte. 

17* 
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Die Eigenstromung des mechanisch angetriebenen, Energie auf die 
Fliissigkeit iibertragenden Kreise1rades kann, wie wir gesehen haben, 
durch ein ortsfestes, in urspriinglich ruhender Fliissigkeit in Gang ge
setztes Rad tatsachlich verwirklicht werden. Dabei ist eine wesentliche 
Tatsache die des Druckausgleiches im erzeugten Strahl oder wenigstens 
an dessen Mantelflache, so daB an der kugelformigen Grenze des 06· 

schwindigkeitsfeldes im 
wesentlichen gleicher 

::::: Druck herrscht. Die 06-
schwindigkeit an dieser 
Grenze ist, mit Aus
nahme der im Strahl, 
verschwindend klein:. 
Unter solchen Voraus
setzungen Energie aus 
der Fliissigkeit zu en t -
z i e hen, ist natiirlich 
unmoglich. Dies gelingt Abb.152c. Relativstromung elnes In der Achsenrichtung 

bewegten Axialrades. 
nur in einer Stromung 

mit vorgegebener O6schwindigkeit von endlicher GroBe. Die Wirkung 
einer Stromturbine auf ein solches gleichformiges O6schwindigkeitsfeld 
zeigt Abb. 153. Die dort dargestellte Stromung unterscheidet sich von 
den durch die Abb. 152a-c beschriebenen dadurch, daB die homogene 
O6schwindigkeit des ungestorten Feldes die groBte von allen vorkom
menden, wahrend sie in den Abb. 152a-c die kleinste ist. AIle Vor

stellungen iiber den 06-
schwindigkeitsverlauf so
wie den Drucksprung an 
denRaddurchtrittsflachen 
sind sinngemaB auf den 
Strahl der Stromturbinen 
anwendbar. In Abb. 153 
findet man alles wesent
liche. Das Rad staut die 

----..... """'=~::::;~1=~=:::;;:.:~==~~ ankommende Stromung 
an, wodurch auf seiner 
Eintrittsseite ein der Ver
zogerung der Fliissigkeits
teilchen entsprechender 
Druckanstieg entsteht. 

Abb.153. Stralillorm, Geschwindigkeits· und Drnckverteilung 
der Stromung durch eine Windturbine. 

Die Verzogerung dauert auch auf der Austrittsseite des Rades noch 
fort, womit ein Unterdruck auf der Austrittsseite verbunden ist, der 
sich erst allmahlich wieder ausgleicht. Der Strahl erweitert sich 
stetig. Der Verzogerung der Fliissigkeitsteilchen entspricht Energie
abgabe an das Rad, die ein Drehmoment bedingt. Dieses wieder ver
langt als Reaktion das Vorhandensein von Umfangskomponenten im 
Strahl hinter dem Rad, die der Drehung des Rades entgegengesetzt 
gerichtet sind. 
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Wenn man nachtraglich die Stromung durch die Turbine doch aus 
einer gleichformigen Stromung und einem durch die Turbine verursach
ten Zusatzfelde zusammensetzen will, so kann man dieses Zusatzfeld aus 
dem tatsachlichen Gesamtfeld dadurch herausschalen, daB man ein dem 
gegebenen homogenen Felde entgegengesetzt gleiches dem, Gesamtfelde 
iiberlagert. Man erhalt dann als "Eigenstromung der Windtur
bine" eine solche, die der gegebenen Gesamtstromung entgegengesetzt 
gerichtet ist - man kann sagen, sie hat negative Strahlgeschwin
digkeiten. Der Betrag derselben ist in groBer Entfernung hinter dem 
Rade am groBten; dort hat ja auch die tatsachliche Stromung die ge
ringsten positiven Geschwindigkeiten. Der "Eigens'trahl" hat dort 
einen groBeren Querschnitt als das Rad; auBerdem weicht er dem Rade 
aus. Abb. 154 zeigt die tatsachliche und die aus ihr herausgeschalte 
Eigenstromung durch eine Windturbine. 

Abb. 154. Stromung durch cine Windturbine und zugehorige Eigenstromung. 

FaBt man alles zusammen, so kann man sagen: jedes Kreiselrad im 
offenen Strom besitzt eine Eigenstromung; diese wird im wesentlichen 
durch einen freien Strahl dargestellt, der vom Rade weggerichtet ist, 
wenn dies als Pumpe arbeitet, und auf das Rad zuflieBt, wenn dies als 
Turbine wirkt. Die absoluten Betrage der Strahlgeschwindigkeiten sind 
in groBer Entfernung vom Rade stets groBer als am Rad selbst. Der 
Strahlquerschnitt in groBer Entfernung ist bei Turbinenwirkung groBer 
als die Radkreisflache, bei Pumpenwirkung kleiner. Die in dem Strahl 
zusammengefaBte Fliissigkeit wird von einem Pumpenrad aus der 
ganzen Umgebung zusammengeholt, wahrend sie von einem Turbinen
rad aus in die ganze Umgebung verteilt wird. Es ist nochmals zu be
tonen, daB man die Eigenstromung der als Pumpe arbeitenden Rader 
physikalisch tatsachlich fUr sich allein verwirklichen kann, wahrend die 
Eigenstromung der Turbinenrader nur vorsteUungsmaBig als Teilstro
mung aus einer physikalisch moglichen herausgeschalt werden kann. 

Die beschriebenen Stromlinienbilder sind auch insofern idealisiert, 
als bei ihrem Entwurf keine Riicksicht auf den Einfl uB der tragenden 
Konstruktionen genommen ist. Diese "storen" das Geschwindig
keitsfeld sowohl bei den ortsfesten, als auch bei den eigenbewegten 
Kreiselradsystemen. Insbesondere bei diesen rufen sie (z. B. das Schiff 
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oder das Flugzeug) ihrerseits besondere Eigenstromungen hervor, die 
vom festen Raum aus betrachtet als Verdrangungsstromungen anzu
sehen sind. Wir werden aber in diesem Bande diese Einfliisse vernach
lassigen, also voraussetzen, da.6 die tragenden Konstruktionen sehr weit 
vom Radsystem entfernt sind. So reden wir bei der Schiffs- oder Flug
zeugschraube vom "freifahrenden Propeller", entsprechend mii.6ten 
wir die Ausdriicke "freistehende Hubschraube, freistehendes 
Geblase oder Stromturbine" einfiihren. Schlie.6lich wollen wir fiir 
unsere Grundzugstheorie auch denUmstand vernachlassigen, da.6 
Schiffspropeller den Grenzen der Fliissigkeit verhaltnisma.6ig nahe 
liegen. 

50. Impuls- und Energiesatze fUr die offenen Stromrader. 
Wir gehen von einem einzelnen Rad (ohne Leitrader) aus, das sich 

in einer mit vorgegebener Geschwindigkeit ca, anstromenden Fliissig
keit, dieser entgegengesetzt, mit der Geschwindigkeit V bewegt. Es 
iibertrage Energie auf die Fliissigkeit und erzeuge demnach einen Eigen
strahl von der Geschwindigkeit Ca,,, gleichgerichtet mit ca,.. Wir ver
einfachen uns die Aufgabe, indem wir naherungsweise die 
Axialgeschwindigkeiten im Strahl gleichma.6ig verteilt an· 
nehmen. 

Wir betrachten die Absolutstromung und rufen uns die Aussagen 
der Impuls- und Energiesatze ins Gedachtnis zuriick. Um diese anzu
sprechen, mu.6 bekanntlich durch eine "Kontrollflache" ein "Kontroll
raum" "passend" abgegrenzt werden, in dem die starren Teile, mit 
denen die Fliissigkeit in Wechselwirkung steht, mit eingeschlossen sind. 
Ais au.6ere Krafte werden diejenigen bezeichnet, die an der Kon
trollflache und unmittelbar durch sie hindurch auf die festen oder 
fliissigen Teile iibertragen werden. Denkt man beim Impulssatz sofort 
an eine bestirnmte Richtung, so hei.6t er: 

"Die in einer bestimmten Richtung positiv gerechnete Komponente 
der Resultierenden aller au.6eren Krafte ist gleich der auf die Zeiteinheit 
entfallenden Zunahme der in der gleichen Richtung positiv gezahlten 
Komponente des Gesamtimpulses im Kontrollraum." 

Fiir die uns allein interessierende Achsenrichtung des Rades (In
dex "a") ergibt sich also: 

(404) 

Denkt man entsprechend beirn Impulsmoment an eine passend aus
gewahlte Bezugsachse, so gilt: 

"Das Moment aller au.6eren Krafte ist gleich der auf die Zeiteinheit 
entfallenden Zunahme des gesamten Impulsmomentes im Kontroll
raum." 

In unserem FaIle ist also, wenn die Umfangskomponenten der Ge
schwindigkeiten senkrecht zur Radachse auch hier mit Cu bezeichnet 
werden: 

(405) 
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Beim Energiesatz handelt es sich um :richtungslose Groi3en, er lautet: 
"Die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit aller auBeren Krafte ist 

gleich der auf die Zeiteinheit entfallenden Zunahme der gesamten kine
tischen Energie im Kontrollraum." 

Also ~ d ~ c2 

~ (Poe) = dt ~ m"2' (406) 

Bei einer nichtstationaren Stromung, um die es sich hier im all. 
gemeinen handelt, setzen sich die im Kontrollraum wahrend eines Zeit
elementes dt ablaufenden Anderungen, soweit die Fliissigkeit in Betracht 
kommt, aus solchen zusammen, die durch die Bewegung der Fliissig
keitsteilchen in dem fUr einen Augenblick stationar gedachten Felde 
bedingt sind - stationaren oder konvektivenAnderungen - und solchen, 
die durch die Veranderung des Feldes im Kontrollraum verursacht 
werden - lokalen Anderungen. 

Wir gehen jetzt damn, die Gleichungen (404), (405), (406) ausfiihr
lich anzuschreiben. Als Kontrollflache wahlen wir eine sehr groBe 
Kugel, deren Mittelpunkt in der Nahe des Rades auf seiner Eintritts
seite liegt. Wir behandeln die freifahrende oder freistehende Ma
schine. Drehmoment und Schub werden also durch eine lange, in 
einer unendlich diinnwandigen Hohlstange gelagerte Welle iibertragen, 
die aus der· Kontrollflache hinausfiihrt. In dem Querschnitt, in dem 
die Kontrollflache die Welle schneidet, werden der Schub S durch Zug
oder Druckspannungen und das Drehmoment M durch Torsions
spannungen iibertragen. Denkt man beispielsweise an den dem Fahr
zeug vorausfahrenden Propeller, so handelt es sich um Zugspan
nungen; die Welle liegt als Kern in dem erzeugten Strahl. AuBer diesen 
Kraftwirkungen bestehen nur noch die der Fliissigkeitsdriicke an der 
Kontrollkugel. Wenn diese geniigend groB genommen wird, so kann 
man von einer Symmetrie der Druckverteilung sprechen, die bis auf 
die Verhaltnisse im Strahlquerschnitt FBt vollkommen ist. Es heben 
sich also aIle Druckkrafte auf bis auf diejenigen, die durch den Unter
schied der Fliissigkeitsdriicke im Strahlquerschnitt FBt gegeniiber denen 
im gleich groBen, auf der Kontrollkugel diametral gegeniiberliegenden 
Querschnitt bedingt sind. Rechnen wir als Nullniveau der Driicke den 
Druck der ungestorten Fliissigkeit, d. h. den Druck auf der Kontroll
kugel auBerhalb des Strahles, so ist der absolute Betrag dieses Unter
schiedes: Fst 

fp·dF. 

Wir zahlen nun die Richtung von Ca,. als positiv und fiihren aIle Krafte 
positiv ein, die in dieser Richtung von auBen auf das System (also auch 
auf die Fliissigkeitsteilchen) wirken. Ais Summe aller auBeren 
Krafte haben wir daher: 

Fst 

LPa=S-fp·dF. 

Der stationare Anteil der Impulsanderung berechnet sich als 
UberschuB des momentan an der Kontrollflache ausstromenden iiber 
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den einstromenden Impuls. Urn diesen zu bestimmen, setzen wir fiir 
einen Augenblick V = 0 und denken uns das aus ca, und der Eigen
stromung des Rades zusamroengesetzte Geschwindigkeitsfeld konstruiert. 
In diesem ist ein Strahl ausgesondert, der die sekundliche Masse: 

F8t (ca, + Ca,,) • f 
transportiert. AIle Fliissigkeitsteilchen dieses Strahle!! erfahren eine Be
schleunigung von ca, auf ca, + ca.,. Der Strahl liefert also zur Impuls
vermehrung im Kontrollraum den stationaren Beitrag 

A Jstationllr = L F.t (ca, + Cast) • Ca ... g 

Die Teile der Kontrollflache auBerhalb der Durchtrittsflache des 
Strahles liefern keinen Beitrag, wenn man nur die Kontrollkugel groB 
genug annimmt. 

Die lokale Anderung des Impulses riihrt davon her, daB sich 
das Geschwindigkeitsfeld gegeniiber dem ruhenden Kontrollraum mit 
der Geschwindigkeit V verschiebt. 1m wesentlichen handelt es sich 
dabei um das Geschwindigkeitsfeld der Eigenstromung, denn das Feld 
der Grundstromung ca, ist ja ein stationares. Durch die Verschiebung 
der Eigenstromung wird in den Kontrollraum eine Masse 

F8t • V.L 
g 

hineingeschoben, die gegeniiber der Grundstromung eine um Cast er
hohte Geschwindigkeit hat, also eine Impulsvermehrung. 

AJlokal = LF8t • V· Cast g 

mit sich bringt. An den iibrigen Teilen der Kontrollflache wird durch 
die Verschiebung kein Impuls mehr herein als hinausbefordert, da das 
Feld der Eigenstromung bis auf die Strahlquerschnittsflache symme
trisch ist und die dem Strahlquerschnitt auf der Kontrollkugel gegen
iiberliegende gleich groBe, also endliche Flache verschwindend kleine 
Geschwindigkeiten der Eigenstromung hat. 

Der Impulssatz lautet nunmehr: 
Fst 

S - f p' dF = fFst(cal + Ca,t + V)· Ca,t (407) 

oder F" 

S = f p. dF + fF8t(Ca, + Cast + V)· Cast' (408) 

Fiir die Berechnung des Drehmomentes nehmen wir eine Ver
teilung der Umfangskomponenten im Strahl hinter dem Rade nach dem 
Gesetz: 

Cu • r = konst. = k (409) 

an. Vor dem Durchtritt durch das Rad sind keine Umfangskomponenten 
vorhanden, also miissen, wenn Energie auf die Fliissigkeit iibertragen 
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wird, die Umfangskomponenten hinter dem Rade im Sinne von des sen 
Drehung gehen; wir zahlen kin diesem FaIle positiv. Von den auBeren 
Kraften haben nur die Torsionsspannungen in der Welle ein Moment, 
das mit M bezeichnet sei. Die Fliissigkeitsdriicke an der Kontrollkugel 
schneiden mit ihren Richtungen die Achse oder sind ihr parallel, haben 
also kein Moment. Die Zunahme des Impulsmomentes hat auch wieder 
einen statio:naren und einen lokalen Anteil, die beide ganz analog wie 
die entsprechenden Anteile der Impulssteigerung zu berechnen sind. Man 
kann daher die Momentgleichung sofort hinschreiben; Sle lautet: 

y 
M = - F 8t (ca, + Ca,' + V) . k . 

(J 

Die Arbeit der auBeren Krafte ist: 

F s' 

M . OJ -- S . V - f p (ca, + Ca,,) • d F . 

(410) 

Hierin ist M . OJ = L die mechanische Antriebsleistung, S· V die zur 
Uberwindung des dem Schube gleichen Widerstandes verausgabte 
mechanische Leistung1 . Das Integral ist die Leistung der Oberflachen
krafte an der Kontrollflache, die nur im Strahlquerschnitt einen von 
Null verschiedenen Beitrag liefern. 

Die Zunahme der Ie bendigen Kraft riihrt von dem Zuwachs 
der axialen Geschwindigkeiten sowie von den neu entstehenden Um
fangsgeschwindigkeiten her. Jeder dieser Betrage hat einen stationaren 
und einen lokalen Anteil. Man findet durch die gleiche Uberlegung wie 
oben bei der Impulsbetrachtung sofort die Richtigkeit der nachstehenden 
Formeln. F s' 

Y (ca, + Ca,,)2 - c~, Y J. c; 
L1Estationar = - Fst(ca , + Ca,,) • '> + - (ca, + cas,) ~. dF, 

g ~ g ~ 

Pst 

~4E - Y F V (ca, + Ca,,)2 - c~, + Y T7 rC~t dF 
LJ lokal - g 8t·· 2 g r ·v 2· . 

Da die Umfangskomponenten iiber den Querschnitt variieren, miissen 
fUr die betreffenden Anteile Integrale geschrieben werden. 

Nunmehr kann der Energiesatz angeschrieben werden; er lautet 
Fst 

j'jl[ • OJ - S· V - Ip (ca, + cas') • dF 

Y (c -L-- C )2 _ c2 

= _ F ( + + Tl). a, I as, a, 
8t Ca, Ca,' r '>. g ~ 

(411) 

Fst 

+ f (ca, + Cast + V) f; . dF . 

1 Bei den Propellern, die in der Nahe ihrer Fahrzeuge arbeiten, ist im 
aJlgemeinen S nicht dem Fahrzeugwiderstande gleich, da sich Propeller 
und Fahrzeug gegenseitig beeinflussen. Vgl. hieriiber: Fresenius: Das grund
siitzliche We sen der Wechselwirkung zwischen Schiffskiirper und Propeller. 
Schiffbau 1921/22, S. 257 oder auch Bet z: Der Wirkungsgradbegriff beim Pro
peller. ZFM 1928, Heft 8. 
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Um das Druckintegral in Gleichung (408) auszuwerten, machen wir 
die Annahme konstanter Stromungsenergie im Strahl hinter dem Rade. 
Die Anderung des Druckes im Strahlquerschnitt riihrt nur von der 
Anderung der Umfangskomponenten her; sie errechnet sich aus der 
Gleichung: • c' c' 

Pst + CUst _ Psta + Ust. _ us,. (412) y 2g -y- 2g-2g' 
in der der Druck Pst. am Strahlrande dem der Umgebung, also der 
Null gleichgesetzt ist. Es folgt: 

')' c~s' - c~S'a 
Pst = - g --2- . (413) 

Setzt man dies in Gleichung (408) ein und verbindet weiterhin die 
Gleichungen (408) und (410) mit (411), so folgt, wenn man passend zu-
sammenfaBt: F;, 

; Fst(ca1 + Cast + V) {Wk - C~ta + f~' dF - V· cast} 

F s' 

= ; F st (c~ + Cast + V) {(Cal +c~,)2 - C~l + fc; dF}. 

Hier heben sich die Integrale gegenseitig auf, von dem Druckintegral 

in Gleichung (408) bleibt nur noch LFst multipliziert mit dem konstanten 
g 

Faktor ~stJ2 stehen. Nach Kiirzung des gemeinschaftlichen Klammer
faktors verbleibt: 

oder 

( + )2 2 c2 
k = Ca, Cas' - C 1 + V • + ~ 

W 2 ~st 2 (414) 

Cast {Ca., + 2 (c~ + V)} + C~sta 
wk= 2 . (415) 

Es ist nfitzlich, einen Augenblick die Relativgeschwindigkeiten gegen
fiber dem fahrenden Propeller einzufiihren, d. h. die Energieverande
rungen von einem System aus zu betrachten, in dem der Propeller 
ruht. Wir bezeichnen auch hier die Relativgeschwindigkeiten mit W 

und stellen zunachst fest, daB: 

Cas' = w2 - wl ; Cu = Wu (416) 

ist. (Bei der Gleichung Cu = Wu ist darauf hinzuweisen, daB es sich hier 
nicht um Relativitat gegen ein rotierendes, sondern gegen ein in Rich
tung der Achse fortschreitendes System handelt!) Fiihren wir diese Be
ziehungen in Gleichung (414) ein, so folgt: 

(w2 - V)2 - (wl - V)2 + 2 V(w2 - Wl) + Wusta 
wk= 2 ' 

~-~+Wusta 
wk= 2 . 

d. h. 

(417) 
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Wie es sein mu.B, ist jede Beziehung, die auf geleistete Schubarbeit hin
weist, verschwunden; Gleichung (417) spricht den trivialen Satz aus, 
da.B von einem mit dem fr0peller axial bewegten System aus gesehen, 
die mechanisch aufgewendete Energie zur Erzeugung der relativen 
Stromungsenergie im Strahl verwendet wird. Da.B der Druck in der 
Gleichung (417) nicht erscheint, hat, wie in Gleichung (414) und (415) 
seinen Grund darin, da.B wir die Geschwindigkeitsenergie am Strahl
rand eingefiihrt haben; dabei brauchen wir nur die Umfangskompo
nente durch den Index "a" besonders zu kennzeichnen, weil wir die 
Axialkomponenten von vornherein als konstant im Strahlquerschnitt 
angenommen haben. Da.B die Aussage des Energiesatzes in einem 
System, in dem der Propeller keine axiale Bewegung hat, trivial wird, 
hangt wesentlich damit zusammen, da.B die Stromung in diesem System 
stationar ist. 

Nunmehr berechnen wir den Schub noch einmal, und zwar 
aus dem Drucksprung an der Raddurchtrittsflache F. 

Es ist 
F 

S = f LJp· dF. 

Den Drucksprung finden wir aus Energiebilanzen, indem wir einer
seits die relative Stromungsenergie unmittelbar vor dem Rade mit der 
in gro.Ber Entfernung vor ihm und andererseits die Energie unmittelbar 
hinter dem Rade mit der am Rande des Strahlquerschnittes F st ver
gleichen. 

Bezeichnen wir den Druck vor dem Rade mit Pv, den hinter ihm 
mit Ph, so ist 

weil der Druck in gro.Ber Entfernung gleich Null ist. Andererseits ist 

Hier ist von der Tatsache, da.B die axialen Geschwindigkeitsgro.Ben 
beim Durchtritt durch das Rad keinen Sprung erleiden und der Druck 
am Strahlrand auch gleich Null ist, Gebrauch gemacht. Die Ge
schwindigkeiten in der Radflache sind ohne Inde~ eingefiihrt. Wir 
finden: 

LIp 
'}' 

Ph - Pv 
'}' 

Mit Riicksicht auf Gleichung (416) und die Gleichheit von Cu und Wu 

wird daraus: 
y ( C

2
) LIp = g wk - ; . (418) 

Damit ergibt sich: 
F 

s = - F· wk - - - dF . Y Y JC~ 
g g 2 

(419) 
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Andererseits ist S nach Gleichung (408), wenn dort das Druckintegral, 
nach Gleichung (413) ausgerechnet, eingesetzt wird. 

2 J~st ?' CUs'a ?' c; 7' 
S = -Fst · ----.,- - - -2 dF + -Fst(ca, + Cast + V) Cast • 

g ... g g 
(408 a) 

Ftihren wir jetzt: 

F = (r~ - rn n; F st = (r;ta - rJ) 7l; Cu· r = cus'· rst = k (420) 

ein, so folgt aus dem Vergleich von Gleichung (418) und (408a) 

;n;r ( 2 2) k r ;n;r k2j [":Ir /'[arl g ra - ri W T g . r -. r 
fi Ti 

n?, r: 9 {C~s'a } = g ( sta - Tf) 2 + (Cal + Case + V) . Cas' 

Ersetzt man c~'8t.l2 nach Gleichung (415) durch: 

c~"a = W k _ ~"s~{cast + 2 (ca, + V)} 
2 2' 

faBt die Glieder mit (J) k zusammen und fiihrt die Integrationen 
so ergibt sich schlieBlich: 

k ( 2 • .2) + k2l rsta _ ( 2 9) c;" W ra - Tsta n-- --- rsta -Tf ·-2 
ra 

aus, 

(421) 

Die beiden Gleichungen (415) und (421) sind es, mit denen die Axial
rader im offenen Strom zu behandeln sind. Wir schreiben sie noch etwas 
um. Das Verhaltnis des AuBenradius im Strahlquerschnitt F st zum 
AuBenradius in der RadfHiche F bezeichnen wir mit (!, schreiben also: 

(422) 

entsprechend setzen wir 
(423) 

Dabei sei daran erinnert, daB wir im Strahl hinter dem Rade einen festen 
Kern annehmen, der durch die Welle und eine Hohlstange fill ihre La
gerung gebildet wird und der den konstanten Halbmesser ri besitzt. 
Wir benutzen die Vorstellung, daB k im ganzen Strahl, also auch tiber 
die Radflache konstant ist, um auszudrticken, daB 

W k = w . Cu • r = U • C" = U a • cu. (424) 

ist, indem wir die auBerste Umfangsgeschwindigkeit des Rades ein
fUhren. Genau wie in der Turbinentheorie fUhren wir nun das Diagramm
charakteristikum m ein, das wir hier nur im Geschwindigkeitsdiagramm 
des Radumfanges bestimmen, und zwar so, daB 

(425) 
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ist. Damit konnen wir 

andererseits 
wk = m· u~, (426) 

(427) 

setzen. Der Betrag m· u~ ist das g-fache der durch das Rad auf jedes 
kg iibertragenen relativen Stromungsenergie H. 

Aus Gleichung (421) wird nun, wenn durch ~ dividiert,von den 
Gleichungen (424)- (427) Gebrauch gemacht und ! Ine2 statt Ine ge
schrie ben wird: 

( m) c2 

m . u~ 1 - e2 + TIn e2 = (e2 - e~) ;". (428) 

Gleichung (415) schreiben wir in folgender Form: 

oder: 

k ( V c~" lk2 ru 
w = Calt Ca, + ) + 2 + "2 T . ~ 

sta a 

V c~" lk21 
= Cas, (Ca, + ) + 2 + "2 ~ • 2 

a e 
2( m)_ c~" m· U a 1 - 2e2 - Ca,' (ca, + V) + 2' (429) 

Die Gleichungen (428) und (429) sind so zu verwenden, daB als ge
geben ca, und V, sowie m, Ta und Ua zu betrachten sind. Dann reichen 
die Gleichungen aus, um CaBt und e zu bestimmen, wenn man ei von 
vornherein festsetzt. Dazu ist man bei dem freifahrenden bzw. frei
stehenden· Rade, von dem hier durchweg die Rede ist, berechtigt. Die 
GroBe von ei kann man etwa einer mittleren Naben- oder Wellenstarke 
entsprechend annehmen. Wir rechnen durchschnittlich mit 

er = 0,1. 

Wenn aber Calt und e bestimmt sind, folgt aus Gleichung (410) nach 
Multiplikation mit dem durch U a und Ta gegebenen w die aufgewendete 
Leistung und aus Gleichung (408) oder (418) der Schub. Desgleichen 
ergibt sich aus einer Kontinuitatsgleichung Ca oder Wa in der Radflache, 
so daB man dort auch die Winkelverteilung der absoluten und relativen 
Strombahnen und damit die der Schaufelflachen - wenigstens an
genahert - bestimmen kann. 

51. Ideale Grenzfalle mechanisch angetriebener Stromrader 
(Dralloser Strahl). 

Wie in 49 auseinandergesetzt, kann man sich das Rad unendlich 
rasch laufend denken und hat dann bei endlicher Leistung M· w mit 
einem verschwindend kleinen Moment M bzw. Drall k zu rechnen. Dies 
bedeutet, daB wir in unseren Formeln mit einem endlichen 

aber mit 
m.u~=gH, 

m=O 
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rechnen. In diesem FaIle brauchen wir auch keinen Kern im Strahl 
anzunehmen. 1m allgemeinen FaIle ist dies notwendig, weil den nach 
innen zunehmenden Umfangskomponenten Cu sinkende Driicke ent
sprechen und hier eine Grenze gesetzt sein muB. Mit m = 0 und (}i = 0 
und m· u~ = gH wird aus Gleichung (428) und (429) 

2 gH(-t2 - 1) = c~.'t (430) 
und 

2gH (431) 

Schreiben wir dies in zwei Gleichungen fiir die Relativgeschwindig
keiten urn, indem wir die Beziehungen (416) benutzen, so folgt 

2gH(I- (}2) = (}2(W2 - W 1 )2, (430a) 

2gH =w~-wi. (431 a) 

Hierin sind WI und H als gegeben, w 2 und f2 als gesucht anzusehen. 
An Stelle von (} fiihren wir mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung 

F . w = F st • w2 oder r~ • w = r;ta' w2 (432) 

die relative Dnrchtrittsgeschwindigkeit w in der Radflache ein und er-
halten 10 1 102 

(}2 =10; ; Ii 10 (433) 

Fiihren wir dies und Gleichung (431a) in Gleichung (430a) ein, so 
folgt: 

und hieraus nach leichter Dnrchrechnung: 

101 +102 
w=--~. 

In absoluten Geschwindigkeiten geschrieben, heiBt dies: 

C = C + V + Cast a a, 2 . 

(434) 

(435) 

In der Radflache ist also im FaIle drallosen Strahles die 
Halfte der absoluten Strahlgeschwindigkeit vorhanden; die 
relative DurchfluBgeschwindigkeit ist das Mittel aus den 
relativen Geschwindigkeiten we it vor und weit hinter dem 
Rade. 

In dem drallosen Strahl ist im zylindrischen Teil der Druck durchweg 
dem der Umgebung gleich. In Gleichung (408) verschwindet daher das 
Druckintegral, und es wird: 

S' = ; Fst (ca, + Ca" + V) Cast 

oder, wenn die Relativgeschwindigkeiten herangezogen werden: 
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Durch den Akzent soll darauf aufmerksam gemacht werden, daB es 
sich jetzt um ideale Grenzwerte handelt. Aus Gleichung (410) erhiilt 
man ferner: 

M . w = L' = ~ F.d cal + Cast + V) . w k , 

= LFst·wz·gH, 
(J 

w 2 _ w2 

=LF·w._2 __ 1 • 

(J 2 

Der ideale Wirkungsgrad ergibt sich aus: 

, 8'· V 
c =---v-

zu 
, _ 2 (W2 - WI) V _ 2 V 

c - w~ - wf - WI + W 2 

oder 
, 2V 

c = 2 (ca, + V) + Cast' 

(437) 

(438) 

(439) 

(440) 

Es ist niitzlich, die letzten Darlegungen durch eine Betrachtung im re
lativen Raum zu erganzen. In eillem System, in dem der Propeller 
ruht, muB unter den hier gemachten Voraussetzungen die Leistung dazu 
verbraucht werden, um die Str6mung gegen einen Druckanstieg, der 
mit der Radflache multipliziert den Schub liefert, durch die Radflache 
hindurchzupumpen. Es muB also sein 

S'·w=L' (441) 
oder 

Y F Z( ) Y F w§ - wi "-. w w - w = - w ---
(J Z 1 (J 2 

oder 
w = ~'1 + 102 * 

2 ' 

also das gleiche Resultat wie Gleichung (434). 
Wir fUhren jetzt einen "Schubgrad" CPu ein durch die Definition: 

8 
CPu = 'Y u~ 

F·--
(J 2 

(442) 

Der Index u soIl darauf hinweisen, daB dieser Schubgrad auf die Um
fangsgeschwindigkeit des Rades bezogen ist. Wir erhalten mit Glei
chung (436), wenn wir den Wert fUr den Idealfall wieder durch einen 
Akzent kennzeichnen: 

W§ - wi 
'u~, 

* Vgl. Bendemann a.a.O. 3. Heft, S. 33. 

(443) 
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Hieraus kann man bei gegebenem gJ~, Ua und WI das erzeugte w2 aus
rechnen; man findet: 

oder 
1/-, (Wl)2 

w2 = ua V gJu + ua • 

In den absoluten GroBen: 

Ca,' = U a V gJ~ + eal ~~2 - (ca, + V) . 

Wir definieren weiter einen "Fortschrittsgrad" I durch 

I -I +1 _c",+V _ c'" +~ - c V -- -
U a Uta U a 

und konnen damit an Stelle von Gleichung (445) schreiben: 

Ca,' = uah'gJ~ + 12 - I}. 
Setzt man ca., aus Gleichung (445) in Gleichung (440) 

2V 
e'=----~;==:;==~ 

V 1 /, (Cal + V)2 
C'" + + Ua V cp .. + -----u;:-

2V 

ua{f + YcP~+ 12) 

ein, 

(444) 

(445) 

(446) 

(447) 

so folgt 

oder, wenn man fUr V seinen Wert aus Gleichung (446) einsetzt: 

, 21v 
e = I + Vcp~ + 12 • (448) 

Andererseits kann man einen "Leistungsgrad" 1jJu durch 
L 

1jJu = r u~ (449) 
F.-·-

g 2 

definieren. Fiihrt man diesen in die Gleichungen fUr e' ein, so hat man 
zunachst 

oder: 

, cp~ e =-, 'Iv 
tp .. 

, e"tp~ 
gJlt=~-. 

Hiermit wird aus Gleichung (448): 

e'(1 + 11 e'/:~ + 12) = 2· Iv 
oder: 

e'3 -I- 4 f '/} • e' _ 4 l"v = 0 
• I ,. 

tp.. tp .. 

(450) 

(451) 

(452) 
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Es erweist sich als praktisch, das VerhiUtnis f/tvals weiteren Para
meter einzufiihren. Gleichung (42) schreibt sich dann folgendermaBen: 

e' + 41. fv • e' - 4 f~ = 0 . ( 452 a) Iy . vi,. 'IjIu 

Die Abb.155 zeigt 10' als Funktion von der GroBe 1f"uJfv als Abszisse 
und von (X=I/Iv als Parameter. V'~/fvkannebenfallsals einLeistungs
grad gedeutet werden, der sinngemaB etwa mit V'v zubezeichnen ist, 
well er U a nicht mehr enthalt. Es ist namlich 

'IjI~, L' 
fa... = V'v = l'--u-"'!--"'v"'"a 

F-·-
g 2 u! 

L' 
l' va 

F-
g 2 

(453) 

Wenn also L, F, ca. ~IJ.---'---"'---'-----r---r----'r---~--' 
und V gegeben sind, so 1\ 
kann man den groBt- ~1'1--'\-" .• -+~--t--f------+---t---+---I---I 

moglichen Wirkungs- "-
grad und Schub sofort 1,2 "-.. '-.... 
berechnen, indem man 1"---. i""--., 
annimmt, daB man i 7jJkl'---+----'>.~-__ --"" ........ _=c---+-r--._-_-+----If---+----J 
einen drallosen Strahl .... 0,8 1---_ ----t--__ -·-r-.-.:fi~·a6'l?S 

d h L L' -- ------ --. -J4f-erzeugen, .. = - -- t---- -_. _-=- -.. Uii 
machen kann. O,Gr--+--~--r--+---+-~r--~F=~ 

Fiir Ca. = 0 wird 1--- -------- ,_l~ ,_ 
1.=0 und 1 =Iv, tJ.,if 
d. h. (X= 1; dieser Fall f-r--__ ., +---.--+----i., r--f-----_'+f----__ .--+r---_---I-,---r--_-_,~+_~---'f.0-l-
ist in Abb. 155 mit 0,2 
enthalten.· o 3jl Bei der Schraube 
am Stand kann man 
nicht vom Wirkungs
grad sprechen. Aber 

Abb. 155. Wirkungsgrad.' abhiinglg vom Leistungsgrad 'l'Y 
und vom AnstromverhiUtnis tlty=ot. 

auch hier kann man den Hochstschub S', der mit einer 
Leistung L = L' zu erzielen ist, ausrechnen. Es ist: 

Da aber 
+ Ca., 

Ca = Cal 2" 
ist [s. Gleichung (435)], so folgt: 

Andererseits ist: 
S' - .1'.. F ( -+- Cast) - g Cal.' 2 Cast· 

L = L' = .1'.. FBt (Cal + Ca.,)· OJk g 

= .1'.. F ( + ca •• ) Ca., (ca" + 2cal) 
g Cal 2 2 

L ' l' F ( + Ca,,) ( + Cast) = g Cal 2" Ca. 2". Ca., • 

(s. 415) 

gegebenen 

(454) 

(455) 

Spannhake, Kreiselriider. Bd. I. 18 
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Aus Gleichung (454) und (455) ergibt sich: 

S' 1 
L'- + Cast 

Ca,. 2 
(456) 

Wir konnen aber auch die Geschwindigkeiten vollstandig eliminieren 
und S' in Abhangigkeit rein von F und L darstellen. Dazu fiihren wir 
auBer den bereits definierten 'Pu, 'lfJu, r und 10 noch die verhaltnis
mii.Bige Strahlgeschwindigkeit 

1 _ Ca" 
J\.u-

Ua 
(457) 

ein, fiir die wir fiir die Schraube am Stand im Idealfalle drallosen 
Strahles aus Gleichung (445) unter Beriicksichtigung von Gleichung (446) 
erhalten 

und 
(458) 

(459) 

Andererseits folgt aus Gleichung (454) nach Definition von 'P~ 

'P~ = (210 + Au) • Au, (460) 

entsprechend aus Gleichung (455) 

(461) 

und damit 
, 21p~ 

'Pu = 21e + Au· (462) 

Mit Gleichung (459) wird hieraus: 

, 21p~ 

CPu = V'P~ + I: + Ie 
Nach kurzer Umformungergibt sich fiir den Zusammenhang zwischen 
'P~ und 'IfJ~ (463) 

1st ca,., also auch 10 = 0, so ist einfach: 
, ~r:t=12 

'Pu = r4~ . (464) 

Driickt man 'P und 'IfJ wieder in S, Fund L aus, so erhii.lt man: 

S' = V2fFL'2. (465) 

Dies geht durch Division durch L und Stiirzen tiber in: 

~: = V2~ . ;. (466) 

1m Idealfalle kann man also in urspriinglich ruhender Fltissigkeit einen 
Schub mit verschwindend geringer Leistung erzeugen, wenn man die 
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Radflache iiber aile Grenzen wachsen laBt. Das Produkt Fc~st [so Glei

chung (454)] behalt seinen endlichen Wert 2!L. 8' bei, wahrend F ~ 00 
y 

und c~" ~ 0 geht. Die Leistung aber ist L' =8' C~t [so Gleichung (454) 

und (455) und geht mit Cast gegen Null. In der wirklichen Fliissigkeit 
sind fiir den Raddurchmesser endliche Grenzen gesteckt - schon wegen 
der Fliissigkeitsreibung, die hier ungefahr wie die Radseitenreibung der 
Pumpen und Turbinen zu beurteilen ist. 

Driickt man auch in Gleichung (463) qJ, Ie und 'IjJ durch ihre Defi
nitionsformeln aus, so folgt: 

8'3 --+ L'(8'. Ca, - L') = o. 
2L.F 

(467) 

g 

Hieraus ergibt sich als Minimaileistung eines ortsfesten Rades zur Er
zeugung von Schub im Idealfall (F ~ (0) 

Ii = 8'· ca,. (468) 

Analog folgt fiir den freifahrenden Propeller mit F ~ 00 aus Glei

chung (452a) 10' = 1, wenn ca, = 0 ist und 10' = _1_, also 10' < 1, 
1 + Cai 

V 
je nach dem V orzeichen von ca" d. h. je nachdem die Fahrt mit oder 
gegen den Strom geht. Dies sieht man ein, wenn man Gleichung (452a) 
mit 'IjJ;, durchmultipliziert und dann entsprechend F ~ 00 zur Grenze 
'IjJ~ = 0 iibergeht. 

Wird ein ortsfestes Radsystem als Pumpe (Geblase, Venti
lator) angesehen, dessen Nutzleistung in axialer Fliissigkeits
forderung besteht, so hat es in idealer Fliissigkeit denPumpenwirkungs
grad rJa = 1, wenn es die Fliissigkeit ohne Umfangskomponenten ent
laBt. Aufgewendete Leistung und Nutzleistung der Pumpe sind dann 
durch: 

L' = Ii = F 1 (c + Cast )2c = 8'(c + Cas.) n ga, 2 as, a'2 (469) 

gegeben, also gerade durch diejenige Leistung, die zur Entwicklung des 
idealen, groBtmoglichen Schubes ausreicht. 

52. Giitegrade wirklicher Ausfiihrungen. 
Bei den Ausfiihrungen ist der Wirkungsgrad des freifahrenden Pro

pellers 10 < 10' der erzielbare Schub eines ortsfesten Systems 8 < 8' und 
der Pumpenwirkungsgrad des ortsfesten Systems rJa < 1. Und zwar ist 
dies schon in der idealen Fliissigkeit der Fall, wo es seinen Grund 
darin hat, daB man mehr kinetische Energie in den Strahl hineinstecken 
muB, als der Idealfall voraussetzt. In der wirklichen Fliissigkeit kommt 
ein weiteres Mehr an Leistungsaufwand fUr Reibungs-, StoB- und Wirbel
verluste hinzu. Man kann nun als "Giitegrad" 1; definieren: 

18* 
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Beim fahrenden Propeller 

bei der ortsfesten Schraube 
S 

1; = Sf· 

Bei der ortsfesten Pumpe ist 1; gleichbedeutend mit dem wirklichen 
1]a < I. Beim fahrenden Propeller besitzt 1; nur theoretisches Interesse. 
Bei der ortsfesten Schraube ist 1; der einzige BewertungsmaBstab. Dort 
erhiilt man S 

1; =. (470) 

i/2fF. L2 

Fiihrt man Schub- und Leistungsgrad ein, so wird daraus: 

,. fPu 
~=V-· 41p~ 

(471) 

Zwischen dem Wirkungsgrad 'Yja eines ortsfesten Rades als Pumpe und 
dem Giitegrad 1; des gleichen Rades als Schraube besteht eine Be
ziehung, die sich durch folgende Uberlegung ergibt. Die Pumpennutz
leistung Ln wiirde im idealen FaIle ausreichen, urn den Schub 8' zu 
erzeugen. 

Also gilt nach Gleichung (465): 

8= V2fF.L;'. 
Andererseits konnte man mit der tatsiichlich aUfgewendeten Leistung L 
im Ideal£alle einen Schub S' erzeugen, der sich wieder nach Gleichung 
(465) ans: ";----

8'= v2fF.V 
errechnet. Nach Definition ist aber 

,. 8 (Ln)'f3 2' * 
r" = Sf = L = 'Yj,!' • 

53. Wirkliche Ausfiihmngen freifahrender Propeller 
(Strahl mit Drall). 

(472) 

1m allgemeinen FaIle handelt es sich darum, aus den Gleichungen 
(428) und (429) ca., und e auszurechnen. Die Gleichungen sind ge
mischt transzendent und konnen daher nur durch Tabellenrechnung oder 
graphisch-rechnerisch gelost werden. Wir dividieren sie ffir den vor
liegenden Zweck durch u~ und £lihren die bereits definierten Verhiiltnis
werte 

* Vgl. Bendemann a. a. o. 
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III sie ein. Man erhiilt dann: 

(473) 

(474) 

Das Diagrannn Abb. 156 enthiilt das Ergebnis der Auswertung dieser 
beiden Gleichungen. Als Abszisse ist m, als Parameter t gewiihlt. Mit 
den aus Abb. 156 entnommenen Werten kannen nun aIle interessierenden 
GraBen bestimmt werden. 

Lj2 m~ 0,3 

Abb.156. Verh;HtnismliBige Strahlgeschwindigkeit l" nnd Strahlquerschnittsverhliltnis !]' in Ab
hangigkeit von der verhaltnismalligen Umfangskomponente m und verhaltnismaBiger, relativer 

Anstrftmgeschwindigkeit t. 

Den Schub berechnen wir nach Gleichung (419). Es ist: 
Ta 

S = L F . w k - L n k2 ( dv 
g g" r 

Ti 

= %n{(~ - r7) wk - k21n~~} (475) 

= L n r~ u~ . m {I - e~ + kk2 
2 In ei} g w ~ 

= % r~nu~· m {I - e~ + ; Ine~}. (475 a) 

Wir definieren den "Schubgrad" CPu wie oben, indem wir ihn auf die 
volle Kreisfliiche r~ n beziehen, durch: 

_ s _ ( 2 m l 2) 
Cpu - V 2 - 2m 1 - ei +-2- nei . 

') I ''ilia 
r-n'--

a g 2 

(476) 
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Der Schubgrad ist also vom Parameter f unabhangig. Entsprechend 
erhalten wir aus Gleichung (410): 

L =.iYI. OJ = fn(r;ta - r;) OJk(ca, + V + cas,) 

- 2 L. 2. (2 _ 2) ( ...L V -l- ) - ran g U a m e e i Ca" ,Cast' (477) 

Fur den "Leistungsgrad" 'lfJu schre.iben wir: 

'lfJu = L 3 = 2m (e2 - e~) (f + A.u). 
2 r U a 

Ta:n:g2 
(478) 

m·--,;>-

Abb.157. In idealer Fliissigkeit erreichbarer Wirkungsgrad 8*, Leistungsgrad '1'u und Schubgrad cpu 
abhangig von 1n und t. 

Fur ide ale Flussigkeit erhalten wir den Wirkungsgrad f* 

f* = _f£" • I v . 
1jJu 

(479) 

Abb. 157 enthalt qJ", 'lfJu und c*, und zwar den Wirkungsgrad f* 

unter der Annahme ca, = 0, also Iv = I. 
Fur die wirkliche Flussigkeit wird f < c*. In Abb. 158 sind 

solche Wirkungsgrade c dargestellt, die unter alleiniger Berucksichtigung 
der Oberflachenreibung an den Schaufeln des Rades errechnet sind, und 
zwar auf folgende Weise. Eine volle Scheibe vom Halbmesser ra und 
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der Umfangsgeschwindigkeit Ua wiirde eine Seitenreibungsleistung Lr 
verbrauchen vom Betrage: 

Lr = 0 . n • L r~ • U ~ , 
g 

wo bei 0 als Funktion der Reynoldsschen Zahl 

R -~ - , 
r 

und zwar als 

(J-.... 

\~ ~ ~ ~ 11'= to wM ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 4'.;-

'8 Tx ~ ~ 
--=:: 
~ ~ ~ 

7 \ I l\. ~ f::::::::::" ,g.f 

~\ ~ 
-..;:: 

~ 
-...:::::::: 

~ ~ ~6'* 

~ X ~ z-::::. ~ 
~ 

7 ~ 
....., 

~ ~ 
~ I 

J...--.. ~ 
~ ~ 

t::::::..... 

1/ ~ ~ fi.qa§ 6' 

'2/ 

r==. -= 
I=:.".. 

F====::::: ~ 

~ F== 

~ 
-= 

~ 

q01 flO.? qo.J qor- q(J.J qlJO q07 qfJ6' q().9 q1 
-m 

Abb. 158. Propellerwirkungsgrade in idealer und in zither Fliissigkeit (Ii" bzw. e). 

(480) 

einzusetzen Ware. Bei einem R C'V 50· 10 6 , wie es mittleren Werten der 
Ausfiihrungen von Wasser- und Luftpropellernentspricht, ergibt sich fiir 
die volle Kreisscheibe 

00 = 0,58. lO-3. 

Hiervon ist fiir die vorliegenden Rader etwa die Halfte genommen. Die 
abgewickelten Flachen ihrer Schaufeln sind zwar haufig kleiner als die 
halbe Kreisflache; dafiir sind aber die Relativgeschwindigkeiten gr6Ber 
als die Umfangsgeschwindigkeit. Mit dem Werte 

0= 0,25.10- 3 

kann man nun einen "Reibungsleistungsgrad" 

'lll"r = Lr = 20 
.J y u~ 

1'a :r(j2 
(481) 
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bilden. Die Wirkungsgrade 13 der Abb.158 entsprechen daher der 
Formel: 

13 - 'Pu • I (482) 
- 'ljJu + 'ljJur v, 

13 = 'ljJu + o~~ .10 3· Iv· (483) 

Zum Vergleich sind die Wirkungsgrade 13* in Abb. 158 nochmals mit 
eingetragen. Die Abbildung reicht nur bis m = 0,1, weil von da ab 

1r3 
0.,z5 

1 / 

o.,zo ~O 

1\ 

0 
'\ 

0.)1 

0,8 
o,l5 

I to, 7\ 
"'" '<J 0,6' 
~ 

'-J 

0,70. 0,5 

0, y 

0.,3 
0jJ. 

7 

0. 0. 

X 
"-

'" /' 

..--

~ 
1/ 

LulL 
L---

~ --/ 
\, 

~ 
~ ~ -........ 

~" ~ c-
~~o 

~ ~ ~s 0,7 

~ m:oJ--. 
---.J!.s£ 

~ - 0.'1 

r--- o.s 
m·o.Ob 

m·00.7 LUlL 

5 70. 
t"v--O>

75 20. 

Abb. 159. Wirkungsgrad e* und Anteil der Rotationsenergie an der gesamten Strahlencrgie 
abhangig von 'I'V und 1n. 

der Verlust durch Reibung gegeniiber der in kinetische Energie um
gesetzten Leistung keine Rolle mehr spielt. 

Fur m = 0 ergeben sich die Werte: 

f{Ju=O; 1.jJu=O; 1'*=1, 

aber wegen des konstanten 1.jJu, ist 13 = O. 
Der Ubergang zu m = 0 fiihrt hier nicht auf den unter a) behandelten 

Idealfall zuruck, sondern auf die wirkungslose Schraube oder Pumpe. 
Dies ruhrt daher, daB die Reibung unendliche Umdrehungsgeschwindig
keit ausschlieBt, d. h. daB hier mit m = 0 auch OJ • k = m· u~ verschwindet, 
wahrend wir in dem fruher behandelten Idealfall OJk trotz verschwinden
dem m endlich gelassen haben. Um den EinfluB des Dralles auf den 
Wirkungsgrad noch deutlicher zu zeigen, sind in Abb. 159 die Wirkungs-
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grade e* fiir m > 0 den idealen Wirkungsgraden e' fUr drallosen Strahl 
gegeniibergestellt. Dabei ist im Gegensatz zu Abb. 158 die dem Drall 
proportionale GroBe m als Parameter gewahlt. Als Abszisse dient der 
Leistungsgrad "Pv; um die Abbildung nicht zu iiberladen, ist auch hier 
wieder nur der Fall ca, = 0, also to = 0 dargestellt. Die Kurve fiir e' 
ist die gleiche wie die in Abb. 155 fiir to = 0 gezeichnete. Die Kurven 
fiir e* sind aus denjenigen der Abb. 156 und Abb. 157 durch Einschneiden 
mit m = konstant gewonnen, wobei die den verschiedenen Parametern 
tv zugehorigen "P,,-Werte nach der Beziehung 

"Pv = "P,,: fv (484) 

in "Pv-Werte umgerechnet sind. Zu weiterer Erklarung ist in Abb. 159 
auch das Verhaltnis der fiir die Erzeugung der Umfangskomponenten 
aufgewendeten Leistung 

2 

Y F V) CUsta 
L" = - 8t (Ca, + Cast + . ~ g ~ 

(485) 

zur gesamten aufgewendeten Leistung 

L = La + L" 

dargestellt, wobei La die fiir die Steigerung der Axialgeschwindigkeiten 
aufgewendete Leistung ist und den Wert 

Y V) Cast + 2 (ca, + V) 
La = g F8t (Ca, + Cast + . Cast 2 (486) 

hat. Entsprechend der Abb.159 zugrunde liegenden Beschrankung auf 
den Fall Ca, = 0 haben wir: 

2 1 
CUa • 2 e 

Dividieren wir Zahler und Nenner durch u~, so folgt: 

m2 

Lu 7 m 
L =.. 2/ m2 2g2 

Au(l,u + v) + -2 
11 

(487) 

[vgl. Gleichung (474)]. Diese Ziffer geniigt aber noch nicht zur Er
klarung des Verhaltnisses e*: e'; man muB auch noch bedenken, daB 
bei gleicher Leistung der Schub im drallbehafteten Strahl kleiner ist 
als im drallosen. Gleichung (475 a) zeigt dies sofort; denn In e7 ist 
negativ. Man kann sofort die verhaltnismaBige Schubverminderung 8 

durch den Drall anschreiben; es ist: 

(488) 
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Dies erscheint durch die willkiirliche Wahl von e~ zunachst als will
kiirlich beherrschbar. Man muB aber bedenken, daB man e~ nicht be
liebig klein machen kann, und zwar ganz abgesehen von der notwen
digen GroBe der "tragenden Konstruktionen" mit Riicksicht auf den 
Unterdruck im Strahl. Setzt man diesem eine bestimmte, feste Grenze, 
so muB man mit steigendem m den Kernhalbmesser eo immer groBer 
machen. Auf die genauere Untersuchung dieser Verhaltnisse ist hier 
verzichtet; weiter unten ist umgekehrt fiir das konstante e~ = 0,1 eine 
Grenze fiir den Leistungsgrad angegeben, die nicht iiberschritten werden 
darf, wenn der Unterdruck im Strahl einen bestimmten Betrag nicht 
iiberschreiten solI (s. 56). 

8 ist in Abb. 159 nicht mit eingetragen, da es von 'f/J unabhangig ist. 
Der Fall I = 0, d. h. die ortsfeste Schraube oder Pumpe ohne Zu

strom, ist in den Abb. 156 und 157 mit enthalten. Fiir sie ist natiirlich 
e = 0; d. h., wie schon in 51 und 52 erwahnt, muB hier der Giitegrad 1; 
an Stelle des Wirkungsgrades e eingefiihrt werden. 

64. Wirkliche Ausfiihrungen ortsfester, mechanisch angetriebener 
Stromrader (Schraube am Stand bzw. Hubschraube und Geblase; 

Strahl mit Drall). 
Wir setzen der Allgemeinheit wegen ein gegebenes Feld mit Goo = Ga,. 

voraus. Die Gleichungen (428) und (429) gelten dann auch hier mit der 
einzigen Besonderheit, daB 

Iv= 0, also I -I - Ca, - c-
u. 

(489) 

ist. Die Formel (476) fiir den Schubgrad bleibt unverandert bestehen; 
in Formel (478) fiir den Leistungsgrad ist Ie an Stelle von I zu schreiben, 

so daB also hier ''f/Ju = 2m(e2 - en (te + lu) (490) 

ist. Die Werte lu und e2 , ferner CPu und 'f/Ju aus den Abb. 156 und 157 sind 
unverandert zu iibernehmen, wenn man die dort fiir I angegebenen Para
meterwerte jetzt als Parameterwerte Ie deutet. Wir miissen nur noch 
den Giitegrad 1; der ortsfesten Schraube und den Wirkungsgrad 'iJa des 
ortsfesten Geblases nach den Gleichungen (471) und (472), d. h. 

(491) 

ausrechnen. Gleichung (491) gibt diese mit 1;* bezeichneten Werte fiir 
den Betrieb mit idealer Fliissigkeit. Fiir den Betrieb mit wirklicher 
Fliissigkeit beriicksichtigen wir wieder nur die Oberflachenreibung durch 
ein konstantes additives Glied 'f/Jur = 0,5· 10-3 im Leistungsgrad und 
erhalten: 

1; = • '1' .. 
V4(1p .. + 0,5 • 10 3)2 

(492) 

Abb. 160 zeigt den Verlauf aller beim ortsfesten Rad interessierenden 
KenngroBen mit Ausnahme von 'iJa, das nach Gleichung (491) sofort 
berechnet werden kann. 
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Abb. 160. KenngroBen fiir das ortsfeste Rad. 

Fiir aIle in 53 und 54 behandelten FaIle gilt Abb. 161, welche die 
verhaltnismaBige relative DurchfluBgeschwindigkeit wa/ua als Funktion 
von m und t zeigt. 

q8~------~--------~------~--------~------~ 

0,1 0,2 m-?O,3 0.+ 0,5 

Abb. 161. VerMltnismll.Bige Durchtrtttsgeschwindigkeit in der Radebene eines ortsfesten oder 
fahrenden Propellers. 

55. Die Turbine im oUenen Strom. 
Fiir die Behandlung dieser Maschine gehen wir auf die Gleichungen 

(428) und (429) bzw. (421) und (415) zuriick, in denen V = 0 zu setzen 
ist. Der Energieentziehung aus der Fliissigkeit entspricht eine Ver
zogerung der Fliissigkeitsteilchen. Der Energieentziehung an Stelle 



284 Vollbeaufschlagte Kreiselrader im offenen Strom. 

der Energievermehrung tragen wir dadurch Rechnung, daB wir k und 
m negativ setzen. Die Verzagerung kommt dadurch zum Ausdruck, 
daB nur Werte (12 > 1 in den Gleichungen zu verwenden sind. Aus 
Gleichung (428) wird (-mu~ = -OJ· k) 

oder: 

l-e2-~lne; 
9 2 

Cast = - 2 OJ k ---cc2c-----=-2 -e - ei 

Aus Gleichung (429) wird entsprechend 

(493} 

cL + 2 ca, • Cas' = - 2 OJ k (1 + 2:2). (494) 

In beiden Gleichungen sind jetzt k und m mit ihren absoluten Betragen, 
d. h. wesentlich positiv, einzusetzen. OJkjg ist die pro kg stramender 
Flussigkeit entzogene Energie. Es erweist sich als vorteilhaft fiir die 
Darsteilung, diese GraBe ins Verhaltnis zu c~j2g, d. h. zu der in jedem 
kg der anstramenden Flussigkeit enthaltenen Energie zu setzen. Wir 
fuhren daher die "verhaltnismaBige Energieentziehung" 

wk 
g 2wk 

x= -2- = -2-
Ca1 Cal 

(495) 

2g 
ein. Ferner bezeichnen wir als "verhaltnismaBige Abbremsung" 
den Quotienten: 

1 _ Cas' 
Ac - • 

Ca, 

Auf diese beiden Verhaltniszahlen werden wir gefiihrt, wenn wir 
chung (493) und (494) durch C~, dividieren; wir erhalten dann: 

(496) 

Glei-

(497) 

(498) 

Ehe wir uns der allgemeinen Behandlung dieser Gleichungen zu· 
wenden, soil zuerst der Fail m = 0 bei endlichem und zunachst belie
bigem x untersucht werden. Wir machen also den gleichen Grenz
ubergang wie in 51, indem wir auch hier m· u~ = gH = endlich, aber 
m = 0 setzen. Verwirklicht kannen wir uns diesen Fall wieder durch 
ein unendlich rasch laufendes Rad denken. 

a) Die ide ale Stromturbine (dralloser Strahl). 
Mit m = 0 erhalten wir an Stelle von Gleichung (497) und (498) 

A~ = x . e2 
-;- 1 , (499) 
e 

l~ + 2Ac = -x. (500) 
Analog wie fruher kannen wir auch hier (Ii = 0 setzen. 
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Aus Gleichung (500) folgt: 

1c = VI - x-I. (501) 

Ein negatives Vorzeichen der Wurzel hat keinen Sinn, das positive 
liefert bereits negative Werte fiir 1e , wie es der Verzogerung wegen sein 
muB. Jedoch bleiben die absoluten Betrage dabei < 1, wie es allein 
dem physikalischen Problem entspricht (calt kann dem Betrag nach 
nie > ca, werden). Die Gleichung (411), in der So V sowie das Druck
und das Geschwindigkeitsintegral verschwinden, liefert: 

y c2 

-Mw = gFstoCa,(l + .Icc) 0 ; {(1 + 1c)2 -I}. 

Der letzte Klammerfaktor und damit die ganze rechte Seite wird ne
gativ; links haben wir, dem negativen Moment entsprechend, bereits 
-Mw geschrieben. Bezeichnen wir also mit Ldie gewonnene Leistung, 
so ist 3 

L = f FBt 0 c;' (1 + 1c) {I - (1 + 1c)2}. (502) 

Da ",-if hier keinen Kern anzunehmen brauchen, ist 

F8t = (ioF. 

Aus der Verbindung von Gleichung (499) und (500) folgt aber: 

2_ X 
e - 2(x + lc) • 

(503) 

(504) 

Setzt man die Gleichungen (501), (503) und (504) in Gleichung (502) 
ein, so wird 

L = 2'.- F 0 d , x2 YI - x 
g 2 2 (x + YI - x-I) 

(505) 

Wir definieren indiesemFali den "Leistungsgrad 'IjJ~", indem wir auf 
die Zustromgeschwindigkeit ca, beziehen und setzen: 

I L 
'11c = y c3 

F-. ---"'. 
g 2 

(506) 

Wir erhalten: 
I x2 YI - x 

'IjJ - --:----==c:--
c - 2 (x + VI - x-I) 2(I-YI""':x) . 

(507 

Dieser Wert hat ein Maximum fUr 

8 
x=-

9 
mit 

I 16 
'ljJcmax = 27· (508) 

Physikalisch erklart sich das Vorhandensein eines gunstigsten x-Wertes 
auf folgende Weise. Man kann durch irgendwelche Formgebung oder 
Dimensionierung das Stromrad so einrichten, daB es jedem kg Flussig
keit mehr oder weniger Energie entzieht. Je mehr es entzieht, desto 
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starker staut es die Stromung auf, desto mehr Teilchen weichen dem 
Rade aus. Umgekehrt stromt um so mehr Luft durch das Rad, je weniger 
Energie jedem kg entzogen wird. 

Der Wert x = ! entspricht einem 

2 
ACOPtimum == - 3 ' 

also emem 
2 1 

ca, = ca, - 3 Ca, = 3 Ca, . 

Das zugehorige (22 wird: 

also: 
1;l=2 

(509) 

(510) 

(5U) 

(5Ua) 

Die Durchstromgeschwindigkeit in der Radflache ist also auch hier 
wieder der Mittelwert aus der Geschwindigkeit weit vor und weit hinter 
dem Rade. 

b) Die wirkliche Windturbine (Strahl mit Drall). 
Wir untersuchen zuniichst den Grenzfall x = 1. Wenn wir jedem 

Fliissigkeitsteilchen seine volle, der rein axialen Geschwindigkeit ent
sprechende kinetische Energie entziehen, bremsen wir es vollstiindig 
abo Dann muB aber, da aIle Teile hinter der Turbine allmahlich voll
standig zur Ruhe kommen, der Strahl in weiter Entfernung unendlichen 
groBen Querschnitt haben. Halt man nun an der Vorstellung konstanten 
Dralles im Strahl fest, so enthiilt er in diesem Grenzfall einen unendlich 
hohen, den erzeugten Umfangskomponenten entsprechenden Gesamt-
betrag an Energie (X) 

E fPdr u C"V '1~ • 

1'i 

Dieser Grenzfall liiBt sich also durch Energieentziehung gar nicht ver
wirklichen, sondern erfordert zusatzliche Energiezufuhr. Schon bei 
einem Werte x < 1 muB also die gewonnene Leistung Null sein. Die 
Rechnung zeigt, daB dieser Wert sehr nahe an x = 1 liegt. 

Nun muB man bedenken, daB jedem x-Werte bei der wirklichen 
Turbine ein bestimmter m-Wert entspricht, da mit rotierenden Maschinen 
keine Leistung aufgewendet oder gewonnen werden kann, ohne daB 
gleichzeitig ein bestehender Drall vergroBert oder verkleinert bzw. beim 
Anfangsdrall Null ein (im Drehsinn gerechneter) positiver oder negativer 
Drall erzeugt wird. Der notwendige, mit dem Drall proportionale 
Wert m hiingt mit x in einfacher Weise zusammen. Es ist 

weml, wie schon mehrfach geschehen, 

f = Cat 
,C U a 

(512) 
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gesetzt wird. Der reziproke Wert von fo kann als "Drehgrad" {} be
zeichnet werden, so daB man 

1 {j. =~. 
Ie ' 

x = 2m{}2 (513) 

zu setzen hat. Liegt also ein gegebener Drehgrad {} vor, so wird der 
Leistungsgrad '!fle mit steigendem m von Null aus bis zu einem Maximum 
wachsen, dann wieder fallen und kurz vor dem Werte 

f' 1 
m = 2"- = 2{}2 (d. h. x = 1) (514) 

wieder Null werden. 
Die Rechnung bestatigt die physikalische Uberlegung. Zunachst 

stenen wir fest, daB die Gleichungen (497) und (498) durch die zu
sammengehorigen Werte 

x= 1, 

fiir jedes m befriedigt werden. Fur die weitere Rechnung benutzen wir 
an Stelle von Gleichung (497) und (498) die beiden folgenden Gleichungen, 
die aus Gleichung (493) und (494) entstehen, wenn durch u~ an Stelle 
von C~, dividiert wird; wir erhalten dadurch: 

m 
e2-1+21ne2 

2;, = 2m (515) 

2~ + 2 f . }'u = - 2jr: (1 + 2~2) . (516) 

Nur bis nahe an den schon genannten Wert 

j~ 1 
m ="2 = 219.2 

heran darf man m von Null aus steigen lassen, wenn man noch Leistung 
aus der Turbine gewinnen will. Allgemein ist der Leistungsgrad in 
idealer Flussigkeit 

(517) 

Die Rechnung verlauft nun so, daB man zuerst fe, A.u und '!fle als Funktion 
von willkurlichen Werten m und ri durch eine Tabelle oder durch ein 
Diagramm mit m als Abszisse und ri als Parameter darstellt und dann 
durch Einschneiden mit verschiedenen Werten fe = konst. die GroBe ri 
eliminiert und fe als Parameter gewinnt. Man erhalt so das Diagramm 
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Abb. 162, in dem 1fJe abhangig von m und I, mit m am Abszisse und Ie 
als Parameter dargestellt ist. Mit {} als Parameter werden die Kurven 

2m x = -- = 2m . {}2 
f~ 

gerade Linien. Mit zunehmendem Drehgrad {} (abnehmendem Ie) 
wird der zulassige Bereich fUr m immer kleiner; fUr jeden Dreh
grad gibt es ein anderes bestes m. DaB die Verbindungslinie der 
Scheitelwerte hier nicht fiir m = ° den frillier festgestellten Ideal
wert 1fJ~ = 16/27 zeigt, hat seinen Grund darin, daB wir mit konstantem 
e~ -: 0,1 gerechnet haben, wahrend wir berechtigt gewesen waren, 
e~ mit m auf Null abnehmen zu lassen. 

q6·r---------r---------.---------,----------,--------, 

~ ~ ~ ~ -...;;..m 
Abb. 162. Leistungsgrade der Windturbine abhangig von m und t. 

Wir berucksichtigen jetzt die Oberflachenreibung in der gleichen 
Weise wie bei den Propellern, setzen also 

Lr = 0 .;n; L r2 • u~ 
(J a a 

und erhalten fUr den Reibungsleistungsgrad 
2Lr 20 

1fJe, = ;n;-y-.---'a (ca1)3 = f~ 
gra·ua U a 

= 20· {)3. (518) 

Die Reibungsleistung verringert die zu gewinnende Leistung, wir er
halten also endgilltig fUr den Leistungsgrad 1fJe in reibender Flussig
keit 

Die hohen Drehgrade werden dadurch ungiinstiger, wahrend sie anderer
seits wegen geringer Rotationsenergie im Strahl giinstig sind. Abb.162 
zeigt dies Verhalten unter der Annahme eines Wertes 

0= 2,0.10- 3 , 
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der gegeniiber dem friiher bei den Propellern angegebenen hoch er
scheint, aber gewahlt ist, weil das Hauptanwendungsgebiet hier die 
Windturbinen sind, die mit unverhaltnismaBig geringeren Reynoldschen 

Zahlen R = ~ laufen. Abb. 162 enthalt der "Obersichtlichkeit wegen 
'V 

statt der tatsachlichen Leistungsgrade nur die Verbindungslinie ihrer 
Scheitelwerle; diese hat ein sehr £laches Maximum fiir 

2,0 < {} < 2,25 . 

Die Ausfiihrungen entsprechen haufig diesen Werlen. 
1,1,-------,--------,-------,--------,----" 

7,O~------4--------+------~--------+-~~~ 

O~r-------+-------+-------4-~~~~~~~ 

jfF 
~ q6'~------4-___ >""___:?.q-__:?£-~,.£-j-

~ 

q6' 

Abb. 163. KenngroBen einer Windturbine In Abhangigkeit von m und von der verhaltnismliBigen 
Energieentziehung "'. 

Die Abb.163 gibt eine andere Darstellung der gegenseitigen Ab
hangigkeiten. Hier ist x=2wk/c!1 als Abszisse gewahlt und m als Para
meter, aufgetragen ist 'IjJ~. Der Grenzfall m =0 ist nach der Gleichung 
(507) berechnet; die iibrigen Werle sind unter Benutzung der Glei
chungen (499) und (500) und der allgemeinen Formel 

'ljJc = x(e2 - e~) (1 + Ae) (519) 
berechnet. Diese geht aus Gleichung (517) soforl hervor, wenn man 
2m/fa = x und Au: Ie = Ac setzt. 1m iibrigen kann man die Abb. 163 
aus der Abb. 162 durch Einschneiden mit m = konst. und Elimination 
von Ie bzw. {} ohne weiteres erhalten. 

Spannhake, Kreiselrader. Bd. I. 19 
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i 12,1---~"----I---l-~~--l------+~ 
~ 

~n¥~--~--~~~~?-~~~~~~~--------4-~~----+-~ 

-;;.-m 
Abb.164. Au fiir die Windturbine abhiingig von m und Ie. 

tp qg 
Abb.165. e l fUr die Windturbine abhiingig von m und Ie. 

Abb. 164 und 165 enthalten iiber m mit dem Parameter Ie = I/f} die 
ffir die spateren Dimensionierungsfragen notwendigen Werte Au und (22. 
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56. Zulassige Belastung und Dimensionierung der stromrader. 
Der Druck in der Stromung, insbesondere der unmittelbar an den 

Radflachen herrschende, darf sich nirgends der Dampfspannung nahem. 
Mit dieser Bedingung beschranken wir die Anwendbarkeit unserer 
Rechnungen auf unzusammendriickbare Fliissigkeiten. Behalten wir 
uns eine besondere Betrachtung iiber die Windturbinen und Luft. 
propeller vor, so haben wir zunachst anzunehmen, daB die Stromrader 
mit ihrer Achse urn eine Rohe h~ unter der Fliissigkeitsoberflache, an 
der atmospharischer Druck herrschen moge, liegen. Dann ist der Druck 
der ungestorten Fliissigkeit, den wir in unseren Ableitungen vorlaufig 
willkiirlich gleich Null gesetzt hatten, urn y h~ erhOht. Wir miiBten 
nun untersuchen, wie groB der absolut tiefste Druck im ganzen System 
wird und fiir diesen eine Grenze festsetzen. Die genauere Untersuchung 
der Druckverteilung geht iiber den Rahmen dieses Bandes hinaus, wir 
helfen uns durch folgende Betrachtung: 

Der Drucksprung an der Radflache ist: 

LIp wk k2 

')' g -2gr2 

=~(1- ~ r:). 
g 2 r2 

(520) 

Bei Leistung verbrauchenden Radem (k und m positivI) ist LIp positiv 
und auBen groBer als innen, bei Leistung abgebenden (k und m negativ!) 
ist es negativ und auBen kleiner als innen. Wir wahlen als MaB fiir die 
"Belastung" den Drucksprung auf dem Kreise mit dem Radius r=r,Jfi, 
also ein 

LlPm = rok (l-m). 
')' g 

(521) 

Von diesem Drucksprung nehmen wir an, daB er vollstandig als Unter· 
druck gegeniiber dem Nullniveau erscheint. Urn nun sicher zu gehen, 
daB nirgends der Unterdruck zu groB wird, darf Llpm/Y eine durch ge. 
nauere Uberlegung oder durch Erfahrung festzulegende Grenze nicht 
iiberschreiten. Diese kann jedenfalls urn so hoher liegen, je groBer h~ 
ist. Statt h~ fUhren wir lieber die Strecke ein, urn die der Scheitel des 
Kreises mit dem Radius r=rali2 unter dem Fliissigkeitsspiegel liegt. 
Man kann also sagen: Der durch 

Pu = ~ (1 - m) - h 
')' g S 

(522) 

gegebene Unterdruck darf eine bestimmte Grenze Ito nicht iibersteigen. 
Also ist wk auf: 11, + 11, 

wk =g_B __ O 
zuI I-m 

beschrankt. Da w k = m . u~ ist, folgt als Grenze fiir U a : 

1/ h. + 11,0 
U azu1 = r g m(l - m) . (523) 

19* 
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IDerin darf, wie aus der Uberlegung hervorgeht, ho durchaus nicht dem 
Betrag 1 - hd' wo hd die Dampfspannung ist, nahekommen. Wir 
setzen vorbehaltlich genauerer Untersuchung und Vergleichen mit der 
Erfahrung fiir Propeller, Pumpen und Turbinen unter Wasser: 

how = 5,0. (524) 

Bei Luftpropellern und Windturbinen ist zunachst 11,8 = 0 zu setzen. 
Grundsatzlich kann man dort ho hoher wahlen, da bei Annaherung an 
tiefe Driicke, die bei unzusammendriickbarer Fliissigkeit eintreten wiirde, 
eine wesentliche Anderung des spezifischen Volumens eintritt, wodurch 
die Druckunterschiede teilweise wieder ausgeglichen werden. Allerdings 
werden dadurch die Voraussetzungen fiir unsere Gleichungen auch ver
schoben (z. B. insbesondere fiir die Berechnung des Drucksprunges); 
darauf konnen wir aber mit den bisher angewendeten Hilfsmitteln nicht 
weiter eingehen. Vorlaufig moge bei Luftpropellern und Windturbinen 

gesetzt werden. 
(525) 

Mit der Festsetzung von u'" ist die Dimensionierung zur Halfte schon 
erledigt. Man hat nur noch aus den Abb. 157, 160 und 162, bzw. 163 
einen Schubgrad qJ oder Leistungsgrad 1jJ zu wahlen und kann dann aus 
der Gleichung 

(526) 

bei verlangtem Schub oder 
2 

~= ·L 
:Jf~'1p'U3 

(J 

(527) 

bei gegebener bzw. verlangter Leistung r", berechnen. Die Wahl von 
fP oder 1jJ ist zunachst willkiirlich, man wird ala erste Forderung die
jenige hochsten Wirkungsgrades stellen. Mit fP oder 1jJ entscheidet man 
sich aber gleichzeitig iiber t und m (und k!). Man erhalt dann ein be
stimmtes r", und, da u'" auch festliegt, eine bestimmte Drehzahl. Wenn 
diese nicht paBt, muB man rp, 1jJ und m anders wahlen und gegebenen
falls auf etwas Wirkungsgrad verzichten. 

57. Formgebung der Radsehaufeln. Zusammenhang mit anderen 
Theorien. 

Wir haben jetzt noch zu untersuchen, wie der in der bisherigen Ent
wicklung vorausgesetzte konstante Drall erzeugt wird. Die hierzu ge
hOrigen Uberlegungen sind die gleichen wie in der Theorie der Pumpen 
und Turbinen im geschlossenen Strom. Wir nehmen hier wie dort an, 
daB sehr viele Schaufeln vorhanden sind, die eine relative Abstrom
richtung gegeniiber dem Umfang erzwingen, die mit der Richtung der 
Schaufeltangenten am Radaustritt - bzw. bei Schaufeln von endlicher 
Dicke mit der mittleren Richtung des sich verzweigenden Schaufel
schwanzes - iibereinstimmt. 
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In Abb. 166 ist eine mittlere Stromschicht m - m und del' Kegel 
K, der sie am Austritt aus dem Rade beriihrt, gezeichnet. Durch den 
Beriihrungskreis T ist ein Kreiszylindel' C gelegt. Der Kegel schneidet 
die Schaufeln des Rades nach dem ~ 
in der Kegelabwicklung dargestellten ~ 0 
Profil P, der Zylinder nach dem in 
der Zylindel'abwicklung gezeichneten 
Profil P' . Die Winkel der Profil- ,=-E-++-iL.::::"'"lJ..~--"~:=----.--;;;F---.-
mittelrichtung S bzw. S' gegen die 
positive Umfangsrichtung sind wie 
friiher mit fJ bzw. fJ' bezeichnet. Legt 
man durch den Kreis T noch die 
Ebene E, so wird der Zusammenhang 
zwischen fJ und fJ' aus Abb. 167 klar, <.f> 

in der alle miteinander zum Schnitt 
kommenden Flachen durch ihre 
T . lb' d Abb. 166. Mittlerer Kegel- und Zylinder-angentla e enen ersetzt sin.. Bchnitt durch ein Propeller- oder Wind-

Aus der Abbildung liest man ab: turbinenrad. 

TH BG AD-FG AD-DF.tgy 
ctgfJ = GH = GH = ------rJH- = T B 

= (:~ - :::.. tgy)cosb = (ctgfJ' - tgHgy) cosb 

ctgfJ = ctgfJ' cosb - tgy . sinO. 

Andel'erseits besteht zwi
schen Cur und fJ auch hier 
die Beziehung der GIei
chung (132) 

k=cu·r 

(528) 

= r2 w + W",' r· ctgfJ, 

wo Wm die in der Tangen
tialebene des Kegels K lie
gende relative Meridian- -I--~ 
geschwindigkeit ist, und £5 

R!chtung de8 Radiu8 

der Winkel fJ ebenso wie in 
28 festgesetzt gezahlt ist. 
Aus der letzten GIeichung 
wird mit GIeichung (528) 

y 

Abb.167. Zusammenhang zwischen Kegel- und Zylinder
schnitt. 

oder 
k = 1·2 W + Wm • cosb . l' ctgfJ' - Wm sinb . r tgy 

k = r2w + Wa' r· ctgfJ' - W r ' r· tgy. (529) 

Man sieht, daB man im allgemeinen die genaue Strahlform, d. h. die 
Verteilung von w, kennen muB, urn die Schaufelflache so zu bestimmen, 
daB konstantes k hel'auskommt. Die wr-Verteilung hangt abel' wieder 
von der Schaufelform abo Das Problem bleibt mit den hiel' angewandten 
elemental'en Mitteln un16sbar. Eine angenaherte, fUr eine Grundzugs-
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theorie aber vollkommen geniigende L6sung gewinnt man, wenn man 
annimmt, daB Cr· tgy gegeniiber Ca· ctgj3' vernachlassigt werden 
kann. Mit dieser Annahme wird aus Gleichung (529) 

it" , k r· OJ 
ctgf3 =----. 

Wa· r Wa 
(530) 

Der Winkel 13' ist immer > 90 0 ; es ist also 
. k r . OJ D· Fl·· h h t I llllmer -- < -- . Ie ac e a a so 

Wa· r Wa 

mit wachsendem r immer flachere Winkel p', 
Abb. 168a. Geschwindigkeitsdia- ist also einer Schraubenflache (bei der 
gramm eines ortsfesten Propellers. 

tgy = 0 ist) nahe verwandt. Da auBerdem 
Wr in den meisten Fallen gegen Wa klein und an sich nur in den auBe
ren Strahlschichten von Belang ist, so laBt sich die Vernachlassigung 
des Produktes Cr· tgy rechtfertigen. In Gleichung (530) kann man 
Cu noch k durch 

Cu. k 
m=-=-g--

U a ra· w 

ersetzen. Damit wird 

Abb. 168b. Geschwindigkeitsdia-
gramm einer Windtuxbine. 

R' U a ( Ta r) ctgf' = - m· - - - . 
Wa r Ta 

(531) 

Da ua/wa fiir aIle FaIle bekannt ist (s. die Abb. 168a, 168b, 169), so 
kann die Winkelverteilung am Radaustritt berechnet werden. Wa folgt 
mit U a und Ca aus den Geschwindigkeitsdiagrammen Abb. 167 und 168. 
ca ' ergibt sich aus Cast unter Beriicksichtigung der Querschnitts

verhaltnisse im Strahl. Fiir den ortsfesten 
oder fahrenden Propeller ist ca/ua in 
Abb. 161 dargestellt. 

Bei endlicher Schaufelzahl miissen die 
Winkel" iibertrieben" werden. Das Problem 
ist grundsatzlich das gleiche wie bei irgend
einem Schaufelgitter mit endlicher Teilung 
(s. 20,d). Nurliegenhierahnlich wie beiden 
schaufelarmen Kaplanturbinen extreme 

Abb.169. Geschwindigkeltsdlagramm U h I 
eines fahrenden Propellers. ver altnisse vor. n einer Grundzugstheo-

rie ist man auf Abschatzung angewiesen. 
Die Schaufelrichtung am Radeintritt muB nach dem Grundsatz 

stoBfreien Eintritts beim Betriebspunkt besten Wirkungsgrades fest
gelegt werden. Es ergeben sich dann aus Eintritts- und Austrittsrichtung 
sehr geringe relative Ablenkungen, und dies ist der Grund, warum die 
reine SchraubenfIache als Druckseite eines Propellers zusammen mit 
einer iiber sie gew6lbten Flache als Saugseite haufig so vollkommen 
allen Anspriichen geniigt. 

In neuerer Zeit wahlt man in vielen Fallen fiir die abgewickelten 
Profile der Schaufelschnitte sog. Tragfliigelprofile. Es muB darauf hin
gewiesen werden, daB diese zunachst nur fiir Luft anwendbar sind. 
FUr Wasser haben sie haufig zu starke Verdickungen am Eintritts-
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(Kopf-)ende. Diese Verdickungen bedingen lokale Ubergeschwindig
keiten und entsprechende Unterdriicke, die besonders friih (bei ver
hii.ltnisma.Big geringen Umfangsgeschwindigkeiten) zu Kavitation fiihren. 
FUr Betrieb mit Wasser sind keilformige Eintrittsprofile vorzuziehen. 

Die genauere Formgebung kann erst im zweiten Band besprochen 
werden. 

Hier moge nur der Zusammenhang mit der vielfach gebrauchlichen 
Dimensionierung eines Schraubenpropellers nach Steigung und Durch
messer besprochen werden. Man legt dort Fahrt in stromloser Fliissigkeit 
zugrunde und wahlt nach Erfahrung oder Uberlegung einen Flach!3n
druck P0, der als Quotient aus dem verlangten Schub S und der Kreis-
flache r!37:, also durch S 

P0 = r'n 
a 

definiert ist. P0 ist der mittlere Wert des Drucksprunges an der Rad
durchtrittsflache. FUr ihn ergibt sich also eine gleiche UJ:>erlegung wie sie 
in Gleichung (522) zum Ausdruck kommt. Es darf 

P .. -P0-h 
r - 2r 8 

eine zulassige Grenze ho nicht iiberschreiten, also muG 

sein. 
P0<2(h +h) r o. 

(532) 

(533) 

Ferner schatzt man den "Slip" 8 ab, der in folgender Weise definiert 
ist. Man. denkt zunachst an eine exakte Schraubenflache, d. h. an eine 
solche, deren Steigung H vom Radius unabhangig ist. Wiirde sich eine 
solche Flache in einer festen Schraubenmutter bewegen, so wiirde 
sie bei der Drehzahl njmin den Weg: 

W=H.n 
60 

in der Sekunde zuriicklegen. Tatsachlich legt sie in der Fliissigkeit nur 
die Strecke 

Dnn 
V = tv'u = tv'----oo-

zuriick. Die verhaltnismaBige Differenz: 
Dnn 

W - V V ----00- . tv 
8=--=1--=1---

W W Hn 
00 

=1- ~'37: (534) 

D 

nennt man den "prozentualen Slip", und zwar ist dies ein "tatsachlicher" 
Slip fiir den £rei fahrenden Propeller und ein "scheinbarer" fiir einen in 
unmittelbarer Nahe des Fahrzeuges angeordneten. "Scheinbar" heiBt 
er in diesem FaIle deswegen, weil das Fahrzeug besondere Eigenstro-
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mungen hervorruft, die "Vor-" bzw. "Nachstrom" genannt werden 
und die auch die Schraube beeinflussen. Die Voraussetzung, die bei der 
Berechnung von 8 nach Gleichung (534) gemacht ist, namlich, daB sich 
die Schraube in sonst ungestorter Flussigkeit bewegt; ist also bei dem 
am Schiff oder Flugzeug fahrenden Propeller nicht erfiillt. 

Wenn man Pc;) wahlt, ist ra bzw. D gegeben, bei festgelegtem n aber 
auch U a und damit bei gegebenem V auch tv. Schatzt man also nach Er
fahrungen ein "gunstiges" 8, so ergibt sich H. Nun ist aber das gunstigste 
8, schon wenn es sich nur um den frei fahrenden Propeller handelt, fiir 
jedes Verh1iltnis HID ein anderes. Es muB also eine groBe Summe von 
Erfahrung vorliegen, um die richtige Wahl zu treffen. 

Das "Steigungsverhaltnis" H:D hangt mit ctg {J' auf einfache Weise 
zusammen. Bei unendlich vielen und unendlich dunnen Schaufeln ist 
unmittelbar 

also 

{J' H ctg a = -D ' n 

f; = n· ctg{J~ . (535} 

Bei den wirklich ausgefiihrten geringen Schaufelzahlen muB H :D, um 
in dem Strahl ein mittleres {J~ zu erzwingen, groBer gemacht werden, 
als Gleichung (535) angibt. Man kann 

H 
D = o· ctg{J~ (536) 

setzen, wo 
o>n 

ist. Det Wert von 0 ist vorlaufig nur abzuschatzen. Er kann bei 
3 Schaufeln etwa 4,5-5,0 betragen. Fur ctg (J~ ist nach Gleichung (531) 

einzusetzen. 

u 
ctg{J~ = --"- (m - 1) 

Wa 
(537) 

Die unendlich vielen und unendlich dunnen, exakten Schraubenflachen 
konnen natiirlich keinen "stoBfreien" Eintritt gewahrleisten, sie be
wirken vielmehr die ganze, fur die Leistungsaufnahme notwendige 
tangentiale Ablenkung nur durch "StoB". Die endlich vielen Schaufel
flachen konnen grundsatzlich so verdickt werden und dadurch solche 
Profile in den Schnitten mit den einzelnen Stromschichten erhalten, daB 
die Stromung uberall tangential zu der mittleren Richtung der Ein
trittsenden verlauft. 

Setzt man fiir HID seinen Wert in Gleich ung (534) ein und fiir ctg {J;, 
den aus Gleichung (536), so erhalt man den Zusammenhang zwischen 
dem Slipbegriff und unseren Vorstellungen, die wir entwickelt haben, 
um das ganze Problem auf eine physikali'Sch moglichst einwandfreie 
Grundlage zu stellen. Es wird namlich: 

tv n 8=1---·
ctgfJ~ " 

(538) 

Hiermit ist es moglich, den EinfluB von 8 auf den Wirkungsgrad zu 
ermitteln und durch Diagramme, die den Abb. 157 und 158 ent-
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sprechen wiirden, darzustellen. Hiervon moge aber hier abgesehen 
werden. 

Eine Frage ist noch aufzuwerfen: 1st die Verteilung cu· r = konst, 
die unseren Entwicklungen und damit auch unserer Formgebung der 
Schaufeln zugrunde liegt, wirklich die giinstigste oder ist sie nur die 
fiir die Rechnung bequemste ~ Die gunstigste ware sie an sich, wenn 
durch sie ein Minimum von kinetischer Energie im Strahl gewahrleistet 
wiirde. DaB dem so ist, kann man zunachst nicht erwarten, und tatsach
lich ist es auch nicht der Fall. Es erschien aber richtig, das obige Gesetz 
in einer Grundzugstheorie zugrunde zu legen, und ~zwar aus zwei GrUn
den. Zunachst wird dadurch uberhaupt einmal auf die Bedeutung der 
Umfangskomponenten im Strahl hingewiesen und fur EinfluB auf den 
Wirkungsgrad in rechnerisch einigermaBen einfacher Weise zahlen
maBig festgestellt. AuBerdem aber ist der giinstigste Propeller nicht 
allein durch ein Minimum an kinetischer Energie im Strahl, sondern 
durch ein Minimum der Gesamtverluste, zu denen insbesondere auch die 
Reibungsverluste gehoren, gekennzeichnet. Die Frage nach der gunstig
sten Verteilung der Umfangskomponenten verliert dadurch etwas an 
Bedeutung; ein Abweichen von der Minimumsbedingung der Strahlen
energie wird durch die Rucksicht auf andere Verluste sowieso notwendig. 
Zudem kann die Frage nach der gunstigsten Verteilung der Umfangs
komponenten mit den Mitteln einer Grundzugstheorie nur schwer und 
auf umstandliche Weise beantwortet werden. 

Bei den Windturbinen kommt es noch weniger darauf an, gerade das 
Minimum an kinetischer Energie zu erreichen, da hier die Frage des 
Wirkungsgrades hinter der Frage der Baukosten stark zuriicktritt. Hier 
war es also· ganz besonders am Platze, den EinfluB der Strahldrehung 
durch einen einfachen Ansatz zu erfassen. 

58. Das Verhalten eines gegebenen Stromrades bei wechselnden 
Betriebszustanden. 

Gleichung (531) liefert die Winkelverteilung zu jedem Betriebs
zustand und zeigt; daB sie fiir jeden solchen eine andere ist. Wenn 
man umgekehrt die Winkelverteilung unverandert laBt, so wird sie wegen 
des eben festgestellten Zusammenhanges bei den verschiedenen Betriebs
zustanden, die von dem beim Entwurf zugrunde gelegten abweichen, 
streng genommen nicht mehr konstante Dralle uber der Radflache er
zeugen. Hiervon kann man aber genau wie bei der in 28 vorgenommenen 
Vereinfachung absehen und den erzeugten, doch als konstant angesehenen 
Drall naherungsweise demjenigen gleichsetzen, der in einer mittleren 
Strahlschicht, also etwa auf dem Radaustrittskreis mit dem Radius 
r = r iV2, erzeugt wird. Wir denken uns also auch hier die ganze Wirkung 
in einer mittleren Schicht konzentriert. Heben wir diese durch den 
Index "m" heraus, so wird nach Gleichung (530): 

oder 
k = r;nw + Wa· rm· ctg(3;" 

k (rm)2 + w. rm t (3' m=-2-= - -·-·cg m. 
TaCO Ta U a Ta 

(539) 
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Hierin sind rm/ra und ctgp:n feste GroBen; wa/ua abel' sehen wir im 
Sinne del' hier eingeftihrten Annaherung als eine aus den friiheren Ent
wicklungen bekannte Funk
tion von m und dem Be
triebszustande (f, tv, te) an. 
Dann kann m aus Gleichung 
(539) alsFunktion von rm Ira , 

,/'/ 
,/ ,/ 

/ / ' 

~~ /' /' ,~//: 
, '/'~' 
~~: / ~"/ 
"", , //,/ 

\.~~, /~ 
'",../"" 

~V:/:o--

Abb.170. Verhalten cines Propellers bei weehselnder :Fahrgesehwindigkeit uml Drehzahl. 

Abb. 171. Verhalten einer Windturbine 
bei wechselnder Anstromgesehwindig

._keit und Drehzahl, aufgetragen tiber 
der Drehzahl. 

ctgp:n und f, lv, Ie berechnet werden, 
damit abel' auch die Schub- und Lei
stungsgrade. Allerdings werden dabei 
die StoBverluste am Eintritt sowie die 
Variation del' Reibungsverluste vernach
lassigt. Grundsatzlich wird aberdadurch 
das Gesamtbild des Verhaltens nicht ge
andert. Flihrt man diese Rechnung durch, 
so erhalt man eine verhaltnismaBig liber
raschend gute Ubereinstimmung mit dem 
experimentell ermittelten Verhalten del' 
verschiedenen Gattungen del' Stromrader. 
Dieses kann kurz dadurch gekennzeich
net werden, daB Schub und Drehmoment 
bei variablem t linear, die Leistung 
parabelformig variiert. Die Abb. 1701 

1 Gezeichnet auf Grund der Abb. 14 in 
dem Aufsatz von Prall: Seite 787 des Jahr
buchs der Schiffbautechnischen Gesellschaft, 
Bd. II (1910). 
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zeigt dies fiir einen Propeller fUr verschiedene konstante Drehzahlen 
und variable Fortschreitgeschwindigkeit; die Abb. 171 dagegen fiir eine 
Stromturbine bei verschiedenen konstanten Anstromgeschwindigkeiten 
und variabler Drehzahl. Die Abbildungen sind idealisiert, die Aus
fiihrungen zeigen kleine Abweichungen von den geraden Linien und 
Parabeln. 1m iibrigen sind die Abbildungen Illustrationen zu den im 
folgenden besprochenen Ahnlichkeitsbeziehungen. 

59. lhnlichkeitsbeziehungen fiir die Stromrader. 
Die durchgefiihrte Theorie hat durchweg auf die Bestimmung von 

Verhaltniszahlen gefiihrt. Damit ist schon der Weg zur Aufstellung 
von Ahnlichkeitscharakteristiken gewiesen. Wir wollen diese aber aus 
den allgemeinen Ahnlichkeitsbedingungen ableiten. 

Ahnliche Betriebszustande erfordern geometrisch ahnliche Korper. 
Darunter sind zunachst die Rader selbst, dann aber auch die tragenden 
Konstruktionen (Schiff, Flugzeug, Windmiihlenturm) gemeint. Die Ge
schwindigkeitsfelder konnen ferner nur dann ahnlich sein, wenn der Ab
stand der Korper von etwaigen Grenzen der Fliissigkeit, also z. B. die 
Eintauchtiefe der Propeller, die Rohe einer Windmiihle iiber dem Erd
boden, in allen verglichenen Fallen das gleiche Verhaltnis zu einer als 
VergleichsgroBe festgelegten Korperdimension hat. 

Als maBgebende kinematische Ahnlichkeitsbedingung erscheint die 
bereits eingefiihrte Verhaltniszahl t. Diese ist jedenfalls fiir ahnliche 
Betriebszustande die gleiche. 

Denkt man dann zunachst an Betrieb mit idealer Fliissigkeit, sieht 
also vom.EinfluB der Reynoldsschen Zahl ab, so kann man die in 35 
und 36 aufgestellten Beziehungen auch hier anwenden, also schreiben: 

Aile Stromungsenergien, aile Fliissigkeitsdriicke, 
sowie aIle Beanspruchungen . . . . . . . = n2 D2, I 

Aile Krafte ............... = n:n:, (540) 
Aile Momente . . . . . . . . . . . . . . = n D , 
Aile Leistungen. . . . . . . . . . . . . . = n3 D5. 

Dabei sind die jeweiligen Proportionalitatsfaktoren zunachst von der 
Form des Radsystems (von den Schaufelwinkeln, der Schaufelzahl, den 
Radien- und den Breitenverhaltnissen, der gegenseitigen Anordnung 
von Leit- und Laufradern usw.), dann aber vom Verhiiltnis t abhangig, 
das den Betriebszustand charakterisiert. Beriicksichtigt man die 
Reibung, so werden sie auch noch von der Reynoldsschen Zahl (und 
schlieBlich auch noch von der relativen Rauhigkeit siD) abhangig. Rier
von werden nur die Verluste und die aufgewendeten Energien, die Nutz
krafte und Nutzenergien dagegen nicht betroffen. Die Wirkungsgrade 
steigen also, wie bei den Kreiselradern im geschlossenen Strom, auch 
hier wieder mit wachsender Reynoldsscher Zahl. Es ist niitzlich, sich 
an zwei Dinge zu erinnetn, erstens, daB die statische Druckverteilung 
dem Reynoldsschen Ahnlichkeitsgesetz nicht folgt, zweitens, daB dieses 
nur so lange gilt, als die Stromungsverhaltnisse keine Kavitation herbei
fiihren. Die Begriffe "Schubgrad" und "Leistungsgrad", die den 
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fiir die Kreiselrader im geschlossenen Strom ge bildeten Begriffen 
"Schluckfahigkeit" und "Einheitsleistung" entsprechen, sind ebenfalls 
Ahnlichkeitskonstanten, die bei ahnlichen Betriebszustanden die gleichen 
Werte haben. 

Der Wirkungsgrad ist vom Betriebszustand abhangig, im ganzen 
also wird er als Funktion von diesem und der Reynoldsschen Zahl er
scheinen (von verschiedener Rauhigkeit abgesehen) 

e = F(f,R). 

SchlieSlich kann man auch eine spezifische Drehzahl als Ahnlich
keitskonstante berechnen. Von den verschiedenen moglichen Defini
tionen betrachten wir zunachst die folgende: 

"Die spezifische Drehzahl eines Stromrades soll diej eni
ge sein, die an einem nach dem gleichen Typ ahnlich ver
kleinerten oder vergroSerten bei ahnlichem Betrie bszu
stand beobachtet wird, wenn es bei der relativen Anstrom
geschwindigkeit W l = ca, + V = 1 die Leistung Einsver
braucht oder abgibt." 

Dann gelten die beiden Proportionen: 
N n3 D5 C",+V _j_ 1 

-u-a- - - n,D,en; (541) 

60 
Durch Eliminieren von D., das nicht interessiert, ergibt sich 

. Vi N' 
n.=n (C.+V)5' (542) 

Fiihrt man hier 'ljJu und j ein, so hat man: 

2 3~ Y 5 
n N = en; • 75 . 2(1· 'ljJu· ua , 

2 302 r (Ua )5 
n. = :rt. 75 • 2(1· 'ljJu· Ca, + V . 

Mit der bekannten Bezeichnung t = Co, + V wird also 
Ua 

30 1 ~-: (543) 
ng = V:rt. 75 / 2g is . 

Dimensionslos wird dies durch Multiplikation mit V¥; mit unserer 

friiheren Bezeichnung fur den dimensionslosen Betrag der spezifischen 
Drehzahl erhalten wir also: 

* 1/2(1 N 30 l/tpu tp';j. 
n. = n V r (c", + V)5 = V:rt . 75 r'r = 1,955 rl2 . (544) 

Jedes System, das mit seinem 'ljJu und t ein bestimmtes n: liefert, paSt 
fiir einen Betriebsfall, der mit n, N, ca, und V nach Gleichung (544) 
dasselbe n: liefert. 
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In denjenigen Fallen, wo weder ein V noch ein ca. existiert, versagt 
die obige Definition; man kann die Einheitlichkeit dadurch retten, daB 
man an Stelle von ca, + V die erzeugte Strahlgeschwindigkeit cad setzt, 
wodurch an Stelle von /5 im Nenner A~ zu treten hatte. 

Eine andere Definition paBt fUr aile Propeller, auch den am Stand, 
und bezieht sich auf die Leistung Eins und den Schub Eins. Man er
halt aus: 

8 
1 

und (545) 

als spezifische Drehzahl: 

(546) 

bzw. dimensionslos: 
1/2g 8 5 

* V r 
n.=n~ (547) 

Qder mit cpu und '/fJu 

n = 30.752 .lir ~ 
• y;- V 2g 'li'~ 

(548) 

bzw. dimensionslos 
30 752'~ 'I. 

* = --' - ~ = 095. 104 ~ ns lC 2' 2 . r.n 'li'u 'li'u 
(549) 

Will man schlieBlich unmittelbar mit den spezifischen Drehzahlen 
der Kaplanturbinen vergleichen, so muB man den Gefallsbegriff 
einfiihren. FUr die Windturbine ist c~)2g das Bruttogefalle. Be
zeichnet man dies mit H, so zeigt der Vergleich mit Gleichung (542), 
daB wir in dieser tatsachlich unsere bekannte Formel ffir die spezifische 
Drehzahl der Turbinen 

nYN 
ns = Hyn 

vor uns haben. Bei den Propellern kann man als Nutzgefalle den mitt
leren Drucksprung an der Radflache in Metern Fliissigkeitssaule ansehen, 
also die GroBe: 

H=_8_=P0 
r . r!.n r ' 

(550) 

wobei mit P0 der Schub pro Quadratmeter der Radkreisflache bezeichnet 
ist. Damit erhalten wir 

(551) 

oder dimensionslos 
,riT l' * " 1 nrN 'li',,' 

n. = 1/(2-)3-'-- • 11 = 1,955 -.-, . r' g 14 P0 P0 'P ,4 

r r 

(552) 
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Die Abb. 172 und 173 enthalten die spezifischen Drehzahlen abhangig 
von m und f; aus ihnen kann man sofort, wenn man aus den gegebenen 

.9 

Ii 

7 

G 

is 
"'", 

I::! If 

3 0,0 
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0,'1 

Abb. 172. Spezifische Drehzahl des Propellers abhlingig von m und I. 

* ~r---------r---------.---------'----------' 

i 
J~-4----~+---------+---------+----------; 

Abb. 173. Spezifische Drehzahlen der W indturbine abhiingig von m und I. 

Betriebsdaten ns bestimmt, entnehmen, welcher der in den Abb.158 
und 161 enthaltenen Typen fiir den vorliegenden Fall paBt. 
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D. Die moderne Freistrahltnrbine. 

XI. Eindimensionale Theorie der Peltonturbine 
(Beeherturbine ). 

60. Ausfiihrungsformen der Becherturbinen. 
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Abb. 174 zeigt aIle wesentlichen Konstruktionselemente der modernen 
Freistrahlturbine, deren Urform von dem Amerikaner Pelton stammt 
und daher noch haufig nach ihm benannt wird. Am Umfang eines 
mehr oder minder scheibenformigen Rades sind "Becher" angegossen 
oder angeschraub~ von der Form zweier aneinander gehaltenen hohlen 

Abb. 174. Schematischer Langs· und Querschnitt durch eine Freistrahlturbine. 

Hande. Ihre Form ist symmetrisch zu einer senkrecht zur Radachse 
stehenden Mittelebene, in der die Becherschneide liegt (in dem Schnitt 
p-p' besonders deutlich, aber auch in den beiden anderen Rissen 
der Abb.174 erkennbar). Beaufschlagt wird das Rad partiell, d. h. 
nur iiber einen gewissen Teilbogen des Umfangs hiniiber, und zwar 
durch einen freien Strahl, der in den modernen Ausfiihrungen immer 
Kreisquerschnitt hat. Er tritt aus einer "Nadeldiise" aus, die so an· 
geordnet wird, daB der Strahl mit seiner senkrecht zur Radachse 
stehenden Mittelebene genau in der gleichstehenden Mittelebene der 
Becher liegt, von jeder Becherschneide also in zwei symmetrisch abo 
gelenkte Halften geteilt wird. Charakteristisch ist dabei, daB die 
Hauptablenkungsrichtung in einer Ebene parallel zur Radachse liegt, 
wie dies insbesondere aus dem Schnitt p-p' hervorgeht. Nach unserer 
friiheren, in 25 gewahlten Bezeichnungsweise ware also das Pelton. 
rad unter die Axialturbinen zu rechnen. Allerdings breitet sich jede 
Strahlhalfte auch noch etwas abweichend von dieser Hauptrichtung 
iiber die Hohlform jeder Becherhalfte aus. Dies wiirde auch ein· 
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treten, wenn jede BecherhliJfte als Zylinderflache mit Erzeugenden 
parallel zur Becherschneide geformt ware. Die wirkliche Form, die 
aus den Schnittkurven der Abb. 175 zu erkennen ist, tragt dem Rech
nung und ist die Endform einer langeren versuchmaBigen Entwicklung. 
Sie sorgt dafiir, daB jeder Tropfen der Beaufschlagungsfliissigkeit so 
abgelenkt wird, daB er den Bereich des Rades mit moglichst geringer 
Energie verlaBt. 

Das Leitorgan, mittels dessen das Rad beaufschlagt wird, ist, wie 
bereits gesagt, eine Duse. Diese hat rotationssymmetrische Form und 
enthalt - als Kern - eine Nadel mit einem natiirlich ebenfalls als 

~----~8------~ 

Abb. 175. Peltonbecher. 

Rotationskorper geformten 
Kopf. Das vordere, aus der 
Dusenoffnung mehr oder we
niger herauSragende Ende ist 
kegelformig. Zusammen mit 
der konvergierenden Form 
der Duse wird hierdurch eine 
wesentliche Strahlkontraktion 
nach dem Austritt ins Freie 
und der Ubergang des ring
formigen Strahlquerschnittes 
in den kreisfOrmigen bewirkt. 
Die Nadel ist axial verschieb
bar, dadurch laBt sich der Aus
trittsquerschnitt von einem 
Maximum bis auf Null ver
stellen; dazu muB nattirlich 
der groBte Durchmesser des 
Nadelkopfes groBer sein als 
die kreisformige Dusenaus
trittskante. Verstellt wird die 
Nadel nur bei kleinsten Aus
ftihrungen von Hand, sonst 
aber durch Servomotoren, 

wobei ein indirekt wirkender Geschwindigkeitsregler ihre Stellung be
herrscht. AuBer der Nadel haben moderne Freistrahlturbinen noch 
ein zweites Regulierorgan, den "Strahlablenker". Dieser besteht aus 
einer schaufelformigen Ablenkungsflache, die, an einem Winkelhebel 
befestigt, zwischen Duse und Rad zwischengeschoben wird und den 
Strahl teilweise oder ganz von den Bechern ablenkt. Man kann hier
mit p16tzlichen Entlastungen der Turbine sofort nachfolgen, ohne 
den DurchfluB durch Duse und Rohrleitung sofort abzubremsen und 
dabei wegen des damit verbundenen DruckstoBes die Konstruktion 
zu gefahrden. 1m AnschluB an diesen ersten Regllliervorgang wird 
dann mit zulassiger Geschwindigkeit die Nadel verstellt und der 
Ablenker aus dem Strahl zuruckgezogen. Diese Reguliermoglichkeit 
macht die Freistrahlrader besonders geeignet fUr Zentralen mit stark 
schwankenden Belastungen. 
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Die Diise ragt in ein GeMuse hinein, innerhalb dessen das Rad 
lauft. Der freie Strahl und das Abstromen der ausgenutzten Betriebs
fliissigkeit verlauft vollstandig innerhalb des GeMuses. Dieses hat 
aber im Gegensatz zu dem Gehause der vollbeaufschlagten Maschinen 
gar nichts mit dem Arbeitsvorgang zu tun, sondern ist nur ein Schutz
gehause, das den Abstromvorgang auf einen bestimmten Raum be
schranken und die Umgebung der Maschine. vor herumspritzender Be
triebsfliissigkeit schiitzen soli. Auch die Abdichtung der Welle an 
den Steilen, wo sie aus dem Gehause heraustritt, hat nur den Zweck 
zu erfiillen, Spritz- und Schleichwasser an dem Austritt in den Maschinen
raum zu verhindern. Das Rad muB so hoch gelagert werden, daB die 
Becher nicht ins Unterwasser' eintauchen und dadurch schadliche 
Bremswirkungen erleiden. Man spricht von einem "Freihangen" des 
Rades. Es geht dadurch ein gewisser Bruchteil des Gefailes fiir die 
Umsetzung in mechanische Arbeit verloren; dieser ist im Faile der 
Abb. 174 gleich dem mit f bezeichneten Hohenabstand der Diisen
bzw. Strahlachse von dem Unterwasserspiegel. Durch Ejektorwirkung 
des Strahles und der Stromung durch die Schaufeln wird Luft mit
gerissen, der Luftinhalt des Gehauses also verdiinnt. Dadurch wird der 
Unterwasserspiegel im Gehause hochgesaugt. Um zu verhindern, daB 
auch nicht hierdurch die Radschaufeln zum Eintauchen kommen, 
werden daher automatische Beliiftungsventile am Gehause vorgesehen. 

Nach den immer wieder sich aufdrangenden Vorsteilungen von 
ahnlichen Maschinen, ahnlichen Stromungen und ahnlichen Betriebs
zustanden wird man sofort dazu gefiihrt, als Hauptcharakteristikum 
einer Becherturbine das Verhaltnis des Strahldurchmessers d8 zum 
Raddurchmesser Dr itnzusehen. Dabei ist als Strahldurchmesser der 
des bereits kontrahierten, kreiszylindrischen Strahles gemeint. d8 ist 
also kleiner als der Diisendurchmesser dd. .N.s Raddurchmesser rechnet 
man den Durchmesser des Kreises, den die Diisen- bzw. Strahlachse 
beriihrt, und den man auch als "Strahlkreisd urchmesser" be
zeichnet. Natiirlich konnen sich die Rader noch durch Schaufelzahl 
und Schaufelform unterscheiden. Hier sind aber bei gegebenem d./Dr 
nur geringe Unterschiede moglich. Die Praxis hat im wesentlichen 
eine Schaufelform herausgebildet, die sich bei den verschiedenen Her
steilern nur durch Einzelheiten unterscheidet, die aber so weit festliegt, 
daB man die Hauptdimensionen eines Bechers, Lange L, Breite B, 
Tiefe T, im Verhaltnis zum Strahldurchmesser d8 im Mittel als feste 
GroBen angeben kann. 

Man kann ferner schon voraussagen, daB ein sehr kleines Verhaltnis 
d8/Dr extreme Langsamlaufigkeit bedeutet. Denn bei gegebenem Ge
faile liefert ein kleiner Strahldurchmesser kleine Leistungen und ein 
groBer Raddurchmesser dazu kleine Drehzahlen, da bei gegebenem 
Gefaile nach .allem, was wir bisher schon wissen, fiir einen bestimmten 
Typus die Umfangsgeschwindigkeit des Rades festliegt. Umgekehrt 
besitzen weniger langsamlaufige Typen dickere Strahlen und kleinere 
Rader. Dickere Strahlen verlangen groBere Becher. FUr das Verhaltnis 
dB/Dr besteht daher eine obere Grenze durch Konstruktions- und Be-

Spannhake, Kreiselrader. Bd. I. 20 
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anspruchungsprobleme. Die Becher werden schlieBlich im Verhaltnis 
zum Rade zu groB; ihre Befestigung am Rade bzw. die Aufnahme der 
Zentrifugalkriifte durch die Befestigung und das Rad selbst wird schwie
rig oder unmoglich. Wenn in solchen Fallen die spezifische Schnellaufig
keit nicht geniigt, muB man ebenso wie bei den voll beaufschlagten 
Radern zum Mehrstromprinzip iibergehen. Dieses kann man hier auf 
zweierlei Weise ausfiihren. Entweder laBt man mehrere Strahlen auf 
die Schaufeln ein und desselben Rades wirken; hiervon wird man, so
lange es irgend geht, Gebrauch machen. Oder man ordnet auf einer 
Welle zwei oder mehrere Rander an, deren jedes durch mehrere Diisen 
beaufschlagt wird. Die Grenze fUr die Anzahl der Diisen an einem 
Rad wird durch die Forderung gezogen, die Betriebsfliissigkeit ohne 
gegenseitige Storungen abzufiihren, die Grenze fUr die Anzahl der 
Rader durch die gleiche Riicksicht sowie durch die konstruktive Be
dingung solider Lagerung der Wellen. Die groBtmogliche Anzahl der 
Diisen an einem Rade ist mit Riicksicht auf diese Verhaltnisse bei 
horizontaler Wellenlage geringer als bei vertikaler (2-3 bei horizontaler 
Welle). 

Zwei extreme Ausfiihrungen von Freistrahlturbinen seien genannt, 
urn das Gebiet ihrer Anwendungsmoglichkeiten darzutun. 

Die Anlage Fully (Schweiz) hat Peltonrader mit einem Strahl
kreisdurchmesser von 3550 mm. Das Rad wird durch einen einzigen 
Strahl beaufschlagt, der bei groBter Diisenoffnung einen Durchmesser 
von 38 mm besitzt. Das Verhaltnis dB/Dr ist also 1: 93,5. Das an der 
Diise verfiigbare Gefalle betragt 1600 m; die groBte Leistung 3000 PS, 
die Umlaufzahl 500/min. Die spez. Drehzahl errechnet sich (in tech
nischer Formulierung) zu: 

]IN jl3000 
ns = n HVH = 500 1600y1600 = 2,7. 

Die Strahlgeschwindigkeit ist etwa 170 m/sec. 
Das Hochdruckspeicherwerk Schwarzenbach im badischen 

Nordschwarzwald besitzt zwei Freistrahlturbinen mit je drei Radern, 
deren jedes von zwei Strahlen beaufschlagt wird. Die Rader haben 
einen Strahlkreisdurchmesser von 1350 mm, jeder Strahl bei voller 
Offnung einen Durchmesser von 140 mm; ds/Dr ist also 1: 10,35. Das 
an den Diisen zur Verfiigung stehende Gefalle betragt 360 m; die 
groBte Leistung fUr jedes Maschinenaggregat rund 30000 PS, die Um
laufzahl 500/min. Die spez. Drehzahl ist 

n = n ]IN = 500 jl30000 = 56. 
s HyH 360 V360 

Man erkennt aus den gegebenen Beispielen, daB die Freistrahlturbinen 
ausgesprochene Hochdruckturbinen sind. DaB man den Grad dieser 
Eignung fUr Hochdruck nicht nach dem absoluten Betrage desGe
falles, sondern nach der spez. Drehzahl, die auch noch Leistung und 
Drehzahl beriicksichtigt, beurteilen muB, ist nach den friiheren Dar
legungen iiber die Ahnlichkeitsbeziehungen der Kreiselrader verstandlich. 
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61. Die Stromung durch das Becherrad. 
Kinematische Bedingungen fiir giinstigste Arbeitsweise. 
In den Einzelheiten ist die Stromung wahrend des Durchganges. 

durch die Schauflung des Freistrahlrades noch schwieriger zu verfolgen 
als die durch ein vollbeaufschlagtes Rad. Die Schaufeln fiihren die 
Fliissigkeit nur einseitig; die Form der ganzen Stromung, die absoluten 
und relativen Stromlinien sowie die Bahnen der Teilchen werden wesent
lich durch die Bedingung mit bestimmt, daB die Oberflache der freien 
Strahlteile mit Luft von konstantem Druck in Verbindung steht. Eine 
rechnerische Erfassung ist hoffnungslos, lohnt sich aber auch nicht; 
die Praxis hat sich durch physikalische Anschauung und durch den 
systematischen Versuch geholfen1• Das Freistrahlprinzip an sich bringt, 
den mit Riicksicht auf ausgesprochene Langsamlaufigkeit wichtigen 
Vorteil mit sich, daB die relative Umlenkung der Betriebsfliissigkeii> 
weit starker sein kann, als in der vollbeaufschlagten Uberdruckturbine 
(vgl. 41, d, a). Denn es entfallen aIle Riicksichten, die man dort be
achten muB. Die Druck- und Geschwindigkeitsverteilung kann im 
freien Strahl kaum zu extremen Werten fiihren, da an der freien Ober
flache konstanter Druck herrscht und die Dicke der auf der Schaufel 
entlang stromenden Schicht verhaltnismaBig gering ist, so daB durch 
die Kriimmung nur geringe Druckunterschiede verursacht werden 
konnen. Wir finden daher bei den Freistrahlturbinen eine relative 
Umlenkung um nahezuI80°. Beschrankt wird sie nur durch die Forde
rung, daB die Fliissigkeit vom Rade abstromen muB, ohne durch die 
nachste Schaufel daran gehindert zu werden; d. h. ohne daB die Aus
bildung eines freien Strahles irgendwo gestort wird. Dies hangt bei 
gegebenem relativem Abstromwinkel auch von der Schaufelzahl bzw. 
-teilung abo Der relative Eintrittswinkel kann nach unserer in 28 fest
gelegten Zahlung grundsatzlich Null sein, die Anfangsrichtung der 
Schaufelflache also ganz mit der Umfangsrichtung zusammenfallen. 
Pelton hat erkannt, daB dies bei einem axialen Durchgang der arbeiten
den Fliissigkeit durch die Radschauflung zu wesentlich giinstigeren 
Verhaltnissen fiihrt als beim radialen. Der Grund liegt darin, daB beim 
axialen DurchfluB die Flachenelemente am Eintritt der Schaufeln 
wahrend der ganzen Beaufschlagung in der gleichen tangentialen Lage 
zum Strahl bleiben; wahrend bei Radialtypen ihre Stellung zum Strahl 
wechselt und nur an einer Stelle tangential zur Strahlrichtung sein 
kann. Der zweite Gedanke, der durch Pelton in die Konstruktion 
hineingetragen wurde, war die Teilung des Strahles an der Becher
schneide und seine symmetrische Ablenkung an zwei Schaufelflachen. 
Dadurch wurde die materielle Ausfiihrung eines geniigend starken, 
im wesentlichen tangential zum Strahl gerichteten Eintrittsteiles der 
Schaufel erst praktisch moglich. Die Praxis hat ergeben, daB es mog
lich ist, die Becherschneide mit einem Winkel von 15 ° auszufiihren 
und daB dabei das Aufspalten des Strahles und seine erste Ablenkung 

1 Siehe Reichel und Wagenbach: Versuche an Becherturbinen. Z. d. 
V. d. lng. 1913 und 1918. 

20* 
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aus der Richtung der Bechermittelebene (Umfangsrichtung) sanft genug 
(d. h. praktisch ohne StroBverlust) erfolgt. Die Forderung storungs
freien Eintauchens in den Strahl macht es ferner notwendig, die Becher 
an der Stelle des auBersten Radumfanges mit einem (durchweg recht
eckig ausgefiihrten) Ausschnitt zu versehen, durch den der Strahl 
noch bis zu dem Augenblick ungehindert durchtreten kann, in dem die 
Becherschneide mit ihrem auBersten Punkt in den Strahl eintaucht. 
Dieser Ausschnitt ermoglicht es, die Ablenkungsflache, von der Schneide 
ausgehend, nach allen Seiten als Hohlflache auszubilden und dem Strahl 
trotzdem einen praktisch stoBfreien Eintritt in sie zu verschaffen. 

Die giinstigste Stellung der Schaufel ist nicht etwa durch die radiale 
Stellung der Schneide gekennzeichnet; vielmehr muB die Schneide, 
deren relative Lage zu den einzelnen Strahlteilen sich wahrend der 
Raddrehung andert, so gestellt sein, daB sie im Durchschnitt zu 
den auf sie auftreffenden Strahlteilen relativ senkrecht steht. Die 
Schaufelteilung und damit die Schaufelzahl muB so gewahlt werden, 
daB kein Fliissigkeitsteilchen, ohne Arbeit abzugeben, durch das Rad 
flieBt. Diese Forderung kommt darauf hinaus, eine groBte Teilung zu 
bestimmen, die noch unterschritten werden muB, um sicher aIle Fliissig
keitsteilchen zur vollen Arbeitsleistung heranzuziehen. Es liegt auf 
der Hand, daB es bei wenigen Schaufeln dazu kommen kann, daB 
zeitweilig der Strahl unabgelenkt bleibt. 

Um diese Fragen zu klaren, ist es notwendig, sich zunachst die
jenigen relativen Bahnen aller Strahlteilchen durch das Rad hindurch 
zu entwerfen, die dann zustande kommen, wenn der Strahl iiberhaupt 
nicht durch die Schaufeln beeinfluBt wird. Wir gewinnen dieses Relativ
bild dadurch, daB wir der absoluten Bewegung des Systems "Rad und 
Strahl" eine Drehung um die Radachse mit der Winkelgeschwindigkeit 
w des Rades, jedoch entgegengesetzt der wahren Raddrehung, iiber
lagern. Dadurch kommt das Rad zur Ruhe, die Strahlteilchen erhalten 
zu ihrer absoluten Geschwindigkeit c in jedem Augenblick zusatzlich 
eine Umfangsgeschwindigkeit u. Diese ist derjenigen entgegengesetzt 
gleich, welche der momentane Aufenthaltspunkt des Teilchens hatte, 
wenn er mit dem Rade fest verbunden ware. FUr die Konstruktion 
der Relativbahn eines unabgelenkten Teilchens nehmen wir noch an, 
daB seine Absolutbahn wahrend des Durchganges durch das Rad 
geradlinig bleibt. Dies ist bei den in Frage kommenden sehr hohen 
Strahlgeschwindigkeiten und den sehr kurzen zuriickzulegenden Strecken 
erlaubt. Wir bemerken ferner noch, daB die Umfangsgeschwindig
keiten, wie wir noch sehen werden, etwa von der halben GroBe der 
Absolutgeschwindigkeiten sind. 

Abb.176 zeigt die absolute und relative Bahn eines einzigen un
abgelenkten Teilchens. Auf der geradlinigen absoluten Bahn sind die 
untereinander gleichen Strecken L18a , die das '1;eilchen in gleichen Zeit
teilen L1 t zuriicklegt, abgetragen. Nach unserem eben ausgesprochenen 
Grundsatz miissen die Endpunkte jeder Teilstrecke auf dem durch 
sie hindurchgehenden Kreise um einen gewissen Bogen zuriickgedreht 
werden. Dieser Bogen ist gleichlang mit demjenigen, den der mit 
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dem betreffenden Streckenendpunkt zusammenfallende Radpunkt in 
der gleichen Zeit zuriicklegt, wie sie fiir den Absolutweg des Teilchens 
vom Eintritt ins Rad bis zum betreffenden Streckenendpunkt not
wendig ist. In Abb. 176 entspricht also beispielsweise dem Punkt 4a 
der absoluten Bahn der Punkt 4, der relativen in der Weise, daB 

ist. Auf diese Weise ergibt sich die in Abb. 176 gezeichnete gekriimmte 
Relativbahn eines unabgelenkten Teilchens. Diese liefert durch den 
Eintrittspunkt E und den Austrittspunkt A, am Radumfang eine 
Teilung to = Bogen E -')0 A,. Ist der in Abb. 176 gezeichnete Absolut-

Be/Spiel liirdie 8eslimmllng 
-::. derl?elolivbohn: ,~ 

Bogen 'Ia~'Ir=8ogen fJ'I'=(8ogen (£~¥). ;9 
E 

Abb. 176. Absolute und relative Babn eines unabgelenkten Fliissigkeitsteilchens. 

weg gerade eine auBerste Mantellinie des Strahles und ist die Schaufel
teilung t auf dem Kreise, der durch den radial auBersten Punkt der 
Becherschneide geht, gerade = to, so tritt folgendes ein. Ein Wasser
tropfen, der den eben genannten Kreis gerade in dem Augenblick ein
tretend schneidet, in dem auch der auBerste Punkt einer Becherschneide 
dort steht, kommt an diesem Becher nicht mehr zur Ablenkung. Nun 
lauft er zwar schneller als die Schaufeln, er kann also noch die nachste 
(vorausgelaufene) Schaufel einholen, bevor er aus dem Schaufelbereich 
iiberhaupt wieder austritt. Ist aber die Schaufelteilung t = to = Bogen 
E-A" so tut er dies auch erst im letzten Moment und erleidet auch 
an der vorauslaufenden Schaufel keine, also iiberhaupt niemals eine 
Ablenkung. Die wirkliche Schaufelteilung muB also t < to sein. Man 
findet im Durchschnitt t = 0,75 to . 

In Abb.l77 sind die relativen Wege des auBersten, mittleren und 
innersten Wasserfadens im Strahl fiir arbeitslosen Durchgang durch 
das Rad gezeichnet. Die Bezeichnung "auBerst" und "innerst" bezieht 



310 Die moderne Freistrahlturbine. 

sich dabei auf den Abstand vom Radmittelpunkt. Die Relativbahnen 
sind fiir drei Teilchen dargestellt, die gleichzeitig die durch die ROO
achse gelegte, auf der Strahlachse senkrecht stehende Ebene passieren. 
Zwischen den beiden Bahnen a-a und i-i verlauft der "relative 
unabgelenkte Strahl". Der absolute ist ebenfalls gezeichnet. Von 
den Schaufeln ist nur die Becherschneide eingetragen. Ihre Stellung 
gegen die Radiale, um deren Festlegung es sich jetzt handelt, nehmen 
wir vorlaufig - etwa wie gezeichnet - an. Nunmehr wahlt man eine 
Teilung t < to, und zeichnet zwei um t voneinander abstehende Schaufeln 
8 1 und 8 2 in einer solchen Stellung zum relativen Strahl, daB 8 2 gerade 
mit dem auBersten Punkt die innerste Relativbahn anschneidet. (Stel
lung 8 1 und 8 2 ohne weitere Indizes.) Die Relativbahn i-i schneidet 
dann auf 8 1 den Punkt x aus. In diesem Punkt gelangt der innerste 
Wasserfaden zum erstenmal in Beriihrung mit 8 1 ; vorher ist er un-

Abb.177. Kinematische Beziehungen zwischen den Bechern und dem unabgelenkten Strahl. 

abgelenkt geblieben. Drehen wir die Schaufeln so weit zuriick, daB der 
Punkt x auf den absoluten innersten, unabgelenkten Faden zu liegen 
kommt (Stellung x', 8~, 8~), so haben wir damit diejenige absolute 
Stellung der Schaufel81 , in der sie zum letztenmal von einem vollen 
Strahl getroffen wird. Zum erstenmal ist dies in der ohne weiteres 
festgelegten Stellung 8r der Fall. In der aus den Stellungen 8~ und 8r 
resultierenden mittleren Stellung 8t soll die aus U und c zu konstruie
rende Relativrichtung senkrecht auf der Becherschneide stehen. 1st dies, 
wie in Abb. 177 absichtlich angenommen, nicht der Fall, so muB die 
Richtung der Becherschneide geandert und die Kontrolle wiederholt 
werden. 1m Fall der Abb. 177 miiBte die Neigung der Schneide gegen 
den Radius noch starker gewahlt werden. 

Abb. 178 zeigt den Hauptschnitt des Bechers mit dem relativen 
und absoluten Ablenkungsweg eines ungefahr in Strahlmitte ankom
menden Teilchens. Die Bewegung des Bechers ist dabei geradlinig, mit 
der mittleren Umfangsgeschwindigkeit U m (entsprechend dem Radius 
r m = Dr/2) erfolgend, angenommen. Die Ermittlung der absoluten Bahn 
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aus der relativen ist aus Abb. 178 leicht ersichtlich. Die Relativ
geschwindigkeit der Fliissigkeit langs des Becherprofils ist nahezu 
konstant (nur die Reibung verandert sie ein wenig). Man ermittelt sie 
aus dem Eintrittsdreieck, das hier (wegen fJ = 0) zu einer Geraden 
zusammengeschrumpft ist, zu: 

w = c - u, 

und zwar geniigt es, tL = c/2 zugrunde zu legen (s. auch 62). Teilt 
man die Relativbahn in bestimmte Strecken L18, auf, so hat man in 
,1 t = ,18r/W die Zeiten, die zum Durchlaufen dieser Strecken notwendig 
sind. In den gleichen Zeiten verschiebt sich der Becher urn absolute 
Strecken ,18u yom Betrage: 

u 
,1 8u = ,1 8, • - • 

w 

Damit erhalt man zu jedem Punkt 
der Relativbahn den zugehorigen 
der Absolutbahn. 

Man findet dabei auch die 
in der Strahlrichtung gemessene 
Lange l des absoluten Wasser
weges. Tragt man diese in 
Abb.l77 yom Schnittpunkt der 

c 

----~----

u 

TV 

Schaufelstellung Sf' mit der Abb. 178. Relative und absolute Bahn eines 
abgelenkten Teilchens. 

Strahlmittellinie in der positiven 
Strahlrichtung ab, so ergibt sich damit die mittlere Stellung der Becher
austrittskante zwischen dem ersten und letzten Austreten des vollen 
Strahles. In diesem Augenblick solI der Strahl senkrecht auf der Aus
trittskante stehen. Dementsprechend ist die Richtung der Austritts
kante in Abb. 177 eingetragen. In gleicher Stellung ist auch nochmals 
die Schneidenrichtung eingezeichnet, urn die Verdrehung der Schneide 
gegen die Austrittskante zu zeigen. 

Die vorstehenden Uberlegungen sind bei der versuchsmaBigen Er
mittlung der besten Becherform und -stellung, sowie der giinstigsten 
Schaufelteilung bestatigt worden. Die gebrauchlichsten Verhaltnisse 
sind fiir die Becher mit Bezug auf Abb. 175 die folgenden: 

L = ""2,1 dB; B = XJ2,5dr ; 

f = ",,0,35 ds • 

c = =0,35 ds ; 

62. Umfangskraft und Leistung des einstrahligen Peltonrades; 
beste Umfangsgeschwindigkeit. 

Das wirkliche Stromungsbild der Freistrahlturbine weist jedenfalls 
viel starkere periodische Schwankungen auf als das einer vollbeauf
schlagten Turbine. Trotzdem geniigt es auch hier, sich ein stationares 
Stromungsbild vorzustellen, urn die Leistung zu berechnen. 1m Mittel 
namlich kommt eine Stromung zustande, wie sie in Abb. 178 bereits 
dargestellt ist; diese betrachten ,vir als eine stationare. Wir konnen dann 
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sofort Gleichung (90) fur die Ablenkungsreaktion in einem Gitter, das 
parallel zu sich bewegt wird, anwenden und zunachst fiir die Umfangs
kraft der Freistrahlturbine setzen: 

(553) 

Hier ist nun cu, mit der Strahlgeschwindigkeit C identisch und femer: 

Q=a~:.c. (554) 

Die Relativgeschwindigkeit WI am Eintritt ist 

WI=C-U. 

Wir rechnen zunachst mit der idealen Flussigkeit und haben dann 
w2 = WI zu setzen. Das Ein- und Austrittsdreieck ist in Abb. 179 ge

zeichnet, wobei kein spezieller Wert des 
Verhaltnisses w:u bzw. c:u zugrunde 
gelegt ist. 

Abb.179. Mittleres Ein- und Austritts
diagramm am Peltonbecher. 

Man entnimmt aus Abb. 179: 

CU , = u + w2 cosfJ2 I 
= u - WI • cosfJ~ 

= u - (c - u) • cos fJ~. 

Damit wird: 

Ru = d; : . f· c{C - U + (C - U) cosfJ~} 

(555) 

(556) 

Die Umfangskraft - und damit auch das Drehmoment ist also 
fiir Betrieb mit idealer Fliissigkeit eine line are Funktion des Verh1ilt
nisses ujc. Sie erreicht bei festgebremstem Rade (ujc = 0) den Wert 

Ru =d;4n .L.c2(1+cosfJ~)· 
fest g (557) 

Der Leerlauf tritt ein fiir u: c = 1. 
Die ideale Leistung wird: 

N R" . U dO n ?' 3 (1 (J' ) ('I U) U 
i = ~ = ; 4' g . c + cos 2 - C c· (558) 

Sie ist eine im Bereich 0 < ujc < 1 parabelformig verlaufende Funk
tion des Verhaltnisses ujc mit einem Maximum fiir 

U I 
c 2 . 

Dieses Maximum hat den Wert: 

N, = ~ . d2 ~ • L • c3 (1 + cos (32') • 
'max 4 8 4 g , (559) 

Bei Betrieb mit wirklicher Flussigkeit verschieben sich die Verhaltnisse 
etwas. Es geht Leistung verloren durch die Reibung des Strahles an 
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den Bechern und durch die Ventilationsarbeit der nicht beaufschlagten 
Radteile in der Lmt. Diese befolgt grundsatzlich das gleiche Gesetz 
wie die Reibung rotierender Scheiben, sie kann also mit 

NT = C . f . n; : . u3 

angesetzt werden. Die Strahlreibung an den Bechern bewirkt eine 
Verkleinerung von w2 gegeniiber WI; dieser EinfluB ist verhaltnismaBig 
gering, da er aber mit abnehmendem w, d. h. steigendem u sicher zu
nimmt, moge er in dem Ansatz fiir NT mit einbegriffen sein. Wir er
halten daher fiir die wahre Leistung 

N = N; - NT = d; : f c3 { (I + cos ~f) (1 - :) : - C (~}. ( : n . 
Diese Leistung hat ein Maximum 
fiir einen Wert: 

;§ 
dessen genaue Lage und GroBe J 
von der Verhaltniszahl ~ 

qs 
1 + cos f3~ 

x = o(~J 
abhangt, und zwar wird: 1 

(~)' . =l/~+ X2_~ 
Copt. 393' 

~.1£. 
t' Entsprechend ist auch der Ver

lam der Um£angskraft- oder des 
-moments kein geradliniger mehr. 

Abb.lS0. Umfangskraft und Leistung des Pelton
rades. 

Abb.180 zeigt die Resultate unserer Rechnung im Diagramm. Dort 
ist auch NT £iir sich eingetragen und N aus der Di£ferenz N = N; - NT 
gebildet. Man sieht, daB der Leerlauf schon bei einem Werte: 

~<l 
eintritt. C 

Der gemachte Ansatz laBt die gr6Beren Wasserschlucker (Dr/dB klein) 
giinstiger erscheinen als die Typen mit geringerer Schluckfahigkeit, 
und liefert fiir die groBere Schluckfahigkeit einen h6heren Wert fiir 
das giinstigste 1£/C. Neuere Versuche scheinen das Gegenteil zu beweisen. 
Der Grund diirfte in Beamschlagungsschwierigkeiten liegen, die sich 
naturgemaB bei dickeren Strahlen starker bemerklich machen. 

Man findet an modernen Ausfiihrungen: 

u = (0,485 bis 0,42). C *, 
wobei die kleil1eren Werte fiir die gr6Beren Wasserschlucker geltel1. 

* Vgl. Osterlin: "Freistrahlturbinen", Dubbel: "Taschenbuch fur den 
Maschinen bau." 
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63. Formgebung und .Anordnung der Diise. 
Die Diise der Becherturbine sitzt fast ilnmer am Ende eines Rohr

kriimmers; dies ist schon mit Riicksicht darauf notig, daB die Regulier
nadel aus dem Zufiihrungsrohr herausgefiihrt werden muB; s. Abb. 174. 
Starkere Krfunmungen oder wenigstens Krfunmer mit groBerem Um
lenkungswinkel sind oft durch die Anordnung mehrerer Diisen fiir ein 
Rad bedingt. Man hat beim Entwurf darauf zu achten, daB nicht durch 
Grenzschichtenab16sung in denKrfunmern schraubenformige Bewegungen 
bis in den Strahl hinein erzeugt werden. In der Diise selbst soll bei allen 
Nadelstellungen eine auf kurzem Wege zusammenzudrangende energische 
Beschleunigung herrschen. Formen, die fiir einige Stellungen der Nadel 
keine monotone Abnahme des Querschnitts haben, sind vollstandig zu 
verwerfen. Um einen klaren und scharf begrenzten Strahl zu erhalten, 
ist die ganze Konstruktion gegen Vibrationen zu sichern; insbesondere 
soll die Nadel unmittelbar vor ihrem Kopf sehr solide gelagert sein. Bei 
der Formgebung des Nadelkopfes legte man friiher Wert auf ein Profil 

mit Wendepunkt auf einem Durchmesser, 
der groBer als der der Diisenoffnung war. 
Es hat sich aber gezeigt, daB auch ohne 
dies, d. h. bei geradliniger Profilierung des 
Nadelkegels, der Strahl an der Nadel an
liegt. Offenbar sorgt hierfiir die Konizitat 
der Diise selbst schon geniigend; anderer
seits ist der reine kegelformige N adelkopf 
leichter zu bearbeiten und ist gegen Korro

Abb.181. Peltondiise mit Nadel sionen dauerhafter. Der Diisenwinkel ~ 
. und Strahlablenker. 

(S. Abb. lSI) betragt 60-S0°. 
Bei guten Ausfiihrungen ist der Verlust in der Diise selbst sehr 

gering. Man kann fiir volle Offnung im Mittel 

C = 0,9SV2gH 

setzen, wenn unter H die Summe aus statischer und dynamischer 

Druckhohe (H = ~ + ;:) unmittelbar vor der Diise verstanden wird. 

Die Umsetzung von Druck in Geschwindigkeit ist im Strahlinnern 
erst auBerhalb der Diise zu Ende; die Geschwindigkeit im ringformigen, 
durch die Nadel verengten Diisenaustrittsquerschnitt ist nicht gleich
maBig verteilt, sondern nach innen, der Kriimmung der Stromfaden 
und dem hoheren Druck entsprechend, geringer. Die mittlere Geschwin
digkeit ist also hier kleiner als im fertigen, kreisformigen Strahlquer-
schnitt. Man findet Cm = (0,7 bis 0,9) 12 gH. Die Geschwindigkeit in 
den Zufiihrungskriimmern sollte auch bei schlanker Ausfiihrung der
selben moglichst gering sein; die Werte Ck = (0,12 bis 0,14)112 gH 
entsprechen etwa den Ausfiihrungen. 

Die Diise sollte so nahe als moglich am Rade angebracht werden, 
damit der Strahl auf moglichst kurzem Wege durch die Luft, die ibn 
aufzurauhen sucht, auf die Schaufeln gelangt. Bei modernen Aus
fiihrungen wird dies durch die Anbringung des Strahlablenkers erschwert. 



Ahnlichkeitsbeziehungen der Freistrahlrader. 315 

64. Ahnlichkeitsbeziehungen der FreistrahlrMer. Verhalten bei 
verschiedenen Betriebszustanden. 

Die spezifische Drehzahl. 
Die allgemeinen .Ahnlichkeitsbeziehungen gelten auch hier . .Ahnlich

keitsbedingungen sind auBer der geometrischen Ahnlichkeit der Kon
struktion: GIeichheit des Verhaltnisses u/c, des Verhaltnisses ds/Dr (also 
der Nadelstellung) sowie der Reynoldsschen Zahl R, die entsprechend 
wie bei den vollbeaufbeschlagten Maschinen in der Form 

R = nj/2(jli 
'V 

geschrieben werden kann. Sind die drei Zahlen u/c, dB/Dr. R gleich, 
dann gilt wieder als Hauptbeziehung u, w, c C'V fli und ferner aIle Be
ziehungen der GIeichungen (231) bis 700 

(235). Der hydraulische Wirkungsgrad % 

wird (U d ) 80 
ch = fe' Dr' R , 

wobei die relative Rauhigkeit ver- ~60 
nachlassigt ist. Die Abhangigkeit des ~ 
Wirkungsgrades von dB/Dr bei glei- §' 

~M chem oder sehr angenahert gleichem ~ 
u!c und bei gleichem R ist in weiten 
Grenzen sehr gering. Dies hat seinen 20 

Grund darin, daB die Regulierung 
durch Verstellen von ds/Dr eine reine 

I 
\ nn.;5 

?~V..-<lii ....... ~ I 

~-" r--~~'~7,r< i "s " j\; Ile( 
§ e" ~e 

c-- ~ I-- \~~ 1(0 
:~ / ( . 

J I ! 

1/ / I 
I 1/ 

I, 

I 
..... 

I 
1 
"0-

I 

7,0 Mengenregulierung ist. Die Geschwin- 0 o,z O::lJfJchla;:ng 0,8 

digkeitsdiagramme andern sich da- Abb.182. Wirkungsgrade von Peltonriidern 
bei in weiten Grenzen fast gar im Vergleich mit denen anderer Tnrbinen-

typen (J. M. Voith). 
nicht. Wir haben daher hier geradezu 
den Idealfall der Regulierung einer Turbomaschine vor uns. Dem
entsprechend zeigen auch die Kurven der totalen Wirkungsgrade s 
moderner Freistrahlturbinen, bei konstanter Drehzahl iiber der Leistung 
aufgetragen, einen sehr flachen Verlauf, erst bei starker Annaherung 
an den Eigenleistungsbedarf der Maschine fallen sie ab, entsprechend 
dem dann hervortretenden EinfluB der mechanischen und der Ven
tilationsverluste (s. Abb. 182). 

Die Variation von s mit u/c ist die gleiche wie die in Abb. 180 
dargestellte der Leistung N. 

Die Begriffe "Schluckfahigkeit", "Stichzahl", "Einheitsleistung" 
und "spez. Drehzahl" behalten ihre Giiltigkeit. 

Das Diagrammcharakteristikum mist hier beim besten Wirkungs
grade im Mittel m = Cu : u = c : u = 2,2 . 

Als Bezugsdurchmesser wahlen wir den Strahlkreisdurchmesser Dr. 
Es wird dann fUr die Einheitsmaschine (Dr = 1; H = 1) 



316 Die modeme Freistrahlturbine. 

AJs zweites Charakteristikum bietet sich das VerhiUtnis 

d, 
Dr 

dar; als drittes wollen wir sofort die Anzahl der Diisen i mit einfiihren, 
und zwar soIl i die Gesamtdiisenzahl an allen zu einem Aggregat ver
einigten Radern sein. Dabei sind die Rader als untereinander gleich 
angenommen. 

Man hat dann (mit c =0,9812gH) , 
Schl uckfahigkeit: 

d' :!. 
Q1 = _Q _ = i 0 ~ 0,98 y'2gH = 0 98 0 .:: '12- . i (d,)" 

1 D~(II D: (II , 4 r~g Dr 

= 3,47 . i(;;y (560) 

oder dimensionslos: 

(Q1)* = ~ = 0,768· i(~)". (561) 
D: 2gH r 

Einheitsleistung: 
r· 8 

N1= 75 oQ1 

oder dimensionslos: 

(N1)* = ;5· (Q1)*. 
Stichzahl: 

oder dimensionslos: 
( ')2 _ nD - 85 nl ----=- , . 

Jl2gH 

Spezifische Drehzahl: 

nrN " r· 8 , r· 8 • d, " ,m v- J 

ns = HV H = nl {.lii = 38 75 Ql = 38 V 75 • 3,47 . ~ (DJ 

Mit Y = 1000 fiir Wasser und e = 0,85 wird hieraus: 

ns = n~ = =240(i.;;. 
HfH r 

Dimensionslos erhalt man: 

( )* nfN 082'/-: d, 
n. = (rH)'/.(2gH)'/4 = =, y ~ • Dr· 

(562) 

(563) 

(564) 

(565) 

(566) 

(567) 

(568) 
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Die Verwendung dieser Begriffe beim Vergleich von verschiedenen 
Typen sowie beim Aussuchen passender Typen fiir einen vorgegebenen 
Betriebsfall und beim Dimensionieren der Ausfiihrungen nach ge
wahltem Typus ist die gleiche wie bei den vollbeaufschlagten Radern. 

Nach unten ist, wie bereits e!,wahnt, fiir das Verhaltnis dB/Dr keine 
Grenze gezogen, nach oben kann man den Wert 

d, 1 
Dr =7 

aus den in 60 angegebenen Griinden schwer iiberschreiten. Damit 
ergibt sich: nB = ex> 35 

als obere Grenze der spez. Drehzahl fiir ein Rad mit einer Diise. 
Das Verhalten der Freistrahlturbine kann - genau wie bei den 

vollbeaufschlagten Radern - vollstandig durch ein Q - n- bzw. 
Q~ - n~ -Diagramm, in dem Kurven gleichen Wirkungsgrades, gleicher 
Einheitsleistung und gleicher spE!zifischer Drehzahl eingetragen sind, 
beschrieben werden. Etwas grundsatzlich Neues bringt ein. solches 
Diagramm nicht; es bringt nur den flachen Verlauf des Wirkungs
grades bei·veranderlichem Ql ebenfalls zum Ausdruck. An Stelle der 
Linien gleicher Leitradstellung, die z. B. im Diagramm Abb.91 er
scheinen und dort nich t mit den Ordinaten Ql = konst. zusammen
fallen, treten hier die Linien dsl = dB/Dr = konst., die hier mit den Ordi
naten Q1 = konst. identisch sind. 
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bei Vorlesungen und zum Selbststudium. Von Professor Dr.-Ing. Theodor 
Poschl, Prag. Mit 148 Abbildungen. VI, 192 Seiten. 1924. 

Gebunden RM 9.90 

Angewandte Hydraulik. Von Dr.-Ing. }<'. Bundschu. Mit 55 Ab-

bildungen im Text. IV, 76 Seiten. 1929. RM 6.90 

Stromungsenergie und mechanische Arbeit. Beitrage zur ab
strakten Dynamik und ihre Anwenduug auf Schiffspropeller, schnellaufende 
Pumpeu uud Turbiueu, Schiffswiderstand, Schiffssegel, Windturbinen, Trag
und Schlagfiiigel und Luftwiderstand von Geschossen. Vou Oberiugenieul' 
Paul Wagner, Berlin. Mit 151 Textfigureu. XI, 252 Seiten. 1914. 

Gebunden RM 10.-

Maschinenuntersuchungen. Ein Leitfaden fiir Unterricht und Praxis. 
Von Professor Dr.-Ing. Anton Staus. 

Erster Band: Hydxaulik in ihreu Auweudunl!"en. Zweite, 
neubearbeitete Auflage. Mit 131 Textabbildungen und 29 Zahlentafeln. 
X, 196 Seiten. 1926. RM 9.-; gebundeu RM 10.50 
Zweiter Band: Versuche aus dem Gebiet der Thermodynamik 
u u d i h r erA n we u dun g en. In V orbereitung 

Die Berechnung rotierender Scheiben und Ringe nach 

eiuem ueueu VerfahrelJ. Von ~I. Donath, Ingenieur. Zweite, 
unveranderte Auflage. Mit 5 Textfiguren und "(ner lithographierten Tafel. 
16 Seiten. 1929. RM 3.-



Verlag von Juli us Springer/Berlin 

Kreiselmaschinen. E infu h run g in Eigenart un d B ere eh nun g 
der rotierenden Kraft- und Arbeitsmasehinen. Von Dipl.-Ing. 
Hermann Schaefer. Mit 150 Textabbildungen und vielen Beispielen. V, 
132 Seiten. 1930. RM 7.50 

Kreiselpumpen. Eine Einfuhrung in Wesen, Bau und Bereehnung VOll 

Kreisel- oder Zentrifugalpumpen. Von Dipl.-Ing. Jj. Quantz, Stettin. 
Dritte, umgeiinderte und verbesserte Auflage. Mit 149 Textabbildungen. 
V, 115 Seiten. 1930. RM 5.50 

Die Kreiselpumpen. Von Prof. Dr.-Ing. C. Pfleiderer, Braunschweig . 
. ' Mit 355 Abbildungen. VIII, 395 Seiten. 1924. Gebunden RM 22.50 

Die Zentrifugalpumpen mit besonderer Berueksiehtigung der SchaufeI
schnitte. Von Dipl.-Ing. Fritz Neumann. Z wei t e, verbesserte nnd ver
mehrte Auflage. Mit 221 Textfiguren und 7 lithographischen Tafeln. VIII, 
252 Seiten. 1912. Unveriinderter Neudruck 1922. Gebunden RM 10.-

Die Kolbenpumpen ein s ch Ii eJHi ch de r F lugel- un d Rota ti 0 n s
p u m pen. Von Prof. H. Berg t, Stuttgart. D ri t t e, durehgearbeitete und 
verbesserte Auflage. Mit 556 Textabbildungen und 12 Tafeln. VIII, 
442 Seiten. 1926. Gebunden RM 27.90 

Die Pump en. Ein Leitfaden fur hohere Maschinenbauschulen und zum 
Selbstunterricht. Von Prof. Dipl.-Ing. H. lUatthiessen, Kiel, und Dipl.-Ing. 
E. Fuchslocher, Kiel. Z wei t e, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 
150 Textabbildungen. IV, 91 Seiten. 1928. RM 2.90 

Die selbsttatigen Pumpenventile in den letzten 50 J ahren. 
Ihre Bewegung und Berechnung. Von Oberingenieur Prof. Dipl.-Ing. 
R. Stiiekle, Stuttgart. Mit 183 Textabbildungen und 8 Tafeln. II, 298 Seiten. 
1925. RM 25.80; gebunden RM 27.30 

Dynamik del' Leistungsregelung von Kolbenkompressoren 
und • pumpen (einsehlieElich Selbstregelung und ParaIleIbetrieb). Von 
Dr.-Ing. Leo Walther, Nurnberg. Mit 44 TextabbiIdungen, 23 Diagrammen 
und 85 Zahlenbeispielen. VII, 149 Seiten. 1921. RM 4.60 

Wasserkraftmaschinen. Eine Einfuhrung in Wesen, Bau und Bereeh
nung von Wasserkraftmaschinen und Wasserkraftanlagen. Von Dipl.-Ing. 
L. Quantz, Stettin. S i e ben t e, vollstiindig umgearbeitete Auflage. Mit 
212 Abbildungen im Text. VII, 149 Seiten. 1929. RM 5.25 
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Die Theorie der Wassertnrbinen. Ein kurzes Lehrbuch. Von Professor 
RudoH Escher t, ZUrich. Dr itt e, vermehrte und verbesserte Auflage her
ausgegeben von Oberingenieur Robert Dubs, ZUrich. Mit 364 Textabbildungen 
und einer Tafel. XIV, 356 Seiten. 1924. Gebunden RM 13.50 

Berechnung und Konstruktion der Dampfturbinen. Fiir das 
StudiUID und die praxis. Von C. Zietemann, Dipl.-Ing., Professor an der 
Staatlichen Akademie fllr Technik in Chemnitz. Mit 468 Textabbildungen. 
XI, 452 Seiten. 1930. Gebunden RM 33.-

Bau und Berechnung der Dampftnrbinen. Eine kurze Einfllhrung 
von Dipl.-Ing. Franz Seufert, Oberingenieur fUr Warmewirtschaft. Dritte, 
verbesserte Auflage. Mit 77 Abbildungen im Text und auf 2 Tafeln. IV, 
100 Seiten. 1929. RM 3.60 

Theorie und Bau der Dampftul'binen. Von Ingenieur Dr. Herbert 
Melan, Privatdozent an der· Deutschen Technischen Hochschule in Prag. 
(Technische Praxis, Bd. XXIX.) Mit 3 Tafeln, 163 Abbildungen und mehl'eren 
Zahlentafeln. 288 Seiten. 1922. Gebunden RM 2.50 

o. Lasche, Konstruktion und Material im Bau von 
Dampfturbinen und Turbodynamos. Dritte, umgearbeitete 
Auflage von W. Kieser, Abteilungsdirektor der AEG-Turbinenfabrik. Mit 
377 Textabbildungen. VIII, 190 Seiten. 1925. Gebunden RM 18.75 

Dampfturbinenschaufeln. Profilformen, Werkstoffe, Herstellung und 
Erfahrungen. Von Hans Kriiger, Zivilingenieur. Mit 147 Textabbildungen. 
VI, 132 Seiten. 1930. RM i5.-; gebunden RM 16.50 

Die Schaltungsarten der Haus- undHilfsturbinen. Ein 
Beitrag zur Warmewirtschaft der Kraftwerksbetriebe. Von Dr.-Ing. Herbert 
Melan. Mit 33 'l'extabbildungen. VI, 120 Seiten. 1926. 

RM 10.50; gebunden RM 12.-

Kolbendampfmaschinen und Dampftnrbinen. Ein Lehr- und 
Handbuch fllr Studierende und Konstrukteure. Von Prof. Heinrich Dubbel, 
Ingenieur. Sec h s t e ,vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 566 Text
figuren. VII, 523 Seiten. 1923. Gebundep RM 14.-

Dampf- und Gasturbinen. Mit einem Anhang UberdieAussichten 
der Warmekraftmaschinen. Von Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. A. Stodola, ZUrich. 
Sec h s t e Auflage. Unveranderter Abdruck der fUn ft e n Auflage mit einem 
N achtrag nebst Entropie-Tafel fUr hohe DrUcke und BIT-Tafel zur Ermittelung 
des Rauminhaltes. Mit 1138 Textabbildungen nnd 13 Tafeln. . XIII, 
1141 Seiten. 1924; Geburrden RM 50.-




