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Предисловие редактора перевода 

Монография известного физика из ГДР профессора Харальда Бётгера 
ознакомит читателя с актуальными проблемами физики твердого тела. 
Теорию динамики решетки упорядоченных и неупорядоченных крис­
таллов и кристаллов с сильным энгармонизмом автор излагает лако­
нично, широко используя теорию групп. Нет сомнений, что особый 
интерес у научных работников вызовут рассмотренные в книге сов­
ременные методы расчета колебаний неупорядоченных систем, крис­
таллов с сильным энгармонизмом и систем с несоизмеримыми сверх­
структурами. 

Колебаниям неупорядоченных кристаллов посвящена значитель­
ная часть книги — гл. 2 и 3. В этой области физики твердого тела 
успешно работает сам X. Бётгер, к ней же направлен общий интерес 
современной физики. Изучение систем с беспорядком, и в первую 
очередь спиновых стекол, привело к появлению новых концепций 
физики - к расширению понятия параметра порядка и пониманию 
причин в различии поведения эргодических и неэргодических систем. 
Эти же концепции применимы к аморфным твердым телам и к дру­
гим системам с различного рода сильным беспорядком; для их 
названия сейчас широко употребляется термин "стекло". В книге 
X. Бётгера читатель найдет классические методы исследования ко­
лебаний в системах с беспорядком - приближения кластерное, эф­
фективной среды, когерентного потенциала. 

Нелинейной динамике посвящена гл. 4. Здесь рассмотрены сис­
темы с сильным ангармонизмом и соответственно концепция со-
литонов, а также системы со сверхструктурами и волны зарядовой 
плотности. Кристаллы с волнами зарядовой плотности появились 
около 10 лет назад; сейчас это одна из горячих точек физики твер­
дого тела. Новые идеи и экспериментальные результаты в этой облао 
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ти изложены в основном в статьях и обзорах. В книге X. Бетгера 
рассмотрение несоизмеримых структур проведено наряду с изложе­
нием теории традиционных периодических кристаллов. 

Все сказанное выше позволяет надеяться, что книга будет ин­
тересна всем, кто хочет быстрее войти в курс современной физики 
твердого тела и ознакомиться с ее идеями и методами. 

Перевод выполнили кандидаты физ.-мат. наук А.И. Буздин (пре­
дисловие, гл. 3, 4,приложение 3) и О.В. Долгов (гл. 1, 2, приложе­
ния 1, 2). 

Л.Н. Булаевский 



Посвящается профессору О. Стасиву 

Предисловие 

За последние два десятилетия в понимании динамических свойств 
твердых тел, особенно кристаллов с беспорядком и энгармонизмом, 
достигнуты большие успехи. Это продвижение произошло благодаря 
применению новых эффективных аналитических и численных мето­
дов, таких, как метод функций Грина и метод молекулярной динами­
ки. Метод функций Грина, например, дает возможность исследовать 
твердые тела с произвольной концентрацией дефектов, а также луч­
ше понять поведение твердых тел с беспорядком типа стекла. Этот 
метод можно успешно применять и при исследовании "ангармоничес­
ких" твердых тел, включая сильноангармонические, которые нельзя 
описать в рамках обычной теории возмущений. 

Особый интерес за последние годы вызвали следующие пробле-
мы: динамические свойства твердых тел, как неупорядоченных (ло­
кализация колебательных состояний, нарушение закона сохранения 
квазиимпульса, роль ближнего порядка), так и ангармонических 
(сильный энгармонизм, фононная гидродинамика), динамические ас­
пекты ангармоничности и фазовых переходов, обусловленных элект-
рон-фононным взаимодействием (мягкие моды, решеточные солито-
пы), и развитие микроскопической теории динамики решетки. 

В этом кратком курсе я рассмотрел те основные идеи и теоре­
тические методы, которые были развиты в последние годы для опи­
сания динамических свойств твердых тел. И я думаю, что настоящая 
книга могла бы служить учебником по основам теории колебаний ре­
шетки. В ее основе - лекции, которые я читал аспирантам Берлин­
ского университета им. Гумбольдта в 1972 — 1979 гг„ 

В гл. 1 кратко изложены основы теории динамики решетки, зна­
ние которых необходимо для понимания последующих глав. В этой 
главе рассмотрен также микроскопический подход к динамике решет­
ки, основанный на исследовании отклика электронов на поле, вызван­
ное колебанием ионов (метод диэлектрической функции). 

Гл. 2 посвящена системам с беспорядком замещения, включая 
изолированные дефекты. Основное внимание здесь уделяется изло­
жению метода функций Грина и использованию его для расчета кон-
фигурационно-усредненных величин. 
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Гл. 3 посвящена системам со структурным беспорядком. В этой 
главе метод функций Грина применяется к проблеме локализованных 
состояний и состояний типа плоской волны.Исследование твердых тел со 
структурным беспорядком оказывается, вообще говоря, существен­
но более сложным делом, чем в случае беспорядка замещения, из-за 
того, что у них нет исходной периодической решетки. 

Гл. 4 посвящена ангармоническим системам, а также системам, 
испытывающим структурный фазовый переход. Здесь развиваются 
теория возмущений для слабоангармонических систем и самосогла­
сованное гармоническое приближение для сильноангармонических 
твердых тел. В этой главе рассмотрены также решеточные солитоны, 
пайерлсовские переходы и несоизмеримые структуры. 

В приложения вынесены некоторые вопросы более формального 
характера (применение теории групп к динамике решетки, отклик 
электронов кристалла на электромагнитное поле, расчет эксперимен­
тальных величин). 

Чтобы книга отвечала современному состоянию проблемы, я 
включил в нее ряд вопросов (например, возбуждения фононного типа 
в твердых телах со структурным беспорядком, некоторые проблемы 
физики несоизмеримых систем и т.д.), точка зрения на которые пока 
еще не вполне определилась. Конечно, отбор материала, представлен-
ного в книге, в некоторой степени произволен. Так, отдельные воп­
росы (такие, как колебательные свойства поверхностей, взаимодей­
ствия фононов с другими элементарными возбуждениями и т.д.) пол­
ностью опущены . 

Я не ставил перед собой задачи сделать список цитируемой ли­
тературы исчерпывающим: он содержит прежде всего обзорные 
статьи и последние оригинальные работы. 

Эта книга была написана во время моего пребывания в Централь­
ном институте электроники Академии наук ГДР в Берлине. Мне 
бы хотелось поблагодарить моих институтских коллег д-ра Гилера, 
д-ра Йане, д-ра Клейнерта, Лейкауфа, д-ра Ульричи и д-ра Врука 
за полезные обсуждения. Я также благодарен проф. Куну за ценные 
советы, д-ру Наттерману за критические замечания, касающиеся 
разд. 4.4, Гертнеру за чтение рукописи, Траутман из издательства 
"Академия" за плодотворное сотрудничество. И наконец, я хочу по­
благодарить свою жену, оказавшую мне неоценимую помощь при под­
готовке рукописи к печати. 

X. Бетгер 



1 
Основные 
элементы теории 
динамики решетки 

>га глава - вводная. В ней мы рассматриваем некоторые воп­
росы теории динамики решетки, которые понадобятся нам в следую­
щих главах. Будет изложен феноменологический подход к динамике 
решетки1). Он основывается на предположении о том, что движение 
атомов в твердом теле определяется набором силовых постоянных, 
которые можно получить из эксперимента. Кроме того, мы остано­
вимся на микроскопическом подходе к динамике решетки. Этот под­
ход основывается на микроскопическом изучении сил, действующих 
между ионами, и дает нам удобный способ для сравнения различных 
моделей силовых постоянных, используемых в феноменологических 
теориях динамики решетки. 

1.1. Адиабатическое приближение 
Согласно Борну и Оппенгеймеру [ 55] (см. также [ 54]), движение ядер 
и движение электронов в твердых телах можно отделить друг от дру­
га. Это разделение эквивалентно предположению о том, что для элек­
тронов в каждый момент времени ядра неподвижны, поскольку из-за 
своей малой массы электроны движутся существенно быстрее ядер. 

Легко показать, что распределенный электронный заряд ионно­
го кора жестко связан с ядром во время его колебания. Однако для 
валентных электронов такое поведение не столь очевидно. Оказываг 
ется, однако, что и для валентных электронов ситуация аналогична. 

В твердых телах, согласно Борну и Оппенгеймеру (т<.е„ в адиабати­
ческом приближении), существует многочастичный потенциал Ф, 

1}Здесь мы близко следуем стандартным курсам динамики ре­
шетки [ 54, 257] (см. также [ 8б]). 
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определяющий движение атомов. Для вычисления Ф требуется замо­
розить ионы в каждом мгновенном положении и вычислить энергию 
электронов. Потенциал Ф тогда, в сущности, есть эта энергия плюс 
электростатическая энергия ион-ионного взаимодействия. Феномено­
логическая теория динамики решетки основывается именно на суще­
ствовании потенциала Ф. В микроскопической теории также часто ис­
пользуется адиабатическое приближение. Более того, адиабатическое 
приближение - важный способ описания динамического отклика ре­
шетки на внешнее излучение (см. приложение 3). На этом приблгжении 
мы остановимся подробнее. 

Начнем со следующего гамильтониана кристалла, содержащего 
ионы и (валентные) электроны: 

Ж= ТеЛ + Fei + Тш + Fi01l + Вы- (1.1. J) 

Здесь Те1 - кинетическая энергия электронов, Fej — их кулоновская 
энергия, Tion - кинетическая энергия ионов, Fion _ энергия взаимо­
действия между ионами, a Hint - описывает взаимодействие между 
ионами и электронами. 

Из гамильтониана (1.1.1) выделим электронную часть 
Яе1 = Tel + Fel + Vion + Hint, (1.1.2) 

параметрически зависящую от координат ионов Rчерез Vion и Hint. 
Разложим решение ф уравнения Шредингера 

jew^iw (1.1.3) 
по решениям ф: 

Htly>n = EuVn. (1.1.4) 

т. е. выберем решение (1.1.3) в виде 

nr,R)=£xn(R)i>n(r,R), (1.1.5) 
п 

где г обозначает электронные координаты. Функция \п(К) зависит 
лишь от R , и ее-то и надо определить. 

Подставляя (1.1.5) в (1.1.3) и используя (1.1.4), а также свойст­
во ортонормированности решений ф, получаем 

(7'юп 4 Ея) %п+ Е CnmXm - ёХп, (1.1.6) 
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1Лде 

Опт = А п т + Впт (1.1.7) 

h2 Г I д2 \ (1.1.8) 

(здесь М1 и Ri означают соответственно массу и координаты / - го 
иона). 

В отсутствие магнитного поля функции ф могут быть выбраны 
действительными, т .е . Лпп * 0, так как функции фп(г, R) полагаются 
нормированными на единицу для всех R0 

Если пренебречь недиагональными элементами Л и В (т .е . А п т 
и ^пт Д л я п ^ m)9 колебательные волновые функции определяются 
только свойствами n-го электронного состояния, и электронные пе­
реходы, связанные с движением иона, отсутствуют. В этом случае 
(1.1.6) имеет вид 

(Тюп + Еп + Сп) Xnv - tnvXnv, (1.1.9) 

где Сп = спп « Впп. В этом уравнении v можно рассматривать как 
колебательное квантовое число. Волновая функция системы электро­
нов и ионов с энергией &nv имеет вид 

Vn9(r,R)=Xnv(R)Yn(r,R). (1.1.10) 

Первый сомножитель волновой функции (1.1.10) описывает движение 
ионов, второй соответствует предположению о том, что электроны 
движутся так, как если бы ионы были заморожены в своих мгновен­
ных положениях. Говорят, что электроны адиабатически следуют з а 
движением ионов. Приближение (1.1.10) для полной волновой функции 
называется адиабатическим приближением. 

Чтобы понять, что означает адиабатическое приближение, мы в 
дальнейшем воспользуемся разложением Борна - Оппенгеймера. Для 
начала запишем 

ltt =Rl» + xul, ( l . l . l l ) 

гд<> Rl обозначает состояние равновесия / - г о иона, щ — смещение 
/ -го иона, к — параметр разложения. В предельном случае М -* *> 
(М - характерная масса иона) мы должны иметь к •+ 0. Поскольку 



12 Глава 1 

к - безразмерный параметр, то х Цт/М)а, а > 0, где т обозначает 
электронную массу. 

Чтобы определить показатель а, разложим гамильтониан (1.1.2) 
в ряд по степеням ионных смещений: 

Яе1(г, R) = Не1{г, #° + хи) - £ хЧП\\г, Я°), (1.1.12) 
,s 

где Н(*) (f д°) - однородная функция степени 5 поып Мы можем 
определить а, замечая, что если а =1/4, то х2Н^) того же порядка 
по х, как и 

Tion - -*№-*£ (MjMi) (fi,2/2m) Vif = х^-Ч1\(и). (1.1.13) 

Как будет показано ниже, в этом порядке мы получаем гамильтониан 
гармонических колебаний. 

Разлагая волновую функцию фп(г, R) « фп(г, R0 + хи) в ряд по 
хи, из (1.1.8) легко видим, что разложение Апт начинается с члена 
0(*8), в то время как разложение Впт - с члена 0(*4). Таким обра­
зом, разложение оператора Сп в (1.1.9) начинается с постоянного 
члена с точностью до 0(я4). 

В адиабатическом приближении оказывается, что мы знаем вол­
новые функции (1.1.10) с точностью до 0(х2), а энергию &nv с точнос­
тью до 0(и5). Чтобы показать это, разложим хт по набору функций 

Хт = Е^Ы)Хть- (1.1.14) 
v 

Подставляя это разложение в (-1.1.6) и используя (1.1.9), получаем 
следующее уравнение для с(т): 

(8m,-S)cJm) + Е E(mv\Cmn\nvf)c^=o. (1.1.15) 
и(фт) v' 

Производя итерацию уравнения (1.1.15), все c^(nv' ^ mv) выражаем 
через ĉ m> # Таким способом в низшем порядке мы получаем 

£ - Sm9 + Е Е (™v\ Cmn \nv')(nv'\ Cmn \mv)l(Smv ~ ёт>). (1.1.16) 
»(-tm) D' 

Второй член в правой части этого равенства описывает изменение 
энергии, связанное с Стп (п^ т), т.е. обусловленное переходами 
между различными электронными состояниями. Так как Стп имеет 
порядок по крайней мере 0(и3)_этот член начинается с 0(%6), а зна­
чит, &mv известна с точностью до 0(х5). 
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Для состояния с энергией (1.1.16) cjm> « lf и для элементов 
' (7}(п I ти) из (1.1.15) получаем 

с<?> = (nv'\ Cnm \mv)\{$mv - £„„<) • (1.1.17) 

Поскольку Спт имеет порядок 0(*3), эта величина дает вклад в х т 
порядка 0(и3). Соответственно х т описывает ионное движение с 
точностью до 0(х2). 

Следовательно, разложение неадиабатических членов по Бор­
цу - Оппенгеймеру проявляет себя в высших порядках по к «(т/М)1 '4 

'Гак как к никогда не превосходит 1/10, можно ожидать быстрой схо­
димости указанного разложения. 

Как было установлено выше, разложение Сп начинается с посто­
янного члена с точностью до 0(*4). Отсюда следует, что член поряд­
ка 0(къ) линеен по и. Таким образом, с точностью до 0(х4) движе­
ние ионов в адиабатическом приближении определяется исключитель­
но электронной энергией £„(/?). Учет членов до 0(хъ) дает вклад, 
линейной по и, возникающий из Сп , однако движение остается адиа­
батическим. 

Давайте решим уравнение (1.1.9) с помощью теории возмущений. 
Для этого разложим En„ xnt,* &nv в ряд, используя * как малый па­
раметр. Мы используем те же обозначения, что и в (1.1.2), т.е. коэф­
фициенты разложения s-ro порядка обозначаем верхним индексом s0 

Заметим, что & постоянна, в то время как Es
n — величина s-й степени по и-

Сравнивая выражения, получающиеся из (1Л.9), почленно, получаем 
6™ =AV°>(H°), (1.1.18) 

«»> = Еп™ - £ (dEn(R)ldRt)H. щ = 0. (1.1.19) 

Тождественное обращение Е$ъ в нуль следует из того факта, что 
&nv не зависит от и. Из (1.1.19) следует, что равновесная конфигу­
рация ft0 в п-м электронном состоянии определяется из равенства 

(аь\(Я)/ая/)я. = о. (i.i.20) 

С учетом (1.1.19) во втором порядке получаем 

[Щ+Е^-ГЯДхУУ^О, (1.1.21) 
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или 
Г / 221/1 \ 1 

*»> = 0. (1.1.22) тш + (*2/2) х *i (тягщ-) ««' - ***й/ 
Очевидно, что последнее выражение описывает гармонические коле­
бания ионов относительно их положения равновесия. Соответствую­
щее приближение называется гармоническим. В соответствии с 
этим приближением волновая функция кристалла имеет вид 

^ « ( - ^ ( м ) ^ ^ 0 ) , (1.1.23) 
а соответствующее собственное значение равно 

8МЮ = K«\R0)+x4™. (1.1.24) 
Последние два равенства получаются при подстановке (1ЛЛ0) в (1.1.3) 
с учетом (1о1о4) и с последующим разложением всех величин в ряд по и. Мы 
видим, что гармоническое приближение является частным случаем 
адиабатического приближения. Если мы продолжим процедуру раз­
ложения за пределы второго порядка,в (1.1.9) появятся ангармони­
ческие члены. 

Подводя итоги данного раздела, кратко обсудим справедливость 
адиабатического приближения. Соответствующий критерий можно по­
лучить из (1.1.17), если потребовать, чтобы выполнялось неравенст­
во | с w | « \ для п^ггъ Используя (1.1.8), теорему вириала и тот 
факт, что в твердом теле средний квадрат амплитуды колебания атома про­
порционален со-"1 (со- характерная частота колебаний, см. (1.4.51)), получа­
ем условие ficx/\ &m v - &п v°| « 1. Из-за большой щели в электронном спект­
ре это условие достаточно хорошо удовлетворяется в диэлектриках и по­
лупроводниках. В узкозонных полупроводниках были обнаружены эф­
фекты неадиабатичности [350]. В металлах указанный выше крите­
рий нарушается. Тем не менее оказывается, что, вообще говоря, 
адиабатическое приближение справедливо и в металлах [71]. Неадиа-
батичность определяется в металлах параметром Лсо/е F (gF — энер­
гия Ферми). Заметим, что существуют некоторые указания на то, 
что неадиабатичность может проявляться в веществах с сильными 
электронными корреляциями [ 219]. 

1.2. Силовые постоянные и их свойства 
В предыдущем разделе мы выяснили, что движение атомов в 
твердом теле описывается, вообще говоря, многочастичным потен­
циалом, зависящим от мгновенного положения атомов. 
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Разбив мгновенное положение R(l) /-го атома на положение рав­
новесия х(1) и смещение и(1), согласно 

/?(/) -^х(1) + и(1) (1.2.1) 
мы можем формально разложить Ф по степеням смещений: 

Ф =,- ф0 + £ 1- £ Фв,..в||(/, ...1Я) uai(h) ...иап(1я). (1.2.2) 

'*десь wa(/) есть а-я декартова координата и{1), Ф 0 — потенциальная 
энергия статической решетки и 

дпФ 
Ф*г...*я{11.:1п) dua^li) ... диая(1п) 

(1.2.3) 

где симвом 0 означает, что производная вычисляется, когда все ато­
мы находятся в состоянии покоя. 

Из (1.2.3) следует, что коэффициенты Ф„ „ (/. о о / ) пол-
*"* 1 0 О О V* уъ * 1 ° П' 

ностью симметричны по индексам / га р 12 а2 , . . . . 
Физический смысл коэффициентов Фа о о о а (1г <> „ <, 1п) стано­

вится очевидным, если рассмотреть силу, действующую на 1-й атом 
в а-м направлении 

Fa(l) = -дФ1диа(1) 

= -фл(1) - £ £ -.Фааг.^Щ • • • W М М • • • Ua%(ln) . ( 1.2.4) 

"" фа(0 е с т ь с и л а в а " м направлении, действующая на /-и атом, 
когда все остальные атомы в кристалле находятся в состоянии покоя, 
- Ф а а (/ /1) с точностью до первого порядка есть сс-я составляющая 
силы, действующей на /-й атом вследствие единичного смещения 
/ j-ro атома в а г м направлении, и т.д. Поэтому коэффициенты Ф<*(/), 
^aajC'i)» ф а а х а Uhi*)$••• называются атомными силовыми пос­
тоянными соответственно первого, второго, третьего, . . . порядков. 

Если состояние покоя атома есть также положение равновесия, 
постоянная первого порядка Фа(/) тождественно обращается в нуль. 
Хотя для конечного кристалла отсутствие результирующей силы, дей­
ствующей на любой атом, т.е. Фа(/) = 0, является единственным усла­
нном того, чтобы состояние покоя и положение равновесия совпа­
дали, для бесконечного кристалла условие равновесия оказывается 
I u однозначным ([54, гл. 23], см. также [331]): а) Фа(/) = 0 для л ю-
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бого атома и б) расположение атомов соответствует отсутствию 
внешних давлений. В конечном кристалле последнее условие выпол­
няется автоматически, если предыдущее удовлетворено (для любого 
атома, включая и находящиеся вблизи поверхности). 

В ряде задач, например при изучении влияния на динамические 
свойства кристалла внешних давлений или деформаций, удобно рас­
кладывать потенциал решетки относительно положения покоя, кото­
рое в этом случае отличается от положения равновесия (см. также 
разд. 4.2). 

Оставляя в стороне специфические особенности, характеризую­
щие отдельные решетки, можно показать, что силовые постоянные 
фа2 0 0 „ OL,(̂ I " о о 1п) подчиняются ряду общих ограничений, вытекаю­
щих из определенных условий инвариантности, которым должны удов­
летворять любые твердые тела. Ограничения делятся на два типа, 
Первый тип следует из инвариантности потенциала решетки и его 
производных по отношению к таким смещениям атомов, когда ре­
шетка смещается на бесконечно малое расстояние как жесткое це­
лое (трансляция, вращение). Второй тип связан с симметрией и струк­
турой конкретного кристалла. 

При бесконечно малом смещении v решетки как жесткого цело­
го потенциал кристаллического поля и его производные не должны ме­
няться о Заменяя в (1„2о2) и на v, получаем 

2J<£ai...an(h*..ln)vai...van = 0 (n = l ,2, . . .) , (1.2.5) 
<х1...ап 

li—ln 

где уа есть а-я компонентах;. Так как (1.2.5) должно удовлетворять­
ся для всех значений v? мы имеем 

Е Ф«,..«»(*1 - . . О = 0 (п = 1, 2, . . .) . (1.2.6) 

Совершенно аналогично из инвариантности производных потенциала 
относительно бесконечно малых смещений решетки как жесткого це­
лого получаем соотношение 

2J Фа«,..«.№ . . . /»)= О (п - 1 , 2 , . . . ) . (1.2.7) 
In 

Из инвариантности кристаллического потенциала и его производ­
ных относительно бесконечно малого вращения решетки как жесткого 
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целого: 
х(1)->х'{1) = i>x(l) (1.2.8) 
fl«a' = <»„' + *>««', (1.2.9) 

где coaa» - бесконечно малая антисимметричная матрица 
ыал> = —а)а>а, (1.2.10) 

можно получить следующее условие: 

ai...an0i'(^l •'• ^n^n+l) ^л ( 'я + 1/ 

+ У ЕФа^ь.ЛЬ -h . . -У ^W«vA (1.2.11) 
А = 1 сс'х 

должно быть симметричным по отношению к перестановке а и a ' 
(ха(1) есть а-я компонента х (I)), т.е. что силовые постоянные раз­
ных порядков не являются независимыми друг от друга. Здесь мы не 
будем доказывать соотношение (1.2.11), но проверим его для п = 0,1. 
За более общим доказательством (1.2.11) отошлем читателя, напри­
мер, к книге [ 239]. 

Чтобы проверить (1.2.11) для п = 0, разложим потенциал до пер-
пого порядка (ср. (1.2.2)) и воспользуемся, согласно (1.2.8) и (1.2.9), 
следующим выражением для смещений: 

иа(1) =2> в Л * в 1 (0 . (1.2.12) 
«1 

Из инвариантности потенциала относительно преобразования (1.2.8) 
получаем 

2J Фа(1) xAi) = 27 фЛ1) xa(i) (1.2.13) 

и согласии с (1.2.11). 
Для случая п = 1 возьмем выражение для силы, действующей на 

атом (ср. (1.2.4)), с точностью до первого порядка и подставим сме­
щение (1.2.12) в это выражение. Окончательное выражение для силы 
имеет вид 

Fa'(l) - -Ф«(0 ~ U Ф**ЩХ) шахл%хач(1х). (1.2.14) 

Дллее, вращение (1.2.8) преобразует силу Fа(1) как вектор соглас­
но выражению 
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Сравнивая (1.2.14) и (1.2.15) и учитывая, что Fa(l) = -Фа(/),— мы 
получаем соотношение 

£ ФахЛ\1к) *a(h) + Ь*Х*ФА1) = Е 0Ulh) Хл.(1х) + Ка'ФаЩ ( 1 . 2 . 1 6 ) 

в согласии с (1.2.11). 
Сделаем несколько замечаний, касающихся ограничений на сило­

вые постоянные, которые были рассмотрены выше. В системе из 
N атомов потенциал Ф должен быть функцией 3/V — 6 независимых 
обобщенных координат, таких, как расстояние между атомами и со­
ответствующие углы, которые являются трансляционно и вращатель-
но инвариантными величинами. Так как обобщенные координаты яв­
ляются независимыми друг от друга, коэффициенты разложения 
различных порядков Ф по отношению к этим функциям независимы. 
Произвольный выбор этих коэффициентов определит нам потенциал 
Ф. Если же мы выразим Ф через 3# декартовых координат, соответ­
ствующие коэффициенты разложения должны будут удовлетворять 
указанным выше условиям для того, чтобы гарантировать инвариант­
ность Ф относительно трансляций и вращений тела как целого. Имен­
но благодаря последнему условию, разложение потенциала по декар­
товым координатам будет содержать ангармонические члены, даже 
если соответствующее разложение по обобщенным координатам 
строго гармоническое. 

Обсудим сейчас ограничения, накладываемые на силовые пос­
тоянные симметрией конкретного кристалла. Полагается, что крис­
талл имеет бесконечную протяженность. Вектор положения х(1 к) 
и-го атома в /-й элементарной ячейке дается равенством 

х(1к) =х(1) + х(х). (1.2.17) 

Здесь х (I) обозначает вектор положения I -й элементарной ячейки 
(координаты узла ячейки) 

х(1) = 1хщ + 12щ + /3«з> (1.2.18) 

где I и 12, /3 _ целые числа, условно обозначаемые символом I, a 
аи ач> Н - базисные векторы трансляции решетки. Векторы решет­
ки (1.2.18) определяют так называемые решетки Браве: х(х) описы­
вает положение «-го атома относительно узла элементарной ячейки, 
в которой он расположен. Границы симметричной элементарной 
ячейки (примитивной ячейки Вигнера - Зейтца) строятся как плос-
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кости, делящие пополам линии между точками решетки Браве - бли­
жайшими соседями, вторыми соседями и т.д 

Пространственная группа кристалла образуется совокупностью 
операций симметрии {S \ v (S) + х(т)! со свойством 

{S | v(S) + х(т)} х(1х) ^ Sx(lx) + v{S) + х(т) == x(LK) (1.2.19) 

(см. приложение 1). Здесь S является действительным ортогональ­
ным матричным представлением собственных и несобственных вра­
щений точечных групп пространственной группы. Вектор v(S) - наи­
меньший из простейших векторов трансляции. Он описывает элемен­
ты симметрии, называемые винтовыми осями и плоскостями скольже­
ния. Согласно определению операции симметрии, в узле решетки 
х (LK) находится атом того же сорта, что и в х (I х). 

Потенциальная энергия кристалла Ф должна оставаться неизмен­
ной при действии оператора симметрии (1.2.19), т.е. 

, Ф(... x(LK) + Su(lx) ...)=-- Ф(... х{1х) + и(1х) . . .). (1.2.20) 

Разлагая обе части равенства (1.2.20) по степеням вектора 
смещения и и сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, 
получаем соотношения, описывающие преобразование силовых пос­
тоянных при указанном преобразовании: 

Фа(ЬК) =ZSaai0ai(lx), (1.2.21) 
Oil 

0„ALK, L'K') = Z &.Д'.,Ф....(**. *'*'), (1-2.22) 
Л 1 Л 2 

Ф^-iLK, L'K', L"K") = £ S^S.'.JS.-., 
ai«2«3 

X Фа1Л*9{1х, ZV, Ги"). И Т.Д. (1.2.23) 

<' помощью этих соотношений можно определить независимые отлич­
имо от нуля элементы силовых постоянных, ограничивая себя таки­
ми операциями симметрии, которые оставляют аргументы неизмен­
ными или переставляют их. 

И частном случае операции симметрии {£| х(т)\9 где Е означа­
ет матрицу 3 x 3 , узел решетки х(1х) переходит в узел x(LK) = 
- «(/ + тх) и уравнения (1.2.21) и (1.2.23) принимают вид 

Фл(/ I- тх) =Фа(1х), - (1.2.24) 

Ф„'(1 | тх, Г + тх') - ФлА1х, I'*'), (1.2.25) 
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Фа*'А1 + Ш*> I' + тК'у I" + 7ПХ") -~ Ф»а' »"(/*> *V, /"*"), И Т. Д. 
(1.2.26) 

Подставляя в (1.2.24) m= - L мы видим, что Фа(/*) не зависит 
от / о Аналогично мы видим, что будучи функцией / и I', Фаа >(lx, l V) 
зависит только от разности I -I', а Ф а а • ,,(lx , l'x', l"x")-
только от любых двух из разностей V-I, I "— I, V-I 'и т.д. 

Подытоживая этот раздел, сделаем несколько замечаний, касаю­
щихся атомных силовых постоянных. Силовые постоянные можно 
рассматривать как параметры теории, которые могут быть опреде­
лены из экспериментальных данных. Например, гармонические сило­
вые постоянные обычно выводятся из частот колебаний решетки. 
Чтобы получить гармонические силовые постоянные единственным 
способом, необходимо знать также собственные векторы решетки 
[ 240]. 

С другой стороны, можно предположить аналитическое выраже­
ние для энергии взаимодействия двух или более атомов (см., напри­
мер, [ 250, гл. 3]), которые позволяют выразить силовые постоянные 
всех порядков через параметры, входящие в эти выражения. В преды­
дущем подходе число необходимых параметров сильно уменьшается 
благодаря ограничениям на силовые постоянные, выведенным выше. 
В последнем подходе атомные силовые постоянные автоматически 
удовлетворяют этим ограничениям. 

1.3. Уравнения движения, их решения, фононы 

В гармоническом приближении потенциальная энергия квадратична 
по смещениям атомов и гамильтониан колебаний имеет вид 

// = Е v«\i)№i + 4" £ ф«'(и ') и&) и*<1')> (1.3.1) 

где иа(1) и Ра{1) - а-е декартовы координаты смещения и импульса, 
атома с номером I, соответственно; Mt _ масса /-го атома и 
Фаа«(// °) - гармонические силовые постоянные. 

Запишем уравнение движения для смещений атомов в гармони­
ческом приближении: 

ММ1) - - JT Фал>(1П М О • (1-3.2) 
/ V 

Это уравнение можно получить из классических уравнений Га­
мильтона 
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йа(1) - дН/дра(1) = рл(1)/М1, (1.3.3) 

рл(1) - -ен1дил(1) - - 2 ; ФМ '(/О М О (1.3.4) 
1'сс' 

или квантовомеханических уравнений движения 

йа(1) = j [Я, иа(1)] = Pa(l)IMt, (1.3.5) 

Mi) = т № > Pa(i)] = - Е ф*лт ил?), (1-3.6) 
где мы использовали гамильтониан (1.3.1), а в (1.3.5) и (1.3.6) -
коммутационные соотношения 

[иа(1),ра>(П] =1Ь&1гдл*>,Ы1),иЛГ)] = Ш1),Ра>(1')] = 0 . (1.3.7) 

Если мы будем искать решение (1.3.2) в виде 

то не зависящая от времени амплитуда Ва (/) будет удовлетворять 
уравнению 

со2Вл(1) - Z D^{IV) B*'(V), (1.3.9) 
• / ' « ' 

где 
/>..-(И') -- ФаЛИ'^М.Мг. (1.3.10) 

Матрица D a a .(// •) называется динамической матрицей. 
В случае кристалла с N атомами, динамическая матрица . 

(1.3.10) - действительная симметричная матрица размерности 3/V. 
Таким образом, уравнение (1.3.9) для собственных значений имеет 
3N решений, обозначаемых индексами s, которые пробегают зна­
чения от 1 до 3N: 

о>8
2ВаЫ(1) - £ DM>(IV) B$(l'). (1.3.11) 

/V 

Из-за того, что динамическая матрица действительна и симмет-
рична;ее собственные значения со| - действительны. Для устойчи-

j вости системы в гармоническом приближении необходимо, чтобы 
ji cos были действительными: согласно (1.3.8), мнимая частота соответ-
?• ствует движению атомов с такой амплитудой, которая экспоненциаль­

но нарастает во времени. Далее, собственные векторы #£s )(0 можно 
выбрать действительными и ортогональными, чтобы они удовлетво-
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ряли условиям ортонормированности и полноты;, 
£ ВаЮ(1) В«\1) = д„>, (1.3.12) 
ы 
2J в«\1) вр(1>) = дадаУ. (1.3.13) 

Собственное колебание с частотой cos и волновым вектором P^s)(/) 
называется s -м нормальным колебанием системы.. 

Предполагая решение (1.3.11) известным, мы можем упростить 
гамильтониан (1.3.1), заменив операторы иа(1) и Ра(1) новыми опера­
торами bs и Ь*, которые определяются равенствами 

РЛ1) = j (^J12 E fcBM(l) (Ъ, - Ъ+). (1.3.15) 

Обратное преобразование легко находится с помощью (1.3.12): 

ь8 = Ш1 / я Е вы® Ум^9 ua(i) + - ^ Щ , (1.з.1в) 

V = Ш 1 2 Z B-(e)W Ь ^ МО - - т = 1 (13Л7) 
С помощью (1.3.7) можно проверить следующие коммутационные 

соотношения для новых операторов: 
[bs, ВД - д„., [Ь„ bs>] = [6/, ь;] - 0. (1.3.18) 

Заменяя операторы в гамильтониане (1.3.1) согласно (1.3.14) и 
(1.3.15), получаем 

/ / = 2'йм,(Ь/Ь. + 1/2), (1.3.19) 
8 1 

что представляет собой гамильтониан суммы 3N независимых гармо­
нических осцилляторов. 

Оператор Ns= b*bs , появившийся в гамильтониане (1.3.19), явля­
ется эрмитовым оператором, и, следовательно, имеет действитель­
ные собственные значения. Он называется оператором числа частиц. 

Используя представление, в котором оператор Ns диагоналей 

Я, \щ) - щ \п8) , (1.3.20) 
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из соотношения 

п8 = (п8\ Ns \ns) = 27 (w*| V Ю (w,| Ь5 \щ) 
ms 

= E \{"h\ bs K)i2 S 0 (1.3.21) 
ms 

видим, что собственные значения ns оператора Ns больше нуля или 
равны нулю. 

С помощью коммутационных соотношений (1.3.18) получаем 
[N8,b8

+]=ba
+

9 (1.3.22) 

[tfe,be] = -&„ (1.3.23) 
а из (1.3.22) и (1.3.23) -

#.(Ь. \щ)) = К ~ 1) (Ъ, \Щ)), (1.3.24) 

#.№/ К » = К + 1) (V К » , (1-3.25) 

т.е. fes и fc5
+ действуют соответственно как операторы уничтожения и 

рождения. 
Повторные применения оператора bs к любому собственному сос­

тоянию должны в конечном счете дать нуль, так как в противном слу­
чае (1.3.24) может произвести состояние с отрицательными собствен­
ными значениями Ns, что противоречит (1.3.21). Следовательно, Ns 
имеет собственные значения 

п 5 - 0 , 1 , 2 , . . . . (1.3.26) 

В соответствии с (1.3.25) оператор Ь* увеличивает собственное 
шачение на единицу. Следовательно, состояние \ns>, нормирован­
ное на единицу, есть 

| n s ) ^ - L (&/)"< |0>, (1.3.27) 

где | 0 > означает функцию основного состояния, обладающую свой­
ством 

Ь.|0> = 0. (1.3.28) 

Таким образом, собственные функции и собственные значения 
И в представлении числа частиц имеют вид 
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\щ, пъ ..., nZN) = \щ) \п2) ... |n3/v> 1 

( 3JV V - l / 2 3iV 

/ Н Я(Ь/)Я ' |0) ' (1.3.29) 
ЕП1п,..п^ = 27 Ы ( ^ + 1/2), 

а операторы Ь5 и fes
+ действуют на состояния (1.3.29) следующим об-*-

разом: 
bs \щ ...щ ... nZN) = |/п, |п, .., (щ — 1)... n3,v), 

(1.3.30) 
Ь5

+ \щ...щ ... n3N) =ущ+ 1\п1...(п8 + 1) ... n3N). 

Стационарные состояния системы, описываемой гамильтониа­
ном (1.3.19), характеризуются набором целых чисел ns , которые обо­
значают число квантов с энергией ticos связанных с 5-м осциллято­
ром. Квант энергии /гсо5 называется фононом. 

На практике решение системы уравнений на собственные значе­
ния (1.3.11) представляют собой, вообще говоря, затруднительную 
математическую задачу, так как система (1.3.11) имеет порядок 3/V, 
где N - большое число. Однако для кристаллических веществ задача 
поддается решению из-за особенности динамической матрицы. В этоь 
случае (благодаря периодичности решетки) динамическая матрица 
представляет собой простую рекурентную сетку, что позволяет свес­
ти задачу к одной матрице, но гораздо меньшего порядка» Как будет 
показано ниже эта матрица лишь порядка Зг, где г означает число 
атомов в элементарной ячейке. 

В кристаллах с идеальной периодичностью массы атомов не за­
висят от индекса ячейки / и, согласно (1.2.25), атомные силовые пос­
тоянные Ф а а »(1х, I V ) зависят лишь от разности I кГ, т.е. га­
мильтониан (1.3.1) коммутирует с оператором трансляции кристалла 
как целого на вектор трансляции решетки. Из последнего факта сле­
дует, что смещения атомов иа(1к) должны быть одновременно соб­
ственными функциями оператора трансляций и гамильтониана. Тогда 
иа(1к) должно иметь вид 

иа(1х) - 6-0. е{(**«»-»0, (1.3.31) 

где х (/) вектор положения /-й элементарной ячейки (ср. (1.2.1 8)). 
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Чтобы определить вектор k в (1.3.31), разделим бесконечный 
кристалл на параллелепипеды, грани которых определяются векторами 
решетки Lat, La2, Laz (L3 = N есть число примитивных элемен­
тарных ячеек в таком параллелепипеде), и наложим на и(/к) периоди­
ческие граничные условия 

и(1х121гх) = u(lx + mxL, l2 + m2L, 1Ъ + тъЬх), (1.3.32) 

где Wj, m2, тъ - целые числа Из (1*3*31) и (L3a32) мы найдем, что 
вектор к должен определяться выражением 

Г l + T 2 ~L 3' n^n^n* = Х>2> •••»/'> (1.3.33) 
где 

Ь 1 = 8 * * * * , bts=8n!h2<±9 b^2na-±2^L, (1.3.34) 
Va Va va 

va =a1(a2Xa3). (1.3.35) 

Здесь Ъи b2, bs - единичные векторы обратной решетки, Тов0 выпол­
няется условие 

aibj = 2ndij (г,/ = 1,2,3) (1.3.36) 

a va - объем примитивной элементарной ячейки кристалла. 
Чтобы найти все различные решения уравнения движения, удов­

летворяющие условию (L3o32), ограничимся вектором k9 лежащим 
в элементарной ячейке обратной решетки. Возьмем симметричную 
элементарную ячейку (первую зону Бриллюэна), которая строится 
аналогично ячейке Вигнера — Зейтца. Удобство такого выбора связа­
но со свойством инвариантности первой зоны Бриллюэна по отноше­
нию к операциям точечной группы пространственной группы кристал­
ла, которая также является точечной группой обратной решетки* 

Подставляя (L3o31) в (1.3.2), получим уравнения для собствен­
ных значений, определяющие соотношение между частотой со и вол­
новым вектором k: 

w2e.(*) = Е Д.«'(**' I к) еа-(х'), (1.3.37) 
х'<х' 

где 
Д,«'(**' I к) = (МхМн.)-№£Фал.(1х, 1'х') е-'*(*«>-*<п). (1.3.38) 

v 
Для кристалла с г атомами в элементарной ячейке динамическая 
матрица D(k) (1оЗ,38) представляет собой эрмитову Зг х Зг-матрицу 
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D„A™' ( Л) = % ( * ' * I *) > (1-3.39) 
которая, согласно (L3*38), обладает свойством 

Д.И**' I -*) = ^ ( « « ' I *) • (1.3.40) 
Уравнения для собственных значений (L3037) при каждом А име­

ют Зг решений, обозначаемых индексами /(они пробегают значения 
от 1 до Зг и называются номером ветви): 

o>f{k) еа(к | kj) - £ D«A™' I к) ел.{*' I kj). (1.3.41) 

Таким образом, как уже отмечалось выше, уравнения для собствен­
ных значений (L3*41) для периодического кристалла имеют порядок 
Зг, а не 3N (ср0 (1.3.9)), что существенно упрощает нахождение соб­
ственных значенийо 

Из-за эрмитовости динамической матрицы (1*3*38) ее собствен­
ные значения о?-(к) действительны, а устойчивость кристалла тре­
бует положительности со2; (к), т. во действительности coy (ft)o Более 
того, заменяя к в (1„Зо41) на — к и взяв комплексное сопряжение от 
этого уравнения, мы находим, что соЗ (_£) и е*(х\ -kj) соответст­
венно являются также собственными значениями и собственными 
векторами матрицы D(A), т.ео при определенном выборе фазы можно 
положить 

е.*(*| -hj) = ea(x\kj) (1.3.42) 

со*{-к) = щ*{к). (1.3.43) 

Отметим, что для решеток Браве собственные векторы e(kj) 
действительны благодаря тому, что для этих решеток отражение яв­
ляется операцией симметрии; следовательно, Фаос •(/) = Ф а а »(- /) 
из (1.2о22) и, таким образом, из (L3.38) D*a ,(k) = Daa*{k). 

Собственные векторы ea(x\kj) описывают поляризацию Зг соб­
ственных колебаний кристалла, связанных с данным волновым век­
тором к. Мы можем положить, что они удовлетворяют условиям 
ортонормированности и полноты 

£ е*(х | hj) еа(х | kf) = ди., (1.3.44) 

Z е*(х I kj) <V(*' | kf) - д^А*; (1.3.45) 
i 
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так как D(k) является эрмитовым оператором, и его собственные 
функции определены только с точностью до произвольного постоян­
ного множителяо 

Ветви колебаний, вообще говоря, невырожденны. Однако они мо­
гут касаться в определенных точках и на определенных линиях зо­
ны Бриллюэна* Для того чтобы исследовать это вырождение и свой­
ства симметрии соЗ (k), рассмотрим сейчас последствие преобразо­
вания к sSk, где, как и в (L2e19), S - действительное ортонорми-
рованное матричное представление собственных и несобственных 
вращений точечной группы пространственной группы кристалла» Для 
простоты здесь ограничимся случаем кристалла лишь с одним атомом 
в элементарной ячейке,. Общий случай произвольного числа атомов 
на элементарную ячейку будет рассмотрен в приложении 1. 

Учитывая общий факт, что Фаа • ( / , / ' ) как функция от / и V зави­
сит лишь от их разности, получаем из (L3*39) 

Dua.(Sk) = ^Е Ф..-(0,1) е«я*™> 

И = 2f Е *««'(°' l) ^ik{s~lx{l)) \ (1.3.46) 
• :! 1 ' 

= jfE *-.'(<>> L) еШх{1)> 

где (5 _ 1)а а» = 5а»а и L обозначает узел решетки S х{1 )• Последняя 
строчка в (1вЗ„46) справедлива благодаря тому, что Sx(l) является 
вектором решетки* 

Из (1.3о46) и (L2o22) получаем 
DaASk) = i ; SaaiDaia>(k) (S-\>a>, (1.3.47) 

т*е* D(Sk) и D(k) связаны ортогональным преобразованием и, следо­
вательно, имеют те же самые собственные значения 

wf(Sk) =<»f(k). (1.3.48) 

Таким образом, со̂  (k) имеет симметрию точечной группы пространст­
венной группы кристалла* Как будет показано в приложении 1, это 
также справедливо и для кристалла с несколькими атомами в элемен­
тарной ячейке» Если эта группа совпадает с голоэдрической группой, 
То во с группой всех вращений, оставляющих инвариантной решетку 
Враве кристалла, то ©?(£) имеет симметрию зоны Бриллюэнао В слу-
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чае нескольких атомов в элементарной ячейке это не всегда справе! 
ливо (смо приложение 1)о Более того, следует заметить, что, соглас­
но (L3o43), co?(fc) - четная функция k, даже если точечная группа 
кристалла не содержит инверсиио 

Давайте сейчас рассмотрим вырождение ветвей колебаний в точ~ 
ке к зоны Брцллюэна, обладающей высокой симметрией (риСо 1Л)о 
Для такой точки существуют операции S, отличные от единичного 
оператора, такие, что 

Sk=k + K, (1.3.49) 
где К - вектор обратной решетки, т0во 

К = ЯА + к2Ь2 + Я3Ь3 (1.3.50) 
с Ьи Ь2, Ь8, задаваемыми равенствам (1сЗо34), и целыми Aj, А2> А3« 
Для операций S, обладающих свойством (L3o49), уравнение (L3047) 
имеет вид 

[D(k),S] - 0 . (1.3.51) 
Таким образом, если мы применим операцию S к собственной функ­
ции матрицы D (к), то можем получить новую функцию, линейно неза­
висимую от предыдущей, но обе функции будут иметь одинаковые 
собственные значения,* Изучение этих так называемых существен­
ных вырождений требует, чтобы мы определили неприводимое пред-

Рис. 1.1. Зона Бриллюэна кристалла с решеткой алмаза. Соответственно про­
писными греческими и латинскими буквами обозначены точки и линии высо­
кой симметрии, определенные согласно (1.3.49). 

1 
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ставление подгруппы, образуемой операциями S, удовлетворяющими 
(L3.51) (более детально смо приложение 1)о 

Собственное значение уравнения (L3041) имеет три решения с 
нулевой частотой* В этом легко убедиться, подставляя (1оЗ»38) в 
(1оЗо41) и используя соотношение 

2/#«»'(**> *'0 = 0, (1.3.52) 
/ V 

которое следует из (L2o7)o Оказывается, что эти три решения с нуле­
вой частотой даются выражением 

e.(*|0fl = У^>(/)> (1.3.53) 

где е (j) (; = 1, 2, 3) - три взаимно перпендикулярных единичных век­
тора, а Мт _ общая масса атомов в примитивной элементарной ячей­
ке кристалла* Колебания (L3.53) с частотой со- (о) = 0 (j = 1, 2, 3) не 
изолированы, а представляют собой часть непрерывного спектра0 
Справедливо соотношение 

lim o>j(k) = с^к) \к\ (j = 1, 2, 3), (1.3.54) 
к >0 
л 

где k = к/\ k\ о Чтобы увидеть это, разложим функцию 
/(ш2, к) = det \В(к) - саЧ\ (1.3.55) 

по степеням со2 и к. С учетом (L3o40) имеем 
• Ш(оАк)\ 0 (ЫМ) 

\ Як /о 
где индекс 0 означает производную, вычисленную при со= 0, k = О, 
Далее заметим, что справедливо /(0, 0) = 0, так как уравнение для 
собственных значений (L3o37) при со= 0, к = 0 должно иметь реше­
ние,, Уравнение на собственные значения при разложении (1о3055) 
будет иметь вид 

(t)2(^l) +^^k^(-J^r) + Высшие члены = 0, (1.3.57) \Эо>2/о 2! лл> \дклдка>10 

из которого мы получаем (L3o54) с 
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где f. означает ту ветвь многозначной функции / , которая дает 
» , • ( * ) . 

Аналогично собственные векторы, принадлежащие собственным 
значениям (1*Зо54), становятся независимыми от А в пределе* ->0* 
Соответствующее движение атомов очень похоже на трансляцию 
кристалла как единого целого (ср» (L3.53))o 

Зависимость собственных частот от волнового вектора типа 
(1*3*54) характерна для упругого континуума* 

Три ветви колебаний кристалла с длинноволновыми свойствами 
(1вЗй54) называются акустическими ветвями* В пределе к -* 0 собст­
венные частоты остальных Зг - 3 ветвей кристалла имеют конечное 
значение и атомы различных подрешеток колеблются друг относи­
тельно друга как единое целоео В ионных кристаллах такое движение 
приводит к макроскопическим флуктуациям дипольного момента, по­
средством которого кристаллл может взаимодействовать с электро­
магнитным излучением* Иэ-за этого свойства оставшиеся Зг - 3 вет­
вей названы оптическими Для линейной двухатомной решетки зави­
симость частот акустического и оптического колебаний от волново­
го вектора (так называемые дисперсионные кривые) показана на 
рис* 1о2, а смещение атомов в такой решетке - на рисо L3o На 

ои(к) 

Рис. 1.2. Оптическая и акустическая фононные ветви двухатомной линейной 
решетки с расстоянием между ближайшими соседями, равным а. Для ре­
шетки с постоянной взаимодействия между ближайшими соседями 7 и масса­
ми Mi и Мг КМ\ ^Mi) предельные частоты равны СОд =? (2у/М\) 1^2

Ъ С0о = 
= (2у1М2)1'2 и со, = [27 (1//Wi + ММ2)]1П. 



Акустическая Оптическая 
люда мода 

Рис. 1.3. Для акустических и оптических мод колебаний линейной двухатом­
но/ решетки с атомами равной массы показаны смещения (верхние кривые) 
и относительное смещение (нижние кривые) атомов для двух мод той же са­
мой длины волны. Кривая относительного смещения для оптической моды 
находится примерно в фазе со смещением атомов, в то время как относи­
тельное смещение для акустической моды сдвинуто примерно на 90 . Сдвиг 
фазы А р от идеализированных значений 0 и 90 возникает из-за конечных 
размеров решетки. (Согласно [124] .) 

Рис. 1.4. Дисперсионные кривые для колебаний решетки кремния. Точки и 
линии высокой симметрии обозначены прописными греческими и латински­
ми буквами (см. рис. 1.1). Точками обозначены экспериментальные значе­
ния, полученные из данных по неупругому рассеянию холодных нейтронов 
(см. приложение 3 ) . Сплошные кривые показывают результаты, полученные 
из модели заряда на связи (см. разд. 1.6.1.). ТО, LO (ТА, LA) обозначают по­
перечные и продольные оптические (акустические) моды. (Согласно 

[412] ; экспериментальные точки из [121, 282] .) 
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рисо L4 показаны дисперсионные кривые реального твердого тела 
(кремний)о Отметим, что мощным методом определения дисперсион­
ных кривых является нейтронная спектроскопия (см» обзор [122]; 
ср. также приложение 3), 

Примечательно, что уравнение на собственные значения (L3oll) 
имеет также три решения с нулевой частотой Они имеют вид 

Ba
{s)(l) = V^JLB^ , (1.3.59) 

где B ( s ) (s = 1, 2, 3) - три любых взаимно перпендикулярных еди­
ничных вектора, а Мт _ полная масса кристалла* Они описывают 
трансляцию кристалла как твердого тела0 

Гамильтониан периодического кристалла можно диагонализовать 
совершенно аналогично описанному выше (сри (10ЗЛ4) — (L3J7)), вве­
дя новые операторы bk • ъЪ\- согласно 

1 IhM \ 1 / 2 / 
pa(lx) = j Ыг1 Е У«>/(*) *Л* I hj) ё^\Ьщ - btkj). (1.3.61) 

Здесь были использованы (L3o42) и (L3o43)o Обратные соотношения 
имеют вид 

Ьщ = ( ^ ) 1 / 2 Е е«*(* I kj) е - « « ^ Ц к ) иа(1х) + 

+ гра(Ы)1Ум^Щ9 (1.3.62) 

b+
kj = ( ^ У / 2 Е **(* I */) е^{]/Мх^(к) ил{Ы) -

-гра(Ы)ЦМна>,(к)}. (1.3.63) 

С помощью (1оЗо7) находим коммутационные соотношения 
[bkj, Ыг] = д,гЛ(к - к'), [bkj, bk>r] - [Ыр bir] = 0 , (1.3.64) 

где 

Л(*е) = 4 Z eite(,) - 27 4,к , (1.3.65). 

а К - вектор обратной решетки (ер* (L3o50))o В данном случае К 
равно нулю, так как в (1.3*64) к и к ' полагаются лежащими в перо­
вой зоне Бриллюэна 
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В результате гамильтониан приобретает вид (ср. (L3.19)) 

н = ЕЕ W f e ) [bijbhj + 1/2], (1.3.66) 
к j = l 

и периодический кристалл описывается аналогично (L3.20) и (1.3031), 
т.е. b

kj Hbkj - соответственно операторы рождения и уничтожения 
фононов, а собственные решения гамильтониана (1.3.66) записывают­
ся в виде 

\пн(кг) ... w,3r(feO ... nh{hN) ... nhr(hN)) = 

( N 3r \ - l / 2 N 3r 

п пчщ птьщт^ io>, (1.3.67) 
к j = l l к j = l 

N 3r 

= ЕЕ W ) M*) + 1/2), (1.3.68) 
к j = l 

где 
щ{к) = 1,2,... (1.3.69) 

означают число фононов с частотой со. (А), находящихся в состоянии 
(1оЗ»67)о Аналогично фотонам фононы являются бозонами, что видно 
из коммутационных соотношений (L3*64) и (1.3Л8)» В отсутствие 
фононов энергия (L3*68) представляет собой то, что обычно называ­
ют энергией нулевых колебаний, Toe* она равна соответственно 
^kjfi^(k)/2 или 2 suco s /2 (сро (Ь3.30))о 

Следует отметить, что в неупорядоченных системах, которые 
удовлетворяют уравнению для собственных значений (L3oll), понятие 
фонон часто применяют не к кванту ftcos , а, как полагается в нейт­
ронной спектроскопии, к квантам возбуждений типа плоских волн 
при условии, что такие возбуждения не слишком сильно подавлены 
беспорядком (смо разд0 302)о 

Ангармонические члены в решеточном потенциале (L2o2) вызыва­
ют взаимодействие между фононамИо Чтобы показать это, заменим 
операторы смещения в потенциале (L2o2) операторами рождения и 
уничтожения фононов с помощью выражений (L3ol4) или (L3-S0) соот-
ветственнОо Ангармоническая часть гамильтониана НА в случае пе­
риодического кристалла принимает вид 

#А = Е V{hj) Ащ + щ 
оо 

+ Е Е - Е Г{к,Ь,..., Kj„) Ahih ... Акпк, (1.3.70) 
п - 3 k1jl knjn 

j -297 
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vL »*>- <"»!'<W 
(co / l(fe1)...^/n(M1/2 

X exp № ж ( М + • • • + fc„a5(^)]}, (1-3.71) 
и 

4fc,- = bfc; + bi*y. * (1.3.72) 

Первый член в правой части (1оЗ*70) тождественно обращается в 
нуль, если решеточный потенциал разложить относительно положе­
ний покоя атомов, которые являются также положениями равновесия 
(ср, разд. L2)o 

Согласно (1.3Л1), коэффициенты V(ktj и . . „ , knjn) полностью 
симметричны и обладают свойством 

F(fcxb ..., Kh) - V*(-k1?u ..., -knjn). (1.3.73) 

Другое важное свойство этих коэффициентов следует из инвариант­
ности силовых постоянных периодического кристалла относительно 
смещения решетки на любой вектор решетки х(т) (ср. (L2026)) 

Фв1...«я№»1» • • •> 1%*п) = &«v..<xn(li + шхи . . . , 1 п + тхя), (1.3.74) 

так как, если мы подставим (L3o74) в (L3071), последнее равенство 
примет вид 

(lln\) (hl2N)nl2 

F(*i/i, .... Кп) = Л{кх + - + К) \! П ' х 

X £ ... £ 0av..aj(h*i, ...,1яХп) X 

v e«i(*i |_fei/i) eaw(xw 1 knjn) ^ x 
у^Х 1 ^мХп 

X exp {iIMft) + • • • + Кх{1п)}), (1.3.75) 

где Л (А) дается (L3o65)o Таким образом, 

V(ktju ..., knjn) = О всегда, кроме случая 

&i + к2 + ••• + К = К> (1.3.76) 

где К — вектор обратной решетки* 
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Равенство (1.3.76) предполагает, что фонону с волновым векто­
ром k приписывается так называемый кристаллический импульс, или 
квазиимпульс+7гА0 Оно соответствует закону сохранения квазиим-
пульсао Согласно этому равенству, в процессах взаимодействия фо-
нонов, описываемых с помощью ЯА (1оЗ»70), квазиимпульс сохраняет­
ся с точностью до величины Ш» которую можно считать импульсом, 
переданным кристаллу как целомуо Если К = О, мы говорим о нор­
мальном процессе, если К 4 0 - о процессе переброса,, Под послед­
ним можно подразумевать нормальное рассеяние плюс брэгговское 
отражение. 

Из-за возможности процессов с К ^ 0 в (L3.76) квазиимпульс и 
импульс реальной частицы существенйо различаются,, Это различие 
проистекает из того, что закон сохранения импульса в случае реаль­
ных частиц следует из инвариантности гамильтониана относительно 
бесконечно малых трансляций, в то время как закон (L3.76) был вы­
веден из инвариантности гамильтониана относительно трансляций на 
вектор решеткИо 

Вообще говоря, взаимодействие частиц и статистика частиц тес­
но связаны друг с другомо Это следует из того факта, что система 
находящаяся в неравновесном состоянии, релаксирует к равновесно­
му посредством процессов взаимодействия между частицами, В слу­
чае фононнои системы взаимодействие фононов, описываемое гамиль­
тонианом НА (L3.70), обладает свойством несохранения числа час-
тиЦо Это следует из того, что НА не коммутирует с оператором чис­
ла фононов N = ^kjbkjbkj* Согласно этому, фононы ведут себя 
как бозоны с равным нулю химическим потенциалом» 

1.4. Термодинамические свойства и частотный спектр 
Термодинамические функции кристалла в гармоническом приближо-
нии можно получить из статистической суммы 

Я = Тг{е-*я), (1.4.1) 

где Н - гамильтониан в гармоническом приближении; (3 = \/КТ (k -
постоянная Больцмана), а Т - абсолютная температурао Вычисляя 
след в (1о4о1) в представлении, когда Н диагонально, для периоди­
ческого кристалла с помощью (L3066) и (L3o67) мы найдем 
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«,i(ie1)=--0 n)ir(kx)-0 1 kj t 

exp 
1 ptuojik) 

= IT — r —. (1.4.2) 
1/ l -exp[-/3ftr»,-(fc)] V 

Свободная энергия Гельмгольца есть 
F - -кТ \nZ = кТ £ In [2 sinh (ho>f(k)l2kT)\. (1.4.3) 

kj 

Внутренняя энергия Ер теплоемкость при постоянном объеме Cv и 
энтропия 5 кристалла имеют вид 

Е ~ F ~ Т {Щу = £ Т ,Ш}{к) coth 1Ь^И» 
с, = (| |) , ,=^-(ь^)>пи^-«, 

- 1п[2 8тЬ(йс1>ДЛг)/2Ит)]|. 

(1.4.4) 

(1.4.5) 

(1.4.6) 

Мы видим, что в гармоническом приближении термодинамические 
функции являются аддитивными функциями собственных частот 
<»У (А). Следовательно, все эти функции можно выразить как средние 
от спектральной плотности g(co), определяемой таким образом, что 
g(co)dco есть доля собственных частот в интервале (со, со+ dec)» Поэтому 

F - ZrNkT j doj In [2 sinh (hcofikT)] g(co), 

T/ E =3rN — / dm coth {hwfikT) iog(w), 

Cv = SrNk j <k> Г / ^ у / 8 i n h * (!ш12кГ) g(<») > 

(1.4.7) 

(1.4.8) 

(1.4.9) 

S = ЗгЖ- /dft>{^F coth (hcofilcT) - In [2 sinh (fto>/2J№)][ g(to). 

(1.4.10) 

Равенства (1.4.7) - (1.4.10) легко проверить с помощью следующего 
выражения для g\w): 
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*И = ^ Г *(«-"*(*)) J (1.4.11) 

при этом 

/ da)g(a)) = 1, (1.4.12) 
о 

где coL — наибольшая собственная частота кристалла,. 
Иногда более удобно работать с функцией распределения квадра­

тов собственных частот G(co2), а не с g(co), так как уравнение на соб­
ственные значения (1.3.41) дает квадраты собственных частот. G(oc?) опре­
деляется таким образом, что G(co2)dco2 есть доля собственных час­
тот, лежащих в интервале (со2, со2 + dco2)0 Она дается выражением 

G(a,2) = ш £ д(0>2 ~ ш^; (1-4ЛЗ) 

при этом 
(til} 

f d<o2 G((o2) = 1. (1.4.14) 
о 

Из сравнения (1.4.11) и (1.4.13) получаем соотношение между g(co) и 
G(*>2) 

g{(o) =2aiG(w2). (1.4.15) 

Функцию частотного распределения G(co2) можно представить 
как 

где интегрирование по поверхности постоянной частоты определяет­
ся с помощью 

«>*(к) = со2 , (1.4.17) 
а V - объем кристалла. 

Чтобы вывести (1.4.16) из (1.4.13), заменим сумму по А в (1.4.13) 
интегралом (см., например, [ 438, гл0 1̂ ) 

27-> т^-з fdk> (1ЛЛН) 
к (2л)3 J 

а за элемент объема dk выберем малый цилиндр площадью dS, распо­
ложенный перпендикулярно поверхности (L4.17), так как из-за б-функ-
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ции в (1.4о13) только малый слой величин k около этой поверхности 
вносит вклад в интеграл по к. Если теперь разложить аргумент 
б-функции в (1о4ЛЗ) около решения уравнения (104Л7) до первой сте­
пени по волновому вектору, то из-за 5-функции интеграл по направ­
лению, перпендикулярному поверхности (1.4Л7), легко считается. 
Остающийся поверхностный интеграл и содержится в (1А16)о 

Информацию о сингулярностях G(co2) и g(co) получим из (104Л6)о 
Это уравнение полагает, что некий вид сингулярности появляется, 
когда Ул со2 (к) = 0 или разрывно меняет знак» Последняя ситуация 
имеет место в точках вырождения,, Точки зоны Бриллюэна называют­
ся аналитическими критическими точками, если выполняются следую­
щие условия: V k °?j (к) = 0, со? (А) можно разложить в ряд Тейлора и 
функциональный детерминант | d2co2- (k )/dkadka>\ не обращается в 
нуль. Существуют также неаналитические критические точки, но 
здесь мы их рассматривать не будемо В критических точках частот­
ная зависимость имеет максимумы, минимумы или седловые точки. * 

Чтобы исследовать влияние критической точки на ^(со2), обра­
тим внимание на вклады одной из ветвей G/(co2), так как, согласно 
(1Ло16), вклад этих ветвей аддитивен. Выберем главные оси кг, к2, 
&з с началом координат в критической точке так, чтобы в окрестнос­
ти аналитической критической точки мы имели бы разложение для 

tof(k) = сос
2 + ft V + /*2jfc2« + Д*8

2 + * *' • (1.4.19) 

Будем классифицировать критические точки по типам 0, 1, 2 и 
3. Номер типа дается числом отрицательных коэффициентов р« Мы 
видим, что тип 0 соответствует минимуму, типы 1 и 2 - седловой 
точке и тип 3 - максимуму,, 

Рассмотрим G- (со2) для критической точки типа 0о В этом слу­
чае поверхность постоянной частоты со2; (k) - w

2 с co2(fc) из (1А19) 
представляет собой эллипсоид с объемом 

Г = E L _ [со2 - ror
2f'2. (1.4.20) 

С другой стороны, этот объем выражается через G. (со2) 

Зг 4- (2л)3 Г do/2 (Цо/2), (1.4.21) 
V 
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где мы учли (L4e13) и (L4J4) и использовали Р/(2тт)3 в качестве 
плотности точек в обратном пространстве в зоне Бриллюэна» Если 
мы продифференцируем (1.4.21) по со2, то с помощью (L4.20) полу­
чим 

V 
Gjia)2) = ,}2 __ т 211/2 Присо^ > сос

2. (1.4.22) 

Аналогичным способом можно получить выражения для величи­
ны G • (со2) и для критических точек других типов, а также для крити­
ческих точек в одномерных (Ы) и двумерных (2d) системах» Это при­
водит к следующим результатам (см., например, [257]: 

Ы: 
тип 0 (минимум) 

GfW) 4тгг(А)1/: 

тип 1 (максимум) 

« \С02 _ Wc2|-l/2 [! + s g n („2 _ „ с2 ) ] э 

? (Ы.23) 

ВД-1-<1АП ^ — Г |со2 - <,>с*|-,/а [1 - sgn (о>2 - О ] , 

2d: 
тип 0 (минимум) 

°^ = й^ГО*sgn (а>2 ""^ 
тип 1 (седловая точка) 

0 , Ю = 
8лМ1АА1)1/а 

тип 2 (максимум) 

In \со2 — о>с
2|, 

Umr(fap2) 
Oj{to*) 

Зг/: 
тип 0 (минимум) 

I7 i sgn (о>̂  - toc
2), 

(1.4.24) 

24,тМЛ/Ш1/а 

тип 1 (седловая точка) 

G,K) -

ОТ — (О ?\Ч*[1 + вр1(ы*-гос*)], 

24тЛ-(|/уШ)1/2 \vr — со, * ; i / * [ _ l + e g n ( w * - o>*)], 
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тип 2 (седловая точка) 

G'(C"2) -= - 2 4 я М Ш ) ^ |W'2 ~ (Ус2|1/8 [ 1 + 8ёП {("2 ~ Wc2)1' 

тип 3 (максимум) 

°№ = 2 4 , M l W 3 l ) ^ ^ - Wc2|1/2 [1 - S g n (0ji ~ ""'И' „ ,<,-, 
где va .-, F/N - объем элементарной ячейки. Сингулярное поведение, 
описываемое уравнениями (1.4.23) - (1.4.25^ показано на рис. 1.5. 
Чтобы проиллюстрировать такое поведение, на рис. 1.6 представлено 
поведение G(co2) для одномерной двухатомной цепочки [ 257]. Следу­
ет отметить, что уравнения (1.4.23) — (1.4.25) представляют только 
сингулярный вклад в G- (со2) при со2 - со2 . Полная частотная зависи­
мость G (со2) при со2 = со2

с является суммой этого вклада и вклада, анали­
тического при со2« со2. Последнюю часть можно разложить по полиномам 
Лежандра и вычислить с помощью моментов частотного спектра. Прежде 
чем описывать это более детально, мы должны немного остановиться 
на проблеме критических точек. 

Периодичность кристалла влечет за собой существование крити­
ческих точек на поверхности постоянной частоты в А-пространстве 
и, следовательно, существование сингулярностей в частотном спектре. 
Это было получено ван Хове [ 184] на основе топологического рас­
смотрения, использующего общую теорему Морса. Так как формаль­
ное доказательство теоремы Морса лежит за пределами рассмотре-

* JL J _ 
сос си сос со 

Тип: 0 / 

Шс СО СОс СО СОс СО 
Тип: О 1 Z 

сис со сос со сос со сос со 
Тип: 0 1 2 3 

Рис. 1.5. Сингулярная часть функции распределения квадратов собственных 

частот G (СО2) для различных типов критических точек (см. (1.4.23) — 

(1.4.25)) в одно-, двух- и трехмерных кристаллах. 



Основные элементы теории динамики решетки 41 

« * ш% *i 
Рис. 1.6. Спектр квадратов собственных частот для одномерной двухатомной 
решетки. Для решетки с постоянной взаимодействия между ближайшими со­
седями у и массами Mi и М2 KM\ ^ М2) предельные значения частот равны 
С0А= (27/М1) l12, <Оо=(27 1М2)1/2 иСО,_ = [27 (Ш1 + ММ2)]1/2. 

ния данной книги, мы ограничимся здесь качественным выводом ми­
нимального числа критических точек, в частности для двумерной 
системы. Более детальное рассмотрение работы ван Хове читатель 
найдет в [294, 324]. 

В случае одномерной системы периодичность с очевидностью 
приводит к существованию по крайней мере одного минимума и одно­
го максимума в каждой ветви о^ (А). В двумерной системе со? (А) 
должна иметь по крайней мере один максимум и один минимум в каж­
дом из своих периодов. На рис. 1.7 полагается, что максимум ^f(k) 
расположен в точке Л в одной ячейке (зоне Бриллюэна) в ft-простран-

а 

'В 

•А 

Рис. 1.7. k -Пространство двумерной решетки, иллюстрирующее, каким обра­
зом существование одной критической точки приводит к существованию 
других (см. текст). 
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стве, а эквивалентный максимум - в точке В в соседней ячейке. 
Рассмотрим теперь изменение со2(£) вдоль линии (а(Ь). Из-за перио­
дичности должен существовать максимум на этой линии в некоторой 
точке каждой ячейки. Точки расположения этого максимума образу­
ют непрерывную кривую, соединяющую точки А и В9 которая изобраг 
жена на рис. 1.7 сплошной линией. Ясно, что где-то на этой линии дол 
жен быть максимум, меньший любого другого максимума. Эта точка 
будет седловой. Из аналогичного рассмотрения, касающегося упомяну 
того выше минимума, получаем вторую седловую точку. Аналогич­
ное качественное обсуждение можно провести и для трехмерных 
систем. Оно приводит к тому, что для каждой ветви со2, (k) существует 
по крайней мере один максимум, один минимум, три седловые точки 
типа 1 и три седловые точки типа 2. С помощью топологического рас­
смотрения можно вывести соотношение между числом N1 аналитичес­
ких критических точек типа i . В трехмерной системе эти так назы­
ваемые соотношения Морса имеют вид 

№ ^ 1, N1 - NQ ^ 2, N* - N1 + № :> 1, 
N3 ~ N2 + N1 - № - 0. (1.4.26) 

Соотношения (1.4.26) дают неравенства, указанные выше: № > 1, 
N1 > 3, N2 > 3, Ns > 1. Но эти соотношения можно также использо­
вать для проверки, являются они достаточными или нет. Если нет, -
необходимо учитывать большее количество критических точек. Наи­
меньшее число критических точек, удовлетворяющих топологическим 
(см. (1.4.26)) и симметрийным требованиям, называются минималь­
ным набором критических точек. 

Сингулярности, вносимые в G (со2) неаналитическими критичес­
кими точками некоторых типов были рассмотрены в работе [294], где 
также рассматривалось применение соотношений типа (1.4.26) при на­
личии таких критических точек. 

Вернемся теперь к моментам частотного спектра g(co). n-й мо­
мент определяется равенством 

рп = / dm д(а>) о>«, (1.4.27) 
О 

где coL - наибольшая частота колебаний. Четные моменты могут 
быть записаны в эквивалентной форме 
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*десь первая запись следует из (1.4.27) и (1.4.11), а вторая - из того 
факта, что динамическая матрица Dn (к) может быть диагонализова-
па с помощью унитарного преобразования, которое оставляет инва­
риантным след матрицы и которая дает диагональную матрицу с эле­
ментами сх>п- (А). Таким образом, четные моменты g(co) можно вычис-
пять, не зная самой функции g(co). Необходимо лишь вычислить след 
от соответствующей степени динамической матрицы. 

Четные моменты (1.4.28) можно использовать для исследования 
аналитической части частотного спектра g(co). Если учесть, что 
i:(co) обращается тождественно в нуль при частотах, больших coLf и 
предположить, что g(co) - четная функция со, то можно разложить 
функцию g(co) по полиномам Лежандра на интервале (- coL, coL) 

д{ш)=£а2пР2п(-юЛ, (1.4.29) 

где 1 

«2« = j ( 4 п + 1 } / dx д{с°1/х) Р^Х)' (1.4.30) 

- 1 

Таким образом, для обезразмеренных моментов 
Щп = f*2nl(»L2n 

мы получаем символическое выражение для а2п 

<оьа2» = (4п + 1) Р2п(х)\Х2п=игп. (1.4.31) 

На практике обычно оставляют конечное число членов в разложении 
(1.4.29), так что поведение g(co) вблизи критической точки описывать 
подобным образом нельзя. Однако, если структура сингулярности из­
вестна, метод моментов можно распространить и на эти точки (см. 
I 257, гл. 4] и ссылки там). 

Рассмотрим теперь термодинамические функции (1.4.7) -
(1.4.10) и, в частности, теплоемкость при низких температурах. Низ­
котемпературное поведение этих функций определяется, грубо гово­
ря, функцией g(co) при малых со, а высокотемпературное - при боль­
ших со. При вычислении этих функций с помощью g(co) низкие темпе­
ратуры доставляют мало трудностей ввиду отсутствия сингуляр-
иостей у g(co) при малых со. Однако для высоких температур из-за 
указанных сингулярностей необходимо придумать еще сам метод 
для выражения термодинамических функций через моменты. 
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При низких частотах g{co) в трехмерном случае зависит от со как 

д(а>) = Ъ2со* + 0(о>4) , (1.4.32) 
где 

1)2 = S^fej* iJded<P8ln в1«№<Р), (1-4.33) 
что следует из (1.4Л1) и низкочастотного дисперсионного соотноше­
ния для трех акустических ветвей (см. (1.3*54)) 

o)j(k) = cf(9, <р) \к\ + 0(\к\*), j = 1, 2, 3. (1.4.34) 

Здесь ® и ф - прлярный и азимутальный углы волнового вектора ко 
Величина с ;(6, ф) представляет собой скорость звука (акустической 
ветви ; ) , распространяющегося в направлении, определяемом углами 
0 и ф. Так как собственные частоты оптических мод имеют конечный 
предел при к -> 0, последние не вносят вклады в (1.4.32). 

Подставляя (1.4.32) в (1.4.9) и устремляя верхний предел в интег­
рале к бесконечности (так как WT « ftcoL), получаем 

С9(Т) - ЗгМ*2 — 1—\ + 0(2*). (1,4.35) 

Обычно первый член в правой части (1.4.35) принято записывать в 
виде 

где 
h / 3 V 3 

* » = ! Ш (,"-з7) 
- так называемая дебаевская частота. 

Равенство (1.4*36) совпадает с низкотемпературным выражение» 
для теплоемкости, полученным в модели Дебая [112], которая npe/jnd 
лагает, что твердое тело ведет себя как континуум во всем диапазо! 
не частот. Эта модель дает частотный спектр 

1 V / 2 1 \ 9 
ZrN&fiW cr*/ У ~ (1.4.38) Я(<») 

А ) со2 При о) S, coD 
d 3 / 

О При со > coD 

где ct и cj - скорости поперечной и продольной волн соответственна 
coD - некая частота обрезания (дебаевская частота), определяема 
из условия нормировки 
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fda>g((o) = l. (1.4.39) 
о 

Однако coD - не просто реальная максимальная частота колебаний 
кристалла. Согласно (1.4.38) и (1.4.39), coD дается равенством 

N I 2 1 V1 
„D . = iWr у ( - + - ] . (1.4.40) 

Используя (1.4.9) и (1.4.38), получаем выражение для теплоемкости 
во/Т 

( Т \3 Г х*ех 

о 

где температура Дебая ®D определяется с помощью 
kOD=k<joD. (1.4.42) 
Для низких температур, таких, что Т « @D , верхний предел ин­

тегрирования (1.4.41) можно считать бесконечным, и мы приходим к 
(1.4.36). Следовательно, хотя дебаевский спектр (1.4.38) и не имеет 
сходства с реальным спектром, он дает правильное низкотемпера­
турное поведение теплоемкости. Это происходит благодаря тому, что 
теплоемкость при низких температурах в основном определяется по­
ведением g(co) на малых частотах, т.е. длинноволновыми модами, для 
которых дискретная решетка ведет себя как континуум. Последний 
факт иллюстрируется рис. 1.8. 

Из (1.4.37), (1.4.29) и (1.4.31) легко получить выражение дляЭ£ 
через моменты. Если мы запишем полиномы Лежандра в виде 

и выберем единственный коэффициент при а? в правой части (1.4.29), 
то 

_ L = i . ( J L ) £ Z tW&rf.(4n + 1). (1-4.44) 

Однако определять ®D с помощью ряда (1.4.44) не очень удобно, так 
как нет оснований полагать, что он будет сходиться достаточно 
быстро. 

Рассмотрим теперь температурную зависимость квадрата амплиту­
ды колебаний. Устойчивость кристалла существенным образом за­
висит от этой величины. Так как с ростом температуры амплитуда 
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О 0,5 1,0 
co/cuL 

Рис. 1.8. Частотный спектру (СО)одноатомной цепочки атомов с взаимодейст­
вием между ближайшими соседями в сравнении с частотным спектром такой 
цепочки в дебаевском приближении. 

увеличивается, может произойти фазовый переход в состояние с но­
вой, более выгодной энергетической структурой. При достаточно 
высокой температуре амплитуда может достичь такой величины, что 
кристаллическая решетка не сможет более сопротивляться колеба­
ниям атомов, т.е. кристалл начнет плавиться. С увеличением ампли­
туды влияние ангармонизма потенциала на движение атомов стано­
вится все сильнее и сильнее. Чтобы проиллюстрировать это, предпо­
ложим, что решеточный потенциал Ф является так называемым по­
тенциалом центральных сил, который описывает парное межатомное 
взаимодействие через потенциальную функцию, зависящую только от 
расстояния между атомами: 

Ф - 4 £<Р(№*)-Щ1'*')\)-
* И'хх' 

(1.4.45) 

Парный потенциал взаимодействия ф состоит из короткодействующе­
го отталкивательного взаимодействия и дальнодействующего притя­
жения. В случае так называемого потенциала Леннард-Джонса мы по­
лучаем 

^ А В 
(1.4.46? 

где Л и Р - постоянные величины. Потенциал (1.4.46) изображен на 
рис. 1.9. Из этого графика возрастающая роль ангармонизма при щ 
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Рис. 1.9. Потенциал Лен нард-Джонса, описывающий взаимодействие между 
двумя нейтральными атомами. 

вышении температуры становится очевидной. Эта кривая полагает 
также, что в случае большой амплитуды нулевых колебаний эффекты 
анх^армонизма могут быть важны вцлоть до самых низких темпера­
тур. 

Мы ограничимся рассмотрением среднего квадрата амплитуды 
колебаний в гармоническом приближении. Удобно вычислять средний 
квадрат амплитуды, усредненный по всем атомам в элементарной 
ячейке. Из (1.3.60) получаем 

<М2) = £ {иа*(Ы))о = 
' хае 

Е 2M„Nr 
ел{к 1 kj) 

щ 1/щ(к) 
е**«>(Ц + btN) I (1.4.47) 

где< • • • >0 означает термодинамическое усреднение, определяе­
мое равенством 

< - > e = 2 - i S p -рн (1.4.48) 

{десь Я - гамильтониан (1.3.66), aZ - статистическая сумма (1.4.1). 
Если мы учтем, что в представлении, в котором fc jjy 6 *у диаго-

нально, оператор ь^Ь^^(к A k ') не имеет диагональных элемен­
тов, мы получим 

(Ъь}ЪьГ)0 = А(к - к') ди>Щ(к), 

{ЪщЪку\ = А(к - к') ди-Щк) + 1), 

{Ък}Ък'у)о = фкрк'у)а = О, 

(1.4.49) 
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где rij (k) - среднее число фононов в моде (kj) при температуре Т, 
которое дается равенством 

ПА П,(к) =[е'*»/<*> - l]-i. (1.4.50) 
Выражение (1.4.50) представляет собой упоминавшееся выше рас­
пределение Бозе с равным нулю химическим потенциалом. Таким 
образом, учитывая (1.4.49) и (1.4.50), из (1.4.47) получаем 

ю=*1Ь$^щ{Щк)+1)т 
hf zAr*** i/ttw,(fc) (1.4.51) 2MTN tf <i>f{k) 

где 

a Mp - полная масса атомов в элементарной ячейке. Учитывая усло̂  
вие ортогональности (1.3.44), видим, что / = 1, если г = 1 или если 
М^ не зависит от индекса х. 

При высоких температурах (Т > ©D) предельное значение для 
< и2 > получается из (1.4.51), если пренебречь вкладом нулевых 
колебаний, и при помощи приближенного выражения 

e/rt»,(fc) ^ 1 + рьщф). (1.4.53) 
мы получаем 

/М2\ — f г» кТ _ ^kTrf u (14 54V 
{U)~ MTNtf cof(k) ~ Мт ^ 2 ' ( Л } 

гДе м_2 - второй обратный момент (1.4.27). Если использовать для •• 
оценки ц_2 дебаевский спектр (1.4.38), то выражение для среднего 
квадрата амплитуды (1.4.54) будет иметь вид 

Согласно [ 2431 плавление кристалла происходит в том случае, когд| 
средний квадрат амплитуды колебаний достигает некоторой крити­
ческой величины, или, другими словами, когда выполняется COOTHÔ J 
шение 

Щ^=СШЛ (1ЛЦ 
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где CL i n d - так называемая постоянная Линдемана, которую с по­
мощью (1.4.55) можно выразить через температуру плавления Т l t 

Для данного класса твердых тел соотношение типа (1.4.57) довольно 
хорошо подтверждается экспериментально. Более сложен вопрос о 
плавлении кристаллов с Tmeh < ©Do В этом случае приближение 
(1,4.53) не справедливо и очень важен учет ангармонических эффек­
тов. Следует отметить, что сам процесс плавления кристаллов до 
настоящего времени до конца еще не исследован (например, его за­
висимость от размеров образца, от плотности дислокаций.) Это все еще 
остается важной проблемой (см., например, [11, 99, 326]). 

При низких температурах нулевые колебания вносят ведущий 
вклад в средний квадрат амплитуды, для которого мы можем с по­
мощью (1.4.51) получить 

3 где ц__1 - первый обратный момент (1.4.27). В дебаевской модели ц 
и мы получаем (1.4.58) 

9 hfr 9 h2fr 
<м2> = Т — V = Т 77ГТГ' (1.4.59) 
х ' 4 wDMT 4 kODMT ' 

Согласно (1.4.59) амплитуда нулевых колебаний существенно боль­
ше в телах с легкими атомами и слабыми межатомными силами. 

Вообще говоря, оказывается, что гармоническое приближение 
(более строго говоря, квазигармоническое) является приемлемым 
приближением при температурах Т < ® ш если отношение между кор­
нем из среднего квадрата амплитуды нулевых колебаний и расстоя­
нием между ближайшими соседними атомами не превышает 0,15. 

В гармоническом приближении равновесное расположение ато­
мов определяется минимумом потенциальной энергии (см. разд. 1.1). 
Ввиду того что это расположение не зависит от температуры, эффект 
температурного расширения твердых тел нельзя описывать в рамках 
указанного приближения. Чтобы учесть в дальнейшем этот эффект, 
разложим решеточный потенциал относительно неизвестных положе­
ний равновесия х(Ы) (см. 1.2.2)), рассматривая эти положения как 
параметры, которые в дальнейшем должны быть определены из усло­
вия минимума свободной энергии, которое представляет собой усло-
• .-2У7 
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вие равновесия кристалла в отсутствии напряжений. Если мы теперь 
вычислим свободную энергию Гельмгольца и выделим только вклад 
гармонических колебаний, то получим 

F =г- Ф0(х(1х)) + кТ £\п [2 sinh (kcoj(k)l2kT)\, (1.4.60) 
kj 

где мы также включили потенциальную энергию статической решетки 
Ф0. Выражение (1.4.60) представляет собой гармонический вклад 
в свободную энергию (ср. (1.4.3)), за исключением того, что Ф0 и 
частоты со- (А) зависят теперь от параметров х(1х)> Именно поэтому 
приближение, приводящее к выражению (1.4.60), называется квази­
гармоническим. 

Чтобы описать изменение положения атомов в зависимости от 
температуры, введем тензор конечных температурных деформаций 
м а а' • Производная F (1.4.60) по ит

аа' должна обращаться в нуль 
при отсутствии напряжений в равновесном состоянии: 

где п- (к) - среднее число фононов (kj)-го осциллятора (1.4.50). Вво­
дя среднюю тепловую энергию осциллятора (*;) (ср. (1.3.66), (1.4.50)j 
(1.4.4)) 

ё^к) = hojjik) (щ(к) + 1/2) , (1.4.62) 
можно переписать выражение (1.4.61) в виде 

дЩ*. kj coj(k) dub 

Аналогично случаю механических деформаций изменение Ф0 как 
функции температурных деформаций, т.е. разность между Ф0, вычис­
ленной в положениях минимума и в положениях после введения темпе 
ратурных деформаций, будет являться квадратичной формой. Следо­
вательно, при нулевых выражениях 

8*r = Nv'Ze»:>ruff (L4-64) ди, 
где с , s в • — упругие постоянные в гармоническом приближении. 
Решая (1.4.64) относительно и^а • при условии, 

£ Ьы',М'Ъ~№,уу' = <M«V > (1.4.65)! 
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и используя (1.4.63), получаем 

«L- = 4гЕ <&ж Е гЫк) *Л*) . (1-4.66) 
где мы ввели 

УШ = -°±$± , (1.4.67) 

так называемый обобщенный параметр Грюнайзена. Из (1.4.66) полу­
чаем коэффициент теплового расширения 

« - ' - # = ^ , - f " - V r * W ^ . d.4.68) 

Для кубических кристаллов справедливы равенства 
улл> - удлл> (1.4.69) 
t£- = u4„. , (1.4.70) 

которые приводят к следующему выражению для коэффициента линей­
ного теплового расширения: 

где 
* = *Е<» (1-4.72) 

- сжимаемость. При высоких температурах получаем из (1.4.71) 
с учетом (1.4.62), (1.4.50) и (1.4.53), что коэффициент линейного 
расширения постоянен. При низких температурах коэффициент линей­
ного расширения стремится к нулю. Для промежуточных температур 
температурная зависимость а т является более сложной. 

Пренебрегая в (1.4.67) зависимостью от (kj) для кубических 
кристаллов с постоянной решетки а, с помощью соотношения 

получаем следующее выражение для параметра Грюнайзена: 

— _ _L Г д * п м _ F d In л> __ d In ш d In <9D 
у ~ з «^"^Г" "dF~"~~JInT^~ThГГ, ( ' 

где в последнем равенстве со заменена средним значением, в дебаев-
1'ком приближении пропорциональным дебаевской температуре. Ра-
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венства (1.4.74) совпадают с обычным определением параметра Грк1 
найзена Знак минус в (1.4.74) отражает известный факт, что частоты 
уменьшаются с расширением решетки. 

Если мы пренебрежем в (1.4.71) зависимостью уМ&) о т (hi), с 
учетом (1.4.62), (1.4.50) и (1.4.5) получаем 

у = — — . (1.4.75) 

Согласно этому равенству, параметр Грюнайзена можно выразить 
через макроскопические термодинамические величины, которые 
могут быть использованы при проверке корректности моделей для 
вычисления у. Для более детального ознакомления с вопросами теп­
лового расширения отсылаем читателей к работам [30, 250, гл. 5]. 

1.5. Колебания решетки ионных кристаллов 
Если в ионном кристалле ионы сместить из положения равновесия, 
возникает дипольный момент, порождающий кулоновское поле, кото­
рое состоит из макроскопического поля и лоренцевского поля, свя-,, 
занного с так называемыми поправками на локальное поле (см., на­
пример [ 51]). Макроскопическое поле, со своей стороны, действует 
на движение ионов как внешняя сила и, более того, может поляризо-. 
вать ионы и, таким образом, увеличивать их дипольный момент. Ео; 
ли мы пренебрежем поляризуемостью ионов, т.е. будем рассматри-? 
вать как жесткие или точечные ионы, то колебательные свойства 
кристаллов можно будет изучать с помощью теории, описанной в 
предыдущих разделах. В этом случае уравнения движения ионов 
можно получить из потенциала, состоящего из дальнодействующей 
кулоновской части и короткодействующей части, соответствующей 
отталкиванию (см. [ 228, 257, гл. 6]). 

Однако учет деформируемости и поляризуемости ионов требуе| 
иного подхода к вопросам динамики, так как эти свойства являютс^ 
электронными по своей природе и не могут быть включены в теория 
колебаний решетки, исходящей из разложения решеточного потенци| 
ла только по ионным смещениям. При феноменологическом выводе-
уравнении движения для колебаний ионных кристаллов помимо сме­
щений ионов иа(1х) компоненты макроскопического электрического 
поля кристалла E^(iK) рассматриваются как независимые динамич^ 
кие переменные. Однако с помощью уравнений Максвелла последние 
можно выразить через предыдущие так, что окончательные уравне-i 



Основные элементы теории динамики решетки 53 

ния движения, которые и определяют собственные колебания, снова 
будут зависеть лишь от смещений. 

Исходным пунктом для такой феноменологической теории коле­
баний решетки ионных кристаллов может быть следующее выражение 
для потенциальйой энергии (см., например, [257, гл. 6]): 

Ф = i f 27 ф<хА1*> I'*') ил(1х) ил>(1'х) -
Iх?, 

1'х'ос' 

- 27 Маа>(1х, 1'х) Еа{1х) ил>(1'х') -
/ха 

1'к'а' 

- 4 Zl\Al*J*')MJ]L*).Ea.(Vx'). (1.5.1) 
* Ixot 

I'x'a' 

Здесь силовые постоянные Фаа»(Ы, I' х') описывают короткодейству­
ющие силы, включая и силы, связанные с локальным полем. Влияние 
макроскопического электрического поля содержится во втором и 
третьем слагаемых в правой части (1.5.1). Маа *(1х, Vх') - так на­
зываемый поперечный тензор эффективного заряда. Он дает значе­
ние сс-й компоненты дипольного момента на узле (1х), возникающего 
из-за появления единичного смещения иона на узле (Iе х') в направле­
нии а ' . Раа*(1х, VV). - тензор электрической поляризуемости. Он 
дает значение а-й компоненты дипольного момента на у!зле (1х), воз­
никающей из-за появления единичного электрического поля, действу­
ющего на ион в узле (/'хг), в направлении а ' . Силовые постоянные, 
тензоры заряда и поляризуемости являются нелокальными величина­
ми, это отражает тот факт, что благодаря конечной пространствен­
ной протяженности распределения заряда вокруг каждого иона, а 
также перекрытию между этими распределениями силы (смещения 
или макроскопические поля), действующие на данный ион, могут за­
трагивать и другие ионы. 

Можно показать, что, как и силовые постоянные неионных крис­
таллов (ср. разд. 1.2), коэффициенты Фаа»(/х, / V ) , Маа »(/хР 1'х1) 
и Раа»(1х, I6V) в ионных кристаллах обладают некоторыми общими 
«•иойствами. Согласно (1.5.1), коэффициенты Фаа #(/*, / V ) и 
'*аа '(I**' '* ') симметричны относительно индексов 1ха, V х'а ' . Из 
инвариантности силы, действующей на ион, и дипольного момента 
относительно смещения тела как целого, получаем 

£Ф««'(**> *'*')= О, С1-5-2) 
/V 
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£Мал-(Ъс,1'х')=0. (1.5.3) 
/v 

Далее, из инвариантности силы и дипольного момента относительно 
бесконечно малых вращений кристалла как целого следует, что 

Z ФаА1*, V*') *«"(*'*') (1.5.4) 
Vx' 

И 

£ Млл<{1х, V*') av(JV) (1.5.5) 
Vx' 

симметричны по индексам а и а " . Окончательно из инвариантнос­
ти потенциала (1.5.1) относительно операций симметрии пространст­
венной группы кристалла (1.2.19) получаем 

ФаЛЬК9 UК') = £ 8М1аа>ашФЛ1Л9{1х9 ZV), (1.5.6) 

Ma.iLK, L'K') = £ S„lS.'atM.^hc, IV), (1.5.7) 
лха% 

P„iLK, L'K') = £ S„l8.:f„ibe, Vx'), (1.5.8) 
«1<X2 

где использованы те же обозначения и понятия, что и в разд. 1.2. Из 
(1.5.6) - (1.5.8) следует, в частности, что Фаа»(/«, IV)} Маа*(/к, /V) 
и ^а(Х'(Ы9 / V ) зависят только от разности I и V (ср. (1.2*25)). 

С помощью потенциала (1.5.1) получаем уравнение движения 
Мниа(1") = -№jdua(lx) = 

- -27 Ф.Л&, JV) М*'*') + Z Мл.л(1'х', Ix) Ел-(1'х')9 (1.5.9) 
I'x'a' I'x'a' 

а также выражение для дипольного момента, индуцированного на уз­
ле (I к), 

Ра(Ы) = -дФ1дЕа(1х) = 
- 27 Мла>{Ы, Vx) ил*(1'х') + 27 Р*А1*> V*') Ел.{1'*'). (1.5.10) 

/'«'a' / V a ' 

Иэ-за периодичности кристалла мы можем написать (см. (1.3.31)) 

«.(Zx) = ^ e i t o « w - ' - ' , (1.5.11) 

ра(&0 = р*(х) e»te^>-"w«, (1.5.12) 

£,(**) - Я„ e'te<'*,-"e', (1.5.13) 
где*.(/и) означает вектор расположения и-го атома в /-й ячейке 
(см. (1.2Л7)). Еа в (1.5.13) не зависит от х, так как£ является мак, 
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роскопическим полем, т.ев почти постоянно на масштабах элементар­
ной ячейки. Подстаэляя (L5,ll) — (1,5.13) в (L5-9) и (1-5.10), полу­
чаем 

о)Ч(«) - Е СаА**' I *) М*' ) ~ - 7 = Е М}а{х'х | fc) tfe-, (1.5.14) 

ра(к) = Е 1=^ М*Л**'\Ь) **'{*')+ЕР*Л**'\Ь) Я*', (1-5.15) 

Саа<(**' | Л) - (MJfs)-1'* Е #««'(**> *'*') e-iM*cw-«('V))> (1.5.16) 
г 

J*fee.(**' | ft) = Е Мал>(1*> V*') е-**И'*>-*<''*'>)э (1.5.17) 
/' 

Рла (**' | fc) = 2 1 ^*«'(^> Г»') е-«'*(*<'*>-*<''*'>). (1.5.18) 
v 

Давайте теперь получим выражение для макроскопической поля­
ризации. Нам необходима эта величина для того, чтобы выразить 
Е в (1.5.14) через v посредством уравнений Максвелла и (1.5.15) так, 
чтобы мы получили уравнения движения, содержащие лишь смещение. 
Чтобы получить макроскопическую поляризацию, будем исходить из 
плотности микроскопической поляризации кристалла 

Pmicr(r) - Е Р(&0 д[г - х(1х)) • (1.5.19) 

Используя (1.5.12) и фурье-разложение 

Е д(г - х{1х)) - Е С(К) еШг ' (1.5.20) 
i к 

д е 1 г 1 
С(К) - — / dre-iKrEHr - »(**)) = — е х Р 1-ъКх(х)) (1.5.21) 

Va 

десь К - вектор обратной решетки, a fv dr означает интеграл по 
>ъему элементарной ячейки), выражение^ 1 о 5о 19) можно переписать 
зиде 

pmXcr{r) = JT р ( К ) ei(fc+K)r ^ (1.5.22) 
К 

Р(К) = — J4>(*) е-*к*<*>. (1.5.23) 

'.;IK обычно в электродинамике сплошных сред, мы получаем макро-
(чопическую величину, усредняя соответствующую микроскопическую 
v,личину по объему элементарной ячейки, что в сущности эквивален-
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тно пренебрежению всеми членами, кроме К = 0, в разложении типа 
(1,5,20). Таким образом, для макроскопической поляризации имеем 

P(r) =eik'P , (1.5.24) 
где 

Р = —£р(х)- (1.5.25) 

Если (1,5*15) подставить в (1.5-25), получим выражение для ампли­
туды макроскопической поляризации 

Ра = ~ Е £..'(*' I *) tV(*')№^ + £ £,(*) Яа', (1.5.26) 
иа на.' а' 

где 
£««-(* \Ь)=Е Млл.(х'х I Л) (1.5.27) 

к' 

определяет зависящий от k тензор эффективного заряда иона типа 
xf a 

7&*Щ=-ЕРаА**'\Ъ) (1-5.28) 
^а ни 

- зависящую от k восприимчивость на оптических частотах (стати­
ческую электронную восприимчивость),. 

Чтобы получить соотношение между макроскопической поляри­
зацией? и макроскопическим электрическим полем Е, воспользу­
емся уравнениями Максвелла, которые в отсутствие внешних заря­
дов, внешних токов и намагничивания имеют вид 

FD = 0, VB=0 , (1.5.29), (1.5.30) 

F X Е = - i В, VxB = - b , (1.5.31), (1.5.32) 
с с 

где с - скорость света, а В и D - магнитная и электрическая ин­
дукции соответственно. Взяв ротор от (1.5,31) и объединив получен­
ное выражение с производной (1»5о32) по времени, получим 

1 d2D 
VX(VXE) = - - — . (1.5.33) 

Используя в (1.5.33) уравнение 
D=E + 4TZP, (1.5.34) 

приходим к соотношению между Е и Р 
1 д2Е 4л дЧ> • „ -ОКч 

Г Х ( Р х Я ) + _ _ = _ _ _ , (1.5.35) 
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Далее записываем 

E(r, t) =E eikr-ia,t, P(r, t) = Р еШг~ш 

И и:* (1»5о35) получаем 

к2с2 

1 W Е = -±пР 

или 
Е = -4лК(к, со) Р 

где тензор К равен 

K(fe, со) 
1 ~ *? !.(*) 1,(Л) + it(fe) 

(1.5.36), (1.6.37) 

(1.5.38) 

(1.5.39) 

(1.5.40) 
1 - с2к2 

Чдесь А = | к\, £ = к/\к\, 1 - единичный тензор, a 1j(ft) к1г(£) - про­
дольный и поперечный единичные тензоры соответственно; они опре­
деляются равенствами 

li.«.'(u) =£«£.'• (1.5.41) 
и 

lt(k) = 1 - 1 ^ ) . (1.5.42) 
С: помощью тензоров \(£) M1t(A) можно единственным образом раз­
ложить любой вектор а на продольную и поперечную компоненты по 
отношению к вектору к: 

h(&)a = fy1*a) , (1.5.43) 

lt(k)a = - f tx ( fcxa) . (1.5.44) 

'Заметим, что 1 • (ft)1;(ft) = 8f-y 1, {R)(i, j = 1, t ) . 
Теперь, используя (105о38), из (L5o26) получаем следующее соот­

ношение между макроскопическим электрическим полем и смеще­
нием ионов: 

4я 
Е = £ Т'\к, со) Z(x' | Л) v(x')ftMx', 

где Т_1(Л, со) - тензор, обратный 

к2с2 

T(fe, со) = €«(*) - - = - \t(k), 

(1.5.45) 

(1.5.46) 

и который входит зависящий от к диэлектрический тензор 

€°(fe) - 1 + 4тгХ°(Л). (1.5.47) 



58 Глава 1 

Подставляя (L5045) в (1и5Л4) с учетом (L5o27) и обозначая Зг реше­
ний системы уравнений с помощью / = 1, 2, „ „ * , Зг, получаем 

со*(к) v(x | kj) = £ D(xx' \ к) v(x' \ kj), (1.5.48) 
X 

где динамическая матрица D(xx'\ к) определяется равенством 
4тг 1 

D(xxf | fc) - С(хх' | к) + — {MxM)if)m ?Ах I к) Т~\к, «,) Z(x' | к) 
(1.5.49) 

(здесь со = оэу (*))* 
Первое слагаемое в правой части (1.5.49) описывает вклад ко­

роткодействующих сил, а второе — вклад макроскопического электри­
ческого поля в кристалле. 

В предельном случае &с/со» 1, т.ёо в электростатическом 
приближении, из (1.5.40) и (105.46) следует 

K(fc,w)~li(fc), (1.5.50) 
1*2 2 

Т(к, a,) ~ l,(fc) €»(fe) - - 4 lt(fc) (1-5.51) 
ОТ 

где зависящая от к диэлектрическая проницаемость на оптических 
частотах 

€°(fc)=i;iee^(fe)te'. (1.5.52) 
«а' 

Легко проверить, что тензор, обратный (L5.51), имеет вид 

Т-*{к, со) = (^(fc))-! il(fc) + О ̂ ) . (1.5.53) 

В пределе Ас / с о » 1 макроскопическое электрическое поле чисто 
продольное, что легко увидеть, подставив (1.5.50) в (1.5.39); динами­
ческая матрица (1.5.49) с учетом (1.5.53) приобретает вид 

w i к) = a* i и) + J£- ТЖ±Ж2 ХЧК | к) ,,(*) z ( . ' i ft). 
(1.5.54) 

Для простоты обсуждения уравнения движения (1.5.48) с матри­
цей (1.5.49) или (1.5.54) рассмотрим в дальнейшем длинноволновые 
колебания в кубическом кристалле, содержащем два различных ато­
ма в элементарной ячейке, т0е. кристаллы со структурой поварен­
ной соли, цинковой обманки или хлорида цезия. 

Ограничение к -* 0 означает, что в выражении (1.5.1) величина Е 
постоянна (см. (1.5.13)), аи(Ь) не зависит от I (см. (1о5Л1)). Таким 
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образом, в (1«5о1) можно легко провести суммирование по индексам 
ячейки и отчасти - по индексам сорта ионов. Из равенств (1.5о2) и 
(L5e3), которые содержат оставшуюся зависимость от сортов ионов, 
следует, что недиагональные силовые постоянные равны друг другу по ве­
личине и по знаку, а диагональные равны друг другу по величине, но 
противоположны по знаку и что ионы в элементарной ячейке противо­
положны по знаку* Более того, из свойств симметрии (1.5Л5) - (L5.8) 
иидно, что для кубического кристалла силовые постоянные, тензор 
эффективного заряда и поляризуемость диагональны по индексам 
I* и а ' и не зависят от а. Следовательно, в длинноволновом пределе 
мы имеем 

Сая'(х9с' | 0) - dM-iA(MxMx')-W sgn к sgn X'OJT
2, (1.5.55) 

Zaa'(x ! 0) = даа> sgn x е т * , (1.5.56) 

еаяЩ =***'*<» (1.5.57) 

где с помощью х = (+, - ) мы пронумеровали два иона в элементарной 
ичейке; sgn х = + 1, - 1, если х = +, - соответственно; ц - приве­
денная масса ионов в элементарной ячейке, сот характеристическая 
частота, е*т - характеристический эффективный заряд, е0 - диэлект­
рическая проницаемость на оптических частотах* 

Рассмотрим вначале длинноволновые колебания в электростати­
ческом приближении. Из (L5o48), (L5o54) и (L5o55) - (1-5*57) получа-
им следующее уравнение движения: 

ш,НР) гл(х | 0/) - £ \даа'р{МкМх-)-ч* s g n x s g n х>Шт2 
«V [ 

4л:(ет*У2 * . I 
+ (МХМУ>) ""2 sgn х sgn х hjcA vM l <>/). 

1 (1 .5.68) 
Существуют два типа решений этого уравнениЯо Решения первого типа 
имеют вид 

Wy*(0) = 0, v*(x | О/) = (MJM-yVl* uA(j), j = 1, 2, 3, (1.5.59) 
где Мт = м + + М_ - полная масса атомов в элементарной ячейке, а 
u(j) (j = 1, 2, 3) - три взаимно перпендикулярных единичных вектора» 
Обозначая с помощью u(l x\ kj) смещение иона (1х) в нормальном ко-
лобании (kj), из (1.5.59) и (1.5.11) видим, что 

м(4 + I 0/) = M(Z — | 0/), / .= 1, 2, 3, (1.5.СЮ) 
т.е- что нормальные колебания (JL5e59) акустическиво 

Решения (105-58) второго типа даются выражением 
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vM I Щ) = {ц/Мху12 sgn * wjj), j = 4, 5, 6, (1.5.61) 

где ш (У) (У = 4, 5, 6) — также три любых взаимно перпендикулярных 
единичных вектора* Отметим, что для этих мод мы имеем 

М+и(1 + | ()/) + MJU(L - I °/) = 0, (1.5.62) 
т.е0 два иона в элементарной ячейке колеблются в противофазе, а 
центр масс ионов остается фиксированным. Ясно, что такое движени* 
ионов приводит к флуктуациям дипольного момента, посредством чад 
кристалл может взаимодействовать с электромагнитным излучением 
Как отмечалось выше, именно из-за этого свойства колебания типа 
(1о5о61) получили название оптических. Подставляя (L5o61) в (1.5.5В), 
получаем 

(сиДО) - ют2) wa(j) - - ^ - - £ 1cX>v>Aj) • (1.5.6:1* 

Оказывается, это уравнение имеет два решения* Если wa{j) выбрать 
параллельным к, то 

ft>42(0) = wT
2 + = wL

2, (1.5.04) 

fivae0 

а если перпендикулярным, то 
со;-2(0) = шт

2 , у = 5, 0. (1.5.()^ 
Колебание (1.5.64) является продольным, а колебание (1.5-65) -

поперечным. Первое называется продольной оптической (LO) модой 
колебаний, а последнее - поперечной оптической (ТО). Из (L5.64) и 
(1*5*65) мы видим, что продольное макроскопическое электрическое 
поле, которое и порождается LO-модой (см, (1.5-45) и (1.5*53)), само 
влияет на это колебание. Оно увеличивает силовую постоянную , оп­
ределяющую моду, и, следовательно, частоту этого колебания по 
сравнению с ТО-колебанием, которое в электростатическом приближи 
нии не создает макроскопического электрического поля. 

В предельном случае kc/ со» 1, который мы и рассматривали 
до сих пор, время прохождения светом расстояния между узлами ре> 
шетки много меньше периода колебания оптической моды с частотой 
со. В этом случае запаздыванием кулоновского взаимодействия мож* 
но пренебречь, т.е. предполагается, что кулоновское взаимодействии 
действует на ионы мгновенно (электростатическое приближение)- Од 
нако в случае, когда kc/cx)^ 1, запаздыванием кулоновского взаимо 



Основные элементы теории динамики решетки 61 

действия пренебрегать нельзя* Ниже мы исследуем этот последний 
случайо 

В случае kc/ со-£ 1 можно предположить, что зависимость дина­
мической матрицы (1о5*49) от к входит лишь через тензор Т~г(к, со): 

4тг 1 
Щхх | к) = С{хх | 0) + — . . . /0- Z+(x | 0) Т^(Д- , со) Z(x' | 0 ) . 

va (МХМХ>)1-
(1.5.Ш)) 

Кслие°(А) в T(k, со) (см, (L5e46)) заменяется на 1е0, (поскольку 
кс/ оэ4 1)> то T~1(k, со) имеет вид 

Т-1(/»% со) 
г2А'2 

£ 0 1 _ — l , ( f c ) (1.5.(>7) 

Таким образом, в предельном случае kc/ы -£ 1 колебания решетки 
и модели двух ионов в элементарной ячейке описываются уравнением 
днижения (1.5*48) с динамической матрицей (1.5.66), в которую вхо­
дят величины (1.5.55) - (1*5*67)* Чтобы решить окончательное урав­
нение, представим величину va(x\k) в виде 

va(x | к) =2>«(0)(к I ty)Qj(k), (1.5.6S) 

где T;W(* I 0;) (/ = 1, 2, . . . , 6) - решения задачи на собственные 
шлчения динамической матрицы, содержащей только короткодейству­
ющее взаимодействие 

Ц ( 0>(0))2 va®\x | О/) = У Слос\хх' ! 0) v^\x' | 0/) , (1.5.69) 

где? С(хи'| 0) дается (1.5.55), a Q. (А) - неизвестные коэффициенты. 
Очевидно, что собственные решения (L5.69) даются выражениями 
(1,5.59), (1о5,61), (1.5.64) и (1.5*65), если формально подставить 
е* = 0. Написав равенство (L5o68), мы учитывали тот факт, что 
^аЧ*! 0;) представляют собоц полную систему собственных векто­
ров. Если мы теперь подставим (1.5*68) в уравнение движения и вос­
пользуемся ортонормированностью */°}(х| 0;'), то получим следую­
щее уравнение: 
шЩк) = (ft>/°)(0))2Q,-(fc) + ~>;i]ly (МхМх.) ^ (ет*)* х 

^(1 У к'л' нас 

X sgn х sgn x'v^\x | 0y) T-*,(k, <o) v(V(x' | Of) <?,•(#.-). (1.5.70) 

<' учетом (1.5.67), (1.5.59) и (1.5.61) второй член в правой части 
(1.5.70) примет вид 
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4л {& \ * 2 

И 

— при ; = 4 (L0), 

^ при / = б (ТО), ( 1 в 5 Л 1 ) 

*о 

так что для LO-моды получаем 

O>L2 ••= ^т2 + 4 я ( е г * ) 2 , (1.5.72) 

а для ТО-моды 

Ч£°~^) ,V(fe) - сот2 + 4n(eT*)*lpva U - — 5 ^ ) . (1.5.73) 

Последнее уравнение перепишем в виде 

(o>T(fc))2 - у i^L2 + (k*c*le0) ± 

± [Ы2 + kVle0)2 - 4сот
2Рс2/^о]1/2) • (1.5.74) 

Согласно (1*5*73), в случае k2c 2/е0ы%(к) » 1 
wT

2(fc)->wT
2. (1.5.75) 

Обсудим результаты, получающиеся при учете запаздывания ку-
лоновского взаимодействия. Благодаря запаздыванию в кристалле 
появляется как продольное, так и поперечное макроскопические элек­
трические поля* Это легко видеть из (1*5.45) и (1*5*67)* Продольное 
поле действует на LO-моду таким же образом, как и в электроста­
тическом приближении, что вытекает из сравнения (1*5*64) и (1«5*72). 
Так же как продольное поле вызывается LO-колебанием и само влил 
ет на него, поперечное поле влияет на ТО-колебание, которое само 
является его источником* Посредством этого частоты LO- и TO-KOJH 
баний отличаются от соответствующих величин, которые были бы в <м 
сутствие продольного и поперечного макроскопических полейо В то 
же время дисперсионное соотношение для поперечного электромаг­
нитного поля, распространяющегося в кристалле, изменяется из-за 
взаимодействия с ТО-колебанием кристалла,, Это сильное взаимодей­
ствие между электромагнитными волнами и механическими колеба­
ниями приводит к смешанному нормальному колебанию, называемому 
поляритоном, которое представляет собой совокупность электромаг­
нитных и механических колебаний* Вклад этих двух компонент зависи 
от волнового вектора k. Это можно видеть из рис* 1.10, где представ-



Основные элементы теории динамики решетки 63 

Рис. 1.10. Кривые дисперсии поляритонов для кубического ионного кристал­
ла с двумя атомами в элементарной ячейке (см. текст). 

лены функции co (̂ft) (L5.74). Нижняя ветвь со̂ (А) соответствует чис­
то электромагнитной волне, распространяющейся в среде с диэлект­
рической проницаемостью е (0) = e0co2

L/co2
T, в пределе к -» 0 и чисто 

механическому поперечному оптическому колебанию в отсутствие 
запаздывания при к -» «>. Верхняя ветвь со+

т(А) соответствует чисто 
механическому колебанию с частотой со,̂  при к -> 0 и чисто электро­
магнитной волне, распространяющейся в среде с диэлектрической про­
ницаемостью £0> при к -> <»0 Однако при к « \/е^со/с ветви агт(Л) име­
ют более сложную природу. Мы видим, что запаздывание играет важ­
ную роль лишь для малых волновых векторов, т.во для к < сот/с* 

Завершая данный раздел, выведем выражение для вклада коле­
баний решетки в тензор диэлектрической проницаемости Чтобы полу­
чить эту величину, рассмотрим первый член в правой части уравнения 
(L5.26), который представляет собой макроскопическую поляризацию 
кристалла в пренебрежении поляризуемостью ионов. В рассматривае­
мой модели двух атомов в элементарной ячейке смещение ионов, вхо­
дящее в этот член, определяется уравнением 

соЧл(х) = У {дал'/и(МхМх')~112 sgn х sgn х от
2} гу(к') — 

х'а.' 

- -== sgn х ет*А7
в, (1.5.70) 

\МХ 

которое получается из (L5.14), (L5o27), (L5 .55) и (L5-56). Как лег­
ко проверить, решение (L5-76) можно представить в виде 
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xv Ы (w/°>)2 - со- уМх> 

где f (£>(*| 0;) и co(y0) - соответственно собственный вектор и собст­
венная частота уравнения движения (1*5*69), которое включает лишь 
короткодействующую часть динамической матрицы* Подставляя 
(1.5.77) в (1.5.26), получаем решеточную часть поляризации 

р« ~- £ %«Л<*>)Еа> , (1.5.78) 

где тензор восприимчивости имеет вид 
1 е ет* sgn х rJV(x J 0;) V{V{K' | 0/) ет* sgn и' 

âa'(w) = — 2- 2, 1= ;—щг, s , » (1.5.79 
% i 1 к? ]'мх К (0 ))2 - «2 ]/jfx-

Так как для акустических мод r/a
0)(*| Qj)/yJWK(j = 1, 2, 3) не зависит 

от к, эти колебания не дают вклада в восприимчивость (1.5.79). Если 
мы учтем, что для v^\x\ 0;) (;* = 4, 5, 6) справедливы выражения 
(1.5.61), а соответствующие собственные частоты dp(j = 4; 5, 6) 
равны сот, мы можем переписать (1.5.79) в виде 

Z..-M - &лл> Ш - — :2. (1.5.80) 

Тензор полной диэлектрической проницаемости представляет со­
бой суммы решеточной восприимчивости(1.5.80) и статической элект­
ронной проницаемости (1.5.57). В результате 

^ ' И =<».-'*М, (1.5.81) 
где 

<{0) = н + *«£?—L—9 , (1.5.82, 

или, эквивалентно, 
*r(fi>) = ф>1? - OJ2)/(fOT

2 - П>2) (1.5.83) 

(здесь мы использовали равенство (L5.72)). Из (1.5.83) видим, что 
отношение cc?L и со2

т имеет вид 
wL>-ra==e(0)/e0> (L5.84) 

где е (0) — статическая диэлектрическая проницаемость* Это соотно­
шение известно под названием соотношения Лиддана - Сакса -
Теллера (ЛСТ) [ 252L Соотношение ЛСТ хорошо проверено экспери­
ментально. Оно хорошо работает в спектроскопии для определения 
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неизвестных параметров, таких, как характеристическая частота, 
е(0) или £0, Для кубических кристаллов с 5 ветвями ТО-колебаний, 
активных в инфракрасной области, которые могут взаимодейство­
вать с электромагнитным излучением данной поляризации, соотноше­
ние ЛСТ имеет вид [ 227] 

Отметим, что соотношение ЛСТ было распространено на ангармони­
ческие системы [ 28], системы с постоянными диполями [ 90] и на ко­
нечные волновые векторы [ 83]. В работе [ 28] указывается, что ЛСТ-
соотношение можно получить из общих принципов статистической ме­
ханики. В качестве обзора по динамике решетки ионных кристаллов, 
содержащих два атома, см., например, [353] , 

1.6. Микроскопическая теория динамики решетки 

1.6.1. Микроскопическая теория и феноменологические 
подходы 

И феноменологических подходах к динамике решетки силовые 
постоянные рассматривают как параметры, которые должны быть 
определены из экспериментальных данных. Чтобы получить адекват­
ное приближение, нужно, чтобы в модели не содержалось слишком 
большого количества параметров, причем последние должны иметь 
определенный физический смысл. Для многих систем были развиты 
различные подходы. 

В последние годы особое внимание было привлечено к динамике 
рошетки диэлектриков. В этих материалах учет поляризации ионов и 
объяснение наблюдаемых эффективных зарядов представляют собой 
иижные, насущные задачи. В предыдущем разделе мы рассмотрели 
феноменологические подходы к динамике диэлектриков (ионных крис­
таллов). Ниже мы коротко остановимся на альтернативных подхо­
дах - оболочечной модели, модели деформируемых диполей и модели 
шряда на связи. Более подробно они освещены в работах [ 86, 95, 171, 
152, 353]. 

В оболочечной модели ионы рассматривают как остов, с которым 
посредством изотропной пружины связана безмассовая оболочка, 
представляющая собой внешние валентные электроны. В этой модели 
нущоствует лишь один тип поляризации: относительное смещение ос-

|и*У7 
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Рис. 1.11. Иллюстрация короткодействующих силовых постоянных в оболо» 
чечной модели. F c n обозначает силовую постоянную между остовом 1 и 
оболочкой 2 и т.д. 

това и оболочки независимо от того, вызывается ли оно электричек 
ким полем или влиянием короткодействующих сил (рис. 1.11). Допол­
нительный учет радиально-симметричной деформируемости ионов, 
т»е. так называемой дышащей (breathing) деформируемости, позволя­
ет существенно улучшить приближение экспериментальных фононных 
дисперсионных кривых с помощью оболочечной модели. 

В модели деформируемых диполей «существуют два возможных 
типа поляризации, которые предполагаются независимыми: 1) поля­
ризация, вызываемая электрическим полем, 2) поляризация, вызывав 
мая перекрытием зарядов. Последняя возникает из-за нарушения 
сферической симметрии заряженного облака вокруг иона посредство! 
перекрытия с электронными зарядами ионов ближайших соседей 
(рис. 1.12). Согласно этому, волны в решетке вызывают возмущение 
заряженного облака вокруг данного иона, что эквивалентно точечно­
му диполю в точке невозмущенного положения иона* 1 

Применимость оболочечной модели к ковалентным веществам \\\м\ 
зывает возражение так как нефизично приписать электроны связи т<> 
му или другому атому, поскольку они между этими атомами распре­
делены. По-видимому, модель заряда на связи дает наиболее адекват­
ное описание этих веществ. В этой модели неполное экранирование 
ионов в ковалентных кристаллах посредством диагональной матрицы 
диэлектрической проницаемости компенсируется зарядами на связи; 
предполагают, что они расположены посередине между соседними 
ионами (риСо 1.13). Заряды на связи дают эффективные нецентраль­
ные силы между ионами и, таким образом, приводят к устойчивости 
решетки типа алмаза относительно скручивания. Из этого следует, 
что они соответствуют ковалентному характеру связи. Согласие меж 
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Рис. 1.12. Схематическое изображение искажения распределения заряда во­

круг отрицательного иона благодаря перекрытию распределений зарядов ио­

на с ближайшими положительными ионами. 

Рис. 1.13. Схематическое изображение модели заряда на связи. 2 Z - - остаточ­

ный заряд иона,возникающий вследствие неполной экранировки посредст­

вом диагональной матрицы диэлектрической проницаемости. (—Z) — заряд на 

связи (3C) . Присутствуют короткодействующие силы между ионами (F ) и 

кулоновские силы между ионами и 3C (F,). Если не предполагать 3C распо­

ложенными на середине расстояния между атомами, а разрешить им двигать­

ся адиабатически (аналогично оболочкам в оболочечной модели), для стаби­

лизации ЗС на их узлах необходимы короткодействующие силы ион — 3C 

{F ) . F* описывает взаимодействие связь — связь. (Согласно [412] .) 

«у фононными спектрами, вычисленными и определенными эксперимен-
i пльно, можно улучшить, если ввести адиабатическое движение заря-
м>в на связи* 

На первый взгляд, между различными феноменологическими мо-
тлями, используемыми для изучения колебаний решетки различных 



68 Глава 1 

систем, соответствия не видное Микроскопическая теория фононов 
дает инструмент для исследования таких возможных соответствий 
между различными моделями, потому что она представляет собой 
единый подход к колебаниям решетки как в проводящих, так и в непро­
водящих кристаллах* 

В микроскопической теории фононов общее выражение для сило­
вых постоянных выводится из микроскопического исследования сил 
между ионами, которые состоят из 1) прямого ион-ионного взаимодей­
ствия и 2) взаимодействия через электроньь Выражение для силы, 
действующей на ион, выводится посредством изучения отклика элект­
ронов кристалла на поле, возникающее при колебании ионов* Принимая 
приближения Борна - Оппенгеймера и гармоническое приближение, 
мсчно получить силы и, следовательно, динамическую матрицу, выра-
женные через матрицу обратной диэлектрической проницаемости 
e~l(k + К, к + К') (к - волновой вектор, приведенный к первой зоне 
Бриллюэна, К, К' - векторы обратной решетки) ([298], в качестве об­
зоров см, [ 43, 3491). 

Изучение аналитических свойств €~* как функции к вблизи к = О 
оказывается важным для установления связи между микроскопичес­
ким и феноменологическим подходами* Так, динамическая матрица 
(1.5*54), полученная для диэлектриков (ионных кристаллов) из чисто 
феноменологических соображений, может быть выведена микроскопи­
чески. В частности, может быть получено микроскопическое выраже­
ние для тензора эффективного заряда. Что касается металлов, то 
аналитическое поведение €~* указывает на отсутствие членов, содер­
жащих эффективный заряд. 

Из исследования длинноволновых акустических мод следует, что 
для диэлектриков все частоты акустических колебаний обращаются 
в нуль при k -> 0, если удовлетворяется условие нейтральности эффек­
тивных зарядов. Последнее уоловие подразумевает необходимость 
учета всех недиагональных элементов € - 1 , которые определяют nonpi 
ки на локальное поле* Это указывает на важность эффектов локаль­
ного поля в диэлектриках (включая также полупроводники, такие, как 
Ge или Si). В случае металлов такого условия не существует. Этот 
факт предполагает (в качестве наиболее грубого приближения) полно! 
пренебрежение недиагональными элементами 6_1о 

Таким образом, может быть, за исключением случая простых мв| 
таллов, практический микроскопический подход к динамике решетки I 
невозможен до тех пор, пока не решена задача обращения недиаго- I 
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нальной матрицы диэлектрической проницаемости. Следует отметить, 
что недавние теоретические исследования показывают, что эффекты 
локального поля могут быть важны и в простых металлах благодаря 
тому, что поведение электронов проводимости, особенно вблизи ос­
това, сильно отклоняется от приближения свободных электронов 
[415]. 

Представление Ваннье дает практический способ обращения мат­
рицы диэлектрической проницаемости. Таким способом можно вывес­
ти микроскопическую оболочечную модель, что представляет собой 
квантовомеханическое обоснование макроскопической оболочечной 
модели ([ 167, 353], в качестве обзора см. [ 168]). 

Вообще говоря, использование микроскопической теории для точ­
ного вычисления фононов требует более или менее строгих приближе­
ний для уменьшения трудностей в численном счете* Хотя микроско­
пические вычисления в последние годы дали впечатляющие результа­
ты, использование феноменологических моделей все еще остается 
незаменимым инструментом в большинстве исследований фононов, 
особенно в случае, когда необходимо объяснить экспериментальные 
результаты. 

1.6.2. 'Матрица диэлектрической проницаемости и 
динамика решетки1) 

При выводе микроскопического выражения для динамической матри­
цы применяют два подхода: либо все электроны системы рассматри-
наются одинаково, либо их делят на электроны, ответственные за 
"динамические" межатомные силы (валентные электроны), и элект­
роны, движущиеся жестко вместе с ядром (электроны остова). Пос­
леднее разделение предполагает, что вклад валентных электронов в 
матрицу диэлектрической проницаемости (ДП) велик по сравнению 
с остальными. Теорией, которая подчеркивает особую роль валент­
ных электронов, является теория псевдопотенциала, где полностью 
иренебрегается возмущениями электронов остова при смещении ядер, 
а принцип Паули учитывается требованием того, что волновые функ­
ции валентных электронов должны быть ортогональны волновым 
функциям электронов остова. Воздействие этого требования может 

9 Формулировка макроскопической теории динамики решетки, представ-
мяемая в разд. 1.6.2 и 1.6.3, до некоторой степени аналогична изложенной 
» работе [бб]. 
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быть представлено в виде некоего отталкивательного потенциала, 
который сильно сокращает притяжение остовов. В микроскопической 
теории фононов реальный псевдопотенциал, который, вообще говоря, 
нелокален, в большинстве случаев заменяется на локальный модель­
ный потенциал* В данном разделе это будет также рассмотрено. 

Дальнейшие посылки и предположения, обычно используемые в 
микроскопической теории фононов, следующие: 1) каждому иону соот­
ветствует классическое положение равновесия, а это означает, что 
мы принимаем приближение Борна - Оппенгеймера; 2) ион, сдвину­
тый из положения равновесия, взаимодействует с другими ионами и 
валентными электронами посредством классического электромагнит­
ного поля, создаваемого этими зарядами; 3) указанное поле может 
быть разложено в ряд по степеням ионных смещений, а уравнения мо­
гут быть линеаризованы, что означает, что мы используем гармони­
ческое приближение-

Потенциал в узле г кристалла при учете электрон-электронного 
взаимодействия в приближении Хартри имеет вид 

l ^ ) = F ^ + J d r ' i ^ l , (1.6.1) 

где < р(г) > - средняя электронная плотность, К (г ) - ионный потен­
циал, который, как предполагается, является суммой 

Vi(r)=2;vx(r-R(lH))9 (1.6.2) 
гдег^(г -R(lx)) представляет собой локальный псевдопотенциал *-го 
иона, расположенного в точке R{l,x) /-й элементарной ячейки. С по­
мощью уравнения Пуассона получаем распределение заряда 
?K(r -R{lK)) вокруг R(lx) 

QK(V - ЩЫ)) - -—AvH(r - ЩЫ)) , (1.6.3) 

или, в импульсном пространстве (см. П2.9), (П2.10)), 

Эффективный заряд [ pK(q))q=0 этого локального псевдопотенциала 
есть, по определению ZXi заряд ядра минус заряд электронов оста 

Положения равновесия х(1 х) ионов определяются из требования 
обращения в нуль сил Лоренца, действующих на каждый ион. Предпа 
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лагая отсутствие постоянного магнитного момента, можно записать 
условие равновесия иона (/ х) в виде 

О = / drQx(r - х(1к)) \ь\г) - Еы(г - х(Ы))}9 (1.6.5) 

где Ееч(г) — электрическое поле в положении равновесия (см. прило­
жение 2) 

Е**(г) = VV0{r) (1.6.6) 
07о(г) следует брать для иона, расположенного в точке х(1х)) или в им­
пульсном пространстве 

EeQ ( K ) = ___ KVQ(K) = ___ ЩУ№ + ̂  (Q(K))]. (1.6.7) 

Так как ионы не должны действовать сами на себя, необходимо вы­
честь вклад иона (1х) из величины Ещ (последний член в (1.6.5)). 

Записывая 
ЩЫ) = х(1к) + и{Ы) , (1.6.8) 

Получаем уравнение движения для смещения и(1х) 

Mx^^=F{lK,t), (1.6.9) 

Где F(l к, t) - сила, действующая на ион (/ х), а М ^ - масса х-го ио-
ftn. 

Колебания ионов приводят к плотности тока 
i(r,t)=^QK{r-x(bc))^u , (1.в.Ю) 

ч, в обратном пространстве, 

j(q, со) = ~гсо -f- £ e -^*«*4(g) u(lx, а)). (1.6.11) 

|тот ток рассматривается теперь как плотность внешнего тока в том 
рмысле (см. приложение 2), что он создает электромагнитное поле 
|г.м. (П2. 21)), действующее на электроны кристалла, и, таким обра­
тим, индуцирует новое поле. Результирующее внутреннее поле, ко­
торое является суммой внешнего и индуцированного полей, дается 
выражением 

«•»'(«, со) = Е T~\q, q', a>)j{q', со), (1.6.12) 
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где Г - 1 - величина, обратная тензору Т (П2.28). Полное микроско­
пическое поле равно EmicT = Ееч + Е{п1,п сила Лоренца, действующая 
на ион (I к), которая вызывается этим полем^ имеет вид 

F(he, со) = / drgH(r - R(hc)) [Emicr(r, со) - Elx(r - ЩЫ))\. (1.6.13) 

Здесь мы не учитываем вклад магнитного поля, так как этот вклад 
является величиной второго порядка по смещениям, а мы интересуем 
ся лишь величинами первого порядка. Величина Ег K не вносит вклад*» 
в первый порядок, так как она нулевого порядка по смещениям, а мы 
интересуемся лишь величинами первого порядка. Это можно увидеть, 
заменяя г ->r + R(lx) в (1.6.13). Учитывая условие равновесия 
(1.6.5), получаем в первом порядке выражение для силы 

F{hc, со) = у£ QH(-q) [E**(q) i(qu(hc, со)) + E™(q, со)] с'«*<'*>. 

(1.6.14) 

После подстановки (1.6.4), (1.6.7), (1.6.12) и (1.6.11) в (1.6.14) и ис­
пользования (1.2.17) уравнение движения (1.6.9) принимает вид 

-Мжа)Чьа(1х, ы) = - ^ £ U *ш1*{Ы)-*1'*'})Саа.(хх' | ксо) иа-(1'х\ со) 
* к Гх'а* 

+ \г I КЛК*> e*««*h*(K) -^- 2 V0(K) ил>(1*> «>), V fa 4я2е2 

где 
С<хАхх' I ксо) = 1 U <fvx*(q) eiKx{H) 

va 4яс 2 KKt 

X T-J,{U + K,k + Я ' , со) e-*K'*<*4'(q') t 

(1.6.15) 

(1.6.16) 

Здесь q = k + К, q' = k + К'. Эти обозначения будут использоваться 
и в дальнейшем. 

Исследуем аналитическое поведение матрицы С вблизи к = О* 
Наличие дальнодействующих кулоновских сил в диэлектриках приводит 
к неаналитическому вкладу в Саа >(хх'\ Лео) при к = 0. Чтобы выде­
лить этот вклад, обратим Т(к + К, ft + К ' , со), представляющую собой 
квадратную (<» х <*>)-матрицу по индексам К и К', с помощью следуй 
щих выражений для обращения квадратных матриц: 

М = Р Q 
R S М 

W X 
Y Z 

(1.6.17) 
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Здесь Ри S - квадратные матрицы. Легко проверить, что 

X = -WQS \ 

w = (P- Qs-my1, 
Z = S'1 + YW^X. 

(i.e.i8) 

Отождествим Р с элементом Т с К = К ' = 0 , а 1У - с аналогичным 
элементом Т"*1. Матрица 5 будет тогда матрицей Т без строки и столб­
ца с К = 0, которую будем обозначать через Т. Переписывая с по­
мощью (П2.28), (1.5.40) и (П2. 54) 

Т(к + Я, к + Я', со) = 

e(fc + Я, fc + Я', со) - t W g2c2 

Чя), (1.6.19) 

|'де с - тензор ДП, видим, что для К, К' 4 0 наибольшим является 
иторой член в правой части (1.6Л9). Таким образом, Т - почти чис­
то поперечная матрица и может быть приближенно обращена (см. 
(1.5.53)): 

Ф~а\(к +К,к + Я', со) = 

= 4.1-1(* + я, fe + я', ю)$;, + о ^ ) . (1.6.20) 
о 

1десь б-1 - матрица, полученная из матрицы ДП (см. (П2.55), (1.6Л9)) 
€(* + Я, fc + Я', со) - 27 № „ ' ( * + Я, fe + Я', со) ft, (1.6.21) 

аса' 

О 

мореходом от е к € (вычеркиванием строки и столбца с К = 0) и обра­
щением полученной матрицы. 

После обращения Т-1 в (1.6.16) описанным выше способом мат­
рица С представляет собой сумму двух частей С(1) и С<2>, которые, 
пообще говоря, имеют различное аналитическое поведение. Они дают-
«•и выражениями 
' /< ; ; ( * * ' I f e w ) £ q2vx*(Q) eiK*{*% x 1 _1_ 

X €-\к + Я, fe + Я', со) £ , е-»*'*<*'> tv(g') <?'2> j 
(1.6.22) 

(1.6.23) 



74 Глава 1 

с зависящим от к тензором эффективного заряда 

Zaa>{x \kco)^-±-£ «4(g) e-iKx{x) x 

х \д.*дт - (i - дКв) £ ЕМ*.fe + К>ш) х 

L К'фО /9 

X ̂ I'Hfc + К', к + Я, со) <V]. (1.6.24) 

Т-1 в (1.6.23) - тензор обратный к 
T(fe, o>) = [T~i(fe, fc, co)]-i, (1.6.25) 

физический смысл которого мы обсудим ниже. 
Адиабатическое приближение состоит теперь в замене динами­

ческого отклика электронов статическим, т.е. учитывается тот факт, 
что вследствие большого различия масс ионов и электронов, валент­
ные электроны мгновенно следуют за движением ионов. Таким обра­
зом, мы полагаем со = 0 в С< *> (1.6.22) и Z (1.6.23). Что касается 
остающейся зависимости величины Т(к, со) от со из-за запаздывания 
кулоновского взаимодействия между ионами, т.е. поляритонных эф­
фектов, то эта зависимость может быть учтена. 

Если мы пренебрегаем поляритонными эффектами (т.е* полагаг 
ем со= 0 в Т(Лсо)), полная величина T(q9 q, со) (см. (1.6.19)) являет­
ся почти чисто поперечной матрицей, и по аналогии с (1.6.20) мы имеем 

Т~},{к + К,к + К', 0) = фв€-Ч* + К, к + К , 0) # , . (1.6.26) 

Подставляя (1.6.26) в (1.6.25), мы получаем выражение С(2) (1.6.23) 

&&{**'\к°) = лШ^г£ [ W ( * Iк>0)]* [ W ( « ' I ^0)], (1.6.27) 

где (см. (П2.69)) 
€°(к) == [€-\к, к,а> = О)]"1 (1.6.28) 

представляет собой ДП, зависящую от *, и 
Е h^x | к, 0) 

• ^ f вЧ(«) e-iK^%^(kt к + К, 0) = Za{x | к). 
(1.6.29) 

Чтобы исследовать аналитическое поведение С<*> и С ( 2 ) при ма­
лых к, рассмотрим структуру е(к + К, к + К') я ̂ (А + К, А + К', со) 
и обратной ее величины при А -> 0, используя выражение для €, полу-
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ченное в приближении самосогласованного поля. Можно показать, 
что аналитические свойства, полученные в этом приближении, явля­
ются точными. В приближении самосогласованного поля мы имеем 
(см. (П2.56), (П2.77)) 

4тг / е2\ 
<Я> «') = <V + —г - 7 7 Е (kv\ eiQr \k'v') (k'v'\ e~iqr №') x 

qq \ VI kvkv' 

Ekv> — Ekv + h(w + ге) 
где | k\> > о&означают блоховскую функцию с волновым вектором А и 
зонным индексом v (см. (П2.72)), Ekv - соответствующая энергия, 
а ô(̂ fcv) "~ фермиевская функция распределения (П2.75). Как видно 
из (1.6.30), в диэлектриках единственные разрешенные переходы — 
межзонные. Используя тождество 

[е** Н0] = - ^ £ {е*грл + рл е№), (1.6.31) 

где Н0 — одночастичный гамильтониан в приближении самосогласо­
ванного поля (112.70), а р - оператор импульса, мы получаем 

<Ы ^ |fcV> = 1 z* <*1**Г1*У> , ( 

т.е. для межзонных переходов каждый матричный элемент в (1.6.30) 
стремится к нулю линейно по q. Мы видим, что е(к + К, к + К') име­
ет хорошо определенный предел для К, К' ф О, т.е. 6 и, следователь­
но, е-1 являются аналитическими функциями k при k -* 0. Следова­
тельно, С(1) (1.6.22) - аналитическая функция к при А -> 0. Она опи­
сывает только короткодействующие силы. Далее, из (1.6.30) и 
(1.6.32) видно, что при к -» О 

*(k,k)-+kQklk2, 
€(fc + К, fc) -*• kP*(K)/Jfe, (1.6.33) 
€(k,fe + K)->fcP(K)/ifc, 

где Q - тензор, Р(К) - вектор, не зависящие от к. Используя (1.6.33), 
(1.6.17) и (1.6.18), мы находим, что при к .-* О 

l^-itfe, le) -> feTfc/Jfc2, 
€-i(*> fc + K)l€-l(k, к) ->kU(K)lk, (1.6.34) 
б-Ч* + Я, к)1£-\к, к) -> kU*(K)IJc, 
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где Т - тензор, a U(K) — вектор, хорошо определенные при к. -» 0. 
Используя (1.6.27) - (1.6,29) и (1.6.34), получаем при к -> 0 

4тт 1 
&SW I W) - — -^- Е [M*(*)l* [MW(*)1> (fЛ-35) 

где 
Ze/K*) = - М * I 0, 0) (1.̂ .36) 

- тензор эффективного заряда. Из (1.6.35) мы видим, что С (2) в от­
личие от С(1> (1.6.22) не является непрерывной функцией при к = 0-
Эта неаналитичность вытекает из дальнодействующего характера 
кулоновского взаимодействия между ионами. 

Прежде чем приступить к обсуждению колебаний решетки в не­
металлах, рассмотрим аналитическое поведение величины С в метал­
лах при малых импульсах. Исследуя (1.6.30) и учитывая, что в ме­
таллах вносят вклад не только межзонные, но и внутризонные пере­
ходы, мы видим, что при к -» 0 

€(кук)-+А1к2, 
ф + К,к)-+В(К)1к, 
€(к,к + К)->В*(К)1к, 
ф + К, к + К') -> С(К, Я'), 

и, таким образом, с учетом (1.6.17) и (1.6.18) 
ll€-i{k9k)->D(K)jk*, 
€-*(* + Я, k)l*-*(k, k) -> E(K)/k, г б з 8 

€-\к, к + Я)/€-2(Л, к) -» Е*{К)/к, 
€~\к + К,к + Я') -> F(K, Я'), 

где А, В, С, D, Е и F - функции, хорошо определенные при к-* 0. Ис 
пользуя (1.6.37) и (1.6.38), мы видим, что С ( 1 ) , так же как и С ( 2 ) , ан 
литичны при к -» 0. Таким образом, для металлов разделение С на С^1 

и С<2>, согласно (1.6.22) и (1.6.23), не имеет особого смысла, и с уч| 
том (1.6.16) и (1.6.26) получаем в адиабатическом приближении 

с. Л**' I Щ =^TLZ *V(g) *iKx{x)$« x 

va 4:ле' КК> 
X €~l(k + K,k + ^O)$>-W e<"V(«')0 ' a> (1-6-39) 

где для металлов б - 1 не содержит неаналитических членов при 
* ^ 0 . 
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1.6.3. «Условие нейтральности эффективного заряда, 
акустические колебания и динамическая матрица 

Заменяя в (1.6.29) обратную матрицу ДП на функцию отклика плотнос­
ти заряда с помощью (П2.62) и используя акустическое правило сумм 
(П2.88), мы получим 

2>* ( * )=0 . (1.6.40) 
X 

Здесь первый член в скобках представляет собой полный заряд ионов, 
а второй — полный заряд валентных электронов (экранирующих элект­
ронов) в единичной ячейке. Правая часть (1.6.40) обращается в нуль 
из-за электронейтральности кристалла. Для кубических кристаллов 
тензор (1.6.36) диагоналей. Соответственно поперечный эффективный 
э&ряд е*(х) иона типа х дается выражением 

lim 2 ; Za(x | к) = lim ka€°(k) 
fc->0 x fe-»0 

k2vK(k) va ' 0 , (1.6.41) 

где штрих в последней строчке означает, что член сК = 0в сумме 
опускается. Zx есть заряд ядра минус заряд электронов остова (см. 
(1.6.4)). Из (1.6.40) и (1.6.41) получаем следующее условие нейтраль­
ности для эффективного заряда: 

е*(х) = lim X kZaiii* I &, 0) bfi = 

= lim f ! ^ l £ L Vx(q) e-tibMqkz-^k, k + K,0) = 

= ZX + lim ^ - £' -f Ъ(Ч) ^-iKx{x)qk^(kf к + Я, 0), 

(1.6.42) 
В частности, в случае ковалентного кристалла, составленного из 

одинаковых атомов, таких, как полупроводники IV группы, все под-
решетки эквивалентны, и мы видим из (1.6.42) , что е*(х) = 0 для всех 
«• Так как сумма затравочных зарядов Z К равна полному заряду эк­
ранирующих электронов, должно выполняться условие ^-XZX ^ 0. По­
этому из-за условия (1.6.42) по крайней мере хотя бы для ионов од­
ного типа второй член в правой части последней строки (1.6.41) не 
должен обращаться в нуль, а значит, недиагональные? элементы об­
ратной матрицы ДП е~х в диэлектриках являются существенными 
для выполнения условий электронейтральности (1.6.40) или (1.6.42) 
и, таким образом, для существования акустических колебаний, что 
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будет показано ниже. Следовательно, для неметаллических систем 
е-1 не может быть диагональной матрицей. С другой стороны, в ме­
таллах такое требование отсутствует, и это сильно облегчает вычис­
ление фононов из первых принципов. За деталями вычисления эффек­
тивного заряда отошлем читателя к работе [244] и ссылкам там. 

Вернемся теперь к вопросу о существовании акустических мод. 
Исследуя длинноволновое поведение акустических колебаний, мы 
пренебрежем эффектами запаздывания в (1.6.15), так как для таких 
мод мы имеем k = &/vs (vs • - соответствующая скорость звука), т.е. 
условие отсутствия эффектов запаздывания ftc/co> 1 (см. разд. 1.5) 
хорошо удовлетворяется. Подставляя (см. (1.5.11)) 

ил{1х, со) = —— va(lx, со) еШх(ы) (1.6.43) 

в (1.6.15) и используя (1.6.26), получаем выражение для динамичес­
кой матрицы (см. (1.3.37), pl.5.48)) 

1 
/>..'(**' | к) = iMxM«> L 

Слл'(хтс' | к) - <W х 

(1.6.44) Х ~ 2 £ КаКа> e**«*h*(K) KW0(K) V 4тге2 к 
г д е С а а ' ( * * ' и ) * саа'(**#1 *» °) Д а е т с я равенством (1.6.39). Исполь 
зуя (П2.62), из (1.6.44) и (1.6.7) и правила сумм (П2.82) получаем 

£ Сал-(хк' | 0) = i - ^ £ КаКл- еш*(*> v*(K) K*V0(K). (1.6.45) • 

Таким образом, с учетом (1.6.45) приходим к динамической матрице 
(1.6.44) 

Daa.{xx' | fc) = , 1 \Саа>(**' I *) - йш'ИСЛ**" I 0)1- (1Л.4в) ] 
\МХМХ> L J I 

Согласно (1.3.52) и (1.3.38), для существования акустических MOJ 
(частоты которых стремятся к нулю при ft -> 0 и чья амплитуда при 
ft -> 0 дается выражением (1.3.53) требуется, чтобы ' 

l im Z 1Ж-Олл.(хх' | fc) = 0. (1.6.47) 
fc-И) х' 

Из формулы (1.6.46) видно, что в случае металлов условия 
(1.6.47) выполняются тривиально, так как С-непрерывная функция 
ft при ft -> 0. Однако в случае диэлектриков из-за неаналитичности С(Я 

(1.6.35) в точке ft = 0 условие нейтральности (1.6.40), т.е. существо-
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вание ненулевых недиагональных элементов матрицы ДП, является 
необходимым и достаточным условием для выполнения (1.6.47). 

Чтобы продемонстрировать важную роль недиагональных элемен­
тов матрицы ДП (т.е. эффектов локального поля) для фононов в неме­
таллических веществах, мы изобразим на рис. 1.14 и 1.15 фононные 
спектры кремния, вычисленные без учета и с учетом недиагональных 

Рис. 1.14. Кривые дисперсии фононов для кремния. Сплошные линии предс­
тавляют теоретические результаты, полученные при пренебрежении недиаго­
нальными элементами матрицы диэлектрической проницаемости. Заметим, 
что это пренебрежение приводит к мнимым значениям ТА-ветвей. (Согласно 

[40] ; экспериментальные точки из ['121] .) 

Рис. 1.15. Кривые дисперсии фононов для кремния. Сплошные линии предс­
тавляют теоретические результаты, полученные с учетом недиагональных эле­
ментов матрицы диэлектрической проницаемости. Точками показаны экспе­
риментальные результаты. (Согласно [397] ; экспериментальные точки из 
[121] .) 
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элементов с помощью метода упрощенного псевдопотенциала. Мы ви­
дим, что основной недостаток результатов без учета эффектов локаль 
ного поля — появление мнимой частоты поперечной акустической мо­
ды, что приводит к неустойчивости кристалла относительно сдвига. 
Это, можно понять на языке отсутствия заряда на связи и, таким об­
разом, отсутствия нецентральных сил, возникающих из-за недиагональ 
ного экранирования. Более того, если взять матрицу ДП диагональ­
ной, то из-за неполного экранирования ионного заряда продольно аку­
стические моды стремятся к конечному пределу при к -* О, т.е. не 
выполняется акустическое правило сумм. Однако учет недиагональ­
ных элементов матрицы ДП дает действительную частоту поперечных 
акустических ветвей, что достаточно хорошо согласуется с экспери^. 
ментом. 

Микроскопическое выражение для динамической матрицы метал­
лов дается выражением (1.6.46) с величиной С из (1.6.39). В метал­
лах обычно полагается, что всевдопотенциал достаточно слабо иска­
жает волновые функции электронов по сравнению со свободным элек­
тронным газом. В этом случае для величины е можно взять выраже­
ние для свободных электронов, т.е. функцию Линхарда, которая лег­
ко получается в приближении самосогласованного поля (П2.77): 

€(к + к,к + к')= дкк. J1 + W * F 
h*jz \k + Я | 2 

*[1+1ТГ*ТМ1 <'«8» 
где х = | к. + ЛГ| / 2Ар, nkF - импульс Ферми свободного электронно­
го газа. Сингулярность при х = 1 в е (1.6.48) может привести к ин­
тересной особенности в фононном спектре металлов, которая состо­
ит в уменьшении частоты колебаний (мягкая мода) с волновым век­
тором, равным 2kF (особенность Кона). В то время как в трехмер­
ных системах эти аномалии довольно слабы, в одномерных системах 
предсказывают сильный эффект, что наблюдалось в некоторых ква­
зиодномерных системах (рис. 1.16). 

Микроскопическое выражение для динамической матрицы неме­
таллических систем имеет вид 

ДЛ**' I к) = , _ ! _ - [C&<**' | fc, 0) - <W £ С^{КК" | 0, 0)] + 
\МХМХ> L *" J 

+ —jL=C™.(**'\k9a>), (1.6.49) 
\МХМХ-
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О 0,5 1,0 
Волновое число k/(jc/Zc) 

Рис. 1.16. Влияние коновских особенностей на продольную акустическую 

фононную ветвь в направлении цепочки в квазидиомерной системе 

K2Pt(CN4)Br0 з *ЗН2 O j . Сплошная кривая изображает теоретические резуль­

таты, полученные в предположении, что электроны — одномерный свободный 

газ. Точки представляют экспериментальные результаты, с — постоянная ре­

шетки в направлении цепочки. (Согласно [157] ; экспериментальные точки 

из [321] .) 

где С(*> дается (1.6.22) при со= 0, а С(2> с учетом поляритонных 
эффектов (см. (1.6.23)) представляется в форме 

4л: 
V(l PP' 

или, в пренебрежении поляритонными эффектами, в форме (1.6.27). 
Сравнение (1.6.49), (1.6.50) и (1.6.49) показывает, что эти выраже­
ния являются микроскопическим аналогом феноменологической 
формулы (1.5.49). Чтобы увидеть это, следует отметить, что тензор 
Т, появляющийся в (1.6.50), имеет смысл макроскопического тензо­
ра Т, который, согласно определению, связывает полное поле крис­
талла с плотностью внешнего тока уравнением, аналогичным (П2.27). 
Это следует из (1.6.12) (с q = q = к) и (1.6.25). С помощью уравнения 
(аналогичного (1.6.19)) для макроскопического тензора Т можно до­
казать эквивалентность тензоров Т в (1.6.50) и (1.5.46). 

Отметим, что из соотношений (1.6.49), (1.6.50) и (1.5.49) следует 
что е*(х) в (1.6.41) представляет собой эффективный борновский за­
рядили поперечный эффективный заряд (см. разд. 1.5). 

6-^7 
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1.6.4. Электронный отклик в представлении Ваннье 
Любые вычисления фононных спектров из первых принципов на 
основе уравнений (1.6.46), (1.6.39) требуют обращения матрицы /1 
€(А + К, k + К'9 со). В пределе свободных электронов е диагональна 
по индексам К и К' и может быть обращена как простое скалярное 
число. Однако в общем случае, когда важна периодичность решетки 
(например, переходные металлы, полупроводники, ионные кристаллы), 
прямое обращение бесконечномерной матрицы € невозможно. 

Обращение 6 можно выполнить, используя представление Ваннье 
в выражении € в приближении самосогласованного поля [ 167, 298] 
(см. также обзоры [5, 168, 354] и ссылки там). Для этого запишем 
€ (1.6.30) в виде 

ф + К,к + К, „) = , „ + ]к + щ1к + К] (~у) х 

£vi/ &hv — Як+kv' + n{o) + ie) 

X (fc + lev'l е*<*+к> \kv), e - > + 0 , (1.6.51) 

где волной обозначены электронные волновые векторы. Рассмотрим 
несколько электронных зон, пересекающихся между собой, но отделен­
ные от других зон. Тогда возможно сконструировать функции Ваннье 
I nl > (< г | nl > = фп(г -х(/))), которые экспоненциально спадают на 
бесконечности и обладают свойством ортонормированности 

(Щ\пТ) = дяя;дц.. (1.6.52) 
Елоховские функции получаются с помощью унитарного преобразова­
ния 

\hv) = tf-i/2 27 c,n(fc) 27 е***«> |n)J, (1.6.53) 

где N - число узлов решетки, a cvn(ft), так называемый собственный 
вектор зонного комплекса, является унитарной матрицей по индексам 
п, v. Число функций Ваннье, связанных с единичной ячейкой, равно 
числу пересекающихся зон. Заметим, что материалы с более чем од­
ним атомом на элементарную ячейку функции Ваннье охватывают бо­
лее чем один атом, а, вообще говоря, они охватывают все атомы в 
элементарной ячейке. 

С помощью функций Ваннье величину € (1.6.51) можно переписать 
в виде 
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где 
Мк + К)== \и + к\ / dr **(г) х 

и 

ф + К,к + К', со) = дкшг - £А8(к + К) Nasik, со) А}(к + Я') ЕЕ 
as' 

з*\ — ША+, (1.6.64) 

2еУя 

X exp 

2Г.Л*, ю) = - i £ exp [i(fc + fc) И ) - *(*'))] x 

Xcv*Wl(fe) <v„2(fc + fc) e&jft + h) cvn>(k) x 

^ v — JEje+fev- + u(w + ге) 
Здесь индексом 5 обозначается набор индексов I, п1$п2, входящих 
в (1.6.55). Из-за того что матрица (1.6.54) представляется в виде 
произведения двух сомножителей, она может быть формально легко 
обращена, что дает 
€-*(к + Я, к + К', со) = дкк + Е Л(* + К) S£(k, со) A*s,{k + Я')=| 

88' I 

= 1+ЛЯ-1Л+; ) 
(1.6.57) 

здесь матрица S дается выражением 
S = N~1- V ', (1.6.S8) 

где 
У**' = 27 <*.*(* + Я) ^(fc + Я). (1.6.69) 

к 
Для практического использования размерность матрицы N, входя­

щей в S -1 в (1.6.57), не должна быть слишком большой, т.е. функции 
Ваннье должны быть хорошо локализованы, а число учитываемых элек­
тронных зон должно быть достаточно разумным. Более того, чтобы 
иметь количественные выражения для функций Ваннье, часто вместо 
таких функций для вычисления е-1 используются функции, состав­
ленные из линейной комбинации атомных орбиталей (ЛКАО). В слу­
чае металлов, особенно в случае переходных металлов, размерность 
N может быть уменьшена с помощью комбинированного ЛКАО-ОПВ 
(ортогонализованные плоские волны) описания, которое разделяет 
матрицу ДП на две части: диагональную часть, связанную с внутри-
зонными переходами в зоне проводимости 5 -типа (5 -электроны опи-
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сываются ОПВ-функциями), и недиагональную часть, связанную с 
вкладом хорошо локализованных d-электронов. В результате мы имеем 

€(fe + Я, к + Я', со) = €0(к + Я, со) дКК -
- Е А*№ + Я) Nu-{k, оо) A$(k + К') , 

(1.6.60) 
а обращенная матрица ДП приобретает вид 

€-*(* + Я, fe + Я', со) - *0-i(k + Я, со) <W + 
+ €0-i(fc + К, со) JT 4,(к + Я) £&(к, со) х 

х Л ^ + Я ' ^ с Г ^ + Я ' ) , 
где S дается выражением 

: Е Л*(к + Я) ЛИ* + Я) €0-i(fc + Я, со). 

(1.6.61) 

(1.6.62) 

Подставляя (1.6.61) в (1.6.39), получаем выражение для матрицы 
С, которая определяет динамическую матрицу (1.6.46) 

саа>(хх> | к) = 1 - Ц Е №(я) Ьч-Чя) й^Ая) q\ 
^ еЖ(х(х)-Х(х')) + 

где 
Ua

8{k, к) = 

+ -Z,^(fe^)^-me;*(fe,^)> 

1 £e^<«>^^^(<*) 9 2е^тг я *о(«) 

(1.6.63) 

(1.6.64) 

и q = ft + К, a ̂ (q) = б0(^# со= 0). Заметим, что в случае нескольких 
атомов в элементарной ячейке мы можем выразить функции Ваннье 
с помощью линейной комбинации орбиталей, локализованных в узлах 
атомов соответствующей ячейки. В этом случае в приведенных выше 
формулах величина As (к + К) должна быть заменена на As (k, К) = 
= 4 .(*+K)S(K)frAB 

S(K) = —E e-W (1.6.65) 

- структурный фактор (г - число атомов в ячейке), a i s(A + К) охва­
тывает орбит али, локализованные на атомных узлах. 

Первый член в (1.6.63) соответствует электростатическому вза­
имодействию между ионами, экранированному ДП ̂ 0(д). Второй член 
происходит от распределенных диполей, которые связаны с хорошо 
локализованными электронами заполненных зон. В случае простых 
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металлов вторым членом обычно пренебрегают, т.е. предполагают, 
что е диагональна. В диэлектриках €0(q) = 1, что приводит к диполь-
ной модели. В диэлектриках, а также в благородных и переходных 
металлах при вычислении матрицы ДП должны учитываться как чле­
ны, содержащие €0(q), так и Nss ». Это приводит к модели экраниро­
ванных диполей. 

Используя соответствующую параметризацию, можно показать, 
что выражение (1.6.63), представляющее собой общую модель экра­
нированных диполей, воспроизводит либо модель оболочек, либо мо­
дель заряда на связи в зависимости от величины рассматриваемого 
параметра. Это позволяет использовать это выражение для исследо­
вания условий применимости различных методов и моделей, разра­
ботанных для описания колебаний решетки различных видов кристал­
лов (включая простые металлы, ковалентные вещества и ионные крис­
таллы), а также соотношение между ними. 

Вычисления фононов, базирующиеся на матрице ДП типа (1.6.60), 
были проведены достаточно успешно для различных систем, таких, 
как ионные кристаллы, переходные металлы и их соединения (см. 
[ 168] и ссылки там). В частности, аномалии фононов (смягчения фо­
нонов), наблюдающиеся в ряде переходных металлов и их соединений 
(см. рис. 1.17), могут быть воспроизведены с помощью таких вычис-

Рис. 1.17. Дисперсионные кривые для акустических фононных ветвей в NbC 
со структурой NaCl). Сплошные кривые — результат теоретических вычисле­
ний, основывающихся на матрице диэлектрической проницаемости вида 
(1.6.60). Кружки и треугольники — экспериментальные результаты. Прова­

лы на дисперсионных кривых (мягкие моды) имеют место также для неко­
торых других соединений переходных металлов. (Согласно [168] ; экспери­
ментальные результаты из [356] .) 
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лений. Эти аномалии относятся ко второму члену в правой части 
(1.6.63), т.е. определяются квазилокальной природой электронных сос­
тояний, существующих в этих веществах, В частном случае соедине­
ний переходных металлов благодаря гибридизации металлических 
d-состояний и неметаллических ^-состояний вблизи уровня Ферми зна­
менатель матрицы S -1 = (ЛМ - V)-1 может быть малым для некото­
рых величин к. Это приводит к увеличению резонансного типа зарядо­
вого отклика, который описывается с помощью е~г (см. приложение 2) 
или AD~1A+

% Появления флуктуации заряда сильно влияет на решетку 
(посредством члена US _1Г7+ в динамической матрице) и, таким обра­
зом, приводит к фононным аномалиям и нередко даже к структурным 
фазовым переходам. Интересно отметить, что параметр электрон-
фон онного взаимодействия также входит в матрицу S -1, что объясня­
ет взаимосвязь между смягчением фононов и высокими значениями 
критической температуры сверхпроводящего перехода в переходных 
металлах и их соединениях ([ 168, 3551). Заметим, что альтернативным 
объяснением фононных аномалий в соединениях переходных металлов 
является рассмотрение особенностей топологии электронных зон 
вблизи энергии Ферми [ 400, 413] (в качестве обзоров см. [ 8, 355]), 
что подчеркивает важную роль металлической связи. Более того, в 
работе [ 136] указывается, что такие фононные аномалии могут воз­
никать из-за особенности поверхности Ферми, приводящей к измене­
нию поляризуемости. В одной из последних.работ задача обращения 
матрицы ДП б£водилась к разбиению е на соответствующую прибли­
женную часть е и остающуюся часть так, что все взаимодействия в 
электрон-ионной системе перенормировались величиной €_1и могла i 
использоваться теория возмущений для вычисления динамической 
матрицы [135]. Эта процедура проще, чем описанные выше обращения 
ДП на основе локального приближения. 

Обратим внимание на другой микроскопический подход к динами­
ке решетки. В этом подходе пытаются вычислить и использовать ади­
абатические волновые функции также для неравновесных положений 
атомов, используя локальные волновые функции, которые вычисляют­
ся с помощью минимизации выражения Хартри - Фока для полной 
энергии фиксированной атомной конфигурации. Окончательно нерав­
новесные орбитали разделяются на две части: одна часть следует за 
остовом при его смещениях, другая часть описывает деформацию ор-
биталей при смещении атома. Таким образом, энергия делится на 
часть, соответствующую жесткому иону, и деформационную часть, ко-
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торая дает выражение для динамической матрицы, немного более об­
щее, чем в модели деформирующегося диполя. Такой подход был раз­
вит в [ 433] для неметаллов и аналогично в [ 400] для переходных ме­
таллов и соединений. Вычисления силовых постоянных, дисперсион­
ных кривых фононов, эффективных зарядов и т.д. для Ga As [ 226] 
также принадлежат к категории расчетов из первых принципов. Исто­
рически, впервые такой подход был предложен Толпыго с сотр. [ 393, 
394] в 50-х годах. 



2 
Динамика 
решетки кристаллов 
с беспорядком замещения 

2.1. Общие особенности неупорядоченных систем 
2.1.1. Введение 

Периодичность решетки кристаллических веществ существенно упро­
щает любые теоретические исследования физических свойств. В та­
ких веществах динамическая матрица представляет собой простую 
повторяющуюся картину, что позволяет свести задачу нахождения 
собственных значений с матрицы размерности порядка dN (d - раз­
мерность системы, N — полное число атомов в ней) к набору матриц 
размерности порядка dr(r - число атомов в элементарной ячейке). 
Однако почти все реальные вещества не являются периодическими, и 
даже специально приготовленные кристаллы содержат дефекты решет­
ки. Из-за отсутствия периодичности динамическую задачу для таких 
систем, за исключением немногих частных случаев, нельзя решить 
точно. 

Простейший непериодический кристалл - это кристалл с малой 
концентрацией дефектов (примесей), которые не взаимодействуют 
друг с другом (разд. 2.2). В этом случае динамическую задачу мож­
но свести к задаче об одиночном изолированном дефекте. Последняя 
задача может быть решена точно. Важным инструментом, использу­
емым для этого, является метод функций Грина. Особенно удобным 
оказывается метод двухвременных зависящих от температуры функ­
ций Грина, так как они напрямую связаны с зависящими от времени 
корреляционными функциями, через которые могут быть выражены 
экспериментальные величины (разд. 2.1.3, приложение 3)„ 

Дефекты изменяют как собственные частоты, так и собственные 
векторы нормальных колебаний. Собственные частоты, лежащие внут­
ри зоны разрешенных частот, сдвигаются под действием дефектов 
лишь на небольшую величину порядка О (1//V). Однако собственные 



Динамика решетки кристаллов с беспорядком замещения 89 

частоты, лежащие вблизи края зоны, могут распространяться на за­
прещенную область. Если искажения решетки дефектами достаточно 
велико, сдвиг частот нормальных колебаний относительно края разре­
шенной зоны может быть достаточно большим. Моды, получающиеся 
в результате, называются локализованными модами, поскольку амп­
литуда таких колебаний спадает быстрее, чем экспоненциально, как 
функция расстояния от дефекта. Хотя под действием дефектов часто­
та колебаний внутри зоны и сдвигается лишь на величину порядка 
0(1 /N), амплитуда таких колебаний может сильно изменяться в обла­
сти порядка 1/N от размеров кристалла вблизи дефекта, особенно 
когда дефект имеет характерную частоту в области разрешенной зо­
ны частот колебаний. В этом случае появляются резонансные (квази­
локальные) колебания, которые характеризуются большой амплитудой 
смещений атомов вокруг дефекта в узкой области частот вблизи ха­
рактерной частоты дефекта. Другой эффект, вызываемый дефектами, -
ослабление правил отбора, которые вытекают из закона сохранения 
импульса кристалла h. Поэтому при наличии дефектов в спектры ин­
фракрасного поглощения и комбинационного рассеяния уже могут 
вносить вклад те моды (например, акустические в однофононных про­
цессах), которые в идеальном кристалле на указанные спектры вли­
ять не могли. На эти спектры могут также влиять изменения точеч­
ной симметрии кристалла, обусловленные наличием дефектов. Соглас­
но этому, оптическими методами оказывается очень удобно изучать 
влияние дефектов на динамику решетки. 

Следует отметить, что приближение изолированных дефектов хо­
рошо работает лишь при малой концентрации дефектов, хотя и для до­
статочно большой концентрации дефектов на основе этого приближе­
ния можно сделать некоторые по крайней мере качественные выводы. 
Когда концентрация дефектов растет, их уже нельзя считать незави­
симыми, и нам приходится иметь дело с неупорядоченным веществом 
как таковым. Помимо явлений, аналогичных наблюдаемым в системах 
с одинаковыми дефектами, в системах с большой концентрацией при­
месей возникают новые явления, такие, как локализованные, состоя­
ния, связанные с кластерами дефектов, или, в более общем виде, ло­
кализованные состояния, связанные с отсутствием дальнего порядка 
(локализация Андерсона). Основная проблема, касающаяся неупорядо-
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ченных твердых тел, состоит в том, что нам неизвестна микроскопи­
ческая конфигурация атомов в данном образце. Более того, даже ес­
ли микроскопическая конфигурация известна, невозможно реально ре­
шить соответствующую задачу на собственные значения. Поэтому 
была развита концентрация усреднения по ансамблю (усреднения по 
конфигурациям) физически наблюдаемых величин, где ансамбль со­
стоит из элементов, которые соответствуют возможным атомным кон­
фигурациям, не различимым макроскопически. Так, полагая, что эк­
сперимент, вообще говоря, дает сведения о средних по ансамблю ве­
личинах, теоретики с самого начала интересуются только усредненны­
ми по ансамблю наблюдаемыми величинами. 

Для исследования колебательных свойств неупорядоченных твер­
дых тел используются как численные, так и аналитические методы. 
Отправной пункт для вычисления с помощью численных методов -
уравнение движения атомов для конкретной неупорядоченной системы, 
содержащей N атомов. Когда N велико, полагают, что свойства, вы­
численные для конкретной системы, имеют отношение не только к ней, 
но и ко всему ансамблю систем, которые она представляет, т.е. пола­
гают, что рассматриваемая система является самоусредненной. Сущ­
ность применения аналитических методов заключается в том, что 
физические свойства неупорядоченной системы выражаются как сред­
нее по ансамблю от соответствующих свойств систем с хорошо опре­
деленной конфигурацией. Считают, что рассматриваемые неупорядо­
ченные системы, вообще говоря, являются эргодическими, т.е. пред­
полагают, что распределение случайных величин в конкретной систе­
ме такое же, как по ансамблю систем с той же самой статистической 
структурой. 

Успехи, достигнутые за последние два десятилетия в численном 
изучении неупорядоченных систем, во многом предопределила так 
называемая теорема об отрицательных собственных значениях 
(разд. 2.1.2). Для некоторых типов динамической матрицы эта теоре­
ма позволяет с большой точностью оценить распределение собствен­
ных значений с помощью существенно меньшего количества действий, 
чем то, которое потребовалось бы для полной диагонализации. Отдель­
ные собственные векторы нормальных колебаний и соответственно 
спектры, отвечающие инфракрасному поглощению, комбинационному 
рассеянию и рассеянию нейтронов могут быть вычислены таким пу-
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тем даже для довольно реалистичных неупорядоченных систем. Чис­
ленные результаты - это и важный критерий для проверки справедли­
вости приближений, используемых в аналитических подходах. Наибо­
лее важен для аналитического исследования неупорядоченных систем 
метод функций Грина, так как он более всего соответствует концеп­
ции усреднения по ансамблю: необходимо вычислять усредненные по 
ансамблю функции Грина, через которые легко выражается большин­
ство интересующих нас экспериментальных величин. За последнее де­
сятилетие был достигнут большой прогресс в разработке стандартных 
приближений для вычисления средних по ансамблю значений гринов 
ских функций. Как метод гриновских функций, так и теорема об отри­
цательных собственных значениях сыграли большую роль в развитии 
исследований колебательных свойств неупорядоченных твердых тел. 

Существуют, грубо говоря, два класса неупорядоченных систем: 
а) системы с дефектами замещения, ячеечным беспорядком или бес­
порядком состава, б) системы с беспорядком расположения, тополо­
гическим или структурным беспорядком. Сплавы с неупорядоченным 
составом и смешанные кристаллы, а также кристаллы с примесями 
замещения принадлежат к первому классу. Стекла, аморфные сплавы 
и суперионные проводники находятся среди веществ второго класса. 
В данной главе мы будем иметь дело только с системами, принадле­
жащими первому классу. Гл. 3 будет посвящена системам второго 
класса. В этой главе мы рассмотрим также эффект локализации сосн 
тояний, возникающий из-за отсутствия дальнего порядка. 

При рассмотрении элементарных возбуждений в системах с бес­
порядком замещения с помощью функций Грина наиболее важно так 
называемое приближение когерентного потенциала (ПКП) [363, 377]. 
В этом приближении усредненная по ансамблю гриновская функция 
вычисляется при допущении, что атом помещен в эффективную среду, 
которая определяется самосогласованно из требования обращения в 
нуль амплитуды рассеяния (атомами) возбуждений, которые этой сре­
дой определяются. ПКП представляет собой вариант теории среднего 
поля, аналогичной теории молекулярного поля в магнетизме. С помощы 
ПКП и особенно его модификаций, учитывающих кластеры атомов, в 
последние годы было достигнуто довольно хорошее согласие с числен­
ными и экспериментальными результатами (см. разд. 2.3). 
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Для ознакомления с деталями читателю следует обратиться к об­
зорам: [ 27, 250, 254, 255, 257, 379] - примеси в кристаллах, [428] -
ПКП, [37, ПО, 408] - численные методы; в частности, приложение 
метода функций Грина и численных методов к одномерным неупорядо* 
ченным системам см. в [424]. 

2.1.2. «Численное определение частотного спектра и 
собственных векторов 

Рассмотрим систему с динамической матрицей D ,{1Г) = 
= Фаа'(/Г)(М{Мг)~,/2 (ср. (1.3.10)), где ф - гармонические силовые 
постоянные, аМ - масса 1-го атома. Заметим, что D - действитель­
ная, симметричная матрица и что ее собственные значения, следова­
тельно, действительны. В случае короткодействующего воздействия 
D имеет простой вид: все элементы, лежащие дальше определенно­
го расстояния от главной диагонали, равны нулю. Вначале мы рас­
смотрим задачу вычисления частотного спектра D. Для этого обозна­
чим через ц (D (со2)) число отрицательных собственных значений 
матрицы D (со2) = D - со21, которое равно числу собственных значе­
ний D, меньших, чем со2. Функция распределения квадратов собствен­
ных значений G(co2) (cpe разд. 1,4) может быть легко связана с 
П(0(«2)). 

(О* 

<n(D^)) =dN J d(eo'2) £(eo'2), (2.1.1) 

о 
где d - размерность системы, N - число атомов в ней. Используя 
это равенство, можно представить функцию распределения квадратов 
частот в форме гистограммы. Теорема об отрицательных собствен­
ных значениях дает эффективный метод оценки величины r\(D (со2)) 
для матриц D большой размерности, появляющихся в динамике решетки 

Если матрицу D (со2) разбить таким образом: 

О,(о 
r,T «.J 

(2.1.2) 

где X , Z - квадратные матрицы, а У обозначает транспонирован* 
ную матрицу У , то теорема об отрицательных собственных значени­
ях гласит, что 

П(Щ**)) = *?(.*,) + n(Dt{afi)), (2.1.3) 
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где D (со2) выражается через блок D (со2) с помощью равенства 

Ha(a>«)=Z1~r1
2,lTr1Iri- (2.1.4) 

Если D (со2) разбить аналогично D^co2) в (2.1.2) и продолжить эту 
процедуру далее, окончательно получим 

dN 
r}(Di("z))=Zv(Xi) 

где 
Щь>2) -

(2.1.5) 

(2.1.6) 

Таким способом ritD^co2)) для матрицы D2(co2) выражается через на­
бор величин г)(Х.) для матриц X. меньшего порядка, чем D „ Для 
удобства в качестве X. обычно используют (П)-элемент матрицы 
D. (со2), т.е. скалярную величину» Таким образом, число собствен­
ных значений действительной симметричной матрицы D, меньших со2, 
просто становится равным числу отрицательных скалярных величин 
из набора J X. (со2)!. 

Доказательство теоремы об отрицательных собственных значени­
ях основывается на том факте, что число отрицательных собственных 
значений симметричной матрицы равно числу изменений знака между 
последовательными главными минорами при условии, что нулевой ми­
нор является положительным. Напомним, что главным I-M минором 
матрицы А, называется детерминант, составленный из первых i строк 
и столбцов матрицы Л. Чтобы проверить (2.1.5), запишем 

1<*> О 
.0 (Zt 

(2.1.7) 

где полагаем, что X"*1 не имеет особенности, и где 1(х) и 1 ( г ) - еди­
ничные матрицы того же порядка, что и X и Z соответственно. Из 
структуры первого сомножителя в правой части (2Л .7) следует, что 
главный минор во втором сомножителе совпадает с главным минором 
D1 (со2). Полагая для простоты X скаляром и учитывая процедуру раз­
биения (2.1.6), с очевидностью получаем результат (2Л .5). Для более 
строгого доказательства (2.1.5) отсылаем читателя к работе [ПО]. 
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Вычисление отдельных собственных векторов нормальных колеба­
ний требует аккуратной оценки соответствующих собственных значе­
ний. Такая оценка может быть получена посредством описанного вы-
ше метода, использующего то свойство, что ^(D^co2)) изменяется на 
единицу, когда со2 проходит через точную собственную частоту со2

 в 

Начиная с удобного частотного интервала, охватывающего со , иссле-
дуя изменения r\(D (со )) и последовательно уменьшая этот интервал 
вдвое, можно найти величину со с необходимой точностью. Пусть 
со ' - вычисленное приближение к собственному значению со , собст­
венный вектор которого надо определить. Этот собственный вектор 
можно определить с помощью метода обратных итераций, который со­
стоит в итерации уравнения 

(D - т'Ч) vk - »*_!, к = 1, 2, .... (2.1.8) 
Здесь 

«* = t?*/max(t?*), (2.1.9) 

где max(i/,) означает наибольший по модулю элемент t/, „ Начальный 
пробный вектор v может быть выбран произвольно или интуитивно. 
Раскладывая tT по истинным собственным векторам х1 (I = 1 , . . . > dN 
матрицы D 

dN 
%*=EbiXl9 (2.1.10) 

с точностью до нормировки после к итераций мы будем иметь 
dN 

г к = Е bsW ~ «о'8)"**/- (2.1.11) 

Таким образом, если со существенно близко к собственному значе­
нию cos , чем к другим, то компонента х- (i +s) вектора vk быстро 
падает с ростом к и наблюдается быстрая сходимость к ж,, 

На рис. 2.1 и 2,2 показаны результаты численных расчетов ко­
лебательных спектров двухкомпонентной неупорядоченной линейной 
цепочки с взаимодействием между ближайшими соседями, С точно­
стью до графических погрешностей кривая для 32 000-атомной цепоч­
ки (рис. 2,1, а) совпадает с кривой для 250 000-атомной цепочки 
(рис. 2Л, 6)), что можно считать хорошей сходимостью к кривой для 
цепочки с бесконечным числом атомов. Сравнивая эти кривые с соот­
ветствующей кривой для 8 000-атомной цепочки, мы видим, что даже 
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Рис. 2.1. Вычисленный квадратичный частотный спектр для двух компонент­
ной цепочки с неупорядоченными массами при одинаковом числе легких и 
тяжелых атомов. Отношение масс между двумя компонентами равно 2:1, 
длина цепочки — 32 000 атомов в случае а и 250 000 атомов в случае б. а — 
разрывной кривой показаны результаты вычислений с помощью метода мо­
ментов, пунктирной линией — квадратичный частотный спектр упорядочен­
ной решетки. На рис. б обозначены отдельные пики, возникающие из клас­
теров легких атомов, на которых указаны размеры кластеров. СО |_ — наи­
большая частота решетки, содержащей только легкие атомы (по [110] ) . 

последняя достаточно хорошо воспроизводит все существенные спект­
ральные особенности. На рис 2А, а мы также изобразили результа­
ты вычисления плотности состояний с помощью метода моментов, 
которые основываются на первых семи моментах, полученных с по­
мощью (1,4.28) из динамической матрицы D. Мы видим, что такие вы­
числения не воспроизводят правильной картины частотного спектра из-
за малого количества учтенных многочленов. Из рис. 2.1 и 2.2 видно, 
что квадратичный частотный спектр неупорядоченной цепочки сущест­
венно отличается от простого [/-образного спектра регулярной одно­
атомной цепочки или от двойного 17-образного спектра регулярной 
двухатомной цепочки (последний показан для сравнения на рис. 2.1,а). 
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Рис. 2.2. Вычисленный квадратичный спектр для двух компонентной цепочки 

с неупорядоченными массами при отношении масс компонентов 2:1 и длиной 

8000 атомов. с^_— означает концентрацию легких атомов. (Согласно [110] .) 

Рассматривая полученные численно собственные векторы, можно по< 
казать, что пики в области больших частот возникают вследствие 
сильно локализованных колебаний кластеров из одного, двух, трех, .. ( 
легких атомов, ограниченных тяжелыми атомами» Соответствую* 
щие пики обозначены на рис. 2А,б цифрами "1" , "2", "3й , . . . ^ о б ­
ласти низких и средних частот эти колебания оказываются сущест­
венно менее локализованными, чем их высокочастотные ветви. Даль-
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нейшие численные результаты, в частности, касающиеся проблемы 
локализации, описаны и обсуждаются в гл. 3„ 

Другой важный метод в изучении динамики решетки - это метод 
молекулярной динамики [ 317, 405]. В этом методе численно решают 
уравнения движения Ньютона, используя конечное число частиц с пе­
риодическими граничными условиями для данного потенциала меж­
атомного взаимодействия. Если предположить, что система является 
эргодичной, то оценки для средних по микроканоническому ансамблю 
можно получить с помощью усреднения по времени. Канонический 
ансамбль можно представить, рассматривая вместо уравнений Ньюто­
на набор уравнений Ланжевена. В этом приближении предполагают, 
что атомы испытывают столкновения с существенно более легкими 
частицами, которые представляют собой термостат, определяющий 
температуру [ 339, 340]. Метод молекулярной динамики имеет то пре­
имущество, что энгармонизм может быть включен точно. (Приложе­
ния метода молекулярной динамики к динамике решетки неупорядо­
ченных систем см., например, в [ 191 Зо) 

Метод уравнения движения также относится к методам молеку­
лярной динамики ([35] и ссылки там). Это очень эффективный метод 
для изучения гармонических неупорядоченных систем (см0 раздо30Зо1). 

2.1.3. Функция Грина и теория многократного рассеяния 
в динамике решетки 

Обычно считается, что атомы в системах с беспорядком замещения 
расположены случайно в узлах регулярной решетки, т0е0 х(1х) = 
= х(1) 4- х (к), где х(1) обозначает положение /-й элементарной ячей­
ки, а х(х) - положение к-го узла внутри ячейки. Гамильтониан такой 
решетки в гармоническом приближении имеет вид (ср. (1.3.1)) 

где р (1х) и иа (1х) - декартовы координаты операторов импульса и 
смещения атома в узле (Ы, аМиф означают массы атомов и сило­
вые постоянные соответственно. Отметим, что, вообще говоря, в си­
стемах с беспорядком замещения массы зависят от / , а ф не являет­
ся трансляционно инвариантной в отличие от ситуации упорядоченной 

7-297 
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системы, описываемой гамильтонианом 

/„« ZiW [К) L ц'нх'аа' 

с массами М°(н) и силовыми постоянными Ф°а.(^*> / %0 = 
= Фа°в'(0*,Г - I*'). 

Для вычисления термодинамических средних физических величин 
удобно использовать двухвременные зависящие от температуры функ 
ции Гринас Большинство этих функций содержат корреляционную фуш 
цию смещение - смещение (см0 приложение 3) 

оо 

J**'(lx> V*', со) = f dt е1">1(ил{1х, t) ил>(1'х', 0)>, (2.1.14) 
— оо 

где 
Тш ~7Ш (2.1.15) 

ua(lx, t) = еп иа(1х) е h , 
(...) -Тг{е-^. . .}/Тг{е^ я}, р = ЦкТ. (2.1.16) 

Как будет показано в дальнейшем, корреляционную функцию смеще­
ние - смещение можно легко получить из двухвременной функции 
Грина смещение — смещение, которая определяется следующим обра­
зом: 

оо 

Gaail*9 ZV, со) = / d/ еш((иа(1х, t); ил>(1'х', 0))), (2.1.17) 
— оо 

где 
((A(t); B(t'))) =^j 0[±(t - /')] ([A(t)9 B{?)]). (2.1.18) 

Здесь верхний и нижний знаки дают запаздывающую и опережающую 
функции Грина соответственно, причем &(t) - функция Хевисайда. 
Л и В являются произвольными операторами» Ввиду (2.1.18) частота 
со в (2оЫ7) для запаздывающей (опережающей) функции Грина может 
быть заменена на комплексную частоту z с Imz > 0 (Imz < 0), т.е. за­
паздывающая (опережающая) функция Грина аналитична в верхней 
(нижней) полуплоскости комплексной частоты» С помощью этих обеих 
аналитичных частей можно построить новую функцию Грина, которая 
аналитична во всей комплексной плоскости, за исключением действи­
тельной оси. Эта функция Грина связана с корреляционной функцией 
(2.1 Л 4) посредством спектрального представления 



Динамика решетки кристаллов с беспорядком замещения 99 

ОаЛЫ,Ы,г) = - L СшУ-^Нф™!*!, (2.1.19) 
Inn J z — со 

— со 

что можно показать, используя (2<Ло!7), (2,1018), (2<Ло14) и свойство 
(A(t) B(t')) = (B(?) A(t + ihP)) , (2.1.20) 

которое следует из свойства перестановки под знаком следа 
[Sp(ABC) = Sp(BC4) = Sp (CAB)]. Из (2Л019) и с помощью тождества 

1 Р 
, , . = , =F гяд(о) - со') (2.1.21) 

со — со ± ге со — со 

(Розначает главное значение, е-» +0) можно показать, что корреля­
ционная функция (201Л4) выражается через скачок функции Грина на 
действительной оси„ 

= — 1 (1 - е"'*«) Jaa>(lx, ZV, со) = (2Л.22) 
п 

= 2г Im Gaa'(lx, Гх', со + is), e -> + 0 . 
Последняя строчка этого равенства будет доказана позднее (с исполь­
зованием (2о1в43))0 

Дифференцируя равенство (2Э1Л8) по времени, получаем уравне­
ние движения для функции Грина 
ih ± «Л(0; Д(0» = W ~ О ([A(t)9 B(t)]) + (([A(t), H]; B(t'))). (2.1.23) 

Чтобы получить замкнутое уравнение для функции Грина смещение — 
смещение, необходимо применить уравнение движения (2Ло23) дважды 
и учесть соотношения (ср0 (1,3С5), (10306)) 

[ил(Ы), II] -= ihpa(lx)IM(lx) (2.1.24) 
и 

[рл(Ы), Щ = -ih £ Ф*«'(^, I'*') ил>(1'9с'), (2.1.25) 

которые можно получить, используя гамильтониан (2.1.12) и комму­
тационные соотношения (ср0 (ЬЗ.7)) 
Ы & ) , р . ' ( Г х ' ) ] - гЩ?д^дал>, [ua(lx), va'(l'x')] = \ря(Ы), pjl'*')] = 0 . 

(2.1.26) 

Произведя преобразование Фурье по времени получающегося уравне-
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ния движения для функции Грина, имеем 

у; [М(Ы) соЧ1ГдХ)<»даа" - ФЛЛ»(1*> I"*")] x 

r v v 
X Gs-biVx", Гх, о>) = дцАхАа'. (2.1.27| 

В матричной записи это уравнение имеет вид 
[Мша - Ф] G(co) = 1 , (2.1.28) 

или 
G-V) =Ма)2-Ф. (2.1.29) 
Для гриновской функции идеального кристалла, описываемого 

гамильтонианом Н° (2.1.13), справедливо аналогичное уравнение 

(G°M)_1 = M°w* - ф0- (2.1.301 
Вводя матрицу возмущения 
V(a>) = (М° - М) а)2 + Ф - Ф°, (2.1.31J 

которую удобно записать покомпонентно в виде 

¥аа>(1х, V*\ со) = №>(*) о>Ч(1х) дп.6нх'дл< + ЛФаа>(Ы9 Гх'), (2.1.32) 
где 

€(1х) = (М\х) - М(1х))1М°(х) (2.1.33) 
и 

ЛФ*А1*> I'*') = Ф*Л1*> I'*) - Ф1Л^ *'*') > (2.1.34J 
мы получаем из (2.1.29) - (201.31) следующее уравнение Дайсона, 
связывающее G и G0: 

G(a>) = G°{co) + G»(a)) V(a>) G(w). (2.1.3Й 

Для вывода спектрального представления функции G перепиши 
(2.1.28) в виде 

[1а>2 - D] M^GM1'2 - 1 , (2Л.Щ 
где D - динамическая матрица (ср0 уравнение (1.3.10)) 

В = М-^ФМ-1^, (2.1.37) 
которую можно диагонализовать с помощью унитарной матрицы, 5-я 
строка которой дается величиной В*£) {Ы), являющейся собственным 
вектором матрицы D (см. разд. L3)Q Используя эту унитарную мат­
рицу, легко получить из (2Л.36) следующее спектральное представле­
ние: 
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0МЬ, IV,«,) = , * Е BW*)BW*)t ( 2 . L 3 8 ) 

где, как и в разд. 1.3, полагается, что собственные векторы матрицы 
D действительны, а со2 означает s -e собственное значение D. Ана-
логично получаем спектральное представление для G . Заметим, что 
строчка (А/) (А - волновой вектор,; - индекс ветви) унитарной матри­
цы, диагонализующей динамическую матрицу идеального кристалла 
D0, дается величиной 1 , , .. ... / 7U . п Q Q14 

' " — _ _ е (x\k])exT>(ikx{l)) (см„ (1.3.31), 
^N a 

(1.3о41)), которая является (А/)-м собственным вектором матрицы 
D0. Таким образом, мы получаем 
оцъ,, 1-х', т) =- 1 -1 г «.(*!*/) <£(«'1*Я ^ .« -„г , ) 

(Z.1.0«7) 

где со?(А) есть (А/)-е собственно^значение D0„ 
Согласно рецепту, указанному выше, запаздывающие функции 

Грина G и G0 получаются заменой в (2<Л.38) и (2d.39) соответствен­
но величины со на со +• 16 (Е -> + 0). Как будет видно из окончательных 
выражений, собственные частоты соответствуют полюсам запаздываю­
щей функции Грина, лежащим в нижней полуплоскости комплексной 
частоты вблизи действительной оси» 

Плотность состояний фононов в идеальном кристалле дается вы­
ражением (см. (1.4.11), (1.4.13), (1.4.15)) 

д0(о)) = ш £б^2 ~ ̂ 2{к))> (со > 0) • (2,L40) 

Учитывая (U.44) и (2Л.21), из (2Л.39) и (2.L40) получаем 

flF°(co) = -J^rT Im Sp (M0)1/2 G°(co + is) (M0)1/2 = 
SmN 

2co 
ImSpM°G0(co + ie), £ - > + 0 . (2.1.41) 3rnN 

Совершенно аналогично из (2.L38) вычисляется плотность состояний 
фононов неупорядоченного кристалла: 

д(а>) = - - — - Im Sp M^Gico + ге) М1'2 = 
OTTIN 

2со 
Im Sp MG(a) + ге), e -> + 0 . (2.1.42) SmN 
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Таким образом, если масса изменяется от узла к узлу, плотность со­
стояний фононов выражается не непосредственно через G или G°, a 
через мнимую часть среднего значения функции Грина с массовым 
весом. 

Ниже мы рассмотрим некоторые общие свойства функций Грина 
смещение — смещение. 

Так как оператор смещения - четная функция относительно об­
ращения времени, корреляционная функция смещение - смещение /(со) 
(2в1„14) есть действительная величина. Тогда из (2.1.19) получаем 

в*{(о + гв) = G{co - ге), (2.1.43) 

откуда и следует, что скачок функции Грина на действительной оси 
(2oL22) равен 2*ImG(co +.:ie). 

Заменяя в (2.1.19) г на со ± к, учитывая (2Л.21) и тот факт, что 
/(со) является действительной величиной, мы получаем следующее со­
отношение (соотношение Крамерса - Кронига) между действительной 
и мнимой частями функции Грина: 

ReG(w) - ±—Р Г* 
п I 

, Im Gr(co') 
•(О : 

оо 
2
 п С л , co'ImG(co') 

= ± — Р \ dco' ——— К —+ 
- л J (со')2 — со2 

(2.1.44) 

о 
где верхний знак соответствует запаздывающей, а нижний - опережаю» 
щей функциям Грина. Последняя строчка (2.1.44) получена с использо­
ванием равенства 

J(-(o) = e-*«*J(u>), (2.1.45) 
которое справедливо для действительной величины /(со). 

Можно показать, что функция Грина G удовлетворяет следующе­
му правилу сумм, которое используется при оптических исследо­
ваниях: 

dco со Im G{co) M = =F 15 (2.1.46) 
о 

здесь верхний знак также соответствует запаздывающей, а нижний -
опережающей функциям Грина. Это правило сумм можно вывести, ис-
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пользуя либо (2Л.38), либо (2.1Л7) (интегрируя последнее уравнение 
по времени по частям) 0 С помощью последнего метода можно показать, 
что это правило сумм справедливо и для ангармонических систем, так 
как при выводе используется лишь кинетическая часть гамильтониана. 
Заметим, что при выводе (2.1.46) учитывалось, что ImG(co) - нечетная 
функция со, что следует из (2.1.45). 

Как было указано выше, собственные частоты колебаний решетки 
определяются соответственно полюсами функций Грина G или нулями 
det] С~1|.Если нас интересует только влияние дефектов (беспорядка) 
на собственные частоты, необходимо решить уравнение 

А(<о) = det |1 - G°(co) V\ = О, (2.1.47) 

где G0 - функция Грина упорядоченной системы, а V - матрица воз­
мущения (2Л.31). Чтобы получить это, перепишем (2„1035) в виде 

G'1 = (GQyl [1 - G*V]. (2Л.48) 

Из этого равенства, а также из (2.1.29), (2.1.30), (2.1.37) и (2.1.47), 
находим 

л __ det \G~V\ det IM^V2! - D) M1^ 
(CO) ~~ det KG0)"1! "" d e t KM0)1/2 (co2l - Z>°) (M0)1/2! 

det [Ml со2 - a y * 
det \M°\ V o>2 ~ К У ' [ ' 

где со» и со0 обозначают собственные частоты кристалла соответст­
венно при наличии беспорядка и при его отсутствии. Из (2.1 „49) вид­
но, что нормальные колебания, на которые неупорядоченность не влия­
ет, сокращаются в числителе и знаменателе этого выражения. Вклад 
в нули детерминанта. Д(со) вносят только те моды, на которые беспоря­
док влияет. Порядок Д(со) определяется размерностью матрицы Va В 
ряде случаев эта размерность мала, например в случае одиночного 
дефекта, особенно при неизменных силовых постоянных. Вычисление 
собственной частоты с помощью (2Л.47) становится тогда относитель­
но простой задачей. 

Введем теперь t -матрицу Т посредством равенства 
G(co) = G°(OJ) + G°(OJ) T(co) G°(co). (2.1.50) 

Если мы выразим Т через V с помощью (2Л.35) и (2Л.50), 
T = V[l - G»V]-\ (2.1.51) 
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и сравним (2.1.51) с (2.1.48), то увидим, что полюса Г определяют соб­
ственные частоты, изменяющиеся под влиянием неупорядоченности0 

Вычислим Т, используя теорию многократного рассеяния (см0 

[402]). Чтобы сделать это, предположим, что матрица V может быть 
разбита на сумму отдельных матриц 

V^£vi> (2.1.52) 
г 

где V1 означает искажение, вызванное узлом (1.x. )в Это разбиение 
будет детально обсуждаться ниже. Согласно (2,1.50), можно считать, 
что ^-матрица Г описывает рассеяние невозмущенного колебания, оп­
ределяемого функцией G0, на дефектах решетки, влияние которых 
представляется возмущением V, так что в результате получается 
искаженное колебание G. Если V представить в виде (2-1.52), то с 
помощью (2Л .51) получим 

Т = [1 + ТС10] V = 27 [1 + TG°] Vl~ J] Т\ (2.1.53) 
i i 

Таким образом в этом случае Т представляет собой сумму вкладов, 
которые можно приписать отдельным дефектам. Заменяя в последнем 
тождестве (2Л.53) Т на 2 . Т1, вклад г-го дефекта Т1 можно запи­
сать в виде 

Т1 = [1 + JT T'G°1 t\ (2.1.54) 

где 
tl = V\l - GOV*]-1. (2.1.55) 

Выражение в скобках в равенстве (2Л«54) описывает, как на колеба­
ние, создаваемое t'-м дефектом, влияют все примеси, кроме него са­
мого. -̂Матрица tl описывает полную амплитуду рассеяния i-м де­
фектом. 

Как указывалось выше, в случае неупорядоченных систем мы 
рассматриваем среднее по ансамблю <G> от функции Грина G. Сог­
ласно (2.1,50), это эквивалентно вычислению среднего значения t -мат­
рицы < Т> , так как G0 по определению не зависит от процедуры усред­
нения. Поэтому 

(G) = G° + G°(T) G°. (2.1.56) 
Далее, вычисление < Г> с учетом (2Л.53) с необходимостью требует 
вычисления < Т1 > , так как 
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<Т)=27<Т*>. (2.1.57) 
i 

У средняя равенство (2.1.54) получаем, 
<Т«>=/Г1+ 2" T«'G«1**\ = 

- [1 + Е < т 0 в?1 («*> + / Е (Т1' ~ <T*'»V ~ <«*»>. (2.1.58) 

Первое слагаемое в последней строке (2.1.58) описывает рассеяние 
падающей усредненной волны атомом с усредненной атомной г-матри-
цей. Второе слагаемое описывает корреляцию между флуктуациями 
падающей волны и атомной J-матрицы. 

Определим теперь собственную энергию J. с помощью равенства 
(G) = G° + G»2(G). (2.1.59) 

Величина Z трансляционно инвариантна. Она, вообще говоря, комп­
лексна и зависит от частоты. Эта величина играет роль дополнитель­
ной эффективной массы или силовой постоянной в усредненной систе­
ме^ Знание Т позволяет с помощью (2.1.59) легко получить усреднен­
ную функцию Грина <G>. Используя (2.1.56) и (2.1.59), приходим к 
следующему соотношению между Е и < Т> : 

2J = [1 + <Т> G»]'1 (Т>. (2.1.60) 
Довольно простое приближение при вычислении < Т > состоит в 

юлном пренебрежении корреляционным слагаемым в последней стро­
ке равенства (2.1.58). Это так называемое одноузельное приближение 
ОУП). Используя это приближение, из (2.1.58) и (2.1.57) получаем 

<Т> - [1 + <Т> G0] Е <**> [1 + б0^)]"1 . (2.1.61) 

Ъдставляя (2.1.61) в (2.1.60), мы приходим к следующему выражению 
\ля Z в ОУП: 

2 = Е <**> [1 + б 0 ^ ] " 1 . (2.1.62) 

1олученное выражение мы обсудим несколько позже. 
Возвратимся теперь к разбиению матрицы возмущения (2.1.52). 

Рассмотрим вначале кубическую систему, в которой не упорядочена 
только масса. В этом случае Vх в (2.1.52) имеет вид 

V{!F\lx9 VK\ СО) = М°(х) €(**) соЧцА^пА.'й..', (2.1.63) 



106 Глава 2 

где t(lx) определяется из (2.1.33), 
Удобно переписать е{Ы) как 
<ъ)=Е4шА*)> (2Л-64) 

j где 
€'*(*) - (Jf°(*) - М*)1М°(х) (2.1.65) 

и Г 1, если атом сорта ; расположен в узле L = (/«.), 
^ - | (2.1.66) 

( 0 в противном случае. 

Здесь М; - масса атома сорта /, r\J - число заполнения узла L. 
Числа заполнения обладают такими свойствами: 
гЫь = rfLdir, ZvjL = h E 4ш = с*™, (2.1.67) 

где с1 обозначают концентрацию атомов в *«й подрешетке, а N - чис­
ло атомов в подрешетке. Полагается, что N не зависит от *,. Усредне­
ние по конфигурационному пространству влияет на числа заполнения, 
так как они содержат в себе все статистические свойства атомов. 
Таким образом, результат процесса усреднения содержит среднее ви­
да <т|^>, <T1LT1 ;L'> ' <T1LT1 ;L'TIV'> И T-&> которые характеризуют вероят­
ности заполнения одного, двух, трех и т.д. узлов решетки (при условии, 
что в последних выражениях индексы узла попарно различны). Эти ве­
личины представляют собой соответственно одно-, двух-, трехчастич-
ные корреляционные функции, которые, по крайней мере в принципе, 
могут быть получены из экспериментальных результатов. В частности, 
мы имеем 

(*A)=cJ, (2.1.68) 
а двухчастичную корреляционную функцию можно определить из экс­
периментов по рассеянию нейтронов, электронов и рентгеновских лу­
чей. В конце данного раздела мы сделаем несколько дополнительных 
замечаний о свойствах средних значений чисел заполнения. 

Подставляя (2.1.61) в (2Л.63), получаем 
y i w = £ rf Jw*«>, (2.1.69) 

j 

где 

V>«p0{lx, VK\ СО) - ifo(*) <J(X) o>4hAAi'd*«'d** • (2.1.70) 
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Раскладывая формально обратную матрицу (2.1.55) по степеням G°K; 

и используя (2о1.69) и (2Л„70), приходим к атомной t-матрице 

#««*i> = r rf^tnuxt), (2.1.71) 
где 

Wf*\lx, /V, со) = дид^дц'дп.д.М*, со); (2.1.72) 
здесь 

М°(х) *'(*) со2 

где 
G»(*, со) = G°aa(0x, Ох, со). (2.1.74) 

Отметим, что симметрия кубической структуры приводит к тому, что 
G0 '{Ох, Ох, со) = б 'G°(x, со)» Усреднив равенство (2.1.71) и исполь­
зуя (2.1.68), мы получаем усредненную атомную *-матрицу 

(№**)=£ cjtt№*K (2.1.75) 
;* 

Следовательно, согласно (2.1.62), (2.1.75), (2.1.72) и (2.1.73), для сис­
темы с неупорядоченной массой в ОУП выражение для собственной 
энергии имеет вид 

£ла'(1х, 1'х', со) = бц дхх длл>Е(х, со), (2.1.76) 

где 
Цх, со) = Д 7 сМ*> со)/П + G»(x, со) 2J СьЩх, со)]. (2.1.77) 

При наличии изменений силовых постоянных ситуация становится 
более сложной, чем для случая чисто неупорядоченной массы. В этом 
случае вследствие трансляционной инвариантности, т.е. вследствие 
соотношения (см. (1,2.7)) 

£ФЛА1*>1'*') = 0 , (2.1.78) 
1'н 

изменение недиагональных силовых постоянных (недиагональный бес­
порядок) сопровождается изменением в членах матрицы возмущений, 
диагональных по индексам узла (диагональный беспорядок). Следова­
тельно, разбиение (2.1.52) матрицы возмущений, вообще говоря, спра-
зедливо лишь при концентрации дефектов, достаточно низкой для того, 
т̂обы диагональные вклады B F B неискаженных узлах, возникающие 

вследствие (2.1.78), связаны только с одиночным дефектом. Другими 
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словами, мы должны потребовать, чтобы области влияния дефектов, 
т.е. области атомов, на которые действуют примеси, расположенные 
вокруг этих реальных примесей, не должны пересекаться, Более того, 
как будет показано ниже, разбиение матрицы (2<Л.52) также справед­
ливо для любых систем, силовые постоянные которых связаны линей­
ным соотношением [ 270 ]. 

В качестве примера таких систем рассмотрим одноатомный сплав 
А В с силовыми постоянными 

ФАВ(1Г) = -1 [ФАА(1Г) + ФВВ(И')]. (2.1.79) 

Здесь Ф (W) обозначает матрицу силовых постоянных между ато­
мом А в узле I и атомом В в узле /,'. Силовые постоянные сплава от­
личаются от величин в неискаженном кристалле (кристалл типа А) на 
величину (см. (2Л .34)) 

АФ(11') = 4 [Ф*Щ1Г) - ФАА(1Г)] х 
f 
1, если атом В находится в узлах I или Г, 
2, если атом В находится в узлах / и Г. (2.1.80) 

Следовательно, мы можем записать 
АФ(11') =£г1>АФЩ11'), (2.1.81) 

hi * 
где ; = А, В, а 

АФЩ1Г) = 1 [Фв»(/П ~ ФАА(П')} [дщ + бГи] V (2.1.82) 

Соответствующие силовые постоянные, диагональные по индексам у^ 
лов, изменяются, что следует из (2.1.78) и (2.1.80). Чтобы проиллюс| 
рировать это, рассмотрим одиночный атом типа В, помещенный в ок̂  
ружение атомов А. Учитывая изменение силовых постоянных только! 
между ближайшими соседями, мы получаем 

АФ(ГГ) - -АФ(1Г) = _ JL [фвв(й') _ ФААДО')], (2.1.83) 

АФЩ) = -2J АФ(1Г), (2.1.84) 

где I означает узел атома В, а / ' - ближайшие соседние к / узлы. 
Отметим, что эти изменения, диагональные по индексам узла, прож! 
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ходят во всей области влияния дефекта, а не только на примесном 
узле. 

Рассматривая также беспорядок масс в рассматриваемом сплаве 
\В, можно записать вклад в матрицу V узла I. в виде 

yet) =2Jv\vm
9 (2.1.85) 

j 
где 

viy(w, ш) = \мк<»ч*ди1ьц.длл. + 1 [ < W ) - Ф^(И')] №/, + <V/j} < v 
м (2.1.86) 
Мы также можем записать 

1 ' № , ") ^ 27 F & W . «>) <WA,54/,. (2.1.87) 

Здесь s и 5* означают узлы области влияния дефекта вокруг примеси 
в узле 0, тие. s и s' - индексы узлов, определенные относительно 
I. о Используя (2о1.55) и (2.1.87), можно также выразить атомную /-мат­
рицу узла /. через t -матрицу узла 0: 

!</,) = j r^j fM) , (2.1.88) 
j l 

где 
&(W, <о)=£ #•>(**', со) (W,<b'+/<, (2.1.89) 

C ( « ' , «) = 27 Г$!(«", о») *;#(*"«', «), 12.1.90) 
s ' V 

XLW> «>) = <V<W - 2" <?!!«"(*«"> со) F><?>,(s'V, со). (2.1.91) 
8"A" 

Таким образом, t * является матрицей, порядок которой определя­
ется размерами области влияния дефекта. 

Усредняя уравнение (2Л .88), мы получаем усредненную атомную 
t -матрицу 

(#<М) =]ГсНШ. (2.1.92) 

Если подставить (2.1.92) в (2.1.62) и учесть (2.1.89), то выражение 
собственной энергии в ОУП для'рассматриваемой системы будет иметь 
вид 

2w(H\ со) = £ £ du+lidrx+iiKaaW9 со), (2.1.93) 
/i ее' 
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где 
К = £ сНЩ\ + G° £ cW^y1. (2.1.94) 

В (2.1,94) все матрицы действуют на пространстве дефекта. Уравне­
ние (2.1.93) показывает, что 2 распадается на пересекающийся набор 
матриц локальной собственной энергии К, размерность которых опре­
деляется размером области влияния дефекта. Учитывая (2.1.86), мы 
из (2.1.94), (2.1.90) и (2Л.91) получаем выражения для матрицы ло­
кальной собственной энергии сплава АВ 

К - cF[l - (1 - с) GW)-1^ (2.1.95) 

здесь с = св и V = VB{0\ 
В заключение раздела рассмотрим средние значения от произве­

дений чисел заполнения,, 
Если система полностью разупорядочена, вероятности заполнения 

различных узлов решетки полностью независимы друг от друга, и, та­
ким образом, мы имеем 

(VWL'VL'") = Фхс«" (L> L'> L"попарно различны и т,д„j 
В этом случае расположение атомов полностью характеризуется кон­
центрацией различных сортов атомов. 

Если система частично упорядочена, мы можем записать следую­
щее: 

(VLVL') •= Ф& 

(VWL'VL") = Ф 

Здесь а - параметры, описывающие упорядоченность0 Эти параметры 
не являются независимыми, так как они удовлетворяют правилам сумш 
вытекающим из второго равенства (2„L67): 

% + "&> 1 (2.1.97) 
4^*4" +4££'И т.д. J 

i У 
(2.1.98) U аы'ъ'" = <*5/z'' (и аналогичные выражения для сумм 

j по ; и ;") и т.д. 
Рассмотрим, например, двухчастичную корреляционную функцию в од­
ноатомном сплаве АВ. В этом случае обычно пишут 

<х% =cAc*zW<xl4>, ^ (2.1.99) 
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где z А = - 1 , z B = l и ос х* ~ так называемые параметры Уорре­
на, которые зависят только от расстояния между атомами» Так как 
< т 1 / n j ' ^ - - О» мы имеем 

-c*/cA ^ <%,_,* ̂  1 (св ^ сА). (2.1.100) 

Положительность параметров Уоррена для ближайших соседей означа­
ет, что в системе существует тенденция претерпеть фазовое расслое­
ние на кристаллы А и В, так как в качестве ближайших соседей пред­
почтительнее атомы того же сорта, С другой стороны, отрицатель­
ность параметров Уоррена для ближайших соседей означает, что су­
ществует тенденция к образованию кристалла АВ: в качестве ближай­
ших соседей предпочтительнее различные атомы. Если а * обраща­
ется в нуль с увеличением расстояния между атомами, дальний поря­
док отсутствует,, При наличии дальнего порядка а / .* меняется перио­
дично с изменением | х(1) - х(1')\ , 

Мы заключаем этот раздел рассмотрением некоторых общих 
свойств (известных как свойства Херглотца), справедливых для усред­
ненной функции Грина и собственной энергии как функций комплекс­
ной частоты z'. Из (2Л028) мы получаем 

[M(z*)2 - Ф] в(г*) = 1 (2.1.101) 
и 

[M{z*f - Ф] G+(z) - 1, (2.1.102) 

где Gf - матрица, эрмитово сопряженная к GQ Сравнивая (2о1Л01) и 
(2Л.102), находим 

Gf(z*) = G+(z), (2.1 ЛОЗ) 
что справедливо также для функции Грина, усредненной по конфигура­
ционному пространству: 

<G(2*)> = <G(a:)>+. (2.1 Л04) 
Из (2 Л ,59) получаем 

[(G^z*))-1 - 2(2*)] (G(z*)) = 1 (2.1.105) 

[((G%*)H+ ~ S+(*)] {G{z)Y = 1. (2.1.106) 
Переписывая (2Л.106) с помощью (2ЛЛ03) и (2.1.104) и сравнивая по­
лучающееся равенство с (2Л.105), мы находим, что 

2(г*) = Г+(2). (2.1.107) 
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Свойства (2.1.103) и (2.1.107) называются условиями действительно­
сти. 

Другим важным свойством является то, что ImG и ImZ отри-
цательно определены, когда Imz2 > 0. Заметим, что оператор А по­
ложительно определен, если < ф\ А \ ф>)0 для любого состояния | ф > 
в гильбертовом пространстве. Im А означает антиэрмитову часть 
(или "мнимую часть") А: 

1тА=(А- А+)12г. (2.1.108} 
С помощью (2.L108), (2.1.101) и (2.1.102) находим, что 

Im G = -G+MGImz2, (2.1.109) 
а усредняя это уравнение, получаем 

Im (G) = -(G+MG) Im z2. (2.1.110) 
Следовательно, когда Imz2 > 0, ImG и Im < G> отрицательно опре­
делены. Это так называемое свойство определенности гарантирует 
положительность плотности состояний (см0 (2.1.42)). Оно может быть 
также доказано и для Z(z) (см. [ 123]). 

Далее, <G(z)> и 2(z) аналитичны везде, за исключением дейст­
вительной оси г (свойство аналитичности), и для них справедливо, 
что 

(G(z)) - 1 ( |z | ->oo) (2.1.111) 
z 

и 
^ ~ 0 (|г|->оо); (2.1.1Щ 

последнее обычно называют граничными условиями. 
Нарушение свойств Херглотца в некоторых приближениях для BI 

числения <G > приводит к нефизическому поведению плотности соо| 
яний (см. разд. 2.3.4). 

2.2. Локализованные и резонансные моды в системе 
с низкой концентрацией дефектов 

2.2.1. Приближение изолированных дефектов 

Если концентрация дефектов достаточно низка, то они не взаимодея 
ствуют друг с другом,, В этом случае мы можем ожидать, что все дн 
намические свойства могут быть корректно описаны с помощью раз^ 
ложения интересующих нас величин в ряд по степеням концентрации 
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дефектов. Оборвав это разложение на члене, линейном по концентра­
ции дефектов, мы сведем динамическую задачу к задаче о поведении 
изолированных дефектов» Чтобы увидеть это, рассмотрим -̂матрицу 
и собственную энергию в пределе низкой концентрации. 

Так как при очень низкой концентрации дефектов взаимодействие 
между дефектами пренебрежимо мало, мы можем исходить из усред­
ненной ^-матрицы < Г> в одноузельном приближении (201.61). Благода­
ря тому, что усредненные атомные t-матрицы <tl > пропорциональны 
концентрации дефектов (см. (2.1.75), (2.1.92)), из (2.1.61) можно легко 
увидеть, что < Г > равна 

(Т) = с£№ + 0(с*). (2.2.1) 
• 

Здесь мы для простоты положили, что в кристалле существует только 
один вид дефектов (с концентрацией с), t d ( , ) обозначает атомную 
-̂матрицу дефекта в узле г (см. (2.1.72), (2.1.89)). Сумма в (2.2.1) бе­

рется по всем узлам решетки. 
В предыдущем разделе было показано, что полюса < Г> определя­

ют частоты колебаний, на которые воздействуют примеси. Из (2.2.1) 
видно, что в линейном по с приближении полюса <Г> совпадают с по­
люсами fd(,). Следовательно, в этом приближении частоты, зависящие 
от дефектов, могут быть определены при исследовании динамики изо­
лированных дефектов. 

Различные экспериментальные результаты могут быть выражены 
через корреляционную функцию смещение - смещение и, таким обра­
зом, с помощью (2.1о22) - через мнимую часть функции Грина смеще* 
ние - смещение (см. приложение 3, а также ниже). При малой концентрации 
дефектов вклад, вносимый дефектами в такую величину, становится пропор­
циональным мнимой части собственной энергии (например, в сечение 
инфракрасного поглощения, комбинационного и нейтронного рассея­
ния). Согласно (2.1.62), в линейном по с приближении величина! име­
ет вид 

2 =c27#d<*>. (2.2.2) 
i 

Следовательно, при низкой концентрации дефектов вычисление такой 
величины можно свести к вычислению соответствующей величины для 
системы с одиночным дефектом с последующим умножением получен­
ных таким образом результатов на число дефектов в системе. 

8-297 
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Однако, разложение по с не всегда справедливо при изучении 
всех эффектов колебаний при низкой концентрации дефектов. Напри­
мер, оно неприменимо при исследовании спектра колебаний вблизи 
частот, на которых в кристалле без дефектов имеют место особен­
ности ван Хове (см. разд. 1.4). Если использовать разложение по 
концентрации, то особенности ван Хове сохраняются при любой кон­
центрации, т.е. форма этих особенностей с увеличением концентра­
ции дефектов не размывается, как это можно было бы ожидать. Это 
является следствием неаналитического поведения спектра вблизи 
особенностей ван Хове, что приводит к несправедливости любого раз­
ложения по концентрации. Отметим, что размывание особенностей 
можно описать с помощью некоего варианта самосогласованной тео­
рии (см. разд. 2.3.4). 

Приведем сейчас некоторые формулы, необходимые в данном 
разделе для исследования свойств колебаний кристалла с изолирован­
ными дефектами. Для изолированных дефектов мы используем поня­
тия, аналогичные введенным в предыдущем разделе для системы с 
большим числом дефектов. Матрица возмущения V дается выражение 
ем (2.1«31), но с массой и силовой постоянной, измененными из-за на­
личия одиночного дефекта, который, как предполагается, находится в 
начале координат. Порядок матрицы V определяется размером области 
влияния дефекта. Если чере \ G и G0 обозначить функции Грина крис­
талла при наличии и без дефекта соответственно, то будет справедли­
во следующее уравнение Дайсона (ср. (2.1.35)): 

G = G° + GWG. (2.2.3) 
Отметим, что для изучения влияния дефектов на различные физичеа 
кие явления необходимо знать лишь элементы G, находящиеся в обла 

л 
ти влияния дефекта; здесь мы будем обозначать их как G. Из (2.2.3) 
легко видеть, что G удовлетворяют уравнению 

G = G° + G°VG, (2.2.4) 

где G0 обозначает элементы G , находящиеся в области влияния дефекта 
Для одиночного дефекта t -матрица t, определяется по аналогии с 

(2.1.50) как 
G = G° + G4G0. . (2.2.5) 
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Сравнивая это уравнение с (2.2.4), получаем (ср. (2.1.55)) 

t = V[l - GW]-K (2.2.6) 

Уравнение (2.2.6) показывает, что матрица t имеет ненулевые элемен­
ты только в области влияния дефекта. Таким образом, мы можем за­
писать 

t = V[l- GW]-1. (2.2.7) 
Как указывалось выше, полюса t определяют частоты колебаний, 
подверженных влиянию примесей. Переписывая (2.2.4) в виде 

G = [1 - GW]-1 G0 (2.2.8) 
и сравнивая (2.2.7) и (2.2.8), мы видим, что эти частоты даются также 
полюсами G. 

Помимо частот колебаний, большой интерес представляют изме­
нения амплитуды колебаний атомов вокруг данного дефекта. Из раз­
меров области этих изменений можно получить некую информацию о 
корректности приближения изолированных дефектов. Используя 
(2.1.22), а также свойство ImG(-c» + *е) = -ImG(co + te) (которое сле­
дует из (2.1.22) и (2.1.45)), можно легко показать, что средний квад­
рат температурных смещений дается выражением 

оо 

(и2(1х)) = \ dco coth (/Mlco/2) £ Im Gaa(lx, lx, со). (2.2.9) 
я J 

о 
В качестве примера экспериментальной величины мы рассмот­

рим ниже однофононное инфракрасное поглощение. Согласно (П3.20), 
(П3.19), (П3.22) и (2.L17), коэффициент поглощения для кубических 
кристаллов имеет вид (без учета влияния локального поля) 

ос(со) = — — X М«А1*) Мл,0х') Im afir(lx, ZV, со), 
С V U'KX'W 

(2.2.10) 

где с ' - скорость света в среде, V - объем кристалла, М Alx) - а-я 
компонента коэффициента первого члена разложения электрического ди-
польного момента по смещению и~(1х) (т.е. тензор эффективного за­
ряда), a n - число дефектов (см. также [ 306]). 
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2.2.2. Приближение дефекта массы 
Как уже отмечалось выше в разд. 2.1.2., дефекты могут приво­
дить к локализованным и резонансным колебаниям, а также снимать 
ограничения, накладываемые правилами отбора, вытекающими из за­
конов сохранения квазиимпульса. Здесь мы будем изучать указанные 
эффекты, рассматривая одиночный дефект, расположенный в началь­
ном узле кубической решетки Браве, с массой, отличающейся от мас­
сы атомов кристалла* Используя (2Л.71) и (2.L73), легко найти, что 
t-матрица (2.2.6) имеет в этом случае вид 

taaih *', СО) = д^Ц>даЛ<0) , (2.2.11) 
где 

и \ - ' МЧа)2 (2 2 12) 
[а)) 1 - МЧа>ЧР{а>) 

и 
€ = {М° - М)/М°. (2,2.13) 

Здесь М° - масса атома кристалла, М - масса атома дефекта, а 
G°(co) - диагональный элемент функции Грина кристалла без примеси 
(см0 (2о1о74))0 

При со > со (coj - наибольшая частота колебаний решетки) G°(co) 
действительна и положительна, что вытекает из (2.1.14) с использо­
ванием (2Л039) (с заменой со на со + к) и (2.1.21). Следовательно, 
согласно (2о2,12), t (со) может иметь полюс при со > со , когда е > О, 
т.е. в случае легкой примеси. Соответствующее нормальное колеба­
ние называется локализованной модой, так как амплитуда смещений 
атома при таком колебании спадает быстрее, чем экспоненциально с 
увеличением расстояния от примеси. 

Из (2.2.12) мы видим, что собственная частота локализованной 
моды дается решением уравнения 

1 ==M4OJ2GQ(OJ).' (2.2.14) 

Используя G°(co) « (V3)2aG°o(0, 0, со) (справедливое для кубическо­
го кристалла), равенство (2Л.39), а также свойство ортонормирован-
ности (1.3,44), перепишем уравнение для собственных значений (2.2.14) 
в виде 

1 = Iff у 1 (2.2.15) 
3N % со2 - соД/с) 



Динамика решетки кристаллов с беспорядком замещения 117 

(N - число узлов решетки Браве кристалла). С помощью (1.4.13) и 
(1.4.15), уравнение (2.2.15) приобретает вид 

J со* — со 2 (2.2.16) 

где g°(co*) - плотность состояний колебаний кристалла без дефекта. 
Вообще говоря, g°(co) -• 0 как (со* - со2),/а при со -• coL (см. (1.4.25)), 

и интеграл в (2.2.16) не расходится при со -> со . Следовательно в этом 
случае у нас нет решения при е -* 0. Для того чтобы существовало ло­
кализованное колебание, величина е должна превышать некое крити­
ческое значение. На рис. 2.3 показана зависимость частоты локали­
зованного колебания со от величины е для случая дефекта в кубиче -
ской решетке, частотный спектр колебаний которой взят в дебаевском 
приближении (см. (1.4.38)). Отметим, что для такого спектра интег­
рал в (2.2.16) расходится при со -> со так, что (трижды вырожденная) 
локализованная мода существует при всех е > 0. 

Некоторую информацию об амплитуде колебаний атомов в локали­
зованной моде можно получить, исследуя величины амплитуды атома 
примеси. Для этого рассмотрим амплитуду смещения /-го атома в 

§ s 

Рис. 2.3. Относительная частота COo/tO, (кривая 1) (СО, — максимальная час­
тота идеальной решетки) и вклад атома примеси, находящегося в начале ко­
ординат, в нормализованную среднеквадратичную амплитуду (кривая 2) для 
локализованного колебания с параметром 6= Ш — М) /М (М — масса ато­
ма решетки, М — масса атома примеси) для дебаевского спектра. (Согласно 
[107] .) 
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5-̂ м нормальном колебании (см. (1.3.8)) 
иа^(1) =3^(1)1^. (2.2.17) 

Здесь B^s ) (/) - соответствующий собственный вектор секулярного 
уравнения (1.3.11), аМ^ - масса /-го атома. Из условия ортонорми-
рованности (1.3.12) мы получаем для дефекта в данной модели 

М 2J [ил
(8Щ]2 = 1 - MQ £ [ua«\l)f. 

« «./(+0) 
(2.2.18) 

С другой стороны, согласно (2.1.38), мы имеем равенство 

Im Е Gact(0, 0, со + ге) = -п £ £ [ua^(0)f <5(со2 - со/). (2.2.19) 
a S а 

Его можно использовать, в частности, при вычислении величины 
2 [u{s) (0) ] 2 для локализованного колебания. Тогда с помощью (2.2.18) 
можно получить информацию об амплитуде колебаний атомов крис­
талла без дефекта. 

Из (2.2.4) для случая со > coL мы имеем 

Im 6 U 0 , 0, со + ге) = Im {G°aa(0,0, со.+ ге)/[1 - МЧ{со + ief G°aa(0,0, со + 

Gl(0, 0, to) 
+ ге)]} 

dco 
[M4co*Gl(0, 0, со)] 

д{со - со0). (2.2.20) 

При выводе второй строки данного равенства мы учли действи­
тельность и положительность G°(co) при со > coL . Используя (2.2Л4) 
и (2.2.15), мы можем переписать равенство (2.2.20) в виде 

Im 6raa(0, 0, со + ге) = 

2со0 

€2М°СО0* - €ilf ° <5(со — со0). (2.2.21) 
3iV t j (со2 - соДй))2 

Таким образом, из (2.2021) и (2.2Л9) с помощью (1.4ЛЗ) и (1.4.15) 
мы найдем окончательное выражение для квадрата такой амплитуды 
атома примеси, колеблющегося с частотой локальной моды со , 

2 > . ( W = ^ о0
4 / dco' 

г/0(ш') 
К 2 - со/2)2 (2.2.22) 

На рис. 2.3 показана зависимость величины М2 [u{s) (О)]2 от е в де-
баевской модели. Мы видим, что эта величина стремится к единице 
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при б -> 1. Таким образом, согласно (2.2Л8), чем легче атом примеси, 
тем сильнее уменьшается пространственная протяженность локализо­
ванной МОДЫо 

Отметим, что вследствие предположенной кубической симметрии 
частота локализованной моды трижды вырождена» С понижением сим­
метрии это вырождение может быть снято, а значит, для такого де­
фекта в решетке Браве может существовать вплоть до трех решений 
уравнения 

det |1 — G°V\ = 0 (2.2.23) 
(см. (2.2.7)). 

Согласно (2о2„23), для кристалла с запрещенной зоной в плотно­
сти состояний колебаний, локализованная мода может существовать 
внутри запрещенной зоны (щелевая мода)» На рис 2.4 проиллюстриро­
вано существование локализованной (со > coL) и щелевой мод для куби­
ческой двухатомной решетки с примесью в подрешетке к = 1. Мы ви­
дим, например, что щелевая мода отщепляется от оптической зоны, 
если примесь тяжелее, чем наилегчайший из атомов решетки,, Вообще 
говоря, для появления локализованного щелевого колебания сущест­
вует критическое значение массы дефекта. 

Рис. 2.4. Существование щелевых и локализованных мод в зависимости от 
параметра €= Ш\ —М\)1 М\. М\ и Mi обозначают массы атомов подре-
шеток к= 1,2 соответственно. Верхний индекс 0 обозначает атомы идеаль­
ной решетки. (Согласно [195] .) 
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Рассмотрим колебание с собственной частотой, лежащей в раз­
решенной зоне кристалла без примесей. Эти моды вблизи атома при­
меси также искажаются. Информацию о таком искажении можно сно­
ва получить из данных о квадратичной амплитуде атома примеси в та­
ком колебании, т.е. из изучения ImG (0, 0, со -hie) для со < сот . Для 
этой величины более корректна первая строчка равенства (2.2о20)о 

Однако мы должны теперь учесть тот факт, что при со < со величина 
GQa(0, 0, со +• ie) является, вообще говоря, комплексной функцией, т.е. 

GJL(0, 0, а) + ге) = Re 0°{со) + г Im G°(a>) = 
COL 

-i'/" '2 M° 2w 
о 

(2.2.24) 

Вторая строка этого уравнения была получена с использованием того 
факта, что для кубического кристалла G0 (0, 0, со) не зависит от а, 
а также с помощью (2.1.39), (1.3.44), (2.1.Ъ), (1.4.13) и (1.4.15). 

Подставляя (2.2.24) в (2,2.20) и сравнивая получившиеся выраже­
ния с (2.2.19), находим следующее выражение для квадратичной амп­
литуды атома примеси: 

1 Z К<-)(0)]« 

х< 

NM0 

+ [л€со^°К)/2]4 , (2.2.25) 1 - *cos*P J do> W ) / K 
о 

которое справедливо при со < со, . Мы видим, что амплитуда такого ко­
лебания есть величина порядка 0(N~1/2) (как и для колебаний решетки 
(см. (1.4.58)), в то время как амплитуда локализованной моды - ве­
личина порядка О (1) (см. (2.2.22)). Более того, мы видим из (2.2.25), 
что амплитуда становится очень большой в непосредственной близо­
сти от решения уравнения 

1 = Ш^р f (W Г160'/,, . (2.2.26) 
о 

В этом случае знаменатель (2.2.25) имеет резонансный вид. Колеба­
ние, определяемое равенством (2.2.26), называется резонансной модой. 
Для такого колебания г-матрица и функция Грина также имеют резо­
нансный вид, т.е. их мнимые части представляют собой лоренцианы 
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при условии, что 
deo2 Re 0°(co) 

deo 
< 0, (2.2.27) 

где coR дается (2.2.26)„ Чтобы убедиться, что это соотношение должно 
выполняться, мы воспользуемся (2о2оЗ) и разложим G ° (со) в знамена­
теле выражения для G(co) = G (0, 0, со + к) вблизи cov Полагая для 
простоты 

deo2 Im G°(co) ^ deo2 Re G°(co) 
A — < A ' (2.2.28^ 
deo deo v 

мы приближенно получаем 
0(ai) = -в*ШИ°ь)1МЧ ^ 2M) 

ео — eoR + ш%у((оК) Im 0°(соК) 
где 

deo2 Re £°(ео) У Чсок) = deo (2.2.30) 

Tim как запаздывающая функция Грина должна быть аналитична в 
ипрхней полуплоскости комплексной частоты, и так как ImG°(co + к) < О 
(см. (2„2о24)), величина у(со), чтобы гарантировать правильное анали­
тическое поведение, должна быть отрицательной» 

Таким образом, сильное увеличение амплитуды колебания атома 
примеси (см. (2о2,25)) так же, как и пик частотного спектра (см„ 
(2.2.29)), можно использовать для характеристики резонансной моды; 
оо частотная зависимость определяется с помощью (2.2.26). Мы ви­
дим, что затухание такой моды пропорционально плотности состояний 
колебаний решетки без примесей (благодаря ImG°(co ) в (2.2.29)), т.е. 
пропорционально числу колебаний, на которые резонансная мода мо­
лот распасться. Для тяжелого атома примеси (большие отрицатель­
ные е) на низких частотах появляется узкий резонанс. Эта тенденция 
показана на рис. 2.5, где изображена квадратичная амплитуда для ато­
ма примеси в случае дебаевского спектра. При е > О для колебания в 
разрешенной зоне квадратичная амплитуда для атома примеси стано­
вится меньше, чем для атома идеального кристалла. 

Численная информация об амплитуде колебаний вблизи атома при­
носи может быть получена из вычислений <и2(1)> с помощью (2.2.9). 
Неличину ImGaa(Z, l, со), входящую в это выражение, можно вычислить 



co/coL 

Рис. 2.5. Квадратичная амплитуда атома дефекта по отношению к квадратич­
ной амплитуде атома идеального кристалла как функция частоты в случае 
дебаевского спектра при различных значениях параметра € = Ш — М) IM 
(М — масса атома идеального кристалла, М — масса атома примеси). {Сог­

ласно [107] .) 

Рис. 2.6. Усредненная по температуре среднеквадратичная амплитуда 
<U\ (/) >1а2 {а — постоянная решетки) атома примеси Аи в решетке Си 
как функция СО /СО . (со , — максимальная частота кристалла Си) для 6 = 
= Ш — М) IМ = — 2 Ш — масса атома Си, М — масса атома Аи); сплошная 
кривая — атом примеси, штриховая — атом ближайшего соседа, пунктирная— 
невозмущенный атом; Т = 50 К. (Согласно [379] .) 
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способами, описанными выше. Результаты таких вычислений для ато­
ма примеси (/ = 0)и для ближайших соседей (I = 1) в случае ГЦК-крис-
талла с е« -2 (сплав Си: Аи) и е - 0,57 (сплав Си : А1) изображены на 
рис. 2.6 и 2.7 соответственно. Согласно этим рисункам, искажение 
амплитуды колебаний благодаря наличию примеси очень быстро спа­
дает с увеличением расстояния от примеси. 

Возвратимся вновь к коэффициенту инфракрасного поглощения 
а (со) при наличии дефектов. Из (2.2.10) мы видим, что а (со) определя­
ется мнимой частью функции Грина. Простейшим случаем является 
гомополярный кристалл с простой заряженной примесью. С учетом 
того, что М в (() = 5, б в е*(е* - эффективный заряд примеси), мы 
имеем ос(со)~ ImGQa(0, 0, со). Следовательно, с помощью (2.2.10), 
(2.2.19), (2.2.22) и (2.2.25) для случая заряженных изотопических при­
месей получаем 

ос((о) 
2л2пе*2 

c'VM0 

X 

<7°Н 1 - ш2Р dco 
/ • 

<?{<»') + [шшс?(ю)12у 

8(a) — ш0) €со0
4 / dco' 0°(«о 

К 2 

ДЛЯ а) < coL, 

ДЛЯ >со > coL, 

(2.2.31) 

где п - число примесей в кристалле. Равенство (2.2.31) предсказыва­
ет поглощение во всем диапазоне частот зонных колебаний, которое 
пропорционально плотности состояний, модифицированной знаменате­
лем, который может быть резонансным. Более того, предсказывается, 
что в случае локализованного колебания появляется б-образный пик 
ia частоте данного колебания. 

Равенство (2.2.31) применимо к различным системам, в частности, 
1ля кремния с примесями замещения III и V групп. Довольно хорошее, 
^пример, согласие между теоретическими и экспериментальными ре-
ультатами было получено для Si: В. Теоретическая кривая поглоще— 
и я в Si : В показана на рис. 2.8. Внутризонное поглощение связано с 
явными пиками плотности состояний колебаний в кремнии. Пример-
> 75% поглощения атомами бора содержится в резком пике локально-
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o,z о,* as of8 
co/coi 

ho 

Рис. 2.7. Усредненная по температуре среднеквадратичная вмпли.уда 
<Л2 (/.)" > / а2 (а - постоянная решетки) атома примеси AI в решетке Си 
как функция СО I СО. (СО. - максимальная частота кристалла Си) для 
е= Ш°-М)/М° = 0,57 Ш'9 - масса атома Си, М- масса атома AI); сплошная 
кривая - атом примеси, штриховая - атом ближайшего соседа, пунктир­
ная — невозмущенный атом; Г =50 К. (Согласно [379] .) 

си, см 

Рис. 2.8. Спектр поглощения, предсказанный с помощью (2.2.31) для Si с 
А сбавками В и В в естественном сод 
уменьшены в 10 раз. (Согласно [108] .) 
А сбавками В и В в естественном содержании. Пики локализованных мод 
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го колебания. Оказывается, что вычисленная частота локальной моды 
(при 664 см""1 для В11) находится существенно выше наблюдаемой ве­
личины (при 620 см~1 для В11'). Это предполагает, что примеси В 
также вызывают соответствующее изменение -силовых постоянных для 
связи В - Si (на величину порядка 14%). 

Усиление поглощения во всей зоне колебаний вследствие наличия 
дефектов, предсказываемое в (2.2031), представляет особый интерес. 
Такое поведение характерно для неупорядоченных систем. Заметим, 
что в идеальных гомополярных кристаллах не существует однофонон-
ного поглощения и что в полярных кристаллах есть только однофонон-
ные пики отражения, возникающие из-за оптических колебаний с к = О. 
Широкое внутризонное поглощение в неупорядоченных системах "ил­
люстрирует" устранение правил отбора при к = О из-за отсутствия 
периодичности решетки (смв разд. 203.3). 

На рис. 2.9 даны теоретические и экспериментальные кривые 
однофононного поглощения в растворе Ge : Si. Теоретическая кривая 
была получена в приближении дефекта массы (М /М =2,6). Заме-

Ge Si 
тим, что в случае незаряженных примесей в гомополярном кристалле 
эффективный заряд на дефекте и близлежащих атомах возникает вслед­
ствие перекрытия волновых функций атома примеси и ближайших ато­
мов. В этом случае а (со) вычисляется аналогично описанному выше. 
Из рис0 2.9 мы видим, что при низкой концентрации дефектов кривые 
для поглощения и для плотности колебательных состояний имеют сход­
ство (рис. 2.9,а). Однако при большей концентрации примесей в спект­
ре поглощения появляются новые особенности, которые можно припи­
сать ближайшим примесным парам. 

Влияние примесных пар и изменение силовых постоянных здесь 
мы не сможем рассмотреть детально. Отметим только, что такое 
влияние можно трактовать аналогично дефекту массы. Однако матри­
цы примесей в последнем случае имеют существенно больший поря­
док, чем в случае дефекта массы. Применяя теорию групп, задачу об 
изменении силовых постоянных или о примесных парах можно сущест-
иенно упроститьо Для более детального изучения данных вопросов ото­
шлем читателя к работе [ 257, гл. 8]. Обзор и обширная библиография 
экспериментальных исследований влияния дефектов на колебательные 
свойства даны в работах [27, 257, 379]. 
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16 г 

200 300 
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Рис. 2.9. Инфракрасное поглощение в сплаве Ge:Si. а: штриховая кривая — 
экспериментальные результаты для Geo 9S S'o 05/ светлая сплошная — плот­
ность однофононных состояний для Ge, жирная сплошная — кривая поглоще­
ния, предсказанная в модели беспорядка масс для изолированного атома Si; 
б: штриховая кривая — экспериментальные результаты для Geo,88 Sio,22» 
светлая и жирная сплошные кривые — поглощение, предсказанное для 
различных мод (с симметрией Е 
атомов Si. 

Чи соответственно) спаренных 

2.2.3* Описание колебаний дефектов с помощью 
эйнштейновского осциллятора 

Следуя работам [113,223], мы приведем простое и физически 
очевидное описание поведения локальных колебаний изолированного 
дефекта» Это описание основывается на методе функций Грина. Оно 
сводится к эйнштейновскому осциллятору. Этот осциллятор характери­
зуется эффективной силовой постоянной, описывающей статический 
отклик, эффективной массой, составляемое массой примеси плюс до­
полнительный вклад атомов, расположенных вблизи дефекта, и по-
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стоянной затухания, которая в свою очередь может быть выражена 
через эффективную силовую постоянную и эффективную массу. Послед­
ние величины могут быть вычислены с помощью функций Грина идеаль­
ной решетки, но для них также можно получить приближенные выраже­
н и я ^ требующие знания функций Грина бездефектной решетки0 Опи­
сание с помощью эйнштейновского осциллятора можно применять как 
к резонансным, так и к локализованным колебаниям примеси. 

Согласно (2о1о28), функция Грина кристалла с дефектами дается 
выражением 

[Мсо2 - Ф] G((o) - 1, (2.2.32) 

где МиФ соответственно обозначают массу и силовую постоянную 
при наличии изолированного дефекта. Матрицы М, Ф и G удобно пред­
ставить в следующем виде: 

М [о 
о ф 

ф с с ф ( 

'''RC ^ R 

CR б ? -
&RC 

^CR 

^ R R 
(2.2.33) 

где индекс С означает "центральную" область, которая в большинст­
ве случаев включает в себя только атом примеси, и R означает "осталь 
ную" область» Подставляя (2,2,33) в (2„2в32), мы получаем 

(МСС(о2 - ФСс) # с с - ^ C R G R C = 1 , 

- Ф я с ^ с с + (MRRw2 - Фк к) GRC = О, 

(Мсссо* - Ф с с) GCR - Фсквж = О, 

- Ф к с # с а + (MRRw2 - Ф н н ) GR R - 1. 

(2.2.34) 

Как было указано в предыдущем разделе, минорная матрица G, 
связанная с примесью - G представляет особый интерес ввиду то­
го, что ее полюса или псевдополюса определяют соответственно лока­
лизованные или резонансные колебания, а ее мнимая часть определя­
ет квадратичную амплитуду колебания атома примеси и такую экспери­
ментальную величину, как интенсивность инфракрасного поглощения,, 
Из первого равенства (2„2о34) можно получить следующее выражение 
дляС с с : 

GCC((0) = [МССС02 - ФСС - ^ C R ^ R R ' 7 ' R C ] - 1 , (2.2.35) 
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А 
где GR R дается уравнением 

[MRRft>2 - Фш] GRR(co) = 1 • 12.2.3А) 
л 

Для вычисления G M мы поступим точно так же, как при выводе 
(2о1.48)о Для примеси замещения мы йаходим 

GRR = [1 - GUVRR]-1 G°RR, (2.2.37) 
где 

[MRRco* - <I>RR] GRR = 1 . (2.2.38) 

Здесь M° И Ф° обозначают соответственно массу и силовую посто­
янную минорных матриц, связанных с оставшейся областью идеально­
го кристалла. Величина V - соответствующая минорная матрица 
матрицы возмущений (2.1.31) для одиночного дефекта. Используя 
(2.2.38) и последние два уравнения (2.2.34) (переписанные однако для 
идеального кристалла), легко прийти к следующему выражению для 
6° : 

RR 

G°RR = G°RR - Gld^ccV1 #gR, (2.2.39) 

где G° означает функцию Грина идеального кристалла. 
Рассмотрим резонансное колебание. Такая мода имеет место на 

частоте со определяемой уравнением 

det |Re G^{coR)\ = 0, (2.2.40) 

при условии, что мнимая часть Gu(co ) мала, т.е. в случае, когда 
G (со) имеет квазиполюс. Это определение находится в полном со-

L L 
гласии с определением, данным в предыдущем разделе. Заметим, что 
ImG° мала вблизи края зоны, т.е. в одноатомной простой кубической 
решетке вблизи со » 0 и со « со где coL - наибольшая частота колеба­
ний идеальной решетки. Ограничиваясь здесь низкочастотными резо­
нансными модами, мы разложим G^(co) при малых со. Таким образом, L L ' Д * 
согласно (2.2.35), мы должны разложить G__(co) по степеням со. Если 
и.-Дсо) само по себе не имеет резонансного поведения, свойства 
6R R Q 

(со) связаны со свойствами G (со), и вместо низкочастотного раз­
ложения G__(co) мы можем исследовать разложение G°(co). Чтобы га-

R R 
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рантировать такое поведение G (со), нам, возможно, понадобится не* 
сколько расширить область влияния дефекта. 

Рассмотрим мнимую часть G°(co) при низких частотах. Согласно 
(2.1.39), для решетки Браве G°(co) приобретает вид 

ад, г, ш) 
va 1 Г ехР Uklx(l) — х(Г))] 

1.BZ 

(г; - объем примитивной элементарной ячейки), где мы использовали 
(1.4.18), а также тот факт, что для решетки Браве собственные векто­
ры е(к.) действительны (см. разд. 1.3). В (2.2.41) величина 
exp[tfc(x(l) - х(Г)] может быть заменена на cos*(x(/) - х(Г))0 Ис­
пользуя (2.1.21), мы получаем из (2.2.41) 
Т ПО П V \ 7 l ( S g n СО) Уд 
Im GlAh V, w) = Ж 0 ( 2 л ) з х 

X £ J dk ea(kj) ea>(kj) cos k(x(l) - x(l')) d(co* - co?(k)). 
j l .BZ 

(2.2.42) 

При низких частотах, в интеграл (2.2.42) вносят вклад только векторы 
к вблизи к = 0. Векторы поляризации зависят здесь лишь от к « А/1 tf\» 
и, согласно (1.3.54), 

щ(к) =с0) \к\, (2,2.43) 
где с. — скорость звука, связанная с ;-й ветвью. Раскладывая в ряд косинус 
и интегрируя по | к\> из (2.2.42) и (2.2.43) мы получаем 

Im в»Л1,1', со) = - g ^ ^ ) » Е / Mbejjkj) М%) <»№(*) + W ) . 
(2.2.44) 

Для кубического кристалла, используя свойство G£u - = 6aa 'G° и ус­
ловие ортонормированности (1.3.44), мы можем переписать (2.2.44) 
|| виде 

2 ^ 
ЗЖ°(2л Im GlAh V, со) = - T i ^ i (^5 + ^ ) "*«' + ° ( ^ Ь (2'2-45) 

•7̂ е Cj и ct - продольная и поперечная скорости звука соответствен* 
но. Из (2.2.45) мы видим, что при низких частотах ImG° * (/, Г, со) не 
зависит от индексов I и Г. 

U-ч-УУ 



130 Глава 2 

Согласно (2.1.44), ReG°(co) и ImG°(co) связаны друг с другом со­
отношением Крамерса - Кронига. Дифференцируя соотношение (2Л.44) 
по со2, мы видим, что соотношение Крамерса - Кронига также связыва­
ет величины —— ReG°(co) и ImG°(co). Учитывая это соотно­

с и 2 dco2 

шение и (2.2.45), мы получаем следующее низкочастотное разложение 
ReG°(co): 

d ReG°(co)| Re GQ((o) = G°(0) + w2 
dco2 + •••. (2.2.46) 

w*-*+0 

Заметим, что в (2.2.46) предел со -> 4-0 появляется вследствие сингу­
лярности ReG°(co) при со2 = -0, а она возникает из сингуляр-

dco2 

ности ImG°(co) при использовании соотношения Крамерса - Кро-
dco2 

нига. 1 
Продолжим теперь изучение низкочастотного поведения резонанс­

ных мод с помощью исследования низкочастотно™ поведения B G C C 

из (2.2.35). Учитывая (2.2.46), мы получим для ReG__(co) 
нк 

Re GRR(co) = - Ф 1 к + со2 [ Д Re GRR((o)] + ...; (2.2.47) 

л 
здесь мы использовали равенство GDD(0) = - Ф 0 0 (см. (2.2.36)). Пер-
вый член в (2.2.47) вносит вклад в эффективную силовую постоянную 
примеси 

/ $ ! = Фес - ФсвР&Фкс , (2.2.48) 
а второй - в эффективную массу 

М $ = Мсс - Фск \\~ Re G R R H I 1 Фкс • (2.2.49) 

Л 
Мнимая часть GRR(co), поведение которой дается выражением (2.2.44), 
определяет постоянную затухания у с с с помощью равенства 

М$Усс<о = - Ф с к [ 1 т GRR(a>)] Ф к с . (2.2.50) 

Таким образом, из (2.2.35), (2.2.48) - (2.2.50) мы видим, что низкочао^ 
тотное поведение G (со) имеет вид 

CfccH = [Мсс"я - Ш + Ше«У с сш]-1. (2.2.51) 
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Это выражение аналогично эйнштейновскому приближению G c c (со) « 
«[Мгг™2 "" Фсс1""\ описывающему колебания атома примеси в поле 
всего остального кристалла, атомы которого предполагаются покою-
щимися0 Однако в (2.2.51) учитывается движение всех атомов0 Оно 
представляет собой функцию Грина затухающего эйнштейновского ос­
циллятора с эффективной массой М®*1, эффективной силовой постоян-
ной / ^ " и постоянной затухания у_ . 

Для простоты предположим теперь, что центральное подпростран­
ство с содержит только атом примеси. В случае кубической симмет­
рии величины fpl, M€il и У г с становятся диагональными матрицам 
ми размерности 3 х 3, т.е. (/ЗД) - = б *f и т.д., a G (со) 

V J \ J ОС ОС ОСОС \j \_j 

имеет вид 
[ G c c M W = Ь*АМ*«а>* - /ef f + гМ*«уа>]-1; (2.2.52) 

и представляет собой функцию Грина изотропного осциллятора с за­
туханием, зависящим от скорости. 

Согласно (2.2.9) и (2.2.19), квадратичная амплитуда колебаний 
атома примеси определяется величиной Im[Gcr(co)]a(X', которая с 
учетом (2.2.52) имеет вид 

1 усо 
im [GccHW = -а„ . ^ - Й {0? - шв*г + уы- (2>2-53) 

здесь 
«>R = Vfett/Me« (2.2.54) 

- резонансная частота, определяемая эффективной силовой постоян­
ной и эффективной массой. Перед тем как обсуждать (2.2053), выра­
зим у через /e f f и М . С этой целью выведем сначала, что в области 
низких частот ImG * ImG°. Используя (2.2.3), мы получаем для ImG 

I m G - ™ ( G - G+) = 

= ^r [(1 - GOV)-1 G° - (G°)+ (1 - F+(G°)+)-1J = 

= (1 - GW)-1 Im G°(l - V+(G°)+)-v = 
- (1 + OV) Im G°(l + F+G+), (2.2.55) 

где крест означает эрмитово сопряжение (напомним, что Gf = G*, 
Р*= V). Раскладывая ImG до линейного по со члена, мы можем заме­
нить F(co) на Р(0) = ф - ф ° , G(co)HaG(0) и ImG0 выражением (2.2.45), 
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Отметим, что последнее выражение не зависит от индекса узла решет­
ки. Следовательно, используя равенство ^/'Фа0С ' ( 'О = О (1.3.52), мож­
но свести (2.2.55) для малых со к 

Im Олл.(1, V, со) ** Im G°aAl, l\ со) ** - < ^ ^ j^—r, со, (2.2.56) 

где дебаевская частота со дается выражением (1.4.40). Сравнивая 
теперь (2.2.56) с низкочастотным пределом (2.2.53), мы находим по­
стоянную затухания 

7 2л M0coD
z М*к V ; 

Мы можем различить два вида резонансов: "резонанс пружины" 
и "резонанс массы". Первый резонанс возникает из-за малой величи­
ны / , а последний - из-за большой величины М . Согласно (2.2.57), 
"резонанс пружины" затухает значительно слабее, чем "резонанс мас­
сы". "Резонанс пружины" дает большое значение статического откли­
ка G (0) = l//6**, т.е. при feii-> 0 расположение дефектов становит­
ся неустойчивым. 

Продолжая обсуждать резонансные колебания, мы введем теперь 
локальный частотный спектр 

gj(co) = -(2соМ(1)/л) Im вал(1, h со) , (2.2.58) 

нормированный следующим образом: 
оо 

/ dcogJ(co) = 1; (2.2.59) 
о 

последнее можно показать, используя (2Л.38) и (2.1.21). Если мы з а ­
меним в (2.2.58) lmGaa(l, l, со) на b [G c c ( co ) ] a a из (2.2.53), то полу­
чим следующее значение для локального спектра дефекта d с массой М 

дЛсо) =JL1 ^ . (2.2.60) 
Уа V } J f e « Л (СО2 - СОК

2)2 + У
2С02 > 

оно представляет собой несимметричный лоренциан, который нормиро­
ван следующим образом: 

оо 

/ dco даЦсо) = М/М"*. (2.2.61) 
о 

Нормировка М/М6** величины g (со) представляет собой долю полно­
го локального спектра дефекта, которая содержится в резонансной 
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Рис. 2.10. Доля полного локального спектра колебаний примеси, содержа­
сь , 

щаяся в низкочастотной резонансной моде, ̂ (со) для трех различных резо­
нансных частот 0 <CJp<CJp<COp. При kfa~*0 спектр превращается в 6-
функцию. (Согласно [113] .) 

моде. На рис. 2.10 изображена величина g^M Для трех резонансных 
частот. Мы видим, что полуширина, которая определяется величиной 
у из (2.2.57), стремится к нулю при со_ -> 0, а локальный спектр при-
меси становится равным g (̂co) = (M/Meff)5(co). 

Согласно (2.2.48), (2.2.49), (2.2.37) и (2.2.39), величины/6" и 
Ме" могут быть вычислены с помощью функции Грина G0 идеальной 
решетки. Так как, вообще говоря, существует только численная ин­
формация о G0, приближения для вычисления Z6" и М**{ без использо­
вания точных значений G0 представляют существенную ценность. Та­
кие приближения читатель может найти в работе [113]. В этой статье 
описанный выше метод применяется к резонансным модам вблизи верх­
ней границы зоны, а также к локализованным колебаниям. 

2.2.4. 'Малая конечная концентрация дефектов 
Как обсуждалось в двух предыдущих разделах, изолированные 
примеси могут приводить к локализованным и резонансным колебани­
ям. Локализованные колебания характеризуются частотами, лежащи­
ми вне области спектра колебаний идеального кристалла, разрешен­
ные колебания вблизи примеси ослаблены. Резонансные моды харак­
теризуются существенным увеличением амплитуды колебаний вблизи 
дефекта для разрешенных колебаний в узкой области частот. Следуя 
работе [125], мы покажем здесь, что малая конечная концентрация 
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примесей приводит в образованию зоны локализованных мод, а не од­
ной частоты локализованного колебания, а также к существенному уве 
личению плотности колебательных состояний вблизи резонанса. 

Мы начнем с уравнения Дайсона (2.1.59). Вводя представление 
(kj) следующим образом: 

(ваа'{1х91'и', со)) - [М°(х) М°(и')]1/2 ^ _ 1 Е е«(* I к?) е*А*' I W) * 
jj'k 

X ехр [гк(х(1) - х{1'))] (Ои'(к, со)), (2.2.62) 

(в„(к, со)) - N-1 Г [М°{х) Ж°(к')]1/2 ea*(x \ kj) ел*{х' I */') х 
Ы<х 

Vх а.' 

X ехр [~гк(х(1) ~ х(Г))] (вйа>(1х, 1'х', со)), (2.2.63) 

2*Л1*> *'*', <*>) - [M»(x)M0(x')]ll* N-1 Z **(* \ kj) e*a>{x' \ kj') x 
jj'k 

X ехр [гк(х(1) - х(Г))] £„>(к, т) , (2.2.64) 
и учитывая, что 

G°jr(k, ш) = djr[w2 - toftk)]-1, (2.2.65) 
как это следует из сравнения (202062) и (2.1*39), мы приходим к урав­
нению Дайсона в виде 

(^к,а))> = %[о)»-^(к) ] -1 + 

+ Е[<»2- VC*)]"12>(*> *>) <fyr(*> *>)>• (2-2-66) г 
В дальнейшем мы ограничимся случаем беспорядка масс в одно­

атомной кубической системе и будем пользоваться выражением для 
собственной энергии в одноузельном приближении, которое дается ра­
венством (2,1.76) и (2.1.77). В этом случае мы имеем 

Zir(k, а)) = ди>2(а>), (2.2.67) 
где 2 

Здесь с = (М°_м )/М° (М° - масса атомов основной решетки, М - мас­
са примесного атома), G°(co) = G°a(0, 0, со) (см. (2.2.24)), а с - кон­
центрация примесей. Из (2.2.66) - (2.2.68) получаем 

<%(*, со)) - ayr<G,((fc, co))f (2.2.69) 
где 

<0,(fc, со)) = [со2 - соД7г) - Цсо)]~\ (2.2.70) 
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В дальнейшем мы будем исследовать величину Im<G.(к, со)> . 
Эта величина представляет особый интерес, так как она определяет 
неупругое рассеяние нейтронов (см.(П3.95] с учетом (2.1.22); бо­
лее детально см. [129]), через нее выражаются плотность колебатель­
ных состояний (см. (2.1,42)), а посредством Im<G(ir, со)> (из (2,2.62) 
с учетом, что e(kj) действительны для решетки Браве) - и спектр 
инфракрасного поглощения, и другие экспериментальные величины. 

Используя выражение для JG°(CO) (2.2.24) для собственной энер­
гии, мы получаем 

l i m j ; {со + ге) = w2[A(o)) — гГ(со)] = 
е—>0 

_ с*со2[ос((о) — Щсо)] 
= ос2(а>) + р2((о) ' 

где 

(2.2.71) 

ос(со)^1^(1^с)шЧ^Щ, (2.2.72) 
о 

/»(€») = (1 - с) €о>2 ^ ^ . (2.2.73) 

Здесь g°(co) - плотность состояний колебаний решетки идеального 
кристалла. Подставляя выражение для собственной энергии (2.2.71) 
в (2.2.70), находим 

шШы,«)) = - И 1 _ , и ) _ ^ ) ] 2 + к г и ? ; ^ 
последнее справедливо для частот в области g°(co), когда Г (со) 4 0° 
Согласно (2*2.74), величина Im<G. (к, со)> должна иметь пик при час­
тоте со, удовлетворяющей условию 

со2(1 - А(а>)) - (of{k) = 0. (2.2.75) 

R случае тяжелой примеси предполагается наличие дополнительного 
пика на частоте со при которой величина Л(со), или соответственно 
а (со) обращаются в нуль {последнее условие соответствует условию 
резонанса (2.2.26), распространенному на случай конечной концентра­
ции примесей). Если со.(А) лежит вблизи резонансной частоты, оба пи­
ка близки и имеют одинаковый порядок по величине. Заметим, что ре-
юнансы имеют место при малых значениях я0(со) и приводят к пику в 
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Г (со). Так как, грубо говоря, плотность состояний g< (co)> пропорцио­
нальна Г (со), мы видим, что вблизи резонансной частоты g<(co)> суще­
ственно увеличивается по сравнению с g°(co)o На рис. 2Л1 показано 
соотношение между функциями g°(co), co2ReG°(co), Д(со) и Г (со) для 
резонансной моды при наличии дефекта C f x - 2 в решетке меди. 

Рассмотрим теперь мнимую часть функции Грина в той области 
gO(co), в которой Г (со) = 0. В этом случае из (2.2.70) мы получаем 

u>Lg°(u>) 
зг 

1.0 
M°cv2beG°(w) 0,5 

О 

-0,5 

A(ea)/cvL 
0,01 

-0,01 

T4w)/wL 

0,02 

0,01 

О 0,ZS 0,50 0,75 1,00 
ou/u>i 

Рис. 2.11. Соотношение между функциями g° (со), M°b?ReG° (СО), А (СО) и 
Г 4со) для примеси с € = —2 в решетке Си. Заметим, что помимо резонансной 
моды при СО= 0,35 СО, (С0[_ - максимальная частота колебаний решетки Си), 
существует зарождающийся резонанс при со= 0,86 со, . При СО>0,9 СО, изме­
нена шкала для М со ReG0 (СО). (Согласно [379] .) 
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при со -+ со +- к} 

~ I m (G,(k9 «))) = Ц е о 2 ( 1 - A(<oj) ~ со^(к)] = 

= лд(со - w / ) / IT" [ И 1 ~ Z|((°)) ~ w;W]«>=a,| = 

C7rft>' . й ( с о - а ) | ) , (2.2.76) 
2(щ*-со*(к))*В(щ) 

г д е со. - решение уравнения 

co,2(l - J(a>,)) - cof(k) = О , (2.2.77) 
а 

В(со) = / dcoVVV) /K - W2]2. (2.2.78) 
о 

Последняя строка в (2.2.76) получена в предположении очень малой 
концентрации с. 

Дополнительный полюс в (202о76) имеет отношение к существова­
нию локализованных колебаний» Заметим, что в случае изолированной 
примеси условие существования локализованной моды с частотой coQ 
имеет вид 

Ж°€со0
2#°К) -= 1, (2.2.79) 

а (2.2.77) можно переписать в следующей форме: 
1 

МЧщЮ*(щ) = 1 СШ12 

а>12 — o)j2{k)\ 1 
(2.2.80) 

Здесь G°(co) д а е т с я величиной ReG°(co) и з (2 .2 .24) . Р а с к л а д ы в а я 
c o ^ G 0 ^ ) по с т е п е н я м (со, - coQ) и у ч и т ы в а я (2.2.79) и (2 .2 .80) , м ы най­
дем выражение для ч а с т о т ы со ч е р е з со в низшем порядке по с 

г, г, cK-2(fe)-(l-€)CQ0
2] 

Равенство (2.2.81) показывает, что для малой конечной концентрации 
дефектов вместо одной частоты локализованной моды появляется зона 
локализованных колебаний, ширина которой пропорциональна концент­
рации примесей. Однако нулевая ширина величины Im<G. (Л, со)> в 
(2.2.76) не является правдоподобным результатом, так как это означа-
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ло бы, что возбуждение типа плоской волны с волновым вектором к 
распространяется без затухания в неупорядоченной системе, что про­
тиворечит нашим ожиданиям. Как будет показано в следующем разделе, 
эта трудность устраняется в самосогласованной теории. 

2.3. •Колебания решетки смешанных кристаллов и сплавов 

2,3.1. Экспериментальные результаты 
Основные особенности в однофононных инфракрасном и комбинацион­
ном спектрах возникают из-за длинноволновых оптических фононов. 
Большинство смешанных кристаллов, изучавшихся до сих пор, пред -
ставляют собой соединения типа АВ1_сСс» где кристаллы предельных 
случаев АВ и АС имеют простую структуру с двумя атомами в элемен­
тарной ячейке. В отношении зависимости длинноволновых колебаний 
от концентрации можно в действительности различить два типа таких 
смешанных кристаллов, а именно одномодовые и двухмодовые кристал­
лы (см., например, обзоры [27, 92]). 

Хорошими примерами одномодовых и двухмодовых кристаллов яв­
ляются КС1, Вг и Ga As P, о На рис. 2Л2 и 2.13 показаны 

1 —С С С 1 — С г 

спектры отражений этих кристаллов,, Мы видим, что КС1 Вг име­
ет одиночный пик отражения, положение которого непрерывно меняет­
ся с концентрацией от частоты пика отражения одного предельного 
состояния до другого, и величина пика имеет примерно постоянное 
значение. С другой стороны, для промежуточного отношения концент­
раций компонентов смеси в кристалле Ga As P проявляются два 
пика отражения с частотами, близкими к частотам пиков отражения 
предельных случаев. Величина каждого пика примерно пропорциональ­
на мольной доле соответствующего компонента. 

Помимо однозначных одно- и двухмодовых кристаллов существую^ 
также и смешанно-модовые кристаллы, обнаруживающие в некоторой 
области состава двухмодовое поведение, а в остальной области - од-
номодовое. Более того, аналогичное поведение, помимо наблюдавше­
гося для длинноволновых фононов, существует и для фононов на гра­
нице зоны (см., например, [ 152]). Последнее можно наблюдать экспе-
риментально, исследуя многофононные спектры. 

Основная задача теперь - понять эти экспериментальные особен­
ности. Простейшая попытка установить критерий для предсказания по-
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С = 0,92 С = 0,75 С =0,035 

100 150 200 100 150 200 100 150 200 100 150 200 
Частота, см"7 

Рис. 2.12. Спектры отражений KCL Вг представляющие хороший пример 
одномодового поведения. (Согласно [139] .) 

С'0,15 

180 210 240 270 300 330 360 390 420 
Частота, см'1 

Рис. 2.13. Спектры отражений GaAs^P-, с> представляющие хороший пример 
двухмодового поведения. (Согласно [406.] . 
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ведения мод основывается на исследовании характеристик собствен­
ных колебаний как функции отношения масс компонент смешанного 
кристалла. Ограничение исследования только влиянием изменения 
масс вытекает из того факта, что смешанный кристалл образуется 
только в том случае, когда силовые постоянные предельных кристал­
лов близки по величине. Для длинноволновых фононов такой критерий 
предсказывает двухмодовое поведение, если вблизи одного предель­
ного состава легкие атомы примеси приводят к появлению локализо­
ванных колебаний и если вблизи другого предельного состава благо­
даря тяжелым примесям возникает щелевая мода. Эта ситуация хоро­
шо иллюстрируется рис. 2.14 и 2.15, где для модели простой 48-атом-

48-атомная линейная 
цепочка 

r,Oh-c=/(GoiAs) 

70-'I 

1,0 V-

т 

148-атомная линейная 
цепочка 

C=0(QCLP) 

с =0,958 

70"'Ь 

<§ 10'2Y~ 
% 

| Ю'* 

L 
| ^{С-0,875 

А 

у!окйлизо8ющм 
мода 

300 400 100 200 
Частота, см"1 

300 400 

Рис. 2.14. Интенсивность поперечной моды для модели 48-атомной линейной 
цепочки GaAs P- . (Согласно [27] .) 
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Модель линейной 
цепочки GCLASC Phc 

200 300 400 
Частота, см'1 

500 

Рис. 2.15. Коэффициент отражения для модели 48-атомной линейной цепочки 
G a A s c P 1 -c - < С о г л а с н о t 2 7 ] •> 

ной линейной цепочки Ga As P _ изображены сила колебания (тве. 
ипсовой фактор 6-функций, появляющихся в спектральной плотности) 
и получающийся спектр отражений., Заметим однако, что в такой од­
номерной модели продольные моды отсутствуют и что в трехмерном 
кристалле зона в спектре отражения расположена в области частот 
мпжду длинноволновыми колебаниями L0 и ТО- Следовательно, к пред­
сказаниям на основе существования локализованных и щелевых мод, 
полученным с помощью одномерной модели, следует относиться с ос­
торожностью. На рис, 2,16 показано поведение длинноволновых коле­
ями й различных типов» Обсуждение поведения мод будет продолжено 
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I I I I I I I I I I I , I 
0 0,5 1,0 0 0,5 1,0 0 0,15 1,0 0 0,5 1,0 

Состав 

Рис. 2.16. Типы смешанного поведения кристаллов, а — разрешены как щеле­
вая, так и локализованная моды (двухмодовое поведение); б — разрешена 
только локализованная мода (смешанно-модовое поведение); в — разреше­
на только щелевая мода (смешанно-модовое поведение); г — не разрешены 
ни щелевая, ни локализованная моды (одномодовое поведение). 

в следующем разделе. Вообще говоря, основные особенности поведе­
ния мод в настоящий момент поняты довольно хорошо, по крайней ме­
ре количественно. Однако существуют некие тонкие детали в спектрах 
смешанных кристаллов, которые все еще представляют интересные 
объекты исследований. 

Вернемся теперь к вкладу в однофононные инфракрасный и ком­
бинационный спектры смешанных кристаллов от плотности состояний, 
определяемой примесями. Он возникает вследствие устранения пра­
вил отбора по импульсу (к = 0) кристалла совершенно аналогично слу­
чаю одиночного дефекта (см, разд, 2,2,2). Совсем не просто идентифи­
цировать экспериментально такой вклад, потому что он может быть 
замаскирован вкладом зон с к « 0, зон резонансных мод, а также пе­
рекрытием однофононного и многофононного спектров. Для иллюстра­
ции на рис. 2.17 изображена низкочастотная область спектра комбина­
ционного рассеяния в смешанном кристалле Ge Si , где зона ниже 
120 см~1 приписывается рассеянию ТА-фононов Ge благодаря наличию 
беспорядка, а ниже 170 см""1 - рассеянию ТА-фононов Si. Отметим, 
что остальные пики на этом рисунке идентифицируются как двухфонон-
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ся0 

с* at? 

с = 0,22 

с = 0,36 

Ч ^ < ? , 46 

с=0,65 

0 = 0,77 
С = 0,915 

с=?,0 

40 ПО 240 340 
си, см'1 

Рис. 2.17. Спектры первого и второго порядков комбинационною рассеяния 
в кристаллическом плаве Ge. Si при Т= 330 К для С0^> 340 см*"1. (Соглас­
но [231] .) 

ные. Вклад плотности состояний в спектры будет также обсуждаться 
в последующих разделах,, 

2.3.2. Приближение виртуального кристалла и 
модель равных смещений 

Как обсуждалось в предыдущем разделе, смешанные кристаллы можно 
классифицировать по отношению к зависимости от концентрации длин­
новолновых оптических фононов. Сейчас мы рассмотрим два простых 
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приближения для описания такой зависимости от концентрации: при­
ближение когерентного потенциала (ПКП) и модель равных смещений 
(РС)о В ПКП смешанный кристалл заменяется на упорядоченный крис­
талл с массами и силовыми постоянными, усредненными по конфигу­
рационному пространству, в то время как в модели PC PC смешанный 
кристалл заменяется на упорядоченный кристалл с псевдоэлементарной 
ячейкой, также усредненной по конфигурационному пространству. Ока­
зывается, что ПКП удобен для описания одномодового поведения, а 
PC — двухмодового. 

Рассмотрим смешанный кристалл типа АВ1 _с С и ограничимся 
для простоты одномерными системами» Последующая процедура мо­
жет быть легко применена к системам высшей размерности. Соглас­
но (2.1.27) и (1.3.52), функция Грина такой системы подчиняется урав­
нению 

со2М{Ы) G(lx, l'x', o>) = 
= »п'д**' + Е *(**> I"*") [#(*"*", l'x', со) - G(lx, l'x', со)], (2.3.1) 

Гх"(=Нх) 

где полагается, что подрешетка х- 1 полностью занята атомами А, а 
подрешетка х»-2 случайно занята атомами В, с концентрацией 1 - с 
и атомами С с концентрацией с. 

Используя числа заполнения, определяемые (2,1.66), можно выра­
зить массы и силовые постоянные, входящие в (2.3,1), в следующем 
виде: 

M(ht)=Zri\lK)MK*)> (2.3.2) 
j 

Ф(1х, Vx') - Z viurfw&rV*> l'*') • (2.3.3) 

Здесь индекс / пробегает значение от 1 до 3, и мы определяем 
М1(1) = Мд, М2(1) = М3(1) = М1(2) =0, М2(2) = Мв, М3(2) = Л*с, где 
М М и Мг обозначают соответственно массы атомов А, В и С. 
Уравнение (2.3.3) основывается на предположении, что константа взаи­
модействия определяется только двумя атомами, которые оно связы­
вает. Разумно предположить, что Ф;; (lx, l'x') = Ф ( ' - * * » Вх ). Мы 
будем рассматривать взаимодействие между атомами как сумму ко­
роткодействующего отталкивания и дальнодействующей электростати­
ческой части. В двух- и трехмерных системах последняя часть приво­
дит к расцеплению LO- и ТО-колебаний (см. разд. 1.5). Учет этого эф-
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фекта важен для интерпретации оптических спектров таких систем 
(см., например, [ 228]). 

Усредняя (2.3в1), получаем следующие функции Грина: 
$(lx, Гх', со) == (G(lx, Гх, со)), (2.3.4) 

$г,(1х, Гх', со) = {4.^0(1*, Гх', <о)Жт€»*->)> (2-3.5) 
х 

°1J"№X> * x » w ) = / - F 7^ \ • (2.3.6) 

Здесь символ <• • •> означает усреднение по конфигурационному про­
странству. Функции Грина (2.3.5) и (2.3.6) называются условно усред­
ненными функциями Грина, потому что некоторые атомы при усредне­
нии остаются фиксированными. Подставляя теперь (203.2) и (2.3.3) в 
(2.3.1) и усредняя результат, получаем 

со2 £ М\х) с{$1(1х, Гх, со) = 

= &и'&*к- + U <Pjr(lx, Г'х") с£с£7, Ы\'\(Г'х", Гх', со) - Slfylx, Гх', со)] ; 

»" (2.3.7) 
здесь мы использовали (2.3.5), (2.3.6) и (2.1.96). Для рассматривае­
мого смешанного кристалла мы имеем с1 = 1,с2 = с3 = с 1 = 0, 
с\-(\-с)9с\-с. 

Мы видим, что уравнение (2.3.7) связывает две различные функ­
ции Грина. Следовательно, это уравнение нельзя решить без какого-
либо удобного приближения. Заметим, что иерархию связанных уравне­
ний для условно усредненных функций Грина (когда остаются фикси­
рованными один, два, . . . атома) можно получить из уравнения (2.3.1), 
если его умножить на г\ и произведения величин ц и усреднить резуль­
тирующие уравнения. Для решения нам нужно будет получить из этой 
иерархии конечный замкнутый набор уравнений. С этой целью обычно 
условно усредненную функцию Грина сп+ 1 фиксированными атомами 
заменяют на функцию с п фиксированными атомами. Самым грубым 
таким приближением является ПКП, которое состоит в полном пренеб­
режении различием между функциями Грина (2.3.4) - (2.3.6). 

В ПКП уравнение (2.3.7) сводится к виду 
со2М(х) ${1х, Гх'у со) = 

= <V<W + 27 Щ1х, Г'х") [$(Г'х", Гх', со) - $(1х, Гх', со)], (2.3.8) 
Гх"(ф/х) 

ИМ.Ъ7 
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где __ 
M(x)=£cjM\x), (2.3.9) 

i 
Ф(1ху IV) = £ Ф"'(1х, Vx) c^'ci'. (2.3.10) 

и' 
Сравнивая (2.3.8) и (2.3.1), мы видим, что (2.3о8) описывает кристалл 
с усредненными массами (2.3.9) и усредненными силовыми постоян­
ными (2.3.10). 

Разложим теперь § в ряд Фурье 
$(Ы, / V , со) = - j - 2 1 ${**', k> (о) e«*«*<'*>-*<lV", (2.3.11) 

™ к 
где Л/ означает число атомов в подрешетке, а х(1К) описывает поло­
жение атома (1х). Подставляя (2.3.11) в (2.3.8), мы получаем 

2 1 \\со*М(х) + 2J (1 - <V'<W") *(**> I"'*'")] <W' -

- 27 (1 - дц»дхм») Ф(1х, l"x") е««*с"*")-*</*>]1 ^(«'V,ik, си) - <3Kj/. 
/" У 

(2.3.12) 
Полюса § или соответственно нули det | §~ 1 | определяют соб­

ственные частоты системы. Так как выражение в фигурных скобках 
в (2.3Л 2) - действительная матрица 2 x 2 , мы получаем из равенст­
ва det | §""1| * О две фононные ветви: акустическую и оптическую. 
Итак, ПКП приводит к возбуждениям типа плоской волны, которые 
не подавляются беспорядком. Но это противоречит тому факту, что 
такие возбуждения не могут быть собственными модами неупорядо­
ченной системы, поскольку периодичность решетки отсутствуете 

Исследуем сейчас длинноволновые колебания в ПКП. Для этого 
положим в (2.3.12) k -• 0 и предположим для простоты, что взаимодей-
ствие существует только между ближайшими соседями*, Если опреде­
лить силовые постоянные F A B и F A C посредством 

0*1(11, 12) = Ф'А(Ю, 11) = ФА?'(И, (I - 1) 2) = 
= Ф?А((/ - 1) 2,11) == -FAK j = В, С, (2.3.13) 

то секулярное уравнение для длинноволновых колебаний примет вид 
со2МА - (1 ~C)FAB- cFAC (1-сЛ FAB + cFAC I 
(1 - с) FAB + cFAC ш2[(1 - с) Мь + сМс] - (1 - с) FAB - cFA? = 
= 0. (2.3.14) 
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1/2 
(2.3.15) 

Это уравнение имеет два корня: 
щ = О (акустическое колебание), 

(оптическое колебание)» 

Следовательно, ПКП для любой концентрации дает одну длинноволно­
вую оптическую моду. Поэтому это приближение может быть исполь­
зовано только для объяснения (но не для предсказания) одномодового 
поведения. Оно представляет собой наиболее грубую интерполяцион­
ную схему во всей области концентрации 

Возвратимся к модели РССЭ. Снова начнем с уравнения (2.3.1). 
Заменяя в этом уравнении массы и силовые постоянные с помощью 
(2.3.2) и (2.3.3), умножая получившееся уравнение на г|;. и усредняя 

[IX) 
его, мы имеем 

I а>*М\х) $\{1х, Гх', со) = дц>дкн> + £ Ф""(1х, Ух") х 
Гх"( + /«) 

Г 
1 х ^'»>?&7'>> Уп^Г'х'', Гх', со) - Slf (lx, Гх', со)]. (2.3.16) 

Здесь иерархическая система уравнений, упомянутая выше, разбиваем­
ся с помощью следующего приближения в (2.3.16): 

$""„{Ы, Гх', со) ^ $1(1х, Гх', со). (2.3.17) 

Это представляет собой одноузельное приближение, так как атомы, 
оставленные фиксированными при усреднении, не "чувствуют", явля­
ется ли другой атом также фиксированным или нет. То есть мы пре­
небрегаем соответствующими корреляциями между двумя или более 
атомами. С помощью (2.3.17) уравнение (2.3.16) приобретает вид 

ю2М\х) $i(lx, Гх', о>) = дц>бки> 4- 27 ##'(**, Г'х") с£7, х 
* Гх"(ф/х) 

X \$г,(Г'х'', Гх', со) - $\{1х, Гх', со)], (2.3.18) 

где также использовано (2Л.96). 
Заметим, что в (2.3.18) входит только один элемент функции Гри­

на Ztrjlx, I 'х', со) с / " = / и х " =*•«. Но при выводе приближе­
ний ПУТ и ПКП (см. разд. 2.3.4) помимо таких диагональных элемен-
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тов мы должны также учитывать недиагональные элементы (см. [61]). 
Величину #/ (/«., Гх', со), можно разложить в ряд Фурье анало­

гично §(/*, / 'я ' , со) в (2оЗЛ1)о Уравнение (вытекающее из (2.3.18)) для 
соответствующих коэффициентов Фурье имеет вид 

Е [\ш*м*(к) + 2 ; (1 - ди»>дКК'») С%:.Ф>Г(Ы, r v - ) l ьхх»д}Г -
*";" IL Г'*'"у J 

- €' 27 (1 - <̂ "<W-) Ф#"(**, Г V ) е™*и"*">-«"4 х 

X #"(*"*', ку со) = ^ . (2.3.19) 

Вводя функцию Грина gW с помощью равенства 

Z {•. •} <7>">>'V, i, со) - <5ХХ«5,Г, (2.3.20) 

где } . . Л означает выражение в фигурных скобках в (2.3.19), полу­
чаем. 

$(хх', 1с,<о)=£ схЩхх', к, со) = 2J Сн'д'г{**'> к, со). (2.3.21) 

Таким образом, собственные частоты системы могут быть определе­
ны из уравнения det | {.•.} | = 0, потому что полюса функций § и gM 
совпадают. Так как {•••} - действительная матрица 3 x 3 , уравнение 
det | {.. Л | = 0 дает три ветви незатухающих фононов: одну акусти­
ческую и две оптические. 

Секулярное уравнение, вытекающее из (2.3.19), совпадает с урав­
нением для собственных значений для кристалла с псевдоэлементар­
ной ячейкой, составленной из атомов А, (1 - с)В и с С (рис. 2.18). 
Атомы В и С расположены в тех же самых узлах псевдоэлементарной 
ячейки. В уравнение движения для такой системы массы и силовые 
постоянные входят с весом, равным концентрации рассматриваемых 
атомов. Для более детального ознакомления с формулировкой такой 
модели псевдоэлементарной ячейки и строгим вычислением с ее по­
мощью дисперсионных кривых отошлем читателя к работе [ 401 ]9 

Рассмотрим теперь длинноволновый предел уравнения (2.3.19). 
Предположим, что межатомные силы простираются вплоть до вторых 
соседей. С помощью 
ФЦ12, (I + 1 ) 2 ) - ФЩ1 + 1) 2,12) = Ф""(й, (I - 1) 2) = 

- ФП[(1 - 1) 2,12) = - W / 2 , ;, J' - В, С, (2.3.22) 
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(1-е) В (1-с)В 

2(п-1)а (2п-1)а Ела (2л+7)а 

Рис. 2.18. Псевдоэлементарная ячейка смешанной двухатомной цепочки 
АВ1_ССС. (Согласно [401 ] .) 

и (2.3J3) мы получаем из (2.3.19) секулярное уравнение 
\co2MA-(l-c)F^-cFAC (l~c)FAB cFAC 

UAB CO2MB-FAB-CFBC С^ВС 

\FAC (1-C)FBC CO2MC-FAC-(1-C)FB 

= 0. (2.3.2 

Это уравнение идентично секулярному уравнению, полученному в ра­
боте [91] для модели PC, которая представляет собой описанную выше 
модель псевдоэлементарной ячейки для к = 0. Интересно отметить, 
что (2.3.23) не содержат силовых постоянных F ^ , FB B и F c c для 
вторых соседей. Вклад этих силовых постоянных, возникающий из 
первого и второго члена в фигурных скобках (2.3Л9), при к = 0 сокра­
щается. Это отражает тот факт, что в рассматриваемом приближении 
при к = 0 все атомы данного типа колеблются в фазе, как и в идеаль­
ном кристалле. Эти равные смещения и являются основой предположе­
ния при выводе (2.3.23) с помощью PC модели. Здесь этот результат 
вытекает из разбиения (2.3Л7). 

Уравнение (2.3.23) имеет три корня, причем один из них равен 
нулю (акустическая мода). Вблизи предельного случая кристалла одна 
из остающихся двух мод представляет собой колебание примеси, в то 
время как вторая является оптическим колебанием. Для системы, об­
наруживающей двухмодовое поведение, колебание примеси представ­
ляет собой локальное колебание, когда состав смеси близок к одному 
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предельному случаю, и щелевую моду - когда к другому. Применение 
PC-метода к одно- и смешанномодовым системам требует дополнитель­
ного предположения, которое, вообще говоря, не очень убедительно» 
В первом случае, например, полагают, что колебанием примеси явля­
ется резонансная мода, а во втором случае, по-видимому, более под­
ходит комбинация резонансной и щелевой или локализованной мод. 
Преимущества модели PC таковы: 1) двухмодовое поведение может 
быть объяснено, 2) может быть учтено изменение силовых постоянных, 
3) возможна интерполяция на всю область концентраций. Недостатки 
же этой модели следующие: 1) все колебания описываются незатухаю­
щими возбуждениями типа плоских волн независимо от того, являет­
ся ли данная мода примесной или зонной, 2) сравнение с эксперимен­
том дает для силовой постоянной F B C для взаимодействия атомов, 
следующих за ближайшими соседями,величину, вообще говоря, того 
же самого порядка, что и силовые постоянные для ближайших сосе-
дейо Для критического изучения модели PC отошлем читателя, напри­
мер, к работам [192, 249]; см» также примечание на с. Q0Qo 

2оЗ.З. «Колебания, активированные беспорядком,в 
инфракрасном и комбинационном спектрах 

Как уже отмечалось в раздс 203<Л, однофононные спектры инфракрас­
ного поглощения и комбинационного рассеяния в неупорядоченных 
системах иногда недвусмысленно показывают наличие мод, ативиро-
ванных беспорядком. В частности, такие спектры могут отражать не­
которые особенности плотности колебательных состояний. Прежде чем 
рассматривать детально данное явление, приведем некоторые основ­
ные формулы для комбинационного рассеяния и инфракрасного погло­
щения. 

Используя (П3.56), (П3.57), (20L45) и (2.1.22), мы получаем сле­
дующее выражение для сечения (нерезонансного) однофононного ком­
бинационного рассеяния: 

т ^ - ~ (—V Е ^ W K ~ Щ) e*'e±, (2.3.24) 
da>s <Ю щ \тс/ лр*г 
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где . 
/ . . '1ГИ = " И 27 2JP[%(lx) Р(£>,№) х 

X Im врр(1х, lx, co + ie), e -> + 0 , (2.3.25) 
и 

n(co) =[еЬш* - l ]" 1 . (2.3.26) 
Здесь n(co) обозначает среднее число фононов с частотой со (см. 1.4.50)), 
еа и еа — это а-я декартова компонента векторов поляризации соот­
ветственно падающего и рассеянного света; со. и со - частоты падаю­
щего и рассеянного света, a P(V B (/к) - коэффициент разложения 
первого порядка (по компоненте смещения w0 (/к)), оса' — компоненты 
тензора поляризуемости. Таким образом, для со = со _ со. > 0 величи-

S 1 

на /(со) из (2.3.25) пропорциональна числу фононов п(со) и описывает 
стоксову компоненту спектра. Если со отрицательна, то, вследствие 
того что ImG(-| co|)=-ImG(| co|) (см. (2.1.22) и (2.1.45)), сечение рас­
сеяния пропорционально -п( - |со |) =-п(| со |) + 1 и описывает антисток-
сову компоненту» 

Коэффициент однофононного инфракрасного поглощения дается 
выражением (см. (П3.20), (П3.21) или (2,2.10) соответственно) 

Xlm Ofip(lx, lx, со + ie), e -> + 0 . (2.3.27) 

Здесь M(1* ft (lx) - коэффициент разложения (относительно uft (lx)) пер-
вого порядка a-и компоненты электрического дипольного момента 
(т.е. эффективный заряд). 

Таким образом, мы видим, что однофононное комбинационное рас­
сеяние и инфракрасное поглощение описываются выражением типа 

О(со) ос - 27 Q№) QAl'x') Im Gaa>(bc, Vx\ со), (2.3.28) 
Ixa 

1'н'а 

где величина Q представляет собой коэффициент разложения первого 
порядка либо величины поляризуемости, либо дипольного момента. 
Согласно известной концепции усреднения по конфигурационному про­
странству, мы должны усреднить (2.3.28): 

<0(a>)> a - У (Qa(lx) Qa>(l'x') Im ваа>(Ы, Vx\ a>)); (2.3.29) 
Ixoc 

I'x'a' 
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здесь <• • •> обозначает усреднение по конфигурационному простран­
ству. Так как, вообще говоря, беспорядок влияет и на электронные 
свойства и на колебательные, процедура усреднения действует одно­
временно и на величины Q (причем последние зависят от электронных 
свойств), и на величину ImG, которая определяется динамикой решет­
ки. Однако такая сложная процедура до сих пор не выполнена. Поэто­
му мы ограничимся здесь изучением некоторых простых специальных 
случаев, когда беспорядок влияет либо на электронные, либо на дина­
мические свойства системы. 

Вначале предположим, что беспорядок действует только на вели* 
чины Q. В частности, мы полагаем, что 

<1№)=Е41н)ЯЛ*), (2.3.30) 
j 

гдегЛ - числа заполнения, определяемые соотношением (2.1.66). 
Равенство (2.3*30) основывается на предположении о том, что величи­
на Qa (1к) зависит только от типа атома на узле (Ы)а Это предположе­
ние подразумевает, что волновые функции, определяющие Q (/*), до­
статочно хорошо локализованы на узле (1х)а 

Подставляя (2в3.30) в (2.3.28) и учитывая 

( i , i / ) ) = с * д а - *****') + ^;<V<V<W > (2.3.31) 
получаем 

<0(ео)> а - £ cJ(%QJi*) Q i V ) E Im G°Alx, *'*', «>) -
jj'xx'&a' ll' 

~.E, (C«'<V - c« V ) <?Л*) QU*) E Im GlAl*> l*> o>)• (2.3.32) 
jj'xaa.' I 

Здесь c^ - концентрация атома типа ; в подрешетке и. Выражая G0 

в (2.3.32) с помощью (Л;)-представления (2.1.39) и используя (2.1,21) 
и (1.3.65), записываем величину <0(со)> в виде 

<°<*»> «Д, №)м$$ N feM'0J) ̂ 'щ *к ~ W72(0)) + 

+ Е № • - с«Ч'-) QA*1?"[(>C') Е е.(* I *Я « ( * I *Я *(«>« - c«?
2(fe)). 

jj'xaa Ш \К) kj 

(2.3.33 
Первый член в правой части (2.3.33) описывает вклад в спектр длинно­
волновых оптических фононов. Такой вклад хорошо известен для иде-
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ального кристалла (см. (1.4.13)), Он описывает колебания, активирован­
ные беспорядком. Заметим, что, как и ожидалось, этот член обращает­
ся в нуль, если Q* (х) не зависит от ; , т„е„ для идеального кристалла. 

Рассмотрим теперь, как примеси влияют на комбинационный и ин­
фракрасный спектры, поскольку они влияют и на динамику решетки. С 
этой целью используем представление (2.1.38) для величины G, входя­
щей в (2.3.28). Итак, мы имеем 

1'х'л 

где B{s *(/*) есть 5-й (действительный) ортонормированный собствен­
ный вектор динамической матрицы, а со — соответствующая собствен­
ная частота, Следуя работе [149], мы предположим следующее: 1) су­
ществуют группы собственных векторов, связанных друг с другом об­
щими особенностями, например одинаковым движением атомов, 2) су­
ществует однозначное соответствие между собственными частотами 
и собственными векторами,, Последнее предположение основывается 
на предпосылке, что в неупорядоченных системах не существует стро­
гого вырождения собственных значений. 

Обозначим каждую группу собственных векторов индексом зоны 
/ = 1 , о о о , / , а с помощью N. обозначим число собственных векторов 
в каждой зоне. Частоты ;*й зоны пронумерованы в порядке возраста­
ния и обозначены через со.., где i = 1. 2, . . . , N.. Согласно второму 

предположению, мы можем написать В{*г)(1х) = В'(1х, со2. ). Вводя 
плотность состояний ;-й подзоны 

можем переписать (2.3.34) в виде 
0(а>) ос £ Df(ca2) O^), (2.3.36) 

где 
д.(са2) в ГГQa(lK) BJ(lx, eo2)/(M(Z*))1/2l2 (2.3.37) 

есть частотно-зависящий коэффициент взаимодействия. Таким обра­
зом, комбинационный и инфракрасный спектры могли бы показать ряд 
пиков, величина которых была бы пропорциональна плоскости колеба-
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тельных состояний соответствующей подзоны. Однако форма такого 
пика в существенно более сильной степени может определяться час­
тотной зависимостью коэффициента взаимодействия, чем плотностью 
состояний подзоны (см„ также [ 214] и ссылки там)0 

Следовательно, особенности в комбинационном и инфракрасном 
спектрах, индуцированные беспорядком, могут возникать из-за влия­
ния дефектов на электронную структуру, а также на динамику решет­
ки. Вообще говоря, можно ожидать, что оба этих механизма действу­
ют одновременно. 

Заслуживает внимания тот факт, что нарушение обычных правил 
отбора по импульсу к в спектре кристалла наблюдалось не только в сме­
шанных кристаллах, но и в кристаллах с изолированными дефектами 
(см. разд. 2.2), в аморфных веществах (см. разд. 303, а также [ 60] и 
ссылки там), в сверхионных проводниках [ 6, 82] и в магнитных полу­
проводниках, где это нарушение связано со спиновым беспорядком 
[ 434]. Активация колебаний беспорядком все еще остается интерес­
ной теоретической и экспериментальной задачей [ 52, 88]. 

Мы завершим этот раздел исследованием указанной проблемы с 
помощью простой точно решаемой модели неупорядоченной решетки. 
Эта модель представляет собой линейную цепочку с бесконечной мас­
сой атомов одного сорта. Для вычисления функций Грина решетки нам 
необходимо найти собственные состояния и собственные частоты сле­
дующего уравнения движения атомов в островке из L атомов конечной 
массы, который ограничен двумя бесконечно тяжелыми атомами (см. 
(1.3.2)): 

[Мы* - 2у] и(1) + уи(1 +'1) + уи(1 - 1) = 0 (2.3.38) 
с граничными условиями 

и(0) = u(L + 1) = О, (2.3.39} 
где и(1) обозначает смещение атома в узле la (a - постоянная решет-
ки, I = 0, 1, . . . , L + 1), у - силовая постоянная между ближайшими 
соседями, а М - масса атома (конечная). Вводя смещение, зависящее 
от массы (см. (1.3.8)) и решая задачу на собственные значения, мы 
находим следующие собственные состояния и собственные значения: 

В^(1) - l / ^ T i s i n W ' (2-3-40) 
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(О. 2 сом
2 sin2 (аа/2), (2.3.41) 

где /— 

Подставляя эти решения в функцию Грина (2.1.38), мы получаем ре­
шеточную функцию Грина GL(ll'9 со) для островка с L атомами конеч­
ной массы. Если беспорядок не влияет на электронную структуру, то 
Q (1х) в (2,3.29) не зависит от /, и мы видим, что О(со) определяется 
конфигурационным средним величины А (GO ) = - Z *ImG (// \ а>), 
которая в сущности представляет собой так называемую спектральную 
плотность (см. (2.3,86)) при к = 0. Далее, нам необходимо найти функ­
цию GL(co2) = — 2.1m G (//, со), конфигурационное среднее которой оп­
ределяет колебательную плотность состояний. Л-(со2) и GL(co2) дают­
ся выражениями 

AL{^) = -^ г ^ - 1 £ cot* (sa/2) д(со* - со/), (2.3.43) 
(т нечет) 

OL(^) = ^Z6(^-CO3-). (2.3.44) 

Усреднение проводится с помощью весовой функции 

;(L) = t f ( l ~c)2cL, (2.3.45) 
которая описывает вероятность существования островка из L атомов 
конечной массы. Функция / (L) нормирована следующим образом: 

£ Lf(L) = cN, (2.3.46) 

где с - концентрация атомов конечной массы, а N - полное число ато­
мов в цепочке. С помощью (2.3.45) мы получаем для средних значений 
<4,(со2)иС, (со2) 

L\~ I ~ L \ 

2 о)М ИИ)> -Цг^^~ <»2Ы2 E Е № д(2п - 1 - 2(2, + 1) А), 

1 оо оо 

(G(m*)) = — [сомсо ]/l - (а»/©*»]-1 Е L № (L + 1) Ь{п - 2(L + 1) А), 
м L^l n = l 

(2.3.48) 
где 

1 . со 
X = — arcsm — ^ 1 / 2 . (2.3.49) 
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Для данной частоты со различные комбинации величин п и L могут 
дать ненулевой вклад в (2,3.47) и (2.3,48). Чтобы учесть это, подста­
вим 

Е д*,р1я - 1 (2.3.50) 
pq 

в правую часть этих уравнений. В (2о3.50) p/q представляет собой не­
сократимую дробь. При вычислении <Л(со2)> мы можем положить 
In - 1 » (2k + l)p, 2(L + 1) = (2k + \)q, где k *= 0, 1, o0 e , и заменить 
суммирование no L и п на суммирование по &<> Таким образом, окон­
чательно мы получаем 

<Л(со*)> = - — — — У1 - - 2 / - м 2 1 - 1п — ^ S(plq - Я) 
етГ (2.3.51) 

и аналогично 
# ( 1 - с)2 

<£(*>2)> = 
Ж2сеомо> У1 — со21о)М

2 

Ынечет)1 ~~ с р(произв)1 ~ с 

Цчет) </(нечет) I 
(2.3.52) 

Данную процедуру легко также обобщить на двухатомную цепочку, в 
которой один сорт атомов случайно заменен атомами с бесконечной 
массой [ 62]. Двухатомная цепочка как модель имеет то достоинство, 
что в ней также можно исследовать влияние беспорядка на оптическую 
зону. Результаты такого исследования показаны на рис. 2.19* Для срав­
нения на этом рисунке также показаны результаты вычисления с по­
мощью ПКП и кластерного приближения (см. разд„ 2.3.4). Мы видим, 
что беспорядок сильно размывает б-функции, характеризующие спект­
ральную плотность идеальной цепочки. Некое соответствие между 
спектральной плотностью колебательных состояний существует, но и 
различаются эти величины довольно сильно. 

203.4. Приближение усредненной ^-Матрицы и 
приближение когерентного потенциала 

В разд. 2Л.З было рассмотрено приближение одного узла в рамках 
теории многократного рассеяния. При таком подходе не учитывается 
любое явное влияние одного рассеивающего центра на другой. Индиви-
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— i 1 — • 

0,4 0,6 
(cv/cvM)2 

•а 

ZY 

о,г — 1 — 
0,6 0,8 

(w/cvM)£ 

Рис. 2.19. a — плотность колебательных состояний < G (ОТ) > ; б - спектраль­
ная плотность <>4 (cJ2) > для одномерного сплава AB.j_cCc (с = 0,3, отноше­
ние масс Мд/Ма = 1/2к Вычислено (для MQ = °° ) по формулам, аналогич­
ным (2.3.47) и (2.3.48) (гистограмма) и (для М^ = 50 Afg) в ПКП (сплош­
ная кривая) и с помощью кластерного метода (штриховая кривая). (Сог­
ласно [62] .) 
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дуальные рассеивающие атомы при этом рассматриваются как поме­
щенные в некоторую эффективную среду, выбор которой остается 
произвольным. Теперь мы остановимся на следующем двухузельном 
приближении: приближении усредненной t -матрицы (ПУТ) и приближе­
нии ̂ когерентного потенциала (ПКП)0 В ПУТ на эффективную среду 
накладывается условие, чтобы она воспроизводила усредненную t -мат­
рицу для каждого атомав В ПКП эффективная среда подбирается само­
согласованным образом из требования, чтобы t -матрица для рассеяния 
от более чем одного рассеивающего центра была в среднем равна нулю. 

Рассмотрим сплав с беспорядком массы А В с кубической 
решеткой Браве» Уравнение для функции Грина (2ЛЛ8) такой системы 
может быть записано в виде 

в'1 = (G°)-i - F, (2.3.53) 
где 

(G0)-1 = MV8 - Ф° (2.3.54) 
И F = ( M ° - M ) со2. (2.3.55) 

Здесь G ° есть функция Грина идеального исходного кристалла, имею­
щего матрицу масс М° = М° 1 и матрицу силовых постоянных ф °в За­
метим, что М° не обязательно совпадает с массой А- или В-атома* 

Нас интересует оператор собственной энергии, определяемый 
выражением (см„ 2Л„59): 

(G) = G° + G0 2 <G>, (2.3.56) 
где<в> означает конфигурационное среднее от G„ Оператор 2 име- (| 
ет симметрию решетки. Он описывает эффективную среду <, В общем 
случае 2 будет комплексным и неэрмитовым оператором0 Из сообра­
жений удобства при вычислении 2 часто вводят диагональную матри­
цу а = а 1 и выбор а остается произвольным, С помощью а выражение 
(2„3053) можно переписать в виде 

G'1 = G-г-У, (2.3.57) 
где 

Q-I = (О*)"1 - о9 (2.3.58) 
V^V-a. (2.3.59) 

Здесь G можно рассматривать как гриновскую функцию нового исход­
ного кристалла, а V - как соответствующую матрицу возмущений,, 
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Оператор собственной энергии 2 , определенный как 
(G)=G + Gt(G), (2.3.60) 

связан с 2 соотношением 
2: = Ё + в. (2.3.61) 

При вычислении ЗЕ с помощью (2.1.52), (2.1.69), (2Л.70) получаем 

V=£v{t/
m, (2-3-62) 

U 
;(А.В) 

где 
ti{lAW, со) = (^ - a) dhldlVdaa., (2.3.63) 
vi == (ifo __ jf/) ю2в (2.3.64) 

Далее, подставляя (203.61) в (2.3.63) и (2.1.71) в (2.1.73), получаем для 
атомной t -матрицы 

№=£4* №>, (2.3.65) 
/ * • • 

где 
0\U\ со) - V(o>) дщдц>дал; (2.3.66) 
0(a)) = (^ - <х)/[1 - (tf - а) 0(0)], (2.3.67а) 
б(0) = бвв(0,0,о>). (2.3.67Ь) 

Подставляя *-матрицу (2.3.67а) в одноузельное приближение для собст­
венной энергии, определенное выражением (2.1.77), и учитывая (2.3.61), 
получаем в результате 

Г = 271, (2.3.68) 
где 

£ = ° + <*>/[! + «(0) <<>] (2-3.69) 
и 

Ф = 27 cW, (2.3.70) 
i 

с величиной tJ, определенной в (2.3.67). 
Уравнение (2.3.69) дает основу для двух различных подходов: 

можно подставить в это уравнение величины <t> и G(0), которые со­
ответствуют определенному выбору а, или определить сх самосогласо­
ванным образом из условия 

(t) = 0 (2.3.71) 
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с учетом (2.3.58). Первый подход называют приближением усреднен-* 
ной £- матрицы (ПУТ), так как второй член в правой части (2,3.69) 
представляет для каждого узла эффективный потенциал, определенный 
средней ^-матрицей. Этот подход не самосогласован, и результирую­
щая величина 1, вообще говоря, зависит от выбора а. Второй самосог­
ласованный подход обычно называют приближением когерентного по­
тенциала (ПКП)„ В этом подходе мы получаем из (203071) и (2.3.69) 
2 = ст, и из (2.3.61) и (2.3.60) следует, что <G> = G. Метод ПКП дает 
собственную энергию, которая инвариантна относительно выбора ис­
ходной решетки (см. ниже)Г Это наилучшее одноузельное приближение. 
Однако ПКП оказывается более трудным для численных расчетов, чем 
метод ПУТ. 

Остановимся теперь на методе ПУТ. Полагая CJ = 0 и выбирая иде­
альный А-кристалл в качестве исходного, получаем из (2.3.69), (2.3.70), 
(2.3.67) и (2.3.64) 

1 _ (1 _ С) (JfA _ JfB) ^£0(0) * V • • / 

Здесь МА и Мв обозначают массу А- и В-атомов соответственно, G°(0) 
есть элемент (2.3.676) функции Грина идеального А-кристалла и с = с в 

Собственная энергия (2.3.72) идентична с определенной в (2*2.68). За­
метим, что собственная энергия и результирующая функция Грина не­
симметричны относительно А- и В-атомов0 В частности, рост концент­
рации В-атомов подавляет резонансное поведение в (2.3.72), так что 
при с-> 1 собственная энергия (2.3.72) стремится к той, которая полу­
чается в рамках приближения виртуального кристалла (ПВК). 

Результаты ПУТ можно существенно улучшить по сравнению с 
(2в3.72), если использовать в качестве исходного ПВК-кристалл. Для 
этого подставим в (2.3.69) 

a ^£chi=v, ^.3.73) 
j 

и в результате получим 
а\ = (i-c)(vA-y) Ф в - у) ( 2 # з л 4 ) 

1 _ (̂ А _ v) 6(0) 1 - (г>в - v) G(0)' 

Здесь G(0) обозначает элемент (2.3.676) функции Грина кристалла, 
описываемого в методе ПВК. Усредненная *-матрица (2«3.74) симмет-
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рична относительно А- и В-атомов. Эта симметрия выполняется в 
любом пределе по концентрации, так что (2.3074) дает хорошую интер­
поляционную формулу. 

Теперь обратимся к методу ПКП. Используя (2.3,70), (2.3.67а) и 
СУ = 2Е, получим из (2о3.71) основное уравнение метода ПКП 

(1 — c)(vA — Z) ф в — Z) 
° = 1 - (*А-27)0(О) + 1 - ( « в - - Г ) 6(0) * ( 2 , З Л 5 ) 

Это уравнение следует решить самосогласованным образом для 2 и 
элемента (2.3.676) функции Грина 

G = [ ( e» ) - 1 ~ E]-1. (2.3.76) 

Результирующая функция Грина G ~ <G> инвариантна относительно 
выбора гриновской функции G0 исходного кристалла» Чтобы убедить­
ся в этом, поменяем М° на М,0в (2.3.54) и введем функцию Грина G'0 

и собственную энергию 2Е', связанные с G0 и Z соотношениями 

(G'0)-1 - ( G 0 ) " 1 - Л, (2.3.77) 
2 ' = Г - Л. (2.3.78) 

где 
Л - (М° - М'и) а>* = Z11. (2.3.79) 

Тогда с помощью (2.3.71) получим 
G~i - (G'0)-1 - 2' (2.3.80) 

1 __ (V'A __ r ) (5(0) 1 - (г/в - Z") 0(0)' V " ' ' 

Подставляя теперь (2.3.78) и v'* « V - Л в (2.3.81), убедимся, что 
(2.3.81) совпадает с (2.3.75), т.е. оба уравнения дают одну и ту же ве-
личину G(0). 

Выражение ПКП (203.75) симметрично относительно атомов А и 
В. Эта симметрия сохраняется для обеих предельных концентраций, и 
(2.3.75) дает полезную интерполяционную формулу. 

Вводя vA = 5/2, vB «• -5 /2 и v * (I - c)vA + cvB, запишем урав-
иение ПКП (2.3.75) в виде 

£ = . с ( 1 - с ) * Д ( 0 ) 
1 4- [» 4- 21] G(0) 

iI-497 
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где G(0) получается из (2.3.676). Аналогично из (2.3.73) и (2.3.74) вы-
ражение ПУТ (2.3.69) для собственной энергии принимает вид 

с(1 - с)д2&(0) -27 = v -+- - ~ У , (2.3.83) 1 + 2vG(0) v } 

где G(0) определено функцией Грина ПВК, т.е. выражением (2.3,676) 
после замены 2 на v. Сравнивая (203„82) и (2.3.83), мы видим, что 
метод ПКП можно рассматривать как первую итерацию (т.еа замену 
2 на г/) в (2.3.82) при самосогласовании. 

Элемент гриновской функции G(0) в (2о3074) и (2„3.75) можно вы­
разить через спектр частот невозмущенного исходного кристалла. 
Чтобы убедиться в этом, используем (201039), (1.3.44) и (1о4.13) для 
вычисления элемента гриновской функции G°(0, со) = G0 (0,0, со) исход­
ного (простого кубического) кристалла. Результат имеет вид 

о°(о, со) = i х G?.(O, о, <») = - L - Е г 
3 ~ ««v ' ' • / Шоу % 0)г _ w .2 ( f e ) 

ОС 

W«£L. (2.3.84) 
о 

2\ Здесь G(co ) обозначает функцию распределения квадратов собствен­
ных частот исходного кристалла, и в (2.3.84) со, вообще говоря, - комп­
лексная величина. Поскольку в приближении одного узла собственная 
энергия есть диагональная матрица (см0 (2.3.68)), величина G(0) в (2.3.75) 
может быть получена из G°(0,co) заменой со2 в (2.3„84) на со2 - 2(со)/М°. 
Отметим, что величина 2(со), вообще говоря, комплексна. Аналогично 
G(0) в (2.3.74) получается из G°(0, со) заменой со2-> со2 -v/M°. 

Теперь сравним некоторые результаты, получаемые для спектра 
неупорядоченных сплавов в рамках ПУТ и ПКП с результатами числен­
ных расчетов. На рис. 2.20 показаны результаты, полученные для трех­
мерной системы с взаимодействием ближайших соседей в методе ПУТ 
и с помощью численных расчетов. Из этого рисунка видно, что при не­
большом количестве дефектов типа более легких атомов метод ПУТ 
хорошо воспроизводит зону высокочастотных локализованных состо­
яний. С ростом концентрации дефектов эта зона сливается с зоной ис­
ходного кристалла. Резонансная зона дефектов появляется снова, 
когда концентрация более тяжелых атомов становится малой. Из 
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Рис. 2.20. Спектральная плотность квадрата частоты в неупорядоченной прос­

той кубической решетке в методе ПУТ с виртуальным кристаллом в качестве 

невозмущенного кристала (сплошная кривая) и по результатам численных 

расчетов (гистограмма). Отношение масс атомов, составляющих решетку, 

3 : 1 , с есть концентрация легких атомов, CJ^ есть максимальная частота в ре­

шетке, содержащей только легкие атомы. (Согласно [237] .) 

рис. 2.20 видно, что метод ПУТ не очень точно описывает края зоны. 
Однако метод ПКП передает края зоны довольно точно. Это видно из 
рис. 2.21, где показаны результаты ПКП и численных расчетов 
для простой кубической решетки с взаимодействием ближайших сосе­
дей. Оба метода, ПУТ и ПКП, плохо воспроизводят структуру острых 
пиков в спектре. Эта структура формируется кластерами примесных 
легких атомов. Однако кластеры не учитываются в рамках одноузель-
ного приближения. Отметим, что структура острых пиков особенно 
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Рис. 2.21. Спектральная плотность квадрата частоты в неупорядоченной куби­
ческой решетке в методе ПКП (сплошная кривая) и по результатам числен­
ных расчетов (гистограмма). Отношение масс атомов, составляющих решет­
ку, 3:1, с есть концентрация легких атомов, СО\_ есть максимальная частота в 
решетке, содержащей только легкие атомы. (Согласно [377] .) 

характерна для неупорядоченных цепочек (ср. рис. 2.1), так как в этих 
системах основную роль играют флуктуации локального состава. Эти 
флуктуации менее важны в трехмерной системе, где данный узел окру­
жен большим числом ближайших соседей и поэтому чувствует усреднен­
ное окружение. 

Отметим, что различие между предсказаниями методом ПУТ и 
ПКП не проявляется достаточно отчетливо, если спектр частот идеаль­
ной решетки не содержит характерных особенностей. Таков спектр ре­
шетки, вычисления для которой представлены на рис. 2.20 и 2.21 (прос­
тая кубическая решетка с взаимодействиями ближайших соседей). Су­
щественные различия результатов ПУТ и ПКП могут появиться в слу­
чае реалистического спектра частот невозмущенной решетки. Это мож­
но видеть на рис. 2,22, где показан спектр, вычисленный в рамках 
ПУТ и ПКП для неупорядоченной гранецентрированной решетки. Хоро-
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Рис. 2.22. Частотный спектр в методе ПУТ и ПКП, вычисленный для неупоря 
доченного сплава с Г ЦК-решеткой: сплошная линия — метод ПУТ, пунктир­
ная — ПКП. Заштрихованы области, где метод ПУТ дает чисто действитель­
ную собственную энергию, 6= Ш — м)1 М Ш , ^обозначают массы ос­
новных и примесных атомов соответственно) и с есть концентрация примес­
ных атомов. Слева величина £ фиксирована, ас изменяется, справа меняется 
€, а с фиксирована. (Согласно [200] .) 

шо видно, что ПУТ предсказывает спектр с более сложной структурой 9 
чем ПКП. Эта структура образуется из-за того, что мнимая часть соб­
ственной энергии в методе ПУТ исчезает на частотах выше максималь­
ной средней частоты решетки со (ср„ разд* 2.2.4, где Г (со) = 0, когда 
g (со) = 0). Сам факт обращения в нуль величины ImZ при со > со со­
вершенно неудовлетворителен, так как он предсказывает незатухаю­
щие возбуждения типа плоских волн в неупорядоченной системе (ср. 
также (2.2.76)), На рис. 2.22 заштрихована часть спектра ПУТ с со> со,. 
Метод ПКП дает ImZ / 0 для всех частот спектра. Другими словами, 
ПКП предсказывает конечное время жизни для всех возбуждений типа 
плоских волн. Этот-результат есть следствие самосогласованного 
характера ПКПо 

Дисперсию и затухание возбуждений типа плоских волн (фононов) 
в неупорядоченных сплавах можно исследовать с помощью неупругого 
когерентного рассеяния нейтронов. Прежде чем сравнивать результаты 
таких экспериментов с результатами вычислений ПКП, мы обсудим не­
которые теоретические аспекты возбуждений типа плоских волн в не-
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упорядоченных системах. Как уже отмечалось в разд. 2.2.4, в неупоря­
доченных сплавах с кубической решеткой Браве сечение однофононного 
когерентного рассеяния нейтронов пропорционально Im<G.(к, со)> , где 
для диагональной матрицы собственной энергии (ср. (2.3.68)) <G. (Л, со)> 
определяется выражением 

Щк, со)) = [о>2 - cof(k) - Цсо)]-1. (2.3.85) 

Здесь 2(со) описывает собственную энергию в методе ПУТ или ПКП, а со. (Л) 
обозначает дисперсионное соотношение для /»й ветви колебаний иде­
ального исходного кристалла. 

Величину 

(ААк, со)) = Im (Of(k9 со + ге)), е -> + 0 (действ.^), (2.3.86) 
ТЕ 

обычно называют спектральной плотностью, усредненной по конфигу­
рациям» С помощью этой величины гриновскую функцию <G.(k, co)> 
можно записать в виде интеграла Коши на комплексной плоскости со 
с разрезом вдоль действительной оси: 

00 ОО 

<<?,•(&, со)) = J йсо'Щк, со')) I (со -со') - / <к/2(ЛДй, со'))1(со2 - со'2). 
0 (2.3.87) 

Здесь второе выражение получено с учетом того, что Im<G.(A, со) 
есть нечетная функция со(ср. разд. 2.3.1). Аналогично тому, как это 
было сделано в разд. 2.1.3, мы можем определить теперь запаздываю­
щую функцию Грина <G. (*, со)>ret = <G.(A, со + h )> (действительные 
со), которая аналитична в верхней полуплоскости со, но имеет полюса в 
нижней полуплоскости. Согласно общим концепциям элементарных воз­
буждений, действительная часть этих полюсов описывает дисперсию 
возбуждений яипа плоских волн, а мнимая часть - их затухание. Отме­
тим, однако, что такая интерпретация полюсов имеет смысл, если их 
мнимые части малы по сравнению с соответствующими действительны­
ми частями, т.е. если отсутствует так называемое переторможение. 
Заменяя со в (2.3.87) на со + h и используя (2.1.21), находим 

ОО 

<G,(ft, со))'* = Р f da/ (А№' МУ - тШк, со)). (2.3.88) 
J со — со 

— оо 
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Это уравнение показывает, что в нижней комплексной полуплоскости 
со полюса < G. (к, со) > r e t совпадают с полюсами < А. (к, со)> , так как 
первый член в правой части (2,3,88) есть аналитическая функция. Та­
кие возбуждения хорошо определены, если для действительных со функ­
ция <Л. (к, со)> есть лоренциан с достаточно малой полушириной. 

Экспериментальные данные для однофононного когерентного рас­
сеяния нейтронов в неупорядоченном сплаве Ni _ с Ptc показаны на 
рис, 2„23. Мы видим, что интенсивность рассеяния в зависимости от 

2 3 4 5 
Частота, ТГц 

Рис. 2.23. Интенсивность когерентного рассеяния нейтронов в зависимости 
от частоты вблизи резонансной частоты для поперечной ветви [0 0 f \ в 
N•0,95 Р*о,05 ( f — волновой вектор в единицах 21Т/а, a — постоянная решет­
к и ) . Сплошная линия показывает форму линии в П К П с учетом разрешения 
прибора (Согласно [396] .) 
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со имеет структуру двойного пика. Эта структура обусловлена резонанс­
ными модами тяжелых атомов Pt в матрице Ni (MPt/MNl = 3,32). Уд­
воение фононного пика наблюдается на частотах вблизи резонансной 
частоты (см. обсуждение в разд. 2.2.4 после (2о2075))о С увеличением 
концентрации атомов Pt резонансное поведение усиливается, форма 
фононной линии приобретает характер двух отчетливых пиков и соот­
ветствующая дисперсионная кривая расщепляется, давая щель в спект­
ре (рис. 2.24). Рис. 2.25 показывает интенсивность рассеяния для спла­
ва Rb i _ К в зависимости от частоты. Структура двойного пика в 
этом случае обусловлена локализованными модами легких атомов 
K(MRb/MK =2,18). Мы видим, что с увеличением концентрации атомов 
К локализованные моды все более отчетливо отщепляются от пика, 
соответствующего основной зоне колебаний. Отметим, что рассеяние 
на локализованной моде максимально при тех значениях к9 при кото­
рых частота со. (А) исходного кристалла достигает максимальной ве­
личины (ср. (2.2о76))о Дисперсионные кривые для фононов в сплавах 
Rbt _ К показаны на рис. 2„2б. На этом рисунке дисперсионные 
кривые локализованной моды представляют особый интерес. Заметим, 
что на рис. 2.23 и 2.25 ширина фононного пика составляет в общем 
одну десятую от средней частоты. Следовательно, при интерпрета-

Рис. 2.24. Кривые дисперсии фононов для направления [О О f ] в 
Ni0 70 Pto зо (?— волновой вектор в единицах 27Г/я, а - постоянная решетки). 
Точечные линии показывают примерное расположение плохо разрешенных 
пиков рассеяния. (Согласно [396] .) 
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Рис. 2.25. Интенсивность когерентного рассеяния нейтронов в зависимости от 

частоты для продольных колебаний [ f f 0 ] на границе зоны в Rb- К при 

разных концентрациях с (% = 0,5; {* — волновой вектор в единицах 2Я/а, а — 

постоянная решетки) . Высокочастотные пики соответствуют локализован 

ным модам легких атомов К. Штриховые линии показывают результаты 

П К П . (Согласно [201] .) 

ции этих экспериментальных результатов может быть использована 
концепция фононов. 

Для сравнения на рис. 2.23 и 2025 даны также результаты вычис­
лений ПКП. Мы видим, что вычисления ПКП в качественном отноше­
нии хорошо согласуются с экспериментальными данными, но остает­
ся еще широкое поле деятельности для усовершенствования теории. 
Существующие расхождения теоретических и экспериментальных ре­
зультатов наводят на предположение о важности изменений силовых 
постоянных и кластерных эффектов в дополнение к одноузельным эф-
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Рис. 2.26. Дисперсионные кривые для продольных колебаний [ f f O ] в 
Rb- К при различных концентрациях с (f — волновой вектор в единицах 
27Г/з, а — постоянная решетки). (Согласно [201] .) 

фектам от беспорядка масс, В частности, эксперименты по рассеянию 
нейтронов дают некоторые указания на зависимость собственной энер­
гии от ко Отметим, что в случае беспорядка только масс одноузель-
ное выражение для Г диагонально по узлам и поэтому не зависит 
от Л. 

Учет недиагонального беспорядка в сплавах оказывается для фо-
нонов более сложной задачей, чем для электронов. так как в первом 
случае недиагональный беспорядок (изменение силовых постоянных) 
сопровождается диагональным беспорядком из-за правила сумм (2.1.78)0 
Аналогичных ограничений не существует для электронов (см0 [418])» 

Предположение о линейной суперпозиции силовых постоянных, 
т0е0 ФАВ = (фА А + ф в в ) /2 (ср0 раздо 2„1„3), дает на сегодняшний день 
наилучший подход для включения недиагонального беспорядка в схему 
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ПКП, Для получения уравнений ПКП в этом случае мы воспользуемся 
уравнениями (2.1.85) - (2oL95) и будем действовать аналогично тому, 
как было изложено выше в этом разделе. Взяв идеальный А-кристалл 
в качестве исходного, получим (в обозначениях разд. 2.1.3) 

О = (1 - с) ( -Я) [1 - б(-Ж)]-1 + c(V - К) [1 - G(V - Я)]-1, (2.3.89) 

где V, К и G - матрицы в пространстве дефектов и 

[(G0)-1 - £] G = 1, (2.3.90а) 
Кал'(88',<о). (2.3.90b) 

li 88* 

Уравнения (2.3.89) - (2.3.906) образуют замкнутую систему матрич­
ных уравнений для К, 2 и G, которые должны быть решены самосог­
ласованным способом. 

Метод ПКП, учитывающий изменения силовых постоянных в рам-
о 

ках предположения о суперпозиции, дает в целом лучшее согласие с 
экспериментальными данными по рассеянию нейтронов, чем метод 
ПКП, учитывающий только беспорядок масс. Однако теоретические и 
экспериментальные результаты дают заметные различия в форме ли­
нии фононов [ 270], которые наводят на предположение о необходимо­
сти учитывать многократное рассеяние на кластерах из атомов. 

Сейчас исследован также подход, учитывающий изменения сило­
вых постоянных в ПКП в предположении о том, что ФАВ есть геомет­
рическое среднее ФАА и Ф в в . Он оказывается более ограниченным, 
чем подход с предположением о суперпозиции, так как не дает зависи­
мость собственной энергии от Л, а для некоторых наборов параметров 
он вырождается в П ВК. Более того, такой подход часто предсказыва­
ет неправильно края зон [ 271 ]., Оба подхода однако не могут воспро­
извести структуру острых пиков в спектральной плотности колебаний. 

Динамика решетки смешанных двухатомных кристаллов изучена 
также в рамках ПУТ [ 228] и ПКП [ 346, 380]„ Однако к настоящему 
иремени вычисления ПКП учитывают только короткодействующие силы, 
так как включение дальнодействующих сил оказывается очень слож­
ной задачей. Поэтому полученные результаты невозможно сравнивать 
с инфракрасными и комбинационными спектрами кристаллов с дально-
действуюшими электростатическими силами. 
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Более детальные сведения о ПУТ и ПКП читатель может найти в 
обзорах [128], где содержится также другая информация о методах 
вычислений в рамках ПУТ и ПКП (например, о диаграммной технике и 
методе условно усредненных функций Грина), 

В заключение этого раздела мы суммируем наиболее важные свой-
ства ПКП и ПУТ, Метод ПКП есть самосогласованное одноузельное 
приближение, причем наилучшее одноузельное приближение. Метод сим­
метричен относительно замены исходных и примесных атомов и дает 
правильную собственную энергию в обоих предельных случаях разбав­
ления: слабого с -> 0 и сильного (1 - с) -• 0. Он воспроизводит точно 
фононный спектр в первом порядке по концентрации с или (1 - с)а 

Далее, метод ПКП точен в пределе слабого и сильного рассеяния, он 
сохраняет трансляционную инвариантность исходного (виртуального) 
кристалла и дает правильные аналитические свойства собственной 
энергии. Отметим, что последнее обстоятельство существенно для 
получения единственного решения самосогласованных уравнений и пра­
вильной передачи физического поведения спектра колебаний [ 123] * 
Недостаток ПКП заключается в том, что он не учитывает многократ­
ного рассеяния,, 

Метод ПУТ есть несамосогласованное одноузельное приближение. 
Он легче в работе, чем ПКП, но его результаты имеют ограниченную 
ценность. Как и ПКП, он симметричен относительно исходных и при­
месных атомов, он точен в обоих предельных случаях с -* 0 и 
(1 - с) -> 0 и точно воспроизводит спектр в первом порядке по с или 
(1 — с ). Отметим, что ПВК неправильно воспроизводит изменения 
спектра, обусловленные одиночными примесями, уже в первом поряд­
ке по с или (1 - с). 

2о3.50 Кластерные приближения 

В предыдущем разделе эффекты беспорядка масс и силовых постоян­
ных рассматривались в рамках одноузельного приближения,, Однако 
некоторые эффекты неупорядоченных систем не могут быть воспро­
изведены в рамках такого подхода. В частности, структура острых 
пиков в плотности состояний формируется кластерами атомов, и ее 
описание требует выхода за рамки одноузельного приближения» Здесь 
мы остановимся на некоторых подходах такого типа. 
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Мы начнем с так называемого приближения молекулярного коге­
рентного потенциала (ПМКП), который иногда называют приближени­
ем ячеечного когерентного потенциала (ПЯКП). Для удобства мы сна­
чала переформулируем 1КП следующим образом. Рассмотрим систему 
с эффективной средой а на всех узлах, кроме начала координат, где 

-по предположению помещен атом ; „ Функция Грина G. такой системы 
удовлетворяет уравнению (ср„ /2„3„57)) 

Gf1 - G-1 - V>, (2.3.91) 

где G и V. = V1
a
{°l {I Г, со) « (г/ - а )б̂  б *б определены в 

(203.58) и <2„Зо63) соответственно. Из этих уравнений получаем 

GfV> = G[\ - V'G]-1 V* == GtK (2.3.92) 

Здесь *; совпадает с £-матрицей tJ{0) из (2.3.66). Заменяя F; в правой 
части выражения (2.3.92) на 

f* = //[1 +G*']"1 , (2.3.93) 
находим 

Gi =Gm+GVG. (2.3.94) 
Из этого уравнения условие ПКП (2,3.71) 

£<Л' = 0 (2.3.95) 
j 

(*;есть 1 х 1-матрица в ПКП) можно переписать в виде 
(G/(0)> = У сЩО) = 6(0), f 2.3.96) 

i 

где G(0) = Gaa(0, 0, со) и G (0) = G. a a (0 , 0, со). Уравнение (2.3.96) 
дает обычное условие эффективной среды (среднего поля): замена в 
данном узле настоящего значения случайной величины (массы) эффек­
тивной средой в среднем должна давать тот же результат. 

В рамках ПМКП реальное неупорядоченное соединение вне некото­
рого кластера С заменяется эффективной средой с кластерной диаго­
нальной собственной энергией [161, 387]. Пусть т>; и а есть соответ­
ственно матрицы дефектов и эффективной среды, принадлежащей к С, 
и пусть v1 есть матрица, содержащая только одну ненулевую минор­
ную матрицу v1 - а, которая связана с С. Подставляем эту матрицу 
V в (2.3.91), и тогда функция Грина G., определенная в (2.3.91), опи-
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сывает систему, состоящую из кластеров, причем все они, за исклю­
чением кластера С, содержат эффективную среду а , Из (2,3,92) -
(2,3,94) получаем уравнение самосогласования (ср, (2,3,96)) 

(&§) = G, (2.3.97) 
или эквивалентно (ср, (2,3,95)), 

<[1 - (t>* - о) G]-1 (v* - в)) = 0. (2.3.98) 

* Д л 
Здесь G. и G обозначают соответственно минорные матрицы G. и G, 
принадлежащие кластеру С; < . , ,> обозначает усреднение по всем 
кластерным конфигурациям. Уравнение (2,3,97) или (2*3.98) должно 
быть решено самосогласованно вместе с уравнением 

Q-i = ( G0)- i _ г, (2.3.99) 

где G0 - функция Грина исходного кристалла и Z - матрица собствен­
ной энергии, имеющая диагональную блочную форму с блоками а, От­
метим, что в случае беспорядка масс когерентный потенциал а для 
кластера из п узлов есть матрица пхп0 Уравнение (2,3,97) или экви­
валентное ему (2.3.98) содержит п2 уравнений для определения п2 эле­
ментов матрицы а • 

Метод ПМКП вводит эффективную среду, содержащую искусствен­
ную сверхструктуру, которая зависит от размера кластера. Следова­
тельно, ПМКП - шаг назад в том смысле, что он не дает усредненную 
функцию Грина, имеющую трансляционную инвариантность исходного 
кристалла (или виртуального кристалла). Однако ПМКП обладает тем 
достоинством, что представляет собой полностью самосогласованное 
обобщение одноузельного ПМК на кластеры. Он всегда приводит к по­
ложительной плотности состояний и функции Грина, аналитической в 
верхней (нижней) плоскости комплексной частоты. Он может быть так­
же обобщен для учета недиагонального беспорядка. 

На рис. 2.27 показана плотность состояний, вычисленная в рам­
ках ПМКП для бинарной цепочки с беспорядком масс, и там же пока­
заны для сравнения точные результаты. Видно, что ПМКП воспроизво­
дит большую часть структуры типа острых пиков в плотности состоя­
ний. На рис. 2.28 показана спектральная плотность для бинарной цепоч­
ки с беспорядком масс, вычисленная методом Монте-Карло в рамках 
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Рис. 2.27. Спектрально плотность квадрата частоты для двухкомпонентной 
цепочки с беспорядком масс и отношением масс 2:1 при равной концентра­
ции компонентов. Сплошная кривая — точные результаты, штриховая — 
ПМКП для семи узлов. СО|_ есть максимальная частота цепочки, содержащей 
только семь легких атомов. (Согласно [179] .) 

ПКП и ПМКП» Мы видим, что в отличие от ПКП метод ПМКП воспроиз­
водит тонкую структуру спектральной функции на высоких частотах,, 
Отметим, что влияние беспорядка растет с частотой для беспорядка 
масс, так как он входит в уравнения в виде величины М;со2. Поэтому, 
согласно рис 2.28, для более сильного беспорядка ПКП и ПМКП начи­
нают различаться довольно существенно. Искусственная сверхструк­
тура, присущая ПМКП, не мешает хорошему согласию между резуль­
татами ПМКП и численными результатами» Заметим, что до сих пор 
иычисления ПМКП проведены только для сравнительно малых класте­
ров в линейных цепочках. 

Аналитическая функция Грина получается также в рамках метода 
гак называемого приближения гомоморфного кластерного когерент­
ного потенциала (ПГКП) [ 285, 286 ]* В отличие от ПМКП этот метод 
сохраняет трансляционную симметрию исходного кристалла. Метод 
ПГКП основан на предположении, что матрица возмущения (2.1.31) 



Рис. 2.28. Спектральная функция А (к, О)) для двухкомпонентной цепочки с беспорядком массы и отноше­
нием масс атомов 2:1; концентрация компонент одинакова и ^определено условием 2 (1 — coska) = 0,4, где 
а — постоянная решетки. Сплошная кривая — метод Монте-Карло; штриховая: а — ПКП, б — ПМКП для пяти 
узлов, в — ПМКП для семи узлов; CJ[_ есть максимальная частота цепочки из одних легких атомов. (Соглас­
но [179] .) 
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может быть разбита на гомоморфные блоки в виде 

с 
(2.3.100) 

где V есть матрица, имеющая только одну ненулувую минорную мат­
рицу vc, связанную с узлами кластера, С. Для кластеров из п узлов 
vc есть матрицап х п0 В (2.3.100) суммирование идет по всем воз­
можным гомоморфным кластерам. Чтобы проиллюстрировать разбие­
ние (2оЗо100), рассмотрим гомоморфные двухузельные кластеры (пары 
из ближайших соседних атомов) на квадратной решетке с беспорядком 
массе Согласно (2.1.52), (2.1.69) и (2.1.70), в этом случае 

где 
У{3(1Г, со) = 27 rf{lt)M*€%ldu.daa.. 

(2.3.101) 

(2.3.102) 

Мы можем поделить относительное изменение масс е; поровну между 
s ближайшими соседними связями данного атома (см. рис. 2.29). В 
этом случае V можно переписать как сумму вкладов от ближайших 
соседних пар атомов, которая соответствует гомоморфному разбие­
нию (2.3оЮ0). Отметим, что для ПГКП сумма в (2.3Л00) включает все 
ближайшие соседние пары, в то время как в методе ПМКП аналогичная 
сумма включает только те ближайшие соседние пары, которые обра­
зуют молекулы. 

Продолжим рассмотрение ПГКП. Выразим собственную энергию в 
виде суммы гомоморфных пар 

.s = 2>c , 
с 

(2.3.103) 

h ±i 
О—О 
<Р(12) 

о—о 

Рис. 2.29. Кластерное условие ПКП для неупорядоченной квадратной решет-, 
ки в случае ПГКП {а) и ПМКП {б). Показаны кластер, идея приближения и 
эффективная среда. (Согласно [286] .) 

1^-297 
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гдеа^ есть матрица, содержащая только одну ненулевую минорную 
матрицу сг, которая связана с узлами кластера С, но от С не зависит. 
Теперь мы выберем один из гомоморфных блоков в (2.3Л 00) в виде 
неупорядоченного блока в системе, имеющей эффективную среду а во 
всех остальных блоках. В полной аналогии с вычислениями ПМКП най­
дем для ПГКП следующее условие самосогласования: 

<[1 - (vc - a) G0]-1 (vc - б)) = 0, (2.3.104) 

где G обозначает минорную матрицу G, связанную с кластером С. 
Функция Грина G определена выражением (2.3.99) с собственной энер­
гией 2, даваемой в (2.3.103), < . . .> обозначает усреднение по всем 
кластерным конфигурациям. Как показано схематически на рис. 2.29, 
ПГКП сохраняет трансляционную инвариантность исходного кристалла, 
в то время как ПМКП создает искусственную сверхструктуру. 

Кроме рассмотренного выше двухузельного приближения сущест­
вуют другие многочисленные попытки выйти за рамки одноузельного 
ПКП. Некоторые из них кажутся очень обнадеживающими, включая по­
пытки, основанные на формализме расширенного пространства. В этом 
методе беспорядок описывается в терминах фиктивных полей, а не кон­
фигурационно зависящих величин [ 116, 162, 203, 204]. Однако многим 
из этих попыток присущи такие ограничения, которые в существенной 
степени уменьшают их ценность для исследования неупорядоченных 
сплавов. Например, они не дают правильного аналитического поведение 
функций Грина, не воспроизводят правильно предел низких (высоких) 
концентраций, не могут учесть недиагональный беспорядок, не само­
согласованы или не сохраняют трансляционную инвариантность исход­
ного кристалла (см. [128, 161] и цитируемую в них литературу). 

Вообще говоря, методы ПКП в вычислительном отношении сложны 
из-за самосогласованного способа определения собственной энергии, 
меняющейся в пространстве. Однако в некоторых случаях оказывается 
достаточно вычислить свойства неупорядоченных сплавов, используя 
несамосогласованное кластерное приближение. Преимущество такого 
подхода состоит в том, что требуется намного меньше вычислитель­
ной работы, чем при самосогласовании. В качестве примера рассмот­
рим расчет плотности состояний в рамках метода внедренного класте­
ра [ 274]. Идея этого подхода заключается в том, что маленький клас-
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тер атомов, внедренный в эффективную среду, должен давать основ­
ные особенности спектра колебаний, если эффективная среда подобра­
на подходящим образом. Метод использует эффективный исходный 
кристалл, функция Грина которого G определена выражением 

G1 = (G0)-1 - о, (2.3.105) 

где G0 =•[ М° со2 - Ф°] ~1 обозначает функцию Грина идеального ис­
ходного кристалла и а есть эффективная среда. Теперь мы заменим 
Б этом эффективном исходном кристалле кластер из п атомов реаль­
ными атомами и рассмотрим получившуюся систему как модель "спла­
ва". Функция Грина этой системы G удовлетворяет уравнению 

G = G + GVG (2.3.106) 
с матрицей возмущения 

V = (М° - М) со2 + Ф - (Ф° + а), (2.3.107) 
которая отлична от нуля только внутри кластера. Здесь М и ф обозна­
чают соответственно матрицы масс и силовых постоянных атомов в 
кластере. Вычисление плотности состояний для колебаний в кластере 
<G(co2, п)> требует решения уравнения (2.3J06) для атомов внутри 
кластера 

G = (1 - GV)-1 G (2.3.108) 
и усреднения выражения (см0 (2.1.42)) 

0(со2, п) = -(l/nn) Im Spc MG (2.3.109) 
по всем конфигурациям кластера из п атомов. Здесь Sp означает 
шпур только по узлам кластера. Как видно из рис. 2.30, эффективная 
среда ПКП ст дает лучший результат, чем среда ПУТ» Со средой ПКП 
метод внедренного кластера воспроизводит все основные особенности 
спектра неупорядоченной бинарной цепочки, полученные численными 
методами. Отметим-, что этот метод особенно эффективен при концент­
рациях 0,05^ с .£ 0,95 (где важны кластерные эффекты), и он сводит­
ся к теории одной примеси при с ->0и(1 -с)-> 0. 

Читатель, интересующийся методом внедренного кластера, позво­
ляющего вычислить также и спектральную плотность, может найти ин­
формацию в статье [ 62] .(см. также рис. 2.19). 

В заключение рассмотрим полезную ad hoc самосогласованную 
кластерную теорию Батлера [ 84]. Для упрощения ПМКП в этой теории 
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Рис. 2.30. Спектральная плотность квадрата частоты для двух компонентной 

цепочки с беспорядком масс при отношении масс 3:1 и концентрации легких 

атомов с - 0,25: светлая кривая — численные результаты; жирная —а) ПУТ + 

+ внедренный кластер из 8 атомов; б) П К П + внедренный кластер из 8 

атомов. (Согласно [274] .) 

в качестве эффективной среды вместо единичной матрицы взята мат­
рица, диагональная по узлам. Батлер выбрал только один диагональный 
элемент условия (2.3.97) и взял его в качестве условия для эффектив­
ной среды. Соответственно согласование между кластером и его внеш­
ней средой оказывается необходимо только для одного-единственного 
узла кластера - центрального узла (самосогласованное приближение 
центрального узла, СПЦУ) или, что лучше, одного из эквивалентных 
граничных узлов (самосогласованное приближение граничного узла, 
СПГУ). Отметим, что граничные узлы чувствуют внешнюю среду лучше, 

Для одномерных систем (<2= 1) установлено, что СПГУ идентично 
ПМКП, а сильный беспорядок в рамках СПЦУ дает нефизические ре­
зультаты (вызванные неаналитичностью). Метод СПГУ распространен 
на системы с размерностью d = 3 [ 225, 277]. Результативно метод про-
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ще, чем ПМКП, допускает учет недиагонального беспорядка, и в его 
рамках диагональная по узлам эффективная среда не нарушает транс­
ляционную инвариантность, которую метод ПМКП нарушает. Отметим, 
что при d * 3 обычно оказывается, что в ячейках (воспроизводящих 
решетку при периодическом продолжении) эквивалентны не все гранич­
ные узлы. 

Отметим, что метод ПГКП используется сейчас для исследова­
ния случайного переноса носителей заряда в неупорядоченной среде 
[287] и локализации при недиагональном беспорядке ([140, 315], см. 
ниже). 

Кластерные теории представляют сейчас очень активное поле 
деятельности. 



3 
Колебательные свойства 
систем со структурным 
беспорядком 

3.1. Локализованные колебательные состояния 
3.1.1. Пространственная локализация мод в одномерных 

системах 

При достаточно сильном изменении массы и/или силовой постоянной, 
связанных с единичным дефектом в системе, как показано в разд.. 2.2, 
могут возникнуть локализованные колебательные состояния,, В связи 
с этим встает вопрос о том, существуют ли локализованные состояния 
при конечной концентрации дефектов. 

Локализация состояний из-за беспорядка — одна из наиболее важ­
ных проблем теории неупорядоченных систем. Она не только играет оп­
ределяющую роль в понимании транспортных свойств, но интересна и 
сама по себе. Исследования локализации, вызванной отсутствием даль­
него порядка, начались более 20 лет назад* К настоящему времени, од­
нако, эта проблема решена лишь частично и то только для простейших 
систем. 

Рассмотрим вначале некоторые результаты численных исследова­
ний неупорядоченных цепочек с конечным числом атомов N. На рис. 3.1 
представлены амплитуды колебаний бинарной неупорядоченной цепоч­
ки с N = 50, содержащей 22 тяжелых и 28 легких атомов. Отношение 
масс равно 3. Моды пронумерованы в порядке увеличения собственных 
частот- Видно, что существуют колебания двух различных типов: дело-
кализованные моды при низких частотах и сильно локализованные высо­
кочастотные моды. Можно сделать вывод о наличии границы между дву­
мя типами колебаний, лежащей между 25- и 26-й модами. Аналогичная 
локализация имеет место и в цепочках со структурным беспорядком то­
го типа, что существует в стекле (типа стекла). Огибающие некоторых 
типичных мод одноатомной цепочки с /V « 512 и прямоугольной функцией 
распределения силовых постоянных приведены на рис. 3-2. Снова отме­
тим усиление локализации с ростом частоты. Топологический беспоря-
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Рис. 3.1. Амплитуда колебаний неупорядоченной цепочки из 50 атомов, со­
держащей 22 легких и 28 тяжелых атомов. Отношение масс равно 3. Моды 
пронумерованы в порядке возрастания собственных частот. (Согласно 
[111].) 

док1 ' ведет к локализации в не меньшей степени, чем рассмотренные 
выше типы беспорядка- Белл [36] моделировал этот тип беспорядка в 
цепочке путем случайного выбора атомов, с которыми может взаимо­
действовать данный определенный атом. Численные исследования таких 
цепочек указывают на резкое усиление локализации с ростом частоты. 

Топологический беспорядок представляет собой тип структурного беспо­
рядка, который не может быть устранен деформамией атомной решетки без на­
рушения связей между атомами. 
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Положение в цепочке 
Рис. 3.2. Огибающие нормальных мод одноатомной цепочки из 512 атомов и 
со случайными силовыми постоянными. Моды пронумерованы в порядке 
возрастания собственных частот. (Согласно [Ю9] .) 

Большинство найденных численным расчетом мод неупорядоченной 
цепочки локализовано, таким образом, в области, малой по сравнению 
с длиной цепочки* Наличие локализованных состояний является, очевид­
но, характерным свойством неупорядоченных систем» Мотт и Туз [272] 
предположили, а Борланд [53] доказал, что все одноэлектронные состоя­
ния в неупорядоченной цепочке локализованы,, Используя метод, анало* 
гичный предложенному Борландом для электронов, Дин [109] продемон­
стрировал наличие локализации всех фононных мод в модели цепочки с 
беспорядком типа стекла и взаимодействием ближайших соседей. Дока­
зательство Борланда основано на том, что в неупорядоченной системе 
огибающая волновой функции по мере удаления от одного из концов це­
почки, где задано граничное условие, экспоненциально растет. Отсюда 
делается вывод о локализации собственных состояний в том смысле, 
что огибающая волновой функции по обе стороны от некоторой области 
экспоненциально затухает. 

Собственные состояния (колебательные или электронные) неупоря­
доченной цепочки показаны схематически на рис. 3.3. Видно, что сос­
тояние имеет заметную амплитуду в некоторой области флуктуации раз­
мера L f и экспоненциально затухает с характерной длиной локализации 
L d вне этой области. Еще одна "длина", характеризующая локализован 
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Рис. 3.3. Собственные состояния одномерной неупорядоченной системы. Вне 
области флуктуации размера L^ состояние экспоненциально затухает с харак­
терной длиной!,.. Длина L* определена по (3.1.1). (Согласно [289] .) 

ное состояние, 
£*И = [£ в% <»)/{£ &(h оШ1 , (3.1.1) 

определяет число узлов, участвующих в формировании собственного 
состояния с частотой со. Здесь В( I, со) — зависящая от массы (см. 
(13.8) и (1.3.12)) нормированная амплитуда этого состояния [для сис­
тем большей размерности В ( / , ю ) = | В ( / , со)|]. Для выяснения физи­
ческого смысла L* рассмотрим одноатомную цепочку из N атомов, где 
N' атомов вовлечены в движение с примерно одинаковыми амплитуда­
ми. В этом случае L* = N ' . Если периодическая система описывается 
синусоидальными модами, то L* ~ (2/3)N. На рис. 3.3 представлена си­
туация, когда четыре области дают основной вклад в формирование дли­
ны L*. Для характеристики локализованных состояний вместо L* часто 
используют также отношение 

р(со) =L*(co)jN . (3.1.2.) 

Были выполнены машинные расчеты длины локализации колебатель­
ных мод < L d > , усредненной по системе; результаты приведены на 
рис. 3.4. Они получены для двухатомной цепочки с изотопическим бес­
порядком, N = 1000, концентрацией с = 0,5 и заданными на одном из 
концов граничными условиями. Видно появление расходимости < L , > 
при стремлении со2 к нулю, что отражает тенденцию к делокализации 
низкочастотных состояний. Заметно резкое уменьшение длины локализа­
ции вблизи края зонного спектра тяжелых атомов (отмечен на рисунке 
стрелкой, направленной вверх). Наблюдаются, кроме того, пики < Ld(co)" 
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Рис. 3.4. Конфигурационноусредненнан длина локализации для собственных 
состояний неупорядоченной бинарной полубесконечной цепочки с концентра­
цией легких атомов с = 0,5. Отношение масс атомов равно 3. 60|_ — макси­
мальная частота цепочки, состоящей лишь из одних легких атомов. (Соглас­
но [288] .) 

на частоте локальной моды изолированного дефекта (отмечена стрел­
кой, направленной вниз), а также на частотах изолированных кластеров 
из легких атомов. Ясно, что по сравнению с близлежащими эти моды 
дрлжны характеризоваться более медленным пространственным спада­
нием. Однако исследование поведения L* показывает [288], что величи­
на L* для этих мод меньше, чем для соседних. 

Обратимся теперь к аналитическому рассмотрению локализации в 
полубесконечной изотопически неупорядоченной гармонической цепочке. 



Колебательные свойства систем со структурным беспорядком 187 

Такая цепочка описывается уравнением движения [ср. (2.3.38)] 
[М{1) со2 - 2у] и(1) + уи{1 + 1) + уи(1 - 1) = О (3.1.3) 

с начальными граничными условиями и(0) и w(l)(u2(0) + w2(l) 4 0). 
Здесь М ( / ) и и ( / ) - соответственно масса и смещение 1-го атома, а 
у — силовая постоянная взаимодействия ближайших соседей. В случае 
бесконечной или полу бесконечной цепочек произвольное значение со, по­
падающее в область разрешенных частот, лежит в общем случае беско­
нечно близко к некоторой собственной частоте. В результате решение 
(3.1.3) с частотой со можно записать в виде 

4 1 = Т | Г м . . . Т Д , (3.L4) 
где 

OCi — 1 1 
1 О Г 1 = Ui -1). Tz = (3.1.5) 

здесь 
Л / = 2 i i ^ (3.1.6) 

У 

X l называется вектором состояния, Tj ~ матрицей перехода. Величи­
ны Mi представляют собой независимые случайные переменные. Пове­
дение амплитуды колебаний вдали от фиксированного конца цепочки 
определяется, таким образом, пределом произведения случайных мат­
риц. Этот переход дает совершенно общее доказательство экспонен­
циального роста решений уравнения (3.1.3) (см. обзор Исии [ 188], а так­
же работу Стефена [3651). 

Здесь нас интересует явное аналитическое выражение для длины 
локализации. Чтобы его найти, введем так называемое отношение сос­
тояний 

Zl+1 = u(l + l)ju(l) (3.1.7) 
и перепишем (3.1.3) в виде 

Zl+l=ocl^ljZl. (3.1.8) 
Здесь Zj и Z l t - случайные переменные, определенные соответст­
венно для /-го и / + 1-го узлов. Величины а 1 представляют собой неза­
висимые случайные переменные, описываемые некоторой (нормирован­
ной) функцией распределения Р(а ) . В дальнейшем нам потребуется 
функция распределения (нормированная) плотности вероятности w^Z^. 
Используя стандартные математические соотношения, можно выразить 
функцию w j + ! ( Z j + t ) через функцию wl ( Z j) с помощью интеграль-
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ного уравнения 

v>i+i(Zi+1) = [J dZ, cLx, д (zl+1 - «, + J - j wt(Zi) P(*t). (3.1.9) 

Величины Zx + 1 и Z x в пределе / -* °o становятся статистически экви­
валентными, и вместо wl (Z) можно использовать обозначение w(Z). Опуская в 
(3.1.9) индексы у wl+ 1 и wl, получаем интегральное уравнение для w(Z) 

Предположим теперь, следуя работе Хироты [178], что Р(а) имеет рез­
кий максимум при среднем значении а 0 , и разложим функцию 
w (1,/ (ос - Z ))/(а - Z )2 вблизи а 0 . Удерживая в разложении лишь 
члены до второго порядка по (а - а 0) , запишем (3.1.10) в виде 

(3.1.11) 

где а2 = < (а - а 0 ) 2 > - дисперсия а . Обозначение <. . . > использу­
ется здесь для усреднения с распределением Р(а). Решением (3.1.11) 
при условии 1 - а * / 4 > 0, как легко убедиться непосредственной 
подстановкой, яв.ляется выражение 

l/l - а0
4/4 1 L <*2 Z 3 - Z ] 

w^ - » z* - «* + i i1 + ̂  (* - ^ + A'(ЗЛЛ2) 

Отношение модулей двух последовательных векторов состояний да­
ется соотношением 

\ХМ\ _ {и\1 + 1) + «Ч*))1" _ (1 + -Z,2+i)^ | у . , „ 1 1 Ч . 
|АГ|| [и\1) + и\1 - I))1'2 (1+Я,2)1/2 ' 

Усредняя логарифмы этого отношения, получаем 

В случае стационарной плотности вероятности второй член в правой 
части (3.1.14) обращается в нуль, и с помощью (3.1.12) можно записать 
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у(со) = lim (In \Zt\) - - 1 Г dZ w(Z) In Z2 = 
f-»oo 2 J 

— oo 

_ a2 1 «Ж2) - (Ж)2) a)2 (3.1.15) 
8 1 - «0*/4 8(M> y(l - (M) wa/4y) 

( > - f »•>»)• 
Усреднение < . . . > в последнем выражении означает усреднение по распределе 
ниюМ(/). Величина у (со), как видно из (3.1.15), положительна. Это ука­
зывает на экспоненциальный [вида ехр ( I у (со))] рост амплитуды реше­
ния (3.1.3) в среднем. Вообще говоря, можно полагать, что каждая соб­
ственная функция локализована вблизи некоторого узла / 0 , т. е. спадат 
ет как е х р ( - | / ~ / 0 | у (со)). Величину у""1 (со) можно в этом смысле 
идентифицировать с длиной локализации ^ ( с о ) - При низких частотах, 
как следует из (3.1.15), выполняется соотношение L ~ C O 2 , T . е. тенден­
ция к дедокализации с уменьшением частоты быстро усиливается. 

В связи с обсуждавшимися выше машинными экспериментами от­
метим, что далокализованные состояния не могут быть строго опреде­
лены в конечной системе. Тем не менее обычно считается, что локали­
зация собственных состояний в таких системах тесно связана с сущест­
вованием экспоненциально локализованных состояний в бесконечных 
системах. В цепочке из N атомов собственное состояние с частотой со 
выглядит хорошо локализованным лишь при выполнении условия 
y(co)N/2 » 1. G помощью этого соотношения и низкочастотной асимптоти­
ки (3.1.15) мы можем записать следующее условие локализации состояния: 

->4yV°T-Wrwa- (ЗЛЛ6) 
Здесь cod - так называемая граничная частота; в пределе N -* «> она 
стремится к нулю. 

Следует отметить, что в неупорядоченной гармонической цепочке 
с фиксированными концами теплопроводность в пределе N -> «> исчезает, 
а для периодической цепочки с фиксированными концами она расходит­
ся. Первое утверждение следует из экспоненциального роста некоторых 
решений, т. е. из факта локализации колебательных мод (см. обзор Исии 
[188]). 

Читателя, интересующегося возможностями расчета различных ха­
рактерных длин локализованного состояния в неупорядоченной цепочке, 
мы отсылаем к работе [289]. 
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3.1 о2„ Локализация в модели Андерсона 
В настоящее время проблема локализации в трехмерной неупорядоченной 
системе для электронов понята гораздо лучше, чем для колебательных 
мод. Это объясняется отчасти интересом к "электронной" проблеме 
(из-за того, что локализация электронов сильно влияет на электричес­
кие свойства неупорядоченных материалов), отчасти тем, что при иссле­
довании локализации решеточных колебаний возникают специфические 
вычислительные трудности (из-за матричного вида силовых постоянных 
и наличия правила сумм (1.3.52), которое связывает диагональные и не­
диагональные силовые постоянные). 

Брлыиинство работ по проблеме локализации электронов основывает­
ся на модели Андерсона [12, 13]. Это одноэ лек тронная модель неупоря­
доченности в приближении сильной связи. Изучение при некоторых упро­
щающих предпрложениях локализации колебательных мод математичес­
ки сходно с соответствующей задачей для электронов в модели Андерсо­
на. Поэтому здесь, пожалуй, будет уместно кратко изложить подход к 
проблеме локализации в модели Андерсона, а в следующем разделе об­
судить применимость полученных результатов для описания колебатель­
ных мод. 

Гамильтониан модели Андерсона имеет вид 
Н=Е\Г)Ь(1\+Е\1)УН.{1'\. (3.1.17) 

' /Г 

Здесь | / > обозначает связанное с 1-м узлом в периодической решетке 
состояние Ваннье (< / | / '> = 5^ ' , J.t \ I ж I \ = 1). Беспорядок обычно 
вводится с помощью предпрложения о взаимной независимости случай­
ных величин е j , распределение вероятности которых описывается извест1 

ной функцией Р {€1), при условии, что Уц' равно V для ближайших со­
седей и нулю в противном случае (диагональный беспорядок). Андерсон 
опрзделяег локализацию следующим образом. Пусть в момент t = 0 элек­
трон находится на некотором узле, скажем узле 0. Тогда, если узел О 
принадлежит какому-либо локализованному состоянию, электрон имеет 
конечную вероятность находиться вначале в этом состоянии, а значит, 
имеется конечная вероятность р00 найти электрон на том же самом уз­
ле при t -»с» . В противном случае, если узел 0 не входит ни в какое ло­
кализованное состояние, электрон продиффундирует прочь и вероятность 

Роо=°-
Усредненную по времени вероятность найти при t -> <» электрон в 

состоянии | 0 > , если в момент t = 0 он находился в этом же состоянии 
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| 0> , можно записать в виде 
ос 

= limi- [ 
е-Н 0 п J 

р00 - lim — / dEG0(E + is) G0(E - is), (3.1.18) 
e-H 0 n J 

— oo 

гЦе G0 (E) - нулевой диагональный элемент гриновской функции 
О(Е) ̂ [Е-Н}-\ (3.1.19) 

т.е. GQ(E) =< 0\(Е -Я)""1 |0>. Выражение (3.1.18) можно получить 
следующим образом. Если в момент t = 0 электрон находился в состоянии 
| ф(0)> , а во время t его волновая функция есть | ф [t) > , то вероят­
ность обнаружить электрон в это время в состоянии \ф (0)> будет 

\(W(t) | ^(0)>|2 = £ |<</'(0) | Фя)|2 1(^(0) | Фп>)\2 х 
пп' 

(ЕПФВП>) 

X cos - - {Еп - Ея>) t + п 
+ Е 1(^(0) I ФЯ)!2 1(^(0) I Ф»-)12, (3.1.20) 

пп' 
(Еп=Еп>) 

где | Ф п | > - собственные состояния Я с энергией Еп . Первый член в 
правой части (3.1.20) при усреднении по времени (IJt ) / ' d f . . . в преде­
ле t -• оо исчезает. Второй член запишем в виде 

lim ~ fdE <У(0)| G(E + ге) |«Р(0)> <!Р(0)| 0(Я - Л) |У(0)>. (3.1.21) 
7Г 

В этом можно уоедиться непосредственно, воспользовавшись разложе­
нием | ф (0)> по собственным функциям | Фп> 0 Выражение (3.1.21) при 
учете равенства \ф(0)> = | 0> совпадает с правой частью (3.1.18). 

; Перепишем формулу (3.1.18) в виде 
°° 

p0() = JdEf0(E), (3.1.22) 

гд& 
fo(E) = N0(E) ZQ(E) , (3.1.23) 

zl0(# + ге) - A0(E - ie)l 
i Z0(E) == lim 

2ге 

-1 
(3.1.24) 

2 З Д = lim — [G0(E + й) ~ G0(E - is)] = £ |<0 | Фя)|2 Й(Л - #„). 
(3.1.25) 
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Здесь А0(Е) - собственно-энергетическая часть, определяемая соотно­
шением 

G0(E) = [Я - €0 - Л0(Е)]-\ (3.1.26) 
a iVQ (E) - плотность состояний (взвешенная с энергией Е на узле 0. По­
следнее выражение в (3.1.25) получено с помощью формулы 

g ( g ) = f д ^ д ' 1 (3-1-27) 

и представления (2.1.21). 
Величина /0 (Е) прложительна, поскольку 'G0 (JE + *е) = ['G0 (E -ie)]*. 

Ее можно рассматривать, таким образом, как вклад в р00 от состояний 
с энергией Е. Разрез функции Д0 (Е) по действительной оси, как следует 
из (3.1.24), соответствует делокализованным состояниям. Действитель­
но, при этом ZQ (Е) = 0, а значит, и /0 ( Е) = 0, в то время как Ы0{Е)Ф 0. 
Локализованные состояния отвечают ZQ(E) Ф 0 и, конечно, N0 (Е) Ф 0. 
Мнимая часть А0 (Е) в области энергий локализованных состояний стре­
мится к нулю при стремлении к нулю мнимой части Е всюду, за исключе­
нием конечного числа точек, где возникают б-функционные особенности. 
Обращение ZQ (E) в нуль из-за этих особенностей ничего не говорит о 
локализации цли делокализации состояний с энергией Е, поскольку N0{E) 
при этом также зануляется. Состояние с энергией Е, таким образом, 
локализовано только в случае аналитической зависимости AQ (E) от Е. 
Отметим, что принципиальное различие в поведении-мнимой части А0(Е) 
для локализованных и дзлокализованных состояний исчезает при конфи­
гурационном усреднении А0(Е), поскольку б-функционные особенности 
при этом размываются в непрерывные ненулевые функции. Необходимо, 
следовательно, находить функцию распределения плотности вероятности 
величины А0 (Е), а не ее усредненное значение. 

Для изучения аналитических свойств А0 (Е) воспрльзуемся разло­
жением А0 (Е) в соответствующие ряды теории возмущений и исследу­
ем их сходимость. Этот подход основан на допущении, что при локализа­
ции состояний с энергией Е функция AQ(E) является аналитической и, 
значит, ее можно разложить в ряд. Если можно доказать сходимость 
этого ряда, то исходное предпрложение о локализации состояний будет 
справедливым, в противном случае оно неверно и состояния с энергией 
Е должны быть де;локализованными. 

Чтобы прлучить разложение А0 (Е) в ряд по известным величинам, 
обратимся к уравнению для функции Грина 
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(Е - «,) QH. = д„> + Е VirGn> ( Р „ = 0 ) , (3.1.28) 

е | Г = <*1[ж-я]-1 |0, (3.1.29) 
и с помощью итераций не диагональные элементы G в правой части урав­
нения выразим через диагональные. Тогда, воспользовавшись соотно­
шением (3.1.26), получим 

ME) =27 Vorgr(E) Vn + Е VnWiE) Гп«дг(Е) Vro + ..., (3.1.30), 
где 

gl(E)=[E-€l]-K '3.1.31) 

Графическое представление ряда (3.1.30) содержит все пути, начинаю­
щиеся в точке 0 и возвращающиеся в нее лишь в конце. Этот ряд, одна­
ко, обладает двумя существенными недостатками: 1) возможное возник­
новение фиктивной расходимости из-за наличия путей, связывающих 
узлы с малым энергетическим знаменателем; 2) отсутствие у ряда пра­
вильных аналитических свойств. В связи с последним недостатком от­
метим, что выполняется соотношение 

Gru. = a,,'-oirorl>ia„, (3.1.32) 
где Gf обозначает гриновскую функцию системы с ef -+eo. Это равенст­
во можно прлучить, заменяя в (3.1.28)с на i\ = ех + (ег* - ег )б^г , 
выражая G ( - . . , ef' , . . . ) через G ( . . . , ег , . . . ) и, наконец, устремляя 
€у к бесконечности. Нули G0 (полюсы Д0 ), как следует из (3.1.32), оп­
ределяются полюсами GJ°J (I таково, что Gol Ф 0). Прлюсы Л0 , таким 
образом, не совпадают с энергиями et , как, казалось бы, можно было 
заключить из (3.1.30). 

Избежать вышеупомянутых трудностей можно, исключив при сумми­
ровании ряда необходимость учитывать пути, связывающие одинаковые 
узлы. Чтобы достичь этой цели, запишем (3.1.28) в виде 

IJStrGri'^dtr, (3.1.33) 
//' 

где 
вц. = (Е-ь)ди.-7ц.. (3.1.34) 

Функцию G 0 можно представить как 
бв = Я*/Я, (3.1.35) 

где S - детерминант матрицы S, a S ° - ее главный минор, получающий­
ся, если из S'вычеркнуть нулевые строку и столбец. 

i3-r<#v 
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Из (3.1.35) и (3.1.26) получаем 

А0=Е-ь-^. (3.1.36) 

Аналогично можем определить 

Л ^ ^ Е _ € ц _ _ _ _ , (3.1.37) 

G»'-1" = [Е - % - Л^-Л"У\ (ЗЛ.38) 

где S 1 ° ° ° « главный минор, получающийся, если из S вычеркнуть 
О -е, / ̂ е , . . . и /,--е столбец и строку. Детерминант Sможет быть запи­
сан с помощью главных миноров в виде 

оо 

S=SllhS^+£ Г (-ir1SwA/.-«w,« , lWf"'-. (3.1.39) 
т = 2 121ъ...1т 

где штрих при знаке суммы означает, что суммирование должно произ­
водиться по всем наборам различных индексов 12, 13,..., lm . каждый 
из которых отличен от Z1. Подставляя теперь (3.1.39) в (3.1.36) и исполь­
зуя (3.1.37) и (3.1.38), мы получаем так называемое перенормированное 
разложение в ряд теории возмущений 

оо 

Mm = Е Е' Vo,K(E) Vlllt€f£\E)... VMJEft"^\B) Fuo. 
(3.1.40) 

(lu ..., lm — различные). 

По аналогии с (3.1.32) можно показать, что полюса G /. 1 # #" *'~1 

совпадают с нулями G 7
 1 " ° *. В соответствии с этим в (3.1.40) все 

полюса, за исключением полюсов G^ , сокращаются. Выражение (3.1.40) 
Для Л0 (Е ) имеет, таким образом, правильное аналитическое поведение, 
и многократное рассеяние на одном и том же узле, приводящее к фик­
тивной расходимости ряда (3.1.30), исключается. Пена, которую прихо­
дится за это платить, - появление дополнительного слагаемого 
A 0 / I - ' - ' I - I а 

А , в каждом энергетическом знаменателе, ^ти слагаемые 
i 

можно выразить с помощью соотношений, аналогичных (3.1.40). Повто­
ряя процесс исключения всех неизвестных из правой части уравнения 
(3.1.40), мы получим представление каждого слагаемого уравнения 
(3.1.40) в виде бесконечной цепной дроби. Для сходимости всего перенор­
мированного разложения требуется: 1) сходимость итерационного про-
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J oW = Е v \Г
 л<п- &ЛЛ1) 

Цесса для собственных энергий в энергетических знаменателях; 2) схо­
димость самого ряда (3.1.40) (т.е. так называемого перенормированно­
го ряда теории возмущений). До сих пор исследования сходимости раз­
ложения ограничивались либо изучением сходимости итерационного 
процесса [1, 177], либо перенормированного ряда [12, 126]. 

При анализе итерационного процесса в правой части уравнения 
(3.1.40) удерживался лишь главный член. Кроме того, различием меж­
ду собственной энергией в правой части результирующего уравнения и 
соответствующим выражением в .левой части уравнения мы пренебрега­
ли. В результате получается следующее уравнение: 

(Voi)2 

Отметим, что это уравнение является точным для так называемой ре­
шетки Бете (см. разд. 3.3.2). Величина, предстазляющая интерес, -
это плотность распределения вероятности w^ (Л 0 ) . Предположим для 
простоты, что Уц ' постоянны для ближайших узлов, а величины €t , 
рассматриваемые как независимые переменные, характеризуются функ­
цией распределения вероятности Р(б ; ). В этом случае плотность рас­
пределения вероятности определяется уравнением 

"А.Ш = / # d € < <Н ф о - Е Е __ ^0fAl(E)) p(*i)">*W. 
(3.1.42) 

Здесь z - координационное число. Величины А0 и Л̂  в (3.1.41) статис­
тически эквивалентны; отсюда следует условие самосогласования, а 
именно: Л0 в девой части уравнения должно иметь то же статистичес­
кое распределение, что и Л̂  в правой части. Это означает, что в обеих 
частях уравнения (3.1.42) ^ Д . (Л ?.) можно заменить на и>(Д,-). Сущест­
вование локализованных состояний определяется наличием решений 
уравнения самосогласования с 1тЛ0 (Е), пропорциональной 1т£. 

При исследовании сходимости перенормированного ряда теории 
возмущений подразумевается, что итерационная процедура сходится. 
Вопрос сводится к задаче найти распределение вероятности величины 

А0<»\Е) = У Г — — ••• — (З-1-43) 

в пределе М •+**>. Здесь е 1 = Е - cj# - Д j . 1 * " , "" 1 — елучайные 
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функции с некоторой функцией распределения, а сумма берется по всем 
путям из М шагов без самопересечений, начинающихся и заканчиваю­
щихся в узле 0. В настоящее время задача нахождения распределения 
вероятности Л(

0
М) (£) еще далека от своего решения. Это связано с тем, 

что различные вклады в сумму (3.1.43) не являются независимыми 
друг от друга, а значит, необходимо знать степень статистической 
независимости этих вкладов. До сих пор изучены лишь два предельных 
случая - отсутствия корреляции и очень сильной корреляции. В послед­
нем случае оказывается возможным определить так называемую функ­
цию локализации L(E) с помощью соотношения [ 126] 

ЦЕ) = lim {VM+1£' GQ
hGt ... G%~1" f'M, (3.1.44) 

A/—>oo 

где 
ln6^-' ' '- l = (ln|6^-' '- |> = 

= <1п|[Я-€/ |-4-"' '-(&')]- ,1>. 
Здесь штрих означает суммирование по всем путям из М шагов без са­
мопересечений; < .... > отвечает конфигурационному усреднению. Функ­
ция L(E) обладает тем свойством, что, если L(E) < 1 (> 1), перенор­
мированный ряд сходится (расходится), т. е. соответствующие состоя­
ния локализованы (делокализованы). Энергии Ес , определяемые усло­
вием L(EC) = 1, отделяют области локализованных и протяженных 
состояний. Отметим, что наличие конфигурационного усреднения в 
(3.1.45) никоим образом не означает необходимости проводить конфи­
гурационное усреднение перенормированного ряда теории возмущений. 
Более детальное изложение последнего метода, часто называемого 
L (Е)-методом, содержится в обзоре Личчарделло и Эконому [242]. 

В последние годы изложенные выше методы использовались при 
изучении проблем: 1) локализации недиагональным беспорядком и 2) ло­
кализации в двумерных (d = 2) системах. Недиагональный беспорядок 
приводит к .локализации, по-видимому, вполне аналогично диагонально­
му беспорядку [140, 315]. Однако в первом случае для некоторого рас­
пределения недиагональных элементов делокализованные состояния мо­
гут существовать в середине зоны при любой степени беспорядка [18]. 
Испрльзуемый подход — и это согласуется с другими методами (см. при­
мечания, сделанные в корректуре, с . 239) — приводит к выводу о лока­
лизации при d^.2 всех состояний при сколь угодно слабом (диагональ­
ном) беспорядке [360], в то время как при d = 3 полная локализация воз­
можна лишь при вполне конечном беспорядке [361]. 

(3.1.45) 
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3.1.3. Локализация колебательных состояний в трехмерных 
системах 

Условие локализации колебательных состояний в неупорядоченных гар­
монических системах может быть представлено в форме, вполне анало­
гичной условию локализации электронов в модели Андерсона. Для колеба­
тельных состояний мы можем определить локализацию следующим об­
разом. Предположим, что при t = 0 все атомы находятся в покое, а в 
момент t = 0 на некоторый атом, скажем атом в узле 0, подействовала 
мгновенная внешняя сила. В результате атом начал колебаться. Если 
он продолжает колебаться (с конечной амплитудой) при t -» «>, эго озна­
чает, что локализованное колебательное состояние включает в себя 
узел 0, в противном случае такого состояния нет. 

Уравнение движения рассматриваемой системы имеет вид [ср. 
(1.3.2)] 

М{1) йл(Ы) --= -27 0aaW) Uail't) f fA0d(t) , (3.1.46) 
/V 

где второй член в правой части описывает воздействие внешней силы 
на систему. С помощью этого уравнения получаем выражение для фурье-
образа смещений 

ил(Щ - ~ £ вал>(Ю, oi) U'> (3.1.47) 

гдеХ? - грицовская функция, определяемая соотношением (2.1.29) с 
со->со + IE. Используя (3.1.47), находим квадрат амплитуды колебаний 

|и(Ш)|2 - £ [ва*'№ t)ff\ (3.1.48) 
а 

где для простоты мы предположили, что fa = 6 a a */ . С помощью (2.1.38) 
Gaa^ (00, t) можно представить в виде 

a^^-Mz&SLSm*,*. (3...49, 
М(к)) s cos 

Подставляя теперь это выражение в (3.1.48) и усредняя по времени по­
лученное уравнение, получаем 

(3.1.50) 

Используя (2.1.38), легко показать, что правая часть (3.1.50) равна 

вьщ ви>щ /j(.--)(0) дц;>(0) 
2с>8

3 
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сумме по а величин 
оо 

р& = lim — Г daiG^iOO, со + ге) #«„-(00, со - ге), (3.1.51) 
г—Ю 

аналогичных выражению (3.1.18), характеризующему локализацию элек­
тронов. 

Вообще говоря, из-за матричной формы силовых постоянных лока­
лизацию колебательных состояний исследовать сложнее, чем электрон­
ную локализацию. По этой причине общий подход к проблеме локализа­
ции колебательных состояний (в трехмерных и двумерных системах), 
базирующийся на (3.1.51), до сих пор не разработан. Однако при некото­
рых упрощающих предположениях соответствующую колебательную за­
дачу можно свести к электронной и полученные для электронов резуль­
таты использовать, чтобы качественно понять проблему локализации 
колебательных состояний. Продемонстрируем это на примере уравнения 
для функции Грина регулярной системы с массовым беспорядком 
(ср. (2.1.27), (3.1.52)): 

2; (Щ1) а>4." + Е Ф.."(«"Л б.".'(й') 
* " \ Г (4=0 / 

= дц.да*- + Е *.."(«") в*»А1"1') , (3.1.52) 
Г (4=0 

а!' 

которое сопоставим с уравнением (3.1.28) для электронной гриновской 
функции в модели Андерсона. Сделаем сильное допущение, что Фш*(// ')= 
= 6аос*ф( /1 ' ) , а также предположим, что Ф(//") = - у для ближайших 
соседей и нулю во всех других «случаях. При этом для G(U') = - Gaoc (11') 
(знак минус в определении выбран для удобства сравнения соответствую­
щих фононных и электронных задач) получим уравнение 

(zy - M(l) со2) 0(11') = <V + у Е G(Z'T), (3.1.53) 
/"(=М> 

где z - координационное число. Когда Vn* = V для ближайших соседей 
и нулю во всех других случаях, уравнение (3.1.28) для электронной гри­
новской функции имеет вид 

(Е - €,) ви. = бн. + V Е Gn>. (3.1.54) 
Г(ФО 

Предположим далее, что массы М (/) (энергии et) обладают конечной 
функцией распределения, центрированной и имеющей пик при М°(е°) 
полной ширины AM(W). Сравнивая (3.1.53) и (3.1.54), мы видим, что 
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колебательная задача сводится к электронной с помощью подстановки 
zy == Е, М{1) со< = €,, М°а)2 = €°, АМсо2 = W,y=:V. (3.1.55) 

На рис. 3.5 представлен типичный результат исследования электронной 
локализации L(E )-методом (см. разд. 3.1.2). Штриховой линией на плос 
кости £ ' - W (где Е' = Е - е°) показаны граничные энергии, определя­
емые из условия L(£ ) я 1, по которым разделяются локализованные 
и делокализованные состояния. Область локализованных состояний 
(L < 1) заштрихована, а область делокализованных состояний (L > 1) 
не заштрихована. Используя третье и четвертое соотношения (3.1.55), 
мы можем записать величину £ ' , определенную выше, в виде 

М° 
Е' =zV AM W. (3.1.56) 

Уравнение (3.1.56) на плоскости Е -W представляет собой прямую 
линию, при движении вдоль которой величина со2 изменяется. Эта линия 
имеет наклон tan Ф = А М\/ М °, и, поскольку М ( / ) ^ 0, максимальный 

Рис. 3.5. Локализация в модели Андерсона. Сплошная линия указывает гра­
ницы зоны, пунктирная — отделяет делокализованные и локализованные 
состояния. Для электронных состояний W представляет собой полную шири­
ну распределения около энергии е (см. текст), а Е' — энергия, отсчитываемая 
от 6 . Для колебательных состояний ось частоты представляет собой прямую 
линию, начинающуюся в точке А и составляющую угол Фс осью Е'. (Соглас­
но [125] .) 
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наклон будет (tanO)max = 2. Частота, соответствующая произвольной 
точке на плоскости, дается соотношением 

*. = , {AD)
 w . (3.1.57) 

((Ж0)2 + (/Ш)2)1'2 

где (AD) обозначает расстояние между точками D и Л. Точка Л - на­
чальная точка линии (ЗЛ.56). Линия (ЗЛ.57) для колебательной задачи 
соответствует, таким образом, оси со2 с масштабом, пропорциональным 
((М0)2 + (ДМ 2)1/2,Как видно из рис. 3.5, вплоть до частоты 

(АВ) 
сов* = (3.1.58) ((М0)2 + (AM)2)1!2 

(точка В лежит на кривой L{Ec)= 1) все моды делокализованы. В слу­
чае слабого беспорядка, т.е. малой величины Ф локализованы лишь вы­
сокочастотные моды. 

На рис. 3.6 представлены результаты исследования локализации 
мод в простой системе с изотропным беспорядком, обладающей акусти­
ческой и оптической ветвями фононного спектра. В этой системе узлы 
простой кубической решетки поочередно заселены атомами двух типов. 
Предполагается, что массы атомов первого (второго) типа имеют общую 
функцию распределения; она центрирована, имеет пик при МП(М2) и пол­
ную ширину ЛŴ  (AW2 ). Сцловые постоянные выбираются в том же виде, 
что и постоянные, используемые при прлучении уравнения (3.1.53). Функ­
ция локализации рассчитывалась в простом приближении без учета соб­
ственной энергии в выражении (3.1.45). Полученные результаты указы­
вают на локализацию высокочастотных оптических мод. В случае доста­
точно сильного беспорядка локализация также наблюдается вблизи ниж­
него края спектра оптической моды и верхнего края спектра акустичес­
кой моды. 

Следует отметить, что в колебательной задаче в отличие от элект­
ронной недиагональный беспорядок всегда связан с наличием диагональ­
ного беспорядка. Таким образом, при наличии недиагонального беспо­
рядка результаты, полученные для электронов, нельзя использовать 
при рассмотрении колебаний решетки. Заметим, что и в спиновых систе­
мах диагональный и не диагональный беспорядки между собой коррели-
рованы. 

Характер колебательных состояний в моделях реальных структурно 
неупорядоченных материалов исследовался до сих пор лишь численными 
методами (см. разд. 3.3.1). Основные вывода относительно локализации, 
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Mz/Mj 

Рис. 3.6. Области локализованных (заштрихованы) и делокализованных (не-

заштрихованы) колебательных состояний неупорядоченной простой кубичес­

кой системы с взаимодействием ближайших соседей и двумя типами атомов. 

Распределение масс атомов описывается одной и той же функцией распреде­

ления, имеющей пики при Afj и М2 и полную ширину AW\ =M\ и А W2 -

= 0,4 Mi соответственно. Штрихпунктирная линия указывает края зоны в от­

сутствие беспорядка; СО |_ — соответствующая максимальная частота систе­

мы, пунктирная линия схематически показывает смещение краев зон под 

действием беспорядка. (Согласно [57] .) 

полученные этими методами, качественно согласуются с приведенными 
выше результатами. 

3.2. Возбуждения типа плоских волн 
3.2.1. Экспериментальные и численные результаты 

Эксперименты по неупругому рассеянию "холодных" нейтронов указыва­
ют на существенную ррль эффектов когерентности в некристаллических 
материалах. Наличие таких эффектов подразумевает возможность опи­
сывать колебательные возбуждения данных материалоз приближенно в 
терминах возбуждений типа плоских волн, т.е. фононов. Поскольку плос­
кие волны не могут быть точными собственными состояниями неупоря-
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доченной системы, эти возбуждения из-за рассеяния на структурных не-
однородн остях разрушаются, и понятие фон она имеет смысл, лишь если 
его время жизни превосходит примерно один период колебаний. Следует 
отметить, что аналогичные когерентные эффекты также наблюдались 
в простых жидкостях и аморфных ферромагнитных материалах. Это сви­
детельствует о наличии коллективных возбуждений соответственно фо-
нонного и магнонного типов в простых жидкостях и аморфных ферро­
магнетиках. 

Перед тем как перейти к обсуждению основных эксперименталь­
ных и численных результатов, приведем ряд формул, описывающих кол­
лективное движение. Экспериментально наблюдаемая величина, харак­
теризующая это движение, - сечение когерентного нейтронного рассея­
ния. Сечение пропорционально функции рассеяния (динамический струк­
турный фактор), определяемой соотношением [см. (П3.67), (П3.74)] 

сю 

S(k, со) - -J— £ f dt еш (e-ikR<M e
ikR«''<»), (3.2Л) 

InN iV J 

где fik и ft со — это изменение импульса и энергии в процессе рассея­
ния; R(l, t) обозначает положение /-го атома в момент времени t; 
< .. .> представляет собой термодинамическое усреднение, а в случае 
необходимости (неупорядоченные тала) и конфигурационное усреднение; 
наконец, N - число атомов в системе. Отметим, что в литературе функ­
цию рассеяния S(kp со) часто определяют как фурье-образ корреляцион­
ной функции флуктуации плотности числа частиц, а не непосредственно 
самой этой плотности. В этом случае в (П3.72) плотность числа частиц 
п(х, t) следует заменить на ( п(х, t) - $)(Q - средняя плотность чис­
ла частиц), что приводит к появлению добавочного члена -(р(2тг)3б(Л)5(со) 
в правой части уравнения (3.2.1). Этот член устраняет расходимость 
для рассеяния вперед. Для твердых тел, где Я(/) = *( / ) + м(/) (см. обо­
значения к (1.2.1)), в гармоническом приближении функция рассеяния 
для однофононных процессов записывается в виде (см. (П3.95)) 

е ш Г 
S(k, со) = -z—r Z d* ê e'M*<<>-*<<'>)(/m(Z, t)) (ku(V, 0))), (3.2.2) 

ZTtJy w J 
~ oo 

где W - фактор Дебая - Ур^лера (П3.83); здесь предполагается, что он 
не зависит от конфигурационного усреднения. 
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В случае когда частотная зависимость S (к, со) имеет острые пики, 
частота этих пиков как функция волнового вектора к определяет дис­
персионную кривую элементарных возбуждений в системе (см., напри­
мер, (П3.97)).Эта кривая называется дисперсионным соотношением для 
флуктуации цлотноети. Цванциг [438] показал, что возбуждения фонон-
ного типа в жидкостях и стеклах можно строить безотносительно к опор­
ной решетке, еоли от переменных "координата" и "импульс" перейти к 
переменным "импульс" и "сила" в динамическом описании. Оказывает­
ся, что продольная фурье-компонента тока 

J l i( f e>')=If f kp(l,t)*ikR{U) (3.2.3) 

в таких системах становится коллективной переменной, описывающей 
возбуждения фононного типа. Здесь р (I, t ) - импульс 1-го атома в 
момент времени t и М — масса атома; предполагается, что М не зави­
сит от / . Ввиду той роли, которую играет J (k,t) можно ожидать, что 
корреляционная функция продольного тока 

с\\(к> 0 = Y W ( * > О Jn(fe> °)> (3-2-4) 
обладает осцидляторным (затухающим) временным поведением. Таким 
образом, фурье-представление 

Сц(&, со) = а)28(к, а>) (3.2.5) 

можно использовать для получения дисперсионной кривой, изучая зави­
симость от к пиков функции Сц( к, со). Это дает так называемое диспер­
сионное соотношение для флуктуации тока. Недавно бцли высказаны 
соображения в пользу того, чтобы использовать для получения диспер­
сионных соотношений функцию рассеяния S (к, со), а не функцию 
Cj| {к, со), поскольку иногда функция С Ц (к, со) обладает рядом фиктив­
ных пиков, которые нельзя поставить в соответствие коллективным 
модам (см., например, работу [429]). 

В дальнейшем нам понадобится также статический структурный 
фактор; он определяется выражением 

оо 

8(к) = Г dcoS(k, a>)=jf£ <e-'M<0 e<fc««'>>. (3,2.6) 

— 00 

В кристалле S (к) имеет 6-функционные пики в узлах обратной решет­
ки, в то время как в системе со структурным беспорядком в общем 
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Рис. 3.7. Статический структурный фактор S (к) для модели из 800 атомов, 
описывающей двухкомпонентное металлическое стекло (Мд7о2пзо). (Соглас­
но [176] .) 

случае есть только один сильный пик при kQ = 2тг,/а (а - среднее рас­
стояние между б.лижайшими соседями). Последний пик отражает сущест­
вование ближнего порядка. 

На рис. 3.7 представлен статический структурный фактор, рассчи­
танный для описывающей металлическое стекло (Mg70 Zn30) модальной 
структуры из 800 атомов. Атомы находятся в равновесных позициях 
(релаксационная модель), и на систему наложены периодические гра­
ничные условия. Затухающее на больших волновых векторах осцвдлятор-
ное поведение S(k) отражает факт отсутствия дальнего порядка. Ре­
зультаты численного расчета динамического структурного фактора для 
продольных возбуждений в этой модальной структуре приведены на 
рис 3.8. Дисперсионное соотношение (зависимость со от к), следующее 
из данного рисунка, обладает явно выраженным максимумом, однако 
минимум, следующий за этим максимумом, выражен весьма неопреде­
ленно из-за того, что спектр S (к, со ) становится слишком широким. 
Дисперсионные соотношения для продольных и поперечных возбуждений 
изображены на рис. 3.9. Для возбуждений последнего типа явно выражен­
ный максимум отсутствует1 *. 

На рис. 3.10 приведен динамический структурный фактор, рассчи­
танный для 500-атомной модели аморфного вещества с периодическими 
граничными условиями- G увеличением к частота проходит через мини­
мум, соответствующий максимуму рассеяния; такое поведение яцляет-
ся в некотором роде "ротоноподобным". 

^Результаты, аналогичные описанным выше для металлического стекла 
M g 7 0 Z n 3 0 » получили Ямамото и др. [425] для аморфного Fe в рамках хаоти­
ческой релаксационной модели из 1450 атомов. 
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Рис. 3.8. Динамический структурный фактор продольных возбуждений для 

модели из 800 атомов, описывающей двухкомпонентное металлическое стек­

ло (Мд7о 2пзо)- (Согласно [176] . ) 

б\ 

5 

г 
1 

0 1 Z 3 4 5о 6 7 в 
0,303 И, А'1 

Рис. 3.9. Дисперсионные соотношения (черные полоски — для продольных 
возбуждений, светлые полоски — для поперечных возбуждений) для модели 
из 800 атомов, описывающей двухкомпонентное металлическое стекло 
(Mg7o Zn3o) (Согласно [176] . ) 
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Рис. 3.10. Нормированный динамический структурный фактор S (к, СО ) = 
= S {к, со) (МО?Ik2 ) [n (ti со/кТ) + 1] для аморфной модели из 500 атомов в 
зависимости от безразмерных переменных к = к(Т, СО= Gj/{M0ft*'2 {M — атом­
ная масса, О! — силовая постоянная, 1,1 О — среднее расстояние между бли­
жайшими соседями, п - число заполнения (1.4.50)). (Согласно [320] .) 

Оно характерно для сверхтекучего Не (см. ниже). Отметим также, что 
для рассмотренной модели минимум выражен довольно слабо, поскольку 
за максимумом со(А) спектр S {к> со) становится очень широким (см. 
также работу [215]). 

Ротоноподобное поведение в некристаллических материалах экспе­
риментально до сих пор не обнаружено. Недавно коллективные попереч­
ные моды исследовались с помощью рассеяния нейтронов в металличес­
ких стеклах Mg70 Zn30 [467] и Са70 Mg30 [468]. На рис. 3.11 приведены 
экспериментальные данные, полученные методом рассеяния нейтронов 
в стеклообразном Ge02. В области вблизи первого максимума стати­
ческого структурного фактора обнаруживается существование продоль­
ной и поперечной ветвей фононного типа. 

Обратимся теперь к рассмотрению коллективных движений в прос­
тых жидкостях. В соответствии с рассматриваемым масштабом длины 
и временным масштабом динамическое поведение простых жидкостей 
качественно можно поделить на три области. Для времен, малых по 
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Рис. 3.11. Дисперсионные соотношения для стеклообразного Ge02, получен­
ные из экспериментальных данных по рассеянию нейтронов. Положения пи­
ков S (к, со) отмечены прямоугольничками, полоски указывают границы пи­
ков на половинной высоте. (Согласно [235] .) 

сравнению со временем столкновений, которое порядка 10 ~11 - 10 ~12 с, 
и на расстояниях, малых по сравнению со средним межатомным, движе­
ние фактически свободное. В противоположном предельном олучае мед­
ленных временных и пространственных изменений, т.е. в так называе­
мом гидродинамическом режиме, движение кодлективное. В длотных жид­
костях переходные локальные структуры приводят к появлению промежу­
точной области, называемой нуль-звуковым режимом, где динамическое 
поведение можно приближенно описать в терминах высокочастотных фо-
ноноподобных коллективных мод. Характерные частоты этих мод поряд­
ка Ю13 с""1 , и их можно исследовать с помощью рассеяния нейтронов. 

Можно сказать, что в жидкостях в режиме нулевого звука атомы 
совершают почти гармонические колебания около узлов "замороженной" 
конфигурации жидкостного типа. Диффузионный распад равновесной кон­
фигурации приводит к сильному затуханию коллективных мод. Этот же 
распад приводит к тому, что время жизни фононов в жидкостях оказы­
вается много меньше соответствующей величины в некристаллических 
п*лах. По данным рассеяния нейтронов и численного моделирования, фо-
нопоподобные возбуждения существуют в жидкометаллических системах 
(например, в жидком Rb) вплоть до волновых векторов к -0 ,6^ , где AQ 
отвечает главному пику в зависимости S (к). В жидких инертных газах возбуж­
дения такого типа существуют лишь при гораздо меньших волновых век-
горах к. Это обстоятельство обычно связывается с тем, что короткодей-

• '•'. „ 
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ствующая часть парного потенциала взаимодействия в случае жидкого 
металла "мягче", чем в случае жидких инертных газов. "Жесткое" корот­
кодействующее взаимодействие ведет к эффективному рассеянию ато­
мов на большие углы, что, видимо, нарушает необходимую для коллектив­
ных атомных колебаний когерентность (за деталями результатов иссле­
дований коллективных движений в простых жидкостях мы отсылаем чита­
теля к обзору Коп ли и Лавси [98]). 

В сверхтекучем гелии в противоположность классическим простым 
жидкостям при низких температурах в S (к, со) наблюдаются резкие пики 
и, таким образом, понятие фононоподобных возбуждений вполне хорошо 
определено. Дисперсионная кривая сверхтекучего гелия приведена на 
рис. 3.12. Начальный линейный участок с наклоном, соответствующим 
скорости звука, сменяется максимумом и минимумом- так называемым 
ротонным минимумом. Наличие такого минимума является необходимым 

j * .ш 
* * > . г г 

I 

1,6 2,4 
к, А 

3,2 4,0 

Рис. 3.12. Дисперсионная кривая элементарных возбуждений в Не II при 

температуре Т = 1,1 К. (Согласно [Ю5] .) 
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Рис. 3.13. Закон дисперсии спиновых волн в аморфном ферромагнетике 

Со4Р. (Согласно [269] .) 

условием сверхтекучести1 * (более подробно о возбуждениях в жидком 
г^лии см. обзор Вудса и Каули [422]). 

Задача о спиновых волнах в структурно неупорядоченных ферромаг­
нитных материалах математически вполне аналогична соответствующей 
задаче о фононах в некристаллических материалах. В этой связи пред-
стадляет большой интерес ротоноподобное поведение спиновых волн 
(рис. 3.13), наблюдавшееся в аморфных ферромагнетиках с помощью 
рассеяния нейтронов. 

В заключение этого раздела отметим, что в противоположность прос­
тым (классическим) жидкостям коллективные движения в гармонических 
телах с произвольным беспорядком являются по определению долгоживу-
щими. Однако к настоящему времени об этих истинных собственных мо­
дах известно немногое. Таким образом, оказывается разумным исполь-

1* Вообще говоря, наличие ротонного минимума непосредственно с усло­
вием сверхтекучести не связано. — Прим. перев. 

U-лУУ 
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зовать представление о возбуждениях типа плоских волн также и в слу­
чае неупорядоченных тал, поскольку такие возбуждения можно изучать 
с помощью рассеяния нейтронов. Найденные экспериментально дисперсия 
и затухание данных возбуждений могут использоваться для расчета 
интересующих величин, таких, как, например, термодинамические ве­
личины. 

3.2.2. Изучение дисперсии и затухания аналитическими 
методами 

Нель настоящего раздала - исследование фононоподобных возбуж­
дений в одноатомном структурно неупорядоченном материале. В пред­
положении о гармоническом характере колебаний, динамический струк­
турный фактор S(k, со) дается выражением (3.2.2). С помощью (2.1.14) 
и (2.1.22) это выражение перепишем в виде 

S(k, со) = -е~т 4 - (1 - е -^ )" 1 х 

X £ kaka<e-ik(^'x^) Im Gaa>(U', со + &)>, е -> +0, (3.2.7) 
ал'IV 

где< . . .> означает конфигурационное усреднение. Используя (2.1.38), 
мы видим, что 

S(k9 со) ос Im \jj-2] (е-**И>-*«'>) G(W, со + ie)>}, в -> +0 . (3.2.8) . 

Таким образом, исследование фононоподобных возбуждений сводится 
к изучению конфигурационно усредненной функции Грина смещений в 
А-представлении. Перед тем как перейти к изучению этой величины, оп­
ределим некоторые функции, характеризующие структуру рассматривае­
мой неупорядоченной системы. 

Для вычисления конфигурационных средних мы введем ^-частичную 
плотность вероятности Р(ххх2 •. • xN ), обладающую тем свойством, 
чго 

J do?! da?2... dxNP(xxx2 ... xN) — 1 (3.2.9) 
(N - число атомов в системе, х / = x(l)). P ( x 1 x 2 . „ u xN)dx^dx2 u*AxN 
равно вероятности найти первый атом системы в элементарном объеме 
dx1, расположенном в х, , второй атом в ix 2 в х 2 и т. д. Если мы инте­
ресуемся лишь атомами 1,2,. . . , п (п < N), то соответствующая плот­
ность вероятности дается выражением 

Р{ххх2 ... хп) = f dxn+l ... &xNP(xxx2 ...xN). (3.2.10) . 

file:///jj-2
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Эта функция также нормирована на единицу. 
Введем условные цлотности вероятности с помощью соотношения 

Р(хг ...хя\ хп+1 ...xN)= Р(Хг ... xN)jP{xl ...хя) (п < N). 
(3.2.11) 

P(x t о ,о * п | х п + 1 -о. x N )dx n + 1 oo. dxN - вероятность найти (n + i )-й 
атом в интервале Ах п + . вблизихп+|- (i = "1,2,... , (N-п)) при условии, 
что атом к находится в интервале Axk вблизи xk (& = 1,2,. . . , п). В 
частности, имеем 

Р{ХХ ...Хл)= Р(ХХ) Р(Хг \X2...XN) = 
= Р(хг) Р(х1 | х2) Р{ххх2 \xz...xN). (3.2.12) 

Используя (3.2.10), мы видим, что условная вероятность нормирована 
следующим образом: 

/ dxn+1 ... dxNP(x1 ...хя\ хп+1 ... xN) = 1. (3.2.13) 

Конфигурационное усреднение величины А (х1 0 . . xN ) олределяется сле­
дующим образом: 

(А) == J dxx ... dxNA{xx ...xN) P(xt ...xN). (3.2.14) 

Аналогично условное усреднение < A > x ooo x величины А при фиксиро­
ванных атомах х 1 . . . xn определяется как 

{A)Xl...Xn = / dxn+1 ... dxNA{xl ...xN) P{xx .. . xn I xn+l ... xN). 
(3.2.16) 

Введем теперь парные, тройные и т. д. корреляционные функции с помо­
щью соотношений 

д2(хх') = - i [(п(х) {п(х') - б(х - ж')})], (3.2.16) 
Q 

дг{хх'х") = -J [<п(ж) Мж ') — <НЖ - «')} х 

Х{п{х") - д(х - ж") - д(х' - #")}>]> (3.2.17) 
где 

"(*) = 27 % - »(0) (3.2.18) 
есть плотность числа частиц (ср. (П3.76)) и Q = Ni/F (F - объем систе­
мы). Функции (3.2.16), (3.2.17), . . . по крайней мере в принципе можно 
определить экспериментально. На практике, однако, из экспериментов 
но расселнию можно найти лишь функцию g , a корреляционные функции 
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высших порядков должны аппроксимироваться различными произведения­
ми функций g2 . Легко показать, что 

д2(хх') = J f f ( j y ~ 1 ) P(xx'), (3.2.19) 
Q 

дг(хх'х") = N{N~ Х )
з

( ^ ~ 2 ) Р{хх'х"). (3.2.20) 

Эти соотношения можно использовать при вычислении конфигурацион­
ных средних с помощью "экспериментальных" корреляционных функций, 
а не плотностей вероятности Р. 

Для однородной и изотропной системы Р(х) = XIV и Р(х|**)> а так­
же g2 (**') зависят лишь от |* - * ' | . Из (3.2.16) находим, что g2 ( |х|)-Л 
прл | ж | -> .*• и g 2 (| ж |) -• 0 при | х | > 0. Для такой системы выполняет­
ся соотношение 

afc(*)=S0(fe)- I. (3-2-21) 
где50(А) есть фурье-образ (см. (ШЛО)) от < п(х)п(х')>/д. SQ(k) и 
есть так называемый структурный фактор упругого рассеяния. Он запи­
сывается в виде (ср. (3.2.6)) 

S0(h) =^r£ <е-**(*<»-*<''>)>. (3.2.22) 
я iv 

Для описания фононоподобных возбуждений в структурно неупорядо­
ченных системах был предложен целый ряд приближенных методов» В 
настоящее время, однако, полная теория таких возбуждений еще далека 
от своего завершения. Ниже мы кратко изложим подход, предложенный 
Бётгером [58] о Этот подход позволяет получить несамосогласованные 
выражения для дисперсии и затухания в явнэм виде. 

Исходным пунктом является уравнение (2Л.27) для гриновской 
функции 

QKHfl') - дп> + Ц ЩЦ") G(l"V), (3.2.23) 
г 

где использованы следующие сокращенные обозначения: 
G(W) = (Gaa>(U', со)), Ф{11') = (*«.-(«')), »w = (Лц-баа') and Q* = Мсо\ 

Для простоты предполагается, что потенциал взаимодействия между ато­
мами может быть записан в виде суммы парных потенциалов (см» (1.4.45)) 

1 
Ф = "2 2 > ( l * № - «(*')!)• (3.2.24) 
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В случае I Ф I' силовая постоянная Ф а а ' ( / / ' ) зависит только от раз­
ности (х (/ ) - х (I *)) и ее можно разложить в ряд Фурье 

ФоАИ') =\FL ФааЩ eifc(ar(') -ж(/,)), (3.2.25) 
У к 

где в предположении периодичзских граничных условий плотность разре­
шенных значений врляового вектора в А-пространстве постоянна и равна 
V (2 тг) ~3. Функция Ф^ * (к) связана с q> (к), *-й фурье-компонентой 
функции <р( | R |), соотношением 

Фаа'(к) ^кака«р(к). (3.2.26^ 
Вводя гриновскую функцию G(x,x ') посредством умножения G(ll') на 
6 (х -х( / ) )6(х" - х(/ ')) и суммируя затем по / и / ' , получим для ее 
фурье-образа выражение 

G(kk') = 4г £ е- ikJ*l)G(lV) eik'x^n . (3.2.27) 

Используя соотношения (3.2.23), (L3-52) и (3-2,25), имеем 
Q4J(hk') - 4(fcfc') + 27 у>(1Ж,) G(fc,Jfe'), (3.2.28) 

где 
Л(ДЖ') - — JT е-'*<'><*-*'> (3.2.29) 

есть случайная функция, зависящая от положения атомов, и величина 
${ккл) представляет собой сокращенное обозначение фа(Х' (кк^), кото­
рая определяется выражением 

грла1(кк,) = о(Фаа1(к,) - Флах(к - к,)) А(ккх). (3.2.30) 

*. Для вычисления конфигурационно усредненной гриновской функции 
мы вводим следующую вспомогательную величину: 

Л = 2 , p l k 2 ) v ( M i ) . (3.2.31) 

где предполагается, что Л не зависит от конкретной конфигурации ато­
мов. В соответствии с введенными выше сокращениями суммирование 
по А, и А2 в (3.2.31) подразумевает также суммирование по а , и а 2 . 
С помощью (3.2.31) мы определяем гриновскую функцию как 

У,(кк') =((J(kk'))lt (3.2.32) 
Г Д е / е* \ <-H-w- (3-2'33) 
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Здесь < . . . > - уже знакомый знак усреднения* В пределе Л -* 0 гринов-
ская функция (3.2.32) сводится к конфигурационно усредненной гринов-
ской функции 

Щкк') =(в(кк'))9 (3.2.34) 
диагональные элементы которой и определяют фононоподобные возбуж­
дения (см. (3.2.8)). 

Усредняя уравнение (3.2-28) с помощью (3-2.33), получаем 
a*&i(kk') = сЛл(кк') + Е -u(J*i) ^2(*1*'), (3.2.35) 

где 
Лх(кк') - (А(кк'))х. (3.2.36) 

Определяя собственную энергию 2А(АА') соотношением 
27 Жккг) Ух{кхк') - 27 {гр{ккх) <?(МО)а, (3.2.37) 

мы можем записать уравнение Дайсона для гриновской функции 
^ Л (кк ') в следующем виде: 

a»9i(kk') - «€д(1*') + £ Ех{ккх) Ух{кхк'). (3.2.38) 

Для определения собственной энергии ^Л(А, Л') воспользуемся соот­
ношением 

щ ^ ЩкуК) = <?(!*,) в(М')>1 - (ytl*,))! Sfafak') (3.2.39) 

и уравнениями 
27 STrHftki) ^a(*i*') = <W> (3.2.40) 

27 Лг\ккх) Лх(кхк') - (W, (3.2.41) 

которые определяют функции, обратные к §Л (к к') и с4Л (АА') соответ­
ственно. С помощью этих уравнений и (3.2.38) получаем уравнение в 
частных производных 

Zx(kk') = (гр(кк'))х + 27 ^ ( Ъ к а М а - Ч * * ) х 
1е11е21е31с4 

X {[щло *<**«>] ̂ W + ** al(k) W > ) } ' (3-2,42) 

из которого, по крайней мере в принципе, можно итерационным методом 
найти собственную энергию ZA „ В пределе \ -> О собственная энергия 
2 Л сводится к 2 , собственной энергии в уравнении Дайсона для усред-
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ненной гриновской функции § (кк ' ) : 
£Р&{кк') = Л(кк') + £ £(ккг) Щкгк'). (3.2.43) 

кг 

В рлучае однородной системы, используя (3-2-14), (3.2Л2) и (3-2-13), 
можем записать 

Л(кк') =(W, (3.2.44) 
Щкк') =дкиЩк), (3.2.45) 
Е(кк')=6шЕ{к). (3.2.46) 

Следовательно, (3.2.43) для такой системы принимает вид 

ОЩк) = 1 + Цк) Щк). (3.2.47) 

В первом порядке выражение для 2 Л можно получить из (3-2.42), опус­
кая в правой части член, содержащий частную производную 1 Л по А -
В результате получаем 

£р\кк') = £ Ух(кгкг) <лх~\и2кг) ^ ^ з ^ 4 ) y(fcfei)>;i &гЧкАк'). 
кгк2кгкА 

(3.2.48) 
Переходя в (3.2-48) к пределу А -• О, находим в первом порядке выраже­
ние для собствен* л энергии 1: 

£ЪЩ = £ Щк,) (Afak) v>(fcfei)> 9'\к) . (3.2.49) 

В приближении 
Щк) ~ 1/Q* (3.2.60) 

выражение (3-2-49) сводится к 

r<D(fe) я* 27 (A№ik) y(«*i)> • (3.2.51) 

Принимая во внимание соотношение 

(iltofc) ii(fcfci)> - -^г £<,(&! - /с), (3.2.52) 

которое следует из (3.2.29), (3,2<.22) и (3.2-21), мы видим, что выраже­
ние (3.2.51) может быть записано в виде 

£™(к) = gfdx g2(x) [VeV.^(«)] [1 - e~-'**]. (3.2.53) 

Для получения выражения для 2Л во втором порядке мы испрльзу-
ем в (3-2-48) приближение § л (А /О ~ Л Л ( А , к')\/'й2 и подставляем по-
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лученное выражение в правую часть уравнения (3.2.42). Переходя к пре­
делу Л -> 0 и учитывая соотношение (3,2.52), находим (см. [58]) 

£?№) = £{3(к) + Q* £ [*...(*!) - Фаах{к - к,)] ^..(feO х 

X (q*gz(xx'x") - д*д%(хх') g2{xx") + д*д*(хх') d(x" ~ ж')). (3.2.54) 

Дисперсия и затухание фононоподобных возбуждений могут быть 
определены либо из зависимости от к максимальной частоты и прлуши-
рины -Im§(A,co+ it )(т. е. S(k, со), см. разд. 3-2.1), либо из положе­
ния полюсов функции § (к, со-;- is), рассматриваемой в качестве функ­
ции комплексной частоты, в нижней части комплексной полуплоскости 
(см. разд. 2Л). Первое определение имеет в виду рассеяние нейтронов, 
а второе яв1ляется обычным определением элементарных возбуждений. 
Ясно, что затухание фононов появлжзтся, лишь ерли собственная энер­
гия 2 имеет конечную мнимую часть. Z (1)(А) из (3.2.53) является дейс­
твительной величиной,т. е. описывает незатухающие фононы. Это выра­
жение в литературе было получено с помощью различных методов (см. 
например, работу [60] и цитированную там литературу). Данное прибли­
жение для собственной энергии носит название квазикристаллического 
приближения (ККП). ККП аналогично приближению виртуального крис­
талла для систем с беспорядком замещения. Выражение (3.2.54) для 
собственной энергии 2 (2* во втором порядке является комплексной ве­
личиной,, Следовательно, оно учитывает затухание фононных возбужде­
ний Мы видим, что в этом приближении затухание определяется двух-
и трехчастичными корреляциями. 

На рис. 3.14 представлена дисперсионная кривая фононов в жидком 
аргоне, рассчитанная в ККП с использованием потенциала Леннард-Джон­
са- Мы видим, что продольная мода в отличие от поперечной обнаружива­
ет в зависимости со (к) хорошо определенный минимум, расположенный 
вблизи первого максимума структурного фактора упругого рассеяния. 
ККП приводит, таким образом, к ротонному минимуму в законе диспер­
сии продольных мод (ср. разд. 3.2.1). Можно полагать, что данное пове­
дение обусловлено локальным беспорядком, свойственным пространст­
венно неупорядоченным системам. Следовательно, оно должно проявля­
ться с некоторыми ограничениями почти во всех некристаллических 
телах и простых жидкостях, включая жидкий гелий. Это утверждение, 
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Рис. 3.14. а — расчетные кривые дисперсии для продольных (L) и попереч­
ных (Т) фононов в жидком аргоне; б — структурный фактор жидкого ар­
гона. (Согласно [376] .) 

однако, можно доказать, лишь выйдя за рамки ККП, т. е. рассчитав за­
тухание и изменение закона дисперсии, обусловленные членами высших 
порядков» Отметим, что выход за рамки ККП оказывается существенно 
более сложной задачей, чем выход за рамки виртуального кристалличес­
кого приближения» Это связано с отсутствием исходной периодической 
решетки для структурно неупорядоченной системы, В последние года 
были предприняты многообещающие попытки выйти за рамки ККП, а 
именно построить самосогласованную теорию возбуждений в структурно 
неупорядоченных системах (см. 10, 119, 189, 325)„ Несмотря на это, 
относительно пределов применимости ККП известно очень малс 

Чтобы исследовать в ККП влияние локального беспорядка на диспер­
сионную кривую фононов, рассмотрим одноатомную одномерную систе­
му, описываемую корреляционной функцией 

№(*) ="27 1 Р,--(*-*(П)'/«2«1*(01. (3.2.55) 
1УК кЙ> УаА* \х{1)\ V 
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Здесь x(l) = la, a ~ среднее расстояние между ближайшими соседя­
ми, и у/а2а' описывает флуктуации рассеяния между ближайшими со­
седями относительно его средней величины. Уравнение (3,2.55) описьк 
вает тип дефектного кристалла без дальнего порядка, но с более или 
менее ярко выраженным ближним порядком. На рис. 3„15 представле­
на дисперсионная кривая, рассчитанная в ККП для корреляционной функ-

У-0,8 : 

И7 / 
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\ <H 
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Рис. 3.15. Дисперсия 00(к) и затухание С02 (к) фононоподобных возбуждений 
в одномерной решетке с беспорядком типа стекла (см. текст). Левая встав­
ка {ОС = 0,1) показывает поведение при малых волновых векторах к, правая 
вставка показывает поведение вблизи ротон но го минимума, а — параметр 
беспорядка, О?, — максимальная частота решетки и а - среднее расстоя­
ние между ближайшими соседями. (Согласно Leihkauf, Bottger, в печати.) 
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ции (3.2.55) и потенциала Морса 
<р(х) = Dfe-2^*-*»* — 2е-**-*>}, (3.2.56) 

где D, у и х 0 - параметры, характеризующие потенциал. Как видно из 
рисунка, уменьшение а (т. е. уменьшение беспорядка) приводит к умень­
шению щели в спектре, связанной с ротонным минимумом. При а = О 
(в отсутствие беспорядка) щель исчезает. Расчет затухания с помощью 
выражения (3.2.54) требует знания трехчастичной корреляционной функ­
ции. Используя приближение 

(п(х) п{х') п{х")) ~ — Ых) п{х')) (п(х') п(х"))9 
е (3.2.5" 

или, что эквивалентно, 
Q*g3{xx'x") ~ д2д2(хх') [т(х'х") ~ д(х" " ж)> 

находим затухание — результаты представлены на рис. 3,15. Для малых 
волновых векторов k (где со = с к, а с - скорость звука) затухание 
пропорционально k 2, т. е. длинноволновые моды являются слабозатухаю­
щими (см. разд. 3.1.1). Этот режим называется рэлеевским [70] или гид­
родинамическим [206]. Для соответствующей трехмерной системы зату­
хание длинноволновых фононов пропорционально k4 (т. е. со"4). В этой 
связи необходимо отметить, что теплопроводность почти всех стекло­
образных материалов свидетельствует о зависимости вида со"4 длины 
свободного пробега фононов при температурах выше 1 К. Однако интер­
претация данного результата пока что является спорной (см., например, 
работу [П8]). 

Ротонные состояния, если они не ядляются слишком сильно затухаю­
щими, должны приводить к возникновению добавочного низкочастотного 
пика в плотности колебательных состояний. Можно ожидать, что наличие 
этого пика окажет существенное влияние на поведение теплоемкости при 
низких температурах (см. (1.4.9)). Кроме того, резонансное рассеяние 
дебаевских фононов на ротонных состояниях может привести к аномаль­
ной температурной зависимости теплопроводности о Таким образом, изу­
чение дисперсии и затухания фононоподобных возбуждений в структурно 
нэупорядоченных системах является весьма важной задачей. 

На рис. 3.16 приведена температурная зависимость теплоемкости, 
рассчитанная для модели структурно неупорядоченной системы в предпо­
ложении, что структурный беспорядок (беспорядок в положении атомов) 
и динамический беспорядок (беспорядок в силовых постоянных) являют­
ся некоррелированными. Данная модель предсказывает возможность силь-
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Рис. 3.16. Низкотемпературная теплоемкость, рассчитанная для трехмерной 
модели со структурным и динамическим беспорядком в предположении за­
кона дисперсии со2(к) = 2 (7 - /X) / / l f" l (3~Z^= 1 f{k^ coskaa), где / (ка) = 
= exp {—a kJl), a - постоянная решетки исходного кристалла, у — силовая 
постоянная для ближайших соседей в исходном кристалле, М — атомная мас­
са. X учитывает затухание фононов из-за беспорядка в силовой постоянной, 
/ (^/J учитывает беспорядок в положении атомов. Аппроксимируя поведение 

h 
С при Т "+ 0 законом Су ~ (кТ/fi OJjJ (CJL — максимальная частота решет­
ки), имеем для значений параметров: кривая 1) 0= 0,02, Х= 0,2; Ь = 2,23; 
кривая 2) (7= 0,1, Х = 0,1; Ъ = 2,27; кривая 3) О = 0,2, Х = 0,05; Ъ =2,33;пунк-
тирная кривая О = X = 0; Ь = 3,0 (дебаевское поведение) (Kleinert, не опубли­
ковано; ср. [212,213] ). 

ного отклонения при низких температурах поведения теплоемкости от 
обычно дебаевской зависимости ~ Т 3 (см. (L4.35))» Это, по крайней ме­
ре в некоторой степени, вызвано использованием лоренцевскои функции 
распределения силовых постоянных.. Монтгомери [268], применив для 
рассмотрения плотности колебательных состояний в структурно неупоря­
доченных телах простой аналитический подход, нашел увеличение вкла­
дов ̂ Т 3 и ^ Т 5 в теплоемкость при низких температурах, вызванное 
беспорядком силовых постоянных. 

Первыми низкотемпературные аномалии термических свойств аморф 
ных тел обнаружили Зеллер и Пол [435]; с тех пор эта область стада 
предметом интенсивных исследований (см., например, в качестве об­
зоров [42, 60, 159, 296]). Тецлоемкость Cv различных аморфных 
материалов при температурах Т < 1 К примерно пропорциональна тем-
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пературе Т, тогда как для кристаллов она подчиняется дебаевскому за­
кону (Cv~ T3). Кроме того, при температуре около 10 К отношение 
Cv/ Т3 обнаруживает широкий "дополнительный" максимум, который 
может быть обусловлен как разностью объемов между кристалличес­
кой и стеклообразной модификациями, так и влиянием беспорядка на 
плотность колебательных состояний [ 158]. Ротонные состояния влия­
ют на термические свойства, по-видимому, при температурах несколь­
ко выше 1 К [213]. 

Возбуждения, приводящие к зависимости CV~T (наблюдаемой в 
аморфных диэлектриках и металлах, а также в некоторых суперион­
ных материалах), обычно интерпретируются [ 14, 295] как туннелиро-
вание атомов или групп атомов между двумя (или более) возможными 
положениями равновесия (рис. 3.17). Как правило, изменение локаль­
ного атомного порядка описывают с помощью потенциала в виде двух 
несимметричных потенциальных ям, разделенных барьером [ 156] 
(рис. 3.18). Движение атома в таком потенциале приближенно можно 
представить как колебания около одного из двух потенциальных ми­
нимумов. Если потенциальный барьер между двумя минимумами доста­
точно низкий, происходят туннельные переходы между двумя состоя­
ниями - в результате поглощаются или испускаются резонансные фо-
ноны. Туннельная модель не только объясняет описанные выше терми­
ческие аномалии, но также и целый ряд других эффектов. Это — ано­
мальное затухание ультразвука из-за резонансного поглощения, наб­
людаемое в стеклах при низкой температуре (см. статью Антони и 
Андерсона [ 17] и цитированные там работы), и "избыточное" рассея-

Рис. 3.17. Схематическое представление структуры кварца: кристаллической 

(а) и типа стекла (б) с тремя возможными двухуровневыми дефектами 

(обозначенными буквами А, В и С) . (Согласно [185] .) 
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Рис. 3.18. Потенциал из двух несимметричных потенциальных ям (с высотой 
барьера FR, асимметрией V и расстоянием между ямами d), используемый 
для описания двухуровнего дефекта в стеклообразных материалах. 

ние света в стеклах в низкочастотном диапазоне ([ 281] и цитирован­
ные там работы). Измерения теплоемкости [198, 245, 256] свидетель­
ствуют в пользу предположения о том, что "замкнутые" структуры 
(a-As, a-Ge) могут препятствовать изменению локального атом­
ного порядка. Отметим, что теоретическое рассмотрение туннельной 
модели в основном ограничивалось лишь феноменологическим подхо­
дом. Микроскопическое описание должно установить связь между 
структурой и низкочастотными возбуждениями (см. работы [67, 301, 
348]). 

Отметим, что задача о возбуждениях магнонного типа в аморф­
ных ферромагнетиках может быть поставлена вполне аналогично 
рассмотренной выше задаче о фононах (см. [ 1661, гл. 6; [202]). С ма­
тематической точки зрения задача о прыжковой проводимости также 
связана с рассмотренными вопросами (см. [ 65]). 

3.3. Колебательные спектры некристаллических твердых тел 

3.3.1. Результаты численных расчетов 

В настоящее время существуют два наиболее эффективных теорети­
ческих подхода к проблеме колебательных мод некристаллических твердых 
тел: 1) исследование больших групп атомов (кластеров) с помощью числен­
ных расчетов, 2) использование аналитических методов для изучения клас­
теров, помещенных в эффективную среду. Здесь мы останошмся на перюм 
подходе. Второй будет рассмотрен в следующем разделе. 
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При первом подходе требуется сформулировать некоторую модель 
структуры исследуемого материала. Для некристаллических материа­
лов были предложены два типа континуальных моделей беспорядка. 
Первый тип основан на плотной упаковке твердых сфер. Он использо­
вался для описания простых одноатомных жидкостей и плотно упа­
кованных аморфных твердых тел, например аморфных металлов. Вто­
рой тип включает хаотические сетки, подходящие для описания мате­
риалов со слабо коррелированными ковалентными связями, таких, 
как многослойные стекла (Si02) и простые аморфные полупроводни­
ки (Ge). Рассмотренные к настоящему времени модели содержат в ос­
новном несколько сотен атомов. Эти модели либо строятся вручную, 
либо выдаются компьютером. Положения атомов выбраны таким об­
разом, что модель хорошо описывает радиальную функцию распреде­
ления (парную корреляционную функцию), наблюдаемую на экспери­
менте и плотность материала. В лучших на сегодняшний день моде­
лях положения атомов рассчитываются путем использования соответ­
ствующего межатомного потенциала и минимизации упругой энергии. 
Процедура расчета приводит к равновесным положениям атомов с уче­
том топологических ограничений структуры [ 408] (в качестве обзора 
по структуре некристаллических веществ см [ 150]). 

Сначала рассмотрим результаты, полученные для моделей Si02-
стекла, предложенных Беллом и Дином (см. обзоры [37, 38]). Эти мо­
дели основаны на представлении о тетраэдрах S Ю4, в которых атомы 
соединены таким образом, что атомы S i имеют 4 связи, а атомы О -
2 связи. Каждая из моделей содержит до 600 атомов. Динамические 
матрицы определяются координатами атомов и выбором подходящих 
межатомных силовых постоянных. Плотность колебательных состоя­
ний (рис 3.19, а) была вычислена с использованием теоремы об от­
рицательном собственном значении, а группы собственных состоя­
ний - методом обратных итераций (см. разд. 2.1.2). Эти группы ис­
пользовались для вычисления отношения р (со) (3.1.2), дающего инфор­
мацию о пространственной локализации собственных мод (рис. 3.19, б). 
Их также можно использовать для расчета кинетической энергии, свя­
занной с нормальной модой определенной частоты. Путем разбиения 
этой кинетической энергии на различные классы было получено рас­
пределение нормальных мод. На рис. 3.19, б каждый класс представ­
лен областью, размер которой по высоте при любой частоте является 
мерой полной колебательной энергии, соответствующей этому классу. 
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Рис. 3.19. Анализ колебательных мод для модели хаотической сетки (со сво­
бодными граничными условиями) стеклообразного Si02- a — плотность ко­
лебательных состояний; б — спектральный анализ энергетического вклада 
нормальных мод; в — изменение с частотой пространственной локализации 
мод. 

Движение так называемого мостикового О-атома (рис. 3.20, а) 
можно разложить на компоненты вдоль направлений, обозначенных 
буквами В (изгиб связи), S (растяжение связи) и R (качание связи). 
Направление В параллельно биссектрисе угла Si-О—Si, направление S 
перпендикулярно этой биссектрисе и лежит в плоскости Si —O—Si, а нап­
равление R перпендикулярно направлениям В и S- Для так называе­
мых немостиковых атомов О (рис. 3.20, б) NS обозначает направле-
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Рис. 3.20. Выбор локальной системы координат для мостикового (а) и не-

мостикового (б) атомов кислорода в модели неупорядоченной сетки стек­

лообразного SiC>2, колебательные моды которого анализируются на рис. 

3.19. (Согласно [110] .) 

ние вдоль связи Si-О, a NP - все направления, перпендикулярные этой 
связи. С обозначает вклад энергии от атомов Si3roT вклад далее не подразде­
ляется, поскольку движение атома Si с четырьмя связями нельзя раз­
ложить на характерные парциальные движения. 

Описанная здесь классификация мод очень полезна для характери­
стики нормальных мод в некристаллических материалах, так как иэ-
за отсутствия в таких материалах дальнего порядка понятия продоль­
ных и поперечных нормальных мод плохо определены. Эта классифи­
кация использовалась также для интерпретации экспериментальных 
данных по спектрам инфракрасного поглощения (ИК), комбинационно­
го рассеяния (КР) и неупругого рассеяния нейтронов. Их собствен­
ные частоты в основном совпадают с полосами плотности колебатель­
ных состояний. Отметим, что модели, содержащие лишь несколько 
сотен атомов, не дают достоверных результатов в области низких 
частот. 

Обратим внимание на рис. 3.19, в. Как видно из рисунка, почти все 
модели характеризуются довольно сильной локализацией. Особенно 
сильно локализованы моды, включающие немостиковые атомы. Такие 
атомы находятся на поверхности при наличии свободных граничных 
условий в модели, а также в реальном материале в объеме вблизи 
структурных дефектов. Характер локализации, представленный на 
рис. 3.19, в, качественно согласуется с описанным в разд. 3.1. 

Теперь обратимся к простым аморфным полупроводникам, таким, 
как Si и Ge. Анализ радиальных функций распределения показывает, 
что такой материал имеет искаженную тетраэдрическую структуру с 
четырьмя связями на каждом атоме. Однако радиальная функция рао 

Ii)-2fc7 
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пределения определяет структуру неоднозначно. Для моделей аморф­
ных полупроводников с тетраэдрическими связями возможен ряд раз­
личных топологических модификаций. Одна из наиболее интересных 
топологических особенностей - это размеры замкнутых путей, по­
лучаемых если идти от атома вдоль связи и вернуться к нему по са­
мому короткому пути. 

За последние годы было создано несколько конкурирующих моде­
лей континуальных неупорядоченных сеток с четырьмя связями (см., 
например, работу Стейнхардта и др. [364]). Они различаются статис­
тикой колец и величиной изменения угла связи и ее длины. Например, 
построенная Полком [ 313] модель из 440 атомов содержит в расчете 
на один атом 0,38 кольца из 5 связей, 0,91 из 6 связей и 1,04 из семи 
связей, а модель Коннела и Темкина [ 97] из 238 атомов содержит 
2,3 кольца из 6 связей и не содержит колец с нечетным количеством 
связей. Для сравнения кристаллические Si и Ge содержат только 
кольца с 6 связями, по 2 таких кольца на атом. Можно получить ин­
тересную информацию о роли статистики колец и изменения угла свя­
зи и ее длины из вычисления плотности колебательных состояний, экс­
периментальных спектров для различных моделей неупорядоченных 
сеток и из сравнения полученных результатов между собой и с ре­
зультатами эксперимента. 

Численные результаты для колебательных спектров простых амор­
фных полупроводников с тетраэдрическими связями были получены 
численными методами: 1) диагонализацией динамических матриц от­
носительно небольших кластеров (содержащих около 60 атомов) с пе­
риодическими граничными условиями [7] и 2) ишользуя метод уравнений дви­
жения, который дает возможность получить спектры самых больших имею­
щихся в настоящее время структурных моделей (содержащих около 500 атомов) 
бв§ диагонализации больших матриц [ 35]. Прежде чем приступить к 
обсуждению результатов, полученных для простых аморфных полупро­
водников, рассмотрим метод уравнения движения. 

Отправной точкой этого метода являются уравнения движения 
(1.3.2) с начальными условиями 

ua(l,t = 0) =«в°(0,1 
u e ( U = 0 ) = 0 . J ( 3 ' З Л ) 

Уравнения движения численно интегрируются для нахождения смеще­
ний вплоть до времени т. Полученные смещения используются для 
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вычисления функции 

F(co) = — \ at£ Ал(1) иа(1, t) (cos cot) e~xt\ (3.3.2) 
Л J la 

0 

где Л - некоторый параметр, обеспечивающий сходимость, а величи­
ны ̂ а(/) представляют некий набор чисел. 

Величины ^ а ( О и и ц ( | ) можно выбрать таким образом, чтобы 
функция F(co) давала плотность колебательных состояний, ИК или КР 
спектры. Чтобы убедиться в этом, воспользуемся соотношениями 
(1.3.8) и (3.3.1) и запишем 

иа{1, t) = (М(1))-ч* JJ qsB(°\l) cos wst, (3.3.3) 

где величины B^s \i) _ ортонормированные (действительные) собст­
венные векторы уравнения (1.3.11), qs - амплитуда (действительная), 
a cos - частота (положительная) s-й нормальной моды. Используя 
условие ортогональности (1.3.12), из (3.3.3) и (3.3.1) получаем 

Ч. - Е W ) (М(1'))Ч* и°а.(1'). (3.3.4) 

Таким образом, подставляя (3.3.4) в (3.3.3), можно записать смеще­
ния в любой момент времени в зависимости от начальных смещений: 

ua(l, t) = (М(1))-Ч* 2J W) W) (Щ1'))112 <(V) cos co8t. (3.3.5) 
3l'*' 

Подставляя (3.3.5) в (3.3.2), находим 

* И = Е [Ea,B«s)№ W ) (ЩЩЩ1))112 Mi) «ДО')] х 
X [А((о - cos) + A(co + (о8)]у (3.3.6) 

где 
т 

А(а>) = — / dt(cosa>t) e~"\ (3.3.7) 
о 

В пределах т->ооиЛ-> + 0 функция А(со) превращается в б-функцию. 
Дяя конечных т и Л А(со) является гауссовой функцией распределения 
с шириной, обратно пропорциональной т. Как правило, т выбирается 
таким образом, что эта ширина составляет лишь несколько процен­
тов общей спектральной ширины. 

Если, например, нас интересует плотность колебательных состоя­
ний, мы подставляем в (3.3.6) 
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Ml) = ua°(l) = 1/2 cos ©le> (3.3.8) 

где углы (^а _ случайные переменные, равномерно распределенные 
в диапазоне от 0 до 2тг. Вычислив F(co) для различных наборов вели­
чин в и учитывая, что 

2<cos в1а cos ©|V> = <М.«', (3.3.9) 
где <.. .> обозначает усреднение по различным наборам, находим 
из (3.3.6) и (3.3.8) 

№ ) > - Г № ~ cos) + J(co + со,)]. (3.3.10) 
8 

Таким образом, < F (co)> /3/V (N - число атомов в системе) есть уши-
рение плотности колебательных состояний (см. (1.4.11)). Аналогично 
можно получить из (3.3.2) [35] ИК и КР спектры при помощи подхо­
дящего выбора значений параметров Аа{1) и и° (/). 

На рис. 3.21 показаны плотность колебательных состояний и од-
нофононный ИК спектр, вычисленные методом уравнений движения 
для трех структурных моделей Ge, каждая из которых содержит око­
ло 500 атомов: сфера из 525 атомов, вырезанная из идеальной (типа 
алмаза) решетки, неупорядоченная сетка из 500 атомов, построенная 
с помощью компьютера, и модель из 519 атомов с заданными произ­
вольными начальными положениями атомов, которые затем заменя­
ются на квазиравновесные, рассчитанные с помощью компьютера. Явно 
хорошее согласие между основными характеристиками плотности коле­
бательных состояний в различных моделях подтверждает предположе­
ние о том, что колебательный спектр определяется в основном ближ­
ним порядком. Пики на краях плотности состояний соответствуют вет­
вям спектра ТА и ТО в кристалле. Центральные пики соответствуют 
кристаллическим бетвям LA и LO. В отличие от пиков ТА и ТО пики 
LA и LO сильно зависят от топологии структуры. Было найдено, что 
провал между последними пиками обусловлен наличием колец с шестью 
связями. Для больших изменений углов и длин связи область LA-LO 
должна сильно размываться. 

Отметим, что при вычислении ИК спектра гомеополярных твер­
дых тел, таких, как Ge или Si, нельзя, вообще говоря, использовать 
модель с точечным зарядом в отличие, например, от случая Si02# Для 
гомеополярных твердых тел обычно используется модель, в которой 
"динамические" заряды возникают под действием локальных элект-
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Плотность состоянии Спектр ИК поглощения 

I I I I, 

~ / - ~ \ 

^ п 
0,5 U О 

си/со0 
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Рис. 3.21. Плотность колебательных состояний и спектры инфракрасного по­

глощения для трех моделей Ge. Искажения и число пятичленных колец в мо­

делях увеличиваются по мере перехода к нижним рисункам. Модель из 525 

атомов представляет собой сферу, вырезанную из идеальной решетки; мо­

дель из 500 атомов построена с помощью компьютера; модель из 519 атомов 

с произвольно заданными начальными положениями атомов, которые затем 

заменяются на равновесные, рассчитанные с помощью компьютера. Частота 

нормирована на частоту OJe симметричной моды кристаппа Ge. (Согласно 

[35] .) 

рических дипольных моментов, индуцированных переносом заряда от 
удлиненных связей к сжатым (рис. 3.22). В случае кристаллической 
структуры вклады от всех связей данного атома взаимно уничтожа­
ются. Следовательно, в гомеополярном кристалле должен отсутство­
вать однофононный ИК спектр (рис. 3.21). Однако в искаженной струк­
туре описанный выше механизм ведет к возникновению результирую­
щего динамического заряда (за деталями мы отсылаем читателя к 
работе [ 17]). 

Как видно из рис. 3.21, ИК спектр искаженной структуры зани­
мает весь колебательный спектр. Это отражает факт нарушения пра-



Глава 3 

u(l) 

Рис. 3.22. Механизм инфракрасного поглощения в гомополярных материа­
лах. При колебании заряд связи перемещается от удлиненных связей к сжа­
тым, что приводит к результирующему образованию локального электричес­
кого дипольного момента М. (Согласно [7] .) 

вила отбора k = 0 в данной системе (см. разд. 2.3.3). Отметим, что 
для низкочастотных мод из-за малого изменения длин связей общая 
интенсивность мала. 

Более подробно численные результаты для простых аморфных 
полупроводников описаны в работах Албена и др. [7], Бимена и Ал-
бена [ 35] (тетраэдрические системы с четырьмя связями), Лоллар­
да и Иоаннополуса [310] (системы пирамидального типа с тремя свя­
зями), а также в обзоре Уэйра и Тейлора [ 411]. 

Колебательный спектр модели плотно упакованного металличес­
кого стекла был исследован Хеймендалом и Торпом [175] и Ямамото 
и др. [ 425]. 

3.3,2. «Метод кластерной решетки Бете 
Основная трудность в понимании свойств некристаллических мате­
риалов при исследовании небольших (менее 100 атомов) кластеров 
заключается в том, что в них поверхностных атомов больше чем 
внутренних, и поэтому многие свойства определяются именно поверх­
ностными атомами. Чтобы моделировать часть материала вне клас­
тера, необходимо наложить подходящие граничные условия на поверх­
ностные атомы кластера Хорошо изучены к настоящему времени системы со 
следующими граничными условиями: 1) граничные условия со свободными по­
верхностными атомами (концепция слабо взаимодействующих молекуляр­
ных блоков) [96, 248, 34?, 386], 2) периодические граничные условия 
[ 7], 3) помещение кластера в желеобразную эффективную среду, 
свойства которой определяются самосогласованно [385] и 4) исполь-



Колебательные свойства систем со структурным беспорядком 231 

зование решетки Бете для моделирования эффекта воздействия ато­
мов вне кластера [ 426, 427]. Было найдено, что последний подход -
метод кластерной решетки Бете — наиболее эффективен, именно он 
и рассматривается в этом разделе. 

Решетку Бете (дерево Кейли) можно представить как бесконеч­
ную непериодическую связанную систему атомов, где вокруг каждо­
го атома ближайшие соседи расположены одинаково и где'отсутст­
вуют замкнутые кольца связей. Такая решетка разветвляется подоб­
но дереву до бесконечности. Схематически это показано на рис. 3.23. 
Сама по себе решетка Бете плохо моделирует реальный материал, 
за исключением тех случаев, когда топология решетки (кольца свя­
зей) не играет роли. Замена реального материала решеткой Бете на­
зывается приближением Бете - Пайерлса. 

На рис. 3.24 схематически показан выбор решетки Бете в качест­
ве граничного условия для кластера. На рис. 3.24, а в качестве на­
чального атома выбран произвольный атом бесконечной неупорядочен­
ной сетки. Этот атом выделен из системы вместе с небольшим окружа­
ющим его кластером. Каждая из свободных связей поверхности клас­
тера (рис. 3.24, б) соединяется потом с решеткой Бете, имеющей та­
кую же конфигурацию, как и первоначальная система (рис. 3.24, я). 
Как и первоначальная, новая система бесконечна и непериодична 
(рис. 3.24, г). 

Рис. 3.23. Схематическое изображение топологии решетки Бете для Si02-

Черные точки и белые к р у ж к и обозначают соответственно атомы Si и О. 

(Согласно [196] .) 



232 Глава 3 

Рис. 3.24. Выбор решетки Бете в качестве граничного условия для кластера 
(см. текст). (Согласно [196] .) 

Можно назвать три основных довода за использование решетки Бе­
те в качестве граничного условия кластера: 1) решеточная модель 
Бете имеет точное решение, 2) она сохраняет связанность и 3) плот­
ность состояний в ней является гладкой функцией без особенностей 
(из-за отсутствия колец из связей). Благодаря этому обстоятельству 
любую структуру в плотности состояний кластерной решетки Бете 
можно связать с топологией атомов в кластере. 

Чтобы проиллюстрировать приближение Бете - Пайерлса, рас­
смотрим колебания решетки кристалла с тетраэдрическими связями. 
Чтобы преобразовать такой кристалл в решетку Бете, мы поступаем 
следующим образом (рис. 3.25): в качестве начального выбираем лю­
бой атом и даем ему номер 0. Первый ближайший соседний атом обоз­
начаем номером 1 и буквой v u где vt пробегает значения от 1 до 4 
и обозначает направление от начального атома к заданному. Следую­
щие за ближайшими соседями атомы обозначаем номером 2 и буква­
ми v l t v2, где vx и v2 обозначают ряд направлений от атома 0 к рас­
сматриваемому атому. "Третьи" ближайшие соседи обозначим набо­
ром 3, v l f v2, vs и т. д.Обозначив таким образом каждый атом, по-
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Рис. 3.25. Тетраэдрическая элементарная ячейка алмазной структуры. 

лучаем решетку Бете. Для изучения динамики этой решетки постули­
руем, что каждую связь с ближайшими соседями можно охарактеризо­
вать матрицей 3 x 3 силовых постоянных Ov. Эта связь соединяет 
атомы на концах связи v (v пробегает значения от 1 до 4). Фу явля­
ется симметричной матрицей. 

Обозначив часть функции Грина, соединяющую атом 0 с самим 
собой, через GQQ$ а часть, соединяющую атом 0 с первым ближайшим 
соседом (1, v j ч^рез G^ и т. д., получаем из (2.1.28) следующую 
бесконечную: последовательность линейных уравнений: 

(МсоЧ - Ф0) G00 = 1+2J <KG?0, 

(Ма>ч - Ф0) си, = Ф„С;00 + z ФУгаж, 

(Mo>4 - Ф0) G%> = Ф„в& + £ 4\,G$r% 

(3.3.11) 

где М - масса атома, а Ф0 - матрица силовых постоянных, соединя­
ющая атом с самим собой, определяемая как (см. (1*2.7)) 

(3.3.12) 

Мы видим, что бесконечная система уравнений (3.3.11) - это последо­
вательность следующих друг за другом четырех уравнений (v = 1, 2, 
3, 4), повторяющихся до бесконечности. Эта система уравнений имеет 
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решение в виде 

G& = TVlG00, 
20 — л v^W > (3.3.13) 

при условии, что четыре так называемые матрицы перехода Tv удов­
летворяют уравнению 

(МшЧ - Ф0) Т, = Ф, + Z Ф.'Т.'Т,. (3.3.14) 

Если матрицы перехода известны, легко вычислить функцию Грина. 
Необходимая для этого функция GQ0 определяется (из уравнений 
(3.3.11) и (3.3.13)) как 

С?00 = [МОП -Фо-U Ф.Т;]-1' (З-3-15) 

Согласно уравнению (3.3.13), оставшаяся часть функции Грина строит­
ся путем последовательного применения матриц перехода. 

В дальнейшем рассмотрим борновскую модель решеточного по­
тенциала (см., например, [ 7]) 

* = Т 0 £ [(«/ ' - "н) Ы1)? + 4- (* - Л 2 : («. - Мм)2, (3.3.16) 

где суммирование проводится по атомам I и их ближайшим соседям 
А» гд-{I) - единичный вектор от равновесного положения / -го атома к 
его ближайшему соседу Л; и{ и щ д - векторы смещения этих атомов; 
(2(3 + а) характеризует центральные силы, а (а -|3) -нецентральные. 
Используя (3.3.16), можем записать четыре матрицы силовых постоян­
ных в виде (см. рис. 3.25) 

Ф , = 

Ф, 

-ос - р - Р 
-/? -ос - р 

1-р - р - * 
-ос - Р р-
- Р -ос р 

р р - * 

ф , 

ф4 = 

-«• р р 
Р -ос - р 
Р - р - а 

-ос Р - Р 
Р - х Р 

1-Р Р ос\ 

(3.3.17) 

Для решения уравнения (3.3.14) используем матрицы 



Колебательные свойства систем со структурным беспорядком 235 

«! = 

S, = 

"1 0 0" 
0 1 0 

L° ° К 
) 

Г - 1 0 0" 
0 - 1 0 

L о о 1 

s 2 = 
-1 
0 
0 

, S4 = 
"1 
0 

_0 

0 01 
1 0 
0 lj 
0 01 

- 1 0 
0 lj 

(3.3.18) 

которые следующим образом преобразуют Т-матрицы друг в друга: 
Т2 = S2T1S2, ^з — S3TiS3, T4 = S^TxS^. (3.3.19) 

Таким образом, используя (3.3.19), мы можем записать (3.3.14) сле­
дующим образом: 

(МсоЧ - Ф0) Т1=:Ф1+ Z Ф&Т&Тг. (3.3.20) 
*(Ф1) 

Симметрийныё свойства матриц Фу и Sv дают возможность записать 

(3.3.21) 

Подставляя (3.3.21) в (3.3.20), получаем систему из двух связанных 
квадратичных уравнений для t0 utlf которые нужно решить для полу­
чения Тх # 

Теперь рассмотрим плотность колебательных состояний, которая 
дается выражением (см. (2.1.42)) 

2wM 

Tj как 

т,= 
'to 
h 

Л 

к 
to 
h 

til 
tx 
to\ 

дЫ = 3nN £1тОи(со), (3.3.22) 

где-V - число атомов в системе, aG;;. - диагональный элемент функ­
ции Грина, связанный с /-й степенью свободы (согласно (2.1.42), 
i = UP «)# где а = х, у, z, но вместо декартовых координат можно так­
же использовать координаты, соответствующие локальной симметрии 
(см. рис. 3.18). Каждый член в сумме (3.3.22) определяется как "ло­
кальная" плотность состояний. Последняя величина характеризует 
вклад данной степени свободы в состояния с частотой со. Она дает 
наглядное представление о природе соответствующих движений, и ее 
сравнительно легко вычислить. Чтобы получить ее, необходимо знать 
О00, часть функции Грина, связывающую атом 0 (исходный атом) с 
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самим собой. Выше уже было описано, как рассчитывается G00 в 
случае использования приближения Бете - Пайерлса. В случае при­
ближения кластерной решетки Бете мы получаем из (2.1.28) беско­
нечный ряд связанных уравнений для функции Грина. Этот ряд урав­
нений содержит элементы функции Грина, соединяющие атом 0 с 
атомами кластера и с атомами вне кластера. Используя матрицы 
перехода, последние элементы можно связать с первыми. Та­
ким образом информация об окружающей кластер среде переносится 
в кластер. Получающийся в результате конечный ряд уравнений для 
вычисления GQQ может быть решен точно [ 196, 426]. 

В случае неупорядоченной системы окончательное выражение 
для локальной плотности состояний нужно усреднить по различным 
конформациям кластеров. В присутствии структурного беспорядка 
это можно сделать с помощью моделей континуальных неупорядочен­
ных сеток путем усреднения по их различным локальным конфигура­
циям. 

Таким образом, процедура присоединения решеток Бете к гра­
нице кластера довольно проста, и основная трудность в методе клас­
терной решетки Бете состоит в решении самих уравнений. 

На рис. 3.26 плотность колебательных состояний для алмазной 
решетки, рассчитанная в приближении Бете - Пайерлса, Сравнивает­

с я ОЛ 0,6 0,8 
co/coL 

Рис. 3.26. Плотность колебательных состояний для кристалла с алмазной 
структурой: а — приближение Бете — Пайерлса; б — точное решение. СО|_ — 
максимальная частота кристалла. (Согласно [426] ; точные результаты по­
лучены Торпом [385] .) 
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0,4 0,6 
u)/ooL 

Рис. 3.27. Плотность колебательных состояний для кристалла с алмазной 

структурой, вычисленная с помощью приближения кластерной решетки Бете 

для кластера из 59 атомов. 0)j_ обозначает максимальную частоту кристалла. 

(Согласно Г4261 .) 

ся с плотностью колебательных состояний идеального бесконечного 
кристалла. Видно, что пики ТА- и ТО-мод хорошо описываются приб­
лижением Бете - Пайерлса. В этом приближении, однако, нет про­
дольных пиков иэ-за отсутствия замкнутых колец связи (см. разд. 
3.3.1). С другой стороны, приближение кластерной решетки Бете дает 
хорошее описание продольных пиков, хотя в кластерах эти пики не 
столь острые, как в кристаллах (рис. 3.27). 

На рис. 3.28 приведены локальные плотности колебательных сос­
тояний для Si02-решетки Бете. Если искусственно уширить плотность 
колебательных состояний Si02-peuieTKH Бете при помощи гауссовой 
кривой шириной 75 см -1 , полученная плотность состояний хорошо 
согласуется с плотностью состояний стеклообразного Si02, получае­
мой из данных по нейтронному рассеянию, и расчетами в модели 
Белла и Дина (см. разд. 3.3.1). Это иллюстрируется на рис. 3.29. Ис­
пользуемая гауссова кривая учитывает беспорядок в угле связи. От-

Is 

/or.LJi A 
1000 

Частота, см'1 

Рис. 3.28. Плотность колебательных состояний, рассчитанная для решетки Бе­
те применительно к SiC>2. (Согласно [232] .) 
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Частота, см' 
Рис. 3.29. Плотность колебательных состояний для стеклообразного SiC>2. в — 
данные по рассеянию нейтронов, показывающие плотность состояний, моду­
лированную благодаря слабой частотной зависимости матричных элементов; 
б — искусственное уширение плотности состояний для решетки Бете (см. 
текст); в — модель Белла и Дина (см. разд. 3.3.1). (Согласно [232] ; экспе­
риментальные данные взяты из [236] .) 

метим, что изменения угла связи Si—О—Si составляют около 10° и 
типичны для стеклообразного Si02. Изменение этого угла вызывает 
небольшое смещение связей в плотности состояний для решетки Бете. 
Таким образом, флуктуации угла связи должны вызывать размытие 
плотности состояний в стеклообразных материалах. Как уже отмеча­
лось выше, уширение плотности состояний для решетки Бете вполне 
аналогично соответствующему явлению в модели Белла и Дина. 
Это означает, что беспорядок в угле связи разрушает всякие явные 
проявления в плотности состояний стеклообразного Si02 факта суще­
ствования замкнутых колец связи. Это, очевидно, происходит из-за 
отсутствия малых колец связей (в кварце существуют кольца с 12 ' 
связями). 



Колебательные свойства систем со структурным беспорядком 239 

Следует отметить, что метод кластерной решетки Бете хорошо 
подходит также для исследования систем с композиционным беспоряд­
ком [211] и систем с композиционным и структурным беспорядком 
[ 427]. В случае композиционного беспорядка решетка Бете, соеди­
ненная с кластером, может быть описана в рамках приближений вирту­
ального кристалла, усредненной Т-матрицы или когерентного потен­
циала. Для исследования ИК поглощения, КР и спектров неупругого 
нейтронного рассеяния использование метода кластерной решетки 
Бете проблематично, поскольку для вычисления этих величин тре­
буется знать суммы как диагональных, так и недиагональных эле­
ментов функции Грина (см (2.2.10)). В случае локализованных состоя­
ний можно ожидать удовлетворительных результатов, ограничившись 
суммированием лишь по атомам кластера. Однако для делокализован-
ных состояний суммирование должно проводиться по всем атомам 
системы, составляющим кластер, помещенный в бесконечную решет­
ку Бете. Таким образом, в последнем случае вычисленные спектры 
должны определяться решеткой Бете [ 211]. Отметим, что решетку 
Бете можно также использовать для изучения влияния химических 
примесей, находящихся на поверхности [ 233], влияния межфазных 
границ [ 196] и колебательных возбуждений, локализованных на дефек­
тах и аморфных материалах [211, 212]. 

Замечания о локализации, добавленные при корректуре 
Обратим внимание на новое направление в теории локализации, 

основанное на некотором сходстве между поведением одночастичных 
состояний в неупорядоченных системах вблизи £с (энергия, разделя­
ющая делокализованные и локализованные состояния) и критическим 
поведением магнитной системы вблизи Тс (температура магнитного 
фазового перехода): длина локализации при £с и корреляционная 
длина при Тс расходятся. Это сходство позволяет применить идеи и 
методы теории фазовых переходов (идеи скейлинга, методы ренорм-
группы) к проблеме локализации [2, 15, 172, 314, 332]. Фронт работ 
в этой актуальной области исследований продолжает быстро расши­
ряться. Большинство работ по локализации указывает на то, что (для 
диагонального беспорядка) одночастичные состояния в случайном по­
тенциале всегда локализованы для размерности d < 2 независимо от 
степени беспорядка [ 409]. Это подтверждается также численными ис­
следованиями проблемы локализации [ 222]. 
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Насколько известно авторам, теории скейлинга для локализации 
пока не применялись к колебательным системам, хотя исследование 
поведения мод в смешанных кристаллах методом ренормгруппы в ре­
альном пространстве, которое выполнили Шмельцер и Бозерман 
[ 335], можно считать первым шагом в этом направлении, В упомяну­
той работе переход от одномодового поведения к двухмодовому свя­
зывается с переходом от делокализованного поведения мод к локали­
зованному. Отметим, что было достигнуто довольно хорошее согла­
сие между результатами, полученными в рамках приближения коге­
рентного потенциала и модели равных смещений. 

Отметим также, что метод ренормгруппы использовался для изу­
чения локальной плотности колебательных состояний в неупорядо­
ченной цепочке [ 160]. 



4 
Ангармонические кристаллы 
и структурные фазовые 
переходы 

4.1. Слабоангармонические кристаллы 
4.1.1. Теория возмущений для ангармонических кристаллов 

При наличии ангармоничности описание колебательных возмущений 
кристалла в рамках представлений о невзаимодействующих квазичас-
тицах или фононах становится несправедливым. Однако если ангармо­
ничность сравнительно слабая, ее влияние можно учесть по теории 
возмущений, рассматривая в качестве невозмущенного гармоничес­
кий гамильтониан. Эффекты ангармоничности обусловливают тепловое 
расширение тел и взаимодействие между фононами. Это взаимодейст­
вие открывает каналы распада фононов и приводит к сдвигу их энер­
гии, а также к затуханию фононов. Благодаря тепловому расширению 
и ангармоническим взаимодействиям между фононами, их энергия на­
чинает зависеть от температуры. Последний механизм приводит к 
температурной зависимости фононных энергий также и при изохоричес-
ких условиях, что можно использовать для отделения влияния этого 
эффекта от влияния термических деформаций. 

Учет роли ангармоничности - типичная задача многих тел. Для 
ее решения нужна соответствующая квантовополевая техника теории 
твердого тела. Ниже мы изложим в общих чертах подход Марадудина 
и Фейна [ 256] и Каули [ 101], который в последние годы широко исполь­
зовался при рассмотрении таких задач физики слабоангармонических 
кристаллов, таких, как тепловое расширение, инфракрасное поглоще­
ние, комбинационное рассеяние и т.д. (см., например, обзор Баррона 
и Клейна [ 30]). 

Полный гамильтониан ангармонического кристалла К запишем в 
виде 

Ж = Я + ЯА, (4.1.1) 
где Н обозначает гамильтониан в гармоническом приближении (см. 
(1.3.66)) и НА обозначает ангармоническую часть гамильтониана (см. 
(1.3.70)). Для сокращения обозначений мы заменим пару индексов 

±Ъ-Ш7 
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(kj) одним индексом Л, подразумевая в дальнейшем, что -Л означает 
—kj* Таким образом, имеем 

Я=2,»а>д[Ьа
+Ь1 + 1/2], (4.1.2) 

я 
яА = Е rw Ai + E Е У (к • • • *») А • • • Ак. (4л-3) 

Я п = 3 Дг...Яп 

где (см. (1.3.72)) 
^ = Ьх + Ыд (4.1.4) 

и (см. (1.3.73)) 
Г(Дх... А») = F*(-Ax... -А.). (4.1.6) 

Линейный отклик решетки на внешнее электромагнитное излуче­
ние и характеристики рассеяния на решетке в низшем ненулевом 
приближении определяются функциями типа (см. приложение 3) 

00 

Лв(ш) = jutеш (A(t) ДО)), (4.1.6) 
— 00 

где Л и Р - операторы и 

A(t) = еТ**А е~Т*'9 (4.1.7) 

<...> = Sp {е~Р* ...}/Sp{e~^}, p = ЦкТ. (4.1.8) 

Для расчета корреляционных функций мы введем, как и в разд. 
(2.1.3), зависящие от времени гриновские функции с помощью соотно­
шения 

в**(АВ, t) = Tj 0(±t) ([A(t), Б(0)]> = ((A(t); В(0)))™, (4.1.9) 

где верхний и нижний знаки определяют запаздывающую (Gr) и опере­
жающую (Ga) гриновские функции соответственно. 

Фурье- преобразование 
оо 

Gr>*(AB, <o) = fdt е1ш*Ог*(АВ, t) (4.1.Н» 
~оо 

обладает тем свойством, что Gr(co)(Ga(co)) аналитична в верхней (ниж­
ней) комплексной полуплоскости со. С помощью этих двух функций мы 
можем, таким образом, построить гриновскую функцию G(AB, z), ана-
литичную на всей комплексной плоскости z, за исключением действи­
тельной оси (z - комплексная частота). 
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Аналогично (2.1.19) и (2.1.22), имеем 
оо 

G{AB,z) = — / deH -JAB(O>), (4.1.11) 
2jih J z — со 

— oo 

JAB(co) = ih №№, a> + is)-Q(AB, <»-*)] e ^ +Q ( 4 Л Л 2 ) 
(1 — e-fihto) 

Определим теперь так называемую температурную гриновскую функ­
цию 

0(АВ9 т) = (ТхА(т) Я(0)>, -р < т < 0; (4.1.13) 

здесь 4 и Р - произвольные операторы 
А(т) = е*Х4 е~^т, (4.1.14) 

7"т - оператор временного упорядочения, обладающий следующим 
свойством: 

ТтА(т) Б(т') = <9(т - т') А{т) Б(т') + 0(т' - т) В(т') А(т), (4.1.15) 

где усреднение < . . . > определено в (4.1.8). 
Функция G{AB, т) удовлетворяет условию периодичности 
G(AB, т + р) = G(AB, т), -р < х < 0. (4.1.16) 

Оно следует из возможности циклической перестановки операторов 
под знаком шпура, а именно при т < О 

Sp {В(0) А(т)} = Sp \<ГР*В е^тА е~*т] = Sp {e^M е~(*+Р)*ВГ 
= Sp {е"** е ( т + ^ ) ^ е - < т + ^ Б } = 
= 8р{4(т + /»)Д(0)}. (4.1.17) 

Поскольку представляют интерес лишь значения гриновской функ­
ции при - р < т < (3, ее можно периодически продолжить на все зна­
чения т и разложить в ряд Фурье: 

оо 

G(AB, т) = 2J 0{АВ, шп) ехр (-г7койт), (4.1.18) 
п= — оо 

где (см. (4.1Л6)) 
а)п = 2nniph. (4.1.19) 



244 Глава 4 

Коэффициенты Фурье определяются выражениями 
Р 

G(AB, icon) = —• I dr G(AB, т) exp (гйсопт) = 
*н J 

j f dr(A(r) B(0)) exp (ihconr); 

(4.1.20) 

здесь мы учли (4.1.16) и тот факт, что expU рй соп) = 1 при всех п. 
Из (4.1.16) получаем 

(A(t) B(0)) = -±-fdco e-^JAB(co). 
— с» 

Положив в этом уравнении t = - itt-т, можем записать 
оо 

(А(т) В(0)) =-±-[doj e-b»*JAh(a>). 

Подставляя (4.1.22) в (4.1.20), находим 
00 

-Pka>\ 

G(AB, icon) = 
1 С л <* 

Ф J (о JA B(^) . 

(4.1.21) 

(4.1.22) 

(4.1.23) 
2лрй J {со — гсоп 

Сравнивая (4.1.11) и (4.1.23), можем заключить,что 
Gr>*(ABt со) = —рв(АВ, с*±ъе), в -> + 0 , (4.1.24) 

где верхний (нижний) знак соответствует Gr(Ga)# При этом мы исполь­
зовали тот факт, что интеграл (4.1.23 ), рассматриваемый как функ­
ция t con, может быть аналитически продолжен. 

При построении ангармонической теории возмущений для расчета 
температурной гриновской функции (4.1.13) введем оператор (аналог 
S-матрицы) 

S(T, т0) = еЯ т е - ^ 7 " ^ е~Нт>. (4.1.25) 
Отметим, что оператор S не является унитарным, но обладает груп­
повым свойством 

8(ти т2) S(T2, Т3) = 8{т» т3) (4.1.26) 
и удовлетворяет граничному условию 

/S(Te, тв) = 1. (4.1.27) 



Ангармонические кристаллы и структурные фазовые переходы 245 

Как следует из (4.1.26) и (4.1.27), обратный оператор S ~1(-rlt т2) дает­
ся соотношением 

S-^TuTj^SfaTi). (4.1.28) 

Дифференцируя (4.1.25) по переменной т, получаем 

т р 8{т9 тв) = -ЙА(т) Я(т, тв), (4.1.29) 

где оператором с тильдой обозначено 
ЙА(т) = ен*НА е-Ят . (4.1.30) 

Р$шая (4.1.26) методом итераций, находим для т > т0 

оо х r i T »- i 

S(r, rb) = l+2J (-1)" / drx / dr2 ... / d r^ А (т , ) ЙА(т2) . . . ЙА(тп) = 

X X 

= Ъ + £ - -"Т^ Г dTx ... Г dT,TT[^A(T,) • • • #А(Т„)] = 

= Т, exp ( - /dr'flA(T')j. (4.1.31) 

В частности, (4.1.25) может быть записано в виде 
Э-^т = е-нт S(r, 0) ЕЕ е-*'£(т). (4.1.32) 

Если положить в (4.1.32) и (4.1.31) т равным (3, мы получим разложе­
ние функции распределения в ряд теории возмущений 

Z = Sp {е"***} - Sp {еН"ЭД = Z0<£(/?)>0, (4.1.33) 
где 

<...>„ = Sp {е-'"...} (4.1.34) 
и 

Z0 = Sp {e-^}. (4.1.35) 

Для т > Ос помощью (4.1.13), (4.1.32), (4.1. 28), (4.1.33) можем 
записать выражение для температурной гриновской функции 

G{AB, т) - Z1 Sp {еГ'Рж еЖтА е~ЖтВ} = 
- Zo-1^^)^-1 Sp {e-t>HS(P, 0) #(0, т) еНтА е "г#(т, 0) В] = 
= <£(/?, т) 1(т) S(T, 0) B(0))0l(S(P))0. (4.1.36) 

Аналогичное выражение получается и при т < 0. Таким образом, ис­
пользуя (4.L26) и оператор временного упорядочения Тт, представим 
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температурную гриновскую функцию в виде 
в{АВ, т) = (ТхА(т) 5(0) S(p))ol(S(0))o, (4.1.37) 

где Тт упорядочивает как операторы Л(т) и Р(0), так и операторы, 
входящие в разложение S (р). 

Если операторы Л и # можно представить как суммы по произ­
ведениям операторов Л^ то усреднение числителя в уравнении 
(4.1.37) должно проводиться по линейным комбинациям упорядоченных 
по времени произведений ^ (т £ ) . Аналогичное выражение получается 
и при расчете <S(p) >0. Вычисление подобных выражений можно произ­
вести методами диаграммной техники, базирующейся на (обобщенной) 
теореме Вика (см., например, гл. 24 в [ 141]). 

Теорема Вика утверждает, что для системы с гамильтонианом ти­
па (4.1.2) термодинамическое среднее от произведения операторов 
#Л(£Л представляет собой оператор Ь^ или bfy может быть представ­
лено как сумма вкладов от произведений всевозможных парных сред­
них: 

(BXlBXz... Д{2р}о — (BhBh)0 (BhBu)0 ... {Bh2p_xBXiJ)o + 
+ Аналогичные вклады от других разбиений на пары. (4.1.38) 

Перед тем как доказать теорему Вика, приведем ряд формул, которые 
мы будем использовать ниже. Для гамильтониана (4.1.2) используе­
мый при расчете < « • • >0 статистический операторе может быть за­
писан в виде 

Q =e-'*/Sp{e-'*} = #$(А), (4.1.39) 
х 

где / °° 
£(Д) = e-Pho,*b*+bU JT е-**юА»д. (4.1.40) 

/ п;=0 

Поскольку статистический оператор (4.1.39) имеет лишь диагональные 
элементы, мы можем записать для термодинамических средних 
< Б'К1В^2>0 (3Десь опять #Л обозначает Ьл или 6^) 

<Я,ДОо = [Ди, Д.,]/(1 - е±'*»*).- (4.1.41) 
Кроме того, нам понадобятся соотношения 

(4.1.42) 

Матрица плотности. — Прим. перев. 
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Для доказательства этих соотношений рассмотрим оператор 
Ьх(а) = е«ь*+ьЬх е-аЬ№, ЬДО) == bx. (4.1.43) 

Дифференцируя (4.1.43) по а , получаем 

-J- h(oc) = -Ък(а). (4.1.44) 

Интегрируя (4.1.44), находим 
Ъл{<х) = Ьк е-«. (4.1.46) 

С помощью этого уравнения, а также уравнений (4.1.43), (4.1.40) и 
(4.1.39) легко убедиться в справедливости (4.1.42). 

Перейдем теперь к доказательству теоремы Вика. Запишем тож­
дество 

[Bil9 Bu... ВХ2р] = [Bil9 ВЛш] В, , . . . ВХгр + 
+ Blt[Bll9 Bh] BXi... ВНр + • • • (4.1.46) 

и рассмотрим термодинамические средние от его левой и правой час­
тей. Принимая во внимание 

(Вх% ... Да„Ди>о = е±'*°ь(В11...В1шр)0, (4.1.47) 

что следует из (4.1.42) и проводя термодинамическое усреднение (4.1.46), 
мы получаем 

(1 - е±'*"ъ) (Bh ...Bhp)o = [Bh, BXt] (Bh,..Bhp)0 + 
+ № , Ди1 (Bx% ... BXJ0 + • • •. (4.1.48) 

Используя (4.1.41), из (4.1.48) находим 

(BXl ... ВХ2р)0 = (BXlBXi)Q (ВХз... Bhp)Q + 
+ < а д . ) о <Ди. • • Blt9)0 + . . . . (4.1.49) 

Продолжая этот процесс далее, мы и получаем утверждение теоремы 
Вика. 

Теорема Вика выполняется также и для Т-упорядоченного произ­
ведения операторов: 

(ТгЁф1)Ёф2)...В1ш9(т2р))0 = 
- (ТгВф,) Ёф2))0 (ТгВф3) fii|(T4))0...(TA^(v1) Bit9(r2p))0 + 

+ Аналогичные вклады от других типов спаривания. (4.1.60) 
Это можно показать, используя равенства <Т Т . . . >0 = Тт < . . . >0 и 

Вт(т) =Ble±ht°v, (4.1.51) 
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где верхний (нижний) знак относится к #Л = Ъ \(Ь х), и принимая во 
внимание соотношение (4.1.38). Доказательство равенства (4.1.51) 
аналогично доказательству (4.1.42). 

При нахождении температурной гриновской функции (4.1.37) или 
< $ (Р )>о с помощью теоремы Вика, мы имеем дело с произведениями 
величин 

<ZUi(ti) ЛАч))о = К-МЪ т, - т2), (4.1.52) 
где#(Л, Tj - т2) - гармоническая однофононная функция Грина (фо-
нонный пропагатор), определенная в области -§ < т < р выражением 

^(А,т)=<ГД1(т)1-а(0)>0 = 
= щ ехр (|т| hcox) + (лл -f- 1) exp ( —|т| йо>д). (4.1.63) 

Здесь й>Л - число заполнения для фононной моды Л; оно дается соот­
ношением (1.4.50). Производя фурье-преобразование g(K, т), получаем 

9(*> шп) = ^ \ ^-г- + —-т^—1 = Rh( Tl 2^ • (4л-54) 
fih [соя — го>п сод + га)п) рЦа)*2 + соп

2) 
Гармоническая функция Грина (4.1.54), рассматриваемая как 

функция переменной *соя, имеет полюса при i со„ - ±соЛ, т.е. полюса 
соответствуют собственным частотам гармонической системы. Можно 
ожидать, что учет ангармонизмов приведет к изменению частоты на 
величину А и к появлению конечного времени жизни моды 1/Г; таким 
образом, полюса гриновской функции ангармонического кристалла 
имеют вид i con = ± (соЛ + А + i Г). 

Обратимся теперь к изучению однофононной гриновской функции 
ангармонического кристалла 

G(W, т) - (ТгАх(т) А^(0)) . (4.1.55) 

Используя (4.1.37), (4.1.31) и (4.1.50), можно получить для G(AA', icon) 
разложение в ряд теории возмущений, членам любого порядка которого 
отвечают диаграммы, вычисляемые по следующим правилам [101, 256]: 

1. Сопоставим с фононом до взаимодействия линию Л, а с фононом пос­
ле взаимодействия линию Л'(А = k' благодаря выполнению закона 
сохранения импульса при всех взаимодействиях). 

2. В области взаимодействия отметим все п-частичные вершины (для 
члена порядка гс). Нарисуем все топологически различные диаграм­
мы, соединяющие фононными линиями эти вершины. 
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3. С фононной линией сопоставим индекс Л и частоту t соп таким обра­
зом, чтобы внутренние линии каждой вершины удовлетворяли зако­
ну сохранения импульса в кристалле (положительный импульс от­
вечает входящей линии, а отрицательный - выходящей). 

4. Каждой фононной линии поставим в соответствие множитель 
g(h, tc^) (из 4.1.54). 

5« Каждой вершине, связанной с 5 линиями, поставим в соответствие 
множитель F(A,f . . . . Л ). 

Р. Умножим на (- l)nfWn! (рп появляется из-зап интегрирований). 
7. Умножим на весовой множитель, учитывающий число возможных 

спариваний фононных операторов. (Эквивалентные диаграммы мо­
гут возникать из-за: 1) спаривания различных операторов, связан­
ных с данной вершиной, 2) спаривания операторов, принадлежащих 
разным вершинам. Последняя ситуация отвечает замене перемен­
ных интегрирования.) 

8. Просуммируем по всем пррмежуточным индексам Л и соп. 

Диаграммы, содержащие не связанные ни с одной внешней фо­
нонной линией части, называются несвязанными диаграммами. Как 
можно показать, вклад от этих диаграмм компенсирует вклад от зна­
менателя <S (P)>0, что в итоге дает 

£Щ', т) - (ТхА?{т) А_ХЩ Я(0)>о. связь с АХА-Х>> (4.1.56) 
где "связь с ЛЛЛ^"обозначает диаграммы, любая часть которых 
связана по меньшей мере с одной внешней фононной линией. Чтобы 
показать это, рассмотрим произвольную диаграмму n-го порядка, 
имеющую и - т н е связанных ни с одной внешней фононной линией 
вершин. Символически вклад от этой диаграммы в G(AA', т) может 
быть записан в виде 

.СВЯЗЬ С ЛкА-Х' X 

О О 

р р 
X /dr w + 1 . . . / drn(TxHA(rm+l) . . . Нл(тп))0, (4.1.57) 

о о 

где, однако, не учитывается весовой множитель, появляющийся из-за 
перестановки переменных между связанными и несвязанными частями 
диаграммы..Имеются п\ / m(n -m)! таких перестановок, не меняющих 
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диаграмму. Умножая (4.1.57) на этот множитель и суммируя все не­
связанные диаграммы, имеющие т вершин, связанных с внешними фо-
нонными линиями, получаем 

{~ р [ drx . . . С йгт(ТТЛк(т) А МО) ЙА(тг) . . . Ял(тда)>0,связь с чл-к> 
о 

X * + Z h-h^\ drm+1... / dTn(TtHA(rM+l)...HA(rn n-m^i(n~m)\J J 
о о 

))c 

(4.1.58) 

Сравнивая (4.1.31) и выражение в фигурных скобках в (4.1.58), 
мы видим, что оно равно < 5((3)>0. Таким образом, сумма всевозмож­
ных диаграмм равна произведению < S ((3)>0 и суммы всевозможных 
связанных диаграмм. Следовательно G(XA', т) дается суммой связан­
ных диаграмм. 

Некоторые типичные связанные диаграммы изображены на 
рис. 4.1. Эти диаграммы можно разделить на 2 класса. Собственные 
диаграммы а и б не могут быть разделены на 2 части путем разрыва 
одной фононнои линии, в то время как несобственные диаграммы б и г 
можно таким способом разделить на 2 несвязанные части. Полный 

о 
9 9 

4-<Ы-
I 

Рис. 4 .1 . Некоторые типичные связанные диаграммы, а, 6" — собственные диа­
граммы; в, г — несобственные диаграммы. 
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вклад от всех собственных диаграмм в фурье-образ гриновской функ­
ции запишем в виде (рис. 4.2, а) 

G(kjf, го)п) ^ g(kj, шп) ди> + g(kj, гсоп) E{kjj', icon) g(kj', icon), 
(4.1.59) 

или, используя более компактные обозначения, 
G(k) ~ G°(fe) + G°(k) ?(к) G°(k), (4.1.60) 

где 2 — так называемая собственно энергетическая матрица, представ­
ляющая собой сумму всех собственных диаграмм (без внешних 
фононных линий). Учитывая как собственные, так и несобственные 
диаграммы, получаем (рис. 4.2, б) 

G = GQ + G°2G« + GQZG0ZGQ + • • • > (4.1.61) 
где благодаря сохранению импульса в каждой вершине все фононные 
линии в несобственных диаграммах имеют тот же волновой вектор, 
что и внешние фононные линии. Бесконечный ряд (4.1.61) можно на­
глядно представить в виде (рис. 4.2, в) 

G(k) = G°(k) + G°(k) S(fc) G{k)y (4.1.62) 

что представляет собой так называемое уравнение Дайсона, 
Можно показать, используя (4.1.5) и (4.1.54), что 2 является эр­

митовой матрицей. Благодаря этому свойству ее можно диагонализо-
вать при любом со 9̂ выбрав подходящую новую систему координат. 
В общем случае, однако, диагонализация всех соп одновременно не­
возможна; таким образом, в Z остаются недиагональные элементы, 

Рис. 4.2. Уравнение Дайсона для однофононной гриновской функции, а — 
сумма всех собственных диаграмм; б, в — сумма всех собственных и не­
собственных диаграмм. 
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которые перемешивают моды, принадлежащие разным ветвям / . Пред­
полагая, что недиагональные элементы 2 малы, приближенное выра­
жение для диагональных элементов G имеет вид 

Ct(kjj, шя) =г в{1, гсоп) ~ {во'1^ гсоп) — £(ку шп))-г = 

= W ^ 
~ ( ш п ) 2 + сод2 - (2о>д//Ж) Г(Я, гсоя) * 1 * ' ' 

Как уже отмечалось выше, физические характеристики системы 
определяются аналитическим продолжением температурной гриновс­
кой функции на действительную частотную ось. Вблизи действительной 
оси имеем 

Г(ЛА', со ± is) ^ ^ - v -flh{A(M9 со) ± %Г(М9 со)}, (4.1.64) 
где Д и Г — эрмитовы матрицы. Диагональные элементы запаздываю­
щей функции Грина с помощью (4.1.24), (4.1.63) и (4.1.64) можно пред­
ставить в виде 

<*& «°> ~ I .L t,^°ft ^ 9^-1^1> (4ЛЛб> 
— со2 + сох

2 + 2сохАх(со) — 2гсодГд(со) 
где 

Ах(со) s s A(U, со), Гх(со) = Г(ЯЯ, со). 
Эта гриновская функция аналогична гриновской функции гармоническо­
го кристалла, если со2

Л заменить на 73%9 согласно соотношению 
<ЪЛ* = со? + 2сох{Ах(со) - гГх(со)). (4.1.66) 

В соответствии с обычным представлением о квазичастицах (см., на­
пример, книгу Киржница [ 209]), действительная и мнимая части полю­
са одночастичной функции Грина (4.1.65) определяют соответственно 
дисперсию и затухание возбуждений типа плоских волн (фононов). При 
условии медленного изменения ЛЛ и Гл в зависимости от частоты со 
дисперсия и затухание этих возбуждений соответственно равны 
сол + А (̂со̂ ) (квазигармоническая частота) и Гл(со^). 

В общем случае собственная энергия 2 содержит два вклада: 
1) от теплового расширения и 2) от ангармонического взаимодействия 
между фононами. Учесть оба этих вклада можно, разложив решеточный 
потенциал по смещениям, вызванным напряжениями, и по колебатель­
ным смещениям. Детальные выражения для собственной энергии J. 
были приведены в большом числе работ. Количественный анализ этих 
выражений требует сложных расчетов (см. [ 247, 267] и цитированные 
там работы). Для определения вклада в собственную энергию от теп-
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лового расширения и ангармонизмов можно использовать данные 
спектроскопических исследований характерных фононных частот при высо­
ких давлениях [247]. 

В отличие от вклада в собственную энергию от теплового расши­
рения ангармонический вклад сильно зависит от со. Частотная зависи­
мость этого последнего вклада иллюстрируется рис. 4.3, на кото­
ром представлена действительная и мнимая части вклада в собст­
венную энергию от ангармонизмов для поперечной оптической моды 
в КВг при к = 0. Эти результаты были получены при учете ангармо­
низмов третьей и четвертой степени вплоть до второго порядка тео­
рии возмущений (в отсутствие первого слагаемого в правой части 
(4.h3)). Эффекты ангармоничности, конечно же, влияют и на диэ­
лектрическую проницаемость. Например, для ионного кристалла со 
структурой каменной соли учет ангармоничности приводит к необ­
ходимости замены в (1.5.82) квадрата гармонической длинноволно­
вой поперечной частоты со̂  На (см. (4.1.66)) 

о*2 .= (ог
2 - 2<от(/](0Т, о)) - ъГ(0Т, «>)), (4.1.67) 

где индекс Т означает принадлежность к поперечной оптической вет­
ви. В результате в мнимой части диэлектрической проницаемости 
е2(со) появляется широкий пик с центром при сот + Д(0Т, сот)(рис. 4.4), 
тогда как в чисто гармоническом случае 5-функционный пик при сот. 

Представленная выше техника использовалась для изучения мно­
гих физических явлений, таких, как ИК и комбинационное рассеяние, 
а также рассеяние нейтронов (см. [ 30] и цитированные там работы). 
Она применялась, в частности, и для описания структурных фазовых 
переходов1}, обусловленных смягчением определенной фононной 
колебательной моды, в ряде сегнетоэлектрических и антисегнето-
электрических кристаллов [102, 104, 74]. Например, диэлектрическая 
проницаемость сегнетоэлектрического кристалла выше точки перехо­
да зависит от температуры по закону Кюри: 

е=с/(Т~Тс); (4.1.68) 
здесь Тс _ температура перехода, а с - некоторая постоянная. Рас­
сматриваемая мода является длинноволновой поперечной оптической 

Для читателя, интересующегося общей картиной структурных 
фазовых переходов (как теоретическими, так и экспериментальными иссле­
дованиями), представят большой интерес обзоры Каули [ ю з ] , Брюса [73] 
и Брюса и Каули [75]. 
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Рис. 4.3. Данные расчетов частотной зависимости ангармонического вклада в 
собственную энергию для длинноволновых поперечных оптических мод в 
КВг при 5 К (штриховая кривая и при 300 К (сплошная кривая) : 
а) Д (О Т, OJj, б) Г (О 7", о>).'На рисунке а пересечение с линией 

о? ' 2 
(и2 - [оэ\ - 2 о>т АЕ (О Л ]\ 

290 К 
2 СОт 

(00у — частота длинноволновой поперечной оптической моды в гармоничес­
ком приближении, Д (О Г) — вклад в действительную часть собственной 
энергии из-за теплового расширения) дает частоту перенормированной длин­
новолновой поперечной оптической моды при 290 К. (Согласно [247] .) 
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Рис. 4.4. График теоретической (сплошная кривая) и экспериментальной 
(штриховая кривая) частотных зависимостей мнимой части диэлектрической 
проницаемости €2 (СО) для NaCI при Т = 300 К. CJ, — максимальная частота 
кристалла. (Согласно [267] ; экспериментальные данные из работ [151, 
153] .) 

модой со следующей температурной зависимостью выше Тс: 
&Л* = А(Т-Те), (4.1.69) 

где А — постоянная. Эту зависимость можно понять, если проанали­
зировать уравнение (4.1.67). При высоких температурах вклад в соб­
ственную энергию как от теплового расширения, так и от ангармо-
низмов пропорционален Т, т.е. 2со̂ ДЛ(со) можно представить в виде 
AT. Если квадрат частоты строго гармонических колебаний соЯ отри­
цателен, то его можно записать как -АТС , после чего (4.1.67) стано­
вится идентичным (4.1.69). Такой подход к описанию фазовых пере­
ходов обладает тем недостатком, что при появлении мнимых частот 
гармоническое приближение отвечает неустойчивому равновесному 
состоянию кристалла и при этом разложение в ряд теории возмуще­
ний в принципе невозможно [154]. 

В заключение этого раздела упомянем работы, к которым хоте­
лось бы привлечь внимание читателей: о методах уравнений движения 
и технике функциональных производных для изучения эффектов ан­
гармоничности [ 301; о диаграммной технике для ангармонических 
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кристаллов в сильном электромагнитном поле [ 56]; о давно стоящей 
проблеме двухфононных связанных состояний [ 207}; об ангармоничес­
ком движении изолированных дефектов в кристаллах [ 255}; о пробле­
ме ангармонических неупорядоченных кристаллов [89, 115] и о новом 
типе точных периодических решений, найденных для испытывающих 
структурный фазовый переход решеток [ 44]. 

4.1.2. второй звук и диффузионная теплопроводность 

Слабоангармонический кристалл можно рассматривать как слабовзаи-
модействующий газ фононов, где имеют место процессы рассеяния 
и затухания фононов. Для фонона с частотой сол эти процессы при­
водят к сдвигу частоты Дх и затуханию ГА (см. разд. 4.1.1). Среднее 
время жизни фонона, которое нам понадобится в дальнейшем, пред­
ставляет собой обратную величину усредненной константы затуха­
ния Г 

В случае внешнего возмущения с частотой со, действующего на 
кристалл, можно выделить два следующих частотных режима. 

сот >̂ 1 - бесстолкновительный режим, (4.1.70) 
который иногда называют также режимом нулевого звука, и 

сот<^ 1 — режим сильных столкновений, (4.1.71) 
или, как его также называют, гидродинамический режим. Условие 
(4.1.70) обычно выполняется при рассеянии нейтронов и в высокочас­
тотных ультразвуковых экспериментах, условие (4.1.71) выполняется 
в экспериментах по теплопроводности. 

В гидродинамическом режиме существуют два различных типа 
процессов релаксации, обусловливающих установление теплового рав­
новесия после приложения внешнего возмущения: 1) релаксация к 
состоянию локального теплового равновесия благодаря нормальным 
процессам (см. замечания после уравнения (1.3.76)), за которой сле­
дует 2) релаксация к полному тепловому равновесию благодаря про­
цессам переброса. Существование состояния локального теплового 
равновесия дает возможность описать систему с помощью гидроди­
намических уравнений. Этот подход предполагает, что все моды, кро­
ме гидродинамических (т.е. кроме коллективных мод с медленной 
пространственной и временной вариацией), усредняются в рассматри­
ваемом интервале времени. В качестве примера гидродинамических 
мод можно привести распространение гидродинамических волн (ела-
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боперенормированных фононов) и тепловую функцию г представляющую 
собой изменение числа фононов в единице объема (плотность фононов). 

Тепловая диффузия - основной тип теплопроводности в диэлек­
трических кристаллах. Существует, однако, особый тип теплопровод­
ности в узком температурном интервале - второй звук. Это явление 
представляет собой возмущение плотности фононов волнового типа 
и может рассматриваться как обычный звук (первый звук) в газе 
фононов. Условия его существования следующие: 1) достаточно силь­
ные для установления локального теплового равновесия нормальные 
процессы и 2) отсутствие процессов, нарушающих сохранение квази­
импульса. Отметим, что в отсутствие процессов переброса энергия 
и квазиимпульс сохраняются. В присутствии таких процессов энер­
гия остается сохраняющейся величиной, в то время как квазиимпульс 
может изменяться. Помимо процессов переброса второй звук подав­
ляется также дефектами кристалла, такими, как примеси и дислока­
ции. Поэтому для исследования второго звука необходимы совершен­
ные кристаллы и низкая температура (см. ниже). 

Рассмотрение теплопроводности с точки зрения гидродинамики 
(в качестве обзоров см. [33, 34, 163]) основано на предположении о 
существовании функции п(Лг г 0 где Л = (А, У), описывающей вол­
новой пакет фононов с поляризацией ; и волновым вектором k9 кото­
рый может быть локализован вблизи точки г в области, меньшей, 
чем характерная длина волны внешнего возмущения. Временная 
зависимость п(Л, г t) определяется уравнением Больцмана - Пайерлса 

дп дп __ , 
- + Щ-=СМ, (4.1.72) 

где 
* W ( * ) = ^ - (4.1.73) 

обозначает групповую скорость. Оператор столкновений С = CN + CR, 
где CR = Сх + Св + Си , описывает нормальные процессы (CN), процес­
сы переброса Cv и рассеяние на дефектах Ст и границах С в кристал­
ла. Резистивная часть CR определяется процессами, не сохраняющи­
ми квазиимпульс. 

Определим следующие величины: 

Е{П) = V1 £ ha)M*> **), (4.1.74) 
д 

Sa(rt) ^J-1^ hwx{v,)A n(A, ri), (4.1.75) 
я 

17-297 
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Pa(rt) = V-1 У hkan(l, rt) (Xa = jfee), (4.1.76) 
я 

таа>(п) = F-i 2 1 ft^(©iV n(A, **); ( 4 Л Л 7 ) 
я 

их можно рассматривать как плотности энергии, потока энергии, им­
пульса и потока импульса (V — объем кристалла). Умножая уравнение 
(4.1.72) найсоЛ иШа соответственно и суммируя по Л, получаем 

(4.1.78) д 8 
8iE+fr 

8Р> 
а' 

S = 

ST..' 
дгл. 

0, 

X 
ЫлСк[п\. (4.1.79) 

При написании этих уравнений мы учитывали, что в (4.1.78) член 
2Лйсо^£[п] обращается в нуль вследствие закона сохранения энергии 
и что в правую часть (4.1.79) дают вклад лишь квазиимпульс и про­
цессы, нарушающие закон сохранения квазиимпульса. 

Чтобы получить из (4.1.78) и (4.1.79) гидродинамические уравне­
ния, необходимо решить (4.1.72), что является трудной задачей. Ис­
пользуем для простоты так называемое приближение времени релак­
сации для С [ 381]. Чтобы сделать это приближение более реалистич-
ным,отметим, что в случае CR = 0 энергия и квазиимпульс - сохраня­
ющиеся величины, т.е. при полном тепловом равновесии при CR = О 
функция распределения выглядит следующим образом: 

n(A) = {exp \fih(m - иЩ - l}"1, (4.1.80) 
где и имеет смысл скорости дрейфа газа фононов. Можно полагать, 
что при CR = 0 для решения (4.1.72) возможна аппроксимация с по­
мощью выражения "дрейфующего" локального равновесия 

< Е ( Я , П) = {exp [p(rt) h(co, - u(rt) к)] - I } -* , (4.1.81) 

где fi(rt) nu(rt) обозначают соответственно обратную температуру 
и скорость дрейфа, которые, как предполагается, медленно меняются 
в пространстве и времени. 

Член CR ^0 нарушает дрейф фононов. Поэтому для CR / 0 функ­
ция распределения для полного теплового равновесия определяется 
выражением (4.1.80) си= 0 (см. (1.4.50)), а для локального теплового 
равновесия - выражением (4.1.81) с u(rt) = 0: 

"LE(A, rt) = {exp [fi(rt) к(ол] - l } - 1 . (4.1.82) 
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Это подразумевает следующее выражения для О: 

С[п] = - п ~ П*Е - п ~ nLE . (4.1.83) 
*N№ TR(A) 

А это означает, что нормальные процессы стремятся возвратить не­
равновесное состояние к "дрейфующему" состоянию локального рав­
новесия за характерное время T N , а резистивные процессы возвра­
щают его к локальному равновесию за характерное время TR . Отме­
тим, что при Ср > С и первый член в правой части (4.1.83) можно 
опустить. В этом случае во всех последующих выражениях надо по­
ложить и * 0. 

Теперь предположим, что и(г, t) nb$(rt) (отклонение р(гt) от рав­
новесного значения р о ) малы, и линеаризуем n L E и п£Е?: 

nLE(*, rt) ** n°(X) - т(к) а>Мг*)1Ро, (4.1.84) 

п£в(А, г*) ^ п°(А) - w(A) [(A)Xdp{rt)lpQ - u(rt) к]. (4.1.85) 

Здесь п°(Л) обозначает равновесную функцию распределения, которая 
определяется выражением (4.1.80), сы = 0, (3 = р 0 и 

т(А) = —dn0(^)/dcoa = - A » ° W (л°(Я) + 1). (4.1.86) 
Кроме того,запишем 

и(Л, r 0 = л°(Я) + т(А) p(A, г<). (4.1.87) 

Подставив (4.1.84) в (4.1.87) и в (4.1.72) и взяв С из (4.1.83), получим 
уравнение, определяющее поведение неизвестной функции g в следую­
щем виде: 

± + г ° + Г А 9 = - ^ £ + ±ык, (4.1.88) 
dt or J т р0 TN 

где 
r-i(A)=TN-i(A) + TR-i(A). (4.1.89) 
Переходя к фурье-образам всех величин, согласно (П2.9), получа­

ем из (4.1.88) 

д{Л, qco) = [~ш г iqpi + r^A)]"1 х 

X -coidfiiqa) , 1 , ' 
т(А) А тм(Я) 

^ [1 + гсот — г^дт + • • •] ш а ^ + —afc l . (4.1.90) 



260 Глава 4 

Последняя строчка уравнения (4.1.90) позразумевает выполнение ус­
ловий сот « 1 и Vyfl-r « 1, т.е. предполагается, что функция распреде­
ления медленно изменяется в пространстве и времени. 

Функция распределения (4.1.90) содержит две неизвестные вели­
чины 6(3 и и, которые должны быть определены таким образом,чтобы 
они удовлетворяли (4.1.78) и (4.1.79). Для CR ^ CN необходимо вы­
полнение лишь соотношения (4.1078), поскольку в этом случае 
и = 0. Чтобы получить гидродинамические уравнения для 6(3 и ц, под­
ставим (4.1.84), (4.1.86) и (4.1.87) в (4.1.74), а далее в (4.1.77) и 
(4.1.83) и воспользуемся соотношениями (4.1.78), (4.1.79) и (4.1.90). 

Пренебрежем сначала всеми членами, пропорциональными т, и 
предположим, что т = TN , т.е. что резистивные процессы рассеяния 
отсутствуют. Тогда для кристалла с центром инверсии получим следую­
щие гидродинамические уравнения: 

ш(т2) W o + г 27 q«ua<(cox(vx)a кл.) = 0, (4.1.91) 
аа' 

г Е в.Кй)д(»,).. *•> <WA> + *ш Е МЫ.') = 0» (4.1.92) 
а' а 

где мы использовали сокращенное обозначение 

<--->=f Z*(*) . . . • (4.1.93) 

Уравнения (4.1.91) и (4.1.92) имеют нетривиальные решения для 6(3 и 
иа при условии, что определитель равен нулю. Это условие для куби­
ческого кристалла дает 

„2 («^fc)2
 = „2 

3<fc2) <СОд2) I ' r r . M ^ (4.1.94) 

Данное уравнение представляет собой дисперсионное соотношение для 
незатухающей волны второго звука. Аппроксимируя фононный спектр 
моделью Дебая,соЛ = с;-1 к\ (см. (1.4.34)), и заменяя суммирование 
по бриллюэновской зоне интегрированием (с конечным верхним преде­
лом, так как мы рассматриваем только температуры, которые гораздо 
ниже температуры Дебая), получаем [ 371] 

Теперь учтем вклады порядка т и вклады от резистивного рассея­
ния. Так, для кубического кристалла с центром инверсии получаем 
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гидродинамические уравнения 

(Wo) ш((ох
2) — — (й>я2г>А) 

+ J («м) [*(о>1*»а(1 - У)) ~ со(соа*гат(1 - г))] = 0, (4.1.96) 

(<Wft>) [~гдв(сод1и?Д1 - у)) + w0e(a>ifct>iT>] + 
+ ил[-ш{&) + </2Я + (Щ1 - У) TR"1) + 
+ ia>(k*(l -у) у) + ?*дмЛ = 0, (4.1.97) 

где 
4 = ^ [Щкг^ (1 - v) т) - (kW(l - у) г)], (4.1.98) 

В = - [2<4V(1 - у) т) - <(fet>)« (1 - у) т>], 

Г = T/TR = 1 — T/TN . 

(4.1.99) 

(4.1.100) 

При выводе (4.1.96) и (4.1.97) мы пренебрегали вкладами порядка т в 
£ и ^ а , чтобы полученный результат находился в согласии с деталь­
ным теоретическим анализом [ 33]. 

Допустим, что процессы нормального рассеяния по-прежнему су­
щественно более часты, чем резистивные, т.е. T N « T R H T = T N . Тог­
да условие равенства нулю определителя уравнений (4.1.96) и (4.1.97) 
запишется в виде 

о)2 + Ц т Т 7 " f Я*сУх] - q*cb ъ 0, (4.1.101) 
где 

^Г1=<^т,Г1>/<*2>, (4.1.102) 

TN -.= (wrvfrx) (к2)1(сохкг?У2 + 

+ у [<*VrN> + 2{{kvxf rN>] {tox*)l{v>kkvxy -

~-2{oHkihTv)l(cokkvk). (4.1.103) 

Из (4.1.101) получаем дисперсионное соотношение 

со ъ ±cuq 
1 / ^1 \2"|1/2 

Видно, что затухание второго звука обусловлено двумя причинами: 
нормальным и резистивным рассеянием. Затухание будет слабым, ее-
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ли 1) преобладают нормальные процессы 
corN < 1, (4.1.106) 

и 2) резистивные процессы редки 
cofR = *(^=*)-i>l . (4.1.106) 

Из (4.1.105) и ( 4.1.106) получаем условие для "окна" второго звука 
W T N < 1 < W T R . (4.1.107) 

Отметим, что при низких температурах среднее время затухания ве­
дет себя как (см., например, [ 33]) 

fN *, АъТ-\ (4.1.108) 

Ч^1 ъ Ab\L + А{Г* + AVT* exp (-<xhtoBlkT) {ос ъ 1/2). 
(4.1.109) 

Здесь L - характерная длина образца, а индексы имеют тот же смысл, 
что и в тексте после уравнения (4.1.73), а - число порядка единиц. 
Выполнение условий (4.1.107) требует больших величин L, малых Аг 
и достаточно малых ANf чтобы нормальные процессы по-прежнему 
были эффективны при температуре Т, когда резистивными процес­
сами можно пренебречь. Из (4.1.109) видно, что при низких темпера­
турах процессы переброса экспоненциально редки (это следует из 
(1.3.76), (1.3.54) и (1.4.50)). 

Однако, если ^^l/qcn » 1, т.е. выполняется неравенство, об­
ратное (4.1.106), находим из (4.1.101), что 

со ъ —Щ2СцТк- (4.1.110) 

Это соответствует диффузионной теплопроводности, а не "волновому" 
распространению тепла (за более подробной информацией о диффузи­
онной теплопроводности мы отсылаем читателя к книге Бека [ 33] и 
цитируемой в ней литературе; см также П3.4). 

С помощью экспериментов, в которых использовались тепловые 
импульсы, второй звук впервые был обнаружен в 4Не[3}; впоследст­
вии он наблюдался также в обычных кристаллах, таких, как Na F 
[ 190, 280] и Bi [278]. Недавно второй звук в NaF был исследован 
более прямыми методами — с помощью вынужденного теплового рас­
сеяния света [ 307]. 

По-видимому, второй звук — нормальное низкотемпературное 
явление, если кристалл достаточно совершенный. Он имеет место 
не только в газе акустических фононов, но и в газе оптических 
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фононов. Последняя ситуация, вероятно, реализуется в кристаллах 
перовскита, где мягкая оптическая мода приводит к структурному 
фазовому переходу. Когда частота мягкой моды становится малой, 
соответствующее смещение можно рассматривать как гидродинами­
ческую моду [ 339]. 

Теплопроводность в диэлектрических кристаллах можно описать 
в терминах двух "взаимодействующих жидкостей": упругой деформа­
ции (поля упругих смещений) и газа тепловых фононов (плотности 
фононов) (в качестве обзора см. работу Энца [ 133]). Благодаря это­
му взаимодействию газ фононов ослабляет звуковую волну, а де­
формация воздействует на фононный газ (путем изменения силовых 
постоянных, а значит, и колебательных частот). При низких темпе­
ратурах эта связь слаба. Следовательно, второй звук можно опреде­
лить как коллективные возбуждения лишь газа фононов. При струк­
турных фазовых переходах вблизи критической температуры необходи­
мо учитывать связь между параметром порядка (смещение, связан­
ное с мягкой модой) и газом фононов [ 372]. 

Отметим, что весьма эффективен для исследования теплопро­
водности в кристаллах метод функций Грина. Оказывается, что спек­
тральная плотность имеет добавочный низкочастотный резонанс (со­
ответственно функция Грина имеет дополнительный полюс), отве­
чающий второму звуку или тепловой диффузии (см. [ 33, 34] и цити­
руемую там литературу). Кроме того, для исследования второго 
звука использовался метод молекулярной динамики [ 339]. 

4.2. Сильноангармонические кристаллы в самосогласованном 
гармоническом приближении 

Традиционная теория динамики решетки основана на предположении 
о малой амплитуде колебаний атомов около их равновесных положе­
ний. Отношение этой амплитуды к межатомному расстоянию исполь­
зуется в качестве малого параметра ряда теории возмущений. Расче­
ты для кристаллов инертных газов [ 416] показывают, однако, что 
для Не такое разложение в ряд теории возмущений невозможно ни 
при каких температурах, а для других кристаллов инертных газов 
оно медленно сходится вблизи точки плавления. Например, для Кг 
гармоническое приближение хорошо выполняется при Т = О К, но 
при температуре выше одной трети температуры плавления, когда 
амплитуда колебаний достигает примерно 10% от межатомного 
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расстояния, теория возмущений отказывает, если удерживается лишь 
конечное число ангармонических членов. 

В кристаллах Не благодаря малой атомной массе амплитуда ну­
левых колебаний составляет около 30% от межатомного расстояния. 
Влияние кинетической энергии нулевых колебаний при этом настоль­
ко велико, что постоянная решетки для кристаллов Не оказывается 
больше, чем расстояние до точки максимума парного межатомного 
потенциала, представленного на рис 4.5. Таким образом, в случае 
Не гармоническое приближение дает мнимые частоты, и ряд теории 
возмущений не существует. В случае твердого молекулярного водо­
рода возникает похожая, но не столь резко выраженная ситуация. 
Вещества, поведение которых определяется в основном квантово-
механическими эффектами, такими, как нулевые колебания, обычно 
называются квантовыми твердыми телами или квантовыми кристал­
лами (твердые 3Не, 4Не, Н2). 

Сильные ангармонические эффекты встречаются также в систе­
мах со структурными фазовыми переходами, в частности в оегнето-
электрических материалах. В таких системах некоторые моды вбли­
зи фазовых переходов, рассчитанные в гармоническом приближении, 
также оказываются мнимыми, так что ангармонические эффекты 
невозможно учесть с помощью теории возмущений. 

Более того, некоторые виды примесей в кристаллах, например, 
Li в КС1, также представляют собой сильно ангармонические сис­
темы. 

Рис. 4.5. Схематическая картина потенциала для одномерной модели сильно 
ангармонической системы, ^д (I^Q) — потенциал атома А(С). <р= ^ + <£ — 

потенциал, в котором движется атом В. 
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Для всех рассмотренных выше систем гармоническая теория 
или низшие порядки теории возмущений не дают адекватного описа­
ния. Следовательно, для описания систем с сильными ангармониэ-
мами - ангармонических твердых тел - необходимы другие подходы. 
Среди них основную роль играет самосогласованное гармоническое 
приближение. Это приближение и его обобщения могут быть получены 
различными методами (см. работы [ 180, 210, 417] и цитированную 
там литературу). Мы будем следовать ниже подходу Плакиды и Сикло-
са [ 303] и Такено [ 375] (в качестве обзора см. [ 3041, который основан на ме­
тоде временных функций Грина. 

В случае сильноангармонического твердого тела представим 
мгновенное положение R(l) /-го атома в виде (см. (1.2.1)) 

Щ1) = <#(/)> + и(1) = г(1) + и(1). (4.2.1) 
Здесь < . . . > обозначает температурное усреднение, определенное 
уравнением (4.1.18), г (/) - среднее или равновесное положение 1-го 
атома, а и(1) - смещение /-го атома из его равновесного положения. 
Отметим, что величины г{1) не совпадают с равновесными положения­
ми, определенными из условия минимума потенциальной энергии (см. 
разд. 4.1.2). Для набора положений атомов {г(/)! свободная энергия 
имеет минимум (см. ниже). 

При разложении потенциальной энергии Ф по степеням смещений 
(см. (1.2.2)) гамильтониан ангармонической колебательной системы 
принимает вид 

* = Т?т+.1* Л*** -Хп) Ф" иМ • " И (4.2.2) 
+ Постоянные члены. J 

Здесь и(х), р(х) и М(х) обозначают соответственно смещение 
и0(/), импульс ра(1) и массу М(1) Z-го атома, а 

Ф(ххх2 ...Хп) = [Г(ъ) V(x2) . . . V(xn) Ф]0 (4.2.3) 

представляет собой силовую постоянную n-го порядка, индекс 0 озна­
чает, что выражение в скобках рассчитывается при равновесных по­
ложениях атомов i г (/) I. 

Чтобы получить уравнение движения для зависящей от времени 
гриновской* функции (см. (4.1.9)) 

Gv*{xx\ t) = ((u(xt); и(х'О)))™ ? (4.2.4) 
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будем использовать (2.1.23) (заменив Н на К) и уравнения 
[ф), Ж] = ihp(x)IM(x), (4.2.6) 

О(Я), ^ ] = - Л 2 1 ""I 2Г #(*»1*« • • • «») Ф\) U(X2) ... U(X„) , 
w = 1 П . д:^, . . 

(4.2.6) 

которые бьда получены из (4.2.2) и (2.1.26) при учете того, что сило­
вые постоянные (4.2.3) являются симметричными функциями хи х2, 
X . t X 1# Л 2 » ,. , хп. Таким образом, находим 

d2 °° 1 
М(х) ^ в(хх', t) = d(t) дхя, + £ ^ х 

X Е Ф(хх\Ъ • • • хп) ((Ф^) u(x2t) ... u(xnt); u(x'0))), 
XiXt...Xn 

(4.2.7) 

гдеб * = б,7 'б и опущены индексы г, а в функциях Грина. Произ­
водя фурье-преобразование (см. (2.1.17)) этого уравнения, получаем И ° а а ' 

М(х) co*G(xx', со) = дхя, + ^ 
п = 1™! 

X 27 0 ( ^ * 2 ... хп) ((Ufa) и(х2) . . . и(хп); !*(*')»„. 

(4.2.8) 

Если оставить только член с п = 1, (4.2.8) совпадет с уравнением 
(2.1.28), которое описывает колебания решетки в гармоническом 
приближении. 

Руководствуясь теоремой Вика (см. разд. 4.1.1), мы используем 
здесь следующее приближенное расцепление для функций Грина в пра­
вой части уравнения (4.2.8) [375]: 

((и(хг) и(х2) ...и{хя); и(х')))„ = 

i = 1 W > } \ (4.2.9) 
+ 2J / П Ф*)\ ((Фг) Фд; Ф')))~+ 
+ L / П Ф/)\((Ф.')М^)Ф*);Ф')>)«+'-' 

•<У<* V(=H;*> / 
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Подставляя это приближение в (4.2.8), получаем 

М(х) co*G(xx', со) = дхх> + £ \ х 

X Е Ф(ххгх2 ...хя) ((ufa) Ufa) ... Ufa); и(х')))а, 

где (4.2.10) 
0fax2 ...xn) = Vfa) Vfa) ... Vfa) (Ф(Н)). (4.2.11) 

Здесь 
<Ф(Я)> - (exp jn а(х) V(x)) Ф{г) (4.2.12). 

X 

(R = {R(/)i, r = г(/)) - "эффективный потенциал", связанный с "ис­
ходным " потенциалом Ф(г), а Ф (xtx2. . . хп) - "эффективные сило­
вые постоянные". При получении уравнения (4.2.10) использовались 
следующие соотношения: 

Ётт Е Ф(ях61хг...хп) Е / П ufa)\ х 
= 1 

X ((ufa,) ufa%) ...u(xin);u(x')))0J = 
= (1/m!) X" Ф(ххх'х2' ...хт') ((ufa') ufa') ... u(xm'); ti(a?')»to. 

x/*t'...*»' (4.2.13) 

Физический смысл эффективного потенциала (4.2.17) и эффективных си­
ловых постоянных (4.2.16) можно понимать следующим образом. В ангармони­
ческом твердом теле все атомы будут колебаться около средних положений с 
большой амплитудой так что атом может испытывать существенно ангармони­
ческие силы со стороны окружающих атомов. При расчете этих сил 
нельзя считать окружающие атомы жестко зафиксированными, по­
скольку силы зависят от характера движения окружающих атомов. Та­
ким образом, колебание какого-либо отдельного атома определяется 
потенциалом, образованным всеми другими атомами, движение кото­
рых вызывает хаотическую тепловую модуляцию потенциала отдель­
ного атома. Мы должны требовать, чтобы движения всех атомов бы­
ли эквивалентными и самосогласованными. Следовательно, в ан­
гармонических твердых телах движение атомов определяется эффек­
тивными потенциалами или эффективными силовыми постоянными, 
а не исходными потенциалами или исходными силовыми постоянными. 

Если ряд в правой части уравнения (4.2.10) обрезать при п = 1, 
мы получим невзаимодействующие перенормированные гармони­
ческие фононы. Чтобы учесть процессы рассеяния перенормирован-
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ных фононов, надо произвести обрезание при п > 1. Здесь мы огра­
ничимся обрезанием при п = 1. Согласно (4.2.10), получаем в этом 
приближении 

М(х) co2G(xx', со) = дхх> + 2J Ф(хх,) G(xxx'9 со), (4.2.14) 

где, как следует из (4.2.13), 
00 1 

Ф(хх') = Ф(хх') + £ — £ Ф{хх'ххх2 -..хп) {и(хг)и(х2).•. и(хп)). 
п = 1 п- хххг...хп 

(4.2.15) 
Следовательно, в отличие от обычного гармонического прибли­

жения в перенормированном гармоническом приближении (4.2.14) си­
ловые постоянные определяются термодинамическим усреднением 
вторых производных потенциала, а не равновесным значением вто­
рых производных (которое определяется первым членом в правой 
части уравнения (4.2.15)). 

В дальнейшем корреляционные функции в (4.2.15) аппроксимиру­
ются в соответствии с теоремой Вика (см. разд* 4.1.1) следующим 
образом 

(и(хх) и(х2) ... 2i(xn)) ъ (п — 1) (и{хх) и(х2)) (u(xz) . . . и(хп)) « 

ъ (п — 1) (п — 3) ... l(u(xi) и(х2)) ... х 

Х<и(*я-1) «(*.)>, (4.2.16) 

где мы учли также симметрию силовых постоянных по отношению к 
замене индексов. 

Подставляя (4.2.16) в (4.2.15), получаем 

Ф(хх') - V(x) V(x') exp j i - £ (u(xl) u(x2)) V(xx) V(x2)\ Ф(г). (4.2.17) 

Теперь ясным становится термин "самосогласованное гармоническое 
приближение" (СГП): функция Грина G определяется силовыми пос­
тоянными Ф из (4.2.17), которые в свою очередь зависят от гринов-
ских функций через корреляционные функции < и(х)и (х')> (см. (2.1.22)), 
Практически самосогласование проводят, пытаясь угадать корреля­
ционные функции, входящие в выражение (4.2.17). Таким образом 
находят силовые постоянные, которые при подстановке в (4.2.14) поз­
воляют вычислить G, что в свою очередь дает возможность рассчи­
тать корреляционные функции, входящие в (2.1.22). Эта процедура 
повторяется до тех пор, пока не достигается сходимость. 



Ангармонические кристаллы и структурные фазовые переходы 269 

Далее мы более подробно рассмотрим случай, когда Ф(г) являет­
ся суммой парных потенциалов (см. (1.4.45)), а именно 

ф(г) =т£Ml) - НП). (4.2.18) 
* /г 

Подставляя это выражение в (4.2.17), получаем 
Ф{хх') = V(x) V(x') Ф(г), (4.2.19) 

где г 

&(Г) = Y % $(r{l) ~ W)) > (4,2.20) 

ф(г(1) - г(1')) = ехр { 1 g C»:,V«(l) VAl')\ <p(r(l) - r(V)). (4.2.21) 

Здесь СЦ представляет собой матрицы 3 x 3 корреляции смещений 

<%.• = <М0 - *.(*')) МО - МО)). (4.2.22) 
Чтобы сделать более понятным физический смысл уравнения (4.2.21), 
произведем фурье-преобразование парного потенциала: 

<f(r) = w£rtk) eikr> (4.2.23) 
У к 

<р(к) = f drtp(r) e~*kr. (4.2.24) 

Подставляя (4.2.23) в (4.2.21) и интегрируя по А, с помощью (4.2.24) 
получаем 

ф(г(1) - г(1')) = 1 £ <р{к) ехр | - i ((к(и(1) - м(Г)))»)1 х 

X ехр [ik(r(l) - r(/'))j = 
= {(2л)3 det IC^I}-1'2 / dr<p(r(l) - г(Г) + г) х 

I 
X ехр 2 4-4 'Л\^ АЛ*) 'Л 

ал' 
(4.2.25) 

Согласно этому уравнению, движение атомов в СГП определяет­
ся эффективным парным потенциалом взаимодействия ф', который 
получается из исходного потенциала <р путем усреднения с гауссов-
ским распределением для межатомных расстояний. Эффективный потенциал 
как функция межатомного расстояния является более гладким, чем исходный 
потенциал: его глубина меньше, а минимум отвечает большему расстоянию, чем 
в исходном потенциале. Поскольку ширина гауссовского распределе-
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ния определяется корреляционной матрицей смещений, различие 
между потенциалами ср и q> особенно велико при высоких температурах, 
а также в случае большой энергии нулевых колебаний. 

Для иллюстрации самосогласованного потенциала (4.2.25) рас­
смотрим взаимодействие ближайших соседей в одномерной цепочке 
с потенциалом Морса, взятом в качестве исходного. В этом случае 
получаем 

гдем2(/) — среднеквадратичное относительное смещение соседних 
атомов. Разлагая в ряд экспоненту в (4.2.21) и используя выражение 
(3.2.56) для потенциала Морса, получаем из (4.2.26) следующий эффек­
тивный парный потенциал: 

у[г) = D[e~ 2 w e2» - 2 e ~ w е»'а], (4.2.27) 

где у = y2u2(/), z = x / x 0 - l , a D , у и х 0 - параметры, характеризу­
ющие потенциал Морса. На рис. 4.6 показан потенциал <p(z)/D при 
ух0 = 6 и различных значениях у. Этот рисунок хорошо иллюстрирует 
вышеописанную тенденцию. 

Трудности при рассмотрении динамики решетки твердого Не за­
ключаются не только в сильной ангармоничности, но также в необ­
ходимости учитывать коротковолновые корреляции, вызванные жест­
костью межатомного потенциала. Как правило, любой реальный потен­
циал имеет довольно жесткую сердцевину. Например, потенциал Лен-
нард-Джонса (1.4.46) имеет бесконечно жесткое ядро. Согласно 
(4.2.25), эффективный парный потенциал определяется интегрирова­
нием исходного парного потенциала, умноженного на гауссовскую 
функцию. Появление этой функции подразумевает описание колеба­
ний атомов с помощью волновых функций. Однако при рассмотрении 
твердых тел с потенциалом с жесткой сердцевиной такое описание 
не подходит, поскольку в этом случае волновые функции будут иметь 
такую форму, чтобы атомы в своем движении избегали этой сердце­
вины. Гауссовская функция не обрезает интегрирование в (4.2.25) дос­
таточно эффективно, и поэтому для потенциала с жестким ядром вклад 
от малых расстояний является определяющим. Другими словами, 
гауссовская функция допускает проникновение атомов в область жест­
кого ядра их соседей, что нефизично. Были предложены различные 
методы введения коротковолновых корреляций для решения этой зада­
чи (в качестве обзоров см. [ 164, 217]). Например., в подходе Мейсо 
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Рис. 4.6. Парный потенциал в самосогласованном гармоническом приближе­
нии для одномерной цепочки с потенциалом Морса в качестве исходного (см. 
текст). (Согласно [304] .) 

нера [ 262] эффективные силовые постоянные для гармонических ко­
лебаний определяются выражением типа (4.2.25), в которое, однако, 
включена коротковолновая корреляционная функция (см. работу [ 16] 
и ссылки в ней). 

При исследовании динамики решетки сегнетоэлектриков возника­
ют осложнения из-за дальнодеиствующего электростатического взаи­
модействия и из-за того, что потенциал взаимодействия между ато­
мами неизвестен. Рассмотрение фазовых переходов в сегнетоэлект-
риках с помощью СГП изложено в работах Джиллиса и Кёлера [ 154, 
155]. 

Прежде чем завершить рассмотрение самосогласованной теории 
фононов, получим некоторые соотношения, определяющие равновес­
ные положения атомов г(х), которые используются в этом разделе. 
Предположим, что кристалл подвергается воздействию некоторых 
внешних сил, приводящему к следующему дополнительному вкладу 
в гамильтониан: 

Н' = -£f(x)R(x), (4.2.28) 
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где f{x) s / a( / ) представляет собой а-ю компоненту внешней силы, 
действующей на /-й атом. Равновесные положения г(х) определяют­
ся из условия отсутствия суммарной средней силы, действующей на 
данный атом в его равновесном положении, т.е. 

^(р(х)) =\([Ж + Н',р(х)]) = ~V(x)(0(R))+f(x) = 0. (4.2.29) 

В частности, при отсутствии внешних сил (4.2.29) дает условие равно­
весия 

V(x) <Ф(Я)> - 0. (4.2.30) 

Пусть теперь кристалл подвергается действию малой однородной 
деформации uQ(x #, которая эквивалентна малому атомному смешению 
бга(/) = 2 а »иаа

 # г а ( / ) . Работа совершаемая при этом силами /(х), 
равна 

_Й(Я'> - v У члл>о&а- = 27 /.(*) *".№ = 27 Ш *****(*) > (4.2.31) 
аа' /а faa' 

гдеа а а • - тензор напряжений. Выбор величин и а а • произвольный, 
из (4.2.31) с помощью (4.2.29) находим тензор напряжений 

*««> - у 27 /.(*) МО - у 27 г.№ <#(Я)> МО (4.2.32) 

и внешнее гидростатическое давление р 

р = - j 27 *.. = ~ з г 27 г (*) < W ) г («). (4.2.33) 

Это уравнение можно использовать для расчета параметра решетки при 
фиксированном давлении или давлении при заданном параметре решет­
ки. Отметим, что в случае твердого гелия необходимо учитывать 
внешнее давление. 

Заметим, что для положений атомов г (х) свободная энергия имеет 
минимум. Функция распределения для кристалла в присутствии внешних 
сил / (х) имеет вид 

Z •-= Sp ехр [-Р[Ж - £ f(x) R(x)]\ (0 = 1/JfcT), (4.2.34) 

а свободная энтальпия равна 
G --= ~JcT\nZ. (4.2.35) 
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Варьируя (4,2.35) по f(x), находим 
3G 

df(x) = - (R(x)) = - r(x). (4.2.36) 

Это уравнение определяет структуру кристалла для заданных сил и, 
следовательно, представляет собой условие равновесия. Зная G, мож­
но определить свободную энергию F как функцию величин г (х): 

F(r(x), T)=G+£ f(xf) r(x') (4.2.37) 
x' 

при f(x) = f(r(x))> Варьируя (4.2.37) по г(х), получаем 

** -ЕПЩ+2Щг0)+т, (4.2.38) 
dr(x) 7 df(x') 3r(x) ? 3r(x 

ли, с учетом (4.2.36), 
dF 

••№, (4.2.39) dr(x) 
что является еще одной формой условия равновесия. Согласно 
(4.2.39), при отсутствии внешних сил F имеет минимальное значе­
ние для положений г(х) (за деталями мы отсылаем читателя к рабо­
те [239]). 

В заключение этого раздела отметим некоторые последние ра­
боты, рассматривающие СГП и его применение. Шукла и др. [ 351] 
предложили аппроксимировать (в рамках СГП) функции фононных 
частот, например корреляционную функцию < и(х)и(х') > - функ­
циями от усредненных фононных частот (которые в свою очередь 
тоже зависят от < и(х)и(х')>). Эта методика может успешно исполь­
зоваться для нахождения термодинамических величин [ 190]. Она не 
столь трудоемкая, как обычное СГП, поскольку в отличие от него 
не требует сложных расчетов фононных частот. 

Сигуяма и Окамото [ 359] исследовали влияние внешней силы на 
динамику решетки на поверхности, а Нисиока и Ли [ 283] изучили со­
противление излому при напряжении в рамках СГП с помощью самосог­
ласованной модели Эйнштейна независимых осцилляторов (аналогично 
подходу [259, 260]). Важно отметить, что эту модель можно использо­
вать также и для исследования ангармонических кристаллов с дефек­
тами решетки. 

Войчак и др. [421] рассматривали флуктуации решеточной постоян­
ной в ангармонических кристаллах (возникающие в результате хаоти-

18-297 
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ческого распределения положений решетки в данный момент) с по­
мощью самосогласованной фононной теории [305], учитывающей так­
же затухание фононов в рамках СГП. 

4.3. Решеточные солитокы 
4.3.1. Некоторые общие характеристики солитонов 

В случае ангармонического решеточного потенциала смещения атомов 
находятся из решения нелинейного уравнения движения. Рассматри­
вая нелинейные эффекты с помощью теории возмущений, можно полу­
чить лишь один тип решений: пространственно протяженные бегущие 
волны. Такое рассмотрение упускает из виду другой важный тип реше­
ний: пространственно локализованные (подобные частице) бегущие 
волны большой амплитуды (уединенные волны или солитоны). Во вре­
мя движения они сохраняют свою форму и в высокой степени (если не 
абсолютно точно) функционально независимы. Существование данных 
двух типов решений характерно для нелинейных уравнений, описываю­
щих как дискретную, так и континуальную решеточные модели с диспер­
сией. 

Исследования нелинейных решеток восходят к знаменитой работе 
Ферми, Пасты и У лама [ 138] по численному моделированию одномер­
ных решеток с ангармонизмом третьего и четвертого порядков. Ав­
торы ожидали обнаружить передачу запасенной в одной моде энергии 
всем остальным модам благодаря действию решеточного энгармониз­
ма. Однако они получили неожиданный результат — отсутствие тен­
денции к термализации. Энергия, запасенная сначала в самой низко­
частотной моде, перераспределилась лишь между небольшой группой 
других низкочастотных мод, а после 158 "линейных периодов" (одно­
мерной решетки из 32 атомов) энергия почти полностью вновь пере­
шла в начальную моду (рис. 4.7). 

Под влиянием этого неожиданного результата Забуски и Крускал 
[431] обратились к численному исследованию уравнения Кортевега -
де Фриза (КдФ) (см. ниже), которое приближенно описывает ангармо­
нические колебания одномерной решетки в континуальном пределе. 
Используя периодические граничные условия и начальное косинусои­
да льное смещение атомов (и й(х, 0) = 0), они наблюдали удивительное 
поведение, представленное на рис. 4.8. Начальный косинус распал­
ся на ряд пиков, имеющих форму типа sech2, для которых Забуски и 
Крускал предложили использовать термин "солитон". Солитоны стал* 
киваются и проходят друг через друга без изменения формы и ско-
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Рис. 4.7. Энергии низкочастотных мод в нелинейной 32-атомной одномерной 

решетке с кубической ангармоничностью. Вначале вся энергия сосредоточе­
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рости, и через некоторое время восстанавливается исходный коси­
нус. Такое возвратное поведение аналогично тому, что наблюдали 
Ферми, Паста и Улам [ 138]. Эта повторяемость, а значит, неэрго­
дичность, обусловлена наличием в рассматриваемой системе соли-
тонных решений. 

Нелинейные уравнения, имеющие солитонные решения, харак­
теризуются следующими общими свойствами: 

1) решения импульсного типа распадаются на ряд колоколооб-
разных пиков (солитонов); 

2) скорость одиночного солитона часто зависит от амплитуды 
волны; как правило, она увеличивается с ростом амплитуды; 

3) столкновения не разрушают солитоны. После столкновения они 
имеют ту же форму и скорость, что и до столкновения, появляется 
лишь небольшой фазовый сдвиг. 

Термин "уединенная волна" в отличие от термина "солитон" от­
носится также к уединенным бегущим волнам, обладающим свойством 
"3" лишь частично. 

Типичными нелинейными волновыми уравнениями, имеющими со­
литонные решения, являются (в безразмерных ет'чицах): 

1) уравнение Кортевега — де Фриза 
й + 6W + и"' = 0, (4.3.1) 
2) нелинейное уравнение Шредингера 
гй + 2и \и\2 + и" = 0, (4.3.2) 

3) синус-уравнение Гордона 
и" — ix = s in^. (4.13) 

Здесь х - пространственная, a t - временная переменные и и - "ам­
плитуда". Кроме того, использованы обозначения й = du/dt и и^ди/дх. 

Рассмотрим в качестве примера более детально уравнение КдФ. 
Если пренебречь в этом уравнении нелинейным членом, то член и'" 
приведет к закону дисперсии вида «(&) = - ks. В отсутствие нелиней­
ности дисперсионный член (подобно диссипативному) вызывает размы­
тие исходного импульса, как показано на рис. 4.9, а. 

С другой стороны, если в уравнении (4.4.1) мы пренебрежем дис­
персионным членом, но учтем нелинейность, то получим уравнение, 
имеющее следующее решение: 

и = u(v(u)t - х), (4>3>4\ 
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Расстояние 

Рис. 4.9. Схематическая картина временной эволюции начального импульса, 
распространение которого описывается уравнением (4.3.1), если: а) пре­
небречь нелинейным членом в уравнении, б) пренебречь дисперсионным чле­
ном. v(u) - зависящая от амплитуды скорость. 

где v(u) = Ъи - зависящая от и скорость. По мере роста скорости с 
увеличением и фронт начального колоколообразного импульса дела­
ется все круче и имеет тенденцию к разрыву (рис. 4.9, б). 

Уравнение КдФ (4.3.1) имеет следующее колоколообразное реше­
ние типа уединенной волны: 

и - 2х2 sech2 (x(x - 4х2/)), (4.3.5) 

которая движется со скоростью v = 4к2, пропорциональной амплитуде. 
Факт существования решений в виде локализованных бегущих волн 
постоянного профиля есть, таким образом, следствие баланса между 
дисперсией и нелинейностью. 

Можно показать, что решение (4.3.5) действительно является со-
лИтоном. Это солитонное поведение иллюстрируется рис. 4.10, где 
представлено неразрушающее столкновение двух ионных акустичес­
ких плазменных импульсов, также описывающихся уравнением КдФ. 

Отметим, что солитонные решения синус-уравнения Гордона 
(4.3.3), соответствующие повороту и на угол 2тг при изменении х 
от — <*> до + «о (решение типа "кинка"; см. рис. 4.11), даются выра­
жением 

и = 4 tan"1 ехр± ( х — vt \ ] (4.3.0.) 
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Рис. 4.10. Неразрушающее столкновение ионных акустических плазменных 
импульсов. (Согласно [187] .) 

Где знак "+" отвечает положительному направлению вращения, а 
знак "— " отрицательному. При этом первое решение можно рассмат­
ривать как солитон, а второе - как антисолитон. Поскольку пол­
ный угол поворота должен сохраняться во всех столкновениях, 
это означает, что солитоны и антисолитоны должны рождаться и уни­
чтожаться парами. Отметим, что синус-уравнение Гордона инвари­
антно относительно преобразований Лоренца. 

Стоит указать, что в последнее время ряд результатов, получен­
ных для солитонов в одномерных системах, удалось обобщить и на 

f =x-ut 

Рис. 4.11. Схематический вид уединенной волны типа кинка. 
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системы большей размерности. Например, результаты численных 
экспериментов на трехмерных (модельных) решетках указывают на 
существование достаточно устойчивых уединенных волн в реальных 
кристаллах [ 31, 340] . Это означает, что в реальных твердых телах 
солитоны могут давать вклад в перенос энергии и в процесс восста­
новления теплового равновесия после воздействия внешнего возмуще­
ния. 

Математический аппарат для описания солитонов изложен в кни­
гах Уизема [ 4191, Захарова и др. [ 432], Эйленбергера[ 127] и Маклаф-
лина [234]. Читателя, интересующегося общей концепцией солитона 
и ее применением в различных областях физики (физике элементар­
ных частиц, физике твердого тела, физике плазмы, нелинейной опти­
ке и т.д.), мы отсылаем к работам Скотта и др. [ 3451,Буллафа [ 81], 
Ребби [ 319], а также к работе Бишопа и др. [ 48], посвященной соли-
тонам в физике конденсированного состояния. 

4.3.2. Решетка "Годы 
Введенная Тодой [ 388] так называемая решетка Тоды (или экспонен­
циальная решетка) представляет собой одномерную решетку с экс­
поненциальным взаимодействием ближайших соседей. Интенсивные 
исследования этой системы в последнее время вызваны тем обстоя­
тельством, что она представляет собой привлекательную модель не-
эргодической нелинейной динамической системы. Она полностью ин­
тегрируема, имеет так называемые /V-солитонные решения и допус­
кает сколь угодно сильные ангармонизмы. В континуальном пределе 
она описывается уравнением Кортевега - де Фриза (в качестве об­
зора свойств решетки Тоды см. работы Тоды [390 - 392]). 

В решетке Тоды соседние "атомы11 связаны пружинками с потен­
циалом 

<p(r) = ~ e-br + ar (ab > 0), (4.3.7) 

где г означает удлинение пружины по отношению к ее равновесной 
длине. В случае а, Ъ > 0 первый член в правой части уравнения (4.3.7) 
описывает силу отталкивания, а второй - силу притяжения (рис. 4.12); 
в то время как при а, Ъ < 0 первый член соответствует сильному 
притяжению, а второй - слабому отталкиванию. В дальнейшем мы 
ограничимся случаем а, Ъ > 0. 
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Рис. 4.12. Ангармонический потенциал экспоненциального типа (4.3.7) при 
at b > 0. / — малая величина Ъ; 2 — большая величина b (жесткая сфера). 

При малых Ъ потенциал <р(г) можно записать в виде 

*ч-т("-т- + "I (4.3.8) 

Таким образом, в пределе 6 -> О (но произведение аЬ конечно) решет­
ка Тоды сводится к гармонической решетке с силовой постоянной 
у = аЪ. 

Уравнение движения для решетки Тоды имеет вид 
Мщ = а {ехр [—Ь(щ — Щ-i)] — ехр [—Ъ(щ+1 — щ)]}, (4.3.9) 

гдеМ - масса атома, аих обозначает смещение /-го атома из его 
равновесного положения. 

Вводя относительные смещения соседних атомов с помощью 
соотношения 

ri = U l - Ul_Y (4.3.10) 
и используя уравнение движения для щ __х из (4.3.9), получаем 

Мг1 = а[2е-Ьг* — е"*'-1 — е~Ьг^]. (4.3.11) 

Удобно записать 
е-ьг, _ 1 =Stla. (4.3.12) 

Тогда уравнение (4.3.11) примет вид 

1п(1+й/а) = ^ № - i +^/+ i 2S|) 

г« = Ж ( М ' ~ S'-J й-

(4.3.13) 

(4.3.14) 
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Для того чтобы получить простейшее соотношение между гх и S\, мы 
выбрали константы интегрирования равными нулю. 

Вводя далее функцию цг1 с помощью соотношения 

5 , = ^ In у,, (4.3.16) 

получим из (4.3.13) и (4.3.12), что 
М 

1 + аЬ ^ 1 ~~ * /2^V|1 = VI-IVI+I/VI1 (4.3.16) 
и е"' ~ * = 5 (*m ~ *|1)/V|t' (4,ЗЛ7) 
Для получения односолитонного решения запишем 

щ = 1 + A e*l-V, А,<х>0. (4.3.18) 
Подставляя это выражение в (4.3.16), мы видим, что (4.3.18) является 
решением (4.3.16) при условии 

Подставляя (4.3.18) в (4.3.17), получаем односолитонное решение 
MB2 1 

е-*», _ i = Г sech2 -~ (<xl - fit + д), (4.3.20) 
где 

д=1пА. 
Скорость со л итона равна 

с --= ̂  Z/ = с« sinh (а/2)/(«/2), (4.3.21) 
где _ 

Со = ±^жь- (4*3-22) 
Здесь L обозначает равновесную длину пружины. 

Двухсолитонное решение может быть получено с помощью 
щ = 1 + Ах &*1-Ы + А2 e-'-W + e<«i+««>'-<̂ +0«><, ^4.3.23) 

где без потери общности считаем, что ос,-, Ai > 0 (i = 1 , 2 ) и а 1 > а2 . 
Подставляя (4.3.23) в (4.3.16), находим, что (4.3.23) является решени­
ем при условии 

^ 2 = ^ 8 i n h 2 T ' i = 1*2' <4-3-24> 
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Л-[А2 

1 М 
4 sinh2 - (осг + *8) - — (ft + ft)" 

^ (j»i ~ А) 2 - 4 sinh2 1 (Л1 - *2) 
(4.3.26) 

аб 

Знаки корней (4.3.24) можно выбрать четырьмя различными спо­
собами, но лишь два из них дают независимые решения (р jP2 > 0 и 
PiP2 < 0). Здесь мы ограничимся лишь случаем PjP2

 > 0« Из (4.3,24) 
и (4.3.25) находим 

A = 2 l / ^ e i n h | , ft = 2 ¥ s m h ¥ ' 

АЛА2 — 
sinh - • («J + а2) 

4: 

^ sinh -J- (&! — &2) 

(4.3.26) 

Рассмотрим поведение функции ip, в области, где ф1 = а1/ - р j * ^ 0 . 
При этом 

Л2 
= OC2l — Pot = — W\ + €t, 

«1 
где 

а2 
€ = ^ А - А > о , 

Л1 

(4.3.27) 

(4.3.28) 

поскольку Р г /р 2 = sh(a1/2)/sh(a2/2) > axJа2 при а% > а2 > 0. Таким 
образом, выражение (4.3.23) принимает вид 

xpi ~ 1 + Ах ехр (л^ — f}xt) при £ -> — оо, 

^ сг! А2 + ехр (а^ — fat) при / -> + ° ° -

Аналогично в области, где ф2 = а2/ - р2£ « 0, имеем 
xpi с^ Ах + ехр (л2/ — f}2t) при / -> — оо, 1 

::} (4.3.29) 

(4.3.30) 
y>t с^ 1 + А2 ехр (л2/ — /М) ПРИ ^ -> + о о 

В соответствии с (4.3.17), (4.3.29) и (4.3.30) (ср. (4.3.18) и (4.3.20)) 
можем записать, что асимптотически 

• | - 1 = ^ Л 2 8 е с Ь а у ( а ' / - ^ ± д " ) ' ^ Q пРи'-*-°°'-

ЬГг " * = i£ дя s e c h 2 ¥ (<%l'z ~ ^ т *+)' г \2/ при ' ~* +ос' 
(4.3.31) 
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где 
д-=\пАг и д+=\пА2. (4.3.32) 
Таким образом, при t -* - <*> это решение описывает два солитона, 

расположенных так, что медленный солитон (2) находится впереди 
быстрого солитона (1), а при t -* + °° они расположены в обратном по­
рядке (рис. 4.13). Подразумевается при этом, что солитоны устой­
чивы по отношению к столкновениям^. 

В случае ( Ь ^ < 0 солитоны движутся в противоположных направ­
лениях. За более детальным рассмотрением этого случая и /V-соли-
тонной проблемы мы отсылаем читателя к работам Тоды [390, 3911 
и цитированной там литературе. 

Получим теперь периодические решения для решетки Тоды. При 
этом мы используем следующую теорему для эллиптических функций 
Якоби: 

sn2 (и + v) — sn2 (и — v) — 2 —• 
d sn и en и dn и sn2 v 

(4.3.33) 
dv 1 — к2 sn2 и sn2 v 

где эллиптические функции Якоби sn, en и dn определяются соотно­
шениями (об используемых ниже свойствах этих функций см., напри-

Ut 
•?-г 

Рис. 4.13. Двухсолитонное решение для решетки Тоды при $\$г > 0 (см. 
текст). а) при t -> — op ; б) t г* + °°;. / — быстрый солитон, 2 — медленный 
солитон. 

** Интересно отметить, что численные методы, использованные для ис­
следования столкновений уединенных волн в одномерной цепочке с потен­
циалом Л еннард-Джонса (см. (1.4.46)) привели к результатам, которые ана­
логичны полученным для решетки Тоды [39в]. 



284 Глава 4 

мер, приложение 1 в [ 389]) 
q> sing? 

J VI - к2 sin2 в J У(1 - х2) (1 - W ) 
о о 

snu = sinq) = sn (w, A:), 

en и = cos 9? = en (м, А:), 

dn w =̂ }/l - Р sn2 w = dn (г*, &). (4.3.34) 

Интегрируя (4.3.33) при учете, что dn2u = 1 - k2sn2u и d(dn и)/in = 
= - A2sn u en м, получаем 

«(. + ,) + «<• - .) - * ( . ) = ( 1 / m . t > )
< l ( * )

+ g > ( t t ) , (4-3.35) 
где мы ввели функцию 

и 
€(и) = f du'dn2u'. (4.3.36) 

о 
Дзета-функция Якоби Z(u), или zn и, определяется как 
Z(u) = €(и) - J^/Z (4.3.37) 

и является периодической функцией с периодом 2 К. Здесь К и Е - пол­
ные эллиптические интегралы 

К = К(к) = [ \ &в = [ , dx (4.3.38) 
J }/l - к2 sin2 в J V(l-x2)(l -к2х2) 
о о 

л/2 

Я = Е(к) = I dey i~ ik 2 s in 2 e = j dx Т/1 _ ^f . (4.3.39) 
о о 

С помощью (4.3.35) и (4.3.37) находим, что 
Z M r — = Z(IA + v) + Z(u - v) - 2Z(i*). 

( l / s n 2 v ) - 1 + E/K + Z'(t*) 
(4.3.40) 

Чтобы сравнить уравнение (4.3.40) с уравнением движения для ре­
шетки Тоды, запишем 

£,(/) = j dt'atf) (4.3.41) 
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и продифференцируем (4.3.13) по времени. В результате получим 

i . ,n (1 + ilja) = _Л_ = JL <„_, + ём _ ед. (4.з.42) 
Далее, с помощью (4.3.41) запишем (4.3.12) в виде 

в-*1 - 1 = *,/«. (4.3.43) 
Сравнивая (4.3.40) и (4.3.42), получаем 

М st =-2 — KvZ(u), (4.3.44) о 
и = 2(/Д ± 1*)Я, (4.3.45) 
v = 2KIX, (4.3.46) 

(l/(sn2 r) - 1 + А7Х) (2А>)2 — - 1. (4.3.47) 

Используя (4.3.43), (4.3. 44) - (4.3.47) и (4.3.37), окончательно 
находим решение (так называемую кноидальную волну) 

М 
е-*« - 1 = — {2Kvf {dn2 [2(11 к Т "О X] - # / # } , (4.3.48) ао 

где частота v и длина волны Л удовлетворяют дисперсионному соот­
ношению (4.3.47) 

Функция dn2(2xK) — Е/К является периодической функцией от х 
с периодом, равным 1. Ее фурье-разложение имеет вид 

, о ,л 17 ^ я2 ~ n cos 2япя ,А л и/^ 

где 
J f ' = JC(Vl - *»). (4.3.61) 

Для малых & величина К' очень большая, и приближенно можно за­
писать 

e-**'/*~]fc2/i6, 

А _ 2 , (4.3.52) 

8 п ж ^ sin х. 

В этом случае кноидальная волна (4.3.48) сводится к косинусоидальной 
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волне в гармонической решетке: 
МсоЧ2 (?-) 

со — 

Таким образом, параметр к определяет амплитуду волны. 
Если же мы используем тождество 

ХлК 
К' п) dn*(2*Z) - - = (— J wJ>ech* 

то кноидальную волну можно представить в виде 

j ; /?2 sech2 [a(l - Ы) - fit] - 2М, 
= — оо ! 

2КК' 

1 

где 
<х=яК1ХК'у p^nKvjK'. 

(4.3.53) 

(4.3.54) 

(4.3.55) 

(4.3.56) 

(4.3.57) 
Это означает, что кноидальная волна представляет собой беско­

нечную последовательность одинаковых sech2 — импульсов (солито-
нов); рис. см. 4.14. Солитоны при этом не являются независимыми 
друг от друга. Их скорость определяется дисперсионным соот­
ношением (4.3.49), а не формулой (4.3.21). В пределе Л - <*>, k -> 1 
и а бесконечно волновая последовательность сводится к одиночному 
солитону на бесконечной решетке. 

С помощью численных экспериментов Накамуре [ 276] удалось за­
метить, что примесный атом в решетке Тоды может вызывать появ­
ление довольно хорошо определенной (незатухающей ) локализованной 
моды. Локализация оказывается очень сильной в случае сильной свя­
зи с примесью; в то же время она ослабляется при малой примесной 
массе [ 430]. Кроме того, при некоторых условиях падающий на при­
месь солитон может служить источником отраженной и/или прошед-

dnz(2xK)~ (кг= 0,9921) 

Рис. 4.14. Форма кноидальной волны. 
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Примесь 

Рис. 4.15. Рассеяние солитонов на примеси в решетке Тоды в случае сильной 

связи с примесью. V.-aAe ' - 1 ) , а, = а {1 + (а' — 1) (5, + 5»)} , Ъ, п b { 1 + 

+ ib' - 1) (5, + 5, ) } , а' = b' = 5 (см. (4 .3 .7 ) ) ; а> а= 4, б) °а= 8 \ с м . (4 .3 .7) ) . 

Амплитуды нормированы на амплитуду падающего солитона. Время измеря­

ется в единицах [M/ab) ' . Для очень крутого фронта падающего солитона 

(большие Ct) возбуждение локализованных мод оказывается менее эффек­

тивным. (Согласно [276] .) 

шей уединенных волн, которые сопровождаются волнами "ряби" (рис. 
4Л 5). Отметим также другие актуальные проблемы, это - двухатомная ре­
шетка Тоды [266] и статистическая механика решетки Тоды [114,263]. 

4.3.3. Солитоны и фононы в модели двух потенциальных 
ям для структурных фазовых переходов 

Для описания структурных (а также несобственных сегнетоэлектри-
ческих) переходов широко используется однокомпонентная d-мерная 
модель, определяемая следующим классическим гамильтонианом: 
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я = Е £ + Е [4 щ^ + § «,-] + | Е to - «,-)• , (4-3.58) 

с Л < 0; В, С > 0 (см., например, [ 32, 72, 73, 340]). Здесь их и fy -
смещение и импульс атома, расположенного в /-м узле регулярной 
(простой кубической для d = 3) решетки, М - атомная масса и третье 
суммирование в (4.3.58) осуществляется лишь по ближайшим сосе­
дям. Этот гамильтониан соответствует набору связанных гармони­
ческих осцилляторов с идентичными одночастичными потенциалами, 
представляющими собой две потенциальные ямы (рис. 4.16). Он мо­
делирует кристалл с двумя подрешетками, где атомы одной подре-
шетки (предполагается, что она жестко зафиксирована) создают двухь-
ямный потенциал для подвижных атомов другой подрешетки. 

Как можно показать, модель (4.3.58) описывает систему, в ко­
торой (в случае d > 1) при ненулевой температуре Тс происходит 
фазовый переход в упорядоченное состояние с конечным средним 
смещением (< их > ф 0). Здесь возможны два предельных случая -
это переход порядок - беспорядок и переход типа смещения. Разни­
цу между этими предельными случаями легко понять с помощью изо­
браженной на рис. 4.16 модели. При низких температурах все подвиж­
ные атомы расположены на дне, скажем, левой потенциальной ямы. 
С ростом температуры возможна, однако, реализация двух различ­
ных ситуаций. В одном случае наиболее вероятное положение ато­
мов соответствует вершине потенциального барьера (переход типа 
смещения), а в другом случае оно отвечает дну потенциальной ямы, 
в результате чего ямы оказываются заполненными равновероятно 
(переход порядок - беспорядок). 

Деформационные переходы можно классифицировать на основе от­
ношения £ = Е0/ЕС где Е0 = Л V 4F и Ес Лс\А\/В обозначают соот-

Рис. 4.16. Схематическое изображение модели (4.3.58) для d = 1. (Согласно 
[73] .) 
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ветственно глубину ямы (высоту потенциального барьера) и энергию 
взаимодействия ближайших соседей в разных потенциальных ямах 
(рис. 4Л7 и рис. 4.18) (минимум двухъямного потенциала соответству­
ет смещению ±и0 = ±у/\ Л|/В). Отметим, что в случае d = 3 отноше­
ние kTc/Ec порядка единицы [330]. При условии £ » 1 (предельный 
случай перехода порядок - беспорядок) каждый (подвижный) атом ока­
зывается локализован вблизи дна потенциальной ямы при всех темпе­
ратурах, кроме Т » Тс. Таким образом, в гармоническом приближе­
нии все колебания вблизи высокотемпературного положения равнове­
сия (т.е. около вершины потенциального барьера) неустойчивы. В дан­
ном предельном случае основные динамические процессы - это прыж­
ковые процессы между соседними ямами. Такая ситуация может быть 
описана псевдоспиновой моделью, а при достаточно высоких темпера­
турах - моделью, соответствующей невзаимодействующим двухъям-
ным осцилляторам. В пределе £ « 1, т.е. перехода типа смещения, 
неустойчива небольшая группа длинноволновых колебаний вблизи 

3 

Рис. 4.17. Распределение плотности вероятности для координат частицы Р (и) 
в случае перехода порядок - беспорядок \£^IE£ = 6,25) в модели (4.3.58) 

при d = 1 и различных темпэр*турах. {Согласно [20] .) 

19-^7 
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Рис. 4.18. Распределение плотности вероятности Р (и) для координат чатицы в 
случае перехода типа смещения в модели (4.3.58) при d - 1 и различных тем­
пературах; Сплошная кривая: кТ/Ец = 0,5; штрихпунктирная: кТ/Ец = 2; 
штриховая: к Т/Е0 = 10. (Согласно [20] .) 

высокотемпературного положения равновесия. Для описания этого 
предельного случая оказывается продуктивной концепция мягкой фо-
нонной моды. 

Здесь мы ограничимся рассмотрением предельного случая £ « 1 
перехода типа смещения в одномерной системе [ 20, 224, 399]. Посколь­
ку при £ « 1 разность \щ -щ + г\ относительно мала, мы предпола­
гаем, что гамильтониан (4.3.58) можно записать в континуальном 
представлении: 

" = /£ р
2(х) 
2М + у и^) + J и\х) Л1с0

2 /8и(х)\2 

~ 2 ~ \ Зх ) 
г (4.3.59) 

= J dx3C(p(x), u(x)y ди(х)1дх), 

где L - постоянная кристаллической решетки, xt 
ная пространственная переменная ис§ 

Из канонических уравнений 
•2 2L2C/M. 

IL = х - непрерыв-

дЖ 
+ 

дЖ 
ди дх д(ди/дх) ' 

ЗЖ 
др ' 

(4.3.60) 

и плотности гамильтониана К (4.3.59) получаем следующее уравнение 
движения для поля смещений и(х): 

Мй + Аи + Ви* - Мс<?и" = 0. (4.3.61) 
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Если нас интересуют решения (4.3.61) с постоянным профилем, 
т.е. решения, зависящие лишь от одной переменной х -vt с постоян­
ной скоростью vf то (4.3.61) можно записать в виде 

^ + п ~ rf - 0; (4.3.62) 

здесь мы использовали безразмерные переменные 
и/щ = г], (4.3.63) 
(х — vt)j£ =s, 

где 
£2 = М(с0

2 - v*)l\A\ (квадрат длины). (4.3.04) 
Рассмотрим вначале решения уравнения (4.3.62), описывающие 

колебания с малой амплитудой. При rj3 << -q « 1 (4.3.62) сводится 
к уравнению 

п" + rj - 0, (4.3.65) 
которое имеет решения вида 

rj = <хат($+ в), (4.3.66) 
где а - амплитуда и 0 - фаза. Используя (4.3.66) и (4.3.63), полу­
чаем 

и - лщ sin [(х - vt) t l + в]. (4.3.67) 
Это - фонон с волновым вектором k = £ - 1 , частотой v/§ и фазовой 
скоростью г/. Из (4.3.67) и (4.3.64) находим дисперсионное соотно­
шение 

а>2(к) - v2№ = с0Ч* + А\М. (4.3.68) 
Поскольку А < 0, частота co(k) действительна лишь при к > (| А\ /Мс$Н 
Решение (4.3.67) описывает колебания с малой амплитудой около 
положения и = 0. 

Колебания с малой амплитудой около ± и0 можно получить, под­
ставляя 

rj = ±l + y (4.3.69) 
в (4.3.62) и сохраняя лишь линейные по у члены. В результате имеем 
уравнение 

у" - 2у = 0, (4.3.70) 
с решениями вида 

y = ocam{ii2s + e). (4.3.71) 



292 Глава 4 

G помощью (4.3.63), (4.3.69), (4.3.71) и (4.3.64) находим 
и = ±^о + яЩ s i n (&# — <*>(&) * + ®) (4.3.72) 

и дисперсионное соотношение 
о>2(&) - t>4* - со2*2 + 2 |4|/Jf. (4.3.73) 

В отличие от (4.3.68) выражение (4.3.73) дает действительные часто­
ты при всех к > 0. Отметим, что в рассматриваемой модели нет 
акустических мод. Это обусловлено жесткостью подрешетки, образо­
ванной локальными двухъямными потенциалами. 

Рассмотрим теперь решения уравнения (4.3.62) большой амплиту­
ды, т.е. режим т\3 « ц « ± 1. Это уравнение, как легко проверить, име­
ет частное решение 

r\ = tanh (5/|/2), (4.3.74) 
что отвечает 

и = щ tanh \{x - t'0/y^f], (4.3.75) 

где £ определена в (4.3.64). Это решение типа "кинка" (или доменной 
стенки), и оно представлено на рис. 4.11. При (х -vt)-€ 0 и § > Й сме­
щение постоянно и равно -и0, а при (х-г^)$> 0 и § > 0 оно равно 
+ и0. Кинк движется со скоростью v, причем \v\ < с0 (см. (4.3.59)). 
При § > 0 гармонические "пружинки" между соседними (подвижными) 
атомами в области локализации кинка растянуты, а при § < 0 сжаты. 
Отметим, что континуальное приближение справедливо, если толщина 
кинка превосходит примерно три постоянные кристаллические решет­
ки [ 336]. 

Два типа решений, (4.3.66) и (4.3.74), можно связать друг с дру­
гом, используя эллиптические функции. Чтобы показать это заметим, 
что (4.3.62) эквивалентно уравнению 

(£)2 = (а" ~ г,2) {Ь* ~ ̂  (* - *№) > (4вЗЛв) 

_ (dvY ] 1 / 2 

~W,-oJ ' 
где 

а2 == 1 -

Ь2 1 + (drA2 I112 

W,«oJ ' 
(4.3.77) 

В этом можно убедиться, продифференцировав (4.3.76) по а и восполь­
зовавшись (4.3.62). Интегрируя (4.3.76), получаем эллиптический ин-
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теграл 
г) J a 

dx 
x2)(l - к*х*) 

(4.3.78) 

где параметр к дается выражением 

к = -(-'(SLT (4.3.79) 

(4.3.80) 
Таким образом, в соответствии с (4.3.34) имеем 

г] = a sn (ba). 
Эллиптическая функция sn периодична с периодом АК, где К - пол­
ный эллиптический интеграл (4.3.38) с параметром k. 

В пределе малой амплитуды (Ац/As) 0 « 1 имеем k ~ 0 и, зна­
чит, 4К = 2тг. В этом случае (4.3.80) принимает вид (см. (4.3.34)) 

г] ~ ос sin s, (4.3.81) 
что согласуется с решением (4.3.66). В случае больших амплитуд 
k -> \ кК -* °о. В частности, при (drj/d^)л=о = \/2~решение (4.3.80) бу­
дет иметь вид 

// = tanh (*/}/2), (4.3.82) 

что представляет собой решение типа доменной стенки (4.3.74). Форма 
решений с большой и малой амплитудами представлена на рис. 4.19. 

Обратимся теперь к устойчивости решения типа кинка (уединен­
ной волны) (4.3.75). Заметим вначале, что уравнение движения (4.3.61) 

и 
+и0 

О 

Рис. 4.19. Решение уравнения (4.3.80) с малой амплитудой (а) и с боль­
шой (б). 
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инвариантно относительно преобразований Лоренца 
Iх] _> 1 I x-vt \ (4.3.83) 
VI |/1 - v2/c0

2 V ~ vxlc0*)' 
где v меньше, чем с0. Вводя безразмерные переменные 

запишем (4.3.61) в виде 

Ж - у w" - w + w3 = 0, (4.3.85) 

где шип;' — производные по т и у. Потенциал имеет минимум теперь 
при ш= ± 1, а высота потенциального барьера равна 1/4. 

Условием устойчивости решения (4.3.75) является тот факт, что 
малое возмущение остается малым и через большие промежутки 
времени. Это возмущение можно рассмотреть, предположив следующий 
вид решения [21]: 

w(y, t) - w0(y) + v(x, t) (4.3.86) 
c Щ>(у) = tanhy (CM. (4.3.75)) и \v(y, t)\ « 1. Мы исследуем здесь 
устойчивость системы с покоящимся кинком. Благодаря (4.3.83) 
устойчивость w0(y) означает устойчивость любого другого решения 
(4.3.75). 

Подставляя (4.3.86) в (4.3.85), находим 

w - 4 ю" + (2 trA w + 3(tanh у) w* + wz = 0. (4.3.87) 
2 \ cosh- у] 

В первом порядке по v, где г; (у, t) = eitatf(y)9 (4.3.87) сводится к урав­
нению Шредингера для собственных значений 

-тМ*- :^) ' - * (4'3'88) 
которое имеет следующие решения: 

е ^ З tanh2 у - 1 - F - 30: tanh у) 
Ш ^ [2я(4 + 5*2 + /И)]1'2 
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(4.3.91) 
щ2 = — к2 + 2 ( - с о <к< +оо). 

Можно показать, что функции (4.3,89) - (4.3.91) образуют полный на­
бор ортонормированных собственных функций 

/ dyft(y) fUy) = *(* - *')> / ЬУШШУ) -= о, 
fdyfL*(y) = Jdyfv*(y) = l, (4.3.92) 
/ МШ /к*(у') + fT(y) fT*(y') + Ш) /L*(//') = % - Л -

Мы получили, таким образом, два связанных состояния: / т и / L . 
Поскольку (в первом порядке по a) tanh (у + а) = tanh у + a (cosh y)~2, то 
/ т описывает небольшое смещение кинка w0(y). Функция / т , следова­
тельно, соответствует "трансляционной моде" Х). То, что / т позво­
ляет описать движение кинка, оказывается очень важно при рассмот­
рении движения кинка в присутствии внешних возмущений [144] и 
кинк-фононного взаимодействия [ 106, 173, 382]. Это рассмотрение 
основывается на разложении решения по полному набору функций 
(4.4.89) - (4.4.91) и использовании теории возмущений для нахожде­
ния коэффициентов разложения. Функция / L описывает локализован­
ную моду, соответствующую внутренним колебаниям кинка. Континуум 
решений fk (фононов) похож на линеаризованные решения (4.3.72), за 
исключением наличия локализованного возмущения вблизи кинка. 
Рассматривая асимптотическое поведение этих решений при у -* ±<*> 9 
находим, что благодаря безотражательному характеру потенциала 
в (4.3.88) присутствие кинка сказывается лишь в появлении фазового 
сдвига bk =2arc tan[3&/(2 - k2)] при его прохождении. Дисперсион­
ные соотношения (4.3.91) и (4.3.73) идентичны. 

Решения (4.3.89) - (4.3.91), таким образом, позволяют сделать 
вывод об устойчивости кинка, поскольку все собственные частоты 
cô (i = T, L, k) неотрицательны. Отметим, что (4.3.87) коэффициент 
при w2 описывает кинк-фононное взаимодействие, а при ш3 — дает 
вклад в собственную энергию фонона. При наличии флуктуации фонен-
ной амплитуды (тепловых фононов) кинк-фононные столкновения при­
водят к стохастическому движению фононов [216, 382] (рис. 4.20). 

Обратимся теперь к рассмотрению задачи о нескольких кинках. 
Отметим вначале, что в одномерной системе кинки, вообще говоря 

^Трансляционная мода нулевой частоты является так называемой голд-
стоуновской модой. В рассматриваемой системе она восстанавливает транс­
ляционную инвариантность, нарушенную из-за присутствия кинка. 
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Рис. 4.20. Результаты численных экспериментов по моделированию взаимо­
действия фононного волнового пакета с кинком. Волновой пакет приближа­
ется к кинку слева. Он смещает кинк, проходя через него. Время измеряется 
в единицах (М/\А\)1/2 (см. (4.3.84)). (Согласно [173] .) 

не обладают свойством солитонов не аннигилировать при прохожде­
нии друг через друга. На рис. 4.21 приведены результаты численного 
моделирования методом молекулярной динамики процесса столкнове­
ния между антикинком (и изменяется от + и0 до -и0) и кинком {и из­
меняется от _ц до + wo)* Мы видим, что при некоторых значениях 
v наблюдаются обычные солитонные свойства (рис. 4.21, а), при 
других- кинк и антикинк разрушают друг друга (рис. 4.21, б). Пос­
ледний процесс обратим: фононы могут создавать пары кинк - анти­
кинк. Исследования с помощью метода молекулярной динамики [ 216] 
показывают, кроме того, что при низких температурах картина сме­
щений имеет вид, показанный на рис. 4.22. Такая картина соответст­
вует большому числу кластеров (доменов), разделенных кинками и ан-
тикинками (доменными стенками). Флуктуации (фононы) накладывают­
ся на кластеры. Плотность доменных стенок растет с температурой. 
При высоких температурах тепловые флуктуации полностью разрушают 
доменные стенки. 

Следует отметить, что в одномерной системе в отсутствие даль-
нодействующих сил истинный дальний порядок при конечных темпера-
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(1Н=о 

*~(4)i~W 

Рис. 4 .21. Результаты численного моделирования методами молекулярной 

динамики столкновений между кинками и антикинками: а — без аннигиля­

ции (v = ±0,5 CQ); б — с аннигиляцией (v= ± 0 , 1 CQ). (Согласно [21 ] .) 

турах невозможен [ 229]. Следовательно, систему, испытывающую 
фазовый переход при Тс, нельзя рассматривать в рамках одномерной 
модели. В частности, одномерная система (4.3.59) обладает тем недоо 
татком, что температура, при которой обращается в нуль плотность 
кинков, совпадает с Тс. Очевидно, что в системах большей размер­
ности ситуация будет иной. Таким образом, важным оказывается ис­
следование систем большей размерности (4.3.58). 

Трехмерную однокомпонентную модель (4.3.58) изучали Шнейдер 
и Столл [ 340] методом молекулярной динамики. В этой модели при конеч­
ной 7 происходит плавный структурный переход (т.е. при Т -> Тс па­
раметр порядка < их > непрерывно обращается в нуль). Наблюдаются 

Рис. 4.22. Схематическое изображение картины смещений в одномерной сис­

теме (4.3.59) при низких температурах. 
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кластеры и связанные с ними кластерные стенки (рис. 4.23). В пока­
занных на рисунке кластерах атомы имеют локальные смещения, знак 
которых противоположен знаку параметра порядка при нулевой темпе­
ратуре. В кластерной стенке локальные смещения меняют знак, как 
в одномерном случае. По мере приближения температуры к Тс снизу 
размер кластеров увеличивается, так как растет число атомов, спо­
собных преодолеть потенциальный барьер. При температуре выше 
Тс число кластеров с положительным щ в среднем равно числу клас­
теров с отрицательным щ , поскольку при этом <щ> = 0. Кроме то­
го, при Т > Тс размер кластеров с ростом температуры уменьшает-

Рис. 4.23. Мгновенная кластерная конфигурация в описываемом гамильто­
нианом (4.3.58) кубическом кристалле в плоскости, перпендикулярной 
[ЮО] . Квадратиками обозначены атомы с локальным смещением м,, проти­

воположным по знаку значению Wj при нулевой температуре. кТ рав­
но * ; 2; б) 4; в) 5; г) 6; д) 8; е) 15; кТс **7,1. (Согласно [340] .) 
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ся к система начинает вести себя как набор независимых осцилля­
торов с энгармонизмом четвертой степени. Ясно, что в трехмерных 
системах, особенно вблизи температуры Тс, решения типа клинков 
(доменных стенок) также играют важную роль. Отметим, что в лю­
бой модели среднего поля доменные эффекты утрачиваются [ 47]. 

На рис. 4.22 и 4.23 приведена лишь мгновенная фотография кар­
тины пространственных смещений. Эта картина меняется со време­
нем: доменные стенки движутся через систему; это движение вызы­
вается перескоком атомов из одной потенциальной ямы в другую; 
кластеры обладают лишь конечным временем жизни. Кроме того, 
атомы колеблются около средних положений мгновенных смещений. 
Таким образом, локальный параметр порядка отличен от нуля в масш­
табах времени, больших по сравнению с характерной обратной фонон-
ной частотой. Конечное время жизни кластера означает, что в рас­
сматриваемой системе в отличие от задачи Ферми — Пасты — Улама 
(см. разд. 4.4.1.) может наблюдаться эргодическое поведение. 

Крумхансл и Шриффер [ 224], используя классический метод функ­
ционального интегрирования (см. в разд. 4.4.2 метод оператора пере­
носа), построили статическую механику одномерной модели (4.4.59). 
Они нашли, что при низких температурах доменные стенки (кинки) 
вместе с колебаниями (фононами) можно рассматривать как элемен­
тарные возбуждения в системе. В последние годы для исследования 
кинков в различных одномерных моделях использовались методы 
квантовой и классической статистической механики. Эти исследова­
ния позволили твердо установить, что солитоны представляют новый 
класс элементарных возбуждений в одномерных системах (см. [ 46, 49, 
106, 373, 374] и цитированные там работы). В какой степени данные 
соображения применимы к системам большей размерности, пока неяс­
но1). 

В заключение этого раздела обратим внимание на необычное по­
ведение динамического структурного фактора (см. ПЗ) при Т -> Тс+ 
в перовските SrTi03, который считается образцом систем, испыты­
вающих структурный фазовый переход типа смещения: в добавление 

;При d> 1 энергия солитонов (пропорциональная их макроскопически 
большому размеру), по-видимому, слишком велика, чтобы их можно было 
рассматривать как элементарные возбуждения [241, 261]. Однако Вентура 
[ 403] отметил, что выше некоторой критической температуры солитоны мо­
гут возникать спонтанно благодаря выигрышу в энтропии, связанному с их 
появлением. 
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к двум пикам, соответствующим смягчению квазигармонических фо-
нонов, появляется Центральный пик при со= 0 (см. разд. 4.4.1). 
Этот центральный пик оказывается исключительно узким, и его интен­
сивность аномально растет при приближении температуры к Т . Фо-
нонные частоты продолжают смягчаться, но при Тс они имеют конеч­
ные значения (в качестве обзора см. [751). 

Хотя природа центрального пика понята еще не до конца, можно по­
лагать, что его появление обусловлено в основном дефектами (см. 
[75, 170, 293] и цитированные там работы); нет также сомнений, что 
и кластерная динамика (движение доменных стенок) дает вклад в 
центральный пик [ 165, 224, 327, 338]. В соответствии с последним 
механизмом центральный пик связан с динамически индуцированными 
кластерами (ближним порядком), выступающими предвестниками 
брэгговских пиков ниже Т,. Предполагается, что этот ближний поря­
док стабилизирует частоту мягких фононов так, что ана остается ко­
нечной и при Тс [ 5, 77, 78]. Аналитическая теория центрального пика 
пока отсутствует. 

Отметим, что в системах с малой классической величиной пара­
метра порядка при нулевой температуре квантовые флуктуации (нуле­
вые колебания) могут подавлять структурный фазовый переход типа 
искажения [273, 337]. Кроме того заметим, что статистическая ме­
ханика динамических свойств нелинейных систем разработана значи­
тельно меньше, чем статистическая механика статических свойств 
таких простых систем. В рамках модели (4.3.58) динамические свой­
ства исследовали Шнейдер и Столл [ 342] методом молекулярной ди­
намики. 

4.4. Решеточные неустойчивости, вызванные электрон-
фононным взаимодействием, возбуждения типа волн 
зарядовой плотности и несоизмеримые структуры 

4.4.1. «Теория среднего поля пайерлсовской неустойчиврсти 
в одномерном металле и возбуждения типа вопн заря­
довой плотности 

Как отмечалось в разд. 1.6.З., микроскопическая фононная теория для 
одномерной металлической системы предсказывает появление гигант­
ской коновской аномалии (фононного смягчения) для мод с волновым 
вектором 2kF(fikF - фермиевский импульс). Эта аномалия вызвана 
логарифмической особенностью при 2kY в диэлектрической функции 
таких систем (см. (1.6.48) и рис. l.lfi). 
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Пайерлс [ 292] впервые отметил, что в одномерном металле энер­
гетически выгодно периодическое искажение решетки. Длина волны 
А, отвечающая искажению, дается соотношением 

2л/А - 2kv. (4.4.1) 
Из-за этого искажения исходной решетки в электронном спектре появ­
ляется щель 2А, величина которой пропорциональна амплитуде смеще­
ний с волновым вектором 2kF (рис. 4.24). При Т = 0 эта щель разде­
ляет заполненные и пустые электронные состояния так, что при низ­
ких температурах одномерный "металл" ведет себя как диэлектрик. 

В системах с таким пайерлсовским искажением возникает вол­
на зарядовой плотности (ВЗП), так как под действием решеточного 
возмущения с 2k F появляется электронный отклик с волновым век­
тором плотности заряда, также равным 2kF. Если длина волны ВЗП 
" несоизмерима"1) с решеткой и отсутствуют другие механизмы зак­
репления (пиннинга), то ВЗП может свободно двигаться в системе, в 
результате чего может появиться сверхток [147]. 

1 
л/а 

а 

- * \ 

ifte 

/h 
i 

яг/а 
эе —*• 

-я/а 

4% 

м/ л/а 

Рис. 4.24. а - электронная энергия ^одномерного металла как функция им­
пульса к; состояния при к < кр заполнены; б- возникновение при ±kf 

щели величиной 2 Д в электронном спектре из-за появления пайерлсовских 
смещений (с волновым вектором 2kf). Здесь а - постоянная решетки. 
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Данное явление привлекло к себе большой интерес, и в последнее 
десятилетие был достигнут большой прогресс в его теоретическом 
понимании. Типичные квазиодномерные металлы — это тетрацианохи-
нодиметан-тетратиофульвален (TTF- TCNQ) и K2Pt(CN)4Br0 3 к 
х ЗЩО (КСР). В обоих этих соединениях наблюдается гигантская ко-
новская аномалия и пайерлсовская неустойчивость (в качестве обзо­
ров по одномерным металлам, см., например, [39, 146, 395], а сжатое 
изложение современной ситуации содержится в [ 174]). 

Коновскую аномалию и пайерлсовскую неустойчивость в одномер­
ном металле мы рассмотрим на основе (фрелиховского) гамильтониана 

Н -=£ Ехс„+сх + £ h<ok(bk
+bk + btkb_k) + (д/Щ £ (QkAk + Q.kA_k), 

(4.4.2) 
где 

Qk=£ ci+k с* > (4Л.Щ 
и 

Ak^bk + btk. (4.4.4) 

Здесь с+(ся) и bk(bk) - соответственно электронные и фононные 
операторы рождения (уничтожения), а к и к - волновые векторы, Ех _ 
энергия электронов, отсчитываемая от уровня Ферми, cofe - исходная 
фононная частота, g — константа электрон-фононного взаимодействия, 
N - число атомов, и Qk - оператор плотности электронной волны. 

Мы будем использовать запаздывающие двухвременные 
гриновские функции, определяемые соотношениями (см. (2.1.18)) 

((A(t);B(t')))± - - j 0(1 - О ([A(t)> -В(ОЫ> (4.4.5) 

фурье-образ которых удовлетворяет уравнению движения (см. (3.1.23)) 
hz((A; В))± = ([А, В]±) + «[4, ff].; В))±, (4.4.6) 

где z - комплексная частота (Imz > 0). Здесь А и В - два любых 
оператора; [А, Р]+ и [Л, PJ_ обозначают соответственно антикомму­
татор и коммутатор. 

Температурную зависимость частоты мягкой моды можно полу­
чить, исследуя полюса фононной функции Грина 

в(А,г )=«Л,М_*»г , (4.4.7) 

«^Любые две периодические структуры (одна с периодом а, другая с пе­
риодом Ь) являются "несоизмеримыми", если нельзя подобрать никаких це­
лых М и N, чтобы выполнялось равенство Ma =Nb. 
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для которой выполняется уравнение 
G(k, z) =- в°(к, z) + Щк, z) {g2IN) £ К{кку z) G°(k, z). (4.4.8) 

X 

Здесь G° - невозмущенная (g = 0) фононная гриновская функция (см. 
(4.1.54), (4.1.24)) 

Z2 — СОк* 

и K(kxp z) - электрон-дырочная функция Грина 
K(kx, z) - ((ск

+сх+к; с;, ксх))~. (4.4.10) 

При выводе уравнения (4.4.8) мы использовали формулу (4.4.6) и тот 
факт, что фононные операторы удовлетворяют коммутационным соот­
ношениям (1.3.64), а электронные операторы - соответствующим 
антикоммутационным соотношениям. 

Для K(kx, z) воспользуемся приближением 
К = К° + K°G°K<> + K°G0K0G°K0 + • • •, (4.4.11) 

где К0 - невозмущенная электрон-дырочная гриновская функция 
(4.4.10), которая записывается (как следует из теоремы Вика) в виде 

здесь fQ(EK) = < с+ск >0 (< . . . >0 - температурное среднее при 
g = 0) есть фермиевская функция распределения (П2.75). 

Уравнение (4.4.11 ) для электрон-дырочной функции Грина (см. 
разд. 4.2.1) соответствует частичному суммированию бесконечной 
последовательности диаграмм, описывающих превращение электрон-
дырочной пары в фонон, который затем снова распадается на электрон-
дырочную пару, и так много раз. Уравнение (4.4.11) отвечает прибли­
жению среднего поля (см. ниже). 

Подставляя (4.4.11) в (4.4.8), получаем уравнение Дайсона 
G(k, z) = G°(k, z) + G°(k, z) S (jfc, z) G(k, z) , (4.4.13) 

где собственная энергия 
2(k, z) - (g*/N) £ K°(kx, z). (4.4.14) 

Уравнение (4.4.13) перепишем в виде 

G(k, Я) = -. ^f-y—-. (4.4.15) 
z- — cok

2 — 2a>kl(k, z) h 
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Знаменатель в этом уравнении обращается в нуль при z = Qk9 где 
&к2 = сок

2 + 2<окЦк, Ок)1%. (4.4.16) 
Корни этого уравнения определяют перенормированные фононные час­
тоты. 

Сравнивая (4.4.12) и (П2.77) (в последнем уравнении мы учитыва­
ем, что при v = v' имеем | < kv | е * Я* \ k -qv'>\2 = 1 + 0(q2))9 мы ви­
дим, что собственная энергия (4.4.14) пропорциональна рассчитанной 
в приближении самосогласованного (среднего) поля электронной вос­
приимчивости, т.е. мы вновь получаем здесь поведение, описанное 
в разд. 1.6.3 (мягкая мода при значении волнового вектора 2&F). 

Поскольку частота Q̂  из (4.4.16) много меньше характерных энергий в 
электрон-дырочном спектре, мы можем положить Qk = 0 в 2(2&F, Q2k ) в 
(4.4.16). При расчете 2(2&F,0) достаточно при \х \ /kF« 1 исполь­
зовать линейное разложение £,. no y: 

EH=h(\x\ - kv)vF, (4.4.17) 

гдег/р = kF/m(m- масса свободного электрона) есть фермиевская 
скорость. Используя (4.4.12), (4.4.14) и (4.4.17), находим 

Ев}2кТ 

27(2iF>0) = — $ L f d r — . (4.4.18) 
nhv? J x 

0 

Здесь -Ев < E < Ев есть область, в которой справедливо приближе­
ние (4.4.17), а величина а - постоянная решетки. Считая, что основ­
ной вклад в 2(2&F, 0) дает указанная выше область, и вычисляя ин­
теграл (4.4.18), получаем 

Ц2к¥, 0) = 4^~ l n (kTI\.UEB). (4.4.19) 
Tihvy 

В соответствии с этим результатом 2(2feF, 0) с понижением темпера­
туры логарифмически расходится. 

С помощью (4.4.16) и (4.4.19) представим факт смягчения фононов 
в виде ([322]; см. рис. 4.25) 

&2кг - к»\к, In (TITC), (4.4.20) 

где 

кТс -- 1.14Я„е ^ , (4.4.21) 

Я = g2(2al7rvF)lho>2kF = g2N(0)lhm2kF. (4.4.22) 
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Коиовскии, 
металл 

Рис. 4.25. Схематический вид температурной зависимости частоты мягкой 

моды 2k и пайерлсовской щели Д. (Согласно [322] .) 

Здесь /V(0) - плотность состояний на уровне Ферми в расчете на 
один атом и два спиновых состояния. 

Обращение Q2k в нуль при Т -• Тс
+ указывает на решеточную 

(пайерлсовскую) неустойчивость, которая при Т < Тс приводит к фа­
зовому переходу второго рода в состояние с искаженной решеткой. 
Появление ниже Тс искажения решетки с волновым вектором 2kF 
можно рассматривать как конденсацию фононов в когерентное состоя­
ние, так что < b2k > = < Ь _ 2 ^ > / 0 . 

Чтобы описать поведение системы при Т < Тс, введем матрич­
ные гриновские функции [ 39, 238] 

Кп,п(*> г) = «<W*g/2 i <+то/2».Л (4.4.23) 

Gmn(k, г) = ((Ak+nQ; A_k_mQ))-y (4.4.24) 

где rn9 n = ± 'И Q = 2kp. Для электронов импульс отсчитывается от 
± Q/ 2, а для фононов - от + Q. 

Рассмотрим вначале электронную задачу. Используя (4.4.6), мы 
получим уравнения движения для KmJx, z). В эти уравнения входят 
величины типа 

((A-ifix+k+nQi2; <C+m0/2»r
+, (4.4.25) 

которые можно расщепить, положив 

<А> = <̂ -*> = dkQA YNlg. (4.4.26) 

В результате найдем 
hzK++{x, г) =* 1 + Ex+QI2K++(*, z) + ЛК+_{х, г) + Л«сх+8(?/2; < + ( ? / 2 » / , 

Az# + >> г) = Ex_Ql2K+4x9 z) + ZlK++(*, г) + Л«^_3<?/2; < - я , 2 » / (4.4.27) 

k,U-k;97 
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и аналогичные уравнения для К_ п(х-9 z). 
Электроны мы будем рассматривать в модели "желе" ( т.е. ионы 

будем трактовать как положительно заряженную жидкость). В такой 
модели состояния с импульсами я ±Q/2 и к ±3Q/2 (|*| « kF) силь­
но отличаются по энергиям. Таким образом, при нахождении полю­
сов Ктп(к, z) в (4.4.27) последние слагаемые мы можем опустить, 
поскольку они никогда не становятся резонансными. Решение урав­
нений (4.4.27) при этом имеет вид 

(4.4.28) #(*, г) = D-\K, Z) 
hz — Ex-Qi2 A 

Л hz — EK+Qi2_ 

где 
D(x, z) = (hz - Ex+Ql2) {hz - E^Ql2) - A\ (4.4.29) 

Учитывая (4.4.17), из условия D(x, z) = 0 мы находим следующие 
выражения для электронных энергий в искаженной решетке (см. 
рис 4.24): 

£±(к) = ±[(hvFxf + ZJ2]1'2 = ±E(x). (4.4.30) 

Таким образом, на уровне Ферми возникает щель, пропорциональная 
амплитуде периодического искажения решетки (см. (4.4.26)). Тем­
пературную зависимость А можно определить, вычислив изменение 
свободной энергии из-за пайерлсовского искажения и проминимизи-
ровав его по величине Л [ 322] (см. рис. 4.25). При нулевой темпера-
туре при А(0) « Ев 

/1(0) = 2ЕВ е-!/д = 1.76fcTc . (4.4.31) 

Обратимся теперь к задаче о спектре фононов в новой, иска­
женной фазе. Гриновскую функцию Gmn(k, z) можно найти таким же 
образом, как и в неискаженной фазе. Получаем при этом следующее 
уравнение Дайсона для Gm^ +(k, z): 

G++ = G U I + ^- . .K-GU + S+.-.-+G-J, 1 
G_+ - GPULE^Q^ + r . , i+-o++], J (4 ,4 ,32) 

и аналогичные выражения для Gm> _ . Здесь мы используем обозна­
чения 

Отп = Отп(Ьг), (4.4.33) 

G°mn ^ G°mn(b, г) = dmnO°(k + mQ, z), (4.4.34) 
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Еяш.,ю. = 2тя:„Лк, *) = (д*1Щ £ К°тт,.пАкх, г), (4.4.35) 
х 

r « e K m m ' « n ' ( * K ' z ) e C T b 

Ктт',пп'{кх, z) = {(cUn'Ql2cx+k+nQl2l Cx+k+mQl2cx+m'Q/2))z~ (4.4.36) 

в отсутствие взаимодействия с фононами, но при наличии пайерл-
совского искажения. С помощью теоремы Вика и соотношения, ана­
логичного (2.1.22), К°тт' п п» можно выразить через гриновские функции 
(4.4.28) 

Ая>т>(х, со) Атп(х + к, со') Г dco Г dco' 
Ктт>.пп\кх,г) = J —J - ^ h(z + со — о/) 

Х [ / о ( М ~ / о ( Ь / ) ] , (4.4.37) 
где 

Атл(х, со) - -2f t Im Ктп(х, ш + is), e -> + 0 . (4.4.38) 

Используя (4.4.28), получим следующие выражения для последних ве­
личин: 

В дальнейшем будем считать, что электронная зона симметрич­
на относительно уровня Ферми. При этом 

ZV_,+_ = 21+,_+, 2V-.-+ - 2U.+-. (4.4.40) 
Пренебрежем к тому же дисперсией невозмущенных фононов, 

т.е. положим COQ ±k « COQ при малых А. Вводя определения 

е±(1 , 2) - G++(&, г) ± G_+{k, z), (4.4.41) 

из (4.4.32), (4.4.40), (4.4.34) и (4.4.9) найдем 

GHh^=
z^^-2coQEHk,z)lh ' (4-4-42) 

где собственные энергии 
£Цк, г) = 27+.e+_(*, z) ± 27+_,_+(&, *). (4.4.43) 

Вычисляя 2± при Т = z = 0 в явном виде с точностью до А2, най­
дем (из условия обращения в нуль знаменателя (4.4.42)) дисперсион-
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ные соотношения для "± мод" [ 39, 238}: 

Q+
2(k) = ACOQ i + _L (ЬъЩ)* (4.4.44) 

QJ(k) - (Ясо0
2/4) (hvyk/A)2. (4.4.45) 

Мы видим, что частота "— моды" обращается в нуль при к = 0, в то 
время как частота "+ моды" остается при к = 0 конечной. 

Физическая сущность этих мод заключается в том, что их мож­
но рассматривать как коллективные возбуждения в системе с ВЗП. 
В частности, "— мода" описывает движение ВЗП, связанное с ее 
фазой, а "+ мода" - связанное с ее амплитудой. В связи с этим они 
называются соответственно фазовой модой, или фазоном, и амплитуд­
ной модой, или амплитудоном. Для того чтобы раскрыть физический 
смысл "± мод", введем вместо ± 2kF фононов новые операторы [ 344] 

(bQ + Ь_0)/^2 = В0 + RQ°№> (4.4.46) 
(Ъ0 - Ъ^)1ф = Ф0 + Ф0°1]/2. (4.4.47) 

Здесь RQ И OQ — действительные величины, описывающие средние 
значения амплитуды и фазы ВЗП. RQ И OQ ЯВЛЯЮТСЯ бозевскими 
операторами 

[RQ, Д £ ] = dQQ>, [Ф0, Ф+,] = dQQ>. (4.4.48) 
Для модели желе или несоизмеримой структуры мы можем без по­
тери общности положить Ф? = 0. В этом случае смещение решетки 
5Я с волновым вектором Q в точке R запишется в виде 

6R = ЩШМщ)^ (Ъ0 + Ы0) е** + к. с.= ] 
= (hl2NMcDQ)4* [RQ» + (RQ + iV)/]/2+ > (4.4.49) 

+ г(Ф0 + 0Q
+)ll/2] eiqR + к. с J 

где M - атомная масса. Для Я ^ / 0в первом порядке по RQ И OQ 
имеем 

6R - (h^NMaiQ)1!* [RQ° + (RQ + В0
+)1]!2] х 

X exp [iQR + г(Ф0 + 0Q
+)li2RQ

Q}. (4.4.50) 
Из этого выражения мы видим, что RQ И OQ описывают соот­

ветственно возмущения амплитуды и фазы. Используя (4.4.7), 
(4.4.4), (4.4.40) и (4.4.46), G+ и G~ можем выразить соответствен-
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но через амплитудные и фазовые операторы. Таким образом, дейст­
вительно, "+ мода" описывает амплитудные возбуждения, "— мода" 
описывает фазовые возбуждения. Амплитудная и фазовая моды яв­
ляются собственными модами системы - это обусловлено снятием 
вырождения ±\2&к-фононов, вызванным пайерлсовским искажением. 
При температурах выше Тс9 когда RQ = 0 и Ф£ = 0, соотношения 
(4.4.46) и (4.4.47) просто преобразуют вырожденные +2&F̂ oHOHbi 
в новые вырожденные бозоны. 

Фаза определяет положение ВЗП в лабораторной системе отсче­
та. В рассмотренной выше модели желе благодаря ее трансляцион­
ной инвариантности фаза 2kF- искажения произвольна. Таким обра­
зом, фазовая мода имеет нулевую частоту, и ВЗП и периодическое 
искажение решетки могут свободно перемещаться вдоль цепочки. При 
низких температурах это делает возможным в принципе появление 
сверхтока [ 205, 291]. 

Однако в реальных системах дискретность решетки (эффекты со­
измеримости), примеси и межцепочечное взаимодействие закрепляют 
ВЗП по отношению к решетке. При этом фаза ВЗП перестает быть 
произвольной и состояние с бесконечной проводимостью превращает­
ся в состояние с конечным сопротивлением. 

Рассмотрим далее эффекты соизмеримости ВЗП с решеткой. 
Пусть М -наименьшее целое число, удовлетворяющее условию 

E^MQ ^ Ех (4,1.51) 
при всех к. Теперь для учета влияния решетки необходимо обратить­
ся к рассмотрению М уравнений для функций Грина Ктп(к, г) (где 
1 < го, п< М), которые аналогичны уравнению (4.4.27). Величину Д 
необходимо при этом взять в комплексной форме Л = | А | е1 ф , где 
фаза Ф определяет положение ВЗП по отношению к решетке. Элект­
ронные энергии находятся из условия равенства нулю детерминанта 
матрицы, построенной из коэффициентов при функциях Kmn(xfz). 
Согласно Ли и др. I 238], зависящий от фазы Ф вклад в получающееся 
секулярное уравнение имеет вид (см. разд. 4.4.3) 

2 \Л\М (еозЖФ - 1), (М > 2). (4.4.52) 

Для малых значений Ф выражение (4.4.52) приводит к поправке в энер­
гии в расчете на один электрон порядка (| Д|2 /Ев)(е| Д \/W)M -2(M<X>f/2> 
где W - ширина электронной зоны и е = 2, 718. . . . Рассматривая 
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эту энергию как потенциальную для гармонического осциллятора, 
получим частоту пиннинга фазовой моды 

сот ъ Xll2co0M(e \A\jW)M^\ (4.4.53) 

которая, как следует из (4.4.31), пропорциональна е-м/ 2\ Таким об­
разом, для больших М пиннинг из-за соизмеримости становится пре­
небрежимо малым. 

Детальный расчет потенциала пиннинга для М= 3 приведен в ра­
боте Буздина и Булаевского [85]. Фононные дисперсионные кривые 
для такой системы представлены на рис. 4.26. Отметим также, что 
слагаемое (4.4.52) в энергии может сделать возможным появление 
фазовых солитонных волн [ 182]. Влияние межцепочечного взаимо­
действия и примесей на фазовую моду рассматривается, например, 
в работе Бака и Бразовского [ 26]. 

В заключение этого раздела покажем, что искажения решетки с 
волновым вектором Q должны сопровождаться появлением и их выс­
ших гармоник, т.е. смещений с волновыми векторами h'Q (п - целое 
число). Рассмотрим для этого соотношения 

<^> = - _ Ц = ( д к ) , (4.4.54) 

- джх> + -JL Е W*) «<w; 4»*+ + (A-t) «<w; <£»,+}, (4.4.55) 

которые следуют соответственно из уравнения движения для гейзен­
берговского оператора и уравнения (4.4.6). Как видно из (4.4.54), ес­
ли < 4 ± Q > / 0, тои< CX±QCX> ^ 0. Однако из (4.4.55) мы можем 
заключить, что наличие "аномальных" средних < с*+ 0с> приводит 
к условию < с х ±nQcx> 4 0. А значит, из (4.4.54) получаем, что 
также < A±nQ > / 0. 

Таким образом, необходимо решать совокупность уравнений 
(4.4.54) и (4.4.55) . Для соизмеримой системы число их конечно 
(М пар), но для несоизмеримой системы оно бесконечно. Системы пос­
леднего типа определяются условием, что не существует целых М и 
N, для которых выполнялось бы равенство 

Ма=№., (4.4.56) 
где а - постоянная решетки, а Л определено в (4.4.1). Влияние гар­
моник на картину смещений в несоизмеримой системе иллюстрирует-



Ангармонические кристаллы и структурные фазовые переходы 311 

Рис. 4.26. Схематический вид закона дисперсии фононов в (соизмеримом) 

одномерном металле с электронной зоной, заполненной на 1/3 {М = 3) : а — 

при температуре пайерлсовского перехода Т в бриллюэновской зоне исход­

ной недеформированной системы; б — то же самое, что а, но в новой бриллю­

эновской зоне; в — при температуре ниже температуры пайерлсовского пе­

рехода. Как видно из картины смещений, низшей оптической модой являет­

ся фазовая мода, несколько выше нее лежит амплитудная мода; штриховой 

кривой показан обычный закон дисперсии для линейной цепочки с тремя 

атомами в элементарной ячейке (я — постоянная решетки) . Внизу представ­

лен вид решетки при различных значениях фазы; значения Ф = 7^2 и Ф = 77Г/6 

(которые отличаются лишь простой трансляцией) соответствуют минимуму 

энергии, а Ф = Б7Г/6 — максимуму энергии. (Согласно [343] .) 

ся на рис 4.27. Более детально роль гармоник исследована Лукиным 
[ 25Пи Котани [2201. Среди последних работ, посвященных фононам 
в системах с ВЗП, отметим статью Наканиси и др. [ 275]. 
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6=0,05 -g 

4 % 6=0,03 2Jr 

^ 6*401 j 

Расстояние -
Рис. 4.27. Влияние гармоник на картину смещений в пайерлсовской фазе од­
номерного несоизмеримого металла при разных значениях величины 5= Я/а— 
—2кр {Ькр — фермиевский импульс, а — постоянная решетки) . Амплитуда 
смещения 1-го атома, находящегося в точке/?», dR, ~ c o s 2kp Ri нормирована 
на амплитуду смещения нулевого атома. Тонкая сплошная и штриховая ли­
нии являются огибающими для атомных смещений соответственно при уче­
те и без учета гармоник. Благодаря гармоникам наблюдается тенденция пре­
вращения огибающей из синусоидальной кривой в прямоугольную (т.е. типа 
антифазной доменной структуры) с бесконечным при 3 ~* О (соизмеримая 
фаза) периодом. (Согласно [220] .) 

4.4.2. Феноменологическая теория флуктуации параметра — 
порядка в пайерлсовской системе 

Как отмечалось в предыдущем разделе, в одномерном металле тео­
рия среднего поля предсказывает существование при конечной тем­
пературе структурного фазового (пайерлсовского) перехода. Но хо­
рошо известно, что флуктуации в одномерной системе с короткодей­
ствующими силами делают невозможным фазовые переходы (т.е. 
установление дальнего порядка) при ненулевой температуре [ 229]. 
Здесь, следуя работе Скалапино и др. [ 333] (см. также [ 117]), мы 
учтем флуктуации в рамках обобщенной теории фазовых переходов 
Гинзбурга- Ландау. Исходным пунктом этого подхода является 
представление свободной энергии F[<A(x)] в качестве функционала 
от изменяющегося в пространстве параметра порядка Ф(х). При рас­
смотрении флуктуации усреднение по всем возможным распределе­
ниям Ф(х) производится с помощью функционала энергии F[ Ф(х)]. 

В одномерной пайерлсовской системе среднее смещение атома 
в точке xt можно записать как (см. (1.3.60)) 
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(u(xt)) = у №<> eiUFXl + K*C-] J (4.4.57) 
где 

удобно использовать в качестве параметра порядка при описании 
пайерлсовского перехода. В пренебрежении флуктуациями 

^ / ( ~ 0 )** совпадает с величиной Л (4.4.26) 
2Mg 2co2ftF 

в приближении среднего поля. При половинном заполнении электрон­
ной зоны Ф(х) - действительная функция0, поскольку исходные фо-
ноны 2kF + k и — 2kF + &(AF = тт/л) эквивалентны. Во всех осталь­
ных случаях Ф(х) — комплексная функция. Плотность заряда р(х) 
для ВЗП выражается через параметр порядка следующим образом: 

о --= Q0 + ос Re (W ei2kFX), (4.4.59) 

где р0 — средняя плотность фона, а а - коэффициент пропорциональ­
ности. 

Мы считаем, что, как в теории Ландау фазовых переходов вто­
рого рода, свободная энергия имеет следующий вид: 

\dW{x) 
/

dx 
а \Ф(х)\2 + Ъ \Ф(х)\* + с 

dx 
(4.4.60) 

где L - период решетки, а = а ' [ (Т/ Тс) - 1] (Тс - температура пайерл­
совского перехода в приближении среднего поля) и а ', Ь9 с > 0. Эти 
последние коэффициенты могут быть рассчитаны в приближении сред­
него поля на основе гамильтониана (4.4.2) (см. работу [ 9]). Отметим, 
что функционал свободной энергии (4.4.60) описывает систему в от­
сутствие механизмов пиннинга. При наличии же таких механизмов 
к нему необходимо добавить соответствующий потенциал пиннинга. 

Прежде чем перейти к изучению статических аспектов флуктуа­
ции параметра порядка, кратко остановимся на вопросах динамики 
этих флуктуации. Для этого будем рассматривать функционал сво-

Электрон-электронное взаимодействие (из-за обмена виртуальными 
фононами или обычное кулоновское) приводит к тому, что параметр поряд­
ка для пайерлсовского перехода оказывается комплексным и в случае 
половинного заполнения электронной зоны [181]. 
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бодной энергии (4.4.60) как эффективный ангармонический потенциал, 
к которому (чтобы его дополнить до классического гамильтониана) 
добавим слагаемое, описывающее кинетическую энергию: 

2 J L 
dW(x> t) 

dt (4.1.61) 

где М - некоторая масса. Следует заметить, что данный гамильто­
ниан соответствует континуальному пределу (L1.l _> jdx) дискретной 
модели 

/ 
у i,/'(|2 + «l ,^'(|2^-Ы ,/'/l4+<' 

,^'( - % /+1 

/ , 
(4.4.62) 

г д е ^ = Ф(хг). Для действительной Ф и а < 0 модель (4.4.62) соот­
ветствует модели связанных двухъямных потенциалов (4.2.58) (при 
d = 1). В случае комплексной Ф она описывает одномерную цепочку 
частиц, находящихся в двумерных ангармонических потенциальных 
ямах. 

Рассмотрим малые колебания амплитуды параметра порядка 
около ее равновесного значения Ф, определяемого из условия 
6Р/ьФ*(х) = 0. ф дается выражением 

J0, при Т>Тс> 
l(|a|/2b)i/«, приТ< Тс. V ' 

Для комплексного параметра порядка запишем 
W(x) = (5Р + дЧ*(х)) е*фм (4.4.64) 

и линеаризуем уравнение движения 
SF 

2 w L д¥*(х) (а + 26 |^(ж)|2) !Р(ж) + сГ(») (4.4.65) 

относительно дФ и производных Ф. В этом приближении мы получим 
расцепляющиеся уравнения для амплитудных и фазовых колебаний. 
Соответствующие дисперсионные соотношения для амплитудной и 
фазовой моды имеют вид 

_ 2_ta + ck2, приТ> Тс, 
" М [2 \а 

2^ 
М 

+ <Ж2, ПриТ< Тс, 

•ск*, приТ< Тс. 

(4.4.66) 

(4.4.67) 
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Эти законы дисперсии качественно согласуются с дисперсионными 
соотношениями (4.4.44) и (4.4.45), найденными для несоизмеримой 
ВЗП. Детальное исследование динамических аспектов модели (4.4.62) 
методом молекулярной динамики содержится в работе Кёлера и Ли 
[218]. 

Обратимся теперь к рассмотрению корреляционной функции па­
раметра порядка 

Г a ^ e - W » Ч*(х) У*(0) 
lW(x) W*(0)) - - ; (4.4.68) 

которая при больших х ведет себя как 
(Ф(х) !F*(0)> ос exp (-\х\1£(Т)). (4.4.69) 

здесь §(Т) - корреляционная длина, характеризующая размер облас­
ти спадания корреляций при заданной температуре Т. 

С помощью метода оператора переноса функциональное интегри­
рование в (4.4.68) можно следующим образом свести к задаче на 
собственные значения [ 333]. Рассмотрим цепочку длины Л с N ато­
мами. Деля Л на N сегментов длины L и используя циклические гра­
ничные условия, запишем функцию распределения Z = /6,Ae~PFf ^ 
в виде 

Z = / / /dSP , e-W'*»'*'!) (4.4.70) 

/ (У,«,5Р,)=а|Уж |» + ЫУ|+1|* + с (4.4.71) 

где, как следует из граничных условий, Фы + г =Фг. Для комплексного 
поляс!^ =d(Re^)d(Im^). 

Далее мы вводим дополнительную переменную Ф[ и записываем 
Z - / d¥Y d!^ d^2 . . . dYyd^ - SY) e - ^ ^ ^ > x 

x e-W^.^-i) . # e e-ZW,.^). (4.4.72) 

Разлагая б-функцию по полному набору нормированных собственных 
(Ьункций 

W ~ *V) =ZFn*(4\f)Fn(Wx)t (4.4.73) 
п 

мы получим, что 
Z=£ / d*Y... d ^ J V W ) е -^^ ' ' ^ i _ e-MWW^). (4.4.74) 
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Это выражение может быть вычислено в явном виде, где Fn - собст­
венная функция оператора переноса 

/ d!Pi е-М^+ыР!) Fn(Wt) = e-***Fn(WM). (4.4.75) 

При этом получаем 
Z ^ £ G-{AlL)fcna (4.4.76) 

п 

В термодинамическом пределе, когда Л -• ос, величина Z определяет­
ся наименьшим собственным значением е0 . 

Аналогично с помощью собственных функций Fn можно записать 
выражение для корреляционной функции (4.4.68) в виде 

(Пх) iP*<0)> = E \{i\\ УIW е~'~1е"и\ (4.4.77) 
П 

Из (4.4.69) и (4.4.77) находим, что для больших расстояний | х | » L 
корреляционная длина определяется выражением 

кТ 
£ = £ - - , (4.4.78) 

€ 1 ~~ € 0 

где € t - наинизшее возбужденное состояние, связанное с FQ посред­
ством матричного элемента <FX\ Ф\Р0>. 

Уравнение для собственных значений для оператора переноса 
(4.4.75) можно свести к уравнению типа уравнения Шредингера следую­
щим образом. Разложим функцию F n (^) в левой части уравнения 
(4.4.75) в ряд Тейлора 

Fn{Wt) = Fn(Wl+1) + (У, - ¥м) Fu'(Wl+1) + 

+ i w - у |+1)2 *7'W+i) + - (4.4.79) 

и выполним интегрирование по Ф1. Удерживая лишь ненулевые чле­
ны низших порядков по производным, получаем 

- е-"*»***™ ]/~ (l + J JC Щ^) WM). (4.4.80) 

Записывая член с производной в показателе экспоненты, представим 
уравнение для собственных значений для оператора переноса 
(4.4.75) в виде 
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с эффективным одночастичным гамильтонианом 

1 L2 

Я - - - + а\Ф\2 + Ь \Ф\* 7" 

(4.4.81) 

(4.4.82) 
4 ft2c дТ2 

где для комплексного параметра порядка д2/дУ2 означает 
д2 __ д2 д2 _ д2 JL д_ 1 д2 

W2 = d(Re V)2 + a(im W)2 "" TyF? + Щ д \ч*\ + W\* ЗФ2 (4-4-88) 
с ^ = | ^ | е « Ф . , . . 

Для действительного параметра порядка ч* потенциал а г + ЬгА 

представлен на рис. 4.28 при двух различных температурах. В слу­
чае Т > Тс потенциал имеет единственный минимум при Ф = 0, а в 
случае Т < Тс $н имеет два минимума при*А0 = ±у\а\ /2ь. Эффек­
тивная масса в гамильтониане (4.4.82) пропорциональна Т - 2 . Таким 
образом, при низких температурах, когда эффективная масса стано­
вится большой, низшие собственные значения лежат вблизи дна потен­
циальной ямы. При этом благодаря туннелированию возникает не­
большое расщепление двух низших уровней в Н (рис. 4.28). Для дей­
ствительного параметра порядка (наполовину заполненная зона; пай-
ерлоовское искажение удваивает период решетки) получаем, что 
корреляционная длина §(Т) экспоненциально растет с уменьшением 
температуры; для комплексного параметра порядка Q(T) расходится как Т-1 

при Т -» 0 [ 117, 238]. Таким образом, в обоих случаях дальний по­
рядок устанавливается лишь при Т = О 1С 

vcn 

Рис. 4.28. Ангармонический потенциал K ( t ) = f l ^ + ^ c а^.0 при Т ^ Т 
и туннельное расщепление двух нижних уровней. Фо = [\а \ / 2Ь]1^2 и V0 -
= д2/4Ь. 
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При действительном Ф величина §(Т) обнаруживает резкий рост 
при Т = Тс / 4. Для реализации подобного поведения и в несоизмери­
мых системах (комплексная величина Ф) был предложен целый ряд 
различных механизмов (см. работу Блунка [ 50] и цитированную там 
литературу). Такое поведение находится в хорошем согласии с фак­
том установления трехмерного упорядоченного состояния в квазиод­
номерных системах из-за межцепочечного взаимодействия ([ 1171 и 
цитированные там работы). Справедливость замены (4.4.80) уравне­
нием Шредингера с гамильтонианом (4.4.82) исследовали Шнейдер и 
Столл [ 34П. 

4.4.3. Статические и динамические свойства 
несоизмеримых систем вблизи перехода 
в соизмеримую фазу 

В последние годы наблюдается рост интереса к несоизмеримым 
кристаллам, т.е. кристаллам с периодическим искажением, волновой 
вектор которого не может быть представлен как простая рациональ­
ная дробь от вектора обратной решетки. Кроме одномерных пайерлсов-
ских систем, рассмотренных в разд. 4.4.1 и 4.4.2, существуют еще 
много других систем с несоизмеримыми фазами - это двумерные 
системы с волнами зарядовой плотности, системы с волнами спино­
вой плотности, спиральные магнитные структуры, некоторые сег-
нетоэлектрики и суперионные проводники, а также некоторые тонкие 
пленки, несоизмеримые с подложкой. 

На рис. 4.27 представлено поведение, которое, вообще говоря, 
характерно для несоизмеримой структуры. В случае большой разг 
ности между двумя периодами (большая величина б) огибающая поля 
смещений в основном определяется одной фурье-гармоникой (предел 
"плоской волны"). Если, однако, эти два периода почти соизмеримы 
(малая величина б), то необходим учет высших гармоник поля сме­
щений. В результате картина смещений имеет доменный характер 
("доменный",или "солитонный",предел). В последнем случае несоиз­
меримая структура состоит из больших соизмеримых участков, раз­
деленных узкими несоизмеримыми областями (так называемыми 
несоизмеримостями), которые можно рассматривать как дефекты. 

Как будет показано ниже, несоизмеримости являются решениями 
синус-уравнения Гордона, т.е. представляют собой солитоны. При 
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фазовом переходе соизмеримость - несоизмеримость плотность со-
литонов плавно обращается в нуль, что указывает на фазовый пере­
ход второго рода (природа этого перехода еще является предметом 
дискуссий; см* работы Брюса и др. [76], Обри [ 22], Новако [284]). 
Плотность солитонов можно использовать в качестве параметра по­
рядка для этого перехода1}. 

Здесь мы рассмотрим, следуя подходу работ Покровского и Таг 
лапова [ 308], Теодору и Раиса [ 383],Горовица и др. [ 183], поведе­
ние несоизмеримой системы вблизи точки перехода соизмеримость -
несоизмеримость в модели Френкеля - Конторовой. Эта модель пред­
ставляет собой цепочку атомов, находящихся в синусоидальном по­
тенциальном поле и соединенных пружинками. Потенциальная энер­
гия системы есть 

г = тг 27 (*i+i - ъ - а)2 + VoZcos - I T */ > (4-4-84) 
L i i О 

где Xj — положение J-го атома. Первоначально данная модель была 
предложена для описания дислокаций [ 145]. Она также использова­
лась при рассмотрении систем с ВЗП [358], тонких пленок на подлож­
ках [357], суперионных материалов [41, 299], неупорядоченных сис­
тем [ 300] и т.д. Здесь мы используем эту модель для описания двух 
взаимодействующих несоизмеримых линейных подрешеток, при этом 
одна подрешетка (с периодом а) испытывает действие внешнего пе­
риодического потенциала (с периодом b)t создаваемого второй подре-
шеткой. 

Рассмотрим потенциальную энергию (4.4.84) для почти соизме­
римой ситуации. Обратимся вначале к случаю а/Ь= 1 + б (б « 1). 
Сделав преобразование переменной х/ 

Xl = lb + -А- Ф{ (4.4.85) 
LIT 

и ограничившись рассмотрением континуального предела (2ттб/= х, 
Ф; -* Ф(х)), представим потенциал (4.4.84) в виде 

"-£/Ч(£-Г+&<--« (4.4.86) 

где мы добавили также постоянное слагаемое. 
В простейших случаях несоизмеримая фаза устойчива в температурном ин-
~ < Т < Т Ь " " 

О 
тервале Т2 < Т < .Ть т,е. в переходной области "между более симметричной (неупо­
рядоченной) фазой (Т > T i ) и соизмеримой фазой (Т <чТ2) . Отметим, что излагае­
мые здесь представления о переходе соизмеримость — несоизмеримость относятся 
к переходам в соизмеримые фазы с волновым вектором, который не является так 
называемым вектором Лифшица (т. е. закон дисперсии мягкой моды в "неупоря­
доченной" фазе обладает центром инверсии) ; см. например, работу Брюса и Каули 
175]. 
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Рассмотрим теперь случай а/Ъ = 1/2 + 5(5 « 1). Запишем для 
этого потенциал (4.4.84) в форме 

2(2JT)S Е Wfi - V>i + е)2 + (<Pi — W-i - £)2] + 

где 
2я 

(4.4.87) 

(4.4.88) 

(pi = — #2/ — п21, 

2я yf = — xlM — я(2/+ 1), 

e = 2nd. 

Вводя переменные cxj = q>/ -i/rj и <ty = (щ +ф1 )/2, получаем следующее 
выражение для потенциала (4.4.87) в континуальном пределе: 

1 / Л а Ф \ 2 4Л2У0ОС . j (4.4.89) 

где мы оставили лишь главные члены (отметим, что а - малый па­
раметр). Величину а найдем, минимизируя V; в результате 

2nW0 . ^ d0 
<* — — 7 7 - sin Ф — е ——. 

уЬ1 dx 

Подставляя это выражение в (4.4.89), получаем 

Г/аФ Л2 , / я70 \2 ^tH^-ЬШ- соя2Ф - 1) 

(4.4.00) 

(4.4.9 \) 

Аналогично в общем случае а/Ъ = N/M + 5(V и М - целые числа) 
находим 

<d<t> 

dx 
= С ( dx \ № - 1V + Г(соз МФ ~ 1) (4.4.92) 

где У~^м /б2 , С -постоянная, Ф - фаза, описывающая относитель­
ное смещение атомов двух подрешеток, которая усреднена по М по­
следовательным узлам. Сравнивая потенциал пиннинга, даваемый 
вторым членом в правой части выражения (4.4.92), с (4.4.52), можно 
сделать вывод, что при описании системы ВЗП с помощью модели 
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Френкеля — Конторовой необходимо отождествить синусоидальный 
потенциал с ВЗП [358]. Отметим также, что выражение (4.4.92) и 
предложенная Макмилланом [ 264] форма функционала свободной 
энергии Ландау, который использовался им для описания перехода 
соизмеримость — несоизмеримость, совпадают. В основе выбора та­
кого вида функционала в [ 2641 лежало постулирование необходимос­
ти учитывать лишь фазовую степень свободы (т.е. предположение о 
постоянстве амплитуды, основанное на том, что энергия, связанная 
с флуктуациями амплитуды, существенно больше энергии, связан­
ной с флуктуациями фазы). 

Сделав замену МФ = ©, представим (4.4.92) в виде 

V = М 2С J dx ( ^ - МЛ - 2C(cos 0 - 1 ) (4.4.93) 

где 2£ = YM2. Чтобы найти равновесную конфигурацию системы, мы 
минимизируем потенциал V, При этом в качестве уравнения экстрема­
ли получаем не зависящее от времени синус-уравнение Гордона (урав­
нение маятника) 

d20 -г-т - С sin ( 9 - 0 , (4.4.94) ах2. 

или, что эквивалентно, 
d 

"' 2 
Wd6>\ 
2 \dx) 

2 

+ С cos 0 dx 

Решение данного уравнения хорошо известно; это 

0. (4.4.95) 

х~хо- J (A _ 2С cos в')1'2' (4.4.96) 

где х 0 и Л - постоянные интегрирования, причем А < 2£, а х0 про­
извольно. 

Решение уравнения (4.4.96) схематически представлено на 
рис. 4.29. Из этого рисунка мы видим, что А (период сазМФ как функ­
ция х) увеличивается с уменьшением А(Л > 2£). При А -• 2£ + 0 име-
ем А ->«> и © -> 0, что отвечает соизмеримой фазе. 

Величину А мы найдем, минимизируя потенциальную энергию 
системы. Для этого подставим (4.4.96) в (4.4.93) и учтем, что 
d@/dx = (А - 2£ cos ®)ц. В результате находим (см. работу Булаев-
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*>' 

}я 9 

2ж 
М 
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- - г~7 

\/ 

« - ^ 1 

г 
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Рис. 4.29. Схематический вид зависимости фазовой переменной от простран­
ственной координаты х в несоизмеримой системе вблизи перехода соизмери­
мость — несоизмеримость. Кривые 7, 2, 3 отвечают росту константы {" 
(см. текст). (Согласно [80] .) 

ского и Хомского [ 80]) 

VM2 7М* _ Г dx 

4/ dx 

2М ^ - 4С QOS в dx 

Ш —^ - 4£ cos в dx 

Л_ 
7 АХ - 4жМ - 4С 

'17 

I d0 cos в 
(А - 2£ cos в)1'2 (4.4.97) 

где Л обозначает длину цепочки. 
С помощью полных эллиптических интегралов К и Е, определен­

ных в (4.3.38) и (4.3.39), можем записать период Л и потенциал V 
в виде 

2л 
Г dO 2х 

J (A-2C cos (9)1/2 ~~ С112 ™9 

MW 
= А 

2£ cos 

2лМС112 

кК(х) + 4С • + тт 
2 #(к) 
и2 Я(и) 

(4.4.98) 

(4.4.99) 

где к = %,/(А + 2£). При х -> 1(Л -> 2^) имеем £(*)-* 1 и К(* j -> In x 
х (4/V-l ~ *2)* Используя это асимптотическое поведение, находим, 
что потенциал (4.4.99) имеет минимум при А > 2£ (реализуется струк-
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тура доменного типа), если 
С < Сс = л;2Ж2/16. (4.4.100) 

В противном случае (£ > £с) минимуму соответствует А = 2{ (соиз­
меримая структура). Переход между этими двумя фазами, вызыва­
емый изменением V0 с температурой или 5 с давлением, является 
непрерывным и при этом Л -> °°. 

Таким образом, когда периоды двух исходных структур почти 
соизмеримы, возникающие смещения в цепочке делают ее точно со­
измеримой с синусоидальным потенциалом. Область параметров (раз­
ность постоянных решетки), в которой реализуется соизмеримая 
фаза, расширяется с уменьшением силовой постоянной у цепочки и 
ростом амплитуды VQ синусоидального потенциала. Если б превос­
ходит некоторое критическое значение, то основное состояние пред­
ставляет собой статическую последовательность солитонов (домен­
ных стенок), так называемую солитонную решетку. Отметим, что в 
отличие от доменных стенок, рассмотренных в разделе 4.3.3, соли-
тонная решетка в нашем случае является основным состоянием сис­
темы, а не ее элементарными возбуждениями. 

Обратимся теперь к изучению динамического поведения фазы, 
т.е. фазовой моды, вблизи перехода соизмеримость - несоизмери­
мость. Соответствующий гамильтониан системы можно получить, 

1 /<Э®\2 
добавив в скобках уравнения (4.4.93) слагаемое —^[-—j 
(с - скорость фазона в отсутствии эффектов соизмеримости). Клас­
сическое уравнение движения при этом 

* * _ 1 * * _ С в ш в = 0 . (4.4.101) 
ах2 с2 dt2 

Будем искать решение данного уравнения в виде (см. (4.3.86)) 
®(х, 0 - 0о(х) + у>{х) еш, (4.4.102) 

где®0(х) - решение статического уравнения (4.4.94), а функция 
*А(х)егсо' предполагается малой по сравнению с®0(%). Подставляя 
(4.4.102) в (4.4.101) и удерживая лишь линейные по Ф члены, получа­
ем для Ф уравнение типа уравнения Шредингера: 

- f t ~ t c o s 0o(*) = " V (4.4.103) 
ox1 
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Это уравнение можно свести к точно решаемому уравнению Ламе 
(см., например, работу Покровского и Талапова [ 308]). Отметим, что 
потенциал в уравнении (4.4.103), £cos0o(x), периодический (рис. 4.29). 
Таким образом, используя теорему Блоха, можно записать 

ф) = eikxu(x), (4.4.104) 

где функция и{х) - периодическая с периодом А, а волновой вектор 
к лежит в первой зоне Бриллюэна — """ < k < и . 

А А 
Следующее из (4.4.103) и (4.4.104) дисперсионное соотношение 

для фазонов схематически изображено ца рис. 4.30. Спектр состоит из 
двух ветвей, разделенных щелью. Можно считать, что нижняя ветвь 
характеризует коллективное движение солитонной решетки. Рассмот­
рим, чтобы показать это, предельный случай £ -* £с , когда в систе­
ме имеется лишь один солитон. При этом (см. (4.3.6)) 

в0(х) - 4 tan-1 exp (-]/f х), (4.4.105) 

что приводит к "потенциалу" £[ 1 - 2/cosh2(x\/£)], которому отвеча­
ет связанное состояние с собственной частотой со2 = 0, соответствую-

Рис. 4.30. Схематический вид дисперсионного соотношения для фазовых мод 
в несоизмеримой системе вблизи прехода соизмеримость — несоизмери­
мость. Кривые 1-4 соответствуют уменьшению величины 5 (разности ре­
шеточных периодов) Кривая 4 отвечает 5= 0 т.е. соизмеримой фазе. Щель в 
частотном спектре появляется на волновом векторе к = 7Г/Х (X — размер 
домена). (Согласно [265] .) 
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щее "трансляционной моде"-; см., например, работу Фогеля и др. 
[ 144], а также выражения (4.3.88) и (4.3.89). Отметим, что это сос­
тояние можно рассматривать, как голдстоуновскую моду, связанную 
с нарушением непрерывной трансляционной симметрии системы из-за 
наличия солитона (ср. примечание на с. 295). 

Верхнюю ветвь дисперсионной кривой можно рассматривать как 
фазовые моды внутри соизмеримых доменов. При приближении вели­
чины I и £ с (£ > £с ) границы "зоны Бриллюэна" сдвигаются к началу 
координат. В пределе { -> £с (А -> <*> итг/А-> 0) остается лишь верхняя 
ветвь. Шель в спектре при переходе соизмеримость - несоизмери­
мость плавно обращается в нуль. 

Отметим, что изложенная выше теория - это теория среднего 
поля, т.е. она не учитывает флуктуационные эффекты. 

Рассмотренные в этом разделе явления характерны для целого 
ряда систем, таких^ как квазидвумерные системы с ВЗП, системы 
типа 2H-TaSe2 [ 142, 265, 370], квазиодномерные галогениды TTF и 
соединение Hg3 _§AsF6 с линейными цепочками ртути [ 130, 383], 
системы с "со-фазой" типа сплавов Zr -Nb [183], сегнетоэлектрики 
типа K2Se04 [25, 186], интеркалированный графит [94], квазиодно­
мерные суперионные проводники [3141, инертные газы, адсорбиро­
ванные на графитовую подложку [134, 366]. 

Физика несоизмеримых систем продолжает оставаться весьма ак­
туальной областью исследований, где постоянно обнаруживаются 
новые явления, новые материалы и новые проблемы. В заключение 
этой главы мы кратко охарактеризуем некоторые теоретические 
вопросы, привлекавшие к себе внимание в последние годы. 

Исследования перехода соизмеримость - несоизмеримость в 
дискретных решетках [23, 79] показали, что рассмотренное выше 
континуальное приближение хорошо описывает явление для случая 
слабого синусоидального потенциала (решетки или "подложки"). Дис­
кретность решетки вызывает пиннинг несоизмеримой фазы (пиннинг 
солитонов) лишь в непосредственной близости к точке перехода 
несоизмеримой фазы в соизмеримую. Однако если амплитуда синусо­
идального потенциала превосходит некоторую критическую величину 
V0

C, то солитоны пиннингуются из-за дискретности решетки и подвиж­
ная несоизмеримая фаза существовать не может. Зависимость перио­
да "адсорбата" при UQ £ 0 от значения этого периода при V0 = 0, т. е. от а в 
(4*4.84), имеет вид ступенчатой кривой (так называемая дьявольская лестни­
ца"), поскольку каждая соизмеримая фаза существует лишь в конечном интер-
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вале значений периода а. В протиюположность ситуации с V0 « FQ
C в случае 

*о > *о° "дьявольская лестница" является неполной, так как между любыми 
двумя соизмеримыми фазами имеется несоизмеримая фаза, что и 
приводит к размыванию ступенек на описанной выше кривой. 

В общем случае, когда ни адсорбат, ни подложку нельзя считать 
несжимаемыми, характер перехода соизмеримость - несоизмери­
мость оказывается очень сложным [ 100, 137]. Этот случай напомина­
ет ситуацию с "дьявольской лестницей". 

Вблизи перехода соизмеримость - несоизмеримость важную роль 
играют также квантовые и тепловые флуктуации [279, 309, 328]. 
В одномерном случае тепловые флуктуации разрушают соизмеримую 
фазу при конечных температурах, т.е. система всегда находится в 
несоизмеримой фазе. В двумерном случае соизмеримая фаза суш ест-
сует, если разность 5 двух исходных периодов в системе меньше не­
которой критической величины, которая линейно убывает с ростом 
температуры. Это подразумевает, что усиливающиеся флуктуации 
уменьшают степень соизмеримости. Тепловые флуктуации могут вы­
звать контакт между соседними доменными стенками, что ограничи­
вает возможные конфигурации доменных стенок. Они могут также ос­
лабить действие потенциала подложки и в результате существенно 
изменить модуляцию адсорбата в несоизмеримой фазе [93]. 

Интересно отметить, что все электронные состояния в несоиз­
меримой системе оказываются локализованными, если амплитуда 
синусоидального потенциала VQ превосходит некоторую критическую 
величину, при меньших же значениях VQ имеются как локализован­
ные, так и делокализованные состояния [24, 359, 362] (в отличие от 
ситуации в одномерных неупорядоченных системах, где локализова-
ны все состояния). 

Динамику решетки для одномерных несоизмеримых систем изу­
чали Ланге и Янссен [ 230]. Иоос [ 199] численными методами иссле­
довал свойства солитонов в дискретной модели Френкеля - Конторо-
вой. В качестве обзора по переходу соизмеримость - несоизмери­
мость можно рекомендовать работу Виллэна [ 407]. 



Приложение 1 
Симметрия кристаллов 
и динамическая матрица 

В этом приложении мы используем теоретико-Групповые методы для 
исследования симметрии и вырождения частот со. (4) нормальных ко­
лебаний. Эти методы позволяют разбить динамическую матрицу на диа­
гональные блоки , после чего существенно облегчаются вычисления 
любых нормальных колебаний. Предполагается, что читатель знаком 
с основами теории групп, которые изложены во многих книгах, напри­
мер в книге Вигнера [ 420] * 

П1.1. Симметрия кристаллов и группы 
Рассмотрим бесконечный кристалл или кристалл с периодическими 
граничными условиями (1.3.32). Преобразования симметрии (см. 
(1.2.19)) | S | i (S) i , обладающие свойством 

{S | t(S)) х(1к) = Sx(hc) + t(S) = x(LK), (П1 Л) 

где х(1х) есть координата атома х в элементарной ячейке I и 
t{S) - v(S) + х{т), совмещают кристалл сам с собой. Здесь S - ор­
тогональная матрица, представляющая чистое вращение (det \S\- l) 
или вращение с инверсией (det \S\ = -1); v(S) обозначает частичную 
трансляцию, связанную с S; х(т) обозначает трансляцию на вектор 
решетки. Эти преобразования образуют группу, "пространственную 
группу" Gs . Групповые свойства следуют из правила умножения для 
двух элементов 

{Si I «J {«»1 *2} = {«A i S?A + tx] (П1.2) 
и соотношения, определяющего обратный элемент, 

{S | t}-i = {S-11 -S-Щ. (П1.3) 
Операции j E\x(m)\ (E — единичная операция) образуют группу транс­
ляций GT, которая является подгруппой 6 S . Рассматривая сопряжен-
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ную к { Е | х (т)\ любую операцию из. 
{S | v(S) + х(п))~г {Е | х(т)} {S \ v{8) + х(п)) = {Е | х(т')}, (П1.4) 

где »(m#)sS~1«(/n) есть вектор решетки, легко установить, что 
группа С т оказывается замкнутой относительно сопряжения, т.е. нор­
мальной. Следовательно, группу Gs можно разбить на классы, смеж­
ные к группе GT, 

Gs = GT + {S21 t>(Sa» Or + — -HSp | V(Sp)} 6?т, (П1.5) 

т.е. получить фактор-группу GS/GT = GF , элементами которой явля­
ются классы смежности {5|v(S) \ GT. Группа GF изоморфна точеч­
ной группе Gp> определяемой правилом: во всех операциях{ S \v(S)\ 
любые трансляции надо положить равными нулю. Другими словами, 
элементами группы Gp являются вращения { S\ 0 | I. 

Вообще говоря, ни одна точка в кристалле не обладает симмет­
рией Gp , за исключением случая, когда все v(S) = 0. Частичные 
трансляции v(S) зависят от выбора начала базиса, описывающего по­
ложения атомов в ячейке Вигнера - Зейтца (*(*) в (1.2.17)). В слу­
чае несимморфной пространственной группы все v(S) Ф 0 независимо 
от выбора начала отсчета, в то время как в случае симморфной про­
странственной группы начало отсчета может быть выбрано так, что 
все v(S) = 0. Из всех 230 пространственных групп только 73 симморф-
ны. Кристалл симморфен, если базис элементарной ячейки Вигнера -
Зейтца имеет симметрию Gp. 

Все вращения, оставляющие инвариантную решетку Браве, обра­
зуют голоэдрическую группу. Если базис имеет симметрию голоэдри­
ческой группы, то точечная группа совпадает с голоэдрической груп­
пой. 

Операции симметрии, которые воспроизводят весь кристалл и ос­
тавляют точку х фиксированной, образуют узе льну ю группу G . (х) 
этой точки. 

Рассмотрим операции симметрии в Gs , для которых вращатель­
ная часть S обладает свойством (см. (1.3.49)) 

£*! = * , + * , (П1.6) 
где кг есть вектор в первой зоне Бриллюэна и К - обратный век­
тор решетки (см. (1.3.50)). Говорят, что множество этих операций 
симметрии образует" группу кг"9 Gk и Ĝ  есть подгруппа G s . 
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Фактически, используя (П1.2), (П1.6), мы находим два любых элемен-
таГЛ,|г, M^lryi ' sGki: 

{Ri | r{] (R, | rf) = {ИР, | Rpj + r j - {Rp | rp}, (Щ .7) 

где 
ОД^+Ж,, Rik1 = h1+Kf9 ] 

> ( l l l .o) 
Rfa = R&jti = JB«(fei + Kf) = fei + ** + ОД = fei +Яр, J 

т.е. { Л | rp} есть элемент в G^ . Таким образом, Gs может быть 
разбита, например, на левые классы смежности G. 

1 
Os = Okl + {Р2 ц>2} ^ + - + (P. |pj ^ , (ПК9) 

где { Р̂  | р. \ обозначают те операции в G$, вращательные элемен­
ты которых переводят кг в вектор, существенно отличающийся от 
кх (т.е. (Ш.б) не выполняется для этих операций). 

Операции 
{P'ilPib t = l , . . . , « ({Pi\Pi)^{E\0}), 

определяются условием 
Pfa^kt, г = 1,...,*. (П1.10) 

Множество векторов 4 ^ к2 , ..., ks , генерируемых условием (ШЛО), 
называют звездой вектора кг. 

Вращательные элементы С, образуют точечную группу G? , 
1 * i 

которая является подгруппой Ср . 

П1.2. Симметрия динамической матрицы и 
мультипликативное представление 

При рассмотрении трансформационных свойств динамической матри­
цы мы будем следовать работе [ 258].. Отправной точкой будет следу­
ющее выражение для динамической матрицы (см. 1.3.38): 

DaAKK' I 8к) = (МКМкГ"г Ф«АЬК> L'K') e-«*(-<*>-»(X'>). (П1.11) 
С помощью (П1.1) и используя (П1.11) мы свяжем узлы (LK), (L'K') 
с узлами (1х), (Гх') и учтем для Мк= М условие (1.2.22) и соот­
ношения 

(Sk) хЩ = Щв-ЩЬ)), (П1Л2) 
S~*x(L) = x(l) - {8 | v(S) + *(«)}-*x(K) - x(x) (П1.13) 
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(см.(Ш.З), (ШЛ)). В результате получаем 
DaAKK'\Sh)= E raai(Kx1\ky{S\v(S)-{-x(m)}) x 

« i « i ' x i * i ' 

X DaiaA^i I к) Г*-Л1'(к'*1 \кЛ$\ »(«) + х(т))), (П1.14) 
где 

Гла1(Кхг \h9{S\ v(S) + х(т))) = 
= SeeДЖ1 exp (tfe[{S | v(S) + ac(w)}-1 ав(Я) - sfo)]). (П1.15) 

В (П1.15) индексом * обозначены атомы, которые переводятся в поло­
жение К операцией симметрии {S | v (S) + х(т)\. 

Из (П1.15) легко доказывается унитарность F : 
Г^АъК \k,{S\ v(S) + x(m))) = Г*Л1(АХ \k,{S\ v(S) + x(m)}) = 
= SaaidHUl exp (-ik[{S | v(S) + x(m)} x(K) - »(«,)]) = 
= rZ{*iK I fe> I» I *>(«) + ав(ш)}). (П1.16) 

Поэтому D(Sk) и D(k) связаны унитарным преобразованием 
D(Sk) = T(fe, {8 | v(8) + »(m)}) D(fc) Г+(к, {S \ v(S) -f x(m))). (П1.17) 

Поскольку унитарное преобразование н§ изменяет собственные зна-
чения матрицы, для частот нормальных колебаний можно записать 

(of(Sk) = <о*(к), (П1.18) 

т.е. со2.(к) имеет симметрию точечной группы пространственной груп­
пы (см7. (1.3.48)). 

В дальнейшем мы обозначим через R вращательные элементы 
симметрийных преобразований пространственной группы G. . Учиты­
вая периодичность динамической матрицы 

D(k + K)=D(k), (П1.19) 
которая следует из определения (1.3.38), для операций симметрии 
{ R | v (R) + * (т)\ из (П1.17) получаем 

D(k) = Г(к, {R | v(R) + аф»)}) D(fe) Г+(/с, {R | v(R) + *(m)}), (П1.20) 

т.е. унитарные матрицы T(i, { Л | v (R) + * (т)}) коммутируют с ди­
намической матрицей. Как показано в работе [ 258], матрицы Г под­
чиняются правилу умножения 

Г(к, {Ях | v(R±) + x(mx)} {Я2 | 1>(Я2) + х(т2)}) = 
= Г(к, Шг | t ? ^ ) -f «(wj}) Г(к, {R2 | t?(H2) + х(т2)}), (П1.21) 

т.е. они дают представление с размерностью Зг (г — число атомов в 
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элементарной ячейке) группы Gk, по отношению к которой матрица 
D(k) инвариантна. По отношению к матрице D(k) матрицы Г игра­
ют точно такую же роль, какую по отношению к гамильтониану игр* 
ют операции симметрии, оставляющие его инвариантным [ 420].. Как 
и в последнем случае, свойство (П1.20) значительно облегчает реше­
ние задачи определения собственных значений динамической матрицы. 

Для дальнейшего анализа отметим, что любой элемент Gk, 
\R\ v(R) + х(т)\ может быть записан в виде 

{Я | v(R) + х(т)\ = {Е | х(т)) {Я \ v(R)}. (П1.22) 

Здесь первый член в правой части описывает чистую трансляцию на 
вектор решетки. Поскольку ехр(-Щх(т)) есть соответствующее 
представление трансляций, мы можем записать 

Г(к, {R | v(R) + x(m)}) = е-»'**<»> e~ikvlR)T(k,R). (П1.23) 

Матрицы Т(к, R), определенные в (П1.23), дают унитарное неприво­
димое мультипликативное представление с размерностью Зг для то­
чечной группы G £ . Чтобы убедиться в этом, мы используем (П1.23) 

Г(к, {Я,- | t>(R4)}) Г(к, {Я,- | v(Rf))) = 1 ( П 1 2 4 

k,H|H,)j 
Г(1е, {Я* | v(Rt)} {Я, | v{R,))) 
= е-»я»(Я,)е-«*(«(^)+»(Я|))Т(Л, » •» * • ' ' 

где 
K = Ri

1k-k. (П1.26) 
Из(П1.21), (П1.24) и (П1.25) находим 

Т(Л,Я,) T(fe,Ry) = е--«(Яг*-*)»(Я,)Т(Л, Я^Я,). (П1.27) 
Из этих уравнений следует, что матрицы Т(к, R) дают представле­
ние группы Gk . Если мы рассматриваем несимморфные группы (по 
крайней мере один v(R) Ф 0!) или значения к на поверхности зоны 
Бриллюэна, то из-за экспоненциального множителя в (П1.27) это пред­
ставление не является представлением в обычном смысле. Из-за это­
го множителя матрицы Т(к, R) образуют так называемое мультипли­
кативное представление группы GT . 

С помощью (П1.20) и (П1.25) инвариантность D(k) по отношению 
к преобразованиям пространственной группы можно записать в виде 

Щк) = Т(к, Я) D(k) Т-\к, Я) (П1.28) 
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Это уравнение или эквивалентное ему (Ш .20) могут быть использо­
ваны для определения независимых ненулевых элементов динамичес­
кой матрицы Dfi). 

П1.3. Классификация нормальных колебаний и блочная 
диагонализация динамической матрицы 

В отсутствие случайного вырождения собственные функции гамиль­
тониана, связанные с данным собственным значением, соответству­
ют неприводимому представлению по отношению к преобразованиям, 
оставляющим гамильтониан инвариантным (см., например, [420]). В 
полной аналогии собственные векторы динамической матрицы D(k), 
связанные с данным собственным значением, преобразуются по не­
приводимому представлению относительно преобразований симмет­
рии Т{к, R), определенных в (П1.24). 

Применяя операцию Т(к, R) к уравнению для собственных значе­
ний (1.3.41), получаем для каждого преобразования R из GY 

cofik) Т(к, R) e(kj) = D(k) T(k, R) e(kj), (П1.29) 

где мы использовали (П1.28). Согласно (П1.29), Т(к, R)e(kj) есть 
линейная комбинация линейно независимых собственных векторов, 
связанных с собственным значением со2. (А). Заметим, что матрица 
D(k) имеет Зг собственных значений со2. (А) для фиксированного к, 
но не все они различны. Ниже для удобства мы заменим один индекс 
/ на двойной индекс рЛ, где р нумерует различные собственные 
значения D(k) для данного к и Л = 1, 2 , . . . , е?<Р ) нумерует различ­
ные собственные векторы, связанные с собственным значением со2 (к). 
Величина d^ ) есть степень вырождения со2 (А). Теперь мы можем 
записать 

ДО) 

Т(к, R) е(ЩК) = Е 4?l(k, R) e(kQX'), (Щ .3 0) 
А ' = 1 

где Т^][(А, R) есть матричный элемент унитарного неприводимого 
мультипликативного представления размерности (Г р ' с теми же мно­
жителями, что и в представлении, дараемом T(k, R) [250]. Следова­
тельно, собственные значения и собственные векторы матрицы D(k) 
можно классифицировать с помощью неприводимого мультипликатив­
ного представления G£ . Вырождение d W дается размерностью не­
приводимого мультипликативного представления с индексом р . 
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Разложение приводимого представления с£ (даваемого Т(к, R)) 
по неприводимым представлениям т^ (к, R) производится с помо­
щью хорошо известной формулы (см. [420]). 

т(6) = ^Е Zib, R) *(*>(Л, Я)*, (П1.31) 

которая показывает, сколько раз неприводимое представление 
т^\к, R) содержится в Т(к, R). Здесь х(к, R) есть характер Т(к, R) 
и х(р^(А, R) есть характер т^р)(4, Л). Число h обозначает порядок 
G^ . Поскольку возможен случай т*р ^ > 1, то удобно ввести дополни­
тельный индекс ц = 1,2,..., т^\ нумерующий различные собствен­
ные значения, соответствующие неприводимому представлению р . Те­
перь уравнение для собственных значений (1.3.41) принимает вид 

o)2
Q(l(k) е(кдХи) = D(k) е(ЛрЛ^), 

I - 1,2 d№; /л = 1 , 2 , . . . , ш<<?> } (П1.32) 

Так называемые нормальные координаты играют важную роль в 
вычислениях динамики кристалла. Они описывают совокупность таких 
смещений атомов в элементарной ячейке, которые обладают, опреде­
ленной симметрией. Если вместо обычных декартовых координат сме­
щений атомов используются нормальные координаты, динамическая 
матрица приобретает простой блочный вид, который зачастую сущест­
венно упрощает решение задачи на собственные значения. 

Для определения нормальных координат, которые преобразуются 
под действием Т(к, R) согласно неприводимому представлению 
v^\h R)> мы определим по аналогии с хорошо известным оператором 
проектирования [ 420] оператор 

Р$,(к) = ^ Z т</Л/,,Я) 7U\ Я). (П1.33) 
Л R 

Применяя его к вектору-столбцу 4f размерности 3 г , получим величину 

^(коЛ) = Р$>(к) Чг, (П1.34) 

которая преобразуется, согласно [ 258], как 

Т(*, Я) W(koX) = E т$(1г, R) W(kQK). (П1.35) 
A ' = l 

Сравнивая (П1.35) с (П1.30), убеждаемся, что Ч*(*рЛ) преобразуется 
как e(jfcpA), т.е. вектор Ф(4рХ) должен быть линейной комбинацией 
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собственных векторов е (&рЛц): 
т<0> 

W{kQX)--= SCffiikqKiA). (П1.36) 

Симметрийные соображения не позволяют определить коэффициенты 
с . Они зависят от специфики динамической матрицы D(k). Только 
если т(р) = 1, получаем с - 1 и Ш есть точный собственный век­
тор D(k). 

Чтобы упростить динамическую матрицу мы должны найти т^ 
линейно независимых векторов, содержащихся в <Р( &рА). Можно по­
ступить, например, следующим образом [423].. В (П1.33) возьмем без 
потери общности А" = А и при соответствующем выборе векторов ¥ 
получим набор из следующих Зг векторов: 

Ра(9)(Ы) = ^ Z А'1(кЩ* ta(k, R), а = 1, 2, ..., Зг, (Щ .37) 

где % (fe, R) есть вектор столбца а матрицы 74*, Д). Из этих Зг 
векторов линейно независимые ортогональные векторы (нормальные 
координаты) ¥(&рА|д) всего их т ^ ) могут быть найдены с помо­
щью процедуры ортогонализации Шмидта. 

Векторы ¥(4рАц) обладают следующим свойством: любой мат­
ричный элемент динамической матрицы D(k), или эквивалентной мат­
рицы Т " 1 ^ , R)D(k) T(k, R), взятый между векторами Ч*(А;рАц) и 
Ч^&р'А'ц'), равен нулю, если только не выполнено условие р ' = р и 
А' = А, т.е. 

D(k | дЛ/и; Q'X'p') s E ^«Л* I kQty)* Daa> (**' | It) Фл,(х' I fte'A>') = 

x a 

1 d(P) _ 
= "^7 ^ ' ^ ' ^ *>(* I W> е'^'Ь (П1.38) 

Результат (П1.38) можно доказать, если использовать (П1.28), (П1.35) 
и ортогональность неприводимых мультипликативных представлений 

£ Т(Д>, R)* Т$к(к9 R) = ± дн'дп'дМг'' (П1.39) 

Согласно (П1.38), D(k | рАц; рАц') не зависит от А. Если построить 
унитарную матриц U(k), столбцами которой являются векторы 
ЧР(&рАц), получим 

U-Цк) D(k) U(k) = В(к), (П1.40) 
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где 
-&»(к) о о 

О 5<2Цк) О 
о 

*>(*) = (П1.41) 

л<*>(* | да') = z v.(« I М/*)* £«.'(**' Ife) vv(*' IM/O- (П1.42) 
хах'я' 

и Z)^(jfc) есть матрица mS^ x m^p .̂ Она встречается rf^P ) раз на 
диагонали D(k). Поскольку унитарное преобразование не меняет соб­
ственных значений матрицы, блочно диагональная матрица D(k) име­
ет те же самые собственные значения, что и D(k). Собственные зна­
чения D^(k) дают как раз те т^ ^ значений квадратов частот нор­
мальных колебаний неприводимого представления с номером р группы 
с £ , которые вырождены с?(р'раз. 

Отметим, что вырождение нормальных колебаний может быть свя­
зано не только с высокой размерностью неприводимых представлений 
G к , но и с симметрией относительно обращения времени [ 258] -

Примеры других применений теории групп к исследованию динами­
ки решетки читатель может найти в монографии [ 45], где исследова­
на проблема правил отбора для инфракрасного поглощения и комбина­
ционного рассеяния. Проблема определения нормальных координат ис­
следована детально в [ 169] -

Теория групп может быть использована также для изучения ди­
намики несоизмеримых кристаллов (т.е. кристаллов с периодически 
модулированными искажениями, волновой вектор которых не состав­
ляет простую рациональную часть от обратного вектора решетки, 
см. разд. 4.4). С этой целью несоизмеримый кристалл рассматрива­
ется как двухкомпонентная система, причем одна компонента описы­
вает основную структуру, а другая - деформации. Относительные дви­
жения между этими двумя компонентами описываются введением\до­
полнительных размерностей пространства. Соответствующую группу 
симметрии таких систем называют группой суперпространства, т.е. 
кристаллографической пространственной группой в пространстве с 
размерностью больше трех (максимально шесть) [193, 194, 318]. 

Примеры применения теории групп для исследования колебаний в 
твердых телах с изолированными дефектами читатель найдет в [ 257].. 



Приложение 2 
Линейный отклик электронов 
в кристалле на 
электромагнитное поле 

Мы выведем здесь основные формулы, описывающие отклик кристал­
ла на электромагнитное поле. Эти формулы нужны для построения ми­
кроскопической теории фононов (см. разд. 1.6). Рассмотрим внешнее 
электромагнитное поле (описываемое электрическим полем Е^1(т9 t) 
и магнитным полем Bext(r, t), порождаемое плотностью внешнего за­
ряда Qext(r, г) и тока / e x t(r , t) соответственно. При этом положим, 
что внешнее поле индуцирует в среде (кристалле) плотности заряда 
e ind(r, t) и тока / i n d(r , t), которые, со своей стороны, являются ис-
точнжами электромагнитного поля Е ind и Bind(r, t). 

Внутреннее поле в кристалле 
J№*(r, *) = E**(r, t) + №<*(г, О, (П2.1) 

Blnt(r> t) = Be*t(r, t) + В^(Г, t) (П2.2) 

удовлетворяет уравнениям Максвелла 
plaint = 4я{еех1 + gind} 9 Pfiint = О, (П2.3) , (П2.4) 

1 1 • 4л; 
V x E™ = - -i- Bln*, F X B i n t = — E i n t + — {j e x t + j indt 

с с с 
(П2.5),(П2.6) 

Полное микроскопическое поле в среде Я"**^, t), дт1СГ (г, t) явля­
ется суммой внутреннего поля Е1ТЛ(г, t), Bint(r, t) и равновесного 
поля Eeq(r), Beq{r), которое существует в кристалле в отсутствие 
внешнего поля. Если предположить отсутствие постоянного магнитно­
го момента в системе, то Beq(r ) исчезает. Поле £eq(r) порождается 
равновесной плотностью заряда ^ ( г ) . Из соображений нейтральнос­
ти следует, что среднее значение по объему элементарной ячейки от 
величин дщ(т) и £ e q ( r ) обращается в нуль. 
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Чтобы получить замкнутую систему уравнений для внутреннего 
электромагнитного поля, мы должны дополнить (П2.3) - (П2.6) урав­
нениями, связывающими /ind и e i n d с внутренним электромагнитным 
полем 

jind(n t) = j at' j dr'«r(r, r', t -1') m^(v\ t'), (П2.7) 
— oo 

где а — не зависящая от поля величина, называемая микроскопи­
ческим тензором проводимости. Соответствующее соотношение для 
Q ind может быть получено, из (П2.7) с помощью уравнения непрерыв­
ности. Взяв преобразование Фурье от (П2.7), получаем 

jin<Hg, со) - £ o(q, q\ со) E™(q'y со). (П2.8) 

При выводе (П2.8) мы учитываем тот факт, что преобразование 
Фурье величины A (r9 t) имеет вид 

00 

Л(г, t) = j E j J-- е«мг—о A(q, ш), (П3.9) 
— OO 

0 0 

Мч>OJ) = jar fdt e-««*-««u(r,t), (П2.10) 
V - o o 

где V - объем примитивной ячейки. Для кристалла V - параллелепи­
пед, грани которого определяются векторами L а , La La~ (см. 
разд. 1.3), а волновой вектор q дается равенством 

77) Yft WL 

Ч = -~ ьг + -f; ьг + -—• Ь3, w4 - целое число (* = 1,2,3), (П2.11) 
где 4̂  (* = 1, 2, 3) - единичные векторы обратной решетки. Соотно­
шения (П2.9), (П2.10) легко проверить с помощью условий ортогональ­
ности и полноты для плоских волн 

±fdre**-*» = df9. (П2.12) 

-L £ e»'«<*-*'> = д(г - г'). (П2.13) 

При выводе (П2.8) мы также использовали 
*(g, q', <») ~ ~ Г Г dr dr' Г d(e - о <*(r, r', * - *') e-«(«*-«v-«»<«--«'>). 

F (П2.14) 

22-297 
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Трансляционная симметрия кристалла подразумевает, что 
o(r, *", t-t') = o(r + х(1)9 г' + x(l), t - t') (П2 Л 5) 

(х(1)) — вектор решетки), а значит, фурье-образ такого тензора от­
клика, как o(q, q', со), не равен нулю лишь в том случае, когда q 
и q' отличаются на вектор обратной решетки. Таким образом, мы 
имеем 

*(Я> Ч> а>) = о(к + Я, к + Я', w), (П2.16) 

где ifc - вектор, ограниченный первой зоной Бриллюэна, а X и К* — 
векторы обратной решетки. В дальнейшем мы будем использовать 
обозначения q = к + К, q' - к + К'. 

Как уже отмечалось в разд. 1.5, при исследовании электродина­
мики кристалла макроскопические величины получаются при усредне­
нии соответствующих микроскопических величин по объему элемен­
тарной ячейки, что эквивалентно пренебрежению всех фурье-компо-
нент с K't 0. 

Для слабых полей плотность индуцированного тока связана с пол­
ным полем Е с помощью макроскопического тензора проводимости: 

/tad(fc, со) = cjM(fc, со) Е(к, со). (П2 Л 7 ) 

Усредняя (П2.8), мы получаем 
j i n d ( fc , со) = £ о(к, к + Я , со) JEi*t(fc + Я , со). (П2 Л 8) 

К' 

Если пренебречь поправками на локальное поле (т.е. заменить дейст­
вующее внутреннее поле на его среднее значение) и учесть, что мак­
роскопическое электрическое поле дается средним значением Еint, 
так как среднее значение £ е ч обращается в нуль, то из (П2Л7), (П2.18 
следует 

оЩк, со) = в(к, fe, со). (П2.19) 
Поправки на локальное поле могут быть учтены, если выразить 

фурье-компоненты Е ш(к + К' , со) через Е(к, со). Для этого пере­
пишем (П2.5) и (П2.6) в виде 

JEi*t(g, со) = __ 1^1 К ( д , со) yext (g , о,) + jind(g, <»)] , (П2.20) 
со 

а соответствующие уравнения для внешнего поля - в виде 

E**4q, ш) = - ^ 1 Я(д, СО) jext(q, ш ) . (П2.21) 
со ' 
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Величина К(д, со) - тензор, определяемый равенством (1.5.40), и 
здесь мы воспользовались той же самой процедурой, что и в разд. 1.5 
при выводе (1.5.39) из (1.5.31), (1.5.32). Подставляя (П2.21) и (П2.8) 
в (П2.20), имеем 

EF*(q, со) = Е ®~4q, q', со) E**(q', со), (П2.22) 

где ©-1 - тензор, обратный величине 

в(д, q', со) = — K(q, со) a(q, q'9 со) + dqql, (П2.23) 

определяемой уравнением 
Е *-x(g. q"> со) *(д", q', со) = dqql. (П2.24) 

Используя равенство (П2.22) дважды и учитывая, что 2?ext является 
макроскопической величиной, из (П2.17) и (П2.18) мы получаем 

аЩк, со) = Е в(к, к+К,со) 0-Цк + К, к, со) [GM(fc, к, со)]-1. (П2.25) 

Это выражение формально учитывает поправки на локальное поле. 
Введем теперь два других тензора отклика 

jind(g, (0) = £ 5(q9 q'9 со) E**(q'9 со), (П2.28) 
ч' 

j«Kg, со) = - - p . E T{q, q9 со) E**(q'9 со). (П2.27) 
4т q* 

Тензор <Г называется микроскопическим тензором внешней проводи­
мости. Чтобы получить соотношение между а, <Г и Т , подставим 
(П2.27) и (П2.8) в (П2.20), что приводит к равенству 

T(q,q, со) = — a(q, q'9 со) + dqq>K~i(q9 со), (П2.28) 
со 

а с помощью (П2.23) - к равенству 
T(q, q, со) = K\q9 со) ®(q9 qt со). (П2.29) 

Соотношение между Г и У можно получить, используя (П2.27), (П2.20), 
(П2.£1)и(П2.26): 

— 5(q9 q9 со) = dqq>K~\q9 со) - K+(q9 со) T~\q9 q9 со) K~4q'9 со). (П2.30) 

Таким образом, о и Т могут быть сведены к <Г. 
Выведем сейчас способ вычисления а с помощью теории линей­

ного отклика. С этой целью рассмотрим индуцированную плотность 
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тока, которая дается выражением 
jind(r, t) - SP До) J(r, 0}. (П2.31) 

Здесь Q (t) - статистический оператор кристалла в присутствии внеш­
него электромагнитного поля. Он удовлетворяет уравнению движения 

$ = j t t , J f ] , (П2.32) 

где К — гамильтониан кристалла во внешнем поле; / (г, t) - оператор 
плотности тока во внешнем поле: 

J(r, о = j(r) - — е(г) лехЧг, 0, (П2.33) 

где е — заряд электрона, т — масса, а с - скорость света; /<г) -
оператор плотности тока в отсутствие поля 

№=^-г{рп,д(г-гп)} (П2.34) 

(р , г — операторы импульса и координаты и-го электрона соответ­
ственно); Q (г) - оператор плотности заряда 

9(г) = еГд(г-гп), (П2,35) 
» 

a 4ext(r, г) - вектор-потенциал внешнего электромагнитного поля. 
Используя кулоновскую калибровку (обращающую в нуль скалярный 
потенциал), которая и будет использована в дальнейшем, мы имеем 

е 
A e x t ( r , t) = - С / d * ' £ e x t ( r > Г ) . ( П 2 . 3 6 ) 

— оо 

Чтобы решить уравнение (П2.32), разобьем К следгющим образом: 

Ж(*) = # + #'('), (П2.37) 
где Н - гамильтониан кристалла, а # ' ( 0 - малая поправка, описыва­
ющая взаимодействие кристалла с внешним полем. Предполагается, 
что Н' включается адиабатически при t -*-<». Мы имеем 

$(*)^$о+ &('), (П2.38) 

где IL^C*/')0 " равновесный статистический оператор, a QX~H' -
поправка первого порядка, удовлетворяющая уравнению 

01 = у [£о,#1+ {-&,#]• (П2.39) 

Это уравнение легко решить, используя представление взаимодействия 
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Q х = ехр (— Ht )1>l ехр (—l— Ht). В результате находим 
% 

г Г \ тЩГ-t) *я(*'-«1 
№=Qo + у / d^Uo,e* Я'(Г)е * J. 

— 00 

Оператор взаимодействия Ц' дается выражением 

H'v = £lz[(p»-iA^r»'t))2-p& 
~ Г dr j(r) А*Щг, t), 

(П2.40) 

(П2.41) 

где в последней строке оставлены только члены, линейные по полю. 
Подставляя (П2.33), (П2.36), (П2.40) и (П2.41) в (П2.31), мы по-

лучаем 
t 

jind(r, t) = ~ ШГ)) f dt'E<*t{r, t') + m " J 
— oo 

t V 

+ j - Г d*' f dr f dr'([j(r, t),j(r', t')])E**(r', i"). (П2.42) 

Здесь 
- 0 0 — 0 0 

j(r,*) = e* j(r)e * > (П2.43) 
a 

<..-> = Sp &,...} (П2.44) 
означает термодинамическое среднее в состоянии равновесия. Учи­
тывая, что р м dt' / ^ At" = f^it" ff..dt', и взяв преобразо­
вание Фурье от (П2.42), находим 

o(q, q\ ft)). = —%— I — —• <e(g - g')> 1 - X(q> q', o> + fe) L e -> -f 0. 
w + t e l m к I 

(П2.45) 
Здесь х(?> Ч f °°)"" фурье-ббраз тензора отклика плотность тока — 
плотность тока 

х->{*> г>') = у *(*> Ш*.' ) . v(*", 0)]), (П2в4б) 

где 9 (t) - функция Хевисайда 

<9(^= I1 при * ^ о . (П2.47) 
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Кроме того, 
Q(q) = * Z *-*«** (П2.48) 

является фурье-образом оператора плотности заряда (П2.35). 
Фурье-образ функции отклика плотность заряда - плотность за­

ряда 
Хв(г, r\ t) = j S(t) ([Q(V, t), Q(r>, 0)]), (П2.49) 

где зависимость величины q{ry t) от времени t понимается, как и 
в (П2.43), связан с величиной х соотношением 

27 шля. q> <») ?'«- = — тг tetaf - «')> т' + в>*х8(я> q'>«>) • (П2.50) 
оса' ш " 

Это можно легко показать, дважды применив уравнение непрерыв­
ности и заменив оператор плотности тока (появляющийся в х) на опе­
ратор плотности заряда. 

Введем теперь тензор х с помощью равенства 

^^q/^)--^[±^r(Q(q-q/))l-m>q,^)l *->+0,(П2.51) со -+- ге \т V J 

а функцию поляризуемости X р - с помощью 

L </«*«<*<(?, q> о>) Яа' = — -77 Ш - q')) qq' + a>%(q, q', a>). (П2.52) 

Ниже мы дадим точное выражение для x и х в приближении Хартри. 
Из (П2.51) и (П2.52) получаем Q 

Е ЯА.'(д. q'> <*>) sv = -*o>ie(g, q', a>), (П2.53) 
аа' 

Определяя микроскопический тензор диэлектрической проницаемости 
(ДП) с в виде 

4:711 
e(q,q'> «>) = 6qql + — a(q,q\ со) , (П2.54) 

а матрицу ДП как 
*(q, </'» со) = £ toM'(q, q'> (о) $'«< (П2.55) 

а а' 

(£ = ч/\ f i b имеем 
<q, q'> со) = <W + г т р г &>(</, £> w) • (П2 .56) 

Если поля предполагаются продольными, то их можно выразить че-
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рез скалярные потенциалы 
EM(q, со) = -iq<pint{qf w). (П2.57) 

С помощью (П2.57), (П2.8), уравнения непрерывности cogin<1(g, co) = 
= qjivd{q, со) и (П2.53) получаем 

QMiq,со) = - ЕШ>я>^ <Plnt(<r'>о>)• (П2.58) 
9' 

Используя уравнение Пуассона 
4я» 

<p*(q, со) = — е*"1(д, со) (П2.59) 
и 

(pM(q, со) = y«t(g, о,) + yind(g, со), (П2.60) 

где fe t и flnd - скалярные потенциалы Eext и J?ind соответствен­
но, из (П2.58) и (П2.56) мы имеем 

фыць + К,со) = Е ~ 4 - ¥ г €-1(Л + Я, 1е + Я' , со) <p*xt(fc + Я', со), 
к' |fe + К| 

(П2.61) 
где б""1 — матрица, обратная € (П2.56). 

С другой стороны, мы получим (П2.61), где 

€-i(g, g', со) = <W - ^ ~ j x,(g, g',«), (П2.62) 

если проведем ту же процедуру, начиная с равенства 
E***{q, со) = -iq<p™t{q, со) (П2.63) 

и используя (П2.26), уравнение непрерывности, (П2.45), (П2.50), урав­
нение Пуассона и (П2.60). 

В однородной и изотропной среде макроскопический тензор ДП 

е(к, (о) = 1 + — я(к, со) (П2.64) 
со 

имеет вид 
Ф, со) = it(fc) €t(fc, со) + ix(k) ̂ (fc, со), (П2.65) 

где 6 t и 6j - макроскопические поперечная и продольная ДП соот­
ветственно, причем эти величины являются скалярами. Заметим, что 
при к -> 0 выражение (П2.65) справедливо для любого направления 
распространения в кубических кристаллах, но, вообще говоря, оно не 
справедливо для случая кристаллов с более низкой симметрией. 

Соотношение между макроскопическим продольным электричес­
ким полем Е{к,сх>) = - 1к$(к, со) и макроскопической продольной ин-
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дукцией D(k, со) = -ikyy* w ) имеет вид 

qP*(k, со) = €l(fc, со) <р(к, со), Щ2.66) 

где мы использовали 
Ъ(к, со) = £ йлемф9 со) £в,. (П2.67) 

Но, когда мы усредняли (П2.61) и использовали то, что «р6* являет­
ся макроскопической величиной, т.е. брали К = К' = 0, мы получали, 
что для среднего внутреннего потенциала 

?(1в, со) = г-ЦЛ, 1е, со) <р***(к, со). (П2.68) 

Сравнивая (П2.66) и (П2.68), находим 
€Х(к, со) = [€-i(k9 к, со)Г1. (П2.69) 

Если мы пренебрежем поправками на локальиое поле, т.е. положим 
Хр(4 + К, к + К', со)я?б^^*Хп(* + ^ it + К, со), то мы будем иметь 
[ е - Ч * , к, u)]-l= elk * ,w) ,T.e .6 1 (* ,co)=e( f t , А, со). 

Вычислим теперь х и Хл с учетом электрон-электронного взаи­
модействия в приближении самосогласованного поля (СХИ) или в прибли­
жении хаотических фаз (ПХФ) соответственно (см. [ 68, 69] и ссылки 
там). В этом приближении мы разобьем гамильтониан К кристалла 
во внешнем поле на 

ЯССП = Z Н0(Рп,гп) == Е ( § £ + Рв(гя)) (П2.70) 
и 

t 
яссп{t) в / d r / drj(r) £lnt(t% n ' < ш л г> 

о 

ten о п и с ы в а е т взаимодействующие электроны в потенциале VQ , 
который состоит из потенциала ионов и самосогласованного потенци­
ала, создаваемого электронами в отсутствие поля; Н £ С П , который 
состоит из гамильтониана взаимодействия Я ' (П2.41) и поля, вызы­
ваемого изменением самосогласованного потенциала, описывает вза­
имодействие электронов с Е1ТЛ и, таким образом, учитывает часть 
электрон-электронного взаимодействия посредством 25*™*. 

В приближении ССП величины х и х соответственно даются 
выражениями (П2.46) и (П2.49), если в них Я заменить на # с с п . 
Чтобы вычислить следы, входящие в эти выражения, воспользуемся 
блоховским представлением, определяемым посредством 

H0\kv) = Ehv\kv) (П2.72) 
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(v - индекс зоны), и статическим оператором 
&> = Ия°-"> + I]-1 (П2.73) 

с 
Q0\kv) = f0(Ekv)\kv), (П2.74) 

где 
UEkv) = [е№»~ю + I]-1 (П2.75) 

есть функция распределения Ферми. Здесь р = 1 /к Т, а ц - химичес­
кий потенциал, определяемый с помощью равенства 2^ f Q(Ek )= п 

(п — полное число электронов в кристалле). Таким образом, получаем 

С?(Я> Ч> "> = - ( ^ ) 2 у g <*»l <e'g'r> VA l*V> (k'v'\ |e-*«n\ />ft} \kv) x 
leV 

U(Ek>v>) - f0(Ekv) 
Ekv> — Ekv + h(a> + ie)' 

e2 

e - > + 0 , (П2.78) 

If ( « » g » = 27 <*»! e*« r !#«V> <feV| е-»** \kv) x 
fcV 

x / , № v ) ~ /o№») + 0 m 2 7 7 , 

и 
<C(« - 9 /)>ccn = e 27 W W <lnr| e - « « - « > |fcv). (П2.78) 

Сейчас мы выведем правила сумм, связывающие функцию откли­
ка плотности заряда, ионный потенциал и среднюю плотность электри­
ческого заряда. С этой целью подвергнем кристалл, атомы которого 
смещены на и(1х) из положений равновесия, бесконечно малому сдви­
гу v как жесткого целого. Соответствующий оператор трансляции 
Тр преобразует гамильтониан И электронов в поле ионов V-

VAr) = Е Мг ~ ж№ ~ *(*> - "<!*))> (П2.79) 
ы 

которое является суммой вкладов vK отдельных ионов, следующим 
образом: 

т„НТ? = н + Н', (П2.80) 
где 

Я' = Е [Vi(rn + v) - Vfa)] ~ ZWrnVi(rn) = 
и n 

= -V Eщщ(-ч) е-»9И)+*(х)+«(ыЬх(д). (П2.81) 
eV Ixq 
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Подставляя тождество Т"^ Т =. 1 в выражение для < p(q)> 
(см. (П2.44)) и используя инвариантность операции взятия следа от­
носительно циклической перестановки операторов, получаем 

<е(д)> = SP ш я + я') <?(?)} е-««*>, (П2.82) 

где мы учли, что 

2>(д) т*1 = e-«e*e(g). (П2.83) 

Используя в качестве р статистический оператор Гиббса 

§0 = e - ^ - ^ ) / S p { e - ^ - ^ > } (П2.84) 

Л 
(N - оператор числа частиц) и приближенное равенство 

з-М + В) ~ е-Л 
1 

J 
о 

1 - /(Ме^Бе-'М (П2.85) 

где 5 - оператор, малый по сравнению с А , получаем в (П2.82) член, 
линейный по v, 

-eq(Q(q)) = -±- £ [ сЦе(-д') [e-^-,hQ(q) енн~^) _ <e(g)>]) x 

О 

= 27*в(д,«Г, « = OJg'e-VfXO + ̂  + iKW^g'). (П2.86) 
Чтобы получить последнюю строку равенства (П2.86), необходимо сде­
лать замену в первой строке переменной интегрирования it\- t и 
учесть, что в комплексной г- плоскости интеграл от 0 до i%$ можно 
заменить на разность интегралов от 0 до «> и от iftB до i%$ + °о. 
Далее, необходимо учесть использовать равенство [ /V, p(q)] F 0 (бо­
лее детально см., например, [ бб]). 

Когда и{1к) = 0 для идеального кристалла (при q' = к + К' и 
q = к + К и с помощью (1.3.65)), мы получаем из (П2.86) так назы­
ваемые правила сумм Китинга 

N Е Хв(К> К> 0) К е- »*'*<*> = -еК(д(К)). (П2.87) 
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Для малых и(1х) мы получаем (при q = к + К), что основной 
вклад в сумму по q' в (П2.86) вносят члены с q'&к + К'. Таким об­
разом, мы находим из (П2.86) в пределе к -* 0, и(/*) -> 0 так называ­
емые акустические правила сумм 

lim Ш£ z9(q,q',0)g'e-**'*<*>t>x(g') + eg(e(K))l = О (П2.88) 

Обзор современного состояния теории матрицы ДП читатель мо­
жет найти в работе [ 120] (см. также [ 87] и ссылки там). 



Приложение 3 
Экспериментальные данные 

П3.1. Взаимодействие фононов с инфракрасным излучением 
Рассмотрим систему, состоящую из электронов и ионов, которая вза­
имодействует с полем электромагнитной плоской волны. Если выбрать 
лоренцевскую калибровку и скалярный потенциал, равный нулю: 

РЛ = о, ? = о (П3.1) 

(А — векторный потенциал, <р — скалярный потенциал), то взаимодей­
ствие излучения с электронами и ионами будет описываться гамиль­
тонианом 

Я'(*) = — - ЕА&рт—ъ - -§- 27Лве«<«*|—«Р„ (П3.2) 
7ПС j Ш.С i 

где мы учитывали только линейный по полю член. Здесь г. 9 р. обо­
значает соответственно положение и импульс электронов, a R,, R -
соответствующие характеристики ионов; е, т - заряд и масса элек­
трона, a Z, М - заряд и масса иона; к - волновой вектор, а со - час­
тота электромагнитной волны с амплитудой А векторного потенци­
ала. 

Предполагая, что электроны системы строго локализованы в уз­
лах расположения ионов, заменяем в (П3.2) г. на Я, , а индекс / в 
электронных переменных на / . В этом случае Н' принимает вид 

WW = -L 2;л0е««««—о i-Pl + 2?Р\. (ПЗ.З) 
с i \т М J ' 

Введем оператор дипольного момента 
Pj^ef-i + ZAL (П3.4) 

Тогда запишем 

^ " ' + |-Р '=¥'" = Т [ Я , / " ] ' (П3.5) 
где Н - гамильтониан электрон-ионной системы. С помощью завися-
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щей от времени теории возмущений находим вероятность перехода 
(под действием //*) W{ ^ f для перехода из начального состояния ф. 
в конечное Ф{ 

где 
Мп = т Е (~) eiqRlAo ( f Pi + § p<) lyi>- (ПЗ-7) 

Здесь Е.9 Ei - собственные значения энергии f/ соответственно для 
состояний «Д. и ф{ . Используя (П3.5), запишем Mfi в следующем 
виде: 

•#п = т № - ^i) 4о — Г e**«<?pf| Л |!Р,>. (П3.8) 
Л С f х 

В (П3.8) мы выражаем Ф{ и ^. при помощи адиабатических волно­
вых функций (см. (1.1.10)) и предполагаем, что эти функции представ­
ляют собой точные собственные функции Н. Поскольку инфракрасное 
поглощение не изменяет электронных состояний, имеем 

Щг9П) = Xnv(R) v»(r,R), | ( П З g ) 
!Ff(r, Я) =*,•(«) *.(*.*). J 

Этим состояниям соответствуют энергии Е и Е 9 (использован­
ные здесь обозначения согласуются с обозначениями разд. 1.1). С 
помощью (П3.9) получаем из (П3.8) 

Мп = 4 №..' - Env) Ао — [ ЛК^(Н) М(Я, «) *П1,(Я), (П3.10) 
где 

М(Я, д) - 2 eiqR'° J dry>,*(r, Я) /*,(*•, Я) уя(г, Л) (П3.11) 

представляет собой "сфазированный" дипольный момент. В этих вы­
ражениях fdR и fdr подразумевают интегрирование соответственно 
по всем электронным и ионным координатам. В (П3.11) R? — равно­
весное положение Z-ro иона (предположение о малых смещениях ио­
нов относительно равновесных положений). Отметим, что дипольный 
момент (П3.11) зависит от ионных координат через ц, и электрон­
ные функции фп (г, R). Эта последняя зависимость является прояв­
лением деформируемости электронных атомных облаков. 

Прежде чем приступить к обсуждению других вопросов, рассмот­
рим некоторые аспекты вывода выражений (П3.10) и (П3.11). Вводя 
параметр малости в адиабатической теории к = (m/М)'* (см. разд. 1.1), 
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мы видим, что первый член в правой части (П3.2) пропорционален и0, 
а второй член пропорционален и3 . Оказывается, однако, что вклад 
нулевого порядка в дипольный момент исчезает, а первый член в пра­
вой части (П3.2) также дает вклад в дипольный момент, пропорцио­
нальный къ (см. [410])., Кроме того, предположение, используемое в 
(ПЗ.З), о том, что электронные орбитали полностью определяются поло­
жением иона, выполняется, строго говоря, только в том случае, если 
эти орбитали характеризуются лишь относительным положением иона 
и электрона. Однако, когда положение орбитали зависит более, чем 
от одного иона, реализуется иная ситуация. Обычно в (ПЗЛ1) полага­
ют <7~0 , т.е. считают, что размер системы всегда меньше длины 
волны излучения. Для простоты мы в дальнейшем также используем 
это предположение. 

На основании уравнения 

Е^-^Л, (П3.12) 

где Е - электрическое поле, видно, что вероятность перехода, опре­
деляемая (П3.10), (П3.11), 

Wi-t = ^ 27 \<ХпАВ)\ ~ А*м \Znv(R))\2 d(Kv> - Kv - Ао>), (П3.13) л t/ c 

может быть также получена в предположении, что взаимодействие из­
лучения с колебаниями решетки описывается гамильтонианом 

H'(t) - -ME(t) - -MJE0e-'«'-^i, в -> +0, , (П3.14) 
где М = M(R, 0) и где в последнем выражении предполагается, что 
электрическое поле адиабатически включается при t -> -<*>. Для сла­
бого поля излучения получаем диэлектрическую проницаемость х '(со), 
мнимая часть которой описывает инфракрасное поглощение в рамках 
теории линейного отклика (см. (П2.40)). Тогда для индуцированного 
полем изменения электрического дипольного момента находим 

АМ^{М) - <М>0 - -—• С dt'0(t - П <[Л-/(<), «'(«')]>.. (П3.15) 

где 
<...>а=ТгМЯ...|/Тг{е-^, fi = -jfi- (П3.16) 

Здесь И - гамильтониан колебательной системы, a M(t) и N'(t) обо­
значают соответственно М и Н' в представлении взаимодействия 
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М(*) = е* Me * . (ПЗЛ7) 
Используя (П3.14), после простых преобразований получаем из (ПЗЛ5) 

AM = Г*ИЯве--«+««, (ПЗЛ8) 
где 

оо 

х*А<о) = — £ - / л ( - у ) @М <[•"•№• ж»' (0) ] ) е '°"~" (П3.19) 
— с» 

представляет собой электронную восприимчивость, а V - объем сис­
темы. Для кубической системы хаа» = б а а . х а а » a коэффициент 
поглощения а (со) определяется следующим выражением: 

«(со) =-- - ^ Im * а о » , (П3.20) 

где с ' — скорость света в среде. Отметим, что (П3.20)можно полу­
чить непосредственно из (ПЗЛЗ), представив 6-функццю в виде интег­
рала и используя свойство полноты колебательных функций xnv • 

U можно разложить в степенной ряд по смещениям 
и{1) =Я, -Я , 0 (П3.21) 

следующим образом: 

мл --•= м™ + Е м^{1) ufi) + ~ Е MtyrW) 4p{i)ur,(V) -У •••• (П3.22) 

Если учесть лишь линейный член в уравнениии (П3.22), то из (П3.19) 
видно, что в этом случае поглощение описывается гриновской функ­
цией смещений (см. разд. 2.1.3). 

За более полной информацией о теории инфракрасных колебатель­
ных спектров (особенно относительно применения теории групп для 
анализа правила отбора в кристаллах) мы отсылаем читателя к рабо­
те Бирмана [45] (в частности, несоизмеримые системы рассмотрены 
в работе [318]). 

П3.2. Комбинационное рассеяние на фононах 
Рассмотрим конечный кристалл, на который падает свет. Свет инду­
цирует в кристалле заряд и плотность тока, которые в свою очередь 
являются источниками электромагнитного поля E(r,t), B(r, t) (обо­
значенного в приложении 2 как Emd(r, t), Bind(r, t). Излучение крис-
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талла определяется средним значением вектора Пойнтинга1 ' 
с S(r, 0 = 7" <^(г>') х В{?> *>> • (ПЗ .23) 

При выборе лоренцевской калибровки и нулевого скалярного по­
тенциала (см. (П3.1)) векторный потенциал удовлетворяет уравнению 

АА{г, 0 - 4 Л^ 0 = " - №> *>• <ПЗ-24) 
cz с 

где / ( г , *) - плотность тока, индуцированная падающим светом. Ре­
шение уравнения (П3.24) можно записать в следующем виде: 

Л ( г , t) = j f dr'j lr>, t - \LZ-Tl\l\r _ Г'|. (П3.25) 

Если предположить, что расстояние между кристаллом и детектором 
велико, т . е . | г | >> | г'\ (начало векторов г, т0 лежит внутри крис­
талла), то (П3.25) приближенно запишем как 

Л (г, t) « - ^ Г dr'j(r', * - |г - г'|/с) (П3.26) 

или после фурье-преобразования по временной переменной (см. (П2.10)) 

A(r9 a>s) = ~ j i - Г dr' Г d* e^«+]r-r'|/c)j(r', *). (П3.27) 
— oo 

Согласно (П3.27), вдали от кристалла поле Л(г, со^) приближенно мож­
но рассматривать как плоскую волну с волновым вектором 
q = ns , где » s = г / | г | (приближение волновой зоны). В этом 

с 

приближении (| г | » | г ' |, | q \\ г | << 1) с помощью уравнений Макс­
велла получаем (см. (П2.3) - (П2.6), отметим, что снаружи кристалла 
У (г, О = 0 ) 

Е{г9 «„) = -i^*n,xfн,х 4(г , ш5)], (П3.28) 
с 

При получении сечения комбинационного рассеяния мы использовали 
здесь подход Зндерлайна и др. [ 131 ]-• Отметим, что в этой работе рассеяние 
света и другие явления вторичного излучения связываются со статистичес­
кими флуктуациями ДЯ (г, <) = E(r, t) - < Е(г, «)>', Д В ( г , *) = B(r, t) 
- < B(r, t)>. Поэтому в данной работе эти флуктуации включены в часть 
вектора Пойнтинга, которая определяет рассеяние. 

file:///LZ-Tl/l/r
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В(Г, со,) = г 25 ns X Л (г, cos). (П3.29) 

В экспериментах наблюдается усредненная по времени величина S(r, t): 
r/2 oo 

S(r) = - - Г diS(r, 0 = Г cUo^r, c»,)f (П3.30) 

- т / 2 О 

где т — время наблюдения, 
oo 

С 1 /* 
S(r , coe) = — - - j / da>s'r)x(co8 - со/) x 

x(P(r,fl)l)xB(r,fl)lnB(r,(ojxB*(r,e,;)) , (П3.31) 

r}x(a>) = (sin (сог/2))/(сот/2). (П3.32) 

Здесь во втором выражении (ПЗ.ЗО) был опущен член, пропорциональ­
ный лт(со5 + о/), поскольку он точно обращается в нуль в пределе 
т -> оо . Подставляя Е, В из (П3.28), (П3.29) в (П3.31), получаем в пре­
деле * -><*>, что вклад S(r, со5 , в5 ) в S(r, со,), который соответст­
вует определенному направлению поляризации электрического поля 
Ees [ ns и соответствующему направлению поляризации es х ns маг­
нитного поля В, равен 

оо 

S(r, ш8, е8) = — — —• -Pf- I dco/co5co/*7r(coe - со/) х 
(2я)3 с3 |r |2 J 

о 
оо оо 

х / dr" J dr' / d r / dt' e*l»*"-0-g.(r"-f >] <(ej(r', *')) (ej(r", *")>• (ПЗ.ЗЗ) 
— oo —oo 

При выводе (ПЗ.ЗЗ) мы использовали приближение (cos/c ) | г - г ' | » 
«(cos/c)| r | - r ' g s , которое выполняется, если длина корреляции для 
корреляционной функции ток - ток в (ПЗ.ЗЗ) меньше размера кристалла. 

Согласно Эндерлайну и др. [131], /(г, г) в (ПЗ.ЗЗ) рассматри­
вается теперь как квантовомеханический оператор, ^ угловые скобки 
соответственно как квантовое статистическое усреднение с гиббсов-
ским статистическим оператором (см. (П2.84)). 

Плотности тока в (ПЗ.ЗЗ) индуцированы внешнем полем Aext. Здесь 
мы вычисляем плотность тока в линейном по Acxt приближении. Отме­
тим, что при вычислении среднего значения по ансамблю от любого опе­
ратора О (см. (П2.31)) временная зависимость статистического опера-

*d-*y7 
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тора р может быть включена в О. Для этого запишем 
№ = U(t, -оо) §„£/+(*, - о о ) , (П3.34) 

где р0 - равновесный статистический оператор, a U{t9 -«^-опе­
ратор временной эволюции. Предполагается, что внешнее поле адиа­
батически включается при г -* —». Среднее по ансамблю от операто­
ра О можно записать в следующем виде: 

(О) - Sp № 0} = Тг №>{*)) > (ПЗ.Зб) 
где 

0(t) = U+(t, -оо) OU(t, -co). (П3.36) 

Чтобы получить уравнение движения для U(t, -«>), дифференцируем 
(П3.34) по времени с учетом (П2.32). Интегрируя получившееся урав­
нение и решая его методом итераций, находим в линейном приближе­
нии 

Щ, -оо) = е тт 1 С km' ~тнЛ 
i t t j H'(t')e. г (ПЗ*37) 

где Н — гамильтониан кристалла, a H'(t) описывает взаимодейст­
вие кристалла с внешним полем. При использовании (ПЗ.Зб) и (П3.37) 
линейный вклад в оператор плотности тока принимает вид 

t 

j<l>(r,0 e—Q(r,t)A**(r,t) + ~ f dr' [dt'[j(r,t), j(r',t')]A**4r',t'), 
me h J J 

(П3.38) 

где v ' 

j(r,t) = eh j(r)e h (П3.39) 

Здесь мы использовали (П2.33) и (П2.41). 
Первый член в (П3.38) вызывает рассеяние на флуктуациях плот­

ности. В дальнейшем этот вид рассеяния не будет учитываться. 
Теперь рассмотрим монохроматическую падающую плоскую вол­

ну с частотой оо. и волновьш вектором q.: 
JEe*t(r, |) = е[Ео Cos (o>{t - g,r). (П3.40) 

Дифференциальное сечение рассеяния (на единицу частоты и единич­
ный угол) 

** 2 l J £ |S(r,e,e.,| (П3.41) 
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(здесь SQ = JL_ Е* - вектор Пойнтинга, усредненный по периоду па-
8 7Г 

дающей волны) тогда принимает вид [ 131] 
оо 

d2<r 
dco8dQ 

где 

= «^_ Г ̂ ^ _ ш / ) {А+{<) ^ К ) ) > (П3.42) 

А{Щ) = i / ^ / *' elCeil"eif,)W^ -«!>• е ^ «Л- <ПЗ-43) 
— оо —оо 

Здесь j(t, q) обозначает фурье-образ /(«, г ) (см. (ШЛО)). При этом 
мы заменили со. на —со., пренебрегая членами, описывающими ин­
дуцированную эмиссию. 

Можно исследовать комбинационное рассеяние на основе уравне­
ния (П3.42), используя теорию возмущений относительно части га­
мильтониана /7, описывающей взаимодействие кристалла с излучением. 
Но предположим, что полная система собственных функций | т> га­
мильтониана Н 

Н \т) = Ет \т) (П3.44) 

известна. Тогда, используя выражения 

j(q, t) - Ц \т) {m\j(q) \m') (m'\ e- '—w, (П3.45) 
mm* 

a>mm' = (Em-Em>)lh, (П3.46) 

можно записать (П3.42) в следующем виде: 

Т^~ = ^ Е &»т» \Атт»Ы\% * К - <0| + «»«"). (П3.47) 
dcos dQ с4

 тт" 
где 

л ,t,,\ 1 ^ f<wi ?'* lffl/) (m'\ h lw"> <ml h K> <m'l ?'« lm"> m o 4ov Атт"\щ) = T— Z i ;—: ; ; — : • (Uo.48) 

Здесь / s = e s j(qs ), / . = «. / . ( - , . ) ; ££m= < m | $ 0 \ m> . В соот­
ветствии с гипотезой об адиабатическом включении внешнего поля 
со. заменяется здесь на со. + ie,e -»+0, чтобы обесдачитьсходимость 
интегралов. Уравнения (П3.47) и (П3.48) представляют собой форму­
лу Крамера - Гейзенберга для комбинационного рассеяния [221]., 

Далее, предположим, как и в случае инфракрасного поглощения, 
строгую локализацию электронов в узлах расположения ионов. Тогда 
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с помощью (П3.45), (П2.34), (П3.5) для малых q получаем 

(т\ js \т') ~ %(отт'{т\ /л8 \т') (П3.49) 

при 
^ = ев2>-«'«.*1^, (П3.50) 

где ц̂  - оператор дипольного момента (П3.4), a Rt - радиус-вектор 
для 1-го иона. Соответствующее выражение мы будем иметь и для 
< т I /j l т'> . Кроме того, в (П3.49) мы используем вместо собст­
венных функций | т> адиабатические функции (см. (1.1.10), (П3.9)) 

\m)->Xnv(R)V>n(r,R). (П3.51) 

В (П3.47) начальное и конечное состояния, | щ">!и | т > , принадле­
жат одному и тому же электронному состоянию ф (основному сос­
тоянию), но различным колебательным состояниям x 0 t ; ^ и X0v соот­
ветственно. В (П3.48) промежуточные состояния принадлежат элек­
тронным состояниям ф ф , которые отличаются от начального, т.е. 
п' Ф 0. В случае диэлектрика разность энергий состояний с л' * и 
гораздо больше фононной энергии. Следовательно, фононными энер­
гиями в разностях энергий, входящих в (П3.47) и (П3.48), можно пре­
небречь. Подставляя теперь (П3.49) в (П3.48) и используя свойство 
полноты функций х„* *(R) 

Е \Хп>АЩ <*»v(«')l = Е Xnw№) xlvW) = <5(Д - Я') , (пз.52) 
v' v' 

получаем 

~ — = ~ Е -= 7TZ &[(о>8-Щ + -Т (*о» - *<»")) х 

dcos <Ш o)i \пгс/ «,„" 27 e~~p<**v \ л / 
«5 

X K*J е^(Я, glf g,) e, |*0*">12, (П3.53) 
где Р - тензорная функция от R (поляризационный оператор), опре­
деляемая как 

P(R, qi9 qs) = У - У ' .ч Mon'(R, -q8) о M»'°(R, g,) (П3.54) 
„' (щ - соя,0 + ге) 

со "сфазированным" недиагональным оператором электрического ди­
польного момента (определенным по аналогии с (П3.11)) 

М0»(Н, -q8) - Е e - W / dtye*(*,H) Л(г,Я) у#(г,Я). (П3.55) 
Здесь e Q v обозначает колебательную энергию, соответствующую 
X0v; Ясо0л - разность энергий электронных состояний и <Д0; /?° -
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вектор равновесного положения /-го иона; знак О обозначает пря­
мое произведение. При выводе (П3.53) второй член в правой части 
(П3.48) был опущен, поскольку он мал по сравнению с первым членом. 
Уравнение (П3.53) в сущности выражает собой результат, впервые по­
лученный Плачеком [302]. 

Уравнение (П3.52) можно записать в следующем виде: 
d2<7 

dcos (Ш 

где 

:2*(—У Е e.V.'.-'irei'ei*, (П3.56) 
Щ \тс) аа'55' 

/«.w(w. - «1, Т) = i - Г dte-ч-—«)«<Р.Л0 Psr(0)>, (ПЗ .57) 
— 00 

(...) = Sp {e-^pb...}/Sp{e-№p»}) (П3.58) 

P«,-(t)=e» р м , е * (П 3 #59) 

Здесь e s » ] - а-я декартова компонента в, . : Р . - ста'-я компо-
ОС S , 1 ОСОС 

нента поляризационного тензора (П3.54), a ff, — фононный гамильто­
ниан, соответствующий электронному основному состоянию.-Эквива­
лентность уравнений (П3.56) и (П3.53) легко доказать, используя в 
(П3.57) свойство полноты (П3.52) и фурье-образ б-функции, 

Щ -^fdteiat- (ПЗ.бО) 

Компоненты поляризационного тензора (П3.54) можно разложить 
в степенной ряд по смещениям (П3.21) 

+ \ Е Р'2Лю-(И') Mt) «м-(П + • • • • (ПЗ .61) 

Если в (П3.61) учитывать лишь линейный член, то формулу комбина­
ционного рассеяния (П3.57) можно записать с помощью гриновской 
функции смещений (см. разд. 2.1.3). О применении теории групп для 
исследования правила отбора комбинационных спектров в кристаллах 
можно прочесть в работе Бирмана [ 45]- Отметим, что формула (П3.42) 
удобна для использования современных методов теории многих час­
тиц (см., например, [ 63; 316]).. 
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ПЗ.З. Взаимодействие фононов с тепловыми нейтронами 
Энергия и длина волны нейтрона при комнатной температуре сравнимы 
с энергиями фононов и межатомным расстоянием в кристалле. Таким 
образом, можно ожидать, что рассеяние тепловых нейтронов на крис­
таллах даст ценную информацию о колебаниях решетки. 

В немагнитном материале падающие нейтроны взаимодейству­
ют только с ддрами. В общем случае это взаимодействие описыва­
ется псевдопотенциалом Ферми 

F(r) e ZzOL Е м ( г _ Щ))^ 
т i 

где at - длина рассеяния Z-ro ядра, г - радиус-вектор нейтрона, 
R(l) определяет мгновенное положение Z-ro ядра, а т - масса ней­
трона. Длина рассеяния а1 в общем случае содержит зависящий от 
спина и не зависящий от спина вклады. Первый вклад может вызвать 
переворот спина нейтрона в результате процесса рассеяния. Для раз­
ных изотопов оба этих вклада являются разными. 

Вследствие процесса рассеяния кристалл переходит из (колебатель­
ного) состояния | v > с энергией &v до взаимодействия с нейтроном 
в состояние | v'> с энергией & 0 после взаимодействия. И до и пос­
ле рассеяния нейтрон описывается плоской волной с волновыми векто­
рами к и к' соответственно. Изменение энергии и импульса нейтро­
на вследствие рассеяния будет 

to = £ - (к* - **), к - к - к'. (П3.63) 

В первом борновском приближении дифференциальное сечение рас­
сеяния пропорционально квадрату модуля матричного элемента потен­
циала (ПЗ.62) между начальным и конечным состояниями системы ней­
трон + кристалл. В этом приближении дифференциальное сечение рас­
сеяния в расчете на единицу энергии рассеянного нейтрона и на еди­
ничный угол равно 

£-} = J J £ Л |<*'1 £ щ е»**«> |*>|« а (« + 7 <*• - **>) • ( П З ' 6 4 ) 

Здесь 
Рг = е-**ш Е *-'*•, Р == ЦкТ (П3.65) 

представляет собой статистический вес начального состояния кристал­
ла. Уравнение (П3.64) можно переписать в виде 
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оо 
d2<7 

d«d£ 
= -±- Ц- Е Щаг f d« е^(е-^Ж^) e*"W.O)), (П3.66) 

2тгД к w J 

где <'...>! обозначает усреднение Гиббса (см. П3.58)), a R(l, t) есть 
Д(£) в представлении Гейзенберга (см. (П3.59)). Эквивалентность (П3.66) 
и (П3.64) легко продемонстрировать, используя в (П3.66), (П3.59), (П3.58) 
свойство полноты 2 | v > < | = 1 (это выражение должно быть помеще­
но между двумя множителями в скобках в (П3.66)) и фурье-образ б-функ-
ции (П3.60). 

Мы не знаем точного спинового /-го ядра и не знаем, какому изо­
топу принадлежит это ядро. Предположим, что ядра с различной длиной 
рассеяния распределены статистически и независимо по кристаллу. Пос­
ле усреднения по всем возможным распределениям получаем следующие 
два вклада в сечение рассеяния одноатомной системы: 

d2 frcoh ___ aCoh 
d€ dQ 2лк 

— E f dt e*»«<e ~ »'**<'.«> e^W.o)), (ПЗ .67) 

dzdQ 

где 

= ^hl K. £ f dt e**««(e-•>*('•'> e»'**<'.<»), (ПЗ 68) 
2лк к i J \ • / 

«Son * <a)c
2, afnc s <a2)c - {a)c\ (П3.69) 

Здесь < o > a и < a 2 > c соответственно обозначают конфигурационное 
усреднение длины рассеяния и ее квадрата по различным спиновым на­
правлениям и изотопам. Вклад (П3.67) носит название сечения коге­
рентного рассеяния. Он включает в себя все эффекты, обусловленные 
интерференцией нейтронных волн, рассеянных на различных ядрах. 
Вклад (П3.68) называется сечением некогерентного рассеяния. Он воз­
никает в результате хаотических флуктуации длины рассеяния. 

Если ввести корреляционные функции 

0(r9 *) = jf[ <&'(£ <5(г'- ЩО)) 6(+ + г - Rr(t))y (П3.70) 

08(r, *) = j ( dr'<f W ~ Л|(°)) д(г' +r~ **(*>)) (П3.71) 
(N - число ядер в системе) и их фурье-образы 

8{к, со) = — С dr f dt е**»—<> 0(r, t), (П3.72) 
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SS(K, CO) 
оо 

= i / d r / dteiiKr~at)G*(r> *)• (П3.73) 

сечение рассеяния (П3.67), (П3.68) может быть представлено как 

IJag _,,«&» £ « , , „ , . (П3.74) 
£ й * . * « к * , . < , „ > . (П3.75) 

S (к, со) называется функцией рассеяния, или динамическим структур­
ным фактором. 

С помощью оператора плотности частиц 
n(r,t) = Zd(r-R(lft)) (П3.76) 

(П3.70) можно записать в виде 

G(r91) = j С dr'<n(r', 0) n(r' + г, 0>. (ПЗ .77) 

Это выражение в случае однородной системы (включая идеальный крис­
талл) можно упростить: 

G{r, t) = L <n(0, 0) ?i(r, *)> (ПЗ .78) 

(V - объем системы). Таким образом, G(г, 0 - корреляционная функ­
ция микроскопической плотности. В классическом случае она описы­
вает корреляцию между плотностью в двух различных положениях и в 
два различных момента времени, отделенных друг от друга рассто­
янием г и временем t соответственно. G (г, t) описывает корреля­
цию между положениями одной частицы в различные моменты временио 

При выводе (П3.67), (П3.68) и (П3.74), (П3.75) мы не делали ника­
ких специальных предположений относительно системы. Следователь­
но, эти уравнения справедливы и для кристаллов с беспорядком и /или 
ангармоничностью и для других систем, таких, как жидкости. Сейчас 
мы рассмотрим кристалл и положим R(l) =x(l) + и(1) (см. (П3.21)). 
Тогда (П3.67) и (П3.68) принимают вид 

00 

d2<reoh ^ ^coh *1 у е~ц*<о-*</')) [ dt е<»«(е-**««.'> е»*«<''.о)), (П3.79) 
cU сШ 2яД fc iv J 
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<*Чпс _ *1пс к 
d* dQ 2nh 

~ Z f & *Ш (е-**"«.*) е»'*««.<»). (П3.80) 
# / J 

В случае гармонического кристалла (П3.79) и (П3.80) можно записать 
как 

d2<Tcoh = ^ — £ e-W(l) + WW)) е-Ы(х(1)-х(П) х 
d€ <Ш 2яА А: «' 

X J at е«-« е((к«(и»(к«(Г.О)))> ( П З # 8 1 ) 
— 00 

00 

Ё!йд£. = 4s£. *1 у e-2W(0 Г dt e^« в((^(^)ЫШ)) , щ 3 82) 
d*d£ 2nh к i J \ • / 

— оо 

где 
Щ*) = у (М)»> (П3.83) 

есть фактор Дебая — Уоллера. 
Чтобы доказать справедливость (П3.81) и (П3.82), рассмотрим 

корреляционную функцию 
/(*) = (е - •'*«<'.» в**««'.о)). (Пз .84) 

Выразив оператор смещения через операторы рождения и уничтоже­
ния с помощью (1.3.14), можно легко показать, что коммутатор 
-i к u(l, t) и i ки(1, 0) является с-числом. Таким образом, мож­
но использовать в (П3.84) операторное тождество 

еАеВ = еА + Ве[А.В]129 (П3.85) 

которое справедливо для операторов А и В, коммутатор которых яв­
ляется с-числом. Это дает нам выражение 

/(I) = (в-Ц"(М>-«(*'.о))) е2 ' (П3.86) 

где мы использовали тот факт, что усреднение Гиббса для с-числа 
является также с-числом. В первом множителе в правой части урав­
нения (П3.86) мы выражаем операторы смещения через операторы 
рождения и уничтожения с помощью (1.3.14) и получаем 

К(М(1, t) - u(l\ 0)) = Е (С8Ъ8 + С*Ъа+)9 (П3.87) 
где 8 

с - Ш 1 / 2 I кВ(8){1) e-w **ЛЩ / т т 
с* - te) t"s?^ ~ ~^q ' (П8в88) 

24-297 
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Таким образом, 

f(t) = ехр т ([ки(1, t), ки(1\ 0)]> П— I ехр {-pha>8(n8 + 1/2)1 X 

X <л,| ехр {-г(С*Ъ+ + С А)} К>> (П3.89) 

где (см. (1.4.2)) 
Z8 = Тг {e-̂ *««(ft«+*. + i/2)}. (П3.90) 

Чтобы вычислить последний множитель в правой части уравнения 
(П3.89), используем еще раз (П3.85). Тогда этот множитель примет 
вид 

(n8\ exp (-(0*Ъ+) exp (-iC8bs) \n8) exp ( - j \ОвА . (П3.91) 

Помещая Z s | n >K ns\ = 1 (выражающее собой свойство полноты) 
между двумя множителями в скобках в (П3.91) и используя (1.3.27), 
получаем 

Пш \Q 12П 
(п8\ ехр ( - K W ) ехр (-»(?А) \щ) = пв! 27 (-1)" 7 7 ^ 

(П3.92) 
Если использовать (П3.91) и (П3.92), (П3*.89) принимает вид 

/(*) = ехр j ([*и(1, t), *u(l', 0)]> ехр \ - j £ |С,|2 coth (£Аео5/2)1. (П3.93) 

Подставляя значение С из (П3.88), после простых преобразований 
представим (П3.93) следующим образом: 

/(*) = ехр / _ - L ((Ku(l, О)2)) ехр ( - j <(«и(Г, О))2)) х 

X ехр ((ки{1, t)) (ки(1', 0))). (ПЗ.94) 

С помощью (П3.94) и (П3.84), выражения (П3.81) и (П3.82) можно по­
лучить соответственно из (П3.79) и (П3.80). 

Корреляционные функции смещений в (П3.81) и (П3.82) связаны 
с гриновской функцией смещений, как указано в разд. 2.1.3. При раз­
ложении в ряд (ПЗ.81) и(П3.82) по < (KI*(/, *) ) (*»( / ' , 0))>! и 
< (ки(/, t ))(ки(1, 0))> соответственно л-й член в каждом разложе­
нии описывает процессы рассеяния, в которых принимают участие 
п фононов. Члены нулевого порядка описывают упругое рассеяние. 
Сечения однофононного когерентного и некогерентного рассеяния 
даются соответственно выражениями 
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Л^соьД = ^ £ 1 21 ©-(^(0 + ̂ (0) е-Ц«(0-*(П) х 
\d€ d£ / однофонон 2nk к IV 

оо 

х jdt e-'«"((KM(J, о) («м(Г, 0))), (П3.95) 
— оо 

ОО 

(?^п) = ГТ Т ^ e_2W(,) Г d t е'ш(<И(«.«)) (««(«> 0))>. (П3.96) 
. —оо 

Если мы рассмотрим идеальный кристалл (для простоты с од­
ним атомом в элементарной ячейке) и вычислим корреляционные 
функции, входящие в (П3.95) и (П3.96) с помощью (2.1.22) и (2.1.39), 
то для сечения однофононного рассеяния получим 

/d4oh\ _a2cohN к' c . W J # А\**№\г
 х 

\d€ dQ / однофонон 2Jf к kj a>i(k) 
х [{щ(к) + 1) 6(OJ - <of(k)) + n,(lc) <5(o> + co,(fc))], 

(П3.97) 

\d€ d^ / однофонон М 1 — е~^ш ¥ 

x E l-e(# )̂l2<5(co* - mf(h)) (П3.98) 
ft/ 

с фактором Дебая - Уоллера 

Ws=ss£u£ {j^& ё*{к)> <пз-") 
где ДА определяется уравнением (1.3.65), п. (к) - уравнением 
(1.4.50), а ! (к) - (1 .4 .62) . ; 

Согласно (П3.97), сечение когерентного рассеяния и S (к, со) 
имеют б-функционные пики при со. (к) (фононное поглощение), отку­
да можно найти дисперсионные соотношения со = со.(к). 

Для произвольной функции /(со.(к)) в одноатомном кубическом 
кристалле выполняется соотношение 

27 ea(kj) cA,(kj) f{cof(k)) = -J- дм. £ f(of(k)), (П3.100) 
kj ** ft; 

поскольку в таком кристалле тензор второго ранга пропорционален 
единичному тензору. Используя (П3.98) и (П3.100) находим, что се­
чение некогерентного рассеяния для одноатомного кубического 
кристалла пропорционально частоте фононного спектра. Об иссле­
довании фононов методами "нейтронной спектроскопии" можно про-
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честь подробнее, например, в книге Лудвига [250], основные све­
дения о рассеянии нейтронов в конденсированном состоянии вещест­
ва приведены в работе Шерма [ 334L 

П3.4. Решеточная теплопроводность 
Использование методов теории многих частиц для расчета тепло­
проводности требует, чтобы теплопроводность была выражена в тер­
минах корреляционных функций оператора потока энергии. Трудность 
такой программы заключается в определении функциональной зави­
симости оператора потока энергии от динамических переменных сис­
темы. Следуя Энцу [ 132], найдем оператор потока следующим обра­
зом. 

Определим плотность потока энергии s(r) с помощью локально­
го закона сохранения энергии 

#(г) + |-s(r) = О, (П3.101) 
от 

где И (г) - плотность энергии, которую мы определяем (см. (1.2.2), 
(1.3.1)) как 

Щг) = 4- Е {Щ, 6(г - Щ1)\, (П3.102) 
* i 

Hi = tzk + Z -7 2 ф — п № - W «*(') «..<«••• < А ) . (П3.103) 
2М(1) я =2 п\ аа...«я ' 

а 

Здесь R(l) - мгновенное положение Z-ro атома, а и(1) — смещение 
/-го атома от его равновесного положения х(1) (см. (1.2.1)). 

Используя фурье-образы (П3.101) по пространственной перемен­
ной (см. П2.10)), получаем 

Я(д) + iqs(q) = 0. (П3.104) 
Это уравнение определяет продольную часть плотности потока энер­
гии 

*l4q) = i^2H(q). (П3.105) 

Для расчета фурье-образа 

H(q) =-- \ Е №, е-*'«(*«>+«<«)}, (П3.106) 

воспользуемся "мультипольным" разложением 
е-««(*«>+«</» w е-»'«*«>[1 - iqu(l) + • • • ] • (ПЗ.107) 



Экспериментальные данные 365 

При рассмотрении низкотемпературной теплопроводности ан­
гармонические поправки к оператору плотности предполагают, как 
правило, малыми. Таким образом, пренебрегая ангармоническими 
членами в (П3.103) ^учитывая лишь первый член разложения (П3.107), 
находим (вычисляя H(q) при помощи уравнения Гейзенберга) 

*<* == Е ТШ^ Ф«АЮРА1') ил{1) (е-йг-со _ e - W ) , (П3.108) 

Полный поток энергии S определяется уравнением 
S = /drs(r) (П3.109) 

и равен s(q = 0). Из (П3.105) и (П3.108) легко получить продольную 
компоненту S . Если пренебречь продольный проекцией, полный по­
ток энергии примет вид 

7^НЩ = Е TWifMl) -х(1'))ф*АИ')РА1')иА1). (П3.110) 
dq Jq=0 ll'a<x' 2M(l ) ' 

В частности, для кристалла (для краткости мы рассматриваем 
^шетку Браве) с помощью (П3.110), (1.3.60), (1.3.61), (1.3.37) -
(1.3.40) и (1.3.65) находим 

S = 4 2 Ык)Ык'))11% ("Л*> - 4(fe')) е«*(̂ > е«(,еТ) х 
о ochk'jj' 

х {(6_fc;- - bif), (&*</ + Ъ!КГ)) •£ 8н-и,-к, (П3.1П) 

где подразумевается, что производная 6-функции (отметим, что 
/Л i 3 

б, ,# = 1—I— b(k -£')) уничтожается интегрированием по частям, а 

фигурные скобки обозначают антикоммутатор. Выполняя интегриро­
вание по частям и учитывая, что вклад в S дает лишь член К = 0, 
находим 

х L*(*i) ч.(*;) ( ^ (^(««ЖС*'))1'1 («/(*) - 4( f c '»L k
 + 

+ K(fc)/co,-(fc))"2 K2(fc> - <4<fc» (i£e«*(fe7'> P«(fc''))|t,_ J • (ПЗ.П2) 

При пользовании (1.3.44) и (1.3.64) диагональная часть S (т.е. часть 
S, определяемая первым членом в скобках в правой части (П3.112)) 
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записывается в знакомом виде 

8й = Е да^ щк) ъ ^ (ПЗ .113) 
kj v™ 

Этот член представляет собой сумму однофононных потоков энергии, 
умноженную на число фононов. 

Теплопроводность в терминах корреляционных функций операто­
ра потока энергии можно получить методом неравновесного статисти­
ческого оператора [ 132, 437] у который дает возможность учесть теп­
ловые возмущения. Этот метод приводит к следующему выражению для 
вероятного значения s(r) плотности потока энергии: 

1 О 

8{r) = <в(г)>, + / dr' J <M j at eet{(s(r) о s(r', t, %X))i -
0 — oo 

- (sir)^ о <$(r', *)>,} Fp(r'), e -> + 0 , (П3.114) 
где 

s(r91, tt) = exp [-A / drftr) H(r)] s(r, t) exp [Я / drflr) # ( r ) ] , (ПЗ Л15) 

•rHt ~THt 

s(r, t) = en s(r) e n , 
Sp{exp[ - /d r / ? ( r ) f f ( r ) . . . ] } 

S p { e x p [ - / d r / ? ( r ) # ( r ) ] } ' 

(П3.116) 

В (П3.114) - (П3.116) p(r) = \/kT(r)(T(r) - температура, зависящая 
от координаты), а символ о обозначает прямое произведение. Учи­
тывая тот факт, что локальное равновесное значение <s(r)>t рав­
но нулю, и используя приближение 

ехр [ - / drp(r) НМ] * е-№ (П3.117) 

(р = 1 /кТ, - средняя температура системы), 

рр(г)*,—±рт(г), (П3.118) 

(*(г))^у Г dr(s(r)), (П3.119) 

получаем из (П3.114) следующее выражение для среднего значения S 
полного потока энергии для случая постоянного градиента темпера­
туры V Т: 

1 0 

S = —^- Г dA Г dte£*(SoS(t + ihpX)) (-VT), е -> +0, (П3.120) 
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где <...> = Sp(e"-PH...)/Sp(e"-PH). Двойное интегрирование в правой 
части (ПЗЛ20) можно свести к однократному (см. [404]). Тензор теп­
лопроводности (множитель перед (-VT) в (П3.120)) тогда принимает 
вид 

оо 

*"' = Шч J dtm) 8А0))- (П3.121) 
— оо 

Отметим, что в случае неупорядоченного гармонического твер­
дого тела теплопроводность можно выразить с помощью (ПЗЛ21) и 
(ПЗЛ10) через конфигурационное усреднение произведения двух гри-
новских функций (2 Л .17), что приводит к задаче о решении уравне­
ния Бете - Солпитера [ 58, 143].. 

В качестве обзора по теории теплопроводности решетки см. ра­
боту Бека [ 33] (см. также [ 19, 208]).. 
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деления квадратов собствен­
ных частот 40 

Сингулярность 42, 43 
Скорость фермиевская 304 
Солитоны 274-279 
- решеточные 274-300 
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Формула Крамера - Гейзенберга 

355 
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Энергия взаимодействия между ио­

нами 10 



Энергия внутренняя кристалла 36 
— кинетическая ионов 10 
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