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Vorwort. 
Die SchwingungsmeBgerate darf ;man fiir die meisten Zwecke 

mit geniigender Genauigkeit als Systeme von einem Freiheits
grad' ansehen. Die in diaser Schrift erorterten Fragen gehoren 
demnach zur Dynamik des einfachen Schwingers und somit in 
das ,Stofigebiet, das ich im ersten Band meiner "Einfiihrung in 
die Technische Schwingungslehre"l behandelt habe. Dort sind 
die ErOrterungen iiber die Messung von Schwingungsvorgangen 
jedooh iiberaus kurz gehalten. Es ist nur die Kraftmessung be
handelt, und auch dabei wird nur auf wenige Gesichtspunkte 
eingegangen. Von der Messung von Wegen, Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen und den zugehOrigen MeBgeraten ist an 
jener Stelle jedoch so gut wie gar nicht die Rede. Diesem Mangel 
moohte ich dadurch abhelfen, daB ich - gewissermaBen als Er
gii.nzung - dem ersten Band dieses Biichlein nachschicke. Es 
verdankt seine unmittelbare Entstehung einer vom AuBeninstitut 
der Technischen Hochschule Berlin gemeinsam mit dem Fach
ausschuB fiir Schwingungs- und Schalltechnik des VDI veran
stalteten Vortragsreihe, die ich im Herbst 1941 in Berlin abge
halten und dann im Friihjahr 1942 in Stuttgart .wiederholt habe. 

Die in Abschnitt II vorgetragenen Betrachtungen iiber die 
auftretenden Begriffe und die Methoden der rechnerischen Be
handlung von Schwingungen sowie auch manche Erorterungen 
iiber die VergroBerungsfunktionen, die Phasenve1'8chiebungs
winkel und -zeiten hatten sich stark einschranken lassen, wenn ich 
fiir alles, was im ,,1. Band" behandelt ist, auf diese Schrift ver
wiesen hatte. Soweit glaubte feh, trotz allen Strebens nach Kiirze, 
doch nicht gehen zu sollen. Es war vielmehr meine Absicht, das 
Biichlein selbst&ndig zu machen, es also fiir sich lesbar und benutz
bar .zu .gestalten. Trotzdem sind gelegentlich Hinweisell auf die 
entsprechenden Abschnitte- jenes Buches eingefiigt fiir solche 
Leser, die das Bediirfnis nach weiterer Belehrung empfinden. 

I Klotter, K.: Einfiihrung in die Technische Schwingungslehre Bd. 1. 
Berlin: Springer 1938. 

I Der Hinweis ,,1 32" bedeutet z. B. 1. Band, Ziffer 32. 



IV Vorwort. 

Der Untertitel der Schrift "Dynamik der SchwingungsmeB
gerate" solI zum Ausdruck bringen, daB iiber die mechanischen 
Gesichtspunkte, die sowohl bei der Ausfiihrung von Schwingungs
messungen wie bei der Wahl und auch beim Bau von Schwingungs
meBgeraten beachtet werden miissen, eingehend gesprochen 
wird. 1m Gegensatz zu dieser Ausfiihrlichkeit im Grundsatzlichen 
sind die Hilfsmittel, mit denen die genannten Forderungen bei 
den einzelnen Geraten erfiillt werden, also sowohl die physi
kalischen Grundlagen der verschiedenen WegmeBverfahren wie 
auch die Einzelheiten der baulichen Ausfiihrung, nur kurz be
handelt. 

Vberdies sei von vornherein betont, daB vieles, was hier vor
getragen wird, nicht als eigentlich neu angesprochen werden kann. 
Was mir dagegen neu erscheint, ist die Betrachtungsweise, durch 
welche die an sich meist bekannten Einzeltatsachen in eine syste
matische Ordnung gebracht werden, so daB ein leichter tlberblick 
gewonnen wird. Dadurch - so hoffe ich - wird sich das Biichlein 
ein Daseinsrecht den schon vorhandenen Darstellungen gegen
iiber schaffen. 

Von diesen friiheren Darstellungen iiber das Messen mechani
scher Schwingungen mogen bei dieser Gelegenheit fiinf Schriften 
erwahnt werden: 1m Jahre 1927 erschien das Buch von J. Geigerl , 

im Jahre 1928 dasausfiihrliche Werk vonH. Steuding2 mit einer 
iiberaus reichhaltigen nbersicht iiber das Schrifttum. Ein Aufsatz 
von E. Lehr3 erganzte spater die Steudingsche Schrift. Eine 
weitere wurde von der Deutschen Reichsbahn herausgegeben4 ; sie 
betrachtet die Schwingungsvorgange und -meBgerate insbeson
dere im Hinblick auf die Schwingungen von Briicken. Vor kurzem 
erschien die Dissertation von A. Weiler5 ; sie bemiiht sich auch 
schon urn einen Vergleich der auf dem Markt befindlichen Gerate. 

1 Geiger, J.: Mechanische Schwingungen und ihre Messung. Berlin: 
Springer 1927. 

2 Steuding, H.: Mes8ung mechanischer Schwingungen. Berlin: VDI
Verlag 1928. 

3 Lehr, E.: Z. VDI Bd. 76 (1932) S. 1065. 
"Mechanische Schwingungen der Briicken. Berlin: Verkehrswissen

schaftliche Lehrmittelgesellschaft 1933. 
I> Weiler, A. Ein Beitrag zur kritischen Betrachtung der Schwingungs

meJ3gerate fiir den Maschinenbau. Diss. Darmstadt 1939. 



Vorwort. v 

SchlieBlich verdient in diesem Zusammenhang auch das Archiv 
fiir Technisches Messenl eine Erwahnung. 

Von diesen vorhandenen Schriften unterscheidet sich die vor
liegende vor allem dadurch, daB sie nicht etwa eine Zusammen
stellung aller bekannt gewordenen, verschiedenen Verfahren und 
atIsgefiihrten Gerate geben will. Sie sieht - um es nochmaIs zu 
betonen - ihre Aufgabe vielmehr darin, die allgemeinen dynami
schen Gesichtspunkte, die fur den Bau eines Gerates und fur die 
Ausfiihrung von Messungen wesentIich sind, herauszustellen, so 
in ers~er Linie die Frage, wie eine Verzerrung der Anzeige oder 
Aufzeichnung vermieden oder doch in ertraglichen Grenzen ge
halten wird, und wie eine verzerrte Aufzeichnung wieder entzerrt 
werden kann. Soweit einzelne Gerate und MeBverfahren uberhaupt 
genannt werden, geschieht dies lediglich zur Vorfiihrung von 
kennzeichnenden Beispielen. Und es s~i ganz besonders eindringlich 
betont, daB mit der Erwahnung oder auch Nichterwahnung eines 
Gerates keinerlei Urteil uber seine besondere Eignung oder Nicht
eignung ausgesprochen werden soIl. Die Auswahl der erwahnten 
Gerate ist ganz subjektiv dadurch bedingt, daB sie dem Verfasser 
aus mehr oder weniger zufalligen Grunden bekannter waren als 
andere. 

Dagegen soIl die vorliegende Schrift, die von den grundsatz
lichen Fragen bei der Messung mechanischer Schwingungen han
delt, erganzt werden durch eine Untersuchung, in der mogIichst 
aIle auf dem Markt befindIichen SchwingungsmeBgerate daraufhin 
beurteilt werden, inwieweit sie die an ein solches Gerat zu stellen
den Anforderungen jeweils erfullen. Es- ist daran gedacht, eine Art 
von "wissenschaftlichem Katalog der SchwingungsmeBgerate" zu 
schaffen, in 'welchem der Benutzer aIle Angaben findet, deren er 
bedarf, um ein Gerat hinsichtIich Genauigkeit, Empfindlichkeit, 
Anwendungsbereich usw. vollstandig beurteilen zu konnen. 

Bei der He1'8tellung des Manuskripts, der Zeichnungen, Dia
gramme und TabelIen haben mich meine Assistenten am Vier
jahresplan-Institut fiir Schwingungsforschung in treuer Arbeit 
unterstutzt. Ihnen allen habe ich dafiir zu danken. Besondere Et
wahnung unter ihnen verdient Frl. Dr. R. Pich. Sie hat das ganze 
Manuskript uberaus sorgfaltig durchgesehen, von ihr stammen 

1 Archiv fiir Technisches Messen (ATM). Berlin u. Miinchen: Olden
bourg. 



VI Vorwort. 

viele Einzelausfiihrungen und Hinweise. Wird sich das Biichlein 
einigermaBen frei von Fliichtigkeiten und Fehlern erweisen, so 
ist das in weitem MaBe ihr Verdienst. Beim Lesen der Korrekturen 
hat sich auBerdem Herr Dr. H. Heinzerling in Berlin-Adlershof 
beteiligt; auch ihm sind eine Reihe von Verbesserungen zu danken. 

Der Herstellung des Biichleins standen unter den gegenwarti
gen Zeitumstanden vielerlei Hindernisse entgegen. Immer erneuten 
Antrieb fiir den Kampf gegen sie empfing ich aus meinen Erfah
rungen, nach denen ein lebhaftes Bediirfnis na.ch Unterrichtung 
iiber die grundsatzlichen Fragen der Schwingungslehre und der 
SchwingungsmeBtechnik in weiten Kreisen von Ingenieuren be
steht. Diesen Berufskameraden zu helfen, war meine Absicht. 
Moge die kleine Schrift dazu beitragen, die Arbeit vieler unter 
ihnen zu erleichtern und wirksamer zu gestalten! 

Berlin NW 87, im Mai 1943. 
Franklinstr. 6 

K. Klotter. 
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I. Einleitung. 
1. Abgrenzung der Aufgabe. Wir behandeln in dieser Schrift 

die Messung mechanischer Schwingungen und die zu solchen 
Messungen dienenden Gerate. Die mechanischen Vorgange, urn 
deren Messung wir uns bemuhen, hestehen in einer (periodischen 
oder nicht periodischen) Veranderung von Kraften, von Wegen 
(Langenwegen odeI' Winkelwegen) oder ihrer zeitlichen Ableitun
gen (Geschwindigkeiten, Beschleunigungen und Rucke). 
DemgemaB unterscheiden wir bei den SchwingungsmeBgeraten 
zwei Gruppen, die Kraftmesser und die Bewe gungsmesser. 
Zu der zweiten Gruppe rechnen wir sowohl die Wegmesser wie 
auch die Geschwindigkeitsmesser, Beschleunigungsmesser und 
Ruckmesser, indem wir das Wort "Bewegungen" ala Sammel
bezeichnung fiir Wege, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen und 
Rucke verwenden. 

Das Wort "mechanische Schwingungen" moge zudem so 
verstanden werden, daB, wenn auch Tonfrequenzen in Betracht 
gezogen werden, die Untersuchungen doch auf mechanische 
Systeme im engeren Sinne beschrankt bleiben. Das solI 
heiBen, daQ die spezifisch akustischen Verfabren und Gerate 
fehIen (und damit natiirlich erst recht alles, was sich auf Ultra
schall bezieht). 

Der Kreis der Gerate, die wir mit der angegebenen Kennzeich
nung erfassen, ist dennoch groBer, ala es auf den ersten Blick schei
nen mag. Er umfaBt nicht nur die MeBgerate fiir die genannten, 
eigentlichen mechanischen GroBen; es gehoren vielmehr auch die 
MeBgerate fur elektrische GroBen dazu, soweit sie vetander
Hche, insbesondere rasch veranderliche Vorgange erfassen sollen, 
kurz gesagt, die Oszillographen. Jedoch gehoren nur solche Oszillo
graphen in den Kreis der hier betrachteten Gerate, die sich fiir die 
Umsetzung zwischen dem elektrischen Vorgang (Strom) und der 
Anzeige (Weg) eines mechanischen Hilfsmittels bedienen (wie 
z. B. der Schleifenoszillograph), nicht dagegen jene, die nur elek
trische und optische Hilfsmittel verwenden (wie der Kathoden-

Klotter, Schwlngunllsmessung. 1 



2 I. Einleitung. Ziff. 1. 

strahloszillograph). Der Schleifenoszillograph ist ein KraftmesBer, 
denn er mi/3t eine dem Strom proportionale, auf elektrodynami
schem Wege hergestellte Kraft. (Obrigena stellen auch die iiblichen 
I;!pannungs- und Strommesser fiir unveranderliche oder langsam 
veranclerliche Einwirkung I\raftmesser dar, die auf dem gleichen 
oder einem verwandten Prinzip beruhen.) Ein weiteres Beispiel fiir 
ein llelektrisches Gerii.t", das im Grunde ein Kraftmesser ist, haben 
wir in der Telefonmembran vor una. Die Membran soIl namlich 
den Kraftwirkungen folgen, die auf elektromagnetischem Wege in 
Spulen aus dem Verlauf eines elektrischen Stromes entstehen. Die 
Telefonmembran ist - wie der Oszillograpp - ein mechanisch 
arbeitendes Gerii.t j oder anders ausgedriickt. wir betrachten so
wohl beim Oszillographen wie bei der Telefonmembran gerade 
jene Vorgange, die mechanischer Natur sind, namlich die Messung 
einer Kraft. 

Wahrend so der Kreis der in die Betrli.chtungen einzubeziehen
den Gerate nicht allein Gerate fiir die Messung mech~nischer 
GraBen selbst umfaBt, werden umgekehrt fiir die Messung der 
mechanischen GraBen, der Krafte, Wege und ihrer Ableitungen, 
nicht nur rein mechanische Hilfsmittel benutzt. Optische und 
elektrische Vorgange spielen vielmehr ala Hilfsmittel auch fiir 
die MeBBung mechanischer Schwingungen eine gro6e und immer 
bedeutendere Rolle. 

Das hauptsachliche Augenmerk wird in den nachfolgenden 
Untersuchungen jedoch dem mechanisch arbeitenden Teil des 
MeBgerates galten. Das Verhalten dieses Teiles und die Anforde
runge~, die an ihn zu stellen sind, damit eine getreue Wiedergabe 
des Vorgangs erzielt wird, werden den wesentlichen Bestandteil 
der Erarterungen ausmachen. 

Von den optischen und elektrischen Hilfsmitteln, die zur Mes
sung mecha.nischer GraBen herangezogen werden, sprechen wir 
zwar ebenfalls, a.ber mehr beilii.ufig. Wir werden una damit be
gnugen, in emer Zusammenatellung (Ziff. 2) die wichtigsten diesel' 
Verfahren anzugeben. Wegen der elektrischen Methoden konnen 
wir dabei auf andere Werke verweisen1. Rein elektrisch arbeitende 
Gerate lassen wir ganz auBer acht, selbst wenn sie (wie z. B. dae 
Tonfrequenzspektrometer) auf Umwegen (im Beispiel iiber eir 

1 Insbesondere P. M. Pflier: Elektrisohe MeBllung meclumischel 
GrODen, 2. Aufl. Berlin: SpriDger 1M3. 



Ziff,2. Verfahren zur Messung von Wegen (AuBBchliigen). 3 

Mikrophon) zUl' Untersuchung mechanischer Vorgange nutzbar 
gemacht werden konnen. 

1m ubrigen sei noch eine Gruppe von "Schwingungsme.B.
gera,ten" genannt, die wir nicht im einzelnen behandeln werden; 
es sind dies jene Gerate, die die Messung irgendeiner physikali. 
schen GroBe auf die Messung einer Frequenz zuruckfUhren. 
Unter den MeBgerii.ten fUr mechanische GroBen gibt es in dieser 
Gruppe Kraftmesser und Wegmesser (Dehnungsme88er). Die Mes
sung beruht dabei auf folgendem Gedankengang: Ala MaB fUr die 
GroBe einer (unverii.nderlichen oder langsam verii.nderlichen) Kraft 
oder eines (ebensolchen) Weges (Verriickung) kann die Spannunga.
erhOhung in einer Saite dienen, die durch die Kraft oder durch 
die Verruckung gereckt worden ist. Der Spannkraft der Saite 
entapricht eine bestimmte Frequenz wer Querschwingungen. Die 
Anderung dieser Frequenz ist somit ein MaB fUr die Kra.ft oder 
die Verru.ckung1• 

2. Verfahren zur Messung von Wegen (A.U8schligen) und 00-
schwindigke1ten. Wie ~ spii.ter noch genauer erkennen wer
den, lassen sich alle Messungen, die bier in Betracht kommen, 
gleichgilltig ob nun Krii.fte, Rucke, Beschleunigungen, Geschwin
digkeiten oder Wege gemessen werden sollen, auf die Messung 
entweder von Wegen oder von Geschwindigkeiten zurUck
fUhren (wenn wir die am Ende der vorigen Ziffer genannten, auf 
einer Frequenzmessung beruhenden Verfahren auBer acht lassen}. 
Wir gel>en a.n dieser Stelle eine Zusammenstellung der Verfahren, 
die fUr die Messung dieser beiden GroBen in Betracht kommen. 
Bei den WegmeBverfahren unterscheiden wir dabei die reinen 
(ruckwirkungsarmen) WegmeBverfahren von denjenigen, die mit 
einer Kraftwirkung (Ruckwirkung) verbunden sind. 

Bei der Messung un"erii.nderlicher oder langsam veranderlicher 
GroBen erfolgt die Ablesung in der Regel durch Beobachtung des 
Zeigers des MeBgerates, also durch visuelle Beobacbtung. Anders 
bei rasch veranderlichen Vorgii.ngen. Um hier erbnnen zu kfumen, 
wie der Vorgang mit der Zeit verlii.uft, ist eine "Auseinander
ziehung" des Vorga.ngs (der etwa in einer Koordinate ablii.uft) in 
einer zweiten Richtung erforderlich. In der Regel geschieht eine 
801che Auseinanderziehung durch Aufzeichnung des Vorgangs 

1 V gl. z. B. Druckschrift 825 der Fa. H. Ma.iliak, Hamburg: Die schwin
gende MeBNite. 

1· 



4 I. Einleitung. Ziff.2. 

(mittels mechanischer Schreib- oder Ritzgerate oder auf photo
graphischem Wege) auf einer, entsprechend dem gleichma3igen 
Ablauf der Zeit, gleichma3ig ablaufenden Schreibflache (Papier, 
Glas, Film). Solche Aufzeichnungen (Registrierungen) besitzen 
den V orteil, fiir die nachfolgende Auswertung fixiert zu sein und 
die Einzelheiten des zeitlichen Ablaufs erkennen zu lassen (Kur
venform, Frequenzmessung). Eine Auseinanderziehung fUr rein 
visuelle Beobachtungen geben der Drehspiegel und der Kathoden
strahloszillogra ph. 

In seltenen Fallen, vor allem dann, wenn es sich nur urn die 
Messung der Schwingweiten eines stationaren Vorgangs handelt, 

Abb. 2/1. MeBkell fiir Translationsschwingungrn. 

geniigt auch eine un
mittelbare Beobachtung 
des Vorgangs ohne eine 
solche zeitliche Ausein
anderziehung [vgl. im 
folgenden unter oc) 1]. 

oc)ReineWegmeB
verfahren (riickwir
kungsarme Verfah
ren). 1. Unmittelbare 
Liingenmessung. 1st eine 
zeitliche Auseinander

ziehung einer Schwingung nicht notwendig (z. B. zur Messung 
der Schwingweiten eines querschwingenden Stabes), so kann bei 
geniigend groBen Schwingweiten die unmittelbare Beobachtung 
ausreichen. Eine brauchbare Hilfseinrichtung zu eiDer solchen 
Mes8ung von Schwingweiten ist der sog. MeBkeiP (Abb.2/1). 
Der Keil BAG bewegt sich z. B. in lotrechter Richtung zwi
schen den Stellungen B'A'G' und B"A"'O" iiber die mit einge
zeichneten Lagen hinweg. Der Schnittpunkt Al hebt sich dabei 
deutlich abo Die Strecke AAI ist nun ein MaB fUr die Schwing
weite AA', und zwar ist, wenn der Winkel BAG mit 20c be. 

zeichnet wird, AAI = At A'. Der Gedanke, den zu messenden Weg goc 
durch eine "Keilwirkung" zu vergroBern, HiBt sich auch auf die 
Messung von Winkelwegen anwenden. Abb. 2/2 zeigt eine "Keil-

1 D.R.P. 418744; Foppl, 0., u. A. Busemann: Priifer ffir Schwingungs. 
festigkeit mit Vorrichtung zur Ablesung Q,es SchwingungsauBBchlags. 
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scheibe"l fiir diesen Zweck; die Art der Ablesung ist angedeutet. 
Die Bedeutung der Buchstaben ist dabei die gleiche wie in Abb. 2/l. 

Bei kleineren Schwingweiten wird man ein Mikroskop be
nutzen, durch welches man z. B. die Spur der Bewegung eines 
"leuchtenden Punktes" ausmillt. Einen solchen Leuchtpunkt 
steUt- man z. B. her durch Ankratzen der Rullschicht auf einer 
Metallplatte, die beleuchtet wird; noch besser henutzt man 
Leuchtpunkte, die dadurch entstehen, dall einzelne kleine Stellen 
beim Berullen der Platte frei 
bleiben. 

1st eine Aufzeichnung der 
Bewegung notwendig oder er
wiinscht, so kann diese iiber 
die photographische Aufzeich
nung eines Lichtstrahls er
folgen, def,lsen Bewegung da
durch zustande kommt, dall 
ein Spiegel, auf den der Licht
strahl faUt, von dem sich be
wegenden Objekt gedreht wird 
(z. B. Schleifenoszillograph, 
Askapia • Erschiitterungsmes
ser und viele andere). 

Aberauchaufunmittelbare 
We4le lassen sich Schriehe er· 
zeugen. Wenn die Ausschlage 
groll und die Anspriiche an die 

r-72.,5".J 
. I 
I I 
. I 

Abb. 2/2. MeBkeilschelbe filr Dreh-
8chwingungen. 

Genauigkeit nicht hoch sind, kann eine Feder mittels Tinte auf 
Papier scbreiben (z. B. Geigerscher Vibrograph). Eine Verfeine. 
rung des Verfahrens besteht in der Benutzung einer "Kapillar
schreibfeder", die selbst nicht mehr auf dem Papier gleitet, bei 
der die Tinte vielmehr durch Kapillarwitkung aus der Schreib
spitze fliellt. .Bei hoheren Anspriichen an die Genauigkeit laSt 
man eine Nadel auf Wachspapier (z. B. Tastschwingungsschreiber 
Askania) oder auf einer berullten Glasplatte schreiben. Die hochste 
Stufe, zu der dieses Verfahren vervollkommnet worden ist, besteht 

1 Schweizer Patentachrift 206973; Bosch, Robert: Einrichtung zum 
Messen von Drehschwingungen einer umlaufenden Welle. Erfinder ist 
F. Allendorff in Stuttgart. 
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darin, mit einem Diamanten in einen Zelluloidfilm oder noch 
bcsser auf eine Glasplatte oder einen Glaszylinder zu ritzen. Die 
AUBwertung muB dabei in der Regel unter dem MikroBkop er
folgen. Dieae Art der Aufzeichnung benutzen eine ganze Reihe 
von Geraten ("Ritzgerate"), die von der DVL (Deutsche Ver
suchsanatalt fiir Luftfahrt in Berlin-Adlershof) entwickelt worden 
sindl. II. 

Die Riickwirkung besteht bei den schreibenden Verfahren in 
der Reibung der Schreibfeder oder Schreibspitze; die Lichtschrei
ber sind natiirlich riickwirkungsfrei. 

2. Verlahren mit Benutzung tJPtiBcher und photoelektriBcher Hilla
mittel. Die Moglichkeit. durch den Ausschlag Spiegel in Drehung 
zu versetzen, die einen Lichtatrahl ablenken, wurde zuvor schon 
erwahnt. Ein zweites optischeB Verfahren besteht darin, durch den 
Ausschlag eine Blende zu bewegen, die den Querschnitt fiir einen 
Lichtstrom verii.ndert. Der LichtBtrom fallt auf eine lichtelektrische 
Zelle. Die Spannung dieBer Zelle wird elektrisch verstarkt und 
gemessen. Sie stellt ein MaB dar fiir den Lichtstrom und damit fiir 
den Querschnitt, den die Blende £rei gibt. Durch Wahl geeigneter 
Arbeitspunkte auf den Kennlinien der lichtelektrischen Zelle und 
des Verstarkers kann man eine Proportionalitat zwischen Weg 
und Anzeige erzielen. Daa WegmeBverfahren zeichnet sich durch 
vollkommene Triigheitsl08igkeit und Freiheit von Riickwirkun
gen aus. 

In dieser Gruppe verdient schlieBlich noch ein dritteB Verfahren 
Erwahnung, das in MeBgeraten gelegentlich verwendet wird: Die 
Weganzeige (oder beBBer: Stellungsanzeige) kommt dadurch zu
stande, daB ein beweglicher Kontakt iiber eine Reihe fester Kon
ta.kte hinweggleitet und dadurch je nach seiner Stellung Gliih
Qdel' besser Glimmlampen zum Aufleuchten bringt, die dann 
visuell beobachtet oder photogra.phiert werden (z. B. in Verbin
dung mit dam Ta.Btfiihler von Boschs, s. Ziff. 21,«5). 

1 Freise, H.: Luftf.-Forschg. Bd. 14 (1937) S. 373; Z. VDI Bd.82 
(1938) S. 467; Z. VDI Bd. 84 (1940) S. 599 . 

.I Druckachriften der Deutschen Versuchsanstalt f. Luftfahrt (DVL) 
iiber Schwingungsschreiber fiir Instrumentenbretter, Kleinstschwingungs
schreiber. Debnungsschreiber. Beschleunigungsschreiber, Kettenkraft
schreiber. Seilkraftschreiber. EntfaltungsstoBschreiber fiir FaJlschirme. 

8 AUendorff, F.: Z. VDI Bd. 82 (1940) S. 569. 
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3. Vertakren, die den Gleichstromwider8tand eine8 elektriBchen 
KTSise8 beeinfl'U88en. Zu ihnen gehOren die sogenannten potentio
metrischen Verfahren, die darauf beruhen, daB durch den ver
anderlichen Ausschlag zwei Zweige einer Gleichstrom"briicke" 
verstimmt werden, so daB eine Anzeige bewirkt wird. Die Riick
wirkung besteht vor alletn in den Reibungskraften, die bei der 
Bewegung der Kontakte auftreten. 

Ganz au.Berordentlich empfindlich und riickwirkungsarm &r

beiten die unter dem Namen Bolome-ter bekannten Gerate. Bei 
ihnen wird die Briicke auf thermischem Wege verstimmt. 

4. Vertahren, die den Wechsel8tromwider8tand eine8 elektri8chen 
Kreise8 beeinfl'U88en. Zu einer solchen Beeinflussung gibt es zwei 
Wege: Es kann erstens die Kapazitat, zweitens die Induk
ti'Vitat durch den zu messenden Ausschlag verandert werden. 
Beide Verfahren werden auch "Tragerfrequenzverfahren" ge
nannt, da sie die Benutzung eines Wechselstroms verlangen, dessen 
Frequenz (die "Tragerfrequenz") ein Vielfaches der Frequenz des 
zu messenden Vorgangs betragt. 

Die Riickwirkungen sind bei diesen Verfahren oft nicht mehr 
vernac~ii.ssigbar. Sie bestehen in den magnetischen und elektri
Bohen Kr8.ften, die beim Verschieben von Spulenkernen und Kon
densatorplatten auftreten. 

p)WegmeBverfahren, die mitKraftwirkungen("Riick
wirkungen") verbunden sind. 1. Das sog. Kohledruckvertah
ren, bei dem durch das Zusammendriicken von geschichteten 
Kohlesaulen der Gleichstromwiderstand der Sii.ulen geandert und 
- in einer Widerstandsbriicke - gemessen wird; der entstehende 
Ausschlag des Galvanometers ist dabei (naherungsweise) der· 
zu messenden Langenanderung der Kohlesaule proportional. 

2. Die Verfahren, die auf dem piezoelektriBchen Effekt beruhen. 
Dieser Effekt besteht darin, daB bei manchen Kristallen, z. B. 
Quarz, TurmaJin oder Seignettesalz (d. i. KaIiUlXl.-Natrium-Tar
trat: KNaC,H,O, + 4 H20), wenn in einer Richtung des Kristalls 
cine Druckkraft ausgeiibt wird, auf bestimmten Flachen der Zu
sammendriickung proportionale elektrische Ladungen erscheinen, 
deren (elektrische) Spannung zur Anzeige gebracht werden kann. 
Diese Verfahren erfordern eine elektrische Verstarkung. 

3. Ma,gnetoftriktiver Effekt. :Die Verfahren, bei denen die unter 
Wirkung einer Kraft (und damit einer Zusammendriickung) er-
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folgenden Veranderungen der magnetischen Eigenschaften 
eines Korpers gemessen werden (Umkehreffekt zur Magneto
striktion). 

y) Verfahren zur Geschwindigkeitsmessung. 1. Auf 
Grund des elektrodynamischen Effektes. Das am haufigsten an
gewendete Verfahren, eine einer Geschwindigkeit proportionale 
Anzeige zu erzielen, besteht darin, daB man im Feld eines Magneten 
eine Spule mit der zu messenden Geschwindigkeit sich bewegen 
laBt. In der Spule wird eine der Geschwindigkeit proportionale 
Spannung induziert, die in der iiblichen Weise zur Anzeige aus
genutzt werden kann (z. B. dadurch, daB man sie einem Oszillo
graphen zufiihrt). 

2. Auf Grund des magnetostriktiven Ejjektes. Die unter p) 3 
erwahnte Anderung der magnetischen Eigenschaften eines Kor
pers kann man zu einer Geschwindigkeitsanzeige verwerten, wenn 
man die durch die Geschwindigkeit der Langenanderung (etwa 
eines Stabes) bewirkte Anderungsgeschwindigkeit des magneti
Behan Feldes in einer (den Stab umgebenden) Spule in eine elek
trische Spannung umsetzt. 

3. Schwingungsme8gerite als einfache Schwinger. Die 1neisten 
SchwingungsmeBgerate sind, wie wir spater noch genauer erkennen 
werden, selbst schwingungsfahige Systeme, d. h. Schwinger. Sie 
konnen dabei fiir fast alie wesentlichen Fragen als einfache 
Schwinger (d. h. als Systeme von einem Freiheitsgrad) betrachtet 
werden. 

Ehe wir an die einzelnen Fragen der Schwingungsmessung 
herantreten, machen wir uns zuvor - nur in dem fiir das spa
ter Folgende unbedingt notwendigen Umfang - mit den fiir 
die Untersuchung von Schwingungen notwendigen Begriffen und 
mit den Methoden der rechnerischen Behandlung der Schwin
gungen in Systemen von einem Freiheitsgrad vertraut. Dadurch, 
daB wir auf diese Weise den mehr formalen Teilllnserer Aufgabe 
(in Abschnitt II) vorweghehmen, entlasten wir die spateren Be
trachtungen und schaffen dort Platz fiir die vom physikalischen 
und technischen. Standpunkt aus wichtigen Fragen. 
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II. Begriffe aus der Schwingungslehre und 
Methoden der rechnerischen Behandlung 
der Schwinger von einem Freiheitsgrad. 

A. Kinematik der Schwingungen 
(Allgemeine Schwingnngslehre). 

9 

4. Schwingungsvorgang, Kriechvorgang; periodische Schwin
gung, harmonische Schwingung. Schwingung nennen wir jeden Vor
gang, der irgendwelche Merk- If 

male der Wiederholung auf
weist; eine besondere Klasse von 
Schwingungen, die wichtigste 
allerdings, stellen die periodi
sc hen S c h wi ng u ng e n dar. ---+--\----/-- .....::.'<::-- -="'-==-.... i 
Das Wort "Schwingung" ist 
also nicht schon synonym mit 
"periodischem Vorgang". 

Abb. 4/1 a zeigt das Dia
Abb. 4/la. Allgemeine Schwingung. 

gramm eines Vorgangs, den wir eine Schwingung nennen; die 
Wiederholung besteht darin, daB die Veranderliche q (der Aus
schlag oder was sonst auch 
immer die Veranderliche 
bedeuten moge) wiederholt 
ihr Vorzeichen wechselt. 
DieseSchwingung ist nic h t 
periodisch. 

FUr periodische 
Schwingungen gibt Ab-
bild. 4/1 b ein Beispiel. Peri
odische Schwingungen sind 

Abb. 4/1 b. Periodische Schwingung. 

solche, bei denen nach Ablauf einer gewissen Zeit, der Periode 
(oder Schwingdauer) T, der Vorgang sich mit allen seinen 
Merkmalen wiederholt. (Es geniigt nicht, daB die Vel'anderliche 
selbst ihren Wert wieder annimmt.) Der gesamte Komplex 
der einen Vorgang bestimmenden Merkmale (Ausschlag, Ge
schwindigkeit, Beschleunigung und aIle hoheren Ableitungen) 
heiBt (mit einem aus der allgemeinen Physik iibernommenen 
Wort) die Phase des Vorgangs. Ein periodischer Vorgang 

t 
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weist nach Ablauf einer Periode wieder die ursprungliche 
PhQ.se auf. 

Kehrwert der Periode T ist die Frequenz oder Schwingzahl, 
I = liT. Sie gibt an, wie oft in der Zeiteinheit (in einer Sekunde 
etwa) der Vorgang sich vollstii.ndig wiederholt. 

Vorgii.nge, die nicht mehr zu den Schwingungen gerechnet 
werden, zeigt Abb. 4/1c. Wir sprechen hier von Kriechvorgii.n. 
gen. Wo man die Grenze zwischen einem Schwingungsvorgang 
und einem Kriechvorgang ziehen will, ist Sache der "Obereinkunft. 
Wir wollen (aus bestimmten, hier nicht nii.her zu erorternden 
Grunden l ) einen Vorgang dann eine Schwingung nennen, wenn er 
mehr als einmal seine Bewegungsrichtung umkehrt. 

t 

Abb. 4/1c. Krlechvorginge. 

Die wichtigste Klasse unter den Schwingungen sind die perio. 
dischen Schwingungen; sie werden auch stationii.re Schwin· 
gungen im Gegensatz zu den a bklingenden oder den anwach. 
senden (aufschaukelnden) Schwingungen genannt. Ihre Mannig. 
faltigkeit ist riesengroB. Die Behandlung und die "Obersicht wird 
aber durch einen Umstand auBerordentlich erleichtert: dadurch 
nii.mlich, daB sich jede periodische Schwingung zerlegen lii.Jlt in 
harmonische Schwingungen. Dieser Satz heiBt nach seinem 
Entdecker das Fouriersche Theorem und die Zerlegung demgemii.B 
Fourier.Zerlegung oder Fourier.Analyse. "Ober die rechnerischen. 
zeichnerischen oder instrumentellen Hilfsmittel, mit denen die 
Zerlegung einer periodischen Funktion in ihre "Harmonischen" 
ausgefiihrt wird, konnen wir hier jedoch nicht sprechen2 ; uns 

1 VgI. 138. 
I Vgl. 110 sowie die Lehrbiicher der a.ngewa.ndten Ma.thema.tik, z. B .. 

C!. Runge u. H. K6nig: Numerisches Rechnen S. 208ff. Berlin 1924. 
Willets, Fr. A.: Methoden der pra.ktischen Ana.lysis 8. 263ft. Berlfu. u. 
Leipzig 1928. 
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geniigt es fiir das Folgende zu wissen, daB die grundsa.tzliche 
M6glichkeit zu einer solchen Zerlegung besteht. Wir diirfen daher 
die harmomschen Schwingungen als die Bausteine aller peri
odischen Schwingungen betrachten und brauchen una deshalb zu
nli.chst auch nur mit ihnen zu beschMtigen. 

Eine harmonische Schwingung verla.uft nach einem Sinus
oder Cosinusgesetz: 

oder 
y'/, = B sin (w'/,t + IX'/,); 

sie hat also drei Bestimmungsstiicke: 

(4.1 a) 

(4.1 b) 

Bezeichnungen in den Beispielen 
[GIn. (4.1)] 

erstena: die Amplitude 
zweitens: die Kreisfrequenz 
drittens: den Phasenverschiebungswinkel 

A B 

Die Amplitude miSt den groBten Ausschlag. Die Kreis
frequenz 00 (die Herkunft der Bezeichnung werden wir ba.ld noch 
besser verstehen lernen) miBt die Schnelligkeit der Wiederholung 
des Vorgangs. Mit der Periode T und der Frequenz f = liT der 
Schwingung hii.ngt sie so zusammen, daB 

wT = 2n, also 

und daher 
w=2nf 

2n 
00=-

T 

(4.2) 

ist. Die Dimension sowohl der Frequenz f wie der Kreisfrequenz 00 

ist T-1, die Einheit beider GroBen demnach sec-1. Fiir die Kreis
frequenz 00 benutzt man die Einheit in dieser Form wirklich; um 
die Frequenz f zu messen, nennt man diese Einheit (zur Unter
scheidung) 1 Hertz und schreibt 1 Hz. 

Das Argument der trigonometrischen Funktionen in den 
Gin. (4.1) ist ein Winkel rp = wt + IX. Er bestimmt den "Zustand" 
oder die "Phase", in der die Schwingung sich zur Zeit t befindet. 
Bei einer gege benen harmoniachen Schwingung (d. h. bei ge
gebener Amplitude und Kreisfrequenz) wird der augenblickliche 
Zustand, die Phase, durch den Winkel if allein bestimmt. Er heiBt 
deshalb der Phasenwinkel. Der Winkel IX, der angibt, wie groB 
der Pha.senwinkel rp zur Zeit t = 0 ist, heiBt demgemii.B Null
phasenwinkel oder auch Phasenvetschi(' bungswinkel {weil 
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er die Verschiebung der Schwingung gegen eine angenommene 
Vergleichsschwingung mit dem NullphasenwinkellX = 0 miBt). 

Ee etellt eine durchaue abgeechliffene Redeweise dar, wenn (X als Phasen
winkel oder gar alB Phase schlechthin bezeichnet wird. 

Einen positiven Phasenverschiebungswinkel nennt man auch 
"Voreilwinkel", einen negativen "Nacheilwinkel". Diese Benen

nungen deuten darauf 
hin, daB im ersten Fall 
die Schwingung der Ver
gleichsschwingung vor
eilt (d.h.eine bestimmte 
Phase frtiher annimmt), 

a im zweiten Fall aber ihr 

b-----l"~-+--'-----\----f--~-
t -

Abb. 4/2. Phasenverschiebungswlnkel und 
Phasenverschiebungszeiten. 

griff der Phasenverschiebungszeit. 

nacheilt (eine ausge
zeichnete Phase spater 
annimmt als die Ver
gleichsschwingung). Im 

Ausschlag - Zeit - Dia
grammist einevoreilende 
Schwingung gegentiber 
der Vergleichsschwin

gung nach links, eine 
nacheilende nach rechts 
verscho ben. 

Mit dem Begriff des 
Phasenverschie bungs

winkels hangt ein zwei
ter aufs engste zusam
men, der uns spater noch 
eingehend beschaftigen 
wird, namlich der Be

Sie ist definiert aIs 

(4.3) 

und stellt die Zeit dar, in der der Phasenwinkel q; sich um den 
Betrag IX andert. Unter Benutzung der Phasenverschiebungszeit 
ta. schreibt sich der Phasenwinkel 

(4.4) 
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Der Phasenverschiebungswinkel (X ist ein geeignetes MaB zur 
Feststellung der zeitlichen Verschiebung zweier Schwingungen 
derselben Frequew;; zur Messung der zeitlichen Verschiebung 
zweier Schwingungen mit verschiedenen Frequenzen eignet er 
sich jedoch nicht, da ihm - je nach der Frequenz, die ihm bei. 
gegeben wird - ganz verschiedene (Phasenverschiebungs-) Zei
ten entsprechen. 

Beispiel: In Abb. 4/2b 1st die zweite Schwingung gegen die Lage, die 
sie in Abb. 4/2a hatte, um die Zeit tl verschoben. DieBer Verschiebungszeitt1 

entspricht ein Verschiebungswinkel 17, der zweiten, aber ein Verschiebungs. 
winkel 17,/2 der ersten Schwingung. 

o. Die erzeugende Kreisbewegung. 
Wir ttliissen ·uns jetzt mit einem fiir 
die ganze Schwingungslehre und vor 
allem fiir die Darstellung von Schwin
gungen durch Rechnung und Zeich· 
nung grundlegenden Gedankengang 
befassen, dem Zusammenhang der 
harmonischen Schwingungen 
mit ihren "erzeugenden Kreis· 
bewegungen" . 

Eine harmonische Schwingung 
kommt zustande (oder kann zustande 
kommend gedacht werden) dadurch, 
daB eine mit konstanter Winkelge
schwindigkeit vor sich gehende Kreis

] i [ 

----",\ 
\ 

[ 
Abb. 5/1. Kreuzschleifenkurbel. 

bewegung auf eine Gerade projiziert wird (instrumentell z. B. 
ausgefiihrt durch die Kreuzschleifenkurbel der Abb. 5/1). Die 
Winkelgeschwindigkeit der Kreis bewegung ist dann identisch mit 
der Kreisfrequenz der Schwingung. Daher riihrt dieser Name, 
und daher wird fiir beide GroBen derselbe Buchstabe, namlich w, 
verwendet. Das Wandern eines Punktes auf dem Kreis kann an
gezeigt werden durch die Drehung eines Fahrstrahles (Vektors) 0, 

der nach diesem Punkte weist (Abb.5/2). Der die augenblick
Hche Lage dieses Fahrstrahls anzeigende Winkel ist der Phasen
winkel qJ, sein Wert zur Zeit t = 0 der Nullphasenwinkel oder 
Phasenverschiebungswinkel (X. Die Zeit, die der Fahrstrahl braucht, 
um den Winkel at zu iiberstreichen, ist die Phasenverschiebungs
zeit til. 
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Was niitzt una die Deutung einer harmonischen Schwingung 
als Projektion einer gleichformigen Kreisbewegung 1 ZU'nachst gibt 
sie una die Moglichkeit, die Darstellung von harmonischen 
Schwingungen bedeutend zu vereinfachen. Statt Sinuslinien zu 
zeichnen, geniigt es, die nach dem umlaufenden Punkt des Kreises 

t 

Abb. 6/2. Harmon1sche Schwingungen und erzeugende Krelsbewegung. 

weisenden Fahrstrahlen (Vektoren} in der Niillstellung (Ausgangs. 
stellung) anzugeben (Abb. 5/3). AIs weitere Angabe benotigt man 
allerdings noch die Frequenz oder Kreisfrequenz (Winkelgeschwin. 
digkeit). Die Vektoren in der Nullstellung repraaentieren namlich 

a 

Abb. 5/3. Harmon1sche Schwingungen mit ihren erzeugenden Vektoren 
in Ausgangsstellung (komplexen Amplltuden). 

t 

Amplitude und Nullphasenwinkel (Phasenverschiebungswinkel}, 
also zwei der drei Bestimmungsstiicke einer h&rmonischen Sohwin· 
gung. Abb. 5/4 zeigt die Addition zweier Schwingungen der glei. 
chen Frequenz ~ der Addition der Ordinaten der Sinuslinien ent· 
spricht die Addition der erzeugenden Vektoren. 

Durch die Beachtung des Zusammenhangs zwischen Schwin· 
gung und Kreisbewegung wird aber nicht. nur die zeichnerische 
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Darstellung vereinfacht, auch die Rechnung kann Vorteile dar
aus 'Ziehen. Statt einer Darstellung des Schwingungsablaufs wii.hlt 
man auch fUr die RechnUilg eine Darstellung der Kreisbew.egung, 
und zwar indem man das Wandern des Punktes der erzeugenden 
Kreisbewegung beschreibt. Wie geschieht das 1 

a !J b 

t 

Abb. 6/4. Zusammensetzung von bannon1schen Schwlngungen glelcher Frequenz. 

Eine Kreisbewegung ist eine Bewegung in einer Ebene. Punkte 
der Ebene k()nnen durch (ebene) Vektoren beschrieben werden. 
Ebene Vektoren sind gleichwerlig mit komplexen Zahlen. FUr 
komplexe Zahlen gibt es zwei Darstellungsformen1 (i = i -1) : 

a = x + i y und a = A e' 'P • 

Unseren Zwecken ist die zweite Form besonders gut angepaBt. 
Die Bewegung auf dem Kreis wird beschrieben durch die Glei-
chung a (t) = A ei(Q)t+ .. ) = ~ eiQ)t (5.1) 
mit 

~ heiBt die komplexe Amplitude der Schwingung; sie ist 
identisch mit dem Nullvektor (d. i. der erzeugende Vektor in der 
Nullstellung). 

Die schWingende GroBe selbst erhiHt man aus der Kreisbewe
gung durcheine Projektion. Rechnerisch heiBt das, durchBildung 
'des reellen oder imaginaren Teiles der komplexen Zahl a, 

y == 3m (a) = 3m ($ll eiQ)t), 

x = me (a) = me (~eiQ)t). 
(5.2a) 

(5.2b) 

1 In der elektrischen Schwingungslehre wird die imaginare Einheit 
meist mit i Btatt mit s bezeiohnet. 



16 II. Begriffe aus der Schwingungslehre. Ziff.5. 

Aber ebensowenig wie man bei der graphischen Darstellung 
die Projektion wirklich ausfiihrt, fiihrt man bei der Rechnung die 
Bildung der Anteile aus. Man begniigt sich mit der Behandlung der 
Kreisbewegung, die die Schwingung ja vollstandig repriisentiert 
(falls die Projektionsrichtung verabredet ist). 

Die Brauchbarkeit dieser Darstellung geht aber noch viel 
weiter: Wir betrachten die Differentiation und Integration. Wenn 

y = A sin(wt + ex) (5. 3a) 

ist, so lautet die erste Ableitung 

if = A w cos (w t + ex), 
die zweite y = - A w 2 sin (w t + ex) 

(5.3b) 

(5.3c) 

(dabei sind - wie iiblich - Ableitungen nach der Zeit durch iiber
gesetzte Punkte bezeichnet). Stellen wir die Kreisbewegung da
neben: Zu 'y(t) gehOrt 

a = ~leiwt mit 12{ = A eirt.. (5.4a) 

Die erste Ableitung lautet 
. . . il!.· i (oot + l!.) 
a=~{wH'Q)t =(~e2w)e""t=(~w)e ~ (5.4b) 

und die zweite Ableitung 

a = ~ w2 i 2 ei Q)t = (2{ ei1C w 2) eiwt = (l2{w 2 ) ei(Q)t+ n). (5.4c) 

Aus den Prozessen der Differentiation und der Integration sind 
einfache algebraische Operationen, das Multiplizieren mit i oder 

a !/.Y·ij b 

A,bb. 5/5. Harmonlsche Schwlngungen und Ihre Ableltungen. 

das Dividieren durch i geworden. Oder anders ausgedriickt: Durch 
Bildung der Ableitung wird der Vektor der erteugenden Kreis
bewegung urn ,.,,/2 "nach vorn gedreht" (und mit w multipliziert), 
durch Integration wird er entsprechend urn ,.,,/2 zuriickgedreht 
(und durch w dividiert) (Abb.5/5). 
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Immer dann, wenn man es mit periodischen Schwingun
gen zu tun hat, die sich, wie gesagt, in eine Reihe von Harmoni
schen entwickeln lassen; ist die Verwendung der erzeugenden Kreis
bewegung ein Hilfsmittel zur Vereinfachung nicht nur der Darstel-

Abb. 5/6. Kurventafel rur Betltimmung der Beschleunlgungsamplituden harmonlllCher 
Schwlngungen. 

lung, sondern in besonders machtvoller Weise auch der Rechnung. 
Wir werden uns dieses Hilfsmittels nQch ausgiebig bedienen. Es 
wird uns insbesondere erlauben, die Integration von Differential
gleichungen auf die Behandlung algebraischer Vektorgleichungen, 
d. i. die Untersuchung von Vektorpolygonen, zuriickzufiihren 
(Ziff. 7). 

KJotter. SchwingungsmeS8ung. 2 



f Hz 
1@ 

800 

600 

600 

¥liD 

3Q(} 

260 

280 

150 

30 
35 

30 

15 

/' 
'10 
9 
8 
7 
II 
6 

'I 

8 

a5 

2 

1,5 

1 
8,9 
48 
.41 
411 
45 

.-/ 
/' 

/' 
.-/ 

/' 
.-/ 

b--

4001em.<A < JOcm 
45Hz <j'< 1000Hz 
401 < B < 1O.9cm see-2 

A em. 
30 
36 
20 

15 

101 

g 
7 
1/ 
5 
'I 

3 
~6 

2 

1,5 

43 
425 
0,2 

415 

0,1 

~~ 
~ 
0,05 
4(111 

0,03 
0,025 
a02 

0,015 

--------------------------·~Q,001 

Abb.6/7. NoQllllll'llmm zur Be8tlmmuna·der Beachleunigunll88D1PUtuden harmonillCher 
ScIiw1DIJUIIaIID. 



Ziff.6. Die freien Sohwingungen. 19 

Der aus den Gin. (5.3) fo1gende Zusammenhang zwischen der 
Amplitude B der Beschleunigung ii und der Amplitude A des 
Wages y, 

(5.5) 

wird una noch sehr bii.ufig begegnen. Um die numerische Umrech
nung zu erleichtern, geben wir an dieser Stelle zwei Hilfsmittel: 
1. ein Diagramm (Abb.5/6), in dem in logarithmischer Teilung 
auf der Abszissenachse die Wegamplitude A (in I'm), auf der 
Ordinatenachse die Frequenz f (in Hz) aufgetragen ist, wahrend 
die eingezeichneten Geraden die Punkte gleicher Beschleunigungs
amplituden B (gemessen in g) verbinden, 2. ein Nomogramm 
(Abb. 5/7), das - wie die eingezeichneten Beispiele zeigen -
erlaubt, mit Hilfe einer geraden Linie aus den Werten auf zwei 
Achsen den zugehorigen Wert auf der dritten Achse abzulesen. 

B. Dynamik (Kinetik) der Schwingungen. 
6. Die freien Schwingungen. Bisher hatten wir von dem Ablauf 

der Schwingungen selbst gesprocaen, noch ohne Riicksicht 
darauf, wie die 'Schwingungen zustmde kommen. Die bisherigen 
Aussagen gehOren alao zur Kinematik der Schwingungen (oder
falls die schwingende GroBe nicht nur einen Weg bedeuten soll
in die sogenannte allgemeine Schwingungslehre). Jetzt wenden 
wir una der Dynamik (Kinetik) der Schwingungen zu, aJao dar 
Frage, durch welche Krii.fte Schwingungen zustande kommen, 
oder welche Krii.fte im Zusammenhang mit den Schwingungen 
auftreten. 

Wir behandeln nur Schwinger von einem Freiheitsgrad, da.s 
sind solche Gebilde, deren Bewegungen durch eine einzige Koordi
nate q .beschrieben werden. Die Masse des Schwingers heiBe 
stets a; ala Koordinate q wahlen wir die Auslenkung der Masse aus 
ihrer GleichgewichtBlage. Bei den Schwingern werden durch 
die Auslenkung von q abbii.ngige Krii.fte, und zwar Riickfiihr
krii.fte (Riiokstellkrafte), geweckt. Je nach deren physikali
scher Natur lassen sich die (einfachen) Schwinger in die beiden 
Gruppen der elastischen Schwinger und der Pendel (quasi-elasti
schen Schwinger) einteilen. Wir werden es hier jedoch in der 
Regel mit elastischen Schwingern allein zu tun haben. Ein "Er
satzbild" fiir einen elastischen Schwinger haben wir in dem Ge-

2· 
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bilde nach Abb. 6/1 vor uns. Wenn wir ein solches Symbol (Er
satzbild) gebrauchen, so meinen wir keines
wegs, da6 das elastische Gebilde, die "Feder", 
notwendig als zylindrische Schraubenfeder aus

a . 

gebildet sein miisse; Schwinger 
nach Abb. 6/2, a bis d, sollen 
auch unter das Ersatzhild 6/1 'd 

gehoren. W 0 gelegentlich Pendel 
auftreten, konnen diese unter 
dem gleichen Ersatzbild behan
delt werden. 

Wir beschranken uns auf die 
Abb. 6/1. Ersatzblld Untersuchung jener FaIle, in de

elnes el!,stlschen nen die Riickstellkrafte der AusSchwmgers. 
lenkung proportional sind 

(d. h., wir miissen uns u. U. auf "hinreichend 
kleine" Auslenkungen beschranken), und he
zeichnen als Federzahl c die Zahl, welche an
giht, wie gr06 die elastische Riickstellkraft im 
Verhiiltnis zur Auslenkung 1st. Der Kehrwert 
der Federzahl, h = lIe (Auslenkung im Verhiilt
nis zur Kraft), hei6t die Einflu6zahl. 

Sind weder Dampfungs- noch explizit von 
der Zeit abhiingige Krafte vorhanden, so lau
tet die Bewegungsdifferentialgleichung des ein
fachen (elastischen) Schwingers gema6 der New
tonschen Grundgleichung: 

.. 1 ( ) q = - -cq a 
oder geordnet: 

aij+cq=O. (6.1) 

Sie ist eine (gewohnliche) lineare und homo
gene Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Ihre (vollstiindige) Losung ist bekanntlich: 

mit 

q = A coswt + B Sinwt} 
(6.2) 

= o c.)s (wt + at) 

(6.2a) 

"",-

.; 
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A und B bzw. C und oc sind Integrationskonstanten, die durch die 
Anfangsbedingungen festgelegt werden; die Kreisfrequenz w da
gegen ist durch die Konstanten a und c (Masse und Federzahl) 
des Schwingers bestimmt. 

Die Bewegungen, die allein unter .Wirkung von Tragheits- und 
elastischen Kriiften zustande kommen, sind also Schwingungen. 
Sie werden freie oder Eigenschwingungen genannt und verlaufen 
harmonisch. Ihre Kreisfrequenz w wird als Eigenfrequenzl be
zeichnet. 

Sind Dampfungs
krafte anwesend, so be
nutzen wir als Ersatz
bild des Schwingers das 
der Abb. 6/3 in der 
Form a oder b. Die Be

b 

~. 4 ~ a , 
, c 

wegungsgleichung lautet Abb.6/3. Parallelschaltuugen von Feder und m.mpfer. 

dann, falls die Damp-
fungskraft der Geschwindigkeit proportional angesetzt wird (was 
streng richtig ist fiir kleine Geschwindigkeiten in Flussigkeits
dampfern und fiir Wirbelstrombremsen) 

Sie hat als LOsungen 

fur D < I 

" D > I 
" D = I 

aq+bq+cq=O. 

q = e-dt (A cos v t + B sin v t) , 

q = e-~t(A ~of,ut + B 6in,ut), 

q = e-dt (A + B t) . 

Die Abkiirzungen bedeuten dabei 

tJ=~, w=v1, D=!=2;ac' 
v = fW! - tJ2 = w fl - D2, 

,u = ftJ2 - w2 = W VD2 - 1 . 

(6.3) 

(6.4a) 

(6.4b) 

(6.4c) 

(6.5) 

Die sich einstel1enden freien Bewegungen sind abklingende 
Schwingungen nach Abb. 4/la oder Kriechbewegungen na.ch 
Abb. 4/1 c je na.chdem, ob D < 1 oder D ~ 1 ist. 

1 Auch an spil.teren Stellen soIl unter co steta die Frequenz der unge
dii. m p f ten Eigenschwing1l1lg, gege ben durch (6.2 a), verstanden werden. 
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Da diese Dinge bekannt sind, gehen wir darauf nicht weiter 
ein. Wir geben nur noch in einem Diagramm (Abb. 6/4) an, weI
che Zusammenhange bestehen zwischen dem Dii.mpfungsmaB D 
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Abb. 614.. AmpUtudenverbAltnls A,/AH. und 
YAt/Af+ •• log. Dekrement ''=In (A,/AI+.), Reso· 
ilanZwerte V,(l) und V,_" in AbbAnglgkelt vom 

DimpfungsmaB D. 

einerseits und anderer
seits dem logarithmischen 

Dekrement () = 2:rt tJj'll 
(d. i. dem Logarithmus 

des Verhii.ltnisses AAt 
1+1 

zweier aufeinanderfolgen-
der, nach derselben Seite 
gehender GroBtausschla-

ge), dem Verhii.ltnis AA, 
'+1 

selbst, seinem Kehrwert 

~:1 und dem Verhii.Itnis 

~' . uf" d -A zwelera eman er-
'+1 

folgender GroBtausschla-
ge, die nach verschiede
nen Seiten gehen. Au.6er
dem sind in das Diagramm 
eingezeichnet die Reso
nanzwerte Vs(l, D) und 
die Maximalwerte V 3 max 

der VergroBerungsfunk
tionen (siehe Ziff. 8). 

Die Kriechbewegungen gehoren nicht mehr zu den Schwin
gungen, die abklingenden Schwingungen nicht mehr zu den perio
dischen oder stationaren Schwingungen; man kann fUr sie nicht 
mehr die Darstellungs- und Rechenmethoden benutzen, die eich 
an die erzeugende Kreisbewegung anschlieBen. 

Wenn Widerstandskrii.fte auftreten, so ist es erwiinscht, daB 
sie der ersten Potenz der Geschwindigkeit proportional sind, da
mit die Bewegungsgleichung linear bleibt. Nicht aIle Widerstands
kTMte befolgen aber diese Abhii.ngigkeit. Besondere Beachtung 
verdient noch die auch in MeBgeraten haufig anzutreffende "feste 
Reibung", die konstanten Betrag R hat und der Geschwindigkeit 
entgegenwirltt. 
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Wii.hrend bei Anwesenheit einer geschwindigkeitsproportio
nalen Da.mpfungskraft die Maximalausschlage der abklingenden 
freien Schwingung eine geometrische Reihe bilden (wobei der 
Logarithmus des Quotienten das "logarithmische Dekrement" {} 
darstellt), erfolgt die Abnahme bei fester Reibung nach einer 
arithmetischen Reihe mit der Differenz 28 (zweier Grolltaus
schlii.ge nach verschiedenen Seiten) bzw. 48 (zweier Grolltaus
schlage nach derselben Seite); dabei ist 

R R 
8 = C = ao'" (6.6) 

Fillt ein Umkehrpunkt einmal in das Gebiet - 8 ~ q ~ + 8, 

so bleibt der Schwinger dort stehen, die Schwingupg bricht 
ab1• Weil auf diese Weise Fehleinstellungen der Mellgerii.te zu
stande kommen, muB die Reibung festen Betrages in den Geraten 
sorgfii.ltig vermieden werden. "Ober das Gesetz der Abnahme der 
SchwingungsauBBChlii.ge bei gleichzeitiger Anwesenheit von ge
schwindigkeitBproportionaler Dii.mpfung und fester Reibung hat 
K. Bogell kiirzlich Untersuchungen angestellt; eine von ihm an
gegebene graphische Darstellung ermoglicht es umgekehrt auch, 
aus einer Folge von Maximalausschlii.gen auf die wirksamen An
teile an Dii.mpfung und an Reibung zu schlieBen. 

"I. Die erzwungenen Schwingungen. Bedeutungsvoll fiir die 
uns weiterhin beschii.ftigenden Themen sind jedoch nicht die 
freien, sondern vielmehr die erzwungenen Schwingungen, 
die in den genannten Systemen auftreten konnen. Von einerer
zwungenen Schwingung sprechen wir im Gegensatz zu einer freien 
Schwingung dann, wenn bicht nur Trii.gheits-, Dii.mpfungs- und 
Federkrii.fte ins Spiel kommen, wenn vielmehr au6erdem nooh 
explizit von der Zeit abhii.ngige Krii.fte p (t) (Erregerkriilte, Stor
krii.fte) auftreten, so daB an die Stelle der homogenen Bewegungs. 
gleichung (6.3) dieinhomogene 

aq+bq+cq=p(t) (7.1) 

tritt. Diese Erregerkrii.fte p (t) konnen irgendwelchen Verlauf haben. 
Uns interessieren zunii.chst wieder nur periodisch verlaufende 
Kriilte. Nach dem Fourierschen Theorem kann jede periodische 

1 Weitere Eigensohaften dieser Schwingung siebe unter 134. 
S BOgel. K.: 1ng •• Aroh. Bd. 12 (1941) S.247. 
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Funktion in Harmonische zerlegt werden, und da unsere Diffe. 
rentialgleichung linear ist, konnen wir deshalb den EinfluB eines 
jeden einzelnen harmonischen Bestandteiles in der Erregerkraft 
p (t) getrennt untersuchen. 

Die groBe Bedeutung linearer Differentialgleichungen liegt an dieser 
Stelle begriindet: Nicht so sehr, well die homogenen Differentialgleichungen 
Bich leichter losen lassen, wenn sie linear Bind, alB well bei inhomogenen Dif· 
ferentialgleichungen (Gleichungen mit SWrfunktion) der EinfluB der ein
zelnen BeBtandtelle der SWrfunktion getrennt untersucht werden darf, 
Bpielt die Linearitat der Differentialgleichungen eine Bolch groBe Rolle. Die 
Moglichkeit der Untersuchung einzelner Bestandtelle der SWrfunktion ent
fallt bei den nic,ht-linearen Gleichungen. Daher riihrt die groBe UmBtand
lichkeit in der Behandlung dieser Gleichungen und die Schwierigkeit, zu 
allgemeinen Aussagen iiber ihre LOsungen zu gelangen. 

Die im Mittelpunkt aIler weiteren Erorterungen stehende 
Differentialgleichung lautet daher 

aq+bq+cq=PcosDt. (7.2) 

D ist die Kreisfrequenz der harmonischen Storkraft, die "dtor. 
frequenz" (Erregerfrequenz). Wir bezeichnen sie mit dem groBen 
Buchstaben zur deutlichen Unterscheidung gegeniiber der von den 

Konstanten des Schwingers abhangigen Eigenfrequenz ill = ~. 
Die Differentialgleichung (7.2) ist eine lineare, inhomogene 

Differentialgleichung zweiter Ordnung. Ihre allgemeine Losung q 
setzt sich zusammen aus der aUgemeinen Losung qll der verkiirzten 
(homogenen) Differentialgleichung (6.3) und einem partikularen 
Integral qp der inhomogenen 

q = qll + qpo 

Da der erste Anteil, qll (6.4), eine abklingende Schwingung 
oder eine Kriechbewegung darstellt, beeinfluBt er die Bewegung 
in ihrem spateren Verlauf nicht mehr. Wir werden ihn deshalb 
zunachst iiberhaupt auBeracht lassen und nur den partikularen 
Losungsanteilqp, die eigentliche erzwungene Bewegung, behandeln. 
Der Anteil qll' in welchem die Integrationskonstanten enthalten 
sind, ist im wesentlichen fiir die Erfiillung der Anfangsbedin
gungen von Bedeutung 1. 

1 EB biirgern Bich in dieBem ZUBammenhang folgende Bezeichnungen 
ein: Der nach dem Aufbringen (EinBchalten) der Erregung Bich einstellende 
Vorgang heiBt Einschwingvorgang (oder Einschaltvorgang). Der nach 
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Fiir die Auffindung del' partikularen Losung von (7.2) erweist 
es sich aIs zweckmaBig, zur komplexen Schreibweise uberzugehen: 

a q + b q + c q = ~ eWt • (7.2a) 

[Durch Bildung des Realteils von (7.2a) kehrt man zu (7.2) 
zuruck.] 

Hier "versuchen" wir nun den Ansatz 

q= 0. eWt , 

del' gleichwertig ist mit del' reellen Schreibweise 

q = Q cos (£Jt + IX), 

(7.3) 

(7.3a) 

d. h. wir untersuchen, ob del' erzwungene Ausschlag mit derselben 
Frequenz [J harmonisch verlaufen kann wie die erregende Kraft, 
wobei wir die Bestimmungsstucke del' komplexen Amplitude 0, 
(d. h. die reelle Amplitude Q und den Phasenverschiebungswinkel IX) 
offen lassen. 

Durch Einsetzen von (7.3) in (7.2a) findet man nach Division 
durch ewe die im Mittelpunkt aller folgenden Erorterungen 
stehende Gleichung 

(-a[J2+ib[J+c)Q=~ (7.4) 

als Beziehung zwischen del' komplexen Amplitude 0. des er
zwungenen AUBBchlags und del' komplexen Amplitude ~ del' er
regenden Kraft. Sie dient zur Bestimmung von 0,. 

Machen wir uns die gegenseitige Lage del' Vektol'en an einem 
Bild klar (Abb. 7/1): Es sind zwei verschiedene FaIle moglich, 
je nachdem, ob [J < w odeI' [J > wist. Wegen c = a w2 ist nam
lich im ersten Fall \ co. \ >\ a[J2Q \. und ein Vektorpolygon 
nach (7.4) kommt nur zustande, wenn 0, und ~ so liegen, wie 
Abb.7/1a angibt, d. h., wenn del' Phasenverschiebungswinkel IX 
ein Nacheilwinkel e = - IX ist und sein Betrag unter 7&/2 bleibt. 

dem Beseitigen (AuBBchalten) der Erregung sich anschlieJ3ende Vorgang 
heiJ3t AUsBchwingvorgang (oder Ausschaltvorgang). Dieser besteht im
mer aus einer freien Schwingung (oder Kriechbewegung) des Schwingel13. 
Der Einschwingvorgang kann bei den hier allein betrachteten, einer linearen 
Bewegungsgleichung gehorchenden Schwingern aus der erzwungenen und 
der freien Bewegung zusammengesetzt werden. Die Differenz aus Ein
schwingvorgang und erzwungener Bewegung (also die freie Bewegung) heiJ3t 
Ausgleichsvorgang; er gleicht den Unterschied zwischen den vorhan
denen und den yom erzwungenen Zustand geforderten Anfangswerten aus. 
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1m zweiten Fall wird I anI 0. I > Ie 0 I, und der Betrag des Nach
eilwinkels iibersteigt n/2, so wie Abb. 7/1 b angibt. 

CD Er"egel'k1't1ff uno' AfJ6scnlog 
<ID Kf'fJ'I'IBr:k 
@ KI'fifIr ,inZlln 

y 
®-t: 

tbSJO 

'l'l 

b 
D>11J 

Abb. 7/1. Erregerkraft und erzwungener Auaachlag. 

Man bun nun fragen, wie der Endpunkt des 
Vektors 0 wandert, wenn irgendwelche Para
meter der Gl. (7.2) geandert werden, z. B. die 
Erregerfrequenz D, die Masse a, der DAmpfungs
faktor b, die Federzahl c. Der Endpunkt des 

Vektors 0 beechreibt daun jeweils eine Kurve. Aus ihr kann alles Wissens
werte iiber die erzwungenen Schwingungen abgelesen werden: Die Fre
quenz iet ohnehin bekannt, eie ist D; die iibrigen. Beetimmungsstiicke 
einer harmonischen Schwingung, namlich (reelle) Amplitude und Phasen
verschiebungswinkel werden durch 0, d i. die komplex.e Amplitude der 
erzwungenen Schwingung, geliefert. Die Betrachtung der geometrischen 
Orter der Endpunkte der komplexen Amplitude heillt Ortekurven theorie. 
Sie iet in der elektrischen Wechselstromtechnik schon lange zu groBer Voll
ko~menheit ausgebildet worden. Auch bei der Untersuchung mechanischcr 
Schwingungen ist sie ein bequemes und machtvolles HilfBmittel 1• 

Man sieht hier deutlich den Nutzen ein, den die Behandlung 
der Schwingungen "auf dem komplexen Wege", d. h. ihr Ersatz 
durch die Vektoren der erzeugenden Kreisbewegung bietet. Die 
Behandlung der (harmonischen) Schwingungsvorgange wird auf 
die Behandlung der komplexen Amplituden dieser Schwingungen, 
also auf eine reine Aufgabe der Vektoralgebra zurUckgefiihrt. 
An die Stelle der Differentialgleichungen [z. B. (7. 2)] treten alge
braische Gleiohungen [z. B. (7.4)]. AIle notwendigen Schliisse 
lassen sich aus diesen algebraischen Gleichungen ziehen. 

1 VgI. 151,52, M. 
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8. Klnetische EinfluSzahlen; VergroBerungsfunktionen und 
Ph8senverschiebungswinkel. at) Die kinetischen Einflu6. 
zahlen. An die grundlegend wichtige Gleichung (7.4) schlie6en 
wir einige weitere Erorterungen an, die uns fiir alles Spatere iiber. 
a.us niitzlich sein werden. 

Die drei Krafte a.uf der linken Seite der Gleichung sind dar 

Reihe nach di T" h 't kr ft m rls("'\. 

die Dampfungskraft ~b = i b [) 10, (S.la) 
e rag el s a 'Pa = -- a 1),4 IU, I 

die Federkraft ~ c = c 10; 
ihre vektorielle Summe ist die Erregerkraft ~, 

~a+ ~b+ ~c=~· (S.l b) 

Wir bilden nun die Quotienten der drei genannten Krafte mit 
der Erregerkraft ~. Ala Quotienten komplexer Zahlen sind sie 
wieder komplex, als Quotienten von Kraften dimensionslos .. Fiir 
die Erregerkraft ~ schreiben wir dabei die Summe nach (7.4) an. 
Schlie6lich benutzen wir noch die in (6.5) schon eingefiihrte Ab-

kiirzung D = ~. = _b_ 
(1) 2JaC (S.2a) 

fiir das Diimpfungsma6 und die weitere, 
Q 

'YJ=a; (S.2b) 

fiir das Verhaltnis von Erregerfrequenz zu Eigenfrequenz (des 
ungedli.mpft gedachten Schwingers) (Frequenzverhiiltnis). So kom· 
men drei bedeutungsvolle Gro6en zustande, auf die wir immer 
wieder zurUckgreifen werden: 

,. -aDD -"II 
1)1=,= -a,Ol+ib!J+c -1-1J1+2D1]i 

_ -"12 [(1-"11) -20TJi] 
- (1-"12)8+401 "1. (S.3s.) 

$& i b Q 2 0 "I f 
t}s = , = - a QB + i b Q + c = 1 - "II + 2 0"1 i 

20TJ[20TJ+i(I-TJi)] (S.3b) 
= (1-"1')1+401 "11 , 

$. c 1 
t}a = , = - a DI + i b Q + c = 1 - "II + 20"1 i 

_ (I - 1]1) - 2 0"1 i 
- (1-1]1)1+401 "11' (S.3c) 
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Gleichung (7.4) oder (S.lb) wird dann zu 

t)1 + t)2 + t)s = 1 . 

Ziff.8. 

(S.4) 

Das zugehOrige Vektorbild zeigt Abb. 8/1. Es entspricht Abb. 7/la 
mit dem Einheitsvektor als Erregerkraft. 

Die komplexen Zahlen t} nennen wir 
"reduzierte kinetische EinfluBzahlen". Wir 
wollen diese Bezeichnung noch erlautern. 
Das Verhiiltnis eines statischen Ausschlags Q 
zur einwirkenden Kraft P ist die statische 
EinfluBzahl 1 Q 

h=7= p. Abb. 8/1. Krafteck von 
Abb. 7/1a in dimensions· 
loser Auftragung; redu· 
zierte kinetische Einflull· 

zahlen. 
Unter Benutzung jeweils der dritten Glei
chung von (S.l) und (S.3) erhiilt man als 

Beziehung zwischen der komplexen Ausschlagsamplitude 0. und 
der komplexen Erregerkraftamplitude ~ die Gleichung 

daher als Quotienten 

1 
0.=c~t}3' 

o 1 
$ = et}s. 

Dieser Quotient, also die GroBe 

~ = ..!.. t)a = h t}s , e 

(8.5) 

(S.5a) 

(8.5b) 

heiBt in Analogie zur statischen EinfluBzahl die (komplexe) kine
tische EinfluBzahl. SchlieBlich heiBt t}s seIber als Quotient ~/h 
aus der (komplexen) kinetischen und der statischen EinfluBzahl 
die (komplexe) reduzierte kinetische EinfluBzahl. 

Die Betrage hi t}al bzw. I t}al seIber kronen demgemaB als 
reelle kinetische EinfluBzahl bzw. als reelle reduzierte kinetische 
EinfluBzahl bezeichnet werden. ~An Stelle der letzten Bezeichnung 
wird ffir I t)al in kurzem die Bezeichnung "VergroBerungsfunktion" 
eingefiihrt und weiterhin benutzt werden.) 

fJ) VergroBerungsfunktionen und Phasenverschie
bungs winkel. Die Untersuchung der Ortskurven der GroBen t}1 
bis t}s entspricht der Untersuchung der Kraftamplituden ~IJ bis ~c 
und liefert dieselben Aufschliisse iiber die zwischen Erregerkraft
amplitude ~ und erzwungener Ausschlagamplitude 0. bestehenden 
Beziehungen. Wir wollen die weitere Untersuchung jedoch nicht 
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mehr in komplexer Form, d. h. durch Behandlung der Ortskurven, 
durchfiihren, sondern jetzt zu der den meisten Lesern gelaufigeren 
Form iibergehen, indem wir die beiden gesuchten Bestimmungs
stiicke der erzwungenen Schwingung, die in der komplexen Ampli
tude 0 von (8.5) stecken, namlicb die (reelle) Amplitude Q und 
den Phasenverschiebungswinkel ex, getrennt ermitteln. 

Die erste der gesucbten Aussagen, die iiber die Amplitude, 
erhalt ma.n dadurch, daB man die Betrage der komplexen GroBen 
in (8.5) bildet; sie lautet: 

1 1 
Q=IOI=cl~llt)al=cPV3' (8.60.) 

Den Betrag I t)31 der komplexen Zahl t)a bezeicbnen wir mit V3 
und nennen ibn "VergroBerungsfunktion". [Entsprechend werden 
wir spater die Betrage der komplexen Zahlen t)2 und t)l mit V z 
und VI bezeichnen, und ferner die Betrage der Summen (t)l + t)z) 
und (t)2 + tJ3) mit V1,2 und V2,s.] Aus (8.3c) kommt 

1 
Vs =ltJal=l(1_1n+ 4 D21)2' (8.6b) 

Die VergroBerungsfunktion Va erweist sich in dem gegenwartig 
besprochenen Zusammenhang [Gl. (8.60.)] als diejenige Zahl, die 
sagt, um wievielmal die Amplitude Q des erzwungenen Ausschlags 
groBer ist als der statische Ausschlag d = Pic, der unter Wirkung 
einer ruhenden Kraft P am gleichen Schwinger zustande kame. 
Diese in der Gl. (8.60.) steckende Deutung fiir die VergroBerungs
funktion Va ist nicht die einzig vorkommende; neben ihr spielt 
eine z.weite ebenfalls eine wichtige Rolle. Durch Multiplizieren 
mit c wird aus Gl. (S.6a) 

cQ=PVa· (S. 7 a) 

Fiir c Q laBt sich nach der dritten Gleichung von (S.la) auch 
I ~c I schreiben. Diese GroBe bedeutet nun die Amplitude der bar
monischen Wechselkraft, die in der Feder des Schwingets und auch 
an ibrem FuBpunkt und ihrem Endpunkt auftritt. Man sieht also, 
daB die Beanspruchung der Feder durch eine harmonisch ver
anderliche Kraft der Amplitude P nicht diese Amplitude P selbst 
hat, sondern ihr durch Va angegebenes Vielfaches. 

DemgemaB verhalten sich auch die Spannungen. Ruft eine 
ruhende Kraft P in irgend einem Glied des als Feder dienenden 
elastischen Gebildes eine Spannung 0'1Ia& hervor, so bewirkt eine 
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harmonische Wechselkraft mit der Amplitude Pin jenem Glied 
eine harmonische Wechselapannung mit der Amplitude 

(S.7b) 

Andere Deutungen werden uns spater bescha£tigen. 
Eine komplexe GroBe hat - wie gesagt - neben ihrem Betrag, 

den wir soeben untersucht haben, noch ein zweites Bestimmungs
stiick: ihr Argument. Die komplexen reduzierten kinetischen Ein
fiuBzahlen t)t sind [vgl. (S.3)] Quotienten von komplexen Ampli
tuden; daher' geben ihre Argumente die Phasenverschiebungswin
kel zwischen zwei harmonischen Schwingungen an. Zur Ermitt
lung dieses Phasenverschiebungswinkela bedarf es nun noch einiger 
Festsetzungen. Wahrend das Argument ex einer komplexen Zahl 
ala positiv betrachtet wird und Werte zwischen 0 und 2~ an
nimmt, ist es iiblich, die Betrage der Phasenverschiebungswinkel 
nicht iiber ~ anwachse.n zu lassen, sondern einen Voreilwinkel und 
einen Nacheilwinkel zu unterscheiden, deren Betrage jeweils ~ 
nicht iiberschreiten (Abb. 8/2). Zur deutlichen Unterscheidung 
soll im folgenden der Phasenverschiebungswinkel, wenn er ein 
Voreilwinkel ist, stets mit y, wenn er ein Nacheilwinkel ist, stete 
mit 8 bezeichnet werden [beide positiv gerechnet, so daB beirn 
Voreilen z. B. cos (Qt + y), beirn Nacheilen cos (Qt - 8) geschrie
ben wird]. Der zum Argument ex einer reduzierten kinetischen 
EinfluBzahl t)t gehOrende Voreil- oder Nacheilwinkel laBt sich 
demnach in folgender Weise definieren: 

ex =Yk= } 13m (th) I {falls 3m (t)k) > O,} arc tg ~.---::"':'::':..!. 
2~ - ex = £k = me (t}~) falls 3m (th,) < O. 

(S. S) 

Dabei ist fiir die Funktion arc tg ihr Hauptwert einzusetzen, der 
zwischen 0 und ~ liegt. 

Der Phasenverschiebungswinkel zwischen den komplexen Am
plituden 10 und ~, der nach Gl. (S.5) durch t). bestimmt wird, 
ist, do. nach (8.3c) 3m(t)a) < 0 ist, ein Nacheilwinkel; fiir ihn 
kommt 201) £.= arctg-1--a • -1) 

(S.9) 

Die komplexe Amplitude 0, liegt hinter der Amplitude ~, die 
erzwungene Schwingung eilt der Erregerkraft nacho 

y) Ertirterung der VergroBerungsfunktion V.(f/. D) 
Und des Nacheilwinkels £3('¥J, D). Die VergroBerungsfunktion 
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Va hii.ngt von zwei Argumenten ab, vom Frequenzverhii.ltnis fJ 
und vom DimpfungsmaO D. Sie lii.Ot sich daher z. B. in einem 
riumlichen kartesischen Koordinatensystem darstellen, auf dessen 
drei Achsen Va, fJ und D abgetragen werden; so entsteht ein 
"Gebirge" als Bild der Funktion. Auf die gleiche Weise laOt sich 

ii 
cx:<:It 

~mt'l» O 
(foreilung) 

b 
CX:>J'( 

~ml~)<O 
(Nameilung) 

" 

Abb. 8/2. Arll\Ullent «, Voreilwinkel r, Nachellwlnkel ~ elner komplexen, 
kinetlechen BlnfiuBzahl 1]. 

8a(fJ, D) darstellen. Ein perspektivisches Bild solcher Auftragungen 
findet sich im Archiv fiir techno Messen 1. 

Wir henutzen hier eine ehene Darstellung, indem wir Kurven
scharen Va(fJ) bzw. 8a(1'/) mit D ala Parameter auftragen. Die' 
Schar VaC']) ist in Abb. S/3, die Schar 83(1'/) in Abb. S/4a wieder
gegehen. Ala Pa.rameter aller Kurvenscharen dient das Dampfungs
maO D. Aus Griinden, die spateI' erst deutlich werden konnen, 
ist in heiden Diagrammen nicht 1'/ selbst ala Abszisse gewihlt, 
sondern eine GroBe C, fiir die gilt 

C = 1'/ im Bereich 0 S;; 1'/ S;; 1, } 

C = 2 _1. im Bereich 1 S;; 1'/ < 00 . 
1J 

(S.lO) 

1 Z<lllich, H.: ATM, V 365-3. 
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Mit anderen'Worten: Der Bereich der Abszissenwerte fJ zwischen 
1 und 00 ist fiir , auf das Intervall zwischen 1 und 2 zusammen-

5r----,-----,-----,--r-<K--,--,-----,----,-----, 

~\ 
I 
I 0=0 
I 

~r---~-----+-----r--rT-~r+--~---4----~--~ 

o 

00 

1 
2 

.8 

I 
I 

471 

i- 1 

71 f"UPY.J --

:t 
.J 

I r [ 

8 

1 
"2 

Abb. 8/3, Vergrollerungsfunktionen V, und V,. 
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gedrii.ngt worden, und zwar ist vom rechten Endpunkt der Ab
szissenachse aus jeweils l/'YJ abgetragen. Auf diese Weise erreicht 

180· 

120· 

I J 
, I I 

0 1 1 • 2 

"'" q 2 

180·r---~--.----'----r-:----;---r---"-----' 

00 

II' 

1 
li 

1 
2 

I 

~ 

2 

1 ~ 

" t,I 

C-
I I , 
~ ~ 

71 fij" f2,(l -
I I I 

!l 1 J. 
3 ~ 

-TJfij'''~2 

Abb. 8/4. PhalJenvenobl.ebungswlnkel. 

J. Z 13 ;: t,I 

2 1/ 00 

I , 
~ L 0 • 

ma.n, da.B sii.mtliche Frequenzverhii.ltnisse von 0 bis po am einer 
endlichen Strecke erscheinen. (Der wesentliche Grund fik diese 

Dotter, Sohwlnaunpmessunll. 3 
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Art der Auftragung ist jedoch ein anderer und wird bald deut
lich werden.) 

Da wir spaterhin noch auf eine Reihe von Eigenschaften der 
Kurvenscharen Va('YJ) und Es('YJ) einzugehen haben werden, er
ortern wir sie schon an dieser Stelle etwas naher. 

Jeder Kurve der Schar Va ist ein bestimmter Wert des Damp
fungsmaBes D zugeordnet. Die Kurven, die zu Werten D > 0 
gehoren, liegen in ihrem ganzen Verlauf unter der zu D = 0 ge
horigen Kurve; ja noch allgemeiner: 1st D2 > D1, so liegt die zu 
D2 gehorige Kurve in ihrem ganzen Verlauf unter der zu Dl ge
hOrigen. Ffir groBe Werte 'YJ gehen aile Kurven nach Null. Aile 
Kurven beginnen ffir 'YJ = 0 mit dem Wert Va = 1. Die Ableitung 

a v 8 2 ( 1 - f}B) - 4 Os 

8f/ = 'YJ [(1- f}B)a + 40af}a]'!. 
(8. 11) 

zeigt, daB die Kurven von der Stelle 'YJ = 0 auch aIle mit hori
zontaler Tangente ausgehen. 

Ffir kleine Werte des DampfungsmaBes D erreicht die Ver
gro.Berungsfunktion Va betrachtliche Werle, wenn 'YJ gegen 1, 
d. h. Q gegen ill rfickt. Diese Erscheinung ist unter dem Namen 
Resonanz bekannt und gelaufig. 

Der Wert, den Va ffir 'YJ = 1 annimmt, ist 

(8. 12) 

Je kleiner D ist, um so hoher steigen die Kurven an. Die zu D = 0 
gehOrende geht dabei sogar fiber aIle Grenzen; die fibrigen bleiben 
beschrankt. Die Maxima der einzelnen Kurven liegen jedoch nicht 
an der Stelle'fJ = 1, sondern links davon. Man findet die Stelle 'fJo 
des Maximums durch Nullsetzen der Ableitung (8.11) zu 

(8. 13a) 

Ermittelt man die Betrage der Maxima, so findet man 

1 1 
V3 ('fJo) = fl- f}~ = 20---=ll=-=O=· (8. 13b) 

Die erste G1. (8. 13b) gibt die "Kurve der Maxima" an, die in 
der Abb. 8/3 (gestrichelt) mit eingezeichnet ist; die der zweiten 
G1. von (8.13b) entsprechende Kurve ist als Kurve V3max in 
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Abb. 6/4 schon eingezeichnet. Dort ist ubrigens auch die Kurve 
Va(l) als Funktion von 0 entsprechend Gl. (8.12) angegeben. 

Aus (8. 13a) erkennt man, daB es Maxima auBerhalb der Stelle 

1J = 0 nur gibt, solange 0 < I "'12 ist. An der Stelle 1J = 0 haben 
die Kurven entweder ein Minimum oder ein Maximum, je nach-

dem das DampfungsmaB 0 kleiner oder groBer als I -Y2 ist. Fur 
0= I -yi fallt die Stelle 1Jo selbst nach Null. Es rucken dann 
das Maximum und das Minimum der Kurve fiir diesen Wert 
der Dampfung zusammen. Wegen des Zusammenfallens von 
Maximum und Minimum (Verschwinden der Krummung) ist ein 
moglichst langes Verweilen der Kurve in der Nahe des Wertes 
Va = 1 gesichert, ein Umstand, dessenBedeutung fiir die Messung 
periodischer Schwingungen wir noch erortern werden (Ziff. 13). 

Auf noch andere Weise erkennt man das uber das Verhalten 
der Kurven fiir kleine Werte 1J Gesagte, wenn man die Funktion 
Va(1J) in der Umgebung der Stelle 1J = 0 in Potenzen nach 1J2 ent
wickelt. Diese Entwicklung lautet 

V3 (1J) = 1 + 1J2(1-202) + 1J4(1-6D2+6D4) + " '. (8.14) 

Man erkennt auch aus (8.14), daB jene Kurve in der Nahe des Null
punktes die geringste Schwankung mit 1J aufweist, fiir die 1 - 202 
= 0 ist, und auch, daB in diesem Fall der Faktor von 1J4 negativ 
ist, so daB die Kurve zu fallen beginnt. 

Der genannte Sachverhalt laBt sich noch anders ausdrucken: 

Die zu 0 = I 12 gehOrige Kurve hat an der Stelle 1J = 0 auBer 
einer verschwindenden ersten Ableitung (wie Rie aUe Kurven 
zeigen) auch eine verschwindende zweite (und, wieder allen ge
meinsam, auch eine verschwindende dritte) Ableitung. Die vierte 
ist die niedrigste an der Stelle 1J = 0 nicht verschwindende Ab
leitung; sie ist negativ. 

Die Kurven 83(1J, 0) des Nacheilwinkels gehen alle durch 
die. Punkte 1J = 0, 8a = 0 und 1J = 00, 83 = 11:; ferner gehen sie 
alle durch den Punkt 1J = 1, 83 = 11:/2, mit Ausnahme der fiir 
o = 0 geltenden Kurve, die an der Stelle 1J = 1 uberhaupt nieht 
erklart ist. Unterhalb 1J = 1 fallt diese letztgenannte Kurve mit 
der Abszissenachse zusammen, oberhalb zeigt sie den konstanten 
Wert 8a = 11:. 

3* 
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6) Die VergrOBerungsfunktion VI und der Voreil
winkel 1'1' Bisher untersuchten wir den Fall, in dem die Ampli
tude der Erregerkraft einen konstanten Betrag P hatte, also selbst 
von der Frequenz nicht abhing. Werden aber die Erregerkr8.fte 
z. B. durch umla.ufende Massen hervorgerufen, so hangen ihre 
Amplituden von der Erregerfrequenz!} selbst abo DieDillerential
gleichung der Bewegung lautet in· einem solchen Fall 

c 

(a + (2) q + b q + c q = at'!)'!. U cos!} t , (8. 15) 

wenn U der Radius ist, auf dem die Masse a2 mit 
der WinkeIgeschwindigkeit!} umlauft. (In der Regel 

b liBt man in solchen "Pulsatoren" zwei Massen as/2 
gegenlii.ufig umlaufen, Abb.8/5.) 

In komplexer Schreibweise lautet die G1. (8.15) 

(a+a.) q + b if + c q = a2 !}2UeWt . (8.150.) 

Mit dem Ansatz (7.3) kommt 

qr,~.J...........,a n [- (a + all) !}2+ ib!} + c] = aa!}IU. (8. 15b) 

~ ~ Mit Hille der G1. (8.30.) folgt daraus die komplexe 

Abb.8/5. Schwinger 
mit Hadenkraft

erregung. 

Amplitude des Ausschlags in der Form 

(8.16) 

wenn in tJl die Masse a durch (a + as) ersetzt wird. Dieser Ersatz 
solI auch gelten bei den in dieser Ziffer im Zusammenhang mit t}1 
spater nooh auftretenden GrOBen OJ und 6 (und damit auch bei 
'fJ und 0). 

Die reeUe Amplitude Q erhalten wir aus (S.16) durch Bildung 
der Betrage der komplexen Zahlen. So kommt 

Q = 10 f = +a. U I t}11 = +al U Vi> (8.160.) aa. aal 

wenn (wie zuvor erwahnt) I t}1 I = VI gesetzt wird. Diese Ver
grOBerungsfunktion VI wird uns spater noch in ganz anderen Zu
sammenhii.ngen begegnen. 

UnterBenutzung von Gl. (S.3a) findet man fiir die VergroBe
rungs£unktien V 1 nach leichter Rechnung und unter Bea.chtung, 
daB die MaBIe hier (a + al ) ist, den Ausdruck 

V - I It I - fjl (S 16 b 
1- '11 -}'(I-rl)I+4Dlfjl' . 
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Mit der vorher erwahnten VergroBerungsfunktion V 3 hii.ngt sie 
auf folgende Weise zusammen: Erstel'ls ist 

(S.17a) 
und zweitens 

Vl(~) = Va('YJ) oder umgekehrt V3(i) = V1 ('YJ). (S.17b) 

Die zuletzt angegehenen Beziehungen (S.17b) erlauben nun, 
die beiden Kurvenscharen V 3 und VI in einem einzigen Diagramm 
unterzubringen. Das gelingt, wenn man als Abszisse nicht 'YJ selbst, 
sondern die durch (S.10) definierte GroBe' benutzt. Zu dem fruher 
erwii.hnten Vorteil, den ganzen Wertebereich auf einer endlichen 
Strecke unterzubringen, tritt nun als zweiter und wesentlicher 
noch der, daB man fiir die heiden Kurvenscharen V 3 und VI nur 
ein einziges Diagramm benotigt (Abb. S/3). 

Wir ermitteln nun noch den zu t)1 gehorenden Phasenverschie· 
bungswinkel, der nach (8.16) die Phasenverschiebung zwischen 
(), und ( - U) angibt. Nach der allgemeinen Definition (S. S) kommt 
aus (S.3a), da 3m (th) > 0 ist, 

(S.lS) 

Ein Vergleich mit (S.9) zeigt, daB zwiachen den Phasenverschie· 
bungswinkeln 1'1 und 83 die folgenden beiden Beziehungen be· 
stehen: 

1'1 + 8 3 = 1&, 

'Yl(~) = 83('YJ) oder umgekehrt 83(~) = 'Yl(1'}). 

(S.19a) 

(S.19b) 

Aus (S.19 b) folgt, daB ebenso wie die VergroBerungsfunktionen 
Va und VI sich in einem Diagramm unterbringen lassen, dessen 
Abszissen von links bzw. von rechts gezii.hlt werden, atlCh die 
Winkel 8a und 1'1 sich aUf die gleiche Weise darstellen lassen. Die 
Abb. S/4a enthii.lt also auBer der Funktion 88('YJ) &ouch die Funktion 
'Yl('YJ); zu ihr gebOrt dann die von rechts nach links hezifferte Ab· 
szissenachse. 

8) Weitere VergroBerungsfunktionen und Phasen· 
v-erschiebungswinkel. Weiterhin erwahnen wir zwei Falle, die 
uns spiter noch ausfiihrlicher beschaftigen werden. Sie mogen 
auch als Beispiele dafiir dienen, wie die Integration der Bewe· 
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gungsgleichungen stets allein auf die Untersuchung der drei kom. 
plexen Zahlen t)1' t)2 und t)3 hinauslauft. 

Erfolgt die Enegung eines Schwingers dadurch, daB sein FuB
punkt B mit dem Ausschlag u(t) bewegt wird (Abb. S/6), so hat 
die Bewegungsgleichung je nachdem, ob die Dampfungskraft zwi-

a b Bohen den Punkten 0 und A ("Ab-
solutdampfung") oder den Punkten 

u. ~ OundB("Relativdampfung")wirkt, 
eine der Formen 

A 

.1; 

Abb. 8/6. Schwinger mit Fullpunkts
anregung und a) absoiuter Dimpfung, 

b) reiativer'Dimpfung. 

ali + bq + C(q-U) = 0 (8.20a) 
oder 

ag' + b (q - it) + 
+C (q - u) = O. (S.20b) 

Ordnet man nach unbekannten und 
bekannten Gliedern, so kommt im 
ersten Fall 

aq+brj+cq=cu, (S.21a) 

im zweiten 

aq+bq+cq 
= bit + cu. (S.21b) 

Wenn die FuBpunktsanregung harmonisch mit der Amplitude U 
und der Fl'equenz [J erfolgt, lauten die Gleichungen in komplexer 
Schreibweise: 

bzw. 
a q + b q + c q = c U eim 

aq+bq+cq= (c+ibD)UeWt . 

(S.22a) 

(S.22b) 

Mit dem Ansatz q = OeWt und unter Benutzung der in den 
GIn. (S. 3) angegebenen komplexen Zahlen t)k lassen sich die parti
kularen Losungen der beiden Differentialgleichungen sofort an· 
schreiben als 

im ersten Fall und 
0= U t)3' (8. 23a) 

im zweiten. 
(8. 23b) 

Wir untersuchen nun getrennt die reellen Bestimmungsstiicke 
der komplexen Amplitude 0, ihre reelle Amplitude Q und ihren 
Phasenverschiebungswinkel IX. Wir beginnen mit der Amplitude. 
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Aus Gl. (S.23a) folgt 
(S.24a) 

aus (S.23b) 
(S.24b) 

wenn wir die zuvor erwahnte Bezeichnung V2•S benutzen. Rech
net man sich V2•S als Funktion von 1] und 0 aus, so kommt 

rl + 402 1]2 
V2,3 = I ~2 + ~31 = r(I-1]2)2+ 4021]2 (8.25) 

Die zugehorigen Kurven zeigt Abb. 8/7. 
Aus der Gl. (8. 24a) folgt nun noch eine dritte Deutung fiir die 

VergroJlerungsfunktion V 3: Der Wert V 3 gibt an, um wievielmal 
die Amplitude Q des erzwungenen AUBBchlags groJler ist als die 
Amplitude U des Erregerausschlags (oder Ausschlags am Feder
fuJlpunkt), wenn die Dampfung eine "Absolutdampfung" ist. 
Bei Vorhandensein einer Relativdampfung iibernimmt die Ver
groJlerungsfunktion V 2, s die Rolie von V 3' 

Bei der Erorter\lng der Kurvenschar V 2,3 konnen wir uns 
kiirzer fa.ssen aIs bei der von V 3' Der erste ins Auge springende 
Unterschied gegeniiber dieser Schar ist, daJl die Kurve fiir ein 
DampfungsmaB Oa > 0 1 nicht mehr durchweg unter der Kurve 
fiir 0lliegt. Man erkennt vielmehr, daJl alie Kurven auJler durch 
den Punkt 1] = 0, V2•S = 1 und den Punkt 1] = 00, V2•S= ° 
auch durch den Punkt 1] = f.2, V2,s= 1 gehen, und daJl deshalb 
fiir Frequenzverhaltnisse 1] > 12 die Schichtung der Kurven 
sich umkehrt. 

Aus dem gemeinsamen Punkt 1] = 0, V2,s= 1 kommen alie 
Kurven mit horizontaler Tangente hervor, ferner haben sie dort 
alie ein Minimum. Das Maximum der Kurven liegt bei 

1]0= 210 ViI + S 0 2 -1 
und hat den Betrag 

V ( )- ~ 
2,3 1]0 - f(I-1]8)[2 + 1]~ (I-1]m 

(8. 26a) 

(S.26b) 

Die Verbindungslinie der Maxima ist in Abb. 8/7 gestrichelt ein
gezeichnet. 

Die am flachsten verlaufende Kurve ist jene, fiir die 0 iiber 
alie Grenzen geht. 
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Nun wenden wir una den PhasenverschiebungswinkeIn zu, 
die zwischen den komplexen Amplituden U und 0 zufolge der 
heiden GIn. (S.23) bestehen. Den eraten, aus (S.23a) folgenden, 
kennen wir schon; er ist Ea' Aus (S. 23b) kommt unter Benutzung 
der allgemeinen Definition (S. S) und unter Heranziehung der 
GIn. (S.3b) und (S.3c) [weil3m(t)2+ t)a) <0 ist] der Na.cheil
winkel 

13m (t,. + \),) I 2 01j3 
B2,3 = arc tg me (\). + \),) = arc tg 1 _1j1 + 4 0.1j1· (S.27) 

Das Diagramm der Kurven Ell, 8 (1]) mit D ala Scharparameter 
zeigt Abb. S/4 b. Zu den Kurven ist nichts weiter zu hemerken, 
als daB sie - im Gegensatz zu den Kurven E8 - keinen gemein
samen Punkt im Intervall 0 < 1] < 00 aufweisen, und daB der 
gemeinsame Punkt mit der Abszisse 1] = 00 hier die Ordinate 
B2,3 = n/2 hat, wahrend der gemeinsame Punkt mit der Abszisse 0 
(wie hei Ea) die Ordinate 0 hat. 

Von den moglicherweise noch in Betracht kommenden Ver
gro6erungsfunktionen und PhasenverschiebungswinkeIn fehIen 
jetzt noch die zu (th + t)2) gehOrigen. Wie schon erwii.hnt. sind 
sie definierl ala 

V1,2= 1t)1 + t).1 

und, do. 3m (t)1 + t)z) > 0 ist, 

'IJ = arc tg 13m (\)1 + \)2) I 
£1.2 me (\)1 + t).) • 

Daher wird 

und 

(S.28a) 

(8.2Sb) 

(8. 29a) 

(S.29b) 

Bemerkenawerl ist, daB analog den Beziehungen (S.17b), die 
zwischen VI und V 8 bestehen, hier gilt: 

V2.8(~) = V1,2(1]) und Vl'2(~) = V.,s(1]). (8.30a) 

und analog den Beziehungen (8. 19 b) zwischen )'1 und E3: 

E2, 8 (~) = )'l.2 (1]) und "1,2 (~) = E2,3 (1]) . (S. 3Gb) 
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Man kann also, wieder unter Benutzung der in (8.10) definierten 
GroBe C, sowohl die beiden Funktionen V2•3 (rJ) und V1,2 (rJ) im 
gleichen Diagramm unterbringen (Abb. 8/7), wie auch E2,3 (rJ) 
und Yl,2 (rJ) (Abb. 8/4 b). 

Beispiele fiir das Auftreten der Funktionen V 1.2 und Yl,2 sind 
in Tabelle 22/1 enthalten. 

Nunmehr haben wir die eigentliche Schwingungsrechnung 
vollstandig erledigt. Wir haben die Hilfsmittel bereitgestellt, mit 
denen wir aHe Aufgaben - soweit sie Schwinger von einem Frei
heitsgrad betreffen - bewaltigen konnen. Bei aHem, was kommen 
wird, handelt es sich nun um die physikalische Interpretation 
der schon genannten Beziehungen und Funktionen, denen wir 
in immer neuen Zusammenhangen begegnen werden. 

III. Kraftmessung und Kraftmesser. 
9. Kraftmesser. Arten der Kraftmessung. Die Verfahren zur 

Messung von Kraften lassen sich in zwei Gruppen einteilen: 
1. Die Krafte werden mit anderen (und zwar unmittelbar be

kannten) Kraften ins Gleichgewicht gesetzt (Kompensations
methoden), 

2. die Kraftmessung wird auf eine Bewegungsmessung zuriick
gefiihrt, und zwar entweder dadurch, daB der in einem elastischen 
Korper (einer "Feder") bestehende eindeutige Zusammenhang 
zwischen Kraften. und Verriickungen (Ausschlagen, Wegen) aus
genutzt wird (Federkraftmethode1) oder dadurch, daB der in 
einer zahen Fliissigkeit bestehende Zusammenhang zwischen Kraft 
und Geschwindigkeit benutzt wird (Reibungskraftmethode). 

Zum ersten dieser Verfahren sind zwei Ausfiihrungsformen zu 
erwahnen: a) die Hebelwaage, b) der Vergleich der zu messenden 
Kraft mit jener, die durch eine Fliissigkeit oder durch ein unter 
Druck stehendes Gas ausgeiibt wird. 

Mit der erwahnten Einteilung in die beiden Gruppen hangt 
eine andere Unterscheidung eng zusammen: Die Kraftmessung, die 
auf eine Bewegungsmessung zuriickgeht, kann zu einer fort-

1 Einen ganz ahnlichen Zusammenhang zwischen der Kraft und einem 
Weg (Ausschlag) erhiUt man, wenn man ein Pendel statt der Feder ver
wendet. 
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la ufenden (stetigen) Messung zeitlich veriinderlicher KrMte 
benutzt werden, wiihrend man durch die Kompensationsmethoden 
(wenn man nicht besondere Kunstgriffe anwendet) nur festBtellt, 
ob der augenblickliche Wert der zu messenden Kraft einen 
gewissen Betrag (Schwellwert oder Grenzwerl) erreicht (und iiber· 
schritten) hat oder nicht. Man spricht hier deshalb auch von 
einer Grenzkraftmessung. 

Am einfachsten macht man sich das Wesen einer solchen Grenzkraft· 
messung am Beispiel einer Hebelwaage klar, auf deren einer Seite eine Kraft 
Po festen Betrages (die Gr.enz. 
kraft) angreift, wahrend auf der 
anderen Seite eine langsam ver· 
anderliche Kraft p wirkt. LaBt 
man nur einen kIeinen Aus. 
schlag der Waage zu, so zeigt 
das Anliegen des Hebelarms 
am einen (oberen) Anschlag, 
daB die Grenzkraft nicht er
reicht ist, das Anliegen am an
deren (unteren) Anschlag, daB 

~ 

I 
p 

Abb. 9/1. . Beispiel ffir Grenzkraftmes8ung 
(Hebelwaage). 

i 

sie iiberschritten ist (Abb. 9/1). Die Tatsache des Anliegens am Anschlag 
kann registriert werden etwa dadurch, daB ein elektrischer Stromkreis 
geschlossen wird, der eine Lampe zum Aufleuchten bringt, oder dergl. 

Wenn auch die Einteilungen der KraftmeBverfahren einerseits 
in Kompensationsverflthren und BewegungsmeBverfahren und an· 
dererseits in Grenzkraftmessung und 
kontinuierliche Messung sich weit
gehend entsprechen (da die Kom· 
pensationsverfahren im wesentlichen 
Grenzkraftmessungen bedeuten), so 
sind die Einteilungen doch nicht 
identisch. Denn erstens liiBt sich eine 
Grenzkraftmessung auch so gestal- Abb.9/2. Grenzkraftme88ung gegen 

Federkraft. 
ten, daB die Gegenkraft z. B. von 
einer Feder (etwa einer Membran) erzeugt wird, die sich unter 
Wirkung der zu messenden Kraft p verformt und bei Erreichung 
eines der Grenzkraft entBprechenden Ausschlags auf einen (ver. 
stellbaren) Anschlag A trifft (Abb. 9/2). Solange die einwirkende 
Kraft kleiner ist ala die (durch die Stellung des Anschlags A be
stimmte) Grenzkraft, liegt die Feder nicht am Anschlag, ist sie 
groBer, so liegt die Feder an. Zum zweiten konnen aber auch die 
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Kompensationsverfahren zur Messung mehrerer, aufeinander
folgender Augenblickswerte einer (langsam) veranderlichen Kraft 
tauglich gemacht werden. Ein haufig angewendeter Kunstgriff 
ist der, eine Reihe von Grenzkraftmessern zu b.enutzen, deren jeder 
auf einen anderen ~trag der Grenzkraft eingestellt ist. Durch das 
aufeinanderfolgende Ansprechen der einzelnen Gerate erfahrt man, 
welcher Wert der Kraft jeweils erreicht worden ist. Die Messung 
erfolgt also nicht stetig, sondern stufenweise; macht man jedoch 
die Stufen geniigend niedrig, so kann eine solche Stufenmessung 
eine kontinuierliche Messung ersetzen. 

10. Grenzkraftmesser. at) Beispiele von Grenzkraftmes
sern. Ober das Wesen der Grenzkraftmessung ist in Ziff. 9 schon 
gesprochen worden. Wir geben an dieser Stelle noch Beispiele 
solcher Gerate. Ein Grenzkraftmesser ist z. B. der Hoohstdruck
meBBer der DVL. Er dient dazu, das Maximum des im Zylinder 
einer Kolbenmaschine auftretenden Druckes festzustellen. Man 
liBt den zu messenden Druck auf eine, Membran einwirken; als 
Gegenkraft (Grenzkraft) dient dabei jedoch nicht die elastische 
Riickstellkraft der Membran; die Gegenkraft wird vielmehr durch 
ein unter (einstellbarem) Druck stehendes Gas erzeugt. Diese 
Methode ist auch zur stufenweisen Messung von Drucken im 
Zylinder, d. h. zur Indizierung verwendbar gemacht worden 
(DVL-Glimmlampen-Indikator)1. 

p) Grenzbeschleunigungsmesser. Wie wir spater (Ziff.18) 
noch genauer darlegen werden, kann jeder Beschleunigungsmesser 
aufgefaBt werden als Kraftmesser fiir eine Tragheitskraft. Daraus 
folgt, daB das Verfahren der Grenzkraftmessung auch zur Mes
sung von Bescldeunigungen nutz bar gemacht werden kann (Grenz
beschleunigungsmesser). Beschreiben wir das Verfahren im Hin
blick auf eine Beschleunigungsmessung, so gehen wir zweckmaBig 
vom Schema der Abb. 10/1& aus: Eine Masse a wird vermittels 
einer Feder c, deren FuBpunkt festliegt, mit einer Kraft k = xc 
gegen eine Wand B gepreBt (x bedeutet also den Federvorspann
weg). Bei langsamen Bewegungen der Wand macht die Masse 
(der Federendpunkt) die Bewegung u(t) der Wand mit. 'Ober-

1 Nil.here Beschreibung beider Gerate bei R. Brandtu. H. Viehmann: 
Autom.-techn. Z. Bd. 36 (1933) S. 309. Der Indikator ist auch kurz be
Bchrieben bei M. Pflier: Elektrische MeBBung mechanischer GroDen S. 134. 
Berlin 1940. 
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schreitet jedoch die (nach unten gerichtete) Beschleunigung u(t) 
den Wert kIa, den die Feder c der Masse a zu erteilen im
stande ist (oder anders ausgedriickt: iiberschreitet die Tragheits
kraft a u die Federkraft k), so hebt sich die Masse von der Wand 
ab1• (Der bis dahin zuriickgelegte Weg der Masse ist stets klein 
gegen den Federvorspannweg x zu denken.) Das Abheben kann 
z. B. wieder dadurch angezeigt werden, daB ein elektrischer Strom
kreis unterbrochen wird (so daB etwa eine Glimmlampe erlischt); 
in primitiven Anordnungen begniigt man sich auch damit, das 
Abheben und das Wiederanschlagen durch das damit verbundene 
Gerausch anzeigen zu lassen. 

B 

Abb. 10/1. Schemata von Grenzbeschleunlgungsmessem. 

Oft sieht die Anordnung aber auch so aus, wie Abb. 10/1 b 
angibt: Der FederfuBpunkt ist mit der bewegten Wand fest ver
bunden; das Feder-Masse-System sitzt in einem Gehause B, dem 
ale Ganzes die Bewegung u(t) aufgepragt wird. 

Man kann auch diese Vorrichtungen (wie jeden Grenzkraft
messer) ale Bestandteile eines zwar nicht kontinuierlich, aber 
stufenweise arbeitenden Gerates benutzen. Setzt man eine Reihe 
solcher Grenzbeschleunigungsmesser, die mit verschieden starken 
Federn versehen sind, nebeneinander, so zeigt eine Unterbrechung 
der Verbindung jeweils an, daB ein gewisser Beschleunigungswert 
iiberschritten wurde. Benutzt man zur Anzeige Lichtschriebe von 
Glimrolampen, so sieht ein Diagramm etwa so aus wie Abb. 10/2 
zeigt. Die Verbindungslinie der End- und Anfangspunkte der 
Lichtmarken gibt den Veriauf der Beschleunigung an. Ein nach 

I Vgl. L. Grunmach: Experimentaluntersuchungen zur Messung von 
Erdersch1itterungen. Berlin 1913. 
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diesen Grundsatzen arbeitendes Gerat ist neuerdings von der 
Fa. R. Bosch in Stuttgart entwickelt wordenl. 

Schon frillier haben P. Langer und W. Thome 2 eine ahnliche 
Bauart zur Messung der "StoBhaftigkeit" von StraBen und Fahr
zeugen benutzt. Sie lassen durch die Stromunterbrechungen ent
weder ein Schreibwerk betatigen, das (iiber einer Zeitachse) somit 
"ein" oder "aus" aufschreibt, oder sie geben die 'Schaltimpulse 
unmittelbar auf ein Zahlwerk, das dann die Anzahl der Falle 
zii.hlt, in denen ein eingestellter Wert der Beschleunigung iiber
schritten wurde3• 

y) Weiterbildung der Grenzkraftmessung : Regel
anlagen, Schwingkontaktwaage. Die Kompensationsverfah-

Abb. 10/2. Lichtschriebe eines Satzes von Grenzbeschleunillungsmessern 
[nacb F.AUendorff: Z. VDI Bd.82 (1938) S.572]. 

ren lassen sich zur Messung veranderlicher Krafte noch weiter 
ausbauen. Erzeugt man die Gegenkraft (Grenzkraft) etwa auf 
hydraulischem Weg (01), so kann man durch das Anliegen des 
Zeigers (Rebels) am einen oder anderen Anschlag veranlassen, daB 
der Fliissigkeitsdruck und damit die Grenzkraft wachst oder ab
nimmt, bis wieder Gleichgewicht erreicht ist. Die Anordnung ist 
dann zu einer Regelanlage geworden, die v~rii.nderliche Krafte 
nun auch nahezu stetig messen kann. Man kann den Druck in der 
Fliissigkeitsleitung iiberdies zu einer Fernanzeige der Kraft be
nutzen (Druckdose von Bendemann4). 

Statt die Gegenkraft (Grenzkraft) auf hydraulischem Wege 

1 Allendorff, F.: Z. VDI Bd.82 (1938) S.569. 
S Langer, P., u. W. Thome: Z. VDI Bd. 72 (1928) S. 1561; Bd. 78 

(1934) S. 1269. 
3 VgI. auch den Bericht von E. Lehr; Z. VDI Bd. 76 (1932) S. 1065. 
, Bendemann, F.: Z. Flugtechn. Bd. 5 (1914) S. 3. 
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zu erzeugen, kann man sie etwa auch auf elektromagnetischem 
Wege herstellen1 . Hier anschlieBend gewinnt man die Moglich
keit einer weiteren Abwandlung der Methode (Schwingkontakt
waage)l!. Ihre grundsatzliche Wirkungsweise laBt sich an Hand 
der Abb. 10/3 folgendermaBen beschreiben: Die zu messende 
Kraft p wirkt auf den "Anker" M eines Elektromagneten. Bewegt 
sich der Anker bis zur Stelle K, so schlieBt sich ein Stromkreis, 
der eine starke (die zu messende Kraft p weit iibertreffende) 
Kraft k im Elektroma-

~==:"'9"==C=:::J # 

gneten hervorruft, unter ~ 

deren Wirkung der An
ker nach oben gezogen 
wird. Durch diese Auf
wartsbewegung wird der 
Stromkreis jedoch wieder 
unterbrochen, der Anker 
bewegt sich unter Wir
kung der Kraft p wieder 

K 

Abb. 10/3. Schema der SchwingkontaktW&age. 

nach unten, schlieBt den Stromkreis erneut usf. Es entsteht auf 
diese Weise ein zerhackter Gleichstrom. Die "Pausen" sind um 
so langer, je kleiner die zu messende Kraft p im Verhaltnis zur 
Magnetkraft kist. Der Effektivwert des im Kreis flieBenden Stro
mes ist daher ein MaB fiir die Kraft p. Die Frequenz, mit der das 
periodische Offnen und SchlieBen des Stromkreises erfolgt, hangt 
in nicht einfach zu iibersehender Weise von einer Reihe von Fak
toren ab (Verhaltnis der Krafte, Masse des Ankers, Durchfederung 
des "Kontaktes" K, Dampfung usw.) . Sie kann durch geeignete 
Bemessung recht hoch gemacht werden. Dainit wird das Verfahren 
aber auch zur Messung veranderlicher KrMte brauchbar. Erforder
lich ist (wie bei allen "Tragerfrequenzverfahren") nur, daB die 
Frequenz der Stromunterbrechungen bedeutend hoher ist als die 
Frequenz des zu messenden Vorgangs. Die Wege des Ankers 
konnen zudem auBerordentlich klein gehalten werden, so daB das 
Verfahrenauch auBerst "wegarm" arbeitet. 

Die genaue Einsicht in die Vorgange erfordert eine verhiilt
nismaBig ausfiihrliche dynamische Untersuchung; wir sehen da-

1 Vgl. etwa AEG·Druckschrift "Fernwirkanlagen" (K 4b/1015a). 
2 Nach Untersuchungen, die T. Cumme in der DVL (Institut fiir 

Bordgerat und Navigation) durchgefiihrt hat. 
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von ab, sie hier darzulegen und verweisen auf die angefiihrte 
Quelle. 

11. Federkraftnlesser. ex) Messung unveranderlicher 
Kriifte. Nachdem wir in der vorigen Ziffer zuniichst iiber die 
Kompenaationamethoden und ihre Weiterbildungen gesprochen 
haben, wollen wir nun jene Methoden naher betrachten, die die 
Messung einer Kraft auf die einer Bewegung zuriickfiihren. Da
bei werden wir una an dieser Stelle ausschlieBlich auf den Fall 
beschranken, wo ein Zusammenhang zwischen der Kraft und 
einem Weg (AU88Chlag) hergestellt, also ein elastisches oder ein 
quasielastisches Gebilde (pendel) benutzt wird; die Pendel werden 
wir weiterhin nicht mehr eigena erwahnen, da die formale Dar
stellung fiir Pendel und elastisphe Schwinger vollig analog verIauft. 
Ein elastisches Gebilde nennen wir (gleichgiiltig, welche Gestalt 
es aufweist) eine Feder. Federn sind also nicht nur zylindrische 
Schraubenfedern oder ebene SpiraUedern - Gebilde, an die man 
iiblicherweise zunachst denkt, wenn von einer Feder die Rede 
ist -, sondern auch Stabe (Dehnstabe, Biegestabe, Torsionsstabe), 
Membranen oder Platten. 

Damit der Ausschlag einer solchen Feder der einwirkenden 
Kraft nicht nur eindeutig entspricht, sondern - was man ins
besondere wiinscht - ihr auch proportional ist, miissen zwei 
Voraussetzungen erfiillt sein. Es muD erstens eine Proportionali
tit zwischen Spannungen und Deformationen (Dehnungen, Glei
tungen) bestehen, und zweitens muB der Ausschlag, d. i. der 
Weg eines ausgezeichneten Punktes der Feder, proportional den 
Deformationen sein. 

Die erste Forderung betrifft die Eigenachaften des Feder
werk&.toffes: Er muB dem Hookeschen Gesetz gehorchen. Me
talle, die wichtigsten Federbaustoffe, erfiillen die Forderung in 
weitem Ma.Be. Die zweite Forderung betrifft die GestaItung der 
Feder; sie laBt sich in der Regel ebenfalls leicht ediillen, ins
besondere dadurch, daB man dafiir sorgt, daB nur kleine Wege 
(Verlii.ngerungen oder Senkungen) eintreten. 

Daa einfaohate :Beispiel eines Kraftmessers der gena.nnten Art 
ist die sogena.nnte Federwaage, wie sie fiir ruhende Kriifte be
nutzt wird (wo die Feder in der Regel eine zylindrische Schrau
benfeder ist). Sie stellt nach dem Gesagten die Grundform auch 
aller kontinuierlich atbeitenden Schwingkraftmesser dar. Wir 
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haben bei dem Gerat zwei wesentliche Bestandteile zu unter
scheiden: 1. die Feder, mit deren Hille die Umsetzung der Kraft 
in einen Weg (Ausschlag) erfolgt, und 2. die MeB- oder Anzeige. 
vorrichtung fiir die Wege. Bei der Federwaage selbst sind beide 
Teile einfach, ja primitiv (Abb. nil). 

Die Wegmessung, auf die die Kraftmessung zuriickgeftihrt 
ist, wird oft nicht in einer einfachen Ablesung von AusschIagen, 
die mit blollem Auge beobachtet wer-
den, bestehen konnen. Denn ala Zusatz- ~~~~~~~~~~~ 
bedingung wird schon bei ruhenden 
Kraften oft die Forderung gestellt, daB 
die Kraftmessung "wegarm" sein, d. h. 
mit nur geringen Verschiebungen des 
Angriffspunktes der zu messenden Kraft 
verbunden sem solI (etwa deshalb, weil 
die Kraft sich mit der Verschiebung ihres 
Angriffspunktes selbst andert). Das be
deutet, daB "starke" Federn (z. B. Rohre 
oder Platten) \Terwendet werden miiSBen. 
Bei einem Kraftmesser fiir veranderliche 
Krii.fte wird aus Griinden, die wir bald 

~ 

Abb. 11/1. Schema elnes Kraft
meSHers mit elastlscher Gellen
kraft fUr unverAnderllche Krifte 

(Federwaage). . 

noch ausfiihrlich erortern werden, ebenfalla die Forderung ge
stellt, daB starke Federn verwendet werden. Solche starke Federn 
liefern nur geringe Ausschlage und verlangen dann empfindliche 
WegmeBverfahren. 

Die im Zusammenhang mit Kraftmessungen benutzten Weg
meBverfahren sind naturgemaB von einer Bedingung befreit, die 
bei reinen WegmeBverfahren oft groBe Schwierigkeiten bereitet: 
Sie brauchen nicht "riickwirkungsarm" zu sein, sondern sie diirfen 
sogar starke Krafte ausloaen. Der Wegmesser stellt dann selbst 
einen Teil der Feder oder die Feder iiberhaupt dar. Ja, in ein
zelnen Fallen ist die riickwirkende Kraft so groB, daB man ver
sucht sein mag, die Langenanderung ala nicht vorhanden zu be
trachten und die betreffende Methode ala eine "direkte" Methode 
(Kompensationsmethode) zur Messung einer Kraft anzusehen 
(Ziff. 2, {J). Wir wollen uns jedoch auf den ersten Standpunkt 
stellen, den Weg immer in Betracht ziehen und solche Methoden 
ala empfindliche Methoden zur Messung kleiner Wege ansehen, 
die mit starken Riickwirkungen verbunden sind. 

Xlotter, Schw\naWlgameuuna. 4 
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In Ziff. 2 haben wir eine nbersicht uber die in Betracht kom
menden Verfahren zur Messung von Wegen gege ben, und wir 
haben dabei auch schon der hier erwahnten Einteilung- in ruck
wirkungsarme und ruckwirkungsbehaftete Verfahren Rechnung 
getragen. 

fJ) Messung veranderlicher Krafte. Die oben angestell
ten nberlegungen, wie man Krafte in Wege umsetzt, reichen (in 
Verbindung mit den in Ziff. 2 genannten Verfahren zur Messung 
dieser Wege) aus, wenn unveranderliche KrMte gemessen werden 
sollen. Bei zeitlich veranderlichen, insbesondere bei rasch ver
anderlichen KrMten, mussen aber noch weitere nberlegungen 
hinzukommen. 

Wenn die Kraftmesser masselos, d. h. tragheitsfrei, gebaut 
werden konnten, wiirden sich auch veranderliche, ja noch so 
rasch veranderliche Krafte auf die gleiche Weise wie unverander
liche Krafte messen lassen. Nun mussen die einzelnen Teile 

•• b 

L----lf---'C 

Abb. 11/2. Schema eines 
Kraftmessers mit eiasti
scher Gegenkraft fiir ver
anderliche Krifte (Feder-

kraftmesser). 

eines Gerates aber stofflich ausgebildet sein, 
aie besitzen also notwendig Massen und damit 
Tragheit. Sobald (beschleunigte) Bewegungen 
auftreten, kommen also auBer den zu messen
den KrMten p und den FederkrMten c q, mit 
denen man bei der Messung unveranderlicher 
Krafte allein zu tun hat, auch Tragheitskrafte 
(der Gerateteile) ins Spiel. Auf diese Weise 
wird das Gerat zu einem selbst schwingungs
fahigen System oder vielmehr, es muB als 
schwingungsfahiges System betrachtet wer
den. Es liegt nicht im Prinzip der Messung 
veranderlicher Krafte, daB als Mellgerat ein 
Schwinger notwendig ist. Erst die (allerdings 
unvermeidlichen) "Fehler" des Gerates (im 

vorliegenden Fall: seine Tragheit) machen es zu einem Schwinger. 
Das "Ersatzbild" eines Kraftmessers mit elastischen Gegen

krMten zeigt Abb. 11/2;' das Gerat ist zu einem Schwinger von 
einem Freiheitsgrad geworden. Die Massen, die berucksichtigt 
werden mussen, sind die aller bewegten Teile, also erstens die der 
Feder, zweitens die der Wegmell- oder Anzeigevorrichtung. Dall 
die letzteren besonders wichtig sind, werden wir sogleich sehen. 
Die Massen sind "verteilte Massen". Strenggenommen handelt. 
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es sich also um Systeme mit unendlich vielen Freiheitsgraden. In 
der Regel genugt es jedoch, das Gerat als Schwinger von einem 
Freiheitsgrad zu behandeln; einen solchen einfachen Schwinger 
erhalt man dadurch, daB man alle Massen an eine einzige Stelle 
"reduziert". (Welche Stelle dabei zweckmaBig als Reduktions
stelle gewahlt wird, erortern wir am SchluB dieser Ziffer.) 

Wie eine solche Reduktion der Massen vorgenommen wird, 
ist bekannt. Die Regel lautet: Die kinetische Energie der redu
zierten Masse (Ersatzmasse) muB die gleiclie sein wie die Summe 
der kinetischen Energien aller verteilten Massen. Dort, wo die 
groBten Geschwindigkeiten (also auch die groBten Wege) auf
treten, liefern die Massen also den groBten Anteil zur kinetischen 
Energie und damit zur Ersatzmasse; SolI diese klein gehalten 
werden (und wir werden Behan, daB darin die wesentliche Forde
rung an ein "gutes" Gerat bestehen wird), so mussen vor allem 
jene Massen, die die groBten Wege zurucklegen, klein gehalten 
werden, d. s. aber insbesondere die der Anzeigevorrichtung, denn 
sie legen - wenn (wie ublich) eine Obersetzung "ins GroBe" vor
handen ist - die groBten Wege zuruck. 

Der Ersatz eines Gebildes mit kontinuierlich verteilten Massen 
durch ein solches mit einer Einzelmasse (d. h. der Ersatz eines 
Gebildes von unendlich vielen Freiheitsgraden durch ein solches 
von einem Freiheitsgrad) ist zulassig, solange die Erregerfrequenzen 
weit genug von den Eigenfrequenzen des kontinuierlichen Ge
bildes entfernt liegen. Diese Eigenfrequenzen liegen aber um so 
hoher, je steifer das Gebilde gebaut ist. Es muB deshalb.darauf 
geachtet werden, daB alle jene Teile, deren Federung nicht. in 
Betracht gezogen wird, auch tatsachlich eine geringe Nachgiebig
keit, also hohe Eigenfrequenzen aufweisen (Hebel in Obersetzun
gen, Schreibhebel usw.). Die Forderungen an die Geratebauteile 
kann man also in die beiden Worte zusammeruassen: leicht 
und steif. 

y) Beispiele von MeBgeraten zur Messung verander
licher Krafte (Indikator, Oszillograph, Telefonmem
bran). Die weiterhin notwendigen Erorterungen uber die Kraft
messer fiir veranderliche Krafte schlieBen wir an drei technisch 
bedentungsvolle Beispiele von Geraten an, namlich 1. den Indi
kator, 2. den Oszillographen (Schleifenoszillographen), 3. die Tele
fonmembran. 

4* 
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DaB alle drei Typen zu den Kraftmessern gehoren, ist klar: 
Ein Indikatorl (beispielmaBige Anordnung in Abb. 11/3) hat die 
Aufgabe, die zeitlich rasch veraIiderlichen Werte des Druckes im 
Zylinder einer Kolbenmaschine anzuzeigen, eine Messung, die (bei 
bekannter Flache) auf die Messung einer Kraft hinauslauft. DaB 
auch der Oszillograph und die Telefonmembran zu den Schwing
kraftmessern gehl)ren, haben wir anlaBlich der Betrachtungen in 
Ziff. 1 schon erwahnt: Der einem Oszillographen zugefiihrte 

Abb. 1I /3. TlIdikator. 

Strom ist proportional der 
elektrodynamischen Kraft, 
die ablenkend auf die 
Schleife wirkt (Abb. 11/4). 

Abb. 11 /4. 0 zillographcnschleifc. 

Eine Telefonmembran soll den Kraftwirkungen folgen, die auf 
elektromagnetischem Wege in Spulen aus dem Verlauf eines elek. 
trischen Stromes entstehen. 

Die "Anzeige" erfolgt beim Indikator durch Messung des Aus
schlages auf direktem (mechanischem) oder indirektem (optischem 
oder elektrischem) Wege; beim OS!l:illographen wird die Bewe
gung der Schleife stets optisch registriert; die Bewegungen der 
Telefonmembran werden angezeigt durch die Schallwirkungen 
(Luftschwingungen), die von ihr ausgehen und ffir die dann das 
Ohr aIs "Anzeigegerat" dient. 

1 Eine ausfiihrliche zusa.mmenfa.ssende Darstellung iiber die Indikatoren 
gibt die Schrift De Juhasz- Geiger: Der Indikator. Berlin: Springer 1988. 
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Wahrend beirn Oszillographen der Ausschlag q auf einem mit 
gleicbf6rmiger Geschwindigkeit ablaufenden (lichtempfindlichen) 
Pa'pierstreifen oder dergl. aufgezeichnet wird, so daB tatsachlich 
eine Kurve q(t) hergestellt wird, ist die Anordnung beim Indi
kator so getroffen, daB der Ausschlag q iiher dem (keineswegs mit 
gleicbft>rmiger Geschwindigkeit zuriickgelegten) Weg 8 des Kol
hens aufgeschrieben wird, so daB eine Kurve q(8) zustande kommt. 
Diesen Umstand werden wir spater (Ziff. 14) noch ala bedeutungs
voll erkennen. 

6)Die Stelle der reduzierten Masse;die tJbersetzung. 
Na.chdem wir gesehen hahen, wie die Kraftmesser als Schwinger 
von einem Freiheitsgrad betrachtet werden, mUssen wir schlieB
lich noch eine letzte Frage beantworten, die sich in diesem Zu
sammenhang stellt, und auf die wir oben schon hingewiesen hahen. 
Bei einem System von einem Freiheitsgrad sind die Bewegungen 
aller Punkte in eindeutiger Weise miteinander verkniipft. Es ist 
deshalb grundsii.tzlich gleichgiiltig, welcher Punkt des Systems 
zur Beschreibung der Bewegung q(t) gewii.hlt wird und auch, an 
welche Stelle die vorhandenen Massen "reduziert" werden. Oft 
zeichnet mch eine Stelle von allein aua, etwa dadurch, daB an ihr 
schon ein grOOerer Teil der Masse Eitzt (z. B. der Kolhen heirn 
Indikator, der Spiegel beirn Schleifenoszillographen). Damit ist 
aber keineswegs gesagt, daB die Bewegung der so ausgezeichneten 
Stelle auch -die "aufgezeichnete" .Bewegung darstellt. In beiden 
genannten Beispielen ist vielmehr noch eine tJbersetzung vor
handen: Die Bewegung des Schreibstifts des Indikators ist durch 
eine Hebeliihersetzung mit der des Kolbens verbunden, der Weg 
der Lichtmarke des Oszillographen durch eine "Lichtstrahliiber
setzung" mit dem des Spiegels. Es ist natiirlich moglich, und oft 
wird auch so verfahren, daB man den Punkt, dessen Bewegung 
aufgezeichnet wird (Schreibstift beirn Indikator, Lichtmarke beirn 
Oszillographen), auch ala diejenige Stelle wii.hlt, an die die Massen 
reduziert werden. Dann ist von einer"Obersetzung nicht mehr 
die Rede. 

Wir werden in Zukunft unter dem kennzeichnenden Ausschlag 
q(t) stets den AU88chlag der reduzierten Masse verstehen. Die Auf
zeichnung werden wir z(t) nennen. Zwischen heiden besteht die 
Beziehung 

z(t) = ~oq(t). (11.1) 
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Der Faktor ~o heiBt die Obersetzung, auch statische VergroBerung 
oder "IndikatorvergroBerung" (wenn ~o > 1 ist, wird "ins GroBe" 
iibersetzt). 

Zur Aufzeichnung z des gefiihlten Weges q konnen auBer 
mechanischen VergroBerungen auch andere Verfahren der Weg
Illessung, z. B. das Kohledruckverfahren [Ziff. 2, fJ) 1] und der 
piezoelektrische Effekt [Ziff. 2, fJ) 2] verwendet werden. Es be
deutet dann z die Aufzeichnung im Oszillographen, wahrend q 
die Zusammendriickung der Kohlesaulen bzw. des Quarzes be
zeichnet. Auch in solchen Fallen solI der Proportionalitatsfaktor ~o 
in (ll.l) "Obersetzung" oder "IndikatorvergroBerung" hellien. 

Der Begriff der Obersetzung wird spaterhin noch eine erwei
terte Bedeutung erhalten. Wenn ein Gerat nicht einen Weg q, 
sondern eine Geschwindigkeit q fiihlt und ein dieser Geschwindig
keit proportionaler Ausschlag z(t) aufgezeichnet wird, so werden 
wir den Zusammenhang zwischen q und z so darstellen, daB wir 
[analog G1. (ll. 1)] setzen 

z{t) = ~1 q(t). (ll.2) 

Der Faktor ~1 hat (wenn q und z Langen bedeuten) die Dimen
sion T. Er stellt eine verallgemeinerte Obersetzung dar und heiBt 
auch AbbildungsmaBsta.b oder ObertragungsmaBstab. 

IV. Kraftmessung und Bewegungsmessung 
bei periodischer Einwirkung. 

A. Federkraftmesser. 
12. Die Empfindlichkeit eines Gerites, die "Treue" der An

zeige, die Verzerrungen. Wir fiihren, nachdem wir an drei Bei
spielen gesehen haben, wie die kraftmessenden Gerate aufgebaut 
sein konnen, die weiteren Untersuchungen zunachst wieder an 
Hand des einfachen Schemas der Abb. ll/2 durch, das wir das 
"Ersatzbild" eines Federkraftmessers genannt haben. Es zeigt 
einen elastischen Schwinger von einem Freiheitsgrad, bei dem 
sich das eine Federende gegen einen festen Punkt A stiitzt, wah
rend am anderen Ende 0 die ("reduzierte") Masse a sitzt; dort 
greift auch die zu messende Kraft pan. Wir beschranken unsere 
Betrachtungen zunachst auf die Einwirkung periodischer 
Krafte; die nicht-periodischen werden in Abschnitt V behandelt. 
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Die hier vorliegende mechanische Aufgabe haben wir in Ab· 
schnitt II schon erortert. Die Bewegungsgleichung lautet 
[G1. (7.1)]: 

aq+bq+cq=p(t); (12. 1) 

p(t) ist die einwirkende Kraft, q(t) der Ausschlag der Masse a, 
durch den auf den VerIauf von p(t) geschlossen werden solI. 

Aus dem friiher Gesagten wissen wir, daB wir erstens p(t) in 
seine harmoIDschen Bestandteile zerIegen und diese einzeln unter· 
Buchen diirfen, und daB zweitens fiir die komplexen Amplituden 
der einzelnen HarmoIDschen der erzwungenen Schwingung gilt 
[G1. (8.5)] 

eine Aussage, 

und 

(12.2) 

die gleich bedeutend ist mit den beiden anderen, 

111 
Q = C p V 3 = C P ~f(=::1=-=1J=:2:;:::)2=+:=4==D:::=81J==2 

2D1J 
8a = arc tg -1--2 • 

-1J 

(12.2a) 

(12.2b) 

Die zugehOrigen Diagramme zeigen die Abb.8/3 und 8/48.. Mit 
der Diskussion der Aussagen (12.2) und damit der Diagramme 
in den Abb. 8/3 und 8/4a haben wir uns nun zu befassen. 

Aus den GIn. (12.2) geht hervor, daB eine Kraft von der 
Amplitude Peine um so groBere Ausschlagamplitude Q hervor
ruft, je groBer der QUQtient Va/e oder das Produkt h V 3 jst. 
Der Ausschlag Q wird schlieBlich noch in die Anzeige Z iiber
gefiihrt, wobei 

ist. Als "Empfindlicbkeit" eines Kraftmessers wollen wir den 

Quotienten ; bezeichnen; er wird zu 

Z Z Q 
P=QP=~ohVa. (12.3) 

Die ersten beiden Faktoren, Eo und h, sind fiir ein gegebenes Geriit 
Konstanten; der letzte Faktor, V 3' hangt ab vom Frequenzverhiilt
IDs 1] (Abb. 8/3), also sowohl von der Frequenz der Einwirkung 
wie von der Eigenfrequenz des Gerates. 
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Es liegt somit nahe, das Gerat, um es empfindlich zu machen, 
auf die Erregung "abzustimmen", d. h. die Eigenfrequenz ro des 
Gerates gleich der Frequenz D der Erregung zu wahlen. 

Gerate, die na.ch diesem Gesichtspunkt arbeiten, sind von 
zweierlei Art. Zunachst gehoren zu ihnen die sog. Zungenfrequenz
messer. Das sind einseitig eingaspannte Stabe (in der Regel ver
wendet man eine Reihe nebeneinanderliegender Stabe), die je
weils eine feste Eigenfrequenz ihrer Biegeschwingungen auf
weisen (an Dampfung ist nur die Werkstoffdampfung und die 
schwache Dii.mpfung der Luft vorhanden). Werden sie "erregt", 
so ma.chen sie um so groBere Ausschlage, je besser die Erreger
frequenz mit der Eigenfrequenz iibereinstimmt. Die Eigenfrequenz. 
jenes Stabes, der die groBten Ausschlage zeigt, liegt der Erreger
frequenz am nachsten; Beispiel: Frahmscher Zungenfrequenz
masserl. 

Anstatt mehrere, auf verschiedene Frequenzen a.bgestimmte 
Stabe zu verwenden, kann man auch mit einem einzigen Stab 
auskommen, bei dem die Einspannliinge und damit die Abstim
mung verandert werden kann; Beispiel: Askania-Zungenfrequenz
messer·. 

In den zuvor beschriebenen Fallen dient der Ausschla.g nur a.ls 
Mittel zur Bestimmung der Erregerfrequenz. Die GroBe des Aus
schlags kann aber auch quantitativ ala MaB fiir die Starke der 
Einwirkung dienen. Eine Ausfiihrung eines Kraftmessers, der nach 
diesem Prinzip arbeitet, ist nicht bekannt (obgleich seinem Bau 
nichts im Wege stiinde), wohl aber ein Bewegungsmesser. Wir be
handeln ihn an der zugehorigen Stelle (vgl. Ziff. 17, e). 

Auf dem beschriebenen Wege erhii.lt man eine vollstandige 
Kenntnis der Einwirkung nur dann, wenn diese aus nur einer 
einzigen Harmonischen besteht. Enthii.lt die Einwirkung eine 
Reihe von Harmonischen, so liefert das beschriebene Vorgehen 
kein Gesamtbild der Einwirkung, sondern nur die Kenntnis der 
einzelnen harmonischen Teilschwingungen, und zwar fiir sich na.ch 
Frequenz und Amplitude, aber nicht nach ihrer Phasenlage. 
Wiinscht man jedoch die Kenntnis des Gesamtbildes der Einwir
kung, so riickt statt der Frage nach der groBten Empfindlichkeit 
ein anderer Gesichtspunkt in den Vordergrund, nam1ich die Forde-

1 Vgl. F. Lux: ETZ 1005 S. 264. 
I Vgl. Askania.-Druckschrift: Schwing 102 S. 35. 
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rung, daB die Anze~e des MeDgerates den Veriauf der Einwirkung 
"getreu" oder "unverzerrl" wiedergehen soIl. Diese Forderung 
schlieBt zwei Teilforderungen in sich: 

1. die Forderung nach Freiheit von "Amplitudenverzer-
rung", 

2. die Forderung nach Freiheit von "Phasenverzerrung". 
Was besagen diese beiden Begriffe 1 
Zunachst ist ohne weiteres klar, daB die Anzeige q(t) des MeB

geratea eine periodisch veranderliche Kraft p(t), die aus meh-

t-

Abb. 12/1. Znstandekommen elner Phasenverzerrung. 

reren Harmonischen besteht, nur dann unverzerrt wiedergeben 
kann, wenn die Amplituden der einzelnen Harmonischen der 
Anzeige gegenuber denen der Einwirkung samtlich in gleichem 
MaDe vergrl>Bert (bzw. verkleinert) sind. Was 'andererseits ge-
8chieht, wenn zwei harmorusche Bestandteile einer Schwingung 
zwa.r ihreAmplituden beibehalten, aber in der "Phase" verscho
ben werden, zeigt Abb. 12/1, wo vier FaIle von Zusammen
setzung zweier Schwingungen angegeben sind, die sich nur da-
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durch unterscheiden, daB die zweite Schwingung auf der Zeit
achse jeweils gegen die erste verschoben ist. Durch eine solche 
Verschiebung kommt ebenfalls eine Verzerrung der Schwingung 
zustande. Wir nennen sie eine Verzerrung durch Phasenverschie
bung oder kurz eine "Phasenverzerrung". 

Die "Treue" einer Anzeige oder Aufzeichnung soll nach dem 
Grad der Verzerrungsfreiheit bemessen werden. Ein MaB zur quan
titativen Bestimmung der Verzerrung oder Verzerrungsfreiheit 
ist bei der Amplitudenverzerrung einfach in der VergroBerungs
funktion Va gegeben. Die ZahlIOO (V3-I) (vg1. Ziff. 13) gibt un
mittel bar an, um wie viele Prozente die Amplitude einer bestimm
ten Harmonischen iiberhoht angezeigt wird. 

In der elektrischen Nachrichtentechnik, wo es sich meist darum handelt, 
die durch nicht·lineare Einfliisse zustande gekommenen Oberschwingungen 
einer harmonischen Grundschwingung zu kennzeichnen, benutzt man als 
MaS der Verzerrung (d. h. in diesem FaIle: des Gehaltes an Oberschwin
gungen), den sog. Klirrfaktor 

..,.".--...,-::---:-::----

k = YAI + Al + A: + ... , 
Al 

also die Wurzel aus der Quadratsumme der Amplituden der Oberschwin
gungen im Verhii.ltnis zur Amplitude der Grundschwingung. Da unsere 
Fragestellung anders lautet, ist dieses MaS fiir unsere Aufgaben nur von 
untergeordneter Bedeutung. 

Hinsichtlich der Phasenverzerrung fehit jedoch ein ent· 
sprechendes MaB zur quantitativen Bestimmung der Verzerrung. 
Man ist einfach darauf angewiesen, die Phasenverschiebungswinkel 
oder die (relativen) Phasenverschiebungszeiten anzugeben, ohne 
daB diese jedoch ein unmittelbares MaB fiir den Grad der Ver
zerrung boten. 

13. Die Amplitudenverzerrung. Wir beginnen mit der Er" 
orterung1 der ersten der oben aufgestellten Forderungen. Sie be
sagt, daB der Faktor V3 in G1. (12. 2aJ fiir alle Frequenzverhiilt-

nisse 17k = ilk, die sich aus den Erregerfrequenzen Qk der noch 
CIl 

als wesentlich in Betracht kommenden Ordnungen k bilden lassen, 
denselben Wert haben muB. Wie groB dieser Wert ist, bleibt 
zunachst (d. h. im Hinblick auf die Verzerrungsfreiheit) gleich
giiltig; wichtig ist nur, daB er fiir alle in Betracht kommenden 

1 Vgl. auch H. Zollich: WiBB. Veroff. Siemens-Konz. Bd. 1 (1920 bis 
1922) S. 24. 
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Verhiiltnisse fJk derselbe ist. Sein Betrag bestimmt in Verbindung 
mit der EinfluGzahlh und der "Obersetzung ~o [vgl. Gl. (12. 3)] die 
Empfindlichkeit; der Wert Null muB also auf jeden Fall ausschei
den, da sonst iiberhaupt keine Anzeige zustande kaine. 

Ein Blick auf das Diagramm der Abb. 8/3 lehrt, wo solche 
GebietefJ vorhanden sind, in denen V3 nahezu konstant (und nicht 
gleich Null) ist: ffir kleine Werte 'Yj. Denn da aIle Kurven der Schar 
bei 'Yj =; 0 ein Extremum besitzen, verlaufen aIle Kurven ffir kleine 
Werte 'Yj flach, so daB V 3 fiir "geniigend" kleine Werte 'Yj den festen 
Wert 1 besitzt. 

Kleine Werte des Frequenzverhaltnisses 'Yjk erzielt man ffir 
verschiedene Erregerfrequenzen Dk dadurch, daB man die Eigen
frequenz w des Gerates hoch.legt, daB man das Gerat, wie man 
sich ausdriickt "hoch abstimmt". Je hoher die Eigenfrequenz w 
ist, um so kleiner werden aIle Frequenzverhaltnisse 'Yjk, und um so 
weniger unterscheiden sich die Werte V3('Yjk); um so geringer ist 
also die Verzerrung. Diese Treue der Anzeige muB man jedoch 
mit einem Nachteil erkaufen: Die Gerate sollen hoch abgestimmt 
sein. Da jedoch -die reduzierte Masse a nicht beliebig klein gemacht 
werden kann, so muB daffir die Federzahl c groll gemacht werden. 
Damit wird aber die Empfindlichkeit des Gerates [vg1. G1. (12.3)] 
klein. Kraftmesser erfordern daher entweder eine groBe nber
setzung ~o, d. h. ein empfindliches Verfahren zur Messung des 
gefiihlten Weges q (vgl. Ziff. 2), oder man mull zwischen der Treue 
der Anzeige und der Empfindlichkeit einen Ausgleich suchen da
durch, daB man w nicht belie big groB, fJk also nicht belie big klein 
macht, sondern sich mit "geniigend" groBen Eigenfrequenzen w, 
also geniigend kleinen Frequenzverhaltnissen 'Yjk zufrieden gibt. 
Was sind nun "geniigend" kleine Werte des Frequenzverhaltnisses 
'Yjk 1 Die Entscheidung dariiber hangt von drei Dingen ab: er
stens von den 1\.nspriichen, die man an die Treue der Anzeige, 
also an den Grad der Verzerrungsfreiheit stellt, zweitens von der 
Ordnung n der hochsten noch wesentlichen, d. h. unverzerrt an· 
zuzeigenden Harmonischen, und drittens von dem Wert des 
DampfungsmaBes D, das der Schwinger aufweist. 

Wir nehmen den dritten Punkt vorweg. Es ist klar, dall der der 
htichsten in Betracht kommenden Erregerordnung n zugehorige 
Wert fJ.,. = D,./w bei gleichen Anspriichen an den Grad der Ver
zerrungsfreiheit um so hoher sein darf (die Eigenfrequenz des 
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Gerate!! also um so .niedriger), je flacher die Kurve der Ver
groBerungsfunktion Va verlauft. Zu welchem DampfungsmaB D 
gehOrt nun die in diesem Sinne beste, d. h. die flachste Kurve 1 

Die gestellte Frage laBt mehrere Antworten zu, je nachdem, 
was man unter "flachstem" Verlauf verstehen will. (Ein Blick 
auf die Abb.8/3 lehrt schon, daJ3 es nicht die zu D = 0 gehOrige 
Kurve ist, die den flachsten Verlauf zeigt.) Versteht man unter 
der flachsten Kurve jene, die an der Stelle 'fJ = 0 (wo aIle Kurven 
horizontale Tangenten haben) die geringste Krummung hat, so 
kommt man (vgl. Ziff. 8,y) auf den Wert D = ! f2 = 0,707 als 
den Wert fiir die gunstigste Dampfung, denn die zugehOrige Kurve 
hat bei'fJ = 0 auJ3er einer verschwindenden ersten auch eine ver
schwindende zweite Ableitullg. 

FUr Werte 'fJk, die aIle sehr klein sind, ist diese Vberlegung in 
jeder Hinsicht richtig. Man strebt (aus den oben genannten Grun
den) jedoch danach, das Intervall fiir die "erlaubten" Werte-'fJk 
nicht gar zu klein zu halten. Damit man von Null verschiedene 
Werte fiir die erlaubte Intervallange bekommt, darf man nicht 
fordern, daB V 3 = const = 1 sei, sondern muB einen bestimmten 

"FeWer" F zulassen, fordert 
also nur, daJ3 

1+Fr-------~----~-------- bleibt. Damit ergeben sich 
aber neue Gesichtspunkte fiir 
die Ermittlung der gunstig
sten Dampfung. 

1 

1-Fr-------~-----+--~----
Wie Abb. 13/1 zeigt, 

o 770 7lc .,,_ schneiden nur jene VergroBe-
rungskurven V 3' die zu klei-

Abb. 13/1. Sehnittpunkte der VcrgrliBerungs- d D f 
kurven mit den Fehlergrenzen. nen Werten es amp ungs-

maBes D gehoren, die im 
Abstand + F uber dem Wert V3 = 1 gezogene Horizontale, und 
zwar in zwei Punkten; die Abszisse des einen Schnittpunktes 
heiJ3e 'fJo, die des anderen 'fJb. Dagegen schneiden aIle Kurven die 
in der Hohe 1 - F gezogene untere Schranke fiir das FeWer
intervalI, jedoch nur in einem Punkt; die Abszisse dieses Schnitt
punktes heiJ3e 'fJC. 

Wie die Abb. 8/3 zeigt, fiiJlt die fiir D = I f2 geltende Kurve 
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Va('tJ) monoton. Sie erreicht die obere Fehlerschranke iiberhaupt 
nioht, die untere bei einer Abszisse 17c (Abb. 13/2), die sich aus 

Vs(TJ, D) = 1 - F (13.b) 
fiir kIeine Werte F zu 

TJc(D = IY2) ~ V2F (13.2). 

errechnet (vgl. die Herleitung am SchluB dieser Ziffer). 
Nun sieht man jedoch leicht ein, daB es Kurven gibt (sie ge

horen zu kIeiner~n Werten des DampfungsmaBes D), die anfangs 
ansteigen und dann erst fallen, so daB sie die untere Schranke 
erst spater, also fiir groBere Werte 'tJc erreichen. Man muB nur 
fordern, daB die Kurven nicht so weit ansteigen. daB sie die 
Schranke, die im Abstand F t 
ii ber der Horizontalen V 3 = 1 IG 

gezogen ist, iiberschreiten. 1+Ft::~~::;;;;1J,~a~(O;*)~-~1}~D ;(O=~==== 
Offensichtlich erreicht unter 1Jl= ----
den so ausgewahlten Kurven 
jene die untere Schranke am 

spatesten, die die obere 0 '-----+---+----' 
Schranke beriihrt (Abb. 13/2). 1]-' 

Wir bezeichnen jenen Wert des 
Dii.mpfungsmaBes D, der zu 

Abb. 18/2. Gflustlgste DlUnpfung 0*. 

dieser die obere Schranke beriihrenden Kurve gehort, mit D*. 
Er errechnet sich aus der Forderung, daB die Gleichung 

Va(TJ,D)=l+F (13.1b) 

eine Doppelwurzel TJa = TJb habe, zu 

D* ~ l i2 (1 - I f2F) (13. 3) 

(Herleitung siehe am SchluB dieser Ziffer). Der zugehOrige Wert 
TJ1J(D*) = TJII(D*) der Abszisse des Beriihrungspunktes ist 

TJa(D*) = 'tJb(D*) ~ Y2F, (13.4) 

also eben so groB wie die Abszisse TJc des Schnittpunktes der 
Kurve D = i 12 mit der Geraden Va = 1-F (Abb. 13/2). 

Der gesuchte, groBte erlaubte Wert TJ = TJ* ist nun jener, der 
sich als Abszisse des Schnittpunktes der Kurve D = D* mit der 
Geraden Va = 1 - F ergibt. Er lautet 

TJ* = TJc (D*) ~ y2F VI + 12 = 1,554 TJc (D = ! (2'). (13.5) 
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Man sieht also, daB die Abszisse 'f}c des Schnittpunktes der Kurve 
D* in einem festen Verhtiltnis zur Abszisse 'f}c des Schnitt-

pUnktes der Kurve D = I Y2 steht. Durch den neuen Gedanken
gang der Berticksichtigung eines Fehlerintervalls ± F um den 

t---.... 

jO 

1J.!I. 

~ 

o 

I 
R0 1Jc f -o,l1 

\~\rf 
1J. 

\ 
'.1JjflT) cfjvtJ 

V 7Jc 

['1fa "-
............ 

I o z\<l 1,0 
0-

I 

2,0 

Wert 1 herum konnen 
wir also das erlaubte Ge
biet der Frequenzverhiilt
nisse 'f} um 55 % weiter 
nach rechts ausdehnen. 

Veranschaulicht wird 
dieserGedankengang wei
terhin durch Abb. 13/3. 
Dort sind tiber dem 
DampfungsmaB D ffir 
einen "Fehlet" F = 0,1 
a ufgetragen : 1. die beiden 

Abb.1S/S. Absz1ssen'1 der Schnittpunkte der Ver- Wurzeln 'f}a und 'f}b der 
IIrOBerunllsfunktlon V. mit den Grenzlleraden 1 + F Gl (13 1 b) 2 d' W 
und 1-F In Abhingillkelt vom Dimpfunll8mall D. • • , . Ie ur-

zel 'f}o der Gl. (13.1 a). 
Jene Stelle, an der die Wurzeln 'f}a und 'f}b zusammenfallen, gibt 
die "gtinstigste Dampfung" D = D* an. Der zugehOrige Wert 

~ ~ .* 
~r-

-I-

k.....- -- 1 1. .. 
,/ T/c(O-fWJ-t=t:71 (0"" 

~ -- * I ,/' 
lJ{F) 

V --: I--7]a.(0-0) 

/' 
.- ·r I 

o 41 
F-

Abb.13/4. Giinstigste Diimpfung und Grenzen des erlaubten BerelchSlfiir '1. 

'1o(D*) ist der gesuchte groBte Wert 'f}*, den ein Frequenzver
Mltnis 'YJlc annehmen darf, damit die Forderung (13.1) im ganzen 
Intervall 0 < 'YJ < 'YJ* erftillt bleibt. 

In Abb. 13/4 sind noch tiber der zugelassenen Schwankung F 
der VergroBerungsfunktion die Werte des "giinstigsten Damp-
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fungsmaBes" D* und auBerdemdie unter anderen Bedingungen fiir D 
sich ergebenden oberen Schranken des erlaubtenFrequenzverhiilt. 
nisses"l aufgetragen, namlich "Ia(D = 0), die fiir ungedampfte Ge· 

rate gelten wiirde, ferner "Ic(D=!-y2) und schlieBlich "I*=']c(D*), 
die auf Grund des oben durchgefiihrten Gedankengangs zustande 
kommt. 

Den zu einer solchen oberen Schranke "IF gehorenden Min
destwert fiir die Eigenfrequenz des MeBgerates erhalt man dann 
aus der Beziehung 

fJ" wmln =-, 
1)F 

(13.6) 

wenn Qn die hochste der zu beriicksichtigenden Erregerfrequen. 
zen bezeichnet. 

In G1. (13.6) haben wir iiber die allgemeinen, qualitativen 
tJberlegungen (daB die Forderung nach Verzerrungsfreiheit um 
so besser erfiillt ist, je groBer die Eigenfrequenz wist) hinaus 
ein quantitatives MaB fiir den Mindestwert dieser Eigenfrequenz. 

In den GIn. (13.1) bis (13. 6) haben wireine Reihe von Angaben gemacht, 
deren Herkunft wir nun zeigen wollen. 

Den Ausdruck(8.6b) fiir die VergroBerungsfunktion Va kann man auf 
die Form 

I (13.7) 

bringen, wenn als Abkiirzung 

g(1) = 1)2(1- 2 0 2 - .~.1)2) (13.7a) 

benutzt wird. Die Abszissenwerte 1). und 'YJb folgen alis der Gleichung (13.1 b), 
der Wert 'YJ. aus der Gleichung (13.la). Aus diesen beiden Gleichungen 
folgt unter Beriicksichtigung von (13.7) und (13.7 a) 

l±tF 
g('YJ) = ±F (I ±F)2' (13.8) 

Bezeichnen wir den rechts stehenden Ausdruck, wenn das obere Zeichell 
gilt, mit Fb wenn daB untere gilt, mit Fw so wird aUB (13.8) 

g('YJ} = Fl. II • 

Die Wurzeln 1). und 'YJb der Gl. (13.lb) folgen also aus 

'YJ' - 2'YJ2(1 - 202) = - 2F1, 

die Wurzel 'YJ. der GI. (13.la) aus 

'YJ'- 2'YJ2(1-202) = -2FII • 

(13.8') 

(13.9a) 

(13.9b) 



64 IV. Kraitmessung und Bewegungsmessung. Ziff.13. 

Der Parameterwert 0* ist nun jener, ffir welchen ciie Wurzeln 1Ja und 1J. 
zusammenfa.llen. Das Zusammenfallen tritt ein, wenn 

wird, d. h. bei dem Parameter 

0*=t1'2Yl-r2F.l =H2V1-1'2F ~. (13. lOa) 

Bei diesem Dimpfungsma.B ist 
,--

~ '-fl+iF 
1Ja(O*) = 1Jb(O*) = r2F.l = f2F . 

fl+F 

Die Wurzelf}. der Gl. (13. Db) kommt a.llgemein aus 

1J~ = 1 - 201 + f(I-2 0 8)8_ 2F.ll' 

Wenn 0 = 0* wird, kommt 

,I '-l/rl + jF r2 
1J.(0*) = rf2F.l+ r2(F.l-F.l.l) = f2F r· 1 +F + I-Fl' 

Wenn 0 = !.Ji2 ist, lautet die AbsziBBe 
,--

( ..rn) ,-- '-fl-tF 
1J. t r2 = f- 2F.l.l =f2F 1f1li . 

rl-F 

(13. lOb) 

(13.H) 

(13.Ha) 

(13.H b) 

Die angegebenen Formeln werden erst bei F = 1 ungiiltig. Da F jedoch stetB 
eine kleine GroBe Bein BOll, kann man FI gegen 1 verna.chliU!sigen und er
hMt so 

O*=·~ f2 il- J2F(l-lF), 
,-

1Ja (0*) = 1Jb (0*) = f2F (1 - iF) , 

1J.(0*) = f2F il + 1'2 -iF, 

1J.(tl'2) =}2F(I+i F ). 

(13. lOa') 

(13. lOb') 

(13. Ha') 

(13.H b' ) 

Geht man in der Vereinfa.chung noch weiter und vemachliU!sigt auch schon 
F gegen 1, so kommen die oben benutzten Formeln zustande; sie lauten zu
sammengestellt: 

0*= t 1'2(l-t f2F), 
,-

1Ja (0*) = 1Jb (0*) = J2F, 

1J.(0*) = f2F il + f2, 

(13. lOa") 

(13. lOb") 

(13.11 a") 

(13.11 b") 
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Die Er6rterungen iiber die Amplitudenverzerrung bei kraft
messenden Geraten sind in dieser Ziffer verhii.ltnismaBig aus
fi1hrlich gehalten. Dabei sei schon hier erwahnt, daB die Ergeb
nisse jedoch nicht auf die Kraftmesser beschrankt sind, daB sie 
vie1mehr fiir eine ganze Reihe von anderen Geratearten iibernom
men werden konnen. Da sie im Grunde eine Erorterung der Eigen
schaften der FunktioB Va('Yj, D) darstelIen, konnen sie ganz un
verandert iibernommen werden auf solche Gerate, deren Ver
halten ebenfalls durch diese Ftinktionbeschrieben wird (Be
schleunigungsmesser und Ruckmesser ohne Festpullkt, Ziff. 18 
und 19; Wegmesser mit Festpunkt, Ziff. 21); ferner konnensie mit 
nur geringen Abanderungen iibertragen werden auf alle Gerate, 
deren Verhalten durch die im selben Diagramm erscheinende 
Funktion VI wiedergegeben wird (Wegmesser und Geschwindig
keitamesser ohne Festpunkt in Ziff. 17 und 19). Die Untersuchun
gen dieser Ziffer haben also eine Bedeutung, die weit iiber den 
Rahmen der hier gestellten Aufgabe hinausgeht. 

14. Die Phasenverzerrung. Wir kOID;men nun zur zweiten der 
gestellten Forderungen, der nach Freiheit von "Phasenverzer
rung". Wir erortern sie zunachst im Hinblick auf eine iiber der 
Zeitachse vorgenommene Aufzeichnung q(t), wie sie z. B. yom 
Oszillographen geliefert wird. Die genannte Forderung besagt, 
daB die relative Lage aller Harmonischen der Kraft p(t) und 
des Ausschlags q(t) auf der Zeitachse dieselbe sein muB. DaB 
alle Harmonischen.auf der Zeitachse um ein und dasselbe Stiick 
verschoben sind, ist erlaubt, denn das bedeutet keine Verzerrung 
der Kurvenform, sondern· nur eine zeitlich spatere Anzeige. Wie 
liiBt sich nun die genannte Forderung mit Hilfe der "Phasen
groBen" (Phasenverschiebungswinkel oder Phasenverschiebungs
zeit) ausdriiclren 1 Sicherlich bedeutet die Forderung nicht -
wie man etwa versucht sein konnte zu vermuten -, daB alle Har
moniachen denselben Wert des Phasenverschiebungswinkels e3 
aufwei.sen miiBten. Eine 0eitliche Verschiebung aUer Harmoni
schen um denselben Wert to bedeutet namlich einen Phasen
verschiebungswinkel fiir die erste Harmonische e~I) = [ito, fiir 
die zweite e~ll) = 2 [i to, aUgemein fiir die k-te Harmonische 
e~") = k [ito. Nicht die Phasenverschiebungs.winkel miissen die
selhen sein, sondern - entsprechend der gleichmiiBigen Verschie
bung aller Harmonischen auf der Zeitachse - die Phasenver-

Klotter, SchwiDIlUDlsmes8UDI. 5 
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schiebungszeiten. Nun geht aber nach Gl. (4.3) die Phasen
verschiebungszeit aus dem Phasenverschiebungswinkel hervor 
nach 

£3 t •• = [} , (14.1a) 

so daB [mit Gl. (8.9)] gilt 
1 201) 

tEl = [} arc tg 1 _ 1)2 • (14.1b) 

Bezieht man, um zu einer dimensionslosen GroBe zu gelangen, 
diese Phasenverschiebungszeit tEl auf einen festen Wert einer Zeit-

groBe, z. B. die Periode T = 2:n: einer Eigenschwingung des 
w 

t 

(ungedampft gedachten) Gerates, so erhalt man eine "relative 
Phasenverschiebungszeit " 

t;. 1 £3 1 1 2 0 1) 
l' = - = - - = - - arc tg---. (14.2) 

s T 2:n: 1) 2:n: 1) 1 - 1J2 

Aus der Form 1'a = -21 £3 liest man ab, daB die relative 
:n: 1) 

Phasenverschiebungszeit . 1'a sich im Diagramm des Phasen
verschiebungswinkels ca, Abb. 
8/4a - soweit darin die Ab
szisse emit r; identisch ist -

1 
abgesehen vom Faktor 2:n: als 

Tangens des Winkels 1jJ in dem 
~;;;;;;':::::::::::=-,-___ ----:L ___ aus Ordinattl und Abszisse ge-
o ~ 

bildeten Dreieck zeigt (Abb. 
A bb. 14/1. Deutuug der Phasenverschiebungs- 14/1). 
zeit an der Kurve des Phasenverschiebungs- Das Diagramm der Kurven-

winkels. 
schar 1'a(r;) mit dem Dampfungs-

maB Dais Scharparameter zeigt Abb. 14/2. 
Da 'ia = const Verzerrungsfreiheit bedeutet, wird die Ver

zerrung selbst durch die Schwankung Ll'i im Frequenzintervall 
gemessen. Falls im Intervall von Obis r; kein Maximum der Kurve 
'ia(r;) liegt, wird die Schwankung durch 

Ll-r = I 1'a(r;, D) - 'ia(O, D) I (14.3a) 

angegeben; liegt dagegen ein Maximum im Intervall, das den 
Wert 'i3max hat, so wird die Schwankung durch 

Ll1'=I'iamax-'i3(0,D)1 (14.3b) 



ZiH.14. Die Phasenverzerrung. 67 

45~----A---~~---4-----i-----+-----r-----r--~ 

tqJ~--~~d---~~-H~~~~--~----1 
'tJ 

41 

o 0 
0 - 0 

f i f 1 ,f 1 .z 2 

~-
l/ 'I 

, I I 1 I I 
0 1 j 1 2 'I 00 'I 

1}-

Abb. 14/2. Relative Phasenverschlebungszelt T,. 
5* 



68 IV. Kraftmessung und Bewegungsme88ung. Ziff. 14. 

angezeigt, solange Ts(fj, D) > Ts(O, D) ist, dagegen durch 

L1 T = I Tsmax - Ta(rt, D) " (14.3c) 
falls Ts(fj, D) < Ta(O, D) ist. Man entnimmt dem Diagramm, daB 
fiir kleine Werte fj, die nach dem iiber Va Gesagten allein interes
sieren, aIle Kurven flach verlaufen, da sie aIle bei fj = 0 ein Extre
mum aufweisen. Welche dieser Kurven verlauft nun "am flach
sten", d. h. gibt die geringste 'Veranlassung zu Phasenverzerrun
gen 1 Nimmt man als Kennzeichen des flachsten Verlaufs das 
Verschwinden der Kriimmung an der Stelle fj = 0, so liefert dies 
den Wert D = 0 oder D = i fa, wie man erkennt, wenn man 
die Funktion (14.2) nach Potenzen von fj entwickelt: 

Ts(fj, D) = Q [1 + fj2(1- ~D2) + 1f(I- 4 D2+ 156 D') + ... ]. 
:II: 

(Der zu D = 0 gehorende Wert Ta = 0 ist hier natiirlich, im 
Gegensatz zum Wert V s = 0, zugelassen.) Die beiden Forde
rungen, die nach Freiheit von "Amplitudenverzerrung" und die 
Mch Freiheit von "Phasenverzerrung", fiihren also nicht zum 
gleichen Bestwert des Dii.mpfungsmaBes D. Man ist daher ge
zwungen, ein Kompromill zu schlieBen. Schwerwiegend 'sind die 
Abweichungen von den Bestwerten deshalb nicht, weil, wie das 
Diagramm inAbb. 14/2 ausweist, abgesehen von groBen Werten 
des Dii.mpfungsmaBes aIle Kurven Ts(fj) am Anfang recht flach 
verlaufen, also zu geringen Schwankungen fiihren. Ein Damp
fungsmaB D, das aus Griinden der kleinsten Amplitup.en
verzerrung gewii.hlt wurde (mag es sich um D = i (2", D = D* 
oder SOll8t einen Wert handeln), geniigt also (in der Regel) auch 
der Forderung nach Freiheit von Phasenverzerrung in ausreichen
dem MaBe. 

In Abb. 14/3 ist angegeben, welche Schwankung L1T der rela
tiven Phasenverschiebungszeit Ta man nach einer der GIn. (14.3) 
in Kauf nehmen muB, wenn man das Intervall der Werte fj von 
Null bis zu jenem Wert fj* ausdehnt, der sich (wie in Ziff. 13 
dargelegt) ergibt, wenn man fiir Va(fj) eine Schwankung F nach 
G1. (13.1) zulaBt. Die Schwankung L1T stellt sich dann als eine 
Funktion der Fehlerschranke F dar. In Abb. 14/3 ist ferner der 
VerIauf von Ts(fj*) als Funktion von F dargestellt. 

Zusammenfassend stellen wir fest: Nicht ein ungedampftes 
Geriit, sondern eines, dessen Dampfung nach den erorterten Ge-
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sichtspunkten bemessen ist, gibt die geringste Verzerrung der 
Anzeige, wenn diese tiber einer Zeitachse aufgetragen wird. 

Die oben gestellte Forderung, daB die Phasenverschiebungs
zeit fiir aile Barmonischen den gleichen Wert aufweist, sichert die 
Freiheit von Phasenverzerrung auf eine bestimmte Weise: Die 
Barmonischen werden "gegenseitig starr verbunden" auf der Zeit
achse verschoben. Es 

0.12 gibt jedoch noch eine 
zweite Moglichkeit, 0,10 

eine unverzerrte An
zeige zu erreichen. 0jJ8 

Wenn aIle Barmoni- 0,06 

schen um den Pha
senwinkel n ver- 0,0'1 

schoben werden, blei-
0,02 

ben sie zwar nicht 
mehr starr verbun- o 
den, setzen sich je-
doch einfach zum ne-
gativElll Bild zusam

Jl)?14(~*)-ql -
b)£lt:'" l.-b --,........ 

[,../ 
~ 

/' 
/' 

!---- a. -
rl 
II 

0,& D,/JII 406 408 0,1 0,12 o.lQ D,16 0. 18 
F-

Abb. 14/3. Phaaenverachlebung8zeiten fOr gillllltigate 
Di!.mPfung. 

men. Eine (eigentliche) Verzerrung findet auch so nicht statt. 
Von dieser Moglichkeit werden wir an einer spii.teren Stelle 
(Ziff. 17) noch sprechen. 

Die Erorterungen, die wir bezliglich der Phasenverzerrung 
durchfiihrten, gelten in dieser Form fiir aile Aufzeichnungen liber 
einer Zeitachse, z. B. fiir die eines Oszillographen. Beim Indi
kator liegen die Verhii.ltnisse insofern anders, als dort die Auf
zeichnung tiber dem Kolbenweg 8 erfolgt, der keineswegs mit 
gleichformiger Geschwindigkeit durchmessen wird. LieBe man 
auch hier eine von Null verschiedene, wenn auch fiir aile Erreger
ordnungen gleiche Phasenverschiebungszeit zu, so erhielte man 
dennoch eine Verzerrung der aufgezeichneten Kurve. Bier muS 
man die Forderung also strenger stellen und verlangen, daB ffu: 
aile in Betracht kommenden Ordnungen 'fa = const = 0 ist. Ver
schwindende Phasenverschiebungezeit gibt es aber nur fiir ver
schwindendes Dii.mpfungsmaB D. Die Indikatoren miissenalso 
inoglichst dii.mpfungsfrei arbeiten. Tun sie das aber, so muB man, 
do. der Gang der VergroSerungsfunktion V 8 mit dem Frequenz
verhaltnis 1] fiir D = 0 starker ist alB etwa fiir D = 0,6, das 
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Gebiet der erlaubten Werte 'YJ einschranken. Fiir eine vorgegebene 
Fehlerschranke F ist jetzt nicht mehr 'YJ.(D = D*), sondern 
'YJa (D = 0) maBgebend (vg1. Abb. 13/4). Nach G1. (13.1 b) wird 

'YJa(D=O) = Vl!F~ iF. 
In der MaschinenmeBtechnik1 pflegt man deshalb vorzuschreiben, 
daB'YJ nicht groBer als etwa l/s sein darf. Man sieht, daB dies eine 
sehr viel hohere Eigenfrequenz des Gerates bedingt, als sie bei 
gleicher Anforderung an die Verzerrungsfreiheit beim Oszillo
graphen sein miiBte. 

Bei Geraten, die, wie der Indikator, nur schwach oder gar 
nicht gedampft sein diirfen, machen sich allerdings die Aus
gleichsvorgange in den Aufzeichnungen meist deutlich be
merkbar. Man pflegt sie dort dadurch auszuscheiden, daB man 
durch den rasche, kleine Schwingungen aufweisenden Schrieb eine 
glatte Kurve hindurchlegt. 

N och anders, aber sehr viel einfacher, liegt die Frage der Phasen
verzerrung bei der Telefonmembran. Hier ist jede Phasenverzer
rung erlaubt, weil sie ganz ohne Bedeutung ist: Das Ohr, das 
die von der Membran erzeugten Luftschwingungen aufnimmt, 
analysiert namlich das Tongemisch, d. h. das Schwingungs
gemisch, sofort wieder, indem es das Gemisch in seine Harmo
nischen zerlegt. Es reagiert nur auf die einzelnen Harmonischen, 
so daB es vollig gleichgiiltig ist, welche gegenseitige Lage die Har
monischen im Gemisch aufweisen. 

Wie die Erorterungen iiber die Amplitudenverzerrung bei den 
Kraftmessern auf aIle jene Geratearten iibernommen werden 
konnen, deren Verhalten ebenfalls durch die Funktion Va be
schrieben wird, so konnen auch die Erorterungen iiber die Phasen
verzerrung, die sich an die Eigenschaften der Funktion 1'a an
schlieBen, auf jene gleichen Gerate ausgedehnt werden. 

15. Zwei Beispiele ffir die Verzerrung. Wir verdeutlichen die 
in Ziff. 13 und 14 durchgefiihrten Oberlegungen noch durch zwei 
Beispiele. 

1m ersten Beispiel zeigen wir, wie ein gegebener Kraftverlauf 
(Abb. 15/1) durch verschieden bemessene Gerate angezeigt wird. 
Der MaBstab auf der Zeitachse von Abb. 15/1 sei so gewahlt, 

1 De Juhasz-Geiger: Der Indikator. Berlin 1938. 
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daB die Periode T = 1/100 sec ist. In der den Kraftverlauf wieder
gebenden Funktion stecken drei wesentliche HarmoniBche, die 
erste, dritte und fiinfte. Ihre Frequenzen sind Q 1 = 2n .100/sec, 
D3 =2n· 300/soo, D" = 2n· 500/sec; die ihnen zugehOrigen Am
plituden verhalten sich wie 1: 1/a: 1/5. 
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Abb.15/1. Erregerkraft P mit harmonischen Bestandteilen PIl', pt·" pt·,. 

Der so beschriebene Kraftverlauf soli nun durch vier ver
schiedene MeBgerate a), b), c) und d) aufgenommen werden. Die 
Eigenfrequenzen und DampfungsmaBe der Gerate sind: 

a) w = '2n· 600/sec D = 0, 

b) w = 2n· 600/sec D = ! 1'2, 
c.) w = 2n· 600/sec 

d) w "'7 2n· 1500/sec 

D=4, 

D = t 1"2". 
Die Werle des Frequenzverhaltnisses der drei Harmonischen sind 
damit ffir die Gerate a) bis c) 

f/l=1/S, 
ffir das Gerat d) 

'YJl = 1/15, 'l'Ja = 1/5, 'l'Jo = 1/3. 

In der Tabelle 15/1 auf Seite 74 sind die Werle der Ver
groBerungsfunktion V~) ffir jede Harmonische ptk" das Produkt 
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p(1el V~kl (das ein MaS ist fiir den Ausschlag) sowie Nacheil. 

winkel £3 und relative Nacheilzeit Ta = 2e~ verzeichnet. In den 
1f1J 
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Abb. 15/2a lind b. 
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Abb. 15/2a, b, c, d sind (stark ausgezogen) die vier Kurven wieder
gegeben, die die vier vorausgesetzten Gerate aufzeichnen wiirden. 
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Abb. 16/20 und d. 

t 

Abb, 16/2& bls d. Aufzelchnungen elMa kr&ftmessenden Gerates bel ver80hledener Ab
stlmmuna und Dlmpfung, wenn die Erregerkraft nach Abb. 16/1 verliuft. 

a) <0-800 !,., 0-0, b)m=600 2,., o-n'2, c) m=600!.:!', 0=4, d) m=1600~, 0=11'2' 
sec 8ec sec 8ec 

Die eihzelnen Harmonischen, aus denen sich die Kurven zusam
mensetzen (und,deren Amplituden proportional p<kl V~kl sind), sind 



74 IV. Kraftmessung und Bewegungsmessung. 

GroBe 

Einheit 

0=0 

1 -
0=-f2 

2 

Frequenz
verhaltnis 

Q 
1)=

w 

1 

100 1 
600=6 
300 1 
600=2" 
500 5 
600=6 

1 
6 
1 
2 
5 
6 

1 
6 
1 
2 
5 
6 

100 1 
1500 = 15 

o = .!. f2 300 =.!. 
2 1500 5 

500 1 
1500 =3 

Harmo
nische 

Er
regende 

P 

Kraft
einheit 

1 

1 

1 

1 

Ta belle 15/1. 

Ver
groBe
rung 

Vs (1),O) 

1 

PV3 

Kraft
einheit 

1,029 1,029 

1,333 0,444 

3,273 0,655 

1,000 1,000 

0,970 0,323 

0,821 0,164 

0,606 0,606 

tg 83 

1 

o 

o 

o 

0,242 

0,943 

3,857 

1,371 

0,246 0,082 5,333 

0,150 0,030 21,818 

1,000 1,000 0,095 

0,999 0,333 0,295 

0,994 0,199 0,530 

Nach
eil

winkel 

1 

o 

o 

o 

0,238 

0,756 

1,317 

0,941 

1,385 

1,525 

0,094 

0,287 

0,488 

Ziff. 15. 

relative 
Nach
eilzeit 

8a 
T 3 =2TC1) 

1 

o 

o 

o 

0,227 

0,241 

0,252 

0,898 

0,441 

0,291 

0,225 

0,228 

0,232 

mit den Bezeichnungen (1), (2) und (3) in allen vier Fallen eben
falls eingezeichnet. Die Kurven zeigen deutlich die friiher erwahn
ten Merkmale: 

Liegt die Frequenz einer Harmonischen der Erregerkraft der 
Eigenfrequenz des Gerates zu nahe, so wird, wenn keine Damp
fung vorhanden ist, diese Harmonische stark herausgehoben 
[p<S) im Fall a)] und damit das Gesamtbild verzerrt. Durch An-
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wendung einer Dampfung von geeigneter Starke kann diese Er
seheinung vermieden werden [Fall b)]. Noeh geringere Verzerrung 
erhalt man, wenn man auBerdem die Eigenfrequenz des Gerates 
erhOht [Fall d)]. Zu starke Dampfung lOseht dagegen die hOheren 
Harmorusehen fast vollig aus; es bleibt dann nur die (etwas de
formierte) Grundsehwin
gung iibrig [Fall e)]. 

In Abb. 15/3 sind des 
besseren Vergleichs wegen 
die von den vier Geraten 
aufgezeichneten Kurven 
mit der Kurve der einwir
kenden Kraft zusammen t O ~---r------\tt---\:----+--
wiedergegeben. P rr 

Als zweites Beispiel 
behandeln wir die folgen
den Fragen: 

t-

1. Wie hoch muB die -1 -

Eigenfrequenz OJ emes 
Kraftmessers gemacht 

werden, damit ein Kraft
verlauf mit der Periode 

a a 
Abb. 15/3. Erregerkraft pet) und Anzeigen get) 

nach Abb. 15/1 und Abb. 15/2. 

T = 1/10 sec biE! zur 9. Harmoruschen mit einem Fehler in den Ampli
tuden von hoohstens 10% wiedergegeben wird, 

a) wenn keine Dampfung verwendet wird, 
b) wenn das DampfungsmaB D = ! fi ist, 
e) wenndas "giinstigste DampfungsmaB" D* verwendet wird 1 
2. Wie groB ist iibrigens dieses giinstigste DampfungsmaB 1 
3. Wie groB ist jeweils die Schwankung LI 7: der relativen 

Phasenverschiebungszeit 7:a ill betrachteten Frequenzinterva1l1 
4. Welcher Wert der VergroBerungsfunktion Va ergibt sich bei 

der jeweiligen Eigenfrequenz des Gerates fiir die 18. Harmonische 1 
Welchen Wert nimmt die Schwankung LIT dann an 1 

Die Antworten auf die gestellten Fragen sind aIle in der nach
folgenden Tabelle 15/2 enthalten. Fiir eine Schwankung F = 0,1 
der VergroBerungsfunktion, wie sie hier zugelassen wird, ergibt 
sich ein giinstigstes DampfungsmaB D* = 0,540 (zweite Spalte). 
In der dritten SpaIte der Tabelle sind die Hochstwerte des 
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Tabelle 15/2. 

1 2 3 4 5 6 7 

Fall 0 fJ c.u = il./fJ LIT (fJ,) VS(fJlS,O) .1", (fJIS) 

a) 0 0,302 298,5 . 2n 
soo 

0 1,563 0 

b) ..!..r2' 
2 

0,696 129,33. 2n 
sec 

0,0237 0,459 0,027 

c) 0* =0,540 1,027 8763'~ , sec 0,0792 0,280 0,081 

Frequenzverhiiltniases aufgefiihrt, die fiir die jeweiligen Damp
fungswerte erlaubt sind, damit die Schwankung von V 3 den Betrag 
0,1 nicht iiberschreitet. Diese Werte Bollen der neunten Harmoni
Behan zukommen. Demgema.B -ergeben sich fiir den Mindestwert 
der Eigenfrequenz w == D .In des Gerates die Werte der Spalte 4. 
In Spalte 5 stehen die zugehOrigen, nach einer der GIn. (14.3) 
errechneten Schwankungen der relativen Phasenverschiebungs
zeit. Spalte 6 zeigt, welcher Wert V3 sich fiir die 18. Harmonische 
ergibt. Man sieht, da.B er im Fall a) um 56 % zu gro.B, in den 
Fallen b) und c) urn 54% bzw. 72% zu klein ist. Spalte 7 gibt 
die zugehorigen Schwankungen der Phasenverschiebungszeiten an. 
Sie berechnen sich im Faile b) und c) aus der GI. (14.3b). Fiir die 
Berechnung der Werte in Spalte 2 und 3 sind die GIn. (13.1 b), 
(13. lOa), (13.11 a), (13.11 b) verwendet worden. 

B. Bewegungsmesser ohne Festpunkt. 
16. Allgemeines; federgefesselte und reibungsgefesselte, weg

fiihlende und geschwindigkeitsfiihlende Gerate. Nachdem wir in 
Abschnitt III und IV A die Kraftmesser betrachtet haben, kommen 
wir nun zu den Bewegungsmessern. Unter dieser Bezeichnung 
fassen wir aile Gerate zusammen, die Wege (Langenwege oder 
Winkelwege) und ihre Ableitungen, namlich Geschwindigkeiten, 
Beschleunigungen oder Rucke, zu messen gestatten. Bei der Mes
sung von Kraften machten wir die (dort notwendige und stets 
erfiillbare) Voraussetzung, da.B ein fester Punkt vorhanden sei, 
gegen den die Feder des Me.Bgerates sich stiitzen kann. Fiir eine 
Bewegungsmessung konnen wir diese Voraussetzung jedoch nicht 
immer machen. Ein Festpunkt, gegen den eine Schwingbewegung 



Ziff.16. Allgemeines. 77 

gemessen werden konnte, steht durchaus nicht immer zur Ver
fiigung. Man denke etwa an die Messung solcher Bewegungen bei 
einem Fahrzeug, einem StraGen-, See- oder gar Luftfahrzeug. 
Aber auch in viel "irdischeren" Fallen halt es schwer, einen festen 
Punkt zu finden. Die Schwingbewegungen, die ein Gebaude, ein 
Teil eines Gebaudes, ein Maschinenfundament' oder auch ein 
Ma.schinentell, eine Welle etwa ausfiihren, lassen sich meist nur 
schwer auf einen festen Punkt beziehen, schon gar nicht mehr die 
schwingenden Bewegungen (Beben) der Erdkruste. Es bedeutet 
nun fUr die Bewegungsmessung einen grundsatzlichen Unter
schied, ob ein Festpunkt vorhanden ist oder nicht. Wir teilen 
MeGmethoden und MeGgerate sogar nach diesem Gesichtspunkt 
eill. Zuerst wenden wir uns dem Fall zu, in dem ein Festpunkt 
nicht vorhanden ist. 

Steht ein Festpunkt auBerhalb des Gerates nicht zur Verfii
gung, so muG man die zu messende Bewegung des "GeratefuG
punktes" auf einen anderen, zweckmaBig gewahlten Punkt be
ziehen. Einen solchen Punkt verschafft man sich, indem man 
einen Punktkorper (mit der Masse a) an das "Gehause" "fesselt". 

FUr einen Schwingwegmesser ware es dabei ersichtlich am 
vorteilhaftesten, wenn die Masse a moglichst groG gemacht und 
die Kraftwirkung vom Gehause her auf sie moglichst klein ge
halten werden konnte. 

Die Fesselung (Kraftiibertragung) kann nun in verschiedener 
Weise erfolgen. Die am weitaus haufigsten verwendete Art ist die 
durch Federn; so entstehen die "federgefesselten Gerate". 

Abb. 16/1 zeigt schematisch zwei Anordnungen fUr feder
gefesselte Gerate. Beiden Anordnungen ist gemeinsam, daG dem 
FuGpunkt B der Feder (dem Gehause des Gerates) die Absolut
bewegung u(t) aufgepragt wird, die selbst oder von deren Ab
leitungen eine gemessen werden soIl. Da ein Festpunkt nicht er
reichbar ist, kann hier nicht wie friiher die Absolutbewegung 
q(t) der an den Punkt 0 teduzierten Masse a registriert werden, 
das Gerat kann vielmehr nur ihre relative Bewegung 

r(t) = q(t) - u(t) 

anzeigen; und zwar wird im Fall der Abb.16/1a. der Relativaus
schlag r selbst, im Fall der Abb. 16/1b (wo eine Tauchspule im 
Feld eines Magneten sich bewegt) die Relativgeschwindigkeit r er-
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faBt oder "gefiihlt". 1m ersten Fall sprechen wir von einem weg
fiihlenden, im zweiten Fall von einem geschwindigkeits
fiihlenden Gerat. 

Die Bemerkung, daB ein Gerat den Weg T bzw. die Geschwindigkeit ;. 
"fiihlt" (anzeigt), sagt natiirlich zunii;chst noch nichts daruber aus, welche 
Ableitung der einwirkenden Bewegung u(t) mit einem solchen Gerat 
gemeBSen werden kann. Die Bezeichnungen "wegfiihlend" und "geschwin
digkeitBfiihlend" Bollen nur auf daB MeBverfahren hinweisen. In diesem Sinn 
kann auch ein FederkraftmeBSer als wegfiihlendeB Gerat bezeichnet werden. 

a b 

2-

r(tJ~q-(tJ-u(t) 

Abb. 1611. Schemata eineB BewegungBmeBBerB ohne FeBtpunkt. 
a) WegfilhlendeB Gerlt (WegmeBBer oder BeBchleunigungBmeBser); b) GeBchwindigkeitB' 

fiihlendeB Gerlt (GeBchwindigkelt8me88er oder RuckmeBser). 

Neben der beschriebenen, haufigsten Art der Kraftiibertragung 
zwischen Gehiiuse und "Masse", die durch Federkrafte erfolgt 
(Federfesselung), sind auch "Obertragungen durch andere Krafte, 
z. B. durch Reibungskrafte moglich; unter ihnen sind die geschwin
digkeitsproportionalen Reibungskrafte (auch Dampfungskrafte 
genannt) die wichtigsten. Wir wollen in iibertragener Sprechweise 
auch hier von einer "Fesselung" sprechen. Die schematische An
ordnung eines solchen "reibungsgefesselten" Gerates entspricht 
der der Abb. 16/1, wenn die Feder c fehlt, eine Reibungsanord
nung aber vorhanden ist. Vom Zylinder, der mit dem GehauseB 
verbunden ist, werden iiber die Olfiillung geschwindigkeitspro
portionale Reibungskrafte auf die Masse a iibertragen. Von der 
Relativbewegung r = q - u kann auch hier entweder die nullte 
Ableitung (der Weg seIber) (Abb. 16/la) oder die erste Ableitung 
(die Geschwindigkeit) (Abb. 16/1 b) gefiihlt werden. Auch hier ist 
das im Gerat geschaffene System bewegungsfahig; seine freien 
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Bewegungen sind aber keine Schwingungen, sondern Kriech
bewegungen. 

1m folgenden werden wir stets die einander entsprechenden 
Punkte der verschiedenen Gerate in gleichartiger Weise benennen: 
¥it A ist stets der Festpunkt bezeichnet, falls ein solcher vor
handen ist, mit B der GeratefuBpunkt (FederfuBpunkt), dem 
die (Absolut-)Bewegung u(t) aufgepragt wird, mit C der Punkt 
(Federendpunkt), an den die Masse a reduziert wurde und der 
die (Absolut-)Bewegung q(t) ausfiihrt . 

. In den folgenden Ziffern dieses Abschnitts IVB werden wir 
im Teil a) zunachst die federgefesselten Gerate, dann im Teil b) 
(Ziff.20) die reibungsgefesselten Gerate betrachten. In jedem 
Fall setzen wir eine periodische Einwirkung voraus. Die nicht
periodischen Einwirkungen werden dann in Abschnitt V betrachtet. 

a) Federgefesselte Gerate. 

17. Wegfiihlende Gerate; Wegmesser. a) Bewegungsglei
chung, VergroBerungsfunktion und Phasenverschie
bungswinkel. Die Bewegungsgleichung der Masse a eines 
Schwingers, dessen FuBpunkt B die Bewegung u(t) ausfiihrt, 
lautet bei Vorhandensein einer Relativdampfung [Abb. 16jla; 
s. Gl. (8.20b)]: 

aii + b(q-u) + c(q-u) = o. (17.1) 

Da bei fehlendem Festpunkt nicht q(t), sondern nur r(t) = q - '/1. 

angezeigt werden kann, suchen wir hier einen SchluB von r(t) 
auf u(t) zu ziehen. Wir eliminieren daher q aus der Gleichung. 
Nach Subtraktion von a it auf beiden Seiten der Gleichung kommt. 

ar+br+cr= -au. (17.2) 

Da wir uns auf die Betrachtung harmonischer Einwirkungen '/1 

beschranken diirfen, gilt (in komplexer Schreibweise) 

u = UeWt. 
Mit dem Ansatz 

kommt aus (17.2) die Gleichung. 

ffi ( - a .02 + i b.Q + c) = a.Q2 U (17.3) 
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zustande. Sie liefert unter Benutzung der Abkiirzung t)1 nach 
(8.3a) 

(17.4) 

In dieser Gleichung stecken, wenn man sie in reeller Form schreibt, 
zwei verschiedene Aussagen. Die iiber die Amplitude laBt sich 
unter Benutzung der VergroBerungsfunktion VI ohne weiteres 
anschreiben: 

(I7.5a) 

Hinsichtlich des Phasenverschiebungswinkels muB man nun ent
scheiden, ob man die Phasenverschiebung zwischen m und (+ U) 
oder m und (- U) betrachten will. Beides ist moglich, da es uns 
hier ahnlich wie bei der Betrachtung in Ziff. 14 nur auf die Unter
suchung solcher Phasenverschiebungen ankommen wird, die mit 
eigentlichen Verzerrungen verbunden sind. Eine Wiedergabe des 
negativen Wertes bedeutet aber noch keine Verzerrung. Ob die 
Phasenverschiebung zwischen m und (+ U) oder die zwischen m 
und ( - U) betrachtet werden solI, wird danach entschieden, welche 
Betrachtungsweise einfacher ist. Es wird sich sogleich heraus
stellen, daB es zweckmaBig ist, die Beziehungen zwischen m und 
(- U) zu untersuchen. Die Phasenverschiebung zwischen diesen 
beiden GroBen wird durch das Argument der GroBe t)1 bestimmt. 
Der zugehOrige Winkel ist der Voreilwinkel "1' wie er in (8.18) an· 
gegeben ist, 

2011 "1 = arc tg -.--1 . fj-
(I7.5b) 

Die Vergrl>:Berungsfunktion VI ist in Abb. 8/3, der Voreil. 
winkel "1 in Abb. 8/4a mit eingetragen. 

(J) Die Verzerrungen; Zahlenbeispiel. Fiir eine unver
zerrte Anzeige verlangen wir auch hier erstens Freiheit von Am· 
plitudenverzerrung, zweitens Freiheit von Phasenverzer
rung. Die erste Forderung bedeutet, daB VI fUr aIle in Betracht 

kommenden Frequenzverhaltnisse 1],. = Dlc einen konstanten 
w 

Wert habe (der nicht Null sein dad). Abb. 8/3 gibt Auskunft, 
wo solche Wertebereiche 1] anzutreffen sind: fiir groBe Werte 1]. 

Damit fiir aUe in Betracht kommenden Erregerfrequenzen!l,. das 
Frequenzverhli.ltnis 1],. groB wird, muB die Eigenfrequenz co des 
Gerates klein sein. Die Empfindlichkeit des Wegmessers wird 
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definiert durch den Quotienten ~ ; sie ist 

Z Z R 
U = R [J= ~OVl' (17.6) 

vgl. (11. 1) und (17.580). 
Die Entscheidung dariiber, wann W geniigend klein ist, Mngt 

auch hier von drei Faktoren ab: 
1. von den Anspriichen an den Grad del' Verzerrungsfreiheit; 
2. von derjenigen Erregerfrequenz, die am schwierigsten zu 

erfassen ist; sie ist hier nicht die hoohste, sondern die niedrigste, 
a.lso die del' Grundharmonisehen, Ql; 

3. von dem DampfungsmaB D des Schwingers. 
Die Betrachtung verlauft im iibrigen derjenigen vollig analog, 

die wir im Abschnitt IV A, Ziff. 13, an Hand derVergroBerungs
funktion Va angestellt haben, um eine Anzeige (von Kraften) zu 
erhalten, die frei ist von Amplitudenverzerrung. Was wir dort 
fiir 'YJ aussagten, gilt wegen Gl. (S.17b) jetzt fiir l/'YJ. Die gezeich
nete Kurvenschar del' Abb. S/3 wird "an derselben Stelle" des 
Diagramms, namlich "links" untersucht. Wir brauchen die Unter
suchung deshalb hier nicht zu wiederholen. Das Ergebnis lautet 
auch hier: Nicht ein ungedampftes Gerat, sondern eines, das eine 
geeignete Dii.mpfung besitzt, gibt die am wenigsten verzerrte An
zeige. Del' groBte noch zulassige Wert del' Eigenfrequenz des Ge
rates ist hier, wenn 'YJp die untere Grenze des jetzt erlaubten 
Intervalls bedeutet, !J1 

Wmax= -. 
1Jl" 

(17.7) 

Wir kommen nun zur Erorterung del' Phasenverzerrung. Die 
Betrachtungen in Ziff. 14: zeigten, daB nicht del' Phasenverschie
bungswinkel, sondern die Phasenverschiebungszeit fiir eine 
Verzerrung maBgebend ist. Ahnlich wie wir in Ziff.14 aus dem 
Nacheilwinkel 8 3 eine Phasenverschiebungszeit (Nacheilzeit) to. 
und eine relative Phasenverschiebungszeit 'rs herstellten, bilden 
wir nun aus dem Voreilwinkel 1'1 eine Phasenverschiebungszeit 
(Voreilzeit) t", und eine relative Phasenverschiebungszeit 'rl' 

Analog den GIn. (14.1) und (14.2) kommt dann 

t -12 ),,- !J (17. Sa) 

und 1"1 1 1 2 D 1J 
'r1 = b -; = 2n n al'ctg1jS_l' (17.Sb) 

K/otter, Schwingungsmessnng. 6 
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Abb. 17/h zeigt den allgemeinen VerIauf dieser relativen Vorell
zeit 1:1 (1}), Abb. 17/1 b in gro.Berem Ma.Bstab den rechten Tell 
davon. Dieser rechte Tell ist hier allein von Interesse, da wegen 
der Forderung nach Freiheit von Amplitudenverzerrung, wie wir 
soeben gezeigt haben, nur gro.Be Werle des Frequenzverhalt
nisses 1} in Betracht kommen. 

Die Kurven 1'1(1}, D) laufen fUr sehr gro.Be Werte 1} aile nach 
Null. Die Schwankung LI 1: der Phasenverschiebungszeit im Gebiet 

-

~ 

z 
I--

0 o 

\\~ 
!\ ~ 
1\ \ I~ 0-0 
\ "1 .0-

r-- i V.f~ ~ ~ i'.. 
2 .'<!2'\ (},1 

~~ 
~ 

l- t- -
I 

It-., ~W 

~ 0/ 
~ ~ ~f:::::::::,. 

~oBer Werte 1} ist iden
tisch mit dem Funk
tionswert 1'1 an jener 
Stelle 1}, die zur Grund
harmonischen gehOrt. 
Die Schwankung ist um 
so geringer, je geringer 
das Dampfungsma.B D 
ist. Giinstigstes Damp
fungsmaB hinsichtlich 

2 der Freiheit von Pha-
V 

1 
2 ~ 1 

¢ -- senverzerrung ware 
L' --!1c---+i- --+1- --Li---:j;-' ---:2:--':Q--Joo. hier D = O. AIle Kur
o y • "l - yen (au.Ber der fUr D 

Abb. 17/1a. Relative Pbasenverschiebungszelt T,. = 00) besitzen sogar in 
der Auftragung iiber C 

horizontale Tangenten im Punkte 1} = 00. Es gibt daher auch fUr 
Dampfungswerte, wie sie mit Riicksicht auf die Forderung nach 
Freiheit von Amplitudenverzerrung gewahlt werden mUssen, groBe 
Bereiche 1}, in denen die Phasenverschiebungszeit wenig schwankt. 

Wir erwahnten zuvor, daB die.Betrachtung liber die Phasenverschiebung 
einfacher wjrd, wenn wir nicht den Zusammenhang zwischen m und (+ U), 
sondern den zwischen m und (- U) untersuchen. DemgemiiB gingen wir 
vor. Wir deuten nun noch kurz an, welche Betrachtungen anzustellen 
waren, falls man den Zusammenhang zwischen m und U selbst, der durch 
( - t)1) vermittelt wird, untersuchen wiirde. 

Der zu ( - t)1) gehOrige Phasenverschiebungswinkel ist, da 3m ( - t)1) < 0 
ist, ein Nacheilwinkel; fiir ihn kommt aus (8. 3a) 

ef = arc tg 13m (- t)1) I = arc tg 12 0 '1 • • 
!Jte(-th) - '1 

(17.9) 

Wie ein Vergleich mit (8.9) zeigt, ist 

ef = ea' (17.9a) 
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Die zugeMrige (relative) Nacheilzeit r" ist daher identisch mit der Funktion 
Ts(1], 0) aus GI. (14.2), deren Diagramme in Abb. 14/2 dargestelIt sind. 

Ebenso wie die Kurven VI miissen auch die Kurven T~ = Ta im Gebiet 
groBer Werte 1] betrachtet werden. 

Die Funktion T~ (1], 0) = T.(1], 0) hat nun an der Stelle 1] = 00 ffir aIle 
Werte des Dampfungsma.6es 0 den Wert Null. Die Schwankung ist daher, 
solange kein Maximum der Kurve Ta(1]) im IntervaU liegt, wegen 

.1T = I T.(1], 0) - Ta(oo, 0) 1= Ta(fJ, 0) 

gleich dem Funktionswert ffir den aus der Grundharmonischen gebildeten 
Wert fJ. Liegt dagegen ein Maximum Ta mas im IntervalI, so wird die Schwan
kung .1T durch dieses Tsmas bestimmt: 

.1T=Tamas. 

Von Ta(oo, 0) = 0 aus steigen die Kurven T~ = Ta (bei Abnahme der 
Abilzissenwerte) sahr viel steiler an, als die Kurven Tl. Man erkennt also, 
daB bier scheinb&r eina sahr viel stii.rkere Phasenverzerrung eintritt. Dieses 
Urteil beruht darauf, daB als Bedingung ffir Freiheit von Phasenverzerrung 
die- Forderung T = const gestellt wurde. Wir deuteten jedoch bereits in 
Ziff. 14 an, daB au.6er der bisher allein behandelten Bedingung T = const 
noch eine zweite ebenfalls Freiheit von Phasenverzerrung zur Folge hat: 
Wenn aIle Harmonischen den Phasenverscbiebungswinkel n aufweisan, 
so wird die aufzuzeichnende Funktion einfach mit dem Faktor (-1) multi
pliziert, die Kurve also an der Zeitachse gespiegelt; eine eigentliche Ver
zerrung findet auch so nicht statt. 

Die (neue) Bedingung, daB £~ = n sai ffir aIle Ordnungen le, driickt sich 

nun so aus, daB r" = 21'1 sein darf. Das heiBt aber, die als MaB ffir die 

eigentliche Verzerrung dienende grOBte Abweichung .11 T der Phasenver· 
scbiebungszeit von einem Idealwert dan nun (ffir aIle Werte 0) von der 

1 
Kurve T = 2 fJ aus gemessen werden (vgl. Abb. 14/2): 

.1lT = 211] - Ti (1J, 0). (17.10) 

Diesa Differenz ist aber identisch mit der Schwankung .1 T der Funktion 
Tl (fJ, 0), wie wir sie vorher fanden. Da einerseits [vgl. (17.8b)] 

andererseits 

1 "1 Tl = 2n "1]' 

I 1 £{ 1 £3 

T1 = 2n "1/ = 2n "1/ 
ist, so kommt ·wegen "1 = n - £8 schlieBlich 

.£fIT = Td1], 0), d. h . .1lT =.1T 
zustande. 

Wenn man statt des ZusammenhQ.ngs zwischen m und (- U), der (bei 
geeigneter Abstimmung des Gerates) nur eine geringe Phasenverzerrung 
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zur Folge hat, den zwischen \R und (+ U) untersucht, so stellt sich also 
nachtraglich heraus, daB die entstehende "Phasenverzerrung" derart ist, 
daB sie im wesentlichen eine Verschiebung aller Harmonischen um n, d. h. 
eine Wiedergabe des negativen Wertes bedeutet. Die eigentliche Phasen
verzerrung ist aber nur genau EO groB wie im ersten Falle. Beide Be
traohtungen fubren also zum gleichen physikalischen Ergebnis. Jene, die 
von vornherein den Zusammenhang zwischen \R und (- U) untersucht, ist 
jedoch die einfachere. Wir haben sie deshalb an erster Stelle behandelt. 

Wir verdeutlichen die angestellten "Oberlegungen noch an 
einem Beispiel und fragen: 

1. Wie groB darf die Eigenfrequenz w eines Schwingwegmessers 
hoohstens sein, der einen Weg u(t) von der Periode T = 1/10 sec 
mit nicht mehr als A) 10%, B) 7%, C) 3% Fehler in den Ampli
tuden wiedergibt, wenn das Gerat 

a) ohne Dampfung arbeitet, 
b) das DampfungsmaB D = 0,707, 
c) das "giinstigste" DampfungsmaB D* aufweist? 
Wie groB ist dieses giinstigste DampfungsmaB? 
2. Wie groB ist jeweils die Schwankung LJ T der relativen 

Phasenverschiebungszeit T1? 
3. Wie muB man die Eigenfrequenz verandern, wenn auBer 

den obigen Forderungen hinsichtlich der Amplituden noch ver
langt wird, daB die Schwankung der relativen Phasenverschie
bungszeit T1 kleiner bleibe als 0,15? 

Die Antworten auf die gestellten Fragen finden sich in Ta
belle 17/1. Sie folgen aus den Gin. (13.1 b), (13.100.), (13.110.), 
(13.11 b) und (17.8). In der ersten Spalte sind auBer den vor
gegebenen Werten des DampfungsmaBes D auch die Werte des 
gunstigsten DampfungsmaBes D* angegeben (Frage 1). Die zweite 
Spalte enthalt die untere Grenze des fiir die Frequenzverhii.lt
Risse 'Yjk erlaubten Bereiches; aus ihr folgt (Spalte 3) der hoohste 
zuliiBsige Wert (Frage 1) fiir die Eigenfrequenz w des Gerates. 

Die vierte Spalte enthalt (Frage 2) die Schwankung der rela
tiven Phasenverschiebungszeit T1' Die funfte Spalte zeigt zur Be
antwortung der Frage 3 die hoher geruckte untere Grenze des er
laubten Frequenzbereiches, die sechste Spalte den daraus folgen
den Wert fiir die Eigenfrequenz w des Gerates. Lucken in der 
Tabelle bedeuten, daB die alten Grenzen und Eigenfrequenzen 
erhalten bleiben diirfen. 
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Tabelle 17/1. 

1 2 3 4 5 6 --
D ill Lh- ill 

7J W= - 7J W=-
7J 7J 

a) 0 3,317 
3.

021 0 - -

b) .!.l'2 1,437 2n 0,121 6,96 .- - - A)(IO%) 2 sec 

c) D*= 0,540 0,974 10,27 0,265 1,249 8,01' 2n 
sec 

--
a) 0 3,922 

2~1 
0 - -

b) .!.l'2 1,590 6,29 .2n 0,098 - - B) (7 %) 2 sec 

c) D* = 0,568 1,062 9,42 0,220 1,257 7,96' 2n 
Ilec 

a) 0 5,882 
1.

701 0 - -

b) 1 t- 2n C)(3%) 
22 1,996 5,01 . sec 0,060 - -

c) D* = 0,616 1,302 7,68 0,142 - -

y) Beispiele von Schwingwegmessern. Wegmesser, die 
nach dem erwahnten Schema 16/1 a arbeiten, verwendet man 
schon seit langer Zeit. Die ersten Gerate dieses Typs waren die 
Seismographen, also Gerate zur Feststellung der Erdbeben. 
Die Schwinger, die man in solchen Geraten verwendet, sind in der 
Regel nicht elastische Schwinger, sondern Pendel (die ihre Riick
stellkraft vom Schwerefeld der Erde her erfahren). Da die Fre
quenz der Beben niedrtg liegt (in der GroBenordnung von Bruch
teilen eines Hertz), werden fiir eine unverzerrte Anzeige sehr 
niedrige Eigenfrequenzen verlangt. Solche Eigenfrequenzen ent
sprechen reduzierten Pendellangen von vielen Metern. Die erfor
lichen niedrigen Frequenzen kann man also nicht mehr mit ge
wohnlichen Pendelanordnungen erreichen, sondern man muB 
besondere Kunstgriffe anwenden ("Labilitatspendel", "Asta
sierung" u. dg1. 1). Eine "Obersicht iiber die etwa im Laufe des 
letzten halben Jahrhunderts entwickelten Seismographen findet 
sich in dem mehrfach genannten Buch von H. Steuding 2• 

1 Anordnungen mit geringer Eigenfrequenz siebe z. B. auch I 32. 
2 Steudhlg, H.: Messung mechanischer Schwingungen. Berlin: VDI

Verlag 1928. 
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Von den SchwingwegmeBgeraten fiir technische Zwecke er
wahnen wir einige wenige Beispiele. (In diesem Zusammenhange 
sei noch einmal ausdriicklich auf das beziiglich der Erwahnung 
besonderer Geratetypen im Vorwort Gesagte hingewiesen.) 

Einer der altesten technischen SchwingwegmeflSer ist der 
Vibrograph nach J. Geiger 1 (Hersteller: Lehmann und Michels 
in Hamburg); Abb. 17/2 7leigt ein Schema der Anordnung. Der 
Schwinger hat elastische Riickstell
kriifte, und zwar dient a.ls Feder eine 
Schneckenfeder. Man kann das Gerat 
fiir verschiedene Bewegungsrichtungen 
verwenden. Seine Eigenfrequenz andert 
sich mit der Bewegungsrichtung, da. bei 
Verwendung.als Horizontalschwinger die 
elastische Riickstellkraft durch einen 
vom Schwerefeld herriihrenden Antell 
verstarkt wird (also ein "Pendeleffekt" 
mit hinzukommt). Eine besondere Damp
fungsvorrichtung ist bei dem Gerat nicht, Abb.17/2. Schema des Vibro-

graphen von J. Geiger. 
vorgesehen, SO daB ein gewollter Wert 
des DampfungsmaBes nicht erzielt werden kann. Die Aubeich
nung erfolgt mittels Feder und Tinte auf Papier. 

Ala weiteres Beispiel eines technischen Schwingwegmessera sei 
etwa das Drei-Komponenten-MeBgerat der Fa. Askania-Berlin 
genannt 2 (Abb.17/3). Es enthalt drei Schwinger, deren Bewe
gungsrichtungen jeweils aufeinander senkrecht stehen. Zwei der 
Schwinger sind Pendel, der dritte (fiir die lotrechte Richtung) 
erhii.lt seine Riickstellkrii.fte von einer Feder. Jeder der drei 
Schwinger ist mit einem Olzylinder versehen, der eine (einstell
bare) Dampfungskraft liefert. Das GerM hat eine sehr groBe sta
tische VergroBerung, kann also zur Messung kleiner Wege dienen. 
Die Aufzeichnung erfolgt photographisch. 

Ein handliches Gerat mit bemerkenswert klarem Aufbau, das 
fiir Messung in Luftfahrzeugen entwickelt wurde, ist dersog. DVL
Kleinstschwingungsschreiber3 (Abb. 17/4). Die Dampfungskraft 

1 Geiger, J.: Messung mechanischer Schwingungen S.219. Berlin1927. 
2 Askania-Druck8chrift Schwing 102. 
3 Siehe z. B. H. Freise: Z. VDI Bd. 84 (1940) S. 599 oder Druckschrift 

der DVL: Kleinstschwingungsschreiber. 
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wird durch eine Wirbelstrombremse erzeugt. Die Eigenfrequenz 
des GersteB liegt recht niedrig (zwischen 1 Hz und 2 Hz). Da an 

Lieh/que/le 

vi fleber fljr J Komponen.ten 

liehlempfindlii:Ms 
Papier 

f?egisfriergeriil 

Abb. 17/3. 8chenlatlsche Anordnung des Dreikomponenten·Erschfltterungsmessers 
(Aakania). 

die Aufzeichnung gro6er Wege gedacht ist, liegt die statische Ver
gro6erung ~o unter eins, d. h. das Gerst iibersetzt ins Kleine. Die 
Aufzeichnung geschieht durch Ritzen in Zelluloid oder Wachspapier. 

Abb.17/'. 8chematIBche Anordnung des DVL·Kleinst-8chwlngwegachreibers. 

Ein Gerst, da.s zur Messung von Schwingungen sehr groBer 
Weite, wie sie z. B. bei den Tauchschwingungen eines Schiffes.auf
treten, dienen kann, ist von O. Miillerl entwickelt worden. 

1 Muller, 0.: Forsch. Ing.-Wes. Bd. 6 (1935) S. 234. 
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Ein Beispiel fiir einen Schwingwegmesser, bei dem nicht mecha. 
nisch registriert, sondem die induktive Beeinflussung einer Trager. 
schwingung benutzt wird, beschreibt E. Sie berl. 

Die bisher genannten Gerate dienten zur Messung von Langen
wegen. Ein Beispiel eines Gerates zur Messung von Winkelwegen 
ist der Geigersche Torsiograph Z (Hersteller: Lehmann und 
Michels, Hamburg). Eine schematische Skizze der Anordnung 
zeigt Abb.17/5. Geschrieben wird dabei mit Tinte auf Papier. 
Beim DVL-Torsiographen werden die relativen Winkelwege durch 
Ritzen in Zelluloid aufge
zeichnet 8• 

Schwingwegmeaser fiir 
Langenwege und Winkelwege 
gibt es in sehr groBar Zahl, 
genannt sind hier nur wenige 
Beispiele. Die in den Teilen 
oc) und P) dieser Ziffer er
orte~n Eigenachaften sind 
allen Geraten gemeinaam. Die 
Unterechiede bestehen vor 
allem in den Verfahren, die 

Abb.17/5. Schema des Toreiographen 
von J. Geiger. 

Eiinerseits zur Wegfiihlung, andererseits zur Registrierung benutzt 
werden, find in der konatruktiven Ausgestaltung; daher riihrt 
dann die beaaere oder schlechtere Eignung fiir einen bestimmten 
Zweck. Vberaua groB ist auch die Zahl der Namen, die den Ge
raten beigelegt worden sind (Vibrograph, Pallograph, TorBiograph 
U8W.). In jedem Fall handelte es sich jedoch bei den bisher be
sprochenen Geraten um federgefesselte, wegfiihlende Gerate nied
riger Eigenfrequenz. 

Zwei Gerate, die eine Sonderstellung einnehmen, behandeln 
wirim folgenden; das eine ist hoch, das andere auf eine Frequenz 
in der Einwirkung abgestimmt. 

IS) Dehnungsmessung. Dehnungsmeaser (auch Spannungs
messer genannt) sind Gerate, die die gegenaeitige Verschiebung 

1 ATMV 171-2. 
I Geiger, J.: Messung mechanischer Schwingungen S. 213ff. Berlin 

1927. 
a Stieglitz, A.: Z. Flugtechn. Bd. 22 (1931) S. 49 und DVL-Jahrbuch 

1931 S. 358. 
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zweier Punkte eines elastischen Korpers messen sollen. Dehnungs
messungen sind daher Wegmessungen. Wie man solche Dehnungs
messungen iiblicherweise ausfiihrt, wenn der eine Endpunkt der 
MeBstrecke ale Festpunkt betrachtet werden kann, wird in Ziff. 21 
erortert werden. Hier beschiiftigen wir uns noch mit dem selte

neren Fall, daB ein Festpunkt, gegen den die Be
wegung gemessen werden konnte, nicht zur Ver
fiigung steht. 

Grundsatzlich konnte man so vorgehen, daB 
man mittels zweier Wegmesser der in IX) beschrie
benen Art aus zwei Anzeigen Tl = ql - Ul und 

C1 tff T2 = q2 - ua auf die Bewegungen u l und Ua der 
C2 f/2 heiden Endpunkte der MeBstrecke nach (17.4) 

schlieBt: 

Abb. 17/6. Schema 
eines Dehnungs· 
messers mit zwei 

Schwingern. 

9il = - Ul tJill und 9ia = - Ua tJi2) (17.11) 

(vgl. Abb. 17/6). Fiir die Zwecke einer Dehnungs
messung ist jedoch nicht erforderlich, daB Ul und 
U 2 einzeln hekannt sind, es geniigt vielmehr, ihre 
Differenz (ua - Ul) zu kennen. Deshalb laBt sich 
das MeBverfahren noch vereinfachen, indem nicht 
zwei Anzeigen Tl und T2 hergestellt werden, son

dern nur eine, namlich (q2 - ql), die aber ale Differenz ehenfalls 
ohne Benutzung eines festen Bezugssystems gewonnen werden 
kann. 

Die Bewegungsgleichungen der in Abb. 17/6 auftretenden 
heiden Schwinger lauten namlich (wenn wir Dampfungen auBer 
acht lassen) 

Fiir 
folgt 

ql WI ql = WI Ul . .. + 2 2} 
qa + W~ q2 = W~ U2 

harmonische Anregungen ttl = Ul eWt 

und damit 
O2 - 0 1 = Ua tJ~) - Ul tJ~l). 

(17.12) 

Man ersieht hieraus, daB mit Teilgeraten ungleicher Eigen
frequenz aus der angezeigten Differenz (Q2 - Ql) auch schon bei 
rein harmonischer Anregung nicht ohne weiteres auf die gesuchte 
Differenz (U 2 - U 1) geschlossen werden kann. Sind aber beide 
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Teilgerate hoch abgestimmt, so ist angenahert auch im unsymme
trischen Fall fiir jede Harmonische die Differenz (Q2 - Ql) gleich 
der Differenz (U2 - U1). 

Die Betrachtungen wur
den bisher unter der Vor
aussetzung angestellt, daB 
Langenwege bzw. Deh
nungen zu messen seien. 
Selbstverstandlich lassen 

sich alle Betrachtungen 
auch auf den Falliiber
tragen, in dem Winkel
wege bzw. Gleitungen zu 

'P.f Wz 9?1 1.'~ 

~ N ~r! N ~ 
h-J;--- : :L - - t-9-w 

l-----] [-- - l 
------ I I L--------~ 

a 

Abb. 17/7. F6ttlngerscher Torslonslndlkator. 

messen sind. Man braucht nur die benutzten Buchstaben 'It, q usw. 
geeignet zu deuten. Ein der Abb. 17/6 entsprechendes Gerat, 
das Winkelwege miBt, ist der Fottingersche Torsionsindikator1 

(Abb. 17/7). 
e) "Resonanz-Schwingungsmesser." Bei allen bisher ge

nannten Geraten haben wir darauf geachtet, daB sie - innerhalb 
gewisser Grenzen fiir die Frequenzen der in der Einwirkung u(t) 
steckenden Harmonischen - ohne "Amplitudenverzerrung" arbei
ten, d. h. daB die Amplituden der einzelnen Harmonischen des 
angezeigten Weges (r) gegeniiber denen des einwirkenden Weges (u) 
samtlich mit dem gleichen Faktor multipliziert erscheinen (der 
hier zudem den Wert Eins hat). Zur Erzielung einer besonders 
gro.BenEmpfindlichkeit [vgl. (17.6)] ware die Benutzung eines 
besonders gro.Ben Wertes der Vergro.Berungsfunktion erwiinscht2• 

Solche groBen Werle gibt es (falls die Dampfung geniigend klein 
ist) in der Nahe der Stelle 1] = 1 (Resonanzstelle). Will man diese 
groBen Werte der VergroBerungsfunktion ausnutzen, so muB 
man die Eigenfrequenz OJ des Gerates jeweils auf eine der Erreger
frequenzen abstimmen. 

Ein Gerat mit einer solchen veranderlichen Eigenfrequenz 
stent der sog. Resonanzschwingungsmesser von V. BlaeB8 dar. 

1 Fottinger, H.: Diss. T. H. Miinchen 1904; VDI-Forsch.·Hefte 25 
(1905); Jb. schiffbautechn. Ges. Bd. 4 (1903) S. 441; Bd. 6 (1905) S. 135. 

S Vgl. die Erorterungen iiber die Kra.ftmesser in Ziff.12. 
3 Siehe A. Weiler: Ein Beitrag ~ur kritischen Betrachtung der Sohwin

gungsmeBgerite fiir den Maschinenbau S. 54H. Diss. Darmstadt 1939. 
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Das GeriLt enthiLlt ala Schwinger eine querachwingende Blattfeder, 
deren Eigenfrequenz (durch Veranderung der Einspannlange) 
kontinuierlich geandert werden kann. Der VergroBerungsfaktor 
betragt etwa 100. Mit einem derartigen, auf die Frequenz einer 
HarmoniBchen einstellbaren Gerat, kann jeweils eine der in der 
Einwirkung enthaltenen HarmoniBchen herausgehoben, "heraus
gesiebt" werden, indem sie in der Anzeige stark vergroBert auf
tritt, wahrend die iibrigen HarmoniBchen unterdriickt werden. 
Durch VeriLnderung der Eigenfrequenz kann man so jede einzelne 
HarmoniBche aufsuchen und ihre Amplitude bestimmen. Die 
Phasenlage der HarmoniBchen und damit die Kurvenform der 
Einwirkung laBt sich mit einem solchen Gerat allerdings nicht 
erfassen. Fiir viele maschinentechniBche Zwecke ist diese Kennt
niB jedoch auch ohne Belang. 

18. Wegfiihlende -Gerite; Bescbleunigungsmesser. Mit einem 
wegfiiblenden Gerat, wie es in Abb. 16/1& schematiech angegeben 
ist, laBBen sich aber nicht nur Schwingungsausschlage, son
dern auch Schwingungsbeschleunigungen messen. Wir er
kennen das aus der Betrachtung der LOsung der Bewegungsglei
chung, wenn wir sie nur in etwas anderer Weise behandeln. Ala 
Losung der Differentialgleichung (17.2) fanden wir (17.4). Wir 
konnen sie wegen G1. (8.3) umformen in: 

a l m = U 1/2 tJa = U COl tJ3 (18.1) 

oder, wenn wir unter 58 die komplexe Amplitude der erregenden 
Beschleunigung ii, 

verstehen, 
58 = - [J2U, 

j8 m = - co. tJa.:. (18.2) 

Gleichwertig mit (18.2) sind dann zwei reelle Aussagen. Die erate 
betrifft die Amplituden und lautet 

B 
R=,V3' co 

(18.2a) 

Hinsichtlich des Phasenverschiebungswinkela kommt es darauf 
an, ob der Zusammenhang zwischen m und (+ 58) oder m und 
( - 58) dargestellt werden soll. Wir entscheiden uns - aus denselben 
Griinden wie in Ziff. 17 - fiir die Darstellung des Zusammenhangs 
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zwischen 9t und (- ~). Er wird durch t)a seIber vermittelt. Zu 
t)a gehOrt als Phasenverschiebungswinkel der Nacheilwinkel £3 

na.ch G1. (8.9). 
Die Forderung, daB die Anzeige des Gerates moglichst ver

zerrungsfrei die negative Beschleunigung der einwirkenden Be
wegung wiedergebe, laBt sich nun in genau derselben Weise dis
kutieren, wie wir dies in Ziff. 13 und 14 fiir die Kraftmesser im 
AnschluB an die der G1. (18.2) entsprechende Gl. (12. 2) durch
fiihrten: Das Gerat muB hoch abgestimmt sein und eine geeignete 
Dampfung besitzen. 

Die Empfindlichkeit des Beschleunigungsmessers wird defi-

niert durch den Quotienten ~; er ist nach (11. 1) und (18.280) 

Z Z R I 
B = R B = ~O(J)2 Va· (18.3) 

Die Analogie zwischen Beschleunigungsmesser und Kraft
measer wird besonders deutlich, wenn man statt (18.2) schreibt 

(18.4) 

man sieht dann, daB der Beschleunigungsmesser auch betrachtet 
werden kann als Kraftmesser fiir die an der Masse a angreifende 
Trii.gheitskraft $ = - a ~ = a {J2 U. Man hat dann die der 
Gl. (12.2) entsprechende Gleichung 

I m = c$i)a 

vor sich; man verge88e jedoch nicht, daB bier der Relativausschlag 
r, baim Kraftmesser dagegen der Absolutausschlag q angezeigt 
wird. 

Auch die iibrigen aus der Forderung nach hoher Abstimmung 
sich ergebenden Gesichtspunkte sind fiir die Beschleunigungs
messer die gleichen wie fiir die Kraftme88er : J e besser das Gerat seine 
Abstimmbedingung erfiillt, um so unempfindlicher ist es. Daraus 
folgt erstens, daB man die Abstimmbedingung nicht unnotig tiber
schreiten wird, zweitens zeigt sich darin aber auch die charak
teristische Schwierigkeit aller hoch abgestiinmten Gerate, also 
auch aller Beschleunigungsmeaser: Man braucht fiir Gerate, die 
verzerrungsfrei arbeiten und trotzdem eine genqgende Empfind
lichkeit besitzen sollen, groBe "Obersetzungen~o, d. h. sehr empfind-
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liche Verfahren der Wegmessung. Fiir hohe Anspriiche scheiden 
mechanische Anzeigeverfahren in der Regel aus. Von den elek
trischen sind es (neben den Tragerfrequenzverfahren1) vor allem 
zwei, die bei (federgefesselten) Beschleunigungsmessern bevorzugt 
werden: das Kohledruckverfahr~n und das piezoelektrische Ver
fahren (vgl. Ziff. 2). 

Da die meisten der gebrauchlichen Beschleunigungsmesser 
nach einem dieser heiden Verfahren zur Wegmessung arbeiten, 
sei noch ganz kurz auf deren eigentiimliche Vor- und Nachteile 
hingewiesen. Das piezoelektrische Verfahren gestattet bei Be-

Koh/ensd'v/e nutzung von Verstarkern trotz sehr 
~S:S::S::S~~~~~ hoher Eigenfrequenzen noch ein-

B wandfreie Messungen des Weges. c 
I..+-,~~~~o;r-:;~ Membrofl- Wegen des hohen Widerstandes des 

let/Of' elektrischen MeBkreises ist dieser 

c 

gegen Kapazitatsschwankungen 
allerdings sehr empfindlich. V"ber
dies ist der apparative Aufwand 
wegen der Verstarkung betrachtlich, 
so daB sich das Verfahren wenig zur 
Anwendung in Fahrzeugen, insbe
sondere in Luftfahrzeugen eignet. 
Wegen des sehr viel geringeren ap-

Abb. 18/1. Schema elnes Kohledruck- pal"ativen Aufwandes wird fiir diese 
beschleunlgungsmessers (Askanla). ~ 

Zwecke das Kohledruckverfahren 2. S 

vorgezogen. Sein Nachteilliegt an einer anderen Stelle: Der Null
punkt wandert oft um betrachtliche Bruchteile der MeBgroBe. 
Das Schema eines Kohledruckgerates zeigt Abb. 18/1. 

19. Geschwindigkeitsfiihlende Gerate. at) Gesch windigkei ts
messer. Wegmesser (AuS8chlagmesser) sowohl wie Beschleuni
gungsmesser waren wegfiihlende Gerate; in jedem der beiden Falle 
wurde ein Weg r angezeigt und aus ihm auf den VerIauf des Weges 
U oder der Beschleunigung u der Einwirkung geschlossen. Die Re
gistrierung der Relativbewegung kann aber auch so vorgenommen 

1 Siehe z. B. F. J. Meister: Akust. Z. Bd. 3 (1938) S. 271 und Z. 
Geophys. Bd. 16 (1940) S. 105. 

S Askania-Druckschrift Schwing 102 und Schwing 106. 
3 tlber ein von der Fa. Siemens & Halske gebautes Gerat vgl. P. M. 

Pflier: Elektrische Me88ung mechanischer GroBen S.15I. Berlin 1940. 
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werden, daB nicht r seIber, sondern die erste Ableitung r zur An
zeige ausgenutzt wird. Gerate, die das tun, sind z. B. nach dem 
Schema der Abb. 16/1 b aufgebaut: Eine Tauchspule bewegt sich 
im Ringspalt eines Magneten. Die in der Spule induzierte Span
nung e ist der Geschwindigkeit r proportional. Nennen wir den 
schlieBlich erzielten, der induzierten Spannung proportionalen 
Ausschlag (z. B. am 0szillographen) z(t), so ist 

z (t) = ~1 i(t), (19.1) 

wobei El der AbbildungsmaBstab (eine verallgemeinerte ,;Ober
setzung", vgl. Ziff. 11) ist. 

Wir fragen uns nun, welche Ableitung der einwirkenden Be
wegung u. mit einem geschwindigkeitsfiihlenden Gerat gemessen 
werden kann. Die Differentialgleichung der Bewegung der Masse a 
im Gerat ist nach wie vor die Gl. (17.2) mit der Losung (17.4). 

Fiir den Zusammenhang zwischen der komplexen Amplitude 
~r = i Q 9t der (gefiihlten) Relativgeschwindigkeit t und der kom
plexen Amplitude ~u = i Q U der FuBpunktgeschwindigkeit it er
halten wir daher 

~r= - t)1 ~u· 
Da wegen (19.1) 

.81'= ~1 ~r 
geschrieben werden kann, kommt aus (19. 2) 

.81' = - El t)1 ~u • 

(19.2) 

(19.3) 

(19.4) 

Die Aussage ist (vgl. Ziff. 8, b) gleichwertig zwei reellen Aussagen, 
der fiir die (reelle) Amplitude Z;. der Anzeige, 

(I9.4a) 

und der fiir den Phasenverschiebungswinkel zwischen .sf und 
( - ~u); dieser. wird durch (+ 1h) bestimmt, ist also der Voreil
winkel 1'1 nach Gl. (8.18). 

Ein MeBgerat, das nicht unmittelbar die Ausschlage der 
Relativbewegung anzeigt, sondern fiber die Gl. (19.1) derenerste 
Ableitungen, gestattet also, die negative Geschwindigkeit 
(- 'Ii) der FuBpunktsbewegung zu messen. Damit die Anzeige den 
Verlauf dieser GroBe unverzerrt wiedergibt, sind, wie der Ver
gleich von (19.4) mit (17.4) zeigt, dieselben Bedingurigen ein
zuhalten, wie sie sich fiir die unverzerrte Wiedergabe des (nega-
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tiven) Weges (- u) mit Hille eines wegfiihlenden Gerates ergaben: 
niedrige Eigenfrequenz des Gerates (d. h. hohe Werte fJ) und ge
eignete Dii.mpfung. 

Die Empfindlichkeit des GeschwindigkeitBmessers wird durch 

den Quotienten ;,. definiert; er ist nach (19. 4a) gleich .. 
z;. 
V. = El VI· 

p) Ruckmesser. Ebenso, wie ein wegfiihlendes Gerat,wenn 
es hoch abgestimmt wird, statt des (negativen) Weges (- u) die 
(negative) Beschleunigung (- u) miBt, gibt ein geschwindigkeits
fiihlendes Gerat, wenn es hoch abgestimmt ist, die um zwei Ord
nungen hohere Ableitung wieder als das niedrig abgestimmte: 
Es miSt den (negativen) Ruck (-u). 

Mit 
~ = iSQsU = - Q2~u 

kommt aus (19.2) unter Beachtung von (8.3) 

1 
~r= - CUi ~ t)s 

oder 

mit der Aussage 

(19.5) 

(19.6) 

(19.7) 

(19.7a) 

fiir die (reelle) Amplitude Z" der Anzeige und (8.9) fiir den Pha
senverschiebungswinkel (Nacheilwinkel) Ea. Die Bedingungen fiir 
verzerrungsfreie Wiedergabe des negativen Ruckes durch ein ge
schwindigkeitsfiihlendes Gerat muten daher, wie ein Vergleich 
von (19_ 7) mit (18.2) zeigt, ebenso wie die fUr die Wiedergabe der 
negativen Beschleunigung durch ein wegfiihlendes: Hohe Eigen
frequenz und geeignete Dampfung des Gerates. 

Die Empfindlichkeit des Ruckmessers wird durch den Quo-

tienten ~ definiert; nach (19.7a) kommt also 

Z;. 1 
W = Elcul Vs· 

y) Abgrenzung der Anwendungsmoglichkeiten. Wll" 
mUssen wohl im Auge behalten, daB federgefesselte Gerate, die 
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die Geschwindigkeit fiihlen, die also nach . dem Schema der 
Abb. 16/1 b aufgebaut sind, je nachdem, ob sie niedrige oder hohe 
Eigenfrequenzen aufweisen, entweder die (negative) Geschwin
digkeit (- u) oder den (negativen) Ruck (- u) der einwirkenden 
Bewegung u(t) messen, aber weder den Weg u selber, noch seine 
Beschleunigung ii. messen konnen. Es stellt deshalb eine durchaus 
irrefiihrende Bezeichnung dar, wenn Hersteller ihren Geraten, 
die nach dem Schema der Abb. 16/1 b arbeiten, die Bezeichnung 
"Beschleunigungsmesser" beilegen. 

Wir konnen una diesen Sachverhalt noch besonders deutlich 
machen, indem wir die Beziehung aufstellen, die zwischen der 
Anzeige z(t) = e1 r(t) und der Beschleunigung u besteht. 

Aus (19.4) folgt mit >au = i~ ~ die Beziehung 

8;. = - e1 i~ ~ = - e1 ~ t)2' (19. 8) 

[Vg1. hierzu G1. (8.3), a und b.] Die zugehOrige VergroBerungs
funktion ware hier 

I h I = V = 2 D1] (19 8 ) 
"/2 2 f(1 _1]2)2 + 4 D21]2 • • a 

Sie geht sowohl fiir groBe wie fiir kleine Werte 17 nach Null. Da
zwischen hat sie ein Maximum (vom Betrage Eins) ; dies tritt 
jedoch gerade bei 17 = 1 ein, und 
zwar bei jedem beliebigen Wert 
des Parameters D. Durch die An
zeige eines geschwindigkeitsfiihlen
den federgefesselten Bewegungs
messers kann also die Beschleuni
gung nur im FaIle einer rein har
monischen Einwirkung unverzerrt 
wiedergegeben werden. 

In diesem Zusammenhang sei 

Nem6ronli!r/er 

auch nochmals betont, daB ande- Abb.19/1. Aufbau des,Jilrschlltterungs-
aufnehmers" (rhlllpe). 

rerseits federgefesselte Gerate, die 
den Weg fiihlen (vg1. Ziff. 17 und 18) je nach der Abstimmung 
entweder den Weg oder die Beschleunigung messen, niemals aber 
die Geschwindigkeit oder den Ruck messen konnen. 

~) Beispiele. Wir nennen zum SchluB noch Beililpiele von 
marktgangigen geschwindigkeitsfiihlenden Geraten : 1. das Gerat 

Klotter, Bchwlngungsmessung. 7 
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von Reu tlinger-Heymann I, 2. den "Erschiitterungsaufneh
mer" der Fa. Philips 2. Ein Schema. des Aufbau8 dieses zweiten 
(tief abgestimmten) Gerates zeigt Abb. 19/1. Es besitzt als 
Dampfungsanordnung eine Wirbelatrombremse (in der Abbildung 
",m,l8!C 

~ 
2 00 

~I\ 
'00 
75 \ 

'" 50 -

rechts). Eindrittes Ge
rat ist von E. Meyer 
und W. Bohm 3 be
schrieben worden. 

10 

In Abb. 19/2 zeigen 
wir ala Beispiel noch 
eine "Eichkurve", und 
zwar jene, die vomHer-

20 50 100 200Hz stellerwerk dem Gerat 
ff'f'egef'Tf'eqllenz r-

Abb. 19/2. Elchkurve deB GeschwlndigkeltsmeBsers 
(Philips). 

nach Abb. 19/1 mitge-
geben wird. Man er
kennt, daB es sich (in 

logarithmischer Auftragung) um die GroBe ZV ~ = ~ IV ' also [vgl. 
, . \01 1 

(19. 4a)] um den Kehrwert der Empfindlichkeit handelt, wobei die 
VergroBerungsfunktion VI zum DampfungsmaB D = 0,51 gehOrt. 

b) Reibungsgefesselte Gerate. 

20. Die reibungsgefesselten, weg- und geschwindigkeitsfiiblen
den Gerite. In Ziff. 16 war gezeigt worden, wie die Masse a 
(Punkt 0) in einem Gerat an das Gehii.use gefesselt sein kann: In 
der Regel bedient man sich der Fesselung dUl'ch Fadern. Von den 
federgefesselten Geraten haben wir in den vorangegangenen Zif
fern (Ziff.17 bis 19) gesprochen. FUr manche Zwecke erweist 
sich nun eine Kraftiibertragung, die Federn vermeidet, ala vor
teilhaft. Die nachstliegende Anordnung ist die, die Kraftiiber
tragung zwischen Gebause (Punkt B) und Masse (Punkt 0) durch 
eine zahe Fliissigkeit vorzunehmen. 1m einfa.chsten Falle erhiilt 
man dann ala Schemata der Gerate wieder die Abb.l6/1, in denen 
jetzt aber die Federn e fehlen. Der Untersuchung der Eigenschaf-

1 Reutlinger, G.: Z. techno Phys. Bd. 16 (1935) S. 601. 
I Druckschrift: Philips Dynamisoher ErschUtterungsaufnehmer GM5520 

- GM5521. 
8 Meyer, E., u. W. B~hm: Elektr. Nachr.-Techn. Bd. 12 (1935) 

S.404. 
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ten dieser "reibungsgefeaselten" Gerate wollen wir una in dieser 
Ziffer zuwenden. 

Die Bewegungsgleichung entateht aus der G1. (17. 2), wenn 
darin c ~ 0 geht; sie lautet daher 

(20.1) 

Ala Sonderfall von G1. (17.2) laBt sie sich jedoch nicht gut weiter 
behandeln, denn die bei der Integration dieser Differentialglei
chung eingefiihrten Parameter D und 'fJ nehmen fiir c = 0 beide 
den Wert 00 an. Es iat deshalb zweckmaBig, die G1. (20.1) un
mittelbar zu integrieren. 

Bei harmonischer Einwirkung u = U eWt foIgt mit dem An. 
satz t == 9l eWJ aus G1. (20. 1) 

(20.2) 

ala Beziehung zwischen der komplexen Amplitude des gefiihlten 
Weges, 9l, und der des einwirkenden Weges, U. 

Handelt es sich nicht um ein wegfiihlendes Gerat, wird viel· 
mehr die Geschwindigkeit r gefiihlt, so kommt aus (20. 2) mit 

.8r= E1iDm und ~ = - DIU 

folgende Beziehung zwischen Anzeige und einwirkender Beschleu
nigung zuatande: 

oder, wenn man den Quotienten auf der rechten Seite dieser Glei. 

chung mit 2/5 =!. erweitert, 
a 

ibn IB .8r= -a.Q2+ibn (-~120)' (20.3) 

Bezeichnen wir die Grenzwerte, denen die komplexen EinfluB
zahlen 1)1 und 1). nach der ersten Form der GIn. (8.381) und (8. 3b) 
fiir c ~ 0 zustreben, mit ~1 und ~lb so konnen wir fiir die GIn. 
(20.2) und (20.3) schreiben: 

m = ~l(- U), 

.8.,= ~2 (- E12~); 
7* 

(20.4a) 

(20.4 b) 
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da bei ist also 
A. -aQz 
t)1 = hm t)1 = QZ + . b Q ' c-+u -a I 

(20.5a) 

A. ib Q 
\.)~ = hm t)2 = Q2 + . b Q • 
~ c-+o -a I 

(20.5b) 

Unter Einfiihrung einer dem Frequenzverhiiltnis 'Yj = Q analogen 
ili~ w 

A Q aQ 
'Yj=2«5=T (20.6) 

gehen (20. 5a) und (20.5 b) tiber in 

(20.7 a) 

(20.7b) 

Nennen wir die Betriige der komplexen GraBen fjk jetzt V k 
(VergroBerungsfunktion), also 

v--~-
1- f1 + ~2 ' 

V __ 1_ 

2-1'1+~1' 

(20.8a) 

(20.8b) 

so erhalten wir fUr die reellen Amplituden die Beziehungen: 

R = UV1 , 

Z,,= (t;1~)V2. 

(20.9a) 

(20.9b) 

Die beiden Funktionen V1 und Y.2 sind durch die Beziehungen 

A 1 A 

V2 = -;::- V1 (20.10a) 
'f} 

und 

V1 (~) = V2 (n) oder umgekehrt V2 (i) = V1(~) (20.1Ob) 

miteinander verkntipft. Ihre Abhangigkeit von ~ zeigt Abb. 20/1. 
Beide Funktionen lassen sich, ahnlich wie friiher V 1 und V 3, in 
einem und demselben Diagramm darstellen, wenn dabei als Ab-
szisse eine GroBe t verwendet wird, die mit n ebenso zusammen
hangt, wie t; mit 'Yj in G1. (8. 10). Man erkennt, daB ein Bereich ~t 
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in dem V1 stationar ist (ohne Null zu sein), bei gro.6en Werten iJ, 
ein Bereich, in dem V2 stationar ist (ohne Null zu sein), bei klei. 
nen Werten iJ liegt. Aus den GIn. (20.4a) und (20.4b) konnen wir 
demnach folgendes ablesen: Es laBt sich ein reibungsgefesselter, 
wegfiihlender Wegmesser bauen, dessen Anzeige frei ist von 
Amplitudenverzerrung, wenn u 
die das Gerat kennzeich· 
nende GroBe (Nenner von iJ) f/} 

2<5 = ! klein ist gegen die t 48 

Erregerfrequenz n (das Gerat ~ fJ,6 

niedrig "abgestimmt" ist). ~ 
4'1 Andererseits gibt ein rei. 

bungsgefesseltes,geschwin. fJ,3 

digkei tsfiihlendes Gerat 

-r---... ........... 
........... , 

~ 

" 
die Beschleunigung ohne 0 

Amplitudenverzerrung wie
der, wenn 2b groB ist gegen 

i i I- ~ 1 ~ i , 

n (das Gerat hoch "abge
stimmt" ist). 

Dieselbe Funktion ~ l' die 

o 
I , 

00 'I e 

c-
I ~ J a ~ 
~l'iipil-

J ~ I i I 
_1]fiil'~ 

\ 
a 

00 

o 

die Anzeige eines wegfiihlen- Abb. 20/1. VergroBerungsfunktionen VI und V;. 
den Gerates, tn, mit dem ein-
wirkenden Weg, U, verbindet, tritt auch auf, wenn ein geschwin
digkeitsfiihlendeB Gerat zur MeBsung der GeBchwindigkeit, it, be
nutzt werden Boll. Denn mit 

wird 

.8 .. = ~lin tn und ~ .. = in U 

.8;.= ~1(-~1 ~ • .). 

(DaB Gerat muB also niedrig "abgeBtimmt" sein.) 
Ebenso findet man: dieselbe Funktion ~2' die die Anzeige eineB 

geschwindigkeitsfiihlenden Gerates, .8", mit der einwirkenden Be· 
Bchleunigung, m, verbindet, tritt auch auf, wenn ein wegfiihlendeB 
Gerat zur Messung der Geschwindigkeit, u, benutzt werden Boll. 
Denn mit 

wird 

(DaB Gerat muB also hoch "abgestimmt" sein.) 
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Wiirde man dagegen den GIn. (20. 2) oder (20.3) analoge Be· 
ziehungen zwischen m und ~ oder .8,. und U aufzustellen suchen, 
so erhielte man aus den zugehorigen komplexen EinfluBzahlen 
VergroBerungsfunktionen, die nirgendwo im Bereich ~ stationar 
verlaufen, ohne Null zu sein. Daraus folgt, daB bei Reibungsfesse. 
lung ein wegfiihlendes Gerat nur Wege oder Geschwindigkeiten, 
ein geschwindigkeitsfiihlendes Gerat nur Geschwindigkeiten oder 
Beschleunigungen messen kann, und zwar je nachdem, ob es 
niedrig oder hoch "abgestimmt" ist. 

Man erkennt ferner, daB, wenn man einen Beschleunigungs. 
messer mit Geschwindigkeitsfiihlung ausrUsten will, man ihm nicht 
eine Federfesselung geben darf (vg1. Ziff.19), sondern eine Rei. 
bungsfesselung anwenden muB. 

Neben der Freiheit von Amplitudenverzerrung ist aber auch 
die Freiheit von Phasenverzerrung noch zu priifen. Wir kiimmern 
uos dabei nur um jene Falle, die wegen der moglichen Freiheit von 
Amplitudenverzerrung in Betracht kommen konnen, also jene, 
die sich an die Funktion ~1 (und zwarim Bereiche groBer Werte~) 
bzw. an die Funktion ~2 (und zwar im Bereiche kleiner Werte ij) 
aoschlieBen: den wegfiihlenden Wegmesser und den geschwindig. 
keitsfiihlenden Geschwindigkeitsmesser bzw. den geschwindig. 
keitsfiihlenden Beschleunigungstnesser und den wegfiihlenden 
Geschwindigkeitsmesser. 

Zudem muB man sich an dieser Stelle entscheiden, ob man die 
Phasenverschiebung zwischen m und (+ U) oder m und (- U) 
bzw . .8,. und (+ ~) oder .8 .. und (-~) untersuchen will. Wir ent· 
scheiden uos (indem wir das Ergebnis vorwegnehmen) fiir jene 
Zusammenliange, die sich einfacher darstellen lasEen, namlich 
die zwischen m und (- U) einerseits und die zwischen .8,. und 
(-~) andererseits. 

Die Phasenverschiebung zwischen ffi und (- U) wird durch 
die GroBe ~1' die zwischen .8,. und (-~) durch ~2 vermittelt. 
Zu ~1 gehort nach der allgemeinen Definition (8. 8) und nach 
G1. (20.70.) als Phasenverschiebungswinkel, do. 3m(~1) > 0 ist, 
der Voreilwinkel 

h=arctg I~~((::;I =arctg ~. (20.110.) 

Zu ~2 gehOtt. na.ch G1. (20.7b), do. 3m(~2) < 0 ist, der Nacheil-
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winkel e - arc tg 13m (~I) I = arc tg -Yi 
8 - me (~I) ., . (20.11 b) 

Auch fiir die Phasenverschiebungswinkel besteht also eine der 
Beziehung (20.lOb) analoge: 

h(~) = 82(ij) oder umgekehrt e2(~) = Y1(ij). (20.12) 

Wir wissen jedoch, da6 fiir die Phasenverzerrung nicht die 
Phasenverschiebungswinkel, sondern die Phasenverschiebungs
zei te n ma6gebend sind. Aus 
91 und BI bilden wir daher 12 

'\IDd 

Ahnlich wie frillier (Ziff. 14) 
beziehen wir diese Zeiten auf 
einen featen Wert. Fiir die
sen Wert wahlen wir (da. das 
Gerat keine Eigenperiode T 

hat) die Zeit T = 21d (sie 

la6t sich deuten als die 
"Abklingzeit" des Gerates, 

10 

z 

o 

o 

\ 
1\ 

\ 

I 1 ., 
J 

......... r--
'I " 1 I 7 3 J 

, I 

'I 00 

das ist jene Zeit, in der ein Abb. 20/2. Relative Phaaenverschiebungszeit T,. 
Ausschlag bei freier Bewe-
gung auf den e-ten Teil seines Anfangswertes zuriickgeht). So 
kommen die relativen Phasenverschiebungszeiten 

und 

zustande. 

A 4 1 1 
T1 = -;;:- = -;::- arc tg -;::-

T 11 11 

A tl 1 A 

T2 = -;;:- = 4' arc tg 'YJ 
T 11 

(20. 13a) 

(20. 13b) 

Die Phasenverschiebungszeit T1 ist in Abb. 20/2 aufgetragen. 
Sie wird gebraucht zur Beurteilung der Phasenverzerrung bei 
Geraten, die (mit Riicksicht auf die Freiheit von Amplituden
verzerrung) niedrig "abgestimmt" sind, d. h. fiir groBe Werte ij. 
Mit wachsenden Werten ij geht die Funktion T1 gegen Null. Ihre 
Schwankung in dem durch die Toleranzen fiir die Amplituden-
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verzerrung festgelegten Intervall ist also gleioh ihrem Funktiona· 
wert Tl an jener Stelle ~, die zur Grundharmoruschen gehOrt. 

Die Phasenverschiebungszeit Til ist in Abb. 20/3 wiederge. 
geben. Man sieht, daB sie im Bereich kleiner Werte ~, wo sie (in 

Hinblick auf die zugehOrige VergroBerungsfunktion V 2) allein in· 

r-. f"'-..... "-
1jJ 

o I i A 

o I I 

r----. t'-... 

f I- I 

1'\ 
"1\ 

\ 
~ a 

teressiert, ertragliche Schwan· 
kungen aufweist. 

Nachdem wir una bisher 
mit den reibungsgefesselten 
Geraten "in Reinkultur" be· 
schiiftigt haben, wollen wir 
nun noch einige Erganzungen 
anbringen. Ein Gerat mit rei. 
ner Reibungsfesselung hat den 
Nachteil, daB die Masse keine 
definierte Gleichgewichtslage 

; ' " aufweist. Eine, wenn auch 
8 'I 00 

schwache, "Haltefeder"ist not· 
Abb.20/3. RelativePhaBenverschiebungszeitTI • wendig. Damit faut die Bau· 

art wieder unter das Schema 
der Abb. 16/1. Wir untersuchen nun zunachst den EinfluB dieser 
Haltefeder. Dabei beschranken wir die Betrachtungen jedoch auf 
eine einzige Ausfiihrungsform des Gerates, den geschwindigkeits. 
fiihlenden Beschleunigungsmesser, weil sie die groBte praktische 
Bedeutung besitztl. 

Fiir den Zusammenhang zwischen der einwirkenden Beschleu. 
nigung 58 und der Anzeige .8;. des geschwindigkeitsfiihlenden 
Bewegungsmessers ist nun nicht mehr (20. 4b) - mit ~2 -, son· 
dern (19. 8) - mit t)2 selbst - maBgebend: 

.8;. = ( - ~l 2~15) t)2 • 

In der zugehorigen VergroBerungsfunktion, I t)21, beziehen wir 
nun aber, im Gegensatz zu (19. 8a), die Frequenz {) der Ein· 

wirkung nicht auf OJ, sondern auf 2<5, so daB an Stelle von 17 = ~ 
wieder die in (20. 6) eingefiihrte GroBe ij = :13 auftritt. Nennen 

1 Ein solches reibungsgefeBBeltes Gerat ist in der LuftfahrtforBchungs. 
anstalt Graf Zeppelin in Stuttgart·Ruit von R. Majer entwickelt worden. 



Ziff.20. Die reibungsgefesselten Gerate. 105 

wir schlieBlich die Federzahl der Haltefeder (statt c) nun Co und 
meBBen sie durch die dimensionslose GroBe 

aco 
Yo = bl' 

so erhalten wir fiir dje VergroBerungsfunktion unter Beachtung 
der ersten Form von (8. 3b) den Ausdruck 

A A 1 
V'}.('Yj'Yo)=V ( 2' 

1 +?}2 1- ~~) 
(20.14) 

Fiir Yo = 0 geht (20. 14) iiber in (20.8b). 

f,II 

~~~ 41 . 

~,1/ ~~ 
46 415 ~~ 
4 J i1b-o ~ 

I N~ 46 I r\ 
4i , 

~ .,. 
\ 4' \ 

41 

\ 41 

\ 
8 It It ~ f ~ oft 'III 8 

f-
I j I I I I I I I 

" ¥I ~ f tq 3 II 00 .. 
1/-

Abb. 20/4,. VergrOBerungBfunktion VI (Ii, ".) elne8 relbung8gefe88elten, lle8chwlndigkeitB· 
fllhlenden Beschleunlgung8me88er8 mit Haltefeder. 

Die Schar der Kurven V2 (?}) mit Yo als Parameter (einschlieB
lich des Wertes Yo = 0) zeigt Abb. 20/4. 1st Yo =l= 0, so geht di.e 
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Funktion Va (1}) sowohl fiir groBe als auch fiir kleine Werle des 
Argumentes 1} nach Null und hat dazwischen ein Maximum yom 
Betrage Eins. Insofern hat ihr VerIauf also Ahnlichkeit mit dem 
der durch (19. 8a) definierlen Funktion Va (1]). 1m Gegensatz zu 
dieser hat die Funktion Va (1}) aber ihr Maximum nicht bei dem 
Argumentwert Eins, sondern bei 1(:;;,. Durch Verkleinerung des 

Parameters 'Yo = ab~o (d.h. dadurch, daB das MeBgerat von einem 

feder- u nd reibungsgefe88elten mehr und mehr in ein nur noch 
reibungsgefesseltes verwandelt wird) kann also das Gebiet, in 
welchem die Kurve V2 (ij, 'Yo) stationar verIauft, ohne Null zu sein, 

a, 

Abb. 20/5. RelbUDgBge1esselte, gescbwlndlgkeltaftlhlende Beacblennlll1lngsme88er 
In verscbledenen Ausff1brungsformen. 

beliebig weit nach kleineren Werlen ij hin verlagert werden. Die 

Brei te des Bereiches fiir 1}, innerhalb dessen V 2 (,fj, 'Yo) von dem 
(Maximal-)Wert Eins hoohstens um einen vorgegebenen Fehler F 
abweicht, ist jedoch fiir alle Parameterwerte (einschlieBlich'Yo = 0) 
gleich groB. 

Zusammenfassend konnen wir iiber die Vorziige und Nachteile 
des in Rede stehenden Gerates also folgendes sagen: Ein geschwin
digkeitsfiihlender Bewegungsmesser (ohne Festpunkt) kann bei 
Reibungsfesselung im Gegensatz zu einem (iiberwiegend) feder
gefesselten Gerat als Beschleunigungsmesser verwendet werden; 
es muB nur die hoohste in der Einwirkung enthaltene (oder zu 

beachtende) Frequenz Qk noch klein sein gegen 2c) = 2.. Wegen a. 
der Notwendigkeit einer Haltefeder ist der "erfaJ3bare" Frequenz-
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bereich aber auch nach unten hin begrenzt: Die Grundfrequenz 
Q1 der Einwirkung muB noch groB sein gegen eo/b. Fiir die meisten 
praktisch vorkommenden FaIle wird diese Beschrankung aller. 

dings bedeutungslos bleiben, denn die Werte Yo = ab~o lassen sich 

in der GroBenordnung 10-5 halten. 

4~---r---r---r---r---+---+~~~---1 

I 
IJ 'III '12 J/# , I $Iq Jlz 7fq 

1;-
I I I I I , I I 

IJ ¥q ¥z J/q u/J 2 1/ DO 

ij - -

Abb.20/6a. Vergr6Berung8funktion VI (~, H) elne8 Gerites nach Abb. 20/5a. 

Wir zeigen nun noch zwei MaBnahmen, die dazu dienen, die 
Kurven V2 (1]) weiter abzuflachen, beschranken uns dabei aber 
auf den Fall Yo = O. Die erste MaBnahme ist die Einfiigung einer 
Feder e1 zwischen Reibungsvorrichtung und Masse nachAbb. 20/5a; 
die zweite ist die (praktisch als Folgeerscheinung der ersten stets 
eintretende) Aufteilung der Masse a in die beiden Massen ao und a1 

nach Abb.20/5b. Den EinfluB, den diese beiden MaBnahmen 
jeweils fiir sich ausiiben, zeigen die Kurven der Abb. 20/6a und 
20/6b. Der Vollstandigkeit halber geben wir hier noch die Ver· 
groBerungsfunktion V 2 fiir den allgemeinsten Fall an, der in 
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Abb.20/5c schematisch dargestellt ist: 

mit 

~= 2 
A f (1 + Yo H - lXo H ~a)3 + H2 ~2 

(1 - H ~1)3 + ~' (1 + Yo H - lXu H ~3 - ~:) 
(20.15) 

H = al (!!.)' 
c,. a ' 

a Co 
'Yo = V, I a ~ a, + a,. (20. IDa) 

~t5 

0 1/1i qs 3/q 

Jlq 

/V!: 
/ \ / 
~~~ rx-Q -~ _ 

\ i\\ 

t-
} 

SN 3/", 

f/ 

\ 
~ 

'ljq fJ 

q 

Abb.20/6b. Vergro/lerungsfunktion V.(!], OCt) elnes Gerates nach Abb.20/5b (H = 0,5). 

Die zu Abb. 20j6a bzw. 20j6b gehOrigen Gleichungen gehen 
aus (20. 15) da.durch hervor, daB 'Yo = 0 und auBerdem lXo = 0 
bzw. H = 0,5 gesetzt wird. 

Die Kurvenschar 20/6a lii.J3t sich hinsichtlich des "giinstigsten" Wertes 
des Parameters H ii.hnlich diskutieren, wie wir dies in Ziffer 13 mit der 
Schar in Abb. 8/3 hinsichtlich des giinstigsten Dii.mpfungsmaJ3es D vor
genommen haben. Unter VorauBsetzung einer (kleinen) Abweichung ± F 
der Funktion '02 vom W&rle Eins ergibt sich der giinstigste Wert H zu 

H* fIIOj ((2 - 1) (1 + p) . 
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Der ausnutzbare Bereich ~ erstreckt sich dabei bis zum Wert 

~* ... (1 + l'2) }2F. 
Bezeichnet man mit Ho den zu F = 0 gehorenden Wert von H*, also 

Ho = l'2 - 1, 

(I 

~ K · (I 

4 
"'" ~ / '\ 6 ---~ ~t~ \ 

7 (l,JZ 

lJL 
~ 

~l\ - r 6 

~ !/ ~ ~ 5 -
"uj , 

J / ~~ 
1I i\ z / 

/ \ I 
V , 

./ 

4 

! 9q 98 -¥q ., S!q 313 71q ;: ,-
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(I 'III 'Iz -¥II f q/J 3 q 00 . 
71-

109 

_"bb.20/7. Relative Pbasenversch!ebungszelten t.(~. H) des Gerates Abb.20/5a. 

und bezeichnet man den entsprechenden Wert~. mit ~ •• o. so folgt, da 
sich fiii' 

ergibt. 
~ •• o'" f~Y2F 
~* ... 11 + 12 ~c.o = 1,55 ~ •• o· 

Die entsprechenden relativen Phasenverschiebungszeiten 

i. (~, H) = ~ arctg [~(1 - H + HI ~I)] 
rJ 
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sind in Abb. 20/7 graphisch dargestellt. Auch hier konnte die Kurvenschar 
hinsichtlich des glinstigsten Wertes des Parameters H diskutiert werden. 
FUr F = 0 geht das optimaJe H aus der Gleichung 

3 HI = (1- H)3 

hervor; as hat ungefihr den Wert HOPI. = 0,32. 

c. Bewegungsmesser mit Festpunkt. 
21. Wegmesser. Ot) Allgemeines. Sowohl die in IV A be

handelten Federkraftmesser wie auch die in IVB behandelten 
(federgefesselten) Bewegungsmesser ohne Festpunkt weisen ala 
gemeinsames Kennzeichen ein Feder-Masse-System, d. h. ein 
selbst schwingungsfahiges Gebilde auf. Die Masse kommt bei den 
KraftmeBBern allerdings nur ala Folge der Unvollkommenheit 
des Gerates ins Spiel, wahrend sie bei den BewegungsmeBBern 
ohne Festpunkt wesentlich ist. Ane kinetischen Untersuchungen 
in den Abschnitten IV A und IVB bezogen sich auf dieses schwin
gungsfahige mechanische Gebilde, das die Einwirkung (p, u, it, 
u, u) in die gefiihlte GroBe (q, g, r oder r) umsetzt. 

Diese gefiihlten GroBen werden oft nicht unmittelbar ange
zeigt, sondern auf dem Weg tiber eine tJbersetzung oder Indikator
vel'groBerung Eo bzw. El in die Aufzeichnung z iibergefiihrt. FUr den 
Zusammenhang zwischen der gefiihlten GroBe und der Aufzeich
nung z war bisher eine strenge Proportionalitat z. B. in der Form 

z(t) = Eoq(t) (11.1) bzw. z(t) = E1q(t) (11.2) 

angenommen worden. In dieser Annahme steckt die Voraus
&etzung, daB die tJbertragungsglieder ideal arbeiten, d. h. z. B. bei 
mechanischen Vorrichtungen, daB sie tragheitsfrei und starr sind. 
Auf eine kinetische Erfassung der wirklichen Vorgange in dieser 
"zweiten Stufe", der Umsetzung der gefiihlten GroBe in die Auf
zeichnung, wird verzichtet, wenn die Annahmen (11.1) bzw. (11.2) 
gemacht werden. 

Steht fUr eine Bewegungsmessung ein Festpunkt zur Ver
fiigung (was beim Arbeiten im Laboratorium oft der Fall ist und 
auch bei bestimmten anderen MeBaufgaben, z. B. bei Dehnungs
meBBungen, oft vorausgesetzt werden darf), so benotigt. man ein 
schwingungsfahigell Gebilde fUr die Umsetzung der zu messenden 
GroBe in die gefiihlte GroBe iiberhaupt nicht. Die gefiihlte GroBe 
ist hier mit der zu mesaenden identisch. Daraus geht auoh un-
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Inittelbar hervor, daB bei Vorhandensein eines Festpunktes mit 
einem wegfiihlenden Gerat nur Wege, mit einem geschwindig. 
keitsfiihlenden Gerat nur Geschwindigkeiten gemessen werden 
kOnnen. Wir beschiiftigen uus weiterhin explizit nur mit der Weg. 
messung. 

Die bei den bisher b_etrachteten Geraten vQ1'handene "erste 
Stufe", der aIle bisherigen Betrachtungen galten, entfii.llt hier 
iiberhaupt .. Es bleibt nur die Aufgabe, die gefiihlte GroBe aufzu· 
zeichnen. Wenn auch hier ein ideales Arbeiten, d. h. einfach eine 
Proportionalitii.t zwischen gefiihlten GroBen und Aufzeichnung an· 
genommen wird, so entfiillt jede kinetisclie Unter. 
suchung. 

Es ist hier jedoch der Ort, auch die Umsetzung 
der "zweiten Stufe" etwss genauer unter die Lupe 
zu nehmen, d. h. das nicht ideale mechanische 
Verha.lten einer "Obersetzung zu untersuchen. Die 
Abweichung vom idealen Verhalten liegt darin, 
daB die "Obertrsgungsglieder nicht trii.gheitsfrei und 
nicht starr sind; Die "Obersetzung stellt daher selbst 
wieder ein Bchwingungsfahiges Gebilde dar. 

In einer vereinfachten Betrachtungsweise !mnn 
auch dieses alB Schwinger voneinem Freiheitsgrad 
angesehen werden. Das Ersatzbild sieht jetzt so 
sus, wie Abb. 21/1 sngibt, wenn man die Masse 
z. B. an die Stelle des Schreibstiftes reduziert. 
Zwar handelt es sich bei dieser Untersuchung der 

q-(t) 

Abb. 21ft. Schema 
eines Bewegungs· 

messers mit 
Festpunkt. 

zweiten Stufe um die Umsetzung von q nsch z; wir wollen jedoch 
auch fiir diese kinetische Untersuchung dieselben Bezeichnungen 
verwenden wie friiher bei der Untersuchung der ersten Stufe, d. h. 
wir werden die Absolutbewegung des FederfuBpunktes mit u, die 
Absolutbewegung der Masse a mit q bezeichnen. 

p) Bewegungsgleichungen und VergroBerungsfunk. 
tionen. 1st im Gerii.t der Abb. 21/1 eine Dampfung vorhandenj 

80 muB man unterscheiden, ob sie zwischen 0 und B ("Relativ. 
diimpfung"), zwischen 0 und A ("Absolutdampfung") oder zwi· 
schen beiden Punktpaaren wirkt. 1m eraten Fall lautet die Be· 
wegungsgleichung 

q = 1.. [-c(q -u) - b.(q -'Ii)] 
a 
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oder geordnet 
(21.1) 

im zweiten Fall 

oder geordnet 
(21. 2) 

im dritten Fall 

a If + (hI + h2) q + c q = h2u + c u, (21. 3) 

wenn hi den Di.i.mpfungsfaktor der zwischen 0 und A wirkenden 
Di.i.mpfungskraft, h2 de"n der zwischen 0 und B wirkenden be
zeichnet. 

Zur ersten der drei Gleichungen (Relativdi.i.mpfung) gehOrt 
bei harmoIDscher Anregung, wenn die komplexe Schreibweise he
nutzt wird, die Losung [Gl. (8. 23b)] 

o = U (t}2 + t}3) (21. 4&.) 

mit den heiden (reellen) Aussagen 

Q = UV2,s und 8 = 82,s (21.4b) 

(die zugehOrigen Kurven zeigen die Abb. 8/7 und 8/4:b), zur zwei
ten (Absolutdi.i.mpfung) 

:0. = U t}a 
mit 

Q= UVa, 8 = 8a 

(Abb. 8/3 und 8/4a), zur dritten dagegen 

0= (b1 !\. t}2 + t}a) U, 

(21. 5a) 

(21.5b) 

(21. 6) 

wobei zu beachten ist, daB die in t}2 und 1)a steckende GroBe h hier 
(b i + b2 ) ist. Die zugehorigen VergroBerungsfunktionen und Pha
senverscl?-iebungswinkel sind fiir diesen Fall explizit nicht aufge
zeichnet, sie lassen sich jedoch aus den GIn. (8.3) ohne Schwierig
keiten bilden. 

1m Fall verschwindender Di.i.mpfung gehen die beiden Aus. 
sagen in (21. 4 b) und (21. 5b) in die gemeinsame Fassung 

I 1 I 8 -_ { 0 fiir 1J < 1 } Q=U 1-~2 und 
"' n fiir 1J > 1 

(21. 7) 

iiber. 
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Die im Fall der Absolutdampfung geltenden Beziehungen 
(21.5) entsprechen vollstandig den beirn Kraftmesser gefundenen 
[GIn. (12.2)]; deshalbverlauft auch die Diskussion genau wie dort: 
Alie Frequenzverhaltnisse 17k miissen auf einen Bereich in der Nahe 
des Nullpunktes eingeschrankt werden. Die erlaubte Ausdehnung 
dieses Bereiches hangt ab yom zugelassenen Febler Fund yom 
DampfungsmaB D, die Eigenfrequenz w auBerdem noch von der 
Ordnung n der htichsten in Betracht zu ziehenden HarmoIDschen. 

Hinsichtlich der Erorterungen iiber die Dampfung muB man 
jedoch wobl im Auge beh'alten, daB Dampfung dabei stets eine 
geschwindigkeitsproportionale Dampfung bedeutet und daB die 
Wegmesser mit Festpunkt meist nicht mit einer kiinstlichen, d. h. 
einstellbaren, Dampfung versehen sind. 

Die Folgerungen aus den fiir die Relativdampfung geltenden 
Beziehungen (21. 4) schlieBen sich an die Erorterungen iiber' die 
Funktionen V2;3 und £2,3 in Ziff.8 an. Auch hier miissen die 
Frequenzverhaltnisse 17k in der Nahe des Nullpunktes liegen. Es 
gibt jedoch kein Optimum des DampfungsmaBes; je groBer das 
DampfungsmaB ist, um so weiter erstreckt sich (bei einem ge
gebenen Fehler F) der erlaubte Bereich des Frequenzverhaltnisses 
nach rechts. 

y) Dehnungsmesser 
("Spannungsmesser"). 
Der in Ziff.17, {) erwahnte 
Dehnungsmesser ist ein 
Gerat, das die gegensei
tige Verschiebung zweier 
Punkte eines elastischen A 8 
Korpers messen soll. Falls Abb.21/2. Dehnungsmesser (liefer-Honegger). 
es erlaubt ist, einen dieser 
beiden Punkte ala Festpunkt zu betrachten, handelt es sich um 
die Messung eines Weges durch ein Gerat"mit Festpunkt". Die 
Aufzeichnung einer solchen Verschiebung kann direkt, d. h. me
chanisch (etwa unter Verwendung von Hebeln zur Erzielung einer 
tJbersetzung ins GroBe) und durch Aufschreibung erfolgen1 ; dann 

1 Mechanisch schreibende Dehnungsmesser; Beispiele: Gerite nach 
Meyer-Honegger (Abb. 21/2), A. Meyer: Schweiz. Bauztg. 1931 S. 50 
mit Federschrift, femer Dehnungsschreiber der DVL (siehe Anmerk. 2 
auf S. 6). 

Klotter, Bchwinguna:smessuna:. 8 
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ha.ndelt es sich, fa.lls die Nachgiebigkeit der Vbertragungsglieder 
beriicksichtigt wird, um ein Gerat, das unter die Abb. 21/1 fallt 
und auf das damit die Betrachtungen des Abschnitts fJ) zutreffen. 
Statt der Aufzeichnung durch eine rein mechanische Vorrichtung 
kann aber auch eines der in Ziff. 2 erwahnten Verfahren zur Weg. 
messung benutzt werden 1. Bei der Kleinheit der fiir Dehnungs
messungen zur Verfiigung stehenden Ausschlage sind solche emp
findlichen Verfahren sehr bedeutungsvoll. In diesem Fall rechnet 
man in der Regel mit einer direkten Proportionalitat z = Eo u zwi
schen Verschiebung u und Aufzeichnung z, ohne eine genauere 
kinetische Untersuchung anzuschlieBen. 

Die als Dehnungsmesser bezeichneten WegmeBgerate werden 
zuweilen auch Spannungsmesser genannt. Diese Bezeichnung 
scheint darauf hinzuweisen, daB sie in die Gruppe der Kraftmesser 
gehOren (ds. Spannungen bezogene Kriifte sind). 

Der Unterschied zwischen einem eigentlichen Kraftmesser und 
einem Spannungsmesser liegt jedoch darin, daB im ersten Fall a.uf 
das MeBgerat tatsachlich eine Kraft einwirkt, wahrend die Ein
wirkung auf das MeBgerat im zweiten Fall nur die Verrtickllng 
ist. Diese Verriickung ist der Dehnung einer MeBstrecke auf dem 
Probekorper und diese wieder der Spannung im Probekorper pro
portional. Wahrend also im ersten Fall die Verkniipfung zwischen 
(gefiihltem) Weg und (einwirkender) Kraft im MeBgerat geschieht, 
findet die Verkniipfung zwischen Spannung (Kraft) und Dehnung 
(Verriickung) im zweiten Fall im Probekorper statt. Der Span
nungsmesser gehort somit nur dem Zwecke nach zu den Kraft
messern, del' Methode nach aber zu den Wegmessern. 

Wir betonen noch einmal ausdriicklich, daB die Aussagen tiber 
die DehnungsUlesser in dieser Form nur geiten, falls der eine End
punkt der MeBstrecke auf dem elastischen Probekorper keiine 
Beschleunigung erfahrt. Wie man eine Messung anzustellen hat, 

1 Von den elektrisohen Verfa.hren, etwa den heiden Tragerfrequenz
verfahren, machen z. B. folgende Gerate Gebrauch: 

a) Beeinflussung der Induktivitat eines Wechselstromkreises, siehe 
J. Ratzke: Jb. d. Dt. Luftfahrtforschung 1937 II S.278. 

b} Beeinflussung der Kapazitat einell Wechselstromkreises, siehe F J. 
Meister: Akust. Z. Bd. 3 (1938) S. 271 und Z. Geophys. Bd. 16 (1940) 
S.105. 

Auch der reziproke Magnetostriktionseffekt (siehe Ziff. 2, P 3) wird neuer
dings fUr solche aerAte gem benutzt. 
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wenn beide Endpunkte beschleunigt bewegt werden, ist in 
Ziff. 17, ~ schon erortert worden. 

d) Tastgerate Der Bezugspunkt A, gegen den der Schwing
weg gemessen wird, braucht aber nicht streng unveranderlich 
zu sein. Wenn er sich im 
Vergleich zur aufzuzeich
nenden Bewegung nur g e
niigend langsam bewegt, 
kann er schon ala "Fest
punkt" dienen. Auf diesem 
Gedanken beruhen die sog. 
Tastgerate. Wirerwahnen 
zwei Ausfiihrungsbeispiele: 
den Tastschwingungs
schreiber(Askania)l(Abb. 

_ ... _ .. A 
Abb. 21/3. Tastschwillgungs

schreiber (Askania). 

21/3) und den Tastfiihler (Bosch)2 (Abb. 21/4). Das Gehause 
des Tastgerates halt man in der Hand und driickt eine Fiihlatange 
(entgegen der Kraft einer Feder) gegen den Korper (z. B. einen 
Maschinenteil), dessen 
Bewegung festgestellt 
werden soIl. Die Auf
zeichnung erfolgt dann 
nicht iiber einer gera
den Nullinie, sondern 
iiber einer Linie, die 
die Schwankungen des 
Gehauses, also des Be
zugspunktesA, darstel
len. Do. diese immer 
besonders niedeme
quent sein werden, las-
sen sie sich leicht von 

f! 1Q2Q.1/JIQ50mm 

Abb. 21/4. Tastfftbler (Bosch). 

den zu messenden Schwingungen trennen. Abb.21/5 zeigt drei 
Schriebe, die mit dem in Abb. 21/3 skizzierten Gerat aufgenom
men sind. Sowohl Frequenz wie Amplitude der Schwingungen 
konnen den Aufzeichnungen entnommen werden. Die unsymme
trische Form der Sinuslinien, die insbesondere im dritten der 

i Askania-Druckschrift Schwing 102 und Schwing 105. 
t Allendorff. F.: Z. VDI Bd. 82 (1938) S.569. 

8* 
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Schriebe hervortritt, riihrt davon her, daB der Schreibstift sich 
auf einem Kreisbogen statt auf einer Geraden bewegt. 

Auch die Tastgerate sind grundsatzlich solche Gerate, die den 
Weg gegeniiber einem Festpunkt messcn; auch sie enthalten ein 
MeBsystem, das primar nicht schwingungsfahig ist oder sein muB, 
das allenfalls durch seine Unvollkommenheiten schwingungsfahig 
wird. Die in den Geraten vorhandene Feder ist zunachst nicht die 
Feder eines schwingungsfahigen Systems; sie dient vielmehr dazu, 

Abb. 21/5. Schriebe des Tastschwingungsschreibers (Askania). 

einen KraftschluB zwischen Fiihlstange und Objekt her~ustellen. 
Solange der KraftschluB besteht, ist das Gerat eines, das Wege 
gegen einen Festpunkt miBt. Es gelten deshalb dieselben "Ober
legungen wie Z. B. fiir den Dehnungsmesser. 

Wir wollen nun noch erortern, wie die den KraftschluB her
stellende Feder dennoch eine Grenze fiir den Anwendungsbereich 
eines Tastgerates schafft. Die Tastgerate zeigen im Aufbau eine 
starke Verwandtschaft mit den Grenzbeschleunigungsmessern; 
diese Verwandtschaft wollen wir nun genauer untersuchen. Das 
in Abb. 21/3 dargestellte Tastgeriit liiBt sich auf das Schema der 
Abb.21/6 zuriickfiihren. Vom Festpunkt A geht eine Feder CAB 

aus (sie entspricht der in Abb. 21/3 wirklich vorhandenen Feder, 
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die den Kraftschlu6 zwischen Fiihlhebel und dem Probekorper 
herstellen soll); ihre Masse liWt sich auf die Punktkorpermasse a' 
reduzieren. Die Feder CAB pre6t die Masse a' gegen den Tell B 
(der dem Fiihlhebel in Abb. 21/3 entspricht); ihm wird die Be
wegung u(t) aufgepragt. Der Tell B (Fiihlhebel) ist dann iiber eine 
Feder CBC mit einer Masse a verbunden, deren Bewegung q(t) 
gegen den Festpunkt A aufgezeichnet wird (sowohl die Feder
zahl C B C wie die Masse a stellen die Eigenschaften des "Ober
tragungsgestanges in Abb. 21/3 dar). Der erste 
Tell der beschriebenen Anordnung, der zwischen 
A und B liegt, stellt nun einen Grenzbeschleu
nigungsmesser nach Abb.l0/la dar. Daraus folgt, 
da6 das Tastgerat eine Grenze der Anwendbar
keit hat, die durch die Federkraft k = CAB X und 
die reduzierte Masse a' der Feder bestimmt wird: 
Sobald die Beschleunigung u der zu messenden 
Bewegung gro6er wird als 

k x 2 
a,=CAB a'= XWAB , 

wobei x den Federvorspannweg und WAB die 
Eigenfrequenz der Langsschwingungen der Feder 
C.tB bedeutet, entfallt der fiir eine Tastmessung 
notwendige Kraftschlu6; der Fiihler hebt sich 
ab, es zeigt sich ein Klappern, und das Gerat 

, 8~u(t) 

!coc 

It - - ~-1 
((It) 

. h t . ht hr' d B (t) t Abb. 21/6. Schema Ze1C ne ruc me elne er ewegung u en· eines Tastgerates. 

sprechende Kurve q(t) auf. 
t) Zusammenfassung. Wir stellen also nooh einmal fest: 

Sobald ein fester Bezugspunkt vorhanden ist, ist die Messung 
eines Schwingweges mit Geraten moglich, die selbst nicht schwin
gungsfahig sind. Schwingungstechnische tJberlegungen sind dann 
zunachst unnotig. Erst die Unvollkommenheiten des Gerates 
schaffen eine schwingungsfahige Anordnung und zwingen dalnit 
zur Beriicksichtigung schwingungsmechanischer Gesichtspunkte. 

Die kinetischen Untersuchungen, die wir hier beim Schwing. 
wegmesser mit Festpunkt angestellt haben, beziehen sich - wie 
gesagt - auf die Umsetzung "zweiter Stufe", die hier als einzige 
vorhanden ist. Eine solche zweite Stufe der Messung ist aber bei 
den friiher erwahnten Geraten (Kraftmesser, Bewegungsmesser 
ohne Festpunkt) ebenfalls vorhanden. Dort war zwischen der ge. 
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fiihlten GroBe und der Aufzeichnung eine vollkommene Propor
tionalitat angenommen worden. Wollte man genauer zusehen, so 
miiBten Oberlegungen, die denen dieser Ziffer entsprechen, auch 
dort hinter den Vberlegungen "erster Stufe" angeschlossen werden. 

Die Lehren der hier angestellten Untersuchung bestatigen die 
friiher (in Ziff. 11) gemachten qualitativen Aussagen, daB eine 
Vbersetzung um so getreuer arbeitct, je steifer und je tragheits
loser die Vbertragungsglieder sind; dariiber hinaus ge ben sie die 
quantitativen MaBe fUr die Abweichung vom idealen Verhalten. 

D. Rflckblick auf die Messung periodischer Einwirkungen. 
22. Zusammenstellung der Bezeichnungen und Beziehungen. 

Sowohl bei den Erorterungen iiber die Kraftmesser in Ab
schnitt IV A wie bei denen iiber die Bewegungsmesser in IV B 
und IV C hatten wir vorausgesetzt, daB die Einwirkungen (Stor
krafte p(t) oder Storbewegungen u(t)] rein periodisch verliefen, 
so daB sie in Harmonische entwickelt werden konnten. Die Er
orterungen iiber die Verzerrungen der Anzeige waren ausschlieBlich 
unter dieser Voraussetzung angestellt worden. Ehe wir nun im 
folgenden (Abschn. V) das Verhalten der Gerate unter nicht-peri
odischen Einwirkungen behandeln, werfen wir noch einmal einen 
iiberschauenden Blick zuriick auf ihr Verhalten unter periodischen 
Einwirkungen. Und zwar geben wir in dieser Ziffer eine systema
tische Zusammenstellung. Sie enthalt die Bewegungsgleichungen 
und ihre partikularen LOsungen fUr harmonische Einwirkungen 
in komplexer Form; aus diesen kann man dann sofort ablesen, 
welche der (fUr die Amplitudenverzerrung maBgebenden) Vergro
Berungsfunktionen und welche der (fUr die Phasenverzerrung 
maBgebenden) Phasenverschiebungs-Winkel bzw. -zeiten jeweils in 
Betracht kommen. In dar folgenden Ziff. 23 beschitftigen wir uns 
dann riickschauend noch einmal mit der Frage, welche Ableitung 
(Weg, Geschwindigkeit usw.) bei einer Bewegungsmessung zweck
maBigerweise gemessen wird. Danach (Ziff. 24) erortern wir noch 
kurz die Hilfsmittel, durch die ein Gerat fUr die Messung einer 
anderen Ableitung brauchbar gemacht werden kann. 

Das einfache Schema, unter dem wir jedes der besprochenen 
MeBgerate behandeln konnen, zeigen noch einmal die Abb. 22/1 a 
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A ist der Festpunkt (falls ein Bolcher vorhanden ist), B der 
"GeritefuBpunkt" (bei federgefesBelten Geraten auch "FederfuB
punkt" genannt); Beine absolute Bewegung (Storbewegung, er
regende oder anregende Bewegung) ist u(t). 0 ist der Punkt, an 
den die Masse a reduziert wurde; Beine Bewegung gegen den 
FeBtpunkt A ist q(t), Beine Bewegung gegen den FuBpunkt B ist 
r(t) = q(t) - u(t). 

Bei einem KraftmeBBer 
greift an 0 die zu meBBende 
Kraft p(t) an (oder Bie wird 

B 

a 

~u(t) dorthin reduziert). Der FuB
punkt B liegt dann fest, er 
ist mit A identisch, und eB 
ist u(t):::a 0; von dem Weg 
q(t) Boll auf die Kraft p(t) 
geBchloBBen werden. Die Dif
ferentialgleichung ist in (12. 1) 
angegeben und dort auch t 
integriert. 1 C L....J_-, 

Bei den BewegungB- prt) 

meBBern Boll auf die FuB-
rr(t) 

b 

~ A 

Punktsbewegung u(t) oder Abb.22/1. Schema eines a.) federgefe88elteu, 
b) relbunpgefeBBelten Mellger&tee. 

eine ihrer Ableitungen ge-
BchloBsen werden, und zwar bei den Geraten mit Festpunkt aus 
dem AbBolutweg q(t) oder aus der AbBolutgeBchwindigkeit q(t) der 
am Punkte 0 Bitzenden Masse a, bei den Geraten ohne FeBtpunkt 
aUB dem Relativweg r(t) oder aUB der Relativgeschwindigkeit r(t) 
deB Punktes 0 gegeniiber dem FuBpunkt B. Die Differential
gleichungen unterscheiden Bich je nachdem, ob eine absolute oder 
eine relative Da.mpfung angenommen wird. Die Tabelle 22/1 ent
hilt alle moglichen Falle (auch die Beltenen BIb). 

Aus der geordneten Differentialgleichung (bei der die Star
glieder auf der rechten Seite allein Btehen) kann man, falls man 
die GIn. (8.3) oder (20.5) beachtet, jeweils Bofori; ablesen, welche 
der komplexen GroBen t) (ffir federgefesselte Gerate) oder ~ (ffir 
reibungsgefesselte Gerate) den Zusammenhang zwischen Einwir. 
kung und Anzeige vermitteIn. Kennt man aber die maBgebenden 
GroBen t)A: oder ~A:' so kennt man auch die zugehorigen Ver
groBerungsfunktionen. PhasenverschiebungBwinkel und Phasen-
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verschiebungszeiten. In der Tabelle ist ein 
Minuszeichen mit Hille von Klammern dann 
der Einwirkung beigesellt, wenn das Ge
rat die negative Einwirkung aufzeichnet. 

Wir legen hier auch noch einmal klar, 
in welcher Weise wir die Wort hezeichnungen 
verwendet haben. Wir unterscheiden zu
nachst zwischen federgefesselten und 
rei bungsgefessel ten Geraten, je nach
dem, in welcher Weise die Masse a (Punkt 0) 
mit dem Gehause B verbunden ist. Sofern 
allerdings die federgefesselten Gerate eine 
Dampfung (Relativdampfung) aufweisen 
[vgl. etwa die Bewegungsgleichungen (17.1) 
und (17. 2)], konnen sie auch als feder- u nd 
reibungsgefesselte Gerate betrachtet wer
den. Ein reibungsgefesseltes Gerat laBt sich 
andererseits auffassen als Grenzfall eines 
feder- und reibungsgefesselten (eines feder
gefesselten mit Dampfung), bei dem die 
Federkraft sehr klein geworden ist. 

Weiterhin unterscheiden wir zwischen 
wegfiihlenden Geraten und gesch win
digkeitsfiihlenden Geraten je nachdem, 
ob die A nz eige proportional einer WeggroBe 
(Langenweg oder Winkelweg) (Abb.16/1a) 
oder aber der ersten Ableitung einer solchen 
(Abb. 16/1 b) ist. Die Bezeichnungen Weg
messer, Beschleunigungsmesser usw. 
Bollen dagegen angeben, auf welche physika
lische GroBe ausderAnzeige geschlossen wer" 
den solI. So sind z. B. unter den federgefessel
ten Bewegungsmessern (ohne Festpunkt) die 
Weg- und die Beschleunigungsmesser weg
fiihlende Gerate (vgl. Ziff. 17 und 18). Die 
federgefesselten geschwindigkeitsfiihlenden 
Gera.te (ohne Festpunkt) umfassen die hei
den Typen der Gesch windigkeitsmesser 
und der Ruckmesser (Ziff. 19). 



122 IV. Kraftmessung und Bewegungsmessung. Ziff.23. 

SchlieBlich merken wir noch einmal an, daB fiir die Anzeige z 
eines geschwindigkeitsfiihlenden Gerates 

z = Elr bzw. z.j = Eli 
geschrieben ist je na.chdem, ob sie der Relativgeschwindigkeit r 
oder der Absolutgeschwindigkeit q proportional ist. 

23. Wegmessung und Beschleunignngsmessung. In Ziff. 17 
und 18 haben wir gezeigt, und aus der Tabelle in Ziff. 22 lesen 
wir es ebenfalls ab, daB federgefesselte wegfiihlende Bewegungs
messer (ohne Festpunkt) entweder Wegmesser oder Beschleuni
gungsmesser darstellen. Um Wege zu messen, miissen die Gerate 
niedrige Eigenfrequenzen aufweisen, um Beschleunigungen zu 
messen, hohe. "Niedrig" oder "hoch" ist dabei stets zu verstehen 
ala niedrig oder hooh im Vergleich zu den kleinsten oder groBten 
Frequenzen, die in der periodischen Einwirkung vorhanden sind 
oder die darin beachtet werden miissen. 

Es ist deshalb klar, daB bei hohen Frequenzen der Einwirkung 
Wege leicht zu messen sind, bei niedrigen Frequenzen a.ber 'Be
schleunigungen, denn beide Male erhalt man "milde" Bedi:r:tgungen 
fiir die Abstimmung des MeBgerates. Sollen dagegen bei niedrigen 
Frequenzen der Einwirkung Wege gemeBBen werden, so muB das 
MeBgerat besonders niedrig a.bgestimmt sein, sollen bei hohen 
Frequenzen der Einwirkung Beschleunigungen gemessen werden, 
so muB das Gerat besonders hooh abgestimmt sein. Beide Forde
rungen sind hart und lii.Btig. 

Eine besonders niedrige Eigenfrequenz eines Wegmessers er
fordert entweder groBe Massen, wodurch daB Gerat schwer und 
groB wird und sich ala transportables Gerat nicht mehr eignet, 
oder besondere Ma.Bnahmen zur Erzielung kleiner Riickstellkrii.fte 
(Astasierung, Labilitatspendel l ). Fiir Seismometer macht man 
von beiden MaBnahmen in weiten Grenzen Gebrauch. Bei MeB
geraten fiir technische Zwecke erreicht man jedoch bald eine 
Grenze, die durch die Forderung gezogen wird, daB das Gerat 
handlich bleiben soll. 

Eine hohe Eigenfrequenz fiir einen Beschleunigungsmesser ist 
an sich nicht schwer zu verwirklichen. Mit der Hohe der Eigen
frequenz nimmt aber (vgl. Ziff. 18) der Ausschlag ab, der zur 
Anzeige ausgenutzt werden bnn. Eine hohe Eigenfrequenz des 

1 Vgl. 132. 
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Gerii.t,es bedingt somit ein sehr empfindliches WegmeBverfahren. 
Je empfindlicher das WegmeBverfahren sein muB, um so groBeren 
appa.rativen Aufwand erfordert es aber in der Regel (elektrische 
Verstarkung u. dgl.). 

Da die Frequenzen technischer Vorgange meist relativ hoch 
Hegen, pflegen Wegmessungen weniger Schwierigkeiten zu be
reiten als Beschleunigungsmessungen. Ja, man kann die Fest. 
stellung wagen, daB es - fiir viele technische Zwecke - zwar 
befriedigende WegmeBgerate giht, daB aher fiir die Messung der 
Beschleunigung ein wirklich befriedigendes Gerat noch fehlt. Der 
Grund fiir diesen Mangel ist offensichtlich; er liegt in den Schwie
rigkeiten der Sache selhst begriindet: Verzerrungsfreiheit bedingt 
hohe Eigenfrequenz, hohe Eigenfrequenz bedeutet geringe Emp
findlichkeit; die Forderungen nach Verzerrungsfreiheit und nach 
groBer Empfindlichkeit widersprechen sich. Dazu kommt: Jene 
empfindlichen Gerate, die einfach zu handhaben sind, benutzen 
physikalisch unbefriedigende Verfahren (z. B. Kohledruckgerate), 
jene dagegen, die vom physikalischen Standpunkt aus einwand
frei arbeiten (die z. B. auf dem piezoelektrischen Effekt be· 
ruhen), sind wegen der geringen Leistung, die eine elektrische 
Verstarkung notwendig macht, apparativ fiir viele Zwecke zu 
umstandlich. 

Angesichts dieser Sachlage ist es nicht verwunderlich, daB 
immer wieder der Gedanke auftaucht, an die Stelle einer Be
schleunigungsmessung eine Wegmessung (oder auch eine Ge
schwindigkeitsmessung) treten zu lassen und von da auf die Be· 
schleunigung zuriickzuschlieBen. 

An dieser Stelle soIl deshalb ein Wort dariiber gesagt werden, 
warum denn auBer der Messung von Wegen auch die Messung der 
zugehorigen Ableitungen, der Geschwindigkeit und der Be· 
schleunigung, von Bedeutung ist. Die Beschleunigung einer Be
wegung interessiert vor allem wegen ihrer Proportionalitii.t mit 
den Krii.ften und damit mit den Beanspruchungen. (Man denke 
etwa an die Beschleunigungen, die an den Bauteilen, z. B. FIiigel 
oder Ruder, eines Flugzeuges auftreten, und die wegen der ihnen 
proportionalen MassenkrMte ein MaB fiir die Beanspruchungen 
dieser Bauteile abgeben.) Aus diesem Zusammenhang leuchtet 
auch ein, daB es fiir viele Zwecke geniigt, wenn statt eines genauen 
Verlaufs der Beschleunigung mit der Zeit weI}igstens die Maximal-
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werte bekannt sind, die in einem gewissen Zeitintervall auftreten 
(Grenzbeschleunigungsmesser, Ziff. 10). 

Die Geschwindigkeit interessiert bei mechanischen Schwin
gungsvorgangen in der Regel nicht in erster Linie. Wenn sie trotz
dem bevorzugt gemessen wird, so wegen der bequemen elektri
schen MeBverfahren und handlichen Gerate. 

Aus dem friiher schon Gesagten ist klar, daB, falls die Einwir
kung rein harmonisch verlauft, es vollig gleichgwtig ist, welche 
Ableitung des Weges gemessen wird, ob die nullte (der Weg 
seIber), die erste (die Geschwindigkeit) oder die zweite (die Be
schleunigung). Bei bekannter Frequenz kann man dann stets von 
der einen GroBe auf die andere schlieBen. Man kann sich deshalb 
die zur Messung bequemsten Ableitungen aussuchen. Dieses Vor
gehen ist auch dann noch moglich, wenn die Einwirkung zwar 
nicht mehr harmonisch verlauft, aber aus nur wenigen, im 
Diagramm klar erkennbaren Harmonischen besteht. Die zu einer 
jeden Harmonischen gehorige Frequenz kennt man dann und 
kann die Umrechnung vornehmen. Das SchlieBen von einer ge
messenen Ableitung auf eine andere, gesuchte, verlangt also eine 
harmonische Analyse und nachherige Synthese. (Denn die ein
zelnen Harmonischen werden beim Differenzieren oder Integrieren 
mit verschiedenen Faktoren multipliziert.) Sobald jedoch die 
Einwirkung aus so vielen Harmonischen besteht, daB eine Analyse 
unmoglich oder zu schwierig wird oder wenn eine strenge Peri
odizitat gar nicht mehr vorhanden ist (was schon der Fall ist, wenn 
das Gemisch aus Harmonischen mit nicht kommensurablen Fre
quenzen besteht), versagt dieses Vorgehen. Und es ist besonders 
wichtig, sich klarzumachen, daB dann auch die Maximalwerte 
einer Ableitung (z. B. des Weges, nullte Ableitung) keinen Hin
weis auf die Maximalwerte einer anderen Ableitung (z. B. der Be
schleunigung, zweite Ableitung) geben. Man kann dann nicht mehr 
von einer Ableitung auf die andere schlieBen, sondern ist darauf 
angewiesen, diejenige Ableitung, deren Kenntnis gewiinscht wird, 
tatsachlich seIber zu messen. Daher riihrt z. B. der Wunsch nach 
Beschleunigungsmessem. 

24. Integrierende und differenzierende Schaltungen. Ein Weg 
aus der oben gekennzeichneten Schwierigkeit steht allerdings 
nooh zur Verfiigung. Bei jenen MeBverfahren, bei denen die gefiihlte 
Wechselbewegung, ~. B. ret) oder ret), in eine ihr proportionale 
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elektrische Spannung umgesetzt wird, kann diese Wechsel. 
spannung durch eine "integrierende" oder eine "differenzierende" 
Scha.ltung (Vierpol) in ihr Integral oder ihre Ableitung umgeformt 
werden. Dieses Vorgehen kommt vor allem in Betracht fUr die 
geschwindigkeitsfiihlenden Gerate (z. B. die nach dem elektro
dynamischen Prinzip arbeitenden), weil sie zunachst, je nach ihrer 
Eigenfrequenz, entweder die Geschwindigkeit oder den Ruck zu 
messen gestatten - beides GroBen, die bei mechanischen Schwin
gungsvorgangen nicht besonders interessieren. Man trachtet des
halb danach, die gefiihlte GroBe r in eine dem Weg r oder der 
Beschleunigung r proportionale zu verwandeln. ZweckmaBiger
weise laBt man die dazu notwendige Integration oder Differentia
tion in einer der genannten Schaltungen selbsttatig vor sich gehen. 

So wird z. B. der in Ziff. 19 erwahnte "Erschiitterungsaufneh
mer" der Firma Philips mit einer integrierenden Schaltung ge
liefert, die gestattet, an Stelle der Schwinggeschwindigkeit r wahl. 
weise auch den Schwingweg r auf dem Kathodenstrahloszillo
graphen abzulesen; da es sich um ein tief abgestimmtes Gerat 
handelt, miBt man damit also wahlweisedie Geschwindigkeit 'Ii 
oder den Weg u. 

25. Einschwingvorgange. Alie bisherigen Erorterungen iiber 
die "Treue der Anzeige" eines MeBgerates betrafen nur die eigent
liche erzwungene Bewegung des Schwingers im MeBgerat. Die 
dieser Bewegung als "Ausgleichsvorgang" (vgl. Ziff. 7) iiberlagerte 
Eigenbewegung des Schwingers haben wir bisher nicht beachtet, 
da sie (fiir D > 0 jedenfalls) nach Ablauf einer gewissen Zeit ab
geklungen ist. Jetzt wollen wir die Einschwingvorgange selbst 
einer Betrachtung unterziehen, also jenen Zeitabschnitt ins Auge 
fassen, in welchem die Eigenbewegungen des Schwingers noch 
einen merklichen EinfluB auf die Anzeige ausiiben konnen. 

Was zunachst die (relative) Dauer der Ausgleichsvorgange 
anlangt, so ist ein hoch abgestimmtes Gerat gegeniiber einem tief 
abgestimmten stets im Vorteil. Der fUr die Dampfung der Eigen-

bewegung charakteristische Faktor e- Drot geht in der Zeit 271: 
co 

bereits auf den Bruchteil e- 2nD seines Anfangswertes (Eins) zu
riick. Bei hoher Abstimmung des Gerates ist diese Zeit klein gegen
iiber den in der Einwirkung (und damit auch in der erzwungenen 

Schwingung) enthaltenen Perioden ~:. Gemessen an diesen klingt 
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also die Eigenbewegung bei hoher Abstimmung rasch, bei tie 
fer dagegen langsam abo 

Jetzt wenden wir uns einer Untersuchung fiber die Starke der 
Eigenbewegungen im Verhii.ltnis zur erzwungenen Bewegung zu. 
Allgemeine Aussagen konnen hier nicht gemacht werden. Es 
kann ebenso fUr hoch wie auch fUr niedrig abgestimmte Gerate 
Z. B. der gfinstige Fall eintreten, daB die (eigentliche) erzwun
gene Bewegung fUr sich allein den Bedingungen fUr Anfangs
lage und Anfangsgeschwindigkeit des Schwingers so gut ent
spricht, daB Ausgleichsvorgange zur Erfiillung dieser beiden Be
dingungen kaum noch notwendig sind, mit anderen Worten, daB 
die etwa noch ausgelOsten Eigenbewegungen des Schwingers schon 
von Anfang der Messung an nur sehrschwach sind. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, schlieBen wir 
die weiteten Erorterungen an eine ganz bestimmte Gerateart an, 
den ftidergefesselten, wegfiihlenden Bewegungsmesser ohne Fest
punkt (wie er in Abschn. IV B a untersucht worden war). Ein 
solches Gerat fiihlt den Relativweg r = q - u. Die Anfangs
bedingungen zur Zeit t = 0 fUr den Schwinger im MeBgerii.t kon. 
nen grundsatzlich ganz beliebig vorgegeben sein. Wir besohranken 
die Betrachtung jedoch auf den praktisch haufigen Fall, daB 

das heiBt, daB 

q(O)=u(O), 

q(O) = 0, 

r(O) = 0 } 
r (0) = -'u (0) 

(25.1) 

ist. Die erste Zelle in (25.1) sagt aus, daB die Feder des Schwin
gers anfangs unbeansprucht ist, die zweite, daB der Schwinger 
anfangs die Absolutgeschwindigkeit Null hat. 

'Ober die Art des Einsatzes der einwirkenden FuBpunkt
bewegung u(t) ist mit den Anfangsbedingungen (25.1) noch 
nichts ausgesagt. Die Bewegung u(t) kann in irgendeiner Weise 
einsetzen, mit stetig [u(O) = 0] oder unstetig [u(O) =1= 0] verlau. 
fender Geschwindigkeit. Um einen einfachen Vergleich zwischen 
der Starke der erzwungenen und der freien Bewegung zu ermog
lichen, betrachten wir den Fall, daB die FuBpunktsbewegung von 
t = 0 ab gegeben sei durch 

u(t) = U sin (.at + (X) • (25.2) 
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Der ersten Gruppe von Einsatzmoglichkeiten entspricht sie, wenn 

ex = ; , der zweiten, wenn 0 < ex < ; ist. 

Der Vereinfachung der Rechnung dient schlieBlioh noch eine 
weitere Annahme: Wir wollen voraussetzen, daB das MeBgerat 
ungedampft sei, seine Eigenbewegungen also rein harmonische 
Schwingungen mit der Frequenz w sind. Wird die Rechnung mit 
Beriicksichtjgung der Dampfung durchgefiihrt, so zeigt sich, daB 
am Anfang der Bewegung, der hier ja allein von :Bedeutung iat, 
die charakteristischen Merkmale der :Beeinflussung der Anzeige 
durch die Ausgleichsvorgange gegeniiber dem dampfungsfreien 
Falle nicht wesentlich verandert werden. 

Die Bewegungsgleichung des in Rede stehenden Sehwingers 
lautet [vgl. (17.2)] nun von t = 0 ab 

(25.3) 
mit u= -DIUsin(Dt+ex). 

Ihre vollstandige LOsung ist 

r = rp+ rll = Rp sin (Dt+ ex) + RII sin (wt+ OCII)' (25.4) 

Hierin i&t '11 
Rp= l-'1aU, 

Die Integrationskonstanten RII und OCII bestimmen sich aus den. 
Anfangsbedingungen (25.1). Die allein interessierende GroBe 
I RA I lautet danach 

1 RII.I = 1 Rp VSin20c + ~I cos2oc I. (25.5) 

In den Fallen ex = 0 und ex = 7&/2 vereinfacht sich dieser Aus
druck zu 

1 
1. 1 RII I = -I Rp 1 , 

'1 

2. I RII 1 = I Rp ,. 

Je nachdem, ob das Gerat hoch abgestimmt ist, 'YJ -< 1 (Be
sohleunigungsmesser),oder nledrig, 'YJ >-1 (Wegmesser), wird die 
Amplitude I RA I der Eigenschwingung im Falle 1 sehr viel groBer 
oder sehr viel kleiner als die Amplitude I R" I der eigentlichen 
erzwungenen Schwingung, wahrend sie im Falle 2 von der Ab
stimmung unabhiingig gleich I Rj) list. 
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Bei den gewahlten AnIangsbedingungen (25.1) erweisen sich 
also im Falle 1 (u unstetig) die Ausgleichsvorgange eines Be
schleunigungsmessers (himichtlich ihrer Starke) als besonders 
storend, die eines Wegmessers als besonders geringfligig1 . 

V. Kraftmessung und Bewegungsmessung bei 
nicbt-periodiscber Einwirkung. 

26. Allgemeine Definition der Verzerrung; Zusa.mmenhang zwi· 
schen Einwirkung und Aufzeichnung. Die Entzerrung bei einem 
Federkraftmesser. In allen vorangegangenen Erorterungen hatten 
wir die Einwirkung auf das Gerat und damit die Storglieder 
in der Differentialgleichung als rein periodisch vorausgesetzt, 
so daB sie in Harmonische entwickelt werden konnten. Ferner 
haben wir uns (abgesehen von den Bemerkungen in der Ziff. 25) 
bei der Integration der Bewegungsdifferentialgleichungen jeweils 
nur urn die von den einzelnen Harmonischen bewirkten partiku
laren Losungsanteile geklimmert. Jetzt wollen wir nach dem 
Zusammenhang zwischen Einwirkung und Aufzeichnung auch bei 
nicht-periodischer Einwirkung fragen. Dabei betrachten wir wie
der nur den partikularen Losungsanteil, also die eigentliche er
zwungene Schwingung. 

Von einem MeBgerst wiinscht man, daB seine Anzeige den 
Verlauf der zu messenden GroBe getreu oder, anders ausgedriickt, 
unverzerrt wiedergeben soli. Die Verzerrungsfreiheit kann man 
dabei auf zweierlei Art definieren. Bezeichnet z(t) die Anzeige, 
x(t) die zu messende GroBe (p, u, 'Ii, ii, ... ), so fordert die strenge 
Definition fUr Verzerrungsfreiheit, daB 

z(t) = 0 x(t) 

sei. Eine erweiterte Definition laBt zu, daB 

z(t) = OV x(t+to) 

(26.1a) 

(26.1 b) 

ist. Von dieser erweiterten Definition haben wir friiher (bei den 
Untersuchungen liber Amplitudenverzerrung und Phasenverzer-

1 Aus dem Schrifttum wird auf folgende Arbeiten verwiesen: Koch, 
H. W., u. W. Zeller: Z. Geophys. Bd. 12 (1936) S. 220; Vel'kehrstechnik 
Bd. 13 (1932) S. 290; Z. techno Phys. Bd. 14 (1933) S. 162; Z.lnstrumenten
kde. Bd. 53 (1933) S. 64; ferner E. Meyer u. W. Blihm: Elektr. Nachr.
Techn. Bd. 12 (1935) S. 404. 
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rung) schon Gebrauch gemacht. Fiir die hier anschlieBenden Er
orterungen beschranken wir uns dagegen auf die strenge Fassung 
(26. la). 

Man kann den Zusammenhang zwischen Einwirkung und Auf
zeichnung von zwei Seiten her betrachten: Man kann entweder 
fragen, welche Aufzeichnung z(t)[ -- q(t), r(t) oder r(t)] entsteht bei 
einer gegebenen Einwirkung [Kraft p(t), Weg u(t), Beschleunigung 
u(t) usw.] oder aber, was sagt die Aufzeichnung eines Gerates iiber 
den Verlauf der EinWirkung aus. In der SchwingungsmeBtechnik 
spielt die zweite Frage in der Regel die groBere Rolle. Bei allen 
bisherigen Untersuchungen haben wir aber stets die umgekehrte, 
d. h. die erste, Frage gestellt und die Rechnung in diesem Sinne 
angelegt. Trotzdem schlossen WIT im Ergebnis wieder von der 
Aufzeichnung auf die Einwirkung. Bei den nun zur Untersuchung 
stehenden unperiodischen Einwirkungen laBt sich die Richtung 
der Betrachtung nicht mehr so leicht umkehren. Wir stellen hier 
deshalb sogleich die eigentlich zu beantwortende zweite Frage. 

Von welcher Seite man das genannte Problem auch immer be
trachtet, stets findet man die Antwort aus jener Gleichung, die 
alle Aussagen iiber das Verhalten des untersuchten mechanischen 
Systems, hier also des SchwingungsmeBgerates, in sich schlieBt: 
aus der Bewegungsglelchung. Die Bewegungsgleichungen ha
ben wir fiir eine groBe Zahl von Fallen in den friiheren Ziffern 
aufgestellt und in der Tabelle in Zif£' 22 zusammengestellt. 

1m folgenden beschranken wir die Betrachtung der einfacheren 
Ausdrucksweise wegen auf den Federkraftmesser; die "Obertragung 
auf andere Gerate liegt dann nahe, sie wird zudem in Ziff. 27 
auch explizit vorgenommen. 

Die Bewegungsgleichung lautet in diesem Falle 

aq+btj+cq=p(t). (26.2) 

Die gefiihlte (der Anzeige z proportionale) GroBe ist hier der 
(Absolut-)Ausschlag q. Die zu messende GroBe (x) ist die (Stor-) 
Kraft p. 

Der Unterschied, der in den beiden genannten Fragestellungen 
liegt, fiihrt nun auch zu einem Unterschied in der Rolle, die die 
in der Bewegungsgleichung auftretenden Funktionen p und q spie
len. Fragen wir, wie wir dies in den friiheren Fallen stets getan 
haben, nach der Aufzeichnung z = ~oq, die als Folge einer Stor-

Klotter. Schwingungsmessung. 9 
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kraft p(t) zustande kommt, so stellt die Gl. (26.2) eine Diffe
rentialgleichung ffir die Aufzeichnung q(t) mit bekannter Stor
funktion (Kraft) p(t) dar. Eine Differentialgleichung yom Typ 
(26.2) ist allgemein loabar (d. h. auf Quadraturen zuruckfiihrbar), 
welchen Verlauf die Storfunktion p(t) auch immer haben mag. 
Die Bewegungsgleichung (26.2) antwortet aber auch auf die um
gekehrte Frage. Sie stellt dann allerdings nicht mehr eine Dif
ferentialgleichung ffir q(t) bei bekanntem p(t) dar, sondern 
eine endliche, und zwar !ineare, Gleichung ffir die unbe
kannte Funktion p(t). Diese unbekannte Funktion entsteht als 
Summe von Ableitungen der bekannten Funktion q(t). 

Wie die Bewegungsgleichung (26. 2) zeigt, ist die Einwirkung 
p(t) proportional einer Summe von drei Gliedern. Von diesen 
zeichnet das Gerat jeweils nur ein Glied, namlich q auf; die ubrigen 
fehlen. Die Anzeige gibt deshalb die zu messende GroBe stets mehr 
oder weniger verzerrt wieder; je bedeutungsvoller die fehlenden 
Glieder in der Gleichung sind, d. h. je niedriger die Eigenfrequenz 

(J) = ~ des Gerates ist, um so stii,rker ist die Verzerrung. Um 

einen der EinWirkung p(t) proportionalen Ausdruck zu er
halten, muB man zu dem der Anzeige proportionalen Gliede cq 
noch die Glieder aq und bq hinzufugen. Diese Hinzufiigung be
deutet die Entzerrung. Eine solche Entzerrung laBt sich also grund
satzlich durchfiihren, wie immer auch der Verlauf von p(t) sein 
mag, ob periodisch oder nicht. 

FUr periodische Einwirkungen steht uns neben diesem allge
meinen noch ein zweiter Weg zur Entzerrung offen. Ffir solche 
periodischen Einwirkungen hatten wir (in Ziff. 13 und 14) die Be
griffe der Amplitudenverzerrung und der Phasenverzerrung einge
fiihrt. Diese Begriffe deuten auch schon den Weg ffir die Entzer
rung an. Das iIilismittel besteht darin, daB man den Schrieb in 
seine Harmonischen zerlegt und diese dann entsprechend den 
Werten der VergroBerungsfunktion in Riohtung der Ordinatenachse 
dehnt (oder verkiirzt) und entsprechend der Phasenverschiebungs
zeit in Richtung der Abszissenachse verschiebt und schlieBlich die 
so berichtigten harmonischen Anteile wieder zusammensetzt. 

27. DaB Verfahren der Entzerrung. IX) Federgefesselte, 
wegfiihlende Gerate mit "hoher" Eigenfrequenz. Wir 
wollen nun den in Ziff. 26 beschriebenen' Glldankengang weiter 
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verfolgen. Dabei fiihren wir die ErOrterungen an den federgefessel. 
ten, wegfiihlenden Geraten mit "hoher" Eigenfrequenz dureh; 
dazu zahlen 1. Kraftmesser, 2. Wegmesser mit Festpunkt (und 
absoluter Dampfung) und 3. Beschleunigungsmesser ohne Fest. 
punkt (und relativer Dampfung). Die Bewegungsgleichung nimmt 
in allen drei Fallen die Form 

ay+biJ+cy=k(t) (27.1) 

an, wobei y den gefiihlten Ausschlag, also q oder r, vertritt. Um 
die das Gerat kennzeichnenden GroBen w und D in Evidenz zu 
setzen, kann man die G1. (27. I) mit Hille der schon oft benutzten 
Beziehungen 

auf die Form 

bringen. 

b 
D=-

2JaC 

I .. 2D. Ik/) - Y + - y + y = - ,t 
001 00 C 

(27.la) 

Die Storfunktion k(t) lautet in den drei betrachteten Fallen 
der Reihe nach (wie man der Tabelle von Ziff. 22 entnimmt) 

p(t), cu(t) und -au(t), (27.2) 

so daB auf der rechten Seite von G1. (2J.la) der Reihe nach ein. 
tritt: 

1 . 
cp(t), u(t), -\u(t). 

00 
(27.2a) 

Wir wollen G1. (27. la) nun aber nicht mehr als Differential· 
gleichung fUr die links stehende Funktion y(t) auffassen, sondern 
wollen diese (nebst ihren Ableitungen) ale gegeben voraussetzen 
und dann aus (27. la) die Funktion k(t) zu bestimmen suchen 
(vgl. Ziff. 26). FUr die Storiunktion k selbst stellt (27. la) keine 
Differentialgleichung, sondern eine endlich~, und zwar lineare, 
Gleichung dar. ... 

Falls w sehr groB ist (so daB :2 -< y und ! < y ist), folgt 
aus (27.la) einfach 

1 
y=-k(t), (27.3) 

C 

d. h. das Gerii.t zeichnet eine dem Verlauf der Einwirkung k(t) 
proportionale Kurve yauf. 

9* 
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Aber aueh dann, wenn die Eigenfrequenz nieht so hoeh liegt, 
daB die aufgezeiehnete Kurve y selbst schon den Verlauf von k.(t) 
unverzerrt wiedergibt, liefert Gl. (27.1a) eine Anweisung, wie aua 
der Aufzeiehnung y(t) die Einwirkung k(t) gefunden wird. Man 
differenziert die registrierte Kurve y(t) einmal und ein zweites 

Mal; die erste Ableitung multipliziert man mit 20, die zweite mit 
w 

~; sehlieBlieh addiert man aile drei Kurven. Die Summenkurve 
w 1 
gibt -k(t). 

G 

Wenn die Aufzeiehnung erlaubt, eine graphisehe Differentiation 
geniigend genau auszufiihren, und wenn man dabei die MaBstabe 
und Polweiten geeignet wahlt, so ist die Arbeit ziemlieh einfaeh: 
Wahlt man fiir die erste Differentiation die Polweite H gleieh 

1 
H=

wm, 
(27.4) 

(wo me den MaBstab der Zeitaehse bedeutet, angegeben z. B. in 

sec/em), so erhalt man als abgeleitete Kurve sogleieh fI, die 
w 

die Dimension von y hat und die im gleiehen MaBstab mll er· 
seheint, der fiir y seIber galt. Dureh noehmalige Ausfiihrung der 
graphisehen Differentiation mit demselben Pol erhalt man die 

Kurve iI~, wieder im MaBstab mil' Multipliziert man noeh die w . 
Ordinaten der ersten Ableitung JL mit dem bekannten Wert 2 D 

w 20' .. 
und addiert die drei Kurven y, --Y und Y2 , so findet man w w 

den der Einwirkung proportionalen Wert .!. k (t) . 
G 

Die angegebenen Beziehungen zwischen MaBstaben und Polweiten 
wollen wir noch naher begriinden. Bei jeder Auftragung in Diagrammform 
muB man unterseheiden zwischen 

1. der aufzutragenden GroBe x, Y, ••. , 
2. der Auftragungsgro.6e X, Y, .•. , 
3. dem Ma.6stab mOl' m • •••• 

Die aufzutragende physikalische GroBe x, y hat die ihr zukommende 
Dimension, die AuftragungsgroBe X, Y ist eine Strecke, die gewohnlich in 
em gemessen wird, der Ma.6stab mil' m. ist mit ihnen verbunden nach der 
Gleichung 

x=Xm", y= Ym., (27.5) 

Er hat demgema.6 als Dimension den Quotienten aua der physikalisehen 
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Dimension der betreffenden GroJle und einer Lange; danach richten sich 
auch die Einheiten. 

Wird z. B. eine Lange nicht.in natiirlicher GroJle, sondern im Verhaltnis 

10 : 1 aufgetragen, so wird der MaJlstab mz = 101 cm , fiir die Auftragung 
cm 

. Z . 'b' h . M Jl b 1 sec emer elt ergl t SIC etwa em a sta m, = 1 cm . 

Fiir die graphische Differentiation folgt aus der Abb.27./1 die Be
ziehung 

dY 
Z:H= dX' (27. 6) 

dy 
wenn z die Ableitung z = d x 
bezeichnet. 

Mit den aus (27..5) folgenden 
Beziehungen 

dy=m.dY, dx=mzdX, 

y 

z = m. Z Abb. 27/1. Zur graphischen Differentiation. 

kommt aus (27..6), wenn z = :: beriicksichtigt wird, 

1 m" m---.- H mz' (27.7) 

SolI nun, wie oben, statt der Kurve :: die Kurve ! (::) aufgezeichnet 

werden, so benotigt man den MaJlstab 

11m" m----.- w H mz ' (27.7a) 

Damit dieser MaJlstab m. gleich dem MaJlstab m" der urspriinglichen Kurve 
wird, mull zwischen H, mz und w die Beziehung 

wHmz = 1 (27.7b) 
bestehen, die zu Gl. (27..4) fiihrt. 

Die beiden Abb. 27j2a und b zeigen die Durchfiihrung einer 
solchen Entzerrung am Beispiel zweier Gerate. Das erste hat 
eine Eigenfrequenz von w = 4/sec, das zweite eine solche von 
w = ljsec; beide weisen ein DampfungsmaB D = 0,7 auf. Der 

MaBstab der Zeitachse ist mt = 014sec • Die Ableitungen sind , cm 
graphisch gebildet unter Beachtung des oben iiber die MaBstabe 
Gesagten. Man erkennt, daB die entzerrenden Zusatzglieder im 
ersten Fall von geringer Bedeutung, im zweiten Fall dagegen 
schon bedeutsamer sind. 1m ersten Fall stimmt die Aufzeich-
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nung (1) noch fast mit der Einwirkung (5) iiberein, wahrend im 
zweiten Fall die Aufzeichnung 8ich 8chon betrachtlich von der 
Kurve der Einwirkung unter8cheidet. 

6 

16se,; 
t~ 

Abb. 27/2. Aufzeicbnung (1) eines Schwlngungsmessers mit hoher Eigenfrequenz 
bel nieht-periodlseher Einwlrkung (5)_ 

Dabei bedeuten: 

die Kurven 

(1) (Aufzeiebnung) 
(2) 
(3) 
(4) 

(5) (Einwlrkung) 

1m Beispiel 

filr den 
Kraftmesser 

g 
!if", 

2 Dqfo> 
"il",· 
1 
7 P 

fflr den 
Bewegungsmesser 

mit Festpunkt 

g 
!i/", 

2 0 giro 
"if",-

a) ist w = 4/sec, H = 0,1 em, 
b) ist '" = 1/sec, H = 0,4 em. 

fi1J; den 
Bewegungsmesser 
ohne Festpunkt 

r 
rio> 

20 rio> 
r/o>l 

1 .. 
--u 

wi 

(J) Federgefe88elte, wegfiihlende Gerate mit "nied
riger" Eigenfrequenz. Unter den Geraten, die eine niedrige 
Eigenfrequenz OJ aufweisen, ist der Fall des Wegmes8ers ohne Fe8t
punkt der wichtigste. Die Bewegungsgleichung hat, wie im oben 
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erijrterten Fall 3, die folgende Form: 

r + 2 D 00 ;. + 001 r = - u . (27.8) 

1m Gegensatz zu jenem Fall soll hier jedoch nicht die rechts 
stehende Storfunktion - u(t) selbst gemessen werden, sondern 
ihr zweites Integral, der Weg - '1.£. Fiir die gesuchte Funktion u(t) 
stellt (27.8) nun eine (besonders einfache) Differentialgleichung 
dar. Nach zweimaliger Integration kommt ala ein partikulares 
Integral 

001 f f r dt dt + 2 D 00 f r dt + r = - u. (27.9) 

Weist das Getat eine sehr niedrige Eigenfrequenz 00 auf, so gibt 
die Anzeige r selbst schon den Weg - '1.£ unverzerrl wieder. Sind 
die Bedingungen fiir unverzerrle Anzeige nicht erfiillt, so muB 
man die beiden Zusatzglieder, die hier in Form von Integralen 
auftreten, zur Aufzeichnung hinzufiigen. 

Wahlt man fiir eine graphische Integration auch hier die 
Polweite zu 

1 1 
H=-

co m,' 
(27.10) 

t 

so gibt der erste Integrationsschritt die Kurve 00 f r dt , der zweite 
t t 0 

die Kurve Wll f f r dt dt. Die einmal integrierte Kurve wird noch 
00 

mit 2 D multipliziert, sodann werden alle drei Kurven addiert. 
Die Summe stellt dann den einwirkenden Weg dar. 

Die Abb. 27/3a und b zeigen wieder zwei Beispiele. 1m 
ersten hat das Gerat eine Eigenfrequenz 00 = ill/sec, im zweiten 
00 = l!sec; beide Gerate haben das DampfungsmaB D = 0,7. 
Auch hier sieht man, daB die KQrrekturglieder oder Entzerrungs
glieder um so bedeutsamer sind, je mehr di~ Eigenfrequenz von 
dem Extremwert, der fiir unverzerrle Anzeige gilt, entfernt liegt: 
Die Anzeige des Gerates mit der kleineren Eigenfrequenz erfordert 
nur geringe Korrekturen, die des Gerates mit der groBeren Eigen
frequenz schon erheblichere. Wiirde die Eigenfrequenz noch h<>her 
liegen, so erhielte man Aufzeichnungen, die mit der Einwirkung, 
die gemessen werden solI, iiberhaupt keine Ahnlichkeit mehr 
haben. 

Die Richtigkeit der obigen Behauptung beziiglich der MaJ3stii.be folgt 
sofort aus Gl. (27.7), die den Zusammenhang zwischen den MaBstii.ben 
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der abgeleiteten Kurve z, der urspriinglichen Kurve y und der unabhiingig 
Veriinderlichen x angibt. Nach mv aufgelost, kommt 

mv= Hm"m •• 
8 

12 

Abb. 27/3. Auizelehnung (1) eines Bewegun~messers ohne Festpunkt mit n1edrlger 
Eigenfrequenz bel nleht-periodiseher Einwirkung (5). 

Dabel bedeuten: --~d':"ie~K"'u-rv-e-n--""'":'--d:":'ie~F:-u-n:-kt:":'i-on-en--

1m Beispiel 

(1) (Aufzeiehnung) 

(2) 

(3) 

(4) 
(5) (Einwirkung) 

r 

wf rdt 
2DwSrdt 

w2 JJrdtdt 
-u(t) 

a) ist fA = -h/see, H><=12,8 em, 
b) 1st w = tlsec, H = 3,2 em. 
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Der MaJlstab einer Kurve Yl = 0) Y ist dann 

mr1 = 0) H m. m •• 

SolI er gleich m sein, so mu13 [wie in (27. 7b)] gelten 

O)Hm.= 1, 
woraus die Behauptung (27.10) folgt. 
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y) Die iibrigen Geratearten. Den bisherigen Erorterungen 
legten wir federgefesselte, wegfiihlende Gerate zugrunde. Wie die 
Ergebnisse auf andere Geratearten zu iibertragen sind, laBt sich 
nun leicht iiberblicken. Handelt es sich um einen federgefesselten, 
aber geschwindigkeitsfiihlenden Bewegungsmesser ohne Festpunkt, 
so nimmt die Bewegungsgleichung (27.8) mit 

die Form 

an. 

z = elr 
1 .. +20.+ ;1'" -z -z z=--u 

0)2 0) 0)2 
(27.11) 

Den oben angestellten analoge Grenzbetrachtungen liefern 
jetzt das Ergebnis, daB ein Bewegungsmesser ohne Festpunkt, 
wenn er hoch abgestimmt ist, den negativen Ruck - u (t), wenn 
er niedrig abgestimmt ist, die negative Geschwindigkeit - it (t) 
miBt. 

Weist das Gerat jedoch statt einer Federfesselung eine Rei. 
bungsfesselung auf, so lautet die Bewegungsgleichung 

ar+br=---au. (27.12) 

Jetzt stehen nur zwei Glieder auf der linken Seite. Eine Ent· 
zerrung bedeutet hier die Hinzufiigung nur eines weiteren Gliedes, 
das durch Bildung der Ableitung oder durch Integration aus der 
Aufzeichnung hervorgeht. 

Fiir wegfiihlende Gerate kommt aus (27.12) mit 2<5 = ! 
1.. - 1 .. 

215 r+ r= -2d u , (27. 12a) 

fiir geschwindigkeitsfiihlende mit z = ~l r 
1 . ~1 •• 

2d z + z =-2d u . (27. 12b) 

Untersuchen wir, was ein Bewegungsmesser ohne Festpunkt 
nun anzeigt, so finden wir, daB ber sehr niedriger "Abstimmung" 
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(:~ >- r) und Wegfiihlung eine dem negativen Weg -u, bei Ge

schwindigkeitsfiihlung eine der negativen Geschwindigkeit - u 
proportionale Anzeige erfolgt; bei sahr hoher "Abstimmung" 

(2rd -< ;.) kommt eine der negativen Geschwindigkeit - 'Ii oder 

der negativen Beschleunigung - ii proportionale Anzeige zustande. 
15) Allgemeine Ergebnisse. Alles, was wir tiber den Ein

fluB der "Abstimmung" auf die Treue der Anzeige eines MeB
gerates fiir die periodischen Einwirkungen auf anderem Wege 
erfahren hatten, erweist sich, wie die Untersuchungen dieser 
Ziffer zeigen, auch fiir nicht-periodische Einwirkungen alB 
richtig. Fiir BewegungsmeBBer ohne Festpunkt gibt Tabelle 27/1 
zusammenfaBSend dartiber Auskunft, welcher Ableitung der FuB
pUnktBbewegung u(t) die Anzeige eines sehr hoch oder sehr niedrig 
abgestimmten Gerates jeweils proportional ist. 

Ta belle 27/1. 

federgefesselt reibnngsgefesselt 

wegfiihlend I geschwindig- wegfiihlend I 
geschwindig-

keitsfiihlend keitsfiihlend 

hoch ab- Beschlenni- Ruck Geschwindig- Beschleunigung gestimmt gung keit 

niedrig ab- Weg Geschwindig- Weg Geschwindig-
gestimmt keit keit 

Dabei ist jedoch zu beachten, daB wegen des negativen Zeichens 
auf der reCihten Seite der Differentialgleichung (27.8) jeweils 
eine der neg a t i ven FuBpunktBbewegung proportionale GroBe auf
gezeichnet wird. 

28. Sto8messung mit einem Bewegungsmesser. Die MeBSung 
kurzzeitig einwirkender Krii.fte und Beschleunigungen gehort zu 
den schwierigeren Aufgaben der SchwingungsmeBtechnik. Kraft
messer und BeschleunigungsmeBSer sind hoch abgestimmte Gera.te; 
je kiirzer die Dauer einer Einwirkung ist, um so hoher muB die 
Eigenfrequenz des MeBgerateB liegen. Hohe Eigenfrequenz be
deutet aber geringe Empfindlichkeit. Wir haben die Schwierig
keiten, denen man in diesem Fall begegnet, schon erortert. A~Ber
dem konnen bei sehr kurzer Dauer der Einwirkung die im Schrieb 
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mit enthaltenen freien Bewegungen des Schwingers im MeBgerat 
gegeniiber der eigentlich erzwungenen Bewegung oft nicht mehr 
verna.chlassigt werden, da sie nicht schnell genug abklingen. 

Handelt es sich jedoch um den Extremfall einer kurzzeitigen 
Kraftwirkung, um einen StoB, so wird die Me.Baufgabe wieder 
einfach, da.man sich dann um die Einzelheiten des zeitlichen Ab
laufs nicht mehr zu kiimmern braucht. Wahrend bisher alle 
Schliisse iiber die Einwirkung aus der eigentlich erzwungenen 
Bewegung gezogen wurden, sind es nun gerade die (durch den Sto.B 
ausgeloaten) freien Bewegungen des Schwingers im Me.Bgerat, 
aus denen auf die Einwirkung geschlossen wird. 

Ein Sto.B· mi.Bt das Zeitintegral 

S = f K dt (28.1) 

des Kraftverlaufs. Nach bekannten Satzen der Mechanik bewfrkt 
ein Sto.B eine Impulsanderung des gestoBenen Korpers von 
gleichem Betrag 

(28.2) 

Bei bekannter Masse m des Korpers, auf den ein StoB wirkt, gibt 
der Geschwindigkeitssprung "2 - VI = Vo ein Ma.B ffir den Sto.B 
abo Diese Gtlschwindigkeitsdifferenz kann nun aber mit einem 
SchwingungsmeBgerat, und zwar einem federgefesselten Bewe
gungsmesser ohne Festpunkt bestimmt werden, wenn der ge
stoBene Korper, auf dem das Me.Bgerat befestigt ist, vor dem StoB 
in gleichformiger Bewegung mit der Gtlschwindigkeit VI begriffen 
ist, wahrend der Schwinger im Me.Bgerat relativ zu dem Korper 
in Ruhe ist (also ebenfalls die Absolutgeschwindigkeit "1 hat). 
Durch den Gtlschwindigkeitssprung des gestoBenen Korpers 
werden namlich freie (Relativ-)Bewegungen des Schwingers im 
Gtlrat ausgeloat. Aus ihnen la.Bt sich auf die Gro.Be des Gtlschwin
digkeitssprunges und damit auf die Starke des StoBes schlieBen. 
Wir fiihren die Betrachtung zunachst unter der Voraussetzung 
durch, da.B- der StoB abgelaufen ist, ehe der Schwinger sich (rela
tiv zum gestoBenen Korper) merklich in Bewegung gesetzt hatj 
und daB auch nach dem Sto.B der gesto.Bene Korper wieder eine 
konstante Gtlschwindigkeit (jetzt VII) hat. 

Die a.llgemeine Form der Bewegungsgleichung eines (feder
gefesselten) Bewegungsmessers ohne Festpunkt [Gl. (17.2)] ver-
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liert im. vorliegenden Fall ihr Storglied und lautet 

ar+b,; +cr=O. 

Ziff.28. 

(28.3) 

Die Anfangsbedingungen fiir die durch den StoB hervorgerufene 
freie (Relativ-)Bewegung r = q - u des Schwingers sind: 

reO) = 0, reO) = -VO' 

Die erste sagt aus, daB die Feder anfangs unbeansprucht war; die 
zweite ergibt sich daraus, daB die Geschwindigkeit V2, die der ge
stoBene Korper nach dem StoB hat, Anfangsgeschwindigkeitu (0) 
der (Absolut- )Bewegung u (t) des FederfuBpunktes B ist (Abb. 16/1), 
wahrend die an den Federendpunkt C reduzierte Masse a des 
Schwingers die (absolute) Anfangsgeschwindigkeit q(O) = VI hat. 

Handelt es slch urn ein geschwindigkeitsfiihlendes Geri=j,t, so 
beginnt es seine Aufzeichnung mit einem Ausschlag z, der pro
portional Vo ist, so daB der Anfangsausschlag selbst ein MaB fiir 
den StoB ist. Handelt es sich dagegen urn ein wegfiihlendes Gerat,: 
so ist die Steigung der Ausschlaglinie zu Anfang der Rela
tivbewegung ein MaB fiir die Geschwindigkeit VO' Diese Steigung 
laBt sich im Diagramm jedoch nicht leicht auswerten. Man zieht 
vor, aus Ausschlagen, insbesondere aus Maximalausschlagen, 
Schliisse zu ziehen, da die Maximalausschlage genauer erfaBt 
werden konnen. 

Die Frage, die sich hier steilt, lautet also: Wie kann man aus 
dem ersten Maximalausschlag r 1 = I r (t1) I der freien Bewegung 
eines (gedampften) wegfiihlenden Bewegungsmessers auf die er
teilte Anfangsgeschwindigkeit reO) = -Vo schlieBen1 1 

Ware das Gerat ungedampft, so ergabe sich die Antwort ein
fach zu 

r1 = ill oder Iv I r OJ o = 1 • 
W 

(28.4) 

Ist jedoch Dampfung vorhanden, so kommt noch ein yom Damp
fungsmaB D abhiingiger Korrekturfaktor j (D) hinzu: 

Ivol=r1 0Jj(D). (28.4a) 

Urn die Ermittlung dieses Faktors j{D) wollen wir uns jetzt be
miihen. Wir setzen fiirs erste voraus, die Dampfung des Gerates 

1 VgI. auch E. Mettler und K. Triebnig: Mitt. Gutehoffn.-Hiitte
Konzern Bd. 7 (1939) S.231. 
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sei so beschaffen, daB D < 1 ist. Dann ist die (Relativ-)Bewegung 
r(t) des aus der Anfangslage r(O) = 0 mit der Geschwindigkeit 
r(O) = - Vo angestoBenen Schwingers gegeben durch 

(28.5) 

wobei 
(28.5a) 

ist. Der Maximalausschlag r1 tritt zu jener Zeit tl ein, fiir die r(t) 
zum erstenmal verschwindet. Diese Bedingung liefert 

cos V tl = 0 und sin v tl = il - 0 2 • 

Durch Einsetzen in (28.5) erhiilt man 

oder 

-D I v I -=arccos D 
r 1 = _O_e Y1 - D2 

co 

Der gesuchte Korrekturfaktor lautet also 

D arccos D 
f (D) = e Yl-D" 

In dieser Form gilt er fiir 0 < 0 < l. 

(28.6) 

(28.7a) 

(28.7b) 

(28.8) 

Aber auch wenn 0 > 1 ist, kann man auf die beschriebene 
Weise messen. Der Schwinger macht dann eine Kriechbewegung 
mit einer Umkehr1lllg der Bewegung. Aus dem Betrag r1 des Um
kehrausschlags r(tl) kann wieder auf die Anfangsgeschwindigkeit 
;. (0) = -vo geschlossen werden. Die Rechnung verliiuft ganz analog: 

(28.5') 

mit 
(28.5a') 

Die Umkehrzeit wird 

(28.6') 

der Umkehrausschlag 

v -'!WtiOf D 
r(t1) = - C: e f' ; (28.7a') 
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damit wird 
D IIlriol D 

f(0) = el'D"-l (28.8') 

Der Fall 0 = 1 geht durch Grenzubergang aus beiden betrachteten 
Fa.llen hervor ~ es ist f( 1) = e. 

Zeichnet man sich den Verlauf des Korrekturfaktofs f(0) auf, 
so sieht man, daB die Funktion fast linear ist. Ihre Steigung ist 

f(O) = ; = 1,57.; f(~Y2) = 1,77; 

2 
«1) = ae = 1,81; f(oo) = 2. 

FUr aIle praktischen Zwecke geniigt es, die Funktion durch die 
Gerade zu ersetzen, diedurch die Punkte 1 (fUr 0 = 0) und e 
(fUr 0 = 1) geht, die also die Gleichung besitzt: 

/(0) = 1 + (e -1) 0 = 1 + 1,720. (28.9) 

(Abb. 28/1). Die Gerade /(0) ersetzt die Kurve /(0) bis zum 
Werte 0 = 1,25 mit einem Fehler.von weniger als 3%. 

Damit haben wir aIle Hilfsmittel 
in der Hand, um aus dem eraten Ma
ximalwert des Schriebes eines weg-

frO) fiihlenden Gerates auf die Anfangs-
e=Z,718 geschwindigkeit zu schlieBen, gleich-

giiltig, wie groB die Eigenfrequenz w 
und die Dampfung 0 ist. Die Me88ung 

o 1 0- wird jedoch um so genauer, je kleiner 
Abb. 28/1. Verla.ufdesFa.lttors/(D). 0 ist, wahrend die Eigenfrequenz, d. h. 

die :Frage, ob man einen "Wegmesser" 
oder "Beschleunigu~gsme88er" verwenden solI, sich, wie GI. (28.480) 
zeigt, zweckmaBig nach der GroBe vonvo richtet. 

Die obigen "Oberlegungen sind denen analog, die bei einem 
ballistischen Pendel angestellt ~rden, wo ebenfalls aU8 einem 
Maximalaul!Ischlag auf eine Anfangsgeschwindigkeit als MaB fur 
einen StoB geschlossen werden soli. 

In den bisherigen Rechnungen hatten wir die StoBdauer zu 
Null angenommen. Vorbedingung fUr die Zulassigkeit der ange
stellten Betrachtungen ist also, wir betonen das noch einmal, 
daB die StoBzeit sehr klein ist gegenuber der (Eigen-)Schwingungs
dauer des Gerates, oder anders ausgedruckt: Der StoB muB vorbei 
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sein, ehe sich der Schwinger im MeBgerat merklich in Bewegung 
gesetzt ha.t. 

Wir wollen nqn aber noch iiberlegen, wie die Ergebnisse ab
gea.ndert werden, welln wir die Endlichkeit der StoBzeit beriick
sichtigen. Der EinfMbheit halber wollen wir dabei ein unge
dii.mpftes MeBgerii.t voraussetzen. Die Annahme, daB vor Beginn 
und na.ch Aufhoren des StoBvorganges die Geschwindigkeit 'Ii 
der einwirkenden Bewegung konstant sei, wollen wir beibehalten. 
Die StoBzeit sei P" Der StoB beginne bei t = o. 

"Ober die Art, wie, die Geschwindigkeit 'Ii wahrend des StoB
vorganges von dem Wert til in den Wert 'vII iibergeht, miissen wir 
nun irgendwelche Vora.ussetzungen machen. Wir fiihren die Rech
nung unter zwei AImahmen durch; im Intervall 0 ~ t < P, sei 
die Geschwindigkeit 

I) [Abb. 28/2 Kurve' (1)], 

n) • VI + VI -t VI - VI t - T, 
U=-- ---cos~--2 2 T, 

[Kurve (0) in Abb. 28/2 zeigt den 
schon erledigten Fa,ll des "harten" 
StoBes). 

FUr den Fall I) zdgen wir den Ver
lam der Rechnung im einzelnen. 

Da 'Ii als stetige Funktion von t 
vorausgesetzt ist, sind die Anfangs
bedingungen fiir die im Zeitpunkt 
t = 0 emsetzende Helativbewegung 

r(O) = 0, ;'(0) = o. (28.10) 

[Abb. 28/2 Kurve (11)). 

i---- ,Ts - ---i 

Fiir t > 0 bIB' zum Zel'tpunkt t = T. Abb. 28/2. Verlan! der Gesehwindig
• kelt Ii wibrend der StoBzeit P,. 

gilt die Differentialgleichung 

r+ collr =-u 
Ihr partikulares Integral iet 

mit (28.11) 

1 VI - VI r fI (t) = const = Rfl mit Rfl = - s . -T-- (28. 12) 
(J) , 

Fiir das vollstii.ndige Integral, r = r fI + ria, erhalten wir daher 
unter Bea.chtung del' Anfangsbedingungen (28. 10) : 

r (t) , = Rf) (1 - cos co t) • (28. 13) 

t 
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Vom Zeitpunkt t = T. ab geht diese Funktion (da von je~t an 
ii = 0 ist) tiber in 

r (t) = RII cos (w t + (XII) . (28.14) 

Wegen des stetigen Verlaufes von u und it erfolgt der Dbergang 
sowohl fUr r selbst als auch ffir r stetig, d. h., die Integrations
konstanten RII und (XII bestimmen sich aus den beiden Gleichungen 

RII cos (w T. + (XII) = R1J (I - cosw T.) , 

RlIsin(wTs + (XII) = -R1JsinwTs • 
} (28.15) 

Uns interessiert hier nur die Amplitude, RII , die ja bei fehlender 
Dampfung gleich dem Maximalausschlag r l der freien Relativ
bewegung (nach dem StoB) ist, aus welchem wir die Geschwindig
keitsdifferenz I Vo I = I v 2 - VI I bestimmen wollen. Wir erhalten 
schlieBlich ffir diese: 

I vol = w RII cp[ mit 
w T./2 

cp[ = sin w T./2 • (28.16) 

1m Fall II) verlauft die Rechnung ganz analog. Man findet dort: 

I 11 - {w T./n)21 
Vo I = W RII CPII mit CPII = cosw T./2 • (28. 11) 

Die neuerlichen Korrekturfaktoren cp[ und CPII verlaufen ffir kleine 
Argumente w T. bzw. T.fT (StoflzeitJEigenschwingdauer des Ge-

Abb. 28/3. Verlauf der Korrekturfaktoren 'P. 

rates) flach in der Nahe des Wertes Eins. Sie konnen durch die 
Entwicklungen 

n l (T)2 cp[ ~ 1 +"6 T' (28.18a) 

und 

(28.18b) 
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ersetzt werden. Den Verlauf zeigt Abb.28/3. Man erkenn't z. B., 
daB auch dann, wenn die StoBdauer 1/10 der Eigenschwingdauer 
des MeBgerates betragt, der Fehler in der vereinfachten Rechnung 
(bei Annahme der StoBzeit Null) nicht groBer als 1,7% wird. 

Wir kennen nun zweierlei Korrekturfaktoren, erstens den 
Faktor f (D), der die Dampfung beriicksichtigt, zweitens den 
Faktor gJ, der die endliche StoBdauer beriicksichtigt. Wie groB 
der Faktor wird, wenn sowohl Dampfung wie endliche StoBdauer 
erfaBt werden solI, ist nur durch eine verwickelte Rechnung zu 
find en. Fiir kleine Werte der Dampfung und der StoBzeit kommen 
die beiden Einfliisse jedoch unabhangig zur Geltung, so daB 

I Vo I = Tl co f (D) gJ (~) (28.19) 

wird. 

Klotter, Schw!ngungsmes8ung. 10 



Liste der Formelzeiehen. 
Zeiohen. die nur gelegentlioh und vOrfibergehend benutzt werden,. sind in 

die Liste nioht aufgenommen; sie sind an der StEilie des Auftretens erkl,li.rt. 

Ze1chen I 
a 
(l 

A 
A 
2{ 

b 
B 
~ 
B 
c 
o 
d 
o 
I 
I 
F 
F 
h 
~ 
H 
i 
k 
m 

Q 
{). ,. 
R 
m 
8 

Bedeutung 

Masse 
Diagrammvektor des AUBSohlags 
Amplitude des Aussohlags 
(in den Abbildungen): Festpunkt 
komplexe Amplitude des Aussohlags 
Dii.mpfungsfaktor 
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halbe Sperrzone ,= R bei Anwesenheit fester Reibung 
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PhBBenverschiebungszeit 
Periode 
Augenblickswert eines ErregeraUBBchlags 
Amplitude des Erregerau88chlags 
komplexe Amplitude des ErregerauBBChlags 
Geschwindigkeit 
Amplitude einer Geschwindigkeit 
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VergroBerungsfunktionen 
Augenblickswert des Ruckes 
Amplitude des Ruckes 
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geraten) 
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----
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I In Schwingungslehre I mit 20 bezeichnet. 
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