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Elftes Kapitel. 

Eliminationstheorie. 
Die Eliminationstheorie untersucht Systeme von algebraischen 

Gleichungen in mehreren Unbekannten und sucht Bedingungen für ihre 
Lösbarkeit sowie Formeln zur Berechnung der Lösungen in verschiede­
nen Fällen aufzustellen. Dabei wird die entsprechende Theorie für lineare 
Gleichungen, d. h. die Determinantentheorie, als bekannt vorausgesetzt. 
Weiter wird als bekannt vorausgesetzt, daß man eine Gleichung höheren 
Grades in einer Unbekannten lösen kann, oder genauer, daß man, wenn 
die Gleichung in einem vorgegebenen Körper noch nicht lösbar ist, einen 
Erweiterungskörper konstruieren kann, in dem sie lösbar wird, und sogar 
einen, in dem sie vollständig zerfällt (Kap. 5). Wenn im folgenden von 
"Lösungen einer Gleichung" oder "Nullstellen eines Polynoms" die Rede 
ist, sind immer solche Lösungen in einem passend gewählten Erweite­
rungskörper des festen kommutativen Grundkörpers K gemeint. 

§ 71. Die Resultante zweier Polynome. 

Es seien 
fex) = aoxn + a1xn - 1 + ... + an' 

g(x) = boxm + b1xm - 1 + ... + bm 

zwei Polynome in K [x]. Da es bei späteren Anwendungen vorkommen 
wird, daß die ap und bp noch von anderen Variablen abhängen und für 
spezielle Werte dieser Variablen gelegentlich verschwinden, so schließen 
wir von vornherein die Möglichkeit nicht aus, daß ao =0 oder bo =0 
sein kann. Wenn das Polynom f(x) in der angegebenen Gestalt hin"' 
geschrieben wird, anfangend mit einem (eventuell verschwindenden) 
Glied aoxn, so nennen wir n den formalen Grad des Polynoms und ao 
den formalen Anfangskoettizienten. Wir nehmen vorläufig an, daß min­
destens einer der beiden Anfangskoeffizienten ao, bo nicht verschwindet. 

Die Bedingung für die Existenz einer gemeinsamen Lösung der 
Gleichungen f = 0, g = 0 ist die, daß die beiden Polynome f, g einen 
nicht konstanten Faktor cp (x) gemein haben. Wir zeigen zunächst, daß 

v. d. Waerden, Moderne Algebra 11. 1 



2 XI. Eliminationstheorie. 

dies dann und nur dann der Fall ist, wenn eine Gleichung der Gestalt 

(1) h (x) I (x) = k (x) g (x) 

besteht, wo hex) höchstens vom Grade m - 1, k(x) höchstens vom 
Grade n - 1 ist und nicht beide Polynome h, k identisch verschwinden. 

Ist nämlich (1) erfüllt und zerlegt man die beiden Seiten der Glei­
chung (1) in Primfaktoren, so muß links und rechts dasselbe heraus­
kommen. Wir können annehmen, daß etwa I (x) wirklich den Grad n hat 
(ao =F 0); denn andernfalls brauchen wir nur die Rollen von I (x) und 
g (x) zu vertauschen. Alle Primfaktoren von I (x) müssen auch in der 
rechten Seite von (1) mindestens gleich oft wie in I (x) aufgehen. In k (x) 
allein können nicht alle so oft vorkommen; denn k (x) hat höchstens 
den Grad n -1 und verschwindet nicht identisch. Also kommt ein 
Primfaktor von I(x) auch in g(x) vor, was wir beweisen wollten. 

Ist umgekehrt q; (x) ein nicht konstanter gemeinsamer Faktor von 
tex) und g(x), so hat man nur zu setzen 

f (x) = q; (x) k (x), 

g (x) = q; (x) h (x) , 

und die Gleichung (1) ist erfüllt. 
Um nun die Gleichung (1) weiter zu untersuchen, setzen wir 

h(x) = coxm - l + Cl X m - 2 + ... + Cm_l' 

k(x) = dOxn - 1 + d1xn - 2 + ... + dn_l' 

Auswertung der Gleichung (1) und Vergleichung der Koeffizienten der 
Potenzen x'Hm-l, Xn +m - 2, ••• , x, 1 links und rechts ergibt das folgende 
lineare Gleichungssystem für die Koeffizienten Ci und dj : 

(2) 

= dobo, 

=dobl+d1bo' 

cOa2 + clal + c2 aO = dob2 + dlbl + d2bo, 

I C~~2~n ~ ~m~l~n~I':' •.••. dn _ 2 bm + dn-Ibm_l' 

cm_1an - dn_1 bm· 

Das sind n + m homogene lineare Gleichungen für die n + m Größen 
Ci' dj • Von diesen Größen wird verlangt, daß sie nicht sämtlich ver­
schwinden. Die Bedingung dafür ist das Verschwinden der Determinante. 
Um Minuszeichen in der Determinante zu vermeiden, kann man, nach­
dem man die rechten Seiten von (2) nach links gebracht hat, die Größen Ci 

und - dj als Unbekannte auffassen. Vertauscht man dann noch Zeilen 
und Spalten der Determinante (Spiegelung an der Hauptdiagonale), so 
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nimmt sie die Gestalt 

m Zeilen 

(3) R= 
bo b1 •.•• bm 

bo b1 .... bm n Zeilen 

bo b1 ••• bm 

an. (überall, wo nichts hingeschrieben ist, sind Nullen zu denken.) 
Die angeschriebene Determinante nennt man die Resultante der 

Polynome f(x), g(x). Zu bemerken ist, daß sie homogen vom Grade m in 
den ai und homogen vom Grade n in den b; ist; weiter, daß sie das 
"Hauptglied" a~b~ (Hauptdiagonale) enthält, und schließlich, daß sie 
nicht nur verschwindet, wenn die Polynome f, g einen gemeinsamen 
Faktor haben, sondern auch dann, wenn (entgegen der zu Anfang ge­
machten Voraussetzung) ao = bo = 0 ist. 

Fassen wir zusammen: 
Die Resultante zweier Polynome f (x), g (x) ist eine ganze rationale 

Form in den Koeffizienten von der Gestalt (3). Verschwindet die Resultante, 
so haben die Polynome f, g entweder einen gemeinsamen nicht konstanten 
Faktor oder in beiden verschwindet der Anfangskoeffizient, und umgekehrt. 

Die hier befolgte Eliminationsmethode stammt von EULER; die Ge­
stalt (3) der Resultante wird meist nach SYLVESTER benannt. 

Der Ausnahmefall ao = bo = 0 in der Formulierung des Satzes läßt 
sich vermeiden, entweder indem man von vornherein ao = I setzt, was 
wir im folgenden bisweilen tun werden, oder in einer mehr symmetrischen 
Weise, indem man von zwei homogenen Formen in zwei Variablen statt 
von Polynomen in einer Variablen ausgeht: 

F(x) = aox~ + alx~-lx2 + ... + anx~, 
G(x) = box'{' + b]X'{'-lX2 + ... + bmxK'. 

Die ursprünglichen Polynome f, g und die Zahlen n, m bestimmen die 
Formen F, G eindeutig, und umgekehrt. Jeder Faktorzerlegung von f: 

f(x) = aox" + a1xn - 1 + ... + an 

= (Pox T + ... + Pr) (qox' + ... + qs)' 

entspricht eine Zerlegung von F: 

F(x) = aox~ + ... + anx~ 
= (Poxr + ... + Prx~) (qox1 + ... + qsx~), 

1* 
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und entsprechendes gilt für g und G. Ebenso entspricht jedem gemein­
samen Faktor von fund g ein gemeinsamer Faktor von Fund G. Wird 
aber ao = bo = 0, so haben Fund G den gemeinsamen Faktor x2 ; also 
lassen sich die beiden im obigen Satz formulierten Fälle, in denen die 
Resultante verschwindet, zu einer einzigen Aussage: "F und G haben 
einen gemeinsamen Faktor", zusammenfassen. Aus einer Lösung {~l> ~2} 
der Gleichungen F = 0, G = ° erhält man, falls ~2 =f= ° ist, eine Lösung 
~ = ~1: ~2 der ursprünglichen Gleichungen f = 0, g = 0. Ist aber ~2 = ° 
und ~1 =f= 0, so hat man ao = bo = 0. Die immer vorhandene Lösung 
~1 = ~2 = ° ist trivial und zählt nicht mit. 

Wir kehren wieder zu den inhomogenen Polynomen fund g zurück, 
deren Koeffizienten al" b" wir jetzt als Unbestimmte auffassen, und setzen 

xm-1f(x) = aoxn+m- 1 + a1 xn+ m- 2 + ... + anxm- 1 , 

xm- 2 t(x) = aoxn +m- 2 + ........ + an xm- 2 , 

f(x) = aoxn + ............ , + an; 

xn- 1 g(x) = boxn +m- 1 + b1xn +m- 2 + ... + bmxn- 1 , 

xn - 2 g(x) = boxn +m- 2 + ........ + bm xn - 2 , 

g(x) = boxm + ............. + bm· 

Die Determinante der rechten Seite dieses Gleichungssystems ist genau 
R. Eliminiert man rechts xn + m - 1 , •.. , x, indem man mit den Unter­
determinanten der letzten Spalte multipliziert und addiert, so kommt 
links ein Polynom der Gestalt 

AI + Bg, 

wo A und B Polynome in x und den afl' b" sind, und rechts kommt R. 
Mithin ist 

R = 0(/, g) * 
im ganzzahligen Polynombereich der x, a"" b" **. 

§ 72. Die Resultante als symmetrische Funktion der Wurzeln. 

Klammert ~an aus R zunächst den Faktor a::'b~ aus, so bleibt ein 

P I R*· al an bl bm "b . D' Q . o ynom m -, ... , -, -b ' ... , -b- U ng. lese uohenten 
ao ao 0 0 

haben die Werte - SI' S2' ••. , (- l)n Sn; -0"1,0"2' ... , (-l)mO"m' WO die 
s bzw. 0" die elementarsymmetrischen Funktionen der Wurzeln ~1' ... , ~ n 

von I und rJ1' ... , rJm von g bedeuten. Die Funktion R*, als Funktion 

* Das ist eine kurze Schreibweise für R = 0 (mod (f, g)). Ähnlich in Zukunft. 
** Für die FormenF, G würde die entsprechende Relation lauten: x;+m-l R 

"'" 0 (F, G). 
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der'; und 1} aufgefaßt, verschwindet für ~i = 1}k und ist daher durch 
~i - 1}k teilbar (§ 19), also auch durch das Produkt 

IlII(~i - 1}k)' 
i k 

R selbst ist also durch 

(I) S = a'tb~ IIII(gi -1}k) 
i k 

teilbar. Dieses Produkt kann man nun in zweierlei Weisen umformen. 
Erstens folgt aus 

g (x) = bo II(x - 1}k) 
k 

durch die Substitution x = ';i und Produktbildung 

mithin 

(2) 

Zweitens folgt aus 

S = a't fl g(';i)' 
i 

I(x) = aoII(x - ~i) = (- I)naOfl(';i - x) 
i i 

in derselben Weise 
(3) 

Aus (2) sieht man, daß S ganz und homogen vom Grade n in den b 
ist, und aus (3), daß S ganz und homogen vom Grade m. in den a ist. 
R hat aber dieselben Gradzahlen und ist durch Steilbar; also mua 
R mit S bis auf einen ganzen Zahlenfaktor übereinstimmen. Der Ver­
gleich derjenigen Glieder links und rechts, die die höchste Potenz von 
bm enthalten, ergibt sowohl in R wie in S ein Glied + ag'b!, und das 
ergibt für den Zahlenfaktor den Wert I; mithin ist 

R=S. 

Damit sind für R die drei Darstellungen (I), (2), (3) gefunden. 
Hieraus ergibt sich leicht auch die Unzerlegbarkeit der Resultante als 

Polynom in den Unbestimmten ao, ... , bm , und zwar nicht nur die Un­
zerlegbarkeit im ganzzahligen Polynombereich, sonderp auch die ab­
solute Irreduzibilität, d. h. die Unzerlegbarkeit im Polynombereich der­
selben Unbestimmten mit einem beliebigen Körper als Koeffizienten­
bereich. Wäre nämlich R zerlegbar in zwei (natürlich homogene) Fak­
toren A, B,so könnte man wieder A und B als symmetrische Funk­
tionen der Wurzeln schreiben. Da R durch ~1 -1}I teilbar ist, so muß 
A oder B, etwa A, es auch sein. Als symmetrische Funktion muß dann 
aber A auch durch alle anderen gi -1}k' also durch ihr Produkt 

JI II(';i - 1}k) 
i k 
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teilbar sein. Wegen 
R = a1l'b~ IIII(~i - 'Y)k) 

bleibt für den anderen Faktor B nur die Möglichkeit B = konst. ag bg. 
Aber R ist als Polynom in den a und b weder durch ao noch durch bo 
teilbar; also bleibt nur B = kenst. übrig. Damit ist die Irreduzibilität 
von R bewiesen. 

Ein anderer Beweis findet sich bei F. S. MACAULAV: Algebraic Theory of 
Modular Systems. § 3. Cambridge 1916. 

Aufgaben. 1. Man gebe ein Determinantenkriterium dafür, daß 
t(x) und g(x) einen Faktor von mindestens dem Grade k gemein haben. 

2. Für zwei Polynome zweiten Grades ist 

4R = (2aob2 - a1b1 + 2a2 bo)2 - (4aOa2 -- an (4bob2 - bi). 

3. Die Resultante eines Polynoms t (x) = xn + . " und seiner Ab­
leitung f'(x) ist die Diskriminante von t(x) (§ 24). 

4. Die Resultante ist in den a und b zusammen isobar vom Ge­
wichte mn (vgl. § 24). 

§ 73. Das Resultantensystem für mehrere Polynome in einer 
Veränderlichen. 

Satz. Für r Polynome 11' ... , Ir in einer Veränderlichen von ge­
gebenen Gradzahlen mit unbestimmten Koeffizienten existiert ein System 
D1, ... , D h von ganzzahligen Polynomen in den Koeffizienten, mit der 
Eigenschaft, daß lür spezielle Werte der Koellizienten aus einem Körper K 
die Bedingungen D 1 = 0, ... , D h = 0 notwendig und hinreichend sind 
dalür, daß entweder die Gleichungen 11 = 0, ... , Ir = 0 in einem pas­
senden Erweiterungskörper lösbar sind oder die lormalen Anlangskoelli­
zienten aller Polynome 11, ... , I,. verschwinden. 

Der Beweis wird nach der Kroneckerschen Eliminationsmethode 
geführt. 

Wir verwandeln die Polynome 11' ... ' Ir zunächst in Polynome 
gleichen Grades, indem wir, wenn n die höchste ihrer (formalen) Grad­
zahlen ist, jedes Polynom li von kleinerem Grad ni mit xn - m und mit 
(x-l)n-nl multiplizieren; dadurch entstehen aus li zwei Polynome 
vom formalen Grad n, deren gemeinsame Nullstellen bei irgendeiner 
Spezialisierung der Koeffizienten mit den Nullstellen von li und deren 
Anfangskoeffizienten mit dem von li übereinstimmen. Das so entstehende 
System von Polynomen gleichen Grades, welches eventuell einige Poly­
nome mehr enthält als das System 11' ... , I,., aber genau dieselben 
gemeinsamen Nullstellen hat, bezeichnen wir mit g1' ... , gs' 

Wir bilden nun aus g1' ... , gs die Linearkombinationen 

gu = ~g1 + ... + u.gs ; g'll = v1 g1 + ... + vsg. 
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mit unbestimmten u, v, die dem Körper K adjungiert werden. Wenn 
gu und g" für spezielle Werte der Koeffizienten von g1' ... , gs einen 
Faktor gemein haben, so ist dieser Faktor rational in den u und v be­
stimmbar (§ 16). Ein von den v wirklich abhängiger rationaler Faktor 
kann aber bei der Zerlegung von gu nicht auftreten, da gu von den v 
nicht abhängt. Also muß jeder gemeinsame Faktor von gu und g" von 
den v und ebenso von den u unabhängig sein und daher in g1' g2'···' gs 
aufgehen. Umgekehrt, wenn g1' ... , gs einen Faktor gemein haben, 
so geht dieser auch in gu und g" auf. 

Notwendig und hinreichend dafür, daß gu und g" einen Faktor 
gemein haben oder daß in ihnen die Anfangskoeffizienten verschwinden, 
ist aber das Verschwinden ihrer Resultante R 

(1) R = 0 identisch in den u und v. 

Ordnet man R nat;:h Potenzprodukten der u und v und nennt die Koeffi­
zienten D 1 , ••• , D h , so ist (1) äquivalent mit 

D1 = 0, D2 = 0, ... , Dh = o. 
Die D i sind aber ganzzahlige Polynome in den unbestimmten Koeffi­
zienten von 11,/2' . .. , Ir· Damit ist der Satz völlig bewiesen. 

Das System D1 , ••• , Dh heißt das Resultantensystem der Polynome 

11' ... , Ir· 
Aus § 71 folgt 

R - 0 (gu,gv) 
== O(gl'··· ,gs) 
== 0 (/1' 12' ... , Ir), 

und daraus, wenn man auf beiden Seiten nach Potenzprodukten der u. 
und Vi ordnet, 
(2) (D1 , ••• , D h ) == 0 (/1' •.. , Ir). 

Bemerkungen. 1. Wenn man von einem der Polynome Ip, etwa 
von 11 von vornherein weiß, daß sein formaler Anfangskoeffizient nicht 
verschwindet, so kann die ganze vorbereitende Operation, wodurch 
die Polynome Ip in solche gleichen Grades verwandelt werden, unter­
bleiben. Außerdem kann man dann die Rechnung vereinfachen, indem 
man, statt von gu und g", von 11 und v2/2 + ... + vrlr die Resultante 
bildet. 

2. Man kann natürlich, wie im § 71, den Ausnahmefall des Ver­
schwindens aller Anfangskoeffizienten formal aufheben durch Über­
gang zu homogenen Formen in Xl und X 2 · Die Bildung der gi aus den li 
kann dann geschehen durch Multiplikation mit xf-m und x~-nl (statt 
x n- ni und (x _ l)n-ni). 

3. Im Fall eines einzigen Polynoms ergibt die Anwendung des be­
schriebenen Verfahrens ein Resultantensystem, das nur aus der Null 
besteht. 
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§ 74. Allgemeine Eliminationstheorie. 

Im folgenden bedeutet {;1"'" ;n} immer eine Reihe von n mit 
Nummern versehenen Elementen eines passend gewählten Erweiterungs­
körpers des festen Grundkörpers K. Hat ein Polynom I die Eigenschaft 
1(;1"'" ;,.) =0, so heißt die Reihe {;1"'" ;n} oder kurz; eine 
Nullstelle von I. Die allgemeine Eliminationstheorie behandelt nun die 
Aufgabe, alle Lösungen eines beliebigen algebraischen Gleichungs­
systems 

d. h. alle gemeinsamen Nullstellen der Polynome 11"'" Ir aus 
K[x1 , ... , x n] wenigstens theoretisch zu bestimmeni. 

Die Methode dazu ist die "sukzessive Elimination" aller Unbekannten 
mit Hilfe des Resultantensystems des vorigen Paragraphen. Dabei ist 
es zweckmäßig, anzunehmen, daß im System 11' .. '.' Ir ein Polynom 
etwa vom Grade at vorkommt, in dem der Koeffizient von x~ eine von 
Null verschiedene Konstante ist. Diese Forderung kann unter Um­
ständen von vornherein erfüllt sein; wenn nicht, so verfahren wir 
folgendermaßen: Entweder verschwinden alle Polynome 11, ... , Ir 
identisch; dann sind alle Wertsysteme {;1"'" ;n} Lösungen. Dieser 
Fall braucht uns also nicht weiter zu interessieren. Oder es gibt ein 
li' etwa 11' das nicht identisch verschwindet. Dann führen wir neue 
Veränderliche x~, ... , x~ ein durch die Substitution 

Xl = U1X~, 

(I) 
x2 = x; + U2X~, 

wo u1 ' ••. , U n Unbestimmte sind, die dem Körper K adjungiert werden. 
Setzt man (I) in 11' ... , Ir ein, so entstehen neue Polynome I~, ... ,I; * 
in x~, ... , x:' in denen jetzt der Koeffizient der höchsten Potenz von 
x~ ein nichtverschwindendes Polynom in U 1 ' •.. , U n ist. Bedeutet näm­
lich at den Grad des Polynoms 11, so ist 

f~ = I d u1 x~, x; + u2 x~, ... , x~ + un x~) 

und der Koeffizient von x~'" in diesem Ausdruck ist g (u1 , •.. , un ), 

wo li den Bestandteil höchsten (at-ten) Grades in 11 darstellt 2. 

1 Praktisch sind die damit verbundenen Rechnungen sehr oft zu kompliziert, 
um sie wirklich durchführen zu können. 

* Der Strich soll natürlich diesmal nicht die Ableitung bedeuten. 
2 Bemerkung: Statt unbestimmter u" kann man natürlich auch spezielle 

Werte der u" im Grundkörper oder (falls dieser endlich sein sollte) in einem passend 
gewählten Erweiterungskörper benutzen. die so gewählt werden, daß ft (u1 •... , u,,) 
für sie nicht verschwindet. 
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Nunmehr kann man x~ eliminieren und findet ein Resultanten­
system 

das nur noch von x~, ... , < abhängt. Jede Nullstelle {~;, ... , ~~} 
dieses Resultantensystems führt (da für das Nichtverschwinden eines An­
fangskoeffizienten gesorgt ist) zu mindestens einer Nullstelle {~~, ... , ~~} 
der Polynome I~, ... , I~, und so erhält man auch alle. Die fehlende Un­
bekannte ~~ kann jeweils aus einem System von Gi~ichungen bestimmt 
werden, cteren größter gemeinsamer Teiler keine Konstante ist; d. h. man 
hat für ~~ jeweils eine algebraische Gleichung von mindestens dem ersten 
Grad. Wenn nun dI , ... , d l noch nicht identisch verschwinden, so kann 
man in derselben Weise fortfahren mit Transformation (Einführung von 
x;, ... , < statt x~, ... , <) und Elimination, und so weiter. Das Ver­
fahren bricht beim s-ten Schritt ab, wenn man nach Elimination 
von x~, x;, ... , x~s) ein identisch verschwindendes Polynomsystem in xn l' ... , x~) findet. Geschieht das nicht, so geht das Verfahren weiter 
bis zur Elimination aller Unbestimmten, und wenn die dann erhaltenen 
(konstanten) Resultanten immer noch nicht verschwinden, so ist das 
vorgelegte Gleichungssystem offenbar unlösbar. Im erstgenannten Fall 
aber, wo die Resultanten nach s Schritten Null werden, kann man 
für X~'lI' ... , x~) beliebige Werte ~;'ll' ... , ~~) einsetzen und daraus 
sukzessiv ~~,~;, ... , ~~s) (in umgekehrter Reihenfolge) bestimmen. 
Zu jedem Wertsystem {~n l' ... , ~~,)} findet man eine endliche Anzahl 
von Wertsystemen {~~,~;, ... , ~~S)}, aus denen sich durch die Sub-
stitution (1) rückwärts Wertsysteme {~I' ~2' ... , ~n} ergeben, welche 
die ursprünglichen Gleichungen befriedigen. 

Man kann für ~n l' ... , ~~.) auch Unbestimmte einsetzen und findet 
dann ~~ , ... , ~~S) in Gestalt eines oder mehrerer Systeme von algebraischen 
Funktionen dieser Unbestimmten; indessen ist zu beachten, daß es für 
spezielle ~~8l1' ... , ~~) außerdem Lösungen geben kann, die in keiner 
Weise durch Spezialisierung ans der Lösung für unbestimmte ~~slI' ... > 

~~) zu gewinnen sind, wie das folgende Beispiel zeigt. 
Es sei 

fI=Xr+ XI X2' 

12 = Xl X 2 + X~ + Xl + x2 • 

Die vorbereitende Transformation (1) ist, da in 11 schon das Glied x~ 
vorkommt, hier nicht nötig. Die Resultante nach Xl muß identisch ver­
schwinden; denn für jeden Wert von x2 haben 11 und 12 den gemein­
samen Faktor Xl + X2 • Für unbestimmte ~2 findet man dementsprechend 
~I = - ~2· Wählt man aber speziell ~2 = -1, so verschwindet 12> 
und man findet für .~I außer dem Wert + 1 auch noch den Wert o. Das 
Wertsystem {O, -1} ist aber aus der allgemeinen Lösung ~1 = - ~2 
durch keinerlei Spezialisierung zu erhalten .. 
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, Wie in diesem Beispiel, so zerfällt auch im allgemeinen Fall die 
"algebraische Mannigfaltigkeit" der gemeinsamen Nullstellen von 
11' ... , Ir in verschiedene "unzerlegbare Mannigfaltigkeiten" verschie­
dener "Dimension", die je eine "Parameterdarstellung" durch alge­
braische Funktionen zulassen. Hinsichtlich des Beweises (unabhängig 
von der Eliminationstheorie) siehe Kap. 13. Die explizite Berechnung 
dieser Mannigfaltigkeiten und Parameterdarstellungen kann mit den 
Hilfsmitteln der Eliminationstheorie geschehen, worauf wir aber nicht 
näher eingehen l . 

Aus der Kongruenz (2) des vorigen Paragraphen folgt die im Poly-
nombereich K (u)[x~, ... , x:J gültige Kongruenz 

(2) (dl , ... , d z) == 0 (f~, ... , !~). 

Daraus erhält man ein interessantes Resultat für den Fall, daß die 
Elimination schließlich auf nichtverschwindende Konstanten als Re­
sultanten führt, nämlich die Kongruenz 

1 == 0 (f I' ... , Ir) . 

Ausführlich formuliert: Wenn die Polynome 11' ... , Ir aus K [Xl' ... , x n] 

in keinem algebraischen Körper über K eine gemeinsame Nullstelle haben, 
so gilt in K [Xl' ... , xnJ eine Relation 

1 = Artl + ... + Arlr • 

Beweis durch vollständige Induktion nach der Variablenzahl. Für 
konstante li oder auch für Polynome in einer Variablen ist alles kla;. 
Die Behauptung werde für Polynome in n - 1 Variablen als richtig 
angesehen. Bei n Variablen sind die zuerst auftretenden Resultanten 
d l , ... , d z Polynome in n - 1 Variablen, wieder ohne gemeinsame 
Nullstellen; also ist in K (u) [x~, . . ., <J 

1 = Eld l + ... + Ezd z. 
Nach (2) folgt daraus 

1 = A ~ I~ + . . . + A ~ f~ . 
Hier setzen wir für die< ihre Werte aus (1) ein; dann gehen die I~ 
in die li über. Die Ausdrücke rechts sind rational in den u; multipliziert 
man mit dem Nenner g(u) herauf, so kommt: 

g(u)=A 1 (u)·/l+···+ A r(u)·lr· 

Vergleicht man die Koeffizienten irgend eines Potenzproduktes der u, 
<lessen Koeffizient links nicht verschwindet, so folgt die Behauptung 

1 = Artl + ... + Artr· 

Aufgabe. Die Gradzahlen der Polynome Al' ... ' Ar sind be­
schränkt, sobald die der ti beschränkt sind. 

1 Vgl. etwa das Büchlein von F. S. MACAULAY: Aigebraic Theory of Modular 
Systems. Cambridge Tracts Nr. 19. Cambridge 1916. 
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§ 75. Der Hilbertsche Nullstellensatz. 

Eine Verallgemeinerung des im vorigen Paragraphen zuletzt be­
wiesenen Satzes ist der H ilbertsche Nullstellensatz: 

Ist I ein Polynom in K[x1 , ••. , xnL das in allen gemeinsamen Nute 
stellen der Polynome 11, ... , Ir verschwindet, so gilt eine Kongruenz 

fl!=c 0 (f1' ... ,Ir) 
lür eine natürliche Zahl e (und umgekehrt). 

Beweis 1 : Für I =0 ist die Behauptung klar. Im Fall I =1=0 nehmen 
wir eine neUe Veränderliche z hinzu. Dann haben die Polynome 

11, .. ·,lr,1-zl 
aus K[x1 , ... , xn , z] keine gemeinsame Nullstelle; denn jede gemein­
same Nullstelle von 11' . . ., Ir ist Nullstelle von I, also nicht von I - z I. 
Daher ist nach dem Satz des vorigen Paragraphen 

I = A d 1 + . . . + Ar Ir + A (I - z I) . 
In dieser Identität mache man die Substitution z = ~ und schaffe die 

dadurch entstehenden Brüche durch Multiplikation mit einer Potenz 
jl! fort. Dann kommt: 

le = BIll + ... + Brlr , q.e.d. 

Die Umkehrung ist klar. 
Aus diesem Beweis und der Aufgabe von § 74 folgt, daß für den 

Exponenten e eine Schranke angegeben werden kann, sobald die Grad­
zahlen von 11' ... , Ir und I gegeben sind. Tatsächlich aber gibt es eine 
Schranke für e, die nur von /1' ... , Ir abhängt, wie wir im § 91 sehen 
werden. 

Erweiterung des Nullstellensatzes. Wenn die Polynome 
h1, ... , hk in allen gemeinsamen Nullstellen von 11'" ., Ir den Wert 
Null annehmen, so gilt eine Kongruenz 

(h1 , ••• , hk )<1=c 0 (/1' ... , Ir)' 
oder: Jedes Potenzprodukt der hi mit der Exponentensumme (J gehört dem 
Ideal (11"'" Ir) an (und umgekehrt). 

Beweis: Es gilt 

hfi =cO (f1' ... ,Ir)· 
Man setze 

(J = (eI - I) + (e2 --- I) + ... + (ek - I) + I. 

Dann enthält jedes Potenzprodukt h~l ... h~ mit 11 + ... + lk = (J 

mindestens einen Faktor hfi, da sonst II + ... + lk höchstens gleich 
(eI - I) + ... + ((~k - I) = (J - I sein könnte. Daraus folgt die Be­
hauptung. 

Die Umkehrung ist klar. 

1 Vgl. A. RABINOWITSCH: Math. Ann. Bd.102, S.518. 1929. 
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§ 76. Kriterium für die Lösbarkeit eines homogenen 
Gleichungssystems. 

Wir haben in § 74 eine Methode kennengelernt, von jedem alge­
braischen Gleichungssystem zu entscheiden, ob es Lösungen besitzt 
oder nicht. Das ist aber etwas anderes als ein "algebraisches Kriterium" 
für Lösbarkeit, worunter wir ein System von ganzen rationalen Funk­
tionen der Koeffizienten verstehen, deren Verschwinden notwendig 
und hinreichend für die Lösbarkeit ist (wie die Resultante von § 71 
und das Resultantensystem von § 73 im Falle einer einzigen Unbekannten 
oder die Determinante eines linearen homogenen Gleichungssystems). 
Ein solches Kriterium gibt es im allgemeinen nicht!, wohl aber im 
Spezialfall der homogenen Gleichungen, zu dem wir uns jetzt wenden. 

Sind 11 , ... , Ir homogene nichtkonstante Polynome inxl , ... , Xn (n > 1), 
so haben sie zunächst immer die "triviale" Nullstelle {O, ... , O}. Es 
soll sich nun darum handeln, ein Kriterium dafür zu finden, daß noch 
eine davon verschiedene, also nichttriviale Nullstelle {17l"" , 17n}, 
und damit notwendig wegen der Homogenität ein ganzer "Strahl" von 
Nullstellen {A17l' ... , A17n} existiert2. 

Die folgende Herleitung stammt von H. KAPFERER3. Sie geht aus von 
der Kroneckerschen Methode der sukzessiven Elimination, indem sie aus 
den Formen 11' ... , Ir> als Polynome in Xl betrachtet, nach § 73 das 
Resultantensystem Dl , •.. , Dh bildet (aber ohne die vorbereitende 
Transformation (1) von § 74). Nun wird behauptet: Wenn 11" .. , Ir 
eine nichttriviale gemeinsame Nullstelle haben, so haben auch Dl , .•. , D h 

als Polynome in xz , ... , X n eine nichttriviale gemeinsame Nullstelle 
und umgekehrt. 

Beim Beweis sind 2 Fälle zu unterscheiden. 
1. Fall. Die Koeffizienten der reinen Potenzen von Xl in 11' ... ,Ir 

verschwinden nicht· alle. In diesem Fall ergibt jede nichttriviale N ull-

1 Das sieht man wohl am bequemsten an folgendem Beispiel: Die Gleichungen 

a1x1 +a2x2 +aa=O, l 
blXl+b2X2+ba=O J 

sind "im allgemeinen", d. h. für a1 b2 - a2 b1 =l= 0, lösbar. Wäre also 

D1(a, b) = 0, ... , Dh(a, b) = 0 

notwendig und hinreichend für Lösbarkeit, so müßten die D für unbestimmte a, b 
verschwinden, also identisch verschwinden. Demnach wären die Gleichungen stets 
lösbar, was nicht zutrifft. (Auch die Ungleichung a1 b2 - a2 b1 =l= 0 ist nicht not­
wendig und hinreichend.) 

2 Die Nullstellen {.l.171' ... , AlJ,.} bilden beifestem 1) und variablem A eine Gerade 
des Raumes R,.. die vom Anfangspunkt {O, ... , O} ausgeht und deshalb "Strahl" 
genannt wird. Die Strahlen werden auch als "Punkte" des "projektiven Raumes" 
p n -1 aufgefaßt, deren "homogene Koordinaten" dann die 1) sind; vgl. § 87. 

3 KAPFERER, H.: Über Resultanten und Resultantensysteme. Sitzungsber. 
Bayer. Ak. München 1929, S. 179-200. 
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stelle g2"'" ~n} von D 1 ,···, D h auf Grund der Bedeutung des Re­
sultantensystems mindestens eine Nullstelle {~1' ~2' ... , ~n} von 
11' ... , Ir' die selbstverständlich nicht trivial sein kann, und umgekehrt 
ergibt jede solche Nullstelle {~1"'" ~n} der Ip eine Nullstelle 
{~2' ... , ;n} der D y, die auch nicht trivial sein kann, weil aus dem 
Verschwinden von ;2""'; n wegen 11. = c ;'{' + ... = 0 sofort das 
Verschwinden von ;1 folgen würde. 

2. Fall. Die Koeffizienten der reinen Potenzen von Xl in 11, ... , Ir 
verschwinden alle. Nach § 73 verschwinden dann D1 , ... , D h identisch; 
also gibt es auch eine nichttriviale Nullstelle, etwa {I, 1, ... , I}, von 
D1 , ••• , Dh • Es gibt aber in diesem Fall für 11"'" Ir sicher auch eine 
nichttriviale Nullstelle, nämlich {I, 0, ... ,O}, weil ja die Glieder mit 
der höchsten Potenz von Xl überall fehlen. 

Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Da die D1 , ... , D" ho­
mogen in X 2 , ... , X n sind, so kann man mit der Elimination fortfahren 
und X 2 eliminieren usw., bis man schließlich ein System von Formen 
in X n allein übrig behält: 

Für die Existenz einer nichttrivialen Nullstelle dieser Formen ist not­
wendig und hinreichend das Verschwinden aller Koeffizienten b1 , ... , bk . 

Die Größen b1 , •.• , bk sind durch feste, nur von den Gradzahlen 
der Urformen abhängige ganze rationale Prozesse aus deren Koeffi­
zienten erhalten worden; sie sind also ganzzahlige Polynome der Koeffi­
zienten von 11' ... , Ir· 

Das System der Polynome bl , •.. , bk (oder jedes andere System, 
dessen Verschwinden die Existenz einer Nullstelle anzeigt) heißt wieder 
ein Resultantensystem der Formen 11' ... , Ir. 

Wenn man die früher bewiesene Relation 

(D1, ... ,Dh)=O(f1' ""/r) 

für jeden Schritt der sukzessiven Eliminationen anschreibt, so ergibt 
sich aus allen diesen Relationen zusammen: 

(3) (v = 1 , ... , k). 

Weiter folgt aus der Bildungsweise der b1 , ••• , bk leicht, daß sie ho­
mogene Formen in den Koeffizienten jeder einzelnen Form li sind. Die 
D l , ... , D" sind nämlich aus einer Resultante R entstanden, welche die 
Koeffizienten ap von li nur in den Kombinationen ap Ui und apv i ent­
hielt. Also hat jedes Glied von R denselben Grad in den av wie in Ui 

und Vi zusammen, und wenn dann R nach Potenzprodukten der U und V 

geordnet wird, so ist der Koeffizient D i eines solchen Potenzproduktes 
homogen von einem bestimmten Grad in den apo Wendet man dieselbe 
Betrachtungsweise auf den zweiten, dritten usw. Eliminationsschritt an, 
so ergibt sich die Behauptung. 
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Zusammenfassend haben wir: 
r Formen fl" .. , fr mit unbestimmten Koeffizienten besitzen ein 

Resultantensystem aus ganzzahligen Polynomen b" in diesen Koeffizienten, 
so daß für spezielle Werte der Koeffizienten in irgend einem Körper K 
das Nullwerden aller Resultanten notwendig und hinreichend ist für die 
Existenz einer von der Nullösung verschiedenen Lösung der Gleichungen 
fl = 0, ... , fr = o. Die b" sind homogen in den Koeffizienten jeder ein­
zelnen Form fi und genügen einer Kongruenz (3). 

Aufgaben. 1. Wie kann das Resultantensystem für ein System von 
Linearformen lauten? 

2. Sind CPl (tl' t2), ••. , CPn (tl , t2) n homogene Formen ohne gemein­
samen Faktor und betrachtet man die Gesamtheit aller Punkte ~ des 
projektiven Raumes, deren Koordinatenverhältnisse durch die Para­
metergieich ung 

(4) ~ 1 : ~ 2: .. . : ,; n = CP1 Cl' l' T 2) : CP2 (Tl' T 2): .. . : cP n (Tl' T 2) 

für nicht triviale 't'-Werte geliefert werden, so läßt sich diese Gesamtheit, 
vermehrt um das Wertsystem {O, ... , Ü}, auch durch homogene Glei­
chungen F(~l' ... , ~n) = 0 charakterisieren. [Man -drücke die Propor­
tionen (4) zunächst durch homogene Gleichungen in den ~ und't' aus.] 

3. Ist ein homogenes Gleichungssystem fl (Xl' ... , X n ) = 0, ... , in 
dem außer den X noch unbestimmte Parameter rational vorkommen, 
für unbestimmt gelassene Parameter lösbar, so bleibt es lösbar bei jeder 
Spezialisierung der Parameter. 

4. Es gibt ein algebraisches Kriterium für die Lösbarkeit eines Sy­
stems von Gleichungen in mehreren Reihen von Unbekannten Xl' ••• , X" ; 

Yl' ... , y", ; ... , welche in jeder einzelnen dieser Reihen homogen sind. 
Über die Bestimmung der Lösungen homogener Gleichungen siehe auch F. MER­

TENS: Sitzgsber. Wiener Akad. Wiss. Bd.108 (1889). S.1174, sowie §79 dieses Buches. 

§ 77. Über Trägheitsformen. 

Während wir für eine beliebige Anzahl von homogenen Formen 
im vorigen Paragraphen ein Resultantensystem aus meist sehr vielen 
Formen kennengelernt haben, wird sich jetzt zeigen, daß man für 
n Formen in n Variablen mit einer einzigen Resultante auskommt, 
während für weniger als n Formen überhaupt keine Bedingung für Lös­
barkeit notwendig ist. Um zu diesem Ergebnis zu gelangen, haben wir 
zunächst eine Reihe von Sätzen über die sogenannten "Trägheits­
formen" zu beweisen. 

Es seien 
11 = alx~ + a2x~-lx2 + ... + awx~, 
f2 = b1 x{ + b2x{-l X2 +' .. + bwx~, 
.................... "0°········· 
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r Formen der Gradzahlen 11 = IX., 12 = ß, ... , lr = s, in denen alle über­
haupt möglichen Glieder von diesen Gradzahlen mit unbestimmten 
Koeffizienten vorkommen. Die letzten Koeffizienten (also die von 

<X ß ') b . h .. b 't b x"' x"' ... , x~ ezelC nen Wlr, Wle angege en, ml aw ' w"'" ew • 

Alle folgenden Betrachtungen beziehen sich auf ganzzahlige Polynome 
in den Unbestimmten xI, ... ,xn,al, ... ,ew ' 

In § 76 begegneten uns schon Polynome T in den al , ... , ew allein 
mit der Eigenschaft 
(1) X:T=O(lI' ... ,fr) 

für ein i und ein T. Solche Polynome T nennt man nach HURWITZ 
Trägheitsformen. Das ganze Resultantensystem von § 76 besteht aus 
Trägheitsformen. 

Wir können die Trägheitsformen noch anders charakterisieren. 
Setzen wir nämlich 

/1 == t: -+. aOJ x~ , 

so können wir durch die Substitution 

(2) 

in (1) erreichen, daß fv ... , fr verschwinden. In der Kongruenz (1) ver­
schwindet dann die linke Seite; da aber Xi von der Substitution (2) un­
berührt bleibt, so muß T nach der Substitution verschwinden: 

(3) T (al' ... , - It ; ... ; el , ... , - I:) = 0 . 
Xn Xn 

Der Schluß gilt schon, wenn die Kongruenz (1) nur für ein Xi voraus­
gesetzt wird. 

Ist umgekehrt für irgend ein Polynom T(a l ,···, aw , ... , el ' ... , ew} _ 

die Relation (3) erfüllt, so können wir T nach Potenzen' von aw + j~ , ••. , 
x" 

ew + t:; ordnen und wissen dann aus (3), daß das von diesen Größen 
x" 

unabhängige Glied verschwindet; also folgt 

( j* 1*) T == 0 aw + ~, ... , ew + -T 
X Il X n 

im Bereich der Brüche mit Nennern x~. Multipliziert man mit dem 
höchsten vorkommenden Nenner auf, so wird alles ganz, und man erhält 

x~.r== 0 (11' ... , fr)· 

Also: Wenn (1) mit irgend einem Xi gilt, so gilt (3), und wenn (3) gilt, 
so gilt (1) mit x" statt Xi' Daraus schließt man zunächst, daß aus der 
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Gültigkeit von (1) mit irgend einem Xi die Gültigkeit von (1) mit x .. folgt, 
mithin, da der Index n keine Sonderrolle spielen kann, daß aus der 
Gültigkeit von (1) mit irgend einem Xi die von (1) mit jedem anderen xi 

folgt, und weiter, daß (1) mit (3) gleichbedeutend ist: Die Gleichung (3) 
ist für die Trägheits/ormen ebenso charakteristisch wie (1). 

Die Summe oder die Differenz von zwei Trägheitsformen ist offen­
bar wieder eine Trägheitsform, und ein Vielfaches einer Trägheitsform 
auch. Daher bilden die Trägheitsformen T ein Ideal %. 

Das Ideal % ist ein Primideal. Hat nämlich ein Produkt Tl T 2 die 
Eigenschaft (3), so muß einer der Faktoren sie haben. 

Die Trägheitsformen können die Rolle des ~esultantensystems von 
§ 76 vollständig übernehmen. Haben nämlich die Formen /v ... , Ir 
eine (nichttriviale) gemeinsame Nullstelle und setzt man diese in (1) ein, 
so verschwindet die rechte Seite, und da nicht alle Xi Null werden, folgt 
T = 0 für jede Trägheitsform. Verschwinden umgekehrt für ein spe­
zielles System /1' ... , /r alle Trägheitsformen, so verschwindet insbeson­
dere das Resultantensystem; mithin gibt es eine gemeinsame Nullstelle. 
Daraus folgt: Wenn man irgend eine Basis des Ideals % der Trägheits­
formen gefunden hat, so kann man diese Basis auch als Resultanten­
system verwenden. Das werden wir im nächsten Paragraphen benutzen. 

Wir wollen nun beweisen: 
Ist die Anzahl r der Formen /i kleiner als die Variablenzahl n, so gibt 

es keine von Null verschiedene Trägheits/orm. Ist r = n, so gibt es keine 
von eo> unabhängige und von Null verschiedene Trägheits/orm. 

Aus der ersten Hälfte dieses Satzes folgt schon, daß das Resultanten­
system von weniger als n Formen identisch verschwindet, daß also in 
diesem Falle immer eine gemeinsame Nullstelle existiert. 

Beweis: Es sei erstens r < n. Wäre T eine von Null verschiedene 
Trägheitsform, so würde aus (3) folgen, daß die Größen 

1': 
- x! 

algebraisch-abhängig in bezug auf den Polynombereich der Größen 
av ... , a<»_1' ... , el> ... , ero _ 1 wären. Man kann hier x .. = 1 setzen, 
ohne daß diese Tatsache ihre Gültigkeit verliert. 

Ebenso würde im Falle r = n, wenn die Behauptung falsch wäre, 
folgen, daß die Größen 

(wo <5 den Grad der Form /n-1 bedeutet) algebraisch-abhängig wären 
(f: kommt nicht vor, da T von e", unabhängig sein sollte). Man kann 
auch jetzt x .. = 1 setzen. 

Auf jeden Fall würde also eine Reihe von Polynomen 

[-/;"]01; .. =1, ... , [-1:1 .. =1 (s< n) 
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algebraisch-abhängig in bezug auf den Polynombereich der av ... , 

aw - 1' ... , el , ... , eoo _ 1 sein. Nun gilt der folgende 
Hilfssatz. Wenn eine Reihe von Polynomen Iv ... , Is in den Un­

bestimmten a 10 ••. , ap , Xv ••• , xq algebraisch-abhängig ist in bezug aul 
den Polynombereich K [al' ... , av ]' wo Kein Integritätsbereich, so bleibt 
diese Abhängigkeit auch bei jeder Spezialisierung ap = oc (oc E K) bestehen. 

Beweis des Hilfssa tzes. Nach Voraussetzung besteht eine Relation 

(4) F(a1, ... , aV ,f1' ... , Is) = 0, 

wobei F ein Polynom ist und für unbestimmte Zv ... , Zs 

(5) 
ist. 

Wir können annehmen, daß das Polynom F (a, z) nicht den Faktor 
av - oc enthält; denn sonst könnte man in (4) und (5) durch diesen 
Faktor kürzen. Unter dieser Annahme verschwindet F auch nicht bei 
der Substitution av = oc: 

F (al' ... , av - 1' oc, Zl' ... , zs) 9= O. 

Aber die Gültigkeit von (4) bleibt bei der Substitution ap = oc be­
stehen. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Wendet man den Hilfssatz mehrere Male an, so folgt, daß man von 
den Unbestimmten a10 ••• , a01 - 1, •.. , e10 ••• , e01 - 1 mehrere oder alle 
spezialisieren darf, ohne daß die algebraische Abhängigkeit verlorengeht. 

Der unterbrochene Beweis ist nun leicht zu Ende zu führen. Man 
spezialisiere die Größen a10 ••• , a01 _ 1, ... , e01 - 1 so, daß die Formen Ii, 
... , I: in x~, ... , x~ übergehen. Wegen s < n sind diese Ausdrücke von 
der vorhergehenden Substitution X n = 1 unberührt geblieben. Da bei 
der Spezialisierung jede algebraische Abhängigkeit bestehen bleibt, so 
müssen die Ausdrücke x~, ... , x: algebraisch-abhängig sein. Da sie es offen­
bar nicht sind, so war unsere Annahme falsch, und der Satz ist bewiesen. 

Was nach dem eben bewiesenen Satz für r <: n gilt, gilt aber nicht 
mehr für r = n. Im Gegenteil: 

Für r = n gibt es eine nichtverschwindende Trägheits/orm De• Sie ist 
homogen in den a1o ••• , a01 , in den bv ... , bw usw., und vom Grade 
Ln = lll2' . . ln_1 in den e1, ... , e01 • 

Beweis. Wir setzen 
n 
~(li-l)=l-l. 
1 

Die Gesamtheit aller Potenzprodukte der Xi vom Grade l läßt sich 
folgendermaßen anordnen: 

Zuerst alle Potenzprodukte, die xi' enthalten; 
sodann alle, die x~, aber nicht xi' enthalten, usw.; 
schließlich alle, die x~, aber nicht xi', nicht x~ usw. enthalten. 

v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 2 
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Dieses Verfahren liefert alle Potenzprodukte vom Grade I; denn 
fehlen könnten doch nur die, welche Xl höchstens in der (11 - 1)-ten 
usw., schließlich X n höchstens in der (ln - 1)-ten Potenz enthalten, und 
diese Potenzprodukte haben höchstens den Grad l:(li - 1), also nicht 
den Grad I. Nun bezeichnen wir die erhaltenen Potenzprodukte mit 

(6) 

dabei bedeuten also die Hi~li Potenzprodukte vom Grade 1 - l;. Ins­
besondere kommen in der letzten Kategorie HZ_I" nur Potenzprodukte 
von einem Grade< II in Xl' .' .. , < ln_l in X n.- l vor, während der Grad 
in X n jeweils durch die Bedingung festgelegt ist, daß der Gesamtgrad 
1 - ln sein soll. Die letzte Kategorie umfaßt also genau l1 /2 ••• ln-l 
Potenzprodukte. 

Wir bilden nun alle Formen 

(7) Hf~ I) i , 

deren es offensichtlich genau so viele gibt wie Potenzprodukte (6) vom 
Grade l. Die KoeHizientenmatrix der Formen (7) ist also eine quadra­
tische; ihre Determinante D e erhält bei der Spezialisierung li = X? 
den Wert 1, kann also nicht identisch verschwinden. Weiter ist D e eine 
Trägheitsform, denn wenn man die Gleichungen 

H{p) I· = Y' a HU') 
I-I;' L PI' I 

mit den Unterdeterminanten einer Spalte von D e multipliziert und 
addiert, kommt links eine Linearkombination der li und rechts De ' Hill ). 

Wählt man speziell H~I') = x~, so folgt 

Dex~~O(f1' ···,Ir). 
Schließlich ist D c homogen in den Koeffizienten jeder einzelnen Form h 
und zwar hat sie in den Koeffizienten von Inden Grad Ln = lll2 ... ln -1' 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Für weitere Eigenschaften der Trägheitsformen siehe A. HURWITZ: Über die 
Trägheitsformen eines algebraischen Moduls, Annali di Matematica (3&) 20 (1913). 

§ 78. Die Resultante von n Formen in n Variablen. 

Wir gehen nun aus von n allgemeinen Formen (d. h. Formen mit un­
bestimmten Koeffizienten) 11' ... , In in Xl' ... , Xn, bilden das Ideal ~ 
der Trägheitsformen und suchen in ~ ein Polynom von möglichst nied­
rigem Grad in ew ' Ein solches gibt es, und sein Grad in ew ist nicht Null, 
da es keine von ew unabhängige Trägheitsform außer der Null gibt. Zer­
legen wir es in unzerlegbare Faktoren, so muß mindestens ein Faktor 
schon zu ~ gehören, da ~ Primideal ist. Dieser Faktor hat immer noch 
denselben Grad in ew , da ein niedrigerer Grad innerhalb % ja gar nicht 
möglich ist. Wir nennen diesen Faktor R und beweisen den Satz: 

Jedes Polynom aus dem Ideal ~ ist durch R teilbar. 
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Beweis: Wir ordnen R nach absteigenden Potenzen von ew : 

(.1 > 0, S -4= 0). 

Nun sei T ein Polynom aus :t. Da der Grad von T in ew mindestens 
gleich A ist, so können wir T mit S multiplizieren und dann durch Sub­
traktion eines Vielfachen von R den Grad in ewerniedrigen. Indem wir 
diesen Prozeß fortsetzen, bis dieser Grad kleiner als ). geworden ist, 
kommen wir auf eine Gleichung von der Gestalt 

S;T- QR = T'. 

T' gehört wieder zu :t und hat in ew einen Grad < .1, muß also ver­
schwinden. Also ist S; T durch R teilbar. R ist aber unzerlegbar und S 
nicht durch R teilbar (schon weil S von ew unabhängig ist); daher ist 
T durch R teilbar, q. e. d. 

:t ist also Hauptideal mit der Basis R. Dadurch ist R bis auf einen 
konstanten Faktor eindeutig festgelegt. Wir nennen R die Resultante 
der Formen 11' ... , In- Die Berechtigung dieser Bezeichnung ergibt sich 
sofort. Wenn nämlich R für spezielle Werte der Koeffizienten der 
Formen 11> ... , In verschwindet, so verschwinden alle Formen des 
Ideals :t, insbesondere also alle Formen des Resultantensystems von 
11' ... , In; also haben 11' ... , In eine nichttriviale gemeinsame Nullstelle. 
Und wenn umgekehrt 11> ... , In eine nichttriviale gemeinsame Nullstelle 
haben, so verschwindet, wenn man diese Nullstelle in die Identität 

xf R = Al! 1 + . . . + A n /" 

einsetzt, die rechte Seite, also auch die linke; mindestens ein Xi ver­
schwindet aber nicht, also verschwindet R. Nach dem im vorigen Para­
graphen Bemerkten können wir R also wirklich als Resultante der 
Formen 11, ... , In bezeichnen: R = 0 ist notwendig und hinreichend lür 
die Existenz einer nichttrivialen Lösung. 

Jetzt sollen noch einige formale Sätze über die Resultante bewiesen 
werden, die uns insbesondere die Gradbestimmung erlauben werden. 

Spezialisiert man 11 zu g' h, wo g und h allgemeine Formen von den 
Gradzahlen /1, v sind (f1 + v = ll)' so wird R teilbar durch das Produkt 

Rg.Rh = R(g, 12"'" fn)·R (h, 12'"'' In)' 

Beweis: Aus 
X~, R = Al! 1 + ... + An In 

folgt dllrch Spezialisierung: 

x~ . R (g h, 12, ... , I,,) = Al g h + A 2 12 + ... + An In; 
also gehört R(gh, 12, ... , In) sowohl dem aus den Formen g, 12' ... , In 
gebildeten Ideal :tg als auch dem entsprechend gebildeten Ideal :th an. 
R (gh, /2' ... , In) ist also sowohl durch R g als durch Rh teilbar, also (da 
diese beiden unzerlegbar und verschieden sind) durch R g • Rh, q. e. d. 

2* 
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Spezialisiert man nun fv ... , fn-I zu Produkten von Linearformen, 
so erkennt man durch sukzessive Anwendung des vorig~n Satzes, daß R 
durch ein Produkt von Ln = 1112 ... ln'_1 Teilresultanten teilbar ist, 
deren jede nach einem früheren Satze die ei wirklich enthält; also hat 
das Produkt mindestens den Grad Ln in den ei • Da wir andererseits sahen, 
daß R in den ei auch höchstens den Grad Ln hat, so folgt, daß der Grad 
genau Ln ist. 

Genau entsprechend wie D. (§ 77) können wir auch Da' D b, ••• 

bilden, indem wir die Formen fv ... , fn so anordnen, daß fl bzw. f2 usf. 
jeweils zuletzt kommt. Dann hat Da den Grad LI = 1213 ••• In in den ai , 

D b den Grad L 2 = 1113 ••• In in den bü usw.; alle Da' Db, ••• , D. sind 
durch R teilbar, und R hat in den ai den Grad LI' in den bi den Grad L 2, 
usw. Die Definition von R als Basiselement des Ideals ~ hängt ja nicht 
von der Reihenfolge der Formen fv ... , fn ab. Zugleich sieht man, daß 
R die höchsten Gradzahlen hat, die ein gemeinsamer Teiler von Da' D b, 

... , D. überhaupt haben kann; mithin: 
R ist der größte gemeinsame Teiler der Polynome Da, D b, ••• , D e• 

D e erhält bei der Spezialisierung fi = x~ (i = 1, ... ,n) den Wert 1, 
und R ist Teiler von D e ; also erhält R bei dieser Spezialisierung den 
Wert ± 1, d. h. R enthält ein Glied 

Wir normieren R so, daß dieses "Hauptglied" mit dem Pluszeichen vor­
kommt. 

Die frühere Aussage: R ist teilbar durch RgR" für fl =g' h, läßt sich 
also jetzt durch Vergleichung der Gradzahlen und Hauptglieder ver­
schärfen zu: 

Wir fassen zusammen: 
n allgemeine Formen in n Variablen haben eine Resultante R, die ein 

1lnzerlegbares ganzzahliges Polynom in ihren (unbestimmten) Koeffizienten 
ist und als Basis des Ideals der Trägheitsformen definiert werden kann. 
Das Verschwinden der Resultante für spezielle fv ... , f n mit Koeffizienten 
aus einem Körper ist notwendig und hinreichend für die Existenz einer von 
der N ullösung verschiedenen Lösung des Gleichungssystems f I = 0, ... , 
fn =0. Die Resultante ist homogen in den Koeffizienten von fl vom Grade 
LI = 12 ... In> usw. Sie enthält ein Hauptglied aft ... e~n und nimmt 
somit bei der Spezialisierung fi = x~ den Wert 1 an. Bei der Spezialisierung 
fl = g' h geht R in das Produkt R g . Rh über. Schließlich ist R der größte 
gemeinsame Teiler von n explizit bekannten Determinanten Da, D b , ••• , D e' 

Aufgaben. 1. Für zwei Formen in zwei Variablen stimmt die Re-­
sultante mit der Sylvesterschen Resultante (§ 71) überein. 

2. Für eine Form f vom Grade I und n - 1 Linearformen 

2) bi Xi' ••• , 2) ei Xi 
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hat die Resultante den Wert 

I (Xl' ... , X n ), 

wo Xl' ... ' X n die (n -1)-reihigen Unterdeterminanten der Matrix 

sind. 
3. Die Resultante ist absolut-unzerlegbar. 
4. Führt man in den Formen II, ... ,ln neue Veränderliche ein 

durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindender Determi­
nante: 

so ist die Resultante der transformierten Formen in x~, ... , < bis auf 
einen von den aik abhängigen Faktor gleich der Resultante von 11' ... , In. 

Weitere Eigenschaften der Resultante findet man in dem schon früher (§ 72 und 
§ 74) zitierten Büchlein von F. S. MACAULAY: Modular Systems, sowie bei E. FISCHER: 
Über die Ca yleysche Eliminationsmethode, Math. Zeitschr. Bd. 26, S. 497-550. 1927. 

§ 79. Die u-Resultante und der Satz von BrtZOUT. 

Unter einem Lösungsstrahl (vgl. § 76) eines homogenen Gleichungs­
systems möge verstanden werden die Gesamtheit aller Lösungen 
{Ä.~I'· .. , Ä.~n}' die zu einer festen nichttrivialen Lösung {~I'· .. , ~n} 
proportional sind. Wir nehmen nun an, das Gleichungssystem 

(1) 11=0, ... ,/r=O 

habe nur endlich viele Lösungsstrahlen {~i"), ... , ~~")} (IX. = 1, ... , q), 
und suchen diese Strahlen zu bestimmen. 

Zu den Polynomen 11, ... , Ir nehmen wir eine Linearform mit un­
bestimmten Koeffizienten 

1 = u l Xl + ... + U n X n 

hinzu und bilden das Resultantensystem bl (u), ... , bt (u) der Formen 
11, ... , Ir> I. Dieses Resultantensystem verschwindet für spezielle 
u1 , . .. , U n dann und nur dann, wenn eine Lösung {~(IX)} von (1) zu-
gleich der Bedingung 

IIX = UI ~~IX) + ... + U n ~~~) = ° 
genügt. Mit anderen Worten: die gemeinsamen Nullstellen der Formen 
b1 (u), ... , bt (u) (als Formen in den u) sind genau die Nullstellen des 
Produkts II llX· 

IX 

Daraus folgt nach dem Hilbertschen Nullstellensatz (§ 75) einer-
seits 
(2) (i = 1, ... , t), 
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andererseits 

(3) (lll",)'=O (bl(u), ... ,bt(u)). 

'" 
Die l", sind Linearformen in den u, also unzerlegbar. Nach (2) sind die 
bi (u), also auch ihr größter gemeinsamer Teiler D (u), teilbar durch alle 
Linearfaktoren l",. Aus (3) folgt aber 

(JI l",)' ~ 0 (D (u)); 
'" 

also kann D (u) auch keine anderenLineaI1faktoren als diese l", enthalten. 
Daher muß sein 

(4) D(u) = lIl~a, 

in Worten: Die Linear/ormen l"" welche die Lösungsstrahlen von (1) be­
stimmen, werden durch F aktorzerlegung der Form D (u) gefunden. Die 
Form D(u), der größte gemeinsame Teiler des Resultantensystems 
von f1' ... , fr und l, heißt die u-Resultante von f1' ... , fr. 

Wir betrachten nun insbesondere den Fall von n - 1 homogenen 
Gleichungen in n Veränderlichen, welche endlichviele Lösungstrahlen 
besitzen. Nimmt man die Linearform 1 hinzu, so erhält man n Formen, 
welche eine einzige Resultante R (u) haben; diese ist natürlich zugleich 
die u-Resultante und zerfällt gemäß (4). Die Lösungen erscheinen mit 
gewissen Vielfachheiten erz behaftet. Die Summe der erz ist der Grad 
von R(u), also das Produkt der Gradzahlen der Formen f1" .. , fn-1 
(vgl. § 78). Damit ist der Satz von BEZOUT bewiesen: 

Wenn n - 1 homogene Gleichungen in n Veränderlichen nur endlich 
viele Lösungsstrahlen haben, so ist die Summe der durch (4) definierten 
Vielfachheiten dieser Lösungsstrahlen gleich dem Produkt der Gradzahlen 
der Gleichungen. 

Für n = 3 und n = 4 stecken darin die geometrischen Sätze: Die 
Summe der Vielfachheiten der Schnittpunkte zweier algebraischen 
Kurven in der projektiven Ebene bzw. dreier algebraischen Flächen im 
projektiven Raum ist gleich dem Produkt der Gradzahlen dieser Kurven 
bzw. Flächen. Die Vielfachheiten sind positive ganze Zahlen, die durch 
die Exponenten der Linearfaktoren von R (u) definiert werden. 

A ufga be: Wie lautet das erste Ergebnis dieses Paragraphen 
für homogene Gleichungen in zwei Variablenreihen (Xl"'" Xn), 

(h, ... , Y m), wenn man die Linearform 1 durch .J;.J; u ik Xi:Y k ersetzt? 

Siehe weiter: B. L. v. D. WAERDEN: Der Multiplizitätsbegriff der algebraischen 
Geometrie, Math. Ann. Bd.97, S.756. 1927. KAPFERER, H.: Axiomatische Be­
gründung des Bezoutschen Satzes. Sitzungsber. Heidelberger Akademie 1927, 
8. Abhandlung, S. 33 -59. 
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Wir wollen in diesem Kapitel die Teilbarkeitseigenschaften der 
Ideale kommutativer Ringe untersuchen und zusehen, inwieweit die 
einfachen Gesetze, die etwa im Bereich der ganzen Zahlen gelten, sich 
auf allgemeinere Ringe übertragen lassen. Um dabei nicht auf zu kom­
plizierte Verhältnisse zu stoßen, ist es zweckmäßig, daß man sich auf 
solche Ringe beschränkt, in denen jedes Ideal eine endliche Basis be­
sitzt, was tatsächlich, wie wir sehen werden, in sehr vielen wichtigen 
Fällen zutrifft. 

Wir sagen, daß in einem Ring 0 der Basissatz gilt, wenn jedes Ideal 
in 0 eine endliche Basis hat. 

Der Basissatz gilt für jeden Körper, weil da nur die Ideale (0) und (1) 
existieren. Auch gilt er für den Ring der ganzen Zahlen, allgemeiner 
für jeden Hauptidealring. Sodann gilt er für jeden endlichen Ring. 
Wie wir später sehen werden, gilt er für jeden Restklassenring 0/0., 

falls er für 0 gilt. Schließlich besteht aber der im wesentlichen auf 
HILBERT zurückgehende Satz: 

Wenn der Basissatz tür den Ring 0 gilt und in 0 ein Einselement 
existiert, so gilt er auch tür den Polynombereich 0 [x]. 

Beweis: Es sei \ll ein Ideal in 0 [x]. Die Koeffizienten der höchsten 
Potenzen von x in den Polynomen von \ll bilden, zusammen mit der Null, 
ein Ideal in 0; denn wenn oc und ß die höchsten Koeffizienten der Poly­
nome a, b sind: 

a = IXXn + .. " 

so ist, wenn etwa n > m vorausgesetzt wird, 

a - bxn - m = (ocxn + ... ) - (ßxn + ... ) 
= (oc - ß) xn + ... 

wieder ein Polynom von m: und IX· - ß sein höchster Koeffizient oder 
Null; ebenso ist, wenn oc der höchste Koeffizient von a ist, AOC der höchste 
Koeffizient von Aa oder Null. 

Dieses Ideal 0. der höchsten Koeffizienten hat nach Voraussetzung 
eine Basis (OCl' ••• , ocr); OCi sei etwa der höchste Koeffizient des Polynoms 

ai = IX; xnc + . . . 
vom Grad ni' und es sei n die größte der endlich vielen Zahlen ni' 
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Die Polynome ai nehmen wir in die zu bildende Basis für ~ auf. 
Wir werden zusehen, welche weiteren Polynome für eine Basis nötig 
sind. 

Ist 
1 = (f,XN + ... 

ein Polynom aus ~ von einem Grad N > n, so muß (f, dem Ideal (l 
angehören: 

Man bilde nun das Polynom 

11 = 1 - 1,' (A.i xN - m) ai • 

Der Koeffizient von xN in diesem Polynom ist 

(f, - .2 Ai (f,i = 0; 

11 hat also einen Grad< N. Wir können also das Polynom 1 modulo 
(al' ... , a,,) ersetzen durch ein Polynom niedrigeren Grades. In der­
selben Weise können wir weitergehen, bis der Grad kleiner als n geworden 
ist. Es genügt also, sich weiterhin auf Polynome von beschränkten 
Gradzahlen « n) zu beschränken. 

Die Koeffizienten von xn - 1 in den Polynomen vom Grade < n - 1 
aus ~ bilden, eventuell zusammen mit der Null, ein Ideal (ln-I; eine 
Basis dieses Ideals sei 

((f,r+ l' .•. , (f,s) • 

rf.,,+i sei wiederum der höchste Koeffizient des Polynoms 

a"+i = (f,r+; x n - 1 + .. '. 
Wir nehmen nun auch noch die Polynome ar+ l' ... , a s in die Basis 
auf. Jedes Polynom vom Grade < n -1 kann nun modulo (ar+l' ... ,as) 

ersetzt werden durch ein Polynom vom Grade < n - 2; man hat nur 
wie vorhin eine passend gewählte Linearkombination 

zu subtrahieren. 
So fahren wir fort. Die Koeffizienten von xn - 2 in den Polynomen vom 

Grad < n - 2 bilden mit der Null ein Ideal an - 2 , dessen Basiselemente 
1Xs+ l' ••• , (f,t den Polynomen as+ l' ... , at angehören. Diese Polynome 
nehmen wir wiederum in die Basis auf. So gelangen wir schließlich zum 
Ideal ao der in ~ liegenden Konstanten; seine Basis ((f,v+1"'" (f,w) 

führt zu den Polynomen av + l' ... , aw ' Jedes Polynom aus ~ muß sich 
modulo 

schließlich auf Null reduzieren. Also bilden die Polynome a1 , ••• , aw 

eine Basis für das Ideal ~, womit der Basissatz bewiesen ist. 



§ 80. Basissatz und Teilerkettensatz. 25 

Aus diesem Satz folgt durch n-malige Anwendung unmittelbar die 
Verallgemeinerung: 

Wenn tür einen Ring 0 mit Einselement der Basissatz gilt, so gilt er 
auch tür den Polynombereich 0 [Xl' ... , xnJ der endlichvielen Un­
bestimmten Xl, ... , X n · 

Die wichtigsten Spezialfälle sind: der ganzzahlige Polynombereich 
C [Xl' ... , xnJ und jeder Polynombereich K [Xl' ... , xnJ mit Koeffi­
zienten aus einem Körper K. In allen diesen Bereichen hat jedes Ideal 
eine endliche Basis. 

HILBERT hat seinen Satz nur für diese Fälle ausgesprochen, in einer 
scheinbar etwas allgemeineren Fassung, nämlich der folgenden: 

In jeder Untermenge 9.R von.o (nicht nur in jedem Ideal) gibt es endlich 
viele Elemente m l , ... , mr so, daß jedes Element m von 9.R sich in der 
Gestalt 

schreiben läßt. 
Dieser Satz ist aber eine unmittelbare Folge des Basissatzes für 

Ideale. Denn wenn IJ( das von 9.R erzeugte Ideal ist, so hat zunächst IJ( 

eine Basis: 
IJ( = (a 1 , ••• , as) . 

Jedes Element ai hängt (als Element des von 9.R erzeugten Ideals) von 
endlich vielen Größen von 9.R ab: 

ai = 2P'ik mik' 
k 

Also hängen alle Elemente von IJ( von den endlichvielen m i k linear ab; 
das gilt nun insbesondere für die Elemente von \JR. 

Wichtiger ist, daß der Basissatz auch mit dem folgenden "Teiler­
kettensatz"l äquivalent ist: 

Teilerkettensatz, 1. Fassung. 

Ist eine Kette von Idealen °1,°2,°3"" in 0 gegeben und ist jedes 
0i+1 ein echter Teiler von Gi: 

Gi ( 0i+l' 

so bricht die Kette nach endlichvielen Gliedern ab. 
Oder, was auf dasselbe hinauskommt: 

Teilerkettensatz, 2. Fassung. 

Ist eine unendliche Kette von Teilern °1, °2, °3, ... gegeben: 

Gi ~ Gi+!' 

so müssen von einem gewissen n ab alle Glieder gleich sein: 

On = On+l = .. '. 
1 Man könnte vielleicht besser sagen: Teilerkettenforderung oder Teilerketten­

bedingung. 
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Daß der Teilerkettensatz aus dem Basissatz folgt, sieht man so: 
Es sei Ul , U2' ua ' . •• eine unendliche Kette und stets Ui ~ ui + 1 . 

Die Vereinigung \.1 aller Ideale Ui ist ein Ideal. Denn wenn a und b in \.1 

liegen, etwa a in Un und b in Um' so liegen a und b beide in uN ' wo N die 
größte der Zahlen n und mist; also liegt a - b auch in uN ' also in \.1. 

Und wenn a in \.1 liegt, etwa in Un , so liegt auch Aa in Un , also in \.1. 

Dieses Ideal \.1 hat nach Voraussetzung eine Basis (al' ... , ar). Jedes 
ai liegt in einem Ideal uni' Ist n die größte der Zahlen ni' so liegen 
a l , ... , ar sämtlich in Un • Da alle Elemente von \.1 linear von a l , ... , ar 

abhängen, so liegen alle Elemente von \.1 in Un , und daraus folgt 

Umgekehrt folgt der Basissatz aus dem Teilerkettensatz (Auswahl­
postulat vorausgesetzt). Nämlich: Auf Grund des Auswahlpostulats (§ 58) 
denke man sich in jeder nichtleeren Untermenge von 0 ein Element 
ausgezeichnet. Es sei nun a ein Ideal, a l das ausgezeichnete Element 
von a. Wenn a l noch nicht das ganze Ideal erzeugt, so gibt es in a noch 
Elemente, die nicht in (al) liegen; in der Menge dieser Elemente sei 
a2 das ausgezeichnete Element. Dann folgt: 

Wenn a1 und a2 noch nicht das ganze Ideal a erzeugen, so findet man 
in derselben Weise ein drittes ausgezeichnetes Element aa in a, das nicht 
in (al' a2) liegt, usw. So erhält man eine Teilerkette 

(al) ( (al' a2) ( (al' a2, aa) C' . " 

die im Endlichen (etwa nach r Schritten) abbrechen muß. Dann folgt: 

·demnach hat a eine endliche Basis. 
Wenn der Teilerkettensatz in einem Ring 0 gilt, so gilt er auch in iedem 

Restklassenbereich o/a. _ 
Beweis: Ein Ideal 0 in o/a ist eine Menge von Restklassen. Bildet 

man dieVereinigungsmenge aller dieser Restklassen, so erhält man 

ein Ideal 0 in o. Umgekehrt ist 0 durch 0 eindeutig bestimmt vermöge 

0=0/0.. 
- - -

Eine Kette von Idealen 01 ( 02 C Oa C ... in o/a ergibt in dieser Weise 
eine Kette von Idealen '01 C '0 2 C '0 3 ( ••• in 0, und da die letztere im 
Endlichen abbricht, so muß die erstere es auch tun. 

Damit ist auch die zu Anfang dieses Paragraphen aufgestellte Be­
hauptung, daß aus dem Basissatz für 0 der Basissatz für o/a folgt, be­
wiesen. 
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Der Teilerkettensatz läßt noch zwei andere Fassungen zu, die für 
Anwendungen oft bequemer sind: 

Teilerkettensatz, 3. Fassung: Maximalbedingung. 
Wenn in 0 der Teilerkettensatz gilt, so gibt es in jeder nichtleeren 

Menge von Idealen ein maximales Ideal, d. h. ein solches, das nicht von 
einem anderen Ideal der Menge umfaßt wird. 

Beweis: Aus jeder nichtleeren Menge von Idealen sei eins aus­
gezeichnet. Gesetzt nun, es gäbe in einer Menge m von Idealen kein 
maximales Ideal, so würde jedes Ideal der Menge noch von einem an­
deren der Menge umfaßt werden. Suchen wir nun aus m das ausgezeich­
nete Ideal 01' weiter aus der Menge derjenigen Ideale von IDl, die 01 

umfassen und 9= 01 sind, das ausgezeichnete Ideal 02 usw., so kommen 
wir zu einer unendlichen Kette 

0 1 ( 02 ( 03 ( ••• , 

die nach Voraussetzung nicht möglich ist. 
Teilerkettensatz, 4. Fassung: Prinzip der Teilerinduktion. 

Wenn in 0 der Teilerkettensatz gilt und eine Eigenschaft E für jedes 
Ideal ° (insbesondere auch für das Einheitsideal) bewiesen werden kann 
unter der Voraussetzung, daß sie für alle echten Teiler von ° erfüllt ist, 
so kommt die Eigenschaft E allen Idealen zu. 

Beweis: Gesetzt, die Eigenschaft E käme einem Ideal nicht zu. 
Dann gäbe es nach der 3. Fassung des Teilerkettensatzes auch ein 
maximales Ideal 0, welches die Eigenschaft E nicht hätte. Wegen der 
Maximalität müßten alle echten Teiler von ° die Eigenschaft E haben, 
also ° auch, was einen Widerspruch bedeutet. 
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Ähnlich wie in § 15 verstehen wir unter dem größten gemeinsamen Teiler 
(G. G. T.) oder der Sztmme der Ideale 0, V, ..• das von ihrer Vereinigungs­
menge erzeugte Ideal (0, V, ... ) und ebenso unter dem kleinsten gemein­
samen Vielfachen (K. G.V.) den Durchschnitt [0, b,' ... ] = ° f\ b f\ .. .. 

Dieselbe Bezeichnung wie für die Idealsumme verwendet man für ein 
Erzeugnis aus einigen Elementen und einigen Idealen, etwa: 

(0, b) = (0, (b)) . 

Selbstverständlich ist (0, b) = (b, 0), ((0, b), c) = (0, (b, c)) = (a, b, c), 
usw. Weiter: 

(a1 ,a2 , •• • ), (b1 ,b2 ,.· .)) = (a1 ,a2 ,· •• , b1 ,b2 , •• • ); 

in Worten: Man erhält eine Basis für den größten gemeinsamen Teiler, 
indem man die Basen der einzelnen Ideale nebeneinander schreibt. 

Multipliziert man die Elemente eines Ideals ° mit denen eines 
Ideals b, so bilden die Produkte a b (im Gegensatz zu den Summen) 
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im allgemeinen kein IdeaF. Das von diesen Produkten ab erzeugte 
Ideal aber nennt man das Produkt der Ideale a, b und bezeichnet es 
mit a . b oder ab. Es besteht aus allen Summen 2) ai bi (ai in a, bi in 0) . 

Offenbar ist 
a·o = o·a, 

(a·o)·c=a·(o·c); 

man kann also mit Produkten von Idealen wie mit gewöhnlichen Pro­
dukten rechnen. Insbesondere hat es Sinn, von Potenzen ae eines Ideals 
zu reden; sie sind definiert durch 

ae+ 1 = a· ae . 

Ist a = (al' ... , an) und 0 = (bI' ... , bm), so wird ersichtlich das 
Produkt ao von den Produkten aib lc erzeugt. lVlan erhält also eine 
Basis für das Produkt durch Multiplikation aller Basiselemente des einen 
Faktors mit allen Basiselementen des anderen. 

Insbesondere ist für Hauptideale 

(a) . (b) = (a b); 

im Bereich der Elemente von 0 stimmt also die Produkt definition mit 
der gewöhnlichen überein. 

Das Produkt a' (b) aus einem beliebigen Ideal und einem Haupt­
ideal besteht aus allen Produkten ab, wo a in a liegt. Man schreibt 
daher einfach ab oder ba. 

Eine weitere Rechenregel ist das "Distributivgesetz der Ideale": 

(I) a· (0, c) = (a . 0, a· c) . 

Denn a' (0, c) wird erzeugt von den Produkten a(b + cl, welche wegen 

a (b + c) = ab + ac 

alle in (a' 0, a' c) liegen; umgekehrt wird (a' 0, a' c) erzeugt von den 
Produkten ab und den Produkten ac, welche alle in a' (0, c) liegen. 

Dieselbe Regel (1) gilt auch, wenn in der Klammer statt 0, c mehrere 
oder sogar unendlichviele Ideale stehen. 

Da alle Produkte ab in a liegen, so ist 

a·o.(a 
und ebenso 

a·o.(o. 
Daraus folgt: 

a·o~[a,b] 

oder: Das Produkt ist durch das kleinste gemeinsame Vielfache teilbar. 

1 Beispiel: Ist in einem Polynombereich a = (x, y) und b = (x 2, y), so sind 
x 3 und y2 Produkte von der Gestalt a' b, nicht aber x3 _ y2. 
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Im Ring der ganzen Zahlen ist das Produkt aus kleinstem gemein­
samen Vielfachen und größtem gemeinsamen Teiler zweier Ideale 
(1, 0 gleich dem Produkt a O. Das gilt nicht in beliebigen Ringen; wohl 
aber gilt: 

(2) [a(\ 0]' (a, 0) = O(a· 0). 
Beweis: 

[a (\ 0]' (a, 0) = ([a (\ 0]' a, [a (\ 0]' 0).( (0' a, a· 0) = a· 0 . 

Das Ideal 0, das aus allen Elementen des betrachteten Ringes be­
steht, heißt nach § 14 Einheitsideal. Es ist natürlich 

a· o~a. 

Enthält aber 0 ein Einselement e, so ist auch umgekehrt 

a=a·e;;:a·o, 
also 

a·o = a. 

Das Ideal ° spielt demnach in diesem Fall die Rolle eines Einsele­
ments der Multiplikation. Es wird dann vom Einselement erzeugt. 

Man hat immer 
(a,o) = 0; a(\o=a. 

Unter dem Idealquotienten a:o, wo a ein Ideal ist, verstehen wir 
-die Gesamtheit der Elemente y von 0, für die 

(3) 'Y b == 0 (a) für alle baus O. 

Diese Gesamtheit ist ein Ideal; denn wenn y und ~ die Eigenschaft (3) 
haben, so hat y - ~ sie auch, und wenn y sie hat, so hat ry sie auch. 
Dabei ist vorausgesetzt, daß a ein Ideal ist; 0 braucht es nicht zu sein, 
sondern kann irgend eine Menge oder auch ein einzelnes Element sein. 

Zufolge der Definition ist, wenn a und 0 Ideale sind, 

o·(a:o) ===O(a). 

Im Ring der ganzen Zahlen wird die Quotientenbildung zweier 
Hauptideale (a), (b) =1= (0) so ausgeführt, daß man aus der Faktorzer­
legung der Zahl a die Faktoren, die auch in b vorkommen, wegläßt; 
z. B.: 

(12) : (2) = (6), 

(12) : (4) = (3), 

(12) : (8) = (3), 

(12) : (5) = (12). 

Anders ausgedrückt: Man dividiert a im gewöhnlichen Sinn durch den 
,größten gemeinsamen Teiler (a, b). 
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In allgemeinen Ringen gilt eine entsprechende Regel: 

a:o = a:(a,o), 

die leicht zu beweisen und übrigens nicht sehr wichtig ist. 
Offensichtlich ist a = O(a:o), denn jedes Element von a hat die 

Eigenschaft (3). Es gibt also zwei Extremfälle: 

a : 0 = 0 und a : 0 = a. 

Der erste Fall tritt u. a. dann ein, wenn 0> a ; denn dann ist für jedes y 

ro = 0(0) = O(a). 

Der zweite Fall bedeutet, daß aus yo = 0 (a) folgt y == 0 (a). Man 
kann also die Kongruenz yo == O(a) durch 0 kürzen. Man nennt in 
diesem Fall 0 relativ-prim zu a oder prim zu a; doch werden wir diesen 
leicht mißzuverstehenden Ausdruck selten verwenden und meist die 
Gleichung a:o = a direkt hinschreiben. Im Falle ganzer Zahlen a und 
b, beide =l= 0, ist offensichtlich das Kriterium: 

aus rb == 0 (a) folgt r - 0 (a) 

nur dann erfüllt, wenn a und b keinen gemeinsamen Primfaktor be­
sitzen. In allgemeineren Fällen ist aber das Prädikat "relativ-prim" 
nicht symmetrisch; wenn z. B. a ein Primideal und 0 ein von 0 verschie­
dener echter Primidealteiler von a ist, so ist· 

aber 

Z. B. ist 

a : 0 = a, also 0 relativ-prim zu a, 

o : a = 0, also a nicht relativ-prim zu o. 

(0) : (2) = (0) , 

(2) : (0) = (1). 

Wichtig ist die folgende Rechenregel : 

(4) [al' "',Or]:0=[a1:0, ... ,ar:o]. 
Beweis: Aus 

folgt 
r 0 c::: ai für jedes i 

und umgekehrt. 
Aufgaben. 1. Man beweise die Rechenregeln: 

(a:o):c=a:oc=(a:c):o, 

0: (0, c) =(a: 0) /\ (a: c). 

2. Man zeige die Äquivalenz der drei Behauptungen: 

a) o:ol=a und a:0 2 =a: 

b) a: [01/\ O2] = a; 

c) a: 01 o. = a . 
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§ 82. Primideale und Primärideale. 

Schon früher haben wir Primideale definiert als solche Ideale, deren 
Restklassenring keine Nullteiler hat. 

Im Bereich der ganzen Zahlen ist jede ganze Zahl a > 0 Produkt 
von Potenzen verschiedener Primzahlen 

(I) a = Pf' ... P'J.", 

und demnach jedes Ideal (a) Produkt von Primidealpotenzen : 

(a) = (Pl)Q, ... (Pr)Qr. 

In allgemeineren Ringen kann man nicht erwarten, daß die Zerlegungs­
gesetze der Ideale so einfach sind. Zum Beispiel hat im ganzzahligen 
Polynombereich einer Unbestimmten x das Ideal (4, x), das nicht prim 
ist, außer 0 nur einen Primteiler (2, x); aber keine Potenz von (2, x) 
stellt das Ideal (4, x) dar. Man kann also im allgemeinen keine Produkt­
darstellung der Ideale erwarten, sondern höchstens eine Darstellung 
als K. G. V. (Durchschnitt) von möglichst einfachen Bestandteilen l , ent­
sprechend der aus (I) folgenden Darstellung von (a) als K. G. V.: 

(a) = [(N') , ... , (Nr)]. 

Die Ideale (Pj/) haben nun die folgende charakteristische Eigen­
schaft: Wenn ein Produkt ab durch P;k teilbar ist und der eine Faktor a 
es nicht ist, so muß der andere Faktor b zumindest einen Faktor von 
P~k enthalten. Das drückt sich darin aus, daß eine Potenz bQ durch 
P'I/' teilbar sein muß. Also: 

Aus 

folgt 

ab = 0 (Pfk) , 
a$O(Nk) 

be = o (Nk) . 

Ideale mit dieser Eigenschaft werden Primärideale genannt. 
Ein Ideal q heißt primär, wenn aus 

ab = 0 (q), a:$ 0 (q) 

folgt, daß es ein e gibt so, daß 
be=O(q). 

Man kann die Definition auch so fassen: 

Wenn im Restklassenring nach q ab = 0 und a =l= 0 ist, so soll eine 

Potenz bf! verschwinden. 

1 Eine K.G.V.-Darstellung ist in gewissen Fällen auch nützlicher als eine 
Produktdarstellung, nämlich dann, wenn es sich darum handelt, zu entscheiden, ob 
ein Element b durch ein Ideal m teilbar ist, d. h. zu m gehört. Ist m = [al' ...• aT1. 
so gehört b zu m. sobald ballen a,. angehört, und nur dann. 
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Ist ab = 0 und a =\= 0, so heißt das nichts anderes, als daß bein Null-
-

teiler ist. Wenn ein Ringelement b die Eigenschaft hat, daß eine Potenz 

bq verschwindet, so heißt das Element nilpotent. Also kann man auch 
sagen: 

Ein Ideal heißt primär, wenn in seinem Restklassenring feder Null­
teiler nilpotent ist. 

Wie man sieht, ist die Definition eine leichte Modifikation der Prim­
idealdefinition ; im Restklassenring nach einem Primideal muß jeder Null­
teiler nicht nur nilpotent sein, sondern selbst verschwinden. 

Wir werden sehen, daß die Primärideale in allgemeinen Ringen die­
selbe Rolle spielen wie die Primzahlpotenzen im Bereich der ganzen 
Zahlen, daß nämlich unter sehr allgemeinen Voraussetzungen jedes 
Ideal sich als Durchschnitt von Primäridealen darstellen läßt und daß 
in dieser Darstellung die wesentlichsten Struktureigenschaften der 
Ideale zum Ausdruck kommen. 

Die Primärideale sind nicht notwendig Primidealpotenzen ; das 
zeigt schon das zu Anfang angeführte Ideal (4, x), welches man leicht 
als primär erkennt. Das Umgekehrte gilt aber ebensowenig ; denn im 
Ring derjenigen ganzzahligen Polynome ao + a1 x + ... + anxn, bei 
,denen a1 durch 3 teilbar ist, ist .\) = (3 x, x 2) ein Primideal, aber 
.\)2 = (9x 2, 3 x3, x 4) nicht primär, denn es ist 

für jedes e. 

9. x2 _ 0 (.\)2) , 

x 2 $ 0 (.\)2) , 

ge$0 (.\)2) 

Eigenschaften der Primärideale unabhängig vom 
Teilerkettensa tz. 

I. Zu fedem Primärideal q gehört ein Primidealteiler .\), der folgender­
maßen definiert wird,' .\) ist die Gesamtheit der Elemente b, von denen eine 
Potenz be in q liegt. 

Beweis: Erstens:.\) ist ein Ideal; denn aus be = 0 (q) folgt (rb)e=O(q) 
und aus bQ - 0 (q) und ca = 0 (q) folgt, da in der Entwicklung von 
{b - c)e + "-1 in jedem Summanden entweder be oder ca vorkommt, 

(b - C)e+r.r-l == 0 (q). 

Zweitens: .\) ist prim; denn aus 

ab - 0 (.\)), 

a$O (.\)) 

folgt, daß es ein e gibt so, daß 

aebe == 0 (q) 
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und weiter 

ist. Es muß also ein (1 geben so, daß 

ist; daraus folgt 
bll(f == 0 (q) 

b=O(~). 

Drittens: \) ist Teiler von q: 

q=O(\)); 
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denn die Elemente von q haben sicher die Eigenschaft, daß eine Po­
tenz in q liegt. 

\) heißt das zu q gehörige Primideal, q ein zu \) gehöriges Primär ideal. 
Zu folge der Definition des Primärideals gilt: 

II. Aus ab=O(q) und a$O(q) folgt b=O(\)). 

Gewissermaßen die Umkehrung dieses Satzes ist der folgende: 

III. Wenn \) und q Ideale sind und die Eigenschaft haben, daß 

1. aus ab - 0 (q) und a$O (q) folgt b == 0 (\)), 

2. q = 0(\)), 

3. aus b=O(~) folgt bll=O(q), 

so ist q primär und \) das zugehörige Primideal. 

Beweis: Aus ab 0 (q) und a $0 (q) folgt (wegen 1. und3.) bll = 0 (q). 
Also ist q primär. Zu zeigen ist nur noch, daß paus den Elementen b besteht, 
von denen eine Potenz bQ in q liegt. Die eine Hälfte dieser Behauptung 
ist gerade 3. Zu zeigen bleibt, daß aus b~ = 0 (q) folgt b = 0 (p). Es sei 
e die kleinste natürliche Zahl, für die be = 0 (q) gilt. Für e = 1 sind 
wir fertig nach 2. Für (! > 1 hat man b· bll- 1 = 0 (q), aber be- 1 $0 (q), 
mithin (nach 1.) b = 0 (\)). 

Dieser Satz erleichtert den Nachweis der Primäreigenschaft und die 
Auffindung des zugehörigen Primideals in speziellen Fällen und zeigt, 
durch welche Eigenschaften das zugehörige Primideal eindeutig be­
stimmt ist. 

Die Eigenschaft II gilt auch dann noch, wenn man a und b durch 
Ideale a und 0 ersetzt: 

IV. Aus ao==O(q) und a$O(q) folgt 0==0(\)). 

Denn wäre 0 $ 0 (0), so würde es ein Element b in 0 geben, das nicht 
in \) liegt, und ebenso ein Element a in a, das nicht in q liegt. Das Produkt 
ab müßte aber in ao, also in q liegen im Widerspruch zum früher Be­
wiesenen. 

Genau so beweist man den entsprechenden Satz für Primideale : 

Aus ao=O(~) und a$O(~) folgt 0=0(\)). 
v. d. Waerden, Moderne Algebra Ir. 3 
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Eine Folge davon [durch (h -I)-malige Anwendung zu beweisen] ist: 

Aus Oll = 0 (~) folgt 0 = 0 (~). 
Eine andere Fassung von Satz IV ist: 
IV'. Aus b$O(~) folgt q:b = q. 

Im Restklassenring o/q liegt (wegen ~ ~ q) das Ideal ~/q. Es be­
steht aus allen nilpotenten Elementen, im Falle q =F 0 also aus allen 
Nullteilern. 

Eigenschaften der Primär ideale unter Voraussetzung des 
Teilerkettensa tzes. 

Ist ~ das zu q gehörige Primideal, so liegt eine Potenz eines jeden 
Elements von ~ in q. Die dazu mindestens nötigen Exponenten hängen 
vom gewählten Element ab und können unbeschränkt wachsen. Setzt 
man aber im Ring 0 den Teilerkettensatz voraus, so wachsen die Expo­
nenten nicht mehr unbeschränkt, vermöge des folgenden Satzes: 

V. Eine Potenz ~~ ist durch q teilbar: 

~~=O(q) . 
Beweis: Es sei (PI, ... , Pr) eine Basis für ~. Es mögen Pi', ... , p~r 

in q liegen. Setzt man dann 
r 

e = .J}(ei - 1) + I, 
1 

so wird.):Je erzeugt von allen Produkten der Pi zu je e; in jedem solchen 
Produkt muß mindestens ein Faktor Pi mehr als (ei - 1) mal, also min­
destens ei mal vorkommen; alle Erzeugenden von ~~ liegen also in q, 
woraus der Satz folgt. 

Zwischen einem Primärideal q und seinem zugehörigen Primideal .):J 
bestehen demnach die folgenden Relationen: 

{ 
q = 0 (~), 

(2) ~!!=O(q). 
Die kleinste Zahl e, für die diese Relationen gelten, heißt der Exponent 
von q. Der Exponent gibt insbesondere eine obere Schranke für die 
Exponenten der Potenzen, in die man die Elemente von.):J (mindestens) 
zu erheben hat, um Elemente von q zu erhalten. 

Ist q primär, so sind die Gleichungen (2) für das zugehörige 
Primideal .):J charakteristisch. Denn gesetzt, ein zweites Primideal .):J' 
erfüllte mit einern Exponenten e' ebenfalls (2), so würde folgen 

{
.):J!! ~ q ~ .):J', also ~ ~~', 

.):J'e' ~ q ~ .):J , also ~'~.):J , 

mithin .):J' =~. Die Relationen (2) sind aber nicht charakteristisch 
für die Primärideale : es kann sehr gut sein, daß (2) für ein nicht pri­
märes q gilt (vgl. die nachstehende Aufgabe I). 
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VI. Aus ab -O(q) und a =$=O(q) folgt, daß eine Potenz b" = O(q) ist. 
Beweis: Es genügt, (J = e zu wählen. Aus ab = 0 (q) und a =$= 0 (q) 

folgt nämlich, wie früher bewiesen, b = 0 (\J) und daraus 

b!? = 0 (\J!.') = 0 (q). 

Ein Ideal q mit der zuletzt ausgesprochenen Eigenschaft heißt stark primär, im 
Gegensatz zu den früher definierten schwach primären Idealen oder Primäridealen 
schlechthin. Gilt der Teilerkettensatz, so fallen die beiden Begriffe zusammen; denn 
wir sahen schon, daß die primären Ideale in diesem Fall auch stark primär sind, 
und das Umgekehrte folgt einfach durch Spezialisierung der Ideale a, b zu Haupt­
idealen (a), (b). Gilt der Teilerkettensatz nicht, so ist zwar jedes stark primäre Ideal 
auch schwach primär; aber die Umkehrung braucht nicht zu gelten. 

Beispiel: Im Polynombereich von unendlich vielen Unbestimmten Xl' X 2' X3 • ..• 

ist das Ideal 
q = (Xl' X~, xt ... ) 

primär, und das zugehörige Primideal ist 

~ = (xl> x 2 , x 3 ' ... ). 

Diese beiden Behauptungen ergeben sich am leichtesten aus Satz III. q besteht aus 
allen Polynomen, in denen das konstante Glied fehlt und in jedem Glied mindestens 
ein darin vorkommendes x" mindestens den Exponenten v hat, während 1:1 aus allen 
Polynomen ohne konstantes Glied besteht. Ist nun a $ 0 (q) und b $ 0 (1:1), so ent­
hält b ein konstantes Glied bo =l= 0 und a ein Glied, in welchem jedes x" einen Ex­
ponenten < v hat. Wir suchen nun unter diesen Gliedern von a ein Glied niedrigsten 
Grades aus; das ergibt, mit der Konstanten bo multipliziert, ein in ab wirklich vor­
kommendes Glied niedrigsten Grades, in welchem wieder jedes x" einen Exponenten 
< v hat. Also folgt ab $ 0 (q). Damit ist die Voraussetzung 1 von Satz Ul bewiesen. 
Ist weiter b = 0 (1:1), so fehlt in b das konstante Glied; ist x'" die letzte der Un­
bestimmten Xl' X 2' ..• , die im Polynom b wirklich vorkommt (in b können ja nur 
endlich viele Xv vorkommen), so haben in bOJ' alle Glieder mindestens den Grad w 2• 

In jedem Glied kommt also mindestens ein Xv in der w-ten Potenz vor; demnach 
liegt bOJ' in q. Da schließlich q - 0 (p) ist, so sind alle Voraussetzungen von Satz III 
erfüllt. 

Trotzdem ist 1:1!.' $ O(q), wie groß man (! auch nehmen mag; denn 1:1!.' enthält 
das Element x~ + 1. welches nicht in q liegt. 

Aufgaben. 1. Das Ideal a = (x 2, 2x) im ganzzahligen Polynom­
bereich einer Veränderlichen x ist nicht primär. Trotzdem ist (x) 2 - 0 (a) 
- 0 (x) und (x) ein Primideal. 

2. Ist \J ein teilerloses Primideal (§ 15) und \Jg =:; 0 (a) = 0 (J), so 
ist a ein Primärideal zum Primideal \J. 

3. Hat 0 ein Einselement, so ist 0 selbst das einzige Primärideal 
zum Primideal o. 

4. Ist 0* ein Unterring von 0 und q ein Primärideal in 0 zum Prim­
ideal \J, so ist q f\ 0* ein Primärideal in 0* zum Primideal \J f\ 0*. 

§ 83. Der allgemeine Zerlegungssatz. 

Im Ring 0 sei der Teilerkettensatz vorausgesetzt: Jede Teilerkette 
von Idealen bricht im Endlichen ab. Daraus folgt also (unter Zugrunde­
legung des Auswahlpostulats) das "Prinzip der Teilerinduktion" . 

3* 
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Reduzibel heißt ein Ideal m, wenn es als Durchschnitt zweier echter 
Teiler darstellbar ist: 

m=al\b, 0) m, b) m. 

Ist eine solche Darstellung nicht möglich, so heißt das Ideal irreduzibel. 
Beispiele irreduzibler Ideale sind die Primideale ; denn wäre für ein 

Primideal ~ eine Darstellung 

~ = 01\ b, 0)13, b)~ 

möglich, so wäre 
ob=O(Ol\b)=O(~), 

entgegen der Primeigenschaft. 
Auf Grund des Teilerkettensatzes gilt nun der erste Zerlegungssatz: 
Jedes I deal ist Durchschnitt von endlichvielen irreduziblen. 
Beweis: Für irreduzible Ideale ist der Satz richtig. Es sei also m 

reduzibel: 
m = 01\ b, 0) m, b) m. 

Setzt man den Satz für alle echten Teiler von m als bewiesen voraus, 
so gilt er insbesondere für 0 und "0 ; also ist etwa 

0= [il' ... , i s]' 

b = [is+ l' ..• , i r] . 
Daraus folgt aber 

also gilt der Satz auch für m. Da er für das (stets irreduzible) Einheits­
ideal auch gilt, ist er nach dem "Prinzip der Teilerinduktion" allgemein 
richtig. 

Von der Darstellung durch irreduzible Ideale kommt man nun zu 
einer Darstellung durch Primärideale, vermöge des Satzes: 

Jedes irreduzible Ideal ist primär. 
Beweis: m sei nichtprimär. Es soll gezeigt werden, daß m redu­

zibel ist. 
Da m nichtprimär ist, so gibt es zwei Elemente a, b mit den Eigen­

schaften 
ab = 0 (m). 

a=$O (m), 

be =$ 0 (m) für jedes (!. 

Nach dem Teilerkettensatz muß die Reihe der Idealquotienten 

m: b, (. m: b2 , ••• 

einmal abbrechen, d. h. für ein gewisses k ist: 

m:bk = m:bk+l. 
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Wir behaupten nun: 

(1) m = (m, a) (\ (m, 0 bk ) • 

Die beiden Ideale rechter Hand sind Teiler von m, und zwar echte 
Teiler, denn das erstere enthält a, das zweite enthält bk + 1. Wir haben 
zu zeigen, daß jedes gemeinsame Element von beiden notwendig zu m 
gehört. Ein solches Element c hat, als Element von (m, 0 bk ), die Ge­
stalt 

c = m + rbk ; 

zweitens hat es aber, als Element von (m, a), die Eigenschaft 

cb=O(mb, ab) =O(m). 
Daraus folgt 

mb + rbk+l = cb = 0 (m), 

rbk+l = 0 (m) 

und daraus wegen m:bk+1 =m:b k : 

rbk=O(m), 

c = m + r bk = 0 (m). 

Damit ist (1) bewiesen; m ist also in der Tat reduzibel. 
Da jedes Ideal als Durchschnitt von endlichvielen irreduziblen dar­

stellbar und jedes irreduzible Ideal primär ist, so folgt: 
Jedes I deal ist als Durchschnitt von endlichvielen Primäridealen dar­

stellbar. 
Dieser Satz läßt sich noch verschärfen. Zunächst nämlich kann man 

aus einer Darstellung 
m = [ql , ... , qr) 

alle überflüssigen Ideale qi' d. h. alle diejenigen, die den Durchschnitt 
der übrigen umfassen, sukzessive streichen. Man kommt so zu einer 
unverkürzbaren Darstellung, d. h. zu einer solchen, in der keine Kom­
ponente qi den Durchschnitt der übrigen umfaßt. In einer solchen Dar­
stellung kann es noch vorkommen, daß einige Primärkomponenten sich 
zu einem Primärideal zusammenfassen lassen, d. h. daß ihr Durch­
schnitt wieder primär ist. Wann das der Fall ist, ergibt sich aus folgen­
den Sätzen: 

1. Ein Durchschnitt von endlichvielen Primäridealen, die zum selben 
Primideal gehören, ist wieder primär und hat dasselbe zugehörige Prim­
ideal. 

2. Ein unverkürzbarer Durchschnitt von endlichvielen Primäridealen, 
die nicht alle zum selben Primideal gehören, ist nicht primär. 

Diese Sätze gelten unabhängig vom Teilerkettensatz. 
Beweis von 1: Es sei 

m = [ql' ... , q,.], 
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WO ql' ... , qr alle zu 1J gehören. Wir stützen uns auf Satz 111 (§ 82). 
Aus 

folgt 

für alle v und 

ab=O(m), 

ab = 0 (q,,) 

a$O (q,,) 

a$O(m) 

für mindestens ein v, und daraus wieder b = 0 (1J). 
Zweitens ist offenbar 

m=O(q,,)=O(1J). 

Ist schließlich b = 0 (1J), so folgt 

be" = 0 (q,,) für alle v, 

also, wenn e = max 12" gesetzt· wird: 

b~ = 0 (q,,) für alle v, 

be = 0 (m). 

Damit sind alle drei in Satz 111 genannten Eigenschaften nachgewiesen. 
Also ist m primär und 1J das zugehörige Primideal. 

Beweis von 2: Gegeben sei eine unverkürzbare Darstellung 

m = [ql' ... , qr] (r > 2), 

bei welcher mindestens zwei der zugehörigen Primideale 1J~ verschieden 
sind. Wir denken uns von vornherein jede Gruppe von Primäridealen, 
die zum selben Primideal gehören, zu einem Primärideal zusammen­
gefaßt. Die Darstellung bleibt dann unverkürzbar. 

Unter den endlich vielen Primidealen 1J~ gibt es ein minimales, d. h. 
ein solches, das keins der übrigen umfaßt. Dieses sei etwa 1Jl' Da 1Jl die 
Ideale \)2' ... , \)r nicht umfaßt, so gibt es Elemente a" so, daß 

a" $. 0 (1Jl) , } 
a~ = 0 (1J,,) 

(v = 2,3, ... , r) , 

also für ein genügend hohes 12 

a~=O(q,,). 

Wäre ql = m, so wäre die Darstellung m = [ql' ... , qrJ verkürzbar 
(nämlich q2' ... , qr überflüssig). Also gibt es in ql ein Element ql mit 

ql$O (m). 
Das Produkt 

ql (a 2· .. ar)e 

liegt nun sowohl in ql als in q2' ... , qr' also in m. ql liegt aber nicht in 
m. Wäre m primär, so würde daraus folgen: 

(a 2 • •• ar)e a = 0 (m) , 

(a 2 • •• ar)e a = 0 (1Jl) , 
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also, da 1:11 prim ist, 

für mindestens ein 'lI, entgegen dem Früheren. 
Wenn in einer unverkürzbaren Darstellung 

m = [ql' ... , qr] 

alle zugehörigen Primideale 1J,. verschieden sind, so daß sich auf keine 
Weise zwei oder mehr Ideale der Darstellung zu einem Primärideal 
zusammenfassen lassen, so nennt man die Darstellung eine Darstellung 
durch größte Primärideale. Diese größten Primärideale heißen auch 
Primärkomponenten von m. 

Jede unverkürzbare Darstellung m = [111, ... , qrJ läßt sich durch 
Zusammenfassung der zum selben Primideal gehörigen Primärideale 
in eine Darstellung durch größte Primärideale verwandeln. Damit ist 
der zweite Zerlegungssatz bewiesen: 

Jedes Ideal läßt eine unverkürzbare Darstellung als Durchschnitt 
von endlichvielen größten Primärkomponenten zu. Diese Primärkompo­
nenten gehören zu lauter verschiedenen Primidealen. 

Dieser "zweite Zerlegungssatz", für Polynombereiche von E. LASKER, 

allgemein von E. NOETHER bewiesen, ist das wichtigste Ergebnis der all­
gemeinen Idealtheorie. Anwendungen des Satzes werden wir vor allem 
im dreizehnten Kapitel kennenlernen. Wir wollen in den nächstfolgen­
den Paragraphen untersuchen, wie es mit der Eindeutigkeit der Primär­
komponenten bestellt ist. 

Aufgaben. 1. Man zerlege das Ideal (9,3 x + 3) im ganzzahligen 
Polynombereich einer Unbestimmten in Primärkomponenten. 

2. Zu jedem Ideal a gibt es ein Produkt von Primidealpotenzen 
1:Ii' • 1:1~' ••• 1J~h, welches durch a teilbar ist, derart, daß jedes 1:1 .. ein 
Teiler von a ist. 

3. Wenn der Ring 0 ein Einselement besitzt, so ist jedes von 0 ver­
schiedene Ideal a durch mindestens ein von 0 verschiedenes Primideal 
teilbar. 

4. Das Ideal (4, 2x, x2) im ganzzahligen Polynombereich einer 
Unbestimmten ist primär, aber reduzibel. [Zerlegung: (4,2 x, x2) 

= (4. x) (\ (2, x2).J 

§ 84. Die Eindeutigkeitssätze. 

Die Zerlegung eines Ideals in größte Primärkomponenten ist nicht 
eindeutig. 

Beispiel: Das Ideal 
m = (x2 , xy) 

im Polynombereich K[x, yJ besteht aus allen Polynomen, die durch 
x teilbar sind und in denen außerdem die linearen Glieder fehlen. Die 
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Menge aller durch x teilbaren Polynome ist das Primideal 

ql = (x); 

die Menge aller Polynome, in denen die linearen und konstanten Glieder 
fehlen, ist das Primärideal 

q2 = (x2,xy,y2). 
Es ist also 

m=[ql,q2]· 

Das ist eine unverkürzbare Darstellung, und da die zugehörigen Prim­
ideale von ql und q2 verschieden sind, nämlich gleich (x) bzw. (x, y), 
so ist es auch eine Darstellung durch größte Primärideale. 

Aber neben dieser Darstellung gibt es noch die andere: 

m = [ql' q3]' 
wo 

q3 = (x 2 , y) 

ist; denn damit ein Polynom in m liegt, genügt es, zu fordern, daß das 
Polynom durch x teilbar ist und daß in ihm das Glied mit x fehlt. Von 
dieser Art gibt es sogar, wenn der Körper K unendlich ist, unendlich 
viele Darstellungen: 

m = [ql' q(Ä)] , q(Ä) = (x2 , Y + Ä-x). 

Allen angeführten Zerlegungen von m ist gemeinsam, daß die Anzahl 
der Primärkomponenten und die zugehörigen Primideale : 

(x), (x, y), 

übereinstimmen. Das gilt nun allgemein: 
Erster Eindeutigkeitssatz: Bei zwei unverkürzbaren Darstellungen eines 

Ideals m durch größte Primärkomponenten stimmen die Anzahlen der 
Komponenten und (zwar nicht notwendig die Komponenten selbst, aber) die 
zugehörigen. Primideale überein. 

Beweis: Für ein Primärideal ist die Behauptung trivial. Wir können 
also eine Induktion nach der Anzahl der Primärkomponenten ansetzen, 
die in mindestens einer Darstellung des betreffenden Ideals auftritt. 

Es sei 
(1) m = [ql' ... , qJ = [q~, ... , q;,]. 

Aus allen zugehörigen Primidealen \Jl' ... , lJ I, \J~, ... , \J;, wähle man 
ein maximales aus, d. h. ein solches, das von keinem anderen mehr um­
faßt (geteilt) wird. Dieses komme etwa auf der linken Seite vor und sei \Jl. 
Behauptung: Es kommt auch rechts vor. Denn sonst könnte man m 
(1) Quotienten nach ql bilden: 

[ql:ql' ···,ql:ql] =[Qi:ql'· ··,Q":Ql]· 

Nun ist (für alle v > 1) Ql =$= 0 (p,,) , weil sonst \J1 . 0 (p,,) wäre, ent­
gegen der vorausgesetzten Maximaleigenschaft von \J 1. Ebenso folgt 
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für alle v, daß ql =1= 0 (p~) ist. Nach Satz IV' (§ 82) ist also 

q,,: ql = q,. (v = 2 , ... , I) , 

q~: ql = q~ (v = 1 , ... , 1') . 

Da weiter ql: ql = 0 ist, so ergibt siCh 

[0, q2' ... , ql] = [q~, ... , q;,]. 

Rechts steht m; also muß auch links m stehen. 0 kann weggelassen 
werden; es ist also 

m=[q2,···,qz)· 

Demnach wäre die erste der beiden Darstellungen (1) verkürzbar, ent­
gegen der Voraussetzung. 

Jedes maximale Primideal kommt also auf beiden Seiten vor. 
Es sei jetzt etwa I < I'. Zu beweisen ist: I = l' und (bei passender An­

ordnung) P~ = .\:)". Für Ideale, die sich durch weniger als I Primär­
ideale darstellen lassen, sei alles bewiesen. Wir ordnen die q und q' so an, 
daß PI = p~ ein maximales zugehöriges Primideal . (zu ql und zu q~ 
gehörig) ist. 

Bildet man auf beiden Seiten von (1) Quotienten nach dem Produkt 
qlq~ : 

so ergibt sich aus den gleichen Schlüssen wie vorhin: 

q;~ ql q~ = q; } (v> 1). 
q". ql ql = q" 

Weiter ist, da ql q~ durch ql und durch q~ teilbar ist, 

ql: ql qi. = 0, 

qi.: ql qi. = 0; 
also kommt: 

[q2' ... , qzJ = [q~, ... , qi·] . 

Nach Induktionsvoraussetzung muß, da jetzt links und rechts eineun­
verkürzbare Darstellung durch größte Primärkomponenten steht, 
I' - 1 = 1- 1, also I' = I sein. Weiter muß bei passender Anordnung 
.\:)" = p~ für a~e 'JI > 1 gelten. Da außerdem PI = P~ ist, so ist alles be­
wiesen. 

Die nach dem eben bewiesenen Satz eindeutig bestimmten Ideale 
PI'" "Pl, die bei einer unverkürzbaren Darstellung a = [ql," .,qz] 
als zugehörige Primideale auftreten, heißen die zugehörigen Primideale 
des Ideals a. Ihre wichtigste Eigenschaft ist die folgende: 

Wenn ein Ideal a durch kein zugehöriges Primideal eines Ideals b 
teilbar ist, so ist b : a = b und umgekehrt. 
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Beweis: Es sei b = [ql' ... , ql] eine unverkürzbare Darstellung. 
Zunächst sei 0 =1= 0 (lJi) für i = 1, ... , 1, wo lJi zu qi gehört. Daraus folgt 

qi: 0 = qi' 

b:a=[ql' .··,qzJ:a 

== [ql:'a, ... , ql: a] 

'-'= [ql' ... , qzJ = b. 

Umgekehrt sei b: a = b. Wäre a = 0 (lJi) für ein i, etwa a = 0 (lJl) , 
so würde folgen Oll = 0 (ql)' mithin 

ae • [q2' ... , qzJ = 0 ([ql' q2' ... , qzJ) = 0 (b) , 

mithin, da man in jeder Kongruenz (mod b) durch a und somit auch 
durch Oll kürzen darf, 

[q2' ... , qzJ = 0 (b), 

entgegen der Unverkürzbarkeit der Darstellung. 
Ein wichtiger Spezialfall entsteht, wenn man a zu einem Haupt­

ideal (a) spezialisiert: 
Wenn ein Element a durch kein zugehöriges Primideal eines Ideals b 

teilbar ist, so ist b: a = b; 'd. h. aus ac = 0 (b) folgt stets c = 0 (b). 
Man kann den allgemeinen Satz noch anders fassen, indem man 

auch a als Durchschnitt von Primäridealen [q~, ... , q~,] darstellt. a ist 
dann und nur dann durch lJi teilbar, wenn ein q~ es ist! oder, was 
dasselbe ist, wenn ein lJ; es ist. Also folgt: 

Wenn kein zugehöriges Primideal von a durch ein zugehöriges Prim­
ideal von b teilbar ist, so ist b : a = b, und umgekehrt. 

In dieser Fassung wird der Satz gebraucht, um den zweiten Ein­
deutigkeitssatz, die Eindeutigkeit der "isolierten Komponentenideale" , 
zu beweisen. 

Unter einem Komponentenideal eines Ideals a wird jeder Durch­
schnitt von Primäridealen verstanden, die in irgend einer unverkürz­
baren Darstellung des Ideals 0 durch größte Primärideale auftreten. 

Es sei also 
a = [ql' ... , qzJ 

eine unverkürzbare Darstellung und 

Dann ist 

01 = [ql"'" qk]' bzw. = 0, falls k = 0, 

a2=[qk+l' ···,ql]' bzw.=o, falls k=l. 

a = al/\a2 , 

und al ist ein Komponentenideal von a. 

1 Denn daß mit qi auch a durch Pi teilbar ist, ist klar, und aus a == 0 (PI) 
folgt q~'" q" = 0 ([q~, ... , q,,]) = 0 (Pi)' so daß ein qi durch P, teilbar ist. 
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Das Komponentenideal 01 heißt isoliert, wenn kein zu O2 gehöriges 
Primideal tlk+i durch ein zu 01 gehöriges tli teilbar ist. 

Nennt man ein zugehöriges Primideal von 0 eingebettet, wenn es ein 
Teiler eines anderen zugehörigen Primideals von 0 ist, so kann man 
ein isoliertes Komponentenideal von 0 auch definieren als ein solches, 
dessen Menge von zugehörigen Primidealen entweder überhaupt keine 
eingebetteten Primideale enthält, oder wenigstens zu jedem eingebette­
ten Primideal auch alle die Primideale enthält, in denen es eingebettet ist. 

Zweiter Eindeutigkeitssatz: Jedes isolierte Komponentenideal eines 
Ideals 0 ist durch Angabe der zugehörigen Primideale (also einer Teilmenge 
aUer zu 0 gehörigen Primideale) eindeutig bestimmt. 

Beweis: Gegeben seien zwei Darstellungen 

(2) 

wobei o~ dieselben zugehörigen Primideale hat wie 01 , Außerdem seien 
01 und o~ isolierte Komponenten. Dann folgt aus dem eben bewiesenen 
Satz: 

0 1 : O2 = 0 1 , 

o~: O2 = o~ , 

also aus (2) durch Quotientenbildung nach u2 : 

Ebenso folgt 

also 

o : O2 = 01 = o~ f\ (0; : ( 2) , 

0 1 ~ a~. 

q. e. d. 

Insbesondere sind die isolierten Primärkomponenten (d. h. also die 
zu nicht-eingebetteten Primidealen gehörigen Primärkomponenten) 
eines Ideals eindeutig bestimmt. 

§ 85. Theorie der teilerfremden Ideale. 

Im folgenden wird die Existenz des Einselements im Ring 0 voraus­
gesetzt. Dieses Einselement erzeugt dann das Einheitsideal 0 : 

o = (1) .1 

Zwei Ideale a, b heißen teilerfremd, wenn sie keinen gemeinsamen 
Teiler außer 0 haben oder wenn ihr größter gemeinsamer Teiler 0 ist: 

(0, b) = o. 

1 Aus dieser Darstellung folgt 

0 2 = (1) • (1) = (1) , 

also 02 =;= 0, was in Ringen ohne Einselement nicht zu gelten braucht. 
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Das bedeutet, daß jedes Element von 0 sich als Summe eines Elements 
von a und eines von 0 darstellen läßt. 

Notwendig und hinreichend dafür ist, daß die Eins (das erzeugende 
Element von 0) sich als Summe 

(I) 1 = a + b 

(a in a, bin 0) darstellen läßt. Man hat dann: 

(2) { 
a = 1 (0), b = 0 (0), 

a == 0 (a), b _ 1 (a) . 

Wenn zwei Primärideale ql, q2 teilerfremd sind, so sind die zu­
gehörigen Primideale -Pl' -P2 es um so mehr (jeder gemeinsame Teiler 
von -Pl und -Pa ist ja auch ein gemeinsamer Teiler von ql und q2). 
Aber auch die Umkehrung gilt: Aus der Teilerfremdheit von -Pl' -P2 folgt 
die von ql, q2. Denn aus 

1 = Pl + P2 
folgt durch Erhebung in die (e + (J - I)-te Potenz: 

1 = N+C1-1 + ... + P~+C1-1; 
wählt man nun e und (J so groß, daß Pi in ql und pg in q2 liegt, so liegt 
von der Summe rechts jedes Glied in ql oder in q2, und es folgt 

1 = ql + q2· 
Wenn zwei I deale teilerfremd sind, so sind sie in beiden Richtungen 

relativ-prim. 
Beweis: Es sei (a, b) = 0, also etwa a + b = 1. Es genügt, zu 

zeigen, daß a:o ~ a ist. Wenn x zu a:o gehört, so ist xo ~ a, also 
xb = O(a), also auch 

x (a + b) = 0 (a), 

x·l- O(a); 

demnach gehört x zu a, q. e. d. 
Die Umkehrung gilt nicht; Beispiel im Polynombereich K[x, y]: 

die Ideale (x) und (y) sind gegenseitig relativ-prim, aber nicht teiler­
fremd: 

(x, y) 9= 0, 

{
(x) : (y) = (x) , 

(y) : (x) = (y) . 

Wenn a und 0 teilerfremd sind, so kann man wie in der Zahlentheorie 
Kongruenzen simultan lösen. Es seien zwei Kongruenzen 

f(g)=O(a), 

g(g)=O(b) (f (x), g (x) E 0 [x]) 

vorgelegt. Angenommen werde, jede einzelne Kongruenz sei lösbar. Ist 
etwa ~ = ot eine Lösung der ersten, ~ =ß eine Lösung der zweiten 
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Kongruenz, so verschafft man sich ein Element g, welches beide Kon­
gruenzen löst, in der folgenden Weise: Mit Hilfe der früher konstruierten 
Größen a und b, die den Gleichungen (1) und (2) genügen, bilde man 

g=brx.+aß· 

Dann ist g - Cl. (a) und g - ß (0), also g eine Lösung der beiden vor­
gelegten Kongruenzen. 

Für zwei teilerfremde I deale ist das kleinste gemeinsame Vielfache 
gleich dem Produkt. 

Beweis: In § 81 wurde bewiesen: 

aoS::al\b, 

[al\o]·(a,b)~ab. 

Ist nun (a,o) = 0 und ein Einselement vorhanden, so vereinfacht sich 
die zweite Gleichung zu 

al\b~ab; 
also folgt 

al\b=ab, q. e. d. 

Um diesen Satz auch für mehr als zwei paarweise teilerfremde 
Ideale aussprechen zu können, müssen wir einen Hilfssatz voraus­
schicken: 

Wenn a zu 0 und zu c teilerfremd ist, so ist a auch zum Produkt 0 C 

und zum Durchschnitt 0 1\ C teilerfremd. 
Beweis: Aus 

folgt: 

a+b=l, 

a' + c = 1 

(a + b) (a' + c) = 1, 

a a' + a c + a' b + b c = 1 , 

alt + b c = 1, 

wo alt = aa' + ac + a'b wieder ein Element von a ist. Hieraus folgt 

(a,oc)=o 
und um so mehr 

(a,bl\c)=o. 

Damit sind beide Behauptungen bewiesen. 
Sind nun a1 , a2 , ••• , an paarweise teilerfremd und ist 

[al' •.. , an-I] = a1 • •• an-1 

schon bewiesen, so hat man: 

[al' ... ,an]=[a1' ... ,an-dl\an 

= (al' .. an-I) 1\ an 
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also durch Induktion den Satz: 
Das kleinste gemeinsame Vielfache endlichvieler paarweise teilerfremder 

I deale ist gleich ihrem Produkt. 
Die frühere Bemerkung über die Lösung von Kongruenzen nach 

teilerfremden Idealen gilt auch für mehrere paarweise teilerfremde 
Ideale: 

Es ist immer möglich, ~ aus den Kongruenzen 

~=cx'i(ai) '(i=1,2, ... ,r) 

zu bestimmen, falls al , a2 , ••• , Or paarweise teilerfremde Ideale sind. 
Beweis durch Induktion: Man habe 'Y} schon so bestimmt, daß 

ist, und bestimme ~ aus 

{ 
~ == 'Y} ([al' ... , ar-I]), 

~ == cx'r (ar), 

(i = 1, 2, ... , r - 1) 

was immer möglich ist, weil Or zu [01 , ... , Or-l] teilerfremd ist. 
Gilt in 0 der Teilerkettensatz, so kann man jedes Ideal als Durchschnitt 

von paarweise teilerfremden Idealen darstellen, die selbst nicht mehr als 
Durchschnitt von paarweise teilerfremden echten Teilern darstellbar sind. 

Zu dem Zweck suche man in einer unverkürzbaren Darstellung des 
gegebenen Ideals 0 durch Primärideale 

a = [Ql' •.. , Qr] 

alle die Primärideale, die mit irgend einem festen unter ihnen durch eine 
Kette von paarweise nicht teilerfremden Primäridealen verbunden sind, 
und bilde deren Durchschnitt a1 • Aus den verbleibenden Idealen bilde 
man in derselben Weise sukzessive die Ideale a2 , ..• , as. Die Dar­
stellung 

(3) 

hat die gewünschten Eigenschaften. Denn erstens sind ai und Ok für 
i 9= k in der Tat teilerfremd, da die Komponenten von 0i zu denen von 
0k teilerfremd sind. Zweitens ist es unmöglich, etwa 01 noch als Durch­
schnitt zweier paarweise teilerfremden echten Teiler darzustellen. Wäre 
nämlich eine solche Darstellung gegeben: 

a1 = b f\ C = b c, 
(b,c)=o, 

so müßte jedes zu 01 gehörige Primideal ein Teiler von b c, also von b 
oder von c sein; da nun alle diese Primideale mit einem unter ihnen 
durch eine Kette von paarweise nicht teilerfremden Primidealen ver­
bunden sind, so müssen, wenn eins dieser Primideale etwa b teilt, alle 
diese Primideale b teilen und keines c. Die zugehörigen Primärkompo-
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nenten teilen b c; also teilen sie b (da ihre Primideale c nicht teilen). 
Daraus folgt, daß auch der Durchschnitt al ein Teiler von bist: 

b ~ Ul; 

entgegen der Voraussetzung, daß b ein echter Teiler von al sein sollte. 
Statt der Darstellung (3) kann man nach unseren Sätzen eine 

Produktdarstellung schreiben: 

U = UIU2 ' •• Us. 

Aufgaben. 1. Man beweise den "dritten Eindeutigkeitssatz", der die 
eindeutige Bestimmlheit der Ideale al , ... , as , welche in einer Darstel­
lung (3) mit den angegebenen Eigenschaften auftreten, aussagt. [Man 
führe diesen dritten Eindeutigkeitssatz auf den zweiten zurück.] 

Mit der multiplikativen Zerlegung des Ideals a geht eine additive Zerlegung 
des Ringes 0 und des Restklassenringes ola einher. Wir beweisen zunächst: 

Sind al , ar paarweise teilerfremde I deale und ist 

a = al ... ar = [al' ... , ar] , 

b~ = al ... a~-l a~+l ... ar = [al' ... , a~-l' ay +1, ... , ar], 
so ist 

o=(bl,···,br ), 

und zwar ist die additive Darstellung eines jeden Elements von 0 als Summe von 
Elementen von bl , ... , br eindeutig modu!o a. 

Beweis. Aus den Definitionen von a und b~ folgt a = a~ f\ by = ay • b~ . 
Es sei nun b ein beliebiges Element von o. Wir bestimmen bl , .. " br _ l aus 

den Kongruenzen 
b~ == b (a~); b~ _ 0 (b,.). 

Dann ist für v = 1. 2, ... , r - 1: 

,-1 

'-1 
b -.E b;, (a~) . 

1 

Setzen wir also b - .E b;, = b" so wird br == 0 (a,.) für v = 1. 2, ... , r - 1, mit-
1 

hin br = 0 (b r ). Damit ist die behauptete Darstellung 

b =.E b~ 
1 

gefunden. - Sind nun zwei solche Darstellungen 
, , 

b = .E b~ = .E b~ 
1 1 

gegeben, so folgt, da modulo af' alle v~ mit v =f I" kongruent Null sind: 

bf' == b;, (af')' 

Die Differenz bf' - b~ gehört also zu af' und zu Vf" mithin zu a = af' f\ Vf" Also­
ist bf' = b~, (a), womit alles bewiesen ist. 

Gehen wir nun zum Restklassenring 0 = ola über, indem wir alle Elemente b 

durch die zugehörigen Restklassen b ersetzen und ebenso §,. = v~/a, a~ = a~/(I 
setzen, so folgt eine eindeutige Darstellung aller Elemente b von 0 in der Form 

(4) b,. Eb~. 
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Da die Darstellung eindeutig ist, so ist die Summe Ö = (61' ... , br ) direkt im Sinne 
von § 42. Weiter folgt o"·b,, = (0), mithin, da jedes bl' (fl =10 v) eine Untermenge 
von a,. ist, 

bl'·b" = O. 

Der Ring 0 = % erscheint also als direkte Summe von Ringen b1 , ... , br , die 
sich gegenseitig annullieren. 

Jedem b von 0 ist ein b zugeordnet und jedem b wieder ein ii;.. Beide Zuord­
nungen sind Ringhomomorphismen ; also ist auch die Zuordnung b ~ b~ ein Ring­
homomorphismus. Ist ii;. = 0, so muß bE al und daher b E 01 sein, und umge­
kehrt. Daraus folgt nach dem Homomorphiesatz: 

b1 rv 0/01 , 

Ebenso gilt natürlich für jedes v: b" rv 0/0". 
Aufgaben. 2. Wendet man die Zerlegung (4) auf das Einselement 1 von 

(j an, so findet man: 

el'e" = 0 für '" =10 v. 

Die e" sind die Einselemente der Ringe b". 

§ 86. Einartige Ideale. 

Es sei wieder 0 ein Ring mit Einselement. 
Das Einheitsideal 0 ist stets Primideal. Welche Primärideale können 

zu ihm gehören? Die Antwort lautet: Nur 0 selbst; denn wenn q ein zu 0 

gehöriges Primärideal ist, so ist I Eo, also leE q, mithin q = o. 
Wenn nun bei der Darstellung eines Ideals a =+= 0 als Durchschnitt 

von Primäridealen [ql' ... , qrJ unter den zugehörigen Primidealen .):>, 
das Einheitsideal vorkommt, so ist das zugehörige qi ebenfalls gleich 0 

und daher in der Durchschnittsdarstellung überflüssig. Mithin: Ist die 
Darstellung a = [ql' ... , qrJ unverkürzbar und a =+= 0, so kommt das 
Einheitsideal nicht unter den zugehörigen Primidealen vor. 

Daraus folgt sofort, wenn in 0 der Teilerkettensatz gilt und daher 
jedes Ideal a als Durchschnitt von Primäridealen darstellbar ist: 

Jedes Ideal a =+= 0 besitzt mindestens einen Primidealteiler .):> =+= o. 
Ist das Ideal a nicht primär, so besitzt es sogar mindestens zwei Prim­
idealteiler =+= o. 

Ein Ideal, das nich t mehr als einen Primidealteiler außer 0 besitzt, heißt 
nach DEDEKIND einartig. Nach dem vorigen Satz ist jedes einartige Ideal q 
primär. Außerdem muß das zugehörige Primideal.):> teilerlos sein, denn 
wäre a' =+= 0 ein echter Teiler von .):>, so hätte a' wieder einen Primteiler 
V' =+= 0, der echter Teiler von.):> wäre, also hätte q zwei voneinander 
und von 0 verschiedene Primidealteiler .):> und .):>', entgegen der voraus­
gesetzten Einartigkeit von q. 

Es gilt 
(1) ~e = 0 (q). 

Aus der Relation (1) folgt, wenn.):> teilerlos ist, auch umgekehrt die 
Einartigkeit von q. Denn wenn .):>' ein beliebiger Primidealteiler von q 
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mithin 
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pe = 0 (p') , 

p = 0 (p'), 
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also entweder p' = p oder p' = 0; mithin hat q keine anderen Prim­
idealteiler als p und o. 

Die Begriffe: 
1. einartiges Ideal, 
2. Primärideal zu einem teilerlosen Primidealp, 
3. Teiler einer Potenz pe eines teilerlosen Primideals p, 

sind also gleichbedeutend. Weiter gilt: 
Wenn das Ideal m eine isolierte einartige Primärkomponente q besitzt, 

deren zugehöriges Primideal V und deren Exponent (! ist, so ist für iede 
ganze Zahl (J > (!: 

(2) q = (m, -l'a). 
Beweis: Aus 

und 

schließt man 
(3) 
Andererseits sei 

m =0 (q) 

-l'a=O(q) 

(m, pa) = 0 (q) . 

m = [q, q2' ... , q.] 

eine Darstellung von m durch Primärkomponenten. Das Ideal (m, pU) 
ist einartig, also primär; das zugehörige Primideal ist p. Das Produkt 
q qs' .. q. ist durch (m, pU) teilbar; aber q2' .. q. ist, da q als isoliert 
angenommen war, nicht durch p teilbar; also muß q durch (m, va) teil­
bar sein: 
(4) q = 0 (m, pU) . 
Aus (3) und (4) folgt (2). 

Folgerung: Für (J > (! ist 

V" = 0 (q) = 0 (m, l-Ja+l) . 
also 
(5) 

Für (J < (! gilt die Relation (5) nicht mehr. Denn wäre 
P" = 0 (m, pu+!) 

für ein (J < (!, so würde man durch Multiplikation mit pe - rr -1 erhalten: 

pe-1 = 0 (m pe- rr-1, pe) = 0 (m, q) == 0 (q) 

entgegen der Definition des Exponenten (!. 
Der Exponent (! von q ist also die kleinste Zahl a, für die (5) gilt. 
Es gibt Integritätsbereiche 0 mit Einselement, in denen (der Teiler­

kettensatz gilt und) jedes vom Nullideal verschiedene Primideal teilerlos 
v. d. Waerden. Moderne Algebra II. 4 
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ist. Z. B. gehören dazu die Hauptidealringe (vgl. § 17), ebenso gewisse 
später zu definierende "Ordnungen" in Zahl- und Funktionenkörpern, 

für die der Ring C [t-3] ein typisches Beispiel ist. In diesen Ringen 
sind nun ersichtlich alle Primärideale außer dem Nullideal einartig. 
Weiter sind hier je zwei untereinander und von (0) verschiedene Prim­
ideale auch teilerfremd. Daraus folgt, daß je zwei zu verschiedenen 
Primidealen =l= (0) gehörige Primärideale auch teilerfremd sind. Schließ­
lich sind alle Primärkomponenten eines Ideals isoliert und somit ein­
deutig bestimmt. Mithin: Jedes vom Nullideal verschiedene Ideal läßt 
sich eindeutig als Durchschnitt von teilerfremden einartigen Primäridealen 
darstellen. Nach § 85 ist dieser Durchschnitt zugleich Produkt: 

a=[ql' .. ·,Qr]=ql·q;:···qr· 

Nach den Sätzen von § 85, Schluß, ist der Restklassenring oja eine 
direkte Summe wn Ringen, die sich gegenseitig annullieren und isomorph 
den Restklassenringen o/q" sind. Die letzteren Restklassenringe sind 
primär, d. h. in ihnen ist jeder Nullteiler nilpotent. 

In Hauptidealringen sind die Primärideale qi zugleich Primideal­
potenzen. Ob das in allgemeineren Ringen auch der Fall ist, hängt ab 
von einer Bedingung, die wir später noch kennenlernen werden, nämlich 
der Bedingung der "ganzen Abgeschlossenheit" (§ 98). 

Die Idealtheorie der zuletzt besprochenen Integritätsbereiche, in denen jedes 
Primideal außer (0) teilerlos ist, ist nach W. KRULL wesentlich einfacher herzu­
leiten als die allgemeine Idealtheorie der §§ 82 bis 84. Zunächst nämlich kann man 
aus dem Teilerkettensatz allein sehr leicht herleiten, daß es zu jedem Ideal a ein 
Potenzprodukt von Prirnidealen, Teilern von a gibt, welches durch a teilbar ist 
(vgl. § 100, Hilfssatz 1): 

Pi" P~"" p~r= 0 (a) 
a=O(p.) (i = 1 ... " r} 

Ist a = q einartig, so kann es außer 0 höchstens ein p, = p geben und man erhält 
pe = 0 (q), womit die oben gegebene Charakterisierung der einartigen Ideale als 
Teiler von Primidealpotenzen neu hergeleitet ist. Ist a =l= (0) nicht einartig, so sind 
die Primideale p, und daher auch ihre Potenzen pf. untereinander teilerfremd, mit­
hin sind auch die Ideale q, = (a, pf.) teilerfremd und ihr Durchschnitt gleich ihrem 
Produkt 

[ql' ... , qrJ = ql q2 ... qr' 

a ist durch alle q" also auch durch ihren Durchschnitt teilbar. Andererseits er­
gibt das Produkt 

ql q2 ... qr = (a, Pi') . (a, p~.) ... (a, p;r) 

beim Ausmultiplizieren nach dem Distributivgesetz (§ 81) eine Summe von Idealen, 
die alle durch a teilbar sind. Also ist 

a = 0 (ql q2 ... qr) == 0 (a) • 
mithin 

a = [ql' q2' ... , qrJ = ql q2 ... qr' 
Die q, sind, als Teiler von pf., offenbar durch keine anderen Primideale als p, 

und 0 teilbar und somit einartig . Die Eindeutigkeit der q, folgt daraus, daß nach dem 
Obigen bei jeder Zerlegung a = [q~, q;, .. " q~J notwendig q; = (a, pf) ist. 
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Dreizehntes Kapitel. 

Theorie der Polynomideale. 
In diesem Kapitel soll die allgemeine Idealtheorie auf (kommuta­

tive) Polynombereiche angewandt werden. Außer der allgemeinen Ideal­
theorie wird nur die Körpertheorie (Kap. 5) und was ihr vorangeht 
als bekannt vorausgesetzt. 

§ 87. Algebraische Mannigfaltigkeiten. 

Es sei K ein kommutativer Körper. Eine Reihe von n Elementen 
{~1"'" ~n} eines beliebigen algebraischen Erweiterungskörpers von K 
heißt ein Punkt des n-dimensionalen Raumes Rn. Der Punkt {~1' ... , ~ n} 
wird kurz mit ~ bezeichnet; die ~~ heißen seine Koordinaten. 

Es sei 0 = K[x1 , ... , xnJ der Polynombereich der nUnbestimmten 
Xl"'" xn- Seine Elemente, die Polynome, werden mit I =/(x) 
=/(x1, ... , x n), g, h, ... bezeichnet. Ein Punkt ~ heißt< Nullstelle des 
Polynoms I(x), wenn I(~) = 1(~1' ... , ~n) = 0 ist. Die gemeinsamen 
Nullstellen irgend welcher Polynome /1' ... , Ir, also die Lösungen eines 
Gleichungssystems 

(1) 

bilden, wenn ihre Menge nicht leer ist, das, was man eine algebraische 
M anniglaltigkeit IDC nennt. Bekannt sind z. B. die "algebraischen Kur­
ven" in der Ebene und die "algebraischen Flächen" im Raum, die durch 
je eine Gleichung I (~1' ~2) = 0 bzw. t (~1' ~2' ~3) = 0 dargestellt werden, 
ebenso gewisse "Raumkurven", die durch zwei Gleichungen bestimmt 
sind, usw. Auch ein einzelner Punkt ~ mit Koordinaten aus K bildet eine 
algebraische Mannigfaltigkeit, und der ganze Raum Rn ist eine. 

Wie man die Lösungen von (1) tatsächlich bestimmt, haben wir im 
elften Kapitel auseinandergesetzt. Hier interessiert uns eine andere 
Frage, nämlich die, welche allgemeinen Sätze man über die algebra­
ischen Mannigfaltigkeiten allssagen kann, und insbesondere, wie man 
sie nach der "Dimension" in Kurven, Flächen usw. einteilen kann. 

Bildet man aus den "definierenden Polynomen" 11"'" Ir einer 
algebraischen Mannigfaltigkeit IDC das Ideal a = (/1' ... , Ir)' SO sieht 
man, daß alle Punkte der Mannigfaltigkeit (Nullstellen von 11, ... , Ir) 
zugleich auch Nullstellen aller Polynome I = gd1 + ... + grlr des 
Ideals sind, daß also IDC auch charakterisiert werden kann als Gesamt­
heit aller gemeinsamen Nullstellen der Polynome des Ideals a oder, 
wie wir kurz sagen werden, aller Nullstellen des Ideals a. Daß a eine 
endliche Basis (Jl' ... , Ir) besitzt, bedeutet für a nach dem Hilbertschen 
Basissatz (§ 80) keine Einschränkung; denn jedes Ideal von 0 besitzt 

4* 
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eine endliche Basis. Also gilt: Eine algebraische M anniglaltigkeit im be­
steht aus den Punkten ~, die Nullstellen eines Ideals a in K [Xl' ... , x n ] 

sind. Man nennt im die Nullstellenmanniglaltigkeit von a oder kurz die 
M anniglaltigkeit von a. 

Ein a umfassendes Ideal (Teiler von a) definiert. eine Teilmannig­
faltigkeit von im. Es kann aber vorkommen, daß verschiedene Ideale 
dieselbe algebraische Mannigfaltigkeit im definieren; z. B. hat mit a 
stets auch a 2 die Mannigfaltigkeit im. Unter allen diesen Idealen ist 
aber eins ausgezeichnet: die Gesamtheit aller Polynome I, die in allen 
Punkten der Mannigfaltigkeit im den Wert Null annehmen. Diese Ge­
samtheit umfaßt alle Ideale, welche die Mannigfaltigkeit im definieren; 
und sie ist ein Ideal, denn wenn I auf im überall verschwindet, so gilt 
dies auch von jedem Vielfachen von I, und wenn I und g es tun, tut es 
auch I - g. Die Mannigfaltigkeit dieses Ideals ist im. Dieses Ideal heißt 
das zugehörige Ideal der Mannigfaltigkeit. 

Nimmt ein Polynom I in allen Punkten einer Mannigfaltigkeit im 
den Wert Null an, so sagt man wohl: das Polynom I enthält die Mannig­
faltigkeit im (weil dann nämlich die Mannigfaltigkeit I = 0 die Mannig­
faltigkeit im in sich enthält). Das zugehörige Ideal einer Mannigfaltigkeit 
il.n besteht also aus allen Polynomen, die die Mannigfaltigkeit im enthalten. 

Der Durchschnitt im f\ ~ zweier algebraischen Mannigfaltigkeiten 
im und ~ ist, wenn er nicht leer ist, wieder eine algebraische Mannig­
faltigkeit. Wenn nämlich im durch das Ideal a = (fl' ... , Ir) und 9C 
durch das Ideal b = (gl' ... , gs) definiert wird, so ist der Durchschnitt 
im f\ ~ offenbar die durch das Ideal (a, v) = (11" .. , Ir> gl"'" gs) 
definierte Mannigfaltigkeit. 

Aber auch die Vereinigungsmenge zweier algebraischen Mannig­
faltigkeiten im, ~ ist eine algebraische Mannigfaltigkeit; diese wird 
durch das Durchschnittsideal (K. G. V.) a f\ v (oder auch durch das 
Produkt a' v) definiert. Zunächst nämlich ist jeder Punkt der Ver­
einigung entweder Nullstelle aller Polynome aus a oder Nullstelle aller 
Polynome aus v, also auf jeden Fall Nullstelle aller Polynome aus 
a f\ V (und insbesondere von denen aus a' v). Wenn aber ein Punkt ~ 
nicht zur Vereinigung {im,~} gehört, so. gibt es in a ein Polynom I 
und ebenso in v ein Polynom g, welche im Punkt ~ nicht verschwinden; 
dann verschwindet aber auch das zu a f\ V (und a . v) gehörige Produkt I g 
im Punkte ~ nicht, und somit ist ~ nicht Nullstelle von a f\ b (oder 
a' v). Nullstellen von a f\ v (sowie von a' v) sind also die Punkte von 
{im, ~} und nur diese. 

Es folgt, daß die Vereinigung endlich vieler algebraischen Mannig­
faltigkeiten (z. B. endlich vieler Punkte, Kurven usw.) wieder eine 
algebraische Mannigfaltigkeit ist. 

Eine Mannigfaltigkeit, die als Vereinigung zweier echten Teilmannig­
faltigkeiten dargestellt werden kann, heißt zusammengesetzt oder redu-
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zibel. Eine nicht zusammengesetzte Mannigfaltigkeit heißt unzerlegbar 
oder irreduzibel. ' 

Die Entscheidung über Reduzibilität einer Mannigfaltigkeit hängt 
noch vom Grundkörper K ab. Z. B. bildet das Punktepaar gl = 0, 
~2 = ± y2 eine im rationalen Zahlkörper irreduzible Mannigfaltigkeit, 
die Nullstellenmannigfaltigkeit des Ideals (Xl' X~ - 2), welche aber bei 
Adjunktion von y2 in zwei Bestandteile (Punkte) zerfällt. 

Ein Kriterium für Irreduzibilität ist: Eine Mannigfaltigkeit sm ist 
dann und nur dann irreduzibel, wenn das zugehörige Ideal prim ist, d. h. 
wenn aus "fg enthält sm" folgt: f oder g enthält sm. 

Beweis: sm sei zunächst reduzibel: sm = sml V sm2 , wo sml und sm2 

echte Teilmannigfaltigkeiten von sm sind. In dem zugehörigen Ideal von 
sm l gibt es ein Polynom f, welches sm nicht enthält, weil ja sonst sm l ~ sm 
wäre. Ebenso gibt es in dem zugehörigen Ideal von sm2 ein Polynom g, 
welches sm nicht enthält. Das Produkt fg enthält sml und sm2 , also sm. 
Das zu sm gehörige Ideal ist also nicht prim. 

Zweitens sei sm irreduzibel. Wenn nun fg ein Produkt wäre, das sm 
enthielte, ohne daß f oder g es täte, so könnte man sm als Vereinigung 
zweier echten Teilmannigfaltigkeiten sml und sm2 darstellen, die sich fol­
gendermaßen definieren lassen: sm l besteht aus allen Punkten von sm, 
welche der Gleichung f = 0 genügen, und sm2 aus allen Punkten von sm, 
welche der Gleichung g =0 genügen. Jeder Punkt ~ von sm gehört dann 
zu sml oder zu sm2 , da aus f(~) g(~) =0 folgt, daß f(~) =0 oder g(g) =0 
ist. Das widerspricht aber der vorausgesetzten Irreduzibilität von sm. 

Dadurch, daß man die Primideale mit der Vorstellung der irre­
duziblen Mannigfaltigkeiten verknüpft, zu denen sie gehören, erhält 
man eine anschauliche Vorstellung der mannigfachen möglichen Prim­
ideale, und davon, wie ein Primideal durch ein anderes teilbar sein 
kann. In der Ebene z. B. hat man, vom Nullideal ausgehend, das zur 
ganzen Ebene als Mannigfaltigkeit gehört, als dessen Teiler die Prim­
Hauptideale (I), die je zu einer unzerlegbaren Kurve f = 0 gehören, 
dann als deren Teiler solche Primideale, die zu Punkten (oder Systemen 
konjugierter Punkte, wenn der Körper K nicht algebraisch-abgeschlossen 
ist) gehören, schließlich als Teiler aller Primideale das Einheitsideal, 
das keine Nullstelle besitzt. 

Daß es tatsächlich keine anderen Primideale gibt als die zu irre­
duziblen Mannigfaltigkeiten gehörigen Primideale und das Einheits­
ideal 0, ergibt sich sehr leicht, wenn man den Hilbertschen Nullstellen­
satz (§ 75) als bekannt annimmt, nämlich so: Es sei \:) ein vom Einheits­
ideal' verschiedenes' Primideal, sm seine Nullstellenmannigfaltigkeit. 
Wenn ein Polynom f auf sm überall verschwindet, so folgt aus dem 
Hilbertschen Nullstellensatz fe = 0 (lJ), daraus aber, weil \:) prim ist, 
f 0 (IJ). Also ist \:) das zugehörige Ideal der Mannigfaltigkeit sm, und 
sm muß irreduzibel sein, da sonst \:) nicht prim wäre. 
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Wir werden aber für den Satz, daß jedes vom Einheitsideal ver­
schiedene Primideal das zugehörige Ideal seiner Mannigfaltigkeit ist, 
im übernächsten Paragraphen einen anderen Beweis erbringen und 
daraus dann umgekehrt den Hilbertschen Nullstellensatz von neue m 
herleiten. 

A ufga be. 1. Man zerlege die Mannigfaltigkeit des Ideals (x~ + x~ - 1, 
x~ - x~ - 1) in irreduzible 

a) über dem rationalen Zahlkörper r; 
b) über dem Gaußschen Zahlkörper r (i); 
c) über dem Körper aller algebraischen Zahlen. 

In der Geometrie macht man sehr häufig den Übergang vom gewöhnlichen 
"offenen" oder "affinen" n-dimensionalen Raum Rn zum projektiven Raum P n , 

dessen Punkte durch n + 1 homogene Koordinaten ~o' ~l' ... , ~n bestimmt werden, 
die nicht alle Null sind und die mit einem von Null verschiedenen Faktor multipli­
ziert werden dürfen (vgl. S.12, Fußnote 2). Jedem Punkt gv ... , ~n} des Rn 
ist ein Punkt {l, ~l' ... , ~n} des projektiven Raumes Pn zugeordnet; man kann 
also den Rn als einen Teil des P n betrachten, der durch die "uneigentliche Hyper­
ebene" ~o = 0 zum ganzen Pn ergänzt wird. 

Jedem Ideal a aus K [Xl' ... , xnJ kann ein Ideal a* aus K [xo, ... , xnJ zu­
geordnet werden, das von denjenigen Formen (homogenen Polynomen) F (xo, ... , xn) 

erzeugt wird, welche nach der Substitution Xo = 1 Polynome aus a ergeben. Ein 
solches Ideal, das von homogenen Polynomen erzeugt wird, heißt ein homogenes 
Ideal oder H-Ideal. Insbesondere kann man a* als das zugehörige H-Ideal zu a be­
zeichnen. Die H-Ideale haben die Eigenschaft, daß, wenn go, ... , ~n} eine Null­
stelle ist, auch {A~o, ... , A~n} (.1. '* 0). eine ist; wir sagen in diesem Fall: der 
Punkt ~ des P n ist Nullstelle des H-Ideals. Diese Nullstellen eines H-Ideals im 
projektiven Raum bilden die Mannigfaltigkeit des H-Ideals im projektiven Raum. 

Zu jeder algebraischen Mannigfaltigkeit IDC im Rn können wir eine (kleinste) 
sie umfassende algebraische Mannigfaltigkeit IDC* im P n bilden, indem wir zu IDC 
das zugehörige Ideal a, zu a das zugehörige H-Ideal a* bilden und dessen Mannig­
faltigkeit im P n mit IDC* bezeichnen. Der Beweis, daß IDC* tatsächlich IDC umfaßt 
und die kleinste derartige Mannigfaltigkeit im P n ist, möge dem Leser überlassen 
bleiben, ebenso ,der Beweis, daß IDC aus denjenigen Punkten von IDC* besteht, die 
nicht in der uneigentlichen Hyperebene liegen. 

Ist IDC irreduzibel, so ist offensichtlich IDC* es auch. 

Aufgaben. 2. Man führe die Beweise durch. 
3. Wenn ein Polynom feinem H-Ideal angehört, so gehören auch die homo­

genen Bestandteile verschiedenen Grades, in die f additiv zerlegt werden kann, 
dem H-Ideal an. 

4. Jedes H-Ideal besitzt eine Idealbasis aus endlich vielen Formen. 

§ 88. Algebraische Funktionen. 

Wir wollen untersuchen, in welcher Weise die Punkte einer alge­
braischen Mannigfaltigkeit als algebraische Funktionen von Parametern 
dargestellt werden können. Dazu müssen wir zunächst etwas über 
algebraische Funktionen im allgemeinen sagen. 

Unter einem rationalen Funktionenkörper verstehen wir den Körper 
K (tl' ... , q der rationalen Funktionen der Unbestimmten tl , ... , tr • 
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Unter einem algebraischen Funktionenkörper verstehen wir irgend eine 
algebraische Erweiterung des rationalen Funktionenkörpers K (tl' ... , tr) • 

Die Elemente eines solchen Körpers heißen algebraische Funktionen 
von tl , ... , tr. 

W b ·· . I F k· 1(11' ••. ,Ir) (f d as man el emer rahona en un hon qJ = --(1--1-) un g 
g 1' .. ··' r 

Polynome) unter dem Wert der Funktion für spezielle WerteTl' ... ,Tr 

aus dem Körper K zu verstehen hat, ist klar: man kann ja in die 
Definition von qJ für die t die T einsetzen, sofern nur g (Tl' ... , T r) nicht 
verschwindet: 

Die Werte Tl' ... , Tr können auch einem algebraischen Erweiterungs­
körper Q von K entnommen werden; dann wird auch der qJ-Wert diesem 
Erweiterungskörper angehören. Da ein passendes Q beliebig viele Ele­
mente besitzt, so stehen für jedes Tp unendlich viele Werte zur Ver­
fügung, mithin gibt es stets Tl' ... ,Tr mit g (Tl' ... ,Tr) =f= o. 

Bei algebraischen Funktionen ist der Begriff des Wertes nicht so 
unmittelbar klar, da die algebraischen Funktionen zwar als Elemente 
eines Körpers mit den Unbestimmten tl , •. . , tr durch gewisse Glei­
chungen verbunden sind, aber nicht direkt durch tl , ... , tr ausgedrückt 
werden können. Ist 1 eine Funktion aus dem Körper, so genügt 1 einer 
irreduziblen Gleichung: 

(1) ao(t)/" + ad t ) /"- 1 + ... + all (t) = 0, 

wo ao' ... , ah rationale Funktionen von tl , ... , tr (mit Koeffizienten 
aus K) sind, die man natürlich auch als ganzrational und teilerfremd 
annehmen kann. Setzt man nun für tl , .•• , tr irgend welche Werte 
Tl' ... , Tr aus K oder aus Q ~ K ein, so betrachtet man als Funktions­
werte alle Wurzeln qJ der spezialisierten Gleichung (1) in einem passenden 
algebraischen Erweiterungskörper. Solche Werte gibt es z. B. immer, 
wenn ao(T) =+= 0 ist, oder überhaupt, wenn av(T) für ein v < h von Null 
verschieden ist. Die Funktion 1 ist also im allgemeinen mehrdeutig: zu 
jedem Argumentwertsystem gehören mehrere Funktionswerte. 

Hat man gleichzeitig mit mehreren Funktionen /1' ... , /., aus einem 
Funktionenkörper zu tun, so wollen wir als Funktionswerte qJl' ••• , qJs 

der Funktionen 11' ... , /., zu gegebenen Argumentwerten Tl' ... , Tr nur 
solche Wertsysteme qJl' ••• , qJ. (in einem passenden Körper Q) betrach­
ten, welche die Eigenschaften besitzen, daß alle algebraischen Relationen 
F (11' ... , Is, t1 , ••• , tr) =0 (mit Koeffizienten aus K), die im Funktionen­
körper bestehen, auch für die Funktionswerte gelten; daß also aus 
F(fl' .. . ,1." tl ,· .. , tr) = 0 folgt F(PI' ... , Pj,T1 , .•• , Tr) = 01. Es ist 

1 Bei nur einer Funktion t ist diese Bedingung von selbst erfüllt, wenn man die 
Funktionswerte gemäß (1) bestimmt; denn jede Gleichung F(f, 11 , ... , Ir) = 0 ist 
eine Folge der irreduziblen Gleichung (1). 
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also im allgemeinen nicht erlaubt, beliebige Werte der mehrdeutigen 
Funktion 11 mit beliebigen Werten von 12"'" Is zu verknüpfen, da 
dann eventuelle Relationen zwischen den 1 verlorengehen können. Ist 

z.B. 11 =Vt und 12 = - 11' also fi = t und li =t, so hat man für T = 1 
die Funktionswerte CfJ1 = ± 1 und CfJ2 = ± 1 zur Verfügung, darf aber 
nicht CfJ1 = + 1 mit CfJ2 = + 1 kombinieren, da sonst die Relation 
11 + 12 = 0 verletzt würde. 

Wir wollen nun zeigen, daß es in einem passenden Körper Q immer 
(sogar unendlich viele) Wert systeme Tl' ... , Tr und zugehörige Funk­
tionswerte CfJ1' ... , CfJs gibt, welche die obige Bedingung erfüllen. Zu 
dem Zweck schreiben wir untereinander: die irreduzible Gleichung für 
11 im Körper K (tl' ... , tr); die irreduzible Gleichung für 12 im Körper 
K (f l' t1 , ..• , tr); usw., alle dividiert durch ihre Anfangskoeffizienten : 

( t~ + a1(t)/~-1 + ... + aA(t) = 0, 

{ !~:. b.1~/~,.t~/~~·~ :. '. '. '. ~ ~k.(~l:~).~ ~: (2) 

Die Koeffizienten der zweiten Gleichung sind rational in 11 und können, 
da 11 algebraisch ist, ganzrational in 11 gewählt werden. Ebenso können 
die Koeffizienten der dritten Gleichung ganzrational in 12 und 11 ge­
wählt werden, usw. Schließlich kommen also in allen Gleichungen als 
Nenner nur Polynome in t1 , .' .• , tr allein vor. Ein von Null verschiedenes 
gemeinsames Vielfaches aller dieser Nenner sei V (t1' ... , tr ). Wir wählen 
nun Tl' ... , Tr so, daß V (Tl' ... , Tr) + 0 ist, und bestimmen dann suk-
zessiv CfJ1' ... , CfJ. aus den spezialisierten Gleichungen (2): 

~ + a1(T)~-1 + ... + aA(T) = 0, 

~+b1(CfJl,T)~-1+ ... + bk(CfJl,T) =0, 

Wir behaupten nun, daß die so bestimmten Ti,.· .,Tr , CfJl"'" CfJs tat­
sächlich die gestellte Bedingung erfüllen, daß aus 

F(fl' ..• , Is' t1 , ••• , tr ) = 0, 

wo F ein Polynom in den r + s Unbestimmten U 1 , ... , us , t1 , •.. , tr 
mit Koeffizienten aus K ist, . 

F(CfJl'" ',CfJs' TI'" .,Tr ) =0 
folgt. 

Für Polynome F, die nur t1 , .•. , tr enthalten, ist die Behauptung 
klar. Wir können also Induktion nach der Nummer q des letzten in F 
wirklich vorkommenden CfJq vornehmen. Die Behauptung sei für Poly­
nome F(u1 , •.• , U q _ 1 , t1 , .. . , tr) schon bewiesen. 

Die q-te Gleichung der Reihe (2) möge lauten: 

G(fl' ... , Iq, tl , ... , tr) = Ir: + dl(f, t)tr:- 1 + ... + dm(f, t) = 0, 
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WO GU1"'.' Iq-1' uq , t1 ,···, tr) =G(uq) ein in K(fl"'" Iq-l' t1 ,·· .,tr} 

irreduzibles Polynom der Unbestimmten uq ist. AusF (fl' ... , Iq, t1 , ... , tr) 

=0 folgt nun, daßF(fl, ... ,lq_l,Uq,t1, ... ,tr ) =F(uq) durch G(uq} 
teilbar ist. Die Division läßt sich so ausführen, daß dabei nur solche 
Polynome in t1 , ... , tr als Faktoren im Nenner auftreten, die in G selbst 
schon vorkamen. Diese Faktoren kommen also alle schon in V (tl' ..• , tr) 

vor. Man erhält etwa: 

(3) 
Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von uq links und rechts 
in (3) und Multiplikation mit einer passenden Potenz von V (tl' ... , tr ) 

ergibt eine Reihe von ganzrationalen Gleichungen in 11' ... , Iq-l' t1, ... , tr . 

Diese bleiben nach der Induktionsvoraussetzung bei der Ersetzung der t 
durch die T und der 1 durch die C{J bestehen. Dividiert man dann wieder 
durch die betreffende Potenz von V (Tl' ... ,Tr ), so ergibt sich, daß 
auch die Gleichung (3) bei der Ersetzung der t durch die T und der 
1 durch die C{J gültig bleibt. Ersetzt man nun auch noch uq durch C{Jq, 
so verschwindet der erste Faktor auf der rechten Seite, und man erhält 

F(C{Jl' ... , C{Js' Tl' ... , Tr ) = 0, 
was zu beweisen war. 

Wir gehen hier nicht auf die verschiedenen Methoden ein, die Be­
stimmung der C{Jl' ... , C{Js auch auf solche Tl' ... , Tr auszudehnen, die 
nicht der Bedingung V (Tl' ... , Tr) + ° genügen. Man kann diese Werte 
durch Grenzübergang erhalten, auch durch Reihenentwicklungen in der 
Umgebung der singulären Stellen, usw.; alle diese Methoden genügen 
dem Kriterium der Erhaltung aller algebraischen Relationen F (fl' ... , I., 
t1 , •.. , t r ) = O. Auch auf die Einführung des Symbols 00, durch die man 
die Fälle noch mitumfaßt, in denen es keine endlichen Werte C{Jl' ... , C{Js 
gibt, gehen wir hier nicht ein, sondern verweisen auf die Theorie der 
algebraischen Funktionen1 . Für unseren Zweck genügt es, daß es über­
haupt zu jedem Funktionensystem zulässige Argumentwerte und zu­
gehörige Funktionswerte gibt. 

Im folgenden wird ein Satz gebraucht, der gewissermaßen eine Um­
kehrung des vorangehenden ist und so lautet: Wenn eine Relation 
F (C{Jl' ... , C{Js, Tl' ... , Tr) = ° lür alle zulässigen Argumentwerte T und 
zugehörigen Funktionswerte C{J gilt, so gilt auch die entsprechende Relation 
F (f l' ... , Is, t1 , ••. , tr) = 0 im Funktionenkörper . 

Beweis: Wäre F(fl, ... ,ls,t1, ... ,tr ) +0, so könnte man die 
Funktion 

1 
18+1= F(fI, .•• ,fs,f1, ..• ,tr) 

1 Siehe z. B. JORDAN: Cours d'analyse, 3. Auf!., Bd.2, S.622-693. 1913. 
HURWITZ-COURANT: Funktionentheorie, 3. Aufl., S. 480-527,1929: für mehr Ver­
änderIiche: B. L. v. D. WAERDEN: Zur ProduktzerIegung der Ideale in ganz-ab­
geschlossenen Ringen, Math. Ann. Bd. 101, S.293-308, § 8. 1929. 
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bilden und für die Funktionen 11' ... , I., IS+1 ein zulässiges Wertsystem 
q;l' ... , q;., q;S+1' 't'l' ... , 't'r aufstellen. Die Relation 

1 = 1.+I·FUl"'" Is' tl ,·· .,tr) 
muß bei der Spezialisierung I" --+ q;", tl --+ 't'l bestehen bleiben. Nach 
Voraussetzung wird aber F (q;l' ... , q;s' 't'l' ... , 't'r) = 0 ; also erhält man 

1 =0, 
quod est absurdum. 

§ 89. Parameterdarstellung algebraischer Mannigfaltigkeiten. 

Sind ~l' ... , ~ n algebraische Funktionen von tl , ... , tr , so bestim-
men die zu speziellen zulässigen Argumentwerten 't'l' ... , 't'r gehörigen 
Funktionswerte ~~, ... , ~~ jeweils einen Punkt f im Rn' und diese 
Punkte ~' können eine algebraische Mannigfaltigkeit ganz oder teil­
weise ausfüllen. Wir reden dann von einer p..a.rameterdarstellung der 
MaWligfaltigkeit durch algebraische Funktionen ~~: ... , ~n der Para­
meter t l , ... , tr' 

Zum Beispiel genügen die durch 

1 - t2 2 t 
(1) ~l = 1 + t2' ~2 = 1 + t2 

dargestellten Punkte der Ebene R2 der Gleichung 

(2) 

Aber nicht alle Punkte des Kreises (2) werden durch die Gleichungen (1) 
dargestellt; denn der Punkt (-1,0) genügt der Gleichung (2), während 

1 - t2 

der Ausdruck 1+ t2 den Wert -1 nicht annimmt. 

Wir können also von einer Parameterdarstellung einer Mannig­
faltigkeit durch algebraische Funktionen nicht erwarten, daß alle Punkte 
der Mannigfaltigkeit durch sie dargestellt werden. Wohl aber können wir 
bei gegebenen Parameterfunktionen die kleinste algebraische Mannig­
faltigkeit suchen, die alle durch die Parameterdarstellung erreichbaren 
Punkte ~' umfaßt. 

Jede algebraische Mannigfaltigkeit, welche die Punkte ~' alle um­
faßt, wird durch Gleichungen I = 0 gegeben, welche für alle Punkte 
~' erfüllt sind. Die kleinste unter diesen algebraischen Mannigfaltig­
keiten werden wir also erhalten, wenn wir alle Gleichungen I = 0 neh­
men, die in den Punkten ~' erfüllt sind. . 

Die Polynome I(x l , ••• , X n ), die in allen Punkten ~' den Wert Null 
annehmen, können nach § 88 auch dadurch charakterisiert werden, daß 
für sie im Funktionenkörper K(~l"'" ~n) die Gleichung I(~) =0 be­
steht. Diese Polynome bilden, wie man sofort feststellt, ein Ideal im 
Polynombereich 0 = K [Xl' ... , xnJ. Das Ideal ist sogar ein Primideal ; 
·denn aus I(~) 'g(~) = 0 folgt im Funktionenkörper, daß I(~) = 0 oder 
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g (~) = 0 ist. Die Nullstellen dieses Primideals 13 bilden nun, wie wir 
eben sahen, die kleinste algebraische Mannigfaltigkeit, welche alle durch 
die Parameterdarstellung erreichbaren Punkte umfaßt. Wir nennen 
diese Mannigfaltigkeit Wl die d~trch die Parameter/unktionen ~l' ••• , ~ n 

bestimmte algebraische M annig/altigkeit. 
Durch die Zuordnung 

I(x) -->- I(~) 

oder 

ist eine homomorphe Abbildung von 0 = K [x] auf den Ring K [~J 
gegeben. Die Polynome /, die dabei in Null übergehen, bilden gerade 
das IdeallJ. Nach dem Homomorphiesatz ist also 

(3) K m r-..J 0/13 . 
Daraus ersieht man von neuern, daß lJ ein Primideal sein muß. 

Die Definition des Ideals 13 und daher auch die der Mannigfaltigkeit Wl 
hängt, wie man sieht, nicht von der Wahl der unabhängigen Variablen 
t 1 , ... , tr , von denen die ~l' ... , ~ n Funktionen sind, sondern nur von 
den algebraischen Eigenschaften der Körperelemente ~ ab. Umgekehrt 
sind nach (3) die algebraischen Eigenschaften der ~ allein durch das 
Ideal 13 bestimmt. Der Körper, dem die ~ angehören, ist der Quotienten­
körper von K [~], also isomorph dem Quotientenkörper von 0 I P . 

Das Primideal 13 ist das zugehörige Ideal seiner M annig/altigkeit Wl. 
Denn wenn ein Polynom L'.l:lJ,f im iib~rall verschwindet, so ist insbesondere 
f(~') = 0 für alle durch die Parameterfunktionen erreichbaren Punkte ~', 
und daraus folgt / - 0 (lJ). Da nun 13 prim ist, so folgt nach § 87 die 
Irreduzibilität von Wl im Körper K. Also: Jen algebraische Funktionen 
~l' •.. , ~ n bestimmen eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit in 
ParameterdarsteUunK· 

D· F k' 1(1;1, .. ·,l;n) d K" K(I:) h . I 
le un honen g (1;1' ... , I;n) es orpers "ne men malen 

Punkten ( der Mannigfaltigkeit Wl, in denen nicht gerade der Nenner 

g (t) gleich Null wird, bestimmte Werte ~ ~~,; an. Zwei Funktionen ~ ~~) 
und ;~ i~i sind im Körper K (~) dann und nur dann einander gleich, 

'h W 1(1;') d Id!;') f" 11 d'" P k 1:" d wenn 1 re erte g (1;') un g~(I'j ur a e leJemgen un te " ,m enen 

g W) und g1 W) nicht verschwinden, einander gleich sind; denn aus 

/(~)g1(~) = /1(~)g(~) 

folgt 1 (~') g1 (~') = 11 (~') g (~'), 

für alle (, und umgekehrt. Daher können die Funktionen des Körpers 
K(~) auch als Funktionen aul der Mannig/altigkeit Wl aufgefaßt werden. 

Die Größen ~l' ... , ~n können auch als Koordinaten eines."Punktes" 
.; im weiteren Sinne aufgefaßt werden: eines Punktes nämlich, dessen 
Koordinaten nicht wie bisher Konstanten aus einem algebraischen, 
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sondern Funktionen aus einem transzendenten Erweiterungskörper des 
Körpers K sind. Der "Punkt" ~ heißt ein allgemeiner Punkt der Mannig­
faltigkeit im, weil die gewöhnlichen Punkte f von im aus ihm durch 
Parameterspezialisierung (wobei alle Relationen f (~) = 0 erhalten 
bleiben) hervorgehen. Man nennt ~ auch die allgemeine Nullstelle des 
Ideals lJ, nach folgender Definition: ~ heißt allgemeine Nullstelle von lJ, 
wenn aus f(~) = 0 folgt f == O(lJ) und umgekehrt, für beliebiges f aus K[x]. 

Wie wir sahen, gehört zu jedem Funktionensystem ~1' ..• , ~n ein 
PrimideallJ, dessen allgemeine Nullstelle ~ ist. Wir wollen nun sehen, 
ob es auch zu jedem PrimideallJ eine allgemeine Nullstelle gibt. Dabei 
müssen wir natürlich den Fall lJ = 0 ausschließen; denn das Einheits­
ideal 0 hat überhaupt keine Nullstelle. Dagegen behaupten wir, daß 
jedes Primideal lJ =\= 0 et"ne allgemeine Nullstelle hat. 

Zum Beweis bilden wir zunächst den Ring Ö = o/lJ der Restklassen 
nach lJ. Bei der Homomorphie 0 ,...., ö wird jedem Polynom feine Rest­
klasse 1 zugeordnet, insbesondere jeder Konstanten IX eine Restklasse iX. 
Verschiedenen Konstanten entsprechen aber verschiedene Restklassen ; 

denn wenn iX = ß und IX =\= ß wäre, so wäre IX == ß (lJ) , mithin IX - ß = r 
in lJ enthalten, also auch yy-l = 1 in lJ enthalten, mithin lJ das Einheits­
ideal, entgegen der Voraussetzung. Also ist der Körper K der Konstanten IX 

isomorph abgebildet auf einen Körper K, bestehend aus den Bildern iX 
dieser Konstanten. Nach § 11, Schluß können wir nun einen zu 0 iso­
morphen Ring 0* bilden, der K umfaßt, indem wir einfach die Elemente 
von K durch die ihnen entsprechenden von K ersetzen. 0* ist wieder ein 
homomorphes Bild von 0, und bei der homomorphen Abbildung 0 -+ 0* 

entsprechen die Konstanten IX sich selbst. Den Variablen Xl' ••• , Xn 

entsprechen gewisse Größen von 0*, die wir mit ~l' .•. , ~n bezeichnen_ 
Jedem Polynom f (x) = .s1X;" xi'· .. X:: entspricht der zugehörige 
Ausdruck f(~) = .s1X1.~~' .•. ~~n~ Also ist 0* = K [~l' .. "' ~n]' und wir 
haben die Isomorphie (3) wiedergefunden. 

Der Ring K [~] läßt sich in einen Quotientenkörper K (~l' ... , ~ n} 
einbetten. Die ~ sind also Elemente eines Funktionenkörpers: alge­
braische Funktionen von r unter ihnen. Aus f* = f (~) = 0 folgt stets 
f = f (x) = 0 (lJ) und umgekehrt; also bilden die ~ eine allgemeine Null­
stelle des Ideals lJ, q. e. d. 

Das bis jetzt Bewiesene läßt sich in dem folgenden Schema zu­
sammenfassen: 

Allgemeine Nullstelle ~ 

~ t 
Primideal lJ =\= 0 

~ t 
Irreduzible Mannigfaltigkeit im 
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Zu Anfang dieses Paragraphen sind wir von einer beliebigen allgemeinen 
Nullstelle ~ (System von n algebraischen Funktionen) ausgegangen und 
haben dazu das Primideal .).l und die Mannigfaltigkeit 9Jl konstruiert. 
Das zugehörige Ideal von 9Jl war wieder .).l, und .).l bestimmte die all­
gemeine Nullstelle ~ bis auf Isomorphie eindeutig; also ließ die Kette 
sich auch rückwärts verfolgen. Zum Schluß haben wir bewiesen, daß 
man auch von einem beliebigen .).l =+= 0 ausgehen und dazu stets eine 
allgemeine Nullstelle ~ finden kann. Da auch zu jeder beliebigen algebra­
ischen Mannigfaltigkeit ein zugehöriges Primideal .).l existiert, so sind alle 
in unserem Schema durch Pfeile angedeuteten Relationen vollständig 
eineindeutig. Insbesondere schließen wir daraus, daß J"ede irreduzible 
Mannigfaltigkeit eine Parameterdarstellung durch algebraische Funktionen 
;1' ... , ~n besitzt (und zwar können, wie wir sahen, stets einige ~ als 
algebraische Funktionen der übrigen aufgefaßt werden), und weiter 
schließen wir, daß J"edes Primideal .).l =+= 0 das zugehörige Ideal seiner 
Nullstellenmannigfaltigkeit ist. Das einzige Primideal ohne Nullstellen 
ist o. Auch dieses Primideal ist demnach durch seine Nullstellen be­
stimmt. 

Aufgaben. 1. Das Ideal in K[x1 , X 2 , x 3] 

(xlxa - xi, X 2 X 3 - X~, x~ - xix2) 

ist prim, weil es die allgemeine Nullstelle 

{t3, t4, t5} 
hat. 

2. Das Ideal in K[x1 , X 2 , X 3] 

(xi + x~ - xt xi - x~ + 1) 

ist prim mit der allgemeinen Nullstelle 

{1-t2 l+t2 Y2(I+t2)} 

2t' 21' . 2t . 

3. Das Ideal in K [Xl' X 2 ' X 3 ' X 4] 

(X1 X4 - X 2 X 3 ' X~ - xix3 , xg - x2 x:' X~X4 - XIX;) 

ist prim mit der allgemeinen Nullstelle 

{tt, qt2, tlt~, t~). 

4. Ist .)3 ein Primideal in K [Xl'" .• x n] mit der allgemeinen Nullstelle 
gl"'" ;n}, so ist das zugehörigeH-Ideal.)3* in K [xo ••• ·, xn] (vgl. § 87, Schluß) 
prim mit der allgemeinen Nullstelle {A, A;I' ... ,A ;n}. wo A eine Unbestimmte ist. 

§ 90. Die Dimensionszahl. 

Es seien ~l>"" ~ n algebraische Funktionen von tl , . .. , t r' Der 
Transzendenzgrad s des Systems {~1' ... , ~ n} (vgl. § 62) ist dann < r. 
Genau gleich r ist der Transzendenzgrad dann, wenn die t1 , ... , t r 
auch umgekehrt algebraisch vop. den ~ abhängen, insbesondere, wenn 
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die t dem Körper K (~1' ... , ~n) angehören, und noch spezieller dann, 
wenn für t1 , •.• ,tr einfach r = s algebraisch-unabhängige unter den ~, 
etwa ~1' ... , ~ s gewählt werden. Für die Parameterdarstellung einer 
algebraischen Mannigfaltigkeit im hat es vielfach Vorteile, die Parameter 
'1' ... , tr im Körper K (~1' ... , ~ n) zu wählen, weil die Parameter dann 
als Funktionen auf der Mannigfaltigkeit im gedeutet werden können 
und nicht etwa fremd hinzukommende sind. Ist die Anzahl r der Para­
meter größer als der Transzendenzgrad s, so hat man "überzählige Para­
meter". Die kleinste Anzahl der Parameter, mit der man auskommt, ist 
genau s. Diese Anzahl heißt die Dimensionszahl der M annigjaltigkeit im 
oder die Dimensionszahl des zugehörigen Primideals .\.1. Demnach ist die 
Dimensionszahl eines vom Einheitsideal verschiedenen Primideals nichts 
anderes als der Transzendenzgrad seiner allgemeinen N ullstelle ~. 

Die Dimensionszahl der Primideale .\.1 9= 0 variiert offenbar von 0 
bis n. Dem Einheitsideal 0, das keine Nullstelle hat, geben wir die 
Dimensionszahl - 1. 

Ist ~ die allgemeine Nullstelle eines Primideals .\.1, ~' eine beliebige 
Nullstelle desselben Ideals, so kann man jedem Polynom t(~) aus 
K [~J das Polynom t (~/) aus K WJ zuordnen. Da aus t (~) = g (~) folgt 
t (x) = g (x) (.\.1), und daraus t (~') = g (~/), so ist die Zuordnung 
j (~) -+ j (~') eindeutig. Da die Zuordnung offenbar Summen in Summen 
und Produkte in Produkte überführt, so ist sie ein Homomorphismus: 

(1) K[~],-.., K[~']. 

Wenn die Zuordnung ein Isomorphismus ist, so ist natürlich auch e 
eine allgemeine Nullstelle von tJ, und umgekehrt. 

Bei einem nulldimensionalen Ideal tJ sind alle ~ algebraisch über K; 
mithin sind alle rationalen Funktionen der ~ schon ganzrational : 
K (~) = K [~J. Daher ist K [~J ein Körper. Ist dann wieder ~' eine be­
liebige Nullstelle, so muß der Homomorphismus (1) notwendig ein 
Isomorphismus sein; denn ein Körper hat keine anderen Homomorphis­
men als eineindeutige und solche, die ihn auf den Nullring abbilden. 
Demnach gilt der Satz: 

Bei einem nulldimensionalen Primideal sind alle Nullstellen allgemein 
und untereinander äquivalent1• 

Die Koordinaten ~1"'" ~n oder ~~'" .,~: sind in diesem Falle 
algebraische Größen (deI. Transzendenzgrad ist ja Null). :Qenkt man sich 
alle Nullstellen in einem gemeinsamen (etwa algebraisch-abgeschlossenen) 
Umrassungskörper Q, so sind sie nach (1) algebraisch konjugiert. Die 
Anzahl dieser konjugierten Punkte in einem passenden Körper Q ist 
höchstens gleich (und, wenn K (~) separabel ist, genau gleich) dem 
Körpergrad von K (~) über K. Also: 

1 D. h. sie gehen auseinander durch Isomorphismen hervor, die den Grund­
körper K fest lassen. 
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Eine nulldimensionale irreduzible algebraische Manniglaltigkeit be­
steht aus endlichvielen algebraisch koniugierten Punkten. 

Ist insbesondere der Körper K schon algebraisch-abgeschlossen, so· 
gibt es nur eine Nullstelle ~ im Körper K selbst, und das zugehörige 
Ideal ist 

Sa tz, Die verschiedenen Nullstellen eines r-dimensionalen Primideals 
haben einen Transzendenzgrad < r, und wenn der Transzendenzgrad 
einer Nullstelle genau r ist, ist die Nullstelle allgemein. 

Beweis: Ist ~' eine Nullstelle, vom Transzendenzgrad s, so besteht 
die Homomorphie (1). Sind ~~, ... , ~: algebraisch-unabhängig, so sind 
~1' ••• , ~8 es auch; denn jede algebraische Relation zwischen den ; 
würde dieselbe zwischen den ~' nach sich ziehen. Daraus folgt r > s. 
Ist r = s, so hängen alle ~ algebraisch von ~1' ••• ';. ab. Ginge bei der 
Homomorphie (1) ein Polynom 1(;), das selbst nicht Null ist, in Null 

1 
über, so könnte man im Körper K (;) das Element t in folgender spe-

ziellen Form schreiben: 

Daraus würde folgen 

h(;l'···' ;.) = g(;l'···' ;11)/(;1'···' ;11)· 

Bei der Homomorphie (1) ginge 1 inO über; also müßte auch h(;l' ... , ;,} 
in 0 übergehen, d. h. man hätte 

h(;~, ... , ;~) = 0, 

entgegen der vorausgesetzten algebraischen Unabhängigkeit von 
;~, ... , ;:. Also geht bei der Homomorphie (1) kein von Null verschie­
denes Polynom in Null über; (1) ist also im Falle r = s eine Isomorphie. 
Daraus folgt die Behauptung, daß ;' eine allgemeine Nullstelle ist. 

Jede Nullstelle ;' von.» kann als allgemeine Nullstelle eines Ideals.»' 
aufgefaßt werden. Aus 1 = 0 (.») folgt dann f W) = 0 oder f - 0 (.»') ; 
mithin ist .»' ein Teiler von.». Umgekehrt kann jeder von 0 verschiedene­
Primteiler .»' von.» in dieser Weise erhalten werden; denn jedes Ideal 
.»' =1= 0 besitzt eine allgemeine Nullstelle f. Aus dem eben formulierten 
Satz folgt nun unmittelbar: 

Jeder Teiler .»' von .» hat eine Dimension r' < r ; ist r' = r, so muß 
.»' =.» sein. 

Unter der Dimensionszahl einer beliebigen algebraischen Mannig­
faltigkeit verstehen wir die höchste unter den Dimensionszahlen ihrer 
irreduziblen Bestandteile. Die rein eindimensionalen algebraischen 
Mannigfaltigkeiten heißen Kurven, die rein zweidimensionalen Flächen, 
die rein (n -l)-dimensionalen Hyperflächen. Die einzige n-dimensionale-
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Mannigfaltigkeit im Rn ist der ganze Raum Rn' das zugehörige Ideal 
ist das Nullideal (denn wenn ~1"'" ~ n algebraisch-unabhängig sind, 
folgt aus Im = 0, daß 1=0 ist). 

Aufgaben. 1. Ein Hauptideal (P), wo pein unzerlegbares nicht­
konstantes Polynom ist, ist ein (n - l)-dimensionales Primideal. 

2. Umgekehrt: jedes (n - l)-dimensionale 'Primideal ist Haupt­
ideal. 

3. Jedes d-dimensionale Primideal tJ (d> 0) besitzt (mindestens) 
einen (d - l)-dimensionalen Primidealteiler. [Wenn ~d+1" •• , ~n alge­
braische Funktionen von ~1"'" ~d sind, so bilde man eine spezielle 
Nullstelle von tJ durch Spezialisierung von ~ d nach § 88, während 
';1' ... , ~d-l unbestimmt bleiben.] 

Geht man vom offenen Raum Rn zum projektiven Raum p .. über, so entspricht 
nach § 87 jeder irreduziblen Mannigfaltigkeit im von R .. (mit zugehörigem Prim­
idealp) eine ebensolche im* in P n (mit zugehörigem Primidealp*). Ist d die Dimen­
.sionszahl von p, so ist die von p * gleich d + L da ein unbestimmter Proportionalitäts­
faktor A den Transzendenzgrad der allgemeinen Nullstelle um Eins erhöht (vgl. 
§ 89, Aufg. 4). Als Dimensionszahl von im* bezeichnet man aber die Zahl d (nicht 
d + 1), aus dem geometrisch naheliegenden Grunde, daß im*, von den hinzu­
.gekommenen uneigentlichen Punkten abgesehen, mit im zusammenfällt. Ist etwa 
im eine Kurve, so wird man das Gebilde im*, das aus im durch Hinzufügung endlich­
vieler Punkte entsteht, ebenfalls eine Kurve nennen. Unter der Dimensionszahl 
einer Mannigfaltigkeit im projektiven Raum versteht man also immer die um 1 
verringerte Dimensionszahl des zugehörigen Primideals. 

§ 91. Die Primärideale. 

Das Hauptproblem der Idealtheorie in Polynombereichen lautet: 
Zu entscheiden, ob ein Polynom I einem gegebenen Ideal 

m = (/1' ... , Ir) 
angehört. 

Unter Entscheiden wird aber hier nicht eine rechnerische Entschei­
dung mit endlichvielen wirklich ausführbaren Rechenoperationen ver­
standen, obzwar auch eine solche stets möglich ist1, sondern eine solche 
Methode, die zugleich einen Einblick in die Struktur des Ideals gibt 
und die geometrischen Relationen zwischen den Nullstellen des Ideals 
und seinen Elementen I möglichst klar zum Ausdruck bringt. Eine solche 
Methode ist von E. LASKER 2 zuerst angegeben; sie operiert mit der Zer­
legung der Ideale in Primär komponenten. 

Der Grundgedanke der Laskerschen Methode ist folgender: Nach 
-dem Zerlegungssatz von § 83 ist jedes Ideal m als Durchschnitt von 

1 V gl. J. KSlNIG: Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Größen 
(B. G. Teubner, Leipzig 1903), sowie G. HERMANN: Die Frage der endlichvielen 
'Schritte in der Theorie der Polynomideale, Math. Ann. Bd.95, S.736-788. 

2 LASKER, E.: Zur Theorie der Moduln und Ideale, Math. Ann. Bd. 60, S. 20 bis 
J.l6. 1905. 
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Primäridealen darstellbar: 

m = [ql' ... , qs]' 

Damit also ein Polynom f dem Ideal m angehört, ist notwendig und hin­
reichend, daß fallen Primäridealen qv angehört. Um die obige Aufgabe 
im Prinzip zu lösen, braucht man also nur die Bedingungen aufzustellen, 
denen ein Polynom genügen muß, um einem Primärideal anzugehören. 

Zu jedem Primärideal q gehören nach § 82 ein Primideal 1:> und ein 
" Exponent " e mit folgenden Eigenschaften: 

1. lJl.' = O(q) = O(lJ). 

2. Aus fg=O(q) und f$O(lJ) folgt g=O(q). 

Das PrimideallJ gehört im Falle q =f= 0 wiederum zu einer irreduziblen 
Mannigfaltigkeit IDl:. Nach 1. sind alle Nullstellen von q zugleich N ull­
stellen von 1:> und umgekehrt. Also ist die Mannigfaltigkeit eines Pri­
märideals q =f= 0 irreduzibel und gleich der Mannigfaltigkeit des zugehö­
rigen Primideals. 

Vermöge des Zerlegungssatzes folgt daraus für ein beliebiges Ideal m, 
daß seine Mannigfaltigkeit eine Vereinigung irreduzibler Mannigfaltig­
keiten, nämlich der Mannigfaltigkeiten seiner Primärkomponenten, 
ist. Mithin: 

Jede algebraische Mannigfaltigkeit ist als Vereinigung endlich vieler 
irreduzibler M annigfaltigkeiten darstellbar. 

Die irreduziblen Mannigfaltigkeiten der Primär komponenten von 
m sind schon durch die zugehörigen Primideale bestimmt. Dabei können 
die "eingebetteten" Primideale (§ 84) weggelassen werden, da ihre Mannig­
faltigkeiten in den Mannigfaltigkeiten der nichteingebetteten ("isolier­
ten") Primideale enthalten sindl. Da die zugehörigen Priinideale in ihrer 
Gesamtheit eindeutig bestimmt sind, so folgt, daß auch dieZerlegung einer 
algebraischen Mannigfaltigkeit in irreduzible eindeutig bestimmt ist. 

Es sei q ein Primärideal zum Primideal 1:> und vom Exponenten e, 
und IDl: sei seine Mannigfaltigkeit. Ist nun f ein Polynom, das IDl: enthält, 
so ist f = 0(1:>), also fl.' = O(q). Wenn aber f nicht IDl: enthält, so kann 
man nach der obigen Eigenschaft 2 in jeder Kongruenz modulo q den 
Faktor f wegheben. Das sind schon zwei sehr wichtige Mittel, durch die 
man häufig eine Kongruenz fe = 0 (q) bzw. g = 0 (q) erschließen kann. 
Sie lassen sich mit Hilfe des Zerlegungssatzes sofort auf beliebige Ideale 
m = [ql' ... , qsJ übertragen. Ist nämlich f ein Polynom, das die Man­
nigfaltigkeit IDl: von m enthält, und ist e der größte der Exponenten 
der Primärideale ql' ... , qs, so folgt sofort 

fe=O(qi) (für i = 1, ... , s), 

mithin fl.' = O(m). 

1 Von diesem Sachverhalt rührt auch das Wort "eingebettet" her. 
v. d. Waerden, Modeme Algebra H. 5 
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Damit ist der Hilbertsche Nullstellensatz (§ 75) von neuem bewiesen, 
und zwar mit der Verschärfung, daß der Exponent e nur vom Ideal m 
abhängt. 

Ist andererseits j ein Polynom, das keine der Mannigfaltigkeiten der 
Primärideale q1' ... , qs enthält, so kann man in jeder Kongruenz 

jg-O(m) 

durch j kürzen und auf 

g= O(m) 

schließen, da das Entsprechende ja für alle Primärideale qp gilt. Man 
kann die Kürzungsmöglichkeit auch kurz und prägnant durch die 
Gleichung 

m:(f) = m 

zum Ausdruck bringen, die nach § 84 ebenfalls dann und nur dann 
gilt, wenn j durch keines der zu m gehörigen Primideale .\>1"'" lJs 
teilbar ist (also keine ihrer irreduziblen Mannigfaltigkeiten enthält). 
Etwas allgemeiner gilt sogar nach § 84 für ein beliebiges Ideal a, daß 

(1) m:a=m 

dann und nur dann, wenn a durch alle '\>1' ... , .\>. unteilbar ist, oder, 
was wieder dasselbe ist, wenn die Mannigjaltigkeit von a keine der 
Mannigjaltigkeiten der Primideale .\>1" .. ,.\>. enthält. Dieser Satz ist 
oft nützlich beim Aufsuchen der zu einem gegebenen Ideal m ge­
hörigen Primideale '\>1' ... , .\> •. Wenn man nämlich von irgendeinem 
Primideal.\> vermutet, daß es sich unter den.\>p befindet, so nimmt man 
ein durch lJ teilbares Ideal a, z. B. a = .\>, und sieht nach, ob man die 
Relation (1) oder deren Negation beweisen kann, d. h. ob aus ga = 0 (m) 
folgt g=O(m) oder nicht. Wenn (1) gilt, so ist.\> kein .\>p. Mit dieser 
Methode werden wir z. B. in § 95 beweisen, daß die zugehörigen Prim­
ideale eines Ideals mit r Basiselementen, wenn ihre Dimensionen den 
Wert n - r nicht überschreiten, alle genau die Dimension n - r haben 
(und daher nicht eingebettet sind). 

Unter der Dimensionszahl eines Primärideals versteht man die Di­
mensionszahl des zugehörigen Primideals (oder die Dimensionszahl der 
Nullstellenmannigfaltigkeit). Unter der Dimensionszahl oder Höchst­
dimension eines beliebigen Ideals a 9= 0 versteht man die höchste der 
Dimensionszahlen der Primärkomponenten (oder der zugehörigen Prim­
ideale). Dieselbe Zahl stellt auch die Dimensionszahl der Mannigfaltig­
keit von a dar. 

Sind die Dimensionszahlen der zu a gehörigen Primärideale alle gleich, 
etwa gleich d, so heißt das Ideal a ungemischt d-dimensional. 

Aufgaben. 1. Das Ideal (xr, X2 J1:'a + 1) ist primär, mit dem Expo­
nenten 2 und dem zugehörigen Primideal (Xl' X 2 X a + 1). 
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2. Jede Potenz pe eines unzerlegbaren nichtkonstanten Polynoms p 
erzeugt ein (n - 1)-dimensionales Primärideal. Jedes nichtkonstante 
Polynom I erzeugt ein ungemischtes (n - 1) -dimensionales Ideal. 

3. Ist +'l das Primideal von § 89, Aufg. 1, so ist +'l2 nicht primär. [Das 
Polynom (X2 X3 - xr)2 - (x~ - XIX3)(X~ - X~X2) spaltet einen Faktor XI 

ab, und der andere Faktor gehört nicht zu +'l2.] 

§ 92. Der Noethersche Satz. 

Mit den Hilfsmitteln der Primärideal-Zerlegung werden wir das 
Problem, welche Bedingungen ein Polynom I zu erfüllen hat, um einem 
Ideal m anzugehören, im Falle nulldimensionaler Ideale vollständig 
lösen. Wir schicken einen Hillssatz voraus, der auch sonst nützlich ist: 

Ist E ein Erweiterungskörper von K und sind I, /1' ... , Ir Polynome 
aus K[x] = K[x1 , ••. , xnL so lolgt aus 

daß 

ist. 
Beweis: Es sei 

(1) 

I=O(fl,···,lr) 

!=O(fl,···,lr) 

in E[x], 

in K [x] 

wo die gi Polynome mit Koeffizienten aus E sind. Man drücke diese 
Koeffizienten durch endlichviele linear-unabhängige Elemente 1, Wl' 

w 2 ' ••• von E mit Koeffizienten aus K linear aus. Jeder Term gdi in 
(1) erhält dann die Form 

(giO + gil W 1 + gi2 w 2 + ... ) fi' 
wo die gik Polynome mit Koeffizienten aus K sind. Aus (1) folgt also 

f = .J}giofi + Wl.J}gil!i + W2.J}gi2/i + ... 
oder, da die Körperelemente 1, Wl' W2' ... linear-unabhängig waren, 
also die Glieder mit 1, Wl' w2' ... links und rechts einzeln überein­
stimmen müssen, 

q.e.d. 

Auf Grund dieses Hilfssatzes können wir zur Beantwortung der 
Frage, ob I = 0 (11' ... , Ir) ist, den Grundkörper K stets beliebig er­
weitern, so z. B. durch Adjunktion von Nullstellen des Ideals (11' ... , Ir). 
Gilt die fragliche Kongruenz im erweiterten Bereich E[x], so gilt sie 
auch vor der Erweiterung. 

Eine nulldimensionale algebraische Mannigfaltigkeit zerfällt bei 
passender Erweiterung des Grundkörpers immer in lauter einzelne 
Punkte; also können wir, wenn es vorteilhaft ist, immer annehmen, daß 
alle auftretenden nulldimensionalen Primideale je nur einen Punkt zur 

5* 
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Nullstelle haben (nicht, wie sonst immer, ein System konjugierter 
Punkte). 

Ein nulldimensionales Primideal ~ ist teilerlos ; denn der Rest­
klassenring o/~ ist nach § 90 ein Körper. Daraus folgt, daß jedes null­
dimensionale Primärideal einartig ist; denn ein Primärideal, dessen zu­
gehöriges Primideal teilerlos ist, ist nach § 86 stets einartig. Weiter folgt 
aus den Sätzen des § 86, daß jede nulldimensionale isolierte Primär­
komponente q eines Ideals m sich durch 

(2) q = (m, lJlI) 

darstellen läßt. Der Exponent (! ist dabei die kleinste Zahl a mit der 
Eigenschaft 

(3) 

Machen wir uns die Bedeutung der Relation (2) einmal klar im Falle, 
daß der Grundkörper vorher so erweitert wird, daß die in Betracht 
kommenden einartigen Ideale q je nur eine Nullstelle a = {al' ... , an} 
haben. (2) besagt, daß für I = 0 (q) notwendig und hinreichend ist 

(4) I = 0 (m,lJlI). 

Ist nun m durch eine Basis (f1, ... ,lr) gegeben und setzen wir 
y" = x" - a", so ist ~ = (Y1' ... , Yn)' Denken wir uns alle auftretenden 
Polynome nach aufsteigenden Potenzen der y" geordnet, so besteht ~II 
aus allen denjenigen Polynomen, die nur Potenzprodukte der y" vom 
Grade > (! enthalten. Die Relation (4) bedeutet also, daß I mit einer 
Linearkombination .2 g,./" übereinstimmt bis auf Glieder vom Grade (! 

und höhere Glieder. Denkt man sich also 11' ... , Ir multipliziert mit 1 
und mit allen Potenzprodukten der y" vom Grade< (! und bezeichnet 
man die so entstehenden Polynome unter Weglassung aller Glieder 
vom Grade ~ (! mit h1 , ••• , hk , so besagt (4), daß I bis auf Glieder 
vom Grade > (! einer Linearkombination von h1 , ••• , hk mit kon­
stanten Koeffizienten gleich ist. Das ist ein Sachverhalt, dessen Be­
stehen oder Nichtbestehen man in jedem vorliegenden Fall (bei ge­
gebenen (!, 11' ... , Ir und f) wirklich feststellen kann. Insbesondere 
besteht er dann, wenn es formale Potenzreihen P 1 (y) , ... , Pr (y) gibt! 
derart, daß 

(5) 

ist 2• Man kann dann nämlich für jeden Wert von a diese Potenzreihen 
bei den Gliedern vom Grade a abbrechen und die Übereinstimmung der 
beiden Seiten mod ~u konstatieren. Das Potenzreihenkriterium (5) ver­
langt also eigentlich noch zu viel: die beiden Seiten von (5) brauchen 

1 Über deren Konvergenz natürlich nichts vorausgesetzt wird. 
2 Gemeint ist, daß bei formaler Entwicklung nach Potenzprodukten der Y" die 

beiden Seiten von (5) übereinstimmen. 
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nicht genau, sondern nur bis auf Glieder vom Grade > e überein­
zustimmen. 

Ebenso ist die Gültigkeit oder Nichtgültigkeit der Relation (3) für 
jedes (J feststellbar: sie bedeutet, daß durch die Polynome .2;gvlv unter 
Weglassung der Potenzprodukte vom Grade> (J alle Potenzprodukte 
vom Grade (J darstellbar sind. Man kann also bei gegebenen 11, ... , Ir 
für jede Nullstelle a die Werte (J = 1, 2, 3, ... der Reihe nach durch­
probieren, bis man ein (J gefunden hat, für welches (3) gilt: dieses (J ist 
dann der Exponent von q. 

Bei einem nulldimensionalen Ideal m sind alle Primärkomponenten 
nulldimensional und isoliert; man kann also für aUe das obige Kriterium 
für I = 0 (q) anwenden. Ist es für alle Nullstellen erfüllt, so folgt 
I = 0 (m). Demnach gilt folgender Satz: 

Bestimmt man lür jede NuUstelle a = {al' ... , an} eines nulldimen­
sionalen Ideals m den Exponenten e als die kleinste natürliche Zahl (J, 

lür die (3) mit.i> = (Xl - a1 , ••• , Xn - an) gilt, und genügt ein Polynom 1 
lür alle diese lJ der Bedingung (4), so ist r = 0 (m). 

Dieser Satz wurde für den Fall m = (11,/2)' wo 11 und 12 Polynome 
in zwei Variablen sind, zuerst von MAX NOETHER ausgesprochen1 : 

das war der berühmte "N oethersche Fundamentalsatz", der die Grundlage 
für die "geometrische Richtung" in der Theorie der algebraischen Funk­
tionen bildete. NOETHER setzte allerdings statt der schwächeren Re­
lation (4) die Potenzreihenbedingung (5) als in allen Nullstellen erfüllt 
voraus. Die hier gegebene Fassung, bei der nur die Übereinstimmung 
der Glieder bis zum Grade e -1 in Y1' ... , Y n verlangt wird, stammt 
von BERTINI2, der zugleich für den Exponenten e eine Schranke gegeben 
hat3 • Die n-dimensionale Verallgemeinerung stammt von LASKER und 
M!'-cAULAY. Die für I = 0 (q) hinreichende Bedingung I = 0 (m, lJe} 
nennen wir nach MACAULAY die Noethersche Bedingung im Punkte a. 

§ 93. Spezialfälle und Anwendungen des Noetherschen Satzes. 

Jedes der Polynome 11,"" Ir, welche die Basis des Ideals 
(11' ... , Ir) bilden, bestimmt für sich eine algebraische Mannigfaltig­
keit (Hyperfläche) Iv = 0 im n-dimensionalen Raum. Ebenso bestimmt 
das Polynom I eine Hyperfläche I = O. Zerfällt I in irreduzible Fak­
toren: 1 = Pi' p~ • ... , so zerfällt auch die Mannigfaltigkeit I = 0 in 

1 NOETHER, M.: Über einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funktionen, 
Math. Ann. Bd. 6, S. 351-359. 1873. 

2 BERTINI, E.: Zum Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen 
Funktionen, Math. Ann. Bd. 34, S. 447 -449. 1889. 

3 Schärfere Schranken bringt P. DUBREIL: These de Doctorat, Paris 1930. 
Vgl. auch H. KAPFERER: Notwendige und hinreichende Multiplizitätsbedingungen 
zum Noetherschen Fundamentalsatz, Sitzungsber. der Heidelberger Akademie 
1927, 8. Abhandlung. 
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irreduzible Teile PI = 0, P2 = 0, ... , welche wir je so oft zählen wollen, 
als der betreffende Exponent in der Zerlegung von I angibt. 

Wird I für eine Stelle a nach Potenzen der Yv = Xv - av entwickelt 
und fängt die Entwicklung mit den Gliedern s-ter Ordnung (s > 0) an: 

I = coY~ + cl yr- 1 Y2 + ... + cwY~ + .. " 
so sagt man, die Hyperfläche 1=0 habe in a einen s-Iachen Punkt. 
Die Glieder s-ter Ordnung Co Yt + ... + Cw y~ für sich ergeben, gleich 
Null gesetzt, eine Hyperfläche, die aus lauter "geraden Linien" durch a 
besteht: den Tangentialkegel der Hyperfläche 1= 0 im Punkte a. 

Der einfachste Fall des Noetherschen Satzes ist der, daß unter den 
Hyperflächen 11 = 0, ... , 11' = 0, die das nulldimensionale Ideal m be-
stimmen, solche 11 = 0, ... , In = 0 vorkommen, die in a alle einen ein-
fachen Punkt haben und deren Tangentialhyperebenen nur den Punkt a 
gemein haben: 

11 = C11 Yl + ... + Cln Yn + .. " 
12 = C2l Yl + ... + C2n Yn + .... 

In = Cnd'l + ... + CnnYn + ... ; 
n 

Linearformen 2) CA I' Y I' linear-unabhängig. 
1'=1 

In diesem Fall kommen, wenn das Primideal (Xl - a l , ... , X n - an) 
mit V bezeichnet wird, unter den Linearkombinationen von 11' ... , In 
modulo V2 (d. h. unter Vernachlässigung der Glieder zweiten und 
höheren Grades) auch Yl" .. , Yn selber vor; d. h. es ist 

(Yl' ... , y.n) = 0 ((11' ... , In)' .):12) 

und daher auch 
.):1-0(m,.):12). 

Daraus folgt: Das Ideal m hat im Punkte a eine isolierte Primär­
komponente q vom Exponenten 1, d. h. es ist q = V. Jedes Polynom 
mit der Nullstelle a ist also durch q teilbar. Sind alle Nullstellen a von m 
solche "einfachen Schnittpunkte", so ist für I = 0 (m) hinreichend, daß 
I alle diese Nullstellen enthält. 

Bei der Diskussion komplizierterer Fälle beschränken wir uns auf 
zwei Veränderliche Xl' x2 und auf solche Ideale m, die von zwei teiler­
fremden Polynomen 11,12 erzeugt werden. Da 11 und 12 als Polynome 
in x2 teilerfremd sind, besteht eine Relation 

1 = gill + g2/2' 

wo gl und g2 rational in Xl' ganzrational in X 2 sind. Macht man beide 
Seiten durch Multiplikation mit einem von Null verschiedenen Polynom 
h(xl ) ganzrational in Xl' so folgt 

h(x1) = 0 (/1,/2)' 
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Für die Nullstellen von U1,/2) kommen also nur endlich viele Werte 
von Xl und ebenso nur endlich viele Werte von X2 in Frage: es 
gibt nur endlichviele Nullstellen a. 1 Adjungiert man deren Koordi­
naten dem Grundkörper, so gehört zu jeder Nullstelle a eine iso­
lierte Primärkomponente q von m = U1' 12)' zum Primideal ~ = (Y1' Y2) 
= (Xl - a1 , X2 - a2) • 

Den einfachsten Fall, daß der Punkt a für die beiden Kurven 
11 = 0 und 12 = 0 einfach ist und die Tangenten verschieden sind, haben 
wir oben schon behandelt: es ergab sich e = 1 und q =~. Der nächst 
einfache Fall ist der, daß der Punkt a ein r-facher Punkt für 11 = 0 
und ein s-facher Punkt für 12 = 0 ist, aber die r Tangenten von 11 = 0 
von den s Tangenten von 12 = 0 verschieden sind. Setzen wir 

11 = coy'i + c1y~-lY2 + ... + crY~ + .. " 
12=doYl. +d1y~-lY2+'" +dsY~+"" 

so werden die Tangenten von 11 durch die Nullrichtungen der Form 
coY~ + ... + crY~ und die von 12 durch die der Form doY~ + ... +dsY; 
geliefert. Die Voraussetzung, daß die Nullrichtungen von 11 von denen 
von 12 verschieden sind, drückt sich nach § 71 durch das Nichtver­
schwinden der Resultante dieser beiden Formen 

aus. 

Co Cl ••• Cr 

Co Cl ••• Cr 

Versuchen wir nun, ein a zu finden, für welches 

ist. Um aus 11,12 und ~"+1 Potenzprodukte der y" vom Grade a zu 
erhalten, hat man 11 mit den a - r + 1 möglichen Potenzprodukten 
vom Grade a - rund 12 mit den a - s + 1 möglichen Potenzprodukten 
vom Grade a - s zu multiplizieren und in den Produkten alle Glieder 
vom Grade> a zu vernachlässigen. Das ergibt höchstens 

(a - r + 1) + (a - s + 1) = 2a - r - s + 2 

linear-unabhängige Ausdrücke. Will man daraus durch Linearkombina­
tion alle a + 1 Potenzprodukte vom Grade a erhalten, so muß 

2a-r-s+2>a+l, 

a>r+s-l 

1 Nach § 79 gibt es sogar höchstens so viele Nullstellen, als das Produkt der 
Gradzahlen von 11 und ' 2 angibt. 
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sein. Wählen wir aber a = r + s - 1 und schreiben die erhaltenen 
Ausdrücke hin: 

CoY~ + c1y~-1 Y2 + ... + cTy~-T y~, 
, coYf-1Y2+C1y~-2y~+"" 

do yf + d1yf-1 Y2 + ... + dB yf-S YL 

doy~-1Y2+d1y~-2y~+" " 

so ergibt sich gerade auf Grund der obigen Bedingung R =+= 0, daß man 
genau a + 1 linear-unabhängige Ausdrücke erhalten hat, aus denen 
sich somit alle Potenzprodukte vom Grade a linear zusammensetzen. 
Also ist 

.)Ja = 0 ((/1' 12), lJO"+1) mit a = r + s - 1; 

mithin: Der Exponent des Primärideals q im Falle der getrennten T an­
genten ist r + s - 1. Jedes Polynom, das in a von der Ordnung r + s - 1 
verschwindet, gehört somit zum Ideal q. Dieses Resultat hat schon 
M. NOETHER erhalten. 

Als nächsten Fall betrachten wir den, daß die Kurve 11 = 0 in a 
einen einfachen Punkt hat, während 12 = 0 ganz beliebig sein darf. 
Es sei also 

11 = a1Y1 + a2Y2 + ... 
und etwa a1 =+= O. Vernachlässigt man alle diejenigen Potenzprodukte, 
deren Grad mindestens a + 1 beträgt, so ist es klar, daß man jedes 
Polynom 1 durch Subtraktion eines Vielfachen des Polynoms 11 gänzlich 
von Y1 befreien kann. Man verfährt einfach so: Zuerst entfernt man durch 
Subtraktion eines Vielfachen des Polynoms 11 die Glieder mit der ersten 
Potenz von Yt, sodann durch Subtraktion eines Vielfachen des Po­
lynoms Ydl die Glieder mit y~ usw. bis zu den Gliedern mit yf. Wendet 
man das Verfahren einmal auf ein beliebiges Polynom I, das andere Mal 
auf 12 an, so findet man etwa 

(1) 1 - g 11 = Co + Cl Y2 + C2 y~ + ... + Ca y~ (.)Ja+!) , 

(2) 12-hI1=dO+d1Y2+d2Y~+'" +daY~(lJO"+1). 

Die nach diesem Verfahren hergestellten Koeffizienten Cy und dy sind 
offenbar eindeutig bestimmt. Läßt man den Exponenten a anwachsen, 
so wird jede der Reihen immer weiter fortgesetzt; bei unbeschränkter 
Fortsetzung entsteht eine unendliche sogenannte Pttiseuxsche Reihe1 . 

1 Vgl. PUISEUX: Memoire sur la theorie des forctions algebriques. Journal de 
Liouville Bd.l, S. 15. 1854; JORDAN, C.: Cours d'analyse I,3me ed., S. 346 bis 357. 
1909; HENSEL, K. und G. LANDSBERG : Theorie der algebraischen Funktionen 
einer Veränderlichen. Leipzig 1902. 
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In derselben Weise findet man für die Potenzprodukte der y vom 
Grade a, welche das IdeallJ" erzeugen: 

Y~ y~-" = b" Y~ ((/1), lJ"+1)· 

Das Rechnen im Restklassenring modulo ((11)' lJ"+ 1) ist also dasselbe 
wie das Rechnen mit Potenzreihen in Y2' die alle nach dem Glied mit yg 
abgebrochen werden. Setzt man nun die Relationen 

(3) 

und 

(4) [a+I=e] 

um in Relationen für abgebrochene Potenzreihen in diesem Restklassen­
ring, so ergibt sich sehr leicht, daß die Relation (3) nur dann erfüllt ist, 
wenn ein dk =+= 0 ist (k < a); also ist das kleinste a, für welches (3) gilt, 
zugleich das kleinste k mit dk =+= o. Also ist der Exponent e von q genau 
der Exponent des ersten von Null verschiedenen Gliedes der Reihe (2). 

Ebenso leicht findet man, daß (4) nur dann erfüllt ist, wenn 
co=ct=···=c,,=O ist. D. h.: In der Entwicklung (1) lür I dürlen, 
wenn I = 0 (q) sein soll, nur die Glieder mit yg und höhere vorkommen. 

Man kann beweisen, daß der eben bestimmte Exponent e zugleich 
die Multiplizität des Punktes a als Schnittpunkt der Kurven 11 = 0 
und 12 = 0 (vgl. § 79) angibt. 

Bei den geometrischen Anwendungen des Noetherschen Satzes liegt oft der Fall 
vor, daß die Polynome I, 11, 12 durch die Substitution X o = 1 aus homogenen Poly­
nomen F, F 1, F 2 entstanden sind. Die Frage ist nun: Unter welchen Bedingungen 
kann man aus 

(5) 

auf 

(6) 

schließen, wo GI und G2 wieder Formen sein sollen? 

Bei der Untersuchung dieser Frage. nehmen wir an, daß für X o = 0 die Formen 
F 1 und F 2 keinen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler (also keine gemeinsame Null­
stelle außer der trivialen Xl = 0, x2 = 0) haben. Durch eine lineare Transformation 
der drei Veränderlichen xo' Xl' X2, eventuell nach Erweiterung des Koeffizienten­
körpers K, ist das ja immer zu erreichen. 

Durch die Substitution Xl -+ Xl, X 2 -+ x2 und Multiplikation mit einer passen-
Xo Xo 

den Potenz von Xo entsteht aus (5) eine Gleichung der Gestalt 

(7) 

wo H 1 und H 2 Formen sind. 

Wir wollen diese Gleichung so umformen, daß sich ein Faktor X o wegkürzt. 
Setzt man in (7) links und rechts Xo = 0, so kommt: 

0= H 10 F10 + H 20 F 20 • 
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Da FlO und F 20 nach Voraussetzung teilerfremd sind, so muß H lO durch F 20 und 
H 20 durch F lO teilbar sein: 

H IO = GO F 20 , 

H 20 = - GOFlO • 

Da H l bis auf Glieder mit X o mit H IO übereinstimmt, ebenso H 2 mit H 20 , F l mit 
FlO und F 2 mit F 20, so folgt: 

H l = Go F 2 + Xo K I , 

H 2 = - GOFI + %0 K 2 , 

wo K l und K 2 Formen sind. In (7) eingesetzt, ergibt das: 

x~F = xOKlFI + X o K 2 F 2 • 

Hier kann man einen Faktor X o wegkürzen. Die h-malige Wiederholung desselben 
Verfahrens ergibt schließlich eine Gleichung der Form (6). 

Also: 
Für die Gleichung (5) ist notwendig und hinreichend, daß für alle gemeinsamen 

Nullstellen der Formen F l und F 2 die inhomogen gemachten Polynome F, Fl , F 2 den 
N oetherschen Bedingungen genügen. 

Deutet man die Größen X o' Xl' x2 als homogene Koordinaten eines veränder­
lichen Punktes der projektiven Ebene, so wird F = 0 eine Kurve, welche alle 
Schnittpunkte der Kurven F I = 0 und F 2 = 0 enthält und außerdem in allen 
diesen Punkten gewissen "Noetherschen Bedingungen" zu genügen hat, damit die 
Gleichung (5) gelte. Diese Gleichung ist vor allem wichtig wegen einer darin ent­
haltenen Folgerung, des "Restsatzes" : 

Wenn eine Kurve F 2 = 0 vom Grade m durch eine Kurve F = 0 vom Grade n + p 
geschnitten wird in m (n + p) Punkten, jeder nach § 79 mit der richtigen Vielfachheit 
gezählt, und wenn von diesen m (n + p) Punkten m' n Punkte durch eine Kurve 
Fl = 0 vom Grade n ausgeschnitten werden, so werden die übrigen m' p Punkte von 
einer Kurve GI = 0 vom Grade p ausgeschnitten, vorausgesetzt, daß die Kurve F = 0 
in allen jenen m' n Punkten die Noetherschen Bedingungen des Ideals (FI' F 2) erfüllt. 

Denn aus der Formel (6) geht klar hervor, daß die Schnittpunkte von F = 0 
mit F 2 = 0 dieselben sind wie die von F l ' GI = 0 mit F 2 = O. 

Hinsichtlich weiterer geometrischer Ausführungen, die sich an den Restsatz 
anschließen, siehe etwa das Lehrbuch von F. SEVERI: Vorlesungen über algebraische 
Geometrie (deutsch von E. LÖFFLER), 1921, sowie des Verfassers kurze Note in 
Math. Ann. Bd. 104, S. 472. 1931. 

Aufga ben. 1. Wenn ein Kegelschnitt eine Kurve 3. Ordnung in 6 verschiedenen 
Punkten schneidet und man diese Punkte in 3 Paare zerlegt, jedes Paar durch eine 
Gerade verbindet und diese Geraden wieder mit der Kurve schneidet, so werden 
die entstehenden 3 Punkte wieder von einer Geraden ausgeschnitten. 

2. Als Spezialfall (für eine in 3 Gerade zerfallende Kurve 3. Ordnung) ist aus 
Aufgabe 1 der Pascalsche Satz für den Kegelschnitt herzuleiten. 

3. Die Tangenten in 3 auf einer Geraden liegenden Punkten einer Kurve 
3. Ordnung schneiden diese Kurve noch einmal in 3 Punkten, die einer Geraden 
angehören. 

4. Als Spezialfall ist aus Aufgabe 3 zu folgern, daß die Verbindungsgerade 
zweier Wendepunkte noch einen Wendepunkt trifft. 

5. Wenn ein Kreispaar ein anderes Kreispaar außer in den isotropen Punkten 
der projektiven Ebene noch in 8 Punkten trifft und 4 von diesen 8 Punkten auf 
einem Kreis liegen, so liegen die 4 übrigen ebenfalls auf einem Kreis. 

6. Wählt man auf jeder Seite eines Dreiecks A I A 2 A a einen von den Ecken ver­
schiedenen Punkt, nämlich BI auf der Seite A 2 A a und von A 2 und Aa verschieden 
usw., so gehen die Kreise A l B 2 B a, A 2 B aB l , A aB l B 2 durch einen Punkt. 
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§ 94. Zurückführung der mehrdimensionalen Ideale auf 
nulldimensionale. 

In diesem Paragraphen werden wir die Sätze, die in § 92 für null­
dimensionale Ideale bewiesen wurden, auf mehrdimensionale Ideale aus­
zudehnen versuchen. 

Die Methode dazu ist folgende: Ist q ein Primärideal in K [x] von der 
Dimension d, ~ das zugehörige Primideal, {$1' ... , $n} dessen allgemeine 
Nullstelle und sind (etwa) $1' ... , $a algebraisch-unabhängig!, so redu­
zieren wir die Ideale q und ~ durch die Substitution Xl = $1' ... , 
X d = $a ZU nulldimensionalen Idealen. Wir nehmen diese Substitution 
in allen Polynomen q des Ideals q vor; dadurch gehen diese Polynome q 
in Polynome q' aus K ($1' ... , $a)[Xa+1, ... , xn ] über, die ein Ideal q' 
erzeugen. Es ist klar, daß es genügt, die Substitution Xl = $1' ... , 
Xa = $a in den Basispolynomen q1'" ., qr auszuführen; die entstehen­
den Polynome q~, ... , q; erzeugen dann das Ideal q' : 

q' = (q~, ... , q;) . 

Das Ideal q' besteht offenbar aus den Polynomen q', dividiert durch 
beliebige von Null verschiedene Polynome f{! in $1' ... , $a; denn die 
Polynome q' bilden ein Ideal in K[$l"'" $a, xa+l"'" xn], und um 
das dadurch erzeugte Ideal in K($l"'" $a) [xa+1'" ., xn] zu er­
halten, braucht man nur noch die Nenner f{! zuzulassen. 

In derselben Weise wie q' aus q, entsteht aus ~ ein Ideal +J', und über­
haupt aus jedem Ideal m = (11' ... , Ir) ein Ideal m' = (I~, ... , I~). 

Geometrisch bedeutet die Substitution Xl = $1' ... , Xa = $a, daß 
man alle auftretenden Mannigfaltigkeiten mit dem linearen Raum 
Xl = $1' ... , Xa = $a schneidet, welcher durch den allgemeinen Punkt 
der Mannigfaltigkeit von q gelegt wird. 

Wenn I (Xl' ... , xn ) ein Polynom ist und wenn I ($1'"'' $a, Xd+V ... , Xn) 

zu q' gehört, so ist nach dem Vorigen 

q(X)=O(q), 

also 
q($, x) = f{!($)/($, x). 

Daraus folgt wegen der algebraischen Unabhängigkeit der $1' ... , $ d 

q(x) = f{!(x)/(x) = O(q). 

Aus f{! m 9= 0 folgt aber f{! (x) =$= 0 (~), mithin 

I(x) = O(q) . 

1 Die ;1' ... , ;d können also als Unbestimmte aufgefaßt werden (wir hätten 
sie auch etwa 'I' ... , td nennen können), die übrigen ~ als algebraische Funktionen 
dieser Unbestimmten. 
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Um also zu entscheiden, ob ein Polynom I (x) zu q gehört, braucht man 
nur zu untersuchen, ob das entsprechende f' = I (gI' ... , ~ d' X d + l' ... , x n) 

zu q' gehört. q' bestimmt also q eindeutig1 • 

Wir behaupten nun: Das Ideal q' in K(gl""'~d)[Xd+l, ... ,Xn] 
ist primär; das zugehörige Primideal ist iJ'; der Exponent von q' ist gleich 
dem von q; die allgemeine Nullstelle von iJ' ist {gd+l' ... , ~n}, und die 
Dimension von iJ' ist Null. 

Beweis: Um zu zeigen, daß q' primär und iJ' das zugehörige Prim-
ideal ist, genügt es, folgende drei Eigenschaften nachzuweisen: 

1. Aus I (g, x) g (g, x) = 0 (q') und I (g, x) =$= 0 (iJ') folgt g (g, x) 
o (q'). 
2. Aus I (g, x) = 0 (q') folgt I (g, xl - 0 (iJ'). 
3. Aus I(g, x) = o (iJ') folgt I (g, x)!! =O(q'). 
In allen drei Eigenschaften kann man I und g als ganzrational in 

~1' ... , ~ cl voraussetzen, da man sie andernfalls nur mit einem passenden 
rp (~) zu multiplizieren braucht. Dann kann man vermöge der obigen 
Bemerkung überall die g durch die x, q' durch q, iJ' durch iJ ersetzen; 
denn z. B. I(g, x) - O(q') ist äquivalent mit I(x) = O(q), usw. Nach 
dieser Ersetzung besagen aber 1., 2., 3. nichts anderes als, daß q primär 
und iJ das zugehörige Primideal ist, was wir schon wissen. Zugleich ist 
gezeigt, daß die Exponenten von q' und q übereinstimmen. 

Um zu zeigen, daß {gcl+l' ... , ~n} die allgemeine Nullstelle von iJ' 
ist, haben wir nur zu beweisen, daß aus 

1(;1"'" ~cl' ;d+l"'" ;n) = 0, 

wo f rational in ;1' ... , ; cl, ganzrational in ; d+l' ••• , ; n ist, folgt 

f(;, x) = o (.lJ') 
und umgekehrt. Wiederum kann I ganzrational in ;1' ... , ~ el voraus­
gesetzt werden. Dann ist aber I(g, x) = 0(,\)') äquivalent mit/(x) = O(iJ); 
also erledigt sich dieser Teil der Behauptung durch die Bemerkung, daß 
{gI"'" gn} die allgemeine Nullstelle von.lJ ist. 

Die Nulldimensionalität von iJ' folgt schließlich aus der Tatsache, 
daß gel+l'" ., gn algebraisch in bezug auf K(gl' ... , gel) sind. Damit 
sind alle Behauptungen bewiesen. 

In derselben Weise kann man auch zeigen, daß, wenn q eine Primär­
komponente eines Ideals m = (/1' ... , Ir) ist, auch q' eine Primär­
komponente des entsprechenden Ideals m' = (/~, ... , I;) ist. 

1 Dasselbe gilt, wie der Beweis zeigt, von jedem anderen Primärideal t mit 
der Eigenschaft, daß Xl' ..• , ,t' d modulo dem zugehörigen Primideal 5 unab­
hängig sind, d. h. daß aus rp (Xl' .•. , X d) =f 0 folgt rp $ 0 (5). Gibt es dagegen 
ein rp (Xl' ... , xd ) =f 0 in 5, so ist rp (x)!! == 0 (t), mithin 

I = rp (~)-!! rp (~)Q == 0 (t'), 

mithin wird t' das Einheitsideal. 
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Denn wenn m = [q, q2' ... , qsJ eine unverkürzbare Darstellung von m 
durch größte Primärkomponenten ist, sC> folgt m' = [q', q~, ... , q:J, weil 
man die Polynome ! (~, x) von m' und von [q', q~, ... ] durch Multi­
plikation mit passenden Polynomen q; (~1' .. " ~d) 9= 0 in solche Aus­
drücke g (t x) verwandeln kann, daß g (Xl' ••• , Xd' Xd+l' ••• , Xn) zu 
m bzw. zu q und q2' ... , qs gehört. Wäre nun in der Darstellung 
m' = [q' , q~, ... , q:] das q' überflüssig, so wäre [q~, ... , q~J = 0 (q'). Wenn 
man m1 = [q2' ... , qs] setzt, so würde folgen m~ = [q~, ... , q~ = 0 (q'). 
Ist! ein beliebiges Element von m1 , so wäre f' = 0 (m~) = 0 (q'), mithin 
! = 0 (q). Also würde folgen m1 = 0 (q); d. h. q wäre in der Darstellung 
von m überflüssig, entgegen der Annahme, daß die Darstellung von 
m unverkürzbar ist. In der Darstellung m' = [q', q~, ... , q~] ist also 
q' nicht überflüssig. Läßt man die eventuell überflüssigen q~ weg, so 
bleibt eine unverkürzbare Darstellung, in der q' vorkommt. Ist weiter lJ" 
das zu q" gehörige und somit lJ~ das zu q~ gehörige Primideal, so ist 
lJ =4= lJ" und daher auf Grund der früher (Fußnote S. 76) bemerkten Ein­
deutigkeit lJ' =4= lJ~. Im Fall lJ~ = 0, wo die Eindeutigkeit nicht mehr 
gilt, ist ebenfalls lJ' =f lJ~. Also ist in der Darstellung von m' das Primär­
ideal q' das einzige zu lJ' gehörige. Das heißt aber, q' ist eine Primär­
komponente von m'. 

Ist q sogar eine isolierte Komponente von m, so ist auch q' eine 
isolierte Komponente von m', was man in ähnlicher Weise leicht einsieht. 

Die entwickelte Methode der Reduktion aller Primärideale auf null­
dimensionale gibt uns die Mittel in die Hand, von einem gegebenen 
Polynom! zu entscheiden, ob es einem gegebenen Idealm = (11"'" Ir) 
angehört, vorausgesetzt, daß einmal die Zerlegung von m in Primär­
komponenten 

m = [q1' ... , qs] 

gegeben ist. Wir suchen nämlich zu jeder Primärkomponente q das zu­
gehörige nulldimensionale q', erweitern dann den Körper K (~1' ... , .; d) 
so, daß q' in lauter Primärideale q: mit je nur einer Nullstelle a(p) zer­
fällt, und untersuchen nach der Methode von § 92 mittels der "Noether­
sehen Bedingungen" 

(1) t' = o (q', lJ;e), tJ~ = (xd +1 - a~"21' ... , xn - a~»), 

ob das Polynom f' den Idealen q~ = (q', lJ~e) und demnach auch dem 
Ideal q' angehört. Da die Nullstellen der ~: konjugiert in bezug auf 
K(~l' ... , ~d) sind, so sind auch die tJ: und somit die q; konjugiert in 
bezug auf K(~l"'" ~d); es genügt also, zu jedem q' ein q~ zu unter­
suchen. Man braucht also auch nur eine Nullstelle eines jeden q' zu 
adjungieren. Nun ist {';d+1' ... , ~n} eine solche Nullstelle. An die Stelle 
von ~: tritt also das Primideal 

lJ~ = (Xd+l - ~d+1> ••• , Xn - ~n); 
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statt der Bedingung (1) können wir die bequemere 

(2) f ==:: 0 (m', :Pt) 
benutzen, denn (2) ist auch notwendig für f = 0 (m), und aus (2) folgt (1) 
sofort. Die Bedingung (2), die für jede Primärkomponente q von m er­
füllt sein muß, ist unter dem Namen Kriterium von HENTZELT oder 
Hentzettscher Nullstellensatz bekannt. 

Ist speziell q eine isolierte Komponente von m, also q' eine isolierte 
Komponente von m', so kann man wie in § 86 den Exponenten e aus 
der Bedingung 

bestimmen. 
Aus den Bedingungen (1) für f = 0 (q) erhellt am klarsten die eigent­

liche geometrische Bedeutung der Primärideale : Die Zugehörigkeit zu 
einem Primärideal stellt gewisse Anforderungen an die Anfangsglieder 
der Entwicklung des Polynoms f nach Potenzen von Xl - ~1' ... , X., -~., 
für einen allgemeinen Punkt ~ einer irreduziblen Mannigfaltigkeit, z. B. 
die Anforderung, daß f in diesem allgemeinen Punkt verschwinden 
soll, oder die, daß die Hyperfläche f = 0 in diesem allgemeinen Punkt 
eine andere Hyperfläche berühren soll, usw. 

Aufgaben. 1. Mit der Methode der Reduktion auf nulldimensionale 
Ideale beweise man, daß jedes (n - 1)-dimensionale Primärideal in 
K [Xl' •.• , x,J ein Hauptideal ist. 

2. Jedes ungemischte (n - l)-dimensionale Ideal in K[x1 , ••• , x.,J 
ist ein Hauptideal und umgekehrt. 

§ 95. Ungemischte Ideale. 
Bei ungemischten Idealen, bei denen alle Primärkomponenten dieselbe Di­

mension d haben, sind alle diese Primärkomponenten automatisch isoliert; ihre 
Mannigfaltigkeiten und deren allgemeine Punkte erhält man sofort mittels der 
Eliminationstheorie (§ 74), und die Kriterien für 1== O(m) sind aus dem vorigen 
Paragraphen in einfacher Form zu entnehmen. Es ist also sehr wichtig, für gewisse 
Ideale die Ungemischtheit von vornherein feststellen zu können. Wir werden zu­
nächst einige Kriterien aufstellen, mit denen man entscheiden kann, ob ein Ideal 
nulldimensionale Komponenten besitzt. 

Ist m = (11' ... , Ir) ein Ideal in 0 = K[x) und m das von m erzeugte Ideal 
(mit derselben Basis) in D = Q [x), wo Q ein passender (am bequemsten algebraisch­
abgeschlossener) algebraischer Erweiterungskörper von K ist, so ist nach dem 
Hilfssatz von § 92 der Durchschnitt m /'\ 0 gleich m. Ist m in Primärkomponenten 
zerlegt: 

(1) m = [nI' 0,2' ... ,0,.], 
so ist 

(2) 
m = m /'\ 0 = [0,1' 0,2' .. " 0,., 0] 

=[0,1/'\0,0,2/'\0, ... ,0,./,\0].1 

1 Von den Idealen 0,,, /'\ 0 werden im allgemeinen einige miteinander identisch 
werden. Zwei (in bezug auf K) konjugierte 0,,, haben nämlich denselben Durch­
schnitt mit o. 
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Es gilt nun: 
Wenn 0 primär ist zum Primideal$, so ist 0 f\ 0 primär im Ring 0 zum Prim­

ideal $ f\ 0. 1 

Den Beweis führt man mühelos auf Grund der bekannten drei Kriterien: 

1. aus 

2. aus 

3. aus 

Ig=O{Of\O), 1$ O{$f\O) folgt g==O{Of\O); 

1 = O{O f\ 0) folgt 1 == O{$ f\ 0); 

I-O{$f\o) folgt le=O(Of\O) 

für I und gaus o. 
Weiter: Ist ~ die allgemeine Nullstelle von $ (in einem Erweiterungskörper von 

Q), so ist ~ zugleich die allgemeine Nullstelle von $ f\ o. Denn wenn $ aus allen 
Polynomen von 0 mit der Nullstelle ~ besteht, so besteht$ f\ 0 aus allen Polynomen 
von 0 mit der Nullstelle ~. 

Folgerung. Die Dimension von $ ist gleich der von $ f\ o. 
Wenn also 9)1 nach (1) ein Durchschnitt von Primäridealen bestimmter Di­

mensionen ist, so ist m nach (2) ein Durchschnitt von Primäridealen derselben Di­
mensionen. Insbesondere: Hat 9)1 keine nulldimensionale Komponente, so hat auch 
m keine, und ist 9)1 ungemischt, so gilt dasselbe von m. (Die Umkehrung gilt auch, 
ist aber nicht so leicht zu beweisen und für uns ohne Wichtigkeit.) 

Die Entscheidung, ob 9)1 eine k-dimensionale Komponente besitzt, kann nach 
der Methode von § 94 auf die Entscheidung über nulldimensionale Komponenten 
zurückgeführt werden. Bei passender Wahl des Körpers Q haben die nulldimensio­
nalen Komponenten von 9)1 je nur eine Nullstelle a; ihr zugehöriges Primideal ist 
~ = (Xl - al , ••. , xn - an)' und die Entscheidung, ob eine zu ~ gehörige Primär­
komponente vorhanden ist, hängt davon ab, ob 

ist, d. h. ob aus 

folgt 

9)1:~=9)1 

IlJ - O{ffiC) 

1 = O{ffiC). 

Ist t eine beliebige Linearkombination von Xl - al' ... , X" - an' SO folgt 
aus I t> ~ 9)1, daß insbesondere I I = 0 (ffiC) ist; wenn man also beweisen kann, 
daß (für ein passend gewähltes l) aus I I = 0 (ffiC) folgt I = 0 (ffiC), so besitzt das 
Ideal 9)1 und daher auch m sicher keine nulldimensionale Primärkomponente 
mit der Nullstelle a. Die Beweismethode dabei ist häufig dieselbe, die im § 93 
(Kleindruck) schon angewandt wurde, um aus x~ F = HIFI + H 2F 2 auf F = GIFI 
+ G2F 2 zu schließen. Der allgemeine Satz, den man mit dieser Beweismethode er­
halten kann, lautet: 

Wenn das von 0 verschiedene Ideal (fl' ... , 'r) mit r Basiselementen eine Dimension 
d ~ n - r hat, so ist es ungemischt (n - r)-dimensional. 

Für r = 1 ist dieser Satz aus § 91 (Aufgabe 2) bekannt; wir nehmen also voll­
ständige Induktion nach r vor und nehmen an, für den Fall von r - 1 Basispoly­
nomen sei der Satz bei jeder Variablenzahl n richtig. 

Wir haben zu zeigen, daß das Ideal (ft, ... , 'r) für k < n - r keine k-dimensionale 
Primärkomponente besitzt. Gesetzt, es wäre q eine solche. Nach der Methode des 
§ 94 können wir dann die Dimension von q zu Null erniedrigen; dabei erniedrigen 
sich die Variablenzahl n und die Höchstdimension d von (11' •.. , 'r) genau um k, 

1 Um Mißverständnissen vorzubeugen, weise ich darauf hin, daß die Um­
kehrung nicht gilt: wenn 0 f\ 0 primär ist, braucht 0 es nicht zu sein. Es gibt ja 
(vgl. § 87) Beispiele von Primidealen m in 0, die bei Erweiterung des Grundkörpers 
K zu Q in verschiedene Primärkomponenten zerfallen. 
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und somit bleibt die Voraussetzung d ~ n - r erhalten. Wir haben also nur noch 
zu beweisen, daß ein solches Ideal (11' ... , fr ) im Falle n - r > 0 keine nulldimensio­
nale Primärkomponente besitzt, und können dabei außerdem nach den früheren 
Bemerkungen annehmen, daß die fragliche nulldimensionale Primärkomponente 
nur eine Nullstelle a im (eventuell erweiterten) Grundkörper besitzt. 

Wir zeigen zunächst, daß unter der Voraussetzung d ~ n - r die Basispoly­
nome f1 , ... , fr so gewählt werden können, daß jedes der Ideale (11' ... , fil höch­
stens die Dimension n - i hat. Für i = 1 und 11 + 0 ist diese Bedingung von 
selbst erfüllt. Gesetzt, man habe schon erreicht, daß (11"'" li-I) eine Dimen­
sion ~ n - i + 1 hat. In jeder der irreduziblen (n - i + l)-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten des Ideals (11' .• • ,1.-1) (falls es solche gibt) wählen wir einen 
Punkt, der nicht zur Mannigfaltigkeit von (f1 , ••• , f,) gehört. In jedem dieser 
Punkte verschwindet mindestens eins der Polynome fj , f1+ 1' ... , f, nicht; also 
wird eine passend gewählte Linearkombination ft = f j + fll+di+l + ... + p,:, 
in keinem dieser Punkte verschwinden. Diese Linearkombination wähle man als 
i-tes Basiselement statt fj; dann hat das Ideal (f1, ••. , fj -1' ftl höchstens noch die 
Dimension n - i, während das Ideal (11' .•. , fr ) bei der Ersetzung ungeändert 
bleibt. 

Zum eigentlichen Beweis dafür, daß (11' •.. , f,) in a keine nulldimensionale 
Komponente besitzt, wählen wir ein lineares Polynom 

1 = (xl - a1 ) + C2(x2 - a2) + ... + cn(x .. - an), 

wo die c so bestimmt sind, daß 1 in keiner der allgemeinen Nullstellen der (n - r)­
dimensionalen zugehörigen Primideale von (11' ... , f,) und der (n - r + l)-dimen­
sJonalen zugehörigen Primideale von (fl' ... , f,-I) den Wert Null annimmt. 'Venn 
.'Wir ~en können, daß aus 

~lgt 

DSfl'l'cT'Wlr- fertil!. 

~ie"Substitution 

II = OU1' ... , Ir) 

t == OUl' ... , Ir)' 

n 
xl = a1 - ~Cp(xp - ap) 

p=2 

geht I in 0 und jedes Polynom f in ein Polynom '0 ==, (mod l) über. Aus der Voraus­
setzung 

(3) 

folgt durch diese Substitution 

(4) 

Das Ideal (f1O> •.. , ',-1,0) in K[x2 • ••• , x .. J ist zufolge der Wahl von 1 höchstens 
(n - r)-dimensional, also nach der Induktionsvoraussetzung ungemischt (n - r) 
dimensional, und f,o enthält keine (n - r)-dimensionale Mannigfaltigkeit dieses 
Ideals; also folgt aus (4) . 

gro = 0(110' ... ,1'-1.0) 
und daraus 

In (3) eingesetzt, ergibt dies 

II = k,ll'U1' ···,1'-1)' 

Z(I - kr Ir) == OU1' ... , Ir-I) . 
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Da das Ideal (11' •..• 'r-I) ungemischt ist und I in den allgemeinen Nullstellen seiner 
zugehörigen Primärideale von 0 verschieden ist. so folgt 

f - hTlr - OU1' ...• Ir-I). 

I - 0Ul' ...• Ir)' 

Damit ist der Beweis erbracht. 
Aufgaben. 1. Wenn t1 und ta keinen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler 

haben und (f1' 'a) =1= 0 ist. so ist das Ideal (f1' ta) ungemischt (n - 2)-dimensional. 
2. Sind unter den Voraussetzungen von Aufgabe 1 in den allgemeinen Punkten 

der irreduziblen Bestandteile der Mannigfaltigkeit des Ideals (f1' 'a) die "Tangential­
räume" der Hyperflächen ft = 0 und ' 2 = 0 (hinsichtlich deren Definition vgl. § 93) 
verschieden. so ist für I == 0 (f1' 'a) notwendig und hinreichend. daß I diese Mannig­
faltigkeit enthält. 

3. Welche Bedingungen muß ein Polynom t erfüllen. damit es dem Ideal 

(x~ + x~ - .~~. xl + X,. X2 + x,) 
angehört? 

Weitere Sätze über ungemischte Ideale findet man in dem Büchlein von F. S. 
MACAULA Y: Algebraic Theory of Modular Systems, Cambridge Tracts in Mathe­
matics 19, Cambridge 1916. 

§ 96. Der Grad einer Mannigfaltigkeit und die Schnittpunkte 
mit linearen Räumen. 

Wir fragen nach den Schnittpunkten einer irreduziblen algebraischen Mannig­
faltigkeit 9.Jl mit einer linearen Mannigfaltigkeit Ln _ r' bestehend aus den NuUstellen 
von r linearen Polynomen 

(1) 

n 
Zl = Z~ - 11 = :E Su Xk - t1 • 

k~l 

n 
Zr = Z~ - tr = ~sr'X' - tr . 

k=l 

Wir betrachten zunächst den Fall, daß alle sn und t, Unbestimmte sind. Man 
nennt den Raum L .. _ r dann einen allgemeinen linearen Unterraum von der 
Dimension n - r. 

Wir adjungieren zunächst die Größen Su an K und bilden neben IL ... , I; 
weitere Linearkombinationen 1;+1 . .... I!. so daß insgesamt n linear-unabhängige 
Formen entstehen, welche wir als neue Veränderliche statt Xl' ••• , x" benutzen 
können. In den Nullstellen ~ von 9.Jl nehmen diese neuen Veränderlichen If, ... , l~ 
Werte Ä1, ••• , Ä" an, und es ist insbesondere 

n 
(2) Ä, = .!: sn ;k 

k=l 
(i = 1, ... , r). 

Unter diesen Ä, gibt es, wenn d die Dimension von 9.Jl ist, höchstens d algebraisch­
unabhängige Größen. Daraus folgt, daß unter ihnen höchstens d gleich neuen Un­
bestimmten t, gesetzt werden können; mithin muß, wenn überhaupt Schnittpunkte 
von 9.Jl mit L .. - r vorhanden sein sollen. r ~ d gewählt werden. Im Fall r = d muß 
jeder Schnittpunkt genau den Transzendenzgrad d haben, mithin einen aUge 
meinen Punkt von 9.Jl darstellen. 

Wir werden nun zeigen, daß für r = d wirklich Schnittpunkte, und zwar end­
lichviele vorhanden sind. Für r< d gibt es dann, wie leicht ersichtlich, unendlich­
viele Schnittpunkte. 

v. d. Waerden, Moderne Algebra 11. 6 
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Wir bemerken zunächst, daß die r = d Größen (2) algebraisch-unabhängig sind, 
wenn man für; eine allgemeine Nullstelle wählt. Wären sie nämlich abhängig, so 
würden sie es nach dem Hilfssatz von § 77 bei jeder Spezialisierung der So. bleiben; 
man kann aber die sn so spezialisieren, daß die Ai in ;1' ... , ;" oder in irgend d 
vorgegebene der ;1' ... , ; .. übergehen, und diese sind algebraisch-unabhängig. Die 
somit als unabhängig erkannten Al' ... , A" können wir wegen 

K(Sik' Al' ... , A,,) "-' K(S;k' t1, ... , t.) 

mit den Unbestimmten t1 , ••. , t" identifizieren. Die übrigen A und daher auch die 
; sind dann algebraische Funktionen dieser Unbestimmten; d. h. der Körper 

K(Sik> Al' ... , An) = K(Sik' ;1' ... , ;n) 

ist algebraisch über K(Sik' t;)l Die Gleichungen (2) besagen nunmehr, daß der 
Punkt $ dem Raum Ln _ rangehört; die Existenz von Schnittpunkten ist also 
bewiesen. Da alle Nullstellenkörper 

K(Sik' $1' ... , $n) = K(Sik' Al' ... , An) 

äquivalent sind, so kommen für Al' ... , } ... oder ;1' ... , ; .. in jedem passenden Er-
weiterungskörper von K (s, t) nur endlichviele konjugierte Wertsysteme in Be­
tracht. Es gibt also endlichviele Schnittpunkte von mund L .. _" , und diese sind 
untereinander konjugiert in bezug auf K (s, t). Die Anzahl dieser Schnittpunkte 
heißt der Grad der Mannigfaltigkeit m. 

Wir wollen nun untersuchen, was mit diesen Schnittpunkten geschieht, wenn 
wir die Unbestimmten s, t durch Größen aus K ersetzen. Um da ausnahmslose 
Regeln zu erhalten, ist es notwendig, zunächst vom Raum R .. zum projektiven 
Raum p .. und von der Mannigfaltigkeit m zur entsprechenden Mannigfaltigkeit 
m* in p. überzugehen. Wir machen dementsprechend die Iv durch Einführung 
eines %0 homogen, setzen t1 = - S10' t2 = - S20 usw. und erhalten an Stelle von 
(1) die Formen 

n 
l't = E slk Xk' 

k~O 

n 
l:t = E Säk Xk· 

k~O 

Da der Durchschnitt von m* mit der "uneigentlichen Ebene" ;0 = 0 eine kleinere 
Dimension als m* hat, so hat er mit dem allgemeinen (n - d)-dimensionalen Raum 
L n _ a keinen Punkt gemein. Als Schnittpunkte kommen also nur die Punkte von 
m, d. h. die endlichvielen konjugierten Punkte von vorhin in Betracht. 

Ist ut, ... , rn das zugehörige Ideal von m*, wobei die f: nach § 87, Aufgabe 4 
homogen gewählt werden können, so sind die Schnittpunkte von m* mit L:_" die 
gemeinsamen Nullstellen der Formen 

(3) f't ' ... , t: ' If ' ... , l:t. 
Diese Formen ergeben, gleich Null gesetzt, ein homogenes Gleichungssystem, auf 
das man die Theorie von Kap. 11 (§ 76 und § 79) anwenden kann. Die nun folgenden 
Betrachtungen, in denen untersucht wird, was mit den Lösungen ;(V) (v = 1, ... , g) 

1 Genauer: Der Isomorphismus 

K (Sik> Al, ... , Aa) "-' K (s; k' t1 , ••• , tr) 

läßt sich zu einem Isomorphismus 

K(Sik' Al' ... , A", ;1'· .. , ;n)"-'K(Sik> t1,· .. , tr , $'t, ... , ;it) 
erweitern, und die $* können nachher wieder mit ; bezeichnet werden. 
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dieses Gleichungssystems bei Ersetzung der Unbestimmten sn durch andere 
Größen aik (aus K oder aus einem Erweiterungskörper von K) geschieht, beruhen 
ausschließlich auf den allgemeinen Eigenschaften homogener Gleichungssysteme 
und gelten demnach nicht nur für das System (3), sondern auch für jedes andere 
System von Formen, in denen außer den" Unbekannten" x oder; noch unbestimmte 
Parameter S'k vorkommen. 

Wir wollen versuchen, für jede Spezialisierung Sjk --+ aik solche Punkte rp), 
... , rlu) zu finden, daß alle algebraischen Relationen, die zwischen den Größen Sik und 
;») bestehen und in jeder Größenreihe {;b"), ... , ;!:)} homogen sind, auch für die 
Größen an und 1/t) gelten. Mit anderen Worten: Wenn ein Polynom F(Sik' xt»), 
homogen in jeder Variablenreihe {x~V), ... , x!:)}, die Eigenschaft 

(4) 

besitzt, so verlangen wir, daß auch 

(5) 

ist. Insbesondere soll das natürlich für die Formen (3) gelten; somit müssen alle 
rt) auch Nullstellen der spezialisierten Formen (3) sein. 

Daß es tatsächlich immer möglich ist, die 1/ dieser Forderung gemäß zu be­
stimmen, sieht man folgendermaßen ein: Unter den Formen F mit der obigen 
Eigenschaft (4) können wir nach § 80 endlichviele auswählen, von denen alle 
übrigen linear (mit Formen als Koeffizienten) abhängen. Das Gleichungssystem (4) 
läßt sich also durch ein endliches System ersetzen. Eliminiert man nun aus diesem 
Gleichungssystem sukzessiv die Größenreihen ~(g), ;(g-l), .•• , ~(l) nach der Me­
thode des Resultantensystems (§ 76), wobei man immer wieder homogene Glei­
chungen erhält, so bleiben schließlich Gleichungen in den Si k allein übrig, welche 
identisch erfüllt sein müssen. Also sind die Gleichungen auch bei der Spezialisierung 
Su --+ an erfüllt, und das bedeutet, daß das Gleichungssystem (5) sich nach den 1/ 
auflösen läßt. 

Noch eine Bemerkung: Eliminiert man aus (4) nicht alle ~, sondern nur die 
~(g), ~(g-1), ••• , ~(2), so bleiben neben den Sjk die ~~l) übrig. Sind nun solche Größen 
1/;1) gegeben, von denen man weiß, daß alle algebraischen Relationen, die zwischen 
den 5/ k und den ~il) bestehen und homogen in den ~Il) sind, auch für dieO'ik und 
die 1/~1) gelten, so kann man wie oben erschließen, daß man die 1/(2), •.• , 1/(') 50 

hinzubestimmen kann, daß wieder alle Gleichungen (5) gelten und damit die oben 
gestellte Forderung erfüllt ist. Diese Bemerkung werden wir nachher noch be­
nutzen. 

Die obige Methode gibt nun zwar die Existenz der Größen 1/, legt aber diese 
Größen noch nicht eindeutig fest. Um sie festzulegen, bilden wir nach § 79 die 
u-Resultante Ru des Formensystems (3), d. h. den G.G.T. des Resultantensystems 
des aus den Formen (3) und einer allgemeinen Linearform u'" = U o x 0 + ... + un X n 

bestehenden Formensystems. Da die Formen (3) nur endlichviele gemeinsame 
Nullstellen haben, so zerfällt ihre u-Resultante Ru nach § 79 in Linearfaktoren, 
die diesen Nullstellen ~(V) entsprechen: 

(6) 
fJ ~(v) ( ) 

Ru (Sik> u k) = c II (uo "0 + ... + u n ~,; )eV (c = konst.). 
.=1 

Um nun von (6) auf die entsprechende Relation für die 1/ zu schließen, müssen wir 
zunächst die Konstante c eliminieren und die Gleichung homogen machen. Das ge­
lingt folgendermaßen: Es seien a1 (s), ... , all (s) die Koeffizienten der Potenz­
produkte der uk auf derlinken Seite von (6) und cbd;) , ... , C bio (~) die entsprechen­
den Koeffizienten rechts. Für i = L ... , h muß dann a, (s) = cbi (;) sein, und das 
kommt auf 

(i, k = I, ... , h) 
6* 
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hinaus. Diese homogenen Gleichungen müssen. bei der Spezialisierung Sj k -+ ai k' 

~;V) -+ 1};") erhalten bleiben. Das ergibt: 

ai (a) bk (-1}) - ak (a) bi (1}) = 0, 

mithin, da die bj (1}) nicht alle = 0 sind, 

ai (a) = y bj (1}), 

(7) 
g (,,) ( ) 

Ru (a ik , u k ) = Y II (uo1Jo + ... + u,,1J: )11". 
,,=1 

Wenn Ru (a, u) nicht identisch verschwindet, muß y =F 0 sein. Dann gibt die 
Gleichung (7) das Mittel zur wirklichen Berechnung der 1J: sie ergeben sich aus 
der Faktorzerlegung des spezialisierten Polynoms Ru(a jk , uk ). Zugleich folgt, daß 
die 1} bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind', alles unter der Voraus­
setzung, daß Ru nicht identisch verschwindet. Das ist aber immer der Fall, wenn die 
spezialisierten Polynome (3) nur endlichviele gemeinsame Nullstellen im p .. haben. 
Da nämlich R" (Si k' uk ) ein gemeinsamer Teiler des Resultantensystems der Formen 
(3) und u~ ist, so ist Ru (a jk , uk ) ein gemeinsamer Teiler des Resultantensystems 
der spezialisierten Formen (3) und uz ' und dieses Resultantensystem verschwindet 
im Falle endlichvieler gemeinsamer Nullstellen der Formen (3) nicht. 

Wir müssen also den Fall, daß der spezielle lineare Raum L:_r unendlichviele 
Punkte mit 9.R* gemein hat, ausschließen. Sind nur endlichviele gemeinsame 
Punkte vorhanden, so können wir nach der obigen Methode eindeutig bis auf die 
Reihenfolge die g Schnittpunkte 'Yj(1), ••• , ,lv) bestimmen, "in die", wie wir sagen 
werden, "die; bei der Spezialisierung der allgemeinen L:_ r zur speziellen übergehell'" 

Ein und derselbe Schnittpunkt'f} kann unter den 'f}<V) mehrmals vorkommen: es 
sind dann bei der Spezialisierung verschiedene Punkte" zusammengerückt" . Die Zahl, 
die angibt, wie oft ein 'f} unter den 1J(1), ... ~ 'f}(g) vorkommt, heißt die Multiplizität 
oder Vielfachheit des Punktes 1) als Schnittpunkt von m* mit L'Lr. Die Summe 
der Multiplizitäten aller Schnittpunkte ist gleich dem Grad g, wie sofort ersichtlich. 

Es drängt sich jetzt auch die Frage auf: Gibt es Schnittpunkte mit der Multi­
plizität Null, also solche, die unter den 'f}(l), ... , 'f}(') nicht vorkommen? Bei ganz 
beliebigen Gleichungssystemen kommen solche "Lösungen mit der Multiplizität 
Null" bei passenden Spezialisierungen gelegentlich vor 1. Wir werden aber zeigen, 
daß dies bei unserm Problem (Schnitt von L'Lr und m*) nicht vorkommen kann, 
sondern daß jeder vorgegebene Schnit~punkt 'f} als 'f}(1) gewählt werden kann. 

Nach der oben (S. 83) gemachten Bemerkung genügt es dazu, zu beweisen, daß 
alle in den ;11) homogenen algebraischen Relationen F (Si k' ;~1») = 0 bei der Spe­
zialisierung sn -+ a j k' ;(1) -+ 'f} ihre Geltung behalten. Wir nehmen an, daß 'f}o =F 0 
ist, was ja, nötigenfalls durch Umnumerierung der Koordinaten, stets zu erreichen 
ist, und können dann immer ;~1) = 'f}o = I voraussetzen. Weiter können die SiO auf 
Grund der Beziehung 

n 
SiO + .E Sn ;<t) = 0, 

k=1 

die auch nach der Spezialisierung bestehen bleibt, aus F (Sj k' ;11») eliminiert werden, 

indem man SiO durch - i Si k ;11) ersetzt. Denkt man sich wieder die Si k (k =F 0) zum 
k=l 

Grundkörper K adjungiert, so ist ;(1) ein allgemeiner Punkt von m (vgl. den An­
fang dieses Paragraphen), und jede Relation F (~1») = 0, die für den allgemeinen 
Punkt ;(1) gilt, gilt auch für jeden speziellen Punkt 'f} von 9.R. Also folgt F (Si k' 'f}i) = ° 
und daraus F(aik, 'f}i) = 0, q. e. d. 

1 Vgl. B. L. v. D. WAERDEN: Der Multiplizitätsbegriff der algebraischen Geo­
metrie, Math. Ann. Bd. 97, S. 756-774, § 5. 



XIV. Ganze algebraische Größen. 85 

Jeder Schnittpunkt von IDl* und L;_d hat also eine nichtverschwindende 
Schnittpunktsmultiplizität, und die Summe dieser Multiplizitäten ist, wie schon 
bemerkt, gleich dem Grad von IDl*. 

Man kann dasselbe Problem auch in ganz anderer Weise angreifen, nämlich 
mit Hilfe der Hilbertschen "charakteristischen Funktion". Siehe etwa B. L. v. D. 

WAERDEN: On Hilbert's function, Proc. Kon. Ak. Amsterdam Bd. 31, S.749. 1928. 
A ufga ben. 1. Der Durchschnitt einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit IDl 

mit einer allgemeinen L .. _r ist für r< deine (d - r)-dimensionale Mannigfaltig­
keit von demselben Grade wie IDl. 

2. Wenn der Durchschnitt einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit IDl* des pro­
jektiven Raumes p .. mit einer speziellen L,,_r(r < d) nicht mehr als d - r Dimen­
sionen hat, so kann man den irreduziblen Bestandteilen, in die dieser Durchschnitt 
zerfällt, solche Vielfachheiten erteilen, daß die Summe der mit den Vielfachheiten 
multiplizierten Grade gleich dem Grad von IDl* ist. [Man schneide alles mit einer 
allgemeinen L n - dH .] 

Vierzehntes Kapitel. 

Ganze algebraische Größen. 
Die Entwicklung der Idealtheorie hat historisch zwei Ausgangs­

punkte: die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen und die Theorie 
der Polynomideale. Diese beiden Theorien haben sich aber aus ganz 
verschiedenen Problemstellungen entwickelt. Während bei den Poly­
nomidealen die Bestimmung der Nullstellen und die Aufstellung der 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen für Zugehörigkeit eines 
Polynoms zu einem Ideal die zentralen Probleme sind, geht die Theorie 
der ganzen algebraischen Zahlen von der Fra~ der Faktorzerlegung 
aus. Zu dieser Frage kommt man z. B. durch die folgende Be­
trachtung. 

Im Ring der Größen a + by- 5, wo a und b ganze rationale Zahlen 
sind, gilt der Satz von der eindeutigen Faktorzerlegung der Elemente 
nicht. Die Zahl 9 z. B. läßt die beiden wesentlich verschiedenen Zer­
legungen in unzerlegbare 1 Faktoren 

9 = 3·3 = (2 + Y - 5) (2 - y - 5) 

1 Daß die Zahlen 3 und 2 ± y- 5 unzerlegbar sind, folgt leicht daraus, daß 
ihre Norm 9 ist (§ 35). Wären sie zerlegbar, so müßten entweder beide Faktoren 
die Norm ± 3 oder ein Faktor die Norm ± 1 haben. Eine Zahl a + b y= 5 mit 
der Norm ± 3 gibt es nicht, da dann 

a2 + 5b2 = ± 3 

sein müßte, was in ganzen Zahlen unmöglich ist. Eine Zahl mit der Norm ± 1 
ist aber notwendig eine der Einheiten ± 1, da 

a2 + 5b2 = ± 1 

nur durch a = ± 1, b = 0 erfüll bar ist. 
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zu!. Diese Tatsache veranlaßte DEDEKIND (in Nachfolgung von KUM­
MER, der für Kreisteilungskörper durch Einführung gewisser "idealer 
Zahlen" die Eindeutigkeit der Faktorzerlegung erzwungen hatte) dazu, 
den Bereich der Elemente zu dem der (von ihm zuerst so genannten) 
Ideale zu erweitern. Er konnte zeigen, daß in diesem Bereich jedes Ideal 
einem eindeutig bestimmten Produkt von Primidealen gleich ist. In 
der Tat ist im obigen Fall, wenn man die Primideale 

lJI = (3, 2 + )/- 5), lJ2 =-= (3, 2 - V - 5) 

einführt, wie man leicht nachrechnet: 

(2 + V - 5) = lJ~ ; 

mithin erhält man für das Hauptideal (9) die (einzige) Zerlegung 

9 = lJ~ lJ~ . 

In diesem Kapitel soll die "klassische" (DEDEKINDsche) Idealtheorie 
der ganzen Größen eiaes Körpers in moderner, von E. NOETHER 2 ent­
worfener axiomatischer Gestalt entwickelt werden. Die Darstellung 
setzt die allgemeine Idealtheorie des zwölften Kapitels nicht voraus, 
wenn auch auf die gegenseitigen Beziehungen immer hingewiesen 
werden soll. 

§ 97. Endliche Iß-Moduln. 

Wir betrachten Moduln in bezug auf einen (nicht notwendig kom­
mutativen) Ring m, d. h. Moduln mit mals (Links-) Multiplikatoren­
bereich. Meist sind die betrachteten Moduln entweder in m selbst 
enthalten (also Linksideale in m) oder in einem Erweiterungsring ~. 

Unter einem endlichen m-Modul versteht man einen Modul m, der 
von einer endlichen ]Y[ odulbasis (al' ... , a,,) erzeugt wird oder dessen 
Elemente sich durch a l , ... , a" mit Koeffizienten aus mund ganz­
zahligen Koeffizienten linear ausdrücken lassen: 

(1) m = rIal + ... + rhah + nlal + ... + n"a" 

(r~ E m, n" ganze Zahlen). 

1 Ein ähnlicher Sachverhalt ist uns schou früher beim Ring der Zahlen 
a + b y=a (§ 17, Aufg.5) begegnet: dort hatte die Zahl 4 zwei verschiedene 
Zerlegungen. Die eindeutige Faktorzerlegung läßt sich aber in diesem Fall wieder­
herstellen durch Adjunktion der Größe 

e=-l+H-3 
zum Ring (vgl. § 16, Aufg.5). Eine derartige endliche Erweiterung des Ringes 
C [y- 5J ist aber, wie wir noch sehen werden, unmöglich. 

2 NOETHER, E.: Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl­
und Funktionenkörpern. Math. Ann. Bd. 96, S.26-61. 1926. 
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(Hat ffi ein Einselement, das zugleich Einheitsoperator ist, so sind die 
Glieder nlal , ... , nhah natürlich überflüssig.) Man schreibt in diesem 
Fall IDC = (al' ... , ah). 

Man sagt, daß für einen Modul IDC der Teilerkettensatz gilt, wenn 
jede Kette von Untermoduln IDCI , IDC2 , ••• von IDC, von denen jeder 
folgende ein echter Obermodul ("Teiler") des vorangehenden ist: 

IDCI ( IDC2 ( •• " 

nach endlichvielen Schritten abbricht. 
S atz. Wenn für IDC der Teilerkettensatz gilt, so hat jeder Untermodul 

von IDC eine endliche Basis, und umgekehrt. 
Der Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von § 80 über Ideal­

basis- und Teilerkettensatz und wird genau so bewiesen. Da wir aber hier 
Kapitel 12 nicht als bekannt voraussetzen wollen, sei der Beweis noch 
einmal kurz angegeben: 

Um für einen Untermodul m: eine Basis zu finden, suche man zu­
nächst in m: ein Element al . Ist (al) = m:, so ist man fertig; sonst wähle 
man in m: ein Element a2 , das nicht in (al) enthalten ist. Ist (al' a2) = m:, 
50 ist man fertig; sonst bestimme man ein weiteres aa' usw. Wenn man 
nun weiß, daß die Modulkette 

(al) ( (al' a2) ( (al' a2 , aa) ( ... 

nach endlichvielen Gliedern abbrechen muß, so hat 91 eine endliche 
Basis. 

Wenn umgekehrt jeder Untermodul von IDC eine endliche Basis 
hat und 

eine Teilerkette von Untermoduln von IDC ist, so ist die Vereinigungs­
menge }S aller IDC~ wieder ein Untermodul, der folglich eine endliche 
Basis hat: 

~ = (al' ... , ar )· 

Alle a~ sind aber schon in einem IDC", der Kette enthalten; also ist ~ ~ 9)("" 
mithin ~ = IDC",. Die Kette bricht also bei IDC", ab. 

Unter' welchen Bedingungen nun tatsächlich für IDC der Teilerketten­
satz gilt, lehrt der folgende Satz: 

Wenn in ffi der Teilerkettensatz für Linksideale gilt und 9)( ein end­
licher ffi-Modul ~st, so gilt in IDC der Teilerkettensatz für ffi-Moduln. 

Gleichbedeutend damit ist (auf Grund des vorigen Satzes): 
Wenn in ffi jedes Linksideal eine endliche Idealbasis besitzt und IDC 

eine endliche ffi-Modulbasis hat, so hat auch jeder Untermodul von 9)(: 
eine endliche ffi-Modulbasis. 

Der Beweis ist ganz analog dem Beweis des Hilbertschen Basis­
satzes (§ 80). Es sei IDC = (al' ... , ah), und es sei 91 ein Untermodul 
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von m. Jedes Element von in läßt sich in der Form (1) schreiben. Sind 
in dem Ausdruck (1) von den 2 h Koeffizienten rl , ... , nli die letzten 
2h -l, also die vom (l + 1)-ten bis zum (2 h)-ten, alle Null, so sprechen 
wir von einem Ausdruck der Länge < I. Wir betrachten nun alle in in 
vorkommenden Ausdrücke der Länge < l. Deren I-te Koeffizienten 
(rioder ni_li) bilden, wie man sofort sieht, ein Linksideal in 9l oder im 
Ring C der ganzen Zahlen. Dieses Ideal hat eine endliche Basis 

(bil, ... , bisI)' 

Jedes bh ist letzter (l-ter) Koeffizient (rioder ni_li) eines gewissen 
Ausdrucks (1), den wir mit Bl~ bezeichnen: 

Bl~= rlal + ... + bl~al oder = rIal +. " + bl~al-h' 
Wir behaupten, daß alle diese BIT (I = 1, ... , 2 h; 'jI = 1, ... , SI) zu­
sammen eine Basis für in bilden. In der Tat: Jedes Element (1) von in, 
von der Länge l, kann durch Subtraktion einer Linearkombination der 
B 1I , • •• , B 1Sl (mit Koeffizienten aus 9l oder C, je nach dem Wert von l) 
von seinem letzten (l-ten) Koeffizienten befreit, d. h. auf einen Aus­
druck kleinerer Länge zurückgeführt werden; dieser kann in derselben 
Weise weiter in seiner Länge reduziert werden, bis man schließlich nach 
wiederholten Subtraktionen von Linearkombinationen der Bh Null 
übrig behält. Jedes Element von 91 läßt sich somit als Linearkombina­
tion der B1v schreiben, q. e. d. Ist etwa eins der Ideale (b ll ,.·., biS!) 
das Nullideal, so sind die entsprechenden Bl~ sogar in der Basis ganz 
entbehrlich. 

Bemerkungen. Hat 9l ein Einselement, welches Einheitsoperator 
ist, so kann man in (1) wiederum die Glieder nlal , ... , nhah weg­
lassen und den Beweis entsprechend vereinfachen. 

Ist m insbesondere ein Hauptidealring, so hat jedes Ideal in meine 
Basis aus nur einem Element; man erhält also für jedes I nur ein b1 und 
nur ein BI' Man findet also in diesem Fall eine Basis (BI"'" B h ) von 
ebenso vielen Basiselementen, wie die ursprüngliche Basis von m ent­
hielt. War die Basis (al' ... , ah) von m linear-unabhängig, so zeigt man 
sehr leicht, daß die Basis (BI' . . ., B li) nach Weglassung derj enigen BI, 
die einem b1 = 0 entsprechen, wieder linear-unabhängig ist (vgl. § 106). 

§ 98. Ganze Größen in bezug auf einen Ring. 

Es sei 9l ein Unterring eines Ringes :t. 
Ein Element t von :t heißt ganz in bezug auf m, wenn alle Potenzen I 

von t einem endlichen 9l-Modul (al"'" am ) angehören, oder: wenn 
alle Potenzen von t sich durch endlichviele Größen al , ... , am aus :t 

1 Unter Potenzen werden in diesem Paragraphen nur solche mit positivem 
Exponenten verstanden. 
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linear in der Gestalt 

(I) tl! = rIal + ... + rmam + nlal + ... + nm am 

(ry E ffi, ny ganze Zahlen) 
ausdrücken lassen. 

Insbesondere ist jedes Element r von ffi ganz in bezug auf ffi, da 
r, r 2, r3, ••• dem ffi-Modul (r) angehören. Auch das Einselement von 
st, wenn vorhanden, ist stets ganz in bezug auf ffi. 

Ist st ein Körper, der also den Quotientenkörper P von ffi umfaßt, 
so hängen alle Potenzen einer ganzen Größe t linear von endlichvielen 
Größen al , ... , am mit Koeffizienten aus P ab; denn P enthält nicht 
nur den Ring ffi, sondern auch das Einselement. Mithin gibt es unter 
den Potenzen von t nur endlichviele in bezug auf P linear-unabhängige; 
t ist also algebraisch in bezug auf P. Statt "ganze Größe" sagt man 
daher auch ganze algebraische Größe. Nicht jede algebraische Größe ist 
eine ganze algebraische Größe; denn beispielsweise ist die Zahl i oder 
-VI zwar algebraisch in bezug auf den Körper der' rationalen Zahlen, 
aber nicht ganz in bezug auf den Ring der ganzen Zahlen. 

Ist ffi ein Ring, in dem der Teilerkettensatz für Linksideale gilt, so 
gilt nach § 97 auch für die Untermoduln des endlichen ffi-Moduls 
(al' ... , am ) der Teilerkettensatz. Insbesondere kann also die Modul­
kette 

(t) ~ (t, t2 ) ~ ••• 

nicht aus lauter verschiedenen Moduln bestehen; d. h. eine Potenz von 
t ist durch niedrigere Potenzen linear ausdrückbar: 

(2) th = rlt + ... + rh_1th - 1 + nlt + ... + nh_Ith - l • 

Ist umgekehrt t ein Element von st, welches bei passendem h eine Dar­
stellung in der Gestalt (2) mit Koeffizienten aus ffi bzw. C gestattet, so 
kann man vermöge (2) sukzessiv auch alle höheren Potenzen von t 
linear durch die endlichvielen t, t2, ••• , th- l ausdrücken, und somit ist 
t nach unserer Definition ganz. Damit ist bewiesen: 

Gilt in dem Ring ffi der Teilerkettensatz für Linksideale, so ist das 
Bestehen einer Gleichung von der Gestalt (2) notwendig und hinreichend 
für die Ganzheit von t in bezug auf ffi. 

Die Gleichung (2) bringt, wenn st ein Körper ist, auch das Algebra­
ischsein von t von neuem zum Ausdruck. Hat ffi ein Einselement, so 
kann man zu den Potenzen von t auch noch tO = 1 hinzunehmen und 
außerdem in (2) den Schwanz n l t + ... + nh-l th- l weglassen; statt (2) 
erhält man also die einfachere Gleichung 

th - rh_Ith - I _ • •• - ro = 0, 

deren charakteristisches Merkmal darin besteht, daß ner Koeffizient 
der höchsten Potenz von t Eins ist. 
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Beispiele: Ganze algebraische Zahlen sind diejenigen algebraischen 
Zahlen, die in bezug auf den Ring C der gewöhnlichen ganzen Zahlen 
ganz sind, also einer ganzzahligen Gleichung mit dem höchsten Koeffi­
zienten 1 genügen. Ganze algebraische Funktionen von Xl' ... , Xn sind 
diejenigen Funktionen aus einem algebraischen Erweiterungskörper von 
K (Xl' ... , xn), die ganz in bezug auf den Polynombereich K [Xl' ... , xnJ 
sind; K ist dabei ein fester Grundkörper. Absolut-ganze algebraische 
Funktionen von Xl' ... , Xn sind solche Funktionen, die ganz in bezug 
auf den ganzzahligen Polynombereich C[xl , ... , xnJ sind. 

In einem kommutativen Ring % sind Sttmme, Differenz und Produkt 
zweier in bezug auf m ganzen Größen wieder ganz. Oder: Die in bezug auf 
ffi ganzen Größen in % bilden einen Ring @). 

Beweis: Sind alle Potenzen von s durch a l , ... , am und alle Po­
tenzen von t durch bl , •.. , bn linear ausdrückbar, so sind alle Potenzen 
von s + t, s - t oder s·t durch al , ... , am , bl , ... , bn , albl , al b2 , ••. , 

ambn linear ausdrückbar. 
Setzen wir nun den Teilerkettensatz für die Ideale des Ringes @) 

voraus, so können wir den Satz vOn der Transitivität der Ganzheit be­
weisen: 

Ist @) der Ring der ganzen Größen im kommutativen Ring % (in bezug 
auf den Unterring m) und ist das Element t von % ganz in bezug auf @), 

so ist t a2tch ganz in bezug auf m (d. h. in @) enthalten). Oder anders aus­
gedrückt: Genügt t einer Gleichung von der Gestalt (2), deren Koeffizienten I' v 

ganz in bezug auf m sind, so ist t selbst ganz in bezug auf m. 
Beweis: Durch wiederholte Anwendung der Gleichung (2) kann 

man alle Potenzen th +!. linear durch t, t 2 , ••• , th - l ausdrücken mit 
Koeffizienten, die entweder ganze Zahlen sind oder sich aus Potenz­
produkten der 1'" ganzrational zusammensetzen. Zu jedem 1'" gibt es 
endlichviele Größen aus %, durch die sich alle Potenzen von 1'" linear 
mit Koeffizienten aus mund ganzzahligen Koeffizienten ausdrücken 
lassen; alle Potenzprodukte der I' v sind also durch endlichviele Produkte 
aus diesen endlichvielen Größen linear ausdrückbar. Multipliziert man 
diese endlichvielen Produkte mit t, t 2 , ••• , th- l und nimmt schließlich 
noch t, t 2 , ••• , th- l selber hinzu, so erhält man wieder endlichviele 
Größen, durch die sich nunmehr alle Potenzen von t linear mit Koeffi­
zienten aus mund ganzzahligen Koeffizienten ausdrücken lassen. 

Ein Ring @) heißt ganz-abgeschlossen in einem Oberring %, wenn jede 
in bezug auf @) ganze Größe von % zu @) gehört. Insbesondere heißt ein 
Integritätsbereich @) ganz-abgeschlossen schlechthin, wenn er ganz-ab­
geschlossen in seinem Quotientenkörper E ist. Das bedeutet, wie leicht 
ersichtlich, daß jedes Element t von E, dessen sämtliche Potenzen tl1 

sich als Brüche mit einem festen Nenner aus @) darstellen lassen, selbst 
zu @) gehört. Die endlichvielen Größen, durch die sich alle Potenzen eines 
ganzen t ausdrücken lassen, können nämlich stets auf einen gemein-
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samen Nenner gebracht werden, und wenn umgekehrt alle Potenzen 
von t sich als Brüche mit Nenner s darstellen lassen, so sind sie alle 
linear durch die eine Größe S-1 ausdrückbar. 

Aus dem vorigen Satz folgt nun, daß unter der Voraussetzung der 
Kommutativität von :t der Ring (5 aller in bezug auf m ganzen Größen 
von :t stets ganz-abgeschlossen in:t ist!, sobald für die Ideale von (5 der 
Teilerkettensatz gilt. 

Ein hinreichendes, aber keineswegs notwendiges Kriterium für ganze 
Abgeschlossenheit eines Integritätsbereichs gibt der folgende Satz: 

Ein Integritätsbereich mit Einselement, in dem der Satz von der ein­
deutigen Primfaktorzerlegung der Elemente gilt, ist ganz-abgeschlossen in 
seinem Quotientenkörper. 

Beweis: Jedes Element des Quotientenkörpers läßt sich als Bruch 

: so darstellen, daß a und b keinen Primfaktor gemein haben. Werden 

dann alle Potenzen von : nach Multiplikation mit einer einzigen Größe c 

von ihrem Nenner befreit, so muß can und daher auch c durch bn teilbar 
sein für jedes n, was nur dann möglich ist, wenn b eine Einheit ist und 

a 
daher b = ab- 1 zum Integritätsbereich gehört. 

Aus dem Satz folgt, daß alle Hauptidealringe (insbesondere der 
Ring C der ganzen Zahlen) sowie jeder ganzzahlige Polynombereich 
und jeder Polynombereich über einem kommutativen Körper K ganz­
abgeschlossen sind. 

A ufga ben. 1. Die Einheitswurzeln eines Körpers sind stets ganz in 
bezug auf jeden Unterring. 

2. Welche Zahlen des Gaußschen Zahlkörpers r (i) sind ganz in 
bezug auf C? Welche Zahlen des Körpers r (e) der dritten Einheits­
wurzein (e = - ~ + ~ V - 3)? 

3. Ist der Integritätsbereich lR ganz-abgeschlossen, so ist auch der 
Polynombereich lR [x] ganz-abgeschlossen. 

§ 99. Die ganzen Größen eines Körpers. 

Es sei mein Integritätsbereich, P sein Quotientenkörper, E ein 
kommutativer endlicher Erweiterungskörper von P und (5 der Ring 

1 Derselbe Satz kann auch ohne die Voraussetzung des Teilerkettensatzes be­
wiesen werden, wenn man statt dessen voraussetzt, daß iR ganz-abgeschlossen 
in seinem Quotientenkörper P und ::t ein endlicher Erweiterungskörper von P 
ist. Zum Beweis wird ::t zu einem über P Galoisschen Körper ::t' und (5 zum Ring 
(5' der ganzen Größen von ::t' erweitert. Wenn ein Element t ganz in bezug auf 
el, also in bezug auf el' ist, so sind es auch die konjugierten Größen von t (in be­
zug auf P) und somit auch die elementarsymmetrischen Funktionen dieser kon­
jugierten Größen, d. h. die Koeffizienten der definierenden Gleichung von t. 
Auf Grund der ganzen Abgeschlossenheit von iR gehören dann diese Koeffizienten 
zu iR. mithin ist t ganz in bezug auf iR und somit tE 6. 
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der in bezug auf ~ ganzen Größen von E. Offenbar ist S Erweiterungs­
ring von ~. Wir können die Beziehungen zwischen den Ringen ~, S 
und den Körpern P, E schematisch so darstellen: 

mcs 
1\7( 
PCE 

Diese Bezeichnungen werden für diesen Paragraphen festgehalten. 
Mit "ganz" ist immer gemeint: ganz in bezug auf ~. 

Beispiele. Ist m der Ring der gewöhnlichen ganzen Zahlen, so ist P 
der Körper der rationalen Zahlen, E ein Zahlkörper (endlich in bezug 
auf P) und S der Ring der ganzen algebraischen Zahlen des Körpers E. 

Ist ~ ein Polynombereich : ~ = K [Xl' ... , xnJ, so ist P der Körper 
der rationalen Funktionen; E entsteht durch Adjunktion von endlich­
vielen algebraischen Funktionen,- und 6 besteht aus den ganzen alge­
braischen Funktionen des Körpe~s E. Usw. 

Ziel ist die Untersuchung der Idealtheorie in 6. Dazu muß, wie 
wir wissen, allererst untersucht werden, wie es sich mit dem Teiler­
kettensatz für die Ideale von 6 verhält. Genauer werden wir fragen, ob 
sich der Teilerkettensatz, falls er für 81 gilt, auf 6 überträgt. Nach den 
Sätzen des § 97 gelingt diese Übertragung, sobald eine m-Modulbasis 
für 6 gefunden ist. Das wird also unser erstes Ziel sein. 

Zunächst ein vorbereitender Satz: 

Ist a ein Element von E, so ist a = ~ , wo s E 6, r E ~. 
r 

Beweis: Das Element a genügt einer Gleichung mit Koeffizienten 
aus P. Diese Koeffizienten sind gebrochen in bezug auf m. Durch 
Multiplikation mit dem Produkt der Nenner verwandelt man sie in 
Größen aus m: 

roam + rlam - 1 + ... + rm = O. 

Setzt man ro = r und multipliziert mit rm-I, so kommt: 

(ra)m+r1 (ra)m-l+r2r(ra)m-2+ ... + rmrm- I = o. 
Also ist r a ganz in bezug a uf ~. Setzt man ra = s, so folgt die Be­
hauptung. 

Aus diesem Satz folgt, daß E der Quotientenkörper von 6 ist. 
Ist ein Element ~ ganz, so sind auch alle Konjugierten von ~ (in einem 

über P Galoisschen Erweiterungskörper von E) ganz. 
Beweis: Die endlichvielen Größen von E, durch die sich alle Po­

tenzen von ~ nach Voraussetzung linear ausdrücken lassen, gehen bei 
einem Isomorphismus von E über in endlichviele Größen, durch die 
sich alle Potenzen einer beliebigen Konjugierten von ~ linear ausdrücken 
lassen. 



§ 99. Die ganzen Größen eines Körpers. 93 

Da Summen und Produkte ganzer Größen wieder ganz sind, so sind 
auch die elementarsymmetrischen Funktionen von ; und seinen Kon­
jugierten ganz. Daraus folgt: 

Wenn in der über P irreduziblen Gleichung, der eine ganze Größe; 
genügt, der höchste Koeffizient gleich 1 gewählt wird, so sind alle übrigen 
Koeffizienten ganz in bezug auf ffi. Ist insbesondere ffi ganz-abgeschlossen 
in P, so liegen alle diese Koeffizienten in ffi. 

Dieser Satz gibt bei ganz-abgeschlossenem ffi das bequemste Mittel, 
zu untersuchen, ob eine Größe; ganz ist: man braucht nicht mehr alle 
Gleichungen zu bilden, denen; genügt, und nachzusehen, ob es darunter 
eine Gleichung mit ganzen Koeffizienten gibt; sondern es genügt, die 
eine irreduzible Gleichung mit höchstem Koeffizienten 1 zu nehmen .. 
Sind ihre Koeffizienten ganz, so ist ; es auch; sonst nicht. 

Wir machen nun die folgenden einschränkenden Annahmen: 
1. ffi sei ganz-abgeschlossen in seinem Quotientenkörper P. 
H. In ffi gelte der Teilerkettensatz tür Ideale. 
IH. ~ sei eine separable Erweiterung von P. 
Aus IH folgt nach § 34, daß ~ von einem "primitiven Element" a 

erzeugt wird: ~ = P (a). Nach dem obigen Satz ist a = ~ (sE 6, rEffi); 

also erzeugt auch die ganze Größe s den Körper. s genügt einer Glei­
chung n-ten Grades, wo n der Körpergrad (EfP) ist. Jedes Element; 
von ~ läßt sich darstellen in der Gestalt: 

n-l 

(1) ; =.2 (!k Sk ((!k E P). 
o 

Ersetzt man in (1) s durch seine Konjugierten s" (in einem ~ umfassen­
den Galoisschen Erweiterungskörper von P), von denen es nach § 34 
genau n gibt, so erhält man für die Konjugierten ;" von; die Gleichungen 

n-l 

(2) ;" = .2 (!k s! ('/I = 1, 2, ... , n) . 
o 

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist: 

D = Is~1 = Il(s,- - s..,), 
Ä</< 

nach dem Vandermondeschen Determinantensatz. Ihr Quadrat ist eine 
symmetrische Funktion der s" und daher in P enthalten. Da weiter 
die Konjugierten s" alle verschieden sind, ist D =F O. Man kann also 
das Gleichungssystem (2) auflösen: 

ESk"g" 
(!k = D ' 

wo die Sk7' und D Polynome in den s", also ganz in bezug auf ffi sind. 
Multiplikation dieser Gleichung mit D2 ergibt: 

(3) D2(!k = .2 D Sk"~'" 
" 



94 XIV. Ganze algebraische Größen. 

Nehmen wir nun an, ~ sei Element von 6, also ganz, so sind auch 
die ~~ und damit die rechte Seite von (3) ganz. Die linke Seite aber ist 
ein Element von P. Wegen der ganzen Abgeschlossenheit von 3't in 
P muß also D2 {!k in 3't liegen. Setzt man D2 {!k = r k , so wird (!k = rk D-2 
und daher nach (1) 

n-l 
~ = 2) r k D- 2 Sk • 

o 

Jedes Element ~ von 6 läßt sich also durchD-2 so, D-2 SI, •.. , D-2 sn-1 

linear mit Koeffizienten aus 3't ausdrücken. Mit anderen Worten: 6 ist 
enthalten in dem endlichen 3't-Modul 

9)( = (D-2 so, D-2 SI, ••• , D-2 Sn-I). 

Daraus folgt nach den Sätzen von § 97, daß 6, sowie jeder Untermodul 
von 6 und insbesondere jedes Ideal in 6 eine endliche Modulbasis in 
bezug auf 3't besitzt, oder, was damit gleichbedeutend ist, daß für die 
3't-Moduln und insbesondere für die Ideale in 6 der Teilerkettensatz gilt. 
Ist speziell 3't ein Hauptidealring, so besitzen sogar IS und jeder Unter­
modul von IS eine linear-unabhängige 3't-Modulbasis. 

Dasselbe Ergebnis gilt auch dann noch, wenn III nicht erfüllt ist, also 2 eine 
Erweiterung zweiter Art (von der Charakteristik P) ist, vorausgesetzt, daß der 

1 

Wurzelring ffiP, der (ähnlich wie im § 33 der Wurzelkörpel) aus den p-ten Wurzeln 
der Elemente von ffi besteht, endlich in bezug auf ffi ist. Dies trifft in allen prak­
tisch interessanten Fällen zu. Ist z. B. ffi ein Polynombereich : ffi = K [Xl' ... , xn], 

und K aus dem Primkörper II entstanden durch Adjunktion von endlichvielen al­
gebraischen oder transzendenten Größen 1} l' ... , 1}.: 

K = II({Jl> ... , {~r) • 

so ist 
I 1 1 

1 

1 

also hat ffiP eine endliche ffi-Modulbasis, bestehend aus den Elementen 

{J<XI. {J<X'." I' X n. -• P • P ß'P ß 'p (0::::::; !Y.i < P ,) 
1 '00" r '~1 , ••• , n O~ßk<P . 

Ist diese Endlichkeitsbedingung an Stelle von III erfüllt, so beweist man die End­
lichkeit von 6 folgendermaßen: 

Zunächst folgt aus der Endlichkeit von ffi1;p in bezug auf ffi vermöge der Iso­
morphie ffi "" ffi1; 2) (vgl. § 33) auch die Endlichkeit von ffi1; 2)' in bezug auf ffi1; P, usw. 
So fortfahrend, erschließt man schließlich die Endlichkeit von ffi1: 2)e in bezug auf!R. 

Es sei nun .1 die größte separable Erweiterung von P, die in 2 enthalten ist. 
Es sei e der Exponent von 2, Dann liegt 2 zwischen .1 und .1 1 ;7>'. 

Ist'l) der Ring der ganzen Größen in .1, so ist 'l)1; "e der Ring der ganzen Größen 
in .11;7>e; denn ein Element von .11;2)e ist dann und nur dann ganz, wenn seine p'-te 
Potenz es ist. Der Ring 6 liegt somit zwischen'l) und 'l)1;7>e. 'V ist endlich in bezug 
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auf ffi nach dem obigen Beweis, da es sich hier noch um eine Erweiterung erster 
Art handelt. ·Wegen der Isomorphie 

~ ~ ~l:p' 

ist somit'!ll:pe endlich in bezug auf ffil:pe. Aber ffil:pe ist nach Voraussetzung end­
lich in bezug auf ffi; daher ist auch ':BI: pe endlich in bezug auf ffi. Wie vorhin ist also 
e in einen endlichen ffi-Modul eingebettet. Von hier an gelten alle unsere früheren 
Schlüsse. 

Unter einer 'iR-Ordnung in I: versteht man einen Unterring von I:, 
der 'iR umfaßt und endlicher 'iR-Modul ist. Nach dem Obigen ist 6 eine 
'iR-Ordnung und jeder Ring zwischen 'iR und 6 auch. Umgekehrt folgt aus 
der Ganzheitsdefinition sofort, daß jede 'iR-Ordnung;t in I: aus lauter 
ganzen Größen besteht, d. h. in 6 enthalten ist. Mithin kann man 6 
charakterisieren als die umfassendste 'iR-Ordnung in I:. Man nennt 6 
auch die Hauptordnung des Körpers 1.;. Wenn von "Idealen des Kör­
pers", "Einheiten des Körpers" usw. die Rede ist, so sind damit immer 
die Ideale von 6, die Einheiten von 6 usw. gemeint. Nach § 98 ist 6 
ganz-abgeschlossen in I:. 

Die Ergebnisse dieses Paragraphen gelten größtenteils ungeändert, wenn E 
nicht ein Körper, sondern ein kommutatives hyper komplexes System über P ist, 
welches dargestellt werden kann als eine Summe von Körpern, die sich gegenseitig 
annullieren. Sie gelten aber nicht mehr für nichtkommutative hyperkomplexe 
Systeme über P, und zwar scheitert die Sache hauptsächlich daran, daß die 
Summe zweier ganzen Größen nicht mehr ganz zu sein braucht. Die Gesamtheit 
der ganzen Größen ist daher keine Ordnung. Wohl besteht jede Ordnung aus lauter 
ganzen Größen, aber es gibt nicht eine alle Ordnungen umfassende Hauptordnung. 
Unter passenden Voraussetzungen über E gibt es verschiedene maximale ffi-Ord­
nungen, so daß jede ffi-Ordnung und auch jedes ganze Element in mindestens einer 
maximalen ffi-Ordnung enthalten ist. Über die Idealtheorie dieser maximalen ffi-Ord­
nungen siehe L. E. DICKSON: Algebras and their Arithmetics, Chicago 1923; 
E. ARTIN: Zur Arithmetik der hyperkomplexen Systeme, Abh. Math. Sem. Ham­
burg, Bd. 5, S. 261-289. 1927; H. BRANDT: Zur Idealtheorie Dedekindscher 
Algebren, Commentarii Mathematici Helvetici, Bd.2, S.13-17. 1930. 

In allen 'iR-Ordnungen von I: gilt nach dem soeben Bewiesenen der 
Teilerkettensatz. Daher gelten für diese Ordnungen auch die Zerlegungs­
und Eindeutigkeitssätze der §§ 83 und 84 (Darstellung aller Ideale als 
Durchschnitte von Primäridealen). 

Eine große Vereinfachung dieser Idealtheorie tritt nach § 86, Schluß, 
dann ein, wenn jedes vom Nullideal verschiedene Primideal der Ordnung 0 

teilerlos ist. Der folgende Satz gibt an, wann das der Fall ist: 

Ist in 'iR fedes Primideal =1= (0) teilerlos, so ist auch in feder 'iR-Ordnung 
o fedes Primideal =1= (0) teilerlos. 

Beweis: Es sei ~ ein Primideal in 0, welches ein von Null verschie­
denes Element t enthält. t genügt einer Gleichung niedrigsten Grades 
mit Koeffizienten aus 'iR und höchstem Koeffizienten Eins: 

t" + a1 t" -1 -+ . . . + a" = O. 
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in der alt =F 0 sein muß, da sonst die ganze Gleichung durch t gekürzt 
werden könnte. Es folgt alt =0 (t) = 0 (lJ), also gehört alt dem Durch­
schnitt lJ f\ ffi an. Dieser Durchschnitt ist ein Primideal in ffi, denn 
wenn ein Produkt zweier Elemente von ffi zu ffi f\ lJ, also zu lJ gehört, 
so muß ein Faktor zu lJ, also zu ffi f\ lJ gehören. Da alt zum Primideal 
m f\ lJ gehört, ist dieses Primideal vom Nullideal verschieden, also 
teilerlos. 

Ist nun a ein echter Teiler von lJ, u ein Element von a, das nicht zu 
~ gehört, so genügt u wieder einer Gleichung 

u! + bluZ- l + ... + bz = 0, 

also auch einer Kongruenz niedrigsten Grades 

uk + ClUk - l + .. , +ck=O(lJ), 

in der wiederum Ck =1= 0 (lJ) sein muß, da sonst Kürzung durch u mög­
lich wäre. Es folgt nun Ck = 0 (u) = 0 (a), also gehört Ck dem Durch­
schnitt a f\ m an, ohne zu lJ f\ m zu gehören. Dieser Durchschnitt a f\ m 
ist also ein echter Teiler von ~ f\ m, mithin gleich dem Einheitsideal m. 
Also enthält a das Einselement, mithin ist a = 1,), q. e. d. 

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind insbesondere dann erfüllt, 
wenn ffi ein Hauptidealring (Ring der ganzen Zahlen, Polynombereich 
einer Variablen) ist. Dann gilt also für I,) der Satz, daß jedes von Null­
und Einheitsideal verschiedene Ideal sich eindeutig als Produkt von 
teilerfremden und von 0 verschiedenen Primäridealen darstellen läßt. 

Für die Hauptordnung6 gilt aber, wie wir sehen werden, noch mehr: 
die Primärideale sind Primidealpotenzen, also iedes Ideal Produkt von 
Primidealpotenzen. Wir werden für dieses Hauptresultat der "klassischen" 
Dedekindschen Idealtheorie wegen seiner Bedeutung für die Theorie 
der Zahlen- und Funktionenkörper eine direkte Begründung geben, 
ohne auf den Begriff des Primärideals und auf die allgemeine Ideal­
theorie Bezug zu nehmen. Das soll im nächsten Paragraphen nach einer 
von W. KRULL l angegebenen Methode geschehen. 

Aufgaben. 1. Ist ffi ein Hauptidealring, (Wl"'" w,,) die in diesem 
Fall stets existierende linear-unabhängige Basis einer Ordnung I,) und 
sind (wii ), ... , w~») die konjugierten Basen in einem Galoisschen Er­
weiterungskörper von p, so ist die "Körperdiskriminante" 

D = ~~~)::'. ~~~) [2 
w~") ... w~") I 

ganz, rational und von Null verschieden. 

1 KRULL, W.: Zur Theorie der allgemeinen Zahlringe. Math. Ann. Bd. 99 
S.51-70. 1928. 
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2. Es sei E = P( Y d) und m ganz-abgeschlossen in P. Zu bewl'isen' 
Alle und nur die Zahlen ~ = a + b -yd sind ganz in bezug auf m, deren 
Spur und Norm: 

S(~) = ~ + ~' = (a + b -yci) + (a - b ld) = 2 a, 

N(~) = ~.~' = (a + b Vd)(a - b -yd) = a2 - b2 d 

beide zu m gehören. 

3. Ist, in Aufgabe 2, m = K[x] einPolynombereich einerUnbestimm­
ten und d ein Polynom, das keine mehrfachen Faktoren enthält, so ist 
~ = a + b Y d nur dann ganz, wenn a und b zu m gehören. 

4. Ist, in Aufgabe 2, m = C der Ring der ganzen Zahlen und d 
eine quadratfreie ganze Zahl, so besteht eine Basis der Hauptordnung im 
Fall d$l (4) aus den Zahlen 1, -Vd; im Fall d = 1 (4) aus den Zahlen 1, 
I + fd 
-2-

§ 100. Axiomatische Begründung der klassischen Idealtheorie. 

Es sei 0 ein Integritätsbereich (kommutativer Ring ohne Nullteiler) , 
in dem folgende drei Axiome erfüllt sind: 

1. Der Teilerkettensatz für Ideale. 
11. Alle vom Nullideal verschiedenen Primideale sind teilerlos. 
III. 0 ist ganz-abgeschlossen im Quotientenkörper E. 
Beispiele von solchen Ringen sind: 1. die Hauptidealringe; 2. die 

Hauptordnungen, die bei endlicher Erweiterung des Quotientenkörpers 
nach dem Schema von § 99 aus Hauptidealringen hervorgehen (ins­
besondere also die Hauptordnungen in Zahlkörpern und Funktionen­
körpern einer Veränderlichen). 

Elemente von E, die ganz in bezug auf 0 sind, also nach III in 0 

liegen, werden einfach ganz genannt. Insbesondere ist das Einselement 
von E stets ganz, mithin ist 0 ein Integritätsbereich mit Einselement. 

Wir betrachten nun neben den Idealen von 0 (oder o-Moduln in 0) 

noch o-Moduln in E, d. h. Untermengen von E, die mit a und bauch 
a - b, mit a auch ra (wo r ganz ist) enthalten. Falls ein solcher o-Modul 
eine endliche Modulbasis hat, nennt man ihn auch gebrochenes Ideal. 
Besteht ein o-Modul a aus lauter ganzen Größen (a s:: 0), so ist er ein 
Ideal im gewöhnlichen Sinn oder, wie wir jetzt sagen, ein ganzes Ideal. 

Unter der Summe oder dem G. G. T. (a, b) zweier o-Moduln a und b 
verstehen wir (wie bei Idealen) den Modul aller Summen a + b mit 
a E a, bEb; ebenso unter dem Produkt ab den von allen Produkten 
ab erzeugten Modul oder die Gesamtheit aller Summen 2: a~b~. 

Summen und Produkte von o-Moduln mit endlicher Basis haben 
wieder endliche Basis. 

v. d. Waerden. Moderne Algebra Ir. 7 
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In den folgenden Sätzen bezeichnen die deutschen Buchstaben aus­
schließlich ganze, vom NuUideal verschiedene Ideale in 0, während der 
Buchstabe fJ immer ein Primideal =1= (0) angibt. 

Hilfssa tz 1. Zu jedem Ideal a gibt es ein Produkt von Primidealen fJi' 
Teilern von a, welches durch a teilbar ist: 

1:>11:>2' • '1:>r = O(a).l 

Erster Beweis: Setzt man den allgemeinen Zerlegungssatz (§ 83) 
als bekannt voraus, so hat man: 

S 

a = [q1' ... , q.], 

1:>f i = 0 (qi), 

II1:>fi = 0([q1' ... , qs]) = O(a). 
1 

Zweiter Beweis: Ohne Benutzung von Primäridealen kann man 
folgendermaßen schließen. 

Ist a prim, so ist der Satz richtig. Ist a nicht prim, so gibt es ein 
Produkt zweier Hauptideale 0 C so, daß 

oc=O(a), o=$:O(a), c=$:O(a). 

Die Ideale 0' = (0, a), c' = (e, a) sind echte Teiler von a, und es ist 

b'e' = (b, a)·(e, a) = (be, ba, ac, a2 ) -O(a, a, a, a) -O(a). 

Setzt man nun den Satz für die Ideale 0' und c' als richtig voraus, so 
gibt es ein Produkt fJl ... Vs = 0 (0') und ein anderes fJS+1 ... Vr = 0 (e'). 
Das Produkt fJl ... fJsVs+1 ... fJr ist dann = 0 (0'· c') 0 (a) und somit 
gilt der Satz auch für a. Wäre der Satz also für ein Ideal a nicht gültig, 
so würde er für einen der beiden echten Teiler 0' oder c' auch nicht 
gelten; dieser hätte in derselben Weise wieder einen echten Teiler, für 
den der Satz nicht gälte, uSW.; so erhielte man eine unendliche Kette 
von echten Teilern, was nach Axiom I unmöglich ist. Also gilt der Satz 
für jedes Ideal a. 

Hilfssatz 2. Ist fJ prim, so folgt aus ao =O(fJ), daß a =O(fJ) 
oder 0 = O(fJ) ist 2• 

Beweis: Wäre a =$: 0 (fJ) und 0 =$: 0 (fJ), so gäbe es ein Element a 
von a und ein Element b von 0 , die beide nicht zu fJ gehörten. Das Pro­
dukt ab würde in ao, also in fJ liegen, im Widerspruch zu der Prim­
idealeigenschaft von fJ. 

Mit fJ- 1 bezeichnen wir die Gesamtheit der (ganzen oder gebrochenen) 
Größen a, für dieafJ ganz isP. Offensichtlich ist fJ- 1 ein o-Modul. 

1 Der Satz beruht ausschließlich auf dem Teilerkettensatz. 2 Vgl. § 82. 
3 Mit aj:J ist die Gesamtheit aller Produkte ac mit cE j:J gemeint. 
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Hilfssa tz 3. Ist \:I =l= 0, so liegt in \:I-I ein nichtganzes Element. 
Beweis: Es sei c ein beliebiges von Null verschiedenes Element von\:l. 

Nach Hilfssatz 1 gibt es ein Produkt von Primidealen 

~1~2···~"=0(c). 

Wir können annehmen, daß dieses Produkt unverkürzbar sei, d. h. daß 
kein Teilprodukt wie \:12' .. \:I,. = 0 (c) ist. Da das Produkt ~1\:12 •.• ~,. 
durch \:I teilbar ist, so muß ein Faktor, etwa \:11' durch \:I teilbar und 
daher gleich \:I sein. 

Mithin ist 
~~2"'~r=0(c), 

~2",~,.$:0(c). 

Es gibt also ein nicht zu (c) gehöriges Element b in \:12 ..• tl,.. Für dieses 
gilt 

~ b = 0(~~2 ... .):1,.) - O(C).1 

Also ist .):1 ~ ganz; daher liegt ~ in ~-1. Aber wegen b $: 0 (c) ist ~ 
c c c 

nicht ganz, q. e. d. 
Satz 1. Ist ~ =l= 0, so ist 

.):1 .~-1 = o. 

Beweis: Nach Definition von ~-1 ist 0 ~ tl-I, mithin ~ = 0\:1 
~ ~-1~. Das ganze Ideal ~ tl-I ist also Teiler von \:I, mithin entweder 
=.\J oder = o. Angenommen, es wäre 

~'.\J-I =.\J. 

Daraus würde folgen: ~.(~-1)2 = (~~-I)~-I =~~-l =~ und ebenso 
tl (.\J-1)3 = .\J, usw. Ist also a =!= 0 ein beliebiges Element von .\J und b 
eins von .\J-l, so ist abe E tl (.\J-l)e ganz, mithin sind alle Potenzen von b 
als Brüche mit dem festen Nenner a darstellbar. Also ist b ganz. Das 
gilt von jedem b aus tl-I, entgegen Hilfssatz 3. 

Jetzt sind wir imstande, den Hauptsatz über die Faktorzerlegung 
zu beweisen: 

Satz 2. Jedes Ideal a ist Produkt von Primidealen. 
Beweis: Wir können a =l= 0 voraussetzen. Es sei nach HiIfssatz 1 

(1) 

und die Anzahl r sei möglichst klein gewählt, so daß kein kürzeres Pro­
dukt == 0 (a) ist. Multipliziert man (1) mit \:I~\ so kommt 

~2"·.\J,.==0(.\Jl1a) =0(0); 

1 Auch diese Schlußweise kann abgekürzt werden, wenn man die allgemeine 
Idealtheorie als bekannt voraussetzt. Ist nämlich c = 0 (lJ), so kommt ~ unter den 
zugehörigen Primidealen von (c) vor, also ist nach § 84 (c) : ~ =1= (c). d. h. es gibt 
ein nicht zu (c) gehöriges Element b, so daß ~ b = 0 (c) ist. 

7* 
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also ist 1'1"1 a ein ganzes Ideal, welches schon in einem Produkt von 
weniger als r Primidealen aufgeht. Machen wir nun eine Induktion 
nach r, d. h. nehmen wir an, daß für Ideale, die in einem Produkt von 
weniger als r Primidealen =l= (0) aufgehen, der Satz schon bewiesen 
sei (für Ideale, die in einem Primideal =l= (0) aufgehen, ist ja alles klar), 
so gilt der Satz insbesondere für lJ11a, d. h. es ist 

lJi 1 a = lJ;· . ·lJ~· 

Beiderseitige Multiplikation mit lJ 1 ergibt die gesuchte Darstellung für a. 
Die Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt aus 
Satz 3. Ist a = 0(0) und a = lJ1··· .\)r' 0 = lJ~ .. ·lJ~, so kommt 

jedes von 0 verschiedene Primideal, das in der Darstellung von 0 vorkommt, 
auch in der Darstellung von a, und zwar mindestens ebenso oft vor. 

Beweis: Es sei .\J~ =l= o. Da lJ~ Teiler von a ist, so muß .\J~ unter den 
lJ" vorkommen (Hilfssatz 2). Es sei etwa .\)1 = lJ~. Man hat 

.\Ji 1 a = o (.\Ji 1 0), 

.\Ji1a=.\J2···.\Jr' 
.\Ji1 0 =.\J; ... .\J~. 

Nehmen wir die Behauptung für kleinere Werte von s als bewiesen an 
(für s = 0,0 = 0 ist sie trivial), so folgt, daß jedes von 0 verschiedene 
der Ideale lJ~, ... , .\J~ mindestens gleich oft unter lJ2' ... , lJr vorkommt, 
und daraus die Behauptung. 

Folgerungen. 1. Die Darstellung eines Ideals a als Produkt von 
Primidealen ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren und bis auf Fak­
toren 0 eindeutig. 

2. Aus Teilbarkeit folgt Produktdarstellung: Ist a = 0 (0), so ist 
a = 0 c mit ganzem c. 

Man hat nämlich für c nur das Produkt derjenigen Primfaktoren 
von a zu nehmen, die übrigbleiben, wenn man diejenigen von 0 (jeden 
so oft, wie er in 0 vorkommt) aus der Darstellung von astreicht. 

Ist 0 ein kommutativer Ring mit Nullteilern, so gilt die ganze Theorie dieses 
Paragraphen ohne wesentliche Modifikationen, wenn man sich nur auf solche Ideale 
beschränkt, die nicht aus lauter Nullteilern bestehen. Die Axiome I und II 
müssen für die Nicht-Nullteilerideale als gültig vorausgesetzt werden, während 
man in Axiom III den Quotientenkörper durch den Quotientenring zu ersetzen 

a 
hat, d. h. durch den Ring aller Brüche b' wo b kein Nullteiler ist. Als Ergeb-

nis erhält man die Sätze 1, 2, 3 für Nicht-Nullteilerideale. 

§ 101. Umkehrung und Ergänzung der Ergebnisse. 

Wir sahen, daß aus den Axiomen I bis III (§ 100) die Sätze 2 und 3 
folgen, welche zusammen die eindeutige Primfaktorzerlegung der Ideale 
besagen. Dieser Sachverhalt läßt sich nun umkehren: 
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Es sei 0 ein Integritätsbereich mit Einselement. In 0 sei jedes Ideal a 
darstellbar als Produkt von Primidealen: a = ~1~2· •• ~,., und wenn a 
durch li teilbar ist, so möge in jeder Zerlegung von a jeder von 0 ver­
schiedene Faktor einer Zerlegung von b mindestens so oft vorkommen. 
Dann gelten in 0 die Axiome I bis III. 

Beweis: Der Kettensatz (Axiom I) folgt unmittelbar daraus, daß 
jedes Ideal a = ~i" .. ~;r nur endlichviele Teiler li = ~f' ... ~;r 
(O'i < ei) hat. Insbesondere hat ein Primideal ~ nur die Teiler ~ und 0, 

also ist auch AxiomII erfüllt. 
Um schließlich Axiom III (die ganze Abgeschlossenheit von 0 im 

Quotientenkörper 1.:) zu beweisen, nehmen wir an, Ä sei ein Element von 
1.:, das ganz in bezug auf 0 ist, so daß etwa Äm sich durch ÄO, ... , Äm-l 
linear ausdrückt oder, was auf dasselbe hinauskommt, im o-Modul 

a 
1 = (Äo, Ä I, ... , Ä m -I) liegt. Ist Ä = b' so läßt 1 sich durch Multiplika-

tion mit b = (bm - I ) in ein ganzes Ideal verwandeln. Weiter genügt 1 
offenbar der Gleichung {2 = 1. Multiplikation mit b2 ergibt: 

(1b)2 = (Cb) b. 

Daraus folgt wegen der Eindeutigkeit: 

Ib = b, 

also, wenn man noch beide Seiten mit b- 'm- Il multipliziert: 

1 = o. 

A ist also Element von 0, q. e. d. 
Wir werden jetzt einige Ergänzungen der Sätze 2 und 3 erörtern, 

welche ebenfalls zur klassischen Idealtheorie gehören. 
Die Tatsache, daß aus Teilbarkeit Produktdarstellung folgt, ge­

stattet es, größte gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Viel­
fache von Idealen in gleicher Weise zu berechnen, wie man es bei ganzen 
Zahlen mit Hilfe der Primfaktorzerlegung macht. 

Es seien a und b zwei beliebige Ideale: 

a = ~il"·~r, 
{) = ~~1 •• '.).J~r 

(wobei beide Male alle Primfaktoren angeschrieben werden, die in a 
oder li vorkommen, eventuell mit Exponenten Null). Jeder gemeinsame 
Teiler enthält nur Primfaktoren ~i der angeschriebenen Reihe, und zwar 
mit Exponenten < 7:i' wo 7: i die kleinste der Zahlen ei' O'i ist. Der größte 
gemeinsame Teiler (a, lJ) muß durch jeden gemeinsamen Teiler, insbeson­
dere durch ",Ti, teilbar sein. Also kann er nur 

sein. 

* Deutsche Buchstaben stellen wiederum ganze Ideale =1= (0) dar. 
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Ebenso ist das kleinste gemeinsame Vielfache (der Durchschnitt) 
o (\ 0 von 0 und 0 das Ideal 

wo fli die größte der Zahlen (!i' (Ji ist. 
Sa tz 4. Ist 0 = 0 (0), so gibt es in 0 ein Element d, so daß 

Beweis: Es sei 
(0, d) = O. 

o = ~f'" ·lJ;.r, 
b = ~~' .. 'lJ:" . 

Wir haben d so zu wählen, daß d durch 0 teilbar ist, aber keine wei­
teren Teiler mit 0 gemein hat. Wir setzen 

C = lJ~' +1 .. ·lJ:.,+1 , 

Ci = c: ~i = lJ~,+1 .. ·lJ~i • . ·lJ7-r+1. 

Dann ist Ci$O(C). Es gibt also ein Element di , das in Ci' aber nicht 
in C liegt. Es ist dann 

Die Summe 

d; = o (lJji+1) für j 9= i, 
di$O(~~i+1). 

d = d1 + ... + dr 

ist durch b teilbar (weil alle d; es sind). Aber es ist 

d == di $O(lJfi+1); 

also hat d in der Tat mit 0 keine weiteren Faktoren gemein als die 
Faktoren von O. 

Folgerungen. 
1. Im Restklassenring 0/0 ist jedes Ideal 0/0 Hauptideal. 0/0 wird 

nämlich von der Restklasse 0 + derzeugt. 
2. Jedes Ideal 0 besitzt eine zweigliedrige Basis (a, d), wo a 9= 0 be­

liebig in 0 gewählt werden kann. 
Es sei nämlich airgendein von Null verschiedenes Element von 0 

und 0 = (a). Der obige Satz ergibt (a, d) = O. 
3. Jedes Ideal 0 läßt sich durch Multiplikation mit einem zu einem 

gegebenen Ideal C teilerfremden Ideal 0 in ein Hauptideal verwandeln. 
Beweis: Wir setzen 0 = CO. Der obige Satz ergibt 

(1) (0, d) = O. 

Da d durch b teilbar ist, so können wir setzen 

und haben nach (1): 
(d) = Ob 

(cb, ob) = o. 

c und 0 müssen also teilerfremd sein. 
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a 
Aufgabe. Es seI Oder Ring aller Quotienten b' wo a und b 

ganz und b durch gewisse Primideale 1Jl' ... , 1Jr nicht teilbar ist. Dann 
entspricht jedem Ideal a von v ein Ideal m von 0, bestehend aus den 

a 
Brüchen b mit aEa. Den Idealen 1J1' ... , 1Jr entsprechen Primideale 

~1"'" ~r' allen übrigenPrimidealen von v das Einheitsideal D. Jedes 
Ideal in D ist eindeutig als Potenzprodukt der Ideale ~1' ... , ~r dar­
stellbar. Außerdem ist in D jedes Ideal Hauptideal. 

§ 102. Gebrochene Ideale. 

Einen v-Modul im Quotientenkörper 1: nannten wir in § 100 gebroche­
nes Ideal, falls er eine endliche Basis besaß. Die Ideale in v oder "ganzen 
Ideale" sind also spezielle gebrochene Ideale. 

Ist (0"1"'" O"r) eine solche Basis eines gebrochenen Ideals, so 
können wir durch Multiplikation mit einem passenden Nenner die ge­
samte Basis, also auch das Ideal ganz machen. 

Läßt sich umgekehrt ein v-Modul a durch Multiplikation mit einer 
ganzen Größe b =+= 0 ganz machen, so hat ba als ganzes Ideal eine end­
liche Basis 

und hieraus folgt: 

Damit ist bewiesen: 
Ein v-Modul in I; ist dann und nur dann endlich, also gebrochenes 

Ideal, wenn er sich durch Multiplikation mit einer ganzen Größe b =+= 0 
in ein ganzes I deal verwandeln läßt. 

Wir sahen schon, daß mit a und bauch a' bund (a, b) eine end­
liche Basis haben, also gebrochene Ideale sind. Dasselbe gilt nun aber 
von dem Modulquotienten a:b, wo a und b ganze Ideale sind und b =+= (0) 
ist 1. Denn ist b =+= 0 irgend ein Element von b, so ist 

b·(a:b) ~b·(a:b) S:a~o; 

demnach wird a:b durch Multiplikation mit b in ein ganzes Ideal ver­
wandelt. 

Insbesondere ist stets v: 1J = 1J -1 ein gebrochenes Ideal. 
Jedes ganze oder gebrochene Ideal =+= (0) hat ein Inverses. 
Beweis: Es sei c ein ganzes oder gebrochenes Ideal =F (0), und b =F 0 

werde so gewählt, daß bc ganz ist: 

(1) bc=a. 

1 Unter dem Modulquotienten a : b (in 1:) verstehen wir die Gesamtheit der 
Elemente A von 1:, für die Äb ~ a. 
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Ist nun a = .\>1.\>2' .• .\>r' so ergibt Multiplikation von (1) mit .\>;:1 .\>;1 ... .\>;1 
nach Satz 1 (§ 100) : 

(lJ;:-1.j:);-1 ... .j:);lb)c=o, 

womit die Existenz des Inversen 

c-1 = .\>~l ... .\>;:-lb 
nachgewiesen ist. 

Aus diesem Satz folgt: Die ganzen und gebrochenen Ideale =1= (0) bilden 
eine Abelsche Gruppe. 

Die Gleichung ac = 6 ist also eindeutig nach c auflösbar. Die Lösung 

kann mit a - 1 6 oder : bezeichnet werden. 

Aus den früheren Sätzen folgt noch: 
Jedes gebrochene Ideal ist als Quotient zweier ganzen Ideale, also in der 

Gestalt 

darstellbar. Man kann dabei durch jedes Ideal, das sowohl im Zähler 
wie auch im Nenner steht, kürzen. 

Jedes gebrochene Hauptideal (A) läßt eine Darstellung als Quotient 
zweier ganzen Hauptideale zu, derart, daß von irgend r vorgegebenen Prim­
idealen keines sowohl im Zähler wie im Nenner vorkommt. 

Beweis: Es sei in gekürzter Darstellung 

l-1~ .•• l-1~ 
(A) = WI ~-.:;-;-; , 

1-'1 ••• 1-'t 

und .\>1""'.\>r seien die r vorgegebenen Primideale. Verwandelt man 
den Nenner durch Multiplikation mit einem zum Produkt .\>1···.\>r 
teilerfremden Ideal 6 in ein Hauptideal (d), so wird 

also 
6.\>~ ... .\>; = (A!d) . 

Der Zähler wird also ebenfalls Hauptideal. Keines der Ideale .\>1' .. ' . .\>r 
kommt sowohl im Zähler wie im Nenner vor. 

b 
Aufgabe. Der Idealbruch a- 1 6 = a ist gleich dem Modul-

quotienten 6 : a. 

Für die weitere Entwicklung der Idealtheorie in Zahlkörpern verweisen wir 
auf das Buch von E. HECKE: Vorlesungen über die Theorie der algebraischen 
Zahlen, Leipzig 1923. Für die Idealtheorie in Funktionenkörpern und ihre An­
wendungen verweisen wir auf die grundlegende Arbeit von DEDEKIND und WEBER: 
Crelles Journal Bd. 92, S.181-290. 1882, sowie auf den 2. Band des Weber­
sehen Lehrbuchs der Algebra. Siehe auch SCHMIDT, F. K.: Analytische Zahlen­
theorie in Körpern der Charakteristik p. Math. Zeitsehr. B1. 33. S. 1-32. 1931. 
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§ 103. Ideal theorie beliebiger ganz-abgeschlossener Integritätsbereiche. 
Es gibt viele wichtige Integritätsbereiche, welche zwar den Axiomen I und III 

von § 100 genügen, nicht aber dem Axiom 11. Ich führe nur die Polynombereiche 
K [Xl' .•• , xn] in mehr als einer Veränderlichen, die ganzzahligen Polynombereiche 
C[xl' ... , xn] und deren endliche ganz-abgeschlossene Erweiterungen (Haupt­
ordnungen) an. In allen diesen Ringen kommt es vor, daß ein vom Null- und 
Einheitsideal verschiedenes Primideal ein ebensolches Primideal zum echten Teiler 
hat. In diesen Ringen kann also die Idealtheorie des § 100 nicht gelten. Wir werden 
aber zeigen, daß ihre Hauptergebnisse trotzdem bestehen bleiben, wenn man die 
Gleichheit der Ideale durch eine" Quasigleichheits"relation ersetzt, die wir sofort 
definieren werden 1. 

Es sei also 0 ein Integritätsbereich, der ganz-abgeschlossen in seinem Quotien­
tenkörper E ist. Die deutschen Buchstaben bezeichnen im folgenden vom Nullideal 
verschiedene gebrochene Ideale, d. h. o-Moduln in E, die durch Multiplikation mit 
einer nichtverschwindenden Größe aus 0 ganz werden. Unter dem inversen Ideal 
a-1 wird wieder die Gesamtheit derjenigen Elemente r von E verstanden, für die ra 
ganz ist. 

Wir definieren:. a ist quasigleich 0, wenn a-1 = 0-1 ist. Zeichen: a '" o. Die 
Relation", ist offenbar reflexiv, symmetrisch und transitiv. 

Ebenso heißt a ein Quasiteiler von 0, 0 ein Quasivielfaches von a, wenn a-1 .( 0-1, 

oder, was dasselbe ist, wenn a-10 ganz ist. Zeichen: a ~ 0 oder 0 ~ a. -
Die einfachsten Eigenschaften der Zeichen ~ und '" sind: 
1. Aus a 2 0 folgt a ~ 0 (Beweis klar). 
2. Ist a Hauptideal: a = {al, so folgt aus a ~ 0 auch umgekehrt a 2 o. Denn 

dann ist a-1 = (a-1); aus 'der Voraussetzung, daß a-10 ganz ist, folgt""älso, daß 
a-10 ganz ist, d. h. daß alle Elemente von 11 durch a teilbar sind. 

3. Ist a ~ 0 und zugleich a ~ 0, so ist a '" o. 
4. Alle Quasivielfachen 0 von a, insbesondere also alle zu aquasigleichen 0, 

haben die Eigenschaft 0.( {a-1)-1. (Unmittelbare Folge der Ganzheit von oa-1.) 

Insbesondere ist also a .( (a-1)-1. Nach 1. folgt daraus a ~ (a-1)-1. Anderer­
seits ist a-1 {a-1)-1 ganz, also. a ~ (a-1)-I, mithin 

5. a",(a-1)-1. 

Nach 4. und 5. ist (a-1)-1 das umfassendste zu a quasigleiche Ideal. Wir be­
zeichnen es mit a*. 

6. Ist a ~ 0, so ist auch ac ~ 0 c. Denn es ist (ca)-lca ganz, also (ca)-lc 
( a-1 (0-1, mithin (ca)-lco ganz, oder ca ;:;;;; co. 
- 7. Ist a "'0, so ist ac ",oc. (Folge von 6.) 

8. Ist a",o und c",b, so ist ac",ob. (Denn nach 7. ist ac",oc",ob.) 
Vereinigt man alle einem Ideal quasigleichen Ideale zu einer Klasse, so ist die 

Klasse des Produktes ac nach 8. nur von der Klasse von a und der Klasse von C 
abhängig. Wir können also das Produkt der beiden letzteren Klassen als die Klasse 
des Produktes ac definieren. 

9. Einheitsklasse bei der Klassenmultiplikation ist die Klasse derjenigen 
Ideale, die dem Einheitsideal 0 quasigleich sind; denn für jedes a ist ao = a. 

10. Alle Quasivielfachen von 0, insbesondere alle Ideale der Einheitsklasse, 
sind ganz. (Spezialfall von 2.: man setze a = 1.) Folge: Alle zu einem ganzen 
Ideal quasigleichen Ideale sind wieder ganz. 

1 Die vom Verfasser in Math. Ann. Bd. 101 (1929) in einer weniger schönen 
Form aufgestellte Theorie wurde von Herrn E. ARTIN auf eine schöne Form ge­
bracht und wird in dieser Form hier zum erstenmal publiziert. 
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Wir beweisen nun die wichtigste Eigenschaft des Inversen: 

11. a a- 1 """ O. 

Daß aa-1 ;;;; 0 ist. ist klar; denn aa-1 ist ganz. Es bleibt zu beweisen aa-1 ~ o. 
oder (aa-1)-1 ~ o. Wenn Ä, zu (aa-1)-1 gehört. so ist Ä,aa-1 ganz. also Ä,a-1 ~ a-1• 
also Ä,2 a-l ~ ra-I ~ a-1, usw., allgemein Ä,"a-1 ~ a-1, also Ä,"a-1a ganz. Istf.t ein 
beliebiges Elementvon a-1a. so werden also alle Potenzen von Ä, nach Multiplikation 
mit p. ganz. Mittels der ganzen Abgeschlossenheit von 0 folgt daraus. genau wie an 
der entsprechenden Stelle in § 100. daß Ä, selber ganz ist. 

Aus 11. folgt, daß bei der oben definierten Klassenmultiplikation die Klasse 
von a-1 eine Inverse zur Klasse von a darstellt: das Produkt der Klassen von a 
und a-1 ist die Einheitsklasse. Daraus folgt: 

Sa tz 1. Die Klassen quasigleicher Ideale bilden eine Gruppe. 
12. Aus a ;;;; 0 folgt a """ oe mit ganzem c, wobei c außerdem noch so gewählt 

werden kann, daß 0 C ~ a. Setzt man nämlich a 0- 1 = C. so ist C ganz, und zugleich 
folgt durch beiderseitige Multiplikation mit O. daß a """ 0 C sowie 0 C = 00- 1 a 
~ oa = a ist. 
- Von jetzt an sollen alle deutschen Buchstaben ganze vom Nullideal verschiedene 
Ideale darstellen. Ein solches Ideal P nennen wir unzerlegbar. wenn es nicht quasi­
gleich 0 ist und in jeder Produktdarstellung p"""ao notwendig ein Faktor der Ein­
heitsklasse angehört. oder. was nach 12. dasselbe ist. wenn p. ohne quasigleich 0 

zu sein. keine anderen Quasiteiler hat als solche. die quasigleich p oder quasigleich 
o sind. 

Ersetzt man ein unzerlegbares Ideal p durch das umfassendste quasigleiche 
Ideal p*. so ist jeder ganze echte Teiler von P* notwendig nicht-quasigleich p. also 
quasigleich o. Jedes durchp oder p* quasiteilbare Ideal ist nach 4. durchp* teilbar. 
Daraus folgt nun weiter: 

13. P* ist ein Primideal. Ist nämlich ein Produkt b c zweier Hauptideale 0 und c 
teilbar durchp*. aber 0 nicht teilbar durch p*. so ist (0. P*) ein echter Teiler vonp*. 
also quasigleich o. mithin 

C = 0 C """ (0. p*) C = (0 c. p* c) ;;;;;: (p*. p*) = p*. 

also c quasiteilbar durch p*, also teilbar durch p*. 
In derselben Weise folgt: 
14. Wenn ein Produkt 0 C durch das unzerlegbare Ideal p quasiteilbar ist. so 

ist ein Faktor (0 oder c) durch p quasiteilbar. Denn aus Quasiteilbarkeit durch p 
folgt Teilbarkeit durch p*. und weiter verläuft der Beweis wie bei 13. 

Setzen wir noch in 0 den Teilerkettensatz voraus. so gilt: 
15. Jede Kette von ganzen Idealen a1 > a2 > .... wo 'jedes folgende Ideal 

ein echter Quasiteiler des vorangehenden (d. h. Quasiteiler und nicht quasigleich) 
ist. bricht nach endlichvielen Schritten ab. Denn wenn wir die Ideale a1• as' ... 
durch illre umfassendsten quasigleichen at. at • ... ersetzen. so erhalten wir eine 
Kette von ganzen Idealen at ( at ( .. '. die nach dem Teilerkettensatz abbrechen 
muß. 

Aus 14. und 15. folgen Eindeutigkeit und Möglichkeit der Zerlegung aller 
ganzen Ideale in unzerlegbare in genau derselben Weise wie in § 17. Mithin gilt: 

Sa tz 2. Jedes vom Nultideal verschiedene ganze Ideal ist quasigleich einem bis auf 
die Reihenfolge und bis auf Quasigleichheit eindeutig bestimmten Produkt von un­
zerlegbaren Idealen PI' PS' ...• Pr (die natürlich auch als Primidealept. pt . .... p; 
gewählt werden können). 

Zwischen zwei Hauptidealen besteht nach 2. nur dann Quasiteilbarkeit bzw. 
Quasigleichheit. wenn Teilbarkeit bzw. Gleichheit besteht. Durch Hinzunahme 
der Klassen von Nicht-Hauptidealen zu den Hauptidealen erhält man einen neuen 
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Bereich, in dem nach Satz 2 die eindeutige Primfaktorzerlegung gilt, womit also 
das Ziel der "klassischen Idealtheorie" erreicht ist l . 

Um aber die Beziehung der jetzt gewonnenen Theorie zu der allgemeinen Ideal­
theorie und zu der speziellen Idealtheorie von § 100 herzustellen, müssen wir unter­
suchen, welche Primideale unzerlegbar und welche Ideale quasigleich 0 sind. 

Wir haben gesehen: Für unzerlegbares P ist P * prim. Wir zeigen nun: 
16. Kein vom Nullideal verschiedenes echtes Vielfaches eines solchen P* ist 

prim. Ist nämlich a ein solches, so ist a ~ P *; nach 12. ist also etwa a ~ P * q mit 
p*q = 0 (a). Da in der Zerlegung von q ein Prim faktor weniger vorkommt als in 
der von a, so ist q =1= 0 (a); ebenso ist .\)* =1= 0 (a). Also ist a nicht prim. 

Wir betrachten nun die Zerlegung eines beliebigen Primideals p. Entweder ist 
P ~ 0, oder in der Zerlegung P ~ P1P2' .. Pr kommt ein unzerlegbarer Faktor PI vor. 
Dann ist P ~ PI' also P ~ pt; da aber ein echtes Vielfaches von pt nicht prim sein 
kann, so muß P = pt sein. Es folgt P* = (pt)* = pt = p; mithin gilt: 

17. Jedes Primideal P ist entweder quasigleich 0 oder unzerlegbar und gleich 
dem zugehörigen P * . 

Im zweiten Fall hat P kein vom Nullideal verschiedenes echtes Primidealviel­
faches. Hingegen zeigen wir, daß es ein solches im ersten Fall gewiß gibt: 

18. Ist P ~ 0, so gibt es ein unzerlegbares echtes Primidealvielfaches p! von p. 
Ist nämlich p =f 0 ein Element von P und (P) ~ P1P2' .. Pr ~ pt pt ... P; dessen 
Zerlegung, so folgt aus 2., daß pt pt ... P; - 0 (P) - 0 (P), also ein P; == 0 (P) ist. 
Es ist aber Pp* =f p, da sonst p; ~ 0 wäre. 

Nennen wir ein Primideal ein höheres, wenn es kein vom Nullideal verschiedenes 
echtes Primidealvielfaches hat, dagegen ein niederes, wenn es ein solches Primideal­
vielfaches gibt, so können wir 16., 17. und 18. zusammenfassen zu 

Satz 3. Jedes höhere Primideal p ist unzerlegbar und gleich seinem p*; jedes 
niedere Primideal ist quasigleich o. 

Ein Ideal, das nicht der Einheitsklasse angehört, ist auf Grund des Zerlegungs­
satzes 2 durch mindestens ein höheres Primideal P = p* teilbar. Ein Ideal der Ein­
heitsklasse ist aber durch kein höheres Primideal teilbar. Damit ist die Einheits­
klasse rein idealtheoretisch (d. h. im Bereich der ganzen Ideale) gekennzeichnet. 
Mit Hilfe dieses Ergebnisses können wir nun auch die Quasiteilbarkeit (oder Quasi­
gleichheit) idealtheoretisch kennzeichnen: 

19. Ist a ~ V, so gibt es ein Ideal c der Einheitsklasse, so daß ac = 0 (v) ist. 
Wählt man nämlich C = V-lV, so wird ac = (av- 1)v ~ v, da av- 1 ganz ist. 

1 Setzt man für 0 nicht den Teilerkettensatz voraus, so gilt Satz 2 nicht. An 
dessen Stelle tritt nach E. ARTIN der folgende "Verfeinerungssatz" : Wenn zwei 
Faktorzerlegungen eines Ideals gegeben sind: 

a ~ VI V2 ••• Vm ~ Cl C2 ••• Cn , 

so kann man die beiden Produkte derart weiter zerlegen, daß diese Zerlegungen 
bis auf die Reihenfolge der Faktoren und bis auf Quasigleichheit übereinstimmen' 

v;. ~ IIv;." 

" cp '" II Cyw 

v;." ~ cpw in irgendeiner Anordnung. 

Der Beweis beruht auf der folgenden Verallgemeinerung eines Hilfssatzes aus 
§ 85: Aus (a, v) ~ 0 und (a, c) '" 0 folgt (a, v C) ~ o. Der Hilfssatz ist leicht zu 
beweisen, und mit seiner Hilfe gelingt auch der Beweis des Verfeinerungssatzes 
ohne Mühe, indem man setzt: (VI' Cl) = vn; VI ~ vn v~; (v~, C2) = V12; v~ ~V12 v~; 
(v~, C3) = v13 ; usw. 
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Ist von zwei Idealen jedes quasiteilbar durch das andere, so sind sie quasigleich. 
Man kann aber die Quasigleichheit auch noch anders beschreiben: 

20. Ista -b, so gibt es ein C -0 und ein b -o,sodaßac = bb.Ausa- 1 = b- 1 
folgt nämlich a(b-1li) = (aa-1)b. 

In den in § 100 untersuchten Ringen ist wegen des Axioms II ein von (0) ver­
schiedenes Primideal nur durch sich selbst und durch 0 teilbar; also gibt es dort 
keine niederen Primideale außer o. Da jedes Ideal a * 0 durch ein von 0 ver­
schiedenes Primideal teilbar ist (Beweis: man suche unter den von 0 verschiedenen 
Teilern von a einen umfassendsten; dieser ist teilerlos, also prim), so kann a nicht 
quasigleich 0 sein. Somit besteht die Einheitsklasse nur aus dem Einheitsideal o. 
Aus 19. folgt dann weiter, daß Quasiteilbarkeit und Teilbarkeit gleichbedeutend 
sind, und daraus oder aus 20., daß Quasigleichbeit und Gleichheit ebenfalls 
gleichbedeutend sind. Mithin ist die Idealtheorie von § 100 in der jetzt darge­
stellten Theorie als Spezialfall enthalten. 

Auch der Anschluß an die allgemeine Idealtheorie des zwölften Kapitels ist 
jetzt leicht herzustellen. Zunächst ist leicht zu sehen, daß jedes Primärldeal, 
dessen zugehöriges Primideal ein niederes ist, quasigleich 0 sein muß. Bezeichnen 
wir diese Primärideale als niedere, die übrigen als höhere PrimäridealeI Ein Ideal 
a ist dann und nur dann quasigleich 0, wenn alle seine Primärkomponenten niedere 
sind. Stimmen zwei Ideale a und b in allen höheren Primärkomponenten (aber nicht 
notwendig in den niederen) überein, so sind sie quasigleich. Unter den a quasi­
gleichen Idealen befindet sich ein umfassendstes Ideal a*; man erhält es durch 
Weglassung aller niederen Primärkomponenten aus der Zerlegung a = [ql' ... , q,J. 
Man kann also die Zerlegungs- und Eindeutigkeitssätze dieses Paragraphen so inter­
pretieren, daß dabei konsequent alle niederen Primärkomponenten vernachlässigt 
werden und nur auf die höheren geachtet wird. Die höheren Primärideale sind je 
nur durch ein höheres Primideal teilbar. müssen also bei der Faktorzerlegung nach 
Satz 2 notwendig eine Primidealpotenz ergeben; d. h. : Jedes höhere Primärideal ist 
einer Primidealpotenz quasigleich. Der Grund dieses Sachverhalts liegt natürlich in 
der ganzen Abgeschlossenheit des Ringes o. 

Beispiel. Der Ring C[x, l'2x] ist ganz-abgeschlossen im Quotientenkörper' 
r (l'2 x) und erfüllt alle Voraussetzungen dieses Paragraphen. Das Hauptideal (2 x) 
gestattet im Bereich der Hauptideale folgende zwei wesentlich verschiedene Zer­
Jegungen: 

Im Bereich der Hauptideale gilt also keine eindeutige Faktorzerlegung: dazu ist die 
Einführung der Ideale notwendig. Die PrimidealePl = (x, 12 x) undp2 = (2, l'2x) 
sind nicht quasigleich 0; denn ihre Inversen Pli und 1';1 enthalten die nicht-

l'2x f2X -
ganzen Elemente x bzw. 2' Das Primideal 1'3 = (2, x, l'2 x) ist ein echter 

Teiler von PI und von 1'2' also quasigleich o. Man hat 

p~=(x2,x}"2X,2~) = (x). (x,l'2x,2) = (X)·p3 ",(x), 

p~=(22,2}"2X,2x) = (2).(2,12x ,x) = (2)'P3 ",(2), 

PI -1'2 = (2 %, 2l'fi, x }'2 x) = (}'2 %) • (l'fi, 2, x) = (V2 x) . Ps '" (l2 x) • 

Die Hauptideale (x) und (2) sind primär, aber nicht Primidealpotenzen, sondern 
nur quasigleich Primidealpotenzen. Das Hauptideal (l'2x) ist das K.G.V. von Pt 
und 1'2' aber nicht gleich, sondern nur quasigleich ihrem Produkt. Das Beispiel zeigt 
die Notwendigkeit der Einführung der Quasigleichheit statt der Gleichheit, wenn 
man zu einer Primfaktorzerlegung der Hauptideale kommen will. 
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Aufgaben. 1. Alle Ergebnisse dieses Paragraphen gelten auch für Ringe mit 
Nullteilern, wenn man nur den Quotientenkörper durch den Quotientenring ersetzt 
und sich auf die Nicht-Nullteilerideale beschränkt (vgl. § 100, Schluß). 

2. Aus Satz 1 folgt umgekehrt die ganze Abgeschlossenheit des Ringes o. 
Ebenso aus Satz 2 zusammen mit der ersten Hälfte von 12. [vgl. § 101]. 

3. Man beweise die ganze Abgeschlossenheit des Restklassenrings 

0= K [x,y,z]!(xy - Z2) 

und zerlege die Hauptideale (x), (y), (z) in 0 in ihre Primfaktoren. 
4. Man dehne den Satz 4 des § 101 und die Folgerungen daraus auf allgemeinere 

ganz-abgeschlossene Ringe aus. 
5. Man beweise: a:b ___ ab-I. 

Zusammenfassung der Idealtheorie. 
Folgende Zusammenstellung zeigt die Bedeutung der im § 100 formulierten 

Axiome I (Teilerkettensatz), II (jedes Primideal teilerlos), III (ganze Abgeschlossen­
heit) für die Idealtheorie der Integritätsbereiche: 

Aus I folgt: Jedes Ideal K.G.V. von Primäridealen; zugehörige. Primideale 
eindeutig. 

Aus I und II: Jedes Ideal Produkt von einartigen Primäridealen; eindeutig. 
Aus I und III: Jedes Ideal quasigleich einem Produkt von Primidealpotenzen ; 

eindeutig bis auf Quasigleichheit. 
Aus I, II, III: Jedes Ideal Produkt von Primidealpotenzen; eindeutig. 

Fünfzehntes Kapitel. 

Lineare Algebra. 
Die lineare Algebra handelt von Linearformen (mit Koeffizienten aus 

einem Ring K), von Moduln aus solchen Linearformen und von deren 
Homomorphismen oder linearen Transformationen. Die Theorie zerfällt 
in verschiedene Abschnitte, entsprechend den verschiedenen Voraus­
setzungen, die man über den zugrunde gelegten Ring oder Körper K 
machen kann. Ein einleitender Paragraph, gültig für beliebige (auch 
nichtkommutative) Ringe K, geht voran. 

Die hier zu gebende Darstellung der linearen Algebra beruht ganz auf 
der Theorie der Gruppen mit Operatoren (Kap. 6) und benutzt sonst nur 
die Grundlagen (Kap. 1 bis 3). 

§ 104. Moduln. Linearformen. Vektoren. Matrizes. 

Es sei K ein Ring mit Einselement B, dessen Elemente in diesem 
Paragraphen mit griechischen Typen bezeichnet und bisweilen "Ska­
laren" genannt werden. 

Es sei 9Jl ein K- (Rechts-) Modul, d. h. eine additiv geschriebene 
Abelsche Gruppe, die KaIs RechtsmuItiplikatorenbereich besitzt und 
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außer den Gruppenaxiomen die folgenden Rechnungsregeln erfüllt: 

(a+b)A=aA+bA, 

a (A + ,u) = a A + a,u , 

aoA,u =, aA',u.1 

Dabei bezeichnen die lateinischen Typen die Elemente von im. Aus den 
Distributivgesetzen folgen wie üblich dieselben Gesetze für die Sub­
traktion, die multiplikativen Eigenschaften des Minuszeichens und die 
Tatsache, daß ein Produkt Null ist, wenn ein Faktor Null (sei es nun die 
Null von K oder die von im) darin vorkommt. 

Das Einselement von K braucht nicht Einheitsoperator zu sein: ac 
kann für gewisse a von a verschieden sein. (Beispielsweise erfüllt man 
alle Rechnungsregeln, wenn man aA = 0 setzt für jedes a und jedes A.) 
In diesem Fall aber kann man stets setzen 

(1) a = (a - a c) + ac. 

Das erste Glied a - ac wird durch den Rechtsfaktor c annulliert; das 
zweite reproduziert sich bei der Multiplikation mit c. Die ersten Glieder 
bilden einen Untermodul imo von im, der von c, und daher auch von jedem 
Element cA von K, annulliert wird; die zweiten Glieder ac bilden einen 
Untermodul im l , für den c Einheitsoperator ist. Die beiden Unter­
moduln können nur die Null gemein haben; denn für jedes andere Ele­
ment schließen Annullieren und Reproduzieren sich aus. Die Darstellung 
(1) zeigt nunmehr, daß im die direkte Summe imo + iml ist. Nachdem 
also von im der uninteressante Teil imo abgespalten ist, behält man 
einen Modul übrig, für den c Einheitsoperator ist. Wir setzen daher im 
folgenden voraus, daß das Einselement von K zugleich Einheitsoperator für 
im ist: ac = a für jedes a, und bezeichnen dieses Einselement fortan 
wieder mit l. 

Der Modul im heißt endlich (in bezug auf K), wenn seine Elemente 
linear in der Gestalt 

U1A1 + 0 0 • + Un~An 
durch endlichviele Elemente u1, ... , U n dargestellt werden können. Wir 
schreiben in diesem Fall: 

im = (u1 K , ... , U n K) oder im = (~ , ... , uSo 

1 Daß wir die Multiplikatoren rechts schreiben, ist ganz willkürlich. Alle zu 
beweisenden Sätze gelten auch, wenn sie links stehen. In der letzten Rechnungs­
regel kommt dann 

All' a = A' I-' a 

zu stehen; das heißt, daß in diesem Fall die Multiplikation mit AI-' hinauskommt 
auf eine Multiplikation zuerst mit p., dann mit A, während es vorher umgekehrt 
war. Das Rechts- oder Linksschreiben ist also eng damit verknüpft, ob man die 
Operation: erst", dann M, mit" M oder mit M" bezeichnen will. 
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Wir spezialisieren nun die Voraussetzungen noch weit1~1p,tb\18Ml ~1i. 
nehmen, daß die Ui linear-unabhängig sind, d. h. da1\~us .2~ 0 
folgt (Xi = o. Unter dieser Voraussetzung heißt 9J/: ~.ln-gl=_ 
Modul aus Linearformen oder kurz ein Linearformenmod~~t. 
Koeffizientenbereich ; die Uj bilden ein System von Basiseleme1m!'lr."Aut 
Grund der linearen Unabhängigkeit der Uj ist jedes Element von ffil ein­
deutig als Linearform .2UjAj zu schreiben; denn aus2ujAj=.2Uj/Lj folgt 

2uj (Ai - /Li) = 0, also Ai - /Li = 0 oder Ai = /Li· 

Je zwei Linearformenmoduln mit demselben Koeffizientenbereich K 
und derselben Anzahl von Basiselementen sind operatorisomorph. Man 
kann nämlich jedem Basiselement Uj des einen Moduls ein Basiselement 
Vj des andern Moduls und der Linearform.2ujAj die Linearform.2vjAj 
zuordnen. 

Dieser Isomorphiesatz bedeutet, daß es für die Modultheorie ganz 
gleichgültig ist, ob die Ui Unbestimmte oder irgend etwas anderes sind, 
falls nur alle unsere Voraussetzungen erfüllt sind. Sehr oft gehören die 
Ui einem Ring an, der K umfaßt (z. B. in der Theorie der algebraischen 
Zahlenmoduln). Es kann auch vorkommen, daß der Modul 9J/: zunächst 
als Modul von Vektoren gegeben ist. Dabei wird unter einem Vektor eine 
Reihe von n Elementen (AI> ... , An) aus K verstanden. Vektoren werden 
addiert, indem man ihre Komponenten addiert; sie werden mit Ska­
laren (X aus K multipliziert, indem man alle ihre Komponenten (von 
rechts) mit (X multipliziert. Führt man die linear-unabhängigen Grund­
vektoren 

el = (I, 0, ... , O) , 
e2 = (0, 1, ... , 0) , 

en = (0, 0, ... , 1) 

ein, so wird jeder Vektor (Al> ... , An) einer Linearform der Grund­
vektoren 

gleich; damit sind auch die Vektoren auf Linearformen zurückgeführt. 
Alles, was im folgenden über Linearformenmoduln ausgesagt wird, gilt 
demnach auch für den "Vektorenraum" und umgekehrt. 

Ein Operatorhomomorphismus, welcher einen Linearformenmodul 
ffil = (UI> ... , um) in einen Linearformenmodul 91 = (vI> ... , vn) ab­
bildet, heißt eine lineare Abbildung oder lineare Transformation. Eine 
solche ist vollständig gegeben, wenn das Bildelement eines jeden Basis­
elements Uj 

(2) 
n 

uj = .2Vj (Xii 

1 
(j = 1, ... , m) 
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gegeben ist, also wenn die Matrix 

(~~l •• ~1.2 •• ~ ~ ~ • • Cl~':') 
A = (Cl··) = t 3 • • • • • • • • • • • • • • • 

Clnl Cln2 ••• Cl nm 

gegeben ist!. Dann muß nämlich auch a =.2;UjAj auf a'=.2;u; Aj ab­
gebildet werden. Bei Änderungen der Basis (uv ... , um) oder (vv ... , vn) 

kann eine und dieselbe lineare Transformation jedesmal durch eine 
andere Matrix dargestellt werden (vgl. die nachstehende Aufgabe 6). 
Trotzdem bezeichnet man oft eine lineare Transformation durch das­
selbe Symbol A, das die zugehörige Matrix bezeichnet. 

Für das Bild eines Elementes a in der durch die Matrix A vermittelten 
Abbildung schreiben wir A a, also im Fall (2): 

AUj =.2;Vi Clij. 
Die Matrix A ist im allgemeinen "rechteckig"; quadratisch ist sie 

nur im Fall m = n, z. B. bei einer linearen Abbildung von im in sich. 
Die Zusammensetzung der zur Matrix A gehörigen Abbildung von 

~ = (uI ' ... , um) in ~ = (VI' .•. , vn) mit einer nachfolgenden, durch 
eine Matrix B vermittelten Abbildung von ~ in $ = (wv ... , wp ) 

führt zu 

also zum Matrixprodukt C = BA, definiert durch 

Es ist also für U E im 

Yhi =.2: ßhi Clij • 
i 

BA·u=B·Au. 

Das Produkt ABhat nur dann einen Sinn, wenn die Spaltenzahl von 
A mit der Zeilenanzahl von B übereinstimmt. Es stellt dann nach dem 
Vorangehenden genau das Produkt AB der zugehörigen Abbildungen 
dar. 

Die Summe zweier linearen Abbildungen von im in ~ wird durch 

(A + B) u = Au + B u 

definiert; die zugehörige Matrix hat die Elemente Cli k + ßi k und heißt 
die Summe der Matrizes A und B; sie hat einen Sinn, wenn A und B 
gleich viel Zeilen und Spalten haben. 

1 Bei der Bildung der Gleichungen (2) aus der Matrix A ist zu beachten, daß 
bei unseren Bezeichnungen die m Gleichungen (2) den m Spalten von A ent­
sprechen: die Elemente einer Spalte (von oben nach unten gelesen) sind die Koeffi­
zienten einer Gleichung (2). 
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Aus den Definitionen von Summe und Produkt folgen die Rechnungs­
regeln (gültig immer dann, wenn die auftretenden Produkte einen Sinn 
haben) : 

A·BC =AB·C, 

A + (B + C) = (A + B) + C , 
A (B + C) = AB + AC, 

(B + C) A = BA + CA . 

:Mit Hilfe der aus einer Zeile bestehenden Matrizes (u l ... um), 
(VI ... vll ) usw. kann man die Formel (2) in Matrixform schreiben: 

(u~ ... u;") = (VI' •• Vn ) • A. 

Eine Linearform EU)'i schreibt man zweckmäßig als Produkt einer 

Zeile (UI .... um) mit einer Spalte (:'), dkden V,kto, (.l" .... J.,.) ,,­

Am 
präsentiert. Die Linearform EUjAj wird durch die lineare Abbildung A in 

2)Auj Aj =2)2)Vi rx i jAj 

transformiert; zu der Linearform rechts gehört wieder em Vektor, 
nämlich 

Das ist die Formel a' = A a, in die Vektorsprache übersetzt. Die einzelnen 
A~ werden je aus einer Zeile von A durch Multiplikation mit Al> ... , Am 
und Addition gebildet. 

Eine Abbildung von im = (u 1 , " . , u n) in sich wird gegeben durch 
eine quadratische Matrix: 

(3) 

Diese quadratischen Matrizes bilden nach dem Vorigen einen Ring, der 
außerdem als (Links-)Operatorenbereich für den Vektorraum aufgefaßt 
werden kann. 

Es kann sein, daß die durch (3) definierten u; wieder eine Basis für im 
bilden. Dazu ist erstens notwendig, daß sie linear-unabhängig sind, d. h. 
daß aus 

2)uif1j = 0 oder 2)2)ui rxijf1j = 0 
i j 

oder schließlich.2 rxiif1j = 0 immer folgt f1j = 0, mit anderen Worten, 
j 

daß zwischen den Spalten 

( rxr) , (rx{2) , 

rxnl rxn2 

v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 8 



114 XV. Lineare Algebra. 

keine lineare Relation besteht, es sei denn, daß alle Koeffizienten fl1 

gleich Null sind. Noch anders ausgedrückt: Die Matrix A soll durch 

keine von Null verschiedene Spalte (~') von rechts ""nulli", w"d,n. 

fln, 
Dann wird sie von selbst auch durch keine mehrspaltige Matrix B + ° 
annulliert (d. h. es ist AB + ° für B + 0), und wir können sagen, daß 
A kein linker Nullteiler ist. Zweitens ist aber nötig, daß sich umgekehrt 
alle U i durch die u~ ausdrücken: 

(4) uk = 2 uj ßjk" 

Dazu muß also die Formel (3), in (4) eingesetzt, eine Identität ergeben: 

uk =2ui(J,;;ß1k' 

oder das Produkt A" B muß die Einheitsmatrix 

ergeben: A B = E. Wir haben also bewiesen: 
Dann und nur dann stellt (3) eine neue Basis dar, wenn die Matrix A 

kein linker Nullteiler ist und eine Rechtsinverse B besitzt. 
Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist die Beziehung zwischen den 

Basen u, u' und daher auch die zwischen den Matrizes A, B umkehrbar; 
d. h. es ist auch 

BA=E. 

Weiter folgt noch, daß A auch kein rechter Nullteiler ist; denn wenn für 
eine Zeile 5 + ° das Produkt SA gleich Null wäre, so würde folgen 

O=SAB=SE=S+O. 

Aus der Tatsache, daß A kein linker Nullteiler ist, folgt schließlich, 
daß A auch nur eine Rechtsinverse besitzen kann. 

Mithin können wir die einzige rechts- (und links-) inverse Matrix, die 
vorhin B hieß, mit A-l bezeichnen. Wir nennen die Matrix A unter den 
angegebenen Bedingungen invertierbar in K und resümieren: 

Der Obergang zu einer"neuen Basis wird durch eine invertierbare NI atrix 
bewerkstelligt. 

Zu einer anderen Auffassung der linearen Transformationen kommt man, 
wenn man die Größen U l , ••• , U n als Unbestimmte in einem Polynombereich 
K [ul ' ... , u,,] auffaßt. Die Formeln (3), (4) bedeuten dann eine lineare Substitution, 
durch die man im Polynombereich neue Unbestimmte u' einführt. Durch die 
Substitution (4) wird jede Form f(ul , ... , u,,) in eine Form t'(u;', ... , 1f~) über­
geführt, insbesondere eine Linearform EUkAk in eine Linearform : 

.2 Uk .11; = E Euj ßj k .11;= E uj .1;, 
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wobei also die neuen Koeffizienten durch 

(5) 

gegeben werden. Die Formel (5) stellt eine lineare Transformation der Vektoren 
(Al' ... , An) dar, deren Matrix Bist. 

Gibt man andererseits den Variablen U i spezielle \Verte Pi aus dem Körper K 
und bildet nach (3) 

(6) 

so ist das auch eine lineare Transformation in einem Vektorenraum oder Linear­
formenmodul (dessen Operatorenbereich diesmal links geschrieben werden muß, 
weil die Transformationskoeffizienten rechts von den Vektorkomponenten stehen), 

deren Matrix die gespiegelte oder transponierte 1 Matrix A von A ist. 
Die beiden Transformationen (5), (6) sind miteinander verbunden durch die 

Forderung, daß die Summe EPkAk invariant bleibt: 

E PI: Al; = E pk Ai , 
und heißen zueinander kontragredient. Die Matrix A von (6) ist die transponierte 
inverse oder die inverse transponierte zur Matrix B von (5): 

A = B-l. 

A ufga ben. 1. Besitzt eine quadratische Matrix eine Rechts- und 
eine Linksinverse, so ist sie invertierbar (mithin die bei den Inversen 
gleich und einzig). 

2. Ist A linker Nullteiler und besitzt eine Rechtsinverse, so besitzt 
A unendlichviele Rechtsinversen. (Ob die Voraussetzungen für endliche 
quadratische Matrizes überhaupt zutreffen können, ist dem Verfasser 
unbekannt; der Satz gilt aber auch für unendliche Matrizes, bei denen 
man leicht Beispiele bildet. Für endliche Matrizes in einem Körper 
oder Integritätsbereich sind die Voraussetzungen sicher nicht erfüllbar ; 
vgl. § 105.) 

3. Die invertierbaren n-reihigen Matrizes in einem Ring K mit Eins­
element bilden eine Gruppe: die lineare homogene Gruppe in K oder die 
Automorphismengruppe eines n;gliedrigen Linearformenmoduls. 

4. Alle n-reihigen quadratischen Matrizes in K bilden einen Ring, 
den vollen Matrizenring in K oder den Automorphismenring eines n-glied­
rigen Linearformenmoduls. Dieser Ring besitzt in bezug auf Keine 
linear-unabhängige Basis, bestehend aus den Matrizes Cij, die im Schnitt­
punkt der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine 1 und sonst überall Nullen 
haben. 

5. Homomorphismen für Linearformenmoduln in unendlichvielen 
Veränderlichen (wobei unter Linearformen immer solche in endlichvielen 
dieser Variablen zu verstehen sind) werden durch solche unendlichen 

1 Transponieren heißt Vertauschen von Zeilen und Spalten oder Spiegeln 

an der Hauptdiagonale. Das Zeichen für die transponierte Matrix zu A ist Ä. 
Warnung: Dasselbe Zeichen wird bisweilen auch für die transponierte konjugiert 
komplexe Matrix zu A benutzt. 

8* 
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Matrizes dargestellt, bei denen in jeder Spalte nur endlichviele Elemente 
von Null verschieden sind. Man übertrage die Theorie der invertierbaren 
Matrizes auf diesen Fall. 

6. Wird eine lineare Abbildung von m = (uv ... , ufI) in m: = 
(VI' ... , VfI) durch die Matrix A dargestellt und führt man durch 

(u;' ... u~) = (ul ... UfI) P, 

(vi. ... v~) = (VI· .. VfI) Q 

neue Basen ein, so wird dieselbe Transformation, auf die neuen Basen 
bezogen, durch die Matrix 

A'=Q-lAP 
dargestellt. 

7. Wird eine Matrix A von n Zeilen und m Spalten irgendwie in recht­
eckige "Kästchen" eingeteilt, etwa so: 

(Xn ... (Xli . .. (Xli . .. (Xlm 

A= = (All 
A 12 

A 13) , 

(Xkl A2l A22 A 23 

(Xnl ••• (Xflm 

und wird eine Matrix B von m Zeilen und q Spalten auch eingeteilt, 
aber so, daß die Stellen der Horizontalschnitte von B mit den Stellen 
(1, i, i) der Vertikalschnitte von A übereinstimmen: 

ßn ... ß11 • .•• ••• ßlq 

ßi! -Cu B12 B") B= - B2l B22 B23 ' 

ßH B31 B32 B33, 

Bm1 • •• • • • • • •• ßmq 

so kann man die Multiplikation von A und B so ausführen, als ob die 
Kästchen Au, Bik Elemente wären: 

AB = (2;A li Bil 2;A li Bi2 

2;A 2i Bil 2;A 2i Bi2 

§ 105. Moduln in bezug auf einen Körper. Lineare Gleichungen. 

Wir nehmen jetzt an, K sei ein (nicht notwendig kommutativer) 
Körper, der Modul m sei endlich und das Einselement sei Einheits­
operator. Wenn zwischen den Basiselementen Ul> ••• , Ufi eine lineare 
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Abhängigkeit 2}UiÄi = 0 besteht, wobei etwa Än =F 0 sei, so kann man 
die Gleichungen mit Ä;;-1 multiplizieren und un linear durch die übrigen 
Basiselemente ausdrücken. Also bilden UI' ••• , un - l auch eine Basis. 
So weiterschließend, kommt man zuletzt zu einer linear-unabhängigen 
Basis. Mithin ist jeder endliche Modul der betrachteten Art ein Linear­
formenmodul. 

Ein vom Nullmodul verschiedener Modul heißt (wie eine gewöhnliche 
Abelsche Gruppe) einfach, wenn er keine echten Untermoduln außer 
dem Nullmodul besitzt. Es gilt der Satz: Ein einfacher K-Modul ist 
eingliedrig, und ein eingliedriger K-Modul ist einfach. 

Beweis. 1. Wl sei einfach. Jedes Element u =F 0 muß dann den gan­
zen Modul erzeugen; also ist Wl eingliedrig. 

2. Wl sei eingliedrig: Wl = (u). Ist in =+= (0) ein Untermodul und uÄ 
ein von Null verschiedenes Element von in, so enthält in auch UÄÄ-l = u; 
mithin ist Wl = in. Also ist Wl einfach. 

Ein n-gliedriger Modul ist eine direkte Summe von einfachen 
Moduln (u1) = U 1 K, ... , (un) = Un K. Die Untermoduln (u1' ••• , Un)' 

(U1' •.. , Un-l)' ... , (U1), (0) bilden eine Reihe mit eingliedrigen, somit 
einfachen Faktormoduln, also eine Kompositionsreihe. Mithin ist die 
Gliederzahl n des Moduls gleich der Länge der Kompositionsreihe, also 
unabhängig von der Basiswahl. 

Die Gliederzahl eines K-Moduls heißt auch der (lineare) Rang des 
Moduls in bezug auf K. 

Die Eindeutigkeit des linearen Ranges erhielten wir schon in § 28 auf 
anderem Wege. Das andere frühere Ergebnis, daß man jede Basis eines 
Untermoduls zu einer Basis des ganzen Moduls ergänzen kann, ist nichts 
anderes als der gruppentheoretische Satz, daß man durch jeden Unter­
modul eine Kompositionsreihe ziehen kann. Die Ergänzung einer Basis 
eines Untermoduls zu einer Basis von Wl kann so geschehen, daß man die 
fehlenden Basiselemente aus den Uj (d. h. aus einer vorgegebenen Basis 
von Wl) wählt; das folgt nach § 42 aus der Tatsache, daß der Modul Wl 
direkte Summe von einfachen eingliedrigen Moduln ist. Diese Aussage 
ist aber der Austauschsatz von § 28, jetzt gruppentheoretisch her­
geleitet. 

Ein echter Untermodul von Wl hat eine kleinere Länge der Kom­
positionsreihe, also eine kleinere Gliederzahl. Daraus folgt: Irgend n 
linear-unabhängige Elemente Vk = 2} Ui (Xik von Wl erzeugen Wl selbst; denn 
sie können keinen echten Untermodul erzeugen. Die Voraussetzung der 
linearen Unabhängigkeit bedeutet, daß die Matrix A kein linker Null­
teiler ist; die Folgerung, daß die v eine neue Basis für Wl bilden, besagt 
aber die Invertierbarkeit der Matrix. Wir sehen also : Wenn eine quadra­
tische Matrix in einem Körper K kein linker Nullteiler ist, so ist sie inver­
tierbar. Die Matrix heißt in diesem Fall regulär; ist sie aber linker Null­
teiler (also nicht invertierbar, also auch rechter Nullteiler), so heißt sie 
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singulär. Die Bezeichnungen übertragen sich auf Matrizes in einem In­
tegritätsbereich ~, da man einen solchen ja immer in einen Körper ein­
betten kann. Reguläre Matrizes brauchen im Integritätsbereich ~ noch 
nicht invertierbar zu sein; im Quotientenkörper K sind sie es aber. 
Singuläre Matrizes aber sind nicht nur im Körper, sondern auch im Ring 
Nullteiler; denn man kann eine Spalte, die eine Matrix annulliert, durch 
Multiplikation mit einem Hauptnenner immer ganz machen. 

Auf dem Austauschsatz beruht die Theorie der linearen Gleichungen. 
Ein System von linearen Gleichungen möge lauten 

(1) 

die lj sollen dabei m Linearformen der J1. Unbekannten ~k sein: 

Ij W = .2}rxik!;k .1 

Ersetzen wir hier die !;k durch Unbestimmte Xk' so werden die li Linear­
formen dieser Unbestimmten: 

(2) 

Die Anzahl r der linear-unabhängigen unter diesen Linearformen li 
heißt der Rang des Gleichungssystems. Notwendig für die Lösbarkeit des 
Gleichungssystems ist offenbar, daß alle linearen Relationen .2} !-tilj = 0, 
die (identisch in den Unbestimmten x) zwischen den Linearformen lj 
bestehen, auch zwischen den rechten Seiten ßi bestehen. Ist das der Fall 
und sind alle I. etwa von I}> ... , lr abhängig, so sind alle Gleichungen (1) 
Folgen der ersten r unter ihnen. Es ist r < n, da es nicht mehr als n 

linear-unabhängige Linearformen in Xl' ... , Xn geben kann. Nach dem 
Austauschsatz kann man die 11> ••. , Zr mit n - r der Unbestimmten Xi' 

etwa Xr +1 ' ••• , X n, zu einer Basis für alle Linearformen der X ergänzen. 
Das heißt, es gilt 

n • 
(3) X j = .2}Yii X j + .2}(jjk lk (i=I, ... ,r). 

.+1 1 

Sa tz. Man findet genatt alle Lösungen der Gleichungen (1), indem man 
in (3) die li durch ßi und die xr +1 ' ••• , X n durch ganz beliebige Größen 
~r+l' ... , ~n aus K ersetzt und die Werte ~l> •.• , !;r von xl> ... , Xr aus (3) 
bestimmt. 

Zum Beweis bemerken wir, daß die lI> ... , tr' Xr+1 ' ••• , X n eine 
linear-unabhängige Basis für den Modul (XI> ... , xn ) bilden. Setzt man 
also (3) in (2) ein,so muß eine Identität in den lI> ... , Ir, Xr+1' ... , Xn 
herauskommen, die also erhalten bleibt, wenn man die li durch ßi und 
die Xj durch beliebige ~j ersetzt. Also sind die gefundenen!; Lösungen 
von (1). Setzt man ebenso (2) in (3) ein, so kommt eine Identität in 
den x heraus, die erhalten bleibt bei Ersetzung der x durch solche ~, 

1 Die Unbestimmten werden für den Augenblick rechts von den Koeffizienten 
geschrieben, was für die Anwendung der Modulsätze natürlich nichts ausmacht. 
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welche (1) erfüllen. Also ergibt die angegebene Regel auch alle Lösungen 
von (1). 

Es folgt, daß das oben genannte Kriterium für Lösbarkeit auch hin­
reichend ist und daß der Rang des Gleichungssystems zugleich die An­
zahl der Unbekannten ergibt, nach denen man auflösen kann, während 
die Werte der übrigen beliebig wählbar sind. 

Um die Untersuchung, welche li linear-unabhängig sind, und die 
Aufstellung der Formeln (3) wirklich durchzuführen, bedient man sich 
des Verfahrens der sukzessiven Elimination: man löst zuerst eine der 
Beziehungen li = .2)OCikXk nach einem Xi auf, setzt dieses Xi in die anderen 
Beziehungen ein, wodurch also ein Basiselement Xi durch ein li ersetzt 
ist, und fährt so fort, bis schließlich in den Ausdrücken für die eventuell 
restierenden lk die X gar nicht mehr vorkommen, mithin diese lk nur von 
(sagen wir) 11 , •.• , lr allein abhängen. Man kann dann feststellen, ob 
diese linearen Beziehungen zwischen den li auch für die ßi gelten, oder 
noch bequemer: man ersetzt von vornherein bei der Rechnung die li 

durch die bekanntenßi' Die Formeln (3), eventuell mit ßk statt I", folgen 
durch Substitution ganz von selbst. 

Aus der Möglichkeit dieser rationalen Berechnung folgt: Wenn die 
Koeffizienten eines Gleichungssystems einem Unterkörper angehören, so 
liegen in demselben Unterkörper die Koeffizienten der lösenden Formeln (3) 
sowie die der linearen Abhängigkeiten zwischen den linken Seiten. Die Ent­
scheidung über Lösbarkeit oder Widerspruch ist schon im Unterkörper zu 
treffen. 

Speziell im Fall eines kommutativen K liefert die Determinanten­
theorie mehr explizite Auflösungsformeln und algebraische Kriterien für 
Lösbarkeit und lineare Abhängigkeit, für die wir auf die betreffenden 
Lehrbücher verweisen. Besonders hervorzuheben ist aus dieser Theorie 
das folgende Kriterium für Regularität einer Matrix: Eine quadratische 
Matrix A ist in einem kommutativen Körper oder Integritätsbereich regulär, 
wenn ihre Determinante I A I von Null verschieden ist. Ist außerdem die 
Determinante eine Einheit des Integritätsbereichs, so ist die Matrix auch 
im Integritätsbereich selbst invertierbar ; denn in den Auflösungs­
formeln kommt nur diese Determinante im Nenner vor. 

Die Umkehrung dieses Satzes folgt, indem man den MuItiplikations­
satz der Determinanten: 

IABI = IAI·jBI 

auf den Fall AB = E, I EI = 1 anwendet. Daher: In einem Integritäts­
bereich sind die und nur die Matrizes invertierbar, deren Determinante eine 
Einheit ist (unimodulare Matrizes). 

Aufgaben. 1. Ein System von homogenen Gleichungen.2)ocik~k = 0 
ist in einem Körper stets lösbar, und alle Lösungen {~1' ... , ~n1, als 
Vektoren aufgefaßt, setzen sich aus n - r speziellen, linear-unabhängigen 
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Lösungen linear zusammen (mit Koeffizienten, die rechts von den Vek­
toren geschrieben werden). Für r = n existiert nur die Nullösung. 

2. Zwischen den Gliederzahlen n, meines K-Moduls und eines Unter­
moduls und der Gliederzahl t des Faktor-(Restklassen-)Moduls besteht 
die Beziehung t = n - m. 

3. Zwischen den Gliederzahlen n, m zweier Untermoduln eines K­
Moduls, der Gliederzahl s ihrer Summe und der Gliederzahl d ihres 
Durchschnitts besteht die Beziehung 

s + d=n + m. 

Der projektive Raum. Die eingliedrigen Untermoduln eines n-gliedrigen 
Linearformen- oder Vektorenmoduls werden als Strahlen des Vektorraumes Rn(K) 
oder als Punkte des projektiven (n - 1) -dimensionalen Raumes P n_l (K) be­
zeichnet. Die (bis auf einen Proportionalitätsfaktor bestimmten) Komponenten 
eines erzeugenden Vektors heißen homogene Koordinaten des Punktes. Die Strahlen 
eines Untermoduls bilden einen linearen Unterraum im projektiven Raum. Aus 
Aufgabe 1 folgt nun, daß r unabhängige lineare homogene Gleichungen in den 
Koordinaten einen Unterraum von n - r - 1 Dimensionen bestimmen. Da weiter 
ein Durchschnitt von Untermoduln wieder ein Untermodul ist, so folgt, daß ein 
Durchschnitt von linearen Räumen wieder ein solcher (oder leer) ist. Schließlich 
folgt aus Aufgabe 3, daß zwischen den Dimensionen I, m zweier linearer Unterräume, 
der Dimension d ihres Durchschnittes und der Dimension s des kleinsten beide 
umfassenden linearen Raumes die Beziehung 

d+s=l+m 

besteht (mit d = - 1, falls der Durchschnitt leer ist). 

§ 106. Moduln in Hauptidealringen. Elementarteiler . 

Wir setzen nun von dem Ring K voraus, daß er keine Nullteiler ent­
hält und daß 

entweder (erster Fall) für alle Elemente a von Kein ganzzahliger 
nicht negativer absoluter Betrag I a I definiert ist und ein Divisionsver­
fahren links und rechts möglich ist (vgl. § 13) : 

a = bq + r, I r I < I b I, a = q' b + r' , i r' I < I b I ; 
oder (zweiter Fall) K kommutativ ist und in K jedes Ideal Haupt­

ideal ist. (K heißt dann nach § 16 ein Hauptidealring.) 
Der Ring C der ganzen Zahlen fällt unter beide Fälle. Der Polynom­

bereich P [x], wo P ein Körper ist, fällt unter den ersten Fall, wenn man 
unter dem "absoluten Betrag" den um Eins vermehrten Grad und für 
das Polynom Null die Zahl Null versteht. 

In beiden Fällen ist in K jedes Links- oder Rechtsideal Hauptideal, 
und es gibt zu je zwei Elementen a, b einen größten gemeinsamen 
Rechtsteiler d = (a, b) mit den Eigenschaften: 

a=rxd; b=ßd; d=).a+p,b=Ärxd+p,ßd, 

(I) 1 = Ärx + p,ß. 
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Ebenso gibt es einen Linksteiler d' mit ähnlichen Eigenschaften. 
Im zweiten (kommutativen) Fall gilt nach § 17 in K die eindeutige 

Faktorzerlegung. Aus (1) folgt in diesem Fall die Invertierbarkeit der 
Matrix 

die den Vektor (~) in (:) überführt. Die inverse Matrix 

führt natürlich (:) in (~) über. 

Satz. Es sei ~ ein Linearformenmodul in bezug auf K mit der linear­
unabhängigen Basis (u1 , •.. , un ). Dann ist leder Untermodul ~ von ~ 
wieder ein Linearformenmodul mit höchstens n Basiselementen. 

Beweis: Für den Nullmodul ~ = (0) ist der Satz trivial. Er sei für 
(n - 1)-gliedrige Moduln ~ schon bewiesen. 

Wenn ~ aus Linearformen in Uv ••. , U n - 1 allein besteht, so ist nach 
Induktionsvoraussetzung alles bewiesen. Wenn aber ~ eine Linearform 
U1A1 + ... + UnAn mit An =F 0 enthält, so bilden die vorkommenden An 
ein Rechtsideal in K, also ein ;Hauptideal (#n) mit #n =F O. Es kommt 
also in ~ eine Form 1 = U1#1 + ... + un#n vor, und man kann von 
jeder anderen Form U1A1 + ... + UnAn ein solches Vielfaches lrt. von 1 
subtrahieren, daß der letzte Koeffizient An zum Verschwinden gebracht 
wird. Die dann übrigbleibenden zu ~ gehörigen Linearformen in 
U 1' ••• , U n - 1 bilden einen Untermodul, der nach der Induktionsvoraus­
setzung eine linear-unabhängige Basis (lI' ... , lm-I)' m - 1 < n - 1, 
besitzt. Dann erzeugen ll' ... , tm-I' 1 offenbar ~. 

Die l1> ... , lm-1 sind schon unabhängig. Gäbe es eine lineare Ab­
hängigkeit 

mit ß =F 0, so würde die Vergleichung der Koeffizienten von U n ergeben 
#n ß = 0, was nicht geht. 

Bemerkung. Die lineare Unabhängigkeit der Iv ... , Im (lm = l) 
beruht offenbar darauf, daß jedes li nach Konstruktion ein solches Uj 
enthält, welches in 11 bis 1i_.1 noch nicht vorkam. 

Aufgaben. 1. Ist ~ ein ganzzahliger Linearformenmodul und 
ist der Untermodul ~ durch endlichviele erzeugende Linearformen 
Vk = .sUirt.ik gegeben, so ist eine Basis (lv ... , lm) mit den obigen 
Eigenschaften in endlichvielen Schritten konstruierbar. 

2. Mit Hilfe der nach Aufgabe 1 konstruierten Basis (l1> ..• , lm) 
gebe man ein Mittel an, zu entscheiden, ob eine vorgelegte Linearform 



122 xv. Lineare Algebra. 

ßI UI + ... + ßn U n im Modul jJ( enthalten ist, mit anderen Worten: 
ob das lineare diophantische Gleichungssystem 

2 OCik;k=ßi 

in ganzen Zahlen ;k lösbar ist. 
Elementarteilersati Ist jJ( ein Untermodul des Linear/ormen­

moduls m, so gibt es eine Basis (uv ... , un) von m und eine Basis 
(VI' ... , V!!!) von ~ derart, daß ~ 

{
Vi = Ui Si 

Si+l = O(Si) 

(i=l, ... ,m) 

ist. (Im nichtkommutativen Fall gilt die letztere Teilbarkeitsrelation 
sowohl von links als auch von rechts.) 

Beweis: Wir gehen zunächst aus von irgend einer Basis (uI> ... , u,,) 
von m und irgend einer Basis (VI> ... , v"') von jJ(; es sei 

Vk = 2UiOCik oder (VI'·. Vm ) = (UI '" un)·A. 

Wir wollen nun durch schrittweises Abändern der Basis die Matrix A 
in die gewünschte Diagonalform 

SI 0 
S2 

(2) 
0 

----
Sm 

0 . 0 

bringen. Erlaubte Abänderungen sind dabei zunächst: 
1. Vertauschungen zweier U oder v, die eine Vertauschung zweier 

Zeilen oder Spalten von A bewirken. 
2. Ersetzung eines U i durch U i + UjA (j 9= i), wodurch von der i-ten 

Zeile von A die von links mit A multiplizierte i-te Zeile subtrahiert wird: 

Vk = 2 Ui OCi k = ... + (Ui + U; A) OCik + . . . + Uj (OCi k - A OCi k) -+ •• '. 
3. Ersetzung eines Vk durch Vk - VjA (j 9= k), wodurch von der k-ten 

Spalte von A die von rechts mit A multiplizierte i-te Spalte subtrahiert 
wird: 

Vk - VjA = 2ui(OCik - OCiiA). 

Im Falle, daß es in Kein Divisionsverfahren gibt, reichen diese 
Operationen hin. Im anderen Fall hat man noch Transformationen von 
der Gestalt 

4. (Ui' ui) = (u~, ~ti) (_ ~ :), 

5. (v~, vi) = (Vi. Vi) (~ -~) 
hinzuzunehmen. 
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Wir behandeln zunächst den ersten (leichteren) Fall. Wir formen die 
Matrix Amittels 1., 2., 3. so weit um, daß das absolut-kleinste von Null 
verschiedene Element von A einen möglichst kleinen absoluten Wert hat. 
Durch Operation 1. können wir erreichen, daß dieses kleinste ElemeI1t in 
der Matrix an der Stelle 0(;11 steht. Macht man dann die übrigen Elemente 
der ersten Spalte durch Subtraktion geeigneter Vielfachen der ersten 
Zeile nach 2. möglichst klein, so werden sie dem Betrage nach kleiner 
als 10(;111 ' also Null. Ebenso macht man mittels 3. die Elemente der ersten 
Zeile zu Null, ohne die erste Spalte zu ändern. Nach diesen Operationen 
müssen in der ganzen Matrix alle Elemente durch 0(;11 teilbar sein (und 
zwar sowohl von links wie von rechts). Denn gesetzt, es wäre etwa O(;ik 

nicht von links durch 0(;11 teilbar, so wäre nach dem Divisionsalgorithmus 

r =1= 0, 

Addiert man zuerst nach 2. die erste Zeile zur i-ten und subtrahiert man 
dann nach 3. die mit q multiplizierte erste Spalte von der k-ten, so erscheint 
an der Stelle (ik) das Elementr mit Irl < 10(;111, was der Minimalvoraus­
setzung über 0(;11 widerspricht. 

(Ist O(;ik nicht von rechts durch 0(;11 teilbar, so werden die Operationen 
2., 3. in umgekehrter Reihenfolge angewandt.) 

~unmehr sieht unsere Matrix so aus: 

wo in A' alle Elemente (sowohl Links- wie Rechts-)Vielfache von OCn 

sind. Bei den weiteren Operationen läßt man nun die erste Zeile und 
Spalte ungeändert und verfährt mit A' genau so wie vorhin mit A. 
Ginge bei irgend einer dieser Operationen die Links- und Rechtsteilbar­
keit aller Elemente durch OCn verloren, so könnte man sich nach dem 
obigen Beweis ein von Null verschiedenes Element r von kleinerem Ab­
solutwert als loc111 verschaffen, was nicht geht. Also bleiben diese Teil­
barkeitsrelationen stets erhalten. A' erhält schließlich die Gestalt 

wo alle Elemente von A" durch 0(;22 beiderseits teilbar sind. So fort­
fahrend, erreicht man nach m Schritten die gewünschte Normalform (2). 
Der Fall, daß schon vorher eine der Matrizes A, A', A", ... aus lauter 
Nullen bestehen sollte, ist ausgeschlossen, da das heißen würde, daß 
einige Vk gleich Null wären, während im Gegenteil in jedem Stadium 
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des Prozesses die Vk eine linear-unabhängige Basis für ~ bilden. Damit 
ist im ersten Fall der Satz bewiesen. 

Im zweiten Fall ist der Gedankengang des Beweises ganz derselbe, 
nur hat man - da keine Beträge I CI. I zur Verfügung stehen - eine andere 
Minimalforderung zu stellen, nämlich die, daß das Element mit den 
wenigsten Primfaktoren in der Matrix A möglichst wenig Primfaktoren 
besitzt. An Stelle der Divisionen mit Rest treten jetzt die Operationen 
4., 5. ; dadurch werden nach dem zu Anfang dieses Paragraphen Gesagten 
immer je zwei Elemente a, b derselben Zeile oder Spalte durch d, 0 er­
setzt, wobei d ihr größter gemeinsamer Teiler ist. Ist a = Cl.n und b 
nicht durch Cl.n teilbar, so hat d weniger Primfaktoren als Cl.1l' und 
die Minimalbedingung ist verletzt. Also sind alle Elemente der ersten 
Zeile und Spalte durch Cl.n teilbar; sie können somit durch Operationen 
2. und 3. (Subtraktion eines Vielfachen der ersten Zeile oder Spalte) 
zu Null gemacht werden. Weiter verläuft der Beweis genau so wie im 
ersten FaIP. 

Bemerkungen. 1. Die Operationen 1. bis 5. kommen immer darauf 
hinaus, daß die Matrix A von links oder von rechts mit einer in K 
invertierbaren Matrix multipliziert wird. Denn wenn (u~ ... u~) 
= (ul ... u n ) • B und (v~ ... v~) = (VI ... V m ) • C als neue Basen ein­
geführt werden, so wird 

(v~ ... v~) = (VI .•• Vm) C = (UI .•. Un) A C = (U~ ... U~) B-l AC. 

Der Elementarteilersatz ist also gleichbedeutend mit der Existenz 
zweier invertierbarer Matrizes B, C, so daß B-IAC eine Matrix von 
der Gestalt (2) wird. 

2. Die Reduktion der Matrix A gelingt nach genau derselben Me­
thode auch dann, wenn die v kein linear-unabhängiges System bilden; 
nur kann dann eine der Matrizes A, A', A", ... eine Nullmatrix werden, 
und wir erhalten statt der Normalform (2) die allgemeinere 

(3) B-'AC~ C '. e, J 
wo r der Rang von A ist. Die Teilbarkeitsrelationen der Bi bleiben die­
selben. 

3. Im kommutativen Fall hängen die k-reihigen Unterdeterminanten 
der transformierten Matrix D = B - 1 A C linear von denen von A ab, 

1 Die Bemerkung, daß der Elementarteilersatz auch für nichtkommutative 
Ringe K mit Divisionsverfahren (z. B. für den Polynombereich P[x], wo Pein 
nichtkommutativer Körper ist) gilt, scheint in der Literatur noch nicht vorzukom­
men. Es ist dem Verfasser nicht gelungen, Voraussetzungen zu finden, welche die 
beiden oben genannten Fälle umfassen. 
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und ebenso die von A = BDC-1linear von denen von D. Also ist für A 
der größte gemeinsame Teiler eh der k-reihigen Unterdeterminanten bis 
auf Einheiten derselbe wie für D. Für D berechnet man leicht den Wert 

Mithin ist 

(4) 

(k < r). 

(1 < k < r). 
Die bk heißen die Determinantenteiler der Matrix A, die Ck die Elementar­
teiler der Matrix A. Aus (4) folgt nun: Die Elementarteiler sind die 
Quotienten zweier aufeinanderfolgender Determinantenteiler. 

4. Daß die Elementarteiler Ck im kommutativen Fall bis auf Ein­
heiten durch die Matrix A eindeutig bestimmt werden, wird sich auf 
anderem Wege im nächsten Paragraphen ergeben, in dem gezeigt wird, 
daß die Elementarteiler (soweit sie nicht Einheiten sind) sogar nur vom 
Faktormodul mjSR abhängen, der seinerseits natürlich durch A be­
stimmt ist.\ 

J 

Eine Fülle von schönen Sätzen über ganzzahlige Moduln findet man bei 
A. CHATELET: Le<;ons sur la theorie des Nombres, Paris 1913. 

Aufgaben. 3. Man bringe die Matrix 

A ~ G ! 1: ;) 
in die Diagonalform (3). 

4. Jedes lineare diophantische Gleichungssystem 

(5) (i=l, ... ,m) 

(mit ganzen Zahlen OCik und ßi) ist durch unimodulare Transformation 
der Unbekannten und der Gleichungen in die Gestalt 

{
Ci'Y)i=Yi (i=l, ... ,r; Ci=\=O) 

O=b; (j=r+l, ... ,m) 

transformierbar. Die Bedingungen für Lösbarkeit des Systems in ganzen 
Zahlen lauten: 

Die 'Y)i mit i < r sind bestimmbar, die übrigen 'Y}; willkürlich. Die ~T' 
sind lineare ganzzahlige Funktionen der willkürlichen 'Y};. 

5. Ein lineares Gleichungssystem (5) ist in ganzen Zahlen dann 
und nur dann lösbar, wenn aus 

m 
Z Ai OCi k == 0 (d) 

1 

für beliebige ganzzahlige Ai und d stets folgt 

(k=l, ... ,n) 
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§ 107. Der Hauptsatz über Abelsche Gruppen. 

Es sei @ eine Abelsche Gruppe mit endlichvielen Erzeugenden, 
additiv geschrieben, also ein Modul. Wenn ein Multiplikatorenbereich K 
zu @ gegeben ist, nehmen wir an, daß er von der in § 106 beschriebenen 
Art sei (Ring ohne Nullteiler mit Divisionsalgorithmus oder Hauptideal­
ring) ; wenn aber kein Multiplikatorenbereich gegeben ist, nehmen wir 
als Multiplikatorenbereich den Ring der ganzen Zahlen, der ebenfalls 
diese Voraussetzungen erfüllt. Wir schreiben diesmal die Operatoren 
links von den Modulelementen. 

Zunächst sei @ zyklisch: @ = (g). Die Gesamtheit der fl aus K, welche 
g annullieren, ist ein Linksideal aaus K: ausfllg = Oundfl2g = 0 folgt 
(fll-fl2) g = 0, und aus flg = 0 folgt "flg = 0 für jedes" in K. Jedem 
A aus K ist ein Ag zugeordnet, und wegen 

(A + fl) g = Ag + fl g , 

Afl·g=A·flg 

ist die Zuordnung ein Operatorhomomorphismus in bezug auf K. Daraus 
folgt nach dem Isomorphiesatz 

@ '" KJa, 

oder: Ein zyklischer K-M odul @ ist isomorph dem Restklassenmodul von 
K nach dem annullierenden Linksideal von &. 

Für den Fall einer gewöhnlichen zyklischen Gruppe @ erhalten wir 
daraus von neuem das Ergebnis, daß @ isomorph der additiven Gruppe 
der ganzen Zahlen oder der Gruppe der Restklassen nach einer ganzen 
Zahl ist. Ist n > 0 das Basiselement des Ideals a, so ist n die Ordnung 
der zyklischen Gruppe (g) oder auch die Ordnung des Elementes g 
(vgl. § 7). 

Der eben bewiesene Satz gilt noch unabhängig von speziellen Voraus­
setzungen über K. Ist aber K kommutativ und nullteilerfrei und jedes 
Ideal in K Hauptideal, also insbesondere a = (oe), und ist weiter oe =f= 0, 
so können wir etwas mehr aussagen. Wir zerlegen, wenn möglich, ('J. m 
zwei teilerfremde Faktoren; 

oe=e a , 

I=Ae+fl a , 

und bilden die zyklischen Gruppen @1 = (eg), @2 = (ag). Dann wird@1 
von a, @2 von e annulliert. Wegen 

g = Aeg + p,ag 

ist @ die Summe von &1 und @2. Der Durchschnitt @11\ @2 wird von e 
und von a, also auch von I = Ae + p,aannulliert; mithinist@II\@2=(0) 
und die Summe direkt: 
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Wenn (J oder e weiter in teilerfremde Faktoren zerlegbar ist, so läßt sich 
@l oder @2 weiter aufspalten. Schließlich wird die zyklische Gruppe @ 

eine direkte Summe von solchen zyklischen Gruppen, die von Primzahl­
potenzen 1 annulliert werden. Das Produkt dieser Primzahlpotenzen ist IX. 

Für Gruppen von dieser Beschaffenheit werden wir die Bezeichnung 
"Primzahlpotenzgruppen " verwenden. 

Wir gehen nun zum allgemeinen Fall über, wo @ ein K-Modul mit 
endlichvielen Erzeugenden gl' ... , gn ist, also die Elemente von @ die 
Gestalt 

haben. Bilden wir mit Unbestimmten Uv ... , Un den Linearformenmodul 

so ist jeder Linearform.2 AiUi aus m ein Element Y' Aigi von @ zu­
geordnet; die Zuordnung ist wiederum ein Modulhomomorphismus, und 
es folgt nach dem Homomorphiesatz 

wo in der Untermodul derjenigen Linearformen.2 A;Ui ist, für die 
.2Aigi=O wird. 

Nach § 106 können wir für i!c und m neue Basen (vv ... , vm) und 
(u~, ... , 1t~) (n > m) einführen, für die gilt: 

für i = 1, ... , m. 

Zu den u' gehören (vermöge des obigen Homomorphismus) wieder 
Elemente hv ... , hn von @. Alle Elemente von @ haben die Gestalt 
f-llhl + ... + f-lnhn, und ein solches Element ist Null dann und nur 
dann, wenn 

d. h. wenn 

1 .~1 ~ ~ .(~l~ '. 
f-lm = 0 (cm ) , 

f f-lm+l = 0, r' ~~ .. ~. 
ist. Das heißt, eine Summe f-llhl + ... + f-lnhn ist nur dann Null, 
wenn die einzelnen Glieder es sind, und diese sind es, wenn ihr Koeffi­
zient f-li durch Ci teilbar ist für i = 1, ... , m, dagegen Null ist für 
i = m + 1, ... , n. 

1 "Primzahl" steht kurz für "Primelement des Ringes K". Im Falle der ge­
wöhnlichen Abelschen Gruppe handelt es sich um gewöhnliche Primzahlen. 
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Ein anderer Ausdruck dafür ist: 
Die Gruppe @ ist die direkte Summe von zyklischen Gruppen 

(hl ) + ... + (hn), und das annullierende Ideal von (h i ) ist 

(Bi) für i = 1, ... , m , 

(0) für i = m + 1, ... , n. 

Das ist der Hauptsatz für Abelsche Gruppen mit endlichvielen Er­
zeugenden. 

Im Fall der gewöhnlichen Abelschen Gruppen sind die I Bi I die 
Ordnungen der zyklischen Gruppen (h I ), ... , (hm ) , während die üb­
rigen (hm+!) , ... , (hn) unendliche Ordnung haben. 

Drei Ergänzungen zum Hauptsatz sind noch nötig: 
a) die Ausscheidung der Einheiten unter den Bi; 
b) die weitere Zerlegung der zyklischen Gruppen nach Primzahl-

potenzgruppen ; 
c) die Eindeutigkeit. 
Bei b) und c) wird K als kommutativ vorausgesetzt. 
a) Es sei etwa BI eine Einheit, also (BI) das Einheitsideal K, also 

K h1 = (0). Dann kann die zyklische Gruppe Khl aus der Summenzerlegung 
K hl + . . . + K hn weggelassen werden. 

Die nach Ausscheidung der Einheiten übrigbleibenden annullierenden 
Ideale (Bi), (0) mögen jetzt in umgekehrter Reihenfolge a1> ... , aa heißen; 
dann ist 

ai = 0 (ai+!) . 

b) Diejenigen Gruppen (hi ), deren annullierendes Ideal (0) ist, sind 
isomorph zu K. Diejenigen aber, deren annullierendes Ideal (Bi) =\= (0) 
ist, können nach dem zu Anfang Bewiesenen weiter in Primzahlpotenz­
gruppen aufgespalten werden. Die annullierenden Primzahlpotenzen 
selbst findet man durch Faktorzerlegung der Bi. Die Summe aller zu einer 
Primzahl p gehörigen in der Zerlegung von @ auftretenden Gruppen ist 
eine Gruppe ~jJ und besteht aus denjenigen Elementen von @, die von 
einer genügend hohen Potenz pe annulliert werden. Daher: Die Gruppen 
~jJ sind eindeutig bestimmt. Man hat, wenn U die Summe der Gruppen mit 
a = (0) bedeutet, 

Durch weitere Zerlegung der ~jJ erhält man rückwärts die Primzahl­
potenzgruppen, die nicht absolut-eindeutig bestimmt sind, wohl aber 
eindeutig bis auf Isomorphie, wie wir sehen werden. Es gibt aber in 
jedem ~jJ noch eine eindeutig bestimmte Reihe von Untergruppen 
~p,e; ~p.e-l; ... ; ~p.o; wo ~p, .. aus den Elementen von ~jJ besteht, die 
von p" annulliert werden. Die erste Gruppe dieser Reihe ist ~jJ; die letzte 
besteht nur aus der Null. 
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Die Gruppe U ist nicht eindeutig, wohl aber bis auf Isomorphie ein­
deutig wegen 

c) Eindeutigkeitssatz: Die annullierenden Ideale av ... , all mit 
ai = 0 (ai+J, die in einer direkten Summenzerlegung@ = <r1 + ... + <rq 

auftreten, sind durch den Modul @ allein eindeutig bestimmt. (Oder, was 
dasselbe ist: die Gruppen <ri sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.) 

Beweis: Die behauptete Eindeutigkeit wird bewiesen sein, sobald 
gezeigt ist, daß von jeder Primzahlpotenz pa aus K eindeutig entschieden 
werden kann, in wievielen Idealen ai sie aufgeht. Wenn pa nämlich in 
genau k von diesen Idealen aufgeht, so sind dies wegen der Teilbarkeits­
eigenschaften dieser Ideale von selbst die ersten k unter ihnen, also 
av ... , ak' und so weiß man dann von jeder Primzahlpotenz pa nicht 
nur, in wievielen, sondern auch, in welchen ai sie aufgeht, und somit von 
jedem ai , welche Primzahlpotenzen darin aufgehen. Diejenigen ai , in 
denen unbeschränkt hohe Potenzen aufgehen, sind Null, und die übrigen 
durch ihre Primfaktorzerlegung eindeutig bestimmt. 

Wenn pa im annullierenden Ideal der zyklischen Gruppe <ri aufgeht, 
so ist 

pa-l <ri/pa<ri 

eine zyklische Gruppe mit dem annullierenden Ideal (P), also eine ein­
fache Gruppe. Geht dagegen pa nicht auf, so ist pa<ri = pa-1<r., mithin 
pa-l <ri/pa<ri = (0). Daher ist pa-l@/pa@ eine direkte Summe von so 
vielen einfachen Gruppen, als die Anzahl k der durch pa teilbaren ai an­
gibt. Somit ist k gleich der Länge der Kompositionsreihe für pa-l@/,pa@, 
mithin eindeutig bestimmt. 

Auf gab e n. 1. Man führe den letzten, skizzierten Teil des zuletzt ge­
gebenen Beweises vollständig durch. 

2. Die unter b) konstruierte Gruppe U ist ein Linearformenmodul 
in bezug auf den Ring C der ganzen Zahlen, und die Anzahl seiner zykli­
schen Summanden ist zugleich der Rang von @ (Rang = Maximalzahl 
von linear-unabhängigen Elementen in bezug auf K). 

3. Man gebe einen zweiten Eindeutigkeitsbeweis mit Hilfe der Län­
gen der Kompositionsreihen der unter b) konstruierten eindeutig be­
stimmten Gruppen und ihrer Faktorgruppen. Auch der Rang des Mo­
duls U (Aufg.2) kann herangezogen werden. 

Im Spezialfall· der endlichen Abelschen Gruppen (mit dem Ring· der ganzen 
Zahlen als Multiplikatorenbereich) können wir für den Hauptsatz auch folgenden 
direkten Beweis durch vollständige Induktion nach der Gruppenordnung geben: 

Wir suchen ein Element höchster Ordnung zo' das eine zyklische Gruppe 80 
erzeugt. Die Faktorgruppe &/80 ist nach der Induktionsvoraussetzung eine direkte 
Summe von zyklischen Gruppen: 

0) 
v. d. Waerden, Modeme Algebra H. 9 
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31 werde von einer Restklasse ZI erzeugt, aus der wir einen Repräsentanten zl 
wählen. Die annullierende Zahl (Ordnung) von ZI sei a1 , also a1 z1 = 0, at z1 E 30' 
etwa a1 zt = bzo. Ersetzen wir zl durch Zt - qzo (welches Element in derselben 
Restklasse ZI enthalten ist), so wird adz1 - qzo) = bzo - qa1 zo = (b - qa1) zo; 
also können wir immer b durch seinen kleinsten Rest nach a1 ersetzen, alsol bl < I all 

a n 
voraussetzen. Ist n die Ordnung von zo' so ist die Ordnung von ZI gleich (b~ n) . 

Das muß dem. Betrage nach höchstens gleich I n I sein: 
; a1 n I 
I (b, n) I ~ I n I 

I all ~ I (b, n) I ~ I b I (falls b =1= 0). 

Die Relation I a1 I ~ I b I steht aber in Widerspruch zur Voraussetzung 
I bl < I all· Also muß b = 0 sein. Mithin ist a1 z t = 0 und die Ordnung von ZI 

gleich der von Z1' Dasselbe gilt von den entsprechend zu definierenden Elementen 
z2" . ., zr' Wegen (1) ist jedes Element von @ modulo 30 kongruent einer Linear­
kombination der Zt' ••• , Z,: 

(2) g=c1z1+",+c,zr(30) 

und die Koeffizienten c" sind modulo den Ordnungen a1 , ••• , ar von ZI' ... , zr oder 
21 , ••• , Zr eindeutig bestimmt. Aus (2) folgt: 

g - (Cl Zl +. . . + Cr Zr) = Co Zo 

mit eindeutig bestimmtem cozo ' Also ist @ die direkte Summe der von 2 0 , .•. , Zr 

erzeugten zyklischen Gruppen 30' ... , 3r' 
Diese Gruppen kann man dann noch wie oben in Primzahlpotenzgruppen zer­

spalten. 
Man überzeugt sich leicht, daß dieselben Betrachtungen auch dann gelten, 

wenn der Multiplikatorenbereich der Polynomring P Eu] ist. Statt mit Beträgen 
I' al muß man dann mit den Gradzahlen der Polynome arbeiten. Voraussetzung 
ist, daß die Gruppe @ einen endlichen Rang in bezug auf den Körper P hat; nach 
diesem Rang richtet sich auch die vollständige Induktion. Aus der Voraussehung 
des endlichen Ranges folgt auch, daß es für jedes Gruppenelement Z unter den 
Größen z, UZ, u 2 z, ... nur endlich viele linear-unabhängige gibt, oder daß jedes Z 

durch ein Polynom t (u) :1= 0 annulliert wird, was beim obigen Beweis benutzt wurde. 
Man kann in ähnlicher Weise auch den allgemeinen Fall des Hauptsatzes 

direkt, d. h. ohne Benutzung der Elementarteilertheorie des § 106 beweisen und 
aus dem Beweis umgekehrt den Elementarteilersatz des § 106 herleiteni. 

Es ist wohl unnötig, zu erwähnen, daß alles in diesem Paragraphen 
Bewiesene sich sofort auf multiplikative Abelsche Gruppen überträgt, 
wenn man Produkt statt Summe schreibt. 

Für endliche Abelsche Gruppen ist, foigende Notation üblich: Es be­
zeichnet z. B. 1l{2,2,4,3 die direkte Summe. (das direkte Produkt) von 
zyklischen Gruppen der Ordnungen 2,2,4,3 [also der annullierenden 
Ideale (2), (2), (4), (3)]. Es erscheint zweckmäßig, die Notation so zu er­
weitern, daß sie auch zyklische Summanden von unendlicher Ordnung 
[also mit dem annullierenden Ideal (0)] umfaßt, und etwa 1l{,.Qzu schrei­
ben für eine direkte Summe zweier zyklischer Gruppen mit den annul­
lierenden Idealen (4), (0). 

1 Siehe H. PRÜFER: Theorie der Abelsclj.en Gruppen, Math. Zeitschr. Bd. 20, 
S. 165-187, 1924, sowie K. SHODA: Proc. Imp. Acad. Tokio Bd. 6, S. 217 
bis 219, 1930. 
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Aufgaben. 4. Ist eine Abelsche Gruppe von der Ordnung n zyklisch, 
so ist n die kleinste Zahl, die alle Elemente der Gruppe annulliert; ist 
dagegen die Gruppe nicht zyklisch, so gibt es schon einen echten Teiler 
von n, der das tut. 

5. Mit Hilfe von 4. beweise man, daß die multiplikative Gruppe der­
jenigen Restklassen mod pk, deren Zahlen nicht durch p teilbar sind, 
eine zyklische Gruppe ist, ausgenommen wenn p = 2 und k > 3 ist, wo 
sie den Typus 12l2,2H hat. [Man berechne die Ordnungen der Elemente 
1 + P und g, wo g eine Primitivzahl mod p ist.] 

6. Die multiplikative Gruppe derjenigen Restklassen mod n, deren 
Zahlen zu n teilerfremd sind, ist isomorph dem direkten Produkt der 
entsprechenden Gruppenmodulo den höchsten in n aufgehenden Primzahl­
potenzen. 

§ 108. Darstellungen und Darstellungsmoduln. 

Unter einer Darstellung eines Ringes 0 durch lineare Transformationen 
oder durch Matrizes in K versteht man einen Homomorphismus 

0""" :0, 

wo :0 ein Ring aus quadratischen Matrizes r-ten Grades in K ist. Ist. der 
Homomorphismus ein Isomorphismus, so hat man eine treue Darstellung. 
Sind 0 und K beide hyperkomplex in bezug auf einen Körper P, so ver­
langt man meist außer Ringhomomorphismus auch Operatorhomo­
morphismus in bezug auf P: wenn a -+ A, so soll ae -+ A e sein für 
eEP. 

Bei den Anwendungen ist K meist ein Körper. Im hyperkomplexen 
Fall ist P im Zentrum von K enthalten. 

Unter einem Darstellungsmodul von 0 in bezug auf K versteht man 
einen "Doppelmodul" im, der 0 als Links- und KaIs Rechtsmultipli­
katorenbereich besitzt, mit folgenden Eigenschaften: 

1. im kann als Linearformenmodul in bezug auf K aufgefaßt werden: 

im = Ur K + ... + U n K . 

2. Für a E 0, U E im, A E K gilt: 

(1) a'UA = au·A. 

Die letztere Forderung besagt, daß die Multiplikation mit a einen 
Operatorhomomorphismus des K-Moduls im, d. h. eine lineare Trans­
formation darstellt. Die lineare Transformation wird durch eine qua­
dratische Matrix A = ((Xik) gegeben: 

(2) { a· U k = .2 Ui (Xi k , 

a· .2 Uk Ak = .2.2 Ui (Xi k Ak • 

So entspricht jedem a aus 0 eine Matrix A in K. Zufolge der Modul­
postulate entsprechen dem Produkt und der Summe zweier Elemente a, b 

9* 
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von 0 auch Produkt und Summe der zugehörigen linearen Transfor­
mationen und daher auch ihrer Matrizes. Also ist die Zuordnung a -+ A 
eine Darstellung des Ringes o. 

Ist umgekehrt eine Darstellung eines Ringes 0 durch lineare Trans­
formationen eines Linearformenmoduls m in bezug auf K gegeben, so 
kann man aus meinen Doppelmodul machen, indem man die Pro­
dukte a·u (a E 0, u E m) durch (2) definiert. Rückwärts schließt man 
dann, daß alle Doppelmoduleigenschaften und die Regel (1) erfüllt 
sind, daß also mein Darstellungsmodul ist. 

So gehört zu J'edem Darstellungsmodul eine Darstellung von 0 durch 
lineare Transformationen oder nach IV ahl einer K-Basis (u1 , .•. , un) 

durch Matrizes in K, und umgekehrt zu jeder Darstellung ein Darstellungs­
modul. 

Geht man von der Basis (u1 , ... , un) vermöge 

(u~ _ .. u~) = (u1 - •• un ) P 

zu einer anderen Basis (u~, ... , u~) über, so wird dieselbe lineare Trans­
formation durch die Matrix 

A' = P-IAP 

dargestellt. Den Ringelementen a werden also jetzt neue Matrizes A 
zugeordnet; man spricht von einer äquivalenten Darstellung. Da somit 
der Übergang zu einer äquivalenten Darstellung nichts anderes ist als 
der Übergang zu einer anderen Basis für denselben (oder einen dazu 
operatorisomorphen) Darstellungsmodul, so schließt man: Zu isomorphen 
Darstellungsmoduln gehören äquivalente Darstellungen und umgekehrt. 

Sind 0 und K beide hyperkomplex in bezug auf einen kommuta­
tiven Körper P im Zentrum von K und verlangt man, daß aus a -+ A 
folgen soll a e -+ A e, so heißt das für den Darstellungsmodul : 

ae"u(= ea.u) = au-e. 

Die Skalaren e aus P kann man also in einem Produkt an beliebiger 
Stelle schreiben: sie sind mit allen auftretenden Größen vertauschbar. 

Ein System von linearen Transformationen eines Linearformen­
moduls m, insbesondere eine Darstellung eines Ringes, heißt reduzibel, 
wenn alle Transformationen des Systems einen festen linearen Unterraum 
~ (9= (0), 9= m) in sich transformieren. ~ heißt dann ein invarianter 
Unterraum. Faßt man, wenn es sich um eine Darstellung eines Ringes 0 

handelt, mals Doppelmodul in bezug auf 0 und K auf, so wird der in­
variante Unterraum ~ alle Elemente von 0 als Linksoperatoren gestatten. 
Daraus folgt: Eine Darstellung eines Ringes ist dann und nur dann 
reduzibel, wenn der zugehörige DarsteUungsmodul einen (Doppel-) Unter­
modul ~ besitzt. 

Es sei nun K ein Körper. Um zu untersuchen, wie die Matrizes einer 
reduziblen Darstellung aussehen, gehen wir aus von einer K-Basis 
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für W und ergänzen sie zu einer K-Basis für ID1: (vgl. § 105). Es sei also 

W = VI K + ... + Vr K, 
ID1: = VI K -t- . . . + Vr K +- W1 K + ... + W t K. 

Die Tatsache, daß eine lineare Transformation den Modul W in sich 
transformiert, bedeutet, daß die Transformierten der V sich durch 
die V allein ausdrücken: 

(3) { vi = .2 Vi eij; 

wj = .2 Vi ajj + .2 WiTij. 

Setzt man R = (eu), S = (au), T = (Tu), so wird die Transformation 
durch die Matrix 

(4) A = (~ ~) 
dargestellt. Es folgt: Dann und nur dann ist ein System von Matrizes 
reduzibel, wenn alle Matrizes des Systems gleichzeitig durch eine Trans­
formation AI = P-IAP (Wahl einer neuen Basis) in die Form (4) 
gebracht werden können. 

Aus (3) folgt: 

(5) 
(V~ .•• v;) = (VI ••. vr)· R, 

(w~ ... w;) = (w1 •.• wt )· T(mod in). 

Daraus liest man ab: 
. Faßt man bei einer reduziblen Darstellung eines Ringes 0 den in­

varianten Untermodul W und den Faktormodul ID1:jW selbst als Darstel­
lungsmoduln auf, so werden die dadurch vermittelten Darstellungen durch 
die Bestandteile Rund T von (4) gegeben. 

Nimmt man für Weinen maximalen invarianten Untermodul ID1: Z- I , 

in diesem wieder einen maximalen invarianten Untermodul ID1: Z- 2 usw., 
bis man eine Kompositionsreihe 

ID1: = ID1: p ID1: Z- I ' ••• , 9)(0 = (0) 

hat, so sehen die Matrizes der Darstellung bei passender Basiswahl 
so aus: 

(6) (

RU ..... R~l) 
o R22 : · . .. · . . · .. 
o .... 0 R zz 

Die Diagonalkästchen RH ergeben Darstellungen, die zu den Komposi­
tionsfaktoren ID1:;jID1: i - 1 gehören; da diese Kompositionsfaktoren ein­
fache Doppelmoduln (d. h. ohne invariante Vntermoduln) sind, so sind 
die zugehörigen Darstellungen irreduzibel. Der Prozeß, der zu (6) führt, 
ist das "Ausreduzieren" einer Darstellung. Nach dem Satz von JORDAN 
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und HÖLDER (§ 41) sind die Kompositionsfaktoren bis auf die Reihen­
folge und bis auf Operatorisomorphie eindeutig bestimmt; mithin: 
Die irredttziblen Bestandteile R ii der ausreduzierten Darstellung (6) sind 
bis auf die Reihenfolge und bis auf äquivalente Darstellungen eindeutig 
bestimmt. 

Fehlen in (3) die (Jij, so heißt das, daß nicht nur (VI" .. , Vr), son­
dern auch (WI , ... , wt ) ein invarianter Untermodul ist, also daß im 
eine direkte Summe zweier invarianten Untermoduln 91, 0 ist. Die 
Matrix (4) sieht dann so aus: 

A=(: ~), 
wo R zu der durch 91 und T zu der durch 0 vermittelten Darstellung 
gehört. Man sagt dann, daß die Darstellung a ~ A zerfällt in die Dar­
stellungen a ~ Rund a ~ T . 

Ist der Doppelmodul im vollständig reduzibel im Sinn von § 42, 
d. h. direkte Summe von einfachen Doppelmoduln, so wird die durch im 
vermittelte Darstellung gegeben durch die Matrix 

(
RH 0) 

(7) R~2 , 

o Rll 

wo die einzelnen Kästchen irreduzible Darstellungen ergeben, unter 
denen natürlich auch gleiche vorkommen dürfen. Man nennt eine solche 
Darstellung vollständig reduzibel. 

Beispiele zu den Begriffsbildungen dieses Paragraphen liefert die 
Theorie der einzelnen Matrix im nächsten Paragraphen. 

A ufga ben. 1. Jede (gruppenhomomorphe) Darstellung einer (end­
lichen oder unendlichen) Gruppe durch lineare Substitutionen kann zu 
einer (ringhomomorphen) Darstellung des "Gruppenrings" (§ 10, Auf­
gabe 13) ergänzt werden, indem man, wenn den Gruppenelementen gi 
die Matrizes Gi zugeordnet sind, einer Linearkombination .2 g)'i die 
Matrix .2G)'i zuordnet. 

2. Ist 0 ein Ring mit Einselement und ist in einer: Darstellung von 
odem Einselement die Einheitsmatrix zugeordnet, so bedeutet das für 
den Darstellungsmodul, daß das Einselement Einheitsoperator ist. 
Man zeige mit Hilfe eines Satzes aus § 104, daß jede Darstellung von 0 

zerfällt in eine solche, in der dem Einselement die Einheitsmatrix ent­
spricht, und eine solche, in der jedem Element die Nullmatrix zu­
geordnet ist: 

A=(~ ~). 
3. Eine Darstellung ist dann und nur dann vollständig reduzibel, 
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wenn zu jedem invarianten Unterraum in ein anderer ebensolcher :0 
gefunden werden kann, der zusammen mit in den Raum ID/: aufspannt: 

ID/: = in + O. 

4. Ist (u~ ... u~) = (1f! ... un) P ein Homomorphismus des Dar­
stellungsmoduls in sich, so ist die Matrix P mit allen Matrizes der 
Darstellung vertauschbar : 

AP=PA, 
und umgekehrt. 

§ 109. Normalformen für eine Matrix in einem kommutativen 
Körper. 

Es sei ID/: = (u l , ... , un) ein Linearformenmodul in bezug auf den 
kommutativen Körper Kund 

eine lineare Transformation von ID/: in sich. Wir wollen durch Einfüh­
rung einer neuen Basis 

(u~ ... u~) = (u1 ••• un ) P 

(wo also P eine invertierbare Matrix in K ist) die Matrix A = (oei k) auf 
eine möglichst einfache Normalform 

A' = P-lA P 

bringen. Man bemerke den Unterschied gegenüber der Fragestellung 
von § 106, wo es sich um zwei neue Basen (v') und (u') handelte und 
A' = B-lA C gesetzt wurde. Es wird jetzt also die Transformations­
möglichkeit eingeschränkt; dementsprechend muß auch von K mehr 
vorausgesetzt werden, nämlich, daß K ein Körper ist. 

Wir fassen nun die Potenzen der Matrix A als eine meromorphe 
Darstellung der Potenzen einer Unbestimmten x auf und erweitern 
diese Darstellung zu einer Darstellung des Polynombereichs K [x], indem 
wir dem Polynom 

die Matrix 

entsprechen lassen. Die Darstellung ist homomorph, weil·die Potenzen 
von A untereinander und mit den Koeffizienten oep vertauschbar sind. 

Zu dieser Darstellung gehört der Darstellungsmodul ID/:, wenn das 
Produkt eines Polynoms aus K [x] mit einem U E iIJC definiert wird 
durch 

1 Da K kommutativ ist, so ist es ganz einerlei, ob wir die Koeffizienten rechts 
oder links schreiben. 
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Der Darstellungsmodul m ist ein Doppelmodul in bezug auf K [x] 
und K; aber da die Größen aus K mit allen anderen und unterein­
ander vertauschbar sind, können wir sie auch links von den Elementen 
von m schreiben: 

uÄ = Äu, 

also m als K [xJ-Modul schlechthin auffassen. 
Da der Polynombereich K [x] alle Bedingungen von § 106 (Integri­

tätsbereich mit Divisionsverfahren, oder auch: jedes Ideal Hauptideal) 
erfüllt, so ist der Hauptsatz von § 107 anwendbar l : der Modul m 
ist direkte Summe von zyklischen K [x}-Moduln (wJ •. . " (wJ. deren 
annullierende Ideale entweder Null sind oder von je einem Polynom 
aus K [x] erzeugt werden. Der Fall des Nullideals ist aber ausgeschlossen. 
Denn für jedes w = w" können unter den Größen w, xw, xl! W, ..• 

höchstens n linear-unabhängige vorkommen; es gibt also ein Polynom 
.2) (Y.,,, x" =F 0 mit der Eigenschaft 

.2)rJ."x"w = O. 

Jedes w = w" hat also ein annullierendes Polynom niedrigsten Grades 

I,,(x) = I(x) = xk + (Y.,k_lXk-l + ... + (Y.,o, 

und es ist 
1 .. +1 = 0(/ .. )· 

Die Größen w, XW, ••• , Xk-1W sind linear-unabhängig in bezug auf K 
und können daher als K-Basis für den zyklischen K [xJ-Modul (w) 
= (w, XW, x 2w, ... ) benutzt werden. Man hat: 

Aw=xw, 

Axw=x2 w, 

A Xk-l W = x k W = - (Y.,o· W - (Y.,l • X W - • • • - (Y.,k-l • Xk-l w. 

Mithin wird die Transformation A des Moduls (w, xw, ... ) in sich 
in den neuen Basiselementen durch die Matrix 

(1) A = .. 

o O-rxg 

10 .... 0 -(Y.,l 

o 1. 

o .... : I - (Y.,k-l 

dargestellt. Diese Matrizes nennt man Begleitmatrizes; zu jedem w .. 
gehört eine Begleitmatrix A .. von diesem Typ. Da m die direkte Summe 

1 Das ergibt sich auch aus dem kurzen direkten Beweis am Schluß von § 107. 
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der (w,,) ist, so erhält man für die Matrix A die erste Normal/orm: 

(2) 

wo die Kästchen A" die Begleitmatrizes vom Typus (1) sind. 
Aus dem Eindeutigkeitssatz von § 107 folgt, daß die Polynome /,,(x) , 

also auch die Begleitmatrizes A", durch den Modul IDl: eindeutig be­
stimmt sind. 

Die Kästchen A" kann man noch weiter "ausreduzieren", indem 
man die zyklischen Moduln (w,,) als direkte Summen von solchen 
zyklischen Untermoduln darstellt, deren annullierende Polynome Po­
tenzen von Primpolynomen sind. Die Gestalt (2) bleibt erhalten, nur 
gehören die Begleitmatrizes (1) jetzt zu Primpolynompotenzen (p (x))e. 
(Zweite Normal/orm.) Auch jetzt sind die Begleitmatrizes, bis auf ihre 
Reihenfolge in (2), eindeutig bestimmt. Die Polynome (p (x))e heißen 
bisweilen Elementarteiler der Matrix A. Das Wort hat hier also eine 
andere Bedeutung als in § 106. Die Beziehung zwischen den beiden Be­
griffen wird sich in § 110 herausstellen. 

Mit Hilfe von Kompositionsreihen der zyklischen Moduln (w,,) kaim 
man die eben aufgestellte Normalform noch weiter ausreduzieren. Wir 
wollen das hier nur für den Fall ausführen, daß die auftretenden Prim­
polynome p (x) linear sind, was insbesondere für algebraisch-abgeschlos­
sene Körper K stets der Fall ist. Es sei also 

P(x) = x-I., 

/(x) = (x - 1.)1.'. 

Als Basiselemente benutzen wir 

es wird 

oder 

(3) 

VI = (x - 1.)1.'-1 w, 

v2 = (x - Ä)e-2 w, 

(x - 1.) VI = 0, 

(x - Ä)v/l = v/l-1 

{
AV1=XV1=ÄV1 , 

A v/l = xv" = ÄV/l + v/l-1. 
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Mithin erhält das "Kästchen" Al die "ausreduzierte" Gestalt 

A 1 0 .... 0 
o Al' 

:1 
o .... 0 A 

und ebenso wird, da zu jedem w" ein A" gehört, 

( 
A" .. 1 

A = " 
o 

Diese Kästchen hat man wieder in (2) einzusetzen, um die dritte Nor­
mal/arm zu erhalten. Die "charakteristischen Wurzeln" 1 A" und die 
Grade (2" der Kästchen sind wiederum eindeutig bestimmt. 

Alle Vektoren vI<' die zur selben Wurzel A gehören, erzeugen einen 
Modul )8)., der von einer Potenz von x - A annulliert wird (§ 107) ; 
dieser Modul heißt (in der Vektorsprache) der zur Wurzel A gehörige 
Teilraum. Der ganze Modul m ist die direkte Summe dieser Teilräume. 
In ihnen gibt es weiter die in § 107 erwähnte Reihe von Unterräumen, 
die von (x - A)e, (x - A)e- 1 , ••• , 1 annulliert werden. Die von x - A 
annullierten Vektoren w, für die also 

AW=AW 

ist, heißen auch Eigenvektoren der Matrix A zum Eigenwert A. 
Der Typus der Matrix A wird bisweilen durch ein Schema folgender 

Art angegeben: Kommt eine charakteristische Wurzel, etwa Al' in 
verschiedenen Kästchen der Grade (2, (J, ••• ,7: vor, so schreibt man 
Q, (J, ••. , 7: in einer runden Klammer und vereinigt dann alle zu ver­
schiedenen A" gehörigen runden Klammern in einer eckigen Klammer. 
So bedeutet das Schema [(2 1) 1J den Typus 

1 Der Name erklärt sich im nächsten Paragraphen. 
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Der vollständig reduzible Fall (vgl. § 108), in dem die Normalform (2) 
eine Diagonalform 

( !.';., ... O) 
o Äon 

(4) 

wird, tritt ein, wenn alle e gleich 1 sind, d. h. wenn die Polynome I,,(x), 
aus denen die (p (x))!! durch Primfaktorzerlegung gewonnen werden, 
frei von mehrfachen Faktoren sind. Wegen 

1"+1 = 0(1,,) 
reicht dazu hin, daß der höchste Elementarteiler I".(x) keine mehr­
fachen Faktoren hat. 

Methoden zur wirklichen Bestimmung der charakteristischen Wur­
zeln und Herstellung der Normalformen findet man im nächsten Para­
graphen. 

A ufga ben. 1. Der höchste Elementarteiler Ir (x) kann charakteri­
siert werden als das Polynom I(x) niedrigsten Grades mit der Eigen­
schaft 

l(x)IDl=O oder I(A)=O. 

2. Man bestimme für eine beliebige Matrix A in der zweiten oder 
dritten Normalform die Gesamtheit der mit A vertauschbaren Matrizes. 
[Vgl. § 108, Aufg.4.] 

§ 110. Elementarteiler und charakteristische Funktion. 
Bei der Tränsformation 

A' = ?-lA.l' 

geht die Matrix xE - A. in 

]>-1 (x E - A) l' = X 1'-1 E P - p-1 A ? 

= xE -r- A' 

üher. Wir wollen die Elementarteiler der Matrix xE - A in K[x] im 
Sinne von § 106 bestimmen. J!)a sie gegenüber vorderer und hinterer 
Multiplikation mit beliebigen invertierbaren Matrizes invariant sind, 
können wir sie auch für xE - A' bestimmen, wo A' die erste Normal­
form aus § 109 ist. Nach (1), (2) § 109 besteht xE - A' aus Kästchen 
von der Gestalt 

x 0 ... 0 Po 
-1 x 

o ·-1 -x. 

• • X Ph-2 
o . . . 0 - 1 x + P"-l 
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Zur Bestimmung der Elementarteiler haben wir diese Matrix auf 
Diagonalform zu bringen. Addiert man die mit x, x 2, •.• , X h - 1 multi­
plizierte zweite bis h-te Zeile zur ersten, so kommt: 

0 0 .... 0 f(x) 
-1 X ßl 

0 

X ßh-2 
0 ... o -1 x + ßh-l 

Bringt man nun durch Vertauschung von Zeilen die erste ganz herunter, 
so stehen unter der Hauptdiagonale lauter Nullen. Es ist sehr leicht, 
durch Addition von Vielfachen früherstehender Spalten zu späteren 
alles, was oberhalb der Hauptdiagonale steht, zum Verschwinden zu 
bringen. Es bleibt also 

-1 0 
-] 

-1 
o I(x) 

Reiht man nun alle diese Kästchen aneinander und vertauscht noch 
Zeilen und Spalten, bis alle - 1 in der Hauptdiagonale zuerst kommen, 
so erhält man die gesuchte Diagonalform 

-1 o 
-1 

o 
Mithin sind die Polynome Iv (x) (zttsammen mit elmgen Einsen) die 
Elementarteiler von xE - A. Die Primpolynompotenzen, in die sie 
zerfallen, sind die Elementarteiler der Matrix A im Sinne von § 109. 

Das charakteristische Polynom (die charakteristische Funktion) von A 

r 

x(x) = III,,(x) 
1 

annulliert den Modul m, weil schon der Faktor Ir (x) es tut; man hat 
somit 

(1) X(A) = O. 

Das charakteristische Polynom ist der höchste Determinantenteiler 
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von xE - A, also bis auf eine Konstante gleich der Determinante 
1 xE - A I. Die Konstante ergibt sich sofort gleich Eins; mithin ist 

(2) X (x) = 1 xE - A I· 
Die charakteristische Gleichung (1) für die Matrix A läßt sich auch 

direkt rechnerisch aus (2) ableiten. Es ist nämlich 

und die Elimination aller u aus diesem Gleichungssystem ergibt (da x 
und seine Potenzen mit den IX; k vertauschbar sind) : 

oder 
I x E - Alu; = 0 ; 

d. h. X(x) = 1 xE - AI annulliert alle 1t;, also den ganzen Modul 9)(, 

q. e. d. 
Die Koeffizienten der charakteristischen Funktion X (x) von A sind 

nach dem Vorigen Invarianten bei der Transformation A -+ P-IA P. 
Die wichtigsten sind der erste und der letzte: 

die Spur von A: der Koeffizient von - xn - 1: 

sp (A) = .J;lXii; 

die Norm von A: der Koeffizient von (- l)n xO: 

N(A) = lAI. 

Die Wurzeln der charakteristischen Funktion sind die charakte­
ristischen Wurzeln J.,., die im vorigen Paragraphen schon [als Wurzeln der 
Polynome j,,(x)] eingeführt wurden. Das liefert zugleich ein brauchbares 
Mittel zur Bestimmung dieser J.,. und zur Herstellung der Normalformen 
des vorigen Paragraphen: Man bestimme zunächst die J." als Wurzeln von 

X (x) = I x E - AI, 
sodann die VI aus den linearen Gleichungen [vgl. (3) § 109] 

A V1 = A"VI • 

Im Fall der mehrfachen Wurzeln (e > 1) sirid die weiteren v2 ' ••• , ve 
aus (3) § 109 meist leicht zu finden; eventuell hat man dabei die zum 
seIben J.,. gehörigen VI noch durch passende Linearkombinationen zu 
ersetzen. 

Die Gleichung X (J.) = 0, deren Wurzeln die A,. sind, tritt in vielen 
Anwendungen immer wieder auf und wird wegen ihres Auftretens in der 
Theorie der säkularen Störungen auch Säkulargleichung genannt. 
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Aufgaben. 1. Man bestimme die Normalformen der Matrizes 

(
0 I 

o 0 

o 0 
(~ ~ l~)' 
,0 0 

2. Man gebe eine Klassifikation der projektiven Abbildungen einer 
projektiven Ebene auf sich: 

.~~) (~l) 
(;: d ~: ' 

und bestimme die Lage der invarianten Punkte und Geraden dieser 
Abbildungen. 

§ 111. Quadratische und Hermitesche Formen. 

Es sei K ein kommutativer Körper der Charakteristik =1= 2. Um die 
Werte, welche eine quadratische Form 

j (Xl' ... , X.,) = ~.2ßikXiXk (ßik = ßki) 
i k 

annimmt, für spezielle Werte Xi = Ci aus K zu studieren, fassen wir 
die Cl' ••• , Cn als Komponenten eines Vektors u auf und setzen 

j(u, u) = j(cl , ... , C.,) =.2.2ßikCiCk' 

Wir bilden, wenn v = (dl , ... , dn) ein zweiter Vektor ist, den Ausdruck 

j (u + ÄV, u + Äv) = .2.2ßikCiCk + 2Ä.2.2ßikCi dk + Ä2.2.2ßikdidk 
= j(u, u) + 2Äj(u, v) + Ä2j(V, v), 

wobei also 
j (u, v) = .2.2ßikCidk 

gesetzt ist. Die Bilinearform j(u, v) ist offenbar invariant (d. h. unab­
hängig von der Wahl der Basisvektoren) mit der Form / (u, u) verbunden 
und heißt die Polar/arm von / (u, u). 

Bezieht man die Vektoren u des Raumes Rn auf eine neue Basis 
(u~, ... , u~), wo die u~ mit den alten Basisvektoren ul , ... , U n durch 
die lineare Transformation P verbunden sind: 

ui = .2u;7tij, 

so werden, wie wir wissen, die Komponenten Ci eines Vektors transfor­
miert nach der Regel 

Ci = .l.-' 7ti i ci , 
und die quadratische Form / wird daher übergeführt in 

j = .2.2ßikCi Ck = .2.2.2.2ßik7t;; 7tkZ CiCi 
mit Koeffizienten 
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Diese Gleichung kann in Matrixform geschrieben werden, wenn man 
die Matrizes A = (Pi Ir) und A' = (P~k) ei~führt und außerdem zu der 
Matrix P = (ni k) die gespiegelte Matrix P bildet. Dann wird 

(1) A'=PAP. 

Wie man sieht, wird die Koeffizientenmatrix einer quadratischen 
Form ganz anders transformiert als die Matrix einer linearen Transfor­
mation, deren Ausdruck auf einer neuen Basis ja durch A' = P-lA P 
gegeben wird. 

Um eine gegebene quadratische Form f durch Transformation 
auf eine möglichst einfache Gestalt zu bringen, wählen wir einen Vektor VI 

so, daß f(v l , VI) =F 0 ist, was immer geht, wenn f nicht identisch Null 
ist. Dann bestimmt die Gleichung f(v l , u) = 0 einen Unterraum R n - I des 
Vektorraums Rn' der VI nicht enthält. Wählen wir nun in diesem Unter­
raum, wenn möglich, einen Vektor v2 ' so daß f(v 2 , v2) =f= 0 ist, so be­
stimmt die Gleichung f(v 2 , u) = 0 zusammen mit der vorigen einen 
Unterraum Rn- 2 in Rn-I' der v2 nicht enthält. So fährt man fort, bis 
man zu einem Unterraum R n _ r gelangt, so daß f(u, u) = 0 für alle u 
in R n _ r und daherl auch f (u, v) = 0 für u und V in Rn _ r • Eventuell ist 
r = n; dann ist Rn _ r der Nullraum. Andernfalls wählen wir in R n _ r be­
liebig die Basisvektoren vr + l ' ... , V n . Dann ist 

(i =F k) , 

(i = 1, ... , r), 

(i = r + 1, ... , n). 

Bezieht man jeden Vektor V auf die neuen Basisvektoren VI> ••• , vn : 

so wird 
V = 2:diVi' 

(2) 

Die Form f ist also, wie man sagt, auf eine Summe von Quadraten 
transformiert. 

"Die Vektoren w von R n _ r haben die Eigenschaft 

t (w, u) = 0 für jedes u 

und sind dadurch gekennzeichnet. Der Raum Rn _ r und dessen Dimen­
sion n - r sind also invariant mit der Form t verbunden. Die Anzahl r 
der Quadrate in (2) ist also auch invariant: sie heißt der Rang der 
Form t. 

Wir nehmen nun an, der Körper K sei angeordnet (§ 63). Die Anzahl 
der negativen Yi in (2) möge der Trägheitsindex von t heißen. Wir zeigen, 
daß auch dieser Trägheitsindex invariant ist (Trägheitsgesetz von SYL­
VESTER). 

1 An dieser Stelle wird die Voraussetzung: Charakteristik =\= 2 benutzt. 
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Gesetzt, dieselbe Form / habe, auf andere Basisvektoren v~ bezogen, 
die Darstellung 

es seien etwa Yl' ... , Yh positiv, Yh+l' ... , Yr negativ; ebenso Y~, ... , Y~ 
positiv und Y~+l' ... , Y~ negativ. Wäre nun etwa k > h, so würden 
die linearen Gleichungen 

d1 = 0, ... , dh = 0, d~ + 1 = 0, ... , d; = 0 

einen Raum von mehr als n - r Dimensionen definieren. Für einen 
r 

Vektor u dieses Raumes wäre / (u, u) = 2 d; Y i < 0, anderersei ts 
h+l 

k 
/(u, u) =2 d~2y~ > 0, mithin /(u, u) = 0 und alle di und d~ = 0, mit-

1 
hin läge u in Rn _ r . Also wäre ein Raum von mehr als n - r Dimensionen 
in einem von n - r Dimensionen enthalten, was nicht geht. 

Sind alle Yi in (2) positiv, so heißt die Form / im Fall r = n positiv­
definit, im allgemeinen Fall semide/init. Die positiv-definiten Formen 
sind dadurch gekennzeichnet, daß sie für jeden Vektor u 9= 0 einen 
positiven Wert annehmen; die semidefiniten dadurch, daß ihr Wert 
stets > 0 ist. 

Eine positiv-definite Form läßt sich, wie aus (2) unmittelbar folgt, 
nach Adjunktion der Größen fY: zum Körper K in die "Einheits/arm" 

E(u, u) =2d; 
transformieren. 

Zu den quadratischen Formen analog sind die Hermiteschen Formen. 
Um zu diesen zu kommen, adjungieren wir zum angeordneten Körper K 
eine Quadratwurzel () aus einer negativen Größe Cl von K, zum Beispiel 

() = Y - 1. Wir werden gelegentlich die Größen aus K , zum Unterschied 
von denen aus K (()), "reell" nennen, weil bei den Anwendungen meist K 
der Körper der reellen Zahlen und () = Y - 1 ist. 

Zu jeder Größe c = a + b () ist konjugiert c = a - b (). Das Produkt 
C c = a2 - b2()2 ist stets reell und > 0, mit dem Gleichheitszeichen nur 
für c = O. 

Unter einer Hermiteschen Form verstehen wir nun den Ausdruck 

Der Wert der Form H für einen beliebigen Vektor u ist stets reell. 
Bilden wir, wie zu Anfang dieses Paragraphen, 

H (u + Äv, u + Äv) = 22hikcick + Ä22hikCidk +~22hikdick 
+ Ä).22hikdi dk , 
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so finden wir als Koeffizienten von;' die Polarform 

Es ist 
H (v, u) = H (u, v). 

Die Transformationsformel (1) gilt auch für Hermitesche Formen, 

wenn man unter P die gespiegelte konjugierte Matrix (iiii = ii/i) ver­
steht. Auch die früheren Betrachtungen über die Darstellung der qua­
dratischen Formen als Quadratsummen gelten ungeändert für Hermi­
tesche Formen. Man findet als Normalform 

(3) 
r 

H(u, u) =,2CiCi/'i 
1 

(Yi reell). 

Die Form H heißt wieder positiv-definit, wenn ihre Werte H (u, u) 
stets positiv sind außer für u = 0, oder wenn r = n ist und YI' ... , Yn 
alle positiv sind. Nach Adjunktion der Quadratwurzeln aus diesen Yi läßt 
sich jede positiv-definite Form in die Einheitsform 

E(u, u) =,2CiCi 
transformieren. 

Die nun folgenden Erörterungen gelten gleichmäßig für Hermitesche 
und quadratische Formen. Wir werden sie für Hermitesche Formen 
aussprechen; man braucht dann nur alle vorkommenden Größen in K 
zu wählen und alle Querstriche wegzulassen, um die entsprechenden 
Sätze über quadratische Formen zu erhalten. • 

Wir wählen eine bestimmte, vorzugsweise positiv-definite Hermi­
tesehe Form G (u, u) vom Rang n als Grundform und bezeichnen ihre 
Koeffizientenmatrix (gi k) mit G. Ist speziell G (u, u) die Einheitsform, 
so ist G die Einheitsmatrix E. Zwei Vektoren u, v heißen senkrecht, wenn 
G (u, v) = 0 ist. Dann ist auch G (v, u) = o. Die zu einem Vektor u =F 0 
senkrechten Vektoren v bilden einen linearen Unterraum : den zu u senk­
rechten Raum. Ist G positiv-definit, so ist stets G (u, u) =F 0, mithin ge­
hört u selbst nicht zum senkrechten Raum Rn-I. Ein System von n 
untereinander senkrechten Basisvektoren VI> ••• , vn , wie es bei der 
Herstellung der Normalform (3) für G (u, u) benutzt wurde, heißt ein 
vollständiges Orthogonalsystem von Vektoren. Das Orthogonalsystem 
heißt normiert, wenn G (Vj, v j) = 1 ist. 

Diejenigen linearen Transformationen A, welche die Eigenschaft 

G(Au, v) = G(u, Av) (für alle u und v) 

besitzen, heißen Hermitesch symmetrisch oder einfach symmetrisch. Die 
Bedingung dafür lautet, ausgeschrieben: 

~ ZZgi z aij Ci Cz = ZZZgi k Ci akZ c, 
v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 10 
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oder 

oder 
AG=GA. 

Ist speziell G die Einheitsform, so lautet die Symmetriebedingung 
einfach 

A = A oder äik = akt' 

was die Bezeichnung "symmetrisch" erklärt. 
Diejenigen linearen Transformationen. U, welche die Grundform 

G (u, u) invariant lassen: 

G(Au, Au) = G(u, u) oder lGA = G, 

heißen unitär oder im reellen Fall orthogonal. 9ffenbar ist dann auch 
G (A u, A v) = G (u, v). Ist speziell G = E, was man ja im positiv­
definiten Fall immer annehmen kann, so lautet die Bedingung: 

Ä A = E oder A = A -1 oder A Ä = E. 

Ausgeschrieben, erhält man die "Orthogonalitätsbedingungen" 

{o für 
,l;äikan = t5kl = 1 für 

oder die damit gleichwertigen 

2) a ikaik = t5 ii · 

Eine .reelle orthogonale Transformation heißt eine Drehung. 
Wenn eine symmetrische oder unitäre Transformation A einen von 

Null verschiedenen Vektor u in ein Vielfaches von sich selbst transformiert: 

(4) Au = Äu, 

d. h. wenn A den durch u erzeugten Strahl invariant läßt, so läßt A auch 
den zu u senkrechten R n _ 1 invariant. 

Beweis: Wenn v zu Rn - 1 gehört, also G(u, v) = 0 ist, so ist für 
symmetrische A: 

G(u, Av) = G(Au, v) = G(Äu, v) = ÄG(u, v) = 0 

und für unitäre A: 

G(u, Av) = G(AA-1u, Av) = G(A-1u, v) = G(Ä-1u, v) = Ä-IG(U, v) = O. 

Ein Vektor u 9= 0 mit der Eigenschaft (4) heißt ein Eigenvektor der 
Transformation A ; Ä. heißt der zugehörige Eigenwert. 

Wie wir schon im § llO sahen, werden die Eigenwerte aus der "Säku­
largleichung" 

(5) 1

1 Ä. - otn - ot12 

X(Ä.) = - otu Ä. - ot22 ••• = 0 
I' .............. . 
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und die zugehörigen Eigenvektoren aus den mit (4) gleichbedeutenden 
linearen Gleichungen 

(6) 

gefunden. 
Setzen wir nun voraus, daß der Körper K reell-abgeschlossen (etwa 

der Körper der reellen Zahlen) und daher K ({}) algebraisch-ab­
geschlossen ist (vgl. § 67), so hat die Säkulargleichung (5) immer eine 
Wurzel Al in K({}), zu der auch ein Eigenvektor el gehört. Der zu el 

senkrechte Rn_ l wird durch A in sich transformiert, und A ist in Rn- l 

wieder symmetrisch oder unitär, wenn A in Rn symmetrisch oder unitär 
war. Mithin gibt es nach demselben Schluß in Rn_ l wieder einen Eigen­
vektor e2 , dessen senkrechter Raum Rn- 2 innerhalb Rn- l wieder in­
variant ist, usw. So findet man schließlich ein vollständiges System von 
n linear-unabhängigen untereinander senkrechten Eigenvektoren ev ... , e,,: 

A ey = A,. e,.. 

Die Matrix A erhält, auf die neue Basis (el> ... , en) bezogen, die Diagonal­
form: 

(7) 

Normieren wir die e,. durch die Bedingung G (e,., e,.) = 1, was bei 
reell-abgeschlossenem K immer möglich ist, da die Quadratwurzel aus 
der positiven Größe G (e,., ey ) stets in K vorhanden ist, so wird G, auf 
die e,. als Basis bezogen, gleich der Einheitsform E. Ist nun die Matrix 

A symmetrisch, so muß Al auch symmetrisch sein, mithin mit Al 
identisch, und daraus folgt 

A,. = A,. oder A,. E K. 

Das charakteristische Polynom der Matrix A oder Al ist 

" X(x) = JI(x - An), 
1 

mithin: Die Säkulargleichung X(A) = 0 einer symmetrischen Matrix A 
hat lauter reelle Wurzeln. 

Sind außerdem die Matrizes A und G reell, so sind auch die Eigen­
vektoren e,., als Lösungen der reellen Gleichungen (6), reell, mithin läßt 
sich eine reelle symmetrische Matrix A in reeller Weise in die Diagonal­
form (7) transformieren. 

Wir sind bei unserem Beweis dieses Satzes von der Existenz der 
Wurzeln A,. in K (() ausgegangen und haben erst hinterher bewiesen, daß 
die Ay reell sein müssen. Man kann den Satz im Fall des Körpers der 

10* 
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reellen Zahlen auch im Reellen beweisen; vgl. etwa R. COURANT und 
D. HILBERT, Methoden der mathematischen Physik, Band I, § 3, 1924. 

Mit der symmetrischen Transformation A ist eine Hermitesche Form 

H(u, u) = G(u, Au) = G(Au, u) 

invariant verknüpft, deren Matrix offenbar 

H=GA 

lautet, und dUrch die die Matrix A auch umgekehrt bestimmt wird: 

A = G-IH. 

Mit der Diagonaltransformation von A und G ist zugleich auch die 
-von H = GA geleistet; die transformierte Form lautet 

H(u, u) = ,2c"c"Ä". 
Damit ist bewiesen: 

Jedes Paar von Hermiteschen Formen G, H, von denen eine, etwa G, 
positiv-definit ist, läßt sich gleichzeitig durch eine einzige Transformation 
auf die Gestalt 

{ 
G(u, u) = ,2c"c" 

H(u, u) = ,2c"c"Ä" 

bringen. Die Ä, sind die charakteristischen Wurzeln der Matrix A = G-I H 
oder, was dasselbe ist, die Wurzeln der Säkulargleichung 

I A. gj k - h; k I = O. 

Insbesondere : Jedes Paar von reellen qftadratischenFormen, von denen 
die eine positiv-definit ist, läßt sich in reeller Weise gleichzeitig aUf 
Quadratsummen transformieren: 

G(u, u) =,2 c;, 

H(u, u) = ,2c;Ä ... 

Für eine allgemeine Behandlung der Klassifikation der Paare quadratischer 
Formen siehe DICKSON, L. E.: Modern algebraic Theories, Chicago 1926 (auch 
deutsch von E. BODEWIG, Leipzig 1929). 

Aufgaben. 1. Wenn r Vektoren VI' ••• ' vr einen Rr erzeugen, so 
bilden die zu ihnen senkrechten Vektoren U;}UFl Rn _ r , und der ganze 
Raum Rn ist die direkte Summe Rr + Rn_r. 

2. Wenn eine symmetrische oder unitäre Transformation A den Raum 
Rr invariant läßt, so läßt sie auch den dazu senkrechten Rn _ r invariant. 

3. Jeqes System von symmetrischen oder unitären Transformationen 
ist vollständig reduzibel. 

4. Die Determinante D einet unitären Transformation hat den Be-
trag I, d. h. es ist D D = 1. Die Determinante einer reellen orthogonalen 
Transformation ist ± 1. 

5. Die unitären und ebenso die reellen orthogonalen Transformationen 
eines Vektorraumes in sich bilden je eine Gruppe. 
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Sechzehntes Kapitel. 

Theorie der hyperkomplexen Größen. 
§ 112. Systeme hyperkomplexer Größen. 

Unter einem hyperkomplexen System (oder, wie man neuerdings auch 
sagt, einer Algebra) über dem kommutativen Körper P verstehen wir 
nach § 10 einen Ring, der zugleich endlicher Linearformenmodul in bezug 
auf P ist: 

o = b1 P + ... + bn P, 

und dessen Elemente mit den Elementen von P vertauschbar sind. 
Die Elemente von 0 haben also die Gestalt 

Sind die bi linear-unabhängig in bezug auf P, so ist die Zahl n der Rang 
des Systems. Durch Angabe der Basiselemente und ihrer Multiplikations­
tafel ist bei gegebenem P das hyperkomplexe System 0 völlig bestimmt. 
Wenn über die Wahl von P kein Zweifel besteht, kann man daher 
kurz 0 = (bI> ... , bn) schreiben. Die Multiplikationstafel ist der einzigen 
Bedingung unterworfen, daß für die Basiselemente das Assoziativgesetz 
gelten soll: 

b;.(bubp } = (b;.bu ) bp • 

Beispiele von hyperkomplexen Systemen sind: 
a) Der volle Matrizenring über P, vom Rang n 2, dessen Basiselemente 

Ci k (vgl. § 104, Aufg. 4) den Rechnungsregeln 

CHCn = Cil' 

CiiCk!=O für j+k 
genügen. 

b) Der Gruppenring einer endlichen Gruppe @, der dadurch definiert 
ist, daß seine Basiselemente eben die Elemente von @ sind (vgl. § 10, 
Aufg. 13). Der Rang ist gleich der Gruppenordnung. 

c) Alle endlichen Erweiterungskörper von P, die P im Zentrum ent­
halten. Der Rang ist der Körpergrad. Zum Beispiel fallen darunter die 
im 5. Kapitel untersuchten endlichen kommutativen Erweiterungs­
körper. 

d) Der Quaternionenring 0 = (I, j, k, l) vom Rang 4. der durch die 
folgenden Rechnungsregelndefiniert wird: 

(Vgl. § 10, Aufg. 12.) 

j2 = k2 = l2 = - 1, 

jk=-kj=l, 

kl = - lk = j, 

lj = - j l = k. 
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e) Der Restklassenring nach einem nulldimensionalen Ideal 0 in 
einem Polynombereich P [Xl> •.. , xnJ (oder allgemeiner in einer Ordnung 
eines Funktionenkörpers) ist ein (kommutatives) hyperkomplexes 
System über P. Der Rang heißt der Grad des Ideals o. 

f) Der Restklassenring nach einer rationalen Primzahl p in einer 
Ordnung eines Zahlkörpers ist ein kommutatives hyperkomplexes 
System über P = C/(P), wobei C wie immer den Ring der ganzen rationalen 
Zahlen bedeutet. Der Rang ist gleich dem Grad des Zahlkörpers. 

Aufgaben. 1. Ein hyperkomplexes System ohne Nullteiler ist ein 
Körper. [Man vergleiche für a 9= 0 den Rang des Systems ao mit dem 
des ganzen Systems o.J 

2. Wenn es in einem hyperkomplexen System 0 einen Nichtnullteiler 
a gibt, so sind die Gleichungen xa = bund ax = b lösbar; es gibt dann 
ein Einselement, und jeder Nichtnullteiler besitzt in 0 ein Inverses. 

3. Der Quaternionenring ist dann und nur dann nullteilerfrei (also 
ein Körper), wenn der Grundkörper P die Eigenschaft hat, daß eine 
Summe von 4 Quadraten in ihm nur dann verschwindet, wenn alle 4 
Glieder verschwinden: [Man benutze die bei Aufg. 12, § 10 angeführte 
Identität. J 

4. Ein algebraisch-abgeschlossener Körper besitzt keine hyper­
komplexe echte Erweiterung ohne Nullteiler. 

5. Ist P ein (kommutativer) Körper, dessen Charakteristik von 2 ver­
schieden ist, so gibt es nur die folgenden drei Typen von hyperkomplexen 
Systemen vom Range 2 mit Einselement (alle kommutativ; warum?): 

a) (1, cl, wo c2 in P liegt und dort kein Quadrat ist. Das System ist 
ein kommutativer Körper über P. 

b) (1, cl, wo c2 das Quadrat eines von Null verschiedenen Elementes 
y von P ist. Das System ist die direkte Summe zweier Körper (c - y) P 
= PI und (c + y) P = P2 , die beide isomorph zu P sind und sich gegen­
seitig annullieren: PI P 2 = (0). 

c) (1, cl, wo c2 = 0 ist ("System der dualen Zahlen"). 
6. Der Restklassenring eines hyperkomplexen Systems mit Eins­

element nach einem zweiseitigen Ideal ist wieder ein hyperkomplexes 
System zum selben Grundkörper ("difference algebra"). 

§ 113. Hyperkomplexe Systeme als Gruppen mit Operatoren. 
Verallgemeinerungen. 

Ein hyperkomplexes System 0, als Abelsche Gruppe gegenüber der 
Addition betrachtet, gestattet zweierlei Operatorenbereiche : 

Erstens den Körper P. Bei diesem Operatorenbereich sind zulässige 
Untergruppen alle linearen Scharen, d. h. Untermengen von 0, die mit a 
(bei jedem A aus P) auch Aa, mit a und bauch a - b enthalten. Jede 
lineare Schar hat einen Rang < n, wo n der Rang von 0 selbst ist (§ 28). 
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Zweitens das System 0 selbst, dessen Elemente man je nach Be­
lieben als Links- oder Rechtsoperatoren auffassen kann. Zulässige 
Untergruppen sind dabei die Linksideale, Rechtsideale und zweiseitigen 
Ideale. 

Wir verabreden nun ein für allemal, bei der Betrachtung von (Links-, 
Rechts- oder zweiseitigen) Idealen in hyperkomplexen Systemen stets 
den Körper P als Operatorenbereich mit in Betracht zu ziehen. Das 
heißt: als zulässige Linksideale werden nur diejenigen Untergruppen 
betrachtet, die neben a nicht nur jedes ra(r in 0), sondern auch jedes 
Aa (A in P) enthalten, und entsprechend für Rechtsideale. Zulässige 
Ideale sind also immer zugleich lineare Scharen. Ebenso: als operator­
isomorph gelten zwei Linksideale nur dann, wenn eine Isomorphie 
existiert, die, wenn sie a in a überführt, auch jedes ra in ra und iedes.Ä.a 
in .Ä.a überführt!. Ebenso: ein Linksideal heißt einfach oder minimal, 
wenn es keine zulässigen Linksideale außer sich selbst und dem Null­
ideal umfaßt. 

Mit dieser Einschränkung des Idealbegriffs ist für die Ideale eines 
hyperkomplexen Systems die "Maximal- und Minimalbedingung" 
erfüllt : 

Jede nicht leere Menge von (Rechts-, Links- oder zweiseitigen) Idealen 
enthält (mindestens) ein maximales Ideal, d. h. ein solches, das von keinem 
anderen Ideal der Menge umfaßt wird, und ein minimales, das kein anderes 
Ideal der Menge umfaßt. 

Denn nach der Verabredung ist jedes Ideal zugleich eine lineare 
Schar, und in jeder nicht leeren Menge von linearen Scharen vom Range 
< n gibt es eine Schar größten und eine kleinsten Ranges. 

Um die Hauptsätze der hyperkomplexen Algebra unter möglichst 
allgemeinen Voraussetzungen zu entwickeln, werden wir im Verlauf 
dieses Kapitels gar nicht mehr von hyperkomplexen Systemen reden, 
sondern von irgend einem Ring 0 ausgehen, der nur die eben formulierte 
Maximal- und Minimalbedingung, etwa für Linksideale, erfüllen soll. 
Gelegentlich werden wir sogar nur die Maximal- oder nur die Minimal­
bedingung voraussetzen 2. Zum Ring 0 kann eventuell (aber nicht not­
wendig) noch ein Operatorenbereich Q gegeben sein (der die Rolle des 
früheren P übernimmt), dessen Operatoren .Ä., f-l, ... die Eigenschaften 

Ä(a+b)=Äa+Ab, 

Ä (a b) = (.Ä. a) b = a (I.b) 

haben sollen. Ist ein solcher Operatorenbereich vorhanden, so wird der 
Idealbegriff wie oben eingeschränkt durch die Forderung, daß jedes 

1 Man beachte den Unterschied zur Ringisomorphie, wobei ra nicht in ra, 
sondern in rä übergeführt wird, wenn rund a beide dem betrachteten Unterring 
angehören. 

2 Die Maximalbedingung ist nach § 80 gleichwertig mit dem Teilerkettensatz. 
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Ideal neben a auch Aa(AinQ) enthalten soll. Wenn wir das ausdrücklich 
hervorheben wollen, so reden wir von zulässigen Rechts- bzw. Links­
idealen. Nur für sie wird die Maximal~·bzw. Minimalbedingung gestellt. 

Durch die Heranziehung beliebiger Ringe, welche nur die Maximal­
und Minimalbedingung erfüllen, ist tatsächlich das Feld der Unter­
suchung sehr erweitert; denn es gibt vielerlei Ringe, welche diesen Be­
dingungen genügen, ohne hyperkomplexe Systeme zu sein. Zum Beispiel 
erfüllen alle endlichen Ringe (insbesondere die Restklassenringe nach 
den vom Nullideal verschiedenen Idealen einer Ordnung in einem Zahl­
körper und noch spezieller die Restklassenringe nach einer ganzen Zahl 
im Ring C) offenbar die Maximal- und Minimalbedingung. Welche 
kommutativen Ringe sonst dieser Bedingung genügen, darüber siehe 
die nachstehenden Aufgaben 3, 4 und 5. Indessen bleiben die hyper­
komplexen Systeme doch das Hauptziel der Untersuchung. 

Es sei noch erwähnt, daß die Minirnalbedingung viel einschränkender 
ist als die Maximalbedingung. In der Tat sahen wir im § 80 schon, daß 
es ausgedehnte Klassen von Ringen mit Nullteilern und ohne Nullteiler 
gibt, für welche die Maximalbedingung gilt (die meisten interessanten 
Ringe fallen darunter), während die Minimalbedingung z. B. für Ringe 
ohne Nullteiler, wie wir nachher sehen werden, nur dann gilt, wenn sie 
Körper sind. 

Es muß untersucht werden, welche von den idealtheoretischen 
Begriffsbildungen : Summe, Produkt usw., für nichtkommutative Ringe 
mit Operatorenbereichen oder ohne Operatorenbereiche ihren Sinn be­
halten. Zunächst ist klar, daß (wie ja allgemein bei Gruppen mit Opera­
toren) der Durchschnitt 0 f\ 0 und die Summe (0, 0) zweier zulässigEr 
Rechts- bzw. Linksideale 0 und 0 stets wieder zulässige Rechts- bzw. 
Linksideale sind. Ein Produkt O· 0 (die Menge aller Summen.2) ab, aEa, 
bEo) ist, wie man unmittelbar sieht, ein zulässiges Rechtsideal, sobald 
der zweite Faktor ein zulässiges Rechtsideal ist, und ein zulässiges Links­
ideal, sobald der erste Faktor ein zulässiges Linksideal ist. Der andere 
Faktor kann eine ganz beliebige Menge oder auch ein einzelnes Element 
von 0 sein; z. B. ist Pt, die Gesamtheit aller Produkte pa(aEt), ein 
Rechtsideal, sobald t eines ist. 

Es gelten wie immer die Assoziativ- und Distributivgesetze für Mo­
duln und speziell für Ideale in einem Ring 0: 

o·oc=oo·c, 
o (0, c) = (00, 0 c) , 
(0, c) a = (& 0, co). 

In diesen Formeln kann 0 sogar eine beliebige Menge oder auch ein ein­
zelnes Element sein. 

Ist in einem Ring 0 die Minimalbedingung etwa für Linksideale er­
füllt und 0 nicht der Nullring, so gibt es in der Menge aller vom Null-
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ideal verschiedenen Linksideale auch minimale Ideale; diese bezeichnen 
wir als minimale Linksideale schlechthin. Sie sind dadurch charakteri­
siert, daß sie keine vom Nullideal verschiedenen echten Unterideale be­
sitzen, und können daher auch als einfache Linksideale bezeichnet werden. 

Ist ein (einseitiges oder zweiseitiges) Ideal 0 in 0 direkte Summe von 
einseitigen bzw. zweiseitigen Idealen: 

0= 01 + ... + On, 

und ist n > 1 und jedes 0" 9= (0), so heißt das Ideal ° (einseitig bzw. 
zweiseitig) direkt-zerlegbar. Ist eine solche Zerlegung unmöglich, so 
heißt ° direkt-unzerlegbar. 

Um zu zeigen, wie einschneidend die Minimalbedingung ist, beweisen 
wir die folgenden Sätze: 

Ist 0 ein Ring mit Minimalbedingung für Linksideale, a ein Element 
von 0 und ist a kein rechter Nullteiler in 0, so ist in 0 die Gleichung xa = b 
für jedes b lösbar. 

Be we i s: In der Menge der Linksideale 0 all (f-l = 1, 2, ... ) muß es 
ein minimales geben, etwa oam . Da oam+1 ~ oam gilt, aber oam+1 (oam 

ausgeschlossen ist, muß oam+1 = oam sein; mithin muß sich jedes Pro­
dukt bam auch in der Gestalt cam+1 schreiben lassen: 

bam = cam +1 • 

Daraus folgt, da man durch m Faktoren a rechts und links kürzen kann: 
b = ca; 

mithin ist die Gleichung xa = b lösbar. 
Genau ebenso: Ist 0 ein Ring mit Minimalbedingung für Rechts­

ideale und ist a kein linker Nullteiler, so ist ax = b lösbar. 
Aus beiden Sätzen zusammen folgt: 
Ist 0 ein Ring ohne Nullteiler mit Minimalbedingung für Rechts- und 

Linksideale, so ist 0 ein Körper. 
A ufga ben. 1. Für einen Ring mit Einselement ist die oben erklärte 

Einschränkung des Idealbegriffs durch Hinzunahme von P oder {J als 
Operatorenbereich unwesentlich: Jedes Ideal gestattet die Multiplikation 
mit P ~er {J. 

2. Notwendig und hinreichend für die Gültigkeit der Maximal- und 
Minimalbedingung für die Linksideale eines Bereichs 0 ist die Existenz 
einer Kompositionsreihe für diese Linksideale. 

3. In einem kommutativen Ring mit Minimalbedingung ist der 
Restklassenring nach einem Primi deal stets ein Körper und daher 
jedes Primideal teilerlos. 

4. Jeder direkt-unzerlegbare kommutative Ring mit Minimalbedin­
gung ist primär (d. h. das Nullideal ist primär); jeder primäre kommu­
tative Ring ist direkt-unzerlegbar. 

5. Damit im Restklassenring o/a eines Ideals a im kommutativen 
,Ring 0, für den die Maximalbedingung (der Teilerkettensatz) voraus-
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gesetzt wird, die Minimalbedingung gilt, ist notwendig und hinreichend, 
daß jeder Primidealteiler lJ von a ein teilerloses Ideal in 0 ist. [Für "not­
wendig" benutze man Aufgabe 3; für "hinreichend" stelle man nach 
§ 85 und § 86 den Ring o/a als direkte Summe von primären Ringen dar.] 

§ 114. Nilpotente Ideale. 
Ein Element a eines Ringes 0 heißt nilpotent, wenn eine.Potenz a12 = 0 

ist. Ein (Links- oder Rechts-) Ideal a heißt nilpotent, wenn eine Potenz a12 

gleich dem Nullideal (0) ist. Es gelten nun die folgenden Sätze: 
1. Die Summe (11 ,12) zweier nilpotenten Linksideale ist ein nilpotentes 

Linksideal. 
Beweis: Es sei li = Ir = (0). Man untersuche das Ideal (lI' 12)n+m- 1. 

Ausgerechnet, besteht dieses Linksideal aus einer Summe, deren einzelne 
Glieder Produkte von n + m - 1 Faktoren 11 oder 12 sind. In einem 
solchen Produkt tritt jedenfalls 11 mindestens n-mal oder 12 mindestens 
m-mal als Faktor auf. Ist etwa das erstere der Fall, so hat das betreffende 
Glied die Form 

. . . 11 ••• 11 ••• 11 • • " 

wo an Stelle der Punkte eventuell Faktoren 12 stehen können 
und wo 11 mindestens n-mal vorkommt. Da nun oll ~ 11 ist, so 
folgt: ... 11 , •• 11 , .• 11 , •• ~ li· .. = (0), 

(11' 12)n+m-1 = (0). 

2. Jedes nilpotente Linksideal (bzw. Rechtsideal) ist in einem nilpotenten 
zweiseitigen Ideal enthalten. 

Beweis: Es sei I ein nilpotentes Linksideal: {12 = (0). Dann ist auch f 0 

nilpotent : 
(l 0)12 = 1(01)12-1 0 ~ {f12- 1 0 = 112 0 = (0) . 

Das von 1 erzeugte Rechtsideal (f, 1 0) ist demnach Summe zweier nil­
potenten Linksideale, mithin selbst nilpotentes Linksideal, also nil­
potentes zweiseitiges Ideal. 

Verstehen wir unter einer Wurzelgröße wein solches Element von 0, 

das ein nilpotentes zweiseitiges Ideal erzeugt, so gilt: 
3. Alle Elemente eines nilpotenten Links- oder Rechtsideals sind 

Wurzelgrößen. 
Beweis: Ist w im nilpotenten Linksideall enthalten, so ist w nach 2. 

auch in einem nilpotenten zweiseitigen Ideal enthalten, also ist das von 
werzeugte zweiseitige Ideal auch nilpotent. 

Nach 3. hätten wir die Wurzelgrößen auch als solche definieren kön­
nen, die ein nilpotentes Links- oder Rechtsideal erzeugen. 

4. Die Gesamtheit aller Wurzelgrößen ist ein zweiseitiges Ideal, das 
alle nilpotenten Rechts- und Linksideale um/aßt. 

Beweis: Sind W 1 und W2 Wurzelgrößen und IUv 1U2 die von ihnen 
erzeugten zweiseitigen Ideale, so ist W 1 - w2 im Ideal (lUv 1U 2) enthalten, 
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das nach 1. nilpotent ist; also ist W 1 - Wz wieder Wurzelgröße. Ebenso 
ist jedes Vielfache CW1 oder w1 C wegen seiner Zugehörigkeit zu tu 1 

Wurzelgröße. Also ist die Gesamtheit der Wurzelgrößen ein zweiseitiges 
Ideal. Die übrigen Behauptungen folgen aus 3. 

Die Gesamtheit aller Wurzelgrößen heißt das Radikal von o. 
Defini tion. Ein Ring ohne Radikal ist ein Ring, dessen Radikal 

das Nullideal ist, oder auch ein Ring, in dem das Nullideal das einzige 
nilpotente Ideal ist. 

In einem "Ring mit Radikal" gibt es also ein nilpotentes Links­
oder Rechtsideal und daher nach 2. auch ein nilpotentes zweiseitiges 
Ideal a =f= (0). Wie leicht zu sehen, gibt es dann auch ein zweiseitiges 
Ideal c =f= (0) mit c2 = (0). Ist nämlich e die kleinste Zahl mit der Eigen­
schaft ae = (0), so genügt es, C = ae- 1 zu setzen. 

Gilt in 0 die Maximalbedingung für Linksideale, so gibt es ein maxi­
males nilpotentes Linksideal 1. Dieses muß alle Wurzelgrößen W um­
fassen, denn sonst gäbe es ein umfassenderes nilpotentes Linksideal (w ,1). 
Also ist 1 gleich dem Radikal, und es folgt, daß das Radikal selbst nil­
potent ist. 

Hieraus folgt weiter: 
Der Restklassenring eines Ringes 0, der die Maximalbedingung erfiUlt, 

nach seinem Radikal tu ist stets ein Ring ohne Radikal. 
Beweis: Ein Linksideal in o/tu kann stets als Restklassengruppe 

I/tu angenommen werden, wo 1 ein Linksideal in 0 ist. Ist nun I/tu nil­
potent, etwa 

(l/tu)e = (0) , 

so ist jedes Produkt von e Restklassen aus 1 (mod tu) gleich Null, mithin 
jedes Produkt von e Elementen aus 1 in tu enthalten: 

le~ tu, 

tuO" = (0), 

1110" = ({II)a ~ tuO" = (0) ; 

also ist 1 nilpotent und daher 

l~tu, 

{/tu = (0) . 

Ein Ring ohne Radikal mit Minimalbedingung für Linksideale heißt 
auch halbeinfach. Der Name ist so zu erklären: Die Halbeinfachheit 
verlangt, wenn außer der Minimalbedingung noch die Existenz des Eins­
elements als gegeben angenommen wird, etwas weniger als die Einfachheit, 
welche besagt, daß es überhaupt kein zweiseitiges Ideal in 0 außer (0) 
und 0 selbst gibt. Nimmt man nämlich die Existenz eines Einselernents 
in 0 an, so ist 0 selbst sicher nicht nilpotent : also kann das Radikal 
eines einfachen Systems mit Einselement nur das Nullideal sein. 
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Aufgaben. 1. Von den hyperkomplexen Systemen aus § 112, 
Aufgabe 5 sind die ersten beiden halbeinfach ; im letzten dagegen ist 
die lineare Schar (c) das Radikal. 

2. Das hyperkomplexe System vom Range 3 mit der Multiplikations­
tafel 

el el 0 u 

e2 0 el 0 

u 0 u 0 

besitzt ein Radikal; welches? Der Restklassenring nach dem Radikal 
ist direkte Summe zweier Körper. 

3. Das System aller Matrizes n-ten Grades in einem Körper K ist 
einfach. 

4. Für kommutative Ringe ist eine Wurzelgröße nichts anderes als 
ein nilpotentes Element. Daraus ist abzuleiten: Der Restklassenring 
Cj(m) nach einer ganzen rationalen Zahl m ist dann und nur dann ohne 
Radikal, wenn m keinen Primfaktor zum Quadrat enthält. 

5. Dasselbe für den Restklassenring nach einem Ideal in der Haupt­
ordnung eines Zahlkörpers. 

6. Das Radikal eines kommutativen primären Ringes ist das zum 
Nullideal gehörige Primideal. 

7. Ist (0) = [ql> ... , qr] eine Zerlegung des Nullideals eines kom­
mutativen Ringes 0 in Primärkomponenten und sind.).11> ... , .).1r die zu­
gehörigen Primideale, so ist [.).11> ... , .).1r] das Radikal. 

§ 115. Die volle Reduzibilität der Ringe ohne Radikal. 

Alle in diesem Paragraphen zu verwendenden gruppentheoretischen 
Termini (direkte Summe, operatorisomorph usw.) beziehen sich auf den 
Ring 0 und dessen Linksideale als Abelsche Gruppen, mit 0 (und eventuell 
noch P oder Q; vgl. § 113) als festen (Links-) Multiplikatorenbereich. 

Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des folgenden Hauptsatzes über 
die halbeinfachen Ringe: 

Ein Ring 0 ohne Radikal mit Minimalbedingung für Linksideale be­
sitzt ein Einselement und ist direkte Summe von einfachen Linksidealen. 
Umgekehrt: Ein Ring mit Einselement, der direkte Summe von einfachen 
Linksidealen ist, ist ein Ring ohne Radikal mit Minimalbedingung für 
Linksideale. 

Die zum Beweis nötigen Hilfssätze sind auch an sich von Interesse. 

Hilfssa tz 1. Ist I ein Linksideal, a ein Element von 0, so wird I auf 
la operatorhomomorph abgebildet durch die Zuordnung 

X -? xa. 
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Beweis: 
(x+y)a=xa+ya, 

(rx). a = r· (xa), 

(Äx).a = Ä· (xa). 1 

Hilfssa tz 2. Ein minimales (= einfaches) Linksideal 1 wird durch 
einen Operatorhomomorphismus entweder auf das Nullideal abgebildet 
oder der Homomorphismus ist ein Isomorphismus. 

Beweis: Die Gesamtheit der Elemente a von l, denen die Null zu­
geordnet wird, ist ein Linksideal ~ l, also entweder = (0) oder = 1. 
Im ersten Fall ist die Zuordnung isomorph. 

Definition. Ein Element e von 0 heißt idempotent, wenn e2 = e 
(und daher auch e3 = e usw.) ist. 

Das Nullelement und das (etwaige) Einselement sind also stets idem­
potent. 

Hilfssa tz 3. Ein minimales Linksideal1 ist entweder nilpotent, und 
zwar ist dann schon 12 = (0), oder 1 enthält ein idempokntes Element e und 
wird von diesem erzeugt: 

e2 = e in l, 1 = oe. 

Beweis: Gesetzt, es sei 12 9= (0). Dann gibt es in 1 ein a mit 1a 9= (0). 
Die Zuordnung x -+ xa ist nach Hilfssatz 1 ein Homomorphismus und 
nach Hilfssatz 2 sogar ein Isomorphismus; sie führt 1 in la über, und 
man hat 

1a =1= (0), la~ I, 
mithin 

Ja = 1. 

Jedes Element von 1 ist demnach in der Gestalt xa (x in 1) darstellbar, 
insbesondere auch a selbst: 

a = ea (e in 1). 

Daraus folgt erstens e =+= 0, zweitens ea = e2a; also ergeben e und eS 
beim Isomorphismus x -+ xa dasselbe Element ea, sind also selbst 
einander gleich: eS = e, 

Das Ideal oe ist nicht Null (denn es enthält das Element e2 = e) und ist 
in 1 enthalten, ist also gleich 1. Damit ist alles bewiesen. 

Hilfssa tz 4. Ist e idempotent und 1 = 0 e, so ist 0 direkte Summe von 1 
und einem anderen Linksideal 1': 

0=1+1'. 
Weiter ist für alle x in 1 

xe = x, 
für alle x' in l' 

x'e= O. 

1 Der Beweis gilt auch, wenn a nicht in 0, sondern in einem O-Modul gewählt 
wird. 
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Beweis: Für jedes a aus 0 setzen wir a = ae + (a - ae) (links­
seitige Zerlegung von PEIRCE). Die Elemente ae bilden das Linksideal 
oe = 1. Die Elemente a - a e bilden auch ein Linksideal 1'; denn es ist 

(a - ae) - (b - bel = (a - b) - (a - b) e,. 

r(a - ae) = ra - (ra)e, 

A(a - ae) = Aa - (Aa)e. 

Die a - ae werden von e annulliert: 

(a - ae)e = ae - ae2 = 0, 

während die ae bei Multiplikation mit e sich reproduzieren: 

(ae) e = ae2 = ae. 

Das einzige Element, das bei Multiplikation mit e sowohl annulliert 
als auch reproduzIert wird, ist die Null. Also haben 1 und l' nur die Null 
gemein; d. h. die Summe 0 = 1 + l' ist direkt. 

Wir können nun den ersten Teil des Hauptsatzes beweisen: 
Satz 1. Ein Ring ohne Radikal mit Minimalbedingung für Links­

ideale ist direkte Summe von einfachen Linksidealen. 
Beweis: Für den Nullring ist der Satz klar. Es sei also 0 vom 

Nullring verschieden, und 11 sei ein von Null verschiedenes minimales 
Linksideal. Nach Hilfssatz 3 und 4 ist 

0= 11 + 1'. 

Ist l' nicht Null, so suchen wir in {' ein vom Nullideal verschiedenes mini­
males Linksideal 12 ; dann ist nach Hilfssatz 3 und 4 

0= 12 + {*, 

und wenn man sich bei dieser SummendarsteIlung der Elemente von 0 

insbesondere auf die Elemente von l' beschränkt, so folgt: 

I' = 12 + 1", 

o = 11 + 12 + I" . 
Nun sucht man im Falle 1" =F (0) wieder in 1" ein minimales Linksideal 
13 =l= (0) und findet durch dieselben Schlüsse: 

o = 11 + 12 + 13 + I"', 

usw. Die Reihe 0 ) {' ) {" ) {'" ) ... muß nach der Minimalbedingung ein 
minimales Linksideal enthalten. Nennen wir dieses In und setzen die Zer­
legung bis zu In fort, so erhalten wir: 

o = 11 + 12 + ... + In' 
womit Satz 1 bewiesen ist. 

Laut Konstruktion wird jedes der Ideale 1i von einem idempotenten 
Element erzeugt: 
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Weiter ist, da l' von el annulliert wird: 

e2el = 0, eael = 0, enel = 0; 

ebenso, da 1" von e2 annulliert wird: 

eae2 = O. en e2 = 0; 
usw.; allgemein 

ekei = 0 für k> i. 

U~ nun unter den angege.benenVoraussetzungen die Existenz der 
Eins zu beweisen, verfahren wir so: 

Wir bilden 

Dann ist 

also 

el e12 = er + el e2 - ei e2 = el> 

e2e12 = e2el + e~ - e2 el e2 = e2 , 

(eI + e2 - el e2)e12 = el + e2 - el e2 , 

ei2 = e12 • 

Das Element e12 ist also idempotent und in 11 + 12 enthalten. Unter 
seinen Linksvielfachen xe12 kommt aber nach der eben ausgeführten 
Rechnung sowohl el wie e2.also jede Größe aus 11 + 12 vor. Daher ist 

11 + 12 = 0 e12 · 
Weiter ist 

ek e12 =O für k>2. 

Wir können also fortfahren und setzen 

e12a = el2 + e3 - e12 ea; 

dann finden wir in derselben Weise: 

ei2a = e123 , 

o e123 = 0 e12 + 1a = 11 + 12 + 1a· 

So weitergehend, erhalten wir schließlich ein idempotentes Element 
e = e12 ... n mit der Eigenschaft 

o e = 11 + . . . + In = o. 

Nach Hilfssatz 4 ist e ein Rechtseinselement für 0 = 0 e. Um zu zeigen, 
daß e auch ein Linkseinselement ist, nehmen wir eine rechtsseitige 
Peircesche Zerlegung (Hilfssatz 4 mit Vertauschung von Rechts und 
Links) vor. Es wird 

o=eo+t, 

et= (0), 

t = te (weil e Rechtseinselement), 
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also 
t 2 = tet = (0), 

mithin, da 0 ein Ring ohne Radikal ist, 

t = (0), 

0= eo. 

Also ist e ein Linkseinselement (HiIfssatz 4 mit Vertauschung von 
Rechts und Links). 

Damit ist der erste Teil des Hauptsatzes bewiesen. 
Zur Umkehrung benötigen wir 
Hilfssatz 5. Ist ein Ring 0 mit Einselement direkte Summe von 

n Linksidealen: 
0= [1 + ... + In' 

und besteht insbesondere für die Eins die Darstellung 

1 = e1 + ... + en , 

so ist 

eiek=O für i=f=k. 

Beweis: Für jedes a aus 11 gilt 

a=a.l=ae1 +ae2 + ... +aen , 

andererseits 
a=a+O+··· +0, 

also wegen der direkten Summe 

ae1 =a, ae2 =0, aen=O. 

Wendet man dies insbesondere auf a = e1 an, so folgt 

Ebenso beweist man, da kein Index vor dem anderen ausgezeichnet ist, 

el = ei , 

eiek=O für itk. 

Weiter zeigt die Gleichung ae1 = a, daß jedes a aus 11 in der Gestalt aet 

geschrieben werden kann; daraus folgt 

[1 = 0 e1 

und ebenso allgemein 
(q. e. d.). 

Zur Umkehrung des Hauptsatzes bemerken wir das Folgende. 
Wenn ein Ring 0 direkte Summe von neinfachen Linksidealen ist 

oder, wie man sagt, linksseitig voll reduzibel ist, so folgt zunächst rein 
gruppentheoretisch die Existenz einer Kompositionsreihe (aus Links-
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idealen) von der Länge n (§42). Also besitzt auch jedes Linksideal eine 
Kompositionsreihe, deren Länge höchstens n ist. Es gibt also in jeder 
nicht leeren Menge von Linksidealen ein Ideal kleinster Länge, mithin ein 
minimales Linksideal. Die Minimalbedingung ist also eine Folge der voll­
ständigen Reduzibilität. (Ebenso könnte man das Erfülltsein der Maximal­
bedingung beweisen.) Weiter folgt rein gruppentheoretisch, daß jedes 
Linksideal direkter Summand ist (§ 42). 

Nimmt man nun noch die Existenz eines Einselements an, so ist 
ganz leicht nachzuweisen, daß man es mit einem Ring ohne Radikal zu 
tun hat. Hat man nämlich ein nilpotentes Linksideal f, etwa mit I!! = (0), 
so hat man 

0=1+1'; 

nach Hilfssatz 5 gibt es also in 1 ein erzeugendes Element e1 mit ei = el" 

Es ist dann auch ei = e1. Andererseits ist ei = 0 wegen der Nilpotenz 
von 1; also folgt e1 = 0 und 1 = (0). Somit ist das einzige nilpotente 
Linksideal das N ullideal. 

Damit ist auch der zweite Teil des Hauptsatzes bewiesen. 
Aufgaben. 1. Jeder Ring ohne Nullteiler mit Minimalbedingung 

für Linksideale ist ein Körper. 
2. Man zerlege den Ring mit Radikal von § 114, Aufg. 2 in direkt­

unzerlegbare Links- bzw. Rechtsideale und verifiziere, daß diese nicht 
einfach sind. 

3. Das System aller Matrizes n-ten Grades in einem Körper K ist 
(links- und rechtsseitig) vollständig reduzibel. 

4. Man beweise die folgende Umkehrung des Hilfssatzes 5: 
Ist in einem Ring 0 mit Einselement 

1 = e1 + ... + en , 

er = ei , ei ek = 0 für i + k , 
so ist 

o = 0 e1 + ... + 0 en 

eine Zerlegung von 0 in Linksideale und ebenso 

o = e1 0 + . . . + en 0 

eine Zerlegung von 0 in Rechtsideale . 

§ 116. Zweiseitige Zerlegungen und Zentrumszerlegung. 

In § 115 haben wir die direkten Summenzerlegungen eines Ringes 0 

in Linksideale unter gewissen Voraussetzungen untersucht; jetzt wollen 
wir sehen, was sich über die Zerlegungen in zweiseitige Ideale 

(1) 0= al + ... + an 
sagen läßt. 

v. d. Waerden, Moderne Algebra Ir. 11 
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Zunächst ist unmittelbar zu sehen, daß bei einer Zerlegung (1) die 
Summanden a,. sich gegenseitig annullieren müssen: 

denn a i ak ist sowohl in a i wie in ak enthalten. 
Die Ideale ai können auch als Ringe betrachtet werden. Die Zer­

legung (1) ist also eine Darstellung von 0 als Summe von Ringen, die 
sich gegenseitig annullieren. 

Ist umgekehrt eine solche Darstellung von 0 als Summe von sich 
gegenseitig annullierenden Ringen ai gegeben, so sind diese Ringe not­
wendig zweiseitige Ideale in 0; denn es ist 

o ai = (al> ••. , an) . ai . 

= (al ai' ... , an ai) = ar ~ ai 
und ebenso 

Weiter zeigt sich: Jedes (einseitige oder zweiseitige) Ideal im Ring a i ist 
zugleich ein (ebensolches) Ideal in o. Denn ist 1 etwa ein Linksideal in a l , 

so ist 
o 1 = (01, ... , an) 1 = (011, 0 2 1, ... , an f) 

= all;;:: f. 

Sind insbesondere die Ideale Oi zweiseitig einfach, so sind sie nach 
diesem Satz auch als Ringe zweiseitig einfach. Für "zweiseitig einfache 
Ringe" sagt man meist kurz einfache Ringe: das sind also solche Ringe, 
die keine zweiseitigen Ideale außer sich selbst und dem Einheitsideal 
besitzen. 

Ist ein Ring 0 mit Einselement darstellbar als direkte Summe von direkt­
unzerlegbaren, vom Nullideal verschiedenen zweiseitigen Idealen: 

0= al + ... + an' 

so sind die Ideale ai eindeutig bestimmt. 
Beweis: Hat man eine zweite Zerlegung 

0= Cl + ... + cm ' 

so ist 

Die Summe rechts ist direkt wegen 

01 Cl s::: 0)0 •.. , an Cl s: an' 

Da aber Cl direkt-unzerlegbar ist, müssen alle Produkte rechts = (0) 
sein mit Ausnahme eines einzigen, etwa außer 01 Cl' Dann ist also 

Cl = a l Cl.<:: a1" 
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Ebenso zeigt man, daß umgekehrt a1 in einem Ci enthalten ist, also 

Cl s;: 01 s;: Ci ; 

daraus folgt i = 1 und Cl = 01' So ist jedes Ci einem a1 gleich. 
Bei einseitigen Summenzerlegungen besteht, wie wir sehen werden, 

diese Eindeutigkeit nicht mehr. 
Bei kommutativen Ringen fällt der Unterschied zwischen einseitigen 

und zweiseitigen Idealen fort. Aus dem Hauptsatze von § 115 in Ver­
bindung mit Hilfssatz 5 folgt daher schon eine Darstellung eines jeden 
halbeinfachen kommutativen Ringes 0 als Summe von einfachen Ringen 
mit Einselement, die sich gegenseitig annullieren. Aber jeder einfache 
kommutative Ring mit Einselement ist ein Körper, da die Vielfachen ax 
eines Elements a =1= 0 ein vom Nullideal verschiedenes Ideal, also den 
ganzen Ring ausmachen. Also (Satz von DEDEKIND): 

Jeder kommutative Ring ohne Radikal mit Minimalbedingung ist eine 
direkte Summe von kommutativen Körpern, die sich gegenseitig annul­
lieren. 

Für kommutative Ringe 0 mit Radikal und mit Einselement findet man eine 
ähnliche Summenzerlegung. nämlich als direkte Summe von primären Ringen. 
indem man unter Voraussetzung der Maximal- und M.inimalbedingung das Null­
ideal nach § 86 in einartige Primärideale zerlegt (vgl. § 113. Aufgabe 3) und dar­
aus nach ~ 85. Schluß eine Summend ars teIlung für 0 herleitet. 

Unter dem Zentrum eines Ringes 0 verstehen wir die Gesamtheit 
der Elemente a von 0, die mit allen Elementen von 0 vertauschbar sind: 

a x = x a für alle x . 

Das Zentrum ist ein Unterring; denn aus ax = xa und bx = xb 
folgt 

(a - b) x = ax - bx = xa - xb = x(a - b) 
und 

ab·x = axb = x·ab. 

Wenn 0 noch einen Operatorenbereich im Sinne von § 113 besitzt. 
so ist das Zentrum .8 auch ein zulässiger Unterring ; denn ist airgendein 
Element des Zentrums, so folgt für alle Operatoren A und alle x 

(Aa)x = A(ax) = A(xa) = x·Aa, 

so daß auch Aa dem Zentrum angehört. 
Das Zentrum ist natürlich kommutativ. Das etwaige Einselement 

eines Ringes gehört stets dem Zentrum an. 
Ist 0 ein Ring ohne Radikal. so ist auch .8 ein Ring ohne Radikal. 
Beweis: Gesetzt, das Radikal von .8 sei vom Nullideal verschieden, 

so gäbe es im Ring .8 ein Ideal C =1= (0) mit e2 = (0). e erzeugt in 0 ein 
Linksideal 0 = (e, oe), und da C mit 0 vertauschbar ist, so ist 

02 = (e, OC)2 = (c2, coe, oc2, ococ) 
= (c 2, oc2 , 02 C2) = (0); 

ll* 
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also gäbe es in 0 ein nilpotentes Ideal b =1= (0), was der Voraussetzung 
widerspricht. 

Ist 0 direkte Summe von zweiseitigen Idealen: 

(1) 0= al + ... + an' 
so ist das Zentrum .3 von 0 direkte Summe der Zentren .3i der Ringe ai : 

.3 = .31 + ... + .3n . 
Beweis: Zunächst sind die Zentren .3i der Ringe ai in .3 enthalten. 

Denn wenn ai zu .3i gehört, so ist für ein beliebiges 

aus 0: 

alle Produkte aixk und xka i mit i =1= k sind ja Null. 
Sodann gestattet jedes Element a von .3 nach (1) eine Zerlegung: 

a = a1 + ... + an (aj E aj) 

und für beliebige Xi aus ai ist 

mithin ist jedes ai in .3i enthalten . .3 ist also die Summe der .3i' die sich 
natürlich gegenseitig annullieren. Aus 0 = a1 + ... + an (ai E .3i) folgt 
ai = 0, da die Summe (1) direkt ist; die Summe der .3i ist also ebenfalls 
direkt. 

A ufga ben. 1. Ist .3 = .31 + ... + .3n eine Zerlegung des Zentrums 
.3 eines Ringes 0 mit Einselement und setzt man 

ai = O.3i' 
so sind die a i zweiseitige Ideale in 0, und es ist 

0= a1 + ... + an. 

während .3i = Oi 1\.3 das Zentrum des Ringes ai ist. 
2. Sind die a,. in (1) direkt-unzerlegbar, so gilt dasselbe von den .3,.. 
3. Das Zentrum .3 eines hyperkomplexen Systems 0 ist wieder ein 

hyperkomplexes System; ist 0 ein System ohne Radikal, so ist .3 eine 
direkte Summe von Körpern. 

4. Ist 0 = a1 + ... + an eine zweiseitige Zerlegung eines Ringes 
mit Einselement, so ist jedes minimale Linksideal von 0 in einem der a. 
enthalten. 

5. Das Zentrum des Gruppenrings einer Gruppe @ besteht aus den­
jenigen Summen 

in denen alle Elemente a,. aus einer Klasse konjugierter Elemente von 
@ denselben Koeffizienten A,. haben. Es gibt in 0 so viele linear-unab­
hängige Zentrumselemente, als es in @ Klassen gibt. 
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§ 117. Der Automorphismenring eines vollständig reduziblen Moduls. 

Im § 115 haben wir gesehen, daß ein halbeinfacher Ring 0, als 
o-Linksmodul betrachtet, vollständig reduzibel ist. Wir wollen nun den 
Automorphismenring dieses vollständig reduziblen Moduls bestimmen. 

Das Problem der Struktur des Automorphismenrings eines voll redu­
ziblen Moduls sm ist auch an sich und anderer Anwendungen wegen von 
Wichtigkeit. Wir wollen darum das Problem ganz allgemein lösen und 
zunächst davon absehen, daß in dem speziellen Fall, von dem wir aus­
gegangen sind, der Modul sm ein Ring mit sich selbst als Multiplikatoren­
bereich ist. 

Es sei also sm ein vollständig reduzibler Modul mit irgendeinem Mul­
tiplikatorenbereich. Unter "Automorphismen" von sm verstehen wir in 
diesem Paragraphen alle Operatorhomomorphismen von sm in sich, also 
nicht nur die I-Isomorphismen von sm auf sich. Nach § 38 bilden diese 
Automorphismen stets einen Ring; es handelt sich nun um die Struktur 
dieses Automorphismenringes. 

Ist der untersuchte Modul m speziell ein Linearformenmodul in bezug auf 
einen Körper K (dessen Elemente als Rechtsoperatoren geschrieben werden) und 
besitzt m außerdem noch gewisse Linksoperatoren A, B, ... , welche der Bedin­
gung Am·" = A . m" genügen und daher lineare Transformationen des Linear­
formenmoduls induzieren (vgl. § 104), so sind die Automorphismen dieses Doppel­
moduls m wieder lineare Transformationen 0, welche mit den Transformationen 
A, B, •.• vertauschbar sind: 

o (A m) = A (0 m) . 

Unsere Untersuchung wird also als Spezialfall die Bestimmung der mit einem voll­
ständig reduziblen System von linearen Transformationen vertauschbaren linearen 
Transformationen enthalten (vgJ. Aufg. 1 nachstehend). 

Zunächst betrachten wir die homomorphen Abbildungen eines ein­
fachen Moduls sml. Der Untermodul derjenigen Elemente, die dabei auf 
Null abgebildet werden, ist entweder gleich dem ganzen sml oder be­
steht nur aus dem Nullelement. Im letzteren Fall ist die Abbildung ein 
I-Isomorphismus. Bei jedem Homomorphismus wird also der einfache 
Modul sm l entweder auf Null abgebildet, oder die Abbildung ist ein I-Iso­
morphismus. 

Wird sm l in sich abgebildet und ist die Abbildung nicht der Null­
operator (der sm l auf Null abbildet), so ist sie I-isomorph und führt sm l 

in einen von Null verschiedenen Untermodul, d. h. in sml selbst über. 
Ein solcher I-Automorphismus besitzt immer einen inversen Auto­
morphismus. Also hat im Automorphismenring von sm l jeder Auto­
morphismus einen inversen, d. h. der Automorphismenring eines einfachen 
Moduls ist ein Körper. 

In derselben Weise ergibt sich: Wenn sm! homomorph in einen 
anderen einiachen Modul sm 2 abgebildet wird und die Abbildung nicht der 
Nulloperator ist, so muß sie ein I-Isomorphismus und daher sm! r-.J sm 2 sein. 
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Wir können nun die Automorphismen von IDl = IDl1 + ... + IDlr , 

wo die IDli einfach sind, bestimmen. Zunächst bemerken wir: Wenn 
ein Element m in seine Komponenten zerlegt wird: 

(1) m = m1 + ... + m" 
so ist jede der Zuordnungen m -+ m" ein Homomorphismus. Wir be­
zeichnen diesen mit H". An Stelle von (1) kann man jetzt schreiben: 

(2) 
,. 

Um nun einen beliebigen Automorphismus e zu kennen, genügt es, seine 
Auswirkung auf die Komponenten m" = H"m zu kennen; denn es ist 

(3) em = .1)em •. 
v 

Die Elemente e m" zerlegen wir nun in Komponenten: 

(4) em" = .1) Hp.e m". 

" Der Operator H" e, angewandt auf die Elemente m" von IDl", ergibt einen 
Homomorphismus, der IDl" in IDl" abbildet. Wir bezeichnen diesen Homo­
morphismus mit e"". Die r2 Homomorphismen e,.." lassen sich in einer 
quadratischen Matrix anordnen. Ist IDl" nicht isomorph zu IDl I" so ist 
e,,,,, notwendig der Nulloperator. Für (4) schreiben wir jetzt: 
(5) em,. = .1)ep.vm, .. 

l' 
In (3) eingesetzt, ergibt dies: 
(6) Bm = .1).1)ep."m,. = L .1)eu"H,.m 

,ff -J' I' l' 

oder 
(7) 

" v 
Da man aus (6) oder (7) umgekehrt (5) zurückgewinnen kann, indem 
man m zu m" spezialisiert, und da durch (5) die Homomorphismen e,,,. 
eindeutig bestimmt sind, sofolgt, daß jederHomomorphismuseeindeutig 
in der Gestalt (7) darstellbar ist. 

Ist 1] ein zweiter Homomorphismus: 

1} = .1).1) 1]uv 1/, .. 
I' ,. 

so berechnen sich Summe und Produkt von 1] und e folgendermaßen: 

1] + (9 = .1) .1) (1]p." + (9p.,.) H, .. 
,lI v 

1] e = .1).1) 1];..u Hp. .1) .1) e w" H,. 
l. 11 ,li' l' 

= .1) .1) 1];.p. .1) e p.,' H,. * 
)." ,. 

= .1).1)(.1)1];'p.ep.,.)H". 
i.. l' !I-

* Für J-t + J-t' ist nämlich H" e"". = 0, weil jedes Element von im", durch 
H,.. annulliert wird. Für J-t = p.' dagegen ist H,,, e",,, = e." ". weil jedes Element 
von im" durch H." reproduziert wird. 
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Es ist also iedem 8 eine Matrix (8 fl ,,) zugeordnet, und der Summe und dem 
Produkt sind Summe und Produkt der zugeordneten Matrizes zugeordnet. 
Die Matrixelemente 8 f ,,, st:nd Null, wenn die Indizes f-t und 'JI zu nicht­
isomorphen Moduln rol f, und rol" gehören; sie sind beliebige H omomorphis­
men von rol" in rolw wenn roll' und rol" isomorph sind. 

Teilen wir nun die Moduln rol J• in Klassen isomorpher ein und nume­
rieren sie so, daß z. B. roll' ... , rol" untereinander isomorph sind, ferner 
~Rk+l' ... , rolk+k untereinander isomorph sind usw., so "zerfallen" die 
Matrizes (8 fl ,,) offenbar in quadratische "Kästchen" von h, k, ... Zeilen 
und Spalten so, daß außerhalb der "Kästchen" lauter Nullen stehen: 

8 11 , •• 8 a 0 ... 

8 u ·· .8"11 

0 ... 8"+1,11+1" .811 +1,"+k 

8 11+ k , "+1' .. e,,+/o, lHk 

. .\ 

Schreibt man in das erste Kästchen beliebige Elemente, in alle wei­
teren überall Null, so erhält man einen Matrizenring 2(1) der ein Unter­
ring des ursprünglichen Matrizenringes 2( ist; schreibt man ebenso über­
all außer im zweiten Kästchen Null, so erhält man einen Ring 2(2.( 2(, 
usw. Es ist klar, daß jedes Element von 2( eindeutig als Summe von 
Elementen aus 2(t> 2(2' ... darstellbar ist und daß die Elemente von 
2(1) 2(2' ... sich gegenseitig annullieren. Das heißt also: Der Ring ~( ist 
direkte Summe der sich gegenseitig annullierenden Ringe 2(1) 2(2' .... 

Um die Struktur von 2( zu kennen, haben wir also nur noch die eines 
einzelnl\n 2( .. , z. B. die von 2(1' zu untersuchen. Den Elementen von 2(1 

sind die k-reihigen Matrizes 

(8:,' ... ~,,) 
eu ... 8 1111 

des ersten "Kästchens" zugeordnet. 
8n ist ein Element des Automorphismenkörpers Kl von roll' Die 

übrigen Elemente 8 fl " gehören diesem Körper nicht an, sondern stellen 
Homomorphismen von rol,. in roll" dar. Wir können sie jedoch eindeutig auf 
die Elemente von K1 abbilden, indem wir h feste I-Isomorphismen 

r l , .... r" 
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wählen, welche iml , ... , im" auf im l abbilden. Für FI wählen wir dabei 
den identischen Automorphismus. Ordnen wir nun jedem ep" das ent­
sprechende Element 

(8) 

zu, das zu KI gehört (denn r;lbildet iml auf IDl" ab, e,.." bildet im" in 
imp ab, und F,.. bildet im l , wieder auf imi ab), so ist offensichtlich einer 
Summe rJ,.." + ep" wieder die Summe rJ;,,, + e~" und einem sinn­
vollen Produkt rJl.!. e"" * wieder das Produkt 

rJ}'I,e;,,, = FArJA,..F!~l F,..e,.."r;l = FA(rJA,..e,..,,)F;l 

zugeordnet. 
eineindeutig 
durch 

In dieser Weise entspricht also jeder Matrix (e",,) 
eine Matrix (e;,,,) mit Elementen aus Kl> und den 

{ (1,.." = rJ,.." + e,..", 
:11:;." = .2rJA,..e,.." 

definierten Summen- und Produktmatrizen werden wieder Summen­
und Produktmatrix zugeordnet. Jedes Element von KI läßt sich offen­
bar bei festen ft, v und festen F,.., F" in der Gestalt e~" im Sinne 
von (8) schreiben. Somit ist ml isomorph dem Ring aller h-reihigen M a­
trizes mit Elementen aus dem Körper Kl , dem Automorphismenkörper des 
einfachen Moduls roll' 

Aufgaben.!. Ist ein vollständig reduzibles System von Matrizes 

A= 

gegeben, wo die Matrizes Al im ersten Kästchen huntereinander 
äquivalente irreduzible Systeme durchlaufen, ebenso die Aa im zweiten 
Kästchen k äquivalente Systeme, die aber zum System der Al nicht 
äquivalent sind, usw., so haben die mit dem System vertauschbaren 

* Ein Produkt 1J).,.. (?),..'" hat nämlich nur dann einen Sinn, wenn p,' =p ist; 
denn (?)11'" bildet m" auf m,..' ab, und 1141' muß dahermI" auf irgend etwas abbilden, 
wenn das Produkt einen Sinn haben soll. 
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Matrizes die Gestalt 

I Tu T11I 

T II + l ,lI+l ••• T II + l ,lI+k 

\ 

wo die Tik im ersten Kästchen mit dem System der Al vertauschbar 
sind, die im zweiten Kästchen mit dem System der A 2 , usw. Die Ma­
trizes Tu, die mit dem irreduziblen System der Al vertauschbar sind, 
bilden einen Körper von endlichem Grad über dem Grundkörper K. 

2. Ist der Grundkörper K algebraisch-abgeschlossen, so sind die Ma­
trizes Tu von Aufg. 1, die mit einem irreduziblen Matrixsystem ver­
tauschbar sind, nur die Vielfachen 'AE der Einheitsmatrix E. 

§ 118. Struktur der vollständig reduziblen Ringe mit Einselement. 

'Es sei 0 ein halbeinfacher Ring oder, was nach § 115 dasselbe ist, 
ein linksseitig vollständig reduzibler Ring mit Einselement. Als Modul, 
mit 0 selbst als Linksmultiplikatorenbereich, ist 0 direkte Summe von 
einfachen Moduln (Linksidealen) : 

o = 11 + 12 + . . . + 1 ... 

Wir bilden nun den Automorphismenring dieses Moduls. Ist rein Opera­
torautomorphismus, der das Einselement in das Element c überführt: 

r1 =c, 

so führt r ein beliebiges Element a über in 

ra = r(a·1) = a·r1 = ac. 

Andererseits: Wenn man c beliebig wählt und jedes a von 0 in ac über­
führt, so ist die Zuordnung ein Operatorhomomorphismus wegen 

(a + b) c = ac + bc, 

ab·c=a·bc. 

In dieser Weise ist eineindeutig jedem Element c ein Automorphismus r 
zugeordnet. Der Summe c + d entspricht wieder die Summe r + Lf ; 
dem Produkt cd aber entspricht das umgekehrte Produkt Lfr, denn es ist 

a·cd = ac·d = Lf(ac) = LIra. 

Zwei Ringe 0 und 0', die so aufeinander eineindeutig abgebildet 
sind, daß der Summe a + b die Summe a' + b', dem Produkt a'b 
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aber das umgekehrte Produkt b' 'a' zugeordnet ist, nennen wir invers­
isomorph oder kurz invers zueinander. Wir sehen also: Der Ring 0 ist zu 
seinem Automorphismenring invers-isomorph. 

Andererseits ist nach § 117 der Automorphismenring eines voll­
ständig reduziblen Moduls isomorph einer direkten Summe von sich 
gegenseitig annullierenden Matrizenringen, deren Matrixelemente je­
weils einem Körper (dem Automorphismenkörper eines einfachen Mo­
duls) entnommen werden. 

Der Ring 0 ist also invers-isomorph einer direkten Summe von Ma­
trizenringen, die sich gegenseitig annullieren. 

Zu jedem Ring kann man bis auf Ringisomorphie eindeutig einen in­
versen Ring konstruieren. indem man jedem Ringelement a ein neues 
Symbol a' zuordnet und Summe und Produkt durch a' + b' = (a + b)' 
und a' . b' = (b. a)' definiert. Der inverse Ring eines Körpers ist offenbar 
wieder ein Körper. Zu einem Matrizenring in einem Körper K kon­
struiert man den inversen Ring, indem man von K zum inversen Körper 
K' und außerdem von jeder Matrix (al. p) zur gespiegelten Matrix (a~l.) 
übergeht. - Schließlich ist der inverse Ring einer direkten Summe 
von Ringen die direkte Summe der inversen Ringe der Summanden. 
Mithin: 

Der Ring 0 ist eine direkte Summe von Ringen 0", von denen jeder iso­
morph einem vollen Matrizenring in bezug auf einen Körper K(") ist und 
die sich gegenseitig annullieren. Es gibt so viele 0", als es nichtisomorphe 
Linksideale 1" in der direkten Summenzerlegung gibt. 

Damit ist die Struktur der halbeinfachen Ringe vollständig auf­
geklärt. 

Wenn die 0" sich gegenseitig annullieren, so sind sie Ideale in o. Ist 
also der Ring 0 zweiseitig einfach, so kann es nur ein 0" = 01 geben: 
Ein linksseitig vollreduzibler, zweiseitig einfacher Ring mit Einselement 
ist isomorph einem vollen Matrizenring in bezug auf einen Körper. Alle 
minimalen Linksideale sind operatorisomorph. 

Umgekehrt gilt: 
Der Ring 0 der Matrizes n-ten Grades in bezug auf einen Körper K 1:St 

(zweiseitig) einfach und linksseitig vollständig reduzibel, und der Auto­
morphismenring der minimalen Linksideale von 0 ist invers-isomorph zu K. 

Beweis: Es seien cu' ... , cln ; ..• ; Cnl> .•• , Cnn die Basiselemente 
des Matrizenringes (§ 112, a). Ferner sei a ein zweiseitiges Ideal 9= (0) und 

a = 2)YikCik 
ein von 0 verschiedenes Element von 0. Einer der Koeffizienten Yi k muß 
von 0 verschieden sein; es sei etwa Y23 9= O. Dann gehört zu a auch (für 
alle Ä. und /l) das Element 

Y;l Cl. 2 ac3 !, = Y2l2)Yi k CJ.2 Ci k cs!' 
i,k 

= Y2l Y23 CJ.2 C23 C3 !' = CAU : 
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d. h. a enthält alle Basiselemente von o. Mithin ist a = o. Also ist 0 ein 
einfacher Ring mit Einselement. 

Der K-Modull = (cu' c21 ' .•• , cn1) ist, wie man leicht einsieht, ein 
minimales Linksideal in o. Zunächst nämlich ist das Produkt eines be­
liebigen Basiselements Cf k von 0 mit einem beliebigen Basiselement cl! 

von I entweder gleich 0 oder gleich Cf 1> also stets wieder ein Element 
von L Daß 1 minimal ist, ergibt sich daraus, daß ein beliebiges 
Element oe =+= 0 von I stets das ganze Ideal I erzeugt. Ist nämlich 

a=2; ak ckl 

und ist etwa a2 =+= 0, so gehört zu den Linksvielfachen von a auch 

(j = 1, ... , n). 

Genau so sieht man, daß allgemein (,. = (Cl,., C2 ,., ..• , Cn .) ein ein­
faches Linksideal in 0 ist. Da 0 = 11 + 12 + ... + In ist, ist 0 links 
seitig vollständig reduzibel. 

Bestimmen wir schließlich den Automorphismenkörper von LEin 
Operatorautomorphismus, der etwa Cu in 

(1) 

überführt, muß jedes X'CIl in x'a überführen, insbesondere also C1~ (=C 11) 

In 

Das muß wieder das Element a sein. In (1) fehlen also alle Glieder außer 
a1Cn, und der Automorphismus führt X'Cn in x'a1cU = XCU'OCl übel. 
Der Automorphismus besteht also darin, daß die Elemente von 1 (die ja 
sämtlich die Gestalt xCIl haben) einfach von rechts mit a1 multipliziert 
werden. Die Elemente a1 des Körpers sind auf die zugehörigen Auto­
morphismen invers-isomorph bezogen; also ist der Automorphismen­
körper der minimalen Linksideale invers-isomorph zu K. 

In derselben Weise kann man natürlich auch beweisen, daß der volle 
Matrixring über einem Körper K auch rechtsseitig vollreduzibel ist. Der 
Automorphismenkörper der minimalen Rechtsideale wird direkt-isomorph 
zu K. In Verbindung mit den Sätzen von § 116 folgt weiter, daß eine 
direkte Summe von sich gegenseitig annullierenden Matrixringen auch 
(links und rechts) vollständig reduzibel ist. Die Begriffe: 

a) Ring ohne Radikal mit Minimalbedingung für Links- (oder 
Rechts-) Ideale; 

b) linksseitig oder rechtsseitig vollständig teduzibler Ring mit Eins­
element; 

c) direkte Summe von zweiseitig einfachen Idealen, deren jedes 
ringisomorph einem vollen Matrixring über einem Körper ist. 
sind also völlig gleichbedeutend. 
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Den Ring der Matrizes n-ten Grades im Körper K bezeichnen wir 
fortan mit Km die Einheitsmatrix mit E. Wir behaupten: Ist Z das 
Zentrum von K, so ist Z· E das Zentrum von Kn • 

Beweis: Wenn eine Matrix 

a = (OCik) =.L)OCikCik 

zum Zentrum von Kn gehört, so muß sie insbesondere mit Cl I' vertausch­
bar sein; das ergibt: 

Cl u·.L) OCi k Ci k = .L) OCi k Ci k • Cl Il ' 
, ,t,k i,k 

.L)OC.Uk Cu = 2) OCil Ci!, • 
k i 

Vergleichung der Koeffizienten links und rechts ergibt: 

ocll k = 0 für Jl =l= k , 

Daher wird 

(

OC
n 0 ) OCn 

a = 0 ". oc
n 

= OCll • E = oc . E • 

Damit weiter a = r:t. • E mit jedem ß . E vertauschbar sei, muß r:t. zum 
Zentrum von K gehören, q. e. d. 

Bringt man dieses Resultat in Zusammenhang mit den Resultaten 
von § 116 und beachtet, daß die Zentren zweier invers-isomorpher 
Ringe offenbar im gewöhnlichen Sinne isomorph sind, so ergibt sich: 

Das Zentrum eines halbeinjachen Ringes ° ist eine direkte Summe von 
Körpern, die in den ,fipzelnen zweiseitigen Komponenten von ° enthalten 
sind und i-wderinl1 atr'izendarsteUungen durch Z . E dargestellt uJerden, wo 
Z das Ze~trum des Automorphismenkörpers ist. 

Aufgaben. 1. Ein halbeinfaches hyperkomplexes System 0 über 
einem algebraisch-abgeschlossenen Körper D ist direkte Summe von 
Matrizenringen in D. 

2. Der Quaternionenring (1, j, k, l) über einem Körper P der Cha­
rakteristik =l= 2 ist stets zweiseitig einfach und daher stets entweder ein 
Körper oder isomorph dem Ring aller zweireihigen Matrizes in P. 

§ 119. Produkte von hyperkomplexen Systemen. 
Erweiterung des Grundkörpers. 

Es seien 01 = (bI> ... , bn ) und 02 = (CI> ... , cm ) zwei hyperkomplexe 
Systeme über dem Grundkörper P. Unter dem Produkt 01 X 02 versteht 
man das System 
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wo die b" mit den c~, vertauschbar sein sollen, also die Multiplikation 
durch 

definiert wird. 
Elemente des Produktsystems sind also die Summen 

.2.2 oc~,.. b~ C,.. • 

Dafür kann man auch schreiben entweder 

.2b~ cIJ.' 

wo die b;, beliebige Elemente von 01 sind, oder 

.2b~ci. , 

wo die c~ beliebige Elemente von O2 sind. Die erste dieser beiden Schreib­
arten zeigt, daß die Produktbildung von der Wahl der Basis von 0 1 un­
abhängig ist; die zweite zeigt die Unabhängigkeit von der Basis von 02' 

Leicht einzusehen sind die Gleichungen 

01 X 02 = O2 X 01' 

01 X (02 X oa) = (01 X 02) X Oa. 

Beachtenswert ist das Produkt aus einem System ° und einem 
kommutativen Körper endlichen Grades A über P; die Elemente dieses 
Produkts lassen sich nämlich, wenn ° = (bI> ... , bn) ist, in der Form 

schreiben, d. h. das Produkt A X 0 ist ein hyperkomplexes System mit 
denselben Basiselementen wie 0, aber mit A statt P als Grundkörper. 
Man bezeichnet dieses SystemA X 0 auch mit 0.,1. Dasselbe Symbol 0.,1 

wird im Sinne der letzten Auffassung auch im Fall unendlicher Er­
weiterungskörper A von P benutzt. Schließlich werden wir gelegent­
lich auch dann, wenn A ein hyperkomplexes System über P ist, das 
Symbol 0.,1 als gleichbedeutend mit A X 0 verwenden. 

Bei einer solchen Erweiterung des Grundkörpers können wesent­
liche Eigenschaften des Systems ° verlorengehen ; z. B. bleibt der 
Quaternionenkörper (1, j, k, l) bei Erweiterung des rationalen Zahl­
körpers r zu r(i) kein Körper, sondern es kommen Nullteiler hinein: 

und das System der Quaternionen über r(i) wird isomorph einem 
Matrixsystem mit den Basiselementen 

Cn = (~ ~), C12 = (~ ~ ) , C21 = (~ ~ ). C22 = (~ ~) , 
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vermöge folgender Zuordnung: 

1~( 1 ~) = cH + C22 ' 0 

j ~( i ~) = i(cn - C22 ), 
0 -1 

k~( 0 -1 ~) = C12 - C21 ' 

l~( 0 ~) = i (C12 + C21 ) • 
i 

Wir wollen nun untersuchen, was sich bei einem einfachen hyperkomplexen 
System 6 über die Struktur von 6~ schließen läßt. Wir beginnen mit dem Fall, 
daß ~ und E beide kommutative Körper sind. 

Ist 6 ein separabler endlicher kommutativer Erweiterungskörper von P, so hat 
~I kein Radikal, wie auch der (kommutative) Erweiterungskörper E von P gewählt 
wird; ist dagegen 6 inseparabel, so hat ~I bei passender Wahl von E ein Radikal. 

Beweis: Ist 6 separabel, 0 ein primitives Element von 6 (§ 34) und tp (z) das 
irreduzible Polynom, dessen Nullstelle 0 ist, so ist, wenn n den Grad von tp (z) be­
deutet, 

~ = P(0) = P + P 0 + ... + P0 n - l ~ P[zJ/(tp(z)) 

und daher nach Erweiterung des Grundkörpers 

6 I =E +E e + ... +r0n - 1 ~r [zJ/(tp(z). 

Da nun tp (z) auch in L [z] keinen mehrfachen Faktor hat, so gibt es kein Polynom 
t (z) , von dem eine Potenz = 0 (tp (z) wäre, ohne daß t (z) selbst == 0 (tp (z) ist; d. h. 
es gibt in r[z]/(tp (z)) kein nil potentes Element außer der Null. ~I ist also ein 
Ring ohne Radikal l . 

Ist dagegen 6 inseparabel und 0 ein inseparables Element von 6, so hat 6 den 
Unterkörper P (0), und 6I hat den Unterring L'(0) ~ L'[z]/(tp (z)). Bei passender 
Wahl des Körpers E hat tp (z) mehrfache Wurzeln in L', und es gibt in E [z] ein 
Polynom f (z) =1= 0 (tp (z), von dem eine Potenz = 0 (tp (z) ist. Es gibt also ein 
nichtverschwindendes nilpotentes Element in L'[zl/(tp(z)), also auch eines in 
E(0), und das letztere erzeugt ein nilpotentes Ideal in 6I. (In einem kommu­
tativen Ring 0 erzeugt nämlich jedes nilpotente Element rein nilpotentes Ideal r 0.) 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Gehen wir jetzt zu dem Fall über, daß 6 ein nichtkommutativer Körper ist. 
In diesem Fall gilt der folgende Hilfssatz, aus dem wir nachher die Struktur von 
6I entnehmen werden: 

Ist 6 ein Körper endlichen Ranges über P mit Zentrum Z:2 P, ist weiter E ein 
hyperkomplexes System mit Einselement über P (speziell ein endlicher Erweiterungs­
körper von P) und setzt man 0 = 6I, 8 = ZI, so wird jedes zweiseitige Ideal a in 
o von einem zweiseitigen Ideal in 8 erzeugt. 

1 Genauer ergibt sich die Struktur von 6 I aus § 85, Schluß: ~ I ist eine direkte 
Summe von Körpern 6 1 , ••• ,6" die den irreduziblen Faktoren tp1' ... , tp, von 
tp(z) in E[z] entsprechen; es ist nämlich 6v~E[zJ/(tpv(z). Ist insbesondere E 
algebraisch-abgeschlossen, so ist die Anzahl der Körper 6~, in die 6I zerfällt, gleich 
dem Grad von tp (z) oder dem Rang von 6, und die Körper ~v sind ~ E. 
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Beweis: Es sei 
J: = Zl P +. . . + z. P , 

mithin 
o = SI = zl S +. . . + z. S . 

Wir wollen nun mit Hilfe der zl' ... , z. für jeden S·Modul a in 0 eine besonders 
normierte S-Basis (11' ... ' Ir) konstruieren. 

Ist a = allS + ... + ar Sein (5-Modul vom Range r, so kann man nach §28 
a1 , ••• , ar durch Hinzunahme einiger z .. , etwa zr+1 .••• ' z.' zu einer (5-Basis für 0 

ergänzen; jedes Element von 0 ist dann modulo a kongruent einer Linearform 
der Zr+l' ••• , z. mit Koeffizienten aus S. Insbesondere ist für i = 1 .... , r 

Setzt man 

q 

z, == .2 Zk ')'ik 
k=r+l 

(mod a), 

q 

li = Zi - .2 Zk ')'i k , 
k=r+l 

so sind die li linear-unabhängige Elemente von a und bilden daher eine S-Basis 
für a: 

a = 11 (5 + . . . + Zr S. 
Diese Basis hat die Eigenschaft, daß für d E a aus einer Darstellung 

folgt 

T 

d = J: li bi 
1 

r q 

d = J: Zi bi + J: Zk Ek 
1 r+1 

mit denselben Koeffizienten für zl' ••• , zr im letzteren Ausdruck wie für 11 , ••• , Ir 
im ersteren. Zwei Elemente von a, die in diesen ersten r Koeffizienten überein­
stimmen, sind gleich. 

Ist nun a speziell ein zweiseitiges Ideal in 0, so gehören mit li auch 

und 

q 

"li = z," - Z Zk" ')'ik 
k=r+l 

q 

li" = Zi" - J: Zk')'ik" 
k=r+1 

zu a. Da die Koeffizienten von zl' ••• ' zr in diesen beiden Ausdrücken gleich 
sind, so sind die Elemente "li und li" nach dem oben Bemerkten auch gleich. 
Vergleicht man nun die Koeffizienten von zr+l' •••• z. in den beiden Ausdrücken, 
so findet man: 

"')'ik = ')'ik" • 

Mithin gehören alle ')' i k zum Zentrum Z von (5 ; demnach gehören die I, zu Z I = 3. 
Also wird a von dem 3-Ideal (11' •••• Ir) erzeugt. 

Zu satz. Der Satz gilt auch dann noch, wenn an Stelle von J: ein unendlicher 
algebraischer Erweiterungskörper Q genommen wird. Ist nämlich a ein zweiseitiges 
Ideal in 0 = Sn. so hat a wie 0 nur einen endlichen Rang über Q, also eine endliche 
Basis. Die Basiselemente, ausgedrückt in der Form J: Wi<1;(WiEQ, <1,E S). enthalten 
je nur endlich viele w" die also einen endlichen Unterkörper J: von Q erzeugen. a 
wird also von einem Ideal in SI erzeugt, und man kann den vorigen Satz anwenden. 

Ist das Zentrum Z von Sein separabler Erweiterungskörper von P und ist k.. 
wie vorhin ein (endlicher oder unendlicher) kommutativer algebraischer Erweiterungs­
körper. so folgt aus dem Satz zunächst. daß SI ein RinK ohne Radikal ist; denn das 
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Radikal von 6I muß, als zweiseitiges Ideal, von einem (nilpotenten) Ideal in .8 er­
zeugt werden, und.8 = ZI ist nach dem ersten Satz dieses Paragraphen ohne Radi­
kal. Aber wir können noch genauer die Struktur von 6I angeben. Zunächst ergibt 
sich leicht, daß.a = Zy das Zentrumxon @;~ ist. Die zweiseitige Zerlegung von 
6I ist also durch die Zerlegung von .8 bestimmt. Da ZI in höchstens n Körper zer­
fällt, wo n der Rang von Z in bezug auf P ist, so erhält man das Ergebnis: 

6I zerfällt in so viele. zweiseitig einfache Komponenten wie das Zentrum ZI, d. h. 
in höchstens so viele, als der Rang von Z in bezug auf P beträgt. Ist insbesondere Z 
selbst der Grundkörper (Z = P), so ist 62' zweiseitig einfach, also isomorph einem vollen 
Matrizenring in einem Körper K 2 Z. 

Wählt man speziell für 1: den algebraisch-abgeschlossenen Körper Q über 
P (§ 60), so wird K = Q, also 6{.l isomorph einem vollen Matrizenring (etwa von 
m-reihigen Matrizes) im Körper Q (§ 118, Aufgabe 1). Der Rang von 6{.l in bezug 
auf Q, und daher auch der von 6 in bezug auf P (= Z), ist gleich m2, und man er­
hält das Ergebnis: 

Ein Körper 6 von endlichem Rang in bezug auf sein Zentrum Z hat als Rang 
stets ein volles Quadrat m 2 und geht bei Erweiterung von Z zum algebraisch-abgeschlos­
senen Körper Q über in einen Matrizenring vom Grade m. 

Man nennt m den Index des Körpers 6. 
Der Satz, daß alle zweiseitigen Ideale von 62' durch die von Z2' erzeugt werden, 

gilt nach dem Obigen auch dann, wenn 1: ein nichtkommutativer Körper endlichen 
Ranges über P ist, dessen Elemente mit denen von P vertauschbar sind. Wir 
schreiben in diesem Falle lieber 6 X 1: statt 6I und Z X 1: statt ZI. Ist Z' das 
Zentrum von 1:, so ergibt eine nochmalige Anwendung desselben Satzes, daß die 
zweiseitigen Ideale von Z X 1: durch die von Z X Z' erzeugt werden. Man folgert 
wie vorhin, daß 6 X 1: (bei separablem Z oder Z') kein Radikal hat und in genau so 
viele zweiseitig einfache Ideale zerfällt wie das Produkt Z X Z' der Zentren. 

Gehen wir jetzt von den Körpern zu den einfachen Systemen@; mit Einselement 
über. Ein solches System 6 ist isomorph dem Ring aller Matrizes r-ten Grades in 
einem Körper K. Nennen wir diesen Ring kurz Kr' Dann beweisen wir die folgen­
den Isomorphien: 

(l) 

(2) 
Kr ~ K X Pr' 

Pr X P, ~ Pro. 

Formel (1) ergibt sich sofort aus der Darstellung aller Elemente von Kr in der 
Form 2: cH "11 = E cH (e "H) mit "H E K, wo die cH mit den "11 vertauschbar sind 
und e die Einheitsmatrix r-ten Grades ist. Die e" bilden einen Unterring e K ~ K, 
und die eH erzeugen einen Unterring~ Pr' 

Formel (2) ergibt sich so: Wird Pr von den r2 Größen C;1t und P, von den 
S2 Größen cfl erzeugt, so wird Pr X p. von den r2s2 Größen 

C'I,lil = eh cf; 
erzeugt, die den Rechnungsregeln 

{ 
0, wenn k =1= m oder 1=1= n ist, 

cil t,-C mn tJCl= 
, • CH. po' wenn k = m, 1= n'ist, 

genügen. Numeriert man die rs möglichen Indexpaare ii mit einem Index ex ,der von 
1 bis r s läuft, und ebenso die k I mit einem Index ß, so gehen diese Rechnungsregeln 
über in 

{ 
0 für ß =1= 1', 

crxß ' crd = C fu"r ß 
rxd =1', 

und man erkennt die Isomorphie zu Pro' 
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Aus (1) folgt, wenn E ein Körper endlichen Ranges über P ist, 

(3) FE~E X Kr~E X K X Pr~K~. X Pr· 

Damit ist die Frage der Struktur von CS2 vollständig auf die der Struktur von K2 
zurückgeführt. Ist das Zentrum von E separabel über P (oder speziell sogar = p), 
wie wir jetzt annehmen wollen, so hat, wie wir Irüher sallen, K2' kein Radikal und 
zerfällt in zweiseitig einfache Ringe, also Matrizenringe, der Grade 1", 1''', ••• : 

K 2' "" K; .• + K/; .. + . . " 
CS 2' ~ (K;. + K/[. .. + ... ) X P r ~ K~, X Pr + K'f" X Pr + ... 

": K' X Pr' X Pr + K" X Pr" X Pr + . 
~ K' X Pr•r + K" X P""r + ... 
~ K~, r + K';, .. r + . . . ; 

mithin ist auch CS2 wieder ein Ring ohne Radikal, der in genau so viele Matrizenringe 
zerfällt wie K2', nur daß die Grade der Matrizes sich alle mit l' multiplizieren. 

Der wichtigste Fall ist der, daß als Grundkörper P das Zentrum Z von K ge­
nommen wird. In diesem Fall wird K2' nach dem Vorigen einfach, also 

K2'~ K~, 
und daher 

CS 2' ": K~'r; 
mithin: Ein einfacher Ring CS = K bleibt bei algebraischer Erweiterunl! des Zen­
trums Zimmer eznfaU!. Geht der Körper K bei der Erweiterung über in einen Ma­
trizenring vom Grade 1" in einem Körper K/, so geht CS = Kr über in einen Matrizen­
ring vom Grade 1" l' im selben Körper K/. 

Wird der Körper E noch weiter erweitert, etwa zu T) E, so kann K' eventuell 
noch weiter "zerfallen", d. h. in einen Matrizenring vom Grade 1''' > 1 übergehen. 
Dann wird Kr ein Matrizenring vom Grade r" 1", und CSr einer vom Grade 1''' 1" r. 
Bei fortschreitender Erweiterung werden also die Grade der Matrizenringe immer 
größer, bis man beim algebraisch-abgeschlossenen Körper f.! angelangt ist und 
einen Matrizenring in f.! selbst erhält. Die "Zerfällung" ist dann vollständig. 

Im allgemeinen wird man, um die vollständige Zerfällung zu erreichen, nicht bis 
zum algebraisch-abgeschlossenen Körper f.! zu gehen brauchen, sondern es wird 
schon ein Unterkörper T Cf.! die Eigenschaft haben, daß sich Kr (und ebenso er) 
in einen Matrizenring im Körper T selbst verwandelt. Bei der nachfolgenden Erwei­
terung zu f.! erhöht sich dann der Grad der Matrizes nicht mehr. Ein solcher Körper 
T heißt, ebenso wie f.!, ein Zerfällungskörper der Systeme Kund CS. Wir kommen 
auf die Zerfällungskörper später noch zurück. 

Aufgaben. 1. Zur vollständigen Zerfällung eines einfachen Systems Kr reicht 
stets ein endlicher Erweiterungskörper des Zentrums aus. 

2. Ein halbeinfaches hyperkomplexes System über einem vollkommenen Grund­
körper P bleibt bei jeder Erweiterung dieses Grundkörpers halbeinfach. 

Siebzehntes Kapitel. 

Darstellungstheorie der Gruppen 
und hyperkomplexen Systeme. 

§ 120. Problemstellung. 
Es sei @ eine Gruppe. Unter einer Darstellung von @ durch lineare 

Transformationen im Körper K verstehen wir einen Gruppenhomo­
morphismus, durch den jedem Gruppenelement a eine lineare Trans-

v. d. Waerden, Moderne Algebra H. 12 
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formation A mit Koeffizienten aus K zugeordnet wird. Die Darstellung 
heißt treu oder untreu, je nachdem sie isomorph ist oder nicht. 

Ebenso verstehen wir unter einer Darstellung eines Ringes 0 durch 
lineare Transformationen in Keinen Ringhomomorphismus a -+ A 
(wobei also nicht nur dem Produkt das Produkt, sondern auch der 
Summe die Summe entspricht). Ist schließlich der Ring 0 ein hyper­
komplexes System über einem Körper P, so verlangen wir von einer Dar­
stellung außerdem, daß der Grundkörper P im Zentrum des Darstellungs­
körpers K enthalten ist und daß der Ringhomomorphismus außerdem ein 
Opera tor homomorphismus in bezug auf P ist, d. h. daß aus a -+ A folgt 
ae -+ A e für alle Elemente e von P. Für den Darstellungsmodul9R, der 
nach § 108 die Darstellung vermittelt, heißt das: 

ae·m = am'e für mE9R. 

Wir beschränken uns im folgenden meist, was die Darstellungen der 
Gruppen betrifft, auf endliche Gruppen @ = {al> a2 , ••• , ah} und, was 
die Ringe betrifft, auf die hyperkomplexen Systeme. Das Problem ist, 
alle Darstellungen zu finden und (wenn möglich) in irreduzible Bestand­
teile zu zerspalten. Wir bemerken nur, daß das Darstellungsproblem für 
Gruppen sofort auf das für hyperkomplexe Systeme zurückzuführen ist, in­
dem man aus der Gruppe @ den "Gruppenring" 

o = a1 K + . . . + ah K 

bildet, dessen Basiselemente die Elemente von @ sind. Ist ai -+ Ai die 
Darstellung der Gruppe, so ist 

.2} ai ui -+ .2} Ai ui 

eine Darstellung des Systems 0, sofern wenigstens der Darstellungs­
körper K als kommutativ vorausgesetzt wird. Der Summe entspricht 
nämlich offensichtlich die Summe, und dem Produkt 

(2 ai ui) (.2) ak Ak ) = .2} ai ak U i Ak 

entspricht die Matrix 

.2} .2} A i A k Ui Ak = C2 Ai Ui ) (.2) A kAk)' 

während dem Prod~kt (.2) aiui) . e wieder offensichtlich (.2) Aiui) . e ent­
spricht. Umgekehrt ordnet jede Darstellung des Gruppenrings 0 im 
Körper K insbesondere den Basiselementen al> ... , ah gewisse lineare 
Transformationen zu, die in ihrer Gesamtheit eine Darstellung der 
Gruppe @ ergeben. Mithin: 

Jede Darstellung einer endlichen Gruppe @ in einem kommutativen 
Körper K wird durch eine Darstellung des Gruppenrings 0 = a1 K + ... 
+ ah K vermittelt. 

Von den Darstellungen hyperkomplexer Systeme suchen wir haupt­
sächlich die, bei denen der Darstellungskörper K mit dem Grundkörper P 
zusammenfällt. Der allgemeine Fall kann (wenigstens bei kommuta­
tivem K) darauf zurückgeführt werden, indem man den Grundkörper P 



§ 121. Darstellung hyper komplexer Systeme. 179 

zu K erweitert, also das hyperkomplexe System 0 zu 0K erweitert (§ 119). 
Sind in der ursprünglichen Darstellung den Basiselementen bv ... , bn 

von 0 die Matrizes BI' ... , B n von K zugeordnet, so kann man einem 
Element ,2b l "I("IEK) von 0K die Matrix ,2BI"1 zuordnen und dadurch 
die Darstellung von 0 zu einer Darstellung von 0K erweitern. Mithin 
wird fede Darstellung von 0 in einem kommutativen Körper K durch eine 
Darstellung von 0K vermittelt. 

Eine weitere Einschränkung der Problemstellung ergibt sich, wenn wir 
voraussetzen, daß der Ring 0 ein Einselement besitzt. Dann können wir 
immer annehmen, daß dieses Einselement 1 auch Einheitsoperator für 
den Darstellungsmodul ist, d. h. daß ihm in der Darstellung die Ein­
heitsmatrix zugeordnet ist. Andernfalls nämlich wird nach § 104 
der Darstellungsmodul eine direkte Summe WCo + WC v worin WCo von 
o annulliert wird, während für WC 1 die 1 Einheitsoperator ist. Die Dar­
stellung zerfällt mithin vollständig in zwei Bestandteile, deren erster aus 
lauter Nullmatrizes besteht, also uninteressant ist, und deren zweiter eine 
Darstellung liefert, bei der das Einselement Einheitsoperator wird. 

Eine besonders wichtige Darstellung eines hyperkomplexen Systems 0 

ist die sogenannte reguläre Darstellung, die man erhält, indem man 0 

selbst als Darstellungsmodul (o-Links- und P-Rechtsmodul) auffaßt. 
Die Untermoduln sind die Linksideale, und die ausreduzierte Form der 
Darstellung wird durch eine Kompositionsreihe der Linksideale ver­
mittelt. Die reguläre Darstellung ist vollständig reduzibel, wenn der 
Ring 0 selbst vollständig reduzibel ist. 

Bei allen Betrachtungen dieses Kapitels 'muß man den in § 108 er­
klärten Zusammenhang zwischen Darstellungen und Darstellungsmoduln 
stets gut im Auge behalten; nur so wird man dieBeweise verstehen können. 

§ 121. Darstellung hyperkomplexer Systeme. 
Die Darstellungstheorie der hyperkomplexen Systeme beruht auf 

folgenden bei den Sätzen: 
Sa tz l. Es sei 0 ein (linksseitig) vollreduzibler Ring mit Einselement 

und WC ein endlicher o-(Links-)Modul. Der Untermodul WCo, der von ° an­
nulliert wird, sei Null oder vollständig reduzibel. Dann ist WC vollständig 
reduzibel, und die irreduziblen Bestandteile werden entweder von 0 annulliert 
oder sind isomorph minimalen Linksidealen von o. Dasselbe gilt, wenn für 
WC und 0 ein Rechtsmultiplikatorenbereich Q mit den üblichen Eigenschaften 

am . e = a • m e = a e . m für a E 0, mE WC, e E Q 

hinzugegeben ist. 
Beweis: Daß man sich auf den Fall beschränken kann, wo das Eins­

element von ° Einheitsoperator ist, sahen wir schon. Ist nun 

(1) 0= 11 + 12 + ... + Ir' 
(2) 9R = (m!, ... , ms) = (um!, .•. , ums), 

12* 
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so folgt durch das Einsetzen von (1) in (2): 

(3) im=( ... ,li mk , ••• )· 

Diejenigen unter den Moduln Iimk> die vom Nullmodul verschieden sind, 
sind isomorph den zugehörigen Ii (vgl. § 115, Hilfssatz I und 2), also 
ebenfalls minimale o-Moduln. Jeder von ihnen hat also entweder mit 
der Summe der vorangehenden nur die Null gemein oder ist ganz 
darin enthalten. Läßt man aus der Summe (3) diejenigen limk' die in 
der Summe der vorangehenden schon enthalten sind, weg, so wird die 
Summe also direkt. 

Bei der Anwendung auf die Darstellungstheorie der hyperkomplexen 
Systeme ist natürlich Q der Koeffizientenkörper P und zugleich der 
Darstellungskörper, und im ein Darstellungsmodul. Da jeder Darstellungs­
modul endlich in Bezug auf P, also, wenn 0 ein EinseIement e besitzt, 
auch endlich in Bezug auf e P ~ 0 ist1, so ergibt sich die vollständige Re­
duzibilität aller Darstellungen eines vollständig reduziblen hyperkomplexen 
Systems mit Einselement (oder eines Systems ohne Radikal). 

Die Linksideale Iv ... , Ir von 0 kann man erhalten, indem man zu­
nächst 0 zweiseitig zerlegt: 

0= a1 + ... + as, 

und dann die einfachen Ringe a,. weiter in Linksideale aufspaltet. Die in 
einem 0,. enthaltenen 1; werden von jedem 0.., mit ß + 'V annulliert. Folg­
lich werden in der durch Ii vermittelten Darstellung alle a.., mit Aus­
nahme des einzigen Ideals a,. durch Null dargestellt. Das Ideal a,. besitzt 
bis auf Äquivalenz nur eine einzige irreduzible Darstellung; denn alle 
minimalen Linksideale von a,. sind operatorisomorph. Weiter ist die Dar­
stellung von a,. sicher treu, da 0 .. zweiseitig einfach ist. Die Darstellungen 
selbst werden wir nachher explizite aufstellen. 

Die Umkehrung des Satzes I ist trivial: Wenn jeder endliche o-Modul 
vollständig reduzibel ist, so ist auch 0 selbst vollständig reduzibel; 
denn 0 ist ein endlicher o-Modul mit der Basis 1. Man hat also den Satz: 

Ist 0 ein hyperkomplexes System mit Einselement und sind alle Darstel­
lungen des Systems 0 vollständig reduzibel, so ist 0 selbst vollständig reduzibel. 

Während Satz 1 eine vollständige Übersicht über alle Darstellungen 
eines Systems ohne Radikal gibt, wird sich Satz 2 auf die irreduziblen 
Darstellungen eines Systems mit Radikal beziehen. Was für Matrix­
elemente bei einer reduziblen Darstellung außerhalb der irreduziblen Dia­
gonalkästchen noch vorkommen können, darüber wird nichts ausgesagt. 

Satz 2. Ist 0 ein Ring mit Maximal- und Minimalbedingung für 
Linksideale und c das Radikal von 0, so wird jeder irreduzible o-Modul im 
entweder von 0 annulliert, oder er wird einem einfachen Linksideal aus 

1 und da der von 0 annullierte Modul lmo als endlicher P-Modul automatisch 
vollred uzibel ist. 
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dem Ring ohne Radikal oie isomorph. Dasselbe gilt auch bei Anwesenheit 
eines Multiplikatorenbereichs Q wie im Satz 1. 

Beweis: Es muß eim = (0) sein, da sonst eim = im, also 

im = e im = e2 im = ... = (0) 

folgen würde. Daher kann man im als oie-Modul auffassen; denn alle 
Elemente einer Restklasse nach e ergeben bei Multiplikation mit einem 
Element von im dasselbe Produkt. Als Ring ohne Radikal besitzt oie ein 
Einselement und ist vollständig reduzibel. Nunmehr folgt unsere Be­
hauptung aus Satz 1. 

Als Spezialfall des Satzes 2 ergibt sich, daß die einfachen Kompo­
sitionsfaktoren von 0 schon in der Kompositionsreihe von oie (oder von 
o nach e) vorkommen. 

Auf die Darstellungen angewandt, bedeutet Satz 2, daß alle irredu­
ziblen Darstellungen eines hyperkomplexen Systems 0 schon in der regulären 
Darstellung (und sogar in der regulären Darstellung von oie) enthalten 
sind. Wiederum werden alle zweiseitig einfachen Komponenten von oie 
durch Null dargestellt, bis auf höchstens eine einzige, die treu dargestellt 
wird. Eine irreduzible Darstellung eines ganz beliebigen hyperkomplexen 
Systems ist also dem Wesen nach stets nur eine Darstellung eines ein­
jachen Systems (wenn es nicht gar die Nulldarstellung ist, was wegen 
der Irreduzibilität nur bei Darstellungen ersten Grades vorkommen kann). 

Die in Satz 1 und Satz 2 auftretenden irreduziblen Darstellungen 
werden durch die Linksideale einfacher Ringe vermittelt. Wir wollen 
nun für einfache hyperkomplexe Systeme diese irreduziblen Darstellun­
gen explizite aufstellen. 

Ein einfaches hyperkomplexes System 0 mit Einselement ist nach 
§ 118 stets einem vollen Matrizenring in einem Körper A isomorph, daher 

0= cnA + c12 A + ... + cnnA. 

Ein minimales Linksideal 1 wird durch 

I = cn A + C2l A + ... + Cn 1 A 

gegeben. Der Grundkörper P, in dem auch die Darstellung stattfinden soll, 
ist in A enthalten, und A hat einen endlichen Grad über P. Der Rang von 
o ist nämlich offenbar das n2-fache des Grades von A. 

Wir betrachten zunächst den Fall A = P. Dieser Fall muß z. B. 
immer dann eintreten, wenn P algebraisch-abgeschlossen ist. Die Basis 
(c l 1> C21> ••• , cnI) von I kann dann zur expliziten Aufstellung der Matrizes 

n 
der Darstellung dienen. Ist a = 2}CikIXik ein Element von 0, so ist 

i,k= 1 
n n 

a Ckl = 2} Ci kCkl IXi k = .2:cil IXi k; 
i=l i=l 

mithin ist in der durch I vermittelten Darstellung dem Element a die Matrix 
(IXik) zugeordnet. Die Isomorphie von 0 zum vollen Matrixring der Ma-
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trizes (lXik) ist also gerade diejenige irreduzible Darstellung, die durch 
ein minimales Linksideal 1 vermittelt wird. Das ist auch nicht zu ver­
wundern, da wir ja bewiesen haben, daß es bis auf Äquivale.nz nur eine 
irreduzible Darstellung geben kann. 

Beachtenswert ist, daß in dem untersuchten Fall A = P die dar­
stellenden Matrizes stets den vollen Matrizenring n-ten Grades bilden. 

Ist das darzustellende System 0 nur halbeinfach, mithin eine direkte 
Summe von einfachen Ringen 01 + O2 + ... + 0., und das Linksideall 
etwa ein Linksideal in 0", so hat man, um die durch { vermittelte 
Darstellung eines Elements a zu finden, zunächst a als Summe 
a1 + a2 + . . . + a. zu schreiben und dann das Glied a" durch die 
zugehörige Matrix (lXik)' die übrigen durch die Nullmatrix zu ersetzen; 
denn diese übrigen Glieder av . .. , a"_l' a"+1' ... , a. annullieren ja 
das Ideal 1. 

Dasselbe kann man auch noch so ausdrücken: Man führe im Ring Q,. 

die Matrixeinheiten c!~ (i, k = 1, ... , n,,) ein und stelle jedes Element a 
von 0 in der Form 

a = ~1X~1c~1 
dar. Dann ist (IX~~) die darstellende Matrix von a in der 'V-ten irreduziblen 
Darstellung (die durch ein Linksideal von 0" vermittelt wird). 

Ist nun zweitens A ein echter Oberkörper von P: 

A=Ä1P+ ... +Ä,.P, 
so bilden wir zunächst die reguläre Darstellung von A in P, wobei jedem 
ß aus A die durch 

definierte Matrix B zugeordnet wird. Sodann bilden wir, wenn 0 ein­
fach ist, 

1 = C11 A + . . . + Cn 1 A 

+ C11 Är P) + ... + (C n1 )'1 P + ... + Cr•1 Är P). 

Wenn wir mit Hilfe dieser Basis ein Element ß' Cik von 0 darstellen, so 
erhalten wir: 

0 ... 0 ... 0 

0 ... B ... 0 

o ... 0 .•. 0 

wo die Nullen r-reihige Nullmatrizen darstellen und die Matrix B die 
k-te Stelle in der i-ten Matrizeszeile einnimmt. Daraus folgt durch 
Summation: 
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wo die Aik wieder die Matrizes sind, die den ('J-ik in der regulären Dar­
stellung von A entsprechen. 

Eine fast unmittelbare Folge unseres Ergebnisses, daß im Fall des 
algebraisch-abgeschlossenen Körpers der Ring der darstellenden Ma­
trizes stets der volle Matrizenring ist, ist der Satz von BURNsIDE. Ver­
steht man unter einem absolut-irreduziblen System von Matrizes (im 
kommutativen Körper K) ein solches System, das bei jeder algebraischen 
Erweiterung des Körpers K irreduzibel bleibt, so kann man den Burn­
sideschen Satz so formulieren: 

Ein absolut-irreduzibles System 6 von Matrizes n-ten Grades, das mit 
je zwei Matrizes auch deren Produkt enthält, enthält genau n 2 linear-un­
abhängige Matrizes. 

Beweis: Ist Q der algebraisch-abgeschlossene algebraische Er­
weiterungskörper von K, so bleibt das System 6 auch in Q irreduzibel. 
Nimmt man zu den Matrizes Ai von 6 noch alle Linearkombinationen 
.2 Aiwi (wiEQ) hinzu, so wird das erweiterte System 6' ein Ring mit dem 
Körper Q als Operatorenbereich. Da es im ganzen höchstens n 2 linear­
unabhängige Matrizes geben kann, so hat das erweiterte System endlichen 
Rang über Q. Es ist also ein hyperkomplexes System und bildet eine 
Darstellung von sich selbst (A --)0 A). Eine irreduzible Darstellung eines 
hyperkomplexen Systems in dessen Grundkörper ist aber nach Satz 2 
immer eine Darstellung eines Systems ohne Radikal und nach Satz 1 sogar 
eines einfachen Systems. In einer solchen Darstellung kommen aber bei 
algebraisch-abgeschlossenem Grundkörper stets n 2 linear-unabhängige 
Matrizes vor: das System 6' ist der volle Matrizenring. 

Aufgaben. 1. Man bestimme alle irreduziblen Darstellungen des in 
§ 114, Aufgabe 2 genannten hyperkomplexen Systems. 

2. Ist das irreduzible System 6 von Matrizen, das im Burnsideschen 
Satz vorkommt, ein Ring, so ist es ein Ring ohne Radikal. [Hätte 6 ein 
Radikal, so hätte 6' auch eins.] 

3. Erfüllt der in Aufgabe 2 vorkommende Ring 6 noch die Minimal­
bedingung für Linksideale, so ist 6 ein einfacher Ring. [Wäre 6 nicht 
einfach, so wäre 6 = 01 + 02 mit 0102 = (0), und eine entsprechende 
Zerlegung würde demnach für 6' bestehen.] 

4. Verallgemeinerung des Burnsideschen Satzes. Ein vollständig redu­
zibles System von Matrizes im algebraisch-abgeschlossenen Körper Q, 
welches mit je zwei Matrizes auch deren Produkte enthält und dessen 
irreduzible Bestandteile, äquivalente nur einmal gezählt, die Grade 
n1> n 2 , ••• , ns haben, enthält genau 

ni + n~ + ... + n; 

linear-unabhängige Matrizes. 
5. Sind n1> ... , ns die Grade der Matrizenringe 01' ... , Os, in die 

ein System ohne Radikal 0 zerfällt, und sind r1> ... , rs die Rang-



184 XVII. Darstellungstheorie der Gruppen und hyperkomplexen Systeme. 

zahlen der Automorphismenkörper der Linksideale von at , ... , as' 
schließlich 1)1> ••. , 1)8 die durch diese Linksideale vermittelten irredu­
ziblen Darstellungen, so ist 

B 

h = 2Jn;r" 
"=1 

der Rang von 0 und 
g,. =n"r" 

der Grad der Darstellung 1)". Die reguläre Darstellung enthält bei der 
Reduktion die Darstellung 1)" genau n,,-mal. Bei algebraisch-abgeschlos­
senem Grundkörper wird r,. = 1, mithin 

8 

h = 2Jn:, g"=n,,. 
"=1 

6. Ist P algebraisch-abgeschlossen und 0 ein System mit Radikal, 
so enthält die reguläre Darstellung eine jede irreduzible Darstellung 
mindestens so oft, wie der Grad der Darstellung beträgt. Der Rang von 
o ist größer als die Summe der Quadrate der Grade der Darstellungen. 
[Diese ist nämlich gleich dem Rang von oie.] 

7. Eine absolut-irreduzible Darstellung eines Ringes bleibt auch dann 
irreduzibel, wenn man eine transzendente Erweiterung des Grundkörpers 
vornimmt. [Folgt aus dem Satz von BURNSIDE.] 

8. Entsprechen den Basiselementen a l , •.. , an eines hyper­
komplexen Systems 0 in einer Darstellung die Matrizes Al' ... , A" 
und bildet man mit Hilfe der Unbestimmten Xt, ... , x" (die dem 
Grundkörper D adjungiert werden) das "allgemeine Element" 
Xtat + ... + x"a" und dessen Darstellung A ill = xtAt + ... + x"A n , 

so ist die Determinante der Matrix A III eine Funktion von Xl' ••• , X"' 

welche 
a) irreduzibel ist für eine absolut-irreduzible Darstellung, 
b) gleich ist für zwei äquivalente irreduzible Darstellungen, un­

gleich aber für zwei inäquivalente, 
c) in irreduzible Faktoren zerfällt, die den irreduziblen Bestandteilen 

der Darstellung entsprechen. 
[Man wähle die Cik, eventuell zusammen mit einer Basis des Radi­

kals, als neue Basiselemente und transformiere A III entsprechend.] 

§ 122. Die Darstellungen des Zentrums. 

Das Zentrum eines hyperkomplexen Systems 0 muß bei einer irredu­
ziblen Darstellung durch solche Matrizes abgebildet werden, die mit 
allen Matrizes der Darstellung vertauschbar sind. Ist der Grundkörper 
algebraisch-abgeschlossen, also der Ring der darstellenden Matrizes 
ein voller Matrizenring, so besteht dessen Zentrum nur aus den Viel­
fachen der Einheitsmatrix: AE,,; das Zentrum von 0 wird also durch 
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Matrizes von der Form )'En dargestellt. Dasselbe gilt überhaupt für 
absolut-irreduzible Darstellungen, da man bei diesen zum algebraisch­
abgeschlossenen Grundkörper übergehen kann, ohne die Irreduzibilität 
zu zerstören. Also: Bei einer absolut-irreduziblen Darstellung eines hyper­
komplexen Systems 0 werden die Zentrumselemente durch Vielfache der 
Einheitsmatrix dargestellt. 

Ist das System 0 selbst kommutativ, also sein eigenes Zentrum, so 
haben alle darstellenden Matrizes einer absolut-irreduziblen Darstellung 
die Form )'En . Aus der Irreduzibilität folgt dann, daß die Darstellungen 
vom ersten Grad sein müssen. Also: Die absolut-irreduziblen Darstellungen 
eines kommutativen hyperkomplexen Systems sind vom ersten Grade. 

Eine Darstellung ersten Grades von 0 ist eine homomorphe Abbildung 
von 0 im Darstellungskörper K. Ist K kommutativ, so sind zwei äqui­
valente Darstellungen 1. Grades überhaupt gleich; denn wenn A eine 
Matrix der Darstellung, ). ein Element von K ist, so ist 

).-lA). = A. 

Daraus folgt: Die Anzahl der inäquivalenten Darstellungen 1. Grades 
eines kommutativen hyperkomplexen Systems 0 im kommutativen Körper 
K ist gleich der Anzahl der verschiedenen Homomorphismen von 0 in K. 

Kehren wir zu den nichtkommutativen Systemen zurück und setzen 
o als System ohne Radikal voraus. Dann ist 0 direkte Summe von ein­
fachen Systemen: 

0= 0 1 + ... + Os' 

und das Zentrum 3 von 0 ist Summe von genau so vielen Körpern: 

3 = 31 + ... + 3. (3~ Zentrum von a~). 

Die Anzahl der inäquivalenten irreduziblen Darstellungen von 0 und 
ebenso von 3 ist gleich der Anzahl s der zweiseitigen Komponenten von 
o oder 3; denn jede solche Darstellung ;r,,, von 0 wird durch ein Links­
ideal von 0" vermittelt, und jede solche Darstellung;r,~ von 3 wird durch 
ein 3" vermittelt. Daher gibt es genau so viele inäquivalente irreduzible 
Darstellungen von 0 wie von 3, und jeder irreduziblen Darstellung ;r,,, 
von 0, bei der alle Ov ... , 0. mit Ausnahme von 0" durch Null dargestellt 
werden, kann eine Darstellung ;r,~ von 3 zugeordnet werden, bei der alle 
3v ... , 3. mit Ausnahme von 3" durch Null dargestellt werden. 

Ist insbesondere der Grundkörper P algebraisch-abgeschlossen, so 
sind die Körper 3" vom Rang 1 und isomorph zu P; somit wird in diesem 
Fall die Anzahl s der irreduziblen Darstellungen von 0 gleich dem Rang des 
Zentrums 3. Daraus, daß die 31' P-Moduln vom Rang 1 sind, folgt von 
neuern, daß die irreduziblen Darstellungen von 3 vom 1. Grade sind. 

Die Beziehungen zwischen den irreduziblen Darstellungen 'Ilv von 0 

und den irreduziblen Darstellungen (ersten Grades) von 3 sind in diesem 
Fall ganz einfach. Bei der Darstellung 'Il" wird nämlich jedes Zentrums-
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element a durch eine Matrix von der Form (l.En" dargestellt, wo En" die 
Einheitsmatrix n,,-ten Grades bedeutet. Zu jedem a gehört so (bei ge­
gebenem '11) ein bestimmtes (1., und wir können schreiben: 

(I. = e,,(a). 

Die Funktion e" vermittelt einen Homomorphismus des Zentrums, 
d. h. es ist 

e,,(a + b) = e,,(a) + e,,(b), 

e,,(ab) = e,,(a) e,,(b) , 

e,,(a Ä) = e,,(a) Ä. 

Bei diesem Homomorphismus werden alle .81""'.8. mit Ausnahme 
von.8" durch Null dargestellt; d. h. der Homomorphismus e" ist genau 
die früher mit 'l)~ bezeichnete Darstellung ersten Grades des Zentrums. 

Die Darstellung e" ist bekannt, sobald eine P-Basis für den Modul.8" 
bekannt ist, und als solche kann man das Einselement e" des Körpers 
.8" wählen. Schreibt man jedes Element a von .8 in der Form 

• 
(1) a = L}e"Ä", 

,,=1 

so wird 
ae" = e:Ä .. = e"Ä,,; 

mithin wird Ä"En" die darstellende Matrix: 

e,,(a) = Ä". 

Für (1) können wir jetzt auch schreiben: 
8 

(2) a = L} e"e,,(a); 
"=1 

in Worten: Die E ntwicklungskoeflizienten e" (a) eines Zentrumselementes a 
nach den idempotenten Elementen e" des Zentrums ergeben zugleich die 
Homomorphismen oder Darstellungen ersten Grades des Zentrums. 

Aufgaben. 1. Die Anzahl der Darstellungen ersten Grades eines 
kommutativen hyperkomplexen Systems 0 im algebraisch-abgeschlosse­
nen Erweiterungskörper Q von P ist gleich dem Rang von on/c, wo c 
das Radikal von On ist. 

2. Ist K ein kommutativer Körper über P, so ist die Anzahl der Dar­
stellungen ersten Grades von K in Q gleich dem reduzierten Körpergrad 
von K über P. Es ist c = (0) dann und nur dann, wenn K separabel über 
P ist. 

3. Der Grad der irreduziblen Darstellung 'l)~ von .8 ist gleich dem 
Rang von.8" über P. In der Darstellung 'l)" von .8 ist die Darstellung 'l)" 

genau n"t,,-mal enthalten, wobei sich n" und t" folgendermaßen bestim­
men: a" ist ein voller Matrizenring n,,-ten Grades mit Matrixelementen 
aus einem Körper K", und t" ist der Grad von K .. in bezug auf dessen 
Zentrum .8 ... 
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§ 123. Spuren und Charaktere. 

Unter der Spur des Elements a in der Darstellung '!I, geschrieben 

S~ (a) oder kurz S (a), 

verstehen wir die Spur S (A) der darstellenden Matrix A von a in der 
Darstellung '!I. Die Spur S~, für feste '!I als Funktion des Elements a 
betrachtet, heißt auch die Spur der Darstellung '!I. 

Auf Grund der Relation 

S(P-l AP) = S(A) 

haben äquivalente Darstellungen dieselben Spuren. 
Die Spuren sind lineare Funktionen, d. h. es ist 

S(a + b) = S(a) + S(b), 

S(aA) = S(a)A. 

Die Spuren der absolut-irreduziblen Darstellungen (oder, was das­
selbe ist, die Spuren der irreduziblen Darstellungen im algebraisch­
abgeschlossenen Körper Q) heißen Charakterei. Der Charakter eines 
Elements a in der v-ten irreduziblen Darstellung '!I" wird mit 

X" (a) 
bezeichnet. Der Index v wird, wenn von einer festen Darstellung die 
Rede ist, gelegentlich auch weggelassen. 

Bei einer absolut-irreduziblen Darstellung '!I,. vom Grad n" werden 
die Zentrumselemente z nach § 122 durch Diagonalmatrizes En,,' e" (z) 
dargestellt, wo e" ein Homomorphismus des Zentrums im Körper Q ist. 
Die Spur der Matrix En,,' e,,(z) ist 

(1) X,,(z) = n,,' e,,(z) . 

Insbesondere wird das Einselement von 0 durch die Einheitsmatrix En" 

dargestellt, deren Spur gleich n" ist: 

X,.(I) = n". 

Wir setzen im folgenden voraus, daß die Grade n" der absolut­
irreduziblen Darstellungen nicht durch die Charakteristik des Körpers Q 

teilbar sind. Dann kann man (1) durch n,. dividieren und erhält: 

(2) e,,(z) = Xv (z) . 
n" 

In dieser Weise drücken sich die Homomorphismen des Zentrums durch 
die Charaktere aus. 

1 Die meisten neueren Autoren benutzen das Wort Charaktere auch für redu­
zible Darstellungen und reden dann von "zusammengesetzten Charakteren". Diese 
Bezeichnung ist hier vermieden, weil sie im Spezialfall der Abelschen Gruppen 
nicht die von alters her übliche Bedeutung des Wortes "Charakter" (vgl. § 124) 
ergibt, und weil außerdem das Wort "Spur" (der Darstellung) ebenso deutlich das 
Gemeinte bezeichnet. 
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Sa tz. Eine vollständig reduzible Darstellung eines hyperkomplexen 
Systems {) im Körper Q der Charakteristik 0 ist bis auf Aquivalenz durch 
die Spuren der darstellenden Matrizen allein schon eindeutig bestimmt. 

Beweis: Ist c das Radikal von 0, so ist jede vollständig reduzible 
Darstellung von 0 zugleich eine solche von oie. Nach Annahme sind die 
Spuren der Matrizes, welche die Elemente von oie darstellen, bekannt. 
Es sei 

oie = a1 + ... + an; 

die Einselemente von a1>"" an seien e1 , ••• , e,.. Dann wird in der 
irreduziblen Darstellung 'Il" das Element e" durch die n,,-reihige Einheits­
matrix dargestellt; mithin ist die zugehörige Spur 

S,,(e,,) = n", 
dagegen 

S,,(e,u) = 0 für ft =l= v. 

Nun ist eine vollständig reduzible Darstellung bekannt, sobald man 
weiß, wie oft jede irreduzible Darstellung 'Il" in ihr vorkommt. Kommt 
die Darstellung 'Il .. etwa q,,-mal vor, so besteht die Darstellung aus 
q1 Kästchen 'Il1 , q2 Kästchen 'Il2 usw. Die Spur von e" in dieser Dar­
stellung ist dann 

(3) 

Aus (3) kann man die q" berechnen, sobald alle Spuren 5 (e,,) bekannt sind. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Bemerkung: Die Spuren aller Elemente von 0 sind bekannt, sobald 
die Spuren der Basiselemente von 0 bekannt sind. Man braucht also z. B., 
wenn 0 der Gruppenring einer endlichen Gruppe ist, nur die Spuren der 
Gruppenelemente zu kennen, und die Darstellung ist schon bestimmt. 
Also: 

Eine vollständig reduzible Darstellung einer endlichen Gruppe ist durch 
die Spuren der Gruppenelemente bis auf Aquivalenz vollständig bestimmt. 

Sind a1>' .. , an die Basiselemente eines Systems 0 und x,,(ai ) ihre 
Spuren bei den irreduziblen Darstellungen, so hat man für eine beliebige 
Darstellung: 

8 

(4) S(a;) = -Eq"X,,(a;). 
,,=1 

Durch diese Gleichungen sind nach dem obigen Satz die Zahlen q" ein­
deutig bestimmt. Die Gleichungen (4) ergeben eine rechnerische Methode, 
durch alleinige Berechnung der Spuren eine gegebene vollreduzible 
Darstellung in irreduzible Bestandteile zu zerlegen. Allerdings müssen 
die Charaktere der irreduziblen Bestandteile vorher bekannt sein. 

A ufga ben. 1. Bei einer nicht vollreduziblen Darstellung sind zwar 
nicht die Darstellungen selbst, aber doch die in ihnen vorkommenden 
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irreduziblen Diagonalkästchen (Kompositionsfaktoren des Darstellungs­
moduls) durch die Spuren allein eindeutig bestimmt. 

2. Eine vollständig reduzible Darstellung einer unendlichen Gruppe 
ist durch die Spuren allein bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmt. 

[Liegen irgend zwei Darstellungen von endlichem Grade mit gleichen 
Spuren vor, so kann man sie zu einer Darstellung aneinanderreihen und 
das System der darstellenden Matrizes zu einem Ring erweitern. Dieser 
Ring ist dann hyperkomplex, und man hat zwei Darstellungen eines 
hyperkomplexen Systems vor sich.] 

§ 124. Darstellungen Abelscher Gruppen. 

Ein schönes und einfaches Beispiel für die Darstellungstheorie bilden 
die endlichen Abelschen Gruppen. 

Die Gruppe @ von der Ordnung h sei ein direktes Produkt von zykli­
schen Gruppen der Ordnungen hI , ••• , hr , so daß jedes Element a von 
@ eindeutig in der Gestalt 

a = C~lC~2 • • • c~r (0 < Ä1 < h1 , 0 <Ä2 < h2 , ••• , 0 <Är < hr) 

darstellbar ist. Wir suchen die irreduziblen Darstellungen der Gruppe 
in einem algebraisch-abgeschlossenen Körper Q, dessen Charakteristik 
Nun ist oder wenigstens nicht in h = hl h2 • •• hr aufgeht. 

Zunächst sind die irreduziblen Darstellungen linear (d. h. vom Grad 1). 
Es handelt sich also darum, jedem Gruppenelement a eine Zahl X (a) aus 
Q zuzuordnen, derart, daß die Homomorphiebedingung 

(1) X(ab) = X(a) X(b) 

erfüllt ist. Eine solche Funktion X heißt ein Charakter der Gruppe. 
(Diese Definition ist mit der in § 123 gegebenen allgemeineren in Ein­
klang, da die Spur der Matrix (X) gleich X ist.) 

Wir schließen die Nulldarstellung 

x(a) = 0 für alle a 

von vornherein aus. Dann muß aber X(I) = 1 sein. Weiter ist 

X (C!l ••• c~.,.) = X (CI)).l • •• X (CrYT, 

X(C")h,, = X(c~,.) = X(l) = 1; 

mithin ist X(c,,) eine h,,-te Einheitswurzel CO', und die Darstellung hat 
die Gestalt 

(2) X (cj·l . .. Cj·T) = 1").1 ••• N.T 
1 I' ':0,1 "I' . 

Umgekehrt stellt die Gleichung (2) bei beliebiger Wahl der Einheits­
wurzein Cl' ... , Cr stets einen Homomorphismus der Gruppe @ dar. Für 
jede Einheitswurzel CO' stehen h" Werte zur Verfügung; im ganzen gibt 
es also 
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verschiedene Charaktere, die ebenso viele inäquivalente Darstellungen 
ersten Grades vermitteln. 

Wählt man alle C" = 1, so erhält man den "Hauptcharakter" Xo: 

xo(a) =1. 

Man kann hier sehr schön im einzelnen verfolgen, wie alle Darstellun­
gen durch Ausreduzieren der regulären Darstellung (vgl. § 121) ent­
stehen. Nehmen wir zunächst eine einzige zyklische Gruppe @ mit 
erzeugendem Element c; ch = 1. Dann wird die reguläre Darstellung 
von c gegeben durch die lineare Transformation 

c·cA = cA+ 1 , im Vektorraum (1, c, c2 , ••• , Ch - I ). 

Um die Darstellung auszureduzieren, führt man die neuen Basiselemente 

(3) (c, c) = 1 + C c + C2 c2 + ... + Ch-I Ch - 1 

ein (vgl. die Lagrangesehen Resolventen in § 50), wo C die h h-ten Ein­
heitswurzeln durchläuft. Daß diese tatsächlich eine Basis bilden, folgt 
daraus, daß die cl. umgekehrt durch die (C, c) ausdrückbar sind. Multi­
pliziert man nämlich (3) mit c-r und summiert über alle C, so kommt: 

(4) 2C-r(C,c)=hcr • 

Weiter ist, wie man leicht nachrechnet, 

(5) 

mithin definiert jedes einzelne Basiselement (" c) schon einen invari­
anten Unterraum : die Darstellung ist vollständig reduzibel, und die dar­
stellende Matrix für c in einem einzelnen Unterraum heißt 

(x(c)) = (C-l). 

C- I durchläuft, wie C, alle h-ten Einheitswurzeln. 
Bei einem direkten Produkt zyklischer Gruppen führt man an Stelle 

der Produkte cA. cA, ••• cAr die neuen Basiselemente 1 2 r 

(Cl'···' Cr; Cl'···' Cr) = (Cl' Cl) (C2 ' C2)· •• (Cr> cr) 

ein und findet als vollständig reduzierte Form der Darstellung: 

cI'· (Cl'···' Cr; Cl'···' Cr) = C,;;-l(C1' ... ' Cr; Cl'···' cr), 

mithin als irreduzible Darstellungen: 

X(cl') = C-;/, 
X(cA. CA2 ••• CA,) = r-A. r-A2 ••• r-I., 

1 2 r ~1 ~2 ~r· 

Man sieht also: 
Der mit Hilfe eines algebraisch-abgeschlossenen Körpers gebildete 

Gruppenring einer Abelschen Gruppe ist vollständig reduzibel und direkte 
Summe von h Körpern 3", die von den neuen Basisvektoren (Cl> ... ' Cr; 
Cl> ••• , cr) erzeugt werden, alles unter der Voraussetzung, daß die Charak­
teristik des Körpers nicht in der Gruppenordnung h aufgeht. 
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Die (Cl' ... , C,.: Cl' ••• ' C,.) müssen also bis auf einen Faktor idem­
potent sein. In der Tat ergibt sich leicht 

(C~, C~)2 = h" (C", c,,), 
mithin 

(C1> ... ' C,.: C]" ••• , C,.)2 = h(Cl , •• ·, Cr: Cl' ••• ' C1') 

oder auch: das Element 
1 
T(Cl> ... ,Cr: cl'···'cr) 

ist idempotent (und Einselement des Körpers .8~). 

Aus dem eben Bewiesenen folgt nach § 121, Satz 1, daß jede Dar­
stellung der Gruppe @ vollständig reduzibel ist. 

Zwischen den Charakteren besteht eine Reihe von Relationen, die 
man folgendermaßen findet: Zunächst ist das Produkt zweier Charak­
tere wieder ein Charakter: 

(6) X(a) i(a) = i'(a) , 

und ebenso ist das Inverse eines Charakters ein Charakter. Somit bilden 
die Charaktere eine Gruppe ~. 

Ist C" eine primitive h,,-te Einheitswurzel, so erzeugt der Charakter 

X (C~l • •• c~) = C!" 
eine zyklische Untergruppe ~" der Ordnung h" in der Gruppe ~. Man 
sieht leicht ein, daß die ganze Gruppe ~ das direkte Produkt der Unter­
gruppen ~"ist. Somit ist die Gruppe ~ genau so wie @ ein direktes 
Produkt zyklischer Gruppen der Ordnungen h l , ••. , h,.: mithin ist die 
Gruppe ~ der Charaktere isomorph zur gegebenen Gruppe @. 

Die durch die Gleichungen (1), (6) ausgedrückte Reziprozität zwischen 
den Gruppen @, ~ ist umkehrbar. Die Zahl x(a) häugt nämlich vom 
Charakter X und vom Gruppenelement a ab und läßt sich bei festem a 
als Funktion des Charakters X auffassen; nach (6) ist diese Funktion 
ein Homomorphismus der Charakterengruppe ~. Die Anzahl dieser 
Homomorphismen ist wieder h: also werden alle Homomorphismen der 
Gruppe ~ durch die Gruppe @ gegeben. 

Aus (2) folgt durch Summation über alle Ä 1> ••• , Ä1': 

{ h, wenn alle C" = 1 sind, 
"'x(a) = (2CI.')(2CI.,) .. . (2C") = 

.-; 1 9 r 0 sonst. 

Daher hat man: 

(7) { h für X=XO' 
~; X(a) = 0 für X =F XO. 

Ebenso gilt die reziproke Beziehung 

(8) {
h für 

fx(a) = 0 für 
a = 1, 

a =F 1. 
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Setzt man in (8) a = a' a", so folgt; 

für 
.2 x(a') x(a") = {h 
l 0 für a' =+= a"-I. 

a' = a"-l, 
(9) 

Ebenso wieder reziprok: 

(10) .2X'(a)X"(a)={h für x' = X"-I, 
a 0 für X' =+= X"-I. 

Der Charakter X-I heißt zu X konjugiert und wird mit i bezeichnet. 
(Im Fall der Zahlkörper ist ,-I konjugiert-komplex zu " also X-I kon­
jugiert-komplex zu X,) Da offenbar x(a- I ) = i(a) ist, so kann man 
statt (9) und (10) schreiben; 

{
h für a' = a", 

(11) .2x(a')x-(a") = 
l 0 für a' =+= a" , 

(12) .2 i(a) x"(a) = {h 
a 0 

für X' = X", 

für i =+= X" • 

Jede dieser beiden Gleichungen besagt, daß die Matrix der h2 Zahlen X (a) 
(wo X Zeilen-, aSpaltenindex ist) invers zur gespiegelten Matrix der 

Zahlen ! i(a) (i Zeilen-, aSpaltenindex) ist. Man nennt (11) die Ortho­

gonalitätsrelation der Charaktere. 
Die Charaktere Abelscher Gruppen f.inden häufig Anwendung in der 

Zahlentheorie. Es sei n eine natürliche Zahl. Für @J nehme man die mul­
tiplikative Gruppe derjenigen Restklassen mod n, die durch die zu n 
teilerfremden natürlichen Zahlen < n repräsentiert werden. (h wird also 
die Eulersche Funktion lP(n).) Unter einem Restcharakter X(m) einer 
zu n teilerfremden Zahl m modulo n versteht man dann einen Charakter 
der Restklasse von min der Restklassengruppe. Weiter setzt man X (m) = 0, 
sobald die ganze Zahl m zu n nicht teilerfremd ist. Auf Grund dieser 
Verabredung kann man die Summation in (7) oder (10) über ein volles 
Restsystem modulo n erstrecken, während (1), (6), (8) und (9) für alle 
Zahlen a, b bzw. a', a" gelten. 

Aufgabe. Man schreibe alle Charaktere der Zahlen 1 bis 11 modulo 12 
hin; ebenso modulo 11. 

§ 125. Darstellungen endlicher Gruppen. 

Wir haben in § 120 die Frage der Darstellungen einer endlichen 
Gruppe @J auf dieselbe Frage für den Gruppenring 0 = (al' ... , ah) 
zurückgeführt. Die Auffindung aller Darstellungen wird nach Satz 1 
des § 121 geleistet sein, sobald wir bewiesen haben, daß dieser Gruppen­
ring vollständig reduzibel ist. Dazu genügt es, den folgenden Satz von 
MASCHKE zu beweisen; 
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Jede Darstellung einer endlichen Gruppe @ in einem Körper P, dessen 
Charakteristik nicht in der Gruppenordnung h aufgeht, ist vollständig 
reduzibel. 

Beweis: Der Darstellungsmodul im sei reduzibel, und es sei in ein 
minimaler (oder irreduzibler) Untermodul. Wir werden zeigen, daß 
im sich als direkte Summe in + SR" darstellen läßt, wo in" wieder ein 
Darstellungsmodul ist. 

Al" Vektorraum zerfällt im nach dem Schema in + in'; dabei ist 
aber in' noch nicht notwendig gegenüber 0 invariant, also noch nicht 
notwendig ein Darstellungsmodul. Ist y ein Element von in' und a eins 
von @, so ist ay eindeutig darstellbar als Summe eines Elements von 
in und eines Elements y' von in', mithin 

ay = y' (mod in). 

Das Element y' ist bei festem a durch y eindeutig bestimmt und hängt 
von y linear ab: aus a y = y' und az = z' folgt a (y + z) = y' + z' 
und a y A. = y' A. für A. E P. Wir können also schreiben 

y' = A' y; A' y = a y (mod W), 

wo A' ein linearer Operator (d. h. eine lineare Transformation) in SR' 
ist! und noch von a abhängt. Und zwar bilden die Operatoren A' eine 
Darstellung der Gruppe@ ; denn aus a ~ A' und b ~ B' folgt a b ~ A ' B'. 

Wir setzen nun 

! }; a-1A'y = Qy = y"; 
a 

dann hängt auch y" linear von y ab, und somit bilden die y" einen line­
aren Unterraum in" = Qin'. Weiter folgt modulo in: 

1'=! };a-1ay=y. 
a 

Jedes Element von im ist also modulo in nicht nur kongruent einem 
Element y von SR', sondern auch einem eindeutig bestimmten Element 
y" von in"; d. h. es besteht die direkte Summendarstellung 

im = in + in". 
Schließlich ist für jedes Element b von @ 

by" = ! 1,;1 ba-lA' y 
a 

= ! }; (a b-1)-I(A' B'-l) B' Y 
a 

= QB'yEQW' = W"; 

1 Stellt man alle linearen Transformationen durch Matrizes dar, wie in § 108, 
Formel (4), so ist A' gerade die rechts unten stehende, dort mit T bezeichnete 
Matrix. 

v. d. Waerden, Moderne Algebra H. 13 
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mithin wird in" durch die Operatoren b von @ in sich transformiert, 
d. h. in" ist ein Darstellungsmodul. 

Ist auch in" noch reduzibel, so kann man in" in derselben Weise be­
handeln, indem man einen minimalen Untermodul abspaltet, usw. 
So findet man schließlich die vollständige Zerfällung des Moduls 9JC 
und damit der Darstellung. 

Will man alle Darstellungen einer Gruppe aufstellen, so genügt es 
nach dem eben bewiesenen Satz, die irreduziblen zu finden, und diese 
findet man mit Hilfe der minimalen Linksideale des Gruppenrings (oder, 
was dasselbe ist, durch Ausreduzieren der regulären Darstellung). In 
einer reduziblen Darstellung kann jede irreduzible beliebig oft wieder­
holt vorkommen. 

Die Anzahl der absolut-irreduziblen Darstellungen ist nach § 122 
gleich dem Rang des Zentrums, und das Zentrum des Gruppenrings be­
steht, wie man mühelos sieht, aus allen denjenigen Summen 

(1) .2aJ.(b, (a;.E@, (>;.EP), 
.< 

in denen konjugierte Gruppenelemente dieselben Koeffizienten haben. 
Die zu einem Element a konjllgierten Elemente bilden je eine "Klasse". 
Ist k a die Summe der Elemente dieser Klasse, so ist (1) eine Summe 
aus solchen Summen k a mit Koeffizienten aus P. Mithin gilt der Satz: 
Das Zentrum des Gruppenrings wird von den Klassensummen ka erzeugt. Der 
Rang des Zentrums ist also gleich der Klassenanzahl, und daraus folgt: 

Die Anzahl der in äquivalenten absolut-irreduziblen Darstellungen einer 
Gruppe ist gleich der Anzahl der Klassen konjugierter Elemente. 

Für die Grade n l , ... , n. der irreduziblen Darstellungen besteht die 
Relation 

n~ + n~ + ... + n: = h, 

denn der Gruppenring vom Rang h ist direkte Summe von Matrizen­
ringen der Ränge ni, ni, ... , n; . 

Eine stets vorhandene Darstellung ersten Grades ist die "identische 
Darstellung", die jedem Gruppenelement das Element 1 zuordnet. 

Soll es noch weitere Darstellungen ersten Grades geben, so muß ein 
echter Normalteiler mit Abelscher Faktorgruppe vorhanden sein; denn 
die Transformationen der Darstellungen ersten Grades sind miteinander 
vertauschbar und bilden eine zur Gruppe homomorphe Abelsche Gruppe. 
Ist umgekehrt ein echter Normalteiler mit Abelscher Faktorgruppe vor­
handen, so ergeben die Charaktere dieser Abelschen Gruppe schon Darstel­
lungen ersten Grades. Alle übrigen Darstellungen sind von höherem Grade. 

Beispiele. 1. Die symmetrische Gruppe @J3' Klassenanzahl 3; also 
3 Darstellungen. Die alternierende Gruppe hat 2 Nebenklassen Sfo' Sfl : 

die der geraden und der ungeraden Substitutionen. Die 2 Charaktere 
dieser Zweiergruppe : 
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bestimmen die Darstellungen ersten Grades. Wegen 

n~+n~+n~=6 

muß die dritte Darstellung den Grad 2 haben. Nimmt man drei Vektoren 
e1 , e2 , es in einer Ebene, deren Summe Null ist, so ergeben die Permu­
tationen dieser drei Vektoren eine treue Darstellung dieser Permutations­
gruppe ; die Darstellung erweist sich leicht als irreduzibel. Nimmt man 
e1 und e2 als Grundvektoren, so lautet die Darstellung: 

{ (I 2) e1 = e2 , {(I 3) e1 = - e1 - e2 , 

(I 2)e2 = e1 , (I 3)e2 = e2 , 

{ 
(2 3) e1 = e1 , 

(2 3) e2 = - e1 - e2 , 

{ (I 2 3) e1 = e2 , { (I 

(I 2 3) e2 = - el - e2 , (I 

3 2) e1 = - e1 - e2 , 

3 2) e2 = e1 • 

2. Die Quaternionengruppe Os: 

ki=i3 k. 
Klassenanzahl 5; also 5 Darstellungen. Der Normalteiler {I, jll} hat als 
Faktorgruppe die Kleinsche Vierergruppe, deren 4 Charaktere 4 lineare 
Darstellungen ergeben. Die übrigbleibende Darstellung muß wegen 

~ + n~ + n~ + n: + n~ = 8 

den Grad 2 haben. Ordnet man den Gruppenelementen I,j, i 2, jS, k, 
ik,i 2k,jSk die Quaternionen I,i,-I,-j,k,l,-k,-l zu, so e~­
hält man eine homomorphe Abbildung des Gruppenrings 0 auf den Qua­
ternionenkörper ; also muß der Quaternionenkörper unter den zwei­
seitigen Kompositionsfaktoren von 0 vorkommen. Damit ist schon die 
Zerlegung von 0 im rationalen Grundkörper r gefunden: Es ist 

o = 01 + 02 + Os + 0" + 05' 

wo °1, 02' Os' 0, isomorph zu r sind und 05 isomorph dem Quaternionen­
körper ist. Geht man zum algebraisch-abgeschlossenen Grundkörper 
über (es genügt in diesem Fall die Adjunktion von i = i -1), so 
zerfällt der Quaternionenkörper, und man erhält die Matrixdarstellung 

( i 0) 
1-+ 0 -i ' 

k-+( 0 I), 
-I 0 

3. Die alternierende Gruppe m, kann nach genau derselben Methode 
wie die symmetrische @)s behandelt werden, was dem Leser überlassen 
bleiben möge. Man findet 4 Darstellungen der Grade I, 1, 1, 3. 

4. Die symmetrische Gruppe @),. Klassenanzahl 5; also 5 Darstellun­
gen. Die Kleinsehe Vierergruppe {I, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} 
hat eine zu @)s isomorphe Faktorgruppe, von der wir schon 3 irreduzible 
Darstellungen der Grade 1, 1, 2 kennen; diese ergeben auch Dar-

13* 
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stellungen der Grade 1,1,2 von 6 4 , Werden diese Gradzahlen mit 
nl , n2 , n 3 bezeichnet, so folgt aus 

daß 
ni + n~ + n~ + ni + 1l~ = 24, 

ni + n~ = 18 

sein muß, und das trifft nur für n4 = 3, n5 = 3 zu. Führt man 4 Vek­
toren el , e2 , e3 , e4 mit der Summe Null ein, so ergeben die Permutationen 
dieser 4 Vektoren eine treue Darstellung dritten Grades von 6,. Wählt 
man el , e2 , e3 als Grundvektoren, so lautet die Darstellung: 

1
(12)et =e2 , 1(13)et =e3 , 1(14)e1 =-et -e2 -e3 , 

(12)e2 =e1 , (13)e2 =c2 , (14)e2 = e2 , 

(12)e3 =e3 , (13)e3 =e1 , (14)e3 = e3 , 

1
(1 2 3) e1 = e2 , 

(1 2 3) e2 = c3 , usw. 

(1 2 3) e3 = el , 

Da die Darstellung treu ist, kann sie sich nicht auf die Darstellungen 
ersten und zweiten Grades reduzieren; mithin ist sie irreduzibel. Multi­
pliziert man die darstellenden Matrizes der ungeraden Substitutionen 
mit - 1, so erhält man eine andere, ebenfalls treue und daher wieder 
irreduzible Darstellung dritten Grades, die sicher mit der vorigen nicht 
äquivalent ist, da die Spuren verschieden sind. Damit haben wir alle 
Darstellungen gefunden. 

Aufgaben. 1. Das Element s = 2) ades Gruppenrings 0 genügt 
den Gleichungen aE<!I 

bs = s für bE @ • 

Welches Linksideal wird von s erzeugt? Welche Darstellung gehört zu 
diesem Ideal? Welches idempotente Element ist in diesem Ideal ent­
halten? 

2. Ist die Anzahl h der Gruppenelemente durch die Charakteristik 
des Körpers teilbar, so ist das in Aufgabe 1 genannte Ideal nilpotent. 
Daraus ist abzuleiten, daß die Bedingung, daß die Charakteristik nicht 
in h aufgeht, für den Satz von MASCHKE auch notwendig ist. 

§ 126. Gruppencharaktere. 

Die Kroneckersehe Produkttransformation. 
Es seien zwei lineare Transformationen A', A" gegeben, die eine im 

Vektorraum (uI, ... ,un), die andere im Vektorraum (vI, ... ,vm), 

wobei die U und v als Unbestimmte aufgefaßt werden. Es sei also etwa 

A'uk = 2)Ui~k' 
i 

A" Vi = 2)v; oc;,. 
i 
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Wenn man nun auf u und v gleichzeitig diese Transformationen an­
wendet, so transformieren sich die Produkte UkVZ folgendermaßen 1 : 

(I) 

Die so entstehende Transformation A im Vektorraum der n·m linear­
unabhängigen Größen UkVZ heißt die Kroneckersche Produkttrans­
formation und wird mit A' X A" bezeichnet. Die Matrixelemente von A 
sind nach (I) die Produkte tX~ktX;~. Die Spur von A ist 

>""7 2,'tX~i tXii = .LtX~i . 2,'tX;; = S(A'). S(A"); 
t J i j 

mi thin: Die Spur der Produkttransformation A' X A" ist das Produkt 
der Spuren der Transformationen A' und A". 

Übt man auf die u nacheinander zwei Transformationen B', A' und 
auf die v nacheinander zwei Transformationen B", A" aus, so erleiden 
die Produkte Uk Vz nacheinander die Transformationen B' X B" und 
A'xA"; d.h.es ist 

(2) (A'X A").(B'xB") = A'B' X A"B". 

Bilden die Matrizes A', B', ... eine Darstellung~' einer Gruppe & 
und die Matrizes A", B", ... eine andere Darstellung ~" derselben 
Gruppe, so folgt aus (2), daß die Produkttransformationen A = A' X A", 
E = B' X B", ... wieder eine Darstellung bilden. Diese Produkt­
darstellung der Darstellungen ~',~" wird mit~' x~" bezeichnet. 

Schreibt man noch ~' +~" für eine reduzible Darstellung, die in 
~' und ~" vollständig zerfällt, und betrachtet dabei äquivalente Dar­
stellungen als nichtverschieden, so verifiziert man leicht für die Summen 
und Produkte von Darstellungen alle üblichen Rechnungsregeln : 

~' + ~" = ~" + ~' , ~'x ~"= ~"x ~' , 
~' + (~" + ~"')=(~' + ~") + ~III, ~'x (~" X ~"')=(~' X ~") X ~"', 

~'x(~" +~"')=~'x~" +~'x~"', (~" +~"') x~' =~"x~' +~"'x~'. 

Ist insbesondere & eine endliche Gruppe, so daß jede Darstellung 
vollständig in irreduzible Darstellungen ~" zerfällt, so hat man: 

(3) ~l X ~I' = 2,'Cl.,u ~'" 
" 

wo die cl p ganze Zahlen > 0 sind. Daher kann man die Darstellungen 
~ .. als Erzeugende eines kommutativen hyperkomplexen Systems ~ 
deuten. 

Für die Spuren folgt aus (3): 

Sl(a)· SI'(a) = Y'c!:,u Sv(a). 
" 

1 Die Unbestimmten werden als miteinander und mit den Koeffizienten ver­
tauschbar angenommen. 
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Falls die Darstellungen absolut-irreduzibel sind, die Spuren also Cha­
raktere werden, kann man dafür auch schreiben: 

(4) X .. (a). x.u(a) = .2c!p X,,(a) (erste Charakterenrelation). 
" 

Die Charaktere als Klassenfunktionen. 

Sind a und a' konjugierte Gruppenelemente : 

a' = bab-I, 

so folgt für die darstellenden Matrizes: 

A'= BAB-I. 

Somit haben A und A' dieselbe Spur; d. h. es ist 

S(bab-I) = S(a), 
insbesondere 

X(bab-I) = X(a). 

Rechnen wir wieder alle zu a konjugierten Gruppenelemente zu 
einer Klasse sra , so hat also jeder einzelne Charakter für alle Elemente 
einer Klasse denselben Wert. 

Ist ha die Anzahl der Elemente der Klasse sra und ist ka die Summe 
der Elemente dieser Klasse (im Gruppenring 0), so ist der Charakter 
von k a die Summe aus den Charakteren der Elemente der Klasse, also 

X(ka) = ha • X(a) . 

Wie wir in § 125 sahen, erzeugen die Größen ka das Zentrum.8 des Grup­
penrings o. Nach § 123 sind die Homomorphismen @" von.8 mit den Cha­
rakteren X" durch die Relationen I 

@,,(z) = x:(Z) 

" 
verbunden, wo n" = X .. (1) der Grad der absolut-irreduziblen Darstel­
lung ~ .. ist; insbesondere ist 

(5) @ (k ) = X .. (ka) = ~ (a) • 
.. a n" n" X .. 

Das Produkt kak" ist eine Summe von Gruppenelementen, die wieder 
zu .8 gehört und sich daher ganzzahlig durch die Klassensummen ka 

ausdrückt: 

(6) 

Die Homomorphieeigenschaft der @" spricht sich nun in der Gleichung 

(7) @,,(ka)·@,,(kb) = .2 g:,,@ .. (kc) 
c 

1 Wir setzen wieder voraus, daß weder die Gruppenordnung h noch die 
Grade n" der Darstellungen durch die Charakteristik des Körpers teilbar sind. 
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aus, die sich mit Hilfe von (5) in 

(8) h h (a) (b) = n '\1 C h (c) { (zweite C~arakteren-
a bX~ X~ ~7'gab cX" rela#on) 

umschreiben läßt. In den Summen (6), (7) und (8) durchläuft c je ein 
Repräsentantensystem aller Klassen. Läßt man c alle Gruppenelemente 
durchlaufen, so ist in (8) auf der rechten Seite der Faktor hc wegzulassen. 
Da die (9" die einzigen Homomorphismen von .8 sind, so sind die Charak­
tere X~ die einzigen Lösungen der Gleichung (8). 

Genau so, wie (7) in Verbindung mit (6) ausdrückt, daß (9,,(ka) bei 
festem v ein Homomorphismus des Zentrums .8 ist, so bedeutet (4) in 
Verbindung mit (3), daß X" (a) bei festem a, als Funktion von ;3)" be­
trachtet, ein Homomorphismus des Ringes thm Körper.Q ist: dem Produkt 
zweier Darstellungen entspricht das Produkt der Charaktere, der Summe 
die Summe. Die beiden kommutativen Ringe .8, ~ sind also zueinander 
reziprok: jedes Basiselement ka von .8 bestimmt einen Homomorphis­
mus Xv(a) von ~, und jedes Basiselement ;3)~ von ~ bestimmt einen 
Homomorphismus (9,,(ka) von .8. Zwischen den (9" und den X~ besteht 
dabei die einfache Relation (5). Die Anzahl der so gefundenen Homo­
morphismen von ~ ist gleich der Anzahl der Klassen, also gleich 
dem Rang von ~. Daraus folgt, daß ~ ein System ohne Radikal ist, 
denn wenn ~ ein Radikal c hätte, so wäre die Anzahl der möglichen 
Homomorphismen oder Darstellungen 1. Grades von ~ nur gleich dem 
Rang von~/c. Zugleich ergibt sich, daß die x.(a) die sämtlichen Homo­
morphismen von ~ in .Q ergeben. 

Die konjugierten Charaktere. 

Zu jeder Darstellung a -+ A gibt es eine "konjugierte (oder kontra­
grediente) Darstellung" a -+ A'-I, wo A' die gespiegelte Matrix zu A ist. 
Bei dieser Zuordnung ist nämlich 

ab -+ (A B)'-l = (B' A')-l = A'-l B'-l. 

Die Konjugierte zur konjugierten Darstellung ist wieder die ursprüng­
liche. Ist die Darstellung a -+ A reduzibel, so ist es auch die konjugierte, 
und umgekehrt. Die Konjugierte einer irreduziblen Darstellung ist also 
wieder irreduzibel. 

Geht man von A zu einer äquivalenten Darstellung p-l A P über, so 
geht die konjugierte Darstellung über in 

(P-l A P)'-l = P' A'-l P'-l, 

also ebenfalls in eine äquivalente. 
Bezeichnet man mit ;3)", die zu 'l)~ konjugierte irreduzible Darstel­

lung, und ist 'l)" (a) = A, so ist 

'l)",(a-1) = A', 
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und da die Spur von A~ gleich der von A ist, so folgt 

Xv,(a-1 ) = Xv(a). 

Man bezeichnet den zu Xv "konjugierten" Charakter Xv' auch mit Xv' 
Jeder Charakter ist eine 5umme von Einheitswurzeln. Denn jedes 

Element a von@ erzeugt eine zyklische Untergruppe ~, deren Ordnung 
In ein Teiler von h ist, und jede irreduzible Darstellung 'Ilv von @ ergibt 
eine Darstellung von ~; diese zerfällt nach § 124 vollständig in Dar­
stellungen ersten Grades, deren Matrixelemente m-te Einheitswurzeln 
sind. Die Spur der darstellenden Matrix ist die Summe der Diagonal­
elernente, also eine Summe von m-ten Einheitswurzeln, etwa 

(9) X(a) = (,., + ("0 + ... + (,on, 
wo ( eine primitive m-te Einheitswurzel ist. 

Die gespiegelte Matrix A' ist, wenn A in der eben angegebenen 
Diagonalform geschrieben wird, gleich A selbst, und A'-l entsteht 
durch Ersetzung von ( durch C-l. Also ist 

x(a) = C-v, + (-yO + ... + C-,on. 
Im Fall der Zahlkörper ist X konjugiert-komplex zu X. 

Die Ersetzung von ( durch C-1 ist ein Automorphismus des Körpers 
der m-ten Einheitswurzeln, und dieser Automorphismus führt X in X 
über. In analoger Weise erhält man natürlich aus jedem Charakter X 
durch einen beliebigen Körperautomorphismus wieder einen algebraisch­
konjugierten Charakter X*, zu dem auch eine algebraisch-konjugierte 
Darstellung gehört, da jeder Isomorphismus des Körpers der Charaktere 
sich zu einem Isomorphismus des Körpers der Darstellung fortsetzen 
läßt. X* ist zu X konjugiert im weiteren, körpertheoretischen Sinn. 

Die weiteren Charakterenrelationen. 

Ist 5 (c) die Spur des Gruppenelements c in der regulären Darstellung, 
so ist 

5 ( c) = .2: nv Xv ( c) , 

da die reguläre Darstellung ja d:e irreduzible Darstehung 'Ilv genau 
ny-mal enthält. Die Spur 5 (c) läßt sich aber auch direkt ausrechnen: 
Die Gruppenelemente a1 , ... , ah bilden eine Basis des Vektorraums 0 

der regulären Darstellung, und es ist 

cai = ak • 

Glieder mit i = k kommen nur dann vor, wenn c gleich dem Eins­
element 1 der Gruppe ist; in diesem Fall ist jedes i gleich dem zugehöri­
gen k. Es ist also 

5(1) = h; 5(c) = 0 für c=l=l, 
mithin 

_ Jh für c = 1, 
(10) .1)n" Xv(c) - 1 für c =1= 1. y 0 
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Summiert man nun (8) über alle '11 und berücksichtigt dabei (10), so 
ergibt sich 

(ll) ha hb2:x,,(a)X,,(b) = g!b· h . 
" 

Die Zahl g!b gibt an, wie oft es vorkommt, daß ein Produkt a' b', wo a' 
zur Klasse ~a und b' zur Klasse ~b gehört, gleich 1 ist. Die Zahl ist also 
Null, wenn ~a und ~b keine zwei zueinander inversen Elemente ent­
halten. Wenn aber ein solches Paar vorhanden, etwa b = a-1 ist, so 
gibt es zu jedem Element a' = cac-1 von ~a ein dazu inverses Element 
b' = a'-l = cbc-1 von ~b' und man erhält: 

Mithin wird (11) nach Division durch h b zu 

. f h für ~b = ~a-l, 
ha.L x" (a) X" (b) = to f" .ru =\= iiil " ur Jlb Jla-l 

(12) 
(dritte Charakteren­

relation). 

Als Spezialfall a = 1 erhält man hieraus (10) zurück. 
Nun möge av "" a. ein Repräsentantensystem aller Klassen sein. 

Setzt man 

so besagt die Relation (12), daß die Matrizes =. = (X,,,,) und Y = (1]",,) 
zueinander invers sind: 

(13) y =. = E oder Y = =,-1 . 

Aus (13) folgt: 

oder ausgeschrieben 

(14) 
für '11 = f1" 

für l' =\= ,U . 

Dabei durchläuft a ein Repräsentantensystem aller Klassen. Läßt man a 
alle Gruppenelemente durchlaufen, so muß man die Faktoren ha weg­
lassen. Hieraus ergibt sich die Orthogonalität der Charaktere: 

(15) 
_ {h für '11 = !t, 

2: X,. (a) X" (a) = 0 f" =\= aE<!l ur '11 f1, 

(vierte Charakteren­
relation). 

Ist speziell f1, = 0, d. h. ist X,. der Charakter Xo der identischen Dar­
stellung, so ergibt sich aus (15) 

Jh für '11=0, 
(16) 2:x,,(a) = 10 f" 

" I ur l' =l= 0 . 
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Die Relation (15) kann man zur Bestimmung der Koeffizienten ci:" 
in (4) benutzen, indem man (4) mit x,,(a) multipliziert und über alle a 
summiert. Das ergibt: 

.EX,,(a) X;.(a) X,u(a) = hci.fl' 
a 

Ersetzt man ~ durch ~/, wo 'il", die zu 'il" konjugierte Darstellung ist, so 
ergibt sich: 

Daraus folgt: Der Koeffizient cl~' der angibt, wie oft die Ztt 'il" konjugierte 
Darstellung im Produkt 'il!. X 'il fl enthalten ist, ist in den Indizes A, ft, x 
symmetrisch. 

Man kann die Tatsache, daß die Matrizes':: und Y zueinander invers 
sind, zur Berechnung der idempotenten Zentrumselemente e1 , ••• , es 
benutzen, welche die zweiseitig-einfachen Ideale in 0 erzeugen. Nach 
§ 122 hat man nämlich für die Basiselemente ka des Zentrums.3 die 
Ausdrücke 

(17) 

Indem man mit Xf' (a) multipliziert und über alle Klassen Sfa summiert, 
ergibt sich 

oder 

_ "'k 11" (-1) e" -~ aTX" a . 
.!ta 

S atz. Die Grade der irreduziblen Darstellungen einer endlio,hen Gruppe 
im Körper aller algebraischen Zahlen sind Teiler der Gruppenordnung. 

Beweis: Läßt man in (7) das Element bein Repräsentantensystem 
aller Klassen durchlaufen und betrachtet auf der linken Seite e" (ka) 

als bekannt, so erhält man ein homogenes lineares Gleichungssystem 
für die e" (k e), aus dem sich durch Elimination dieser Größen die Re­
lation 

(a wird festgehalten, bund c sind Zeilen- bzw. Spaltenindex) mit 

{
I für b = c, (je _ 

b - 0 für b =+= c 

ergibt. Daher ist e,,(ka) als Wurzel einer Gleichung mit ganzen ratio­
nalen Koeffizienten und dem höchsten Koeffizienten 1 eine ganze alge­
braische Zahl. In derselben Weise folgt aus (4), daß die Charaktere 
Xv (a) ganze algebraische Zahlen sind, was man auch aus (9) ersehen kann. 
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Nun läßt sich die erste Hälfte von (14) folgendermaßen schreiben: 

oder 

Links steht eine ganze algebraische Zahl; also ist ~ ganz und zugleich n,. 
rational, mithin ganz-rational, q. e. d. 

Literatur. Eine von der Theorie der hyperkomplexell Zahlen unabhängige 
Begründung der Darstellungstheorie endlicher Gruppen findet man bei 1. SCHUR, 
Neue Begründung der Theorie der Gruppencharaktere, Sitzungsber. Berlin 1905, 
S. 406. Von der reichhaltigen Literatur über Gruppencharaktere sei hier nur 
noch auf die wichtige Arbeit von G. FROBENIUS, Über Relationen zwischen den 
Charakteren einer Gruppe und denen ihrer Untergruppen, Sitzungsber. Berlin 
1898, hingewiesen. Siehe weiter, WEYL, H., Gruppentheorie und Quantenmechanik, 
2. Auf 1., Leipzig 1931. 

A ufga ben. 1. Man stelle eine Charakterentabelle der symmetrischen 
Gruppen von 3 und 4 Elementen auf und berechne die idempotenten 
Zentrumselemente des Gruppenrings. 

2. Man zeige, daß die Relation (8) auch folgendermaßen geschrieben 
werden kann: 

h Xv(a) Xy(b) = nyLJX)ad b d-l ). 
cl 

3. Die Produktdarstellung 'Il). X 'Il,u enthält dann und nur dann 
die identische Darstellung, und zwar genau einmal, wenn die Dar­
stellungen 'Il}. und 'Il,u zueinander konjugiert sind. 

4. Im Körper der komplexen Zahlen ist die zu einer Darstellung 
konjugiert-komplexe Darstellung äquivalent zur konjugierten. 

§ 127. Die Darstellungen der symmetrischen Gruppen l . 

"Vir betrachten die Gruppe IEi n der Permutationen von n Ziffern 1. 2, .. " n 
und suchen ihre absolut-irreduziblen Darstellungen etwa im Körper Q aller alge­
braischen Zahlen. Es wird sich übrigens zeigen, daß diese Darstellungen rational 
sind, d. h. im Körper r der rationalen Zahlen stattfinden. 

Wir gehen vom Gruppenring 0 = SlQ + ... + Snl Q aus und betrachten dessen 
Linksideale. Jedes solche Linksideal ist direkte Summe von minimalen Linksidealen ; 
diese liefern uns die irreduziblen Darstellungen. Da jedes Linksideal von einem 
idempotenten Element erzeugt wird, so suchen wir zunächst idempotente Ele­
mente auf. 

Wir schreiben die Ziffern 1, 2, .. " n in irgendeiner Anordnung in h Zeilen 

1 Die gegenüber der Frobeniusschen Theorie (Sitzungsber. Berlin 1903, S. 328) 
vereinfachten Beweise in diesem Paragraphen verdanke ich einer mündlichen Mit· 
teilung von Herrn J. VON NEUMANN. 
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(h beliebig) untereinander, so daß in der v-ten Zeile IX" Ziffern stehen und die Be­
dingungen 

(1) 
f 0(1 ;;;:; IX2 ;;;:; • 

. h 

l L: Ge. = n 
,.= 1 

• • ;;;:; Geh' 

erfüllt sind. Wir schreiben die ersten Elemente der h Zeilen alle untereinander, 
ebenso die zweiten, usw., etwa wie in dem folgenden Schema, in welchem die 
Punkte Ziffern darstellen: 

Il = 7. 

Eine solche Anordnung der Ziffern 1, 2, ... ,n nennen wir ein Schema La' 
Der Index IX bezeichnet die Ziffernfolge (lXI' IX2 , ••• , IX,.). Die möglichen Indizes IX 

werden angeordnet durch die Verabredung: Es soll IX > ß sein, wenn die erste 
nichtverschwindende Differenz IX. _. ß. positiv ist. Z. B. ist bei n = 5 

(5»(4, I) > (3, 2) > (3,1, I) > (2,2, I) > (2, I, 1, I) > (I, I, 1, 1, I). 

Ist ein Schema La gegeben, so bezeichnen wir mit p alle diejenigen Permutationen, 
welche nur die Ziffern innerhalb der Zeilen des Schemas vertauschen, diese Zeilen 
selbst aber invariant lassen, mit q dagegen diejenigen Permutationen, die nur die 
Ziffern innerhalb der Spalten des Schemas vertauschen. Für jedes feste q verstehen 
wir unter a. die Zahl + I oder - 1, je nachdem q eine gerade oder eine ungerade 
Permutation ist. Ist sirgendeine Permutation, so bezeichnen wir mit SLa das 
Schema, in das La durch die Permutation s übergeht. Man sieht leicht: Wenn q 
die Spalten von La invariant läßt, so läßt sqs-l die Spalten von SL", invariant, 
und umgekehrt. Schließlich setzen wir (im Gruppenring 0) für jedes feste Ea. 

Sa =L:P, 
p 

Aa=L:qa •. 
q 

Man verifiziert leicht die Regeln: 

(2) pS",=sap=S"" 

(3) 

Aus (2) und (3) folgt leicht, daß Sa und A a bis auf einen Faktor t a idempotent sind. 
Die weiteren algebraischen Eigenschaften der Sa und A a fließen aus folgendem 
kombinatorischen Hiltssatz: 

Es seien La und La zwei Schemata von der obigen Art; es sei IX ;;;:; ß. Wenn dann 
in I a nirgends zwei Zittern in einer Zeile vorkommen, die in La in einer Spalte stehen, 
so ist IX = ß, und das Schema La geht durch eine Permutation von der Gestalt pq in 
das Schema La über: 

pqLa=Ip . 

(Die Bezeichnungen p und q beziehen sich auf La; d. h. P läßt die Zeilen und q die 
Spalten von La invariant.) 

Beweis: Aus IX ;;;:; ß folgt IX] ;;;:; ßl' In der ersten Zeile von La stehen IXI Ziffern. 
Wenn dieselben Ziffern in I/l alle in verschiedenen Spalten stehen sollen, so muß 
L/l mindestens IXI Spalten haben, woraus IXI ~ ßl und somit IXI = ßl folgt. Durch 
eine Permutation qL die die Spalten von La invariant läßt, lassen sich diese Ziffern 
alle in die erste Zeile von I a bringen. 

Aus IX 2: ß folgt nunmehr IXZ ;:;;; ß2' In der zweiten Zeile von La stehen 1X2 Ziffern. 
Wenn diese in qi La alle in verschiedenen Spalten stehen sollen, so muß qi La, ab­
gesehen von der ersten Zeile, die ja schon besetzt ist, noch mindestens 1X2 Spalten 



§ 127. Die Darstellungen der symmetrischen Gruppen. 205 

haben. Daraus folgt 0:2 ~ ß2' somit 0:2 = ß2' Durch eine Permutation q2' die die 
Spalten von qi Eß und auch die erste Zeile invariant läßt, lassen sich die genannten 
Ziffern alle in die zweite Zeile von Eß bringen. 

So weiter schließend, erhält man ein Schema q' E(1 = q~ ... q2 qi Eil' dessen 
Zeilen mit denen von Ea übereinstimmen. Man kann also Ea durch eine Permutation 
p in q' Eil überführen: 

q'Eß = pEa . 

Die Permutation q' = q~ ... y; qi läßt die Spalten von E(1 und daher auch die von 
q' E (1 = P La in variant. Bei passendem q ist also 

und daher 
q' = pq-l p-l 

pq-lp-1Eß = P~':a' 
Eß = PqLa , 

Aus dem kombinatorischen Hilfssatz folgt zunächst 

(4) Aß Sa = 0 für 0: > ß. 

q. e. d. 

Denn nach dem Hilfssatz muß es im Falle 0: > ß ein Ziffernpaar geben, das in 
Ea in einer Zeile und in E{l in einer Spalte steht. Ist t die Transposition, die dieses 
Ziffernpaar vertauscht, so ist nach (2) und (3) 

Aß Sa = Aß I I-iSa = - A ß5a , 
woraus (4) folgt. 

Ebenso beweist man 
5 a Aß = 0 für 0: > ß . 

Aber auch alle Transformierten von A{l werden von Sa annulliert: 

5 a s A pS-i = 0 für 0: > ß; 

denn sA{ls-l ist wieder ein All' nur zum permutierten Schema sEil' Aus diesem Er­
gebnis folgt durch Multiplikation mit sQ und Summation über alle 5 aus @ 

Sa(~sQ) Aß = (0) 
oder 

(5) (0: > ß) . 

Die Linksideale oA(l mit ß < 0: werden also durch Sa annulliert; oder auch: Sa 
wird in der durch oA Il vermittelten Darstellung durch Null dargestellt. Dageger. 
ist SaAa =l= 0, da der Koeffizient des Einselements im Produkt SaAa nicht ver­
schwindet. Sa wird also in der durch oAa vermittelten Darstellung nicht durch Null 
dargestellt; somit enthält diese Darstellung mindestens einen irreduziblen Bestand­
teil, der sicher noch in keinem oA{l mit ß < 0: vorkommt. Diesen irreduziblen Be­
standteil wollen wir jetzt näher bestimmen. 

Das Element SaAa = EEpqa. hat nach (2) und (3) die Eigenschaft 
p q 

PSaAaqa.=SaAa· 

Wir beweisen nun, daß SaAa bis auf einen Faktor das einzige Element mit dieser 
Eigenschaft ist; d. h. wir beweisen: Wenn ein Element a von 0 die Eigenschaft 

(6) pa q (J. = a 

für alle p und q besitzt, muß a die Gestalt (SaAal' Ä haben. 
Beweis: Wir setzen 

(7) a =~S}'8 (y, E Q) . 

Einsetzung von (7) in (6) ergibt: 

(8) ~ s y, = ~psq(J.Ys· 
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Auf der linken Seite kommt nur ein Glied mit pq vor, nämlich pq'Y"q; auf der rechten 
Seite auch nur eins, nämlich das Glied mit s = 1. Vergleichung der Koeffizienten 
ergibt: 

'Ypo=Uq'Y1· 

Wir greifen nun ein s heraus, welches nicht die Gestalt pq hat. Dann ist s Ea von 
allen pqEa verschieden, und nach dem kombinatorischen Hilfssatz gibt es zwei 
Ziffern j, k, die in Ea in einer Zeile, in s Ea in einer Spalte stehen. Ist t die Trans­
position dieser Ziffern: t = (f k), so vertauscht t' = S-l ts nur die Ziffern S-1 j 
und S-1 k, die in S-1 sEa = Ea in einer Spalte stehen. Daher ist t eine Permutation p 
und t' eine Permutation q, und in (8) können wir p = t und q = t' setzen; dann wird 
für unser spezielles s 

psq = tss-1 ts = s, 

uq = -1; 

also ergibt die Vergleichung der Glieder mit s links und rechts in (8): 

'Y. = -'Y., 'Y. = o. 
In (7) kommen also nur die Glieder mit s = pq, 'Y. = uq 'Y1 vor, und es wird 

a =.IPqUO'Yl = (SaAa) 'Yl' 
P,IJ 

q. e. d. 

Aus dem eben Bewiesenen folgt sofort, daß für jedes Element b von 0 das Ele­
ment SabAa die Gestalt (SaAa).1. hat; denn für jedes p und jedes q ist 

Es ist also 

(9) 

SaOAa~ (SaAa)Q· 

Setzen wir SaAa= la, so folgt 

la 0 la f Sa 0 A a §;,Ia Q. 

Wir behaupten nun, daß ola ein minimales Linksideal ist. Ist nämlich { ein 
Unterideal von Ola' so folgt aus (9): 

la Is;,/a Q , 

also, da la Q ein eingIiedriger, also minimaler Q-Modul ist, entweder 

laI = la Q oder laI = (0) . 

Im ersten Fall folgt ola = 0 la Q 5: la {5: l, mithin { = 01a. Im zweiten Fall 

folgt {2 ~ 0 laI = (0), mithin, da es kein nilpotentes Ideal außer (0) gibt, I = (0). 
Die minimalen Linksideale 0 1a und 018 sind für IX > ß nicht operatorisomorph. 

Nach (5) ist nämlich für IX> ß 

Sa olp = Sao SpAp C;,SaoAp = (0), 

also für jedes a' aus 0 18 : 
Saa'= o. 

Wäre nun ola ~ 018 , so müßte auch fÜr jedes a aus ola 

Saa =0 

sein; aber das trifft für a = la = SaAa nicht zu, da S~ A a = ta Sa A a =!= o. 
Jedes Linksideal ola vermittelt eine irreduzible Darstellung ~a, und diese Dar­

stellungen sind nach dem eben Bemerkten für verschiedene IX inäquivalent. 
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Die Anzahl der so gefundenen Darstellungen 'lla ist gleich der Anzahl der Lö­
sungen von (1)1. Diese Anzahl gibt aber zugleich die Anzahl der Klassen konjugierter 
Permutationen an; denn jede solche Klasse besteht aus allen Elementen, die in 
Zyklen bestimmter Längen 0(1,0(2, ••• ,0(/1 zerfallen, und diese Längen können wieder 
den Bedingungen (1) gemäß angeordnet werden. Da aber die Anzahl aller inäqui­
valenten irreduziblen Darstellungen durch die Anzahl der Klassen konjugierter 
Permutationen gegeben ist, so zeigt sich, daß die Darstellungen 'lla bis auf Aqui­
valenz alle irreduziblen Darstellungen der symmetrischen Gruppe 15,. erschöpfen. 

Die minimalen Linksideale ola sind im vorangehenden rational bestimmt 
worden. Hieraus folgt die Rationalitttt der irreduziblen Darstellungen (sowie der 
Charaktere). 

Für die explizite Berechnung der Charaktere und Grade der Darstellungen sei 
auf die Abhandlungen von FROBENIUS2, WEYL3 und SCHUR' verwiesen. 

§ 128. Anwendungen der Darstellungstheorie auf die Theorie der 
nichtkommutativen Körpers. 

Wir bemerkten schon im § 120, daß jede Darstellung eines hyperkomplexen 
Systems 15 in einem kommutativen Körper K, der den Grundkörper P umfaßt, 
durch eine Darstellung des erweiterten Systems I5K vermittelt wird. In der Sprache 
der Darstellungsmoduln heißt dies, daß jeder Modul, der 15 als Links- und Kais 
Rechtsmultiplikatorenbereich besitzt, auch als I5K-Linksmodul aufgefaßt werden 
kann. Der Beweis kam darauf hinaus, daß man, wenn 15 = a1 P + ... + an P und 
daher I5K = a1 K + ... + an K gesetzt wird, für die Elemente m des Moduls die 
Linksmultiplikation mit einem Element von I5K erklärt durch 

(al~l + ... + an~n) m = a1m~1 + ... + anm~n' 
Die Verifikation der Rechnungsregeln für den I5K-Modul bietet keinerlei Schwierig­
keiten; nur wird beim Beweis des Assoziativgesetzes 

(bc)m = b(cm) 

wesentlich die Kommutativität benutzt: Ist etwa b = a 1"1' c = a2~2 (es genügt 
offenbar, diesen Spezialfall zu betrachten), so folgt das Assoziativgesetz aus den 
Relationen 

(a1~1 . a2 '(2) m = (al a2~1~2) m = (al a2) m (~1~2), 

al"l(a2~2' m) = al~l(a2m~2) = adaZm~2) ~1 = (al az) m (~2~l) . 

Die beiden Ausdrücke sind in der Tat einander gleich, wei1~1"2 = ~2"1 ist. 
Man kann aber auch für nichtkommutative Körper die Situation retten durch 

Einführung des Begriffs des inversen Rings (bzw. Körpers) nach § 118. Wir bezeich­
nen den inversen Ring zu 91 allgemein mit 91', und bemerken vorher, daß, wenn 91 
hyperkomplex über dem kommutativen Körper P ist, 91' ebenfalls als hyperkom­
plexes System über P aufgefaßt werden kann. 

1 Zu jeder Lösung von (1) gehören zwar noch verschiedene Schemata, die sich 
nur durch die Anordnung der Ziffern unterscheiden und verschiedene Pa ergeben 
können; es genügt aber, zu jedem 0( ein einziges Pa zu wählen. 

2 FROBENIUS: Sitzungsber. Berlin 1900, S.516. 
3 WEYL, H.: Math. Zeitschr. 23 (1925f, S.271. 
, SCHUR, I.: Sitzungsber. Berlin 1927, S. 58. 
6 Die in diesem Paragraphen benutzten Schlußweisen entstammen einer 

Vorlesung von E. NOETHER über nichtkommutative Algebra (Göttingen, Sommer 
1928); vgl. eine demnächst in der Math. Zeitschr. erscheinende Arbeit von 
E. NOETHER. 
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Jeder Modul, der 6 als Links- und KaIs Rechtsmultiplikatorenbereich besitzt, 
wo 6 und K hyperkomplexe Systeme über demselben Grundkörper P sindI, kann als 
(6 X K')-LinksmoduI2 [oder als (6' X K)-Rechtsmodul] aufgejaßt werden. 

Beweis wie oben: Es sei 6 = a l P + ... + a" P und daher 6 X K' = a l K' 
+ ... + an K'; dann definieren wir 

Alle Rechnungsregeln sind jetzt leicht zu verifizieren. Das Assoziativgesetz (b c) m 

= b(cm) folgt aus 

(aI"~ . a2 ,,~) m = (al a2"~ ,,~) m = (al a2) m ("2 "1)' 

al"~ (a 2 x~ . m) = aI"~ (a 2 m "2) = a1 (a2 m "2) "1 = (al a2) m ("2 "1) . 

In derselben Weise kann man umgekehrt einen (6 X K')-Linksmodul auch 
als einen 6-Links- und K-Rechtsmodul auffassen, vermöge der Definition m" = ,,' m. 
Es handelt sich im Grunde offenbar nur darum, daß die Modulisomorphismen, die 
durch Multiplikation der Modulelemente mit den Elementen von K' hervorgerufen 
werden, statt links auch rechts geschrieben werden können, nur daß dann die 
Reihenfolge der Multiplikationen sich umkehrt: m wird mit "1"2 von rechts multi­
pliziert, indem man zuerst mit "1' dann mit "2 von rechts multipliziert, dagegen 
mit xi,,~ von links, indem man erst mit ,,~, dann mit "i von links multipliziert. 
Isomorphe (6 X K')-Moduln ergeben auch isomorphe 6-Links- und K-Rechts­
moduln, und umgekehrt. 

Diese Tatsachen gestatten mannigfache Anwendungen, insbesondere auf den 
Fall, daß Kund 6 beide einfache hyperkomplexe Systeme 3 oder speziell Körper 
endlichen Ranges über P sind. Nehmen wir etwa an, P sei das Zentrum von K 
(also auch von K'). Dann haben wir in § H9 bewiesen, daß das Produkt 6 X K' 
wieder ein einfaches System ist. Daraus folgt nach § 118 und § 121, daß alle irre­
duziblen (6 X K')-Linksmoduln zueinander und zu den minimalen Linksidealen 
von 6 X K' isomorph sind. Ebenso ist 6' X K einfach, also alle (6' X K)-Rechts­
moduln und minimalen Rechtsideale in 6' X K zueinander isomorph. Damit ist 
bewiesen: 

Sind 6 und Keinfache hyperkomplexe Systeme über P und ist das Zentrum von 
K gleich P, so ist jeder minimale 6-Links- und K-Rechtsmodul ID1 (insbesondere, 
falls K ein Körper ist, feder irreduzible Darstellungsmodul von 6 in K) nach der 
obigen Vorschrift aus einem minimalen Linksideal in 6 X K' oder einem minimalen 
Rechtsideal in 6' X K zu gewinnen. Alle diese minimalen Doppelmoduln sind unter­
einander isomorph. 

Wir betrachten zunächst den einfachsten Fall, daß 6 und K beide Körper sind 
und es sich um einen Darstellungsmodul ID1 vom Rang 1 in bezug auf K handelt. 
Die zugehörige Darstellung 1. Grades bildet dann 6 isomorph auf einen Unter­
körper E von K ab. Da die Isomorphie zugleich Operatorisomorphie in bezug auf P 
ist, so werden die Elemente von P dabei auf sich selbst abgebildet. Mit dieser Ein­
schränkung wird jede Isomorphie 6 ~ E ~ K durch einen Darstellungsmodul ID1 
vom Rang 1 vermittelt. Aus dem obigen Satz folgt zunächst, daß alle diese Darstel­
lungen untereinander äquivalent sind. Das heißt: Sind zwei solche Darstellungen 

1 K darf auch ein beliebiger Erweiterungsring von P sein, der P in seinem 
Zentrum enthält. 

2 Das soll heißen, daß die Operatoren aus 6 X K' links von den Modulelemen­
ten geschrieben werden sollen. 

3 Unter einem "einfachen System" wird im folgenden immer ein einfaches 
hyperkomplexes System mit Einselement verstanden. 
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6 ~ 1:1 und 6 ~ 1:2 gegeben, so gehen entsprechende Elemente SI von 1:1 und S2 

von 1:2 durch eine Transformation 

(2) 
ineinander über. Wählt man etwa 6 = 1:1 und 1:2 ~ 1:1 , so folgt: 

Jeder Isomorphismus zweier Unterkörper 1:1 ,1:2 von K, der die Elemente des 
Zentrums P 'invariant läßt, wird durch eine Transformation mit einem Element " 
von K gemäß (2) hervorgebracht. 

Insbesondere ist jeder Automorphismus von K, der die Elemente von P invariant 
läßt, ein innerer. 

Genau so beweist man allgemeiner durch Betrachtung irreduzibler Dar­
stellungsmoduln beliebigen Ranges, daß jedes einfache System 6 über P eine 
und bis auf Äquivalenz (d. h. bis auf innere Transformationen des vollen Matrizen­
ringes) nur eine irreduzible Darstellung durch Matrizes beliebigen Grades in K 
zuläßt, wenn wieder P das Zentrum des Körpers K ist. Insbesondere ist jeder 
Automorphismus des Matrizenringes Kr' der die Elemente von P fest läßt, ein 
innerer. 

Untersuchen wir nun, in welcher Weise eine Darstellung 1. Grades 6 ~ 1: 
durch ein Rechtsideal von 6' X K vermittelt werden kann. Da die Darstellung 
vom ersten Grade ist, so muß das Rechtsideal t vom Rang 1 in bezug auf K sein, 
also etwa 

r =rK. 

Das Ideal t ist nach unserer Vorschrift als 6-Linksmodul aufzufassen, indem man 
die Multiplikation eines Elements r" von t mit einem Element s von 6 so definiert: 

s(r,,) = (r,,)s', insbesondere sr = rs'. 

Stellt man das Element r s' wieder in der Form rO" (O"E K) dar, in der ja alle Elemente 
von t eindeutig geschrieben werden können, so hat man 

(3) 

und die Zuordnung s -+ 0" ist die gesuchte Darstellung 6 ~ 1:. 
Es ist nun leicht, die Struktur von 6' X K zu bestimmen. 6' X K ist iso­

morph einem Matrizenring im Automorphismenkörper von t. Ein Automorphis­
mus rp ist durch 

(4) 

(5) 

rp(r)=r"o' 

rp(rx)=r"o" für "EK 

gegeben. Soll Operatorisomorphie in bezug auf 6' X K bestehen, so braucht sie 
nur noch in bezug auf 6' zu bestehen: 

rp(rs') = rp(r) s'. 

Daraus ergibt sich mit Hilfe von (3), (4), (5): 

r "0 0" = r "0 s' = r s' "0 = r 0" "0' 
also 

d. h.: das Element "0' das den Automorphismus vermittelt, muß mit allen Ele­
menten 0" von 1: vertauschbar sein. Die mit allen Elementen von 1: vertauschbaren 
Elemente T bilden einen Unterkörper T von K. Jedem Automorphismus rp ent­
spricht eineindeutig ein Element "0 von T; der Summe rpl + rp2 und dem Produkt 
rpl rp2 entsprechen die Summe "1 + "2 und das Produkt "1 "2: 

(rpl + rps) (r) = rpl (r) + rp2 (r) = r "1 + r "2 = r ("1 + "2) , 

rpl rp2 (r) = rp1 (r "2) = r "1 "2 . 
v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 14 



210 XVII. Darstellungstheorie der Gruppen und hyperkomplexen Systeme. 

Also ist der Automorphismenkörper isomorph zu T, und 15' X K ist isomorph einem 
Matrizenring im Körper T. Damit ist bewiesen: 

Ist 15' invers-isomorph zu ein"m Unterkörper 1: von K und ist T die Gesamtheit 
derjenigen Elemente von K, die mit allen Elementen von 1: vertauschbar sind, so ist 
15' X K isomorph einem Matrizenring im Körper T. 

Man kann diesen Satz noch kürzer so beweisen: 15' X K ist isomorph einem 
Matrizenring im Automorphismenkörper eines minimalen Rechtsideals t. Diesem 
Rechtsideal ist nach dem Obigen ein I5-Links- und K-Rechtsmodul m (vom Rang 1 
über K) zugeordnet. Den Operatorautomorphismen von t entsprechen Operator­
automorphismen des Doppelmoduls m. Faßt man nun m zunächst nur als K-Modul 
auf, so ist mein Linearformenmodul vom Rang 1 und seine Automorphismen 'P 
sind lineare Transformationen, die durch eine (einreihige und einspaltige) Matrix (T) 
vermittelt werden, wo TE K. Die Multiplikation der Elemente von m mit einem 
Element s von 15 von links ergibt ebenfalls eine lineare Transformation von m, 
die durch eine Matrix (a) vermittelt wird; die Zuordnung s ~ a ist dann eben 
die durch m vermittelte Darstellung von 15 in 1:. Soll nun die lineare Trans­
formation 'P ein Operatorisomorphismus des Doppelmoduls m auch in bezug auf 
die Multiplikation mit den Elementen s von 15 sein, so muß die Transformation 'P 
mit diesen Multiplikationen vertauschbar sein. Das ist aber dann und nur dann 
der Fall, wenn die Matrizes (Tl. (a) vertauschbar sind: 

Ta =aT. 

Die T mit dieser Eigenschaft bilden gerade den Körper T. Die Matrizes (T) und 
daher auch die Elemente T entsprechen eineindeutig und isomorph den Auto­
morphismen 'P des Doppelmoduls m und daher auch den Automorphismen von t. 

Wörtlich ebenso beweist man allgemeiner: 

Ist e; ein einfaches hyperkomplexes System über P, K ein Körper endlichen 
Grades mit Zentrum P, und ist 15 ~ 1: eine isomorphe irreduzible Darstellung r-ten 
Grades von 15 durch Matrizes in K, so ist die Gesamtheit der mit allen Elementen 
von 1: vertauschbaren Matrizes ein Körper T, und 15' X K ist isomorph einem 
Matrizenring im Körper T. Ist 1: kommutativ, SL' ist T 21:. 

Kehren wir nun zu den Darstellungen 1. Grades 15 ~ 1: zurück und setzen 

(1:/P) = a; (T/P) = T; (K/P) = m2 , 

so ist das Ideal t vom Rang 1 über K, also vom Rang m2 über P. Der Rang des 
ganzen Ringes 15' X K ist gleich am2, also die Anzahl der Ideale t, in die 15' X K 
zerfällt, gleich a. Daher ist auch der Grad der Matrizes des Matrizenringes 15' X K 
gleich a und der Rang von t über T ebenfalls gleich a. Daraus folgt, daß der Rang 
von t über P gleich aT ist, mithin 

(6) aT = m2 • 

Wählt man speziell 1: = K, so wird T = P; mithin gilt: K X K' ist ein voller 
Matrizenring im Körper P. 

Wählt man für 1: einen maximalen kommutativen Unterkörper von K, so wird 
T = 1: ; denn die einzigen mit 1: vertauschbaren Elemente sind die von 1: selbst. 
Wäre nämlich noch ein nicht in 1: enthaltenes Element e mit 1: ve~tauschbar, so 
wäre 1: (e) auch noch kommutativ, entgegen der Maximalität von 1:. Also wird 
15' X K = 15 X Kein Matrizenring im Körper 1: oder im Körper 15 selber. 15 ist 
also das, was wir in § 119 einen Zerfällungskörper von K genannt haben. Aus (6) 
folgt wegen T = a: 

a=m. 
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Also: 
Die maximalen kommutativen Unterkörper E eines Körpers K sin~~\_i~ 

körper, und ihr Grad ist gleich dem ,,1 ndex" m von K. ~ 9-
Es sei noch bemerkt, daß jedes Element" von K in mindestens . eJll maxi­

malen kommutativen Unterkörper E enthalten ist. P (,,) ist nämlich siche ~.' 
tativ und kann zu einem maximalen kommutativen Körper ergänzt werden.' 

Wir wollen nun einige Anwendungen dieser Sätze auf spezielle Probleme be­
handeln. 

1. Bestimmung aller nichtkommutativen Körper endlichen Grades über dem Körper 
der reellen Zahlen als Grundkörper. 

Ist E' der Körper der reellen Zahlen, K der gesuchte Erweiterungskörper vom 
Index m, Z das Zentrum von Kund E ein maximaler kommutativer Unterkörper, 
so ist 

(EjZ) = m; (KjZ) = m2 • 

Da K nichtkommutativ ist, muß m > 1 sein. Für die Körper Z und E kommen nur 
P und P (i), der Körper der komplexen Zahlen, in Betracht; denn andere kommu­
tative endliche Erweiterungen hat P nicht. Wegen m > 1 ist E cf Z; also muß 

E = P (i) , Z = P , m = 2 

sein. Der gesuchte Körper K kann also nur den Grad m 2 = 4 haben. 
Der Isomorphismus von P (i), der i in - i überführt, muß durch eine Trans­

formation mit einem Element k von K vermittelt werden, d. h. es muß ein k geben 
mit der Eigenschaft 

k ik-1 = -i. 

Da k nicht in E = P (i) enthalten ist, muß E (k) = K sein; also ist K = P (i, k). 
Aus (7) folgt: 

k2 i k-2 = i; 

d. h. k 2 ist mit i vertauschbar. Da k 2 auch mit k vertauschbar ist, so liegt k 2 im 
Zentrum: k 2 = a E P. 

Wäre a ;?; 0, so wäre a = b2, 

k2 - b2 = (k - b) (k + b) = 0 , 

k ~ b = 0 oder k + b = 0 , 

also k E P, was nicht geht. Also muß a < 0 sein; a = - b2 (b cf 0). Durch Multi­
plikation von k mit dem reellen Faktor b-1 erreicht man, daß k 2 = - 1 wird, ohne 
daß die bisherigen Eigenschaften von k verlorengehen. Für i und k gelten also die 
Relationen 

ki = -ik, 

i2 = k2 = -1. 

Diese charakterisieren aber den Quaternionenkörper. Also ist der Quaternionen­
körper der einzig mögliche nichtkommutative Körper von endlichem Grade über dem 
Körper der reellen Zahlen als Grundkörper. 

2. Bestimmung aller endlichen Körper (Körper mit endlichvielen Elementen). 
Ist K ein endlicher Körper, Z sein Zentrum, m2 der Rang von K über Z, so ist 

jedes Element von K in einem maximalen kommutativen Unterkörper E vom 
Grade m über Z enthalten. Nun sind aUe kommutativen Erweiterungen m-ten 
Grades E eines Galoisfeldes Z von p" Elementen untereinander äquivalent (sie 
entstehen nämlich durch Adjunktion aller Wurzeln der Gleichung xq = x, q = P" m; 
vgl. § 31). Diese Körper gehen also alle durch Transformation mit Elementen" von 
K aus einem unter ihnen, E G, hervor: 

E = 1-:Eo,,-l. 
14* 
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Läßt )1lan das Nullelement von K weg, so wird K zu einer Gruppe (lj, 1:'0 zu einer 
Untergruppe ~, 1:' zu einer konjugierten Untergruppe ,,~,,-1, und diese konju­
gierten Untergruppen füllen zusammen die ganze Gruppe (lj aus (denn jedes Ele­
ment von K ist in einem 1:' enthalten). Nun gilt aber der folgende gruppentheore­
tische 

Hilfssa tz. Eine echte Untergruppe ~ einer endlichen Gruppe (lj kann unmöglich 
mit ihren Konjugierten s~s-1 die ganze Gruppe (lj ausfüllen. 

Beweis: Es seien n und N die Ordnungen von ~ und (lj, und j sei der Index 
von~, so daß also N = j·n ist. Wenn sund s' zur selben Nebenklasse s~ gehören, 
also etwa s' = s h (h E ~) ist, so folgt: 

s' ~ S'-1 = s h ~ h-1 s-1 = S ~ s-1 . 

Es gibt also höchstens so viele verschiedene s~s-l, als es Nebenklassen gibt, d. h. 
höchstens j. Wenn diese S~S-1 (zu denen auch ~ gehört) zusammen die Gruppe (lj 
ausfüllten, so müßten sie elementefremd sein; denn sonst würden sie nicht die er­
forderlichen N = j·n Elemente aufbringen. Da aber je zwei verschiedene S~S-1 das 
Einselement gemein haben, so sind sie niemals elementefremd, und wir haben 
einen Widerspruch. 

Für unseren Fall folgt aus dem Hilfssatz, daß ~ unmöglich eine echte Unter­
gruppe von (lj sein kann, daß also ~ = (lj und somit K = 1:'0 ist. Folglich ist K kom­
mutativ. Damit ist bewiesen: 

Jeder Körper mit endlichvielen Elementen ist kommutativ, also ein Galoisfeld. 
Für weitere, tiefergehende Anwendungen der Darstellungstheorie auf die 

Theorie der hyperkomplexen Größen siehe R. BRAUER: Über Systeme hyper­
komplexer Zahlen, Math. Zeitschr. Bd.30, S. 79-107. 1929. 

Aufgaben. 1. Es sei K ein Körper von endlichem Rang über einem kommu­
tativen Grundkörper P, 1:' ein Zwischenkörper, T der Körper der mit 1:' vertausch­
baren Elemente. Dann ist der Körper der mit T vertauschbaren Elemente wieder E. 

2. Ist das Zentrum von 1:' in der vorigen Aufgabe gleich P, so ist K = 1:' X T. 
3. Ist 6 ein kommuhtiver Körper endlichen Ranges über P und 6 -+ 1:' eine 

irreduzible Darstellung r-ten Grades von 6 in K, so ist nach den obigen Sätzen 
6' X K isomorph einem Matrizenring in einem Körper T ( Kr, der 1:' umfaßt und 
aus den mit 1:' elementweise vertauschbaren Elementen von Kr besteht. Man 
beweise: Dann und nur dann ist T =E und 6 Zerfällungskörper von K, wenn 1:' 
ein maximaler kommutativer Unterkörper von Kr ist. Die Zerfällungskörper von K 
sind also diejenigen Körper, fÜr die es irreduzible Darstellungen als maximale 
kommutative Unterkörper von Kr gibt. Ihr Rang ist gleich m'Y, wo m der Index 
von K ist. 

4. Man bestimme alle Körper vom Index 2 über dem rationalen Zahlkörper r 
als Zentrum ("verallgemeinerte Quaternionenkörper"). 
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