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Elftes Kapitel.

Eliminationstheorie.

Die Eliminationstheorie untersucht Systeme von algebraischen
Gleichungen in mehreren Unbekannten und sucht Bedingungen fiir ihre
Losbarkeit sowie Formeln zur Berechnung der Losungen in verschiede-
nen Fillen aufzustellen. Dabei wird die entsprechende Theorie fiir lineare
Gleichungen, d. h. die Determinantentheorie, als bekannt vorausgesetzt.
Weiter wird als bekannt vorausgesetzt, dall man eine Gleichung héheren
Grades in einer Unbekannten 16sen kann, oder genauer, dal man, wenn
die Gleichung in einem vorgegebenen Kérper noch nicht lésbar ist, einen
Erweiterungskorper konstruieren kann, in dem sie 16sbar wird, und sogar
einen, in dem sie vollstindig zerfillt (Kap. 5). Wenn im folgenden von
,,Losungen einer Gleichung* oder ,,Nullstellen eines Polynoms*‘ die Rede
ist, sind immer solche Losungen in einem passend gewdhlten Erweite-
rungskérper des festen kommutativen Grundkérpers K gemeint.

§ 71. Die Resultante zweier Polynome.

Es seien

o) = apxt + @z 4 - tay,
§(x) = byxm 4 byamt oo 4 b,

zwei Polynome in K[#]. Da es bei spidteren Anwendungen vorkommen
wird, daB die @, und b, noch von anderen Variablen abhingen und fiir
spezielle Werte dieser Variablen gelegentlich verschwinden, so schlieBen
wir von vornherein die Moglichkeit nicht aus, da 4, =0 oder b,=0
sein kann. Wenn das Polynom f(x) in der angegebenen Gestalt hin-
geschrieben wird, anfangend mit einem (eventuell verschwindenden)
Glied @, %", so nennen wir # den formalen Grad des Polynoms und a,
den formalen Anfangskoeffizienten. Wir nehmen vorlaufig an, daB min-
destens einer der beiden Anfangskoeffizienten a,, b, nicht verschwindet.
Die Bedingung fiir die Existenz einer gemeinsamen L&sung der
Gleichungen f =0, g =0 ist die, daB die beiden Polynome f, g einen
nicht konstanten Faktor ¢ (¥) gemein haben. Wir zeigen zunichst, daB
v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 1



2 XI. Eliminationstheorie.

dies dann und nur dann der Fall ist, wenn eine Gleichung der Gestalt
(H h(x)[(x) = k(x) g (%)

besteht, wo % (x) hochstens vom Grade m — 1, k(x) hochstens vom
Grade # — 1 ist und nicht beide Polynome #4, % identisch verschwinden.

Ist ndmlich (1) erfiillt und zerlegt man die beiden Seiten der Glei-
chung (1) in Primfaktoren, so muf links und rechts dasselbe heraus-
kommen. Wir kénnen annehmen, daB etwa f(x) wirklich den Grad #» hat
(a9 = 0); denn andernfalls brauchen wir nur die Rollen von f(x) und
g(x) zu vertauschen. Alle Primfaktoren von f(x) miissen auch in der
rechten Seite von (1) mindestens gleich oft wie in f(x) aufgehen. In &(x)
allein konnen nicht alle so oft vorkommen; denn k(x) hat hochstens
den Grad #—1 und verschwindet nicht identisch. Also kommt ein
Primfaktor von f(x) auch in g(x) vor, was wir beweisen wollten.

Ist umgekehrt @(x) ein nicht konstanter gemeinsamer Faktor von
f(x) und g(x), so hat man nur zu setzen

1(x) = @p(x)k(x),
g(x) = @(x)h(x),
und die Gleichung (1) ist erfiillt.
Um nun die Gleichung (1) weiter zu untersuchen, setzen wir
h(x) = cox™=1 4 c;xm"2 4.« . 4y,
R(x) =dgx*1 +dyx24-..4d,_,.
Auswertung der Gleichung (1) und Vergleichung der Koeffizienten der

Potenzen xn+m—1, gn+m—2 __ x 1 links und rechts ergibt das folgende
lineare Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ¢; und 4;:

Coly = dyb,,

Cot1 + €14 = dyb, + d, by,

Co@y + ¢y @y + coag = dyby + d by + d,b,,
Cm-2an+cm—lan—l= dn—2bm+dn—lbm-—l’

Cn-1n = dn_lbm-

Das sind # + m homogene lineare Gleichungen fiir die # + m GréBen
¢;, d;. Von diesen GréBen wird verlangt, daB sie nicht simtlich ver-
schwinden. Die Bedingung dafiir ist das Verschwinden der Determinante.
Um Minuszeichen in der Determinante zu vermeiden, kann man, nach-
dem man die rechten Seiten von (2) nach links gebracht hat, die GréBen c;
und — d; als Unbekannte auffassen. Vertauscht man dann noch Zeilen
und Spalten der Determinante (Spiegelung an der Hauptdiagonale), so



§ 71. Die Resultante zweier Polynome. 3

nimmt sie die Gestalt

a4y ay...4a,
%o 4 %u m Zeilen
ay ay,
®) R=\p v, . .5,
bo by - b n Zeilen
by by ... b,

an. (Uberall, wo nichts hingeschrieben ist, sind Nullen zu denken.)

Die angeschriebene Determinante nennt man die Resultante der
Polynome f(x), g (x). Zu bemerken ist, daB sie homogen vom Grade m in
den a; und homogen vom Grade » in den b; ist; weiter, daB3 sie das
,,Hauptglied 4" (Hauptdiagonale) enthilt, und schlieBlich, daB sie
nicht nur verschwindet, wenn die Polynome f, g einen gemeinsamen
Faktor haben, sondern auch dann, wenn (entgegen der zu Anfang ge-
machten Voraussetzung) a, = b, =0 ist.

Fassen wir zusammen:

Die Resultante zweier Polynome f(x), g(x) ist eine ganze rvationale
Form in den Koeffizienten von der Gestalt (3). Verschwindet die Resultante,
so haben die Polynome [, g entweder einen gemeinsamen nicht konstanten
Faktor oder in beiden verschwindet der Anfangskoeffizient, und wmgekehrt.

Die hier befolgte Eliminationsmethode stammt von EULER; die Ge-
stalt (3) der Resultante wird meist nach SYLVESTER benannt.

Der Ausnahmefall 4, = b, = 0 in der Formulierung des Satzes 148t
sich vermeiden, entweder indem man von vornherein ¢, = 1 setzt, was
wir im folgenden bisweilen tun werden, oder in einer mehr symmetrischen
Weise, indem man von zwei homogenen Formen in zwei Variablen statt
von Polynomen in einer Variablen ausgeht:

F(x)=agx} + a; 237 % + -+ - + 8,23,
G(x) = bgx™ + byaP—1xy + -« « 4 b, a0,

Die urspriinglichen Polynome f, g und die Zahlen #, m bestimmen die
Formen F, G eindeutig, und umgekehrt. Jeder Faktorzerlegung von f:

f(x) = agx® + ayx*~1 4 -+ -+ a,
= (Pox™ + - - D) (@02t r -+ ),
entspricht eine Zerlegung von F:
F(x) =apx?+ - - -+ a,x3

= (Pox] + - - -+ Ppab) (Go¥ + - - + 4s%3),
1*
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und entsprechendes gilt fiir g und G. Ebenso entspricht jedem gemein-
samen Faktor von f und g ein gemeinsamer Faktor von F und G. Wird
aber @, = by =0, so haben F und G den gemeinsamen Faktor x,; also
lassen sich die beiden im obigen Satz formulierten Fille, in denen die
Resultante verschwindet, zu einer einzigen Aussage: ,,F und G haben
einen gemeinsamen Faktor®, zusammenfassen. Aus einer Losung {£,, &,}
der Gleichungen F = 0, G = 0 erhilt man, falls §, == 0 ist, eine Losung
& = &,: &, der urspriinglichen Gleichungen f =0, g = 0. Ist aber &, =0
und &, = 0, so hat man 4, = b, = 0. Die immer vorhandene Lésung
£, = & =0 ist trivial und zdhlt nicht mit.

Wir kehren wieder zu den inhomogenen Polynomen f und g zuriick,
deren Koeffizienten By b, wir jetzt als Unbestimmte auffassen, und setzen

am=1f(x) = agxntm-1 4 gy xn+tm-2 L. .. | g g™,
xm"zi(x) = aox"’"“m"z + ........ + ‘lﬂxm—'Z,
f(x): A L I +a,;
amlg(x) = boxntm=l 4 byxntm=2 4. .. 4 b, xnl,
an—2g(x) = boxﬂ+m—2 4o + bmxn—2,
g(x): boxm+ ............. + bm.
Die Determinante der rechten Seite dieses Gleichungssystems ist genau
R. Eliminiert man rechts x*+m™-1, . . «x, indem man mit den Unter-

determinanten der letzten Spalte multipliziert und addiert, so kommt
links ein Polynom der Gestalt

Af + Bg,

wo A und B Polynome in x und den a

o by sind, und rechts kommt R.
Mithin st

R=0(f¢)*

tm ganzzahligen Polynombereich der x, a,,

b, **.

v

§ 72. Die Resultante als symmetrische Funktion der Wurzeln.

Klammert man aus R zunidchst den Faktor b3 aus, so bleibt ein
a, a, by

. bm . .
" @ an by bm . .
Polynom R* in @’ g By by ibrig. Diese Quotienten

0
haben die Werte —sq, S5, . . ., (— 1)®s,; —0y, 0a, ..., (— )™, wo die
s bzw. ¢ die elementarsymmetrischen Funktionen der Wurzeln &, . . ., &,

von f und 7y, ..., n, von g bedeuten. Die Funktion R*, als Funktion

* Das ist eine kurze Schréibweise fiir R =0 (mod (f, g)). Ahnlich in Zukunft.
** Fir die Formen F, G wiirde die entsprechende Relation lauten: 3 +™~* R
=0 (F, G).
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§ 72. Die Resultante als symmetrische Funktion der Wurzeln. 59

der & und 7 aufgefaBt, verschwindet fiir &, = #, und ist daher durch
&, — )y, teilbar (§ 19), also auch durch das Produkt

1 {I (& — mw)-
1
R selbst ist also durch
(1) 5:“(’)"bgﬂg(§i—’7k>
?

teilbar. Dieses Produkt kann man nun in zweierlei Weisen umformen.
Erstens folgt aus

g (%) =b0{1-(x_77k)
durch die Substitution ¥ = &; und Produktbildung
IIg (&) = b3 ]Zg (& — M)

mithin
(2) S =af [1g(&)-
Zweitens folgt aus

flx) = ao{](x — &) =(— 1)"“oiﬂ(§i — x)

in derselben Weise

3) S=(— 1)""‘53{1/(%)-

Aus (2) sieht man, daB S ganz und homogen vom Grade # in den b
ist, und aus (3), daB S ganz und homogen vom Grade # in den a ist.
R hat aber dieselben Gradzahlen und ist durch S teilbar; also muf3
R mit S bis auf einen ganzen Zahlenfaktor iibereinstimmen. Der Ver-
gleich derjenigen Glieder links und rechts, die die hochste Potenz von
b,, enthalten, ergibt sowohl in R wie in S ein Glied + &b, und das
ergibt fiir den Zahlenfaktor den Wert 1; mithin ist

R=S.

Damit sind fiir R die drei Darstellungen (1), (2), (3) gefunden.

Hieraus ergibt sich leicht auch die Unzerlegbarkeit der Resultante als
Polynom in den Unbestimmten a,, . . ., by, und zwar nicht nur die Un-
zerlegbarkeit im ganzzahligen Polynombereich, sondern auch die ab-
solute Irreduzibilitit, d. h. die Unzerlegbarkeit im Polynombereich der-
selben Unbestimmten mit einem beliebigen Kérper als Koeffizienten-
bereich. Wire ndmlich R zerlegbar in zwei (natiirlich homogene) Fak-
toren 4, B, so konnte man wieder 4 und B als symmetrische Funk-
tionen der Wurzeln schreiben. Da R durch &, —#, teilbar ist, so muB
4 oder B, etwa A, es auch sein. Als symmetrische Funktion mu8 dann
aber 4 auch durch alle anderen &; — 7;, also durch ihr Produkt

]i]]kI(Ei — M)
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teilbar sein. Wegen

R = agbg [TI1(&: — )

bleibt fiir den anderen Faktor B nur die Moglichkeit B =konst. a?bl.
Aber R ist als Polynom in den a und b weder durch 4, noch durch b,
teilbar; also bleibt nur B = konst. iibrig. Damit ist die Irreduzibilitat
von R bewiesen.:

Ein anderer Beweis findet sich bei F. S. Macauray: Algebraic Theory of
Modular Systems. § 3. Cambridge 1916.

Aufgaben. 1. Man gebe ein Determinantenkriterium dafiir, daB
f(x) und g (%) einen Faktor von mindestens dem Grade k2 gemein haben.
2. Fiir zwei Polynome zweiten Grades ist

4R = (2agb, — a,b; + 2a,b)* — (4aya, — af) (45,0, — ).

3. Die Resultante eines Polynoms f(x) = x™ + - - - und seiner Ab-
leitung f'(#) ist die Diskriminante von f(x) (§ 24).

4. Die Resultante ist in den & und b zusammen isobar vom Ge-
wichte mn (vgl. § 24).

§ 73. Das Resultantensystem fiir mehrere Polynome in einer
Verédnderlichen.

Satz. Fiir r Polynome f,, ..., f, n einer Verinderlichen von ge-
gebenen Gradzahlen mit unbestimmien Koeffizienten existiert ein System
D,, ..., D, von ganzzahligen Polynomen in den Koeffizienien, mit der
Eigenschaft, dap fiir spezielle Werte der Koeffizienten aus einem Korper K
die Bedingungen Dy =0, ..., D, =0 notwendig und hinreichend sind
dafir, daf entweder die Gleichungen f; =0, ...,f, =0 in einem pas-
senden Erweiterungskorper losbar sind oder die formalen Anfangskoeffi-
zienten aller Polynome fy, . . ., [, verschwinden.

Der Beweis wird nach der Kroneckerschen Eliminationsmethode
gefiihrt.

Wir verwandeln die Polynome f,, ..., f, zunichst in Polynome
gleichen Grades, indem wir, wenn # die hochste ihrer (formalen) Grad-
zahlen ist, jedes Polynom f; von kleinerem Grad #; mit x*~™ und mit
(¥—1)*—" multiplizieren; dadurch entstehen aus f; zwei Polynome
vom formalen Grad #, deren gemeinsame Nullstellen bei irgendeiner
Spezialisierung der Koeffizienten mit den Nullstellen von f; und deren
Anfangskoeffizienten mit dem von f; iibereinstimmen. Das so entstehende
System von Polynomen gleichen Grades, welches eventuell einige Poly-
nome mehr enthilt als das System f,,...,f, aber genau dieselben
gemeinsamen Nullstellen hat, bezeichnen wir mit g4, . . ., g,.

Wir bilden nun aus g,,...,g, die Linearkombinationen

Gu= €+t %l =08+ 0



§ 73. Das Resultantensystem fiir mehrere Polynome in einer Veranderlichen. 7

mit unbestimmten #, v, die dem Korper K adjungiert werden. Wenn
g, und g, fiir spezielle Werte der Koeffizienten von g, ..., g, einen
Faktor gemein haben, so ist dieser Faktor rational in den % und v be-
stimmbar (§ 16). Ein von den v wirklich abhingiger rationaler Faktor
kann aber bei der Zerlegung von g, nicht auftreten, da g, von den v
nicht abhingt. Also muB jeder gemeinsame Faktor von g, und g, von
den v und ebenso von den # unabhingig sein und daher in g, g, - - ., g
aufgehen. Umgekehrt, wenn gy, ..., g, einen Faktor gemein haben,
so geht dieser auch in g, und g, auf.

Notwendig und hinreichend dafiir, daB g, und g, einen Faktor
gemein haben oder daB in ihnen die Anfangskoeffizienten verschwinden,
ist aber das Verschwinden ihrer Resultante R

(1) R =0 identisch in den # und v.
Ordnet man R nath Potenzprodukten der # und » und nennt die Koeffi-
zienten Dy, ..., D,, so ist (1) d4quivalent mit
D;=0, Dy=0, ..., D, =0.
Die D, sind aber ganzzahlige Polynome in den unbestimmten Koeffi-
zienten von fq, f,, . . ., f,. Damit ist der Satz vollig bewiesen.
Das System Dy, ..., D, heiBt das Resultantensystem der Polynome
fireoonfpe
Aus § 71 folgt
R=0(g. 8
=0(8y,.--,8)
=0 farevesfi)s

und daraus, wenn man auf beiden Seiten nach Potenzprodukten der «;
und v; ordnet,

(2) D1y ooy D) =0(f1, oo s [r)-

Bemerkungen. 1. Wenn man von einem der Polynome f,, etwa
von f,; von vornherein weiB, daB sein formaler Anfangskoeffizient nicht
verschwindet, so kann die ganze vorbereitende Operation, wodurch
die Polynome f, in solche gleichen Grades verwandelt werden, unter-
bleiben. AuBerdem kann man dann die Rechnung vereinfachen, indem
man, statt von g, und g,, von f; und v, f; 4 - « - + v,f, die Resultante
bildet.

2. Man kann natiirlich, wie im § 71, den Ausnahmefall des Ver-
schwindens aller Anfangskoeffizienten formal aufheben durch Uber-
gang zu homogenen Formen in #; und #,. Die Bildung der g; aus den f;
kann dann geschehen durch Multiplikation mit x~™ und x5~™ (statt
x* ™ und (x — 1)*-™),

3. Im Fall eines einzigen Polynoms ergibt die Anwendung des be-
schriebenen Verfahrens ein Resultantensystem, das nur aus der Null
besteht.
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§ 74. Allgemeine Eliminationstheorie.

Im folgenden bedeutet {&,,...,¢&,} immer eine Reihe von # mit
Nummern versehenen Elementen eines passend gewihlten Erweiterungs-
kérpers des festen Grundkorpers K. Hat ein Polynom f die Eigenschaft
f(&1, ..., &) =0, so heiBt die Reihe {&,, ..., £,} oder kurz £ eine
Nullstelle von f. Die allgemeine Eliminationstheorie behandelt nun die
Aufgabe, alle Losungen eines beliebigen algebraischen Gleichungs-
systems

f1(€) =0, [,(§) =0, ..., [,(§) =0,

d. h. alle gemeinsamen Nullstellen der Polynome f,,...,f, aus
K[x,, - .., x,] wenigstens theoretisch zu bestimmen?.

Die Methode dazu ist die ,,sukzessive Elimination‘‘ aller Unbekannten
mit Hilfe des Resultantensystems des vorigen Paragraphen. Dabei ist
es zweckmiBig, anzunehmen, daB im System f,, ..., f, ein Polynom
etwa vom Grade o vorkommt, in dem der Koeffizient von x§ eine von
Null verschiedene Konstante ist. Diese Forderung kann unter Um-
stinden von vornherein erfiillt sein; wenn nicht, so verfahren wir
folgendermaBen: Ewntweder verschwinden alle Polynome f, ..., f,
identisch; dann sind alle Wertsysteme {&, ..., £,} Losungen. Dieser
Fall braucht uns also nicht weiter zu interessieren. Oder es gibt ein
f:, etwa f;, das nicht identisch verschwindet. Dann fiihren wir neue
Veranderliche x;, e, x; ein durch die Substitution

’
X1 = Uy %y,

) ’
Xy = Xg + Uy %y,

.............

(1)

’ ’
X, = X + U, %y,

WO %y, . . ., #, Unbestirhmte sind, die dem Korper K adjungiert werden.
Setzt man (1) in f,, . . ., f, €in, so entstehen neue Polynome f, ..., f, *
inxf,..., x;, in denen jetzt der Koeffizient der héchsten Potenz von
x; ein nichtverschwindendes Polynom in #,, . . ., %, ist. Bedeutet nim-
lich « den Grad des Polynoms f;, so ist

fi=Fm#y, %+ up2y, oo, 2+ u, 5)

und der Koeffizient von x;* in diesem Ausdruck ist ff(u,, ..., u,),
wo f¥ den Bestandteil hochsten (a-ten) Grades in f; darstellt 2.

1 Praktisch sind die damit verbundenen Rechnungen sehr oft zu kompliziert,
um sie wirklich durchfithren zu koénnen.

* Der Strich soll natiirlich diesmal nicht die Ableitung bedeuten.

2 Bemerkung: Statt unbestimmter u, kann man natiirlich auch spezielle
Werte der %, im Grundkorper oder (falls dieser endlich sein sollte) in einem passend
gewahlten Erweiterungskorper benutzen, die so gewahlt werden, daB fl* (7. u”)
fiir sie nicht verschwindet.
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Nunmehr kann man x] eliminieren und findet ein Resultanten-

system
dy, ..., d,,

das nur noch von xj, ..., %, abhingt. Jede Nullstelle {;,..., &}
dieses Resultantensystems fiihrt (da fiir das Nichtverschwinden eines An-
fangskoeffizienten gesorgt ist) zu mindestens einer Nullstelle {£, . . ., &}
der Polynome f,, ..., f,, und so erhilt man auch alle. Die fehlende Un-
bekannte & kann jeweils aus einem System von Gleichungen bestimmt
werden, deren griBter gemeinsamer Teiler keine Konstante ist; d. h. man
hat fiir &; jeweils eine algebraische Gleichung von mindestens dem ersten

Grad. Wenn nun d,, . . ., d; noch nicht identisch verschwinden, so kann
man in derselben Weise fortfahren mit Transformation (Einfithrung von
Xy, ..., % statt x5, ..., /) und Elimination, und so weiter. Das Ver-
fahren bricht beim s-ten Schritt ab, wenn man nach Elimination
von xj, xy, ..., %% ein identisch verschwindendes Polynomsystem in
2 ..., % findet. Geschieht das nicht, so geht das Verfahren weiter

bis zur Elimination aller Unbestimmten, und wenn die dann erhaltenen
(konstanten) Resultanten immer noch nicht verschwinden, so ist das
vorgelegte Gleichungssystem offenbar unlisbar. Im erstgenannten Fall
aber, wo die Resultanten nach s Schritten Null werden, kann man

fiir 20 ,, ..., 2 beliebige Werte &%), ..., &® einsetzen und daraus
sukzessiv &, &7, ..., £ (in umgekehrter Reihenfolge) bestimmen.

Zu jedem Wertsystem {£¢) |, ..., £} findet man eine endliche Anzahl
von Wertsystemen {£, &, ...,&®}, aus denen sich durch die Sub-
stitution (1) riickwirts Wertsysteme {£,, &,, ..., &,} ergeben, welche
die urspriinglichen Gleichungen befriedigen.

Man kann fiir £¢) ,, ..., £¥) auch Unbestimmte einsetzen und findet
dann &},..., &9 in Gestalt eines oder mehrerer Systeme von algebraischen
Funktionen dieser Unbestimmten; indessen ist zu beachten, daf3 es fiir
spezielle £%) ,, ..., & auBerdem Losungen geben kann, die in keiner
Weise durch Spezialisierung aus der Losung fiir unbestimmte &), .. .,
& zu gewinnen sind, wie das folgende Beispiel zeigt.

Es sei

fr =2} 4 2%,

fo= %1%+ 25 + % + %.
Die vorbereitende Transformation (1) ist, da in f; schon das Glied x?
vorkommt, hier nicht nétig. Die Resultante nach x; muB identisch ver-

schwinden; denn fiir jeden Wert von x, haben f, und f, den gemein-
samen Faktor x, 4 x,. Fiir unbestimmte &, findet man dementsprechend

& = — &. Wihlt man aber speziell §, = — 1, so verschwindet f,,
und man findet fiir £, auBer dem Wert -1 auch noch den Wert 0. Das
Wertsystem {0, — 1} ist aber aus der allgemeinen Losung & = — &,

durch keinerlei Spezialisierung zu erhalten. -



10 XI. Eliminationstheorie.

IWie in diesem Beispiel, so zerfillt auch im allgemeinen Fall die
,-algebraische Mannigfaltigkeit“ der gemeinsamen Nullstellen von
Jf1, - - ., [r In verschiedene ,,unzerlegbare Mannigfaltigkeiten verschie-
dener ,Dimension, die je eine ,Parameterdarstellung® durch alge-
braische Funktionen zulassen. Hinsichtlich des Beweises (unabhingig
von der Eliminationstheorie) siehe Kap. 13. Die explizite Berechnung
dieser Mannigfaltigkeiten und Parameterdarstellungen kann mit den
Hilfsmitteln der Eliminationstheorie geschehen, worauf wir aber nicht
niher eingehen®.

Aus der Kongruenz (2) des vorigen Paragraphen folgt die im Poly-
nombereich K (u)[x, ..., x,] giiltige Kongruenz

2 @y oo d)=0(f, ..., f).
Daraus erhilt man ein interessantes Resultat fiir den Fall, daB die

Elimination schlieBlich auf nichtverschwindende Konstanten als Re-
sultanten fiihrt, ndmlich die Kongruenz

1=0(h .- f).
Ausfiihrlich formuliert: Wenn die Polynome f,, . . ., f, aus K[x,, . . ., x,]
in keinem algebraischen Korper iiber K eine gemeinsame Nullstelle haben,
so gilt in K{x,, ..., x,] eine Relation

1 :A1f1+' t +Arfr-

Beweis durch vollstindige Induktion nach der Variablenzahl. Fiir
konstante f; oder auch fiir Polynome in einer Variablen ist alles klar.
Die Behauptung werde fiir Polynome in # — 1 Variablen als richtig
angesehen. Bei # Variablen sind die zuerst auftretenden Resultanten
dy,...,d, Polynome in n — 1 Variablen, wieder ohne gemeinsame
Nullstellen; also ist in K(u) [%}, ..., x.]

1=B,d,+---+ B,d,.
Nach (2) folgt daraus

L=Aifi+- -+ 4},
Hier setzen wir fiir die x; ihre Werte aus (1) ein; dann gehen die f;
in die f; tiber. Die Ausdriicke rechts sind rational in den # ; multipliziert
man mit dem Nenner g (#) herauf, so kommt:

_ gu) =A,(w)-fr+-- -+ A, (u)-f,.
Vergleicht man die Koeffizienten irgend eines Potenzproduktes der #,
dessen Koeffizient links nicht verschwindet, so folgt die Behauptung

L=Afi 4+ 4,1

Aufgabe. Die Gradzahlen der Polynome A,,..., 4, sind be-
schrinkt, sobald die der f; beschrinkt sind.

1 Vgl. etwa das Biichlein von F. S. MacauLAy: Algebraic Theory of Modular
Systems, Cambridge Tracts Nr.19. Cambridge 1916.
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§ 75. Der Hilbertsche Nullstellensatz.

Eine Verallgemeinerung des im vorigen Paragraphen zuletzt be-
wiesenen Satzes ist der Hilberische Nullstellensatz:

Ist f ein Polynom in K(x,, . .., x,], das in allen gemeinsamen Nuil
stellen der Polynome f,, . . ., f, verschwindet, so gilt esne Kongruenz

=0, ..., fr)

fiir eine matiirliche Zahl o (und wmgekehrt).
Beweis!: Fiir f =0 ist die Behauptung klar. Im Fall f4=0 nehmen
wir eine neue Veranderliche z hinzu. Dann haben die Polynome

foo oo frs 1 —2f
aus K[x,, ..., %,, z] keine gemeinsame Nullstelle; denn jede gemein-
same Nullstelle von f,, . . ., f, ist Nullstelle von #, also nicht von 1 — zf.

Daher ist nach dem Satz des vorigen Paragraphen
1:A1f1+' . +Arfr+A (l —Zf)
In dieser Identitdt mache man die Substitution z == lf und schaffe die
dadurch entstehenden Briiche durch Multiplikation mit einer Potenz
fé fort. Dann kommt:
fe=Bifi+ -+ B.fp, q.e.d.

Die Umkehrung ist klar.

Aus diesem Beweis und der Aufgabe von §74 folgt, daB fiir den
Exponenten g eine Schranke angegeben werden kann, sobald die Grad-
zahlen von f,, . . ., f, und f gegeben sind. Tatsdchlich aber gibt es eine
Schranke fiir g, die nur von f,, ..., f, abhingt, wie wir im § 91 sehen
werden. '

Erweiterung des Nullstellensatzes. Wenn die Polynome
Ry, ..., hy in allen gemeinsamen Nullstellen von f,, ..., [, den Wert
Null annehmen, so gilt eine Kongruenz

By oo BT =0 (1, - -5 1),
oder: Jedes Potenzprodukt der h; mit der Exponentensumme o gehort dem
Ideal (fy, ..., [,) an (und umgekehrt).
Beweis: Es gilt

Bi=0(f, ... f)-
Man setze

o=(—1)+(@—1)+- -+ (—1) +1.
Dann enthalt jedes Potenzprodukt Ak ...hA% mitl, +...-+ 1, =¢

mindestens einen Faktor 4", da sonst I, + - - - + I, héchstens gleich
(0 —1)+-- -4 (0r —1) =0 — 1 sein konnte. Daraus folgt die Be-
hauptung.

Die Umkehrung ist klar.

1 Vgl. A. RaBiNowITscH: Math. Ann. Bd. 102, S. 518. 1929.
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§ 76. Kriterium fiir die Loésbarkeit eines homogenen
Gleichungssystems.

Wir haben in § 74 eine Methode kennengelernt, von jedem alge-
braischen Gleichungssystem zu entscheiden, ob es L&sungen besitzt
oder nicht. Das ist aber etwas anderes als ein ,,algebraisches Kriterium
fiir Losbarkeit, worunter wir ein System von ganzen rationalen Funk-
tionen der Koeffizienten verstehen, deren Verschwinden notwendig
und hinreichend fiir die Losbarkeit ist (wie die Resultante von §71
und das Resultantensystem von § 73 im Falle einer einzigen Unbekannten
oder die Determinante eines linearen- homogenen Gleichungssystems).
Ein solches Kriterium gibt es im allgemeinen nicht!, wohl aber im
Spezialfall der homogenen Gleichungen, zu dem wir uns jetzt wenden.

Sind f;, .. .,f.homogene nichtkonstante Polynome inx,, ..., x, (# >1),
so haben sie zunichst immer die ,triviale’ Nullstelle {0, ...,0}. Es
soll sich nun darum handeln, ein Kriterium dafiir zu finden, daB noch
eine davon verschiedene, also nichttriviale Nullstelle {r,,...,7,},
und damit notwendig wegen der Homogenitit ein ganzer ,,Sérahl’ von
Nullstellen {A7,, ..., An,} existiert?.

Die folgende Herleitung stammt von H. KAPFERER3. Sie geht aus von
der Kroneckerschen Methode der sukzessiven Elimination, indem sie aus
den Formen f,, ..., f,, als Polynome in x; betrachtet, nach §73 das
Resultantensystem D,, ..., D, bildet (aber ohne die vorbereitende
Transformation (1) von § 74). Nun wird behauptet: Wenn f;, ..., /,
eine nichttriviale gemeinsame Nullstelle haben, so habenauch D,,...,D,
als Polynome in x,, ..., %, eine nichttriviale gemeinsame Nullstelle
und umgekehrt.

Beim Beweis sind 2 Fille zu unterscheiden.

1. Fall. Die Koeffizienten der reinen Potenzen von x, in f,...,/,
verschwinden nicht-alle. In diesem Fall ergibt jede nichttriviale Null-

1 Das sieht man wohl am bequemsten an folgendem Beispiel: Die Gleichungen
ay %+ ag¥y + a3 =0, 1
byxy+baxy +b=0 |
sind ,,im allgemeinen®, d. h. fiir a;b, — a,b; F 0, losbar. Wire also
Dy(a,b) =0, ..., Dy(a, ) =0

notwendig und hinreichend fiir Losbarkeit, so miiBten die D fiir unbestimmte a, b
verschwinden, also identisch verschwinden. Demnach wiren die Gleichungen stets
l6sbar, was nicht zutrifft. (Auch die Ungleichung a,b, — a,b, & 0 ist nicht not-
wendig und hinreichend.)

2 Die Nullstellen {A7y, ..., iz, } bilden bei festem 7 und variablem A eine Gerade
des Raumes R,, die vom Anfangspunkt {0, ..., 0} ausgeht und deshalb ,,Strahl
genannt wird. Die Strahlen werden auch als ,,Punkte* des ,,projektiven Raumes‘
P, _, aufgefaBt, deren ,homogene Koordinaten dann die # sind; vgl. § 87.

3 KAPFERER, H.: Uber Resultanten und Resultantensysteme. Sitzungsber.

Bayer. Ak. Minchen 1929, S. 179—200.
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stelle {&,, ..., &,} von Dy, ..., D, auf Grund der Bedeutung des Re-
sultantensystems mindestens eine Nullstelle {51, &y, ..., &} von
fi, .. ., f,, die selbstverstandlich nicht trivial sein kann, und umgekehrt
ergibt jede solche Nullstelle {51, e, 5,,} der f, eine Nullstelle
{5, ..., &,} der D,, die auch nicht trivial sein kann, weil aus dem
Verschwinden von &,,..., &, wegen f, =c¢&P 4 ... =0 sofort das
Verschwinden von &, folgen wiirde.

2. Fall. Die Koeffizienten der reinen Potenzen von x, in f,, .. ., /,
verschwinden alle. Nach §73 verschwinden dann D, ..., D, identisch;
also gibt es auch eine nichttriviale Nullstelle, etwa {1,1,...,1}, von
D,,...,D,. Es gibt aber in diesem Fall fiir f,, ..., /, sicher auch eine
nichttriviale Nullstelle, nimlich {1,0, .. .,O}, weil ja die Glieder mit
der héchsten Potenz von x, iiberall fehlen.

Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Da die D,, ..., D, ho-
mogen in %,, . . ., %, sind, so kann man mit der Elimination fortfahren
und %, eliminieren usw., bis man schlieBlich ein System von Formen
in x, allein iibrig behilt:

baxi, boxle, ..., bypxde.

Fir die Existenz einer nichttrivialen Nullstelle dieser Formen ist not-
wendig und hinreichend das Verschwinden aller Koeffizienten by, . . ., by.

Die GroBen by, ..., b, sind durch feste, nur von den Gradzahlen
der Urformen abhingige ganze rationale Prozesse aus deren Koeffi-
zienten erhalten worden; sie sind also ganzzahlige Polynome der Koeffi-
zienten von f;,...,f,.

Das System der Polynome b, ..., b, (oder jedes andere System,
dessen Verschwinden die Existenz einer Nullstelle anzeigt) heit wieder
ein Resultantensystem der Formen f,, ..., /f,.

Wenn man die frither bewiesene Relation

(Dys oo D) =0 (fas -, 1)

fir jeden Schritt der sukzessiven Eliminationen anschreibt, so ergibt
sich aus allen diesen Relationen zusammen:

(3) 2 b,=0(f,.. .. 1) w=1,...,k).

Weiter folgt aus der Bildungsweise der by, . . ., by leicht, daB sie ho-
mogene Formen in den Koeffizienten jeder einzelnen Form f; sind. Die
Dy, ..., D, sind nimlich aus einer Resultante R entstanden, welche die
Koeffizienten a, von f; nur in den Kombinationen 4, #; und a,v; ent-
hielt. Also hat jedes Glied von R denselben Grad in den a, wie in %,
und v; zusammen, und wenn dann R nach Potenzprodukten der # und v
geordnet wird, so ist der Koeffizient D; eines solchen Potenzproduktes
homogen von einem bestimmten Grad in den @,. Wendet man dieselbe
Betrachtungsweise auf den zweiten, dritten usw. Eliminationsschritt an,
so ergibt sich die Behauptung.
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Zusammenfassend haben wir:

r Formen f,, ..., f, mit unbestimmien Koeffizienten besitzen ein
Resultantensystem aus ganzzahligen Polynomen b, in diesen Koeffizienten,
so dap fiir spezielle Werte der Koeffizienten in irgend einem Kirper K
das Nullwerden aller Resultanten notwendig und hinveichend ist fiir die
Existenz einer von der Nullosung verschiedenen Lisung der Gleichungen
f1=0,...,f/,=0. Die b, sind homogen in den Koeffizienien jeder ein-
zelnen Form f; und gendigen einer Kongruenz (3).

Aufgaben. 1. Wie kann das Resultantensystem fiir ein System von
Linearformen lauten ?

2. Sind @, (¢, %), . . ., Pa(fy, t;) » homogene Formen ohne gemein-
samen Faktor und betrachtet man die Gesamtheit aller Punkte & des
projektiven Raumes, deren Koordinatenverhiltnisse durch die Para-
metergleichung

(4) E1:8at o 8 =i (T T) i@ (T, To) - (T1,T)
fiir nicht triviale T-Werte geliefert werden, so 148t sich diese Gesamtheit,
vermehrt um das Wertsystem {0, . .., 0}, auch durch homogene Glei-
chungen F(§,, ..., &,) =0 charakterisieren. [Man -driicke die Propor-
tionen (4) zunichst durch homogene Gleichungen in den & und 7 aus.]
3. Ist ein homogenes Gleichungssystem f,(%;, ..., %,) =0, ..., in
dem auBer den x noch unbestimmte Parameter rational vorkommen,
fiir unbestimmt gelassene Parameter losbar, so bleibt es losbar bei jeder
Spezialisierung der Parameter.
4. Es gibt ein algebraisches Kriterium fiir die Losbarkeit eines Sy-
stems von Gleichungen in mehreren Reihen von Unbekannten %, ..., %, ;
Y1« + o» Ym ;- - -, Welche in jeder einzelnen dieser Reihen homogen sind.

Uber die Bestimmung der Lésungen homogener Gleichungen siehe auch F. MER-
TENS: Sitzgsber. Wiener Akad. Wiss. Bd. 108 (1889), S. 1174, sowie § 79 dieses Buches.

§ 77. Uber Trigheitsformen.

Wihrend wir fiir eine beliebige Anzahl von homogenen Formen
im vorigen Paragraphen ein Resultantensystem aus meist sehr vielen
Formen kennengelernt haben, wird sich jetzt zeigen, daB man fiir
n Formen in # Variablen mit einer einzigen Resultante auskommt,
wihrend fiir weniger als #» Formen tiberhaupt keine Bedingung fiir Los-
barkeit notwendig ist. Um zu diesem Ergebnis zu gelangen, haben wir
zunichst eine Reihe von Sitzen iiber die sogenannten ,,Trigheits-
formen* zu beweisen.

Es seien

h=a,2% 4 ap x5~ 1%, + - - - 4 a, %7,
fo="0, 2] + by 2f~Tx, 4 - - - + by,
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7 Formen der Gradzahlen /;, =, l, =8, ..., I, = ¢, in denen alle iiber-
haupt méglichen Glieder von diesen Gradzahlen mit unbestimmten
Koeffizienten vorkommen. Die letzten Koeffizienten (also die von
2%, xﬁ, ..., %) bezeichnen wir, wie angegeben, mit a,,b,,...,¢,.
Alle folgenden Betrachtungen beziehen sich auf ganzzahlige Polynome
in den Unbestimmten x,,...,%,,4,,...,¢€,.

In § 76 begegneten uns schon Polynome 7 in den a,, .. ., ¢, allein
mit der Eigenschaft

(1) ‘ 2T =0( ....1)
fiir ein ¢ und ein 7. Solche Polynome 7T nennt man nach HurwITZ

Trigheitsformen. Das ganze Resultantensystem von §76 besteht aus
Trigheitsformen.

Wir koénnen die Tragheitsformen noch anders charakterisieren.
Setzen wir ndmlich

fl :f; _} amxiz
f,.:]‘: + 6wx;;

so konnen wir durch die Substitution

*
e,
@ e ;
in (1) erreichen, daB f,, . . ., f, verschwinden. In der Kongruenz (1) ver-

schwindet dann die linke Seite; da aber x; von der Substitution (2) un-
beriihrt bleibt, so muB3 T nach der Substitution verschwinden:

A 1
(3) T(al,...,——;;...;el,..., ———2)20.

X x,

Der Schluf3 gilt schon, wenn die Kongruenz (1) nur fiir ein x; voraus-
gesetzt wird.

Ist umgekehrt fiir irgend ein Polynom T(a,,...,a,,...,€;, ..., ¢,).
*

die Relation (3) erfiillt, so kénnen wir T nach Potenzen von a, + % e
¥ n
ew + i% ordnen und wissen dann aus (3), daB das von diesen GroBen
unabhingige Glied verschwindet; also folgt
- T 1
T=0(aw+71;5 DRI em+_s)

%

im Bereich der Briiche mit Nennern x% Multipliziert man mit dem
hochsten vorkommenden Nenner auf, so wird alles ganz, und man erhilt

2T=0(, ..., ).
Also: Wenn (1) mit irgend einem x; gilt, so gilt (3), und wenn (3) gilt,
so gilt (1) mit x, statt x,. Daraus schlieBt man zunichst, daB aus der
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Giiltigkeit von (1) mit irgend einem x; die Giiltigkeit von (1) mit x,, folgt,
mithin, da der Index # keine Sonderrolle spielen kann, dafl aus der
Giiltigkeit von (1) mit irgend einem x; die von (1) mit jedem anderen x;
folgt, und weiter, daB (1) mit (3) gleichbedeutend ist: Die Gleichung (3)
ist fir die Trigheitsformen ebenso charakteristisch wie (1).

Die Summe oder die Differenz von zwei Trigheitsformen ist offen-
bar wieder eine Trégheitsform, und ein Vielfaches einer Tragheitsform
auch. Daher bilden die Trigheitsformen T ein Ideal .

Das Ideal ¥ ist ein Primideal. Hat namlich ein Produkt T, T, die
Eigenschaft (3), so muf} einer der Faktoren sie haben.

Die Tréigheitsformen koénnen die Rolle des Resultantensystems von
§76 vollstindig iibernehmen. Haben nimlich die Formen f,, ..., {,
eine (nichttriviale) gemeinsame Nullstelle und setzt man diese in (1) ein,
so verschwindet die rechte Seite, und da nicht alle x; Null werden, folgt
T =0 fiir jede Trigheitsform. Verschwinden umgekehrt fiir ein spe-
zielles System f,, . . ., f, alle Trigheitsformen, so verschwindet insbeson-
dere das Resultantensystem; mithin gibt es eine gemeinsame Nullstelle.
Daraus folgt: Wenn man irgend eine Basis des Ideals ¥ der Trigheits-
formen gefunden hat, so kann man diese Basis auch als Resultanten-
system verwenden. Das werden wir im n4chsten Paragraphen benutzen.

Wir wollen nun beweisen:

Ist die Anzahl v der Formen f; kleiner als die Variablenzahl n, so gibt
es keine von Null verschiedene Trigheitsform. Ist r = n, so gibl es keine
von e, unabhingige und von Null verschiedene Trigheitsform.

Aus der ersten Hilfte dieses Satzes folgt schon, daB das Resultanten-
system von weniger als #» Formen identisch verschwindet, daB also in
diesem Falle immer eine gemeinsame Nullstelle existiert.

Beweis: Es sei erstens » << #n. Wire T eine von Null verschiedene
Triagheitsform, so wiirde aus (3) folgen, daB die GréBen

_ 7 Iz
s T
algebraisch-abhingig in bezug auf den Polynombereich der GroéBen
Apy o ooy Boy_qs s €1, -« -, €,_1 Waren. Man kann hier », =1 setzen,
ohne daB diese Tatsache ihre Giiltigkeit verliert.

Ebenso wiirde im Falle » = s, wenn die Behauptung falsch wiire,

folgen, daB die GroBen
i _ T
pralRRRE P
{(wo ¢ den Grad der Form f,_; bedeutet) algebraisch-abhingig wiren
{(f¥ kommt nicht vor, da T von e, unabhingig sein sollte). Man kann
auch jetzt x, =1 setzen.
Auf jeden Fall wiirde also eine Reihe von Polynomen

(= Mlew=1s oo oo [= T len=1 (s<mn)
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algebraisch-abhingig in bezug auf den Polynombereich der a4y, ...,

Gy_1r - -» 1, - - -, 6,_q sein. Nun gilt der folgende
Hilfssatz. Wenn eine Rethe von Polynomen f,, ..., f, in den Un-
bestimmien ay, . .., a,, %q, . .., %, algebraisch-abhingig ist in bezug auf

den Polynombereich K[a,, .. ., a,], wo K ein Integrititsbereich, so bleibt
diese Abhingigkeit auch bei jeder Spezialisierung a, = o« (x € K) bestehen.
Beweis des Hilfssatzes. Nach Voraussetzung besteht eine Relation

(4) Fa,, ...,a,,f1, ..., ) =0,

wobei F ein Polynom ist und fiir unbestimmte z, ..., z
(5) Fay, ..., a,,2;, ..., %) +0

ist.

Wir kénnen annehmen, daB das Polynom F (a, z) nicht den Faktor
a, — o enthilt; denn sonst kénnte man in (4) und (5) durch diesen
Faktor kiirzen. Unter dieser Annahme verschwindet F auch nicht bei
der Substitution a, = a:

Fa, ...,a,_1,0,2;, ..., 2) 0.

Aber die Giiltigkeit von (4) bleibt bei der Substitution a, = « be-
stehen. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wendet man den Hilfssatz mehrere Male an, so folgt, da man von
den Unbestimmten a4, ..., @,_1, -- ., €&, - .., €,_, mehrere oder alle
spezialisieren darf, ohne daB die algebraische Abhingigkeit verlorengeht.

Der unterbrochene Beweis ist nun leicht zu Ende zu fithren. Man
spezialisiere die GroBena, ..., 4,_;, . .., ¢,_; so, daB die Formen fj,
e, f;" inxf, ..., x‘; iibergehen. Wegen s < % sind diese Ausdriicke von
der vorhergehenden Substitution x, = 1 unberiihrt geblieben. Da bei
der Spezialisierung jede algebraische Abhingigkeit bestehen bleibt, so
miissen die Ausdriicke %, . . ., x algebraisch-abhingig sein. Da sie es offen-
bar nicht sind, so war unsere Annahme falsch, und der Satz ist bewiesen.

Was nach dem eben bewiesenen Satz fiir » <2 # gilt, gilt aber nicht
mehr fir » = »n. Im Gegenteil:

Fiir v = n gibt es eine nichiverschwindende Trigheitsform D,. Ste ist
homogen tn den ay, ..., 4, in den by, ..., b, usw., und vom Grade
L,=0ULl...l,_ywmdene, ..., ¢

Beweis. Wir setzen

w"*

S(—1)=1—1.
1

Die Gesamtheit aller Potenzprodukte der x; vom Grade [ liBt sich
folgendermaBen anordnen:

Zuerst alle Potenzprodukte, die x% enthalten;

sodann alle, die x’Z’, aber nicht xlll enthalten, usw.;

schlieBlich alle, die x!, aber nicht xb, nicht x4 usw. enthalten.
v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 2
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Dieses Verfahren liefert alle Potenzprodukte vom Grade /; denn
fehlen konnten doch nur die, welche x; hochstens in der (/; — 1)-ten
usw., schlieBlich x, hochstens in der (/, — 1)-ten Potenz enthalten, und
diese Potenzprodukte haben héchstens den Grad 2'(J; — 1), also nicht
den Grad I. Nun bezeichnen wir die erhaltenen Potenzprodukte mit

(6) HP b, HY yxy, o0 HY 200,

dabei bedeuten also die H}’; Potenzprodukte vom Grade ! — [, Ins-
besondere kommen in der letzten Kategorie H;_, nur Potenzprodukte
von einem Grade < [, in %,, .. ., <1l,_,in x,_, vor, wihrend der Grad
in x, jeweils durch die Bedingung festgelegt ist, daB der Gesamtgrad
1 — 1, sein soll. Die letzte Kategorie umfaBt also genau ;0 ... I,_,

Potenzprodukte.
Wir bilden nun alle Formen

(7) H e

deren es offensichtlich genau so viele gibt wie Potenzprodukte (6) vom
Grade I. Die Koeffizientenmatrix der Formen (7) ist also eine quadra-
tische; ihre Determinante D, erhilt bei der Spezialisierung f;, = x¥
den Wert 1, kann also nicht identisch verschwinden. Weiter ist D, eine
Tragheitsform, denn wenn man die Gleichungen

Hﬁ”_)l,fl = ZawHﬁ")
mit den Unterdeterminanten einer Spalte von D, multipliziert und

addiert, kommt links eine Linearkombination der f; und rechts D, - H{¥).
Wihlt man speziell H{*) = x!, so folgt

D,at=0(fy, ..., fr).
SchlieBlich ist D, homogen in den Koeffizienten jeder einzelnen Form f,,
und zwar hat sie in den Koeffizienten von f,,den Grad L,, =, . . ., _;.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Fiir weitere Eigenschaften der Tragheitsformen siehe A. Hurwirz: Uber die
Tragheitsformen eines algebraischen Moduls, Annali di Matematica (32) 20 (1913).

§ 78. Die Resultante von n» Formen in n Variablen.

Wir gehen nun aus von # allgemeinen Formen (d. h. Formen mit un-
bestimmten Koeffizienten) f,, . . ., f,in #,,..., x,, bilden das Ideal T
der Trigheitsformen und suchen in ¥ ein Polynom von méglichst nied-
rigem Grad in ¢,. Ein solches gibt es, und sein Grad in ¢,, ist nicht Null,
da eskeine von e, unabhingige Trigheitsform auBer der Null gibt. Zer-
legen wir es in unzerlegbare Faktoren, so mufi mindestens ein Faktor
schon zu ¥ gehoren, da ¥ Primideal ist. Dieser Faktor hat immer noch
denselben Grad in e,, da ein niedrigerer Grad innerhalb ¥ ja gar nicht
moglich ist. Wir nennen diesen Faktor R und beweisen den Satz:

Jedes Polynom aus dem Ideal T ist durch R teilbar.
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Beweis: Wir ordnen R nach absteigenden Potenzen von e,:
R=Sée + ... (A>0,5<0).

Nun sei T ein Polynom aus €. Da der Grad von T in ¢, mindestens
gleich A ist, so kénnen wir T mit S multiplizieren und dann durch Sub-
traktion eines Vielfachen von R den Grad in e, erniedrigen. Indem wir
diesen ProzeB fortsetzen, bis dieser Grad kleiner als A geworden ist,
kommen wir auf eine Gleichung von der Gestalt

SIT—QR=T".

T’ gehort wieder zu ¥ und hat in ¢, einen Grad < 4, muB also ver-
schwinden. Also ist ST durch R teilbar. R ist aber unzerlegbar und S
nicht durch R teilbar (schon weil S von e, unabhingig ist); daher ist
T durch R teilbar, q.e.d.

¢ ist also Hauptideal mit der Basis R. Dadurch ist R bis auf einen
konstanten Faktor eindeutig festgelegt. Wir nennen R die Resultante
der Formen f,, . . ., f,. Die Berechtigung dieser Bezeichnung ergibt sich
sofort. Wenn namlich R fiir spezielle Werte der Koeffizienten der
Formen f,, ..., f, verschwindet, so verschwinden alle Formen des
Ideals ¥, insbesondere also alle Formen des Resultantensystems von
fu ..., fn;alsohaben f;, . . ., f, eine nichttriviale gemeinsame Nullstelle.
Und wenn umgekehrt f,, . . ., /, eine nichttriviale gemeinsame Nullstelle
haben, so verschwindet, wenn man diese Nullstelle in die Identitit

fo :Alfl+ s +Anf1'¢

einsetzt, die rechte Seite, also auch die linke; mindestens ein x; ver-
schwindet aber nicht, also verschwindet R. Nach dem im vorigen Para-
graphen Bemerkten kénnen wir R also wirklich als Resultante der
Formen f,, . . ., f, bezeichnen: R = 0 ist notwendig und hinreichend fiir
die Existenz einer nichttrivialen Liosung.

Jetzt sollen noch einige formale Sitze iiber die Resultante bewiesen
werden, die uns insbesondere die Gradbestimmung erlauben werden.

Spezialisiert man f, 2u g-h, wo g und h allgemeine Formen von den
Gradzahlen u, v sind (4 + v = 1), so wird R teilbar durch das Produkt

Rg'Rh:R(g7f2>'--yfn)'R(h’yfm--‘ﬁfn)'

Beweis: Aus

x:;LR :Alfl + -+ Anfn
folgt durch Spezialisierung:
x:z'R(gh’ f2’ "'7fn) :Algh' +A2f2+ ce +Anfn’

also gehort R(gh, fs, . . ., f,) sowohl dem aus den Formen g, f, . . ., f,

gebildeten Ideal ¥, als auch dem entsprechend gebildeten Ideal &, an.

R(gh, fo - - -, fa) ist also sowohl durch R, als durch R, teilbar, also (da

diese beiden unzerlegbar und verschieden sind) durch R, R,, q.e. d.
2%
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Spezialisiert man nun f;, . . ., f,_; zu Produkten von Linearformen,
so erkennt man durch sukzessive Anwendung des vorigen Satzes, daB3 R
durch ein Produkt von L, =1, ... I,_; Teilresultanten teilbar ist,

deren jede nach einem fritheren Satze die ¢; wirklich enthilt; also hat
das Produkt mindestens den Grad L, in den ¢,. Da wir andererseits sahen,
daB R in den ¢; auch héchstens den Grad L, hat, so folgt, daB der Grad
genau L, ist.

Genau entsprechend wie D, (§77) konnen wir auch D,, D,, ...
bilden, indem wir die Formen f,, . . ., f, so anordnen, daB f, bzw. f, usf.
jeweils zuletzt kommt. Dann hat D, den Grad L, =1, . ../, in den a,,
D, den Grad L, =1l ... I, in den b,, usw.; alle D,, D,, ..., D, sind
durch R teilbar, und R hat in den 4; den Grad L,, in den b; den Grad L,,
usw. Die Definition von R als Basiselement des Ideals € hingt ja nicht
von der Reihenfolge der Formen f,, . . ., f, ab. Zugleich sieht man, daB3
R die héchsten Gradzahlen hat, die ein gemeinsamer Teiler von D,, D,,
..., D, iiberhaupt haben kann; mithin:

R ist der grofte gemeinsame Teiler der Polynome D,, Dy, ..., D,.

D, erhilt bei der Spezialisierung f; = x% (1 =1,...,n) den Wert 1,
und R ist Teiler von D,; also erhilt R bei dieser Spezialisierung den
Wert 4+ 1, d.h. R enthilt ein Glied

+al . eln,

w

Wir normieren R so, daB dieses ,,Hauptglied* mit dem Pluszeichen vor-
kommt.

Die frithere Aussage: R ist teilbar durch R, R, fiir f; =g - h, 148t sich
also jetzt durch Vergleichung der Gradzahlen und Hauptglieder ver-
schérfen zu:

R, =R,R,.

Wir fassen zusammen:

n allgemeine Formen in n Variablen haben eine Resultante R, die ein
unzerlegbares ganzzahliges Polynom in thren (unbestimmien) Koeffizienten
ist und als Basis des Ideals der Tragheitsformen definiert werden kann.
Das Verschwinden der Resultante fitr spezielle fy, . . ., f, mit Koeffizienten
aus einem Korper ist notwendig und hinreichend filr die E xistenz einer von
der Nullosung verschiedenen Lisung des Gleichumgssystems f, =0, . . .,
n =0. Die Resultante ist homogen in den Koeffizienten von f, vom Grade
Ly=1,...1, usw. Sic enthilt ein Hauptglied al* . .. e"» wnd nimmt
somit bei der Spezialisierung f; = x% den Wert 1 an. Bei der Spezialisierung
fr =g h geht R in das Produkt R, - R, iiber. Schlieflich ist R der gripte
gemeinsame Teiler von n explizit bekannten Determinanten D,, Dy, . . ., D,.

Aufgaben. 1. Fiir zwei Formen in zwei Variablen stimmt die Re-
sultante mit der Sylvesterschen Resultante (§71) iiberein.

2. Fiir eine Form f vom Grade ! und # — 1 Linearformen

Dbixg, .., Dex;



§79. Die u-Resultante und der Satz von Bfzour. 21

hat die Resultante den Wert
f('Xl; "’)Xn):

wo X;,..., X, die (n — 1)-reihigen Unterdeterminanten der Matrix

sind.

3. Die Resultante ist absolut-unzerlegbar.

4. Fihrt man in den Formen f,,...,f, neue Verinderliche ein
durch eine lineare Substitution mit nichtverschwindender Determi-
nante:

%= %,
so ist die Resultante der transformierten Formen in x; e, '\:; bis auf
einen von den a;; abhingigen Faktor gleich der Resultante von f,, . . ., f,.

Weitere Eigenschaften der Resultante findet man in dem schon frither (§ 72 und
§ 74) zitierten Biichlein von F. S. MacauLAY: Modular Systems, sowie bei E. FISCHER :
Uber die Cayleysche Eliminationsmethode, Math. Zeitschr. Bd. 26, S. 497—550. 1927.

§ 79. Die u-Resultante und der Satz von BEZOUT.

Unter einem Ldsungsstrahl (vgl. § 76) eines homogenen Gleichungs-
systems moge verstanden werden die Gesamtheit aller Losungen
{A&;, ..., A&,}, die zu einer festen nichttrivialen Losung {£,, ..., &,}
proportional sind. Wir nehmen nun an, das Gleichungssystem

(1) fi=0,...,f,=0
habe nur endlich viele Losungsstrahlen {&®,..., &9} (@ =1, ..., ¢),
und suchen diese Strahlen zu bestimmen.

Zu den Polynomen f,, . . ., f, nehmen wir eine Linearform mit un-
bestimmten Koeffizienten

l=u2,+ -+ u,x,

hinzu und bilden das Resultantensystem b, (#), . . ., b,(») der Formen
fi»---»fr l. Dieses Resultantensystem verschwindet fiir spezielle
#y, ..., %, dann und nur dann, wenn eine Losung {£®} von (1) zu-

gleich der Bedingung
b= 80 4 e 0, 89 =0

geniigt. Mit anderen Worten: die gemeinsamen Nullstellen der Formen
by(#), ..., b (#) (als Formen in den #) sind genau die Nullstellen des
Produkts [[/,.

Daraus folgt nach dem Hilbertschen Nullstellensatz (§75) einer-
seits

2) (b, ()5 =0 (ITL) G=1,...,1),

o



22 XI. Eliminationstheorie.

andererseits
(3) (I1LW)y =0 (by(u),...,0,(u).

Die /, sind Linearformen in den #, also unzerlegbar. Nach (2) sind die
b;(u), also auch ihr groBter gemeinsamer Teiler D (u), teilbar durch alle
Linearfaktoren /,. Aus (3) folgt aber

(I =0 (D@);

also kann D (u) auch keine anderen Linearfaktoren als diese /, enthalten.
Daher muB sein

(4) D(u)=[[L*, 0,>0;

in Worten: Die Linearformen 1, welche die Lisungsstrahlen von (1) be-
stimmen, werden durch Faktorzerlegung der Form D (u) gefunden. Die
Form D(u), der groBte gemeinsame Teiler des Resultantensystems
von fy, ..., f, und I, heiBt die u-Resultante von f,, . . ., f,.

Wir betrachten nun insbesondere den Fall von #» — 1 homogenen
Gleichungen in # Verinderlichen, welche endlichviele Losungstrahlen
besitzen. Nimmt man die Linearform [ hinzu, so erhilt man # Formen,
welche eine einzige Resultante R (#) haben; diese ist natiirlich zugleich
die #-Resultante und zerfillt gemaB (4). Die Lésungen erscheinen mit
gewissen Vielfachheiten g, behaftet. Die Summe der g, ist der Grad
von R(u), also das Produkt der Gradzahlen der Formen f,, ..., f,_;
(vgl. §78). Damit ist der Satz von BEzouT bewiesen:

Wenn n — 1 homogene Gleichungen in n Verinderlichen nur endlich
viele Losungsstrahlen haben, so ist die Summe der durch (4) definierten
Vielfachheiten dieser Lisungsstrahlen gleich dem Produkt der Gradzahlen
der Gleichungen.

Fiir # = 3 und # = 4 stecken darin die geometrischen Sitze: Die
Summe der Vielfachheiten der Schnittpunkte zweier algebraischen
Kurven in der projektiven Ebene bzw. dreier algebraischen Flichen im
projektiven Raum ist gleich dem Produkt der Gradzahlen dieser Kurven
bzw. Fliachen. Die Vielfachheiten sind positive ganze Zahlen, die durch
die Exponenten der Linearfaktoren von R (u) definiert werden.

Aufgabe: Wie lautet das erste Ergebnis dieses Paragraphen
fir homogene Gleichungen in zwei Variablenreihen (x,,...,x,),
(¥1 - - -» ¥m), wenn man die Linearform ! durch 3 u;, x, v, ersetzt?

Siehe weiter: B. L. v. D. WAERDEN: Der Multiplizitatsbegriff der algebraischen
Geometrie, Math. Ann. Bd. 97, S.756. 1927. KAPFERER, H.: Axiomatische Be-
grindung des Bézoutschen Satzes. Sitzungsber. Heidelberger Akademie 1927,
8. Abhandlung, S.33-—59.
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Zwolftes Kapitel.

Allgemeine Idealtheorie der
kommutativen Ringe.

§ 80. Basissatz und Teilerkettensatz.

Wir wollen in diesem Kapitel die Teilbarkeitseigenschaften der
Ideale kommutativer Ringe untersuchen und zusehen, inwieweit die
einfachen Gesetze, die etwa im Bereich der ganzen Zahlen gelten, sich
auf allgemeinere Ringe iibertragen lassen. Um dabei nicht auf zu kom-
plizierte Verhiltnisse zu stoBen, ist es zweckmiBig, daB man sich auf
solche Ringe beschrinkt, in denen jedes Ideal eine endliche Basis be-
sitzt, was tatsichlich, wie wir sehen werden, in sehr vielen wichtigen
Fallen zutrifft.

Wir sagen, daB in einem Ring o der Basissatz gilf, wenn jedes Ideal
in o eine endliche Basis hat.

Der Basissatz gilt fiir jeden Korper, weil da nur die Ideale (0) und (1)
existieren. Auch gilt er fiir den Ring der ganzen Zahlen, allgemeiner
fiir jeden Hauptidealring. Sodann gilt er fiir jeden endlichen Ring.
Wie wir spiter sehen werden, gilt er fiir jeden Restklassenring o/a,
falls er fiir o gilt. SchlieBlich besteht aber der im wesentlichen auf
HiBERT zuriickgehende Satz:

Wenn der Basissatz fitr den Ring o gilt und in o ein Einselement
existiert, so gilt er auch fiir den Polynombereich o [x].

Beweis: Es sei % ein Ideal in o[«x]. Die Koeffizienten der héchsten
Potenzen von x in den Polynomen von ¥ bilden, zusammen mit der Null,
ein Ideal in o; denn wenn « und B die héchsten Koeffizienten der Poly-
nome a, b sind:

a=ox" +---,
b= ﬂ xm ...

so ist, wenn etwa # = m vorausgesetzt wird,

a—bxrm=(ax"+---)—(fxn+---)
:(a_ﬁ)xn_i—. ..
wieder ein Polynom von % und « — 8 sein hochster Koeffizient oder
Null; ebenso ist, wenn « der héchste Koeffizient von a ist, A« der héchste
Koeffizient von Aa oder Null.

Dieses Ideal a der hochsten Koeffizienten hat nach Voraussetzung
eine Basis (o, . . ., &,); «; sei etwa der hochste Koeffizient des Polynoms
a; = o xné + « ..

vom Grad #;, und es sei # die groBte der endlich vielen Zahlen #;.
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Die Polynome a; nehmen wir in die zu bildende Basis fiir Y auf.
Wir werden zusehen, welche weiteren Polynome fiir eine Basis nétig
sind.

Ist

f = o x¥ 4+ ...

ein Polynom aus % von einem Grad N = #, so muB3 « dem Ideal a
angehoren:

oL = 2 A‘\'i o .
Man bilde nun das Polynom

h=1—23%*""")a,.
Der Koeffizient von x¥ in diesem Polynom ist
a— Yo =0;

f1 hat also einen Grad << N. Wir kénnen also das Polynom f modulo
(a3, ...,a,) ersetzen durch ein Polynom niedrigeren Grades. In der-
selben Weise konnen wir weitergehen, bis der Grad kleiner als # geworden
ist. Es geniigt also, sich weiterhin auf Polynome von beschrinkten
Gradzahlen (<< #) zu beschrinken.

Die Koeffizienten von x»~1 in den Polynomen vom Grade < #n — 1
aus Y bilden, eventuell zusammen mit der Null, ein Ideal q,_,; eine
Basis dieses Ideals sei

(Otpg1s oo er &g)e

oy, ; sei wiederum der hochste Koeffizient des Polynoms
Arig = Op i X" e,

Wir nehmen nun auch noch die Polynome a,.,, ..., 4, in die Basis
auf. Jedes Polynom vom Grade =< # — 1 kann nun modulo (@, 4, . . .,a,)
ersetzt werden durch ein Polynom vom Grade < # — 2; man hat nur
wie vorhin eine passend gewihlte Linearkombination

DIV SY A
zu subtrahieren.

So fahren wir fort. Die Koeffizienten von x” -2 in den Polynomen vom
Grad = # — 2 bilden mit der Null ein Ideal a,,_,, dessen Basiselemente
®s41, - - -» % den Polynomen a,,,, ..., a; angehéren. Diese Polynome
nehmen wir wiederum in die Basis auf. So gelangen wir schlieBlich zum
Ideal a, der in % liegenden Konstanten; seine Basis (&, g, . . ., &)

fihrt zu den Polynomen a, 4, .. ., 4,. Jedes Polynom aus 9 muB sich
modulo

(@1 oeos @y @y gy oo By e By, e, )
schlieBlich auf Null reduzieren. Also bilden die Polynome a, ..., a,

eine Basis fiir das Ideal %, womit der Basissatz bewiesen ist.
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Aus diesem Satz folgt durch #-malige Anwendung unmittelbar die
Verallgemeinerung:

Wenn fiir einen Ring o mit Einselement der Basissatz gilt, so gilt er
auch fir den Polynombereicho(xy, ..., x,] der endlichvielen Un-
bestimmien x,, ..., x,.

Die wichtigsten Spezialfille sind: der ganzzahlige Polynombereich
Clxy,...,%x,) und jeder Polynombereich K[x,,..., x,] mit Koeffi-
zienten aus einem Kérper K. In allen diesen Bereichen hat jedes Ideal
eine endliche Basis.

HILBERT hat seinen Satz nur fiir diese Fille ausgesprochen, in einer
scheinbar etwas allgemeineren Fassung, nimlich der folgenden:

In jeder Untermenge I von o (nicht nur in jedem Ideal) gibt es endlich
viele Elemente m,, . .., m, so, daf jedes Element m von M sich in der
Gestalt

Mmy+ - - -+ Aom, (A;1n0)
schretben Lift.

Dieser Satz ist aber eine unmittelbare Folge des Basissatzes fiir
Ideale. Denn wenn % das von I erzeugte Ideal ist, so hat zunichst %
eine Basis:

A= (a,, ..., a,).

Jedes Element a; hingt (als Element des von It erzeugten Ideals) von
endlich vielen GréBen von It ab:

a; = A Myy.
k

Also hingen alle Elemente von % von den endlichvielen s, linear ab;
das gilt nun insbesondere fiir die Elemente von 9.

Wichtiger ist, da3 der Basissatz auch mit dem folgenden ,,Teiler-
kettensatz‘‘! aquivalent ist:

Teilerkettensatz, 1. Fassung.

Ist eine Kette von Idealen a,, ay, a3, ... in 0 gegeben und ist jedes
a;,, emn echier Teiler von a;:

a; Cipns
so bricht die Kette nach endlichvielen Gliedern ab.
Oder, was auf dasselbe hinauskommt:

Teilerkettensatz, 2. Fassung.
Ist eine unendliche Kette von Teilern ay, a,, a, . . . gegeben:
a; C Ay
so miissen von einem gewissen n ab alle Glieder gleich sein
Ap=0pp1 =" " "

1 Man koénnte vielleicht besser sagen: Teilerkettenforderung oder Teilerketten-
bedingung.
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DaB der Teilerkettensatz aus dem Basissatz folgt, sieht man so:

Es sei a4, a5, a3, ... eine unendliche Kette und stets a;C a;,,.
Die Vereinigung v aller Ideale a; ist ein Ideal. Denn wenn 4 und 4 in v
liegen, etwa a in a, und b in a,,, so liegen @ und b beide in a,, wo N die
groBte der Zahlen # und m ist; also liegt @ — & auch in ay, also in v.
Und wenn « in v liegt, etwa in a,,, so liegt auch A4 in a,, also in v.

Dieses Ideal v hat nach Voraussetzung eine Basis (a,, . . ., ,). Jedes
a; liegt in einem Ideal a,. Ist » die groBte der Zahlen #,, so liegen
a4, ..., a, simtlich in a,. Da alle Elemente von v linear von 4, . . ., a,
abhingen, so liegen alle Elemente von v in a,, und daraus folgt

D=0, =041 =0pig=""".

Umgekehrt folgt der Basissatz aus dem Teilerkettensatz (Auswahl-
postulat vorausgesetzt). Namlich : Auf Grund des Auswahlpostulats (§ 58)
denke man sich in jeder nichtleeren Untermenge von p ein Element -
ausgezeichnet. Es sei nun a ein Ideal, @¢; das ausgezeichnete Element
von a. Wenn 4, noch nicht das ganze Ideal erzeugt, so gibt es in a noch
Elemente, die nicht in (@) liegen; in der Menge dieser Elemente sei
a, das ausgezeichnete Element. Dann folgt:

(a1) C (a1, ay).

Wenn @, und 4, noch nicht das ganze Ideal a erzeugen, so findet man
in derselben Weise ein drittes ausgezeichnetes Element a, in a, das nicht
in (a,, a,) liegt, usw. So erhilt man eine Teilerkette

(@) C (@, as) C(ag, @y, a3) C- - -,
die im Endlichen (etwa nach # Schritten) abbrechen mufl. Dann folgt:
(@, ay, ..., a,)=aqa;

demnach hat a eine endliche Basis.

Wenn der Teilerkettensatz in einem Ring o gilt, so gilt er auch in jedem
Restklassenbereich oja.

Beweis: Ein Ideal b in p/a ist eine Menge von Restklassen. Bildet
man die -Vereinigungsmenge aller dieser Restklassen, so erhilt man

ein Ideal b in 0. Umgekehrt ist b durch b eindeutig bestimmt vermoge
b=b/a.

Eine Kette von Idealen b; by Cby; C - - - in pfa ergibt in dieser Weise
eine Kette von Idealen b, Cb, CbyC - -+ in p, und da die letztere im
Endlichen abbricht, so muf} die erstere es auch tun.

Damit ist auch die zu Anfang dieses Paragraphen aufgestellte Be-
hauptung, daBl aus dem Basissatz fiir p der Basissatz fiir o/a folgt, be-
wiesen.
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Der Teilerkettensatz 148t noch zwei andere Fassungen zu, die fiir
Anwendungen oft bequemer sind:

Teilerkettensatz, 3. Fassung: Maximalbedingung.

Wenn in o der Teilerkettensatz gilt, so gibt es in jeder wichtleeren
Menge von Idealen ein maximales Ideal, d. h. ein solches, das nicht von
einem anderen Ideal der Menge umfaft wird.

Beweis: Aus jeder nichtleeren Menge von Idealen sei eins aus-
gezeichnet. Gesetzt nun, es gibe in einer Menge M von Idealen kein
maximales Ideal, so wiirde jedes Ideal der Menge noch von einem an-
deren der Menge umfaft werden. Suchen wir nun aus 9% das ausgezeich-
nete Ideal a,, weiter aus der Menge derjenigen Ideale von 9, die a;
umfassen und = @, sind, das ausgezeichnete Ideal a, usw., so kommen
wir zu einer unendlichen Kette

ap Cap Cag C- - v,y

die nach Voraussetzung nicht méglich ist.
Teilerkettensatz, 4. Fassung: Prinzip der Teilerinduktion.

Wenn in o der Teilerkettensatz gilt und eine Eigenschaft E fiir jedes
Ideal a (insbesondere auch fiir das Einheitsideal) bewiesen werden kann
unter der Voraussetzung, daf sie filr alle echten Teiler von a erfiillt ist,
so kommt die Eigenschaft E allen Idealen zu.

Beweis: Gesetzt, die Eigenschaft E kime einem Ideal nicht zu.
Dann gibe es nach der 3. Fassung des Teilerkettensatzes auch ein
maximales Ideal a, welches die Eigenschaft F nicht hitte. Wegen der
Maximalitat miiBiten alle echten Teiler von a die Eigenschaft E haben,
also a auch, was einen Widerspruch bedeutet.

§ 81. Produkte und Quotienten von Idealen.

Ahnlich wie in §15 verstehen wir unter dem gréften gemeinsamen Teiler
(G. G.T.) oder der Summe der Ideale a, b, ... das von ihrer Vereinigungs-
menge erzeugte Ideal (a, b,...) und ebenso unter dem kleinsten gemein-
samen Vielfachen (K.G.V.) den Durchschnitt [a,b,...] =anb ...
Dieselbe Bezeichnung wie fiir die Idealsumme verwendet man fiir ein
Erzeugnis aus einigen Elementen und einigen Idealen, etwa:

(a,0) = (a,(b)).
Selbstverstdndlich ist (a,b) = (b, a), ((a,9), ¢) = (a, (b, ¢)) = (a,9,¢),
usw. Weiter:
((ay, @y, ...), (b1, by, ...)) = (@1,89, ..., by, by, . .0);

in Worten: Man erhilt eine Basis filr den groften gemeinsamen Teiler,

indem man die Basen der einzelnen Ideale nebeneinander schreibt.
Multipliziert man die Elemente eines Idealsa mit denen eines

Ideals b, so bilden die Produkte a b (im Gegensatz zu den Summen)
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im allgemeinen kein Ideall. Das von diesen Produkten ab erzeugte
Ideal aber nennt man das Produkt der Ideale a, b und bezeichnet es
mit a+b oder ab. Es besteht aus allen Summen 3 a;b; (a; in a, b, in b).
Offenbar ist
a-b=">b-a,

(a-b)-c=a-(b-c);

man kann also mit Produkten von Idealen wie mit gewdhnlichen Pro-
dukten rechnen. Insbesondere hat es Sinn, von Potenzen a¢ eines Ideals
zu reden; sie sind definiert durch

al=aqa; aetl=gq.qe.

Ist @ = (@4, ..., @,) und b = (b, ..., b,), so wird ersichtlich das
Produkt ab von den Produkten a;b, erzeugt. Man erhilt also eine
Basis fiir das Produkt durch Multiplikation aller Basiselemente des einen
Faktors mit allen Basiselementen des anderen.

Insbesondere ist fiir Hauptideale

(@) - (0) = (abd);
im Bereich der Elemente von o stimmt also die Produktdefinition mit
der gewéhnlichen tiberein.
Das Produkt a-(b) aus einem beliebigen Ideal und einem Haupt-
ideal besteht aus allen Produkten ab, wo 4 in a liegt. Man schreibt

daher einfach abd oder ba.
Eine weitere Rechenregel ist das ,,Distributivgesetz der Ideale*:

(1) a-(b,¢)=(a-b,a-c).
Denn a- (b, ¢) wird erzeugt von den Produkten a (b + ¢), welche wegen
alb+4c)=ab+ac

alle in (a+b, a-¢) liegen; umgekehrt wird (a-b, a-c) erzeugt von den
Produkten ab und den Produkten ac, welche alle in a - (b, ¢) liegen.
Dieselbe Regel (1) gilt auch, wenn in der Klammer statt b, ¢ mehrere
oder sogar unendlichviele Ideale stehen.
Da alle Produkte ab in a liegen, so ist

a-bCa
und ebenso
a-bCh.
Daraus folgt:
a-bC[a,b]

oder: Das Produkt ist durch das kleinste gemeinsame Vielfache teilbar.

1 Beispiel: Ist in einem Polynombereich a = (#, ¥) und b = (#% 9), so sind
%% und 92 Produkte von der Gestalt a-b, nicht aber #3 — y2,
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Im Ring der ganzen Zahlen ist das Produkt aus kleinstem gemein-
samen Vielfachen und groBtem gemeinsamen Teiler zweier Ideale
a, b gleich dem Produkt ab. Das gilt nicht in beliebigen Ringen; wohl
aber gilt:

(2) [anb]-(a,0) =0(a-b).

Beweis:
[anb]-(a,0)=(anb]-a,[anb]-b)C(6-a,a-b)=a-b.

Das Ideal o, das aus allen Elementen des betrachteten Ringes be-
steht, heiBt nach § 14 Einheitsideal. Es ist natiirlich

arola.
Enthilt aber o ein Einselement e, so ist auch umgekehrt

a=a-eCa-o,
also
a-o=a.

Das Ideal p spielt demnach in diesem Fall die Rolle eines Einsele-
ments der Multiplikation. Es wird dann vom Einselement erzeugt.
Man hat immer
(a,0) = o; ano=a.

Unter dem Idealquotienten a:b, wo a ein Ideal ist, verstehen wir
die Gesamtheit der Elemente y von o, fiir die

(3) yb=0(a) fur alle b aus b.

Diese Gesamtheit ist ein Ideal ; denn wenn 9 und § die Eigenschaft (3)

haben, so hat y — ¢ sie auch, und wenn y sie hat, so hat 7y sie auch.

Dabei ist vorausgesetzt, daB a ein Ideal ist; b braucht es nicht zu sein,

sondern kann irgend eine Menge oder auch ein einzelnes Element sein.
Zufolge der Definition ist, wenn a und b Ideale sind,

b-(a:b)=0(a).

Im Ring der ganzen Zahlen wird die Quotientenbildung zweier
Hauptideale (a), (b) == (0) so ausgefiihrt, daB man aus der Faktorzer-
legung der Zahl a die Faktoren, die auch in & vorkommen, wegldBt;
z.B.:

(12) : (2) = (6),
(12):(4) = @3),
(12):(8) = (3),
(12) : (5) = (12).

Anders ausgedriickt: Man dividiert a im gewohnlichen Sinn durch den
groBten gemeinsamen Teiler (a, b).
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In allgemeinen Ringen gilt eine entsprechende Regel:
a:b=a:(a,b),

die leicht zu beweisen und iibrigens nicht sehr wichtig ist.

Offensichtlich ist a = 0(a:b), denn jedes Element von a hat die
Eigenschaft (3). Es gibt also zwei Extremfille:

a:b=p und a:b=a.
Der erste Fall tritt u. a. dann ein, wenn b Ca ; denn dann ist fiir jedes yp
yb=0(b) = 0(a).
Der zweite Fall bedeutet, da8 aus yb6 =0(a) folgt y = 0(a). Man
kann also die Kongruenz yb = 0(a) durch b kiirzen. Man nennt in
diesem Fall b relativ-prim zu a oder prim zu a; doch werden wir diesen
leicht miBzuverstehenden Ausdruck selten verwenden und meist die
Gleichung a:b = a direkt hinschreiben. Im Falle ganzer Zahlen @ und
b, beide = 0, ist offensichtlich das Kriterium:
aus yb=0(a) folgt y=0(a)

nur dann erfiillt, wenn & und b keinen gemeinsamen Primfaktor be-
sitzen. In allgemeineren Fillen ist aber das Pridikat ,relativ-prim‘
nicht symmetrisch,; wenn z. B. a ein Primideal und b ein von o verschie-
dener echter Primidealteiler von ¢ ist, so ist’

a:b=a, also b relativ-prim zu a,

aber
b:a=op, also a nicht relativ-prim zu b.
Z.B.ist
(0):(2) =(0),
(2):(0) = (1).
Wichtig ist die folgende Rechenregel:
(4) [ag, ..., a]:06=[a;:b, ..., a,:0].

Beweis: Aus
yb<llay, ..., q.]
folgt
ybCa; fir jedes ¢
und umgekehrt.
Aufgaben. 1. Man beweise die Rechenregeln:

(a:6):c=a:bc=(a:c):b,
a:(b,¢c)=(a:b)~(a:c).

2. Man zeige die Aquivalenz der drei Behauptungen:
a) a:by=a und a:b,=aq;
b) a:[b; "\ by] = a;
c) a:b b, =aqa.
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§ 82. Primideale und Primdérideale.

Schon frither haben wir Primideale definiert als solche Ideale, deren
Restklassenring keine Nullteiler hat.

Im Bereich der ganzen Zahlen ist jede ganze Zahl ¢ > 0 Produkt
von Potenzen verschiedener Primzahlen

(1) a=pe ... per,
und demnach jedes Ideal (¢) Produkt von Primidealpotenzen:
(@) = () - - - ().

In allgemeineren Ringen kann man nicht erwarten, daB die Zerlegungs-
gesetze der Ideale so einfach sind. Zum Beispiel hat im ganzzahligen
Polynombereich einer Unbestimmten x das Ideal (4, x), das nicht prim
ist, auBer o nur einen Primteiler (2, x); aber keine Potenz von (2, x)
stellt das Ideal (4, x) dar. Man kann also im allgemeinen keine Produkt-
darstellung der Ideale erwarten, sondern hochstens eine Darstellung
als K. G. V. (Durchschnitt) von moglichst einfachen Bestandteilen?, ent-
sprechend der aus (1) folgenden Darstellung von (a) als K. G. V.:

(@) =), - .., ()]

Die Ideale (pg) haben nun die folgende charakteristische Eigen-
schaft: Wenn ein Produkt a b durch pg* teilbar ist und der eine Faktor
es nicht ist, so muB3 der andere Faktor & zumindest einen Faktor von
p¢ enthalten. Das driickt sich darin aus, daB eine Potenz b° durch
P teilbar sein muB. Also:

Aus
ab=0(pg),
ol a==0 (pgF)
t
78 be = 0 (pgx) .

Ideale mit dieser Eigenschaft werden Primdrideale genannt.

Ein Ideal q heift primdr, wenn aus

ab=0(q), a==0(q)
folgt, dapB es ein ¢ gibt so, daf
be =0(q) .

Man kann die Definition auch so fassen:

Wenn im Restklassenring nach q ab =0 und a = 0 1ist, so soll eine
Potenz b? verschwinden.

! Eine K.G.V.-Darstellung ist in gewissen Fallen auch niitzlicher als eine
Produktdarstellung, nimlich dann, wenn es sich darum handelt, zu entscheiden, ob

ein Element b durch ein Ideal m teilbar ist, d. h. zu m gehort. Istm = [a;, . . ., @],
so gehoért b zu m, sobald b allen a, angehort, und nur dann.
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Ist 2b = O und @ <= 0, so heil}t das nichts anderes, als daB & ein Null-
teiler ist. Wenn ein Ringelement & die Eigenschaft hat, daB eine Potenz

b? verschwindet, so heiflt das Element nilpotent. Also kann man auch
sagen:

Ein Ideal heift primir, wenn in seinem Restklassenring jeder Null-
teiler milpotent ist.

Wie man sieht, ist die Definition eine leichte Modifikation der Prim-
idealdefinition ; im Restklassenring nach einem Primideal muB8 jeder Null-
teiler nicht nur nilpotent sein, sondern selbst verschwinden.

Wir werden sehen, daB die Primirideale in allgemeinen Ringen die-
selbe Rolle spielen wie die Primzahlpotenzen im Bereich der ganzen
Zahlen, daB nimlich unter sehr allgemeinen Voraussetzungen jedes
Ideal sich als Durchschnitt von Primiridealen darstellen 148t und daB
in dieser Darstellung die wesentlichsten Struktureigenschaften der
Ideale zum Ausdruck kommen.

Die Primirideale sind nicht notwendig Primidealpotenzen; das
zeigt schon das zu Anfang angefiihrte Ideal (4, x), welches man leicht
als primir erkennt. Das Umgekehrte gilt aber ebensowenig; denn im
Ring derjenigen ganzzahligen Polynome a4 + a,% + - -+ 4+ a,x", bei
denen a, durch 3 teilbar ist, ist p = (3 x, ) ein Primideal, aber
p? = (9x2, 3 %3, x4) nicht primir, denn es ist

9.x2 =0 (p?),
=20 (p%),
9¢==0 (p?)
fiir jedes p.
Eigenschaften der Primirideale unabhingig vom
Teilerkettensatz.

L. Zu jedem Primdrideal q gehirt esn Primidealteiler p, der folgender-
‘mafen definiert wird: p ist die Gesamihest der Elemente b, von denen eine
Potenz be in q liegt.

Beweis: Erstens: p ist ein Ideal ; denn aus ¢ = 0 (q) folgt (»5)°=0(q)
und aus 42=0 (q) und ¢’ =0 (q) folgt, da in der Entwicklung von
{6 —¢)2+7~1in jedem Summanden entweder ¢ oder ¢ vorkommt,

(b —c)ets=1 =0(q).
Zweitens: p ist prim; denn aus
ab=0(p),
a==0(p)
folgt, daB es ein p gibt so, daB
aebe = 0(q)
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und weiter
ae==0(q)

ist. Es muB also ein ¢ geben so, dafl

be” = 0(q)
ist; daraus folgt
b=0(p).
Drittens: p ist Teiler von q:
q=0(p);

denn die Elemente von q haben sicher die Eigenschaft, daB3 eine Po-
tenz in q liegt.

p heilt das zu q gehdrige Primideal, q ein zu p gehoriges Primédrideal.
Zufolge der Definition des Primirideals gilt:

II. Aus ab=0(q) und a==0(q) folgt b=0(p).

GewissermaBen die Umkehrung dieses Satzes ist der folgende:

II1. Wenn p und q Ideale sind und die Eigenschaft haben, daf
1. aus ab=0(q) und a==0(q) folgt b= 0(p),

2. q=0(p),

3. aus b=0(p) folgt be=0(q),
so0 ist q primdr und p das zugehirvige Primideal.

Beweis: Ausab=0(q) und a==0 (q) folgt (wegen 1.und3.) 52 =0(q).
Alsoist q primdr. Zu zeigen ist nur noch,daB p aus den Elementen b besteht,
von denen eine Potenz 42 in q liegt. Die eine Hilfte dieser Behauptung
ist gerade 3. Zu zeigen bleibt, daB aus 42 =0(q) folgt & = 0(p). Es sei
o die kleinste natiirliche Zahl, fiir die 42 =0 (q) gilt. Fiir g =1 sind
wir fertig nach 2. Fiir p > 1 hat man b-5¢~1=0(q), aber »-1==0(q),
mithin (nach 1.) 5 =0(p).

Dieser Satz erleichtert den Nachweis der Primireigenschaft und die
Auffindung des zugehoérigen Primideals in speziellen Fillen und zeigt,
durch welche Eigenschaften das zugehorige Primideal eindeutig be-
stimmt ist.

Die Eigenschaft IT gilt auch dann noch, wenn man 4 und b durch
Ideale a und b ersetzt:

IV. Aus ab=0(q) wnd a==0(q) folgt b=0(p).

Denn wire b == 0(0), so wiirde es ein Element b in b geben, das nicht
in p liegt, und ebenso ein Element a in a, das nicht in q liegt. Das Produkt
a b miiBte aber in ab, also in q liegen im Widerspruch zum frither Be-
wiesenen.

Genau so beweist man den entsprechenden Satz fiir Primideale:

Aus ab=0(p) und a==0(p) folgt b=0(p).

v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 3
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Eine Folge davon [durch (4 — 1)-malige Anwendung zu beweisen] ist:
Aus a*=0(p) folgt a=0(p).

Eine andere Fassung von Satz IV ist:

IV, Aus b==0(p) folgt q:b=q.

Im Restklassenring o/q liegt (wegen p 2 q) das Ideal p/q. Es be-

steht aus allen nilpotenten Elementen, im Falle q 5= 0 also aus allen
Nullteilern.

Eigenschaften der Primirideale unter Voraussetzung des
Teilerkettensatzes.

Ist p das zu q gehérige Primideal, so liegt eine Potenz eines jeden
Elements von p in q. Die dazu mindestens nétigen Exponenten hingen
vom gewihlten Element ab und kénnen unbeschrinkt wachsen. Setzt
man aber im Ring p den Teilerkettensatz voraus, so wachsen die Expo-
nenten nicht mehr unbeschrinkt, vermége des folgenden Satzes:

V. Eine Potenz p@ ist durch q teilbar:

pe=0(qa)-

Beweis: Es sei (py, . . ., p,) eine Basis fiir p. Es mogen $¢, . . ., p2r

in g liegen. Setzt man dann

0=21:(Qi—1)+17

so wird pe¢ erzeugt von allen Produkten der p; zu je g ; in jedem solchen
Produkt muB mindestens ein Faktor $; mehr als (9; — 1) mal, also min-
destens g; mal vorkommen; alle Erzeugenden von p¢ liegen also in gq,
woraus der Satz folgt.

Zwischen einem Primirideal q und seinem zugehorigen Primideal p
bestehen demnach die folgenden Relationen:

=0 ,
@ {q_ (p)
p?=0(q).
Die Kkleinste Zahl g, fiir die diese Relationen gelten, heiBt der Exponent
von q. Der Exponent gibt insbesondere eine obere Schranke fiir die
Exponenten der Potenzen, in die man die Elemente von p (mindestens)
zu erheben hat, um Elemente von q zu erhalten.
Ist q primir, so sind die Gleichungen (2) fiir das zugehorige
Primideal p charakteristisch. Denn gesetzt, ein zweites Primideal p’
erfiilllte mit einem Exponenten " ebenfalls (2), so wiirde folgen

pe Cqly, alo p (),
p?Cqlyp, also p' Ty,

mithin p’=p. Die Relationen (2) sind aber nicht charakteristisch
fiir die Primirideale: es kann sehr gut sein, dafl (2) fiir ein nicht pri-
mires q gilt (vgl. die nachstehende Aufgabe 1).
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VI. Aus ab =0(q) und a == 0(q) folgt, dap eine Potenz 6° = 0(q) st.
Beweis: Es geniigt, ¢ = ¢ zu wihlen. Aus ab =0 (q) und a ==0 (q)
folgt namlich, wie frither bewiesen, b =0 (p) und daraus

be =0 (p2) = 0(q).

Ein Ideal q mit der zuletzt ausgesprochenen Eigenschaft heiBt stark primdyr, im
Gegensatz zu den friiher definierten schwach primdren Idealen oder Primaridealen
schlechthin. Gilt der Teilerkettensatz, so fallen die beiden Begriffe zusammen; denn
wir sahen schon, daB3 die primaren Ideale in diesem Fall auch stark primir sind,
und das Umgekehrte folgt einfach durch Spezialisierung der Ideale a, b zu Haupt-
idealen (a), (b). Gilt der Teilerkettensatz nicht, so ist zwar jedes stark primire Ideal
auch schwach primar; aber die Umkehrung braucht nicht zu gelten.

Beispiel: Im Polynombereich von unendlich vielen Unbestimmten xy, x,, %3, ...
ist das Ideal

q = (xl’ xg’ xgx . )
primar, und das zugehorige Primideal ist
= (¥, %, %5, ...).

Diese beiden Behauptungen ergeben sich am leichtesten aus Satz III. q besteht aus
allen Polynomen, in denen das konstante Glied fehlt und in jedem Glied mindestens
ein darin vorkommendes », mindestens den Exponenten # hat, wahrend p aus allen
Polynomen ohne konstantes Glied besteht. Ist nun @ == 0(q) und == 0(p), so ent-
halt b ein konstantes Glied by & 0 und a ein Glied, in welchem jedes #, einen Ex-
ponenten < ¥ hat. Wir suchen nun unter diesen Gliedern von a ein Glied niedrigsten
Grades aus; das ergibt, mit der Konstanten by multipliziert, ein in ab wirklich vor-
kommendes Glied niedrigsten Grades, in welchem wieder jedes #, einen Exponenten
< v hat. Also folgt ab == 0(q). Damit ist die Voraussetzung 1 von Satz II1 bewiesen.
Ist weiter b==0(p), so fehlt in b das konstante Glied; ist », die letzte der Un-
bestimmten %y, %,, . .., die im Polynom & wirklich vorkommt (in b kénnen ja nur
endlich viele #, vorkommen), so haben in &% alle Glieder mindestens den Grad w?.
In jedem Glied kommt also mindestens ein x, in der w-ten Potenz vor; demnach
liegt b@" in . Da schlieBSlich q==0(p) ist, so sind alle Voraussetzungen von Satz I1I
erfiillt.

Trotzdem ist p¢ == 0(q), wie gro man @ auch nehmen mag; denn pe enthalt
das Element 8.1, welches nicht in q liegt.

Aufgaben. 1. Das Ideal a = (#2 2x) im ganzzahligen Polynom-
bereich einer Verdnderlichen # ist nicht primir. Trotzdem ist ()2 = 0 (a)
= 0(x) und () ein Primideal.

2. Ist p ein teilerloses Primideal (§15) und p2 =0(a) = 0(9), so
ist a ein Primirideal zum Primideal p.

3. Hat o ein Einselement, so ist o selbst das einzige Primirideal
zum Primideal o.

4. Ist p* ein Unterring von o und ¢ ein Primdrideal in o zum Prim-
ideal p, so ist ¢ N o* ein Primérideal in p* zum Primideal p N p*.

§ 83. Der allgemeine Zerlegungssatz.

Im Ring o sei der Teilerkettensatz vorausgesetzt: Jede Teilerkette
von Idealen bricht im Endlichen ab. Daraus folgt also (unter Zugrunde-
legung des Auswahlpostulats) das ,,Prinzip der Teilerinduktion*‘.

3%
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Reduzibel heiBt ein Ideal m, wenn es als Durchschnitt zweier echter
Teiler darstellbar ist:

m=anhyo, a>m, bDm.

Ist eine solche Darstellung nicht moglich, so heiit das Ideal irreduzibel.
Beispiele irreduzibler Ideale sind die Primideale; denn wire fiir ein
Primideal p eine Darstellung

p=anh, a>p, bOyp
moglich, so wire
ab=0(anb)=0(p), a=E0(p), b=0(p),
entgegen der Primeigenschaft.
Auf Grund des Teilerkettensatzes gilt nun der erste Zerlegungssatz:
Jedes Ideal ist Durchschnitt von endlichvielen trreduziblen.
Beweis: Fiir irreduzible Ideale ist der Satz richtig. Es sei also m

reduzibel :
m=anh, a>m, bDOm.

Setzt man den Satz fiir alle echten Teiler von m als bewiesen voraus,
so gilt er insbesondere fiir ¢ und b ; also ist etwa

a:‘—[il, "'yis])

b={i, 1 .- 1]
Daraus folgt aber
m="T[i, .., I fs41s « - s ipl;

also gilt der Satz auch fiir m. Da er fiir das (stets irreduzible) Einheits-
ideal auch gilt, ist er nach dem ,,Prinzip der Teilerinduktion* allgemein
richtig.

Von der Darstellung durch irreduzible Ideale kommt man nun zu
einer Darstellung durch Primirideale, vermoge des Satzes:

Jedes irreduzible Ideal ist primdy.

Beweis: m sei nichtprimir. Es soll gezeigt werden, daB m redu-

zibel ist.
Da m nichtprimdr ist, so gibt es zwei Elemente «, b mit den Eigen-

schaften
ab=0(m),

a=£0(m),
be==0(m) fir jedes p.
Nach dem Teilerkettensatz muB die Reihe der Idealquotienten
m:b, C m:d2, ...
einmal abbrechen, d. b. fiir ein gewisses k ist:

m:b%¥ = m:bk+1,
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Wir behaupten nun:

(1) m = (m, a) N (m, o b¥).

Die beiden Ideale rechter Hand sind Teiler von m, und zwar echte
Teiler, denn das erstere enthilt a, das zweite enthalt 5*+1. Wir haben
zu zeigen, daB jedes gemeinsame Element von beiden notwendig zu m
gehort. Ein solches Element ¢ hat, als Element von (m, 0b%), die Ge-

stalt
c=m + rb¥;

zweitens hat es aber, als Element von (m, 4), die Eigenschaft

cb=0(mb, ad)=0(m).
Daraus folgt
mb 4+ rb*¥+1=cb=0(m),

ybE+1 =0 (m)

und daraus wegen m:b*¥+! = m:bk:
rb*=0(m),
c=m+ rb¥=0(m).

Damit ist (1) bewiesen; m ist also in der Tat reduzibel.

Da jedes Ideal als Durchschnitt von endlichvielen irreduziblen dar-
stellbar und jedes irreduzible Ideal primar ist, so folgt:

Jedes Ideal ist als Durchschnitt von endlichvielen Primdridealen dar-
stellbar.

Dieser Satz 148t sich noch verschirfen. Zunichst ndmlich kann man
aus einer Darstellung

m=[0;, .-, qr]

alle iiberfliissigen Ideale q;, d. h. alle diejenigen, die den Durchschnitt
der iibrigen umfassen, sukzessive streichen. Man kommt so zu einer
unverkiirzbaren Darstellung, d. h. zu einer solchen, in der keine Kom-
ponente q; den Durchschnitt der iibrigen umfaBt. In einer solchen Dar-
stellung kann es noch vorkommen, daB einige Primirkomponenten sich
zu einem Primirideal zusammenfassen lassen, d.h.daB ihr Durch-
schnitt wieder primar ist. Wann das der Fall ist, ergibt sich aus folgen-
den Sitzen:

1. Ein Durchschnitt von endlichvielen Primdrvidealen, die zum selben
Primideal gehiven, ist wieder primir und hat dasselbe zugehérige Prim-
1deal.

2. Ein unverkirzbarer Durchschnitt von endlichvielen Primdridealen,
die nicht alle zum selben Primideal gehoren, ist wicht primdr.

Diese Sitze gelten unabhingig vom Teilerkettensatz.

Beweis von 1: Es sei

m=[q1: ---,q,-]:
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wo gy, - - -, 0, alle zu p gehoren. Wir stiitzen uns auf Satz III (§82).

Aus ab=0(m), a==0(m)
folgt
ab=0(q,)
fiir alle » und
a==0(q,)

fiir mindestens ein », und daraus wieder 5 =0 ().
Zweitens ist offenbar
m=0(q,) =0(p).
Ist schlieBlich =0 (p), so folgt
bev =0 (q,) fur alle »,
also, wenn ¢ = max g, gesetzt’ wird:
°2=0/(q,) fir alle »,
be=0(m).
Damit sind alle drei in Satz IIT genannten Eigenschaften nachgewiesen.

Also ist m primar und p das zugehérige Primideal.
Beweis von 2: Gegeben sei eine unverkiirzbare Darstellung

m=[ar, ... 0] (r=2),

bei welcher mindestens zwei der zugehoérigen Primideale p, verschieden
sind. Wir denken uns von vornherein jede Gruppe von Priméridealen,
die zum selben Primideal gehoren, zu einem Priméirideal zusammen-
gefafit. Die Darstellung bleibt dann unverkiirzbar.

Unter den endlichvielen Primidealen p, gibt es ein minimales, d. h.
ein solches, das keins der iibrigen umfaBt. Dieses sei etwa p,. Da p, die
Ideale p,, . . ., p, nicht umfaBt, so gibt es Elemente 4, so, da3

a,==0(py),

.‘ (pl) ('p:2,3,...’1’),
a,=0(p,)

also fiir ein geniigend hohes g
a3=0(q,).

Wire g, = m, so wire die Darstellung m = [qq, . . ., q,] verkiirzbar
(namlich g, . . ., g, tberfliissig). Also gibt es in q; ein Element ¢, mit
9= 0 (m).

Das Produkt
71(az- - -a,)0
liegt nun sowohl in ¢, als in gy, . . ., g,, also in m. ¢, liegt aber nicht in

m. Wire m primir, so wiirde daraus folgen:
(az‘ © T “r)“m =0 (m) ’
(ay: - -a,)e°=0(py),



§ 84. Die Eindeutigkeitssatze. 39

also, da p, prim ist,
av = 0 (pl)

fiir mindestens ein », entgegen dem Friiheren.
Wenn in einer unverkiirzbaren Darstellung

m=1[q;,...,0q,]

alle zugehorigen Primideale p, verschieden sind, so daB sich auf keine
Weise zwei oder mehr Ideale der Darstellung zu einem Primirideal
zusammenfassen lassen, so nennt man die Darstellung eine Darstellung
durch grifte Primdrideale. Diese groBten Primirideale heiBen auch
Primdrkomponenten von m.

Jede unverkiirzbare Darstellung m = [q,, . . ., q,] 148t sich durch
Zusammenfassung der zum selben Primideal gehérigen Primirideale
in eine Darstellung durch grofte Primirideale verwandeln. Damit ist
der zweite Zerlegungssatz bewiesen:

Jedes Ideal 1ift eine wunverkiirzbare Darstellung als Durchschnitt
von endlichvielen groften Primdrkomponenten zu. Diese Primdrkompo-
nenten gehiren zu lauter verschiedenen Primidealen.

Dieser ,,zweite Zerlegungssatz®, fiir Polynombereiche von E. LASKER,
allgemein von E. NOETHER bewiesen, ist das wichtigste Ergebnis der all-
gemeinen Idealtheorie. Anwendungen des Satzes werden wir vor allem
im dreizehnten Kapitel kennenlernen. Wir wollen in den nichstfolgen-
den Paragraphen untersuchen, wie es mit der Eindeutigkeit der Primér-
komponenten bestellt ist.

Aufgaben. 1. Man zerlege das Ideal (9,3 x + 3) im ganzzahligen
Polynombereich einer Unbestimmten in Primidrkomponenten.

2. Zu jedem Ideal a gibt es ein Produkt von Primidealpotenzen
pg - pge- - - p%, welches durch a teilbar ist, derart, daB jedes p, ein
Teiler von a ist.

3. Wenn der Ring o ein Einselement besitzt, so ist jedes von o ver-
schiedene Ideal a durch mindestens ein von p verschiedenes Primideal
teilbar.

4. Das Ideal (4,2x,x?) im ganzzahligen Polynombereich einer
Unbestimmten ist primdr, aber reduzibel. [Zerlegung: (4,2 x, x?)
— (4.9 A 2,47

§ 84. Die Eindeutigkeitssitze.

Die Zerlegung eines Ideals in gréBte Primdrkomponenten ist nicht
eindeutig.
Beispiel: Das Ideal
m = (¥%,2y)

im Polynombereich K[x, y] besteht aus allen Polynomen, die durch
x teilbar sind und in denen auBerdem die. linearen Glieder fehlen. Die
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Menge aller durch x teilbaren Polynome ist das Primideal
q = (%);
die Menge aller Polynome, in denen die linearen und konstanten Glieder
fehlen, ist das Primirideal
Gz = (*%,%,").
Es ist also
m = [q;, g.]-
Das ist eine unverkiirzbare Darstellung, und da die zugehorigen Prim-
ideale von g; und g, verschieden sind, ndmlich gleich (%) bzw. (%, y),
so ist es auch eine Darstellung durch groSte Primirideale.
Aber neben dieser Darstellung gibt es noch die andere:

m = [qy, 6],

a3 = (**,9)
ist; denn damit ein Polynom in m liegt, geniigt es, zu fordern, daB das
Polynom durch x teilbar ist und daB in ihm das Glied mit x fehlt. Von
dieser Art gibt es sogar, wenn der Korper K unendlich ist, unendlich
viele Darstellungen:

m=[q,q%], gD =(x2y+ 1x).

Allen angefiihrten Zerlegungen von m ist gemeinsam, da3 die Anzahl
der Primirkomponenten und die zugehorigen Primideale:

x), (*,9),

iibereinstimmen. Das gilt nun allgemein:

Evster Eindeutigkeitssatz: Bei zwei unverkiirabaren Darstellungen eines
Ideals m durch grifte Primdrkomponenten stimmen dic Anzahlen der
Komponenten und (zwar wicht notwendig die Komponenten selbst, aber) die
zugehdrigen Primideale diberein.

Beweis: Fiir ein Primirideal ist die Behauptung trivial. Wir kénnen
also eine Induktion nach der Anzahl der Primirkomponenten ansetzen,
die in mindestens einer Darstellung des betreffenden Ideals auftritt.

Es sei
1) m=[q,....q]=1[a, ....q].

Aus allen zugehérigen Primidealen p,, ..., p,, 9], ..., p; wihle man
ein maximales aus, d. h. ein solches, das von keinem anderen mehr um-
faBt (geteilt) wird. Dieses komme etwa aut der linken Seite vor und sei p, .
Behauptung: Es kommt auch rechts vor. Denn sonst kénnte man in
(1) Quotienten nach g, bilden:

000 - arad =g g - qpiadl.
Nun ist (fiir alle » > 1) g, 3=0(p,), weil sonst p, = 0(p,) wire, ent-
gegen der vorausgesetzten Maximaleigenschaft von p,. Ebenso folgt
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fiir alle v, daB q, == 0(p;) ist. Nach Satz IV’ (§ 82) ist also

Q‘P:qlzq‘y (v:2>"':l))
ma=aq @EF=1,....70).

Da weiter q,:q, = o ist, so ergibt sich

(0,8 -] =Ly, - 0s ap].

Rechts steht m; also muB auch links m stehen. o kann weggelassen
werden; es ist also
m= [0y ..., q].

Demnach wire die erste der beiden Darstellungen (1) verkiirzbar, ent-
gegen der Voraussetzung.

Jedes maximale Primideal kommt also auf beiden Seiten vor.

Es sei jetzt etwa [ < I'. Zu beweisen ist: / = I’ und (bei passender An-
ordnung) p, =p,. Fiir Ideale, die sich durch weniger als ! Primir-
ideale darstellen lassen, sei alles bewiesen. Wir ordnen die q und ¢’ so an,
daB p, = p] ein maximales zugehoriges Primideal (zu ¢, und zu q]
gehorig) ist.

Bildet man auf beiden Seiten von (1) Quotienten nach dem Produkt
G107

la:aral, .- g amq] =la qap, - ..o g quagl,

so ergibt sich aus den gleichen Schliissen wie vorhin:
00101 =G,
0ia10 =0y
Weiter ist, da q, q; durch g, und durch q teilbar ist,
0110101 =0,
410101 = 0;

»>1).

also kommt:
[as, -, q ] =T[az,. .., ar]-

Nach Induktionsvoraussetzung muB, da jetzt links und rechts eine -un-
verkiirzbare Darstellung durch gréBte Primarkomponenten steht,
I —1=1—1, also I' =1 sein. Weiter muB bei passender Anordnung
p, =y, fiir alle » > 1 gelten. Da auBlerdem p, = p] ist, so ist alles be-
wiesen.

Die nach dem eben bewiesenen Satz eindeutig bestimmten Ideale
Py, ..., P, die bei einer unverkiirzbaren Darstellung a = [qq, . - ., q;]
als zugehorige Primideale auftreten, heiflen die zugehirigen Primideale
des Ideals a. Thre wichtigste Eigenschaft ist die folgende:

Wenn ein Ideal a durch kein zugehdriges Primideal eines Ideals b
teilbay ist, so ist b :a = b und umgekehrt.
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Beweis: Es sei b =[qy, . - ., q;] eine unverkiirzbare Darstellung.
Zunichst sei a==0(p,) fiir¢ =1, ..., I, wop; zu q, gehort. Daraus folgt
0:: 0 =0,
b:a=1{qy, .-, ql:a
= [qera, ..., qpal
=[q, .-, q]=Db.

Umgekehrt sei b:a = b. Ware a = 0(p,) fiir ein 4, etwa a =0(p,),
so wiirde folgen a® = 0(q,), mithin

ae-[qg, - - > q1=0([a1, Gz, - - -, q;]) =0 (),

mithin, da man in jeder Kongruenz (modb) durch a und somit auch
durch a? kiirzen darf,
92, .., ] =0(b),

entgegen der Unverkiirzbarkeit der Darstellung.

Ein wichtiger Spezialfall entsteht, wenn man a zu einem Haupt-
ideal (a) spezialisiert:

Wenn ein Element a durch kein zugehoriges Primideal eines Ideals b
teilbar ist, so ist b:a =0; d. h. aus ac = 0(b) folgt stets c = 0(b).

Man kann den allgemeinen Satz noch anders fassen, indem man
auch a als Durchschnitt von Primiridealen [q’l, C q;,] darstellt. a ist
dann und nur dann durch p; teilbar, wenn ein q; es ist! oder, was
dasselbe ist, wenn ein p;. es ist. Also folgt:

Wenn kein zugehiriges Primideal von a durch ein zugehoriges Prim-
ideal von b teilbar ist, so ist b:a = b, und umgekehrt.

In dieser Fassung wird der Satz gebraucht, um den zweiten Ein-
deutigkeitssatz, die Eindeutigkeit der ,isolierten Komponentenideale®,
zu beweisen.

Unter einem Komponenienideal eines Ideals a wird jeder Durch-
schnitt von Primiridealen verstanden, die in irgend einer unverkiirz-
baren Darstellung des Ideals a durch gréSte Primérideale auftreten.

Es sei also

a=1[qy, ...,
eine unverkiirzbare Darstellung und

a;=1[01,--->0:], bzw.=p, falls k=0,

ay = [Qx41s - - > qg), bzw. =0, falls £ =1.
Dann ist
a=a1/\a2,

und g, ist ein Komponentenideal von a.

1 Denn daB mit q; auch a durch p, teilbar ist, ist klar, und aus a==0 (p,)
folgt gy ---qp =0 ([q},---,q{]) =0 (p,), so daB ein g} durch p; teilbar ist.
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" Das Komponentenideal a; heit isolierf, wenn kein zu a, gehdriges
Primideal p,,; durch ein zu a, gehoriges p, teilbar ist.

Nennt man ein zugehériges Primideal von a eingebetiet, wenn es ein
Teiler eines anderen zugehorigen Primideals von a ist, so kann man
ein isoliertes Komponentenideal von a auch definieren als ein solches,
dessen Menge von zugehorigen Primidealen entweder iiberhaupt keine
eingebetteten Primideale enthélt, oder wenigstens zu jedem eingebette-
ten Primideal auch alle die Primideale enthilt, in denen es eingebettet ist.

Zweiter Eindeutigkeitssatz: Jedes isolierte Komponentenideal eines
Ideals a ist durch Angabe dey zugehovigen Primideale (also einer Teilmenge
aller zu a gehorigen Primideale) eindeuttg bestimmd.

Beweis: Gegeben seien zwei Darstellungen

2) a=0,"N0a=a;N\az,
wobei a; dieselben zugehorigen Primideale hat wie a,. AuBerdem seien
0, und q] isolierte Komponenten. Dann folgt aus dem eben bewiesenen
Satz:

(11 . (12 == al 3

010, =Qjp,
also aus (2) durch Quotientenbildung nach a,:

a:ay=a;=a;N(a:a,),

a,Cay.
Ebenso folgt
a; g al ’
also
ay = a; s q- e. d.

Insbesondere sind die ¢solierten Primdrkomponenten (d.h. also die
zu nicht-eingebetteten Primidealen gehorigen Primidrkomponenten)
eines Ideals eindeutig bestimmt.

§ 85. Theorie der teilerfremden Ideale.

Im folgenden wird die Existenz des Einselements im Ring o voraus-
gesetzt. Dieses Einselement erzeugt dann das Einheitsideal o:

o=(1).1
Zwei Ideale a,b heiBlen feilerfremd, wenn sie keinen gemeinsamen
Teiler auBer p haben oder wenn ihr groBter gemeinsamer Teiler p ist:
(a,B8)=o0.
1 Aus dieser Darstellung folgt
o?=(1)- ()=,

also 02 = p, was in Ringen ohne Einselement nicht zu gelten braucht.
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Das bedeutet, daB jedes Element von p sich als Summe eines Elements
von a und eines von b darstellen 148t.
Notwendig und hinreichend dafiir ist, daB} die Eins (das erzeugende

Element von p) sich als Summe
(1) l=a+b
(a in a, b in b) darstellen 14B8t. Man hat dann:

[a=1(b), b=0(b),

la=0(), b=1(a).
Wenn zwei Primirideale gy, g, teilerfremd sind, so sind die zu-
gehorigen Primideale p,, p, es um so mehr (jeder gemeinsame Teiler
von p; und p, ist ja auch ein gemeinsamer Teiler von g, und g,).
Aber auch die Umkehrung gilt: Aus der Teilerfremdheit von Py, o folgt
die von qy, qs. Denn aus

(2)

=2+ 2.
folgt durch Erhebung in die (¢p + ¢ — 1)-te Potenz:
1=pet0-14 ... 4 peto—1,
wahlt man nun g und ¢ so groB, daB ¢ in g, und pJ in q, liegt, so liegt
von der Summe rechts jedes Glied in g, oder in q,, und es folgt
l=¢:1+¢,.

Wenn zwei Ideale teilerfremd sind, so sind sie in beiden Richiungen
relatio-prim.

Beweis: Es sei (a,b) =, also etwa a + b = 1. Es geniigt, zu
zeigen, daB a:p Ca ist. Wenn x zu a:b gehort, so ist xb Ca, also
x%b = 0(a), also auch

x(a + b)
x-1

Il

ll

0(a),
0(a);
demnach gehort x zu a, q. e. d.

Die Umkehrung gilt nicht; Beispiel im Polynombereich K[x, y]:
die Ideale (x) und (y) sind gegenseitig relativ-prim, aber nicht teiler-
fremd:

Wenn q und b teilerfremd sind, so kann man wie in der Zahlentheorie
Kongruenzen simultan 1sen. Es seien zwei Kongruenzen

f(€)=0(a),
g(&)=0(b) (f(x), g (x) €0 [x])

vorgelegt. Angenommen werde, jede einzelne Kongruenz sei losbar. Ist
etwa & = a eine Losung der ersten, & =/ eine Lésung der zweiten
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Kongruenz, so verschafft man sich ein Element &, welches beide Kon-
gruenzen 16st, in der folgenden Weise: Mit Hilfe der frither konstruierten
GroBen a und b, die den Gleichungen (1) und (2) geniigen, bilde man

E=ba+taf.
Dann ist £ = a(a) und & =pg(b), also & eine Losung der beiden vor-
gelegten Kongruenzen.
Fiiy zweti teilerfremde Ideale ist das kleinste gemeinsame Vielfache
gleich dem Produkt.
Beweis: In § 81 wurde bewiesen:

abland,
[anb]-(a,0)Lab.

Ist nun (a, b) = o und ein Einselement vorhanden, so vereinfacht sich
die zweite Gleichung zu

anblab;
also folgt
anb=ab, g. e. d.

Um diesen Satz auch fiir mehr als zwei paarweise teilerfremde
Ideale aussprechen zu konnen, miissen wir einen Hilfssatz voraus-
schicken:

Wenn a zu b und z2u c teilerfremd ist, so ist a auch zum Produkt b¢
und zum Durchschnitt b N ¢ teilerfremd.

Beweis: Aus

a + b = 1,
a+c=1
folgt:
(@+0d)(a+c)=1,
aa'+ac+ab+bc=1,
a’'+bc=1,
wo a” = aa’ + ac + a’b wieder ein Element von a ist. Hieraus folgt
(a,b6¢)=0
und um so mehr
(a,bn¢)=o0.

Damit sind beide Behauptungen bewiesen.
Sind nun ay, 6,, . . ., a, paarweise teilerfremd und ist
[ag, ooy Guoa] =030 - -y
schon bewiesen, so hat man:
[al, oo s a,,] = [al, “ oy a,,_l]/\a,,
= (- ap_) Nay
= al' . 'aﬂ—1°an’
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also durch Induktion den Satz:

Das kleinste gemeinsame Vielfache endlichvieler paarweise teilerfremder
Ideale ist gleich threm Produkt.

Die friihere Bemerkung iiber die Losung von Kongruenzen nach
teilerfremden Idealen gilt auch fiir mehrere paarweise teilerfremde
Ideale:

Es ist immer moglich, & aus den Kongruenzen

&=, (a,) (=12, ...,7)

2u bestimmen, falls ay, ay, . . ., a, paarweise teilerfremde Ideale sind.
Beweis durch Induktion: Man habe 7 schon so bestimmt, dafB
7 = o; (a;) =12 ..., v—1)

ist, und bestimme & aus
E=nlagy, ..., ar4]),
f=a,(a,),

was immer moglich ist, weil a, zu [a4, . . ., a,_,] teilerfremd ist.

Gilt in o der Teilerketiensatz, so kann man jedes Ideal als Durchschnitt
von paarweise teilerfremden Idealen darstellen, die selbst nicht mehr als
Durchschnitt von paarweise teilerfremden echten Teilern darstellbar sind.

Zu dem Zweck suche man in einer unverkiirzbaren Darstellung des
gegebenen Ideals a durch Primérideale

a=1[qy ... q]

alle die Primirideale, die mit irgend einem festen unter ihnen durch eine
Kette von paarweise nicht teilerfremden Priméaridealen verbunden sind,
und bilde deren Durchschnitt a,. Aus den verbleibenden Idealen bilde

man in derselben Weise sukzessive die Ideale a,, ..., a,. Die Dar-
stellung
(3) a=[as, ..., a]

hat die gewiinschten Eigenschaften. Denn erstens sind a; und a,; fiir
1 == k in der Tat teilerfremd, da die Komponenten von a; zu denen von
a; teilerfremd sind. Zweitens ist es unmdglich, etwa a,; noch als Durch-
schnitt zweier paarweise teilerfremden echten Teiler darzustellen. Wire
nimlich eine solche Darstellung gegeben:

au=bNnec¢=Dbc,
(6, ¢) =o,

so miiBte jedes zu a, gehorige Primideal ein Teiler von b¢, also von b
oder von ¢ sein; da nun alle diese Primideale mit einem unter ihnen
durch eine Kette von paarweise nicht teilerfremden Primidealen ver-
bunden sind, so miissen, wenn eins dieser Primideale etwa b teilt, alle
diese Primideale b teilen und keines ¢. Die zugehorigen Primirkompo-
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nenten teilen be¢; also teilen sie b (da ihre Primideale ¢ nicht teilen).
Daraus folgt, daBl auch der Durchschnitt a, ein Teiler von b ist:

bgal;

entgegen der Voraussetzung, dal b ein echter Teiler von q; sein sollte.
Statt der Darstellung (3) kann man nach unseren Sitzen eine
Produktdarstellung schreiben:

a=Qa;0ag- * *dg.

Aufg:iben. 1. Man beweise den , dritten Eindeutigkeitssatz*, der die
eindeutige Bestimmtheit der Ideale ay, . . ., a;, welche in einer Darstel-
lung (3) mit den angegebenen Eigenschaften auftreten, aussagt. [Man
fithre diesen dritten Eindeutigkeitssatz auf den zweiten zuriick.]

Mit der multiplikativen Zerlegung des Ideals a geht eine additive Zerlegung
des Ringes p und des Restklassenringes o/a einher. Wir beweisen zunachst:

Sind ap, ..., a, paavweise teilevfremde Ideale und ist
a=a; - a =[a;,.-.,0a,],
. by=0y -0 00 =[a, -, 0y Gy -5 Al
so 1st

0= (bys...,b,),

und zway ist die additive Darstellung eines jeden Elements von p als Summe von
Elementen von by, ..., b, eindeutig modulo @.
Beweis. Aus den Definitionen von a und b, folgt a =a,N\b, =a,-b, .
Es sei nun b ein beliebiges Element von p. Wir bestimmen b,, ..., b
den Kongruenzen

,_y AUs
bvzb(av); byEO(bv)
Dann ist fir »=1,2,...,» —1:

r—1
b=Xb;(a,).
1

r—1
Setzen wir also b — 3'b; =b,, so wird b, =0 (q,) firv=1,2, ..., r—1, mit-
1

hin b, =0 (b,). Damit ist die behauptete Darstellung

14
b=2X0b,
1
gefunden. — Sind nun zwei solche Darstellungen

14 r
b=Xb,=230b]
1 1
gegeben, so folgt, da modulo a, alle b, mit ¥ 5 u kongruent Null sind:
b,=b ,L (ay)-
Die Differenz b, — b;; gehort also zu a#. und zu b,, mithin zu a = q, N b,. Also
ist b, = b;‘ (a), womit alles bewiesen ist.
Gehen wir nun zum Restklassenring o = p/a iiber, indem wir alle Elemente b
durch die zugehérigen Restklassen b ersetzen und ebenso b, = b,/a, @, = a,/a
setzen, so folgt eine eindeutige Darstellung aller Elemente b von © in der Form

4) b=by +by+---+by 5, €bD,.
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Da die Darstellung eindeutig ist, so ist die Summe p = (f)l, ..., b,) divekt im Sinne
von § 42. Weiter folgt @,-b, = (0), mithin, da jedes b, (1 + v) eine Untermenge
von @, ist, o

b,-b, =0.
Der Ring © = v/a erscheint also als divekte Summe von Ringen El, ... b,, dic
sich gegenmseitig annullieren.

Jedem b von p ist ein b zugeordnet und jedem b wieder ein b,. Beide Zuord-
nungen sind Ringhomomorphismen; also ist auch die Zuordnung b — b, ein Ring-
homomorphismus. Ist b, = 0, so mu & € d; und daher b € g, sein, und umge-
kehrt. Daraus folgt nach dem Homomorphiesatz:

b, =2 v/a,.
Ebenso gilt natiirlich fiir jedes »: b, =2 p/a,.

Aufgaben. 2. Wendet man die Zerlegung (4) auf das Einselement 1 von

0 an, so findet man:

1=% 4%+ 45

14
Die ¢, sind die Einselemente der Ringe E,.

»

[3

=T,

2

l‘?’:O fir [l:*:v

§ 86. Einartige Ideale.

Es sei wieder o ein Ring mit Einselement.

Das Einheitsideal p ist stets Primideal. Welche Priméarideale kénnen
zu ihm gehoren ? Die Antwort lautet: Nur o selbst; denn wenn g ein zu o
gehoriges Primarideal ist, so ist 1€p, also 12€ ¢, mithin q = o.

Wenn nun bei der Darstellung eines Ideals a & o als Durchschnitt
von Primiridealen [qy, ..., q,] unter den zugehérigen Primidealen p,
das Einheitsideal vorkommt, so ist das zugehdrige g, ebenfalls gleich o
und daher in der Durchschnittsdarstellung iiberfliissig. Mithin: Ist die
Darsteliung a = [y, . . ., q,] wnverkiirzbar und a <= o, so kommt das
Einheitsideal nicht unter den zugehirigen Primidealen vor.

Daraus folgt sofort, wenn in p der Teilerkettensatz gilt und daher
jedes Ideal a als Durchschnitt von Primiridealen darstellbar ist:

Jedes Ideal a 4 o besitzt mindestens einen Primidealteiler p <= o.
Ist das Ideal a nicht primdr, so besitzt es sogar mindestens zwei Prim-
idealteiler &= o.

Ein Ideal, das nicht mehralseinen Primidealteiler auBer p besitzt, heiBt
nach DEDEKIND einaritg. Nach dem vorigen Satz ist jedes einartige Ideal q
primir. Auflerdem muf das zugehorige Primideal p teilerlos sein, denn
ware a’ =& 0 ein echter Teiler von p, so hitte a’ wieder einen Primteiler
p’ == o, der echter Teiler von p wire, also hitte q zwei voneinander
und von o verschiedene Primidealteiler p und p’, entgegen der voraus-
gesetzten Einartigkeit von g.

Es gilt
(1) pe=0(q).

Aus der Relation (1) folgt, wenn p teilerlos ist, auch umgekehrt die
Einartigkeit von q. Denn wenn p’ ein beliebiger Primidealteiler von q
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ist, so folgt aus (1):
pe=0(y),
mithin
p =0(p),
also entweder p’ = p oder p’ = p; mithin hat q keine anderen Prim-
idealteiler als p und o.

Die Begriffe:

1. einartiges Ideal,

2. Primirideal zu einem teilerlosen Primideal p,

3. Teiler einer Potenz p? eines teilerlosen Primideals p,
sind also gleichbedeutend. Weiter gilt:

Wenn das Ideal m eine isolierie einartige Primdirkomponente q besitzt,
deren zugehoriges Primideal p und deven Exponent g ist, so ist fiir jede
ganze Zahl ¢ = p:

(2) q=(m, p°).

Beweis: Aus

und

schliefft man
3) (m, p°) =0(q)-
Andererseits sei

m=[q, g5 ..., Q]

eine Darstellung von m durch Primdrkomponenten. Das Ideal (m, p°)
ist einartig, also primir; das zugehorige Primideal ist p. Das Produkt
qQq- - - qs ist durch (m, p°) teilbar; aber gy- - - q, ist, da q als ssoliert
angenommen war, nicht durch p teilbar; also muB3 q durch (m, p°) teil-
bar sein:
(4) a=10(m, p°).
Aus (3) und (4) folgt (2).

Folgerung: Fiir 0 = g ist

p7=0{(q)=0(m, p7+1).

also
(5) p? =0(m, p7+1).

Fiir ¢ < p gilt die Relation (5) nicht mehr. Denn wire

p7=0(m, po*+1)
fiir ein o < p, so wiirde man durch Multiplikation mit p¢ =7 =1 erhalten:
pe-t=0(mpe=?71 p¢) = 0(m, q) =0(q)

entgegen der Definition des Exponenten g.

Der Exponent p von q ist also die kleinste Zahl o, fiir die (5) gilt.

Es gibt Integritdtsbereiche o mit Einselement, in denen (der Teiler-

kettensatz gilt und) jedes vom Nullideal verschiedene Primideal teilerlos
v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 4
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ist. Z. B. gehoren dazu die Hauptidealringe (vgl. § 17), ebenso gewisse
spiter zu definierende ,,Ordnungen in Zahl- und Funktionenkérpern,

fir die der Ring C [} —3]ein typisches Beispiel ist. In diesen Ringen
sind nun ersichtlich alle Primdirideale aufer dem Nullideal einartig.
Weiter sind hier je zwei untereinander und von (0) verschiedene Prim-
ideale auch teilerfremd. Daraus folgt, daB je zwei zu verschiedenen
Primidealen = (0) gehorige Primirideale auch teilerfremd sind. SchlieB-
lich sind alle Primirkomponenten eines Ideals isoliert und somit ein-
deutig bestimmt. Mithin: Jedes vom Nullideal verschiedene Ideal lift
sich eindeutig als Durchschnitt von teilerfremden einartigen Primdiridealen
darstellen. Nach § 85 ist dieser Durchschnitt zugleich Produkt:

a=[q . Gl =01-0: - -9,

Nach den Sitzen von §85, SchluB, ist der Restklassenring o/a eine
direkte Summe von Ringen, die sich gegenseitig annullieren und isomorph
den Restklassenringen o/q, sind. Die letzteren Restklassenringe sind
primdr, d. h. in ihnen ist jeder Nullteiler nilpotent.

In Hauptidealringen sind die Primirideale q; zugleich Primideal-
potenzen. Ob das in allgemeineren Ringen auch der Fall ist, hiangt ab
von einer Bedingung, die wir spiter noch kennenlernen werden, nimlich
der Bedingung der ,,ganzen Abgeschlossenheit® (§ 98).

Die Idealtheorie der zuletzt besprochenen Integrititsbereiche, in denen jedes
Primideal auBer (0) teilerlos ist, ist nach W. KruLL wesentlich einfacher herzu-
leiten als die allgemeine Idealtheorie der §§ 82 bis 84. Zunichst namlich kann man
aus dem Teilerkettensatz allein sehr leicht herleiten, daB es zu jedem Ideal a ein
Potenzprodukt von Primidealen, Teilern von a gibt, welches durch a teilbar ist
(vgl. § 100, Hilfssatz 1):

por- P2z pgrEO (@)

a=0 (p,) f=1,...,%)
Ist a = q einartig, so kann es auBer 0 hochstens ein p, = p geben und man erhalt
p2=0(q), womit die oben gegebene Charakterisierung der einartigen Ideale als
Teiler von Primidealpotenzen neu hergeleitet ist. Ist a 3 (0) nicht einartig, so sind
die Primideale p, und daher auch ihre Potenzen p§é untereinander teilerfremd, mit-
hin sind auch die Ideale q; = (a, p%¥) teilerfremd und ihr Durchschnitt gleich ihrem
Produkt

(91,--» 9] =0z qr-
a ist durch alle q;, also auch durch ihren Durchschnitt teilbar. Andererseits er-
gibt das Produkt
0102 - - = (a, g - (a, pg2) - -+ (a, p2r)
beim Ausmultiplizieren nach dem Distributivgesetz (§ 81) eine Summe von Idealen,
die alle durch a teilbar sind. Also ist
a=0(a0qz--0q,)=0(a).
mithin
a=1[01,02 - 0] =102 0

Die g, sind, als Teiler von p%, offenbar durch keine anderen Primideale als p,
und o teilbar und somit einartig. Die Eindeutigkeit der g, folgt daraus, daB nach dem
Obigen bei jeder Zerlegung a = [q, g5, ..., q}] notwendig q; = (a, p7) ist.
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Dreizehntes Kapitel.

Theorie der Polynomideale.

In diesem Kapitel soll die allgemeine Idealtheorie auf (kommuta-
tive) Polynombereiche angewandt werden. AuBler der allgemeinen Ideal-
theorie wird nur die Kérpertheorie (Kap.5) und was ihr vorangeht
als bekannt vorausgesetzt.

§ 87. Algebraische Mannigfaltigkeiten.

Es sei K ein kommutativer Kérper. Eine Reihe von # Elementen
{&1, ..., &,} eines beliebigen algebraischen Erweiterungskérpers von K
heiBt ein Punkt des n-dimensionalen Raumes R,,. Der Punkt {&,, ..., &,}
wird kurz mit & bezeichnet; die &, heiBen seine Koordinaten.

Es sei o =K[x,, . . ., x,] der Polynombereich der # Unbestimmten
%1, ..., %,. Seine Elemente, die Polynome, werden mit f = f(x)
=f(%,..., %), & h, ... bezeichnet. Ein Punkt & heiBt: Nullstelle des
Polynoms f(x), wenn f(§) = f(&;,..., &,) =0 ist. Die gemeinsamen
Nullstellen irgend welcher Polynome f,, . . ., f,, also die Losungen eines
Gleichungssystems

(1) H(E)=0,....1 () =0,

bilden, wenn ihre Menge nicht leer ist, das, was man eine algebratsche
Mannigfaltigkeit M nennt. Bekannt sind z. B. die ,,algebraischen Kur-
ven‘ in der Ebene und die ,,algebraischen Flichen* im Raum, die durch
je eine Gleichung f(&,,&,;) = 0 bzw. f(&;, &, &;) = 0 dargestellt werden,
ebenso gewisse ,,Raumkurven®, die durch zwei Gleichungen bestimmt
sind, usw. Auch ein einzelner Punkt £ mit Koordinaten aus K bildet eine
algebraische Mannigfaltigkeit, und der ganze Raum R, ist eine.

Wie man die Losungen von (1) tatsichlich bestimmt, haben wir im
elften Kapitel auseinandergesetzt. Hier interessiert uns eine andere
Frage, nimlich die, welche allgemeinen Sitze man iiber die algebra-
ischen Mannigfaltigkeiten aussagen kann, und insbesondere, wie man
sie nach der ,,Dimension® in Kurven, Flichen usw. einteilen kann.

Bildet man aus den ,,definierenden Polynomen® f,,...,f, einer
algebraischen Mannigfaltigkeit M das Ideala = (f,, ..., f,), so sieht
man, daB alle Punkte der Mannigfaltigkeit (Nullstellen von f,, ..., f,)
zugleich auch Nullstellen aller Polynome f=g;f;, +-- -+ g/, des
Ideals sind, daB also I auch charakterisiert werden kann als Gesamt-
heit aller gemeinsamen Nullstellen der Polynome des Idealsa oder,
wie wir kurz sagen werden, aller Nullstellen des Ideals a. DaBl a eine
endliche Basis (/;, . . ., f,) besitzt, bedeutet fiir a nach dem Hilbertschen
Basissatz (§ 80) keine Einschrinkung; denn jedes Ideal von o besitzt

4%
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eine endliche Basis. Also gilt: Eine algebraische Mannigfaltigkeit I be-
steht aus den Punkten &, die Nullstellen eines Ideals a in K[x,, . . ., %,]
sind. Man nennt M die Nullstellenmanwigfaltigkeit von a oder kurz die
M anwigfaltigkeit von a.

Ein a umfassendes Ideal (Teiler von a) definiert eine Teilmannig-
faltigkeit von 9. Es kann aber vorkommen, daB verschiedene Ideale
dieselbe algebraische Mannigfaltigkeit I definieren; z. B. hat mit a
stets auch a? die Mannigfaltigkeit 9. Unter allen diesen Idealen ist
aber eins ausgezeichnet: die Gesamtheit aller Polynome f, die in allen
Punkten der Mannigfaltigkeit 9% den Wert Null annehmen. Diese Ge-
samtheit umfaBt alle Ideale, welche die Mannigfaltigkeit M definieren;
und sie ist ein Ideal, denn wenn f auf 9% iiberall verschwindet, so gilt
dies auch von jedem Vielfachen von f, und wenn f und g es tun, tut es
auch f — g. Die Mannigfaltigkeit dieses Ideals ist M. Dieses Ideal heilt
das zugehirige Ideal der Mannigfaltigkeit.

Nimmt ein Polynom f in allen Punkten einer Mannigfaltigkeit IR
den Wert Null an, so sagt man wohl: das Polynom f enthilt die Mannig-
faltigkeit M (weil dann namlich die Mannigfaltigkeit f = 0 die Mannig-
faltigkeit I in sich enthilt). Das zugehorige Ideal einer Mannigfaltigkeit
I besteht also aus allen Polynomen, die die Mannigfaltigkeit M enthalten.

Der Durchschnitt I ~ N zweier algebraischen Mannigfaltigkeiten
M und N ist, wenn er nicht leer ist, wieder eine algebraische Mannig-
faltigkeit. Wenn niamlich 9 durch das Ideal a = (f,,...,f,) und R
durch das Ideal b = (g4, . . ., g,) definiert wird, so ist der Durchschnitt
M N N offenbar die durch das Ideal (a,0) = (fy, .- -, Frs€1s- -5 &)
definierte Mannigfaltigkeit.

Aber auch die Vereinigungsmenge zweier algebraischen Mannig-
faltigkeiten M, N ist eine algebraische Mannigfaltigkeit; diese wird
durch das Durchschnittsideal (K. G.V.) a nb (oder auch durch das
Produkt a -b) definiert. Zunichst namlich ist jeder Punkt der Ver-
einigung entweder Nullstelle aller Polynome aus a oder Nullstelle aller
Polynome aus b, also auf jeden Fall Nullstelle aller Polynome aus
a NDb (und insbesondere von denen aus a-b). Wenn aber ein Punkt £
nicht zur Vereinigung {9, M} gehort, so_gibt es in a ein Polynom f
und ebenso in b ein Polynom g, welche im Punkt & nicht verschwinden;
dann verschwindet aber auch das zu a N\ b (und a - b) gehorige Produkt fg
im Punkte £ nicht, und somit ist & nicht Nullstelle von a N5 (oder
a-b). Nullstellen von a N b (sowie von a -b) sind also die Punkte von
{IM, N} und nur diese.

Es folgt, daB die Vereinigung endlich vieler algebraischen Mannig-
faltigkeiten (z. B. endlich vieler Punkte, Kurven usw.) wieder eine
algebraische Mannigfaltigkeit ist.

Eine Mannigfaltigkeit, die als Vereinigung zweier echten Teilmannig-
faltigkeiten dargestellt werden kann, heiBt zusammengesetzt oder redu-
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ztbel. Eine nicht zusammengesetzte Mannigfaltigkeit heiBit wunzerlegbar
oder irreduzibel. )

Die Entscheidung {iber Reduzibilitit einer Mannigfaltigkeit hingt
noch vom Grundkérper K ab. Z. B. bildet das Punktepaar & =0,
& = =4 Y2 eine im rationalen Zahlkérper irreduzible Mannigfaltigkeit,
die Nullstellenmannigfaltigkeit des Ideals (¥, 2 — 2), welche aber bei
Adjunktion von 2 in zwei Bestandteile (Punkte) zerfallt.

Ein Kriterium fir Irreduzibilitit ist: Eine Mannigfaltigkeit W ist
dann und nur dann trveduzibel, wenn das zugehirige Ideal prim ist, d. h.
wenn aus ,,fg enthilt N folgt: f oder g enthilt M.

Beweis: I sei zundchst reduzibel: MW = M, V M,, wo M, und M,
echte Teilmannigfaltigkeiten von it sind. In dem zugehéorigen Ideal von
M, gibt es ein Polynom f, welches M nicht enthilt, weil ja sonst M, 2 M
wire. Ebenso gibt es in dem zugehdrigen Ideal von 9, ein Polynom g,
welches It nicht enthilt. Das Produkt fg enthilt 9%, und IM,, also M.
Das zu It gehorige Ideal ist also nicht prim.

Zweitens sei M irreduzibel. Wenn nun fg ein Produkt wire, das It
enthielte, ohne dal f oder g es tite, so konnte man R als Vereinigung
zweier echten Teilmannigfaltigkeiten 9%, und M, darstellen, die sich fol-
gendermaBen definieren lassen: 9%, besteht aus allen Punkten von 9%,
welche der Gleichung f = 0 geniigen, und 9, aus allen Punkten von I,
welche der Gleichung g =0 geniigen. Jeder Punkt & von I gehort dann
zu M, oder zu M,, da aus f (&) g (&) =0 folgt, daB f(&) =0 oder g(£) =0
ist. Das widerspricht aber der vorausgesetzten Irreduzibilitit von IR.

Dadurch, da8 man die Primideale mit der Vorstellung der irre-
duziblen Mannigfaltigkeiten verkniipft, zu denen sie gehéren, erhilt
man eine anschauliche Vorstellung der mannigfachen méglichen Prim-
ideale, und davon, wie ein Primideal durch ein anderes teilbar sein
kann. In der Ebene z. B. hat man, vom Nullideal ausgehend, das zur
ganzen Ebene als Mannigfaltigkeit gehért, als dessen Teiler die Prim-
Hauptideale (), die je zu einer unzerlegbaren Kurve f =0 gehdéren,
dann als deren Teiler solche Primideale, die zu Punkten (oder Systemen
konjugierter Punkte, wenn der Kérper K nicht algebraisch-abgeschlossen
ist) gehoren, schlieBlich als Teiler aller Primideale das Einheitsideal,
das keine Nullstelle besitzt.

DaB es tatsdchlich keine anderen Primideale gibt als die zu irre-
duziblen Mannigfaltigkeiten gehérigen Primideale und das Einheits-
ideal p, ergibt sich sehr leicht, wenn man den Hilbertschen Nullstellen-
satz (§ 75) als bekannt annimmt, né‘tmlich so: Es sei p ein vom Einheits-
ideal verschiedenes Primideal, M seine Nullstellenmannigfaltigkeit.
Wenn ein Polynom f auf 9t iiberall verschwindet, so folgt aus dem
Hilbertschen Nullstellensatz f¢ = 0(p), daraus aber, weil p prim ist,
f=0(p). Also ist p das zugehorige Ideal der Mannigfaltigkeit I, und
M muB irreduzibel sein, da sonst p nicht prim wire.
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Wir werden aber fiir den Satz, daB} jedes vom Einheitsideal ver-
schiedene Primideal das zugehorige Ideal seiner Mannigfaltigkeit ist,
im iiberndchsten Paragraphen einen anderen Beweis erbringen und
daraus dann umgekehrt den Hilbertschen Nullstellensatz von neuem
herleiten.

Aufgabe. 1. Man zerlege die Mannigfaltigkeit des Ideals (¥ + x% — 1,
%2 — x3 — 1) in irreduzible

a) iiber dem rationalen Zahlkérper I,

b) iiber dem GaufBschen Zahlkorper I'(7);

c) iiber dem Korper aller algebraischen Zahlen.

In der Geometrie macht man sehr haufig den Ubergang vom gewdhnlichen
,,offenen‘‘ oder ,,affinen’* #-dimensionalen Raum R, zum projektiven Raum P,
dessen Punkte durch #» + 1 homogene Koordinaten &, &,, . . ., &, bestimmt werden,
die nicht alle Null sind und die mit einem von Null verschiedenen Faktor multipli-
ziert werden diirfen (vgl. S.12, FuBnote 2). Jedem Punkt {&, ..., &,} des R,
ist ein Punkt {1,&;, ..., &,} des projektiven Raumes P, zugeordnet; man kann
also den R, als einen Teil des P, betrachten, der durch die ,,uneigentliche Hyper-
ebene’ §; = 0 zum ganzen P, erginzt wird.

Jedem Ideal a aus K [#;, ..., #,] kann ein Ideal a* aus K [#,, ..., #,] zu-
geordnet werden, das von denjenigen Formen (homogenen Polynomen) F (x,, . . ., %)
erzeugt wird, welche nach der Substitution x#y = 1 Polynome aus a ergeben. Ein
solches Ideal, das von homogenen Polynomen erzeugt wird, heiBt ein komogenes
Ideal oder H-Ideal. Insbesondere kann man a* als das zugehdrige H-Ideal zu a be-
zeichnen. Die H-Ideale haben die Eigenschaft, daB, wenn {&, ..., §,} eine Null-
stelle ist, auch {A&,, ..., A§,} (A F 0). eine ist; wir sagen in diesem Fall: der
Punkt & des P, ist Nullstelle des H-Ideals. Diese Nullstellen eines H-Ideals im
projektiven Raum bilden die Mannigfaltigkeit des H-Ideals im projektiven Raum.

Zu jeder algebraischen Mannigfaltigkeit I im R, kénnen wir eine (kleinste)
sie umfassende algebraische Mannigfaltigkeit IM* im P, bilden, indem wir zu M
das zugehorige Ideal a, zu a das zugehorige H-Ideal a* bilden und dessen Mannig-
faltigkeit im P, mit It* bezeichnen. Der Beweis, daB f%* tatsichlich M umfaBt
und die kleinste derartige Mannigfaltigkeit im P, ist, mége dem Leser iiberlassen
bleiben, ebenso-der Beweis, daB I aus denjenigen Punkten von IM* besteht, die
nicht in der uneigentlichen Hyperebene liegen.

Ist M irreduzibel, so ist offensichtlich YR* es auch.

Aufgaben. 2. Man fithre die Beweise durch.

3. Wenn ein Polynom f einem H-Ideal angehért, so gehéren auch die homo-
genen Bestandteile verschiedenen Grades, in die f additiv zerlegt werden kann,
dem H-Ideal an.

4. Jedes H-Ideal besitzt eine Idealbasis aus endlich vielen Formen.

§ 88. Algebraische Funktionen.

Wir wollen untersuchen, in welcher Weise die Punkte einer alge-
braischen Mannigfaltigkeit als algebraische Funktionen von Parametern
dargestellt werden konnen. Dazu miissen wir zunichst etwas iiber
algebraische Funktionen im allgemeinen sagen.

Unter einem rationalen Funktionenkirper verstehen wir den Kérper
K(, ..., %) der rationalen Funktionen der Unbestimmten N AN
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Unter einem algebraischen Funktionenkirper verstehen wir irgend eine
algebraische Erweiterung des rationalen Funktionenkérpers K(¢y, ..., ¢,).
Die Elemente eines solchen Korpers heiBen algebraische Funkiionen

von ¥y, ..., ¢.

.. . . [7USN
Was man bei einer rationalen Funktion ¢ = -2 ~((; _t)) (f und g
15 *r

Polynome) unter dem Wert der Funktion fiir spezielle Werte, . . .,7,
aus dem Korper K zu verstehen hat, ist klar: man kann ja in die
Definition von ¢ fiir die ¢ die v einsetzen, sofernnurg(zy, . . ., 7,) nicht
verschwindet :

f@,e o, Ty)
Py, -0 T) = STy
Die Werte 14, . . .,7, konnen auch einem algebraischen Erweiterungs-
kérper 2 von K entnommen werden; dann wird auch der ¢p-Wert diesem
Erweiterungskorper angehdren. Da ein passendes 2 beliebig viele Ele-
mente besitzt, so stehen fiir jedes 7, unendlich viele Werte zur Ver-
fiigung, mithin gibt es stets 7,,...,7, mit ¢ (7,,...,7,) = 0.

Bei algebraischen Funktionen ist der Begriff des Wertes nicht so
unmittelbar klar, da die algebraischen Funktionen zwar als Elemente
eines Korpers mit den Unbestimmten ¢, ..., ¢ durch gewisse Glei-
chungen verbunden sind, aber nicht direkt durch ¢,, . . ., ¢, ausgedriickt
werden koénnen. Ist f eine Funktion aus dem Koérper, so geniigt f einer
irreduziblen Gleichung:

(1) agO)* + a ()P + - - -+ an(f) =0,

WO a,, . . ., 4, rationale Funktionen von ¢, ..., ¢ (mit Koeffizienten
aus K) sind, die man natiirlich auch als ganzrational und teilerfremd
annehmen kann. Setzt man nun fur #,...,¢ irgend welche Werte
7y, .. .,7, aus K oder aus 2 2 K ein, so betrachtet man als Funktions-
werte alle Wurzeln ¢ der spezialisierten Gleichung (1) in einem passenden
algebraischen Erweiterungskorper. Solche Werte gibt es z. B. immer,
wenn 4, (t) == 0 ist, oder iiberhaupt, wenn a,(r) fiir ein ¥ << 4 von Null
verschieden ist. Die Funktion f ist also im allgemeinen mehrdeutig: zu
jedem Argumentwertsystem gehoren mehrere Funktionswerte.

Hat man gleichzeitig mit mehreren Funktionen f,, .. ., f,; aus einem
Funktionenkérper zu tun, so wollen wir als Funktionswerte @y, . . ., @,
der Funktionen f,, . . ., f, zu gegebenen Argumentwerten 7., . . ., 7, nur
solche Wertsysteme ¢, . . ., @, (in einem passenden Kérper £2) betrach-
ten, welche die Eigenschaften besitzen, da8 alle algebraischen Relationen
F(fy,.. s by -- o t) =0 (mit Koeffizienten aus K), die im Funktionen-
kérper bestehen, auch fiir die Funktionswerte gelten; daf also aus
F(fy, - oty oo ty) =0folgt Fey, ..., 9,7y, ..., 7,) =01 Esist
_mu—reiner Funktion f ist diese Bedingung von selbst erfiillt, wenn man die

Funktionswerte gemaB (1) bestimmt; denn jede Gleichung F(f, ¢, ..., ¢,) = 0 ist
eine Folge der irreduziblen Gleichung (1).
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also im allgemeinen nicht erlaubt, beliebige Werte der mehrdeutigen
Funktion f, mit beliebigen Werten von f,, ..., f, zu verkniipfen, da
dann eventuelle Relationen zwischen den f verlorengehen kénnen. Ist

z.B. fl—}/— und f, = —f,, also f2 = ¢ und f%=¢, so hat man fiir r =1
die Funktionswerte ¢, = + 1 und ¢, = 4 1 zur Verfiigung, darf aber
nicht ¢, =+ 1 mit ¢, = 4+ 1 kombinieren, da sonst die Relation
f1 + fo = 0 verletzt wiirde.

Wir wollen nun zeigen, daf8 es in einem passenden Kérper £2 immer
(sogar unendlich viele) Wertsysteme 7, . ..,7, und zugehérige Funk-
tionswerte ¢, . . ., @, gibt, welche die obige Bedingung erfiillen. Zu
dem Zweck schreiben wir untereinander: die irreduzible Gleichung fiir
f,im Korper K (¢, . . ., 4,); die irreduzible Gleichung fiir f, im Kérper

K(fy, 81, - - -5 8); usw., alle dividiert durch ihre Anfangskoeffizienten:
fi+a@®fi-r + - +a¢) =0,
(2) i ]dé + bl(flrt)fg_.l + T + bk(fl: t) = 0’

Die Koeffizienten der zweiten Gleichung sind rational in f; und kénnen,
da f, algebraisch ist, ganzrational in f, gewihlt werden. Ebenso kénnen
die Koeffizienten der dritten Gleichung ganzrational in f, und f, ge-
wihlt werden, usw. SchlieBlich kommen also in allen Gleichungen als
Nenner nur Polynome in 4, .. ., #, allein vor. Ein von Null verschiedenes

gemeinsames Vielfaches aller dieser Nenner sei V (¢, . . ., #,). Wir wihlen
nunt,, ..., 7, so, da V(r,,...,7,) < 0 ist, und bestimmen dann suk-
zessiv ¢, , . . ., @, aus den spezialisierten Gleichungen (2):

it a@ert  + - Fa) =0,
@+ b + - bi(p1,7) =0,

.............................

Wir behaupten nun, daB die so bestimmten 73, ...,7,, ¢y, . . ., @, tat-
sdchlich die gestellte Bedingung erfiillen, daB aus

F(fy oo sfortyy o nt) =0,

wo F ein Polynom in den 7 + s Unbestlmmten Uys ooy Ugy byy ey by
mit Koeffizienten aus K ist,

F(gy, o s T1h oo, T,) =0
folgt.

Fiir Polynome F, die nur ¢, ..., ¢, enthalten, ist die Behauptung
klar. Wir kénnen also Induktion nach der Nummer ¢ des letzten in F
wirklich vorkommenden ¢, vornehmen. Die Behauptung sei fiir Poly-
nome F(u,,...,%;_q4,%,...,%) schon bewiesen.

Die g-te Gleichung der Reihe (2) moge lauten:

fl: .. fq’ 1’ "':tr)zfgb—l"dl(f’t)f;n_l"l“ cte +dm(f’t)=0a
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WO G (fr, v oy facts War bty -+ s b)) =G (ug) einin K(fy, ..., foy, bh, oo L 8)
irreduzibles Polynom der Unbestimmten u, ist. AusF (f,, . . ., fo, &1, ..., %)
=0 folgt nun, daB F(fy, ..., fouy, %y, 8y - - ., &) = F (1) durch G (u,)
teilbar ist. Die Division 148t sich so ausfiihren, daB3 dabei nur solche

Polynome in ¢, . . ., ¢, als Faktoren im Nenner auftreten, die in G selbst
schon vorkamen. Diese Faktoren kommen also alle schonin V (4,, . . ., ¢,)
vor. Man erhilt etwa:

(3) F(“q) = G(uq) H(“a) .

Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von #, links und rechts
in (3) und Multiplikation mit einer passenden Potenz von V' (¢, .. .,%,)
ergibt eine Reihe von ganzrationalen Gleichungeninf,,..., f;_1, ¢, ..., .
Diese bleiben nach der Induktionsvoraussetzung bei der Ersetzung der ¢
durch die 7 und der f durch die ¢ bestehen. Dividiert man dann wieder
durch die betreffende Potenz von V(ry,...,7,), so ergibt sich, daB3
auch die Gleichung (3) bei der Ersetzung der ¢ durch die v und der
f durch die ¢ giiltig bleibt. Ersetzt man nun auch noch #, durch ¢,,
so verschwindet der erste Faktor auf der rechten Seite, und man erhilt

Flgi oo o @ Ty oo 0 T) =0,
was zu beweisen war.

Wir gehen hier nicht auf die verschiedenen Methoden ein, die Be-
stimmung der ¢, ..., ¢, auch auf solche 7,, ..., 7, auszudehnen, die
nicht der Bedingung V (74, . . ., T,) = 0 geniigen. Man kann diese Werte
durch Grenziibergang erhalten, auch durch Reihenentwicklungen in der
Umgebung der singuliren Stellen, usw.; alle diese Methoden geniigen

dem Kriterium der Erhaltung aller algebraischen Relationen F (f,, ..., f;,
4,...,t) = 0. Auch auf die Einfithrung des Symbols 0o, durch die man
die Fille noch mitumfaBt, in denen es keine endlichen Werte ¢, . . ., g,

gibt, gehen wir hier nicht ein, sondern verweisen auf die Theorie der
algebraischen Funktionen!. Fiir unseren Zweck geniigt es, daB es iiber-
haupt zu jedem Funktionensystem zuldssige Argumentwerte und zu-
gehorige Funktionswerte gibt.

Im folgenden wird ein Satz gebraucht, der gewissermafen eine Um-
kehrung des vorangehenden ist und so lautet: Wenn eine Relation
F(py, s @5, Ty, - -+, T) =0 fitr alle zuldssigen Argumentwerte v und
zugehidrigen Funktionswerte @ gilt, so gilt auch die entsprechende Relation
F(fy, .- fsityy oo ty) =0 tm Funktionenkorper.

Beweis: Wire F(f;,...,fs 8,..., %) =0, so kénnte man die

Funktion 1

fs1= F(fpyeee,fortireenrty)

1 Siehe z. B. JorDaN: Cours d’analyse, 3. Aufl,, Bd. 2, S.622—693. 1913.
Hurwitz-CouraNT: Funktionentheorie, 3. Aufl., S. 480—527, 1929; fiir mehr Ver-
inderliche: B. L. v.D. WAERDEN: Zur Produktzerlegung der Ideale in ganz-ab-
geschlossenen Ringen, Math. Ann. Bd. 101, S. 293 —308, §8. 1929.
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bilden und fiir die Funktionen f,, . . ., f,, f;4; ein zuldssiges Wertsystem
@1y - - s sy Por1, Tys - - -, T, aufstellen. Die Relation
1= fs+1'F(f1: L) fs’ tl! . "tr)
muB bei der Spezialisierung f, — ¢,, #; = 7, bestehen bleiben. Nach
Voraussetzung wird aber F (¢, . . ., @5, Ty, - . ., T,) = 0; also erhilt man
1=0,
quod est absurdum.

§ 89. Parameterdarstellung algebraischer Mannigfaltigkeiten.

Sind &, ..., &, algebraische Funktionen von ¢, ..., ¢, so bestim-
men die zu speziellen zuldssigen Argumentwerten 7, .. ., 7, gehorigen
Funktionswerte 5;, e, 5; jeweils einen Punkt &' im R,, und diese

Punkte & konnen eine algebraische Mannigfaltigkeit ganz oder teil-
weise ausfiillen. Wir reden dann von einer Parameterdarstellung der
Magnigfaltigkeit durch algebraische Funktionen &, ..., &, der Para-
meter ¢, ..., 1%,.

Zum Beispiel geniigen die durch

1—¢ 21t

() SG=i7s S=iis
dargestellten Punkte der Ebene R, der Gleichung
2 +8=1.

Aber nicht alle Punkte des Kreises (2) werden durch die Gleichungen (1)
dargestellt; denn der Punkt (— 1, 0) geniigt der Gleichung (2), wihrend

der Ausdruck ;7%: den Wert —1 nicht annimmt.

Wir kénnen also von einer Parameterdarstellung einer Mannig-
faltigkeit durch algebraische Funktionen nicht erwarten, daB alle Punkte
der Mannigfaltigkeit durch sie dargestellt werden. Wohl aber kénnen wir
bei gegebenen Parameterfunktionen die kleinste algebraische Mannig-
faltigkeit suchen, die alle durch die Parameterdarstellung erreichbaren
Punkte & umfaBt.

Jede algebraische Mannigfaltigkeit, welche die Punkte & alle um-
faBt, wird durch Gleichungen f =0 gegeben, welche fiir alle Punkte
&' erfiillt sind. Die kleinste unter diesen algebraischen Mannigfaltig-
keiten werden wir also erhalten, wenn wir alle Gleichungen f = 0 neh-
men, die in den Punkten &’ erfiillt sind.

Die Polynome f(x,, . .., %,), die in allen Punkten & den Wert Null
annehmen, kénnen nach § 88 auch dadurch charakterisiert werden, daB
fiir sie im Funktionenkorper K(&,, .. ., &,) die Gleichung f(£) = 0 be-
steht. Diese Polynome bilden, wie man sofort feststellt, ein Ideal im
Polynombereich 0 = K[x,, .. ., ,]. Das Ideal ist sogar ein Primideal;
denn aus f(£)-g(&) =0 folgt im Funktionenkérper, daB f(&) = 0 oder
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g (&) =0 ist. Die Nullstellen dieses Primideals p bilden nun, wie wir
eben sahen, die kleinste algebraische Mannigfaltigkeit, welche alle durch
die Parameterdarstellung erreichbaren Punkte umfaft. Wir nennen
diese Mannigfaltigkeit W die durch die Parameterfunktionen &,, ..., &,
bestimmte algebraische Manwigfaltigkest.

Durch die Zuordnung

f(x) = 1(§)
oder DI TR AR s W PRI
ist eine homomorphe Abbildung von o = K[x] auf den Ring K[£]
gegeben. Die Polynome f, die dabei in Null tibergehen, bilden gerade
das Ideal p. Nach dem Homomorphiesatz ist also
(3) K& ~o/p. A
Daraus ersieht man von neuem, dafl p ein Primideal sein muB.

Die Definition des Ideals p und daher auch die der Mannigfaltigkeit M
hingt, wie man sieht, nicht von der Wahl der unabhingigen Variablen
¢, ..., 4, von denen die &, . . ., &, Funktionen sind, sondern nur von
den algebraischen Eigenschaften der Korperelemente & ab. Umgekehrt
sind nach (3) die algebraischen Eigenschaften der & allein durch das
Ideal p bestimmt. Der Koérper, dem die & angehéren, ist der Quotienten-
kérper von K[£], also isomorph dem Quotientenkérper von o/p.

Das Primideal p ist das zugehirige Ideal seiner Mannigfaltigkeit I .
Denn wenn ein Polynom fauf It iberall verschwindet, so ist insbesondere
f(&') = 0 fiir alle durch die Parameterfunktionen erreichbaren Punkte &',
und daraus folgt f =0 (p). Da nun p prim ist, so folgt nach §87 die
Irreduzibilitit von I im Korper K. Also: Je n algebraische Funktionen
&1, ..., &, bestimmen eine trveduzible algebraische Mannigfaltighkeit in

Parameterdarstellung.

f& e Ea)
gy - &)
Punkten &' der Mannigfaltigkeit I, in denen nicht gerade der Nenner

g(&’) gleich Null wird, bestimmte Werte HE) an. Zwei Funktionen i)
H ()

2(&) g (&)
g1(8)

Die Funktionen des Korpers K(£) nehmen in allen

sind im Kérper K(£) dann und nur dann einander gleich,

) Hh&) .. L ’os
e und 2 @) fiir alle diejenigen Punkte &', in denen

g(£) und g, (&) nicht verschwinden, einander gleich sind; denn aus

1(&)g1(&) = f1(£)g (&)
folgt F(&)8:(&) = h(&)g(&),
fiir alle &', und umgekehrt. Daher kénnen die Funktionen des Koérpers
K(&) auch als Funktionen auf der Mannigfaltigkeit I aufgefaBt werden.
Die GroBen &, . . ., &, konnen auch als Koordinaten eines ,,Punktes*
& im weiteren Sinne aufgefaBt werden: eines Punktes nidmlich, dessen
Koordinaten nicht wie bisher Konstanten aus einem algebraischen,

und
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sondern Funktionen aus einem transzendenten Erweiterungskérper des
Korpers K sind. Der ,Punkt‘ & heilt ein allgemeiner Punkt der Mannig-
faltigkeit M, weil die gewohnlichen Punkte & von It aus ihm durch
Parameterspezialisierung (wobei alle Relationen f(£§) =0 erhalten
bleiben) hervorgehen. Man nennt & auch die allgemeine Nullstelle des
Ideals p, nach folgender Definition: & heifit allgemeine Nullstelle von p,
wenn aus f(£) = 0 folgt f = 0(p) und wumgekehrt, fitr beliebiges f aus K[x].

Wie wir sahen, gehért zu jedem Funktionensystem &,,..., &, ein
Primideal p, dessen allgemeine Nullstelle & ist. Wir wollen nun sehen,
ob es auch zu jedem Primideal p eine allgemeine Nullstelle gibt. Dabei
miissen wir natiirlich den Fall p = p ausschlieBen; denn das Einheits-
ideal p hat iiberhaupt keine Nullstelle. Dagegen behaupten wir, daf
jedes Primideal p == v eine allgemeine Nullstelle hat.

Zum Beweis bilden wir zunichst den Ring o = o/p der Restklassen
nach p. Bei der Homomorphie o ~ p wird jedem Polynom f eine Rest-

klasse f zugeordnet, insbesondere jeder Konstanten « eine Restklasse .
Verschiedenen Konstanten entsprechen aber verschiedene Restklassen;
denn wenn & = f und « = § wire, so wire « = #(p), mithina — f =y
in p enthalten, also auch yp~! = 1 in p enthalten, mithin p das Einheits-
ideal, entgegen der Voraussetzung. Also ist der Korper K der Konstanten «

isomorph abgebildet auf einen Kérper K, bestehend aus den Bildern «
dieser Konstanten. Nach § 11, SchluB kénnen wir nun einen zu p iso-
morphen Ring o* bilden, der K umfaBt, indem wir einfach die Elemente
von K durch die ihnen entsprechenden von K ersetzen. o* ist wieder ein
homomorphes Bild von o, und bei der homomorphen Abbildung o — p*
entsprechen die Konstanten o sich selbst. Den Variablen x,, ..., x,
entsprechen gewisse Gréfen von o*, die wir mit &, . . ., &, bezeichnen.
Jedem Polynom f(x)= 3 a, xi- .- xt» entspricht der zugehorige
Ausdruck f(&) = o &b - - E Also ist 0* =K [&, ..., &,], und wir
haben die Isomorphie (3) wiedergefunden.

Der Ring K[£] 148t sich in einen Quotientenkorper K(&,, ..., &,)
einbetten. Die & sind also Elemente eines Funktionenkoérpers: alge-
braische Funktionen von 7 unter ihnen. Aus f* = f(&) = 0 folgt stets
f = f(x) = 0(p) und umgekehrt; also bilden die & eine allgemeine Null-
stelle des Ideals p, q. e. d.

Das bis jetzt Bewiesene 1Bt sich in dem folgenden Schema zu-
sammenfassen :

Allgemeine Nullstelle &

bt

Primideal p &= o

L1
Irreduzible Mannigfaltigkeit It
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Zu Anfang dieses Paragraphen sind wir von einer beliebigen allgemeinen
Nullstelle & (System von # algebraischen Funktionen) ausgegangen und
haben dazu das Primideal p und die Mannigfaltigkeit I konstruiert.
Das zugehorige Ideal von I war wieder p, und p bestimmte die all-
gemeine Nullstelle & bis auf Isomorphie eindeutig; also lieB die Kette
sich auch riickwirts verfolgen. Zum Schlu8 haben wir bewiesen, daB
man auch von einem beliebigen p == o ausgehen und dazu stets eine
allgemeine Nullstelle & finden kann. Da auch zu jeder beliebigen algebra-
ischen Mannigfaltigkeit ein zugehériges Primideal p existiert, so sind alle
in unserem Schema durch Pfeile angedeuteten Relationen vollstindig
eineindentig. Insbesondere schlieBen wir daraus, daB fjede irreduzible
Mannigfaltigkeit eine Parameterdarstellung durch algebraische Funktionen
&y, ..., &, besitzt (und zwar konnen, wie wir sahen, stets einige & als
algebraische Funktionen der iibrigen aufgefaBt werden), und weiter
schlieBen wir, daBl jedes Primideal p %= o das zugehirige Ideal seiner
Nulistellenmannigfaltigkeit ist. Das einzige Primideal ohne Nullstellen
ist p. Auch dieses Primideal ist demnach durch seine Nullstellen be-
stimmt.
Aufgaben. 1. Das Ideal in K[x,, %,, x5]

(1% — &5, %a%5 — 43, 25 — xix,)
ist prim, weil es die allgemeine Nullstelle
{t3, #, ts}
hat.
2. Das Ideal in K[x,, x,, x;]
(425 — a5, Al — a3+ 1)
ist prim mit der allgemeinen Nullstelle
1—2 142  yed+a
2t T2t T 21 ‘
3. Das Ideal in K[x,, %5, %5, %,]

(%1% — Xp X5, X3 — XXy, X3 — X4, ¥ — %,43)
ist prim mit der allgemeinen Nullstelle
4 43 3 4
{t, 63t,, 1,183, 13).
4. Ist p ein Primideal in K[#;,...,#,] mit der allgemeinen Nullstelle

{&,...,&,}, so ist das zugehorige H-Ideal p* in K[xg, ..., x,] (vgl. § 87, SchluB)
prim mit der allgemeinen Nullstelle {4, 4&;,...,4&,}, wo 4 eine Unbestimmte ist.

§ 90. Die Dimensionszahl.

Es seien &, ..., &, algebraische Funktionen von ¢, ...,7,. Der
Transzendenzgrad s des Systems {£;, ..., &,} (vgl. § 62) ist dann < 7.
Genau gleich #» ist der Transzendenzgrad dann, wenn die ¢, ...,1,

auch umgekehrt algebraisch von den & abhingen, insbesondere, wenn
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die ¢ dem Korper K (&, ..., &,) angehéren, und noch spezieller dann,
wenn fiir ¢, . . .,.7, einfach » = s algebraisch-unabhingige unter den &,
etwa &, ..., & gewidhlt werden. Fir die Parameterdarstellung einer
algebraischen Mannigfaltigkeit It hat es vielfach Vorteile, die Parameter
by, ..., ¢ im Koérper K (&, . . ., &,) zu wihlen, weil die Parameter dann
als Funktionen auf der Mannigfaltigkeit 9t gedeutet werden kénnen
und nicht etwa fremd hinzukommende sind. Ist die Anzahl 7 der Para-
meter groBer als der Transzendenzgrad s, so hat man ,,#berzihlige Para-
meter‘. Die kleinste Anzahl der Parameter, mit der man auskommt, ist
genau s. Diese Anzahl heiBt die Dimensionszahl der Mannigfaltigkeit I
oder die Dimensionszahl des zugehorigen Primideals p. Demnach ist die
Dimensionszahl eines vom Einheitsideal verschiedenen Primideals nichts
anderes als der Transzendenzgrad seiner allgemeinen Nullstelle &.

Die Dimensionszahl der Primideale p = p variiert offenbar von 0
bis #. Dem Einheitsideal p, das keine Nullstelle hat, geben wir die
Dimensionszahl — 1.

Ist £ die allgemeine Nullstelle eines Primideals p, & eine beliebige
Nullstelle desselben Ideals, so kann man jedem Polynom f(£) aus
K[£] das Polynom f(£) aus K[£'] zuordnen. Da aus f(&) = g(&) folgt
f(x) =g(x) (p), und daraus f(&') =g(&), so ist die Zuordnung
f (&) = f(&') eindeutig. Da die Zuordnung offenbar Summen in Summen
und Produkte in Produkte iiberfiihrt, so ist sie ein Homomorphismus:
(1) K[£] ~ K[£].

Wenn die Zuordnung ein Isomorphismus ist, so ist natiirlich auch &’
eine allgemeine Nullstelle von p, und umgekehrt.

Bei einem nulldimensionalen Ideal p sind alle £ algebraisch iiber K ;
mithin sind alle rationalen Funktionen der & schon ganzrational:
K (&) = K[£]. Daher ist K[£] ein Kirper. Ist dann wieder &' eine be-
liebige Nullstelle, so muB3 der Homomorphismus (1) notwendig ein
Isomorphismus sein; denn ein Kérper hat keine anderen Homomorphis-
men als eineindeutige und solche, die ihn auf den Nullring abbilden.
Demnach gilt der Satz:

Bei einem nulldimensionalen Primideal sind alle Nullstellen allgemein
und untereinander dquivalent!.

Die Koordinaten &, ..., &, oder &,..., & sind in diesem Falle
algebraische GroBen (der Transzendenzgrad ist ja Null). Denkt man sich
alle Nullstellen in einem gemeinsamen (etwa algebraisch-abgeschlossenen)
Umfassungskorper £2, so sind sie nach (1) algebraisch konjugiert. Die
Anzahl dieser konjugierten Punkte in einem passenden Korper Q ist
hochstens gleich (und, wenn K (§) separabel ist, genau gleich) dem
Korpergrad von K (&) iiber K. Also:

1 D. h. sie gehen auseinander durch Isomorphismen hervor, die den Grund-
korper K fest lassen.
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Eine nulldimensionale irveduzible algebraische Mannigfaltigkeit be-
steht aus endlichvielen algebraisch konjugierten Punkten.

Ist insbesondere der Kérper K schon algebraisch-abgeschlossen, so-
gibt es nur eine Nullstelle £ im Korper K selbst, und das zugehdrige
Ideal ist

p=(% —&,..,%,—&).

Satz. Die verschiedenen Nullstellen eines r-dimensionalen Primideals
haben einen Transzendenzgrad = v, und wenn der Transzendenzgrad
einer Nullstelle genaw v ist, ist die Nullstelle allgemein.

Beweis: Ist & eine Nullstelle, vom Transzendenzgrad s, so besteht
die Homomorphie (1). Sind &, .. ., & algebraisch-unabhingig, so sind
&, ..., & es auch; denn jede algebraische Relation zwischen den §
wiirde dieselbe zwischen den &’ nach sich ziehen. Daraus folgt » = s.
Ist » = s, so hingen alle £ algebraisch von &, . . ., & ab. Ginge bei der
Homomorphie (1) ein Polynom f(£), das selbst nicht Null ist, in Null
1

iiber, so kénnte man im Kérper K (&) das Element ;

in folgender spe-

ziellen Form schreiben:
1 g(&, oo &)

FEL L&) h(EL &)

Daraus wiirde folgen
h’(gl’ R és) = g(él: ] én)f(&l’ ] én)

Beider Homomorphie (1) ginge / in 0 iiber; also miifte auch 4 (&,, . . ., §,}
in 0 iibergehen, d.h. man hitte

hé,....8) =0,

entgegen der vorausgesetzten algebraischen Unabhingigkeit von
', ..., &. Also geht bei der Homomorphie (1) kein von Null verschie-

denes Polynom in Null iiber; (1) ist also im Falle » = s eine Isomorphie.

Daraus folgt die Behauptung, daB &’ eine allgemeine Nullstelle ist.

Jede Nullstelle & von p kann als allgemeine Nullstelle eines Ideals p”
aufgefaBt werden. Aus f = 0(p) folgt dann f(&) =0 oder f = 0(p’);
mithin ist p’ ein Teiler von p. Umgekehrt kann jeder von o verschiedene
Primteiler p’ von p in dieser Weise erhalten werden; denn jedes Ideal
p’ =& o besitzt eine allgemeine Nullstelle £'. Aus dem eben formulierten
Satz folgt nun unmittelbar:

Jeder Teiler p' von p hat eine Dimensiony' < v;istv' =r, so muf
p' =y semn.

Unter der Dimensionszahl einer beliebigen algebraischen Mannig-
faltigkeit verstehen wir die hochste unter den Dimensionszahlen ihrer
irreduziblen Bestandteile. Die rein eindimensionalen algebraischen
Mannigfaltigkeiten heiBen Kurven, die rein zweidimensionalen Flichen,
die rein (n — 1)-dimensionalen Hyperflichen. Die einzige n-dimensionale
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Mannigfaltigkeit im R, ist der ganze Raum R,, das zugehoérige Ideal
ist das Nullideal (denn wenn &,, ..., &, algebraisch-unabhingig sind,
folgt aus f(&) =0, daB f =0 ist).

Aufgaben. 1. Ein Hauptideal (), wo 9 ein unzerlegbares nicht-
konstantes Polynom ist, ist ein (# — 1)-dimensionales Primideal.

2. Umgekehrt: jedes (# — 1)-dimensionale -Primideal ist Haupt-
ideal.

3. Jedes d-dimensionale Primideal p (4 > 0) besitzt (mindestens)
einen (d — 1)-dimensionalen Primidealteiler. [Wenn &,,,, .. ., &, alge-
braische Funktionen von &, ..., &; sind, so bilde man eine spezielle
Nullstelle von p durch Spezialisierung von &; nach § 88, wihrend
&1, ..., E;_; unbestimmt bleiben.]

Geht man vom offenen Raum R, zum projektiven Raum P, iiber, so entspricht
nach §87 jeder irreduziblen Mannigfaltigkeit It von R, (mit zugehérigem Prim-
ideal p) eine ebensolche IN* in P, (mit zugehérigem Primideal p*). Ist 4 die Dimen-
sionszahl von p, so ist die vonp* gleich d + 1, da ein unbestimmter Proportionalitats-
faktor 4 den Transzendenzgrad der allgemeinen Nullstelle um Eins erhéht (vgl.
§ 89, Aufg. 4). Als Dimensionszahl von JR* bezeichnet man aber die Zahl d (nicht
4 + 1), aus dem geometrisch naheliegenden Grunde, daB It*, von den hinzu-
gekommenen uneigentlichen Punkten abgesehen, mit IR zusammenfallt. Ist etwa
M eine Kurve, so wird man das Gebilde IN*, das aus M durch Hinzufiigung endlich-
vieler Punkte entsteht, ebenfalls eine Kurve nennen. Unter der Dimensionszahl

einer Mannigfaltigkeit im projektiven Raum versteht man also immer die um 1
verringerte Dimensionszahl des zugeh¢rigen Primideals.

§ 91. Die Primdrideale.

Das Hauptproblem der Idealtheorie in Polynombereichen lautet:
Zu entschetden, ob ein Polynom f einem gegebenen Ideal

m=(fy, ..., fr)
angehort.

Unter Entscheiden wird aber hier nicht eine rechnerische Entschei-
dung mit endlichvielen wirklich ausfithrbaren Rechenoperationen ver-
standen, obzwar auch eine solche stets maoglich ist!, sondern eine solche
Methode, die zugleich einen Einblick in die Struktur des Ideals gibt
und die geometrischen Relationen zwischen den Nullstellen des Ideals
und seinen Elementen f moglichst klar zum Ausdruck bringt. Eine solche
Methode ist von E. LASKER? zuerst angegeben; sie operiert mit der Zer-
legung der Ideale in Primidrkomponenten.

Der Grundgedanke der Laskerschen Methode ist folgender: Nach
dem Zerlegungssatz von § 83 ist jedes Ideal m als Durchschnitt von

1 Vgl. J. Konic: Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Gré8en
(B. G. Teubner, Leipzig 1903), sowie G. HERMANN: Die Frage der endlichvielen
‘Schritte in der Theorie der Polynomideale, Math. Ann. Bd. 95, S. 736—788.

2 LASKER, E.: Zur Theorie der Moduln und Ideale, Math. Ann. Bd. 60, S. 20 bis
116. 1905.
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Primiridealen darstellbar:

m=[qy, ..., G

Damit also ein Polynom f dem Ideal m angehért, ist notwendig und hin-
reichend, daB f allen Primiridealen ¢, angehort. Um die obige Aufgabe
im Prinzip zu 16sen, braucht man also nur die Bedingungen aufzustellen,
denen ein Polynom geniigen muB, um einem Primirideal anzugehéren.

Zu jedem Primirideal q gehoren nach § 82 ein Primideal p und ein
,,Exponent’ ¢ mit folgenden Eigenschaften:

1. pe = 0(q) =0(p).
2. Aus fg=0(q) und f==0(p) folgt g=0(q).

Das Primideal p gehért im Falle g == 0 wiederum zu einer irreduziblen
Mannigfaltigkeit M. Nach 1. sind alle Nullstellen von q zugleich Null-
stellen von p und umgekehrt. Also ist die Mannigfaltigkeit eines Pri-
mérideals q == 0 trreduzibel und gleich der Mannigfaltigkest des zugehi-
rigen Primideals.

Vermdoge des Zerlegungssatzes folgt daraus fiir ein beliebiges Ideal m,
daB seine Mannigfaltigkeit eine Vereinigung irreduzibler Mannigfaltig-
keiten, nidmlich der Mannigfaltigkeiten seiner Primirkomponenten,
ist. Mithin:

Jede algebraische Manwigfaltigkest ist als Vereinigung endlich vieler
trreduzibler Mannigfaltigkeiten darstellbar.

Die irreduziblen Mannigfaltigkeiten der Primirkomponenten von
m sind schon durch die zugehérigen Primideale bestimmt. Dabei kénnen
die,,eingebetteten‘’ Primideale (§ 84) weggelassen werden, da ihre Mannig-
faltigkeiten in den Mannigfaltigkeiten der nichteingebetteten (,,isolrer-
ten*) Primideale enthalten sind!. Da die zugehérigen Primideale in ihrer
Gesamtheit eindeutig bestimmt sind, so folgt, daB auch die Zerlegung einer
algebraischen Manwigfaltigkeit in trreduzible eindeutig bestimmt ist.

Es sei q ein Primédrideal zum Primideal p und vom Exponenten g,
und M sei seine Mannigfaltigkeit. Ist nun f ein Polynom, das I enthilt,
so ist f=0(p), also f£=0(q). Wenn aber f nicht I enthilt, so kann
man nach der obigen Eigenschaft 2 in jeder Kongruenz modulo ¢ den
Faktor f wegheben. Das sind schon zwei sehr wichtige Mittel, durch die
man hiufig eine Kongruenz f¢ = 0(q) bzw. g = 0(q) erschlieBen kann.
Sie lassen sich mit Hilfe des Zerlegungssatzes sofort auf beliebige Ideale
m = [ay, . - -, qs) Uibertragen. Ist namlich f ein Polynom, das die Man-
nigfaltigkeit M von m enthilt, und ist ¢ der groBte der Exponenten

der Primirideale gy, . . -, q,, so folgt sofort
fe = 0(qy) fir i=1,...,5),
mithin fo = 0(m).

1 Von diesem Sachverhalt riihrt auch das Wort ,eingebettet’ her.
v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 5
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Damit ist der Hilbertsche Nullstellensatz (§ 75) von neuem bewiesen,
und zwar mit der Verschirfung, da der Exponent g nur vom Ideal m
abhingt.

Ist andererseits f ein Polynom, das keine der Mannigfaltigkeiten der
Primirideale qy, . . ., q; enthilt, so kann man in jeder Kongruenz

fg=0(m)
durch f kiirzen und auf
g=0(m)

schlieBen, da das Entsprechende ja fiir alle Primérideale g, gilt. Man
kann die Kiirzungsmoglichkeit auch kurz und priagnant durch die
Gleichung

m:(f) =m

zum Ausdruck bringen, die nach § 84 ebenfalls dann und nur dann
gilt, wenn f durch keines der zu m gehérigen Primideale p,, ..., p,
teilbar ist (also keine ihrer irreduziblen Mannigfaltigkeiten enthilt).
Etwas allgemeiner gilt sogar nach § 84 fiir ein beliebiges Ideal a, daB

(1) ma=m

dann und nur dann, wenn a durch alle p,, ..., b, unteilbar ist, oder,
was wieder dasselbe ist, wenn die Mannigfaltigkeit von a keine der
Mannigfaltigkeiten der Primideale Y., ..., 9, enthilt. Dieser Satz ist
oft niitzlich beim Aufsuchen der zu einem gegebenen Ideal m ge-
horigen Primideale p4, ..., p;. Wenn man nimlich von irgendeinem
Primideal p vermutet, daB es sich unter den p, befindet, so nimmt man
ein durch p teilbares Ideal a, z. B. ¢ = p, und sieht nach, ob man die
Relation (1) oder deren Negation beweisen kann, d. h. ob aus ga = 0 (m)
folgt g = 0(m) oder nicht. Wenn (1) gilt, so ist p kein p,. Mit dieser
Methode werden wir z. B. in § 95 beweisen, daB3 die zugehorigen Prim-
ideale eines Ideals mit » Basiselementen, wenn ihre Dimensionen den
Wert # — 7 nicht tiberschreiten, alle genau die Dimension # — 7 haben
(und daher nicht eingebettet sind).

Unter der Dimensionszahl eines Primirideals versteht man die Di-
mensionszahl des zugehorigen Primideals (oder die Dimensionszahl der
Nullstellenmannigfaltigkeit). Unter der Dimensionszahl oder Héchst-
dimension eines beliebigen Ideals a 4= 0 versteht man die héchste der
Dimensionszahlen der Primidrkomponenten (oder der zugehérigen Prim-
ideale). Dieselbe Zahl stellt auch die Dimensionszahl der Mannigfaltig-
keit von a dar.

Sind die Dimensionszahlen der zu g gehérigen Primérideale alle gleich,
etwa gleich 4, so heiit das Ideal a ungemischt d-dimensional.

Aufgaben. 1. Das Ideal (%2, x,%, + 1) ist primér, mit dem Expo-
nenten 2 und dem zugehorigen Primideal (x;, %,%5 + 1).
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2. Jede Potenz $? eines unzerlegbaren nichtkonstanten Polynoms p
erzeugt ein (» — 1)-dimensionales Primirideal. Jedes nichtkonstante
Polynom f erzeugt ein ungemischtes (# — 1)-dimensionales Ideal.

3. Ist p das Primideal von § 89, Aufg. 1, so ist 2 nicht primir. [Das
Polynom (xyx5 — x3)2 — (¥2 — %, %3) (x2 — x2x,) spaltet einen Faktor x,
ab, und der andere Faktor gehort nicht zu p2.]

§ 92. Der Noethersche Satz.

Mit den Hilfsmitteln der Primirideal-Zerlegung werden wir das
Problem, welche Bedingungen ein Polynom f zu erfiillen hat, um einem
Ideal m anzugehdren, im Falle nulldimensionaler Ideale vollstindig
losen. Wir schicken einen Hilfssatz voraus, der auch sonst niitzlich ist:

Ist X' ein Evweiterungskorper von K und sind f, f,, ..., f, Polynome
aus K[x] = K[xq, ..., x,], so folgt aus

f=0(f1, ..., f,) in 2[x],

EO(fl,xfr) in K[x]

daf

1st.
Beweis: Es sei

(1) f= gt

wo die g; Polynome mit Koeffizienten aus X sind. Man driicke diese
Koeffizienten durch endlichviele linear-unabhingige Elemente 1, o,,
®,, . .. von X mit Koeffizienten aus K linear aus. Jeder Term g;f; in
(1) erhdlt dann die Form

(8iot+ 81 w1+ Gigwg+ - )i,

wo die g;; Polynome mit Koeffizienten aus K sind. Aus (1) folgt also

f=2oli+ o Yegnfi+ oy giofi+- - -

oder, da die Korperelemente 1, w;, w,, ... linear-unabhingig waren,
also die Glieder mit 1, w,, w,, ... links und rechts einzeln iiberein-
stimmen miissen,

[ =28l g.e.d.

Auf Grund dieses Hilfssatzes konnen wir zur Beantwortung der
Frage, ob f=0(f,,...,f,) ist, den Grundkorper K stets beliebig er-
weitern, so z. B. durch Adjunktion von Nullstellen des Ideals (f,, . . ., f,).
Gilt die fragliche Kongruenz im erweiterten Bereich X[«], so gilt sie
auch vor der Erweiterung.

Eine nulldimensionale algebraische Mannigfaltigkeit zerfallt bei
passender Erweiterung des Grundkorpers immer in lauter einzelne
Punkte; also konnen wir, wenn es vorteilhaft ist, immer annehmen, da3
alle auftretenden nulldimensionalen Primideale je nur einen Punkt zur

5%
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Nullstelle haben (nicht, wie sonst immer, ein System konjugierter
Punkte).

Ein nulldimensionales Primideal p ist teilerlos; denn der Rest-
klassenring o/p ist nach § 90 ein Kérper. Daraus folgt, daB jedes null-
dimensionale Primirideal einartig ist; denn ein Priméirideal, dessen zu-
gehoriges Primideal teilerlos ist, ist nach § 86 stets einartig. Weiter folgt
aus den Sitzen des § 86, daB jede nulldimensionale isolierte Primir-
komponente q eines Ideals m sich durch

(2) q = (m, p)

darstellen 148t. Der Exponent g ist dabei die kleinste Zahl ¢ mit der
Eigenschaft

(3) pr=0(m, p7+l).

Machen wir uns die Bedeutung der Relation (2) einmal klar im Falle,
daB der Grundkorper vorher so erweitert wird, daBB die in Betracht
kommenden einartigen Ideale q je nur eine Nullstelle a = {a,, . . ., a,}
haben. (2) besagt, da8 fiir f = 0(q) notwendig und hinreichend ist

(4) /=0 (m,pe).
Ist nun m durch eine Basis (f;,...,f,) gegeben und setzen wir
y, = %, — a,, S0 ist p = (¥4, . . ., ¥,) . Denken wir uns alle auftretenden

Polynome nach aufsteigenden Potenzen der y, geordnet, so besteht pe
aus allen denjenigen Polynomen, die nur Potenzprodukte der y, vom
Grade = p enthalten. Die Relation (4) bedeutet also, daB f mit einer
Linearkombination 3 g,f, iibereinstimmt bis auf Glieder vom Grade g
und hohere Glieder. Denkt man sich also fy, . . ., f, multipliziert mit 1
und mit allen Potenzprodukten der y, vom Grade < g und bezeichnet
man die so entstehenden Polynome unter Weglassung aller Glieder
vom Grade = p mit 4,, ..., h;, so besagt (4), daB f bis auf Glieder
vom Grade = g einer Linearkombination von %, ..., A; mit kon-
stanten Koeffizienten gleich ist. Das ist ein Sachverhalt, dessen Be-
stehen oder Nichtbestehen man in jedem vorliegenden Fall (bei ge-
gebenen @, f;,...,f, und f) wirklich feststellen kann. Insbesondere
besteht er dann, wenn es formale Potenzreihen P, (), ..., P,(y) gibt!?
derart, daBB

(5) f=P1f1+"'+Prfr

ist2. Man kann dann nimlich fiir jeden Wert von ¢ diese Potenzreihen
bei den Gliedern vom Grade ¢ abbrechen und die Ubereinstimmung der
beiden Seiten mod p° konstatieren. Das Potenzreihenkriterium (5) ver-
langt also eigentlich noch zu viel: die beiden Seiten von (5) brauchen

1 Uber deren Konvergenz natiirlich nichts vorausgesetzt wird.
2 Gemeint ist, daB bei formaler Entwicklung nach Potenzprodukten der y, die
beiden Seiten von (5) iibereinstimmen.
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nicht genau, sondern nur bis auf Glieder vom Grade = g iiberein-
zustimmen.

Ebenso ist die Giiltigkeit oder Nichtgiiltigkeit der Relation (3) fiir
jedes o feststellbar: sie bedeutet, daB durch die Polynome }'g,f, unter
Weglassung der Potenzprodukte vom Grade > ¢ alle Potenzprodukte
vom Grade ¢ darstellbar sind. Man kann also bei gegebenen f,, ..., /.
fiir jede Nullstelle @ die Werte ¢ =1, 2,3, ... der Reihe nach durch-
probieren, bis man ein ¢ gefunden hat, fiir welches (3) gilt: dieses ¢ ist
dann der Exponent von g.

Bei einem nulldimensionalen Ideal m sind alle Prim4rkomponenten
nulldimensional und isoliert ; man kann also fiir alle das obige Kriterium
fir f=0(q) anwenden. Ist es fiir alle Nullstellen erfiillt, so folgt
/= 0(m). Demnach gilt folgender Satz:

Bestimmt man fiir jede Nullstelle a ={ay, . . ., a,} eines nulldimen-
stonalen Ideals m den Exponenten ¢ als die kleinste natiirliche Zahl o,
fitr die (3) mitp = (% — @y, . . ., Xy — @y,) gilt, und geniigt esn Polynom f
fiir alle diese p der Bedingung (4), so ist f = 0(m).

Dieser Satz wurde fiir den Fall m = (f,, f,), wo f; und f, Polynome
in zwei Variablen sind, zuerst von MAX NOETHER ausgesprochen!:
das war der berithmte ,,Noethersche Fundamentalsatz'‘, der die Grundlage
fiir die ,,geometrische Richtung‘* in der Theorie der algebraischen Funk-
tionen bildete. NOETHER setzte allerdings statt der schwicheren Re-
lation (4) die Potenzreihenbedingung (5) als in allen Nullstellen erfiillt
voraus. Die hier gegebene Fassung, bei der nur die Ubereinstimmung
der Glieder bis zum Grade p—1 in y,, ..., y, verlangt wird, stammt
von BERTINI?, der zugleich fiir den Exponenten g eine Schranke gegeben
hat3. Die n-dimensionale Verallgemeinerung stammt von LASKER und
Macauray. Die fir f=0(q) hinreichende Bedingung f = 0(m, p?)
nennen wir nach MACAULAY die Noethersche Bedingung im Punkte a.

§ 93. Spezialfille und Anwendungen des Noetherschen Satzes.

Jedes der Polynome f,,..., f,, welche die Basis des Ideals
(f1» - - -» f,) bilden, bestimmt fiir sich eine algebraische Mannigfaltig-
keit (Hyperfliche) f, =0 im n-dimensionalen Raum. Ebenso bestimmt
das Polynom f eine Hyperfliche f =0. Zerfillt f in irreduzible Fak-
toren: f = p¢ pg ..., so zerfillt auch die Mannigfaltigkeit f =0 in

1 NOETHER, M.: Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funktionen,
Math. Ann. Bd. 6, S.351—359. 1873.

2 BertinNi, E.: Zum Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen
Funktionen, Math. Ann. Bd. 34, S.447—449. 1889.

3 Scharfere Schranken bringt P. DuBreIL: Thése de Doctorat, Paris 1930.
Vgl. auch H. KaprereR: Notwendige und hinreichende Multiplizitatsbedingungen
zum Noetherschen Fundamentalsatz, Sitzungsber. der Heidelberger Akademie
1927, 8. Abhandlung.
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irreduzible Teile p; =0, p, =0, . . ., welche wir je so oft zihlen wollen,
als der betreffende Exponent in der Zerlegung von f angibt.

Wird f fiir eine Stelle @ nach Potenzen der y, = ¥, — a, entwickelt
und fingt die Entwicklung mit den Gliedern s-ter Ordnung (s = 0) an:
f=coyi+ eyl tyat- - teoynt--,
so sagt man, die Hyperfliche f =0 habe in a einen s-fachen Punkt.
Die Glieder s-ter Ordnung ¢,y 4+ - - - 4 ¢, ¥; fiir sich ergeben, gleich
Null gesetzt, eine Hyperfliche, die aus lauter ,,geraden Linien* durch a

besteht: den Tangentialkegel der Hyperfliche f =0 im Punkte a.

Der einfachste Fall des Noetherschen Satzes ist der, daB unter den
Hyperflichen f; =0, .. ., f, = 0, die das nulldimensionale Ideal m be-
stimmen, solche f; =0, ..., f, = 0 vorkommen, die in & alle einen ein-
fachen Punkt haben und deren Tangentialhyperebenen nur den Punkt a
gemein haben:

h=cuyi+---F+cn¥nt---,
fa=cCuyr+- -+ Cop¥nt---,

fn=rCniy1t - FauVnt- s

n
Linearformen Z,l’cl « Y linear-unabhangig.
e

In diesem Fall kommen, wenn das Primideal (x; —ay,..., %, — a,)
mit p bezeichnet wird, unter den Linearkombinationen von f,, ..., f,
modulo p2 (d.h. unter Vernachlissigung der Glieder zweiten und
hoheren Grades) auch ¥4, ..., ¥, selber vor; d. h. es ist

0o oo ¥ =0((frs -+ -5 fa) 97)
p =0 (m, p?).

Daraus folgt: Das Ideal m hat im Punkte a4 eine isolierte Primir-
komponente ¢ vom Exponentenl, d.h. es ist ¢ =p. Jedes Polynom
mit der Nullstelle a ist also durch q teilbar. Sind alle Nullstellen @ von m
solche ,,einfachen Schnittpunkte®, so ist fiir f = 0 (m) hinreichend, daB
f alle diese Nullstellen enthilt.

Bei der Diskussion komplizierterer Fille beschrinken wir uns auf
zwei Verdnderliche #;, x, und auf solche Ideale m, die von zwei teiler-
fremden Polynomen f,, f, erzeugt werden. Da f; und f, als Polynome
in x, teilerfremd sind, besteht eine Relation

1 =g f1+ gafa

wo g, und g, rational in x,, ganzrational in x, sind. Macht man beide
Seiten durch Multiplikation mit einem von Null verschiedenen Polynom
h(%,) ganzrational in #,, so folgt

h(%1) =0 (f1, fa)-

und daher auch
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Fiir die Nullstellen von (f;, f,) kommen also nur endlich viele Werte
von x; und ebenso nur endlich viele Werte von x, in Frage: es
gibt nur endlichviele Nullstellen a.! Adjungiert man deren Koordi-
naten dem Grundkorper, so gehdrt zu jeder Nullstelle @ eine iso-
lierte Primarkomponente q von m = (fy, f,), zum Primideal p = (yy, ¥s)
= (% — a1, % — Gy).

Den einfachsten Fall, daBl der Punkta fiir die beiden Kurven
/1 =0 und f, = 0 einfach ist und die Tangenten verschieden sind, haben
wir oben schon behandelt: es ergab sich ¢ =1 und q = p. Der nichst
einfache Fall ist der, daB der Punkt 4 ein r-facher Punkt fiir f; =0
und ein s-facher Punkt fiir f, = 0 ist, aber die » Tangenten von f; =0
von den s Tangenten von f, = 0 verschieden sind. Setzen wir

fi=co¥i+ceyi vt ooyt
fo=doyi + i ot Ayt
so werden die Tangenten von f, durch die Nullrichtungen der Form
coy; + -+ c,y5 und die von f, durch die der Form dyy; 4 - +d,y,
geliefert. Die Voraussetzung, daB die Nullrichtungen von f; von denen

von f, verschieden sind, driickt sich nach §71 durch das Nichtver-
schwinden der Resultante dieser beiden Formen

COCI ee. Cp i
0051 C,,.
R= dod, . .. d,
dod, ... d,

aus.
Versuchen wir nun, ein ¢ zu finden, fiir welches

p° =0 ((f1, /), ")

ist. Um aus f;, f, und p°+! Potenzprodukte der y, vom Grade o zu
erhalten, hat man f; mit den ¢ — » 4+ 1 moglichen Potenzprodukten
vom Grade ¢ — 7 und f, mit den ¢ — s + 1 moglichen Potenzprodukten
vom Grade ¢ — s zu multiplizieren und in den Produkten alle Glieder
vom Grade > ¢ zu vernachlissigen. Das ergibt héchstens

(c—7r+1)+(@—s+1)=20—7r—s+2

linear-unabhingige Ausdriicke. Will man daraus durch Linearkombina-
tion alle ¢ + 1 Potenzprodukte vom Grade ¢ erhalten, so mufl

20 —7r—s+2=20+1,
co=r+s—1

1 Nach §79 gibt es sogar hochstens so viele Nullstellen, als das Produkt der
Gradzahlen von f; und f, angibt.
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sein. Wiahlen wir aber ¢ =7 -+ s — 1 und schreiben die erhaltenen
Ausdriicke hin:

Co¥: F ey s A - - eyl YE,
Coyi tyat eyl By 4+ - e,

doyl +diyi ™l yat o +dyI70ys
Y P T e

so ergibt sich gerade auf Grund der obigen Bedingung R < 0, daBl man
genau o + 1 linear-unabhingige Ausdriicke erhalten hat, aus denen
sich somit alle Potenzprodukte vom Grade ¢ linear zusammensetzen.
Also ist

P =0((f, f2), p°*1) mit o=7+s—1;

mithin: Der Exponent des Primirideals q im Falle der getrennien Tan-
genten isty + s — 1. Jedes Polynom, dasin 4 von der Ordnung» 4 s — 1
verschwindet, gehért somit zum Ideal g. Dieses Resultat hat schon
M. NOETHER erhalten.

Als nichsten Fall betrachten wir den, daBl die Kurvef; =0 in a
einen einfachen Punkt hat, wihrend f, =0 ganz beliebig sein darf.
Es sei also

h=a1y1+asys+ « -+

und etwa a; == 0. Vernachlissigt man alle diejenigen Potenzprodukte,
deren Grad mindestens o + 1 betridgt, so ist es klar, daB man jedes
Polynom f durch Subtraktion eines Vielfachen des Polynoms f, ginzlich
von ¥, befreien kann. Man verfihrt einfach so: Zuerst entfernt man durch
Subtraktion eines Vielfachen des Polynoms f; die Glieder mit der ersten
Potenz von ¥,, sodann durch Subtraktion eines Vielfachen des Po-
lynoms y, f, die Glieder mit y? usw. bis zu den Gliedern mit y¢. Wendet
man das Verfahren einmal auf ein beliebiges Polynom f, das andere Mal
auf f, an, so findet man etwa

1) f—gh=co+c1ys+cayi + -+ - + 97 (pot1),
(2) fz—hflEdO +d1y2 +d2y§+ coe +dayg (pgﬂ)-

Die nach diesem Verfahren hergestellten Koeffizienten ¢, und 4, sind
offenbar eindeutig bestimmt. LiBt man den Exponenten ¢ anwachsen,
so wird jede der Reihen immer weiter fortgesetzt; bei unbeschrinkter
Fortsetzung entsteht eine unendliche sogenannte Puiseuxsche Reihet.

1 Vgl. Puiseux: Mémoire sur la théorie des forctions algébriques. Journal de
Liouville Bd.1, S.15.1854; JorDAN, C.: Cours d’analyse I, 3me éd., S. 346 bis 357.
1909; Henser, K. und G. LANDSBERG: Theorie der algebraischen Funktionen
einer Veranderlichen. Leipzig 1902.
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In derselben Weise findet man fiir die Potenzprodukte der ¥y vom
Grade o, welche das Ideal p° erzeugen:

Yiysr=b,y3((fh), po+Y).

Das Rechnen im Restklassenring modulo ((f,), p°+1) ist also dasselbe
wie das Rechnen mit Potenzreihen in y,, die alle nach dem Glied mit yJ
abgebrochen werden. Setzt man nun die Relationen

(3) p“EO(Ul’ fz)» po+1)
und
4) f= O(Uv fa)s pa+1) [0 +1=0p]

um in Relationen fiir abgebrochene Potenzreihen in diesem Restklassen-
ring, so ergibt sich sehr leicht, daB die Relation (3) nur dann erfiillt ist,
wenn ein d;, & 0 ist (¢ < 0); also ist das kleinste o, fiir welches (3) gilt,
zugleich das kleinste £ mit d;, == 0. Also ist der Exponent o von q genau
der Exponent des ersten von Null verschiedenen Gliedes der Reihe (2).

Ebenso leicht findet man, daB (4) nur dann erfillt ist, wenn
cg=C=-++=c,=0 ist. D. h.: In der Entwicklung (1) fiir f diirfen,
wenn [ =0 (q) sewn soll, nur die Glieder mit y3 und hohere vorkommen.

Man kann beweisen, daB der eben bestimmte Exponent p zugleich
die Multiplizitdt des Punktes a als Schnittpunkt der Kurven f, =0
und f, =0 (vgl. §79) angibt.

Bei den geometrischen Anwendungen des Noetherschen Satzes liegt oft der Fall
vor, da3 die Polynome f, f,, f, durch die Substitution #; = 1 aus homogenen Poly-

nomen F, F;, F, entstanden sind. Die Frage ist nun: Unter welchen Bedingungen
kann man aus

(5) f=8h+¢gf
auf
(6) F=GF +GF,

schlieBen, wo G, und G, wieder Formen sein sollen?

Bei der Untersuchung dieser Frage nehmen wir an, daB fiir , = 0 die Formen
F, und F, keinen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler (also keine gemeinsame Null-
stelle auBer der trivialen »; = 0, #, = 0) haben. Durch eine lineare Transformation
der drei Veranderlichen #,, x;, ¥, eventuell nach Erweiterung des Koeffizienten-
korpers K, ist das ja immer zu erreichen.

X X . . . . .
Durch die Substitution », —> x—l’ %y —> _x_z und Multiplikation mit einer passen-
[}

den Potenz von %, entsteht aus (5) eine Gleichung der Gestalt
(7 wf«F=HF + HyF,

wo H,; und H, Formen sind.
Wir wollen diese Gleichung so umformen, da8 sich ein Faktor x, wegkiirzt.
Setzt man in (7) links und rechts x, = 0, so kommt:

0= HygFyy 4 Hyy Fy .



74 XIII. Theorie der Polynomideale.

Da F,, und F,;, nach Voraussetzung teilerfremd sind, so muB H,, durch F,, und
H,y durch F,, teilbar sein:

Hyy= Gy Fy,

Hyy = — Gy Fyy.

Da H, bis auf Glieder mit », mit H,, iibereinstimmt, ebenso H, mit H,,, F; mit
F,, und F, mit Fyy, so folgt:

H = G Fy+xkK,
Hy=—GyF,+ % K, ,
wo K; und K, Formen sind. In (7) eingesetzt, ergibt das:
A F =5, Ky Fy + %) Ky Fy .

Hier kann man einen Faktor », wegkiirzen. Die h-malige Wiederholung desselben
Verfahrens ergibt schlieBlich eine Gleichung der Form (6).

Also: :

Fiir die Gleichung (5) ist notwendig und hinveichend, daf fir alle gemeinsamen
Nullstellen dev Formen F; und F, die inhomogen gemachten Polynome F, F,, F, den
Noetherschen Bedingungen gentigen.

Deutet man die GréBen x,, #;, #, als homogene Koordinaten eines verander-
lichen Punktes der projektiven Ebene, so wird F = 0 eine Kurve, welche alle
Schnittpunkte der Kurven F; = 0 und F, = 0 enthilt und auBerdem in allen
diesen Punkten gewissen ,,Noetherschen Bedingungen‘‘ zu geniigen hat, damit die
Gleichung (5) gelte. Diese Gleichung ist vor allem wichtig wegen einer darin ent-
haltenen Folgerung, des ,,Restsatzes:

Wenn eine Kurve Fy = 0 vom Grade m durch eine Kurve F = 0 vom Grade n + p
geschnitten wird in m(n + p) Punkten, jeder nach § 719 mit dev vichtigen Vielfachheit
gezdhlt, und wenn von diesen m(n + p) Punkien m-n Punkte durch eine Kurve
F; = 0 vom Grade n ausgeschnitlen werden, so werden die wbrigen m+p Punkle von
einer Kurve G; = 0 vom Grade p ausgeschnitten, vorausgesetzt, daff die Kurve F = 0
in allen jenen m - n Punkten die Noetherschen Bedingungen des Ideals (F,, F,) erfillt.

Denn aus der Formel (6) geht klar hervor, daB die Schnittpunkte von F = 0
mit F, = 0 dieselben sind wie die von F,;*G; = 0 mit F, = 0.

Hinsichtlich weiterer geometrischer Ausfithrungen, die sich an den Restsatz
anschlieBen, siehe etwa das Lehrbuch von F. SEVERI: Vorlesungen iiber algebraische
Geometrie (deutsch von E. LOFrFLER), 1921, sowie des Verfassers kurze Note in
Math. Ann. Bd. 104, S. 472. 1931.

Aufgaben. 1. Wenn ein Kegelschnitt eine Kurve 3. Ordnung in 6 verschiedenen
Punkten schneidet und man diese Punkte in 3 Paare zerlegt, jedes Paar durch eine
Gerade verbindet und diese Geraden wieder mit der Kurve schneidet, so werden
die entstehenden 3 Punkte wieder von einer Geraden ausgeschnitten.

2. Als Spezialfall (fiir eine in 3 Gerade zerfallende Kurve 3. Ordnung) ist aus
Aufgabe 1 der Pascalsche Satz fiir den Kegelschnitt herzuleiten.

3. Die Tangenten in 3 auf einer Geraden liegenden Punkten einer Kurve
3. Ordnung schneiden diese Kurve noch einmal in 3 Punkten, die einer Geraden
angehoren.

4. Als Spezialfall ist aus Aufgabe 3 zu folgern, daB die Verbindungsgerade
zweier Wendepunkte noch einen Wendepunkt trifft.

5. Wenn ein Kreispaar ein anderes Kreispaar auBer in den isotropen Punkten
der projektiven Ebene noch in 8 Punkten trifft und 4 von diesen 8 Punkten auf
einem Kreis liegen, so liegen die 4 iibrigen ebenfalls auf einem Kreis.

6. Wahlt man auf jeder Seite eines Dreiecks 4, 4,4, einen von den Ecken ver-
schiedenen Punkt, namlich B; auf der Seite 4,45 und von 4, und A4, verschieden
usw., so gehen die Kreise 4, B,B;, 4,B3B,, A3B; B, durch einen Punkt.
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§ 94. Zuriickfithrung der mehrdimensionalen Ideale auf
nulldimensionale.

In diesem Paragraphen werden wir die Sitze, die in § 92 fiir null-
dimensionale Ideale bewiesen wurden, auf mehrdimensionale Ideale aus-
zudehnen versuchen.

Die Methode dazu ist folgende: Ist g ein Primirideal in K[x] von der
Dimension d, p das zugehorige Primideal, {&,, . . ., &,} dessen allgemeine
Nullstelle und sind (etwa) &, . . ., &; algebraisch-unabhingig?, so redu-
zieren wir die Ideale ¢ und p durch die Substitution x, =&, ...,
%4 = &4 zu nulldimensionalen Idealen. Wir nehmen diese Substitution
in allen Polynomen ¢ des Ideals q vor; dadurch gehen diese Polynome ¢
in Polynome ¢’ aus K(&,, ..., &) (%441, - - -, %,] iiber, die ein Ideal q’
erzeugen. Es ist klar, daB es geniigt, die Substitution », = &;,...,
x4 = &, in den Basispolynomen ¢, .. ., ¢, auszufithren; die entstehen-
den Polynome ¢}, . . ., g erzeugen dann das Ideal q':

0 =)
Das Ideal g’ besteht offenbar aus den Polynomen ¢’, dividiert durch

beliebige von Null verschiedene Polynome ¢ in &, ..., &;; denn die
Polynome ¢’ bilden ein Ideal in K[&,, ..., &, %41, - - ., %,], und um
das dadurch erzeugte Ideal in K(&, ..., &) [®a41,--.» %] 2ZU er-

halten, braucht man nur noch die Nenner ¢ zuzulassen.
In derselben Weise wie g’ aus g, entsteht ausp ein Ideal p’, und iiber-
haupt aus jedem Ideal m = (f;,.. ., f,) ein Ideal m’ = (f;, ..., f.).

Geometrisch bedeutet die Substitution x; =§&,,..., x; = &;, daB
man alle auftretenden Mannigfaltigkeiten mit dem linearen Raum
%, =&, ..., %4 = &4 schneidet, welcher durch den allgemeinen Punkt
der Mannigfaltigkeit von q gelegt wird.

Wenn7 (%4, ..., %,) ein Polynom ist und wenn f(&;,..., &4, a1, - > %)
zu g’ gehort, so ist nach dem Vorigen

4 q9(,%) —
f(frx) @ Er --or &) = % &’ g(x)=0(q),
also

q(&, %) = p(&)f(£,%).
Daraus folgt wegen der algebraischen Unabhéngigkeit der &, .. ., &,

q(x) = p(*)[(x) =0(q) .
Aus ¢ (&) =+ 0 folgt aber ¢ (x) ==0 (p), mithin

f(x) =0(q).
1 Die &, ..., &, konnen also als Unbestimmte aufgefaBt werden (wir hatten
sie auch etwa 4, . . ., £, nennen kdnnen), die iibrigen £ als algebraische Funktionen

dieser Unbestimmten.
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Um also zu entscheiden, ob ein Polynom f(x) zu q gehort, braucht man
nur zu untersuchen, ob dasentsprechende f' =f(&;, . . ., &4, %341, - - -» %)
zu q’ gehort. q' bestimmt also q eindeutigl.

Wir behaupten nun: Das Ideal q' in K(&;, ..., &) [Xaq1s - - -) %)
ist primdr ; das zugehiérige Primideal ist p'; der Exponent von q' ist gleich
dem von q; die allgemeine Nullstelle von p’ ist {SdH, oo, En), und die
Dimension von p' ist Null.

Beweis: Um zu zeigen, daB ¢’ primir und p’ das zugehorige Prim-
ideal ist, geniigt es, folgende drei Eigenschaften nachzuweisen:

1. Aus f(5,%)g(£, %) =0(q) und /(£ 2)==0(py) folgt g(&, %)
=0(q).

2. Aus f(& x) = 0(q") folgt F(£, x) =0(p’).

3. Aus f(&, %) =0(p’) folgt f (£, x)2 =0(qa").

In allen drei Eigenschaften kann man f und g als ganzrational in
&, ..., & voraussetzen, da man sie andernfalls nur mit einem passenden
@ (&) zu multiplizieren braucht. Dann kann man vermoge der obigen
Bemerkung iiberall die & durch die %, q" durch q, p’ durch p ersetzen;
denn z. B. f(&, ) =0(q’) ist dquivalent mit f(x) = 0(q), usw. Nach
dieser Ersetzung besagen aber 1., 2., 3. nichts anderes als, daB q primér
und p das zugehorige Primideal ist, was wir schon wissen. Zugleich ist
gezeigt, daB3 die Exponenten von ¢’ und g tibereinstimmen.

Um zu zeigen, daB {&;,4, ..., &,} die allgemeine Nullstelle von p’
ist, haben wir nur zu beweisen, daB aus

fi v 0 €arrs o £) =0,

wo f rational in &, ..., §;, ganzrational in &,,4, ..., &, ist, folgt
1§, %) =0(p)
und umgekehrt. Wiederum kann f ganzrational in &,, ..., &; voraus-

gesetzt werden. Dann ist aber f (£, ¥) = 0 (p’) 4quivalent mit f(x) =0(p);
also erledigt sich dieser Teil der Behauptung durch die Bemerkung, da83
{&, ..., &,} die allgemeine Nullstelle von p ist.

Die Nulldimensionalitit von p’ folgt schlieBlich aus der Tatsache,
daB &;,4,..., &, algebraisch in bezug auf K(&,, ..., &) sind. Damit
sind alle Behauptungen bewiesen.

In derselben Weise kann man auch zeigen, daB, wenn q eine Primdr-
komponente eines Idealsm = (fy, ..., [,) ist, auch q' eine Primir-
komponente des entsprechenden Ideals m' = (f;, . . ., f)) ist.

1 Dasselbe gilt, wie der Beweis zeigt, von jedem anderen Primarideal t mit
der Eigenschaft, da #;, ..., ¥, modulo dem zugehorigen Primideal 3 unab-
hangig sind, d. h. daB aus ¢ (%, ..., #,) + 0 folgt @=E 0 (8). Gibt es dagegen
ein @ (x5, ..., %,) % 0 in 3, so ist ¢ (¥)2=0 (r), mithin

I=9()%e@*=0(),
mithin wird " das Einheitsideal.
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Denn wennm ={q, q,, ..., q;] eine unverkiirzbare Darstellung von m
durch groBte Primarkomponenten ist, so folgt m’ = [q’, q3, ...,q}], weil
man die Polynome f (§, ) von m’ und von [q’, q5,...] durch Multi-
plikation mit passenden Polynomen ¢ (&;, ..., &;) =0 in solche Aus-

driicke g (§, ) verwandeln kann, daB g (x,, ..., %5, %44y, .., %,) 2ZU
m bzw. zu q und q,, ..., g, gehért. Wire nun in der Darstellung
m’ =[q’,0q;,...,q,]dasq’ iiberfliissig, sowire [q}, ..., qJ] = 0(q’). Wenn
man my = (0, . . ., g setzt, so wiirde folgen m; = [q}, ..., q] =0 (q').

Ist / ein beliebiges Element von m,, so wire f = 0 (m}) = 0 (q’), mithin
f =0(q). Also wiirde folgen m; = 0(q); d. h. q wére in der Darstellung
von m iiberfliissig, entgegen der Annahme, daB die Darstellung von
m unverkiirzbar ist. In der Darstellung m’ = [q’, q’2, R q;] ist also
9’ nicht tiberfliissig. LiBt man die eventuell iiberflissigen ¢, weg, so
bleibt eine unverkiirzbare Darstellung, in der q" vorkommt. Ist weiter p,
das zu g, gehorige und somit p, das zu q; gehérige Primideal, so ist
p == p, und daher auf Grund der frither (FuBnote S. 76) bemerkten Ein-
deutigkeit p’ &= p;. Im Fall p, =0, wo die Eindeutigkeit nicht mehr
gilt, ist ebenfalls p’ 5= p,. Also ist in der Darstellung von m’ das Primir-
ideal q’ das einzige zu p’ gehorige. Das heillt aber, q’ ist eine Primér-
komponente von m’,

Ist g sogar eine isolierte Komponente von m, so ist auch q' ecine
isolierte Komponente von m’, was man in dhnlicher Weise leicht einsieht.

Die entwickelte Methode der Reduktion aller Priméarideale auf null-
dimensionale gibt uns die Mittel in die Hand, von einem gegebenen
Polynom f zu entscheiden, ob es einem gegebenen Idealm = (f,, ..., f,)
angehort, vorausgesetzt, daBl einmal die Zerlegung von m in Primir-
komponenten

m=[qy ..., Q]

gegeben ist. Wir suchen ndmlich zu jeder Primarkomponente q das zu-
gehorige nulldimensionale q’, erweitern dann den Kérper K(&,, . . ., &)
so0, daB q’ in lauter Primérideale g, mit je nur einer Nullstelle a® zer-
fallt, und untersuchen nach der Methode von § 92 mittels der ,,Noether-
schen Bedingungen®

(1) f'=0(q,99, 0, = (%a11— 7)1, «+ o, %, — a2,

ob das Polynom f' den Idealen ¢, = (q’, §,2) und demnach auch dem
Ideal ¢’ angehért. Da die Nullstellen der p; konjugiert in bezug auf
K(&,..., &) sind, so sind auch die p; und somit die g, konjugiert in
bezug auf K(&;, ..., &;); es gentigt also, zu jedem ¢ ein g, zu unter-
suchen. Man braucht also auch nur eine Nullstelle eines jeden q’ zu
adjungieren. Nunist {£;,4, . .., &,} eine solche Nullstelle. An die Stelle
von P, tritt also das Primideal :

Pe= K1 — Easrr oo %y — &)
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statt der Bedingung (1) kénnen wir die bequemere
2 =0, p¢

benutzen, denn (2) ist auch notwendig fiir f = 0 (m), und aus (2) folgt (1)
sofort. Die Bedingung (2), die fiir jede Primdrkomponente ¢ von m er-
fiilllt sein muB, ist unter dem Namen Kriterium von HENTZELT oder
Hentzeltscher Nullstellensatz bekannt.

Ist speziell q eine isolierte Komponente von m, also g’ eine isolierte
Komponente von m’, so kann man wie in § 86 den Exponenten p aus
der Bedingung

pg=0(m', pg+Y)
bestimmen.

Aus den Bedingungen (1) fiir f = 0(q) erhellt am klarsten die eigent-
liche geometrische Bedeutung der Primirideale: Die Zugehérigkeit zu
einem Primirideal stellt gewisse Anforderungen an die Anfangsglieder
der Entwicklung des Polynoms f nach Potenzen von %, — &;, ..., x, — &,
fiir einen allgemeinen Punkt & einer irreduziblen Mannigfaltigkeit, z. B.
die Anforderung, daB f in diesem allgemeinen Punkt verschwinden
soll, oder die, daBB die Hyperfliche f = 0 in diesem allgemeinen Punkt
eine andere Hyperfliche beriihren soll, usw.

Aufgaben. 1. Mit der Methode der Reduktion auf nulldimensionale
Ideale beweise man, daB jedes (# — 1)-dimensionale Primirideal in
K%y, . .., #,] ein Hauptideal ist.

2. Jedes ungemischte (# — 1)-dimensionale Ideal in K[x,, ..., %,]
ist ein Hauptideal und umgekehrt.

§ 95. Ungemischte Ideale.

Bei ungemischten Idealen, bei denen alle Primarkomponenten dieselbe Di-
mension d haben, sind alle diese Primarkomponenten automatisch isoliert; ihre
Mannigfaltigkeiten und deren allgemeine Punkte erhilt man sofort mittels der
Eliminationstheorie (§ 74), und die Kriterien fiir f = 0(m) sind aus dem vorigen
Paragraphen in einfacher Form zu entnehmen. Es ist also sehr wichtig, fiir gewisse
Ideale die Ungemischtheit von vornherein feststellen zu kénnen. Wir werden zu-
nichst einige Kriterien aufstellen, mit denen man entscheiden kann, ob ein Ideal
nulldimensionale Komponenten besitzt.

Ist m = (f, ..., f,) ein Ideal in 0 = K[#] und 9 das von m erzeugte Ideal
(mit derselben Basis) in 0 = 2 [#], wo £ ein passender (am bequemsten algebraisch-
abgeschlossener) algebraischer Erweiterungskérper von K ist, so ist nach dem
Hilfssatz von § 92 der Durchschnitt 9t N o gleich m. Ist I in Primarkomponenten
zerlegt:

1) M=[01, Qo - -, ],
so st m=§m/\D=[Q1,Q2,.A.,Q,,O]
2) =[N0, QeNo, ..., 0 N0]. 1L

1 Von den Idealen £, N 0 werden im allgemeinen einige miteinander identisch
werden. Zwei (in bezug auf K) konjugierte £, haben namlich denselben Durch-
schnitt mit o.
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Es gilt nun:

Wenn Q, primdy ist zum Primideal R, so ist Q N\ 0 primdy im Ring 0 zum Prim-
ideal f N 0.1

Den Beweis fithrt man miihelos auf Grund der bekannten drei Kriterien:

1. aus fe=0(0 o), fE=0(B o) folgt g=0(Q No);

2. aus i=0(0 o) folgt f=0(PNo);

3. aus f=0(P o) folgt fe=0(LQ No)

fiir f und g aus o.

Weiter: Ist & die allgemeine Nullstelle von B (in einem Evweiterungskorper von
£2), so ist & zugleich die allgemeine Nullstelle von § N 0. Denn wenn P aus allen
Polynomen von © mit der Nullstelle & besteht, so besteht P /M 0 aus allen Polynomen
von p mit der Nullstelle &.

Folgerung. Die Dimension von  ist gleich der von f N o.

Wenn also 9t nach (1) ein Durchschnitt von Priméaridealen bestimmter Di-
mensionen ist, so ist m nach (2) ein Durchschnitt von Primiridealen derselben Di-
mensionen. Insbesondere: Hat it keine nulldimensionale Komponente, so hat auch
m keine, und ist 9t ungemischt, so gilt dasselbe von m. (Die Umkehrung gilt auch,
ist aber nicht so leicht zu beweisen und fiir uns ohne Wichtigkeit.)

Die Entscheidung, ob It eine k-dimensionale Komponente besitzt, kann nach
der Methode von § 94 auf die Entscheidung iiber nulldimensionale Komponenten
zuriickgefithrt werden. Bei passender Wahl des Kérpers £ haben die nulldimensio-
nalen Komponenten von it je nur eine Nullstelle a; ihr zugehériges Primideal ist

p= (¥ —ay..., ¥, —a,), und die Entscheidung, ob eine zu p gehérige Primir-
komponente vorhanden ist, hingt davon ab, ob
M:p =MW
ist, d. h. ob aus
tp=0(M)
folgt
f=0(M).
Ist / eine beliebige Linearkombination von #; —a,, .. ., %, — a,, so folgt

aus fp C I, daB insbesondere f/==0(IN) ist; wenn man also beweisen kann,
daB (fiir ein passend gewidhltes /) aus fI=0(M) folgt f = 0(M), so besitzt das
Ideal 9t und daher auch m sicher keine nulldimensionale Primirkomponente
mit der Nullstelle a. Die Beweismethode dabei ist hiufig dieselbe, die im § 93
(Kleindruck) schon angewandt wurde, um aus 3 F = H, F, 4 H,F, auf F =G, F,
-+ G,F, zu schlieBen. Der allgemeine Satz, den man mit dieser Beweismethode er-
halten kann, lautet:

Wenn das von 0 verschiedene Ideal (fy, . . ., f,) mit v Basiselementen eine Dimension
d <n —v hat, so ist es ungemischt (n — v)-dimensional.

Fiir » = 1 ist dieser Satz aus § 91 (Aufgabe 2) bekannt; wir nehmen also voll-
standige Induktion nach » vor und nehmen an, fiir den Fall von » — 1 Basispoly-
nomen sei der Satz bei jeder Variablenzahl # richtig.

Wir haben zu zeigen, daB das Ideal (f,, ..., f,) fiir # <<% — 7 keine k-dimensionale
Primarkomponente besitzt. Gesetzt, es wire  eine solche. Nach der Methode des -
§ 94 konnen wir dann die Dimension von g zu Null erniedrigen; dabei erniedrigen
sich die Variablenzahl #» und die Héchstdimension 4 von (fy, .. ., f,) genau um &,

1 Um MiBverstandnissen vorzubeugen, weise ich darauf hin, daB die Um-
kehrung nicht gilt: wenn £ N\ o primér ist, braucht £, es nicht zu sein. Es gibt ja
(vgl. § 87) Beispiele von Primidealen m in o, die bei Erweiterung des Grundkorpers
K zu Q in verschiedene Primarkomponenten zerfallen.
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und somit bleibt die Voraussetzung d < # — 7 erhalten. Wir haben also nur noch
zu beweisen, daB ein solches Ideal (f,, . . ., f,) im Fallen — # > 0 keine nulldimensio-
nale Primarkomponente besitzt, und kénnen dabei auBerdem nach den friiheren
Bemerkungen annehmen, daB die fragliche nulldimensionale Primarkomponente
nur eine Nullstelle a im (eventuell erweiterten) Grundkérper besitzt.

Wir zeigen zunichst, daB unter der Voraussetzung d < n — v die Basispoly-
nome fy, . .., f, so gewahlt werden kénnen, daB jedes der Ideale (f;, ..., f;) hoch-
stens die Dimension # — ¢ hat. Fiir ¢ = 1 und f, & 0 ist diese Bedingung von
selbst erfiillt. Gesetzt, man habe schon erreicht, daB (f,,...,f;_,) eine Dimen-
sion <% —% 41 hat. In jeder der irreduziblen (» — ¢ + 1)-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten des Ideals (f;, ..., f,-;) (falls es solche gibt) wahlen wir einen
Punkt, der nicht zur Mannigfaltigkeit von (f, ..., f,) gehort. In jedem dieser
Punkte verschwindet mindestens eins der Polynome f;, f;,;, ..., f, nicht; also
wird eine passend gewahlte Linearkombination f¥f = f, + pge1fipr + -+« + .7,
in keinem dieser Punkte verschwinden. Diese Linearkombination wahle man als
i-tes Basiselement statt f,; dann hat das Ideal (f;, . . ., f,_;, f¥) hochstens noch die

Dimension # — i, wihrend das Ideal (f,, ..., f,) bei der Ersetzung ungeindert
bleibt.
Zum eigentlichen Beweis dafiir, daB (f,, ..., f,) in a keine nulldimensionale

Komponente besitzt, wihlen wir ein lineares Polynom
P= (% —a) +calvy—ag) + « + + +culvn — ay),

wo die ¢ so bestimmt sind, daB / in keiner der allgemeinen Nullstellen der (n — #)-
dimensionalen zugehorigen Primideale von (f, .. ., f,) und der (r — # 4- 1)-dimen-
sionalen zugehérigen Primideale von (f,, .. ., f,_;) den Wert Null annimmt. Wenn
AMr zeigen kénnen, daB aus

1f=0(h, ... Fr)
1=0(f, ..., 1),

Blgt

SPeid Wir fertig.
DurB®die fSubstitution

n
=0 — 22511 (¥, —a,)
=

geht /in 0 und jedes Polynom f in ein Polynom f, = f (mod /) iiber. Aus der Voraus-
setzung

®3) lf=ah+ - +al

folgt durch diese Substitution

(4) 0=2gpho+ -+ +8rofro-

Das Ideal (fyg, - .+, fp-1,0) in K[#, ..., #,] ist zufolge der Wahl von / héchstens

(n — 7)-dimensional, also nach der Induktionsvoraussetzung ungemischt (# — 7)
dimensional, und f,, enthalt keine (#n — 7)-dimensionale Mannigfaltigkeit dieses
Ideals; also folgt aus (4)

8r0=0(f0, - - -, fr=1.0)

gr=hUfr, - froa)-

und daraus

In (3) eingesetzt, ergibt dies

lfzhrlfr(flr ] ff—l)’
l(f - hrfr)EO(ll: cee fr—-l) .
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Da das Ideal (fy, . . ., f,-,) ungemischt ist und / in den allgemeinen Nullstellen seiner
zugehorigen Primérideale von 0 verschieden ist, so folgt

f - hrfr Eo(flr < if—-l):
F=0(fy, ..., 1)
Damit ist der Beweis erbracht.
Aufgaben. 1. Wenn f; und f, keinen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler
haben und (f,, f,) F o ist, so ist das Ideal (f,, f,) ungemischt (» — 2)-dimensional.
2. Sind unter den Voraussetzungen von Aufgabe 1 in den allgemeinen Punkten
der irreduziblen Bestandteile der Mannigfaltigkeit des Ideals (f,, f,) die ,, Tangential-
raume’‘ der Hyperflachen f; = 0 und f, = 0 (hinsichtlich deren Definition vgl. § 93)
verschieden, so ist fiir f = 0 (f;, /,) notwendig und hinreichend, daB f diese Mannig-
faltigkeit enthilt.
3. Welche Bedingungen muf ein Polynom f erfiillen, damit es dem Ideal

(1 + 28 — 25, x4 7, ¥+ %)
angehort?
Weitere Sitze iiber ungemischte Ideale findet man in dem Biichlein von F. S.
Macavuray: Algebraic Theory of Modular Systems, Cambridge Tracts in Mathe-
matics 19, Cambridge 1916.

§ 96. Der Grad einer Mannigfaltigkeit und die Schnittpunkte
mit linearen Ridumen.
Wir fragen nach den Schnittpunkten einer irreduziblen algebraischen Mannig-

faltigkeit I mit einer linearen Mannigfaltigkeit L bestehend aus den Nullstellen
von 7 linearen Polynomen

n—r’

n
h=l—th =285 —14,
k=1
4 ) T PPN ..

n
lr = l: — bty =S — .
k=1
Wir betrachten zunichst den Fall, da8 alle s;, und ¢, Unbestimmte sind. Man
nennt den Raum L___ dann einen allgemeinen lineaven Uniervaum von der
Dimension # — 7.

-r

Wir adjungieren zunichst die GréBen s;, an K und bilden neben 4, ...,
weitere Linearkombinationen /., . . ., /), so daB insgesamt » linear-unabhingige
Formen entstehen, welche wir als neue Verinderliche statt #;, ..., #, benutzen
kénnen. In den Nullstellen & von 9t nehmen diese neuen Veranderlichen /y, ..., /,
Werte 4, ..., 4, an, und es ist insbesondere

n
(2) l;:kzlsikfk (i=l,...,7).

Unter diesen J, gibt es, wenn d die Dimension von IR ist, hochstens @ algebraisch-
unabhingige GréBen. Daraus folgt, daB unter ihnen hochstens d gleich neuen Un-
bestimmten #, gesetzt werden konnen; mithin mufl, wenn diberhaupt Schnittpunkie
von M mit L, _, vorhanden sein sollen, ¥ < d gewdhlt wevden. Im Fall ¥ = d mul
jeder Schnittpunkt genau den Transzendenzgrad d haben, mithin einen allge
meinen Punkt von IR darstellen.

Wir werden nun zeigen, da8 fiir » = d wirklich Schnittpunkte, und zwar end-
lichviele vorhanden sind. Fiir » < d gibt es dann, wie leicht ersichtlich, unendlich-
viele Schnittpunkte.

v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 6
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Wir bemerken zunachst, daB die » = d Gro8en (2) algebraisch-unabhéngig sind,
wenn man fiir £ eine allgemeine Nullstelle wahlt. Waren sie namlich abhingig, so
wiirden sie es nach dem Hilfssatz von § 77 bei jeder Spezialisierung der s,, bleiben;
man kann aber die s;, so spezialisieren, daB die 4, in &, ..., &; oder in irgend 4
vorgegebene der &, . . ., §, iibergehen, und diese sind algebraisch-unabhangig. Die
somit als unabhangig erkannten A;, ..., A; kénnen wir wegen

K(sikr Aps o or A) 2K (Sir tas v s B)

mit den Unbestimmten ¢, .. ., ¢; identifizieren. Die iibrigen 4 und daher auch die
& sind dann algebraische Funktionen dieser Unbestimmten; d.h. der Kérper

K(S,-k, };1, ey ﬂ.,,)= K(S,'k, 51, ey “;:n)

ist algebraisch iiber K(s,,, ¢;).? Die Gleichungen (2) besagen nunmehr, daB der
Punkt & dem Raum L,_, angehort; die Existenz von Schnittpunkten ist also
bewiesen. Da alle Nullstellenkérper

K(six, &1 v v or &n) = K(Sizr Aps oo or An)

aquivalent sind, so kommen fiir 4,, . .., 4, oder &, .. ., §, in jedem passenden Er-
weiterungskoérper von K(s, f) nur endlichviele konjugierte Wertsysteme in Be-
tracht. Es gibt also endlichviele Schnittpunkte von MM und L, _,, und diese sind
uniereinander konjugiert in bezug auf K(s, f). Die Anzahl dieser Schnittpunkte
heiBt der Grad der Mannigfaltigkeit IN.

Wir wollen nun untersuchen, was mit diesen Schnittpunkten geschieht, wenn
wir die Unbestimmten s, ¢ durch GréB8en aus K ersetzen. Um da ausnahmslose
Regeln zu erhalten, ist es notwendig, zunichst vom Raum R, zum projektiven
Raum P, und von der Mannigfaltigkeit I zur entsprechenden Mannigfaltigkeit
M* in P, iiberzugehen. Wir machen dementsprechend die /, durch Einfithrung
eines ¥, homogen, setzen ¢, = — 5,4, #, = — s,, usw. und erhalten an Stelle von
(1) die Formen

n
=X s1 5

Da der Durchschnitt von 9R* mit der ,,uneigentlichen Ebene’ &, = 0 eine kleinere
Dimension als §t* hat, so hat er mit dem allgemeinen (» — d)-dimensionalen Raum
L, _, keinen Punkt gemein. Als Schnittpunkte kommen also nur die Punkte von
M, d. h. die endlichvielen konjugierten Punkte von vorhin in Betracht.

Ist (ff, . . ., f5) das zugehorige Ideal von IR*, wobei die f¥ nach § 87, Aufgabe 4
homogen gewiahlt werden kénnen, so sind die Schnittpunkte von IR* mit LX_, die
gemeinsamen Nullstellen der Formen

(3) PRI o R &

Diese Formen ergeben, gleich Null gesetzt, ein homogenes Gleichungssystem, auf
das man die Theorie von Kap. 11 (§ 76 und § 79) anwenden kann. Die nun folgenden
Betrachtungen, in denen untersucht wird, was mit den Lésungen £ wv=1...,9

1 Genauer: Der Isomorphismus
K(sigs Aps ovos Ad) 2K (S5, By, .o 0u B)
laBt sich zu einem Isomorphismus
K(sin, s ovvs Aay &1 oo s ER) 2 K(sgres B3, oo, Br, EF, .0, EX)

erweitern, und die &* koénnen nachher wieder mit & bezeichnet werden.
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dieses Gleichungssystems bei Ersetzung der Unbestimmten s;, durch andere
GroBen o, (aus K oder aus einem Erweiterungskérper von K) geschieht, beruhen
ausschlieBlich auf den allgemeinen Eigenschaften homogener Gleichungssysteme
und gelten demnach nicht nur fiir das System (3), sondern auch fiir jedes andere
System von Formen, in denen auBer den,,Unbekannten‘‘ # oder £ noch unbestimmte
Parameter s,, vorkommen.
Wir wollen versuchen, fiir jede Spezialisierung s;, = 0;, solche Punkte 7®,
. ., ¥ zufinden, daB alle algebraischen Relationen, die zwischen den Gréfen Sip und
EP bestehen und in jeder Grofenveihe (£ ..., E} homogen sind, auch fir die
Grofen o, und 7" gelten. Mit anderen Worten: Wenn ein Polynom F (54> %),

homogen in jeder Variablenreihe {x{”, ..., #%}, die Eigenschaft
(4) Fsins £7) =0

besitzt, so verlangen wir, da auch

(5) Fow, ") =0

ist. Insbesondere soll das natiirlich fiir die Formen (3) gelten; somit miissen alle
7™ auch Nullstellen der spezialisierten Formen (3) sein.

DaB es tatsichlich immer méglich ist, die 7 dieser Forderung gemiB zu be-
stimmen, sieht man folgendermaBen ein: Unter den Formen F mit der obigen
Eigenschaft (4) kénnen wir nach § 80 endlichviele auswihlen, von denen alle
iibrigen linear (mit Formen als Koeffizienten) abhingen. Das Gleichungssystem (4)
1aB8t sich also durch ein endliches System ersetzen. Eliminiert man nun aus diesem
Gleichungssystem sukzessiv die GréBenreihen &9, §9—1D, . &M nach der Me-
thode des Resultantensystems (§ 76), wobei man immer wieder homogene Glei-
chungen erhilt, so bleiben schlieBlich Gleichungen in dens,, allein iibrig, welche
identisch erfiillt sein miissen. Also sind die Gleichungen auch bei der Spezialisierung
S¢x > 0y erfiillt, und das bedeutet, daB3 das Gleichungssystem (5) sich nach den g
auflosen 148t.

Noch eine Bemerkung: Eliminiert man aus (4) nicht alle & sondern nur die
&w, ge—D, ., &P, so bleiben neben den s, die &P iibrig. Sind nun solche GréBen
7{) gegeben, von denen man weiB, daB alle algebraischen Relationen, die zwischen
den s;; und den & bestehen und homogen in den & sind, auch fiir dieo,, und
die 7 gelten, so kann man wie oben erschlieBen, da8 man die §®, ..., 9 so
hinzubestimmen kann, daB wieder alle Gleichungen (5) gelten und damit die oben
gestellte Forderung erfiillt ist. Diese Bemerkung werden wir nachher noch be-
nutzen.

Die obige Methode gibt nun zwar die Existenz der GréBen 7, legt aber diese
GréBen noch nicht eindeutig fest. Um sie festzulegen, bilden wir nach § 79 die
u-Resultante R, des Formensystems (3), d. h. den G.G.T. des Resultantensystems
des aus den Formen (3) und einer allgemeinen Linearform u, = u,%, +--*+ u, %,
bestehenden Formensystems. Da die Formen (3) nur endlichviele gemeinsame
Nullstellen haben, so zerfallt ihre u-Resultante R, nach § 79 in Linearfaktoren,
die diesen Nullstellen £™ entsprechen:

g
(6) R, (Siz, wp) =¢ I_Il(“o ED e fu, e (¢ = konst.).

Um nun von (6) auf die entsprechende Relation fiir die 7 zu schlieBen, miissen wir
zunichst die Konstante ¢ eliminieren und die Gleichung homogen machen. Das ge-

lingt folgendermaBen: Es seien a,(s), ..., a,(s) die Koeffizienten der Potenz-
produkte der u, auf der linken Seite von (6) und cb, (§), . . ., cb, (§) die entsprechen-
den Koeffizienten rechts. Fiirz =1, ..., 2 muB3 dann a;(s) = cb; (&) sein, und das

kommt auf
a;(s) by (&) —a,(s)b; (§) =0 (G R=1,...,h)
6*
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hinaus. Diese homogenen Gleichungen miissen, bei der Spezialisierung s, —>0;,,
£ — " erhalten bleiben. Das ergibt:

a;(0) by () — a5 (0) b; (n) = 0,
mithin, da die b, () nicht alle = 0 sind,
a;(0) =y b; (n),
g
(M) Ru(ous, ) = I (o + - - - + w2
v= .

Wenn R, (0, #) nicht identisch verschwindet, muB y = 0 sein. Dann gibt die
Gleichung (7) das Mittel zur wirklichen Berechnung der #: sie ergeben sich aus
der Faktorzerlegung des spezialisierten Polynoms R,(0,,, %,). Zugleich folgt, daB
die n bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind, alles unter der Voraus-
setzung, daB R, nicht identisch verschwindet. Das ist aber immer der Fall, wenn die
spezialisierten Polynome (3) nur endlichviele gemeinsame Nullstellen im P, haben.
Da namlich R, (s,,, #,) ein gemeinsamer Teiler des Resultantensystems der Formen
(8) und u, ist, so ist R, (0,,, u,) ein gemeinsamer Teiler des Resultantensystems
der spezialisierten Formen (3) und u,, und dieses Resultantensystem verschwindet
im Falle endlichvieler gemeinsamer Nullstellen der Formen (3) nicht.

Wir miissen also den Fall, daB der spezielle lineare Raum L¥_, unendlichviele
Punkte mit IR* gemein hat, ausschlieBen. Sind nur endlichviele gemeinsame
Punkte vorhanden, so konnen wir nach der obigen Methode eindeutig bis auf die
Reihenfolge die g Schuittpunkte D, ..., 5@ bestimmen, ,,in die‘, wie wir sagen
werden, ,,dic & bei der Spezialisierung der allgemeinen LY, zur speziellen iibevgehepn'*.

Ein und derselbe Schnittpunkt s kann unter den ™ mehrmals vorkommen: es
sind dann beider Spezialisierung verschiedene Punkte,,zusammengeriickt*. Die Zahl,
die angibt, wie oft ein 7 unter den #®, ..., 7@ vorkommt, heiBt die Multiplizitit
oder Vielfachheit des Punktes 7 als Schnittpunkt von IM* mit L¥_ ,. Die Summe
dev Multiplizitdten aller Schnittpunkte ist gleich dem Grad g, wie sofort ersichtlich.

Es drangt sich jetzt auch die Frage auf: Gibt es Schnittpunkte mit der Multi-
plizitat Null, also solche, die unter den #®, ..., #® nicht vorkommen? Bei ganz
beliebigen Gleichungssystemen kommen solche ,,Lésungen mit der Multiplizitat
Null““ bei passenden Spezialisierungen gelegentlich vorl. Wir werden aber zeigen,
daB dies bei unserm Problem (Schnitt von L¥_, und 9N*) nicht vorkommen kann,
sondern daB jeder vorgegebene Schnittpunkt # als 7™ gewihlt werden kann.

Nach der oben (S. 83) gemachten Bemerkung geniigt es dazu, zu beweisen, da3
alle in den &® homogenen algebraischen Relationen F (S5 Eﬁ”) = 0 bei der Spe-
zialisierung s;; = 0y, &V — 17 ihre Geltung behalten. Wir nehmen an, da8 7, # 0
ist, was ja, notigenfalls durch Umnumerierung der Koordinaten, stets zu erreichen
ist, und kénnen dann immer &) = 7, = 1 voraussetzen. Weiter kénnen die s,, auf
Grund der Beziehung

n
Siot X sinEP =0,
k=1
die auch nach der Spezialisierung bestehen bleibt, aus F (s,,, £&) eliminiert werden,

n
indem man s,y durch — % ik (D ersetzt. Denkt man sich wieder die S¢x (B % 0) zum
k=

Grundkérper K adjungiert, so ist & ein allgemeiner Punkt von 9t (vgl. den An-
fang dieses Paragraphen), und jede Relation F (£{) = 0, die fiir den allgemeinen
Punkt £V gilt, gilt auch fiir jeden speziellen Punkt 7 von . Also folgt F (s, 5,) = 0
und daraus F (0, ;) =0, q.e. d.

1 Vgl. B. L. v. p. WAERDEN: Der Multiplizitatsbegriff der algebraischen Geo-
metrie, Math. Ann. Bd. 97, S.756—774, §5.
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Jeder Schnittpunkt von M* und LY ; hat also eine nichtverschwindende
Schnittpunktsmultiplizitit, und die Summe dieser Multiplizitaten ist, wie schon
bemerkt, gleich dem Grad von IN*.

Man kann dasselbe Problem auch in ganz anderer Weise angreifen, némlich
mit Hilfe der Hilbertschen ,,charakteristischen Funktion‘‘. Siehe etwa B. L. V. D.
WAERDEN: On Hilbert’s function, Proc. Kon. Ak. Amsterdam Bd. 31, S. 749. 1928.

Aufgaben. 1. Der Durchschnitt einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit It
mit einer allgemeinen L,_, ist fiir » << d eine (¢ — 7)-dimensionale Mannigfaltig-
keit von demselben Grade wie .

2. Wenn der Durchschnitt einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit IN* des pro-
jektiven Raumes P, mit einer speziellen L, _,(» < d) nicht mehr als ¢ — » Dimen-
sionen hat, so kann man den irreduziblen Bestandteilen, in die dieser Durchschnitt
zerfallt, solche Vielfachheiten erteilen, da3 die Summe der mit den Vielfachheiten
multiplizierten Grade gleich dem Grad von It* ist. [Man schneide alles mit einer
allgemeinen L, _, ,.]

Vierzehntes Kapitel.
Ganze algebraische GrofBlen.

Die Entwicklung der Idealtheorie hat historisch zwei Ausgangs-
punkte: die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen und die Theorie
der Polynomideale. Diese beiden Theorien haben sich aber aus ganz
verschiedenen Problemstellungen entwickelt. Wahrend bei den Poly-
nomidealen die Bestimmung der Nullstellen und die Aufstellung der
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir Zugehorigkeit eines
Polynoms zu einem Ideal die zentralen Probleme sind, geht die Theorie
der ganzen algebraischen Zahlen von der Frage der Faktorzerlegung
aus. Zu dieser Frage kommt man z. B. durch die folgende Be-
trachtung.

Im Ring der GréBen a + bV — 5, wo a und b ganze rationale Zahlen
sind, gilt der Satz von der eindeutigen Faktorzerlegung der Elemente
nicht. Die Zahl 9 z. B. 148t die beiden wesentlich verschiedenen Zer-
legungen in unzerlegbare! Faktoren

9=3-3=02+7-52—-7-5)

1 DaB die Zahlen 3 und 2 4 ]/—_5 unzerlegbar sind, folgt leicht daraus, daB
ihre Norm 9 ist (§ 35). Waren sie zerlegbar, so miiBten entweder beide Faktoren
die Norm -+ 3 oder ein Faktor die Norm -4 1 haben. Eine Zahl a + b]/: 5 mit
der Norm - 3 gibt es nicht, da dann

a4+ 5p2=+3

sein miiBte, was in ganzen Zahlen unmdéglich ist. Eine Zahl mit der Norm 41
ist aber notwendig eine der Einheiten 4-1, da

a5 =+41
nur durch ¢ = + 1, b = 0 erfiillbar ist.
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zul. Diese Tatsache veranlaBte DEDEKIND (in Nachfolgung von Kum-
MER, der fiir Kreisteilungskérper durch Einfithrung gewisser ,,idealer
Zahlen* die Eindeutigkeit der Faktorzerlegung erzwungen hatte) dazu,
den Bereich der Elemente zu dem der (von ihm zuerst so genannten)
Ideale zu erweitern. Er konnte zeigen, da8 in diesem Bereich jedes Ideal
einem eindeutig bestimmten Produkt von Primidealen gleich ist. In
der Tat ist im obigen Fall, wenn man die Primideale

p=0247=5), p,=03,2—-7=5)

einfiihrt, wie man leicht nachrechnet:

B =ppe;  C+HV=3)=p1; (@-1-5 =4,
mithin erhdlt man fiir das Hauptideal (9) die (einzige) Zerlegung
9 = pip:.

In diesem Kapitel soll die , klassische (DEDEKINDsche) Idealtheorie
der ganzen GréBen eines Korpers in moderner, von E. NOETHER? ent-
worfener axiomatischer Gestalt entwickelt werden. Die Darstellung
setzt die allgemeine Idealtheorie des zwolften Kapitels nicht voraus,

wenn auch auf die gegenseitigen Bezichungen immer hingewiesen
werden soll.

§ 97. Endliche R-Moduln.

Wir betrachten Moduln in bezug auf einen (nicht notwendig kom-
mutativen) Ring R, d.h. Moduln mit R als (Links-) Multiplikatoren-
bereich. Meist sind die betrachteten Moduln entweder in R selbst
enthalten (also Linksideale in ) oder in einem Erweiterungsring &.

Unter einem endlichen R-Modul versteht man einen Modul IR, der

von einer endlichen Modulbasis (ay, .. ., a,) erzeugt wird oder dessen
Elemente sich durch 4y, ..., a, mit Koeffizienten aus R und ganz-
zahligen Koeffizienten linear ausdriicken lassen:

(1) m=ra,+ - Fra,+na,+-- -+ n,a,

(7, € R, », ganze Zahlen).

1 Ein ahnlicher Sachverhalt ist uns schon frither beim Ring der Zahlen
a -+ by:§ (§ 17, Aufg. 5) begegnet: dort hatte die Zahl 4 zwei verschiedene
Zerlegungen. Die eindeutige Faktorzerlegung 148t sich aber in diesem Fall wieder-
herstellen durch Adjunktion der GréBe

——1+3)73
zum Ring (vgl. § 16, Aufg. 5). Eine derartige endliche Erweiterung des Ringes
C []/— 5] ist aber, wie wir noch sehen werden, unmoglich.

2 NorTHER, E.: Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl-
und Funktionenkérpern. Math. Ann. Bd. 96, S. 26—61. 1926.



§ 97. Endliche R-Moduln. 87

(Hat R ein Einselement, das zugleich Einheitsoperator ist, so sind die
Glieder nya,, . . ., n,a, natiirlich tberflissig.) Man schreibt in diesem
Fall M = (ay, . . ., ap).

Man sagt, daB fiir einen Modul M der Teilerkettensatz gilt, wenn

jede Kette von Untermoduln M,,M,,... von M, von denen jeder
folgende ein echter Obermodul (,,Teiler*) des vorangehenden ist:
9}}1 C 9)}2 Conn,

nach endlichvielen Schritten abbricht.

Satz. Wenn fiir W der Tetlerkettensatz gilt, so hat jeder Untermodul
von M etne endliche Basis, und umgekehrt.

Der Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von § 80 iiber Ideal-
basis- und Teilerkettensatz und wird genau so bewiesen. Da wir aber hier
Kapitel 12 nicht als bekannt voraussetzen wollen, sei der Beweis noch
einmal kurz angegeben:

Um fiir einen Untermodul % eine Basis zu finden, suche man zu-
nichst in N ein Element a,. Ist (a;) = N, so ist man fertig; sonst wihle
man in N ein Element a,, das nicht in (a,) enthalten ist. Ist (a,, a,) = %,
so ist man fertig; sonst bestimme man ein weiteres a,, usw. Wenn man
nun weil3, daB die Modulkette

(a1) C(ay, ay) C(ay, ay, a3) T - - -

nach endlichvielen Gliedern abbrechen muB, so hat R eine endliche
Basis.
Wenn umgekehrt jeder Untermodul von % eine endliche Basis
hat und
Sl)}1 < 2m‘—z C s

eine Teilerkette von Untermoduln von It ist, so ist die Vereinigungs-
menge B aller M, wieder ein Untermodul, der folglich eine endliche
Basis hat:

B=(ay, ..., a,).

Alle a, sind aber schon in einem 9, der Kette enthalten; also ist 8 CM,,,
mithin 8 =M. Die Kette bricht also bei M., ab.

Unter welchen Bedingungen nun tatsichlich fiir 9t der Teilerketten-
satz gilt, lehrt der folgende Satz:

Wenn in R der Tetlerkettensatz fitr Linksideale gilt und M e end-
licher R-Modul ist, so gilt in M der Teilerkettensatz fitr R - Moduln.

Gleichbedeutend damit ist (auf Grund des vorigen Satzes):

Wenn in R jedes Linksideal eine endliche Idealbasis besitzt und I
eine endliche R-Modulbasis hat, so hat auch jeder Unitermodul von N
eine endliche R-Modulbasts.

Der Beweis ist ganz analog dem Beweis des Hilbertschen Basis-
satzes (§80). Es sei M = (a4, ..., a3), und es sei N ein Untermodul
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von M. Jedes Element von 9 148t sich in der Form (1) schreiben. Sind
in dem Ausdruck (1) von den 2 % Koeffizienten 7,, ..., n, die letzten
2h — 1, also die vom (! + 1)-ten bis zum (2 %)-ten, alle Null, so sprechen
wir von einem Awusdruck der Linge = I. Wir betrachten nun alle in R
vorkommenden Ausdriicke der Linge = /. Deren I-te Koeffizienten
(r, oder #;_3) bilden, wie man sofort sieht, ein Linksideal in i oder im
Ring C der ganzen Zahlen. Dieses Ideal hat eine endliche Basis

(Biys -« o5 bigy)-

Jedes b, ist letzter (I-ter) Koeffizient (r, oder #,_;) eines gewissen
Ausdrucks (1), den wir mit B;, bezeichnen:

B, =nra+---+b,a; oder =ra;+-- -+ ba,_.

Wir behaupten, daB alle diese B;, (! =1,...,2k; v=1,...,s;) zu-
sammen eine Basis fiir % bilden. In der Tat: Jedes Element (1) von 9,
von der Linge I, kann durch Subtraktion einer Linearkombination der
By, ..., By, (mit Koeffizienten aus R oder C, je nach dem Wert von /)
von seinem letzten (I-ten) Koeffizienten befreit, d.h. auf einen Aus-
druck kleinerer Linge zuriickgefiihrt werden; dieser kann in derselben
Weise weiter in seiner Linge reduziert werden, bis man schlieBlich nach
wiederholten Subtraktionen von Linearkombinationen der B;, Null
iibrig behilt. Jedes Element von 9 148t sich somit als Linearkombina-
tion der By, schreiben, q.e.d. Ist etwa eins der Ideale (b,4, ..., b;,)
das Nullideal, so sind die entsprechenden Bj, sogar in der Basis ganz
entbehrlich.

Bemerkungen. Hat R ein Einselement, welches Einheitsoperator
ist, so kann man in (1) wiederum die Glieder n,a,, ..., #ya; weg-
lassen und den Beweis entsprechend vereinfachen.

Ist & insbesondere ein Hauptidealring, so hat jedes Ideal in R eine
Basis aus nur einem Element; man erhilt also fiir jedes / nur ein b; und
nur ein B;. Man findet also in diesem Fall eine Basis (By, .. ., B;) von
ebenso vielen Basiselementen, wie die urspriingliche Basis von 9 ent-
hielt. War die Basis (a,, . . ., @3) von I linear-unabhingig, so zeigt man
sehr leicht, daB die Basis (By, . . ., B;) nach Weglassung derjenigen B,
die einem b, = 0 entsprechen, wieder linear-unabhingig ist (vgl. § 106).

§ 98. Ganze GréBen in bezug auf einen Ring.

Es sei R ein Unterring eines Ringes .

Ein Element ¢ von ¥ heiBt ganz in bezug auf R, wenn alle Potenzenl
von ¢ einem endlichen f-Modul (@, ..., a,) angehéren, oder: wenn
alle Potenzen von # sich durch endlichviele GréBen a, ..., a,, aus &

1 Unter Potenzen werden in diesem Paragraphen nur solche mit positivem
Exponenten verstanden.
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linear in der Gestalt

(1) =rna+-- -+rpa,+na+---+mn,a,
(7, € R, n, ganze Zahlen)
ausdriicken lassen.

Insbesondere ist jedes Element » von % ganz in bezug auf R, da
7,v%, 7%, ... dem R-Modul (r) angehéren. Auch das Einselement von
¥, wenn vorhanden, ist stets ganz in bezug auf R.

Ist T ein Korper, der also den Quotientenkorper P von : umfaBt,
so hingen alle Potenzen einer ganzen GréBe ¢ linear von endlichvielen
GréBen a,, ..., a,, mit Koeffizienten aus P ab; denn P enthilt nicht
nur den Ring R, sondern auch das Einselement. Mithin gibt es unter
den Potenzen von ¢ nur endlichviele in bezug auf P linear-unabhingige ;
¢ ist also algebraisch in bezug auf P. Statt ,ganze GroBe‘“ sagt man
daher auch ganze algebraische Grofe. Nicht jede algebraische GroBe ist
eine ganze algebraische GroBe; denn beispielsweise ist die Zahl § oder
1/% zwar algebraisch in bezug auf den Korper der‘rationalen Zahlen,
aber nicht ganz in bezug auf den Ring der ganzen Zahlen.

Ist R ein Ring, in dem der Teilerkettensatz fiir Linksideale gilt, so
gilt nach §97 auch fiir die Untermoduln des endlichen R-Moduls
(@, - . -, a,,) der Teilerkettensatz. Insbesondere kann also die Modul-
kette

UNS (R B

nicht aus lauter verschiedenen Moduln bestehen; d. h. eine Potenz von
¢ ist durch niedrigere Potenzen linear ausdriickbar:

(2) th=rt+. -+ rp_ 11+ nt -+ nyu_q -1

Ist umgekehrt ¢ ein Element von &, welches bei passendem % eine Dar-
stellung in der Gestalt (2) mit Koeffizienten aus &t bzw. C gestattet, so
kann man vermoge (2) sukzessiv auch alle hoéheren Potenzen von ¢
linear durch die endlichvielen £, £2, .. ., »~1 ausdriicken, und somit ist
¢ nach unserer Definition ganz. Damit ist bewiesen:

Gt in dem Ring R der Teilerkettensatz fir Linksideale, so ist das
Bestehen einer Gleichung von der Gestalt (2) notwendig und hinveichend
fiir die Ganzheit von t in bezug auf R.

Die Gleichung (2) bringt, wenn £ ein Koérper ist, auch das Algebra-
ischsein von ¢ von neuem zum Ausdruck. Hat R ein Einselement, so
kann man zu den Potenzen von ¢ auch noch #* = 1 hinzunehmen und
auBerdem in (2) den Schwanz #n, ¢ 4 - -+ #;_,#*1 weglassen; statt (2)
erhilt man also die einfachere Gleichung

-1 ...y =
h— 7,y 1P 7,=0,

deren charakteristisches Merkmal darin besteht, daB der Koeffizient
der hochsten Potenz von ¢ Eins ist.
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Beispiele: Ganze algebraische Zahlen sind diejenigen algebraischen
Zahlen, die in bezug auf den Ring C der gewdhnlichen ganzen Zahlen
ganz sind, also einer ganzzahligen Gleichung mit dem héchsten Koeffi-
zienten 1 geniigen. Ganze algebraische Funktionen von %, ..., %, sind
diejenigen Funktionen aus einem algebraischen Erweiterungskérper von
K(xq, ..., %,), die ganz in bezug auf den Polynombereich K[x,, ..., x,]
sind; K ist dabei ein fester Grundkérper. Absolut-ganze algebraische
Funktionen von %, . .., %, sind solche Funktionen, die ganz in bezug
auf den ganzzahligen Polynombereich C[x,, ..., x,] sind.

In einem kommutativen Ring T sind Summe, Differenz und Produkt
zweser 1w beaug auf R ganzen Grofen wieder ganz. Oder: Die in bezug auf
R ganzen Grofen in T bilden einen Ring ©.

Beweis: Sind alle Potenzen von s durch a,, ..., 4, und alle Po-
tenzen von ¢ durch b,, . . ., b, linear ausdriickbar, so sind alle Potenzen
von s + £, s — ¢ oder s+¢£ durch a,, ..., 4a,, by, ..., b,, 4,0y, a1b,, . . .,

a,b, linear ausdriickbar.

Setzen wir nun den Teilerkettensatz fiir die Ideale des Ringes €
voraus, so konnen wir den Satz von der Transitivitit der Ganzheit be-
weisen:

Ist © der Ring der ganzen Grifien tm kommutativen Ring T (in bezug
auf den Unterring R) und ist das Element t von T ganz in bezug auf €,
so st t auch ganz i bezug auf R (d. h. in & enthalten). Oder anders aus-
gedriickt: Geniigt ¢ einer Gleichung von der Gestalt (2), deven Koeffizienten r,
ganz in bezug auf N sind, so ist t selbst ganz in bezug auf R.

Beweis: Durch wiederholte Anwendung der Gleichung (2) kann
man alle Potenzen #** linear durch ¢,#2, ..., #—1 ausdriicken mit
Koeffizienten, die entweder ganze Zahlen sind oder sich aus Potenz-
produkten der 7, ganzrational zusammensetzen. Zu jedem 7, gibt es
endlichviele GréBen aus &, durch die sich alle Potenzen von 7, linear
mit Koeffizienten aus R und ganzzahligen Koeffizienten ausdriicken
lassen; alle Potenzprodukte der 7, sind also durch endlichviele Produkte
aus diesen endlichvielen GroBen linear ausdriickbar. Multipliziert man
diese endlichvielen Produkte mit ¢, #2, ..., #*~! und nimmt schlieBlich
noch ¢,42,..., 1 selber hinzu, so erhilt man wieder endlichviele
GroéBen, durch die sich nunmehr alle Potenzen von £ linear mit Koeffi-
zienten aus R und ganzzahligen Koeffizienten ausdriicken lassen.

Ein Ring © heilt ganz-abgeschlossen in einem Oberring T, wenn jede
in bezug auf © ganze GriBe von ¥ zu & gehort. Insbesondere heiBt ein
Integritdtsbereich & ganz-abgeschlossen schlechthin, wenn er ganz-ab-
geschlossen in seinem Quotientenkérper 2 ist. Das bedeutet, wie leicht
ersichtlich, daB3 jedes Element ¢ von X, dessen simtliche Potenzen #¢
sich als Briiche mit einem festen Nenner aus © darstellen lassen, selbst
zu @ gehort. Die endlichvielen GroBen, durch die sich alle Potenzen eines
ganzen f ausdriicken lassen, kénnen nimlich stets auf einen gemein-
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samen Nenner gebracht werden, und wenn umgekehrt alle Potenzen
von ¢ sich als Briiche mit Nenner s darstellen lassen, so sind sie alle
linear durch die eine Gro8e s—! ausdriickbar.

Aus dem vorigen Satz folgt nun, daB unter der Voraussetzung der
Kommutativitit von T der Ring © aller tn bezug auf R ganzen Grifen
von T stets ganz-abgeschlossen in T ist1, sobald fiir die Ideale von & der
Teilerkettensatz gilt.

Ein hinreichendes, aber keineswegs notwendiges Kriterium fiir ganze
Abgeschlossenheit eines Integrititsbereichs gibt der folgende Satz:

Ein Integrititsbereich mit Einselement, in dem der Satz von der ein-
deutigen Primfaktorzerlegung der Elemente gilt, ist ganz-abgeschlossen in
setnem Quotientenkérper.

Beweis: Jedes Element des Quotientenkorpers 148t sich als Bruch
a
)
dann alle Potenzen von

so darstellen, daB3 @ und b keinen Primfaktor gemein haben. Werden
a
3
von ihrem Nenner befreit, so muBl ca™ und daher auch ¢ durch 4* teilbar

sein fiir jedes #, was nur dann méglich ist, wenn & eine Einheit ist und

nach Multiplikation mit einer einzigen GroBe ¢

daher ;— =ab~1 zum Integrititsbereich gehort.

Aus dem Satz folgt, daB alle Hauptidealringe (insbesondere der
Ring C der ganzen Zahlen) sowie jeder ganzzahlige Polynombereich
und jeder Polynombereich iiber einem kommutativen Kérper K ganz-
abgeschlossen sind.

Aufgaben. 1. Die Einheitswurzeln eines Korpers sind stets ganz in
bezug auf jeden Unterring.

2. Welche Zahlen des GauBschen Zahlkorpers I'(7) sind ganz in
bezug auf C? Welche Zahlen des Korpers I (g) der dritten Einheits-
wurzeln (o = — 5+ 37/ —3)?

3. Ist der Integrititsbereich ® ganz-abgeschlossen, so ist auch der
Polynombereich R [x] ganz-abgeschlossen.

§ 99. Die ganzen GroBen eines Korpers.

Es sei R ein Integritdtsbereich, P sein Quotientenkérper, X ein
kommutativer endlicher Erweiterungskérper von P und € der Ring

1 Derselbe Satz kann auch ohne die Voraussetzung des Teilerkettensatzes be-
wiesen werden, wenn man statt dessen voraussetzt, daB R ganz-abgeschlossen
in seinem Quotientenkérper P und ¥ ein endlicher Erweiterungskérper von P
ist. Zum Beweis wird ¥ zu einem iiber P Galoisschen Kérper £’ und & zum Ring
@’ der ganzen GroBen von ¥’ erweitert. Wenn ein Element ¢ ganz in bezug auf
@, also in bezug auf &’ ist, so sind es auch die konjugierten GréB8en von ¢ (in be-
zug auf P) und somit auch die elementarsymmetrischen Funktionen dieser kon-
jugierten GroBen, d.h. die Koeffizienten der definierenden Gleichung von ¢Z.
Auf Grund der ganzen Abgeschlossenheit von R gehoren dann diese Koeffizienten
zu R, mithin ist ¢ ganz in bezug auf R und somit ¢ € €.
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der in bezug auf R ganzen GroBen von 2. Offenbar ist @ Erweiterungs-
ring von R. Wir konnen die Beziehungen zwischen den Ringen &R, ©
und den Korpern P, 2 schematisch so darstellen:

RCS

N~

PCX
Diese Bezeichnungen werden fir diesen Paragraphen festgehalten.
Mit ,,ganz‘ ist immer gemeint: ganz in bezug auf R.

Beispiele. Ist R der Ring der gewshnlichen ganzen Zahlen, so ist P
der Korper der rationalen Zahlen, 2’ ein Zahlkérper (endlich in bezug
auf P) und & der Ring der ganzen algebraischen Zahlen des Korpers X

Ist R ein Polynombereich: ® = K[x,, ..., #,], so ist P der Kérper
der rationalen Funktionen; X' entsteht durch Adjunktion von endlich-
vielen algebraischen Funktionen, und & besteht aus den ganzen alge-
braischen Funktionen des Korpers 2. Usw.

Ziel ist die Untersuchung der Idealtheorie in &. Dazu mu8, wie
wir wissen, allererst untersucht werden, wie es sich mit dem Teiler-
kettensatz fiir die Ideale von & verhilt. Genauer werden wir fragen, ob
sich der Teilerkettensatz, falls er fiir &R gilt, auf & iibertrigt. Nach den
Sdtzen des §97 gelingt diese Ubertragung, sobald eine $-Modulbasis
fir € gefunden ist. Das wird also unser erstes Ziel sein.

Zunichst ein vorbereitender Satz:

Ist o ein Element von X, so ist ¢ :;, wos€ES,rER.

Beweis: Das Element ¢ gentigt einer Gleichung mit Koeffizienten
aus P. Diese Koeffizienten sind gebrochen in bezug auf ®. Durch
Multiplikation mit dem Produkt der Nenner verwandelt man sie in
GroBen aus R:

7g0™ 4 70m" L oy, =0.

Setzt man 7, = 7 und multipliziert mit ™1, so kommt:

(ro)ym fry(ro)ym-l 47,y (ro)™"2 .o 4y, rm1l=0,
Also ist 7 ¢ ganz in bezug auf R. Setzt man 7o =s, so folgt die Be-
hauptung.

Aus diesem Satz folgt, daB X" der Quotientenkérper von & ist.

Ist ein Element & ganz, so sind auch alle Konjugierten von & (in einem
itber P Galoisschen Evweiterungskirper von X) ganz.

Beweis: Die endlichvielen Gréflen von X', durch die sich alle Po-
tenzen von & nach Voraussetzung linear ausdriicken lassen, gehen bei
einem Isomorphismus von 2 iiber in endlichviele GréBen, durch die
sich alle Potenzen einer beliebigen Konjugierten von & linear ausdriicken
lassen.
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Da Summen und Produkte ganzer GréBen wieder ganz sind, so sind
auch die elementarsymmetrischen Funktionen von & und seinen Kon-
jugierten ganz. Daraus folgt:

Wenn tn der diber P irreduziblen Gleichung, der eine ganze Grifle &
gendigt, der hichste Koeffizient gleich 1 gewdhlt wird, so sind alle ibrigen
Koceffizienten ganz in bezug auf R. Ist insbesondere R ganz-abgeschlossen
in P, so liegen alle diese Koeffizienten in R .

Dieser Satz gibt bei ganz-abgeschlossenem $ das bequemste Mittel,
zu untersuchen, ob eine GroBe & ganz ist: man braucht nicht mehr alle
Gleichungen zu bilden, denen & geniigt, und nachzusehen, ob es darunter
eine Gleichung mit ganzen Koeffizienten gibt; sondern es geniigt, die
eine irreduzible Gleichung mit hochstem Koeffizienten 1 zu nehmen.
Sind ihre Koeffizienten ganz, so ist & es auch; sonst nicht.

Wir machen nun die folgenden einschrinkenden Annahmen:

1. R sei ganz-abgeschlossen in seinem Quotientenkorper P.

I1. In R gelte der Teilerkettensatz fitr Ideale.

II1. X sei eine separable Evweiterung von P.

Aus TIT folgt nach §34, daB 2 von einem ,,primitiven Element* ¢
erzeugt wird: X' = P (¢). Nach dem obigen Satz ist ¢ = % (s€ES,7ER);

also erzeugt auch die ganze Grofe s den Korper. s geniigt einer Glei-
chung n-ten Grades, wo n der Korpergrad (X/P) ist. Jedes Element &
von X 1aBt sich darstellen in der Gestalt:

n—1

(1) 5=%“ek8" (0:€EP).

Ersetzt man in (1) s durch seine Konjugierten s, (in einem X umfassen-
den Galoisschen Erweiterungskérper von P), von denen es nach § 34
genau # gibt, so erhélt man fiir die Konjugierten &, von & die Gleichungen

n—1
(2) E,,=ZO,’Q,CSII. »=12,...,m).
Die Determinante dieses Gleichungssystems ist:
D= st =TT — ).
A<
nach dem Vandermondeschen Determinantensatz. Ihr Quadrat ist eine
symmetrische Funktion der s, und daher in P enthalten. Da weiter
die Konjugierten s, alle verschieden sind, ist D <= 0. Man kann also
das Gleichungssystem (2) auflosen:
. 2 slw ‘Sv
0="p
wo die Sy, und D Polynome in den s,, also ganz in bezug auf R sind.
Multiplikation dieser Gleichung mit D? ergibt:

3) D2Qk= ZDSkw§y°
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Nehmen wir nun an, & sei Element von &, also ganz, so sind auch
die &, und damit die rechte Seite von (3) ganz. Die linke Seite aber ist
ein Element von P. Wegen der ganzen Abgeschlossenheit von % in
P muB also D?g, in R liegen. Setzt man D?g; =7, so wird g, =7, D=2
und daher nach (1)

n—1
E= Ddr,D-2s*,
0

Jedes Element & von & 14Bt sich also durch D—2s°, D—2s?, ..., D-2sn-1
linear mit Koeffizienten aus f ausdriicken. Mit anderen Worten: & ist
enthalten in dem endlichen R-Modul

M= (D250, D-2s1, ..., D-2sn-1),

Daraus folgt nach den Sitzen von §97, daf S, sowie jeder Untermodul
von © und insbesondere jedes Ideal in & eine endliche Modulbasis in
bezug auf R besitzt, oder, was damit gleichbedeutend ist, daf fiir die
R-Moduln und insbesondere fity die Ideale in & der Teilerkettensatz gilt.
Ist speziell f ein Hauptidealring, so besitzen sogar & und jeder Unter-
modul von & eine linear-unabhingige R-Modulbasis.

Dasselbe Ergebnis gilt auch dann noch, wenn III nicht erfiillt ist, also X eine

Erweiterung zweiter Art (von der Charakteristik p) ist, vorausgesetzt, daB der
1

Wurzelring R?, der (dhnlich wie im § 33 der Wurzelkérper ) aus den p- ten Wurzeln
der Elemente von R besteht, endlich in bezug auf R ist. Dies trifft in allen prak-

tisch interessanten Fallen zu. Ist z. B. R ein Polynombereich: R = K[x,, .. ., »,],
und K aus dem Primkérper IT entstanden durch Adjunktion von endhchv1elen al-
gebraischen oder transzendenten GréBen @, ..., @,:
= JT(&4, ..., %) .
so ist
i 11 1
RP =K? [P ,...,%,7]
1 11 1
=JF?, .., 8P [P, . % ]
1

also hat R? eine endliche R-Modulbasis, bestehend aus den Elementen

. . . 0£di< >
19?"", .“’W,J_lr.p,xlfl.p’“ o ﬂ”p< _ p >

0=p<p

Ist diese Endlichkeitsbedingung an Stelle von III erfiillt, so beweist man die End-
lichkeit von & folgendermaBen:

Zunichst folgt aus der Endlichkeit von $1:2 in bezug auf i vermége der Iso-
morphie f =~ R1:? (vgl.§33) auch die Endlichkeit von R1:#* in bezug auf R1:2, usw,
So fortfahrend, erschlieBt man schlieBlich die Endlichkeit von Ri1:%° in bezug auf .

Es sei nun 4 die gréBte separable Erweiterung von P, die in X enthalten ist.
Es sei ¢ der Exponent von 2. Dann liegt X zwischen 4 und A1:9°,

Ist D der Ring der ganzen GréBen in 4, so ist D1:#° der Ring der ganzen GréBen
in A1:9°; denn ein Element von A1:%° ist dann und nur dann ganz, wenn seine pe-te
Potenz es ist. Der Ring & liegt somit zwischen® und ©1:9°. B ist endlich in bezug
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auf ® nach dem obigen Beweis, da es sich hier noch um eine Erweiterung erster
Art handelt. Wegen der Isomorphie

D~ Plip®

ist somit D1:#° endlich in bezug auf R1:2°. Aber R1:9° ist nach Voraussetzung end-
lich in bezug auf R ; daher ist auch D1:#° endlich in bezug auf R. Wie vorhin ist also
@ in einen endlichen R#-Modul eingebettet. Von hier an gelten alle unsere fritheren
Schliisse.

Unter einer R-Ordnung in X' versteht man einen Unterring von X,
der & umfaBt und endlicher R-Modul ist. Nach dem Obigen ist& eine
R-Ordnung und jeder Ring zwischen R und © auch. Umgekehrt folgt aus
der Ganzheitsdefinition sofort, daB jede R-Ordnung & in X aus lauter
ganzen GroBen besteht, d.h. in @ enthalten ist. Mithin kann man &
charakterisieren als die umfassendste ®#-Ordnung in 2. Man nennt &
auch die Hauptordnung des Korpers 2. Wenn von ,,Idealen des Kor-
pers®, , Einheiten des Korpers usw. die Rede ist, so sind damit immer
die Ideale von &, die Einheiten von € usw. gemeint. Nach § 98 ist &
ganz-abgeschlossen in X.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen gelten gréBtenteils ungeindert, wenn X
nicht ein Kérper, sondern ein kommutatives hyperkomplexes System iiber P ist,
welches dargestellt werden kann als eine Summe von Koérpern, die sich gegenseitig
annullieren. Sie gelten aber nicht mehr fiir nichtkommutative hyperkomplexe
Systeme iiber P, und zwar scheitert die Sache hauptsichlich daran, daB8 die
Summe zweier ganzen GréBen nicht mehr ganz zu sein braucht. Die Gesamtheit
der ganzen Gré8en ist daher keine Ordnung. Wohl besteht jede Ordnung aus lauter
ganzen GroBen, aber es gibt nicht eine alle Ordnungen umfassende Hauptordnung.
Unter passenden Voraussetzungen iiber Z gibt es verschiedene maximale R-Ord-
nungen, so daB jede R-Ordnung und auch jedes ganze Element in mindestens einer
maximalen ®}-Ordnung enthalten ist. Uber die Idealtheorie dieser maximalen ®-Ord-
nungen siehe L. E.DicksonN: Algebras and their Arithmetics, Chicago 1923;
E. ArTIN: Zur Arithmetik der hyperkomplexen Systeme, Abh. Math. Sem. Ham-
burg, Bd.5, S.261—289. 1927; H. BrRanDT: Zur Idealtheorie Dedekindscher
Algebren, Commentarii Mathematici Helvetici, Bd. 2, S.13—17. 1930.

In allen R-Ordnungen von X gilt nach dem soeben Bewiesenen der
Teilerkettensatz. Daher gelten fiir diese Ordnungen auch die Zerlegungs-
und Eindeutigkeitssitze der §§ 83 und 84 (Darstellung aller Ideale als
Durchschnitte von Primiridealen).

Eine groBe Vereinfachung dieser Idealtheorie tritt nach § 86, SchluB3,
dann ein, wenn jedes vom Nullideal verschiedene Primideal der Ordnung o
teilerlos ist. Der folgende Satz gibt an, wann das der Fall ist:

Ist in R jedes Primideal == (0) teilerlos, so ist auch in jeder R-Ordnung
o jedes Primideal 4= (0) teilerlos.

Beweis: Es sei p ein Primideal in o, welches ein von Null verschie-
denes Element ¢ enthilt. ¢ geniigt einer Gleichung niedrigsten Grades
mit Koeffizienten aus & und hiochstem Koeffizienten Eins:

4 a1 e 4oy =0,
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in der a; == 0 sein muB, da sonst die ganze Gleichung durch ¢ gekiirzt
werden konnte. Es folgt 4, =0 (f) =0 (p), also gehért @; dem Durch-
schnitt p "R an. Dieser Durchschnitt ist ein Primideal in %, denn
wenn ein Produkt zweier Elemente von & zu ® N p, also zu p gehort,
so muB ein Faktor zu p, also zu R N p gehoren. Da a;, zum Primideal
RN\ p gehort, ist dieses Primideal vom Nullideal verschieden, also
teilerlos.

Ist nun a ein echter Teiler von p, # ein Element von a, das nicht zu
p gehort, so geniigt » wieder einer Gleichung

ul + byut-1+4 - .- +b,=0,
also auch einer Kongruenz niedrigsten Grades
uk 414 - = 0(p),

in der wiederum ¢, ==0(p) sein muB, da sonst Kiirzung durch % mog-
lich wire. Es folgt nun ¢, = 0(#) =0 (a), also gehért ¢, dem Durch-
schnitt a N R an, ohne zup N R zu gehoren. Dieser Durchschnitt a "R
ist also ein echter Teiler von p AR, mithin gleich dem Einheitsideal R.
Also enthilt a das Einselement, mithin ist a =0, q. e. d.

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind insbesondere dann erfiillt,
wenn R ein Hauptidealring (Ring der ganzen Zahlen, Polynombereich
einer Variablen) ist. Dann gilt also fiir o der Satz, daBl jedes von Null-
und Einheitsideal verschiedene Ideal sich eindeutig als Produkt von
teilerfremden und von o verschiedenen Primiridealen darstellen 1483t.

Fiir die Hauptordnung & gilt aber, wie wir sehen werden, noch mehr:
die Primérideale sind Primidealpotenzen, also jedes Ideal Produkt von
Primidealpotenzen. Wir werden fiir dieses Hauptresultat der , klassischen
Dedekindschen Idealtheorie wegen seiner Bedeutung fiir die Theorie
der Zahlen- und Funktionenkorper eine direkte Begriindung geben,
ohne auf den Begriff des Primirideals und auf die allgemeine Ideal-
theorie Bezug zu nehmen. Das soll im nichsten Paragraphen nach einer
von W. KrRULL! angegebenen Methode geschehen.

Aufgaben. 1. Ist ® ein Hauptidealring, (v, . . ., »,) die in diesem
Fall stets existierende linear-unabhingige Basis einer Ordnung o und
sind (@, ..., o) die konjugierten Basen in einem Galoisschen Er-
weiterungskérper von P, so ist die ,,Koérperdiskriminante*

o). @2
Dl |

ganz, rational und von Null verschieden.

1 Krurr, W.: Zur Theorie der allgemeinen Zahlringe. Math. Ann. Bd. 99
S. 51—-70. 1928.
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2. Es sei £ = P(yd) und R ganz-abgeschlossen in P. Zu beweisen-
Alle und nur die Zahlen £ =a + b }/d sind ganz in bezug auf R, deren
Spur und Norm:

SE =E+8=(a+byd)+ (a—bjd) =2a,
N@E =¢&=(a+byd)(a—>yd) =a —b2d

beide zu R gehoren.

3. Ist, in Aufgabe 2, ® = K[«] ein Polynombereich einer Unbestimm-
ten und 4 ein Polynom, das keine mehrfachen Faktoren enthilt, so ist
E=a+0b ]/;i nur dann ganz, wenn & und b zu R gehoren.

4. Ist, in Aufgabe 2, R = C der Ring der ganzen Zahlen und 4
eine quadratfreie ganze Zahl, so besteht eine Basis der Hauptordnung im
Fall d5=1(4) aus den Zahlen 1, y’;i ; im Fall d =1 (4) aus den Zahlen],
14 yd
—5 -

§ 100. Axiomatische Begriindung der klassischen Idealtheorie.

Es seip ein Integritdtsbereich (kommutativer Ring ohne Nullteiler),
in dem folgende drei Axiome erfiillt sind:

I. Der Teilerkettensatz fiir Ideale.

II. Alle vom Nullideal verschiedenen Primideale sind teilerlos.

III. o ist ganz-abgeschlossen im Quotientenkorper 2.

Beispiele von solchen Ringen sind: 1. die Hauptidealringe; 2. die
Hauptordnungen, die bei endlicher Erweiterung des Quotientenkérpers
nach dem Schema von §99 aus Hauptidealringen hervorgehen (ins-
besondere also die Hauptordnungen in Zahlkérpern und Funktionen-
korpern einer Verinderlichen).

Elemente von 2, die ganz in bezug auf o sind, also nach III in o
liegen, werden einfach ganz genannt. Insbesondere ist das Einselement
von X' stets ganz, mithin ist o ein Integritdtsbereich mit Einselement.

Wir betrachten nun neben den Idealen von o (oder p-Moduln in o)
noch o-Moduln in 2, d. h. Untermengen von X', die mit @ und & auch
a — b, mit a auch ra (wo 7 ganz ist) enthalten. Falls ein solcher n-Modul
eine endliche Modulbasis hat, nennt man ihn auch gebrochenes Ideal.
Besteht ein p-Modul ¢ aus lauter ganzen GroBen (¢ C o), so ist er ein
Ideal im gewohnlichen Sinn oder, wie wir jetzt sagen, ein ganzes Ideal.

Unter der Summe oder dem G. G. T. (a, b) zweier 0-Moduln a und b
verstehen wir (wie bei Idealen) den Modul aller Summen a + b mit
a€a,b€DH; ebenso unter dem Produkt ab den von allen Produkten
ab erzeugten Modul oder die Gesamtheit aller Summen 3 a,b,.

Summen und Produkte von p-Moduln mit endlicher Basis haben
wieder endliche Basis.

v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 7
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In den folgenden Sitzen bezeichnen die deutschen Buchstaben aus-
schlieBlich ganze, vom Nullideal verschiedene Ideale in o, wahrend der
Buchstabe p immer ein Primideal < (0) angibt.

Hilfssatz 1. Zu jedem Ideal a gibt es ein Produkt von Primidealen p;,
Teilern von a, welches durch a teilbar ist:

P1pe- - - p,=0(a).?

Erster Beweis: Setzt man den allgemeinen Zerlegungssatz (§ 83)
als bekannt voraus, so hat man:

a={qy - gl
¥ =0(q),

]:IpffEO([ql, e 0] =0(a).

Zweiter Beweis: Ohne Benutzung von Primiridealen kann man
folgendermaBen schlieBen.

Ist a prim, so ist der Satz richtig. Ist a nicht prim, so gibt es ein
Produkt zweier Hauptideale b ¢ so, daB

bec=0(a), b=E0(a), ¢==0(a).
Die Ideale 6" = (b, a), ¢’ = (c, a) sind echte Teiler von a, und es ist
o' = (b, a) (¢, a)=(bc, ba, ac, a?) =0(a, a, a, a)=0(a).

Setzt man nun den Satz fiir die Ideale b’ und ¢’ als richtig voraus, so
gibt es ein Produkt p, - - - p,=0(b’) und ein anderes p,,, - - - p, =0(c').
Das Produkt p; « - - PsPsyy - -+ Py ist dann =0 (b'-¢’) = 0 (a) und somit
gilt der Satz auch fiir a. Wiare der Satz also fiir ein Ideal a nicht giiltig,
so wiirde er fiir einen der beiden echten Teiler b’ oder ¢’ auch nicht
gelten; dieser hitte in derselben Weise wieder einen echten Teiler, fiir
den der Satz nicht gilte, usw.; so erhielte man eine unendliche Kette
von echten Teilern, was nach Axiom I unméglich ist. Also gilt der Satz
fiir jedes Ideal a.

Hilfssatz 2. Ist p prim, so folgt aus ab =0(p), daf a =0(p)
oder b = 0(p) st

Beweis: Wire a==0(p) und b ==0(p), so gibe es ein Element a
von a und ein Element b von b, die beide nicht zu p gehérten. Das Pro-
dukt ab wiirde in ab, also in p liegen, im Widerspruch zu der Prim-
idealeigenschaft von p.

Mit p~* bezeichnen wir die Gesamtheit der (ganzen oder gebrochenen)
Grofen a, fiir die ap ganz ist3. Offensichtlich ist p—* ein p-Modul.

1 Der Satz beruht ausschlieBlich auf dem Teilerkettensatz. 2 Vgl. § 82.
3 Mit ap ist die Gesamtheit aller Produkte ac mit ¢ € p gemeint.
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Hilfssatz 3. Ist p == o, so liegt on p=* esn nichiganzes Element.

Beweis: Es sei ¢ ein beliebiges von Null verschiedenes Element vonp .
Nach Hilfssatz 1 gibt es ein Produkt von Primidealen

Pipe P, =0(c).
Wir kénnen annehmen, daB3 dieses Produkt unverkiirzbar sei, d. h. da3
kein Teilprodukt wie p, - -+ p, = 0(c) ist. Da das Produkt p,p, - - - p,
durch p teilbar ist, so muB ein Faktor, etwa p,, durch p teilbar und
daher gleich p sein.

Mithin ist

PP, =0(c),

P2 Pr=E0(0).
Es gibt also ein nicht zu (c) gehoriges Element & in p, - - - p,. Fiir dieses
gilt

pb=0(ppy---p,) =0(c).1
b . b . .
Also ist p . ganz; daher liegt —in p~L. Aber wegen b==0(c) ist -?
nicht ganz, q.e.d.
Satz 1. Ist p & o, so ist

p-pt=o.

Beweis: Nach Definition von p-! ist p C p-1, mithin p = op
Cp-1p. Das ganze Ideal pp—? ist also Teiler von p, mithin entweder
=p oder = p. Angenommen, es wire

pept=p.
Daraus wiirde folgen: p-(p~1)2 = (pp~1)p~r =pp—! =p und ebenso
p (023 =p, usw. Ist also @ == 0 ein beliebiges Element von p und &
eins von p~1, so ist ab° € p (p~1)° ganz, mithin sind alle Potenzen von b
als Briiche mit dem festen Nenner a darstellbar. Also ist b ganz. Das
gilt von jedem b aus p—?*, entgegen Hilfssatz 3.

Jetzt sind wir imstande, den Hauptsatz iiber die Faktorzerlegung
zu beweisen:

Satz 2. Jedes Ideal a ist Produkt von Primidealen.

Beweis: Wir kénnen a == o voraussetzen. Es sei nach Hilfssatz 1

(1) Pip2---Pr=0(a) =0(py)

und die Anzahl 7 sei moglichst klein gewahlt, so daB kein kiirzeres Pro-
dukt = 0 (a) ist. Multipliziert man (1) mit p7’, so kommt

Py e, = 0(p7'a) = 0(0);

1 Auch diese SchluBweise kann abgekiirzt werden, wenn man die allgemeine
Idealtheorie als bekannt voraussetzt. Ist namlich ¢ = 0(p), so kommt p unter den
zugehorigen Primidealen von (¢) vor, also ist nach §84 (¢):p = (), d. h. es gibt
ein nicht zu (c) gehériges Element b, so daB pb = 0 (c) ist.

7%
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also ist p;'a ein ganzes Ideal, welches schon in einem Produkt von
weniger als ¢ Primidealen aufgeht. Machen wir nun eine Induktion
nach 7, d. h. nehmen wir an, daB fiir Ideale, die in einem Produkt von
weniger als  Primidealen = (0) aufgehen, der Satz schon bewiesen
sei (fiir Ideale, die in einem Primideal == (0) aufgehen, ist ja alles klar),
so gilt der Satz insbesondere fiir p;*a, d. h. es ist

prta=p;---p;.
Beiderseitige Multiplikation mit p, ergibt die gesuchte Darstellung fiir a.
Die Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt aus
Satz3. Ist a=0(0) und a =py---p,, b=p]---p., so kommt
jedes von o verschiedene Primideal, das in der Darstellung von b vorkommt,
auch in der Darstellung von a, und zwar mindestens ebenso oft vor.

Beweis: Es sei p; & 0. Da p] Teiler von a ist, so muB p} unter den
p, vorkommen (Hilfssatz 2). Es sei etwa p, = p;. Man hat

pita=0(pi'h),

pita =Py -p,,

p1tb =ps---p;.
Nehmen wir die Behauptung fiir kleinere Werte von s als bewiesen an
(fiir s =0, b =p ist sie trivial), so folgt, daB jedes von o verschiedene

der Ideale p,, . . ., p, mindestens gleich oft unter p,, . . ., p, vorkommt,
und daraus die Behauptung.

Folgerungen. 1. Die Darstellung eines Ideals a als Produkt von
Primidealen ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren und bis auf Fak-
toren o eindentig.

2. Aus Teilbarkeit folgt Produkidarstellung: Ist o = 0(b), so st
a = bc mat ganzem c.

Man hat nidmlich fiir ¢ nur das Produkt derjenigen Primfaktoren
von a zu nehmen, die iibrigbleiben, wenn man diejenigen von b (jeden
so oft, wie er in b vorkommt) aus der Darstellung von a streicht.

Ist p ein kommutativer Ring mi¢ Nullteilern, so gilt die ganze Theorie dieses
Paragraphen ohne wesentliche Modifikationen, wenn man sich nur auf solche Ideale
beschrankt, die nicht aus lauter Nullteilern bestehen. Die Axiome I und IT

missen fir die Nicht-Nullteilerideale als giiltig vorausgesetzt werden, wihrend
man in Axiom III den Quotientenkorper durch den Quotientenring zu ersetzen

a
hat, d. h. durch den Ring aller Briiche 5 Wo b kein Nullteiler ist. Als Ergeb-
nis erhilt man die Satze 1, 2, 3 fur Nicht-Nullteilerideale.

§ 101. Umkehrung und Ergidnzung der Ergebnisse.

Wir sahen, daB3 aus den Axiomen I bis III (§ 100) die Sitze 2 und 3
folgen, welche zusammen die eindeutige Primfaktorzerlegung der Ideale
besagen. Dieser Sachverhalt 148t sich nun umkehren:
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Es sei o etn Integrititsbereich mit Einselement. In o sei jedes Ideal a
darstellbar als Produkt von Primidealen: o = pipy--- 9., und wenn a
durch % teilbar ist, so moge in jeder Zerlegung von o feder von o ver-
schiedene Faktor einer Zerlegung von b mindestens so oft vorkommen.
Dann gelten in o die Axiome I bis II1.

Beweis: Der Kettensatz (Axiom I) folgt unmittelbar daraus, daf
jedes Ideal a =p§-.-p& nur endlichviele Teiler b =pf--- p;-
(6; = p;) hat. Insbesondere hat ein Primideal p nur die Teiler p und o,
also ist auch Axiom II erfiillt.

Um schlieBlich Axiom III (die ganze Abgeschlossenheit von o im
Quotientenkérper X) zu beweisen, nehmen wir an, A sei ein Element von
%, das ganz in bezug auf o ist, so daBl etwa A™ sich durch 29, ..., Am—1
linear ausdriickt oder, was auf dasselbe hinauskommt, im p-Modul

[=(29,2%, ..., A" 1) liegt. Ist A = %, so 148t [ sich durch Multiplika-

tion mit b = (b™~1) in ein ganzes Ideal verwandeln. Weiter geniigt 1
offenbar der Gleichung [2 = [. Multiplikation mit 2 ergibt:

(I6)2 = (Ib)b.
Daraus folgt wegen der Eindeutigkeit :
Ib=0,
‘also, wenn man noch beide Seiten mit =*7-1 multipliziert:
[=o.

A ist also Element von o, q. e. d.

Wir werden jetzt einige Ergdnzungen der Sitze 2 und 3 erértern,
welche ebenfalls zur klassischen Idealtheorie gehoren.

Die Tatsache, daB aus Teilbarkeit Produktdarstellung folgt, ge-
stattet es, grofte gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Viel-
fache von Idealen in gleicher Weise zu berechnen, wie man es bei ganzen
Zahlen mit Hilfe der Primfaktorzerlegung macht.

Es seien a und b zwei beliebige Ideale:

a= pgl...pgr,

b= por.-. p;’r
(wobei beide Male alle Primfaktoren angeschrieben werden, die in a
oder b vorkommen, eventuell mit Exponenten Null). Jeder gemeinsame
Teiler enthilt nur Primfaktoren p,; der angeschriebenen Reihe, und zwar
mit Exponenten < 7;, wo 7; die kleinste der Zahlen g,, g, ist. Der groBte
gemeinsame Teiler (a, b) muB durch jeden gemeinsamen Teiler, insbeson-
dere durch p, teilbar sein. Also kann er nur

1...07r

sein. 1 r

* Deutsche Buchstaben stellen wiederum ganze Ideale 3 (0) dar.
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Ebenso ist das kleinste gemeinsame Vielfache (der Durchschnitt)
a Nb von a und b das Ideal
pf; “ee p‘,‘_'r’
wo u; die groBte der Zahlen p,, o, ist.
Satz 4. Ist a = 0(D), so gibt es in d ein Element d, so daff
(a, d) =d.
Beweis: Es sei
a= pgl...pgr’
bD=py---py. 0=o0;,=0)
Wir haben d so zu wihlen, dal 4 durch © teilbar ist, aber keine wei-
teren Teiler mit a gemein hat. Wir setzen

¢ = prlu+1...p0r+1
r )
C=Cp; = p‘;i+1...p;}i...p7r+l_

Dann ist ¢; 5=0(c). Es gibt also ein Element d;, das in ¢;, aber nicht
in ¢ liegt. Es ist dann
d; =0(py+l) fir 741,
d; = 0(pgi+Y).
d=d;+ --- +4d,
ist durch » teilbar (weil alle d; es sind). Aber es ist
d = d; == 0(py*);
also hat 4 in der Tat mit a keine weiteren Faktoren gemein als die
Faktoren von b.
Folgerungen.
1. Im Restklassenring ofa ist jedes Ideal d]a Hauptideal. dfa wird
nidmlich von der Restklasse a 4 4 erzeugt.
2. Jedes Ideal d besitzt eine zweigliedrige Basis (a, d), wo a 4 0 be-
liebig in D gewdhlt werden kann.
Es sei nidmlich a irgendein von Null verschiedenes Element von b
und a = (a). Der obige Satz ergibt (a, d) = b.
3. Jedes Ideal d lift sich durch Multiplikation mit einem zu einem

gegebenen Ideal ¢ teilerfremden Ideal b in ein Hauptideal verwandeln.
Beweis: Wir setzen a = cb. Der obige Satz ergibt

Die Summe

(1) (a, d) = b.
Da d durch b teilbar ist, so kénnen wir setzen
(d)=0bbd

und haben nach (1):
(cd, bd) =bd.

¢ und b miissen also teilerfremd sein.
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Aufgabe. Es sei © der Ring aller Quotienten %, wo a und b

ganz und b durch gewisse Primideale p,, . . ., p, nicht teilbar ist. Dann
entspricht jedem Ideal ¢ von o ein Ideal A von O, bestehend aus den
% mit a€a. Den Idealen p,, ..., p, entsprechen Primideale
By, ..., B,, allen iibrigen Primidealen von o das Einheitsideal . Jedes
Ideal in © ist eindeutig als Potenzprodukt der Ideale g, ..., B, dar-
stellbar. AuBerdem ist in © jedes Ideal Hauptideal.

Briichen

§ 102. Gebrochene Ideale.

Einen p-Modul im Quotientenkérper X nannten wir in § 100 gebroche-
nes Ideal, falls er eine endliche Basis besaB. Die Ideale in o oder ,,ganzen
Ideale sind also spezielle gebrochene Ideale.

Ist (0y,...,0,) eine solche Basis eines gebrochenen Ideals, so
kénnen wir durch Multiplikation mit einem passenden Nenner die ge-
samte Basis, also auch das Ideal ganz machen.

LaBt sich umgekehrt ein p-Modul a durch Multiplikation mit einer
ganzen GroBe b == 0 ganz machen, so hat ba als ganzes Ideal eine end-
liche Basis

ba=(ay,...,a,),
und hieraus folgt:

Damit ist bewiesen:

Ein o-Modul in X ist dann und nur dann endlich, also gebrochenes
Ideal, wenn er sich durch Multiplikation mit einer ganzen Grofe b <= 0
in ein ganzes Ideal verwandeln lift.

Wir sahen schon, daB mit a und b auch a-b und (a,b) eine end-
liche Basis haben, also gebrochene Ideale sind. Dasselbe gilt nun aber
von dem Modulguotienten a6, wo a und b ganze Ideale sind und b == (0)
ist’. Denn ist b 4 0 irgend ein Element von b, so ist

b-(a:6)Cb-(a:b)Calo;

demnach wird a:b durch Multiplikation mit & in ein ganzes Ideal ver-
wandelt.

Insbesondere ist stets o:p = p—?* ein gebrochenes Ideal.

Jedes ganze oder gebrochene Ideal < (0) hat ein Inverses.

Beweis: Essei cein ganzes oder gebrochenes Ideal == (0), und b 40
werde so gewihlt, daB bc ganz ist:

(1) be=a.

1 Unter dem Modulquotienten a:b (in &) verstehen wir die Gesamtheit der
Elemente 4 von Z, fiir die Ab Ca.
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Istnuna = .9, - - - p,, so ergibt Multiplikation von (1) mit p;* p;*- - - p;?
nach Satz 1 (§ 100):

(prtpyt---p7lbe=o,
womit die Existenz des Inversen

cl=prte.-prth
nachgewiesen ist.
Aus diesem Satz folgt: Die ganzen und gebrochenen Ideale <= (0) bilden
eine Abelsche Gruppe.
Die Gleichung a¢ = b ist also eindeutig nach ¢ auflésbar. Die Losung

kann mit a—1b oder % bezeichnet werden.

Aus den fritheren Sétzen folgt noch:
Jedes gebrochene Ideal ist als Quotient zweier ganzen Ideale, also in der

Gestalt
P - p)
AR
1 t

darstellbar. Man kann dabei durch jedes Ideal, das sowohl im Zihler
wie auch im Nenner steht, kiirzen.

Jedes gebrochene Hauptideal (A) it eime Darstellung als Quotient
zweier ganzen Hawptideale zu, derart, daB von irgend v vorgegebenen Prim-
idealen keines sowohl tm Zihler wie tm Nenner vorkommit.

Beweis: Es sei in gekiirzter Darstellung

_pi--p
(2') - p;l_ .. p;r’
und p,,...,p, seien die » vorgegebenen Primideale. Verwandelt man

den Nenner durch Multiplikation mit einem zum Produkt p,---p,
teilerfremden Ideal b in ein Hauptideal (d), so wird
_bpi---p _ Bbpi-- -y

M’"bv;”-'--n;" @

also

bpy - - - py =(Ad).

Der Zihler wird also ebenfalls Hauptideal. Keines der Ideale p,, . . ., p,
kommt sowohl im Zéhler wie im Nenner vor.

Aufgabe. Der Idealbruch o= — 2

o ist gleich dem Modul-
quotienten b:a.

Fir die weitere Entwicklung der Idealtheorie in Zahlkérpern verweisen wir
auf das Buch von E. HEcke: Vorlesungen iber die Theorie der algebraischen
Zahlen, Leipzig 1923. Fiir die Idealtheorie in Funktionenkérpern und ihre An-
wendungen verweisen wir auf die grundlegende Arbeit von DEDEKIND und WEBER:
Crelles Journal Bd. 92, S.181—290. 1882, sowie auf den 2. Band des Weber-
schen Lehrbuchs der Algebra. Siehe auch ScumipT, F. K.: Analytische Zahlen-
theorie in Kérpern der Charakteristik . Math. Zeitschr. Bd. 33, S. 1—32. 1931.
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§103. Idealtheorie beliebiger ganz-abgeschlossener Integrititsbereiche.

Es gibt viele wichtige Integritatsbereiche, welche zwar den Axiomen I und III
von § 100 geniigen, nicht aber dem Axiom II. Ich fithre nur die Polynombereiche
K[#,, ..., #,] in mehr als einer Veranderlichen, die ganzzahligen Polynombereiche
Cf#, ..., #,] und deren endliche ganz-abgeschlossene Erweiterungen (Haupt-
ordnungen) an. In allen diesen Ringen kommt es vor, da ein vom Null- und
Einheitsideal verschiedenes Primideal ein ebensolches Primideal zum echten Teiler
hat. In diesen Ringen kann also die Idealtheorie des § 100 nicht gelten. Wir werden
aber zeigen, da8 ihre Hauptergebnisse trotzdem bestehen bleiben, wenn man die
Gleichheit der Ideale durch eine ,, Quasigleichheits‘‘relation ersetzt, die wir sofort
definieren werden?l.

Es sei also p ein Integritatsbereich, der ganz-abgeschlossen in seinem Quotien-
tenkorper X ist. Die deutschen Buchstaben bezeichnen im folgenden vom Nullideal
verschiedene gebrochene Ideale, d. h. 0-Moduln in X, die durch Multiplikation mit
einer nichtverschwindenden Gré8e aus o ganz werden. Unter dem inversen Ideal
a~1wird wieder die Gesamtheit derjenigen Elemente » von X verstanden, fiir die 7a
ganz ist.

Wir definieren: q ist quasigleich b, wenn a-! = b-! ist. Zeichen: a ~ b. Die
Relation ~ ist offenbar reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Ebenso heiBt a ein Quasiteiler von b, b ein Quasivielfaches von a, wenn a-1 C b1,
oder, was dasselbe ist, wenn a-1b ganz ist. Zeichen: a < b oder b =a.

Die einfachsten Eigenschaften der Zeichen < und ~ sind:

1. Aus a Db folgt a £ b (Beweis klar).

2. Ist a Hauptideal: g = (a), so folgt aus a =< b auch umgekehrt a D b. Denn
dann ist a-1 = (a~1); aus ‘der Voraussetzung, daB a-1b ganz ist, folgt also, daB
a-1b ganz ist, d. h. daB alle Elemente von b durch a teilbar sind.

3. Ista < b und zugleich a = b, so ist a ~b.

4. Alle Quasivielfachen b von qa, insbesondere also alle zu a quasigleichen b,
haben die Eigenschaft b C (a=1)-1. (Unmittelbare Folge der Ganzheit von ba-1.)

Insbesondere ist also a C (a~1)-1. Nach 1. folgt daraus a = (a=1)-1. Anderer-

seits ist a~*(a~%)-?* ganz, also a = (a~%)~%, mithin

5. a~ (a-1)-1.,

Nach 4. und 5. ist (a~1)~* das umfassendste zu a quasigleiche Ideal. Wir be-
zeichnen es mit a¥*.

6. Ist a < b, so ist auch ac = bc. Denn es ist (ca)~ca ganz, also (ca)~lc
Ca-1{ b}, mithin (ca)~lch ganz, oder ca = cb.
" 7. 7Tst a ~b, so ist ac ~b¢. (Folge von 6.)

8. Ist a~b und ¢ ~bH, so ist ac ~bbd. (Denn nach 7. ist ac ~be ~bd.)

Vereinigt man alle einem Ideal quasigleichen Ideale zu einer Klasse, so ist die
Klasse des Produktes ac nach 8. nur von der Klasse von a und der Klasse von ¢
abhingig. Wir konnen also das Produkt der beiden letzteren Klassen als die Klasse
des Produktes ac definieren.

9. Einheitsklasse bei der Klassenmultiplikation ist die Klasse derjenigen
Ideale, die dem Einheitsideal o quasigleich sind; denn fiir jedes a ist a0 = a.

10. Alle Quasivielfachen von o, insbesondere alle Ideale der Einheitsklasse,
sind ganz. (Spezialfall von 2.: man setze a = 1.) Folge: Alle zu einem ganzen
Ideal quasigleichen Ideale sind wieder ganz.

1 Die vom Verfasser in Math. Ann. Bd. 101 (1929) in einer weniger schénen
Form aufgestellte Theorie wurde von Herrn E. ArRTIN auf eine schéne Form ge-
bracht und wird in dieser Form hier zum erstenmal publiziert.
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Wir beweisen nun die wichtigste Eigenschaft des Inversen:
11. aa~l~np.

DaB aa~! = p ist, ist klar; denn aa~!ist ganz. Es bleibt zu beweisen aa-1 < o,
oder (aa~1)- C 0. Wenn 4 zu (aa-1)-! gehért, so ist Aaa-! ganz, also la—lg a-i,
also A%a-1C Aa-lg a1, usw., allgemein 2"q~? C a~?, also A"a~'a ganz. Ist u ein
beliebiges Element von a-la, so werden also alle Potenzen von A nach Multiplikation
mit g ganz. Mittels der ganzen Abgeschlossenheit von o folgt daraus, genau wie an
der entsprechendén Stelle in § 100, daB3 4 selber ganz ist.

Aus 11. folgt, daB bei der oben definierten Klassenmultiplikation die Klasse
von a~! eine Inverse zur Klasse von a darstellt: das Produkt der Klassen von a
und a-! ist die Einheitsklasse. Daraus folgt:

Satz 1. Die Klassen quasigleicher Ideale bilden eine Gruppe.

12. Aus a = b folgt a ~ bc mit ganzem ¢, wobei ¢ auBerdem noch so gewahlt

werden kann, daB b¢ C a. Setzt man namlich ab~! = ¢, so ist ¢ ganz, und zugleich
folgt durch beiderseitige Multiplikation mit b, daB a ~bc sowie be =bb-1a
Coa =a ist.
" Von jetzt an sollen alle deutschen Buchstaben ganze vom Nullideal verschiedene
Ideale darstellen. Ein solches Ideal p nennen wir unzerlegbar, wenn es nicht quasi-
gleich o ist und in jeder Produktdarstellung p ~ab notwendig ein Faktor der Ein-
heitsklasse angehort, oder, was nach 12. dasselbe ist, wenn p, ohne quasigleich o
zu sein, keine anderen Quasiteiler hat als solche, die quasigleich p oder quasigleich
0 sind.

Ersetzt man ein unzerlegbares Ideal p durch das umfassendste quasigleiche
Ideal p*, so ist jeder ganze echte Teiler von p* notwendig nicht-quasigleich p, also
quasigleich 0. Jedes durch p oder p* quasiteilbare Ideal ist nach 4. durch p* teilbar.
Daraus folgt nun weiter:

13. p* ist ein Primideal. Ist namlich ein Produkt b ¢ zweier Hauptideale b und ¢
teilbar durchp*, aber b nicht teilbar durchp*, so ist (b, p*) ein echter Teiler von p*,
also quasigleich o, mithin

c=o0c~(0,p*)c=(bc,p*c) = (p* p*) = p*,
also ¢ quasiteilbar durch p*, also teilbar durch p*.

In derselben Weise folgt:

14. Wenn ein Produkt b¢ durch das unzerlegbare Ideal p quasiteilbar ist, so
ist ein Faktor (b oder ¢) durch p quasiteilbar. Denn aus Quasiteilbarkeit durch p
folgt Teilbarkeit durch p*, und weiter verliuft der Beweis wie bei 13.

Setzen wir noch in o den Teilerkettensatz voraus, so gilt:

15. Jede Kette von ganzen Idealen a; > a, > ---, wo jedes folgende Ideal
ein echter Quasiteiler des vorangehenden (d. h. Quasiteiler und nicht quasigleich)
ist, bricht nach endlichvielen Schritten ab. Denn wenn wir die Ideale ay, Qg -« -

durch ihre umfassendsten quasigleichen aff, a¥, ... ersetzen, so erhalten wir eine
Kette von ganzen Idealen a¥ C aF (- -+, die nach dem Teilerkettensatz abbrechen
muf.

Aus 14. und 15. folgen Eindeutigkeit und Moglichkeit der Zerlegung aller
ganzen Ideale in unzerlegbare in genau derselben Weise wie in § 17. Mithin gilt:

Satz 2. Jedes vom Nullideal verschiedene ganze Ideal ist quasigleich einem bis auf
die Reihenfolge und bis auf Quasigleichheit eindeutig bestimmien Produkt von un-
zerlegbaren Idealen 9y, p,, . . ., 9, (die natiirlich auch als Primideale pf¥, p, . . ., pF
gewdhlt werden kénnen).

Zwischen zwei Hauptidealen besteht nach 2. nur dann Quasiteilbarkeit bzw.
Quasigleichheit, wenn Teilbarkeit bzw. Gleichheit besteht. Durch Hinzunahme
der Klassen von Nicht-Hauptidealen zu den Hauptidealen erhalt man einen neuen
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Bereich, in dem nach Satz 2 die eindeutige Primfaktorzerlegung gilt, womit also
das Ziel der , klassischen Idealtheorie* erreicht istl.

Um aber die Beziehung der jetzt gewonnenen Theorie zu der allgemeinen Ideal-
theorie und zu der speziellen Idealtheorie von § 100 herzustellen, miissen wir unter-
suchen, welche Primideale unzerlegbar und welche Ideale quasigleich o sind.

Wir haben gesehen: Fiir unzerlegbares p ist p* prim. Wir zeigen nun:

16. Kein vom Nullideal verschiedenes echtes Vielfaches eines solchen p* ist
prim. Ist nimlich a ein solches, so ista =p*; nach 12. ist also etwa a ~p*q mit
p*q=0(a). Da in der Zerlegung von q ein Primfaktor weniger vorkommt als in
der von q, so ist q == 0 (a); ebenso ist p*== 0 (a). Also ist @ nicht prim.

Wir betrachten nun die Zerlegung eines beliebigen Primideals p. Entweder ist
p ~ 0, oder in der Zerlegung p ~ .9, - -, kommt ein unzerlegbarer Faktor {, vor.
Dann ist p = p,, also p Cp¥F; da aber ein echtes Vielfaches von p;¥ nicht prim sein
kann, so muB p = p;¥ sein. Es folgt p* = (pF)* = pF¥ = p; mithin gilt:

17. Jedes Primideal p ist entweder quasigleich o oder unzerlegbar und gleich
dem zugehorigen p*.

Im zweiten Fall hat p kein vom Nullideal verschiedenes echtes Primidealviel-
faches. Hingegen zeigen wir, daB es ein solches im ersten Fall gewil} gibt:

18. Istp ~ 0, so gibt es ein unzerlegbares echtes Primidealvielfaches p¥* von p.
Ist namlich p = 0 ein Element von p und (p) ~PiPe***Pr ~ PFf paf -+ - p,¥ dessen
Zerlegung, so folgt aus 2., daB pf pF - - -p¥=0(p) = 0(p), also ein p¥=0(p) ist.
Es ist aber p¥ & p, da sonst p¥ ~ o wire.

Nennen wir ein Primideal ein Adheres, wenn es kein vom Nullideal verschiedenes
echtes Primidealvielfaches hat, dagegen ein #niederes, wenn es ein solches Primideal-
vielfaches gibt, so konnen wir 16., 17. und 18. zusammenfassen zu

Satz 3. Jedes héherve Primideal p ist unzerlegbar und gleich seimem p*; jedes
niedeve Primideal ist quasigleich 0.

Ein Ideal, das nicht der Einheitsklasse angehort, ist auf Grund des Zerlegungs-
satzes 2 durch mindestens ein hoheres Primideal p = p* teilbar. Ein Ideal der Ein-
heitsklasse ist aber durch kein hoheres Primideal teilbar. Damit ist die Einheits-

“klasse rein idealtheoretisch (d. h. im Bereich der ganzen Ideale) gekennzeichnet.
Mit Hilfe dieses Ergebnisses konnen wir nun auch die Quasiteilbarkeit (oder Quasi-
gleichheit) idealtheoretisch kennzeichnen:

19. Ista = b, so gibt es ein Ideal ¢ der Einheitsklasse, so daB ac =0 (b) ist.
Wihlt man nimlich ¢ = b-1b, so wird ac = (ab-1)b6 b, da ab-?! ganz ist.

1 Setzt man fiir o nicht den Teilerkettensatz voraus, so gilt Satz 2 nicht. An
dessen Stelle tritt nach E. ArTIN der folgende ,,Verfeinerungssatz’‘: Wenn zwei
Faktorzerlegungen eines Ideals gegeben sind:

a~f)152 ce BmNCIC2 R

so kann man die beiden Produkte derart weiter zerlegen, daB diese Zerlegungen
bis auf die Reihenfolge der Faktoren und bis auf Quasigleichheit iibereinstimmen -

by~ ITb;,
n
€y ~ II Cy
v
by, ~ ¢, in irgendeiner Anordnung.

Der Beweis beruht auf der folgenden Verallgemeinerung eines Hilfssatzes aus
§ 85: Aus (a, ) ~ v und (a, ¢) ~ o folgt (a, bc) ~ 0. Der Hilfssatz ist leicht zu
beweisen, und mit seiner Hilfe gelingt auch der Beweis des Verfeinerungssatzes
ohne Miihe, indem man setzt: (b, ¢;) =byy; by ~ by; b5 (6], ¢5) = byp; 0, ~byu b7
(67, ¢3) = byg; usw.
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Ist von zwei Idealen jedes quasiteilbar durch das andere, so sind sie quasigleich.
Man kann aber die Quasigleichheit auch noch anders beschreiben:

20.Ista ~ b,sogibtesein¢ ~pundeinb ~p,sodaBac = bd. Ausq-1 = p-1
folgt namlich a (b-1b) = (aa—?)b.

In den in § 100 untersuchten Ringen ist wegen des Axioms II ein von (0) ver-
schiedenes Primideal nur durch sich selbst und durch o teilbar; also gibt es dort
keine niederen Primideale auBer p. Da jedes Ideal a & p durch ein von o ver-
schiedenes Primideal teilbar ist (Beweis: man suche unter den von 0 verschiedenen
Teilern von a einen umfassendsten; dieser ist teilerlos, also prim), so kann a nicht
quasigleich o sein. Somit besteht die Einheitsklasse nur aus dem Einheitsideal o.
Aus 19. folgt dann weiter, daB Quasiteilbarkeit und Teilbarkeit gleichbedeutend
sind, und daraus oder aus 20., daB Quasigleichheit und Gleichheit ebenfalls
gleichbedeutend sind. Mithin ist die Idealtheorie von § 100 in der jetzt darge-
stellten Theorie als Spezialfall enthalten.

Auch der AnschluB an die allgemeine Idealtheorie des zwolften Kapitels ist
jetzt leicht herzustellen. Zunichst ist leicht zu sehen, daB jedes Priméirideal,
dessen zugehériges Primideal ein niederes ist, quasigleich o sein muB. Bezeichnen
wir diese Primirideale als niedere, die iibrigen als hGhere Primdirideale! Ein Ideal
a ist dann und nur dann quasigleich o, wenn alle seine Primdrkomponenten niedere
sind. Stimmen zwei Ideale a und b in allen hoheren Primarkomponenten (aber nicht
notwendig in den niederen) iiberein, so sind sie quasigleich. Unter den a quasi-
gleichen Idealen befindet sich ein umfassendstes Ideal a*; man erhilt es durch
Weglassung aller niederen Primirkomponenten aus der Zerlegung a = [q, . - ., G,].
Man kann also die Zerlegungs- und Eindeutigkeitssitze dieses Paragraphen so inter-
pretieren, da dabei konsequent alle niederen Primirkomponenten vernachlissigt
werden und nur auf die héheren geachtet wird. Die héheren Primirideale sind je
nur durch ein héheres Primideal teilbar, miissen also bei der Faktorzerlegung nach
Satz 2 notwendig eine Primidealpotenz ergeben; d. h.: Jedes hoheve Primdirideal ist
einey Primidealpotenz quasigleich. Der Grund dieses Sachverhalts liegt natiirlich in
der ganzen Abgeschlossenheit des Ringes p.

Beispiel. Der Ring C[x, ]/2 x] ist ganz-abgeschlossen im Quotientenk&rper’
r (}/2—;;) und erfiillt alle Voraussetzungen dieses Paragraphen. Das Hauptideal (2 #)
gestattet im Bereich der Hauptideale folgende zwei wesentlich verschiedene Zer-
legungen:

(22) =(2)- (») = (}2#)%.
Im Bereich der Hauptideale gilt also keine eindeutige Faktorzerlegung: dazu ist die

Einfithrung der Ideale notwendig. Die Primideale ; = (¥, ]’ﬂ) undp, = (2, ]’E)
sind nicht quasigleich 0; denn ihre Inversen p7! und p3! enthalten die nicht-

V2=

y2x _
ganzen Elemente - bzw. 5 Das Primideal p, = (2, #, ]/2 #) ist ein echter
Teiler von p,; und von P,, also quasigleich 0. Man hat
pI=(2,212%,22) =(@)-(+,12%,2) =@-p ~@),
§=(28,2)2%,22) =(2)-2,127,%) =29 ~(2),
P1pa=(27,212%,2122) = (J2%)- (J2%,2,%) = (J2#) - ps ~ (12%).
Die Hauptideale (#) und (2) sind primér, aber nicht Primidealpotenzen, sondern
nur quasigleich Primidealpotenzen. Das Hauptideal (J2#) ist das K.G.V. von p,
und p,, aber nicht gleich, sondern nur quasigleich ihrem Produkt. Das Beispiel zeigt

die Notwendigkeit der Einfiihrung der Quasigleichheit statt der Gleichheit, wenn
man zu einer Primfaktorzerlegung der Hauptideale kommen will.
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Aufgaben. 1. Alle Ergebnisse dieses Paragraphen gelten auch fir Ringe mit
Nullteilern, wenn man nur den Quotientenkorper durch den Quotientenring ersetzt
und sich auf die Nicht-Nullteilerideale beschrankt (vgl. § 100, Schlu8).

2. Aus Satz 1 folgt umgekehrt die ganze Abgeschlossenheit des Ringes o.
Ebenso aus Satz 2 zusammen mit der ersten Halfte von 12. [vgl. § 101].

3. Man beweise die ganze Abgeschlossenheit des Restklassenrings

0=K[»,5,7/(xy — 2

und zerlege die Hauptideale (), (¥), (¢) in 0 in ihre Primfaktoren.

4. Man dehne den Satz 4 des § 101 und die Folgerungen daraus auf allgemeinere
ganz-abgeschlossene Ringe aus.

5. Man beweise: a:b ~ab-1.

Zusammenfassung der Idealtheorie.

Folgende Zusammenstellung zeigt die Bedeutung der im § 100 formulierten
Axiome I (Teilerkettensatz), IT (jedes Primideal teilerlos), III (ganze Abgeschlossen-
heit) fiir die Idealtheorie der Integrititsbereiche:

Aus I folgt: Jedes Ideal K.G.V. von Primiridealen; zugehérige. Primideale
eindeutig.

Aus I und II: Jedes Ideal Produkt von einartigen Primaridealen; eindeutig.

Aus I und III: Jedes Ideal quasigleich einem Produkt von Primidealpotenzen;
eindeutig bis auf Quasigleichheit.

Aus I, IT, III: Jedes Ideal Produkt von Primidealpotenzen; eindeutig.

Fiinfzehntes Kapitel.

Lineare Algebra.

Die lineare Algebra handelt von Linearformen (mit Koeffizienten aus
einem Ring K), von Moduln aus solchen Linearformen und von deren
Homomorphismen oder linearen Transformationen. Die Theorie zerfallt
in verschiedene Abschnitte, entsprechend den verschiedenen Voraus-
setzungen, die man iiber den zugrunde gelegten Ring oder Kérper K
machen kann. Ein einleitender Paragraph, giiltig fiir beliebige (auch
nichtkommutative) Ringe K, geht voran.

Die hier zu gebende Darstellung der linearen Algebra beruht ganz auf
der Theorie der Gruppen mit Operatoren (Kap. 6) und benutzt sonst nur
die Grundlagen (Kap.1 bis 3).

§ 104. Moduln. Linearformen. Vektoren. Matrizes.

Es sei K ein Ring mit Einselement ¢, dessen Elemente in diesem
Paragraphen mit griechischen Typen bezeichnet und bisweilen ,,Ska-
laren'‘ genannt werden.

Es sei M ein K- (Rechts-) Modul, d.h. eine additiv geschriebene
Abelsche Gruppe, die K als Rechtsmultiplikatorenbereich besitzt und
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auBer den Gruppenaxiomen die folgenden Rechnungsregeln erfiillt:
(@a+bA=al+ b2,
aA+p)=al+tap,
a-Ap=ak-pl

Dabei bezeichnen die lateinischen Typen die Elemente von . Aus den
Distributivgesetzen folgen wie iiblich dieselben Gesetze fiir die Sub-
traktion, die multiplikativen Eigenschaften des Minuszeichens und die
Tatsache, daB3 ein Produkt Null ist, wenn ein Faktor Null (sei es nun die
Null von K oder die von 9t) darin vorkommt.

Das Einselement von K braucht nicht Einheitsoperator zu sein: ae
kann fiir gewisse @ von a verschieden sein. (Beispielsweise erfiillt man
alle Rechnungsregeln, wenn man a4 = 0 setzt fiir jedes a und jedes 1.)
In diesem Fall aber kann man stets setzen

(1) a=(a—ae)+tac.

Das erste Glied @ — a¢ wird durch den Rechtsfaktor ¢ annulliert; das
zweite reproduziert sich bei der Multiplikation mit ¢. Die ersten Glieder
bilden einen Untermodul I, von M, der von &, und daher auch von jedem
Element ¢ von K, annulliert wird; die zweiten Glieder g ¢ bilden einen
Untermodul ;, fiir den ¢ Einheitsoperator ist. Die beiden Unter-
moduln kénnen nur die Null gemein haben; denn fiir jedes andere Ele-
ment schlieBen Annullieren und Reproduzieren sich aus. Die Darstellung
(1) zeigt nunmehr, daB3 M die direkte Summe M, + M, ist. Nachdem
also von M der uninteressante Teil I, abgespalten ist, behilt man
einen Modul ibrig, fiir den ¢ Einheitsoperator ist. Wir setzen daher im
folgenden voraus, daf das Einselement von K zugleich Einheitsoperator fiir
M ist: ae =a fir jedes a, und bezeichnen dieses Einselement fortan
wieder mit 1.

Der Modul M heiBt endlich (in bezug auf K), wenn seine Elemente
linear in der Gestalt '

ulﬂ'l 44 un!j‘n

durch endlichviele Elemente %, . . ., #,, dargestellt werden kénnen. Wir
schreiben in diesem Fall:
M=K, . ..,u,K) oder M= (u,...,u,.

1 DaB wir die Multiplikatoren rechts schreiben, ist ganz willkiirlich. Alle zu
beweisenden Sitze gelten auch, wenn sie links stehen. In der letzten Rechnungs-
regel kommt dann

An-a=2i-pa

zu stehen; das heiBt, daB in diesem Fall die Multiplikation mit Au hinauskommt
auf eine Multiplikation zuerst mit u, dann mit A, wahrend es vorher umgekehrt
war. Das Rechts- oder Linksschreiben ist also eng damit verkniipft, ob man die
Operation: erst A, dann M, mit AM oder mit M A bezeichnen will.
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Wir spezialisieren nun die Voraussetzungen noch weit¢ramavsewrr oi-
nehmen, daB die u; linear-unabhingig sind, d.h. da Teus ZW%‘ =0
folgt a; = 0. Unter dieser Voraussetzung heillt It exne (n—glieam' ‘
Modul aus Linearformen oder kurz ein Linearformenmoddl&thp“&
Koeffizientenbereich; die u; bilden ein System von BasiselementemAut
Grund der linearen Unabhingigkeit der #; ist jedes Element von It ein-
deutig als Linearform 3u;4; zu schreiben; denn aus 3 u; A,= 3 u;u; folgt

Su;(A;— ) =0, also 4 —pu;=0 oder A =uy,.

Je zwei Linearformenmoduln mit demselben Koeffizientenbereich K
und derselben Anzahl von Basiselementen sind operatorisomorph. Man
kann namlich jedem Basiselement #; des einen Moduls ein Basiselement
v; des andern Moduls und der Linearform 3 u;4; die Linearform 3 v,;
zuordnen.

Dieser Isomorphiesatz bedeutet, daB es fiir die Modultheorie ganz
gleichgiiltig ist, ob die #; Unbestimmte oder irgend etwas anderes sind,
falls nur alle unsere Voraussetzungen erfiillt sind. Sehr oft gehéren die
u; einem Ring an, der K umfaBt (z. B. in der Theorie der algebraischen
Zahlenmoduln). Es kann auch vorkommen, da3 der Modul 9t zunichst
als Modul von Vektoren gegeben ist. Dabei wird unter einem Vekior eine
Reihe von # Elementen (4, . . ., 4,,) aus K verstanden. Vektoren werden
addiert, indem man ihre Komponenten addiert; sie werden mit Ska-
laren « aus K multipliziert, indem man alle ihre Komponenten (von -
rechts) mit « multipliziert. Fiihrt man die linear-unabhingigen Grund-
vektoren

e, =1(1,0,...,0),
e =1(0,1,...,0),

ein, so wird jeder Vektor (4, ..., 4,) einer Linearform der Grund-
vektoren

Elj'l_l_' ° '+3n}'n

gleich; damit sind auch die Vektoren auf Linearformen zuriickgefiihrt.
Alles, was im folgenden iiber Linearformenmoduln ausgesagt wird, gilt
demnach auch fiir den ,,Vektorenraum‘ und umgekehrt.

Ein Operatorhomomorphismus, welcher einen Linearformenmodul
M = (uy, ..., %y) in einen Linearformenmodul N = (v,, ..., v,) ab-
bildet, heiBt eine lineare Abbildung oder lineare Transformation. Eine
solche ist vollstindig gegeben, wenn das Bildelement eines jeden Basis-

elements u;
n

(2) M; :Afjviaii (j=17-~ -7m)
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gegeben ist, also wenn die Matrix

...............

Xn1  Kpg  t 0t Ky
gegeben istl. Dann muB nimlich auch @ =3u;4; auf a'= Yu; ; ab-
gebildet werden. Bei Anderungen der Basis (#,, . . ., %,,) oder (vy, . . ., v,)
kann eine und dieselbe lineare Transformation jedesmal durch eine
andere Matrix dargestellt werden (vgl. die nachstehende Aufgabe 6).
Trotzdem bezeichnet man oft eine lineare Transformation durch das-
selbe Symbol A4, das die zugehorige Matrix bezeichnet.

Fiir das Bild eines Elementes a in der durch die Matrix 4 vermittelten
Abbildung schreiben wir A4a, also im Fall (2):

Ay =v;0;.

Die Matrix 4 ist im allgemeinen ,,rechteckig*; quadratisch ist sie
nur im Fall m = », z. B. bei einer linearen Abbildung von Mt in sich.
Die Zusammensetzung der zur Matrix 4 gehérigen Abbildung von

M = (ug, ..., %y) in | = (vy, ..., v,) mit einer nachfolgenden, durch
eine Matrix B vermittelten Abbildung von R in P = (w,, ..., w,)
fithrt zu

B(Au) = B(Z”i“u) =3 (Bv,;) o5 =%’i27whﬂhi %55

[

also zum Matrixprodukt C = B A, definiert durch

Vhi =Zﬁhi0¢ia‘ .
?

Es ist also fiir # € M
BA-u=B-Au.

Das Produkt 4 B hat nur dann einen Sinn, wenn die Spaltenzahl von
A mit der Zeilenanzahl von B iibereinstimmt. Es stellt dann nach dem
Vorangehenden genau das Produkt A B der zugehérigen Abbildungen
-dar.

Die Summe zweier linearen Abbildungen von 9% in N wird durch

(A+B)u=Au+ Bu

definiert; die zugehorige Matrix hat die Elemente «;; + f;; und heiBt
die Summe der Matrizes A und B; sie hat einen Sinn, wenn A4 und B
gleich viel Zeilen und Spalten haben.

1 Bei der Bildung der Gleichungen (2) aus der Matrix A4 ist zu beachten, da8
bei unseren Bezeichnungen die m Gleichungen (2) den s Spalten von A ent-
sprechen: die Elemente einer Spalte (von oben nach unten gelesen) sind die Koeffi-
zienten einer Gleichung (2).
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Aus den Definitionen von Summe und Produkt folgen die Rechnungs-
regeln (giiltig immer dann, wenn die auftretenden Produkte einen Sinn
haben):

A-BC=4B-C,
4+ B+C)=A+B)+C,
AB+C)=AB+AC,
(B+CA=BA+CA.

Mit Hilfe der aus einer Zeile bestehenden Matrizes (u; ... u,,),
(v ... v,) usw. kann man die Formel (2) in Matrixform schreiben:
(g . . . up,) =(1)1‘. /R RY
Eine Linearform X'u; 4, schreibt man zweckmiBig als Produkt einer
A
Zeile (ty . .« u,) mit einer Spalte| - |, dieden Vektor (A, . . ., Ay) re-
A

prasentiert. Die Linearform Xu;4; wird durch die lineare Abbildung 4 in

SAu;d; =3 S5

transformiert; zu der Linearform rechts gehért wieder ein Vektor,

namlich 2 'y
=4.
v A
Dasist die Formel @’ = A4 a, in die Vektorsprache iibersetzt. Die einzelnen
4; werden je aus einer Zeile von A durch Multiplikation mit 4,, ..., 4,

und Addition gebildet.

Eine Abbildung von M = (%4, ..., #,) in sich wird gegeben durch
eine quadratische Matrix:
(3) Uy = U; 0.
Diese quadratischen Matrizes bilden nach dem Vorigen einen Ring, der
auBerdem als (Links-)Operatorenbereich fiir den Vektorraum aufgefaBt
werden kann.

Es kann sein, daB die durch (3) definierten u; wieder eine Basis fiir It
bilden. Dazu ist erstens notwendig, daB sie linear-unabhingig sind, d. h.
daB aus

;=0 oder %’%’uia,-jM: 0
oder schlieBlich Y o;;u; = 0 immer folgt u; =0, mit anderen Worten,
daB zwischen de]n Spalten
o1y %o
0‘;1 “;32
v. d. Waerden, Moderne Algebra II. 8
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keine lineare Relation besteht, es sei denn, daB alle Koeffizienten y;

gleich Null sind. Noch anders ausgedriickt: Die Matrix 4 soll durch
Hy

keine von Null verschiedene Spalte von rechts annulliert werden.
Hn

Dann wird sie von selbst auch durch keine mehrspaltige Matrix B == 0

annulliert (d. h. es ist A B &= 0 fiir B 4= 0), und wir koénnen sagen, daB

A kein linker Nullteiler ist. Zweitens ist aber notig, daB sich umgekehrt

alle #; durch die #; ausdriicken:

4) g = 2% B -
Dazu muB also die Formel (3), in (4) eingesetzt, eine Identitit ergeben:
g, = 2 U; 05 i »
oder das Produkt A-B muf} die Einheitsmatrix
€ 0

ergeben: A B = E. Wir haben also bewiesen:

Dann und nur dann stellt (3) eine neue Basis dar, wenn die Maitrix A
kein linker Nullteiler ist und eine Rechitsinverse B besitzt.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist die Beziehung zwischen den
Basen #, #’ und daher auch die zwischen den Matrizes A, B umkehrbar;
d. h. esist auch

BA=E.
Weiter folgt noch, daBB 4 auch kein rechter Nullteiler ist; denn wenn fiir
eine Zeile S & 0 das Produkt SA gleich Null wire, so wiirde folgen

0=SAB=SE=S=+0.

Aus der Tatsache, daB 4 kein linker Nullteiler ist, folgt schlieBlich,
daB A auch nur eine Rechtsinverse besitzen kann.

Mithin kinnen wir die einzige rechts- (und links-) inverse Matrix, die
vorhin B hieB, mit A= bezeichnen. Wir nennen die Matrix 4 unter den
angegebenen Bedingungen invertierbar in K und resiimieren:

Der Ubergang zu einer'neuen Basis wird durch eine invertierbare Matrix
bewerkstelligt.

Zu einer anderen Auffassung der linearen Transformationen kommt man,
wenn man die GroBen u,,...,u, als Unbestimmte in einem Polynombereich
KTu,, ..., u,] auffaBt. Die Formeln (3), (4) bedeuten dann eine lineare Substitution,
durch die man im Polynombereich neue Unbestimmte %’ einfiithrt. Durch die
Substitution (4) wird jede Form f(uq, ..., u,) in eine Form f’ (u}, ..., u}) iber-
gefiihrt, insbesondere eine Linearform Ju, A, in eine Linearform:

Su =32 =X u g,
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wobei also die neuen Koeffizienten durch

(5) A =%’ﬂ/klk

gegeben werden. Die Formel (5) stellt eine lineare Transformation der Vektoren
(A, - - -, A,) dar, deren Matrix B ist.

Gibt man andererseits den Variablen u, spezielle Werte u; aus dem Koérper K
und bildet nach (3)
(6) =X py ogx s

so ist das auch eine lineare Transformation in einem Vektorenraum oder Linear-
formenmodul (dessen Operatorenbereich diesmal links geschrieben werden muB,
weil die Transformationskoeffizienten reckts von den Vektorkomponenten stehen),

deren Matrix die gespiegelte oder transponierte! Matrix A von 4 ist.
Die beiden Transformationen (5), (6) sind miteinander verbunden durch die
Forderung, daB die Summe }u;A; invariant bleibt:

Z'ﬂklk=21ul:}~;¢,

und heiBen zueinander kontragredient. Die Matrix A von (6) ist die transponierte
inverse oder die inverse transponierte zur Matrix B von (5):

A = B-1,

Aufgaben. 1. Besitzt eine quadratische Matrix eine Rechts- und
eine Linksinverse, so ist sie invertierbar (mithin die beiden Inversen
gleich und einzig).

2. Ist A linker Nullteiler und besitzt eine Rechtsinverse, so besitzt
A unendlichviele Rechtsinversen. (Ob die Voraussetzungen fiir endliche
quadratische Matrizes iiberhaupt zutreffen konnen, ist dem Verfasser
unbekannt; der Satz gilt aber auch fiir unendliche Matrizes, bei denen
man leicht Beispiele bildet. Fiir endliche Matrizes in einem Korper
oder Integrititsbereich sind die Voraussetzungen sicher nicht erfiillbar;
vgl. § 105.)

3. Die invertierbaren n-reihigen Matrizes in einem Ring K mit Eins-
element bilden eine Gruppe: die lineare homogene Gruppe in K oder die
Automorphismengruppe eines #;gliedrigen Linearformenmoduls.

4. Alle n-reihigen quadratischen Matrizes in K bilden einen Ring,
den vollen Matrizenring in K oder den Automorphismenring eines #-glied-
rigen Linearformenmoduls. Dieser Ring besitzt in bezug auf K eine
linear-unabhingige Basis, bestehend aus den Matrizes C,;, die im Schnitt-
punkt der s-ten Zeile und j-ten Spalte eine 1 und sonst iberall Nullen
haben.

5. Homomorphismen fiir Linearformenmoduln in unendlichvielen
Verinderlichen (wobei unter Linearformen immer solche in endlichvielen
dieser Variablen zu verstehen sind) werden durch solche unendlichen

1 Transponieren heiBt Vertauschen von Zeilen und Spalten oder Spiegeln

an der Hauptdiagonale. Das Zeichen fiir die transponierte Matrix zu 4 ist 4.
Warnung: Dasselbe Zeichen wird bisweilen auch fiir die transponierte konjugiert
komplexe Matrix zu 4 benutzt.

8*
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Matrizes dargestellt, bei denen in jeder Spalte nur endlichviele Elemente
von Null verschieden sind. Man iibertrage die Theorie der invertierbaren
Matrizes auf diesen Fall.

6. Wird eine lineare Abbildung von I = (%, ..., #,) in N =
(vy, - - ., v,) durch die Matrix 4 dargestellt und fiihrt man durch

(o6 ... ) =(uy ... u,) P,
(0p .. vp) =(vy ... v,)0Q
neue Basen ein, so wird dieselbe Transformation, auf die neuen Basen
bezogen, durch die Matrix
A'=Q1AP
dargestellt.

7. Wird eine Matrix 4 von # Zeilen und m Spalten irgendwie in recht-
eckige ,,Kistchen eingeteilt, etwa so:

a]l . s e all’ e o o alj e o o alm
A= . . _ (Au Ay, A13)
- - >
%1 . Ay Ay Ay
a’nl . e o . . . . . . . . anm

und wird eine Matrix B von m Zeilen und ¢ Spalten auch eingeteilt,
aber so, daB die Stellen der Horizontalschnitte von B mit den Stellen
(1, %, 9) der Vertikalschnitte von A4 {ibereinstimmen:

ﬂll"'»ﬂlh"""ﬂl.q

ﬂil : By Bl2 Bls
B= : . =\|Ba By Byl

Bi1 Ly By, By, By

;NP DU Y

so kann man die Multiplikation von 4 und B so ausfiihren, als ob die
Kistchen A4;;, B;; Elemente wiren:

244;B;y 34, B, Z’Aqus)

AB=<
2A55B;, 3 AyBiy 3 A,5Bi,

§ 105. Moduln in bezug auf einen Koérper. Lineare Gleichungen.

Wir nehmen jetzt an, K sei ein (nicht notwendig kommutativer)
Koérper, der Modul It sei endlich und das Einselement sei Einheits-
operator. Wenn zwischen den Basiselementen u,, ..., u, eine lineare
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Abhingigkeit Yu,A; = 0 besteht, wobei etwa 4, < 0 sei, so kann man
die Gleichungen mit A;1 multiplizieren und u, linear durch die {ibrigen
Basiselemente ausdriicken. Also bilden #,, ..., #,_, auch eine Basis.
So weiterschlieBend, kommt man zuletzt zu einer linear-unabhéngigen
Basis. Mithin ist jeder endliche Modul der betrachteten Art ein Linear-
formenmodul.

Ein vom Nullmodul verschiedener Modul hei3t (wie eine gewdhnliche
Abelsche Gruppe) einfach, wenn er keine echten Untermoduln auBer
dem Nullmodul besitzt. Es gilt der Satz: Ein einfacher K-Modul ist
eingliedrig, und ein eingliedriger K-Modul ist einfach.

Beweis. 1. M sei einfach. Jedes Element # == 0 mufl dann den gan-
zen Modul erzeugen; also ist I eingliedrig.

2. M sei eingliedrig: M = (u). Ist N == (0) ein Untermodul und # 4
ein von Null verschiedenes Element von 0, so enthilt #auch uAA-1 = u;
mithin ist M = N. Also ist M einfach.

Ein #n-gliedriger Modul ist eine direkte Summe von einfachen
Moduln (u,) = %, K, ..., (4,) = u,K. Die Untermoduln (u,, ..., u,),
(g, . - . Wyy), - - -, (), (0) bilden eine Reihe mit eingliedrigen, somit
einfachen Faktormoduln, also eine Kompositionsreshe. Mithin ist die
Gliederzahl n des Moduls gleich der Linge der Kompositionsrethe, also
unabhingig von der Basiswahl.

Die Gliederzahl eines K-Moduls heiBt auch der (lineare) Rang des
Moduls in bezug auf K.

Die Eindeutigkeit des linearen Ranges erhielten wir schon in § 28 auf
anderem Wege. Das andere friihere Ergebnis, dal man jede Basis eines
Untermoduls zu einer Basis des ganzen Moduls ergdnzen kann, ist nichts
anderes als der gruppentheoretische Satz, dal man durch jeden Unter-
modul eine Kompositionsreihe ziehen kann. Die Erginzung einer Basis
eines Untermoduls zu einer Basis von I kann so geschehen, daB man die
fehlenden Basiselemente aus den u; (d. h. aus einer vorgegebenen Basis
von M) wihlt; das folgt nach § 42 aus der Tatsache, dal der Modul M
direkte Summe von einfachen eingliedrigen Moduln ist. Diese Aussage
ist aber der Austauschsatz von §28, jetzt gruppentheoretisch her-
geleitet.

Ein echter Untermodul von 9t hat eine kleinere Linge der Kom-
positionsreihe, also eine kleinere Gliederzahl. Daraus folgt: Irgend »
linear-unabhingige Elemente vy, = > u;0;3, von M erzeugen M selbst; denn
sie koénnen keinen echten Untermodul erzeugen. Die Voraussetzung der
linearen Unabhingigkeit bedeutet, daB die Matrix 4 kein linker Null-
teiler ist; die Folgerung, daB die v eine neue Basis fiir I bilden, besagt
aber die Invertierbarkeit der Matrix. Wir sehen also: Wenn eine quadra-
tische Matrix in einem Kirper K kein linker Nullteiler ist, so ist sie tnver-
tierbar. Die Matrix heiBt in diesem Fall regulir; ist sie aber linker Null-
teiler (also nicht invertierbar, also auch rechter Nullteiler), so heiBt sie
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singuldr. Die Bezeichnungen iibertragen sich auf Matrizes in einem In-
tegrititsbereich &, da man einen solchen ja immer in einen Kérper ein-
betten kann. Regulire Matrizes brauchen im Integritdtsbereich & noch
nicht invertierbar zu sein; im Quotientenkérper K sind sie es aber.
Singulidre Matrizes aber sind nicht nur im Korper, sondern auch im Ring
Nullteiler; denn man kann eine Spalte, die eine Matrix annulliert, durch
Multiplikation mit einem Hauptnenner immer ganz machen.

Auf dem Austauschsatz beruht die Theorie der linearen Gleichungen.
Ein System von linearen Gleichungen moge lauten

(1) 1 (&) = Bi;

die ; sollen dabei # Linearformen der z Unbekannten §; sein:

1: (&) =Xy
Ersetzen wir hier die &, durch Unbestimmte x;, so werden die /; Linear-
formen dieser Unbestimmten:
(2) L= o %

Die Anzahl » der linear-unabhingigen unter diesen Linearformen /;
heiBt der Rang des Gleichungssystems. Notwendig fiir die Losbarkeit des
Gleichungssystems ist offenbar, daB alle linearen Relationen 3 u;l; =0,
die (identisch in den Unbestimmten x) zwischen den Linearformen /;
bestehen, auch zwischen den rechten Seiten f; bestehen. Ist das der Fall
und sind alle /; etwa von /,, . . ., /, abhiingig, so sind alle Gleichungen (1)
Folgen der ersten » unter ihnen. Es ist » =< #, da es nicht mehr als
linear-unabhingige Linearformen in %, ..., %, geben kann. Nach dem
Austauschsatz kann man die /,, . . ., /, mit # — 7 der Unbestimmten x,,
etwa %,.q1, - . -, ¥y, ZU einer Basis fiir alle Linearformen der x erginzen.
Das heiBt, es gilt

n r
(3) % Zr%%‘ij"f“%?éiklk (G=1,...,7).

Satz. Man findet genau alle Losungen der Gleichungen (1), indem man
in (3) die l; durch B; und die x,,q, ..., x, durch ganz beliebige Grifen
Erpry - oo, &g aus Kersetzt und die Werte &y, . . ., &, von %y, . . ., %, aus (3)
bestimmid.

Zum Beweis bemerken wir, daB die /;, ..., ¢, %4, ..., %, cine
linear-unabhingige Basis fiir den Modul (%, . . ., %,) bilden. Setzt man
also (3) in (2) ein, so muB eine Identitdt indenly, ..., J, % ypq, - - ., %,
herauskommen, die also erhalten bleibt, wenn man die /; durch 8; und
die x; durch beliebige &; ersetzt. Also sind die gefundenen & Lésungen
von (1). Setzt man ebenso (2) in (3) ein, so kommt eine Identitit in
den x heraus, die erhalten bleibt bei Ersetzung der x durch solche ¢,

1 Die Unbestimmten werden fiir den Augenblick rechts von den Koeffizienten
geschrieben, was fiir die Anwendung der Modulsitze natiirlich nichts ausmacht.



§ 105. Moduln in bezug auf einen Korper. Lineare Gleichungen. 119

welche (1) erfiillen. Also ergibt die angegebene Regel auch alle Losungen
von (1).

Es folgt, daB das oben genannte Kriterium fiir Lsbarkeit auch hin-
reichend ist und daB der Rang des Gleichungssystems zugleich die An-
zahl der Unbekannten ergibt, nach denen man auflésen kann, wahrend
die Werte der iibrigen beliebig wahlbar sind.

Um die Untersuchung, welche I; linear-unabhingig sind, und die
Aufstellung der Formeln (3) wirklich durchzufiihren, bedient man sich
des Verfahrens der sukzessiven Elimination: man 16st zuerst eine der
Beziehungen /; = 3a;; % nach einem x; auf, setzt dieses x;in die anderen
Beziehungen ein, wodurch also ein Basiselement x; durch ein /; ersetzt
ist, und fahrt so fort, bis schliefllich in den Ausdriicken fiir die eventuell
restierenden J; die x gar nicht mehr vorkommen, mithin diese /; nur von
(sagen wir) I, ..., [, allein abhidngen. Man kann dann feststellen, ob
diese linearen Beziehungen zwischen den /; auch fir die §; gelten, oder
noch bequemer: man ersetzt von vornherein bei der Rechnung die /,
durch die bekannten §,. Die Formeln (3), eventuell mit §;, statt /;, folgen
durch Substitution ganz von selbst.

Aus der Moglichkeit dieser rationalen Berechnung folgt: Wenn die
Koeffizienten eines Gleichungssystems einem Unierkorper angehiren, so
liegen in demselben Unterkorper die Koeffizienten der losenden Formeln (3)
sowie die der lineaven Abhingigkeiten zwischen den linken Seiten. Die Ent-
scheidung iber Losbarkeit oder Widerspruch ist schon tm Unterkirper zu
treffen.

Speziell im Fall eines kommutativen K liefert die Determinanten-
theorie mehr explizite Auflésungsformeln und algebraische Kriterien fiir
Losbarkeit und lineare Abhidngigkeit, fiir die wir auf die betreffenden
Lehrbiicher verweisen. Besonders hervorzuheben ist aus dieser Theorie
das folgende Kriterium fiir Regularitit einer Matrix: Eine quadratische
Matrix A ist in esnem kommutativen Korper oder Integrititsbereich reguliy,
wenn thre Determinante | A | von Null verschieden ist. Ist auBerdem die
Determinante eine Einheit des Integritatsbereichs, so ist die Matrix auch
im Integritdtsbereich selbst invertierbar; denn in den Auflgsungs-
formeln kommt nur diese Determinante im Nenner vor.

Die Umkehrung dieses Satzes folgt, indem man den Multiplikations-
satz der Determinanten:

|4B| =4]-|B]

auf den Fall AB =E, [EI = 1 anwendet. Daher: In einem Integritits-
bereich sind die und nur die Matrizes invertierbar, deven Determinante eine
Einheit ist (unimodulare Matrizes).

Aufgaben. 1. Ein System von homogenen Gleichungen Yo, & = 0
ist in einem Korper stets 1dsbar, und alle Losungen {&,, ..., &,}, als
Vektoren aufgefaBt, setzen sich aus # — 7 speziellen, linear-unabhingigen
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Lésungen linear zusammen (mit Koeffizienten, die rechts von den Vek-
toren geschrieben werden). Fiir » = » existiert nur die Nulldsung.

2. Zwischen den Gliederzahlen %, m eines K-Moduls und eines Unter-
moduls und der Gliederzahl f des Faktor-(Restklassen-)Moduls besteht
die Beziehung f =#n — m.

3. Zwischen den Gliederzahlen #, m zweier Untermoduln eines K-
Moduls, der Gliederzahl s ihrer Summe und der Gliederzahl 4 ihres
Durchschnitts besteht die Beziehung

s+d=n-+ m.

Der projektive Raum. Die eingliedrigen Untermoduln eines #-gliedrigen
Linearformen- oder Vektorenmoduls werden als Straklen des Vektorraumes R, (K)
oder als Punkte des projektiven (n — 1)-dimensionalen Raumes P,_;(K) be-
zeichnet. Die (bis auf einen Proportionalitatsfaktor bestimmten) Komponenten
eines erzeugenden Vektors heiBen komogene Koordinaten des Punktes. Die Strahlen
eines Untermoduls bilden einen /inearen Untervaum im projektiven Raum. Aus
Aufgabe 1 folgt nun, daB 7 unabhingige lineare homogene Gleichungen in den
Koordinaten einen Unterraum von # — # — 1 Dimensionen bestimmen. Da weiter
ein Durchschnitt von Untermoduln wieder ein Untermodul ist, so folgt, daB ein
Durchschnitt von linearen Raumen wieder ein solcher (oder leer) ist. SchlieBlich
folgt aus Aufgabe 3, daB zwischen den Dimensionen /, m zweier linearer Unterrdume,
der Dimension d ihres Durchschnittes und der Dimension s des kleinsten beide
umfassenden linearen Raumes die Beziehung

d4+s=14+m
besteht (mit d = — 1, falls der Durchschnitt leer ist).

§ 106. Moduln in Hauptidealringen. Elementarteiler.

Wir setzen nun von dem Ring K voraus, daB er keine Nullteiler ent-

halt und daB

entweder (erster Fall) fiir alle Elemente ¢ von K ein ganzzahliger
nichtnegativer absoluter Betrag | | definiert ist und ein Divisionsver-
fahren links und rechts moglich ist (vgl. § 13):

a=0bq+r, 7] <|8], a=qb+7, 17| <|b];

oder (zweiter Fall) K kommutativ ist und in K jedes Ideal Haupt-
ideal ist. (K heiBt dann nach §16 ein Hauptidealring.)

Der Ring C der ganzen Zahlen fillt unter beide Fille. Der Polynom-
bereich P [x], wo P ein Kérper ist, fillt unter den ersten Fall, wenn man
unter dem ,,absoluten Betrag® den um Eins vermehrten Grad und fiir
das Polynom Null die Zahl Null versteht.

In beiden Fillen ist in K jedes Links- oder Rechtsideal Hauptideal,
und es gibt zu je zwei Elementen @, b einen groBten gemeinsamen
Rechtsteiler d = (a, b) mit den Eigenschaften:

a=oad; b= pa; d=2Ada+ pub=~2ad + upd,
1) 1=2Aa+ pup.
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Ebenso gibt es einen Linksteiler 4’ mit dhnlichen Eigenschaften.
Im zweiten (kommutativen) Fall gilt nach §17 in K die eindeutige
Faktorzerlegung. Aus (1) folgt in diesem Fall die Invertierbarkeit der

Matrix
b
B )’

ay . .. .
die den Vektor (0> in (Z ) iiberfiithrt. Die inverse Matrix

(5 )

fithrt natiirlich (a> in (g) iber.

b
Satz. Es sei W ein Linearformenmodul tn bezug auf K mit dev linear-
unabhingigen Basis (uy, ..., u,). Dann ist jeder Untermodul N von M

wieder etn Linearformenmodul mit hichstens n Basiselementen.

Beweis: Fiir den Nullmodul It = (0) ist der Satz trivial. Er sei fiir
(n — 1)-gliedrige Moduln M schon bewiesen.

Wenn 9 aus Linearformen in #%,, . . ., %, _, allein besteht, so ist nach
Induktionsvoraussetzung alles bewiesen. Wenn aber 9% eine Linearform
g Ay ++ - -+ u, A, mit A, & 0 enthilt, so bilden die vorkommenden 4,,
ein Rechtsideal in K, also ein Hauptideal (u,) mit u, = 0. Es kommt
also in N eine Form ! = uyu; + - « + 4+ #,u,, vor, und man kann von
jeder anderen Form #,4, + - - - + u,4, ein solches Vielfaches la von 7
subtrahieren, daB der letzte Koeffizient 4, zum Verschwinden gebracht
wird. Die dann iibrigbleibenden zu 9 gehérigen Linearformen in
%y, . . ., Wy_q bilden einen Untermodul, der nach der Induktionsvoraus-
setzung eine linear-unabhingige Basis (i, ..., lp—y), m — 1 =< n — 1,
besitzt. Dann erzeugen /,, . . ., I, ! offenbar %.

Die I, ..., l,,_, sind schon unabhéingig. Gébe es eine lineare Ab-
hingigkeit

Lpr+ - - +lpa P +1=0

mit B = 0, so wiirde die Vergleichung der Koeffizienten von #,, ergeben
U, B =0, was nicht geht.

Bemerkung. Die lineare Unabhingigkeit der [, ..., 1, (I, =)
beruht offenbar darauf, daB8 jedes /; nach Konstruktion ein solches u;
enthalt, welches in [, bis /;_; noch nicht vorkam.

Aufgaben. 1. Ist I ein ganzzahliger Linearformenmodul und
ist der Untermodul R durch endlichviele erzeugende Linearformen
v, = Su;o;; gegeben, so ist eine Basis (/y, ..., [,) mit den obigen
Eigenschaften in endlichvielen Schritten konstruierbar.

2. Mit Hilfe der nach Aufgabe 1 konstruierten Basis (I, ..., I)
gebe man ein Mittel an, zu entscheiden, ob eine vorgelegte Linearform
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Biuy+ ... + Butty, im Modul R enthalten ist, mit anderen Worten:
ob das lineare diophantische Gleichungssystem

i€ =ps
in ganzen Zahlen &; losbar ist.
Elementarteilersatz. Ist N ewn Untermodul des Linearformen-

moduls I, so gibt es eime Basis (uy, . .., uy) von M und eine Basis
(v, -+ -y V) von R derart, daf
V= ;& (f=1,...,m)
eis1=0(g;)

ist. (Im nichtkommutativen Fall gilt die letztere Teilbarkeitsrelation
sowohl von links als auch von rechts.)

Beweis: Wir gehen zunichst aus von irgend einer Basis (u,, . . ., #,,)
von M und irgend einer Basis (vy, ..., v,) von N; es sei

V= Doy, oder (vy...v,)= (4 ...%,)-4.
Wir wollen nun durch schrittweises Abindern der Basis die Matrix 4
in die gewiinschte Diagonalform

& 0
&
0 .
@) Do
. &
0+--.0

bringen. Erlaubte Abadnderungen sind dabei zunichst:

1. Vertauschungen zweier # oder v, die eine Vertauschung zweier
Zeilen oder Spalten von A bewirken.

2. Ersetzung eines #; durch u; + u;A (5 + ), wodurch von der j-ten
Zeile von 4 die von links mit A multiplizierte i-te Zeile subtrahiert wird:

Vp= Dtz == A (g F ;) oy -+ o oo oy — Aoyg) Lo e

3. Ersetzung eines v durch v, — v;4 (7 &= &), wodurch von der &-ten
Spalte von A4 die von rechts mit 4 multiplizierte j-te Spalte subtrahiert
wird :

v — v A= X (o — ey;A).

Im Falle, daB es in K ein Divisionsverfahren gibt, reichen diese
Operationen hin. Im anderen Fall hat man noch Transformationen von
der Gestalt

L (e ) = (w5, ) (5 ).
5 ) = e (, )

hinzuzunehmen.
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Wir behandeln zunichst den ersten (leichteren) Fall. Wir formen die
Matrix A mittels 1., 2., 3. so weit um, daB3 das absolut-kletnste von Null
verschiedene Element von A einen moglichst kleinen absoluten Wert hat.
Durch Operation 1. kénnen wir erreichen, daB dieses kleinste Element in
der Matrix an der Stelle «;; steht. Macht man dann die iibrigen Elemente
der ersten Spalte durch Subtraktion geeigneter Vielfachen der ersten
Zeile nach 2. moglichst klein, so werden sie dem Betrage nach kleiner
als | atyy |, also Null. Ebenso macht man mittels 3. die Elemente der ersten
Zeile zu Null, ohne die erste Spalte zu dndern. Nach diesen Operationen
miissen in der ganzen Matrix alle Elemente durch «,, teilbar sein (und
zwar sowohl von links wie von rechts). Denn gesetzt, es wire etwa a;;
nicht von links durch oy, teilbar, so wire nach dem Divisionsalgorithmus

ox = g +7, 7=+0, |7| <]oy
Addiert man zuerst nach 2. die erste Zeile zur 4-ten und subtrahiert man
dannnach 3. die mit ¢ multiplizierte erste Spalte von der 2-ten, so erscheint
an der Stelle (ik) das Element 7 mit |7| < |oy,|, was der Minimalvoraus-
setzung iiber o, widerspricht.

(Ist etz nicht von rechts durch «y; teilbar, so werden die Operationen

2., 3. in umgekehrter Reihenfolge angewandt.)
Nunmehr sieht unsere Matrix so aus:

*3%1 0...0

0

: A’ ’
0

wo in A’ alle Elemente (sowohl Links- wie Rechts-)Vielfache von o,
sind. Bei den weiteren Operationen 143t man nun die erste Zeile und
Spalte ungedndert und verfihrt mit 4’ genau so wie vorhin mit A.
Ginge bei irgend einer dieser Operationen die Links- und Rechtsteilbar-
keit aller Elemente durch «,; verloren, so kénnte man sich nach dem
obigen Beweis ein von Null verschiedenes Element » von kleinerem Ab-
solutwert als |ay,| verschaffen, was nicht geht. Also bleiben diese Teil-
barkeitsrelationen stets erhalten. A’ erhilt schlieBlich die Gestalt

g 0 ... 0

0

: AII ’
0

wo alle Elemente von A" durch a«,, beiderseits teilbar sind. So fort-
fahrend, erreicht man nach m Schritten die gewiinschte Normalform (2).
Der Fall, daB schon vorher eine der Matrizes 4, 4, A", ... aus lauter
Nullen bestehen sollte, ist ausgeschlossen, da das heifen wiirde, daf
einige v;, gleich Null wiren, wihrend im Gegenteil in jedem Stadium
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des Prozesses die v, eine linear-unabhingige Basis fiir % bilden. Damit
ist im ersten Fall der Satz bewiesen.

Im zweiten Fall ist der Gedankengang des Beweises ganz derselbe,
nur hat man — da keine Betrige | «| zur Verfiigung stehen — eine andere
Minimalforderung zu stellen, namlich die, daB das Element mit den
wenigsten Primfaktoren in der Matrix A moglichst wenig Primfakioren
besitzt. An Stelle der Divisionen mit Rest treten jetzt die Operationen
4.,5.; dadurch werden nach dem zu Anfang dieses Paragraphen Gesagten
immer je zwei Elemente 4, b derselben Zeile oder Spalte durch 4, 0 er-
setzt, wobei d ihr groBter gemeinsamer Teiler ist. Ist @ = a;; und b
nicht durch «,, teilbar, so hat 4 weniger Primfaktoren als «;;, und
die Minimalbedingung ist verletzt. Also sind alle Elemente der ersten
Zeile und Spalte durch «,, teilbar; sie kénnen somit durch Operationen
2. und 3. (Subtraktion eines Vielfachen der ersten Zeile oder Spalte)
zu Null gemacht werden. Weiter verlduft der Beweis genau so wie im
ersten Falll,

Bemerkungen. 1. Die Operationen 1. bis 5. kommen immer darauf
hinaus, daB die Matrix A von links oder von rechts mit einer in K
invertierbaren Matrix multipliziert wird. Denn wenn (] ... #,)
= (t4y ...%,)*B und (vj...%))=(v,...v,) C als neue Basen ein-
gefithrt werden, so wird

W ...o ) =@ ...0,)C=(uy ... u,)AC=(u;...u)BTAC.

Der Elementarteilersatz ist also gleichbedeutend mit der Existenz
zweier invertierbarer Matrizes B, C, so dal B-1AC eine Matrix von
der Gestalt (2) wird.

2. Die Reduktion der Matrix A gelingt nach genau derselben Me-
thode auch dann, wenn die v kein linear-unabhingiges System bilden;
nur kann dann eine der Matrizes 4, A’, A", . . . eine Nullmatrix werden,
und wir erhalten statt der Normalform (2) die allgemeinere

& 0
(3) B1AC = " . ,

0 0

wo 7 der Rang von A4 ist. Die Teilbarkeitsrelationen der ¢; bleiben die-

selben.
3. Im kommutativen Fall hingen die %-reihigen Unterdeterminanten
der transformierten Matrix D = B~'AC linear von denen von 4 ab,

1 Die Bemerkung, daB der Elementarteilersatz auch fiir nichtkommutative
Ringe K mit Divisionsverfahren (z. B. fir den Polynombereich P[%], wo P ein
nichtkommutativer Korper ist) gilt, scheint in der Literatur noch nicht vorzukom-
men. Es ist dem Verfasser nicht gelungen, Voraussetzungen zu finden, welche die
beiden oben genannten Falle umfassen.
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und ebenso die von 4 = BDC-!linear von denen von D. Also ist fiir 4
der groBte gemeinsame Teiler §; der A-reihigen Unterdeterminanten bis
auf Einheiten derselbe wie fiir D. Fiir D berechnet man leicht den Wert
Op=1¢618...8 k<.
Mithin ist
4) 0r =0, 18 1<k
Die 6, heiBen die Determinantenteiler der Matrix A, die ¢, die Elementar-
teiler der Matrix A. Aus (4) folgt nun: Die Elemeniarieiler sind die
Quotienten zweier aufeinanderfolgender Determinantenteiler.

4. DaB3 die Elementarteiler g, im kommutativen Fall bis auf Ein-
heiten durch die Matrix A eindeutig bestimmt werden, wird sich auf
anderem Wege im nichsten Paragraphen ergeben, in dem gezeigt wird,
daB die Elementarteiler (soweit sie nicht Einheiten sind) sogar nur vom
Faktormodul t/% abhingen, der seinerseits natiirlich durch A be-
stimmt ist.}

Eine Fiille von schonen Satzen iiber ganzzahlige Moduln findet man bei
A. CHATELET: Legons sur la théorie des Nombres, Paris 1913.

Aufgaben. 3. Man bringe die Matrix

4 3 6 2
A=|2 3 6 4
6 6 13 5

in die Diagonalform (3).
4. Jedes lineare diophantische Gleichungssystem
n
(5) Zlfaikszﬁi (i=l,...,m)

(mit ganzen Zahlen «;, und B;) ist durch unimodulare Transformation
der Unbekannten und der Gleichungen in die Gestalt

EMNi =Y (G=1,...,7; &=+0)

0=219; G=r+1,...,m)

transformierbar. Die Bedingungen fiir Losbarkeit des Systems in ganzen
Zahlen lauten: pi=0(); 0,=0.

Die #; mit ¢+ L7 sind bestimmbar, die iibrigen »; willkiirlich. Die &,
sind lineare ganzzahlige Funktionen der willkiirlichen #;.

5. Ein lineares Gleichungssystem (5) ist in ganzen Zahlen dann
und nur dann lésbar, wenn aus

lemlkEO(d) (k‘—‘l,...,%)
1

fiir beliebige ganzzahlige 4; und d stets folgt
Zl'li B:=0(d).
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§ 107. Der Hauptsatz iiber Abelsche Gruppen.

Es sei @& eine Abelsche Gruppe mit endlichvielen Erzeugenden,
additiv geschrieben, also ein Modul. Wenn ein Multiplikatorenbereich K
zu @ gegeben ist, nehmen wir an, daf er von der in § 106 beschriebenen
Art sei (Ring ohne Nullteiler mit Divisionsalgorithmus oder Hauptideal-
ring); wenn aber kein Multiplikatorenbereich gegeben ist, nehmen wir
als Multiplikatorenbereich den Ring der ganzen Zahlen, der ebenfalls
diese Voraussetzungen erfiillt. Wir schreiben diesmal die Operatoren
links von den Modulelementen.

Zunichst sei @ zyklisch: & = (g). Die Gesamtheit der u aus K, welche
g annullieren, ist ein Linksideal aaus K: aus ;g = O und u, g = 0 folgt
(41— ms) g =0, und aus ug = 0 folgt »xug = 0 fiir jedes » in K. Jedem
A aus K ist ein Ag zugeordnet, und wegen

A+peg=2g+png,
Ap-g=2-ug

ist die Zuordnung ein Operatorhomomorphismus in bezug auf K. Daraus
folgt nach dem Isomorphiesatz

& ~Ka,

oder: Ein zyklischer K-Modul & ist isomorph dem Restklassenmodul von
K nach dem annullierenden Linksideal von &.

Fiir den Fall einer gewShnlichen zyklischen Gruppe @& erhalten wir
daraus von neuem das Ergebnis, dal & isomorph der additiven Gruppe
der ganzen Zahlen oder der Gruppe der Restklassen nach einer ganzen
Zahl ist. Ist » > 0 das Basiselement des Ideals a, so ist # die Ordnung
der zyklischen Gruppe (g) oder auch die Ordnung des Elementes g
(vgl. §7).

Der eben bewiesene Satz gilt noch unabhingig von speziellen Voraus-
setzungen iiber K. Ist aber K kommutativ und nullteilerfrei und jedes
Ideal in K Hauptideal, also insbesondere a = («), und ist weiter o. & 0,
so kénnen wir etwas mehr aussagen. Wir zerlegen, wenn méglich, o in
zwei teilerfremde Faktoren:

=90,

l1=%4p+4+ uo,
und bilden die zyklischen Gruppen ¢, = (0g), &, = (¢g). Dann wird &,
von o, &, von g annulliert. Wegen

g=~20g+pog

ist @ die Summe von @, und &,. Der Durchschnitt &, ~ &, wird von o
und von g, alsoauchvonl =21¢ + u o‘annulhert mithin ist &, &, = (0)
und die Summe direkt:

G =6, + 6,.
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Wenn ¢ oder g weiter in teilerfremde Faktoren zerlegbar ist, so 148t sich
@, oder &, weiter aufspalten. Schiteflich wird die zykiische Gruppe @&
etme divekte Summe von solchen zyklischen Gruppen, die von Primzahl-
potenzen annulliert werden. Das Produkt dieser Primzahlpotenzen ist o.
Fir Gruppen von dieser Beschaffenheit werden wir die Bezeichnung
., Primzahlpotenzgruppen’’ verwenden.

Wir gehen nun zum allgemeinen Fall iiber, wo & ein K-Modul mit
endlichvielen Erzeugenden g,, . . ., g, ist, also die Elemente von @ die
Gestalt

Mgt g,

haben. Bilden wir mit Unbestimmten #,, . . ., #,, den Linearformenmodul
M= (%, ...,%,),

so ist jeder Linearform 3/ A,u#, aus M ein Element 3'A,g; von & zu-
geordnet; die Zuordnung ist wiederum ein Modulhomomorphismus, und
es folgt nach dem Homomorphiesatz

@~ M/N,

wo N der Untermodul derjenigen Linearformen Y Au,; ist, fiir die
2 Ag:=0 wird.

Nach §106 kénnen wir fiir % und M neue Basen (v, . . ., 'b,m) und
(uy, ..., u) (n=m) einfithren, fiir die gilt:
v = & U; fir1=1,...,m,

g1 =0(e;).

Zu den #' gehoren (vermoge des obigen Homomorphismus) wieder
Elemente 4y, . .., b, von @. Alle Elemente von @& haben die Gestalt
uiky + - -+ puh,, und ein solches Element ist Null dann und nur
dann, wenn

ity ot u =00y, ..., 0,),
d. h. wenn

ist. Das heiBt, eine Summe gy + -+ - -+ pyh, ist nur dann Null,
wenn die einzelnen Glieder es sind, und diese sind es, wenn ihr Koeffi-
zient u; durch ¢; teilbar ist fiir ¢ =1, ..., m, dagegen Null ist fiir
t=m-+1, ..., n

1 Primzahl‘ steht kurz fiir ,,Primelement des Ringes K. Im Falle der ge-
wohnlichen Abelschen Gruppe handelt es sich um gewdhnliche Primzahlen.
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Ein anderer Ausdruck dafiir ist:
Die Gruppe & ist die direkte Summe von zyklischen Gruppen
(hy) + -« -+ (h,), und das annullierende Ideal von (h;) ist

(&) far i=1,...,m,
0 fir i1=m+1,...,n.

Das ist der Hauptsatz fiir Abelsche Gruppen mit endlichvielen Er-
zeugenden.

Im Fall der gewohnlichen Abelschen Gruppen sind die |e;| die
Ordnungen der zyklischen Gruppen (4,), ..., (4,), wihrend die iib-
rigen (Apyq), - -, (h,) unendliche Ordnung haben.

Drei Erginzungen zum Hauptsatz sind noch nétig:

a) die Ausscheidung der Einheiten unter den ¢,;

b) die weitere Zerlegung der zyklischen Gruppen nach Primzahl-
potenzgruppen;

c) die Eindeutigkeit.

Bei b) und c) wird K als kommutativ vorausgesetzt.

a) Es sei etwa ¢ eine Einheit, also (¢;) das Einheitsideal K, also
K %, =(0). Dann kann die zyklische Gruppe K#, aus der Summenzerlegung
Kh, +- - -+ Kh, weggelassen werden.

Die nach Ausscheidung der Einheiten iibrigbleibenden annullierenden
Ideale (g;), (0) mogen jetzt in umgekehrter Reihenfolge ay, . . ., ag heilen;
dann ist

a;=0(a;41)-

b) Diejenigen Gruppen (k;), deren annullierendes Ideal (0) ist, sind
isomorph zu K. Diejenigen aber, deren annullierendes Ideal (g;) == (0)
ist, kénnen nach dem zu Anfang Bewiesenen weiter in Primzahlpotenz-
gruppen aufgespalten werden. Die annullierenden Primzahlpotenzen
selbst findet man durch Faktorzerlegung der ¢;. Die Summe aller zu einer
Primzahl p gehérigen in der Zerlegung von @ auftretenden Gruppen ist
eine Gruppe 9B, und besteht aus denjenigen Elementen von &, die von
einer geniigend hohen Potenz $¢ annulliert werden. Daher: Die Gruppen
B, sind eindeutig bestimmit. Man hat, wenn U die Summe der Gruppen mit
a = (0) bedeutet,

§=3%,+U.
V4

Durch weitere Zerlegung der B, erhilt man riickwirts die Primzahl-
potenzgruppen, die nicht absolut-eindeutig bestimmt sind, wohl aber
eindeutig bis auf Isomorphie, wie wir sehen werden. Es gibt aber in
jedem B, noch eine eindeutig bestimmte Reihe von Untergruppen
%p, o By, o=1} s 53,,,0; WO SBW, aus den Elementen von %, besteht, die
von p” annulliert werden. Die erste Gruppe dieser Reihe ist B, ; die letzte
besteht nur aus der Null.
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Die Gruppe U ist nicht eindeutig, wohl aber bis auf Isomorphie ein-
deutig wegen

U= E/YB,.
»

c) Eindeutigkeitssatz: Die annullierenden Ideale ay, . . ., a, mit
a; = 0(a; 1), die in einer divekien Summenzerlegung @ = €, + --- + €,
auftreten, sind durch den Modul & allein eindeutig bestimmi. (Oder, was
dasselbe ist: die Gruppen €, sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.)

Beweis: Die behauptete Eindeutigkeit wird bewiesen sein, sobald
gezeigt ist, daB von jeder Primzahlpotenz $ aus K eindeutig entschieden
werden kann, in wievielen Idealen a; sie aufgeht. Wenn $° nidmlich in
genau % von diesen Idealen aufgeht, so sind dies wegen der Teilbarkeits-
eigenschaften dieser Ideale von selbst die ersten % unter ihnen, also
ay, - .., Gz, und so weil man dann von jeder Primzahlpotenz 4° nicht
nur, in wievielen, sondern auch, in welchen q; sie aufgeht, und somit von
jedem a;, welche Primzahlpotenzen darin aufgehen. Diejenigen g, in
denen unbeschriankt hohe Potenzen aufgehen, sind Null, und die iibrigen
durch ihre Primfaktorzerlegung eindeutig bestimmt.

Wenn #? im annullierenden Ideal der zyklischen Gruppe €, aufgeht,
so ist

PG, [P €,

eine zyklische Gruppe mit dem annullierenden Ideal (p), also eine ein-
fache Gruppe. Geht dagegen $° nicht auf, so ist p°€; = $°~1¢,, mithin
p°71€,/p°€; = (0). Daher ist p°~1@/p°® eine direkte Summe von so
vielen einfachen Gruppen, als die Anzahl % der durch $° teilbaren a; an-
gibt. Somit ist % gleich der Linge der Kompositionsreihe fiir $°~16/p°®,
mithin eindeutig bestimmt.

Aufgaben. 1. Man fiihre den letzten, skizzierten Teil des zuletzt ge-
gebenen Beweises vollstindig durch.

2. Die unter b) konstruierte Gruppe U ist ein Linearformenmodul
in bezug auf den Ring C der ganzen Zahlen, und die Anzahl seiner zykli-
schen Summanden ist zugleich der Rang von & (Rang = Maximalzahl
von linear-unabhédngigen Elementen in bezug auf K).

3. Man gebe einen zweiten Eindeutigkeitsbeweis mit Hilfe der Lin-
gen der Kompositionsreihen der unter b) konstruierten eindeutig be-
stimmten Gruppen und ihrer Faktorgruppen. Auch der Rang des Mo-
duls U (Aufg. 2) kann herangezogen werden.

Im Spezialfall'der endlichen Abelschen Gruppen (mit dem Ring der ganzen
Zahlen als Multiplikatorenbereich) kénnen wir fiir den Hauptsatz auch folgenden
direkten Beweis durch vollstandige Induktion nach der Gruppenordnung geben:

Wir suchen ein Element hochster Ordnung z,, das eine zyklische Gruppe 3,
erzeugt. Die Faktorgruppe &/3, ist nach der Induktionsvoraussetzung eine direkte
Summe von zyklischen Gruppen:

(D ®/8o=81+- -+ 3..

v.d. Waerden, Moderne Algebra II. 9



130 XV. Lineare Algebra.

B, werde von einer Restklasse z; erzeugt, aus der wir einen Reprisentanten z,
wihlen. Die annullierende Zahl (Ordnung) von z;, sei a,, also 4,2, =0, a,2 € 3,,
etwa a,z, = bz, Ersetzen wir 2, durch 2, — gz, (welches Element in derselben
Restklasse 7, enthalten ist), so wird a,(z — g2 = bz — qa,2y = (b — qa,) %y;
also kénnen wir immer b durch seinen kleinsten Rest nach a, ersetzen, also|b|<|a,|
voraussetzen. Ist #» die Ordnung von %,, so ist die Ordnung von z, gleich (Zl Z) .

Das muB dem Betrage nach héchstens gleich | # | sein:
| agn | |n]
6| =
EAEE T (falls b + 0).
Die Relation |a,| <|b| steht aber in Widerspruch zur Voraussetzung
|®] <]ay| Also muB b= 0 sein. Mithin ist @,z = 0 und die Ordnung von z
gleich der von z;. Dasselbe gilt von den entsprechend zu definierenden Elementen

Zg,. .., z,- Wegen (1) ist jedes Element von & modulo 3, kongruent einer Linear-
kombination der z,..., 2,:
@ g=c1z+- - -+ ¢ 2(8o)
und die Koeffizienten ¢, sind modulo den Ordnungen a,,..., @, von z,.. ., Z, oder
Zysees 2y eindeutig bestimmt. Aus (2) folgt:
g§— (Crzy+- - 6 2) =6o2

mit eindeutig bestimmtem ¢y z,. Also ist @ die direkte Summe der von 2y, ..., z,
erzeugten zyklischen Gruppen 3, ..., 3,.

Diese Gruppen kann man dann noch wie oben in Primzahlpotenzgruppen zer-
spalten.

Man iiberzeugt sich leicht, daB dieselben Betrachtungen auch dann gelten,
wenn der Multiplikatorenbereich der Polynomring P[] ist. Statt mit Betragen
@] muB man dann mit den Gradzahlen der Polynome arbeiten. Voraussetzung
ist, daB die Gruppe & einen endlichen Rang in bezug auf den Kérper P hat; nach
diesem Rang richtet sich auch die vollstandige Induktion. Aus der Voraussetzung
des endlichen Ranges folgt auch, daB es fiir jedes Gruppenelement z unter den
GroBen z, uz, u%2,... nur endlich viele linear-unabhingige gibt, oder daB jedes z
durch ein Polynom f (#) % 0 annulliert wird, was beim obigen Beweis benutzt wurde.

Man kann in ahnlicher Weise auch den allgemeinen Fall des Hauptsatzes
direkt, d. h. ohne Benutzung der Elementarteilertheorie des § 106 beweisen und
aus dem Beweis umgekehrt den Elementarteilersatz des § 106 herleiten?.

Es ist wohl unnétig, zu erwdhnen, da8 alles in diesem Paragraphen
Bewiesene sich sofort auf multiplikative Abelsche Gruppen iibertrigt,
wenn man Produkt statt Summe schreibt.

Fiir endliche Abelsche Gruppen ist, folgende Notation iiblich: Es be-
zeichnet z. B. %, , , ; die direkte Summe (das direkte Produkt) von
zyklischen Gruppen der Ordnungen 2, 2, 4, 3 [also der annullierenden
Ideale (2), (2), (4), (3)]- Es erscheint zweckmaBig, die Notation so zu er-
weitern, daB sie auch zyklische Summanden von unendlicher Ordnung
[also mit dem annullierenden Ideal (0)] umfaBt, und etwa A, ,zu schrei-
ben fiir eine direkte Summe zweier zyklischer Gruppen mit den annul-

lierenden Idealen (4), (0).

1 Siehe H. PRUFER: Theorie der Abelschen Gruppen, Math. Zeitschr. Bd. 20,
S. 165—187, 1924, sowie K. Suopa: Proc. Imp. Acad. Tokio Bd. 6, S. 217
bis 219, 1930.
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Aufgaben. 4. Ist eine Abelsche Gruppe von der Ordnung # zyklisch,
so ist # die kleinste Zahl, die alle Elemente der Gruppe annulliert; ist
dagegen die Gruppe nicht zyklisch, so gibt es schon einen echten Teiler
von #, der das tut.

5. Mit Hilfe von 4. beweise man, daB die multiplikative Gruppe der-
jenigen Restklassen mod p%, deren Zahlen nicht durch p teilbar sind,
eine zyklische Gruppe ist, ausgenommen wenn p = 2 und & = 3 ist, wo
sie den Typus U, o:-» hat. [Man berechne die Ordnungen der Elemente
1 4 # und g, wo g eine Primitivzahl mod p ist.]

6. Die multiplikative Gruppe derjenigen Restklassen mod #, deren
Zahlen zu # teilerfremd sind, ist isomorph dem direkten Produkt der
entsprechenden Gruppenmodulo den hchstenin # aufgehenden Primzahl-
potenzen.

§ 108. Darstellungen und Darstellungsmoduln.

Unter einer Darstellung eines Ringes o durch lineare Transformationen

oder durch Matrizes in K versteht man einen Homomorphismus

o~ Y,

wo O ein Ring aus quadratischen Matrizes 7-ten Grades in K ist. Ist der
Homomorphismus ein Isomorphismus, so hat man eine ¢reue Darstellung.
Sind o und K beide hyperkomplex in bezug auf einen Kérper P, so ver-
langt man meist auBer Ringhomomorphismus auch Operatorhomo-
morphismus in bezug auf P: wenn a — 4, so soll ap - Ap sein fiir
0 €P.

Bei den Anwendungen ist K meist ein Kérper. Im hyperkomplexen
Fall ist P im Zentrum von K enthalten.

Unter einem Darstellungsmodul von o in bezug auf K versteht man
einen ,,Doppelmodul M, der o als Links- und K als Rechtsmultipli-
katorenbereich besitzt, mit folgenden Eigenschaften:

1. M kann als Linearformenmodul in bezug auf K aufgefaBt werden:

M=o, K+---+u,K.
2. Fir a€o, u€MM, 1€EK gilt:
(1) a-ur=au-l.
Die letztere Forderung besagt, daB die Multiplikation mit a4 einen
Operatorhomomorphismus des K-Moduls 3, d.h. eine lineare Trans-

formation darstellt. Die lineare Transformation wird durch eine qua-
dratische Matrix 4 = (¢,;) gegeben:

@y = 3t %,
a- Suhy= 33 w05k
So entspricht jedem @ aus o eine Matrix 4 in K. Zufolge der Modul-

postulate entsprechen dem Produkt und der Summe zweier Elemente a, b
g*

2)
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von o auch Produkt und Summe der zugehédrigen linearen Transfor-
mationen und daher auch ihrer Matrizes. Also ist die Zuordnung a — A
etne Darstellung des Ringes o.

Ist umgekehrt eine Darstellung eines Ringes o durch lineare Trans-
formationen eines Linearformenmoduls M in bezug auf K gegeben, so
kann man aus M einen Doppelmodul machen, indem man die Pro-
dukte a-u (a€o, u €M) durch (2) definiert. Riickwirts schlieBt man
dann, daB alle Doppelmoduleigenschaften und die Regel (1) erfiillt
sind, daB also M ein Darstellungsmodul ist.

So gehirt zu jedem Darstellungsmodul eine Darstellung von o durch
lineare Transformationen oder nach Wahl einer K-Basis (u, . .., u,)
durch Matrizes in K, und umgekehrt zu jeder Darstellung ein Darstellungs-
modul.

Geht man von der Basis (%, ..., #,) vermoge

(o6 o..o))= (g ...0,) P

zu einer anderen Basis (#], . . ., #}) iiber, so wird dieselbe lineare Trans-
formation durch die Matrix

A'=P1AP

dargestellt. Den Ringelementen a werden also jetzt neue Matrizes A
zugeordnet; man spricht von einer dquivalenten Darstellung. Da somit
der Ubergang zu einer dquivalenten Darstellung nichts anderes ist als
der Ubergang zu einer anderen Basis fiir denselben (oder einen dazu
operatorisomorphen) Darstellungsmodul, so schlieBt man: Zu isomorphen
Daystellungsmoduln gehiren dquivalente Darstellungen und umgekehyt.

Sind o und K beide hyperkomplex in bezug auf einen kommuta-
tiven Kérper P im Zentrum von K und verlangt man, daB aus a — 4
folgen soll ap —> A g, so heilt das fiir den Darstellungsmodul:

ag-u(=opa-u)=au-p.

Die Skalaren g aus P kann man also in einem Produkt an beliebiger
Stelle schreiben: sie sind mit allen auftretenden GréBen vertauschbar.

Ein System von linearen Transformationen eines Linearformen-
moduls I, insbesondere eine Darstellung eines Ringes, heiBt reduzibel,
wenn alle Transformationen des Systems einen festen linearen Unterraum
RN (4= (0), &= M) in sich transformieren. N heiBt dann ein nvarianter
Unterraum. FaBt man, wenn es sich um eine Darstellung eines Ringes o
handelt, M als Doppelmodul in bezug auf o und K auf, so wird der in-
variante Unterraum % alle Elemente von o als Linksoperatoren gestatten.
Daraus folgt: Eine Darstellung eines Ringes ist dann und nur dann
reduzibel, wenn der zugehdrige Darstellungsmodul einen (Doppel-) Unter-
modul N besitzl.

Es sei nun K ein Kérper. Um zu untersuchen, wie die Matrizes einer
reduziblen Darstellung aussehen, gehen wir aus von einer K-Basis
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fiir 9% und erginzen sie zu einer K-Basis fiir M (vgl. § 105). Es sei also
N=v, K+ -+ +1.K,
M=v, K+ -+ +v,K+w, K4 - 4 wK.

Die Tatsache, daB eine lineare Transformation den Modul R in sich

transformiert, bedeutet, daBl die Transformierten der v sich durch
die v allein ausdriicken:

{ ;= 2V 0i4s
P = 2 ;04 + 2w Ty

Setzt man R = (g;;), S =(0,;), T = (z;;), so wird die Transformation
durch die Matrix

@ Y (R 5)

(3)

0 T

dargestellt. Es folgt: Dann und nur dann ist ein System von Matrizes
reduzibel, wenn alle Matrizes des Systems gleichzeitig durch eine Trans-
formation A’ = P-1AP (Wahl einer neuen Basis) in die Form (4)
gebracht werden kinnen.

Aus (3) folgt:

5) (W .. v) =(v, ... )R,
(w; ... w)=(w, ... w,) T (modN).
Daraus liest man ab:

*FapBt man bet einer reduziblen Darstellung eines Ringes o den in-
vartanten Untermodul | und den Faktormodul | selbst als Darstel-
lungsmoduln auf, so werden die dadurch veymittelten Darstellungen durch
die Bestandteile R und T von (4) gegeben.

Nimmt man fiir R einen maximalen invarianten Untermodul 9¢;_,,
in diesem wieder einen maximalen invarianten Untermodul I;_, usw.,
bis man eine Kompositionsreihe

9}&=§Uil, mz_lx R 91)20=(0)

hat, so sehen die Matrizes der Darstellung bei passender Basiswahl
SO aus:

Ry -.... Ry,
0 R

® PR
0....0R,

Die Diagonalkistchen R;; ergeben Darstellungen, die zu den Komposi-
tionsfaktoren 9M;/IMM;_, gehoren; da diese Kompositionsfaktoren ein-
fache Doppelmoduln (d. h. ohne invariante Untermoduln) sind, so sind
die zugehorigen Darstellungen irreduzibel. Der Prozel3, der zu (6) fiihrt,
ist das ,,Ausreduzieren‘‘ einer Darstellung. Nach dem Satz von JORDAN
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und HOLDER (§41) sind die Kompositionsfaktoren bis auf die Reihen-
folge und bis auf Operatorisomorphie eindeutig bestimmt; mithin:
Die irreduziblen Bestandteile R;; der ausreduzierten Darstellung (6) sind
bis auf die Rethenfolge und bis auf dquivalente Darstellungen eindeutig
bestimmid.

Fehlen in (3) die o0;;, so heift das, daB nicht nur (v, ..., ), son-
dern auch (w,, ..., w,) ein invarianter Untermodul ist, also daB M
eine direkte Summe zweier inmvarianten Untermoduln N, L ist. Die
Matrix (4) sieht dann so aus:

R o0
A= ,
(0 T)

wo R zu der durch % und T zu der durch { vermittelten Darstellung
gehort. Man sagt dann, daB die Darstellung @ — A4 zerfillt in die Dar-
stellungen a—+ R und a —> T .

Ist der Doppelmodul Mt vollstindig reduzibel im Sinn von §42,
d. h. direkte Summe von einfachen Doppelmoduln, so wird die durch I
vermittelte Darstellung gegeben durch die Matrix

R, 0
) Ra |,

0 R,
wo die einzelnen Kistchen irreduzible Darstellungen ergeben, unter
denen natiirlich auch gleiche vorkommen diirfen. Man nennt eine solche
Darstellung wvollstindig reduzibel.

Beispiele zu den Begriffsbildungen dieses Paragraphen liefert die
Theorie der einzelnen Matrix im nichsten Paragraphen.

Aufgaben. 1. Jede (gruppenhomomorphe) Darstellung einer (end-
lichen oder unendlichen) Gruppe durch lineare Substitutionen kann zu
einer (ringhomomorphen) Darstellung des ,,Gruppenrings (§ 10, Auf-
gabe 13) erginzt werden, indem man, wenn den Gruppenelementen g,
die Matrizes G, zugeordnet sind, einer Linearkombination Y g; A, die
Matrix 3G, 2; zuordnet.

2. Ist o ein Ring mit Einselement und ist in einer: Darstellung von
o dem Einselement die Einheitsmatrix zugeordnet, so bedeutet das fiir
den Darstellungsmodul, daB das Einselement Einheitsoperator ist.
Man zeige mit Hilfe eines Satzes aus § 104, daB jede Darstellung von o
zerfallt in eine solche, in der dem Einselement die Einheitsmatrix ent-
spricht, und eine solche, in der jedem Element die Nullmatrix zu-

geordnet ist:
S 0
A= .
0 0

3. Eine Darstellung ist dann und nur dann vollstindig reduzibel,
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wenn zu jedem invarianten Unterraum $ ein anderer ebensolcher £
gefunden werden kann, der zusammen mit 9% den Raum I aufspannt:

M=N4+ Q.

4. Ist (4} ...u]) = (4, ... u,) P ein Homomorphismus des Dar-
stellungsmoduls in sich, so ist die Matrix P mit allen Matrizes der
Darstellung vertauschbar:

AP=PA4,
und umgekehrt.

§ 109. Normalformen fiir eine Matrix in einem kommutativen
Korper.

Es sei M = (u,, . .., #,) ein Linearformenmodul in bezug auf den
kommutativen Kérper K und

U —> V= 3 th; 0y 1

eine lineare Transformation von M in sich. Wir wollen durch Einfiih-
rung einer neuen Basis

(g oo m)) = (g ... u,) P

(wo also P eine invertierbare Matrix in K ist) die Matrix 4 = («;;) auf
eine moglichst einfache Normalform

A'=P14P

bringen. Man bemerke den Unterschied gegeniiber der Fragestellung
von § 106, wo es sich um zwei neue Basen (v') und (#') handelte und
A" = B~1AC gesetzt wurde. Es wird jetzt also die Transformations-
moglichkeit eingeschrinkt; dementsprechend muBl auch von K mehr
vorausgesetzt werden, nimlich, daB K ein Korper ist.

Wir fassen nun die Potenzen der Matrix A als eine meromorphe
Darstellung der Potenzen einer Unbestimmten x auf und erweitern
diese Darstellung zu einer Darstellung des Polynombereichs K [x], indem
wir dem Polynom

f(x) = Xo, 2

HA) = X o, A"

entsprechen lassen. Die Darstellung ist homomorph, weil -die Potenzen
von A untereinander und mit den Koeffizienten «, vertauschbar sind.
Zu dieser Darstellung gehért der Darstellungsmodul 9%, wenn das
Produkt eines Polynoms aus K[%] mit einem # €M definiert wird
durch '

die Matrix

(Sa,x)u= 3a A% u.

1 Da K kommutativ ist, so ist es ganz einerlei, ob wir die Koeffizienten rechts
oder links schreiben.
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Der Darstellungsmodul % ist ein Doppelmodul in bezug auf K [x]
und K; aber da die GréBen aus K mit allen anderen und unterein-
ander vertauschbar sind, kénnen wir sie auch links von den Elementen
von M schreiben:

ud=2Au,

also M als K[x]-Modul schlechthin auffassen.

Da der Polynombereich K[x] alle Bedingungen von § 106 (Integri-
tatsbereich mit Divisionsverfahren, oder auch: jedes Ideal Hauptideal)
erfiillt, so ist der Hauptsatz von §107 anwendbar!: der Modul
ist direkte Summe von zyklischen K[x]-Moduln (w,).....(»,), deren
annullierende Ideale entweder Null sind oder von je einem Polynom
aus K[x] erzeugt werden. Der Fall des Nullideals ist aber ausgeschlossen.
Denn fiir jedes w = w, kénnen unter den GréBen w, xw, x2w, . ..
hochstens # linear-unabhéngige vorkommen; es gibt also ein Polynom
a,x” &= 0 mit der Eigenschaft

S, x*w=0.

Jedes w = w, hat also ein annullierendes Polynom niedrigsten Grades

f, () =F(x) = 2% + oz 4% 4 o« + o,

fv+1 = O(fv)

Die GroBen w, xw, ..., x*~ 1w sind linear-unabhédngig in bezug auf K
und kénnen daher als K-Basis fiir den zyklischen K [x]-Modul (w)
= (w, xw, x%w, . . .) benutzt werden. Man hat:

und es ist

Aw=21xw,

Axw=x2w,

.........

Axklyw =xkw = — U W — Oy AW — - - —ock._lox"“lw.

Mithin wird die Transformation 4 des Moduls (w, xw,...) in sich
in den neuen Basiselementen durch die Matrix

0 ..... 0 —ua

10.... 0 —a
) 4,- |01

O ..... :‘1 —-Otk__l

dargestellt. Diese Matrizes nennt man Begleitmatrizes; zu jedem w,
gehort eine Begleitmatrix 4, von diesem Typ. Da M die direkte Summe

1 Das ergibt sich auch aus dem kurzen direkten Beweis am SchluB von § 107.
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der (w,) ist, so erhdlt man fiir die Matrix A die erste Normalform:

(2) 4=

wo die Kdstchen A, die Begleitmatrizes vom Typus (1) sind.

Aus dem Eindeutigkeitssatz von § 107 folgt, daB die Polynome f, (),
also auch die Begleitmatrizes A4,, durch den Modul M eindeutig be-
stimmt sind.

Die Kistchen A, kann man noch weiter ,,ausreduzieren’, indem
man die zyklischen Moduln (w,) als direkte Summen von solchen
zyklischen Untermoduln darstellt, deren annullierende Polynome Po-
tenzen von Primpolynomen sind. Die Gestalt (2) bleibt erhalten, nur
gehoren die Begleitmatrizes (1) jetzt zu Primpolynompotenzen (p (x))e.
(Zweite Normalform.) Auch jetzt sind die Begleitmatrizes, bis auf ihre
Reihenfolge in (2), eindeutig bestimmt. Die Polynome (p (x)) heiBen
bisweilen Elementarteiler der Matrix A. Das Wort hat hier also eine
andere Bedeutung als in § 106. Die Beziehung zwischen den beiden Be-
griffen wird sich in § 110 herausstellen.

Mit Hilfe von Kompositionsreihen der zyklischen Moduln (w,) kann
man die eben aufgestellte Normalform noch weiter ausreduzieren. Wir
wollen das hier nur fiir den Fall ausfiihren, daB3 die auftretenden Prim-
polynome p (%) linear sind, was insbesondere fiir algebraisch-abgeschlos-
sene Korper K stets der Fall ist. Es sei also

plr)=x—4,
1(x) = (5 — .

Als Basiselemente benutzen wir
v, = (x — A~ luw,
v, = (x — A2,

v, =w;
es wird
(x — A)v, =0,
= Ay, =94 I<pu=o)
oder
3) {jvlfwl jvl’
UV, =XV, =AUV, + V,_;.
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Mithin erhilt das ,,Kistchen“ 4, die ,,ausreduzierte’ Gestalt

A1 0....0
0 A 1,

4= | )
0 ...... 0o 2

und ebenso wird, da zu jedem w, ein 4, gehort,

A 1...0
a= o
|

0 2

Diese Kistchen hat man wieder in (2) einzusetzen, um die dritte Nor-
malform zu erhalten. Die ,charakteristischen Wurzeln™! A, und die
Grade g, der Kistchen sind wiederum eindeutig bestimm.

Alle Vektoren v, die zur selben Wurzel A gehdren, erzeugen einen
Modul $B;, der von einer Potenz von x — A annulliert wird (§107);
dieser Modul heiBit (in der Vektorsprache) der zur Wurzel i gehirige
Teilraum. Der ganze Modul R ist die direkte Summe dieser Teilrdume.
In ihnen gibt es weiter die in § 107 erwdhnte Reihe von Unterrdumen,
die von (x — 4)¢, (x — A)¢~1, ..., 1 annulliert werden. Die von x — 4
annullierten Vektoren w, fiir die also

Aw=AAw

ist, heiBen auch Eigenvekioren der Matrix A zum Eigenwert A.

Der Typus der Matrix 4 wird bisweilen durch ein Schema folgender
Art angegeben: Kommt eine charakteristische Wurzel, etwa 1;, in
verschiedenen Kistchen der Grade g, 0, ...,7 vor, so schreibt man
0,0,...,7 in einer runden Klammer und vereinigt dann alle zu ver-
schiedenen 4, gehérigen runden Klammern in einer eckigen Klammer.
So bedeutet das Schema [(2 1) 1] den Typus

A1l o
0 A

M
0 A

1 Der Name erklart sich im néachsten Paragraphen.
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Der vollstindig reduzible Fall (vgl. §108), in dem die Normalform (2)
eine Diagonalform
A 0
Ay
(4) "
\ 0 A
wird, tritt ein, wenn alle g gleich 1 sind, d. h. wenn die Polynome £, (x),

aus denen die (p(x))¢ durch Primfaktorzerlegung gewonnen werden,
frei von mehrfachen Faktoren sind. Wegen

f 1 = 0 (f 1')
reicht dazu hin, daB der hochste Elementarteiler f,(x) keine mehr-
fachen Faktoren hat.

Methoden zur wirklichen Bestimmung der charakteristischen Wur-
zeln und Herstellung der Normalformen findet man im néichsten Para-
graphen.

Aufgaben. 1. Der hochste Elementarteiler f,(x) kann charakteri-
siert werden als das Polynom f(x) niedrigsten Grades mit der Eigen-
schaft

f(x)M =0 oder f(4)=0.
2. Man bestimme fiir eine beliebige Matrix A in der zweiten oder

dritten Normalform die Gesamtheit der mit A vertauschbaren Matrizes.
[Vgl. §108, Aufg. 4.]

§ 110. Elementarteiler und charakteristische Funktion.
Bei der Transformation
A'=P1AP
geht die Matrix xE — 4 in
P1lxE—A)P=xP1EP—P14P
=xE -~ 4'

iiber. Wir wollen die Elementarteiler der Matrix xE — 4 in K[x] im
Sinne von § 106 bestimmen. Pa sie gegeniiber vorderer und hinterer
Multiplikation mit beliebigen invertierbaren Matrizes invariant sind,
konnen wir sie auch fir xE — A’ bestimmen, wo 4’ die erste Normal-
form aus § 109 ist. Nach (1), (2) § 109 besteht xE — 4" aus Késtchen
von der Gestalt

x 0 ... 0 fo

— 1 X . ) . .
0 .‘! . x .
xE,— A, = S

. ] Br-2
0...0 —1x+4p8y
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Zur Bestimmung der Elementarteiler. haben wir diese Matrix auf
Diagonalform zu bringen. Addiert man die mit x, x2, ..., x»~1 multi-
plizierte zweite bis A-te Zeile zur ersten, so kommt:

0 0....0 f(®
-1 % . - B

0- .. . M -

. x Br-2

0...0—-1 x4 pi,

Bringt man nun durch Vertauschung von Zeilen die erste ganz herunter,
so stehen unter der Hauptdiagonale lauter Nullen. Es ist sehr leicht,
durch Addition von Vielfachen friiherstehender Spalten zu spiteren
alles, was oberhalb der Hauptdiagonale steht, zum Verschwinden zu
bringen. Es bleibt also
—1 0
—1

—1
0 1(x)
Reiht man nun alle diese Kistchen aneinander und vertauscht noch
Zeilen und Spalten, bis alle — 1 in der Hauptdiagonale zuerst kommen,
so erhidlt man die gesuchte Diagonalform

—1 0
—1

—1
()
0 el
Mithin sind die Polynome f,(x) (zusammen mit einigen Einsen) die
Elementarteiler von xE — A. Die Primpolynompotenzen, in die sie

zerfallen, sind die Elementarteiler der Matrix 4 im Sinne von § 109.
Das charakteristische Polynom (die charakteristische Funktion) von A

annulliert den Modul R, weil schon der Faktor f,(x) es tut; man hat
somit

(1) zd)=0.

Das charakteristische Polynom ist der héchste Determinantenteiler
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von xE — A, also bis auf eine Konstante gleich der Determinante
|xE — A4|. Die Konstante ergibt sich sofort gleich Eins; mithin ist

2) x()=|xE—AJ.

Die charakieristische Gleichung (1) fir die Matrix A 148t sich auch
direkt rechnerisch aus (2) ableiten. Es ist ndmlich

X =3 Uty
und die Elimination aller # aus diesem Gleichungssystem ergibt (da x
und seine Potenzen mit den «;; vertauschbar sind):

% —oqy — Oy =+ — 0y,
‘M]=0

._.anl —“nz""x—“nn
oder -
|*E — A|u;=0;

d. h. y(x) =|xE — A| annulliert alle #;, also den ganzen Modul X,
q.e.d.

Die Koeffizienten der charakteristischen Funktion y(x) von 4 sind
nach dem Vorigen Invarianten bei der Transformation 4 — P14 P.
Die wichtigsten sind der erste und der letzte:

die Spur von A: der Koeffizient von — x"~1:

Sp(4) =Do;
die Norm von A: der Koeffizient von (— 1)® 2%:
N4)=14].
Die Wurzeln der charakteristischen Funktion sind die charakte-
ristischen Wurzeln 2., die im vorigen Paragraphen schon [als Wurzeln der
Polynome f, (%)] eingefiihrt wurden. Das liefert zugleich ein brauchbares

Mittel zur Bestimmung dieser 4, und zur Herstellung der Normalformen
des vorigen Paragraphen: Man bestimme zunichst die 4, als Wurzeln von

2 =|xE —4|,
sodann die v, aus den linearen Gleichungen [vgl. (3) § 109]
Avi=2A,v,.
Im Fall der mehrfachen Wurzeln (¢ > 1) sirid die weiteren v,, .. ., v,
aus (3) § 109 meist leicht zu finden; eventuell hat man dabei die zum

selben 4, gehérigen v, noch durch passende Linearkombinationen zu
ersetzen.

Die Gleichung y(4) =0, deren Wurzeln die 4, sind, tritt in vielen
Anwendungen immer wieder auf und wird wegen ihres Auftretens in der
Theorie der sikularen Stérungen auch Séikulargleichung genannt.
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Aufgaben. 1. Man bestimme die Normalformen der Matrizes

0 1 1 11 011 0 01 1 1 0
(1 0) > 01 1], 0 0 1), (O 0 1), 01 0).

0 0 1 0 01 0 0 1 0 1 1

2. Man gebe eine Klassifikation der projektiven Abbildungen einer
projektiven Ebene auf sich:

& &
& =4 & |
& &

und bestimme die Lage der invarianten Punkte und Geraden dieser
Abbildungen.

§ 111. Quadratische und Hermitesche Formen.

Es sei K ein kommutativer Kérper der Charakteristik == 2. Um die
Werte, welche eine quadratische Form

AC -,xn):?%’ﬂikxixk (Bir = Brs)

annimmt, fiir spezielle Werte x; = ¢; aus K zu studieren, fassen wir
die ¢,, . . ., ¢, als Komponenten eines Vektors # auf und setzen

Flw,u)=1f(cr,...,co) =3 FBircics.

Wir bilden, wenn v = (d,, . . ., d,,) ein zweiter Vektor ist, den Ausdruck
flu+Av,u+ Av) =3 3Bixcicr+ 243 3Birncidr + AzZZﬂikdidk
=[(u, u) +24f(u,v) + 2f(v,v),

f(#,0) =3 3Bixc:id
gesetzt ist. Die Bilinearform f(u, v) ist offenbar invariant (d. h. unab-
hédngig von der Wahl der Basisvektoren) mit der Form f (%, %) verbunden
und heiBt die Polarform von f (u, u).
Bezieht man die Vektoren # des Raumes R, auf eine neue Basis
(uy, ..., u), wo die % mit den alten Basisvektoren u,, . .., #, durch
die lineare Transformation P verbunden sind:

’
Uy = ;75 ,
so werden, wie wir wissen, die Komponenten ¢, eines Vektors transfor-
miert nach der Regel

wobei also

¢ =256,
und die quadratische Form f wird daher iibergefiihrt in
f=33Bucici =333 3 Bums;mr,cic;

mit Koeffizienten

ﬂ;‘l=22ﬂik7ziinkl-
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