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Vorwort zur 7. Auflage. 
Einen Markstein in der Geschichte des Unterrichts der deutschen höhe

ren Maschinenbauschulen bildete die Jahrhundertwende. - Während bis 
zum genannten Zeitpunkt den Anwärtern für die Laufbahn des höheren 
Maschinentechnikers kein Einblick in die Anfangsgründe der Infinitesimal
rechnung gewährt wurde, mit ganz wenigen Ausnahmen einiger nicht aus 
öffentlichen Mitteln unterhaltenen Lehranstalten, und man ängstlich be
müht war, die Differential- und Integralrechnung durch oft äußerst ge
schickte, aber sehr zeitraubende Umgehungen zu vermeiden, haben in den 
beiden letztverflossenen Jahrzehnten die meisten höheren Maschinenbau
schulen die Infinitesimalrechnung in ihre Lehrpläne aufgenommen. 

Unter den Vertretern des mathematischen und technischen Unterrichts, 
die in Wort und Schrift immer wieder für die Einführung der Differen
tial- und Integralrechnung gekämpft und dieses Ziel schließlich mit gutem 
.Erfolg erreicht haben, ist besonders der großen Verdienste auf dem ge
kennzeichneten Gebiete dankbarliehst zu gedenken, die sich der Begründer 
des vorliegenden Buches erworben hat, Dr. Heinrich Grünbaum. Seine 
vielseitige praktische Erfahrung als Lehrer an den Techniken zu Bingen 
und Nürnberg hinsichtlich der Handhabung der Infinitesimalrechnung hat 
er erstmalig in diesem Werke im Jahre 1901 als "Lehr- und Übungs
buch der Differentialrechnung" veröffentlicht, 1907 folgte die zweite und 
1912 die dritte Auflage. Letztere erhielt die neue Aufschrift "Funktionen
lehre und Elemente der Differential- und Integralrechnung", da sie auch die 
Forderung der großen neuzeitlichen Reformbewegung auf mathematischem 
Gebiete, "Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens" in weitest
gehendem Maße berücksichtigte. 

Leider war Grünbaum nur eine kurze Lebensdauer beschieden. Am 
20. April 1915 ist er heimgegangen, tief betrauert nicht nur von Ange
hörigen und Freunden, sondern auch von der Gesamtheit der Fachgenossen 
an unseren technischen Fachschulen. Außer dem vorliegenden Buche ver
öffentlichte Grünbaum u a. noch, und zwar im Teubnerschen Verlage: ,.Der 
mathematische Unterricht an den deutschen mittleren Fachschulen der 
Maschinenindustrie" (im Auftrage der Internationalen mathematischen 
Unterrichtskommission), 1910 und "Lehr- und Aufgabenbuch der Geo
metrie", 1914. 

Die glänzenden Besprechungen, die alle Arbeiten Grünbaums gefunden 
haben, kennzeichnen am besten, welch großen Verlust sein frühes Hin
scheiden für den mathematischen Unterricht unserer höheren technischen 
Fachschulen bedeutet hat. 



IV Vorwort 

Das vorliegende Werk, dessen drei frühere Auflagen bei Fr. Grub in 
Stuttgart erschienen waren, ist 1919 in den Besitz des Teubnerschen Ver
lages in Leipzig übergegangen, der mich damals mit der Neubearbeitung der 
4. Auflage erstmalig beauftragte. - Für die von mir dabei vorgenomme
nen Änderungen waren gewisse Wünsche maßgebend, die bei der Be
sprechung des Grünbaumsehen Werkes zutage getreten waren. Aus solchen 
Erwägungen heraus ist namentlich die Reihenlehre auf einer viel breiteren 
Grundlage aufgebaut worden; auch hat die Lehre von den impliziten 
Funktionen und von den partiellen Differentialquotienten etwas weiter
gehende Berücksichtigung gefunden. - Schließlich hatte mein Aufsat7 
über ,,Ausbau des mathematischen Unterrichts. an den höheren Maschinen
bauschulen nach der volkswirtschaftlichen Seite" (Zeitschr. für gewerbl. 
Unterricht, 191 7) so zahlreiche, zustimmende Zuschriften aus Kreisen 
unserer Fachgenossen zur Folge gehabt, daß ich mich gern entschloß, auch 
Abschnitte aus der Wirtschaftsmathematik aufzunehmen, natürlich stets 
auf dem Funktionsbegriff aufbauend, wie Zins-, Rabatt-, Zinseszins-, Renten
und Tilgungsrechnung, sowie einiges über die mathematischen Grundlagen 
des Versicherungswesens. 

Sehr eingehend ist hierbei die Frage erörtert worden, ob die Wirtschafts
mathematik streng genommen in ein Werk über Funktionenlehre gut 
hineinpaßt. - Zunächst mag dies etwas zweifelhaft erscheinen. Da aber 
der Umfang des Stoffes, den man in der höheren Maschinenbauschule in 
der Wirtschaftsmathematik durchnehmen kann, nicht groß genug ist, um 
ein besonderes Buch darüber zu veröffentlichen, so habe ich mich bemüht, 
diese "Ungleichmäßigkeit des Inhaltes'' zu mildern, indem ich bei allen 
behandelten Wirtschaftsfragen auf dem Funktionsbegriff aufbaute. 

Ich hoffe gern, dem Buche dadurch einen guten Dienst geleistet zu haben, 
das im übrigen den von Grünbaum und mir vertretenen Grundsätzen in 
der alten, bisherigen Weise treu geblieben ist. Daher wurde bei der Stoff
auswahl an Stelle des rein Formalen denjenigen Dingen der Vorzug ge
geben, die für die funktionale und infinitesimale Auffassung der Vorgänge 
in Natur und Technik, sowie zur Behandlung wichtiger praktischer Fragen 
von besonderer Bedeutung sind. Außerdem wurde etwas mehr gebracht, 
als an unseren allgemein bildenden, sowie den technischen Fachschulen 
nach dem Lehrplan üblich ist. Einmal war hierbei der Gedanke maß
gebend gewesen, das Buch so zu gestalten, daß es auch dem Hochschüler 
ein willkommener Wegweiser für die mathematischen Vorlesungen werden 
soll, ebenso unseren höheren Maschinenbauschülern, wenn sie nach be
standener Reifeprüfung in die Praxis gehen, ein treuer Berater in mathe
matischen Dingen. - Ein Hauptaugenmerk wurde ferner darauf gelegt, 
möglichst anschauliche V erfahren bei der Darstellung zu bringen. -
"Streng wissenschaftliche" Ableitungen wurden natürlich vermieden, ohne 
daß dadurch gewissenhafte Darstellung und Entwicklung zu kurz gekommen 
wären. 

An algebraischen Vorkenntnissen setzt das Buch einfache Gleichungen 
ersten und zweiten Grades mit einer und zwei Unbekannten voraus, Po
tenzen, Wurzeln und Logarithmen, ferner aus der Geometrie diejenigen 
Gebiete, die durch Kongruenz, Inhaltsgleichheit und Ähnlichkeit umgrenzt 
werden, sowie die trigonometrische Auflösung des recht- und schiefwink-



Vorwort V 

ligen Dreiecks, also etwa das, was in den beiden nachbenannten Werken 
für Maschinenbauschulen des Teubnerschen Verlages geboten wird: Bar
dey-J ako bi- Schlie1 Arithm. Aufgaben nebst Lehrbuch der Arithmetik, 
9. Aufl., 1928; H. Grünbaum- Wiegner, Lehr- und Aufgabenbuch der 
Geometrie, 3. Aufl.,1926. 

Es ist nun die Frage, ob man in der untersten Klasse der höheren 
Maschinenbauschule zunächst die vorerwähnten Gebiete wiederholen und 
erst dann mit der Infinitesimalrechnung beginnen soll, oder mit beiden 
gleichzeitig. - Nach meiner langjährigen Unterrichtserfahrung ist der 
erstere Weg der erfolgreichere. - Wir geben daher in Elberfeld unseren 
neu eintretenden Schülern erst etwa 6-8 Wochen lang Gelegenheit, ihre 
auf der allgemeinbildenden Schule erworbenen mathematischen Kennt
nisse nach der zweijährigen praktischen Tätigkeit wieder aufzufrischen, 
bevor wir mit der Differentiation und Integration beginnen. - Bei der 
Abfassung des Buches sind aber die beiden Standpunkte gleichmäßig be· 
rücksichtigt worden, derartig, daß dem unterrichtenden Lehrer möglichst 
weitgehend freie Hand gelassen wird. Aus diesem Grunde ist das Buch 
so eingerichtet, daß es, zum Selbststudium wie zum Klassenunterricht sich 
gleichmäßig eignend, eine zu breite Darstellung vermeidet. Der beleh
rende Teil wurde daher nicht sehr umfangreich gestaltet, sondern die 
Sätze vielfach durch methodisch aneinander gereihte Fragen und Auf
gaben gewonnen. Auch die Aufeinanderfolge der einzelnen Abschnitte 
kann innerhalb weitgezogener Grenzen nach der Lehrerfahrung des ein
zelnen Fachgenossen oder der Eigenart der betreffenden Schule geändert 
werden. Der erste Abschnitt hat z. B. die eigentümliche Anordnung, die 
mit raschen Schritten dem Integral zueilt, namentlich mit Rücksicht auf 
die höheren Maschinenbauschulen, die schon etwa nach 10 Wochen in 
der untersten Klasse die einfachsten Integrale im Mechanikunterricht bei 
Besprechung der Schwerpunktsbestimmungen und der Trägheitsmomente 
anwenden. Will der Lehrer nun aus irgendwelchen Gründen erst die 
Differentiation vor Übergang zur Integralrechnung erledigen, so wird er 
zunächst § 9-12 fortlassen und diese später hinter § 35 bringen. 

Eine der wichtigsten Fragen scheint mir aber zu sein: "Wie soll der 
Schüler das Buch bei häuslicher Wiederholung verwenden?"
Ich rate meinen Schülern für die Belehrungen so zu verfahren, daß sie 
dieselben erst mehrmals zu Hause durchlesen, dann bei geschlossenem Buch 
die Entwicklung so oft wiederholen, dabei auch die erforderlichen Zeich
nungen aus dem Gedächtnis freihändig ausführen, bis sie genügende 
Sicherheit darin gewonnen haben. - Bei der Lösung von Aufgaben ist 
im Buche meistens das Endergebnis mit abgedruckt. Es hat dies den 
Zweck, dem Schüler die Gewähr zu bieten, daß er seine Hausaufgaben 
richtig durchgeführt hat. - Mit Rücksicht auf die Forderungen der 
Praxis soll auch der Schüler auf die richtige zahlenmäßige Durch
führung der Rechnungen allergrößte Sorgfalt legen. - Nach 
unserer Erfahrung wird die häusliche Wiederholung durch Zusammen
arbeiten von 2 (höchstens aber 3) Schülern wesentlich gefördert. - Das 
gegenseitige Abfragen und Erörtern des Stoffes trägt sehr viel zur Klä
rung des Verständnisses bei. 

Die im Buche enthaltenen Aufgaben sollen der Gewinnung einer ge-
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nügenden Fertigkeit im Kurvenzeichnen, sowie im Differenzieren und 
Integrieren dienen. Die eingekleideten Beispiele haben einen gewissen an
regenden Inhalt, teils aus allen Gebieten der Mathematik selbst, teils aus 
der Physik und dem Geldverkehrswesen erhalten. Wo für die häusliche 
Arbeit die fachlichen Kenntnisse des Schülers nicht zur Lösung der 
Textaufgaben ausreichen, empfehle ich in dem vorerwähnten "Lehrbuch 
und Aufgabensammlung der Geometrie" von Grün baum-Wiegner nach
zulEisen, sowie in den Werken Wiegner-Stephan, "Lehr- und Aufgaben
buch der Physik" 4. Aufi. (Leipzig 1926), und Stöckhardt, "Lehrbuch 
der Elektrotechnik", 3. Aufi (Leipzig 1925), ferner Loewy, "Mathematik 
des Geld- und Zahlungsverkehrs" (Leipzig 1920) und Grosse, "Graphi
sche Papiere und ihre vielseitige Anwendung" (Düren 1919 ). 

Rein technische Fachaufgaben wurden in dem Buche tunliehst ver
mieden. Die Mathematik soll dps Rüstzeug zur Bewältigung solcher Auf
gaben bieten, aber nicht selbst ein verkappter Mechanikunterricht sein. 
Auch Aufgaben, die gar keinen Anspruch auf praktische Bedeutung haben, 
sind in dem Buche vielfach zu finden, um einen mathematischen Gedanken 
klar hervortreten zu lassen. 

Mein im Vorwort zur 4. Auflage geäußerter Wunsch, "das Buch im 
Geiste seines allzu früh heimgegangenen Begründers neu bearbeitet und 
dadurch dazu beigetragen zu haben, zu den alten Freunden des Werkes 
noch einige neue zu erwerben", ist in außerordentlich erfreulicher Weise 
rasch in Erfüllung gegangen: Das Werk hat an den meisten staatlichen 
und privaten höheren Maschinenbauschulen Eingang gefunden und ebenso 
bei den Studierenden der Hochschulen zur Einführung in die mathematischen 
Vorlesungen für die Abteilung der Maschinen- und Elektro-Ingenieure. -
Dankbarliehst gedenke ich hierbei der wertvollen Anregungen zu Ergän
zungen, die mir aus dem Kreise der Herren Fachgenossen geäußert und 
von mir bei der 5. Auflage erstmalig gern berücksichtigt wurden, wie die 
Integration durch Partialbruchzerlegung, die stärkere Verwendung graphi
scher V erfahren bei der Infinitesimalrechnung, die Vermehrung derAufgaben 
über Maxima und Minima, sowie die Erweiterung der Wirtschaftsmathe
matik und die neu aufgenommene Fehlerausgleichsrechnung. Auch das 
Sachverzeichnis am Schluß des Werkes hat eine Umarbeitung und Erweite
rung erfahren. - Bei der jetzt vorliegenden 7. Auflage des Buches wur· 
den einige Berichtigungen ausgeführt, sonst aber keine wesentlichen V er
änderungen des Textes vorgenommen. 

Elberfeld, im Juli 1928. Jakobi, 
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I. Ganze Funktionen. Einige Differentialquotienten und 
Integrale. 

§ 1. Veränderliche Größen und Funktionen. 
I. Die Vorgänge in der Natur, wie die Erscheinungen und V erhält

nisse des menschlichen Lebens, werden von unserem Geiste als Ände
rungen gewisser Größen aufgefaßt. Wenn unser Körper uns die 
Empfindung "Kälte" anzeigt, so sprechen wir von einem Kleinerwerden 
der Temperaturgröße; wenn ein Gegenstand sich bewegt, so reden 
wir vom Größer- oder Kleinerwerden seines Abstandes von einem an
deren; die Vorgänge des Geborenwerdens und Sterbens sind für den 
Statistiker ein Größer- und Kleinerwerden der BevölkerungszahL 
Wollen wir also solche Erscheinungen der Messung und Rechnung unter
werfen, so werden wir genötigt, den vorkommenden Zahlgrößen bald 
diesen, bald jenen Wert beizulegen; wir müssen vom Wachsen und Ab
nehmen einer Größe sprechen. 

Eine Größe, der wir während unserer Beobachtung oder im Lauf der 
Rechnung verschiedene Werte beilegen, nennen wir eine veränderliche 
Größe oder kurz Veränderliche (Variable); im Gegensatz hierzu 
nennen wir eine Größe, die stets einen und denselben Wert besitzt, eine 
unveränderliche oder konstante Größe oder kurz eine Konstante. 

Beispiele: Konstant ist der Nennwert eines Wertpapiers, veränder
lich sein Kurswert. - Druck und Temperatur einer fest abgeschlossenen 
Gasmenge sind veränderlich, das Gewicht oder die Masse derselben ist 
konstant. - Macht man den Durchmesser eines Kreises veränderlich, d. h. 
läßt man ihn ab- oder zunehmen, so wird auch der Umfang veränderlich; 

dagegen behält der Quotient: D U~fang hierbei stets den konstanten 
urc messer 

Wert n = 3,141 ... 
Veränderliche Größen bezeichnet man durch die letzten Buchstaben 

der ABC-Folge, wie x, y, e, u, v, konstante Größen durch die übrigen 
Buchstaben oder durch einen beigesetzten Zeiger (Index), also a, b, c, m, 
n, x, y1, z2 usw. 

II. Bei der Beobachtung von Naturvorgängen beschränken wir uns 
aber nicht auf die Betrachtung einer einzelnen veränderlichen Größe; 
wir versuchen vielmehr Zusammenhänge, Verknüpfungen zwischen m eh
reren solchen Größen aufzufinden, um hieraus die Bedingungen und Ge
setze des Geschehens herzuleiten. Das Ziel des Ingenieurs ist ja, die 
Natur zu beherrschen, d. h. aus den vorhandenen Bedingungen vorher
zusagen, was eintreten wird, und die Bedingungen eines Vorgangs so zu 
verwirklichen, daß dieser Vorgang eintritt. Haben wir z. B. durch Ver
suche festgestellt, daß der Druck eines fest abgeschlossenen Gases sich 

Grünbaum-Jakobi, Funktionenlehre.1 Auf!. 1 



2 I. Ganze Funktionen. Einige Differentialquotienten und Integrale 

in bestimmter Weise vergrößert, wenn die Temperatur steigt, so kann 
uns diese Erkenntnis dazu dienen, dem Gas einen bestimmten Druck zu 
verleihen, dadurch, daß wir die Temperatur in geeigneter Weise regeln. 
Wir sagen: Druck und Temperatur eines Gases sind voneinander ab
hängige Größen. Eine Größe, die \"On einer anderen abhängig ist, be
zeichnet man als deren Funktion (Leibniz 1694). Im soeben erwähnten 
BE:ispiel ist also der Druck eine "Funktion" der Temperatur oder 
die Temperatur eine "Funktion" des Druckes. Die "Abhängigkeit" 
zwischen diesen beiden Größen ist uns aber erst dann vollkommen be
kannt, wenn wir imstande sind, zu jedem Wert der Temperatur den zu
gehörigen Wert des Druckes anzugeben und umgekehrt. Mit solchen 

Wertetabelle für 
y=xt 

X I y 

--3 + 9 
-1 + 1 

0 0 
+0,5 + 0,25 
+2 + 4 
+3,2 + 10,24 

Verknüpfungen zwischen zwei veränderlichen Größen 
werden wir uns im folgenden zu beschäftigen haben. 

Sind uns zwei veränderliche Größen x und y ge
geben, und ist jedem Wert von x ein ganz bestimmter 
Wert von y zugeordnet, dann nennt man y eine 
Funktion von x. 

Um ein rein mathematisches Beispiel zu geben, 
sei x eine beliebige reelle Zahl und y das Quadrat 
von X (also y = x2), dann läßt sich zu jedem be
liebig angenommenen Wert von x ein bestimmter 

Wert von y angeben, wie nebenstehende Wertetabelle zeigt; y ist also eine 
Funktion von x. Wir schreiben dafür y = f( x ). (Lies "y gleich Funktion 
von x".1)) 

Weitere Beispiele von Funktionen: Ein bewegter Körper hat in 
jedem Augenblick seiner Bewegung einen bestimmten Weg zurückgelegt; 
also ist der Weg eine Funktion der Zeit. - Ein Metallstab hat für jeden 
Wert seiner Temperatur eine bestimmte Länge; daher ist seine Länge 
eine Funktion der Temperatur. - Der Kreisinhalt besitzt für jeden Wert 
des Durchmessers Eline bestimmte Größe; also ist der Kreisinhalt eine 
Funktion des Durchmessers. Ebenso ist die Steuerstufe eine Funktion des 
Jahreseinkommens des Steuerzahlers. Ferner ist die Lebensversicherungs
prämie eine Funktion der Summe, für die die Versicherungspolice abge
schlossen worden ist. 

§ 2. Darstellung der Funktionen durch Tabellen und 
Gleichungen. 

I. Um die einander entsprechenden Wertezweier Veränderlichen x und 
y auf bequeme und übersichtliche Weise zusammenzustellen, bedient man 
sich, wie oben bereits angeführt, der Tabelle. Dies geschieht besonders 
oft bei Funktionen, die in der Physik, Chemie, Maschinenbau und Elek· 
trotechnik vorkommen. 

Beispiel: Das spezifische Gewicht y des Quecksilbers ändert sich mit 
der Temperatur x (in Celsiusgraden ausgedrückt); y ist also eine Funk
tion von x, und in nachstehender Tabelle sind zu einigen Werten von 
x die zugeordneten Werte von y angegeben. 

1) Schreibweise von Euler 1734. 
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Auch die Werte der bekannten mathematischen 
Tabellen, wie Quadrat- und Kubikzahltabellen, Loga
rithmentafeln, Sinus- und Tangenstabellen stellen 
Funktionen anderer Größen dar. 

II. Eine zweite Art, y als Funktion von x dar
zustellen, besteht darin, daß man mit x irgendwelche 
Rechnungsarten ausführt und deren Ergebnis gleich 
y setzt. 

Zum Beispiel: Unter x sei eine beliebige Ver
änderliche verstanden; erheben wir nun x ins Quadrat 

a; 

-20 
0 

20 
40 
60 
80 

100 
150 
200 

I '!I 
18,65 
13,60 
18,55 
18,50 
18,46 
18,40 
18,85 
13,28 
13,12 

und addieren hierzu die Zahl 3, dann erhalten wir eine neue Zahl, die 
wir y nennen wollen. Es ergibt sich dann folgende Zuordnung: 

Aus x = 1 wird gebildet 11 + 8 = 4 also y = 4 

" X= 2 " 21 + 8 = 7 " '!J = 7 
10 X= 8 10 " 81 + 8 = 12 " '!J = 12 
" X= 4 " " 4 1 + 3 = 19 " '!J = 19 
" X·= -1,5 " " (- 1,5)1 + 3 = 5,25 " '!J = 5,25 

Die Art, wie y aus x gebildet wird, läßt sich durch eine GI eich ung 
ausdrücken: y = xt + 3. 

Ebenso wird durch irgendeine andere Gleichung zwischen x und y 
eine Funktion dargestellt, etwa durch 

1 
y=--· 

x+1 

Setzt man hier für x nacheinander die Größen 
der umstehenden W ertetabelle, so ergeben sich ent
sprechende Größen für y. 

Kurz: Eine Gleichung, eine sogenannte "Funktions
gleichung", zwischen zwei V er!inderlichen x und y 
stellt im allgemeinen y als eine Funktion von x dar. 

111. Der Ausdruck 

2x- 5y- 10 =- 0 

Wertetabelle für 
1 1) 

y=a:+1 

X I '!I 
-8 -t 
-2 -1 
-1 00 

0 +1 
+1 +t 
+2 +t 
+8 +t 

stellt eine Funktionsbeziehung zwischen x und y her. Man kann hier der 
Veränderlichen x willkürliche Werte erteilen, z. B. ;x; = 0, 1, 2 ... 
und dann die Gleichung nach y auflösen, wobei man y =- 2,- 1,6, 
- 1,2 ... erhält. Man kann aber auch ebensogut der Veränderlichen y 
willkürliche Werte erteilen und alsdann die zugeordneten Werte von 
x berechnen. Die gegebene Gleichung zeigt uns keine Andeutung, welches 
von beiden V erfahren vorzuziehen sei. Die Veränderlichen x und y 
kommen, mit anderen Größen verbunden, ganz gleichberechtigt in der 
Gleichung vor. Man sagt, die Gleichung 

2x- 5y -10 = 0 

stellt eine "unentwickelte" Funktion oder implizite Fanktion dar. 
Löst man die Gleichung nach y auf, also 

y = {-(2x- 10), 
1) Das Zeichen oo für .,Unendlich" wurde 1656 von Wallis eingeführt. 

t* 
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so nennt man jetzt y eine "entwickelte Funktion" oder explizite 
Funktion von a;. Die Form dieser Gleichung weist uns darauf hin, nur 
der Veränderlichen a; willkürliche Werte beizulegen, die Werte von y 
aber alsabhängig von diesen Werten zu betrachten. Man nennt daher jetzt 

a; die willkürliche oder unabhängige Veränderliche, 
y die abhängige Veränderliche. 

Hätten wir unsere erste Gleichung aber nach a; aufgelöst, also 

a; = t(5y + 10), 
dann wären diese Bezeichnungen zu vertauschen. Es ist übrigens nicht 
immer möglich, eine unentwickelte Funktion nach einer der beiden V er
änderlichen aufzulösen, d. h. eine entwickelte Funktion daraus herzustellen. 

50 

1 

§ 3. Zeichnerische (graphische) Darstellungen. 

!d: 

Abb.l, 

Abb. ll. 

I. Überall, wo 
es sich um die 

Vergleichung 
von Zahlgrößen, 
namentlich um 
die Gewinnung 

eines guten 
Überblicks über 

viele Zahlen 
handelt, bedient 
man sich heute 
der zeichne
rischen (gra-

phischen) 
Darstellungen. 

Die einfachste 
Art derselben 
besteht darin, 
daß man die zu 
vergleichenden 



§ 3. Zeichnerische (graphische) Darstellungen 

Zahlen durch Strecken 
entsprechender Größe 
versinnbildlicht und 
diese Strecken dann 
auf einer wagerechten 
Linie senkrecht auf
trägt. Das Auge über
blickt die Anordrung 
und Größe dieser Strek
ken weit rascher als die 
entsprechenden Zah
lenverhältnisse. Hierzu 
kommt noch, daß oft 
aus einer solchen zeich
nerischen Darstellung 
durch einfaches Ziehen 
einer Linie oder auf 
ähnlicheWeise Ergeb
nisse gefunden werden 
können, die durch 
Rechnung nicht so 
rasch und übersichtlich 
zu ermitteln sind. 

Abb.l z.B.zeigtuns 
die Bevölkerungszahl 
des Deutschen Reiches 
von 1845 bis 1910 in 
Zeitabständen von 5 zu 
5 Jahren in Millionen. 

V er bindet man die 
Endpunkte der auf-

einanderfolgenden 
Strecken durch einen 
Linienzug, so kann man 
auch für die Zwischen- Abb.S. 

5 

jahre die ungefähren 
Werte ablesen. Aus der Abbildung lassen sich ferner leicht die Zunahmen 
der Bevölkerung in den 5-jährigen Zeiträumen überblicken und mit
einander vergleichen. 

Eine derartige ZeichnerischeDarstellung derVeränderungenirgend welcher 
Größen bezeichnet man als Schaubild oder Diagramm.- Vgl. die Be
zeichnung Indikatordiagramm bei derUntersuchungder Dampfmaschine usw. 

Von besonderem Vorteil für derartige Darstellungen erweist sich das 
bekannte Millimeterpapier, das auch in Abb. 1 und 3 benutzt ist. 

Abb. 2 zeigt uns den monatlichen Durchschnittswärmegrad in Celsius· 
geraden auf der Schneekoppe1). Die positiven Grade werden üblicher
weise nach oben, die negativen nach unten aufgetragen. 

Abb. 3 stellt uns den Stromverbrauch in Ampere für ein Elektrizitäts
werk im Verlauf eines Tages dar (h = hora. = Stunde). 

1) Temperaturkurve. 
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Die schraffierte Fl!!.che gibt zugleich ein Maß für die Anzahl der ab
gegebenen AmpeNstu.nden und, wenn die Spannung konstant ist, für die 
abgegebenen Wattstunden. 

II. Wir gehen nun zur zeichnerischen Darstellung rein mathematisch 
ausgedrückter Funktionen über. Es sei x wieder die u.nabh!!.ngige V er
änderliche und y die abh!!.ngige. 

Zunächst wird es sich darum handeln, die verschiedenen Werte, die die 
beliebige V er!!.nderliche x annehmen kann, bildlich darzustellen. Dies ge
schieht mit Hilfe der Zahlengeraden oder Zahlenachse. 

Auf einer Geraden trägt man von einem beliebigen Anfangspunkt 0, 
dem Nullpunkt, aus die gleiche, willkürlich gewählte Längeneinheit nach 
beiden Richtungen wiederholt ab und bezeichnet die Endpunkte auf der 
rechten Seite durch 

1, 2, 3, 4 . ' 
auf der linken Seite durch 

-1, -2, -3, -4 ., 
(Abb. 4). Durch Eintragen von Zwischenpunkten können wir auch alle 
übrigen reellen Zahlen wie 0,6, 1,75, 2,33, - 10,37 ... andeuten. Die 

-5 -* -3 -2 -1 0 1 2 3 
Abb.4. 

auf dieser Geraden liegenden Punkte sollen uns die Werte darstellen, die 
die veränderliche Größe x annehmen kann. Durchläuft etwa ein Punkt 
unsere Gerade von - 5 bis + 3, so bedeutet dies, daß die Veränderliche 
x vom Wert - 5 an bis zum Wert + 3 wächst. Die Gerade heißt des
halb x-Gerade oder X-Achse oder auch Abszissenachse. Da nun weiter 
y eine Funktion von x sein soll, so gehört zu jedem Wert von x ein ganz 
bestimmter Wert von y; diesen Wert tragen wir nun - wieder unter 
Zugrundelegung einer bestimmten Längeneinheit - als Senkrechte (Or
dinate) im Punkt x an. Natürlich muß wieder ein Unterschied zwischen 
einem positiven und einem negativen y gemacht werden können. Zu diesem 
Zweck setzen wir fest, daß ein positiver Wert von y stets nach oben, ein 

a; I 
-4 
-3,5 
-3 
-2,5 
-2 
-1,5 
-1 
-0,5 

0 
+0,5 
+1 
+1,5 
+2 
+2,5 
+3 
+3,5 
+4 

y 

+ 6 
+ 2,75 

0 
- 2,25 
- 4 
- 5,25 
- 6 
- 6,25 
- 6 
- 5,25 
- 4 
- 2,25 

0 
+ 2,75 
+ 6 
+ 9,75 
+H 

negativer nach unten aufzutragen sei (Abb. 5). 
Die Strecken x und y heißen auch die "K o

ordin a ten" des hierdurch bestimmten Punktes; 
x heißt die "Abszisse", y die "Ordinate", 
(Descartes 1619 ). 

Es liege z B. die Funktion vor: 

y=x2 +x-6. 

In der nebenstehenden Wertetabelle sind einige ent
sprechende Größen von x und y zusammengestellt. 
V erfahren wir mit diesen Werten, wie eben gezeigt, 
so ergibt sich das Bild der Abb. 5. 

Die gezeichneten y-Strecken (Ordinaten) veran
schaulichen unsjetzt das Wachsen undAbnehmen der 
veränderlichen Größe y. Zwischen x = 0 und x = 0,5, 
ebenso zwischen x = 0,5 und x = 1 usw. können wir 
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?I 
1 f 
I I 
I I I I 
I I 

I y 9 I 
I I I I 
I I I I 
, I I I a: I I 

0 1 2 .L.~ 
I I I .:J 

I I I 
I I 1 
I I 1 

I I 6 
1 I I I 
I I I I 

!I I I 
I /, 

I I 1 I 
b 1 I /, 

I I 

6 ), 
Abb.5. Abb. 6. 

noch beliebig viele Zwischenwerte einschalten; dann erhalten wir auch für y 
noch entsprechende Zwischen werte. Die Endpunkte der y-Strecken schließen 
sich dann immer dichter zusammen; sie ordnen sich zu einer zusammen
hängenden Linie, einer Kurve (Abb. 6). Diese Kurve ist das eigentliche 
Bild (Schaubild oder Diagramm oder graphische Darstellung) der Funktion 

y = x2 + x- 6. 
Im Nullpunkt pflegt man noch eine Senkrechte zu errichten und darauf 

die Werte von y aufzutragen. Diese Gerade heißt dann die Y-Achse 
oder auch 01•dinatenachse. 

Die Kurve bringt die Veränderung von y zu deutlichem Ausdruck. 
Hat x einen großen negativen Wert, so ist y positiv und sehr groß; mit 
wachsendem x (der Übergang von -100 auf- 99,- 98,- 97, - 96 
usw. gilt ja in der Algebra als ein Wachsen) wird y kleiner; bei x =- 3 
ist y = 0; wächst x noch weiter (- 2, - 1 ... ), so wird y negativ und 
sinkt bis auf - 6,25 herunter (bei x = - 0,5); dann geht y wieder em
por, erreicht bei x = + 2 nochmals den Wert 0, wird dann positiv und 
immer größer. Was hier mühsam durch viele Worte beschrieben wurde, 
zeigt das Schaubild der Funktion auf einen Blick. Solche zeichnerische 
Darstellungen von Funktionen sind für die Naturwissenschaften und die 
Technik von allergrößter Wichtigkeit. 

§ 4. Übungsaufgaben über zeichnerische (graphische) 
Darstellungen. Die ganzen Funktionen. 

Die Darstellung von Funktionen in Kurven 
eröffnet eine neue Welt von Vorstellungen und 
lehrt den Gebrauch einer der fruchtbringendeten 
Methoden, durch welche der menschliche Geist 
aeine eigene Leisfungsflihlgkeit erhöhte. 

E. d" Boi1-&ymond. 
I. Die Funktion: y = 2x (Abb. 7) ist gegeben. 
a) Nimm für x beliebige Werte an und berechne die zugehörigen Werte 

von y! 
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b) Was ist das Schaubild dieser Funktion? 
(Eine gerade Linie, die durch den Nullpunkt geht.) 

c) Wie ändert sich y, wenn x von - oo bis + oo läuft? 

1/ 

Abb.7. 

d) Schreibe die Funktionsgleichung in der Form 

~=2 
X 

und deute diese Gleichung trigonometrisch! 

(; = tgiX; tgiX = 2; IX= 63°26') 

e) Der Winkel einer geraden Linie mit der 
positiven Richtung der X-Achse heißt der 
"Steignngswinkel" dieser Geraden. 

JJ Die Tangensfunktion des Steigungswinkels 
heißt die "Steigung". Unsere Gerade hat also 
die Steigung 2 oder den Steigungswinkel 
IX= 63°26', 

f) Behandle in gleicherWeise die Funktionen: 
y = 3x; y = tx; y = x. 

g) Ebenso die Funktionen 

y =- 2x; y = - 3x; y = - ~x. 

h) Die Steigungen dieser Geraden sind: - 2;- 3;- f· 
Was bedeutet also eine negative Steigung? 

(Der Winkel IX mit der positiven X-Achse ist ein stumpfer; die Gerade 
hat keine eigentliche "Steigung", sondern "Gefälle".) 

i) Sind die Veränderlichen x und y durch eine Gleichung von der Form 

y-ax 
miteinander verbunden, so sagt man: y wäre zu x proportional oder auch: 
x und y wären miteinander proportional. a heißt der "Proportio
nalitätsfaktor". Die Proportionalität zwischen zwei veränderlichen 
Größen kann man also zeichnerisch durch eine gerade Linie durch den 
Nullpunkt darstellen. 

k) Sind x1 und x11 zwei beliebige Werte von x, y1 und y2 die zu
gehörigen Werte von y, so ist 

Yt = axl '!Ii = axs; 
dividiert man beide Gleichungen durcheinander, so erhält man 

Yt = xt d o er Yt : Ys = xl : Xs. Ys X1 

Welchen Namen hat eine solche Gleichung und wie läßt sie sich in 
Worten aussprechen? Man kann auch schreiben: y1 x2 = y2x1 • Deute 
diesen bekannten Satz aus der Proportionslehre geometrisch! 

1) Die Gleichung für die gleichformige Bewegung lautet: 

S=C·t, 
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worin t die veränderliche Zeit, s den veränderlichen Weg, c die konstante 
Geschwindigkeit bedeutet. Stelle diese Gleichung bildlich dar. (Anwen
dung beim graphischen Fahrplan, Abb. 8.) l UJ~f 

\I ~ b l ~~ H~ , l.lo ~ t ~J ~ 
~=> ic.n c.o N IV.ürst.enwalae ll' ' r 

r7 ojp~ ! 1 - I 1 I" I? f>;lf 7 ... 

s o l/1;, 
- - -. - - r!- . - - .. -- -. . . .. ~J.-A-<1~-3- '1Jl.tlt:d.lY861J 

' 0 lhl 1\ 1/ ~j J II 

1/ 

~~ 
.1 

~ 
1:0 . . . 

~ 

1: 1/ 
' . . 
' lvi I, I 

'· 
IA~.I\ 

IJ IWürs 

• • 
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II. Die Funktion y = 2 x + 3 sei gegeben. 

a) Stelle diese Funktion durch Zeichnung dar! (Gerade Linie, vgl 
Abb. 9.) 

b) Für x = 0 wird y = 3; die Größe 3 bedeutet also den Abschnitt 
auf der Y-Achse. 

c) Schreibe die Gleichung in der Form 

y-3 
--=2 a; 

und deute diese Gleichung trigonometrisch! 

(Y a; 3 = tg a , tg a = 2) 
-----;;l::-'=1-'-----•:r d) Stelle ebenso die Funktionen: 

y=2x-3 

!f=tX + 1, 
2x -3y-6=0, 
y=-2x+3, 
y= -ix-7, 

x+y=6, 
y=-2x-3, 
y=x+4, 
a;-4y=0 

bildlich dar! Gib für jede Gerade die Steigung, 
den Steigungswinkel und den Abschnitt auf 

Abb. 9. der Y-Achse an! 
e) Ist y mit X durch eine Gleichung von der Form 

y=ax+b 
verbunden, so sagt man, y wäre eine ganze Funktion ersten Grades 
oder kurz lineare Funktion von x. 

Jede Funktionsgleichung der Variabeln x und y, die die unabhängige 
in keinem Nenner enthält, also wie im vorliegenden Beispiel, heißt ganze 

Funktion, im Gegensatz zur gebrochenen Fun,ktion (z. B. y = .!__, a; 
vgl. § 16.) 

Die Funktion y = ax + b heißt linear, weil sie die Unabhängige nur 
in erster Potenz enthält. Das Schaubild einer linearen Funktion ist eine 
gerade Linie. 

f) x Celsiusgrade seien gleich y Fahrenheitgraden; wie heißt die Be
ziehung zwischen x und y? (y = 1,8 x + 32.) 

Stelle diese Beziehung bildlich dar! 
g) Ein abgeschlossenes Gas hat bei 0° Celsms den Druck 1 at.;. wie 

groß ist sein Druck p bei der Temperatur t0 ~ 

( p =-1 t+1)· 273 

Welche Schwierigkeit s-tellt sich hier der zeichnerischen Darstellung ent
gegen? 

h) Für die Größe x des Auftritts und y der Steighöhe einer bequemen 
Treppe wird in den bautechnischen Kalendern folgende Beziehung auf-
gestellt und empfohlen: x + 2y = 63 cm. 
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Man stelle hieraus einige passende Werte für x und 11 zusammen. 
i) Ein Kapital von a Mark verzinst sich mit P% 1); wie hoch sind die 

Zinsen e nach einem Jahre?- Es verhält sich a: e = 100 :p, folglich 
ist e = 0,01 a · p. Bei konstantem Zinsfuß p sind also die Zinsen e eine 
Funktion des Kapitals a. Nach n Jahren betragen somit die Zinsen n-mal 
soviel, wenn es sich um einfache Zinsen handelt, das heißt, wenn die 
Zinsen nicht jährlich dem Kapital zugefügt und in den folgenden Jahren 
mitverzinst werden. Wir erhalten also e = O,Ola · n · p, worin bei un
veränderlichen Werten für a und p die Beziehung besteht: e = f(n). 

Nach n Jahren wird das Kapital (Anfangskapital) a mit den einfachen 
Zinsen zum Kapital (Endkapital) b angewachsen sein und zwar ist dann 
b = a + e = a + 0,01a · n · p oder b = a(1 + 0,01n · p). 

Hat man, wie dies meistens im Geschäftsverkehr der Fall ist, die Zinsen 
nicht für Jahre, sondern für Tage zu ermitteln, so rechnet man jeden 
Monat (also auch Februar und die Monate mit 31 Kalendertagen) zu 
30 Tagen, somit das Jahr zu 12 · 30 = 360 Tagen, wobei der Ein- oder 
der Rückzahlungstag mitverzinst wird. 

Soll z. B. die Zahlt der Zinstage vom 5. Juni 1928 bis zum 19. August 
1928 ermittelt werden, so findet man 

t = 25 (im Juni)+ 30 (im Juli)+ 19 (im August)== 74 Tage. 

Der Kaufmann findet dies kürzer, indem er den Einzahlungstag ( 5. Juni, 
der mitverzinst wird) und den letzten Zinstag, also den 19. Aug., je in 
Form eines Bruches schreibt, dessen Nenner die Ordnungsnummer des 
Monats in römischen Ziffern ist, der Zähler der Tag des Monats in arabi
schen Ziffern, um den es sich handelt, also 

5.Juni=;I und 19.Aug.=;1~· 
Durch Subtraktion der römischen Zahlen einerseits unJ der arabischen 

andererseits, erhält man die Zahl der Monate und Tage der gesuchten 
Zeit t. Es ergibt sich also: 

19- ö 14 
t = VIII- VI = If = 2 Monate + 14 Tage = 7 4 Tage, 

wie oben auf anderem Wege gefunden. 
Für die Zeit vom 12. Juli 1928 bis zum 25. April 1929 ergibt sich 

entsprechend: 
25-12 18 

t ==XVI_ VII = IX = 9 Monate + 13 Tage = 283 Tage. 

Handelt es sich nicht um ganze Jahren, sondern um Taget, also Bruch
teile von Jahren, so geht in der Zinsgleichung e = 0,01 a · n · p die Größe 

n in s!o über und wir erhalten: 

e = 0,01 a · _t_ · p oder e = 0 01 a · t · .1!_ · 
860 ' 860 

1) Das Zeichen "), stammt von de la Porte, 1685. Det Zins ist die Miete 
für ein geliehenes A.apital. 
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Wertetabelle 
p I c 

0 
1 360 
2 180 
3 120 
4 90 

Setze den Quotienten 360 =c, dem Zinsdivisor, p 
dann wird t 

e = 0,01 a. c' 
Zur Ermittelung dieses Zinsdivisors c bestimmen 

wir aus der Gleichung c = 360 für beliebig gewählte p 
Werte der unabhängigen Veränderlichen p die ab
hängige c. (V gl. nebenstehende Wertetabelle )1). Trage 

zur bildliehen Darstellung p auf der Abszissenachse (für p = 1 gleich 1 cm) 
und c auf der Ordinatenachse (für c = 10 gleich 1 cm) ab. Was für eine 
Kurve ergibt sich? Wie kann man aus dem Schaubild die Werte für c 
leich. ermitteln, wenn p gleich 3,5%, 4,75% oder 5,3% ist? 

5 72 
6 60 

6,0 1/ 
5,5 

~ 5,0 
·~ 4,5 
:;:: 
<.> 4,0 "' :;:: 

~ 3,5 
II 3,0 .. 

1 

2,5 

2,0 

1,5 

1,0 

0,5 

~,1/ 
IVV v~--' 

~.,..v 11l (j !ßV 

v vv !---~--' 

1/ 1/ ~I-' 

1/ vv ~~--- 'flo ~---~--- ~---~---

v ~,.Y ~ 

1/ ~ ~ 
Pi- 11-

1--v 1/~~--- 1- ~ ~ 1- 0 

bv t:t:: 1- 1- 1-

I&lia ~ r;;. ..... 

~o~~~~oooo~ooooo~ocoooooooocccococcc 

~"-~--~."-~~"-~--h"->·~~"-~-·h~-~~"-··· ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

i ": ~ ~ 
~ ~ 

... .";, ....; 
~ 

~ .. ""' 't:l ~ ~ ~ ~ ~ 
~ ~ ~ ~ --.:: tQ 0 

...; ...; ,...; ,...; ...; ...; ...; ...; ....; ....; ...; ...; 
-+ t = Tage. Abb.lO. 

Abb. 10 zeigt (in verkleinertem Maßstabe), wie wir mit Hilfe der Zeich
nung ermitteln können, wieviel Zinsen 100 .;/{ beip% in t Tagen bringen. 
In der Gleichung 

t 
e = 0,01 a ·- · p wird dann a = 100, 360 

also e = a!o · p. Hierin ist p die Konstante, t die unabhängige und e die 

abhängige Veränderliche. Im Schaubild ist t auf der Abszissenachse 
(10 Tage = 2,5 mm) und e auf der O.t;dinatenachse (1 .;/{ = 10 mm) ab
getragen und p der Reihe nach gleich 1 bis 6% gesetzt. Bei entsprechend 

1) c = 360 ist ein Beispiel f'ür eine gebrochene Funktion (vgl. § 16), im 
p 

Gegensatz zur ganzen Funktion c, bei der eine Variable als Nenner eines 
Bruches vorkommt, wie z. B. y = ax + b. 
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größerer Zeichnung, nämlich für t eine Einheit gleich 1 Tag, kann man 

aus dem Schaubild sowohl die Zinsen, als auch die Zahl der Zinstage 
genau ablesen. 

Solche graphische Tabellen, die als Ersatz für Zahlentabellen dienen 

und in der Praxis sehr gebräuchlich sind, bezeichnet man als "N omo
gramme".1) 

k) Zeichne in ähnlicher Weise folgende Nomogramme: 

1. Tages- und Wochenlohn eines Arbeiters (Arbeitszeit: 8 Std. täglich, 

48 Std. wöchentlich) für 2000, 3000, 4000 und 5000 .Jt Stundenlohn. 

(Trage auf der X-Achse die Zeit im Maßstab 1 Std. = 2,5 mm a.uf und 

auf der Y-Achse die Lohnbeträge im Maßstabe 1000 .Jt = 1 mm ab usw.). 

Dies sind dann d1e Bruttobeträge der Lobnzahlungen. Stelle entsprechend 

das Nomogramm der Nettobeträge dar, die sich aus den ersteren nach dem 

gesetzlichen Steuerabzug von 10% ergeben. 
2. Nach dem Mannschaftsversorgungsgesetz vom 31. Mai 1906 erhielt bei 

völliger Erwerbsunfähigkeit der Gemeine 540 .Jt jährlich, der Unteroffizier 

600 .Jt, der Sergeant 720 .Jt und der Feldwebel 900 .Jt, wozu noch für 

alle 180 .Jt Kriegszulage und bei 60-100% Erwerbsunfähigkeit außer

dem 324 .Jt Verstümmelungszulage kommen. Zeichne das Nomogramm 

der gesamten Monatsrente der genannten Dienstgrade bei 10, 20, 30, ... 

100% Erwerbsunfähigkeit. 
3. Zeichne das Nomogramm der für die Krankenversicherung (der Orts

krankenkasse Elberfeld) und die Invalidenversicherung im Jahre 1919 

zu entrichtenden Beträge unter Berücksichtigung, daß zu ersterer Arbeit

geber und Arbeitnehmer im Verhältnis 1 : 2 beizutragen haben, zu letz

terer im Verhältnis 1 : 1, entsprechend folgender Tabelle 

Lohnstufe I Wochenlohn Kranken- Invaliditäts-
versicherung versicherung 

I. bis 8,99 .J(, 0,36 .J(, 0,18 .J(, 

II. 9,00-14,99 .J(, 0,72 .J(, 0,34 .J(, 

III. 15,00-20,99 .J(, 1,08 .J(, 0,42 .J(, 

IV. 21,00-26,99 .J(, 1,44 .J(, 

V. 27,00-32,99 .Jt. 1,80 .Jt 
VI. 33,00-38,99 .J(, 2,16 .j(, 

VII. 39,00-44,99 .Jt 2,52 .J(, 0,50 .j(, 
VIII. 45,00-50,99 .j(, 2,88 .J(, 

IX. 51,00-56,99 .Jt 3,24 .Jt 
X. 57,00 .Jt und 3,60 .Jt 

mehr 

I) Häufig werden die Zinsformeln bei der Rabatt- und Diskont-Rech

nung gebraucht. DerRabatt R ist die Vergütung, die man auf den Be

zugspreis P gewährt erhält, wenn man eine Ware im großen bezieht. -

Eine Maschinenfabrik hat z. B. ihren gesamten Jahresbedarf an Kohlen 

bei einer Zeche auf Abruf bestellt und erhält dafür am Ende des Jahres 

einen Rabatt von 5% vergütet. Der zahlbare Bruttobetrag P ist 13 550 .Jt, 

1) Vgl. die ausführliche Behandlung der Nomogramme in Band 59/60 der 
Mathematisch-Physikalischen Bibliothek, P. L uckey, Nomographie. Leipzig 
1927. 



14 I. Ganze Funktionen. Einige Differentialquotienten und Integrale 

also der Nettobetrag x =P-R und es verhält sich R: P = 5: 100, 
also R : 13 550 = 5 : 100 oder 

R = 13 550 · 0,05 = 677,50 .Jt 

und X= 13550- 677,50 = 12872,50 .Jt, 

Der Diskont ist die Zinsvergütung, die der Geldempfänger dem Geld
geber dafür gewährt, daß letzterer ihm eine Zahlung vor dem Fälligkeits
tage leistet. Wird z. B. eine erst am 21. April 1929 fällige Forderung 
a = 5500 .Jt schon am 15. Nov. 1928 beglichen, so ist beim Zinsfuß 

p = 5% die wirklich zu leistende Zahlung b = a-e und e === 0,01 a · s!o · p, 

also b = a ( 1 - 0,01 3!0p) 
b = 5500 · (1- 0,01 · s!o · 5) und da t = 156 Tage, 

b = 5500 ( 1 - 0,01 . !~~ . 5) = 5380,90 .Jt. 

In ähnlicher Weise erfolgt die Diskontierung von Wechseln ( d. i. die 
schriftliche Verpflichtung des Schuldners an einem bestimmten Tage, wohl 
auch Verfallstag genannt, dem Gläubiger die schuldige Summe zu zahlen). 
Der Gläubiger kann den Wechsel bei einer Bank diskontieren, d. h. diese 
zahlt ihm die Summe, vermindert um den Diskont, den Zinsen für die Zeit 
vom Zahlungstag der Summe an den Gläubiger durch die Bank bis zum 
Verfallstage, an dem letztere vom Schuldner das Geld erhält. - Auch für 
die Zeit der Beleihung (Verpfändung, Lombardierung) von Wertpapieren 
eines Geldsuchenden werden seitens der Bank entsprechende Tageszinsen 
gerechnet. 

m) Die wichtigste Anwendung findet die tägliche Verzinsung beim jetzt 
allgemein üblichen bargeldlosen Zahlungsverkehr. Der Kaufmann 
vereinbart zu diesem Zwecke mit einem Bankhause die Eröffnung einer 
Scheck- oder Kontokorrentrechnung. Bei ersterer (Scheckkonto) 
muß er bei der Bank ständig ein Guthaben besitzen, bei letzterer (offener 
Kredit) dagegen nicht. In beiden Fällen nimmt die Bank für den Kauf
mann Zahlungen in Empfang und leistet solche lür ihn. Für sein Gut
haben erhält er von der Bank Tageszinsen. Da sie das Geld aber wieder 
zu höherem Zinsfuß verleiht, so ist die Differenz der Gewinn der Bank. -
Über die Einnahmen und Ausgaben erhält der Kaufmann von der 
Bank eine halbjährliche oder jährliche Abrechnung. Eine solche wollen 
wir als Beispiel für die Buchführung hier näher betrachten. Die Ab
rechnung enthält links unter "Soll" die Beträge, die der Kaufmann zu 
zahlen hat (seine Ausgaben), rechts unter "Haben" sein Guthaben (seine 
Einnahmen). Unter "Haben" werden die eingehenden Beträge vom Tage 
der Einzahlung bis zum Tage des Rechnungsabschlusses verzinst, unter 
"Soll" dagegen die Auszahlungen vom Tage des Rechnungsbeginns bis 
zum Tage der Auszahlung (vgl. umseitiges Beispiel). 

Hierbei verwendet man wieder für die Zinsberechnung die Formel 
t e = 0,01 a · 360 · p in entsprechender Weise, indem man für jede Ein-
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und Auszahlung das Produkt 0,01 · a · t bildet und das Ergebnis in die 
mit "Zahlen" überschriebene Spalte setzt. Sowohl "Soll" als auch "Haben" 
enthalten nun folgende Spalten: Datum, Geschäftsvorfall, Tage ( d. h. 
die Zahl der zu verzinsenden Tage), Zahlen (wie soeben angegeben) und 
Betrag. -Wird z. B. der Kaufmann am 25. Januar des Rechnungsjahres 
einen Betrag von 500 Jt von seinem Guthaben erheben, so ist einzusetzen 
bei "Tage" 25 und bei Zahlen 0,01 · 500 · 25, also 125. Hat er dagegen 
am 10. Februar den Betrag von 600 Jt eingezahlt, so kommt unter "Tage" 
40 und unter "Zahlen" 240. - Im ersten Falle hat also die Bank dem 
Kaufmann für 25 Tage Zinsen gutzuschreiben, im anderen verliert er 
für 40 Tage Zinsen. Das nachfolgende Kontokorrent ist für die Zeit vom 
1. Januar bis 30. Juui 1928 ausgestellt. Am Abschlußtage sind unter 
"Haben" 2400 Jt, unter ,,Soll" 2100 Jt verbucht, die Differenz von 
300 Jt wird nun unter "Soll" als Kapitalsaldo gebucht, als ob der 
Kontoinhaber das Geld ausgezahlt bekommen hätte, und ist für 180 Tage 
zu verzinsen. Die Differenz der "Zahlen" unter "Haben" und "Soll" ist 
2785-2415 = 370, für welch letztere die Zinsen im Betrage von 2,05 Jt 
unter "Haben" zu buchen sind, so daß sich ein Saldovortrag auf die neue 
Rechnung von 302,05 Jt ergibt. (Verdeutschung für Saldo: Rest oder 
Bestand.) 

Das vorstehende Buchführungsbeispiel ist nach dem sogenannten retro
graden Verfahren angelegt worden, d. h. alle Berechnungen von Zinsen, 
die dem Kunden auf der Soll- oder Habenseite zu berechnen sind (je 
nachdem, ob es sich um Geldein- oder -auszahlungen für ihn handelt), 
werden auf den Anfangstag des Kontokorrents, also in unserem Beispiel 
auf den 1. Januar 1928 berechnet. Im Gegensatz hierzu steht das pro
gressive Verfahren, bei dem die Zinsberechnung auf den Abschlußtag 
des Kontokorrents, also in unserem Beispiel auf den 30. Juni 1928 ge
rechnet werden. Das retrograde Verfahren bedeutet eine Zeitersparnis 
für die Bank, weil bei jeder Ein- oder Auszahlung die Zahlen und Tage, 
bezogen auf den Anfangstag des Kontokorrents sofort eingetragen werden 
können, was eine bessere Verteilung der Arbeit der Bank bedeutet, als 
wenn die Berechnung der Tage und Zahlen erst am Abschlußtage des 
Kontokorrents erfolgen würde. 

Die Berechnung der Zinsen vom Anfangs- bzw. Abschlußtag des 
Kontokorrents nennt man die Valutierung. Dagegen versteht man 
unter Bilanzierung, den Ausgleich der Soll- und Habenposten, die 
zn der gleichen Summe führen müssen. Dies wurde in unserem Bei
spiel erreicht, indem wir links den Kapitalsaldo hinzufügten und so als 
Endergebnis beiderseits 2402,05 Jt erhielten. - Tritt, wie in der 
Gegenwart leicht möglich, während des Jahres (Halbjahres) eine Zins
fußänderung ein, so rechnet man erst vom Anfangstag des Kontokorrents 
bis zum Tage der Änderung des Zinsfußes mit dem alten Prozentsatz 
und von da ab mit dem neuen. (Zerlegung der Kontokorrentzeit in 
zwei Teile.) Gewährt die Bank dem Kontokorrentinhaber Kredit, indem 
sie für ihn größere Zahlungen leistet, als sein Guthaben beträgt, so 
kann der Fall eintreten, daß die Zinszahlen der Sollseite höher als die
jenigen der Habenseite sind, so daß die Sollseite mit dem Saldo zu be· 
lasten ist. 



16 I. Ganze Funktionen. Einige Differentialquotienten und Integrale 

Soll 
Jahr jMonatJ Tag I Geschäftsvorfall I Tage !Zahlen! Betrag 

= 
19 Jan. 25 Bar erhalten ........... 25 125 .Jt 500,00 
,, März 20 Scheck Nr. 525 ... .... 80 320 .Jt 400,00 .. Juni 1 Steuerkasse in X ... 150 1800 .Jt 1200,00 .. " 

30 Kapitalsaldo von 300 .Jt. 180 540 

" " 
30 Saldo auf neue Rechnung .){. 302,05 

1 2785 I .Jt 2402,05 

Das Kontokorrent ist ein Beispiel für die einfache Buchführung 
im Gegensatz zur doppelten, bei der die Geschäftsvorfälle, V ermögeiiS
anderungen, im Hauptbuch eine planmäßige Darstellung auf Einzelrech
nungen oder Konten finden und so einen genauen Aufschluß über alle 
Einzelheiten des Besitzes und der Geschäftstätigkeit geben. 

III. Die Funktion y == x 2 sei gegeben. 
a) Berechne für X=- 4,- 3,- 2, -1, - 0,5, 0, 0,5, 1, 2, 3, 4, ... 

die zugehörigen Werte von y und zeichne alsdann das Schaubild der 
Funktion! 

b) Gib die Änderung von y an, wenn x von- co bis + co wächst! 
c) Für x =- a erhält y den gleichen Wert wie für x = + a; was 

bedeutet dies geometrisch? (Die Kurve ist symmetrisch bezüglich der 
Y-Achse? 

d) Zeichne ebenso die Kurven: 

y = 2 x2, y = -!-x2, y = - 0,3 · x11, y = x2 + 4, y = x9 - 4 

und vergleiche sie mit der Kurve y = x2. 

e) Die Funktion y == ax2 
heißt eine rein quadratische Funktion von x (weil x nur in der 2. Potenz 
vorkommt); ihr Schaubild ist eine ,,Parabel". 

f) Für den freien Fall gilt die Formel: s = tgt2, worin g (die Be
schleunigung der Schwere) auf 10 m/sek• abgerundet werden kann, also: 
8 = 5 t2; man stelle diese Beziehung zwischen Weg und Zeit bildlich dar I 

g) Die in der Sekunde durch einen elektrischen Strom von der Stärke 
von i Ampere in einem Draht mit dem Widerstand von w Ohm erzeugte 
Wärmemenge Q in Grammkalorien ist nach dem Gesetz von Joule: 
Q = 0,24 w · i 2; man stelle für einen festen Widerstand (etwa für w = 1 Ohm) 
die Wärme Q als Funktion der Stromstärke i zeichnerisch dar! 

h) Das Gewicht G eines Meters 0-EisPn (sp. G. 7,79 kg/cdm) von der 
Dicke d mm beträgt: G = 0,00779 · d2 kg. Man stelle das Gewicht G als 
Funktion der Dicke d bildlich dar! 

IV. Die Funktion y == ~ x 2 - -}X + 5 sei gegeben. 
a) Die bildliehe Darstellung zeigt, daß auch dieser Funktion eine Pa

rabel entspricht. 
b) Wo schneidet die Kurve die X-Achse.) 
(Aus der aufgestellten Tabelle ersieht man, daß y = 0 ist für x = 2 

und für x = 5.) 
c) Wie hätte man diese Schnittpunkte auch ohne Hilfe der Tabelle 

finden können? 
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Haben 
Jahr !Monat I Tag I Geschä.ftsvorfa.ll I Tage !Zahlen! Betrag 

19 .Jan. 1 Saldo von 1918 ••.•..••• Jt 300,00 

" 
Febr. 10 Bar eingezahlt. . . . . . . . . 40 240 Jt 600,00 

" 
Mai 15 Wechsel von N. N ...... 135 1350 Jt 1000,00 

" 
Juni 15 V!'rschiedene Zinsscheine 165 825 Jt 500,00 

" " 
so Zinsen zu 2 % ......... 370 Jt 2,05 

21s5 1 .Jt 2402,o5 .. Juli 1 Saldovortrag .......... , I !Jt 302,05 

(Man muß die Veränderliche y gleich 0 setzen und die quadratische 
Gleichung tx'- fx + 5 = 0 nach x auflösen.) 

d) Wo liegt der Scheitel der Parabel? 
(Er läßt sich, wegen der Symmetrie der Kurve, sowohl durch Rech

nung, wie durch Zeichnung, leicht auffinden: x = 3t, y =- li-) 
e) Untersuche und zeichne folgende Funktionen: 

y = x' + x- 6, y =- tx2 + tx + 2, y = 2x2 + x + 4. 
f) Die Funktion y - ax2 + bx + c 

heißt eine ganze Funktion zweiten Grades oder eine quadratische 
Funktion (weil x in der 1. und 2. Potenz vorkommt); ihr Schaubild ist 
eine Parabel, deren Symmetrieachse parallel zur Y-Achse liegt. Die 
Schnittpunkte der Kurve mit der X-Achse ergeben sich durch Auflösung 
der Gleichung ax' + bx + c .... 0. 

Sind a und ß die Lösungen dieser Gleichung, so läßt sich bekanntlich 
die Funktion auch in der Form 

y = a · (x- a)(x- ß) schreiben.1) 

g) Man untersuche und zeichne die Funktionen: 

y = t(x- 1) (x- 5), y =- t (x + 3) (x- 4), 11 = x2 - 9, 
11 = x · (x- 4), 11 = (x- 3)2, 11 = t (x + 1)2• 

h) Ein parabolischer Brückenbogen hat die Spannweite 20m und die 
Scheitelhöhe 4 m. Man berechne die Ordinaten von Meter zu Meter. 

Legt man den Nullpunkt an den Brückenanfang, so hat man die Pa.
rabelgleichung y = a · x(x- 20). Zur Bestimmung von a beachte man, 
daß für x=lO sich y=4 ergeben muß; somity=-tr;·x(x-20) usw. 

i) Ein mit der Geschwindigkeit c unter dem Winkel a gegen den Hori
zont schief aufwärts geworfener Körper beschreibt eine Parabel (wenn vom 
Luftwiderstand abgesehen wird); die Gleichung der Parabel ist: 

y=- 2 ,u 1 ·x'+tga·x. c cos a; 

1) Aus ax1 + bx +c= 0 folgt nämlich: a(x'+ : x + :)=o, und danach 

dem Satz von Vieta !!.._ = - (a + {f), sowie ~ = u. ß ist, a a 
a[x1 - (a + {f)x +aß]= 0 oder a[x'- ax- px + aßJ = O, 

tolso a(x- a) (x- ß) = 0 und y = a(x- a) (x- ß). 
Grtlnbaum-Jakobi, Fnnktionenlehre. 7. Auf!. 2 



18 I. Ganze Funktionen. Einige Differentialquotienten und Integrale 

:Man suche die Lage des Scheitels und die Wurfweite! 
V. Die Funktion y = x3 ist gegeben. 
Diese Kurve heißt Wendeparabel Wodurch unterscheidet sie sich von 

einer Parabel? Zeichne auch die Kurv~n 

y = t x3 und y = - t x3 1 
VI. Die Funktion y = x 4 ist gegeben. 
a) Vergleiche diese Kurve mit der Kurve y = x2 ! 
b) Zeichne die Kurven y = rrf' und y = x6 ! 

!/ VII. Die Funktion 11 = 0,2 x3 -

1,2 x 2 + 0,6 x + 2 ist gegeben. 

Abb 11. 

Die zusammen-
gehörigen Werte 
von x und y sind 
in nebenstehender 
Tabelle vereinigt. 
Abb. 11 zeigt das 
Schaubild der 

.x Funktion. Die X
Achse wird, wie 
die Tabelle ergibt, 
in den Punkten 
-1, 2, 5 geschnit
ten; die Funktion 
läßt sich daher 
auch in der Form 

-3 
-2 
-1 

0 
+t 
+2 
+3 
+4 
+6 
+6 +7 

y = 0,2 · (x + 1) · (x- 2) · (x- 5) 
schrP-iben. Sie ist eine ganze Funktion dritten Grades.1) 

'!I 

-16 
6,6 
0 

+ 2 + 1,6 
0 
1,6 
2 
0 + 6,6 + 16 

1) Bei der kubischen Gleichung besteht zwischen ihren Koeffizienten und 
Wurzeln der ganz entsprechend!' Zusammenhang wie bei der quadratischen. 
Aus axs + bx~ + cx + d = 0 

b c d 
folgt .X1 + a X 8 + a X + a = 0 i 
und wenn a, {:l und r die Wuneln sind, so ist: 

b c d 
ä=-<a+ß+r); ä=(aß+ar+ßr); -a=-(a P·r) 

Die Gleichung 4. Grades (mit den Wurzeln a, {J, r und cl') 

ax4 + bx8 + cx1 + dx + e = 0 
b c d e liefert x4 + -x8 + -x2 +- x + - = o. a a a a 

Hierin ist: .!!._ = - (a + ß + r + cl') a 
c a = (oc{J +ocr+ oco + {J;• + ßo + yo) 

d 
- =- (aßy + oc{Jo + rt"/rJ + ß"'rJ) a 
t a = (oc. {J. "/. rJ). 
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a) Ein Rechteck aus Blech habe die Seiten r-1--:.~--'2=-' lj.'-----< .. ..,i 
20 cm und 24 cm. Man soll an den Ecken vier ;.1 _..,.. _____ ._, 

gleiche Quadrate mit der Seite x herausschneiden, 
so daß nach Aufbiegung der Seitenteile ein oben 
offener Kasten entsteht. Der Inhalt y dieses 
Kastens soll als Funktion des Abschnittes x dar
gestellt und untersucht werden (Abb. 12). 

(Die Funktion lautet: y=(24-2x)·(20-2x)x; 
die Größe x kann sich vernünftigerweise nur 
zwischen 0 und 10 ändern. Warum?) 

Abb. 1!. 

b) Aus vier gleichen Stäben von der Länge a = 5 m soll eine quadratische 
Pyramide gebildet werden; die Höhe der Pyramide sei x; man soll den 
Rauminhalt y der Pyramide als Funktion der Höhe x ausdrücken und zeich
nerisch darstellen. 

(y = { (25- x2) • x; zwischen welchen Werten kann sich x ändern?) 
VIII. Untersuche und zeichne folgende Funktionen: 

y=x3 -ix5, y=x2 (9-x2), y=i-(x4 -x8 -14x2 +2x+24), 

y = lo (x + 5) (x + 2) (x- 3) (x- 4), y = -lo (x6 - 64). 

IX. Die Funktion 
11 = axn + bx»- 1 + cx»- 2 + · • ·+Tex+ l, 

worin n eine positive ganze Zahl und a, b, c, .. k, l beliebige reelle 
Zahlen bedeuten, heißt eine "ganze Funktion vom n-ten Grade" (weil 
x in der n-ten und in niedrigeren Potenzen vorkommt). 

§ 5. Zeichnerische (graphische) Lösung von Gleichungen.1) 

I. Bestimme die Unbekannte x aus der Gleichung 

x 3 - x 2 - 9x + 9 = 0. 
Man bildet sich zu diesem Zweck die Funktion 

y = x3 - X2 - 9 X + 9 

und stellt sie als Kurve dar; es kommt nun darauf an, diejenigen Werte 
von x zu ermitteln, für die y = 0 wird, d. h. also 
die Stellen zu finden, an denen die Kurve auf die 
X-Achse herunterkommt. 

Zunächst wird man sich nebenstehende Tabelle 
der zusammengehörigen x und y berechnen und die 
Kurve in bekannter Weise aufzeichnen (Abb. 13). 
(Um die Kurve bequem zeichnen zu können, sind die 
Ordinaten auf fö verkleinert worden, also statt 16 
ist nur 1,6 aufgetragen.) Aus Tabelle und Zeichnung 
erkennt man bereits, daß die obige Gleichung die 
drei Lösungen (Wurzeln) hat: 

x1 =- 3, x8 = 1, x3 = 3. 
-----

X 

-5 
-4 
-3 
-2 
-1 

0 
+t 
+2 
+3 
+4 
+5 

I y 

-96 
-35 

0 
+ 15 
+ 16 

I 9 T 
0 

- 5 
0 

+ 21 + 64 

1) V gl. die ausführliche Behandlung der zeichnerischen Lösung von Glei
chungen in Band 708 der Sammlung Aus Natur und Geisteswelt: 0. Prölß, 
Graphisches Rechnen, Leipzig 1920. 

2* 
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a; I 
-5 
-4 
-3 
-2 
-1 

0 
+t 
+2 
+S 
+4 
+5 

'!! 

-66 
-18 
+ 6 
+12 
+ 6 
- 6 
-18 
-24 
-18 
+ 6 
+54 

Weitere Lösungen kann es nicht geben, da be
kanntlich eine Gleichung n-ten Grades nach Gauß 
n Wurzeln hat, unter denen sich allerdings auch 
imaginäre Lösungen befinden können. 

II. x3 -13 X- 6-0. 
Verfährt man wie bei der obigen Gleichung, so 

ergibt sich die nebenstehende Tabelle. 
Aus der zugehörigen Kurve (Abb.14) erkennt man 

ohne weiteres, daß die Kurve an drei Stellen die 
X-Achse schneidet, nämlich zwischen - 4 und - 3, 
zwischen -1 und 0 und zwischen + 3 und + 4. 

Aus der Zeichnung lassen sich auch bereits die ungefähren Werte der 
drei Wurzeln erkennen: 

x2 =- 3,3 !I 
x3 = 3,8. 

Abb.IS. Abb.a. 

Es ist nun nicht schwer, diese Wurzeln viel genauer, ja auf jeden be
liebigen Grad der Genauigkeit zu berechnen. Der einzuschlagende Weg 
heißt das "Näherungsverfahren" (Bürgi 1590, Newton 1669) und be
ruht auf folgendem leicht verständlichen Satz: 

Wird eine Funktion für einen Wert x1 positiv, für einen Wert 
x2 aber negativ, und verläuft ihre Kurve zwischen x1 und x2 in 
einemununterbrochenen (stetigen) Linienzug, so liegt zwischen 
x1 und ~ auch (mindestens) ein Wert x, für den sie Null wird. 

Die mehrmalige Anwendung dieses Satzes führt zu einer immer größeren 
Annäherung. 

Dies zeigt die folgende Aufgabe, in der die zwischen 3 und 4 liegende 
Wurzel der Gleichung xs _ 13 x _ 6 = 0 

auf zwei Dezimalstellen genau zu berechnen ist. 
Zur Abkürzung setzen wir für die auf der linken Seite stehende Funktion 

das Zeichen f(x), gelesen "Funktion von x"; es bedeutet dann z. B. 

f(2) = 28 - 13 · 2 - 6 usw 
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Es ergibt sich dann folgende Rechnung: 

I. 
f(3) = 33 - 13 . 3 - 6 =- 18 

f(4) = 43 - 13 • 4- 6 = + 6. 

Also liegt re zwischen 3 und 4 und ist somit gleich 3, ... Nun unter
suchen wir die Zwischenwerte; wir sehen, daß 3,1, 3,2 ... bis 3,8 negative 
Werte liefern; erst 3,9 ergibt einen positiven Wert; also 

f(3,8) = 3,88 - 13. 3,8- 6 =- 0,528 
f(3,9) = 3,98 - 13 · 3,9- 6 = + 0,619. 

II. 

Nunmehr liegt also re zwischen 3,8 und 3,9, ist also gleich 3,8 . . . Die 
Untersuchung der Zwischenwerte zeigt, daß 3,81 noch einen negativen, 
3,82 aber schon einen positiven Wert liefert; also 

m. f(3,81) = 3,818 -13. 3,81- 6 =- 0,224 
{(3,82) = 3,828 - 13 . 3,82 - 6 = + 0,083. 

x ist also jetzt auf zwei Dezimalen genau bestimmt, und zwar gleich 
3,81 . . . In dieser Weise könnte man fortfahren und die dritte, vierte ... 
Dezimale bestimmen; doch würde die Rechnung immer umfangreicher 
werden, da die üblichen Tabellen nicht mehr ausreichen. Allein eine so 
weit getriebene Genauigkeit ist für die praktischen Anwendungen nicht 
erforderlich; vielmehr kann man sich hier mit zwei genauen Dezimalstellen 
begnügen und die dritte Dezimale abschätzen: Der genaue Wert liegt 
zweifellos näher an 3,82 als an 3,81 ; denn im ersten Fall ist der erzeugte 
"Fehler" nur 0,083 gegen 0,224 im zweiten Fall. Schätzt man die dritte 
Stelle etwa auf 7, so kann der Fehler vielleicht lf1000 betragen, und wir 
erhalten also das schon recht genaue Ergebnis: 

rx; = 3,817. 
Wir wollen das Schema dieser Rechnung nochmals aufstellen: 

a:8 -13x-6=0 
((3) =-18 

} X= 3, .• 
f(4) =+ 6 

{(3,8) =-0,6 
} X= 3,8 •• ((3,9) =+2,6 

((3,81) =- 0,224} - 3 81 
((3,82) = + 0,083 X- ' • • • 

X== 3,81'i' 

In gleicher Weise kann man die beiden anderen Wurzeln der Gleichung 
bestimmen. Man findet: 

'rcc o)) ·-- -+ 66 } x=- o, .•. 
'---'-----1.:.._ _ _,___ 

f(-3) =+6 } 
f(-4) =-18 X=-3, ••• 
:._:__.:___ ___ _ 

f(-0,4) =-1,44} 04 f(-3,3) =+0,96} X=-S,3, • 
f(-0,5) =+0,39 X=- '' ... {(-3,4) =-1,10 

f(-0,46)=-0,117} =- 046 ... f(-3,34)=+0,160}x=-- 334 . 
((-· 0,47) = + 0,006 X ' ' f(- 3135) =- 0,045 ' ' 

x==-0,4'i'O x=-3,348 



22 I. Ganze Funktionen. ßinige Differentialquotienten und Integrale 

III. Die nachfolgenden Gleichungen sind zeichnerisch zu lösen; d1e 
Wurzeln sollen alsdann (wenn nötig) auf zwei Dezimalstellen genau be
rechnet werden: 
a). x 3 -!-6x2 -\-11x-!-6=0 (:l\=-1; X2 =-2; X3 =-3). 
b) • • • •.. x 8 - 3x + 2 = 0 (x1 =- 2; x2 = 1; x8 = 1). 
c) a:s-6x2 -\-12x-8=0(X1 = 2;.:t:0 = 2;x1 = 2). 

-l+v=u 
d) . .x8 -!- 2.x- 3 = 0 (x1 = 1; x2 = ---2-- und 

-1-y'-11 
Xg = 2 . 

e) x 3 - 4,5x2 + 6,3x- 2,65 = 0 (x1 = 2,106; x2 =0,779; x 8 = 1,614). 
f). x 4 --x8 -13x2 +x-!-12=0 (x1 = 1; X 2 =-l; 

X8 = - 3; X4 = 4). 

g) 3x4 -2x8 -21x2 -4x-\-11=0 (x1 = 0,634; X 2 = 3,007; 
x8 =- 0,950; X4 =- 2,024). 

h) x 4 +4x8 -7x1 -23x+20=0 (:r1 =-4; x2 =-2,949; 
X8 = 0,783; X4 = 2,166). 

IV. Auch bei der Lösungzweier Gleichungen mit zwei tinbekannten wird die 
bildliehe Darstellung mit Vorteil benutzt. Es seien z. B.die beiden Gleichungen 

x2 + y2 = 25 
2x + 3y = 6 

zu lösen. Denkt man sich die den 
beiden Gleichungen entsprechenden 
Kurven gezeichnet, so wird ein 
W erlepaar x,y, das beiden Gleichun
gen genügt, einen Punkt ergeben, 
der beiden Kurven angehört ( d. h. 

-,--~x~1----;t::=::.:==~~~f-- zwei Schnittpunkte oder einen Be-
rührungspunkt). Die zeichnerische 
Lösung eines Systems von zwei 
Gleichungen mit zwei Unbekannten 
x und y besteht also einfach darin, 
daß man die beiden entsprechen
den Kurven zeichnet und die Koor-

Abb. 15. dinaten ihrer Schnittpunkte mißt. 
Nun folgt aus x2 + y2 = 25 bzw. aus 2x + 3y = 6 

,; 6-2x 
y= r25-x 2 bzw. y=-3-· 

Wertetabelle Wertetabelle 

X I y X I y 

0 -l-5 0 -\-2 
-l-1 -l-4,89 +s 0 
±2 ±4,58 
±3 ±4 
±4 -\-3 
-l-5 0 
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Bei der zeichnerischen Darstellung erhält man einen Kreis 1) und eine 
gerade Linie, die sich schneiden, und kann bei Benutzung von Millimeter
papier leicht die Lösungen angeben (Abb. 15). 

(:.rl =- 3, 

'Jft=4, 
x2 = 4,85, 
g1 =- 1,23.) 

§ 6. Der Differentialquotient einer Funktion. I) Steigung einer 
Kurve. Geschwindigkeit und Beschleunigung. 

Die Sprache der höheren Analysis (der Dilie· 
rentiaJ. und Integralrechnung) ist die natürliche, 
leichte und einfache Sprache des Ingenieurs. 

John Perry. 

I. Auf der Kurve g = xll (Abb. 16) sei ein Punkt P mit den Koordi
naten x und '!I gegeben und nach der "Steigung" gefragt, die die Kurve 
im Punkt P besitzt. Stellen wir uns die Kurve etwa wie den Rücken eines 
Berges vor, und nehmen wir an, ein Wanderer wäre von P nach dem höher 
gelegenen Punkt P1 gegangen. Er ist dann in wagerechter Richtung um 
das Stück Llx vorwärts gekommen und hat gleichzeitig die Höhe Lly über
wunden. (LI x, gelesen "Delta x", soll nicht ein Produkt vorstellen, sondern 
wie ein untrennbares Zeichen, ähnlich dem Index, etwa wie x1 oder x' 
behandelt werden; es bedeutet: Zunahme von x). - Hier bedeuten Llx 
und LI '!I die wagerechten und senkrechten Differenzen der Punkte P und P1• 

- Das Zeichen LI für Differenzen stammt von Joh. Bernoulli (1706). 

Der Quotient ~! wird nun im gewöhnlichen Leben, ebenso wie in der 

Mathemathik, als die "Steigung zwischen P und P 1" bezeichnet. Ist 
etwa Llx = 100 m, Llg = 3 m, so sagt man, die Steigung wäre 3 : 100 
oder 1 ~0• 

Zieht D)an durch PP1 die Sekante, so heißt der von letzterer mit der 
positiven X-Achse gebildete Winkel a der "Steigungswinkel" für den 
Weg PP1• 

Bekanntlich ist ~; = tga, 

d.h. die Steigung zwischen den Punkten Pund P1 ist auch gleich 
der Tangensfunktion des zugehörigen Steigungswinkels. 

II. Die so erklärte Steigung ist aber, wie erörtert, nicht die Steigung 
im Punkt P, sondern die Steigung für den ganzen Weg PP1• 

Wir lassen nun P1 auf der Kurve immer näher an P heranrücken; hierbei 
werden LI x und LI '!I immer kleiner und schließlich 0; die Sekante durch 

1) Durch Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes erkennt man leicht, 
daß 1.1:1 + y 1 == 26 einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Halbmesser ö 
darstellt. 

2) Die Differential- und Integralrechnung wurden 1676 von Leibniz, etwa 
in derselben Zeit (unabhängig von Leibniz) von Newton als "Fluxions-

rechnung'' entdeckt. Die nachfolgend gebrauchten Zeichen:; und J stammen 

von Leibniz. 
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P und P1 nähert sich dabei immer mehr einer Grenzlage, nämlich der 
durch P gehenden Tangente (Abb. 17). Ist -r der Winkel der Tangente 
mit der positiven X-Achse, so wird die Steigung tg a nunmehr den Wert 

tg t annehmen. Der Quotient ~; nimmt aber dabei den Wert % an. In 

der Arithmetik wird gezeigt, daß% keinen bestimmten Wert hat; es kann 
sich vielmehr jeder beliebige Zahlwert hinter dem Ausdruck % verbergen. 

y 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

p -a----~----
• ~z • 
I I 

I 
I 
I 
I 

Abb. 16. 

y 

X 

Abb, 17. 

(Da beispielsweise 0 · 6 = 0 ist, so kann % = 6 sein usw.) In unserem 
Fall erscheint der bestimmte Wert tg t zugleich auch in der unbestimmten 
Form%· 

Der hinter dem unbestimmten Zeichen % sich verbergende bestimmte 

Zahlwert, also der Zahlwert tgt, wird durch das Zeichen:~ (gelesen~ 
dy nach dx) angedeutet. Die Form dieses Zeichens soll an die Entstehung 

aus .d y erinnern. Man hat also folgende Schreibweise: 
.dx 

Steigung von P nach ~ ist ~ ~ = tg a, 

Steigung im Punkt P ist :! = tg t. 

~; heißt auch der "Differenzenquotient", :; der "Differential
quotient". 

Für :; schreibt man auch y' oder ((x). (Lies letzteren Ausdruck: 

"Erste abgeleitete Funktion von x.") 
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Das Zeichen:! ist geschichtlich so entstanden, daß man für die sehr 

kleine Zunahme Llx eben dx und für die kleine Zunahme Lly ebenso dy 
geschrieben hat. Die Zunahmen Llx und Lly nannte man "Differenzen", die 
sehr kleinen Größen dx und dy "Differentiale". 

Wir wollen uns diese Auffassung zunächst nicht aneignen, sondern unter 

:! den bestimmten Zahlwert verstehen, der aus ~! hervorgeht, wenn 

Llx = 0 und damit auch A!J == 0 gesetzt wird, wenn also die Sekante zur 

Tangente wird. Man sagt auch,!! wäre der "Grenzwert" von ~!, für 

den Fall, daß LI x und damit auch LI !I sich immer mehr der Null nähern. 
Es sollen nun für einige wichtige Kurven die Steigungen berechnet werden. 

111. Die Kurve y - x 2 ist gegeben. 
Für den Ausgangspunkt P mit den Koordinaten x und 11 gilt ent

sprechend Abb. 16 die Gleichung 

1. 1J == x'. 
Gehen wir nun auf der Kurve bis zum Punkte P1 weiter, so vergrößert 

sich x um Llx und !J um Lfy; der Punkt P1 hat daher jetzt die Koordinaten 
x +LI x und y + Lly. Die Kurvengleichung sagt aber aus, daß die Ordinate 
stets gleich dem Quadrat der Abszisse sei; also gilt für den Punkt P1 die 
Gleichung: 

2. g + Lly = (x + Llx)1• 

Durch Subtraktion der Gleichung 1 von der Gleichung 2 ergibt sich 
der Wert für Lly, nä.mlich: 

3. Lly = (x + Llx)2 - x1 = 2x · Llx + Llx1 , 

und hieraus findet man sofort durch Division durch Llx die "Steigung": 

4. tga=~!=2x+Lix. 

Dies ist jedoch die Steigung zwischen den Punkten P und P1, oder, 
was dasselbe, die Steigung über der Strecke LI x. Wollen wir nun die 
"Steigung im Punkt P" haben, so müssen wir die Strecke Llx immer 
kleiner und schließlich 0 werden lassen. Die Sehne durch P P1 nimmt 
dabei ihre Grenzlage an, sie wird zur Tangente in P; tg" geht in tg -r 

über (Abb.17); der Bruch ~! nimmt die unbestimmte Form~ an, hinter 

der sich aber der ganz bestimmte Wert 2x verbirgt. Wir schreiben also: 

5. tg-r == :! = 2x. 

Also: In dem zur Abszisse x gehörigen Punkt P der Kurve 
g == a;9 hat die Steigung den Wert 2x. 

Die Berechnung des "Differentialquotienten" nennt man das 
"Differenzieren". Wir sind jetzt imstande, in jedem Punkt unserer 
Parabel !I = x1 die Tangente zu bestimmen. Die folgende Tabelle stellt 
für einige Punkte die nötigen Größen zusammen: 
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a; I '!J=X2 
I 

dy I -=tg..:= 2x 
dx 

~ 

-3 9 -6 99 ° 28, 
-2 4 -4 104 ° 2, 
-1 1 -2 116 ° 34' 
-! t -1 135 ° 

0 0 0 oo 
1 1 1 45 ° "2" .. 
1 1 2 63 ° 26' 
2 4 4 75 ° 58' 
3 9 6 80 ° 32' 

Zur weiteren Veranschaulichung der Differentiation von y = x2 zeigt 
Abb. 18 ein Quadrat von der Seitenlänge x und dem Inhalt y, also 

y=x2. 

Wachsen nun die Seiten je um das Stück Llx, so nimmt der Inhalt y 
um das Flächenstück Lly = 2x · Llx + (L1x) 2 zu. Es ist dann also der 
Differenzenquotient hieraus zu erhalten durch Division durch Llx: 

~'!! 2x·.dx ...L (.dx)' 
.d X = ---:dX 1 LJX 

~-------------.---, 
I I I 

~~ ,. 6z I 16x)'l 
I I' 1 
I I ---1 

!I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

X·6X1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

L----~,.~--~-~~~ 

Abb.l8. Abb.l9. 

oder ~ ~ = 2 x + L1 x. Beim Übergang in den Differentialquotienten nähern 

sich Llx und Lly unbegrenzt 0 und wir erhalten 

dy 
dx = 2x. 

Man zeichne jetzt die Kurve y = x2 nochmals und in einigen Punkten 

die Tangente (Abb. 19). Wie läuft die Tangente im Falle, daß ~~ positiv 

bzw. negativ wird? 
IV. Geschwindigkeit beim freien Fall. 
In einem bestimmten Zeitpunkt, etwa t Sekunden nach Beginn der Be

wegung, hat der Körper den Weg s durchfallen. In der nun folgenden 
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Zeit Llt wird der Körper den Weg Lls zurücklegen. Hierbei gelten also die 
Gleichungen: 

1. 8 = tut2 

2. s + L/8 = j-u(t + L1t)1 

und durch Subtraktion: 

3. L18 =tu· [(t + L1t)2 - ts:J oder Lls = tU · [2t · Llt + Llts:J. 

Nun bilden wir den "Differenzenquotienten": 

.ds 1 
4. .dt = U • t + 2u · Llt. 

Welches ist nun aber die mechanische Bedeutung von ~:? LI 8 ist der 

in der Zeit Llt durchlaufene Weg; ~~ist also die durchschnittliche Ge

schwindigkeit des Körpers wä.hrend dieser Zeit At. 

Um die wirkliche Geschwindigkeit des Körpers, t Sekunden nach 
Beginn der Bewegung, zu erhalten, müssen wir die Beobachtungszeit Llt 
immer kleiner werden lassen; natürlich wird dann auch der Weg Lls 

immer kleiner. Der Quotient ~~nimmt wieder die unbestimmte Form & 
an; aber man erkennt aus der rechten Seite der Gleichung 4., daß dieser 
Quotient trotzdem einem ganz bestimmten Wert, einem "Grenzwert", 
nämlich g · t zustrebt. Wir schreiben also: 

ds 
5. dt = u · t oder 81 = gt. 

Die wirkliche Geschwindigkeit v drückt sich also aus als der Diffe
rentialquotient des Weges nach der Zeit: 

ds 
tl = dt = gt. 

V. Die Beschleunigung beim freien Fall. 
Zur Zeit t hat der Körper die Geschwindigkeit t1; lassen wir nun 

weitere Llt Sekunden verfließen, so vergrößert sich die Geschwindigkeit 
um Llv und wir haben: 

"= gt 1. 

'2. t1 + Llv = u(t + Llt); 

durch Subtraktion kommt: 

3. 

4. also 

Llv = g · Llt; 

.dv 

.dt = g' 

d. h. der Differenzenquotient ~: hat einen konstanten Wert g; dieser 

Wert bleibt also derselbe, wenn Llt und damit auch Llv sich der Null 
nähern. Wir können also auch schreiben: 

.5. 
dv 
dt =g. 



28 I. Ganze Funktionen. Einige Differentialquotienten und Integrale 

Welche mechanische Bedeutung hat diese Gleichung? Llv ist die Ge

schwindigkeitszunahme während der Zeit LJt; ~:ist also die durch

schnittliche Beschleunigung während der Zeit Llt. Der Ausdruck 

~~, der hier allerdings den gleichen Zahlwert wie ~:hat, ist die wirk· 

liehe Beschleunigung zur Zeit t. Die wirkliche Beschleunigung a 
zur Zeit t drückt sich also aus als Differentialquotient der Geschwindig-
keit nach der Zeit: dv 

a= dt=g. 

Man hat auch folgende Ausdrucksweise: 

Weg s =tut'; 
durch Differenzieren nach der Zeit findet man: 

Geschwindigkeit v = :: = g · t; 

durch nochmaliges Differenzieren nach der Zeit findet man: 

Beschleunigung a = ~~ = g. 

Für ~~ hat man auch die Bezeichnung :::, um anzudeuten, daß man 

die Funktion s zweimal differenziert hat ( vgl. noch die Bezeichnung 
"2. Differentialquotient" später § 25). 

§ 7. Differenzieren einiger einfachen Funktionen. Steigen und 
Fallen, .M:axima und Minima von Kurven. 

I. Aus 

folgt y + Lly = (x + L1x)S und finden durch Subtraktion: 

oder 

und daraus 

Lly = (x + L1x)3 - x3 , 

LI y = 3 · x2 • L1 X + 3 X • LI x2 + L1 x5 ; 

tga = ~~ = 3x2 + 3x • Llx + L1x2• 

Gehen wir zum Grenzwert über, indem wir L1 x = 0 setzen, dann fallen 
rechts das zweite und dritte Glied fort und es bleibt: 

dy !I 
tgt;= dx= 3x. 

a) Wie groß ist die Steigung der Kurve y = x8 im Punkt x = 1? 
(tg t; = 3.) 

b) Welche Richtung hat die Tangente im Nullpunkt? 
(tg t = 0; die X-Achse ist also zugleich Schnittlinie und Tangente; 

sie heißt Wendetangente.) 
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c) Differenziere die Funktion y = ax3! 

(:~ = 3ax1 oder y' = 3ax2Y) 
d) Differenziere die Funktionen y = x4 und y = ax'! 

(dy = 4x3 • dy = 4ax8.) 
d:r; ' d:r; 

e) Differenziere: y,.,.. x und y = ax! 

(dy = 1 dy = a) 
d:r; ' d:r; . 

f) Erläutere die letzten Ergebnisse geometrisch! 
g) Wie lassen sich die Ergebnisse: 

y=x 
'!J= x2 

y=xs 

y=x' 

y' == 1' 
y' = 2x, 

y' = 3x2 , 

y' == 4x3 

in eine allgemeine Formel zusammenfassen? 

y = xn, :~ == nxn- 1• Die ausführliche Ableitung dieser Formel s. im§ 21, III. 

In Worten: Der Differentialquotient einer n-ten Potenz ist 
gleich dem n-fachen Wert ihrer (n- 1)-ten Potenz. 

IT. Berechne die Steigung der Kurve y = x2 - 3x- 10. 

1. y = x2 - 3x- 10, 

2. 1J + .dy = (x + .dx)2 - 3(x + .dx)- 10, 

3. 

4. 

5. 

.dy = 2x · .dx + .dx2 - 3.dx, 

tga = ~~ = 2x- 3 + .dx; 

dy 
tgt = dx = 2x- 3. 

a) Zeichne die Kurve und berechne die Steigung für die Punkt.e x =-0, 
1, 1,5, 2, - 1, - 2. 

(tgt=-3, -1, o, 1, -5, -7.) 

b) Suche denjenigen Punkt, in dem die Tangente der X· Achse parallel 
geht! 

(2 X - 3 = 0 , X = 1,5 .) 

c) Berechne die Steigung der Parabel y = ax2 + bx + cl 

(:~ = 2 ax + b .) 

1) Nachfolgend wird der Differentialquotient abwechselnd mit :~ und mit 

y' bezeichnet, um an beide gebräuchlichen Schreibweisen frühzeitig zu ge
wöhnen. 
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d) Wie kann man den Scheitel dieser Parabel finden? 

(2ax + b = 0, x =- 2ba ·) 

e) Berechne Geschwindigkeit und Beschleunigung der gleichförmig be
schleunigten (verzögerten) Bewegung s = ct + i at2! 

( ds d's ) 
dt=c±at, dt2=±a. 

f) Die Gleichung der Wurfparabel lautet: 

'!/ =- 2 ll g " . x2 + tg a. x. c cos a 

Welche Richtung schlägt der geworfene Körper im Punkt x der Bahn 
ein? Für welchen Wert von x wird seine Höhe am größten? 

(
tgt = dy =- __ g_ · x + tga = 0· x = ____!_~ = ~-sinacosa.) 

dx c1 cosllcc ' g g 
cll cos' a 

lii. Berechne die Steigung der Kurve 

y = fo(2x3 - 3x2 -12.x: + 5). 

(:~ = 1
1
0 • (6x2 - 6x- 12) = ! . (x2 - x- 2).) 

Der konstante Faktor fo findet sich beim Differentialquotienten wieder. 
a) Berechne die Abszissen für diejenigen Punkte, in denen die Tangente 

der X· Achse parallel geht (Maximum- oder Minimnmpnnkte). (Abb. 20.) 

r (x2-x- 2 = 0, x1 =-1, X 2 = 2.) 

b) Berechne die Steigung der 
Kurve: 

y = ax8 + bx2 + cx + n 

(y' = 3ax2 + 2bx + c.) 
--::-v--f;;-1f-;~"7'-t.-::l--t---~x IV. Wie unterscheiden sich die 

Differentialquotienten der beiden 
Funktionen y = x3 und y = x3 + a? 

Man erhält in beiden Fällen das-

selbe, nämlich ~ = 3x2; d. h. ein 
konstanter Summand (a) bleibt 
beim Differenzieren unbeachtet. 

Deute dies geometrisch durch Zeichnen der Kurven y = x8 und y = x3 + a! 
Beide Kurven haben für ein bestimmtes x die gleiche Steigung, denn die 
zweite Kurve ist ja nur gegen die erste parallel verschoben um das Stück a. 

V. Ist y = x3, dann ist ~~ = 3x~, 
3 dy 2 

" y = 4x, " " dx = 4 · 3x , 

s dy 3 2 " y = ax, ,, " dx = a · x , 
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ist y = x2 + 3 x + 1, 

1 
., y = 5 (x2 + 3 x + 1), 

" y = a (x2 + 3 x + 1), 

dann ist:~= 2x + 3, 

dy 1 
" " dx = 5 (2x + 3) 1 

dy 
" " dx = a(2x + 3). 

Man ersieht aus diesen Beispielen, daß ein konstanter Faktor beim 
Differenzieren erbalten bleibt. 

Deute dies geometrisch an der Kurve! 

Zeichnet man die beiden Kurven 

so erkennt man, daß bei der zweiten Kurve alle Ordinaten viermal so 
groß sind als bei der ersten. Damit werden aber auch die Steigungen 
der zweiten Kurve viermal so groß wie bei der ersten; also muß tg ~das 
eine Mal 3x2, das andere Mal 4 · 3x2 werden. 

VI. Ist y = x5 + x\ dann ist :~ = 3x2 + 4x3, wie sich bereits aus 

mehreren Beispielen ergeben hat, d. h. man differenziert eine alge
braische Summe, indem man die einzelnen Summanden differenziert. 
(Geom. Deutung?) 

VII. Wenn y eine beliebige Funktion von x ist, etwa. 

'!I= f(x), 

so findet man diejenigen Kurvenpunkte, in denen die Tangenteder X-Achse 
parallel und die Steigung also 0 wird, indem man die Funktion differen-

ziert und den Differentialquotienten :~ gleich 0 setzt. Löst man die ent

stehende Gleichung nach x auf, so findet man die zu den gesuchten Punkten 
gehörigen Abszissen. Unter den so ermittelten Punkten befinden sich 
diejenigen Punkte, die höher liegen als ihre beiderseitigen Nachbarpunkte; 
sie heißen Maximumpunkte oder Maxima; desgleichen befinden sich 
unter ihnen diejenigen Punkte, die tiefer liegen als ihre Nachbarpunkte; 
sie heißen Minimumpunkte oder Minima (Abb. 20.1) 

VIII. Um zu entscheiden, ob eine Kurve in einem Punkt P steigt. oder 
fällt, braucht man nur das Vorzeichen des Differentialquotienten zu be
achten; denn ist 

:~ = tg ~ = +, t also < 90°, dann steigt die Kurve. 

:~ = tg ~ = -, t also > 90°, dann fällt die Kurve. 

(Abb. 21 u. 22.) 

1) Erste Untersuchung d~r Maxima und Minima von Fermat {1637). 
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y 

Stefoou!e Ku1711! 

0 
Abb. 21. 

0 

§ 8. Weitere 'Ülmngsanfgaben. 

I. Man differenziere folgende Funktionen: 

a) y = 2x, y=mx+n, 

y=7-2x+5x!, 

y=ax+ b, 
y=1+4x, 
'JI=tx', 
y=9-2x', 
'JI= ax8 -b, 
y=x' -abx3 , 



§ 8. Weitere Übungsaufgaben 

d) y = :c' + :c', y=tx•+s, y=a+b+B:c', 

e) y=(x-2)(x-S), y=~t1 (~~:-j-a}, 

Lösungen: 
a) 2, m, a, 4, 

b) 6a:-1, -2 + 10x, tx, - 4x, 

y=m:c'-nx3 +p, 
y = (x3 - 1) (x + 1), 

y = :c'(:c'- a'). 

c) :c'+x, 2-3x1 , 3a:c', 2x-3abx1 , 

d) 2x+4x3 , x•, 12x3 , 4mx3 -3na:1 , 

e) 2x-5, Sa:1 +2a:c, 4x1 +3x1 -1, 4x5 -2a1 x. 
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II. Untersuche das Steigen und Fallen folgender Kurven und gib, wenn 
nötig, mit Hilfe der Zeichnung die Lage der Maxima und Minima an! 

a)y=4x1 b)y=-föx', c)y=-2x1, 

d)y=x8 , e)y=-fx8, f)y=2x+l, 

g)y=-tx-2, h)y=x3 -2x, i)y=x2 +12x, 

k) '!I= (2- x) (x- 6), l) y = x8 - 12x + 1, m) y = x8 + 3x- 4. 

Lllsungen: 

a) :~ = Sx, für X=- ra.nt die Kurve, Cür X=+ steigt sie; für X= 0 

hat sie ein Minimum. 

b) ~1L """ -.!. x 1 x = - , Kurve steigt; :c = + , Kurve fallt, 
dx & ' 
x = 0, Maximum. 

c) :~ =- 4:c, wie bei b). 

d) :~=Sx1 , Kurve steigt immer, da:~ immer+· 

e) :~ = - 11:1 , Kurve fällt immer, da :~ immer -. 

f) ~~ = 2, wie bei d). 

) dy 1 . b . ) g d:c =- 3 , wte e1 e • 

h) :~ = 2:c- 2 = 2(~~:- 1), ist x < 1, dann ist :~ = -, K. fällt,') 

~~:.> 1, " 

lt=1, " 

1) K. bedeutet Kurve. 
Grttnbaam-Jakobi, Fanktionenlehre. 7, Auf!. 

" ddy = +, K. steigt, X . 

dy 0 M'. " d x = , 1n1mum. 

3 
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i) ddy =2x-f-12=2~x-f-6),istx<-6, dann ist ddy =-, K. fällt, 
X X 

x>-6, " 
fl:=-6, 

" 
k) :~ =-2x-l-8=-2(x-4),istx<4, " 

X=4, 
" 

" :~ = +, K. steigt, 

dy 0 M'. " d X = , lnlDlUm. 

" ddy = + , K. steigt, 
X 

,, ~ = -, K. f'ällt, 

" :~ =0, Maximum. 

1) :~=3x1 -12=3(x'-4), x<-2, :~=+, K. steigt, 

dy M . X=-2, dx=O, anmum, 

a:>-2 bis X=2, :~=-, K. fällt, 

dy M'. a; = 2, dx = 0, 1n1mum. 

a:> 2, :~ = +, K. steigt. 

m) ~~=3x'+S, K. steigt immer, da:~ stets +• 

lll. Berechne die Maxima und Minima. folgender Funktionen: 
(Die Entscheidung bringt immer die Zeichnung.) 

a) y = 3x1 - 24x + 6, Min.fürx = 4, 

b)y=2x1 -12x-f-1, Min." x=3, 
c) y = 2x 11 + lSx- 7, 

d) y=1-6x-3x1 , 

Min." X=-4,6, 

Max. " x = - 1, 
e) y=6-l-8x-2x1 , Max." x=2, 
f) y=x8-12x'+S6x-16, Max." X=2, 
g) y=x8 -2x'+x-1, Max." x=t, 

Min. für a:· = 6, 

Min. " x = 1, 

h) y = tx3 --!-x 2 - 6x- t, 1\Iax." x =- 2, Min. " x = 3, 
i) y=x8 -12x, Max." x=-2, Min. "x=2, 
k) y=-x 8 +9x-l-2, Max." x=VS, Min. "X=-VS, 
l) y=x'-x8 , Max." X=·h Min. "x=O, 
m)y=x1{4-a:)1 , Max." X=2, Min. "x=O und x=4, 
n) y = x8 --§x5 , Max." x = 2,32, Min. " x =- 2,32. 
o) y=x1 (16-xl), Min." x=O, Min. "x=+2,82und-2,82. 

IV. Bei den folgenden Aufgaben aus der Geometrie usw. muß die 
Größe, die einen größten oder kleinsten Wert annehmen soll, als Funktion 
einer V er!Lnderlichen x ausgedrückt werden. Die aufgestellte Funktion 
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ist dann zu differenzieren. Setzt man den gefundenen Differentialquotienten 
gleich 0, so erhält man eine Gleichung, aus der man x berechnen kann. 
Doch ist der aus der Gleichung berechnete Wert von x erst noch durch 
eine besondere Überlegung oder durch Zeichnen der Funktionskurve darauf
hin zu prüfen, ob für ihn tatsächlich die Funktion zu einem Maximum 
oder Minimum gemacht wird. 

a) Einer Kugel vom Durchmesser d soll ein Zylinder von möglichst 
großem Rauminhalt eingeschrieben werden. Wie groß muß die Höhe 
dieses Zylinders gewählt wer
den, wie groß wird sein Durch
messer und sein maximaler 
Rauminhalt? (Abb. 22a). 

Sei x die Höhe, y der 
Durchmesser des Zylinders, 
so ist der Rauminhalt: 

y1n n 
V=-·X=-(d9 - x2)·x 4 4 ' 

also V= ~ (d2x- x8). 

Somit ist jetzt der Raum
inhalt als Funktion der Höhe 
x dargestellt. Durch Diffe
renzieren erhalten wir nun: 

dV n 
dx = 4. (d2- 3x2). 

Abb.22a. 

Durch Nullsetzen dieses Ausdrucks ergibt sich die Gleichung: 

: (d2 - 3x2) = 0 

oder 

und hieraus 

d2 - 3x2 = 0 
d 

X= VS = 0,577 d. 

Daß sich in diesem Fall auch wirklich ein Maximum ergibt, folgt durch 
geometrische Überlegung oder durch Zeichnen der Kurve 

V= : (d2x- x8). 

Der zugehörige Wert des Durchmessers y ergibt sich nunmehr leicht: 

y2 = d2- x'l. = d2- ( d-)2 = as- dl = ~as vs 3 3 • 

y = vi . a = o,s11 a. 
Endlich ergibt sich für den größten Zylinder der Rauminhalt: 

y!n n 2 2 d n 8 1 
V max = 4 . X = 4 . S d . ya = 6 d . y3' 

Vmax = 0,577 · : d3 , 

d. h. der größte Zylinder nimmt 0,577 vom Rauminhalt der Kugel ein. 
s• 
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b) Eine Strecke von a Meter Länge soll zum Umfang eines Rechtecks 
genommen werden. Wie muß man die Seiten des Rechtecks wählen, damit 

der Flächeninhalt desselben möglichst groß wird? 

(Sind x und ~ - x die Seiten, so ist F = x (~- x) 
a usw. Es ergibt sich x = ~; was für ein Rechteck ent

~ steht also?) 
c) Die beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks 

sind zusammen a Zentimeter. Wie sind sie zu wählen, da
mit die Hypotenuse möglichst klein wird? (Abb. 23.) 

X 
Abb.IS. Um Wurzeln zu vermeiden, berechnet man das Quadrat 

der Hypotenuse. Sind die Katheten x und a- x und ist 
0 = c' das Quadrat der Hypotenuse, so ist 

0 = x2 + (a- x)2 = 2x2 - 2ax + a9, 

dC a 
dx=4x-2a=0 1 x= 2 · 

d) Aus einer Strecke von der Länge s soll der Gesamtumfang eines 
Kreisausschnitts geformt werden. Was ist als Halbmesser x zu wählen, 
wenn der Ausschnitt einen möglichst großen Inhalt erhalten soll? 

( (s-2x)·x 
F= 2 ' 

e) Ein gerader Kreiskegel hat den Durchmesser d und die Höhe h; 
man soll einen Zylinder mit möglichst großem Rauminhalt einbeschreiben; 
wie ist die Zylinderhöhe x zu wählen, wie groß wird der Durchmesser y 
und der Rauminhalt Vmax dieses Zylinders? (Abb. 24.) 

Abb. 24. 
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ytn 
V= 4 · a:, wobei 11: d = (k- x) : h, 
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da die beiden gleichschenkligen Dreiecke mit den Grundlinien d und 11 
einander ähnlich sind, also 

d' 
112 = hi (h- x)1 

und somit V=~· d' (h- x)2 • a: ==- ~ d' · (h2x- 2hx2 + x5) 4 h1 4 h1 • 

Die Differentiation ergibt 

n d1 

V'= 4 1ti (h2 - 4hx + 3x2) = 0 oder h1 - 4hx + 3x2 = 0. 

Letztere Gleichung liefert die beiden Werte 

h 
X1 =h 1 Xs=a· 

W eieher Wert ist der richtige? x = Z , nun folgt sofort: 11 = ! d 
4 

V max = 9 des Kegels. 

f) Einer Kugel vom Durchmesser d ist ein Kegel von möglichst großem 
Inhalt einzubeschreiben. Gesucht die Höhe x, der Grundkreisradius (! und 
der Inhalt V max des Kegels? 

(V=(>2n· ~ 1 (!1 =(d-x)·a:1), X=: d, (!=: "V2, Vmax=:7 KugeL) 

g) Aus den 4 Ecken eines Quadrates von der Seite a sollen gleiche 
Quadrate ausgeschnitten und aus dem übrigbleibenden Stück ein oben 
offener Kasten gebildet werden. Wie groß müssen die Seiten der abzu
schneidenden Quadrate gemacht werden, wenn man einen möglichst großen 
Inhalt des Kastens erzielen will? 

h) Bei welcher Temperatur t hat das Wasser die größte Dichte, wenn 
nach Kopp die Beziehung gilt, daß, wenn man das Volumen des Wassers 
bei 0° gleich 1 setzt, es für eine Temperatur t (zwischen 0 - 25°) nach 
der Formel 

V1 = 1 - 0,000061045t + Ü1Ü000077183t2 - Ü1ÜÜÜÜÜÜÜ3734fl 

berechnet werden kann? (t = 4,075°). 
i) Bei welcher Temperatur ist die spezifische Wärme c1 des Wassers 

ein Minimum, wenn sie nach der Formel 

c, = 1- 0,00066841 + 0,00001092t1 

berechnet werden kann? (t = 30,6°). 

1) Nach dem Höhensatz. 
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§ 9. Integrale. 
I. Es sei die Kurve y = x9 gezeichnet (Abb. 25) und es liege die Auf

gabe vor, die von der Kurve, der X-Achse und den beiden Ordinaten 'Ya 
und y6 eingegrenzte Fläche F zu berechnen (Abszissen a und b). 

Wir teilen die Fläche in beliebig viele gleich schmale Streifen von 
der Breite L1x. Von diesen Streifen schneiden wir noch durch Parallelen 
zur X-Achse die oberen dreieckähnlichen Flächen ab, so daß wir nur Recht
ecke übrig behalten, die völlig innerhalb der gesuchten Fläche liegen. 

...!dx:._ X 

...i.d}-
Abb. 25. 

Ein solches Rechteck hat dann den Flächen
inhalt y · L1 x. Die gesamte Summe bezeichnen 
wir durch: b 

~'Y. L1x 
a 

(gelesen: Summe aller y · L1 x von a bis b ). 1) 

Diese Summe ist zweifellos kleiner als die 
gesuchte Fläche F. Der Fehler, den man be
geht, wenn man statt F die genannte Summe 
setzt, ist gleich der Summe der abgeschnittenen 
dreieckähnlichen Flächen. Ergiinzt man diese 
dreieckähnlichen Flächen zu Rechtecken, so ist 
der Fehler sicher kleiner als die Summe aller 
dieser neuen kleinen Rechtecke. In Abb. 25 
sind rechts die verschiedenen Rechtecke, die alle 
die gleiche Grundlinie L1x haben, übereinander
gestellt und man erkennt leicht, daß sie die 
Summe L1 X . (yb- 'Y a) besitzen, d. h. der Fehler, 
den man macht, wenn man für das Flächenstück 
F die Summe b 

~'Y. L1x 
a 

setzt, ist kleiner als der Inhalt des schmalen 
Rechtecks 

Läßt man nun die Strecke L1 x immer kleiner und kleiner werden, wo
durch die Anzahl der Rechtecke immer größer wird, dann wird der Fehler 

(yb- 'Ya) · L1x 
b 

auch immer kleiner und die Summe ,:2 y · L1 x nähert sich immer mehr 

dem wahren Flächeninhalt F. a 

Der "Grenzwert", dem sich diese Summe bei kleiner werdendem d:JJ 
immer mehr und mehr nähert, soll durch das Zeichen 

b 

ft·dx 
" 

(gelesen: Integral y • dx von a bis b) ausgedrückt werden. 

1) Das Summenzeichen ~ stammt von Euler 1755. 
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Durch das neue Zeichen J soll angedeutet sein, daß die Anzahl der 
Glieder dieser Summe jetzt unbegrenzt wächst, durch d:x;, daß die Strecke 
.d:x; unbegrenzt abnimmt. 

Der gesuchte Flächeninhalt ist nun 
b & 

F =,[Y · dx = jx2d1:, 
a a 

da hier bekanntlich nach der Kurvengleichung y =-= :x;1 ist. 
II. Jetzt wird es sich darum handeln, den Zahlenwert y 

b 

dieser Fläche F oder des Integrals Jx2dx zu berechnen. 
a 

Zu diesem Zweck müssen wir eine neue Überlegung 
machen. 

Wieder sei die Kurve y = x2 gezeichnet (Abb. 26). 
In dem ganz beliebigen Punkt :x;0 ziehen wir eine 
Ordinate, ebenso in dem bestimmten Punkt x 1). Die 
nunmehr von der Kurve und der X-Achse bestimmte 
Fläche von dem beliebigen Ausgangspunkt x0 an bis zu 
dem ganz bestimmten Punkt x soll durch z = F(x) be
zeichnet werden. Durch die Bezeichnung F( x) ist an
gedeutet, daß die gekennzeichnete Fläche eine Funktion 
des Endpunktes x ist, denn machen wir x größer oder 
kleiner, so wird auch unsere Fläche größer bzw. kleiner. 
Wir suchen jetzt diese noch unbekannte Funktion 
z = F(x) zu bestimmen. 

Denken wir uns x um ein kleines Stück L1 x ver
größert, dann wird auch z um ein Flächenstück L1z 
wachsen. Nach der Abb. 26 besteht der Streifen L1e 
aus einem Rechteck y · L1 x und einer dreieckähnlichen 
Fläche, die wir durch die Grundlinie L1 x und die mittlere 
Höhe 'I ausdrücken können ('I · L1 x ). Also haben wir 

L1z = y · L1x +'I · L1x 
.tlz 

oder .tlx = y + Q, 

und da nach der Kurvengleichung y == x2 ist, 
.tlz 
.dx = :x;2 +'I· 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

dz: 

.A.bb. 26 • 

I 
I 
I 
I 

Lassen wir endlich den Zuwachs L1x sehr klein und schließlich gleich 
0 werden, dann geht der linksstehende Quotient in bekannter Weise in 

den Differentialquotienten :~ über, die mittlere Höhe 'I wird hierbei 

gleich 0 und es bleibt die wichtige Gleichung: 

dz = x2 
dx ' 

d. h.: Die Funktion z ist uns zwar unbekannt, aber wir wissen jetzt von 

1) Die Punkte sind hier kurz x0 und x genannt, weil ihre Abszissen x0 und x sind. 

X 
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ihr, daß sie den Differentialquotienten :~ = x1 besitzt. Weiche Funk

tion gibt nun differenziert xll? Dies ist offenbar die Funktion: 

txs + 0, 
hierbei bedeutet 0 eine beliebige Konstante, auch Integrationskon
stante genannt. Damit ist die gesuchte unbekannte Funktion e =- F(x) 
nunmehr gefunden: e == F(x) = fxs + 0. 

Die von der Kurve y-== x1 und der X-Achse eingeschlossene Fläche, die 
links von der Ordinate in dem beliebigen Punkt 
x0 , rechts von der Ordinate in dem bestimmten 
Punkt x begrenzt ist, hat also den Inhalt: 

F(x) .... tx8 + 0. 

Die willkürliche Konstante 0 erklärt sich geo
metrisch dadurch, daß unsere Fläche auf der linken 
Seite keine feste Grenze hat, denn der Anfangspunkt 
x0 ist ganz beliebig. 

III. Nach dieser Betrachtung kehren wir wieder 
zu unserer ersten Aufgabe zurück. 

Die von der Kurve y = x2, der X-Achse und den 
Ordinaten aA und bB eingegrenzte Fläche F 
(Abb. 27), die wir oben durch das Integral 

b 

Jx2dx 
a 

ausgedrückt haben, können wir nun berechnen. Unter 
F(x) verstanden wir die Fläche von x0 bis x. Di& 
Fläche von x0 bis a ist demgemäß F(a), die Fläch& 
von x0 bis b ist ebenso F(b ). Die gesuchte Fläche 

-;;t-C....::~-1."~"-i---=~ F endlich ist die Differenz dieser beiden Flächen: 

Abb. n. F = F(b)- F(a). 
Nun ist F(x) = tx3 + 0, 

also F(a) = *a8 + 0, F(b) = fb3 + 0, 

somit F = (tb3 + (J) - (ta3 + 0) 

oder F == i b8 - tas. 
Man sieht, daß jetzt die unbekannte Konstante 0 durch Subtraktion 

herausfallt. 
Für die letzte Gleichung hat man eine kürzere Schreibweise: 

b 

F= ltx8 1· 
a 

Ihre Bedeutung ist: In dem Ausdruck tx8 setzt man für x zuerst den 
Wert b, dann den Wert a ein und zieht die Ergebnisse voneinander ab. 
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Wir können nun idr das vorhin aufgestellte Integral den Wert angeben: 
6 6 

Jx2dx =I! wl . ,. ,. 
d. h. das Integral Jx2ax wird berechnet, indem man diejenige Funktion 

a 
aufsucht, die differenziert x1 ergibt (nämlich tx8) und darin idr x ein· 
mal den Wert b, das andere Mal den Wert a einsetzt und endlich die so 
gefundenen Werte voneinander abzieht. 

IV. In gleicher Weise erklären und berechnen wir das Integral~ 
b 

Jx8ax. 
a 

Zunächst verstehen wir darunter die von der Kurve y = x8 und der 
X-Achse gebildete Fläche, die links und rechts durch die Ordinaten in a 
und b begrenzt ist. Zur Berechnung müssen wir wieder diejenige Funktion 
suchen, die differenziert x8 gibt. Dies ist, wie man leicht erkennt, die 
Funktion tx' + 0. Nun erhalten wir nach obigen Ausführungen: 

6 6 

Jxsax =I! x•l = -}(b'- a•). ,. ,. 
a) Welches ist nun die geometrische Bedeutung und der Zahlwert 

folgender Integrale: 
b b 

Jxax, Jax? 
a a 

b 

Antwort: jxax =I f.x2 lb= t(b2 - a2), 
a a 

b 

{x4ax =I i.x51b = tW- a5)' 
~ a 

b 

J7 d.x= l7.x j = 7(b- a), 
a a 

• b b 

.{a.x = J1 · d.x J.x0 • d.x = lx t= b - a. 
a a a 

b) Weiche Fläche bildet die Kurve y = .x1 mit der X-Achse in den 
Grenzen von x1 = 3 bis x2 = 9? 

(F /x 2 d.x =I t.x8 j:= 98 
3 

38 = 243- 9 = 234 Flächeneinheiten.) 

c) Wie groß ist der durch die Koordinaten x und y abgegreute Ab
schnitt der Parabel y = :~n 
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d) Weiche Fläche bildet die Wendeparabei y = x8 in den Grenzen 
x1 = 1 und x2 = 3 mit der X-Achse? 

s 

(F = fx8dx = I ±x4 (= t · (81- 1) =- 20 Flächeneinheiten.) 

b b b 

e)fpdx=? Jqxdx=? .{rx2dx=? (p, q, r sind konstante 
a a 

Faktoren.) 

f) Beweise folgende Formeln: 

b b b b b b 

fpx2dx = p Jx2dx, Jsx4 dx = s Jx4ax, Jmax = m Jax. 
a a a a a a 

g) Welcher Satz über konstante Faktoren wurde hier angewendet? 
Antwort: Ein hinter dem Integralzeichen stehender konstanter 

Faktor darf auch vor das Integralzeichen geschoben werden. 
h) Berechne folgende Integrale! 

-1 

f4da;, 
-6 

(228, 2f, 20, 

2 

J4x8dx, 
0 

16, 90.) 

i) Weichen Flächeninhalt hat der durch die Koordinaten c und d ab· 
gegrenzte Abschnitt der Parabel y = ax2? 

( F = i c · d, d. h. es ist gleich i des zugehörigen Rechtecks c · d.) 

k) Löse die gleiche Aufgabe für y = ax8 und y .... ax'l 

(ic · d und -}c • d.) 

b 

1} .{cxs + a;s) da; = ? 
a 

Die Funktion, die differenziert a;9 + x3 liefert, heißt ix8 + ±x4 ; also ist 

b b 

.[cxs + xs) dx =I txs + ±x4J' 
a a 

d. h. Eine algebraische Summe wird integriert, indem man die ein· 
zeinen Summanden integriert. 

m) 
4 

.{ct + x + x2) dx """ 'f 
I 

(26f.) 
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n) In welche allgemeine Formel lassen sich die vier Formeln 

b b b 

Jax = jxj, Jx2dx = ltx3 f, 
a tJ a a 

b 

Jx3dx =I i-x4 j zusammenfassen? 
a a 

6 6 

rx"dx -1-1-. xn+tl .1; n+1 J 
a a 

Antwort: 

oder in Worten au!!gedrückt: 
Das Integral von a bis b einer n-ten Potenz ist gleich dem 

(n + 1)-ten Teil der Differenzen der (n + 1)-ten Potenzen von 
b und a. 

o) Welche Funktion gibt differenziert das Ergebnis: 

p + qx + rx2 + sx3 ? 

Antwort: Die Funktion: 

p x + t x2 + ~ xs + f x4 + 0' 

worin 0 eine beliebige Konstante ist. 
p) Welche Integralform ergibt sich hieraus? 

b b 

flp + qx + rx2 + sx3) dx = jpx + tx2 + i-x3 + fx4 j. 
Cl 6 Cl 

q) j(x2 - 4x + 10) dx =? (117.) 
-3 

r) Man berechne die von dt:r Parabel y = (x + 2) (4- x) mit der 
X-Achse gebildete und oberhalb derselben liegende Fläche! 

(_jc-x2 +2x+8)dx=36.) • 

s) Wie groß ist die unterhalb der X-Achse liegende Fläche der Kurve 
y = (x- 2) (x - 6)? 

(F /cx2 - 8x + 12) dx = - 10-f. Beachte das Minuszeichen! 

§ 10. Berechnung von Körperinhalten. 
I. Die bisher abgeleiteten Integralformeln dienten in § 9 bereits zur 

Berechnung von Flächeninhalten; allein die Anwendung dieser Formeln 
ist eine viel umfassendere: Jede Größe, die sich in gleichartige Teilgrößen 
zerlegen läßt, kann durch solche Integrale ausgedrückt werden. Wir sahen, 
daß sich die ebene Fläche aus schmalen Streifen aufbauen läßt. In gleicher 
Weise kann man aber auch einen Körperinhalt aus dünnen Platten, eine 



44 I. Ganze Funktionen. Binige Differentialquotienten und Integrale 

Abb. l!S. 

krumme Oberfläche aus schmalen Gürteln, eine Kurvenlänge aus kleinen 
ttrecken usw. zusammensetzen. Wir werden in diesem und den späteren 
Abschnitten zahlreiche solche Aufgaben durch Anwendung von Integralen 
lösen. 

II. Rauminhalt einer Pyramide mit der Grundfläche G und der Höhe h. 
(Abb. 28.) 

Wir zerlegen die Pyramide durch Schnitte parallel zur Grundfläche in 
dünne Platten. Eine der Platten habe die Grundfläche g und sei von der 
Spitze der Pyramide um die Strecke x entfernt; ihre Dicke sei LJx. Die 
Summe :e=h 

~g·L1X 
:e=O 

stellt dann einen Näherungswert für den Rauminhalt dar. Wir kommen 
dem genauen Wert desto näher, je kleiner wir L1 x wählen. Der genaue 
Rauminhalt drückt sich also durch das Integral 

h 

Ju·dx 
0 

aus; um dieses Integral aber berechnen zu können, müssen wir die Fläche 9 
erst noch als Funktion von x darstellen; es ist bekanntlich 

also G ll 
g = hl • X • 

Der Rauminhalt der Pyramide wird demnach: 
h h 

V (G ·x'dx= G ·lslxsl =1.G .... J h,t hl s ,~. 
0 0 

Der Rauminhalt der Pyramide ist also: Grnndß.äche mal Höhe geteilt 
durch 3. 
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................................ t 
X 

2 

Abb. 99. 

ill. Rauminhalt der Kugel vom Halbmesser r (Abb. 29). 
Wir zerschneiden, wie die Zeichnung andeutet, die Kugel in dünne 

zylindrische Scheiben mit dem Rauminhalt: 

f? 9n · Llx, 

wobei rl = x · (2r- x) = 2rx - x9 (nach dem Höhensatz) 

und haben schließlich das Integral zu berechnen: 
llr 2 

V= n{c2rx- x2)dx = n ·lrx•- i-x8 lr = tn · r1 

0 0 

IV. Rauminhalt eines Kugelabschnitts (Segments) mit der Höhe h. 
Wir müssen die gleiche Integration wie im letzten Beispiel aber nur 

für die Grenzen 0 bis h durchführen und erhalten 

" V= n ·lrxll- tx8 1 = h2n(r- i-h). 
0 

V. Die Parabel y = ax2 dreht sich um die Y-Achse. Wie groß ist der 
Rauminhalt V des entstehenden Körpers (Rotationsparaboloid) für die 
Grenzen y = 0 bis y = h? (Abb. 30.) 

Durch eine ganz ähnliche Zerlegung wie bei ill ergibt sich 

" V=.{x1ndy. 
0 
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Hier muß a.ber x9 erst durch y ausgedrückt werden. Nach der Kurven

gleichung ist r = * ; also 

V j~ndy = ~ ·lty2i = ~ · ~1 • 
0 0 

Man kann dieses Ergebnis sehr einfach deuten, wenn man den Halb
messer (! des Endkreises benlitzt. Es ist nach der Kurvengleichung 

11 h = a · (!9 

und daher 

V=!!.. h·a~• = .la»n;. h 
a 2 1• ' 

d. h. der durch Drehung eines 
Parabelabschnitts um die 
Hauptachse entstehende Kör
per (Rotationsparaboloid) ist 
halb so groß wie der um
schließende Zylinder. 

VI. Die gleiche Kurve soll 
sich um die X-Achse drehen. 
Wie groß ist der nunmehr ent
stehende Umdrehungskörper? 

V-fi 1ndx = ]a9x4 ndx 
0 0 

a1 n 
= 5. rl = i-·h'n·f! 

Abb. so. Man deute das Ergebnis 
ll.hnlich wie bei V. 

VII. Der bei der Drehung einer beliebigen Kurve um die X-Achse bzw 
die Y-Achse entstehende Umdrehungskörper hat den Rauminhalt 

!lt 

beziehungsweise Jx2 ndy. 
!I! 

Natürlich muß im ersten Fall y1 als Funktion von x, im zweiten Fall 
a:1 als Funktion von y ausgedrückt und unter das Integral eingesetzt werden 

Vlll. Die Kurve y = ax8 dreht sich um die X-Achse; gesucht der Inhalt 
des entstehenden Umdrehungskörpers fiir die Grenzen x = 0 und :i == h. 

(V= nfa1x6dx = ~· · h7n.) 

IX. a) Die Gerade y = ax erzeugt bei der Drehung um die X-Achse 
einen Kegel. Gesucht der Rauminhalt für die Grenzen x = 0, y = 0 bis 
a: = h, y = r. 

" Ii 
V Ja1x2ndx = I ta'z 8n I= .l.a2h8n = tr2n. k. 

0 0 8 
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b) Löse die gleiche Aufgabe für die Grenzen x =• x11 y = r1 und x = Xu 
y = r, (Kegelstumpf). 

"'• V= lta2z3:n: I= t:n:a2(~- xD 
"'1 

= tna2 (x; + x2x1 + xD (x2 - x1) 

§ 11. Statische Momente und Schwerpunktslagen. 

I. Es sei m die in einem Punkt P (Abb. 31) befindliche Masse und r 
der Abstand des Punktes P von einer festen Achse; dann heißt 

m·r 
das "Statische Moment" des Massenpunktes m in bezugauf die Achse. 

Seien m11 m2 , m8 •• beliebige Massenpunkte und r1 , r21 r8 • • ihre 
Abstände von der Achse, so heißt die Summe 

m1 r1 + m2rl! + m8 r8 + ··· =Im·r 
das statische Moment des Systems 
ml,m2,ms··· 

Wir denken uns nun, alle Massen 
m1, m2 , m3 ••• wären in einem Punkt 
S vereinigt, und S habe von der 
Achse den Abstand Q· Das statische 
Moment der ganzen in S vereinigten 
Massensumme M wäre dann 

(m1 + m2 + m3 + · · ·)Q = QEm 
=Q·M 

Ist nun S so gewählt, daß für jede beliebige Achse das statische Moment 
der Massensumme gleich ist der Summe aller statischen Momente der 
Einzelmassen, dann heißt S der Schwerpunkt des Systems. 

Es muß also für den Schwerpunktsabstand Q die Gleichung bestehen: 

m1 r1 + m2 r2 + m8r8 + · · · = (m1 + m2 + m3 •• ) • (l, 

für den Schwerpunktsabstand Q folgt also: 

m1 r1 +m2 t 1 +m8 1's ... 
Q""" m1 +m,+ms+··· 

oder 
Im · r Imr Stat. Mom. der Gesamtmasse 

Q=---=--= M Im Gesamtmasse 

Sind die betrachteten Massen gleichartig (von gleicher Dichte), so setzt 
man häufig die Massen unmittelbar ihren geometrischen Größen gleich. 
Statt vom statischen Moment oder vom Schwerpunkt einer sehr dünnen 
gleichartigen Platte spricht man vom statischen Moment oder vom Schwer-' 
punkt einer Fläche. Ebenso spricht man vom Schwerpunkt einer Linie, 
einer (geometrischen) Kugel usw. 

II. Folgende Sätze werden bereits in der elementaren lfechanik erläutert: 
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Der Schwerpunkt einer geraden Linie liegt in ihrem Mittelpunkt. 
Der Schwerpunkt eines Rechtecks (auch jedes anderen Parallelogramms) 

liegt im Schnittpunkt der Diagonalen 
DerSchwerpunkt einersymmetrischen Fläche liegt auf der Symmetrieachse. 
Der Schwerpunkt eines Umdrehungskörpers liegtauf der Umdrehungsachse. 

.A.bb. 81. 

Der Schwer-
punkt eines geo
metrischen Ge
bildes mit Mit
telpunktisteben 
dieser Mittel
punkt. (Strecke, 

k Quadrat, Kreis, 
Ellipse, Kugel, 
Ellipsoid usw.) 

111. Das sta
tische Moment 
und der Schwer

punkt eines 
Dreiecks sind 

"----------:a::--------....a·--·-· ·--..... zu bestimmen. 
(Abb. 32.) 

Die Achse falle mit der Grundlinie a zusammen. Wir zerlegen das Drei
eck parallel zur Grundlinie in schmale Rechtecke. Eines derselben habe 
den Abstand x, die Breite Llx und die Länge l. Wegen der Ähnlichkeit der 

Dreiecke verhält sich jetzt l: a = (h- x): h, und es ist also l = a • ~~ x) • 
Das statische Moment dieses Rechtecks ist dann 

Z · Llx · :x; =-X· (h- :x:) • x · Llx. 
Die Summe aller statischen Momente wird nun: 

h h A 

M = Ji · (h- x)·x·dx = ;J(hx -x2)dx = i ·ih:' -~3 ~ = a~h'~ 
0 0 0 

Der Schwerpunktsabstand y0 wirdjetzt (statisches Moment durch Fläche)· 
a·h' 
-6- h 

tlo = a·h = S' 
-2-

d. h.: der Schwerpunkt eines Dreiecks liegt auf den Parallelen zu den 
Dreieckseiten je im Abstand t der zugehörigen Höhen. Man beweise, da.B 
sich diese 3 Parallelen in einem Punkt schneiden müssen, man zeige ferner, 
daß der Schwerpunkt zugleich der Schnittpunkt der 3 Seitenhalbierenden ist. 

IV. Den Schwerpunkt eines Kreisquadranten zu finden (Abb. 33). 
Die in der Zeichnung angedeutete Zerlegung liefert für das statische 

Moment in bezug auf die wagerechte Achse 
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Für den Schwer
punktsabstand folgt 
nun: 

tr3 4r 
Yo=trsn=an· 

V. a) Man berechne 
die Schwerpunktslage 
für den Halbkreis. 

(Yo = :: ·) 

b) Berechne das sta
tische Moment eines 
Rechtecks a · b in be
zug auf die Seite a. 

b 

( M= Jaxdx=~b2) 
0 

f---x__j 
VI. Man berechne 

die Schwerpunktslage Abb. ss. 
für den in Abb. 34 gezeichneten Abschnitt der Parabel y = ax'. 

Das statische Moment bezüglich der x-Achse ist: 

V 

~--------x------~~ 
Abb 84 

Griln bau m-Jakobi, Funktionenlehre. 7. Aut'l. 

49 
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Das statische Moment bezüglich der Y-Achse ist: 
Z1 :&1 

M= Jydx·x= Jax8dx=: x1'. 

0 0 
I 

Da die Abschnittfläche nach § 9 IV i gleich x i = a : 1 ist, so folgt für 

die Koordinaten des Schwerpunktes: 

VII. Berechne ebenso die Schwerpunktslage für den Ergänzungsabschnitt 
(zwischen Parabel und Y-Achse). 

(xo = tx1, Yo = f Y1·) 
VIII. Den Schwerpunkt einer Pyramide zu finden. 
Da dieser Schwerpunkt auf der Verbindungslinie der Spitze mit dem 

Schwerpunkt der Grundfläche liegen muß, so braucht nur noch die Höhe 
h' des Schwerpunktes über der Grundfläche gefunden zu werden. 

i 
i 
i 
i 
i 
i 

x----.i 
i 
i 
I 
i 
j 

·-·- ---·-·-·-·-·""'? 
i 
i 
i 
i 

2) 
i 
i 

Wir zerlegen die Pyramide in dünne Plat
ten wie in § 10 II (Abb. 28) und bestimmen 
das statische Moment bezüglich der Grund
fläche G. Wir erhalten: 

h 

M = {udx(h- x) 
0 

h Gf 2( ) G 2 -=- X h- X dx = -h h' 12 . 
0 

Also wird 
I Gh1 h h=---=-· 

12 . Gh 4 
3 

Der Schwerpunkt der Pyramide liegt also 
in f der Höhe. 

IX. Den Schwerpunkt einer Halbkugel zu 
finden. i 

! Aus Symmetriegründen liegt dieser Schwer
punkt auf dem im Mittelpunkt des größten 

Kreise:~ errichteten Lot. Er möge vom Mittelpunkt den Abstand ; haben. 
Die in Abb. 35 angedeutet!~ Zerlegung ergibt sich als statisches Moment 

bezüglich des größten Kreises: 
r r r 

M .~2n · dx · x =Jcr2 - x2) ndx · x = njc1·2x - x3) d x 
0 0 0 

r 

I 2 xs x' j 1 4 -= n r 2 - 4 = :t r n. 
0 

Nun wird tr4 n 
; = hsn = fr 



§ 12. Berechnung von Trägheits- und Widerstandsmomenten 51 

§ 12. Berechnung von Trägheits- und Widerstandsmomenten. 
I. In vielen Aufgaben der technischen Mechanik wird ein dem statischen 

Moment ganz ähnlicher Ausdruck viel benutzt, das Trägheitsmoment; 
es unterscheidet sich von dem statischen Moment nur dadurch, daß die 
kleinen Massen, bzw. die Linien-, Flächen- oder Körperteile mit dem 
Quadrat des Abstands multipliziert sind. Das Trägheitsmoment eines 
Massenteilchens ist also 

und das Trägheitsmoment eines Systems von solchen Massenteilchen ist: 

m1ri + m2 r~ + m3r~ + · · · + =~m · r2 • 

Das Trägheitsmoment eines zusammenhängenden Gebildes wird wieder 
durch ein Integral berechnet. 

li. a) Man bestimme das Trägheitsmoment eines Rechtecks a · b in 
bezug auf die Seite a. Die Zerlegung in schmale Streifen parallel zu a 
liefert: b b bs 

Ja= Ja. da;. x2 = ~rx2dx = ;-. 
0 0 

b) Wie groß ist das Trägheitsmoment des gleichen Rechtecks bezüglich 
der durch den Schwerpunkt (Mittelpunkt) gehenden Parallelen zu a? 

b 

2 1.. ab 3 

Ja'= 2 ·._ a. da;. a;2 = 12. 
0 

III. Wie groß ist das Trägheitsmoment des Dreiecks mit der Grund· 
linie a und der Höhe h bezüglich der Grundlinie? 

h 

J .Ji · dx · x2, wobei (§ 11 III und Abb. 32) Z = i (h- x), 
0 

h h 

also wird J= J~(h-x)·x2dx=~.f(lzx2 -:r;3)dx=~~~. 
0 0 

IV. Wie groß ist das Trägheits
moment eines regelmäßigen Sechs
ecks mit der Seite a in bezug auf 
eine durch den Mittelpunkt gehende 
Parallele zu a? 

(J= fs a4 . y3.) 
V. In einem ebenen Flächenstück 

(Abb. 36) seien durch den Schwer
punkt S zwei zueinander senkrechte 
Achsen X und Y gezeichnet; im 
Schwerpunkt sei senkrecht zum 
Flächenstück die Achse Z errichtet. 
Ist m irgendein kleines Flächen
teilchen, dann sind 

J., =~my2 und J11 =~mx' 

.x, m ··---···r····.P ,' _".· ; , / ' 
/:-.,r :.v 

L· : 

Abb. SG. 
4* 
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die Trägheitsmomente bezüglich der X- und Y-Achse, sie heißen auch die 
äquatoraalen Trägheitsmomente, ferner ist 

J =~m·r2 p 

das Trägheitsmoment bezüglich der zur Fläche senkrechten Achse Z, auch 
polares Trägheitsmoment genannt. Da nun 

r'= x'+ y' 
ist, so folgt hieraus 

d. h. das polare Trägheitsmoment eines Flächenstücks ist gleich 
der Sumll;le zweier äquatorealer Trägheitsmomente, die zu zwei 
zueinander senkrechten Achsen gehören. 

VI. Wie groß ist das polare Trägheitsmoment eines Rechtecks a · b? 

ab 3 ba3 ab 
JP = 12 + 12 = 12 · (a' + b'). 

VII. Gesucht das Trägheitsmoment eines Dreiecks mit der Grundlinie a 
und der Höhe h bezüglich der durch die SpitzG gehenden, zur Grundlinie 
parallelen Achse. ,. 

J = ~Jx3dx = : ha (x =Abstand von Spitze). 
0 

VIII. a) Man bestimme das polare Trägheitsmoment des Kreises 
vom Radius r, durch Zerlegung der Kreisfläche durch zahlreiche konzen
trische Kreise. Hat dann ein Kreisring den mittleren Radius ~ und die 
Breite d ~, so wird r 

JP -J2Qn · d(! · (!2 =; r 4 • 

0 

b) Da beim Kreis Jz und J'!l gleich sind, so folgt für das äquatoraale 
Moment: n 

Jz = J!l = 4r4. 

IX. Wie groß ist das Trägheitsmoment einer durch den Nullpunkt 
gehenden und mit der X-Achse den Winkel a bildenden Strecke von der 
Länge Z in bezug auf die beiden Achsen? 

(Jz = fl 3 • sin2 a, J!l = {'-l 3 • cos2 a.) 

X. Das Trägheitsmoment einer dünnen Platte in bezug auf eine zu 
den Grundflächen senkrechte Achse wird berechnet, indem man das 
polare Trägheitsmoment des Querschnitts mit der Dicke der Platte multi
pliziert. 

Wie groß ist das Trägheitsmoment eines geraden Kreiszylinders vom 
Halbmesser r und der Höhe h bezüglich der Zylinderachse? 

( J = ; r4 • h = (r2 n · h) · { r 2 .) 
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XI. Wie groß ist das Trägheitsmoment eines geraden Kreiskegels be
züglich seiner Achse? 

h h 

J =j'n 4 n r'J 4 n nr'h 8 1 -~ dx=-·- x dx=-r4·k=--·-r • 2 2 h4 10 3 10 . 
0 0 

XII. Berechne das Trägheitsmoment einer geraden quadratischen Py
ramide mit der Grundkante a und der Höhe h bezüglich der Achse. 

(J = io a4 • h.) 

XIII. Berechne das Trägheitsmoment einer Kugel bezüglich eines 
Durchmessers. 

r r r 

J = 2 J; ~4dx= 2. ;J(r1 -x2) 1dx=n jCr~-2r2x2tx4)dx= 1~r5n. 
0 0 0 

XIV. Unter dem Widerstandsmoment eines Querschnitts versteht man 
das auf die Schwerpunktsachse bezogene Trägheitsmoment, geteilt durch 
den Abstand des äußersten Flächenteils von dieser Achse. 

Beispiele: a) Für das Rechteck ab sind nach llb dieses Paragraphen 
die Trägheitsmomente: ab8 ba5 

J=- bzw J=- -· 12 . 12 

Um die entsprechenden Widerstandsmomente zu erhalten, muß man 

durch : bzw. : dividieren. Als Widerstandsmomente des Rechtecks 
ergeben sich also: ab' ba' 

W=T bzw. W=a-· 

b) Für den Kreis wird nach VIIIb: 

Somit ist das 

' Trägheitsmoment J = n; · 
nr8 

Widerstandsmoment W = 4· 

XV. Aus einem kreisrunden Baumstamm vom Durchmesser d soll ein 
rechteckiger Balken von möglichst großem Widerstandsmoment heraus
geschnitten werden. Gesucht sind Breite a und Höhe h des Balkens. 

Das Widerstandsmoment 

W = a·h1 = a · (a'-al) = .!_(d2a _aB) 
6 6 6 . 

ergibt aW +1.(as-3a2)=0 as=l.dt da 6 ' s • 

Daher wird W ein Maximum für 

a=dJII, 
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II. Funktionswerte in Form von Reihen. Zinseszins
und Rentenfu.nktionen. 

§ 13. Arithmetische Reihen. 
I. Bei den bisher betrachteten Funktionen wurde für die unabhängige 

Veränderliche x die abhängige y berechnet, ohne die gesetzmäßige Be
ziehung der für y gefundenen Warte untereinander zu untersuchen; dies 
soll hier nachfolgend und im § 14 geschehen. 

Stelle die Wartetahellen für die beiden folgenden Funktionen dar: 

y = 4 + (x - 1) · 3 und y = 18 - ( x - 1) · 4. 

X I y X I y 

1 4 1 18 
2 7 2 14 
3 10 3 10 
4 13 4 6 
5 16 5 2 
6 19 6 - 2 
7 22 7 - 6 
8 25 8 -10 
9 28 9 -14 

Die erste Reihe der y-Werte ( 4, 7, 10 usw.) ist so beschaffen, daß jede 
Zahl sich von ihren benachbarten um 3 unterscheidet. Bei der ~weiten 
Reihe (18, 14, 10 usw.) ist der Unterschied ebenso gleich 4. Bei beiden 
Reihen ist auchjede Zahl das arithmetische Mittel ihrer Nachbarzahlen, z. B. 

22 = 19 + 25 und 10 = 14 + 6. 
2 2 

Wegen dieser Eigentümlichkeiten bezeichnet man beide Zahlenfolgen als 
arithmetische Reihen. Eine arithmetische Reihe ist demnach 
eine Aufeinanderfolge von Zahlen (auch Glieder genannt), 
deren Differenz konstant und bei der jede Zahl gleich dem 
arithmetischen Mittel ihrer Nachbarzahlen ist. 

Zieht man ein Glied vom nächst höheren (nachfolgenden) ab, so wird 
die Differenz ( d) im ersten Falle gleich + 3, im ~weiten Falle gleich - 4. 
Bierdurch bedingt, werden die nachfolgenden Glieder bei der ersten Reihe 
immer größer, bei der zweiten immer kleiner. Erstere Reihe heißt daher 
steigend, letztere dagegen fallend. Bei der steigenden arithmetischen 
Reihe ist daher die Differenz zwischen dem vorhergehenden und 
nachfolgenden Glied positiv, bei der fallenden dagegen negativ. 

Man kann nun auch die beiden Reihen in folgender Form schreiben: 

X I y X I y 

1 4 
2 4+1·3 
3 4+2·3 
4 4+3·3 
5 4+4·3 
6 4+5·3 

1 

r18 
2 18-1·4 
3 18-2·4 
4 18-3·4 
5 18-4·4 
6 18-5·4 
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nsw., oder wenn wir 4 das Anfangsglied a uennen, 3 die Differenz d, ferner 
n die Anzahl der Glieder 1), e das Endglied und 8 die Summe aller Glieder 
der Reihe, so ergibt das erste Beispiel: 

s == a + a + d + a + 2tl + a +3d+ a + 4d .. · + a + (n -1) · d. 

Es ist also das Endglied der Reihe e = a + (n -1) · tl. 
Um das zweite Beispiel als fallende Reihe noch deutlicher m kenn· 

zeichnen, setzen wir 18 = s und 4 = d und erhalten: 

s = s + s- d + s- 2d + e- 3d+ s- 4d · · · + s- (n -1) · d. 

Addiere hierzu die Reihe s = a + a + tl + a + 2 d .. · + a + ( n -1) · d, 

so wird 8 = tn. (a + s) (Stifel 1486-1567) 

oder beim Einsetzen des Wertes e = a + ( n - 1) · tl 

8 =an+ t n · (n -1) · tl. 
Wie 11ndert sich letztere Formel für fallende Reihen? 

II. Berechne für folgende Reihen die unbekannten Größen: 

Reihe I a I d I n I 8 I II 

I 5 17 108 ? ? 
II -15 4 ? 999 ? 
m 101 -4 ? ? 1 
IV 1 ? 40 9400 ? 
V 25 ? 25 ? -35 

Vl 5 ? ? 392 23 
VII ? 0,5 25 100 ? 

VIII ? 1,5 33 ? 74 
IX ? 3 ? 

I 
555 58 

X ? ? 29 58 23 

111. a) Verteile 2000 .Jt unter 16 Personen derartig, daß jede folgende 
10 Jt mehr als die vorhergehende erhält. Wieviel bekommt die erste und 
letzte Person? 

b) Wie tief ist ein Brunnen, dessen Ausschachtung 3475 Jt kostete, 
und zwar das erste Meter 10 .Jt, jedes folgende Meter 50 Pf. mehr? 

c) In welcher Tiefe des Erdionern wird das Wasser sieden, wenn die 
Temperatur an der Erdoberfläche 15 ° Cels. beträgt und in Tiefenstufen 
von je 33 m um 1° Cels. zunimmt? 

d) Auf einem 990 km langen Wege fahren zwei Kraftwagen A und B, 
gleichzeitig aufbrechend, einander entgegen. - A macht in der ersten 
Stunde 100 km, in jeder folgenden 10 km weniger. B macht in der ersten 
Stunde 40 km, in jeder folgenden 20 km mehr. Nach wieviel Stunden 
treffen sich die Wagen und wieviel km hat dann jeder zurückgelegt? -
Löse die Aufgabe auch durch Zeichnung. 

e) Bestimme die Größen 8 und s zeichnerisch für eine Reihe mit a = 31 

d = 2 und n = 9. 
(Funktionsgleichungen: e = 3 + (n -1) · 2 

und 8 = 3n + tn · (n -1) · 2.) 

1) Reihen, bei denen n = oo ist, heißen unendliche arithmetische 
Reiben. 
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IV. a) Wird jedes Glied einer der bisher betrachteten arithmetischen 
Reihen vom nächstfolgenden subtrahiert, so ergibt sich aus den Differenzen 
eine neue Reihe, die man zum Unterschied von der ursprünglichen Reihe 
oder Stammreihe auch als die erste Differenzenreihe bezeichnet. 

So ergibt die Stammreihe: 8, 11, 14, 17, 20, 

und die erste Differenzenreihe: 3, 3, 3, 3, 3, 3, 

b) Wenn die Differenzenreihe nicht aus lauter gleichen Gliedern besteht, 
kann man aus ihr eine zweite, gegebenenfalls auch noch eine dritte und 
vierte Differenzenreihe bilden, wie dies die beiden folgenden Beispiele der 
Quadrat- und Kubikzahlen zeigen. 
Stammreihe: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 
1. Differenzenreihe: 3, 5, 7, 9, 11, 
2. Differenzenreihe: 2 ' 2, 2, 2, oder 
Stammreihe: 1, 8, 27, 64, 125, 216, 
1. Differenzenreihe: 7, 19, 37, 61, 91, 
2. Differenzenreihe.: 12, 18, 24, 30, 
3. Differenzenreihe: 6, 6, 6, 

Hat die erste Differenzenreihe einer Stammreihe lauter gleiche Glieder, 
so ist die Stammreihe eine arithmetische Reihe 1. Ordnung. Hat erst die 
2. bzw. 3. bzw. 4. bzw. n-te Differenzenreihe lauter gleiche Glieder, so ist 
die zugehörige Stammreihe eine arithmetische Reihe 2. bzw. 3. bzw. 4. 
bzw. n-ter Ordnung. 1 ) - Eine Reihe mit lauter gleichen Gliedern kann man 
auch als Reihe 0-ter Ordnung bezeichnen. Die beiden nachfolgenden Reihen 
sind Reihen unendlicher Ordnung, weil man beim Versuch, eine Differenzen
reihe zu erhalten, doch immer wieder die gegebene Stammreihe erhält: 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, (Reihe von Lame), 
ebenso bei der Reihe der höheren Potenzen von 2, nämlich 2, 4, 8, 16, 32, ... 

c) Um das Bildungsgesetz einer Reihe zu kennzeichnen, drückt man sie 
durch ein Allgemeinglied aus, also für die gewöhnliche arithmetische 
Reihe a + (n -1) · d (somit hier gleich dem Endglied e). 

Nun sei das Allgemeinglied einer Reihe gleich ..4. + B · n; es ist die 
Ordnungszahl der Reihe zu ermitteln: 

Stammreihe: ..4., ..4. + B, A+ 2B, A+3B, 
1. Differenzenreihe: B, B, B, 

Die Stammreihe ist also eine Reihe 1. Ordnung. 
Zeige ebenso, daß die Stammreihen mit den Allgemeingliedern 

..4. + B · n + 0 · n2 bzw. ..4. + B · n + 0 · n2 + D · n8 

arithmetische Reihen 2. bzw. 3. Ordnung sind. 
Zeige ebenso, daß die Reihe 4, 1, 3, 10, 22, 39, 61, 88, ... eine Reihe 

2. Ordnung, also ihr Allgemeinglied ..4. + B · n + 0 · n1 ist. Setze hierin 
der Reihe nach für n die Werte 1, 2 und 3 ein, also: 

..4. + B + 0= 4, 

..4. + 2B + 4 0 = 1, 
A+3B+9C=3. 

1) oder allgemeine Reihen höherer Ordnung. 
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Die Auflösung dieser Gleichung mit drei Unbekannten liefert die Werte 
A = 12, B = -10,5 und C = 2,5. Das Allgemeinglied ist also dann 
12- 10,5n + 2,5n2• Setzen wir hierin für n der Reihe nach die Werte 
4 bis 8 ein, so erhalten wir die entsprechenden Glieder der gegebenen 
Reihe, nitrolieh 10, 22, 39, 61, 88, ... 

d) Bilde aus der Reihe der Kubikzahlen eine neue Reihe, derartig, daß 
das n-te Glied der neuen Reihe gleich der Summe der n ersten Glieder 
der gegebenen Reihe ist. Die neue Reihe nennen wir die Summenreihe: 

Stammreihe: 1, 8, 27, 64, 125, 216. 

Summenreihe: 0, 1, 9, 36, 100, 225. 

Diese Summenreihe hat natürlich eine Differenzenreihe mehr als die 
Stammreihe und ist daher eine Reihe 4. Ordnung. Oder allgemein ist die 
Summenreihe einer Stammreihe n-ter Ordnung selbst eine Reihe ( n + 1 )-ter 
Ordnung. 

e) Hiermit können wir jetzt z. B. die Summe der n ersten Glieder der 
Reihe der Quadratzahlen leicht berechnen. 

Stammreihe: 

Summenreihe: 

1, 4, 9, 16, 25, 36, ••• 

o, 1, 5, 14, 30, 55, •.. 

Das Allgemeinglied der letzteren ist 

D + ..4. · n + B · n2 + C · n8• 

(Reihe 2. Ordn.) 

(Reihe 3. Ordn.) 

Das 0-te Glied der Summenreihe muß aber gleich 0 sein, also D = 0 1), 
so daß wir nur übrig behalten ..4. · n + B · n2 + C · n3, worin wir fdr n 
der Reihe nach die Werte l, 2 und 3 einsetzen und als Summen 1 bzw. 
6 bzw. 14 erhalten, also 

..4. + B + 0= 1, 

2A+4B+ 80= 5, 

3..4. + 9B + 270= 14. 

Die Auflösung ergibt A = t, B = t, C =! s· 

Für die n ersten Glieder der Reihe der Quadratzahlen erhalten wir als,o 

.. 
also ~k' = 1 + 4 + 9 .•. + n' = n(n+t)(2n+1). 

~ 1·2·3 
1 

f) Löse die gleiche Aufgabe für die n ersten Kubikzahlen! 

( ~1" ks __ [n (n2+ 1)]'·) ~ (Nikomachue100 n.Chr.) 

1) Weil D + .A · 0 + B01 + 00 8 = 0. 
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§ 14. Geometrische Reihen. 
I. Es seien die Funktionen gegeben: 

'!J = 2 · 3"' und y = 10 · ( + )"'. 1) 

Die Wartetahellen lauten hier: 

X I y X y 

0 2 0 10 
1 6 1 5 
2 18 2 2,5 
3 54 3 1,25 
4 162 4 0,625 
5 486 5 0,3125 

V erglaichen wir hier die y-Werte beider Funktionen, so sehen wir, daß 
hier nicht die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant ist, 
sondern der Quotient, gebildet durch Division eines Gliedes durch das vor
hergehende; der Quotient ist im ersten Beispiel 3, im zweiten 0,5. Ferner 
ist hier jedes Glied das geometrische Mittel der beiden Nachbarglieder, 

also z. B. 18 = Y6 ·54 und 5 = Y10 · 2,5. 

Die Werte von y in beiden Wertetabellen sind Zahlenfolgen, die man 
geometrische Reihen nennt, und zwar ist 2, 6, 18 ... eine steigende 
und 10, 5, 2,5 eine fallende. 

Eine geometrische Reihe ist demnach eine Aufeinanderfolge 
von Zahlen (Gliedern), bei denen der Quotient zwischen der 
vorhergehenden und folgenden konstant und bei der jede Zahl 
gleich dem geometrischen Mittel der beiden Nachbarzahlen ist. 
Die geometrische Reihe ist steigend oder fallend, je nachdem, 
ob der Quotient q größer oder kleiner als 1 ist. 

Die Bezeichnung der einzelnen Größen der geometrischen Reihe ist 
genau wie bei der arithmetischen, nur statt der Differenz d tritt hier der 
Quotient q neu auf (§ 13). 

Man kann nun die erste der obigen Reihen auch schreiben: 

2 + 2 • 3 + 2 . 32 + 2 . 33 + 2 . 34 .•• 

oder wenn man 2 = a und 3 = q setzt und n Glieder als vorhanden an
nimmt: 

s = a + a · q + a · q2 + a · q8 + a · q4 · • · + a · qn -l (Reihe I). 

Es wird also das Endglied der geometrischen Reihe 

e=a·qn-l. 

Denkt man sich diese Reihe I mit q multipliziert, so wird 

s · q = a · q + a · q2 + a • q3 + a · q4 • • + a • qn- 1 + a · qn (Reihe II). 

1) Es sind dies die ersten Beispiele für Exponentialfunktioner., die 
dadurch gekennzllichnet sind, daß sie die eine Variable als Exponent l::aben. 
Die Exponentialfunktion wird eingehend in § 26 behandelt. Beim Stufenrad 
bilden die Durchmesser der Scheiben eine arithmetische, ihre Umdrehungs
zahlen eine geometrische Heihe 
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Subtrahiert man Reihe I von Reihe II, so wird 

q"-l s=a--
q-1 

Will man 8 durch a, q und z ausdrücken, so ergibt sich 
qn -1 aq"-a aq'~~- 1 q-a 

S=a--=---=-----· 

da aqn -l = z, folgt 

q-1 q-1 q-1 ' 

qz-a 
8=--· 

q-1 

59 

Für die unendliche fallende geometrische Reihe wird z = 0, also auch 
q · z = 0 und o _ a a 

8=-- oder 8=--· 
q-1 1-q 

II. Berechne für folgende Reihen die unbekannten Größen: 

Reihe I a I "' I q I s I z 

I 1 10 2 ? ? 
II 0,25 14 ? ? 2048 
lii 256 ? 0,5 511 ? 
IV 1 ? 7 ? 5764801 
V 27 ? ? 65 8 

VI ? 6 1,25 11529 ? 
VII ? 5 f ? 625 

VIII ? ? 4 1023 768 
IX 2 3 ? 26 ? 
X ? 3 ? 19 9 

XI 0,45 00 0,01 ? ? 
XII ? 4 ? 45 24 

III. a) Bestimme die Größen s und z zeichnerisch für a = 1, q = 2 
und n = 5 für eine geometrische Reihe. 

{Funktionsgleichungen: z=1·2n-l und 2'11 -1) 8=1·--· 2-1 

b) Wie groß ist die Dichtigkeit im Rezipienten einer Luftpumpe nach 
20 Kolbenzügen, wenn der Inhalt des Rezipienten (nebst V erbindungskanal) 
30 Liter beträgt, derjenige des Stiefels, nach Abzug des Raums für den 
Kolben, 6 Liter? 

Da die Luft nach dem ersten Kolbenzuge statt 30 jetzt 36 Liter Raum 
einnimmt, so ist die Dichte der Luft, die ursprünglich gleich 1 war, jetzt 
nur noch 1 · ~ oder 1· (% ). Nach 2 Kolbenzügen ist sie nur noch 1· (-~-)2 usw., 
also nach 20 Kolbenzügen: 

II) = 1. (%)20 = (~) 20 = 0,8333320 

II! = 0,026086, der ursprünglichen Dichte. 

Die bei der Berechnung gebrauchte Größe (%) nennt man den Ver· 
dünnungsfaktor. 

c) Wieviel Rollen muß ein Potenzflaschenzug haben, um, abgesehen von 
Widerständen und Rollengewichten, eine Last von 640 kg mit einer Kraft 
von 10 kg zu heben? 
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n I 
1 
2 
3 
4 

n 

p 

0,5 1 • Q 
0,5 1 • Q 
0,5 8 • Q 
0,6 4 • Q 

0,5n· Q 

Zwischen der Rollenzahl n, der Last Q und der 
erforderlichen Kraft P ergibt sich die Beziehung nach 
nebenstehender Tabelle. 

Die Koeffizienten von Q bilden also eine geo
metrische Reihe mit dem Quotienten 0,5 und aus 

der Beziehung P = o,sn · Q folgt 0,5n = ~ · Da. 

uns P= 10 kg und Q = 640 kg gegeben sind, folgt 

0,5n = 6~ = l4 oder n = 6 Rollen. 

d) Ein schwingender Körper hat ursprünglich den Ausschlagswinkel a; 
bei jeder Schwingung ist der Ausschlagswinkel nur noch f des vorigen. 
Wie groß ist dieser Winkel nach der x-ten Schwingung? 

(y = a · (l)"' = a · (t)-"'.) 
(Abklingen nach der Exponentialfunktion.) 

§ 15. Zinseszins- und Rentenberechnung. 
Durch daa Mittel des Funktionsbegriffs wird die 

Ergründung einzelner Zwe•ge des Wirtschafta-
1ebens bedeutend vertieft und geklärt werden kön
nen, besonders vom Ingenieur, der dieses Hilfs .. 
mittel beherrscht und auch in ständiger Fühlung 
mit dem Wirtschaftsleben steht. .A. Schilling. 

I. Es sei gefragt, zu welchem Betrage b ein Kapital a == 7850 .Jt mit 
p = 4% Zinsen nach einem Jahre anwächst. Statt erst die Zinsen zu be
rechnen und diese dann zum Kapital zu addieren, rechnet man entsprechend 
nach dem in § 4, II, i) gegebenen Verfahren kürzer nach der Formel 

b = a · (1 + 0,01 · p) = 7850; 7850 (1 + 0,01 • 4) = 8164 Jt. 

p I 
2 
2,6 
3 
3,26 
4 

q 

1,02 
1,026 
1,03 
1,0326 
1,04 

Den Klammerausdruck (1 + 0,01· p) pflegt man 
allgemein gleich q, dem Zinsfaktor, zu setzen, also 

q = (1 + 0,01· p), somit ist q = f(p). 

Die Größe des Zinsfaktors q bei verschiedenem Zins
fuß zeigt nebenstehende Tabelle. 

Das Endkapital b, zu dem ein Anfangs
kapital a mit den Zinsen nach einem Jahre 
anwächst, ist demnach gleich dem Produkt 

aus Anfangskapitala mal Zinsfaktor q 

4,76 1,0476 
5,2 1,062 
6 1,06 

b= a· q. 
II. a) Steht das Kapital nun weiter auf Zinsen und werden die Zinsen 

n I 
1 
2 
3 
4 

n 

b 

a·q 
a· qs 
a. qs 
a. q4 

a.qn 

jetzt mitverzinst, so ist zu Beginn des 2. Jahres also 
das Anfangskapital gleich a · q, woraus man das 
Endkapital am Ende des 2. Jahres erhält, indem man 
a · q wiederum mit q multipliziert. Das Endkapital 
ist also nach 2 Jahren 

b = a · q · q oder b = a · q1 • 

Die nebenstehende Tabelle zeigt, wie groß das 
Endkapital nach 1, 2, 3, 4, ... n Jahren ist. 
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Steht also ein Kapital a (Anfangskapital) zu P% während 

n Jahren derartig auf Zinsen, daß diese jährlich zum Kapital 
geschlagen und mitverzinst werden, so wächst es mit den 
Zinseszinsen zu einem Betrage (Endkapital) b an, der sich aus 
der Formel ergibt: 

b = a · (1 + 0,01· p)" oder, da (1 + 0,01· p) = q ist, 
b = a · q". Das ist die Zinseszinsformel (Leibniz 1683). 

b) Berechne in den folgenden Zinseszinsaufgaben die unbekannten Größen. 

Aufgabe I I I II I III I IV 

a 15 000 ,j(, 8700 ,j(, 1500 ,j(, ? 
b 60 000 ,j(, 5000 ,j(, ? 17 000 ,j(, 
p ? 5% 4 0~ 4% 
n 82 Jahre ? SO Jahre 22 Jahre 

c) Ermittele durch zeichnerische Lösung, zu welchem Betrage 100 ,Jt 
bei 5% in 11 2, 3, ... 10 Jahren mit Zinseszinsen anwachsen. 

(Funktionsgleichung: b = 100 · 1,05".) 
d) Zur Zeitersparnis, Umgehung der umständlichen logarithmischen Be

rechnung, benutzt man zweckmäßig eine Zinseszinstabelle (Tabelle der 
Zinsfaktoren), die sich in vielen Tabellenwerken findet für verschiedene 
Werte von p und für n = 1-50 Jahre. 1) Zur Erläuterung wird eine 
solche hier nachfolgend abgekürzt beigefügt: 

ZinsfaktorentafeL 

Jahre 

I 
p=4% 

I 
p=4,5% 

I 
p=6% 

n q" q" q" 

1 1,04 1,045 1,05 
2 1,0816 1,0920 1,1025 
s 1,1249 1,1412 1,1576 
4 1,1699 1,1925 1,2155 
5 1,2167 1,2462 1,2763 
6 1,2653 1,3023 1,3401 
7 1,8159 1,3609 1,4071 
8 1,8686 1,4221 1,4775 
9 1,42311 1,4861 1,5513 

10 1,4802 1,5530 1,6289 

11 1,5395 1,6229 1,7103 
12 1,6010 1,6959 1,7959 
13 1,6651 1,7722 1,8856 
14 1,7is17 1,8519 1,9799 
15 1,8009 1,9858 2,0789 

16 1,8730 2,0224 2,1829 
17 1,9479 2,1134 2,2920 
18 2,0258 2,2085 2,4066 
19 2,1068 2,8079 2,5270 
20 2,1911 2,4117 2,6533 

(Erste Zinsfaktorentabelle von Stevin 1585.) 
1) Vgl. E. Schultz-Jakobi-Kehrmann, Mathemat. u. techn. Tabellen f. 

Maschinenbau. Ausg. II. 17. Aufl. Verlag von G. D. Baedeker in Essen (Ruhr). 
1928. 
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e) Wieviel verdient eine Sparkasse, die einem Sparer 1500 .Jt mit 3 °10 
verzinst und das Geld zu 5% ausleiht, innerhalb 10 Jahren? 

:e = 1500 . 1,0510 - 1500 ·1,0310 (:e = 427,46 .Jt). 
f) Von einer Masehinenanlage im Anschaffungswerte von 10 000 .Jt 

werden bei der Buchung alljährlich 8% des Wertes abgeschrieben. Mit 
welchem Betrage steht die Anlage nach 13 Jahren noch zu Buch? 

Nach dem ersten Jahre ist der Wert nur noch 10000 · 0,92 (der Zins
faktor ist also hier 1- 0,01· p). Wir bekommen also nach 13 Jahren 

X= 10000 · 0,9213 = 3382,80 .Jt. 
g) Bei welchem Zinsfuß bringt ein Kapital von 50000 .Jt ebensoviel 

Zinsen vierteljährlich, als zu 5% jährlich, wenn es 10 Jahre lang aus
geliehen wird? 

(50000 • q40 = 50000 ·1,0510) (p = 1,23%.) 

111. a) Wird außer den Zinsen am Ende eines jeden Jahres noch ein 
gewisser Betrag r, die sogenannte Rente (eine Rente ist jede in regel
mäßigen Zeiträumen wiederkehrende Zahlung), dem Kapital zugefügt, so 
beträgt das Endkapital 

nach 1 Jahr: b=a·q+r, 

nach 2 Jahren: b = a · q2 + 'i' • q + r, 
nach 3 Jahren; b = a · q3 + r · q2 + r · q + r, 
nach 4 Jahren: b = a · q4 + r · q3 + r · q2 + r · q + r, usw. 

nachn Jahren: b = a. q"+r·q"-1+r·q"- 2+r·q"- 3+ .. oo•r•q2+r·q+r) 

oder auch: b = a· q"+ (r+ r· q +r· q2 + .... · + r · q"- 2 + r. q"-1). 

Der Ausdruck in der Klammer ist eine geometrische Reihe von n Gliedern 

mit dem Anfangsglied r, dem Quotienten q und daher der Summe r q" - 1
1 • q-

Wir erhalten somit die Rentenformel 

q" -1 
b = aq" + r-- · (Rentenformel bei Einzahlung am Jahresschluß.) 

q-1 

Wäre die Rente r bereits zu Anfang eines jeden Jahres eingezahlt worden, 
so hätten wir nach einem Jahre schon b = a · q + r · q und bei ent
sprechender Durchführung obiger Ableitung: 

q" -1 
b = aq" + r · q q _ 1 • (Rentenformel bei Einzahlung am Jahresanfang.) 

Wird der Betrag r nicht eingezahlt, sondern dem Kapital entnommen, 
so wird in den beiden obigen Rentenformeln die Größe r negativ und 
wir erhalten die Rentenformeln für Auszahlungen zu Jahresschluß bzw. 
Jahresanfang: 

qfl-1 qfl-1 
b=aq"-r n- 1 und b=aq"-r·q·--· 

,.. q-1 

Ist eine Schuld a in n Jahren bei Rückzahlung des Jahresbetrages r 
zu tilgen (amortisieren), so wird in diesen beiden letzten Formeln b glei.ch 0 
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und wir erhalten die beiden Schuldentilgungsformeln für Rückzahlungen 
zu Jahresschluß bzw. Jahresanfang: 

11 1 
a q" = ,. L.=._ 

q-1 

q'~~-1 
und aq11 = r · q--·1) 

q-1 

(Euler 17 480) 

b) Zu welchem Betrage wachsen 10000 .Jt an, wenn 20 Jahre lang 
außer 5% Zinsen noch 500 .Jt am Jahresende binzukommen? 

(b = 10000 . 1,0520 + 500 . 1'05 !
0

- 1 = 43 066 ...1{) 
1,05-1 ° 

c) In wieviel Jahren sind die Kosten für eine Maschinenanlage im Be
trage von 164 510 .Jt getilgt bei 3%,% Zinsen und 30000 .Jt Abschrei
bungen zu Anfang eines jeden Jahres? 

( 1,0375"'- 1 ) 
164510 ·1,0375"' = 30000 ·1,0375 · 1,0375 _ 1 , X= 6 Jahre. 

d) Die Kosten für ein deutsches Reichspatent!) (im ersten Jahre 50 .Jt, 
in jedem folgenden 50 .Jt mehr, Patentdauer 15 Jahre) betragen, 4% 
Zinseszinsen gerechnet, 3673 .Jt. - Wieviel muß eine Erfindung demnach 
jährlich einbringen, wenn diese Kosten aus gleichgroßen Jahresrücklegungen 
gedeckt werden sollen? 

Da die Patentg~>bühren je zu Jahresanfang zu entrichten sind, so wird 

( 15 1,04 16 - 1 ) 
3673 ° 1,04 =,.. 1,04 . 1,04- 1 ' ,. .... 317,70 .Jt. 

e) Welchen Gegenwartswert ~at eine Jahresrente von 3000 .Jl, zahlbar 
20 Jahre lang am Jahresschluß, bei 5,5% Zinsfuß? 

( 
20 1,05510 -1 

a · 1,055 = 3000 1,055 _ 1 , a = 35 849 .Jt.) 

Durch einmalige Zahlung von 35849 .Jt kann der noch 20 Jahre be
stehende Rentenanspruch also abgelöst (kapitalisiert) werden. 

f) Ein von einer Aktiengesellschaft in einer Stadt errichtetes Elektrizitäts
werk geht vertragsmäßig nach 65 Jahren kostenlos in den Besitz "der Stadt
verwaltung über. Weichen Betrag des ursprünglichen Anlagekapitals von 
5750000 .Jt muß die Gesellschaft bei 4% Zinsfuß am Ende eines jeden 
Jahres abschreiben, damit sie beim Übergang des Besitzes an die Stadt 
keinen Schaden erleidet? 

( qn -1 
b=rq_ 1 , 

10465 -1 
5 7 50 000 = ,. ~ 04 - 1 , 

' 
,. = 19 943 .Jt.) 

g) Eine Provinz hat sich verpflichtet, einer Kirchengemeinde für ewige 
Zeiten (ewige Rente) einen J abreszuscbuß von 10 000 .Jt am Jahresschluß 
zu bezahlen. Durch welche einmalige Zahlung (Kapitalisierung) kann diese 
Verpflichtung abgelöst werden bei 4% Jahreszinsfuß? 

1) Die Jahreszahlung r zur Ablösung einer Schuld nennt man auch An· 
uuitllt. 

2) Zahlenangaben der Vorkriegszeit. 
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tf'-1 1{'-1 ,. (q"-1) 
Aus aq" = r q _ 1 folgt a = r · (q _ 1) q" = q _ 1 ----qn- , 

a = q " 1 ( 1 - ~) · Für die ewige Rente ist n = oo, also ~ = 0 und 

a = q " 1 • (Formel für die ewige Rente.) 

Dar= 10000 Jt und q = 1,04 ist, wird 
10000 10000 1000000 a = = -- = 4 , a = 2 50 000 .Jt. 1,04-1 0,04 

111. Gebrochene und irrationale Funktionen. 
Der Grenzbegriff. 

§ 16. Fortsetzung der Funktionenlehre. - Gebrochene 
Funktionen. 

Bei allen bisherigen Aufgaben haben wir (mit einer Ausnahme, vgl. 
unten die Fußnote) noch keine anderen Funktionen als Potenzen mit 
positiven ganzen Exponenten und Summen solcher Potenzen, also nur 
"ganze Funktionen'' benutzt. In den folgenden Abschnitten werden wir 
nun auch Potenzen mit negativen und gebrochenen Exponenten behandeln. 

X I 
0 
1 

l'iOO 

1~0 

1ö 
1 

10 

y 

00 

1000 
100 
10 

1 
1 
1ö 

Die Funktion y- ~ ist gegeben.1) (Schreib

weise mit negativem Exponenten y = x- 1.) 

a) Für wachsende Werte von x wird y immer 
kleiner, für abnehmendeWerte von x wird y immer 
größer. Man sagt, y wäre umgekehrt proportional 
zu x. (V gl. nebenstehende W ertetabelle.) 

Man sagt daher, wenn x gegen 0 geht, wird y 
unendlich groß (oo). 

b) Zeichne mit Hilfe der folgenden Tabelle die Kurve (Abb. 37). 
c) Die Kurve heißt gleichseitige 

Hyperbel, sie besteht aus zwei völlig 
getrennten Zweigen. Gib die Änderung 

X I 
0 

+o,1 
+o,5 
±1 
±2 
+s 
±4 
±5 

y 

±oo 
±10 
± 2 

± 1 
+ 0,5 

± 0,33 

+ 0,25 

± 0,2 

von y an, wenn 
x von- oo bis 
+ oo wächst. 

d) Die beiden -.;;:.3_....;;::---i-l_-...;;!12=+~-=--~--:r.X 
Achsen kommen 0 f/2 1 
der Kurve im
mer näher, ohne 
sie aber jemals 
vollkommen zu 
erreichen; sie 

heißen die Abb. 37 

"Asymptoten" (wörtlich: "Begleitende") der Hyperbel. 

1) Dieses Beispiel ist bereits S. 10 erwähnt, ferner S. 12 auch ein weiteres, 
•• 1• h ( I 360) namtc c=-p · 
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e) Zeichne ebenso die Hyperbel x • y = 4 oder y = .!. a: 
f) Wird die Temperatur eines Gases konstant gehalten, dann besteht 

zwischen dem Druck p und dem Volumen v die Gleichung p · v = 0 ( 0 ist 
eine Konstante). Zeichne für 0 = 2 das Schaubild dieser Fuütion (Druck
diagramm der isathermischen Volumenänderung). Hier kommt nur der 
eine Zweig der Hyperbel in Betracht; warum? 

g) Die Leistung einer Gleichstrom-Dynamomaschine sei 200 Volt-Am
pere (Watt). Welche zusammengehörigen Werte von e (Spannung in Volt) 
und i (Stromstärke in Ampere) erfüllen diese Bedingung? Man zeichne die 
"I,eistungslinie" e · i = 200 I 

h) Zeichne die Kurven y = \, y = 1
1 • 

X fC 

i) Die genannten Funktionen heißen "gebrochene Funktionen", weil 
die unabhängige Variable hier in den Nennern von Brüchen vorkommt. 1) 

Ebenso sind die folgenden gebrochenen Funktionen zu zeichnen: 
1 X- 8 10 X 

'!J = X- 4 I '!J = X+ 2 I '!J = x1 + 3 1 1J = :~: 2 + 1' 

1 1 1 '!J = X + _, '!J = x1 + -, 41 = X-_, a: a: q x' 

Messtbaltt 

k) Bei einer Wheatstone
schen Brücke (Abb. 38) sind 
der unbekannte Widerstand 
y Ohm und der bekannte 
Widerstand w = 1 Ohm ein
geschaltet, der Knopf K ist 
auf dem Meßdraht (Länge 
1 m) so eingestellt, daß das 
Galvanometer des Brücken
drahtes keinen Strom an
zeigt. Die Abschnitte des 
Meßdrahtes sind x und 1-x. 
Man stelle den Widerstand 
y als Funktion des Abschnitts 
:x: dar. 

--------,l-x----"-1 

(Es verhiUt sich 
y: 1 = x: (1- x), 

also y = _a:_,) 
1-x 

Zeichne die Kurve für 
die Werte x = 0 bis x = 1. 

1) Auf einer optischen 
Abb. 88. 

Bank (Abb. 39) sei eine Normalkerze und in der Entfernung 1 m eine 
auf ihre Lichtstärke y zu untersuchende Glühlampe aufgestellt; ein 
Papierschirm mit Fettfleck werde so lange zwischen den beiden Licht-

1) In § 4 bereits erwähnt. 
Grf1nbaum-Jakobi 1 Funktionenlehre. 7.AuJl 6 
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quellen verschoben, bis der Fettfleck nicht mehr sichtbar ist, d. h. bis de:r 
Schirm von beiden Seiten gleich stark beleuchtet ist. Hat nun der Schirm 

GWhlampe 

l'~ 1 Normal-
- ·· kel'ze 

. ..,... ______ l-.x _______ ..". 

Abb. 39. 

von der Normalkerze den Abstand x, so kann jetzt die Kerzenstärke y 
der Lampe als Funktion von x gefunden werden. 

(Aus y: 1 = (1- x)2 : x 2 folgt y = (l :x/)2
-) 

Zeichne die Kurve für die Werte x = 0 bis x = 1. 

§ 17. Inverse Funktionen. 
I. Wir haben bisher bei unseren zeichnerischen Darstellungen stets im 

Endpunkt einer Strecke x die zugehörige Strecke y senkrecht aufgetragen 
und auf diese Weise den Punkt P erhalten. Man kann aber auch, wie 
leicht einzusehen, x und y als die von dem Punkt P auf die beiden Achsen 
gefallten Lote bezeichnen, oder man kann endlich x und y als die durch 
die Parallelen zu den Achsen hervorgebrachten Abschnitte erklären. 

Durch die Angabe P (x = 3, y = 2) 
oder Q (x =- 2, y = 4) usw. 
sind dann die Punkte P, Q usw. ganz genau festgelegt. 

II. Wir wollen nun (Abb. 40) zwei Punkte betrachten: 
P (x = 5, y = 1), 
P1(x=1, y=5), 

wobei also die Koordinaten des einen Punktes durch Vertauschung aus 
den Koordinaten des anderen 
Punktes hervorgehen. Wie die 
Abb. 40 lehrt, liegen dann P 
und P 1 symmetrisch zu der 
Winkelhalbierenden des ersten 
Quadranten. Diese Winkelhal
bierende hat, wie leicht zu 
erkennen, die Gleichung: y = x. 
Man sagt auch, P und P' seien 
"Spiegelpunkte" bezüglich 
der Spiegelachse y=x oder 
P und P' seien "invers e 

""'" /!o i 2 ~ J. ~ /I u V 

..,.X 
Punkte". 

Denken wir uns nun eine 
beliebige Kurve aufgezeichnet Abb. 40. 
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und zu jedem Punkt derselben durch Vertauschung seiner Koordinaten 
den Spiegelpunkt bestimmt, so erhalten wir eine neue Kurve, die zu der 
gegebenen kongruent ist und 
symmetrische Lage bezüglich 
der Linie y = x besitzt. Die 
beiden Kurven heißen: Spie
g e l kurven voneinander oder 
"inverse Kurven". 
(Abb. 41.) 

III. Gegeben sei die Funk 
tion: 

I. y = x2, 

deren Schaubild eine Parabel 
(P in Abb. 40) ist. Ver
tauschen wir jetzt die beiden 
Veränderlichen x und y mit
einander, so erhalten wir die 
Funktion: 

I I. 

y 

Abb. 41, 

die natürlich ebenfalls eine Parabel, aber in anderer Lage darstellt: diese 
zweite Parabel (p' in Abb. 40) ist die Spiegelkurve oder inverse Kurve 
der ersten. Man nennt zwei solche Funktionen, die durch Vertauschung 
der Veränderlichen x und y auseinander hervorgehen: zwei zueinander 
"inverse Funktionen". Es ergibt sich also: Die zu zwei inversen 
Punktionen gehörigen Kurven sind Spiegelbilder bezüglich 
der Spiegelachse y =X. 

Die Funktion 

hat nicht die uns gewohnte Form; bisher pflegten w1r nämlich unsere 
Funktionsgleichungen stets nach y aufzulösen oder, anders ausgedrückt: 
x war die unabhängige, y die abhängige Veränderliche. Hier aber 
ist es umgekehrt. Wir können jedoch leicht die Gleichung 

X= y2 

nach y auflösen und erhalten: 

1rr. y = ± -vx-. 
Jetzt sehen wir also: Die Punktionen 

y = x2 und y = ± Vx 
gehen durch Vertauschung von x und y auseinander hervor, sind also 

inverse Funktionen, die der Funktion tl = ± yx zugehörige Kurve ist 
also das Spiegelbild der Parabel y = x 2• 

IV. a) Zeichne mit Hilfe der Quadratwurzeltafel die Funktion 

y = ± yx und vergleiche sie mit der Parabel y = x2l 
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X I y X I y 

0 0 0 0 

0,5 ± 0,707 ±1 + 1 
1 ±1 ±2 + 4 
2 ± 1,41 ±3 + 9 
s ±1.78 ±4 +16 
4 ±2 ±5 -!-25 
5 ±2,24 ±6 +36 
6 ±2,45 ±7 +49 
7 ± 2,65 +8 +64 
8 ±2,83 
9 ±3 

b) Warum steht an der Wurzel das doppelte Vorzeichen ±? 
c) Welches ist die geometrische Bedeutung dieses doppelten Vor

zeichens? 
(In jedem Punkt für x muß die zugehörige Ordinate y sowohl nach oben 

als nach unten aufgetragen werden.) 
d) Was wird aus y, wenn man in y = ± yx für x negative Werte 

einsetzt? 
(y wird dann imaginär, zu einem negativen x gibt es also keinen Kurven

punkt, die Kurve verläuft vollständig auf der rechten Seite der Y-Achse.) 
e) Die Herstellung der zu y = xll inversen Funktion hätte auch fol

gendermaßen geschehen können: Zuerst lösen wir nach x auf, also 
x = ± Jly, und dann vertauschen wir x mit y, also y = ± yX. 

1 1 
V. a) Zeichne die Funktionen y = x3, y = x', y = x 2 , y = x• und stelle 

die Gleichungen ihrer inversen Funktionen nach IV e auf! 

(Y = vx-. y = ± vx-, '!J = t ;x-, Y = yx-·) 
b) Zeichne die Funktionen y = yx, y = ± ;x; y= Y~ mitHilfe 

der Quadrat- und Kubikwurzeltabellen! 
c) Wie heißen die zu 

y=-~-x+3, y=-3x+l, y=fx; y=x-1 
inversen Funktionen? 

(y = 2x- 6, y =- }x + t, y = fx, y = x + 1.) 
d) Wie heißen die zu 

y = x, y =- x + 2, y = ~, y = ± y25- x2 

inversen Funktionen? 
(Die inversen Funktionen sind hier gleich den gegebenen; erkläre dies 

aus den Schaubildern der Funktionen!) 
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e) Zeichne mit Hilfe der Tabelle die Funktionen: 

·~=+,"Xi y=+<llx3 y= 1! 
;;~ - Y"'' - Y ' yx2 

f) Wie heißen die zu den letzten Funktionen inversen? 

(y = yx', y =ifx', y = ± V~ 3 ·) 
g) Zeichne die zu der unentwickelten Funktion 

x2 + y1 = 9 gehörige Kurve! 
(Kreis mit dem Radius 3, Mittelpunkt im Nullpunkt.) 

h) Ebenso: x2 - y' = 25. 

(Hyperbel mit den Asymptoten y = x und y = - x.) 
i) Ebenso: y1 = 3,6x - 0,36x2• 

(Ellipse mit den Achsen 10 und 6.) 
VI. Die Funktion y = X" 
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heißt die allgemeine Potenzfunktion. Was für Kurven sind in dieser 
Funktion enthalten? 

a) n sei eine positive gerade Zahl, z. B. n = 2, 4, 6, 
b)" " " " ungerade " , " n = 1, 3, 5, 
c) " " " negative gerade " , " n = - 2, - 4, - 6, 
d) " " " " ungerade " , " n = - 1, - 3, - 5, 
e)" " " gebrochene Zahl, z.B n = t, -h f, f, -t, -f· 
(Alle diese Funktionen sind bereits in § 16 und 17 behandelt worden.) 
VII. Funktionen, bei denen die unabhängige Veränderliche unter 

Wurzelzeichen vorkommt, werden auch als "irrationale Funktionen" 
bezeichnet. Alle vor § 17 besprochenen Funktionen, die also die unab
hängige Variable nicht unter Wurzeln enthielten, nennt man im Gegen
satz hierzu auch rationale Funktionen. -Je nachdem, ob eine Funk
tion einen, zwei oder vier Werte für die abhängige Variable besitzt, ist sie 
ein- bzw. zwei- bzw. vierwertig (oder ein-, zwei- oder vierdeutig), 
also einwertige Funktion: y = a x2 + b x -+- c 

zweiwertige " y = 10 ± V 2 5 - x 2 

vierwertige " Y= 1B±V9±y6-x. 
Zeichne die zu folgenden Funktionen gehörigen Kurven: 

a)y=x±Yx, y=x9 -fy?, y=-}VXS-yx, 
-- 4 ,; x+ 2 

b) y = x · y 9 - x2 , y = x · r 2 x - 1, y = llx ' 

c) '!l= 1 + x3, 

d) y2= 2px, 

VIII. a) Prüfe 

y2= x2. 3 -x, 
3+x 

x' y2 x, y2 
(.tf+F=1, "ä""-b"-=1. 

die Näherungsformel f25 +X"' 5 + :o durch zeich-

nerische Darstellung der beiden Funktionen 

y = y 2 5 + x und y = 5 + 1~ ! 
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b) Ebenso die Formeln: 

fl + x=1 +.::_, , 11-x=1-~. 2 y 2 

v-- X ·v-- X rl+x:::::1+-g• 1-x;:::;t-3 , 
die nur für kleine Werte von x gelten. 1) 

§ 18. Der binomische Lehrsatz. (Newton 1666.) 
Kein Ergebnis der ]'or•chung bleibt ungenü'zt. 

Der nur vermeintlich idealere Standpunkt einer 
Wiosenscha.ft, die emzig und allein dem Streben 
nach Wahrheit ohne Rücksicht auf Ihre Anwen
dung zu dienen wünscht, entspringt nicht selten 
dem Unvermögen, eine neue El."kenntnis in prak
tisch brauchbare Formen zu gießen. .A Slaoy_ 

Im nachfolgenden werden wir wiederholt von einem bekannten algebra
ischen Satz Gebrauch machen, nämlich von der Entwicklung des Binoms: 

(a + b)n, 
Es sei daher eine kurze Ableitung dieses Satzes hier eingefügt. 
Durch wiederholtes Multiplizieren erhält man mit Leichtigkeit die Ent

wicklungen: 
(a + b?= a2 + 2ab + 1}, 
(a+b)3 =a3 +3a2b+ 3ab2 +b3, 

(a + b)4 = a4 + 4a3 b + 6a2b2 + 4ab8 + b\ 
(a + b)5 = a5 + 5a4 b + 10a8 b2 + 10a2 b3 + 5ab4 + b5, 

(a + b) 6 = a6 + 6a5 b + 15a4 b2 + 20a3 b3 + 15a2 b4 + 6ab5+ b6_ 

Um das allgemeine Gesetz zu erkennen, nach dem diese Ausdrücke ge
bildet &ind, betrachten wir zunächst nur die Buchstabengrößen. ln der 
letzten Entwicklung lauten diese: 

a6 a5b a4 b2 a8u3 a2b4 ab5 b6• 

Man sieht, daß a von der sechsten Potenz an abnimmt, b dagegen bis 
zur sechsten Potenz zunimmt, so daß stets die Exponenten von a und b 
in einem Glied die Summe 6 haben. 

Es erübrigt nun noch, auch ein Gesetz für die Zahlenfaktoren 
1 6 15 20 15 6 1 

anzugeben. Dieses Gesetz, dessen Auffindung allerdings nicht so einfach 
ist, lautet: 

Der erste Zahlfaktor ist 1 , 
6 

" 1= 6, " zweite " 
6. 5 

" 1.2= 15, " dritte " 
vierte 

6·5·4 

" " " 1·2·3= 20 • 

fünfte 
6·5·4·3 

" " " G2-:-3~= 15 • 

sechste 
6·5·4·3·2 

" " " 
----=6 
1·2·3·4•5 I 

siebente 
6·5·4·3·2-1 

" " " =1 
1·2·3·4·5·6 • 

1) Das Zeichen = führte Leibniz 1679 ein. 
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Man beginnt also mit f und setzt dann jedesmal m den Zähler die 

nächst niedere 7.ahl, in den Nenner die nächst höhere Zahl als neuen Faktor. 
Man überzeugt sich leicht, daß dieselben Gesetze auch für die vorher

gehenden Entwicklungen 

(a + b)', (a + b)3, (a + b)4, (a + b)5 gelten. 
Wären diese beiden Gesetze allgemein, d. h. für jeden ganzzahligen 

positiven Exponenten n richtig, dann hätten wir für die Aufeinanderfolge 
der Buchstabengrößen das Gesetz: 

an, an-lb, an-2u2, an-sbs, abn-1, bn 
und für die zugehörigen Zahlfaktoren das Gesetz: 

1 n n(n-1) n(n-1) (n-2) 
1 1·2 1·2·3 

Es bestände dann also folgende Entwicklung: 

I (a+b'.n=an+~an-lb..Ln;n-1)an-2b2 
0 

} 1 I 1 • 2 

, n n-l)(n-2) n-3b3+ + b 
-r 1·:.!·3 a ·•••·• ". 

Um die Richtigkeit dieser Entwicklung zu prüfen, multiplizieren wir 
beide Seiten mit a + b und erhalten: 

( +b'n+t= n+t..L~anb..Ln(n-1) n-1b2' n(n-l)(n-2) n-2b3+··· 
a J a , 1 I 1·2 a ' 1·2·3 a 

+ anb + T. an-lb2 + ~~~~. an-2b3 ... + bn+t. 

Da nun aber ~ + 1 = ~+__!: 
1 1 

n(n-1) + n _ fn+ t)n 
1.2 y-~ 

n(n-1) (n -2)-+- n(n-1) = (n+ 1) n(n-1) 
1·2·3 ' 1·2 1·2·3 

wird, so erhalten wir durch Zusammenfassen das Ergebnis: 

II. (a + b)n+t = an+t + n+ 1 anb + rn+ 1)n an-tbt 
1 1. 2 

+ (n + 1). n(n -1) an-2b3 • •. + bn+t. 
1. 2. 3 

Die Entwicklung II ist aber von I nur dadurch unterschieden, daß 
überall an Stelle von n derWertn+1 steht. Das heißt: Gilt die 
oben auseinandergesetzte Entwicklung für einen Exponenten 
n, dann gilt sie auch für den nächst höheren Exponenten 
n + 1. 

Nun gilt Satz I aber, wie eingangs gezeigt, für n = 6; somit gilt er 
dann auch für n = 7 und damit wieder für n = 8 usw. Der bino
mische Lehrsatz oder die Newtonsehe Reihe 

(a + b)" = a·• +!!:. a·•- 1b + n(n-l) a••- 2b2 + · .. + b .. 
1 1·2 

ist damit für alle ganzzahligen positiven Exponenten n als richtig bewiesen. 
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Das hier angewendete Beweisverfahren nennt man den "Schluß von 
naufn+1". 

ill. Sehr bequem gestaltet sich die genaue Berechnung von Zinsfak
toren (vgl. § 15 I) mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes, was bei Loga
rithmen bekanntlich unmöglich, bei sehr großen Kapitalien aber erforder
lich ist. Es soll z. B. x = 1,054 berechnet werden. 

Wir erhalten: 

a; = 1 054 = (1 + 0 05)4 = 14 + ~ • 13 • 0 05 + ~ • 12 • 0 051 
' ' 1 ' 1· 2 ' 

+ ~-~ 3~. 11 • 0 05 3 + 4 . 3 .!.:...!:.. 0 054 
1·2·3 ' 1·2·3·4 ' , 

x = 1 + 0,2 + 0,015 + 0,0005 + 010000062G, 
X = 1,21550625. 

§ 19. Grenzwerte. 
I. Eine veränderliche Größe z nehme nacheinander folgende Werte an: 

z1 =I = L 

e2 == 1 + -} = 1 t 
ea = 1 + t + t = 1 f 
e4 = 1 + t + -!- + t = 1-} 
z5 = 1 + t + t + t + la = 1~ 
,. _ 1 + 1 + 1 + l + 1 + I _ 131 
".6 - ~ 4 8 16 82 - .82 

Wenn die Größe z sich nach diesem leicht erkennbaren Gesetz weiter 
vergrößert, so entsteht die Frage, ob sie hierbei schließlich "unendlich 
groß" wird oder ob sie unter einer gewissen Zahl bleibt; man sieht aber 
sofort, daß z hier über eine bestimmte Zahl - nämlich über 2 - nicht 
hinauskommt; in der Tat haben wir: 

2 - z1 = b 2 - z2 = t• 2- z3 = f• 2 - z4 = -~-, 
2- z5 = f6' 2- z6 = -12• 2- z7 = ih• 2- zs = 1;8 ... ' 

d. h. der Unterschied zwischen der festen Zahl 2 und der Veränderlichen 
z wird immer kleiner und kleiner und kann schließlich kleiner gemacht 
werden als jede noch so kleine Zahl. Man sagt daher: Die Veränder
liche z strebt dem "Grenzwert" 2 zu oder: z hat die Konstante 2 
zur Grenze oder auch: z konvergiert gegen 2. In mathematischen 
Zeichen wird dies wie folgt angedeutet: 

Iim~=2. 
(Lies: "limes von z ist gleich 2.") 

II. Betrachten wir nun eine andere Größe z, die sich in ganz ähnlicher 
Weise ändert. Es sei jetzt: 

z1 = 1, 

z2 = 1 + --}, 
z~= 1 + t + f, 
zi = 1 + f + {- + }, 
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Z5 = 1 + + + -!- + t + -!-, 
z=1+.!.+.!.+.!.+.l+.!. 
~. 2 8 'fi 6 

73 

Auch hier ist das Gesetz des Zunehmens von z leicht ersichtlich. Wie
der entsteht die Frage, ob z schließlich unendlich wird oder unter einer 
bestimmten Zahl bleibt. Um dies zu entscheiden, betrachten wir ein 
Glied z,., wo n eine große Zahl sein soll. Nun kann aber 

1 1 1 1 z,. = 1 + 2 + s + ' + ... + ; 
folgendermaßen geschrieben werden: 

Zn= 1 + t + Ct + t) + ( t + { + + + t) + ( t + • • • + fs) 
( 1 1) 1 + 17+···+ss + .. ·+-;;• 

d. h.: Abgesehen von den beiden ersten Gliedern 1 + t haben wir erst 
2, dann 4, dann 8, dann 16, dann 32 usw. Glieder zu einer Summe ver
einigt. 

Nun können wir aber über diese Summen etwas Wichtiges aus-
sagen. Offenbar ist: 

G+~ >t+t =t 
/.!_ + .!. + .!.. + _!_) > .!.. + j_ + _1_ + .!.. = .!. \[> 6 7 8 8 8 8 8 2 

( _!_ -+ • • • + .!..) > _!_ + .!. + ... + .!. = .!. 9 16 16 16 lt; 2 

(-f7 + .. : + a\) > s\ + .fz + ... + 12 = t 

d. h. jede dieser Summen ist größer als {-. Wenn wir also n immer 
größer nehmen, so wird die Größe z,. schließlich größer als: 

1 +t+t+t+t+t+"· 
Mit wachsendem n wird unsere V erä.nderliche z also so groß, wie man 

nur will, und es läßt sich somit keine feste Zahl angeben, die z nicht 
überschreiten könnte. Man sagt: z wächst ohne Grenze (divergiert) 
oder unbegrenzt oder auch z wird unendlich groß. 

III. Wenn wir in der Funktion 
1 y=-x 

die Größe x immer mehr wachsen lassen, so wird y hierbei immer kleiner. 

X I y 

10 0,1 
100 0,01 

1000 0,001 
10000 0,0001 

y strebt also mit wachsendem x der Null zu; man sagt, y hätte 0 zur 
Grenze, oder: y werde "unendlich klein". Eine andere Ausdrucks
weise hierfür ist: y nähert sich ohne Ende oder unbegrenzt der 
Null. Diesen Sachverhalt drückt man auch aus: 
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lim _!_= 0, 
X=«> X 

wofür man zuweilen auch der Kürze wegen schreibt: 

___!_=0 
00 

IV. Was wird aus dem Bruch: 
3x+5 ___ , 

X 

wenn x immer größer und größer wird? 
Setzt man nacheinander für x die Werte 10, 100, 1000 • • •, so 

nimmt der Bruch die Werte 
3,5' 3,05' 3,005' 3,0005 ... 

an; sein Wert wird also immer kleiner, nähert sich dabei immer mehr 
der Zahl 8, so daß der Unterschied zwischen 3 und dem Bruch schließ
lich beliebig klein wird. Somit ist also 

1. 3x+5 3 lill --= . 
:t=oo X 

V. n Akkumulatorenelemente, die je die elektromotorische Kraft 2 Volt 
und den inneren Widerstand 0,2 Ohm besitzen, sollen hintereinander ge
schaltet und durch einen äußeren Widerstand von 5 Ohm geschlossen 
werden. Wie groß wird die Stromstärke, wenn immer mehr Elemente 
eingeschaltet werden? Nach dem Ohmsehen Gesetz ist, wenn die Strom
stärke durch i bezeichnet wiru, 

. n· 2 
~=--::-:c---:--

n · 0,2 + 5 

und man erkennt leicht, daß mit wachsendem n auch 
i zunimmt. Aber die Stromstärke wird nicht be
liebig groß, sondern strebt einem Grenzwert zu 
( vgl. nebenstehende Tabelle). 

Schreibt man i in der Form: 
• 2 
1·=---· 

02+~ 
' n 

so sieht man sofort, daß mit wachsendem n, da 

n 
Elemente! 

10 I 
100 

1000 
10000 

i 
Ampere 

2,85 
8 
9,75 
9,975 

~ ohne Ende der Null zustrebt, i den Wert 0
2
2 = 10 zur Grenze hat. n , 

Wie sehr man also die Zahl der Elemente auch vermehren mag, so 
kann die Stromstärke doch nicht über 10 Ampere gebracht werden. 

Man führe die gleiche Behandlung für parallelgeschaltete Elemente 
durch! 

( i = o:i-• lim i = f = 0,4 Ampere.) 
--"-+5 71=® 

VI. Derartige Grenzbetrachtungen, wie sie in den vorhergegangenen 
Beispielen angestellt wurden, müssen namentlich dann angewandt wer
den, wenn eine Funktion für einen bestimmten Wert von x eine u n b e
stimmte Form (wie etwa -1}. ~. 100 nsw.) annimmt. 

Daß z. B.% eine "unbestimmte Form" darstellt, Htßt sich leicht 
einsehen: -} bedeutet, man soll eine Zahl suchen, die mit 2 multipliziert 
6 gibt; diese gesuchte Zahl ist 3. % würde demnach bedeuten, eine Zahl 
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zu finden, die mit 0 multipliziert 0 gibt; dieser Forderung genügt aber 
jede endliche Zahl; also kann % jede beliebige Zahl bedeuten. 

a; 1-5x+6 
x 2 - 2x-3 

Es sei der Bruch 

gegeben. Für jeden beliebigen Wert von x läßt sich sein Zahlenwert 
genau angeben; nur für x = 3 erscheint er, da alsdann Zähler und Nen
ner 0 werden, in der Form %· Der Grund für diese Erscheinung tritt 
sofort hervor, wenn man Zähler und Nenner in Faktoren zerlegt. Unser 
Bruch nimmt alsdann die Form an: 

(x-3) (x-2) 
(x-3) (x+l)' 

Daß der Bruch für x = 3 unbestimmt wird, kommt also daher, daß 
Zähler und Nenner den gleichen Faktor (x- 3) enthalten; und die 
Unbestimmtheit wird gehoben, wenn man erst diesen "unnötigen" 
Faktor entfernt und danach x den Wert 3 erteilt; es ergibt sich der 

3-2 1 
Wert 3 + 1 =4' 

Aber nicht immer gelingt es, in solch einfacher Weise die Unbestimmt
heit zu heben, und in solch schwierigen Fällen ist eine Grenzbetrachtung 
vorteilhaft Man pflegt jedoch auch im obigen Fall, wo eine eigentliche 
Grenzbetrachtung gar nicht durchgeführt wurde, sich der lim-Schreib
weise zu bedienen. 

Also 

§ 20. Einige weitere wichtige Grenzwerte. 
Für die folgenden Betrachtungen, besonders bei den Differentiationen 

usw., werden sich einige Grenzwerte als notwendig erweisen, die wir hier 
gleich berechnen wollen. 

I. lim~~=1 
w=a x-a 

Setzt man in den gegebenen Bruch für x den Wert a ein, so erscheint 
das Ergebnis in der unbestimmten Form %; es ist deshalb die Frage 
nach dem eigentlichen Wert des Bruches berechtigt. 

a) Ist n eine positive ganze Zahl, so ergibt die Division: 
xn-an ___ = xn-l + axn-2 + a2 xn-3 + a3xn-4 + ... + an-2 X+ an-l. 
x-a 

Lassen wir nun x = a werden, so verwandelt sich jedes Glied auf der 
rechten Seite in an-l, und da im ganzen n solche Glieder vorhan-len 
sind, so haben wir 

I. 

b) Ist n eine 

den Grenzwert: 

lim re"-a" n. an-1. 
w=ax-a 

gebrochene Zahl, z. B. n = E_, handelt es sich also um 
q 

!!... g 
. x 9-aq 
hm---' 
z=ax-a 
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1 

so führen wir zwei neue Größen ein : x q = z 

1'_ 1'_ 

dann wird x = z7, a = a2 1 x 2 = zP, a q = aP 

. ts1'-aP 
und der Bruch geht über in: hm --, 

z=aZq-CY.q 

zP-aP 

wofür man auch schreiben kann: lim z-a ; 
z=aZq-CY.q 

z-a 
diesen Grenzwert können wir jetzt sofort angeben, indem wir auf den 
Zähler wie auf den Nenner die 'vorhin gefundene Grenzformel I anwenden. 

Wir erhalten: p. ""-1 p =-------=-= -· aP-g q. aq-1 q ' 
1 

und wenn wir endlich für a wieder seinen Wert a q einsetzen: 

p p ( _.!._) p l'__l q-·ap-g=-q· a2 p-q=g-·ag , 

!!. !! 
llßl. xq- aq p !!.-1 

also -· aq • 
w=a x-a q 

Die Formel ist bemerkenswert, weil sie mit Formel I genau überein
stimmt. Man drückt dies so aus: Formel I gilt nicht nur für positive 
ganze, sondern auch für positive gebrochene Zahlen. 

c) Ist n eine negative (ganze oder gebrochene Zahl), z. B. n = - m, 
haben wir also den Grenzwert: 

-m -m 
lim x -a ' 
z=a x-a 

so schreiben wir den Bruch in der Form 
1 1 

xm-am 
---=------
'X-a xm · a"' · (x-a) 

1 xm-am 
=----·---

und wenden auf den zweiten Bruch die Formel I an. Dann wird 
. x-m-a-m 1 

hm =- --- · mam-l =- m · a-m-1, 
z=a x-a am. am 

also 

d, h. die Formel I gilt auch für negative Exponenten. 
d) Damit ist gezeigt, daß Formel I 

x"'-a"' lim --- = nan-1 
•-n x-a 
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für alle rationalen Zahlen ( d. h. für alle Zahlen, die sich als Verhältnis 
~weier ganzen Zahlen darstellen lassen) gültig ist. 

II. lim (1 + .!.)~' =! 
n=oo n 

Setzt man hier für n nacheinander die Werte 1, 2, 3, 4 •.. , so hat 

( 1 + ~r die Ergebnisse: 2, 2,25, 2,37, ... , 2,44 ... 

Setzt man jetzt immer größere Werte für n, so nimmt der Ausdruck 
schließlich die unbestimmte Form 100 an. Um nun den gesuchten Grenz
wert zu finden, entwickeln wir nach dem binomischen Lehrsatz: 

( 1 + !__)" = 1 + ~. !__+ n(n-1). _!_+ n(n-l) (n-2). _!_+ ... ; 
n 1 n 1 • 2 n 1 1 • 2 • 3 n• 

wenn man jeden Faktor der Zähler dieser Brüche durch n dividiert und 
die entsprechende Anzahl von Faktoren n auch in den Nennern streicht, 
erhält man: 

1 1-~ (1-~) (1-~) (~-~) (t-~) (1-~) 
1 +1+"'"f:2+ 1·2·3 + 1·2·3·4 + ... 

Lassen wir nun die ganze positive Zahl n immer größer und größer 
d d d' B .. h 1 2 3 . kl . . d wer en, so wer en le ruc e n' n' n ... rmmer emer; wrr nun-

endlich groß, so erhalten wir eine unendliche Reihe, wobei sich aber di& 

Brüche ~~ !, ~. • · ohne Ende der 0 nähern, und es ergibt sich dann: 
n n n 

1. 

Damit ist der gesuchte Grenzwert in eine Reihe verwandelt; aber es ist 
noch fraglich, ob diese Reihe einen endlichen Summenwert hat; um dies 
zu prüfen, vergleichen wir sie mit einer anderen, in ähnlicher Form schon 
bekannten Reihe, nämlich mit: 

2. 1+1+f+t+t+f&+ ... , 
von der wir nach § 19 I wissen, daß sie den Summenwert 3 besitzt. 

Beide Reihen stimmen in den 3 ersten Gliedern überein; vom 4. Glied 
ab ist aber in der ersten Reihe stets der Nenner größer: 

1·2·3 >4 
1·2·3·4 >8 
1·2·3·4·5>16 

also ist vom 4. Glied ab jeder Bruch der ersten Reihe kleiner als der 
entsprechende Bruch der zweiten Reihe. Somit ist die ganze erste Reihe 
kleiner als die zweite, d. h.: 

lim (1 + !__)" < 3. 
n=co n 

Da wir nun wissen, daß der gesuchte Grenzwert ermittelt werden kann, 
so versuchen wir ihn zu berechnen, indem wir eine genügende Anzahl 
Glieder der Reihe 
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1 1 1 1 
1 +T+I:2+w-:s+1·2·3·4+ •.• 

summieren. Der Grenzwert, der gewöhnlich durch e bezeichnet wird, be
rechnet sich also folgendermaßen: 

1 = 1,000000 
1 = 1,000000 1 
1 = 0,500000 

1·2 
1 = 0,166666 

1·~·3 

1 = 0,0416li6 1· 2. 3. 4 
1 = 0,008333 

1·2·3·4·5 
1 = 0,001:388 

1·2·3·4·5·6 
1 = 0,000198 

1·2·3·4·5·6·7 
1 = 0,000024 

1·2·3·4·5·6·7·8 
1 = 0,000002 1 . 2 . 3 ~5 --:-6 . 1 • 8 . 9 

e = 2,718277 

Ein auf 12 Stellen genauer Wert von eist 2,718281828459 ... 
Wir können also jetzt sagen: 

0 ( 1 )" bm 1 + - = e = 2,71828 ... 
n=oo n 

(Euler 1739.) II. 

111. Es soll nun s = ex berechnet werden. 

Da e = !~~ ( 1 + ~r ist, entwickeln wir in der gleichen Weise w1e 

oben ( 1 + ~rx und erhalten für n = 00: 

x x2 x 3 x4 

s= er= 1 +1+1-2+1·2·3+~3·4 

Es ist dies die Exponentialreihe. (Newton 1669.) 

IV. Es sollermittelt werden, zu welchem Endkapitalbein Anfangskapitala 
anwächst, wenn beim Zinsfuß von p % die Zinsen in jedem Augenblick 
innerhalb n Jahren dem Kapital zugefügt werden. 

Ist die Zahl der Zinstage t < 360, so ist nach § 4. lli: 

t 1 
Setze - = -- Jahr, 

360 r 

b = a ( 1 + 0,01 ~0 · p ). 
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also 

Es wird daher nach n Jahren 

b = a 1 +-'- · ( 0 Olp)r·n 
1" 

Für die Verzinsung in jedem Augenblick wird r = oo und somit 

Wie sich leicht zeigen läßt, ist 

( 1 + O,Olp)r = e0•01 P und folglich b = a·e0•01 P·n. 
r r=~ 

(Jakob Bernoulli 1690.) 

V. Die Länge eines Knrvenbogens. (Abb. 42.) 
In der elementaren Geometrie wird gezeigt, wie man die Länge einer 

geradlinigen Strecke mißt. Was versteht man aber unter der Länge eines 
Kurvenstücks AZ? 

Man führt die Länge des Kurvenstücks folgendermaßen auf die Länge 
einer geradlinigen Streclre zurück: 

Zwischen A und Z schaltet man weitere Punkte, B, 0, D, E ... ein, 
zieht die Sehnen AB, BO, CD, DE . . und legt diese Sehnen dann zu 

z 

.A .B c ]) z 

einer geradlinigen Streckensumme AB 0 D E ... Z aneinander. Die so ent
stehende Strecke AZ ist dann ein erster Näherungswert für die Länge des 
Kurvenstückes AZ. Will man noch genauere Näherungswerte haben, so 
muß man noch mehr Punkte einschalten. Dieses ganze V erfahren beruht 
auf der Anschauung, daß ein sehr "kleiner" Kurvenbogen AB sich nicht 
mehr von seiner zugehörigen Sehne AB unterscheiden kann. So nimmt 
man z. B. in der Planimetrie an, daß der Umfang eines regelmäßigen Viel
ecks, wenn man die Anzahl der Seiten immer mehr vergrößert, in den 
Kreisumfang übergeht. 

Wollen wir diesen Anschauungssatz, daß der Bogen AB gleich der 
Sehne AB wird, sobald die Punkte A und Beinandersehr nahe kommen, 
durch die Iimes-Schreibweise ausdrücken, so können wir sagen: 

l . Kurvenbogen AB 1 ur. Im s h 'B = . 
.A=B e ne .L1 

Wie man von den Näherungswerten eines Kurvenbogens zu dem genauen 
Wert gelangt, wird in § 3 7 VI gezeigt. 
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IV. Differentialquotient der allgemeinen Potenz 
und der zusammengesetzten Funktionen. 

§ 21. Das Dift'erenzieren. - Der Differentialquotient 
der allgemeinen :Potenz. 

I. Wir haben im § 6 die Steigung einer Kurve bestimmt und 

sind dabei auf den Differentialquotienten:~ gekommen. Was wir 

dort für einige besondere Fälle durchgeführt haben, wollen wir jetzt in 
ganz allgemeiner Weise behandeln. Es sei also 

1. y =f(x) 
die Gleichung einer Kurve, von der wir annehmen, daß sie in dem zu 
untersuchenden Gebiet einen einfachen, zusammenhängenden Linienzug be
sitze. Um die Steigung der Kurve in einem bestimmten Punkt P(x; y) 
zu finden, lassen wir wieder x um den Betrag L1 x wachsen, wodurch auch 
y sich um einen bestimmten Betrag L1y vermehren wird. (Sollte sich y 
dagegen um einen gewissen Betrag vermindern, so fassen wir dies trotz
dem als eine Vermehrung - um eine negative Größe - auf.) Der 

Quotient~~ gibt dann (vgl. Abb. 16 aufS. 24) die Steigung dar Kurve 

über der wagerechten Strecke L1 x an. 
Um diesen Quotienten zu bilden, müssen wir beachten, daß nach Glei

chung 1. zu der Abszisse x + L1x die Ordinate y + L1y gehört. Daher 
gilt nun auch die Gleichung: 

2. y + Ay =f(x + Ax). 
Unter f(x + L1x) soll natürlich der Wert der Funktionf(x) verstanden 

werden, den man erhält, wenn man an Stelle von x den Wert x + L1x 
einsetzt. 

Aus 1. und 2. folgt durch Subtraktion sofort der Wert für L1y 

3. Ay = f(x + A x)- f(x) 
und hieraus, wenn wir durch L1 x dividieren, 

4. .dy f (x + .dx) -f(x) 
.dx= .dx • 

Dies ist also der "Differenzenquotient" der Funktion f(x); er 
drückt die Steigung der Kurve über die Strecke L1x aus und läßt sich 
auch durch den "Steigungswinkel" a der zugehörigen Sekante P P1 dar-
stellen: .d y 

]X= tg a. 

Endlich lassen wir den Zuwachs L1x immer kleiner werden, so daß er 
sich unbegrenzt der Null nähert; dann wird sich auch L1y unbegrenzt der 

Null nähern. Der Quotient ~~ strebt hierbei aber einem bestimmten 

Grenzwert zu, der sich jedoch zunächst in der unbestimmten Form% dar

stellt. Wir bezeichneten diesen Grenzwert durch :~ und nannten ihn "Dif

ferentialquotient". Wir können jetzt schreiben: 
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5. dy I' LJy I' f(x+LJx)-f(x) -=1m-= 1m • 
dx .dJJ=0 LJx .dJJ=O LJx 

Die geometrische Bedeutung dieses Grenzübergangs ist folgende: Nimmt 
Llx (und damit Lly) immer mehr ab, so strebt die Sekante PP1 einer 

Grenzla.se, der Tangente, zu. Der Differentialquotient:~ gibt die Stei-
gung dieser Tangente an: d y 

dx=tg-r. 

Sb.tt "Steigung der Tangente im Punkt P einer Kurve" sagt man ein
facher "Steigung der Kurve im Punkt P". Also gibt der Differen
tialquotient die Steigung im Punkt P der Kurve an. 

11. Von jeder geeigneten F.unktion 

Y = f(x) 
läßt sich der Differenzenquotient 

..::Jy f(x+.dx)-f(x) 

..::Jx .Jx 

bilden; nunmehr läßt man Llx sich unbegrenzt der Null nähern, wodurch 

.dy die unbestimmte Form-0° annimmt. Hat ~y hierpei einen bestimmten 

..::Jx ~x 

Grenzwert, so nennt man diesen den Differentialquotienten der Funktion 

f(x) und bezeichnet ihn mit ~~· 
Das Bilden eines Differentialquotienten wird als "Differenzieren" 

bezeichnet. 

III. Als erstes Beispiel dieser ganz allgemeinen Betrachtung sei die 
Potenz y = x" 
gewählt, wobei jedoch n jeden reellen (positiven oder negativen, ganzen 
oder gebrochenen) Wert haben kann. Wir wiederholen einfach die bis
herigen Betrachtungen, indem wir ·nur an Stelle der unbestimmten Funk
tion f(x) die ganz bestimmte Funktion x" treten lassen. Es sei also ge
geben 

1. y = x". 
Setzen wir an Stelle von x den Wert x + Llx, so wird auch y einen 

Wert y + LI y annehmen und wir erhalten: 

2. y + Lly = (x + Llx)". 

Durch Subtraktion ergibt sich: 

3. Lly = (x + Llx~"- x" 
und hieraus: 

4. .dy (x+ .dx)"-x" 
.dx = .dx ' 

:Man sieht sofort, daß für LI x = 0 der Ausdruck in die unbestimmte 
Form f übergehen würde, und wir müssen daher den Grenzwert 

5. ~~ = lim (x + .dx)"-x" 
dx .dz=O ..::Jx 

zu bestimmen suchen. 
Grllnbaum Jakobi, Funktionenlehre. 7.Au11. 
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Der gesuchte Grenzwert läßt sich leicht in die Form bringen: 

l . (x+.dx)n-xn 1' zn+xn 
Im = liD---1 

4 .,= 0 (x + .dx) -x z=:I: z-x 

wenn x + L1 x = f! 

Grenzwert 
gesetzt wird. Nach § 20 I hat dieser Ausdruck den 

damit haben wir das Ergebnis: 

Die Funktion y = x" hat den Differentialquotienten 

:!= n. x"-1• (Vgl. S. 29.) 

Man schreibt das Ergebnis, daß für y = xn der Differentialquotient 

:~ = n · xn-I ist, auch in der Form 

d (x") --= n ·xn-1, 
dx 

IV. Abb. 43 zeigt die Gültigkeit der vorstehenden Differentiations
regel der Funktionsgleichung y = x" für gebrochene Werte von n. -

~;-----------r-1 

<J I I 1 
I I_- -1 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I L-. ______ ...J ___ , 

1 
Hier ist y2 = x, also y = Vx oder y = x2. 
Wächst die Quadratseite y um das Stück Lly, 
so ist die Flächenzunahme 

Llx = 2y · Lly + (Liy) 2 

und durch Llx dividiert, wird 

.dx = 2 .dy + (.dy)2 

.dx Y .dx .dx 

oder 
.dy .dy 

1=2y-+-·Liy .dx .dx ' 
by 

Beim Übergang zum Differentialquotienten 
wird sich Lly unbegrenzt 0 nähern und das 

zwe1te Glied rechts daher fortfallen, so daß wir erhalten 

11 
.Abb. 43 

dy 
1 = 2y. dx 

oder ~ = __!__. 
dx 2y 

1 
Da nun y = x2 ist, wird 

dy 1 1 _ _!. 

dx =--:I =2x 2 • 
2x2 

Der Differentialquotient von y = xn ist aber dd y = ,nx -I, also für n = ~ 
X 2 

dy 1 _!._1 1 _1._ 
dx=2x2 =2x s 

Somit gilt die Regel auch für gebrochene Exponenten. 
Zeige in ähnlicher Weise die Gültigkeit der Regel für gebrochene Werte 

. 1 
von n, w1e y = a:"· 
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V. Übnngsanfgaben. 
a) 1. '!J = x7 

2. '!J = xio 

4. '!J = x2n+1 

1 5. y = = x-1 
X 

1 
6.'!J=-s 

X 

1 
7.y=-s 

X 

1 
8. Y=s 

X 

1 
9. '!I= x9 

1 

10. y =Vx= X2 
s -

1Ly=Vx 

s 
12. '!J = yxs = x1 

13. y=W 

14. y = \lx2 

5 

15. y=W=XS 

16. y =V~8 

1 
17. y = vx 

1 
18.y=y.x 

1 _ _! 

19. Y =v- = x s 
r x4 

1 
20. '!J ~~' --Y.x! 

dy 
dx= 

dy 
dx= 
dy 
dx= 
dy 
dx = 

1 

sifxt 
tv'X 
tvxs 

2 

3fx 
:~= tW 
dy 3 
dx = oyx• 
dy 1 
dx =- 2y'xs 

dy 1 
dx=- sy? 
dy 4 

dx =- 3fx' 
dy 2 
dx =- 3t;x•. 

b) Man gebe die Steigung für die oberhalb der X-Achse liegenden 

Punktex = 0, 1, 4 der Kurve y = Vx an! 

(Y = Vx, ~~ = tg't' = 2 ;.X' tg't' = oo, -}, ~~ 't' = 90°, 26°34', 1402'-) 

a• 
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c) In welchem Punkte der Hyperbel xy = 36 hat die Tangente den 
Steigungswinkel t = 135°? 

(y = 36 dy =-~ - SG = tg 135° = -1 X=± 6.) 
x ' dx x'' x1 ' 

d) Zeichne die Kurve y = y x3 und bestimme die Tangente im Null· 
punkt. 

(:~ = ~ yx, im Nullpunkt wird :; = 0, die X- Achse ist hier Tan

gente.) 

§ 22. Zusammengesetzte Funktionen. 
I. Die Funktion y = a x3 sei gegeben, also 

y = a · f(x) (a konstant), 

und soll differenziert werden. Hier ist somit y das a- fache einer Funk· 
tion von x. Bildet man wie im vorigen Paragraphen den Differenzen· 
quotienten, so ergibt sich 

y + Lfy = a • f(x + Lfx) 

und hieraus 
.dy f(x+.dx)-f(x) 
LJx = a • .dx • 

Beim Übergang zur Grenze wird der rechtsstehende Bruch zum Differen· 
tialquotienten von f(x), den wir mit f' (x) bezeichnen wollen. 

Also wird ~~ = a • f' ( x ), 

d. h. der D.Q. (Abkürzung für Differentialquotient) von a · f(x) ist gleich 
a · f' (x), oder: Ein konstanter Faktor der Funktion geht auch auf 
den Differentialquotienten über. 

Für unser obiges Beispiel y = a x8 folgt also : ~ = a • 3 x2 oder:~ = 3 ax1• 

a) Beispiele: y = lOx\ :!= 10 ·4. x3 = 40x3 • 

dy 1 s 
-=6·-=-· ax 2vx vx-

b) Daß der Differentialquotient einer konstanten Größe 0 ist, ist selbst· 
verständlich, da eine Konstante ja keine Änderung besitzt. 

c) Zeige die Richtigkeit dieses Satzes auch an der Funktion y = a ·xu! 

II. Differentialquotient einer Summe. 
Es sei y = 5x' + 3x2 • Setze 5x4 = u und 3x2 = v, 
1. also y=u+v, 

worin u und v Funktionen von x sind. Läßt man jetzt x um LI x zu
nehmen, so werden u und v beziehungsweise um Lfu und Lfv und y um 
Lfy zunehmen. Wir erhalten 

2. y + Lfy = u + Lfu + v + Lfv 

und daraus durch Subtraktion der Gleichung 1: 

3. Lfy = Lfu + Lfv. 
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Dividieren wir diese Gleichung durch 4 x und geben dann zur Grenze über, 
indem wir Llx und Lly sich ohne Ende der Null nähern lassen, so ergibt sich: 

.dy =.du+ .dv1 4· .dx .dx .dx 
dy =du+ dv 1 5• dx dx dx 

d. h. der Dift'erentialquotient einer algebraischen Summe ist gleich 
der Summe der Dift'erentialquotienten der einzelnen Summanden 
(vgl. S. 31) . .Aus unserer gegebenen Funktion y = 5x' + 3x11 folgt also 
d y d (6 x• + Sa.:') 
d = 20x8 + 6x oder = 20x 8 + 6x. 

x dx 
a) AnschauHebe Ableitnng: Eine Strecke y bestehe aus 2 Teilen 11 

und v, so daß y = u + v; 
u 1'1 wird die Strecke u um LI u, 

v um LI v vergrößert, so ver
größert sich auch '!I um 4 y; 
und es ist klar, daß dann 
Lly = Llu + Llv wird usw. 
wie oben. (Abb 44.) 

1~·----------y----------~! (u ~ u 1'1 ~~I'IJ 

~-----------y+4y·------------~ 

b) Beispiele: 

Y = x2 + x3 dy = 2 x + 3 x1 
'da; 

y = 4x8 + 3x11 + 7:1;- 6, :~ = 12i1 + 6x + 7. 

III. Differentialquotient eines Produktes. 
1. Es sei: y = (6x5 + 4) • (4x~ + 7). 

Setze 6 x5 + 4 = u 
und 4 x8 + 7 = v, 
dann ist y= u •V. 

Wir finden sofort: 
2. y + Lly = (u + Llu) • (v + Llv). 
3. Lly = (u + Llu) • (v + 4v)- uv 

4y = u • Llv + v • 4u + 4u • Llv. 
Dividieren wir noch durch LI x, so entsteht: 

.dy .dv .du .dv 
4, .dx = u • .dx + v • .dx +.da;· Llu. 

Beim 'Obergang zur Grenze verwandeln sich alle vorkommenden Brüche 
in die betreffenden Differentialquotienten. Die zuletzt stehende Größe Llu 
wird natürlich 0, und es bleibt 

5 dy=u·d"+v·du, 
' dx dx dx 

oder 
dy , + , 
-=U•V V•U 1 dx 

d. h. der Dift'erentialquotient eines Produktes (u · v) ist gleich dem 
ersten Faktor mal dem D.Q.1) des zweiten Faktors plus dem zweiten 
Faktor mal D.Q. des ersten Faktors. 

1) D.Q. =Abkürzung für Differentialquotient (vgl. S. 84). 
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In unserem Beispiel y = ( 6 x5 + 4) · ( 4 x3 + 7) w~rd also 

oder 

dy = (6x5 + 4) · 12x2 + (4x3 + 7) · 30x4 
dx 

a) Anschauliebe Ableitung: Die Seiten u und v eines Rechtecks werden 
um Llu und 

U 6U "_ _______ _..:;::;_ ________ _,.. -----1 Llv vergrößert. 

U-D 

I Um wieviel 
: vergrößertsich 
1 dann der In-
1 haltu·v=y'? 
: (Abb.45.) Die 

o·~U I Zunahme Lly 
I des Rechtecks 
I besteht aus 
I drei Flächen
~ stücken: 

.. [__----------------~~: __________________ _. u·Liv 
v • Llu 

Llv • Llu. 
Läßt man Abb. 45. 

die Zunahmen 
Llu und Llv seht klein werden, dann wird das Rechteck Llu · Llv so 
klein, daß es gegen die Rechtecke u • Llv und v • Llu vernachlässigt 
werden kann. Man erhält dann 

usw. wie oben. 
Lly = u • Llv + v • Llu 

b) Beispiele: 

y = (x5 + 3)·(x7 - 5) 
(u) (D) 

:~= (x5 + 3)·7x6 + (x7 - 5) · 5x4 = 12x11 + 21x6 - 25x4• 

Multipliziert man zuerst aus und wendet dann die Summenregel an, so 
ergibt sich 

y = x12 + 3x7 - 5x5 -.15 

dy= 12x11 + 21x6 - 25x4 
dx 

y = ( x3 + x2) • v'x 
dy 1 ,r:: 7x8+5x' 7 5 5 5 
d = (x3 + x2) • --== + y X • ( 3 x2 + 2 X) = - = -X 2 + -X 2 x 2yx 2 yx 2 2 

oder 
7 5 

y = ( x3 + x1) • VX = x 2 + X T 

dy 7 ..!!.. 5 Jl.. 
dx=2x2+2x2. 



§ 22. Zusammengesetzte Funktionen 

IV. Differentialquotient eines Bruches. Es sei 
x'+ 1 

y=2xi-7" 

Setze x' + 1 = u und 2 x2 - 7 = v, 

also 
u 

y=- und 
V 

u= v·y. 

Der Differenzenquotient dieses Produktes ist § 22 ill 
.du= V•.dy+ y·.dv 
.dx .dx .:Jx 

.dy .du .dv 
oder t1 • .d x = .d x - Y .d x 

.du .dv 
.dy .:Jx-y· Llx 

oder .d x = v • 

Setze für y den obigen Wert y = ~ und erweitere ~ u mit v, also 
V .uX 

.du LJU•V 

.d:r.= dX•V• 

.du v t' .dv 
.dy_-;FX·-;;--;;·-;JX 
.dx- ·V Dann wird 

oder 

87 

Beim Grenzübergang von ~ ~ in : ~ werden die Ausdrücke ~: und 
.d v · du und d v verwandelt. Es wird dann also 
Llx 1D dx dx 

du dv 

G. 
V·--U•-

dy dc dx 
dx= v• 

oder 
I I 

y' = V~ -U•V 1 

v' 

d. h.: Der D.Q. eines Bruches (~) ist gleich: Nenner mal D.Q. des 
Zählers, minus Zähler mal D.Q. des Nenners, das Ganze geteilt 
durch das Quadrat des Nenners. 

Gedächtnisregel: Man fängt mit Nenner an und hört wieder mit 
Nenner auf. 

In unserem gegebenen Beispiel 

x'+ 1 
Y = 2x1 -7 

wird nun 
dy (2x 1 - 7) · 2x-(x1+ 1). 4x -18x 
dx = (2x 2 -7) 2 = (2x 2 - 7) 1 • 



88 IV. Differentialquotient der allgemeinen Potenz usw. 

10 
Y = 1 +x8 

dy (1+x8)·0-10·3x1 80x1 

cfx= {l+x8j 1 =-(1+x'J10 

V. tlbungsanfgaben. 
1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

y = 10x8 + 1 

y = ax + b 

a y=-
X 

2 
y = xs 

7 
y=- x• 

8 
y=-Sx 

y= 2fx 

y= 2yx1 

sr-y=4 x2 

1 
Y=-= 2yx 

10 
y=-yx 

3 
y =-----s= 

8j/x8 

1 y= xs +
, X 

1 2 3 
Y = x-- xs t x• 

y=-Yx-VX-1 
6 7 

y= 5-+--or= 
4 Vx• 8 Vx 8 

y=a+ßyX 

dy = 30x2 
dx 

dy= a 
dx 
dy a 
dx=- x1 

dy 6 
dx=- x• 
dy 14 
dx=x 3 

dy 3 
dx=·- 8x1 

dy 1 
ax=yx 
dy = 3fx 
dx 
dy 1 

ax= 2Vx 
dy 1 
dx=- 4 yXi 
dy 5 
dx=- 2Vx6 
dy 1 

dx = vxll 
dy = 2x _ _!_ 
dx x 1 

dy 1 (. 9 
dx=-x,+ x 8-x4 

dy 1 1 
dx = ----s-=-~ 

3 Vx 2 4 fx 3 

dy 1 1 

dx =-V x9- yxu 

dy (3 
ax= 2yx 

18. y=(x'+1)·(x4 -1) !!=8x7 

19. y=(1 + 2x + 3x2). (1- 2x- 5x') 

dy =- 90x5 - 50x4 - 20x8-18x'- 2x dx :! = (a + ß) • x"+ß- 1 
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21. y = (x8 + a) (3x2 + b) :~ = 15x4 + 3bx2 + 6ax 

22. y = (x2 - ax + ~') · (x2 + ax + ~·) dy = 4xs 
dx 

23. 
1 dy -b 

Y = a+bx dx = (a + bx)' 

24. 
1 dy 1 

'!J=t+x dx =- (1 +x)1 

25. 
c dy bc 

Y = a+bx dx = - (a + bx)' 

26. 
2x4 dy = 8a 2 x 8 - 4x1 

y=a~-x1 dx (a' -x2) 1 

27. 
1 dy f'(x) 

'!/ = f(x) Cfx = - [f(x)J' 

28. 
1-x3 dy - 6x1 

'!! = 1 + x 8 dx = (1 +x3) 1 

1 +x4 dy 8x3 

29. Y = 1-x4 dx = (1-x4) 1 

1-x dy -2 
30. y=1+x dx = (1 + x)1 

2x1 -1 dy 6x 
31. Y = 2-xt dx= (2- x')' 

32. 
x 2 -2x+3 dy = 4x(x- 3) 

Y = x'+ 2x-3 dx (x'+2x-3)1 

33. 
2-3x'+x3 dy = 12(x1 - 2x) 

Y = 2 + sx•-x• dx (2 + sx•- x 8) 1 

1+Vx dy 1 
34. y=-- dx = }/'X(1-Vx)' 1-Vx 

ilx dy 1- 2x 
35. y=1+x dx = sf/Xt(t +x)1 

36. 
1 dy -1 

y=-- dx= 
3Yxz(1 + fiX)• 1 + f!äi 

§ 23. Aufgaben aus Geometrie, Physik und Technik. 

I. a) Die Kurve y = x -.;zu zeichnen und ihre etwaigen Maximumx 
oder Minimumstellen zu finden. 

(Maximum für x = - V2.) 
b) Welche Steigung hat die Kurve y3 = x2 im Nullpunkt( 
(Im Nullpunkt hat die Kurve eine Spitze; die Y-Achse ist Tangente 

an den beiden Kurvenbögen.) 

c) Etwaige Maxima oder Minima der Kurve y = ~--; zu finden. 
X X 

(Maximum für x = 1.) 

d) Ebenso für die Kurve y2 = x · (x- 3)2• 

(Maximum und Minimum für x = 1.) 
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I 
N 

e) Welche Steigungen hat die letzte Kurve in ihrem "Doppelpunkt"? 

(Steigungswinkel: -r1 = 60°; -r2 = 120o.) 

II. Im rechtwinkligen Achsensystem ist der Punkt P mit den Koordi-

Abb. 46. 

a 

naten a und b gegeben. Man soll 
durch P eine Gerade so ziehen, daß 
das ausgeschnittene rechtwinklige 
Dreieck M 0 N einen möglichst 
kleinen Inhalt erhält. Wie sind die 
Abschnitte 0 M und 0 N zu wählen? 
(Abb. 46.) 

(Ist OM = x, dann wird 
b·X 

0 N = -- und der Dreiecksinhalt x-a 
--~0::...... ___ _._ ______ ,..::>1!- F b xt M' . fu"r OM 

1-------a:------'' = 2 · x-a; munum 
= 2a, ON= 2b.) 

III. Ein Denkmal hat samt Sockel die Höhe a, der Sockel allein hat 
.d die Höhe b (Abb. 

--~-----,- ....................... 47); in welcher - _ _ _ wagerechten Ent-
Abb. 41. fernung x vom 

Sockel muß man 
"t · ...... , sich aufstellen, da-

B ' mit das Denkmal "Jl-- ------------- . '·{... allein möglichst 
.,. ---- --. _ > ... günstig gesehen t- __ [!_ _________________ :::::~:,:s we(·;:: 1:~:~höhe 

' iles Beobachters sei E! 
~~W/.;ml~w~~~~~~~~~~~zSE = CD = c. 

~------------z---------~ 

Berechne, für welchen Wert von x derjenige von 
wird, also da b - c = d und a - c = e. 

tga=tg 

Der Sehwinkel a = 
ASB muß mög· 
lichst groß werden. 

tg a ein Maximum 

(AS 0- BS 0) 
e d 
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damit das aus dem Flächenstück herausgeschnittene Rechteck möglichst 
groß wird? 

Die Rechtecksfläche ist 

F = ( xl - X) y = ( xl - X) V 2 p X = ( xl - X) Vx . y 2 p 

-( 1 3) =y2p x1-x2-x_2_ 

F'=f2p · Ü x1 • x-i- -txf)= 0 
und X= xt. 

3 

V. Man soll einen Kreiszylinder von gegebenem Volumen V der
artig herstellen, daß seine Oberfläche möglichst klein wird; wie sind Durch
messer x und Höhe y zu wählen? 

(x= y = v4:.) 
Vf. Es sollen n galvanische Elemente, die je die elektromotorische 

Kraft e und den inneren Widerstand r besitzen, zu einer Batterie ver
einigt und durch den äußeren Widerstand R geschlossen werden. Zu
nächst vereinigt man je x Elemente durch Parallelschaltung zu einer 

Gruppe und schaltet dann die entstehenden ~ Gruppen hintereinander. 

Bei welcher Schaltung (für welchen Wert von x) wird die erzielte Strom
stärke am größten sein? 

Nach dem Ohmsehen Gesetz wird: 

die gesamte elektromotorische Kraft = !1'. • e, 
X 

der gesamte innere Widerstand 
n 

also die Stromstärke 
-. e 

i=-x __ 
n·r +R 
x' 

n r n • r 
=x-·x-=~· 

n · e • nr+Rx'1 

i wird ein Maximum für x = V"; • 
Das Ergebnis läßt sich auch so fassen: 

nr _ R 
x'- ' 

d. h.: Die Stromstärke wird dann möglichst groß, wenn man derartig 
schaltet, daß der gesamte innere Widerstand (möglichst) gleich dem 
äußeren wird. 

Beispiel: Es seien n = 60 Elemente mit der elektromotorischen 
Kraft e = 2 Volt und dem inneren Widerstand r = 0,15 Ohm gegeben; 
der äußere Widerstand sei R = 1 Ohm. Dann wird x = 3 Elemente 
und die Stromst!trke i = 20 Ampere. Man berechne noch die Strom
stärke für die Schaltungen x = 1, 2, 4, 6 Elemente usw. 

VII. Eine Batterie hat die el~ktromotorische Kraft e und den inneren 
Widerstand r. W eieher !tußere Widerstand x ist einzuschalten, damit 
die Leistung im äußeren Stromkreis eine möglichst große wird? 
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Nach dem Joulesehen Gesetz ist die Leistung L im äußeren Strom-

kreis L = x· i~, 

wobei die Stromstärke i sich nach dem Ohmsehen Gesetz berechnet: 
. e 
~ = r+x; 

e1 • X X 
L=---= e2 • • (r + a:) 1 x 2 + 2rx+ r1 also wird 

L wird ein Maximum für x = r, also wenn der äußere Widerstand 
gleich dem inneren gemacht wird. 

VIII. Wirtschaftlicher Querschnitt einer Leitung. 
Von einem Ort A soll durch ei~e Kupferleitung nach einem anderen 

OrtB elektrische Energie übertragen werden. Die Kosten der Übertragung 
setzen sich der Hauptsache nach aus zwei Posten zusammen: 

a) aus den Kosten für Verzinsung und Tilgung der Leitungsanlage (K1), 

ß) aus den Kosten für Energieverlust bei der Leitung (K2). 

Diese beiden Posten .,-erden nun in ganz verschiedener Weise durch den 
Querschnitt x der Leitung beeinflußt. Die Leitungsanlage wird natür
lich um so teurer, je größer der Querschnitt x genommen wird; man kann 
also 

setzen, wobei die Konstante a aus den besonderen Bedingungen der Auf
gabe (Kupferpreis, Tilgungsbetrag usw.) zu berechnen ist. Anders ist es 
mit dem zweiten Posten. Der Energieverlust ist natürlich bei großem 
Querschnitt geringer; man kann setzen: 

b 
K2 =-• 

X 

wo b sich wieder aus den besonderen Verhältnissen (Größe des spezifischen 
Widerstands, Länge der Leitung, Kosten der Kilowattstunde usw.) be
stimmen läßt. Die Gesamtkosten sind also 

b 
K = K1 + K 2 = a • x + -;;· 

Für welchen Querschnitt werden nun diese Kosten am kleinsten sein? 

Da ddK = a - b2 = 0 ist, so wird K ein Minimum, wenn 
X X 

b a- 2 = 0. 
X 

Diese Gleichung läßt sich auch schreiben: 
b 

a · x = - oder K1 = K1 , 
X 

d. h. der Querschnitt x muß, um wirtschaftlich zu sein, so gewählt werden, 
daß die Verzinsungs- und Tilgungskosten der Leitungsanlage den Kosten 
für den Energieverlust in der Leitung gleich werden. 

IX. Auf den Schenkeln eines Winkels von 60° bewegen sich zwei 
Punkte .A und B nach dem Scheitel zu. .A ist ursprünglich 12 m vom 
Scheitel entfernt und bewegt sich mit 3 m/sek. Geschwindigkeit. B ist 
ursprünglich 22 m vom Scheitel entfernt und bewegt sich mit 2 m/sek. 
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Geschwindigkeit. Wann ist die Entfernung AB am geringsten, voraus
gesetzt, daß die Bewegung gleichzeitig beginnt? (Vgl. Abb. 49.) 

Es ist die Entfernung y der Punkte /; 
A und B am geringsten nach x sek. 

Nach der Zeichnung ist nach dem 
Cosinussatz, da cos 60° = 0,5, ~- B 

y2 = (12- 3x)' + (22- 2x)2 - 2 , 
· (12- 3x) ·(22- 2x) ·0,5 

oder z = y2 = 7 x2 - 70x + 364. ~ 
~ 

(Hier haben wir für y2 die neueVariable fj 
z eingeführt.) & 

e' = 14x- 70 = 0; also x = 5 sek. lA , 
und Yml" = 13,7477 m. ~ 

"" ~ !I 
§ 24. Mittelbare Funktionen. /a.> 
I. Es se1 y = (1 + x2) 5• Setze ·, 60° A-+--

I + x2 = u, also 1J = u5 Dann ist y · · : 
~t2-3x~3z~ 

eine Funktion von u, und u seinerseits · l2 m : 
eine Funktion von x; außerdem ist 
mittelbar auch y eine Funktion von x. 

Abb.49. 

Man sagt in einem solchen Fall: y wäre eine "mittelbare Funktion 
von x" oder auch: y wäre eine "Funktion einer Funktion von x". 

Ist allgemein 

y als Funktion von u dargestellt 

u " " " X II 

durch y = F(u), 

" u = f[x], 
dann ergibt die Gleichung y = F(f[x]), daß y eine mittelbare Funktion 
von x ist. 

H. Um eine solche mittelbare Funktion von x zu differenzieren, denke 
man sich zunächsb die Differenzenquotienten der Teilfunktionen gebildet, 

also .dy und L1 u; 
.du .dx 

dann erkennt man sofort, daß deren Produkt ~~ ist, nämlich 

.dy .dy .du 

.dx =.du· .dx' 

und wenn man zu den Differentialquotienten übergeht, ergibt sich: 

dy dy du 
dx= du. ax' 

Beim obigen Beispiel ist demnach: 

y= u5 dy = 5u' 
du 

du 
dx= 2x, 
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somit 

d. h. die Funktion 
wird differenziert, indem man zunächst für die 11innere" Funktion 1 + x1 

den Buchstaben u setzt; 
also u = 1 + x:~ und somit y = u5, 

und nun y nach u differenziert; das Ergebnis 5u4 wird dann noch mit 

:: = 2 x, d. h. mit dem D.Q. der inneren Funktion multipliziert. 

III. ln gleicher Weise wird jede mittelbare Funktion 

y = F(t [x]) 
behandelt. Man setzt die innere Funktion f(x) = u und differenziert 
nun die Gleichung y = F(u); man muß aber das Ergebnis dann noch 

mit dem D.Q. der inneren Funktion, also mit :: = u 1 nachmultiplizieren. 

Also dy = F' (u) · u1 
dx · 

Regel: 
Der Differentialquotient einer mittelbaren Funktion ist 

gleich dem Produkt der Differentialquotienten beider Funk
tionen. 

Aus dem gegebenen Beispiel y = (1 + x1) 5 wird also 

oder 

IV. Es 

Funktion. 

oder 

:!=5(1+x')'·2x 

d [(1 +x2
)

6
] 10x + 40x3 + 60x5 + 40x7 + 10x9• 

dx 

sei die Gleichung gegeben ; + r = 1, also eine implizite 

Hieraus folgt die explizite Form 

y = y(1 -~)b 
y = (b -~x)+ 

dy =!.. (b - !x) -{ · (-!) 
dx 2 a a 

b 
dy a 
dx= 1 ; b 

2 r b- ax 
-h 

2a-vb-!x 
dy -b 
---= ' 
dx 2aV(1-;)b 

und da Y(l -~)b = y, 

dy -b 
folgt dx = 2ay. 

Der D.Q. kann aber auch in der Weise bestimmt werden, daß man die 
Gleichung in die Form bringt: 

1 1 
f(xy) =a:x + 11 y"--1 = 0. 
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Der D.Q. von .!.x ist dann .!.. Das Glied -b1 y2 faßt man nun als mittel-a a 

"bare Funktion auf von der Form ~ (y)2 und deren D.Q. ist dann~ 2 y • y' 
·' dy . 2 dy oder da y = d x 1st, b · y • d x, 

also wird .!. + ! d Y = 0 a b Y dx 
dy 1 b -b 
dx=-;·2y=2ay' 

Man kommt also zum gleichen Ergebnis wie beim bisherigen Gang 
der Differentiation, wenn man in der gegebenen impliziten Funktion zu
nächst y als konstant ansieht und x differenziert, dann umgekehrt. Die 
beiden so gebrauchten D.Q. nennt man partielle Differentialquotienten, 
die statt mit d mit o bezeichnet werden, also ~ ~ und ~ ~ · Zwischen 

diesen und :! besteht dann nach obiger Entwicklung die Beziehung 

of 
~ 1 + ?1 . d y = 0 oder d y = - o x. oa: oy dx dx of 

oy 
Die Funktion f(xy) =~+~- 1 = 0 ergibt entsprechend 

1 

V. Beispiele: 
a) y= (a + ßx)lO 

~J! = 10u9 • u1 
dx 

b) y=yx1 + aj 

dy 1 1 
- =--•U 
dx 3yu2 

dy -b c 
dx=-1-=-b· 

-c 

1 1 
c) y = {l + x + x:p = u a 

1 3 1 3 ) Y =- u4 • u =-(1 + x + x')' • (1 + 2 Z • 

VI. Übnngsanfgaben. 

1. y = ( 3 - 7 x)4 

2. y = (2 + 5x4/ 

3. y = (a + ßx)3 

~~=- 28(3 -7x)3 

:~ = 60(2 + 5x4) 1 • x1 

~~=3ß(a+ßx)2 

dy = - 4 (10 - x2) • x 
iJ.x 
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5. y= (x4 -x3 + 1)4 

6. y = (2x- 7x' + 5)5 

7. y = ( a + b x )" 

8.y=(a+bx2)" 

9. u = (x +~r 
10. y = (Yx- 1 )8 

1 
ll. Y = (2- 3x2) 1 

1 
12. y=-

a+Px 
1 

13· y = (a+Px) 1 

14.y=y1+x3 

15. y = yax + fJ 

16. y= V2PX 
1 7. y = ! yäi- x' 

a 

18. y = !yx~- a2 
a 

19.y=~SXS 

20.y=yx4 +x2 -1 

21. y = y a x5 + fJ x2 + r x + d 

22.y=x2 ·Yl+x2 

(= u · v) 

23. y= (5 + x)y5 x 

24. y= xfl+ x 

25. y = 2x2 yl0 x 

:~ = 4(x4 - x3 + 1)3 (4x3- 3x1) 

:~= 3(2x-7x2+5)\2-14x) 

:~= nb(a + bx)"-1 

~~= 2nbx(a + bx')"-1 

dy = 2 (x +_!_) · (t _ __!_) 
dx x xs 
dy - 1 
-= 3(Yx-1JI·-= 
dx 2Vx 
dy 18x 
dx = (2- 3x2) 4 

dy -P 
dx=(a+Px) 1 

dy -2P 
dx = (cx + px) 8 

dy Sx1 

dX= 2Jf1+x8 

dy IX 

d-x= 2y'ax+P 
dy p 
ax= y'2px 
dy -bx 
dx= aJia2-x1 

dy bx 
dx = aJix•- as 
dy 3-t5x1 

dx= 2 jt3x-5x3 

dy 2x3 +x 
dx = Jlx4 + xz _ 1 

dy 3ax1 +2Px+y 
dx = 2y'~~~p;s+;_; -+8 
dy 2x , 1--- = x2 --== + r 1 + x2 • 2 x 
dx 2Jf1+x1 

dy x'+(1+x2)2x 
dx= Jf1+ a;s 
dy 3'1: 8 +2x 
dx= Jlt+ xt 
dy 5-Sx 

dx= 2y'5-x 
dy 2+ Sx 

dx= 2JI1+x 
dy 5 (8x-x1) 

dx= VlO-x 



X---
26. y = 2 y1- x2 

27. y = ~ · f1 + x2 
X 

28. y = }11 + x2 + x.3 

1 
30. y=--yu1-x' 

31. y = (1 ~ xr 

§ 24. Mittelbare Funktionen 

dy 1- 2a:1 

da:= 2 V1-x1 

dy_ -1 

a;;;- x'Vt+xs 

dy 2x+ Sx1 

dz= s}'(1+z'+z8)i 

dy 2-lox4 

d.c = 4 Ji<2..c- Sa:")' 

dy a: 

d.c = V (a•- a:!}i 

dy nx"- 1 

dz = (1 + x)n+l 

32. = a:• dy 3x1 

y V(1- x')• dz = V(1- x')& 

x dy __ 2::::a==+~b==x:::; 33. y= -
va+bx dx- 2V<a+bx>• 

34. y = a + ~ -- -:---:-~7-::=~::;:::::.:: -v--b- dy ab 

a-bx dx- (a-bz)Ya'-b 1x 1 
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35. Die Kurve y = ± x y's x2 zu zeichnen und ihre Maximum- oder 
Minimumpunkte zu berechnen. 

(Maximum und Minimum fdr x = ± 2.) 

36. Die Kurve von Aufg. 35 hat einen "Doppelpunkt". Man bestimme 
die Tangenten der Kurve in diesem :Punkt. 

(tg,; = ± y'B.) 
37. Ein Halbkreis habe den Durchmesser AB= 2r. Man soll parallel 

zu AB eine Sehne OD so ziehen, daß das Trapez ABOD einen mög
lichst großen Flächeninhalt erhält. In welchem Abstand x muß man die 

Sehne ziehen? ( r ,r.;-) . . 
X= 2 r 3. (Tngonometnsche Deutung?) 

38. Drei Holzbohlen von je 20 cm Breite sollen zu einer Wasserrinne 
von möglichst großem Querschnitt zusammengesetzt werden, die eine wage
rerht, die beiden anderen unter einem 
Winkel ß gegen diese geneigt. Wie groß 
ist ß zu wählen? (Abb. 50.) 

Der Querschnitt ist 

F= 20+20+2:~:. '!I 
2 

und die Höhe y = J/201 - x2• Dies oben 
eingesetzt und dann differenziert, ergibt 
x= 10cm, y = 17,32 cm; Fmax= 519,6 
qcm und fJ = 120°. 

39. Eine Insel A hat von der gerad
Grünbaum-Jakobl, Funktionenlehre. 7.Autl 

20 

/JO 

Abb. 50. 

7 
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linig verlaufenden Binnenlandsküste einen senkrechten Abstand .AB gleich 
60 km (vgl. Abb. 51); östlich von B im AbstandBOgleich 150 km liegt 

g an der Küste eine Stadt 0, 
A die eine möglichst rasche 

Abb, 51, 
Verbindung mit .A er
halten soll. Zu diesem 
Zwecke sollen die Rei
senden zunächst von .A 
aus mit einem Dampfer 
mit v1 = 40 km/std. Ge
schwindigkeit zu einer 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~W neu anzulegenden Lan-
dungsstelle D und von 

150 krn dort mit der Eisenbahn 
mit v 2 = 60 km/std. Geschwindigkeit nach 0 gebracht werden. In welchem 
Abstande von 0 muß D liegen, um die schnellste Verbindung zu ermöglichen? 

Setze die Reisewege AD = s1 und D 0 = s2 , die zugehörigen Reise
zeiten sind t1 und t~, die Gesamtreisezeit 

t = tl + ts=~+ s~. 
Vl VI 

Nun ist aber s1 = Jl602 + x2 und s2 = 150- x 
v1 = 40 km/std. und v~ = 60 kmfstd. 

S 't . d t= V~+loO-x. 
Oml Wir 40 60 

Die Differentiation ergibt: 
x = 53,7 km, also s2 = 96,3 km und tmin = 3,6 std. 

40. Zwei Orte .A und B haben von einer geradlinig verlaufenden Eisen-
bahnstrecke (vgl. Abb. 52) die senkrechten Abstände AC= a = 5 km 

( 
B~_

1 
undhrBdDd. bGl . 71 __ km, 
wä en 1e e1s ange 
0 D = c = 12 km be
~rägt. An der Strecke 
0 D soll nun für beide 

0 Orte gemeinsam ein 
Bahnhof E errichtet ~ ~ 

II l L .. ~-_____"..1---:c Dl 
I 

~x--~~-----12-x------~ 
I 

I ..,.. ______ ;I;J?J.JJ-------,~ 

Abb. 52. 

und durch geradlinige 
Landstraßen mit .A 
und B derartig ver
bunden werden, daß zur 
Baukostenersparnis die 
Summe s der Strecken 
E.A und EB mög
lichst klein wird. Wo 
muß der Bahnhof E 

liegen und wie lang werden seine Zufahrtstraßen? 

Hier wird s = E.A + EB =~ + y'"""'b2,-+---,-(c--x~)2 
s = Y52 + x2 + f7 2 + (12- x)2• 
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Die Differentiation ergibt: 

x = 5 km, also EO = 5 km, ED = 7 km, EA = 7,1 km, 
EB = 9,9 km, s = 17 km. 

§ 25. Der Lauf ebener Kurven. 
I. Gegeben sei die einer Gleichung y = f (x) entsprechende Kurve. 

(Abb. 53-56.) Wenn wir die X-Achse in positiver Richtung, also von 
links nach rechts, durchlaufen, so kann es sein, daß die Werte von Y fort-

Abb. 53. Abb.54.. 

Abh. 55. Abb 56. 

während zunehmen (Abb. 53), oder daß sie abnehmen (Abb. 54). Im 
ersten Falle sagen wir, die Kurve oder die Funktion f (x) sei steigend, 
im zweiten Falle nennen wir sie fallend. 

Wenn eine Kurve im Punkte P im Steigen begriffen ist, dann ist der 
Tangentenwinkel -. ein spitzer Winkel; ist sie dagegen im Fallen begriffen, 
dann ist -. ein stumpfer Winkel. Im ersten Fall ist tg-. positiv, im 
zweiten Fall dagegen negativ. 

Da nun stets tg -. = ~ ~ = {1 ( x) ist, so kann man folgende Regel auf-
stellen: 

Solange der D.Q. positiv ist, steigt die Funktion; 
solange er negativ ist, fällt die Funktion. 
Wenn eine Kurve, die aus einem ununterbrochenen Linienzug besteht 

(eine sogenannte stetige Kurve )1 ), aus dem Fallen ins Steigen übergeht, 
dann geht ihr D.Q. aus dem Negativen ins Positive über, muß also {wenn 
wir von dem Wert "Unendlich" absehen) auch einmal Null werden; und 
zwar an der Stelle, wo die Kurve weder fällt noch steigt, sondern ihren 
tiefsten Punkt (Minimum) hat. Wenn die Kurve aus dem Steigen ins 

1) Stetige Kurven sind die Schaubilder stetiger Funktionen. 
7* 



100 IV. Differentialquotient der allgemeinen Potenz usw. 

Fallen übergeht, muß der D.Q. aus dem Positiven ins Negative übergehen, 
also wiederum Null werden; und zwar an der Stelle, wo die Kurve ihren 
höchsten Punkt (Maximum) hat. (Vgl. Abb. 20, S. 30) 

Zahlreiche Beispiele hierzu wurden bereits im § 8 usw. behandelt. 
Jl. Wir wollen nun weiter untersuchen, ob eine Kurve in einem gegebenen 

PunktP von oben gesehen, hohl (konkav) oder erhaben (konvex ist.(Abb. 57.) 

11 
Zu diesem 

Zweck ziehen 
w1r m zwei zu 
P benachbarten 
Kurvenpunkten 
P 1 und P2 (P1 

links von P, P2 

rechts von P) 
die Tangenten. 
(Abb. 53-56.) 

Nennen wir 
die Richtungs
winkel ihrer 
Tangenten "; 1 

0 und t:~, so kön-
-4'::;._--------------------::a;~,.. nen wir aus den 

Abb. 53-56 fol-
Abb. 57. gendes ablesen: 

a) Hat die Kurve 1hre konkave Seite nach oben, so wird nach Abb. 53 
und 54 

";1 < t:2 , also tgt:1 < tgt:2 , 

d h : tg "; = :~ ist in diesem Falle eine wachsende (steigende) Funktion. 

b) Hat die Kurve ihre konvexe Seite nach oben, so wird nach Abb. 55 
und 56 

";1 > t:2 , also tgt:1 > tgt:21 

d. h. tg "; = ~ ~ ist in diesem Falle eine abnehm·ende (fallende) Funktion. 

Wir können nun aber den D.Q. einer Funktion wieder als Funktion 
betrachten und noch einmal differenzieren, wodurch wir den sogenannten 

zweiten D Q. erhalten, den wir durch y11 oder :~~ oder f' ( x) bezeichnen. 

Aus y = x4 folgt beispielsweise: 

:~ = 4x1 (I. D.Q.) 

d2y dx 2 = 12 x2 (II. D.Q.). 

Somit ergibt sich jetzt, wenn wir den Satz vom Steigen und Fallen 
einer Funktion anwenden: 

Ist eine Kurve an einer bestimmten Stelle kkonkav nach oben, dann ist 
h d onvex 

daselbst der I. D.Q. eine wba\sen ; ]'unktion; der II. D.Q. ist somit a ne men e 
positiv 

IJ,n der betreffenden Stelle -ti · nega v 
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Geht eine Kurve in sinem bestimmten Punkt aus der Konvexität in die 
Konkavität über (oder umgekehrt), so wird der II. D.Q. von - zu + 
(oder umgekehrt) übergehen und daher für den Übergangspunkt (Wende
pnnkt der Kurve) im allgemeinen den Wert Null annehmen. (Abb. 57.) 

Beispiele: 

1. y = x5 - 12x21 Gleichung der Funktionskurve, 

dy = 3x2 - 24x 
dx 1 " " 1. Differentialkurve1 

d'y 
dx'= 6x- 24 = 6 (x-4), " " 2. 

Daher wird für 
dly 

x < 4 dx' = -, die Kurve konvex nach oben, 

d'y 
x > 4 llx' = + , " " 

konkav 
" " 

" 

d'y 
x = 4 dx' = 0, " " 

hat einen W endepur.kt. 

2. y = (x- 2)' 

~~ = 4 (x- 2)s 

d'y I 
dx' = 12 (x- 2) . 

:~ ist stets positiv, die Kurve also überall konkav nach oben, 

111. Diese Sätze geben nun auch ein bequemes Mittel an die Hand, 
um bei einer Funktion zu entscheiden, ob an denjenigen Stellen, für die 
der I.D.Q. den Wert Null hat, ein Maximum oder ein Minimum vorliegt. 
In einem Maximumpunkt ist ja die Kurve konvex nach oben, in einem 
Minimumpunkt ist sie konkav nach oben. Wir können also folgenden 
Satz aufstellen: 

Ist für einen gewissen Wert von x der erste D.Q. gleich Null, so kann 
für diesen Wert ein Maximum oder Minimum eintreten. 

Ist alsdann flir diesen Wert von x der zweite D.Q. positiv, so tritt 
ein Minimum ein; ist er negativ, so tritt ein Maximum ein. 

Ist der It. D.Q. gleichfalls Null, so bleibt die Frage unentschieden. 
Es kann in diesem Fall ein Wendepunkt vorhanden sein. 

Beispiele: 
1. Untersuche, ob der Ausdruck y = i x3 - f x1 + 6x- 4 ein Mari· 

mum oder Minimum hat. 

Hier ist dy = x'- 5x + 6 
dx 1 

a•y 
dx'= 2x- 5. 

Hat die Kurve irgendein Maximum oder Minimum, dann muß x1 - 5 x + 6 
gleich Null sein ; 
also x2 - 5x + 6 = 0. 

Dies ergibt die Werte x1 = 2 , x3 = 3, 
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für die ein Maximum oder Minimum vorliegen kann. Um dies zu unter

suchen, prüfen wir den II. D.Q., also:;= 2 x- 5, indem wir die zu unter· 

suchenden Werte darin einsetzen. Nun wird 

2·2--5=-1 

2·3- 5 = + 1. 

Im ersten Fall, x1 = 2, haben wir also ein Maximum, 
im zweiten Fall, x2 = 3, ein Minimum. 
2. Hat der Ausdruck y = x2- 8x + 1 ein Maximum oder Minimum? 

Hier wird y = x2 - 8x + 1 

dy = 2x-8 
dx 
d2y 
dx~= 2. 

Für 2 X - 8 = 0, oder X= 4 kann ein Maximum oder Minimum vor
liegen. 

Da nun :~ = 2 (stets) positiv ist, so haben wir ein Minimum. 

IV. Übnngsanfgaben. 
a) Die Maxima oder Minima folgender Funktionen durch zweimaliges 

Differenzieren aufzufinden: 

y=3x2 -24x+5, y=1-6x-3x1, y=5+8x-2x1. 

(Min. x = 4, Max. x = - 1 , Max. x = 2.) 

b) Bestimme Maxima, Minima und Wendepunkte folgender Kurven und 
zeichne die Kurven alsdann: 

y = tx3 -!{x + 1 (Min. x = 2, Max. x = --2, Wdp. x = 0) 
y=-l-x8 -i-x2 - 6x-t (Min. x= 3, :Max. x=-2, Wdp. x=t) 
y = x2 - x• (Max. x = f, Min. x = O, Wdp. x = t). 

c) Ebenso für die Kurve Y = 3 ~ xt · 

(Max. x = O, Wdp. x = ± 1.) 

d) Ebenso für y = ! - .!._, x x 2 

(Max. x = 1, Wdp. x = 1,5.) 

e) Ebenso für y = x1 (4- x2). 

(Max. x = ± y'2, Min. x = 0, Wdp. x := ± y'f.) 

f) Ebenso f .. x+2 
ur y= --=· 

+V X 

(Min. x = 2, Wdp. X= ö.) 

) Eb f .. 10x 
g enso ur y = x 1 + 4 • 

(Max.x=2, Min.x=-2, Wdp.x=Oundx=±f12.) 
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h) Ebenso .. x' 
fury=x2+12' 

(Min. x = 0, Wdp. x= ± 2.) 

i) Ebenso für y = xs- ~. 
x' 

(Wdp. X=± V3.) 

V. Exponentialfunktion und Logarithmus. 
§ 26. Exponentialfunktion und Logarithmus. 
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I. Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir nur die Potenzfunktion 
y=x" 

oder Zusamme!lsetzungen solcher Potenzen benutzt mit alleiniger Aus
nahme bei den geometrischen Reihen und der Zinseszins- und Renten
rechnung in § 14 und 15. Wir betrachten jetzt eingehend Funktionen 
von der Art wie y = a'IJ. 

Sie unterscheiden sich von y = x" dadurch, daß bei y = a"' die Grund
zahl (oder Basis) eine konstante (und zwar stets positive) Größe a, der 
Exponent dagegen eine veränderliche Größe x ist, während bei y = xn ge
rade umgekehrt die Grundzahl veränderlich und der Exponent konstant 
ist. Die Funktion y = a"' heißt daher eine Exponentialgröße oder Ex
ponentialfunktion. 

Es sind also 
2 

x s ... Potenzen, dagegen 
n"' Exponentialgrößen. 

Die bisher betrachteten Funktionen waren derartig beschaffen, daß sich 
die abhängige Variable mit den einfachen Grundrechnungsarten (Addition, 
Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzierung und Radizierung) be
rechnen ließ, weswegen man diese Funktionen auch unter dem Namen 
algebraische Funktionen zusammenzufassen pflegt, im Gegensatz zu 
den transzendenten Funktionen, bei denen die abhängige Variable 
durch logarithmische, trigonometrische oder andere Rechenverfahren be
stimmt wird, also z. B. bei 

y = a"', (Exponentialfunktion) 1), 
y = log x, (Logarithmische Funktion), 
y = tg x, (Trigonometrische Funktion), 
y = arc sin x (Zyklometrische Funktion). 

11. Wir veranschaulichen uns nun den Verlauf der Exponentialfunk
tion y = a"' durch die bildliehe Darstellung. Da wir bereits festgesetzt 
haben, daß die Grundzahl a nur positive Werte annehmen soll, und da 
ferner aus leicht erkennbaren Gründen die Werte a = 0 und a = 1 aus
geschlossen sind, so bleiben noch zwei Fälle zu untersuchen übrig: a > 1 
und a < 1. Als Beispiele wählen wir a = 2 und a = i-· 

1) In § 14 bereits erwähnt. 
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y= 2"' y = (f)"' 

X I '!! X I '!! 

-00 0 -00 00 

-S 1 
8 

-2 1 
..... 

-1 1 
T 

-3 8 
-2 4 
-1 2 

0 1 
0 1 
1 2 
2 4 

1 1 
T 

2 1 

' 3 8 3 1 
8 . . 

00 00 00 0 

Die beiden entstandenen Kurven (Abb. 58) sind, wie man sofort er4 

kennt, Spiegelbilder voneinander. 
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Abb. 58. 
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Die Kurve für a > 1 bat die negative X- Achse zur Asymptote und 
wächst zu immer größeren Werten an. (y= 2"') 

Die Kurve für a < 1 beginnt mit unendlich großen W erlen, nimmt 
immer mehr ab und sinkt (im Unendlichen) auf die positive X-Achse, ihre 
Asymptote, herab. (y = [f ]"') 

Die erste Kurve heißt die "steigende", die zweite die "fallende" 
Exponentiallinie. Bemerkenswert ist für spätere Anwendungen, daß 
in beiden Fällen a"' niemals im Endlichen den Wert Null oder gar einen 
negativen Wert annimmt. 

a) Zeichne die Kurven y = 3"' und y = 1,5". 
b) Ebenso y = 0,2"' und y = 0,99"'. 
c) Was für eine Funktion ist y = 2-z? 

(y = 2-z = [f]"'.) 
d) Zeichne die Kurve y = 2"' + 2-z. 

111. Wir betrachten nun die Exponentialfunktion 

X= aJI. 

Um diese Gleichung nach y aufzulösen, müssen wir ihren Inhalt folgen
dermaßen ausdrücken: 

"y ist derjenige Exponent, der über der Grundzahl a die Zahl x erzeugt.'' 
Wenn wir statt des Wortes Exponent das in diesem Sinne gebräuch

lichere "Logarithmus" einführen, können wir sagen: 
"y ist derjenige Logarithmus, der über der Grun.dzahl a die Zahl x 

erzeugt." 
Hierfür schreibt man kürzer: y = alog x. 
(Gelesen: y ist gleich dem Logarithmus von x zur Grundzahl a.) 
Nach dieser Erklärung ist also der Logarithmus die inverse Funktion 

(§ 17) der Exponentialfunktion. 
Die Funktionen y = "log x und x = a" sind demnach völlig gleich

bedeutend und liefern dieselben Kurven oder: Die logarithmische Linie 
y ="log x ist die zur Exponentiallinie y = a" inverse Kurve, d. h. sie 
geht aus dieser Exponentiallinie hervor durch Spiegelung an der Ge
raden y = x. 

a heißt, wie bereits erwähnt, die Grundzahl oder Basis des Loga
rithmus und kann gleich jeder positiven Zahl sein. Gebrauchte Werte 
für a sind: 

a = 10 (gewöhnliche, gemeine oder dekadische Logarithmen).1) 

a = 2771828 (natürliche Logarithmen).') 
a) Zeichne mit Hilfe der Logarithmentafel die Kurve y = 10log x. 
b) Vergleiche diese Kurve mit y = 1 0"'. 
c) Beweise folgende Sätze: 

alogO=-oo, (a>1), atog1=0, aloga=l. 

d) Der Logarithmus einer negativen Zahl hat keinen reellen Wert. 
(Warum?) 

1) Briggs 1617. 2) Neper 1614. 
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§ 27. Di:fferentialquotient des Logarithmus.- Einführung 
der natürlichen Logarithmen. 

I. In Abb. 59 ist die Funktion y = log x zeichnerisch dargestellt.•) 
Auf der Kurve sind die Punkte P und P 1 angenommen mit den Koordi

1 

0,8 

0,6 

0,4 

naten x und y, bzw. x1 und y1• 

Der Differenzenquotient ist also 
.dy Yt -y 
.dx= x1 -x· 

0,2 

0~+.-~~--~~~-=~~~ 345 '189 

Aus y= log x folgt y1 =log :I:t 
und daher 

.dy _ logx1 -logx 

.dx- a:t-a: 
-0,2 

-0,4 

--0,6 

-0,8 
Abb. 59. 

log(-?) 
- ll;_ -X 

Da. x1 - x = LI x, folgt 
x1 = aH- LI x. Setze beide Werte 
in die letzte Gleichung ein: 

.dy log(~) log (1 + ~) 

.dx= .dx = .dx • 

Set:t.e .d .T = .!... Hieraus folgt LI x = .::.. 
X fl fl 

.d y log ( 1 + ! ) 

.d x = x : log ( 1 + ! ) = ~ · log ( 1 + ! )". 
fl 

Wir haben nun den bekannten Grenzfibergang zu machen, indem wir LI z 
und LI y sich unbegrenzt der Null nähern lassen. Hierbei wird n immer größer 
und der Ausdruck 

nimmt dann schließlich den Wert e = 2,71828 an (vgl. § 20 11). Also 

finden wir d y 1 d (log x) 1 
5. :.=- · log e od&r --.J--=- ·log e. ax x ... x x 

Es ergibt sich also: Der Differentialquotient eines gemeinen 
Logarithmus ist gleich dem reziproken Wert seines Numerus 
mal dem Loga.ri thmus der Zahl e. 

11. Diese Formel gewinnt eine besonders einfache Gestalt, wenn m:tn 
die Grundzahl des Logarithmensystems so wählt, daß log e gleich 1 wird; 
d h. wenn man die Zahl e selber zur Basis des Logarithmensystems macht. 
(Der Logarithmus der Basis ist ja stets gleich 1.) Es wird dann 

dy 1 
ax=li· 

1) Wo nichts anderes bemerkt, bezieht sich y=logx immer auf die Grund
zahl 10. 
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Man nennt nun die Logarithmen, die auf die Basis e = 2,71828· • · 
bezogen sind, "natürliche Logarithmen" und bezeichnet sie mit ln (x). 
In der höheren Mathematik werden fast nur natürliche Logarithmen ge
braucht. Um einen natürlichen Logarithmus zu differenzieren, haben wir 
also, wie oben gezeigt, die einfache Formel: 

dy 1 d d(lnx) 1 
Ist y = ln (x), dann ist dx = x o er dx x 

Regel: Der Differentialquotient eines natürlichen Logarith
mus ist gleich dem reziproken Wert seines Numerus. 

III. Sehr einfach ist der Zusammenhang zwischen den gewöhnlichen 
und natürlichen Logarithmen: 

Es sei lna = x. 
Hieraus folgt nach den allgemeinen logarithmischen Gesetzen: 

e"'= a. 
Dieser Ausdruck wird in gewöhnlicher Weise logarithmiert, 

also x log e = log a, oder da uns x = lna gegeben ist, folgt 
loge ·lna = loga. 

Da loge =log 2,7183 = 0,4343, 
ergibt sich log a = 0,4343 · lna 

1 
und lna = 0 4343 · log a oder lna = 2,3 · log a. 

' Der gewöhnliche Loganthmus einer Zahl ist gleich dem 
0,4343-fachen Wert ihres natürlichen Logarithmus. Um
gekehrt ist der natürliche Logarithmus einer Zahl gleich 
dem 2,3-fachen Wert ihres gewöhnlichen Logarithmus. (Mer
cator 1668.) 

Berechne mit Hilfe der Tafel der gewöhnlichen Logarithmen die natür
lichen Logarithmen der Zahlen 1-10 und stelle sie bildlich dar. 

(y = lnx.) 

IV. Differenziere d1e Funktion y = ln (« + ß x). 
Dieses ist eine mittelbare Funktion. Man setzt daher die 

Funktion 

gleich u, differenziert und multipliziert dann noch mit u 1• 

Also y =Zn (a + ß x), 
dy 1 p 
dx = a+ßx · ß = a+ßx' 

1. y=ln(x!-1) 

2. y=ln(1-x) 

Übnngsanfgaben. 
dy 2x 
dx = x'-1 
dy -1 
dx = 1- x 
dy 3 (x2 -2x) 
dx = x 3 - 3x1 + 2 

innere 
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4. y=ln(1-x•) 

5. y = ln(x5) 

6. y = ln(xn) 

7. y=ln(!) 

8. y = ln(3x) 

9. y=ln(5x) 

10. y = ln(3) 

11. y = ln(5x') 

12. y = ln(ax") 

13. y = ln(yx) 

14. y = ln(Yx) 

15. y= zn(Vx) 

dy _- 4x1 

dx- 1- x• 
dy 5 
dx=x 

dy tl 

d!lJ= {i 

dy 1 
dx = --; 
dy 1 
dx=x 

dy 1 
dx=x 

dy =0 
dx 

dy ' 
dx=x 

dy tl 

dx=x 

dy 1 
dx= 2x 

dy 1 
dx= nx 
dy 1 
ax=-sx 

Bei den folgenden Beispielen kann man vorteilhafterweise vor dem 
Differenzieren logarithmisch umformen. 

16 - ln (" + P x) d Y = ~P_ 
· Y- a-px dx a 1 -P1 x 1 

17. y = ln G = :) :~ = 1 ~ x' 

18. JL:- ln CV~ ~=) :~ =- 1 ~ x' 

19. y = ln ( 1 ) 
V1 +x' 

y = ln ( x ) Y1- :x;l 
20. 

21. y = ln (x + y'1 + x') 

22. y = ln (X+ y:f+Xi) 
x- V1 + x' 

23. y=x·ln(x) 

24. y = x11 ln(x) 

dy X 
dx = -1 + x' 

dy 1 
dx=x\1-x') 
dy 1 

dx= Y1 + x' 

dy= 2 
dx Vl + x 1 

:~ = 1 + ln(x) 

:: = x(t + 2ln(x)) 
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25. y = x3 ln(x) 
dy 
dx = x'il(l + 3ln(x)) 

26. y = x"'ln(x) ~y = x"'- 1 (1 + nln(x)) 
dx 

27. y = (ax + b) ·ln(x) dy = ax+ b + aln(x) 
dx x 

28. y = (ax + b)3 ·ln(x) :~ = (ax+ b)2 ex :b + 3 aln(x)) 

29. y = yx ·ln(x) dy=2+ln(x) 
dx 2yX" 

ln(x) d y 1 -ln(x) 
30· y=-x dx= x' 

ln 1x) d y 1- 2ln(x) 
31. y=~ dx= x 3 

ln(x) d y 1- 5ln(x) 
32. y = ----xs dx = xe 

lntx) dy 1-nln(x) 33. y= -- -= -----:--::. x"' dx x"' + 1 

x dy ln(x)-1 
34· Y = ln(x) dx = ln'tx) 

x 8 dy x 2 (3ln(xl-1) 
35• Y = ln(x) dx = ln'(x) 

36. Zeichne die Kurve y = ln (x). 
37. Zeichne die Kurve y = x ·ln(x). Untersuche ihr Verhalten im 

Punkt x = 0. Suche etwaige Maxima oder Minima. 

(Min. x = ~·) 
38. Ebenso die Kurve y = ln(x) • 

X 

(Max. x = e; Wdp. x = ye8.) 

§ 28. Der Differentialquotient der Exponentialfunktion. 
I. Da die Exponentialfunktion die inverse Funktion des Logarithmus 

ist, so gelingt es leicht, ihren D.Q. aus demjenigen der logarithmischen 
Funktion herzuleiten. Es sei 

y= a"'. 
Logarithmieren wir diese Gleichung im natürlichen System, so er

halten wir 
ln(y) = x • ln(a) 

1 
oder x=ln(a)·ln(y); 

x ist also eine mit dem konstanten Faktor l n~a) multiplizierte logarith

mische Funktion von y, und wir erhalten nun durch Differenzier~n: 
dx 1 1 . dx 1 1 
-d =-1 ( ) • -, oder da y = a"' 1st, folgt -d =-1 ( ) • -· 'IJ n a y y n a a"' 
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Hieraus finden wir sofort 
dy d(a"') 
- = a"' ·ln(a) oder--= a"' ·ln(a) dx dx ' 

d. h.: Der D.Q. der Exponentialfunktion aoo ist gleich dieser Expo
nentialfunktion mal dem natürlichen Logarithmus ihrer Grundzahl. 

li:t der höheren Mathematik kommt sehr häufig die Funktion 

y = e00 (e = 2,71828) 

vor. Für diese ergibt sich nun dy = e"' ·ln(e) dx 

oder, weilln(e) den Wert 1 hat, :!=e'ro, 
d. h.: Die Exponentialfunktion e00 gibt di1ferenziert wieder e00• 

Um y = eh+s zu differenzieren, setze man 2 x + 3 = u; man erhält 

dy- eh+s. 2 
dx- • 

li. Übnngsanfgaben. 
1. y = ea:r+ß dy = ea:r+ß • a 

dx 

2. y=e"'" dy = ear. a 
dx 

3. y= e-" dy=- e-:IJ 
dx 

4. y = ex+1 ~'!!_= e"+t 
dx 

5. y = aS:e dy = ahln(a) • 3 
dx 

6. y= 2" dy = 2'"ln(2) 
dx 

7. Y = 4ax+ß dy = 4a.z+ß • aln(4) 
dx 

X d !Je -
8. y= 4e 4 _JL= e4 

dx 

9. y=x•e" dy = e"'(1 + x) 
dx 

10. y = x2. e" :~ = x • er(2 + x) 

11. y = xn • e'" dy = xn-1(n + x)&' 
dx 

12. y=(x-1)·e" 
dy __,_ = X • e" 
dx 

13. y= (x9 -2x+2)e" dy = xll. e" 
dx 

14. y =er+ e-" dy -= e'"- e-a dx 



15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 
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1 y = 2 (emx + e-mz) 

y = (e"' + e-"')2 

e"' 
y=-

X 

e"' 
y= xt 

e"' 
y=-

.Xn 

e'" -1 

y= e"'+l 

e"'+1 
y=-

e"'-1 

y= Ye" 
y = e"'ln(x) 

e"' 
y=ln(x) 

y = e" + ln(x) + x8 

1 
y = e"'+1 

1 
y=--= 

Ve"'+1 

dy m 
dx = 2 (em"'- e-"'"') 

:;=2(eh-e-Bz) 

dy e" (x-1) 
dx= x2 

dy e"'(x-2) 
dx= x 5 

dy e'"(x-n) 
dx = xn+l 

dy 2e"' 
dx = (e"'+ 1)1 

dy 2e"' 

dx =- (e"'-1)' 

dy -v;; 
dx=T 

:; = e"' (~+ ln(x)) 

dy e" (zn (x)- ~) 
dx = ln'(x) 

:;= e" +~+ 3xs 

dy -e"' 
a-x= (e"' + 1)1 

dy -e"' 

dx 2y(e"' + 1)s 

28. y = ln(e"') dy_ 1 
dx-

29. 

30. 

Zeicbne die Kettenlinie y = i- ( e"' + e-"') und bestimme ihre 
Maximum-, Minimum- und Wendepunkte. 

(M:in. x = 0.) 

Ebenso die Kurve y = !!!._ • 
e"' 

(Max. X= 1; Wdp. X= 2.) 

31. Ebenso y = x • e"'. 
(Min. X = - 1 ; W dp. X = - 2 .) 

32. 
_J...,. 

Ebenso y = e 9 

(Max. x = 0; Wdp. X=± 1.) 

33. Ein Körper von der Temperatur T' Grad Celsius wird in eine 
Umgebung gebracht, die die Temperatur 0 Grad Celsius besitzt. Durch 
Wärmeabgabe an die Umgebung erkaltet der Körper und hat nach -r Se-
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kunden nur noch die Temperatur T Grad Celsius. Für den Vorgang der 
Erkaltung hat man folgende Formel aufgestellt: 

T = T' · e-a-r (a eine Konstante). 

Es wird also die Temperatur T als eine fallende Exponentialfunktion 
von der Zeit -r betrachtet. Es sei z. B. für einen gewissen Körper von 
der Temperatur T' = 50° und a = 0,02: 

T = 50 • e-O,oh. 

Zeichne die Temperaturkurve und deute dieselbe; was bedeutet der 

Differentialquotient ~~? 
~! == - 0,02 • 50e-0•01 " bedeutet die Temperaturzunahme in der Zeit

einheit bei einer sehr geringen Beobachtungszeit; man kann sagen: die 
Geschwindigkeit der Erwärmung; sie ist negativ (warum?). 

Die letzte Formelläßt sich auch schreiben: ~: = - 0,02 · T, d. h. die 

Erkaltungsgeschwindigkeit ist der jeweiligen Temperatur proportional. 

34. Ein Punkt bewegt sich auf einer geraden Linie nach der Weg
Zeit-Gleichung: s = s0 • & 1; hierin bedeutet t die Zeit in Sekunden, s der 
Abstand des Punktes vom Nullpunkt der Geraden und a eine Konstante. 
Was bedeutet dann die Konstante s0? 

Wie groß sind Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes nach 
t Sekunden? 

(s0 = Abstand des Punktes zur Zeit t = 0; 

ds t d dls I t 
d t = s., • a · e" , o er d t' = s0 • a ea , 
ds 
dt=a·s, 

VI. Die trigonometrischen und zyklometrischen 
Funktionen. 

§ 29. Die Funktionen des Einheitskreises. 

I. Zu den bisher behandelten Funktionen x" und a"', die arithmetisch 
erklärt sind, kommt nun noch eine dritte Art von Funktionen hinzu, die 
aus der Geometrie stammen und zunächst reiv 6eometrisch erklärt werden. 
Der Kreis, obgleich ein so einfaches geometrisches Gebilde, bietet den
noch sehr viele wichtige Aufgaben, die mit den Hilfsmitteln der elemen
taren Rechnung nicht lösbar sind, und um diese praktisch und mit einem 
genügenden Grade der Genauigkeit durchführen zu können, hat man ge
wisse Funktionen ersonnen und ihre Warte in Tabellen zusammengestellt. 
Der Betrachtung dieser Funktionen dienen die folgenden Abschnitte. Es 
ist dabei am einfachsten, einen Kreis mit dem Radius 1 (m oder dm oder 
cm, was natürlich gleichgültig ist) zugrunde zu legen; man nennt ihn 
den Einheitskreis. 
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IT, Einen solchen Kreis ( Abb. 60) denken wir uns durch Drehung der 
Strecke 1 um ihren einen Endpunkt 0 entstanden. Die Drehung kann 
entweder in der Richtung des Uhrzeigers 
oder entgegengesetzt geschehen. Wir nennen 
die Uhrzeigerbewegung auch diene ga ti ve, 
die entgegengesetzte die positive Dreh
richtung. Sei die Anfangslage unserer 
drehbaren Strecke (wir wollen sie kurz den 
"z eiger" nennen) O.A, so können wir eine 
zweite Stellung des Zeigers, OB, durch 
einen der beiden Winkel A 0 B (IX oder c/) 
festlegen. Den Winkel zählen wir in be
kannter Weise von 0 bis 360 Grad, und 
zwar positiv oder negativ, je nach der oben 
erklärten Drehrichtung. 1) Derselbe Zei· 
ger, der z. B. durch IX= 160° festgelegt 
ist, könnte ebensogut durch IX' = - 200 ° 
bestimmt werden. Natürlich kann man 
auch Winkel über 360° einführen durch Abb. 60. 

mehrmaliges Durchlaufen des Kreises. Der eben als Beispiel gewählte 
Winkel kann also auch durch die Winkel 160° + 360° = 520° oder 
durch 160° + 5 • 360° = 1960° wiedergegeben werden. 

Während sich nun der Zeiger im positiven Sinn von 0 ° bis 360 ° dreht, 
wächst der zugehörige Kreisbogen AB von dem Anfangswert Null bis zu 
einem Wert an, den man als Kreisumfang bezeichnet, Winkel und 
Kreisbogen wachsen proportional miteinander; ja, es läßt sich überhaupt 
der .Winkel nur durch den Kreisbogen verstehen und benutzen. Die Be
rechnung der Länge der Kreisbögen und des Kreisumfangs läßt sich aber 
nicht elementar, sondern nur mit Hilfe von schwierigen Grenzübergängen 
( vgl. § 20 III) durchführen. Diese Berechnungen, die man in den Lehr
büchern der Geometrie finden kann, haben das Ergebnis geliefert: Der 
Umfang des Einheitskreises ist 6,2831 ... Längeneinheiten. 

:Man hat die Hälfte dieser Zahl mit n bezeichnet; also n= 3,1415 .. . 2) 

Der Umfang des Einheitskreises ist dann also 2n, und der Umfang eines 
Kreises vom Radius r ist 2 n • ,. oder für den Durchmesser d gleich n d. 

lU. Mit Hilfe dieser Zahl n gelingt es nun in einfacher Weise, zu jedem 
Winkel von IXo den zugehörigen Bogen a des Einheitskreises anzugeben. 
Man braucht nur die Proportion zu beachten: 

a : 2 n = IX 0 : 360°. 

Umgekehrt kann man damit zu einem gegebenen Bogen a den zuge
gehörigen Winkel berechnen. 

Ist a der zu a 0 gehörige Bogen des Einheitskreises, so schreibt man 
kurz: a ist das Bogenmaß des Winkels von a 0 oder 

a = arc a 0 (arc = arcus =Bogen). 

1) Die einzelnen Quadranten (Viertelkreise) sind durch die römischen Zif
fern I-IV unterschieden, entgegengesetzt zur Drehrichtung der Uhrzeiger. 

2) Die Bezeichnung ~ für das Verhältnis des Umfangs zum Durchmesser 
des Kreises führte Jones 1706 ein. 

Grünbaum-Jakobi, Funktionenlehre. 7.AuA. 8 

T 
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.Aus obiger Proportion findet man sofort: 
arc 0°= 0 

arc 30° = !!_ = 0 5236 6 l 

arc 45°= !!_ = 0 7854 
4 ' 

arc 90° = !!_ = 1 5708 2 l 

arc 180°= n = 3,1416 

arc 270°= S:n: = 4 7124 
2 ' 

arc 360°=2:n:= 6,2832. 
IV. Lassen wir nun (Abb. 60) wieder den Zeiger OB sich in positiver 

Richtung von der Anfangslage 0 .A aus herumdrehen, dann kann man be
kanntlich bei jeder Zeigerstellung gewisse Strecken festlegen, die man 
als "Funktionen des Einheitskreises'· oder "tngonometrisclle 
Funktionen" bezeichnet. Erstens haben wir die Koordinaten des 
Kreispunktes B, also die Strecken 00 und OB. Man nennt 

die Abszisse 0 0 den Cosinus des Winkels a, 
die Ordinate OB den Sinus des Winkels a; 

da der Bogen a zum Winkel a proportional ist, so sagt man auch 
0 0 = cos a, ( Cosinus des Bogens a) 
OB= sin a, (Sinus des Bogens a). 

Ferner errichtet man in den Achsenpunkten .A und .A1 die Tangenten an 
den Einheits kreis. Auf diesen Tangenten werden durch die Verlängerung des 
Zeigers OB die Strecken .AT und .A1 T' abgeschnitten; man nennt nun AT 
den Tangens, .A1T 1 den Cotangens des Winkels a oder auch des Bogens a; 
also .A T = tg a = tg a 

.A 1 T' = ctg a = ctg a. 
Endlich findet man in den technischen Kalendern auch noch Tafeln 

der Sehne AB und der Bogenhöhe h, sowie der Bogenlänge a und des 
von Sehne und Bogen begrenzten Abschnitts. 

Die wichtigsten dieser Funktionen sind: sin a, cos a, tg a.1) 

In der Trigonometrie werden diese Funktionen als Verhältnisse von 
Seiten des rechtwinkligen Dreiecks erläutert. Daß dies mit der jetzigen 
allgemeinen Erklärung übereinstimmt, ist leicht zu zeigen, 

. OB OB 
z. B. sm a = OB=T= OB. 

Ebenso kann man einige Beziehungen zwischen den Funktionen des 
Einheitskreises sofort aus der Zeichnung ablesen: 

1. sin1 a + cos2 a = 1; 

2. 

3. 
4. 

t sin a • t cos a • g a = __ , c g a = -.-, 
cosa sm a 

tg a • ctg a = 1 ; 

Sehne .AB= 2 • sin ~; 
2 

1) Diese Bezeichnung führte Euler 1753 ein. 
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5. Bogenhöhe h = 1 - cos ; ; 

6. Ausschnitt= ; = ~ arc a Flächeneinheiten; 

7. Abschnitt = } ( arc a - sin a) Flächeneinheiten. 

§ 30. Die Funktionen Sinus und Cosinus. Amplitude, 
Phase, Periode. 

I. Läßt man den Zeiger 0 B von 0 ° bis 3 60 ° laufen, so kann man 
sich das Wachsen und Abnehmen der Funktion Sinus sehr anschaulich 

Winkela I Bogen x 

o• 0 

46° 
n 

-
4 

90 ° 
n 

-
2 

136° 
3-n 
4 

180 ° n 

226 ° 
6:n; 

4 

270 ° 3-n 
2 

316° 
7:n; 

4 
360° 2-n 

I y=sinx 

0 

0,707 

1 

0,707 

0 

-0,707 

-1 

-0,707 

0 

vorführen. Da ferner der Sinus als eine 
Ordinate(y) in demAchsensystem.AO.A' 
erklärt wurde, so ergeben sich auch so
fort die Vorzeichen für die verschiede
nen Werte. Man erhält so nebenstehen
de Tabelle.1) 

Beschreibe den Verlauf der Funktion 
y = sin x! Welche Werte nimmt sin 
an, wenn man den Zeiger im negativen 
Sinn dreht? In welchen "Quadranten" 
ist der sin positiv bzw. negativ? 

II. Um den Verlauf der Funktion 
y = sin x bildlich darzustellen, müßten 
wir auf der X-Achse die Winkelet oder 
die Kreisbögen x auftragen; da dies nicht 
möglich ist, so teilen wir die x- Achse 
annäherungsweise in Vielfache und 
Bruchteile der Zahl n = 3,1416 und er

richten in den Teilpunkten die zugehörigen Sinusstrecken als Ordinaten. 
Wie dies am einfachsten geschieht, zeigt Abb. 61. 

Jx ------'----------L;.-:-:_:--~~~:1--- Abb. 61. 

t) Nachfolgt>nd werden häufig die Maße für die Winkelgröße in GradeJJ 
und Bogenmaß einander gleich gesetzt, zur Förderung der Anschaulichkeit, 
obgleich dies vielleicht streng wissenschaftlich bedenklich erscheint. 

s• 
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Man erkennt sofort, daß die Funktion für~ ihr Maximum= 1, für 
3
2"' ihr Minimum = - 1 erreicht, und daß sie für 0, n 1 2 n den Wert 0 

annimmt. Da wir den Ei:1heitskreis beliebig oft positiv und negativ 
durchlaufen können, so muß die Kurve nach rechts und links sinngemäß 

Winkel a I Bogenx 

oo 0 

45° "' -
4 

90 ° "' -
2 

135° 
3n 
4 

180 ° n 

225 ° 5n 
4 

270° 3n 
- -

2 

315 ° 7n 
-

I y= coax 

I 1 

0,707 

0 

-0,707 

-1 

- 0,707 

0 

0,707 

fortgesetzt werden. Die "Sinus l in i e" 
besteht daher aus unendlich vielen kon
gruenten Bögen, die sich im Abstand 2 n 
periodisch wiederholen. Man nennt da
her Sinus eine "periodische Funk· 
ti o n" mit der Periode 2 n. 

In gleicherWeise läßt sieh die Funk
tion Cosinus behandeln. Die neben
stehende Tabelle zeigt ungeflihr den 
Verlauf. 

Beschreibe den Verlauf! In welchen 
Quadranten ist eos + bzw. -? Um die 
Funktion eos x zu zeichnen, brauchen 
wir nur in der vorigen Abbildung an 
Stelle der Sinusstrecken die zugehörigen 
Cosinusstrecken aufzutragen. (Abb. 61 ) 

Wir sehen, daß die Cosinuslinie eine um 

j- nach links verschobene Sinuslinie ist. 
I 

4 
360 ° 2n 1 

111. Die Funktionen Sinus und Cosinus sind also periodische Funk
tionen, d. h. ihr Verlauf wiederholt sich periodisch. Aus diesem Grunde 
werden sie zur Beschreibung solcher Vorgänge benutzt, die sieh in immer 
gleichen Zeiten in gleicher Weise wiederholen; man nehme als Beispiele 
die Erscheinungen des Wechselstroms oder die Bewegung eines Kurbel
getriebes. Es treten bei derartigen Vorgängen einige eigentümliche Be
griffe auf, die wir an Hand der Sinuskurve erläutern wollen. 

Die Sinuslinie y = sin x nimmt als äußerste Werte + 1 und - 1 an; 
man sagt dann, sie hat die "Amplitude", die größte Abweichung aus 
der Mittellage, gleich 1. Es ist nun aber sehr leicht eine Sinuswelle 

I 
.Abb. 63. 

herzustellen, die als äußerste Werte 
+ a und - a besitzt; eine solche 
Sinuswelle hat die Gleichung: 

y = a · sin x. 
Es sind hier einfach alle Ordinaten 
mit a multipliziert. 

IV. Wir betrachten im Einheits
kreis (Abb. 62) zwei Zeiger 0 B1 

und 0 B2 , die starr miteinander 
verbunden sind, derart, daß, wenn 
der eine sich dreht, auch der andere 
sich mitdreht und beide stets den 
gleichen Winkel cp miteinander 
bilden. Bildet also 0 B1 mit der 
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Anfangslage OA den Winkel oder Bogen x, dann bildet OB2 mit der
selben den Winkel oder Bogen x- g;. Man nennt g> die Phasenver
schiebung oder den Phasenverscbiebungswinkel. Die beiden Funktionen 

y1 = sin x und y1 = sin ( x - rp) 

nehmen, sobald x sich ändert, die gleichen Werte an; y1 jedoch eilt stets 

um den Winkel rp voraus. Ist z. B. rp = 30° = i• so ergibt sich folgende 
Zusammenstellung: 

X y1 = sin x y1 = sin ( x-i) 
oo 0 -0,6 

15 ° 0,269 -0,259 

80 ° 0,5 0 

45° 0,707 0,259 

60 ° 0,866 0,5 

75 ° 0,966 0,707 

90 ° 1 0,866 

105 ° 0,966 0,966 

120 ° 0,866 1 

135° 0,707 0,966 

y1 hat z B. für 45 ° bereits den Wert, den y1 erst für 7 5° erreicht, usw. 
(Abb. 63.) 

V. Die Funktion y = sin x hat die Periode 2n; d. h. vermehrt sich 

Abb. 63, 

x um 2n (360°) oder um ein ganzzahliges Vielfaches von 2n, dann 
ändert sich der Wert von y gar nicht; 

also sin (x + n · 2n) = sin x. 

Man kann auch sagen: Vergrößert sich x, bis es den Wert x + 2 n 
erreicht hat, dann nimmt y alle seine Werte nacheinander an und wird 
schließlich wieder bei seinem ursprünglichen Wert anlangen. 

Es entsteht jedoch oft die Notwendigkeit, eine Sinuswelle zu besitzen, 
die nicht die Periode 2n, sondern eine andere Periode, etwa p, hat. Es 
ist leicht zu sehen, daß die Funktion 

. (2n ) y=sm Ji'x 
diese Bedingung erfüllt. p spielt hier dieselbe Rolle wie 2n bei der ge
wöhnlichen Sinuswelle. Hier ist flir 
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x=O y = sinO - 0 

x=f " 1 
4 

y= sin 2 

x=f 
2 y = sin" 0 

8p . 3n 1 x=- y=sm 2 =-4 

x=p y= sin 2n= 0. 
Wenn sich also hier x von 0 bis p vergrößert, durchläuft die Funk

t.ion gerade eine Welle. 

VI. Nun ist es sehr leicht, die Gleichung einer Sinuswelle anzugeben, 
die eine vorgegebene Amplitude a und Periode p hat, sie lautet: 

. (2% ) y= a·sm -p·x · 
Eine Funktion, die gegen die eben genannte noch die Phasenverschie· 

bung 1:p hat, besit:t.t die Gleichung: 

y = a • sin (2; • [x -p]). 

§ 31. Aufgaben und Anwendungen. 
I. a) Zeichne die Kurven y = 2 sin x und y = 0,8 • sin x. 

b) Ebenso y = 2 sin x und y = 2 sin ( x - -i") · 
c) Beschreibe die Kurve y = f sin ( x + ~) · 
d) Zeichne die beiden Kurven y= sin (~" x) und y = sin (2:n:x); wel

ches sind die Perioden dieser Funktionen? 
e) Zeichne und erkläre die Kurve y = sin ( 2 x) 

(~" = 2; p = :n:.) 

f) Wie heißt die Smusfunktion, die die Amplitude 3 und die Periode 
i besitzt? (y = 3 sin (4x).) 

g) Erkläre und zeichne die Funktion y = 4 sin (~- i) • 
{ a = 4, p = 4:n:, IP = i--) 

h) Ebenso y = 2 sin (2x- n). 

(a=2, p=n, ~:p=i·) 
i) Was haben die beiden Funktionen y = a · sin (mx + n) und 

y = b • sin (mx + n') gemeinsam? 

{Die Periode p = ~ ·) 
k) Es ist y = cos x = sin ( x + i) · Deute dies an der Kurve. 
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II. a) Zeichne die aus 2 Sinusfunktionen zusammengesetzte Funktion 
y = sin x + sin 2x. (Abb. 64.) 

(Man zeichnet zuerst die beiden Funktionen y = sin x und y = sin 2 x 

und bildet dann die geometrische Summe je zweier zusammengehöriger 
Ordinaten. Die entstehende Kurve ist zwar wieder periodisch mit der 
Periode 2:rc, jedoch keine Sinuslinie.) 

b) Zeichne die Kurve y = sin x + sin ( x- ~) · (Abb. 65.) 

(Man erhält hier wieder eine Sinuslinie. Bestimme aus der Abbildung 
Amplitude und Periode derselben.) 

c) Zeichne y = sin x + cos x und bestimme Amplitude und Periode. 

(a = ß, p = 2:rc.) 

ID. Bildet man aus den beiden Funktionen 

y1 = a,. sin (ax + {J1), 

Yt = a3 sin (ax + {J2), 

die gleiche Perioden besitzen, durch Addition die Funktion 

Y = a1 sin (ax + {J1) + a1 sin (ax + ~2), 
so erhält man wieder eine Sinuslinie. 

Beweis: Man bekommt 

y = a1 sin (ax) cos {J1 + a1 cos (ax) sin ß1 

+ ~ sin (ax) cos {J1 + «s cos (ax) sin ß2 
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oder 
y = sin (ax) · [a1 cos ß1 + a2 cos ß2] + cos (ax) [a1 sin ß1 + al! sin ß2]. 

Wir führen nun für die in den Klammern stehenden Summen die 
Größen ein: 

1. 
a1 cos ß1 + a2 cos ß2 = A· cos cp, 
a1 sin ß1 + a2 sin ß2 = .A • sin cp, 

wodurch wir erhalten: 

y = sin ( a x) • A · cos cp + cos ( ax) · A · sin cp, 
somit y = A· sin (ax + cp), 

d. h. y ist in der Tat eine Sinusfunktion mit gleicher Periode (wegen des 
ax), aber anderer Amplitude (.A.) und anderer Phase (cp). Die letzteren 
beiden Größen ergeben sich aus den Gleichungen 1. 

Durch Quadrieren und Addieren derselben ergibt sich: 

a~ + a~ + 2 a1 a2 • cos (ß1 - ß2 ) = All, 
also A = + V a~ + a; + 2 a1 a2 cos (fJ1 - ß2) • 

Ferner ergibt sich durch Division der beiden Gleichungen 1: 

t _ a1 sin ß1 + a1 sin ß1 g cp - ------- ' 
a1 cos ß1 + a1cos ß1 

somit sind .A. und cp durch die gegebenen Größen a1 , al!, ß1 und ß2 be·· 
stimmt. 

Man spricht das Ergebnis gewöhnlich wie folgt aus: 

Bei der Übereinanderlagerung zwei er (oder mehrerer) Sinnswellen 
von gleicher Periode entsteht wieder eine Sinnswelle derselben 
Periode. 

Beispiel: Für die oben gezeichnete Kurve ergibt sich: 

Hier ist 

y == sin x + sin (x -i)· 
n 

al= 1, a2=1, ßl=O, ß~=-6' 

A= y2 + 2cosi= 1,932, 

. n 
-sm-

6 X 
tg cp = ---n=- tg 12' 

l+cos 6 

n 
cp = -12. 

Somit stellt sich y dar als y = 1,932 · sin ( x- ~) · 

IV. Bedeutend einfacher erledigt sich die Aufgabe durch ein zeichne· 
risches V erfahren. 

Sind y = a1 sin (ax + ß1) und y = a2 sm (ax + ß2) 
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die beiden Sinusfunktionen, und zeichnet man nun aus den beiden Ampli
tuden a1 und at (als zwei Seiten) und aus ß1 - ß2 (als dem eingeschlossenen 
Winkel) ein Parallelogramm (Abb. 66), 
so wird nach dem Cosinussatz die B 
Diagonale 

A=ya~+ a~+ 2a1 a1 cos(ß1 --ß8), 

also gerade gleich der Amplitude. 
D. h.: Ans den beiden Amplituden 

.zwei er Sinnslinien mit gleicher Periode 
findet man die Amplitude der durch 
Addition entstehenden nenen Sinns
linie ebenso, wie man zu zwei Kräften --o-611!-:::.....L.IJQ.J--l------. :c 
die Resultante findet. Abb. 66. 

l!'erner kann man aus der Zeichnung sofort ablesen (Proj = Abkürzung 
für Projektion): 

Proj. von OB= Proj. von OB1 + Proj. von B1 B. 
Projiziert man also alles auf Ox, so folgt die früher mit 1. bezeichnete 

Formel: A · cos cp = a1 • cos ß1 + a1 • cos ßJ ; 
d. h. der in der Abbildung mit cp bezeichnete Winkel ist zugleich 
Phasenverschiebungswinkel der neuen Sinuslinie. 

Beispiele: a) y=sinxt sin(x-i)· 

Aus der Zeichnung ergibt sich sofort cp = - ~ · 

b) y = sin x + cos x oder y = sin x + sin ( x + i) · 
Die Abbildung ergibt sofort A = -,12, cp = i· 

der 

c) Beweise rechnerisch und zeichnerisch die für die Lehre des Drei
phasenstromes wichtige Formel: 

sin x + sin (x + 120°) + sin (x + 240°) = 0. 

V. a) Zeichne die Kurve y = sin2 x 
Beweise, daß auch diese Funktion eine Sinuslinie (aber mit der Periode n: 

und in anderer Lage gegen das Achsensystem) darstellt. 
(Man kann schreiben: y =i-[1- cos 2x].) 
b) Zeichne ebenso y = cos2 x und suche die Formel 

sin!x + cos8x = 1 zu deuten. 

e) Zeichne y = sin x · cos x und vergleiche sie mit der gewöhnlichen 
Sinuslinie (Ampl. = ·h Periode= n:). 

VI. Ein gerader Kreiszylinder vom Radius r wird durch eine Ebene, 
die zum Querschnitt unter cp Grad geneigt ist, geschnitten. Die Schnitt
fläche ist bekanntlich eine Ellipse. Was fiir eine Kurve wird aus dieser 
Ellipse, wenn der Zylindermantel zu einer Ebene aufgerollt wird? 
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Nach Abb. 67 ist 
X 

y = s · tg «p, s = f' • sin z, z = -• 
r 

also t • t • X y=r· g«p·smz=r· g«p·sm;;-

• X 
y = a · sm;;-• oder 

d. h. die Kurve ist eine Sinuslinie mit der Amplitude a = r · tg 9' und 
der Periode 2nr. (Geometrische Deutung?) 

VII. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten b und a wird um 
einen Zylinder vom Radius r aufgewickelt, so daß die Kathete a sich um 
den Grundkreis legt; es entsteht dann bekanntlich eine Schraubenlinie. 
Steht hierbei der Zylinder senkrecht zur ersten Projektionsebene, so ist 
die zweite Projektion der Schraubenlinie eine Sinuslinie. 

Beweis: Ist (Abb. 68) 0 1 P' der Grund-
riß, 0 11 P 11 der Aufriß der Schraubenlinie, 

dann ist ~= !, also m = ax 1 

m a b 
ferner m = r · 9', wenn 9' in Bogenmaß 
ausgedrückt ist; daher 

a 
9' = br • x, endlich ist y = t' • sin 91 , 

also y = r · sin (bar· x) 

0 

p LJy 
0 X A 

Abb. 67. 

, 
I 

I 
i 
i 

""I .,,. .,.. ' 
/ I 

i 
i p• 0 

----,l!---) 
IJ 
i 
.o· 
i 

Abb. 68. 



§ 31. Aufgaben und Anwendungen 

VIU. Zeichne die Kurve y = e-z · sin x. 
(Wellenlinie mit fortwährend abnehmender Amplitude.) 

IX. Die am häufigsten vorkommende trigonometrische Gleichung 

a · cos IJl + b • sin IJl = c, 
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worin IJl ein unbekannter Winkel, a, b und c beliebige feste Zahlen sind, 
läßt eine sehr einfache graphische Lösung zu: 

Wir setzen cos IJl = x, sin IJl = y, 

dann erhalten wir an Stelle unserer Gleichungen die beid.m Gleichungen 

a · x + b · y = c, 
xs+ y2= 1, 

die wir zeichnerisch durch Schnitt eines Kreises (vom Radius 1) mit einer 
geraden Linie lösen (vgl. S. 22, Abb. 15). 

Seien (Abb. 69) P1 (x1 y1) und P2 (x9y2) die Schnittpunkte, dann sind, 
wie man ohne weiteres aus der Zeichnung 
ersieht, 

x 0 Pt = 'Pt und x 0 P2 = IJls 

die gesuchten Lösungen für den Winkel 'P· 
(Wie viele Lösungen kann die Gleichung 

haben?) 

X. Gleichungen der Form sin x --}x = 0 
und ähnliche kann man zeichnerisch durch 
Schnitt einer Sinuslinie mit einer Geraden 
Hlsen; also in diesem Fall durch bildliehe 
Darstellung von 

y= sin x und y= -}x. 
Die bildliehe Darstellung zeigt sofort, 

Abb.69. 

daß es außer x = 0 noch 2 Lösungen gibt, eine zwischen i und n, die 

andere zwischen - i und - n. 

Zur gemmeren Berechnung wird man das Näherungsverfahren an
wenden. Ist a der zum Bogen x gehörige Winkel, so schreibt man: 

Nun wird 

Probe: 

sin a -tarc a = 0. 
f( 90°)=+0,215 
((120°) = -0,181 

((108°) = + 0,008 
((109°) = -0,005 

a= 108°36' 

1(108°36')= + 0,00006. 
x= arc 108 11 36' = 1,89543. 
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§ 32. Der Differentialquotient der Funktionen Sinus 
und Cosinus. 

I. Die Abb. 70 stellt uns die Funktion y = sin x bildlich dar. Auf der 
Kurve nehmen wir 2 Punkte P (Koordinaten x und y) und P1 (Koordi

0.9 ~ ---- -xt--- ---
0,8 

06 

Q5 

Abb. 70. 

naten x1 und y1) an. Dann ist der 
Differenzenquotient 

.tly _ Yt-Y. 

.t1x- x1 -x 
Weil y = sin x, ergibt sich 

. d .t1y sin x1 - sin x 
Yt = sm xt un -::;- = . 

LJX x1 -x 
Da bekanntlich sin x1 - sin x 

X +x . X -X 
= 2 cos T sm T' folgt 

2 cos xt + x · sin x, - x 
2 2 

' oder x1 -x 
sinx_,_-_x 

.t1y x1 +x 2 

.tlx = cos -2- • -x~---x-
-2-

Beim Übergang vom Differenzen- zum Differentialquotienten wird, da 
für sehr kleine Winkel die Größe in Bogenmaß gleich dem Sinus gesetzt 
werden kann, der Quotient 

sin XI -X 
2 

x1 -x 
2 

1. 

Außerdem wird dann x1 = x (weil die Punkte P und P1 zusammenfallen). 
Wir erhalten somit 

dy x+x - = COS -- • 1 = COS X 
dx 2 

Abb. 1 L. 

d (sin x) 
oder -dx = cos x. 

li. Ganz entsprechend ergibt 
sich der D.Q. von y = cos x, 
wenn man beachtet, daß 
cos x1 - cos x = 

2 . x1 +x . x1 -x 
- • sm - 2- • sm-2-, 

d(cosx) . 
nämlich --- = - s1n x. d.x 

111. Anschauliche Ablei
tung: In Bogenmaß gemessen 
(Abb. 71), ist ~ AOB = x 1 

und -9:: A 0 0 = x + L1 x. 
Somit ist y == sin x und y1 = 
sin (x + L1 x). Der D.Q. der 
Funktion y = sin x ist wieder 

dy 
a-x· 
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Im Dreieck BOD ist aber ~'2= cos x. Wirdnun Bogen.d x immer klei

ner, so wird er mit Sehne B 0 an Größe immer mehr übereinstimmen. 
Im Grenzfalle wird also L1 y in d y übergehen, B 0 in dx, also wird 
dy cri= cos x. 

Mache die entsprechende Ableitung für y = cos x. 

IV. a) Drücke die Beziehungen von y = sin x, sowie y = cos x zu ihren 
Differentialquotienten durch Regeln aus. 

b) Erkläre die Vorzeichen in den Formeln 

Y = sin x, dy= cosx 
dx ' 
dy . 

y = COS X, dx =- Slll X 

durch das Steigen und Fallen der Kurve. 
c) Wie heißt der II.D.Q. von sin x (von cos x)? Was geht daraus für 

die Konvexität oder Konkavität dieser beiden Kurven hervor? 
d) Bestimme die Maximum- und Minimumpunkte der Sinus- und Co

sinuslinie. 
e) Wo liegen die Wendepunkte dieser Kurven? 

V. Differenziere folgende Funktionen: 

1. y = sin (2 x) :~ = 2 · cos (2 x) 

2. y = cos (2 x) :~ =- 2 · sin (2 x) 

3. y= 2 · sin(j) dy = cos (~) 
dx 2 

4. y= m · cos (nx) dy . ( ) -=-mn·sm nx dx 

5. . cn ) y=a·sm -p·x dy = a. 2n. cos cn. x) dx p p 
6. y = a • sin cpn • [X- p]) dy 2n cn ) - = a · - · cos - · [ x - p] dx p p 
7. y= sin2 x :~ = 2 sin x · cos x = sin (2 x) 

8. y = cos1 x :~ =- sin (2 x) 

9. y= sin11 x + cos2 a. dy=O 
dx 

10. y = sin3 x : ~ = 3 sin 1 x · cos x 

11. y = cos4 x dy 4 3 . - = - COS X • Slll il: dx 

12. 1 dy -COBX 

y= sin x dx= sin 11 x 

13. 1 dy sinx 
'!)= COS X a.x= cos2 x 
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14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

1 
y= sin2 x 

1 
Y = cos'x 

y= ln (sinx) 

y = ln (cos x) 

y=x·sinx 

y= X • COSX 

sinx 
y=-

X 

y = e" · sin x 

y= e-x · sinx 

y = e-u · sin (ß x) 

y = sin x · cos x 

y = ( 1 + 2 sin x) · cos x 

y = sin x · sin (1- x) 

y = Sin X - X • COS X 

y = 2 cos2 x- cos (2 x) 

1- cosx 
y=1+cosx 

dy -2 cosx 
dx= sin8x 
dy _ 2sinx 
dx- cos 8x 

dy = ctgx 
dx 

~!=- tg:r: 

dy + . d X = X • COS X Sill X 

dy . + d X = - X • Slll X COS X 

dy _ x · cosx-sinx 
dx- x' 

~; = e• (cos x + sin x) 

:~ = e-x (cos x- sin x) 

:; = e-ax · [~ cos (ßx)- asin (~x)] 

:~ = cos (2 x) 

:; = 2 cos ( 2 x) - sin :r: 

~; = sin (1- 2 x) 

dy . 
dx=x·smx 

dy= 0 
dx 
dy 2 sin x 
dx = (1 + cos x}l· 

VI. a) Ein auf wagerechter Ebene liegender Körper vom Gewicht G 
und dem Reibungskoeffizienten fL soll durch eine Kraft fortgezogen werden, 
die unter q1 ° zur Ebene geneigt ist. Wie groß ist diese Kraft P und für 
welchen Winkel q1 wird sie ein Minimum? 

Die gesuchte Kraft P muß so groß sein., daß ihre wagerechte Kompo
nente P • cos q1 die Reibung überwindet. Die Reibung ist 

R = fL ( G- P · sin q~ ). 

Somit wird 

also 

P • cos qJ = fL ( G - P · sin q~ ), 
p,·G P= . 

COS rp + fl- Bln rp 

p 1 
und-= . 

"" G cos rp + "" Sln rp 

p 1 
Setze - 0 = -, also 

"" z 
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z = cos rp + f' • sin rp 
dx . + 0 d cp = - Slll rp f' • COS rp = 

d'x . ( l M . ) dcp'=- cos rp- f' sm rp a so axrmum. 

Aus - sin rp + f' · cos rp = 0 folgt f' = sin cp oder cos cp 

tg rp = f'· (Deutung?) 

b) Im rechtwinkligen Koordinatensystem sei ein Punkt P (a, b) 
gegeben. Man soll durch P eine gerade Linie so legen, daß das 
durch die Achsen ansgeschnittene Stück .AB möglichst klein wird. 
Wie groß ist der spitze Winkel rp zwischen der Linie und der X-Achse 
zu nehmen? b a 

AB=.AP+PB=-.-+-· sm cp cos cp 
s -

AB wird ein Minimum für tg rp = V: · 
c) Der Eisenkern einer Spule habe kreuzförmigen Querschnitt. (Abb. 72.) 

Welche Abmessungen muß man nehmen (wie groß wird insbesondere der 
Winkel rp), wenn der Kern die Spule mög
lichst ausfüllen soll? 1) 

Der Flächeninhalt F des Eisenkerns wird, 
wenn der Radius der Spule = 1 gesetzt wird. 

F = 4 • cos2 rp - 4 • ( cos rp - sin rp )'A, 
qnd zwar ein Maximum für 

rp = 31°431• 

VII. Für einen sinnsförmigen Wechsel
strom gilt das Gesetz 

. J . /h: ) 
t = · sm \T · t • Abb. 72. 

Hierbei ist die Veränderliche t die Zeit, die Veränderliche i die Strom
stärke, T ist die zu einer Periode nötige Zeit, also eine Konstante, J ist 
die maximale Stromstärke. Die durch Selbstinduktion hervorgerufene 
Spannung ist 

L · :~ (L = Selbstinduktionskoeffizient). 

Es wird 

L • di = L • J • 2 n. cos (2 n. t) = L. J. 2 n . sin (h. t + ~) • 
dt T T T T 2 

Welche Phasenverschiebung hat diese Spannung gegen die Strom
stärke i? 

( ~ ·) 
Vill. Ein Punkt P bewegt sich gleichförmig auf einem Kreise vom 

Halbmesser r und braucht zu einem Umlauf die Zeit T (Zentralbewegung) 

1) Gewöhnlich ist r = 25 cm für praktische Zwecke zu setzen. 
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Man lege durch den Mitttllpunkt des Kreises zwei senkrechte Achsen X und 
Y und bestimme Geschwindigkeit und Beschleunigung der Projektionen 

des Punktes P auf die Achsen. 
Die Winkelgeschwindigkeit von 

P ist 2;' kommt der Punkt in 

der Zeit t von A bis P (Abb 73), 
dann ist das zum Winkel AOP 

gehörige Bogenmaß = ~ · t. 
Für die Projektionsabstände z 

und y ergibt sich: 

X= r • COS c; • t), 
. (2:n: t)· y=r·sm 'f" , 

für die Geschwindigkeiten: 

fJ., = ~~ = - r • 2; • sin c; . t) = - y • 2;' 

dll 
fJy = it = 

2:n: (2:n: ) r·T •cos T·t = 
2n. 

X• T' 

für die Beschleunigungen: 

d 1 x 4:n:1 (2:n: ) 4n1 

b., = d t' = - r · '1!2 · cos T · t = - x • "Ti, 

d'y 4:n:1 • (2:n: ) - 4:n:' 
b11 =dt'= -r·T' •Sm T·t =-y•J!I• 

Die wirkliche Geschwindigkeit und die Zentripetalbeschleunigung 
des Punktes P ergeben sich hieraus als: 

Die Bewegung der Projektionen des Punktes P wird als "harmonische 
Bewegung" bezeichnet. 

§ 33. Die Funktionen Tangens und Cotangens. 

I. Im § 29 III haben wir die Funktionen Tangens und Cotangens er
klärt als die Strecken AT und A' T' des Einheitskreises (siehe Abb. 60). 
Der Verlauf dieser Funktionen ergibt sich aus den folgenden kurzen 
Tabellen. 
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y= tg X y=ctgx 
X l y X '!I 

0° od. 0 0 0° od. 0 00 

30° 
n 

0,577 
" 6 30° 

n 
1,732 

" 
-
6 

45° 
n 

1 " 4 
45° 

n 
1 

" 
-
4 

60° 
n 

1,732 " s 60° 
n 

0,577 " 
-s 

90° 
n ±oo " 2 90° 

n 
0 

" 
-
2 

120° 
2n 

-1,732 
" s 120° 

2n 
-0,577 

" 3 

135° 
Sn 

-1 
" 4 135° 

Sn 
-1 

" 4 

150° 
5n 

-0,577 
" 6 150° 

5n 
-1,732 

" 6 

180° 
" 

n 0 180° 
" 

n ±oo 
Für Werte von x, die größer sind als n, werden sich die Werte von y 

einfach wiederholen. Die Schaubilder beider Funktionen (Abb. 7 4) bestehen 
daher aus unendlich vielen kongruenten Zweigen, die sich im Abstand n 

Abb.'l4. 

G r II n b a um -J' a k ob f, ll'unldionenlehre. 7, A:a1l. 9 
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wiederholen. Für die Abszissen ± ; ' + s;' ± 52n • • • • • sind die zu· 

gehörigen Ordinaten die Asymptoten der Tangenskurve. Die entsprechen
den Asymptoten der Cotangenskurve sind die Ordinaten, die zu den Ab
szissen 0, ± n, + 2 n · · · · · gehören. 

ß. D.Q. von Tangens und Cotangens. 
Die Funktionen y = tg x und y = ctg x können auf die Funktionen sin 

und cos zurückgeführt werden. Es ist 

sinx 
y=tgx=-· cosx 

Also 
dy cosx.cosx-sinx·(-sinx) 
dx = cos 2 x 1 

dy cos'x+ sin'x 1 
dx= cos'x = cos•x' 

Ebenso findet man für 
cosx y = ctgx= -. _, 
SlDX 

dy sinx · (-sinx)-cosx · cosa: 
dx = sin'x ' 
dy sin2 x+cos1 x 1 
dx=- sin'x =-sin'x' 

Dies ergibt die Regel: 

d(tgx) 1 d(ctgx) 1 
~=cos'x' ~=-sin'x' 

Man kann diesen Formeln noch eine andere Gestalt geben. Es ist 
1 • I + t __ = SlD X COS X= 1 + t 2 X 

cos•x cos'x g ' 

1 sin 'x + cos' x 
--- 1 + ctg' x; sin2 x- sin 2 x 

also auch füry=tgx, :~=1+tg9 x, 

" y = ctg x, :~ =- (1 + ctg2 x). 

Diese letzteren Formeln werden wir jedoch nur selten benutzen. 

ID. Man differenziere folgende Funktionen: 

1. y=tg(2x) 
dy 2 
dx = cos'(2x) 
dy -1 

dx= 2 . '(x) 
SlU 2 

2. 

3. y = tg X - ctg X 
dy 1 
dx = ~in•x · cos ~x 

4. y = ln(tg x) 
dy 2 
dx= sin(2x) 



!). 

6. 

7. 

§ SS. Die Funktionen Tangens und Cotangens 

y = ln (ctg x) 

y=tg1 x 

=ln(1+tgx) 
Y 1- tgx 

dy -2 
a-x= sin (2x) 

dy 1 
--= 2 tgx ·--dx cos 1 x 
dy 2 
dx= cos(2x)· 
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IV. Einer Turbinenanlage fließt das Wasser durch einen Kanal von 
trapezförmigem Querschnitt und dem Böschungswinkel a = 60° mit einer 
Geschwindigkeit v = 0,9 m/sek zu. Welche Sohlenbreite x muß der 
Kanal erhalten, wenn der Anlage Q = 1,8 cbm/sek Wasser zugeführt 
werden sollen? 

Bekanntlich wird die Reibung um so geringer, die zugeführte Wasser
menge also um so 
größer, je kleiner· der 
benetzte Umfang u ist. 
Nach Abb. 75 ist 
nun u =AB+ BO 
+ AD und da BO 

AD =-!!-,wird Abb.?5. BlD IX 
'Y ~y 

BO+ AD= 2 • -.-, also u = x +-.-· SlU IX SlUIX 
Nun ist der Kanalquerschnitt 

F= CD+.A~. y 
2 

und 
oder 

OD = AB+ DE + OG =AB+ 2DE 
OD = x + 2y ctga. 

(Weil AB= x und DE = y • ctga.) 
Hieraus folgt 

und 

Da nun 

folgt 

somit 

und 

Aus 

folgt 

F x+x+2yctga 2x+2y·ctga 
= 2 ·y= 2 ·Y 

F = (x + y ctga) • y 
F x =-- y • ctga. 
'Y 

u=x+ ~Y, 
Sln a 

F 2y F (2-COSIX) U=--y•ctga+-.-=-+. y, y sm a y sma 

du __ F + 2-cosa= 0 
dy - y1 sin a 

dlu 2F ( l . d . M' . ) -d 2 = - 8 a so Wir u em mimum • y y 

du= _F +2--:cosiX=O 
dy y 2 Blll a; 

Fsina 
y= 2-cosa:' 
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Da nach der Aufgabe IX = 60° und 

F = _§[ = 1'8 = 2 qm, 
V 0,9 

~~~70 ~~~~ 

~ l t = 1 I '2 • sin 60 ° = 1 I 2 • 0,86603 = l 07 5 
.o g Y V 2 - cos 6o o V 2 - o,5oooo • m 

F 
und beim Einsetzen dieses Wertes in x = y- y • ctg IX die gesuchte 
Sohlenbreite x = 1,241 m. 

V. Hat der Kanal rechteckigen Querschnitt, so ist IX= 90° und nach. 
obiger Ableitung wird die Sohlenbreite x = 2 m. 

Einfacher gestaltet sich die Lösung le~terer Aufgabe durch die Über-

r
~ legung, daß der Gefälleverlust z 

~--· ~gleich dem Quotienten aus Be-
netzungsumfa.ng x + 2 y und Was-

Y serquerschnitt xy ist. (Abb. 76.) 
,.,.,.",".,.",.,.,.,.".,;;""""'"""'~ Nun folgt aus F =:= xy, daß 

- Fot d Abb. 76. Y = fi IS un 
aJ 2 

121=-...L-. 
F' X 

Die Differentiation gibt 

Aus 

folgt 

somit 

Da nun 

wird 

dz = F-1_ 2x-2 = 0, 
dx 

d 2z 4 ( 1 o d 0 Mo o ) dx' = xs a so Wir s etn 1mmum • 

dz 1 2 dx = F- - 2 x- = 0 

x = 'V2F und y = -} 'V2F, 
y=-}xo 

x' F=xy=x -}x= 2-=2, 

x = 2m und y = 1 mo 

§ 340 Die zyklometrischen Funktionen. 
I. Es sei ein Bogen AB= s des Einheitskreises (Abbo 77) gegeben. 

Ist s die zugehörige Sinusstrecke, also 
s = Sinus des Bogens s, 

dann läßt sich die Beziehung zwischen s 
und z auch noch auf eine zweito Art 
ausdrücken: 

s =Bogen zum Sinus s, 
~-.;._....1-f.A, wofür man kürzer schreibt: 

Ab'b.1'l. 

z = arc sin s. 
Ist ebenso c die zu z gehörige Cosinus

strecke, so kann man statt 
c=cosz 

auch schreiben: s = arc cos Co 
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In ganz entsprechender Weise lassen sich die Bezeichnungen arc tg 
und arc ctg erklären. Auf diese Weise entstehen die vier "zyklometri
schen" Funktionen oder Arcns-Fnnktionen: 

y = arc sin x, 
y = arc tg x, 

y = arc cos x, 
y = arc ctg x, 

die die inversen Funktionen der vier trigonometrischen 

y = sin x, y = cos x, 
y = tg x, y = ctg x 

sind. D. h.: Spiegelt man beispielsweise die gewöhnliche Sinuslinie 
y = sin x an der Geraden y = x, dann ergibt sich die Kurve x = sin y 
oder y = arc sin x. Diese Kurve ist also einfach eine um die Y- Achse 
verlaufende Sinuslinie. Entsprechendes gilt für die drei anderen zy klo
metrischen Funktionen. 

II. Berechne: arc sin {-. 
Der Winkel oder Bogen, dessen Sinus gleich -} ist, ist der Winkel von 

30° oder der &gen : bzw. auch der Winkel von 150° oder der Bogen 

~:' es ist aber leicht zu sehen, daß jeder Winkel oder Bogen, der sich 

von den beiden genannten um ganzzahlige Vielfache von 360° = 2 n 
unterscheidet, den gleichen Sinus = {- besitzt. 

Daher ist 1 5 :n: 
arc sin- = _!__ + n · 2 n und = -- + n · 2 n 2 6-· 6- ' 

arc sin + hat also unendlich viele Werte. Ebenso haben arc cos 0,6, 
arc tg 1, arc ctg 0 nicht nur einen bestimmten Wert, sondern unendlich 
viele Werte. Man nennt daher die zyklometrischen Funktionen "vi e 1-
deutig". 

Oft nennt man denjenigen Wert von arc sin x usw., der, absolut ge
nommen, am kleinsten ist, den Hauptwert. 

Beispiele: 

a) arc sin :1.-•. =·-j + n · 2n, Hauptwert = ~' 
:n: o:n: :n: 

b) arc cos 0,5 = -3 ± n · 2n und = 8 ± n · 2n, Hauptwert = 3 , 

c) arc tg 1 = !!. + n . n Hauptwert = ~4 ' 4- ' 

,;- :n: :n: 
d) arc ctg y 2 = 6 ± n · n, Hauptwert = 6 . 

ill. a) Zeichne die den vier zyklometrischen Funktionen entsprechen
den Kurven. 

b) Erkläre die Vieldeutigkeit dieser Funktionen an den gezeichneten 
Kurven. 

c) Beweise aus der Erklärung, bzw. mit Hilfe des Einheitskreises, fol
gende beiden Gleichungen: 
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arc sin {XJ + arc cos {XJ = ~ 1 
" (für beliebiges x). 

arc tg {XJ + arc ctg {XJ = 2 
IV. Um unsere vier zyklometrischen Funktionen zu differenzieren, be· 

achten wir, daß wir ja ihre Umkehrungen, die trigonometrischen Funktionen, 
bereits differenzieren können. Wir erhalten, da 

y = arc sin x gleichbedeutend mit x = sin y, 
y=arccosx 
y=arctgx 
y=arcctgx 

" 
" 
" 

11 X= COS y, 
11 X= tg y, 

" x = ctg y, 

zunächst die Gleichungen: 

::= cos y = y 1- sin1 y= yt=X', 

tlx =- sin y =-y 1- cos' y=-y1- xt, 
tly 

tlx 1 1 + t t 
tly- cos 1 y- g Y 1 + x1, 

dx 1 
-:.---=- -.-1-=-(1 + ctg2 y) =-(1 +x1). uy sm y 

Bilden wir endlich die reziproken Werte, so ergeben sich folgende 
Formeln: 

y = arc sin x, 

y = arc cos x, 

y = arc tg x, 

dy 1 

dX= Jll-x'' 
dy 1 
-=- ' dx V'1-xt 
dy 1 
di.C= 1+ x 1 ' 

dy 1 
y = arc ctgx, :r-=--1 1 • 

wX -t- X 

V . . tl (a.rc sin x) 1 
• Anschauhebe Able1tung von _.M -===· 

"'"' V1-x' 
In Abb. 78 ist im Dreieck 

.dx BOD cos y = 7 -, also auch 
.. Y 

entsprechend beim Ubergang zum 
tlx dy 1 

D.Q. dy= cos y und dx = cos 11 • 

Im DreieckBEO ist aber cosy 
OE .,/ 

=OB und da OE= y O.b 2-x! 

und 0 B = r = 1 , folgt cos y 
.,,-- dy 1 

= y 1 - x9 , also ----;, = --=== 
u.X Jl1-a,t 

oder da y = arc sin x 
d (arc sin x) 1 

tlx V1-x' 
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VI. Differenziere: 

1. y = are sin ( 4:1:) dy 4 
dx= V1-16x1 

2. y = arc cos ( 5 x) dy -5 
dx= yt_:_25xl 

3. y = arc tg (7x) 
dy 7 
dx= t--t49x1 

4. y = arc ctg (2 x) dy -2 
dx= 1+4x1 

5. y = arc sin ( 1 - x) dy -1 

dx= V2x-x• 

ü y = arc ctg (1 - x) dy 1 
-= dx 2-2x+ x• 

7. y = arc cos (;-) 
dy 1 

dx = xy'x2 _:_ 1 

8. y = arc ctg (~) dy 1 
dx = t+x' 

9. y=arcsinf1-x2 
dy 1 

dx=- V1-x• 

10. y = arc tgy'X 
dy 1 

dx = 2 (1 + x> v-x 
y = arc siny' 

X dy 1 
11. dx= t+x1 1 + ... 

12. y = x • arc tg x --ln ( y 1 + x2) 
dy 
dx=arc tg x 

13. y = X • arc sin X + ri--=- X2 
dy . dx= arc sm x 

14. y = x • y 1 - x2 + arc sin x :~=2-y'l=-- x1 • 

§ 35. Die Krümmung der Kurven. 
I. Ein kleines Teilchen eines Kreisbogens läßt sich so auf dem Kreis

umfang verschieben, daß es in jeder Lage mit allen seinen Punkten auf 
dem Kreise liegt; man sagt, der Kreis habe überall die gleiche "Krüm
mung"; betrachten wir aber eine beliebige Kurve, so ist es nicht mög
lich, ein Teilchen derselben in obiger Weise zu verschieben; die einzelnen 
Teilchen der Kurve haben verschiedene "Krümmung". Zwei Kreise von 
ungleichem Radius haben auch ungleiche Krümmung; man sagt, der klei
nere Kreis habe die größere, der größere Kreis die kleinere "Krümmung". 

Um das Wesen dieser Krümmung schärfer zu erfassen, machen wir 
folgende Betrachtung. 
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Durchläuft ein Punkt den Kreisumfang (Abb. 78a) von P bis P11 dann 
ändert sich auch die Tangentenrichtung von -z- bis T1• Die Zunahme des 
Tangentenwinkels ist •1 - • =AT. Wir nennen nun das Verhältnis 

LI?: =K 
Bogen PP1 

die zum Bogen PP1 gehörige "Krümmung" . 

.!1 

0 

Abb. 78&. 

Nun ist aber Bogen PP1 = r · LIT, 
wenn AT im Bogenmaß ausgedrückt ist; daher wird 

K.. K LI'!: 1 
rummung = f'• LJT= r' 

d. h. die Krümmung eines Kreises ist unabhängig von der Größe des Bo
gens PP1 ; sie ist stets gleich dem reziproken Wert des Radius. 

Eine gerade Linie hat die Krümmung 0. (Warum?) 
ß. Es sei nun eine beliebige Kurve gegeben (Abb. 79). Unter der 

Ay 

0 X 
.Abb. 79. 
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"zum Kurvenbogen PP1 gehörigen Krümmung K" verstehen wir wieder 
das V erhii.ltnis 

K = .::1-r: = .::1-r: • Sehne PP1 ., 

Kurvenbogen PP1 Sehne PP1 Kurvenbogen PP1 

wofür wir schreiben können 

oder 

K = .::1-r: Sehne PP1 

JIA:.c 2+ .::Jy1 Kurvenbogen PP1 

A-r: 

K= -:di • SehnePP1 • -v 1 + (~ !) s Kurvenbogen PP1 

Halten wir nun P fest und lassen P1 immer mehr auf P zurücken, 
dann werden Sehne und Kurvenbogen PPu sowie die Größen Llx, Lly 
und Ll.,; sich immer mehr verkleinern; die Krümmung K geht hierbei 
einem Grenzwert entgegen, den wir als "Krümmung der Kurve im 

Punkt P" bezeichnen. Die Differenzenquotienten ~; und ~: gehen in 

d- ts h d D Q d '!I d d-r: . b d Q ti Sehne PP, 1e en prec en en . . d- un :.-- ü er; er uo ent K b PP a; u:.C urven . 1 

nimmt nach § 20 V den Wert 1 an. Als Krümmung K für den Punkt 
P erhalten wir durch den beschriebenen Grenzflbergang: 

d-r: 

K= tfii • -v1+ (:;r 
Ill. Dem gefUndenen Wert kann man durch eine kleine Rechnung 

eine brauchbare Form geben. Der Zähler :: ist ein D.Q., und zwar der

jenige von .,; , wenn .,; als Funktion von x betrachtet wird. 

Nun war tg.,; = dy. 
d:.c' 

also ist .,; = arc tg (:~· 
Da gemiß der Kurvengleichung y eine Funktion von x ist, so ist auch 

der D.Q. :! irgendeine Funktion von z, und endlich ist auch .,; die 

Funktion (arc tg) einer Funktion von z. Wenn wir also nach der Regel 
iiber mittelbare Funktionen differenzieren, so erhalten wir 

d-r: 1 [ dy] 
da:= 1 + (:!r. D.Q. von da: ' 

oder 
a-r: 1 d 1 y 

da:= 1+ (:;r. d:e·· 

Tragen wir diesen Wert in die Formel für K ein, so erhalten wir 
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oder 

d'y 
dx' 

K= si 

[t+ (:~)']2 
y" (dy , d'y ') K= --y·--y. (t+y'•rt tl&ll- 'dmz-

Die Krümmung K hängt also vom I. und II. D.Q. der Funktion ab. 
IV. Den reziproken Wert von K, wir wollen ihn (! nennen, bezeichnet 

man als Krümmungsradius für den Punkt P (Abb. 80). 
Denken wir uns nämlich das sehr 

!I kleine Kurvenstück PP1 als Kreis
bogen, so ist sein Radius, da PP1 

die Krümmung K besitzt, nach der 
in I. dieses Paragraphen gegebenen 

X 

Abb. 80. 

Erklärung gleich, ~ also gleich €!· 
1 

Trägt man (! = K auf der kon-

kaven Seite der Kurve senkrecht 
~ur Tangente auf, so daß also 
PM= (! wird, dann heißt M der 
zu P gehörige Krümmuugsmittel
punkt. 

Der Kreis um M mit Radius Q 

heißt der Krümmungskreis des 
Punktes P. 

V. a) Für den Krümmungsradius 
(! haben wir die Formel: 

s 
(1 + y'!j:! 

(!= y" 
b) Für einen Kurvenpunkt, dessen Tangente der X-Achse parallel 

läuft, ist '!/ = 0, also: 1 
q =-;;· y 

c) Im Fall eines Wendepunktes, wenn also y" = 0 ist, wird (! unend
lich groß. (Deutung?) 

d) Zeichnet man zu allen Punkten einer Kurve die zugehörigen Krüm
mungsmittelpunkte, so werden diese sich wieder zu einer Kurve ordnen, 
die als Evolute der ersten Kurve bezeichnet wird. Die erste Kurve heißt 
dann Evolvente der zweiten. 

e) Wie groß ist der Krümmungsradius der Parabel y = ax2 ; welchen 
Wert nimmt er für den Scheitel an? s 

, " (1 + 4a1x')! y = ax2 , y = 2ax, y = 2a, €! = 2a • 
1 

Für den Scheitel wird x = 0, also (! = 2 a · 
1 

f) Für die Parabelgleichung y' = 2 p x oder y = y'2P · x T erhält man 

l/(2x +P)" 1 f.. 0 d W rt 
(! = J' p ' a SO ur X = en e (! = p. 
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g) Wie groß ist die Krümmung in den Scheiteln der Ellipse 
xz yl 
a' + b2= 1? 

(!?t = ~~, !?~ = ~1, zeichne hiernach die 4 Krümmungskreise!) 

h) Bestimme den Krümmungsradius für die Maximumpunkte der Sinus
linie y = sin x! 

((I = 1, vom Vorzeichen wird abgesehen.) 

i) Wie groß ist der Krümmungsradius im Scheitel der Hyperbel 
:cy= a? 

s 

(!? = (a'2:::) T, für den Scheitel wird x = Va, !? = Y 2 a .) 

k) In der Festigkeitslehre wird für die Biegung belasteter Balken die 
Formel benutzt: E. J 

M=--• 
I! 

worin E den Elastizitätsmodul, M das Biegungsmoment im Abstand x 
vom einen Ende, J das Trägheitsmoment des Balkenquerschnitts und !? 
den Krümmungsradius der neutralen Faser bezeichnet. 

Bei geringer Durchbiegung kann in 

~:~= 

s 
(1+y'')T 

y'' 

y' = tg "; nur einen sehr kleinen Wert haben; man vernachlässigt daher 
y' 1 und schreibt: d'y 

M=E·J·-· dx' 

VII. Integralrechnung. 
§ 36. Differential und Integral einer Funktion. 

I. Der D.Q. von 

ist bekanntlich 

y= x4 

dy = 4xs· 
dx ' 

führt man in diese Gleichung für y seinen eigentlichen Wert y = x4 ein, 
so kommt man, wie früher gezeigt, zu einer etwas anderen, aber sehr 
bequemen Ausdrucksweise: 

d (x4) = 4xs 
da: ' 

wofür man auch schreiben kann 

dy = 4x8 • dx oder d(x4) = 4x8 • dx, 

d. h. man verfährt mit den Zeichen dx und dy oder d{x4) gerade 
so, als ob dies endliche Größen wären. Ein solches Verfahren ist 
vom streng mathematischen Standpunkte aus eigentlich nicht erlaubt; 

denn das Zeichen ~ ~ ist kein eigentlicher Bruch mit dem Zähler dy und 
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dem Nenner dx, sondern ein einheitliches Zeichen für den vollzogenen 
Grenzübergang d y . L1 y 

-= hm -· 
dx dx=OL1x 

Will man sich also dieser bequemen Schreibweise bedienen, so muß 
man sich darüber klar sein, daß sie nur dann eine bestimmte Bedeu-

tung gewinnt, wenn man wieder die strenge Schreibweise ~ ~ herstellt. 

In den Anwendungen auf Geometrie, Physik und Technik findet man 
aber oft von vornherein statt der endlichen Größen Llx und Lly die 
Zeichen dx und dy benutzt nämlich dann, wenn man die Absicht hat, 

später von :~ durch den b;kannten Grenzübergang auf~~ oder von der 
b b 

endlichen Summe ~y· Llx auf den Grenzwert.{ ydx zu kommen. Der-
a a 

artig unstrenge Ableitungen sind oft sehr kurz und daher zweckmäßig. 
Jedoch muß man sich dabei immer bewußt sein, daß es keine eigent
lichen, sondern nur "symbolische" (scheinbare) Rechnungen sind, die 
man hierbei ausfUhrt, und daß erst die am Schluß der Rechnung auf-
tretenden Größen b 

:~und .{ydx 
a 

wieder eine bestimmte Bedeutung haben. 
Wendet man nun die oben gelehrte symbolische Schreibweise auf die 

allgemeine Funktion y = f( x) 
an, so erhält man dy = f 1(x)dx 
oder df(x) = f'(x) • dx. 

Man nennt dann dx das "Differential von x''; df(x) das "Diffe
rential von f(x)'' und sagt: 

Das Differential einer Funktion f(x) wird gefunden, indem man den 
D.Q. derselben, {1 (x), mit dem Differential der unabhängigen Veränder
lichen ( d x) multipliziert. 

11. Unsere bisher gefundenen Differentiationsformeln können hiernach 
in folgender Weiqe geschrieben werden: 

1. dx" nx"- 1 • dx; 

2. dln(x) = ~ · dx; 

3. da"' ax • ln(a) • dx; 
4. 

5. 
6. 

de"' e"' • dx; 
d sinx = cos x·dx; 
d cosx = ·-sin x·dx; 

7. d tg X = 

8. 
1 

d ctgx = --.- · dx· 
Blll 1 X ' 
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9. 
1 

d arc sin x= -==·dx· V1- x• ' 
1 

d arc cos x = - . dx· y1- x• ' 
10. 

11. 
1 

d arc tg x = 1 + x•" dx; 

12. 
1 

d arc ctg x = - 1 + xz • dx. 

III. Als Aufgabe der Differentialrechnung kann nun betrachtet wer
den: Zn einer beliebigen Funktion f(x) das zugehörige Differential 
aufzufinden. Wir sind nach dem Bisherigen imstande, diese Aufgabe für 
die elementaren Funktionsn und ihre einfachen Zusammensetzungen zu 
lösen. 

Wir wollen nun aber die umgekehrte Aufgabe in Angriff nehmen. Es 
sei z. B. das Differential 10 x9 • d x gegeben und wir fragen: Wie heißt 
die Funktion, die man differenzieren muß, um 10 x9 d x zu erhalten? Die 
Antwort lautet: x10• Wir können daher x10 als die ursprüngliche 
Funktion zu dem Differential l0x9 dx bezeichnen. 

Wir schreiben: x10 = J 10x9 dx. 
(Gelesen: x 10 ist die ursprüngliche Funktion zu 10x9dx oder 

x 10 ist das Integral von 10x9dx.) 

Nach dieser Erklärung bedeutet das Zeichen J und das Wort "Inte
gral" soviel wie "Ursprüngliche Funktion". 

Man erkennt sofort, daß aus jeder Formel der Differentialrechnung 
sich durch Umkehrung eine Integralformel herstellen läßt. Z. B.: 

Aus dln(x)=_!_·dx folgt:J_!_dx·=ln(x)+ 0; 
X X 

" d sin x = cosx·dx" Jcosxdx = sin x + 0 usw. 

Es lassen sich nun leicht die folgenden vielgebrauchten Formeln auf
stellen und durch Differenzieren als richtig erweisen. 

I. Jx11 dx = n: 1 • xn+l + 0 (jedoch unbrauchbar fürn = -1), 

IL J d: = ln(x) + 0, 

Ill. fa'"dx = ln~a) • a'" + 0, 

IV. Je'" dx = e'" + 0, 

V. Jsin xdx = - cos x + 0, 

VI. Jcos xdx = sin x + 0, 

VII. J,, dx = arc sin x + 0, 
vt-x• 

VIIL .I 1 !xx• = arc tg x + 0. 
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a) Die überall angefügte Größe 0 ist eine beliebige Konstante; sie 
heißt die Integrationskonstante. Warum muß hier eine solche beliebige 
Konstante beigefügt werden? 

b) Der Ausdruck: J 4x8dx = x' + 0 ist, da 0 eine ganz beliebige Kon
stante ist, noch unbestimmt; man nennt ihn und ebenso alle in obigen 
Formeln enthaltenen Integrale ein unbestimmtes Integral. 

c) Man überzeuge sich durch Einsetzen von n = - 1 in die Formel I~ 
daß diese Formel unbrauchbar wird; was dient als Ersatz für diesen Fall? 

d) Die Integrale VII und VIII lassen sich auch auf eine zweite Art 
berechnen: 

r da; =- arc COS X+ 0 !___.!:__~ =- arc CtO' X+ 0. J Vt- xl ' t+ x: o 

Zur Erklärung beachte die Formeln § 34 illc. 

e) Es ist Jto · cos xdx = lü·Jcos xdx, 

J 2 • x5dx = 2·Jx5dx usw. 

Zeige die Richtigkeit dieser Gleichungen und sprich den Satz in 
Worten aus! f d ( d 

f) Welchen Wert haben J COS ~X und J sin ~X? 

r ~~ = tg X+ 0, r .d~ =- ctg X+ 0. J COS X j Sln :r 

IV. Das von der Kurve y =f(x), der X-Achse, einer beliebigen 
Ordinate m und der Ordinate y des Punktes x eingeschlossene 
Flächenstück soll berechnet werden. (Abb. 81.) 

!/ 

0 

1:7, 

I 

I 

X·FfxJ 

Abb.81. 

I 
I 

- ~~ 
I 
I 
I 
I 

,n : 
I 
I 

I I 

kdx-.l 
I I 

Der Inhalt dieses Flächenstücks ist eine noch unbekannte Funktion 
von x und soll daher durch ~ = F(x) bezeichnet werden. Ähnlich wie 
in§ 9n erhalten wir LJ~ = y • Llx + q • Llx 

AZ 
oder .4 x = y + q. 



§ 86. Differential und Integral einer Funktion 143 
Lassen wir L1 x und damit 

so erhalten wir 

auch (! ~;ich unbegrenzt der Null nähern, 
dz 
dx=Y 

oder 
dz 
dx =f(x), 

d. h. e oder F(x) ist diejenige Funktion, die differenziert f(x) gibt, 
also F(x) = jf(x)dx 

Das unbestimmte Integral 

J f(x)dx 
bedeutet also geometrisch eine Fläche, und zwar diejenige 
Fläche, die durch die Kurve y = f(x) und die X-Achse, sowie 
durch die beliebige Ordinate m und die bestimmte Ordinate des 
Punktes x begrenzt wird. 

Die so gekennzeichnete Fläche ist insofern nicht scharf begrenzt, als 
die Ordinate m ja noch ganz beliebig ist. Darum drückt sich die noch 
unbestimmte Fläche auch durch eine unbestimmte Größe, nämlich durch 
J f(x)dx aus. 

V. Das von der Kurve y = f( x), der X- Achse, sowie den beiden 
festen in a und b errichteten Ordinaten begrenzte Flächenstück ist zu 
berechnen. 

Dieses Flächenstück F stellt sich jetzt wie in § 9n als Differenzzweier 
Flächen dar. ("Abb. 82.) F = F(b) _ F(a). 

r 

0 

m 

I 
i 
I 
i 
i 

i Abb.S!. 

Nun ist F(x) = J f(x)dx; 

somit 

F(a) = J f(x)dx, für x = a; 

F(b) = J f(x)dx, " x = b; 

F= J f(x)dx- J f(x)dx, 
:z=b :z=a 
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d. h. man hat zunächst das unbestimmte Integral jf(x)dx zu berechnen 
und dann in dem Ergebnis für x erst den We1t b, dann den Wert a zu 
setzen; endlich sind die so gewonnenen Ergebnisse zu subtrahieren. Der 

Ausdruck J f(x)dx- J f(x)dx 
~~:=b ~~:=a 

heißt ein bestimmtes Integral uild wird durch 
b 

J f(x)dx 
a 

abgekürzt (gelesen: Bestimmtes Integral von f(x) dx in den Grenzen von 
a bis b). 

3 

Z.B j(3x2 + 1) dx=? 
1 

j(3x1 + 1) dx = x3 + x + 0 
s a 

j'(3x2 + 1) dx = f x3 + x + 01 = (30 + 0)- (2 + 0) = 28. 
1 1 

Der Name: bestimmtes Integral ist gerechtfertigt, weil bei der Sub
traktion die unbestimmte Konstante 0 wieder fortfällt. 

§ 87. Übungsaufgaben und Anwendungen, 

I. 1. Jca + {Jx+rx2)dx ax + p_ x1 + 1_ x3 + 0 2 s 

J~~ =Jx-2dx 
1 

2. --+0 
X 

3. J: dx a·ln(x) + 0 

4. J yxdx= jx+dx t·r?+ 0 

5 Jax j _ _!_d "Jix= X 2 X 2vx+o 

6. Jax 
Yx' ajlx + o 

7. J10"'dx zn\o1o~ + 0 

8. j(a + b · e")dx ax + b · e"' + 0 

9. J (rn · sin x+n· cos x)dx n • sin x-m cos x + 0 

10. Ja"' ·b~dx 1 
ln(ab)·(ab)"'+ 0 

11. J ax 
Vl+x·"Jil-x 

arcsinx+O 



12. 

13. 

14. 

§ 37. Übungsaufgaben und Anwendungen 

f a' ---·dx 
1 + .x' 

f dx 
1-sin2 a: 

f dx 

cos x • Jll - sin2 x 

a1 • arc tg x + 0 

tgx+ 0 

tgx+ 0 

15. xr:;dx _n_ · x -.,-+ 0. f m+n 

mtn 
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ll Zur besseren Erläuterung der Beziehungen zwischen der Funk
tion f(x) und ihrem Integral jf(x)dx werden beide graphisch dargestellt. 
Abb. 83 zeigt die Funktionskurve y = tx3 42 
und die Integralkurve 

"' 
11 

F = J tx' · dx = [~;] = f&x 4• 
JO 

0 9 

(Für diese Kurve F = f& x4 ist diejenige 
von y = tx3 umgekehrt die Differentialkurve.) 8 

Nehmen wir nun auf der X-Achse irgendeinen 
beliebigen Punkt mit der Abszisse x an, so muß 
die zugehörige Ordinate der Kurve F = f& x4 

ebenso viele Längeneinheiten haben, wie die 
Fläche, die von der Kurve y = t x3 , der 
X- Achse und der zur Abszisse x gehörigen 
Ordinate eingeschlossen ist, Flächeneinheiten 
besitzt. 

111. a) Ein Punkt bewegt sich auf einer 
geraden Linie so, daß seine Beschleunigung 

konstant= b 8:, ist. Zu Beginn der Be- --,,.1-~=--+.-""""*-+--i~~6:
wegung hat er vom Nullpunkt der Geraden 
den Abstand s0 und die Geschwindigkeit v0 • 

Abb. 83. 

Wie groß sind Geschwindigkeit und Abstand vom Nullpunkt 
t-ten Sekunde? dv 

dt = b; dv = b • dt; 

V= fb • at = b • t + 01 ; 

v ist aber gleich ::, somit :: = bt + 011 ds = (bt + 01) dt, 

s =f(bt+ OJ dt= tbt2 + 01 t + 0 2 • 

nach der 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten 01 und qi benutzen wir 
die Anfangsbedingungen. 

Für t = 0 ist v = v0 , also b • 0 + 01 = v0 , 01 = v01 

s = s0 , also i-b · 0 + 01 • 0 + 02 = s0 , 02 = s0 • 

Grünbaum-Jakobi, Funktionenlehre. 7,Aufl. 10 
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Die Weg-Zeit-Gleichung lautet also: 

s = i- bt1 + v0 t + s0 • 

Die Geschwindigkeit nach der t-ten Sekunde ist: 

v = b • t + v0 • 

b) Ein im Nullpunkt befindlicher Punkt bewegt sich ohne Anfangs
geschwindigkeit so auf der Geraden weiter, daß seine Beschleunigung pro
portional der Zeit ist. Wie groß ist die Geschwindigkeit und der zurück
gelegte Weg nach t Sekunden? 

d's 
ifti = k • t, (k = Konstante) 

ds k 
tl=-=-·t' 

d t 2 ' 

s = '!__ • t3• 
6 

c) Ein Punkt bewegt sich so auf einer Geraden, daß seine Geschwindig-
keit v das Gesetz •• __ k • 4 r;t 

., y ~ (k = Konstante) 

befolgt. Gesucht sind Weg und Beschleunigung nach t Sekunden. 

s = fk ·Ytdt = }k . .,H + 0; 

b = dv =-k-· 
dt 2yt 

Welche Bedeutung hat die Konstante 0? 

ill. Man berechne die nachstehenden bestimmten Integrale und zeichne 
die entsprechenden Flächeninhalte, bzw. die zugehörigen Kurven und be
grenzenden Ordinaten. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

6 fclx 

• X 
ll 

.. 
9 f clx 

• y""i 
' 

4 f Flächeneinheiten 

ln(3) = 1,0987 

2 Flächeneinheiten 

4,5 

e- .t 
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1 

7. f yid:_ x2 
11: 

2 
u 

1 J dx 11: 

yl=-xt 3 
l 

8. 

2 
1 J dx 

11: 

1+x2 4 9. 
0 

00 J dx 
11: -· 

1+x1 2 10. 
0 

IV. a) Welchen Flächeninhalt bat ein Bogen der Sinuslinie? 
:1t 1t 

Jsin x d x = [- cos x I = 1 - (- 1) = 2. 
0 0 

b) Welchen Flächeninhalt bat der Abschnitt der Parabel y2 = 2 p x, 
der von den Koordinaten a und b eines Parabelpunktes begrenzt wird 1 

a a 

J }"2PXdx =Y2p ·Jixdx = fab. 
0 0 

e) Berechne den entsprechenden Abschnitt für die verallgemeinerte Pa· 
n 

rabel ym = km xn oder y = k • xm . 

~·ab. n+m 

d) W elcben Flächeninhalt bildet die gleichseitige Hyperbel x y = m2 

in den Grenzen x = 1 und x = a? 

m2 • ln (a). 

e) Berechne den oberhalb der X-Achse liegenden Flächeninhalt der 
Kurve y = x8 -- -} x5• 6,75. 

f) Ebenso für die Kurve y = x2 (a2- xll). 

ft a5. 

g) Welchen Flächeninhalt hat der geschlossene Teil der Kurve 

y = (x- a) yx? 5 
..!.a2 
l!J 

V. a) Im Nullpunkt der X-Achse bat man die magnetische Menge m; 
im Abstand r befindet sich die Menge 1. Die auf die Einheitsmenge im 
Abstand x ausgeübte Abstoßungskraft ist nach dem Coulombsehen Gesetz 

to• 
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mol 
K = 7 . Weiche Arbeit wird geleistet, wenn die Einheitsmenge von 

x = r bis x = r1 abgestoßen wird? 
Arbeit bei der Verschiebung von x bis x + dx = K • dx, 

r1 t"1 

Gesamtarbeit = J K · dx =J;ax = m • (~-k)· 
r r 

Die Arbeit, die geleistet wird, wenn die Einheitsmenge bis ins Unend

liche gestoßen wird, ist ~ und heißt das Potential im Punkt x = r. r 
b) Ein Gas hat das Volumen v0 und den Druck p0 • Welche Arbeit 

leistet das Gas, wenn es ohne Änderung der Temperatur, also isothermisch, 
auf das V oluhten v expandiert? 

Hat das Gas den Druck p und das Volumen v, so gilt das Gesetz 

oder 

p • v =Po. Vo 

1 
P = CPovo) • -· 

V 

Die Arbeit bei der Vergrößerung des Volumens um dv ist 

p • dv. 

Die gesuchte Gesamtarbeit also 
" ~ f Pd v = f CPo V0) • ~ d v =Po V0 • l n (:J · 

"o ~o 

c) Das Gas soll adiabatisch, d. h. ohne Gewinn oder Verlust von Wärme 
expandieren. Weiche Arbeit ist nun von dem Gas zu leisten? 

Für die adiabatische Zustandsänderung gilt die Gleichung: 

p. vK =Po. VoK. 

(K = spez. Wärme bei konstantem Druck = K t te )l) 
spez, Wärme bei konstantem Volumen ons an · 

Daher wird die Arbeit: 

~ " 
j•pdv = J(p0 v0K) • v~dv 

P VK 
=~. (v1-K --vol-K). 

1-K 

d) Man soll das statische Moment oder die Lage des Schwerpunkts 
eines Kreisbogens vom Radius r und dem Mittelpunktswinkel a berechnen. 

1) Statt K schreibt man in der Mechanik vielfach auch " (Kappa). 
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Als Achse nehmen wir die Parallele zur Sehne 8 durch den Kreismittel
punkt. Für einen kleinen Bogen d b (Abb. 84) ergibt sich das Moment 

y • db oder da y = r · cos IJ1 und db = r • d 1}1, y db = rll • cos IP • d IP. 

Das statische Moment des 
ganzen Bogens bezüglich der 
genannten Achse wird daher: 

a 
2 

2 .! r 2 • cos 1J1 • d 1J1 
0 

= 2r2 • sin~ 
2 

= 2r 51 • !___= r • 8 2r 

= Radius mal Sehne. 

Der Abstand des Schwer
punkts S vom Kreismittelpunkt 
0 wird nun aus der Momenten
gleichung berechnet: 

b ·OS= r • 8, 

also 

h 

OS=':_.·~= Radius · Sehne. 
b Bogen Abb. 84. 

VI. a) Länge eines Kurvenbogens. 
Für das Kurvenstückehen d8 ergibt sich (Abb. 85) der Wert: 

d8 =idx2 + dyll = v1 + (:~r. dx. 

Daher wird die Länge der Kurve AB 
b 

Das Bemerkens-
werte an dieser For
mel ist, daß hier die 
Kurvengleichung zu
erst differenziert wer
den muß. Erst wenn 

man :; kennt, kann 

man die Integration 
beginnen. 

L = jy1 + (~~) 2 • ax. 
a 

y 

.A 

I 
I 

I 
I 

B 

I 
I 

I 
I 

b) Oberft.äcbeeines 4 _0 ___ :=------~:---'-----i---X 
UmdrebungskUrpers. t~- :r: 

Dreht sich das A!lll. Sfi. 
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Kurvenstückehen ds um die X-Achse, so erzeugt es einen Gürtel vom 
Flächeninhalt: 

o= 2n:y. as = 211:. Y ·Vl + (:;r. ax. 

Bei der Drehung der Kurve AB beschreibt diese daher die Fläche 
b 

V=2n:Jyv1 +(~~r·dx. (Abb.85.) 
a 

c) Der Rauminhalt des bei der Drehung der Kurve AB um die X- Achse 
entstehenden Gebildes ist 

b 

V= n: j y9 dx. (Abb. 85.) 
a 

d) Zeichne die Kurve y = f y(x -1)8 und berechne ihre Länge m 
den Grenzen x = 1 bis x = 9. 

9 

:; =~. ~cx -1)+, (:;r= x --1, L = J fiax = 11t 
1 

Flächeneinheiten. (Neilsche oder semikubische Parabel.) 
e) Oberfläche der Kugel. 
Dreht sich der Kreis y = y r 2 - x2 um die X- Achse, so wird in den 

Grenzen von x = 0 bis x = r die Oberfläche erzeugt: 
r 

0=2n:Jyr•-x2·,;U ~x~ sdx V r -x 
0 

r 

= 2 n: J rdx = 2n:r2• 

0 

Die Kugeloberfläche ist somit 4 .n r 2• 

f) Fläche der Kugelzone (gekrümmte Begrenzung der Kugelscheibe) 
mit der Höhe h. a+h 

0 = 2n: J rdx = 2.nr • h. 
a 

g) Rauminhalt einer Kugelscheibe. (Endfl.ächenradien: r1 und r 9 .) 

... 
V= n:J(r2 - x2) dx = n: (r2x2 - x;- r2x1 + ~f) 

"'• = n:(x2 - x1) • [r2 - f(x~ + x1 x2 + xi)] 

= n ~ h . [ri + r; + (r2 - x1 x2)] 

~ n/ · [3r~ + 3r; + h2]. 

h) Die Guldinschen Regeln. (Entdeckt 1635-1641.) 
1. Die Oberfläche eines Umdrehungskörpers ist 0 = 2n:Jyds. 
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Bekanntlich kann J y • ds als Summe der statischen Momente der ein
zelnen Kurventeilchen gedeutet werden und läßt sich somit durch das 
statische Moment der Gesamtkurve, also durch L · x0 ersetzen, wenn L 
die Gesamtkurvenlänge und x0 der Abstand ihres Schwerpunkts von der 
Achse bedeutet. Es wird also 

0=2nxo·L; 
d. h.: Die Oberfläche eines Umdrehungskörpers ist gleich dem Produkt 
aus der Länge der sich drehenden Kurve und demWeg ihres Schwerpunkts. 

2. Der Rauminhalt · eines Umdrehungskörpers ist V= 11: J y2 d x 

=2nj(ydx)~; ydx ist ein schmaler Flächenstreifen, ~der Abstand 

seines Schwerpunkts von der Achse. J (y d x) · t ist die Summe der 

statischen Momente aller Flächenstreifen, also auch gleich dem statischen 
Moment der Gesamtfläche F, also gleich F · x0 • Somit wird 

V= 2n·xo· F; 
d. h.: Der Inhalt eines Umdrehungskörpers ist gleich dem Produkt aus 
der sich drehenden Fläche und dem Weg ihres Schwerpunkts. 

I. 

§ 38. Einige schwierigere Integrale. 

j(ax + b)5 dx =? 

Ein Integral kann oft dadurch vereinfacht werden, daß man für eine 
darin vorkommende Funktion eine neue Veränderliche einführt. Hier z. B. 
kann man setzen (Integration durch Substitution): 

ax + b = z, 
nun würde man erhalten: J z5 • dx, 

da jedoch an Stelle von x nunmehr die Veränderliche z unter dem Inte
gral steht, so darf auch d x nicht mehr vorkommen, sondern muß durch 
dz ausgedrückt werden. Aus der Substitutionsgleichung z = ax + b ist 
nun die Beziehung zwischen dz und dx durch Differenzieren zu ermitteln: 

dz 1 
z = a;e + b, d-= a, dx =-dz. x a 

Setzt man diese Werte in das gegebene Integral ein, so folgt: 

(ax+b)5 ·dx= z5 ·-dz=-+0=-·(ax+b)6 +0. J J 1 z8 1 
a 6a 6 a 

II. In ganz entsprechender Weise 
handeln: 

1. Jcax + b)'"dx 

21~ · ax+b 

lassen sich folgende Integrale be-

(n+\)·a(ax+ b)n+t + 0 

1 
aln(ax + b) + () 
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3. J ya + fJxd:t: 

4 f da: 
· Jlmx+n 

5. f enzax, (nx = s) 

6. Je-"'ax 

7. Jsin (ax + fJ)d:t: 

8. fsin e;t) dt 

s2p y(a + fJx)s + 0 

~ymx+n+ o m 

1 
-·e""'+O n 

-e-z+ 0 
1 -a • cos (ax + fJ) + 0 

T (2") --•COS -t + 0 
2:~r T 

9. J cos (2x)dx t sin (2x) + 0 

10. j(ax' + b)8 • x • dx =? 
e = ax1 + b 

dz -=2ax dx 
da: x ·dx=-2a 

f Jaina: 14. tg xdx = --dx cos a; 

f f cosa: 15. ctgxdx= -.-dx sm a: 

16. Jsin.x ·cosxdx 

17 f . 2 d -~1-cos(2a:)d . smxx- 2 x 

18 f 3 d -jl+cos(2.x) .:1 , COS X X - 2 uX 

19.;· da: 1/ da: 
Jla•-a:z a -v~-(;)' 

1 =-z'+O Ba 

1 
=Ba· (ax3 + b)4 + 0 

fi(ai+XSf+O 

-ya'-x'+ 0 

- ln (cos x) + 0 

Zn (sin x) + 0 

t sin2 x + 0 

~-~sin (2x) + 0 

~+~sin (2x) + 0 
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2o.J-a~~-xs= !~J1+d(~r 
1 X 
- •arctg-+ 0 a a 

21 J dx =-1-j[-1-- _1_]dx=-1-zn(x-a) + 0 
· (x-a)(x-b) a-b x-a :.c-b a-b x-b 

f dx 22. -2--1 x -a -ln --- + 0 1 (x-a) 
2a x+a 

23 J dx ~~~ ln(tgx)+ 0 • Bin X COB X COS • X 

ctgx 

24. J sinx · sin (x- rp) dx = J sin9x • cos rpdx- J sin x · cos x sin rpdx 

coscp( . ) sincp . 2 C = - 2- x - sm x eos x - - 2 - • sm x + . 
111. Für einige andere oft vorkommende Integrale gibt es das besondere 

Lösungsverfahren der "teilweisen" oder "partiellen" Integration. 
Es sei 

ein Produkt zweier Funktionen von x; durch Differenzieren nach der 
Produktenregel ergibt sieh: 

d(u ·v) = [u ·v' + v ·u']dx, 

oder wenn wir diese Gleichung in der Sprache der Integralrechnung aus
drücken, 

u · v = j[uv' + v ·u']dx 

und hieraus findet man endlich: 

J uv' dx = u• v-Jv • u'dx. 

Die Formel ist auf solche Integra.le anwendbar, die unter dem Inte
gralzeichen ein Produkt zweier Funktionen enthalten. Die eine Funk
tion setzt man gleich u, die andere gleich v1• Man integriert nun die 
zweite Funktion v' allein und findet v, das man noch mit der ersten 
Funktion u zu multiplizieren hat. Von dem so erhaltenen Produkt u · v 
muß man nun noch das Integral 

Jv·u'dx 

subtrahieren, das gerade umgekehrt gebildet ist wie das erste Integral. 
Die Formel führt nur dann zum Ziel, wenn das Integral einfacher ist 

(oder gerade dasselbe ist) wie das gegebene. 

Beispiele: 

J x · cos xdx = x · sin x-J sin a: • 1 · dx = x · sin x + cos x + C; 
(u) • (o') (u) · (DJ (o) :u• 

f n(x). x8dx =Zn (x) · : 4 -j:4 
• ~ dx = ln(x) · : 4

- 1
1
6 • x4 + 0 

(u) · (e1 (u) · (o) (•) · (u') 
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IV. Nach diesem Verfahren lassen sich ferner folgende Integrale be
handeln: 

1. J x · sin xdx ~ X COS X + sin X + 0, 

2. J x · e"'dx x · e"'- e"' + 0, 

3. Jln(x)dx=Jln(x) ·l·dx ln (x) · x- x + 0, 

4. J sinx • cosxdx t sin2 x + 0, 

5. J sin1 xdx = J sin x · sin x · dx t (- sin x cos x + x) + 0, 

6. J cos2 xdx = J cosx · cosx ·dx t ( sin X COS X + X) + 0, 

7. J arcsinxdx = J arcsinx ·l·dx X· arc sin x + y1- x2 + 0, 

8. J arc tg xdx = J arc tg x ·1· dx x •arctgx-tln(l+x2)+0, 

2j x1 dx=-x·f'a2 -x2 +a2 arcsin!!!_, 
yas-x2 a 

f x 2 dx x .. ~ a 1 • x 
--2 r a- x +-2 arcsm-a + 0, 

Va'-xs 

1o.Jya1 -x2dx=J al dx-J-v x' dx 
yas-xs as-x' 

x.,;--- a2 x 
= 2 r a2 - x 1 + 2 arc sin a + 0. 

V. Man kann die gebrochenen rationalen Funktionen als echte und un
echte unterscheiden, je nachdem, ob der Grad der Zählergrößen niedriger oder 
höher als der der Nennergrößen ist. Für solche echt gebrochene ratio
nale Funktionen, bei denen der Zähler von der ersten, der Nenner von 
der zweiten Potenz ist, verwendet man das Verfahren der Integr'a
tion durch Partialbruchzerlegung. Es sei z. B. 

f (rx+s)dx 
y= x'+ 2ux+v 

gegeben. Zwecks Zerlegung des Ausdrucks in Partialbrüche nehmen wir an, 
die durch denNennerdargestellte quadratische Gleichung x2 + 2 u x + v = 0 
habe die Wurzeln x1 = o: und x2 = ß, so daß also nach dem Satz von 
Vieta ( vgl. § 4 8. 17) 
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x2 + 2ux + v = (x- a) (x- ß) 
ist, und wenn die Wurzeln der Gleichung reell, so besteht die Beziehung 

rx+s .A B 
x2 -2ux+v x-a+x+P' 

In der rechten Seite dieser Gleichung, die aus den zwei Partialbrüchen 
besteht, sind noch die konstanten Größen A und B zu bestimmen. Setze 
zu diesem Zwecke für x1 - 2 ux + v zunächst den gefundenen Wert 

(x- a) (x- ß) 

~in, also rx+s =~+__!_· 
(x-a)(x-ß) x-a a;-p 

Multipliziere beide Seiten der 

(rx+ s) (x- a) 
(x- a) (x- ß) 

Gleichung mit (x- a): 

.A (x- a) + B (x- a) 
a:--;-- x-ß-

{)der 

Zur Ermittelung von A bzw. B aus dieser Gleichung setzen wir für 
:t den Wert a bzw. ß ein und erhalten 

A=ra+s und B=-rß+s 
a-P a-{J 

und durch Einführung dieser Werte in die Gleichung 

rx+s A B 
x'+ 2ux + v = a;- a + x- {J 

ra+s rß+s 
rx+s a-p a-ß 

x 2 +2ux+v= x-a -x=p-
wird 

{)der y=f (rx+s)dx =ra+s~~-rß+sJ~· 
x1+2ux+v a-p a;-a a-ß x-fJ 

Die Integration ergibt 

ra+s r{J+s 
Y = a _ {J · ln (x- a)- a _ p ·ln (x- ß) + 0. 

Zahlenbeispiel: 

ist gegeben. Aus 

x2 + x - 2 = 0 x1 = a = 1 und Xz = ß = - 2, 

also 7x+S A B 
(x-l)(x+2)= x=l + x+2 
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Hieraus folgt entsprechend obiger Entwicklung 

A = '!._ + _!! = 5 und B =- 14 + 8 2 
1+2 -8 

bzw. y =}'(7~ + 8) dx = 5!~ + 2~~ 
x +x-2 x-1 x-2 

oder y= 5ln(x-1)+ 2ln(x+ 2)+ C. 

VI. Durch Partialbruchzerlegung kann man z. B. folgende Integrale 
lösen: 

1. j<6:"t+4~dx = 4lnx + 2ln (x + 1) + 0 

2. f (llz
1 

+ 2)dx 1 
:x:-z- 2 =fln(x+1)+28 ln(x-2)+0 

3 J (2z + G)dx 10ln (x + 0,5)- 8ln (x + 1) + 0 
• 2z1+ llz + 1 

f dx 
4. :x;l-bl 

1 (z -b) 
=2b Zn x+b + 0 · 

§ 39. Weitere Aufgaben über bestimmte Integrale. 
1 

I. J dx 
1. ax+ {1 1 e+~ a ·Zn -{1-

0 

1 

2.Jet.:.dz f(e~-1) 
0 

+co 
s.je-:rdz 1 

0 

tt 
-
A: 

4. Jsin (kx)dz 
2 
'f 

0 

a J dX " 
5. yii':::_zs 2 

0 

.. 
6. J x·Ya2-x1•dx .!.a• s 

II .. f dx 
7. a'+x• " 4a 

0 

1 

s.jx•e'd:t 1 
0 
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n 
s 

10. J cos1 xdx 
0 

a f :rdx 
11. ,; I I 

ya -z 
0 

n 

' 12. Jtg xdx 
0 

• 
13. Jzn(x)dx 

1 

n 

!= 0,7854 
4. 

0 

tzn {2)=t· 0,6931 =0,34655 

1 

15. Jsin x • sin (x- fJJ)dx 
0 

"; 

2" COSIJI. 

li. a) Wie groß ist der von der Kurve y2 = x9 ( a1 - x9) eingeschlos
sene Flächeninhalt? (ta8.) 

b) Weichen Flächeninhalt bildet die Kettenlinie y = t ( ez + e-"') in 
den Grenzen x =- a und x = + a mit der X-Achse? 

(ea- e-a.) 

c) Flächeninhalt der Ellipse: 

Aus 

somit 

a 

F = 4J~ya1- x1 dx = nab. 
0 

d) Die Länge der Kettenlinie y =t(e"'+ e-"'): 

Nehmen wir als Grenzen x = 0 und x = a, so wird: 

1 + (:;r = 1 +t(ez- e-"')2= -!-(ez + e->~)1, 
a 

somit L = J t(e""+ e-"')dx =t(ea- e-a). 
0 (Deutung?) 
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e) Weichen Rauminhalt erzeugt die Ellipse bei der Drehung um die 
große Achse? (Rotationsellipsoid.) 

a 

V= 2 • nfb: (a3 - x2)dx =fnabs. 
• a 
0 

III. a) Ein sinusförmiger Wechselstrom habe die Gleichung: 

i = J. sin c;. t)' 
worin die Veränderliche t die Zeit, die Veränderliche i die Stromstärb 
zur Zeit t, J die maximale Stromstärke und 'Z die Dauer einer ganzen 
Periode bedeutet. Welche Arbeit leistet dieser Wechselstrom bei in· 
duktionsfreiem Widerstand r während einer Periode? 

Hat der Strom im Zeitpunkt t die Stärke i, so leistet er in der nun 
folgenden kleinen Zeit dt die Arbeit 

dA= r • i 2 • dt 

= r. J 2 • sin2 e;. t). dt. 

Die gesuchte Arbeit ist daher 
T 

.A = r. J 2 .fsin2 c;. t) dt. 
0 

Setzt man 
2..: 2..: T 
-;y· t = z, dz =Tdt, dt = 2 ndz, 

so wird 

Deutung. Die Arbeit ist halb so groß wie diejenige, die ein Gleich
strom mit der konstanten maximalen Stromstärke J leisten würde. 

b) Welche Stromstärke i. :inüßte ein Gleichstrom haben, der die gleiche 
Arbeit leistet wie der obige Wechselstrom mit der maximalen Strom
stärke J? 

r · i.1 ·T=fr · J 2T 

i, = ~ (effektive Stromstärke). 

In entsprechender Weise wird auch die effektive Spannung gefunden: 
E 

e.= y2' 

c) Gegeben sei die eines sinusförmigen Wechselstroms 

. J . (2") J . t = · sm T t = · sm z. 

Man soll ein Rechteck zeichnen, das die gleiche Basis und den gleichen 
Flächeninhalt hat wie ein Bogen (etwa von 0 bis n) dieser Sinuslinie. 
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Ist im diese Höhe, so soll also sein 
1t 

n ·im= fJsinzdz 
0 

oder n • im = J · 2, 

im= J ~ (mittlere oder durchschnittliche Stromstärke). 

IV. Leistung eines Wechselstroms bei Widerstand mit Selbst
induktion. 

Ist der Widerstand nicht induktionsfrei, dann haben Stromstärke und 
Spannung eine Phasenverschiebung gegeneinander. Es sei 'in diesem 
Fall 

die momentane Stromstärke i = J · sin e; t), 
" 

" Spannung e = E • sin (~ [ t - t1] ). 

Wir setzen zur Abkürzung: 
2n 2n T. t = x, T-. tl = cp, 

dann werden i = J sin x, e = E sin (x- cp ). 

Die Arbeit während der kleinen Zeit dt wird 

dA= iedt = J • E sin x • sin (x- cp) • dt, 

oder weil 
2n T 

dx=Tdt, dt = 2 ndx, 

dA= J · E · sin x · sin (x- cp) • ;", dx. 

Die Arbeit während einer halben Periode wird nun: 
1t 

A=J · E · ~fsin x · sin (x- cp) • dx 2n 
0 

T n J.E 
= J · E · - · - · cos m = - -- · T · cos cp 2:n: 2 T 4 • 

Um hieraus die Leistung des Wechselstroms, d. h. die Arbeit in der 

Sekunde, zu erhalten, muß man noch durch die Zeit f dividieren. Man 

findet dann: Leistung des Wechselstroms = J ~ !!_ cos cp. 

Führt man die effektiven Werte 
. J E 
~.= -=• y'2 

e. =---=. 
V2 

tJin, so ergibt sich die 
Leistung = ie · ee · cos q>, 

d. h.: Die Leistung eines Wechselstroms ist gleich dem Produkt der effek
tiven Stromstärke und Spannung und des Cosinns des Phasenverschie· 
bungswinkels zwischen Strom und SpliLnnung. 
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VID. Ergänzungen zu den letzten Abschnitten. 
§ 40. Polarkoordinaten. (Jak. Bernoulli 1691.) 

I. Wir haben bisher, um die Lage eines Punktes P in einer Ebene zu 
bestimmen, stets die rechtwinkligen Koordinaten o; und y verwendet. 
Eine andere oft benutzte Art, einen Punkt festzulegen, besteht darin, daß man 
seinen Abstand vom Nullpunkt durch OP= rund den Winkel XOP= cp 
angibt. Man nennt dann r den Leitstrahl (radius vector), cp den Polar-

winkel (Anoma

y 

Abb. 86. 

X 

lie), beide zu
sammen die Po
larkoordinaten 
vonP. (Abb. 86.) 

Wandert ein 
Punkt von der 
positivenX-Achse 
durch alle vier 
Quadranten, so 
ändert sich cp 
von 0° bis 360° 
bzw. von 0 bis 2 n; 
macht P einen 
zweiten Umlauf, 
so nimmt cp Werte 
an, die größer 

als 360° oder 2n sind. Macht P seine Bewegung im negativen Umlaufs
sinn, dann nimmt cp negative Werte an. Ein festliegender Punkt P hat 
also nicht einen einzigen genau bestimmten Polarwinkel q>, sondern be
liebig viele positive und negative, die sich aber nur um Vielfache von 
360°= 2n unterscheiden. Diese "Vieldeutigkeit" ist für manche Kurven 
von V orteiL 

Hat man einen Polarwinkel cp durch Ziehen eines Halbstrahls festge
legt, so wird man jetzt auf dem Halbstrahl den Leitstrahl r auftragen 
müssen, um zu P zu gelangen. Trägt man r jedoch auf der Verlänge
rung des Halbstrahls auf, so gelangt man zu einem anderen Punkt P', 
dem man dann die Polarkoordinaten cp und - r beilegt. 

Zeichne folgende Punkte in das Achsensystem ein: 
a) cp = 0° r = 2, e) cp = 450° r = 3, 
b)cp=45° r=l, f)cp=-120 r=2, 
c)cp=45° r=-1, g)cp=beliebig r=O. 
d) rp = 180° r = 5, 

ll. Hat man irgendeine Gleichung zwischen den beiden Veränder
lichen r und cp, z. B. r = sin cp oder r = 3 cp, oder allgemein r = f( cp ), 
und läßt man nun cp sich fortwährend ändern, so wird auch r sich ändern, 
und je ein zusammengehöriges PaaT cp und r bestimmt einen Punkt P. 
Man wird also eine Reihe von Punkten erhalten, die sich zu einer Kurve 
ordnen. Wir wollen einige solche Pol a r kurven zeichnen. 



§ 4.0. Polarkoordinaten 

a) Was bedeuten die beiden einfachsten Fälle 
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rp =Konstante und r =Konstante? 

I. rp =Konstante, z. B. rp = 30° bedeutet eine Gerade durch den Null
punkt unter dem Polarwinkel 30°. 

II. r = Konstante, z. B. r = 2 bedeutet einen Kreis um den Nullpunkt 
mit dem Radius 2. 

Das Wesen der Polarkoordinaten besteht also darin, daß man die 
Punkte der Ebene als Schnittpunkte einer Schar von konzentrischen 
Kreisen mit einem vom Mittelpunkt ausgehenden Büschel von Strah
len auffaßt.1) 

b) r = a · rp z. B. r = lf/J, somit a = i-
(archimedische Spirale). 

Der Leitstrahl ist also proportional dem PolarwinkeL Um die Kurve 

ffJ r 

0°= 0 0 

45 ° =.:: 
n 
--=m 

4 16 

90 ° =.:: 
2 

2 m 

135 o= Sn 3 m 
4. 

180°= :r; 4m 

225o= 5n 5 m 
4 . 

360°= 2n 8 m 

405o= 9n 
4 9m 

450°= !in 10 m 
2 

der Punkt P den Weg 

zu zeichnen, entwerfen wir nebenstehende 
Tabelle. Der leichteren Übersicht halber ist 

für :S der Buchstabe m gesetzt. 

Läßt man rp um immer gleiche Werte zu
nehmen, so nimmt auch r um gleiche Strecken 
zu. In der Tabelle nimmt rp stets um 45 °, 
r dann stets um m = ~ zu. Hiernach ist die 

Kurve leicht zu zeichnen. (Abb. 87.) 
Für negative rp würde man einen zweiten, 

symmetrisch nach links liegenden Zweig er
halten, der in der Abbildung nicht gezeich
net ist . 

c) Eine Gerade dreht sich mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit ro um ihren Endpunkt 
0. Gleichzeitig bewegt sich ein Punkt P mit 
konstanter Geschwindigkeit c von 0 aus auf 
der Geraden. Was für eine Kurve beschreibt 
P? 

Nach t Sekunden hat die Gerade den 
Winkel rp = rot, 

r = ct 
zurückgelegt. Aus beiden Gleichungen ergibt sich durch Auflösung nach 
t die Bahnkurve c 

r=;·rp, 

also eine archimedische Spirale mit dem Faktor 
c a=-· 

Q) 

1) Für die bequeme Zeichnung der nachfolgend erwähnten Kurven eignet 
sich besonders das Polarkoordinatenpa.pier, dessen Vordruck aus zahl
reichen konzentrischen Kreisen besteht mit Strahlenbüsebeln vom gemein
samen Mittelpunkt. Näheres hierüber vgl. in dem Werke von GroBSe, "Gra
phische Papiere und ihre vielseitige Anwendung". Düren 1919. 

Grün baum-Jakobl, Fnnktlonenlehre. 7. Auft. 11 
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d) '1 = ~ z. B. r = _!_ (hyperbolische Spirale). cp cp 

e) r = e'P (logarithmische Spirale). 

f) r = sin cp (Kreis). 

/ 

I 
/ 

/ 

g) r = 1 + sin cp (herzförmige Kurve, Kardioide). 

h) r = Jlcos (2cp) (schleifenförmige Kurve, Lemniskate). 

lll. Es ist nicht schwer, von einer Gleichung in rechtwinkligen Ko
ordinaten zu Polarkoordinaten überzugehen. Man braucht nur gemäß der 
Abb. 86 an Stelle von x und y die Werte 

x = r • cos cp, y = r · sin cp zu setzen. 

Ebenso einfach ist der umgekehrte Übergang. 

,. =Jix2 + y2 ; cp = arctg~· 
a) Gleichung der Ellipse in Polarkoordinaten: 
x' y' r 2cos 1 <p r'sin1 cp ab 
all + bll = 1, -a,- + --b1 = 1 oder r = + --;o::;;=======c.==o=~ - 'Vb 1 cos1 cp + a~sin 2 cp 

b) Gleichung der Parabel: 

y2 = 2px, r1 sin1 cp = 2pr cos cp oder 
2pcoscp 

r=-. -,-, 
SlD q> 
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c) Gleichung der archimedischen Spirale in rechtwinkligen Koordinaten: 

r = a rp, y x1 + y2 = a • arc tg ~ · 
X 

IV. Allgemeine Polargleichung der Kegelschnitte.1) 

Wird der Brennpunkt als Nullpunkt benutzt, so ist nach der Erläuterung 
des Kegelschnittes (Abb. 88) 

I P F = E • P L oder r = E • ( J - r · cos rp), 
also Leitlinl8 

E ~ f' 
r = ---- oder endlich r = .,..1...,.+--=--

1 + ECOS«p 8 • COB«p 

Für E = 0 erhält man einen Kreis, 

" E < 1 " " eine Ellipse, 

" E = 1 " " " Para bei, 
" E > 1 " " " Hyperbel. 

V. Tangente an eine Polarkurve. 
Der Punkt P (Abb. 89) habe die Polar

koordinaten rp und r, der Nachbarpunkt P1 

die Koordinaten rp + Llrp und r + Llr. Die 
Sehne P P 1 bildet mit dem Leitstrahl des 
Punktes P1 den Winkel QP1 P. Zu dessen 
Berechnung ergibt sich aus dem sehr kleinen 
rechtwinkligen Dreieck PQ P1: 

tgQPlP = r· Lf«p = _r_. 

L1 r (~~) 

---------- L 

Abb. 88. 

Fällt P1 wieder mit P zusammen, so wird die Sehne PP1 zur Tan
gente PT. Für den Winkel 1-' zwischen dieser Tangente und dem Leit
strahl OPergibt sich nun: 

Abb. 89. 

r'=e'P, 

r r 
tg ~-' =-a =....,.., r r 

d«p 

(r' = dr) 
d«p 

d. h. die Tangente im Punkt P einer 
Polarkurve bildet mit dem zugehörigen 
Leitstrahl OP einen Winkel f', der 
sich nach der Formel berechnet 

Mit Hilfe dieses Winkels 1-' kann 
man leicht die Tangente 
zeichnen. 

X a) Tangente an die 
logarithmische Spirale: 

r 
tgf' = ....... = 1, r 

1-' = 45° (Deutung?). 

1) Vgl. P. Crantz, Analytische Geometrie der Ebene. 4. Aufi. Verlag von 
B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 1926. 

u• 
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b) Die Kardioide r = 1 + sin rp . 

tg ~ = ?- = 1 ~:i:IP = tg (~ + 45 °), ~ = t + 45° (Deutung?). 

VI. Länge einer Polarknrve. 
Aus der gleichen Abb. 89 findet man fllr den kleinen Kurvenbogen 

PP1 den Wert: 

PPl = vr:;a-;;r2,---+.,---r•s .-a=-rp"' = y,., + (:;r. arp = yr' + r' •. drp. 

Die Länge eines endlichen Kurvenstückes P1 P1 wird daher 

'Pt~---.-. 
L = Jyr1 + r' 1 • drp. 

", 
a) Der erste Quadrant der logarithmischen Spirale: 

'/t 

L = }ve''P+e1"' drp =V2. (e~ -1). 
0 

b) Die Kurve r = sin IP von rp = 0 bis rp = j- · 
• '/t 

9 2 

L = J fsin 2 rp + cos1 rp drp = J drp = j-· 
0 0 

VII. Inhalt einer von einer Polarkurve und zwei Leitstrahlen 
begrenzten Fläche. ( Abb. 90.) 

Durch die in der Zeichnung ange
deutete Zerlegung in Kreisausschnitte 
erhält man sofort: 

F J~. diP ·1" 1 fcp, 'd = -~2-=2 r rp • 
• 'Pt rp, 

a) Der erste Quadrant der archi
medischen Spirale. 

~· ~· 
F = f J cos 2 rp d rp = [ sin 2 rp j = 1. 

~ o• 

e) Flächeninhalt der Kurve r = 1 + cos rp. 

F=a:n:. 
2 



§ 41. Näherungsweise Integration 

§ 41. Nllhernngsweise Integration.1) 

I. Es soll die Fliiche der Parabel 

y = ax' + 2bx + c 
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für die Abszissen 0 bis 2 h ermittelt und für die Koeffizienten a, b und c 
die zu den Abszissen 0, h und 2 h gehörigen Ordinaten y0 , y1 und Ya ein
gesetzt werden. 

Die gesuchte Fliiche ist 
2h 

F=.I(ax2 + 2bx + c) dx = ~ ah8 + 4bh2 + 2ch. 
0 

Setzt man für x der Reihe nach die Werte 0, h und 2 h in die Gleichung 
y = ax11 + 2bx + c, so wird 

y0 =c; y1 =ah2 +2bh+c und y2 =4ah2 +4bh+c 
Hieraus folgt: 
c=y0 ; 2ah2 =y0 -2y1 +y1 und 4bh=-3y0 +4y1 -y2 • 

Beim Einsetzen dieser Werte in obige Flächenformel wird 
1 

F=sh (y0 + 4y1 + y,). 

Die Lage der Ordinatenachse ist ohne Bedeutung für diese Formel und 
letztere bildet die Grundlage zur näherungsweisen Berechnung einer Fläche, 
von der nur ein beliebiger Kurvenbogen P0 P, die Endpunktsordinaten y0 
und y und das zugehörige Stück M0 M der Abszissenachse gegeben sein 
müssen, während die Kurvengleichung nicht bekannt zu sein braucht. -
Teile die Strecke M 0 M, um für die Fläche P0 M 0MPP0 den Inhalt an
nähernd bestimmen zu können, in 2n (also eine gerade Zahl) gleicher 
Teile h und errichte in den Teilpunkten 

"' die Ordinaten, durch die dann die gesuchte 
Fläche in 2n Streifen oder n-Doppel
streifen zerlegt wird, welch letztere oben 
durch die Kurvenstücke P0 P2 , P2 P4 , 

P"'P6 ••• Pan-I P begrenzt werden (vgl. !12n 

Ab b. 91 ). ---"lf--<~!..L..J._...j_ __ .~-~..:~~:t: 
Angenommen diese Kurvenstücke ge- 0 

hören verschiedenen Parabeln an, die 
Abb, 91. 

Gleichungen von der Form y = ax2 + 2bx + c besitzen, so sind die 
Inhalte der einzelnen Doppelstreifen 

h h h 
3 (Yo+ 4y1 +y,), 3 (Ya + 4ys + Y4), ·" -s(Ytn- 2 + 4Ysn- 1 + Ysn), 

wobei wir die Ordinate des Punktes P mit Y2n statt mit y bezeichnen. 
Die Addition der Inhaltfl der einzelnen Flächeninhalte ergibt die F 1 ii c h e n

formel von Simpson (1743): 

1) Ausführlich behandelt in der "Sammlung von Aufgaben zur Anwendung 
der Differential- und Integralrechnung" von F. Dingeldey. Leipzig 1923. Bd. 2. 
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h 
F=a[Yo + Y2n + 4 (Yt + Ys + Ya + · ··+ Y2n-t) 

+ 2 (y2 + Y.t. + Ys + · · · + Y2n- 2)]. 
II. Es soll für die Abszissen 0 bis 1 die Fläche der Kurve 

1 
Y = l+x3 

ermittelt werden - Durch Integration erhalten wir bekanntlich 
1 

F= Jl~x' · dx = [arc tgxJ =i= 0,7853. 
0 

Wir prüfen nun die Genauigkeit der Simpsonschen Formel, indem wir 
die Kurve aufzeichnen und in Abständen h = 0,1 die Ordinaten y0 bis y10 

zeichnen, für die sich die folgenden Werte ergeben: 

y0 = 1,000 
y10 = 0,500 

Summe: 1,500 

y1 = 0,990 
y8 = 0,917 
y5 = 0,800 
y7 = 0,671 
?!9 = 0,553 

Summe: 3,931 

Ya = 0,962 
y4 = 0,862 
y6 = 0,735 
Ys = 0,610 

Summe: 3,169 

Setze diese Werte in die Simpsonsche Formel, die also iür diesen Fall 
lautet: 

h 
F= 3 [Yo+ Y1o +4 (yl + Ya+ Ya +Y7 + Y9) + 2 (Ya + Y4 + Ys + Ys)J, 

so wird F= 0~1 [1,5 + 4 • 3,931 + 2 · 3,169] = 0,7854, 

also weicht dieser Wert von dem durch Integration gewonnenen nur um 
0,0001 ab. 

111. Zur Ermittelung der Fläche, die durch den Kurvenbogen P0 P,. 
( Abb. 92) und die Abszissen x0 bis x,. bestimmt ist, zerlegt man sich die 

!I Abszissenachse, soweit sie die ge-
plli suchte Fläche begrenzt, durch die 

Punkte M 0 bis M,. in n gleiche 
Teile, deren jeder also die Lange 

0 

Abb. 92. 

h 
M M11 1/rl 

h = _!. ( Xn- x0) hat, und errichtet 
n 

in den Punkten M 0 bis M,. die 
Ordinaten, wodurch die gesuchte 
Fläche F in Trapeze zerlegt wird 
vom Inhalt 

h ) h ) h h 2(Yo + Y1 1 2CY1 + Y2' 2(yll + Ys) ••• 2(Yn-1 + Yn) 1 

also ist die gesuchte Gesamtfläche 
h 

F = 2 [y + 2yl + 2y2 + 2y3 + 2y, + · · · + 2Yn-t + Yn] 
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oder 

Dies ist die Trapezformel für die Flächenberechnung. 

IV. Andere Verfahren zur angenäherten Bestimmung von Flächen-
inhalten: · 

a) Aufzeichnen der Kurve auf Millimeterpapier und Abzählen der ein
geschlossenen Quadrate. Die von der Kurve geschnittenen Randquadrate 
werden besonders gezählt und ihre halbe Anzahl wird der Anzahl der 
Quadrate zugezählt. 

b) Die Fläche wird auf starkes, gutes Zeichenpapier aufgetragen, aus
geschnitten und mit einer feinen Wage gewogen. Alsdann wiegt man 
eine Quadrateinheit des Papiers und vergleicht die beiden Gewichte mit
einander. 

c) Mechanische Bestimmung mittels verschiedenartig gebauter Apparate 
(Planimeter).1) 

§ 42. Entwicklung der Funktionen in Reihen. 

I. Die Reihe 

ist bekanntlich eine unendliche geometrische Reihe. Es ist leicht 
einzusehen, daß, sobald der absolute Wert von a; gleich oder gar größer 
als 1 ist, die Summe dieser Reihe unendlich groß oder unbestimmt wird; 
mau sagt: die Reihe "divergiert". Ist jedoch der absolute Wert von x 
kleiner als 1, so ist die Möglichkeit vorhanden, daß die Reihe einen end
lichen Summenwert erlangt oder "konvergiert". In der Tat kann man 
dann, wenn man die gesuchte Summe mit s bezeichnet, setzen: 

oder 

also 

und hieraus folgt: 

s = 1 + x + x2 + xs + ... 
s = 1 + a; [1 + x + x 1 + x1 • • ·], 

s = 1 + a;. s, 
1 s=--, 1-x 

d. h.: Die obige Reihe läßt sich, im Fall ihrer Konvergenz, durch die 

Funktion -1 
1 ersetzen. 1) 
-X 

Man kann auch umgekehrt sagen, daß sich die Funktion -1 
1 - m eine -x 

nach Potenzen von a; fortschreitende Reihe, eine "Poteuzreihe", verwan
deln läßt, die allerdings nur für einen bestimmten Bereich der Größe x 
konvergiert, nämlich solange x zwischen - 1 und + 1 liegt. 

1) Vgl. A. Galle, Mathematische Instrumente. Leipzig und Berlin 1912, 
B. G. Teubner. 

2) Über die Konvergenzbedingungen derReihen vgl. Lietzmann-Zühlke, 
Leitfaden der Mathematik, Ausgabe B, Oberstufe, 5. Auf!.. Leipzig 1927, B. G. 
Teubner. 
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Die Formel 

a) 1 --= 1 + X + Xt + X8 + · • • 1-x 

läßt sich, wenn man x durch -- x ersetzt, auch schreiben: 
1 

b) -- = 1 - x + x' - x8 + · · · t+x 

Ersetzen wir x durch e1, so kommen wir zu einer später benutzten 
Formel: 

c) 1 
-- = 1 - e1 + e4 - e6 + · .. 1+.z1 

Man prüfe diese Formeln etwa für x = 0, ·1-, t, 0,8 ..• 

11. Ebenso wie man die Funktion -1 
1 in eine Potenzreihe verwan--x 

deln kann, ist man auch imstande, dies für andere Funktionen durchzu
führen. Wir wollen dies gleich mit der allgemeinen Funktion f(x) tun 
und dabei, um schwierigen Untersuchungen aus dem Wege zu gehen, von 
vornherein annehmen, daß es für diese Funktion eine solche, für gewisse 
Grenzen von x konvergente Reihe tatsächlich gibt. Wir machen dann 
folgenden Ansatz: 

f(x)= .A + Bx + Ox1 + Dx8 + Ex4 + ..• 

und haben nun die noch unbekannten Konstanten .A, B, 0, D, E ... 
zu bestimmen. Ein einfaches Mittel hierzu ist die wiederholte Differen
tiation der angesetzten Gleichung. Allein auch dieser Schritt ist nur 
unter gewissen einschränkenden Bedingungen, die wir hier nicht erörtern 
können, zulässig. Durch fortgesetztes Differenzieren ergibt sich folgendes 
System von Gleichungen: 

f (x) = A + Bx + Ox2 + Dx8 + Ex4 + ... 
f' (x) = B + 20x + 3Dx'+ 4Ex8 + ... 
f" (x) = 2 C + 2 · 3 · Dx + 3. 4 · Ex2 + · · · 
f"' (x) = 2 • 3 • D + 2 • 3 • 4 ·Ex+··· 
f 1v (X) = 2 • 3 . 4 . E + ... 

Wir setzen nun in allen diesen Gleichungen für x den Wert 0, wo· 
durch wir erhalten: 

t (0) = A, also A = f(O), 

f' (ü) = B, 
" 

B = f' (o), 
1 

f" (0)=20, f" (0) 
n· 0=~, 

t"' (0) = 2 · 3 · D, 
f"' (0) 

" D=1·2·3' 

f 1V ( 0) = 2 . 3 . 4 . E' fiV (0\ 

" 
E= _____ , 

1· 2. 3. 4 
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Damit sind die Konstanten bestimmt und wir erhalten dutch Einsetzen 
in die obige Gleichung: 

f(x) = f(O) + f' ,o) x + f" (O) xll + f"' (O) xs + fiV (O) x4 + ... 
1 1·2 1·2·3 1·2·3·4 

Dies ist die Reihe von Mac-Laurin ( t 17 46) zur Verwandlung von 
Funktionen in Reihen. 

Das Verfahren ist folgendes: Man bildet die aufeinanderfolgenden 
Differentialquotienten von f(x) also: ( 1 (x), f' (x) .. und setzt in allen 
diesen Ausdrücken für x den Wert 0 ein; die so gefundenen Werte 

f(O) f'(O) f"(O) ... 
werden dann in die obige Formel eingesetzt. 

Verwandt mit der Reihe von Mac-Laurin ist die Reihe von Taylor 
(t 1731): 

f(x + h) = f(x) + ~ f' (x) + 1~ 12 f" (x) + 1 • ~8• 3 f"'(x) ... 

Zur Entwicklung dieser Reihe geht man von der Funktion 

f(x) = ax8 + bx1 + cx + d 
aus, in der die Veränderliche x um die Größe h wächst. Hierdurch er
hält man 

f(x + h) = a(x + h)3+ b(x + h)2+ c(x + h) + d 
oder 

f(x +h)=(ax3+bx2+ cx+d)+(3ax2+ 2bx+ c)h +(3ax+ b)h'+ah3• 

Setze hierin 
ax8 + bx2 + cx + d = A 

3 ax2 + 2 b x + c = B 

3ax + b = 0 und a = D. 

(Durch Annahme höherer Potenzen für x in der Gleichung 
f(x) = ax8 + bx' + cx + d kann man sich die Reihe beliebig verlängert 
denken.) Jetzt wird 

f (x+h)=A+ Bh+ Oh2+Dh3 +Eh4•••• 

{ 1 (x + h) = B + 20h + 3Dh2 + 4Dh3 •••• 

f''(x + h) = 20 + 2. 3Dh + 3. 4Dh2 .... 

und wenn h sich der Grenze 0 nll.hert, wird 

f (x) = A 
{ 1 (x) = B 
f"(x) = 2 0 usw. 

also A = f(x) 
B =f'(x) 

l 

0 = f'(x) 
1·2 
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f'" (x) n=--1· 2. 3 

und beim Einsetzen dieser Werte erhält man die Reihe von Taylor: 

f(x + h) = f(x) + ~ f' (x) + 1~ 22 f" (x) + 1 .~3• 3 f"'(x) • • • 

ill. a) Die Reihe für e.r: (folgend aus der Reihe von Mac-Laurin) 

Aus f(x) = ex, f'(x) =er, f"(x) = eX • • • 

folgt f(O)=e0 =1, {1(0)=1, f"(u)=l··· 

'X! 1+1 + 1 2+ 1 3+ 1 4+ und e = I x r:2 X 1 . 2 • 3 X 1 , 2 . 3 . 4 X • • • 

also die Exponentialreihe ( vgl. § 20). 

b) Die Reihe itir sin x: 

f (x) = sin x, 
f' (x) = cos x, 

f" (x) =-sin x, 
f'" (x) =- cos x, 
f1V(x) = sin x, 
rv (x) = cos x, 

r (o) = o, 

f' 1,.0)= 1, 

f" (0) = o, 
t"' ( 0) =- 1' 
jiV(O)= 0, 

rv (0) = 1 

• x3 x6 
Slll X =X - m + 1 oi! • 3 · 4 · o- • . • 

c) In gleicher Weise ergibt sich die Reihe für cos x: 

l x2 x• x6 + 1 
COS X = -1. 2 + 1· 2 . 3 . 4 1· 2 • 3 • 4 · o · 6 • . . ) 

d) Aus den drei letzten Formeln läßt sich ein bemerkenswerter Sat2 
ableiten. 

Zu diesem Zwecke wollen wir die Reihe für e"' einmal für einen ima· 
ginären Exponenten aufschreiben; es sei also x = u • y 1 = u · i, wor
in i in bekannter Weise die "imaginäre Einheit Y-1'' bezeichnet. 
Es wird also 

' t 'I S ·s U't'' 5 '6 ,,a;a 
eui= 1+u'+~+~+ + u t + . . + 

1 1·2 1·2·3 1·2·3·4 1-2·3·4-6 1·2·3-~6-6 .•• 

Nun ist aber gemäß der Bedeutung von i = y- 1: 

i 3 = --1 

i3=-i 

i 4 = 1 

i 5 = i 

i 6 =-1 
i 7=-i 

i 8 = 1 usw. 

1) Die beiden letztgenannten Reihen entdeckte Newton 1666-1669. 
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d. h. alle Potenzen von i lassen sich durch i oder 1 ausdrücken. Damit 
nimmt unsere Gleichung die Gestalt an: 

ui u . u' u 8 • u' u 5 • 

e = 1 +y·t-N-1·2·3' t+1·2·3·4+1·2·3·4·5 ·~ 

1·2·3·4·5·6 

Nehmen wir jetzt die reellen Größen für sich und ebenso die imagi
nären (mit i multiplizierten) für sich zusammen, so ergibt sich: 

. ( u! u 4 u 6 ) eu•= 1---+ + ... 
1•2 1•2•3•4 1•2•3•4•5•6 1 

+ i (!i -1 -~8• 3 + 1· 2 -~5-4. 5- .•. )· 

In den Klammern stehen die vorhin für cos u bzw. sin u gefundenen 
Reihen. Wir finden also schließlich: 

e"' = cos u + isin u. 
Diese "Eulersche Gleichung" zeigt einenmerkwürdigen Zusammenhang 

2wischen den trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion. 

IV. Andere Funktionen, bei denen das gezeigte Verfahren auf Schwie
rigkeiten stößt, lassen sich zuweilen durch Integrieren einer bekannten 
Reihe finden. 

So folgt aus 

- 1-= 1- z2 + z'- z6 + · · · t+z 2 

• • • 
• { 1 !zz2 = jc1- z~+ z4 - z6 + · · ·)dz und da J1~11 = arc tg z, 
() 0 0 

so erhalten wir die Reihe von Gregory: 
z& z~ z7 

arctgz=z- 3 +6 - 7 + ... , 
also eine Reihe für die Funktion arc tg z. 

a) Setze in dieser Reihe z = 1; dann ist arc tg z = ~ und es ent
steht die Reihe von Leibniz (1673): 

11: 1 1 1 
4= 1 -s+s-7+ · · · 

b) Aus der Reihe 

folgt 

1 
--= 1 - X + X2 - a;3 + x' • • • t+x 
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IIJ 

und da J dx 
1+x= ln(1 + x), 

0 

ergibt sich: 

(Reihe von Mercator, 1668.) 

c) Für x = 1 ergibt sich: 

ln(2) = 1 -f+ -}-f ... 
V. Wenn die in der Reihe vorkommende Veränderliche einen sehr 

kleinen Wert hat, so kann man die Potenzen dieser Veränderlichen ver· 
nachlässigen und man erhält dann Näherungsformeln zur Rechnung 
mit kleinen Größen. z. B.: 

1 
1-x"' 1 +X 

1 
--"'1-x 1+x 

e""-'1-1-x 

sin x"' x 
COS X"-' 1 

ln(1 + x)"' x 
,~- X 
r~+x"-'1+2 

1 X 
---="' 1--· 
Jlt+x 2 

§ 43. Einige Dift'erentialgleichnngen 1). 
I. Eine Gleichung zwischen den veränderlichen Größen x und y, in 

der auch noch die Differentiale dx und dy vorkommen, heißt eine "Dif· 
ferentialgleichung". z. B.: 

xdy + ydx = O, dy + ay = b 
dx usw. 

Die Lösung einer solchen Gleichung besteht darin, durch Integrieren 
die Gleichung so umzuformen, daß die Differentiale nicht mehr vorkom
men, also eine Gleichung herzustellen, die nur die Größen x und y selbst 
und Konstante enthält. 

Wenn irgendeine Differentialgleichung vorgelegt ist, so wird man zu
nächst versuchen, die "Trennung der Variablen" durchzuführen, d. h. 
die Gleichung so zu schreiben, daß auf der linken Seite alle x und dx, 
auf der rechten Seite alle y und dy stehen. 1st die Trennung erfolgt, 
dann kann man sofort die beiden Seiten der Gleichung integrieren. 

Beispiele: 

a.) 

1) Vgl. M. Lindow, Differentialgleichungen, Leipzig 1921. 
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Hier kann man die Trennung in sehr einfacher Weise herbeüühren: 

dy dm 
Jf1-y1 =-JI1 m'; 

J~'L= -!____!:_~. Vl y' "Jit- x'' 
arc sin y =- arc sin x + 0. 

(Die beiden Integrationskonstanten faßt man in eine einzige zusammen.) 

arc sin :c + arc sin y = 0. 

Dies ist die "Lösung" der Differentialgleichung. Sie enthält die will
kürliche Konstante 0. 

b) xdy + ydx = 0; 
dy dm 
-=--! 

'!/ X 

fd:=-j'd:, 
Zn(y) =- Zn(x) +Zn((!). 

(Man kann als beliebige Konstante natürlich auch ln (0) schreiben.) 

ln(x) + Zn(y) = ln((J), 
ln(:cy) = ln( (!), 

:cy = 0. 

Die letzte Gleichung gibt für einen bestimmten Wert von 0 eine 
gleichseitige Hyperbel. Da nun 0 ganz beliebig ist, so sind in der 
Gleichung xy = 0 unendlich viele Hyperbeln oder eine Hyperbel
schar enthalten. Die Differentialgleichung :cdy- ydx = 0 kennzeich
net also eine Schar von Kurven. 

c) Ein Punkt bewegt sich auf einer geraden Linie so, daß seine Ge
schwindigkeit proportional seinem Abstand vom Nullpunkt ist. Man 
stelle die Bewegungsgleichung auf. 

ds 
dt = k. s, 

j~s fk·dt, 
ln(s) = k • t + C, 

s = eH+c= e0 • ek1, 

s = .A • e"' (.A = eC). 
d) Für eine stromdurchflossene Spule mit Selbstinduktion lautet das 

Ohmsehe Gesetz: 
E .+ L di 
=r·~ ·-· dt 

Man berechne hieraus die Stromstärke i. 
1 di -dt=--, 
L E-ri 
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J l f di 
L dt= E- ri' 

_!_ • t=- _!_ • ln(E- ri)- C 
L r ' 

ln (E - ri) = - ~ t- r C, 

_ _!_' _ _!_, 
E- ri = e L • e-rc = A · e L 

i E A. _::_, 
=-;;---;;-·e L. 

Diese Gleichung enthält noch die neubinzugekommene Konstante A. 
Für den Stromanfang (t = 0) ist i = 0; daher 

E ..A 
0=---, A=E; r r 
. E E _ _!__, 

also ~ = r-re L , 

d. h.: Die Stromstärke setzt sich zusammen aus dem nach dem Ohmsehen 

Gesetz berechneten konstanten Teil .!'!.__ und dem durch die Selbstinduk-
r 

tion hervorgerufenen: r E __ , 
-·e L • 
r 

ll. Die Gleichungen 
d' d'y 

a). _}/__ a'y = 0· - + a2 y = 0 
dx 1 ' dx 1 

heißen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, weil sie den II. D. Q. 
enthalten1). Zu ihrer Lösung setzt man probeweise y = e~'" und bestimmt 
dann l. durch Einsetzen in die Gleichung. 

d'y --a'y=O dx' a) 

y=el'", :;=A.·el"', 
Die Gleichung a) lautet nun: 

l.2elz- a'elx = 0; 

hieraus: l-2 - a2 = 0, 

also l-1 = a A.2 =- a. 

Wir erhalten also die beiden "partikulären" Lösungen 

y = eaz und y = e-az, 

aus denen man die "allgemeine Lösung" bildet: 

y = C, eam + C2e-aoiJ • 
Probe durch Einsetzen in Gleichung a). 

1) Die bisher besprochenen sind dementsprechend DUferentialgleichnngen 
erster Ordnung. 
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Welches ist der innere Grund für 2 Konstanten 01 und 02? 
a•y 

b) #+a'y = 0. 

Setzt man wieder 

so entsteht A. 2 + a2 = 0, 

A.=~, 

A.1 = a · i, (i= y-1). 

Die Lösung wird also lauten: 

y = 01 &' + 02 e-ai 

Setzt man 

= 01 ( cos a + i sin a) + 011 ( cos a - i sin a) 
= ( 01 + o,) . cos a + ( 01 - 02) 'i • sin a. 

01 + 02 = M, 

(01 - 02)i = N, 
so ergibt sich als Lösung: 

y= M · cosa + Nsina. 
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IX. Die Wahrscheinlichkeit und ihre Anwendungen. 
§ 44. Wahrscheinlichkeitsrechnung 1) 

(Fermat und Pascal1650 und Jak. Bernoulli 1713). 

I. Bei vielen technischen und physikalischen Untersuchungen, ebenso 
im Wirtschaftsleben, spielt die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrech
nung eine große Rolle. Bei Messungen und sonstigen zahlenmäßigen Aus
wertungen ist es z. B. von Wichtigkeit zu ermitteln, welcher von den ge
fundenen Werten mit größter Wahrscheinlichkeit der richtigste ist (Fehler
ausgleichrechnung), bei Wagnisgeschäften jeder Art, wie beim Börsen
handel, Lotteriespiel und Versicherungswesen, kommt es auf die Wahr
scheinlichkeit des Eintritts eines bestimmten Ereignisses an. 

II. Es wird z. B. ein Würfel geworfen, dessen Seiten mit den Zahlen I 
bis VI bezeichnet sind. Es soll die Zahl VI geworfen werden. Von den 
6 möglichen Fällen des Ausgangs des Wurfes sind 5 ungünstig und einer 
günstig (nämlich der, daß VI geworfen wird). Die Wahrscheinlichkeit w, 
die VI zu werfen, ist demnach nur ·h dagegen die Unwahrscheinlich
keit u, die VI zu werfen, gleich f· Wir erhalten somit 

w+u=f+f=l. 
Die mathematische Wahrscheinlichkeit für den Eintritt eines 
bestimmten Ereignisses ist demnach der Quotient gebildet aus 

1) Vgl. 0, Meissner, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd.l/2, 2. Aufl. Leipzig 
und Berlin 1919, B. G. Teubner. 
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der Zahl der dem Ereignis günstigen Fälle, durch die Zahl der 
überhaupt möglichen Fälle. 

Ist m die Zahl der möglichen F!Llle, g diejenige der günstigen und 
n die der nicht günstigen, so ist also m = g + n und die W ahrschein-

lichkeit w = L, dagegen die Unwahrscheinlichkeit u = ~ · Hieraus folgt m m 

also 

w+u=L+~=g+n= m=l, 
m m m m 

w+u=l. 

ID. Es werden 2 Würfel geworfen und es soll untersucht werden, 
wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, daß bei einem Wurfe sich als Summe 
entweder 8 oder 9 ergibt. Von den 36 überhaupt möglichen Fällen (jede 
Zahl des einen Würfels kann mit jeder Zahl des anderen Würfels zu
sammentreffen, also 6 · 6 = 36 Fälle), sind für 8 fünf günstige Fälle 
vorhanden, nämlich II +VI, VI+ II, III + V, V+ III und lV +IV; 
für 9 dagegen nur vier günstige Fälle, nämlich III + VI, VI + III, 
IV+ V und V+ IV. Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit für 8 mit 
w1 und diejenige für 9 mit w2 , so ist die Wahrscheinlichkeit, daß 8 oder 
9 geworfen wird, w _ w + w _ ~ + _4 _ Jl _ .!. 

- 1 2 - 86 86 - 86 - 4 • 

Die Wahrscheinlichkeit w, daß eines von 2 Ereignissen mit 
den Wahrscheinlichkeiten w1 und w2 eintritt, ist also gleich 
der Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten. 

Wie groß ist entsprechend die Wahrscheinlichkeit, daß 8 oder 9 oder 
11 geworfen wird? (w = w1 + w2 + w3 .) 

IV. Es soll die Wahrscheinlichkeit untersucht werden, daß mit den 
2 Würfeln in 2 Würfen das erste Mal R und das zweite Mal 9 geworfen 
wird. Hier ist die Zahl der günstigen Fälle gleich 5 · 4; denn man kann 
jeden der fünf Fälle, die der 8 günstig sind, mit jedem der vier Fälle, 
die der 9 günstig sind, zusammenstellen, während die Gesamtzahl der 
möglichen Fälle hier 36 · 36 beträgt. Somit ist hier die W ahrschein-
lichkeit 6 . 4 6 4 

W = 36·36=36' 36=W1' Wg• 

Die Wahrscheinlichkeit w, daß zwei Ereignisse mit den 
Wahrscheinlichkeiten w1 und w2 entweder gleichzeitig oder 
in bestimmter Reihenfolge nacheinander eintreten, is-t dem
nach gleich dem Produkt dieser beiden Wahrscheinlichkeiten. 

Wie groß ist demnach die Wahrscheinlichkeit, daß 3 Ereignisse gleich
zeitig oder in bestimmter Reihenfolge nacheinander eintreten? 

V. Ein Geschäftsmann sei an verschiedenen Unternehmungen be
teiligt, die ihm mit den W ahrscheinlichkeiten w1 , w2 , w3 , • • • Gewinne in 
den Höhen Glt G2, G3 , ••• erhoffen lassen, dann ist seine mathema
tische Erwartung (Hoffnung): 

E = w1 • G1 + w2 • G2 + w3 • G3 ••• 

Im Falle des Verlustes wird G natürlich negativ. Ist z. B. bei einem 
Geschäft G = 200000 ~' dahei nur w = 0,1, so wird E = 20000 .J' 
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Wir erkennen sofort, daß die Erwartung hier eine Funktion der Wahr· 
scheinlichkeit ist, also E = f(w), je geringer w, je kleiner wird auch E; 
die Aussicht (Sicherheit) des Wagnisgeschäftes wächst also mit der Wahr· 
scheinlichkeit. - Ist z. B. bei einem Glücksspiel die Wahrscheinlichkeit 
w = 0,1, so wäre für einen Gewinn G = 100 ""· die Erwartung E= 
10 .M... - Ein Fehler wäre aber nun die Annahme, daß diese Erwartung 
und der vom Spieler zu leistende Einsatz gleich sein müßten. Angenommen 
50 Personen sind am Spiele beteiligt, jede mit 10 A., so daß 500 .;U,. in der 

Kasse sind, so müßte man von jedem Spieler tatsächlich 55°~ = 10 .Jl, er· 

heben. Da aber erst bei sehr häufig wiederholtarn Spiele, nach den Lehren der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Fall eintritt, daß der einzelne Spieler 
weder Verlust noch Gewinn hat, so wird die mathematische Erwartung 
stets kleiner als der Einsatz sein, welch letzterer sich übrigens, bei den 
öffentlichen Verlosungen, infolge von Unkosten der Veranstaltung und 
Besteuerung der Gewinne noch bedeutend erhöht. 

Ähnliche Erwägungen gelten für die Wahrscheinlichkeit der Kapital
anlage in Form von Geschäftsanteilen und Grundstücksbeleihungen (Hy
potheken). Eine unmittelbare Verbindung zwischen Geldgeber und 
Empfänger bietet ersterem höheren Zinsgewinn als durch die Bankver
mittelung, aber andererseits geringere Sicherheit als auf letzterem Wege 
Es ist daher empfehlenswerter, daß alle diejenigen, die Geld in dieser 
Weise zinstragend anlegen wollen, die betreffende Summe bei einer Bank 
oder Sparkasse einzahlen, von wo aus das Geld dann weiter verliehen 
wird - Die Banken besitzen hinsichtlich der Höhe der zulässigen Hypo
thekenbelastung eines Grundstücks oder der Kreditfähigkeit eines Geld
suchenden eine vielseitige fachmännische Erfahrung. - Hat aber die 
Bank trotzdem mal bei ihren vielen Unternehmungen einen Ausfall, so 
ist der Gesamtschade nur verhältnismäßig gering und verteilt sich auf 
die Gesamtheit der Geldgeber der Bank, wodurch der Verlust des ein· 
zelnen nur unbedeutend wird ( vgl. die entsprechenden Ausführungen beim 
Versicherungswesen). 

§ 45. Fehle.rausgleichsrechnung. 1) 

(Gauß 1795. Legandre 1806) 
DerWert der Erfahru••g Iot, Qleiche Befähigung 

des Sammelnden vorausgeaetzt, prozentual der 
Größe und Anzahl der Kreise, in denen dieselbe 
erworben wurde, In zn kleinen Sphären gemachte 
Erfahrnngen sind eher schildlieh als nülzlich; 
denn nichts iat gefahrlieber ala auf wenige Be
obachtungen gegründete allg•meine Schlüsse. 

Max Maria v. Weber. 

I. Bei physikalischen und technischen Messungen ist es praktisch un
möglich, den wahren Wert einer Größe zu bestimmen, da alle Unter· 
suchungen mit Fehlern behaftet sind. - Beim Ablesen des Barometer-

1) Ausfiihrliche Behandlungen der Fehlerausgleichsrechnung in bezug auf 
physikalisch-technische Messungen finden sich in den Werken: Kohlrausch, 
Lehrbuch der prakt. Physik. 15. Auf!.. Leipzig 1927. V. Happach, Aus
gleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Leipzig 1923. 

Grünbaum-Ja.kobi, Funktionenlehre 7.Au6. 12 
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standes werden z. B. verschiedene Beobachter ungleiche Werte erhalten, 
infolge ungleich genauen Ablesens. Besonders häufig werden hierbei par
allaktische Fehler gemacht werden, indem die Beobachter das Auge nicht 
genau in der Höhe der Quecksilberkuppe halten. Dies und ähnliche sind 
zufällige Beobachtungsfehler, im Gegensatz zu den systema
tischen und instrumentalen Fehlern. 

Systematische Fehler beruhen auf unrichtiger Versuchsanordnung, z B. 
wenn bei der soeben genannten Messung das Barometer zu hoch oder zu 
tief für den Beobachter hängt und diesem infolgedessen die genaue Ein
stellung des Auges in der Höhe der Quecksilberkuppe unmöglich ist. 

Instrumentale Fehler dagegen nennt man die Ungenauigkeiten der 
Meßwerkzeuge, also wenn z. B. die Skalenteilung oder die Kalibrierung 
des Barometers ungleichmäßig ist. Man bestimmt die Instrumentalfehler 
durch Vergleich mit einem Normalbarometer und trägt die für d.ie ein
zelnen Werte erforderlichen Korrektionen in eine Tabelle ein, die man am 
geprüften Barometer anbringt. Ist n = Normalwert (Wert des Normal
barometers\ a = Ablesungswert und f = Instrumentalfehler des geprüften 
Barometers, sowie k = erforderliche Korrektion desselben, so bestehen 
zwischen diesen Größen die Beziehungen: 

n = a + k, a = n + f und f = - k. 

Die Werte für k fügt man wie folgt dem Barometer in einer Tabelle bei: 

Unter 760,0 mm 
Von 750,0 bis 760,0 mm 
tTber 760,0 mm 

Korrektur 0,0 mm 
,. 0,2 " 
" 0,1 ,, 

II. Die Ausgleichsrechnung bezweckt nun, nach Beseitigung der systema
tischen und instrumentalen Fehler, aus den Messungsergebnissen den wahr
scheinlichsten Wert zu ermitteln. Das Beobachtungsergebnis weicht stets 
um eine gewisse, unbestimmbare Konstante 0 vom wahren Werte ab, Be
zeichnet man nun die Abweichung der einzelnen Messung vom Durch
scbnittsergebnis sämtlicher Messungen als den scheinbaren Fehler f., im 
Gegensatz zum wirklichen Fehler fw, der gleich der Differenz zwischen 
dem wahren Wert der zu messenden Größe und dem Ergebnis der Einzel
beobachtung ist, so besteht die Beziehung: 

f.=fw+ 0. 
ill. Bei einer Reihe von Beobachtungen des Barometerstandes sind 

folgende Ergebnisse gefunden worden: 

752,7 mm; 752,6 mm; 752,9 mm; 752,8 mm; 752,5 mm. 

Durch Addition dieser Werte und Division der erhaltenen Summe durch 
die Zahl der Beobachtungen (hier in diesem Falle also durch 5) erh!ilt 
man das arithmetische Mittel der Beobachtungen, nämlich 752,7 mm. 
Die scheinbaren Fehler der Einzelbeobachtungen sind dann in diesem Falle 

0,0 mm; - 0,1 mm; + 0,2 mm; + 0,1 mm;- 0,2 mm. 

IV. Bedingung für die volle Bedeutung der Einzelbeobachtun.gen ist 
es natürlich, daß sie voneinander unabhängig ausgeführt werden, daß 
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also in unserem Beispiel vor jeder neuen Bestimmung des Barometer
standes die Lupe frisch eingestellt wird. 

Hat der Vergleich mit einem Normalbarometer für obige Messungen 
als wahren Wert etwa 752,3 mm ergeben, so wären also die wirklichen 
Fehler: 

+ 0,4 mm; + 0,3 mru; + 0,6 mm; + 0,5 mm; + 0,2 mm. 

Grobe Beobachtungsfehler sind bei der Mittelbildung auszuschließen. Ist 
also z. B. bei der oben erwähntenBestimmungdes Barometerstandes 7 42,7 mru 
als ein Wert angegeben worden, so liegt mit Sicherheit ein Ablesungs
fehler von 10 rum vor, der von der Mittelbildung daher auszuschließen ist. 

V. Addiert man die scheinbaren Fehler der in Absatz III dieses Para
graphen angeführten Beobachtungen ohllß Rücksicht auf das Vorzeichen, 
also 0,0 mm + 0,1 mm + 0,2 mm + 0,1 mm + 0,2 mm = 0,6 mm, und 
dividiert durch die Zahl der gemachten Messungen (hier also durch 5), 
so erhält man+ 0,12 rum als durchschnittlichen Fehler, der uns ein 
für die Auswertung der Beobachtung schon recht brauchbares Ergebnis liefert, 
dem man das doppelte Vorzeichen ± gibt, da die einzelne Abweichung 
eines scheinbaren Fehlers positiv oder negativ sein kann. Die Fort
schaffung des doppelten Vorzeichens erfolgt auch durch Quadrieren der 
einzelnen scheinbaren Fehler. - Die Addition der Fehlerquadrate und 
Division der erhaltenen Summe durch die Zahl der Werte liefert dann 
nach Gauß das Quadrat des mittleren Fehlers und diese Größe radiziert 
den mittleren Fehler t.t selbst. Wir erhalten aus obigem Beispiel: 

5~-t2 = 0,00 + 0,01 + O,OJ + 0,01 + 0,04 = 0,10, also 1-1-2 = 0,02 

und 1-1- = 0,14. Somit ist der mittlere Fehler größer als der durchschnitt
liche Fehler. - Gauß hat ferner durch seine Theorie der kleinsten Qua
drate (1795) nachgewiesen, daß das arithmetische Mittel der Beobach
tungswerte den wahrscheinlichsten Wert der Messu:·g liefert. Hierbei 
denkt man sich die Differenzen gebildet zwischen dem wahren Wert x einer zu 
messenden Größe und den für sie beobachteten Werten x11 x2 , x3 , • .. Xn, 

also (x- x1), (x- x2) usw. Diese Differenzen ergeben die wirklichen 
Fehler der einzelnen Messungen. - Man muß nun denjenigen Wert von x 
suchen, für den die Summe S der Quadrate der Beobachtungsfehler ein 
Minimum wird. Wir haben also die Gleichung· 

S = (x- x1) 2 + (x- x2) 2 + · · · · · + (x- x.,)2 

zu differenzieren und erhalten 
dS 
dx = 2(x- x1) + 2(x -- x2) + .... · + 2(x- xn) = 0 

oder nx- (x1 + x2 + · · · · · + x") = 0, 

also 
x1 + x2 • • • • • + x" 

X= • n 

Dieser Wert (das arithmetische Mittel aus den Beobachtungswerten) 
macht also die Summe der Fehlerquadrate zu einem Minimum und wird 
daher als der wahrscheinlichste Wert von x angesehen. 

• J2 
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VI. In vielen Fällen bestimmt man auch den relativen Fehler, 
worunter wir das Verhältnis der Größe des Fehlers zu derjenigen des ge
messenen Wertes verstehen. 

a) In der Aufgabe k des § 16 berechnet sich der in die Wheatstonesche 
Brücke eingeschaltete unbekannte Widerstand y aus dem Abschnitt a: des 
Maßdrahtes nach der Formel 

!& y=--, 
1-a: 

wenn der Vergleichswiderstand 1 Ohm beträgt. Ist dieser jedoch r Ohm, 
so lautet die Formel 

1. 
X 

y=--•r. 
1-a: 

• Wir wollen nun annehmen, daß die Ablesung a: mit einem kleinen 
Fehler behaftet sei, den wir durch da: bezeichnen wollen; dann wird 
natürlich auch das aus a: nach Formel 1. errechnete Ergebnis für y 
etwas fehlerhaft sein; der Fehler sei dy. Die Beziehung zwischen den 
beiden Fehlern dx und dy pflegt man durch Differenzieren der Glei
chung 1. herzustellen. Also: 

2. dy r 
da;= (1- a:)'' 

Man deutet diese Gleichung derartig, daß die kleinen Fehler dy und dx 
sich zueinander wie r zu (1- a:)l1 verhalten, und schreibt auch 

3. r 
dy = (1 - a:)' • da:, 

d. h.: Der Fehler von y berechnet sich aus dem Fehler von a: durch Multi

plizieren des letzteren mit dem Ausdruck (1 ~ a:)'. 

Der Fehler dy verglichen mit dem Wert von y, also der Quotient 
dy oder relative Fehler von y ist in unserem Falle: y 

dy dx 
y=(1-X)• X 

Nimmt man nun an, daß mit der Ablesung von x ein Fehler dx = E 
unvermeidlich verbunden ist, dann wird das für y errechnete Ergebnis 
für denjenigen Wert von x am genauesten, für den der relative Fehler, 
also • 

(1-X)• X 

ein Minimum wird; dies tritt ein für x = -f· 
Die Wheatstonesche Brücke liefert demnach die genauesten Ergebnisse, 

wenn der Brückendraht in der Mitte des Maßdrahtes aufliegt, wenn also 
der Vergleichswiderstand {ungef'ähr) gleich dem gesuchten Widerstand ist. 

b) Die Stromstärke i ergibt sich bei der Messung mit der Tangenten
bussole aus dem Ausschlagswin\:el rp nach der Formel 

i = ..4.. tg rp, 
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worin A eine dem Instrument eigentümliche Konstante ist. Begeht man 
beim Ablesen von cp den kleinen Fehler dcp, so wird auch i fehlerhaft; 
der Fehler sei di. Man erhält die Beziehung zwischen di und dcp durch 
Differentiation: di 1 

-=A·-· dcp cos 1 cp 

DerrelativeFehlerwird: d_i= dcp. 
~ COS cp • Blll cp 

Läßt man nr.n für cp einen konstanten Fehler dcp = E zu, so wird das 
für i gefundene Ergebnis dann am genauesten, wenn der relative Fehler 

E 

COB cp • sin cp 

ein Minimum wird. Dies tritt ein für cp = 45 °. 
VII. In vielen Fällen kann man den Fehlerausgleich durch ein gra· 

phisches V erfahren erreichen. Bei V ersuchen über das Mariottesche Ge
setz sind z. B. bei verschiedenen Drucken p bestimmte Volumina v be
obachtet worden; da p · v = 0 ist, so muß die zeichnerische Darstellung 
eine gleichseitige Hyperbel ergeben. Trägt man nun die einzelnen Größen v 
als Abszissen und die einzelnen Größen p als Ordinaten in einem recht
winkligen Koordinatensystem auf, so 
werden nicht alle erhaltenen Schnitt
punkte von zusammengehörigen Ab
szissen und Ordinaten (infolge der Be
obachtungsfehler) auf der Hyperbel 
liegen und aus dem Abstand des be
treffenden Punktes von der Kurve er- ~ 

gibt sich der Beobachtungsfehler, der 1 
so leicht berichtigt werden kann, wie 
Abb. 93 zeigt. 

VIII. In ähnlicher Weise, wie die 
~Iessungen auf Grund physikalischer 
und technischer V ersuche, werden auch 
die Ergebnisse der Statistik (Geburten, 
Todesfälle, Krankheiten, Berufe usw.) 

---~V 

Abb. 93. 

unter gewissen Verhältnissen einer Ausgleichsrechnung unterworfen, um 
z. B. Grundlagen für Kranken-, Unfall-, Lebensversicherungen usw. zu 
erhalten (vgl. § 46). 

§ 46. Versicherungsrechnung (Halley 1693). 
Die Mitteilung wirtschaftlicher Dinge unter

gräbt nicht das wissenschaftliche Interoase; sie 
lallt vielmehr die rein wissenschaftliche Forochung 
in ihrem Wesen nur noch klarer und reiner er-
kennen. Timerding. 

I. Die wichtigste Anwendung findet die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
außer bei allen Wagnisgeschäften (Spekulationen), wie bei der Veranstal
tung öB'entlicher Glücksspiele (Lotterien), unter gewissen Voraussetzungen 
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beim Handel mit Wertpapieren (Börsengeschäft), vor allem aber bei allen 
Zweigen des Versicherungswesens. 

Unter einer Versicherung verstehen wir eine wirtschaftliche Ein
richtung, durch die es dem einzelnen ermöglicht wird, durch Vereini
gung mit einer größeren Anzahl anderer Personen für einen zukünf
tigen Geldbedarf vorzusorgen, sei es durch einmalige oder innerhalb 
gewisser Zeiträume wiederkehrende Geldeinzahlungen (Prämien). Man 
unterscheidet dabei: 

a) Bach- und Vermögensversicherungen, also z. B. gegen Sach
echäden, die durch Feuer, Hagel, Wasserrohrbrüche entstehen, bei der Be
förderung von Fracht- und Postsendungen auf dem Land- oder Seewege. 
Hierzu gehören ferner die Glas-, Einbruchdiebstahl- und die Viehversiche
rung. Während diese bisherigen Beispiele sich auf die Versicherung gegen 
Bachschädigung bezogen, handelt e~ sich hier um einen Schutz gegen Ver
mögensschädigungenbei der Haftpflichtversicherung, der Bürgschafts- und 
Unterschlagungsversicherung, sowie bei der Versicherung gegen Schäden 
infolge Kursrückgang und Auslosung von Wertpapieren. 

b) Personenversicherung, also z. B. die durch die Reichsversiche
rungsordnung (zwangsweise) vorgeschriebene Kranken-, Unfall-, Invaliden-, 
Alters- und Hinterbliebenenversicherung der Arbeiter und Angestellten. 
Außerdem die (freiwillige) Kranken-, Unfall- und vor allem die Lebens
versicherung. 

Bei all diesen Versicherungen 1) wird es sich also darum handeln, fest
zustellen, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, daß ein Ereignis eintritt, 
durch das der Versicherer vertragsmäßig gezwungen ist, dem Versicherten 
die vereinbarte Zahlung zu leisten. Ist die Versicherungssumme (Policen
höhe) festgelegt, so wird sich die Höhe der Versicherungsgebühr (Prämie) 
danach richten, wie groß die Wahrscheinlichkeit is_t, daß und innerhalb 
welcher Zeit dem V ersieharten eine Zahlung vom V ersieherar zu leisten 
ist. - Z. B. ist im Jahre 1919 die Versicherungsgebühr für Einbruch
diebstähle bedeutend erhöht worden, da deren erhebliche Zunahme zahlen
mäßig (statistisch) erwiesen ist. 

Die Versicherungsgebühr (Prämie) ist bei einmal festliegen
der Versicherungssumme {Policenhöhe) somit eine Funktion 
der Wahrscheinlichkeit, daß und innerhalb welcher Frist das 
Ereignis eintritt, das den Versicherer zur Zahlung des ver
einbarten Betrages an den Versicherten verpflichtet. 

Außerordentlich mannigfaltig gestaltet sich mit Rücksicht auf die ver
schiedenen Versicherungsarten die Versicherungsrechnung, die daher ein 
besonderes und sehr umfangreiches Gebiet der Mathematik bildet. Wir 
werden als Beispiel dafür hier nachfolgend die Grundzüge der Lebens
versicherungsberechnung besprechen, die sich von allen anderen V ersiche
rungsarten dadurch unterscheidet, daß man es hier mit einem ein
mal eintretenden Schaden ( z. B. bei der Erreichung des für die Auszah
lung der Summe vereinbarten Lebensalters oder infolge des Todes) zu 
tun hat. 

1) Jeder Versicherungsvertrag (mit Ausnahme bei den reichagesetzlichen 
Zwangsversicherungen) ist die Police. 
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II. Die Lebensversicherungen sind erst nach den See- und Feuerver
sicherungen entstanden (die erste Feuerversicherung 1667 als Fire-office, 
1706 die erste Lebensversicherung als Amicable Society in London).
Für die Prämienberechnungen bilden die Sterblichkeitstabellen die Grund
lage, die angeben, wie viele von 10 000 Neugeborenen nach 1, 2, 3, ... , 
95 Jahren noch leben. Die Herstellung einer solchen Tabelle kann natür
lich nicht in der Weise erfolgen, daß man feststellt, wie viele von den 
Neugeborenen nach einer bestimmten Zahl von Jahren noch leben; denn 
die Übersicht w!l.re infolge Wegzuges und Auswanderung praktisch un
möglich, und außerdem würde die zahlenmäßige Erhebung annähernd 
100 Jahre dauern. Man stellt daher mit Hilfe der Volkszählung fest, 
wie sich eine Bevölkerungszahl von 10 000 Einwohnern auf die verschie
denen Lebensalter verteilt. Findet man also z. B., daß es unter 10 000 
Einwohnern 9000 gibt, die das erste, und 8500, die das zweite Lebens
jahr überschritten haben, so folgt daraus, daß von 10 000 Neugeborenen 
im ersten Lebensjahr 1000 und im zweiten 500 Kinder sterben. -Nach 
diesen Grundsätzen ist die umstehende Sterblichkeitstafel für Lebens
versicherungen der 23 deutschen Lebensversicherungsgesellschaften ent
standen. 

Die Anwendung dieser Sterblichkeitstabelle beruht auf einem wichtigen 
Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung, dem sogenannten "Gesetz der großen 
Zahlen" (Bernoulli-Laplace): Eine Reihe von Ereignissen, deren Eintritt 
oder Nichteintritt sehr häufig beobachtet wurde, wiederholt sich auch 
weiterhin nach dem gleichen Zahlenverhältnis, vorausgesetzt, daß sich an 
den Vorbedingungen nichts ändert. - Z. B. die durch viele V olkszäh
lungen bestätigte Erfahrung, daß die Zahl der Fünfzigjährigen in Deutsch
land mehr wie doppelt so groß als die der Siebzigjährigen ist, rechtfertigt 
hiernach die Annahme, daß in größeren Landesteilen die Gesamtzahl der 
Fünfzigjährigen und Siebzigjährigen im obigen Verhältnis stehen wird, 
also in Provinzen, dichtbevölkerten Kreisen und Großstädten, nicht aber 
in kleinen Orten. (Warum?) 

Nach demselben Grundsatz erfolgt die Kapitalisierung der Renten der 
Kriegsbeschädigten, indem die einmalige Abfindungssumme mit zunehmen
dem Alter des Anspruchsberechtigten kleiner wird, weil seine voraussicht
liche Lebensdauer, also auch die Zahl der ihm noch zu zahlenden Jahres· 
reuten abnimmt. Er würde also bei der Kapitalisierung einer Rente An
spruch haben: 

Im 21. Lebensjahre auf den 18,5fachen Jahresbetrag 

" 27. " " " 17,0 " " 
" 43. " " " 13,0 " " 
" 55. " " " 8,25 " " 

Die umstehende Sterblichkeitstafel ist nur ein Beispiel für viele ähn
liche Tabellen dieser Art. Wenn z. B., wie dies bei einigen Gesellschaften 
geschieht, der Versicherungsabschluß ohne vorherige ärztliche Untersuchung 
erfolgt, so wird man die Höhe der Prämie nach anderen Tafeln berech
nen. Ebenso benutzt man bei den beiden Zweigen der Lebensversicherung, 
nämlich der Rentenversicherung einerseits und der Kapitalversicherung 
andererseits, etwas voneinander abweichende Tafeln. 
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Sterblichkeitstafel der 23 deutschen Gesellschaften für normal ver
sicherte Männer und Frauen mit vollständiger ärztlicher Unter

suchung. 

Alter Anzahl Diakon- Summe der Alter Anzahl Diskon- Summe der 
in der tierte diskontierten in der tierte diskontierten 

Jah- Leben- Zahl der Lebens- Jah- Leben- Zahl der Lebens-Leben- Leben-ren den den zahlen ren den den 
zahlen 

X l"' D., s" X l, 
Dx s" 

20 100 000 50 257 1031224 60 II 55 s92 7 094,6 72 808,? 
21 99 081 48111 980 967 61 53 916 6 612,3 65 713,6 
22 98173 46058 932 856 62 51878 6 147,3 59101,3 
23 97 286 44098 886 798 63 49 781 5 699,3 52 954,0 

24 96 425 42 230 842 700 64 47 632 5 268,8 47 254,7 
25 95 590 40 449 800 470 65 45 435 4 855,9 41985,9 
26 94 774 38 747 760 021 66 43189 4 459,7 37130,0 

27 93 970 37119 721 274 67 40 887 4 079,3 32 670,3 
28 93173 35 560 684155 68 38532 3 714,3 28 591,0 
29 92 378 34 064 648 595 69 36133 3 365,3 24 876,7 
30 91578 32 627 614 531 70 33 701 3 03:!,6 21511,4 
31 90 770 31246 581904 71 31249 2 716,9 18 478,8 
32 89952 29917 550 658 72 28 794 2 418,8 15 761,9 
33 89121 28 639 520 741 73 26 358 2139,3 13 343,1 

34 88 280 27 409 492102 74 23952 1878,2 11203,8 
35 87 424 26 225 464 693 75 21592 1635,9 9 325,6 
36 86 551 25085 438 468 76 19 293 1412,3 7 689,7 

37 85 662 23988 413 383 77 17 083 1208,3 6 277,4 
38 84 756 22932 389 395 78 14980 1 023,7 5 069,1 
39 83828 21914 366 463 79 12 998 858,2 4 045,4 
40 82 878 20 933 344 549 80 11150 711,29 3187,2 
41 81903 19987 323 616 81 9 4:!0 580,61 2 475,91 
42 80 897 19074 303 629 82 7 821 465,75 1895,30 
43 79 862 18193 284 555 83 6378 366,97 1429,55 

44 78 799 17 344 266 362 84 5114 284,30 1062,58 
45 77 707 16 525 249 018 85 4 034 216,67 778,28 
46 76590 15 737 232 493 86 3138 162,85 561,61 

47 75 450 14978 

I 
216 756 87 2423 121,488 398,76 

48 74 281 14 247 201778 88 1857 89,962 277,272 
49 73077 13 543 187 531 89 1415 66,232 187,310 
50 71831 12 861 173 988 90 1071 48,435 121,078 
51 70 528 12 201 161127 91 724 31,635 72,643 
52 69166 11561 148 926 92 463 19,546 41,008 
53 67 741 10 940 137 365 93 275 11,217 21,462 

54 66 251 10 337,5 126 425 94 149 5,872 10,245 
55 64 695 9 753,3 116 087,5 95 72 2,742 4,373 
56 63074 9187,4 106 334,2 96 30 1,104 1,631 

57 61383 8 638,7 97146,8 97 11 0,391 0,527 
58 59 624 8107,4 88 508,1 98 3 0,103 0,136 
59 57 792 7 592,5 80 400,7 99 1 0,033 0,033 
60 55892 7 094,6 72 808,2 100 0 0 0 
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Bei der Rentenversicherung zahlt der zu Versichernde einmal eine 

größere Summe ("Mise) ein, und der V ersieherar zahlt ihm dafür jährlich 
einen bestimmten Betrag (Rente) bis zum Tode. Dem Versicherer ist es 
hier also von wirtschaftlichem V orteil, wenn der zu V ersiehemde nicht 
mehr lange voraussichtlich leben wird. 

Bei der Kapitalversicherung haben Versicherer und Versicherter genau 
entgegengesetzte Zahlungen wie bei der Rentenversicherung zu leisten, 
indem meistens der Versicherte jährlich einen gewissen Betrag, die Prämie, 
entrichtet und dafür beim Tode oder nach einer bestimmten Anzahl von 
Jahren vom Versicherer eine größere einmalige Zahlung, das Kapital, er
hält, so daß es hier für den Versicherer um so günstiger ist, je !ilter der 
V ersieharte wird. 

Die folgenden Berechnungen ergeben nur die Zahlungen, die der Ver
sicherte zu leisten hat, ohne den Zuschlag für die Geschäftsunkosten des 
Versicherers, vor dem Kriege etwa 20%, jetzt wesentlich höher. -
Unsere Berechnungen berücksichtigen also weder Spesen noch etwaigen 
Gewinn des Versicherers. 

111. Die Tabelle enthält in der ersten linken Spalte das Lebensalter in 
Jahren. (x) vom 20.-100. Lebensjahre. In der zweiten Spalte wird die 
Anzahl der Lebenden (l.,) angegeben, die von 100 000 Zwanzigjährigen 
nach x Jahren noch nicht verstorben sind. Wir sehen, daß 82 878 Per
sonen das 40. und 55 892 Personen das 60. Lebensjahr voraussichtlich 
erreichen werden. 

Aus diesen Zahlen (l.,) lassen sich nun 3 für die weiteren Berechnungen 
wichtige Größen ableiten, nämlich: 

Die Toten der Stei·betafel: 

dg = l -lx+l• 

Die Lebenswahrscheinlichkeit eines x-jährigen Menschen: 
1.,+1 

Px= -l-• 
"' 

Die Todeswahrscheinlichkeit (Lebensunwahrscheinlichkeit) eines x-
j!ihrigen: d.~ 

qx=T• 
"' 

Nach § 44 muß also die Beziehung bestehen: 

p., + q" = 1. 

IV. a) Gehen wir zunächst von der RentenversiCherung aus unter der 
Annahme, daß sich eine gewisse Anzahl von Personen (etwa l.r) im Alter 
von x Jahren eine sofort beginnende, vorschüssige Leibrente erwerben 
wollen, d. h. eine solche, bei der der Versicherte gegen eine einmalige 
Zahlung einer größeren Summe b (Mise) eine Jahresrente im Betrage von 
1 .1, (als Einheit angenommen) sichert, erstmalig sofort und in Zukunft 
je zu Jahresanfang zahlbar, bis zum Tode des Versicherten. Der Ver
sicherer hat demnach sofort den Betrag lx zu zahlen, nach einem Jahre 
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nur noch l.:r:+l und nach k Jahren lz+k· - Um seine Gesamtverpflichtungen 
den Versicherten gegenüber zu berechnen, diskontiert ( vgl. § 4) der V er
sicherer sämtliche ~u leistenden Zahlungen auf das Geburtsjahr der V er
sicherten, unter Annahme eines Zinsfußes von 3,5 %, also dem Zinsfaktor 
q = 11035. (V gl. § 15.) In unserem Beispiel beträgt dann die auf das 
Geburtsjahr der Versicherten diskontierte Zahlung, die sofort an diese zu 
entrichten ist, 

Man bezeichnet diesen Quotienten abgekürzt auch mit Dz, also 

l., 
Dz=-, 

q·" 

und nennt die Größe D., auch die diskontierte Zahl der x-jährigen 
Lebenden. Für.das folgende Jahr ist diese Größe Dx+l• also vom x
ten bis zum 100. Lebensjahre der Versicherten, mit welch letzterem die 
Zahlungen sicher aufhören dürften, 

D:r: + Dx+t + Dz+2 + D.r+B + D,+" + · · · + D99 + Dtoo = 8.,. 

Letztere Größe (S:r:) ist die Summe der diskontierten Lebenszahlen, 
die gesamte Zahlungsverpflichtung des Versicherers, die gleich derjenigen 
der Versicherten sein muß, zu welch letzterer aber noch der Zuschlag 
für Spesen und Gewinn des Versicherers kommt, der hier nicht berück
sichtigt wird. Hat nun der einzelne Versicherte für die Rente die ein
malige Zahlung b zu leisten, so beträgt diese auf sein Geburtsjahr dis-

kontiert ..!!.. und für die lz V ersieharten zusammen qz 

b 8z 
lz qz = b Dx = Bz, also b = D., und wenn die Rente den Betrag r hat, 

8"' b=r-· 
Dz 

b) Durch welche Zahlung kann sich ein 45jähriger Mann eine vor
schüssige, sofort beginnende Leibrente von 3000 .4t sichern? 

c) Wie hoch ist die sofort beginnende vorschüssige Rente, die sich ein 
50jähriger Mann durch Zahlung von 20000 .4( sichern kann? 

8 
d) Wie ändert sich die Formel b = r Dz, wenn die Zahlung der Rente 

z 
erst nach k Jahren beginnt bzw. nach k Jahren aufhört? (Aufgeschobene 
bzw. kurze vorschüssige Leibrente.) 

8.,+k 8"'- Sz-k 
b=r- bzw. b=r- -· 

Dz Dz 

e) Wieviel muß jede von lz Personen im Alter von ::c Jahren einzahlen, 
wenn jede von ihnen, die nach k Jahren noch lebt, dann das Kapital a 
ausgezahlt erhalten soll? (Kapitalversicherung auf Erlebensfall.) 
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Nach k Jahren leben noch l.,+k Personen, so daß der Versicherer den 
Betrag al.,+k zu zahlen hat, der auf das Geburtsjahr der Versicherten 
diskontiert gleich aDx+k ist, und daher die Einkaufssumme für jede Person 

DIE+k 
b= a·--· 

D., 

V. a) Wollen l"Personen, die xJahre alt sind, für den Zeitpunkt ihres 
Todes ihren Hinterbliebenen das Kapital a sichern (Kapitalversicherung 
auf Todesfall) durch einmalige Bezahlung eines Betrages b, so ist es üb
lich, daß der Betrag a erst am Ende des Todesjahres ausgezahlt wird. 
Durch einen kleinen Zuschlag zu b wird die Auszahlung von a sofort 
beim Eintritt des Todes gesichert. 

Da im ersten Versicherungsjahre l., - lx+1 Todesfälle eintreten, hat der 
Versicherer nach einem Jahre a (lx- l.r+1) zu zahlen, welcher Betrag, 
auf das Geburtsjahr des Versicherten diskontiert, gleich 

a(l.,- lx+ 1) 
~+_t_ 

wird, ebenso 
sicherers 

diejenigen der 2 und 3 Jahre fälligen Zahlungen des Ver-

a(l,.+ 2-l,.+s) (l:r+s-lx+!) 
----'--qc:._x~+~2-'- bzw. a qx+S 

und nach k Jahren 
ao:z:+k-1-lr+k> 

qx-1--k • 

Die Summe aller dieser Zahlungen vom x-ten bis zum 100-sten Jahre 
ist dann 

und 

a (l" l.,-l--1 llOo) (lx+t l.,+s . llOO\ 
q qx+qx+1····+qtoo -a qx+t+qx+s···+qtoo) 

a 
-8- aSx+1 q ;x; a (i Bz- Bx+ 1) 

a(isx-Sx+t) 
b= D . 

oder 

X 

b) Durch welche Summe kann ein 3 2 Jahre alter Mann seinen Hinter· 
bliebenen bei seinem Tode ein Kapital von 15 000 A sichern? 

a(..!:.s"'-Sx+t) . 
c) Wie ändert sich die Formel b = q D ' wenn dte Zahlungs· 

z 

verpfl.ichtung des Versicherers erst in Kraft tritt, wenn der V ersieharte 
frühestens nach k Jahren stirbt? 
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l Todesfallversicherung mit Karenzzeit.) 

a (~sx+k- s.t+k+t) 
b= . n., 

d) Wie ändert sich diese Formel, wenn die Zahlungsverpflichtung des 
Versicherers nur in Kraft tritt, wenn der Versicherte innerhalb k Jahren 
stirbt? 

(Abgekürzte Todesfallversicherung.) 

a[~ (Sx-Sx+k)-(Sx+l-Sx+k+tl] 
b = -=--=--------= nz 

e) Wie hoch stellt sich die Einkaufssumme b, wenn der V ersichercr 
den Betrag a nach k Jahren, spätestens aber beim Tode des V ersieharten 
zu zahlen hat? 

(Gemischte Versicherung.) 

a [~ (8.,- S.,+k)-(Sx+t- S..,+k>] 
b= . nz 

(Dies ist die Vereinigung der abgekürzten Todesfallversicherung mik 
der einfachen Kapitalversicherung auf den Erlebensfall.) 

VI. a) Meistens wird die Leistung des Versicherten aber nicht in einer 
einmaligen Zahlung b, sondern aus vielen einzelnen über t Jahre (auch 
Halb- und Vierteljahre sind gebräuchlich) verteilten Einzehahlungen, den 
Prämien p bestehen. Die Summe aller dieser Zahlungen muß aber gleich 
der Leistung des Versicherers, also gleich dem von diesem zu zahlenden 
Kapitale sein. Während also bisher der Versicherte eine einmalige und 
der Versicherer viele einzelne Zahlungen zu leisten hatte, ist es bei der 
Prämienzahlung gerade umgekehrt, so daß sich die zu entrichtende Jah
resprämie als Quotient aus dem Werte der abzuschließenden Versicherung 
und dem der Leibrente ergibt, die der Prämienzahlung entspricht. Auf 
diese Weise ergeben sich folgende Prämien: 

1. Lebenslängliche Jahresprämien für Kapitalversicherung auf Todes
fall ohne Karenzzeit: 

P = a (nz_ q-1). 
s., q 

2. Desgl. mit Karenzzeit von k Jahren: 

(~Sx+k-S .c+k+t) 
]J=a S • 

z 

Bei den auf Todesfall abgeschlossenen Versicherungen hat der 
·Versicherte nach Erreichung des 85. Lebensjahres keine Prämie mehr zu 
entrichten. 
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3. Jahresprämien während t Jahren für Kapitalversicherung auf Todes-
fall ohne Karenzzeit: ( t ) 

{j_Sx-Sx+l 
p=a 8-S · 

.c x+t 

4. Jahresprämien während t Jahren für Kapitalversicherung auf Todes
fall mit k-jähriger Karenzzeit: 

a (~ (Bx+k- Sx+HI)) 
p= • 

Sx-Sx+t 

5. Jahresprämien während t Jahren für Kapitalversicherung auf Er
lehensfall ohne Karenzzeit: 

p=a( D.c+k )· 
Nx-Nx+t 

6. Jahresprämien während t Jahren für eine gemischte Versicherung 
ohne Karenzzeit, anszahlbar nach k Jahren oder beim Tode: 

a [~ (Sx- Sx+k) -(Sx+l-Sx+k)] 
p= . 

Sx-Sx+t 

b) Wieviel kostet einem 30jährigen Manne eine Kapitalversicherung 
auf Todesfall im Betrage von 20000 J' a) bei einmaliger Zahlung, h) 
bei Jahresprämien? 

\7277,80 Jt bzw. 386,80 .Jt) 
c) Wie gestaltet sich die gleiche Aufgabe, wenn der Versicherte bei 

Abschluß der Versicherung schon 40 bzw. 50 Jahre alt ist? 
(Einmalige Zahlung 8893,00 bzw. 10 891,80 Jt., Jahresprämien 

541,60 bzw. 808,80 JC,.) 
d) Welche Jahresprämie muß ein 30 Jahre alter Mann zahlen, der 

eine gemischte Versicherung über 10 000 .«,, auf das Alter von 65 Jahren 
abschließt? 

(233,50 JC,.) 
e) Wie gestaltet sich die letzte Aufgabe, wenn die Versicherung nur 

auf Todesfall abgeschlossen worden ist? (185 .K) 
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