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Yorwort zur 7. Auflage.

Einen Markstein in der Geschichte des Unterrichts der deutschen hihe-
ren Maschinenbauschulen bildete die Jahthundertwende. — Wihrend bis
zum genannten Zeitpunkt den Anwirtern fiir die Laufbahn des héheren
Maschinentechnikers kein Einblick in die Anfangsgriinde der Infinitesimal-
rechnung gewshrt wurde, mit ganz wenigen Ausnahmen einiger nicht aus
offentlichen Mitteln unterhaltenen Lehranstalten, und man #ngstlick be-
miiht war, die Differential- und Integralrechnung durch oft HuBerst ge-
schickte, aber sehr zeitraubende Umgehungen zu vermeiden, haben in den
beiden letztverflossenen Jahrzehnten die meisten hoheren Maschinenbau-
schulen die Infinitesimalrechnung in ihre Lehrpline aufgenommen.

Unter den Vertretern des mathematischen und technischen Unterrichts,
die in Wort und Schrift immer wieder fiir die Einfithrung der Differen-
tial- und Integralrechnung gekimpft und dieses Ziel schlieBlich mit gutem
Erfolg erreicht haben, ist besonders der groBen Verdienste auf dem ge-
kennzeichneten Gebiete dankbarlichst zu gedenken, die sich der Begriinder
des vorliegenden Buches erworben hat, Dr. Heinrich Griinbaum. Seine
vielseitige praktische Erfahrung als Lehrer an den Tecbniken zu Bingen
und Niirnberg hinsichtlich der Handhabung der Infinitesimalrechnung hat
er erstmalig in diesem Werke im Jahre 1901 als ,Lehr- und Ubungs-
buch der Differentialrechnung® vertffentlicht, 1907 folgte die zweite und
1912 die dritte Auflage. Letztere erhielt die neue Aufschrift ,,Funktionen-
lehre und Elemente der Differential- und Integralrechnung®, da sie auch die
Forderung der grofen neuzeitlichen Reformbewegung auf mathematischem
Gebiete, ,,Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens® in weitest-
gehendem MaBe beriicksichtigte.

Leider war Grilnbaum nur eine kurze Lebensdauer beschieden. Am
20. April 1915 ist er heimgegangen, tief betrauert nicht nur von Ange-
horigen und Freunden, sondern auch von der Gesamtheit der Fachgenossen
an unseren technischen Fachschulen. Aufler dem vorliegenden Buche ver-
dffentlichte Griinbaum u a, noch, und zwar im Teubnerschen Verlage: , Der
mathematische Unterricht an den deutschen mittleren Fachschulen der
Maschinenindustrie (im Auftrage der Internationalen mathematischen
Unterrichtskommission), 1910 und ,Lehr- und Aufgabenbuch der Geo-
metrie®, 1914.

Die glinzenden Besprechungen, die alle Arbeiten Grilubaums gefunden
haben, kennzeichnen am besten, welch groBen Verlust sein frilhes Hin-
scheiden fiir den mathematischen Unterricht unserer htheren technischen
Fachschulen bedeutet hat.
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Das vorliegende Werk, dessen drei frithere Auflagen bei Fr. Grub in
Stuttgart erschienen waren, ist 1919 in den Besitz des Teubnerschen Ver-
lages in Leipzig libergegangen, der mich damals mit der Neubearbeitung der
4. Auflage erstmalig beauftragte. — Fiir die von mir dabei vorgenomme-
nen Anderungen waren gewisse Wiinsche maBgebend, die bei der Be-
sprechung des Griinbaumschen Werkes zutage getreten waren. Aus solchen
Erwsgungen heraus ist namentlich die Reihenlehre auf einer viel breiteren
Grundlage aufgebaut worden; auch hat die Lehre von den impliziten
Funktionen und von den partiellen Differentialquotienten etwas weiter-
gehende Berticksichtigung gefunden. — Schlieflich hatte mein Aufsatz
iiber ,,Ausbau des mathematischen Unterrichts. an den héheren Maschinen-
bauschulen nach der volkswirtschaftlichen Seite (Zeitschr. fiir gewerbl.
Unterricht, 1917) so zahlreiche, zustimmende Zuschriften aus Kreisen
unserer Fachgenossen zur Folge gehabt, daB ich mich gern entschloB, auch
Abschnitte aus der Wirtschaftsmathematik aufzunehmen, natiirlich stets
auf dem Funktionsbegriff aufbauend, wie Zins-, Rabatt-, Zinseszins-, Renten-
und Tilgungsrechnung, sowie einiges iiber die mathematischen Grundlagen
des Versicherungswesens.

Sehr eingehend ist hierbei die Frage ertrtert worden, ob die Wirtschafts-
mathematik streng genommen in ein Werk iiber Funktionenlehre gut
hineinpaBt. — Zunichst mag dies etwas zweifelhaft erscheinen. Da aber
der Umfang des Stoffes, den man in der hoheren Maschinenbauschule in
der Wirtschaftsmathematik durchnehmen kann, nicht groB genug ist, um
ein besonderes Buch dariiber zu verdffentlichen, so habe ich mich bemiiht,
diese ,,UngleichmiBigkeit des Inhaltes zu mildern, indem ich bei allen
behandelten Wirtschaftsfragen auf dem Funktionsbegriff aufbaute.

Ich hoffe gern, dem Buche dadurch einen guten Dienst geleistet zu haben,
das im iibrigen den von Griinbaum und mir vertretenen Grundsitzen in
der alten, bisherigen Weise treu geblieben ist. Daher wurde bei der Stoff-
auswahl an Stelle des rein Formalen denjenigen Dingen der Vorzug ge-
geben, die fiir die funktionale und infinitesimale Auffassung der Vorginge
in Natur und Technik, sowie zur Behandlung wichtiger praktischer Fragen
von besonderer Bedeutung sind, AuBerdem wurde etwas mehr gebracht,
als an unseren allgemein bildenden, sowie den technischen Fachschulen
nach dem Lehrplan iiblich ist. Einmal war hierbei der Gedanke maB-
gebend gewesen, das Buch so zu gestalten, daB es auch dem Hochschiiler
ein willkommener Wegweiser fiir die mathematischen Vorlesungen werden
soll, ebenso unseren héheren Maschinenhauschiilern, wenn sie nach be-
standener Reifepriifung in die Praxis gehen, ein treuer Berater in mathe-
matischen Dingen. — Ein Hauptaugenmerk wurde ferner darauf gelegt,
moglichst anschauliche Verfahren bei der Darstellung zu bringen, —
»Streng wissenschaftliche® Ableitungen wurden natiirlich vermieden, ohne
dafl dadurch gewissenhafte Darstellung und Entwicklung zu kurz gekommen
wiren,

An algebraischen Vorkenntnissen setzt das Buch einfache Gleichungen
ersten und zweiten Grades mit einer und zwei Unbekannten voraus, Po-
tenzen, Wurzeln und Logarithmen, ferner aus der (eometrie diejenigen
Gebiete, die durch Kongruenz, Inhaltsgleichheit und Ahnlichkeit umgrenzt
werden, sowie die trigonometrische Auflosung des recht- und schiefwink-
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ligen Dreiecks, also etwa das, was in den beiden nachbenannten Werken
fiir Maschinenbauschulen des Teubnerschen Verlages geboten wird: Bar-
dey-Jakobi-Schlie, Arithm. Aufgaben nebst Lehrbuch der Arithmetik,
9. Aufl, 1928; H. Griinbaum-Wiegner, Lehr- und Aufgabenbuch der
(Geometrie, 3. Aufl.,,1926.

Es ist nun die Frage, ob man in der untersten Klasse der hoheren
Maschinenbauschule zunichst die vorerwihnten Gebiete wiederholen und
erst dann mit der Infinitesimalrechnung beginnen soll, oder mit beiden
gleichzeitig. — Nach meiner langjihrigen Unterrichtserfahrung ist der
erstere Weg der erfolgreichere. — Wir geben daher in Elberfeld unseren
neu eintretenden Schiilern erst etwa 6—8 Wochen lang Gelegenheit, ihre
auf der allgemeinbildenden Schule erworbenen mathematischen Kennt-
nisse nach der zweijihrigen praktischen Titigkeit wieder aufzufrischen,
bevor wir mit der Differentiation und Integration beginnen. — Bei der
Abfassung des Buches sind aber die beiden Standpunkte gleichmiBig be-
riicksichtigt worden, derartig, daB dem unterrichtenden Lehrer méglichst
weitgehend freie Hand gelassen wird. Aus diesem Grunde ist das Buch
so eingerichtet, daB es, zum Selbststudium wie zum Klassenunterricht sich
gleichmifig eignend, eine zu breite Darstellung vermeidet. Der beleh-
rende Teil wurde daher nicht sehr umfangreich gestaltet, sondern die
Sitze vielfach durch methodisch aneinander gereibte Fragen und Auf-
gaben gewonnen. Auch die Aufeinanderfolge der einzelnen Abschnitte
kann innerhalb weitgezogener Grenzen nach der Lehrerfahrung des ein-
zelnen Fachgenossen oder der Eigenart der betreffenden Schule geéindert
werden. Der erste Abschnitt hat z. B. die eigenttimliche Anordnung, die
mit raschen Schritten dem Integral zueilt, namentlich mit Riicksicht auf
die hoheren Maschinenbauschulen, die schon etwa nach 10 Wochen in
der untersten Klasse die einfachsten Integrale im Mechanikunterricht bei
Besprechung der Schwerpunktsbestimmungen und der Trigheitsmomente
anwenden, Will der Lehrer nun aus irgendwelchen Griinden erst die
Differentiation vor Ubergang zur Integralrechnung erledigen, so wird er
zunichst § 9—12 fortlassen und diese spiter hinter § 35 bringen.

Eine der wichtigsten Fragen scheint mir aber zu sein: ,,Wie soll der
Schiiler das Buch bei hiuslicher Wiederholung verwenden?* —
Ich rate meinen Schiilern fiir die Belehrungen so zu verfahren, daf sie
dieselben erst mehrmals zu Hause durchlesen, dann bei geschlossenem Buch
die Entwicklung so oft wiederholen, dabei auch die erforderlichen Zeich-
nungen aus dem Gedichtnis freihéindig ausfithren, bis sie geniigende
Sicherheit darin gewonnen haben. — Bei der Lisung von Aufgaben ist
im Buche meistens das Endergebnis mit abgedruckt. Es hat dies den
Zweck, dem Schiiler die Gewihr zu bieten, daB er seine Hausaufgaben
richtig durchgefiihrt hat. — Mit Riicksicht auf die Forderungen der
Praxis soll auch der Schiiler auf die richtige zahlenméBige Durch-
fiihrung der Rechnungen allergrdBte Sorgfalt legen. — Nach
unserer Erfahrung wird die hiusliche Wiederholung durch Zusammen-
arbeiten von 2 (hdchstens aber 3) Schillern wesentlich gefordert. — Das
gegenseitige Abfragen und Erdrtern des Stoffes trigt sehr viel zur Kli-
rung des Verstéindnisses bei.

Die im Buche enthaltenen Aufgaben sollen der Gewinnung einer ge-
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niigenden Fertigkeit im Kurvenzeichnen, sowie im Differenzieren und
Integrieren dienen. Die eingekleideten Beispiele haben einen gewissen an-
regenden Inhalt, teils aus allen Gebieten der Mathematik selbst, teils aus
der Physik und dem Geldverkehrswesen erhalten. Wo fiir die hiusliche
Arbeit die fachlichen Kenntnisse des Sechiilers nicht zur Losung der
Textaufgaben ausreichen, empfehle ich in dem vorerwiihnten ,Lehrbuch
und Aufgabensammlung der Geometrie von Griinbaum-Wiegner nach-
zulésen, sowie in den Werken Wiegner-Stephan, ,Lehr- und Aufgaben-
buch der Physik“ 4. Aufl. (Tieipzig 1926), und Stockhardt, ,Lehrbuch
der Elektrotechnik®, 3. Aufl (Leipzig 1925), ferner Loewy, ,,Mathematik
des Geld- und Zahlungsverkehrs* (Leipzig 1920) und Grosse, ,,Graphi-
sche Papiere und ihre vielseitige Anwendung® (Diiren 1919).

Rein technische Fachaufgaben wurden in dem Buche tunlichst ver-
mieden. Die Mathematik soll des Riistzeug zur Bewiltigung solcher Auf-
gaben bieten, aber nicht selbst ein verkappter Mechanikunterricht sein.
Auch Aufgaben, die gar keinen Anspruch auf praktische Bedentung haben,
sind in dem Buche vielfach zu finden, um einen mathematischen Gedanken
klar hervortreten zu lassen.

Mein im Vorwort zur 4. Auflage geiuBerter Wunsch, ,das Buch im
Geiste seines allzu frith heimgegangenen Begriinders neu bearbeitet und
dadurch dazu bheigetragen zu haben, zu den alten Freunden des Werkes
noch einige neue zu erwerben®, ist in auBerordentlich erfreulicher Weise
rasch in Erfiillung gegangen: Das Werk hat an den meisten staatlichen
und privaten hoheren Maschinenbauschulen Eingang gefunden und ebenso
bei den Studierenden der Hochschulen zur Einfithrung in die mathematischen
Vorlesungen fiir die Abteilung der Maschinen- und Elektro-Ingenieure. —
Dankbarlichst gedenke ich hierbei der wertvollen Anregungen zu Ergin-
zungen, die mir aus dem Kreise der Herren Fachgenossen getuBert und
von mir bei der 5. Auflage erstmalig gern beriicksichtigt wurden, wie die
Integration durch Partialbruchzerlegung, die stirkere Verwendung graphi-
scher Verfahren bei der Infinitesimalrechnung, die Vermehrung der Aufgaben
iber Maxima und Minima, sowie die Erweiterung der Wirtschaftsmathe-
matik und die neu aufgenommene Fehlerausgleichsrechnung. Auch das
Sachverzeichnis am SchluB des Werkes hat eine Umarbeitung und Erweite-
rung erfahren. — Bei der jetzt vorliegenden 7. Auflage des Buches wur-
den einige Berichtigungen ausgefiihrt, sonst aber keine wesentlichen Ver-
inderungen des Textes vorgenommen.

Elberfeld, im Juli 1928. Jakobi
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I. Ganze Funktionen. Einige Differentialquotienten und
Integrale.

§ 1. Veriinderliche Grofien und Funktionen.

I. Die Vorginge in der Natur, wie die Erscheinungen und Verhilt-
nisse des menschlichen Lebens, werden von unserem Geiste als Ande-
rungen gewisser GroBen aufgefaBt. Wenn unser Korper uns die
Empfindung ,Kalte* anzeigt, so sprechen wir von einem Kleinerwerden
der TemperaturgriBe; wenn ein Gegenstand sich bewegt, so reden
wir vom GriBer- oder Kleinerwerden seines Abstandes von einem an-
deren; die Vorginge des Geborenwerdens und Sterbens sind fiir den
Statistiker ein GroBer- und Kleinerwerden der Bevélkerungszahl
Wollen wir also solche Erscheinungen der Messung und Rechnung unter-
werfen, so werden wir gendtigt, den vorkommenden Zahlgri8en bald
diesen, bald jenen Wert beizulegen; wir miissen vom Wachsen und Ab-
nehmen einer GroBe sprechen.

Eine Grofe, der wir withrend unserer Beobachtung oder im Lauf der
Rechnung verschiedene Werte beilegen, nennen wir eine veréinderliche
GroBe oder kurz Verinderliche (Variable); im Gegensatz hierzu
nennen wir eine GriBe, die stets einen und denselben Wert besitzt, eine
anverinderliche oder konstante Gréfe oder kurz eine Konstante.

Beispiele: Konstant ist der Nennwert eines Wertpapiers, veriinder-
lich sein Kurswert. — Druck und Temperatur einer fest abgeschlossenen
Gasmenge sind veriinderlich, das Gewicht oder die Masse derselben ist
konstant. — Macht man den Durchmesser eines Kreises verinderlich, d. h.

148t man ihn ab- oder zunehmen, so wird auch der Umfang verinderlich;
Umfang

Durchmemser hierbei stets den konstanten
urchmesser

dagegen behilt der Quotient:

Wert w = 3,141 ...

Vertinderliche GrisBen bezeichnet man durch die lefzten Buchstaben
der ABC-Folge, wie z, ¥, 2, 4, v, konstante GroBen durch die {ibrigen
Buchstaben oder durch einen beigesetzten Zeiger (Index), also g, b, ¢, m,
N, &, Yy, 7y USW.

II. Bei der Beobachtung von Naturvorgingen beschriinken wir uns
aber nicht auf die Betrachtung einer einzelnen verinderlichen Grie;
wir versuchen vielmehr Zusammenhinge, Verkniipfungen zwischen meh-
reren solchen GroBen aufzufinden, um hieraus die Bedingungen und Ge-
setze des (eschehens herzuleiten. Das Ziel des Ingenieurs ist ja, die
Natur zu beherrschen, d. h. aus den vorhandenen Bedingungen vorher-
zusagen, was eintreten wird, und die Bedingungen eines Vorgangs so zu
verwirklichen, daB dieser Vorgang eintritt. Haben wir z. B. durch Ver-
suche festgestellt, daB der Druck eines fest abgeschlossenen Gases sich

Grinbaum-Jakobi, Funktionenlehre. 7 Aufl 1
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in bestimmter Weise vergrofert, wenn die Temperatur steigt, so kann
uns diese Erkenntnis dazu dienen, dem Gas einen bestimmten Druck zu
verleihen, dadurch, daB wir die Temperatur in geeigneter Weise regeln.
Wir sagen: Druck und Temperatur eines Gases sind voneinander ab-
hingige GroBen. Eine GroBe, die von einer anderen abhingig ist, be-
zeichnet man als deren Funktion (Leibniz 1694). Im soeben erwihnten
Beispiel ist also der Druck eine ,,Funktion” der Temperatur oder
die Temperatur eine ,,Funktion des Druckes. Die ,, Abhingigkeit®
zwischen diesen beiden GréBen ist uns aber erst dann vollkommen be-
kannt, wenn wir imstande sind, zu jedem Wert der Temperatur den zu-
gehdrigen Wert des Druckes anzugeben und umgekehrt. Mit solchen
Verkniipfungen zwischen zwei verinderlichen GréBen

Wertetabelle fiir | werden wir uns im folgenden zu beschiiftigen haben.
y=ga' Sind uns zwei veriinderliche GréBen z und y ge-
z | Yy geben, und ist jedem Wert von # ein ganz bestimmter
3 + 9 Wert von y zugeordnet, dann nennt man y eine
—1 + 1 Funktion von .
0 0 Um ein rein mathematisches Beispiel zu geben,
+g’5 + 2’25 sei x eine beliebige reelle Zahl und y das Quadrat
13’2 ¢10,24 von 2z (also y = %), dann 4Bt sich zu jedem be-

liebig angenommenen Wert von 2 ein bestimmter
Wert von y angeben, wie nebenstehende Wertetabelle zeigt; y ist also eine
Funktion von . Wir schreiben dafiir y = f(x). (Lies ,,5 gleich Funktion
von z“.1))

Woeitere Beispiele von Funktionen: Ein bewegter Korper hat in
jedem Augenblick seiner Bewegung einen bestimmten Weg zuriickgelegt;
also ist der Weg eine Funktion der Zeit. — Ein Metallstab hat fiir jeden
Wert seiner Temperatur eine bestimmte Linge; daher ist seine Linge
eine Funktion der Temperatur., — Der Kreisinhalt besitzt fiir jeden Wert
des Durchmessers eine bestimmte GroBe; also ist der Kreisinhalt eine
Funktion des Durchmessers. Ebenso ist die Steuerstufe eine Funktion des
Jahreseinkommens des Steuerzahlers. Ferner ist die Lebensversicherungs-
pramie eine Funktion der Summe, fiir die die Versicherungspolice abge-
schlossen worden ist.

§ 2. Darstellung der Funktionen durch Tabellen und
Gleichungen.

I. Um die einander entsprechenden Werte zweier Verinderlichen # und
y auf bequeme und iibersichtliche Weise zusammenzustellen, bedient man
sich, wie oben bereits angefiihrt, der Tabelle. Dies geschieht besonders
oft bei Funktionen, die in der Physik, Chemie, Maschinenbau und Elek-
trotechnik vorkommen.

Beispiel: Das spezifische Gewicht y des Quecksilbers #ndert sich mit
der Temperatur # (in Celsiusgraden ausgedriickt); y ist also eine Funk-
tion von z, und in nachstehender Tabelle sind zu einigen Werten von
x die zugeordneten Werte von y angegeben.

1) Schreibweise von Euler 1734.



§ 2. Darstellung der Funktionen durch Tabellen und Gleichungen 3

Auch die Werte der bekannten mathematischen z y
Tabellen, wie Quadrat- und Kubikzahltabellen, Loga-
rithmentafeln, Sinus- und Tangenstabellen stellen —20 13,65
. " 0 | 13,60
Funktionen anderer GroBen dar. 20 13.55
II. Eine zweite Art, y als Funktion von & dar- 40 13:50
zustellen, besteht darin, da man mit » irgendwelche 60 13,45
Rechnungsarten ausfithrt und deren Ergebnis gleich 138 }g’gg
y setat. o o 150 | 13,23
Zum Beispiel: Unter x sei eine beliebige Ver- 200 13,12

dnderliche verstanden; erheben wir nun  ins Quadrat
und addieren hierzu die Zahl 3, dann erhalten wir eine neue Zahl, die
wir y nennen wollen. Es ergibt sich dann folgende Zuordnung:

Aus = 1 wird gebildet 124-8= 4 alsoy= 4
y = 2 " ' 224+ 8= 17 w Y= 1
w = 3 » » 324 8=12 n Y=12
w = 4 ”» » 434+ 3=19 n Yy=19
w T=—158 w (—1,5°48= 525 , y= 526

Die Art, wie y aus z gebildet wird, 148t sich durch eine Gleichung
ausdriicken: y=a2+ 3.

Ebenso wird durch irgendeine andere (Gleichung zwischen z und y
eine Funktion dargestellt, etwa durch

1 Wertetabelle fiir

Y=z 1 y— 1Y

Setzt man hier fiir # nacheinander die GroBen et
der umstehenden Wertetabelle, so ergeben sich ent- z ‘ ¥
sprechende Grofen fiir y. _3 —3
Kurz: Eine Gleichung, eine sogenannte ,,Funktions- —2 —1
gleichung®, zwischen zwei Vertinderlichen # und y —1 o0
stellt im allgemeinen y als eine Funktion von « dar. + (1) +1
III. Der Ausdruck +2 ii
22 — 5y —10=0 +8 1| +41

stellt eine Funktionsbeziehung zwischen z und y her. Man kann hier der
Verdnderlichen « willkiirliche Werte erteilen, z. B. + =0,1,2...
und dann die Gleichung nach y aufldsen, wobei man y = — 2, — 1,6,
—1,2... erhilt. Man kann aber auch ebensogut der Veriinderlichen y
willkiirliche Werte erteilen und alsdann die zugeordneten Werte von
x berechnen. Die gegebene Gleichung zeigt uns keine Andeutung, welches
von beiden Verfahren vorzuziehen sei. Die Verinderlichen x und y
kommen, mit anderen GroBen verbunden, ganz gleichberechtigt in der
Gleichung vor. Man sagt, die Gleichung

22— 5y —10=0
stellt eine ,unentwickelte* Funktion oder implizite Funktion dar.
Lost man die Gleichung nach y auf, also

y=1%(22 — 10),

1) Das Zeichen oo fiir ,,Unendlich* wurde 1655 von Wallis eingeftihrt.
1*
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so nmennt man jetzt y eine ,entwickelte Funktion® oder explizite
Funktion von #. Die Form dieser Gleichung weist uns darauf hin, nur
der Veriinderlichen ¢ willkiirliche Werte beizulegen, die Werte von y
aber als abhiingig von diesen Werten zu betrachten. Man nennt daher jetzt
# die willkiirliche oder unabhingige Vertinderliche,
y die abhiingige Verinderliche.
Hitten wir unsere erste Gleichung aber nach x aufgeldst, also

z=1(5y + 10),
dann wiren diese Bezeichnungen zu vertauschen. Es ist iibrigens nicht

immer moglich, eine unentwickelte Funktion nach einer der beiden Ver-
anderlichen anfzulosen, d. h.eine entwickelte Funktion daraus herzustellen.

8§ 3. Zeichnerische (graphische) Darstellungen.
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§ 8. Zeichnerische (graphische) Darstellungen )

Zuhlen durch Strecken 0 200 400 500 800 1000 1200 100 1600 18
” h 1 00 1800 2000 2200 Amp.
entsprechender GroBe |w iR R

versinnbildlicht und 7h
diese Strecken dann
auf einer wagerechten
Linie senkrecht auf-
trigt. Das Auge tiber- | 1o
blickt die Anordrung

gh

gh

1"

und GriBedieser Strek-

ken weit rascher alsdie [yi2, H
entsprechenden Zah- | 4

lenverh#ltnisse. Hierzu | .

kommt noch, daB oft N

aus einer solchen zeich-
nerischen Darstellung | a»
durch einfaches Ziehen gh
einer Linie oder auf
shnliche Weise Ergeb- |uexs
nisse gefunden werden | 7" £
kénnen, die durch | g
Rechnung nicht so .
rasch undfibersichtlich | °
zu ermitteln sind. 10k
Abb.1z.B.zeigtuns | y»
die Bevdlkerungszahl \
des Deutschen Reiches |vous
von 1845 bis 1910 in |
Zeitabstindenvon 5 zu | gn
5 Jahren in Millionen.
Verbindet man die
Endpunkte der auf- | +"

3h

einanderfolgenden 5h } 28
Strecken durch einen o 3 H
Linienzug,sokannman |Morgens
auch fiir die Zwischen- yXTH)

jahre die ungefihren
Werte ablesen. Aus der Abbildung lassen sich ferner leicht die Zunahmen
der Bevilkerung in den 5-jihrigen Zeitriumen tiberblicken und mit-
einander vergleichen.

Eine derartige zeichnerische Darstellung der Verinderungen irgendwelcher
GréBen bezeichnet man als Schaubild oder Diagramm, — Vgl. die Be-
zeichnung Indikatordiagramm bei der Untersuchung der Dampfmaschine usw.

Von besonderem Vorteil fiir derartige Darstellungen erweist sich das
bekannte Millimeterpapier, das auch in Abb. 1 und 3 benutzt ist.

Abb. 2 zeigt uns den monatlichen Durchschnittswirmegrad in Celsius-
geraden auf der Schneekoppe?). Die positiven Grade werden iiblicher-
weise nach oben, die negativen nach unten aufgetragen.

Abb. 3 stellt uns den Stromverbrauch in Ampere fiir ein Elektrizitits-

werk im Verlauf eines Tages dar (b = hora = Stunde).

1) Temperaturkurve.
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Die sckraffierte Fliche gibt zugleich ein MaB fiur die Anzahl der ab-
gegebenen Amperestunden und, wenn die Spannung konstant ist, fiir die
abgegebenen Wattstunden.

II. Wir gehen nun zur zeichnerischen Darstellung rein mathematisch
ausgedriickter Funktionen iiber. Es sei & wieder die unabhingige Ver-
inderliche und y die abhingige.

Zuniichst wird es sich darum handeln, die verschiedenen Werte, die die
beliebige Vertinderliche 2 annehmen kann, bildlich darzustellen. Dies ge-
schieht mit Hilfe der Zahlengeraden oder Zahlenachse,

Auf einer Geraden trigt man von einem beliebigen Anfangspunkt O,
dem Nullpunkt, aus die gleiche, willkiirlich gewshlte Léingeneinheit nach
beiden Richtungen wiederholt ab und bezeichnet die Endpunkte auf der
rechten Seite durch

1, 2, 3, 4 . o

auf der linken Seite durch

-1, —2, —3, —4 . .
(Abb. 4). Durch Eintragen von Zwischenpunkten konnen wir auch alle
iibrigen reellen Zahlen wie 0,6, 1,75, 2,33, — 10,37 . .. andeuten. Die

5 % 5 2 9 0 7 2 9 4 6
Abb. 4.

auf dieser Geraden liegenden Punkte sollen uns die Werte darstellen, die
die veréinderliche GroBe # annehmen kann. Durchliuft etwa ein Punkt
unsere Gerade von — 5 bis + 3, so bedeutet dies, daB die Veriinderliche
z vom Wert — 5 an bis zum Wert + 3 wiichst. Die Gerade heiBt des-
halb z-Gerade oder X-Achse oder auch Abszissenachse. Da nun weiter
y eine Funktion von z sein soll, so gehdrt zu jedem Wert von « ein ganz
bestimmter Wert von y; diesen Wert tragen wir nun — wieder unter
Zugrundelegung einer bestimmten Lingeneinheit — als Senkrechte (Qr-
dinate) im Punkt # an. Natiirlich muB wieder ein Unterschied zwischen
einem positiven und einem negativen y gemacht werden konnen. Zu diesem
Zweck setzen wir fest, dal ein positiver Wert von y stets nach oben, ein
negativer nach unten aufzutragen sei (Abb. 5).

z y Die Strecken x und y heiBlen auch die ,,Ko-
—4 + 6 ordinaten® des hierdurch bestimmten Punktes;
—38 | + 276 | £ heift die ,Abszisse“, y die ,,Ordinate¥,
- g s | ‘2)25 (Descartes 1619).

—9 — 4 Es liege z B. die Funktion vor:

:i’f’ :2’25 y=x4+2—86.

- 8’5 - 2‘25 In der nebenstehenden Wertetabelle sind einige ent-
405 — 5,25 | sprechende Grofien von x und y zusammengestellt.
+1 — 4 Verfahren wir mit diesen Werten, wie eben gezeigt,
+1,5 | — 225 | so ergibt sich das Bild der Abb. 5.

1215 1 (2)775 Die gezeichneten y-Strecken (Ordinaten) veran-
43 + 6 schaulichen uns jetzt das Wachsen und Abnehmen der
+ 38,6 4+ 9,75 | veriinderlichen Gr§Bey. Zwischen x=0 und x=0,5,
+4 + 14 ebenso zwischen £ =0,5 und # =1 usw. kénnen wir
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noch beliebig viele Zwischenwerte einschalten; dann erhalten wir auch fiir y

noch entsprechende Zwischenwerte. Die Endpunkte der y-Strecken schliefen

sich dann immer dichter zusammen; sie ordnen sich zu einer zusammen-

hingenden Linie, einer Kurve (Abb. 6). Diese Kurve ist das eigentliche

Bild (Schaubild oder Diagramm oder graphische Darstellung) der Funktion
y=2"+x—6.

Im Nullpunkt pflegt man noch eine Senkrechte zu errichten und darauf
die Werte von y aufzutragen. Diese Gerade heifit dann die ¥Y-Achse
oder auch Ordinatenachse.

Die Kurve bringt die Vertinderung von y zu deutlichem Ausdruck.
Hat z einen groBen negativen Wert, so ist y positiv und sehr groB; mit
wachsendem 2 (der Ubergang von — 100 auf — 99, — 98, — 97, — 96
usw. gilt ja in der Algebra als ein Wachsen) wird y kleiner; bei # = — 3
ist ¥y = 0; wiichst # noch weiter (— 2, — 1...), so wird ¥ negativ und
sinkt bis auf — 6,25 herunter (bei £ = — 0,5); dann geht y wieder em-
por, erreicht bei £ = 4 2 nochmals den Wert 0, wird dann positiv und
immer gréfer. Was hier mithsam durch viele Worte beschrieben wurde,
zeigt das Schaubild der Funktion auf einen Blick. Solche zeichnerische
Darstellungen von Funktionen sind fiir die Naturwissenschaften und die
Technik von allergréBter Wichtigkeit.

§ 4. Ubungsaufgaben iiber zeichnerische (graphische)
Darstellungen. Die ganzen Funktionen.

Die Darstellung von Funktionen in Kurven
erbffnet eine neue Welt von Vorstellungen und
lehrt den Gebrauch einer der fruchtbringendsten
Methoden, durch welche der menschliche Geist
seine eigene Leisfungsfahigkeit erhohte.

E. du Bois-Reymond.
I. Die Funktion: y = 2a¢ (Abb. 7) ist gegeben.

a) Nimm fiir £ beliebige Werte an und berechne die zugehdrigen Werte
von y!
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b) Was ist das Schaubild dieser Funktion?
(Eine gerade Linie, die durch den Nullpunkt geht.)
¢) Wie &indert sich y, wenn # von — oo bis + oo lauft?
d) Schreibe die Funktionsgleichung in der Form
) Gl
: und deute diese Gleichung trigonometrisch!

(£ = tgo; tgo = 2; « — 63°26)

I
| e
d e) Der Winkel einer geraden Linie mit der
It 2
|

A /S ,,Steigungswinkel“ dieser Geraden.

l
|
| |’ positiven Richtung der X-Achse heifit der
||
4/17 7 % " Di Tangensfunktion des Steigungswinkels
heiBt die ,,Steigung®. Unsere Gerade hat also
die Steigung 2 oder den Steigungswinkel
o= 63°26".
f) Behandle in gleicher Weise die Funktionen:
y=3z; y=32; y=a
g) Ebenso die Funktionen

ADD. 7. y=—2x; y=—3z; y=-1Iz

h) Die Steigungen dieser Geraden sind: — 25 — 3; — 3.
Was bedeutet also eine negative Steigung?

(Der Winkel « mit der positiven X-Achse ist ein stumpfer; die Gerade
hat keine eigentliche ,,Steigung“, sondern ,,Gefille“.)

i) Sind die Verinderlichen # und y durch eine Gleichung von der Form
Y =ax

miteinander verbunden, so sagt man: y wire zu £ proportional oder auch:
# und y wiren miteinander proportional. a heiBt der ,Proportio-
nalititsfaktor”. Die Proportionalitit zwischen zwei verinderlichen
GroBen kann man also zeichnerisch durch eine gerade Linie darch den
Nullpunkt darstellen.

k) Sind @, und =z, zwei beliebige Werte von z, y, und y, die zu-
gehorigen Werte von y, so ist

Y= 0% Y= aZy;
dividiert man beide Gleichungen durcheinander, so erhilt man

Yy, =«
?—/i= a:_: oder g, :y,=uz,:2,.
Welchen Namen hat eine solche Gleichung und wie liBt sie sich in
Worten aussprechen? Man kann auch schreiben: Y1 %3 = Y37y Deute
diesen bekannten Satz aus der Proportionslehre geometrisch!

1) Die Gleichung fiir die gleichférmige Bewegung lautet:

s=c-t,
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I1. Die Funktion y=2x+3 sei gegeben.

a) Stelle diese Funktion durch Zeichnung dar! (Gerade Linie, vgl
Abb. 9.)
b) Fiir = 0 wird y = 3; die GroBe 3 bedeutet also den Abschnitt
auf der Y-Achse.
L/ ¢) Schreibe die Gleichung in der Form

y—3

¥y—°2 -9

und deute diese Gleichung frigonometrisch!

s (y—_x——3=tga, tga—2)
fti @  d) Stelle ebenso die Funktionen:

) y=2x—3 z+y==6,
y=3z+1, =—2x— 3,
2x —3y—6=0, y=ux-4,
y=—2x-+43, xr—4y=20

= —3x—71,

bildlich dar! Gib fiir jede Gerade die Steigung,
den Steigungswinkel und den Abschnitt auf
Abb. 9. der Y-Achse an!

o) Ist y mit # durch eine Gleichung von der Form

y=ax-+Db

verbunden, so sagt man, y wire eine ganze Funktion ersten Grades
oder kurz lineare Funktion von z.
Jede Funktionsgleichung der Variabeln x und y, die die unabhingige

in keinem Nenner enthilt, also wie im vorliegenden Beispiel, heiflt ganze
1

Funktion, im (legensatz zur gebrochenen Funktion (z. B. y = =
vgl. § 16.)

Die Funktion y = az + b heiBt linear, weil sie die Unabhéingige nur
in erster Potenz enthilt. Das Schaubild einer linearen Funktion ist eine
gerade Linie.

f) z Celsiusgrade seien gleich y Fahrenheitgraden; wie heifit die Be-
ziehung zwischen z und y? (y = 1,8z + 32.)

Stelle diese Beziehung bildlich dar!

g) Ein abgeschlossenes Gas hat bei 0° Celsius den Druck 1 at.;, wie
groB ist sein Druck p bei der Temperatur $°2

(=t +1):

Welche Schwierigkeit stellt sich hier der zeichnerischen Darstellung ent-
gegen?

h) Fiir die GroBe z des Auftritts und y der Steighthe einer bequemen
Treppe wird in den bautechnischen Kalendern folgende Beziehung auf-
gestellt und empfohlen: z -+ 2y — 63 cm.
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Man stelle hieraus einige passende Werte fiir # und y zusammen.

i) Ein Kapital von a Mark verzinst sich mit p%,!); wie hoch sind die
Zinsen z nach einem Jahre? — Es verhilt sich @ : 2 = 100 : p, folglich
ist 2= 0,01a - p. Bei konstantem ZinsfuB p sind also die Zinsen 2 eine
Funktion des Kapitals a. Nach #» Jahren betragen somit die Zinsen #-mal
soviel, wenn es sich um einfache Zinsen handelt, das heiBt, wenn die
Zinsen nicht jihrlich dem Kapital zugefiigt und in den folgenden Jahren
mitverzinst werden. Wir erhalten also z == 0,01@ - % - p, worin bei un-
verinderlichen Werten fiir @ und p die Beziehung besteht: z = f(»).

Nach # Jahren wird das Kapital (Anfangskapital) ¢ mit den einfachen
Zinsen zum Kapital (Endkapital) b angewachsen sein und zwar ist dann
b=a+2z=a+001la-n-p oder b=a(1l+ 0,01n-p).

Hat man, wie dies meistens im Geschiftsverkehr der Fall ist, die Zinsen
nicht fiir Jahre, sondern fiir Tage zu ermitteln, so rechnet man jeden
Monat (also auch Februar und die Monate mit 31 Kalendertagen) zu
30 Tagen, somit das Jahr zu 12 - 30 = 360 Tagen, wobei der Ein- oder
der Riickzahlungstag mitverzinst wird.

Soll z. B. die Zahl ¢ der Zinstage vom 5. Juni 1928 bis zum 19. August
1928 ermittelt werden, so findet man

¢t = 25 (im Juni) 4 30 (im Juli) + 19 (im August) = 74 Tage.

Der Kaufmann findet dies kiirzer, indem er den Einzahlungstag (5. Juni,
der mitverzinst wird) und den letzten Zinstag, also den 19. Aug., je in
Form eines Bruches schreibt, dessen Nenner die Ordnungsnummer des
Monats in rdmischen Ziffern ist, der Zihler der Tag des Monats in arabi-
schen Ziffern, um den es sich handelt, also

. 5 19
5. Juni = V—I VIO .
Durch Subtraktion der rémischen Zahlen einerseits und der arabischen
andererseits, erhilt man die Zahl der Monate und Tage der gesuchten
Zeit t. Es ergibt sich also:

und 19.Aug. =

19 —5 14

b=y —vi— 1

= 2 Monate + 14 Tage = 74 Tage,

wie oben auf anderem Wege gefunden.
Fiir die Zeit vom 12.Juli 1928 bis zum 25. April 1929 ergibt sich
entsprechend:
_ 25— 12
T XVI—VI
Handelt es sich nicht um ganze Jahre #, sondern um Tage ?, also Bruch-
teile von Jahren, so geht in der Zinsgleichung &= 0,01a-n-p die GroBe

¢ 11732 = 9 Monate + 13 Tage — 283 Tage.

Lt i )
nin g5 iiber und wir erhalten:

t
Z=0,01a-%~p Oder z=0,01a-t.§§6.

1) Das Zeichen %, stammt von de la Porte, 1685. Der Zins ist die Miete
fiir ein geliehenes ]fapita,l.
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Wertetabelle Setze den Quotienten i;—o =¢, dem Zinsdivisor,

P ¢ dann wird P

o g=001a-_-

1 360 3 . . 0

2 180 Zur Ermittelung dieses Zinsdivisors ¢ bestimmen

. 6 A o

i 138 wir aus der Gleichung ¢ = 399 fir beliebig gewiihlte

g 33(2) Werte der unabhiéingigen Verinderlichen p die ab-
hiingige ¢. (Vgl. nebenstehendeWertetabelle)?). Trage

zur bildlichen Darstellung p auf der Abszissenachse (fiir p = 1 gleich 1 cm)
und ¢ auf der Ordinatenachse (fiir ¢ = 10 gleich 1 cm) ab. Was fiir eine
Kurve ergibt sich? Wie kann man aus dem Schaubild die Werte fiir ¢
leich. ermitteln, wenn p gleich 3,5%, 4,759, oder 5,3%/, ist?

6,0
g’ 5,5 R8%
5,0 9/ LA
£ AL
o % 591
3 40 2 >
g 7 - 1L LA
N 35 P % i
! 3,0 //" L4 - o
b
NPT diV iR e 13l
g A 4
20 A // L+ L
£ fonet
1,5 /////’ 11 AT P T
4 1 1A T L1 -
1,0 A AT LT N
s et HT -
T 1 T
05 T LT
4 T T 1T
-
O O e D e e e D D O OO LD TSI OTTDTOODDODOD
NRSWSEREISISANRESERRINSIERNRESINRNAR
. = 2 8 ‘e g ™ 3 =
§ 38 &8 & & § % ® % £ 8 3
S R & ¥ & 85 5 < @& S =& R\
- - ~ ~ ~ -~ ~ ~ -~ ~ - -~
> t = Tage. Abb. 10.

Abb. 10 zeigt (in verkleinertem MaBstabe), wie wir mit Hilfe der Zeich-
nung ermitteln konnen, wieviel Zinsen 100 J bei p%, in ¢ Tagen bringen.
In der Gleichung

z = 0,0la-g%-p wird dann @ = 100,
t
566"
abhingige Veriinderliche. Im Schaubild ist ¢ auf der Abszissenachse

(10 Tage = 2,5 mm) und ¢ auf der Oxdinatenachse (1 A = 10 mm) ab-
getragen und p der Reihe nach gleich 1 bis 6%, gesetzt. Bei entsprechend

also 2 = p. Hierin ist p die Konstante, ¢ die unabhiingige und # die

1) ¢c= 860 ist ein Beispiel fiir eine gebrochene Funktion (vgl. § 16), im

Gegensatz zur ganzen Funktion ¢, bei der eine Variable als Nenner eines
Bruches vorkommt, wie z. B. y = azx 4 b.
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groBerer Zeichnung, niimlich fiir ¢ eine Einheit gleich 1 Tag, kann man
aus dem Schaubild sowohl die Zinsen, als auch die Zahl der Zinstage
genau ablesen.

Solche graphische Tabellen, die als Ersatz fiir Zahlentabellen dienen
und in der Praxis sehr gebréuchlich sind, bezeichnet man als ,Nomo-
gramme*“!)

k) Zeichne in #hnlicher Weise folgende Nomogramme:

1. Tages- und Wochenlohn eines Arbeiters (Arbeitszeit: 8 Std. tuglich,
48 Std. wochentlich) fiir 2000, 3000, 4000 und 5000 £ Stundenlohn.
(Trage auf der X-Achse die Zeit im MaBstab 1 Std. = 2,5 mm auf und
auf der Y-Achse die Lohnbetriige im MaBstabe 1000 £ = 1 mm ab usw.).
Dies sind dann die Bruttobetriige der Lohnzahlungen. Stelle entsprechend
das Nomogramm der Nettobetrige dar, die sich aus den ersteren nach dem
gesetzlichen Steuerabzug von 10Y%, ergeben.

2. Nach dem Mannschaftsversorgungsgesetz vom 31.Mai 1906 erhielt bei
volliger Erwerbsunfshigkeit der Gemeine 540 A jéhrlich, der Unteroffizier
600 A, der Sergeant 720  und der Feldwebel 900 M, wozu noch fiir
alle 180 £ Kriegszulage und bei 60—100%, Erwerbsunfihigkeit auBer-
dem 824 A Verstimmelungszulage kommen, Zeichne das Nomogramm
der gesamten Monatsrente der genannten Dienstgrade bei 10, 20, 30, ...
1009, Erwerbsunfihigkeit.

3. Zeichne das Nomogramm der fiir die Krankenversicherung (der Orts-
krankenkasse Elberfeld) und die Invalidenversicherung im Jahre 1919
zu entrichtenden Betriige unter Beriicksichtigung, daB zu ersterer Arbeit-
geber und Arbeitnehmer im Verhiltnis 1 : 2 beizutragen haben, zu letz-
terer im Verhdltnis 1 : 1, entsprechend folgender Tabelle

Kranken- Invaliditdbs-
Lohnstufe Wochenlohn versicherung versicherung
I bis 8,99 0,36 M 0,18 A
1L 9,00—14,99 A 0,72 A 0,34 J
I 15,00—20,99 1,08 0,42 A
1v. 21,00—26,99 1,44 K
V. 27,00—32,99 1,80
VL 33,00—38,99 A 2,16 K
VIL 39,00—44,99 A 252 A 0.50 K
VIIIL. 45,00—50,99 2,88 M !
IX. 51,00—56,99 A 324 M
X. 57,00 4 und 3,60 A
mehr

1) Hiufig werden die Zinsformeln bei der Rabatt- und Diskont-Rech-
nung gebraucht. Der Rabatt R ist die Vergiitung, die man auf den Be-
zugspreis P gewshrt erhiilt, wenn man eine Ware im groBen bezieht. —
Fine Maschinenfabrik bat z. B. ihren gesamten Jahresbedarf an Kohlen
bei einer Zeche auf Abruf bestellt und erhiilt dafiir am Ende des Jahres
einen Rabatt von 59, vergiitet. Der zahlbare Bruttobetrag P ist 13550 M,

1) Vgl. die ausfiibrliche Behandlung der Nomogramme in Band 59/60 der
Mathematisch-Physikalischen Bibliothek, P. Luckey, Nomographie. Leipzig
1927.
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also der Nettobetrag # = P — R und es verhilt sich B: P =5: 100,
also R:13550 = 5: 100 oder

R =13550-0,05 = 677,50
und & = 13550 — 677,50 = 12872,50 .

Der Diskont ist die Zinsvergiitung, die der Geldempfinger dem Geld-
geber dafiir gewithrt, daB letzterer ihm eine Zahlung vor dem Filligkeits-
tage leistet. Wird z. B. eine erst am 21. April 1929 fillige Forderung
a = 5500 A schon am 15. Nov. 1928 beglichen, so ist beim Zinsfull

p=>59, die wirklich zu leistende Zahlung b=a—z und 2= 0,01qa- % -p,

t
also b=a (1 — 0,01 %p)
t
b= 5500 - (1 — 0,01 - 55+ 5) und da ¢ = 156 Tage,
156
b=5500 (1—001-320-5) = 5380,90 .

In #hnlicher Weise erfolgt die Diskontierung von Wechseln (d. i. die
schriftliche Verpflichtung des Schuldners an einem bestimmten Tage, wohl
auch Verfallstag genannt, dem Gliubiger die schuldige Summe zu zahlen).
Der Gliubiger kann den Wechsel bei einer Bank diskontieren, d. h. diese
zahlt ihm die Summe, vermindert um den Diskont, den Zinsen fiir die Zeit
vom Zahlungstag der Summe an den Glédubiger durch die Bank bis zum
Verfallstage, an dem letztere vom Schuldner das Geld erhdlt. — Auch fiir
die Zeit der Beleihung (Verpfindung, Lombardierung) von Wertpapieren
eines Geldsuchenden werden seitens der Bank entsprechende Tageszinsen
gerechnet.

m) Die wichtigste Anwendung findet die tigliche Verzinsung beim jetzt
allgemein fiblichen bargeldlosen Zahlungsverkehr. Der Kaufmann
vereinbart zu diesem Zwecke mit einem Bankhause die Eroffnung einer
Scheck- oder Kontokorrentrechnung. Bei ersterer (Scheckkonto)
muB er bei der Bank stiindig ein Guthaben besitzen, bei letzterer (offener
Kredit) dagegen nicht. In beiden Fillen nimmt die Bank fiir den Kauf-
mann Zahlungen in Empfang und leistet solche fiir ihn. Fiir sein Gut-
haben erhilt er von der Bank Tageszinsen. Da sie das Geld aber wieder
zu hoherem ZinsfuB verleiht, so ist die Differenz der Gewinn der Bank. —
Uber die Einnahmen und Ausgaben erhdlt der Kaufmann von der
Bank eine halbjiahrliche oder jihrliche Abrechnung. Eine solche wollen
wir als Beispiel fiir die Buchfithrung hier niher betrachten. Die Ab-
rechnung enthdlt links unter ,,Soll“ die Betrige, die der Kaufmann zu
zahlen hat (seine Ausgaben), rechts unter ,Haben“ sein Guthaben (seine
Einnahmen). Unter ,Haben* werden die eingehenden Betrige vom Tage
der Einzahlung bis zum Tage des Rechnungsabschlusses verzinst, unter
,»Soll“ dagegen die Auszahlungen vom Tage des Rechnungsbeginns bis
zum Tage der Auszahlung (vgl umseitiges Beispiel).

Hierbei verwendet man wieder fiir die Zinsberechnung die Formel

z2=001a- b, p in entsprechender Weise, indem man fir jede Ein-

360
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und Auszahlung das Produkt 0,01 - @ - ¢ bildet und das Ergebnis in die
mit ,,Zahlen* {iberschriebene Spalte setzt. Sowohl ,Soll* als auch ,,Haben*
enthalten nun folgende Spalten: Datum, Geschiftsvorfall, Tage (d. h.
die Zahl der zu verzinsenden Tage), Zahlen (wie soeben angegeben) und
Betrag. — Wird z. B. der Kaufmann am 25. Januar des Rechnungsjahres
einen Betrag von 500  von seinem Guthaben erheben, so ist einzusetzen
bei ,,Tage®* 25 und bei Zahlen 0,01 - 500 - 25, also 125. Hat er dagegen
am 10. Februar den Betrag von 600 J// eingezahlt, so kommt unter ,Tage*
40 und unter ,Zahlen® 240. — Im ersten Falle hat also die Bank dem
Kaufmann fiir 25 Tage Zinsen gutzuschreiben, im anderen verliert er
fiir 40 Tage Zinsen. Das nachfolgende Kontokorrent ist fiir die Zeit vom
1. Januar bis 30. Juui 1928 ausgestellt. Am AbschluBltage sind unter
»Haben“ 2400 £, unter ,Soll* 2100 J verbucht, die Differenz von
800 A wird nun unter ,Soll“ als Kapitalsaldo gebucht, als ob der
Kontoinhaber das Geld ausgezahlt bekommen h#tte, und ist fiir 180 Tage
zu verzinsen, Die Differenz der ,,Zahlen“ unter ,Haben* und ,,Soll* ist
2785 — 2415 = 870, fiir welch letztere die Zinsen im Betrage von 2,05 /£
unter ,,Haben* zu buchen sind, so daB sich ein Saldovortrag auf die neue
Rechnung von 302,05 A ergibt. (Verdeutschung fiir Saldo: Rest oder
Bestand.)

Das vorstehende Buchfiihrungsbeispiel ist nach dem sogenannten retro-
graden Verfahren angelegt worden, d. h. alle Berechnungen von Zinsen,
die dem Kunden auf der Soll- oder Habenseite zu berechnen sind (je
nachdem, ob es sich um Geldein- oder -auszahlungen fiir ihn handelt),
werden auf den Anfangstag des Kontokorrents, also in unserem Beispiel
auf den 1. Januar 1928 berechnet. Im Gegensatz hierzu steht das pro-
gressive Verfahren, bei dem die Zinsberechnung auf den AbschluBtag
des Kontokorrents, also in unserem Beispiel auf den 30. Juni 1928 ge-
rechnet werden. Das retrograde Verfahren bedeutet eine Zeitersparnis
fir die Bank, weil bei jeder Ein- oder Auszahlung die Zahlen und Tage,
bezogen auf den Anfangstag des Kontokorrents sofort eingetragen werden
konnen, was eine bessere Verteilung der Arbeit der Bank bedeutet, als
wenn die Berechnung der Tage und Zahlen erst am AbschluBitage des
Kontokorrents erfolgen wiirde.

Die Berechnung der Zinsen vom Anfangs- bzw. AbschluBtag des
Kontokorrents nennt man die Valutierung. Dagegen versteht man
unter Bilanzierung, den Ausgleich der Soll- und Habenposten, die
zu der gleichen Summe fithren miissen. Dies wurde in unserem Bei-
spiel erreicht, indem wir links den Kapitalsaldo hinzufiigten und so als
Endergebnis beiderseits 2402,05 # erhielten. — Tritt, wie in der
Gegenwart leicht moglich, wihrend des Jahres (Halbjahres) eine Zins-
fuBinderung ein, so rechnet man erst vom Anfangstag des Kontokorrents
bis zum Tage der Anderung des ZinsfuBes mit dem alten Prozentsatz
und von da ab mit dem mneuen. (Zerlegung der Kontokorrentzeit in
zwei Teile.) Gewthrt die Bank dem Kontokorrentinhaber Kredit, indem
sie fir ihn groBere Zahlungen leistet, als sein Guthaben betrigt, so
kann der Fall eintreten, daf die Zinszahlen der Sollseite hoher als die-
jenigen der Habenseite sind, so daB die Sollseite mit dem Saldo zu be-
lasten ist.
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Soll
Jahr |Monat| Tag Geschiiftsvorfall | Tage |Zahlen| Betrag

19 Jan. 25 Bar erhalten........... 25 125 | A 500,00

" Marz | 20 | Scheck Nr. 525 ... .... 80 820 | £ 400,00

" Juni 1 | Steuerkasse in X ... . . | 150 | 1800 | « 1200,00

» " 30 | Kapitalsaldo von 300 £. | 180 540

» " 80 | Saldo auf neue Rechnung M. 302,05
2785 | M 2402,06

Das Kontokorrent ist ein Beispiel fiir die einfache Buchfithrung
im Gegensatz zur doppelten, bei der die Geschiftsvorfille, Vermogens-
anderungen, im Hauptbuch eine planmiBige Darstellung auf Einzelrech-
nungen oder Konten finden und so einen genauen AufschluB iiber alle
Einzelheiten des Besitzes und der Geschiiftstitigkeit geben.

IIL. Die Funktion y = a* sei gegeben.

a) Berechne fir 4=—4,—3,—2, —1, —0,5, 0, 0,5, 1, 2, 3, 4,...
die zugehtrigen Werte von y und zeichne alsdann das Schaubild der
Funktion!

b) Gib die Anderung von y an, wenn z von — 00 bis + oo wiichst!

¢) Fiir # = — a erhilt y den gleichen Wert wie fir = + a; was
bedeutet dies geometrisch? (Die Kurve ist symmetrisch beziiglich der
Y-Achse?

d) Zeichne ebenso die Kurven:

y=2a% y=132° y=-—038-2% y=2'44, y=2'—14
und vergleiche sie mit der Kurve y = 22
e) Die Funktion Y = ax?

heiBt eine rein quadratische Funktion von z (weil z nur in der 2. Potenz
vorkommt); ihr Schaubild ist eine ,,Parabel®.

f) Fiir den freien Fall gilt die Formel: s = Lg¢%, worin g (die Be-
schleunigung der Schwere) auf 10 m/.ekz abgerundet werden kann, also:
s$=>51% man stelle diese Beziehung zwischen Weg und Zeit bildlich dar!

g) Die in der Sekunde durch einen elektrischen Strom von der Stirke
von ¢ Ampere in einem Draht mit dem Widerstand von w Ohm erzeugte
Wirmemenge @ in Grammkalorien ist nach dem Gesetz von Joule:
@ =0,24 w -i*; man stelle fiir einen festen Widerstand (etwa fiir w =1 Ohm)
die Wirme @ als Funktion der Stromstirke ¢ zeichnerisch dar!

h) Das Gewicht G eines Meters (J-Eisen (sp. G. 7,79 kg/edm) von der
Dicke d mm betriigt: G = 0,00779 - d®*kg. Man stelle das Gewicht G als
Funktion der Dicke d bildlich dar!

1V. Die Funktion y = %w” - % x + 5 sei gegeben.

a) Die bildliche Darstellung zeigt, da auch dieser Funktion eine Pa-
rabel entspricht.

b) Wo schneidet die Kurve die X-Achse.)

(Aus der aufgestellten Tabelle ersieht man, daB y = 0 ist fiir z = 2
und fir z = 5.)

¢) Wie hiitte man diese Schniftpunkte auch ohne Hilfe der Tabelle
finden kdnnen?
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Haben

Jahr !Mona.t’ Tag Geschiftavorfall 'Ta.ge Zahlen| Betrag
19 Jan. 1 Saldo von 1918......... M 800,00

»w | Febr.| 10 | Bar eingezahlt....... .. 40 240 | A 600,00

. Mai 15 Wechsel von N. N...... 136 | 1350 | « 1000,00

w | Juni | 18 | Verschiedene Zinsscheine | 1656 | 825 | #£ 500,00

" " 80 | Zinsen zu 2% ......... 370 | K4 2,06

2785 | A 2402,05

. Juli 1 Saldovortrag ........... | | # 802,05

(Man muB die Verinderliche y gleich O setzen und die quadratische
Gleichung 322 — Iz 4 5 = 0 nach z auflosen.)

d) Wo liegt der Scheitel der Parabel?

(Er 188t sich, wegen der Symmetrie der Kurve, sowohl durch Rech-
nung, wie durch Zeichnung, leicht auffinden: # = 3}, y = — 11.)

) Untersuche und zeichne folgende Funktionen:

y=2+2—6, y=—31a 4+ 1242 y=22"42+4.
f) Die Funktion y=ax®4+bx+c¢
heiBt eine ganze Funktion zweiten Grades oder eine quadratische
Funktion (weil z in der 1. und 2. Potenz vorkommt); ihr Schaubild ist

eine Parabel, deren Symmetrieachse parallel zur Y-Achse liegt. Die
Schnittpunkte der Kurve mit der X-Achse ergeben sich durch Auflésung

der Gleichung az? 4 bz + ¢ = 0.

Sind « und B die Lésungen dieser Gleichung, so 1&Bt sich bekanntlich
die Funktion auch in der Form
y=a-(x—ae)(z—f) schreiben.t)

g) Man untersuche und zeichne die Funktionen:
y=1@—1)(z—5), y=—3@+3)(z—14), y=2"—09,
y==u-(zx—4), y = (z — 3)% y=1(x+ 1)

h) Ein parabolischer Briickenbogen hat die Spannweite 20 m und die

Scheitelhohe 4 m. Man berechne die Ordinaten von Meter zu Meter.
Legt man den Nullpunkt an den Briickenanfang, so hat man die Pa-

rabelgleichung y = a - (# — 20). Zur Bestimmung von a beachte man,

daB fiir =10 sich y =4 ergeben muB; somit y = — & - #(x — 20) usw.

i) Ein mit der Geschwindigkeit ¢ unter dem Winkel « gegen den Hori-

zont schief aufwirts geworfener Kérper beschreibt eine Parabel (wenn vom
Luftwiderstand abgesehen wird); die Gleichung der Parabel ist:

Y= —gerere ¥ T g

. b
1) Aus ax?+- bz + ¢ == 0 folgt niimlich: a(x’—{- =% + —:—) =0, und da nach
dem Satz von Vieta % = — (¢ + f), sowie % =« f ist,

afo?*— (¢4 flz 4 «f]=0 oder a[x’—ax—fz+ «f]=0,
ulso alg—e)@—p)=0 und y=a@—o)(x—f)
Griinbaum-Jakobi, Funktionenlehre. 7. Aufl. 2
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Man suche die Lage des Scheitels und die Wurfweite!
V. Die Funktion y = ac® ist gegeben. -
Diese Kurve heiit Wendeparabel. Wodurch unterscheidet sie sich von
einer Parabel? Zeichne auch die Kurven
y=12 und y=—14%
V1. Die Funktion ¢ = ac* ist gegeben.
a) Vergleiche diese Kurve mit der Kurve y = 2!
b) Zeichne die Kurven y = 2° und y = 25!
VII. Die Funktion y = 0,2 % —

I 1,20" + 0,6 + 2 ist gegeben,
Die zusammen-
gehorigen Werte z y
von £ und y sind -
in nebenstehender : :
i Tabelle vereinigt. —3 —16
/ ! Abb. 11 zeigt das | —2 | — 56
| . —1 0
i . — + Schaubild der 0 42
N i AT O O Funktion. Die X- | +1 | + 16
] Achse wird, wie +2 0
die Tabelleergibt, | T3 | — 1,6
. +4 — 2
in den Punkten +5 0
—1,2, 5 geschnit- +6 + 58
ten; die Funktion +7 + 16
148t sich daher :
ABb 1. auch in der Form

y=02-(z+1) - (z—2) - (x —5)
schreiben. Sie ist eine ganze Funktion dritten Grades.!)

1) Bei der kubischen Gleichung besteht zwischen ihren Koeffizienten und
Wurzeln der ganz entsprechende Zusammenhang wie bei der quadratischen.

Aus ax® + b + cx 4+ d=0
b ¢ d
2 2 s ° 2 —0.
folgt x+ax +aac+a 0;
und wenn «, § und y die Wurzeln sind, o ist:
b
2=—@+B+9; —=(p+ay+p);
Die Gleichung 4. Grades (mit den Wurzeln «, f, y un
ax* + bax® + ex® - dx 4 e=0
. b c a e
4 —S — 2 —_ —_—
liefert a:—[—am +am —l-a:c—l—a .
~@+f+r+0
(@f+ oy +ad+py+po+79)
—(«fy +efd+ ayd +f79)

(-f-7-9).

=-—(x §-9)

d
‘a
d 9)

Hierin ist:

[

1

gl i efo ol
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a) Bin Rechteck aus Blech habe die Seiten 2%

20 cm und 24 em. Man soll an den Ecken vier [

gleiche Quadrate mit der Seite # herausschneiden, i}:p : 4

so daB nach Aufbiegung der Seitenteile ein oben f== L] ’

offener Kasten entsteht. Der Inhalt y dieses

Kastens soll als Funktion des Abschnittes z dar- 2

gestellt und untersucht werden (Abb. 12). b - !
(Die Funktion lantet: y=(24—2%)-(20~2z)x; [ ! ¥

die GroBe z kann sich verniinftigerweise nur
zwischen O und 10 &indern. Warum?)

b) Aus vier gleichen Stiiben von der Linge a =5 m soll eine quadratische
Pyramide gebildet werden; die Héhe der Pyramide sei #; man soll den
Rauminhalt y der Pyramide als Funktion der Hohe z ausdriicken und zeich-
nerisch darstellen

(y = 2 (25 — 2°) - o3 zwischen welchen Werten kann sich z &ndern?)

VIII. Untersuche und zeichne folgende Funktionen:

y=a*—1a° y=2"(9—12%), y=71("—o"—142% + 22 + 24),
=@+ 5) (= +2)(z—38)(z—4), y=45"—64).
IX. Die Funktion
y=ax?*+bx"=14+cx"—2+..-+kx+1,

worin 7 eine positive ganze Zahl und a, b, ¢, .. %, ! beliebige reelle
Zahlen bedeuten, heiBt eine ,ganze Funktion vom n-ten Grade (weil
z in der n-ten und in niedrigeren Potenzen vorkommt).

Abb. 12,

§ 5. Zeichnerische (graphische) Losung von Gleichungen.')
I. Bestimme die Unbekannte z aus der Gleichung
= =9 +9=0,
Man bildet sich zu diesem Zweck die Funktion
y=a>—2?—9x -+ 9

und stellt sie als Kurve dar; es kommt nun darauf an, diejenigen Werte
von z zu ermitteln, fiir die ¥ = O wird, d. h. also

die Stellen zu finden, an denen die Kurve auf die x ' y
X-Achse herunterkommt.

Zun#chst wird man sich nebenstehende Tabelle —35 — 96
der zusammengehorigen # und y berechnen und die _é‘ - 3‘8
Kurve in bekannter Weise aufzeichnen (Abb. 13). —9 +15
(Um die Kurve bequem zeichnen zu konnen, sind die —1 -+ 16
Ordinaten auf J; verkleinert worden, also statt 16 0 + 9
ist nur 1,6 aufgetragen.) Aus Tabelle und Zeichnung j‘_ ; _ g
erkennt man bereits, daB die obige Gleichung die 43 0
drei Losungen (Wurzeln) hat: 44 + 21

#y=—3, ;=1 z3=3. +5 + 64

1) Vgl. die ausfijhrliche Behandlung der zeichnerischen Losung von Glei-
chungen in Band 708 der Sammlung Aus Natur und Geisteswelt: O. Prol8,
Graphisches Rechnen, Leipzig 1920.

2*
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= y Weitere Losungen kann es nicht geben, da be-
kanntlich eine Gleichung n-ten Grades nach Gaus8
—5 — 66 n Wurzeln hat, unter denen sich allerdings auch
—4 —18 | imaginire Lisungen befinden konnen.
sl Is ] ot — 132 — 6 =0,
_é i g Verfihrt man wie bei der obigen Gleichung, se
+1 —18 | ergibt sich die nebenstehende Tabelle.
+ 2 —24 Aus der zugehdrigen Kurve (Abb. 14) erkennt man
'_ti Ilg ohne weiteres, daB die Kurve an drei Stellen die
+5 1 ps | X-Achse schneidet, nimlich zwischen — 4 und — 3,
zwischen — 1 und O und zwischen + 3 und -+ 4.

Aus der Zeichnung lassen sich auch bereits die ungefihren Werte der
drei Wurzeln erkennen:

x,_ = — 075
v Zy = — 3,3 J
;= 3,8.
S g0 1N F 5 %f5 2 14N
Abb.18. Abb. 14.

Es ist nun nicht schwer, diese Wurzeln viel genauer, ja auf jeden be-
liebigen Grad der Genauigkeit zu berechnen. Der einzuschlagende Weg
heiBt das ,,N&herungsverfahren® (Biirgi 1590, Newton 1669) und be-
ruht auf folgendem leicht verstindlichen Satz:

Wird eine Funktion fiir einen Wert z, positiv, fiir einen Wert
x, aber negativ, und verlduft ihre Kurve zwischen 2, und #, in
einem ununterbrochenen (stetigen) Linienzug,so liegt zwischen
#, und 2, auch (mindestens) ein Wert z, fir den sie Null wird.

Die mehrmalige Anwendung dieses Satzes fiibrt zu einer immer gréBeren
Anniherung.

Dies zeigt die folgende Aufgabe, in der die zwischen 3 und 4 liegende
Wurzel der Gleichung 25— 130 —6 =0

auf zwei Dezimalstellen genau zu berechnen ist.
Zur Abkiirzung setzen wir fiir die auf der linken Seite stehende Funktion
das Zeichen f(z), gelesen ,Funktion von z“; es bedeutet dann z. B.

f(2)=23—13-2—6 usw
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Es ergibt sich dann folgende Rechnung:
f(8)—3%—13.83—6—=—18
f(4)=4"—13-4— 6=+ 6.

Also liegt & zwischen 3 und 4 und ist somit gleich 3, ... Nun unter-

suchen wir die Zwischenwerte; wir sehen, dal 3,1, 3,2 ... bis 3,8 negative
Werte liefern; erst 3,9 ergibt einen positiven Wert; also

£(3,8) = 3,8 — 13- 3,8 — 6 = — 0,528
£(3,9) = 8,9 — 13 - 3,9 — 6 = + 0,619.

Nunmehr liegt also # zwischen 3,8 und 3,9, ist also gleich 3,8 ... Die
Untersuchung der Zwischenwerte zeigt, daB 3,81 noch einen negativen,
3,82 aber schon einen positiven Wert liefert; also

£(3,81) = 3,81®* — 13 - 3,81 — 6 = — 0,224
£(3,82) = 3,828 — 13 - 3,82 — 6 = -+ 0,083.

x ist also jetzt auf zwei Dezimalen genau bestimmt, und zwar gleich
3,81 ... In dieser Weise konnte man fortfahren und die dritte, vierte . . .
Dezimale bestimmen; doch wiirde die Rechnung immer umfangreicher
werden, da die iiblichen Tabellen nicht mehr ausreichen. Allein eine so
weit getriebene Genauigkeit ist fiir die praktischen Anwendungen nicht
erforderlich; vielmehr kann man sich hier mit zwei genauen Dezimalstellen
begniigen und die dritte Dezimale abschitzen: Der genaue Wert liegt
zweifellos niher an 8,82 als an 3,81; denn im ersten Fall ist der erzeugte
»Fehler® nur 0,083 gegen 0,224 im zweiten Fall. Schitzt man die dritte
Stelle etwa auf 7, so kann der Fehler vielleicht %/,,q, betragen, und wir
erhalten also das schon recht genaue Ergebnis:

x = 3,817.
Wir wollen das Schema dieser Rechnung nochmals aufstellen:
x®— 1326 —6=10

L

1L

L

f® =—18 |
o =t Jo=5
f(38) ——05

£(3.9) —+ 2,6 }m=3,8..

£(3,81) = — 0,224
£(8,82) = -+ 0,083
x = 3,817
In gleicher Weise kann man die beiden anderen Wurzeln der Gleichung
bestimmen. Man findet:

}a:=3,81...

f( 0 =—¢6 . f(—8 =46 .
f=1) =+6 }x_' O f— ——18 }”" B
f(—04) =—144 ) f(—38) =+096 )
f(—05) =-41039 }"’_"0’4"" f(—34) =—1,10 }x— 3,3, .
f(— 0,46) = — 0,117 f(—3834)=-+0160)
f(__0,47)=+0,006}x-.=-—0,46,... f(_3‘35)=_0’045}x_ 3,34, . .

€ =—0,470 X = — 3,348
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III. Die nachfolgenden Gleichungen sind zeichnerisch zu losen; die
Wurzeln sollen alsdann (wenn ndtig) auf zwei Dezimalstellen genau be-
rechnet werden:

a). ... 2246224 11x4-6=0 (r,=—1; £, = —2; ;= —3).
) I 22 —8242=0(x,=—2; %= 1;2,= 1)
e) . .. . 25 —6224 122 —8=0(r,= 2;&z= 2;@4= 2)
—1 —11
d..... . a2t +226—3=0 (2, == 1;x,=—~——+—21/——— und
—1—y—11
o =2V
e . . x*—4,522+63x—2656=0 (r, = 2,106; x,=0,779; 2, =1,614).
). .t —2*—13x*tx+12=0 (x, = 1;x,=—1;
Ly=—23; x,= 4).
g) 3at— 223 — 21 — 42+ 11=0 (x, = 0,684; 2, = 3,007;
g = — 0,950; x, = — 2,024).
h) =zt 42%— 72 —232420=0 (&, =—4; L, = — 2,949;
z, = 0,783; x, = 2,166).

IV, Auch bei der Losung zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten wird die
bildliche Darstellung mit Vorteil benutzt. Es seien z. B.die beiden Gleichungen

2?4y =25
22 +3y= 6
zu 16sen. Denkt man sich die den

beiden Gleichungen entsprechenden
Kurven gezeichnet, so wird ein

1 Wertepaar x,y,dasbeiden Gleichun-
2 gen geniigt, einen Punkt ergeben,
Zy der beiden Kurven angehort (d. b.

Z

3 Yo zwei Schnittpunkte oder einen Be-

£ rithrungspunkt). Die zeichnerische

Losung eines Systems von zwei

Gleichungen mit zwei Unbekannten

2 und y besteht also einfach darin,

daB man die beiden entsprechen-

den Kurven zeichnet und die Koor-

Abb. 15. dinaten ihrer Schnittpunkte miSt.
Nun folgt aus 2® + y® = 25 bzw. aus 22 4 3y = 6

y=V25—2 bzw. y=6—32x-
Wertetabelle Wertetabelle
x | y x | y
0o | +5 0 +2
1 +- 4,89 +3 0
2 -+ 4,68

H-H e H -
(= M
-
RS
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Bei der zeichnerischen Darstellung erhilt man einen Kreis!) und eine
gerade Linie, die sich schneiden, und kann bei Benutzung von Millimeter-
papier leicht die Losungen angeben (Abb. 15).

(‘”1 =—3,

Y, = 4%,

z, = 4,85,

¥ = — 1,23))

§ 6. Der Differentialquotient einer Funktion.?) Steigung einer
Kurve. Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Die Sprache der hoheren Analysis (der Diffe-
rential- und Integralrechnung) ist die natiirliche,
leichte und einfache Sprache des Ingenieurs.

John Perry.

I. Auf der Kurve y = 2% (Abb. 16) sei ein Punkt P mit den Koordi-
naten x und y gegeben und nach der ,Steigung" gefragt, die die Kurve
im Punkt P besitzt. Stellen wir uns die Kurve etwa wie den Riicken eines
Berges vor, und nehmen wir an, ein Wanderer wire von P nach dem héher
gelegenen Punkt P, gegangen. Er ist dann in wagerechter Richtung um
das Stiick 4z vorwirts gekommen und hat gleichzeitig die Hohe Ay iiber-
wunden. (4z, gelesen ,Delta z*, soll nicht ein Produkt vorstellen, sondern
wie ein untrennbares Zeichen, shnlich dem Index, etwa wie x, oder «’
behandelt werden; es bedeutet: Zunahme von z). — Hier bedeuten A2
und Ay die wagerechten und senkrechten Differenzen der Punkte P und F,.
— Das Zeichen A fiir Differenzen stammt von Joh. Bernoulli (1706).

Der Quotient —j—g wird nun im gewdhnlichen Leben, ebenso wie in der

Mathemathik, als die ,,Steigung zwischen P und P,* bezeichnet. Ist
etwa dz = 100 m, 4y = 3 m, so sagt man, die Steigung wiire 3 : 100
oder ;3.

Zieht man durch PP, die Sekante, so heiflt der von letzterer mit der
positiven X-Achse gebildete Winkel o« der ,,Steigungswinkel® fiir den
Weg PP,.

Bekanntlich ist — =tga,

d.h.die Steigung zwischen den Punkten Pund P, ist auch gleich
der Tangensfunktion des zugehdrigen Steigungswinkels.

II. Die so erklirte Steigung ist aber, wie erdrtert, nicht die Steigung
im Punkt P, sondern die Steigung fiir den ganzen Weg PP,

Wir lassen nun P, auf der Kurve immer néiher an P heranriicken; hierbei
werden A4z und 4y immer kleiner und schlieBlich 0; die Sekante durch

1) Durch Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes erkennt man leicht,
daB x? 4 y? = 25 einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Halbmesser 5
darstellt.

2) Die Differential- und Integralrechnung wurden 1675 von Leibniz, etwa
in derselben Zeit (unabhingig von Leibniz) von Newton als ,Fluxions-
rechnung* entdeckt. Die nachfolgend gebrauchten Zeichen Z—g und f stammen

von Leibniz.
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P und P; nihert sich dabei immer mehr einer Grenzlage, nimlich der
durch P gehenden Tangente (Abb. 17). Ist v der Winkel der Tangente
mit der positiven X-Achse, so wird die Steigung tg « nunmehr den Wert

tg 7 annehmen. Der Quotient % nimmt aber dabei den Wert —°°- an. In

der Arithmetik wird gezeigt, daB § keinen bestimmten Wert hat; es kann
sich vielmehr jeder beliebige Zahlwert hinter dem Ausdruck J verbergen.

y=ga*
Y
Sekante Y
y=2z*
P‘ “=<rr
I
1
)
: Tangente
[}
| EY
| <
' =
' <
1 -+
| Y
]
)
P .u__..-.i_-_u P _E .............
Y f )
' ! '
/’;‘ H ~
oL L2 1 ! X o LLE X
1
SRS |
) st+bs 1 Abb. 18. Abb, 17.

(Da beispielsweise 0 - 6 = O ist, so kann & = 6 sein usw.) In unserem

Fall erscheint der bestimmte Wert tg = zugleich auch in der unbestimmten
Form .

Der hinter dem unbestimmten Zeichen ¥ sich verbergende bestimmte

Zahlwert, also der Zahlwert tgr, wird durch das Zeichen Z—Z (gelesen:

dy nach dz) angedeutet. Die Form dieses Zeichens soll an die Entstehung

aus j_i/: erinnern. Man hat also folgende Schreibweise:

Steigung von 2 nach 27, ist :%g = tge,

Steigung im Punkt P ist % = tg 1.

4 . . . . .
Z% heifit auch der ,Differenzenquotient®, d—z der ,,Differential-

d
quotient®.
d . ’ .
Fiir d—z schreibt man auch gy oder f'(x). (Lies letzteren Ausdruck:
nErste abgeleitete Funktion von z.%)
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Das Zeichen g—% ist geschichtlich so entstanden, daB man fiir die sehr

kleine Zunahme Az eben dz und fiir die kleine Zunahme Ay ebenso dy
geschrieben hat. Die Zunahmen 42 und 4y nannte man ,Differenzen®, die
sehr kleinen Gréfen dz und dy ,Differentiale®.

Wir wollen uns diese Auffassung zunichst nicht aneignen, sondern unter
d .
d—:% den bestimmten Zahlwert verstehen, der aus % hervorgeht, wenn
4z = 0 und damit auch 4y = 0 gesetzt wird, wenn also die Sekante zur

Tangente wird. Man sagt auch, g—g wiire der ,,Grenzwert* von %, fiir

den Fall, daB Az und damit auch Ay sich immer mehr der Null nihern.
Es sollen nun fiir einige wichtige Kurven die Steigungen berechnet werden.
III. Die Kurve y = a? ist gegeben.
Fiir den Ausgangspunkt P mit den Koordinaten x und y gilt ent-
sprechend Abb. 16 die Gleichung

1. y = 2%

Gehen wir nun auf der Kurve bis zum Punkte P, weiter, so vergréBert
sich # um 4% und y um Ay; der Punkt P, hat daher jetzt die Koordinaten
z+ Az und y + dy. Die Kurvengleichung sagt aber aus, daB die Ordinate
stets gleich dem Quadrat der Abszisse sei; also gilt fiir den Punkt Py die
Gleichung:

2. y+ 4y = (x + 4z)*

Durch Subtraktion der Gleichung 1 von der Gleichung 2 ergibt sich
der Wert fiir 4y, nimlich:

3. Ay = (z + 4z)? — 2* = 20 - Az + 47°,
und hieraus findet man sofort durch Division durch d« die ,Steigung*:

4y _
4. tga——d—a;—2x+dx.

Dies ist jedoch die Steigung zwischen den Punkten P und P, oder,
was dasselbe, die Steigung iiber der Strecke A4z. Wollen wir nun die
,Steigung im Punkt P haben, so miissen wir die Strecke 42 immer
kleiner und schlieBlich 0 werden lassen. Die Sehne durch PP, nimmt
dabei ihre Grenzlage an, sie wird zur Tangente in P; tgo geht in tgz

iiber (Abb. 17); der Bruch g—z nimmt die unbestimmte Form § an, hinter
der sich aber der ganz bestimmte Wert 22 verbirgt. Wir schreiben also:

=2Y _
5, tgr =7, =2z

Also: In dem zur Abszisse x gehdrigen Punkt P der Kurve
y = «® hat die Steigung den Wert 2z.

Die Berechnung des ,Differentialquotienten® nennt man das
,Differenzieren”. Wir sind jetzt imstande, in jedem Punkt unserer
Parabel y = 2? die Tangente zu bestimmen. Die folgende Tabelle stellt
fir einige Punkte die nétigen GriSen zusammen:
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ay
— g ¢y —
x Yy=2u dx_-tgr 2z 14
—3 9 —6 99°28°
—2 4 —4 1040 27
~1 1 —2 116°347
—1 iS —1 1350
0 0 0 0°
% } 1 45°
1 1 2 63°26°
2 4 4 75058’
3 9 6 80°32’

Zur weiteren Veranschaulichung der Differentiation von y = 2? zeigt
Abb. 18 ein Quadrat von der Seitenlinge # und dem Inhalt y, also
y = 2%
Wachsen nun die Seiten je um das Stiick 4z, so nimmt der Inhalt y
um das Flichenstiick 4y = 2z - 4z + (4z)? zu. Es ist dann also der
Differenzenquotient hieraus zu erhalten durch Division durch dx:

Ay___2a:u_4_x_l_(dx)’ M/
dz~ ~dxz " 4z
VT T T R
2: z A% L)'t
-——i
[}
]
]
[}
i
{
r ¥ z-0x :
|
{
{
i
-
z &z T 2 a0l 7z 5§ %
Abb. 18, Abb. 19,
oder g—z =22 + Az. Beim Ubergang in den Differentialquotienten nihern
sich 42 und 4y unbegrenzt 0 und wir erhalten
ay
J._ﬂ = 2x.

Man zeichne jetzt die Kurve y = #® nochmals und in einigen Punkten
die Tangente (Abb. 19). Wie liuft die Tangente im Falle, daB % positiv

bzw. negativ wird?

IV. Geschwindigkeit beim freien Fall.

In einem bestimmten Zeitpunkt, etwa ¢ Sekunden nach Beginn der Be-
wegung, hat der Korper den Weg s durchfallen. In der nun folgenden
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Zeit At wird der Korper den Weg As zurticklegen. Hierbei gelten also die
Gleichungen:

1. s=%gt2
2. s+ ds=13g(t + 4t)?

und durch Subtraktion:
3. ds=1g-[(t+ 40— 8] oder As=1Lg [2¢ 4t 4 417].

Nun bilden wir den ,,Differenzenquotienten®:
As
4. Z=g-t+%g-dt.
Welches ist nun aber die mechanische Bedeutung von f—,—:? As ist der
in der Zeit 4¢ durchlaufene Weg; j—z ist also die durchschnittliche Ge-

schwindigkeit des Korpers wihrend dieser Zeit At.

Um die wirkliche Geschwindigkeit des Korpers, ¢ Sekunden nach
Beginn der Bewegung, zu erhalten, miissen wir die Beobachtungszeit 4¢
immer kleiner werden lassen; natiirlich wird dann auch der Weg As

immer kleiner. Der Quotient A—‘:; nimmt wieder die unbestimmte Form §

an; aber man erkennt aus der rechten Seite der Gleichung 4., dafl dieser
Quotient trotzdem einem ganz bestimmten Wert, einem ,Grenzwert®,
niimlich g - ¢ zustrebt. Wir schreiben also:

ds ’

5. F=9t oder § = gt.

Die wirkliche Geschwindigkeit v driickt sich also aus als der Diffe-
rentialquotient des Weges nach der Zeit:

ds

V. Die Beschleunigung beim freien Fall.

Zur Zeit ¢ hat der Koérper die Geschwindigkeit »; lassen wir nun
weitere 4t Sekunden verflieBen, so vergroBert sich die Geschwindigkeit
um 4v und wir haben:

1. v =gl
2. v+ dv = g(t + 4t);
durch Subtraktion kommt:
3. dv =g - At;
dv
4. also T =9

d. h. der Differenzenquotient g—g hat einen konstanten Wert g; dieser
Wert bleibt also derselbe, wenn 4¢{ und damit auch dv sich der Null
nihern. Wir konnen also auch schreiben:

dv
5. E=g.
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Welche mechanische Bedeutung hat diese Gleichung? dv ist die Ge-

schwindigkeitszunahme wihrend der Zeit 4¢; ? ist also die durch-

! At
schnittliche Beschleunigung wihrend der Zelt At Der Ausdruck
(2 ) der hier allerdings den gleichen Zahlwert W1e ha.t ist die wirk-
liche Beschleunigung zur Zeit £ Die w1rkhche Beschleunigung a
zur Zeit ¢ driickt sich also aus als Differentialquotient der Geschwindig-
keit nach der Zeit:

dv
a=-=g.
Man bat auch folgende Ausdrucksweise:
Weg s = 394"

durch Differenzieren nach der Zeit findet man:
Geschwindigkelt v = 95 = g - £3
durch nochmaliges Differenzieren nach der Zeit findet man:

Beschleunigung a = 1% =g.

Fiir d ; ° hat man auch die Bezeichnung g tf , um anzudeuten, daf man

die Funktion s zweimal differenziert hat (vgl. noch die Bezeichnung
»2. Differentialquotient* spater § 25).

§ 7. Differenzieren einiger einfachen Funktionen. Steigen und
Fallen, Maxima und Minima von Kurven,

L Aus y=ux?
folgt ¥y + 4y = (z + Ax)® und finden durch Subtraktion:
dy = (z + dz)® — a8,
oder dy=38-2° Az 4 3z . 4% + 423,

und daraus tga=§%=3x’+ 3z Az + Ax.

Gehen wir zum Grenzwert iiber, indem wir 42 = O setzen, dann fallen
rechts das zweite und dritte Glied fort und es bleibt;

a) Wie groB ist die Steigung der Kurve y = z® im Punkt 2z = 1?
(tgz=38)

ljb) Welche Richtung hat die Tangente im Nullpunkt?

(tgv = 0; die X-Achse ist also zugleich Schnittlinie und Tangente;
sie heiBt Wendetangente.)
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¢) Differenziere die Funktion y = az3!

d ’ b
(Zi_?aia = 8azx® oder y = 3ax’.) )

d) Differenziere die Funktionen y = 2* und y = az!

dy _ 4.3, %Y _ 3
(ﬁ—fix, %—4“;.)

e) Differenziere: y = z und y = ax!

dy dy
@5=1 35=q)

f) Erltutere die letzten Ergebnisse geometrisch!
g) Wie lassen sich die Ergebnisse:

y==z y=1,

y=2a' o =2z,

y=o* o =3a,

y=at f= 45
in eine allgemeine Formel zusammenfassen?

y =23 — na"=1. Die ausfilrliche Ableitung diesor Formel . im § 21, 1L

In Worten: Der Differentialquotient einer m-ten Potenz ist
gleich dem n-fachen Wert ihrer (n — 1)-ten Potenz.
II. Berechne die Steigung der Kurve y = 2* — 3z — 10.

1. y=ax*— 32— 10,

2. y+ dy = (x + 4z)? — 3(z + 4=z) — 10,
3. Ay =2x-Ax+ A42* — 34z,

4 tga =22 =223 + 4z

5. tgr=%=2w—3.

a) Zeichne die Kurve und berechne die Steigung fiir die Punkie z =10,
1,15,2, —1, — 2.

(tgr=—8, —1, 0, 1, —5, —17)
b) Suche denjenigen Punkt, in dem die Tangente der X-Achse parallel
)
geht! Qr—3=0, z=15)
¢) Berechne die Steigung der Parabel y = az® + bz + ¢!
dy
( e = 2ax + b )
dy
az

y’ bezcichnet, um an beide gebriuchlichen Schreibweisen frilhzeitig zu ge-
wohnen.

1) Nachfolgend wird der Differentialquotient abwechselnd mit und mit
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d) Wie kann man den Scheitel dieser Parabel finden?

(2aw+b=0, x=-—§ba—-)

e) Berechne Geschwindigkeit und Beschleumcrung der gleichférmig be-
schleunigten (verzogerten) Bewegung s = ¢t + 3 at®!

(d~=ciat, s +a)

dit dit
f) Die Gleichung der Wurfparabel lautet:
R S .
Y= " Scicosta T tige- 2

Welche Richtung schligt der geworfene Korper im Punkt 2 der Bahn
ein? Fir welchen Wert von 2 wird seine Héhe am grofiten?

_dy _ g 0 g B ¢
tgr—d—a—cm_m z+tga=0;2= g ——g smacosm)
c?cos?

III. Berechne die Steioung der Kurve
=L (22° — 82 — 122 + 5).
d
(di 0 (6x—6x——12)——~ (»? —x—2))

Der konstante Faktor 4 findet sich beim Differentialquotienten wieder.
a) Berechne die Absz1ssen fiir diejenigen Punkte, in denen die Tangente
der X-Achse parallel gebt (Maximum- oder Minimampunkte). (Abb. 20.)

y (@—2—2=0, 2,=—1, 2,=2.)
b) Berechne die Steigung der
Kurve:
y=ax®+bz:t+cx+n
HMeximum | (y = 3ax® + 2bz +-¢.)

v IV. Wie unterscheiden sich die

]

W
3]
N
)
~
&
™|

Differentialquotienten der beiden
N Funktionen y = 2® und y=2% 4 a?
Henimum Man erhilt in beiden Fallen das-
selbe, nimlich %Y = 3% d. h. ein
konstanter Summand (a) bleibt
beim Differenzieren unbeachtet.
Deute dies geometrisch durch Zeichnen der Kurven y = 2 und y = 2% 4+ a!

Beide Kurven haben fir ein bestimmtes # die gleiche Steigung, denn die
zweite Kurve ist ja nur gegen die erste parallel verschoben um das Stiick a.

Abb. 20.

V. Ist y = 2% damn ist ;7. = 82,

— 3
” 9_4“;,’7 ”

&'&.&|&.&,g,
gle gl

I

>

w

8!0

— 3
n Y=ax, »
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isty=2a+32+1, dannist%=2x+3,

1 d 1
™ y=-5—(x2—|—3$+1), ) d?;='g(2$+3),

py=a(@+3a+1), , , Y _a(et3).

Man ersieht aus diesen Beispielen, daB ein konstanter Faktor beim
Differenzieren erhalten bleibt.

Doute dies geometrisch an der Kurve!
Zeichnet man die beiden Kurven

y=2 und y= 4%,

so erkennt man, daB bei der zweiten Kurve alle Ordinaten viermal so
groB sind als bei der ersten. Damit werden aber auch die Steigungen
der zweiten Kurve viermal so grof wie bei der ersten; also muBl tgt das
eine Mal 3z?% das andere Mal 4 - 32° werden.

VI. Ist y = 2% 4 a#, dann ist % = 82% + 44% wie sich bereits aus
mehreren Beispielen ergeben hat, d. h. man differenziert eine alge-
braische Summe, indem man die einzelnen Summanden differenziert.
(Geom. Deutung?)

VII. Wenn y eine beliebige Funktion von & ist, etwa

y=f(x)7

so findet man diejenigen Kurvenpunkte, in denen die Tangenteder X-Achse
parallel und die Steigung also O wird, indem man die Funktion differen-

ziert und den Differentialquotienten Z—i gleich O setzt. Lost man die ent-

stehende Gleichung nach z auf, so findet man die zu den gesuchten Punkten
gehdrigen Abszissen. Unter den so ermittelten Punkten befinden sich
diejenigen Punkte, die hoher liegen als ihre beiderseitigen Nachbarpunkte;
sie heiBen Maximumpunkte oder Maxima; desgleichen befinden sich
unter ihnen diejenigen Punkte, die tiefer liegen als ihre Nachbarpunkte;
sie heiBen Minimumpunkte oder Minima (Abb. 20.%)

VIII. Um zu entscheiden, ob eine Kurve in einem Punkt P steigt oder
fillt, braucht man nur das Vorzeichen des Differentialquotienten zu be-
achten; denn ist

% = tgt = +, 7 also < 90%, dann steigt die Kurve.
% = tgr = —, 7 also > 90° dann fillt die Kurve.

(Abb. 21 u. 22.)

1) Erste Untersuchung der Maxima und Minima von Fermat (1637).
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A
Y
Steigende Huarve
T<90°
0 -
Abb. 21. i
Yy
0
x

§ 8. Weitere Ubungsaufgaben,

I. Man differenziere folgende Funktionen:

a) y=2zx, y=mxn, y=ax-+b,
y=1-+4z,

b) y=38x—2+47, y="T—2zx+ 5z, y =4,
y=9—2x’,

¢) y=4x®-} fat, y=14 2z —x3, y=ax®—b,

— 2 3
y=ua*—abzx®,
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d) y =24 =*, y=}z*+3, y=a-+b-+ 3z,
y=mz'—nz’+tp,
e y=@—2)(x—38), y==z'z4-a), y=@E—-1@+1),
y =z} (x?—a?).
Lésungen:

8) 2, m, a, 4,

b) 6x—1, —2L+ 102, iz, —4z,

e) 2+ 2, 2—3x% 3ax?, 2x—38abax?,

d) 22+ 428, 2%, 1223, 4mx®—3nal,

e) 22 —5, 38x'-2ax, 42 32'—1, 42%—2a’x.

II. Untersuche das Steigen und Fallen folgender Kurven und gib, wenn
nétig, mit Hilfe der Zeichnung die Lage der Maxima und Minima an!

a) y = 42° b) y = — Lat, c) y = — 277
d) y = a8, e) y = — +a%, ly=22+1,
gy=—32—2, h) y = o — 24, i) y =o' + 124,

Ky=02—z)(z—6), Dy=2"—122+1, m) y =24 32— 4.

Lésungen:
a) Z—i = 8z, fiir = — fillt die Kurve, fiir # = -} steigt sie; firz=0

hat sie ein Minimum.

e 2o se—, Kuesteigh; 2=+, Kurve full

z = 0, Maximum,

c) %'_:_4'”' wie bei b).

ay 4 A dy .
d) i 3x*, Kurve steigt immer, da q o Lomer +.
e) dy _ — a*, Kurve fillt immer, da dy immer —
dz ! ' Vdx )
dy . .
f) 3;:._2, wie bei d).
d 1
g) a—'*i/c-_——g-, wie bei e)
h) ‘12=2z—2=2(a:—1) ist 2 <1, dann ist v __ K. falit, Y
dx ! ! dz ' ’
d .
z>1, , ” a‘%’—"‘*', K. steigt,
d .-
c=1, , 4, a%=0, Minimam.

1) K. bedeutet Kurve.
Grinbaum-Jakobi, Funktionenlehre. 7. Aufl. 3
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i) dl=2x+12=2(x+ 6),istx < —6, dann ist c_lg = —, K. fiillt,
dx dx
d .
x>—6, , di::= +, K. steigt,
T=—6, , %=0, Minimum.
a . d .
k) a—yé-——-—2x+8=——2(x—4),1stac<4, " w d—i-_——]-, K. steigt,
E>4, . . “%=—, K. fallt,
r=4, , %=0, Maximuom,
dy . e dy .
I a—i—-Bm —12=3(2*—4), v <{—2, ﬂ—-—;-, K. steigt,

Z=—2, g—%=0, Mazimum,

z>—2bis =2, W __ K falt

A dw k] . £

=2 l—i—?i———o Minimum
z=2, o= =0, .

ay .
z>2, T K. steigt.

dy . T dy
m) E—;}=3x -+ 3, K. steigt immer, da iz stets 4.

ITL. Berechne die Maxima und Minima folgender Funktionen:
{Die Entscheidung bringt immer die Zeichnung.)

a) y==38x*—24x+ 5, Min. firz = 4,

b) y =22 — 122} 1, Min. ,, z=3,

c) y=2zx*418x—17, Min. ,, & =—4,5,
d)y=1—6x— 32, Max.,, 2= —1,
e) y=>5-4 8z — 2x*, Max. ,, =2,

fy y=2a*—122*|862—15, Max.,, £=2, Min fiira =6,
gy=a*—2x*4+2—1, Max.,, =1, Min, ,, =1,

hyy=4z*—tx®*—6x—4, Max., 2= —2, Min. y £=3,

i) y=a®* — 122, Max.,, £ =—2, Min. ,, £=2,

k) y=—2a% 9212, Max.,, 2 =¥3, Min. , x=—7Y3,

D y=a—a°, Max.,, ¢=1%, Min. , =0,

m)y = z2(4 — x)*, Max.,, =2, Min, ,, =0 und 2 =4,

n) y =a®—}ab, Max.,, «=2,32, Min. ,, £ = — 2,32,

0) y =x*(16 — %), Min.,, =0, Min. ,, 2 =-2,82und —2,82.

IV. Bei den folgenden Aufgaben aus der Geometrie usw. muB die
GroBe, die einen groBten oder kleinsten Wert annehmen soll, als Funktion
einer Vertinderlichen x ausgedriickt werden., Die aufgestellte Funktion
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ist dann zu differenzieren. Setzt man den gefundenen Differentialquotienten
gleich 0, so erhilt man eine Gleichung, aus der man  berechnen kann.
Doch ist der aus der Gleichung berechnete Wert von x erst noch durch
eine besondere Uberlegung oder durch Zeichnen der Funktionskurve darauf-
hin zu priifen, ob fiir ihn tatsiichlich die Funktion zu einem Maximum
oder Minimum gemacht wird.

a) Einer Kugel vom Durchmesser d soll ein Zylinder von méglichst
groBem Rauminhalt eingeschrieben werden. Wie grof muB die Hohe
dieses Zylinders gewshlt wer-
den, wie grof wird sein Durch-
messer und sein maximaler
Rauminhalt? (Abb. 22a).

Sei x die Hohe, y der
Durchmesser des Zylinders,
so ist der Rauminhalt:

also V= j’:— (d*x — =%).

Somit ist jetzt der Raum-
inhalt als Funktion der Hohe
x dargestellt. Durch Diffe-
renzieren erhalten wir nun:

W _ % (@ 3a).

Abb. 224,

Durch Nullsetzen dieses Ausdrucks ergibt sich die Gleichungs:
(@ —38a) =0
oder a*—322=0

und hieraus z= i_ = 0,5774d.
V3

DaB sich in diesem Fall auch wirklich ein Maximum ergibt, folgt durch
geometrische Uberlegung oder durch Zeichnen der Kurve

=2 (@ — 4.
Der zugehtrige Wert des Durchmessers y ergibt sich nunmehr leicht:
d \? a2
R S U N .0 S S AL
y=d—z=d (V3> @ - =g d

y=VZ.d=108174.
Endlich ergibt sich fiir den groBten Zylinder der Rauminhalt:
. L I S N NS
Vise =" 8= -5 d Vi ® d Vs
Vinax = 0,577 - 7-d%,
d. h. der gréBte Zylinder nimmt 0,577 vom Rauminhalt der Kugel ein.
3.
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b) Eine Strecke von a Meter Liinge soll zum Umfang eines Rechtecks
genommen werden. Wie mull man die Seiten des Rechtecks wihlen, damit
der Flicheninhalt desselben moglichst groB wird?

(Sind z und % — z die Seiten, so ist F = z (% - )

e usw. Es ergibt sich 2 = Za; was fiir ein Rechteck ent-

| steht also?)
¢) Die beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks
sind zusammen g Zentimeter. Wie sind sie zu wihlen, da-
mit die Hypotenuse moglichst klein wird? (Abb. 23.)
Um Wurzeln zu vermeiden, berschnet man das Quadrat
der Hypotenuse. Sind die Katheten  und ¢ —= und ist
C=¢* das Quadrat der Hypotenuse, so ist

z
Abb. 23,

C=2a+ (a — 2)f = 22 — 2a2 + af,

ac a
ﬁ=4w—2a=0, ="

d) Aus einer Strecke von der Linge s soll der Gesamtumfang eines
Kreisausschnitts geformt werden. Was ist als Halbmesser z zu wihlen,
wenn der Ausschnitt einen moglichst groSen Inhalt erhalten soli?

GRS SN

e) Ein gerader Kreiskegel hat den Durchmesser d und die Hohe h;
man soll einen Zylinder mit moglichst groSem Rauminhalt einbeschreiben;
wie ist die Zylinderhthe z zu wihlen, wie groB wird der Durchmesser y
und der Rauminhalt Vmax dieses Zylinders? (Abb. 24.)

— e e ——— e e—
e S ——

£
[
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yin . .
V=="'2, wobei gy:d=(2—2):h,

da die beiden gleichschenkligen Dreiecke mit den Grundlinien d und y
einander #hnlich sind, also

¥ =5 O —a)

| S

dsomit V=2 5 (h—s)p.-2=2%. (02— 2ha® + 2*
und somi =7 =2 2= (Pz—2ha® + 2°).

o

Die Differentiation ergibt

V= T 7:’ (h’ 4hz + 32%) =0 oder h*— 4hz+ 322=0.
Letztere Gleichung liefert die beiden Werte
h
&y =h, z3= 3

Welcher Wert ist der richtige? z = —g—, nun folgt sofort: y = - 2d
Vimax = 5 des Kegels.
f) Emer Kugel vom Durchmesser d ist ein Kegel von mdoglichst grofem

Inhalt einzubeschreiben. Gesucht die Hohe x, der Grundkreisradius ¢ und
der Inhalt Viax des Kegels?

(V——g 7T 3, i=([d—a) 2!, z=— d, e=7 d V2, Viax— Kugel.)

g) Aus den 4 Ecken eines Quadrates von der Seite a sollen gleiche
Quadrate ausgeschnitten und aus dem iibrigbleibenden Stiick ein oben
offener Kasten gebildet werden. Wie groB miissen die Seiten der abzu-
schneidenden Quadrate gemacht werden, wenn man einen méglichst groBen
Inhalt des Kastens erzielen will?

( =2
=2 )

h) Bei welcher Temperatur ¢ hat das Wasser die griBte Dichte, wenn
nach Kopp die Beziebung gilt, daB, wenn man das Volumen des Wassers

bei 0° gleich 1 setzt, es fiir eine Temperatur ¢ (zwischen 0 — 25°) nach
der Formel

v, =1 — 0,000061045¢ + 0,0000077183¢% — 0,00000003734¢*

berechnet werden kann? (¢ = 4,075°).

i) Bei welcher Temperatur ist die spezifische Wirme ¢, des Wassers
ein Minimum, wenn sie nach der Formel

¢, = 1 — 0,0006684¢ + 0,00001092 ¢
berechnet werden kann? (¢ = 30,6°).

1) Nach dem Hohensatz.
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§ 9. Integrale.

I. Es sei die Kurve y = #* gezeichnet (Abb. 25) und es liege die Auf-
gabe vor, die von der Kurve, der X-Achse und den beiden Ordinaten g,
und y, eingegrenzte Fliche F' zu berechnen (Abszssen a und b).

Wir teilen die Fliche in beliebig viele gleich schmale Streifen von
der Breite 42. Von diesen Streifen schneiden wir noch durch Parallelen
zur X-Achse die oberen dreieckihnlichen Flichen ab, so daB wir nur Recht-
ecke fibrig behalten, die vollig innerhalb der gesuchten Fliche liegen.

Ein solches Rechteck hat dann den Flichen-
v inhalt y - 4. Die gesamte Summe bezeichnen
wir durch: b
23/ Az
a
(gelesen: Summe aller y - 4z von a bis b).1)

Diese Summe ist zweifellos kleiner als die
gesuchte Fliche F. Der Fehler, den man be-
geht, wenn man statt 7 die genannte Summe
setzt, ist gleich der Summe der abgeschnittenen
dreieckshnlichen Flichen. Ergiinzt man diese
dreieckihnlichen Flichen zu Rechtecken, so ist
der Fehler sicher kleiner als die Summe aller
dieser neuen kleinen Rechtecke. In Abb. 25
sind rechts die verschiedenen Rechtecke, die alle
die gleiche Grundlinie 4 haben, iibereinander-
gestellt und man erkennt leicht, daB sie die
Summe Az - (y, —y,) besitzen, d.h. der Fehler,
den man macht, wenn man fiir das Flichenstiick

F die Summe b
3.2
a

setzt, ist kleiner als der Inhalt des schmalen
Rechtecks (4, —9,) - Aa.

LiBt man nun die Strecke 4z immer kleiner und kleiner werden, wo-
durch die Anzahl der Rechtecke immer gréBer wird, dann wird der Fehler

(yb_ya) - dz
b

auch immer kleiner und die Summe y - Az ndhert sich immer mehr

dem wahren Flicheninhalt F. e
Der ,,Grenzwert”, dem sich diese Summe bei kleiner werdendem A
immer mehr und mehr n#hert, soll durch das Zeichen

ﬁ-dm
a

(gelesen: Integral y - dz von a bis b) ausgedriickt werden.

1) Das Summenzeichen > stammt von Euler 1755.
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Durch das neue Zeichen f soll angedeutet sein, daB die Anzahl der

Glieder dieser Summe jetzt unbegrenzt wichst, durch dz, daB die Strecke
Az unbegrenzt abnimmt.
Der gesuchte Flicheninhalt ist nun

b b
F=;[;/ . da =;ﬁ2dz,

da hier bekanntlich nach der Kurvengleichung y = x? ist.
IL. Jetzt wird es sich darum handeln, den Zsahlenwert

b
dieser Fliche F oder des Integrals ﬁ"dm zu berechnen.

Zu diesem Zweck miissen wir eine neue Uberlegung
machen.

Wieder sei die Kurve y = z? gezeichnet (Abb. 26).
In dem ganz beliebigen Punkt x, ziehen wir eine
Ordinate, ebenso in dem bestimmten Punkt ). Die
nunmehr von der Kurve und der X-Achse bestimmte
Fliche von dem beliebigen Ausgangspunkt x, an bis zu
dem ganz bestimmten Punkt 2 soll durch #= F(x) be-
zeichnet werden. Durch die Bezeichnung F(z) ist an-
gedeutet, daB die gekennzeichnete Fliche eine Funktion
des Endpunktes x ist, denn machen wir & grifer oder
kleiner, so wird auch unsere Fliche groBer bzw. kleiner.
Wir suchen jetzt diese noch unbekannte Funktion
¢ = F(z) zu bestimmen.

Denken wir uns # um ein kleines Stiick Az ver-
groBert, dann wird auch 2 um ein Flichenstiick A2
wachsen. Nach der Abb. 26 besteht der Streifen Az
aus einem Rechteck ¥ + 42 und einer dreieckihnlichen
Fliche, die wir durch die Grundlinie 42 und die mittlere
Hohe ¢ ausdriicken konnen (g - 4z). Also haben wir O

B el R Ry S SR S pap-y—

Az=y-dx+9-4x Abb. 26.
Az
oder ==Y + o,
und da nach der Kurvengleichung y = z* ist,
48 o
dz =T Te

Lassen wir endlich den Zuwachs A« sehr klein und schlieBlich gleich
0 werden, dann geht der linksstehende Quotient in bekannter Weise in

den Differentialquotienten Z—Z fiber, die mittlere Hohe ¢ wird hierbei
gleich O und es bleibt die wichtige Gleichung:

dz
il
d. h.: Die Funktion # ist uns zwar unbekannt, aber wir wissen jetzt von

1) Die Punkte sind hier kurz «, und = genannt, weil ihre Abszissen 2, und x sind.
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ihr, daB sie den Differentialquotienten 3—; = 2? besitzt. Welche Funk-
tion gibt nun differenziert *? Dies ist offenbar die Funktion:

3t + 0,
hierbei bedeutet C eine beliebige Konstante, auch Integrationskon-
stante genannt. Damit ist die gesuchte unbekannte Funktion 2 = F(z)

nunmehr gefunden: £="F(z)=1s5+ C.

Die von der Kurve y =2® und der X-Achse eingeschlossene Fliche, die
y B links von der Ordinate in dem beliebigen Punkt
| %o, rechts von der Ordinate in dem bestimmten

Punkt « begrenzt ist, hat also den Inhalt:

F(z)=32°+ C.

Die willkiirliche Konstante C erklirt sich geo-
metrisch dadurch, daB unsere Fliche auf der linken
Seite keine feste Grenze hat, denn der Anfangspunkt.
z, ist ganz beliebig.

IIl. Nach dieser Betrachtung kehren wir wieder
zu unserer ersten Aufgabe zuriick.

Die von der Kurve y = % der X-Achse und den
Ordinaten aAd und bB eingegrenzte Fliche F
(Abb. 27), die wir oben durch das Integral

b

foae

a

ausgedriickt haben, kdnnen wir nun berechnen. Unter
F(z) verstanden wir die Fliche von z, bis x. Die
Fliche von #, bis a ist demgemiB F(a), die Fliche
von &, bis b ist ebenso F'(b). Die gesuchte Fliche

ol

£ F endlich ist die Differenz dieser beiden Flichen:

Z G 3
Abb. 7. F = F(b)— F(a).

Nun ist F(z) =1+ 0,

also Fla)=%4a®*+ 0, F@)=1iv*+0,

somit F=G¥+0)—(}d+0)

oder F=10"—1a8

Man sieht, daB jetzt die unbekannte Konstante C durch Subtraktion
heraunsfillt.
Fir die letzte Gleichung hat man eine kiirzere Schreibweises

b
F=|idd|.
a

Thre Bedeutung ist: In dem Ausdruck }z® setzt man fiir # zuerst den
Wert b, dann den Wert a ein und zieht die Ergebnisse voneinander ab.
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Wir konnen nun fiir das vorhin aufgestellte Integral den Wert angeben:

Jorazm| o]

b a
d. h. das Integral ﬁ’dx wird berechnet, indem man diejenige Funktion

a
aufsucht, die differenziert #* ergibt (nm#mlich 12°%) und darin fir z ein-
mal den Wert b, das andere Mal den Wert a einsetzt und endlich die so
gefundenen Werte voneinander abzieht.
IV, In gleicher Weise erkliren und berechnen wir das Integral:
b

ﬁ’dw.

a
Zunichst verstehen wir darunter die von der Kurve y = z® und der
X-Achse gebildete Fliche, die links und rechts durch die Ordinaten in a
und b begrenzt ist. Zur Berechnung miissen wir wieder diejenige Funktion
suchen, die differenziert #® gibt. Dies ist, wie man leicht erkennt, die
Funktion 12* + C. Nun erhalten wir nach obigen Ausfiihrungen:

fw"'dw == I%w‘ |b= —}- (0t — a?).
a a

a) Welches ist nun die geometrische Bedeutung und der Zahlwert
folgender Integrale:

3 5 b 5
ﬂdw, ﬁ“dm, f7da:, fdw?
o« » a a a

b
Antwort: 'fxdx=]%zzl =1 —d¥),

a

a
b

J 4dx—-|lw5| = 1(®®* —d%),

f7da:—-[7x|—7(b—a),

'fdx=ﬁ-dav= :c°-dx=|xr=b—a.
a a a a

b) Welche Fliche bildet die Kurve y — #* mit der X-Achse in den
Grenzen von z; = 3 bis #, = 9?

(# —Bfﬂdx—-l

¢) Wie groB ist der durch die Koordinaten # und y abgegrenzte Ab-
schnitt der Parabel y = 2%?

(= fran =3 (= 4 = 4o = -0
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d) Welche Fliche bildet die Wendeparabel y = z® in den Grenzen
%; = 1 und z, = 3 mit der X-Achse?

3
3
(F = 'i[;:sdx = |1zt |1= 1.(81—1)=20 Fl‘écheneinheiten.)

5 b 5
e) ‘ﬁadx=? ﬁmdm =? ﬁw2d2= ? (p, ¢, r sind konstante
a a a
Faktoren.) 5 5
o Ry
.p 3 | M
@ a
f) Beweise folgende Formeln:

b
’ “%‘ws‘a
a
b b ) b b b
‘ﬁox’dx=pﬁ’dx, fsw‘dw=sﬂ4dx, fmda:==mfdx.
a a a a a a

g) Welcher Satz tiber konstante Faktoren wurde hier angewendet?

Antwort: Ein hinter dem Integralzéichen stehender konstanter
Faktor darf auch vor das Integralzeichen geschoben werden.

h) Berechne folgende Integrale!

7 4 -1 2 +3
f2x’dx, f%wdx, f4dx, f4x3dx, 5)afde.
i o -6 H -%

(228, 2%, 20, 16, 90.)

i) Welchen Flicheninhalt hat der durch die Koordinaten ¢ und d ab-
gegrenzte Abschnitt der Parabel y = az®?

(F=21c-d, d h es ist gleich + des zugehorigen Rechtecks ¢ - d.)

k) Lose die gleiche Aufgabe fiir ¥ = a2® und y = aat!

(%c +d und ltec-d)

)} ﬁx’ + 2% dz =?

a

Die Funktion, die differenziert #* 4 2 liefert, heiBt 3% 4 La#; also ist
4 b
J@ + ) ao =12 + 3aA |,
a a

d. h. Eine algebraische Summe wird integriert, indem man die ein-
zelnen Summanden integriert.

4
m) JU+s+ahds=2
T ()
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n) In welche allgemeine Formel lassen sich die vier Formeln

4 b
fdx =|=|,
A a

b

b

6
ﬁsdx = |32,
a

a
b

5 5
f;sdx = |32, ﬁsdm =|1s*| zusammenfassen?
% a p a
3 . T
. 7 = . g +1
Antwort: ;[.x dx |n+1 x |
a

oder in Worten ausgedrtickt:

Das Integral von a bis b einer n-ten Potenz ist gleich dem
(n +1)-ten Teil der Differenzen der (% + 1)-ten Potenzen von
b und a.

0) Welche Funktion gibt differenziert das Ergebnis:

p+qx+ ra® 4 sa®?
Antwort: Die Funktion:
2,2 r. s S 4
px—l—§w +§w —l—zx + 0,
worin C eine beliebige Konstante ist.
p) Welche Integralform ergibt sich hieraus?
b b
ﬂp + gz + ra® + s2¥) dx = Ipx-{—%x“’ + %ms—l—-’zx‘* .
a

Q) J@ — 4o+ 10)az =2  (117)

r) Man berechne die von der Parabel y = (z + 2) (4 — 2) mit der
X-Achse gebildete und oberhalb derselben liegende Fliche!

(ﬁ—w2+2x+8)dx=36.> :

5) Wie groB ist die unterhalb der X-Achse liegende Fliche der Kurve
y=(z—2)(x—6)?

6
F=/[(2?— 82z + 12)dr = — 102, Beachte das Minuszeichen!
3
2

8 10. Berechnung von Kérperinhalten.

I. Die bisher abgeleiteten Integralformeln dienten in § 9 bereits zur
Berechnung von Flicheninhalten; allein die Anwendung dieser Formeln
ist eine viel umfassendere: Jede GriBe, die sich in gleichartige TeilgréBen
zerlegen 18Bt, kann durch solche Integrale ausgedriickt werden. Wir sahen,
daB sich die ebene Fliche aus schmalen Streifen aufbauen 1i8t. In gleicher
Weise kann man aber auch einen Korperinhalt aus diinnen Platten, eine
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G
Abb, 28,

krumme Oberfliche aus schmalen Giirteln, eine Kurvenlinge aus kleinen
Strecken usw. zusammensetzen. Wir werden in diesem und den spiteren
Abschnitten zahlreiche solche Aufgaben durch Anwendung von Integralen
16sen.

II. Rauminhalt einer Pyramide mit der Grundfiiche G und der Hohe h.
(Abb, 28.) ,

Wir zerlegen die Pyramide durch Schnitte parallel zur Grundfliche in
diinne Platten. Eine der Platten habe die Grundfliche g und sei von der
Spitze der Pyramide um die Strecke # entfernt; ihre Dicke sei 4x. Die

Summe z=h
S
z=0

stellt dann einen N#herungswert fiir den Rauminhalt dar. Wir kommen
dem genauen Wert desto niher, je kleiner wir 4« wihlen, Der genaue
Rauminhalt driickt sich also durch das Integral

f;-d:c
0

aus; um dieses Integral aber berechnen zu kdnnen, miissen wir die Fliche g
erst noch als Funktion von x darstellen; es ist bekanntlich

g:G=2x:k2; also g=,?—,-x’.

Der Rauminhalt der Pyramide wird demnach:
A

V= %-x’dx-:i%.
0

A

1,38 1

-gx '=§G°h.
0

Der Rauminhalt der Pyramide ist also: Grundfliiche mal Hohe geteilt
durch 3,
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Abb, 29.

III. Rauminhalt der Kugel vom Halbmesser » (Abb. 29).
Wir zerschneiden, wie die Zeichnung andeutet, die Kugel in diinne
zylindrische Scheiben mit dem Rauminhalt:
o’n - Az,
wobei *=2-(2r —2)=2rz — 2 (nach dem Hohensatz)
und haben schlieBlich das Integral zu berechnen:

2r
2r
V=n/7(2rx——w2)dm=7v-[m’—-%xs =4x.8
.
0 0

IV. Rauminhalt eines Kugelabschnitts (Segments) mit der Hohe 4.
Wir miissen die gleiche Integration wie im letzten Beispiel aber nur
fiir die Grenzen O bis A durchfiihren und erhalten

B
V=rmx- |rz’———§;xs(|,=h"n(r—§h).

V. Die Parabel y = az? dreht sich um die ¥-Achse. Wie groB ist der
Rauminhalt V des entstehenden Kérpers (Rotationsparaboloid) fir die
Grenzen y = O bis y = h? (Abb. 30.)

Durch eine ganz #hnliche Zerlegung wie bei III ergibt sich

A
V=] aindy.
]
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Hier muB aber 2? erst durch y ausgedriickt werden. Nach der Kurven-

gleichung ist 2® = g; also

3
. =Z.
V—fandy a
0

Man kann dieses Ergebnis sehr einfach deuten, wenn man den Halb-
messer ¢ des Endkreises beniitzt. Es ist nach der Kurvengleichung
h=a-e?
¥ und daher

h3
—2—.

CIE

1,2
Y
(i}

d. h. der durch Drehung eines
Parabelabschnitts um die
Hauptachse entstehende Kor-
...... per (Rotationsparaboloid) ist
halb so groB wie der um-
schliefiende Zylinder.

VI. Die gleiche Kurve soll
[ sich um die X-Achse drehen.
Wie grof§ ist der nunmehr ent-
stehende Umdrehungskdrper?

g d
14 =jy2ndx =fa2x“mdm
0 b
a?

n
+z = — 5=._.h27;.9

z z h—ae?

g 5 8
Abb. 30. Man deute das Ergebnis
ihnlich wie bei V.
VIL Der bei der Drehung einer beliebigen Kurve um die X-Achse bzw
die Y-Achse entstehende Umdrehungskérper hat den Rauminhalt

‘”,2' Ya
J y®mdax, beziehungsweise f x*rndy.
o %1
Natiirlich muB im ersten Fall ? als Funktion von #, im zweiten Fall
#? als Funktion von y ausgedriickt und unter das Integral eingesetat werden
VIII. Die Kurve y = ax® dreht sich um die X-Achse; gesucht der Inhalt
des entstehenden Umdrehungskorpers fiir die Grenzen # = 0 und z = h.

A 2
<V = nﬁ’w"dm = i707“ . h"n:.)

o

IX. a) Die Gerade y = az erzeugt bei der Drehung um die X-Achse

einen Kegel. Gesucht der Rauminhalt fiir die Grenzen # = 0, y = O bis
x=hy=r.

A
V=|as’nde = |ja’e®n| = tahln = Lrixn . k.
0
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b) Lise die gleiche Aufgabe fiir die Grenzen # ==, y =7, und ==z,
y = ry (Kegelstumpf).

X,
V= |{aatn| = }nat (s} — o)
Ty

= 3ma® (2 + 2z, + o) (25 — 2,)

= h-g—” (2 + rgry + 1%). Da g — 2, = h ist.

§ 11. Statische Momente und Schwerpunktslagen.

I. Es sei m die in einem Punkt P (Abb. 81) befindliche Masse und 7
der Abstand des Punktes P von einer festen Achse; dann heift

m-r

das ,,Statische Moment“ des Massenpunktes m in bezug auf die Achse.

Seien m,, my, my .. beliebige Massenpunkte und r,, 75, 75 .. ihre
Abstinde von der Achse, so heifit die Summe
My + myTy - Mgrg 4+ oo =Zmer ya

dasstatische Moment des Systems
My, Mgy Mg ...

VWir denken uns nun, alle Massen
My, My, Mg ... Wiren in einem Punkt
S vereinigt, und S habe von der
Achse den Abstand ¢. Das statische
Moment der ganzen in § vereinigten
Massensumme M wire dann

(my 4+ my + mg + - - )¢ = ¢ Zm
== 9 . M

Ist nun S so gewihlt, daB fiir jede beliebige Achse das statische Moment
der Massensumme gleich ist der Summe aller statischen Momente der
Einzelmassen, dann heiBt § der Schwerpunkt des Systems.

Es muB also fiir den Schwerpunktsabstand ¢ die Gleichung bestehen:

myry + myry + mgrg + -0 = (my +mg +my ..)- @,
fiir den Schwerpunktsabstand ¢ folgt also:
mn +myry +myry ...
T Tm w4
od Zm-r _ Zmr _ Stat. Mom. der Gesamtmasse
er =" T =m T Gesamtmasse )

Abb. 81,

Sind die betrachteten Massen gleichartig (von gleicher Dichte), so setzt
man hiufig die Massen unmittelbar ihren geometrischen GroBen gleich.
Statt vom statischen Moment oder vom Schwerpunkt einer sehr diinnen
gleichartigen Platte spricht man vom statischen Moment oder vom Schwer-
punkt einer Fliche. Ebenso spricht man vom Schwerpunkt einer Linie,
einer (geometrischen) Kugel usw.

IL. Folgende Sitze werden bereits in der elementaren Mechanik erlgutert:
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Der Schwerpunkt einer geraden Linie liegt in ihrem Mittelpunkt.
Der Schwerpunkt eines Rechtecks (auch jedes anderen Pa.ra.llelogramms)
liegt im Schnittpunkt der Diagonalen
DerSchwerpunkt einersymmetrischen Fliche liegt auf der Symmetrieachse.
DerSchwerpunkt eines Umdrehungskérpersliegtaufder Umdrehungsachse.
Der Schwer-
punkst eines geo-
metrischen Ge-
bildes mit Mit-
telpunktisteben
dieser Mittel-
punkt, (Strecke,
% Quadrat, Kreis,
Ellipse, Kugel,
Ellipsoid usw.)
II. Das sta-
tische Moment
und der Schwer-
punkt eines
Dreiecks sind
z zu bestimmen.
(Abb. 32.)
Die Achse falle mit der Grundlinie @ zusammen. Wir zerlegen das Drei-
eck parallel zur Grundlinie in schmale Rechtecke. Eines derselben habe

den Abstand z, die Breite 4« und die Lnge I. Wegen der Ahnlichkeit der
a-h—2)

Dreiecke verhslt sich jetat 7:a = (b — ) : , und es ist also I =
Das statische Moment dieses Rechtecks ist dann

Z-Ax-z=;-(h—x)-x-dz.

Die Summe aller statischen Momente wird nun:

3 B
a a a |hx? 2° a-h?
M==f7'—-(h—-a:)-x-dx=77 (hm——z’)dw——-i- T_? == 6'
5 é

Der Schwerpunktsabstand y, wird jetzt (statisches Moment durch Fliche)-

a-h?

[ h
B=an "3
T2

d. h.: der Schwerpunkt eines Dreiecks liegt auf den Parallelen zu den
Dreieckseiten je im Abstand } der zugehdrigen Hohen. Man beweise, da8
sich diese 3 Parallelen in einem Punkt schneiden miissen, man zeige ferner,
daB der Schwerpunkt zugleich der Schnittpunkt der 3 Seitenhalbierenden ist.
IV. Den Schwerpunkt eines Kreisquadranten zu finden (Abb. 33).
Die in der Zeichnung angedeutete Zerlegung liefert fiir das statische
Moment in bezug auf die wagerechte Achse

r r r
M= y-dz-%—a—;—fy2dx=—;-f(r’—m’)dm=%r‘.
0 0 0
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Fiir den Schwer- |

punktsabstand  folgt
nun:
irt  4r
Y% = }r'z s=x
V. a) Man berechne
die Schwerpunktslage
fir den Halbkreis.

(=32

b) Berechne das sta-
tische Moment eines
Rechtecks a - b in be-
zug auf die Seite a.

b
(M= awdx==gb2.)
0

VI. Man berechne
die Schwerpunktslage

49

L
e

r.
Abb. 83.

fir den in Abb. 34 gezeichneten Abschnitt der Parabel y = a4,
Das statische Moment beziiglich der x-Achse ist:

v |

Z

z
IR T S N I
M—sfydx—2Jaxdx—l
=)

Y
—> AKX |€—
4
4 =
x
Abb 84

Grinbaum-Jakobi, Funktionenlehre. 7. Aufl.
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Das statische Moment beziiglich der Y-Achse ist:

el kg1
M=fydx-m=fax3dm= %zl‘.
0 0

3
Da die Abschnittfliche nach § 9 IV i gleich = = % ist, so folgt fitr
die Koordinaten des Schwerpunktes:
axt atx}
xo=4'£ﬁ=%xu yo=10.ﬁ=%f’/v
3

VII. Berechne ebenso die Schwerpunktslage fiir den Erginzungsabschnitt
(zwischen Parabel und Y-Achse).

(o =32 Y%=3%u)

VIII. Den Schwerpunkt einer Pyramide zu finden.

Da dieser Schwerpunkt auf der Verbindungslinie der Spitze mit dem
Schwerpunkt der Grundfliche liegen muB, so braucht nur noch die Héhe
} des Schwerpunktes fiber der Grundfiiche gefunden zu werden.

Wir zerlegen die Pyramide in diinne Plat-
ten wie in § 10 II (Abb. 28) und bestimmen
das statische Moment beziiglich der Grund-
fliche G. Wir erhalten:

3
M=|gdx(h — x)

]

¢ G
] =] B (b —2)dz = 5K
]
2
Also wird k'=—%=—h—-
4
12 =5

27 Der Schwerpunkt der Pyramide liegt also

i in & der Hohe.

1X. Den Schwerpunkt einer Halbkugel zu
finden.

Aus Symmetriegriinden liegt dieser Schwer-
punkt auf dem im Mittelpunkt des gréBten
Kreises errichteten Lot. Er moge vom Mittelpunkt den Abstand £ haben.

Die in Abb. 35 angedeutete Zerlegung ergibt sich als statisches Moment
beztiglich des groBten Kreises:

M——-'/;’m-dx-xaﬂr”—-w’)ndx-x=——nf1'2x—x3)dz
0 0 0

r

Abb. 35.

]241:’ xt
== IJr —— —

2 4

rim.

[SI™

_ ir'=m
T irtx

Nun wird &

7

wiee ©
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§ 12. Berechnung von Triigheits- und Widerstandsmomenten.

L. In vielen Aufgaben der technischen Mechanik wird ein dem statischen
Moment ganz #hnlicher Ausdruck viel benutzt, das Trigheitsmoment;
es unterscheidet sich von dem statischen Moment nur dadurch, daf die
kleinen Massen, bzw. die Linien-, Flichen- oder Korperteile mit dem
Quadrat des Abstands multipliziert sind. Das Triigheitsmoment eines
Massenteilchens ist also 2

m - 1%
und das Trigheitsmoment eines Systems vor solchen Massenteilchen ist:
myr? 4+ mgr? - mgr - =Sm o2

Das Trigheitsmoment eines zusammenhingenden Gebildes wird wieder
dureh ein Integral berechnet.

IL. a) Man bestimme das Trigheitsmoment eines Rechtecks a - b in
bezug auf die Seite a. Die Zerlegung in schmale Streifen parallel zu a
liefert: b b ab®

J, = a~dx-x”=a/;cgdx=7'
0 ]

b) Wie groB ist das Trigheitsmoment des gleichen Rechtecks beziiglich
der durch den Schwerpunkt (Mittelpunkt) gehenden Parallelen zu a?

b

2

» ab?
J, =2 -L/a-dm-w2=ﬁ'
0

ITI. Wie groB ist das Trigheitsmoment des Dreiecks mit der Grund-
linie ¢ und der Hohe & beziiglich der Grundlinie?

h
J—[i-dz- 4% wobei (§ 11 III und Abb. 32) I — 2 (h — z),
0

k Ak
. a a ah®
also wird J=f;7(h — ) - 2’dx = Ef(haﬁ — 2% dz = To
0 3

IV. Wie gro8 ist das Trigheits-
moment eines regelm#Bigen Sechs-
ecks mit der Seite a in bezug auf
eine durch den Mittelpunkt gehende
Parallele zu a?

(7= Hat- V3)

V.In einem ebenen Flichenstiick
(Abb. 86) seien durch den Schwer-
punkt S zwei zueinander senkrechte
Achsen X und Y gezeichnet; im
Schwerpunkt sei senkrecht zum
Flichenstiick die Achse Z errichtet.
Ist m irgendein kleines Flichen-
teilchen, dann sind

J,=2my* uwnd J, = S'ma? Abb. 35.

4a*



52 I Ganze Funktionen. Einige Differentialquotienten und Integrale

die Trigheitsmomente beztiglich der X- und Y-Achse, sie heiBen auch die
iquatorealen Trigheitsmomente, ferner ist

Jp=2m-r’

das Trigheitsmoment beziiglich der zur Fliche senkrechten Achse Z, auch
polares Trigheitsmoment genannt. Da nun

P =ty
ist, so folgt hieraus Jy=J,+Jy

d.h.das polare Trigheitsmoment eines Flichenstiicks ist gleich
der Summe zweier dquatorealer Trigheitsmomente, die zu zwei
zueinander senkrechten Achsen gehdren.
VI. Wie groB ist das polare Triigheitsmoment eines Rechtecks a - b?
_ab®  ba® abd 3 g
Lh=wtm =1 @+
VII. Gesucht das Trégheitsmoment eines Dreiecks mit der Grundlinie a

und der Hohe A beziiglich der durch die Spitze gehenden, zur Grundlinie
parallelen Achse. A

J= % Bz = %h"‘ (z = Abstand von Spitze).
o

VIII. a) Man bestimme das polare Tréigheitsmoment des Kreises
vom Radius #, durch Zerlegung der Kreisfliche durch zahlreiche konzen-
trische Kreise. Hat dann ein Kreisring den mittleren Radius ¢ und die
Breite do, so wird

w
J'P=6/12971;-d9-92=—2—r4.

b) Da beim Kreis J, und J, gleich sind, so folgt fiir das iquatoreale
Moment: =
Jx = Jy = 17’4.

IX. Wie groB ist das Trigheitsmoment einer durch den Nullpunkt
gehenden und mit der X-Achse den Winkel « bildenden Strecke von der
Linge ! in bezug auf die beiden Achsen?

(J,=31%-sin’e, J, =10% coste.)

X. Das Trigheitsmoment einer déinnen Platte in bezug auf eine zu
den Grundflichen senkrechte Achse wird berechnet, indem man das
polare Trigheitsmoment des Querschnitts mit der Dicke der Platte multi-
pliziert.

Wie groB ist das Triigheitsmoment eines geraden Kreiszylinders vom
Halbmesser » und der Hohe % beziiglich der Zylinderachse?

( =—ﬂ2£7‘4-h=(r271:-h>-—;—7‘2.)
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XI. Wie gro8 ist das Trigheitsmoment eines geraden Kreiskegels be-
zliglich seiner Achse?

h

B

J=/14 2 [ pan =B = 3 s
) godr="J s fatde=151"h = 107
0 0

XIIL Berechne das Trigheitsmoment einer geraden quadratischen Py-
ramide mit der Grundkante @ und der Hohe A beziiglich der Achse.

(7 =4at-n)

XIII. Berechne das Trigheitsmoment einer Kugel beziiglich eines
Durchmessers.

r r
J=2 f Totde=2-2 [ (P —a)dz=n (r*~2r*a*+at) dz =%r5m
0 '] 0

XIV. Unter dem Widerstandsmoment eines Querschnitts versteht man
das auf die Schwerpunktsachse bezogene Triigheitsmoment, geteilt durch
den Abstand des #uBersten Flichenteils von dieser Achse.

Beispiele: a) Fiir das Rechteck ab sind nach IIb dieses Paragraphen
die Trigheitsmomente:

ab® bad
J = T2_ bzw., J = 'E"

Um die entsprechenden Widerstandsmomente zu erhalten, muB man
durch % bzw. - dividieren. Als Widerstandsmomente des Rechtecks

ergeben sich also: ab? ba?
=— bzw. =—
6 6
b) Fiir den Kreis wird nach VIIIb:

4
Triigheitsmoment J = n—:—~
8
Somit ist das Widerstandsmoment W = %-

XV. Aus einem kreisrunden Baumstamm vom Durchmesser d soll ein
rechteckiger Balken von mdoglichst grofem Widerstandsmoment heraus-
geschnitten werden. Gesucht sind Breite @ und Hohe 4 des Balkens.

Das Widerstandsmoment

a-k* a-@d*—ad 1

W=— 5 ¢ (@% —a%)

ergibt W i@ —3a) =0, o'=1}ad

Daher wird W ein Maximum fiir

a=dyt, h=ay3.
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II. Funktionswerte in Form von Reihen. Zinseszins-
und Rentenfunktionen.

§ 13. Arithmetische Reihen.

I. Bei den bisher betrachteten Funktionen wurde fiir die unabhingige
Veriinderliche z die abhiingige y berechnet, ohne die gesetzmifBige Be-
ziehung der fiir y gefundenen Werte untereinander zu untersuchen; dies
soll hier nachfolgend und im § 14 geschehen.

Stelle die Wertetabellen fiir die beiden folgenden Funktionen dar:

y=4+(@z—1)-83 und y=18—(z—1)-4

- T s = [ v
1 4 1 18
2 7 2 14
3 10 3 10
4 13 4 6
5 16 5 2
6 19 6 — 2
7 22 7 — 6
8 25 8 — 10
9 28 9 — 14

Die erste Reihe der y-Werte (4,7, 10 usw.) ist so beschaffen, daB jede
Zahl sich von ihren benachbarten um 3 unterscheidet. Bei der zweiten
Reihe (18, 14, 10 usw.) ist der Unterschied ebenso gleich 4. Bei beiden
Reihen ist auch jede Zahl das arithmetische Mittel ihrer Nachbarzahlen, z. B.

90 =¥ +%® 3 10-%FE8
2 2
Wegen dieser Eigentiimlichkeiten bezeichnet man beide Zahlenfolgen als
arithmetische Reihen. Eine arithmetische Reihe ist demnach
eine Aufeinanderfolge von Zahlen (auch Glieder genannt),
deren Differenz konstant und bei der jede Zahl gleich dem
arithmetischen Mittel ihrer Nachbarzahlen ist.

Zieht man ein Glied vom nichst hoheren (nachfolgenden) ab, so wird
die Differenz (d) im ersten Falle gleich + 3, im zweiten Falle gleich — 4.
Hierdurch bedingt, werden die nachfolgenden Glieder bei der ersten Reihe
immer gréBer, bei der zweiten immer kleiner. Erstere Reihe heiBt daher
steigend, letztere dagegen fallend. Bei der steigenden arithmetischen
Reihe ist daher die Differenz zwischen dem vorhergehendenund
nachfolgenden Glied positiv,bei der fallenden dagegen negativ.

Man kann nun auch die beiden Reihen in folgender Form schreiben:

x y x y
1 4 1 18

2 441.3 2 18—1.4
3 41+2.3 3 18—2-4
4 4433 4 18—3.4
5 44+4.3 5 18—4.4
6 445.3 6 18 —5.4
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usw., oder wenn wir 4 das Anfangsglied a uennen, 3 die Differenz d, ferner
n die Anzahl der Glieder?), # das Endglied und s die Summe aller Glieder
der Reihe, so ergibt das erste Beispiel:

s=a+a+d+a+2d+a+3d+atdd---+a+(n—1)-d.

Es ist also das Endglied der Reihe £ =a 4+ (n —1) - d.
Um das zweite Beispiel als fallende Reihe noch deutlicher zu kenn-
zeichnen, setzen wir 18 = 2z und 4 = d und erhalten:

s=ote—d+s—2d+e—8d+e—4d--+z—(n—1)-d.
Addiere hierzu die Reihe s=a +a+d+a+2d---+a+(n—1)-d,
so wird s=1n-(a+z) (Stifel 1486—1567)
oder beim Einsetzen des Wertes z=a + (n —1)-d
s=an+in-(n—1)-d.

Wie #ndert sich letztere Formel fiir fallende Reihen?
II. Berechne fiir folgende Reihen die unbekannten GréSen:

Reihe a d n s z
I 5 17 108 ? ?
I — 15 4 ? 999 ?
I 101 —14 ? ? 1
v 1 ? 40 9400 ?
\'A 26 ? 25 ? — 35
V1 ) ? ? 392 23
VII ? 0,5 25 100 ?
vIII ? 1,5 33 ? 74
IX ? 3 ? 555 58
X ? ? 29 58 23

IIL. a) Verteile 2000 /£ unter 16 Personen derartig, daB jede folgende
10 A mehr als die vorhergehende erhilt. Wieviel bekommt die erste und
letzte Person?

b) Wie tief ist ein Brunnen, dessen Ausschachtung 3475 4 kostete,
und zwar das erste Meter 10 ., jedes folgende Meter 50 Pf. mehr?

¢) In welcher Tiefo des Erdinnern wird das Wasser sieden, wenn die
Temperatur an der Erdoberfliche 15° Cels. betriigt und in Tiefenstufen
von je 33 m um 1° Cels. zunimmt?

d) Auf einem 990 km langen Wege fahren zwei Kraftwagen A und B,
gleichzeitig aufbrechend, einander entgegen. — A macht in der ersten
Stunde 100 km, in jeder folgenden 10 km weniger. B macht in der ersten
Stunde 40 km, in jeder folgenden 20 km mehr. Nach wieviel Stunden
treffen sich die Wagen und wieviel km hat dann jeder zuriickgelegt? —
Lose die Aufgabe auch durch Zeichnung.

¢) Bestimme die GroBen s und # zeichnerisch fiir eine Reihe mit @ = 3,
d=2nund n=29.

(Funktionsgleichungen: 2z =3 + (n —1)-2
und s=3n+1n-(n—1)-2)

1) Reiben, bei denen # == 0o ist, heiflen unendliche arithmetische
Reihen.
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IV. a) Wird jedes Glied einer der bisher betrachteten arithmetischen
Reiben vom nichstfolgenden subtrahiert, so ergibt sich aus den Differenzen
eine neue Reihe, die man zum Unterschied von der urspriinglichen Reihe
oder Stammreihe auch als die erste Differenzenreihe bezeichnet.

So ergibt die  gyymreihe: 8, 11, 14, 17, 20, ...
und die erste Differenzenreihe: 3, 3, 3, 3, 3, 8,

b) Wenn die Differenzenreihe nicht aus lauter gleichen Gliedern besteht,
kann man aus ihr eine zweite, gegebenenfalls auch noch eine dritte und

vierte Differenzenreihe bilden, wie dies die beiden folgenden Beispiele der
Quadrat- und Kubikzahlen zeigen.

Stammreihe: 1, 4, 9, 16, 25, 36,

1. Differenzenreihe: 3, 5 T, 9, 11, ..

2. Differenzenreihe: 2, 2, 2 2, .. oder
Stammreihe: 1, 8, 27, 64, 125, 216, ...
1. Differenzenreihe: 7, 19, 37, 61, 91, ...

2. Differenzenreihe: 12, 18, 24, 30, ...

3. Differenzenreihe: 6, 6, 6,

Hat die erste Differenzenreihe einer Stammreihe lauter gleiche Glieder,
so ist die Stammreihe eine arithmetische Reihe 1. Ordnung. Hat erst die
2. bzw. 3. bzw. 4. baw. n-te Differenzenreihe lauter gleiche Glieder, so ist
die zugehdrige Stammreihe eine arithmetische Reihe 2. bzw. 3. baw. 4,
bzw. n-ter Ordnung.!) — Eine Reihe mit lauter gleichen Gliedern kann man
auch als Reihe O-ter Ordnung bezeichnen. Die beiden nachfolgenden Reihen
sind Reihen unendlicher Ordnung, weil man beim Versuch, eine Differenzen-
reihe zu erhalten, doch immer wieder die gegebene Stammreihe erhilt:

1, 1, 2, 8, 5 8 13, 21, 34, .. (Reihe von Lamé),
ebenso bei der Reihe der htheren Potenzen von 2, nimlich 2, 4, 8, 16, 32,. ..

¢) Um das Bildungsgesetz einer Reihe zu kennzeichnen, driickt man sie
durch ein Allgemeinglied aus, also fiir die gewthnliche arithmetische
Reihe a + (# — 1) - d (somit hier gleich dem Endglied ).

Nun sei das Allgemeinglied einer Reihe gleich 4 - B - n; es ist die
Ordnungszah] der Reihe zu ermitteln:

Stammreihe: 4, A+B A+4+2B, A+3B, ...

1. Differenzenreihe: B, B, B, ..

Die Stammreihe ist also eine Reihe 1. Ordnung.
Zeige ebenso, daB die Stammreihen mit den Allgemeingliedern

A+B-n+C-n® bzw. A+B-n+C-n2+D-n®
arithmetische Reihen 2. bzw. 8. Ordpung sind.
Zeige ebenso, daB die Reihe 4, 1, 3, 10, 22, 39, 61, 88, ... eine Reihe
2. Ordnung, also ihr Allgemeinglied A + B - n + C - n? ist. Setze hierin
der Reihe nach fiir # die Werte 1, 2 und 3 ein, also:
A+ B4+ C=14,
A+2B+4C=1,
A4+ 3B+ 9C=23.

1) oder allgemeine Reihen h8herer Ordnung.
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Die Auflosung dieser Gleichung mit drei Unbekannten liefert die Werte
A=12, B=—10,5 und C = 2,5. Das Allgemeinglied ist also dann
12 — 10,5% + 2,5%* Setzen wir hierin fiir » der Reihe nach die Werto
4 bis 8 ein, so erhalten wir die entsprechenden Glieder der gegebenen
Reihe, n#imlich 10, 22, 39, 61, 88, ...

d) Bilde aus der Reihe der Kubikzahlen eine neue Reihe, derartig, daB
das n-te Glied der neuen Reihe gleich der Summe der n ersten Glieder
der gegebenen Reihe ist. Die neue Reihe nennen wir die Summenreihe:

Stammreihe: 1, 8, 27, 64, 125 216,

Summenreithe: 0, 1, 9, 86, 100, 225.

Diese Summenreihe hat natiirlich eine Differenzenreihe mehr als die
Stammreihe und ist daher eine Reihe 4. Ordnung. Oder allgemein ist die
Summenreihe einer Stammreihe n-ter Ordnung selbst eine Reihe (1 + 1)-ter
Ordnung.

e) Hiermit kénnen wir jetzt z. B. die Summe der n ersten Glieder der
Reihe der Quadratzahlen leicht berechnen.

Stammreihe: 1, 4, 9, 16, 25 36, ... (Reihe 2. Ordn.)
Summenreihe: 0, 1, 5, 14, 30, 55, ... (Reihe 8. Ordn.)

Das Allgemeinglied der letateren ist
D+A-n+B-n2+0C-u8

Das O-te Glied der Summenreihe muB aber gleich O sein, also D = 0?),
so daB wir nur #ibrig behalten 4 - n + B - n® + C . »®, worin wir fiir »
der Reihe nach die Werte 1, 2 und 3 einsetzen und als Summen 1 bzw.

5 bzw. 14 erhalten, also
A+ B+ C= 1,

24+ 4B+ 8C= 5,
344 9B 4 27C = 14,
Die Aufldsung ergibt 4 =3, B=4%, C=1%.

Fiir die n ersten Glieder der Reihe der Quadratzahlen erhalten wir also

n

DH=gn kg e =G ek 2a) - BEATEED,
1

also 2k2=1+4+9'°-+n2=’1ﬂ%?:_+ﬂ,
1

f) Lose die gleiche Aufgabe fiir die # ersten Kubikzahlen!
n
2
(st = [n—(ﬁ#] ) (Nikomachus 100 n. Chr.)

1) Weil D+ 4.0+ B0* L C0% = 0,
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§ 14. Geometrische Reihen,
I. Es seien die Funktionen gegeben:
y=2-3> und y=10 (1)1
Die Wertetabellen lauten hier:

x y x Y

0 2 0 10

1 6 1 5

2 18 2 2,5

3 54 3 1,25

4 162 4 0,625
5 486 5 0,3125

Vergleichen wir hier die y-Werte beider Funktionen, so sehen wir, daB
hier nicht die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant ist,
sondern der Quotient, gebildet durch Division eines Gliedes durch das vor-
hergehende; der Quotient ist im ersten Beispiel 3, im zweiten 0,5. Ferner
ist hier jedes Glied das geometrische Mittel der beiden Nachbarglieder,

also z. B. 18 =V_6 .54 und 5=710-25.

Die Werte von y in beiden Wertetabellen sind Zahlenfolgen, die man
geometrische Reihen nennt, und zwar ist 2, 6, 18 . . . eine steigende
und 10, 5, 2,5 eine fallende.

Eine geometrische Reihe ist demnach eine Aufeinanderfolge
von Zahlen (Gliedern), bei denen der Quotient zwischen der
vorhergehenden und folgenden konstant und bei der jede Zahl
gleich dem geometrischen Mittel der beiden Nachbarzahlen ist.
Die geometrische Reihe ist steigend oder fallend, je nachdem,
ob der Quotient g groBer oder kleiner als 1 ist.

Die Bezeichnung der einzelnen GroBen der geometrischen Reihe ist
genau wie bei der arithmetischen, nur statt der Differenz d tritt hier der
Quotient ¢ neu auf (§ 13).

Man kann nun die erste der obigen Reihen auch schreiben:

24+2-3+4+2.824+2.3%42.384. ..

oder wenn man 2 = @ und 3 = ¢ setzt und # Glieder als vorhanden an-
nimmt:

s=a+a-g+a-+a-¢*+a-¢*---+a-¢g"=! (Reibe I)
Es wird also das Endglied der geometrischen Reihe
z2=gqa-q""L
Denkt man sich diese Reihe I mit ¢ multipliziert, so wird
seg=a-g+a-*+a-g*+a-¢* -+a-¢""'+a-g* (Reihe II).

1) Es sind dies die ersten Beispiele fiir Exponentialfunktioner., die
dadurch gekennzeichnet sind, daB sie die eine Variable als Exponent kaben.
Die Exponentialfunktion wird eingehend in § 26 behandelt. Beim Stufenrad
bilden die Durchmesser der Scheiben eine arithmetische, ihre Umdrehungs-
zahlen eine geometrische Reihe
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Subtrahiert man Reihe I von Reihe II, so wird

—gl =1
=y
Will man s durch @, ¢ und # ausdriicken, so ergibt sich
n n n-=1
s=a_q -1=aq —a __ag 9—a,
g—1 q—1 qg—1 ?
da agq"~! = ¢, folgt §= qqz_——:_la.

Fiir die unendliche fallende geometrische Reihe wird # = 0, also auch
q-2=0 und 0—a

a
3——-q—_"‘i‘ oder S=1_q'

II. Berechne fiir folgende Reihen die unbekannten GriBen:

Reihe a n q s z
1 1 10 2 ? ?
I 0,25 14 ? ? 2048
I 256 ? 0,5 511 ?
v 1 ? 7 ? 5764801
v 27 ? ? 65 8
VI ? 6 1,25 11529 ?
VII ? 5 3 ? 625
VIII ? ? 4 1023 768
IX 2 3 ? 26 ?
X ? 3 ? 19 9
XI 0,45 o0 0.01 ? ?
X1 ? 4 9 45 24

III. a) Bestimme die GroBen s und # zeichnerisch fiir a = 1, ¢ = 2
und # = 5 fir eine geometrische Reihe.

(Funktionsgleichungen: g=1.2""1 ynd s=1. 2?—__—1 )

b) Wie groB ist die Dichtigkeit im Rezipienten einer Luftpumpe nach
20 Kolbenziigen, wenn der Inhalt des Rezipienten (nebst Verbindungskanal)
30 Liter betrigt, derjenige des Stiefels, nach Abzug des Raums fiir den
Kolben, 6 Liter?

Da die Luft nach dem ersten Kolbenzuge statt 30 jetzt 36 Liter Raum
einnimmt, so ist die Dichte der Luft, die urspriinglich gleich 1 war, jetzt
nur noch 1-33 oder 1-(§). Nach 2 Kolbenziigen ist sie nur noch 1 - (3)? usw,,
also nach 20 Kolbenztigen:

z=1-(3)*= )" =0,83333%"
z = 0,026086, der urspriinglichen Dichte.

Die bei der Berechnung gebrauchte GréBe (£) nennt man den Ver-
dinnungsfaktor.

¢) Wieviel Rollen muB ein Potenzflaschenzug haben, um, abgesehen von
Widerstinden und Rollengewichten, eine Last von 640 kg mit einer Kraft
von 10 kg zu heben?
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" ’ P Zwischen der Rollenzahl #, der Last @ und der
erforderlichen Kraft P ergibt sich die Beziehung nach

1 0, @ | nebenstehender Tabelle.

g g’g:g Die Koeffizienten von ¢ bilden also eine geo-

4 0:54, Q metrische Reihe mit dem Quotienten 0,5 und aus

: der Bezichung P — 0,5% - @ folgh 0,5" — %. Da
» 05%- @ | uns P=10 kg und @ = 640 kg gegeben sind, folgt

05" =a% =&  oder  n=6 Rollen.

d) Ein schwingender Korper hat urspriinglich den Ausschlagswinkel o;
bei jeder Schwingung ist der Ausschlagswinkel nur noch 3 des vorigen.
Wie groB ist dieser Winkel nach der z-ten Schwingung?

G=e- @F=c-()")

(Abklingen nach der Exponentialfunktion.)

§ 15. Zinseszins- und Rentenberechnung.

Durch das Mittel des Funktionsbegriffs wird die
Ergriindung einzelner Zweige des Wirtschafts-
lebens bedeutend vertieft und geklirt werden kdn-
nen, besonders vom Ingenieur, der dieses Hilfs-
mittel beherrscht und auch in stindiger Fithlung
mit dem Wirtschafisleben steht. A. Schilling.

I. Es sei gefragt, zn welchem Betrage b ein Kapital a = 7850 4 mit
p = 4%, Zinsen nach einem Jahre anwichst. Statt erst die Zinsen zu be-
rechnen und diese dann zum Kapital zu addieren, rechnet man entsprechend
nach dem in § 4, IL, i) gegebenen Verfahren kiirzer nach der Formel

b=a-(1+0,01-p)="7850; 7850(1+ 0,01-4)=28164./.

» q Den Klammerausdruck (1 + 0,01 - p) pflegt man
allgemein gleich ¢, dem Zinsfaktor, zu setzen, also

2 1,02 )

2,6 1,025 g = (14 0,01-p), somitist g¢=f(p).

3 1,08 ,

3,25 1,0825 | Die GroBe des Zinsfaktors ¢ bei verschiedenem Zins-

4 1,04 full zeigt nebenstehende Tabelle.

g’;‘r’ ?8?;5 Das Endkapital b, zu dem ein Anfangs-

6 1,06 kapital @ mit den Zinsen nach einem Jahre

anwichst, ist demnach gleich dem Produkt
aus Anfangskapital @ mal Zinsfaktor ¢

b=a-q.

IL. a) Steht das Kapital nun weiter auf Zinsen und werden die Zinsen
jetzt mitverzinst, so ist zu Beginn des 2. Jahres also

" b das Anfangskapital gleich a - g, woraus man das

1 a-q Endkapital am Ende des 2. Jahres erhilt, indem man

2 a-q? a - ¢ wiederum mit ¢ multipliziert. Das Endkapital

3 @-g% | ist also nach 2 Jahren

4 4.1 b=a-g-q oder b=a-q

M g Die nebenstehende Tabelle zeigt, wie groB das
Endkapital nach 1, 2, 3, 4, ... » Jahren ist.
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Steht also ein Kapital a (Anfangskapital) zu p?%, wihrend
#n Jahren derartig auf Zinsen, daB diese jihrlich zum Kapital
geschlagen und mitverzinst werden, so wichst es mit den
Zinseszinsen zu einem Betrage (Endkapital) b an, der sich aus
der Formel ergibt:
b=a-(140,01-p)* oder,da (14 001.-p)=gq ist,
b=ua-g" Das ist die Zinseszinsformel (Leibniz 1683).

b) Berechne in den folgenden Zinseszinsaufgaben die unbekannten GroRen.

Aufgabe I I m | v
a 156 000 A& 8700 A& 1500 A4 ?
b 60 000 A& 5000 A ? 17000 &
P ? 5% 47, 4%,
n 32 Jahre ? 30 Jahre 22 Jahre

¢) Ermittele durch zeichnerische Lsung, zu welchem Betrage 100

bei 5%, in 1, 2, 3, ... 10 Jahren mit Zinseszinsen anwachsen.
(Funktionsgleichung: b = 100 - 1,05".)

d) Zur Zeitersparnis, Umgehung der umsténdlichen logarithmischen Be-
rechnung, benutzt man zweckmiBig eine Zinseszinstabelle (Tabelle der
Zinsfaktoren), die sich in vielen Tabellenwerken findet fiir verschiedene
Werte von p und fiir » =1 — 50 Jahre.!) Zur Erliuterung wird eine
solche hier nachfolgend abgekiirzt beigefiigt:

Zinsfaktorentafel.
Jahre p=14%, p=45Y%, p=25Y,

” q" q" q"

1 1,04 1,045 1,05

2 1,0816 1,0920 1,1025

3 1,1249 1,1412 1,1576

4 1,1699 1,1925 1,2155

5 1,2167 1,2462 1,2763

6 1,2653 1,3023 1,3401

7 1,3159 1,3609 1,4071

8 1,3686 1,4221 1,4775

9 1,4233 1,4861 1,5513
10 1,4802 1,5530 1,6289
11 1,5395 1,6229 1,7103
12 1,6010 1,6959 1,7959
13 1,6651 1,7722 1,8856
14 1,7517 1,8519 1,9799
15 1,8009 1,9353 2,0789
16 1,8730 2,0224 2,1829
17 1,9479 2,1154 2,2920
18 92,0258 92,2085 2,4066
19 2,1068 2,3079 2,6270
20 2,1911 2,4117 2,6533

(Erste Zinsfaktorentabelle von Stevin 1585.)

1) Vgl. E. Schultz-Jakobi-Kehrmann, Mathemat. u. techn. Tabellen f.
Maschinenbau. Ausg. II. 17. Aufl. Verlag von G. D. Baedeker in Essen (Ruhr).
1928.
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e) Wieviel verdient eine Sparkasse, die einem Sparer 1500 £ mit 3%,

verzinst und das Geld zu 59, ausleiht, innerhalb 10 Jahren?
z = 1500 - 1,051 — 1500 - 1,031 (2 = 427,46 A).

f) Von einer Maschinenanlage im Anschaffungswerte von 10000 £
werden bei der Buchung alljihrlich 8%, des Wertes abgeschrieben. Mit
welchem Betrage steht die Anlage nach 13 Jahren noch zu Buch?

Nach dem ersten Jahre ist der Wert nur noch 10000 - 0,92 (der Zins-
faktor ist also hier 1 — 0,01-p). Wir bekommen also nach 13 Jahren

z = 10000 - 0,92* = 3382,80 A.

g) Bei welchem ZinsfuB bringt ein Kapital von 50000 £ ebensoviel
Zinsen vierteljahrlich, als zu 5%, jahrlich, wenn es 10 Jahre lang aus-
geliehen wird?

(50000 - g** = 50000 - 1,05'%) (p = 1,28%,.)
III. a) Wird auBer den Zinsen am Ende eines jeden Jahres noch ein
gewisser Betrag r, die sogenannte Rente (eine Rente ist jede in regel-

miBigen Zeitriumen wiederkehrende Zahlung), dem Kapital zugefiigt, so
betrigt das Endkapital

nach 1 Jahr: b=a-q-+r,

nach 2 Jahren: b=qg-¢*++-q+ 1,

nach 8 Jahren;b=a-g®+r-¢?+r-g+r,

nach 4 Jahren:b=a-¢*+r-¢®*+r-¢* +r-q+r, usw.

nachn Jahren: b=a-q*+r-q" 14 r-¢"~ 24 r.-g*»=34..... r-@®+rqgtr,
oder auch: b=a-¢"+(r+r-g+r-g*+----- +regn=iprgrl).

Der Ausdruck in der Klammer ist eine geometrische Reihe von # Gliedern
g"—1
qg—1

mit dem Anfangsglied 7, dem Quotienten ¢ und daher der Summe r

Wir erhalten somit die Rentenformel

n —
b=ag"+r qq — (Rentenformel bei Einzahlung am Jahresschlu8.)
Wire die Rente r bereits zu Anfang eines jeden Jahres eingezahlt worden,
so hitten wir nach einem Jahre schon b=a-¢g+ r-g und bei ent-
sprechender Durchfiihrung obiger Ableitung:
¢ —1
g—1’

Wird der Betrag r nicht eingezahlt, sondern dem Kapital entnommen,
so wird in den beiden obigen Rentenformeln die GrioBe r negativ und
wir erhalten die Rentenformeln fiir Auszahlungen zu Jahresschluf bzw.
Jahresanfang:

b=aq"+r-q (Rentenformel bei Einzahlung am Jahresanfang.)

g —1

g —
g—1

q—1

b=ag"—r und b=ag*—r-q-

Ist eine Schuld @ in # Jahren bei Riickzahlung des Jahresbetrages
zu tilgen (amortisieren), so wird in diesen beiden letzten Formeln b gleich O
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und wir erhalten die beiden Schuldentilgungsformeln fiir Riickzahlungen
zu JahresschluB bzw. Jahresanfang:

n

" —1
q—1

n n " —1 1
ag*=r und  agq =r-_qq—_—1-)

(Euler 1748.)
b) Zu welchem Betrage wachsen 10000 . an, wenn 20 Jahre lang
auBer 5%, Zinsen noch 500 4 am Jahresende hinzukommen?

20
(5 = 10000 - 1,05% + 500 - 1057 =1 _ 43066 A)

1,06 —1
¢) In wieviel Jahren sind die Kosten fiir eine Maschinenanlage im Be-

trage von 164510 A getilgt bei 8%,%, Zinsen und 30000 A Abschrei-

bungen zu Anfang eines jeden Jahres?

1,0875% — 1

(164510-1,0375== 30000-1,0875 - 3Gz

2 = 6 Jahre.)

d) Die Kosten fiir ein deutsches Reichspatent?) (im ersten Jahre 50 A,
in jedem folgenden 50 £ mehr, Patentdauer 15 Jahre) betragen, 49,
Zinseszinsen gerechnet, 3673 . — Wieviel muB eine Erfindung demnach
jahrlich einbringen, wenn diese Kosten aus gleichgroBen Jahresriicklegungen
gedeckt werden sollen?

Da die Patentgebiibren je zu Jahresanfang zu entrichten sind, so wird

1,041 —1

. 15, S
(3673 1,048 — - 1,04 - I,

r = 317,70 A.)
) Welchen Gegenwartswert hat eine Jahresrente von 3000 , zaklbar
20 Jahre lang am JahresschluB, bei 5,59, ZinsfuB?

1,055% —1

20 kAt
(a-1,055 — 3000,

a— 35849 A.)

Durch einmalige Zahlung von 35849 £ kann der noch 20 Jahre be-
stehende Rentenanspruch also abgeldst (kapitalisiert) werden.

f) Ein von einer Aktiengesellschaft in einer Stadt errichtetes Elektrizitéits-
werk geht vertragsmibBig nach 65 Jahren kostenlos in den Besitz der Stadt-
verwaltung iiber. Welchen Betrag des urspriinglichen Anlagekapitals von
5750000  muB die Gesellschaft bei 4%, Zinsfuf am Ende eines jeden
Jahres abschreiben, damit sie beim Ubergang des Besitzes an die Stadt
keinen Schaden erleidet?

1 1,04 —1

Y =20t 1
(p=rZ=F, 5750000 =r 55—,

r=19943 Jt)

g) Eine Provinz hat sich verpflichtet, einer Kirchengemeinde fiir ewige
Zeiten (ewige Rente) einen Jahreszuschu von 10000 £ am Jahresschlu8
zu bezahlen. Durch welche einmalige Zahlung (Kapitalisierung) kann diese
Verpflichtung abgeldst werden bei 49, JahreszinsfuB?

1) Die Jahreszablung r zur Ablosung einer Schuld nennt man auch An-
nuitdt.
2) Zahlenangaben der Vorkriegszeit.



64 HI. Gebrochene und irrationale Funktionen. Der Grenzbegriff

folgt a =r -

Aus aq"=rq"_ -1 ! <qn~1

1
—1 @—ng g¢-1\ ¢

1\ o g Y 1
(1—— F) - Fiir die ewige Rente ist # = oo, also 7 0 und

_ T
a—q__l

a= q_i_f (Formel fiir die ewige Rente.)
Da r = 10000 A und ¢ = 1,04 ist, wird

10000 10000 1000000

¢=Toi—1— o001 — 1 a = 250000 /.

ITII. Gebrochene und irrationale Funktionen.
Der Grenzbegriff.

§ 16. Fortsetzung der Funktionenlehre. — Gebrochene
Funktionen.

Bei allen bisherigen Aufgaben haben wir (mit einer Ausnahme, vgl.
unten die FuBnote) moch keine anderen Funktiomen als Potenzen mit
positiven ganzen Exponenten und Summen solcher Potenzen, also nur
nganze Funktionen* benutzt. In den folgenden Abschnitten werden wir
nun auch Potenzen mit negativen und gebrochenen Exponenten behandeln,

= y Die Funktion y = "QIE ist gegeben.') (Schreib-
o o weise mit negativem Exponenten y = x~1)

1 1000 a) Fur wachsende Werte von z wird y immer
1600 100 kleiner, fiir abnehmende Werte von 2 wird y immer
190 10 groBer. Man sagt, y wire nmgekehrt proportional
1P 1 zu z. (VgL nebenstehende Wertetabelle.)

10 i Man sagt daher, wenn 2 gegen O geht, wird y

unendlich gro8 (o0).

b) Zeichne mit Hilfe der folgenden Tabelle die Kurve (Abb. 87).
¢) Die Kurve heifit gleichseitige

Hyperbel, sie besteht aus zwei vollig 7]
getrennten Zweigen. Gib die Anderung
von y an, wenn !
= |y # von — 0o bis !
0 + 00 + oo wichst. 4
+ d) Die beiden P 2
$ g:; f lg Achsen kommen 7Tz 3%
41 T 1 der Kurve im-
49 &+ 05 | merniher, ohne
13 + 0,33 | sie aber jemals
14 + 0,25 | vollkommen zu
+ i erreichen; sie
to £ o heifien die Ab. 87

nAsymptoten® (wortlich: ,,Begleitende’) der Hyperbel.

1) Dieses Beispiel ist bereits S.10 erwihnt, ferner 8. 12 auch ein weiteres,

nimlich ( '= §E9)
b



§ 16. Fortsetzung der Funktionenlehre. — Gebrochene Funktionen 65

e) Zeichne ebenso die Hyperbel z - y =4 oder y = %—-

f) Wird die Temperatur eines Gases konstant gehalten, dann besteht
zwischen dem Druck p und dem Volumen v die Gleichung p - v=C (C ist
eine Konstante). Zeichne fiir C'= 2 das Schaubild dieser Furktion (Druck-
diagramm der isothermischen Volumensnderung). Hier kommt nur der
eine Zweig der Hyperbel in Betracht; warum?

g) Die Leistung einer Gleichstrom-Dynamomaschine sei 200 Volt-Am-
pere (Watt). Welche zusammengehdrigen Werte von e (Spannung in Volt)
und ¢ (Stromstéirke in Ampere) erfiillen diese Bedingung? Man zeichne die
plieistungslinie® e - ¢ = 200!

L) Zeichno die Kurven y= 51 y= -

i) Die genannten Funktionen heiSen ,,gebrochene Funktionen®, weil
die unabhiingige Variable hier in den Nennern von Briichen vorkommt.!)
Ebenso sind die folgenden gebrochenen Funktionen zu zeichnen:

_ 1 _x—3 _ 10 =z

y~(l)-—4’ y“.l:+2’ y“x2+3’ y_xs_*_l
1 1 1 1

y=z+1 y=a+_ y=z—_p y=2z+_5

k) Bei einer Wheatstone-
schen Briicke (Abb. 38) sind
der unbekannte Widerstand
y Ohm und der bekannte
Widerstand # = 1 Ohm ein-
geschaltet, der Knopf K ist
auf dem MeBdraht (Linge
1 m) so eingestellt, daf das
Galvanometer des Briicken-
drahtes keinen Strom an-
zeigt. Die Abschnitte des f
MeBdrahtes sind z und 1 —x.
Man stelle den Widerstand
y als Funktion des Abschnitts | Im
z dar.

(Bs verhslt sich
y:l1=1z:(1—2),
x
also y= I _w-)

v

Zeichne die Kurve fiir ir

die Werte 2 = 0 bis z = 1. Abb. 88. Element

1) Auf einer optischen
Bank (Abb. 39) sei eine Normalkerze und in der Entfernung 1 m eine
auf ihre Lichtstirke y zu untersuchende Gliiblampe aufgestellt; ein
Papierschirm mit Fettfleck werde so lange zwischen den beiden Licht-

1) In § 4 bereits erwihnt.
Grinbaum-Jakobi, Funktionenlehre, 7. Anfi [
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quellen verschoben, bis der Fettfleck nicht mehr sichtbar ist, d. h. bis der
Schirm von beiden Seiten gleich stark beleuchtet ist. Hat nun der Schirm

Glithlampe
:‘f&’g 1 Normal-
kerze
. [§ . Jh
' ! :

von der Normalkerze den Abstand z, so kann jetzt die Kerzenstirke y
der Lampe als Funktion von z gefunden werden.

(Aus y:1=(1—x)?:2® folgt

y= @ ;:x)z')

Zeichne die Kurve fiir die Werte 2 =0 bis 2 = 1.

§ 17. Inverse Funktionen.

I. Wir haben bisher bei unseren zeichnerischen Darstellungen stets im
Endpunkt einer Strecke x die zugehorige Strecke y senkrecht aufgetragen
und auf diese Weise den Punkt P erhalten. Man kann aber auch, wie
leicht einzusehen, z und y als die von dem Punkt P auf die beiden Achsen
gefillten Lote bezeichnen, oder man kann endlich # und y als die durch
die Parallelen zu den Achsen hervorgebrachten Abschnitte erkliren.

Durch die Angabe

P(x =23,

y=2)

oder Q(zr=—2,y =4) usw.

sind dann die Punkte P, ¢ usw. ganz genau festgelegt.
II. Wir wollen nun (Abb. 40) zwei Punkte betrachten:

y=1),
:‘/=5)7

wobei also die Koordinaten des einen Punktes durch Vertauschung aus

P (z=>5,
Pl(z=1,
\Y ,
- )
7
4 1\/'5’/
J ./'/
/,/
2 .
7
ks 1
e E
0 7 2 3 4 5
/ Abb. 40,

den Koordinaten des anderen
Punktes hervorgehen. Wie die
Abb. 40 lehrt, liegen dann P
und P' symmetrisch zu der
Winkelhalbierenden des ersten
Quadranten. Diese Winkelhal-
bierende hat, wie leicht zu
erkennen, die Gleichung: y =z,
Man sagt auch, P und P' seien
pSpiegelpunkte” beztiglich
der Spiegelachse y=x oder
P und P' seien ,inverse
Punkte®.

Z  Denken wir uns nun eine

beliebige Kurve aufgezeichnet
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und zu jedem Punkt derselben durch Vertauschung seiner Koordinaten
den Spiegelpunkt bestimmt, so erhalten wir eine neue Kurve, die zu der
gegebenen kongruent ist und
symmetrische Lage beziiglich
der Linie y = z besitzt. Die
beiden Kurven heiflen: Spie-
gelkurven voneinander oder

sinverse Kurven®
(Abb. 41))

III. Gegeben sei die Funk
tion:

I y = a¥

deren Schaubild eine Parabel
(» in Abb. 40) ist. Ver-
tauschen wir jetzt die beiden
Vertinderlichen 2 und y mit-
einander, so erhalten wir die
Funktion: Abb. 41,

1L =1y}

die natiirlich ebenfalls eine Parabel, aber in anderer Lage darstellt: diese
zweite Parabel (p' in Abb. 40) ist die Spiegelkurve oder inverse Kurve
der ersten. Man nennt zwei solche Funktionen, die durch Vertauschung
der Veriinderlichen 2 und y aunseinander hervorgehen: zwei zueinander
minverse Funktionen®. Es ergibt sich also: Die zu zwei inversen
Funktionen gehorigen Kurven sind Spiegelbilder beziiglich
der Spiegelachse y =ar.

Die Funktion z =y

hat nicht die uns gewohnte Form; bisher pflegten wir niimlich unsere
Funktionsgleichungen stets nach y anfzuldsen oder, anders ausgedriickt:
z war die unabhéngige, y die abhingige Verinderliche. Hier aber
ist es umgekehrt. Wir konnen jedoch leicht die Gleichung

z=1y

nach y auflésen und erhalten: .

1. y==+ 1/.70—
Jetzt sehen wir also: Die Funktionen

y=21% und y=—_¥_-1/;

gehen durch Vertauschung von z und y auseinander hervor, sind also

inverse Funktionen, die der Funktion y = + 1/.; zugehorige Kurve ist
also das Spiegelbild der Parabel y = z%

IV. a)_ Zeichne mit Hilfe der Quadratwurzeltafel die Funktion
y = + Yz und vergleiche sie mit der Parabel y = z?!

5#
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y=+7Ve y=2a?

x ‘ Yy x Yy
0 0 0
06 | +0,707 + + 1
1 +1 +2 + 4
2 + 1,41 +3 4+ 9
8 + 1,73 + 4 +16
4 +2 +5 425
5 + 2,24 +6 136
6 + 245 +7 +49
7 + 2,65 + +64
8 + 2,83

9 +3

b) Warum steht an der Wurzel das doppelte Vorzeichen -2

¢) Welches ist die geometrische Bedeutung dieses doppelten Vor-
zeichens?

(In jedem Punkt fiir # muf die zugehdrige Ordinate y sowohl nach oben
als nach unten aufgetragen werden.)

d) Was wird aus y, wenn man in y = 4 Yz fir # negative Werte
einsetzt?

(y wird dann imaginir, zu einem negativen  gibt es also keinen Kurven-
punkt, die Kurve verliuft vollstindig auf der rechten Seite der Y-Achse.)

o) Die Herstellung der zu y = 2 inversen Funktion hitte auch fol-
gendermaBen geschehen konnen: Zuerst ldsen wir nach x auf, also

* =+ Vg?, und dann vertauschen wir # mit y, also y = + Vx-
V. a) Zeichne die Funktionen y == 2% y=uz* y= :%2—, y = % und stelle
die Gleichungen ihrer inversen Funktionen nach IVe auf!

— 4, 1 1
Vo, y=+¥o, y=+-~= z=—_-)
(y Ve, y=+Vz, v L VT
b) Zeichne die Funktionen y =}z, y=+ l%; y= -i/l—_ mit Hilfe
z z
der Quadrat- und Kubikwurzeltabellen!
¢) Wie heiflen die zu

=3x+3, y=—38z+1, y=3a2; y=2—1
inversen Funktionen?
(y=22—86, y=—ja+p y=34o, y=z+1)
d) Wie heiflen die zu
y==, y=—z+2, y=%: y=+7V2 — o

inversen Funktionen?
(Die inversen Funktionen sind hier gleich den gegebenen; erklire dies
aus den Schaubildern der Funktionen!)
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e) Zeichne mit Hilfe der Tabelle die Funktionen:

y=i1/x_3: y=ii/ﬁy .7/=3—1::!
1/90

2
f) Wie heiBen die zu den letzten Funktionen inversen?
8/ 5 8/ 71 1
@=Vf,y=Vﬁ y=i75)
g) Zeichne die zu der unentwickelten Funktion

2+ y*=9 gehorige Kurve!
(Kreis mit dem Radius 8, Mittelpunkt im Nullpunkt.)

h) Ebenso: 2 — y? = 25,
(Hyperbel mit den Asymptoten y = z und y = — z.)
i) Ebenso: y? = 8,62 — 0,362

(Ellipse mit den Achsen 10 und 6.)
V1. Die Funktion Yy = x"

heiBt die allgemeine Potenzfunktion. Was fiir Karven sind in dieser
Funktion enthalten?

a) » sei eine positive gerade Zahl, z.B.n = 2, 4, 6,

b) » 9w ) ungera.de ny n n=1,38,5

¢)y, » o negativegerade , , , n=—2 —4,—86,
d) n o 0» ” ungerade "y =—1,— 3 - 5
e), » i gebrochene Zahl, z.B n = ;, 12 i‘, -3

(Alle diese Funktionen sind bereits in § 16 und 17 behandelt worden.)
VII. Funktionen, bei denen die unabhingige Veriinderliche unter
Wurzelzeichen vorkommt, werden auch als ,irrationale Funktionen*
bezeichnet. Alle vor § 17 besprochenen Funktionen, die also die unab-
héingige Variable nicht unter Wurzeln enthielten, nennt man im Gegen-
satz hierzu auch rationale Funktionen. — Je nachdem, ob eine Funk-
tion einen, zwei oder vier Werte fiir die abhiingige Variable besitzt, ist sie
ein- bzw. zwei- bzw. vierwertig (oder ein-, zwei- oder vierdeutig),
also einwertige Funktion: y = a2® 4+ bx + ¢
zweiwertige  , y= 10+ Y25 —a?
vierwertige  ,, y= 18 + V9 + 1/6———5
Zeichne die zu folgenden Funktionen gehirigen Kurven:

ay=2+Ve, y=a'—3Va, y=3V —Va,

—— 4 2
b)y=2-Y9—dt, y='—'1/2x"—11 ?/—w+
© Va
— 2 2
¢) yi=1 + ¥, yi= a?- 24—2’ 45 4 ys =4,
e 2 2 2
d)y2=2va 'a_:"}"g_s: ) ?—%-_—1,

VIII. a) Priife die Niherungsformel /25 + 25 + — durch zeich-

nerische Darstellung der beiden Funktionen

2
y=¥Y20+a und y=>5 -}—m'
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b) Ebenso die Formein:

Vite=1+5, Vi—z=1—2,

Vite=1+3, Vi—e=1—-%

die nur fiir kleine Werte von z gelten.!)

§ 18. Der binomische Lehrsatz. (Newton 1666.)

Kein Ergebnis der Forschung bleibt ungenii'zt.
Der nur vermeintlich idealere Standpunkt einer
‘Wissenschaft, die emnzig und allein dem Streben
nach Wahrheit ohne Ricksicht auf ihre Anwen-
dung zu dienen wiinscht, entspringt nicht selten
dem Unvermdgen, eine neue Erkenntnis in prak-
tisch brauchbare Formen zu gieSen. 4 Slahy.

Im nachfolgenden werden wir wiederholt von einem bekannten algebra-
ischen Satz Gebrauch machen, nimlich von der Entwicklung des Binoms:
(@ + by~

Es sei daher eine kurze Ableitung dieses Satzes hier eingefiigt.

Durch wiederholtes Multiplizieren erbilt man mit Leichtigkeit die Ent-
wicklungen:

{a + b2 =a®+ 2ab + V%

(a + b= a®+ 34’0 4+ 3ab® 403,

(e +0)t=a*+ 440’ + 64’0 + 4ab® 4- D4

(a + b)°= a4+ 5a*b + 10a°0* 4 10’ + 5ab* + V5

(a + b)b=a®+ 6a%b 4 15a*b* 4 204203 + 15420t + 6ab®+ DC.

Um das allgemeine Gesetz zu erkennen, nach dem diese Ausdriicke ge-
bildet sind, betrachten wir zun#chst nur die Buchstabengréfen. In der
letzten Entwicklung lauten diese:

a® a®b a*d® ol afbt al® 05

Man sieht, daB a von der sechsten Potenz an abnimmt, b dagegen bis
zur sechsten Potenz zunimmt, so daB stets die Exponenten von @ und b
in einem Glied die Summe 6 haben.

Es eriibrigt nun noch, auch ein Gesetz fiir die Zahlenfaktoren

1 6 15 20 15 6 1
anzugeben. Dieses Gesetz, dessen Auffindung allerdings nicht so einfach

ist, lautet:
Der erste Zahlfaktor ist 1,

» Zweite » ” %': 6,

, dritte " » f—%= 15,

, Vierte ” » f2§= 20,

y fiinfte ” » %‘:":ﬁzz 15,

,» sechste % » f; §%= !

» Siebente ” f::ii;':l

1) Das Zeichen = fiihrte Leibniz 1679 ein.
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Man beginnt also mit % und setzt dann jedesmal in den Zihler die

niichst niedere Zahl, in den Nenner die niichst hthere Zahl als neuen Faktor.

Man tiberzeugt sich leicht, daB dieselben Gesetze auch fiir die vorher-

gehenden Entwicklungen
(@a+0)? (a+0b)p (a+0* (a+0)° gelten.

Wiren diese beiden Gesetze allgemein, d. h. fiir jeden ganzzahligen
positiven Exponenten # richtig, dann hitten wir fiir die Aufeinanderfolge
der Buchstabengrifen das Gesetaz:

an’ a"“lb, an—ﬂbﬂ’ a"'3b3, - ab"“‘, m
und fiir die zugehtrigen Zahlfaktoren das Gesetz:
n nm—1) nnr—1)n—2)

1 5 o 3 B RRERE
Es bestiinde dann also folgende Entwicklung:
L (a+ byr=an+ % ar—1p 4 M0 D) guzps
. nn—~1)(n——2) —373
—Wa” [/ PR -+

Um die Richtigkeit dieser Entwicklung zu priifen, multiplizieren wir
beide Seiten mit @ - b und erhalten
. nn—1) (n—2)

\ n n 1) -
(ot Fa o 2D o PR

an—2b3+_ .

+ab+ 2 an—1b2+ e A
Da nun aber ﬁ +1 =."‘_'1i__1.
(n—l) n__ind)n
Ti=1
n(n—l)(n—2)_,_n(n—l)_(n—}—l)n(n—l)
1-2.3 f1.2 1-2.3

wird, so erhalten wir durch Zusammenfassen das Ergebnis:

L (a+bpti=artip B gnp 4 D% g

+(n-1—1) n(n—1)

Die Entwicklung IT ist aber von I nur dadurch unterschieden, daB
iiberall an Stelle von % der Wert # 4 1 steht. Das heift: Gilt die
oben auseinandergesetzte Entwicklung fiir einen Exponenten
n, dann gilt sie auch fiir den nichst hoheren Exponenten
n -+ 1.

Nun gilt Satz I aber, wie eingangs gezeigt, fiir » = 6; somit gilt er
dann auch fiir =7 und damit wieder fiir » =8 usw. Der bino-
mische Lehrsatz oder die Newtonsche Reihe

(a+b)n_al+ a..__lb__‘_n(n—l) n—2b2+...+bn

ist damit fiir alle ganzzahligen positiven Exponenten # als richtig bewiesen.

n-—-2b3. .. + bn+1'
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Das hier angewendete Beweisverfahren nennt man den ,,Schluf von
n auf n 4+ 1%

II0. Sehr bequem gestaltet sich die genaue Berechnung von Zinsfak-
toren (vgl. § 15 I) mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes, was bei Loga-
rithmen bekanntlich unmdglich, bei sehr grofen Kapitalien aber erforder-
lich ist. Es soll z. B. 2 = 1,05* berechnet werden.

Wir erhalten:

5=105'= (1 + 0,05)' =1+ 7 - 150,05 + 3¢ . 12.0,05*
4:3-2 44 3y 4821 405t
Fiteg s 10057 + gy 0055,
z =1+ 0,2 4 0,015 + 0,0005 + 0,00000625,
z = 1,21550625.

§ 19. Grenzwerte.

1. Eine veriinderliche Grofe # nehme nacheinander folgende Werte an:

2, =1 =1
Z2~—l+*2' ‘—21—;-
B=1t3+3 =1
a=1+i+i4d =1
m=1+5+1+3+% = 13
56=1+’;{+%+%+’1}6+;‘z=1§—%

Wenn die Grdfe z sich nach diesem leicht erkennbaren Gesetz weiter
vergrofert, so entsteht die Frage, ob sie hierbei schlieBlich ,,unendlich
groB* wird oder ob sie unter einer gewissen Zahl bleibt; man sieht aber
sofort, daB #z hier iiber eine bestimmte Zahl — n#mlich iiber 2 — nicht
hinauskommt; in der Tat haben wir:

22—z =1 2 -—22=713-$ 2 —53=-}Ta 2 —Z4=-§a

2—-25:7131 2 —26=§9 2—'27=151_4’ 2-——28=1~21§--"
d. h. der Unterschied zwischen der festen Zahl 2 und der Ver#inderlichen
z wird immer kleiner und kleiner und kann schlieBlich kleiner gemacht
werden als jede noch so kleine Zahl. Man sagt daher: Die Verdnder-
liche 2z strebt dem ,,Grenzwert® 2 zu oder: z hat die Konstante 2
zur Grenze oder auch: z konvergiert gegen 2. In mathematischen
Zeichen wird dies wie folgt angedeutet:

lim 2 =2,
(Lies: ,limes von z ist gleich 2.*)

II. Betrachten wir nun eine andere GroBe #, die sich in ganz dhnlicher

Weise éndert. Es sei jetzt:
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=1l+3+5+1+4
a=1titiieied

Auch hier ist das Gesetz des Zunehmens von # leicht ersichtlich. Wie-
der entsteht die Frage, ob # schlieBlich unendlich wird oder unter einer
bestimmten Zahl bleibt. Um dies zu entscheiden, betrachten wir ein
Glied 2z,, wo # cine groBe Zahl sein soll. Nun kann aber

=143+ dtdtets
folgendermafen geschrieben werden:
a=1+3+G+D+GE+T+1+D+GE -+ %)
+(%+...+%)+...+l,

n

d. h.: Abgesehen von den beiden ersten Gliedern 1 4 1 haben wir erst
2, dann 4, dann &, dann 16, dann 32 usw. Glieder zu einer Summe ver-
einigt.

Nun konnen wir aber iiber diese Summen etwas Wichtiges aus-
sagen. Offenbar ist:

F+D >3+ -3
Gttt +d>trieied =4
(oot d)  Shrheoti=
Grokd) ShatotE=i

d. h. jede dieser Summen ist groBer als 3. Wenn wir also # immer
groBer nehmen, so wird die GroBe 2, schlieBlich grofler als:
1+3+3+5+++5+---

Mit wachsendem % wird unsere Verinderliche # also so groB, wie man
nur will, und es liBt sich somit keine feste Zahl angeben, die # nicht
iiberschreiten konnte. Man sagt: 2 wichst ohne Grenze (divergiert)
oder unbegrenzt oder auch # wird unendlich grof.

Iil. Wenn wir in der Funktion

1
Yy=z2
die GroBe x immer mehr wachsen lassen, so wird y hierbei immer kleiner.
z Y
10 | 0,1
100 | 0,01
1000 | 0,001

10000 | 0,0001

y strebt also wit wachsendem # der Null zu; man sagt, y hiitte 0 zur
Grenze, oder: y werde ,unendlich klein“. Eine andere Ausdrucks-
weise hierfir ist: y niihert sich ohme Ende oder unbegrenzt der
Null. Diesen Sachverhalt driickt man auch aus:
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lim L= 0,
XT== z
woftir man zuweilen auch der Kiirze wegen schreibt:
R
)
1V. Was wird aus dem Bruch:
3x 45
_—.’L' ?
wenn 2 immer gréBer und grofer wird?
Setzt man nacheinander fiir £ die Werte 10, 100, 1000 -, so
nimmt der Bruch die Werte
3,5, 3,05, 3,005, 3,0005-:--
an; sein Wert wird also immer kleiner, nihert sich dabei immer mehr
der Zahl 3, so daB der Unterschied zwischen 3 und dem Bruch schlieB-
lich beliebig klein wird. Somit ist also
lim 228
x=wm
V. » Akkumulatorenelemente, die je die elektromotorische Kraft 2 Volt
und den inneren Widerstand 0,2 Ohm besitzen, sollen hintereinander ge-
schaltet und durch einen #uferen Widerstand von 5 Ohm geschlossen
werden, Wie grof wird die Stromstirke, wenn immer mehr Elemente
eingeschaltet werden? Nach dem Ohmschen Gesetz ist, wenn die Strom-
stirke durch ¢ bezeichnet wird,

3.

. mn-2

L= a0z T
und man erkennt leicht, da8 mit wachsendem #» auch n | 7
¢ zunimmt. Aber die Stromstirke wird nicht be- E]emente| Ampere
liebig groB, sondern strebt einem Grenzwert zu
(vgl. nebenstehende Tabelle). 10 2,85

Schreibt man ¢ in der Form;: 100 8
1000 | 9,75

10000 | 9,975

§=—
3
012+’;
so sieht man sofort, daB mit wachsendem 7, da

% ohne Ende der Null zusirebt, ¢ den Wert 0—22 = 10 zur Grenze hat.

Wie sehr man also die Zahl der Elemente auch vermehren mag, so
kann die Stromstéirke doch nicht iiber 10 Ampere gebracht werden.
Man fithre die gleiche Behandlung fiir parallelgeschaltete Elemente

durch! <

0,2

—=4+5 n=w
n

V1. Derartige Grenzbetrachtungen, wie sie in den vorhergegangemen
Beispielen angestellt wurden, miissen namentlich dann angewandt wer-
den, wenn eine Funktion fiir einen bestimmten Wert von x eine unbe-
stimmte Form (wie etwa o, %, 1° usw.) annimmt.

DaB z. B, X eine ,unbestimmte Form* darstellt, 148t sich leicht
einsehen: £ bedeutet, man soll eine Zahl suchen, die mit 2 multipliziert
6 gibt; diese gesuchte Zahl ist 3. -& wiirde demnach bedeuten, eine Zahl

i=2, lmi= 2=04 Ampere.)
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zu finden, die mit O multipliziert O gibt; dieser Forderung gentigt aber
jede endliche Zahl; also kann I jede beliebige Zahl bedeuten.
2
Es sei der Bruch %E%i—é—g
gegeben. Fiir jeden beliebigen Wert von z 1iBt sich sein Zahlenwert
genan angeben; nur fiir £ = 3 erscheint er, da alsdann Z#hler und Nen-
ner O werden, in der Form 3+ Der Grund fiir diese Erscheinung tritt
sofort hervor, wenn man Zihler und Nenner in Faktoren zerlegt. Unser
Bruch nimmt alsdann die Form an:
(®—38) (x—2)
(x—3) (x+ 1)
DaB der Bruch fiir # = 3 unbestimmt wird, kommt also daher, daB
Zghler und Nenner den gleichen Faktor (z — 8) enthalten; und die
Unbestimmtheit wird gehoben, wenn man erst diesen ,unn&tigen®
Faktor entfernt und danach 2 den Wert 3 erteilt; es ergibt sich der

3—2 1
Wert 3——f-i = Z'

Aber nicht immer gelingt es, in solch einfacher Weise die Unbestimmt-
heit zu heben, und in solch schwierigen Fillen ist eine Grenzbetrachtung
vorteilhaft Man pflegt jedoch auch im obigen Fall, wo eine eigentliche
Grenzbetrachtung gar nicht durchgefiihrt wurde, sich der lim-Schreib-
weise zu bedienen.

. x*—~Bxr46 1
Also igx’—Zx—?):Z'

§ 20. Einige weitere wichtige Grenzwerte.

Fiir die folgenden Betrachtungen, besonders bei den Differentiationen
usw., werden sich einige Grenzwerte als notwendig erweisen, die wir hier
gleich berechnen wollen.

I . XN—an

Setzt man in den gegebenen Bruch fiir # den Wert a ein, so erscheint

das Ergebnis in der unbestimmten Form %; es ist deshalb die Frage

pach dem eigentlichen Wert des Bruches berechtigt.

a) Ist »# eine positive ganze Zahl, so ergibt die Division:

" —a"

___=xn—1 + awn—2 + aﬂxn—s —l- a3xn—-4+ C e -f- an—? z + a""l_

z—a

Lassen wir nun =@ werden, so verwandelt sich jedes Glied auf der
rechten Seite in a”—!, und da im ganzen # solche Glieder vorhanden
sind, so haben wir

e n
L ImEZ =% —pn.qn-1,
ex=a ¥—a
b) Ist % eine gebrochene Zahl, z. B. n= %7 handelt es sich also um
den Grenzwert: P
. xf—al
lim ’
z—a
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1

so fithren wir zwei neue Groflen ein: z?=7¢ a?l=a,
2 2
dann wird x=2l, a=a?, x9=2P, qi=of
. . . F—af
und der Bruch geht iiber in: lim )
s=a 21—af
J
" . . Z—a
wofiir man auch schreiben kann: lim H
=@l — O
Z—a

diesen Grenzwert konnen wir jetzt sofort angeben, indem wir auf dem
Zshler wie auf den Nenner die vorhin gefundene Grenzformel I anwenden,

Wir erhalten: P oc”_1= -
Lot g ?
1 1

und wenn wir endlich fiir ¢« wieder seinen Wert a? einsetzen:

1 2_
P, p—a=">. (aq)p-9=£.aq 1,
q q

q
g 2
. ax?—a? L1
also limZ =% —2.a7"",
ema T @ q

Die Formel ist bemerkenswert, weil sie mit Formel I genau iiberein-
stimmt. Man driickt dies so aus: Formel I gilt nicht nur fiir positive
ganze, sondern auch fiir positive gebrochene Zahlen.

¢) Ist » eine negative (ganze oder gebrochene Zahl), z. B. n = — m,
haben wir also den Grenzwert:

. & e "
lim —— ’
rma T—0
so schreiben wir den Bruch in der Form
1 1
T—a 2% . a™ . (x—a)

1 z" —a™

. a™ x—a

und wenden auf den zweiten Bruch die Formel I an. Dann wird

—m —m 1
. w ——a
lim = emg™ = — . g™,
r=a r—a a-a
222 et / {2
. X —a
— -0y =1
also lim prp =—ma ,

==

d. h. die Formel I gilt auch fiir negative Exponenten.
d) Damit ist gezeigt, daB Formel I
lim =2
x_

r—n

= nag*—1
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fiir alle rationalen Zahlen (d.h. fiir alle Zahlen, die sich als Verhiiltnis
sweier ganzen Zahlen darstellen lassen) giiltig ist.

IL : ( 1\»

Jim (145)" =

Setzt man hier fiir # nacheinander die Werte 1, 2, 3, 4 .. ., so hat
(1+%)" die Ergebnisse: 2, 2,25, 2,37, . . ., 2,44 . . .

Setzt man jetzt immer gréBere Werte fiir #, so nimmt der Ausdruck
schlieBlich die unbestimmte Form 1° an. Um nun den gesuchten Grenz-
wert zu finden, entwickeln wir nach dem binomischen Lehrsatz:

1\» n 1 nn—1) 1 nr—1Hnr—2 1 .
(1+Z)“1+1 nT i Wt 1.2.3 we T

wenn man jeden Faktor der Zihler dieser Briiche durch » dividiert und
die entsprechende Anzahl von Faktoren % auch in den Nennern streicht,

erhiélt man: (1+ 1)7::
n
1 1 2 1 2 3
14 %_*_11 .2n+ (1 :')2(.13 n)+ (1 n>1(.12.3n.)4(1 ")+

Lassen wir nun die ganze positive Zahl » immer gréBer und groSer
. " 1 2 3 . . .
werden, so werden die Briiche 2 ' 7 o immer kleiner; wird »# un-

endlich groB, so erhalten wir eine unendliche Reihe, wobei sich aber die

Briiche %; %’ %1 -+ ohne Ende der O nihern, und es ergibt sich dann:

. 1\» 1 1 1 1
v ,.Il:i(l'*'l)': I3t tmeastreesat
Damit ist der gesuchte Grenzwert in eine Reihe verwandelt; aber es ist
noch fraglich, ob diese Reihe einen endlichen Summenwert hat; um dies
zu priifen, vergleichen wir sie mit einer anderen, in &hnlicher Form schon
bekannten Reihe, nimlich mit:
2. L+14+3+4+5+5+ 0
von der wir nach § 191 wissen, daB sie den Summenwert 3 besitzt.
Beide Reihen stimmen in den 3 ersten Gliedern iiberein; vom 4. Glied
ab ist aber in der ersten Reihe stets der Nenner griBer:
1-2-3 >4
. >8

also ist vom 4. Glied ab jeder Bruch der ersten Reihe kleiner als der
entsprechende Bruch der zweiten Reihe. Somit ist die ganze erste Reihe
kleiner als die zweite, d. h.:
. 1yn
1}2(1 +5) <3

Da wir nun wissen, da der gesuchte Grenzwert ermittelt worden kann,
80 versuchen wir ihn zu berechnen, indem wir eine geniigende Anzahl
Glieder der Reihe
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1.1 1 1
T B . e
I+y+ietiestresst

summieren. Der Grenzwert, der gewdhnlich durch e bezeichnet wird, be-
rechnet sich also folgendermaBen:

1 = 1,000000

'i“ = 1,000000

I%§ = 0,500000

1.1.3 = 0,166666
1.2?3.4 = 0,041666

1 2.;.4 5 = (0,008333
l_ﬁlm = 0,001388
ﬁﬁﬁ = 0,000198
1'2'3'4:5-6-7-8 = 0,000024
1.2.3.4.;76.7,8_9 = 0,(‘)00002
A T

Ein auf 12 Stellen genauer Wert von e ist 2,718281828459 ...
Wir kénnen also jetzt sagen:

I tim (14 5)"=e=2,71828 ... (Euler 1739.)
n=aow

HI. Es soll nun s = ¢* berechnet werden.

Da ¢ = lim (1 + %)n ist, entwickeln wir in der gleichen Weise wie
n=w
1\ 7=z

oben (1 + ;) und erhalten fiir » = 00:

@ .=
1-2.83 "1.2.8.4
Es ist dies die Exponentialreihe. (Newton 1669.)

x x?
s=C=1+7+73+

IV. Essollermittelt werden, zu welchem Endkapital bein Anfangskapital a
anwichst, wenn beim ZinsfuB von p 9/, die Zinsen in jedem Augenblick
innerhalb # Jahren dem Kapital zugefiigt werden.

Ist die Zahl der Zinstage ¢ << 360, so ist nach § 4. 1Ii:

[4
be=a 1+ 00155 2)

t 1
Setze m = 7 thr,
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_ 0,01 p .
also b—a(l +——“r )
Es wird daher nach » Jahren
_ 0,01 p\r'n
1=ofs 222
Fiir die Verzinsung in jedem Augenblick wird r = 0o und somit
_ 0,01p\r
b=a[(1+252) _ T
Wie sich leicht zeigen lifit, ist
(1+ O’OIP)’ — %912 und folglich b = a- 017,

r r—=owo

(Jakob Bernoulli 1690.)

V. Die Liinge eines Kurvenbogens. (Abb. 42.)

In der elementaren Geometrie wird gezeigt, wie man die Linge einer
geradlinigen Strecke miBt. Was versteht man aber unter der Liinge sines
Kurvenstiicks 4Z?

Man fithrt die Linge des Kurvenstiicks folgendermaBen auf die Linge
einer geradlinigen Strecke zurtick:

Zwischen A und Z schaltet man weitere Punkte, B, C, D, E ... ein,
zieht die Sehnen AB, BC, CD, DE . . und legt diese Sehnen dann zu

A B ¢ D Z

Abb. 42,

einer geradlinigen Streckensumme ABCDI ... Z aneinander. Die so ent-
stehende Strecke 4Z ist dann ein erster Niherungswert fiir die Liinge des
Kurvenstiickes AZ. Will man noch genaunere Niherungswerte haben, so
muB man noch mehr Punkte einschalten. Dieses ganze Verfahren beruht
auf der Anschauung, da8 ein sehr ,kleiner* Kurvenbogen A B sich nicht
mehr von seiner zugehdrigen Sehne A B unterscheiden kann. So nimmt
man z. B. in der Planimetrie an, daB der Umfang eines regelmiBigen Viel-
ecks, wenn man die Anzahl der Seiten immer mehr vergriofert, in den
Kreisumfang iibergeht.

Wollen wir diesen Anschauungssatz, daf der Bogen A B gleich der
Sehne A B wird, sobald die Punkte A und B einander sehr nahe kommen,
durch die limes-Schreibweise ausdriicken, so kdnnen wir sagen:

Kurvenbogen AB __

II1. lim Sehme 4B — 1.

A=B

Wie man von den Niherungswerten eines Kurvenbogens zu dem genauen
Wert gelangt, wird in § 37 VI gezeigt.
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IV. Differentialquotient der allgemeinen Potenz
und der zusammengesefzten Funktionen.

§ 21. Das Differenzieren. — Der Differentialquotient
der allgemeinen Potenz.

I. Wir haben im § 6 die Steigung einer Kurve bestimmt und
sind dabei auf den Differentialquotienten g—z gekommen, Was wir

dort fiir einige besondere Fille durchgefiihrt haben, wollen wir jetzt in
ganz allgemeiner Weise behandeln. Es sei also

L. y=r)
die Gleichung einer Kurve, von der wir annehmen, daf sie in dem zn
untersuchenden Gebiet einen einfachen, zusammenhiingenden Linienzug be-
sitze. Um die Steigung der Kurve in einem bestimmten Punkt P(z; y)
zu finden, lassen wir wieder # um den Betrag 4 wachsen, wodurch auch
y sich um einen bestimmten Betrag Ay vermehren wird. (Solite sich y
dagegen um einen gewissen Betrag vermindern, so fassen wir dies trotz-
dem als eine Vermehrung — um eine negative GroBe — auf.) Der

Quotient 2Y gibt dann (vgl. Abb. 16 auf S. 24) die Steigung dor Kurve
i & g gung

iiber der wagerechten Strecke Az an.

Um diesen Quotienten zu bilden, miissen wir beachten, da8 nach Glei-
chung 1. zu der Abszisse x 4 Az die Ordinate y 4+ 4y gehért. Daher
gilt nun auch die Gleichung:

2. ¥+ Ay =f(x + 4x).
Unter f(# + 4x) soll natiirlich der Wert der Funktion f(«) verstanden
werden, den man erh#lt, wenn man an Stelle von = den Wert « 4 J2

einsetzt.
Aus 1. und 2. folgt durch Subtraktion sofort der Wert fiir Ay

5. Ay = f(w + 42) — [ (@)
und hieraus, wenn wir durch Az dividieren,

4 Ay __1(x+ Adx)—r(x)
: Adx™ Ax

Dies ist also der ,Differenzenquotient* der Funktion f(z); er
driickt die Steigung der Kurve iiber die Strecke 4x aus und 1iBt sich
auch durch den ,,Steigungswinkel* « der zugehdrigen Sekante PP, dar-
stellen: 4

Y.
Z..';}-—tg a,

Endlich lassen wir den Zuwachs 4z immer kleiner werden, so daB er
sich unbegrenzt der Null nihert; dann wird sich auch 4y unbegrenzt der

Null nihern. Der Quotient % strebt hierbei aber einem bestimmten
Grenzwert zu, der sich jedoch zuniichst in der unbestimmten Form & dar-
stellt. Wir bezeichneten diesen Grenzwert durch Z—Z und nannten ihn ,Dif-

ferentialquotient. Wir konnen jetzt schreiben:



§ 21. Das Differenzieren., — Der Differentialquotient der allgem. Potenz 81

Y _im 4Y = jim LEEAD =T @),

b Ax ypm0 AT gpo Az

Die geometrische Bedeutung dieses Grenziibergangs ist folgende: Nimmt
4% (und damit 4y) immer mehr ab, so strebt die Sekante PP, einer

Grenzlage, der Tangente, zu. Der Differentialquotient - dy -, gibt die Stei-
gung dieser Tangente an: dy

Statt ,,Steigung der Tangente im Punkt P einer Kurve* sagt man ein-
facher ,,Steigung der Kurve im Punkt P“ Also gibt der Differen-
tialquotient die Steigung im Punkt P der Kurve an.

II. Von jeder geeigneten Funktion
y=f(z)
186t sich der Differenzenquotient
4y _ f(z+ dx)—f(x)
dx Jx
bilden; nunmehr 148t man Az sich unbegrenzt der Null nihern, wodurch

Ay die unbestimmte Form annimmt. Hat == hlerbel einen bestimmten

Grenzwert, so nennt man d1esen den DLﬁ'erentmlquotlenten der Funktion

. . ., ay
f(x) und bezeichnet ihn mit -

Das Bilden eines Differentialquotienten wird als ,,Differenzieren*
bezeichnet.

1II. Als erstes Beispiel dieser ganz allgemeinen Betrachtung sei die
Potenz y = o

gewihlt, wobei jedoch » jeden reellen (positiven oder negativen, ganzen
oder gebrochenen) Wert haben kann. Wir wiederholen einfach die bis-
herigen Betrachtungen, indem wir nur an Stelle der unbestimmten Funk-
tion f(x) die ganz bestimmte Funktion 2" treten lassen. Es sei also ge-
geben

1. Yy ="

Setzen wir an Stelle von z den Wert # 4+ 4z, so wird auch y einen
Wert y + 4y annehmen und wir erhalten:

2, y+dy=(x + dz)".

Durch Subtraktion ergibt sich:

3. dy= (x4 o, —
und hieraus:

dy _(z+ Aac)"——a:".
dz dx
Man sieht sofort, daB fir 4z = O der Ausdruck in die unbestimmte
Form J iibergehen wiirde, und wir miissen daher den Grenzwert
5. 4y _ lim (2+ 42—
dxz  Adc=0 dzx

4.

zu bestimmen suchen.
Grinbaum Jakobi, Funktionenlehre, 7. Aufl 8
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Der gesuchte Grenzwert 1aBt sich leicht in die Form bringen:
. (et gy —2" . 4"
Jlinzlo (x+ dz) —x ,h__imz 2—&
wenn & + Az = z gesetzt wird. Nach § 20 I hat dieser Ausdruck den
Grenzwert

’

nx"—1;
damit haben wir das Ergebnis:
Die Funktion y = o™ hat den Differentialquotienten

ay -
%= n. w" 1. (Vgl S 29.)

Man schreibt das Ergebnis, da8 fir y = 2" der Differentialquotient
d—y—n "1 ist, h in der F
=" , auch in der Form
d (z™)
dx

1V. Abb. 43 zeigt die Giiltigkeit der vorstehenden Differentiations-

regel der Funktionsgleichung y = 2* fiir gebrochene Werte von n. —
1

Hier ist y’=1x, also y = ]/; oder y = x2.

Wiichst die Quadratseite y um das Stiick Ay,
so ist die Flichenzunahme

Az = 2y - 4y + (4y)*
und durch A4z dividiert, wird

dr_ o 4y, (4’
A_x_2ydx+ dzx

4
oder 1=2yz"i+j—‘z-dy.

=n.-"L

- = - -

--a
.

e

)
[}
——— - - - an

y
Abb. 43

&
<

Beim Ubergang zum Differentialquotienten
wird sich 4y unbegrenzt O nihern und das
zweite Glied rechts daher fortfallen, so daB wir erhalten

dy

1= 2y°a—z
oder %g=~1—-
z Y

E—i = 1 = Ex .
2x2
Der Differentialquotient von y == z” ist aber Z—g = nx —3, also fiir » =%
dy 1 14 1 __i
&y _ 2 =_z"3
iz 27" 27

Somit gilt die Regel auch fiir gebrochene Exponenten.
Zeige in @hnlicher Weise die Giiltigkeit der Regel fiir gebrochene Werte

. 1
von n, wie y = -



§ 21.
V. Ubungsaufgaben.
a) l.y=a2a'
2.y =2
3.y =%
4. y = gl
1
5.9 = -1
1
1
1
1
9. Yy = %—9
1
10. y=Vz=4a?
11. y=V=
3
12, y =V a® = &?
13. y =V&°
14.y=Va®
]
15. y =VYa® =4*
16. ¥ =fi/;§
1
17 y = —=
Y Vz
1
&
_4
19. y— =% 3
x4
1
20, y == 5
Y i/a:’

b) Man gehe die Steigung

Das Differenzieren. — Der Differentialquotient der allgem. Potenz 83

a
d—g——— 104°
g_y= 2ngtn1
d_y_ 2n
i;= @n+l)z
dy___l
dx a?
dy 2
dz =~ z°
dy _ _ 3
de  z*
ay __ _ 6
de  z7
9
=T T
- 1
2z
1

!
5

reles

!

i
rofen
‘“ é Y

Nl

(=4

eofen
8
0

(5.3
")

[S)
&)“I

I

!

RIE B& HE HIE RIS YIS RIS RIS BIS RIS RS Ele

I

— 5_?/:?

fiir die oberhalb der X-Achse liegenden

Punkte z = 0, 1, 4 der Kurve y =Va?an!

L tgr=
21/5?g

a
(v =Va Gt —tgr=

11

0, 5, ¢, T = 90% 2634, 1402'-)

6.
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¢) In welchem Punkie der Hyperbel zy = 36 hat die Tangente den
Steigungswinkel 7 = 135%?
86 d 36 36
(=" == — S =tg135°=—1, 2= +6)

d) Zeichne die Kurve y = 1/55 und bestimme die Tangente im Null-
punkt.

(dy ]/x im Nullpunkt w1rd == =10, die X-Achse ist hier Taun-

gente.)
§ 22. Zusammengesetzte Funktionen.

I. Die Funktion y = ax® sei gegeben, also
y=a - f(x) (a konstant),

und soll differenziert werden, Hier ist somit y das a-fache einer Funk-
tion von z. Bildet man wie im vorigen Paragraphen den Differenzen-
quotienten, so ergibt sich

y+dy=ua-f(z+ 42)

dy_ , [+ da)—f(z)

und hieraus e s

Beim Ubergang zur Grenze wird der rechtsstehende Bruch zum Differen-

tialquotienten von f(z), den wir mit f' (z) bezeichnen wollen.
. ay
Also wird =0 -f' (),

d. h. der D.Q. (Abkiirzung fiir Differentialquotient) von a - f(x) ist gleich
a -f'(z), oder: Ein konstanter Faktor der Funktion geht auch anf
den Differentialquotienten iiber.

dy _

Fiir unser obiges Beispiel y = a«3 folgt also = 3x? oder :iim =3 aa®.

a) Beispiolo: y = 1024, 2¥—=10.4.4% = 402",

dy 1 3
=6z, S=6.—==——2
y=6Vz, 2 AT
b) DaB der Differentialquotient einer konstanten GroBe O ist, ist selbst-
verstindlich, da eine Konstante ja keine Anderung besitzt.
¢) Zeige die Richtigkeit dieses Satzes auch an der Funktion y = a -2%!

II. Differentialquotient einer Summe.
Es sei y = 52* + 34?. Setze 52* = u und 32% = v,
1. also y=u-+0v,

worin % und v Funktionen von z sind. LiBt man jetzt 2 um Az zu-
nehmen, so werden % und v beziehungsweise um 4% und 4v und y um
Ay zunehmen. Wir erhaltcn

2. y+dy=u-+ du -+ v+ dv
und daraus durch Subtraktion der Gleichung 1:
3. Ay = du -+ 4.
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Dividieren wir diese Gleichung durch 4z und gehen dann zur Grenze tiber,
indem wir 4 und A4y sich ohne Ende der Null niihern lassen, so ergibt sich:
4 4y _du | dv
: dx~ dz ' dz’
dy du , dv
5. iz —az + az
d. b. der Differentialquotient einer algebraischen Smmme ist gleich
der Summe der Differentialquotienten der einzelnen Summanden
(vgl. 8. 81). Aus unserer gegebenen Funktion y = 5x* 4 82? folgt also
a d(sat 4 32%)

dZ= 204° + 62 oder ——— = 202* + 62.

a) Anschanliche Ableitnng: Eine Strecke y bestehe aus 2 Teilen u
und v, so daf y = u -4 v;
wird die Strecke % um Au, u 2
v um Ao vergroBert, so ver-
groBert sich auch y um dy;

«

und es ist klar, daB dann ¢2% Z z az
Ay = du+ 4v wird usw. | ay
wie oben. (Abb 44.) Yoy
b) Beispiele: Ay-An+AD
Abb, 44.

y= x”—}-m’,%: 2z + 3°
y=4a* 432+ 72— 6, 2L = 124"+ 62 + 7.
I11. Differentialquotient eines Produktes.

1. Es sei: y=(62°+4)-(42°+ 7).
Setze 6z +4=u
und 425+ 7 =0,
dann ist Yy=u-v.

Wir finden sofort:

2. y+ dy = (u + du) - (v + 4v).

3. Ay = (u + du) - (v + 4v) — wv

Ady=u-dv+v-du + du - dv.

Dividieren wir noch durch Az, so entsteht:
ay_ . Ao, du, v,
4, Za-:—_u'd_w_l—” PrRT du.
Beim Ubergang zur Grenze verwandeln sich alle vorkommenden Briiche
in die betreffenden Differentialquotienten. Die zuletzt stehende Grofe Ju

wird natiirlich O, und es bleibt

dy dv du
5. a‘;——u'a—'—w v.d_.’;i’
d
oder %=u-v’ 4o,

d. h. der Differentialquotient eines Produktes (2 - v) ist gleich dem
ersten Faktor mal dem D.Q.?) des zweiten Faktors plus dem zweiten
Faktor mal D.Q. des ersten Faktors.

1) D.Q.= Abkiirzung fiir Differentialquotient (vgl. 8. 84).
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In unserem Beispiel y = (62 + 4) - (42® + 7) wird also
49— (6% + 4) - 1247 + (42° + 7) - 302*

Aot (2 D] 19947 + 21024 + 4847
a) Anschaunliche Ableitung: Die Seiten « und v eines Rechtecks werden
5 um Auw und
dvvergrofert.
Um  wieviel
vergroBertsich
dann der In-
halt u co=y?
(Abb.45.) Die
Zunahme Ay
des Rechtecks
besteht  aus
drei Flichen-
stiicken:

u - Adv

g o oo

Abb, 45. LaBt man

die Zunahmen

Adu und Av sehr klein werden, dann wird das Rechteck Ju- Av so

klein, daB es gegen die Rechtecke u -4v und v - Au vernachlissigt
werden kann. Man erhilt dann

dy=u-dv+v - -Adu

oder

u Al

v zo o-Au

S U |

usw. wie oben.
b) Beispiele:
y=(2%+38)-(a"—5)
(u) (@)

2,
Z—Z: (@®+ 3)-Tab+ (27— 5) - at=12a1 + 2125— 2521,
Multipliziert man zuerst aus und wendet dann die Summenregel an, so
ergibt sich
y=a¥+ 327 — 525—15

dy __ 1 6 4
T 122" 4+ 212°— 252

Y = (a;a—{- ;1;2)-]/;

dy 1 —

=@+ xg)'g—ﬁ‘l'ﬁ’ (82 + 22) =
oder

y=(2*+ 2 Yz = x%.;. i

dy_7 5 5 3
=2 —x2
dz 2% t3%%

T’ 52
2yz

7 5 5 5
—q2 —a2
g% +2x
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IV. Differentialquotient eines Bruches. Es sei

— = +1
Y= —=7
Setze 2+ 1=u und 22'— 7=y,
*
also y=- und u=uv.y.

Der Differenzenquotient dieses Produktes ist § 22 ITT
du_ 4y dv
Jz= V' 2zt Y Iz
4y Adu dv

oder V' gz =gz Yiw
du_ 4
a 4y _dzx VT
oder 7 Al
. u . du .
Setze fiir y den obigen Wert y = — und erweitere 7 Wit v, also
du __ duv
dx" dz-v

du v u Av

Dann wird e p
1w, av,)
4
oder dy__v\dz 4z
x v
4y dx dz
dx v?
Beim Grenzubergang von —j—‘z in Z—q werden die Ausdriicke %— und
ﬁ’—v in Z—E und —2 verwandelt. Es wird dann also
G dy_~ d: dx
) dz v?
. '— . 4
oder = u— ,u v ’
v

d. h.: Der D.Q. eines Bruches ( ) ist gleich: Nenner mal D.Q. des

Zihlers, minus Zihler mal D.Q. des Nenners, das Ganze geteilt
durch das Quadrat des Nenners.

Gediéchtnisregel: Man fingt mit Nenner an und hort wieder mit
Nenner auf.

In unserem gegebenen Beispiel

x4
Y =3z 7
. dy (22— T -2x—(z*+| 1) bz _ —18zx
wird nun dx @zr—1)? T
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_ 10
y_1+x”
fl.y_(1+.z3)-0—-10-3a:’_____ 3022
dz (14233 T4

V. Ubungsaufgaben.
1. y=10s54+1 9 _ 3042
= dy _
2. y=azx+D? 2=
_a dy __ a
8 y=3 = o
2 d 6
Loy=g ="
7 dy 14
S y=—n iz
6 __ 3 dy 8
A Y dx~ 8zt
dy 1
7. y=2Y=x E-—Vx—‘-
8. y=2y7 3 3va
83,/ dy 1
0. y=i¥3 dy_ 1
4 dx 2{/‘”
1 dy 1
10. = — — == —— -
y 2V z dzx 4Ya?
1 dy 5
11, y=3— L= —
Va dz 2f/:¢:5
3 dy 1
12, = =L =
7 CER
S W_g, 1L
13. y==z +x dx—2m poc’
=1_2,.3 dy__ 1, 4+ _ 9
14. Y=z " BT dz x’+m3 zt
dy 1 1
15. =—Vz—Y2—1 A T TE T TES
y V— V— dz 'o’?i/x" 4f/x’
i} 7 a 1 1
16. y=—b—+—— a%z—ii_'z_
4Vx* 8V ab TSI 7
= ay__ _6
dy
= (zt (2t — Y _ g1
18, y=(a*+1)-(2*—1) re 8z

19. y=(1+ 22+ 82%).(1 —2z—5a%)
a

d—y=— 902° — 502* — 202%— 1823 — 22
x

20. y=g%.of B — (@4 f) - aotp
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21. y=(2*+ a)(32 4+ )

22. y—-——(ac”-—ax—}—%’)-(ﬁ-}—ax—i—%i) a—i=4x3

1
1
24. y=1+w
¢
25. y=a—————+bx
2 gt
26. =i
1
217. "Ij=f.‘(x—)
1—at
28. y=m
14zt
1—2
30. y=1+x
2z —1
B y=F—
z?—2x 43
32. y=ac"+2m——3
2 — 3%+ a8
3. V=Y —o
1+Vz
34. y=:ﬁ
3
/x
35. y=11+w
1
36. y=m

% — 152% + 3ba® + 6ax
dy

dy _ —b

dz (@ t+bx)?

dy 1

dz~ (1 +a)t

dy be

dz~ ~ (a+ bx)?

dy 8ax® —42®

dr~  (a*—ad

dy __ '@

dz [f@)]?

dy —62’

dz = (1Fa%*

dy _ 8z2°

dz (1—ax¥?

dy  —2

dz (1+x)?

dy 6=z

dz~ (2—2%?

dy 4z(x— 3)

dz  (x*-2x —3)?
dy  12(x*—2z)
dz ~ (@4382"—2)’
dy 1
v Y@~y
ay 1— 22

4@ szt + 2y
dy -1

§ 23. Aufgaben aus Geometrie, Physik und Technik.

. 1 . . . .
I. &) Die Kurve y = 2 — —; zu zeichnen und ihre etwaigen Maximum-

oder Minimumstellen zu finden.

(Maximum fiir 2 = — %)

b) Welche Steigung hat die Kurve y®= 2? im Nullpunkt?
(Im Nullpunkt hat die Kurve eine Spitze; die ¥-Achse ist Tangente

an den beiden Kurvenbdgen.)

¢) Etwaige Maxima oder Minima der Kurve y =%——£—, zu finden,

(Maximum fiir 2 = 1.)

d) Ebenso fiir die Kurve y*= z- (z — 38)%
(Maximum und Minimum fir = 1))
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e) Welche Steigungen hat die letzte Kurve in ihrem ,Doppelpunkt“?
(Steigungswinkel: 7, = 60°; r,= 1209,)
II. Im rechtwinkligen Achsensystem ist der Punkt P mit den Koordi-

naten @ und b gegeben. Man soll
¥ durch P eine Gerade so ziehen, daB
Abb. 46. das ausgeschnittene rechtwinklige
Dreieck M ON einen méglichst
e 7 kleinen Inhalt erhilt. Wie sind die
' Abschnitte O M und ON zu wihlen?
(Abb. 46.)
3 (Ist OM =z, dann wird
ON= ;_3; und der Dreiecksinhalt
0 M b a? - "
p T =5 7—g; Minimum fir O M
= 2a, ON = 2b.)
IIl. Bin Denkmal hat samt Sockel die Hohe a, der Sockel allein hat
y die Hohe b (Abb.
N Sl T~ 47); in welcher
R wagerechten Ent-
SN Abb. 41. fernung z vom
. RN Sockel muB man
S~ sich aufstellen, da-
® aomc|-48__ S. mit das Denkmal
‘T “““““““ s allein  moglichst
A ‘[ e giinstig  gesehen
1,_[-_9---_-.._-___-_-- ceeIIzSas werden kann?
1 ' (Die Augenhihe
1 R E; des Beobachters sei
TDZ77 77700077 T 7777778 E = CD = c.
< ' Der Sehwinkel o =
)

ASB muf mog-
i lichst groB werden.
Berechne, fiir welchen Wert von x derjenige von tg & ein Maximum
wird, also da b— c=d und a —c=r¢.
tg e =tg (A48C — BS%)
4
tg ASC—tgBSC =z =

1]

“1+tg48C-tgBSC d
+tg 8 1+ 8?
tg = (Z:i—“ldle:f; Maximum fiir

¢ =1V de.)
1V, Die Parabel y*= 2pz und
die Koordinaten z,y, eines Punktes
£, dieser Kurve schlielen ein
Flichenstick OP,@ ein  Wie
Abb. 48. groB ist x (Abb. 48) zu wihlen,
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damit das aus dem Flichenstiick herausgeschnittene Rechteck moglichst
grof wird?
Die Rechtecksfliche ist

F=(v,—a)y=(t,—2)V2pz=(zr,— ) Vz-V2p
=2p (a7 —o3)
F=v2p- (1o a ¥ —4ai)=0
und = %
V. Man soll einen Kreiszylinder von gegebenem Volumen V der-

artig herstellen, daB seine Oberfliche moglichst klein wird; wie sind Durch-
messer £ und Hohe y zu wihlen?

S

VI. Es sollen » galvanische Elemente, die je die elektromotorische
Kraft ¢ und den inneren Widerstand r besitzen, zu einer Batterie ver-
einigt und durch den #uBeren Widerstand R geschlossen werden. Zu-
nichst vereinigt man je z Elemente durch Parallelschaltung zu einer

Gruppe und schaltet dann die entstehenden % Gruppen hintereinander,

Bei welcher Schaltung (fiir welchen Wert von z) wird die erzielte Strom-
stirke am groBten sein?
Nach dem Ohmschen Gesetz wird:

. . n
die gesamte elektromotorische Kraft = 26
. . nor_mer
der gesamte innere Widerstand ==
z x =

n
— s @

also die Stromstirke 4= =Nl ——pp

ner nr+ Rz

x? +E

% wird ein Maximum fiir 2 = Vf'

Das Ergebnis 148t sich auch so fassen:
o=k
d. h.: Die Stromstérke wird dann mdglichst groB, wenn man derartig
schaltet, daB der gesamte innere Widerstand (mdglichst) gleich dem
#uBeren wird.

Beispiel: Es seien # = 60 Elemente mit der elektromotorischen
Kraft e = 2 Volt und dem inneren Widerstand » = 0,15 Ohm gegeben ;
der #uBere Widerstand sei R= 1 Obm. Dann wird z = 3 Elemente
und die Stromstirke ¢ = 20 Ampere, Man berechne noch die Strom-
stirke fiir die Schaltungen z = 1, 2, 4, 6 Elemente usw.

VII. Eine Batterie hat die elektromotorische Kraft e und den inneren
Widerstand . Welcher #uBlere Widerstand z ist einzuschalten, damit
die Leistung im #uBeren Stromkreis eine mdglichst groBe wird?



92 IV. Differentialquotient der allgemeinen Potenz usw,

Nach dem Jouleschen Gesetz ist die Leistung L im HuBeren Strom-

kreis L=z,
wobei die Stromstirke ¢ sich nach dem Ohmschen Gesetz berechnet:
. [
Y= FS
. _ ez 4 x
also wird L= CEY € A Tersir

I wird ein Maximum fiir z = r, also wenn der #uBere Widerstand
gleich dem inneren gemacht wird.

VIII. Wirtschaftlicher Querschnitt einer Leitung.

Von einem Ort A soll durch eine Kupferleitung nach einem anderen
Ort B elekirische Energie iibertragen werden, Die Kosten der Ubertragung
setzen sich der Hauptsache nach aus zwei Posten zusammen:

«) aus den Kosten fiir Verzinsung und Tilgung der Leitungsanlage (K,),

f) aus den Kosten fiir Energieverlust bei der Leitung (Ky).

Diese beiden Posten werden nun in ganz verschiedener Weise durch den
Querschnitt z der Le1tung beeinfluBt. Die Leitungsanlage wird natiir-
lich um so teurer, jo groBer der Querschnitt # genommen wird; man kann

also K=a

setzen, wobei die Konstante @ aus den besonderen Bedingungen der Auf-
gabe (Kupferpreis, Tilgungsbetrag usw.) zu berechnen ist. Anders ist es
mit dem zweiten Posten. Der Energieverlust ist natiirlich bei grofem
Querschnitt geringer; man kann setzen:

K, =2,

x
wo b sich wieder aus den besonderen Verhiltnissen (GrtBe dos spezifischen
Widerstands, Linge der Leitung, Kosten der Kilowattstunde usw.) be-
stimmen liBt. Die Gesamtkosten sind also

K=EK, +K2=a-x+%-

Fiir welchen Querschnitt werden nun diese Kosten am kleinsten sein?

dK . . . .
Da —=a— Eb§= 0 ist, so wird K ein Minimum, wenn

b
a—-;;—- 0.

Diese Gleichung 148t sich auch schreiben:
b
a -z =_ oder K, = K,

d. h. der Querschnitt 2 muB, um wirtschaftlich zu sein, so gewshlt werden,
daB die Verzinsungs- und Tilgungskosten der Leitungsanlage den Kosten
fir den Energieverlust in der Leitung gleich werden.

IX. Auf den Schenkeln eines Winkels von 60° bewegen sich zwei
Punkte 4 und B nach dem Scheitel zu., A4 ist urspriinglick 12 m vom
Scheitel entfernt und bewegt sich mit 3 m/sek. Geschwindigkeit. B ist
urspriinglich 22 m vom Scheitel entfernt und bewegt sich mit 2 m/sek.
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Geschwindigkeit. Wann ist die Entfernung A B am geringsten, voraus-
gesetzt, daBl die Bewegung gleichzeitig beginnt? (Vgl. Abb. 49.)
Es ist die Enifernung y der Punkte
A und B am geringsten nach z sek.
Nach der Zeichnung ist nach dem
Cosinussatz, da cos 60°= 0,5,

¥=(12—382)? 4 (22 — 2z) — 2
. (12 — 82) - (22 — 24) - 0,5
oder #=1y*=T2®— 70z 4 364.
(Hier haben wir fiir y* die neue Variable
2 eingefiihrt.)
¢ = 14z — 70 = 0; also z =5 sek.
und Ymin = 13,7477 m.

§ 24. Mittelbare Funktionen.

I. BEs set y = (1 + 2%)% Setze
1+ 22=wu, also y =u® Dann ist y
eine Funktion von w, und u seinerseits i 2n
eine Funktion von z; auBerdem ist Abb, 49,
mittelbar auch y eine Funktion von z.

Man sagt in einem solchen Fall: y wire eine ,,mittelbare Funktion
von z% oder auch: y wire eine ,,Funktion einer Fumktion von 2.

Ist allgemein

534—12—3 g—rie—3 z—s|

y als Funktion von w dargestellt durch y = F (u),

Uy ” n T ” » w=f[z],
dann ergibt die Gleichung y = F (f[«]), daB y eine mittelbare Funktion
von ¥ ist.
. Um eine solche mittelbare Funktion von 2 zu differenzieren, denke
man sich zunichst die Differenzenquotienten der Teilfunktionen gebildet,
Ady Adu,

also ~ und Ty

dann erkennt man sofort, daB deren Produkt % ist, nimlich

dy 4y du

dz du dz’
und wenn man zu den Differentialquotienten iibergeht, ergibt sich:

dy _dy du
dz~ du dz
Beim obigen Beispiel ist demnach:
y = u® %: 5ut
w==142? du_ o z,

dx
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; dy_ ;.4 — 24
somit T,=out-2z=>5(1+ %" -2z,
d. h. die Funktion y= (14 %)}
wird differenziert, indem man zunichst fiir die ,innere Funktion 1 -} 2?
den Buchstaben u setzt;
also w= 14 2? und somit y = %5,

und nun y nach w differenziert; das Ergebnis 5u* wird dann noch mit

%g = 2%, d. b. mit dem D.Q. der inneren Funktion multipliziert.

I1L. In gleicher Weise wird jede mittelbare Funktion

y=F([a])
behandelt. Man setzt die innere Funktion f(«)= w und differenziert
pun die Gleichung y = F(«); man muB aber das Ergebnis dann noch

mit dem D.Q. der inneren Funktion, also mit Ez= «' nachmultiplizieren,

d
Also %: F' (u) -u'.

Regel:
Der Differentialquotient einer mittelbaren Funklion ist
gleich dem Produkt der Differentialquotienten beider Funk-

tionen.
Aus dem gegebenen Beispiel y = (1 + z%)® wird also

Z—%= 5(1 + 2®)t. 22
2\5
oder ﬂﬁ%‘”—)—]= 103 + 402® + 6025 + 4027 + 102°.

2
1V. Es sei die Gleichung gegeben §+%= 1, also eine implizite
Funktion. Hieraus folgt die explizite Form

o

y=(—z2)7

5-30-297 6

dy _ _g __ =P

v 2Vb—£x 2a1/b—-x
oder %-g=;]7_(—l—b_£—b, und da _l/(l——z-)b=y,
folgt gr-g-.:%z

Der D.Q. kann aber auch in der Weise bestimmt werden, daB man die
Gleichung in die Form bringt:

fey) =3 +59--1=0.
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Der D.Q. von g—x ist dann %- Das Glied %y” faBt man nun als mittel-

bare Funktion auf von der Form %(y)2 und deren D.Q. ist dann—;)— 2y-y

oder da y = t, b e ZZ
also wird R
dy 1 b _-—b

dz~ a 2y 2ay

Man kommt also zum gleichen Ergebnis wie beim bisherigen Gang
der Differentiation, wenn man in der gegebenen impliziten Funktion zu-
nichst y als konstant ansieht und x differenziert, dann umgekehrt. Die
beiden so gebrauchten D.Q. nennt man partielle Dlﬂ'erentlalquotlenten,

die statt mit d mit ¢ bezeichnet werden, also gi und a;- Zwischen
diesen und f—lg besteht dann nach obiger Entwicklung die Beziehung

of
of , of dy _ dy Oz
a-x'i'a—y'a———o oder —-_W'
oy
Die Funktion f(zy) =%6 +%/ 1 = 0 ergibt entsprechend
1
dy__b__ ¢
z 1 b

V. Beispiele:
a) y=(a+ B2)* =y

GY=100u' =10(a+po)t -
b) y=Yd+a =Vu

d_y=_1._.u' =;.(2x).

dz 3yt 3 -V +ay

— 1 1
) V= iz iy

3 3

y':—-uz-u =—m-(l+2z).
VI. Ubungsaufgaben.
1. y=(3 — 72 9 _ 28(3 — 72)°

2. y=(2+ 5z =60(2 -+ 5a%)%. 2*

8. y=(«+pa)’

dzx
dy
dx
W . 36(a + pa)?
dz

dy

dx

4. y=(10—2%? =—4(10 —2%) .2
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dy

5.y=(at—a®+ 1)t = 4(zt — 28+ 1)% (42° — 32?)
6. y=(2z—72%4 5) %——-3(231:——790’-{-5)’\2—14:1:)
7.y =(a+ ba)y 4 nb(a+ day—t
8. y=(a+ bx®)y gz——— 2nba(a 4 ba’) 1
_ 1\? dy 1 1
%9=(c+3) a=2(+3) (1-2)
\ d - \ 1
10.9= (/3 — 1 Oz
=1 dy 18z
.y =G5 dz - @—3a0)
__! ay_ —B _
12.9= 7% dz— (et fa)
. 1 dy  —2f
139 = Gy dz = (@t for
— d 8zt
14, y=yY1+ 2 a%-—:wﬁ_?
— dy «
15' = T =
d
16. y =V 2px E£= V;;Tx
b dy = —bx
17. y—a'l/(l — —(E—aVag—-x'
_b_r3 dy bz
18.y-—;yw——a’ a_x—a—]/bx—“’_——?
—3 a 3 —15z?
19.y =13z — 52° E%=2y_—3m_5x3
—— 5 d 2x34-x
20y=1/x4+$2'—1 75:]7————-3;‘_4-.:—’——1-
ay 8ax? 42024y
2Ly=Vea' + ot tyo o Go=
T d 2 e e
22. y =2 Y1+ & a-g=x”2vl_f§+1/1+x”'2m
= U . B
(=u-2) dy _z*+(1+ x%) 22
dz”  yita
@ 32322
dx V1+ x?
d 5—-3x
2. y=(B +2)V5—= Ti:zym
— dy 243z
24.y=x1/1—+z E=2V1+w
— Y
25, y=222Y10 — 2 d—fc=5—(1%_—f-)
-z



§ 24. Mittelbare Funktionen 97

26. y=§ym %= 211/_1'2_35;
27.y=—1a;-)/—1_+—$§ %=E,—]/—1—‘-:—_—F

8. y=Y1++5 g;=3—§/%x+i—_7i%§i
29. y= Y335 j—ﬂi=;—v%;l_i3t_)—
30.y= yusl_x: %=_V—(_—a_—’i—?)_’

32. y=l—/(—1__f_7)_, Z—Z=W%%—T)g

33.y= Va:;—ba: Z—Z-:_ﬁ'*';%
34.y= ::f—g- %_; (a_bx)(;/ba_’_—_g’—a:’

85. Die Kurve y = + z /'8 — 2? zu zeichnen und jhre Maximum- oder
Minimumpunkte zu berechnen.
(Maximum und Minimum fir 2= + 2)
36. Die Kurve von Aufg. 35 hat einen ,,Doppelpunkt®. Man bestimme
die Tangenten der Kurve in diesem Purkt.

(tgz=+V8)

37. Ein Halbkreis habe den Durchmesser AB = 27. Man soll parallel
zu AB eine Sehne CD so ziehen, daB das Trapez ABCD einen mig-
lichst groBen Flicheninhalt erhalt. In welchem Abstand z muB man die

1 ?
Selme ziehen? (a: = g]/:i.) (Trigonometrische Deutung?)

38. Drei Holzbohlen von je 20 em Breite sollen zu einer Wasserrinne
von moglichst groBem Querschnitt zusammengesetzt werden, die eine wage-
recht, die beiden anderen unter einem
Winkel 8 gegen diese geneigt. Wie gro8
ist B zu wahlen? (Abb. 50.)

Der Querschnitt ist

T 20

)
1
!
P 20+20+2s '
2 ly
{
und die Hohe y = J/20°— 2%, Dies oben '
eingesetzt und dann differenziert, ergibt !
z=10cm, y = 17,32 cm; Fnax = 519,6
qem und = 120° a0
39. Eine Insel A hat von der gerad- Abb, 50.

Grunbaum-Jakobi, Funktionenlehre. 7. Aufl 7
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linig verlaufenden Binnenlandskiiste einen senkrechten Abstand A B gleich

60 km (vgl. Abb. 51); &stlich von B im Abstand BC gleich 150 km liegt

7 an der Kiiste eine Stadt C,

die eine mdglichst rasche

"~ Verbindung mit 4 er-

l \ "~ Abb. 51, halten soll. Zu diesem

| \ \ Zwecke sollen die Rei-

- ) senden zuniichst von 4

I \ \. aus mit einem Dampfer

[ : S mit v, = 40 km/std. Ge-

\ D s N~ ¢ schwindigkeit zu einer

7 B% Z e, cae % LLEBEYNZE neu  anzulegenden Lan-

15 OIIé;n dungsstelle D und von

dort mit der Eisenbahn

mit v, = 60 km/std. Geschwindigkeit nach C gebracht werden. In welchem

Abstande von C muB D liegen, um die schnellste Verbindung zu erméglichen ?

Setze die Reisewege AD = s, und DC = s,, die zugehdrigen Reise-
zeiten sind ¢, und #,, die Gesamtreisezeit

8, 8,
t=t+t=_t42

Nun ist aber s, = )60+ 2> und s,=150—z
v, =40 km/std. und »,= 60 km/std.
V60i+a? | 160—z
40 60

‘<ad

Somit wird t=

Die Differentiation ergibt:
2z = 53,7 km, also s,=96,3 km und fmi,= 3,6 std.

40. Zwei Orte 4 und B haben von einer geradlinig verlaufenden Eisen-
bahnstrecke (vgl. Abb. 52) die senkrechten Abstinde AC = a =5 km
und BD = b =T km,
[~} wiahrend die Gleislinge
CD=c¢=12 km be-
.4 trigt. An der Strecke
CD soll nun fiir beide
? Orte gemeinsam ein
) o Bahnhof E errichtet
g und durch geradlinige
Landstraflen mit A4
1 und B derartig ver-
---} bunden werden, daB zur
Baukostenersparnis die
Summe s der Strecken
g 12 EA und EB mog-
Abb. 52, lichst klein wird. Wo
muB der Bahnhof E

liegen und wie lang werden seine Zufahrtstrafen?

Hier wird s =EA4 + EB=Va®+ a* + Vb + (c — 2)?
s=VY52+ a2t + YT+ (12 —a)d

16

18~z

| I .~

s
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Die Differentiation ergibt:
2=2>5km, also EC=5km, ED="T7km, EA= 171 km,
EB =9,9 km, =17 km.

§ 25. Der Lauf ebener Kurven.

I. Gegeben sei die einer Gleichung y = f(z) entsprechende Kurve,
(Abb. 53—56.) Wenn wir die X-Achse in positiver Richtung, also von
links nach rechts, durchlaufen, so kann es sein, daB die Werte von y fort-

Abb. 53.

&

&y

) 72

Abb, 55, Abdb 56,

wihrend zunehmen (Abb. 53), oder daB sie abnehmen (Abb. 54). Im
ersten Falle sagen wir, die Kurve oder die Funktion f(z) sei steigend,
im zweiten Falle nennen wir sie fallend.

Wenn eine Kurve im Punkte P im Steigen begriffen ist, dann ist der
Tangentenwinkel 7 ein spitzer Winkel; ist sie dagegen im Fallen begriffen,
dann ist v ein stumpfer Winkel. Im ersten Fall ist tg7 positiv, im
zweiten Fall dagegen negativ.

Da nun stets tg = =%= f' (%) ist, so kann man folgende Regel auf-

stellen:

Solange der D.Q. positiv ist, steigt die Funktion;

solange er negativ ist, fillt die Funktion.

Wenn eine Kurve, die aus einem ununterbrochenen Linienzug besteht
(eine sogenannte stetige Kurve)?), aus dem Fallen ins Steigen tibergeht,
dann geht ihr D.Q. aus dem Negativen ins Positive tiber, muB also (wenn
wir von dem Wert ,,Unendlich* absehen) auch einmal Null werden; und
zwar an der Stelle, wo die Kurve weder fillt noch steigt, sondern ihren
tiefsten Punkt (Minimum) hat. Wenn die Kurve aus dem Steigen ins

1) Stetige Kurven sind die Schaubilder stetiger Funktionen.
7’
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Tallen iibergeht, muf} der D.Q. aus dem Positiven ins Negative iibergehen,
also wiederum Null werden; und zwar an der Stelle, wo die Kurve ihren
hochsten Punkt (Maximum) hat. (Vgl. Abb. 20, 8. 30)
Zahlreiche Beispiele hierzu wurden bereits im § 8 usw. behandelt.
I1. Wir wollen nun weiter untersuchen, ob eine Kurve in einem gegebenen
Punkt P von oben gesehen, hohl (konkav) oder erhaben (konvex ist. (Abb.57.)
Zu  diesem
A 4 Zweck ziehen

wir in zwel zu

Wendeprnit P benachbarten
/\/ Kurvenpunkten
P, und P, (P,

links von P, P,

rechts von P)

Fonvex die Tangenten.

ankas (Al;}) 53-—-56:)

ennen Wwir

Fonkao die Richtungs-
winkel ibrer

honvex
Tangenten 17,

und 7,, so kon-

7> nen wir aus den
Abb.53 —56 fol-
gendes ablesen:

a) Hat die Kurve 1hre konkave Seite nach oben, so wird nach Abb, 53
und 54

Abb. 57.

T, <71, also ftgr <tgr,,
dh:tgr= % ist in diesem Falle eine wachsende (steigende) Funktion.
b) Hat die Kurve ihre konvexe Seite nach oben, so wird nach Abb. 55

und 56 T, > 1y, also tgr >tgw,,
d.h tgr= ZZ istin diesem Falle eine abnehmende (fallende) Funktion.

Wir konnen nun aber den D.Q. einer Funktion wieder als Funktion
betrachten und noch einmal differenzieren, wodurch wir den sogenannten

H
azweiten D Q. erhalten, den wir durch %" oder j—wy, oder f'" (z) bezeichnen.
Aus y = z* folgt beispielsweise:

d

dz = 4z% (1. D.Q)
d?

a&z = 122? (IL D.Q).

Somit ergibt sich jetzt, wenn wir den Satz vom Steigen und Fallen

einer Funktion anwenden:

Ist eine Kurve an einer bestimmten Stelle tzzs:: nach oben, dann ist

. wachsende _, . . .
daselbst der 1. D.Q. eine aboohmende Funktion; der IL D.Q. ist somit
positiv
negativ

an der betreffenden Stelle
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Gebt eine Kurve in einem bestimmten Punkt aus der Konvexitit in die
Konkavitst tiber (oder umgekehrt), so wird der II. D.Q. von — zu +
(oder umgekehrt) tibergehen und daher fiir den Ubergangspunkt (Wende-
punkt der Kurve) im allgemeinen den Wert Null annehmen. (Abb. 57.)

Beispiele:

1. y =2 — 1224 Gleichung der Funktionskurve,
d
2 =348 g, " , 1. Differentialkurve,
d2
Ta=6z—20=6(—4), , o, 2 "
Daher wird fiir
2
<4 gﬁ = —, die Kurve konvex nach oben,
d?
x> 4 aﬁi =+, » » konkav )
2
z=4 g——;ﬁ: 0, ,, , hat einen Wendepunkt.
2. y =(z—2)*
dy __ 5
dly
d_w’ = 12 (Z - 2)’.

2
% ist stets positiv, die Kurve also iiberall konkav nach oben.

III. Diese Sitze geben nun auch ein bequemes Mittel an die Hand,
um bei einer Funktion zu entscheiden, ob an denjenigen Stellen, fiir die
der 1.D.Q. den Wert Null hat, ein Maximum oder ein Minimum vorliegt.
In einem Maximumpunkt ist ja die Kurve konvex nach oben, in einem
Minimumpunkt ist sie konkav nach oben. Wir knnen also folgenden
Satz aufstellen:

Ist fiir einen gewissen Wert von x der erste D.Q. gleich Null, so kann
fiir diesen Wert ein Maximum oder Minimum eintreten.

Ist alsdann fiir diesen Wert von z der zweite D.Q. positiv, so tritt
ein Minimum ein; ist er negativ, so tritt ein Maximum ein.

Ist der Il. D.Q, gleichfalls Null, so bleibt die Frage unentschieden.
Es kann in diesem Fall ein Wendepunkt vorhanden sein.

Beispiele:
1. Untersuche, ob der Ausdruck y =3 2*— 3 2%+ 62 — 4 ein Maxi-
mum oder Minimum hat.

for ay _ .3
Hier ist dz= " 5z 4+ 6,
dly _
ant 2z 5.

Hat die Kurve irgendein Maximum oder Minimum, dann muB z* — 5z -+ 6
gleich Nuil sein;
also 2—5z4+ 6=0,

Dies ergibt die Werte ;= 2, 3= 3,
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fiir die ein Maximum oder Minimum vorliegen kann. Um dies za unter-
2
suchen, priifen wir den 1I. D.Q,, also gﬁ—{ =2¢ — 5, indem wir die zu unter-
suchenden Werte darin einsetzen. Nun wird
2:2—-5=—1
2:3—5=+41.
Im ersten Fall, 2, = 2, haben wir also ein Maximum,
im zweiten Fall, 2, = 3, ein Minimum.
2. Hat der Ausdruck y = 2*— 82 + 1 ein Maximum oder Minimum?

Hier wird y =a2'—8zx+1
a
d*y
= 2.

Fiir 22 — 8 =0, oder z= 4 kann ein Maximum oder Minimum vor-
liegen,
2
Da nun 2Y— 2 (stets) positiv ist, so haben wir ein Minimum.
dz?

1V. Ubungsaufgaben.
a) Die Maxima oder Minima folgender Funktionen durch zweimaliges
Differenzieren aufzufinden:
y=8z— 242+ 5, y=1—6z— 32} y=5+ 8z — 2z
(Min, 2 =4, Max. 2 =-—1, Max 2=2.)
b) Bestimme Maxima, Minima und Wendepunkte folgender Kurven und
zeichne die Kurven alsdann:

y=1la5—Lg 41 (Min. z = 2, Max. z = — 2, Wdp. z = 0)
y=+a8—La'— 62 —§ (Min. 2= 3, Max. = — 2, Wdp. z=1)
y=a?— a® (Max. =%, Min. =0, Wdp. z=1).

¢) Ebenso fiir die Kurve y =§—£?-
(Max. z=0, Wdp. 2= +1.)

d) Ebenso fiir y = % ~L

e
(Max. z=1, Wdp. z=1,5.)
e) Ebenso fiir y = 2?(4 — a?).

(Max. = 4 V2, Min. 2 =0, Wdp. z:= —_|_)/%)

f) Ebenso fiir y = w—{—E.
) Y +Ve
(Min. z =2, Wdp.z=6.)
" 10z
g) Ebenso fiir y = e

(Max, =2, Minnz=—2, Wdp.z2=0und 2 = +y12)
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x!

PONIET)

(Min. 2 =0, Wdp. o=+ 2.)

h) Ebenso fiir y =

i) Ebenso fiir y = 2®— 501.2

(Wdp. z =+ VE’;)

V. Exponentialfunktion und Logarithmus.
§ 26. Exponentialfanktion und Logarithmus.

1. Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir nur die Potenzfunktion
y=x"

oder Zusammensetzungen solcher Potenzen benutzt mit alleiniger Ans-

nahme bei den geometrischen Reihen und der Zinseszins- und Renten-

rechnung in § 14 und 15, Wir betrachten jetzt eingehend Funktionen
von der Art wie y=a”.

Sie unterscheiden sich von y = 2" dadurch, daB bei y = a® die Grund-
zahl (oder Basis) eine konstante (und zwar stets positive) GréBe a, der
Exponent dagegen eine verinderliche GréBe z ist, wihrend bei y = 2" ge-
rade umgekehrt die Grundzahl verinderlich und der Exponent konstant
ist. Die Funktion y = a® heiBit daher eine ExponentialgréBe oder Ex-
ponentialfunktion.

Es sind also

2 ]

2
a® 2% =« % &% ... Potenzen, dagegen

2% 3 10* #n* ExponentialgrdBen.

Die bisher betrachteten Funktionen waren derartig beschaffen, daB sich
die abhiéingige Variable mit den einfachen Grundrechnungsarten (Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzierung und Radizierung) be-
rechnen lie,, weswegen man diese Funktionen auch unter dem Namen
algebraische Funktionen zusammenzufassen pflegt, im Gegensatz zu
den transzendenten Funktionen, bei denen die abhingige Variable
durch logarithmische, trigonometrische oder andere Rechenverfahren be-
stimmt wird, also z. B. bei

y = a*, (Exponentialfunktion)?),
y = log z, (Logarithmische Funktion),
y=tg z, (Trigonometrische Funktion),

y=arc sin # (Zyklometrische Funktion).

1I. Wir veranschaulichen uns nun den Verlauf der Exponentialfunk-
tion y = a* durch die bildliche Darstellung. Da wir bereits festgesetat
haben, daB die Grundzahl a nur positive Werte annehmen soll, und da
ferner aus leicht erkennbaren Griinden die Werte ¢ = O und ¢ = 1 aus-
geschlossen sind, so bleiben noch zwei Fille zu untersuchen tibrig: a > 1
und @ < 1. Als Beispiele wihlen wir @ = 2 und a = ;-
1) In § 14 bereits erwiihnt.
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Die beiden entstandenen Kurven (Abb. 58) sind, wie man sofort er-

kennt, Spiegelbilder voneinander.

Abb. 58.
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Die Kurve fiir @ > 1 hat die negative X-Achse zur Asymptote und
wachst zu immer groBeren Werten an. (y= 2%)

Die Kurve fiir @ << 1 beginnt mit unendlich groBen Werten, nimmt
immer mehr ab und sinkt (im Unendlichen) aunf die positive X-Achse, ihre
Asymptote, herab. (y=[3])

Die erste Kurve heiit die ,,steigende, die zweite die ,fallende
Exponentiallinie. Bemerkenswert ist fiir spitere Anwendungen, daB
in beiden Fillen a® niemals im Endlichen den Wert Null oder gar einen
negativen Wert annimmt.

a) Zeichne die Kurven y = 3% und y = 1,5%

b) Ebenso y = 0,2% und y = 0,99

¢) Was fiir eine Funktion ist y = 2—%?

(v=12=[T)

d) Zeichne die Kurve y = 2% + 272,

1Il. Wir betrachten nun die Exponentialfunktion
T = a.

Um diese Gleichung nach y aufzuldsen, miissen wir ihren Inhalt folgen-
dermaBen ausdriicken:

»Y ist derjenige Exponent, der tiber der Grundzahl a die Zahl z erzeugt.*

Wenn wir statt des Wortes Exponent das in diesem Sinne gebriuch-
lichere ,,Logarithmus® einfiithren, kdnnen wir sagen:

»Y ist derjenige Logarithmus, der fiber der Grundzahl @ die Zahl z
erzeugt.”

Hierfiir schreibt man kiirzer: y = %log z.

(Gelesen: y ist gleich dem Logarithmus von  zur Grundzahl a.)

Nach dieser Erklirung ist also der Logarithmus die inverse Funktion
(§ 17) der Exponentialfunktion.

Die Funktionen y = %logz und z = a¥ sind demnach vbllig gleich-
bedeutend und liefern dieselben Kurven oder: Die logarithmische Linie
y = ®log 2 ist die zur Exponentiallinie y = a® inverse Kurve, d. h. sie
geht aus dieser Exponentiallinie hervor durch Spiegelung an der Ge-
raden ¥ = 2.

a heiBt, wie bereits erwihnt, die Grundzahl oder Basis des Loga-
rithmus und kann gleich jeder positiven Zabl sein. Gebrauchte Werte
fir a sind:

a = 10 (gewdhnliche, gemeine oder dekadische Logarithmen).!)
a == 2,71828 (natiirliche Logarithmen).%)
a) Zeichne mit Hilfe der Logarithmentafel die Kurve y = "log 2,
b) Vergleiche diese Kurve mit y == 10

¢) Beweise folgende Sitze:
slog0=—o00, (a>1), ¢logl=0, 94loga=1.
d) Der Logarithmus einer negativen Zahl bat keinen reellen Wert.
(Warum?)

1) Briggs 1617. 2) Neper 1614,
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§ 27. Differentialquotient des Logarithmus. — Einfiihrung
der natiirlichen Logarithmen.

L In Abb.5Y ist die Funktion y = log & zeichnerisch dargestellt.?)
Auf der Kurve sind die Punkte P und P, angenommen mit den Koordi-
naten  und y, bzw. z; und y,.

T
1 y+199 _~ Der Differenzenquotient ist also
0,8 ﬂ/_ %Ny
0,6 dz x,—=x
0,4 Aus y=log z folgt y, = log z,
und daher
0,2
4y logz —logx
0 dz oz —=z
—0,2
(2)
—04 = r7.
- 06 Abb. 59 nt
08 - 99 Da z;, — o = 4z, folgt

%y == g + dx. Setze beide Werte
in die letzte (leichung ein:

x -+ dx 4
log( = )__log(l—f—T)
dx - Adx

4y

dx

Setuo 25 = L. Hieraus folgt 4z = =,
z n

1

log (1 -+ —)
= " 1. Ly
=% "~ log (1 + n)—; log (1+)"

n

Wir haben nun den bekannten Grenziibergang zu machen, indem wir 4z
und Ay sich unbegrenzt der Null nihern lassen, Hierbei wird # immer gréBer
und der Ausdruck 1\n

(1+3)

nimmt dann schlieBlich den Wert ¢ = 2,71828 an (vgl. § 20 1I). Also
finden wir 1
5. —Z==— . log ¢ oder

z

klk
8]l

d (logx) 1
de =z

- log e.

Es ergibt sich also: Der Differentialquotient eines gemeinen
Logarithmus ist gleich dem reziproken Wert seines Numerus
mal dem Logarithmus der Zahl e.

II. Diese Formel gewinnt eine besonders einfache Gestalt, wenn man
die Grundzahl des Logarithmensystems so wihlt, daB log e gleich 1 wird;
d h. wenn man die Zahl e selber zur Basis des Logarithmensystems macht.
(Der Logarithmus der Basis ist ja stets gleich 1.) Es wird dann

dy __ 1.
dz~ =«

1) Wo nichts anderes bemerkt, bezieht sich y = log# immer auf die Grund-
zahl 10.
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Man nennt nun die Logarithmen, die auf die Basis ¢ = 2,71828...
bezogen sind, ,natiirliche Logarithmen und bezeichnet sie mit In (z).
In der htheren Mathematik werden fast nur natiirliche Logarithmen ge-
braucht. Um einen natiirlichen Logarithmus zu differenzieren, haben wir
also, wie oben gezeigt, die einfache Formel:

— .y dy 1 d(inx) 1
Ist y=1In(x), dann ist il oder — =

Regel: Der Differentialquotient eines natiirlichen Logarith-
mus ist gleich dem reziproken Wert seines Numerus,

III. Sebr einfach ist der Zusammenhang zwischen den gewGhnlichen
und natiirlichen Logarithmen:

Es sei Ina =z,
Hieraus folgt nach den allgemeinen logarithmischen Gesetzen:
¢ = a.

Dieser Ausdruck wird in gewdhnlicher Weise logarithmiert,
also zloge=loga, oder da uns 2z =Ina gegeben ist, folgt
loge-Ina =loga.

Da loge = log 2,7183 = 0,4343,
ergibt sich loga = 0,4343 - lna
und Ina = -loga oder Ina=23:loga.

0,4343

Der gewdhnliche Logarithmus einer Zahl ist gleich dem
0,4343-fachen Wert ihres natiirlichen Logarithmus. Um-
gekehrt ist der natiirliche Logarithmus einer Zahl gleich
dem 2,3-fachen Wert ihres gewdhnlichen Logarithmus, (Mer-
cator 1668.)

Berechne mit Hilfe der Tafel der gewdhnlichen Logarithmen die natiir-
lichen Logarithmen der Zahlen 1—10 und stelle sie bildlich dar.

(y=1nz.)

1V. Differenziere die Funktion y = In (« + fz).
Dieses ist eine mittelbare Funktion. Man setzt daher die innere

Funktion «t fo
gleich u, differenziert und multipliziert dann noch mit w'.
Also y=In(a+B2),
dy 1 A [} .
dz  otfzx = otz
Ubungsaufgaben.
ay 2z
dy _ —1
2. y=1In(l—=z) T

53

y 3 (z? —2x)

8. y=In(z"—34" + 2) PRl ey

I
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4, y=1In(1 —2) g% = ;—ja:‘
5. y=In(a) -Z—Z=%
6. y=In(z") %':—:-
i) T
8. y=1n(3z) Z—Z=%—
9. y=1n(5z) Z—z=—;—
10. y=In(3) W_o
11. y=In(52%) dy 1
12. y=Iln(az") g_z = _;i
13. y=(/3) dv_ L
14. y=ln("]/—:£) %=;—x
15. y=ln(Vl—;) ez

Bei den folgenden Beispielen kann man vorteilhafterweise vor dem
Differenzieren logarithmisch umformen.

16. y=ln(z—i%) g—%=%§i§

17. y=ln(it:) Z—g=1_‘zm:

18. __rL=ln< :-—l-.:) ,dj%=-1_1xa

19. y=m(1/1-1i——x’> g%‘;—l_:xz

20. y=l"(y1i—£c") %=w'\ll—x’)

21, y=In(z+ V1 + 2° g-g=-171—17,

22, y=m<;—*_;l;1.—i_%) %=V1‘%

23, y=2z-In(x) g—g— =1+ In(z)

24. y=2aln(x) % =z(1 + 2In(z))
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25. y=2%In(x) Z_g = o1 + 3n(x)
26. y=ua"ln(2) B — =1(1 + nin(z)
27. y=(az + b)-In(z) ZZ ax+b+aln(x)
28. y=(az + b)* In(x) a—g;:(ax-k b)? (aa:+b+ 3aln(x))
29. y=7Vz In(x) Z_Z= 2_-%%@

30. y= l”a(c”) % _1- i:»(x)

31 y="122 dy _ 1=l

32. y_—_“;@ g%=1—iﬂn<x)
== i=

4. y= lnazw) % = Mzbi»w’l;)l

8. y= %(‘w) g:% =% (311:2((92)—_ 2

36. Zeichne die Kurve y = In(z).
37, Zeichne die Kurve y = z -In(z). Untersuche ihr Verhalten im
Punkt = 0. Suche etwaige Maxima oder Minima.

(Mm. = %)

in (a:)

38. ZEbenso die Kurve y =
(Max. 2 = e, Wdp. z = V/éb)

§ 28. Der Differentialquotient der Exponentialfunktion.

I. Da die Exponentialfunktion die inverse Funktion des Logarithmus
ist, so gelingt es leicht, ihren D.Q. aus demjenigen der logarithmischen
Funktion herzuleiten. Es sei

= qa*,
Logarithmieren wir diese Gleichung im natiirlichen System, so er-
halten wir
In(y) = z - In(a)
1
oder =@ In(y);

z ist also eine mit dem konstanten Faktor 1( j multiplizierte logarith-

mische Funktion von y, und wir erhalten nun durch Differenziergn:

Zz lnl(a) k oder da y = a® ist, folgt L !

ln(a)'az
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Hieraus finden wir sofort

—Z—i: az . ln(a) oder %(%?= a® . ln(a’)’

d. h.: Der D.Q. der Exponentialfunktion a® ist gleich dieser Expo-~
nentialfunktion mal dem natiirlichen Logarithmus ihrer Grundzahl.
In der htheren Mathematik kommt sehr hiufig die Funktion

y=e* (e = 2,71828)

vor. Fiir diese ergibt sich nun %= e® - 1n(e)

oder, weil In(e) den Wert 1 hat, %= e*,

d. h.: Die Exponentialfunktion e” gibt differenziert wieder e~.
Um y = ¢?*+3 gu differenzieren, setze man 2z + 8 = %; man erhilt

4y _ 92438
7 e2x+38,. 9,
II. Ubungsaufgaben.
1. y=e=ts -Z-Z= e th. g
2, Y= exx g_g___ %% .
38, y=e* %= —e®
4 — pr+1 §g= z+1
. y=¢ il
5. y=a’* %= a**ln(a) 3
a
6. y=2° 22 = 2%In(2)
7. y= 4°=+F %___. FLZE 78 aln(4)
8. y= det %= et
9. y=z-¢€ %=6"(1+z)
d
10, y=ua?-¢* J%=x-e”(2+:c)
11, y=a".¢* %: " (n + x)c*
d
12. y=(@—1)-¢ =g
13, y=('—2 a9 _ .
y=(z z 4+ 2)e =2
ay

14 y=¢ +e* =€
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1, —mz dy m -
15. y=§(e + e—m=) ﬂ=—2—(e’"“——e :2)
16 — (e" + e—z)Z _d_:'i= 2 ’62::__ e—ix)
) ax {
_ e_’” dy € (x—1)
17. Y= z %-— P
_ €& dy ¢ {x—2)
18. Y= F ;l?c_ =0
_ e_” dy e (x—n)
19. y= 2 dx 21
*—1 dy 26°
20. = ¢ —_— e ——
y €+1 az (1)1
a d 2¢*
o1, y=°2T1! ay_
y e—1 dz (e —1)?
S dy__Ve_"'
22, y= 1/e<  Fhaar s
. dy 1
23. y = e*ln(z) = (—a—;—l— ln(z))
o dy e’ (ln(.z) — —)
A T = @
— gt 3 ay __ 1 2
25, y=¢+In(z)+ 2 dm—e’+x+3x
1 dy -
26. = =2 =
y 41 dx (e° + 1)*
1 dy —é
27, y== —= —
Ve 1 9 2y + 1y
dy

29. Zeichne die Kettenlinie y = % (¢* 4+ ¢—=) und bestimme ihre
Maximum-, Minimum- und Wendepunkte.

(Min. z = 0.)
80. Ebenso die Kurve y = %
€
(Max.z=1; Wdp.z=2.)
31. Ebenso y =z -¢%
(Min. 2 = —1; Wdp. 2 = — 2.)

1,

32. Ebenso y=1¢ ¢
(Max. 2 =0; Wdp.z= +1.)
33. Bin Korper von der Temperatur 7' Grad Celsius wird in eine

Umgebung gebracht, die die Temperatur O Grad Celsius besitzt. Durch
Wiirmeabgabe an die Umgebung erkaltet der Korper und hat nach z Se-
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kunden nur noch die Temperatur T Grad Celsius. Fiir den Vorgang der
Erkaltung hat man folgende Formel aufgestellt:

T=1T.e-*" (a eine Konstante).

Es wird also die Temperatur 7' als eine fallende Exponentialfunktion
von der Zeit © betrachtet. Es sei z. B. fiir einen gewissen Korper von
der Temperatur 7' = 50° und « = 0,02:

T = 50 . ¢— 007
Zeichne die Temperaturkurve und deute dieselbe; was bedeutet der

Differentialquotient ‘—flg?
‘fz—’f = — 0,02 - 50¢—%%7 bedeutet die Temperaturzunahme in der Zeit-
einheit bei einer sehr geringen Beobachtungszeit; man kann sagen: die

Geschwindigkeit der Erwirmung; sie ist negativ (warum?).

Die letzte Formel 188t sich auch schreiben: %%' =—0,02 -7, d.h die

Erkaltungsgeschwindigkeit ist der jeweiligen Temperatur proportional.

34. Ein Punkt bewegt sich auf einer geraden Linie nach der Weg-
Zeit-Gleichung: s = s, - €#’; hierin bedeutet ¢ die Zeit in Sekunden, s der
Abstand des Punktes vom Nullpunkt der Geraden und a eine Konstante.
Was bedeutet dann die Konstante s,?

Wie groB sind Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes nach

t Sekunden?
(8o = Abstand des Punktes zur Zeit ¢ = 0;

3
j—st= 3,* @ - €%, oder —g—t—s,= 5o+ a¥e’,
d a:
a—i =a-8, ﬁ:= a® - s, Deutung?)

V1. Die trigonometrischen und zyklometrischen
Funktionen.

§ 29, Die Funktionen des Einheitskreises,

1. Zu den bisher behandelten Funktionen z" und a” die arithmetisch
erklirt sind, kommt nun noch eine dritte Art von Funktionen hinzu, die
aus der Geometrie stammen und zunéchst reir geometrisch erklirt werden.
Der Kreis, obgleich ein so einfaches geometrisches Gebilde, bietet den-
noch sehr viele wichtige Aufgaben, die mit den Hilfsmitteln der elemen-
taren Rechnung nicht l6sbar sind, und um diese praktisch und mit einem
gentigenden Grade der Genauigkeit durchfithren zn kdnnen, hat man ge-
wisse Funktionen ersonnen und ihre Werte in Tabellen zusammengestellt.
Der Betrachtung dieser Funktionen dienen die folgenden Abschnitte. Es
ist dabei am einfachsten, einen Kreis mit dem Radius 1 (m oder dm oder
cm, was natiirlich gleichgiiltig ist) zugrunde zu legen; man nennt ihn
den Einheitskreis.
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II. Einen solchen Kreis (Abb. 60) denken wir uns durch Drehung der
Strecke 1 um ibren einen Endpunkt O entstanden. Die Drehung kann
entweder in der Richtung des Uhrzeigers
oder entgegengesetzt geschehen. Wirnennen
die Uhrzeigerbewegung auch dienegative,
die entgegengesetzte die positive Dreh-
richtung. Sei die Anfangslage unserer
drehbaren Strecke (wir wollen sie kurz den
nZeiger* nennen) 0 4, so kinnen wir eine
zweite Stellung des Zeigers, OB, durch
einen der beiden Winkel AOB (« oder o)

festlogen. Den Winkel zihlen wir in be-
kannter Weise von O bis 360 Grad, und
zwar positiv oder negativ, je nach der oben
erklirten Drehrichtung.') Derselbe Zei-
ger, der z. B. durch « = 160° festgelegt
ist, konnte ebensogut durch o' = — 200°
bestimmt werden. Natiirlich kann man
auch Winkel iiber 360° einfiihren durch
mehrmaliges Durchlaufen des Kreises. Der eben als Beispiel gewihlte
Winkel kann also auch durch die Winkel 160° -+ 360° = 520° oder
durch 160°+ 5. 860° = 1960° wiedergegeben werden.

Wihrend sich nun der Zeiger im positiven Sinn von 0° bis 8360 ° dreht,
wichst der zugehdrige Kreisbogen AB von dem Anfangswert Null bis zu
einem Wert an, den man als Kreisumfang bezeichnet. Winkel und
Kreisbogen wachsen proportional miteinander; ja, es 148t sich iiberhaupt
der Winkel nur durch den Kreisbogen verstehen und benutzen. Die Be-
rechnung der Linge der Kreishtgen und des Kreisumfangs 1aBt sich aber
picht elementar, sondern nur mit Hilfe von schwierigen Grenziibergingen
(vgl. § 20 III) durchfiihren. Diese Berechnungen, die man in den Lehr-
btichern der Geometrie finden kann, haben das Ergebnis geliefert: Der
Umfang des Einheitskreises ist 6,2831 ... Liingeneinheiten.

Man hat die Hilfte dieser Zahl mit m bezeichnet; also m= 3,1415...%)

Der Umfang des Einheitskreises ist dann also 27, und der Umfang eines
Kreises vom Radius r ist 27 - # oder fiir den Durchmesser d gleich = d.

I1I. Mit Hilfe dieser Zahl = gelingt es nun in einfacher Weise, zu jedem
Winkel von «® den zugehérigen Bogen a des Einheitskreises anzugeben.
Mar braucht nur die Proportion zu beachten:

a:2m=a":360°

Umgekehrt kann man damit zu einem gegebenen Bogen a den zuge-
gohorigen Winkel berechnen,

Ist a der zu «° gehorige Bogen des Einheitskreises, so schreibt man
kurz: a ist das BogenmaB des Winkels von «® oder

° (arc = arcus = Bogen).

Abb. 60.

a == arc «

1) Die einzelnen Quadranten (Viertelkreise) sind durch die r§mischen Zif-
fern I—IV unterschieden, entgegengesetzt zur Drehrichtung der Uhrzeiger.

2) Die Bezeichnung = fiir das Verhiiltnis des Umfangs zum Durchmesser
des Kreises fiihrte Jones 1706 ein.

Grinbaum-Jakobi, Funktionenlehre. 7. Aufl. 8
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Aus obiger Proportion findet man sofort:

arc 0°=0

arc  30°=7 = 0,5236
arc 45°=7 = 0,7854
are 90°=2 = 1,5708
arc 180°= = = 38,1416
arc 2709=2%— 47124

arc 360°= 2n= 6,2832.

IV. Lassen wir nun (Abb. 60) wieder den Zeiger OB sich in positiver
Richtung von der Anfangslage O.A aus herumdrehen, dann kann man be-
kanntlich bei jeder Zeigerstellung gewisse Strecken festlegen, die man
als ,Funktionen des Einheitskreises™ oder ,trigonometrische
Funktionen® bezeichnet. Erstens haben wir die Koordinaten des
Kreispunktes B, also die Strecken OC und CB. Man nennt

die Abszisse OC den Cosinus des Winkels o
die Ordinate CB den Sinus des Winkels «;
da der Bogen @ zum Winkel « proportional ist, so sagt man auch
0C = cos q, (Cosinus des Bogens a)
CB =sina, (Sinus des Bogens a).

Ferner errichtet man in den Achsenpunkten 4 und A’ die Tangenten an
den Einheitskreis. Aufdiesen Tangenten werden durch die Verlingerung des
Zeigers O B die Strecken .4 7 und A' 7" abgeschnitten; man nennt nun 4 7'
den Tangens, A'T" den Cotangens des Winkels  oder auch des Bogens a;
also AT =tga =tga

A'T'= ctg == ctg a.

Endlich findet man in den technischen Kalendern auch noch Tafeln
der Sehne AB und der Bogenhohe %, sowie der Bogenliinge a und des
von Sehne und Bogen begrenzten Abschnitts.

Die wichtigsten dieser Funktionen sind: sin @, cosa, tga.l)

In der Trigonometrie werden diese Funktionen als Verhiltnisse von
Seiten des rechtwinkligen Dreiecks erliutert. DaB dies mit der jetzigen
allgemeinen Erklirung #ibereinstimmt, ist leicht zu zeigen,

CB_CB
6? — T — C.Bo

Ebenso kann man einige Beziehungen zwischen den Funktionen des

Einheitskreises sofort aus der Zeichnung ablesen:

52 8, — 1.
1. sina + cos’a = 1;

2. tga=sma

z. B.sin ¢ =

3. tga-.ctga=1;

4. Sehne AB=2-. sin%-’»

1) Diese Bezeichnung fiihrte Euler 1753 ein.
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5. Bogenhthe 2 = 1 ~ cos %3
6. Augschnitt = g— = % arc ¢ Flicheneinheiten;
7. Abschnitt = -} (arc @ — sin «) Flicheneinheiten.
§ 30. Die Funktionen Sinus und Cosinus. Amplitude,

Phase, Periode.

I. LiBt man den Zeiger OB von 0° bis 360° laufen, so kann man
sich das Wachsen und Abnehmen der Funktion Sinus sehr anschaulich

vorfithren. Da ferner der Sinus als eine

Winkel o | Bogen® | y=sin@ | Ordinate(y)in dem Achsensystem A0 A'

00 0 0 erklirt wurde, so ergeben sich auch so-

x fort die Vorzeichen fiir die verschiede-

45° T 0,707 | nen Werte. Man erhiilt so nebenstehen-

- de Tabelle.!)

90° - 1 Beschreibe den Verlauf der Funktion

3 y =sin £ Welche Werte nimmt sin

135° T 0,707 | an, wenn man den Zeiger im negativen

1800 ” 0 Sinn dreht? In welchen ,,Quadranten*
57 ist der sin positiv bzw. negativ?

225 ° T — 0,707 Il. Um den Verlauf der Funktion

3z y = sin z bildlich darzustellen, mtiBter

270° 5 -1 wir auf der X-Achse die Winkel & oder

T die Kreisbdgen z auftragen; da dies nicht

315° vy — 0,707 | mpglich ist, so teilen wir die z-Achse

3600 on 0 anniherungsweise in Vielfache und

Bruchteile der Zahl w= 38,1416 und er-

richten in den Teilpunkten die zugehdrigen Sinusstrecken als Ordinaten.
Wie dies am einfachsten geschieht, zeigt Abb, 61.

2z, Abb. 61.
dwr Fo/ I B b
74 (74
(71
g3
Stm
7 %3 F¥4 [y 3 F4 T (7] 3 X
l 1

1) Nachfolgend werden hiufig die MaBe fiir die WinkelgrBe in Graden
und BogenmaB einander gleich gesetzt, zur Forderung der Anschaulichkeit,
obgleich dies vielleicht streng wissenschaftlich bedenklich erscheint.

8#
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Man erkennt sofort, daB die Funktion fiir ; ibr Maximum = 1, fiir
3—;— ihr Minimum = — 1 erreicht, und daB sie fiir O, w, 27 den Wert 0
annimmt. Da wir den Einheitskreis beliebig oft positiv und negativ
durchlaufen kdnnen, so muB die Kurve nach rechts und links sinngemif

fortgesetzt werden. Die ,,Sinuslinie®

Winkel & | Bogenx | y=co8& | hegteht daher aus unendlich vielen kon-

00 0 1 gruenten Bogen, die sich im Abstand 2n

. periodisch wiederholen. Man nennt da-

45° e 0,707 | her Sinus eine ,periodische Funk-
" tion® mit der Periode 2.

90° -5 0 In gleicher Weise 148t sich die Funk-

3 tion Cosinus behandeln. Die neben-

1359 4 | — %707 | stehende Tabelle zeigt ungefiihr den

180° - —1 Verlauf.

s Beschreibe den Verlauf! In welchen

2250 e — 0,707 Quadranten ist cos + bzw. —? Um die

Funktion cos # zu zeichnen, brauchen

270° 3= 0 wir nur in der vorigen Abbildung an

2 Stelle der Sinusstrecken die zugehdrigen

315° (i 0,707 Cosinusstrecken aufzutragen. (Abb.61)

3600 247‘ 1 Wirsehen, daBdie Cosinuslinieeine um

k4 . N . e .
3 nach links verschobene Sinuslinie ist.

III. Die Funktionen Sinus und Cosinus sind also periodische Funk-
tionen, 4. h. ihr Verlauf wiederholt sich periodisch. Aus diesem Grunde
werden sie zur Beschreibung solcher Vorgiinge benutzt, die sich in immer
gleichen Zeiten in gleicher Weise wiederholen; man nebhme als Beispiele
die Erscheinungen des Wechselstroms oder die Bewegung eines Kurbel-
getriebes. Es treten bei derartigen Vorgiingen einige eigentlimliche Be-
griffe auf, die wir an Hand der Sinuskurve erliutern wollen.

Die Sinuslinie ¥ = sin z nimmt als #uBerste Werte + 1 und — 1 an;
man sagt dann, sie hat die ,,Amplitude®, die groBte Abweichung aus
der Mittellage, gleich 1. Es ist nun aber sehr leicht eine Sinuswelle
herzustellen, die als duBerste Werte
+ @ und — @ besitzt; eine solche

A Sinuswelle hat die Gleichung:
32 y=a-sin z,
)

¥ Es sind hier einfach alle Ordinaten
AN

mit a multipliziert.
7 7i IV. Wir betrachten im Einheits-
kreis (Abb. 62) zwei Zeiger O B,
und O B,, die starr miteinander
verbunden sind, derart, da, wenn
der eine sich dreht, auch der andere
sich mitdreht und beide stets den
gleichen Winkel ¢ miteinander
Abb, 62. bilden. Bildet also OB; mit der
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Anfangslage O.A den Winkel oder Bogen #, dann bildet OBy mit der-
selben den Winkel oder Bogen z — . Man nennt ¢ die Phasenver-
schiebung oder den Phasenverschiebungswinkel. Die beiden Funktionen

yy=sinz und y;=sin(z— @)

nehmen, sobald z sich #indert, die gleichen Werte an; y, jedoch eilt stets

um den Winkel ¢ voraus. Ist z. B. g = 30°=2, so ergibt sich folgende

Zusammenstellung: s

. . T
x Yy, =sinzx Ys =sm( —E)
0° 0 —05
15° 0,259 — 0,259
30° 0,5 0
45° 0,707 0,259
60° 0,866 0,5
750 0,966 0,707
90° 1 0,866
105° 0,966 0,966
120° 0,866 1
135° 0,707 0,966

y, hat z B. fir 45° bereits den Wert, den y; erst fiir 75° erreicht, usw.
(Abb. 63)

V. Die Funktion y = sin z hat die Periode 2=; d.h. vermehrt sich

Abb. 63,

2z um 2x (360°) oder um ein ganzzahliges Vielfaches von 2, dann
indert sich der Wert von y gar nicht;

also sin (z + n-2x%) = sin 2.

Man kann auch sagen: VergroBert sich z, bis es den Wert z + 2=
erreicht hat, dann nimmt y alle seine Werte nacheinander an und wird
schlieBlich wieder bei seinem urspriinglichen Wert anlangen.

Es entsteht jedoch oft die Notwendigkeit, eine Sinuswelle zu besitzen,
die nicht die Periode 27, sondern eine andere Periode, etwa p, hat. Es
ist leicht zu sehen, daf die Funktion

y=sin(—2pi‘-x)

diese Bedingung erfiillt. p spielt hier dieselbe Rolle wie 2 ber der ge-
wohnlichen Sinuswelle. Hier ist fiir
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z=0 y=s5n0 = 0
=2 =sin% =
r=7 y=sing 1
x=% y=sinmw = 0
_% —in T —
z= y=-sin4 =
T=p y=sin 2x= 0.

Wenn sich also hier 2 von O bis p vergréBert, durchliuft die Funk-
tion gerade eine Welle.

VI. Nun ist es sehr leicht, die Gleichung einer Sinuswelle anzugeben,
die eine vorgegebene Amplitude @ und Periode p hat, sie lautet:

. [%m
Y= a-sm(p w)
Eine Funktion, die gegen die eben genannte noch die Phasenverschie-
bung ¢ hat, besitzt die Gleichung:
y=a- sin(gi'- [ac—tp]).
14

§ 31. Aufgaben und Anwendungen.
I. a) Zeichne die Kurven y = 2 sin z und y = 0,8 - sin .

b) Ebenso y = 2 sin # und y = 2 sin (m ——%)
¢) Beschreibe die Kurve y = £ sin (z + %) .

d) Zeichne die beiden Kurven y = sin (2%’ x) und y = sin (272); wel-

ches sind die Perioden dieser Funktionen?
e) Zeichne und erklire die Kurve y = sin (2%)

2
(s )
f) Wie heift die Simusfunktion, die die Amplitude 8 und die Periode
% besitzt? (y = 3 sin (42).)

x n

g) Erklire und zeichne die Funktion y = 4 sin (3 )
(“=4' p = 4=, w“g')

h) Ebenso y = 2 sin (22 — x).
(a=2, p = m, q)=—2’f-)

i) Was haben die beiden Funktionen y = @ - sin (mz + #) und
y=1"b-sin(mz + »n') gemeinsam ?

(Die Periode p = -2"—:‘)

k) Es ist y = cos & == sin (a; + %) + Deute dies an der Kurve.
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I1. &) Zeichne die aus 2 Sinusfunktionen zusammengesetzte Funktion
y = sin z + sin 22. (Abb. 64.)
(Man zeichnet zuerst die beiden Funktionen y = sin # und y = sin 22

'“la
%4 2.

und bildet dann die geometrische Summe je zweier zusammengehériger
Ordinaten. Die entstehende Kurve ist zwar wieder periodisch mit der
Periode 27, jedoch keine Sinuslinie.)

b) Zeichne die Kurve y = sin © + sin (s— %)+ (Abb. 65.)

(Man erh#lt hier wieder eine Sinuslinie. Bestimme aus der Abbildung
Amplitude und Periode derselben.)

¢) Zeichne y = sin # + cos z und bestimme Amplitude und Periode.

(a=V2, p=2m)
ITI. Bildet man aus den beiden Funktionen
Y= a, sin (“m + ﬁl)a
%= ay sin («z + f),
die gleiche Perioden besitzen, durch Addition die Funktion
y=a,sin (ez + B,) + 4y sin (ez + fy),
go erhilt man wieder eine Sinuslinie.
Beweis: Man bekommt
Y = a, sin (a2) cos B, + a, cos (ez) sin B,
+ ag sin (¢x) cos f + o cos («2) sin f,
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oder
y = sin (az)- [a, cos B, + az cos f;] + cos («z) [a, sin B, + a, sin f,].

Wir fihren nun fiir die in den Klammern stehenden Summen die
GroBen ein:
1 ay cos §; + agcos B, = A- cos ¢,

) a, sin §, + a, sin f,= A-sin ¢,
wodurch wir erhalten:
y=sin («z)- 4. cos ¢ + cos (ez)- 4- sin @,

somit y=A.sin (ez + 9),
d. h. y ist in der Tat eine Sinusfunktion mit gleicher Periode (wegen des
«x), aber anderer Amplitude (4) und anderer Phase (p). Die letateren
beiden GréBen ergeben sich aus den Gleichungen 1.

Durch Quadrieren und Addieren derselben ergibt sich:

ai + a3 + 24,0, cos (B, — fy) = A,

also A=+Va®+ ad + 2a,a, cos (B, — B5)*

Ferner ergibt sich durch Division der beiden Gleichungen 1:
__ @, sin B, +a,sin g,
" a, cos f, +a,cos f, ’
somit sind 4 und ¢ durch die gegebenen Grofen a@,, ay, f, und f; be-

stimmt.
Man spricht das Ergebnis gewdhnlich wie folgt aus:

Bei der Ubereinanderlagerung zweier (oder mehrerer) Sinuswellen
von gleicher Periode entsteht wieder eine Sinuswelle derselben
Periode.

tgo

Beispiel: Fiir die oben gezeichnete Kurve ergibt sich:
y==sin z + sin (w—-%‘)-
%

Hier ist =1, =1, g, =0, Bp=—5

A=V2 + 2c0s T = 1,932,

. ®
—Sm"g x
tg @ = “=—tg-1§’
14 cos—
6
— e ”'
? 12

Somit stellt sich y dar als y =1,932.5in (x —%)

IV. Bedeutend einfacher erledigt sich die Aufgabe durch ein zeichne-
risches Verfahren.

Sind  y=asin(ax+ f) uwnd y= aysin («z + B,)
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die beiden Sinusfunktionen, und zeichnet man nun aus den beiden Ampli-
tuden a; und a, (als zwei Seiten) und aus 8, — B, (als dem eingeschlossenen
Winkel) ein Parallelogramm (Abb. 66),
so wird nach dem Cosinussatz die
Diagonale

4 =]/a§ + a3 + 24, a; cos (B, —- fy),
also gerade gleich der Amplitude.

D.h.: Aus den beiden Amplituden
zweierSinuslinien mit gleicher Periode
findet man die Amplitnde der durch
Addition entstehenden neuen Sinus-
linie ebenso, wie man zu zwei Kriften
die Resultante findet. Abb. 86.

Ferner kann man aus der Zeichnung sofort ablesen (Proj = Abkiirzung
fiir Projektion):

Proj. von O B = Proj. von OB, + Proj. von B, B.

Projiziert man also alles auf Oz, so folgt die frither mit 1. bezeichnete
Formel:

A -cosp==a,-cosf; + a,-cosfPy;

d. b. der in der Abbildung mit ¢ bezeichnete Winkel ist zugleich der
Phasenverschiebungswinkel der neuen Sinuslinie,

Beispiele: a) y =sinz + sin (a: —%‘)
Aus der Zeichnung ergibt sich sofort ¢ = —%~
b) y=sinz + cosz oder y=sinx+sin(x+%’)-

. . . T
Die Abbildung ergibt sofort A =7V2, ¢ = T
¢) Beweise rechnerisch und zeichnerisch die fiir die Lehre des Drei-

phasenstromes wichtige Formel:
sin z 4 sin (z 4+ 120°) 4 sin (z 4 240°) = 0.

V. a) Zeichne die Kurve y = sin®z
Beweise, daB auch diese Funktion eine Sinuslinie (aber mit der Periode

und in anderer Lage gegen das Achsensystem) darstellt.
(Man kann schreiben: y =4 [1 — cos 2z].)

b) Zeichne ebenso y = cos®z und suche die Formel
sin®z + cos?z = 1 zu deuten.
¢) Zeichne y = sinz - cos z und vergleiche sie mit der gewdhnlichen
Sinuslinie (Ampl. = 1, Periode = ).
VI. Ein gerader Kreiszylinder vom Radius r wird durch eine Ebene,
die zum Querschnitt unter ¢ Grad geneigt ist, geschnitten. Die Schnitt-

fliche ist bekanntlich eine Ellipse. Was fiir eine Kurve wird aus dieser
Ellipse, wenn der Zylindermantel zu einer Ebene aufgerollt wird?
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Nach Abb. 67 ist y=s- -tgp, s=r-sinz, z=§,

. .z

also y=r-tg<p-smz=r-tg¢p-sm7
oder =a-sin>,
r

d. h. die Kurve ist eine Sinuslinie mit der Amplitude a = r - tgp und
der Periode 27r. (Geometrische Deutung?)

VII. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten b und a wird um
einen Zylinder vom Radius r aufgewickelt, so daB die Kathete a sich um
den Grundkreis legt; es entsteht dann bekanntlich eine Schraubenlinie.
Steht hierbei der Zylinder senkrecht zur ersten Projektionsebene, so ist
die zweite Projektion der Schraubenlinie eine Sinuslinie.

Boweis: Ist (Abb. 68) O'P' der Grund-

!
ri, 0" P" der AufriB der Schraubenlinie, T
dann ist o b ax |
—=—) also m == i
m a b l
ferner m=r.¢@, wenn ¢ in Bogenmal |
ausgedriickt ist; daher ,’l
a o . pragin
r=5"% endlich ist y=1r-sing, S '
also =7 - sin (1 . x) '/ |
y= br
Pﬂ

|
]
!
|




§ 31. Aufgaben und Anwendungen 128

VIII. Zeichne die Kurve % ==e¢—2.sinz.
(Wellenlinie mit fortwihrend abnehmender Amplitude.)

IX. Die am hiufigsten vorkommende trigonometrische Gleichung
a-cosp + b-sing =c,

worin ¢ ein unbekannter Winkel, a, b und ¢ beliebige feste Zahlen sind,
148t eine sehr einfache graphische Losung zu:

Wir setzen cosp=1x, sing=y,
dann erhalten wir an Stelle unserer Gleichungen die beidon Gleichungen
a-z+b-y=e,

@+ =1,
die wir zeichnerisch durch Schnitt eines Kreises (vom Radius 1) mit einer
geraden Linie losen (vgl. S.22, Abb. 15).

Seien (Abb. 69) P, (z,y,) und P, (z,7,) die Schnittpunkte, dann sind,
wie man ohne weiteres aus der Zeichnung N
ersieht,

20P,=¢, und z0F,= g,
die gesuchten Losungen fiir den Winkel ¢.

(Wie viele Losungen kann die Gleichung
haben ?)

X. GleichungenderForm sinz—1lz=0
und #hnliche kann man zeichnerisch durch
Schnitt einer Sinuslinie mit einer Geraden
1dsen; also in diesem Fall durch bildliche
Darstellung von

y=sinz und = Lz,
s yerans . Abb. 69.
Die bildliche Darstellung zeigt sofort,
daB es auBler z = 0 noch 2 Losungen gibt, eine zwischen ; und 7, die

. T
andere zwischen — 3 und — sz,

Zur genzueren Berechnung wird man das Niherungsverfahren an-
wenden, Ist « der zum Bogen z gehdrige Winkel, so schreibt man:

sin « —farc « =0,
Nun wird f( 90%) = 40,215
£(120% = —0,181
£(108°% = + 0,008
£(109) = —0,005
o= 108°36'
Probe: £(108°36') = +- 0,00008.
z = arc 108%36' = 1,89543.
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§ 32. Der Differentialquotient der Funktionen Sinus
und Cosinus.
I. Die Abb. 70 stellt uns die Funktion y == sin  bildlich dar. Auf der
Kurve nehmen wir 2 Punkte P (Koordinaten z und y) und P, (Koordi-

naten z, und y,) an. Dann ist der
4 7 Differenzenquotient
51t A
09 PN 4y _4—Y.
ol Tym= === 4z z,—x
§ ! Weil y == sin z, ergibt sich
97 T; — sin 2. und dy__sinz, —sine,
06 =l % 1 dx x—x
05k ——-z =L o= ; - Da bekannthch sin z, — sin z
&~
04 | } = 2 cos ‘+ DT % & x: folgt
5 !
45 ;R' : 4 2(:05%_*-9c sinm';w
0z ! 4y __
, | ; i - » oder
n ' ! -
] 1 4 sin - 3
0 20° 20° 36° 40° 50° 60° 70° 60° 90° Y _ cos ’f1_+x %
Abb. 70, dw R
2

Beim Ubergang vom Differenzen- zum Differentialquotienten wird, da
fiir sehr kleine Winkel die GréBe in BogenmaB gleich dem Sinus gesetzt
werden kann, der Quotient

. X, —T
sin

=1.

@, —x
2
AuBerdem wird dann z,= z (weil die Punkte P und P, zusammenfallen).
Wir erhalten somit
dy__ x+2z
dx 2

oder d(sinz) = cos z.
dx

II. Ganz entsprechend ergibt
sich der D.Q. von y == cos 2,
wenn man beachtet, daf

€08 T, — €os T ==
n+x . x,—=
g ST
D\A & némlich a (iio: e sin z,
N AY\ p IIL. Anschauliche ~Ablei-
7 XD tung: In BogenmaB gemessen
] (Abb. 71), ist T AOB =z,
und L AOC=1zx+ A4 z.
vl \so Somit ist y == sin 2 und y, =
sin (z + dz). Der D.Q. der
Funktion y = sin z ist wieder
dy.
0 Abb. 1L A dz

’

c — 2 .5in
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Im Dreieck BCD ist aber %= cos 2, Wird nun Bogen 4 # immer klei-

ner, so wird er mit Sehne BC an Grdfe immer mehr iibereinstimmen.
Im Grenzfalle wird also 4y in dy iibergehen, BC in dz, also wird

dy _
E:—c == COS Z.

Mache die entsprechende Ableitung fiir ¥ = cos z.

IV. a) Driicke die Beziehungen von y = sin , sowie ¥ = cos & zu ihren
Differentialquotienten durch Regeln aus.

b) Erklire die Vorzeichen in den Formeln

. dy
y=singz, Z==cosz,

d 3
== co§ %, d—Z=— sin z

durch das Steigen und Fallen der Kurve.

¢) Wie heiBt der IL. D.Q. von sin z (von cos 2)? Was geht daraus fir
die Konvexitst oder Konkavitit dieser beiden Kurven hervor?

d) Bestimme die Maximum- und Minimumpunkte der Sinus- und Co-
sinuslinie.

e) Wo liegen die Wendepunkte dieser Kurven?

V. Differenziere folgende Funktionen:
dy

1. y=sin(22) 5= 2 cos(22)

2. y=rcos (22) 4 — _2.5in(22)

3. y=2-.sin (g) Z—z= cos (%)

4. y=m-cos (nz) %=—mn-sin(nx)

5, y=a-sin(217”.x) %=a-%’f-cos(2f-x)

6. y=a-sin(217”-[a:—q>]) Z—ch=a-—2—;-cos(2p—:—‘-[w-—q:])
7. y=sin’z %:23inw-cosx=sin(2x)
8. y=rcos’z %= — sin (2 2)

9. y=sin’z + cos®a %= 0
10. y=sin®z g%: 3sin®2 - cos z
11, y=cos*z g—g=-—4cos?’x-sinz

12. y= sir: x %:_—_ :ii(:'swx

13. y=co: x %szgg’i
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1
14. Y= 'z

1
15. Y= cosz

16. y=1In (sinz)
17. y=1n (cos )
18, y==2z-.sinz
19. y=1xz-cosz
20, y=-—-
21. y=eé€ -sinz

22, y=e~%-.sinzx

23. y=-e **-sin (Bx)

24, y=sinz.cosz

25, y=(1+2sinz)-cosz
26. y=sinz-sin (1—=z)

27. y=sinz — - cosx

28. y=2cos®’z — cos (22)
1—cosx
29. Y= 1Tcosw

dy__ —2cosz
dz  sin’z
dy __2sinz
dx~ cosdz
dy __

T ctgx
dy -
a*x—' tgz
ay

= —gz-.8in 2+ cosz

Z.co8sx—sinx
xﬁ

= ¢* (cos & + sin x)

= ¢~% (cos & — sin )

= ¢=%*.[B cos (B ) — asin (fz)]

__ 2gin z
dz~ (14 cosx)?

VI. a) Ein auf wagerechter Ebene liegender Korper vom Gewicht G
und dem Reibungskoeffizienten p soll durch eine Kraft fortgezogen werden,
die unter @° zur Ebene geneigt ist. Wie grof ist diese Kraft P und fiir
welchen Winkel ¢ wird sie ein Minimum?

Die gesuchte Kraft P muB so groB sein, daB ihre wagerechte Kompo-
nente P - cos ¢ die Reibung iiberwindet. Die Reibung ist

R=u (G —P-sin ¢).

Somit wird  P-cos ¢ = p(G — P -sin ¢),
also P= ———”'—Ci—
CO8 @ 8ln @
P 1 P 1
und ;‘G“ = m Setze l‘m = ;’ also
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2= cosqp 4 u*sin g
dx .
%=——s1n¢p+p,-cos<p=0
dz . .
dgi= — s g —psing (also Maximum).

Aus —sing fp-cosp=0 folgtp=2—1;—g oder
tg 9 = u. (Deutung?)

b) Tm rechtwinkligen Koordinatensystem sei ein Punkt P (a, b)
gegeben. Man soll durch P eine gerade Linie so legen, dafl das
durch die Achsen ausgeschnittene Stiick AB moglichst klein wird.
Wie groB ist der spitze Winkel ¢ zwischen der Linie und der X-Achse

zu nehmen? b
AB= AP+ PB= +

a
cos @

sin @
3 —
AB wird ein Minimum fiir tg ¢ = V%

¢) Der Eisenkern einer Spule habe kreuzformigen Querschnitt. (Abb. 72.)
Welche Abmessungen muB man nehmen (wie groB wird insbesondere der
Winkel @), wenn der Kern die Spule még-
lichst ausfiillen soll??)

Der Flicheninbalt F' des Eisenkerns wird,

wenn der Radius der Spule = 1 gesetat wird. —
F=4.cos?’p —4 -(cos p — sin ¢)? e
. . P ]
und zwar ein Maximum fiir
@ = 31°43/,

VIL. Fiir einen sinusformigen Wechsel-
strom gilt das Gesetz

t=J -sin (2?” . t)- Abb. 78,

Hierbei ist die Vertinderliche ¢ die Zeit, die Vertinderliche ¢ die Strom-
stirke, 7T ist die zu einer Periode notige Zeit, also eine Konstante, J ist
die maximale Stromstirke. Die durch Selbstinduktion hervorgerufene
Spannung ist di

L4, (L = Selbstinduktionskoeffizient).
Es wird
di 2n 2% 2z . 2= n
L‘d—t=L°J'T'COS(-T"°t)=L'J' T‘SIH(T-t—i-?)'

Welche Phasenverschiebung hat diese Spannung gegen die Strom-
stiirke i? T
4
(+)
VIIL Ein Punkt P bewegt sich gleichformig auf einem Kreise vom

Halbmesser » und braucht zu einem Umlauf die Zeit 7' (Zentralbewegung)

1) Gewdhnlich ist » = 25 cm fiir praktische Zwecke zu setzen.
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Man lege durch den Mitielpunkt des Kreises zwei senkrechte Achsen X und

Y und bestimme Geschwindigkeit und Beschleunigung der Projektionen
des Punktes P auf die Achsen.

Die Winkelgeschwindigkeit von
P ist 3‘,;, kommt der Punkt in

P der Zeit ¢ von A bis P (Abb 73),
dann ist das zum Winkel AOP

gehdrige Bogenmafl = 2{; . 1.

|4 X Fir die Projektionsabstinde
und y ergibt sich:

rT=r kil t
= cos(T -),

— 2n A
Yy=r Sln(7°)7

fiir die Geschwindigkeiten:

dx 2z . (2= 27
vx=ﬂ=—r.7.SIH(T.t)_——y.T’

ay 27 2x 27,
Yy =gr < "T"’“(T't): T

fiir die Beschleunigungen:

d*x 4n? 27 4n?
bz——d—tz=—"F‘m(Tt):’""'F’

d*y 4n* . (2= - 4
by=Ga=—r e -sin (1) ==y

Die wirkliche Geschwindigkeit und die Zentripetalbeschlennigung
des Punktes P ergeben sich hieraus als:

——g 2w 2x
W=Vv§+v§=—f Va4 yi=r. 7
4nt

N 471 —
b=1/b?,+b§=—Ti, VR4 i=r. e

Die Bewegung der Projektionen des Punktes P wird als ,,harmonische
Bewegung* bezeichnet.

§ 33. Die Funktionen Tangens und Cotangens.

I. Tm § 29 II[ haben wir die Funktionen Tangens und Cotangens er-
klirt als die Strecken A7 und A'T' des Einheitskreises (siche Abb. 60).
Der Verlauf dieser Funktionen ergibt sich aus den folgenden kurzen
Tabellen.
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y="tgz y=ctgx
r | y z y
00 0d. 0 0 0%0d. 0 oo
300 iﬁi 0,577 300, 2| 1,782
kg £
45° vy 1 45° T 1
60° , 2| 1,782 60° , Z| 0577
ki E
900 9 *2" i—oo 900 I -‘2— 0
1200, 27| _ 1739 1200 ,, 2%| — 0,577
3x 3x
135° , | —1 135° , 7| —1
1500 ,, %;—‘ — 0,577 150° ,, %" —1,732
180° || = 0 180° ,, | + o

Fiir Werte von z, die grofer sind als =, werden sich die Werte von y
einfach wiederholen. Die Schaubilder beider Funktionen (Abb. 74) bestehen
daher aus unendlich vielen kongruenten Zweigen, die sich im Abstand =

|
|
|
I
{
s |
L
s 8 ;
133 Iy i
|
zv
2 ] ‘
|
z g { \
|
s |
i (
i
l |
|
|
|
i
|
|
!
Abb. T4

Griinbaum-Jakobi, Funktionenlchre. 7, Aufl. 9
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. . 3 5 . .
wiederholen. TFiir die Abszissen i‘i;“’ +—2§, + -2—” «+++ . gsind die zu-

gehorigen Ordinaten die Asymptoten der Tangenskurve. Die entsprechen-
den Asymptoten der Cotangenskurve sind die Ordinaten, die zu den Ab-
szissen O, + 7w, += 27w + -+« gehbren.

II. D.Q. von Tangens und Cotangens.

Die Funktionen y = tg  und y = ctg « kénnen auf die Funktionen sin
und cos zuriickgefithrt werden. Es ist

— __sing
Y=8r =5z
Also g_g_/= COB X+ COS T — s:n x + (—sin x)’
P cos?yx
fig___cos’x-f- gin*x 1
der— coslm  cos*m
Ebenso findet man fiir
— oto g = "%
Yy ==z’
dy sing.(—sinx)—cosx - cosx
dz sin®zx !
_d_q__sin’x-}-cos’x__ 1
dx sin’zx T Enlz
Dies ergibt die Regel:
dtge) 1 d(ctgx) 1
dz  cos’z’ dx = sin'z

Man kann diesen Formeln noch eine andere Gestalt geben. Es ist

1 sin'z4cos’zx 9
cos’x  cos’x 1+ tg°z,
1 sin*ztcos’y 9.
gin®z sin®z =1+ctg'a;
also auch fir y = tg z, %.5: 14 tglz,

d
n Y=ctgz, E%= — (1 + ctg®=).

Diese letzteren Formeln werden wir jedoch nur selten benutzen.
III. Man differenziere folgende Funktionen:

dy 2
1. y=1tg(22) dx cos’(2z)
dy -1
2. y=cig(3) da™ , (@)
2 d in?(Z
2sm’(—2—)
d 1
3, y=tgz—ciga f;:sinzx.cos?x
d 2
4. y=1In(tg ) “}y;= sin (2 z)
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b. y=ln(ctg z)

6. y=tg'z
_ 14 tga
7. y=lIn (1_ tga:)

131
dy__ =2
dx~ sin (2x)
dy_ 2tgx -
dx cos®x
dy 2
dx cos(2zx)

IV. Biner Turbinenanlage flieBt das Wasser durch einen Kanal von
trapezformigem Querschnitt und dem Boschungswinkel & = 60° mit einer
Geschwindigkeit v = 0,9 m/sek zu. Welche Sohlenbreite # muf der
Kanal erhalten, wenn der Anlage Q = 1,8 cbm/sek Wasser zugefiihrt

werden sollen?

Bekanntlich wird die Reibung um so geringer, die zugefiihrte Wasser-

menge also um so
groBer, je kleiner der
benetzte Umfang w ist.
Nach Abb. 75 ist
nun ¥ = AB + BC
+ AD und da. BC

= AD =

y wird
ll

=9. Y
BC+ AD=2._",

Nun ist der Kanalquerschnitt

F=

and
oder

CD+AB

2

Abb. 75.

CD= AB+ DE+ CG=AB+4 2DE
CD = z + 2y ctgo.

(Weil AB=z und DE =y - ctge.)

Hieraus folgt

F=2t

F=(c+yciga)-y

x4 2y ctg
ycig vy =

2

2z -+ 2y - ctge
2 Y

and x=§——y-ctga
Da nun U=z sta
folgt =Ty otgat SL=T 4 (1220,
somit G ==t =0
und ad% = ?; (also wird % ein Minimum),
Aus %=_f_2+2:iso:a___0
folgt y= ;_l_%%&-

g»
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Da nach der Aufgabe o == 60°  und

_@_18_
F = p —6:5— 2 qm,
2. s 60° 2.0,86603
£, — — 14 —
folgt y“Vz— c0s 60°— V 2050000 — 1075 m

und beim Einsetzen dieses Wertes in =z =£-—y -ctg « die gesuchte
Sohlenbreite 2 = 1,241 m. y

V. Hat der Kanal rechteckigen Querschnitt, so ist « = 90° und nack
obiger Ableitung wird die Sohlenbreite z = 2 m.

Einfacher gestaltet sich die Losung letzterer Aufgabe durch die Uber-
legung, daB der Gefilleverlust z

%
% gleich dem Quotienten aus Be-
y

netzungsumfang  +- 29 und Was-
serquerschnitt xy ist. (Abb. 76.)

Z Nun folgt aus F ==zy, daB
//A 1;1 olgt au Y,

Abb. 76. y = ist und

x 2
= — L =
2 F 'z

Die Differentiation gibt

%f; =F-1—2z-% =0,
diz 4 . . .
P el (also wird s ein Minimum).
AuS g:‘;‘:"F_l_‘Q,v_?SO
folgt z=)2F undy=1V2F,
somit y=1iu
2
Da nun F=zy==x %xzf';:g,
wird z=2m und y=1m.

§ 34. Die zyklometrischen Funktionen.

I. Es sei ein Bogen AB = # des Einheitskreises (Abb. 77) gegeben.

Ist s die zugehorige Sinusstrecke, also
s == Sinus des Bogens z,

B dann 148t sich die Beziehung zwischen s
und # auch noch auf eine zweito Art

. ausdriicken:
z == Bogen zum Sinus s,
4 wofiir man kiirzer schreibt:

z == arc sin s.
Ist ebenso ¢ die zu # gehorige Cosinus-
strecke, so kann man statt
¢ = ¢os 2
Abb, 7. auch schreiben: 2= arc cos c.
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In ganz entsprechender Weise lassen sich die Bezeichnungen arc tg
und arc ctg erkliren. Anuf diese Weise entstehen die vier ,zyklometri-
schen* Funktionen oder Arcus-Funktionen:

y = are sin x, y = are cos &,
y = are tg a, y = are ctg a,
die die inversen Funktionen der vier trigonometrischen
y = sin , Yy = cos z,
y=tgz, y=-ctgz

sind. D, h.: Spiegelt man beispielsweise die gewdhnliche Sinuslinie
y = sin z an der Geraden y = 2z, dann ergibt sich die Kurve z = sin y
oder y = arc sin x. Diese Kurve ist also einfach eine um die Y-Achse
verlaufende Sinuslinie. Entsprechendes gilt fiir die drei anderen zyklo-
metrischen Funktionen.

IL Berechne: arc sin 3.
Der Winkel oder Bogen, dessen Sinus gleich - ist, ist der Winkel von

30° oder der Bogen —;i bzw. auch der Winkel von 150° oder der Bogen
9—:, es ist aber leicht zu sehen, daB jeder Winkel oder Bogen, der sich

von den beiden genannten um ganzzahlige Vielfache von 360° = 2x
unterscheidet, den gleichen Sinus = 1. besitzt.

Dabher ist . b

are sm?=?-_¥1 n+2x und =—6~in- 2x,

arc sin - hat also unendlich viele Werte. Ebenso haben arc cos 0,6,
arc tg 1, arc ctg O nicht nur einen bestimmten Wert, sondern unendlich
viele Werte. Man nennt daher die zyklometrischen Funktionen , viel-
deutig

Oft nennt man denjenigen Wert von arc sin  usw., der, absolut ge-
nommen, am kleinsten ist, den Hauptwert.

Beispiele:

a) arc sin L. =«3;— +n.2n, Hauptwert = ;,

b) are cos 0,5 = -} +n-2x und =5—3’5—_t n- 2w, Hauptwert = %1
c)arctg 1 =g + n-m, Hauptwert = -}’

d) arc ctgy/2 = % +n-m, Hauptwert = ':;f

IIl. a) Zeichne die den vier zyklometrischen Funktionen entsprechen-
den Kurven.

b) Erklire die Vieldeutigkeil dieser Funktionen an den gezeichneten
Kurven.

¢) Beweise aus der Erklirung, bzw. mit Hilfe des Einheitskreises, fol-
gende beiden Gleichungen:
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are sin -}~ are cos & =

arc tg ¢ -} are etg o =

VI. Die trigonometrischen und zyklometrischen Funktionen

]

(fiir beliebiges ).

2

IV. Un unsere vier zyklometrischen Funktionen zu differenzieren, be-
achten wir, daB wir ja ihre Umkehrungen, die trigonometrischen Funktionen,

bereits differenzieren kénnen. Wir erhalten, da
y = arc sin 2 gleichbedeutend mit = = sin y,

Y = arc cos &

y = arc tg 2

y = arc ctg

zungichst die Gleichungen:

Bilden wir endlich die reziproken Werte, so ergeben sich folgende

Formeln:

V. Anschauliche Ableitung von

dx

dy

dx _
dy—
dr
dy=
dx
dy=

y = arc sin 2,
Y = arc cos ,
y = arc tg ,

y == arc ctg z,

cos Y =

1

— sin y =

cos’y

1

sin?

Y

» » T =C0C05Y,
” » T=1gy,
» » T=ctgy,

]/l—xgv
—V1—cos?y=—)1—a%
1+ tg'y 14 2%,

—(1 + ot ) =— (1 +2Y).

Y1 —sinfy=

——

c
J Ay
12]
.’l!“
141 r
y \

0 Abb. 75 E

dy 1

d'_w -Vl_wz’

dy _ 1

&E_—Vi_mz'

ay _ 1

de— 1t x°

dy _ 1

de~— 1+x®
d(arcsinz) 1

dx V1=t

In Abb. 78 ist im Dreieck
BCD cos y = %*;7 also auch

entsprechend beim Ubergang zum
1

cos ¥

dr __ dy
D.Q. dy— cos ¥ und dn=
Im Dreieck B E O ist aber cosy

=2 i da 0E= Y0 —3*
und OB = r = 1, folgt cosy
=]/1_.—_—9F", also % !

T Yl—a?
oder da y = arcsinz
d(arcsinz) 1
4 dz Vica
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V1. Differenziere:

1. y = arc sin (42) %=V1—-4_1_€Tx—’

2. y= arc cos (5%) %;—Jc = ‘71__{_?;5_;_;

3. y=arctg (72) %.—_ 1__‘:1%,

4. y=arcctg (27) %: 1__%42?

5. y=arc sin (1 — 1) %=172—;im'
d 1

6 y=arcetg (1 —2)

7 v— @ dy_ 1
. Y= arc cos z) 2= a1
1 dy 1
8. y = arc ctg (5) iy
. ; dy 1
9. y=arcsinyY1—z iz Vit
dy 1
10, y=arctgyz = 30t Ve
. x dy 1
11. y——a.rcsmvl_i‘x2 F by
12. y=z-arctgz—In(Y1+2) g%-—arctgm
13. y=1x-arc sinw+';/ii? g%: are sin
PR - dy T3
14. y=2-}Y1—a’4 arcsinz L=2V1—2".

§ 35. Die Kriimmung der Kurven.

I. Ein kleines Teilchen eines Kreisbogens lifit sich so auf dem Kreis-
umfang verschieben, daf es in jeder Lage mit allen seinen Punkten auf
dem Kreise liegt; man sagt, der Kreis habe iiberall die gleiche ,Kriim-
mung®; betrachten wir aber eine beliebige Kurve, so ist es nicht mog-
lich, ein Teilchen derselben in obiger Weise zu verschieben; die einzelnen
Teilchen der Kurve haben verschiedene ,Krtimmung®. Zwei Kreise von
ungleichem Radius haben auch ungleiche Kriimmung; man sagt, der klei-
nere Kreis habe die gréBere, der groBere Kreis die kleinere ,Kriimmung®.

Um das Wesen dieser Kriimmung schirfer zu erfassen, machen wir
folgende Betrachtung.
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Durchliuft ein Punkt den Kreisumfang (Abb. 78a) von P bis P,, dann
indert sich auch die Tangentenrichtung von = bis r;, Die Zunahme des
Tangentenwinkels ist v, — v = 47. Wir nennen nun das Verhiltnis

At

Bogen PP, =K

die zum Bogen PP, gehorige ,, Kriimmung®,

4

0 v

e
Abb. 8.
Nun ist aber Bogen PP, =1r - 4dx,
wenn 4t im BogenmaB ausgedriickt ist; daher wird
Krit K= 4 1
rimmung K = ——— =,

d. h. die Kriimmung eines Kreises ist unabhiingig von der GriBe des Bo-
gens PP,; sie ist stets gleich dem reziproken Wert des Radius.
Eine gerade Linie hat die Kriimmung 0. (Warum?)

II. Es sei nun eine beliebige Kurve gegeben (Abb. 79). Unter der
\y

o I
Abb, 79,
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»2um Kurvenbogen PP, gehérigen Kriimmung K* verstehen wir wieder
das Verhiiltnis

K= drz _ dv Sehne PP,
~ Kurvenbogen PP, Sehne PP, Kurvenbogen PP,

wofiir wir schreiben konnen

_ Ay Sehne PP,
V4da*+ 4y* Kurvenbogen PP,
dr
dz h
oder K= dz _ Sehne PP,

dy\¢ Kurvenbogen PP,
Vi+ ()

Halten wir nun P fest und lassen P, immer mehr auf P zuriicken,
dann werden Sehne und Kurvenbogen PP, sowie die GriBen Az, Ay

und A7 sich immer mehr verkleinern; die Kriimmung K geht hierbei
einem Grenzwert entgegen, den wir als ,Kriimmung der Kurve im

Punkt P“ bezeichnen. Die Differenzenquotienten 29 nd 3—; gehen in

dzx
die entsprechenden D.Q. g—z und % iiber; der Quotient EISI::,]::_“EI%)IF

nimmt nach § 20 V den Wert 1 an. Als Kriimmung K fiir den Punkt
P erhalten wir durch den beschriebenen Grenziibergang:

dz
dx
dy\*
Vi+ ()
III. Dem gefundenen Wert kann man durch eine kleine Rechnung

eine brauchbare Form geben. Der Zihler % ist ein D.Q., und zwar der-

K=

jenige von 7, wenn 7 als Funktion von 2 betrachtet wird,

9y
Nun war tgr = iz
also ist 7 = arc tg (ZZ)

Da gemiB der Kurvengleichung y eine Funktion von z ist, so ist auch
der D.Q. % irgendeine Funktion von #, und endlich ist auch z die

Funktion (arc tg) einer Funktion von . Wenn wir also nach der Regel
iiber mittelbare Funktionen differenzieren, so erhalten wir

dr 1 ay

a P )
22)

dr 1 a*y

oder b Py e Kl U
dx dy\* daz?
1+ (3z)

Tragen wir diesen Wert in die Formel fiir K ein, so erhalten wir
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d'y
____aa*
1+ ()]
oder K =[—-——-——-—y'§dx):l (d_g{ ¥ Ty _ ?/")
a4y ,)% dz = Y5 dx?

Die Kriimmung K hingt also vom I. und IL D.Q. der Funktion ab.

IV. Den reziproken Wert von K, wir wollen ihn ¢ nennen, bezeichnet
man als Kriimmungsradius fir den Punkt P (Abb. 80).

Denken wir uns némlich das sehr

y kleine Kurvenstiick PP, als Kreis-

bogen, so ist sein Radius, da PP,

die Kriimmung K besitzt, nach der

in 1. dieses Paragraphen gegebenen

Erklirung gleich, — also gleich .

Trigt man ¢ =% auf der kon-
kaven Seite der Kurve senkrecht
sur Tangente auf, so daB also
PM = ¢ wird, dann heit M der
wu P gehtrige Kriimmungsmittel-

punkt,
gt Der Kreis um M mit Radius ¢
ly heift der Kriimmongskreis des
< ! Punktes P.
-+ e V. a) Fiir den Kriimmungsradius
o haben wir die Formel
Abb, 80, [1+y"] : .

Q="

b) Fiir einen Kurvenpunkt, dessen Tangente der X-Achse parallel
lauft, ist ¥’ = 0, also: 1
o=y

¢) Im Fall eines Wendepunktes, wenn also 4 = O ist, wird ¢ unend-
lich groB. (Deutung?)

d) Zeichnet man zu allen Punkten einer Kurve die zugehtrigen Kriim-
mungsmittelpunkte, so werden diese sich wieder zu einer Kurve ordnen,
die als Evolute der ersten Kurve bezeichnet wird. Die erste Kurve heiSt
dann Evolvente der zweiten.

e) Wie groB ist der Kriimmungsradius der Parabel y = a2*; welchen
Wert nimmt er fiir den Scheitel an?

(1 +4a’a x’)z

y=az?, y=2az, y'=2a, T

Fiir den Scheitel wird z = 0, also ¢ = 2l
a
— 1
f) Fiir die Parabelgleichung y* = 2p2 oder y = V2p - 2% erbilt man
3
[ =V(?'L;—2)—, also fiir z = 0 den Wert ¢ == p.
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g) Wie groB ist die Kriimmung in den Scheiteln der Ellipse
ml 2
et =17
b? a' . . o .
(g] = =7 zeichne hiernach die 4 Kriimmungskreise !)

h) Bestimme den Kriimmungsradius fiir die Maximumpunkte der Sinus-
linie ¥ = sin z!
(e =1, vom Vorzeichen wird abgesehen.)

i) Wie groB ist der Krlimmungsradius im Scheitel der Hyperbel
zy=a?

3
3 ') —
(0 ="5E20", far den Scheitel wird = =V/a, ¢ =¥2a.)
k) In der Festigkeitslehre wird fiir die Biegung belasteter Balken die
Formel benutzt: u E.J
= )

worin E den Elastizititsmodul, M das Biegungsmoment im Abstand x

vom einen Ende, J das Trigheitsmoment des Balkenquerschnitts und o

den Kriimmungsradius der neutralen Faser bezeichnet.

Bei geringer Durchbiegung kann in
144"
=y
Y = tg v nur einen sehr kleinen Wert haben; man vernachlissigt daher
y'? und schreibt:

3
2

M=E.J LY.

dax?

VII. Integralrechnung.

§ 36. Differential und Integral einer Funktion.

I. Der D.Q. von y=at
ist bekanntlich %?1 = 4%
x

fiihrt man in diese Gleichung fiir y seinen eigentlichen Wert y = 2* ein,
so kommt man, wie friiher gezeigt, zu einer etwas anderen, aber sehr
bequemen Ausdrucksweise: d (@Y

dx
wofiir man auch schreiben kann
dy=4a%-dz oder d(a*) = 42%.dx,

d. h. man verfihrt mit den Zeichen da und dy oder d(x*) gerade

s0, als ob dies endliche GriBen wiren, Ein solches Verfahren ist

vom streng mathematischen Standpunkte aus eigentlich nicht erlaubt;
dy

denn das Zeichen Tz ist kein eigentlicher Bruch mit dem Zihler dy und

8
42°,
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dem Nenner dz, sondern ein einheitliches Zeichen fiir den vollzogenen
Grenziibergang dy

Will man sich also dieser bequemen Schreibweise bedienen, so muf
man sich dariiber klar sein, daB sie nur dann eine bestimmte Bedeu-

tung gewinnt, wenn man wieder die strenge Schreibweise % herstellt.

In den Anwendungen auf Geometrie, Physik und Technik findet man
aber oft von vornherein statt der endlichen GréBen Az und Ay die
Zeichen dz und dy benutzt némlich dann, wenn man d1e Absicht hat,

spiiter von == y durch den bekannten Grenzﬁberga.ng auf oder von der

endlichen Summe Zy Az auf den Grenzwert f ydz zu kommen., Der-

a a
artig unstrenge Ableitungen sind oft sehr kurz und daher zweckmiBig.
Jedoch muf man sich dabei immer bewuBt sein, daB es keine eigent-
lichen, sondern nur ,Symbolische* (scheinbare) Rechnungen sind, die
man hierbei ausfiihrt, und daB erst die am SchluB der Rechnung auf-
tretenden GroBen

dy 4
ﬁund;/‘yda:

wieder eine bestimmte Bedeutung haben.
Wendet man nun die oben gelehrte symbolische Schreibweise auf die

allgemeine Funktion y = f(z)
an, so erhilt man dy =f'(z)dz
oder af(z) = f'(x) - dx.

Man nennt dann dz das ,Differential von ax*; df(z) das ,,Diffe-
rential von f(ax¢)“ und sagt:

Das Differential einer Funktion f(z) wird gefunden, indem man den
D.Q. derselben, f'(z), mit dem Differential der unabhiingigen Versinder-
lichen (dz) multipliziert.

IL. Unsere bisher gefundenen Differentiationsformeln kénnen hiernach
in folgender Weise geschrieben werden:

1. dz# =  na*—1.dz;
2. din(d)= - -da;
3. da* = a*-ln(a)-dz;
4. de¢ = € -dx;
5, dsinz= cos z-dz;
6. dcosx = —sinz-dx;
1
7. d tg T = m . d.@;
1
8. d ctgx == ——m . H
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9. darcsinz= 17;:1__—3?419:;
10. darccosx:—lz——i_—z;-dx;
11. darctgz = I_-if—::;"dx;
12, darcctgx=-111?-dx.

III. Als Aufgabe der Differentialrechnung kann nun betrachtet wer-
den: Zu einer beliebigen Funktion £ (o) das zugehdrige Differential
aufzufinden. Wir sind nach dem Bisherigen imstande, diese Aufgabe fiir
die elementaren Funktionen und ihre einfachen Zusammensetzungen zu
losen.

Wir wollen nun aber die umgekehrte Aufgabe in Angriff nehmen. Es
sei z. B. das Differential 102%- dz gegeben und wir fragen: Wie heiBit
die Funktion, die man differenzieren muB, um 102° dz zu erhalten? Die
Antwort lautet: 2% Wir konnen daher z'° als die urspriingliche
Funktion zu dem Differential 102°dxz bezeichnen.

Wir schreiben: 210 = f 102%dzx.

(Gelesen: x'® ist die urspriingliche Funktion zu 102°dx oder
x® igt das Integral von 10z°dzx.)

Nach dieser Erklirung bedeutet das Zeichen f und das Wort ,Inte-
gral® soviel wie ,,Urspriingliche Funktion“.

Man erkennt sofort, daB aus jeder Formel der Differentialrechnung
sich durch Umkehrung eine Integralformel herstellen 1iBt. Z. B.:

Aus din(z) = % da folgt:f%daz - =1In(z) + C;

y dsinz=cosz-dz fcosxdw= sin z + C usw.

Es lassen sich nun leicht die folgenden vielgebrauchten Formeln auf-
stellen und durch Differenzieren als richtig erweisen.

I. faf"da} = t gnt1 4 ( (jedoch unbrauchbar firn = —1),

n+1
dzx
IL ——x———=ln(a:)+0,
z — 1 . nx
111, adw—-m“—) a®+ C,

IV. [eda =e* + C,
V. fsin zdx = —cos z + C,
VL fcos zdz =sin z + C,

Vﬂ.f%= arc sin z + O,

a
VIIL .-/‘-H——mz,—= arc tg z 4 C.
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a) Die tiberall angefiigte GroBe C ist eine beliebige Koustante; sie
heiBt die Integrationskonstante. Warum muB hier eine solche beliebige
Konstante beigefiigt werden?

b) Der Ausdruck: f 42°dz = 2* + C ist, da Ceine ganz beliebige Kon-
stante ist, noch unbestimmt; man nennt ihn und ebenso alle in obigen
Formeln enthaltenen Integrale ein mnbestimmtes Integral.

¢) Man iiberzeuge sich durch Einsetzen von # = — 1 in die Formel I,
daB diese Formel unbrauchbar wird; was dient als Ersatz fiir diesen Fall?

d) Die Integrale VII und VIII lassen sich auch auf eine zweite Art

berechnen:
dx dz

1—/,1—_——#=——arccosz+ C, Trai—
Zur Erklirung beachte die Formeln § 34 Illc.
e) Es ist flO - cos xdz = lO-fcos zdz,
f 2 .2%dz = 2-f:c5dz usw.
Zeige die Richtigkeit dieser Gleichungen und sprich den Satz in

Worten aus! iz de
f) Welchen Wert haben f o’ 7 und f ey

— arc ctg z + C.

in? 2
dx dx
fm=tga}+0,fm=—ctg$+0.
IV. Das von der Kurve y = f(x¢), der X-Achse, einer beliebigen
Ordinate 7¢ und der Ordinate y des Punktes & eingeschlossene
Flichenstiick soll berechnet werden. (Abb.81.)

| n
Y ! Yy:fix)
|
| e
.
| L
ll |
! | ar |
I x-Fix) y= E
i -
] 0 ] 1 L
! x x
i Abb, 81.

Der Inhalt dieses Fldchenstiicks ist eine noch unbekanntg Funktion
von z und soll daher durch z = F(z) bezeichnet werden. Ahnlich wie

in § 911 erhalten wir Adz=y.-dz+p-dzx

a4z
oder A_.'c=y+e'
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Lassen wir 4z und damit auch ¢ sich unbegrenzt der Null nihern,

so erhalten wir %i-: y
dz
oder 75=f (@),
d. h. 2 oder F(x) ist diejenige Funktion, die differenziert f(z) gibt,
also F(z) -=ff(x)dz

Das unbestimmte Integral

J1(@az

bedeutet also geometrisch eine Fliche, und zwar diejenige
Fliche, die durch die Kurve y = f(z) und die X-Achse, sowie
durch die beliebige Ordinate m und die bestimmte Ordinate des
Punktes z begrenzt wird.

Die so gekennzeichnete Fliche ist insofern nicht scharf begrenzt, als
die Ordinate m ja noch ganz beliebig ist. Darum driickt sich die noch
unbestimmte Fliche auch durch eine unbestimmte Gréfe, nimlich durch

f f(z)dz aus.

V. Das von der Kurve y = f(z), der X-Achse, sowie den beiden
festen in ¢ und b errichteten Ordinaten begrenzte Flichenstiick ist zu
berechnen.

Dieses Flichenstiick F' stellt sich jetzt wie in § 911 als Differenz zweier

Flichen dar. (Abb. 82.) F = F(b) — F(a).

A

r m
l 270
|
|
!
!

— ]

|
!

2 i 7 .

7_ a y/] X

l Abb, 82.

Nun ist F(z) =ff(x)dx;
F(a) =ff(x)da:, fir 2 = a3
FO)= [f()dz, » z=0;
somit F=ff(x)dx-—ffga_:}:lz,

x=b
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d. b, man hat zundchst das unbestimmte Integral f f(z)dz zu berechnen

und dann in dem Ergebnis fiir « erst den Weirt b, dann den Wert a zu
setzen; endlich sind die so gewonnenen Ergebnisse zu subtrahieren. Der

x=a

beiBt ein bestimmtes Integral und wird durch

aff(x)dz

abgekiirzt (gelesen: Bestimmtes Integral von f(z)dz in den Grenzen von
a bis b).
8

Z.B [(32®+ 1) do="
1
f(3x’+1) dz=2a%+2+4+C
8
J(8a* + 1) dx=]x3+x+CT=(3O+C’)—(2+C)=28.
1 1

Der Name: bestimmtes Integral ist gerechtfertigt, weil bei der Sub-
traktion die unbestimmte Konstante C wieder fortfillt.

§ 87. Ubungsaufgaben und Anwendungen.

L 1. f(oz-l—ﬁz—{—ya:’)dz aa:—}—ﬂx + £ x3+0
2 f%= ¥z -1t
3 f—%dw a-ln(z)+ C

o o
~
N
u

x8
=
| \
ol 8
& sofr
8 q
8

2 ulw
P %
a T
Q

V_';=
dx —
6. Jy= 3z + ¢
7. flO”dz n 1010"-'{- c
8. f(a+b-e')da: az4+b-e*+C
9. f(m-sinx+n-cosw)dz n-sina:—mcosx+0
10. fa” -b*dz ln(ab) -(aby + C

dx .
11. fm_—_:z; arcsinz + C
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12, fl—_‘;;x,-dx at-arctgz + C
13. f—‘i’f-— tgz+ C
1 —sinfx
dx
14. fcosz-l/m tgz+C
m metn
15. fa:?da: m_—m z " 4 C.

II. Zur besseren Erliuterung der Beziehungen zwischen der Funk-
tion f(x) und ihrem Integral f f(x)dz werden beide graphisch dargestellt.

Abb. 83 zeigt die Funktionskurve y = 1% gyl

und die Integralkurve
1}

x
z 1 l
F=f%x’-da:= [ﬁ]=ﬁx4' 10
0 I

(Fir diese Kurve F' = Lux* ist diejenige
von y = 1-2° umgekehrt die Differentialkurve.)
Nehmen wir nun auf der X- Achse irgendeinen
beliebigen Punkt mit der Abszisse # an, so muf
die zugehdrige Ordinate der Kurve F = L a*
ebenso viele Léngeneinheiten haben, wie dle
Fliche, die von der Kurve y= 3, der
X-Achse und der zur Abszisse x gehdrigen
Ordinate eingeschlossen ist, Flicheneinheiten
besitzt.

III. a) Ein Punkt bewegt sich auf einer
geraden Linie so daB seine Beschleunigung

konstant = b ———, ist. Zu Beginn der Be-—

wegung hat er vom Nullpunkt der Geraden
den Abstand s, und die Geschwindigkeit v,.
Wie grof sind Geschwindigkeit und Abstand vom Nullpunkt nach der
{-ten Sekunde? dv
—=>b; dv=">-dt;

Abb. 83.

u=j'b.dt=b-t+ Cy;
v ist aber glelch ; som1t = bt + C,, ds = (bt + C,) dt,

s=f(bt+ 01) dt = Lve 4 Ot + C,.
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C; und C; benutzen wir
die Anfangsbedingungen.
Fir t =0 ist v = v,, also b+ 04 C, = v,, C; = v,
s=1sy, alsotb: 04 C; -0+ C, =5, C; =5,.

Grinbaum-Jakobi, Funktionenlehre, 7. Aufl. 10
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Die Weg-Zeit-Gleichung lautet also:
s=2108 4 vyt + s,
Die Geschwindigkeit nach der {-ten Sekunde ist:
v=">0- 14 v,.

b) Ein im Nullpunkt befindlicher Punkt bewegt sich ohne Anfangs-
geschwindigkeit so auf der Geraden weiter, daf seine Beschleunigung pro-
portional der Zeit ist. Wie groB ist die Geschwindigkeit und der zurtick-
gelegte Weg nach ¢ Sekunden?

ats
ap =kt (¥ = Konstante)
_ds_kE
=7~z
=k s
S—E.t.

¢) Ein Punkt bewegt sich so auf einer Geraden, daB seine Geschwindig-

keit v das Gesetz o=k-YT (k = Konstante)
befolgt. Gesucht sind Weg und Beschleunigung nach ¢ Sekunden.

s=[k-Vidt=3k-VE + C;

Welche Bedeutung hat die Konstante C?

III. Man berechne die nachstehenden bestimmten Integrale und zeichne
die entsprechenden Flicheninhalte, bzw. die zugehdrigen Kurven und be-
grenzenden Ordinaten.

4
1. f Ved 42 Flicheneinheiten
1
6
2. d_: 1n(8) = 1,0987
3
[
rd a b
a
3 d
4. Z 2 Flacheneinheiten
J Va
ra
X
5 o
;i/ p 4,5
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1
dz

&% z
0

d .1,'__ T

1

2

1

dx i
9. m 4

0

oD

dx ®,
10. 1ra 2

0

IV. a) Welchen Flicheninhalt hat ein Bogen der Sinuslinie?
z n
fsina;da:= [—cosz|=1—(—1)=2.
0 0

b) Welchen Flicheninhalt hat der Abschnitt der Parabel y* = 2p z,
der von den Koordinaten a und b eines Parabelpunktes begrenzt wird?

a a
./.V2pxdz=1/§1—o-f]/;dm=—§—ab.
o 8

¢) Berechne den entsprechenden Abschnitt fiir die verallgemeinerte Pa-
n

rabel y™ = k" 2" oder y = k. am.
m
ntm’ ab.
d) Welchen Flicheninhalt bildet die gleichseitige Hyperbel zy = mi
in den Grenzen z =1 und z = a?

m® - 1n (a).
e) Berechne den oberhalb der X-Achse liegenden Flicheninhalt der
Kurve Y= a8 —- —;—a*ﬁ. 6.75
,15.

f) Ebenso fiir die Kurve y = 2* (a® — 7).
7 a
g) Welchen Flicheninhalt hat der geschlossene Teil der Kurve

y=(z—a) Va? s 3

V. a) Im Nullpunkt der X-Achse hat man die magnetische Menge m;
im Abstand r befindet sich die Menge 1. Die auf die Einheitsmenge im
Abstand z ausgeiibte AbstoBungskraft ist nach dem Coulombschen Gesetz

10*
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K =";',1- Welche Arbeit wird geleistet, wenn die Einheitsmenge von

x = r bis & = r, abgestoBen wird?
Arbeit bei der Verschiebung von z bis 2 4 da = K - dz,

Gesamtarbeit fK dac—f—dx-m 7-—1)

Die Arbeit, die geleistet wird, wenn die Einheitsmenge bis ins Unend-
liche gestoBen wird, ist —”—L und heiBt das Potential im Punkt z = r.

b) Ein Gas hat das Volumen v, und den Druck p,. Welche Arbeit
leistet das Gas, wenn es ohne Anderung der Temperatur, also isothermisch,
auf das Volumen v expandiert?

Hat das Gas den Druck p und das Volumen v, so gilt das Gesetz

DV =17, 7,
oder p = (pyv,) * ;)1—
Die Arbeit bei der VergroBerung des Volumens um dv ist
p-do.

Die gesuchte Gesamtarbeit also

A4 v
1 v
fpdv _f(po”o)';d”—l’o”o’l"(;;)‘
v, v,

¢) Das Gas soll adiabatisch, d.h. ohne Gewinn oder Verlust von Wirme
expandieren. Welche Arbeit ist nun von dem Gas zu leisten?

Fiir die adiabatische Zustandsiinderung gilt die Gleichung:
p - vE=p, - v~

( __spez, Wirme bei konstantem Druck
~ spez. Wirme bei konstantem Volumen

= Konstante.)!)

Daher wird die Arbeit:

jpdv—f(wf)

povo 1—K __ p 1—
e (@ 21— E).,

d) Man soll das statische Moment oder die Lage des Schwerpunkts
eines Kreisbogens vom Radius r und dem Mittelpunktswinkel « berechnen.

1) Statt K schreibt man in der Mechanik vielfach auch » (Kappa).
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Als Achse nehmen wir die Parallele zur Sehne s durch den Kreismittel-

punkt. Fiir einen kleinen Bogen db (Abb. 84) ergibt sich das Moment
y+dboderday=r-cospund db=r-do, ydb=1r*-cosgp-dg.

Das statische Moment des

ganzen Bogens beziiglich der
genannten Achse wird daher:

a
)
2[r2-cos<p-dq;
b

= 272, sini’;_

=985 —p.
= 27 5y res
== Radius mal Sehne.

Der Abstand des Schwer-
punkts S vom Kreismittelpunkt
O wird nun aus der Momenten-
gleichung berechnet:

b-08=r-s,

also

0S=[-ws=Radius- be]me.

b Bogen

VI. a) Linge eines Kurvenbogens.
Fiir das Kurvenstiickchen ds ergibt sich (Abb. 85) der Wert:

ds=Vda? + dy2=V1 +(Z—Z)’- dz.

Daher wird die Linge der Kurve AB
b
Ay 2

L———f]/l—l—(d—z) . da.
Das Bemerkens-
werte an dieser For- Y
mel ist, daB hier die
Kurvengleichung zu-
erst differenziert wer-
den muB. Erst wenn
man %2 kennt, kann

x
man die Infegration

beginnen.
b) Oberfliicheeines _ |2

Umdrehungskorpers.
Dreht sich das Abb. 85.

dy

‘@&&

§
N S, Y

J
N
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Kurvenstiickchen ds um die X-Achse, so erzeugt es einen Giirte! vom
Flicheninhalt:

O=2my-ds=2m-y- Vl-{— <dx.
Bei der Drehung der Kurve A B beschreibt dlese daher die Fliche

o_sz ]/1+-— . dz. (Abb. 85.)

¢) Der Rauminhalt des bei der Drehung der Kurve A B um die X- Achse
entstehenden Gebildes ist

b
V=n[y*dz. (Abb.85)
a

d) Zeichne die Kurve y = 2)/(z — 1)® und berechne ihre Lénge in
den Grenzen z =1 bis 2 =9,

9
d 2 3 1 dy\2
Eg=§'5($—1)2’ (d—Z)=x~—1, L=f]/;dm=17%
1

Flicheneinheiten. (Neilsche oder semikubische Parabel.)
e¢) Oberfliiche der Kugel.

Dreht sich der Kreis y = J/r® — 4® um die X-Achse, so wird in den
Grenzen von x == O bis = r die Oberfliiche erzeugt:

_27;./10 — . |/1+F§?dx

= 2nfrdz = 2mr?,
o
Die Kugeloberfliche ist somit 4 7v 72,

f) Fliche der Kugelzone (gekriimmte Begrenzung der Kugelscheibe)
mit der Héhe A. a-th

0=2mfrdz=2nr'h.

a
g) Rauminhalt einer Kugelscheibe. (Endflichenradien: 7; und r3.)
= f(r——xs)dm—n(rxz,——? rxl-;—g)

= 7‘(“’2 — ) [ — 5 (o} + 27y + 27)]
3 [’f + 13 + (r* — 2,2)]

II

ALY (872 4 372 + R?].
h) Die Guldinschen Regeln. (Entdeckt 1635—1641.)
1. Die Oberfliche eines Umdrehungskorpers ist 0 = 2 [yds.
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Bekanntlich kann f Y - ds als Summe der statischen Momente der ein-

zelnen Kurventeilchen gedeutet werden und 138t sich somit durch das
statische Moment der Gesamtkurve, also durch L - z, ersetzen, wenn L
die Gesamtkurvenlinge und 2, der Abstand ihres Schwerpunkts von der
Achse bedeutet. Es wird also

O=2mx L;

d. h.: Die Oberfliche eines Umdrehungskorpers ist gleich dem Produkt
aus der Liinge der sich drehenden Kurve und dem Weg ihres Schwerpunkts.

2. Der Rauminhalt eines Umdrehungskirpers ist V== f yda
=2x f (ydz) g; yd z ist ein schmaler Flichenstreifen, % der Abstand

seines Schwerpunkts von der Achse. f (yd=) g ist die Summe der

statischen Momente aller Flichenstreifen, also auch gleich dem statischen
Moment der Gesamtfliche F), also gleich F - x,. Somit wird

V=2m xy"F;

d. h.: Der Inhalt eines Umdrehungskrpers ist gleich dem Produkt aus
der sich drehenden Fliche und dem Weg ihres Schwerpunkts.

§ 38. Einige schwierigere Integrale.
L f(aw+b)5dx=?

Ein Integral kann oft dadurch vereinfacht werden, daB man fiir eine
darin vorkommende Funktion eine neue Verénderliche einfiihrt, Hier z. B.
kann man setzen (Integration durch Substitution):

ar -+ b=z,

fz5- dz,

da jedoch an Stelle von & nunmebr die Veriinderliche # unter dem Inte~
gral steht, so darf auch dz nicht mehr vorkommen, sondern muB durch
dz ausgedriickt werden. Aus der Substitutionsgleichung ¢z = ax 4 b ist
nun die Beziehung zwischen dz und dz durch Differenzieren zu ermitteln:

nun wiirde man erhalten:

d 1
2=az+ Db, d—z= a, dx=;dz.

Setzt man diese Werte in das gegebene Integral ein, so folgt:

f(aa:+b)5-dx=fz5-%dz=%+ C= . (az+ vy +0.

IL. In ganz entsprechender Weise lassen sich folgende Integrale be-
handeln:

1. f(ax -+ b)”dx (—n—_*_l—l)fi(aa: + b)"+1 -+ C

dxs
2.‘]‘&;%_3 laln(aw—l—b)—l- ¢
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3. fVoc + Bxdzx

dz
4'fl/mw+n
5.fe“dx, (nx =2)

6. fe—"dw
7.fsin (ez + B)dx

stm —tdt

9. fcos (2x)dx
10. f(am’-{-b)s-x-dx:?

e=az?4 b
dz
d—x_2aav
dx
w-dm—-2a

f(ax’+b)’ xdx——fz3 -dz

1. [Vé+ 2 wda
xdx
Va?—a?

xdx
13.‘[}?%,
14./tg zdzx =f8mzdx

cos x
15. fctgxdx—fcosw

16. fsm:c «cosxdx

17.fsin2xdx =fL“de

18 cos xdx—fw@d
19,

S

12.

VIIL. Integralrechnung

sV @+ B +0
mz +n+ C

LR

R

— 2 cos (a4 6) + C

'"2T °°s( )+a

1 sin (2x)+C

1
g—az'*-{—C’

=ia «(azt 4+ b)Y 4 C
A
—Va—2 + ¢
Tl +2)+0C

— In (cos z) + C

In (sin z) + C
Lsin®z 4+ C

sin (2z) 4 €

sin (2z) -+ C

wl!-! w[&
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dx 1 z
3 3 —.arctg—+4 C
/ Fa ’/1+(§> a a
1 1 1 1 r—a
21 f(:v—-a)(z b) a—bf[w—a” x—b]dm=a—bln(x—b) +0
1 r—a
22 f:z:? saln(ira) +C

23. /sma: CO8 T /cos x in (tg a:)-l— ¢
ctgx

24. fsina: -sin (z — @) dw:fsin’a:- coszpda:—fsinx-cosxsinq)dx

cos
= q’(x—smm cos ) — 297 sin?z+ C.

HL Fir einige andere oft vorkommende Integrale gibt es das besondere
Losungsverfahren der ,teilweisen“ oder ,partiellen” Integration.

Es sei Yy=u-v
ein Produkt zweier Funktionen von #; durch Differenzieren pach der
Produktenregel ergibt sich:
dwv)=T[u-v+v-uldz,
oder wenn wir diese Gleichung in der Sprache der Integralrechnung aus-
driicken,
u-v=f[uv' +v.d]da
und hieraus findet man endlich:
Juvde=u-v—fv-ude.

Die Formel ist auf solche Integrale anwendbar, die unter dem Inte-
gralzeichen ein Produkt zweier Funktionen enthalten. Die eine Funk-
tion setzt man gleich w, die andere gleich ¢'. Man integriert nun die
zweite Funktion o' allein und findet », das man noch mit der ersten
Funktion % zu multiplizieren hat. Von dem so erhaltenen Produkt u - v
mul man nun noch das Integral

fv-u'da:

subtrahieren, das gerade umgekehrt gebildet ist wie das erste Integral.
Die Formel fithrt nur dann zum Ziel, wenn das Integral einfacher ist
(oder gerade dasselbe ist) wie das gegebene,

Beispiele:

fx cos 2dx =« sma:——fsma: l-dex =2 -.sinx -+ cos x 4 C;
) (v") () () (® W

ﬁn(x) cxtdx =In(z) - —I——f -ldx=ln(x)- T 16 ot 40
(@) - (v} @ - @ (- )
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IV. Nach diesem Verfahren lassen sich ferner folgende Integrale be-
handeln:

1. fw-sinxdx -~z cos £ + sin x -+ C,

2. fx-e’dx z-e#—e -+ C,

3. fln(x)dx:fln(x)-l-dx In(zr) -z —ax+ C,

4, fsinw-cosxdx Lsin®z 4 C,

5. fsinza:dx=fsinw-sinm-dx 1 (—sinz cos x + z) + C,
6. fcos’xdw=fcosx-cosx-dm L(sinzcosz+ )+ C,

7. farcsi.nxdx:farcsinx-l-dx x-arcsinx—}-]/l—:?-l—C’,
8. farctgxdx:farc tgz-1-de x-arctgez— Ltin(1+2%)+C,

zidx
9. fymz ?

fx.__"’ do=z-(— Vm)Jrfvmdx,

Va’—:c’
o

2 e Yi—ot [ ap— [
J‘Va’—x*‘dz- z+Va x+f]/a’~—x’dx fl/a“—m’dw’
2
2[1/—1:——dz=—x-1/a2—-x’+ a’arcsin%

al— 2
zidx X _ 5 3, a* . ®
———=—_Va’— 2’4 -arcsin— 4 C,
Va’—a:’ 2 2 a

a2 $3
IO.fya’—xgdx=fl—ﬂ7—____x_’dx—fyajjﬁd:c

— 2
= —;il/a’——— w’—{—%—arc sin %—I— C.

V. Man kann die gebrochenen rationalen Funktionen als echte und un-
echte unterscheiden, je nachdem, ob der Grad der ZihlergréBen niedriger oder
hoher als der der NennergrBen ist. Fiir solche echt gebrochene ratio-
nale Funktionen, bei denen der Zihler von der ersten, der Nenner von
der zweiten Potenz ist, verwendet man das Verfahren der Integra-
tion durch Partialbruchzerlegung, Es sei z. B.

_ (rx 4 s)dex
y= 2 2ux +ov
gegeben, Zwecks Zerlegung des Ausdrucks in Partialbriiche nehmen wir an,
die durch den Nenner dargestellte quadratische Gleichung #* 4 2uz+ v =0

habe die Wurzeln #, = « und #; = 8, so daB also nach dem Satz von
Vieta (vgl. § 4 S. 17)
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2+ 2uz 4+ v = (2 — ) (z — f)

ist, und wenn die Wurzeln der Gleichung reell, so besteht die Beziehung
re-s A B
P

~Surt+v z—a 'zT+f

In der rechten Seite dieser Gleichung, die aus den zwei Partialbriichen
besteht, sind noch die konstanten GriBen 4 und B zu bestimmen. Setze
zu diesem Zwecke fiir ¥ — 2uz 4 v zunichst den gefundenen Wert

(z —a) (z—B)
. re+s A B
ein, also (x—cx)(a:~ﬂ)=x—a+x—-ﬁ'

Multipliziere beide Seiten der Gleichung mit (x — e):

(r:v—l—s)(a:——a) A(a:—a) B (x— «)
@—w@—F  a-a | o §
re-s B(z—a)
oder x—ﬂ_A+ _—

Zur Ermittelung von A4 bzw. B aus dieser Gleichung setzen wir fiir
x den Wert & bzw. § ein und erhalten

_fi‘j'_'? und __fﬁ*—s
a—p
und durch Einfihrung dieser Werte in die Gleichung
ra+s A + B
2+ 2ux+v x—o ' x—f
i re+s rf+s
wird robe a3 _Zf_
2l 2uztv x—a x—f
oder Y= (re+-s)de _ro+s de _rp+s

' f2ur+v «—p ) z—a «—p | z—p
Die Integration ergibt

ra S r +s
“T -ln (z — )-f__ﬁ ‘In(z—B)+ C.
Zahlenbeispiel:
[Tz +8)dx
V=) otz-2
ist gegeben. Aus
2?4 rx—2=0 Zy=ea=1 und x2=ﬁ=—2’
Tx48 A B
also G0 s a-1T 752
548,  Bla—1)
x4 2 =4+ z+2
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Hieraus folgt entsprechend obiger Entwicklung

_1+8 _—1448

A-—1+2—5 und B = 3 =2

_ [(iz+8)dz__ dx dx
bzw. Y= ?—]—x-—2—5fx—1+2fx-—2
oder y=5ln(x— 1)+ 2Iin(z+ 2)+ C.

VI Durch Partialbruchzerlegung kann man z. B. folgende Integrale
lésen:

1. fw =4lnz+ 2ln(z+ 1)+ C

x4 2

2. f‘i‘”_ﬂ)ﬁ_x —lin(z+1)+23n(@—2)+C

zi—2x—2

3. f (22 +8)42 _ 161, (2 4 0,5) — 8In (z + 1)+ C

2_.'c’ti- 3x 41
dzx 1 x—b
4. ‘/lx___—z__bz ==2—b-ln (.’l}—_-l-b) + C.
§ 39. Weitere Aufgaben fiber bestimmte Integrale.
1
dz 1 «-+ f
I- 1. J‘m ; . ln( ﬂ )
1
2.fe“dz 1(e2-1)
0
+
3.fe“’d:c 1
0
n
&
' 2
4-'/sin (kz)dz T
0
a dx— Z
5. Va—,-_——x", 2
0
6. [z-Va*—2tdz 13
J :
7 dx k2
. a®4 x? da
0
1

g_fx-e’d:c
0
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T
2
9.fsin2xdz i;_= 0,7854
v
n
0
10. [cos”zdw d
o 4
§
11 xdx
B a
; Va*—=z
T
n
12, ftg zdz 110 (2)=1-0,6931 =0,34655
b
13.fln(w)dz 1
i
14.fVa’—~x2dz “%‘
0
k4
15.fsinx-sin (z — p)dz %-cosq).

0

II. a) Wie groB ist der von der Kurve y°= 2%(a®— %) eingeschlos-
sene Flicheninhalt? ($a%)
b) Welchen Flicheninhalt bildet die Kettenlinie y =1 (¢*- ¢~%) in

den Grenzen z = — g und « = -+ @ mit der X-Achse?
(er— e )
¢) Flicheninhalt der Ellipse:
2 2 b —_—
Aus %—!—%—,:1 folgt y=;1/a2——a:9;
somit F= 4/%Vd”jx2dx =mab.

v
d) Die Linge der Kettenlinie y = 1-(¢* 4 ¢—2):
Nehmen wir als Grenzen # = 0 und z = a, so wird:

R et (G ey

a
somit L = j%(er_*_ e—”)dx — %(ea_ e""“).
0 (Deutung ?)
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e) Welchen Rauminhalt erzeugt die Ellipse bei der Drehung um die
groBe Achse? (Rotationsellipsoid.)
a

2
V=2. m’/%(a’—— e)dr=4mabl
§

IIL. a) Ein sinusformiger Wechselstrom habe die Gleichung:

. . (2=
c=J~sm(—f-t),
worin die Veriinderliche ¢ die Zeit, die Verinderliche ¢ die Stromstirke
zur Zeit ¢, J die maximale Stromstirke und 7 die Dauer einer ganzen
Periode bedeutet. Welche Arbeit leistet dieser Wechselstrom bei in-
duktionsfreiem Widerstand » wihrend einer Periode?
Hat der Strom im Zeitpunkt ¢ die Stirke ¢, so leistet er in der nun

folgenden kleinen Zeit di die Arbeit
dAd=r-&.dt
—=r.J% sin? (0% ).
=r.J% sin (T t) dat.

Die gesuchte Arbeit ist daher

T
A=r.J? fsinﬂ(z—"-t)dt.
[J T
0
2x 2x T
Setzt man —T—-t_z, dz:Tdt’ dt——-ﬂdz,
z=3%n
1 g, T s 9
50 wird .A=r'J-—2—” sin®z. dz
z2=0
T
=r.J g =1.y.J2
=reJlegoem=qg - JT.

Deutung. Die Arbeit ist halb so groB wie diejenige, die ein Gleich-
strom mit der konstanten maximalen Stromstiirke J leisten wiirde.

b) Welche Stromstirke i, miiBite ein Gleichstrom haben, der die gleiche
Arbeit leistet wie der obige Wechselstrom mit der maximalen Strom-

stirke J? r-iez-T=%7"J’T

i,=—J—2 (effektive Stromstiirke).

e

In entsprechender Weise wird auch die effektive Spannung gefunden:
e 2.
Ve
¢) Gegeben sei die eines sinusférmigen Wechselstroms

i=J-sin(277,Et)=J-sinz.

Man soll ein Rechteck zeichnen, das die gleiche Basis und den gleichen
Flicheninhalt hat wie ein Bogen (etwa von O bis m) dieser Sinuslinie.
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Ist 4,, diese Hohe, so soll also sein
T - i,,,=ﬁsinzdz
0
oder T im=dJ * 2,
in=J 2 (mittlere oder durchschnittliche Stromstirke).

IV. Leistung eines Wechselstroms bei Widerstand mit Selbst-
induktion.

Ist der Widerstand nicht induktionsfrei, dann haben Stromstirke und

Spannung eine Phasenverschiebung gegeneinander. ¥s sei in diesem
Fall

die momentane Stromstirke ¢ = - sin (2—” t),

T
. [2m
” ” Spannung e =E-sin (_T [t— tl]).
Wir setzen zur Abkiirzung:
2w 2%
Frt=g, 7 h= 9
dann werden i=J sin z, ¢ = Esin (z — ).

Die Arbeit wihrend der kleinen Zeit di wird
dA =iedt=J . Esinz -sin (z — o) - dt,

. 2x T
oder weil dx=—Tdt, dt=ﬂd:c,

dA=J-E-sinz-sin(z-—tp)-%dx.

Die Arbeit wihrend einer halben Periode wird nun:

T

T . .
A=J~E-§;L/;1nw-sm(x—-q;)-dx
0
J-E.L.Z. T B p
= rgn s =" - cos .

Um hieraus die Leistung des Wechselstroms, d. h. die Arbeit in der
Sekunde, zu erhalten, muf man noch durch die Zeit % dividieren, Man

findet dann: Leistung des Wechselstroms UAL P P.

2
Fiihrt man die effektiven Werte
T _E
U= ]/E, €, = V—E
ein, so ergibt sich die
Leistung = i, - e. - cos @,
d. h.: Die Leistung eines Wechselstroms ist gleich dem Produkt der effek-
tiven Stromstirke und Spannung und des Cosinus des Phasenverschie-
bungswinkels zwischen Strom und Spsnnung.
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VIII. Erginzungen zu den letzten Abschnitten.
§ 40. Polarkoordinaten. (Jak. Bernoulli 1691.)

I. Wir baben bisher, um die Lage eines Punktes P in einer Ebene zu
bestimmen, stets die rechtwinkligen Koordinaten # und y verwendet.
Eine andere oft benutate Art, einen Punkt festzulegen, besteht darin, dal man
seinen Abstand vom Nullpunkt durch OP= r und den Winkel XOP=¢
angibt. Man nennt dann r den Leitstrahl (radius vector), ¢ den Polar-
J winkel (Anoma-
} lie), beide zu-
Y sammen die Po-

2 larkoordinaten
/T von P. (Abb. 86.)
{ Wandert ein

Y Punkt von der

" positiven X-Achse
AVdd durch alle vier

V4l P . X Quadranten, so
s dndert sich ¢
/ von 0° bis 360°

, bzw.von O bis 2 «;
Po macht P einen

zweiten Umlauf,
Abb. 6. so nimmt g Werte

an, die groBer
als 360° oder 2 sind. Macht P seine Bewegung im negativen Umlaufs-
sinn, dann nimmt @ negative Werte an. Ein festliegender Punkt P hat
also nicht einen einzigen genau bestimmten Polarwinkel ¢, sondern be-
liebig viele positive und negative, die sich aber nur um Vielfache von
360°= 2 unterscheiden. Diese ,,Vieldeutigkeit® ist fiir manche Kurven
von Vorteil.

Hat man einen Polarwinkel ¢ durch Ziehen eines Halbstrahls festge-
legt, so wird man jetzt auf dem Halbstrahl den Leitstrahl » auftragen
miissen, um zu P zu gelangen. Trigt man r jedoch auf der Verlinge-
rung des Halbstrahls auf, so gelangt man zu einem anderen Punkt P,
dem man dann die Polarkoordinaten ¢ und — r beilegt.

Zeichne folgende Punkte in das Achsensystem ein:

a) @ =0° r=2, e) @ = 450° r=3,
b) g =45 r=1, flog=—120 r=2,
¢) p=45% r=—1, g) @ = beliebig 7= 0.

d) ¢ =180° r==5,

II. Hat man irgendeine Gleichung zwischen den beiden Verinder-
lichen 7 und ¢, z. B. 7 = sin ¢ oder r = 3¢, oder allgemein r = f(p),
und 146t man nun ¢ sich fortwihrend &indern, so wird auch r sich &ndern,
und je ein zusammengehiriges Paar ¢ und r bestimmt einen Punkt P.
Man wird also eine Reihe von Punkten erhalten, die sich zu einer Kurve
ordnen. Wir wollen einige solche Polarkurven zeichnen.
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a) Was bedeuten die beiden einfachsten Fille

@ = Konstante und r = Konstante?

1. ¢ = Konstante, z. B. ¢ = 30 bedeutet eine Gerade durch den Null-
punkt unter dem Polarwinkel 30°.

II. » = Konstante, z. B. r = 2 bedeutet einen Kreis um den Nullpunkt
mit dem Radius 2.

Das Wesen der Polarkoordinaten besteht also darin, daB man die
Punkte der Ebene als Schnittpunkte einer Schar von konzentrischen
Kreisen mit einem vom Mittelpunkt ausgehenden Biischel von Strah-
len auffaBt.!)

b) r=a-9zB r==1p, somit a=1

(archimedische Spirale).

Der Leitstrahl ist also proportional dem Polarwinkel. Um die Kurve
zu zeichnen, entwerfen wir nebenstehende

¢ T Tabelle. Der leichteren Ubersicht halber ist
0°=0 0 fiir lfé der Buchstabe m gesetazt,
45 °_—_% I’% =m LiBt man ¢ um immer gleiche Werte zu-
nehmen, so nimmt auch 7 um gleiche Strecken
900=" 2 m zu. In der Tabelle nimmt ¢ stets um 45°,
2
3 r dann stets um m =§ zu. Hiernach ist die
183'=— | 8m Kurve leicht zu zeichnen. (Abb. 87.)
180°= 7 4m Fiir ne.)ga.tive @ w‘iirde man einen zweiten,
symmetrisch nach links liegenden Zweig er-
995057 5 m halten, der in der Abbildung nicht gezeich-
4 net ist.
: : : ¢) Eine Gerade dreht sich mit konstanter
360°=2x 8 m Winkelgeschwindigkeit o um ihren Endpunkt
. 97 0. Gleichzeitig bewegt sich ein Punkt P mit
405°=-—|1 9m konstanter Geschwindigkeit ¢ von O aus auf
5 der Geraden. Was fiir eine Kurve beschreibt
4500 = __75 10 m
5 p?
Nach ¢ Sekunden hat die Gerade den
Winkel @ = ot,
der Punkt P den Weg r=ct
zuriickgelegt. Aus beiden Gleichungen ergibt sich durch Aufldsung nach
t die Bahnkurve ¢
r= P P,

also eine archimedische Spirale mit dem Faktor

c
a = —-
- [

1) Fir die bequeme Zeichnung der nachfolgend erwihnten Kurven eignet
sich besonders das Polarkoordinatenpapier, dessen Vordruck aus zahl-
reichen konzentrischen Kreisen besteht mit Strahlenbiischeln vom gemein-
samen Mittelpunkt. N#heres hieriiber vgl. in dem Werke von Grosse, ,,Gra-
phische Papiere und ihre vielseitige Anwendung*. Diiren 1919,

Griinbaum-Jakobi, Funktionenlehre, 7. Aufl, 11
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d) » =$ 2.B. r =% (hyperbolische Spirale).
e) r = ¢# (logarithmische Spirale).

f) r = sin g (Kreis).

g) r =1 + sin @ (herzformige Kurve, Kardioide).

h) 7 = Ycos (2¢) (schleifenférmige Kurve, Lemniskate).

IIl. Es ist nicht schwer, von einer Gleichung in rechtwinkligen Ko-

ordinaten zu Polarkoordinaten fiberzugehen. Man braucht nur gemi8 der
Abb. 86 an Stelle von z und y die Werte

X=17-cosg, y=r-sing zu setzen.
Ebenso einfach ist der umgekehrte Ubergang.

r=Ya+y; 9= arctg%‘
a) Gleichung der Ellipse in Polarkoordinaten:

8 y? _ r2costp r’sin’(p__ . ab
aTE=1l ==t = 1oder=to mmees

b) Gleichung der Parabel:
__2pcosgp

2 2 in? p — 4 7
y°= 2pzx, r*sin®p = 2prcosp oder 7= sinig '
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¢) Gleichung der archimedischen Spirale in rechtwinkligen Koordinaten:
r=agp, YVil+yl=a- a.rctg%-

IV. Allgemeine Polargleichung der Kegelschnitte.?)
Wird der Brennpunkt als Nullpunkt benutat, so ist nach der Erliuterung
des Kegelschnittes (Abb. 88)

.PF= -PL d == g 6.——- .
rr ¢ oder r=z¢-(d —r -cosg), Leithnis

__ 88 : ___’_’_._..\
y = T ccong oder endlich r-—l_‘_s.cow

Fiir ¢ = O erhiilt man einen Kreis,
w <1 » eine Ellipse,
w E=1 » o  Parabel,
y €1 »w 1  Hyperbel, r

V. Tangente an eine Polarkurve. (7

Der Punkt P (Abb. 89) habe die Polar- F¢ "~~~ "=~~~ 1
koordinaten ¢ und r, der Nachbarpunkt P, é
die Koordinaten ¢ + 4o und r 4 dr. Die
Sehne PP, bildet mit dem Leitstrahl des
Punktes P, den Winkel QP,P. Zu dessen
Berechnung ergibt sich aus dem sehr kleinen
rechtwinkligen Dreieck P@QP,:

r-de__ r .
tg@hP =77 _—(ﬂ) Abb. 88.
4y

Fillt P, wieder mit P zusammen, so wird die Sehne PP, zur Tan-
gente PT. Fiir den Winkel u zwischen dieser Tangente und dem Leit-
strabl OP ergibt sich nun:

_r_r 1 4
th_—a—f—f', (T _d¢)

d. h. die Tangente im Punkt P einer
Polarkurve bildet mit dem zugehdrigen
Leitstrahl OP einen Winkel g, der
sich nach der Formel berechnet

tgy.:%O

Mit Hilfe dieses Winkels u kann
man leicht die Tangente

zeichnen.
%> a) Tangente an die
Abb, 89, logarithmische Spirale:
r=e¢e?, r'=¢, tgu =£= 1, p=45° (Deutung?).

1) Vgl. P. Crantz, Analytische Geometrie der Ebene. 4. Aufl. Verlag von
B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 1926.

11*
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b) Die Kardioide r = 1 + sin ¢.

r _14sgin P b
tgn = F="ge 2t = tg(§+45%), u =5+ 45° (Doutung?).

VI. Liinge einer Polarkurve.

Aus der gleichen Abb. 89 findet man fiir den kleinen Kurvenbogen
PP, den Wert:

. s A = . ‘_if’. = 2,
—yar g dg =)+ (F) dp =y 7 do.

Die Linge eines endlichen Kurvenstiickes P, Py wird daher
Py
L=f 4ri.de.
P

a) Der erste Quadrant der logarithmischen Spirale:

L=j1/e"l’+e"l’ do =1/2—-(e%—— 1).
0

b) Die Kurve r = sintp von ¢ =0 bis ¢ =1-

-—stm ¢ + coslpde =

VIL Inhalt einer von einer Polarkurve und zwei Leitstrahlen
begrenzten Fliche. (Abb. 90.)
14 Durch die in der Zeichnung ange-
deutete Zerlegung in Kreisausschnitte
erhilt man sofort:

x.
2

(=]
\‘wfa

e

rAgp redper 1 /'
F= T8990 1 [lag,
2 Z,

1 P
a) Der erste Quadrant der archi-
medischen Spirale,

<

Ap

_1 3 27 1 a® /m\3 a'x
Abb. 90. F-—E a‘p d¢’§.—.(~> =

b) Flicheninhalt der Lemniskate » = }/cos 2 .
4.5. 450
=~§—t[cos2¢pdq>=[sin2q: f =1,
& 0°
¢) Flicheninhalt der Kurve r = 1 + cos ¢,
8x
F=3"
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§ 41, Niherungsweise Integration.!)
1. Es soll die Fliche der Parabel
y=az*+ 2bz+¢

fiir die Abszissen O bis 2% ermittelt und fiir die Koeffizienten @, b und ¢
die zu den Abszissen O, & und 2% gehdrigen Ordinaten y,, ¥, und y, ein-
gesetzt werden.

Die gesuchte Fliche ist

2

F=] (a2 + 203 + o) do =5 ak® + 4512 + 2ch.
o

Setzt man fiir 2 der Reihe nach die Werte O, 2 und 2% in die Gleichung
y = az? 4 2bz -} ¢, so wird
Yyo=2¢ Y =oal®+ 2bh+ ¢ und y,=4ah’®+ 4bh+¢

Hieraus folgt:
c=1y,; 2ah =y,— 2y, + vy, und 4bh= — 3y, + 4y, — y,.

Beim Einsetzen dieser Werte in obige Flichenformel wird
1
F=3h (4 + 49, + %)

Die Lage der Ordinatenachse ist ohne Bedeutung fiir diese Formel und
letztere bildet die Grundlage zur niherungsweisen Berechnung einer Fliche,
von der nur ein beliebiger Kurvenbogen PP, die Endpunktsordinaten y,
und y und das zugehorige Stiick M, M der Abszissenachse gegeben sein
miissen, wihrend die Kurvengleichung nicht bekannt zu sein braucht. —
Teile die Strecke My M, um fiir die Fliche PyM,M PP, den Inbalt an-
nihernd bestimmen zu konnen, in 22 (also eine gerade Zahl) gleicher
Teile 2 und errichte in den Teilpunkten "
die Ordinaten, durch die dann die gesuchte T
Fliche in 2% Streifen oder #-Doppel-
streifen zerlegt wird, welch letztere oben
durch die Kurvenstiicke Py P;, P, P,,
P,P;... Py,—3 P begrenzt werden (vgl.
Abb. 91).

Angenommen diese Kurvenstiicke ge-
horen verschiedenen Parabeln an, die
Gleichungen von der Form y = az® 4 2bz 4 ¢ besitzen, so sind die
Inhalte der einzelnen Doppelstreifen

b h h
7G40 1), 30 + 44+ 4,), -+ 5 Ysa—s + 4¥sn- 1+ Yau),

wobei wir die Ordinate des Punktes P mit ys, statt mit y bezeichnen.
Die Addition der Inhalte der einzelnen Flécheninhalte ergibt dieFlichen-
formel von Simpson (1743):

0

1) Ausfiihrlich behandelt in der ,Sammlung von Aufgaben zur Anwendung
der Differential- und Integralrechnung* von F. Dingeldey. Leipzig1923. Bd.2.
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h
=zlhtymt+itmtytyt+---+ Y2n—1)
+ 2ty ys+ ot Yom-9)]
II. Es soll fiir die Abszissen O bis 1 die Fliche der Kurve

1
y= 14+ a2
ermittelt werden — Durch Integration erhalten wir bekanntlich

1 P
F=fm.dx=[a,rc tgx‘!=2= 0,7853.
0

Wir priifen nun die Genauigkeit der Simpsonschen Formel, indem wir
die Kurve aufzeichnen und in Abstinden = 0,1 die Ordinaten y, bis y,,
zeichnen, fiir die sich die folgenden Werte ergeben:

¥, = 0,990
Yy = 0,917 Yy = 0,962
= 1,000
Zo — 0,500 Y5 = 0,800 Y, = 0,862
10="9 Y, = 0,671 Ys = 0,735
Summe: 1,500 Yy = 0,553 ¥ = 0,610

Summe: 3,931 Summe: 3,169

Setze diese Werte in die Simpsonsche Formel, die also fiir diesen Fall
lautet:

h
F=z[yy+the +4 (h + 95+ ¥ +o + %) + 2 (4 + vu + ¥ +5)],
sowird  p_Od[15 443,981 4 2-3,169] = 0,7854,

also weicht dieser Wert von dem durch Integration gewonnenen nur um
0,0001 ab.

III. Zur Ermittelung der Fliche, die durch den Kurvenbogen P,P,
(Abb. 92) und die Abszissen z, bis «, bestimmt ist, zerlegt man sich dle
\ Abszwsenachse, soweit sie die ge-
}2, B:  suchte Fliche begrenzt, durch die

Punkte M, bis M, in n gleiche

<h- Teile, deren jeder also die Lange
h = %(x,.-——xo) hat, und errichtet
. in den Punkten M, bis M, die

—s= Ordinaten, wodurch die gesuchte
M M '
0" %% TFliche F in Trapeze zerlegt wird
Abb. 92, vom Inhalt

h h h h
;(yo + %), E(?/x + 9., "2‘(?/3 +9) - E(?/n—l + Ya)
also ist die gesuchte Gesamtfliche
h
=§[!/+21'/1 +20%+ 20+ 24+ + 29,4+ 9,]
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%, —
oder F=-"3—Ty,+ 25 + 20 + 205 + -+ + 291 + ¥l
Dies ist die Trapezformel fiir die Flichenberechnung.

IV. Andere Verfahren zur angeniherten Bestimmung von Fléchen-
inhalten:

a) Aufzeichnen der Kurve auf Millimeterpapier und Abzihlen der ein-
geschlossenen Quadrate. Die von der Kurve geschnittenen Randquadrate
werden besonders gezihlt und ihre halbe Anzahl wird der Anzahl der
Quadrate zugezihlt.

b) Die Fliche wird auf starkes, gutes Zeichenpapier aufgetragen, aus-
geschnitten und mit einer feinen Wage gewogen. Alsdann wiegt man
eine Quadrateinheit des Papiers und vergleicht die beiden Gewichte mit-
einander.

¢) Mechanische Bestimmung mittels verschiedenartig gebauter Apparate
(Planimeter).t)

§ 42. Entwicklung der Funktionen in Reihen.
I. Die Reihe 14+ o422+ x84

ist bekanntlich eine unendliche geometrische Reihe. Es ist leicht
einzusehen, daB, sobald der absolute Wert von x gleich oder gar grifer
als 1 ist, die Summe dieser Reihe unendlich groB oder unbestimmt wird;
man sagt: die Reihe ,divergiert®, Ist jedoch der absolute Wert von «
kleiner als 1, so ist die Moglichkeit vorhanden, daB die Reihe einen end-
lichen Summenwert erlangt oder ,, konvergiert”. In der Tat kann man
dann, wenn man die gesuchte Summe mit s bezeichnet, setzen:

s=14z4+ 224 234 ...

oder =1+2[1+z4 224+ 2%.-.],
also s=1+41w-.s,
und hieraus folgt: 8=T71-_:E’

d. h.: Die obige Reihe 1i8t sich, im Fall ihrer Konvergenz, durch die
Funktion

3
ersetzen.
1—2z )

Man kann auch umgekehrt sagen, daB sich die Funktion TEE m eine
nach Potenzen von z fortschreitende Reihe, eine ,,Potenzreihe®, verwan-
deln 1i8t, die allerdings nur fiir einen bestimmten Bereich der Grifle x
konvergiert, némlich solange x zwischen — 1 und -~ 1 liegt.

1) Vgl. A, Galle, Mathematische Instrumente. Leipzig und Berlin 1912,
B. G. Teubner.
2) Uber die Konvergenzbedingungen der Reihen vgl, Lietzmann-Zihlke,
%eit}i)‘aden der Mathematik, Ausgabe B, Oberstufe, 5. Aufl. Leipzig 1927, B. G.
eubner.
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Die Formel
a) =1t ata bt

1—2
1aBt sich, wenn man z durch — x ersetzt, auch schreiben:

1

b) Tiz=1—eta?—a ...

Ersetzen wir # durch #% so kommen wir zu einer spiter benutzten

Formel:
D LA 6 ...
¢) 1+z’—1 At
Man priife diese Formeln etwa fir z=0, 1,1, 08 ...

in eine Potenzreihe verwan-

II. Ebenso wie man die Funktion l_l_m
deln kann, ist man auch imstande, dies fiir andere Funktionen durchzu-
fithren. Wir wollen dies gleich mit der allgemeinen Funktion f(«) tun
und dabei, um schwierigen Untersuchungen aus dem Wege zu gehen, von
vornherein annehmen, daB es fiir diese Funktion eine solche, fiir gewisse
Grenzen von & konvergente Reihe tatstchlich gibt. Wir machen dann

folgenden Ansatz:
f(x)=A + Bz + Ca*+ Dz®+ Eat - .-

und haben nun die noch unbekannten Konstanten 4, B, C, D, E ...
zu bestimmen, Ein einfaches Mittel hierzu ist die wiederholte Differen-
tiation der angesetzten Gleichung. Allein auch dieser Schritt ist nur
unter gewissen einschrinkenden Bedingungen, die wir hier nicht erbrtern
konnen, zuldssig. Durch fortgesetztes Differenzieren ergibt sich folgendes
System von Gleichungen:

f (#)=A+ Bz + Ca®+ Da®+ Ea*+ - -

' @= B +20z+3Da*4 4Ezb+ ...

" (z) = 2C+2-3-Dx+3-4-Eatd--.
(@)= 2.8 D+2.3.4.Ex+--»
¥ (z) = 2.8 4-E+4 -

Wir setzen nun in allen diesen Gleichungen fiir x den Wert 0, wo-
durch wir erhalten:

f(0)=4, also A = f(0),
f (0)=B, » B=EE
" (0) =20, - 0=
fM(©0)=2-3.D, n D= f’."z(f)?%’
o

flv(0>=2'3'4'E, » E=l.m’



§ 42. Entwicklung der Funktiomen in Reihen 169

Damit sind die Konstanten bestimmt und wir erhalten durch Einsetzen
in die obige Gleichung:

d 1" " IV
)= 10) + 5% + 904 50500 et

Dies ist die Reihe von Mae-Laurin (+ 1746) zur Verwandlung von
Funktionen in Reihen,

Das Verfahren ist folgendes: Man bildet die aufeinanderfolgenden
Differentialquotienten von f(z) also: f'(z), f () .. und setzt in allen
diesen Ausdriicken fiir # den Wert O ein; die so gefundenen Werte

() ') £(0)...
werden dann in die obige Formel eingesetat.
Verwandt mit der Reihe von Mac-Laurin ist die Reihe von Taylor

(t1731):

f@ + B) = (@) + 21 (2) + L5 1" (&) + g (2

- 1 1.2 1.2.3 to
Zur Entwicklung dieser Reihe geht man von der Funktion
f(x) =az®+ ba?+ cx - d
aus, in der die Veriinderliche x um die GrBe h wichst. Hierdurch er-
hilt man
fe+nb)=a@+nr*+bx+hP+el@+h)+d

oder
fx +hy=(az®+ba’+ cx+d)+(3az’+ 2bx+¢) h+ (8 ax + b) R+ akd.

Setze hieri
etze hierin art+ b+ ozt d = A

3ax?4- 2bz ¢ =B
3ax + b =C und a=D.

(Durch Apnahme hoherer Potenzen fir «# in der Gleichung
f @) = az®+ ba®+ cx -+ d kann man sich die Reihe beliebig verlingert
denken.) Jetzt wird

f (x+ k)= A+ Bh+ Ch®*+ Dh® 4 Eh*. ...
ff(@x+n)=B+ 2Ch -+ 3Dk 4 4DRS .- ..
f'®+1)=2C+2-3Dh+4-3-4DhK2-...
und wenn % sich der Grenze O n#hert, wird
f (@)=
f (@) =B
f"(x) =2C usw.
also A = f{x)
_r@
1
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_f’”(x)
T 1.2.8

und beim Einsetzen dieser Werte erh'élt man die Reihe von Taylor:
3
fla+h)=f@)+1 f'( z) +1 27‘"( )t gl (@)
III. a) Die Reihe fiir e®: (folgend aus der Reihe von Mac-Laurin)
Aus  f(z) = ¢, faj=e, f'@@=¢
folgt (0)= =1, ' 0)=1, f'L)=1---
= .A} ..
und  e¥= 1+1w+12w+1zs“’+ ST
also die Exponentialreihe (vgl. § 20).
b) Die Reihe fiir sin ac:

f ()= sinz, f (0= o,
fl (&)= cosz, ff o= 1,
! (a) =—sin o, = o,
f"" (£) = — cos x, " (0)=—1,
flv(m) = sing, f¥©0)= o0,
7 @)= cosa, )= 1
5
sina = — 53+ rraTs

¢) In gleicher Weise ergibt sich die Reihe fiir cos z:
_ a2 ot a8 1
cwsw=1—y5+iggrreeasst )

d) Aus den drei letzten Formeln 148t sich ein bemerkenswerter Satz
ableiten.

Zu diesem Zwecke wollen wir die Reihe fiir ¢* einmal fiir einen ima-
gindren Exponenten aufschreiben; es sei also = u - ]/-— 1=wu-i, wor-
in 4 in bekannter Weise die ,,imaginiire Einheit J'— 1 bezeichnet.
Es wird also

utit A (AR

%l — ﬂ ﬂ u’s? cee
e=ltytiatiesstiesaties s e st tesase T

Nun ist aber gemi8 der Bedeutung von i = ]/— 1:

it= i P= ¢
Pf=—1 f=—1
Bem—i T=—i
it= 1 #= 1 usw.

1) Die beiden letztgenannten Reihen entdeckte Newton 1666—1669,
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d. h. alle Potenzen von 4 lassen sich durch ¢ oder 1 ausdriicken. Damit
nimmt unsere Gleichung die Gestalt an:
wi — ﬁ.'.~_“i__ us i ut ub
et=1+41-i—r5— 1 ‘Tzt e 30
‘M/G
T1.2.3.4.5-6

<7

Nehmen wir jetzt die reellen Gréfen fiir sich und ebenso die imagi-
niiren (mit ¢ multiplizierten) fiir sich zusammen, so ergibt sich:

. u? wt u®
i (] e — ‘e
€ (1 et st Tz5.45.6 )
% ud ub
+Q<T_"1-2-3+1-2-3-4.5—'")'

In den Klammern stehen die vorhin fiir cos % bzw. sin % gefundenen
Reihen, Wir finden also schlieBlich:

“t = ¢os w -+ isin u.

Diese ,,Eulersche Gleichung zeigt einen merkwiirdigen Zusammenhang
zwischen den trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion.

IV. Andere Funktionen, bei denen das gezeigte Verfahren auf Schwie-
rigkeiten st68t, lassen sich zuweilen durch Integrieren einer bekannten
Reihe finden.

So folgt aus

1—_:_—g,=1—52+z4——zs-1~---
/‘1+zg_f(1—-z’+z4——z‘ +--)dz und daflizz,=arctgz,

0

so erhalten wir die Reihe von Gregory:

arctgz—z-—--]—z;—-_?..{-...,
also eine Reihe fiir die Funktion are tg 2.

a) Setze in dieser Reihe # = 1; dann ist arc tg # -—% und es ent-
steht die Reihe von Leibniz (1673)

f=1-fi-te
b) Aus der Reihe

1
l—l-x

z
folgt f1+x f(l—x+x2—x3+ B Dda
0

=1—g+at—a*t+ a2t
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2
dzx
und da fm= In(1l + z),
8

ergibt sich:  In(l fa)=x —F 45— 4.0
(Reihe von Mercator, 1668.)
¢) Fiir £ = 1 ergibt sich:
(@) =1—3+3—1--

Y. Wenn die in der Reihe vorkommende Verinderliche einen sehr
kleinen Wert hat, so kann man die Potenzen dieser Verinderlichen ver-
nachlissigen und man erhilt dann Niherungsformeln zur Rechnung
mit kleinen Grofen. Z. B.:

1
i~ it
1
i
ef~1 -2
sinze~ox
cosxr~1
In(l+4+z)~z
V1+a~1 +-§
1 x
~o 1 S e @
Vi+z 2

§ 43. Einige Differentialgleichungen?).

I. Eine Gleichung zwischen den verinderlichen Gréfen # und y, in
der auch noch die Differentiale dz und dy vorkommen, heiBt eine ,,Dif-
ferentialgleichung®. Z.B.:

zdy + ydx =0, Z—i—i+ ay=">b usw.

Die Ldsung einer solchen Gleichung besteht darin, durch Integrieren
die Gleichung so umzuformen, daB die Differentiale nicht mehr vorkom-
men, also eine Gleichung herzustellen, die nur die GréBen x und y selbst
und Konstante enthilt.

Wenn irgendeine Differentialgleichung vorgelegt ist, so wird man zu-
nichst versuchen, die ,,Jrennung der Variablen“ durchzufiihren, d. h.
die Gleichung so zu schreiben, daB auf der linken Seite alle # und dx,
auf der rechten Seite alle y und dy stehen. Ist die Trennung erfolgt,
dann kann man sofort die beiden Seiten der Gleichung integrieren.

Beispiele:

dy 1—y
a) ZiTn+ Vl —a 0.
1) Vgl. M. Lindow, Differentialg'eichungen, Leipzig 1921.
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Hier kann man die Trennung in sehr einfacher Weise herbeifiihren:

dy dx
Vi—y  Vi—a"

dy dx
vi—g JVie
arc sin ¥y =~ arc sin z 4+ C.

(Die beiden Integrationskonstanten faBt man in eine einzige zusammen.)
arc sin « 4 arc sin y = C.

Dies ist die ,Losung® der Differentialgleichung. Sie enthilt die will-
kiirliche Konstante C.

b) zdy + ydz = 0;
dy __ _ 4z
y =

In(y) =— In(z) + In(0).
(Man kann als beliebige Konstante natiirlich auch I%(C) schreiben.)
n(@) + In(y) = n(C),
l"(xy) = In(0),
zy = C.

Die letzte Gleichung gibt fiir einen bestimmten Wert von C eine
gleichseitige Hyperbel. Da nun C ganz beliebig ist, so sind in der
Gleichung #y = C unendlich viele Hyperbeln oder eine Hyperbel-
schar enthalten. Die Differentialgleichung zdy — ydx = O kennzeich-
net also eine Schar von Kurven.

¢) Ein Punkt bewegt sich auf einer geraden Linie so, daB seine Ge-

schwindigkeit proportional seinem Abstand vom Nullpunkt ist. Man
stelle die Bewegungsgleichung auf.

ds
d

fd—s=flc-dt,
§

n(s)="k.t+ C,
s = ekt+0= (0. gkt
s=A-.e* (4 = e%.

d) Fir eine stromdurchflossene Spule mit Selbstinduktion lautet das
Ohmsche Geseta:

=k-s,

. as
E=r-.1 + L. d—t‘
Man berechne hieraus die Stromstirke ¢.

1 di
fdt— E=ri’
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1 ds
ffdt=fE-—ri’
1

1 .
—L—-t=———r--ln(E—m)——C’,
Zn(E——ri):———%t——-rC,
_L; _.L[
E—ri=e L ce770C=A.¢ L (A=e—r9),

”
i=E_ 4 .-zt
r r

Diese Gleichung enth#lt noch die neuhinzugekommene Konstante A.
Fiir den Stromanfang (f = 0) ist i = 0; daher

o=L2_4, 4_&
r r
also i = E-—Ee'"i',

d. h.: Die Stromstirke setzt sich zusammen aus dem nach dem Ohmschen
Gesetz berechneten konstanten Teil g und dem durch die Selbstinduk-

tion hervorgerufenen: B _r,
— L
r
II. Die Gleichungen
a: a2
0 Hoay=0; Pray=o

heiBen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, weil sie den IL. D. Q.
enthalten!). Zu ibrer Losung setzt man probeweise y — ¢** und bestimmt
dann A durch Einsetzen in die Gleichung.

d*y

) am—vy=0
Az ay 1. etz dzy_l2 c),z
Y= e, d—.’l¢= c €57y s . .

Die Gleichung a) lautet nun:
A2eAz — g3elz — 0,
hieraus: BP—a*=0,
also Ai=a l=—a.
Wir erhalten also die beiden ,partikuliren” Lisungen
y=e*" und y=e %%
aus denen man die ,allgemeine Losung* bildet:
y=C,e** 4 Ce—2~,
Probe durch Einsetzen in Gleichung a).

1) Die bisher besprochenen sind dementsprechend Differentialgleichungen
erster Ordnung.
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Welches ist der innere Grund fiir @ Konstanten €, und C,?

a’y
b) a—:;;-§+(l’y=0-
: 1z BY__ 12, s
Setzt man wieder y = 7, d—xzzl . 6%
so entsteht A%+ a? =0,
P =yY—a?,
h=a-i, Ad=—a-i (i=y-1).

Die Losung wird also lauten:
y = Cye* 4 Cye—2¢
= C, (cos a + isin a) + C; (cos @ — i sin a)
= (C, 4+ Cy) - cos a+ (C; — Cy) i- sin a.
Setzt man C+C =M,
(6, — G)i=N,
so ergibt sich als Lidsung:
y=M-cosa - Nsina.

IX. Die Wahrscheinlichkeit und ihre Anwendungen.

§ 44. Wahrscheinlichkeitsrechnung?)

(Fermat und Pascal 1650 und Jak. Bernoulli 1713).

1. Bei vielen technischen und physikalischen Untersuchungen, ebenso
im Wirtschaftsleben, spielt die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung eine groBe Rolle. Bei Messungen und sonstigen zahlenm#Bigen Aus-
wertungen ist es z. B. von Wichtigkeit zu ermitteln, welcher von den ge-
fundenen Werten mit grofter Wahrscheinlichkeit der richtigste ist (Fehler-
ausgleichrechnung), bei Wagnisgeschiiften jeder Art, wie beim Borsen-
handel, Lotteriespiel und Versicherungswesen, kommt es auf die Wahr-
scheinlichkeit des Eintritts eines bestimmten Ereignisses an.

I1. Es wird z. B. ein Wiirfel geworfen, dessen Seiten mit den Zahlen I
bis VI bezeichnet sind. Es soll die Zabl VI geworfen werden. Von den
6 moglichen Fillen des Ausgangs des Wurfes sind 5 ungtinstig und einer
giinstig (némlich der, daB VI geworfen wird). Die Wahrscheinlichkeit w0,
die VI zu werfen, ist demnach nur %+, dagegen die Unwahrscheinlich-
keit , die VI zu werfen, gleich 5. Wir erhalten somit

wHu=2145=1
Die mathematische Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt eines
bestimmten Ereignisses ist demnach der Quotient gebildet aus

1) Vgl. 0. Meissner, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd. 1/2, 2. Aufl. Leipzig
und Berlin 1919, B. G. Teubner.
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der Zahl der dem Ereignis giinstigen Fille, durch die Zahl der

fiberhaupt moglichen Fille.
Ist m die Zahl der mdglichen Fille, g diejenige der giinstigen und
n die der nicht giinstigen, so ist also m =g -4 » und die Wahrschein-

lichkeit w = % + dagegen die Unwahrscheinlichkeit u = —;—:— Hieraus folgt

=9, n_gtn_m_
w+u—m+m_ m om !
also w4+ u=1.

III. Es werden 2 Wiirfel geworfen und es soll untersucht werden,
wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, daB bei einem Wurfe sich als Summe
entweder 8 oder 9 ergibt. Von den 36 iiberhaupt méglichen Fillen (jede
Zahl des einen Wiirfels kann mit jeder Zahl des anderen Wiirfels zu-
sammentreffen, also 6 - 6 = 36 Fille), sind fiir 8 fiinf giinstige Fille
vorhanden, nimlich I ++ VI, VI 4- 1T, TIT 4 V, V 4- 11T und 1V + IV;
fir 9 dagegen nur vier giinstige Fille, ndmlich ITI 4 VI, VI 4 III,
IV 4+ V und V 4 IV, Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit fiir 8 mit
w, und diejenige fiir 9 mit w,, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB 8 oder
9 geworfen wird, w=w fwy =5 p E =21
Die Wahrscheinlichkeit w, daB eines von 2 Ereignissen mit
den Wahrscheinlichkeiten w;, und w, eintritt, ist also gleich
der Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten.

Wie groB ist entsprechend die Wahrscheinlichkeit, daB 8 oder 9 oder
11 geworfen wird? (w = w, + w, + w;.)

IV. Es soll die Wahrscheinlichkeit untersucht werden, daB mit den
2 Wiirfeln in 2 Wiirfen das erste Mal 8 und das zweite Mal 9 geworfen
wird. Hier ist die Zahl der giinstigen Fille gleich 5 - 4; denn man kann
jeden der fiinf Fille, die der 8 giinstig sind, mit jedem der vier Fille,
die der 9 giinstig sind, zusammenstellen, wihrend die Gesamtzahl der
moglichen Fille hier 36 - 36 betrigt. Somit ist hier die Wahrschein-
lichkeit 5.4 5 4

w = W?Qi:% "ﬁ='w1' Wy

Die Wahrscheinlichkeit w, daB zwei Ereignisse mit den
Wahrscheinlichkeiten w, und w, entweder gleichzeitig oder
in bestimmter Reihenfolge nacheinander eintreten, ist dem-
nach gleich dem Produkt dieser beiden Wahrscheinlichkeiten.

Wie groB ist demnach die Wahrscheinlichkeit, daB 3 Ereignisse gleich-
zeitig oder in bestimmter Reihenfolge nacheinander eintreten?

V. Ein Geschiftsmann sei an verschiedenen Unternehmungen be-
teiligt, die ihm mit den Wahrscheinlichkeiten w,, w,, wg, . . . Gewinne in
den Hohen @y, G4, Gy, . . . erhoffen lassen, dann ist seine mathema-
tische Erwartung (Hoffoung):

E=w G +w- G+ ws-Ggy...

Im Falle des Verlustes wird G natiirlich negativ. Ist z. B. bei einem
Geschift G = 200000 S, dahei nur w = 0,1, so wird E = 20000 ¢
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Wir erkennen sofort, daB die Erwartung hier eine Funktion der Wahr-
scheinlichkeit ist, also E == f(w), je geringer w, je kleiner wird auch E;
die Aussicht (Sicherheit) des Wagnisgeschiftes wichst also mit der Wahr-
scheinlichkeit. — Ist z. B. bei einem Gliicksspiel die Wahrscheinlichkeit
w=0,1, so wire fiir einen Gewinn ¢ = 100 J. die Erwartung E=
10 M. — Ein Fehler wiire aber nun die Annahme, da8 diese Erwartung
und der vom Spieler zu leistende Einsatz gleich sein miiBten. Angenommen
50 Personen sind am Spiele beteiligt, jede mit 10 6., so daB 500 f&. in der

Kasse sind, so miite man von jedem Spieler tatsichlich %%0 = 10 Jb er-

heben. Da aber erst bei sehr hiufig wiederholtem Spiele, nach den Liehren der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Fall eintritt, daB der einzelne Spieler
weder Verlust noch Gewinn hat, so wird die mathematische Erwartung
stets kleiner als der Einsatz sein, welch letzterer sich iibrigens, bei den
offentlichen Verlosungen, infolge von Unkosten der Veranstaltung und
Besteuerung der Gewinne noch bedeutend erhsht.

Ahnliche Erwigungen gelten fiir die Wahrscheinlichkeit der Kapital-
anlage in Form von Geschiftsanteilen und Grundstiicksbeleihungen (Hy-
potheken). Eine unmittelbare Verbindung zwischen Geldgeber und
Empfinger bietet ersterem hoheren Zinsgewinn als durch die Bankver-
mittelung, aber andererseits geringere Sicherheit als auf letzterem Wege
Es ist daher empfehlenswerter, daB alle diejenigen, die Geld in dieser
Weise zinstragend anlegen wollen, die betreffende Summe bei einer Bank
oder Sparkasse einzahlen, von wo aus das Geld dann weiter verliehen
wird — Die Banken besitzen hinsichtlich der Hthe der zulidssigen Hypo-
thekenbelastung eines Grundstiicks oder der Kreditfihigkeit eines Geld-
suchenden eine vielseitige fachminnische Erfabrung. — Hat aber die
Bank trotzdem mal bei ihren vielen Unternehmungen einen Ausfall, so
ist der Gesamtschade nur verhiltnismiBig gering und verteilt sich auf
die Gesamtheit der Geldgeber der Bank, wodurch der Verlust des ein-
zelnen nur unbedeutend wird (vgl. die entsprechenden Ausfiihrungen beim
Versicherungswesen).

§ 45. Fehlerausgleichsrechnung.?)
(GauB 1795. Legendre 1806 )

Der Wert der Erfahrung ist, gleiche Befihigung
des Sammelnden vorau tzt, prozentual der
Grd8e und Anzahl der Kreise, in denen dieselbe
erworben wurde. In zukleinen Sphiiren gemachte
Erfahrungen sind eher schidlich als niitzlich;
denn nichts ist gefahrlicher als auf wenige Be-
obachtungen gegriindete aligemeine Schlisse.

Max Maria v. Weber.

I. Bei physikalischen und technischen Messungen ist es praktisch un-
moglich, den wahren Wert einer GroBe zu bestimmen, da alle Unter-
suchungen mit Fehlern behaftet sind. — Beim Ablesen des Barometer-

1) Ausfiibrliche Behandlungen der Fehlerausgleichsrechnung in bezug auf
physikalisch-technische Messungen finden sich in den Werken: Kohlrausch,
Lehrbuch der prakt. Physik. 15. Aufl. Leipzig 1927. V. Happach, Aus-
gleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Leipzig 1923.

Grtinbaum-Jakobi, Funktionenlehre 7. Aufl. 12
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standes werden z. B. verschiedene Beobachter ungleiche Werte erhalten,
infolge ungleich genauen Ablesens. Besonders hiufig werden hierbei par-
allaktische Fehler gemacht werden, indem die Beobachter das Auge nicht
genau in der Hohe der Quecksilberkuppe halten. Dies und #hnliche sind
zufillige Beobachtungsfehler, im Gegensatz zu den systema-
tischen und instrumentalen Fehlern.

Systematische Fehler beruhen auf unrichtiger Versuchsanordnung, z B.
wenn bei der soeben genannten Messung das Barometer zu hoch oder zu
tief fiir den Beobachter hingt und diesem infolgedessen die genaue Ein-
stellung des Auges in der Hohe der Quecksilberkuppe unmoglich ist.

Instrumentale Fehler dagegen nennt man die Ungenaunigkeiten der
MeBwerkzeuge, also wenn z. B. die Skalenteilung oder die Kalibrierung
des Barometers ungleichmiBig ist. Man bestimmt die Instrumentalfehler
durch Vergleich mit einem Normalbarometer und trigt die fiir die ein-
zelnen Werte erforderlichen Korrektionen in eine Tabelle ein, die man am
gepriiften Barometer anbringt. Ist » = Normalwert (Wert des Normal-
barometers), @ = Ablesungswert und f==Instrumentalfehler des gepriiften
Barometers, sowie k = erforderliche Korrektion desselben, so bestehen
zwischen diesen GroBen die Beziehungen:

n=a-+k a=n-4fund f=—EF.

Die Werte fiir & fiigt man wie folgt dem Barometer in einer Tabelle bei:

Unter 750,0 mm Korrektur 0,0 mm
Von 750,0 bis 760,0 mm " 02 .
Uber 760,0 mm " 0,1 .

II. Die Ausgleichsrechnung bezweckt nun, nach Beseitigung der systema-
tischen und instrumentalen Fehler, aus den Messungsergebnissen den wahr-
scheinlichsten Wert zu ermitteln. Das Beobachtungsergebnis weicht stets
um eine gewisse, unbestimmbare Konstante C vom wahren Werte ab, Be-
zeichnet man nun die Abweichung der einzelnen Messung vom Durch-
schnittsergebnis simtlicher Messungen als den scheinbaren Fehlerf,, im
Gegensatz zum wirklichen Fehler f,, der gleich der Differenz zwischen
dem wahren Wert der zu messenden GréBe und dem Ergebnis der Einzel-
beobachtung ist, so besteht die Beziehung:

fo="fo+C.

IIL. Bei einer Reibe von Beobachtungen des Barometerstandes sind
folgende Ergebnisse gefunden worden:

752,7 mm; 752,6 mm; 752,9 mm; 752,8 mm; 752,5 mm,
Durch Addition dieser Werte und Division der erhaltenen Summe durch
die Zahl der Beobachtungen (hier in diesem Falle also durch 5) erhilt

man das arithmetische Mittel der Beobachtungen, nimlich 752,7 mm.
Die scheinbaren Fehler der Einzelbeobachtungen sind dann in diesem Falle

0,0 mm; — 0,1 mm; + 0,2 mm; + 0,1 mm; — 0,2 mm,

IV. Bedingung fiir die volle Bedeutung der Einzelbeobachtungen ist
es natiirlich, daB sie voneinander unabhingig ausgefithrt werden, daf
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also in unserem Beispiel vor jeder neuen Bestimmung des Barometer-
standes die Lupe frisch eingestellt wird.

Hat der Vergleich mit einem Normalbarometer fiir obige Messungen
als wahren Wert etwa 752,83 mm ergeben, so wiren also die wirklichen
Fehler:

+ 0,4 mm; 4 0,3 mm; -} 0,6 mm; 4 0,5 mm; 4 0,2 mm.

Grobe Beobachtungsfehler sind bei der Mittelbildung auszuschlieBen. Ist
alsoz B.bei der oben erwiihnten Bestimmung des Barometerstandes 742,7mm
als ein Wert angegeben worden, so liegt mit Sicherheit ein Ablesungs-
fehler von 10 mm vor, der von der Mittelbildung daher auszuschlieBen ist.

V. Addiert man die scheinbaren Fehler der in Absatz III dieses Para-
graphen angefiihrten Beobachtungen ohne Riicksicht auf das Vorzeichen,
also 0,0 mm + 0,1 mm + 0,2 mm - 0,1 mm + 0,2 mm = 0,6 mm, und
dividiert durch die Zahl der gemachten Messungen (hier also durch 5),
50 erhilt man 4 0,12 mm als durchschnittlichen Fehler, der uns ein
fiir die Auswertung der Beobachtung schon recht brauchbares Ergebnis liefert,
dem man das doppelte Vorzeichen + gibt, da die einzelne Abweichung
eines scheinbaren Fehlers positiv oder negativ sein kann. Die Fort-
schaffung des doppelten Vorzeichens erfolgt auch durch Quadrieren der
einzelnen scheinbaren Fehler. — Die Addition der Fehlerquadrate und
Division der erhaltenen Summe durch die Zahl der Werte liefert dann
nach GauB das Quadrat des mittleren Fehlers und diese Griofe radiziert
den mittleren Fehler p selbst. Wir erhalten aus obigem Beispiel:

5 u? = 0,00 + 0,01 + 0,04 + 0,01 4 0,04 = 0,10, also u?= 0,02

und u = 0,14. Somit ist der mittlere Fehler grofer als der durchschnitt-
liche Fehler. — GauB hat ferner durch seine Theorie der kleinsten Qua-
drate (1795) nachgewiesen, daB das arithmetische Mittel der Beobach-
tungswerte den wahrscheinlichsten Wert der Messurg liefert. Hierbei
denkt man sich die Differenzen gebildet zwischen dem wahren Wert 2 einer zu
messenden Grofe und den fiir sie beobachteten Werten z,, 25, #5,« -« 2,
also (z — ), (¥ — %) usw. Diese Differenzen ergeben die wirklichen
Fehler der einzelnen Messungen., — Man mufl nun denjenigen Wert von z
suchen, fiir den die Summe S der Quadrate der Beobachtungsfehler ein
Minimum wird. Wir haben also die Gleichung

S=(@—a) + (@ —z) e+ (@)
zu differenzieren und erhalten
g'—i=2(x——xl)+2(x-—xz)+ ----- + 2(x —a,) =
oder nx — (2, + 25 + +o0e- +2,) =0,
also x=x1+x2;;'“+x”

Dieser Wert (das arithmetische Mittel aus den Beobachtungswerten)
macht also die Summe der Fehlerquadrate zu einem Minimum und wird
daher als der wahrscheinlichste Wert von « angesehen.

*

12
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VL. In vielen Fillen bestimmt man auch den relativen Fehler,
worunter wir das Verhiltnis der GroBe des Fehlers zu derjenigen des ge-
messenen Wertes verstehen.

a) In der Aufgabe k des § 16 berechnet sich der in die Wheatstonesche
Briicke eingeschaltete unbekannte Widerstand y aus dem Abschnitt x des
MeBdrahtes nach der Formel .

y=1—=

wenn der Vergleichswiderstand 1 Ohm betriigt. Ist dieser jedoch  Ohm,
so lautet die Formel
=

1. Y= I_—Tx o 7.

Wir wollen nun annehmen: daB die Ablesung # mit einem kleinen
Fehler behaftet sei, den wir durch dx bezeichnen wollen; dann wird
nattirlich auch das aus # nach Formel 1. errechnete Ergebnis fiir y
etwas fehlerhaft sein; der Fehler sei dy. Die Beziehung zwischen den
beiden Fehlern dz und dy pflegt man durch Differenzieren der Glei-
chung 1. herzustellen. Also:

2. ===

Man deutet diese Gleichung derartig, daB die kleinen Fehler dy und dz
sich zueinander wie r zu (1 — z)? verhalten, und schreibt auch

3. dy == - dz,

_r
(1—a)p
d. b.: Der Fehler von y berechnet sich aus dem Fehler von x durch Multi-

plizieren des letzteren mit dem Ausdruck ) :w)"

Der Fehler dy verglichen mit dem Wert von ¥, also der Quotient
d7y oder relative Fehler von y ist in unserem Falle:

dy_ __dz
y (1—a)-z

Nimmt man nun an, daB mit der Ablesung von « ein Fehler dx = ¢
unvermeidlich verbunden jst, dann wird das fir y errechnete Ergebnis
fiir denjenigen Wert von # am genauesten, fiir den der relative Fehler,

also
8

(1—2)x
ein Minimum wird; dies tritt ein fiir = 1.

Die Wheatstonesche Briicke liefert demnach die genauesten Ergebnisse,
wenn der Briickendraht in der Mitte des MeBdrahtes aufliegt, wenn also
der Vergleichswiderstand (ungefiibr) gleich dem gesuchten Widerstand ist.

b) Die Stromstérke ¢ ergibt sich bei der Messung mit der Tangenten-
bussole aus dem Ausschlagswinkel ¢ nach der Formel

i=A-tgtp,
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worin A eine dem Instrument eigentiimliche Konstante ist. Begeht man
beim Ablesen von ¢ den kleinen Fehler dop, so wird auch ¢ feblerhaft;
der Fehler sei di. Man erhilt die Beziehung zwischen d¢ und de durch
Differentiation: di

LU
dep cos’g
dgi____do

Der relative Fehler wird: —=-——"+—-
i cosg-sing

Laft man ncn fiir  einen konstanten Fehler dg = & zu, so wird das
fir i gefundene Ergebnis dann am genauesten, wenn der relative Fehler

]
cos @ - sin ¢

ein Minimum wird. Dies tritt ein fiir ¢ = 45°.

VIL In vielen Fillen kann man den Fehlerausgleich durch ein gra-
phisches Verfahren erreichen. Bei Versuchen tiber das Mariottesche Ge-
setz sind z. B. bei verschiedenen Drucken p bestimmte Volumina v be-
obachtet worden; da p - v = C ist, so muB die zeichnerische Darstellung
eine gleichseitige Hyperbel ergeben. Trigt man nun die einzelnen Gréfen v
als Abszissen und die einzelnen Gréfen p als Ordinaten in einem recht-
winkligen Koordinatensystem auf, so
werden nicht alle erbaltenen Schnitt-
punkte von zusammengehdrigen Ab-
szissen und Ordinaten (infolge der Be-

obachtungsfehler) auf der Hyperbel
liegen und aus dem Abstand des be-
treffenden Punktes von der Kurve er- ¢ -

so leicht berichtigt werden kann, wie
Abb. 93 zeigt.

VIIL In shnlicher Weise, wie die
Messungen auf Grund physikalischer

gibt sich der Beobachtungsfehler, der]

und technischer Versuche, werden auch - 5

die Ergebnisse der Statistik (Geburten, abb, 9.

Todesfille, Krankheiten, Berufe usw.)

unter gewissen Verhiltnissen einer Ausgleichsrechnung unterworfen, um
z. B. Grundlagen fiir Kranken-, Unfall-, Lebensversicherungen usw. zu
erhalten (vgl. § 46).

§ 46. Versicherungsrechnung (Halley 1693).

Die Mitteilung wirtechaftlicher Dinge unter-
gribt nicht das wissenschaftliche Interesse; sie
1aBt vielmehr die rein wissenschaftliche Forschung
in ihrem Wesen nur noch klarer und reiner er-
kennen, Timerding.

L. Die wichtigste Anwendung findet die Wahrscheinlichkeitsrechnung
auBer bei allen Wagnisgeschiften (Spekulationen), wie bei der Veranstal-
tung offentlicher Gliicksspiele (Lotterien), unter gewissen Voraussetzungen
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beim Handel mit Wertpapieren (Borsengeschift), vor allem aber bei allen
Zweigen des Versicherungswesens.

Unter einer Versicherung verstehen wir eine wirtschaftliche Ein-
richtung, durch die es dem einzelnen ermdglicht wird, durch Vereini-
gung mit einer gréBeren Anzahl anderer Personen fiir einen zukiinf-
tigen Geldbedarf vorzusorgen, sei es durch einmalige oder innerhalb
gewisser Zeitrdume wiederkehrende Geldeinzahlungen (Primien). Man
unterscheidet dabei:

a) Sach- und Vermggensversicherungen, also z. B. gegen Sach-
gchiiden, die durch Feuer, Hagel, Wasserrohrbriiche entstehen, bei der Be-
forderung von Fracht- und Postsendungen auf dem Land- oder Seewege.
Hierzu gehdren ferner die Glas-, Einbruchdiebstahl- und die Viehversiche-
rung. Wihrend diese bisherigen Beispiele sich auf die Versicherung gegen
Sachschidigung bezogen, handelt es sich hier um einen Schutz gegen Ver-
mogensschidigungen bei der Haftpflichtversicherung, der Biirgschafts- und
Unterschlagungsversicherung, sowie bei der Versicherung gegen Schiden
infolge Kursriickgang und Auslosung von Wertpapieren.

b) Personenversicherung, also z. B. die durch die Reichsversiche-
rungsordnung (zwangsweise) vorgeschriebene Kranken-, Unfall-, Invaliden-,
Alters- und Hinterbliebenenversicherung der Arbeiter und Angestellten.
AuBerdem die (freiwillige) Kranken-, Unfall- und vor allem die Lebens-
versicherung.

Bei all diesen Versicherungen') wird es sich also darum handeln, fest-
zustellen, wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, dal ein Ereignis eintritt,
durch das der Versicherer vertragsmiBig gezwungen ist, dem Versicherten
die vereinbarte Zahlung zu leisten. Ist die Versicherungssumme (Policen-
hohe) festgelegt, so wird sich die Hohe der Versicherungsgebtihr (Priimie)
danach richten, wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, daB und innerhalb
welcher Zeit dem Versicherten eine Zahlung vom Versicherer zu leisten
ist. — Z. B. ist im Jahre 1919 die Versicherungsgebiihr fiir Einbruch-
diebstihle bedeutend erhdht worden, da deren erhebliche Zunahme zahlen-
miiBig (statistisch) erwiesen ist.

Die Versicherungsgebiihr (Primie) ist bei einmal festliegen-
der Versicherungssumme (Policenhdhe) somit eine Funktion
der Wahrscheinlichkeit, daB und innerhalb welcher Frist das
Ereignis eintritt, das den Versicherer zur Zahlung des ver-
einbarten Betrages an den Versicherten verpflichtet.

AuBerordentlich mannigfaltig gestaltet sich mit Riicksicht auf die ver-
schiedenen Versicherungsarten die Versicherungsrechnung, die daher ein
besonderes und sehr umfangreiches Gebiet der Mathematik bildet. Wir
werden als Beispiel daftir hier nachfolgend die Grundziige der Lebens-
versicherungsberechnung besprechen, die sich von allen anderen Versiche-
rungsarten dadurch unterscheidet, daB man es hier mit einem ein-
mal eintretenden Schaden (z. B. bei der Erreichung des fiir die Auszah-
lung der Summe vereinbarten Lebensalters oder infolge des Todes) zu
tun hat.

1) Jeder Versicherungsvertrag (mit Ausnahme bei den reichsgesetzlichen
Zwangsversicherungen) ist die Police.
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I. Die Lebensversicherungen sind erst nach den See- und Feuerver-
sicherungen entstanden (die erste Feuerversicherung 1667 als Fire-office,
1706 die erste Lebensversicherung als Amicable Society in London). —
Tiir die Primienberechnungen bilden die Sterblichkeitstabellen die Grund-
lage, die angeben, wie viele von 10 000 Neugeborenen nach 1, 2, 3, ..,
95 Jahren noch leben. Die Herstellung einer solchen Tabelle kann natiir-
lich nicht in der Weise erfolgen, daB man feststellt, wie viele von den
Neugeborenen nach einer bestimmten Zahl von Jahren noch leben; denn
die Ubersicht wire infolge Wegzuges und Auswanderung praktisch un-
moglich, und auBerdem wiirde die zahlenmiflige Erhebung annihernd
100 Jahre dauern. Man stellt daher mit Hilfe der Volkszihlung fest,
wie sich eine Bevdlkerungszahl von 10 000 Einwohnern auf die verschie-
denen Lebensalter verteilt. Findet man also z. B., daB es unter 10 000
Einwohnern 9000 gibt, die das erste, und 8500, die das zweite Lebens-
jahr iiberschritten haben, so folgt daraus, daB von 10 000 Neugeborenen
im ersten Lebensjahr 1000 und im zweiten 500 Kinder sterben. — Nach
diesen Grundsitzen ist die umstehende Sterblichkeitstafel fiir Lebens-
versicherungen der 23 deutschen Lebensversicherungsgesellschaften ent-
standen.

Die Anwendung dieser Sterblichkeitstabell® beruht auf einem wichtigen
Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung, dem sogenannten ,,Gesetz der groBen
Zahlen“ (Bernoulli-Laplace): Eine Reihe von Ereignissen, deven Eintritt
oder Nichteintritt sehr hiufig beobachtet wurde, wiederholt sich auch
weiterhin nach dem gleichen Zahlenverhiltnis, vorausgesetzt, dal sich an
den Vorbedingungen nichts #ndert. — Z. B. die durch viele Volkszih-
lungen bestitigte Erfahrung, dafl die Zahl der Fiinfzigjihrigen in Deutsch-
land mehr wie doppelt so groB als die der Siebzigjihrigen ist, rechtfertigt
hiernach die Annahme, daf in gréferen Landesteilen die Gesamtzahl der
Fiinfzigjibrigen und Siebzigjihrigen im obigen Verhiltnis stehen wird,
also in Provinzen, dichtbevolkerten Kreisen und GroBstiidten, nicht aber
in kleinen Orten. (Warum?)

Nach demselben Grundsatz erfolgt die Kapitalisierung der Renten der
Kriegsbeschidigten, indem die einmalige Abfindungssumme mit zunehmen-
dem Alter des Anspruchsberechtigten kleiner wird, weil seine voraussicht-
liche Lebensdauer, also auch die Zahl der ihm noch zu zahlenden Jahres-
renten abnimmt, Er wiirde also bei der Kapitalisierung einer Rente An-
spruch haben:

Im 21. Lebensjahre auf den 18,5fachen Jahresbetrag

” 27' ” ” » 17’0 » ”
” 43 1 ” ” 13,0 ” "
”» 55 ” ” ” 8,25 ” »

Die umstehende Sterblichkeitstafel ist nur ein Beispiel fiir viele #hn-
liche Tabellen dieser Art. Wenn z. B., wie dies bei einigen Gesellschaften
geschieht, der VersicherungsabschluB ohne vorherige #rztliche Untersuchung
erfolgt, so wird man die Hohe der Primie nach anderen Tafeln berech-
nen. Ebenso benutzt man bei den beiden Zweigen der Lebensversicherung,
nimlich der Rentenversicherung einerseits und der Kapitalversicherung
andererseits, etwas voneinander abweichende Tafeln.
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Sterblichkeitstafel der 23 deutschen Gesellschaften fiir normal ver-
sicherte Miinner und Frauen mit vollstindiger &rztlicher Unter-

suchung.
Alter | Anzahl Dtiisek(;:- Summe der | Alter | Anzahl Dti.Sk::' Summe der
in der Za.hlr der diskontierten| in der Za{ﬁr de diskontierten
Jah- || Leben- Lebe Lebens- Jah- || Leben- Leb T|  Lebens-
ren den n- zahlen ren den eoen- zahlen
den den
x l, D S, x i, D S,

T x

20 | 100000 502567 | 1031 224 60 1155892 |7094,6 72 808,2

99081 {48111 980 967 61 (563916 |6612,3 65713,6
22 98173 [46 058 932 856 62 ||51878 |6147,3 59101,3
23 97286 [44 098 886 798 63 /49781 |5699,3 52 954,0

24 96 425 |42 230 842 700 64 1147632 |5268,8 47 2b4,7
26 95 590 (40 449 800 470 65 45435 |4 8565,9 41 985,9
26 94 774 |88 747 760 021 66 |43189 |4 459,7 37130,0

27 93970 (37119 721274 67 40887 |4079,3 32670,3
28 93 173 |35 560 684 1565 68 38532 [3714,3 28 591,0
29 92378 |84 064 648 595 69 136133 |33653 24 876,7
30 91 578 |32 627 614 531 70 |33701 13032,6 21511,4
31 90 770 |31 246 581 904 71 131249 {2716,9 18478,8
32 89952 129917 550 6568 72 1128794 124188 15761,9
33 89121 |28 639 520 741 73 (26358 |2139,3 13 843,1

34 88 280 127 409 492102 74 (23952 [1878,2 11 203,8
35 87424 |26 225 464 693 75 {21592 |1635,9 9326,6
36 86 561 |25 085 438 468 76 1119293 |1412,3 7 689,7

37 86 662 |23 988 413 383 77 17083 |1208,3 62774
38 84 766 |22 932 889 395 78 114980 |1023,7 5069,1
39 83828 121914 366 463 79 [[12998 | 858,2 40454
40 82 878 120933 844 549 80 11150 | 711,29 3187,2
41 81903 |19 987 323 616 81 9420 | 580,61 247591
42 80897 119074 303 629 82 7821 | 465,76 1 895,30
43 79 862 |18193 284 555 83 6378 | 366,97 1 429,55

44 78799 |17 344 266 362 84 5114 | 284,30 1062,58
45 77707 |16 525 249 018 85 4034 | 216,67 778,28
46 76 590 |15 737 232493 86 3138 162,85 561,61

47 76 450 | 14978 216 7566 87 2423 | 121,488 398,76

48 74 281 114 247 201 778 88 1857 89,962 297,272
49 73077 |13 543 187531 89 1415 66,232 187,310
50 71831 |12 861 173 988 90 1071 48,435 121,078
51 70 528 112 201 161127 91 724 31,635 72,643
52 69 166 |11 661 148926 92 463 19,546 41,008
53 67 741 110 940 137 366 93 276 11,217 21,462

54 66251 [10337,6| 126425 94 149 5,872 10,245

55 64695 | 9763,3| 1160875 | 95 72 2,742 4,373
56 63074 | 9187,4] 106334,2 | 96 30 1,104 1,631
b7 61383 | 8638,7 97146,8 | 97 11 0,391 0,527
58 b9 624 | 81074 88508,1 | 98 3 0,103 0,136
69 57792 | 75926 80 400,7 | 99 1 0,033 0,033

60 65892 | 7094,6 72808,2 [100 0 0 0
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Bei der Rentenversicherung zahlt der zu Versichernde einmal eine
groBere Summe (Mise) ein, und der Versicherer zahlt ihm dafiir jihrlich
einen bestimmten Betrag (Rente) bis zum Tode. Dem Versicherer ist es
hier also von wirtschaftlichem Vorteil, wenn der zu Versichernde nicht
mehr lange voraussichtlich leben wird.

Bei der Kapitalversicherung haben Versicherer und Versicherter genau
entgegengesetzte Zahlungen wie bei der Rentenversicherung zu leisten,
indem meistens der Versicherte jihrlich einen gewissen Betrag, die Primie,
entrichtet und dafiir beim Tode oder nach einer bestimmten Anzahl von
Jahren vom Versicherer eine gréflere einmalige Zahlung, das Kapital, er-
hilt, so daf es hier fiir den Versicherer um so giinstiger ist, je flter der
Versicherte wird.

Die folgenden Berechnungen ergeben nur die Zahlungen, die der Ver-
sicherte zu leisten hat, ohne den Zuschlag fiir die Geschiftsunkosten des
Versicherers, vor dem Kriege etwa 209, jetzt wesentlich hoher. —
Unsere Berechnungen beriicksichtigen also weder Spesen noch etwaigen
Gewinn des Versicherers.

ITI. Die Tabello enthilt in der ersten linken Spalte das Lebensalter in
Jahren, (z) vom 20.—100. Lebensjahre. In der zweiten Spalte wird die
Anzahl der Lebenden (I,) angegeben, die von 100000 Zwanzigjihrigen
rach x Jahren noch nicht verstorben sind. Wir sehen, daB 82 878 Per-
sonen das 40. und 55 892 Personen das 60. Lebensjahr voraussichtlich
erreichen werden.

Aus diesen Zahlen (I,) lassen sich nun 3 fiir die weiteren Berechnungen
wichtige GroBen ableiten, niimlich:

Die Toten der Sterbetafel:
dy=1—lpp1.

Die Lebenswahrscheinlichkeit eines ac-jéhrigen Menschen:

Lot
Pr= xll_'

x

Die Todeswahrscheinlichkeit (Lebensunwahrscheinlichkeit) eines -
jahrigen: d
gz = 'l;'

x

Nach § 44 muB also die Beziehung bestehen:
Pzt ¢ = 1.

IV. a) Gehen wir zuniichst von der Rentenversicherung aus unter der
Annahme, daB sich eine gewisse Anzahl von Personen (etwa I,) im Alter
von « Jahren eine sofort beginnende, vorschiissige Leibrente erwerben
wollen, d. h. eine solche, bei der der Versicherte gegen eine einmalige
Zahlung einer groBeren Summe b (Mise) eine Jahresrente im Betrage von
1 J¢ (als Einheit angenommer) sichert, erstmalig sofort und in Zukunft
je zu Jahresanfang zahlbar, bis zum Tode des Versicherten. Der Ver-
sicherer hat demnach sofort den Betrag !. zu zahlen, nach einem Jahre
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nur noch I,,; und nach k Jahren 7.,;. — Um seine Gesamtverpflichtungen
den Versicherten gegeniiber zu berechnen, diskontiert (vgl. § 4) der Ver-
sicherer simtliche zu leistenden Zahlungen auf das Geburtsjahr der Ver-
sicherten, unter Annahme eines ZinsfuBes von 38,5 %,, also dem Zinsfaktor

= 1,035. (Vgl. § 15.) In unserem Beispiel betrigt dann die auf das
Geburtsjahr der Versicherten diskontierte Zahlung, die sofort an diese zu

entrichten ist, ]
x

%,

Man bezeichnet diesen Quotienten abgekiirzt auch mit D,, also
I

x
Dy =—,

9,

und nennt die GréBe D, auch die diskontierte Zahl der oc-jihrigen
Lebenden. Fiir.das folgende Jahr ist diese GroBe D.,;, also vom 2-
ten bis zum 100. Lebensjahre der Versicherten, mit welch letzterem die
Zahlungen sicher aufhéren diirften,

Dz -+ D.t+1 -+ Dx+2 -+ -D.r+3 -+ -DJ+4 4+t Dgy -+ Dygp = Sz-

Letatere GroBe (8,) ist die Summe der diskontierten Lebenszahlen,
die gesamte Zahlungsverpflichtung des Versicherers, die gleich derjenigen
der Versicherten sein muB, zu welch letzterer aber noch der Zuschlag
fiir Spesen und Gewinn des Versicherers kommt, der hier nicht bertick-
sichtigt wird. Hat nun der einzelne Versicherte fiir die Rente die ein-
malige Zahlung b zu leisten, so betriigt diese auf sein Geburtsjahr dis-

kontiertaba—v und fiir die I, Versicherten zusammen

b 8
l: y="bD, =5, also b = ° und wenn die Rente den Betrag r hat,
S,
b=rp.

x

b) Durch welche Zahlung kann sich ein 45jihriger Mann eine vor-
schiissige, sofort beginnende Leibrente von 83000 ¢ sichern?

¢) Wie hoch ist die sofort beginnende vorschiissige Rente, die sich ein
50jubriger Mann durch Zahlung von 20000 J6 sichern kann?
8
d) Wie #ndert sich die Formel b = 7'52‘7 wenn die Zahlung der Rente

erst nach k£ Jahren beginnt bzw. nach % Jahren aufhort? (Aufgeschobene
bzw. kurze vorschiissige Leibrente.)

b Sx—Sz—Jc
5 PEW. b=r -

x x

b=r St

e) Wieviel muB jede von 7, Personen im Alter von z Jahren einzahlen,
wenn jede von ihnen, die nach %k Jahren noch lebt, dann das Kapital a
ausgezahlt erhalten soll? (Kapitalversicherung auf Erlebensfall,)
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Nach % Jahren leben noch I,,; Personen, so daB der Versicherer den
Betrag al,,; zu zahlen hat, der auf das Geburtsjahr der Versicherten
diskontiert gleich a D, ist, und daher die Einkaufssumme fiir jede Person

D

z+k

D

x

b:a-

V. a) Wollen [, Personen, die x Jahre alt sind, fiir den Zeitpunkt ihres
Todes ihren Hinterbliebenen das Kapital a sichern (Kapitalversicherung
auf Todesfall) durch einmalige Bezablung eines Betrages b, so ist es iib-
lich, daB der Betrag @ erst am Ende des Todesjahres ausgezahlt wird.
Durch einen kleinen Zuschlag zu b wird die Auszahlung von a sofort
beim Eintritt des Todes gesichert.

Da im ersten Versicherungsjahre I, — I, Todesfille eintreten, hat der
Versicherer nach einem Jahre a (I — lr41) zu zahlen, welcher Betrag,
auf das Geburtsjahr des Versicherten diskontiert, gleich

a'(l:t_ Zz+1)
qt—l—l

wird, ebenso diejenigen der 2 und 3 Jahre filligen Zahlungen des Ver-

sicherers
Gogs—lyd)

a(lz—l- 2 lz+3)
—_— bZW
qx+3

q:c+2 a

und nach % Jahren

Die Summe aller dieser Zahlungen vom z-ten bis zum 100-sten Jahre
ist dann

arl, la:+1 . +_ll_00 lz+1+ lots . Li00
_q— q—:c qx-}-l' ot q100 —a(qx—l-l qz+2'.'+q1wl

—Z(D,—{— Doypi1+ -+ + Do) — a(Dyp1+ Dpgs+++ -+ Digo)

a 1
ES,— aS;41  oder a(ESx—— Sx+l)

1
a (5 Szm ‘S_’.z-}-l)
— "

x

und D=

b) Durch welche Summe kann ein 32 Jahre alter Mann seinen Hinter-
bliebenen bei seinem Tode ein Kapital von 15000 f6 sichern?

a (% 8, — Sz4- 1)
D

z

¢) Wie éndert sich die Formel b = » wenn die Zahlungs-

verpflichtung des Versicherers erst in Kraft tritt, wenn der Versicherte
frithestens nach k Jahren stirbt?
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(Todesfallversicherung mit Karenzzeit.)

1
a (—q“ 8 S:+I¢+1)
5 .

x

b=

d) Wie #indert sich diese Formel, wenn die Zahlungsverpflichtung des
Versicherers nur in Kraft tritt, wenn der Versicherte innerhalb % Jahren
stirbt?

(Abgekiirzte Todesfallversicherung.)

1
a [E 8= 8 )~ Be1— S, g2y 1):]
D

z

b=

e) Wie hoch stellt sich die Einkaufssumme b, wenn der Versichercr
den Betrag a nach k Jahren, spitestens aber beim Tode des Versicherten
zu zahlen hat?

(Gemischte Versicherung.)

1
a [‘q‘ (Se— 8o 1) — (Segqr1— Sz-l—k)]
b= D .

x

(Dies ist die Vereinigung der abgekiirzten Todesfallversicherung mik
der einfachen Kapitalversicherung auf den Erlebensfall.)

VI. a) Meistens wird die Leistung des Versicherten aber nicht in einer
einmaligen Zahlung b, sondern aus vielen einzelnen iiber ¢ Jahre (auch
Halb- und Vierteljahre sind gebriuchlich) verteilten Einzelzahlungen, den
Primien p bestehen. Die Summe aller dieser Zahlungen muB aber gleich
der Leistung des Versicherers, also gleich dem von diesem zu zahlenden
Kapitale sein. Wahrend also bisher der Versicherte eine einmalige und
der Versicherer viele einzelne Zahlungen zu leisten hatte, ist es bei der
Primienzahlung gerade umgekehrt, so daB sich die zu entrichtende Jah-
resprimie als Quotient aus dem Werte der abzuschlieBenden Versicherung
und dem der Leibrente ergibt, die der Primienzahlung entspricht. Auf
diese Weise ergeben sich folgende Primien:

1. Lebenslingliche Jahrespramien fiir Kapitalversicherung auf Todes-
fall ohne Karenzzeit:

S, q

2. Desgl. mit Karenzzeit von % Jahren:

1
(E Sx+7c_S1+;':+l
p=a S .

xr

Bei den auf Todesfall abgeschlossenen Versicherungen hat der
Versicherte nach Erreichung des 85. Lebensjahres keine Primie mehr zu
entrichten.
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3. Jahresprimien wihrend ¢ Jahren fiir Kapitalversicherung auf Todes-
fall ohne Karenzzeit:

1
<E 8 x Sz+1)
h =—= a T J»
! Sx_ Sx—{-t
4, Jahresprimien wihrend ¢ Jahren fiir Kapitalversicherung auf Todes-
fall mit k-jibriger Karenzzeit:

“(';‘ (Sz+h_sx+k+1)>

r= Sz_Sx-I—l

5. Jabresprimien wihrend ¢ Jahren fiir Kapitalversicherung auf Er-
lebensfall ohne Karenzzeit:

D
-k )

= = 1|°
v <NZ—N_H

x

6. Jahresprimien wihrend ¢ Jahren fiir eine gemischte Versicherung
ohne Karenzzeit, auszahlbar nach % Jahren oder beim Tode:

a[ g B Beg)—Gepr—5up)|

b= Sz'_Sz-i-t )

b) Wieviel kostet einem 30jihrigen Manne eine Kapitalversicherung
auf Todesfall im Betrage von 20000 J¢ a) bei einmaliger Zahlung, b)
bei Jahrespriimien?

(7277,80 J6 bzw. 386,20 Sb.)

¢) Wie gestaltet sich die gleiche Aufgabe, wenn der Versicherte bei
AbschluB der Versicherung schon 40 bzw, 50 Jahre alt ist?

(Einmalige Zahlung 8893,00 bzw. 10891,80 ., Jahresprimien
541,60 bzw. 808,80 Jt.)

d) Welche Jahresprimie muB ein 30 Jahre alter Mann zahlen, der
eine gemischte Versicherung tiber 10000 6. auf das Alter von 65 Jahren
abschlieBt?

(233,50 S.)

e) Wie gestaltet sich die letzte Aufgabe, wenn die Versicherung nur
auf Todesfall abgeschlossen worden ist? (185 J(.)
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